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Vorwort. 

Der Plan einer Herausgabe meiner Abhandlungen ist durch die Groß
zügigkeit von FERDINAND SPRINGER verwirklicht worden. Ihm und meinem 
Freunde RICHARD COURANT bin ich wegen ihrer stets bereiten, durch Rat 
und Tat wirksamen Hilfe zu größtem Dank verpflichtet. 

Die wissenschaftliche Arbeit bei der Herausgabe hat nicht nur äußerste 
Sorgfalt, sondern auch feinstes Verständnis erfordert und konnte daher nur 
geleistet werden von Gelehrten, die durch gründliche Studien in den dabei 
behandelten Fächern dazu vorbereitet sind. Diese Aufgabe ist für den vor
liegenden ersten Band, der insbesondere meinen großen zahlentheoretischen 
Bericht enthält, in vollkommener Weise von den Mathematikern WILHELM 
MAGNUS, ÜLGA TAUS"lKY, HELMUT ULM gelöst worden. Die Entwicklung der 
Theorie der algebraischen Zahlen bis in die neueste Zeit wird in dem Nach
wort von H. HASSE dargestellt. 

Für die drei weiteren Bände ist die Verteilung des Stoffes in folgender 
Weise beabsichtigt: 

Band II: Geometrie, Algebra und Invariantentheorie, 
Band III: Analysis, 
Band IV : Verschiedenes. 

Außer den hier genannten Mathematikern spreche ich noch allen denen, 
die an diesen Arbeiten Anteil genommen haben, meinen wärmsten Dank aus 
und hoffe, daß die Veranstaltung dieser Gesamtausgabe wegen der mannig
fachen Fragen, die darin berührt werden, insbesondere der jungen Generation 
Anregung bieten und damit am besten unserer geliebten mathematischen 
Wissenschaft zur Förderung dienen wird. 

Göttingen, im April 1932. 
J)AVID HILBERT. 



Inhaltsverzeichnis. 
Seite 

1. Vber die Transzendenz der Zahlen e und:n; . . . . . . . . . . . " 1 
[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen S. II3-116 

(1893). Mathem. Annalen Bd.43, S.216-219 (1893).] 

2. Zwei neue Beweise für die Zerlegbarkeit der Zahlen eines Körpers in 
Primideale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 5 

[Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung Bd.3, S.59 (1894).] 

3. Vber die Zerlegung der Ideale eines Zahlkörpers in Primideale 
[Mathem. Annalen Bd.44, S.I-8 (1894).] 

6 

4. Grundzüge einer Theorie des Galoisschen Zahlk6rpers . . . . . . . .. 13 
[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen S. 224-236 

(1894).] 

o. Vber den Dirichletschen biquadratischen Zahlk6rper . . . . . . . . . . 24 
[Mathem. Annalen Bd.45, S.309-340 (1894).] 

Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 
§ 1. Die ganzen Zahlen des Dirichletschen Zahlkörpers 25 
§ 2. Die Primideale des Dirichletschen Körpers. . . . 26 
§ 3. Die Einteilung der IdealkIassen in Geschlechter . 28 
§ 4. Die Erzeugung der Idealklassen des Hauptgeschlechtes 32 
§ 5. Die ambi~en Ideale . . . . . . . . . . . 37 
§ 6. Die ambigen Klassen. . . . . . . . . . . 38 
§ 7. Die Anzahl der existierenden Geschlechter. 42 
§ 8. Das Reziprozitätsgesetz . . . . . . . . . . 43 
§ 9. Der spezielle Dirichletsche Körper. . . . . 47 
§ 10. Die Anzahl der Idealkla~sen des speziellen Dirichletschen Körpers K 48 

6. Ein neuer Beweis des Kroneckerschen Fundamentalsatzes über Abelsche 
Zahlkörper . . . . . . . .. ..................... 53 

[Nachrichten der Gesellschaft. der Wissenschaften zu Göttingen S. 29-39(1896).] 

7. Die Theorie der algebraischen Zahlkörper . . . . . . . . . . . . 63 
[Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung Bd.4, S.175-546 

(1897).] 

Vorwort .......... . . .... 63 

Erster Teil. Die Theorie des allgemeinen Zahlkörpers. 
1. Die algebraische Zahl und der Zahlkörper. . . . . . . 69 

§ 1. Der Zahlkörper und die konjugierten Zahlkörper . . . . . . 69 
§ 2. Die ganze algebraische Zahl . . . . . . . . . . . . . . . 70 
§ 3. Die Norm, die Differente, die Diskriminante einer Zahl. Die Basis des 

Zahlkörpers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 



VI Inhaltsverzeichnis. 

Seite 
2. Die Ideale des Zahlkörpers .................... 73 

§ 4. Die Multiplikation der Ideale und ihre Teilbarkeit. Das Primideal 73 
§ 5. Die eindeutige Zerlegbarkeit eines Ideals in Primideale 75 
§ 6. Die Formen des Zahlkörpers und ihre Inhalte . 77 

3. Die Kongruenzen nach Idealen. . . . . . . . . . . . . . 79 
§ 7. Die Norm eines Ideals und ihre Eigenschaften. . . . 79 
§ 8. Der Fermatsche Satz in der Idealtheorie und die Funktion rp (a) 82 
§ 9. Die Primitivzahlen nach einem Primideal . . . . . . . . . . . 83 

4. Die Diskriminante des Körpers und ihre Teiler. . . . . . . . . . . . 84 
§ 10. Der Satz über die Teiler der Diskriminante des Körpers. Hilfssätze über 

ganze Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 
§ 11. Die Zerlegung der linken Seite der Fundamentalgleichung. Die Diskrimi

nante der Fundamentalgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 
§ 12. Die Elemente und die Differente des Körpers. Beweis des Satzes über die 

Teiler der Körperdiskriminante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 
§ 13. Die Aufstellung der Primideale. Der feste Zahlteiler der rationalen Ein-

heitsform U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .... 91 

5. Der Relativkörper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 92 
§ 14. Die Relativnorm, die Relativdifferente und die Relativdiskriminante . 92 
§ 15. Eigenschaften der Relativdifferente und der Relativdiskriminante eines 

Körpers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 
§ 16. Die Zerlegung eines Elementes des Körpers k im Oberkörper K. Der Satz 

von der Differente des Oberkörpers K. . . . . . . . . . . . . . . . 97 

6. Die Einheiten des Körpers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 
§ 17. Die Existenz konjugierter Zahlen, deren absolute Beträge gewissen Un

gleichungen genügen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 
§ 18. Sätze über die absolute Größe der Körperdiskriminante. . . . . . . . 100 
§ 19. Der Satz von der Existenz der Einheiten eines Körpers. Ein Hilfssatz über 

die Existenz einer Einheit von besonderer Eigenschaft . . . . . . . . 102 
§ 20. Beweis des Satzes von der Existenz der Einheiten . . . . . . . . . 106 
§ 21. Die Grundeinheiten. Der Regulator des Körpers. Ein System von unab-

hängigen Einheiten. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 

7. Die Idealklassen des Körpers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 
§ 22. Die Idealklasse. Die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen . . 109 
§ 23. Anwendungen des Satzes von der Endlichkeit der Klassenanzahl . 110 
§ 24. Aufstellung des Systems der Idealklassen. Engere Fassung des Klassen-

begriffes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 
§ 25. Ein Hilfssatz über den asymptotischen Wert der Anzahl aller Hauptideale. 

welche durch ein festes Ideal teilbar sind . . . . . . . . . . . . . . 112 
§ 26. Die Bestimmung der Klassenanzahl durch das Residuum der Funktion 

C(s) für ,~ = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 
§ 27. Andere unendliche Entwicklungen der Funktion C(s) ......... 117 
§ 28. Die Zusammensetzung der Idealklassen eines Körpers. . . . . . . . . 118 
§ 29. Die Charaktere einer Idealklasse. Eine Verallgemeinerung der Funktion C (s) 119 

8. Die zerlegbaren Formen des Körpers . . . . . . . . . . . . . . . .. 119 
§ 30. Die zerlegbaren Formen des Körpers. Die Formenklassen und ihre Zu-

sammensetzung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 119 



Inhaltsverzeichnis. VII 
Seite 

9. Die Zahlringe des Körpers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 121 
§ 31. Der Zahlring. Das Ringideal und seine wichtigsten Eigenschaften .. 121 
§ 32. Die durch eine ganze Zahl bestimmten Ringe. Der Satz von der Differente 

einer ganzen Zahl des KörperR . . . . . . . . . . . 122 
§ 33. Die regulären Ringideale und ihre Teilbarkeitsgesetze . 126 
§ 34. Die Einheiten eines Ringes. Die Ringklassen . 127 
§ 35. Der Modul und die Modulklasse . . . . . 128 

Zweiter Teil. Der Galoi88che Zahlkörper. 

10. Die Primideale des Galoisschen Körpers und seiner Unterkörper . . . . . . 129 
§ 36. Die eindeutige Zerlegung der Ideale des Galoisschen Körpers in Primideale 129 
§ 37. Die Elemente, die Differente und die Diskriminant.e des Galois8chen Körpers 131 
§ 38. Die Unterkörper des Galoisschen Körpers . . . . . . . . . . . 131 
§ 39. Der Zerlegungskörper und der Trägheitskörper eines Primideals ~ 132 
§ 40. Ein Satz über den Zerlegungskörper. . . . 134 
§ 41. Der Verzweigungskörper eines Primideals ~ . . . . . . . . . . 134 
§ 42. Ein Satz über den Trägheitskörper . . . . . . . . . . . . . . 135 
§ 43. Sätze über die Verzweigungsgruppe und den Verzweigungskörper . 136 
§ 44. Die überstrichenen Verzweigungskörper eines Primideals ~. . 136 
§ 45. Kurze Zusammenfassung der Sätze über die Zerlegung einer rationalen 

Primzahl p im Galoisschen Körper. ............. 138 

11. Die Differenten und Diskriminanten des Galoisschen Körpers und seiner Unter-
körper. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 

§ 46. Die Differenten des TrägheitsMrpers und der Verzweigungskörper ... 139 
§ 47. Die Teiler der Diskriminante des Galoisschen Körpers ........ 140 

12. Die Beziehungen der arithmetischen zu algebraischen Eigenschaften des Galois
sehen Körpers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 

§ 48. Der relativ-Galoissche, der relativ-Abelsche und der relativ-zyklische Körper 141 
§ 49. Die algebraischen Eigenschaften des Trägheitskörpers und der Verzweigungs

körper. Die Darstellung der Zahlen des Galoisschen Körpers durch Wurzeln 
im Bereiche des Zerlegungskörpers. . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 

§ 50. Die Dichtigkeit .der Primideale ersten Grades und der Zusammenhang 
dieser Dichtigkeit mit den algebraischen Eigenschaften.eines Zahlkörpers 142 

13. Die Zusammensetzung der Zahlkörper .................. 144 
§ 51. Der aus einem Körper und dessen konjugierten Körpern zusammengesetzte 

Galoissche Körper ......................... 144 
§ 52. Die Zusammensetzung zweier Körper, deren Diskriminanten zueinander prim 

sind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 

14. Die Primideale ersten Grades und der Klassenbegriff . . . . . . . . 146 
§ 53. Die Erzeugung der Idealklassen durch Primideale ersten Grades. 146 

15. Der relativ-zyklische Körper vom Primzahlgrade . . . . . . . . . . 149 
§ 54. Die symbolische Potenz. Der Satz von den Zahlen mit der Relativnorm 1 149 
§ 55. Das System von relativen Grundeinheiten und der Nachweis ihrer Existenz 150 
§ 56. Die Existenz einer Einheit in K, welche die Relativnorm I besitzt und doch 

nicht dem Quotienten zweier relativ-konjugierten Einheiten gleich wird 152 
§ 57. Die ambigen Ideale und die Relativdifferente des relativ -zyklischen Körpers K 154 
§ 58. Der Fundamentalsatz von den relativ-zyklischen Körpern mit der Relativ

differente 1. Die Bezeichnung dieser Körper als Klassenkörper . . . . . 155 



VIII Inhaltsverzeichnis. 
Seite 

Dritter Teil. Der quadratische Zahlkörper. 

16. Die Zerlegung der Zahlen im quadratischen Körper. . . . 157 
§ 59. Die Basis und die Diskriminante des quadratischen Körpers. 157 
§ 60. Die Primideale des quadratischen Körpers 158 

§ 61. Das Symbol (:) . . . . . . . . . . . . . . 160 

§ 62. Die Einheiten des quadratischen Körpers 160 
§ 63. Die Aufstellung des Systems der Idealklassen . . 161 

17. Die Geschlechter im quadratischen Körper und ihre Charakterensysteme 161 

§ 64. Das Symbol (n~m). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 161 

§ 65. Das Charakterensystem eines Ideals. . . . . . . . . . . . . .. 166 
§ 66. Das Charakterensystem einer Idealklasse und der Begriff des Geschlechts 167 
§ 67. Der Fundamentalsatz über die Geschlechter des quadratischen Körpers. 168 
§ 68. Ein Hilfssatz über diejenigen quadratischen Körper, deren Diskriminanten 

nur durch eine einzige Primzahl teilbar sind . . . . . . . . . . . . . 168 
§ 69. Das Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste. Ein Hilfssatz über das 

Symbol (n~m). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 169 

§ 70. Beweis der im Fundamentalsatz 100 ausgesprochenen Beziehung zwischen 
den sämtlichen Charakteren eines Geschlechts . . . . . . . . . 172 

18. Die Existenz der Geschlechter im quadratischen Körper. . . . . . . 173 
§ 71. Der Satz von den Normen der Zahlen eines quadratischen Körpers 173 
§ 72. Die Klassen des Hauptgeschlechtes 175 
§ 73. Die ambigen Ideale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 
§ 74. Die ambigen Idealklassen ......... ..... 176 
§ 75. Die durch ambige Ideale bestimmten ambigen Idealklassen 177 
§ 76. Die ambigen Idealklassen, welche kein ambiges Ideal enthalten 178 
§ 77. Die Anzahl aller ambigen Klassen . . . . . . . . . . . . . 179 
§ 78. Der arithmetische Beweis für die Existenz der Geschlechter . 180 
§ 79. Die transzendente Darstellung der Klassenanzahl und eine Anwendung 

darauf, daß der Grenzwert eines gewissen unendlichen Produktes positiv ist 181 
§ 80. Das Vorhandensein unendlich vieler rationaler Prim~ahlen, nach denen ge

gebene Zahlen vorgeschriebene quadratische Restcharaktere erlangen . 182 
§ 81. Das Vorhandensein unendlich vieler Primideale mit vorgeschriebenen Cha

rakteren in einem quadratischen Körper . . . . . . . . . . . . . . . 184 
§ 82. Der transzendente Beweis für die Existenz der Geschlechter und für die 

übrigen in § 71 bis § 77 erlangten Resultate . . . . . . . . . . .. 186 
§ 83. Die engere Fassung des Äquivalenz- und Klassenbegriffes . . . . " 186 
§ 84. Der Fundamentalsatz für den neuen Klassen- und Geschlechtsbegriff 187 

19. Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen des quadratischen Körpers 188 

§ 85. Das Symbol (:) für eine zusammengesetzte Zahl n . . . 188 

§ 80. Der geschlossene Ausdruck für die Anzahl der Idealklassen 188 
§ 87. Der Dirichletsche biquadratische Zahlkörper . . . 191 

20. Die Zahlringe und Moduln des quadratischen Körpers. . . . . 192 
§ 88. Die Zahlringe des quadratischen Körpers . . . . . . . . 192 
§ 89. Ein Satz von den Modulklassen des quadratischen Körpers. Die binären 

quadratischen Formen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 
§ 90. Die niedere und die höhere Theorie des quadratischen Zahlkörpers . . . 194 



21. 

Inhaltsverzeichnis. IX 

Vierter Teil. Der Kreiskörper. Seite 
Die Einheitswurzeln mit Primzahlexponent 1 und der durch sie bestimmte Kreis-

körper ................................ 195 
§ 91. Der Grad des Kreiskörpers der loten Einheitswurzeln und die Zerlegung 

§ 92. 
§ 93. 

der Primzahl 1 in diesem Körper •................. 195 
Die Basis und die Diskriminante des Kreiskörpers der loten Einheitswurzeln 196 
Die Zerlegung der von 1 verschiedenen rationalen Primzahlen im Kreis-
körper der loten Einheitswurzeln ............... . 197 

22. Die Einheitswurzeln für einen zusammengesetzten Wurzelexponenten mund 
der durch sie bestimmte Kreiskörper .................. 198 

§ 94. Der Kreiskörper der m-ten Einheitswurzeln ............. 198 
§ 95. Der Grad des Kreiskörpers der lh-ten Einheitswurzeln und die Zerlegung 

der Primzahl 1 in diesem Körper. . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 
§ 96. Die Basis und die Diskriminante des Kreiskörpers der lh-ten Einheits-

§ 97. 

§ 98. 

wurzeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 
Der Kreiskörper der m-ten Einheitswurzeln. Der Grad, die Diskriminante 
und die Primideale dieses Körpers . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 

( 2 in) 
Die Einheiten des Kreiskörpers k e m • Die Definition der Kreiseinheiten 203 

23. Der Kreiskörper in seiner Eigenschaft als Abelscher Körper . . . . . . . 205 
§ 99. Die Gruppe des Kreiskörpers der m-ten Einheitswurzeln ....... 205 
§ 100. Der allgemeine Begriff des Kreiskörpers. Der FundamentaIsatz über die 

Abelschen Körper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 
§ 101. Ein allgemeiner Hilfssatz über zyklische Körper. . . . . . . . . . . 207 
§ 102. Von gewissen Primzahlen in der Diskriminante eines zyklischen Körpers 

vom Grade lh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 
§ 103. Der zyklische Körper vom Grade u, dessen Diskriminante nur u enthält, 

und die zyklischen Körper vom Grade uh und 2h, in denen U1 bzw. TI1 

aIs Unterkörper enthalten ist. . . . . . . . . . . . . 212 
§ 104. Beweis des FundamentaIsatzes über Abelsche Körper 215 

24. Die Wurzelzahlen des Kreiskörpers der loten Einheitswurzeln 216 
§ 105. Die Definition und Existenz der Normalbasis . . . . . 2Hi 
§ 106. Der AbeIsche Körper vom Primzahlgrade 1 und von der Diskriminante pI-I. 

Die Wurzelzahlen dieses Körpers .................. 218 
§ 107. Die charakteristischen Eigenschaften der Wurzelzahlen . . . . . . . . 218 
§ 108. Die Zerlegung der loten Potenz einer Wurzelzahl im Körper der loten 

Einheitswurzeln .......................... 222 
§ 109. Eine Äquivalenz für die Primideale ersten Grades des Körpers der loten 

Einheitswurzeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 
§ 1l0. Die Konstruktion sämtlicher Normalbasen und Wurzelzahlen . .. 224 
§ Ill. Die Lagrangesche Normalbasis und die Lagrangesche Wurzelzahl . 225 
§ 112. Die charakteristischen Eigenschaften der Lagrangesehen Wurzelzahl 225 

25. Das Reziprozitätsgesetz für lote Potenzreste zwischen einer rationalen Zahl und 
einer Zahl des Körpers der loten Einheitswurzeln . . . . . 228 

§ 113. Der Potenzcharakter einer Zahl und das Symbol {;}. . . . . . . . 228 

§ 114. Ein Hilfssatz über den Potenzcharakter der loten Potenz der Lagrange-
sehen Wurzelzahl ......................... 229 



x Inhaltsverzeichnis. 

Seite 
§ 115. Beweis des Reziprozitätsgesetzes im Körper k (C) zwischen einer rationalen 

und einer beliebigen Zahl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230 

26. Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen im Kreiskörper der m-ten Ein-
heitswurzeln. . . . . 234 

I al § 116. Das Symbol U; J. . . . . . . . . . . . 234 

§ 117. Die Ausdrücke für die Klassenanzahl im Kreiskörper der m-ten Einheits-
wurzeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 235 

§ 118. Die Ableitung der aufgestellten Ausdrücke für die Klassenanzahl des 

( 2in) 
Kreiskörpers k e m ....................... 238 

§ 119. Das Vorhandensein von unendlich vielen rationalen Primzahlen, welche 
nach einer gegebenen Zahl einen vorgeschriebenen, zu ihr primen Rest 
lassen .............................. 240 

§ 120. Die Darstellung sämtlicher Einheiten des Kreiskörpers durch die Kreis-
einheiten. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 242 

27. Anwendungen der Theorie des Kreiskörpers auf den quadratischen Körper 243 
§ 121. Die Erzeugung der Einheiten des reellen quadratischen Körpers aus Kreis-

einheiten. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ., 243 
§ 122. Das Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste. . . . . . . . . .. 243 
§ 123. Der imaginäre quadratische Körper mit einer Primzahldiskriminante 245 
§ 124. Die Bestimmung des Vorzeichens der Gaußschen Summe. . . . .. 246 

:Fünfter Teil. Der K ummersche Zahl körper . 

28. Die Zerlegung der Zahlen des Kreiskörpers im Kummerschen Körper 249 
§ 125. Die Definition des Kummersehen Körpers. . . . . . 249 
§ 126. Die Relativdiskriminante des Kummersehen Körpers 250 

§ 127. Das Symbol {~ } . . . . . . . . . . . 253 

§ 128. Die Primideale des Kummerschen Körpers. 254 

29. Die Normenreste und Xormennichtreste des Kummerschen K:irpers 
§ 129. Die Definition der Normenreste und Normennichtreste .... 

257 
257 

§ 130. Der Satz von der Anzahl der Normenreste. Die Verzweigungsideale 257 
f P, It 1 § 131. Das Symbol \-til J . . . . . . . . . . .. ........ . 264 

§ 132. Einige Hilfssätze über das Symbol {Pt} und über Normenreste nach 

dem Primideal r . . . . . . . . . . . . .. ......... 267 

§ 133. Das Symbol [p~~} zur U~terscheidung zwischen Normenresten und 

~ormennichtresten . . . . . . . . . . . . . . . . . . .- . . . . . 272 

30. Das Vorhandensein unendlich vieler Primideale mit vorgeschriebenen Potenz-
charakteren im Kummerschen Körper ................. 275 

§ 134. Der Grenzwert eines gewissen unendlichen Produktes . . . . . . . . 275 
§ 135. Primideale des Kreiskörpers k(C) mit vorgeschriebenen Potenzcharakteren 276 

31. Der reguläre Kreiskörper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278 
§ 136. Die Definition des regulären Kreiskörpers, der regulären Primzahl und 

des regulären Kummerschen Körpers ....•..........• 278 



Inhaltsverzeichnis. XI 
Seite 

§ 137. Ein Hilfssatz über die Teilbarkeit des ersten Faktors der Klassenanzahl 

( 2i"') 
von k e-l- durch l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279 

§ 138. 
( 2i'",) 

Ein Hilfssatz über die Einheiten des Kreiskörpers k e l für den Fall, 

daß 1 in den Zählern der ersten ~-~-~ BernoulJischen Zahlen nicht aufgeht 281 

§ 139. Ein Kriterium für die regulären Primzanlen ............. 283 
§ 140. Ein besonderes System von unabhängigen Einheiten im regulären Kreis-

körper .. ' ............................ 286 
§ 141. Eine charakteristische Eigenschaft für die Einheiten eines regulären 

Kreiskörpers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 
§ 142. Der Begriff der primären Zahl im regulären Kreiskörper ....... 288 

32. Die ambigen Idealklassen und die Geschlechter im regulären Kummersehen 
Körper ................................ 289 

§ 143. Der Begriff der Einheitenschar im regulären Kreiskörper . . . . . . . 289 
§ 144. Die ambigen Ideale und die ambigen Idealklassen eines regulären· Kum-

merschen Körpers ......................... 291 
§ 145. Der Begriff der Klassenschar im regulären Kummersehen Körper ... 292 
§ 146. Zwei allgemeine Hilfssätze über die relativen Grundeinheiten eines relativ-

zyklischen Körpers von ungeradem Primzahlgrade . 292 
§ 147. Die durch amhige Ideale bestimmten Idealklassen .......... 294 
§ 148. Die sämtlichen ambigen Idealklassen ................ 302 
§ 149. Das Charakterensystem einer Zahl und eines Ideals im regulären Kummer-

sehen Körper. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305 
§ 150. Das Charakterensystem einer Idealklasse und der Begriff des Geschlechtes 307 
§ 151. Obere Grenze für den Grad der aus sämtJichen ambigen Klassen beste

henden Klassenschar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 
§ 152. Die Komplexe des regulären Kummersehen Körpers. . . . . . . . . 309 
§ 153. Obere Grenze für die Anzahl der Geschlechter in einem regulären Kummer-

sehen Körper. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 310 
33. Das Reziprozitätsgesetz für lote Potenzreste im regulären Kreiskörper . .. 312 

§ 154. Das Reziprozitätsgesetz für lote Potenzreste und die Ergänzungssätze 312 
§ 155. Die Primideale erster und zweiter Art im regulären Kreiskörper . 313 
§ 156. Hilfssätze über Primideale erster Art im regulären Kreiskörper . .. 316 
§ 157. Ein besonderer Fall des Reziprozitätsgesetzes für zwei Primideale . 319 
§ 158. Das Vorhandensein gewisser Hilfsprimideale, für welche das Rezipro-

zi tä tsgesetz gilt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321 
§ 159. Beweis des ersten Ergänzungssatzes zum Reziprozitätsgesetz . . . . . 323 
§ 160. Beweis des Reziprozitätsgesetzes zwischen zwei beliebigen Primidealen 324 
§ 161. Beweis des zweiten Ergänzungssatzes zum Reziprozitätsgesetz . . . . . 326 

3~. Die Anzahl der vorhandenen Geschlechter im regulären Kummersehen Körper 328 

§ 162. Ein Satz über das Symbol {v;:} . . . . . . . . . . . . . . . . . 328 

§ 163. Der Fundamentalsatz über die Geschlechter eines regulären Kummersehen 
Körpers .. ......................... 829 

§ 164. Die Klassen des Hauptgeschlechtes in einem regulären ~ Kummersehen 
Körper .............................. 331 

§ 165. Der Satz von den Relativnormen der Zahlen eines regulären Kummer
sehen Körpers • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332 



XII Inhaltsverzeichnis. 

Seite 
35. Neue Begründung der Theorie des regulären Kummerschen Körpers . 335 

§ 166. Die wesentlichen Eigenschaften der Einheiten des regulären Kreiskörpers 335 
§ 167. Beweis einer Eigenschaft für die Primärzahlen von Primidealen der 

zweiten Art . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337 
§ 168. Beweis des Reziprozitätsgesetzes für die Fälle, daß eines der beiden 

Primideale von der zweiten Art ist. . . . . . . . . . . . . . . . . 340 

§ 169. Ein Hilfssatz über das Produkt II'{V:}, worin ltJ alle von !verschie

denen Primideale durchläuft. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343 
§ 170. Das Symbol {v,,u} und das Reziprozitätsgesetz zwischen zwei beliebigen 

Primi dealen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346 

§171. Übereinstimmung des Symbols {v,,u} mit dem Symbol {vt} .... 347 

36. Die Diophantische Gleichung rx.m + pm + ym = 0 . . . . . . . . . . . . . 349 
§ 172. Die Unmöglichkeit der Diophantischen Gleichung rx. l + pt + yt = 0 für 

reguläre Primzahlexponenten 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349 
§ 173. Weitere Untersuchungen über die Unmöglichkeit der Diophantischen 

Gleichung rx.m + pm + ym = 0 354 
Literaturverzeichnis . . . . . . . . 356 
Verzeichnis der Sätze und Hilfssätze . 362 

8. Über die Theorie der relativquadratischen Zahlkörper . 364 
[Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung Bd. 6, S. 88-94 (1899).] 

9. Über die Theorie des relativquadratischen Zahlkörpers 
[Mathem. Annalen Bd.51, S.I-127 (1899).] 

370 

Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370 

1. Allgemeine Definitionen und 1:Orbereitende Sätze. . . . . . . . . . . . . . . 371 

§ 1. Quadratische Reste und Nichtreste im Grundkörper k und das Symbol (f-) 371 

§ 2. Die Be~riffe Relativnorm, Relativdifferente und Relativdiskriminante 372 
§ 3. Das ambige Ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 374 
§ 4. Die Primfaktoren der Relativdiskriminante . . . . . . . . . . . .. 374 
§ 5. Die Zerlegung der Primideale des Grundkörpers k im relativquadratischen 

~ t1. 

§ 7. 

§ 8. 

§ 9. 

§ 10. 
§11. 
§ 12. 

• § 13. 

Körper K. . . . 376 

Das Symbol (~I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379 
a! 

Normenreste und Normennichtreste des Körpers K und das Symbol (v:) 380 

Eigenschaften des Symbols (V;) . . . . . . . . . . 380 

Die allgemeinen GrundformeIn für das Symbol (V;) . 385 

Die Anzahl der Normenreste nach einem nicht in 2 aufgehenden Primideal 388 
Die Einheitenverbände des Körpers k . . . . . . . . . . . . . . . . 388 
Die Komplexe des relativquadratischen Körpers K . . . . . . . . . . . 389 
Primideale des Körpers k mit vorgeschriebenen quadratischen Charakteren 390 

II. Die Theorie der relativquadratischen Körper für einen Grundkörper mit lauter 
imaginären Konjugierten und von ungerader Klassenanzahl . . . . . . . . 393 

§ 14. Die relativen Grundeinheiten des Körpers K .............. 393 
§ 15. Die Anzahl der aus ambigen Idealen entspringenden ambigen Komplexe in K 397 



§ 16. 
§ 17. 
§ 18. 
§ 19. 

§20. 

§ 21. 

§22. 

§23. 
§24. 

§25. 

§26. 
§27. 

§28. 

§29. 

§30. 

§31. 

§ 32. 

§ 33. 

§34. 

§35. 

§36. 

§37. 

§ 38. 

§39. 

§40. 
§ 41. 

§42. 

Inhaltsverzeichnis. XIII 
Seite 

Die Anzahl aller ambigen Komplexe in K . . . . . . . . . . .. 403 
Das Charakterensystem einer Zahl und eines Ideals im Körper K 406 
Der Begriff des Geschlechtes . . . . . . . . . . . 408 
Obere Grenze für die Anzahl der Geschlechter in K. 409 

Das primäre Primideal jl und das Symbol (!) . . . 412 

m 
Ein System von 2" nichtprimären Primidealen des Körpers Tc • 412 

Die unendliche Reihe 2: ( : ) n (~)8 . . . . . . . . • . . . 416 
(tu) 

Eine Eigenschaft primärer Primideale . . . . . . . . . . . . 423 
Zwei besondere Fälle des Reziprozitätsgesetzes für quadratische Reste im 
Körper Tc • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 427 

Das Produkt [J'(V' p.) für ein zu 2 primes v und bei gewissen Annahmen 
(tu) tu 

über p. • • • • . • . • • • • • • • • • • 428 
Das primäre Ideal und seine Eigenschaften 434 
Beispiele für die Sätze 32, 33, 38, 39 . . . 436 

Das Produkt [J' e;:) für ein beliebiges v und bei gewissen Annahmen 
(10) 

über p. ••.............•.•..••.•.•••.• 445 
Der Fundamentalsatz über die Anzahl der Geschlechter in einem relativ-
quadratischen Körper ........................ 446 

Ein gewisses System von ; + z zu 2 primen Primidealen des Körpers Tc 447 

Eine Eigenschaft gewisser besonderer Ideale des Körpers Tc 451 

Das Symbol (Vt) für irgendwelche zu 2 primen Zahlen v, p. . • • . • 453 

Die Übereinstimmung der beiden Symbole et) und (~1'!:.) für irgend

welche zu 2 prime Zahlen v, p. ..••.•....•••.•.••• 454 

Die Eigenschaften des Symbols (V,t) für irgendwelche zu 2 prime ganze 

Zahlen v, p. • . . . . . . . . • . . . • • . • . • • • . . • 464 

Das Produkt [J(V' p.) für irgendwelche zu 2 prime Zahlen v, p. .. 465 
(tu) tu 

Der erste Ergänzungssatz und das allgemeine Reziprozitätsgesetz für 
quadratische Reste .............. 466 

Das Symbol (V,t) für beliebige ganze Zahlen v, p. . . . • • . . • • • 467 

Die Übereinstimmung der beiden Symbole (v't) und (v.:l~) für beliebige 

ganze Zahlen v, '" . . . . . . . . . . . . . . . . . . 467 

Das Produkt [J(V, "') für beliebige ganze Zahlen v, p.. . . . . . . . 473 
(tu) tu 

Die Anzahl der Normenreste nach einem in 2 aufgehenden Primideal .. 474 
Beweis des Fundamentalsatzes über die Geschlechter in einem beliebigen 
relativquadratischen Körper. . . . 476 
Die Klassen des· Hauptgeschlechtes ................. 478 



XIV Inhaltsverzeichnis. 

Seite 
§ 43. Der Satz von den Relativnormen eines relativquadratischen Körpers. 479 
§ 44. Die ternäre quadratische Diophantische Gleichung im Körper k 481 

Verzeichnis der Sätze und Definitionen . . . . . . . 482 

10. Vber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkörper . • 483 
[Acta Mathematica Bd.26, S.99-132 (1902) und Nachrichten der Gesell. 

schaft der Wissenschaften zu Göttingen S.370-399 (1898).] 

11. Beweis für die DarsteIlbarkeit der ganzen Zahlen durch eine feste Anzahl 
n-ter Potenzen (Waringsches Problem) ................ 510 
Dem Andenken an HERMANN MINKOWSKI gewidmet 

[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen S. 17-36 
(1909) und Mathem. Annalen Bd.67, S.281-3OO (1909).] 

Zu Hilberts algebraisch-zahlentheoretischen Arbeiten. Von HELMUT HASSE 528 

Verzeichnis der Begriffsnamen ................... 536 



1. Über die Transzendenz der Zahlen e und :Jr. 

[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen S. 113-116 (1893). 
Mathem . .Annalen Bd. 43, S. 216-219 (1893).] 

Man nehme an, die Zahl e genüge der Gleichung n-ten Grades 

a + a1 e + a2 e2 + ... + an en = 0 , 

deren Koeffizienten a, at , ... , an ganze rationale Zahlen sind. 
Wird die linke Seite dieser Gleichung mit dem Integral 

00 co J = J zQ[(z - 1) (z - 2) ... (z - n)J!+1 e- Z dz 
o 0 

multipliziert, wo e eine ganze positive Zahl bedeutet, so entsteht der Aus
druck 

00 co 00 00 

a J + a1 e J + ~ e2 J + ... + an en J 
000 0 

und dieser Ausdruck zerlegt sich in die Summe der beiden folgenden Aus
drücke: 

00 co ct:J 00 

P l = a J + a1 e J + ~ e2 J + ... + an en J , 
o 1 2 n 

1 2 n 

P 2 = a1 e J + az e2 f + ... + an en J. 
o 0 0 

Die Formel 

00 

zeigt, daß das Integral J eine ganze rationale durch e! teilbare Zahl ist und 
o 

ebenso leicht folgt, wenn man bezüglich die Substitutionen z =z' + 1, 
00 00 00 

z=z'+2, ... , z=z'+n anwendet, daß e J, e2 J, ... , en f ganze rationale 
1 2 n 

durch (e + I)! teilbare Zahlen sind. Daher ist auch Pt eine durch e! teilbare 
ganze Zahl, und zwar gilt, wie man sieht, nach dem Modul e + 1 die Kongruenz 

P: == ± a(n!)I!+l, 
g. 

Rilbert, ~mmelte Abhandlungen. Bd. I. 

«(] + 1). (1) 

1 
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Andrerseits ist, wenn mit K bezüglich k die absolut größten Werte be
zeichnet werden, welche die Funktionen 

z (z - 1) (z - 2) ... (z - n) 
bezüglich 

(z - 1) (z - 2) ... (z - n) e- Z 

in dem Intervalle z =0 bis z =n annehmen: 
1 2 n 

Ifl < kKe, I f I < 2 k Ke, ... , I fl < nkKe 
o o o 

und hieraus folgt, wenn zur Abkürzung 

~ = {I a1 e I + 21 a2 e21 + ... + n I an en I} k 

gesetzt wird, die Ungleichung 

(2) 

Nun bestimme man eine ganze positive Zahl e, welche erstens durch die 

ganze Zahl a . n! teilbar ist und für welche zweitens ~ K~ < 1 wird. Es ist dann 
12· 

!]. infolge der Kongruenz (1) eine nicht durch e + 1 teilbare und daher not
(!! 

wendig von 0 verschiedene ganze Zahl, und da überdies p~ infolge der Un
(!. 

gleichung (2) absolut genommen kleiner als 1 wird, so ist die Gleichung 

PI + P2 = 0 
(!! (!! 

unmöglich. 
Man nehme an, es sei :n; eine algebraische Zahl und es genüge die Zahl 

IXI =in einer Gleichung n-ten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten. Be
zeichnen wir dann mit ~, ... , IXn die übrigen Wurzeln dieser Gleichung, so 
muß, da 1 + ein den Wert 0 hat, auch der Ausdruck 

(1 + elXt ) (1 + eIX2 ) ••• (1 + elXn) = 1 + eßt + eß2 + ... + eßN 

den Wert 0 haben und hierin sind, wie man leicht sieht, die N Exponenten 
ßI' ... , ßN die Wurzeln einer Gleichung N-ten Grades mit ganzzahligen 
Koeffizienten. Sind überdies etwa die M Exponenten ßl' ... , ß M von 0 ver
schieden, während die übrigen verschwinden, so sind diese M Exponenten 
ßl"'" ßM die Wurzeln einer Gleichung M-ten Grades von der Gestalt 

I(z) = b ZM + b1zM - 1 + ... + bM = 0, 

deren Koeffizienten ebenfalls ganze rationale Zahlen sind und in welcher ins
besondere der letzte Koeffizient bM von 0 verschieden ist. Der obige Ausdruck 
erhält dann die Gestalt 

a + eßt + eß2 + ... + eßM , 

wo a eine ganze positive Zahl ist. 
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Man multipliziere diesen Ausdruck mit dem Integral 

J = fz!![g(z)]!!+1e- z dz, 
o 0 

3 

wo e wiederum eine ganze positive Zahl bedeutet und wo zur Abkürzung 
g(z) =bM f(z) gesetzt ist; dann ergibt sich 

(X) co 00 co 

a f + #, f + eP' f + ... + ePM J 
o 0 0 0 

und dieser Ausdruck zerlegt sich in die Summe der beiden folgenden Aus
drücke: 

co ro ro 00 

PI = aJ + eP, f + eP' f + ... + ePM f, 
o P, P. tiM 

P, P. PM 
P2 = eP, f + #- f + ... + ePM f , 

o 0 0 

00 

wo allgemein das Integral f in der komplexen z-Ebene vom Punkte z =ßi 
Pi 

längs einer zur Achse der reellen Zahlen parallelen Geraden bis zu z = + 00 

Pi 
hin und das f vom Punkte z = 0 längs der geraden Verbindungslinie bis zum 

o 
Punkte z =ßi hin zu erstrecken ist. 

Das Integral J ist wieder gleich einer ganzen rationalen durch e! teil
o 

baren Zahl, und zwar gilt, wie man sieht, nach dem Modul e + 1 die Kon-
gruenz 

(e + 1). 

Mittels der Substitution z = z' + ßi und wegen g (ßi) = 0 ergibt sich ferner 
00 00 

ePif = J(z' + ßi)!! [g (z' + ßi)]!! +1 e-z' dz' = (e + I)! G (ßi) , 
Pi 0 

wo G (ßi) eine ganze ganzzahlige Funktion von ßi bedeutet, deren Grad in ßi 
unterhalb der Zahl eM + M bleibt und deren Koeffizienten sämtlich durch 
bI!M+M teilbar sind. Da ßl' ... , ßM die Wurzeln der ganzzahligen Gleichung 
f(z) =0 sind und mithin durch Multiplikation mit dem ersten Koeffizienten b 
zu ganzen algebraischen Zahlen werden, so ist 

G(ßI) + G(ß2) + ... + G(ßM) 

notwendig eine ganze rationale Zahl. Hieraus folgt, daß der Ausdruck PI 
gleich einer ganzen rationalen durch e! teilbaren Zahl wird, und zwar gilt 

1* 
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nach dem Modul Q + 1 die Kongruenz 

PI _ abeM+Mbe+l 
(I! M , (e + 1). (3) 

Andrerseits ist, wenn mit K bezüglich k die größten absoluten Beträge 
bezeichnet werden, welche die Funktionen zg(z) bezüglich g(z)e- Z auf den 
geradlinigen Integrationsstrecken zwischen z = 0 bis z = ßi annehmen: 

ßi 

I J I < I ßi I k Ke (i = 1, 2, ... , M) 
o 

und hieraus folgt, wenn zur Abkürzung 

u = {Iß1eß'1 + iß2eß21 + ... + IßMeßMI}k 
gesetzt wird, die Ungleichung 

(4) 

Nun bestimme man eine ganze positive Zahl e, welche erstens durch 

abbM teilbar ist und für welche zweitens u~e < 1 wird. Es ist dann P~ infolge 
(I. (I. 

der Kongruenz (3) eine nicht durch e + 1 teilbare und daher notwendig von 

o verschiedene ganze Zahl, und da überdies P~ infolge der Ungleichung (4), 
e· 

absolut genommen, kleiner als 1 wird, so ist die Gleichung 

PI + P 2 = 0 
e! (I! 

unmöglich. 
Es ist leicht zu erkennen, wie auf dem eingeschlagenen Wege ebenso 

einfach auch der allgemeinste LINDEMANNsche Satz über die Exponential
funktion sich beweisen läßt. 

Königsberg i. Pr., den 5. Januar 1893. 



2. Zwei neue Beweise für die Zerlegbarkeit der Zahlen 
eines Körpers in Primideale. 

[Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung Bd.3, S.59 (1894).] 

Die Grundlage für die Theorie der algebraischen Zahlen bildet der von 
DEDEKIND und KRoNEcKER zuerst allgemein ausgesprochene und bewiesene 
Satz, daß jedes Ideal eines Zahlkörpers auf eine und nur auf eine Weise in 
Primideale zerlegt werden kann. Der KRoNEcKERsche Beweis bedient sich der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten und ferner des Prinzips, den Satz 
zunächst für einen GALolsschen Körper zu entwickeln, während der DEDE
KINDsche Beweis diese beiden Hilfsmittel nicht verwendet. Durch eine Ab
änderung in der Reihenfolge der Schlüsse läßt sich der KRoNEcKERsche 
Beweis so führen, daß das letztgenannte Prinzip dabei vermieden wird und 
mithin der so entstehende Beweis lediglich mit dem Hilfsmittel der un
bestimmten Koeffizienten auskommt. Der Vortragende legt einen zweiten 
neuen Beweis des Satzes dar, welcher im Gegensatz zu dem eben charakteri
sierten Beweis wesentlich das Prinzip der Zugrundelegung eines GALOIsschen 
Körpers benutzt und welcher aus mannigfachen, vornehmlich bei der Weiter
entwicklung der Theorie der Körper hervortretenden Gründen den Vorzug 
vor den früheren Beweisen zu verdienen scheint. 



3. Über die Zerlegung der Ideale eines Zahlkörpers 
in Primideale. 

[Mathem . .Annalen Bd. 44, S. 1-8 (1894).] 

Die Grundlage für die Theorie der algebraischen Zahlen bildet der Satz, 
daß jedes Ideal eines Zahlkörpers auf eine und nur auf eine Weise in Prim
ideale zerlegt werden kann. Dieser Satz ist zuerst von R. DEDEKIND I all
gemein ausgesprochen und bewiesen worden. Einen zweiten, wesentlich hier
von verschiedenen Beweis gab L. KRoNEcKER2• Die vorliegende Abhandlung 
enthält einen neuen Beweis3 dieses Satzes. 

Es sei ein beliebiger Zahlkörper vom n-ten Grade vorgelegt; dann stelle 
ich folgende Definitionen auf: 

Ein unendliches System von ganzen algebraischen Zahlen 0(1' 0(2' ••• des 
Körpers, welches die Eigenschaft besitzt, daß eine jede lineare Kombination 
;;ClO(l + ;;C21X2 + . .. derselben wiederum dem Systeme angehört, heißt ein 
Ideal j des Körpers; dabei bedeuten ;;Cl' ;;C2' ••• beliebige ganze algebraische 
Zahlen des Körpers. Sind IXI' ••• , O(m solche m Zahlen des Ideals j, durch 
deren lineare Kombination unter Benutzung ganzer algebraischer Koeffizienten 
alle Zahlen des Ideals erhalten werden können, so setze ich kurz 

j = (lXI' ••• , IXm ) • 

Wie leicht gezeigt werden kann, gibt es im Ideal j stets n Zahlen IX~, ••• , IX~ 

von der Art, daß eine jede Zahl des Ideals gleich einer linearen Kombination 
derselben von der Gestalt kllX~ + ... + knO(~ ist, wo kv ... , kn ganze rationale 
Zahlen sind. Die Zahlen IX~, ••• , O(~ heißen eine Basis des Ideals j. 

Ein Ideal, welches alle und nur die Zahlen von der Gestalt WYJ enthält, 
wo ;;c jede beliebige ganze Zahl des Körpers darstellt, heißt ein Hauptideal 
und wird mit (-YJ) oder auch kurz mit 'Yj bezeichnet. 

Eine jede Zahl 0( des Ideals j = (lXI' ••• , O(m) heißt kongruent ° nach dem 
Ideal j oder in Zeichen: 

IX=O, (j). 

1 Vorlesungen über Zahlentheorie von DIRICHLET. Supplement XI. 
2 Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Größen. Journ. für 

Math., Bd. 92 (1882). 
3 Den Gedankengang dieses Beweises habe ich in der Versammlung der deutschen 

Mathematiker-Vereinigung München 1893 vorgetragen. (Siehe dieser Bd., Abhandlung 2.) 



Über die Zerlegung der Ideale eines Zahlkörpers in Primideale. 7 

Wenn alle Zahlen eines Ideals f kongruent 0 nach 1 sind, so heißt das Ideal f 
kongruent 0 nach j oder in Zeichen 

f==O, (j). 

Offenbar ist jedes Ideal 1 kongruent 0 nach dem Ideal 1 und nach dem Ideal j 
selbst. 

Ein von 1 verschiedenes IdeallJ, welches nach keinem anderen Ideal 
außer nach 1 und nach sich selbst == 0 ist, heißt Primideal. 

Wenn man jede Zahl eines Ideals 1=(1X1, ... , IXm) mit jeder Zahl eines 
zweiten Ideals f = (ßl' ... , ßl) multipliziert und die so erhaltenen Zahlen 
linear mittels beliebiger ganzer algebraischer Koeffizienten kombiniert, so 
wird das so entstehende neue Ideal das Produkt jener beiden Ideale genannt, 
d. h. in Zeichen 

1f = (IXIßl>"" IXmßl>"" IXIßZ,"" IXmßl)' 

Ein Ideal t heißt durch das Ideal 1 teilbar, wenn ein Ideal f existiert, derart, 
daß t =1f ist. Ist t durch 1 teilbar, so ist t=O nach dem Ideal 1. 

1. Ein Ideal 1 kann nur nach einer endlichen Anzahl von Idealen=O sein. 
Zum Beweise bilde man die Norm a einer beliebigen Zahl IX des Ideals 1; 

ist dann etwa f ein Ideal, nach welchem 1-0 ist, so muß offenbar auch a=O 
nach f sein. Die n Basiszahlen von f seien von der Gestalt 

kll W1 + k12 W2 + . . . + k1 n W n , 

kn1 W1 + kn2 W2 + ... + knn Wn , 

WOW1 "" ,Wn eine Basis der ganzen Zahlen des Körpers und wo kll , kI2 , ••• , knn 
ganze rationale Zahlen sind. Bedeuten k~ l' k~2' ... , k~n bezüglich die kleinst.en 
positiven Reste der Zahlen kll , k12 , ••• , kn n nach dem Modul a, so wird 

t = (kll w1 + ... + k1n wn, ... , kn1 W1 + ... +knnwn) 

= (ki1W1 + ... + kinwn' ... , k~1W1 + ... + k~nwn, a), 
und diese Darstellung des Ideals f läßt unmittelbar die Richtigkeit der Be
hauptung erkennen. 

2. Ein jedes von 1 verschiedene Idealj ist =0 nach mindestens einem 
PrimideallJ . 

Denn falls 1 nicht schon selbst ein Primideal ist, so gibt es ein von 1 und 
von 1 verschiedenes Ideal 11' nach welchem 1 = 0 ist. Es sei ferner 12 ein von 1 
und von h verschiedenes Ideal, nach welchem 11 = 0 ist; j3 ein von j2 und 1 
verschiedenes Ideal, nach welchem 12-0 ist usw. In der Reihe j, jl' 12' j3' ... 
ist jedes Ideal_ 0 nach allen folgenden Idealen. Überdies sind sämtliche 
Ideale dieser Reihe untereinander verschieden. Denn die Annahme 1r = j., 
r > s hätte jr = 0 nach 1. und mithin auch nach jr-l zur Folge; da jedoch 
auch 1r-l = 0 nach ir ist, so wäre notwendig 1r-l = ir und dieser Umstand wider-
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spricht der Voraussetzung. Nach Satz 1 bricht die Reihe dieser Ideale j, j1' b 
j3' ... ab. Das letzte Ideal ist ein Primi deal. 

Der eben bewiesene Satz kann auch wie folgt ausgesprochen werden. 
Wenn ein Ideal nach keinem Primideal 0 ist, so ist es das Ideal l. 
3. Wenn das Produkt jf zweier Ideale i und t _ 0 ist nach einem Prim

ideal ~, so ist entweder i 0 oder f = 0 nach dem Primideal ~. 
Ist etwa j nicht 0 nach ~, so bestimme man eine Zahl a des Ideals j, 

welche nicht = 0 nach ~ ist. Ferner bilde man aus ~ =(n1 , ••• , n r ) durch 
Hinzufügung der Zahl a das Ideal (ni' ... , nn a). Dieses Ideal ist offenbar 
weder nach ~ noch nach irgendeinem anderen Primideal _ 0 und folglich 
nach Satz 2 gleich dem Ideal 1, d. h. 

1 = x a + Xl n1 + ... + Xr nr , 

wo X, Xl' ••. , X r geeignet gewählte ganze algebraische Zahlen des Körpers 
sind. Die erhaltene Gleichung lautet als Kongruenz geschrieben: 1_ xa 
nach dem Primideal ~. Bezeichnet nun ß irgendeine Zahl des Ideals f, so ist 
nach Voraussetzung aß=O nach ~. Und hieraus folgt nach Multiplikation 
mit X die Kongruenz ß _0 nach dem Primideal ~. 

4. Wenn ein Ideal i =0 nach einem Hauptideal (1]) ist, so ist i durch (1]) 
teilbar. Aus 1]i = 1]f folgt notwendig j = f. 

In der Tat, da alle Zahlen des Ideals i =(a1 , .•• , am ) durch die Zahl 1] 
teilbar sind, so kann man a1 =1]ßv ... , am=1]ßm setzen und hat dann 
i = (1])(ßv ... , ßm)· Ist ferner 1]i 0 nach 1]f, so folgt nach Division durch 
die Zahl 1] , daß i - 0 nach t ist. Da wegen 1] f - 0 nach 1] i in gleicher Weise 
auch f = 0 nach j ist, so folgt notwendig j = f. 

5. In einem jeden Primideal ~ gibt es stets eine rationale Primzahl p von 
der Art, daß eine jede andere ganze rationale Zahl des Ideals ~ diese Prim
zahl p als Faktor enthält. 

Zum Beweise nehme man die Norm a einer Zahl von ~ und zerlege a in 
seine rationalen Primfaktoren. Faßt man diese als Hauptideale auf, so ist 
nach Satz 3 einer derselben etwa p-O nach dem Primideal ~. Gäbe es nun 
in ~ noch eine ganze rationale Zahl b, welche nicht durch p teilbar wäre, so 
bestimme man zwei ganze rationale Zahlen rund 8 derart, daß 1 = r p + 8 b 
ist; hieraus würde 1 o nach ~ folgen, was nicht möglich ist. 

Nunmehr nehmen wir zunächst an, daß der vorgelegte Zahlkörper ein 
Galoisscher 1 Körper sei; dann wird aus jedem Ideal des Körpers jedenfalls 
wieder ein Ideal des nämlichen Körpers entstehen, wenn wir in jenem Ideal 

1 Auch KRONECKER beweist den Satz von der Zerlegung in Primideale zuerst für einen 
Galoisschen Körper; doch ist es bemerkenswert, daß für die Kroneckersche Schluß
weise dieser Gedanke keineswegs wesentlich ist. Vielmehr läßt sich das Kroneckersche 
Beweisverfahren durch eine geringfügige Abänderung in der Reihenfolge der Schlüsse 
unmittelbar auf beliebige Körper anwenden. Der so abgeänderte Kroneckersche Beweis 
kommt somit lediglich mit dem Hilfsmittel der unbestimmten Koeffizienten aus. 
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statt einer jeden Zahl eine konjugierte Zahl einsetzen. Sind insbesondere alle 
aus einem vorgelegten Ideal a auf diese Weise entstehenden n-l konjugierten 
Ideale mit dem vorgelegten Ideal a identisch, so nenne ich das Ideal a ein 
ambiges Ideal. Dieser Begriff des ambigen Ideals ist ein wesentliches Hilfs
mittel meines Beweises. Von einem ambigen Ideal gilt der Satz: 

1. Wenn ein ambiges Ideal a - 0 nach einem Primideal 'fJ ist, so sind alle 
1 

Zahlen von a durch p n teilbar, wo p die zu 'fJ gehörige Primzahl bedeutet. 
In der Tat, wenn IX eine Zahl des Ideals a ist, so gehören auch die zu IX 

konjugierten Zahlen dem Ideal a an; dieselben sind folglich sämtlich =0 
nach dem Primideal 'fJ. Nun sei 

rxn + a1rxn- 1 + a2 rxn - 2 + ... + an = 0 

die Gleichung n-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffizienten a1 , a2 , ••• , an, 
welcher die Zahl rx genügt. Diese Koeffizienten sind als homogene Funktionen 
der Wurzeln der Gleichung ebenfalls =0 nach dem Primideal 'fJ und mithin 

nach Satz 5 durch p teilbar. Die Zahl ß = ---;- genügt der Gleichung 
pn 

n-l n-2 

ßn + a1 p ----n ßn-l + a2 p ----n ßn-2 + ... + ~n = 0 
p p p 

und da die Koeffizienten dieser Gleichung sämtlich ganze algebraische Zahlen 
sind, so ist auch ß eine ganze algebraische Zahl. 

Ferner läßt sieh für ein ambiges Ideal leicht die Richtigkeit des folgenden 
Satzes erkennen: 

H. Wenn ein ambiges Ideal a 0 nach einem Primideal 'fJ ist, so gibt es 
immer eine rationale Zahl r von der Art, daß die Zahlen des Ideals a durch pr, 
aber nicht sämtlich durch eine höhere ganze oder gebrochene Potenz von p teilbar 
sind. 

Zum Beweise wähle man eine beliebige Zahl rx des Ideals a; dieselbe ge
nüge der Gleichung n-ten Grades 

rxn + a1rxn- 1 + a2 rxn - 2 + ... + an = 0, 

wo allgemein ai eine ganze rationale Zahl bedeutet, welche durch die ganze 
Potenz pfli, aber durch keine höhere Potenz von p teilbar ist. Die kleinste 

der Zahlen i1 , ~, ••• , ~ werde r OG genannt. In allen anderen Zahlen IX', 

IX", ••• des Ideals a denke man sich in gleicher Weise die zugehörigen rationa-
len Zahlen rOG" rOG", ••• bestimmt. Da die Nenner dieser rationalen Zahlen 
die Zahl n nieht übersteigen, so gibt es unter ihnen notwendig eine kleinste 
Zahl; ist etwa rOG diese kleinste Zahl, dann erfüllt die Zahl r=rOG die Bedin
gungen des Satzes. Denn erstens sind offenbar sämtliche Zahlen des Ideals a 
durch pr" teilbar. Zweitens nehmen wir an, es wären sämtliche Zahlen des 
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Ideals a durch pR teilbar, wo R eine rationale Zahl bedeutet; es müßten dann 
auch die Zahl IX und die zu IX konjugierten Zahlen durch pR teilbar sein, und 
dann wären die Koeffizienten al' a2 , ••• , an der obigen Gleichung bezüglich 

durch pR, p2R, ... , pnR teilbar. Hieraus folgt allgemein iR<rli oder R< ~i , 

und da rrx selbst eine der Zahlen ~i ist, so ergibt sich R<rrx; d. h. die Zahlen 

des Ideals a sind nicht sämtlich durch eine höhere als die rrx-te Potenz von p 
teilbar. 

Wir beweisen nun für den GALoIsschen Körper der Reihe nach die folgen
den Sätze: 

II!. Zu jedem vorgelegten Primideal.p läßt sich stets ein Ideal f so bestimmen, 
daß das Produkt .p fein Hauptideal ist. 

Zum Beweise bilde man die n-1 zu.p konjugierten Ideale.p', ... , .p(n-l) . 
Wie man durch Übergang zu den konjugierten Körpern leicht einsieht, sind 
diese Ideale sämtlich ebenfalls Primideale und allen gehört die nämliche 
Primzahl p zu. Das Produkt a =.p.p' ... .p(n-l) ist offenbar ein ambiges IdeaP. 

Nach Satz I! gibt es eine rationale Zahl r = ~, wo t und u ganze Zahlen sind, u 
von der Beschaffenheit, daß die Zahlen von a durch P", aber durch keine 
höhere Potenz von p teilbar sind. Das Ideal aU wird folglich durch pt teilbar 

und der Quotient 0 = a: ist offenbar wieder ein ambiges Ideal. Wir nehmen 
p 

nun an, es sei q ein Primideal, nach welchem 0=0 ist. Da dann auch aU=O 
nach q ist, so müßte nach Satz 3 entweder .p=0 oder .p'=0, ... , oder 
.p(n-l)=O nach q sein. Es sei etwa .p(m>=o nach q, so würde, da .p(m> ein 
Primideal ist, q =.p(m> folgen, d. h. 0=0 nach dem Primideal.p(m> und folglich 

~ t+-.!. 
müßte nach Satz I das Idealo durch p n teilbar sein, d. h. a" wäre durch p n 

und folglich wären die Zahlen von a sämtlich durch eine höhere als die r-te 
Potenz von p teilbar; dies widerspricht der Wahl des Exponenten r. Aus 
Satz 2 folgt somit 0 = 1, d. h. a" =pt. Setzen wir f =.p' ... .p(n-l> a"-I, so 
folgt .p f =pt . 

IV. Ein Ideal i kann nur auf eine einzige Weise als Produkt von Prim
idealen dargestellt werden. 

Zum Beweise nehmen wir an, es gebe zwei Zerlegungen des Ideals i etwa: 

i=.pqr ... l, 

i = .p' q'r' ... 1', 

wo .p, q, r, ... ,1 und .p', q', r', ... , l' Primideale sind. Da wegen der ersten 
Zerlegung das Ideal i = 0 nach .p ist, so folgt aus der zweiten Zerlegung nach 

1 Bezeichnet man mit \', p', . .. , \,(p-l) die v voneinander verschiedenen unter den 
n konjugierten Idealen, so ist auch bereits das Produkt dieser v Ideale ein ambiges Ideal 
und daher gemäß der nachfolgenden Beweisführung gleich einer gebrochenen Potenz von 'P. 
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Satz 3, daß eines der Primideale .\)', q', x', ... , {'=O nach.\) ist. Es sei etwa 
.\)'=0 nach.\); dann wird, weil .\)' ein Primideal ist, notwendig .\)' =.\). Nun 
konstruiere man nach Satz III ein Ideal f von der Art, daß .\) f gleich einem 
Hauptideal1] wird und multipliziere die beiden obigen Darstellungen von j 
mit f. Wegen.\) =.\)' folgt dann 

1] q X· •• { = 1] q' x' ... {' 
und hieraus nach Satz 4: 

j'= qx···{ = q'x'·· .{'. 
Auf diese doppelte Zerlegung des Ideals i' wende man das eben eingeschlagene 
Verfahren von neuem an: man erkennt so schließlich die Identität der beiden 
vorgelegten Darstellungen des Ideals j. 

V. Ein jedes Ideal j läßt sich stets als Produkt von Primidealen darstellen. 
Ist .\) ein Primideal, nach welchem j = 0 wird, so bestimme man nach 

Satz III ein Ideal f derart, daß .\) f gleich einem Hauptideal1] wird. Durch 
Multiplikation jener Kongruenz mit f folgt dann fj = 0 nach dem Ideal.\) f 
und gemäß Satz 4 ist daher fj =1]j'. Nach Multiplikation dieser Gleichung 
mit.\) und Division durch 1] ergibt sich j =.\) i'. Wenden wir auf das Ideal i' 
das nämliche Verfahren an, wie soeben auf j, so ergibt sich i' =qj", wo q ein 
Primideal bedeutet, nach welchem i' = 0 ist. In gleicher Weise erhalten wir 
j" =xj"', wo X ein Primideal bedeutet, nach welchem j" = 0 ist usw. Die Ein
setzung dieser Werte von j', i", ... liefert für das Ideal j der Reihe nach die 
Darstellungen j=.\)qj", j=.\)qxj"', .... Nun gibt es nach Satz 1 nur eine 
endliche Anzahl von Idealen, nach denen j = 0 ist. Ist m diese Anzahl, so wird 
jedenfalls das eingeschlagene Verfahren nach m-maliger Anwendung ab
brechen. Denn es ist j=O nach den Idealen .\), .\) q, .\) q x, ... und diese Ideale 
sind nach IV sämtlich voneinander verschieden. Nach Beendigung des Ver
fahrens erhalten wir für das Ideal j die verlangte Zerlegung: 

j=.\)qx·· .l, 
wo .\), q, x, . .. , { Primideale sind. 

Damit ist der Beweis des Satzes von der Zerlegung in Primideale für einen 
Galoisschen Körper vollständig geführt. 

Wir betrachten nun einen beliebigen Körper niederen als n-ten Grades, 
dessen Zahlen sämtlich auch Zahlen des eben behandelten Galoisschen 
Körpers sind und bezeichnen zur Unterscheidung die Zahlen und Ideale dieses 
niederen Körpers mit großen Buchstaben. Wir denken uns die Zahlen des 
Galoisschen Körpers als rationale Funktionen der Wurzel {} einer irreduziblen 
Gleichung n-ten Grades dargestellt und bezeichnen dann die übrigen n-l Wur
zeln dieser Gleichung mit {}', {}", ... , {}(n-l). Diese Wurzeln sind dann rationale 
Funktionen von {} und die Einsetzung derselben an Stelle von {} bewirkt den 
Übergang zu den konjugierten Körpern. Es gibt, wie die Galoissche Theorie 
lehrt, eine gewisse Gruppe G von ')I Substitutionen: {}={}, {} ={}', ... , {} = {}(Y-l) 
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von der Eigenschaft, daß jede Zahl des niederen Körpers bei einer Substitution 
dieser Gruppe ungeändert bleibt und daß auch umgekehrt jede bei diesen 
Substitutionen ungeändert bleibende Zahl des Galoisschen Körpers dem nie
deren Körper angehört. Nun zerlege man ein Ideal S = (Al> A2 , ••• , A z) 
des niederen Körpers im Galoisschen Körper in Primideale etwa S =.\)1' .. .\) m 
und bestimme dann die Ideale f1, ... , fm derart, daß die Produkte .\)1 f1, ... , 
.\)mfm Hauptideale werden. Setzen wir f=f1 ... fm, so wird auch Sf gleich 
einem Hauptideal1] und es gilt daher eine Gleichung von der Gestalt 

1] = Al "I + A2 "2 + ... + Al"!> 

wo "1' "2' ... , "I Zahlen des Ideals f sind. Auf diese Gleichung wende man die 
Substitutionen {} ={}', ... , {} ={}(P-1) an; es ergeben sich dann der Reihe nach 
v-I Gleichungen von der Gestalt 

1]' 

1](v-l) = Al "lv-I) + A2,,~p-l) + ... + AI,,!P-l). 

Die Multiplikation aller v Gleichungen liefert 

H = A~ KI + A~-lA2 K2 + A~-2A; Ka + ... + ArKM' 

wo sowohl H =1]1]' .. . 1](V-1) als auch die Koeffizienten Kl , ... , KM bei An
wendung der Substitutionen der Gruppe Gungeändert bleiben und daher 
Zahlen des niederen Körpers sind. Bezeichnen wir das Ideal (K1, ... , KM) des 
niederen Körpers mit sr, so gilt im niederen Körper die Gleichung H =SP sr. 
In der Tat ist Hinfolge der vorigen Gleichung eine Zahl des Ideals SP sr und 
es bedarf daher nur des Nachweises, daß jede Zahl des Ideals Sv sr durch H 
teilbar ist. Nun ergibt wegen 1]=Sf jede der Zahlen Al"'" Al mit jeder 
der Zahlen "1' ... , "I multipliziert ein durch 1] teilbares Produkt, ebenso 
ergibt jede der Zahlen Al"'" Al mit jeder der Zahlen "~",,, ,,~, multi
pliziert ein durch 1]' teilbares Produkt usw. und hieraus folgt, daß das Produkt 
von irgend v Zahlen Al' ... , Al multipliziert mit einer der Zahlen K1, ... , KM 
durch1]1]' ... 1](V-1)=H teilbar ist. Setzen wirSP- 1sr=.s3, so wirdS.s3=H 
und diese Gleichung zeigt, daß zu jedem vorgelegten Ideal des niederen Kör
pers stets ein Ideal.s3 des niederen Körpers derart bestimmt werden kann, daß 
das Produkt S.s3 ein Hauptideal H des niederen Körpers wird. Aus diesem Satze 
kann der Satz von der eindeutigen Zerlegung eines Ideals in Primideale für 
den niederen Körper genau so geschlossen werden, wie oben aus Satz III die 
Sätze IV und V abgeleitet worden sind. Da ferner ein jeder beliebige Körper 
als ein Körper aufgefaßt werden kann, welcher in einem Galoisschen Körper 
als niederer Körper enthalten ist, so haben wir hiermit den Satz von der ein
deutigen Zerlegung eines Ideals allgemein als gültig erkannt. 

Ostseebad Cranz, den 26. September 1893. 



4. Grundzüge einer Theorie des Galoisschen Zahlkörpers1• 

[Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 1894. S.224-236.] 

Da ein jeder beliebige Zahlkörper als ein Körper aufgefaßt werden kann, 
welcher in einem Galoisschen Körper als niederer Körper enthalten ist, so 
bedeutet es keine wesentliche Einschränkung, wenn wir bei der Erforschung 
der Theorie der algebraischen Zahlen von vornherein die Annahme machen, 
daß der zugrunde liegende Zahlkörper ein Galoisscher Körper ist. Insbesondere 
erweist sich der systematische Ausbau der allgemeinen Theorie der Ideale eines 
Galoisschen Körpers als notwendig, wenn wir den in KUMMERS Abhandlungen 
über die höheren Reziprozitätsgesetze enthaltenen Anregungen mit Erfolg 
nachgehen und über die in denselben gewonnenen Resultate zur vollen Herr
schaft gelangen wollen. Die vorliegende Note enthält in Kürze die Grundzüge 
einer solchen Theorie des Galoisschen Körpers. 

Der Galoissche Körper K vom M-ten Grade werde durch die Zahl e be
stimmt, welche einer irreduziblen ganzzahligen Gleichung M-ten Grades ge
nügt. Die Wurzeln derselben seien e = 81e, 82e, ... , 8Me, wo die Substi
tutionen 81 ,82 , .•• , 8M eine Gruppe G vom M-ten Grade bilden. S.ß sei ein 
Primideal I-ten Grades in K; p die durch S.ß teilbare rationale Primzahl und 
P sei eine Primitivzahl für das Primideal S.ß, d. h. P sei von der Beschaffen
heit, daß jede ganze Zahl des Körpers K einer Potenz von P nach dem Prim
ideal S.ß kongruent wird. 

Die Primitivzahl P genügt nach dem Primideal S.ß einer Kongruenz von 
der Gestalt 

{/) (x) = 0, (S.ß) , 
wo {/)(x) eine ganze Funktion I-ten Grades in x mit ganzen rationalen Koeffi
zienten bedeutet, welche im Sinne der Kongruenz nach der rationalen Prim
zahl p irreduzibel ist. Es gilt ferner der Hilfssatz : 

Wenn Q irgendeine ganze Zahl in K ist, so gibt es unter den Substitu
tionen 81 , 82 , ••• , 8 M stets wenigstens eine Substitution 8 von der Art, daß 
nach dem Primideal S.ß die Kongruenz 

8 Q = Qp, (S.ß) 
besteht. 

1 Man sehe hierzu auch die Ausführungen im "Bericht über die Theorie der 
algebraischen Zahlkörper", dieser Band, Abh.7, S.129-146. 
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Zum Beweise dieses Hilfssatzes bilden wir die ganze ganzzahlige Funktion 

F(x) = (x - Sl.Q) (x -- S2.Q) ... (x - SM.Q) 

und erhalten dann wegen 

F(xp)=e[F(x)]p, (p) 
die Kongruenz 

(.QP - SI.Q) (.QP - S2.Q) ... (.QP - SM.Q) = 0, (~), 

welche die Richtigkeit des Hilfssatzes erkennen läßt. 
Nun seien z, z', z", ... diejenigen sämtlichen rz Substitutionen der Gruppe 

G, welche das Primideal ~ ungeändert lassen; dieselben bilden eine Gruppe 
vom rz-ten Grade, welche die Zerlegungsgruppe des Primideals ~ genannt 
und mit gz bezeichnet werden soll. 

Nehmen wir .Q = Apl-l P, wo A eine nicht durch ~, wohl aber durch 
alle zu ~ konjugierten und von ~ verschiedenen Primideale teilbare gftnze 
Zahl ist, so zeigt die Anwendung des Hilfssatzes die Existenz einer Substitu
tion S von der Art, daß die Kongruenz 

S[Apl - 1 P] = AP(pl-l) pP, (~), 

oder 

(~) 

gilt. Hieraus folgt sA =$ 0 nach ~ und S P = pP nach ~. Die erste Inkon
gruenz lehrt, daß A nicht durch S-l~ teilbar ist; folglich wird S-l~ = ~ oder 
~ = 8~ d. h. die Substitution 8 gehört der Zerlegungsgruppe gz an. Wir 
setzen 8 = z und haben dann die Kongruenz 

zp = pP, (~). 

Die wiederholte Anwendung der Substitution z liefert die Kongruenzen 

2p _ pp' ap _ pp' fp _ pp! - P z = ,z = , ... , z = =, (~) , 
Infolge der letzten Kongruenz ist t = Zf eine Substitution von der Be

schaffenheit, daß für jede beliebige ganze Zahl .Q des Körpers K die Kon
gruenz 

erfüllt ist. Es seien t, t', t", ... diejenigen sämtlichen rt Substitutionen der 
Gruppe G, denen ebenfalls die genannte Eigenschaft zukommt; dann wird 
leicht gezeigt, daß diese rt Substitutionen eine Gruppe rrten Grades bilden. 
Diese Gruppe werde die Trägheüsgruppe des Primideals ~ genannt und mit 
gt bezeichnet. Da, wie ebenfalls leicht ersichtlich ist, das Primideal ~ bei der 
Anwendung einer jeden der Substitutionen t, t', t", ... ungeändert bleibt, 
so ist die Trägheitsgruppe gt eine Untergruppe der Zerlegungsgruppe qz; es 
ergibt sich ferner leicht der Satz: 
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Die Trägheitsgruppe gt eines Primideals ist eine invariante (d. h. ausgezeich
nete) Untergruppe der Zerlegungsgruppe gz. 

Ist z* eine beliebige Substitution der Zerlegungsgruppe, so folgt aus der 
Kongruenz W(P) = 0 nach ~ notwendig W(z* P) = 0 nach ~ und da die 
Kongruenz W(x) = 0 nach ~ nur die I Kongruenzwurzeln P, pP, pP', ... , 

pp/-i besitzt, so folgt z* P = Pnach ~ , wo i einen der I Werte 0,1, ... , I - 1 
hat. Da andrerseits pP' = Zi P ist, so wird Z-i z* P = P nach ~ und mithin 
ist Z-iZ* eine Substitution t der Trägheitsgruppe, d. h. z* = zit. In dieser 
letzteren Gestalt sind also sämtliche Substitutionen z, z', z", ... der Zerlegungs-
gruppe darstellbar und da auch umgekehrt Zi t für i = 0,1, ... , 1- 1 lauter 
voneinander verschiedene Substitutionen darstellt, so ist rz = Irt. Wir fassen 
diese Resultate in folgendem Satze zusammen: 

Der Grad der Zerlegungsgruppe gz eines Primideals ~ ist gleich dem Pro
dukte des Grades I von ~ in den Grad der Trägheitsgruppe gt. Man erhält die 
Substitutionen der Zerlegungsgruppe, wenn man die Substitutionen der Träg
heitsgruppe mit 1, z, Z2, ... , zf-1 multipliziert, wo z eine geeignet gewählte Substi
tution der Zerlegungsgruppe ist. zf gehört der Trägheitsgruppe an. 

Es erweist sich jetzt die Einführung der folgenden allgemeinen Begriffe als 
notwendig. Bilden die r Substitutionen S1 = 1, S2' ... , Sr von G eine Unter
gruppe g vom r-ten Grade, so bestimmt die Gesamtheit aller Zahlen des Kör
pers K, welche bei Anwendung einer jeden Substitution von gungeändert 

bleiben, einen in K enthaltenen Unterkörper x vom Grade m = M . 
T 

Ist A eine beliebige Zahl, 3 ein beliebiges Ideal in K, so heißt das Produkt 

v(A) = S1A'S2A ... srA 

die Partialnorm von A in bezug auf die Gruppe g oder den Unterkörper x; des 
gleichen heißt 

'11(3) = s13'S23 ... sr3 

die Partialnorm des Ideals 3 in bezug auf den Körper x. 
Die Partialnorm A(A) einer Zahl A ist offenbar stets eine Zahl in x. Wir 

sagen nun, ein Ideal 3 des Körpers K liege im Körper x .oder sei ein Ideal des 
Körpers x, wenn dasselbe als größter gemeinsamer Teiler von Zahlen des Kör
pers x dargestellt werden kann. Die Partialnorm v (3) eines Ideals 3 ist stets 
ein Ideal, welches im Körper x liegt. 

Der zur Zerlegungsgruppe g. gehörige Körper Xz werde Zerlegungskörper 

genannt; derselbe ist vom Grade mz = ~ . 
T. 

Der zur Trägheitsgruppe gt gehörige Körper Xt werde Trägheitskörper ge-

nannt; derselbe ist vom Grade mt = M und enthält den Zerlegungskörper als 
TI 

Unterkörper. 
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Das algebraische Verhältnis zwischen Zerlegungskörper und Trägheits
körper wird durch den folgenden Satz klargelegt: 

Ist {}t eine den Trägheitskörper bestimmende Zahl, so genügt {}t einer Gleichung 
f-ten Grades von der Gestalt 

~ + Clz {}{-l + ~ ~-2 + ... = 0 , 
deren Koeffizienten Zahlen des Körpers "z sind, und welche im Rationalitäts
bereiche ". eine Galoissche Gleichung mit der zyklischen Gruppe f-ten Grades ist. 

Die Partialnormen des Primideals ~ in bezug auf die Körper "z und "t sind 
')Iz(~) = ~r. und ')It(~) = ~r,. 

Um nun die niedrigste in ". liegende Potenz des Primideals ~ zu ermitteln, 
denken wir uns den größten gemeinsamen Teiler aller derjenigen ganzen 
Zahlen des Körpers "z bestimmt, welche durch ~ teilbar sind. Dieser Teiler 
ist notwendig im Körper "z ein Primideal ~ und da ~r. in "z liegt, so ist ~ 
jedenfalls eine Potenz von ~; wir setzen ~ = ~u. Zur Bestimmung des Ex
ponenten u dient die folgende Betrachtung. Soll eine durch ~ nicht teilbare 
Zahl A des Körpers K der Kongruenz A - zA nach ~ genügen und ist etwa 
A = pi nach ~, so muß notwendig i = pi nach pt - 1 und folglich i eine 
durch 1 + p + p2 + ... + pt-I teilbare Zahl sein, d. h. es gibt nur p - 1 
untereinander nach ~ inkongruente Zahlen von der gewünschten Beschaffen
heit, und es wird daher A = a nach ~, wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet. 
Aus dieser Betrachtung folgt insbesondere, daß jede Zahl IX des Körpers "z 
einer rationalen Zahl a nach ~ und mithin auch nach .)J kongruent ist, d. h . 
.)J ist im Körper ". ein Primideal ersten Grades und die Norm n (~) im Körper ". 
ist folglich gleich p. Andrerseits ist die Norm von ~ im Körper K durch die 
Formel N(~) = [n(~)Y' gegeben, und wegen .)J = ~u und N(~) = pt folgt 
somit pUl = pr. d. h. u = rt. Daraus folgt der Satz: 

Das I deal ~ = ~fI liegt im Zerlegungskörper ". und ist in diesem ein Prim
ideal ersten Grades: es wird also jede ganze Zahl des Körpers ". einer rationalen 
Zahl kongruent nach ~ . 

Da notwendig die bezüglich ". zu ~ konjugierten m. - 1 Ideale zu.)J prim 
sind und mit .)J multipliziert das Produkt p ergeben, so ist der Zerlegungs
körper zugleich der Körper niedrigsten Grades, in welchem die Zerlegung der 
rationalen Primzahl p soweit bewirkt wird, daß dabei eine Trennung der Fak
toren ~ von den übrigen stattfindet. 

Um den Bau der Trägheitsgruppe näher zu erforschen, bezeichnen wir 
mit A eine durch ~, aber nicht durch ~2 teilbare Zahl des Körpers Kund 
bilden für alle Substitutionen t, t', t", ... , der Trägheitsgruppe die Kongruenzen 

t A = pa A') 
( A i= pa' A, (~2) 

:' ~ .. ~a~'~: 
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wo a, a', a", ... Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... , pt - 2 bedeuten. Die
jenigen unter den Substitutionen t, t', t", ... , für welche die betreffenden Ex
ponenten a, a', a", ... den Wert 0 haben, mögen mit v, v', v" ... bezeichnet 
werden; ihre Zahl sei r v; sie bilden, wie leicht ersichtlich, eine invariante Unter
gruppe der Trägheitsgruppe. Diese Untergruppe rv-ten Grades werde die Ver
zweigungsgruppe des Primideals ~ genannt und mit gv bezeichnet. Der zu gv 
gehörige Körper heiße der Verzweigungskörper des Primideals ~. 

Es sei ~u eine so hohe Potenz von ~, daß für jede von 1 verschiedene Sub
stitution v der Verzweigungsgruppe die Inkongruenz vA =$= A nach ~u gilt. 
Setzen wir nun vA = A + BA2 nach ~3, wo B eine ganze Zahl in K bedeutet, 
so folgt leicht vP A = A nach ~3 und hieraus in gleicher Weise vP2 A = A nach 
~4 und endlich vP"-2 A = A nach ~u. Demnach ist vPU- 2 = 1, d. h. der Grad 
rv der Verzweigungsgruppe ist gleich einer Potenz von p; wir setzen rv = pl. 

Es sei nun a der kleinste von 0 verschiedene unter den Exponenten a, a', 
a" ... und es gebe im ganzen h voneinander verschiedene solcher Exponenten. 
Dann sind diese Exponenten notwendig Vielfache von a und stimmen mit den 
Zahlen 0, a, 2a, ... , (h - l)a überein; es ist ferner ha = pt - l. Zugleich er
kennen wir, daß alle Substitutionen der Trägheitsgruppe in die Gestalt tiv ge
bracht werden können, wo i die Werte 0, 1, ... , h - 1 annimmt und v alle 
Substitutionen der Verzweigungsgruppe gl) durchläuft. Es ist folglich rt = hrv' 
Wir fassen wiederum die erhaltenen Sätze zusammen: 

Die Verzweigungsgruppe gv ist eine invariante Untergruppe der Trägheits
gruppe, der Grad rl) derselben ist eine Potenz von p. Der Grad der Trägheitsgruppe 
ist gleich dem h-fachenGrade der Verzweigungsgruppe, woh einen Teiler von pt-1 
bedeutet und daher nicht den Faktor p enthält. Man erhält die Substitutionen der 
Trägheitsgruppe, indem man die Substitutionen der Verzweigungsgruppe mit 1, 
t, t2, ••• , th - 1 multipliziert, wo t eine geeignet gewählte Substitution der Träg
heitsgruppe ist. th ist eine Substitution der Verzweigungsgruppe. 

Das algebraische Verhältnis zwischen Trägheitskörper' und Verzweigungs
körper wird durch den folgenden Satz klargelegt: 

Ist Dv eine den Verzweigungskärpe'r bestimmende Zahl, so genügt Dv einer 
Gleichung h-ten Grades von der Gestalt 

D~ + Q(t~-l + oe; D~-2 + ... = 0, 

deren Koeffizienten Zahlen des Körpers ~t sind und welche im Rationalitäts
bereiche ~t eine Galoissche Gleichung mit der zyklischen Gruppe h-ten Grades ist. 

Um nun vor allem Aufschluß über das Verhalten des Ideals .\J im Körper ~t 
zu gewinnen, setzen wir 

n = {vP. v' p. v" P .. . }pHf-l) 

Q = ! (n + tn + t9 n + ... + th - 1n). 

Hilbert. Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 2 
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Die Zahl :n liegt im Körper Uv und e im Körper Ut; beide Zahlen sind nach dem 
Primideal ~ der Primitivzahl P kongruent. Da es folglich im Körper ut genau 
pt nach ~ inkongruente Zahlen gibt, so ist notwendigerweise .p = ~Wt im 
Körper Ut unzerlegbar und wird in demselben ein Primideal f-ten Grades. 

Die aus der eben angestellten Betrachtung folgenden Eigenschaften des 
Trägheitskörpers sprechen wir wie folgt aus: 

Jede Zahl des Körpers K ist nach ~ einer Zahl des Trägheitskörpers kon
gruent. Der Trägheitskörper bewirkt keine Zerlegung des Ideals .p, sondern nur 
eine Graderhöhung desselben, insofern .p beim (Jbergang vom Körper Uz in den 
höheren Körper Ut aus einem Primideal ersten Grades sich in ein Primideal f-ten 
Grades verwandelt. 

Es sei die beliebige Zahl Q in K der Zahl w des Trägheitskörpers nach ~ 
kongruent und dementsprechend werde Q - w = BA nach ~2 gesetzt, wo A 
die obige Bedeutung hat und B eine geeignete ganze Zahl in K ist. Durch die 
Anwendung einer Substitution v des Verzweigungskörpers ergibt sich v Q - w 

= v(BA) = BA = Q -w, d. h. vQ = Q nach ~2 und wir erhalten so den 
Satz: 

Die Substitutionen v der Verzweigungsgruppe gv haben die charakteristische 
Eigenschaft, daß für sämtliche Zahlen Q des Körpers K die Kongruenz 

vQ == Q, (~2) 
besteht. 

Zugleich erkennen wir leicht die folgenden weiteren Sätze über den Ver
zweigungskörper. 

Das Ideal Pv = ~pl liegt im Verzweigungskörper Uv und ist in demselbfm ein 
Primideal f-ten Grades: es findet somit im Verzweigungskörper die Spaltung des 
Ideals p = .p~ in h gleiche Primfaktoren statt. 

Unsere nächste Aufgabe besteht darin, die Spaltung des Ideals Pv zu ver
folgen. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei L der höchste Exponent von der 
Art, daß für eine jede Substitution v der Verzweigungsgruppe die sämtlichen 
ganzen Zahlen des Körpers K der Kongruenz 

vQ = Q, (~L) 

genügen und bestimmen dann alle diejenigen Substitutionen v der Verzwei
gungsgruppe, für welche 

vQ=Q, 

wird; dieselben bilden eine invariante Untergruppe g .. der Verzweigungsgruppe, 
die wir die einmal überstrichene Verzweigungsgruppe nennen wollen. Der Grad 
derselben sei r. . pi. Die Eigenschaften dieser Untergruppe g .. lassen sich 
wiederum ohne besondere Schwierigkeit feststellen und führen, wenn der 
Kürze wegen der zu g .. gehörige Körper U ö der einmal überstrichene Verzwei-
gungskörper genannt und 1 - 1 = e gesetzt wird, zu den Sätzen: 
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Ist ßc eine den einmal überstrichenen Verzweigungskörper Xli bestimmende 
Zahl, so genügt ßc einer Abelschen Gleichung pe -ten Grades von der Gestalt 

~QjJ' + ,QjJe-l + I ,QjJe-2 + ... = 0 
'V'v (Xv 'U'-v lf..1) 'V'v ' 

deren Koeffizienten Zahlen des Körpers Xv sind und deren Gruppe lediglich Sub
stitutionen p-ten Grades enthält. Es wird .):Jv = .):J~e, wo .):Jv Primideal des Körpers 
Xli ist. Der Exponent e überschreitet keinenfalls die Zahl f. 

Nunmehr ist ersichtlich, in welcher Weise das eingeschlagene Verfahren 

fortzusetzen ist. Bedeutet L den höchsten Exponenten von der Art, daß für 
jede Substitution v die sämtlichen Zahlen des Körpers K der Kongruenz 

vQ = Q, (~L) 

genügen, so bestimmen wir alle diejenigen Substitutionen V, für welche 

vQ-Q, 

wird. Dieselben bilden eine invariante Untergruppe glf der Gruppe g", die 
zweimal überstrichene Verzweigungsgruppe ; ihr Grad sei rlf = pi; wir setzen 

l - l = e. Es gelten die Sätze: 
Ist ßlf eine den zweimal überstrichenen Verzweigungskörper Xlf bestimmende 

Zahl, so genügt ßlf einer Abelschen Gleichung pT-ten Grades von der Gestalt 

ßgf + rt._ ß~7-1 + rt.~ ßg'i-2 + ... = 0, 
/) v '0 V tJ 

deren Koeffizienten Zahlen des Körpers Xc sind und deren Gruppe lediglich 
Substitutionen p-ten Grades enthält. Es wird .):Jv; = .):J~., wo .):J" Primideal des 
Körpers X" ist. Der Exponent e überschreitet keinenfalls die Zahl f. 

So fortfahrend gelangen wir zu einer dreimal überstrichenen Verzweigungs
gruppe rJff usw. Ist etwa die kmal überstrichene Verzweigungsgruppe diejenige, 
welche lediglich aus der Substitution 1 besteht, so ist der Körper K selbst der 
kmal überstrichene Verzweigungskörper und die Struktur der Verzweigungs
gruppe gv ist dann vollständig bekannt. 

Durch die vorstehende Entwicklung erlangen wir einen vollständigen 
Einblick in die bei der Zerlegung einer rationalen Primzahl p sich abspielenden 
Vorgänge: 

Die rationale Primzahl p wird zunächst im Zerlegungskörper in der Form 
p = .).1 a zerlegt, wo .).1 ein Primideal ersten Grades und a ein durch .).1 nicht teil
bares Ideal des Zerlegungskörpers ist. Der Zerlegungskörper ist als Unter
körper in dem Trägheitskörper enthalten, welcher seinerseits keine weitere 
Zerlegung von .).1 bewirkt, sondern lediglich dieses Ideal .).1 zu einem Primideal 
f-ten Grades erhebt. Ist der Körper K selbst der Zerlegungskörper oder der 
Trägheitskörper, so ist nach diesem ersten Schritte die Zerlegung bereits ab
geschlossen. Im anderen Falle läßt sich .).1 in gleiche Faktoren spalten, und zwar 

2* 
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wird .)J zunächst im Verzweigungskörper die Potenz eines Primideals .)Jv' deren 
Exponent in pi - 1 aufgeht und folglich nicht durch p teilbar ist. Die Spaltung 
von .)J ist mit diesem zweiten Schritte notwendig dann und nur dann abge
schlossen, wenn p im Grade der Trägheitsgruppe nicht aufgeht und mithin 
der Körper K selbst der Verzweigungskörper ist. In den nun folgenden über
strichenen Verzweigungskörpern schreitet die Spaltung ohne Aussetzen fort, 
und zwar sind die bezüglichen Potenzexponenten Zahlen von der Gestalt pe, 
pe, ... , wo e, e, ... die Zahl f nicht überschreiten. Der Trägheitskörper und 
der Verzweigungskörper sind durch zyklische Gleichungen, die überstrichenen 
Verzweigungskörper durch solche Abelsche Gleichungen bestimmt, deren 
Gruppen nur Substitutionen vom Primzahlgrade p enthalten. Die Spaltung in 
gleiche Faktoren geschieht also stets mittels einer Kette Abelscher Gleichungen. 
Dieses Resultat drückt eine neue überraschende Eigenschaft des Zerlegungs
körpers aus: 

Der Zerlegungskörper bestimmt einen Rationalitätsbereich, in welchem die 
Zahlen des ursprünglichen Galoisschen Körpers K lediglich durch W urzelaus
drücke darstellbar sind. 

Der gefundene Satz rückt zugleich die Bedeutung der Theorie der durch 
Wurzelziehen lösbaren Gleichungen in grelles Licht, insofern derselbe zeigt, 
daß innerhalb der durch solche Gleichungen bestimmten Zahlkörper gerade 
die hauptsächlichsten Schwierigkeiten ihre Lösung finden, welche die Aufstel
lung der Primideale bietet. 

Die Übersicht über die aufgezählten Resultate wird durch die folgende 
Tabelle erleichtert, in deren Zeilen der Reihe nach die Grade der Gruppen, 
die Grade der Körper, die Grade der den Körper bestimmenden Abelschen 
Gleichungen, dann die Primi deale der Körper und ihre Zerlegung, bezüglich 
Spaltung sich angegeben finden. Der Körper K ist dabei als ein dreimal über
strichener Verzweigungskörper angenommen. 
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Von den mannigfachen Folgerungen und Anwendungen, welche die vor
stehend entwickelte Theorie zuläßt, seien hier nur einige erwähnt, welche die 
Erforschung der Diskriminanten der betrachteten Zahlkörper bezwecken. 

Es sei" ein beliebiger Zahlkörper vom Grade m; w1 , W 2 ' ••• , W m mögen 
eine Basis der ganzen Zahlen des Körpers" bilden und die zu der Zahlw kon
jugierten m - 1 Zahlen bezeichnen wir allgemein mit w', •. . ,w(m-l). Das 
Produkt der m - 1 Ideale 1 

w - w(m-l») m m 

ist ein Ideal des Körpers " und stimmt mit demjenigen überein, welches 
R. DEDEKIND das Grundideal dieses Körpers nennt. R. DEDEKIND hat be
wiesen, daß die Norm des Grundideals die Diskriminante des Körpers liefert2• 

Es seien SI = 1, S2' .•. , sr die r Substitutionen einer Untergruppe g der 
Gruppe G und" sei der zu g gehörige Körper. Sind dann Ql' Q2' ... , QM eine 
Basis der ganzen Zahlen des Körpers K und bildet man alle r-reihigen Deter
minanten LI, LI', ... der Matrix 

SlQV SlQ2, •.• , SlQM' 

S2 Q V S2 Q 2' ••. , S2 Q M' 

SrQv Sr Q 2' •.. , SrQM' 

so wird das Quadrat des größten gemeinsamen Idealteilers der Zahlen LI, 
LI', ... die Partialdiskriminante3 des Körpers K in bezug auf den Körper" 
genannt. Bei Benutzung der von mir angewandten Bezeichnungsweise ist 
diese also 

b = (LI, LI', ... )2 = (LI 2, LI'2, ... ). 

Die Partialdiskriminante b ist ein Ideal, welches im Körper" liegt. 
Auch der Dedekindsche Begriff des Grundideals bedarf einer Verallge

meinerung: wir verstehen unter dem Partialgrundideal &" des Körpers K in 
bezug auf " das Produkt der folgenden r - 1 Ideale 

@;2= (Ql - S2 Q l' Q2 - S2 Q 2" •. , QM - S2 Q M)' 

@;r= (Ql - Sr Q l' Q2 - Sr Q 2' ••• , QM - SrQM)' 

1 Wegen dieser schon mehrmals von mir angewandten Bezeichnungsweise der Ideale 
vgl. Über die Zerlegung der Ideale eines Zahlkörpers in Primideale. Math. Ann. 44. 
(Dieser Band Abh. 3, S. 6.) 

2 Der nämliche Satz folgt auch auf Grund der schönen Untersuchungen, durch welche 
neuerdings K. HENSEL die Kroneckersche Theorie der algebraischen Zahlen in einem 
wesentlichen Punkte vervollständigt hat. Vgl. J. Math.113 (1894). 

3 Dieser Begriff der Partialdiskriminante stimmt im wesentlichen mit dem von 
KRONECKER aufgestellten allgemeinen Diskriminantenbegriffe überein, vgl. Grundzüge 
einer arithmetischen Theorie der algebraischen Größen § 8. J. Math. 92 (1882). 
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Es gelten die drei allgemeinen Theoreme: 

I. b = v(QJ,,), 

II. QJ = gQJ", 

III. D = drn(b); 

hierin bedeuten D, d, b, bezüglich die Diskriminanten der Körper K, x und die 
Partialdiskriminante des Körpers K in bezug auf x, ferner QJ, g, QJ" bezüglich 
die Grundideale von K, x und das Partialgrundideal des Körpers K in bezug 
auf x; endlich bedeutet v(QJ,,) die Partialnorm von QJ" und n(b) die Norm von b 
für den Körper x. Diese Theoreme geben einen klaren Einblick in den Bau der 
Diskriminanten. Das Theorem I ist die Erweiterung des Dedekindschen Satzes 
für den Begriff des Partialgrundideals. Nach Theorem II ist das Verhalten 
der Grundideale beim Übergange von dem niederen in den höheren Körper 
von merkwürdiger Einfachheit: man bekommt das Grundideal des höheren 
Körpers, indem man das Grundideal des niederen Körpers mit dem betreffen
den Partialgrundideal multipliziert. Das Theorem III entsteht, wenn man von 
der Gleichung II die Norm bildet. Daß die Diskriminante eines Körpers durch 
die Diskriminante eines jeden Unterkörpers teilbar ist, hat bereits KRON

ECKERl bewiesen. Das Theorem III gibt die Potenz der letzteren an, welche . 
in der Diskriminante des höheren Körpers aufgeht und deckt auch zugleich 
die einfache Bedeutung des übrigbleibenden Faktors der Diskriminante des 
höheren Körpers auf. 

Nunmehr folgen mit Hilfe der oben entwickelten Theorie die Sätze: 
Das Grundideal des zum Primideal ~ gehörigen Trägheitskörpers ist nicht 

durch ~ teilbar. Der Trägheitskörper um/aßt sämtliche in K enthaltenen Unter
körper, deren Grundideale nicht durch ~ teilbar sind. 

Das Partialgrundideal des Verzweigungskörpers in bezug auf den Träg
heitskörper ist durch 

~rl-r. = 1J~-l 

und durch keine höhere Potenz von ~ teilbar. 
Das Partialgrundideal des einmal überstrichenen Verzweigungskörpers in 

bezug auf den Verzweigungskörper enthält genau die Potenz 

~L(rv-r.l = 1Jf(pe-1l. 

Das Partialgrundideal des zweimal überstrichenen Verzweigungskörpers in 
bezug auf den einmal überstrichenen Verzweigungskörper enthält genau die 
Potenz 

usw. 

1 Vgl. Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Größen § 9. J. Math. 
92 (1882). 
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Das Grundideal @ des Körpers K enthält das Primideal ~ genau in der 

rl - r. + L(r. - rii) + L{r. - r~) + ... 
ten Potenz. 
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Da nun Kein Galoisscher Körper ist und mithin das Grundideal @ mit 
seinen konjugierten übereinstimmt, so ist die Diskriminante D von K die M-te 
Potenz von @ ; D enthält folglich das Primideal ~ genau Mmal so oft. Hieraus 
ergibt sich unmittelbar der Satz: 

Der Exponent der Potenz, zu welcher die rationale Primzahl p in der Diskri
minante D des Körpers K als Faktor vorkommt, ist 

mdrt -r. -I- L{r. -7.) + L{r~ - r~) -I- .•• }. 

Im Falle, daß keine überstrichenen Verzweigungskörper vorhanden sind, 
wird r. = 1, r .. = 1, ... und es folgt dann das von R. DEDEKIND und K. 
HENSEL bewiesene Resultat, demzufolge der Exponent der in D aufgehenden 
Potenz von p den Wert mt{rt - 1) besitzt. 

Da man für die Exponenten L, L, ... ohne Schwierigkeit eine obere Grenze 
findet, so kann hiernach auch der eben bestimmte Exponent der in der Dis
kriminante D aufgehenden Potenz von p eine gewisse nur vom Grade M des 
Körpers K abhängige Grenze nicht überschreiten. Dieser Satz ist besonders 
deshalb von Wichtigkeit, weil er die Möglichkeiten, die sich hinsichtlich der 
in M aufgehenden Primzahlen p bieten, von vornherein auf eine endliche An
zahl einschränkt. Rechnen wir demnach alle diejenigen Körper vom Grade M, 
welche hinsichtlich der in M aufgehenden Primzahlen das nämliche Ver
halten zeigen, zu einem Typus, so folgt, daß es für einen gegebenen Grad M 
nur eine endliche Anzahl von möglichen Körpertypen gibt. 

Königsberg i. Pr., den 25. Juni 1894. 



5. Ober den Dirichletschen biquadratischen Zahlkörper. 
[Mathem. Annalen Bd. 45, S. 309-340 (1894).] 

Einleitung. 
Nachdem durch GAUSS die ganzen imaginären Zahlen in die Arithmetik ein

geführt waren, untersuchte DIRICHLET in einer Reihe von Abhandlungen! 
denjenigen biquadratischen Zahlkörper, welcher die imaginäre Einheit i und 
mithin alle jene Gaußschen imaginären Zahlen enthält. Dieser biquadratische 
Körper werde der Dirichletsche Zahlkörper genannt. DIRICHLET hat auf 
denselben seine allgemeine analytische Methode zur Bestimmung der Anzahl 
der Idealklassen angewandt und insbesondere den Fall in Betracht gezogen, 
in welchem der biquadratische Zahlkörper außer dem durch i bestimmten 
quadratischen Körper noch zwei andere quadratische Körper enthält. Es er
gibt sich dann das Resultat, daß die Anzahl der Idealklassen dieses speziellen 
Dirichletschen Zahlkörpers im wesentlichen gleich dem Produkt der Anzahl 
der Idealklassen in den beiden letzteren quadratischen Körpern ist. Diesen 
mit analytischen Hilfsmitteln gewonnenen rein arithmetischen Satz bezeichnet 
DIRICHLET als einen der schönsten in der Theorie der imaginären Zahlen, 
vornehmlich weil durch denselben ein Zusammenhang zwischen den Anzahlen 
der Idealklassen derjenigen beiden quadratischen Körper aufgedeckt wird, 
die durch Quadratwurzeln aus entgegengesetzten reellen Zahlen bestimmt 
sind. 

Die vorliegende Abhandlung hat das Ziel, die Theorie des Dirichletschen 
biquadratischen Körpers auf rein arithmetischem Wege bis zu demjenigen 
Standpunkt zu fördern, auf welchem sich die Theorie der quadratischen Kör
per bereits seit GAUSS befindet. Es ist hierzu vor allem die Einführung des 
Geschlechtsbegriffs sowie eine Untersuchung derjenigen Einteilung aller 
Idealklassen notwendig, welche sich auf den Geschlechtsbegriff gründet. 
Nachdem in den ersten acht Paragraphen der Arbeit diese Aufgabe für den 
allgemeinen Dirichletschen Zahlkörper gelöst wird, behandeln die beiden 
letzten Paragraphen den vorhin charakterisierten speziellen Dirichletschen 

1 Untersuchungen über die Theorie der komplexen Zahlen; Recherches Bur les formes 
quadratiques a coefficients et a indeterminees complexes. Werke 1, 505, 511, 533. 
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Zahlkörper. Es zeigt sich bei der Untersuchung, daß in diesem Körper die 
Idealklassen gewisser leicht zu kennzeichnender Geschlechter aus den Ideal
klassen der in ihm enthaltenen quadratischen Körper zusammensetzbar sind. 
Diese auf rein arithmetischem Wege gefundene Tatsache enthält zugleich den 
vorhin genannten Dirichletschen Satz über die Anzahl der Idealklassen des 
speziellen Dirichletschen Körpers. 

§ 1. Die ganzen Zahlen des Dirichletschen Zahlkörpers. 

Der durch die imaginäre Einheit i bestimmte quadratische Zahlkörper 
werde k genannt; die ganzen Zahlen dieses Körpers, d. h. die Zahlen von 
der Form a+bi, wo a und b ganze rationale Zahlen sind, mögen ganze ima
ginäre Zahlen heißen. Bedeutet c5 eine ganze imaginäre Zahl, welche durch 
kein Quadrat einer ganzen imaginären Zahl teilbar und von ± 1 verschieden 

ist, so bildet die Gesamtheit aller durch i und i~ rational ausdrückbaren 
Zahlen einen Dirichletschen biquadratischen Zahlkörper. Derselbe werde 
mit K bezeichnet; K ist der allgemeinste biquadratische Körper, welcher die 
imaginäre Einheit i enthält. 

Eine jede Zahl des Körpers K läßt sich in die Gestalt 

A = ~j-}JJ 
y 

bringen, wo IX, ß, 'Y ganze imaginäre Zahlen sind. Die Veränderung von Y c5 

III - -V~ werde durch das Operationssymbol S bezeichnet. 
Soll nun A eine ganze Zahl in K sein, so sind notwendig die Zahlen 

A+SA 2 IX und A. S A = 1X2 - ß2/J 
Y y2 

ganze imaginäre Zahlen. Bezeichnet A eine in y aufgehende von 1 + i ver
schiedene Primzahl in k, so folgt leicht, daß sowohl IX als ß durch A teilbar sein 
müssen, und es kann mithin A in Zähler und Nenner von A fortgehoben werden. 
Wäre ferner y durch (1 +i)3 teilbar, so folgt in gleicher Weise, daß IX und ß 
durch 1 + i teilbar sind, so daß der Faktor 1 + i in Zähler und Nenner von A 
hebbar ist. Es bleiben mithin nur die beiden Fälle y = 1 + i und y = 2 zu unter
suchen übrig. Also folgt, daß in diesen beiden Fällen die Zahl1X2 - ß2 c5 durch 2 
bezüglich durch 4 teilbar sein muß. Wäre ß durch 1 + i teilbar, so würde mithin 
das gleiche für IX folgen und dann wäre wiederum 1 + i im Zähler und Nenner 
von A hebbar. Nehmen wir andrerseits ß nicht teilbar durch 1 + i an, so folgt, 

daß c5 = ß: nach 2 bezüglich nach 4 ist, d. h. c5 muß im Zahlengebiete des 

Körpers k quadratischer Rest von 2 bezüglich von 4 sein. Nun ist c5 quadrati
scher Rest von 4, sobald c5= ± 1 nach 4 wird, dagegen quadratischer Rest 
von 2 und zugleich quadratischer Nichtrest von 4, falls b=±3+2i nach 4 
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wird. In allen anderen Fällen, nämlich für 0 = i nach 2 und 0 = 0 nach 1 + i 
ist 0 quadratischer Nichtrest von 2. Berücksichtigen wir, daß der nämliche 
biquadratische Körper K erhalten wird, wenn wir unter dem Wurzelzeichen 
statt 0 die Zahl - 0 setzen, da ja diese Änderung einer Multiplikation der 
Wurzel mit i gleichkommt, so können wir offenbar die Zahl 0 stets so an
nehmen, daß beidemal das obere Vorzeichen zutrifft, d. h. 0 = 1 bezüglich 
=3+2i nach 4 wird. Es ergibt sich dann leicht das folgende Resultat: 

Die Basis der ganzen Zahlen des Dirichletschen Körpers K besteht aus den 
Zahlen 1, i, Q, iQ, wo Q lolgende Bedeutung hat: 

I ·· ~ 1 (4) ;st.· n = 1 +2 t/5 , ur u == , • ~4 

" 

" 

" 

0==3+2i, (4) 

o = i, (2) 

(1 + i) 

" 

" 

" 

n = 1 + fc5 
~4 l+i' 

Q = 1 + yI-;5, 
Q = yI-;5. 

Wir berechnen ferner den Ausdruck d = (Q - S Q)2; derselbe werde die 
Partialdiskriminante des Körpers K genannt: 

lür 0== 1, (4) ist: d= 0, 

" 0=3+2i, (4) 
" 

d=-2io, 

" 
o = i, (2) } d= 40. 

" 
" o = 0, (1 + i) 

Die gewöhnliche Diskriminante D des biquadratischen Körpers K ergibt 
sich gleich 241 d i 2, wo 1 d 1 den absoluten Betrag der Partialdiskriminante d 
bedeutet. 

§ 2. Die Primideale des Diriehletsehen Körpers. 
Zunächst behandeln wir die von 1 + i verschiedenen und nicht in 0 auf

gehenden Primzahlen des Körpers k; es sind unter diesen zwei Arten zu unter
scheiden, nämlich erstens die Primzahlen n, in bezug auf welche 0 im Zahlen
gebiete des Körpers k quadratischer Rest ist und zweitens diejenigen Prim
zahlen x, in bezug auf welche 0 quadratischer Nichtrest ist. 

Die Primzahlen n der ersten Art gestatten eine Zerlegung in zwei von
einander verschiedene Primideale des Körpers K. Bedeutet nämlich 'YJ eine 
Zahl in k, welche der Kongruenz 0='f)2 nach dem Modul n genügt und wendet 
man eine früher von mir angegebene Bezeichnungsweisel an, der zu Folge 
(A, S, ... ) dasjenige Ideal darstellt, welches als der größte gemeinsame 
Teiler der Zahlen A, S, ... definiert ist, so wird 

(n, 'f) '+ yI-;5) (n, 'f) - yl6) = (n2, n ['YJ + ßl, n ['YJ - ßl, 'YJ2 - 0) 
= (n, 'YJ2 - 0) = n. 

1 Math. Ann. 44, 1. (Dieser Band, Abh.3, S.6.) 
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Wir erhalten somit die gewünschte Zerlegung 

n= s,ß.Ss,ß, 

wo s,ß ein Primideal bedeutet und das konjugierte Primideal S s,ß wegen 

(n, 'i} + ~, 'i} - -Vb) = 1 notwendig von s,ß verschieden ist. 
Die Primzahlen u der zweiten Art sind auch im Körper K Primzahlen. 

Denn wäre die Zahl u zerlegbar, so wähle man in K eineganzeZahlA =01:+ ß-V~, 
welche nicht durch u, wohl aber durch ein in u aufgehendes Primi deal teilbar 
ist. Da dann ß notwendig prim zu u sein muß, dagegen A· S A =01:2 - ß2~ 

durch u teilbar wird, so würde ~ = ( ; r nach u folgen, was der Voraussetzung 

zuwider läuft. 
Um ferner die von 1 + i verschiedenen in ~ aufgehenden Primzahlen des 

Körpers k in ihre idealen Faktoren zu zerlegen, bezeichnen wir dieselben 
mit Al' ... , Ar und setzen demgemäß b =AI •.. Ar bezüglich ~ = (1 + i)AI ... Ar 
je nachdem ~ durch 1 + i nicht teilbar oder teilbar ist. Es folgt leicht, daß 

Primideale im Körper K sind und daß 

wird. 
Was endlich die Zerlegung der Zahl 1 + i betrifft, so untersuchen wir zu

nächst den Fall ~ = 1 nach 4: und finden, daß 1 + i unzerlegbar ist, falls 
~=l+4:i nach (1+i)5 ausfällt. Ist dagegen ~=1 nach (1+i)5, so wird 

1 + i = (1 + i, Q) (1 + i, SQ) , 

wo die beiden Klammern rechter Hand Primideale des Körpers K darstellen, 
welche wegen (Q, S Q) = 1 notwendig voneinander verschieden sind. In allen 
anderen Fällen ist ~ das Quadrat des Ideals (1 + i, Q) = (1 + i, S Q), wie eine 
leichte Rechnung zeigt. Wir erkennen somit, daß 1 + i dann und nur dann 
das Quadrat eines Primideals wird, wenn 1 + i in der Partialdiskriminante d 
des Körpers K aufgeht. Die Zerlegung der Zahl 1 + i ist in folgender Tabelle 
dargestellt: 

für ~ == 1, (1 + i)5 ist l+i=s,ß'Ss,ß, 

s,ß = (1 + i, Q) , S s,ß :} s,ß , 

" 
b=l+4:i, (1 + i)5 

" l+i=s,ß, 

" ~=3+2i, 
(4) l 1 + i = 22 , 

~ == i, (2) " 
" 2 = S 2 = (1 + i, Q). 

" 
b = 0, (1 + i) 



28 Über den Dirichletschen biquadratischen Zahlkörper. § 3 

Die gewonnenen Resultate der Zerlegung der Zahlen in k lassen sich über
sichtlich zusammenfassen, wenn wir uns eines auch von DIRICHLET benutzten 
Symbols bedienen. Ist nämlich a eine beliebige Zahl und r eine Primzahl 

in k, so verstehen wir unter [ : J die Werte + 1, -1 oder 0, je nachdem a im 

Zahlengebiete des Körpers k quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest 

von r oder durch r teilbar ist; doch bedeute insbesondere [1: iJ die Werte 

+ 1, -1, 0, je nachdem a quadratischer Rest oder Nichtrest von (1 + i)5 
oder durch 1 + i teilbar ist. Es gilt dann der Satz: 

Die Primzahl r des Körpers k ist im Körper K in zwei verschiedene Prim
ideale zerlegbar oder unzerlegbar oder gleich dem Quadrat eines Primideals, je 

nachdem [~ ] = + 1, = - 1 oder ° ist. 

§ 3. Die Einteilung der Idealklassen in Geschlechter. 

Wenn A eine beliebige ganze oder gebrochene Zahl des Körpers K ist, so 
wird v(A) = A . S A die Partialnorm von A genannt. Diese Partialnorm ist 
offenbar eine Zahl im Körper k. Bedeutet nun A eine von 1 + i verschiedene 
in r5 aufgehende Pr.imzahl des Körpers k und ist die Partialnorm v(A) eine 
durch A nicht teilbare ganze Zahl oder eine gebrochene Zahl, deren Zähler 
und Nenner durch A nicht teilbar sind, so wird v(A) im Gebiet der ganzen 
imaginären Zahlen ein quadratischer Rest in bezug auf A. 

Um dies zu erkennen, setzen wir A = 01: ±ß fJ , wo a, ß, y ganze imaginäre 
y 

Zahlen sind. Dann ist v(A) = 01:
2 

- t2r5 • Enthielte nun y den Primfaktor A, 
y 

so müßte wegen der über v (A) gemachten Voraussetzung auch oc2 - ß21J durch 
A 2 teilbar sein und folglich enthielten sowohl oc wie ß den Faktor A; derselbe 
ist mithin in Zähler und Nenner des Bruches A hebbar. Hätte andererseits a 
den Faktor A, so müssen wegen der über v(A) gemachten Voraussetzung not
wendig auch y und ß durch A teilbar sein, und dann ist wiederum der Faktor A 
in Zähler und Nenner des Bruches A hebbar. Wir können daher annehmen, 
daß keine der beiden Zahlen a und y den Faktor A enthält. Dann aber folgt 

2 

v(A)= 01:2 nach Ä, womit die Behauptung bewiesen worden ist. 
y 

Wir führen jetzt das neue Symbol [A ~ r5J ein, wo (j eine beliebige Zahl 

in kund A zunächst eine von 1 + i verschiedene in r5 aufgehende Primzahl 
bedeutet. Für den Fall, daß (j =oc eine durch A nicht teilbare ganze Zahl oder 
ein Bruch ist, dessen Zähler und Nenner durch A nicht teilbar sind, wird das 
Symbol durch die Gleichung 
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definiert. Ist ferner (J =v die Partialnorm einer beliebigen Zahl in K, so möge 

[_v J=+1 A:d 

sein. Der zu Anfang dieses Paragraphen bewiesene Satz zeigt, daß diese 
letztere Festsetzung mit der erst getroffenen Definition vereinbar ist. 

Ferner benutzen wir die Tatsache, daß eine jede Zahl (J in k gleich dem 
Produkt zweier Zahlen IX und v gesetzt werden kann, wo IX eine ganze nicht 
durch Ä teilbare Zahl in k oder ein Bruch ist, dessen Zähler und Nenner nicht 
durch Ä teilbar sind, und wo v die Partialnorm einer Zahl in K ist. Um diese 
Tatsache zu beweisen, ist es offenbar nur nötig, jene Zerlegung für die Prim
zahl Ä auszuführen. Zu dem Zweck wählen wir in K eine durch 2, aber nicht 
durch Ä = 22 teilbare Zahl A, setzen v =v(A) und berücksichtigen dann, 

daß ~=IX in die Gestalt eines Bruches gebracht werden kann, dessen Zähler 
v 

gleich 1 ist und dessen Nenner eine nicht durch Ä teilbare Zahl ist. Es folgt 
somit die gewünschte Zerlegung Ä =IXv. 

Ist die beliebige Zahl (J =IXv auf die beschriebene Weise zerlegt, so de
finieren wir das allgemeine Symbol durch die Gleichung 

[/dJ = [~J 
und erkennen ohne Schwierigkeit, daß dieses Symbol dadurch eindeutig be
stimmt ist und die Eigenschaft 

[rG~J = [A ~ dJ [/'dJ 

besitzt, wo (J, (J' beliebige Zahlen des Körpers k sind. 
In den Fällen, in welchen 1 + i in d aufgeht, bedarf es einer genaueren 

Untersuchung über das Verhalten der Partialnormen und ihrer Reste nach den 
Potenzen von 1 + i. Um eine übersichtliche Darstellung der in Betracht kom
menden Restsysteme zu erhalten, setzen wir 

i' = 3 + 2 i , i" = 1 + 4 i 

und zeigen dann durch eine leichte Rechnung, daß, wenn t, t', t" die Werte 0 
oder 1 annehmen, in der Form ± it i't' sämtliche 8 zu 1 + i primen Reste 
nach (1 +i)4 und in der Form ±iti't' i"t" sämtliche 16 zu 1 +i primen Reste 
nach (1 + i)5 enthalten sind. Wir bezeichnen der Kürze halber die beiden 
genannten Ausdrücke mit (tt') bezüglich (tt't"). 

Da im Falle 15=(00) nach (1 +i)4 die Partialdiskriminante d nicht durch 
1 + i teilbar ist, so untersuchen wir lediglich die 7 Fälle 15 = (01), (10), (11) 
nach (l+i)4 und =(I+i) (00), (l+i) (01), (l+i) (10), (1+i) (11) nach 
(l+i)5. Die Rechnung zeigt, daß nur diejenigen zu l+i primen Reste von 
(1 +i)5 unter den Partialnormen der Zahlen des Körpers K vertreten sind, 
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welche in der folgenden Tabelle unter der Rubrik IX verzeichnet stehen und 
deren Exponenten t, t', t" den in der letzten Rubrik angegebenen Bedingungen 
genügen: 

, 

(01) I (000), (001), (010), (Oll) • gerade 

(10) I (000), (001), (100), (101) I t' 
" 

(11) -, (000), (001), (110), (111) I t + t' 
" I 

(1 + i) (00)' (000), (Oll), (100), (111) \ t' + t" 
" 

(1 + i) (01) . (000)~(Öll)~(101), (110) I t +- t' + t" 
" I 

(l+ i)00) I (000), (010) , (100), (110) I-____ -_~ -~t-" -,,~ 
(1 +i)(l1)1 (000), (010), (101), (111) I t + t" " 

Um die Angaben dieser Tabelle übersichtlich zusammenzufassen, setzen 
wir b=(tot~) bezüglich =(l+i)(tot~) und 1X_(t(J.(Ü; es bestätigt sich dann 
leicht, daß die Zahl IX dann und nur dann nach (1 + i)5 einer Partialnorm 
kongruent ist, sobald die Zahl t(J. t~ + (to bezüglich t(J. t~ + t: to + t: + t~ gerade 
ist. Bemerkt sei noch, daß die Zahl IX, wenn sie dieser Bedingung genügt, zu
gleich auch nach jeder höheren Potenz von 1 +i der Partialnorm einer Zahl 
in K kongruent sein muß. 

Wir definieren nun das Symbol [L/i: <5J zunächst für den Fall, daß 

G =IX eine durch 1 + i nicht teilbare Zahl oder ein Bruch ist, dessen Zähler 
und Nenner durch 1 + i nicht teilbar sind. In diesem Falle nehmen wir 
IX_ (t(J.t:t;) an und setzen 

[ _ot_. --l = ( _ l)tat6+ t~to bezüglich = (_ l{a t6+ t~to +t~ + t;:, 
1 +t: <5 

je nachdem b=(tot~) nach (l+i)4 oder =(I+i) (tot~) nach (l+i)'5 wird. Ist 
ferner G =v die Partialnorm einer beliebigen Zahl des Körpers K, so setzen wir 

[1 /i : <5J = + 1 . 

Um endlich für ein beliebiges G das Symbol zu definieren, benutzen wir die 
Zerlegung G=IXV, wo IX eine nicht durch l+i teilbare Zahl oder ein Bruch 
ist, dessen Zähler und Nenner durch 1 + i nicht teilbar sind, und wo v eine 
Partialnorm ist und setzen 
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Wir erkennen wiederum leicht, daß dem soeben definierten Symbol die Eigen
schaft 

zukommt, wo (J, (J' beliebige Zahlen des Körpers K sind. 
Im folgenden werden die sämtlichen s in der Partialdiskriminante d auf

gehenden Primzahlen mit Al' ... , Ag bezeichnet. Unser Symbol ordnet dann 
einer jeden beliebigen Zahl (J des Körpers k die s Vorzeichen 

[Al~ ~J ' ... , [As~ ~J 
zu, welche das Oharakterensystem der Zahl (J im Dirichletschen Körper K 
heißen mögen. Um ferner vermittels unseres Symbols einem jeden Ideal 3 in 
K ein bestimmtes Vorzeichensystem zuzuordnen, bilden wir 3,S3. Dieses 
Produkt ist gleich einer Zahl v (3) in k; dieselbe werde die Partialnorm des 
Ideals 3 genannt. Da diese Partialnorm nur bis auf hinzutretende Einheits
faktoren bestimmt ist, so bedarf es für unseren Zweck der Unterscheidung 
zweier Fälle, je nachdem das Charakterensystem des Einheitsfaktors i 

aus lauter positiven Vorzeichen besteht oder em negatives Vorzeichen 
enthält. Im ersteren Falle sind offenbar die s Vorzeichen 

[l'mtJ [V(3'lJ 
Al : ~ "'" A,: ~ 

für das Ideal3 sämtlich eindeutig bestimmt. Das System dieser s Vorzeichen 
werde das Oharakterensystem des Ideals 3 genannt. Im zweiten Falle nehmen 

wir an, es sei etwa [JOB ~ ~J = -1; wählen wir dann den Wert der Partial-

norm v (3) derart, daß [f. (?~J = + 1 wird, so sind die s -1 Vorzeichen 

[p(S')J ' ... , [ v(S') l 
Al:t5 As-!: t5J 

sämtlich durch 3 eindeutig bestimmt und heißen das Oharakterensystem des 
Ideals 3. 

Die Ideale derselben Klasse besitzen notwendig das gleiche Oharakteren
system. 

Ist nämlich 3' mit 3 äquivalent, so gibt es in K eine ganze oder gebrochene 
Zahl A derart, daß 3'=A3 ist. Hieraus folgt v(3') =v(A)v(3) und daher 

. d [V(3")J = [p(S')J 
WIr A:t5 A:t5· 

Auf die dargelegte Weise ist einer jeden Idealklasse ein bestimmtes 
Charakterensystem zugeordnet. Wir rechnen nun alle diejenigen Idealklassen, 
welche das gleiche Oharakterensystem besitzen, in ein Geschlecht und definieren 
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insbesondere das Hauptgeschlecht als die Gesamtheit aller derjenigen Klassen, 
deren Oharakterensystem aus lauter positiven Vorzeichen besteht. Da das Charak
terensystem der Hauptklasse offenbar von der letzteren Eigenschaft ist, so 
gehört die Hauptklasse stets zum Hauptgeschlecht. 

§ 4. Die Erzeugung der Idealklassen des Hauptgeschlechtes. 

Aus derjenigen Eigenschaft des Symbols, welche sich durch die Formel 

[: :a~J = [Ä ~ dJ [Ä ~~J 
ausdrückt, entnehmen wir leicht die Tatsache, daß das Produkt der Ideal
klassen zweier Geschlechter die Idealklassen eines Geschlechtes liefert, dessen 
Charakterensystem durch Multiplikation der entsprechenden Charaktere 
beider Geschlechter erhalten wird. Im besonderen folgt hieraus, daß das 
Charakterensystem des Quadrats der Idealklasse eines beliebigen Geschlechtes 
stets aus lauter positiven Einheiten besteht und mithin das Quadrat einer 
Idealklasse stets dem Hauptgeschlecht angehört. Es ist von Bedeutung, daß 
die folgende Umkehrung dieses Satzes gilt: 

Eine jede Idealklasse des Hauptgeschlechtes ist gleich dem Quadrat einer 
Idealklasse. 

Um die Richtigkeit dieses Satzes zu erkennen, beweisen wir der Reihe nach 
folgende Sätze. 

Satz 1. Wenn v in dem durch itJ bestimmten Dirichletschen Körper K~ 
die Partialnorm eines Ideals ist und das Oharakterensystem von v in diesem 

Körper K~ aus lauter positiven Einheiten besteht, so ist auch b in dem durch -y:;; 
bestimmten Dirt·chletschen Körper K~ Partialnorm eines Ideals und besitzt in 
K~ ein aus lauter positiven Einheiten bestehendes Oharakterensystem. 

Wir dürfen offenbar annehmen, daß v keine quadratischen Faktoren des 
Körpers k enthält. Da v eine Partialnorm sein soll, so muß ein jeder in der 
Partialdiskriminante d des Körpers K~ nicht vorkommender Primteiler n der 
Zahl v in zwei Primideale des Körpers K~ zerfallen; es ist somit nach den 
Entwicklungen von § 2 notwendigerweise d quadratischer Rest von n, d. h. 
wenn n von 1 + i verschieden ist: 

[_d J=+l. 
n :v 

Wir betrachten ferner die von 1 + i verschiedenen in d aufgehenden Prim
teiled der Zahl v. Es gilt im Körper K~ die Zerlegung A = 22 und zugleich 

ist A+ itJ eine durch 2, aber nicht durch A teilbare Zahl des Körpers KJ • 

Daher ist, wenn v =AV', b =Ab' gesetzt wird: 

[_v J = r :JÄ +\-6)] = [Ä2 ~ d] = [Ä ::: ö' 1 = [V' d'J . 
Ä:d l Ä:,) Ä:d Ä Ä 
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In gleicher Weise folgt 

[~] = [Vl{j/] 
it : v it' 

und ~a das Symbol [it ~ {j] nach Voraussetzung den Wert + 1 hat, so ist auch 

[/v] = + l. 
Was endlich den Primfaktor 1 + i betrifft, so unterscheiden wir bei der 

folgenden Untersuchung zunächst 4 Hauptfälle : 
I. Weder v noch ~ sind durch 1 + i teilbar. 

Ir. v ist durch 1 + i teilbar, aber nicht ~. 
IH. v ist nicht durch 1 + i teilbar, wohl aber ~. 

IV. Sowohl v als auch ~ sind durch 1 + i teilbar. 
Im Hauptfalle I setzen wir v= (t~t:) und ~= (tot~) nach (1 + i)4 und unter

scheiden dann 2 Unterfälle : 
1. t~, t: sind beide gerade. Unter dieser Bedingung kommt 1 + i nicht in 

der Partialdiskriminante n des Dirichletschen Körpers K~ vor, und es gibt 
daher im Körper K" kein auf den Faktor 1 + i bezügliches Symbol. 

2. t~, t: sind nicht beide gleichzeitig gerade. Unter dieser Bedingung kommt 
l+i in n vor und es ist 

Sind to' t~ beide gerade, so wird der Wert der rechten Seite = + 1. Sind 
to, t~ nicht beide zugleich gerade, so gibt es im Körper K o ein auf 1 +i be
zügliches Symbol, und zwar ist 

[1 +vi : {j] = (- l)t~td-+t;to. 

Da dieses Symbol wegen der' Voraussetzung den Wert + 1 hat, so ist auch 

Im Hauptfalle H setzen wir v=(l+i)(t~t:) und ~=(tot~t~) nach (l+i)5 
und unterscheiden dann folgende 2 Unterfälle. 

1. to' t~ sind gerade. Unter dieser Bedingung kommt 1 + i nicht in der 
Partialdiskriminante d des Körpers Ko vor. Da nun v die Partialnorm eines 
Ideals in Ko sein soll, so ist notwendigerweise 1 + i in 2 Primideale des Kör
pers Ko zerlegbar. Die Bedingung hierfür besteht nach § 2 darin, daß 
~=(OOO) nach (1 +i)5 ist, und mithin wird 

[I/i:"] = + 1. 
HUbert, Gesammelte Abhandlungen, Bd. I. 3 
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2. tö ' t~ sind nicht beide gleichzeitig gerade. Es ist dann 1 + i Faktor der 

P . ld· k·· d S . Q • SQ . d artla 1S nmmante . etzen WIr W = 1 + i·' so WIr 

mmist 

und eine leichte Rechnung zeigt, daß 

wird. Mithin ergibt sich 

Andrerseits ist aber 

[_v_J = (_ l)tpt:r+t~to+td+t'l 
1 + i:t5 . 

1_t5_. -J = (_ l)tot~+t;'tp+t:r+td' 
LI + t: v ' 

und wenn daher jenes erstere Symbol den Wert + 1 hat, so ist auch 

[1 +t5r:vJ = + 1. 

Im Hauptfall III setzen wir 11= (tpt:t~) und 15= (1 + i) (tot~) nach (1 + i)5 
und unterscheiden dann wiederum 2 Unterfälle. 

1. ty , ( sind beide gerade. Unter dieser Bedingung ist 1 + i in der Partial
diskriminante n des Körpers K p nicht enthalten. Wegen der Voraussetzung 
wird 

Mithin ist t~ gerade, d. h. 11_(000) nach (1+i)5; hieraus folgt nach § 2, 
daß 1 + i im Körper K y in zwei Primideale zerlegbar ist. 

2. ty , t: sind nicht beide gleichzeitig gerade. Es ist dann 1 + i als Faktor 
in n enthalten, und es wird 

Wie vorhin im Unterfalle 2. des Hauptfalles II erhalten wir den nämlichen 

Wert für das Symbol [-1 +t5. l, und da das erstere den Wert + 1 hat, so 
t : VJ 

ist auch 
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Im Hauptfalle IV setzen wir v = (1 + i) (t):t:) und 15 = (1 + i) (tot~t~) 
nach (1+i)6. Es wird dann 

[_v_J = [v~:jl~d)] = [(tvt~t::) (tcft~t:nJ 
l+i:d l+i:d l+i:d. 

= (_l)(tv+tcf)td+(t~+t;,.)tJ+t~+tJ+t::+ty 

=(-1~~+~~+~+~+~+~ 

Denselben Wert er~alten wir auch für [1 +di : v], und da das erstere Symbol 

den Wert + 1 hat, so ist auch 

[1 /i : v l = + l. 
Die eben vollendete Entwicklung zeigt, daß das Oharakterensystem der 

Zahl 15 in dem Körper K" aus lauter positiven Einheiten besteht. 
Andrerseits ist 15 in K v notwendig die Partialnorm eines Ideals; denn 

wenn Ä ein von 1 + i verschiedener in n nicht aufgehender Primfaktor von 
15 ist, so ist, da alle Oharaktere von v in bezug auf den Körper K o gleich + 1 
sein sollen, notwendigerweise 

[/ dJ = [~ J = + 1, 

und daher zerfällt Ä nach § 2 in zwei Primideale des Körpers K". Ist ferner 
1 + i in 15, aber nicht' in der Partialdiskriminante n des Körpers K" als Faktor 
enthalten, so muß v= (00) nach (1 + i)4 sein, und es ist dann im Unterfalle 1 
des Hauptfalles III bewiesen worden, daß 1 + i im Körper K" zerlegbar ist. 
Da mithin sämtliche Primfaktoren von 15 im Körper K" zerlegbar sind, so 
ist 15 die Partialnorm eines Ideals in K" und hiermit ist der Satz 1 vollständig 
bewiesen. 

Sa tz 2. Wenn v die Partialnorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl in 

dem durch VlJ bestimmten Dirichletschen Zahlkörper K o ist, so ist auch 15 die 

Partialnorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl in dem durch r; bestimmten 
Dirichletschen Zahlkörper K". 

Setzen wir nämlich 

v = v (r;. + ß ß) = r;.2 - ß2 15 , 

wo r;. und ß Zahlen des Körpers k sind, so wird 

15=(ßr-(~rv, 
d. h. gleich der Partialnorm der in K" gelegenen Zahl (X ~ f 11 • 

Sa tz 3. Wenn v Partialnorm eines Ideals in K o ist, und das Oharakteren
system von v in K o aus lauter positiven Einheiten besteht, so ist v zugleich die 
Partialnorm einer gewissen ganzen oder gebrochenen Zahl des Körpers K o. 

3* 
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Wenden wir den von H. MINKOWSKI aufgestellten Satz1 über die Dis
kriminante allgemeiner Zahlkörper auf den biquadratischen Dirichletschen 
Körper Kö an, so erkennen wir, daß es in jeder Idealklasse des Dirichlet
schen Körpers K ö ein IdealS gibt, dessen Norm N(S) absolut genommen 

kleiner als 2~21 in I ausfällt, wo D die Diskriminante des Körpers K ö be-

deutet. Da aber D<281~12 und _3~;3 < i6 ist und da ferner die NormN(3) 

absolut genommen gleich dem Quadrat des absoluten Betrages der Partial
norm 'V ='11(3) wird, so ergibt sich der Satz, daß in jeder Idealklasse des Kör-

pers K ö ein IdealS gefunden werden kann, für welches I; (3) 12 < 161 ~ 1 aus
fällt. 

Wir beweisen nun zunächst durch Rechnung, daß der Satz 3 in allen 

Dirichletschen Körpern K ö gilt, für welche 1 ~I < i6 ist. Benutzen wir die 

soeben aus dem Minkowskischen Satz abgeleitete Ungleichung, so wird 
dieser Nachweis durch folgende Tabelle geführt, in welcher unter der Rubrik ~ 

die sämtlichen absolut genommen unter i6liegenden Werte von ~ und unter 
der Rubrik 'V die den Bedingungen des Satzes 3 und der Ungleichung 

1'V12<-V61~1 genügenden 'V sich angegeben finden, während daneben in der 
letzten Rubrik die Zahl des Körpers K ö hinzugefügt ist, deren Partialnorm 
gleich 'V wird. 

~ 'V 
I 

1 ± 2i l=fi I 
1 + i (f± 2i 

1 ± i 

2±i 2=fi 1=fi+iY2±i 

1 ±i i+iy2±i 

1 ±i ±i i+iYl±i 

i 
I 

l+i 1 + if[ 

Es sei jetzt ~ eine ganze imaginäre Zahl, deren absoluter Betrag 1 ~ 1 > i6 
ausfällt, und wir nehmen an, der Satz 3 sei bereits bewiesen für alle die
jenigen Körper K ö" für welche 1 ~'I < 1 ~ 1 wird. Ist dann 'V die Partialnorm 
eines Ideals S, deren Oharakterensystem in Kö aus lauter positiven Einheiten 
besteht, so bestimme man in K ö ein zu S äquivalentes IdealS', dessen Partial-

1 Vgl. Comptes rendus 1891. Für obigen Zweck reicht schon die von H. MrNKOWSKI, 
J. Math. 107, 296 (1891), aufgestellte Ungleichung aus. 
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norm v' absolut genommen und ins Quadrat erhoben< y6"/ <5/ ausfällt. Da 

y6" < / <5/ ist, so wird / v' / < / <5/. Da andrerseits v' die Partialnorm eines Ideals 
in K J ist, deren Charakterensystem aus lauter positiven Einheiten besteht, so 

ist nach Satz 1 die ganze imaginäre Zahl <5 in dem durch Yv' bestimmten 
Körper K~, die Partialnorm eines Ideals, deren Charakterensystem aus lauter 
positiven Einheiten besteht. Nun gilt wegen / v' / < / <5/ Satz 3 im Körper K~" 
und es ist daher <5 die Partialnorm einer gewissen ganzen oder gebrochenen 
Zahl des Körpers K~" und hieraus ergibt sich nach Satz 2, daß auch v' die 
Partialnorm einer gewissen Zahl in KJ ist. Da das Ideal 3 äquivalent 3' ist, 
so ist der Quotient beider Ideale eine Zahl des Körpers KJ , mithin ist der 
Quotient der Zahlen v und v' und folglich auch v selbst gleich der Partial
norm einer gewissen Zahl des Körpers KJ • Der Satz 3 gilt folglich für den 
Körper K J , und wir erkennen daraus seine allgemeine Gültigkeit!. 

Aus Satz 3 folgt endlich in' sehr einfacher Weise der zu Anfang dieses 
Paragraphen ausgesprochene Satz über die Idealklassen des Hauptgeschlechts. 
Wenn nämlich 3 ein Ideal des Hauptgeschlechts ist, so erfüllt seine Partial
norm v(3) - bezüglichenfalls, wenn sie nach der auf S. 31 angegebenen Vor
schrift mit dem Einheitsfaktor i versehen ist - alle Bedingungen des Satzes 3. 
Es gibt daher auf Grund desselben im Körper KJ eine Zahl A derart, daß 

v (3) =v(A) wird. Setzen wir ~ = :' , wo ~ und ~' zueinander prime Ideale 

sind, so ist notwendigerweise ~, : ~ ~, = 1 und mithin~' = 8 ~. Da ~. 8 ~ gleich 

einer Zahloc des Körpers k gesetzt werden kann, so ergibt sich 3 =~ ~2, 
IX. 

d. h. 3 ist notwendigerweise dem Quadrat des Ideals ~ äquivalent. 

§ 5. Die ambigen Ideale. 

Ein Ideal 3 des Dirichletschen Körpers K, welches nach Anwendung 
der Operation 8 ungeändert bleibt und keine Zahl des Körpers k als Faktor 
enthält, werde ein ambiges Ideal genannt. Um alle ambigen Ideale auf
zustellen, bezeichnen wir, wie in § 3, die sämtlichen s in der Partialdiskrimi
nante d des Körpers K aufgehenden Primzahlen mit Ä1 , ••• , Äs und setzen 
Ä1 =2i, ... ,Äs =2;; es sind dann wegen 2=82 die sIdeale ~1, ••• ,28 
ambige Ideale und desgleichen sind die sämtlichen 28 Produkte w: = II 2 
ambig, welche aus diesen s Idealen 21 , •.. , 28 gebildet werden können. Wir 

1 Der eben bewiesene Satz 3 liefert zugleich alle Mittel zur Aufstellung der notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür, daß die ternäre diophantische Gleichung 

IX. ~2 + (3 1]2 + y C2 = 0 

mit beliebigen ganzen imaginären Koeffizienten IX., (3, y in ganzen imaginären Zahlen ~,1], C 
lösbar ist. 
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beweisen leicht den Satz, daß es im Körper K keine weiteren ambigen Ideale 
gibt. Wäre nämlich ,3=~0 ... m, wo~, 0, ... , m Primideale sind, ein am
biges Ideal, so müßten wegen ,3=8,3 die Primideale 8~, 80" ... , 8m in 
einer gewissen Reihenfolge genommen, mit ~, 0, ... , m übereinstimmen. 
Wenn etwa 8~ =0, sich ergeben würde, so enthielte ,3 den Faktor ~8~, 
welcher gleich einer ganzen imaginären Zahl ist, und da dieser Umstand der 
Voraussetzung widerspricht, so folgt ~=8~ und ebenso 0=80" ... , 
m=8m, d. h. die Ideale ~,O, ... , m sind sämtlich ambige Primideale, 
und da das Quadrat eines solchen Ideals einer ganzen imaginären Zahl gleich 
wird, so schließen wir zugleich, daß die Ideale ~, 0, ... , m notwendig unter
einander verschieden sind. Wir sprechen das gewonnene Resultat in folgendem 
Satze aus: 

Sa tz 1. Die s in der Partialdiskriminante d aufgehenden Primideale 
21 , •.. ,28 und nur diese sind ambige Primideale. Die 28 aus diesen zu bildenden 
Produkte m: = II2 machen die Gesamtheit aller ambigen Ideale des Körpers K aus. 

§ 6. Die ambigen Klassen. 

Wenn,3 ein Ideal der Klasse 0 ist, so werde diejenige Idealklasse, welcher 
das Ideal8,3 angehört, mit 80 bezeichnet. Ist insbesondere 0 =80, so 
heißt die Idealklasse 0 ambig. Da das Produkt ,3·8,3 äquivalent 1 ist, so wird 
0·80 = 1 und folglich ist das Quadrat einer jeden ambigen Klasse gleich der 
Hauptklasse 1. Umgekehrt, wenn das Quadrat einer Klasse 0 gleich 1 ist, so 

wird 0 = ~ = 80 und folglich ist 0 eine ambige Klasse. 

Es entsteht nun die Aufgabe, alle ambigen Klassen aufzustellen. Da 
offenbar ein jedes ambige Ideal,3 vermöge seiner Eigenschaft ,3 =8,3 einer 
ambigen Klasse angehört, so haben wir vor allem zu untersuchen, wie viele von
einander verschiedene ambige Klassen aus den 28 ambigen Idealen entspringen. 

Das Produkt aller in 15 aufgehenden Ideale 2 ist gleich f"i> und mithin ein 
Hauptideal. Wir bestimmen nun im Körper K eine Grundeinheit E, d. h. eine 
Einheit von der Beschaffenheit, daß jede andere Einheit des Körpers gleich 
e Em wird, wo e eine Einheitswurzel und m eine positive oder negative ganze 
Zahl bedeutet. Da die irreduzible Gleichung, welcher e genügt, notwendig 
vom 2-ten oder 4-ten Grade sein muß, so kann e nur eine 2-te, 3-te, 4-te, 5-te 
oder 8-te Einheitswurzel oder eine aus diesen zusammengesetzte Einheits
wurzel sein. Die 3-te Einheitswurzel kommt im Körper K nur vor, wenn 15 = 3 
ist. Es kann ferner leicht gezeigt werden, daß die 5-te Einheitswurzel im Kör
per K niemals vorkommt. Die 8-te Einheitswurzel endlich kommt im Körper 
K vor, falls c5 = i ist. Die beiden Fälle c5 = 3 und c5 = i werden unten für sich 
besonders erledigt und bei der nachfolgenden allgemeinen Untersuchung aus
geschlossen, so daß nunmehr e lediglich = ± 1 oder = ± i sein kann. 
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Die Grundeinheit E ist bis auf einen Faktor e völlig bestimmt. Die Ent

scheidung darüber, ob im Körper K außer 1 und Vb noch ein anderes ambiges 
Hauptideal vorhanden ist, hängt lediglich davon ab, ob v(E) = ± 1 oder 
= ± i ausfällt. 

Um dies zu erkennen, nehmen wir zunächst v(E) = ± 1 an. Da es frei
steht, i E an Stelle von E als Grundeinheit zu wählen, so können wir annehmen, 
daß v(E) = + 1 wird. Wir setzenl 1 + E = (XA, wo (X eine ganze imaginäre 
Zahl und A eine ganze Zahl des Körpers K bedeutet, welche durch keine 

ganze imaginäre Zahl teilbar ist. Aus der Gleichung s~ = E ergibt sich, daß 

A ein ambiges Hauptideal ist. Dieses Hauptideal A ist ferner verschieden von 

1 und von Vb. Wäre nämlich A = e Em oder = e Em Vb, so wäre 

s~ = ± (sEEt = ± E2m 

und diese Einheit kann nicht gleich E sein, da m eine ganze Zahl bedeutet und 
E keine Einheitswurzel ist. Ferner ist ersichtlich, daß ein jedes andere ambige 

Hauptideal des Körpers K aus Vb und A zusammengesetzt werden kann. 

Ist nämlich B ein beliebiges ambiges Hauptideal, so ist notwendig sBB = e Em 

Aus der Gleichung v (sBB) = + 1 folgt e = ± 1; wir setzen e = (- l)n, wo 

n den Wert 0 oder 1 hat; dann genügt die Zahl r = B (Vbt A-m der Glei

chung :1 = + 1 und ist folglich eine Zahl des Körpers k, woraus die Behaup

tung ersichtlich wird. 

Ist andrerseits die Partialnorm v (E) = i, so kann es kein von 1 und Vb 
verschiedenes ambiges Hauptideal geben. Denn wäre m: = A ein solches, so 

ist notwendigerweise sAA = e Em. Da aber v (tA) = 1 ist, so folgt notwendiger-

weise [v(E)r = ± 1 und daher muß meine gerade Zahl sein. Wegen E2 = ~~ 
m 

würde dann die Zahl B = A E - 2 der Gleichung sBB = e genügen und da 

v (sBB) = + 1 ist, so folgt e = ± 1. Berücksichtigen wir, daß B durch keine 

ganze imaginäre Zahl teilbar sein darf, so hat die Annahme sBB = + 1 not

wendig B = e und die Annahme sBB = - 1 notwendig B = e Vb zur Folge, 

womit die Behauptung bewiesen ist. 
Wir drücken nun eines der sambigen Primideale durch die s - 1 übrigen 

ambigen Primideale und durch Vb und ferner, wenn die Partialnorm der 

1 Die linke Seite dieses Ansatzes ist ein besonderer Fall des von KUMMER im J. Math. 
ÖO, 212 (1855) behandelten Ausdruckes. 
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Grundeinheit = ± 1 ausfällt, noch eines dieser s - 1 ambigen Ideale durch 
die s - 2 übrigen und durch A aus. Bezeichnen wir dann allgemein eine An
zahl von Idealklassen als untereinander unabhängig, wenn keine derselben 
gleich 1 oder gleich einem Produkt der übrigen ist, so gilt offenbar der Satz: 

Sa tz 2. Die sambigen Primideale bestimmen s - 2 oder s - 1 voneinander 
unabhängige ambige Klassen, je nachdem die Partialnorm der Grundeinheit 
= ± 1 oder = ± i ist. Die sämtlichen 28 ambigen Ideale bestimmen im ersteren 
Falle 28-2, im letzteren 28-1 voneinander verschiedene ambige Idealklassen. 

Was die beiden oben ausgeschlossenen Fälle lJ = 3 und lJ = i betrifft, so 
gilt im ersteren Falle ebenfalls der eben ausgesprochene allgemeine Satz, da 

das einzige ambige Ideal ~ = -Y3 ein Hauptideal ist und die Partialnorm der 
Grundeinheit gleich ± i ausfällt. Im zweiten Falle b = i dagegen verliert das 
im Satze angegebene Kriterium seine Anwendbarkeit, da die Partialnorm der 

Einheitswurzel fi gleich - i wird. Man erkennt, daß auch im Falle lJ = i 
das einzige vorhandene aus der Zerlegung von 1 + i entspringende ambige 
Ideal ein Hauptideal ist. 

Es werde hier noch der allgemeinere Fall hervorgehoben, in welchem lJ 
gleich einer Primzahl und überdies = ± 1 nach (1 -+ i)4 ist. In diesem Falle 
wird ebenfalls s = 1 und die obige Entwicklung zeigt, daß notwendigerweise 
die Partialnorm der Grundeinheit = ± i sein muß. 

Es bleibt noch übrig, die Frage zu beantworten, ob im Körper K ambige 
Klassen vorhanden sind, welche kein ambiges Ideal enthalten. Zu dem Zwecke 
wählen wir in der ambigen Klasse 0 ein beliebiges Ideal 3 aus; es ist dann 

}s3 gleich einer Zahl A des Körpers K. Da es freisteht i A an Stelle von A zu 

wählen, so können wir die Annahmen 'lI(A) = + 1 oder = + i zugrunde legen. 

Im ersteren Falle betrachten wir die Zahl B = 1 + SA. Wegen sBB = ! 
wird S(BB~) = 1 d.h. B3 = S(B3). Setzen wir daher B3 = ß \!(, wo C'l undß 

ganze imaginäre Zahlen sind und das Ideal \!( durch keine ganze imaginäre 
Zahl teilbar ist, so folgt, daß \!( ein ambiges Ideal ist: die Klasse 0 enthält 
mithin ein ambiges Ideal. 

Ziehen wir zweitens die Annahme 'lI(A) = i in Betracht, so erkennen wir 
zunächst, daß in diesem Falle das Charakterensystem von i aus lauter positiven 
Einheiten bestehen muß. Für die vorliegende Frage kommt es nun darauf an, 
ob die Partialnorm der Grundeinheit 'lI(E) = + 1 oder = + i ausfällt. Ist 

letzteres der Fall, so setzen wir einfach ~ an Stelle von A und zeigen dann durch 

die eben angewandte Schlußweise, daß in der Idealklasse 0 ein ambiges Ideal 
vorkommt. Ist dagegen 'lI(E) = + 1, so enthält die Klasse 0 kein ambiges 
Ideal. Wäre nämlich \!( = B 3 ein solches, wo B eine Zahl in K bedeutet, so 
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würde s~ = sBB A folge~. Andrerseits müßte aber s~~ gleich einer Einheit, 

etwa gleich eEm sein und da v(E) = 1 ist, so würde hieraus v(A) = ± 1 folgen, 
was der Annahme widerspricht. 

Wir treffen nun die Voraussetzung, daß im Körper K das Charakteren
system von i aus lauter positiven Einheiten besteht; nach Satz 3 in § 4 gibt 
es dann eine Zahl A, derenPartialnorm gleich i ist, und wenn wir noch v(E) = 1 

~ 

annehmen, so muß die Zahl A notwendig gebrochen sein. Setzen wir A = ~ , 

wo ,3 und ,3' zueinander prime Ideale sind, so wird ~, . ss~' = 1 und hieraus 
<\5' <\5 

folgt,3' = 8,3 d. h.,3 ist äquivalent mit 8,3 und bestimmt folglich eine ambige 
Klasse C ; diese Klasse C enthält nach dem vorhin Bewiesenen kein ambiges 
Ideal. Wir fassen die gewonnenen Resultate in folgendem Satze zusammen. 

Satz 3. Es gibt im Körper K dann und nur dann eine ambige Klasse, welche 
kein ambiges Ideal enthält, wenn das Charakterensystem von i aus lauter positiven 
Einheiten besteht und wenn zugleich die Partialnorm der Grundeinheit gleich 
± 1 ist. 

Die nämlichen Hilfsmittel führen zugleich zur Darstellung sämtlicher 
ambigen Klassen der genannten Eigenschaft. Nehmen wir nämlich an es gäbe 
2 ambige Idealklassen, die kein ambiges Ideal enthalten und wählen aus 
diesen je ein Ideal,3 und,3' aus, so zeigt die obige Entwicklung, daß die Partial-

~ ~, 

normen der beiden Zahl~n A = s<\5:;s und A' = s<\5:;s' gleich ± i sein müssen 

und es wird folglich v (:') = ± 1. Nehmen wir, was frei steht, in dieser 

Gleichung das obere Vorzeichen an, so folgt, daß B = 1 + ; :' der Gleichung 

sBB = ~ genügt. Dieselbe ergibt B g, = 8 (B g,) ; setzen wir daher B g, = ~ 2:(, 

wo r1. und ß ganze imaginäre Zahlen und das Ideal 2:( durch keine ganze imagi
näre Zahl teilbar ist, so erweist sich 2:( als ein ambiges Ideal und der Quotient 
der beiden Ideale ,3 und ,3' ist mithin einem ambigen Ideale äquivalent. Wir 
gewinnen aus diesen Überlegungen den Satz: 

Satz 4. Wenn im Körper K eine ambige Idealklasse vorhanden ist, welche 
kein ambiges I deal enthält, so entstehen alle übrigen Klassen der nämlichen Be
schaffenheit dadurch, daß man jene Klasse der Reihe nach mit allen aus ambigen 
I dealen entspringenden Klassen multipliziert. 

Die bisherigen Resultate ermöglichen die Berechnung der Anzahl aller 
ambigen Klassen. Betrachten wir zunächst den Fall, daß das Charakteren
system von i aus lauter positiven Einheiten besteht, so erkennen wir aus den 
soeben bewiesenen Sätzen 2, 3 und 4, daß es in diesem Falle genau 28 - 1 ambige 
Klassen gibt, wo s die Anzahl der Primteiler der Partialdiskriminante d be
deutet. Von diesen 28 - 1 ambigen Klassen entspringen sämtliche oder nur die 
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Hälfte aus ambigen Idealen, je nachdem die Partialnorm der Grundeinheit 
gleich ± i oder gleich ± 1 ausfällt. Kommt jedoch im Oharakterensystem 
von i eine negative Einheit vor, so ist die Norm der Grundeinheit notwendig 
gleich ± 1 ; nach den Sätzen 2 und 3 dieses Paragraphen gibt es dann nur 
28 - 2 ambige Klassen und diese entspringen sämtlich aus ambigen Idealen. 
Setzen wir nun c = s oder = s - 1, je nachdem das Oharakterensystem vOll 
i aus lauter positiven Einheiten besteht oder nicht, so bedeutet c nach den 
Darlegungen des § 3 die Anzahl der Einzelcharaktere, welche das Geschlecht 
einer Idealklasse bestimmen und wir erhalten den Satz: 

Sa tz 5. Es gibt genau c - 1 voneinander unabhängige ambige Klassen, 
wo c die Anzahl der Einzelcharaktere bedeutet, welche das Geschlecht einer Klasse 
bestimmen. Die Anzahl der sämtlichen voneinander verschiedenen ambigen Ideal
klassen ist demgemäß = 2C- 1. 

Dieser allgemeine Satz gilt auch, wie man leicht erkennt, für den besonde-

ren durch {i bestimmten Dirichletschen Körper, welcher oben von der Be
trachtung ausgeschlossen wurde. 

§ 7. Die Anzahl der existierenden Geschlechter. 

Die in § 4, 5 und 6 gewonnenen Resultate setzen uns in den Stand, die 
Anzahl der in einem Dirichletschen Zahlkörper K vorhandenen Geschlechter 
zu berechnen. Da das Oharakterensystem einer Idealklasse des Körpers K 
aus c Einzelcharakteren besteht, deren jeder den Wert 1 oder - 1 annehmen 
kann, so sind im ganzen 2C Oharakterensysteme möglich und es entsteht die 
wichtige Frage, ob für jedes dieser 2C möglichen Oharakterensysteme ein Ge
schlecht existiert oder ob nur ein Teil dieser Oharakterensysteme unter den 
Geschlechtern wirklich vertreten ist. Um über diese Frage Auskunft zu er
halten, bezeichnen wir die Anzahl der voneinander verschiedenen existierenden 
Geschlechter mit g und die Anzahl der Klassen des Hauptgeschlechtes mit f. 
Da offenbar auch jedes andere Geschlecht f Klassen enthalten muß, so ist die 
Anzahl sämtlicher Klassen des Körpers = g f . 

Bezeichnen wir nun die Klassen des Hauptgeschlechts mit H l' ... , Hf' 
so können wir nach dem in § 4 bewiesenen Satze H 1 = Qi, ... , Hf = Q; 
setzen, wo Qll ... , Qf gewisse Klassen des Körpers bedeuten. Es sei jetzt 0 
eine beliebige Klasse des Körpers K; da dann 0 2 offenbar zum Hauptgeschlecht 
gehört, so ist 0 2 = Q;, wo Qr eine der eben bestimmten Klassen Ql" .. , Qf 

bedeutet. Es ist folglich~ eine ambige Idealklasse A, d. h. es wird 0 = AQr' 

Da nach Satz 5 in § 6 die Anzahl der ambigen Klassen 2c- 1 beträgt, so stellt 
der AusdruckAQ genau 2C- 1f Idealklassen dar. Diese sind auch sämtlich von
einander verschieden. Denn wäre A Qr = A' Qr" wo A' eine ambige Klasse 
und Qr' eine der vorhin bestimmten Klassen Ql, ... , Qf bedeutet, so würde 
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Q; = Q;, d. h. Hr = Hr, und folglich r = r' sein. Aus Qr = Qr' folgt auch zu
gleich A = A', womit die Behauptung bewiesen ist. 

Die Gleichsetzung der so gefundenen Anzahl 2c- 1 f sämtlicher Klassen 
mit der vorhin angegebenen Zahl g f ergibt g = 2C- 1 • Wir haben somit die am 
Anfang dieses Paragraphen gestellte Frage beantwortet und es gilt der Satz: 

Die Anzahl der existierenden Geschlechter ist gleich der Hälfte der möglichen 
Charakterensysteme, nämlich = 20-\ wo c die Anzahl der das Geschlecht be
stimmenden Charaktere bezeichnet. 

§ 8. Das Reziprozitätsgesetz. 

Nachdem im vorigen Paragraph gezeigt worden ist, daß nur die Hälfte aller 
möglichen Charakterensysteme wirklich unter den Geschlechtern vertreten ist, 
entsteht die Frage nach der Bedingung, welche ein Charakterensystem er
füllen muß, damit für dasselbe ein Geschlecht existiert. Diese Frage wird durch 
das schon von DIRICHLET aufgestellte Reziprozitätsgesetz der quadratischen 
Reste und Nichtreste im Gebiete der ganzen imaginären Zahlen beantwortet. 

Um zunächst den quadratischen Restcharakter der Zahl i zu bestimmen, 
nehmen wir an, es sei x eine von 1 + i verschiedene Primzahl im Körper k 
und überdies = (00) nach (1 + i)4. Da zufolge der in § 6 gemachten Bemerkung 

in dem durch V;; bestimmten Körper K" die Partialnorm der Grundeinheit 
= ± i ist, so muß nach dem zu Anfang des § 3 bewiesenen Satze i quadrati
scher Rest von x sein. Ist x eine Primzahl und - (10) nach (1 + i)4, so ist 

ix -- (00) und folglich wird auch in diesem Falle I ~J = + l. 
~x 

Wir betrachten ferner den durch Vi bestimmten Dirichletschen Körper K i . 

In diesem ist offenbar 1 + i der einzige Primfaktor der Partialdiskriminante . 

Das Symbol [1 +ii : i J wird = + 1 und es gibt im Körper K i nur den einen Cha-

rakter [1 +vi : iJ . Die Zahl der möglichen Charakterensysteme in K i ist folglich 

= 2 und da nur die Hälfte derselben durch Geschlechter vertreten ist, so gibt 

es nur ein Geschlecht und es ist folglich stets [-1 '+v .. . l = + 1, wo v die Partial-
~ • ~-l 

norm eines beliebigen Ideals bedeutet. Es sei nun x eine Primzahl, und zwar 
- (t,,() nach (1 + i)4; ist dann i quadratischer Rest von x, so ist x nach 

§ 2 die Partialnorm eines Primideals und hieraus ergibt sich [1+~{:~J = (- 1{~ 
= + 1 d. h. ( = o. Dieses Resultat ist die Umkehrung des vorigen; beide 
Resultate zusammen ergeben den Satz: . 

Wenn x eine Primzahl und = (t,,() nach (1 + i)4 ist, so bestimmt sich der 
quadratische Restcharakter der Zahl i in bezug auf x durch die Formel 
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Um den quadratischen Restcharakter von 1 + i zu berechnen, betrachte 

ich zunächst den durch Y" bestimmten Körper K", wo " eine Primzahl und 
= (000) nach (1 + i)5 ist. Da in diesem Körper nur ein Geschlecht vorhanden 

sein darf und, wie oben gezeigt, der Charakter [u ~ uJ = + 1 ist, so folgt, daß 

die Norm eines jeden Ideals ebenfalls den Charakter + 1 haben muß. Da nach 
§ 2 die Zahl 1 + i in zwei Ideale des Körpers K" zerlegbar ist und folglich die 

Partialnorm eines Ideals ist, so folgt [~;-:J = [! ~ iJ = + 1. Ist" _ (100), 

so wird i" = (000) nach (1 + i)5 sein und mithin haben wir auch in diesem 

Falle [1 ~iJ = + l. 
Es sei jetzt" eine Primzahl und = (t"Ot:) nach (1 + i)5. Nehmen wir nun 

[1 ~ iJ = + 1 an, so ist" in dem durch V 1 + i bestimmten Körper zerlegbar 

und da in diesem Körper nur ein Geschlecht existiert und iden Oharakter 

+ 1 besitzt, so ergibt sich auch [1 + i 71 + iJ = (- l)t~ = + 1, d. h. t: = O. 

Beide Resultate zusammengenommen bestimmen den quadratischen Rest
charakter von 1 + i in bezug auf " für t: = 0, und zwar gilt unter dieser 
Voraussetzung die Formel 

Es sei endlich" eine Primzahl und = (t"lt:) nach (1 + i)5. In dem durch 

V (1 + i)" bestimmten Körper sind, wie man leicht ausrechnet, die Oharak
tere der Zahl i beide = - 1 und es existiert folglich nur ein Geschlecht. Wenn 
daher 'J! die Partialnorm eines Ideals ist, so müssen die beiden Oharaktere der 

Zahl 'J!, nämlich die Symbole [u: (1 : i) u ] und [1 + i : ~1 + i) J entweder 
beide positiv oder beide negativ sein. Hieraus ergibt sich, falls wir 'J! = " 
nehmen, die Formel: 

Die beiden soeben gewonnenen Formeln lassen sich in eine zusammenfassen 
und wir erhalten somit den Satz: 

Wenn" eine Primzahl und = (t"t:t:) nach (1 + i)5 ist, so bestimmt sich der 
quadratische Restcharakter der Zahl 1 + i in bezug auf" durch die Formel: 

Um endlich das Reziprozitätsgesetz für 2 beliebige von 1 + i verschiedene 
Primzahlen abzuleiten, berücksichtigen wir den Umstand, daß von den beiden 
ganzen imaginären Zahlen IX und iIX stets die eine = (Ot«) nach (1 + W ist. 
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Wir nehmen bei der nachfolgenden Untersuchung die beiden Primzahlen ~ 
und n in dieser Gestalt an, so daß stets t" = 0, tn = 0 zu setzen ist . 

. Es sei zunächst ~ eine Primzahl - (00) nach (1 + i)4. Ist dann n eine 

Primzahl von der Art, daß [: J = + 1 wird, so kann n in dem durch i-; 
bestimmten Körper K" zerlegt werden und ist folglich die Partialnorm eines 

Ideals. Durch die oben angewandte Schlußweise folgt dann, daß [: J = + 1 

sein muß. Wir haben somit die beiden folgenden Tatsachen erkannt: 

Aus ~ = (00), n == (00) nach (1 + i)4 und [:J = + 1 folgt [:J = + 1, (1) 

" ~ == (00), n = (01) " (1 + i)l " [: J = + 1 " [:J = + 1. (2) 

Es sei ferner ~ _ (01) nach (1 + i)\ so gibt es in dem durch f~ bestimmten 
Körper K" zwei Charaktere, aber nur ein Geschlecht, weil das Charakteren
system der Zahl i, wie man leicht durch Rechnung findet, aus 2 negativen Ein-

heiten besteht. Ist daher n eine Primzahl von der Art, daß [: J = + 1 wird, 

so müssen auch die Charaktere [1 +ni : ,,J und [" ~ "J entweder beide positiv 

oder beide negativ sein; hieraus folgt [: J = + 1 und wir haben somit die 

beiden folgenden Tatsachen erkannt: 

Aus ~ = (01), n == (00) nach (1 + i)4 und [:J = + 1 folgt [:J = + 1, (3) 

" ~==(OI),n=(OI) " (l+i)4 " [:J=+1 " [:J=+1.(4) 

Diese 4 Sätze zeigen, daß unter der Voraussetzung t" = 0, tn = 0 allgemein 

[ : J = [: J ist. 

Es sei nämlich zunächst ( = 0, t~ = O. Nach (1) folgt aus [:J = + 1 

notwendig [: J = + 1. Ist aber [: ] = - 1, so muß auch [: J = - 1 sein, 

da ja ebenfalls nach (1) bei Vertauschung von ~ mitn aus [ : J = + 1 notwendig 

auch [: ] = + 1 folgen würde. 

Es sei ferner (= 0, t~ = 1. Nach (2) folgt aus [:J = + 1 notwendig 

[ : J = + 1. Ist aber [: ] = - 1, so muß auch [: J = - 1 sein, da ja nach 

(3) aus [:J = + 1 auch [:J = + 1 folgen würde. 

Endlich sei (= 1, t~ = 1. Nach (4) folgt aus [: J = + 1 notwendig 

[:J = + 1. Ist aber [:J = - 1, so muß auch l:J = -1 sein, da ja eben-
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falls nach (4) aus [:J = + 1 notwendig auch [:J = + 1 folgen würde. Um 

die eben gefundene Formel [: ] = [: ] für 2 beliebige Primzahlen ", 11: an

zuwenden, für welche t" und tJt nicht notwendig = 0 sind, müssen wir in jener 
Formel an Stelle", 11: bezüglich it"", it;r 11: einsetzen und erhalten dann den 
folgenden Satz: 

Wenn" und 11: von 1 + i verschiedene Primzahlen und bezüglich = (t,,() 
bezüglich = (t",t~) nach (1 + i)4 sind, so gilt das Reziprozitätsgesetz 

[:J [:J = ( __ l)t"t~+t~t ... 

Wir definieren nun das allgemeine Symbol [ß J ' wo oc = tr" und ß = fr 11: 

zwei beliebige zueinander und zu 1 + i prime Zahlen sind, durch die Gleichung 

",Jt 

[ß]=lI[:J; 
hierin ist das Produkt über alle Primfaktoren " und 11: der beiden Zahlen oc 
bezüglich ß zu erstrecken, wie sie in der Produktdarstellung von oc bezüglich 
ß vorkommen. Es folgt dann unmittelbar der Satz: 

Wenn oc und ß beliebige zueinander und zu 1 + i prime ganze Zahlen sind 
und a = (toJ:) , ß = (tpt'rJ nach (1 + i)4 gesetzt wird, so ist 

rßJ [~] = (_l)tat;t+t~tJl. 

Diese Formel setzt uns in den Stand die Bedingung anzugeben, welche 
in einem beliebigen Dirichletschen Körper zwischen den c Charakteren be
stehen muß, damit dieselben das Charakterensystem eines existierenden Ge
schlechtes bilden. 

Wir nehmen zunächst an, daß tJ nicht durch 1 + i teilbar sei und setzen 
dann in obiger Formel oc = tJ und ß = v, wo v eine zu tJ und zu 1 + i prime 
Partialnorm eines Ideals im Körper K~ bedeutet. Da dann nach § 2 die Zahl tJ 
von allen in v zu ungerader Potenz vorkommenden Primzahlen quadratischer 

Rest sein muß, so ist [~] = + 1 und folglich wird 

[;] = (_l{tft~+tJt •. 

Ist nun tJ == (00) nach (1 + i)\ so wird die Partialdiskriminante d = tJ 
und wenn wir daher sämtliche in derselben aufgehenden Primzahlen mit 
Ä1 , ••• , Äs bezeichnen, so wird 

[~J" 'I~] = r--~J" .[_'/1 -J = + 1. Ä1 LÄ,. L1'1: ~ Ä,: ~ 

Ist dagegen tJ nicht = (00) nach (1 + i)\ so kommt 1 + i in der Partial
diskriminante d des Körpers K J als Faktor vor. Wir bezeichnen dann die in 
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b aufgehenden Primzahlen mit Al' ... , AS - l und setzen 1 + i = As• Wegen 

[ "J t t' + t' t 1 + i: 13 = (- 1) 0" 0" erhalten wir wiederum: 

[ __ " J ... [-" J = + l. A1 :1J A,:IJ 

Endlich sei tJ durch 1 + i teilbar; wir setzen 15 = (1 + i) 15' und erteilen 
v die obige Bedeutung. Da wiederum 15 von allen in v zu ungerader Potenz vor
kommenden Primzahlen quadratischer Rest sein muß, so kann bei der Berech-

rlJ' ~ 
nung der Faktoren des Symbols -J die Zahl 15' durch 1 + i ersetzt werden; 

L'II 

die oben gefundene Formel für den quadratischen Restcharakter von 1 + i 
ergibt dann [~J = (- l)t~+t;:. Setzen wir ferner in der allgemeinen Rezi

prozitätsgleichung IX = 15', ß = v und benutzen dann den soeben gefundenen 

[ 13' J [ '11 J t t' + t' t + t' + t" Wert des Symbols v ,so erhalten wir öl = ( - 1) 0'" 0'" " p. Anderer-

seits hat das Symbol [1;i: IJJ den gleichen Wert und hieraus ergibt sich 

wiederum, wenn wir die sämtlichen in 15 enthaltenen Primzahlen mit Al> ... , As 

bezeichnen, die Gleichung 

[ _'li J ... [_'11 J = + l. 
A.I : 13 AB: 13 

Es gilt daher in allen Fällen der Satz: 
Ein vorgelegtes Oharakterensystem ist dann und nur dann durch ein Geschlecht 

vertreten, wenn das Produkt aller Oharaktere desselben = + 1 ist. 

§ 9. Der spezielle Dirichletsche Körper. 

Wenn der durch ~ bestimmte Dirichletsche Körper K außer dem Körper k 
noch einen anderen quadratischen Körper enthalten soll, so muß, wie man 
leicht erkennt, b gleich einer reellen oder gleich einer rein imaginären Zahl 

sein. In diesem Falle bezeichnen wir den durch i~ bestimmten Dirichletschen 
biquadratischen Körper als einen speziellen Dirichletschen Körper und setzen 
f) = ± tJ bezüglich f) = ± 2 i 15, so daß f) stets eine reelle positive Zahl be
deutet, welche durch kein Quadrat einer reellen Zahl teilbar ist. Der spezielle 
Dirichletsche Körper K ist ein Galoisscher Körper. Eine beliebige Zahl des
selben kann in die Gestalt: 

A=a+bi+cya+diia 

gebracht werden, wo a, b, c, d rationale Zahlen sind und wir erhalten die 3 zu 
A konjugierten Zahlen durch Anwendung der 3 Substitutionen: 

S = (-{8:-ya), 
S' = (i: - i), 

s" = S S' = (ia : - -Va, i: - i) . 
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Diesen 3 Substitutionen entsprechen 3 in K enthaltene quadratische Zahl
körper: alle Zahlen nämlich, welche bei Anwendung von S ungeändert bleiben, 
bilden den durch i bestimmten quadratischen Körper k und alle bei Anwen
dung der Substitution S' bezüglich S" ungeändert bleibenden Zahlen des 

Körpers K bilden je einen quadratischen Körper, nämlich den durch {a 
bezüglich durch ]I - f) bestimmten quadratischen Zahlkörper ; der erstere 
möge mit k', der zweite mit k" bezeichnet werden. 

Wir fügen hier noch eine Entwicklung an, welche im folgenden Paragraph 
gebraucht werden wird. 

Wenn ein Ideal des Körpers K als größter gemeinsamer Teiler von solchen 
Zahlen dargestellt werden kann, welche lediglich Zahlen der Unterkörper k' 
bezüglich k" sind, so sagen wir, das Ideal "liege" im Körper k' bezüglich k". 
Ist ~ irgendein Ideal in K, so liegt stets das Produkt ~. S'~ im Körper k'. 
Wählen wir nämlich irgendeine durch ~ teilbare Zahl A und bestimmen dann 

eine ebenfalls durch ~ teilbare Zahl B derart, daß ~ prim zu ~ S' (~) ist, 
o 0 0 

so wird notwendig auch S' (~) und daher auch ~ S' ( ~) prim zu ~ S' (~ ) 
und hieraus folgt ~. S' ~ = (A . S' A, B· S' B), womit die Behauptung be
wiesen ist. Ebenso wird gezeigt, daß ~. S"~ stets in dem Körper k" liegt. 

§ 10. Die Anzahl der Idealklassen des speziellen Dirichletschen 
Körpers K. 

In diesem letzten Paragraph soll kurz der Weg gezeigt werden, welcher zu 
einem rein arithmetischen Beweise des in der Einleitung erwähnten Dirichlet
sehen Satzes über die Anzahl der Idealklassen in K führt. 

Zu dem Zweck stellen wir zunächst folgende Überlegungen an. Sind e', e" 
irgend zwei Idealklassen der beiden quadratischen Körper k' bezüglich k" 
und wählt man aus diesen beiden Klassen je ein Ideal 1', j", so gehört jedes 
dieser beiden Ideale, als Ideal des biquadratischen Körpers K aufgefaßt, einer 
Idealklasse in K an; die beiden somit durch e', e" bestimmten Idealklassen des 

biquadratischen Körpers K mögen mit e' bezüglich e" und ihr Produkt mit 

e' e" bezeichnet werden. Es gilt dann zunächst der Satz: 
Jede Klasse des Hauptgeschlechtes im biquadratischen Körper K ist gleich 

einem Produkte c' c", wo c', c" Klassen der quadratischen Körper k' bezüg
lich k" sind. 

Zum Beweise dieses Satzes benutzen wir die Tatsache, daß jedes Ideal SJ 
des Hauptgeschlechtes dem Quadrate eines Ideals ~ im biquadratischen 
Körper äquivalent ist. Es gilt andrerseits die Identität 

Ci (3" 8'm (3'.8"3') 
<\}2= 8'3'.8"3" 
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Da das Produkt 8'3·8"3 bei Anwendung der Substitution 8 ungeändert 
bleibt, so ist dasselbe gleich einer Zahl in k und folglich ein Hauptideal. Da 
3·8'3 und 3·8"3 bezüglich in den Körpern k' und k" liegen, so erkennen 
wir, daß 32 und mithin auch.\) äquivalent dem Produkt eines in k' und eines 
in k" liegenden Ideals ist. 

Es seien nun PI> ... , p" die in {) aufgehenden der Kongruenz P = 1 nach 4 
genügenden und ql' ... , q" die in {) aufgehenden der Kongruenz q = 3 nach 
4 genügenden Primzahlen. Die ersteren Primzahlen lassen sich als Produkt 
zweier ganzer imaginärer Zahlen darstellen, und zwar sei PI = ('f..IßI' ... , p" 
= ('f.."ß,,· 

Wir bezeichnen jetzt im biquadratischen Körper K diejenigen Geschlechter 
als die Geschlechter der Hauptart, für welche die Charaktere der Norm '/I den Be
dingungen: 

-- -- =+1, ... , -- -- =+1 [ " ][ " l [ " ][ " ] OCl:f) ßl:f} oc,,:f} ß,,:f} 
und 

lql~ f}] = + 1, ... , [q,,": f}] = + 1 

genügen. Unmittelbar aus dieser Definition folgt die Tatsache, daß genau der 
2"+K-I-te Teil bezüglich der 2"+"-te Teil sämtlicher Geschlechter des Körpers 
K von der Hauptart ist, je nachdem {) ungerade oder gerade ist. Es gilt ferner 
der Satz: 

Jedes Produkt c' c" gehört im biquadratischen Körper K einem Geschlechte 
der Hauptart an, und umgekehrt jede Klasse 0 des biquadratischen Körpers K, 
wewhe einem Geschlechte der Hauptart angehört, ist gleich einem Produkt c' c". 

Um den ersten Teil dieses Satzes zu beweisen, berücksichtigen wir, daß 
die Partialnorm eines jeden in k' oder k" liegenden Ideals eine ganze rationale 
Zahl wird und benutzen dann die beiden folgenden Tatsachen: 

l. Ist p = ('f..ß eine rationale in k zerlegbare Primzahl, so ist jede rationale 
Zahl im Gebiet der ganzen imaginären Zahlen gleichzeitig quadratischer 
Rest oder Nichtrest in bezug auf die konjugiert imaginären Faktoren ('f.. und ß. 

2. Ist q eine rationale in k unzerlegbare Primzahl, so ist jede rationale Zahl 
im Gebiet der ganzen imaginären Zahlen quadratischer Rest in bezug auf q. 

Um die Richtigkeit der Umkehrung zu erkennen, bemerken wir, daß 
jedenfalls entweder die Diskriminante des quadratischen Körpers k' oder die 
des quadratischen Körpers k" den Faktor 2 enthalten muß. Aus der bekannten 
Theorie der quadratischen Körper folgt daher, daß notwendig in einem jener 
beiden quadratischen Körper ein Geschlecht existieren muß, dessen Charaktere 
in bezug auf die Primzahlen PI' ... , p" der Reihe nach mit den Werten der 

Symbole [~~aJ ' ... , [oc:: f)] übereinstimmen. Ist a eine Klasse dieses Ge

schlechtes im quadratischen Körper k' oder k", so gehört, wie man leicht 
Rllbert. Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 4 
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erkennt, die Klasse C Ci im biquadratischen Körper K dem Hauptgeschlechte 

an und wird daher nach dem früher bewiesenen Satze gleich c' c"; hieraus 
c' c" 

folgt C = -=- . 
a 

Das nächste Ziel ist die Berechnung der Anzahl derjenigen Paare von 

Klassen c', c" der quadratischen Körper k' bezüglich k", für welche c' c" = 1 
wird. Wir bedürfen dazu folgender Begriffe und Sätze aus der Theorie der qua
dratischen Körper: 

Ein Ideal des quadratischen Körpers, welches gleich seinem konjugierten 
und überdies durch keine ganze rationale Zahl teilbar ist, werde ein ambiges 
Ideal genannt. Die ambigen Ideale setzen sich aus ambigen Primidealen zu
sammen und diese bestimmen sich durch die Eigenschaft, daß ihre Quadrate 
den in der Diskriminante des Körpers enthaltenen rationalen Primzahlen gleich 
sind. 

Eine Klasse des quadratischen Körpers, deren Quadrat die Hauptklasse ist, 
heißt eine ambige Klasse. Ist der quadratische Körper imaginär, so enthält jede 
ambige Klasse desselben ein ambiges Ideal und die Anzahl der ambigen 
Klassen ist = 2"-\ wo (J die Anzahl der in der Diskriminante aufgehenden 
rationalen Primzahlen ist. 

Es seien c', c" zwei Klassen der quadratischen Körper k' bezüglich k" von 

der Art, daß c' c" = 1 wird. Wir wählen dann aus diesen Klassen c' und c" je 
ein Ideal l' bezüglich j" aus und setzen j'j" = A, wo A eine Zahl des biquadra
tischen Körpers K bedeutet. Durch Anwendung der Substitution S" ergibt sich 
leicht (1'. S" j')j"2 = A S" A d. h. j"2 = (1..", wo (1.." eine Zahl im quadratischen 
Körper k" ist. Es folgt mithin, daß j" einer ambigen Klasse a" in k" angehört 
und da k" ein imaginärer quadratischer Körper ist, so ist dem eben angeführten 
Satze zufolge j" einem ambigen Ideale a" in k" äquivalent. Nun liegen, wie 
man leicht erkennt, sämtliche ambigen Primideale des Körpers k" zugleich auch 
in dem quadratischen Körper k'; ausgenommen ist lediglich der Fall a = 1 
nach 4, in welchem das durch Zerlegung der Zahl 2 entstehende ambige Prim
ideall" im Körper k", aber nicht im Körper k' liegt. Da 1" = 1 + i und folg
lich ein Hauptideal des biquadratischen Körpers K ist, so wird, wenn l" die 

durch 1" bezeichnete Klasse in k" bezeichnet, offenbar l" = 1. Es sei nun a" 
nicht durch 1" teilbar und a' dasjenige ambige Ideal in k', welches, als Ideal 
in K betrachtet, dem Ideal a" gleich ist, und a' sei die durch a' bestimmte 

ambige Klasse in k': es ist dann offenbar a' a" = 1. Somit gilt der Satz: 
Zu jeder ambigen Klasse a" in k" und nur zu diesen läßt sich eine Klasse 

a' in k' finden derart, daß a' a" = 1 wird. 
Es bleibt jetzt noch übrig, die Frage zu entscheiden, wann zu einer Klasse 

a" des Körpers k" mehr als eine Klasse c' existiert, für welche c' a" = 1 wird. 
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Es ist hierzu offenbar notwendig, daß im Körper k' eine von 1 verschiedene 

Klasse c' existiert, für welche c' = 1 ist. 
Um hierüber zu entscheiden, nehmen wir an, es sei f)' ein Ideal in k', 

welches im biquadratischen Körper Kein Hauptideal ist. Setzen wir 1)' = A, 

wo A eine Zahl in K ist, so wird offenbar S~A eine Einheit des Körpers K, 

deren absoluter Betrag = 1 und welche daher eine Einheitswurzel e ist. Setzen 

WIr nun B = A, = iA, = r ~ i' oder = l~i' je nachdem e den Wert + 1, 

- 1, + i oder - i hat, so ergibt sich S~B = 1 d. h. B ist eine reelle Zahl. 

Folglich ist 1)' entweder gleich einer reellen Zahl d. h. ein Hauptideal in k' 
oder 1)' wird gleich einer reellen Zahl, multipliziert mit einem Ideal {',welches 
als Ideal in K aufgefaßt, gleich 1 + i ist. Da somit 1'2 = 2 sein muß, so tritt 
dieser letztere Fall nur unter der Bedingung a = 3 ~ach 4 oder a = 0 nach 2 
ein. Umgekehrt bestimmt das durch die Gleichung 1'2 = 2 definierte Ideal l' 

-

stets in k' eine Klasse 1', für welche l' = 1 wird. Der Fall, in welchem K noch 
andere Einheitswurzein enthält, ist leicht für sich erledigt. Es folgt aus unseren 
Entwicklungen das Resultat: 

Die Anzahl der Paare von Klassen c', c" in den Körpern k', bezüglich k", 
für welche c' c" = 1 wird, ist im Falle eines ungeraden a gleich der Zahl 
2",+><-1 oder = 2"+>< und im Falle eines geraden a gleich der Zahl 2"+>< oder gleich 
2"+><+1, je nachdem die Zahl 2, abgesehen von einem Einheitsfaktor, das Qua
drat einer Zahl des reellen quadratischen Körpers k' ist oder nicht. 

Bezeichnen wir nun die Anzahl der Idealklassen c', c" in den beiden Kör
pern k', k" bezüglich mit h', h", so erhalten wir h'h" Kombinationen von der 

Gestalt c' c" und wenn wir diese Anzahl h' h" durch die soeben gefundene 

Anzahl der die Bedingung c' c" = 1 erfüllenden Klassenpaare dividieren, so 

ergibt sich die Anzahl der sämtlichen voneinander verschiedenen Klassen c' c" 
des biquadratischen Körpers, welche von der Hauptart sind. Da aber, wie 
oben angegeben worden ist, genau der 2"+"-1-te Teil bezüglich der 2"+"-te Teil 
sämtlicher Geschlechter des Körpers K der Hauptart angehört, je nachdem 
8 ungerade oder gerade ist, so gewinnen wir den Satz: 

Die Anzahl der Idealklassen des speziellen Dirichletschen Zahlkörpers K 
ist gleich dem Produkt der Anzahlen der Idealklassen in den beiden quadratischen 
Körpern k' und k" oder gleich der Hälfte dieses Produktes, je nachdem in dem 
reellen quadratischen Körper die Zahl 2, abgesehen von einem Einheitsfaktor, das 
Quadrat einer Zahl ist oder nicht. 

Bezeichnet oc' die Zahl in k', deren Quadrat, abgesehen von einem Einheits-

faktor, die Zahl 2 ergibt, so ist 1 ~ i eine Einheit des biquadratischen Körpers 
oe. 

K, deren Partialnorm = ± i wird. Es gilt auch umgekehrt der Satz, daß die 
4* 
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Zahl 2, abgesehen von einem Einheitsfaktor, gleich dem Quadrat einer Zahl 
in k' sein muß, sobald in K eine Einheit existiert, deren Partialnorm = ± i 
ist. Benutzen wir diese Tatsachen, so können wir den gefundenen Satz auch 
in folgender Weise aussprechen: 

Die Anzahl der Idealklassen in K ist gleich dem Produkt der Klassenzahlen 
in 7e' und k" oder gleich der Hälfte dieses Produktes, je nachdem die Partialnorm 
der Grundeinheit des Körpers K gleich ± i oder = ± 1 wird. 

Wir erkennen die inhaltliche Übereinstimmung dieses Satzes mit dem von 
.DIRICHLET1 bewiesenen Satze, wenn wir berücksichtigen, daß der von DIRICH
LET ausgesprochene Satz die Anzahlen von Formenklassen mit gegebener 
Determinante betrifft, während es sich in unserem Satze um Anzahlen von 
Idealklassen der Körper handelt. 

Königsberg, den 14. April 1894. 

1 Werke 1, 618. 



6. Ein neuer Beweis des Kroneckersehen 
Fundamentalsatzes über Abelsche 

Zahlkörper1• 

[Aus den Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. Mathematisch. 
physikalische Klasse. 1896. S. 29-39.] 

L. KRONECKER hat in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom 
Jahre 1853 zuerst den fundamentalen Satz aufgestellt, daß die Wurzeln aller 
Abelschen Gleichungen im Bereich der rationalen Zahlen sich durch Ein
heitswurzeln rational ausdrücken lassen. Bezeichnet man diejenigen Zahl· 
körper, die durch EinheitswurzeIn bestimmt sind, und alle Unterkörper von 
solchen Körpern kurz als Kreiskörper, so spricht sich der genannte Satz wie 
folgt aus: 

Fundamentalsatz. Alle Abelschen Zahlkörper im Gebiete der ratio· 
nalen Zahlen sind Kreiskörper. 

H. WEBER hat in den Acta Mathematica Bd.8 einen vollständigen und 
allgemeinen Beweis dieses Satzes erbracht. Die vorliegende Note enthält 
einen neuen Beweis, welcher weder die Kummersche Zerlegung der La· 
grangeschen Resolvente in Primideale noch die Anwendung der dem Wesen 
des Satzes fremdartigen transzendenten Methoden von DmICHLET erfordert. 
Der folgende Beweis ist vielmehr rein arithmetischer Natur; er beruht wesent
lich auf den allgemeinen Begriffsbildungen, die ich in der Note "Grundzüge 
einer Theorie des Galoisschen Zahlkörpers" 2 in diesen Nachrichten vom 
Jahre 1894 kurz dargelegt habe und ist vermutlich weitgehender Verall
gemeinerungen fähig. 

Wenn die Gruppe eines Abelschen Körpers aus den Potenzen einer ein
zigen Substitution besteht, so heiße der Abelsche Körper zyklisch. Wir 
konstruieren folgende besonderen zyklischen Körper. Es bedeute u eine 

2i", 
ungerade Primzahl und U"+l eine Potenz derselben; dann ist der durch euh+1 

( 2i"') 
bestimmte Körper k euh+1 ein zyklischer Körper vom u"(u - 1)-ten Grade. 

1 Hierzu siehe auch die entsprechenden Stellen im "Zahlbericht", dieser Band 
Abh. 7, S. 205-216. 

2 Dieser Band Abh. 4, S. 13. 



54 Ein neuer Beweis des Kroneckerschen Fundamentalsatzes über Abelsche Zahlkörper. 

Der zyklische Unterkörper vom uh-ten Grade dieses Körpers werde mit U h 

bezeichnet; die Diskriminante von U h ist eine Potenz von u. Ferner be-
iJt in 

stimmt die Zahl e2h +1 + e 2h +1 einen reellen zyklischen Körper vom 2h-ten 
Grade. Dieser Körper werde mit Zh bezeichnet; die Dishiminante desselben 
ist eine Potenz von 2. Endlich wählen wir eine rationale Primzahl p mit der 
Kongruenzeigenschaft p = 1 nach lh aus, wo l eine beliebige gerade oder 

ungerade Primzahl bedeutet; dann besitzt der Kreiskörper k (:~"') vom 
Grade p -1 offenbar einen zyklischen Unterkörper vom Grade lh, dessen 
Dishiminante eine Potenz von p ist. Dieser zyklische Körper lh-ten Grades 
werde mit Ph bezeichnet. Die Körper Uh, Zh' Ph sind sämtlich Kreiskörper. 

Wir beweisen nun der Reihe nach folgende Hilfssätze über zyklische Körper. 
Sa tz 1. Wenn ein beliebiger zyklischer Körper Lh, dessen Grad lh die 

Potenz einer geraden oder ungeraden Primzahl l ist, keinen der beiden Kör-
2i ,.. 

per Ul oder Zlals Unterkörper enthält, so gibt es in dem durch die Zahl 8 = eil' 
bestimmten Körper k(8) stets eine ganze algebraische Zahl" von der Art, 
daß der aus k(8) und L h zusammengesetzte Körper k(8, L h ) durch die 

lh_ 
Zahlen 8 und -y" bestimmt ist. Die Zahl" besitzt obenein die Eigenschaft, 
daß "t-r die lh-te Potenz einer Zahl in k(8) wird; dabei bedeutet reine 
beliebige, nicht durch l teilbare ganze rationale Zahl, ferner t = (8 :8r) die 
zugehörige Substitution der Gruppe des Kreiskörpers k(8) und endlich ist 

symbolisch t" = "t, d. h. t,,~ = .,(-r gesetzt. 

Beweis. Ist ~ eine den Körper L h bestimmende ganze algebraische Zahl 
und sind 1, s, s2, ... , SiLl die Substitutionen der Gruppe von Lh, so setze man 

K = IX + f)·sIX + f)2' S2IX + ... + f)lLl. slh-1 1X • 

Aus sK = 8- 1 K folgt leicht, daß die beiden Zahlen Klh und Kt-r Zahlen des 
Körpers k(f)) sind. Die Zahl" = Klh ist daher von der verlangten Beschaffen-

IA_ 

heit. Daß der durch 8 und -y" bestimmte Körper mit dem durch f) und IX 

bestimmten Körper identisch ist, folgt leicht aus der Gleichheit ihrer Grade, 
da der letztere Körper den ersteren enthält. 

Satz 2. Wenn ein beliebiger zyklischer Körper L h , dessen Grad u h die 
Potenz einer ungeraden Primzahl ist, den Körper Uh- 1 als Unterkörper 

2 i,.. 

enthält, so enthält der aus f} = e U und aus L h zusammengesetzte Kör-
2i,.. 

per k(f}, L h ) notwendig den durch 8 = e--:uJ' bestimmten Körper k(8) als Unter
körper. Es gibt nun in diesem Körper k(8) stets eine ganze algebraische 

Zahl" derart, daß der Körper k(f}, L h ) auch durch die Zahlen f} und V~ 
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bestimmt ist. Bezeichnet ferner reine Primitivzahl nach u h und wird t = (e: er) 
gesetzt, so besitzt die Zahl" obenein die Eigenschaft, daß "t-r die u-te Potenz 
einer Zahl des Körpers k(e) wird. 

Beweis. Ist oe eine den Körper L h bestimmende, ganze algebraische Zahl 
und sind 1, S, S2, ••• , suh- 1 die Substitutionen der Gruppe von L h , so setze 
man S = SUh- 1 und 

K = oe + o.· S oe + 0.2. S2 oe + ... + o.U-1. SU-1 oe. 

Der Körper k(o., Lh ) enthält offenbar den Körper k(e) als Unterkörper, und 
zwar sind die Zahlen dieses Unterkörpers k(e) dadurch charakterisiert, daß 
sie bei der Substitution S ungeändert bleiben. Wegen SK =0.-1 K ist somit KU 
eine Zahl in k(e). Es sei nun t' eine solche Substitution der Gruppe des 
Körpers k(o.,Lh ), daß t'e=e r wird; dann ist St'K=t'SK=o.-rt'K; da 
mithin der Ausdruck Kt'-r bei der Substitution S ungeändert bleibt, so 
ist Kt'-r eine Zahl in k(e) und folglich wird Ku(t'-r) = "t-r die u-te Potenz 
einer solchen Zahl. Der Kürze halber ist hier wiederum von der symbolischen 
Schreibweise t' K = K t' Gebrauch gemacht. 

Satz 3. Wenn Lh ein beliebiger zyklischer Körper ist, dessen Grad lh 

die Potenz einer beliebigen geraden oder ungeraden Prilnzahl ist, so kann 
man stets einen zyklischen Körper Mh vom Grade lh', wo h' < h ist, und 
mit folgenden beiden Eigenschaften finden. Erstens: der aus M h und einem 
gewissen Kreiskörper K zusammengesetzte Körper enthält Lh als Unter
körper und zweitens: in der Diskriminante von M h geht keine rationale 
Primzahl p mit der Kongruenzeigenschaft p -1 nach lh auf. 

Beweis. Ist p eine rationale Primzahl, welche die Kongruenzeigen
schaft p_1 nach lh besitzt und welche in der Diskriminante des Körpers L h 

aufgeht, so konstruiere man den zyklischen Kreiskörper Ph vom Grade lh, 
dessen Diskriminante eine Potenz von p ist, und betrachte den aus Lh und Ph 

zusammengesetzten Körper k(Lh , Ph ) vom lh I-h'_ten Grade. In Ph ist p = +JZ\ 
wo +J ein Primideal in Ph bedeutet. Es sei ~ ein in +J aufgehendes Primideal 
des Körpers k(Lh , Ph). Da das Primideal ~ in der Gradzahllh+h' des Kör
pers k(Lh , Ph ) nicht aufgeht, so ist dieser Körper k(Lh , Ph ) als Verzweigungs
körper des Primideals ~ relativ zyklisch, und zwar mindestens vom Relativ
grade lh in bezug auf den Trägheitskörper L~ des Primideals ~. Da ferner 
zyklische Körper von höherem als dem lh-ten Grade in k(Lh , Ph ) nicht vor
kommen, so hat k(Lh , Ph ) genau den Relativgrad lh in bezug auf L~. Hieraus 
folgt, daß der Trägheitskörper L~ vom Grade lh' ist; dieser Körper L~ ist 
überdies zyklisch, da sonst, wie die Lehre von den Abelschen Gruppen zeigt, 
der Körper k(Lh , Ph ) nicht relativ zyklisch in bezug auf L~ sein könnte. 
Das Grundideal des Trägheitskörpers L~ ist nicht durch ~ und daher auch 
die Diskriminante von L~ nicht durch p teilbar; diese Diskriminante enthält 
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daher nur solche Primteiler, welche in der Diskriminante des Körpers L" 
aufgehen und verschieden von p sind. Es handelt sich nun darum, ob in 
der Diskriminante von L~ noch eine Primzahl q mit der Kongruenzeigen
schaft q = 1 nach Z" enthalten ist. In diesem Falle wenden wir das nämliche 
Verfahren auf den Körper L~ an und gelangen so zu einem zyklischen Kör
per L~ vom Zh"-ten Grade, welcher folgende Eigenschaften besitzt: der 
aus L~ und einem gewissen zyklischen Kreiskörper Q" zusammengesetzte 
Körper enthält L~ als Unterkörper, und die Diskriminante des Körpers L~ 
enthält nur solche Primzahlen, welche in der Diskriminante des Körpers L" 
aufgehen und von p und q verschieden sind. Die wiederholte Anwendung 
des Verfahrens führt schließlich auf einen Körper M" von der im Satze 
verlangten Beschaffenheit. 

Satz 4. Wenn L" ein zyklischer Körper ist, dessen Grad Z" die Potenz 
einer beliebigen geraden oder ungeraden Primzahl Z ist und wenn LI den 
Unterkörper Z-ten Grades von L" bezeichnet, so besitzen sämtliche von Z 
verschiedenen Primteiler p der Diskriminante von LI die Kongruenzeigen
schaft p _1 nach Z". 

Beweis. Zunächst betrachten wir den Fall, daß Z eine ungerade Prim
zahl und h = 1 ist. Es sei dann im Gegensatz zu unserer Behauptung p eine 
rationale in der Diskriminante von LI aufgehende Primzahl, welche $ 1 

. 2in 

nach l ist. Ferner bezeichne k(f}) den durch f}=e-l- bestimmten Körper, und 
es sei in t = (f): f}r) reine Primitivzahl nach l. Ist ~ ein idealer Primfaktor 
von p in k(f}), so ist das Primideal 1J wegen p$1 nach l, wie die Theorie 
des Kreiskörpers k(f}) lehrt, zugleich ein Primideal in einem Unterkörper 
von k(f}), und es gibt mithin eine Potenz tm der Substitution t, deren Ex
ponent m < Z-1 ist und für welche dennoch tm 1J = 1J oder 1Jtm-1 = 1 wird. 
Desgleichen gelten auch für die zu 1J konjugierten Primideale tJ', tJ", ... 
die entsprechenden Gleichungen tJ'tm-1 = 1, 1J"tm-1 = 1, .... Nach Satz 1 gibt 

es eine ganze Zahl x in k(f}), so daß die beiden Zahlen f} und -v; den aus k(f}) 

und LI zusammengesetzten Körper k (f), LI) bestimmen und für welche obenein 
xt - r gleich der l-ten Potenz einer Zahl in k(f}) wird. Da t -r und tm -1 zwei 
ganze ganzzahlige Funktionen von t sind, welche im Sinne der Kongruenz 
nach Z keinen gemeinsamen Faktor haben, so gibt es 3 ganze ganzzahlige 
Funktionen cp(t), 'IjJ(t), X(t) der Verändedichen t, so daß 

1 = (tm - 1) cp(t) + (t - r) 'IjJ(t) + Z X(t) 

ist und hieraus folgt 
u = u(tm-I)<p(t)+(t-r)'f'(t)+lx(t) = X(tm-I)<p(t) Cl.l , 

wo CI. eine Zahl in k(f}) ist. Wegen der vorhin bewiesenen Gleichung für die 
Primideale 1J, 1J', 1J", ... ist utm- I eine ganze oder gebrochene Zahl, deren 
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Zähler und Nenner keinen der Primfaktoren +', +,', +,", ... enthalten und 
daher zu p prim sind; das gleiche gilt somit von der Zahl ,,(tm-I) ?' (!). Wir setzen 

,,(tm-I)?,(t) = ~, wo e eine ganze algebraische zu p prime Zahl und a eine ganze 
a 

rationale Zahl bedeutet. Der Körper k({}, LI) wird mithin auch durch die 

beiden Zahlen {} und Ve bestimmt. Die Partialdiskriminante der Zahl Ve 
ist in bezug auf k ({}) = ± Zl eI-I, und da e zu p prim ist, so ist mithin die Par
tialdiskriminante von k({}, LI) in bezug auf k({}) prim zu p. Da andrerseits 
die Diskriminante von k({}) nicht durch p teilbar ist, so ist auch die Diskri
minante von k({}, LI) und folglich auch die Diskriminante des Körpers LI 
prim zu p, was unserer Annahme widerspricht. 

In ähnlicher Weise schließen wir die Richtigkeit unseres Satzes bei 
ungeradem l, wenn der Exponent h beliebig angenommen wird. Wir setzen 

2in 

finter Beibehaltung der in Satz 1 angewandten Bezeichnungsweise e =c T 
und t = (e: er), wo reine Primitivzahl nach lh bedeuten möge. Es sei 1:> ein 
idealer Primfaktor der in der Diskriminante von LI aufgehenden Primzahl p 

in k(e). Nehmen wir p$l nach lh an, so liegt, wie die Theorie des Kreis
körpers k(e) lehrt, das Primideal +' jedenfalls auch in dem Unterkörper k(e l ), 

d. h. es ist +,t1h-2<l-I) = +' und ebenso gelten für die zu +' in k(e) konjugierten 
Primideale 1:>', ••• die Gleichungen +,'t1h- 2 (1-1) __ 1 = 1, .... Da r Primitivzahl 
nach lh ist, so wird r 1h- 2 (1-1)$1 nach lh und mithin lassen sich 3 ganze ganz
zahlige Funktionen Cf (t), ?p (t), X (t) der Variablen t derart bestimmen, daß 

lh-l = (t1h- 2 (l-1) - 1) Cf (t) + (t - r)?p (t) + lh X(t) 

ist; hieraus folgt insbesondere, wenn" die in Satz 1 bestimmte Zahl bedeutet 

"lh-l = ,,(t1h- 2 Cl-I) - 1) rp (t) rJ}h , 

wo IX eine Zahl in k (e) bedeutet. Wegen der vorhin bewiesenen Eigenschaft 
der Primideale +', +,', ... ist "t1h - 2 (1-1)_1 und folglich auch ,,(t1h- 2 (1-1)-I)rp(i) 

eine Zahl, deren Zähler und Nenner zu p prim ausfallen. Wir können daher 

die letztere Zahl = ~ setzen, wo e eine ganze algebraische zu p prime Zahl 
a 

1- l~/_ 
und a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Es ist folglich V" = ~ r e, und 

a 
daraus ergibt sich e = alh- ' , wo a ebenfalls in k (e) liegt. Da der durch e 

und V~ bestimmte Körper mit demjenigen Körper identisch ist, welcher durch 
Zusammensetzung aus k(e) und LI entsteht, und da die Partialdiskriminante 

der Zahl V~ in bezug auf k(e) den zu p primen Wert ±lld- I besitzt, so 
ist die Partialdiskriminante des Körpers k(e, LI) in bezug auf k(e) prim 
zu p. Andererseits ist die Diskriminante von k(e) ebenfalls nicht durch p 
teilbar, und folglich gilt das gleiche auch von den Diskriminanten des Kör-
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pers k(8, LI) und des Körpers LI- Der letztere Umstand widerspricht unserer 
Annahme. 

Um die Richtigkeit des Satzes 4 für l = 2 zu erkennen, machen wir zunächst 
die Annahme h =2 und wenden dann auf den zyklischen Körper L2 vom 
4-ten Grade den Satz 1 an. Gemäß der dort gebrauchten Bezeichnungsweise 

in 

setzen wir 8 = e 2 = i und wählen r = 3. Dann ist t = (i: - i). Es sei LI der 
quadratische Unterkörper von L 2 und p eine in der Diskriminante von LI 
aufgehende Primzahl, welche $1 nach 4 ist. Infolgedessen ist p in k(i) 
unzerlegbar. Ist nun die durch Satz 1 in unserem Falle bestimmte Zahl" 
durch p teilbar, so bilde man die Zahl e = "t-I. Da nach Satz 1 andererseits 

"t-3 = 1:1..4 sein soll, wo 1:1.. in k(i) liegt, so folgt ,,2 = el:l..- 4, d. h. i; = 1:1..- 1 Ve. 
2 

Infolgedessen ist e das Quadrat einer Zahl in k (i); wir setzen e = -;., wo 7: 
a 

eine ganze algebraische zu p prime Zahl und a eine ganze rationale Zahl 

bedeutet. Da der Körper k(i, LI) mit dem Körper k(i, i-:;:) übereinstimmt 

und da andererseits die Partialdiskriminante der Zahl i~ in bezug auf k(i) 
zu p prim ist, so ist auch die Partialdiskriminante des Körpers k (i, LI) in bezug 
auf k(i) prim zu p, und hieraus folgt, wie vorhin, daß die Diskriminante 
von LI nicht durch p teilbar sein kann. i" 

Ist im Falle l = 2 der Exponent h > 2, so setzen wir 8 = e2h- 1 • Wäre dann 
die in der Diskriminante von LI aufgehende Primzahl p == 1 nach 4 und $1 
nach 2" und ist ~ ein idealer Primfaktor von p in k(8), so bleibt ~ ungeändert 
bei der Substitution t2h-', wo t entweder = (8: ( 5) oder =(8: 8-5) ist; folg
lich wird ~t2A-3_1 =1. Wegen 52"-3$1 nach 2" gilt eine Gleichung von der 
Gestalt 

2"-1 = (t2"-3-1)<p(t) + (t - 5)tp(t) + 2"X(t) 

und aus dieser schließen wir, wie vorhin bei ungeradem l, auf einen Wider
spruch mit der Annahme, wonach p in der Diskriminante von LI aufgeht. 

Satz 5. Wenn die Diskriminante eines zyklischen Körpers LI von dem 
ungeraden Primzahlgrade u gleich einer positiven Potenz von u ist, so stimmt 
der Körper LI mit dem Körper UI überein. Wenn ferner ein zyklischer Kör
per L", dessen Grad u" eine höhere als die erste Potenz der ungeraden Prim
zahl u ist, den Kreiskörper Uh - I als Unterkörper enthält, so stimmt der 
Körper L" mit dem Körper U" überein. 

Beweis. Wir benutzen die in Satz 2 erklärte Bezeichnungsweise und 
setzen überdies A= 1-8; es ist dann! = (A) ein Primideal in k(8) und es wird 
im Sinne der Idealtheorie 

(1 - 1J) = {UA- 1 , (u) = (1 - 1J)U-l = {Uh- 1 (U-l); 

endlich gilt die Kongruenz 
tA = 1 - 8 r _ rA, ({2) . 
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Wir betrachten nun die in Satz 2 konstruierte Zahl u. Da das Primideal { 
in k(e) vom ersten Grade ist, so folgt, wenn e = u(t-l)(U-l)gesetzt wird, für diese 
Zahl die Kongruenz e == 1 nach L Wir setzen e = 1 + aA nach {2, wo a eine 
ganze rationale Zahl bedeutet; dann ist (1= eea= 1 nach {2. Nunmehrführen 
wir den Nachweis dafür, daß im Körper k(e) eine Zahl ff. gefunden werden 
kann, so daß die Kongruenz (1ff.U _ 1 nach (1 _{})U besteht. Zu dem Zwecke 
nehmen wir an, es sei e der größte Exponent von der Beschaffenheit, daß 
bei geeigneter Wahl der in k(e) liegenden Zahl ff. die Kongruenz (1ff.u _ 1 
nach {e stattfindet und es sei unserer Behauptung entgegen {e nicht durch 
(l_{})U teilbar, d. h. es sei e<u h ; wir setzen demgemäß (1ff.u=l+aAe 

nach {eH, wo a eine nicht durch u teilbare ganze rationale Zahl bedeutet, 
und unterscheiden 2 Fälle, je nachdem e durch u teilbar ist oder nicht. Im 
ersten Falle gilt die Kongruenz 

1 + a AC == (1 + aA~r, WH) 
und mithin ist 

Diese Kongruenz widerstreitet der Annahme, wonach e der größte Exponent 
dieser Art sein sollte. Im zweiten Falle berücksichtigen wir, daß nach Satz 2 
ut- r und folglich auch (1t-r die u-te Potenz einer Zahl in k(e) ist; wir setzen 
etwa ((1ff.u)t-r =ßu, wo ß eine Zahl des Körpers k(e) ist. Dieser Umstand 
liefert die Kongruenz l+a(d)e- ad e=ßu nach {eH. Da e<uh und nicht 
durch u teilbar ist, so würde hieraus are = ar nach { folgen, was ebenfalls 
unmöglich ist, da r Primitivzahl nach u sein soll. Diese Betrachtung lehrt 
also e > u\ womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Wir setzen nun (1ff.u = aU :-1l ' wo r eine ganze algebraischeZahl mit der 

Kongruenzeigenschaft r = 1 nach (1-{})1" ist und a eine ganze rationale Zahl 
bedeutet. Nehmen wir dann an, der Körper Lh sei von dem Körper Uh ver-

schieden, so wäre der aus k(e), Uh und Lhzusammengesetzte Körper k (Ve, V-;) 

vom Grade uhH (u -1). Es ist andererseits \~=y}- gleich einer ganzen 

Zahl des Körpers k (Ve, 'V-';:) und die Partialdiskriminante dieser Zahl in bezug 

auf k ('V e) ist gleich 8ru -1, wo 8 eine Einheit ist. Da r zu u prim ist, so ist 

mithin die Partialdiskriminante des Körpers k (V e, r~) in bezug auf den 

Körper k (V8) ebenfalls prim zu u. Bezeichnen wir daher mit ~ einen idealen 

Primfaktor von { im Körper k ('V e, y:;;), so besitzt ~ in diesem Körper einen 
Trägheitskörper T, welcher mindestens den Grad u hat. Die Diskriminante 
dieses Trägheitskörpers T ist prim zu u. 
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Nehmen wir zunächst h=l, so wäre der genannte Trägheitskörper T=L1 ; 

dies ist nicht möglich, weil nach Voraussetzung die Diskriminante des Kör
pers L1 eine positive Potenz von u ist. Der Beweis für den ersten Teil unseres 
Satzes ist hierdurch erbracht. Nehmen wir h > 1 an, so müßte jener Trägheits
körper T des Ideals 2 entweder = U1 sein oder den Körper U1 als Unter
körper enthalten. Beides ist nicht möglich, da die Diskriminante von U1 

eine Potenz von u ist und dieser Widerspruch lehrt die Richtigkeit des zweiten 
Teiles unseres Satzes 5. 

Satz 6. Wenn ein reeller zyklischer Körper L", vom Grade 2'" den Kör
per Z"'-1 als Unterkörper enthält, so stimmt L", mit Z", überein. 

Beweis. Der Körper Z"'-1 wird durch die Zahl 

in ix 
Ä = e2A + e - 2A 

und der Körper Z", durch die Zahl 

in in 

ft = e2A+l + e - 2A+l 

bestimmt. Es ist ft 2 = Ä + 2, d. h. ft = -y Ä + 2 . Im Sinne der Idealtheorie gilt 
ferner die Gleichung (2) =12A-', wo 1=(Ä) ein Primideal in Zk-l bedeutet. 

Der Körper L", ist jedenfalls durch die Zahl Ä und eine Zahl von der Form -y; 
bestimmt, WO" eine ganze Zahl in Zk-1 bedeutet. Wäre nun der Körper L", 
von Z", verschieden und nehmen wir an, es sei" durch 1m, aber nicht durch 

Im+1 teilbar, so setze man e = " (J'Ä,t 2)m ; die beiden ZahlenÄ und fe = ~: -y; 
definieren dann wiederum einen reellen zyklischen Körper L~ vom 2"'-ten 
Grade und e bedeutet eine ganze, nicht durch 1 teilbare Zahl. Wir wollen 
zeigen, daß dieses unmöglich ist. . 

tn 

Zu dem Zwecke setzen wir 8=e 2A und t = (8:85). Da die Zahl fte mit 
der Zahl Ä zusammen ebenfalls den Körper L~ definieren muß, so folgt 

Vte=a. -Ye, wo a. in Zk-1 liegt, d. h. es ist e·te das Quadrat einer Zahl in 
Zk-1. Nunmehr führen wir den Nachweis dafür, daß im Körper Zk-1 eine 
Zahl a. gefunden werden kann, welche der Kongruenz ea.2 = 1 nach 12L1 ge
nügt. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei e der größte Exponent von der 
Beschaffenheit, daß bei geeigneter Wahl der in Zk_1liegenden Zahl a. die Kon
gruenz ea.2 = 1 nach 18 stattfindet und es sei im Gegensatz zu unserer Behaup
tung e <2k -1; wir setzen demgemäß ea.2 = 1 +Ä8 nach 18 +1 und unterschei
den dann 2 Fälle, je nachdem e gerade oder ungerade ausfällt. Im ersteren 

Falle berücksichtigen wir die Kongruenz ea.2 (1 +ii-/ =1 nach 18+1; dieselbe 
würde zeigen, daß e nicht der höchste Exponent von der verlangten Art wäre. 
Im zweiten Falle setzen wir ea.2=1+Ä"+aÄe+l nach 18+2 , wo a den Wert 
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o oder 1 hat. Ist a = 1, so berücksichtigen wir, daß für e < 211. -1 die Kongruenz 

( e+1)2 ( e+l)2a 
1 + AeH _ 1 + A 2 nach {e+2 gilt. Setzen wir daher a = e ry,2 1 + A 2 , 

so wird a 1+Ae+bAe+2 nach {e+3, wo b den Wert 0 oder 1 hat. Wegen 
tA = A + A3 nach {4 folgt: 

ta = 1 + (A + A3)" + b Ae+2 == 1 + Ae + (b + 1) Ae+2, (1"+3) 

d. h. für e = 1, bezüglich für e > 3 : 

a· t a == (1 + A) (1 + A + A3 ) == 1 + A2 + A3 , ({4) 

a· t a = (1 + Ae) (1 + Ae + Ae+2) = 1 + Ae+2, 

Die rechte Seite der ersteren Kongruenz kann nicht _ ry,2 nach {4 sein; soll die 
rechte Seite der zweiten Kongruenz =ry,2 nach {e+3 sein, so muß e+ 2 > 211.+ 1 
werden, da 211.+ 1, wie leicht ersichtlich, der kleinste unter allen ungeraden 
Exponenten t ist derart, daß 1 + At = ry,2 nach {t+l werden kann. Wegen 
e > 211. -1 ist unsere obige Behauptung bewiesen. 

Wir setzen a = e ry,2 = 1 + a A2L 1 nach {2\ wo a den Wert 0 oder 1 hat. Es 
genügt folglich, wenn T = ( - l)a (J gesetzt wird, die Zahl T, gegebenenfalls nach 
Multiplikation mit dem Quadrat einer geeigneten Zahl aus Zh-l' der Kongruenz 

T _1 nach 4. Die Zahlen A und (;: definieren stets einen zyklischen Körper 

L~ vom Grade 2h• Denn im Falle a = 0 stimmt L~ = k (A, V~) mit L~ überein 
und im Falle a=l enthält der Körper L~, da er imaginär ist, sicher noch 

andere Zahlen, als in Zh-l vorhanden sind. Da 1 --; fT eine ganze Zahl ist, 

deren Partialdiskriminante in bezug auf Zh-l zu 2 prim ausfällt, so ist die 
Partialdiskriminante des Körpers L~ in bezug auf Zh-l prim zu 2. Es ist daher 
die Zahl 2 im Körper L~ nicht gleich der 2h-ten Potenz eines Primideals. Be
zeichnet 2 ein in { enthaltenes Primideal des Körpers L~, so muß der Träg
heitskörper von 2 in L~ den zweiten Grad besitzen; dieser Trägheitskörper 
müßte daher gleich Zl sein, was nicht möglich ist, da die Diskriminante von 
Zl eine Potenz von 2 ist. Damit ist unsere ursprüngliche Annahme widerlegt, 
d. h. es ist bewiesen, daß die beiden Körper Lh und Zh miteinander identisch 
sind. 

Wir beweisen nunmehr den Kroneckerschen Fundamentalsatz in folgender 
Art. Zunächst ist leicht aus der Theorie der Abelschen Gruppen ersichtlich, 
daß ein jeder Abelsche Körper sich aus zyklischen Körpern L h zusammen
setzen läßt, deren Grade die Potenzen Zh einer Primzahl Z sind; es ist daher 
nur nötig, zu zeigen, daß ein jeder solcher zyklische Körper L h ein Kreis
körper ist. Infolge des Satzes 3 wird dieser Nachweis auf den Fall zurück
geführt, in welchem die Diskriminante des vorgelegten zyklischen Körpers 
Ln. keine Primzahlen p mit der Kongruenzeigenschaft p - 1 nach Zh enthält. 
Ist Ln. ein zyklischer Körper dieser Art, so besitzt die Diskriminante des in Ln. 
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enthaltenen Unterkörpers L1 vom l-ten Grade ebenfalls keine Primteiler p 

mit der Kongruenzeigenschaft p == 1 nach l". Wenden wir nun den Satz 4 an 
und berücksichtigen, daß nach einem von MINKOWSKI1 bewiesenen Satze jede 
Diskriminante Primzahlen als Faktoren enthalten muß, so folgt, daß die Dis
kriminante des Körpers L1 notwendig eine positive Potenz von list. 

Wir unterscheiden beim weiteren Beweise 2 Fälle, je nachdem l = u eine 
ungerade Primzahl oder l = 2 ist. Im ersteren Falle ist nach Satz 5 der Körper 
L1 = U l' Bezeichnen wir ferner die in L" enthaltenen Unterkörper l2-ten, 
l3-ten, ... , lh-1-ten Grades bezüglich mit L2 , L3, ... , Lh-l' so schließen wir 
aus eben demselben Satze 5 der Reihe nachL2 = U2 , La = Ua, ... ,Lh = U"und 
folglich ist LII ein Kreiskörper. Im zweiten Falle bilden wir zunächst den aus 
dem imaginären quadratischen Körper k(i) und aus L" zusammengesetzten 
Körper Mh, = k(i, L,,); derselbe ist vom 2"-ten oder 211+1-ten Grade, je nach
dem L" imaginär oder reell ausfällt. Der größte reelle Unterkörper dieses Kör
pers Mh, ist vom 2h'-ten Grade, wo h' = h - 1 oder gleich h ist; derselbe ist 
notwendig ein zyklischer Körper. Der in Mh, enthaltene quadratische Unter
körper M1 ist ebenfalls reell und stimmt, da seine Diskriminante eine Potenz 

von 2 ist, mit Z1 = k ( {"2) überein. Bezeichnen wir nun die in M" enthaltenen 
Unterkörper 22-ten, 23-ten, ... Grades bezüglich mit M 2 , M a, ... , so folgt 
nach Satz 6 der Reihe nach M 2 = Z2' Ma =Za, ... , M h, = Zh' und folglich 
ist Mh, ebenfalls ein Kreiskörper. Damit ist der Fundamentalsatz vollständig 
bewiesen und zugleich ist ersichtlich, in welcher Weise man alle Abelschen 
Körper von gegebener Gruppe und Diskriminante aufstellen kann. 

Göttingen, den 25. Januar 1896. 

1 J. Math.l07, 295 (1891). 



7. Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. 
[Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd.4, S. 175-546 (1897).] 

Vorwort. 
Die Zahlentheorie gehört zu den ältesten Zweigen mathematischen Wissens, 

und es wurde der menschliche Geist sogar auf tief liegende Eigenschaften der 
natürlichen Zahlen frühzeitig aufmerksam. Doch als selbständige und systema
tische Wissenschaft ist sie durchaus ein Werk der neueren Zeit. 

An der Zahlentheorie werden von jeher die Einfachheit ihrer Grundlagen, 
die Genauigkeit ihrer Begriffe und die Reinheit ihrer Wahrheiten gerühmt; 
ihr kommen diese Eigenschaften von Hause aus zu, während andere mathe
matische Wissenszweige erst eine mehr oder minder lange Entwicklung haben 
durchmachen müssen, bis die Forderungen der Sicherheit in den Begriffen 
und der Strenge in den Beweisen überall erfüllt worden sind. 

Es nimmt uns daher die hohe Begeisterung nicht wunder, von der zu allen 
Zeiten die Jünger dieser Wissenschaft beseelt gewesen sind. "Fast alle Mathe
matiker, die sich mit der Zahlentheorie beschäftigen", so sagt LEGENDRE, 
indem er EULERS Liebe zur Zahlentheorie schildert, "geben sich ihr mit einer 
gewissen Leidenschaft hin". Weiter erinnern wir uns, welche Verehrung unser 
Meister GAUSS für die arithmetische Wissenschaft empfand, wie, als ihm zuerst 
der Beweis einer ausgezeichneten arithmetischen Wahrheit nach Wunsch ge
lungen war, "ihn die Reize dieser Untersuchungen so umstrickten, daß er sie 
nicht mehr lassen konnte", und wie er FERMAT, EULER, LAGRANGE und 
LEGENDRE als "Männer von unvergleichlichem Ruhme" preist, weil sie "den 
Zugang zu dem Heiligtume dieser göttlichen Wissenschaft erschlossen und 
gezeigt haben, von wie großen Reichtümern es erfüllt ist". 

Eine besondere Eigentümlichkeit der Zahlentheorie bildet die oft ent
gegentretende Schwierigkeit der Beweise einfacher und durch Induktion 
leicht entdeckter Wahrheiten. "Gerade dieses ist es", sagt GAUSS, "was der 
höheren Arithmetik jenen zauberischen Reiz gibt, der sie zur Lieblingswissen
schaft der ersten Geometer gemacht hat, ihres unerschöpflichen Reichtums 
nicht zu gedenken, woran sie alle anderen Teile der Mathematik so weit 
übertrifft. " 
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Bekannt ist auch LEJEUNE DIRICHLETS Vorliebe für die Arithmetik; 
KUMMERS wissenschaftliche Tätigkeit war weitaus in erster Linie der Zahlen
theorie geweiht, und KRONECKER gab dem Empfinden seines mathematischen 
Herzens Ausdruck durch die Worte: "Die ganze Zahl schuf der liebe Gott, 
alles übrige ist Menschenwerk." 

In Anbetracht der Schlichtheit ihrer Voraussetzungen ist sicher die Zahlen
theorie der Wissenszweig der Mathematik, dessen Wahrheiten am leichtesten 
zu begreifen sind. Aber die arithmetischen Begriffe und Beweismethoden er
fordern zu ihrer Auffassung und völligen Beherrschung einen hohen Grad von 
Abstraktionsfähigkeit des Verstandes, und dieser Umstand wird bisweilen 
als ein Vorwurf gegen die Arithmetik geltend gemacht. Ich bin der Meinung, 
daß alle die anderen Wissensgebiete der Mathematik wenigstens einen gleich 
hohen Grad von Abstraktionsfähigkeit des Verstandes verlangen - voraus
gesetzt, daß man auch in diesen Gebieten die Grundlagen überall mit der
jenigen Strenge und Vollständigkeit zur Untersuchung zieht, welche tatsäch
lich notwendig ist. 

Was die Stellung der Zahlentheorie innerhalb der gesamten mathematischen 
Wissenschaft betrifft, so faßt GAUSS in der Vorrede zu den Disquisitiones 
arithmeticae die Zahlentheorie noch lediglich als eine Theorie der ganzen 
natürlichen Zahlen auf mit ausdrücklicher Ausschließung aller imaginären 
Zahlen. Dementsprechend rechnet er die Kreisteilung an und für sich nicht 
zur Zahlentheorie, fügt aber hinzu, daß "ihre Prinzipien einzig und allein aus 
der höheren Arithmetik geschöpft werden". Neben GAUSS geben auch JACOBI 
und LEJEUNE DIRICHLET wiederholt und nachdrücklich ihrer Verwunderung 
Ausdruck über den engen Zusammenhang zahlentheoretischer Fragen mit 
algebraischen Problemen, insbesondere mit dem Problem der Kreisteilung. 
Der innere Grund für diesen Zusammenhang ist heute völlig aufgedeckt. Die 
Theorie der algebraischen Zahlen und die Galoissche Gleichungstheorie 
haben nämlich in der allgemeinen Theorie der algebraischen Körper ihre ge
meinsame Wurzel, und die Theorie der Zahlkörper insbesondere ist zugleich 
der wesentlichste Bestandteil der modernen Zahlentheorie geworden. 

Das Verdienst, den ersten Keim für die Theorie der Zahlkörper gelegt zu 
haben, gebührt wiederum GAUSS. GAUSS erkannte die natürliche Quelle für die 
Gesetze der biquadratischen Reste in einer "Erweiterung des Feldes der 
Arithmetik", wie er sagt, nämlich in der Einführung der ganzen imaginären 
Zahlen von der Form a + bi; er stellte und löste das Problem, alle Sätze 
der gewöhnlichen Zahlentheorie, vor allem die Teilbarkeitseigenschaften und 
die Kongruenzbeziehungen, auf jene ganzen imaginären Zahlen zu übertragen. 
Durch die systematische und allgemeine Fortentwickelung dieses Gedankens, 
auf Grund der neuen weittragenden Ideen KUMMERS, gelangten später DEDE
KIND und KRONECKER zu der heutigen Theorie des algebraischen Zahlkörpers. 
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Aber nicht nur mit der Algebra, sondern auch mit der Funktionentheorie 
steht die Zahlentheorie in innigster wechselseitiger Beziehung. Wir erinnern 
an die zahlreichen und merkwürdigen Analogien, welche zwischen gewissen 
Tatsachen aus der Theorie der Zahlkörper und aus der Theorie der algebra
ischen Funktionen einer Veränderlichen bestehen, ferner an die tiefsinnigen 
Untersuchungen von RIEMANN, durch welche die Beantwortung der Frage 
nach der Häufigkeit der Primzahlen von der Kenntnis der Nullstellen einer ge
wissen analytischen Funktion abhängig gemacht wird. Auch die Transzendenz 
der Zahlen e und n ist eine arithmetische Eigenschaft einer analytischen 
Funktion, nämlich der Exponentialfunktion. Endlich ruht die so wichtige 
und weittragende, von LEJEUNE DIRICHLET ersonnene Methode zur Bestim
mung der Klassenanzahl eines Zahlkörpers auf analytischer Grundlage. 

Am tiefsten aber berühren die periodischen Funktionen und gewisse Funk
tionen mit linearen Transformationen in sich das Wesen der Zahl: so ist die 
Exponentialfunktion e2inz als die Invariante der ganzen rationalen Zahl auf
zufassen, insofern sie die Grundlösung der Funktionalgleichung f(z + 1) = f(z) 
darstellt. Ferner hatte schon JACOBI den engen Zusammenhang zwischen der 
Theorie der elliptischen Funktionen und der Theorie der quadratischen Ir
rationalitäten empfunden; er gibt sogar der Vermutung Raum, daß bei GAUSS 
der oben erwähnte Gedanke der Einführung der ganzen imaginären Zahlen 
von der Form a + bi nicht auf rein arithmetischem Boden erwachsen ist, 
sondern durch GAUSS' gleichzeitige Untersuchungen über die lemniskatischen 
Funktionen und deren komplexe Multiplikation mitbedingt wurde. Es sind 
die elliptische Funktion für geeignete Werte ihrer Perioden und die elliptische 
Modulfunktion jedesmal die Invariante der ganzen Zahl eines bestimmten 
imaginären quadratischen Zahlkörpers. Diese als Invarianten bezeichneten 
Funktionen vermögen für die bezüglichen Zahlkörper gewisse tiefliegende und 
schwierige Probleme zur Lösung zu bringen, und umgekehrt verdankt die 
Theorie der elliptischen Funktionen dieser arithmetischen Auffassung und An
wendung einen neuen Aufschwung. 

So sehen wir, wie die Arithmetik, die "Königin" der mathematischen 
Wissenschaft, weite algebraische und funktionentheoretische Gebiete erobert 
und in ihnen die Führerrolle übernimmt. Daß dies aber nicht früher und nicht 
bereits in noch höherem Maße geschehen ist, scheint mir daran zu liegen, daß 
die Zahlentheorie erst in neuester Zeit in ihr reiferes Alter getreten ist. Sogar 
noch GAUSS klagt über die unverhältnismäßig großen Anstrengungen, die ihn 
die Bestimmung eines Wurzelzeichens in der Zahlentheorie gekostet: es habe 
ihn "manches andere wohl nicht so viel Tage aufgehalten, als dieses Jahre", 
und dann auf einmal, "wie der Blitz einschlägt", habe sich "das Rätsel ge
löset". An Stelle eines solchen für das früheste Alter einer Wissenschaft cha
rakteristischen, sprunghaften Fortschrittes ist heute durch den systema-

Hilbert. Gesammelte Abhandlnngen. Bd. I. 5 
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tischen Aufbau der Theorie der Zahlkörper eine sichere und stetige Entwicke
lung getreten. 

Es kommt endlich hinzu, daß, wenn ich nicht irre, überhaupt die moderne 
Entwickelung der reinen Mathematik vornehmlich unter dem Zeichen der Zahl 
geschieht: DEDEKINDS und WEIERSTRASS' Definitionen der arithmetischen 
Grundbegriffe und CANTORS allgemeine Zahlgebilde führen zu einer Arithmeti
sierung der Funktionentheorie und dienen zur Durchführung des Prinzips, daß 
auch in der Funktionentheorie eine Tatsache erst dann als bewiesen gilt, wenn 
sie in letzter Instanz auf Beziehungen für ganze rationale Zahlen zurück
geführt worden ist. Die Arithmetisierung der Geometrie vollzieht sich durch 
die modernen Untersuchungen über Nicht-Euklidische Geometrie, in denen 
es sich um einen streng logischenAufbau derselben und um die möglichst direkte 
und völlig einwandfreie Einführung der Zahl in die Geometrie handelt. 

Der Zweck des vorliegenden Berichtes ist es, die Tatsachen aus der Theorie 
der algebraischen Zahlkörper mit ihren Beweisgründen in logischer Entwicke
lung und nach einheitlichen Gesichtspunkten darzustellen und so mitzuwirken, 
daß der Zeitpunkt näher komme, wo die Errungenschaften unserer großen 
Klassiker der Zahlentheorie Gemeingut aller Mathematiker geworden sind. 
Historische Erörterungen oder gar Prioritätsuntersuchungen sind ganz ver
mieden worden. Um die Darstellung auf einem verhältnismäßig so kleinen 
Raum zu ermöglichen, habe ich mich bemüht, überall den ergiebigsten Quellen 
nachzuspüren, und ich gab, wenn eine Auswahl sich bot, allemal den schärferen 
und weiter tragenden Hilfsmitteln den Vorzug. Die Frage, welcher von meh
reren Beweisen der einfachste und naturgemäßeste ist, läßt sich meist nicht 
an sich entscheiden, sondern erst die Erwägung, ob die dabei zugrunde ge
legten Prinzipien der Verallgemeinerung fähig und zur Weiterforschung 
brauchbar sind, gibt uns eine sichere Antwort. 

Der erste Teil des Berichtes behandelt die allgemeine Theorie der algebra
ischen Zahlkörper; diese Theorie erscheint uns als ein mächtiger Bau, getragen 
von drei Grundpfeilern: dem Satze von der eindeutigen Zerlegung in Prim
ideale, dem Satze von der Existenz der Einheiten und dem Satze von der 
transzendenten Bestimmung der Klassenanzahl. Der zweite Teil enthält die 
Theorie des Galoisschen Zahlkörpers, in der auch umgekehrt die Gesetze der 
allgemeinen Körpertheorie enthalten sind. Der dritte Teil ist dem klassischen 
Beispiel des quadratischen Körpers gewidmet. Der vierte Teil behandelt den 
Kreiskörper. Der fünfte Teil endlich entwickelt die Theorie desjenigen Körpers, 
den KUMMER bei seinen Untersuchungen über höhere Reziprozitätsgesetze 
zugrunde gelegt hat, und den ich deshalb nach diesem Mathematiker benannt 
habe. Es ist die Theorie dieses Kummerschen Körpers offenbar auf der Höhe 
des heutigen arithmetischen Wissens die äußerste erreichte Spitze, und man 
übersieht von ihr aus in weitem Rundblick das ganze durchforschte Gebiet, 
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da fast jeder wesentliche Gedanke und Begriff aus der Körpertheorie, zum 
wenigsten in spezieller Fassung, bei dem Beweise der höheren Reziprozitäts
gesetze seine Anwendung findet. Ich habe versucht, den großen rechnerischen 
Apparat von KUMMER zu vermeiden, damit auch hier der Grundsatz von 
RIEMANN verwirklicht würde, demzufolge man die Beweise nicht durch Rech
nung, sondern lediglich durch Gedanken zwingen soll. 

Die im dritten, vierten und fünften Teile behandelten Theorien sind sämt
lich Theorien besonderer Abelscher oder relativ-Abelscher Körper. Ein weiteres 
Beispiel für eine solche Theorie ist die komplexe Multiplikation der elliptischen 
Funktionen, indem wir diese als eine Theorie derjenigen Zahlkörper auffassen, 
welche in bezug auf einen gegebenen imaginären quadratischen Körper relativ
Abelsehe sind. Die Untersuchungen über die komplexe Multiplikation der 
elliptischen Funktionen mußten jedoch von der Aufnahme in den vorliegenden 
Bericht ausgeschlossen werden, weil die Tatsachen dieser Theorie noch nicht 
bis zu dem Grade der Einfachheit und Vollständigkeit ausgearbeitet sind, daß 
eine befriedigende Darstellung derselben gegenwärtig möglich ist. 

Die Theorie der Zahlkörper ist wie ein Bauwerk von wunderbarer Schön
heit und Harmonie; als der am reichsten ausgestattete Teil dieses Bauwerkes 
erscheint mir die Theorie der Abelschen und relativ-Abelschen Körper, die uns 
KUMMER durch seine Arbeiten über die höheren Reziprozitätsgesetze und 
KRONECKER durch seine Untersuchungen über die komplexe Multiplikation 
der elliptischen Funktionen erschlossen haben. Die tiefen Einblicke, welche 
die Arbeiten dieser beiden Mathematiker in die genannte Theorie gewähren, 
zeigen uns zugleich, daß in diesem Wissensgebiete eine Fülle der kostbarsten 
Schätze noch verborgen liegt, winkend als reicher Lohn dem Forscher, der den 
Wert solcher Schätze kennt und die Kunst, sie zu gewinnen, mit Liebe betreibt. 

Die erwähnten fünf Teile des Berichtes gliedern sich in Kapitel und Para
graphen, und in diesen schreitet die Entwickelung in der Weise fort, daß alle
mal die Sätze und Hiljssätze voranstehen und dann ihre Beweise folgen. Ich 
denke mir den Leser wie einen Reisenden: die Hilfssätze sind Haltestellen, 
die Sätze sind größere Stationen, im voraus bezeichnet, damit an ihnen das 
Auffassungsvermögen ausruhen kann. Diejenigen Sätze, die wegen ihrer prin
zipiellen Bedeutung an sich Hauptziele sind, oder die als Ausgangspunkte zu 
weiterem Vordringen in noch unentdecktes Land hervorragend geeignet er
scheinen, sind durch kursiven Druck ausgezeichnet; es sind dies die Sätze: 
7 (S. 75), 31 (S. 85),40 (S. 97),44 (S. 100), 45 (S. 100), 47 (S. 102), 56 (S. 116), 
82 (S. 142), 94 (S. 155), 100 (S. 168), 101 (S. 169), 131 (S. 206), 143 (S. 240), 
144 (S. 242), 150 (S. 257), 158 (295), 159 (S. 302), 161 (S. 312), 164 (S. 329), 166 
(S. 332), 167 (S. 332). 

Wegen des genauen Inhaltes und der zur Erhöhung derÜbersicht getroffe
nen Einrichtungen verweise ich auf die Verzeichnisse S. III - S. XII und 

5* 
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S. 356 - S. 363; vor allem möchte ich hier auf das ganz an den Schluß gestellte 
Verzeichnis der im Berichte vorkommenden Begriffsnamen aufmerksam 
machenl • 

Mein Freund HERMANN MINKowsKI hat die Korrekturbogen dieses Be
richtes einer sorgfältigen Durchsicht unterworfen und auch den größten Teil 
des Manuskripts gelesen. Wesentliche und mannigfache Verbesserungen for
maler und sachlicher Art erfolgten auf seine Anregung hin, und ich spreche ihm 
für diese Hilfe meinen herzlichsten Dank aus. 

Mein Dank gilt auch meiner Frau, die das ganze Manuskript geschrieben 
und die Verzeichnisse angefertigt hat. 

Endlich gebührt der Redaktionskommission der Deutschen Mathematiker
Vereinigung, insbesondere Herrn A. GUTZMER, für die Durchsicht der Korrek
turbogen und der Verlagsbuchhandlung GEORG REIMER für ihr weitgehendes 
Entgegenkommen bei Herstellung des Satzes meine dankbare Anerkennung. 

Göttingen, den 10. April 1897. 
DAVID HILBERT. 

1 Dieses Verzeichnis ist unter Einbeziehung der übrigen Arbeiten dieses Bandes 
erweitert und an das Ende des Bandes gesetzt worden. 



Erster Teil. 

Die Theorie des allgemeinen Zahlkörpers. 

1. Die algebraische Zahl und der Zahlkörper. 

§ 1. Der Zahlkörper und die konjugierten Zahlkörper. 

Eine Zahl IX heißt eine algebraische Zahl, wenn sie einer Gleichung m-ten 
Grades von der Gestalt 

rxm + a1 Q(m-l + a2 IXm- 2 + ... + am = 0 

genügt, wo a1 , a2 , ••. , am rationale Zahlen sind. 
Sind IX, ß, . .. , % eine endliche Anzahl beliebiger algebraischer Zahlen, so 

bilden alle rationalen Funktionen von IX, ß, ... , ~ mit ganzzahligen Koeffi
zienten ein in sich abgeschlossenes System von algebraischen Zahlen, welches 
Zahlkörper, Körper oder Rationalitätsbereich genannt wird [DEDEKIND (1,2), 
KRONECKER (16)]. Da insbesondere die Summe, die Differenz, das Produkt 
und der Quotient zweier Zahlen eines Rationalitätsbereiches oder Körpers 
wieder eine Zahl des Körpers ist, so verhält sich der Begriff des Rationalitäts
bereichs oder Körpers gegenüber den vier Rechnungsoperationen der Addition, 
Subtraktion, Multiplikation und Division invariant. 

Sa tz 1. In jedem Körper k gibt es eine Zahl f} derart, daß alle anderen 
Zahlen des Körpers ganze rationale Funktionen von f} mit rationalen Koeffi
zienten sind. 

Der Grad m der Gleichung niedrigsten Grades mit rationalen Koeffizienten, 
der eine solche Zahl f} genügt, heißt der Grad des Körpers k. Die Zahl f} wird 
eine den Körper bestimmende Zahl genannt. Die Gleichung m-ten Grades für 
f} ist in dem durch die rationalen Zahlen bestimmten Rationalitätsbereiche 
irreduzibel. Umgekehrt bestimmt jede Wurzel einer solchen irreduzibeln 
Gleichung einen Zahlkörper m-ten Grades. Sind f}', f}", ... , f}(m-l) die m - 1 
anderen Wurzeln der Gleichung, so heißen die bezüglich durch f}', f}", ... , (}(m-I) 

bestimmten Körper k', k", ... , k(m-I) die zu k konjugierten Körper. Ist IX 

eine beliebige Zahl des Körpers k, und ist 

7. = Cl + C2 f} + . . . + Cm f}m-l , 
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WO Cl' C2 , ••• , Cm rationale Zahlen sind, so heißen die Zahlen 

rt. cm- l ) = Cl + C2 f}c m- l ) + ... + Cm ('!9cm- I »)m-l 

diebez. durch die Substitutionen t' = (f}:f}') , •.. , t(rn-I) = ({}:f}(m-I» auslZ ent
springenden oder zu IX konjugierten Zahlen. 

§ 2. Die ganze algebraische Zahl. 

Eine algebraische Zahl IZ heißt eine ganze algebraische Zahl oder kurz 
eine ganze Zahl, wenn sie einer Gleichung von der Gestalt 

IZrn + aI IZm- 1 + a2 IZm- 2 + ... + a", = 0 

genügt, deren Koeffizienten al , a2 , ••• , arn sämtlich ganze rationale Zahlen 
sind. 

Sa tz 2. Jede ganze ganzzahlige Funktion F, d. h. jede ganze rationale 
Funktion mit ganzzahligen Koeffizienten von beliebig vielen ganzen Zahlen 
IZ, p, ... , u ist wiederum eine ganze Zahl. 

B . B . h . 't'" P' P" ,,, b eweIS: ezelC nen WIr ml IZ, IX , ••• , , , ••• , ••• , u ,u , . .. e-
züglich die zu IX, p, ... , x konjugierten Zahlen, und bilden wir dann sämtliche 
Ausdrücke von der Gestalt 

F(rx,p, ... ,u), F(rx',p, ... ,x), F(rx,p', ... ,u), ... , 

... , F(rx, p, ... , x'), ... , F(IX',P', ... , x), ... , 

so lehrt der bekannte Satz von den symmetrischen Funktionen, daß die 
Gleichung, welcher diese sämtlichen Ausdrücke genügen, lauter ganzzahlige 
Koeffizienten hat, während der Koeffizient der höchsten Potenz der Un
bekannten = 1 ausfällt. 

Insbesondere ist die Summe, die Differenz und das Produkt zweier ganzen 
Zahlen wiederum eine ganze Zahl. Der Begriff "ganz" verhält sich mithin 
gegenüber den drei Rechnungsoperationen der Addition, Subtraktion und 
Multiplikation invariant. Eine ganze Zahl y heißt durch die ganze Zahl IX teil
bar, wenn eine ganze Zahl p existiert, so daß y = rxp ist. 

Sa tz 3. Die Wurzeln einer Gleichung beliebigen Grades r von der Gestalt 

IZr + al IZr - 1 + a2 IXr- 2 + ... + ar =0 0 

sind stets ganze algebraische Zahlen, sobald die Koeffizienten al , a2 , •.• , ar 

ganze algebraische Zahlen sind. 
Sa tz 4. Wenn eine ganze algebraische Zahl IX zugleich rational ist, so ist 

sie eine ganze rationale Zahl. 

Beweis: Wäre nämlich IZ = ~, wo a und b ganze rationale, zueinander 

prime Zahlen bedeuten und dabei b > 1 , und genügt IX einer Gleichung, deren 



§ 3 Die Theorie des allgemeinen Zahlkörpers. 71 

Koeffizienten a1 , ... , am ganze rationale Zahlen sind, so würde durch Multi
plikation dieser Gleichung mit bm - 1 

am 
b = - a1 am- 1 - a2 b am- 2 - ••• - am bm- 1 = A 

folgen, wo A eine ganze rationale Zahl wäre, und dies ist nicht möglich [DEDE
KI~D (1), K'RONECKER (16)]. 

§ 3. Die Norm, die Differente, die Diskriminante emer Zahl. 
Die Basis des Zahlkörpers. 

Ist oc eine beliebige Zahl des Körpers k, und bedeuten oc', .•• , oc(m-l) die zu 
oc konjugierten Zahlen, so heißt das Produkt 

n (oc) = oc oc' •.• OC(m-l) 

die Norm der Zahl oc. Die Norm einer Zahl oc ist stets eine rationale Zahl. 
Ferner nenne ich das Produkt 

~ (oc) = (oc - oc') (oc - oc") ••• (oc - oc(m-l») 

die Differente der Zahl oc. Die Differente einer Zahl ist wiederum eine Zahl 
des Körpers k. Es ist nämlich, wenn zur Abkürzung 

t (x) = (x - oc) (x - oc') ••. (x - oc(m-lI) 

gesetzt wird, ~(oc) = [d~~)l,=lX' Endlich heißt das Produkt 

d(oc) = (oc - OC')2(OC - OC")2(OC' - OC")2 ••• (oc(m-2) - oc(m-l»)2 
'" 

.. -, 1, oc, 2 

1, (X', ""m-l .. -, "'" 

1, oc(m-l), (oc(m-l»)2, .•. , (oc(m-l»)m-l 

die Diskriminante der Zahl oc. Die Diskriminante einer Zahl ist eine rationale 
Zahl, und zwar bis auf das Vorzeichen gleich der Norm der Differente; es ist 

m(m-l) 

nämlich d(oc) =(-1) 2 n(~). 

Ist oc eine den Körper bestimmende Zahl, so sind ihre Differente und Dis
kriminante verschieden von O. Umgekehrt, wenn Differente oder Diskrimi
nante einer Zahl von 0 verschieden sind, 80 bestimmt diese den Körper. Ist 
oc eine ganze Zahl, so sind ihre Norm, ihre Differente, ihre Diskriminante eben
falls ganz. f 

Sa tz 5. In einem Zahlkörper m-ten Grades gibt es stets m ganze Zahlen 
(01) W 2 , ••• , W m von der Beschaffenheit, daß jede andere ganze Zahl W des 
Körpers sich in der Gestalt 

W = a1 W 1 + a2 W 2 + ... + am W m 

darstellen läßt, wo aj, ... , am ganze rationale Zahlen sind. 
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Beweis: Ist a eine den Körper bestimmende ganze Zahl, so ist jede 
Zahl W in der Gestalt 

w = r1 + r2 a + ... + r m am- 1 

darstellbar, wo r v r 2' ... , r m rationale Zahlen sind. Durch Übergang zu den 
konjugierten Zahlen erhält man 

w(m-l) = rl + r2 a(m-l) + ... + r m (lX(m-l»)m-1 ; 

und hieraus folgt allgemein für s = 1, 2, ... , m in leicht verständlicher Ab-
kürzung: 

, 1 (.-1' i,cx, ... ,co, ... ,OC 1 r = -~- .. --.- -:v----~-11I 
s /1, a, ... , ,jo- , ..• , Jm-l[ 

:i, a, ... , w, ... , &",-i~ J 1, a, ... , r}f-J>, •.• , cx:tn-1)[ As 
= ~~-._----r,-~~~~l)~.-.-., o(m-lJ2----- = d(a) , 

wo A s als ganze ganzzahlige Funktion von a, a', ... , a(m-l), w, w', ... , w(m-l) 

eine ganze Zahl ist. Da andererseits A s gleich der rationalen Zahl rsd(lX) ist, 
so ist A s nach Satz 4 eine ganze rationale Zahl. Jede ganze Zahl w gestattet 
daher die Darstellung 

(1) 

wo Av A2 , • •• , Am ganze rationale Zahlen sind und d(a) die Diskriminante 
von a bedeutet. 

Nun sei wiederum s eine bestimmte von den Zahlen 1, 2, ... , m; WIr 
denken uns alle ganzen Zahlen des Körpers von der Gestalt 

0 1 + O2 a + ... + 0, as- 1 
Ws = ---- .. - - d(a) -- , 

(1) _ Oil ) + 0~1) a + ... + O!l) as- 1 

Ws - d (a) ----- , 

0(2) + 0(21 a _L ••• + 0(2) aB- 1 
W(2) = 1 2 .-- _ • 

8 d(a) , 

berechnet, wo die Koeffizienten 0,0(1),0(2), ... sämtlich ganze rationale 
Zahlen sind; wir können annehmen, daß etwa Os =l= 0 und der größte gemein
same Teiler der sämtlichen Zahlen 0., O~l), 0~2), ... ist. Dann bilden die be
treffenden m ersten Zahlen w1 , ... 'Wm ein System von der verlangten Be-

• schaffenheit. Ist nämlich eine beliebige ganze Zahl w in der Gestalt (1) 
vorgelegt, so muß nach der eben gemachten Festsetzung Am = amOm 
sein, wo am eine gewisse ganze rationale Zahl ist; dann aber ist die 
Differenz w* = w - am W m von der Gestalt 
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Hier wird wiederum A~_l = am-IOm - 1 sein; die Betrachtung der Differenz 
w** = w* - am- l W m- l und die Fortsetzung dieser Schlußweise zeigt die 
Richtigkeit des Satzes 5. 

Die Zahlen WI , ... , W m heißen eine Basis des Systems aller ganzen Zahlen 
des Körpers k, oder kurz eine Basis des Körpers k . Jede andere Basis 
w~ , ... , w~ des Körpers ist durch Formeln von der Gestalt 

w; = an W1 + . . . + a1 m W m , 

W:;;'= am1w1 + ... + ammWm 

gegeben, wo die Determinante der ganzzahligen Koeffizienten a gleich ± 1 
ist [DEDEKIND (1), KRoNEcKER (16)]. 

2. Die Ideale des Zahlkörpers. 

§ 4. Die Multiplikation der Ideale und ihre Teilbarkeit. 
Das Primideal. 

Die erste wichtige Aufgabe der Theorie der Zahlkörper ist die Aufstellung 
der Gesetze über die Zerlegung (Teilbarkeit) der ganzen algebraischen Zahlen. 
Diese Gesetze sind von bewundernswerter Schönheit und Einfachheit. Sie 
zeigen eine genaue Analogie mit den elementaren Teilbarkeitsgesetzen in der 
Theorie der ganzen rationalen Zahlen und besitzen die gleiche fundamentale 
Bedeutung. Sie sind für den besonderen Fall des Kreiskörpers zuerst 
von KUMMER entdeckt worden [KuMMER (5, 6)]; ihre Ergründung für den all
gemeinen Zahlkörper ist das Verdienst von DEDEKIND und KRoNEcKER. Die 
grundlegenden Begriffe dieser Theorie sind folgende: 

Ein System von unendlich vielen ganzen algebraischen Zahlen IXI , 1X2 , ••• 

des Körpers k, welches die Eigenschaft besitzt, daß eine jede lineare Kombina
tion AIIXI + A2~ + . . . derselben wiederum dem System angehört, heißt ein 
Ideal a; dabei bedeuten 11.1 ,11.2 ' ••• ganze algebraische Zahlen des Körpers k. 

Sa tz 6. In einem Ideal a gibt es stets m Zahlen LI' ..• , Lm von der Art, 
daß eine jede andere Zahl des Ideals gleich einer linearen Kombination der
selben von der Gestalt 

ist, wo Zl' ... , Zm ganze rationale Zahlen sind. 
Beweis: Es sei s eine bestimmte von den m Zahlen 1,2, ... , m; dann 

denken wir uns alle Zahlen des Ideals von der Gestalt 

Ls = J1 W 1 + ... + Js Ws , 

L~l) = Ji1) W 1 + ... + J~l) Ws , 

aufgestellt, wo J, J(l), ... ganze rationale Zahlen sind, und wir nehmen an, 
daß etwa J s 9= 0 und der größte gemeinsame Teiler der sämtlichen Zahlen 
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J., J~I), ... ist. Dann folgt, wie auf S.72, daß die m Zahlen t I , ... , tm die ver
langte Beschaffenheit haben. 

Die Zahlen tv ... , tm heißen eine Basis des Ideals 0 . Jede andere Basis 
t~ , ... , t~ des Ideals 0 ist durch Formeln von der Gestalt 

gegeben, wo die Determinante der ganzzahligen Koeffizienten a gleich ± 1 ist. 
Sind IXI , • • ., IXr irgend r solche Zahlen des Ideals 0, durch deren lineare 

Kombination unter Benutzung ganzer algebraischer Koeffizienten A des Kör
pers alle Zahlen des Ideals erhalten werden können, so schreibe ich kurz 

0= (lXI' ••• , IXr ). 

Wenn 0 = (lXv •••• , IXr ) und 6 = (PI' ••• , Ps) zwei Ideale sind, so werde das
jenige Ideal, welches entsteht, wenn man alle Zahlen IXI , ..• , IXr und PI' ••• , Ps 
zusammen nimmt, kurz mit (0, 6) bezeichnet, d. h. ich schreibe 

(0,6)= (lXI' ••• ,lXnPI'·· .,Ps)' 
Ein Ideal, welches alle und nur die Zahlen von der Gestalt AIX enthält, wo 

A jede beliebige ganze Zahl des Körpers darstellt und IX =1= 0 eine bestimmte 
ganze Zahl des Körpers bedeutet, heißt ein Hauptideal und wird mit (IX) oder 
auch kurz mit IX bezeichnet, falls eine Verwechselung mit der Zahl IX aus
geschlossen erscheint. 

Eine jede Zahl IX des Ideals 0 = (lXV' •• , IXr ) heißt kongruent 0 nach dem 
Ideal 0 oder in Zeichen: 

IX = 0, (o). 

Wenn die Differenz zweier Zahlen IX und P kongruent 0 nach 0 ist, so heißen 
IX und P einander kongruent nach 0 oder in Zeichen 

IX = P, (0); 

sonst heißen sie emander inkongruent oder in Zeichen 

IX =$= p, (0). 

Wenn man jede Zahl eines Ideals 0 = (lXI' ••• , IXr ) mit jeder Zahl eines 
zweiten Ideals 6 = (PI' ••• , Ps) multipliziert und die so erhaltenen Zahlen 
linear mittels beliebiger ganzer algebraischer Koeffizienten des Körpers kom
biniert, so wird das so entstehende neue Ideal das Produkt der heiden Ideale a 
und 6 genannt, d. h. in Zeichen 

a 6 = (lXI PI' ••• , IXr PI' ••• , IXI Ps, ... , IXr Ps) . 
Ein Ideal c heißt durch das Ideal a teilbar, wenn ein Ideal 6 existiert derart, 
daß c = a6 ist. Ist ein Ideal c durch das Ideal a teilbar, so sind alle Zahlen 
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von C kongruent 0 nach dem Ideal a. Betreffs der Teiler eines Ideals gilt ferner 
die Tatsache: 

Hilfssa tz 1. Ein Ideal i ist nur durch eine endliche Anzahl von Idealen 
teilbar .. 

Beweis: Man bilde die Norm n einer beliebigen Zahlt.( + 0) des Ideals i; 
ist dann etwa a ein Teiler des Ideals j, so ist offenbar auch die ganze rationale 
Zahl n = 0 nach a. Die m Basiszahlen von a seien von der Gestalt 

:Xl = an COl + ... + alm COm, ... , IXm = amI COI + ... + amm COm , 

wo an, ... , amm ganze rationale Zahlen sind. Bedeuten a~l' ... , a~m bezüg-
lich die kleinsten positiven Reste der Zahlen an, ... , amm nach n, so wird 

a = (ancol + ... + almcom,···, amlcol + ... + ammcom) 

= (a~lcol + ... + ~mcom'···' a~lcol + ... + a~mcom,n), 
und diese letztere Darstellung des Idealteilers a läßt unmittelbar die Richtig
keit der Behauptung erkennen. 

Ein von 1 verschiedenes Ideal, welches durch kein anderes Ideal teilbar 
ist, außer durch das Ideal 1 und durch sich selbst, heißt ein Primideal. Zwei 
Ideale heißen zu einander prim, wenn sie außer 1 keinen gemeinsamen Ideal
teiler besitzen. Zwei ganze Zahlen IX und ß, bez. eine ganze Zahl IX und ein 
Ideal a heißen zu einander prim, wenn die Hauptideale (IX) und (ß), bez. das 
Hauptideal (IX) und das Ideal a zueinander prim sind [DEDEKIND (1)]. 

§ 5. Die eindeutige Zerlegbarkeit eines Ideals in Primideale. 

Es gilt die fundamentale Tatsache: 
S atz 7. Ein jedes Ideal i läßt sich stets auf eine und nur auf eine Weise als 

Produkt von Primidealen darstellen. 
DEDEKIND hat seinen Beweis dieses Satzes kürzlich von neuem aus

einandergesetzt [DEDEKIND (1)]. Das von KRONECKER eingeschlagene Beweis
verfahren beruht auf der von ihm geschaffenen Theorie der einem Zahlkörper 
zugehörigen algebraischen Formen. Die Bedeutung dieser Formentheorie tritt 
deutlicher hervor, wenn man zuerst direkt die Sätze der Idealtheorie ableitet; 
hierbei leistet folgender Hilfssatz wesentliche Dienste: 

Hilfssa tz 2. Wenn die Koeffizienten IXI , IX:!, ••• , ßI> ß2' ... der beiden 
ganzen Funktionen einer Veränderlichen x 

F (x) = IXI xr + 1X2 xr- l + ... , 
G(x) = ßIXS + ß2XS-1 + .. . 

ganze algebraische Zahlen sind und die Koeffizienten YI> Y2' ••• des Produktes 
beider Funktionen 

F(x) G(x) = ylxr+s + Y2Xr+s-1 + ... 
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sämtlich durch die ganze ZahlOJ teilbar sind, so ist auch jede der Zahlen 
!Xl ßI' (Xl ß2' ... , (X2 ßI' ~ ß2' . . . durch OJ teilbar [KRONECKER (19), DEDE
KIND (7), MERTENS (1), HURWITZ (1, 2)]. 

Aus diesem Hilfssatze ergeben sich leicht der Reihe nach die Sätze [HUR
WITZ (1)]: 

Sa tz 8. Zu jedem vorgelegten Ideale a = (!Xl' ... , (Xr) läßt sich stets ein 
Ideal b so finden, daß das Produkt ab ein Hauptideal wird. 

Beweis: Setzt man 

und 
F(i) (x) = (X~i) xr + (X~i) xr- 1 + ... 

wo (X~) die zu !Xk konjugierten Zahlen sind und bildet 
m-l 

R = II F(i) (x) = ßI + ß2 X + .. " 
i = 1 

(i=1, ... ,m-l), 

wo ßI' ß2' ... ganze Zahlen des Körpers k sind, so ist FR = n U, wo n eine 
ganze rationale Zahl und U eine ganzzahlige Funktion bedeutet, deren Koeffi
zienten keinen gemeinsamen Teiler haben. Hieraus folgt, daß n = 0 nach dem 
Produkt der beiden Ideale a und b = (ßI' ... , ßs) ist. Der Hilfssatz 2 lehrt 
ferner, daß auch umgekehrt jede Zahl (Xi ßh sich durch n teilen läßt. Es ist 
daher ab = n. 

Satz 9. Wenn die drei Ideale a, 0, e der Gleichung ae = oc genügen, wobei 
e =F 0, so ist a = 0 . 

Beweis: Es sei m ein Ideal von der Art, daß em ein Hauptideal ((X) wird. 
Aus der Voraussetzung folgt aem = oem oder (Xa = (xo und mithin a = o. 

Satz 10. Wenn alle Zahlen eines Ideals C = 0 nach dem Ideal a sind, so 
ist C durch a teilbar. 

Beweis: Ist am gleich dem Hauptideal ((X), so sind alle Zahlen desIdealsmc 
durch (X teilbar, und mithin gibt es ein Ideal 0 derart, daß m c = (xo wird. 
Folglich ist amc = (Xao, d. h. (XC = (Xao, und folglich C = ao. 

Satz 11. Wenn das Produkt zweier Ideale a 0 durch das Primideal t> teilbar 
ist, so ist wenigstens eines der Ideale a und 0 durch t> teilbar. 

Beweis: Wäre a nicht p.urch t> teilbar, so würde das Ideal (a, t» ein von t> 
verschiedenes und zugleich in t> aufgehendes Ideal, d. h. = 1 sein; demnach 
wäre 1 = (X + n, wo (X eine Zahl in a und n eine Zahl in t> bedeutet, und hieraus 
ergibt sich durch Multiplikation mit einer beliebigen Zahl ß in b die Beziehung 
ß = (Xß + nß = (Xß nach t>. Zufolge der Voraussetzung ist (Xß = 0 nach t> 
und folglich auch ß = 0 nach t>. 

Nunmehr beweist man den Fundamentalsatz 7 der Idealtheorie, wie folgt: 
Ist j nicht selbst ein Primideal, so sei j = ab, wo a einen von j und 1 verschie
denen Teiler von j bedeutet. Ist nun einer der Faktoren a und 0 nicht ein Prim-
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ideal, so stellen wir denselben in gleicher Weise als Produkt zweier Ideale 
dar und erhalten somit j = a'b'c', und so fahren wir fort. Dieses Verfahren 
bricht notwendig ab; nach Hilfssatz 1 gibt es nämlich nur eine endliche Anzahl 
von Teilern des Ideals j. Ist r diese Anzahl, so kann jedenfalls j nicht gleich 
einem Produkt von mehr als r Faktoren sein, da eine Darstellung i = al ... ar+ I 
die Existenz der r + 1 untereinander verschiedenen Idealteiler 

bedingen würde. Der letzte Schritt des eingeschlagenen Verfahrens liefert die 
gewünschte Darstellung 

Diese Darstellung ist eindeutig. Denn wäre zugleich j = .):l' q' ... r', so 
wird j durch .):l' und folglich nach Satz 11 einer der Faktoren .):l, q, ... , 1, 
etwa .):l, durch .):l' teilbar sein, d. h. es wäre .):l = .):l', und folglich ergibt sich 
nach Satz 9 die Gleichung q ... { = q' ... I', welche wie die ursprüngliche zu 
behandeln ist. 

Der Fundamentalsatz 7 läßt leicht die folgende Tatsache erkennen: 
Sa tz 12. Ein jedes Ideal j des Körpers k kann als größter gemeinsamer 

Teiler zweier ganzen Zahlen ", (2 dargestellt werden. 
Beweis: Istu eine beliebige durch i teilbare ganze Zahl, (2 jedoch eine solche 

durch j teilbare ganze Zahl, daß -~- zu -~- prim ausfällt, so ist j = (", (2). Eine 
1 1 

solche Zahl (2 kann man folgendermaßen finden: Sind.):ll> ... ,.):lr sämtliche 
in " aufgehenden Primideale, und ist j = .):l~' ... .):l~r, wobei die ai > 0 sind, 
so besitzen die r Ideale bi = .):l~,+1 ... .):lf:-l+!.):l~fi+l ... .):l~r+! keinen ge
meinsamen Teiler; es gibt also r Zahlen ~i' so daß ~i in bi liegt und 

bl + ~2 + ... + ~r = 1 

ist. Bedeutet ferner (Xi eine Zahl, die in .):l~i, aber nicht in .):lii+! liegt, so 
setze man 

(2 = IXI ~l + ... + IXr ~r • 

(2 ist dann genau durch .):lfi, aber nicht durch .):lfi+l teilbar. 

§ 6. Die Formen des Zahlkörpers und ihre Inhalte. 

Die Kroneckersche Formentheorie [KRONECKER (16)] erfordert folgende 
weitere Begriffsbildungen : 

Eine ganze rationale Funktion F von beliebig vielen Veränderlichen 
u, v, ... , deren Koeffizienten ganze algebraische Zahlen des Körpers k sind, 
heißt eine Form des Körpers k. Werden in einer Form F statt der Koeffizienten 
der Reihe nach bezüglich die konjugierten Zahlen eingesetzt und die so ent
stehenden sogenannten konjugierten Formen F', ... , F(m-l) miteinander und 
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mit der ursprünglichen Form F multipliziert, so ergibt sich als Produkt eine 
ganze Funktion der Veränderlichen u, v, ... , deren Koeffizienten ganze 
rationale Zahlen sind; dieselbe werde in der Gestalt 

nU(u,v, ... ) 

angenommen, wo n eine positive ganze rationale Zahl und U eine ganze ra
tionale Funktion bedeutet, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen ohne 
gemeinsamen Teiler sind. n heißt die Norm der Form F. Wenn die Norm n 
einer Form gleich 1 ist, so heißt die Form eine Einheitsform. Eine ganze Funk
tion, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler 
sind, heißt eine rationale Einheitsform. Zwei Formen heißen einander inhalts
gleichi (in Zeichen ,.....,), wenn ihr Quotient gleich dem Quotienten zweier Ein
heitsformen ist. Insbesondere ist jede Einheitsform r-.:. 1. Eine Form H heißt 
durch die Form F teilbar, wenn eine Form G existiert, derart, daß H r-.:. F G ist. 
Eine Form P heißt eine Primform, wenn P im Sinne der Inhaltsgleichheit 
durch keine andere Form außer durch 1 und durch sich selbst teilbar ist. 

Die Beziehung der Kroneckerschen Formentheorie zur Theorie der Ideale 
wird klar durch die Bemerkung, daß aus jedem Ideal a = (17.I> ••• , IXr) eine 
Form F gebildet werden kann, indem man die Zahlen 17.1 ' ... , IXr mit beliebigen 
voneinander verschiedenen Produkten aus Potenzen der Unbestimmten 
u, v, ... multipliziert und zueinander addiert. Umgekehrt liefert eine jede 
Form F mit den Koeffizienten IXI , ••• , IXr ein Ideal a = (lXI' ••• , IXr). Dieses 
Ideal a nenne ich den Inhalt der Form F. Dann gilt folgende Tatsache: 

Sa tz 13. Der Inhalt des Produktes zweier Formen ist gleich dem Produkte 
ihrer Inhalte. 

Beweis: Es seienF und G Formen mit beliebigen Veränderlichen und den 
Koeffizienten IXI> ••• , IXr bezüglich ßl' ••• , ßS> und es sei das Produkt H = FG 
eine Form mit den Koeffizienten YI' ••• , Yt. Ferner sei ,):.Ja die höchste in 
a = (17.1, ••• , IXr) und ,):.Jb die höchste in b = (ßI' ••• , ßs) aufgehende Potenz des 
Primideals ,):.J. Man denke sich ferner die Glieder der beiden Formen Fund G 
zunächst nach absteigenden Potenzen von u und dann die mit der nämlichen 
Potenz von u multiplizierten Glieder nach absteigenden Potenzen von v ge
ordnet usf. Bei dieser Anordnung sei IXUhVI ••• das erste in F vorkommende 
Glied, dessen Koeffizient IX durch keine höhere als die a-te Potenz von ,):.J, und 
andererseits sei ßuh' Vi' ••• das erste in G vorkommende Glied, dessen Koeffi
zient ß durch keine höhere als die b-te Potenz von ,):.J teilbar ist: dann ist offen
bar der Koeffizient Y des Gliedes YUh+ h' 'IP-I' ... in H durch keine höhere als die 
(a -+ b)-te Potenz von ,):.J teilbar. Alle übrigen Koeffizienten von H sind aber 
gewiß auch durch ,):.JaH teilbar. Somit folgt die Behauptung (lXI' ••• , IXr ) 

(ßI' ••• , ßs) = (YI' ••• , Yt)· 

1 Nach KRONECKER "äquivalent in engerem Sinne". 
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Aus Satz 13 folgt insbesondere leicht, daß eine jede Einheitsform den In
halt 1 besitzt, und daß umgekehrt jede Form, deren Koeffizienten den größten 
gemeinsamen Idealteiler 1 haben, eine Einheitsform ist. Mithin haben inhalts
gleiche Formen stets den nämlichen Inhalt, und umgekehrt sind alle Formen 
vön dem nämlichen Inhalt einander inhaltsgleich. Speziell sind zwei beliebige 
Formen mit gleichen Koeffizienten stets einander inhaltsgleich. 

Weitere Folgerungen aus Satz 13 sind: 
Satz 14. Wenn F eine vorgelegte Form ist, so läßt sich dazu stets eine 

Form finden derart, daß FR einer ganzen Zahl inhaltsgleich ist. 
Satz 15. Wenn das Produkt zweier Formen durch eine Primform P teil

bar ist, so ist wenigstens eine der beiden Formen durch P teilbar. 
Satz 16. Jede Form ist im Sinne der Inhaltsgleichheit auf eine und nur 

auf eine Weise als Produkt von Primformen darstellbar. 
Diese Sätze laufen parallel bezüglich mit den Sätzen 8, 11 und dem Funda

mentalsatze 7 der Idealtheorie. 
Außer den von DEDEKIND und KRONECKER eingeschlagenen Wegen führen 

noch zwei einfachere Methoden zum Beweise des Fundamentalsatzes 7; der 
einen Methode liegt die Theorie des Galoisschen Zahlkörpers zugrunde. 
Vgl. § 36 [HILBERT (2, 3)]. Die zweite Methode geht von dem Satze aus, daß 
sich die Ideale eines Körpers auf eine endliche Anzahl von Idealklassen ver
teilen. Der zum Beweise dieses Satzes erforderliche Grundgedanke kann als 
eine Verallgemeinerung desjenigen Ansatzes angesehen werden, auf welchem 
das bekannte Euklidische Divisionsverfahren zur Bestimmung des größten 
gemeinsamen Teilers zweier ganzen rationalen Zahlen beruht [HURWITZ (3)]. 

3. Die Kongruenzen nach Idealen. 

§ 7. Die Norm eines Ideals und ihre Eigenschaften. 

Die in Kapitel 2 entwickelte Theorie der Zerlegung der Ideale eines Kör
pers gestattet es, die elementaren Sätze der Theorie der rationalen Zahlen 
auf die Zahlen eines algebraischen Zahlkörpers zu übertragen. Wir stellen 
folgende allgemeine Begriffe und Sätze voran. 

Die Anzahl aller nach einem Ideal a einander inkongruenten ganzen Zahlen 
des Körpers heißt die Norm des Ideals a: in Zeichen n(a). 

Satz 17. Die Norm eines Primideals .\J ist eine Potenz der durch.\J teilbaren 
rationalen Primzahl p. 

Beweis: Es seien die f ganzen Zahlenwl' .. . ,Wt einer Basis des Körpers 
in dem Sinne voneinander unabhängig, das keine Kongruenz von der Gestalt 

a1 W1 + ... + af Wf = 0, (.\J) 

besteht, wo a1 , ... , af ganze, nicht sämtlich durch p teilbare Zahlen bedeuten, 
und es möge überdies jede dar anderen m - f Zahlen der Körperbasis einem 
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Ausdruck von der Gestalt a1 W 1 + ... + afwf nach ~ kongruent sein; dann 
kann dieser Ausdruck jeder Zahl nach ~ kongruent werden, und es beträgt 
die Anzahl der einander inkongruenten Zahlen nach ~ offenbar pt. 

Der Exponent f heißt der Grad des Primideals ~. 
Satz 18. Die Norm des Produktes zweier Ideale ao ist gleich dem Produkt 

ihrer Normen. 
Beweis: Es sei IX eine nach Satz 12 gewählte durch a teilbare Zahl von 

der Art, daß ~ ein zu 0 primes Ideal ist. Durchläuft dann ~ ein System von 
a 

n (a) nach a einander inkongruenten Zahlen und 17 ein System von n (0) nach 0 
zueinander inkongruenten Zahlen, so stellt der Ausdruck 1X17 + ~ ein volles 
System nach ao einander inkongruenten Zahlen dar; ein solches System um
faßt mithin n(a)n(o) Zahlen. 

Satz 19. Ist 

eine Basis des Ideals a, so ist seine Norm n(a) gleich dem absoluten Betrage 
der Determinante der Koeffizienten a. 

Beweis. Legen wir die Basis des Ideals in der ursprünglich beim Beweise 
des Satzes 6 gefundenen Gestalt zugrunde, wo die Koeffizienten ars für s > r 
sämtlich = 0 und die arr > 0 sind, so ist die Determinante jener Koeffizien
ten a gleich dem Produkt an ... am m. Andererseits stellt der Ausdruck 

für 

ein vollständiges System nach a einander inkongruenter Zahlen dar. Damit 
ist Satz 19 bewiesen. Zugleich leuchtet die Umkehrung dieses Satzes ein. 

Der Zusammenhang mit der Kroneckerschen Formentheorie erhellt aus 
dem Satze: 

Satz 20. Ist F eine Form mit dem Inhalte a, so ist die Norm der Form F 
gleich der Norm des Ideals a, d. h. n(F) = n(a). Insbesondere ist die Norm 
einer ganzen Zahl IX dem absoluten Betrage nach stets gleich der Norm des 
Hauptideals a = (IX). 

Be w eis: Ist ll' ••. , lm eine Basis des Ideals a, so bilde man die Form 

dann ist 
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WO ln,' .. , lmm lineare Formen von UI"'" Um mit ganzen rationalen Koeffi
zienten sind. Wir beweisen zunächst, daß die Determinante [lrs [ der Formen 
ln, ... , lm m eine rationale Einheitsform ist. In der Tat, wären im Gegenteil 
die Koeffizienten der Determinante [lrs[ sämtlich durch eine Primzahl p teilbar, 
so müßten notwendig m Formen LI' ... , Lm existieren, deren Koeffizienten 
ganze rationale, nicht sämtlich durch p teilbare Zahlen sind, und welche den 
Bedingungen 

LI II m + ... + Lm lm m == ° , (p) 
genügen. Hieraus würde 

(LIwi + ... +Lmwm)F= 0, (pa) 

folgen, d. h. das Produkt la ist durch pa teilbar, wobei 1 den Inhalt der Form 
LI w1 + ... + Lm W m bezeichnet. Mithin wäre 1 durch p teilbar, was nicht der 
Fall sein kann, da eine Zahl von der Gestalt al WI + ... + am W m , wo al , ••• , am 

ganze rationale Zahlen bedeuten, nur dann durch p teilbar ist, sobald die 
Koeffizienten al , ••. , am sämtlich durch p teilbar sind. 

Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten ist 

i WI F, .. -,rom F lu, ... , lim 

W~ F' , , 
•• "Wm F' l21' ... , l2m 

. 
W~m-l) F(m-I), ... , W~-I) F(m-I) lmI' ... , lmm 

und mithin folgt nach Weghebung des Faktors 

, 
••• , W m 

w~m-l), .•• , w:-1) 

'1' ... , 'm 
,~ , ... , t:n 

. I 
I 
I 4m- I ), ••• , ,:-1) i 

die Beziehung FF' ... F(m-I) rv n(a) oder n(F) = n(a). Der zweite Teil des 
Satzes folgt, wenn wir F = IX (u1 W 1 + ... --1- um wm) nehmen. 

Wendet man auf die sämtlichen Zahlen IXI , ~, • . . des Ideals a die Sub
stitution t' = ('I?:'I?') an, so heißt das dann entstehende Ideal a' = (t' IXI , t' IX2 , ... ) 

das durch t' aus a entspringende oder zu a konjugierte Ideal. Betrachtet man den 
aus k, k', ... , k(m-l) zusammengesetzten Körper, so lehren die Sätze 18 und 20, 
daß das Produkt von a und allen zu a konjugierten Idealen eine ganze rationale 
Zahl, nämlich n(a) ist l . Aus diesem Umstande entspringt eine neue Definition 
der Norm des Ideals a, welche der Definition der Norm einer Zahl IX genau 
entspricht und überdies einer wichtigen Verallgemeinerung fähig ist. Vgl. § 14. 

1 Siehe Seite 93 Zeile 3 von unten ff. 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 6 
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Sa tz 21. In einem jeden Ideal i lassen sich stets zwei Zahlen finden, deren 
Normen die Norm des Ideals i zum größten gemeinsamen Teiler haben. 

Beweis. Man setze a = n(i) und bestimme nach Satz 12 eine Zahl <X in i 
derart, daß ~- prim zu a ausfällt. Dann wird, wenn <x', ••• , <x(m-l) die zu <x 

1 
konjugierten Zahlen und j', ... , i(m-l) die zu i konjugierten Ideale be-

rt.' rt. lm- 1 ) • n{rt.) n{rt.) 
deuten, auch T' ... , ilm-I)' und folglIch n (j) a pnm zu a, 

d. h. es ist n(i) = a = (am, n(<x)) = (n(a), n(<x)). 

§8. Der Fermatsche Satz in der Idealtheorie und die Funktion rp(a). 

Auf Grund der nämlichen Schlüsse wie in der Theorie der rationalen Zahlen 
ergibt sich die folgende, dem Fermatschen Lehrsatz entsprechende Tatsache: 
[DEDEKIND (1)]. 

Sa tz 22. Ist.):> ein Primideal vom Grade /, so genügt jede ganze Zahlw des 
Körpers k der Kongruenz 

(.):» . 

Auch der verallgemeinerte Fermatsche Lehrsatz ist leicht auf die Körper
theorie übertragbar. Man beweist ferner ohne Mühe die folgenden Sätze: 
[DEDEKIND (1)]. 

Sa tz 23. Die Anzahl aller derjenigen nach einem Ideale a einander in
kongruenten Zahlen, welche prim zu a sind, ist 

wo .):>1>.):>2' .. ".):>r die sämtlichen in a aufgehenden und voneinander ver
schiedenen Primideale bedeuten. Für die Zahl rp gelten die beiden Formeln 

rp(a) rp(b) = rp (ab) und .2rp(t) = n(u), 

wo in der ersteren Formel a und 0 prim zueinander sind und in der letzteren 
sich die Summation über alle Idealteiler t des Ideals U erstreckt. 

Sa tz 24. Jede zu dem Ideal a prime ganze Zahl w genügt der Kongruenz 

w<p(a) = 1, (u). 

So genügt beispielsweise jede durch ein Primideal.):> vom Grade / nicht teil
bare ganze Zahl w des Körpers k der Kongruenz 

WPf(pf-l) = 1, (.):>2). 

Es gelten ferner die Tatsachen: 
Satz 25. Wenn al , ... , Ur Ideale bedeuten, von denen stets je zwei zu

einander prim sind, und wenn <Xl' ••. , <Xr beliebige ganze Zahlen sind, so gibt 
es eine ganze Zahlw, die den Kongruenzen 

w = <Xl' (al),"" w = <xr , (Ur) 
genügt. 
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Sa tz 26. Eine Kongruenz r-ten Grades nach dem Primideal .\) von der 
Gestalt 

Cl. x'" + Cl.l X".-l + ... + Cl.". = 0 , (.\)) 

wo Cl., Cl.v ... , Cl.r ganze Zahlen in k sind und Cl.:$ 0 nach.\) ist, besitzt höch
stens r nach.\) einander inkongruente Wurzeln. 

Satz 27. Bedeutet.\) ein in der rationalen Primzahl p aufgehendes Prim
ideal, und ist Cl. eine Wurzel der Kongruenz 

a x'" + a1 xr- 1 + ... + a". = 0 , (.\)) , 

wo a, av ... , a". ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist auch Cl.P eine Wurzel 
dieser Kongruenz. 

Beweis: Bezeichnen wir die linke Seite der obigen Kongruenz mitF(x), 
so gilt nach dem Fermatschen Satze identisch in x die Kongruenz 
F(xP) = (F(x))P nach p, und diese Tatsache bedingt die Richtigkeit der Be
hauptung. 

§ 9. Die Primitivzahlen nach eIDem Primideal. 

Eine ganze Zahl e des Körpers k heißt eine Primitivzahl nach dem Prim
idesl.\), wenn die p --- 1 ersten Potenzen derselben sämtliche rJ - 1 einander 
inkongruenten, zu .\) primen Zahlen nach .\) darstellen. Es wird wiederum 
durch die entsprechenden Schlüsse wie in der Theorie der rationalen Zahlen 
leicht der Nachweis für folgende Tatsache geführt: 

Satz 28. Es gibt c]J(pt - 1) Primitivzahlen für das Primideal .\), wo 
c]J(p' --1) die Anzahl der einander inkongruenten, zu pt -1 primen ratio
nalen Reste nach pt - 1 bezeichnet. 

Eine Theorie der Primitivzahlen für die Potenzen eines Primideals .\) ist 
bisher noch nicht entwickelt worden; dagegen erkennt man ohne Mühe die 
folgenden Tatsachen: [DEDEKIND (6)]. 

Sa tz 29. Ist.\) ein beliebig vorgelegtes Primideal des Körpers k, so kann 
man stets in k eine Zahl e finden von der Art, daß jede andere ganze Zahl des 
Körpers einer gewissen ganzen Funktion von e mit ganzen rationalen Koeffi
zienten kongruent ist nach einer beliebig hohen Potenz .\)/ des Primideals .\). 

Beweis. Ist e* eine beliebige Primitivzahl für .\), so sind offenbar alle 
ganzen Zahlen in k kongruent gewissen ganzzahligen Funktionen von e* 
nach .\). Es sei 

P(e*) = 0, 

die Kongruenz niedrigsten Grades nach.\) mit ganzen rationalen Koeffizienten, 
welcher e* genügt. Ist der Grad der Funktion P gleich 1', so kann kein Aus
druck von der Gestalt a1 + a2e* + ... + a,. e*l'-l mit ganzzahligen 
Koeffizienten a1 , az, ... , a,. nach .\) kongruent 0 sein; es sei denn, daß sämt
liche Koeffizienten a1 , a2 , ••• , al' kongruent 0 nach p sind. Da andererseits 

6* 
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jede ganze Zahl des Körpers einem Ausdruck von der obigen Gestalt kongruent 
sein muß, so folgt t' = I· 

In dem Fall, daß P(e*) 0 nach .):12 ist, setze man e = e* + n, wo n 

eine durch p, aber nicht durch .):12 teilbare Zahl ist. Es ist dann, da nach 

Satz 27 d~~r) = (e* - e*1'), .. (e* -- e*1't-') =1= 0 nach .):1 ist, notwendig 

P(e) = P(e* + n) - P(e*) + n d:~;*) =1= 0, (p2). 

Die Zahl e ist eine Zahl von der verlangten Beschaffenheit. Durchlaufen 
nämlich oe1 , oe2 , ••• , (ll alle Ausdrücke von der Gestalt a1 + a2e + ... + afet-\ 

wo a1 , a2 , ••• , af Zahlen aus der Reihe 0, 1, ... , p - 1 bedeuten, so stellt, 
wie leicht ersichtlich, die Summe 

('1.1 + (l2 P (e) + ... + ('I.r{P(e)}l-l 
lauter naeh .):11 einander inkongruente ganze Zahlen dar, und da hier ptl Zahlen 
vorliegen, so sind damit sämtliche nach .):11 inkongruenten Reste erschöpft. 
Offenbar kommt die gleiche Eigenschaft auch jeder Zahl zu, welche der Zahl e 
nach .):12 kongruent ist. 

Den letzteren Umstand benutzen wir zu der folgenden Darstellung des 
Ideals.):1 : 

Satz 30. Wenn ein Primideal.):1 vom I-ten Grade vorgelegt ist, so gibt es 
im Körper k stets eine ganze Zahl e von der im Satze 29 verlangten Eigen
schaft und überdies von der Art, daß man 

.):1 = (p, P(e)) 

hat, wo P(e) eine ganze Funktion I-ten Grades von e mit ganzen rationalen 
Koeffizienten ist. 

Beweis: Es sei p = pea, wo das Ideal a nicht durch .):1 teilbar ist. Ferner 
sei oe eine nicht durch p, wohl aber durch a teilbare ganze Zahl. Nach Satz 24 
ist oe1'I (1'1-1) == 1 nach .):12. Ersetzen wir nun die im vorigen Beweise gefundene 
Zahl e durch eoe1'I(1'1-1) , so behält diese neue Zahl (! die frühere Eigenschaft; 
da ferner der letzte Koeffizient der Funktion P(e) nicht durch p teilbar sein 
kann, so ist für die neue Zahl e notwendig P(e) prim zu a, d. h . .):1 = (p, P(e)). 

4. Die Diskriminante des Körpers und ihre Teiler. 
§ 10. Der Satz über die Teiler der Diskriminante des Körpers. 

Hilfssätze über ganze Funktionen. 

Die Diskriminante des Körpers k ist, wenn (U1' ••• , (Um eine Basis von k 
bedeutet, definiert durch die Gleichung 

(U1 , ., (Um 
2 

! , , 
d= (U1 , ., (Um 
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sie ist eine ganze rationale Zahl. Für die Entwicklung der Körpertheorie ist 
die Untersuchung der in der Diskriminante des Körpers k aufgehenden idealen 
Faktoren von grundlegender Bedeutung. Es gilt der fundamentale Satz: 

Sa tz 31. Die Diskriminante d des Zahlkörpers k enthält alle und nur die
jenigen rationalen Primzahlen als Faktoren, welche durch das Quadrat eines Prim
ideals teilbar sind. 

Der Beweis dieses Satzes hat erhebliche Schwierigkeiten verursacht; 
er ist zum erstenmal von DEDEKIND geführt worden [DEDEKIND (6)]. HENSEL 
hat einen zweiten Beweis dieses Satzes gegeben und dadurch die KRONECKER
sehe Theorie der algebraischen Zahlen in einem wesentlichen Punkte ergänzt. 
Der HENsELsche Beweis beruht auf folgenden von KRONECKER geschaffenen 
Begriffen: [KRONECKER (16), HENSEL (4)]. 

Bedeuten U1 , • •• , Um Unbestimmte, und ist W 1 , ••• , W m eine Basis, so 
heißt 

die Fundamentalform des Körpers k. Dieselbe genügt offenbar der Gleichung 
für x 

(x - W 1 U1 - ••• - W m um) (x - W~ U1 - ••• - W~ um) .•. 

• . • (x - W~m-l) U 1 - ••• - w:-1) um) = 0, 
welche die Gestalt 

xm + U1 X m-1 + U2 X m-2 + ... + Um = 0 

annimmt, wo U l' ... , Um gewisse ganze Funktionen von U1 , • •• , Um mit 
ganzen rationalen Koeffizienten sind. Diese Gleichung m-ten Grades heißt die 
Fundamentalgleichung. Um mit den eben definierten Begriffen operieren 
zu können, ist es nötig, die Sätze über die Zerlegung von ganzen Funktionen 
einer Veränderlichen x nach einer rationalen Primzahl p [SERRET (1)] auf den 
allgemeineren Fall zu übertragen, wo die ganzen Funktionen neben der einen 
Veränderlichen x noch die m Unbestimmten Ut> ••• , Um als Parameter ent
halten. 

Im folgenden werde unter einer ganzzahligen Funktion stets eine solche 
ganze rationale Funktion der Veränderlichen oder Unbestimmten verstanden, 
deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind. Es heiße ferner eine 
ganzzahlige Funktion Z (x; u1 ' ••• , um) durch eine andere ganzzahlige Funk
tion X (x; u1 ' ..• , um) teilbar nach p, wenn eine dritte ganzzahlige Funk
tion Y (x; u1 ' ..• , um) existiert derart, daß identisch in den Veränder
lichen x, u1 , ••• , Um die Kongruenz 

Z=X Y, (p) 

besteht. Ist eine ganzzahlige Funktion P nach p durch keine andere Funktion 
teilbar außer durch solche Funktionen, die einer ganzen rationalen Zahl oder 
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der Funktion P selbst oder dem Produkte aus P in eine ganze rationale Zahl 
nach p kongruent sind, so heißt die Funktion P eine Primfunktion nach p. 
Wie in der Theorie der Funktionen einer Veränderlichen gelten auch hier die 
gewöhnlichen G.esetze der Teilbarkeit; insbesondere heben wir den durch 
das bekannte Euklidische Rekursionsverfahren leicht zu beweisenden Satz 
hervor: 

Satz 32. Wenn zwei ganzzahlige Funktionen X und Y von x, Ul "'" Um 

nach der rationalen Primzahl p keinen gemeinsamen Teiler haben, so 
gibt es eine ganzzahlige, nach p nicht der ° kongruente Funktion U von 
Ul ' ..• , Um allein, so daß man 

U=AX + BY, (p) 

hat, wo A und B geeignete ganzzahlige Funktionen von x, Ul , ... , Um sind. 
Unser nächstes Ziel ist die Zerlegung der linken Seite F der Fundamental

gleichung in Primfunktionen nach der rationalen Primzahl p. Wir beweisen 
zunächst folgende Hilfssätze : 

Hilfssatz 3. Wenn ,).1 ein in p aufgehendes Primideal I-ten Grades be
zeichnet, so gibt es stets nach p eine Primfunktionll(x; Uv ... , um) vom I-ten 
Grade in x, welche, wenn man an Stelle von x die Fundamentalform ~ setzt, 
folgende Eigenschaften besitzt: die Koeffizienten der Potenzen und Produkte 
von Ul , ... , Um in der Funktion ll(~; Ul , . .• , um) sind durch ,).1, aber nicht 
sämtlich durch ,).12 und auch nicht sämtlich durch ein von,).1 verschiedenes, in p 
aufgehendes Primideal teilbar. 

Beweis: Es sei p = ,).1ea, wo das Ideal a nicht mehr durch ,).1 teilbar ist. 
Ferner sei e eine solche Primitivzahl nach,).1, welche die in den Sätzen 29 und 30 
angegebenen Eigenschaften besitzt. P (12) sei eine wie dort bestimmte, zu ,).1 
gehörige ganzzahlige Funktion I-ten Grades von der Art, daß ,).1 = (p, P(e)) 
ist. P(x) ist Primfunktion nach p, weil sonst 12 einer Kongruenz niederen 
als I-ten Grades nach ,).1 genügen würde. Wir setzen 

wo al , ... , am ganz rationale Zahlen sind, und nehmen den Koeffizienten 
von 12' in P(Q) gleich 1 an. Da P(e) - ° nach,).1 ist, so folgt nach Satz 27, daß 
auch P(r;l) 0, P(eP2 ) = 0, ... , P(ep/-l») - ° nach ,).1 ist, d. h. die Kon-
gruenz P(x) ° nach ,).1 besitzt die I einander inkongruenten Wurzeln Q, 

eP , ••• , epl-" und es ist mithin identisch in x 

P(x) == (x - (2) (x - eP ) '" (x - ept- 1
) , (p) 

d. h. die elementarsymmetrischen Funktionen von e, eP, ... , ep/-l sind sämt
lich nach ,).1 gewissen ganzen rationalen Zahlen kongruent. 
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Da jede ganze Zahl des Körpers k nach ~ einer ganzzahligen Funktion 
von Q kongruent ist, so können wir die Fundamentalform 

nach ~ setzen, wo Leine ganzzahlige Funktion von (}, Ul , ... , Um bedeutet. 
Nach dem eben Bewiesenen ist der Ausdruck 

nach ,p einer ganzzahligen Funktion von x, Ul , .•. , Um kongruent; wir setzen 
ihn in die Gestalt 

Il (x; UI , ... , um) = xf + VI X!-I + ... + VI' 

WO VI> ... ' Vf ganzzahlige Funktionen von ~ll' • •• , Um bedeuten. Offen
bar genügt die Fundamentalform~, für x gesetzt, der Kongruenz 

Il(x;ul,···,Um)=O, (~). 

Da die Funktion Il(x; a1 , • .• , am ) - P(x) nach p ist, so folgt, daß auch 
~ = (p, Il((}; a1 , ... , am )) ist, und mithin sind die Koeffizienten der Potenzen 
und Produkte von U1 ' ... , Um in Il(~; U 1 , ••• , um) nicht sämtlich durch ~2 
und auch nicht sämtlich durch ein von ~ verschiedenes, in a aufgehendes Prim
ideal teilbar. Da P(x) Primfunktion ist, so gilt das gleiche um so mehr von 
der Funktion Il(x; U1 , ••• , um). 

Hilfssatz 4. Jede ganzzahlige Funktion <P(x; U 1 , ••• , um), welche 
identisch in U 1 , •.• , Um nach ~ dem Wert 0 kongruent wird, sobald man für 
x die Fundamentalform ~ einsetzt, ist nach p durch Il(x; U 1 , ••• , um) teilbar. 

Beweis: Im gegenteiligen Falle hätten <P und II nach p keinen Teiler 
gemein, und es müßte folglich nach Satz 32 eine nach p dem Wert 0 nicht 
kongruente ganzzahlige Funktion U von U 1 , ••• , Um allein existieren, so daß 
U = A<P + B Il nach p wird, wo A, B ganzzahlige Funktionen von 
x, U 1 , ... , Um sind. Hieraus würde, wenn man für x die Fundamentalform ~ 
einsetzt, U = 0 nach ~ und folglich auch nach p sich ergeben, was nicht der 
Fall ist. 

Hilfssatz 5. Ist <P eine ganzzahlige Funktion von x, U1, ... , Um,. welche 
identisch in U1 , •.• , Um nach ~e dem "\Vert 0 kongruent wird, wenn man für x 
die Fundamentalform ~ einsetzt, so muß notwendig <P nach p durch Ile teilbar 
sem. 

Beweis: Setzen wir <P = Ile'F nach p, wo e' < e ist und Feine ganz
zahlige Funktion von x, U 1 ' ••. , Um bedeutet, die nach p nicht mehr durch Il 
teilbar ist, so folgt, daß sämtliche Koeffizienten der Potenzen und Produkte 
von u1 , .•• , Um in {Il(~; U1 , ••• , um)}"F(~; U1 , ••• , um) durch ~e teilbar sein 
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müssen. Wir denken uns nun sowohl II (~; U 1 , .•• , um) als F (~; U v ... , um) 
nach fallenden Potenzen der Variabeln U1 und die Koeffizienten der Potenzen 
von Ul wiederum nach fallenden Potenzen von U2 geordnet usf. Ist dann n 
der erste Koeffizient in II (~), welcher nicht durch .)J2 teilbar ist, und zutreffen
denfalls" der erste Koeffizient in F (~), welcher nicht durch .)J teilbar ist, so 
würde 17,"'" = 0 nach .)Je folgen, was nicht möglich ist; d. h. sämtliche Koeffi
zienten von F (~) sind durch .)J teilbar, und hieraus folgt nach dem Hilfssatz ( 
daß F(x; Uv "" um) durch lI(x; U1 , ••• , um) nach p teilbar ist. Diese Fol
gerung widerspricht unserer Annahme. 

§ 11. Die Zerlegung der linken Seite der Fundamentalgleich ung. 
Die Diskriminante der Fundamentalgleichung. 

Aus den Hilfssätzen 3, 4 und 5 folgen die nachstehenden wichtigen Tat
sachen, welche die Zerlegung der linken Seite der Fundamentalgleichung be
treffen: 

Sa tz 33. Ist die Zerlegung der rationalen Pritnzahl p in Primideale durch 
die Formel p = .)Je.)J'e' ••• gegeben, so gestattet die linke Seite F der Funda
mentalgleichung im Sinn der Kongruenz nach p die Darstellung 

F = lIe lI'e' . .. , (p) , 

wo lI, lI', ... gewisse verschiedene Primfunktionen von x, U1' ••• , Um nach p 
bedeuten; überdies ist, wenn 

F = lIe lI'e' . . . + p G 

gesetzt wird, G eine ganzzahlige Funktion der Veränderlichen x, Uv ... , Um, 

welche nach p durch keine der Primfunktionen lI, lI', ... teilbar ist. 
Sa tz 34. Die aus der Fundamentalgleichung sich ergebende Kongruenz 

m-ten Grades 
F (x; U 1 , ••• , um) = 0 , (p) 

ist zugleich die Kongruenz niedrigsten Grades mit ganzen rationalen Koeffi
zienten, welcher die Fundamentalform ~, für x eingesetzt, nach p genügt. 

Beweis: Es sei r;P eine ganzzahlige Funktion von x, U 1 , •.. , Um solcher 
Art, daß die Kongruenz r;P(x) = 0 nach p von der Fundamentalform ~ be
friedigt wird. Ferner seien die voneinander verschiedenen, in p aufgehenden 
Primideale .)J, .)J', ••• bezüglich von den Graden t, /" ... ; durch Bildung der 
Norm folgt pm = ple+l'e'+'" .. d. h. m = te + /' e' + .. '. Ferner mögen 
lI, lI', ... bez. die zu den Primidealen .)J, .)J', ... gehörigen Primfunktionen von 
x, U1 , ••• , Um bedeuten, wie sie in den vorigen Hilfssätzen gebraucht worden 
sind. Aus dem Hilfssatz 5 folgt dann 

r;P = lIe lI'e' ... lJI, (p) , 
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wo lJI eine ganzzahlige Funktion bezeichnet. Da II, II', ... bezüglich von den 
Graden t, /" ... in x sind, so folgt, daß <P mindestens vom m-ten Grade in x 
sein muß, und dieser Umstand liefert, wenn mal). an Stelle von<P die linke Seite 
F der Fundamentalgleichung wählt, den ersten Teil des Satzes 33 und den 
Satz 34. 

Wäre endlich G(x) nach p etwa durch II(x) teilbar, so würde die Funda
mentalform ~, für x eingesetzt, der Kongruenz G(x) 0 nach ~ und folglich 
auch der Kongruenz IIe(x)II'e'(x)'" _ 0 nach ~e+1 genügen müssen, was 
nach Hilfssatz 5 nicht möglich ist. Damit ist auch der zweite Teil des Satzes 33 
bewiesen. 

Die gefundenen Tatsachen bedingen eine Reihe von wichtigen Diskrimi
nantensätzen : 

Sa tz 35. Der größte Zahlenfaktor der Diskriminante der Fundamental
gleichung ist gleich der Diskriminante des Körpers. 

Beweis: Wir setzen 
1 

~ 

= Un W 1 + ... + U1m W m, 

= U21 W 1 + ... + U2m W m, 

~m-1 = Um1 W 1 + ... + Ummwm, 

(2) 

wo Ull , . .. , Umm ganzzahlige Funktionen von U1 , .•• , Um seien. Wäre nun 
die Determinante U dieser m2 Funktionen eine solche Funktion, deren sämt
liche Koeffizienten etwa durch die rationale Primzahl p teilbar sind, so gäbe 
es offenbar m nicht sämtlich dem Werte 0 nach p kongruente ganzzahlige 
Funktionen VI' ... , V m von U1 ' ... , Um der Art, daß identisch in U1 , ••. , Um 

VI U 11 +... -I- V m Um 1 0 , (p) 

V1Ulm-l-"'-I-VmUmm=O, (p) 

wird. Mithin müßte die Fundamentalform ~ der Kongruenz 

VI + V2 ~ -I- ... + V m ~m-1 = 0, (p) 

genügen, welche von niederem als m-tem Grade ist. Da dies nach Satz 34 
nicht statthaben kann, so folgt, daß die Determinante U eine rationale Ein
heitsform ist. 

Die Gleichungen (2) ergeben mit Hilfe des Multiplikationssatzes der Deter
minanten: 

1, ~, 

1, r, 
. .. , 

. .. , 

~m-1 

~'m-l, 

1, ~(m-l), . .. , (~(m-1»)m-1 ' 

, 
... , wm 

, . 
W• (m"-l)' • • w'(m-1) ! 

I 1 , . .. , m : 

Durch Quadrieren dieser Beziehung folgt d(~) = U2d oder d(~) rv d, wo d(~) 
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die Diskriminante der Fundamentalgleichung und d die Körperdiskriminante 
bedeutet. 

Durch Auflösung der Gleic~ungen (2) ergibt sich ferner die folgende Tat
sache: 

Sa tz 36. Jede ganze Zahl des Körpers k ist gleich einer ganzen rationalen 
Funktion (m -1)-ten Grades der Fundamentalform~, und zwar sind die 
Koeffizienten dieser Funktion ganzzahlige Funktionen von Ul' ••• , Um' divi
diert durch die rationale Einheitsform U [KRONECKER (16), HENSEL (4)]. 

§ 12. Die Elemente und die Differente des Körpers. Beweis des 
Satzes über die Teiler der Körperdiskriminante. 

Der Satz 35 gestattet die Zerlegung der Körperdiskriminante d in gewisse 
ideale Faktoren. Die m - 1 Ideale 

e' = ((w i - w~), 

eil = ((w i - w~), 

... , (wm - w~)), 

... , (w m - W:;.)), 

e(m-l) =((w i - wim- l »), ... , (wm __ w:-l »)) 

llellne ich die m - 1 Elemente des Körpers k. Dieselben sind Ideale, welche 
im allgemeinen dem Zahlkörper k nicht angehören; dagegen ist das Produkt 
b = e'e" ... e(m-l) ein IdeaP des Körpers k. Bedenken wir nämlich, daß die 
Elemente e', ... , e(m-l) bez. die Inhalte der Formen ~-t, ... , ~_;<m-l) 
sind, so erkennen wir nach Satz 13, daß das Ideal b den Inhalt von der 
Differente der Fundamentalform, nämlich von 

~: = (~ - n ... (~ - ~(m-l») 

bildet, und diese ist eine Form des Körpers k. Das Ideal b nenne ich die Dif
ferente2 des Körpers. Die Norm derselben ist gleich dem größten Zahlenfaktor 
der Diskriminante der Fundamentalform, und, da dieser nach Satz 35 gleich d 
ist, so folgt der Satz: 

Sa tz 37. Die Norm der Differente des Körpers ist gleich der Diskriminante 
des Körpers. 

Aus der Kongruenz 

~F(x) == efIe-1 all fI'e' • .. + e' [Je [J'e'-1 aIl' ... + . . . (p) 
ax ax ax' 

folgt ferner, daß die Differente des Körpers stets durch ~e-l teilbar ist, und 
daß sie jedenfalls dann keine höhere Potenz von ~ enthält, sobald der Ex
ponent e zu p prim ist. Durch Übergang zur Norm ergibt sich hieraus, daß die 

1 Siehe Seite 93 Zeile 3 v. u. ff. 2 Nach DEDEKIND "das Grundideal". 
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Diskriminante des Körpers stets durch r!(e-l)+t'(e'-l)+." teilbar ist und 

überdies jedenfalls dann keine höhere Potenz von p enthält, wenn sämtliche 
Exponenten e, e', ... zu p prim sind; damit ist zugleich der am Anfang des 
§ 10 aufgestellte Fundamentalsatz 31 bewiesen. 

§ 13. Die Aufstellung der Primideale. Der feste Zahlteiler der 
rationalen Einheitsform U. 

Die wirkliche Berechnung der in einer rationalen Primzahl p aufgehenden 
Primideale kann auf Grund des Satzes 33 durch Zerlegung der linken Seite 
der Fundamentalgleichung ausgeführt werden. Doch ist es von Nutzen zu 
wissen, unter welchen Umständen hierbei den Parametern U1 ' ••• , Um in der 
Fundamentalgleichung spezielle Werte beigelegt werden dürfen. Wir stellen 
zu dem Zweck die folgenden Betrachtungen an. 

Die Diskriminanten aller ganzen algebraischen Zahlen des Körpers erhält 
man, wenn man in U2d die Parameter Uv ... , Um alle ganzen rationalen Zahlen 
durchlaufen läßt. Der größte gemeinsame Teiler aller dieser Diskriminanten 
braucht nicht mit der Körperdiskriminante d übereinzustimmen, da sehr wohl 
der Fall eintreten kann, daß die rationale Einheitsform U für alle ganzzahligen 
Werte der U1 ' .•• , Um eine Reihe von Zahlen mit einem festen Teiler =!= ± 1 
darstellt. Dieser Umstand setzt die Bedeutung des Gebrauchs der Unbestimm
ten u1 ' ••• , Um in helles Licht. Man findet auch leicht eine notwendige und hin
reichende Bedingung dafür, daß die rationale Primzahl p ein solcher fester 
Teiler von U ist. Diese Bedingung besteht nämlich darin, daß U in die Gestalt 

p V + (uf - UI ) VI + ... + (U~ - Um) V m 

gebracht werden kann, wo V, VI' ... , V m ganzzahlige Funktionen von 
U1 , .•• , Um sind [HENSEL (1, 2, 5)]. 

Wenn es nun möglich ist, den Unbestimmten U p ... , Um solche ganzen 
rationalen Zahlenwerte a1 , •.. , am zu erteilen, daß für dieselben die rationale 
Einheitsform U eine durch p nicht teilbare Zahl wird, so darf bei der Zerlegung 
der rationalen Primzahl p die Fundamentalgleichung so spezialisiert werden, 
daß die Form ~ durch oe = a1 W 1 + ... + am W m ersetzt wird. In der Tat, unter 
der gemachten Annahme ist, wie leicht aus Satz 36 folgt, jede beliebige ganze 
Zahl W des Körpers einer ganzzahligen Funktion von oe nach p kongruent, und 
es ist daher eine ganzzahlige Funktion von niederem als m-tem Grade in oe 
niemals durch p teilbar, wenn nicht ihre Koeffizienten sämtlich durch p teilbar 

sind. Bezeichnen wir die aus II(x; Ul"'" um), TI'(x; U1"'" Um),'" durch 
die Substitution U1 = a1 , ••• , Um = am hervorgehenden Funktionen von x 
allein mit P (x), P' (x), ... , so erkennen wir, daß diese Funktionen im Sinne 
der Kongruenz nach p voneinander verschiedene Primfunktionen sind, und daß 

lJ = (p, P(oe)) , lJ' = (p, P'(oe)) , ... 
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wird. In der Tat, würde etwa P(rt.) nach Forthebung des Faktors tJ noch einen 
in p aufgehenden Primfaktor, z. B. tJ', enthalten, so wäre 

{p(rt.)}e {P'(rt.)}"-l {P"(rt.)}"" ... = 0, (p), 

was nach obiger Bemerkung nicht der Fall sein kann, da die linke Seite dieser 
Kongruenz eine Funktion von niederem als m-tem Grade in rt. darstellt. 

Umgekehrt gilt die leicht zu beweisende Tatsache: Wenn im Körper k die 
Zerlegung p = tJetJ'e' . .. gilt, wo tJ, tJ', ... voneinander verschiedene Prim-
ideale bezüglich von den Graden t, /" ... sind, und wenn man dann diesen 
Primidealen tJ, tJ', ... ebenso viele ganzzahlige Funktionen P(x), P' (x), ... 
der einen Veränderlichen x zuordnen kann, die im Sinne der Kongruenz nach p 

Primfunktionen bez. von den Graden t, /', ... und untereinander verschieden 
sind, so läßt sich stets eine Zahl rt. = alw1 + ... + amWm finden, für welche der 
zugehörige Wert von U nicht durch p teilbar ist. Die Nichtexistenz solcher 
voneinander verschiedenen Primfunktionen P (x), P' (x), ... im Sinne der 
Kongruenz nach der rationalen Primzahl p bildet daher eine neue notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, daß die Primzahl p als fester Zahlteiler in 
U auftritt [DEDEKIND (4)J. 

Jede der bei den in diesem Paragraphen gefundenen, wesentlich voneinander 
verschiedenen Bedingungen kann zur Berechnung numerischer Beispiele für 
Zahlkörper dienen, in deren U wirklich feste Zahlteiler + ± 1 der fraglichen 
Weise enthalten sind [DEDEKIND (4), KRoNEcKER (16), HENSEL (1, 2, 5)]. 

Es ist jedoch zu bemerken, daß die Form U die Eigenschaft, feste Zahl
teiler zu enthalten, verliert, wenn man in derselben die Unbestimmten 
Ul , ... , Um alle ganzen algebraischen Zahlen eines geeignet gewählten Zahl
körpers durchlaufen läßt, indem die sämtlichen durch U auf diese Art dar
stellbaren Zahlen den größten'gemeinsamen Teiler 1 erhalten [HENSEL (5)]. 

5. Der Relativkörper. 
§ 14. Die Relativnorm, die Relativdifferente und die 

Rela ti vdis kriminan te. 
Die Begriffe Norm, Differente und Diskriminante sind emer wichtigen 

Verallgemeinerung fähig. 
Ist K ein Körper vom Grade M, welcher sämtliche Zahlen des Körpers k 

vom m-ten Grade enthält, so heißt k ein Unterkörper von K. Der Körper K 
wird der Oberkörper von k oder der Relativkörper in bezug auf k genannt. 
Es sei 8 eine den Körper K bestimmende Zahl. Unter den unendlich vielen 
Gleichungen mit algebraischen, in k liegenden Koeffizienten, denen die Zahl 8 
genügt, habe die folgende Gleichung vom Grade r 

8 r + rt.1 8 r- 1 + ... + rt.r = 0 (3) 

den niedrigsten Grad; rt.l' ..• , rt.1• sind dann bestimmte Zahlen in k. Der Grad r 
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heißt der Relativgrad des Körpers K in bezug auf k; es ist M = rm. Die Glei
chung (3) vom r-ten Grade ist im Rationalitätsbereich k irreduzibel. Sind 
(9', ... , (9(r-l) die r - 1 anderen Wurzeln der Gleichung (3), so heißen diese 
r - 1 algebraischen Zahlen die zu (9 relativ konjugierten Zahlen, und die bez. 
durch (9', ... , (9(r-I) bestimmten Körper K', ... , K(r-I) heißen die zu K 
relativ konjugierten Körper. Ist A eine beliebige Zahl des Körpers K, und ist 

A = 1'1 + 1'2(9 + ... + I'r(9r-l, 

wo 1'1' 1'2' ... , I' r Zahlen in k sind, so heißen die Zahlen 

A' = 1'1 + 1'2(9' + ... + Yr(9'r-l, 

A (r-l) = 1'1 + 1'2 (ger- l) + ... + I' r ((ger- I»)r-l 

die bez. durch die Substitutionen T' = ((9 : (9'), ... , T(r-l) = ((9 : 6(r-ü) 

aus A entspringenden oder zu A relativ konjugierten Zahlen. Wendet man 
auf die sämtlichen Zahlen eines Ideals 3 die Substitution T' an, so heißt das 
dann entstehende Ideal 3' das durch T' aus 3 entspringende oder zu 3 
relativ konjugierte Ideal. 

Das Produkt einer Zahl A mit den relativ konjugierten Zahlen 

N k (A) = AA' ... Aer-l) 

heißt die Relativnorm der Zahl A bezüglich des Körpers oder Rationalitäts
bereiches k. Die Relativnorm N k ist eine Zahl in k. Ist 3 = (Al> ... , As) ein 
beliebiges Ideal in K, so heißt das Produkt von 3 mit den sämtlichen relativ 
konjugierten Idealen von 3 

N k (3) = 33' .. ·3er- I ) 

die Relativnorm des Ideals 3. Die Relativnorm Nk (3) ist ein Ideal des Körpers k. 
Bedeuten nämlich UI , ... , U s Unbestimmte, so sind die Koeffizienten des 
Ausdruckes 

(Al Ul + ... +As Us){A~ U1 + ... +A;' Us )' .. (Ar-llUl + ... +A~-l) Us) 

ganze Zahlen in k, deren größter gemeinsamer Teiler nach Satz 13 mit jenem 
Idealprodukte übereinstimmen muß. 

Wenn OCI"'" oc. beliebige Zahlen in k sind und i = (ocl , ••• , oc.) das durch 
sie bestimmte Ideal in k bezeichnet, so wird durch die nämlichen Zahlen auch 
zugleich ein Ideal 3 = (ocl , ... , oc.) im Körper K bestimmt. Dieses Ideal 3 ist 
als nicht verschieden von i anzusehen. Ein Ideal 3 = (Al' ... , As) des Körpers 
K wird umgekehrt dann und nur dann auch als ein Ideal j des Körpers k 
bezeichnet, wenn 3 sich zugleich als größter gemeinsamer Teiler von ge
wissen ganzen Zahlen ocl , ... , oc. des Körpers k darstellen läßt. Daß wir be
rechtigt sind, unter den angegebenen Umständen (ocl , ... , oc.) zugleich als 
ein Ideal in k und in K anzusehen, lehrt der folgende Satz: Wenn OCI' ••• , oc. 
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und IXr, ... , IX:.. ganze Zahlen in k sind, 80 daß in K die beiden Ideale 
~ ( ) d ~* (* * ) 't' d "b . . -V = 1Xl>"" IXs un -V = 1X1, ... , IX,. ml etnan er u eretnstlmmen, so 
stimmen auch in k die beiden Ideale j = (lXI' ... , IXs) und j* = (IXr ' ... , IX:.) 
miteinander überein. In der Tat, wegen der Voraussetzung gilt, wenn IX* 
eine der Zahlen IXr, ... , IX:. bedeutet, eine Gleichung von der Gestalt 
IX* = AIIXI + ... + A,IX., wo Al' ... , A s gewisse ganze Zahlen in K sind. 
Wenn wir nun von beiden Seiten dieser Gleichung die Relativnorm bilden, so 
erkennen wir, daß im Körper k die Zahl lX*r durch r teilbar sein muß; 
infolgedessen ist in k auch IX* durch i und daher auch j* durch i teilbar. Da in 
gleicher Weise das Umgekehrte gezeigt werden kann, so haben wir notwendig 
in k die Gleichung i = i*. 

Der Ausdruck 
Lfk(A) = (A - A') (A - A") . .. (A - A(r-I») 

stellt eine Zahl des Körpers K dar und heißt die Relativdifferente der Zahl A 
in bezug auf den Körper k. Der Ausdruck 

Dk(.A) = (.A - .A')2 (.A - A")2 . .. (.A(r-2) _ A(r-I»)2 

heißt die Relativdiskriminante der Zahl A. Dieselbe ist bis auf das Vor
zeichen gleich der Relativnorm der Relativdifferente von A; es ist nämlich 

r(r-1) 
Dk(A) =(_1)--2 Nk(Llk(A)). 

Sind D1 , .•• , DM die M Basiszahlen des Körpers K, so heißt das durch 
Multiplikation der r - 1 Elemente 

~' = ((QI - D~), " ., (QM- QM)) , 

entstehende Ideal 
i)k = ~'~" ... ~(r-I) 

die Relativdifferente des Körpers K in bezug auf k. Bezeichnet 

E=QIUI + ... + DM UM 

die Fundamentalform von K, so ist die Relativdifferente von E 

Lfk(E) = (E - 8') ... (E - E(r-I»). 

Die Koeffizienten dieser Form sind Zahlen des Körpers K, und da nach dem 
Satze 13 der größte gemeinsame Teiler derselben die Relativdifferente ctlk 

ergeben muß, so ist ctlk ein Ideal des Körpers K. 
Das Quadrat des größten gemeinsamen Teilers aller r-reihigen Determi

nanten der Matrix 

;n, 
I ~"'I' ... , DM (4) 

n(7-1) 
••• , ~"'M 
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heißt die Relativdiskriminante Dk des Körpers K bezüglich k; dieselbe ist, wie 
leicht ersichtlich, ein Ideal des Körpers k. 

§ 15. Eigenschaften der Relativdifferente und der 
Rela ti vdiskriminan te eines Körpers. 

Hinsichtlich der soeben definierten Begriffe gelten folgende Sätze [HIL
BERT (4)]: 

Sa tz 38. Die Relativdiskriminante des Körpers K in bezug auf den 
Unterkörper k ist gleich der Relativnorm der Relativdifferente von K, d. h. 

Dk = N k ('Il k )· 

Beweis: Die Relativnorm von der Relativdifferente der Fundamental
form Eist 

1, ;::;' Er-l 2 
....." . .. , 

1, ;::;', (E')r-l 
± 

....., , .. , 
-

1, ;::;'(r-l) 
~ , . .. , (E(r-llY-l 

Andererseits ist das rechtsstehende Determinantenquadrat eine Form des 
Körpers K, deren Inhalt gleich der Relativdiskriminante Dk ist. Drücken 
wir nämlich die Terme der obigen Determinante linear durch Ql' ... , DlIl 

bezüglich durch die konjugierten Basiszahlen des Körpers K aus, wobei die 
Koeffizienten in diesen Ausdrücken ganzzahlige Funktionen von U1 , .•• , UM 
sind, so erkennen wir, daß jenes Determinantenquadrat lauter durch Dk 

teilbare Koeffizienten besitzt. Umgekehrt zeigt eine Übertragung des Satzes 36, 
daß eine jede r-reihige Determinante der Matrix (4) nach Multiplikation mit 
der r-ten Potenz einer gewissen in den Parametern U1> ... , VlI geschriebenen 
rationalen Einheitsform durch das Differenzenprodukt 

(8 - 8') (8 - E") . .. (E<r-2) - S<r-l») 

teilbar wird. Daraus folgt Nk (Ll k (E)) rv Dk • 

Sa tz 39. Bedeuten D und d die Diskriminanten des Oberkörpers K und 
des Unterkörpers k und bezeichnet n(Dk ) die Norm der Relativdiskriminante 
Dk , genommen im Körper k, so ist 

Beweis: Ist ~ =W1U 1 + .. '+wmum die Fundamentalform des Körpers k, 
so genügt E, für X gesetzt, einer Gleichung r-ten Grades in X von der Gestalt 

W (X, ~) = Wo Xr + W1 Xr-l + ... + Wr = 0, 
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wo 1.\, ... , Wr ganzzahlige Funktionen von; und den Unbestimmten 
U1 ' ••• , Um, U l' ... , Uilf sind, und wo Wo eine rationale Einheitsform der Unbe-
stimmten U 1 , ... , Um ist. Die übrigen Wurzelnder obigen Gleichungr-ten Grades 
sind X = 5', ... , 5(r-l). Sodann sei ;(h) eine der m - 1 zu; konjugierten 
Fundamentalformen; die Wurzeln der Gleichung r-ten Grades W(X, ;(h)) = 0 
mögen mit 5(k)' 5;k) , ... , 5~~)1) bezeichnet werden. Da nun; einer Glei
chung m-ten Grades genügt, so ist offenbar jede Potenz von 5 nach Multi
plikation mit einer Potenz von Wo gleich einer ganzen Funktion von; und 5, 
welche in; höchstens bis zum Grade m - 1 und in 5 höchstens bis zum Grade 
r - 1 ansteigt, und deren Koeffizienten ganzzahlige Funktionen der Para
meter U 1 , ••• , Um, U l' ... , Uilf sind. Infolgedessen ist notwendigerweise die 
Diskriminante der Fundamentalform 5 nach Multiplikation mit einer Potenz 
von Wo durch das Quadrat der M = rm-reihigen Determinante 

~r-l . .. , '--' , 

1, E', ::;"r-l . .. ,.... , 

~, ; 5, ... , ; Er-I, 

· .. , ~m-l, ;m-l E, ... , ~m-l Er-l 

· .. , ;m-l, 

... , ~ E'r-I, 
tm-l ';;'1 ;; ~, . .. , ;m-l E'r-l 

1 ;:;'(r-l) (;:;'(r-1»)r-1 I: I: ;:;'(r-l) I: (;:;'(r-1»)r-1 ,'--' , • •• , '--' , ~, c;....... , • •• , s '--' , 
I:m-1 I:m-1 ;:;'(r-1) I:m-1 ( ;:;'(r-1»)r-1 • .• , c; ,C; '--' , ••• , c; '--' 

teilbar; hierbei sind in dem Schema nur die ersten r Horizontalreihen hinge
schrieben; die übrigen r(m - 1) Horizontalreihen entstehen, wenn man der 
Reihe nach allen Buchstaben; die Zeichen (h) = (1), ... , (m - 1) als obere 
Indizes und zugleich allen Buchstaben 5 die nämlichen Zeichen als untere 
Indizes anfügt. 

Drückt man nun die Elemente der Determinante LI linear durch die Basis
zahlen Q1' ••• ' Qilf und deren Konjugierte aus, so erkennen wir die Richtig
keit der Formel 

LI = Q~, .. . ,Q~ F, 

wo Feine ganzzahlige Funktion der Parameter U 1 , •.. , Um, U l' ... , Um be
deutet. Hieraus folgt, daß der Zahlenfaktor des Quadrates von LI durch D 
teilbar ist. Da aber der Zahlenfaktor der Diskriminante von 5 nach Satz 35 
= D wird, so folgt aus obiger Entwicklung, daß auch umgekehrt D durch den 
Zahlenfaktor des Quadrates von LI teilbar ist; d. h. der Zahlenfaktor von Ll2 
ist gleich D. 
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Aus elementaren Sätzen der Determinantentheorie ergibt sich nun die 
Identität 

1, ';::;' 
~, 

II= 1, E' , 

1, ~, 

L1 = 1, ~', 

. . _, 

. . -, 

~rn-l 

~'m-l 

1 t(m-l) (t(rn-l))m-l , ~ , . .. , ~ 

Er-l 
I 

1, ';::;' · . ., ~(l) , 

8'1'-1 1, ';::;" · .. , I ~(l) , 

II, 

';;1'-1 . .. , ~(ll 

';;"r-1 .. -, ~(l) 

3(r-l), 

. . .. I 
';::;'(r-l) (,;::;,(r-llY-1 1, (';::;'(r-lJY-l ' 1, • •• , 1...1 ""'(1) , ••• , ""'(1) 

';l' ~'f'-1 
""'(rn-I)' ••• , ~(m-l) 

';::;'(r-l) (,;::;,(r-l) )r-l 
~(m-l) , ••• , ~(m-l) 

gesetzt ist, und hieraus folgt unmittelbar der Satz 39. 
Der eben bewiesene Satz 39 zeigt nicht nur, daß die Diskriminante eines 

Körpers durch die Diskriminante eines jeden Unterkörpers teilbar ist, sondern 
gibt eine gewisse Potenz der letzteren an, welche in der Diskriminante des 
Oberkörpers aufgeht, und deckt auch zugleich die einfache Bedeutung des 
übrig bleibenden Faktors der Diskriminante des Oberkörpers auf. 

§ 16. Die Zerlegung eines Elementes des Körperskim OberkörperK. 
Der Satz von der Differente des Oberkörpers K. 

Satz 40. Jedes Element des Unterkörpers k ist dem Produkt von gewissen 
r Elementen des Oberkörpers K gleich, und zwar gelten die Formeln: 

Beweis: Ist 
F(X) = XM + F 1 XM-l + ... + FlI! = 0 

die Fundamentalgleichung M-ten Grades des Körpers K, wobei FI> ... , FM 
ganzzahlige Funktionen von U l' ... , UM bedeuten, so gilt identisch in X die 
Gleichung 

Die Differente der Fundamentalform 3 ist mithin wegen l/J(3, ~) ----: 0 durch 
die Formel 

L1 (';::;') = iJF (E) =~ _1 iJc[J (E,i]l/J (3 t') • •• l/J (3 t(m-l)) -- aB tPw as ,'i ,~ 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. 1. 7 
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dargestellt. Nun ist einerseits 

lP(E, ~(hl) = lPo(E - E(h») (E - E;hl)' •. (E - E1~)ll), (5) 
(h=l, 2, .•. , m-l) 

und andererseits ist 

lP (E, ~(hl) = lP (E, ~(h») - lP(E,~) = (~- ;(hl)G(hl, (6) 

wo G(h) eine ganze algebraische Form bedeutet; aus diesen Formeln folgt: 

lP~ 8!1E ) = ~tP~;,~) (~_ n ... (; _ ~(m-ll) G' • •• G(m-1l. 

Da ~~ ~tP~;,~) die Relativdifferente von E darstellt, so folgt nach Satz 13 

aus der letzten Formel (7) 

wo ~ die Differente von K, ~k die Relativdifferente von K in bezug auf k, 
b die Differente von k und wo .3 dasjenige Ideal bedeutet, welches den 
Inhalt der Form G' ... G(m-l) ausmacht. Durch Normbildung ergibt sich 
D = n(Dk)d' N(3), und folglich ist nach Satz 39 N(3) = 1, d. h . .3 = 1. Die 
Formen G', ... , G(m-l) sind daher sämtlich Einheitsformen, und die For
meln (5) und (6) beweisen unseren Satz 40. 

Der Satz 40 liefert die Zerlegung der Elemente des Körpers k im Ober
körper K; er ist das Fundament der Theorie der Diskriminanten. Die Formel 
(7) liefert überdies die wichtige Tatsache: 

Sa tz 41. Die Differente ~ des Körpers K ist gleich dem Produkt der Rela
tivdifferente ~k von K in bezug auf den Unterkörper k und der Differente b 
des Körpers k, d. h. es ist 

Nach diesem Satze ist das Verhalten der Differenten beim Übergange von 
dem Unterkörper in den Oberkörper von merkwürdiger Einfachheit: man be
kommt die Differente des höheren Körpers, indem man die Differente des 
niederen Körpers mit der betreffenden Relativdifferente multipliziert. 

6. Die Einheiten des Körpers. 
§ 17. Die Existenz konjugierter Zahlen, deren absolute Beträge 

gewissen Ungleichungen genügen. 

Nachdem in Kapitel 2 die Teilbarkeitsgesetze der Zahlen eines alge
braischen Körpers ausführlich behandelt sind, gehen wir dazu über, diejenigen 
Wahrheiten zu entwickeln, bei deren Ergründung der Größenbegriff eine we
sentliche Rolle spielt. Das wichtigste Hilfsmittel bei diesen Untersuchungen 
bildet der folgende Satz [MINKOWSKI (3)]: 

Hilfssa tz 6. Sind 
11 = an u1 + ... + alm um' 
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m lineare homogene Formen von U1' ... , Um mit beliebigen reellen Koeffi
zienten au , ... , amm und der Determinante 1, so kann man U1' ... , Um stets 
als ganze rationale Zahlen, die nicht sämtlich 0 sind, so bestimmen, daß die 
Werte jener m Formen /1' ... ' Im, absolut genommen, sämtlich < 1 werden. 

Dieser Satz erhält durch eine leichte Umformung die Gestalt: 
Hilfssa tz 7. Sind Iv ... , Im m lineare homogene Formen von Uv ... , Um 

mit beliebigen reellen Koeffizienten und der positiven Determinante A, und 
bedeuten "v ... , "m beliebige positive Konstante, deren Produkt gleich A ist, 
so kann man Uv ... , Um stets als ganze rationale Zahlen, die nicht sämtlich 0 
sind, so bestimmen, daß die absoluten Werte jener m Formen den Bedingungen 

1/11<"1' ... , I/ml<"m 
genügen. 

Es sei bemerkt, daß in diesem Kapitel, abweichend von dem Früheren, 
der Körper k und die m - 1 zu k konjugierten Körper bezüglich mit 
k = k(1), k(2), ••• , k(m) und dem entsprechend allgemein die in k(s) liegenden, 

k .. B· hl ·t (8) (s) b . h d zu W 1 , ••• , W m onJuglerten aSlsza en ml W 1 , ••• , W m ezelC net wer en. 
Den Hilfssatz 7 verwenden wir zum Beweise der folgenden Tatsache: 
Sa tz 42. Sind "1' ... , "m beliebige reelle positive Konstante, deren Pro

dukt gleich I idl ist, und die den Bedingungen "s = "8' genügen, falls k(s) und 
k(s') konjugiert imaginäre Körper sind, so gibt es im Körper k immer eine ganze 
von 0 verschiedene Zahl W so, daß 

Iw(l) I <"1> ... , Iw(m) 1 <"m 
wird. 

Beweis: Wir ordnen den Körpern k(I), ••• , k(m) gewisse Linearformen zu, 
und zwar nach folgendem Gesichtspunkte: Ist k(r) ein reeller Körper, so ordnen 
wir demselben die Linearform 

Ir = W~)Ul + ... + w}:;)um 
zu; ist dagegen k(s) ein imaginärer Körper und k(s') der zu demselben konju
giert imaginäre Körper, so ordnen wir den beiden Körpern k(8) und k(s') die 
beiden Linearformen 

I. = l1~ {(w~) + W~B'» U 1 + ... + (w!!, + w~») um}, 1 
(8) 

I ' = --= {(w(S) - w(S'» U + ... + (w(,) - w(S'») U } 
8 q2 1 11m m m 

ZU, deren Koeffizienten wiederum reell sind. Die Determinante der m Formen 

Iv ... , Im ist, absolut genommen, = I idl. Der Hilfssatz 7 liefert dann un
mittelbar die Behauptung, wenn man berücksichtigt, daß für die Paare imagi
närer Körper 

/ 2 _1--/2 = 2I w(B)U + ... + W(B)U 12 
8 ., I 11m mj 

ist. 
7* 
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Andererseits folgt leicht die Tatsache: 
Satz 43. Wenn der Grad m und eine beliebige positive Konstante" ge

geben ist, so existiert nur eine endliche Anzahl von ganzen algebraischen Zahlen 
m-ten Grades, die nebst allen ihren Konjugierten, absolut genommen, <" 
sind. 

Beweis: Die m ganzzahligen Koeffizienten der Gleichung, der eine solche 
ganze Zahl genügt, müssen absolut sämtlich unterhalb einer nur von mund" 
abhängigen Grenze liegen; sie sind daher ihrer Anzahl nach beschränkt. 

§ ]8. Sätze über die absolute Größe der Körperdiskriminante. 

Wir beweisen die bei den folgenden Sätze: 
Satz 44. Die Diskriminante deines Zahlkörpers k ist stets verschieden von 

±l [MINKOWSKI (1, 2, 3)]. 
Sa tz 45. Es gibt nur eine endliche Anzahl von Körpern m-ten Grades mit 

gegebener Diskriminante d [HERMITE (1, 2), MINKOWSKI (3)]. 
Zum Beweise dieser Sätze dient der folgende Hilfssatz : 
Hilfssatz 8. Wenn Iv ... ,lm die in Formel (8) definierten m reellen 

Linearformen der Unbestimmten Ul ' ... , Um bedeuten, so existiert im Körper k 
stets eine solche von 0 verschiedene ganze Zahl <I. = al Wl + ... + am W m , für 
welche die absoluten Beträge dieser Formen für u l = al , •.• , Um = am den 
Bedingungen 

(9) 
genügen. 

Beweis: Nach Satz 43 kann es nur eine endliche Anzahl von ganzen 
Zahlen <1., <1.1 , <1.2 ' ••• im Körper k geben, welche die Bedingungen 

1/11< [l/d[ + 1, 112 < 1, ... , Ilmi < 1 

erfüllen. Diejenige unter diesen Zahlen <1., <l.v <1.2 ' ••• , für welche 1/11 den klein
sten Wert besitzt, sei <1., und dieser kleinste Wert selbst werde mit<p bezeichnet. 

Sollte es keine solche Zahl <I. geben, so setze man<p = IVd I + 1. Fällt nun 

<p < IVd I aus, so ist die Richtigkeit des Hilfssatzes 8 offenbar. Im anderen 

Falle bestimmen wir eine positive Zahl E derart, daß (1 + E)m~l IVd \ < Cf 

wird. Nach Hilfssatz 7 gibt es dann stets ein System ganzer rationaler Zahlen 
Ul , ••. , Um, die nicht sämtlich Null sind, von der Art, daß 

i/l! s:; (1 + Er-ll-V d[, 

und folglich 

I/l[ < <p, 

. .. , 1I ,<_1_ 
ml = 1 +8 

wird; dies steht mit der von uns getroffenen Wahl der Zahl <I. im Widerspruch. 
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Um nun die beiden Sätze 44 und 45 zu beweisen, verfahren wir wie folgt. 
Ist k = k(l) ein reeller Körper, so ist die Form 11 eine völlig bestimmte. Ist 
jedoch k(l) ein imaginärer Körper und k(2) der zu ihm konjugierte, so stehen 
uns für 11 zwei Formen zur Auswahl; wir setzen 

1 
11 = i Y21(w~) - W~2») U1 + ... + (w;!) - w~») Um}· 

Die Reihenfolge, in der wir die übrigen Formen 12 , ••• , Im annehmen, ist gleich
gültig. Der Hilfssatz 8 zeigt die Existenz einer ganzen Zahl ex, welche den Be
dingungen (9) genügt. Andererseits ist 

II /tri II j; ~ j;' = I n(ex) I , 
(r) 8, s' 

wo das erste Produkt über alle Formen Ir' das zweite über alle Formenpaare I" 
18 , zu erstrecken ist. Da notwendig In(ex) I > 1 ausfällt, so folgt 1/11 > 1 und 

daher lidl > 1, womit der Satz 44 bewiesen ist. 
Zugleich folgt aus den Ungleichungen 1/11> I, 1/21< I, 1/31< I, ... , 

Ilml < I, daß ex eine Zahl des Körpers k = k(l) ist, welche sich von allen ihren 
Konjugierten unterscheidet, d. h. es ist die Differente b(ex) =1= O. Nach der Be
merkung auf S. 71 unten ist daher ex eine den Körper k bestimmende Zahl. Da 
ferner d eine vorgeschriebene Zahl ist, so gibt es nach Satz 43 nur eine endliche 
Anzahl von ganzen algebraischen Zahlen m-ten Grades, welche nebst ihren 
Konjugierten den Bedingungen (9) genügen, und daraus folgt unmittelbar 
die Richtigkeit des Satzes 45. 

Der Satz 44 spricht die das Wesen der algebraischen Zahl tief berührende 
Eigenschaft aus, daß die Diskriminante eines jeden Zahlkörpers mindestens 
eine Primzahl enthalten muß. 

Wenn wir statt des zu Anfang dieses Abschnitts genannten und dieser 
ganzen Untersuchung zugrunde liegenden Hilfssatzes 6 einen ebenfalls von 
MINKOWSKI aufgestellten schärferen Satz benutzen, so führt die nämliche 
Schlußweise auf die Tatsache, daß der absolute Betrag der Diskriminante 

eines Körpers m-ten Grades sicherlich immer die Größe (: ) 2r. (:~ r und daher 
2m-~ 

h d· G "ß (11- )2r. e 6m "b 'ff d' A hl d ' , um so me r le ro e 4 -2,i-m u ertn t, wo r2 le nza erJemgen 

imaginären Körperpaare bedeutet, welche unter den m konjugierten Körpern 
k(1), ' , ., k(m) vorhanden sind [MINKOWSKI (1, 2, 3)]. 

Die letztere Tatsache, in entsprechender Weise verwertet, zeigt, daß auch 
unter den Körpern aller möglicher Grade nur eine endliche Anzahl vorhanden 
sein kann, welche die vorgeschriebene Diskriminante d besitzt, 

Aus den nämlichen Prinzipien folgt noch eine Tatsache, die für das nächste 
Kapitel 7 von Wichtigkeit ist [MINKOWSKI (1, 3)]: 
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Sa tz 46. Ist a ein vorgelegtes Ideal des Körpers k, so gibt es stets eine ganze 
von 0 verschiedene Zahl IX des Körpers, welche durch a teilbar ist, und deren 
Norm der Bedingung 

genügt. 
Beweis: Sind 

die m Basiszahlen des Ideals a, so mögen aus denselben genau, wie dies v01'hin 
mittels W 1 , ••• , W m geschah, m lineare Formen f1 , ... , fm mit reellen Koeffi
zienten gebildet werden; die Determinante dieser m Formen ist dann dem 
Werte nach gleich 

t(1) 1 , ., t(l) : 
m, : all' ., alm 

w(1) 
1 , ., w(1) i 

m 
I . , -

t(m) t(m) : w(m) 
I 

1 , ., m I i amI' ., a mm 1 , ., W:): 
und folglich nach Satz 19, absolut genommen, gleich I n(addl. Ordnen wir 
nun den Formen f1 , ••• , fm je eine von irgend m reellen positiven Konstanten 

~1' ... , ~m zu, deren Produkt = I n (a) -va I ist, und welche den Bedingungen 
~s = ~s' genügen, falls k(s) und k(s') konjugiert imaginäre Körper sind, so folgt 
aus Satz 42 die Richtigkeit des Satzes 46. 

§ 19. Der Satz von der Existenz der Einheiten eines Körpers. 
Ein Hilfssatz über die Existenz einer Einheit von besonderfH 

Eigenschaft. 

Die wichtigste Grundlage für das tiefere Studium der ganzen algebraischen 
Zahlen bildet der folgende fundamentale Satz über die Einheiten des Körpers k 
[DIRICHLET (13,14,16), DEDEKIND (1), KRoNEcKER (18,20), MINKOWSKI (3)]. 

Eine ganze Zahl C des Körpers k, deren reziproker Wert ~ wiederum eine 
e 

ganze Zahl ist, heißt eine Einheit des Körpers k. Die Norm einer Einheit ist 
= ± 1; umgekehrt, wenn die Norm einer ganzen Zahl des Körpers = ± 1 
wird, so ist diese eine Einheit des Körpers. 

Satz 47. Sind unter den m konjugierten Körpern k(1), . .. , k(m) r1 reelle 

Körper und r2 = rn ~ r~ imaginäre Körperpaare vorhanden, so gibt es im Körper 

k = 7...(1) ein System von r = r1 + r2 - 1 Einheiten Cl' ... , cl' von der Beschaf
fenheit, daß jede vorhandene Einheit C des Körpers k auf eine und nur auf eine 
Weise in der Gestalt 



§ 19 Die Theorie des allgemeinen Zahlkörpers. 103 

dargestellt werden kann, wo a I , •.. , ar ganze rationale Zahlen sind, und wo e 
eine in k vorkommende Einheitswurzel bedeutet. 

Um den Beweis dieses Satzes vorzubereiten, ordnen wir die m konjugierten 
Körper k(l), ••• , k(m) in bestimmter Weise, wie folgt, an. Voran stellen wir die r l 

reellen Körper k(1), ... , k(T,); dann wählen wir aus jedem der r2 Paare kon
jugiert imaginärer Körper je einen aus; diese Körper seien: k(T, + 1), ••• , k(T' +r.); 
darauf lassen wir die zu diesen konjugiert imaginären Körper folgen: 
k(T,+T2-':-I), ... , k(ml. Wir bilden nun mit den m beliebigen reellen Veränder
lichen u1 , ••• , Um die m Linearformen 

(s = 1, 2, ... , m) 

und schreiben noch ;1 = ;. Sind;1>" ., ; m sämtlich =F 0, so setzen wir im 
Falle, daß k(s) ein reeller Körper ist, 

log I ;s I = l. (;) 

und im Falle, daß k(s) und k(s') konjugiert imaginäre Körper sind, 

log (;8) = ~ l8 m - ils' (;), 

log (;s') = ~ l. (;) + i 1., (;) , 

wo 11 (;), ..• , 1m (;) sämtlich reelle Größen sind und insbesondere die Werte ls' (;) 
den Ungleichungen 

o <ls,m < 2n 

genügen sollen; die Größen II (;), ... , lm (;) sind hierdurch als eindeutige reelle 
Funktionen der reellen Veränderlichen uI , ••• , Um definiert; sie sollen die 
Logarithmen zur Form; heißen. Bezeichnet ferner ln(;) den reellen Teil des 
Logarithmus von n(;), so ist 

II m + ... + lr+1 m = 1n m . 
Sind UI , ••• , Um ganze rationale Zahlen, die nicht sämtlich verschwinden, 

so stellt; = ;1 eine ganze von 0 verschiedene Zahl IX des Körpers k = k(I) dar. 
Die Größen II (;), ... , lm (;) sind dann eindeutig durch die Zahl IX bestimmt 
und sollen die Logarithmen zur ZahJ IX heißen. Ist e eine Einheit des Körpers k, 
so besteht wegen n(e) = ± 1 die Gleichung 

II (e) + l2 (e) + ... + lr+I (e) = O. 

Die reellen Variabeln UI' ... , Um sind umgekehrt durch die Werte der 
Logarithmen 11 (;), ... , lm (;) 2r '-deutig bestimmt, da durch letztere die rl 

reellen Werte ;1' ... , ;r, nur bis auf das Vorzeichen, dagegen die übrigen kon-
jugiert imaginären Wertepaare ;T,+1> .. ',;m vollständig bestimmt sind. 

Um die später anzuwendende Funktionaldeterminante dieses Abhängig
keitsverhältnisses zu berechnen, bezeichnen wir, wenn 11 , ••• , Im m beliebige 
Funktionen der Variabeln Xl' ... , Xm sind, die Funktionaldeterminante der 
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t t b .. I' h d 't 11' ... , Im d I f d' b l' ... , m ezug lC er Xl' •.. , Xm ml ----- --; ann ge ten ür H' a so-
Xl' '.", x m 

luten Beträge die Formeln 

,U1 ,···,Um l 1 '~1"",~m 'I I t I I (t)' 
!~.~, f,;;'=jia-,-' Il1W; ... ,I;;;m,=I~I'''';m,= n,;" 

d h M It' I'k t' d W t I u1 ,· •• , Um ' • h 'b woraus urc u Ip I a IOn er er von ---i:- -----1 SlC ergl t. 
III (~), ... , lm (g) 

Im folgenden werden vornehmlich die ersten r Logarithmen lI' ... , lr 
zur Form ~ oder zu einer Zahl rt. betrachtet. Für die r ersten Logarithmen zu 
Formen ~, 1] oder Zahlen rt., ß gelten offenbar die Gleichungen 

l. (~ 1]) = l. (~) + l. (1]) } 

l.(rt.ß) = l. (rt.) + l.(ß) 
(8 = 1, ... , r). 

Nunmehr beweisen wir folgende Tatsache: 
Hilfssa tz 9. Im Körper k gibt es stets eine Einheit s, welche die Bedingung 

Yllds) + ... +Yrlr(s) +0 

erfüllt, wobei YI' ... , Yr beliebige vorgeschriebene, nicht sämtlich verschwin
dende reelle Konstante sind. 

Beweis: Man setze, wenn cu irgendeine ganze von 0 verschiedene Zahl in k 
bedeutet, zur Abkürzung 

L(cu) = YIll (cu) + ... + Yrlr (cu); 

ferner bestimme man irgendein System von r reellen Größen Al' ... , Ar' so daß 
ylAI + ... + YrAr = 1 wird, und setze dann 

A -. i·lt A - '-rl t A - li·rl +1 t A _ t i·r t ] - e , ... , rl - e , r,+1 - e , ... , r - e , 

wo t einen willkürlichen reellen Parameter bezeichnet. Es sind dann zwei Fälle 
zu unterscheiden, je nachdem sämtliche m konjugierte Körper k(I), .•. , k(,n) 

reell sind oder nicht. Im ersten Falle ordnen wir den r = m -- 1 Körpern 
k(I), ••. , k(r) die Größen Al"'" Ar und dem übriggebliebenen letzten 

Körper k(m) die Konstante Am = I t d 1 zu. Im zweiten Fall ordnen 
Al' .. A m _ 1 

wir den Körpern k(l), ... , k(r) wiederum die Gröf3en .111 , ... , Ar zu, dem ima-

ginären Körper k(r+l) werde die Konstante A = 'I~ __ ,_JL _______ }~ 
r+l , (Al' .• Al"lA~l+1' .. A;' 

zugeordnet. Endlich ordnen wir den m - r - 1 übriggebliebenen imaginären 
Körpern k(r+2) , ... , k(m) bezüglich die nämlichen Konstanten zu, wie sie be
reits den konjugiert imaginären Körpern zugeordnet sind; wir bezeichnen 
die betreffenden Konstanten mit Ar+2 , •.• , L 1m . In beiden Fällen wird das 
Produkt 

und die Konstanten Al> ... , Am erfüllen mithin die Bedingungen, denen 
die Konstanten U 1 , ••• , Um des Satzes 42 genügen sollten. 
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Dem Satz 42 zufolge gibt es daher im Körper k eine von 0 verschiedene 
Zahl IX derart, daß 

(10) 

und folglich zugleich I n (IX) I < I fd I wird. Wegen I n (IX) I > 1 ist für alle WertE" 
8=1,2, ... ,m: 

I' IX(S) I > ~____ ~ __ I ~-__ - - - _ _ . 
J = j 1X(l) I ..• : lX(s-l) I 11X(,+I) ! ••• : lX(rn) : ' 

wenn wir daher die Ungleichungen 

11X~1) I ~ 1, ... , IIX(~) I ~ 1m , 

Al· . . Am = Il'dl 
berücksichtigen, so folgt 

(11) 

Aus den beiden Ungleichungen (10) und (11) ergibt sich, wenn der reelle Wert

von log I {dl mit lJ bezeichnet wird, 

oder 
Äst > l. (IX) > Äst - 2ö ) 

o < ! l .• (IX) - Ä. t ~ < 2ö 

woraus zu ersehen ist, daß der Ausdruck 

(8 = 1, 2, ... 1'). 

rdldlX) - Ält} + ... +rr{lr(lX) - Ärt} = L(IX) _. t 

zwischen gewissen endlichen Grenzen lJI und lJ2 > lJI liegt, welche nur von cl 
und 1'1' . , ., I' r' dagegen nicht von dem Wert des Parameters tabhängig 
sind. 

Es werde nun eine Größe LI > lJz- Öl bestimmt; bringt man dann für t 
der Reihe nach die Werte t = 0, LI, 2L1, 3L1, .. , in Anwendung, so wird man 
durch das beschriebene Verfahren eine unendliche Reihe von Zahlen IX, ß, 1', ... 

erhalten, deren Normen, absolut genommen, sämtlich < I Ydl sind, und für 
welche außerdem die Bedingungen L(IX) < L(ß) < L(y) < ... erfüllt sind. 

Da in den ganzen rationalen Zahlen, deren absolute Beträge :::;; I idl sind, nur 
eine endliche Anzahl untereinander verschiedener Ideale als Faktoren auf
gehen, so kann in der unendlichen Reihe der Hauptideale (IX), (ß), (1'), ... nur 
eine endliche Anzahl verschiedener Ideale vorkommen, und es werden daher 
unendlich viele Male zwei dieser Ideale einander gleich. Ist etwa (IX) = (ß), 

so stellt e =ß eine Einheit dar, welche wegen L(e) = L(ß) - L(IX) > 0 die IX 
Bedingung unseres Hilfssatzes 9 erfüllt. 
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§ 20. Beweis des Satzes von der Existenz der Einheiten. 

Um nunmehr den Satz 47 zu beweisen, wählen wir dem Hilfssatz 9 gemäß 
in k eine Einheit rJl' für welche 11 (rJl) 9= ° ausfällt, dann eine Einheit rJ2' für 
welche die Determinante 

[
lI (171) , 

12 (rJl) , 

ferner eine Einheit rJ3' für welche die Determinante 

11 (rJl) , 

12 (rJl) , 
13 (rJl), 

11 (rJl) , 11 (rJ3) 
12 (rJ2) , 12 {rJ3} +0 
13 (rJ2), 13 (rJ3) 

ausfällt usf.; man gelangt so zu einem System von Einheiten rJl' ... , rJ1" 
für welche schließlich die Determinante 

1
11 (rJl), ... , ldrJr} ! 

I ....... : +0 
:lr{rJl),···,lr(rJr}' 

ist. Infolgedessen lassen sich, wenn H eine beliebige Einheit im Körper ist, 
die r ersten Logarithmen zu H stets in die Gestalt 

11 {H} = el 11 (11l) + ... + er 11 {rJr } , 

lr(H) = el lr (rJl) + ... + er1r(rJr} 

bringen, wo el , ... , er reelle Größen bedeuten. Diese Darstellung wiederum 
zeigt, daß 

gesetzt werden kann, wo ml , ... , mr die numerisch größten ganzen rationalen, 
bezüglich in el , ... , er enthaltenen Zahlen bedeuten. Die Zahlen EI' ... , E1, 

sind nun ebenfalls von der Gestalt 

Er = fillr{rJl) + ... + fir1r{rJr}· 

Da hierin fil' ... , Ilr reelle Größen > ° und< 1 bedeuten, so liegen die Werte 
EI'" .,Er , absolut 'genommen, sämtlich unterhalb einer Grenze u, welche 
nicht von H abhängig ist, d. h. die sämtlichen r ersten Logarithmen zur Einheit 

- H 
H = 1]--'li/i ----- 1]'IIIr 

1 ••• r 

liegen absolut unterhalb der Grenze "'. Wegen 11 (H) + ... + 1rH (H) = ° 
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liegt daher der absolute Wert von lr+1 (H) unterhalb der Grenze r", und 
mithin bestehen die Ungleichungen 

I R(l), < e", ... , I H<T) I< e", I H<r+1) I< er", 

d. h. sämtliche konjugierten Werte der Einheit R sind absolut kleiner als die 
Größe er". 

Nach Satz 43 kann nur eine endliche Anzahl solcher Einheiten exi-
stieren. Bezeichnen wir dieselben mit Hv ... , HG' so folgt H = Hs oder 
H = Hs 'I')"{" ••. 'l')r:', wo S einen der Werte 1, 2, ... , G hat. Ist Hp eine beliebige 
jenerG Einheiten H1 , ... , HG' und bildet man die ersten G + 1 Potenzen von 
Hp, so werden nach dem eben Bewiesenen zwei geeignete von diesen Potenzen sich 
in der Gestalt Hs 'I'):.~ • • ''I');'~ bezüglich Hs 'I'):'~' • • ''I')~';.' darstellen, wo Hs beidemal 
die gleiche jener G Einheiten bezeichnet; ihr Quotient besitzt mithin eine Dar
stellung von der Gestalt 'I')"{'" • ''1')'':'. Hiermit ist bewiesen, daß für jede Einheit 
Hp ein Exponent MT existiert derart, daß H:T ein Produkt von Potenzen 
der Einheiten '1')1' ••• , 'l')r ist. Bezeichnen wir das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache aller G Exponenten MI' ... , MG mit M, so hat dieser Exponent M 
für alle G Einheiten H1 , .•. , HG zugleich jene Eigenschaft, und hieraus folgt, 
daß die r ersten Logarithmen zu einer jeden beliebigen Einheit H des Körpers k 
die Darstellung 

ll(H) = ~lld211)+.~.+m,ll(rJr) ,) 

lr(H) = m1l r (lh) + '.~~' + mrl,(rJr) 

gestatten, wo m1 , ••• , mr ganze rationale Zahlen sind. 

(12) 

NUnnlehr wenden wir auf dieses unendliche System (12) der Logarithmen 
aller Einheiten die nämliche Schlußweise an, wie sie in Satz 5 (§ 3) zum Beweise 
der Existenz einer Körperbasis auseinandergesetzt worden ist; dann folgt, daß 
es ein System von r Einheiten cv ... , Cr gibt, durch deren zugehörige Logarith
men die Logarithmen zu jeder beliebigen Einheit H des Körpers sich in der 
Gestalt 

ausdrückeu lassen, wo al' ... , ar ganze rationale Zahlen sind. Dieses System 
von Einheiten Cv ••• , cr genügt den Bedingungen des Satzes 47. 

In der Tat: ist H eine beliebige Einheit, deren zugehörige Logarithmen 

obige Gestalt besitzen, so ist e =~- -,,: eine Einheit, deren zugehörige Lo-
131 1 • •• er' 

garithmen offenbar sämtlich = 0 sind. Eine solche Einheit e ist notwendig 
eine Einheitswurzel. Denn nach dem vorhin Bewiesenen ist {lI = 'I')"{" ... 'I')~,. , 
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wo m1 , ••• , mr gewisse ganze rationale Zahlen sind. Durch Übergang zu den 
Logarithmen folgt daraus 

m1 11 (rh) + ... + mr11(1]r) = 0, 

m1 1r (1]1) + ... + mr1r(1]r) = 0, 

d. h. m1 = 0, ... , mj , = 0 und '1 111 = 1. Hieraus ergibt sich die Darstellung 
-der Einheit H, welche unser Satz 47 verlangt. 

Aus der Bestimmungsweise der Einheiten 81 , .•• , 8r folgt leicht: 

I II (1]1)' .•. , 11 (1]r) 
....... =AR 

I lr(1]I)' ••• , 1r(1]r) , 

wo A eine ganze rationale Zahl bedeutet und zur Abkürzung 

(11(81),"" l1(8r ) 

R=:· ..... . 
I 
i lr(81),···,lr(8r) 

gesetzt ist. Diese Determinante Rist 4= 0, und hieraus folgt, daß die Dar
stellung der Einheit H durch die Einheiten 81 , ••• , 8r nur auf eine Weise ge
schehen kann. Der Beweis des fundamentalen Satzes 47 ist somit in allen 
Teilen erbracht. 

§ 21. Die Grundeinheiten. Der Regulator des Körpers. Ein System 
von unabhängigen Einheiten. 

Das System der Einheiten 81> ••• , 8r mit der in Satz 47 dargelegten Eigen
schaft heißt ein System von Grundeinheiten des Körpers k. Es folgt leicht, daß 
wenn 8~ , ... , 8; ein anderes System von Grundeinheiten bedeutet, die Deter
minante aus den zugehörigen r Systemen von je r ersten Logarithmen bis auf 
das Vorzeichen mit R übereinstimmt. Wir wählen die Reihenfolge der Grund
einheiten stets so, daß R eine positive Zahl wird. Die Zahl R ist dann durch den 
Körper k eindeutig bestimmt und wird der Regulator des Körpers k genannt. 

Beim obigen Beweise des Hauptsatzes 47 erkannten wir zugleich, daß eine 
Einheit, deren zugehörige Logarithmen sämtlich = 0 sind, notwendig eine 
Einheitswurzel ist. Diese Tatsache erhält in dem folgenden Satz Ausdruck, 
welcher sich übrigens auch in unmittelbarer Weise leicht begründen läßt 
[KRONECKER (6), MINKOWSKI (3)]: 

Sa tz 48. Eine jede Einheit, die selbst und deren Konjugierte sämtlich 
den absoluten Betrag 1 besitzen, ist eine Einheitswurzel. 

Da in jedem Zahlkörper die beiden Einheitswurzein + 1 und - 1 vor
kommen, so ist die Anzahl aller Einheitswurzein in k stets gerade; sie kann 
offenbar nur dann > 2 sein, wenn alle m konjugierten Körper imaginär sind. 
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Ein beliebiges System von t Einheiten 171, ... , 'YJt heißt ein System von t 
unabhängigen Einheiten, wenn zwischen denselben keine Gleichung von der 
Gestalt 'YJ'f' ••• 'YJ"!'" = 1 besteht, wo ml , ... , mt ganze rationale, nicht sämtlich 
verschwindende Zahlen sind. Die Zahl t ist stets < r; insbesondere bilden die 
Grundeinheiten el' ... , er ein System von r unabhängigen Einheiten. Hat 
man andererseits irgendein System von r unabhängigen Einheiten 'YJl' •.. , 'YJ., 
so existiert stets eine ganze rationale Zahl M von der Art, daß für jede beliebige 
Einheit e des Körpers k eine Gleichung von der Gestalt eM = 'YJr;" ••• 'YJr;-r gilt, 
wo die Exponenten mv . .. , mr ganze rationale Zahlen sind. Ist nämlich 
'YJs = e8e~1S ... e~rs für s = 1, 2, ... , r, wo es Einheitswurzeln und alS> ••• , ar~ 
ganzzahlige Exponenten sind, so ist die Determinante der ganzzahligen 
Exponenten an, •.. , arr wegen der vorausgesetzten Unabhängigkeit der Ein
heiten 'YJl' .•. , 'YJr notwendig =F o. Wird diese Determinante A genannt, so 
folgt, daß die A -te Potenz jeder beliebigen Einheit e des Körpers gleich einem 
Produkt von Potenzen der Einheiten 'YJl' ... , 'YJ., multipliziert in eine Einheits
wurzel e, wird. Ist cl = 1 für alle Einheitswurzein (] in k, so ist offenbar die 
ganze Zahl M = AE von der gewünschten Beschaffenheit. 

Der obige Beweis unseres Hauptsatzes 47 zeigt zugleich die Möglichkeit, 
die Grundeinheiten ev ... , er durch eine endliche Anzahl von rationalen Ope
rationen aufzustellen. Die eingehendere Behandlung der Frage nach der ein
fachsten Berechnung der Einheiten führt auf die Theorie der kettenbruch
ähnlichen Algorithmen, wobei dann die weitere Frage nach der Periodizität 
solcher Entwicklungen im Vordergrund des Interesses steht [MINKOWSKI (3,4)]. 

7'. Die Idealklassen des Körpers. 
§ 22. Die Idealklasse. Die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen. 

Jede ganze Zahl des Zahlkörpers k bestimmt ein Hauptideal; jede ge
brochene, d. h. nicht ganze Zahl" in k ist der Quotient zweier ganzen Zahlen 

IX und ß und somit als Quotient zweier Ideale a und () darstellbar: ,,= ~- = .:-. 
Denken wir die Ideale a und b von allen gemeinsamen Idealfaktoren befreit, 
so ist diese Darstellung der gebrochenen Zahl " als Idealquotient eine ein-

deutig bestimmte. Ist umgekehrt der Quotient ·b· zweier Ideale a und () 

-- mögen dieselben einen gemeinsamen Teiler haben oder nicht - gleich einer 

ganzen oder gebrochenen Zahl" = ~ des Körpers, so werden die beiden Ideale 

a und b einander äquivalent genannt, d. i. in Zeichen a ,..., (). Aus } = -~. folgt 

(ß)a = (ex)b, und somit erkennen wir, daß zwei Ideale a und b dann und nur 
dann einander äquivalent sind, wenn sie durch Multiplikation mit gewissen 
Hauptidealen in ein und das nämliche Ideal übergehen. Die Gesamtheit aller 
Ideale, welche einem gegebenen Ideal äquivalent sind, heißt eine Idealklasse. 
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Alle Hauptideale sind dem Ideal (1) äquivalent. Die durch sie gebildete Klasse 
heißt die Hauptklasse und wird mit 1 bezeichnet. Wenn a ,..., a' und b ,..., 0' ist, 
so ist aa' ,..., 00'. Ist A eine das Ideal a enthaltende Idealklasse und B eine das 
Ideal 0 enthaltende Klasse, so wird die Idealklasse, welche das Ideal a 0 ent
hält, das Produkt der Idealklassen A und B genannt und mit A B bezeichnet. 
Es ist offenbar 1 B = B, und umgekehrt folgt aus A B = B notwendig A = 1 . 

Es ist bisweilen vorteilhaft, auch Idealquotienten in die Rechnung ein-

zuführen: eine Gleichung von der Gestalt :' = -} oder eine Äquivalenz von der 

Gestalt ~i ,..., -:' soll gleichbedeutend sein mit derjenigen Gleichung oder Äqui

valenz zwischen Idealen, welche daraus durch Multiplikation mit den in den 
Nennern stehenden Idealen hervorgeht, d. h. mit der Gleichung ao' = u'o 
bez. mit der Äquivalenz ao' ,..., a'o. 

Es gilt der Satz: 
Sa tz 49. Es gibt stets eine und nur eine Idealklasse B, die, mit einer gegebe

nen Idealklasse A multipliziert, die Hauptklasse ergibt. 
Beweis. Ist a ein Ideal der Klasse A und cx: eine durch a teilbare ganze 

Zahl, so daß cx: = ao gesetzt werden kann, so ist, wenn B die Klasse des Ideals 0 
bezeichnet, AB = 1. Gäbe es nun noch eine andere Klasse B' so, daß AB' = 1 
ist, so folgt durch Multiplikation mit B die Gleichung AB B' = B' = B. 

Die Klasse B heißt die zu A reziproke Klasse und wird mit A -1 bezeichnet. 
Es gilt ferner die folgende fundamentale Tatsache: 
Sa tz 50. In jeder Idealklasse gibt es ein Ideal, dessen Norm die absolut 

genommene Quadratwurzel aus der Körperdiskriminante nicht übersteigt 
[MINKOWSKI (1, 3)]. Die Anzahl der Idealklassen eines Zahlkörpers ist endlich 
[DEDEKIND (1), KRoN ECKER (16)]. 

Beweis. Ist A eine beliebige Idealklasse und j ein Ideal der reziproken 
Klasse A-1, so gibt es nach Satz 46 eine ganze, durch j teilbare Zahl t, deren 

Norm der Bedingungln(t)1 < n(j) Iidl genügt. Setzen wir t = j a, so gehört 

ader Idealklasse A an, und wegen In (t) I = n (j) n (a) ist n (a) < Ild I. Es gibt also 
in der Klasse A ein der letzteren Bedingung genügendes Ideal a; da aber in den 

ganzen rationalen Zahlen, welche < I-{al sind, nur eine endliche Anzahl unter 
einander verschiedener Ideale als Faktoren enthalten ist, so folgt auch die 
Richtigkeit des zweiten Teiles des Satzes 50. 

§ 23. Anwendungen des Satzes von der Endlichkeit 
der Klassenanzahl. 

Der eben bewiesene Satz 50 gestattet mannigfache Folgerungen und An
wendungen, von denen die nachstehenden hervorzuheben sind: 

Sa tz 51. Ist h die Anzahl der Idealklassen, so liefert die h-te Potenz einer 
jeden Klasse stets die Hauptklasse. 
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Beweis. In der ReiheA, A2, .. . , Ah+l stimmen notwendig zwei Klassen, 
etwa AT und AT+e, miteinander überein. Aus AT AB = AT folgt AB = 1. Ist e 
zugleich der kleinste Exponent (> 0) von der Beschaffenheit, daß Ae = 1 
wird, so folgt, daß die e Klassen AO = 1, A, ... , Ae-l sämtlich untereinander 
verschieden sind. Ist B eine von diesen e Klassen verschiedene Klasse, so sind 
die e Klassen B, AB, ... , Ae-l B wiederum sämtlich untereinander und von 
den e vorigen Klassen verschieden; die Fortsetzung dieses Verfahrens zeigt, daß 
h ein Vielfaches von e sein muß, und hieraus folgt der zu beweisende Satz 51. 

Die h-te Potenz eines jeden beliebigen Ideals a ist nach diesem Satz stets 
ein Hauptideal. 

Sa tz 52. Wenn (X und ß beliebige ganze Zahlen sind, so gibt es stets eine 
sowohl in (X wie in ß aufgehende ganze von 0 verschiedene Zahl y, welche eine 
Darstellung y = ~ (X + r; ß gestattet, wo ~, r; geeignet gewählte ganze Zahlen 
sind. Die Zahlen y, ~, r; gehören im allgemeinen nicht dem durch (X und ß be
stimmten Zahlkörper an [DEDEKIND (1)]. 

Satz 53. Es seien x, e und x*, e* zwei Zahlenpaare des Körpers k; damit 
j = (x, e) = (x*, e*) werde, ist es notwendig und hinreichend, daß man im 
Körper k vier ganze Zahlen (X, ß, y, (j finden kann, deren Determinante 
(X(j - ßy = 1 ist, und durch welche die Gleichungen 

x* = (XX + ß e, 
e* = yx + (j e 

erfüllt sind [HURWITZ (4)]. 
Beweis. Daß die genannte Bedingung hinreichend ist, folgt aus dem Um

stande, daß diese beiden Gleichungen eine Umkehrung von der Gestalt 

x = (X* x* + ß* e* , 
e = y* x* + (j* e* 

gestatten, wo (X*, ß*, y*, (j* ganze Zahlen sind. Die Bedingung ist ferner auch 
notwendig. Bezeichnet nämlich h die Anzahl der Idealklassen, so wird 
jh = (x", eh) = (x*", e*h) = (.), wo. eine ganze Zahl des Körpers k ist. Es sei 

• = /1 xh + v eh = /1* x* h + '11* e* h , 
wo /1, v, /1*, '11* ganze Zahlen ink sind; dann erfüllen offenbar die vier ganzen 
Zahlen 

p, x* X h- 1 + v* e e* h-1 
(X= 

p, e* X h- 1 - /1-* e x* h-1 
y = 7: - , 

v x* eh- 1 - v* " e* h-1 ß= . 
7: 

(j = v~e*---,e ___ h_-1_+ /1-* x x* h-1 

T 

die Bedingung des Satzes 53. Daß (X(j - ßy = 1 ist, ergibt sich, wenn man die 
beiden Determinanten 

I/1Xh- 1, el Ix*, v*e*h-l' 
-.- und -.- I - 'lieh-I, -x, - e*, _/1*X*h-l 

nach dem Multiplikationssatze miteinander zusammensetzt. 
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Nach Satz 12 kann ein jedes Ideal in der Gestalt j = (u, e) dargestellt 

werden. Setzen wir {} =", so bestimmt die ganze oder gebrochene Zahl {} 
I! 

yollständig die Idealklasse, zu welcher j gehört. Wir nennen {} einen dieser 

Idealklasse zugeordneten Zahlbruch. Der Satz 53 zeigt, daß, wenn {}* =~: 
ein anderer der Idealklasse zugeordneter Zahlbruch ist, notwendig vier ganze 
Zahlen IX, ß, y, ~ mit der Determinante 1 im Körper k existieren müssen derart, 

daß {}* = rt.._{} + ß wird. 
y{} + (j 

§ 24. Aufstellung des Systems der Idealklassen. Engere Fassung 
des Klassenbegriffes. 

Der Beweis des Satzes 50 gibt uns zugleich ein einfaches Mittel an die Hand, 
durch eine endliche Anzahl rationaler Prozesse ein volles System von nicht 
äquivalenten Idealen für jeden gegebenen Körper wirklich aufzustellen. Man 
braucht nur alle diejenigen Ideale in Betracht zu ziehen, deren Normen 

::::: I {"d! sind. Um die zwischen diesen Idealen irgend vorhandenen Äqui
yalenzen sämtlich zu ermitteln, haben wir nur nötig, jedes von ihnen mit jedem 
zu multiplizieren und dann, wenn i ein solches Produkt bedeutet, jedesmal in j 
eine Zahl t 9= 0 mit absolut kleinster Norm aufzusuchen, um zu sehen, ob 
j = (t) ist und somit die Faktoren reziproken Klassen angehören. Daß dies 
ebenfalls nur eine endliche Anzahl von Operationen erfordert, erkennen wir 
aus dem Satze 46. Ist nämlich 11 , .•• , tm die Basis des Ideals j, so haben wir 
nur nötig, U 1 , ••• , Um als ganze rationale, nicht sämtlich verschwindende 
Zahlen so zu bestimmen, daß die absoluten Werte der reellen und imaginären 
Teile von U 1 ti8) + ... + um t~) für s = 1, ... , m sämtlich unter gewissen ge
gebenen Grenzen bleiben. Hierzu bedarf es nur einer endlichen Anzahl von 
Versuchen. Auf gleiche Weise sehen wir auch ein, daß für jedes vorgelegte Ideal 
die Klasse, der dasselbe angehört, stets durch eine endliche Anzahl von ratio
nalen Operationen bestimmt werden kann. 

Es werde bemerkt, daß unter Umständen auch eine engere Fassung des 
Äquivalenz- und Klassenbegriffes von Nutzen ist, indem zwei Ideale nur 
,dann äquivalent heißen, wenn ihr Quotient eine ganze oder gebrochene Zahl 
mit positiver Norm ist [DEDEKIND (1)]. 

~ 25. Ein Hilfssatz über den asymptotischen Wert der Anzahl 
,a.ller Hauptideale, welche durch ein festes Ideal teilbar sind. 

Nach dem Vorbilde von DIRICHLET, welcher die Anzahl der Klasseil von 
binären quadratischen Formen mit gegebener Determinante auf transzen
dentem Wege ausgedrückt hat [DIRICHLET (7,8)], und auf Grund der in 
Kapitel 6 erhaltenen Resultate über die Einheiten eines Zahlkörpers gelang es 
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DEDEKIND, eine fundamentale Formel abzuleiten, vermöge welcher sich die 
Anzahl h der Idealklassen eines beliebigen Zahlkörpers als Grenzwert einer 
gewissen unendlichen Reihe darstellt [DEDEKIND (1)]. Um zu dieser Formel 
zu gelangen, beweisen wir zunächst folgenden Hilfssatz : 

Hilfssatz 10. Ist t eine reelle positive Veränderliche und T die Anzahl 
aller derjenigen durch das gegebene Ideal a teilbaren Hauptideale, deren 
Normen :S t sind, so ist 

T 21"1+1"2 n"2 I R 
L -=---.---

t=oot w n(a)lfdl' 

wo w die Anzahl der in k vorkommenden Einheitswurzeln und R den Regula
tor des Körpers k bezeichnet. Die Bedeutung von r1 , r2 ist in Satz 47 erklärt. 
L dient zur Abkürzung für Limes. 

Beweis. Es sei 0(1" •• , O(m eine Basis des Ideals a; jede durch a teilbare 
ganze Zahl besitzt dann die Gestalt: 

'Yj = 'Yj (v) = VI 0(1 + ... + Vm IY. m = 11 (V) Wl + ... + Im (V) Wm , 

WO VI"'" Vm ganze rationale Werte annehmen und f1(V)"", fm (V) lineare 
ganzzahlige Funktionen der VI' ..• , V m sind. Wenn wir VI' •.. , vm als reelle 
Veränderliche ansehen und 

U = fl(V) U = _fm(v) _ 
1 nn(1J) \ ' ... , m nn01)l' 

~ = ~(v) = U1WI + ... + UmWm = _\m1J (V) I-
rn (1]) 

setzen, so sind Uv ... , Um eindeutige Funktionen von Vl ' ... , Vm , und ~ ist 
eine Form, für welche n(~) = ± 1 wird. Wir berechnen nun die r ersten Loga
rithmen zur Form ~ und hieraus r reelle Größen el (~), ... , er m derart, daß, 
wenn 81 , .•. ,8,. ein System von Grundeinheiten bezeichnen, 

ld~) = e1 (~) II (81 ) + ... + er (~) II (8r ) , 

Zr (~) = e1 (n lr (81) + ... + er (~) lr (8r) 

ist; diese r Größen eI , ... , er werden in diesem § 25 kurz die r Exponenten 
von 'Yj genannt. 

Nimmt man für vI> ... , Vm ganze rationale, nicht sämtlich verschwindende 
Zahlen, so ist klar, daß die so entstehende ganze Zahl 'YJ stets durch Multipli-
kation mit ganzen Potenzen der Einheiten 81 , ... , 8r in eine solche Zahl ver-
wandelt werden kann, deren Exponenten eI , ... , er den Bedingungen 

o < e1 < 1, ... , 0:; er < 1 (13) 

genügen. Umgekehrt sehen wir, daß zwei ganze Zahlen 'Yj, 'Yj*, deren Norme~ 
und Exponenten gleich sind, sich nur um einen Faktor unterscheiden können, 
welcher eine Einheitswurzel ist. Wenn daher w die Anzahl der in k liegenden 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 8 
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Einheitswurzeln bezeichnet, so ist das w-fache der Anzahl l' aller durch a 
teilbaren Hauptideale mit einer Norm::;::; t notwendig gleich der Anzahl der 
verschiedenen Systeme von ganzzahligen Wertsystemen VI' ... , Vrn , für welche 
In(1])I< t ausfällt, und für welche überdies die Exponenten e l , ... , er den Be
dingungen (13) genügen. 

Nunmehr setzen wir 
1 

t -~- V _Tl 'Pm. 
i = 'IN, I - T ' ••. , Vm = ~T' 

dabei bleiben die Form ~ und folglich auch die Größen Zl (~), ... , Zr (~) , 
el , ... , er von i unabhängig und enthalten lediglich die m neuen Veränder
lichen Tl"'" Tm' Die Ungleichung In(1])1 < t geht in In (1] (T))I ::;::; 1 über; 
da ferner in Folge der Bedingungen (13) die r Logarithmen Zl (~), ... , Zr (~) 
und folglich wegen Zl (~) + ... + Zr+! (~) = Zn (~) = 0 auch der Logarithmus 
l1+l (~) absolut unter einer endlichen, durch Cl' ... , Cr bestimmten Grenze 
liegen, so folgt das Gleiche für die sämtlichen Größen 1~(l)(T)I, ... , 1~(I1l)(T)I, 
und damit liegen wegen I n (1] (T )) I < 1 auch die m Größen 11](1) (T)I , ... , 11](I1l) (T) I 
sämtlich unterhalb einer endlichen Grenze. Hieraus folgt, daß die Un
gleichungen (13) unter Zuhilfenahme der Ungleichung In (17 (T))I < 1 in dem 
durch die m Koordinaten Tl' ... , Tm bestimmten m-dimensionalen Raume 
ein endliches Raumgebiet abgrenzen. 

Bedenken wir nun, daß nach den Ausführungen in § 19 S. 103 die Funktions
werte Z1(1]) , ... , lm(1]) die Werte der Variabeln Tl"'" Tm 2rl -deutig be
stimmen, so ist nach der Definition des Begriffs eines vielfachen Integrals 

L {w Tim} = 2rt J J ... J dTI dT2 ... dTm' 
T=O 

wo das Integral rechter Hand über das durch die Ungleichungen 

o s:: el s:: 1, ... , 0 < er < 1, In (1] (T)) 1 < 1 

bestimmte m-dimensionale Raumgebiet zu erstrecken ist und daher emen 
endlichen bestimmten Wert besitzt. 

Um diesen Wert zu ermitteln, führen wir statt der Integrationsveränder
lichen Tl' ... ,Tm die neuen Veränderlichen 

"PI = eI(~)"'" "Pr = er(~)' "PHI = In(1])I, "Pr+2= lr+2(~)' ... , "Pm = Zm(~) 

ein, wo ~ und 17 von Tl' ... , Tm abhängig zu nehmen sind. Da diese m Größen 
sämtlich analytische und in dem Integrationsgebiet 

o s:: "PI ::;::; 1, ... , 0::;::; "Pr < 1, 0 < "Pr+l < 1, 

0<"Pr+2<2n, ... , OS::"Pm <2n 

sich regulär verhaltende, eindeutige Funktionen von Tl' ... , Tm sind, so ist 
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Nach den Ausführungen in § 19 S. 104 ist 

I tI.·· .. tm 
, 11 (1) ) , ., ., / In (1)) i =~ 

n(I)) 

-Td-I' 
Ferner bestehen wegen 

(8 =1,2, ... , r) 
offenbar die Beziehungen: 

! 1I('f))~' ___ ' Zr (1)~lr+1 (1]~ I
1 

= 1 
i 71 (1)), ... , 1r(1)), 1 n (11) , 

i 11 (1)), ... , 1r(1)), 1 !I'(1)) 1_ 1 . 
11I(~)' ... , 1r(~)' 1n(rj) 1- , 

und da endlich 

'1 n(I)) , ___ ~l_ 

1 n(1)) 1-- :n(1)),' 
i 'PI"'" 'Pm 'I 1 
If~('Pj, .. ·,f~('P), = n(a)' 

I ~I (~),_-" ___ , 1r (~) I - R 
i 'PI>"" 'Pr 1-

ist, so ergibt sich durch Multiplikation sämtlicher Gleichungen 

I, IJ'I' ... , 'Pm 1 R 
1j)I'----:"-:-;P-;;' I = n(~)lfdl . 

Das obige Integral besitzt daher den Wert 2n):'2~; hiermit ist der Beweis 
n(a);1' dl 

für den Hilfssatz 10 erbracht. 
Wir setzen im folgenden zur Abkürzung 

21'1 +r2 n r2 R 
,,= - tu --- . Ifdl ' 

so daß" eine durch den Körper allein bestimmte und für diesen charakteristi
sche Größe bedeutet. 

§ 26. Die Bestimmung der Klassenanzahl durch 
das Residuum der Funktion C(8) für 8 = 1. 

Sa tz 54. Wenn T die Anzahl aller Ideale einer Klasse A bedeutet, deren 
Normen < t ausfallen, so ist 

7' 
L (=". 

t~oo 

Beweis. Ist a ein Ideal der zu A reziproken Klasse A-l, und durchläuft 
~ alle Ideale der Klasse A, so stellt das Produkt ~ a alle durch a teilbaren 
Hauptideale und jedes nur einmal dar. Setzen wir daher in der Formel des 
Hilfssatzes lOt = n(a)t', so bedeutet T zugleich die Anzahl der Ideale ~ in 
A, für welche n(~) ::;:: t' ist. Nach Fortheben des Faktors n(a) folgt die zu be
weisende Formel für t = t'. 

Da die Zahl" von der Wahl der Klasse A unabhängig ist, so ergibt sich un
mittelbar aus Satz 54 die folgende Tatsache: 

8* 



116 Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. § 26 

Sa tz 55. Ist T die Anzahl aller Ideale des Körpers k, deren Normen < t 

ausfallen, und bedeutet h die Anzahl der Idealklassen, so ist 

T 
L -/ = hu. 

t=co 

Aus dieser Formel kann mit Hilfe analytischer Methoden ein fundamen
taler Ausdruck für die Klassenanzahl h abgeleitet werden. Es ergibt sich näm
lich folgende Tatsache: 

Sa tz 56. Die unendliche Reihe 

\' 1 
C(s) = i' n(j)" 

in welcher j alle Ideale des Körpers durchläuft, konvergiert für reelle Werte von 
s > 1, und es ist 

L {(s - 1) C(s)} = h u . 
8=1 

[DEDEKIND (1)]. 
Beweis. Bezeichnen wir mit F (n) die Anzahl der verschiedenen Ideale mit 

der Norm n, so ist offenbar, wenn T die in Satz 55 angegebene Bedeutung hat, 

L T _ L F(I) + F(2) + ... + F(n) 
t=oo T -,,=co -----n --- ------ --. 

Der Limes rechter Hand kann nun, wie folgt, als Grenzwert einer unendlichen 
Reihe dargestellt werden [DIRICHLET (15)]. Wir ordnen die sämtlichen Ideale j 
des Körpers nach der Größe ihrer Normen, schreiben die entstehende Reihe 
jl' j2' ... , jt, ... und bezeichnen allgemein die Norm von it mit nt, dann ist 

F(l) + ... + F(n t - 1) < t:::; F(l) + ... + F(nt ) 

oder 
F(I) + ... + F(n, -- 1) (1 _ ~) < _! __ < F(I) + ... -I- F(n,tl, 

n, -- 1 n, n, - n, 

und hieraus folgt nach Satz 55: L ~- = h u, d. h. : wie klein auch die positive 
t=oo n, 

Größe Ö gegeben sein mag, es ist stets möglich, die ganze Zahl t so groß zu 
wählen, daß die Ungleichungen 

h'X-r5 1 h'X+li ---- <' - < -- ---
ti ' nt, t' 

für alle ganzen Zahlen t' > t gültig sind. 

(14) 

Andererseits ist bekannt, daß, wenn s eine reelle Zahl > 1 bedeutet, die 

Reihe l,;l-~ =:' +Js + ;, + ... konvergiert, und daß L {(s -- 1) 2M = 1 
(t) 8=1 (t) 

ist. Die letztere Gleichung zeigt, daß auch L {(s - 1) .2 t~s} = 1 ist, wo t' 
8=1 (t') 

nur alle diejenigen ganzen Zahlen durchlaufen soll, welche oberhalb einer 
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beliebig hohen Grenze t gelegen sind. Zunächst folgt aus der Konvergenz 

d R 'h 2;"1 1 . H'lf d U l' h 1 h'K + 0 d' K er el e --; mit 1 e er ng elC ung - < ~--, --- Ie onvergenz t nt , t 
der Reihe 

y' 1 ~ 1 
L..; n" = L..; n (j)" 
(t) t (j) 

für 8 > 1, wo t alle ganzen positiven Zahlen und i alle Ideale des Körpers k 
durchläuft. Ferner ergibt sich aus den Ungleichungen (14) die Formel: 

(hu - 0)8(8 - I)}; {,-; < (8 - I)}; ~~ < (hu + 0)8(8 - 1)27 t~8' 
(t') (t') t (t') 

wo die Summen sich über alle ganzzahligen Werte von t' zu erstrecken haben, 
welche > t sind. Man kann zur Grenze 8 = 1 übergehen und findet: 

hu - 0 ~ L {(8 - I)}; ~.} ~ hu + O. 
8=1 (t') t' 

Nun ist 

L {(8 - 1) 27 n \, t = L {(8 - I)}; ~x 1 = L {(8 - I)}; ~. } 
8=1 (j) (j) J 8=1 (t) t J 8=1 (I') t' 

ebenfalls > hx - 0 und :::; hx + 0 und also, da hierin 0 eine beliebig kleine 
Größe bedeutet, = hx, womit der gewünschte Nachweis des Satzes 56 er
bracht ist. 

§ 27. Andere unendliche Entwicklungen der Funktion "8). 

Die Funktion ((8) kann noch auf drei andere Arten durch unendliche Ent
wicklungen dargestellt werden [DEDEKIND (1)]. Es ist, wie leicht ersichtlich: 

'(8) = 1.)F'(:) , 
(n) n 

= JI- 1 :'8-' 
(\l) 1- n (p) 

= [! (l=~-I;S 1-=-;-128 ••• 1 -- 1=-f~8) ; 
- p 

hier ist im ersten Ausdruck die Summe über alle ganzen rationalen positiven 
Werte von n, im zweiten Ausdruck ist das Produkt über alle Primideale .):1 

des Körpers k, und im dritten Ausdruck ist das Produkt über alle rationalen 
Primzahlen zu erstrecken, wobei 11' 12 , ••• , le die Gerade der e in p aufgehen
den Primideale bedeuten. Alle diese unendlichen Summen und Produkte für 
((8) konvergieren für 8 > 1, da die Glieder sämtlich positiv sind, in einer von 
der Reihenfolge der Summanden oder Faktoren unabhängigen Weise. 
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§ 28. Die Zusammensetzung der Idealklassen eines Körpers. 

Betreffs der multiplikativen Darstellung der Idealklassen gilt der folgende 
wichtige Satz (SCHERING (1), KRoNECKER (11)]: 

Sa tz 57. Es gibt stets q Klassen Al' ... , A q , so daß jede andere Klasse A 
auf eine und nur auf eine Weise in der Gestalt A = A~' ... A~q darstellbar 
ist; dabei durchlaufen Xl>"" xq die ganzen Zahlen 0, 1, 2, . .. bez. bis 
hl - 1, ... , hq - 1, und es ist A~' = 1, ... , A~q = 1 und h = hl ... hq • 

Beweis. Man bilde für jede Klasse A den niedrigsten Exponenten el > 0 
derart, daß A e, = 1 wird. Der größte aller dieser Exponenten el werde mit hl be
zeichnet, und es sei H I eine hierbei auf hl führende Klasse. Nun bestimme man 
für jede Klasse A den niedrigsten Exponenten e2 > 0 derart, daß Ae2 gleich 
einer Potenz von H I wird. Der höchste dieser Exponenten e2 werde mit h2 

bezeichnet, und H2 sei eine auf h2 führende Klasse. Ferner bestimme man für 
jede Klasse A den niedrigsten Exponenten e3 > 0 derart, daß Ae, gleich einem 
Produkt von Potenzen der Klassen H l' H 2 wird; es sei h3 der höchste dieser 
Exponenten es und H 3 eine auf h3 führende Klasse. Fährt man so fort, so ent
steht eine Reihe von Klassen H1 , H2 , • •• , Hq , denen, wie man unmittelbar 
sicht, die Eigenschaft zukommt, daß eine jede Klasse A auf eine und nur auf 
eine Weise in der Gestalt A = H~l ... H~q dargestellt werden kann, wo 
Xl"'" xq die im Satze 57 angegebenen "Werte annehmen. 

Es sei nun H"·, = H"t H"t-l . .. H"l (at -L 0) (15) 
,~ t t--l 1 ' T 

wo t < s ist und ap at-I' ... , a l gewisse ganzzahlige Exponenten bedeuten. 
Aus den gemachten Festsetzungen folgt H~t = H~~i ... H~', wo bt-I' ... , b1 

gewisse ganze Zahlen sind; es muß ht durch hs teilbar sein, da im anderen 
Falle bereits eine niedere als die hs-te Potenz von Hs als Produkt der Klassen 
Ht , Ht_ I , ... , H I darstellbar sein würde. Wird ht = hs lt gesetzt, so folgt, 
daß H;'t1t durch ein Produkt der Klassen Ht - I , ... , H 1 darstellbar ist; es ist 
daher notwendig at lt durch ht , d. h. at durch hs teilbar. Setzen wir at = hscs und 
wählen an Stelle der Klasse Hs die Klasse H: = HsHt-cs, so geht die Glei
chung (15) über in die einfachere Gleichung H:'" = H~~i ... H~'. Die Fort
setzung dieses Verfahrens führt schließlich zu einer Klasse A s an Stelle von 
Hs , für welche die gewünschte Relation A~s = 1 stattfindet. 

Die obige Darstellung der Klassen kann überdies so eingerichtet werden, 
daß die Zahlen hl> ... , hq Primzahlen oder Primzahlpotenzen sind. Wäre näm
lich g eine der Zahlen hl , ... , hQ, welche noch nicht Primzahl oder Primzahl
potenz ist, und wäre etwa g = 1/ p" ... , wo p', p", ... Potenzen verschiede
ner Primzahlen sind, so setze man, wenn B die zu g gehörige Klasse bezeichnet, 

y y 

B' - Br' B" - BII" ur· h b d B'P' - 1 B"P" - 1 d - , - , . . .. n Ir a en ann -, -, ... , un wenn 
1 a' a" .. = + + ... g pi p" 
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gesetzt wird, so folgt B = B' a' B" a". • . . Es kann also B', B", . . . an Stelle 
von B eingeführt werden. Sind die Klassen Al' ... , Aq in der zuletzt beschrie
benen Weise gewählt, so heißen dieselben ein System von Grundklassen. 

§ 29. Die Oharaktere einer Idealklasse. Eine Verallgemeinerung 
der Funktion ((8). 

~achdem ein bestimmtes System von Grundklassen ausgewählt worden 
ist, ist eine jede vorhandene Klasse A durch die Exponenten Xl' ..• , xq und 
mithin auch durch die q Einheitswurzeln 

2i:nXq 

Xl (A) = e h, , ••• , Xq (A) = e hq 

eindeutig bestimmt. Diese q Einheitswurzeln X(A) heißen die Charaktere der 
Klasse A. Sind X(A), X(B) Oharaktere der beiden Klassen A, bez. B, so ist 
offenbar X(AB) = X(A)x(B). Der Oharakter X(A) einer Klasse wird zugleich 
auch als der Oharakter X(a) eines jeden in A enthaltenen Ideals a bezeichnet. 

Mit Hilfe eines Oharakters X läßt sich dann eine Funktion bilden, welche 
eine Verallgemeinerung der oben betrachteten Funktion ((8) ist, und welche 
eine ähnliche Produktentwicklung gestattet [DEDEKIND (1)]. Diese Funktion ist 

:>: X (j) II 1 
..:...J n (j)s = I --X~( p--C-) -n -c-( p-c-)_-s ' 
(j) (v) 

wo die Summe über alle Ideale j und das Produkt über alle Primideale +' des 
Körpers k zu erstrecken ist. 

8. Die zerlegbaren Formen des Körpers. 
§ 30. Die zerlegbaren Formen des Körpers. Die Formenklassen 

und ihre Zusammensetzung. 

W enn ~l), ... , ~m) m lineare Formen der m Veränderlichen UI , .•. , Um 

mit beliebigen reellen oder imaginären Koeffizienten sind, so heißt das Produkt 

U (up .•. , um) = ';(1) ••• .;(m) 

eme zerlegbare Form m-ten Grades der m Veränderlichen UI , .•• , Um' Die 
Koeffizienten der Produkte von U I , ... , Um heißen die Koeffizienten der Form. 
Berücksichtigt man die Formeln 

_ o:!og~ = 0 lo~J(:~ o!og~ + ... + 0 log ~(m) 0 lo~J('~) 
OUr iJus 01tr iJ1ts iJur iJus 

(r,8=1, ... ,m) 

so folgt leicht aus dem Multiplikationssatz der Determinanten, daß das 
Quadrat der Determinante der m linearen Formen .;(1), ... , .;(m) gleich 

( U ~ 0210g U iJ2log U dd h . hl' F k' -l)m 2.L.; ± --- ... ------un a eremeganzeganzza Ige un tlOn 
011 1 0U l OUmiJ1tm 
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der Koeffizienten von U ist; dasselbe werde die Diskriminante der Form U ge
nannt. Eine Form U, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen ohne gemein
samen Teiler sind, heißt eine primitive Form; dieselbe ist eine rationale Ein
heitsform. 

Sind Cll' ••• , Clm eine Basis des Ideals a, so ist insbesondere die Norm 
n(g) = n(Cllul + ... + ClmUm ) eine zerlegbareForm m-ten Grades. Die Koeffi
zienten derselben sind ganze rationale Zahlen mit dem größten gemeinsamen 
Teiler n(a). Nach Forthebung dieses Teilers entsteht eine primitive Form U, 
welche eine zerlegbare Form des Körpel's k genannt wird, und welche folgende 
Eigenschaften besitzt. Wählt man an Stelle der Basis Cll' ••• , Clm eine andere 
Basis Clr, •.. , Cl! des Ideals a, so erhält man eine Form U*, welche aus U ver
möge ganzzahliger linearer Transformation von der Determinante ± 1 hervor
geht. Faßt man alle diese transformierten Formen unter den Begriff der 
Formenklasse zusammen, so ist ersichtlich, daß einem jeden Ideal a eine be
stimmte Formenklasse zugehört. Die nämliche Formenklasse entsteht offen
bar auch, wenn man statt des Ideals a das Ideal ClU zugrunde legt, wo Cl eine 
ganze oder gebrochene Zahl des Körpers bedeutet, d. h. einem jedem Ideal 
der nämlichen Idealklasse entspricht die nämliche Formenklasse. 

Da die Diskriminante der Form n(~) = n(a) U offenbar gleich n(a)2 d ist, 
so folgt die Tatsache: 

Sa tz 58. Die Diskriminante einer zerlegbaren Form U des Körpers k ist 
gleich der Körperdiskriminante d [DEDEKIND (1)]. 

Die genannten Eigenschaften der Formen U bestimmen das Wesen der
selben vollständig; es gilt nämlich der umgekehrte Satz: 
. Satz 59. Wenn U eine primitive, im Körper k zerlegbare, aber in jedem 

Körper niederen Grades unzerlegbare Form m-ten Grades mit der Diskrimi
nante d des Körpers ist, so gibt es in k mindestens eine und höchstens m Ideal
klassen, denen die Form U zugehört. 

Be w eis. Ist etwa 'YJ = ftl Ul + ... + ftm Um ein Linearfaktor von U, dessen 
Koeffizienten in k liegen, so multipliziere man 'YJ mit einer ganzen Zahl aderart, 
daß ~ = a'YJ = Cll U I + . . . + Clm Um eine lineare Form mit ganzen Koeffizienten 
1X1, ... , IXm wird. Setzen wir a = (ClI> ••• , Clm ), so ist nach Satz 20 n(~) = n(a)U, 
und da die Diskriminante der Form U gleich der Körperdiskriminante sein 
soll, so ergibt sich hieraus: 

Cli , • . ., Clm 12 

('l~, .': .,.IX::, .1 = n(a)2d, 

Clim- 1), ... , 1X~1~-]) I 

wo die gestrichenen IX bez. die konjugierten Zahlen bedeuten. Aus dieser 
Gleichung folgt, wenn wir die Umkehrung des Satzes 19 zu Hilfe nehmen, 
daß ClI , ..• , Clm eine Basis des Ideals abiiden. 
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Gehören zu den beiden Idealen a, b bezüglich die beiden Formen U, V, 
so heißt jede zu dem Ideale c = ab gehörige Form Weine aus den Formen U 
und V zusammengesetzte Form [DEDEKIND (1)]. 

Die Entscheidung der Frage, ob zwei vorgelegte, zum Körper k gehörige 
Formen zu derselben oder zu verschiedenen Formenklassen gehören, kommt, 
der obigen Entwicklung zufolge, auf die Frage nach der Äquivalenz zweier 
vorgelegter Ideale hinaus und erfordert daher zu ihrer Entscheidung nur eine 
endliche Anzahl von Operationen. V gl. § 24. 

9. Die Zahlringe des Körpers. 

§ 31. Der Zahlring. Das Ringideal und seine wichtigsten 
Eigenschaften. 

Sind {), 'fJ, ... irgend welche ganze algebraische Zahlen, deren Rationali
tätsbereich der Körper k vom m-ten Grade ist, so wird das System aller ganzen 
Funktionen von {), 'fJ, ... , deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, ein 
Zahlring, Ring oder Integritätsbereich1 genannt. Die Addition, Subtraktion 
und Multiplikation zweier Zahlen eines Ringes liefert wiederum eine Zahl des 
Ringes. Der Begriff des Ringes ist mithin gegenüber den drei Rechnungs
operationen der Addition, Subtraktion und Multiplikation invariant. Der 
größte Zahlring des Körpers k ist der durch WI , ••. , W m bestimmte Ring, wo 
WI' ••• , W m die Zahlen einer Körperbasis bedeuten. Derselbe umfaßt alle 
ganzen Zahlen des Körpers. Jeder Zahlring r enthält m ganze Zahlen el' ... , em 
von der Art, daß jede andere Zahl e des Ringes in der Gestalt 

e = ~el + ... + am em 
dargestellt werden kann, wo av ... , am ganze rationale Zahlen sind. Die 
Zahlen el" .. , em heißen eine Basis des Ringes. Bezeichnen wir die zu 
el"'" em konjugierten Zahlen bez. mit e~, ... , e~, ... , eim- 1), ... , e~-l), 
so ist das Quadrat der Determinante 

i el' ... , lJ", 
I 
I , , 

leI' ... , e", 
I 

1 ~~~1),' ••• 
<:: ••• , Q~I~-l) 

eine rationale Zahl und heißt die Diskriminante dr des Ringes r. 
Ein Ringideal oder ein Ideal des Ringes r wird ein solches unendliches 

System von ganzen algebraischen Zahlen IXI , IX:! , ••• des Ringes r genannt, 
welches die Eigenschaft besitzt, daß eine jede lineare Kombination 
).11X1 + ~OC:! + ... derselben wiederum dem System angehört, wobei die Koeffi-
zienten ).1' ~, ... beliebige Zahlen des Ringes r sind. Jedes Ringideal enthält 

1 Nach DEDEKIND "eine Ordnung". 
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In ganze Zahlen LI' •.• , Lm von der Art, daß eine jede Zahl des Ringideals 
gleich einer linearen Kombination derselben von der Gestalt al LI ••• + am Lm 

ist, wo aI , ... , am ganze rationale Zahlen bedeuten. Die Zahlen LI' .•• , Lern 

heißen eine Basis des Ringideals. Der Beweis für die Existenz einer Basis des 
Ringes und des Ringideals ist genau entsprechend den in § 3 und § 4 dar
gelegten Beweisen für die Existenz der Körperbasis und Idealbasis zu führen. 
Es gelten folgende Sätze: [DEDEKIND (3)]. 

Sa tz 60. Sind LV ••• , Lm irgend rn ganze Zahlen des Körpers k, zwischen 
denen keine lineare Relation mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten besteht, 
so gibt es stets einen Ring r, in welchem, wenn A eine geeignet gewählte ganze 
rationale Zahl bedeutet, die Produkte A LI' A L2 , ••• , ALm die Basis eines Ring
ideals bilden. Zum Beweise dieses Satzes 60 vergleiche den Beweis zu Satz 61. 

Beweis. Es sei e eine beliebige ganze Zahl des Körpers, für welche die 
In Zahlen e LI' ••. , e Lm sämtlich gleich linearen Kombinationen der Zahlen 
/}, ... , Lm von der Gestalt ail l -i-' .. + amLm werden, wo a I , ••. , a", ganze 
rationale Zahlen sind. Die Gesamtheit aller dieser ganzen Zahlen e des Körpers 
bestimmt, wie leicht einzusehen, einen Ring von der verlangten Beschaffenheit. 

Sind IXI , ••• , IXs irgend s Zahlen in r, durch deren lineare Kombination 
unter Benutzung ganzer algebraischer, in r liegender Koeffizienten alle Zahlen 
eines Ringideals j,. erhalten werden können, so setzen wir kurz j,. = [lXI' ... , IXs]. 

Insbesondere ist j,. = [LI' ... , LmJ. 
Sa tz 61. Es gibt in jedem Ringe r stets Ringideale jn welche zugleich 

Körperideale sind. 
Beweis. Drückt manw I , .. "Wm durch die Zahlen eI"'" em der Basis 

des Ringes r aus, in der Gestalt 
aillh + ... --T- aim em 

Wi= A ._-, (i = 1, 2, ... , rn) 

\\'0 ail' ... , a im , A ganze rationale Zahlen sind, so folgt, daß jede durch A 
teilbare ganze Zahl in k eine Zahl des Ringes und mithin jedes durch A teilbare 
Ideal des Körpers k zugleich ein Ringideal des Ringes rist. 

Der größte gemeinsame Idealteiler aller derjenigen Körperideale, welche 
zugleich Ringideale in r sind, heißt der Führer f des Ringes r. [DEDEKIND (3)]. 
Es folgt dann leicht der Satz: 

Satz 62. Jedes durch den Führer f teilbare Ideal j des Körpers k ist zu
gleich ein Ringideal des Ringes r. 

§ 32. Die durch eine ganze Zahl bestimmten Ringe. Der Satz von 
der Differente einer ganzen Zahl des Körpers. 

Die wichtigsten Zahlringe des Körpers sind diejenigen, welche durch eine 
einzige ganze Zahl f} bestimmt werden. Auf die Eigenschaften dieser besonde
ren Zahlringe hat DEDEKIND seine Theorie der Diskriminanten algebraischer 
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Zahlkörper gegründet [DEDEKIND (6)]. Die haupt sächlichsten Resultate von 
DEDEKIND fassen wir in folgenden Satz zusammen: 

Sa tz 63. Der größte gemeinsame Teiler der Differenten aller ganzen Zahlen 
des Körpers k ist gleich der Differente b des Körpers. Ist 15 die Differente 
einer ganzen Zahl {), welche den Körper k bestimmt, und f der Führer des 
durch {) bestimmten Zahlringes, so ist Ö = f b . 

Beweis. Es seiw l , ... ,Wm eine Körperbasis von k, und es seien bezüglich 
, , (m-l) (m-I) d' d' Z hl k' . W 1 ' ... 'Wm' ... 'W l , •.. 'Wm le zu lesen m a en onJuglerten 

Zahlen. Wir bilden die m-reihige Determinante der m 2 Zahlenw~): 

i W 1 , 
, , 

Q=lw" 

... , W llt 

... , W,;'t 

und bezeichnen die ZUWl , .. ',W m adjungierten (m - l)-reihigen Unterdeter
minanten von Q bezüglich mit Ql' ... , Qrn· Die m Produkte Q Ql' ... , Q Qm 

sind dann ganze Zahlen des Körpers k, und zwar bilden dieselben die Basiszahlen 
eines Ideals des Körpers k. 

Um das letztere zu beweisen, multiplizieren wir die m - 1 Horizontal
reihen der Determinante Qh bezüglich mit 

u + w;, u + w:', ... , u + w~rn-l), (16) 

wo u ein unbestimmter Parameter ist. Die entstehende (m - l)-reihige Deter
minante erhält dann, wie leicht ersichtlich, die Gestalt: 

Il(U)Ql+/2(U)Q2+'" + Im (u)Qm , 

wo 11"", Im ganzzahlige Funktionen von u sind. Andererseits hat das 
Produkt der m - 1 Linearfaktoren (16) die Form 

um- 1 + (w; + ... + w~nH)) um- 2 + ... = um- I + (a - w;) um- 2 + ... , 
wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Die Vergleichung der Koeffizienten 
von um - 2 liefert das Resultat, daß wiQh eine lineare Kombination von 
Ql' ... , Qm mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten ist; hiermit ist der 
gewünschte Nachweis dafür geführt, daß QQl" .. , QQm Basiszahlen eines 
Ideals sind. 

Bezeichnen wir allgemein mit Q~) die zu w~) adjungierte (m - l)-reihige 
Unterdeterminante der Determinante Q; so wird nach einem bekannten 
Determinantensatze die m-reihige Determinante I Qj{) 1= Qm-1; folglich genügt 
die Norm des Ideals S = (QQl"'" QQm) der Gleichung 

dn2 (S) = IQQAI) 12 = Q4m-2, 

Llnd hieraus folgt n(3) = I dlm -- l . Nun ist offenbar die Diskriminante d des 
Körpers durch S teilbar; setzen wir d = Si, so folgt n(j) = Idl. 
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Es sei nun #'irgendeine den Körper k bestimmende Zahl; dann können wir 
die m Basiszahlen des Körpers k in der Gestalt voraussetzen: 

W l = 1, 
a l +{} 

W 2 = -/-1-' 

a2 + a~ {} + (}2 
Ws = 12 -- --, 

a + a' {} + ... + a(m-2) {}"'-2 + {j1ll-1 
()J = nt-I rn-I ,",-1 . 

nt fnt-l ' 

• (m-2) I I . I Z hl . d W' wo a1, a2 , a2, ... , am-I' 1"'" m-l ganze ratlOna e a en sin. Ir er-
mitteln nun den Führer f des durch # bestimmten Ringes und stellen die 

, Basiszahlen desselben in der Gestalt dar: 

!?I=/:, 
'12 = b1 + I~ # , 
!?a = b2 + b~ # + I~ #2 ; 

- b + b' {} + + b(m-2) #m-2 + I' #m-l (lm - lU-I rn-I • • • 1ft-I m' 

wo b1 , b2, b;, ... , b<:_-12) , I~, I~, ... , I~ ganze rationale Zahlen bedeuten. Da 
insbesondere nach Satz 62 l!Iwm' e2wm-I> ... , emwl ganzzahlige Funktionen 
von # werden müssen, so ergibt sich notwendigerweise, daß h durch Im-I> 
I~ durch Im - 2, ... , 1~-1 durch /1 und folglich das Produkt h ... 1~-1 durch das 
Produkt 1=/1' .. Im- 1 teilbar sein muß. Da n(f) = I] ... Im- 1h ... I~-dm 
ist, so wird n (f) = 12g, wo g eine ganze rationale Zahl ist. 

Wir setzen ferner: 

1, #, . . -, #m-l 

1, #', #'m-l 1, #', e •• , #'m-2 
8= .. -, H= 

1, #(m-1) , (#(m-l))m-l 
1, #(m-l) , . .. , (#(m-l))m-2 . . _, 

es gelten dann für die Differente 6 der Zahl # die Beziehungen (_I)m- 16 =~
m(m=.Q 

und nach S. 71 (- 1) 2 n(6) = 8 2 = 12d. Ferner ist 

,u1,/IU:!' 
B,I, a1 +#', 

=/2-' ..... 

.2 u,JJD" 
(h=I, ... ,m) 

12 Ua, · .. , Im-I Um 
a2 + a;#' -+ #'2, · .. , am-I + ... + #'m-1 

a + ... + (-<l(m-1))m-1 · .. , m-1 'U' 

I, (17) 

J 
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WO uI , ••• , um Unbestimmte sind. Entwickeln wir hier die Determinante 
nach den Elementen der ersten Horizontalreihe und schreiben sie dabei in 
der Gestalt UI HI + ... + Um Hm , so sind, wie man leicht erkennt, die Zahlen 

~!, ... , ~m sämtlich ganze Zahlen des Körpers k; sie gehen, wie die Formel (17) 

zeigt, aus den Zahlen ilill , ... , ililm dadurch hervor, daß man die letzteren 
mit ein und demselben in k liegenden Faktor multipliziert. Die m Zahlen 

~1, ••• , ~m sind folglich wieder Basiszahlen eines Ideals; dieses Ideal heiße m. 
Die Zahlen des Ideals m sind sämtlich ganzzahlige Funktionen von {}. 

Dasselbe ist folglich durch f teilbar, und wir setzen m = f f, wo r ein gewisses 
Ideal in k bedeutet. Unsere Gleichung (17) zeigt dann, daß 

~_eH f{-~ 
~ - f2 - Ö 

ist, und wenn man die Norm nimmt, so folgt hieraus: 

Idlm-l=ld~mf~~~ln(1), d.h. 12 =n(f)n(f). 

Da andererseits vorhin n (f) = 12g gefunden worden ist, so muß g = 1, n (f) = 1, 
r = 1 sein, und folglich wird n(f} = 12,,sb = fd, 0 = fi. 

Nunmehr sei,tJ ein beliebig gegebenes Primideal des Körpers k, so beweisen 
wir zunächst, daß sich stets eine ganze Zahl {} = e in k finden läßt von der Art, 
daß der Führer des durch e bestimmten Ringes nicht durch ,tJ teilbar ist. Es 
sei die durch ,tJ teilbare rationale Primzahl p = ,tJe a, wo a ein zu ,tJ primes 
Ideal bedeutet; ferner sei e als ganze Zahl in k derart ausgewählt, daß jede 
beliebige ganze Zahl des Körpers k nach jeder noch so hohen Potenz von ,tJ 
kongruent einer ganzzahligen Funktion von e wird. Die Existenz einer solchen 
Zahl e ist in Satz 29 gezeigt worden; zugleich werde die Zahl e so gewählt, 
daß sie = 0 nach a wird (Satz 25) und eine den Körper k bestimmende Zahl ist. 
Nunmehr sei die Diskriminante d (e) der Zahl e gleich ph a, wo a eine zu p prime, 
ganze rationale Zahl bedeutet. Es ist dann jede ganze Zahlw des Körpers k in 

der Gestalt w = F(e! darstellbar, wo F(e) eine ganze ganzzahlige Funktion 
ae 

von e bezeichnet. In der Tat: wird w = H(e) nach ,tJeh, wo H(e) eine ganz-
zahlige Funktion von e bedeutet, und setzen wir w = H (e) + w *, so folgt, daß 
w* eh durch ph teilbar wird. Wir setzenw* eh = p"rx., wo rx. eine ganze Zahl des 

Körpers k bedeutet. Da nach § 3 eine jede ganze Zahl rx. in die Gestalt ~~~~ ge

bracht werden kann, wo G(e) eine ganze ganzzahlige Funktion von e bedeutet, 
* G(e) . aehH(e)+G(e)· so folgt w = - und weiter w =-------~--. Die eben gefundene 

a eh a cl 
Eigenschaft der Zahl e lehrt, daß die Zahl aeh jedenfalls in dem Führer des 
durch e bestimmten Ringes vorkommt. Derselbe ist mithin nicht durch ,tJ teil
bar, d. h. die Zahl e = {} ist eine Zahl von der oben verlangten Beschaffenheit. 
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Die letzten Entwicklungen zeigen, daß das Ideal i genau der größte ge
meinsame Teiler der Differenten aller ganzen Zahlen ist. Andererseits enthält 
dieser größte gemeinsame Teiler, wie aus der Definition der Körperdifferente b 
folgt, notwendig dieses Ideal b als Faktor; wir setzen i = 1) b. Da n (b) nach 
Satz 13 durch die Diskriminante d teilbar ist, so folgt n(i) = n(1))da, wo a 
eine ganze rationale Zahl bedeutet. Wegen n (i) = ± d folgt hieraus n (1)) = 1, 
1) = 1, a = ± 1, also i = b. Damit ist der Satz 63 vollständig bewiesen. 

Aus dem Satze 63 folgen leicht der Satz 31 und 37, sowie die am Schluß 
des § 12 aufgestellte Behauptung über die in der Diskriminante des Körpers 
aufgehenden Primzahlen. Um die letztere abzuleiten, hat man nur nötig, die 
Zerlegung der linken Seite der Gleichung, welcher {} = (! genügt, nach der be
treffenden Primzahl p vorzunehmen und in ähnlicher Weise zu verwerten, wie 
dies in § 11 für die linke Seite der Fundamentalgleichung geschehen ist. 

§ 33. Die regulären Ringideale und ihre Teilbarkeitsgesetze. 

Ist ein beliebiger Ring r und in ihm ein Ringideal ir = [ClI , ... , Cl.] gegeben, 
so hat man in dem größten gemeinsamen Idealteiler der Zahlen des letzteren 
ein Körperideal; wir nennen dieses Ideal i = (ClI , ... , cx.) das dem Ringideal j" 
zugeordnete Körperideal. Wenn insbesondere das Körperideal i zum Führer f 
des Ringes r prim ist, so heiße jr ein reguläres RingideaI. Es gilt der Satz: 

Satz 64. Wenn j ein beliebiges zu dem Führer f primes Körperideal ist, so 
existiert im Ringe r stets ein Ringideal ir, dem das Körperideal j zugeordnet ist. 

Beweis. Wir bestimmen das System aller der Zahlen des Ringes r, welche 
durch das gegebene Körperideal j teilbar sind. Dieselben bilden in rein Ring
ideal ir = [ClI , ... , Cl.]. Ferner wählen wir in dem Führer f des Ringes r eine zu 
i' prime ganze Zahl f[! und dann im Körperideal i eine zu f[! prime Zahl Cl. Als
dann gibt es stets ganze Zahlen 1p und ß des Körpers derart, daß f[!1p + cxß = 1 
wird. Da f[!1p durch f teilbar und daher eine Zahl des Ringes r ist, so liegt 
auch Clß im Ringe r, und da andererseits cxß durch i teilbar ist, so stellt 
Clß = 1 - f[! 1p eine Zahl des Ringideals ir dar: das dem Ringideal ir zugeordnete 
Körperideal i* = (cxl , ... , Cl.) ist folglich zu f prim. Da i* durch i teilbar ist 
und überdies in dem Produkt f i aufgeht, so ergibt sich daraus i* = i ; d. h. ir 
erweist sich als ein reguläres Ringideal, dem das Körperideal j zugeordnet ist. 
Damit ist der Satz 64 bewiesen. 

Unter dem Produkt zweier Ringideale Or = [ClI , ... , Cl.] und or = [ßI"'" ßt] 
wird das Ringideal 

01'0,> = [ClIß,,···, rJ.sßl'···' rJ.1ßt>···, rJ.,ßt] 
verstanden. Es ist dann der Satz unmittelbar ersichtlich: 

Sa tz 65. Dem Produkt zweier regulärer Ringideale ist stets das Produkt 
der zugeordneten Körperideale zugeordnet. 
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Vermöge dieses Satzes 65 entsprechen die Teilbarkeits- und Zerlegungs
gesetze der regulären Ringideale vollkommen den Gesetzen über die Teilbar
keit und Zerlegung der zu f primen Körperideale. 

Da wir im folgenden nur reguläre Ringideale betrachten, so lassen wir der 
Kürze halber den Zusatz "regulär" fort, so daß von nun an unter einem Ring
ideal stets ein reguläres Ringideal verstanden wird. 

Es ist aus Satz 23 zu entnehmen, daß in dem Körper k stets <p (f) nach dem 
Ideal f inkongruente, zu f prime ganze Zahlen vorhanden sind. Wenn eine 
von diesen dem Ringe r angehört, so liegen offenbar auch alle diejenigen Zahlen 
im Ringe r, welche dieser Zahl nach dem Führer f kongruent sind. Die Anzahl 
der nach f inkongruenten und zu f primen dem Ringe r angehörigen Zahlen ist 
ein Teiler von <p(f) und werde mit <Pr(f) bezeichnet. 

Unter der Norm n(ur ) eines Ringideals Ur versteht man die Norm des dem 
Ringideal zugeordneten Körperideals u. Die elementaren Sätze über Normen 
von Ringidealen sind mit dieser Definition gegeben. 

§ 34. Die Einheiten eines Ringes. Die Ringklassen. 

Auch der Satz von der Existenz der Grundeinheiten ist ohne Schwierig
keit auf einen Ring übertragbar; dieser Satz folgt am einfachsten aus dem ent
sprechenden Satze für die Einheiten des Körpers, wenn man bedenkt, daß, 
wie aus Satz 24 folgt, jede Einheit des Körpers durch Erheben in die <pm-te 
Potenz in eine Einheit des Ringes übergehen muß. Der Satz hat genau die für 
den Körper k geltende Form des Satzes 47; für die in Satz 47 mit r bezeichnete 
Anzahl werde hier s geschrieben. Es mögen SI' ... , Ss ein System von s Grund
einheiten des Ringes r bedeuten, d. h. "ein System von s Einheiten im Ringe r, 
durch deren Produkte unter Zuhilfenahme der EinheitswurzeIn des Ringes sich 
sämtliche Einheiten in r ausdrücken lassen. Dann heißt die positiv genommene 
Determinante der s ersten Logarithmen zu diesen Einheiten der Regulator R;
des Ringes r. Die Anzahl der im Ringe r gelegenen Einheitswurzeln werde mit 
W r bezeichnet [DEDEKIND (3)]. 

Zwei Ringideale a und b heißen einander äquivalent, wenn zwei ganze 
Zahlen fl und Ä existieren, so daß fl U = Äb ist. Dabei werde der Äquivalenz
begriff hier in der in § 24 erwähnten engeren Fassung genommen und dem-

gemäß die Einschränkung gemacht, daß~" eine positive Norm besitze. Alle 

einander äquivalenten Ringideale bilden eine Ringklasse. Ein Ringideal (cx.), 
wo cx. eine zu f prime ganze Zahl mit positiver Norm bedeutet, wird ein Haupt
ringideal, die Klasse dieser die Hauptringklasse genannt. Die weiteren Defini
tionen und die Sätze über die Multiplikation der Ringklassen entsprechen 
genau denjenigen, die in §§ 22, 28, 29 für die Idealklassen eines Körpers auf
gestellt sind; auch folgt ähnlich, wie in § 22 die Endlichkeit der Anzahl der 
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Ringkla:ssen. Die Bestimmung dieser Anzahl kann nach zwei verschiedenen 
Methoden, nämlich entweder auf einem rein arithmetischen Wege oder mit 
Verwendung analytischer Hilfsmittel, entsprechend der in § 25 und § 26 dar
gelegten Weise ausgeführt werden. Das hierbei sich ergebende Resultat ist 
folgendes [DEDEKIND (3)]: 

Sa tz 66. Sind hund hr die Anzahlen der Idealklassen des Körpers k bez. 
des Ringes r, beide für die engere Fassung des Klassenbegriffes, so ist 

h, ep (f) wrR 
h epr(f)wR,· 

Auch die Begriffsbildungen des Kapitels 8 lassen sich auf den Ring 
übertragen; wir gelangen so zu dem Begriffe der zu einer Ringklasse gehörigen 
zerlegbaren Form. 

§ 35. Der Modul und die Modulklasse. 

Wenn Ihl' ... , Ihm irgend m ganze Zahlen des Körpers k sind, zwischen 
denen keine lineare homogene Relation mit ganzen rationalen Koeffizienten 
besteht, so werde das System aller mitte1st ganzer rationaler Koeffizienten 
al , ... , am in der Gestalt allhl + ... + amlhm darstellbaren Zahlen ein Modul 
des Körpers k genannt und mit [lhl' ... , Ihm] bezeichnet. Der Begriff des Mo
duls verhält sich mithin gegenüber den Operationen der Addition und Sub
traktion invariant. Beispiele von Moduln sind das System aller ganzen Zahlen 
des Körpers k, das Ideal, der Ring, das Ringideal. Zwei Moduln [lhl' ... , Ihm] 
und [Al' ... , Am] heißen einander äquivalent, wenn zwei ganze Zahlen Ih und A 
existieren, so daß [/1/11 , ... , Ihlhm] = [AAl' ... , AAm] ist. Alle einander äqui
valenten Moduln bilden eine Modulklasse. DEDEKIND nimmt den Begriff des 
Moduls in seinen Untersuchungen über algebraische Zahlen als Grundlage 
[DEDEKIND (1, 3, 6, 9)]. 

Das Quadrat der Determinante 

I Ihl' . .. , 
i , 
I 1h1' . .. , 
1 

i 1/(m-1) I/(m-l) 
I/VU ! , ... , Im 

ist, wie leicht ersichtlich, eine ganze rationale Zahl und überdies durch die qua
drierte Norm des Ideals m = (lhl' ... , Ihm) teilbar; der Quotient beider Quadrate 
werde mit a bezeichnet. Bildet man diese Quotienten für einen beliebigen zu 
[lhl' ... , Ihm] äquivalenten Modul, so ergibt sich jedesmal der nämliche Wert a. 
Die ganze rationale Zahl a ist mithin für die durch [lhv ... , Ihm] bestimmte 
Modulklasse charakteristisch und heißt die Diskriminante der Modulklasse. 

Die Begriffe zerlegbare Form und Formenklasse werden für den Modul 
entsprechend definiert, wie dies in § 30 für den Körper selbst geschehen 
ist. [DEDEKIND (3)]. 



Zweiter Teil. 

Der Galoissche Zahlkörper. 

10. Die Primideale des Galoisschen Körpers und seiner Unterkörper. 

§ 36. Die eindeutige Zerlegung der Ideale des Galoisschen 
Körpers in Primideale. 

Ein solcher Zahlkörper K, welcher mit den sämtlichen zu ihm konjugierten 
Körpern übereinstimmt, heißt ein Galoisscher Körper. Ist k ein beliebiger 
Zahlkörper m-ten Grades, und sind k', ... , k(m-l) die zu k konjugierten Kör
per, so kann aus sämtlichen Zahlen der Körper k, k', ... , k(m-l) ein neuer 
Körper K zusammengesetzt werden; dieser Körper K ist dann notwendig 
ein Galoisscher Körper, welcher die Körper k, k', ... , k(m-l) als Unterkörper 
enthält. Ein jeder beliebige Körper k kann mithin stets als ein Körper auf
gefaßt werden, welcher in einem Galoisschen Körper als Unterkörper ent
halten ist. Infolge dieses Umstandes ist es keine wesentliche Einschränkung, 
wenn wir bei der Erforschung der Eigenschaften der algebraischen Zahlen 
von vornherein einen Galoisschen Körper zugrunde legen und dann ent
wickeln, in welcher Weise die Zerlegungsgesetze für die Ideale dieses 
Galoisschen Körpers sich auf einen beliebigen in ihm enthaltenen Unterkörper 
übertragen. 

Was zunächst den Beweis für die eindeutige Zerlegung der Ideale in Prim
ideale betrifft, so gestaltet sich derselbe für einen Galoisschen Körper außer
ordentlich einfach [HILBERT (2, 3.)]. Um dies einzusehen, setzen wir zunächst 
einige Bezeichnungen fest. 

Der Galoissche Körper K vom M-ten Grade werde durch die ganze Zahl e 
bestimmt; e genügt dann einer irreduziblen Gleichung M-ten Grades mit 
ganzen rationalen Koeffizienten. Die M Wurzeln dieser Gleichung seien 

SIe = e, S2e, ••• , sMe, 

wo SI' ••• , SM rationale Funktionen von e mit rationalen Koeffizienten 
bedeuten. Werden SI' ••• , SM als Substitutionen aufgefaßt, so bilden sie eine 
Gruppe G vom M-ten Grade, da ja die aufeinander folgende Anwendung 
irgend zweier von den Substitutionen SI' ••• , SM wiederum eine dieser Sub
stitutionen ergeben muß. G heiße die Gruppe des Galoisschen Körpers K. 

Hilben, Gesammelte Abhandlungen. Bd. 1. 9 
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Ein Ideal~, welches ungeändert bleibt, wenn man die Zahlen desselben durch 
ihre Konjugierten ersetzt, d. h. wenn man sie einer der M - 1 Substitutionen 
S2' .•. , SM unterwirft, nenne ich ein invariantes Ideal. Ein invariantes Ideal ~ 
besitzt die folgende Eigenschaft: 

Hilfssa tz 11. Die M I-te Potenz eines jeden invarianten Ideals 3 ist 
gleich einer ganzen rationalen Zahl. 

Beweis. Es sei A eine Zahl des Ideals 3, und Al' A 2 , ••• , AM seien die 
M elementaren symmetrischen Funktionen von A = slA, S2A, ... , SM A. 
Den größten gemeinsamen Teiler der M ganzen rationalen Zahlen 

MI MI 
A -2 A ;.l 

2 , ••• , M (18) 

bezeichnen wir mit A. In gleicher Weise denken wir uns zu jeder anderen Zahl 
B, .r. . . . des Ideals 3 und ihren konjugierten die betreffenden elementaren 
symmetrischen Funktionen berechnet und die Teiler B, 0, ... in entsprechen
der Weise abgeleitet. Der größte gemeinsame Teiler aller möglichen dabei 
auftretenden Zahlen A, B, 0, ... werde mit J bezeichnet. Dann ist 3M ! = J. 
In der Tat: da die zu A konjugierten Zahlen ebenfalls Zahlen des Ideals 3 
sind, so ist 

A 1 =0,(3), A 2 =0,(32), ••• , AM =0,(3M ); 

und folglich sind die sämtlichen Zahlen (18) und mithin auch A = 0 nach 
3M !. Da das Gleiche auch von den Zahlen B, 0, ... gilt, so ist auch J = 0 
nach 3M/. Andererseits sind die Koeffizienten Al' A 2 , • •• , AM der Gleichung 

12M 

M-ten Grades für A bezüglich durch JMI, JMI, ... , JMI teilbar, und somit 
1 

ist A selbst durch JMI teilbar. Da das nämliche von allen Zahlen B, r, ... 
des Ideals 3 gilt, so ist 3M ! durch J teilbar. 

Aus dem eben bewiesenen Hilfssatz 11 folgt unmittelbar die weitere Tat
sache: 

Sa tz 67. Zu einem jeden beliebigen Ideal 2! des Galoisschen Körpers K 
läßt sich stets ein Ideal ?B so finden, daß das Produkt 9(?B ein Hauptideal 
wird. 

Beweis. Das Ideal 3 = 2!,s29T ... sM2! ist offenbar ein invariantes 
Ideal; es ist daher nach dem Hilfssatz 11 das Ideal 

?B = 3MI - 1S2 2! ... SM2! 

ein Ideal von der Art, wie es Satz 67 verlangt. 
Der Satz 67 gestattet, die weiteren Teilbarkeitsgesetze für die Ideale des 

Galoisschen Körpers in derselben Weise zu entwickeln, wie dies in § 5 auf 
Grund des Satzes 8 für einen beliebigen Zahlkörper k geschehen ist. 

Um dann aus den Teilbarkeitsgesetzen innerhalb des Galoisschen Körpers 
die Teilbarkeitsgesetze für einen beliebigen Körper k abzuleiten, beweise man 
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entweder zunächst im Galoisschen Körper die Kroneckerschen Sätze 13 und 14 
über Formen und schließe hieraus die Richtigkeit dieser Sätze für den Unter
körper k, oder man wende ein geeignetes direktes Übergangsverfahren an 
[HILBERT(3)]. 

§ 37. Die Elemente, die Differente und die Diskriminante des 
Galoisschen Körpers. 

Im Galoisschen Körper K erhalten manche der früher eingeführten Be
griffe eine einfachere Bedeutung. So sind die Elemente eines Galoisschen Kör
pers stets Ideale in diesem Körper selbst, und zwar gelten die Tatsachen: 

Sa tz 68. Die Elemente eines Galoisschen Körpers K vertauschen sich 
untereinander bei Anwendung einer der M Substitutionen Sv •.• , SM' Die 
Differente ~ des Körpers K ist ein invariantes Ideal, und die Diskriminante 
D = ± N('Il) ist daher, als Ideal, die M-te Potenz der Differente ~. 

Beweis. Bezeichnen wir mit Qv • .• , QM eine Basis des Körpers K, so 
sind die Elemente von K Ideale von der Gestalt: 

(f2 = (QI - S2 Ql> ••• , QM - S2 QM)' 

(fM = (QI -- SMQI" •• , QM - SMQM)' 

Wenden wir irgendeine der Substitutionen S auf eines dieser Elemente (fi an 
und bedenken, daß die Zahlen S Qv •.• , S QM wiederum eine Basis des Körpers 
darstellen müssen, so folgt, wenn SSi = Si'S gesetzt wird: 

S(fi = (SQI - Si,SQI"'" SQM- Si,SQM) = (fi" 

Die Invarianz der Körperdifferente folgt nunmehr aus ihrer Darstellung 
~ = (f2'" (fM' 

§ 38. Die Unterkörper des Galoisschen Körpers. 

Der Galoissche Körper gestattet ein sehr genaues Studium der Zerlegungs
gesetze seiner Zahlen mit Rücksicht auf die in ihm enthaltenen Unterkörper, 
und die hierbei sich ergebenden Resultate sind vor allem für die Anwendung 
der allgemeinen Körpertheorie auf besondere Zahlkörper von Wichtigkeit 
[HILBERT (4)]. 

Um einen beliebigen Unterkörper des Galoisschen Körpers in einfacher 
Art zu charakterisieren, bedienen wir uns folgender Ausdrucksweise. Wenn 
r Substitutionen SI = 1, S2' ••• , Sr der Gruppe G eine Untergruppe g vom r-ten 
Grade liefern, so bildet offenbar die Gesamtheit aller derjenigen Zahlen des 
Körpers K, welche bei Anwendung einer jeden Substitution von gungeändert 

bleiben, einen in K enthaltenen Körper k vom Grade m = M . Dieser Körper k 
r 

heiße der zur Untergruppe g gehörige Unterkörper. Der Galoissche Körper 
9* 
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selbst gehört zu der Gruppe, welche allein aus 81 = 1 besteht; zur Gruppe G 
aller M Substitutionen 8 gehört der Körper der rationalen Zahlen. Umgekehrt 
gehört ein jeder Unterkörper k des Galoisschen Körpers zu einer gewissen 
Untergruppe g der Gruppe G. Diese Gruppe g heiße die den Unterkörper k 
bestimmende Untergruppe. 

§ 39. Der Zerlegungskörper und der Trägheitskörper emes 
Primideals ~. 

Wählen wir nun ein bestimmtes Primideal ~ vom Grade t im Galoisschen 
Körper K aus, so gibt es eine ganz bestimmte Reihe ineinander geschach
telter Unterkörper von K, welche für das Primideal ~ charakteristisch sind, 
und deren merkwürdige Eigenschaften jetzt kurz entwickelt werden sollen. 

Es sei p die durch ~ teilbare rationale Primzahl; ferner seien z, z', z", ... 
diejenigen sämtlichen 1z Substitutionen der Gruppe G, welche das Primideal ~ 
ungeändert lassen; dieselben bilden eine Gruppe vom 1.-ten Grade, welche die 
Zerlegungsgruppe des Primideals ~ genannt und mit g z bezeichnet werden 
soll. Der zur Zerlegungsgruppe g z gehörige Körper kz werde Zerlegungskörper 

des Primideals ~ genannt; derselbe ist vom Grade mz = _"I. 
rz 

Weiter seien t, t', t", ... sämtliche unter den Substitutionen 8 der Gruppe 
G von der Beschaffenheit, daß für jede beliebige ganze Zahl Q des Körpers K 
die Kongruenz 8 Q _ Q nach ~ erfüllt ist und 1 t deren Anzahl; es folgt leicht, 
daß diese 1t Substitutionen eine Gruppe 1rten Grades bilden. Diese Gruppe 
werde die Trägheitsgruppe des Primideals ~ genannt und mit gt bezeichnet. 
Der zur Trägheitsgruppe gt gehörige Körper k, werde Trägheitskörper des 

Primideals ~ genannt; derselbe ist vom Grade mt = M. 
r, 

Das Verhältnis der Trägheitsgruppe zur Zerlegungsgruppe wird durch 
folgende Tatsachen klargestellt: 

Sa tz 69. Die Trägheitsgruppe gt des Primideals ~ ist eine invariante Unter
gruppe der Zerlegungsgruppe gz. Man erhält alle Substitutionen der Zerlegungs
gruppe und jede nur einmal, wenn man die Substitutionen der Trägheitsgruppe 
mit 1, Z, Z2, ... , zt-l multipliziert, wo z eine geeignet gewählte Substitution 
der Zerlegungsgruppe ist. 

Beweis. Es sei t eine beliebige Substitution in gt und Q eine durch ~ teil
bare ganze Zahl des Körpers K. Setzen wir Q' = t- 1 Q , so ist infolge der Eigen
schaft der Trägheitsgruppe Q' = tQ' = Q nach ~, d. h. Q' = 0 nach ~. 
Die Anwendung der Substitution t ergibt Q = 0 nach dem Primideal t ~. Da 
diese Kongruenz für jede Zahl Q des Primideals ~ gilt, so muß ~ durch t~ 
teilbar sein, und folglich ist ~ = t~, d. h. die Trägheitsgruppe gt ist eine 
Untergruppe der Zerlegungsgruppe gz. 
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Um die übrigen Behauptungen des Satzes 69 zu beweisen, bestimmen wir 
eine Primitivzahl P des Primideals ~, welche kongruent 0 nach allen zu ~ 
konjugierten und von ~ verschiedenen Primidealen ist. Die Möglichkeit der 
Bestimmung einer solchen Primitivzahl folgt aus Satz 25; dann bilden wir 
die ganzzahlige Funktion M-ten Grades von x 

F (x) = (x -- 81 P) (x - 8 2 P) ... (x - 8M P). 
Da P eine Wurzel der ganzzahligen Kongruenz F (x) = 0 nach ~ ist, so genügt 
nach Satz 27 auch pp der nämlichen Kongruenz, und hieraus folgt, daß es 
unter den M Substitutionen 81 , .•. , 8"ll notwendig eine Substitution 8 von der 
Art gibt, daß 8 P _ pp nach ~ wird. Wäre nun 8- 1 ~ 9= ~, so bestände infolge 
der Wahl von P die Kongruenz P = 0 nach 8-1 ~, und folglich müßte 8 P = 0 
nach ~ sein, was der vorhin gefundenen Kongruenz widerspräche. 

Wegen 8 ~ = ~ gehört die Substitution 8 zur Zerlegungsgruppe. Wir 
setzen 8 = z. Die wiederholte Anwendung der Substitution z auf die Kon
gruenz z P - pp nach ~ liefert die weiteren Kongruenzen Z2 P = pp2

, 

Z3 P _ pp3 , ••• , zf P ppl = P nach i,ß. Infolge der letzten Kongruenz 
ist zf eine Substitution der Trägheitsgruppe. Denn jede beliebige ganze Zahl Q 

des Körpers K kann in der Gestalt Q = pa + Il oder = Il dargestellt werden, 
wo a eine ganze rationale Zahl und Il eine durch ~ teilbare Zahl des Körpers 
bedeutet. Wegen Zf ~ = ~ folgt daraus in der Tat zf Q - Q nach ~. 

Die Kongruenz z P = pP nach ~ lehrt, daß Z-l tz P _ P nach ~ ist, wo t 
eine beliebige Substitution der Trägheitsgruppe gt bedeutet. Setzen wir 
z' = z-ltz und verstehen unter Q eine beliebige ganze Zahl des Körpers K, so 
folgt, wenn Q der Kongruenz Q = pa nach ~ genügt, z' Q = (z' p)a = pa = Q 

nach ~, und desgleichen, wenn Q = 0 nach ~ ist, d. h. z' = Z-l tz gehört der 
Trägheitsgruppe an. 

Es sei nun P(P) diejenige ganzzahlige Funktion I-ten Grades von P, 
welche = 0 nach ~ ist; nach Satz 27 hat die Kongruenz P(x) = 0 nach ~ 
die Wurzeln P, pP, ... , ppH, und nach Satz 26 besitzt sie keine anderen 
Kongruenzwurzeln. 

Ist nun z* eine beliebige Substitution der Zerlegungsgruppe, so folgt aus 
der Kongruenz P(P) == 0 nach ~ notwendig P(z*P) 0, und daher muß 
z* P = ppi nach ~ sein, wo i einen der I Werte 0, 1, ... , 1- 1 hat. Da anderer
seits ppi __ Zi P ist, so wird z-i z*·p P nach ~, und mithin ist Z-i z* eine 
Substitution t der Trägheitsgruppe, d. h. z* = ii t . In dieser letzteren Gestalt 
sind also sämtliche Substitutionen z, z', z", ... der Zerlegungsgruppe darstell
bar, und da auch umgekehrt Zi t für i = 0, 1, ... , I -1 lauter von einander 
verschiedene Substitutionen darstellt, so ist der letzte Teil des Satzes 69 be
wiesen. Endlich erhellt jetzt auch die Invarianz der Trägheitsgruppe aus der 
oben bewiesenen Tatsache, daß z-ltz stets zu dieser Gruppe gehört. 

Zugleich ergibt sich rz = Irt • 
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§ 40. Ein Satz über den Zerlegungskörper. 

Die wichtigste Eigenschaft des Zerlegungskörpers findet in folgendem 
Satze ihren Ausdruck: 

Sa tz 70. Das Ideal ~ = ~Wt liegt im Zerlegungskörper k. und ist in diesem 
ein Primideal ersten Grades. Im Zerlegungskörper k. wird p = ~ a, wo a ein 
zu ~ primes Ideal ist. 

Beweis. Die Relativnorm des Primideals ~ in bezug auf den Körper 
k. ist Nk.(~) = ~r •• Um nun die niedrigste in k. liegende Potenz des Prim
ideals ~ zu ermitteln, denken wir uns den größten gemeinsamen Teiler aller 
derjenigen ganzen Zahlen des Körpers k. bestimmt, welche durch ~ teilbar 
sind. Dieser Teiler ist notwendig im Körper kz ein Primideal ~, und, da ~r. 
in kz liegt, so ist ~ jedenfalls eine Potenz von ~; wir setzen ~ = ~u. Zur Be
stimmung des Exponenten u dient die folgende Betrachtung. Soll eine durch 
~ nicht teilbare Zahl A des Körpers K der Kongruenz A = zA nach ~ ge
nügen, und ist etwa A = pi nach ~, so muß notwendig i = pi nach pi-I 
und folglich i eine durch 1 + p + p2 + ... + pi-I teilbare Zahl sein, d. h. 
es gibt nur p - 1 einander nach ~ inkongruente Zahlen von der gewünschten 
Beschaffenheit, und es wird daher A = a nach ~, wo a eine ganze rationale 
Zahl bedeutet. Aus dieser Betrachtung folgt insbesondere, daß jede Zahl Cl 

des Körpers kz einer rationalen Zahl a nach ~ und mithin auch nach ~ kon
gruent ist, d. h. ~ ist im Körper kz ein Primideal ersten Grades, und die 
Norm n(~) im Körper kz ist folglich gleich p. Andererseits ist die Norm von~ 
im Körper K durch die Formel N(~) = [n(~)r' gegeben, und wegen ~ = ~u 
und N(~) = pf folgt somit put = pr., d. h. u = rt. 

Aus der Definition der Zerlegungsgruppe ergibt sich N(~) = ~r'2(, wo 
2( ein zu $ primes Ideal bedeutet. Setzen wir p = ~ a, so wird N (~) = pi = ~f af 

und folglich af = 2(, womit auch der letzte Teil des Satzes 70 bewiesen ist. 

§ 41. Der Verzweigungskörper eines Primideals ~. 

Um den Bau der Trägheitsgruppe näher zu erforschen, bezeichnen wir jetzt 
mit A eine feste durch \.ß, aber nicht durch ~ 2 teilbare Zahl des Körpers K und 
ermitteln für alle Substitutionen t, t', t", ... der Trägheitsgruppe die. Kon-
gruenzen 

t A = pa A, 1 
t' A= pa' A, (~2), 
t" A = pa"A, 
..... 

wo a, a', a", ... Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... , pi - 2 bedeuten. Die
jenigen unter den Substitutionen t, t', t", ... , für welche die betreffenden 
Exponenten a, a', a", ... den Wert 0 haben, mögen mit v, v', v", ... bezeich-
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net werden; ihre Anzahl sei Tv ; sie bilden, wie leicht ersichtlich, eine invariante 
Untergruppe der Trägheitsgruppe. Diese Untergruppe Tv-ten Grades werde 
die Verzweigungsgruppe des Primideals ~ genannt und mit gv bezeichnet. 
Der zu Yv gehörige Körper kv heiße der Verzweigungskörper des Primideals ~. 
Das Verhältnis der Verzweigungsgruppe zur Trägheitsgruppe wird genauer 
durch folgenden Satz charakterisiert: 

Satz 71. Die Verzweigungsgruppe gv ist eine invariante Untergruppe der 
Trägheitsgruppe; der Grad Tv derselben ist eine Potenz von p, etwa Tv = pi. 
Man erhält alle Substitutionen der Trägheitsgruppe und jede nur einmal, 
indem man die Substitutionen der Verzweigungsgruppe mit 1, t, t2 , ••• , th- 1 

multipliziert, wo h = !l und t eine geeignet gewählte Substitution der Träg-
r. 

heitsgruppe ist. Die Zahl h ist ein Teiler von pt - 1. 
Beweis. Es sei ~u eine so hohe Potenz von ~, daß für jede von 1 ver

schiedene Substitution v der Verzweigungsgruppe die Inkongruenz vA$: A 
nach ~u gilt. Setzen wir nun vA = A + BA2 nach ~3, wo B eine ganze Zahl 
in K bedeutet, so folgt leicht vP A = A nach ~3 und hieraus in entsprechender 
Weise vp2A = A nach ~4 usw., endlich vpu - 2A = A nach ~u. Demnach ist 
vPU-

2 = 1, d. h. der Grad T v der Verzweigungsgruppe ist gleich einer Potenz 
von p; wir setzen Tv = pi. 

Es sei nun a der kleinste von 0 verschiedene unter den Exponenten a, a', 
a", ... , und es gebe im ganzen h verschiedene Zahlen unter diesen Exponenten. 
Dann sind diese Zahlen notwendig Vielfache von a und stimmen mit den 
Zahlen 0, a, 2a, ... , (h -l)a überein; es ist ferner ha = pt -1. Zugleich 
erkennen wir, daß alle Substitutionen der Trägheitsgruppe in die Gestalt tiv 
gebracht werden können, wo i die Werte 0, 1, ... , h - 1 annimmt und v alle 
Substitutionen der Verzweigungsgruppe gv durchläuft. Es ist folglich Tt = hTt). 

§ 42. Ein Satz über den Ttägheitskörper. 

Über das Verhalten der Ideale ~ und ~ im Körper kt gibt der folgende Satz 
Aufschluß: 

Sa tz 72. Jede Zahl des Körpers K ist nach ~ einer Zahl des Trägheits
körpers kongruent. Der Trägheitskörper bewirkt keine Zerlegung des Ideals~, 
sondern nur eine Graderhöhung desselben, insofern ~ beim Übergang vom 
Körper kz in den oberen Körper kt aus einem Primideal ersten Grades sich in 
ein Primideal I-ten Grades verwandelt. 

Beweis. Wir setzen 

:n; = {v p. V' p. V" P ... }pl(f-1l , 

1 " = T (:n; + t:n; + t2:n; + ... + th-l:n;); 

unter P wieder eine Primitivzahl nach ~ und unter t die Substitution aus Satz 71 
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verstanden; die Zahl;n liegt im Körper k" und die Zahl" im Körper kt. Um 
letzteres zu beweisen, bedenke man, daß die Zahl" bei Anwendung der Sub
stitution tungeändert bleibt, weil th zu g" gehört, und daß die Zahlen ;n, t;n, 

t2;n, ..• , th-1;n bei Anwendung einer Substitution aus g" ungeändert bleiben. 
Diese Zahlen ;n und" sind, wie man leicht einsieht, beide nach dem Primideal 
I.ß der Primitivzahl P kongruent. Da es folglich im Körper kt genau pt nach I.ß 
inkongruente Zahlen gibt, so ist notwendigerweise ~ = ~rl im Körper kt un
zerlegbar und wird in demselben ein Primideal I-ten Grades. 

§ 43. Sätze über die Verzweigungsgruppe 
und den Verzweigungskörper. 

Es ist nun leicht, die charakteristische Eigenschaft der Verzweigungs
gruppe zu erkennen; dieselbe ist folgende: 

Satz 73. Zur Verzweigungsgruppe g" gehören alle und nur solche Substi
tutionen s, bei deren Anwendung für sämtliche ganze Zahlen Q des Körpers K 
die Kongruenz s Q - Q nach 1.ß2 besteht. 

Beweis. Es sei die beliebige Zahl Q in K der Zahlw des Trägheitskörpers 
nach ~ kongruent, und dementsprechend werde Q - w = BA nach ~2 ge
setzt, wo A die Bedeutung wie in § 41 hat und B eine geeignete ganze Zahl 
in K ist. Durch die Anwendung einer Substitution v des Verzweigungskörpers 
ergibt sich vQ -w = v(BA) = BA = Q -w, d. h. vQ = Q nach ~2. 

Zugleich erkennen wir leicht den folgenden wei~eren Satz über den Ver
zweigungskörper: 

Satz 74. Das Ideal~" = ~r·liegt im Verzweigungskörper und ist in dem
selben ein Primideal I-ten Grades: es findet somit im Verzweigungskörper 
die Spaltung des Ideals ~ = ~~ in h gleiche Primfaktoren statt. 

§ 44. Die überstrichenen Verzweigungskörper eines Primideals ~. 

Unsere nächste Aufgabe besteht darin, weiter die Spaltung des Ideals ~" 
in gleiche Faktoren zu verfolgen. Zu dem Zweck nehmen wir an, es sei L der 
höchste Exponent von der Art, daß für eine jede Substitution v der Ver
zweigungsgruppe die sämtlichen ganzen Zahlen des Körpers K der Kongruenz 
v Q = Q nach ~L genügen, und bestimmen dann alle Substitutionen s der 
Verzweigungsgruppe, für welche sQ = Q nach ~L+l wird; dieselben bilden 
eine Untergruppe gD der Verzweigungsgruppe, die wir die einmal überstrichene 
Verzweigungsgruppe des Primideals ~ nennen. Der zu gD gehörige Körper k. 
heiße der einmal überstrichene Verzweigungskörper des Primideals. Die 
wichtigsten Eigenschaften dieses Körpers sind folgende: 

Sa tz 75. Die einmal überstrichene Verzweigungsgruppe gF ist eine inva
riante Untergruppe der Verzweigungsgruppe g". Der Grad von gD sei Tc = pi. 
Man erhält alle Substitutionen der Verzweigungsgruppe g" und jede nur ein-
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mal, indem man die Substitutionen der einmal überstrichenen Verzweigungs
gruppe g. mit gewissen pe Substitutionen VI"'" vpe der Verzweigungs
gruppe g" multipliziert; dabei haben diese pe Substitutionen die Besonderheit, 
daß für irgend zwei derselben Vi und Vi' stets eine Relation von der Gestalt 
Vi Vi' = Vi' Vi V besteht, wo v eine Substitution in f/v ist. Das Ideal 1:1. = I,ßr. 
ist Primideal in k.: es findet somit in k. die Spaltung des Ideals 1:1" = 1:1~e in 
pe gleiche Primfaktoren statt; dabei ist der Exponent e eine Zahl, die den 
Grad t des Primideals I,ß nicht überschreitet. 

Beweis. Es seiA eine durch I,ß, aber nicht durch 1,ß2 teilbare ganze Zahl 
des Körpers K; wir bestimmen dann ein System von Substitutionen VI' ••. , vr 

der Verzweigungsgruppe von der Art, daß, wenn 
v1A=A+81AL , ••• , vr A=A+8r AL , (1,ßL+1) 

gesetzt wird, die ganzen Zahlen 81, ... , 8r sämtlich einander nach I,ß inkon
gruent sind und auch keine Substitution von g" zu diesem Systeme VI' ••• , Vr 

hinzugefügt werden kann, ohne der letzteren Forderung zu widersprechen. 
Wählen wir dann eine beliebige Substitution v* der Verzweigungsgruppe g" 
und setzen v*A = A + 8 AL nach I,ßL+1, so muß 8 einer der Zahlen 81"", 8r 
nach I,ß kongruent sein; ist etwa 8 = 8 i nach I,ß, so folgt Vi1v*A - A nach 
l,ßL+l. Aus Satz 72 folgt, daß jede ganze Zahl Q in K einem Ausdrucke 
(J.t + ßtA + ... + AtAL nach l,ßL+l kongruent ist, wo (J.t, ßt, ... , At ganze Zahlen 
des Trägheitskörpers sind, und hieraus ergibt sich für Q die Kongruenz 
vi 1 v* Q = Q nach I,ßL+ 1, d. h. es ist vi 1 v* = V oder v* = Vi V. Diese Gleichung 
beweist die im Satze 75 behauptete Struktur der Gruppe gv' 

Wir setzen rv = pI und e = l - l. 
Es ist nunmehr ersichtlich, in welcher Weise das eingeschlagene Verfahren 

fortzusetzen ist. Bedeutet L den höchsten Exponenten von der Art, daß für 
jede Substitution v die sämtlichen Zahlen des Körpers K der Kongruenz 

v Q = Q nach I,ßL genügen, so bestimmen wir alle die Substitutionen V, für 

welche beständig vQ = Q nach l,ßL+l wird. Dieselben bilden eine invariante 
Untergruppe!!i), derGruppeg.: die zweimal überstrichene Verzweigungsgruppe 

des Primideals I,ß ; ihr Grad sei r'6' = pI; wir setzen e = Y - l. Es wird 1:1. = 1:1tff , 

wo 1:1'6' ein Primideal des zu glf gehörigen Körpers klf ist. 
So fortfahrend, gelangen wir zur dreimal überstrichenen Verzweigungs

gruppe g~ usw. Ist etwa die i-mal überstrichene Verzweigungsgruppe des 
Primideals ~ diejenige, welche lediglich aus der Substitution 1 besteht, so ist 
der i-mal überstrichene Verzweigungskörper des Primideals ~ der Körper K 
selbst und die Struktur der Verzweigungsgruppe !!" ist dann genau bekannt. 
Es leuchtet ein, daß für das Primideal I,ß überstrichene Verzweigungskörper 
nur dann vorhanden sein können, wenn der Grad M des Körpers K durch p 
teilbar ist. 



138 Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. § 45 

§ 45. Kurze Zusammenfassung der Sätze über die Zerlegung 
einer rationalen Primzahl p im Galoisschen Körper. 

Durch die in § 39-44 entwickelten Sätze erlangen wir einen vollständigen 
Einblick in die bei der Zerlegung einer rationalen Primzahl p in einem Galois
schen Körper sich abspielenden Vorgänge: 

Es handle sich um einen bestimmten Primfaktor ~ von p, so wird p zu
nächst im Zerlegungskörper von ~ in der Form p = ~ a zerlegt, wo ~ ein 
Primideal ersten Grades und a ein durch ~ nicht teilbares Ideal des Zer
legungskörpers ist. Der Zerlegungskörper von ~ ist als Unterkörper in dem 
Trägheitskörper von ~ enthalten, welcher seinerseits keine weitere Zerlegung 
von ~ bewirkt, sondern lediglich dieses Ideal ~ zu einem Primideal I-ten 
Grades erweitert. Ist der Körper K selbst der Zerlegungskörper oder der 
Trägheitskörper, so ist nach diesem ersten Schritte die Zerlegung bereits ab
geschlossen. Im anderen Falle läßt sich ~ für K noch in gleiche Faktoren spal
ten, und zwar wird ~ zunächst im Verzweigungskörper die Potenz eines Prim
ideals ~v, wobei der Exponent in pi - 1 aufgeht und folglich nicht durch p 
teilbar ist. Die Spaltung von 13 ist mit diesem zweiten Schritte notwendig dann 
und nur dann abgeschlossen, wenn p im Grade der Trägheitsgruppe nicht auf
geht und mithin der Körper K selbst der Verzweigungskörper ist. In den nun 
folgenden überstrichenen Verzweigungskörpern schreitet die Spaltung ohne 
Aussetzen fort, und zwar sind die bezüglichen Potenzexponenten Zahlen von 
der Gestalt pe, p'i, ... , wo keiner der Exponenten e, e, ... den Grad f des Prim
ideals ~ überschreitet. 

Die Übersicht über die entwickelten Resultate wird durch die folgende 
Tabelle erleichtert, in deren Zeilen der Reihe nach die betreffenden Körper, die 
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Grade der zugehörigen Gruppen, die Grade der Körper, ihre Relativgrade in 
bezug auf den nächst niederen Körper, dann die Primideale der Körper und 
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ihre Darstellung als Potenzen von ~ sich angegeben finden. Der Körper K 
ist dabei als ein dreimal überstrichener Verzweigungskörper angenommen. 
Die sämtlichen in der Tabelle vorkommenden Gradzahlen und Exponenten 
haben für jedes in p aufgehende Primideal des Körpers K die gleichen Werte 
wie für ~ und sind daher durch die Primzahl p allein völlig bestimmt. 

11. Die Differenten und Diskriminanten des Galoisschen Körpers und 
seiner Unterkörper. 

§ 46. Die Differenten des Trägheitskörpers und der 
Verzweigungskörper. 

Eine reiche Quelle neuer Wahrheiten entspringt, wenn wir die soeben 
gewonnenen Resultate mit denjenigen des Kapitels 5 in Zusammenhang 
bringen. So folgt unter Benutzung des Satzes 41 leicht ein Satz, welcher die 
wichtigste Eigenschaft des Trägheitskörpers aussagt; derselbe lautet: 

Satz 76. Die Differente des zum Primideal ~ gehörigen Trägheitskörpers 
ist nicht durch ~ teilbar. Der Trägheitskörper umfaßt sämtliche in K ent
haltenen Unterkörper, deren Differenten nicht durch ~ teilbar sind. 

Betreffs der Differenten der Verzweigungskörper gelten folgende Sätze: 
Satz 77. Die Relativdifferente des Verzweigungskörpers in bezug auf 

den Trägheitskörper ist durch ~r.-r. = .\:1;-1 und durch keine höhere Potenz 
von ~ teilbar. 

Beweis. Nach Satz 41 gilt ilt (K) -=- ~v (K) bt(kv)' wo ~t (K), ilv (K), bt(kv) 

bez. die Relativdifferenten von K in bezug auf kt , von K in bezug auf kv 
und von kf) in bezug auf kt sind. Wenn 8 die Fundamentalform von K ist, 
gilt also, daß der Inhalt der Form II (8 - t 8) gleich dem Inhalt der 
Form II (8 - v 8) mal bt(kv) ist; dabei durchläuft in dem ersten Produkt t 
alle Substitutionen der Trägheitsgruppe, in dem zweiten Produkt v alle Sub
stitutionen der Verzweigungsgruppe. Sämtliche Faktoren 8 - v 8 treten 
auch unter den Faktoren 8 - t 8 auf, die übrigen sind nach der Definition 
der Verzweigungsgruppe durch ~ aber durch keine höhere Potenz von ~ 
teilbar. Aus 

(h - 1) f v = f t - f v 

folgt dann die Behauptung. In ähnlicher Weise folgt die Tatsache: 
Satz 78. Die Relativdifferente des einmal überstrichenen Verzweigungs

körpers k;; in bezug auf den Verzweigungskörper kv enthält genau die Potenz 
~L(rv - 'v) = .p~(p. -1). Die Relativdifferente des zweimal überstrichenen 
Verzweigungskörpers ~ In bezug auf k. enthält genau die Potenz 
~L(rv-ri) = .p~(pi' -1) usw. 
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§ 47. Die Teiler der Diskriminante des Galoisschen Körpers. 

Sa tz 79. Der Exponent der Potenz, zu welcher die rationale Primzahl p 

in der Diskriminante D des Körpers K als Faktor vorkommt, ist 

mt{rt - rv + L(rv -- rv) + L(rv - rli') + ... }. 
Beweis. Der Satz 41 lehrt in Verbindung mit den oben ausgesprochenen 

Sätzen 76, 77 und 78, daß die Differente '1) des Körpers K das Primideal ~ 

genau in der rt _. rv + L(r1) - rv) + L(rv - r",) + .. ·-ten Potenz enthält. 
Hieraus folgt nach Satz 68 die Richtigkeit der Behauptung. 

Im Falle, daß keine überstrichenen Verzweigungskörper vorhanden sind, 
kommt bereits das Glied mit L nicht mehr in Frage, und es folgt dann, daß 
der Exponent der in D aufgehenden Potenz von p den Wert mt(rt - 1) be
sitzt. Nach dem Obigen tritt dieser Fall sicher dann ein, wenn der Grad M 
zu p prim ist. Man vergleiche die Bemerkungen am Schluß des § 12. 

Satz 80. Der Exponent der in der Diskriminante D aufgehenden Potenz 
von der rationalen Primzahl p überschreitet nicht eine gewisse Grenze, die nur 
vom Grade M des Galoisschen Körpers K abhängt. 

Beweis. Alle Exponenten L, L, ... für ein Primideal ~ liegen unter einer 
durch M allein bestimmten Grenze. Um für L eine solche Grenze aufzufinden, 
bezeichnen wir mitweine durch ,pv' aber nicht durch ,p~ teilbare ganze Zahl in 
kv und wählen ein System von pe Substitutionen VI' V2 , ..• , Vpe der Verzwei
gungsgruppe aus, welche durch Zusammensetzung mit gi) diese Gruppe gv 
erzeugen. Die Zahl (J. = VIW + v2w + .,. + vpew bleibt dann bei allen Substi
tutionen gv ungeändert und gehört daher dem Körper kv an. Andererseits ist 
w = vw nach ~Lund folglich (J. - pe w nach I,ßL. Wäre nun L > ert + rv' so 
müßte IX = 0 nach ,pe,pi) , aber :$= 0 nach ,pe,po I,ß sein. Setzen wir daher p = ,p a, 
wo a ein zu ,p primes Ideal des Zerlegungskörpers bedeutet, und bezeichnen 
mit y eine durch a teilbare und zu ,p prime Zahl des Zerlegungskörpers, so ist 

ß = rx;.e eine ganze Zahl in kv; dieselbe wäre durch ,pv' aber nicht durch ,pi)1,ß 
teilbar, und mithin wäre ,pv im Widerspruch mit Satz 75 ein Ideal des Körpers kv• 

Da man in ähnlicher Weise auch für die übrigen Exponenten L, ... eine 
obere Grenze findet, so kann hiernach auch der in Satz 79 angegebene Exponent 
der in der Diskriminante D aufgehenden Potenz von p eine gewisse, nur vom 
Grade M des Körpers K abhängige Grenze nicht überschreiten. 

Der Satz 80 ist besonders deshalb von Wichtigkeit, weil er die Möglichkeiten, 
die sich hinsichtlich der in M aufgehenden Primzahlen p bieten, von vornherein 
auf eine endliche Anzahl einschränkt. Rechnen wir alle diejenigen Körper vom 
Grade M, bei welchen die Zerlegung der in M aufgehenden Primzahlen für alle 
obigen Anzahlen die nämlichen Werte liefert, zu einem Typus, so folgt, daß es für 
einen gegebenen GradM nur eine endliche Anzahl von möglichenKörpertypen gibt. 
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Als Beispiel für den Satz 80 diene der (im dritten Teil ausführlich behandelte) 
quadratische Körper, in dessen Diskriminante die ungeraden Primzahlen 
höchstens einfach und die Primzahl 2 höchstens zur dritten Potenz aufgeht 
(vgl. § 59 Satz 95). 

12. Die Beziehungen der arithmetischen zu algebraischen Eigenschaften 
des Galoisschen Körpers. 

§ 48. Der relativ-Galoissche, der relativ-Abelsche 
und der relativ-zyklische Körper. 

Ist die Gruppe G der Substitutionen 81 , ••• , 8M eines Galoisschen Kör
pers Keine Abelsche Gruppe, d. h. sind die Substitutionen 810 ••• , 8M unter
einander vertauschbar, so heißt der Galoissche Körper Kein Abelscher Körper. 
Ist jene Substitutionsgruppe G insbesondere eine zyklische, d. h. sind die M 
Substitutionen 81 , ••• , 8 M sämtlich als Potenzen einer einzigen unter ihnen 
darstellbar, so heißt der Abelsche Körper K ein zyklischer Körper. 

Weim wir die nämliche Betrachtung, welche in § 28 für die Idealklassen 
angestellt worden ist, auf die Substitutionen der Gruppe eines Abelschen 
Körpers anwenden, so ergibt sich der Satz, daß jeder Abelsche Körper aus 
zyklischen Körpern zusammengesetzt werden kann. Die zyklischen Körper 
ihrerseits lassen sich ferner stets aus solchen besonderen zyklischen Körpern 
zusammensetzen, deren Grade Primzahlen oder Primzahlpotenzen sind. 

Die in Rede stehenden Begriffe lassen folgende Verallgemeinerung zu: 
Es sei (9 die Wurzel einer Gleichung l-ten Grades: 

(9' + atl (9'-1 + ... + at, = 0 , 

deren Koeffizienten atv ... , atl Zahlen eines Körpers k vom m-ten Grade sind. 
Diese Gleichung l-ten Grades sei überdies im Rationalitätsbereiche kirreduzibel 
und von der besonderen Eigenschaft, daß alle übrigen l - 1 Wurzeln 
(9', ... , (9(1-1) derselben sich als ganze rationale Funktionen der Wurzel (9 

darstellen lassen, wobei die Koeffizienten dieser Funktionen Zahlen des 
Körpers k sind. Unter dieser Voraussetzung heißt der aus (9 und den Zahlen 
von k gebildete Zahlkörper K vom M = lm-ten Grade ein relativ-Galoisscher 
Körper in bezug auf k. Der Grad l jener Gleichung ist der Relativgrad von K. 
Wird etwa 

(9 = S1(9, (9' = S2(9, ... , (9(1-1) = SI (9 

gesetzt, so heißt die Gruppe der Substitutionen SI' ... , SI die Relativgruppe ; 
ist diese Gruppe eine Abelsche, so heißt der Körper Kein relativ-Abelscher 
Körper in bezug auf k. Ist die Relativgruppe zyklisch, so heißt der Körper K 
relativ-zyklisch in bezug auf k. 
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§ 49. Die algebraischen Eigenschaften des Trägheitskörpers und 
der Verzweigungskörper. Die Darstellung der Zahlen des 

Galoisschen Körpers durch Wurzeln im Bereiche des 
Zerlegungskörpers. 

Mit Benutzung der eben definierten Begriffe lassen sich in sehr einfacher 
Weise einige wichtige algebraische Eigenschaften des Zerlegungs- und des 
Trägheitskörpers, sowie der Verzweigungskörper aussprechen, welche eine 
unmittelbare Folge der oben bewiesenen ·Eigenschaften ihrer Gruppen sind. 
Es ergeben sich folgende Tatsachen: 

Sa tz 81. Der Trägheitskörper kt ist relativ zyklisch vom Relativgrade f in 
bezug auf den Zerlegungskörper kz • Der Verzweigungskörper kv ist relativ zyk
lisch vom Relativgrade h in bezug auf den Trägheitskörper kt • Der einmal über
strichene Verzweigungskörper kii ist ein relativ Abelscher vom Relativgrade pe 
in bezug auf den Verzweigungskörper kv ; der Körper k7j ist ein relativ Abelscher 
vom Relativgrade pf' in bezug auf kii usf. Die Abelschen Relativgruppen der 
Körper kli , k7j, ... enthalten lediglich Substitutionen vom p-ten Grade. 

Nach diesem Satze 81 geschieht also die Spaltung in gleiche Faktoren stets 
mittels einer Kette Abelscher Gleichungen, und dieses Resultat drückt eine 
neue überraschende Eigenschaft des Zerlegungskörpers aus: 

Sa tz 82. Der Zerlegungskörper eines jeden Primideals in K bestimmt eine.n 
Rationalitätsbereich, in welchem die Zahlen des ursprünglichen Galoisschen Kör
pers K lediglich durch Wurzelausdrücke darstellbar sind. 

Dieser Satz 82 rückt zugleich die Bedeutung der Theorie der durch Wurzel
ziehen lösbaren Gleichungen in helles Licht; denn er zeigt, daß bei dem Prozeß 
der Zerlegung der Zahlen in Primideale die wichtigsten und schwierigsten 
Vorgänge sich gerade in solchen Relativkörpern abspielen, deren Zahlen in 
einem gewissen Rationalitätsbereiche durch Wurzelausdrücke darstellbar sind. 

§ 50. Die Dichtigkeit der Primideale ersten Grades und der 
Zusammenhang dieser Dichtigkeit mit den algebraischen 

Eigenschaften eines Zahlkörpers. 

Es ist eine merkwürdige Tatsache, daß die Häufigkeit gewisser Primideale 
ersten Grades in einem Zahlkörper Schlüsse auf die algebraische Natur des
selben zuläßt [KRONECKER (14)J. 

Es sei k ein beliebiger Zahlkörper m-ten Grades, und es bedeute allgemein 
Pi eine rationale Primzahl, in der genau i voneinander verschiedene Primideale 
ersten Grades aufgehen. Wenn dann der Limes 

L ~~-1 2], I 
8=1 log C ~ 1) 
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existiert, wo die im Zähler stehende Summe über alle Primzahle-n Pi zu er
strecken ist, so sagen wir: die Primzahlen von der Art Pi besitzen eine Dichtig
keit; hat jener Limes den WertLli' so heiße Ll i die Dichtigkeit der Primzahlen 
von der Art Pi' KRONECKER macht bei seinen Untersuchungen die unausge
sprochene Annahme, daß die Primzahlen von sämtlichen m Arten Pt, ... , Pm 
Dichtigkeiten besitzen. Für den Fall, daß die Gruppe der zur Bestimmung 
des Körpers k dienenden Gleichungen die symmetrische ist, läßt sich be
reits aus den Bemerkungen KRONECKERS die Existenz der Dichtigkeiten 
LI}> ... , Llm entnehmen; für einen beliebigen Körper k hat FROBENIUS die 
Existenz dieser Dichtigkeiten bewiesen und zugleich ihre Werte bestimmt; 
sie sind rationale Zahlen, die in einfacher Weise von der Gruppe der den 
Körper k bestimmenden Gleichungen abhängen [FROBENIUS (1)]. Es gelingt 
leicht der Nachweis des folgenden Satzes: 

Satz 83. Wenn in einem beliebigen Körper m-ten Grades von den Prim
zahlen der m Arten Pt, ... , Pm irgend m - 1 Arten Dichtigkeiten besitzen, 
so besitzt auch die übrigbleibende Art eine Dichtigkeit, und die m Dichtigkeiten 
Ll t , .•. , Llm erfüllen die Relation: 

LI! + 2L1 2 + ... + mLlm = 1. 

Beweis: Wenn man die zweite der drei in § 27 angegebenen Darstellungen 
der Funktionen '(8) benutzt und den Logarithmus bildet, so ergibt sich 

log' (8) = }; n (~)8 + S, 
(1)) 

lYl1 lYl 1 
S = -2 ~ n (tJ)28 + 3 LI n(W' + .. " 

(1)) (1)) 

wo die Summen über sämtliche Primideale .I:J des Körpers zu erstrecken sind. 
Bezeichnen wir nun die Primideale ersten Grades allgemein mit .l:J1> so wird 
offenbar 

(19) 

wo links über alle Primideale .l:Jt und rechts bezüglich über alle rationalen 
Primzahlen Pt, P2' ... , Pm zu summieren ist. 

Wir berücksichtigen andererseits, daß für alle Primideale .I:J von höherem 
als dem ersten Grade n (.I:J) > p 2 ist, und daß eine beliebige Primzahl P höch
stens m Primideale enthält; dadurch ergibt sich: 

y,l Yl 1 Yll Yll 
LI n(tJ)8 -~ n(tJ)8 < m ~ pS. < m~ 1,2' 
(1)) (1',) 1 (p) (h) 

wo die letzte Summe über alle ganzen rationaJen Zahlen h > 1 zu erstrecken 
ist. Desgleichen findet man: 

S<m{}; ~s+}; ~3+" .}=m};k(k~l)=m. 
W W W 
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Aus diesen Ungleichungen folgt, daß log C(8) - .2 -n-(~-)' sich für 8 = 1 einer 
(pt} i?1 

endlichen Grenze nähert. Nach Satz 56 hat auch der Ausdruck log C (s) -log 8 ~ 1 

für s = 1 einen endlichen Grenzwert, und daher gilt das Nämliche auch von 
dem Ausdruck 

.2 1 1 ---10 --
n(h ). g 8 - 1 ' 

(pt} 1"1 

d. h. es ist 

.2 n(~ )' 
(PI) 1"1 

L 1 = 1, 
s~1 log--

8-1 

woraus unter Benutzung der Formel (19) die Behauptung folgt. 
Für einen Galoisschen Körper K vom M-ten Grade ist Ll 1 = 0, 

Ll 2 = 0, ... , Ll M - 1 = 0, und daher folgt aus Satz 83: 
Sa tz 84. In einem Galoisschen Körper M-ten Grades besitzen die in 

lauter Primideale ersten Grades zerfallenden Primzahlen PM eine Dichtigkeit, 

und diese Dichtigkeit ist LI "'VI = ~ . 
Ist k ein beliebiger Körper und K derjenige Galoissche Körper M-ten 

Grades, welcher aus k und den zu k konjugierten Körpern k' , ... , k(m-1) zu
sammengesetzt ist, so stimmen, wie man leicht erkennt, die Primzahlen Pm 
in k mit den Primzahlen PM in K überein, und daher besitzen die Prim-

zahlen Pm in k eine Dichtigkeit, und diese ist gleich ~, d. h. gleich dem 

reziproken Wert des Grades M seiner Galoisschen Resolvente [KRoNEcKER (14)]. 

13. Die Zusammensetzung der Zahlkörper. 

§ 51. Der aus einem Körper und dessen konjugierten Körpern 
zusammengesetzte Galoissche Körper. 

Sa tz 85. Wird aus den beiden Körpern k1 und k2 ein Körper K zusammen
gesetzt, so enthält die Diskriminante des zusammengesetzten Körpers Kalle 
und nur diejenigen rationalen Primzahlen als Faktoren, welche in der Diskrimi
nante von kloder in derjenigen von k2 oder in beiden aufgehen. 

Der erste Teil dieses Satzes folgt unmittelbar aus Satz 39; der zweite 
Teil ergibt sich mit Hilfe von Satz 41 wie folgt: 

Seien Ql' ... , QM bez. Wl , •.. , Wm eine Basis von K bez. k1 , dann läßt 
sich W i in der Form 

(i = 1, ... , m) 

mit ganzen rationalen ai1 , ... , aiM darstellen. Sind ferner Qill , ••. , Q<ß die 
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bezüglich k", relativkonjugierten Zahlen zu D1 , ••• , DM' so sind die Zahlen 

w~!) = a~l Dil) + ... + aiM D~ 

gewisse konjugierte zu W i , und hieraus folgt, daß die Elemente 

(D1 - D~), ... , DM - D~) 

von K in gewissen Elementen von k1 aufgehen. Nach der Definition der Re
lativdifferente und Satz 38 folgt hieraus die Behauptung. 

Eine unmittelbare Folge des Satzes 85 ist die weitere Tatsache: 
Satz 86. Wenn man aus dem Körper k vom m-ten Grade und den sämt

lichen zu ihm konjugierten Körpern k', ... , k(m-l) einen Galoisschen Körper K 
zusammensetzt, so enthält die Diskriminante dieses Körpers K alle und nur 
diejenigen rationalen Primzahlen, welche in der Diskriminante des Körpers k 
aufgehen. 

§ 52. Die Zusammensetzung zweier Körper, deren Diskriminanten 
zueinander prim sind. 

Ein besonderes Interesse beansprucht der Fall, daß die Diskriminanten der 
zusammensetzenden Körper zueinander prim sind. Der wichtigste und frucht
barste Satz über diesen Fall ist der folgende: 

Satz 87. Zwei Körper kl und k2 bezüglich von den Graden ml und m2 , 

deren Diskriminanten zueinander prim sind, ergeben durch Zusammensetzung 
stets einen Körper vom Grade m1 m2 • 

Beweis. Der aus kl und den sämtlichen zu kl konjugierten Körpern zu
sammengesetzte Galoissche Körper werde mit K I bezeichnet; die Diskrimi
nante von K I ist nach Satz 86 prim zu der Diskriminante von k2 • Es sei -& 
eine den Körper kl bestimmende Zahl; dieselbe genügt einer irreduziblen 
Gleichung mI-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffizienten. 

Wäre nun der aus kl und k2 zusammengesetzte Körper von niederem als dem 
(ml m2)-ten Grade, so müßte diese Gleichung im Rationalitätsbereich k2 redu
zibel werden, d. h. die Zahl -& würde dann einer Gleichung von der Gestalt 

-&r + IXI -&r-l + ... + IXr = 0 

genügen, deren Grad r < ml ist, und deren Koeffizienten IXI , ••• , IXr Zahlen 
in k2 sind. Der aus diesen Koeffizienten IXI , ••• , IXr zusammengesetzte Zahlkörper 
werde k genannt. Da IXI , ... , IXr sich durch die r Wurzeln der obigen Gleichung 
rational ausdrücken lassen, so ist k ein Unterkörper von K I , und da k auch 
zugleich ein Unterkörper von k2 ist, so müßte die Diskriminante von k nach 
Satz 39 sowohl in der Diskriminante von kl als auch in derjenigen von k2 als 
Faktor enthalten sein; hieraus würde für die Diskriminante dieses Körpers k 
der Wert 1 folgen, und dieser Umstand widerspricht dem Satze 44. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 10 
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Wir heben noch folgende Tatsachen hervor, deren Richtigkeit nunmehr 
leicht erkannt wird: 

Satz 88. Wenn kv k2 zwei Körper bezüglich von den Graden m1 , m2 und 
mit den zueinander primen Diskriminanten d1 , d2 sind, so ist die Diskriminante 
des zusammengesetzten Körpers K gleich d'{'2 d~'. Die m1 m2 Zahlen einer 
Basis des Körpers K erhält man, wenn man jede der m1 Basiszahlen des Kör
pers k1 mit jeder der m2 Basiszahlen des Körpers k2 multipliziert. Ist p eine 
rationale Primzahl, welche in k1 die Zerlegung p = ~~' ... ~i und in k2 die 
Zerlegung p = ql ... q. erfährt, wo ~l' ... , ~r und ql' ... , q. voneinander ver
schiedene Primideale bez. in den Körpern k1 und k2 bedeuten, so gilt in K die 
Zerlegung p = II3H, wo das Produkt über i = 1, ... , r und l = 1, ... , S zu 

i,l 

erstrecken ist und ,si! dasjenige Ideal in K bedeutet, welches als der größte 
gemeinsame Teiler der beiden Ideale ~i und ql definiert ist. Die Ideale 3il 
sind nicht notwendig Primideale in K. 

Werden zwei Körper k1 , k2 mit beliebigen Diskriminanten zugrunde ge
legt, so ist die Beantwortung der entsprechenden Fragen nur unter beschrän
kenden Annahmen über die Natur der zu zerlegenden Primzahlen einfach 
[HENSEL (3)]. 

Die bisher in Kapitel 10 -13 dargelegten Resultate scheinen mir die wich
tigsten Grundzüge einer Theorie der Ideale und Diskriminanten des Galois
sehen Körpers zu enthalten. Die befolgten Methoden gestatten noch nach 
mannigfachen Richtungen eine allgemeinere Ausführung; insbesondere gilt 
eine Reihe der in §§ 39 - 44 bewiesenen Sätze ohne wesentliche Änderung für 
relativ Galoissche Körper [DEDEKIND (8)]. 

14. Die Primi deale ersten Grades und der Klassenbegriff. 

§ 53. Die Erzeugung der Idealklassen durch Primideale ersten 
Grades. 

Es ist von hohem Interesse, daß die in Kapitel 10 - 12 entwickelten Prin
zipien auch über die Frage der Erzeugung und Natur der Idealklassen eines 
Zahlkörpers neues Licht verbreiten. In diesem und in dem folgenden Kapitel 
werden die wichtigsten auf diese Frage bezüglichen allgemeinen Sätze dar
gelegt. Der erste Satz betrifft die Erzeugung der Idealklassen eines beliebigen 
Galoisschen Zahlkörpers durch Primideale ersten Grades und lautet: 

Satz 89. In jeder Idealklasse eines Galoisschen Körpers gibt es Ideale, 
deren Primfaktoren sämtlich Ideale ersten Grades sind. 

Wir beweisen zunächst den folgenden Hilfssatz : 
Hilfssatz 12. Wenn Kein Galoisscher Körper vom M-ten Grade mit der 

Diskriminante D ist, und Wein in DM! nicht aufgehendes Primideal von einem 
Grade f > 1 in diesem Körper bedeutet, so gibt es stets eine zu DM! prime 
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ganze Zahl Q in K, welche durch ~, aber nicht durch ~2 teilbar ist, und deren 
übrige Primfaktoren sämtlich von niederem als dem I-ten Grade sind. 

Beweis. Es sei P eine ganze Zahl des Körpers K von der Art, daß jede 
andere ganze Zahl Q einer ganzzahligen Funktion von P nach ~2 kongruent 
wird. Nach Satz 29 existiert eine solche Zahl P stets. Wir bezeichnen ferner 
die zu ~l3 konjugierten und von ~ verschiedenen Primideale mit ~', ~", ... , ~(m) 
und bestimmen dann eine ganze Zahl A in K, welche den Kongruenzen 

A=P, 
A=O, 
A=I, 

(~2) 

(~' ~" ••• ~(m)) 

(M!) 

genügt. Ist z eine solche Substitution der zu ~ gehörigen Zerlegungsgruppe, 
für welche z P = pp nach ~ wird, so sind offenbar die I - 1 Differenzen 
A - zA, A ......:. z2A, ... , A - Zl-l A zu ~ prim. Ist ferner s eine nicht zur 
Zerlegungsgruppe gehörige Substitution, so wird s A durch ~ teilbar, und folg
lich ist die Differenz ,4. - s A zu ~ prim. Die Differente von A ist mithin zu ~ 
prim, und daher folgt nach der Bemerkung auf S. 71, daß A eine den Körper K 
bestimmende Zahl darstellt. Mit Rücksicht auf Satz 31 ist K der Trägheits
körper von ~, und daher genügt A einer Gleichung von der Gestalt: 

At + al At-I + ... + !X, = 0, 

wo !Xl' ••• , af Zahlen im Zerlegungskörper k des Primideals ~ bedeuten. Die 

übrigen Unterkörper des Körpers K vom nämlichen Grade ~ bezeichnen wir 

mit k', k", ... ; es genügt A dann auch den Gleichungen 

At + !X~ At-I + ... + !XI = 0 , 

At + (f..~ At-I + ... + (f..I' = 0 , 

wo !X~, . • ., !X; Zahlen in k', a~, . . ., !x;' Zahlen in k" usf. sind. Nunmehr be
stimme man I ganze rationale Zahlen al , .•. , af so, daß 

~ = !Xl> ••• , a, = !X" (~) 

wird; dies ist möglich, weil nach Satz 70 das Ideal ~ in k vom ersten Grade ist. 
Sodann seien bl , ••• , bl solche I ganze rationale Zahlen, welche den Kon
gruenzen 

M! b1 == aI , .•. , M! bf = a" (p) 

genügen, und für welche überdies keine der zum Index 1 gehörigen Verbin
dungen 

PI = M! bl - a1> P~ = M! bl - (f..~, ... 
verschwindet. Wir setzen ferner 

B = At + M~ (bI At-I + b2At-2 + ... + bf ). 

10* 
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Endlich bezeichnen wir die sämtlichen von p verschiedenen und in der 
Diskriminante A von ,4 oder in den Normen der Zahlenßl' ß~, ... aufgehenden 
rationalen Primzahlen, soweit sie größer als M sind, mit ql' ... , ql. Ist qi eine 
beliebige unter diesen, so muß, da sie in K höchstens M Primfaktoren enthalten 
kann, mindestens eine der qi(> M) Zahlen, B, B + 1, B + 2, ... , B + qi - 1 
zu qi prim sein; es sei etwa B + Ci prim zu qi. Bestimmt man dann eine 
ganze rationale Zahl c, welche den l Kongruenzen M! pc = Ci nach qi für 
i = 1, 2, ... , l genügt, so ist 

Q=B+M!pc 

eine Zahl von der Eigenschaft, wie sie unser Hilfssatz 12 verlangt. 
In der Tat: wegen der Kongruenz A _ 1 nach M! ist die Zahl Q prim zu 

allen denjenigen rationalen Primzahlen, welche < M sind; und andererseits 
ist Q auf Grund der Bestimmungsweise der Zahl c prim zu allen denjenigen in A 
enthaltenen rationalen Primzahlen, welche größer als M sind. Die Zahl Q ist da
her prim zu den von p verschiedenen, in A aufgehenden rationalen Primzahlen. 

Ferner ist Q teilbar durch I,ß, aber nicht durch I,ß', I:JS", ... , l,ß(m), da 
M! bt = at $: ü nach p wird. Die Zahl Q ist in der Gestalt 

Q = At + m1 At-I + ... + mf , 

darstellbar, wo mI , ... , mt ganze rationale Zahlen bedeuten. Da A = P nach 
1,ß2 ist und P keiner ganzzahligen Kongruenz von niederem als dem (2t)-ten 
Grade nach 1,ß2 genügen kann, so folgt, daß Q nicht durch 1,ß2 teilbar ist. 

Wäre ferner Q durch ein Primideal 0 vom Grade f' > f teilbar, und seien 
1, z', Z'2, ..• , Z't'-l die f'Substitutionen der Zerlegungsgruppe von 0, durch 
welche diese aus der Trägheitsgruppe erzeugt wird, so müßten die f' Kon-
gruenzen 

Af + m1 Af-I + ... + mf = 0 , 

(z' A)f + m1 (z' A)f-l + ... + mf = 0 , 

(0) 

(0) 

bestehen; diese würden zur Folge haben, daß die Diskriminante A der Zahl A 
durch 0 teilbar ist, was nach dem Obigen nicht zutrifft. 

Es sei endlich Q durch ein Primideal 0 vom Grade f teilbar; dann müßte 
einer der Körper k, k', k", ... Zerlegungskörper von 0 sein; es sei dies etwa 
der Körper k'. Unter dieser Annahme setze man Q in die Gestalt 

Q = Q - (At + ("l~ At-I + ... + 0'.;) = ß~ At-I + ... + ß;, 
wo ß~, ... , ß; Zahlen in k' bedeuten. Sind 1, z', Z'2, . .. , z't-1 die t für 0 zur 
Erzeugung seiner Zerlegungsgruppe aus seiner Trägheitsgruppe dienenden 
Substitutionen, so folgt 

ß~At-l + ... + ß/=ü, (0) 

ß~ (z' AY-l + ... + ßi = 0 , (0) 
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und diese Kongruenzen würden zur Folge haben, daß entweder A oder ß~ 
durch :0. teilbar ist, womit die obigen Festsetzungen im Widerspruch stehen. 

Wenn wir berücksichtigen, daß in jeder Klasse ein Ideal gefunden werden 
kann, welches zu DM! prim ist, so folgt aus dem somit bewiesenen Hilfssatz 12, 
wie man leicht sieht, der Satz 89. Derselbe ist für den Fall des Kreiskörpers 
bereits von KUMMER bewiesen worden [KUMMER (6)]. 

15. Der relativ-zyklische Körper vom Primzahlgrade. 

§ 54. Die symbolische Potenz. Der Satz von den Zahlen mit der 
Relativnorm 1. 

Es soll jetzt über relativ Abelsche Körper eine Reihe fundamentaler Sätze 
abgeleitet werden. Um' dieselben leichter aussprechen und beweisen zu können, 
schicken wir einige Bezeichnungen und Festsetzungen voraus. 

Es sei Kein Zahlkörper vom Grade Im; derselbe sei relativ-zyklisch in 
bezug auf den Körper k vom m-ten Grade; der Relativgrad I sei eine Primzahl. 
Die Substitutionen der zyklischen Relativgruppe seien 1, S, S2, . .. , SI-1. 
Endlich definieren wir den Begriff der symbolischen Potenz einer Zahl Ades 
Körpers K, wie folgt: wenn A eine beliebige ganze oder gebrochene Zahl in K 
ist und a, a1 , ••• , al - 1 irgendwelche ganze rationale Zahlen bedeuten, so 
möge der Ausdruck 

zur Abkürzung mit 

bezeichnet werden, wo F(S) die auf der linken Seite im Exponenten von A 
stehende ganzzahligeFunktion von S bedeutet. Die symbolische F (S)- te Potenz 
von A stellt hiernach stets wiederum eine ganze oder gebrochene Zahl des 
Körpers K dar. Diese symbolische Potenzierung kann als Verallgemeinerung 
einer Bezeichnungsweise angesehen werden, welche KRONECKER im Falle des 
Kreiskörpers eingeführt hat [KRONECKER (1)]. 

Wir beweisen nun der Reihe nach folgende Eigenschaften des relativ
zyklischen Körpers K: 

Satz 90. Jede ganze oder gebrochene Zahl A in K, deren Relativnorm 
in bezug auf k gleich 1 ist, wird die symbolische (1 - S)-te Potenz einer ge
wissen ganzen Zahl B des Körpers K. 

Beweis. Es sei x eine Veränderliche unde eine den Körper K bestimmende 
Zahl; dann setze man: 

und 

x+e A = --A = (x + e)1-S A 
IIJ x+se 

B = 1 + Al + A1+S + A1+s+s2 + ... + A1+S+S2+·.·+SH 
a7 X X X X • 
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Berücksichtigt man, daß nach Voraussetzung A 1+8+··· +SI-l = 1 ist und 
folglich auch A!+s+ ... +S'-1 = 1 wird, so ergibt sich B!-S = Aa;. Da Ba; eine 
rationale Funktion von x ist, welche, wie leicht ersichtlich, nicht identisch für 
alle x verschwindet, so kann man eine ganze rationale Zahl x = a so wählen, 

daß Ba eine von 0 verschiedene Zahl in K wird. Die Zahl B* = a ~ e genügt 

dann der Gleichung A = B* I-S. Setzen wir B* = ~ , wo B eine ganze alge

braische Zahl in Kund b eine ganze rationale Zahl bedeutet, so ist auch 
A = B1- S. 

§ 55. Das System von relativen Grundeinheiten und der 
Nachweis ihrer Existenz. 

Ein zweiter wichtiger Satz über den Körper K betrifft eine Eigenschaft 
der Einheiten in K. Kommen unter den m konjugierten Körpern, welche durch 
k bestimmt sind, r1 reelle Körper und r2 Paare konjugiert imaginärer Körper 
vor, so ist nach Satz 47 die Zahl der Grundeinheiten in k gleich r = r1 + r2 - 1. 
Wir definieren nun den Begriff eines Systems von relativen Grundeinheiten des 
Körpers K bezüglich k. Unter einem solchen System verstehen wir ein System 
von r + 1 Einheiten Hv ... , Hr +! im Körper K von der Eigenschaft, daß 
eine Einheit von der Gestalt Hf'<S) ... H;+.\I(S)[s] nur dann die symbolische 
(1 - S)-te Potenz einer Einheit in K werden kann, wenn die ganzen alge
braischen Zahlen F1 (C), ... , Fr+1 (C) sämtlich durch 1 - C teilbar sind. Dabei 
bedeutenF1 (S), ... , Fr+! (S) ganzzahlige Funktionen von S; [s] bedeutet eine 
beliebige Einheit des Körpers k oder eine solche Einheit des Körpers K, 
deren l-te Potenz eine Einheit in k ist; C endlich bedeutet eine von 1 verschie
dene l-te Einheitswurzel. 

Satz 91. Wenn der Relativgrad l des relativ-zyklischen Körpers K in 
bezug auf den Körper k eine ungerade Primzahl ist, so existiert in K stets ein 
System von r + 1 relativen Grundeinheiten, wobei r für k die Bedeutung wie 
in Satz 47 hat. 

Beweis. Wegen l =l= 2 kommen unter den lm durch K bestimmten kon
jugierten Körpern lr!> reelle Körper und lr2 imaginäre Paare von Körpern vor. 
Es sei Sv ... , er ein System von r = rl + r2 - 1 Grundeinheiten des Körpers k. 

Man wähle unter den Einheiten in K eine solche Einheit EI aus, daß EI' Sv 

... , sr ein System von unabhängigen Einheiten bilden; dann müssen auch 
die r + l - 1 Einheiten EI' Ef, ... , Er-', SI' ••• , Sr ein System unabhängiger 
Einheiten sein. 

Zum Beweise hierfür machen wir die gegenteilige Annahme und denken 
uns Ef<S) = s*, wo F(S) eine nicht identisch verschwindende ganzzahlige 
Funktion vom (l- 2)-ten Grade in Sund s* eine Einheit des Körpers k be
deutet. Da die Funktion 1 + S + ... + Sl-1 irreduzibel ist, (vgl. die Be-
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merkung am Schluß des § 91), so lassen sich zwei ganzzahlige Funktionen GI' 
G2 von S und eine von 0 verschiedene ganze rationale Zahl a derart bestimmen, 
daß 

FG1 + (1 + S + ... + SI-I) G2 = a 

wird. Hieraus folgt unter Berücksichtigung von 

Ei+s+", +Sl-l = c** 

die Gleichung E~ = c***, welche unserer Annahme zuwider läuft; dabei be
deuten c** und c*** Einheiten in k. 

Nunmehr wähle man eine Einheit E2 so,· daß E2 , EI' Ef, ... , Ef-', 
cl' ... , Cr ein System unabhängiger Einheiten bilden, und beweise dann 
in ähnlicher Weise, wie vorher, daß auch die Einheiten E2 , E~ , ... , Ef-', 
EI' Ef, ... , Ef-2, Cl' •.• , Cr unabhängige Einheiten sind. So fortfahrend, 
gelangen wir zu r1 + r2 = r + 1 Einheiten EI' ... , Er+! von der Beschaffen
heit, daß die Einheiten 

Ei' Ef, ... , Er-2, c" ... , cr (i=1,2, ... ,r+1) 

ein System von unabhängigen Einheiten bilden. Die Zahl dieser Einheiten 
beträgt 

(r + 1) (l- 1) + r = lr1 + lr2 - 1. 

Es sei nun lm eine so hohe Potenz von l, daß ein Ausdruck 

E~l(S) ... E~:i'(S) [c] , (20) 

in welchem F 1 (S), ... , Fr+! (S) beliebige ganzzahlige Funktionen vom 
(l - 2)-ten Grade in S bedeuten und [c] die auf S. 150 erklärte Bedeutung 
hat, nicht anders eine lm-te Potenz einer Einheit in K werden kann, als wenn 
alle Koeffizienten der r + 1 Funktionen F 1 (S), ... , Fr+! (S) durch l teilbar 
sind. Daß es eine solche Potenz lm stets geben muß, folgt, wenn man die 
lr1 + lr2 - 1 nach Satz 47 existierenden Grundeinheiten des Körpers K zu 
Hilfe zieht. 

Wir berücksichtigen ferner die Identität 

(1 - S)l = 1 - SI + WeS) , 

in der G eine ganzzahlige Funktion bedeutet; da hiernach die (1 - S)lm_te 
symbolische Potenz einer Zahl in K zugleich auch eine lm-te wirkliche Potenz 
ist, so folgt, daß der Ausdruck (20) nicht anders die (1 - S)lm_te symbolische 
Potenz einer Einheit werden kann, als wenn die ganzen algebraischen Zahlen 
F1 (,), .•. , Fr+! (,) sämtlich durch 1 - , teilbar sind. 

Es sei nun Cl die größte ganze rationale Zahl > 0 von der Art, daß ein 
Ausdruck von der Gestalt (20) eine (1 - S)e1-te symbolische Potenz einer Ein
heit ist, ohne daß sämtliche Zahlen F1 (0, ... , Fr+! (,) durch 1 - , teilbar 
sind; wir nehmen an, es sei ein solcher Ausdruck: 

EF,(S) EF,+l(S) [c] = H (l-S)", 
1 • •• 1'+1 l' 
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wo F 1(8), ... ,Fr+1(8) gewisse ganze rationale Funktionen von 8 sind und 
etwa F1 (C) nicht durch 1 - C teilbar sein möge; [8] hat die frühere Bedeutung, 
und H1 ist eine gewisse Einheit des Körpers K. Des weiteren nehmen wir an, 
es sei e2 die größte ganze Zahl > 0 von der Beschaffenheit, daß ein entsprechend 
aus den Einheiten E2 , ••• , Er +1 gebildeter Ausdruck existiert, der die 
(1 - 8)e2_ te symbolische Potenz einer Einheit in K wird; es sei etwa ein solcher 
Ausdruck: 

EF2(S) EF'+l(S) [8] = H (I-S)". 
2 • •• r+l 2' 

wo F2 (8), ... , Fr+1 (8) wiederum gewisse ganze rationale Funktionen 
von 8 sind und etwa F 2 (C) nicht durch 1 - C teilbar sein möge; H2 

bedeutet eine Einheit in K. So fortfahrend, gelangen wir zu r + 1 Einheiten 
H1 , H2 , ••• , Hr +1; dieselben bilden ein System von relativen Grundeinheiten 
des Körpers K. 

Um dies zu zeigen, nehmen wir im Gegenteil an, es gäbe r + 1 ganze ratio
nale Funktionen GI (8), ... , Gr+l (8) derart, daß 

H~'(S) ... H?':i'(S) [8] = ZI-S 

wird, wo Z eine Einheit in K bedeutet; es sei ferner unter den Zahlen 
GI (C), ... , Gr+1 (C) etwa Gh (C) die erste nicht durch 1 - C teilbare Zahl: dann 
wäre offenbar auch der Teil 

HGh(S) HGh+l(S) H Gr+1(S) [8] 
h h+l • •• r+l 

des letzten Produkts die (1 - 8)-te symbolische Potenz einer Einheit des 
Körpers K. Da aber in der Reihe der Zahlen e1 , e2 , ••• , er+1 keine folgende 
größer ist als die vorhergehende, so stoßen wir, wenn wir den letzten Ausdruck 
in die (1 - 8Yk-te Potenz erheben und dann wieder die Einheiten Eh' ... , C r+ 1 

einführen, auf einen Widerspruch mit unseren Festsetzungen. 
Der eben bewiesene Satz 91 gilt, wie leicht ersichtlich, auch für l = 2, 

wenn in diesem Falle noch der Umstand hinzukommt, daß unter den durch K 
bestimmten 2m einander konjugierten Körpern doppelt so viel reelle Körper 
als unter den durch k bestimmten m konjugierten Körpern vorhanden sind. 

§ 56. Die Existenz einer Einheit in K, welche die Relativnorm 1 
besitzt und doch nicht dem Quotienten zweier 

relativ-konjugierten Einheiten gleich wird. 

Sa tz 92. Falls der Relativgrad l des relativ-zyklischen Körpers K in bezug 
auf den Körper k eine ungerade Primzahl ist, gibt es in K stets eine Einheit H, 
deren Relativnorm in bezug auf k gleich 1 ausfällt, und welche doch nicht die 
symbolische (1 - 8)-te Potenz von einer Einheit des Körpers K ist. 

Beweis. Wir nehmen zunächst an, daß der Körper k nicht die l-te Ein
heitswurzel C enthält. Es seien 'fJl' ••• , 'fJr+ 1 irgend r + 1 Einheiten in k; 
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dann folgt, daß es stets r + 1 ganze rationale Zahlen av ... , ar+1 gibt, welche 
nicht sämtlich durch l teilbar sind, und für welche 'fJ~1 .•• 'fJ~+i = 1 wird. In 
der Tat, wären in einer Gleichung von der letzteren Gestalt die Exponenten 

av ... , ar+1 sämtlich durch I teilbar, so müßte 'fJr •• 'fJr~.l eine I-te Einheits
wurzel und demnach infolge der Voraussetzung = 1 sein; hieraus ergibt 
sich durch Wiederholung des Verfahrens das Gesagte. Nehmen wir nun 
'fJv· •• ' 'fJr+1 gleich den Relativnormen von H1,···, Hr+l' wo Hv ···, Hr+1 

ein System von relativen Grundeinheiten in K sind, und setzen dann 
H = H~1 ... H~i, so folgt Nk(H) = H1+s+S2 +.,,+SI-1 = 1 und daher nach 
dem Satz 90: H =.A1 - S ; da Hl , ... , Hr+1 relative Grundeinheiten sind, so 
ist die Zahl A keine Einheit. 

Um den Satz 92 allgemein zu beweisen, werde angenommen, daß k die 
primitive lh-te Einheitswurzel C', aber nicht die primitive Ih+l-te Einheits
wurzel enthielte. Durch ein ähnliches Verfahren, wie das oben angewandte, 
wird erkannt, daß, wenn 'fJl' ••• , 'fJr+2 irgendwelche r + 2 Einheiten in k sind, 
stets eine ganze rationale Zahl a und ferner r + 2 ganze rationale, nicht sämt
lich durch I teilbare Zahlen al , ... , ar+2 von der Art gefunden werden können, 
daß 

ist. 
Andererseits bedenke man, daß die Relativnorm 

N k (C) = C1+s+s2+ ... +81-1 = 1 

wird und daher nach Satz 90 C eine (1 - S)-te symbolische Potenz werden 
muß. Gäbe es nun keine Einheit Ein K, so daß C = e-s ist, so wäre bereits C 
eine Zahl von der gewünschten Beschaffenheit. Im anderen Falle folgt 
E'(l-S) = 1, d. h. E' = S E', und daher stellt E' eine Einheit s in k dar, während 

1-

E selbst gewiß nicht in k liegt. Wegen E = Vs ergibt sich Nk(E)=E1=s. 
Es sei Hl , ... , Hr+1 ein System von relativen Grundeinheiten in K; WIr 
setzen nun: 

wo a, al' ... , ar+2 die vorhin bestimmten Zahlen sind und [s] die I-te Wurzel 
aus einer Einheit des Körpers k bedeutet; dann wird Nk(H) = 1. Die Zahlen 
al , ... , ar+1 können nicht sämtlich durch I teilbar sein. Denn aus 

('YJ~1,1 ar+l )1 
••• 'Y!-l- Ea.+2 "'-a = 1 

·'r+l " 
würde dann 

at ar+l 

'YJ; .•• 'YJr!l Ea.+2 C'-a = Cb 
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folgen, wo b eine ganze rationale Zahl bedeutet. Da ar+2 bei unserer Annahme 
nicht auch durch 1 teilbar sein darf, so würde aus der letzten Gleichung folgen, 
daß E in k liegt, was nicht zutrifft. Die Einheit H erfüllt daher alle Bedingungen 
des Satzes 92. 

Die Sätze 90, 91 und 92 sind zum Teil und in anderer Form bereits von 
KUMMER für den Fall bewiesen worden, daß der Unterkörper k der durch C 
bestimmte Kreiskörper (1 - 1)-ten Grades ist [KUMMER (14, 20, 21)]. 

§ 57. Die ambigen Ideale und die Relativdifferente des 
relativ-zyklischen Körpers K. 

Wenn ein Ideal 2{ des relativ-zyklischen Körpers K bei Anwendung der 
Substitution S ungeändert bleibt und überdies keinen Faktor enthält, welcher 
ein Ideal in k ist, so heißt 2{ ein ambiges Ideal. Insbesondere heißt ein Primideal 
des Körpers K, wenn dasselbe bei Anwendung der Substitution S ungeändert 
bleibt und nicht zugleich im Körper k liegt, ein ambiges Primideal. 

Sa tz 93. Die Relativdifferente des relativ-zyklischen Körpers K in bezug 
auf k enthält alle und nur diejenigen Primideale s.ß, welche ambig sind. 

Beweis. Ist s.ß ein ambiges Ideal, so wird seine Relativnorm Nk(s.ß) = s.ß1. 
Da nicht eine niedere Potenz von s.ß in k liegen kann, so ist s.ß1 = tJ ein Prim
ideal in k. Umgekehrt, wenn ein Primideal tJ in k gleich der 1-ten Potenz eines 
Ideals s.ß in K wird, so ist s.ß ein ambiges Primi deal. 

Wir unterscheiden nun dreierlei 'Arten von Primidealen tJ des Körpers k: 
erstens solche, die der I-ten Potenz eines Primideals s.ß in K gleich sind; zweitens 
solche, die in 1 voneinander verschiedene Primideale s.ßl' ... , s.ßz des Körpers K 
zerfallen, und drittens solche, die auch in K Primideale sind. 

Liegt der erste Fall vor, so setzen wir die Norm N(s.ß) = pi; hieraus folgt 
N (tJ) = N (s.ßI) = plI, und mithin ist die Norm n(tJ) des Primideals tJ im 
Körper k ebenfalls gleich pi. Die Gleichheit der Normen N(s.ß) und n(tJ) läßt 
die Tatsache erkennen, daß eine jede ganze Zahl des Körpers K einer gewissen 
ganzen Zahl des Körpers k nach s.ß kongruent ist; aus diesem Umstande er
kennt man leicht, daß die Relativdifferente von K in bezug auf k notwendig 
durch s.ß teilbar ist. 

Im zweiten Falle läßt sich in K stets eine ganze Zahl A finden, welche nicht 
durch s.ß., wohl aber durch alle übrigen 1 - 1 Primideale s.ßl'· .. , s.ßi-l' 
s.ßi+l' ... , s.ßz teilbar ist, und aus diesem Umstande folgt, daß die Relativ
differente der Zahl A und daher auch die des Körpers K nicht durch s.ßi teil
bar ist. 

Was endlich die Primideale tJ der dritten Art angeht, so sei P eine Primitiv
zahl nach dem Primideal.» in Kund (! eine Primitivzahl nach tJ in k, und zu-



§ 58 Der Galoissche Zahlkörper. 155 

gleich sei P eine den Körper K bestimmende Zahl. Es genügt dann P einer 
Gleichung l-ten Grades von der Gestalt: 

F (P) = pi + <%1 pl-l + ... + <%z = ° , 
deren Koeffizienten <%1' ••• , <%1 ganze Zahlen in k sind. Wir setzen 

<%1=/1(e),···, <%1=/z(e), (1J), 

wo 11 (e), ... , 11 (e) ganzzahlige Funktionen von e sind, und erhalten so für P 
die Kongruenz: 

F(P)=PI+/1(e)PI-l+ ... +/z(e)=O, (1J). 

Da wegen N(1J) = (n(1J))1 die Anzahl der in K vorhandenen, nach p inkon
gruenten ganzen Zahlen gleich der l-ten Potenz der Anzahl der in k vorhandenen 
nach 1J inkongruenten ganzen Zahlen ist, so kann P keiner Kongruenz niederen 
als l-ten Grades von der nämlichen Art genügen, und daher ist notwendig 

~~~) =$= ° nach 1J; d. h. die Relativdifferente der Zahl P ist nicht durch .p 
teilbar. Durch diese Betrachtungen ist gezeigt, daß die Relativdifferente des 
Körpers K stets prim zu den Primidealen der zweiten und dritten Art ist, 
und hieraus ergibt sich die Richtigkeit des Satzes 93. 

§ 58. Der Fundamentalsatz von den relativ-zyklischen Körpern 
mit der Relativdifferente 1. Die Bezeichnung dieser Körper als 

Klassenkörper. 

Die Sätze 90, 92 und 93 ermöglichen uns die Erkenntnis einer Tatsache, 
welche für die Theorie der Zahlkörper von weittragender Bedeutung ist. Diese 
Tatsache ist folgende: 

Satz 94. Wenn der relativ-zyklische Körper K von ungeradem Primzahl
Relativgrade l die Relativdifferente 1 in bezug aul k besitzt, so gibt es stets in k 
ein Ideal j, welches nicht Hauptideal in k ist, wohl aber ein Hauptideal in K wird. 
Die l-te Potenz dieses Ideals i ist dann notwendig auch in kein Hauptideal, und 
die Klassenanzahl des Körpers k ist mithin durch l teilbar. 

Beweis. Nach Satz 92 gibt es eine Einheit H mit der Relativnorm 1, 
welche nicht die (1 - S)-te Potenz einer Einheit ist. Nach Satz 90 ist H = Al - S , 

wo A eine ganze Zahl in K bedeutet; d. h. es ist A = H . SA. Für das Haupt
ideal 2( = (A) folgt hieraus 2( = S2(. Das Ideal 2( liegt im Körper k. Denn ist 
~ irgendein in 2( aufgehendes Primideal des Körpers K, welches nicht in k 
liegt, so ist nach Satz 93, da wegen der Voraussetzung die Relativdiskriminante 
keine Teiler besitzt, ~ 9= S~, und folglich enthält A auch die Relativnorm 
Nk(~)' welche ein in k liegendes Primideal ist. Das Ideal A ist kein Hauptideal 
im Körper k; denn in diesem Falle wäre A = H*<%, wo H* eine Einheit und IX 
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eine Zahl in k bedeutet; hieraus würde H = H*l-S folgen, was dem Obigen 
widerstreitet. Damit ist der erste Teil des Satzes 94 bewiesen. 

Da Nk(A) = oe eine Zahl in k und folglich Nk(W) = Wl = (oe) ein Haupt
ideal in k ist, so haben wir damit den vollständigen Beweis des Satzes 94 er
bracht. 

Die Sätze 92 und 94 gelten ebenfalls für l = 2 unter der oben auf S. 152 am 
Schluß von § 55 angegebenen Beschränkung. 

Es bietet keine erheblichen prinzipiellen Schwierigkeiten dar, den Satz 94 
für solche relativ-Abelsche Körper K mit der Relativdifferente 1 zu verallge
meinern, deren Relativgrad l eine zusammengesetzte Zahl ist. 

Wegen der engen Beziehung, die nach Satz 94 der Körper K zu gewissen 
Idealklassen des Körpers k aufweist, werde Kein Klassenkörper des Körpers k 
genannt. 



Dritter Teil. 

Der quadratische Zahlkörper. 

16. Die Zerlegung der Zahlen im quadratischen Körper. 

§ 59. Die Basis und die Diskriminante des quadratischen Körpers. 

Es bedeute m eine ganze rationale, positive oder negative Zahl, die durch 
keine Quadratzahl außer 1 teilbar und auch von + 1 verschieden ist; die 
quadratische Gleichung 

x2 - m = 0 

ist dann im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibel. Wir verstehen im 

folgenden unter Vm stets im Falle m > 0 die positive Wurzel jener quadra
tischen Gleichung und im Falle m <: 0 diejenige ihrer Wurzeln, welche positiv 

imaginär ist. Die so festgelegte algebraische Zahl Y m bestimmt einen qua

dratischen reellen, bezüglich imaginären Zahlkörper, der k (Y m) oder auch 
schlechthin k heiße; dieser Körper ist stets ein Galoisscher Körper. Durch die 

Operation der Vertauschung von ym mit - Ym in einer Zahl oder einem 
Ideal des Körpers k geht man zu der konjugierten Zahl bez. dem konjugierten 
Ideal über. Dieser Übergang werde durch Vorsetzung des Substitutions
zeichens sangedeutet. 

Unsere erste Aufgabe ist die Aufstellung einer Basis des quadratischen 
Körpers und die Ermittlung seiner Diskriminante [DEDEKIND (1)]. 

Sa tz 95. Eine Basis des quadratischen Körpers k bilden die Zahlen 1,0), 

wenn 
1 + lm ,1-

0) = --2-' bez. 0) = Vm 

genommen wird, je nachdem die Zahl m = 1 nach 4 ist oder nicht. Die Diskri
minante von k ist, entsprechend diesen zwei Fällen, 

d = m, bez. d = 4 m . 

Beweis. Die Zahl 0) ist stets ganz, da sie der Gleichung 

m-I 
x2 - X - -4- = 0, bez. x2 - m = 0 (21) 

genügt. Bezeichnet 0)' = sO) die zu 0) konjugierte Zahl, so ist d = (0) - 0)')2 
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die Diskriminante der Zahl oo. Nach § 3 S. 72 ist daher jede ganze Zahl des 
Körpers k in der Gestalt 

u+vw 
IX=--

d 

darstellbar, wo U, v ganze rationale Zahlen sind. 
Im Falle, daß m = 1 nach 4 ist, schließen wir aus der Kongruenz 

2IXm = 2u + v + v im = 0 nach m, daß 2u + v durch i mteilbarsein muß. 

Die letztere Kongruenz in Verbindung mit der ersteren hat wiederum v Ym = 0 

nach m zur Folge, d. h. v muß durch i m und daher notwendig auch durch m 
teilbar sein. Da mithin die ganzen rationalen Zahlen u, v beide durch m = d 
teilbar sind, so ist die im Nenner des obigen Ausdrucks für IX stehende Zahl d 
hebbar. 

Ist andererseits m $: 1 nach 4, so schließen wir aus der Kongruenz 

4IXm=u+ v im =Onach m, wie vorhin, daß sowohl uwie v durch m teilbar sein 
muß und mithin jedenfalls m in Zähler und Nenner des Ausdrucks für IX hebbar 

ist. Wir erhalten dadurch IX = U' + :'Ym , wo u', v' ganze rationale Zahlen be

deuten. Man. erkennt aber leicht durch Bildung der Norm IX'SIX, sowohl für 

m = 2 als auch für m = 3 nach 4, daß ein Ausdruck u' + v' i m mit ganzen 
rationalen Zahlen u', v' nur dann durch 2 teilbar sein kann, wenn u', v' beide 
gerade sind. Wendet man dieses auf 41X und sodann wieder auf 21X an, so zeigt 
sich, daß auch im Falle m =1= 1 nach 4 eine jede ganze Zahl des Körpers k in der 
Gestalt u + v 00 mit ganzen rationalen Zahlen u, v darstellbar ist. 

Der zweite Teil des Satzes ergibt sich aus der Formel: 

d = 1 ~: :,12
= (00 - 00')2, 

durch welche nach § 3 die Diskriminante des Körpers definiert wird. 

§ 60. Die Primideale des quadratischen Körpers. 

Das Problem der Zerlegung der rationalen Primzahlen in Primideale des 
Körpers k wird durch folgenden Satz zur vollständigen Erledigung gebracht: 

Satz 96. Jede in d aufgehende rationale Primzahll ist gleich dem Qua
drat eines Primideals in k. Jede ungerade, in d nicht aufgehende rationale 
Primzahl p zerfällt in k entweder in das Produkt zweier verschiedener, zu
einander konjugierter Primideale ersten Grades .p und .p' oder stellt selbst ein 
Primideal zweiten Grades vor, je nachdem d quadratischer Rest oder Nichtrest 
für p ist. Die Primzahl 2 ist im Falle m = 1 nach 4 in k in ein Produkt zweier 
voneinander verschiedener konjugierter Primideale zerlegbar oder selber Prim
ideal, je nachdem m = 1 oder = 5 nach 8 ausfällt. 
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Beweis. Der erste Teil dieser Behauptung, welcher sich auf die in d auf
gehenden Primzahlen 1 bezieht, ist eine Folge des allgemeinen Satzes 31. Ist 1 
eine in d aufgehende ungerade Primzahl, so finden wir 

1 = P, 
wo f = (l, Y m) ein Primideal ersten Grades ist, welches seinem konjugierten 
gleich wird. Geht die Primzahl 2 in d auf, so wird 

2 = (2, (nil, bzw. 2 = (2, 1 + ym)2, 
je nachdem m = 2 oder = 3 nach 4 ist. 

Die Zerlegung der in d nicht aufgehenden Primzahlen geschieht auf Grund 
des Satzes 33 unter Berücksichtigung der zu demselben in § 13 S. 91 ge
machten Bemerkung. Danach ist eine jede zu d prime rationale Primzahl p 

im Körper k entweder in zwei voneinander verschiedene Primideale zerlegbar 
oder selbst ein Primideal, je nachdem die linke Seite der in Betracht kommen
den Gleichung (21) im Sinne derKongruenz nach p reduzibel oder irreduzibel ist. 
Ist die betreffende Primzahl p ungerade, so finden wir die Kongruenz 

(2 x-1)2 - m = 0, bez. x2 - m = 0, (p) 

offenbar dann reduzibel, wenn m quadratischer Rest nach p ist, und dann 
irreduzibel, wenn m quadratischer Nichtrest nach p ist. Setzen wir im ersteren 
Falle m - a2 nach p, so ergibt sich: 

p=(p, a+ym)(p, a-{m)=,)),))'. 
Die beiden Primideale .p und .p' rechter Hand sind wegen 

(p, a+Ym, a-ym)= 1 
in der Tat voneinander verschieden. Im Falle m = 1 nach 4 ist die Kon-

gruenz x 2 - x - m ~~ = 0 nach 2 offenbar reduzibel oder irreduzibel, je 

nachdem ~-~ I - 0 oder = 1 nach 2 ist, d. h. je nachdem m = 1 oder = 5 

nach 8 ausfällt. Im ersteren Falle findet man: 

2 = (2 L:±-_Vm) (2 I-tm) 
'2 '2' 

Die beiden Primideale rechter Hand sind wegen 

(2 1+ Ym ~ (m) = 1 
, 2 ' 2 

in der Tat voneinander verschieden. 
Als Basiszahlen der eben aufgestellten Primideale können dienen: 

l+Ym ;-1, -2--' bez. 1, 1m , 

a ± 1m ,r:::::: 
p, ~--2-' " p, a ± ym, 



160 Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. § 61/62 

je nachdem m = 1 oder = 2, 3 nach 4 ist. Man erkennt diese Tatsache leicht 
aus einer Umkehrung des Satzes 19, wenn man jedesmal aus dem hier ange
gebenen Zahlenpaare und dem dazu konjugierten die Determinante bildet. 
In der zweiten Zeile der aufgestellten Tabelle soll a eine der Kongruenz a2 = m 
nach p genügende und dazu im Falle m = 1 nach 4 ungerade Zahl bedeuten. 

§ 61. Das Symbol (:). 

Um die gewonnenen Resultate über die Zerlegung der rationalen Prim
zahlen in übersichtlicherer Weise aussprechen zu können, führen wir folgendes 
Symbol ein. Ist a eine beliebige ganze rationale Zahl und weine ungerade ratio-

nale Primzahl, so bedeute das Symbol (:) den Wert + 1, -1 oder 0, je nach

dem die Zahl a =$= 0 und quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest 

nach w oder durch w teilbar ist; ferner bedeute (;) den Wert + 1, - 1, oder 

0, je nachdem a ungerade und quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest 
nach 23 = 8 oder durch 2 teilbar ist. Mit Benutzung dieses Symbols erhält der 
obige Satz 96 folgende Fassung: 

Sa tz 97. Eine beliebige rationale Primzahl p (= 2 oder =1= 2) ist im Körper k 
in zwei voneinander verschiedene Primideale zerlegbar oder selbst Primideal 

oder gleich dem Quadrat eines Primideals, je nachdem (:) = + 1, -1 oder 0 

ist [DEDEKIND (1)]. 
Wir unterscheiden, den bisherigen Entwicklungen entsprechend, drei 

Arten von Primidealen, nämlich: 
1. die Primideale ersten Grades .p, welche von ihren Konjugierten .p' ver

schieden sind; 
2. die Primideale zweiten Grades (p), die durch die in k unzerlegbaren 

rationalen Primzahlen p dargestellt werden; 
3. die Primideale ersten Grades 1, deren Quadrate den in d aufgehenden 

rationalen Primzahlen gleich sind. 
Nach den in § 39 und § 41 aufgestellten Definitionen bildet der Körper k 

für die Primideale .p der ersten Art den Zerlegungskörper, für die Primideale p 
der zweiten Art den Trägheitskörper und für die Primideale 1 der dritten Art 
den Verzweigungskörper. 

§ 62. Die Einheiten des quadratischen Körpers. 

Was die Frage nach den Einheiten des Körpers k betrifft, so sind nach 
Satz 47 die zwei Fälle zu unterscheiden, ob k ein imaginärer oder ein reeller 
Körper ist. 

Im ersteren Falle enthält k nur solche Einheiten, welche zugleich Einheits
wurzeln sind, und da in einem quadratischen Körper außer ± 1 nur die primi-
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tiven 3-ten, 4-ten, 6-ten Wurzeln der Einheit vorkommen können, so sind die 
einzigen imaginären quadratischen Körper, welche noch andere Einheiten 

als ± 1 enthalten, die zwei Körper k (i - 1) und k (r-a). Der erstere 

Körper enthält die beidenEinheiten ± i, der letztere die 4 Einheiten ± 1 ± t=a . 
Die Diskriminanten dieser zwei Körper sind - 4 bez. - 3; nach Satz 50 muß 
daher in jeder Idealklasse dieser Körper ein Ideal vorkommen, dessen Norm 

< 2 bezüglich < Il31 ist. Da ferner im Körper k (i - 1) die Zahl 2 gleich 
der Norm des Hauptideals (1 + i) wird, so folgt, daß jeder dieser beiden 
quadratischen Körper nur eine Idealklasse besitzt. Mithin gibt es in diesen 
Körpern nur Hauptideale, und es ist also jede positive ganze rationale Zahl, 

welche zur Norm eines Ideals in k (-V - 1) bez. k (r=-3) geeignet ist, stets 
Norm einer ganzen algebraischen Zahl in dem betreffenden Körper; hieraus 
folgen die bekannten Sätze über die Darstellung ganzer rationaler positiver 
Zahlen in den Gestalten x2 + y2, bezüglich x2 + xy + y2, wo x und y ganze 
rationale Zahlen sein sollen. 

Ist dagegen k ein reeller Körper, so gibt es nach Satz 47 stets eine Grund
einheit e, welche verschieden von ± 1 ist, und durch welche sich jede vor
handene Einheit des Körpers auf eine Weise in der Gestalt ± ea darstellen 
läßt, wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet. 

Die Umstände, unter denen die Norm dieser Grundeinheit e gleich + 1 oder 
gleich -1 ausfällt, sind bisher nur in besonderen Fällen aufgedeckt worden 
[ARNDT (1), DIRICHLET (4), LEGENDRE (1), TANo (1)]. Vgl. überdies S. 168 den 
ersten Abschnitt des Beweises zu Hilfssatz 13. 

§ 63. Die Aufstellung des Systems der Idealklassen. 

Die Ausführungen in § 24 ermöglichen für jeden besonderen Wert m die 
Aufstellung aller Idealklassen des quadratischen Körpers k und die Berechnung 
der Anzahl h dieser Klassen. Hierher gehörige Tabellen sind auf dem Grunde 
der Theorie der reduzierten quadratischen Formen angefertigt worden [GAuss(I), 
CAYLEY (1)]. 

17. Die Geschlechter im quadratischen Körper und ihre 
Charakterensysteme. 

§ 64. Das Symbol (n~m) . 
Bei der weiteren Entwickelung der Theorie der quadratischen Körper, 

insbesondere behufs einer gewissen Einteilung der Idealklassen eines und 
desselben Körpers, bedienen wir uns eines neuen Symbols. Sind n, m ganze 
rationale Zahlen, dabei m nicht Quadratzahl, und ist weine beliebige rationale 

Hllbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 11 
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Primzahl, so bezeichne das Symbol (n~m) den Wert + 1, sobald die Zahl n 

mit der Norm einer ganzen Zahl des durch V m bestimmten quadratischen 

Körpers k (V m) kongruent ist nach der Primzahl w, und sobald außerdem 

auch für jede höhere Potenz von weine ganze Zahl in k (1 m) existiert, deren 
Norm der Zahl n nach jener Potenz von w kongruent ist; in jedem anderen 

Falle setzen wir (n~ m) = -l. Diejenigen ganzen rationalen Zahlen n, für 

welche (n~m)= + 1 ist, sollen Normenreste des Körpers k (fm) nach w 

diejenigen Zahlen n, für welche (n~ m) = - 1 ist, Normennichtreste des Kör

pers k (1~ nach w heißen. Ist m eine Quadratzahl, so werde unter (n~ m) 
stets + 1 verstanden. Über die zur Berechnung dienenden Eigenschaften des 

Symbols (n~m) gibt der folgende Satz Aufschluß: 

Sa tz 98. Bedeuten n und m ganze rationale, nicht durch w teilbare Zahlen, 
so gelten folgende Regeln: 

für ungerade Primzahlen w wird 

(n'wm) = + 1, (a') 

(n~w) = (w~n) = (~); (a") 

für w = 2 wird 
n-l m-l (n'2m) = (-1)-2 . -2-, (b') 

n2 -1 

( n; 2) = (2~ n) = (_ 1 )-8 . (b") 

Ferner gelten allgemein für beliebige ganze rationale Zahlen n, n', m, m' und 
in bezug auf jede Primzahl w die Formeln: 

(-~~) = +1, 

(~~m) = (m~ n), 
(nn~ m) = (n~m) (n~m), 

(c') 

(c") 

( c"') 

(c"") 

Beweis. Zunächst ist folgende Tatsache selbstverständlich: Wennn selbst 

Norm einer ganzen Zahl im Körper k (1;') ist, so gilt (n~m) = + l. Da ins-

besondere - m die Norm von 1 m ist, so folgt daraus die Richtigkeit der For
mel (c'). Sind ferner n und n' zwei ganze rationale Zahlen + 0, deren Quotient 



§ 64 Der quadratische Zahlkörper. 163 

die Norm einer ganzen oder gebrochenen Zahl in k (i m) ist, so folgt 

(n~m) = (n'~m) aus der Definition dieser Symbole. Ist der Quotient ;, 

das Quadrat einer rationalen Zahl, so ergibt sich insbesondere die einfache 

Tatsache, daß der Wert des Symbols (n~ m) ungeändert bleibt, wenn man 

in n eine Quadratzahl als Faktor zusetzt oder einen darin vielleicht vor
handenen solchen Faktor unterdrückt. Wir nehmen im folgenden der Ein
fachheit halber an, daß weder n noch m durch das Quadrat einer Primzahl 
teilbar ist. 

Um die Richtigkeit des ganzen Formelsystems zu erkennen, behandeln 
wir der Reihe nach die folgenden drei Fälle: 

1. Es sei weine ungerade, in m aufgehende Primzahl. 
Ist n nicht auch durch w teilbar, so wird offenbar die Kongruenz 

4n=(2x+y)2-my2 bez. n=x2 -my2, (w), (22) 

in ganzen rationalen Zahlen x, y dann und nur dann lösbar sein, wenn 

(:) = + 1 ist. Umgekehrt, wenn die letztere Bedingung statthat, so ist die 

Kongruenz n = x2 auch nach jeder Potenz von w lösbar, und mithin gilt das 
nämliche offenbar von der Kongruenz (22). Unter den gemachten Annahmen ist 

daher (n~m) = (:). 

Wird andererseits auch n teilbar durch w vorausgesetzt, so folgt: 

2. Es sei weine ungerade, in m nicht aufgehende Primzahl. 
Ist auch n nicht durch w teilbar, so hat die Kongruenz n = x2 - my2 

nach w stets Lösungen. Denn die rechte Seite dieser Kongruenz ergibt für die 

Systeme x = 1, 2, ... , w; 1 , Y = ° sämtliche quadratischen Reste und im 

Falle 

(-wm) = -1 

für die Systeme x = 0, y = 1, 2, ... , w; 1 sämtliche quadratischen Nicht

reste nach w. Hat man dagegen (-wm) = + 1, und ist etwa a der kleinste 

positive quadratische Nichtrest für die Primzahl w, so sei y = b eine Wurzel 
der alsdann gewiß lösbaren Kongruenz - m y2 = a - 1 nach w; wegen 

a= 1 - mb2 nach w stellt dann die Form x2 - m(bx)2für x = 1, 2, ... , w; 1 

die sämtlichen quadratischen Nichtreste nach w dar. Aus der Lösbarkeit der 
11* 



164 Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. § 64 

Kongruenz n = x2 - m y2 nach w folgt leicht, daß diese Kongruenz auch 
nach jeder Potenz von w lösbar ist, d. h. es wird unter den gegenwärtigen 
Annahmen 

(n~m) = + 1. 

Setzen wir andererseits n durch w teilbar voraus, aber der anfänglichen 
Festsetzung zufolge nicht teilbar durch w2, so würde eine Auflösung der Kon-

gruenz n = x2 - m y2 nach w2 in oc = x - -y m y eine solche ganze Zahl des 

Körpers k (-y m) darbieten, für welche die Norm oc·soc = n(oc) nur w, aber nicht 

w2 als Faktor enthielte, d. h. w zerfiele im Körper k ( -y m) in zwei voneinander 
verschiedene Primideale \t) und \t)'; die notwendige Bedingung hierfür ist nach 

Satz 97: (:) = + 1. Umgekehrt, wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ist in 

der Tat w im Körper k (Ym) ein ProduktttJttJ' zweier verschiedener Primideale. 

Bezeichnet dann oc eine ganze Zahl in k (Ym), welche durch w, aber weder durch 
ttJ2 noch durch ttJ' teilbar ist, so folgt: 

Damit ist bewiesen, daß unter der gegenwärtigen Annahme stets 

(n~m) = (:) ist. 

Die bisher gewonnenen Resultate lassen unmittelbar die Richtigkeit der 
Formeln (a'), (a") erkennen; ferner ergeben sie für ungerade Primzahlen w 
vollständig die Formeln (c"), (c"'), wenn man der Reihe nach die verschiedenen 
möglichen Fälle in Hinsicht auf Teilbarkeit oder Nichtteilbarkeit der Zahlen 
n, n', m durch w in Betracht zieht. 

3. Im Falle w = 2 stellen wir zunächst folgende Betrachtung an: Es sei 
f(x, y) eine ganzzahlige homogene Funktion zweiten Grades von x, y und n 
eine ungerade ganze rationale Zahl; wenn die Kongruenz n = f(x, y) nach 23 

durch ganze rationale Zahlen x, y lösbar ist, so ist diese Kongruenz auch nach 
jeder höheren Potenz 28+1(e > 3) lösbar. Wir beweisen dies durch einen 
Schluß von e auf e + 1. Es seien a, b zwei ganze rationale Zahlen, für welche 
n = t(a, b) nach 28 gilt, wobei der Exponent e > 3 sei. Ist dann nicht auch zu
gleich n = f(a, b) nach 26+1, sondern vielmehr n = f(a, b) + 26 nach 26+\ so 
bestimmen wir, was wegen e > 3 angängig ist, eine ganze rationale Zahl c 
derart, daß c2 = 1 + 28 nach 26+1 ist; dann wird 

t(c a, cb) = c2 t(a, b) = t(a, b) + 2e t(a, b) = t(a, b) + 28 = n, (2e+1) , 

und hiermit ist die Behauptung bewiesen. 
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Um nun zunächst für ein ungerades n das Symbol (n~m) zu bestimmen, 

müssen wir untersuchen, für welche zusammengehörigen Werte von n und m 
die Kongruenzen 

m-l n = x2 + xy - -4- y2, bez. n = x2 - m y2, (23 ) (23) 

((m - 1, (4)) ((m == 2, 3, (4)) 

lösbar sind. Eine kurze Rechnung liefert folgende Tabelle, in welcher unter der 
Rubrik m die sechs hier in Frage kommenden Reste von m nach 23 und unter 
der Rubrik n diejenigen ungeraden Reste von n nach 23 verzeichnet stehen, 
für welche jedesmal die zugehörige Kongruenz (23) nach 23 lösbar ist. 

m n 

1 1, 3, 5, 7 

2 1, 7 
-----_.-

3 1, 5 

5 1, 3, 5, 7 
-------

6 1, 3 
~-- - ----- -----

7 1, 5 

Diese Tabelle lehrt für den Fall, daß n, m ungerade sind, die Richtigkeit 
der Gleichung (b'); und für den Fall, daß n ungerade und m gerade, = 2m', ist, 
entspringt aus ihr: 

n2 -1 n-l m'-l (n, ;m') = (_1)-8-+-2-·-2-. 

Ist andererseits n gerade, = 2n', und m ungerade, so haben wir die beiden 
Fälle m = 1 und m _ 3 nach 4 zu unterscheiden. Im ersteren Falle muß die 

Zahl 2 im Körper k Um) jedenfalls das Produkt zweier verschiedener Prim

ideale sein, sobald n = 2n' Normenrest nach 2 in k (i m) sein soll, d. h. es muß 

(;) = + 1 sein. Ist diese Bedingung erfüllt, so kann man stets in k ( i m) eine 

Zahl r:t. finden, für welche die Norm n(r:t.) durch 2, aber nicht durch 4 teilbar 
ist; dann folgt: 

und dieses letztere Symbol ist nach Formel (b') gleich + 1; mithin gilt in 
diesem Falle die Formel: 

m2 -1 

(2n~m) = (;) = (-1)8 
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In dem anderen Falle, m = 3 nach 4, hängt der Wert des fraglichen Symbols 
von der Lösbarkeit der Kongruenz 2n' = x2 - my2 nach beliebig hohen 
Potenzen 2e ab, und jede solche Kongruenz ist, wie man leicht sieht, dann und 
nur dann lösbar, wenn die Kongruenz m = x2 - 2n' y2 nach der nämlichen 
Potenz 26 lösbar ist; also findet man hier: 

(2n~,m) = (m,:n'). 
Sind endlich die Zahlen n und m beide durch 2 teilbar, und ist n = 2n' 

und m = 2m', so gilt die Formel: 

(2n"22m') = (-22 n';',2m') = ( -n,~,,2m'). 

Aus den gewonnenen Resultaten folgt unmittelbar die Formel (b"); zu
gleich erkennen wir, daß die Formeln (c"), (c''') auch für w = 2 gültig sind. 
Die Formel (c"") folgt allgemein durch Verbindung von (c"') mit (c"). Damit 
ist der Beweis des Satzes 98 in allen Teilen erbracht. 

Aus den Formeln (a'), (a"), (b'), (b") in Satz 98 läßt sich folgende Tatsache 
ableiten: 

Wenn man ein vollständiges System zu w primer und nach we inkongruenter 
Zahlen ins Auge faßt, wo e > 1 und im Falle w = 2 sogar e > 2 sei, so sind 

entweder alle diese Zahlen Normenreste des quadratischen Körpers k (fm) 
nach w oder nur die Hälfte, je nachdem w zu der Diskriminante von k (i m) 
prim ist oder nicht. 

§ 65. Das Charakterensystem eines Ideals. 

Wir bezeichnen die verschiedenen in der Diskriminante des Körpers k ( i~ 
aufgehenden rationalen Primzahlen, deren Anzahl t sei, mit ll' ... , lt. Zu einer 
jeden beliebigen ganzen rationalen Zahl a gehören dann ganz bestimmte Werte 
(= + 1 oder - 1) der t einzelnen Symbole 

(a, m) (a, m) 
T'···'·T' 

deren Bedeutung aus dem vorigen Paragraphen zu ersehen ist; diese t Ein

heiten ± 1 sollen das Charakterensystem der Zahl a im Körper k ( i m) heißen. 

Um auch einem jeden Ideal a des Körpers k (i~ in bestimmter Weise ein 
Charakterensystem zuzuordnen, unterscheiden wir die zwei Fälle, ob k ein 
imaginärer oder ein reeller Körper ist. Im ersteren Falle sind die Normen von 

Zahlen in k (im) stets positiv; wir setzen r = t, n = + n(a) und bezeichnen 
die r Einheiten 

(?i,m) (n, m) 
T'···'T (24) 
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als das Charakterensystem des Ideals a; dasselbe ist durch das Ideal a völlig 
eindeutig bestimmt. Im zweiten Falle bilden wir zunächst das Charakteren
system der Zahl - 1: (- !: m), ... , (- !t' m) . (25) 

Fallen diese t Einheiten sämtlich gleich + 1 aus, so setzen wir wie im ersteren 
Falle n = + n(a), r = t und bezeichnen wieder die r Einheiten (24) als das 
Charakterensystem des Ideals a. Kommt dagegen unter den t Charakteren (25) 

die Einheit - 1 vor, so nehmen wir an, es sei etwa (- ~I' m) = - 1, und setzen 

r = t - 1 und n = ± n(a) mit solchem Vorzeichen ±, daß (1i;tm) = + 1 

wird, und nennen die bei dieser Annahme von r und n entspringenden r Ein
heiten (24) das Charakterensystem des Ideals a. Bei den so getroffenen Fest
setzungen wird der folgende Satz 99 sich ergeben. 

§ 66. Das Charakterensystem einer Idealklasse und der Begriff 
des Geschlechts. 

Satz 99. Die Ideale einer und derselben Klasse im Körper k (~ besitzen 
alle dasselbe Charakterensystem. 

Beweis. Gehören die Ideale a und a' in k (fm) zu einer und derselben 

Idealklasse, so existiert eine ganze oder gebrochene Zahl oc in k ( Ym) von der 
Art, daß a' = oca wird. Alsdann ist n(a') = ± n(cx)n(a), wo ± das Vorzeichen 
von n(oc) bedeutet, und es wird daher: 

(n-J~~) = (± n (:~) 
für l = ~, ... , lt. Mit Rücksicht auf die Festsetzungen in § 65 erhält man so
gleich den Satz 99. 

Auf diese Weise ist einer jeden Idealklasse ein bestimmtes Charakteren
system zugeordnet. Wir rechnen nun alle diejenigen Idealklassen, welche ein 
und dasselbe Charakterensystem besitzen, in ein Geschlecht und definieren ins
besondere das Hauptgeschlecht als die Gesamtheit aller derjenigen Klassen, 
deren Charakterensystem aus lauter positiven Einheiten besteht. Da das 
Charakterensystem der Hauptklasse offenbar von der letzteren Eigenschaft ist, 
so gehört die Hauptklasse stets zum Hauptgeschlecht. Aus der Formel (c"') 
auf S. 162 entnehmen wir leicht die Tatsache, daß die Multiplikation der Ideal
klassen zweier Geschlechter die Idealklassen eines Geschlechtes liefert, dessen 
Charakterensystem durch Multiplikation der entsprechenden Charaktere 
beider Geschlechter erhalten wird. Im besonderen folgt, daß das Charakteren
system des Quadrates einer Idealklasse aus einem ganz beliebigen Geschlecht 
stets aus lauter positiven Einheiten besteht und mithin das Quadrat einer 
jeden Idealklasse stets dem Hauptgeschlecht angehört. 

Jedes Geschlecht enthält offenbar gleich viel Klassen. 
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§ 67. Der Fundamentalsatz über die Geschlechter des 
quadratischen Körpers. 

Es entsteht nun die Frage, ob ein jedes beliebige System von r Einheiten 

± 1 das Oharakterensystem eines Ges~hlechtes des Körpers k (rm) sein kann. 
Die Beantwortung dieser Frage ist für die Theorie der quadratischen Körper 
von grundlegender Bedeutung; sie ist in folgendem Satz enthalten, dessen 
Beweis uns bis zum § 78 beschäftigen wird: 

Sa tz 100. Ein beliebig wrgelegtes System von r Einheiten ± 1 ist dann und 
nur dann Oharakterensystem eines Geschlechtes des Körpers k ( Vm), wenn das 
Produkt der sämtlichen r Einheiten = + 1 ist. Die Anzahl der im Körper k (V m) 
vorhandenen Geschlechter ist daher gleich 2'-1 [GAUSS (1)]. 

§ 68. Ein Hilfssatz über diejenigen quadratischen Körper, deren 
Diskriminanten nur durch eine einzige Primzahl teilbar sind. 

Um uns dem durch den Satz 100 gesteckten Ziele zu nähern, beweisen 
wir zunächst folgenden Hilfssatz : 

Hilfssatz 13. Wenn in der Diskriminante eines quadratischen Körpers 

k = k (V m) nur eine einzige rationale Primzahl l aufgeht, so ist die Anzahl 
der Idealklassen in k ungerade. Das Charakterensystem besteht für den 
Körper k aus dem einen, auf die Primzahl l bezüglichen Charakter; dieser 
Oharakter ist stets = + 1, d. h. es gibt im Körper k nur ein Geschlecht: 
das Hauptgeschlecht. 

Beweis. Wir bezeichnen mit s diejenige Substitution für die Zahlen 
des Körpers k, welche aus ihnen die Konjugierten entstehen läßt. Es bedeute 
im Falle m > 0 wieder e eine Grundeinheit des Körpers k, eine ebensolche 

Einheit stellen - e, ~ , - ~ vor; wir beweisen dann zunächst, daß bei der im 
B B 

Hilfssatze gemachten Voraussetzung notwendig n(e) = e'se = - 1 aus
fallen muß. In der Tat, nehmen wir an, es wäre n(e) = + 1, so könnte man 

nach Satz 90 eine ganze Zahl IX des Körpers k finden derart, daß man e = ~ 
80t 

hätte; dann folgt IX = e'SIX, d. h. jeder in IX aufgehende ideale Primfaktor 
ginge auch in SIX auf. Da für m > 0 unter der im Hilfssatze gemachten Voraus-

setzung V m der einzige, seinem konjugierten gleiche und nicht zugleich 

rationale Primfaktor in k ist, so muß entweder IX = 'YJ a oder = 'YJ Ym a sein, wo 
'YJ eine Einheit und a eine ganze rationale positive oder negative Zahl bedeutet; 
hieraus würde e = ± 'YJl-S = ± 'YJ2 hervorgehen, und dies widerspräche 
der Annahme, daß e eine Grundeinheit des Körpers k ist. 

Nunmehr gehen wir dazu über, den ersten Teil des Hilfssatzes zu beweisen. 
Wäre für den Körper k die Klassenanzahl h eine gerade Zahl, so müßte es nach 
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Satz 57 in k ein nicht zur Hauptklasse gehöriges Ideal j geben derart, daß 
j2", 1 ist; wegen j·sj '" 1 würde hieraus i '" sj folgen. Setzen wir j = oc·si 
oder j1-s = oc, so ist oc eine Zahl in k, deren Norm n(oc) = ± 1 sein muß. Im 
Falle, daß hier das positive Vorzeichen statthätte, setze man ß = oc; der 
andere Fall ist von vornherein nur bei einem reellen Körper denkbar; wir 
setzen dann ß = BOC, wo B, wie vorhin, die Grundeinheit in k bedeutet. Unter 
den getroffenen Festsetzungen hätte man jedesmal n(ß) = + 1, und mithin 

wäre nach Satz 90 stets ~ = yl-s, wo I' eine ganze Zahl in k bezeichnet. Aus 

oc = i1- S entstünde dann (yj)l-S = 1, d. h. (yH = s (yj), und hieraus würde, 
ähnlich wie vorhin, folgen, daß das Ideal (yH entweder = (a) oder = (a)l 
sein muß, wo·a eine ganze rationale Zahl und 1 den einzigen in k vorhandenen, 
seinem Konjugierten gleichen und nicht zugleich rationalen Primfaktor be-

zeichnet. Nun ist für m =+= - 1 dieser Primfaktor 1 = fm und für m =-1 

offenbar 1 = 1 + V-=-=T, also stets 1", 1; somit würde j '" 1 folgen, was 
der über j gemachten Annahme zuwiderläuft. 

Ist k ein reeller Körper, so folgt zugleich aus n (B) = - 1, daß 

(- ~~m) = + 1 . 

ist, und es besteht mithin gemäß § 65 in jedem Falle das Charakterensystem 

für ein Ideal i im Körper k aus der einen Einheit (+ n ~j), m) ; dieser eine 

Charakter ist für jedes Ideal i in k gleich + 1, da sonst die Gesamtheit der 
Idealklassen von k iJl. zwei Geschlechter zerfiele und somit die Klassenanzahl h 
gerade sein müßte. 

Der eben bewiesene Hilfssatz 13 zeigt die Richtigkeit des Fundamental
satzes 100 im einfachsten Falle, nämlich für diejenigen quadratischen Körper, 
deren Diskriminante d nur eine einzige rationale Primzahl enthält. 

§ 69. Das Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste. Ein 

Hilfssatz über das Symbol (n~m). 

Satz 101. Sind p, q rationale positive, voneinander verschiedene, un
gerade Primzahlen, so gilt die Regel: 

p-l g-1 

(~)(~)=(-1)-2 ·T, 

das sogenannte Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste. tJberdies gelten die 
folgenden Regem: 

p-l 

(-;1) = (-1)-2 , 
p2-1 

(}) = (-1)-8 , 

die sogenannten Ergänzungssätze zum quadratischen Reziprozitätsgesetz 
[GAUSS (1)]. 
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Beweis. Ist k(f;) ein Körper, dessen Diskriminante nur eine Prim
zahll enthält, und bedeutet n die Norm eines Ideals in diesem Körper k, so 

ist nach dem Hilfssatze 13 stets (n'zm) = + 1. Nun ist nach Satz 96 oder 97 

insbesondere jede positive ungerade und in m nicht aufgehende rationale 

Primzahl, von welcher m quadratischer Rest ist, Norm eines Ideals in k (f;) . 
Die Benutzung dieses Umstandes liefert uns die nachstehende Tabelle; in 
derselben bedeuten p, p' irgend voneinander verschiedene positive rationale 
und der Zahl 1 nach 4 kongruente Primzahlen, und andererseits bedeuten 
q, q' voneinander verschiedene positive rationale und der Zahl 3 nach 4 kon
gruente Primzahlen, während r eine positive rationale ungerade Primzahl 
bezeichnet, von welcher kein bestimmter Restcharakter nach 4 voraus
gesetzt wird. 

Wenn: so ist: 

I
1 

m I z I n (n'zm)=+1 
~I~I--~I 

1. . -1. 2 r I 

(:)=+1 

(~1) = + 1 ( r -1) r-1 
-'-2- =(-1)~ = + 1 

2. I 2 ! 2 r (+)=+1 
---_._-

3. p I' p . p' I (L) = + 1 
I' I p' I 

-4-. -p-I-p--q-j (f) = +1 I (-q~P) = (~) 
~~I___I~ .~_I~_ 

, ,(-q) (P, -q) (P) 

= + 1 

= + 1 

= + 1 5. I - q I q p 11 = + 1 • -q-- =71 
~'--I~--- ---- 1---. -~-

6. I - q q q' I, (~,q) = + 1 I (q', ;- q) = ({.) = + 1 

Nehmen wir die in einem Körper k (1"];) aus n(c:) = -1 folgende Tat

sache, daß (-;1) = + 1 ist, zur Zeile 1 dieser Tabelle hinzu, so folgt allgemein 
r-l 

( ~ 1) = (-1 )-2-. Wenden wir ferner die am Eingange dieses Beweises ge-

nannte Tatsache auf die Primzahl n = 2 an, und berücksichtigen wir, daß 

die Zahl 2 stets gleich der Norm eines Ideals in k (iP) oder in k (V - q) ist, 
p2-1 q2-1 

sobald (_1)8-= + 1, bezüglich (_1)-8-= + 1 statthat, so folgt, daß 

unter der letzteren Voraussetzung stets (2 ~ P) = (!) = + 1 , bezüglich 
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r2 -1 

(2, q- q) = (~ ) = + 1 ist, d. h. : wenn (- 1 )-8-= + 1 ist, so ist ( ~) = + l. 
Nehmen wir diese Tatsache zur Zeile 2 der obigen Tabelle hinzu, so folgt all-

,2-1 

gemein C) = (- 1 )-8-. Aus dem Inhalte der Zeile 3 folgt (;,) = (:l 
Aus Zeile 4 und 5 folgt (~-) = (;) ; Zeile 6 ergibt nur, daß aus 

(~n = + 1 auch ( ~) = + 1 
folgt. 

Um allgemein das Reziprozitätsgesetz für zwei rationale Primzahlen q, q', 
die beide kongruent 3 nach 4 sind, nachzuweisen, betrachtet man am ein-

fachsten den quadratischen Körper k (fii'). Da wegen (- 1 ~ q q') = - 1 die 

Norm der Grundeinheiten E dieses Körpers jedenfalls gleich + 1 sein muß, 

so gibt es nach Satz 90 eine ganze Zahl IX in k ( -V q q') von der Beschaffenheit, 

daß E = IX1- s = ~ wird, wo SIX die zu IX konjugierte Zahl bedeutet, und 
sC/: 

hieraus schließen wir leicht, daß das in q enthaltene ambige Primideal q 
notwendig ein Hauptideal sein muß. Folglich ist bei geeigneter Wahl des 
Vorzeichens gleichzeitig 

( ± q~ q q') = + 1 und ( ± q;/ q') = + 1, 

es ist daher in jedem Falle 

(!l,;q') = (q,;(), 
das heißt mit Rücksicht auf die Formel (c') in Satz 98 

-(~)=(:,). 
Hilfssatz 14. Wenn n und m zwei beliebige ganze rationale Zahlen be

deuten, welche nicht beide negativ sind, so ist 

II(n~m) = +1, 
(w) 

wo das Produkt linker Hand über sämtliche rationale Primzahlen w zu er
strecken ist. 

Be w eis. Bedeuten p, q beliebige rationale ungerade, voneinander ver
schiedene Primzahlen, so folgen aus den Regeln (a"), (b'), (b") in § 64 und 
aus Satz 101 leicht die Formeln: 

(-~' 2) = + 1, 

(2;2)=+1, 

(P;P)(P~P) = +1, 

(~ ~ ~E) (- ; P) = + 1 , 

( 2,/ )( 2~P ) = + 1, 

(P; q) (P ~ q) (P ~ q) = + 1 ; 
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mit Rücksicht auf die Regel (a') in § 64 besteht danach der Hilfssatz 14 für 
den Fall, daß die Zahlen n, m gleich ± 1 sind oder nur einen Primzahlfaktor 
enthalten. Wegen der Formeln (c"') , (c"") in § 64 gilt demnach der Hilfssatz 14 
allgemein. 

(-1 -1) Zugleich folgt wegen -;-- = - 1, daß, wenn die Zahlen n und m 

beide negativ angenommen werden, das entsprechende Produkt II den Wert 
(w) 

- 1 hat. Die im Hilfssatze 14 ausgesprochene und diese weitere Behauptung 
erhalten, wie man leicht erkennt, einen einheitlichen Ausdruck, wenn man 

sich des neuen Symbols C~~) = ± 1 bedienen will, wo rechter Hand das 

positive oder das negative Vorzeichen gelten soll, je nachdem wenigstens eine 
der beiden Zahlen n, m positiv ist oder beide negativ ausfallen. 

§ 70. Beweis der im Fundamentalsatz 100 ausgesprochenen 
Beziehung zwischen den sämtlichen Charakteren eines 

Geschlechts. 
Der im § 69 bewiesene Hilfssatz 14 dient dazu, um den einen Teil unseres 

Fundamentalsatzes 100 zu beweisen. Bedeutet Airgendeine Idealklasse des 

Körpers k ( rm), ist dann a ein zu 2 und zu d primes Ideal der Klasse A, und 
wird Ti = ± n(a) die mit dem betreffenden Vorzeichen gemäß § 65 versehene 
Norm des Ideals a, so ist das Produkt der sämtlichen Charaktere der Klasse A 
durch den Ausdruck: 

gegeben. Da n(a) die Norm eines Ideals ist, so muß eine jede in Ti zu ungerader 

Potenz vorkommende rationale Primzahl p im Körper k (rm) zerlegbar sein; 
es ist mithin nach Satz 96 m von jeder solchen Primzahl p quadratischer Rest. 
Aus Hilfssatz 14 und unter Heranziehung der Formeln (c''') , (a'), (a") aus 
Satz 98 folgt daher: 

II (n~m) = + 1, 
(w) 

wenn walle in m enthaltenen ungeraden Primzahlen und die Primzahl 2 durch
läuft. 

Kommt nun in der Diskriminante d des Körpers k (rm) die Primzahl 2 

vor, so ist schon hiermit bewiesen, daß für jede Klasse in k(im) das Produkt 
sämtlicher Charaktere = + 1 ist. 

Kommt dagegen die Primzahl 2 in d nicht vor, so hat man, wegen m = 1 

nach 4, stets Cii ; m) = + 1, und damit ist auch in diesem Falle der gewünschte 

Nachweis erbracht. 
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Durch den soeben geführten Nachweis, daß das Produkt aller Charaktere 
= + 1 ist, erkennen wir zugleich, daß die Anzahl der Geschlechter im qua

dratischenKörper k (i m) höchstens gleich der Hälfte aller an sich denkbaren 
Charakterensysteme, d. h. höchstens gleich 2r- 1 sein kann. 

18. Die Existenz der Geschlechter im quadratischen Körper. 

§ 71. Der Satz von den Normen der Zahlen eines quadratischen 
Körpers. 

Es bleibt noch übrig, den anderen Teil des Fundamentalsatzes 100 als rich
tig zu erkennen, d. h. den Nachweis zu führen, daß die eben gefundene Be
dingung, welche ein System von r Einheiten ± 1 notwendig erfüllen muß, 

damit dasselbe als das Charakterensystem eines Geschlechtes in k ( V m) vor
kommen kann, auch für diesen Umstand hinreichend ist. Dieser Nachweis 
kann auf zwei völlig verschiedenen Wegen erbracht werden; der erste Weg 
ist rein arithmetischer Natur, der zweite benutzt wesentlich transzendente 
HilfsmitteL Der erste Beweis geschieht durch folgende Überlegungen: 

Satz 1021. Wenn n, m zwei ganze rationale Zahlen bedeuten, von denen 
m keine Quadratzahl ist, und die für jede beliebige Primzahl w die Bedingung 

(n~m) = + 1 

erfüllen, so ist die Zahl n stets gleich der Norm einer ganzen oder gebrochenen 

Zahl Cl des Körpers k ( Ym). 
Beweis. Wegen II C'wm) = + 1 ist gemäß der Bemerkung auf S. 172 

(w) 

oben wenigstens eine der beiden Zahlen n, m positiv. Wir dürfen voraus-
setzen, daß n und m keine rationalen quadratischen Faktoren enthalten. Be
deutet dann p eine in n als Faktor enthaltene Primzahl, welche zugleich 

in der Diskriminante d des Körpers k (Ym) aufgeht, so ist p gleich der Norm 

eines Ideals in k ( Ym). Bedeutet ferner p eine ungerade, in n, aber nicht in m 
aufgehende Primzahl, so ist, wegen 

(n~m) = (;) = + 1, 

diese Primzahl p ebenfalls gleich der Norm eines Ideals in k ( Ym). Ist endlich 

die Primzahl 2 in n, aber nicht in der Diskriminante des Körpers k ( V m) ent-
m2-1 

halten, so ist wegen (n~rn) = (2~rn) = (-1)-8-= + 1 wiederum die Prim-

zahl 2 gleich der Norm eines Ideals in k (Ym), und mithin gibt es in k ( i m) 
1 Die Kriterien für die Auflösbarkeit der quadratischen ternären diophantischen 

Gleichungen sind zuerst von LAGRANGE gefunden worden. [LAGRANGE (1).] 
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gewiß stets ein Ideal i derart, daß I nl = n (i) wird. Wir wählen nun in der 
durch i bestimmten Idealklasse ein solches Ideal i' aus, dessen Norm 

n (j') < I fd I ist, wo d die Diskriminante des durch Vm, bestimmten Kör
pers bedeutet. Dies ist nach Satz 50 stets möglich. Wir setzen dann l' = uj 

und n' = n' n (u) ; dabei bedeutet u eine ganze oder gebrochene Zahl in k ( Ym) , 
und es wird n' = ± n (j'), wo das positive oder das negative Vorzeichen gilt, 
je nachdem n'n(u) positiv oder negativ ausfällt. Die ganze rationale Zahl n' 
fällt daher insbesondere gewiß positiv aus, falls m negativ ist. Da d den Wert m 

oder 4 m hat, so ist gewiß In'l < 2/ y m/, und hieraus folgt I n' I < Im I, so

bald 21 Ym I < I m I, d. h. I m I > 4 ist. Andererseits gilt wegen n' = n' n (u) die 

Gleichung (n~m) = (n/~m) = + 1 und dann nach Formel (c") in Satz 98 

auch (m~nl) = + 1 für jede beliebige Primzahl w. 

Wir machen nun die Annahme, daß der zu beweisende Satz 102 bereits 

für jeden Körper k ( V m') feststehe, bei welchem die bestimmende Zahl m', 
mag sie positiv oder negativ sein, der Ungleichung I m' I < I m I genügt. Sowie 
die vorhin gefundene Zahl n' die Bedingung In'l< Iml erfüllt und keine 

Quadratzahl ist, muß dann, da auch die Bedingung (m~nl) = + 1 für jede 

beliebige Primzahl w gilt, infolge der angenommenen Gültigkeit unseres 

Satzes 102, die Zahl m die Norm einer Zahl (1.' im Körper k (Y n') sein, d. h. es 
gibt zwei ganze oder gebrochene rationale Zahlen a und b derart, daß 
m = a2 - n'b2 wird; wenn aber n' eine Quadratzahl ist, so versteht sich die 
Möglichkeit dieser Gleichung ohne weiteres. Da b =F 0 sein muß, so folgt 

hieraus n' = (: r- m (! r = n(Ä), d. h. es ist n' die Norm einer ZahU im 

Körper k (Y m) . Die Verbindung dieser Tatsache mit der Gleichung n' = n' n(u) 

ergibt n = n ((1.), wo (1. = : wieder eine Zahl in k (Ym) bedeutet. 

Der vollständige Beweis unseres Satzes 102 wird hiernach offenbar geführt 
sein, sobald wir seine Richtigkeit für alle die Fälle erkannt haben, in denen 

Iml < 4 und zugleich Inl < I {dl statthat. Bei dieser Einschränkung 
der Zahlen n, m treffen die Bedingungen des Satzes 102 nur in 8 Fällen zu. 
Die Gleichungen 

1 = n(f=T), 

2=n(1+y-1), 

2 = 'n(2 + y2"), 
-1 =n(l+ß), 

-2 = n(ß), 

2=n(y-2), 

-2 = n(l +y3), 

- 3 = n(ys), 

zeigen, daß in diesen 8 Fällen unser Satz 102 gültig ist. 
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Man erkennt leicht, daß der Satz 102 auch in der Abänderung zutrifft, 

daß die Erfüllung der Bedingung (n~m) = + 1 nur für alle ungeraden Prim

zahlen w verlangt, dann aber die Bedingung hinzugefügt wird, daß wenig
stens eine der beiden Zahlen n, m positiv ist [LAGRANGE (1), LEGENDRE (1), 

GAUSS (1)]; in der Tat ist nach Hilfssatz 14 die Gleichung (n~m)= +1 
dann von selbst miterfüllt. 

§ 72. Die Klassen des Hau ptgeschlech tes. 

Am Schlusse des § 66 haben wir gezeigt, daß das Quadrat einer Ideal
klasse stets dem Hauptgeschlechte angehört. Durch den Satz 102 des § 71 
haben wir ein Mittel, die umgekehrte Tatsache einzusehen. 

Sa tz 103. In einem quadratischen Körper ist jede Klasse des Haupt
geschlechtes stets gleich dem Quadrat einer Klasse [GAUSS (1)]. 

Beweis. Es sei H im Körper k(rm) eine Klasse des Hauptgeschlechts, 
~ ein solches Ideal aus der Klasse H, welches zur Diskriminante d des Körpers 

k(ym) prim ausfällt, und n sei die mit dem bezüglichen Vorzeichen gemäß 
§ 65 versehene Norm des Ideals ~. Diese Zahl n erfüllt dann für jede belie-

bige Primzahl w die Bedingung (n~m) = + 1, und es ist mithin dem Satze 102 

zufolge n = n (oc), wo oc eine ganze oder gebrochene Zahl des Körpers k (rm) 
bedeutet. Setzen wir ! = :', wo f und f' zueinander prime Ideale seien, so 

folgt i,:: :' = 1, und mithin ist notwendigerweise f' = s f. Da f· s f '" 1 ist, 

so folgt ~ '" f2. 

Die eben bewiesene charakteristische Eigenschaft der Ideale des Haupt
geschlechts steht in engem Zusammenhange mit einer anderen gleichfalls 
charakteristischen Eigenschaft dieser Ideale, welche in folgendem Satze 
ihren Ausdruck findet: 

Satz 104. Sind Wl' W 2 Basiszahlen des quadratischen Körpers k und 
'fJl> 'fJ2 Basiszahlen eines zum Hauptgeschlecht von k gehörigen Ideals ~, und 
ist endlich N eine beliebig gegebene ganze rationale Zahl, so lassen sich stets 
vier rationale Zahlen f w f 12 , f 21 , f 22 finden, deren Nenner zu N prim sind, für 
welche die Determinante f ll f 22 - f 12 f 21 den Wert ± 1 hat, und vermittelst 
derer 

111 7"11 001 + 7"12 Ws 

1/2 7"21 001 + 7"22 Ws 
wird. 

Beweis. Man bestimme ein zu ~ äquivalentes Ideal r = ß~, welches 
zu Nd prim ist. Wie in dem Beweise zum Satz 103 bereits benutzt wurde, 
ist n = ± n (~'), wenn das Vorzeichen gemäß § 65 gewählt wird, stets gleich 
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der Norm einer ganzen oder gebrochenen Zahl rx. im Körper k. Dabei kann 
rx. so gewählt werden, daß es eine zu Nd prime ganze rationale Zahl r gibt, 
so daß rx. r ganz wird. Das Ideal r rx. ~' = r rx.ß~ besitzt die Basiszahlen 

r IX ß 'YJl = an W 1 + a12 W 2 , 

r IX ß 'YJ2 = a 21 W 1 + a22 W2 , 

wo an, a12 , a21 , a22 ganze rationale Zahlen bedeuten. Wegen n(IX~/) = n2 

ist die Determinante an a22 - a12 a21 = ± r2 1/;2 und daher besitzen die vier 

Z hl an a12 a 2l a22 d' . S b h a en rn = rn ,r12 = rn' r21 = rn ,r22 = r'ii:' le 1m atze e auptete 

Eigenschaft. 

§ 73. Die ambigen Ideale. 

Im quadratischen Körper k werde ein Ideal a ein ambiges Ideal genannt, 

wenn es nach Anwendung der Operation s = (V m : - Ym) ungeändert bleibt, 
und wenn es außerdem keine ganze rationale Zahl =1= ± 1 als Faktor enthält. 
(V gl. § 57.) Es gilt die Tatsache: 

Sa tz 105. Die t in der Diskriminante d des Körpers k aufgehenden, von
einander verschiedenen Primideale 11 " •. , It , und nur diese, sind ambige 
Primideale in k. Die 2t Ideale 1, 11 , 12 , ••• , 1112 , ••• , 1112 .•• It machen die 
Gesamtheit aller ambigen Ideale des Körpers k aus. 

Beweis. Daß die Primideale 11' ... , 1/l und nur diese, ambig sind, folgt 
aus Satz 96. Ist nun a = .)Jq ... r ein beliebiges, in Primideale zerlegtes am
biges Ideal, so müssen wegen a = sa die zu den Primidealen .)J, q, ... , r 
konjugierten Primideale s.)J, sq, ... , sr, von der Reihenfolge abgesehen, mit 
.)J, q, ... , r übereinstimmen. Wenn etwa s.)J = q sich herausstellen würde, 
so besäße a den Faktor .)J . s.)J, welcher gleich einer ganzen rationalen Zahl ist; 
da dieser Umstand der Erklärung des ambigen Ideals zuwider wäre, so muß 
notwendig .)J = s.)J sein und ebenso q = sq, ... , r = sr, d. h. die einzelnen 
Primideale .)J, q, ... , r sind sämtlich ambig. Da die Quadrate der Ideale 
11 , .•. , It gleich ganzen rationalen Zahlen werden, so schließen wir ebenso, 
daß die Ideale .)J, q, ... , r notwendig untereinander verschieden sind; damit 
ist auch der letzte Teil des Satzes 105 bewiesen. 

§ 74. Die ambigen Idealklassen. 

Wenn a ein Ideal der Klasse A ist, so werde diejenige Idealklasse, der das 
Ideal sa angehört, mit sA bezeichnet. Ist insbesondere A = sA, so heißt 
die Idealklasse A eine ambige Idealklasse. Da das Produkt a· sa '" 1 ist, so 
wird A· s A = 1; und folglich ist das Quadrat einer j eden ambigen Klasse 
gleich der Hauptklasse 1. Umgekehrt, wenn das Quadrat einer Klasse A gleich 1 

ist, so wird A = ~. = s A, und folglich ist A eine ambige Klasse. 
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§ 75. Die durch ambige Ideale bestimmten ambigen Idealklassen. 

Es entsteht nun die Aufgabe, alle ambigen Klassen in kaufzustellen. 
Da offenbar ein jedes ambige Ideal a vermöge seiner Eigenschaft a = sa 
eine ambige Klasse bestimmt, so haben wir vor allem zu untersuchen, wie 
viele voneinander verschiedene ambige Klassen aus den 21 ambigen Idealen 
entspringen. Wir bezeichnen allgemein irgend welche vorgelegte Idealklassen 
als voneinander unabhängige Idealklassen, wenn keine darunter die Klasse 1 
ist und auch keine gleich einem Produkte von Potenzen der übrigen dieser 
Klassen gesetzt werden kann. Wir sprechen dann folgende Tatsache aus: 

Sa tz 106. Die t ambigen Primideale bestimmen im Falle eines imaginären 
Körpers stets t -1 voneinander unabhängige ambige Klassen; im Falle eines 
reellen Körpers bestimmen sie t - 2 oder t - 1 voneinander unabhängige 
ambige Klassen, je nachdem die Norm der Grundeinheit e des Körpers 
n(e) = + 1 oder = -1 ist. Die sämtlichen 2t ambigen Ideale bestimmen im 
Falle eines imaginären Körpers 2t- 1 und im Falle eines reellen Körpers, ent· 
sprechend der eben gemachten Unterscheidung, 2t- 2 bez. 2'-1 voneinander 
verschiedene ambige Klassen. 

Beweis. Das Produkt aus sämtlichen in m aufgehenden Primidealen ist 

gleich -y m und mithin ein Hauptideal in k. Ist zunächst m negativ, jedoch 
von -1 und - 3 verschieden, und (oc) ein ambiges Hauptideal in k, so muß 
oc1- s als Einheit notwendig = ( - l)e sein, wo e die Werte 0 oder 1 haben kann; 
hieraus folgt: 

{oc(l'm)"}l-B = 1 oder oc(-ym)" = s{oc(ym)"} , 
d.h. oc(ymY ist dann eine ganze rationale Zahl. Damit ist bewiesen, daß in 

einem imaginären Körper k ( -y m) - von k ( -V - 1) und k (l' - 3) abgesehen 
- gewiß außer 1 und Ym kein ambiges Hauptideal vorhanden ist. Die beiden 
hier zunächst ausgeschlossenen Fälle erledigen sich unmittelbar im. Sinne 
des zu beweisenden Satzes 106. 

Bei der Entscheidung der fraglichen Verhältnisse für einen reellen Kör
per k kommt es darauf an, ob die Norm der Grundeinheit e des Körpers 
gleich + 1 oder - 1 ausfällt. 

Ist nämlich n(e) = + 1, so kann man nach Satz 90 die Formel e = oc1- s 

durch eine ganze Zahl oc in k befriedigen und noch oc ohne rationalen Faktor 
=1= ± 1 voraussetzen. Wegen oc = e'soc ist dann (oc) ein ambiges Hauptideal. 

Dieses Hauptideal (oc) ist von 1 und von Ym verschieden; denn wäre oc = ± e' 
oder = ± e' -y m, wo der Exponent t eine ganze rationale Zahl bedeutet, 
so würde 

ocl -8 = (-1)8 e(1-8) , = (- 1)" e21 (e = 0 bzw. 1) 

folgen; letzterer Ausdruck aber ist stets von e verschieden. Ist ferner oc' ein 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 12 
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beliebiges ambiges Hauptideal des Körpers k, so ist notwendigerweise 
ot'l-s = (-1)'81, wo die Exponenten e und f ganze rationale Zahlen be-

deuten. Setzen wir ot" = ( _rt.)',_, so folgt ot"l-s = 1, d. h. ot" ist eine rationale 
lm rt.f 

Zahl, und danach gibt es außer 1, f mund ot nur noch ein ambiges Haupt-

ideal, das durch Befreiung des Produkts fm·ot von etwaigen ganzen ratio
nalen Faktoren + ± 1 entsteht. 

Ist andererseits n (8) = - 1, so gibt es kein von 1 und -Vm verschiedenes 
ambiges Hauptideal in k; denn ist (ot) ein beliebiges ambiges Hauptideal in k, 
so gilt notwendigerweise eine Gleichung ot1- s = (- 1)'8/ mit ganzen ratio
nalen e, f; wegen n(ot1- s) = + 1 ergibt sich (n(8))! = + 1, d. h. f ist eine 

gerade Zahl. Setzen wir ot' = 1 rt. 1 ' so folgt ot'l-s = + 1, d. h. ot' ist eine 
2( _)e+ 2 c lm 

rationale Zahl. 
Wir drücken nun von den t ambigen Primidealen in k ein geeignetes 

durch V m und die t - 1 übrigen ambigen Primideale und, wenn der Körper k 
reell und zugleich n(s) = + 1 ausfällt, weiter noch von diesen t -1 ambigen 
Primidealen ein geeignetes durch ot und die t - 2 übrigen dieser Ideale aus. 
Hierdurch erkennen wir die Richtigkeit des zweiten Teiles des Satzes 106. 

§ 76. Die ambigen Idealklassen, welche kein ambiges Ideal 
enthalten. 

Es gilt die folgende Tatsache: 
Satz 107. Es gibt im quadratischen Körper k dann und nur dann eine 

ambige Klasse, welche kein ambiges Ideal enthält, wenn der Körper k reell 
ist, das Charakterensystem von - 1 in ihm aus lauter positiven Einheiten 
besteht und endlich die Norm der Grundeinheit gleich + 1 ausfällt. Sind 
diese Bedingungen erfüllt, so entstehen alle überhaupt vorhandenen Klassen 
von jener Beschaffenheit dadurch, daß man eine beliebige unter ihnen der 
Reihe nach mit allen aus den ambigen Idealen entspringenden Klassen multi
pliziert. 

Beweis. Wenn der Körper k reell ist und das Charakterensystem von 
- 1 in ihm aus lauter positiven Einheiten besteht, so gibt es nach Satz 102 
in k stets eine ganze oder gebrochene Zahl ot, deren Norm = -1 wird. Ist 
ferner die Norm der Grundeinheit n(e) = + 1, so ist diese Zahl ot notwendig 

eine gebrochene. Setzen wir ot = L, , wo i und i' zueinander prime Ideale sein 
) 

sollen, so wird .~. 8!, = 1, und hieraus folgt i' = si, also i""' si, und i be
) . 8) 

stimmt folglich eine ambige Klasse. Diese ambige Klasse enthält kein ambiges 
Ideal. Wäre nämlich ein Ideal a = iß, wo ß eine ganze oder gebrochene 
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Zahl des Körpers k bedeutet, ambig, so würde a1- s = ocß1-s folgen, und 
mithin wäre OCß1-S gleich einer Einheit, etwa = (- l)eef , und folglich 
n(oc) = + 1, was der Konstruktion der Zahl oc zuwiderliefe. Damit ist be
wiesen, daß die durch i bestimmte ambige Klasse kein ambiges Ideal 
enthält. 

Es sei jetzt .A. eine beliebig gegebene ambige Klasse und i ein Ideal der
selben, so ist j1-s gleich einer ganzen oder gebrochenen Zahl oc des Körpers k, 
und es wird die Norm n(oc) entweder = + 1 oder = -1 sein. Der erstere 
Fall ist der einzig mögliche, wenn der Körper k imaginär ist, oder wenn der 

Körper k reell ist und wenigstens einer von den Charakteren (- ~ ~) den 

Wert - 1 besitzt. Sowie nun n(oc) = + 1 ist, folgt nach Satz 90, daß 

~ = ß1-s wird, wo ß eine ganze Zahl in k bedeutet; dann ist (jß)1-s = 1 , 
IX 

d. h. iß gleich dem Produkt eines ambigen Ideals in eine rationale Zahl, und 
die Klasse .A. enthält mithin ein ambiges Ideal. Ist andererseits n(oc) = -1 
und zugleich n (e) = - 1, so wird n (eoc) = + 1, und wir beweisen wie vorhin, 
daß die Klasse .A. ein ambiges Ideal enthält. Daraus ersehen wir, daß jede 
ambige Klasse ein ambiges Ideal enthält, falls der Körper k imaginär ist, und 
desgleichen, falls der Körper k reell ist und für ihn entweder einer der Charak
tere von -1 den Wert -1 besitzt oder n(e) = -1 ausfällt. 

Nehmen wir endlich in dem weiteren Falle, daß keiner dieser Umstände 
zutrifft, an, es gebe in k mehrere ambige Idealklassen, die kein ambiges 
Ideal enthalten, und wählen aus zweien darunter je ein Ideal, i und 1', aus, 
so zeigt die vorhin dargelegte Entwicklung, daß die Normen der beiden 
Zahlen oc = i1- s und oc' = p-s notwendig den Wert - 1 besitzen, und es wird 

folglich n (:) = + 1. Nach Satz 90 ergibt sich hieraus eine Darstellung 

IX, = ß1-s mit Hilfe einer geeigneten ganzen Zahl ß in k. Setzen wir j'.ß = ba , 
IX J 
wo b eine rationale Zahl und a ein Ideal ohne ganzen rationalen Faktor 

=F ± 1 bedeute, so folgt wegen (ilY-s = 1 die Gleichung a = sa, d. h. 

a ist ein ambiges Ideal; und dabei ist l' '" ai. Damit haben wir auch den 
letzten Teil unseres Satzes 107 bewiesen. 

§ 77. Die Anzahl aller ambigen Klassen. 

Die Sätze 106 und 107 ermöglichen die Berechnung der Anzahl aller 
ambigen Klassen. 

Sa tz 108. Es gibt in jedem Falle im Körper k genau r -1 voneinander 
unabhängige ambige Klassen, wo r die Anzahl der Einzelcharaktere be
deutet, die das Geschlecht einer Klasse bestimmen. Die Anzahl der sämt
lichen voneinander verschiedenen ambigen Klassen ist daher gleich 2r- 1• 

12* 
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Beweis. Es sei wieder t die Anzahl der verschiedenen in der Diskrimi
nante d des Körpers k aufgehenden rationalen Primzahlen. Betrachten wir 
zunächst den Fall, daß k ein imaginärer Körper ist, so folgt aus den Sätzen 106 
und 107 das Vorhandensein von genau 2t - 1 ambigen Klassen in k; diese 
entspringen sämtlich aus ambigen Idealen. Jetzt sei der Körper k reell; be
steht das Charakterensystem der Zahl -1 in k aus lauter positiven Ein
heiten, so folgt desgleichen aus den Sätzen 106 und 107 das Vorhandensein 
von genau 2t - 1 ambigen Klassen in k; von diesen 2t - 1 ambigen Klassen ent
springen hier entweder sämtliche oder nur die Hälfte aus ambigen Idealen, 
je nachdem n(e) = -1 oder = + 1 ausfällt. Besitzt jedoch die Zahl - 1 
für k wenigstens einen negativen Charakter, so ist stets n(e) = + 1; nach den 
Sätzen 106 und 107 gibt es nur 2t- 2 ambige Klassen in k, und diese ent
springen sämtlich aus ambigen Idealen. Nun ist die Anzahl r der Einzelcharak
tere = t - 1, wenn der Körper k reell ist und überdies die Zahl - 1 für k 
wenigstens einen negativen Charakter besitzt; es ist r = t in jedem anderen 
Falle; damit ist unser Satz 108 bewiesen. 

§ 78. Der arithmetische Beweis für die Existenz der Geschlechter. 

Die gewonnenen Resultate setzen uns in den Stand, auf die Frage nach 
der Anzahl der Geschlechter die Antwort zu finden, die im Fundamental
satze 100 ausgesprochen ist; wir können nämlich beweisen, daß diese Anzahl 
stets gleich 2r- 1 ist, und daß mithin alle diejenigen Charakterensysteme, 
die der Bedingung des Satzes 100 Genüge leisten, wirklich unter den Ge
schlechtern vertreten sind. Wir bezeichnen die Anzahl der voneinander 
verschiedenen existierenden Geschlechter mit y und die Anzahl der Klassen 
des Hauptgeschlechtes mit t. Da nach § 66 alle Geschlechter die gleiche 
Anzahl von Klassen enthalten, so ist die Anzahl h sämtlicher Klassen des 
Körpers h = g t. Bezeichnen wir ferner die t Klassen des Hauptgeschlechtes 
mit H 1 , ••• , Hf' so können wir nach dem Satze 103 H 1 = Ki, ... , Hf = K; 
setzen, wo KlO ... , Kf gewisse t Klassen des Körpers bedeuten. 

Es sei jetzt 0 eine beliebige Klasse des Körpers; da 0 2 offenbar zum Haupt
geschlecht gehört, so ist 0 2 = K!, wo K a eine ganz bestimmte der eben 

eingeführten Klassen K1 , ••. , Kf bedeutet. Es ist dann ~ , d. h. diejenige 
a 

wieder ganz bestimmte Klasse A , für welche 0 = A K a wird, eine ambige Klasse, 
und es stellt also der Ausdruck A K, wenn A alle ambigen Klassen und K die 
Klassen K 1 , ••• , K t durchläuft, eine jede überhaupt vorhandene Idealklasse des 
Körpers dar, und auch jede nur auf eine Weise. Da nach Satz 108 die Anzahl der 
ambigen Klassen 2"-1 beträgt, so ergibt sich h = 2r- 1 t, und es führt die Zu
sammenstellungdieser Gleichung mit der oben gefundenen h=g t zu der Beziehung 
g = 2r- 1• Damit ist der Fundamentalsatz 100 vollständig bewiesen [GAUSS (1)]. 
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§ 79. Die transzendente Darstellung der Klassenanzahl und eine 
Anwendung darauf, daß der Grenzwert eines gewissen 

unendlichen Produktes positiv ist. 

Der zweite Beweis für die Existenz der 2r - 1 Geschlechter beruht auf 
transzendenter Grundlage; wir entwickeln der Reihe' nach die folgenden 
Sätze: 

Sa tz 109. Die Anzahl h der Idealklassen des quadratischen Körpers k 
mit der Diskriminante d bestimmt sich durch folgende Formel: 

xh = L ll-- ~--. 
8=1 (p) 1 - (p) p-" 

Hierin ist das Produkt rechter Hand über alle rationalen Primzahlen p zu 

erstrecken, und das Symbol (:) hat die in § 61 festgesetzte Bedeutung. Für 

den Faktor x gilt, je nachdem der Körper k imaginär oder reell, also d negativ 
oder positiv ist: 

x = 2~ bez. x = ~10! c • 

w[fd[ IYdj 

Dabei bedeutet w für d = - 3 die Zahl 6, für d = - 4 die Zahl 4, für jedes 
andere negative d die Zahl 2; andererseits verstehe man für einen reellen 
Körper k unter 8 jetzt speziell diejenige seiner vier Grundeinheiten, welche 
> 1 ist, und unter log 8 den reellen Wert des Logarithmus dieser Grundeinheit 8 

[DIRICHLET (8,9)]. 
Beweis. Nach § 27 gilt, so lange s reell und> 1 ist: 

,\,1 II 1 
C(S)=L..Jn(j)s= I-n(.):ll::';' 

(i) (~) 

wo das Produkt über alle Primideale .)J des Körpers k zu erstrecken ist. 
Ordnen wir dieses Produkt nach den rationalen Primzahlen p, aus welchen 
die Primideale .)J herstammen, so gehört, wie aus Satz 97 folgt, zu einer be
liebigen rationalen Primzahl p in dem Produkte das Glied: 

1 1 1 oder ---- oder ----. 
(1- p-s)2 1-- p-2' 1- p-s ' 

je nachdem (:) = + 1, = - 1, = 0 ist. Wir schreiben diese dr~i Ausdrücke 

in der ihnen gemeinschaftlichen Form: 

1 1 

1-=P=' -1 _ (:) p-: 
und erhalten so: 
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wo die beiden Produkte rechter Hand über alle rationalen Primzahlen p 
zu erstrecken sind. Wegen 

L {(S-I)[J l~l---=s} =L {(S-I)}; :s}=I, 
s~l (p) p 8~1 (n) 

wo n alle positiven ganzen rationalen Zahlen durchläuft, wird dann: 

L {(s-I)C(s)} = L [J ~ . 
8~1 8~1 (p) 1 ~ (p) p-s 

Die Richtigkeit unseres Satzes 109 folgt nun aus Satz 56, wenn wir den Wert 
von u nach § 25 aufstellen. Zur Ermittelung von w ist zu berücksichtigen, 

daß der Körper k ( 1- 3) die 6 Einheitswurzeln ± 1 , ± 1 ± ~=a , der 

Körper k ( V - 1) die 4 Einheitswurzeln ± 1, ± i, dagegen ein jeder andere 
imaginäre quadratische Körper k nur die beiden Einheitswurzeln ± 1 ent
hält (vgl. § 62). 

Die wichtigste Folgerung der eben bewiesenen Tatsache ist der Satz: 
Sa tz 110. Bedeutet a eine beliebige ganze rationale positive oder negative 

Zahl, nur nicht eine Quadratzahl, so ist der Grenzwert 

L[J-~-
s~l (p) 1 ~ (p ) p-' 

stets eine endliche und von 0 verschiedene Größe [DIRICHLET (8, 9)]. 
Beweis. Es sei a = b2m, wo b2 die größte in a aufgehende Quadratzahl 

sein soll; es sei ferner d die Diskriminante des durch Va bestimmten quadra
tischen Körpers. Dann folgt für jede ungerade und nicht in b aufgehende 

rationale Primzahl p gewiß die Gleichung ( ; ) = (~). Die beiden unendlichen 

Produkte JI_l- und [J __ l __ -
(p) 1 ~ (~-) p-s (p) 1 ~ (;) p-S 

können demnach nur in einer endlichen Anzahl von Faktoren voneinander 
abweichen. Da das erstere Produkt nach Satz 109 in der Grenze für s = 1 
endlich bleibt, so gilt daher dasselbe auch von dem zweiten Produkt. 

§ 80. Das Vorhandensein unendlich vieler rationaler Primzahlen, 
nach denen gegebene Zahlen vorgeschriebene quadratische 

Restcharaktere erlangen. 

Mit Hilfe des Satzes 110 beweisen wir der Reihe nach folgende Tat
sachen: [DIRICHLET (9), KRoNECKER (10)]. 

Satz 111. Bedeuten a1 , a2 , ••• , at irgend t ganze rationale, posi
tive oder negative Zahlen von der Art, daß keine der 2t - 1 Zahlen 
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a1, az"'" at , a1aZ"'" at-lat , ••• , alaZ '" at eine Quadratzahl wird, und 
sind Cl' Cz' .•. , ct nach Belieben vorgeschriebene Einheiten + 1 oder - 1 , 
so gibt es stets unendlich viele rationale Primzahlen p, für die 

ist. 
Beweis. Wir haben, solange 8 > 1 ist: 

log 2:' = 2 log 1_lp_' = 2:' + s, 
00 W W 

S=~ ,,_1 +! ,,~+ ... 
2 L.; p2s 3 .L.; pB' • 

(p) (p) 

Da der Ausdruck S, wie in § 50 gezeigt worden ist, für 8 = 1 endlich bleibt, 
so folgt, daß die über alle rationalen Primzahlen p erstreckte Summe 

2~ 
(p) ps 

(26) 

bei Annäherung von 8 an 1 über alle Grenzen wächst. Ist ferner a eine belie
bige ganze rationale Zahl, so gilt ähnlich für 8 > 1 stets: 

log [1 (~) = 2(;) ~ + Sa, 
(p) 1 - - p-. (p) 

p 

Sa= !2 (;r p!. + ~2(;r p!. + ... ; 
(p) (p) 

ist a nicht eine Quadratzahl, so bleibt nach Satz llO log II 1 
(p) 1 - (; ) p-' 

für s = 1 endlich, und da das gleiche von dem Ausdruck Sa gilt, so folgt, 
daß dann auch die Summe 

2(;):. 
(p) 

(27) 

für 8 = 1 sich einer endlichen Grenze nähert. Wir setzen nun in (27) 

ein und geben jedem der t Exponenten Ul' Uz, ... , ut den Wert 0 oder 1, 
jedoch so, daß das Wertsystem ,ul = 0, u2 = 0, ... , ut = 0 ausgeschlossen 
bleibt. Wird dann jede so aus (27) herzuleitende Summe noch mit dem 
entsprechenden Faktor CUl cu • ••• cUt multipliziert, und werden die hervor-

1 2 t 
gehenden 2t -1 Ausdrücke sämtlich zu (26) addiert, so entsteht: 

Diese Summe wird, ebenso wie (26), bei Annäherung von 8 an 1 über alle 
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Grenzen wachsen. Sehen wir von den Gliedern ab, die den in al a2 ••• at 

aufgehenden Primzahlen p entsprechen und die nur in endlicher Anzahl 

vorhanden sind, so ist im übrigen die Summe (28) gleich 2t 2) ~, wo p' 
(p') P 

nur alle diejenigen Primzahlen p durchläuft, für welche die im Satze 111 
verlangten Bedingungen sämtlich erfüllt sind. Da mithin auch diese letzte 
Summe für s = 1 über alle Grenzen wächst, so folgt, daß jene Primzahlen p' 
in unendlicher Anzahl vorhanden sein müssen. Damit ist Satz 111 bewiesen. 

§ 81. Das Vorhandensein unendlich vieler Primideale mit 
vorgeschriebenen Charakteren in eInem 

quadratischen Körper. 

Satz 112. Sind 

Xl (i) = (±n}!),m), ... , Xr(j)=(±ni~),m) 
die r Einzelcharaktere, welche das Geschlecht eines Ideals i in k bestimmen, 
und bedeuten Cl' .•. , Cr beliebig angenommene, der Bedingung Cl ... cr = + 1 
genügende r Einheiten ± 1, so gibt es stets unendlich viele Primideale .p 
im Körper k, für welche 

Xl(,j))=Cl , .•. , Xr(,j))=cr 
ist. 

Beweis. In der Diskriminante d des Körpers seien die t rationalen Prim
zahlen ll" .. , lt enthalten. Es ist t = r oder = r + 1; in letzterem Falle 

sei (-~: m) = _ 1, und die Bedingung (± n~)-,-~) = + 1 diene zur Be

stimmung des Vorzeichens in ± n (j). Zugleich schreiben wir in diesem Falle 
Ct = cr+! = + 1. Wir beweisen nun zunächst, daß es unendlich viele rationale 
Primzahlen p gibt, für welche 

(Pi1
m) = Cl' •.. , (P'ltm ) = Ct 

ist, und unterscheiden zu dem Zweck drei Fälle, je nachdem m = 1, = 3, 
oder = 2 nach 4 ist. 

Im ersten Falle gehen wir von den Forderungen 

(-pI) = + 1, (;) = Cl' ' ..• , (~-) = Ct 

aus. Nach Satz 111 gibt es unendlich viele Primzahlen p, welche diesen 
Gleichungen genügen. Da die erste Gleichung auf p = 1 nach 4 hinauskommt, 
so wird für diese Primzahlen p dann 

für i = 1, ... , t gelten. 
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Im zweiten Falle sei unter den Primzahlen ll' ... , lt etwa lz die Prim
zahl 2. Ist dann Cz = + 1, so legen wir die Forderungen 

(~ 1) = + 1, (;) = Ci (i = 1, ... , z - 1, z + 1, ... , t) 

zugrunde, und es folgt nach Satz Ill, daß es unendlich viele diesen 
Gleichungen genügende Primzahlen p gibt. Wegen der ersten Gleichung 

wird (~2~)=+I=cz und überdies (~lim)=({-)=(;)=Ci für 

i = 1, ... , z - 1 , z + 1, ... , t. Ist dagegen Cz = - 1, so fordern wir: 

(-1) (1) ~-1 P = - 1 , -~ = (- 1) 2 Ci' (i = 1, . . ., z - 1, z + 1, . . ., t) 

und die unendlich vielen, diesen Gleichungen genügenden Primzahlen p er
füllen zugleich die Bedingungen: 

li -1 

(P'21n) = - 1 = c. und (\m) = ({-) = (-lf~2 (;) = Ci 
für i=I, ... ,z-l,z+I, ... ,t. 

Im dritten Falle endlich suchen wir wieder lz = 2 heraus. Wir stellen die 
Forderungen: 

(-1) (2) (li\ p=+I, p=c., p)=Ci, (i=l, ... , z-l, z+I, . .. , t); 

es existieren nach Satz III unendlich viele Primzahlen p, welche ihnen 
genügen, und für welche dann 

~-1 
p2-1 p-I 2 p2-1 

(P'2m) = (_1)-8-+2-- --2- = (-1)-8- = (~) = c. 

d "b d' (P, m\ (P) (li) f'" 1 1 + 1 . d un u er les T) = -( = -p = Ci ur ~ = , ... , z - , z , ... , t WIr . 

Es bedeute nun p eine beliebige solche rationale Primzahl, daß 

(P;p) = Cl' •.. , (~ltm) = Ct 

gilt. Nach Hilfssatz 14 ist dann 

II(P~~) = (P'pm) (p~lm) ... (\m) = + 1, 
(w) 

und folglich 

(~)Cl' .. ct = (;) = + 1; 

also findet man p im Körper k in das Produkt zweier Primideale ~ und ~' 
zerlegbar. Jedes dieser Primideale ~ und tl' erfüllt die Bedingungen des zu 
beweisenden Satzes 112. 
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§ 82. Der transzendente Beweis für die Existenz der Geschlech ter 
und für die übrigen in § 71 bis § 77 erlangten Resultate. 

Der Satz 112 zeigt nicht nur die Existenz der 2r - 1 Geschlechter von neuern, 
sondern er deckt zugleich eine andere tiefer liegende Tatsache auf: 

Sa tz 113. Unter den Idealen eines beliebigen Geschlechtes im quadra
tischen Körper gibt es stets unendlich viele Primideale. 

Hat man den Satz von der Existenz der 2r - 1 Geschlechter auf dem zweiten 
transzendenten Wege unabhängig von den Sätzen 102, 103 und 108 fest
gestellt, so ist es leicht, nachträglich auch diese Sätze zu gewinnen. Man 
hat nämlich dazu nur noch die Kennthis der Tatsache nötig, daß die Anzahl a 

der ambigen Klassen in k jedenfalls < 2r - 1 ist. Diese Tatsache folgt aus 
Satz 106 über die Anzahl derjenigen ambigen Klassen, welche aus ambigen 
Idealen entspringen, in Verbindung mit den Schlüssen im zweiten und dritten 
Absatz des Beweises zu Satz 107; sie steht bei solcher Ableitung völlig un
abhängig von Satz 102 da. 

Es bezeichne dann, wie oben, t die Anzahl der Klassen des Hauptgeschlech
tes, g die Anzahl der Geschlechter und ferner f' die Anzahl derjenigen unter 
den t Klassen des Hauptgeschlechtes, welche gleich Quadraten von Klassen 
sind. Es folgt wie in § 78, daß g t = a f' ist, und da nunmehr bereits g = 2r - 1 

bewiesen, ferner a < 2r - 1 sicher ist, und selbstverständlich f' < t besteht, 
so ergibt sich hieraus f' = fund a = 2r - 1. Die erste Gleichung beweist den 
Satz 103, die zweite den Satz 108 und sodann den Satz 102 für n = - 1. 
Aus Satz 103 und dem letzten Ergebnisse endlich folgt der Satz 102 vollstän
dig. Denn die Zahl n darin ist wegen der für sie gestellten Bedingungen 
gleich der Norm eines Ideals ~ des Hauptgeschlechtes, versehen mit einem 
Vorzeichen in der in § 65 festgesetzten Weise. Bedeutet dann f ein solches 

Ideal, daß ~ ,....., f2 ist, so muß rJ. = 1) ·f:(f) eine ganze oder gebrochene Zahl 

des Körpers k sein, und zwar ergibt sich n(rJ.) = ± n, woraus der Satz 102 
folgt, sobald man berücksichtigt, daß er für n = -1 gilt. 

So sind durch die zuletzt entwickelte transzendente Methode die Re
sultate in § 71 bis § 78 gerade in umgekehrter Reihenfolge zum Nachweise 
gelangt, als sie auf dem zuerst eingeschlagenen rein arithmetischen Wege 
gefunden wurden. 

§ 83. Die engere Fassung des Äquivalenz- und Klassenbegriffes. 

Wenn wir den in § 24 dargelegten engeren Begriff der Äquivalenz zweier 
Ideale zugrunde legen, so erfahren die in den Kapiteln 17 und 18 auf
gestellten Sätze nur einfache, leicht zu ermittelnde Modifikationen. 

Zunächst ist klar, daß der engere Äquivalenzbegriff in einem imaginären 
Körper k unter allen Umständen und in einem reellen Körper k sicherlich 
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immer dann mit dem ursprünglichen Äquivalenzbegriffe zusammenfällt, 
wenn für den Körper die Norm der Grundeinheit n(e) = -1 ist. Wenn aber 
k reell ist und n(e) = + 1 aufweist, so löst sich eine Idealklasse im Sinne 
der früheren Einteilung bei der neuen Einteilung regelmäßig in zwei Klassen 
auf; insbesondere entstehen aus der früheren Klasse der Hauptideale die 

zwei durch das Hauptideal (1) und durch das Hauptideal (im) vertretenen 
Klassen der neuen Einteilung. Bezeichnet h' die Anzahl der Idealklassen 
bei Benutzung des engeren Äquivalenzbegriffes, so ist daher unter den 
gegenwärtig angenommenen Umständen h' = 2h [DEDEKIND (1)]. 

§ 84. Der Fundamentalsatz für den neuen Klassen- und 
Geschlech ts begriff. 

Dem neuen Klassenbegriff entspricht ein neuer Geschlechtsbegriff : das 

Geschlecht eines Ideals i im Körper k (i~ soll nämlich nunmehr in allen 
Fällen gleichmäßig durch die t Einheiten 

(+n(i),m) (+n(i),m) 
II ' ... , lt 

charakterisiert werden, wo die Norm von i im Unterschiede von der frü
heren Festsetzung stets das positive Vorzeichen erhält. Für einen imaginären 
Körper k stimmt dieser neue Geschlechtsbegriff mit dem alten völlig überein. 
Das Gleiche gilt für einen reellen Körper k, falls das Charakterensystem der 
Zahl - 1 in k aus lauter positiven Einheiten besteht. Der letztere Umstand 
muß offenbar immer eintreten, wenn für k die Norm der Grundeinheit = -1 
ist. Nun sei k reell und für k die Norm der Grundeinheit = + 1, so sind 
zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem das Charakterensystem der Zahl -1 
in k aus lauter positiven Einheiten besteht oder nicht. 

Im ersteren Falle gehören die Ideale (1) und a = (l'm) beide zum näm
lichen Geschlechte, da sich 

(n(a),m) = (+ m,~) = (+ m,m) (-1, m) = (-m,m) = + 1 
l; lj lj lj l, 

für i = 1, ... , t ergibt. Die neuen Geschlechter umfassen also die nämlichen 
Ideale wie die alten, und die Zahl der Geschlechter ist wiederum = 2/- 1• 

Im zweiten Falle gehören die beiden Idealklassen, welche durch das 

Ideal (1) und durch das Ideal a = (i m) repräsentiert werden, zu verschie
denen der neuen Geschlechter. Die Anzahl der neuen Geschlechter ist doppelt 
so groß, als die der alten; nun war für diesen Fall die Anzahl der Einzelcharaktere 
bei Zugrundelegung des ursprünglichen Geschlechtsbegriffs nur = t - 1 und die 
Anzahl der alten Geschlechter daher = 2t - 2 ; es ergibt sich somit die Anzahl der 
neuen Geschlechter, ebenso wie im ersten Falle, = 2t- 1• Da ferner in jedem Falle 
das Produkt 

( -1, m) (-1, m) -4 ... -l-t - =+1 
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ist, so gilt der Fundamentalsatz 100 auch bei Zugrundelegung des neuen 
Klassenbegriffes mit dem entsprechenden Geschlechtsbegriffe, wenn nur 
darin t statt r gesetzt wird. 

Die übrigen Tatsachen und Beweise der Kapitel 17 und 18 lassen sich 
ebenfalls ohne Schwierigkeiten umgestalten, und einige derselben erhalten 
bei Verwendung der neuen Begriffe sogar noch einen einfacheren Ausdruck. 

19. Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen des quadratischen Körpers. 

§ 85. Das Symbol (:) für eine zusammengesetzte Zahl n. 

Ein bemerkenswerter Ausdruck für die Anzahl h der Idealklassen der 
quadratischen Körpers k ergibt sich aus der Formel des Satzes 109, wenn 
wir die rechter Hand stehende Größe 

LJ[ ~ 
8=1 (p) 1 - (p ) p-' 

durch Rechnung iu geschlossener Form auswerten. Zu dem Zwecke ist es 

nötig, das Symbol (:) auch für den Fall zu definieren, daß n eine zusammen

gesetzte ganze rationale positive Zahl bedeutet. Ist n = pq . .. w, wo 
p, q, ... , w rationale gleiche oder verschiedene Primzahlen sind, so de
finieren wir: 

(:) = (;) (;) ... (:); 

ferner soll (~) stets + 1 bedeuten. Dadurch wird für s > 1 : 

J[ (!) = ~(~) ~., 
(p) I - - 1!-' (n) 

p 

wo die Summe sich über alle ganzen rationalen positiven Zahlen n erstreckt. 
Die Berechnung des Grenzwertes dieser Summe für s = 1 führt zu einem 
geschlossenen Ausdruck für die Klassenanzahl h; wir sprechen das Resultat 
in dem jetzt folgenden Satze aus. 

§ 86. Der geschlossene Ausdruck für die Anzahl der Idealklassen. 

Satz 114. Die Anzahl h der Idealklassen des Körpers k(Ym) ist: 

h = - 21dl 27 ( ~ ) n für m < 0, 
(n) 

J[ (eb~" _ e- b~n) 
h = _I_log ~------- für m > 1, 

2Ioge J[(ea~n_e_a~,,) 
(a) 
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wo die Summe I: über die I d I ganzen rationalen Zahlen n = 1, 2, ... , I d I ' 
(n) 

und wo die Produkte II, Tl über alle diejenigen Zahlen a oder b unter diesen 
(a) (b) 

I d I Zahlen zu erstrecken sind, welche der Bedingung (:) = + 1 bezüg-

lich (-~) = -1 genügen [DIRICHLET (8,9) WEBER (4)1. 

Beweis. Es seien n, n' Zahlen> O. Wenn n und d einen gemeinsamen 

Teiler =F ± 1 besitzen, so ist (!) = O. Ist dagegen n prim zu d, so wird, 

wie man leicht einsieht, (~-) = II (d~n), wo das Produkt über alle ver
(w) , 

schiedenen rationalen Primzahlen w zu erstrecken ist, die in n aufgehen. 

Nach Hilfssatz 14 stellt dann das Produkt II (d~n) die nämliche Einheit 
(I) 

dar, wenn l alle in d aufgehenden Primzahlen durchläuft. Ist nun n' = n 
nach d, so wird: 

II (d,t) = II (d,t') , 
(I) (I) 

und mit Rücksicht hierauf erhalten wir: 

(29) 

wenn n = n' nach d ist. 
Ferner ergibt sich 

(30) 

indem wir eine Zahl b bestimmen, derart, daß (~) = - 1 ist, und dann er

wägen, daß die linke Seite von (30) mit Rücksicht auf (29) in die Gestalt 

(f) + (2~) + ... + (~) = - {(-f-) + (;) + ... + (!h)} 
gesetzt werden kann. 

Durch Benutzung der Formel 
00 

~ = _1_ fe-nt ts-1 dt 
n' r(.s) 

o 

wird, wenn wir die Regel (29) berücksichtigen: 

wo zur Abkürzung 

F(x) = (~\ x + (~) x2 + ... + (~.) x1d : 
I; 2 I d I 
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gesetzt ist. Wegen der Gleichung (30) enthält F(x) den Faktor 1- x; die 
. t • I F k' F(e-t ) 
III e- ratlOna e un tlOn 1-= e- Idlt bleibt mithin für t = 0 endlich. Aus 

diesem Grunde ist 

fOOF(e-t)ts_l _fO:> F(e- t) 
L l-=-e-idit dt - 1 _ e=ldTt dt . 
s~l 0 0 

Wenn wir in dem letzteren Integral die neue Integrationsveränder
liche x = e- t einführen, so erhält dasselbe die Gestalt: 

1 f F(x) 
x (f-=- Xldl) dx. 

o 

Nun haben wir die Zerlegung in Partialbrüche: 

( 2fti") 
~~ = __ 1_ '"' F e-I-dl-

x(l- x ld :) Idl L..; 2ni,,' 
(n) X - e Id, 

wo die Summe über n = 1, 2, ... , I d I zu erstrecken ist, und nach elllem 

Satze von GAUSS wird F (e2In;I") , d. i. 

2nn' i;r 

27 (~,) e--1dl = (!) va; 
(n') 

n' durchläuft hier wiederum die Zahlen 1, 2, ... , I d I und va ist bei positivem d 
positiv, bei negativem d positv imaginär zu nehmen (vgl. § 124). Da ferner 

1 

f dx e ftl~~ - e - nl~~ in 
-----;O~--''':c-::n = log ---i---- - TdT (n - t d) 

• x - e d 
o 

(n = 1,2, ... , Idi) 

ist, wo für den Logarithmus der reelle Wert desselben zu nehmen ist, so folgt 
ohne Schwierigkeit das im Satze 114 angegebene Resultat. 

Die Form dieses Resultates ist eine wesentlich verschiedene, je nach
dem der Körper k imaginär oder reell ist. Im ersteren Falle kann h aus der 
angegebenen Formel ohne weiteres berechnet werden. Im zweiten Falle ist 
zuvor die Kenntnis der Grundeinheit € erforderlich; der Quotient der beiden 
Produkte n und [J ist, wie sich an einer späteren Stelle (vgl. § 121) zeigen 

(a) (b) 

wird, nichts anderes, als eine gewisse aus der Theorie der Kreisteilung für 
den quadratischen Körper k sich ergebende Einheit 

Um ein Beispiel für den Fall eines imaginären Körpers zu nehmen, so 
erhält man, wenn m = - p ist und p eine rationale positive Primzahl = 3 
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nach 4 und überdies> 3 bedeutet: 

h_~b-Ea. 
- p , 

19] 

hierin bezeichnen J:a, J:b bezüglich die Summe der quadratischen Reste 
und die Summe der quadratischen Nichtreste nach p, die zwischen 0 und p 
liegen. Durch eine leichte Umformung kann in dem obigen Ausdrucke für h 
der Nenner p beseitigt werden; dadurch ergibt sich die Klassenanzahl hauch 

gleich dem Überschuß der Anzahl der zwsichen 0 und {- liegenden quadra

tischen Reste von p über die Anzahl der zwischen denselben Grenzen liegen
den quadratischen Nichtreste oder gleich dem dritten Teil dieses Über
schusses, je nachdem p = 7 oder = 3 nach 8 ist. Die erstere Anzahl über
trifft also stets die letztere Anzahl, eine auf rein arithmetischem Wege bisher 
nicht bewiesene Tatsache. 

§ 87. Der Dirichletsche biquadratische Zahlkörper. 

Eine nahe liegende Verallgemeinerung der bis hierher entwickelten 
Theorie des quadratischen Körpers betrifft folgendes Problem. Es werde 
statt des natürlichen aus allen rationalen Zahlen bestehenden Rationalitäts
bereiches ein quadratischer Zahlkörper kaIs Rationalitätsbereich zugrunde 
gelegt; dann sollen die in bezug auf k relativ quadratischen Körper K unter
sucht werden, d. h. diejenigen biquadratischen Zahlkörper K, die den ge
gebenen Körper k als Unterkörper enthalten. 

Wenn der Körper k durch die imaginäre Einheit V - 1 bestimmt ist, so 
bezeichne ich K als einen Dirichletschen biquadratischen Körper. Für diesen 
Fall liegen umfassende Untersuchungen vor [DmICHLET (10,11,12), EISEN
STEIN (3,6), BAcHMANN (1,3), MINNIGERODE (1), HILBERT (5)]. Nach der 
entsprechenden Einteilung der Idealklassen des Körpers K in Geschlechter 
und geeigneter Übertragung der Bezeichnungen gilt auch hier wiederum 
der Fundamentalsatz 100, und es sind die beiden in Kapitel 18 angewandten 
Beweismethoden dieses Satzes auch auf den Körper K übertragbar, so daß 
jener Fundamentalsatz für den Dirichletschen biquadratischen Körper sowohl 
eine reine arithmetische Begründung [HILBERT (5)] als auch einen Beweis 
mitteist der transzendenten Dirichletschen Methode [DIRICHLET (10, 11, 12), 
MINNIGERODE (1)] zuläßt. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, daß der Dirichletsche biquadratische 

Körper K außer dem quadratischen Körper k (t=l) noch zwei andere qua

dratische Körper k ( r + m) und k ( ~) enthält. Für einen solchen 
speziellen Dirichletschen Körper K gilt die wiederum auf transzendentem 
und auch auf rein arithmetischem Wege zu beweisende Tatsache: 
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Sa tz 115. Die Anzahl der Idealklassen in einem speziellen Dirichletschen 

biquadratischen Körper K (1'+~, i - m) ist gleich dem Produkt der 

Klassenanzahlen in den quadratischen Körpern k (-V + m) und k (]I - m) 
oder gleich der Hälfte dieses Produktes, je nachdem für die Grundeinheit 

des Körpers K die Relativnorm in bezug auf k (-V - 1) gleich ± i oder gleich 
±l wird. 

Dieses Resultat bezeichnet DIRICHLET als einen der schönsten Sätze der 
Theorie der imaginären Zahlen und als überraschend, weil durch dasselbe 
ein Zusammenhang zwischen denjenigen quadratischen Körpern aufgedeckt 
wird, die durch Quadratwurzeln aus entgegengesetzten reellen Zahlen be
stimmt sind. 

Bei dem rein arithmetischen Beweise dieses Satzes gelingt es zugleich in 
sehr einfacher Weise, und zwar durch bestimmte Bedingungen für die Ge
schlechtscharaktere, diejenigen Idealklassen des biquadratischen Körpers 

K ( -V + m, -V m) zu kennzeichnen, welche als Produkte aus einer Ideal

klasse von k( -V + m) und einer Idealklasse von-k( -V m) erhalten werden 
können [HILBERT (5)]. 

20. Die Zahlringe und Moduln des quadratischen Körpers. 

§ 88. Die Zahlringe des quadratischen Körpers. 

Die Theorie der Ringe und Moduln eines quadratischen Körpers erledigt 
sich rasch durch Spezialisierung der allgemeinen in Kapitel 9 entwickelten 
Sätze. Man findet leicht, daß jeder Ring r des Körpers k durch eine einzige 
Zahl von der Gestalt e = fw erzeugt werden kann, wo w die in § 59 definierte 
Zahl bedeutet, die mit 1 zusammen eine Basis von k bildet, und wo f eine ge
wisse positive ganze Zahl, nämlich den Führer des Ringes r, bezeichnet. Ist 
insbesondere d negativ und außerdem < - 4, so findet sich nach Satz 66 
die Anzahl hr der regulären Ringklassen des Ringes r durch die Formel 

hr = hf II(l- (~)-~) 
(p) p p 

ausgedrückt, wo das Produkt über alle in f enthaltenen voneinander verschie
denen rationalen Primzahlen p zu erstrecken ist [DEDEKIND (1,3)]. 

§ 89. Ein Satz von den Modulklassen des quadratischen Körpers. 
Die binären quadratischen Formen. 

Betreffs der Modulklassen endlich gilt im quadratischen Körper die 
folgende Tatsache: 

Sa tz 116. In einer beliebigen Modulklasse des quadratischen Körpers k 
gibt es stets reguläre Ringideale [DEDEKIND (1)]. 
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Beweis. Es sei Lul' ,u2] ein beliebiger Modul des Körpers k, wobei also 
#V,u2 ganze Zahlen sind, und f) = f2d die Diskriminante der durch Lul' ,u2] 
bestimmten Modulklasse; ferner bezeichne m = (#1' ,u2) das durch die Zahlen 
,ul,,u2 bestimmte Ideal und sm = m' das zu m konjugierte Ideal. Nunmehr 
bestimme man eine durch m' teilbare ganze Zahl IX des Körpers k so, daß 

--; prim 'zu f) ausfällt. Setzen wir dann 
m 

IX -!!:J!.~ IX _ ('1.//,2_ 
I- n (m)' 2- n (m)' 

so wird [IXV~] ein mit Lul' ,u2] äquivalenter Modul, während zugleich das 
durch IXl' ~ bestimmte Ideal a = (IX1> IX2) prim zu f) ausfällt. 

Ist nun f) eine gerade Zahl, so ziehen wir zunächst die drei ganzen Zah
len IXl>~' IXl + IX2 in Betracht; darunter ist notwendig mindestens eine 
prim zu 2, denn anderenfalls müßten sich unter diesen drei Zahlen gewiß 
irgend zwei finden, die mit der Zahl 2 einen und den nämlichen idealen Prim
faktor gemein haben, was dem widerspräche, daß das Ideal a prim zu f) ist. 
Es sei etwa IXl prim zu 2. Nunmehr bezeichne man die ungeraden in f) auf
gehenden rationalen Primzahlen mit p, q, ... , w. Da a prim zu p ist, so muß 
mindestens eine der drei Zahlen IXl , IXl + ~, IXl + 20(2 prim zu p sein. Es· sei 
IXl + x~ prim zu p, ferner sei IXl + YIX2 prim zu q, ... , wo x, y, ... ganze 
rationale Zahlen bedeuten sollen. Dann folgt leicht die Existenz einer ganzen 
rationalen Zahl a von der Art, daß IXl + a~ prim zu f) wird. 

Setzen wir nun 
b = in (lXI + a IX~)I 

n(a) , 
( " ') ß = IX! 1X1 T a 1X2 

n (a) , 

wo IX~, IX~ die zu IXI' ~ konjugierten Zahlen bedeuten, so ist b eine ganze ra
tionale positive und ß eine ganze algebraische Zahl, und es wird der Modul 
[IXl'~] = [lXI + a~, IX2] äquivalent dem Modul [b, ß]. Zugleich ergibt sich 

IX' + a IX' wegen (b, ß) = 1 , 2 die Norm n(b, ß) = b. Der Modul [b, ß] ist offenbar a 
ein reguläres Ringideal in dem durch die Zahl ß bestimmten Ringe r = [ß], 
und hiermit ist der Satz 116 vollständig bewiesen. 

Wegen 
1 I b, ß 12 11, ß 12 

f) = (n(b,ß))2! b, ß' I = 1, ß' 
stimmt die Diskriminante dieses Ringes r mit der Diskriminante der betrachte
ten Modulklasse überein. Der erhaltene Ring r ist zugleich der einzige, welcher 
mit [#1> ,u2] äquivalente Moduln unter seinen regulären Ringidealen aufweist. 
Der Satz 116 zeigt, daß es im quadratischen Körper auf dasselbe hinaus
kommt, die Modulklassen oder die Klassen regulärer Ringideale zu betrachten. 

Nach den allgemeinen Ausführungen in § 30 und § 35 entspricht einer 

jeden Modulklasse eines quadratischen Körpers k(l'm) eine Klasse binärer 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 13 
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quadratischer Formen mit ganzzahligen Koeffizienten, und umgekehrt ent
spricht jeder solchen Formenklasse mit einer nichtquadratischen Diskrimi
nante eine Modulklasse eines quadratischen Körpers, wobei die Modulklasse 
und die Formen stets gleiche Diskriminante besitzen. Danach ist durch die 
Untersuchungen in diesem Abschnitte zugleich die Theorie der quadratischen 
Formen mit vorgeschriebener Diskriminante f) vollständig erledigt. 

§ 90. Die niedere und die höhere Theorie 
des quadratischen Zahlkörpers. 

Die in diesem dritten Teile des Berichtes entwickelten und einheitlich 
dargestellten Untersuchungen machen die niedere Theorie des quadratischen 
Zahlkörpers aus; unter der höheren Theorie des quadratischen Zahlkörpers 
begreife ich die Darstellung derjenigen Eigenschaften dieses Körpers, zu 
deren naturgemäßer Herleitung die Benutzung gewisser Hilfskörper höheren 
Grades nötig ist. Ein Abschnitt dieser höheren Theorie findet in dem vierten 
Teil dieses Berichtes Platz. Die Theorie der zu einem imaginären quadratischen 
Körper gehörigen Klassenkörper sowie der dazu gehörigen relativ-Abelschen 
Körper erfordert jedoch zu ihrem Aufbau die Methode der komplexen Multi
plikation der elliptischen Funktionen, und dies ist ein Gegenstand, welcher 
von der Aufnahme in diesen Bericht ausgeschlossen werden mußte. 



Vierter Teil. 

Der Kreiskörper. 

21. Die Einheitswurzeln mit Primzahlexponent I und der durch sie 
bestimmte Kreiskörper . 

§ 91. Der Grad des Kreiskörpers der l-ten Einheitswurzeln und 
die Zerlegung der Primzahl l in diesem Körper. 

2i", 

Es bedeute l eine ungerade rationale Primzahl, und es sei C = e I . Die 
Gleichung l-ten Grades 

besitzt die l Wurzeln 
C, C2, ... , Cl-I, Cl = 1 . 

Diese Zahlen heißen die l-ten Einheitswurzeln. Der durch sie bestimmte 
Körper werde mit k(C) bezeichnet und der Kreiskörper der l-ten Einheits
wurzeln genannt. Es gilt für ihn zunächst die folgende Tatsache: 

Satz 117. Bedeutet l eine ungerade Primzahl, so besitzt der durch 
2in 

C = C I bestimmte Kreiskörper k(C) der l-ten Einheitswurzeln den Grad 
l - 1. Die Primzahl l gestattet in k( C) die Zerlegung l = 11- 1 , wo 1 = (1 - C) 
ein Primideal ersten Grades in k(C) ist. 

Beweis. Die Zahl C genügt der Gleichung l - I-ten Grades 
x l - 1 

F(x) = x _ f = X l - 1 + x!-2 + ... + 1 = 0; 

also ist der Körper k(C) höchstem; vom Grade l - 1. Da C, C2, ••• , CI - 1 die 
l- 1 Wurzeln dieser Gleichung F( x) = 0 sind, so gilt identisch in x die Gleichung: 

X l-1 + X I- 2 + ... + 1 = (x - C)(x - C2) ... (x - Cl-I); 
für x = 1 folgt hieraus: 

l = (1 - C) (1 - C2) •.• (1 - Cl-I). (31) 

Es bedeute nun g eine beliebige durch l nicht teilbare ganze rationale Zahl 
> 1, und es sei dann g' eine positive ganze rationale Zahl von der Art, daß 
fjIJ' = 1 nach l ausfällt. Dann sind die Quotienten 

1 - Cg ---- = 1 + C + C2 + ... + CII-l 
1 -- C 

1 -- C 1 - Cgg' 
1 - C' 1--[9-

13* 
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beide ganze algebraische Zahlen, und es erweist sich somit 

1 - C· c = -----
y 1 - C 

§ 92 

als eine Einheit des Körpers k(C). Setzen wir noch it = 1 - C und 1= (it), 
so erhält die Formel (31) die Gestalt 

l = itl-1 C2 CS ••• Cl-l = {I-I. (32) 

Aus Satz 33 schließt man unmittelbar, daß eine rationale Primzahl in 
einem gegebenen Zahlkörper höchstens das Produkt so vieler Primideale 
sein kann, als der Grad des Körpers beträgt. In Anbetracht der Formel (32) 
muß mithin der Grad des Körpers k(C) mindestens = l- 1 sein, also ist nach 
dem bereits oben Gefundenen dieser Grad genau = l - 1. Andererseits 
kann aus dem nämlichen Grunde das Ideal 1 im Körper k(C) nicht noch 
weiter in Faktoren zerfallen und es ist somit I ein Primideal in k(C) [DEDE
KIND (1)]. 

Das gewonnene Resultat besagt zugleich, daß die Funktion F(x) im Be
reich der rationalen Zahlen irreduzibel ist. 

§ 92. Die Basis und die Diskriminante des Kreiskörpers 
der l-ten Einheitswurzeln. 

2i,. 

Satz 118. In dem durch C = e I bestimmten Kreiskörper k(C) der 
l-ten Einheitswurzeln bilden die Zahlen 

1, C, C2, •.• , CI-2 

eine Basis. Die Diskriminante des Kreiskörpers k(C) ist 
/-] 

d = (-1)-2 ll-2. 

Beweis. Die Differente der Zahl C im Körper k(C) ist 

/J = (C - C2)(C - C3) .•• (C - CI-I) = [d~~X)t=( 
Aus 

(x-1)F(x)=x l -1 
folgt: 

dF( ) lCI-l 
(x -1) dxx +F(x) = lXI-I, also /J = - 1- ,; 

nach der in § 3 (S.71) gemachten Bemerkung ist dann die Diskriminante 
der Zahl C 

(1-1)(1-2) l-1 

d(C) = (-lf- 2---n(/J) = (_1)2l1-2. 

Da die Diskriminante d(it) der Zahl it offenbar den nämlichen Wert d(C) 
hat, so lehrt die im Beweise zu Satz 5 bei Formel (1) S.72 gemachte Be-
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merkung, daß eine jede ganze Zahl IX des Körpers k(C) in der Gestalt 
ao + a1 Je + ... + a!_2 JeI-2 

IX = - -F-2 ---

197 

(33) 

mit ganzen rationalen Koeffizienten ao' al , ••. , al _ 2 dargestellt werden kann. 
Dabei müssen dann die Zahlen ao, al , ••• , al - 2 notwendig sämtlich durch 

den Nenner ll-2 teilbar sein. Um zunächst zu zeigen, daß sie ein erstes :Mal 
durch l teilbar sind, nehmen wir an, es fände sich unter ihnen etwa au als 
erster nicht durch l teilbarer Koeffizient; aus ll-2 IX = 0 nach l würde dann 
in Anbetracht von l = {l-l notwendig ag).u = 0 nach {u+t, d. h. au = 0 
nach f und also auch nach l folgen, was der Annahme widerspricht. :Man 
kann mithin einen Faktor l in Zähler und Nenner des Ausdruckes (33) fort
heben. Durch die geeignete Weiterführung des eben angewandten Verfahrens 
folgt schließlich, daß jede ganze Zahl IX des Körpers k (C) bei ihren Darstellungen 

IX = ao + a1 ). + ... + al- 2 ).1-2 = bo + bl C + ... + bH CI-2 

mit rationalen Koeffizienten ao, al , ••• , al- 2 , bzw. bo, b1 , ••• bl- 2 für diese 
lauter ganze rationale Zahlen bekommt. 

Da somit die Potenzen 1, C, ... , CI- 2 der Zahl C eine Basis des Körpers k(C) 
bilden, so folgt, daß die Diskriminante d(C) der Zahl C zugleich auch die Dis
kriminante des Körpers k(C) vorstellt. 

§ 93. Die Zerlegung der von l verschiedenen rationalen 
Primzahlen im Kreiskörper der l-ten Einheitswurzeln. 

Die Zerlegung der Primzahll im Körper k(C) ist in Satz 117 ausgeführt. 
Für die Zerlegungen der übrigen rationalen Primzahlen im Körper k(C) gilt 
die folgende Regel: 

Sa tz 119. Ist p eine von l verschiedene rationale Primzahl und I der 
kleinste positive Exponent, für welchen pf = 1 nach l ausfällt, und wird dann 
l - 1 = e f gesetzt, so findet im Kreiskörper k (C) die Zerlegung 

p = ~l ••• ~e 

statt, wo 1J1>"" 1Je voneinander verschiedene Primideale I-ten Grades 
in k(C) sind [KUMMER (5,6)]. 

Beweis. Es sei IX = a + alC + ... + al _ 2 CI - 2 eine beliebige ganze 
Zahl des Kreiskörpers k (C); dann folgen die Kongruenzen 

IX P = (a + al C + ... + a l_ 2C!-2)P - a + a1 CP + ... + aH CP(I-2), (p) 

IXp2 (a ·-f- a1 CP + ... + al_ 2 CP(l-2»))J = a + a1 Cp2 + ... + al_ 2 CP2(l-2), (p) 

'Y'p f = (a+al Cpf-1 + ... + a l _ 2CPf-l(I-2»)P= a + a1 CPf + ... +a l _ 2Cpf (I-2)=IX,(p). 

Ist nun 1J ein in p aufgehendes Primideal, so folgt aus der eben erhaltenen 
Kongruenz IXPf = IX nach p um so mehr IXPI = IX nach 1J, d. h. die Kongruenz 

~pf_~=O, (p) (34) 
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wird von einer jeden ganzen Zahl des Körpers k(C) erfüllt. Die Anzahl der 
nach lJ einander inkongruenten Wurzeln dieser Kongruenz (34) ist daher 
gleich der Anzahl der vorhandenen nach lJ inkongruenten ganzen Zahlen, d. h. 
= n (lJ) = TI', wenn mit f' der Grad des Primideals \3 bezeichnet wird. Nun 
ist der Grad der Kongruenz (34) pi; nach Satz 26 folgt daher pi' < pi, 
d. h. 1'< f. 

Andererseits ist nach Satz 24, dem verallgemeinerten Fermatschen Satze, 
gewiß 

Cpf'-1 = 1, (\3). (35) 

Da nach Formel (31) für einen nicht durch 1 teilbaren Exponenten g die 
Zahl 1 - Cu stets zu lJ prim ist, so folgt aus der Kongruenz (35): pi' - 1 = 0 
nach 1, und damit I' > I. Wir schließen nunmehr I' = I, d. h. jedes in p auf
gehende Primideal hat den Grad f. 

Da p nicht in der Diskriminante des Körpers k (C) aufgeht, so folgt nach 
Satz 31, daß p in lauter voneinander verschiedene Primideale zerfällt. Setzen 

. - . d () - 1-1 - e'j d h 1 - 'I ,-WH etwa p - lJ1 ... lJe" so WH n p - p - p , . . - 1 - e ,e - e. 
Damit ist der Beweis des Satzes 119 vollständig erbracht. 

Zur wirklichen Aufstellung der Primideale lJ1'" ., lJe wenden wir den 
Satz 33 an und berücksichtigen die im Anschluß daran auf S.91 gemachte 
Bemerkung. Danach gilt identisch in x nach p eine Zerlegung 

F(x) = F1 (x) ... Fe (x), (p), 

wo F 1 (x), ... , Fe (x) ganze nach p irreduzible und einander inkongruente 
Funktionen vom I-ten Grade in x mit ganzen rationalen Koeffizienten be
deuten. Nach Bestimmung dieser Funktionen erhalten wir die gewünschte 
Darstellung in den folgenden Formeln 

\31 = (p,F1 (C)), ... , +'e = (p,Fe(C)). 

22. Die Einheitswurzeln für einen zusammengesetzten 
Wurzelexponenten m und der durch sie bestimmte 

Kreiskörper. 

§ 94. Der Kreiskörper der m-ten Einheitswurzeln. 

Es bedeute m eine beliebige positive ganze rationale Zahl, und es werde 
2i,. 

Z = e m gesetzt. Die Gleichung m-ten Grades 

xm -1=O 
besitzt die m Wurzeln 

Z, Z2, ... , zm-l, Zm=l. 

Diese Zahlen heißen die m-ten EinheitswurzeIn; der durch sie be
stimmte Körper werde mit k(Z) bezeichnet und der Kreiskörper der m-ten 
Einheitswnrzeln genannt. 
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Setzt man, falls m durch mehr als eine Primzahl teilbar ist: 

m = 1~11~2 ... , 

wo ll' 12 , ••• verschiedene rationale Primzahlen SeIen, so kann man eme 
Partialbruchzerlegung vornehmen 

1 
m 

wo al , a2 , •.• ganze rationale positive oder negative Zahlen bedeuten, und 
dann a1 zu 11 , a2 zu 12 , ••• prim ist. Die Benutzung dieser Zerlegung liefert 

Z ~= Z~l Z~2 . . ., 
2i:r 2L.T 
zh: -zi!; 

wenn Zt =- e 1 , Z2 ::: e ~ , ... gesetzt wird; es entsteht also durch Zu-
sammensetzung der Körper k(Zl) der l~l-ten Einheitswurzeln, k(Z2) der 
l~'-ten Einheitswurzeln, ... genau der Rationalitätsbereich k(Z). Wir be
handeln dementsprechend zunächst den einfacheren Fall m = 1h, wo in m 
nur eine Primzahl 1 aufgeht. 

§ 95. Der Grad des Kreiskörpers der l"-ten Einheitswurzeln und 
die Zerlegung der Primzahl 1 in diesem Körper. 

Für den Kreiskörper der 1h-ten Einheitswurzeln gelten folgende Tat
sachen: 

Sa tz 1:20. Bedeutet 1 die Primzahl 2 oder eine ungerade Primzahl, so 
2i:r 

besitzt der durch Z = e -lh- bestimmte Kreiskörper k(Z) der 1h-ten Einheits
wurzeln den Grad 1"-1(1_ 1). Die Primzahl 1 gestattet in k(Z) die Zerlegung 
1 = 2Zh- 1(1-1), wo 2 ein Primi deal ersten Grades in k(Z) ist. 

Beweis. Z genügt der Gleichung vom Z"-1(1- l)-ten Grade: 

xlh 1 F(x) = --- --=-- ~= X 1h- 1 (1-1) + X Zh - 1 (1-2) + ... + 1 = O. 
X Zh - 1 - 1 

Bedeutet g eine nicht durch 1 teilbare ganze rationale Zahl und dann g' eine 
ganze rationale Zahl von der Art, daß gg' = 1 nach 1h ausfällt, so folgt ähn
lich wie auf S. 195, daß sowohl 

1- Z' 
Eg = 1- Z-' 

als auch der reziproke Wert davon, nämlich: 
I - Z I -- Z.g' 
I -- Zu ~-Zu 

ganze Zahlen sind; es ist daher Ey eine Einheit. Auf Grund dieses Umstandes 
können in der nämlichen Weise wie in § 91 die Gleichungen: 

F(l) = 1 =:: 1I(1 - Zu) = Alh- 1 (l-I) Tl Eg = 2 1h - 1 (Z-1) 

(u) (y) 
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geschlossen werden, wo A = 1 - Z, 2 = (A) gesetzt ist und in den Pro
clukten g alle zu l primen Zahlen > 0 und < lh zu durchlaufen hat. 

Durch dieselbe Überlegung wie in § 91 folgt hieraus, daß der Grad des 
Körpers k(Z) mindestens = lh-l(l - 1) ist, und damit zugleich, daß er ge
nau diesen Wert hat. 

§ 96. Die Basis und die Diskriminante des Kreiskörpers der 
lh-ten Einheitswurzeln. 

2in 

Satz 121. In dem durch Z = e th bestimmten Kreiskörper k(Z) der 
lh-ten Einheitswurzeln bilden die Zahlen 

1, Z, Z2, ... , ZZh-l(l-l)-l 

eine Basis; die Diskriminante dieses Körpers ist 
d = ± ZZh-l(hl-h-l), 

Wo für lh = 4 oder l = 3 nach 4 das Vorzeichen - und sonst das Vor
zeichen + gilt. 

Sa tz 122. Ist· p eine von l verschiedene rationale Primzahl und I der 
kleinste positive Exponent, für welchen pi = 1 nach lh ausfällt, und wird 
Zh-l(l_ 1) = el gesetzt, so findet in k(Z) die Zerlegung 

p = ~1' •• ~e 
statt, wo ~1"'" ~e voneinander verschiedene Primideale I-ten Grades 
in k(Z) sind. 

Die beiden Sätze 121 und 122 werden genau in der entsprechenden Weise 
bewiesen, wie die für den Körper k(C) aufgestellten Sätze 118 und 119. 

§ 97. Der Kreiskörper der m-ten Einheitswurzeln. Der Grad, 
die Diskriminante und die Primideale dieses Korpers. 

Jetzt sei m ein Produkt aus Potenzen verschiedener Primzahlen, etwa 
In = l~ll~2 •••. Der nach § 94 definierte Kreiskörper k(Z) der m-ten Einheits
wurzeln entsteht dann, wie dort ausgeführt worden ist, durch Zusammen
setzung der Kreiskörper k (ZI)' k (Z2)' . .. der l~'-ten, der l~2-ten,... Ein
heitswurzeln. Da die Diskriminanten der letzteren Kreiskörper zueinander 
prim sind, so folgt aus Satz 87 (§ 52) unmittelbar die Tatsache: 

Satz 123. Der Grad des Körpers k(Z) der m = l~ll~2 . .. -ten Einheits
wurzeln ist: 

tP (m) = l~l-l (lI - 1) l~2-1 (l2 - 1) .... 

Wenden wir die zweite Aussage in Satz 88 auf di.e Kreiskörper k(Zl), 
k(Z2)'" . an und beachten den Satz 121, so folgt das weitere Resultat: 

Satz 124. Der Kreiskörper k(Z) der m-ten Einheitswurzeln b"esitzt die 
Basis: 

1, Z, Z2, ... , Z<P(m)-l. 
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Die Diskriminante des Körpers k(Z) der m-ten Einheitswurzeln ergibt 
sich durch die erste Aussage in Satz 88. 

Endlich kann auf Grund des Satzes 88 unter Zuhilfenahme der Eigen
schaften der Zerlegungs- und der Trägheitskörper die Zerlegung einer ratio
nalen Primzahl p im Körper k (Z) ausgeführt werden. Man erhält so den Satz: 

Sa tz 125. Ist p eine in m = l~'l~2 ... nicht aufgehende rationale Prim
zahl und I der kleinste positive Exponent, für welchen pt _ 1 nach m aus
fällt, und wird dann c;[J(m) = el gesetzt, so findet im Kreiskörper k(Z) der 
m-ten Einheitswurzeln die Zerlegung 

p = '-ßl ... '-ße 
statt, wo '-ßll"" '-ße voneinander verschiedene Primideale I-ten Grades 
in k(Z) sind. 

Ist ferner ph eine Potenz von p, und wird m* = phm gesetzt, so findet 
im Körper k(Z*) der m*-ten Einheitswurzeln die Zerlegung 

p = {'-ßi ... '-ß:}ph-l (p-l) 

statt, wo \-l3~, ... ,~: voneinander verschiedene Primideale I-ten Grades 
in k(Z*) sind [KUMMER (15), DEDEKIND (5), WEBER (4)]. 

Zum Beweise des Satzes 125 nehmen wir der Kürze wegen m = l~' l~" 
an und bezeichnen dann die Kreiskörper der l~'-ten, 1~2-ten Einheitswurzeln 
mit k(l) bez. k(2). Ferner sei p eine von 11 , 12 verschiedene rationale Prim
zahl und ,).1 (1), ,).1 (2) seien je ein idealer Primfaktor von p bez. in den 
Körpern k( 1), k( 2); wir bezeichnen in k( 1), k( 2) die Zerlegungskörper der Prim
ideale lJ(1), lJ(2) bez. mit k~l), k~2). Es seien III 12 die kleinsten Exponenten. 
für welche pI, _ 1 nach 1~1 bzw. pl2 = 1 nach l~2 ausfällt, und es möge 

'1,-1 (11 - 1) = el /1 , 1~2-1 (12 - 1) = e2 /2 

gesetzt werden: dann sind e1 , e2 bez. die Grade der Körper k~l), k~2) und 
Iv 12 der Relativgrad von k(1) in bezug auf k~l) bez. der Relativgrad von k(2) 
in bezug auf k~2). Nach Satz 88 zerfällt die rationale Primzahl p in dem aus 
k(l) k(2) zusammengesetzten Körper k(1,2) in e eIdeale' diese sind daher Z'z z 12 , 

sämtlich Primideale ersten Grades in k~1. 2). Wir betrachten unter diesen ins-
besondere das Primideal lJ = (lJ(1), lJ(2») und bezeichnen mit ~ einen Prim
faktor von lJ in dem aus k(1), k(2) zusammengesetzten Körper k; es sei kz 

der Zerlegungskörper des Primideals ~ in k. Es folgt zunächst aus der De
finition der Zerlegungskörper, daß k~1, 2) entweder mit kz übereinstimmen 
oder in kz als Unterkörper enthalten sein muß. Die Relativgruppe des aus k(l), 
k~2) zusammengesetzten Körpers in bezug auf k~1, 2) ist zyklisch vom Grade 11; 
die Relativgruppe des aus k~), k(2) zusammengesetzten Körpers in bezug 
auf k~1, 2) ist zyklisch vom Grade 12 , Wir entnehmen hieraus, daß, wenn I 
das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 11,12 bedeutet, die Relativ
gruppe von k in bezug auf k~1, 2) keine zyklische Untergruppe von höherem 
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als I-ten Grade enthalten kann. Da kaIs Trägheitskörper des Primideals S,ß 

eine zyklische Relativgruppe in bezug auf kz besitzen muß und der Körper kz 
den Körper k;1,2) enthält, so folgt, daß jene zyklische Relativgruppe von 
k in bezug auf kz höchstens den Grad I hat. 

Andrerseits stellen wir folgende Betrachtungen an. Die beiden Körper k(1) 

und kz haben den Körper k~l), aber keinen Körper höheren Grades als ge
meinsamen Unterkörper, da sonst pm in k(l) noch weiter zerlegbar sein 
müßte. Desgleichen haben die bei den Körper k(2) und k z den Körper k~2) 

zum größten gemeinsamen Unterkörper. Wir legen nun k~l, 2) als Rationali
tätsbereich zugrunde; es ist dann kz ein solcher Relativkörper in bezug auf 
k~l, 2), der weder mit k(1), noch mit k(2) einen Relativkörper in bezug auf 
k~l, 2) gemein hat. Hieraus schließen wir ohne Mühe, daß kz höchstens vom 

Relativgrade 11/2 in bezug auf k~l, 2) sein kann. Der Körper kz ist daher höch-

stens vom Grade ~/1 [l'l, d. h. die Relativgruppe von k in bezug auf kz hat 

mindestens den Grad I. Dies zusammen mit der oben bewiesenen Tatsache 
zeigt, daß der Grad der Relativgruppe von k in bezug auf kz gleich f sein muß, 
womit sich für den gegenwärtig betrachteten besonderen Fall die Aussage 
des Satzes 125 deckt. 2in 

Nach Satz 123 genügt Z = e m einer irreduziblen Gleichung F(x) = 0 
vom (])(m)-ten Grade mit ganzen rationalen Koeffizienten, und nach dem 
Beweise zu Satz 87 bleibt diese Gleichung F (x) = 0 auch noch irreduzibel, 
,venn man als Rationalitätsbereich irgendeinen Körper zugrunde legt, dessen 
Diskriminante zu m prim ist [KRoNEcKER (3,21)]. 

Die Bildung der linken Seite F (x) dieser Gleichung geschieht in folgender 
Weise. Wird für den Augenblick zur Abkürzung allgemein 

xm -1 = [m] 
und 

gesetzt, so ist: 
F(x) = IIoII2§· .. 

II1 IIa II5 ••• 

[DEDEKIND (1), BACHMANN (2)]. 
Ist a eine ganze rationale Zahl und p eine in F(a) aufgehende zu m prime 

Primzahl, so hat mit Rücksicht auf Satz 125 p stets die Kongruenzeigen
schaft p 1 nach m. Es gibt danach offenbar unendlich viele Primzahlen p 
mit dieser Kongruenzeigenschaft. 
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~ 98. Die Einheiten des Kreiskörpers k(e m ). Die Definition der 
Kreiseinheiten. 

Es gelten folgende Tatsachen: 
Sa tz 126. Wenn m eine Potenz einer Primzahll ist und g eine nicht durch l 

2in 

teilbare Zahl bedeutet, so stellt in dem durch Z = e m bestimmten Kreis
körper der Ausdruck 

stets eine Einheit dar. 
'" enn die Zahl m verschiedene Primfaktoren enthält und y eme zu m 

2in 

prime Zahl bedeutet, so stellt in dem durch Z = e 'm bestimmten Kreiskör
per der Ausdruck 

stets eine Einheit dar. 
Beweis. Der erste Teil dieses Satzes 126 ist bereits in den Beweisen der 

Sätze 117 und 120 festgestellt worden. Um den zweiten Teil zu beweisen, 
setzen wir m = l'{' l~2l~3. . . und 

g 11. + 
rn Z~l Z~2 z~a . .. ' 

b 

wo a eine zu II und b eine zu lz, l3' ... prime ganze rationale Zahl bezeichnet; 
dabei wird 

. 2illa 2inb 
2t:r:(/ ~---
-.--'- Zh 1 Zho Zh a 1 - Zu = 1 - e m = 1 - e 1 e 2- ~ •••• 

Nun ist: 
2inx 2i n b) 2i"bl~J 

1I (1 - e Z~l el~2Z~;::-:- = 1 _ e l~~ Z~'. .. , 
(x) 

wo das Produkt über x = 0, 1,2, ... , l~' - 1 zu erstrecken ist, oder: 
2inbl~1 

(36) 

( 
2i"x' 2inb) -i/"h .-

1I -lh~l~-'-iha .. . I - e l/ Z3 a ••• 
1 - e 1 e· 3 = ----;,-.--, (37), 

(x') __ ~,_nb. 
Zh2 zha 1- e 2 3 ••• 

wo das Produkt über x' = 1, 2, ... , l~'_ 1 zu erstrecken ist. 
Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle, je nachdem die Anzahl der Prim

zahlen l1> l2' ... , die in m enthalten sind, zwei oder mehr als zwei beträgt. 
Im ersteren Falle ist die rechte Seite der Formel (37) nach dem bereits fest
stehenden ersten Teile des Satzes 126 eine Einheit. Im zweiten Falle können 
wir annehmen, der zu beweisende Satz 126 sei bereits für diejenigen Kreis-

körper k(e m*) als richtig erkannt, bei welchen die Zahl m* durch weniger 
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Primzahlen als m teilbar ist; es trifft dann dieser Satz für den Kreiskörper 

zu, der durch die ;, -ten Einheitswurzeln bestimmt ist. Danach sind dann 
1 

Zähler und Nenner des auf der rechten Seite von (37) stehenden Bruches 
für sich Einheiten. Der Ausdruck (36) ist ein Faktor des Produktes auf der 
linken Seite von (37) und daher gleichfalls in jedem Falle eine Einheit. Damit 
ist der Satz 126 vollständig bewiesen. 2i" 

Von einer jeden beliebigen Einheit eines Kreiskörpers k(e m ) gilt die Tat
sache, daß sie gleich dem Produkte aus einer Einheitswurzel und einer reellen 
Einheit ist. Die Einheitswurzel liegt dabei nicht notwendig immer in dem 

2i;r 

Körper k (e m ) selbst, sondern kann, wenn m verschiedene Primzahlen enthält, 
bei geradem m eine 2m-te, bei ungeradem meine 4m-te Einheitswurzel 
sein [KRONECKER (7)]. Wir sprechen insbesondere die folgende, schon von 
KUMMER erkannte Tatsache aus: 

Sa tz 127. Bezeichnet 1 eine ungerade Primzahl, und betrachten wir in 
2i:r 

dem durch' = e I bestimmten Kreiskörper k(') den durch' + ,-1 bestimm

ten reellen Unterkörper k(' + ,-1) vom Grade 1 2 1, so ist ein beliebiges 

System von Grundeinheiten dieses reellen Körpers k(' + ,-1) stets auch für 
den Körper k(') ein System von Grundeinheiten. 

Beweis. Ist .s(0 eine beliebige Einheit in k('), so ist e~~~~f eine solche 

Einheit in k(P, die selbst und deren Konjugierte sämtlich den absoluten 
Betrag 1 besitzen, und sie stellt daher nach Satz 48 eine Einheitswurzel dar; 

wir setzen -el-~~~) = ±,2g, wo 9 eine ganze Zahl sei. Die Einheit'/}(p =.s(P,-g 

besitzt dann die Eigenschaft: 
"I(Z:) 

-:ry(Z:-1) = ± 1 . (38) 

In dieser Formel (38) kann rechter Hand nur das positive Vorzeichen 
gelten. Anderenfalls nämlich wäre 'YJ(P eine rein imaginäre Einheit; dann 
setzen wir '/}2 = {}, so daß {} eine Einheit des reellen Unterkörpers k (, + ,-1) 

wird. Die Relativdifferente der Zahl'/} = {n. in bezug auf den reellen Unter
körper k(' + ,-1) ist 2 rJ und mithin prim zu 1. Demnach müßte auch die 
Relativdifferente des Körpers k(') in bezug auf den Körper k(' + ,-1) prim 
zu 1 sein. Bedeutet nun 1* ein beliebiges in laufgehendes Primideal des reellen 
Körpers k(' + ,-1), so würde daher nach Satz 93 dieses Ideal nicht gleich 
dem Quadrate eines Primideals des Körpers k (,) sein. Da aber 1* in 1 höchstens 

zur 1 ~ I-ten Potenz vorkommt, so fände sich diese letzte Folgerung in 

Widerspruch mit dem Satze 117 über die Zerlegung der Zahll im Körper k (0; 
also gilt in der Tat auf der rechten Seite der Formel (38) das oberE' Vor-
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zeichen. Aus 'Y)(C) = 'Y)(C- 1) folgt, daß die Zahl 'Y)(C) reell ist. Damit ist der Be
weis des Satzes 127 erbracht. 

Die in Satz 126 angegebenen Einheiten sind imaginär. Um reelle Ein
heiten zu erhalten, bilden wir, je nachdem m eine Potenz einer Primzahl ist 
oder verschiedene Primzahlen enthält, die Ausdrücke: 

Ey = J/\~~};; g =f~:: 
bez. 

Eg = y('C-=--zu)(I -=Z-Y) , 
wo g eine zu m prime Zahl bedeute und der positive Wert der Quadratwurzt'l 
genommen werde. Diese Einheiten sollen kurz Kreiseinheiten genannt werden. 
Mit Rücksicht auf 1 - Z-u = -Z-U(l - ZU) erkennt man, daß in dem 
ersteren Falle diese Einheiten im Körper k(Z) selbst liegen, während sie im 
zweiten Falle als Produkte aus Einheiten des Körpers k(Z) in 2m-te bez. 
4m-te }1~inheitswurzeln erscheinrn, je nachdem m gerade oder ungerade ist. 

23. Der Kreiskörper in seiner Eigenschaft als Abelscher Körper. 

§ 99. Die Gruppe des Kreiskörpers der m-ten Einheitswurzeln. 

Der Kreiskörper der m-ten Einheitswurzeln ist bei jedem Werte von m, 
wie man leicht erkennt, ein Abelscher. Körper, und zwar gelten die folgenden 
eingehenderen Sätze: 2in 

Sa tz 128. Bedeutet l eine ungerade Primzahl, so ist der durch Z:=: elh 

bestimmte Kreiskörper ein zyklischer Körper. 
in 

Der durch Z = e2h (h > 2) bestimmte Kreiskörper entsteht durch Zu-
sammensetzung des imaginären quadratischen Körpers k(i) und des reellen 

Körpers k(ei2~ + e - ~). Der reelle Körper k(ei2~ + e _i2~) ist zyklisch vom 
Grade 2h- 1. 

Beweis. Der erste Teil des Satzes 128 folgt, wenn wir die Substitution 
s = (Z: zr) 

(Ersetzung von Z durch zr) einführen, wo unter reine Primitivzahl nach lh 
verstanden werden soll. Offenbar sind dann alle Substitutionen der Gruppe 
des Körpers k(Z) Potenzen von s. 

Um den zweiten Teil des Satzes 128 zu beweisen, betrachten wir die Sub
stitutionen 

S=(Z:Z5), s'=(Z:Z-l)=(i:--i). 

Dann folgt leicht, daß die Potenzen von s und deren Produkte mit s' die 
sämtlichen Substitutionen des Körpers k(Z) ausmachen. 

Auf Grund des Satzes 128 ist auch für jede zusammengesetzte Zahl m die 
Gruppe des Kreiskörpers der m-ten Einheitswurzeln unmittelbar anzugeben. 



206 Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. § 100 

Die Aufstellung des Zerlegungs-, des Trägheits- und des Verzweigungs

körpers für ein gegebenes Primideal in k(/~") kann auf Grund der Bedeutung 
dieser Unterkörper mit Hilfe der in § 95, § 96 und § 97 bewiesenen Sätze 
über die Zerlegung einer rationalen Primzahl im Kreiskörper leicht bewirkt 
werden. So ergibt sich insbesondere das folgende Resultat: 

Sa tz 129. Bedeutet I eine ungerade Primzahl, und betrachtet man deu 
Kreiskörper k(Z) der Ih-ten Einheitswurzeln, so ist für das in I enthaltene 
Primideal ~ = (1 - Z) der Körper k(Z) ein überstrichener Verzweigungs
körper und der in ihm enthaltene Körper der I-ten Einheitswurzeln der 
Verzweigungskörper, während der Körper der rationalen Zahlen gleichzeitig 
die· Rolle des Zerlegungs- und des Trägheitskörpers für ~ übernimmt. Ist 
ferner ~ ein von ~ verschiedenes Primideal in k (Z) vom Grade f, so ist 
für ~ der Körper k(Z) selbst der Trägheitskörper, während als Zerlegungs-

körper von ~ derjenige Unterkörper e = lh-l (~--:-_~Lten Grades von k(Z) 

erscheint, der zu der Substitutionengruppe 
s", S2", S3", ••• , SI" 

gehört. Dabei bedeutet s = (Z: zr) eine solche Substitution der Gruppe des 
Körpers k(Z), welche mit ihren Potenzen diese Gruppe vollständig erzeugt. 

§ 100. Der allgemeine BegI'iff des Kreiskörpers. Der 
Fundamentalsatz über die Abelschen Körper. 

Wir erweitern nunmehr den Begriff des Kreiskörpers, wie er bisher in 
Betracht kam; wir bezeichnen als einen Kreiskörper schlechthin nicht nur 
einen jeden durch die Einheitswurzein von irgend einem Exponenten m be-

stimmten Körper k (e 2~:rc ), sondern auch einen jeden, irgendwie m emem 

solchen besonderen Kreiskörper k(/~:rc) enthaltenen Unterkörper. Da jeder 

Körper k(e 2::) ein Abelscher Körper ist und ferner, wenn mund m' irgend
welche Exponenten bedeuten, der Körper der m-ten Einheitswurzeln und der 
Körper der m' -ten Einheitswurzein beide zugleich in dem Körper der m· m' -ten 
Einheitswurzeln als Unterkörper enthalten sind, so gelten für diesen erweiter
ten Begriff des Kreiskörpers allgemein die folgenden Tatsachen: 

Satz 130. Jeder Kreiskörper ist ein Abelscher Körper. Jeder Unterkörper 
eines Kreiskörpers ist ein Kreiskörper. Jeder aus Kreiskörpern zusammen
gesetzte Körper ist wiederum ein Kreiskörper . 

Es ist nun eine fundamentale Tatsache, daß die erste Aussage in diesem 
Satze 130 sich, wie folgt, umkehren läßt: 

Satz 131. Jeder Abelsche Zahlkörper im Bereiche der rationalen Zahlen ist 
ein Kreiskärper [KRON ECKER (2, 13), WEBER (1), HILBERT (6)]. 



§ 101 Der Kreiskörper . 207 

Um den Beweis dieses fundamentalen Satzes vorzubereiten, erinnern wir 
daran, daß nach § 48 jeder Abelsche Körper sich aus solchen zyklischen 
Körpern zusammensetzen läßt, bei denen die Grade Primzahlen oder Prim
zahlpotenzen sind. Wir konstruieren nun folgende besonderen zyklischen 
Körper. Es bedeute u eine ungerade Primzahl und uh eine Potenz derselben 

2in 

mit positivem Exponenten; dann ist der durch euh+1 bestimmte Kör-

( 2i:n:)' 
per k euhH ein zyklischer Körper vom uh(u -1)-ten Grade. Der zyklische 
Unterkörper vom uh-ten Grade dieses Körpers werde mit Uh bezeichnet. Ferner 

in -in 
bestimmt die Zahl e2hH + e2h+l einen reellen zyklischen Körper vom 2h-ten 
Grade. Dieser Körper werde mit II h bezeichnet. Endlich sei lh eine Potenz 
einer beliebigen Primzahll(= 2 oder =l= 2) und außerdem p eine Primzahl mit 

( 
2i:n: \ 

der Kongruenzeigenschaft p = 1 nach lh; dann besitzt der Kreiskörper k e P ) 
vom Grade p - 1 offenbar einen zyklischen Unterkörper vom Grade lh. 
Dieser zyklische Körper lh-ten Grades werde mit Ph bezeichnet. Die Körper 
Uh, IIh, Ph sind Kreiskörper bez. von den Graden u\ 2\ lh; die Diskrimi
nanten dieser Körper Uh, IIh, Ph sind infolge der Sätze 39 und 121 Potenzen 
bez. der Primzahlen u, 2, p. Daß es bei jeder Annahme von lh Primzahlen p 
mit der Kongruenzeigenschaft p = 1 nach lh gibt, steht nach der letzten Be
merkung in § 97 fest, kommt jedoch hier nicht in Frage. 

Wir werden in den folgenden Paragraphen zeigen, daß jeder Abelsche 
Körper als Unterkörper in einem solchen Körper enthalten ist, der durch 
Zusammensetzung aus k(i) und geeigneten Körpern UM IIh , Ph entsteht. 
Zu diesem Nachweise ist eine Reihe von Hilfsbetrachtungen vorauszuschicken. 

§ 101. Ein allgemeiner Hilfssatz über zyklische Körper. 

Hilfssatz 15. Wenn ein zyklischer Körper 0h von einem Grade l", wo l 
eine beliebige Primzahl (= 2 oder =1= 2) ist, nicht den betreffendenKörper U 1 

bez. II1 als Unterkörper enthält, so entsteht durch Zusammensetzung 
2i:n: 

von 0h mit dem durch Z= e---V> bestimmten Körper k(Z) ein Körper k(Z, 0h) 
vom Grade l2h-l (l- 1), und es gibt dann stets in k(Z) eine ganze Zahl u mit 
folgenden Eigenschaften: der Körper k(Z, 0h) ist auch durch die Zahlen Z 

Ih 

und -V~ bestimmt; bezeichnet r eine beliebige nicht durch l teilbare ganze 
rationale Zahl, und wird aus der Gruppe des Körpers k(Z) die Substitution 

s = (Z: zr) 
ins Auge gefaßt, so ist us- r die lh-te Potenz einer Zahl in k(Z). 

Beweis. Die erste Behauptung über den Grad von k(Z, 0h) folgt un
mittelbar daraus, daß k(Z) und 0h außer dem Körper der rationalen Zahlen 
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keinen gemeinsamen Unterkörper haben. Es sei nun oc eine den Körper Cl! 
bestimmende ganze Zahl von der Art, daß auch keine Potenz von oc in einem 
Unterkörper von Cl! liegt; es sei ferner t eine solche Substitution der Gruppe 
von Cl!' welche mit ihren Potenzen diese Gruppe erzeugt. Wir setzen, wenn 
a und b beliebige Exponenten sind: 

K(oca, Zb) = oca + Zb. (toc)a + Z2b. (t2 oc)a + ... + Z(ILl)b. (tlLl oc)a. 

Die Ausdrücke K (oc, Z), K (oc2, Z), ••• , K (ocl1L-l, Z) können nicht sämtlich 
verschwinden, da sonst wegen K (OCO, Z) = 0 notwendig auch die Determinante 

1, 1, ... , 1 

oc, toc, 

OCIL " (toc)lh_l, ... , (tILlOC)ILl 

verschwinden müßte und dann nach der Bemerkung auf S. 71 die 
Zahl oc keine den Körper Cl! bestimmende Zahl wäre. Es sei oc* = oca eine 
solche Potenz von oc, für welche K = K (oc*, Z) =l= 0 ausfällt. Vermöge 
K (toc*, Zb) = Z -b K (oc*, Zb) folgt dann, daß die Zahl K lh und ferner alle 

Zahlen .xJ~i~) Zahlen in dem Körper k(Z) sind. Da 

oc* = ~ {K(oc*, Z) + K(oc*, Z2) + ... + K(oc*, Zlh)} 

wird und oc* ebenfalls eine den Körper Cl! bestimmende Zahl ist, so sehen 
wir, daß der durch K und Z bestimmte Körper, dessen Grad höchstens 
t!.h-l(l- 1) ist, den Körper k(Z, Cl!) vom Grade l21!-1 (l- 1) enthält; der 
erstere Körper ist daher mit diesem letzteren Körper identisch, und die 
Zahl u = K lh besitzt die im Hilfssatz 15 angegebene Eigenschaft. 

/JI __ 

Wir machen noch folgende Bemerkung. Der durch Z und V u bestimmte 
Körper ist, wie man leicht erkennt, relativ zyklisch vom Relativgrade lh in 
bezug auf k(Z) und besitzt daher einen einzigen Unterkörper, der k(Z) ent
hält und relativ zyklisch vom Grade l in bezug auf k(Z) ist. Bedeutet nun 
Cl den Unterkörper l-ten Grades von Ch , so muß danach der aus k(Z) und Cl 
zusammengesetzte Körper mit dem durch Z und V~ bestimmten Körper 
identisch sein. 

§ 102. Von gewissen Primzahlen in der Diskriminante emes 
zyklischen Körpers vom Grade lh. 

Hilfssatz 16. Wenn Ch ein zyklischer Körper von einem Grade lh ist, 
wo l eine beliebige Primzahl (= 2 oder =l= 2) ist, und wenn Cl den Unter
körper l-ten Grades von Ch bezeichnet, so besitzen die etwaigen von l ver
schiedenen Primteiler p der Diskriminante von 01 durchweg die Kongruenz
eigenschaft p = 1 nach lh. 
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Beweis. Zunächst betrachten wir den Fall, daß l eine ungerade Primzahl 
und h = 1 ist. Wir nehmen an, es fände sich im Gegensatz zu unserer Be
hauptung eine rationale, in der Diskriminante von Cl aufgehende Primzahl p, 

2in 

welche =$= 1 nach l ist. Es sei C = e t ,ferner reine Primitivzahl nach l, und 
man nehme aus der Gruppe des Körpers k(C) die Substitution s = (C:Cr). 
Ist V ein idealer Primfaktor von p im Körper k (C), so ist das Primideal V, 
wegen p =$= 1 nach l, nach Satz 119 von einem Grade t > 1; mithin 'ist nach 
Satz 129 der Zerlegungskörper des Primideals V von einem Grade e < l - 1; 
die übrigen Primfaktoren von p sind dann 

V' = s lJ, ... , lJ(e-l) = se-llJ , 

während se V = lJ, d. h. 
lJ S<-l = 1 (39) 

wird. Desgleichen gelten auch für die zu V konjugierten Primideale V', V", ... 
die entsprechenden Gleichungen 

lJ'se_ 1 = 1, lJ"se_ 1 = 1, ... , (40) 

Nach Hilfssatz 15 gibt es eine ganze Zahl" in k(C), so daß die beiden 
I 

Zahlen C und r; den aus k(C) und Cl zusammengesetzten Körper k(C, Cl) 
bestimmen, und für welche obendrein "s-r gleich der loten Potenz einer 
Zahl in k(C) wird. Da s - r und se - 1 zwei ganzzahlige Funktionen von s 
sind, welche im Sinne der Kongruenz nach l keinen gemeinsamen Faktor 
haben, so gibt es drei ganzzahlige Funktionen rp(s) , 1p(s), X(s) der Veränder
lichen s, so daß 

1 = (s· - 1) rp (s) + (s - r) 1p (s) + lX (s) 

ist, und hieraus folgt 
" = ,,(se-1)'P(s)+(s-r)'I'(s)+lx(s) = ,,(8'-1) 'I' (s) Cl.l, 

wo Cl. eine Zahl in k(C) ist. Wegen der vorhin bewiesenen Gleichungen (39) 
und (40) für die Primideale V, V', V", ... läßt sich ,,8'-1 als eine solche ganze 
oder gebrochene Zahl schreiben, daß Zähler und Nenner keinen der Prim
faktoren V, V', V", ... enthalten und daher zu p prim sind; das gleiche 

gilt somit von der Zahl ,,(s"-l)'P(S). Wir setzen X(8'-1)'P(8) = :! in solcher Weise, 

daß e eine ganze, zu p prime Zahl in k (C) und a eine ganze rationale Zahl 
bedeutet. Der Körper k(C, Cl) wird dann auch durch die beiden Zah-

len C und V e bestimmt. Die Relativdiskriminante der Zahl Ve in bezug 
auf k(C) ist = ± llel-I, und da e zu p prim ist, so ist mithin auch die Re
lativdiskriminante von k(C, Cl) in bezug auf k(C) prim zu p. Da anderer
seits auch die Diskriminante von k(C) nicht durch p teilbar ist, so ist nach 
Satz 39 auch die Diskriminante von k(C, Cl) und folglich nach Satz 85 auch die 
Diskriminante des Körpers Cl prim zu p, was unserer Annahme widerspricht. 

HlIlwrt, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 14 
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In ähnlicher Weise erschließen wir die Richtigkeit des Hilfssatzes 16 bei 
2i:r 

nngeradem l, wenn der Exponent h > 1 angenommen wird. Es sei Z = e-----zi', 
ferner bezeichne reine Primitivzahl nach lh, und aus der Gruppe des Kör
pers k(Z) sei s = (Z :zr). Es sei p eine in der Diskriminante von Cl aufgehende, 
von l verschiedene Primzahl nnd ~ ein idealer Primfaktor von p in k (Z) . 
Nehmen wir p = 1 nach l, aber $ 1 nach lh an, so liegt das Primideal ~ 
jedenfalls auch in dem Unterkörper k(ZI) des Körpers k(Z), d. h. es 
ist ~/h-2(1-1)_1 = 1, nnd ebenso gelten für die zu .)3 in k(Z) konjugierten 
Primi deale .)3',.)3", • • • die Gleichnngen: 

n'BZh- 2(l-1)_1 = 1 n",1h-2(I-l)_1 - 1 
t' ,.,... - , •••• 

Da r Primitivzahl nach lh i9t, so wird r Zh- 2(Z-1) $1 nach lh, und mithin 
lassen sich drei ganzzahlige Fnnktionen 9'(s), 1p(s) , X(s) der Variablen s derart 
bestimmen, daß 

l"-l = (SZh-2(Z-1) -1) 9' (s) + (s - r) 1p (s) + l" X (s) 

ist; hieraus folgt alsdaIill, wenn " eine nach Hilfssatz 15 bestimmte Zahl 
bedeutet, 

"lh-l = ,,(slh- 2 (1-1) - 1) 'I'(s)oc Zh , 

wo oc eine Zahl in k(Z) ist. Wegen der vorhin bewiesenen Eigenschaft der 
• • • Zh-2(Z-1) • Zh-2(Z-I) ) ) 

Prurudeale ~,.)3', ~", ••. 1st "s -1 nnd folghch auch ,,(b -1 'l'(8 

eine Zahl, deren Zähler und Nenner zu p prim ausfallen. Wir können daher 

die letztere Zahl = a~ setzen in solcher Weise, daß (! eine ganze, zu p 

prime Zahl in k(Z) und a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Es ist dann 

lr;e = ~ IVe , und daraus ergibt sich (! = d h-\ wo a ebenfalls in k(Z) liegt. 
a 

~/-Da der durch Z nnd V" bestimmte Körper, wie am Schlusse des § 101 
bemerkt wurde, mit demjenigen Körper identisch ist, welcher durch Zu
sammensetzung aus k(Z) nnd Cl entsteht, und da die Relativdiskriminante 

1_ 

der Zahl -ya in bezug auf k(Z) den zu p primen Wert ± lZaZ- 1 besitzt, so 
ist die Relativdiskriminante des Körpers k(Z, Cl) in bezug auf k(Z) prim 
zu p. Andererseits ist die Diskriminante von k(Z) ebenfalls nicht durch p 
teilbar, nnd folglich gilt das gleiche auch von der Diskriminante des 
Körpers k(Z, Cl) nnd damit auch dann von der des Körpers Cl. Der letztere 
Umstand aber widerspricht unserer Annahme. 

Um die Richtigkeit des Hilfssatzes 16 für l = 2 zu erkennen, machen wir 
zunächst die Annahme h = 2 und wenden dann auf den zyklischen Körper C2 

in 

vom 4-ten Grade den Hilfssatz 15 an. Wir setzen Z = e 2 = i nnd betrachten 
aus der Gruppe von k(Z) die Substitution s' = (i: - i). Es sei Cl der quadra-
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tische Unterkörper von 02' und wir nehmen an, es gebe eine in der Diskrimi
nante von 01 aufgehende ungerade Primzahl p, welche =$ 1 nach 4 ist. In
folge der letzteren Eigenschaft ist p in k(i) unzerlegbar. Ist nun die uns durch 
Hilfssatz 15 angewiesene Zahlu durch p teilbar, so bilden wir die Zahl e = ;l/ -1. 

Da nach Hilfssatz 15 andererseits %8'+1 = rJ..4 sein soll, wo rJ.. in k(i) liegt, so 
,--_ 4, __ 

folgt %2 = e-1 rJ..\ d. h. V % = rJ.. Ve- 1• Infolgedessen ist (! das Quadrat einer 
2 

Zahl in k (i) ; wir können e = -;. setzen in solcher Weise, daß i eine ganze, a 
zu p prime Zahl in k(i) und a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Da der 

Körper k(i, 01) mit dem Körper k(i, y~) übereinstimmt, und da anderer

seits die Relativdiskriminante der Zahl y~ in bezug auf k (i) zu p prim ist, so 
ist auch die Relativdiskriminante des Körpers k(i, 01) in bezug auf k(i) 
prim zu p, und hieraus folgt, daß die Diskriminante von 0 1 nicht durch p 

teilbar ist, entgegen der Voraussetzung. in 

Ist im Falle 1 = 2 der Exponent h > 2, so setzen wir Z = e2H • Nehmen 
wir dann an, es gäbe eine in der Diskriminante von 0 1 aufgehende Prim
zahl p = 1 nach 4 und =1= 1 nach 2h, und ist lJ ein idealer Primfaktor von p 
in k(Z), so bliebe lJ ungeändert bei einer Substitution 8;h-3, wo 8* ent

weder = (Z:Z5) oder = (Z:Z-5) zu nehmen ist; folglich wäre lJs;h-3_l = 1. 
Wegen (± 5)2h- 3 =$ 1 nach 2h würde, ähnlich wie oben, eine Gleichung 
von der Gestalt: 

2h-1 = (8;h-3 - 1) cp (8*) + (8*:::;= 5) "p (8*) + 2" X (8*) 

gelten, und aus dieser schließen wir, wie vorhin bei ungeradem 1, auf einen 
Widerspruch mit der Annahme, wonach p in der Diskriminante von 0 1 auf
geht. Damit ist der Hilfssatz 16 vollständig bewiesen. 

_ Aus dem Hilfssatze 16 folgt ohne Schwierigkeit die weitere Tatsache: 
Hilfssatz 17. Es sei 0" ein zyklischer Körper von einem Grade 1\ wo 

l eine beliebige Primzahl (= 2 oder =l= 2) ist; der Unterkörper 1-ten Grades 
von 0" werde mit 0 1 bezeichnet; die Diskriminante des Körpers 0 1 enthalte 
die von 1 verschiedene Primzahl p: dann kann stets ein Abelscher Körper O~, 
von einem gewissen Grade lh' < Zh mit folgenden bei den Eigenschaften 
gefunden werden: 

Erstens. Der aus O~, und emem gewissen Kreiskörper P" zusammen
gesetzte Körper enthält 0" als Unterkörper. 

Zweitens. Die Diskriminante des Körpers O~, enthält nur solche Prim
zahlen, die auch in der Diskriminante des Körpers 0" aufgehen, darunter 
aber nicht die Primzahl p. 

Beweis. Nach Hilfssatz 16 besitzt die rationale Primzahl p die Kon
gruenzeigenschaft p = 1 nach l"; man konstruiere nach § 100 den zyklischen 
Kreiskörper P" vom Grade l", dessen Diskriminante eine Potenz von p ist, 

14* 
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und betrachte den aus Ch. und Ph. zusammengesetzten Körper k(Ch.' P 16), 

dessen Grad lh+h' sei. In P 16 gilt P = ~p., wo ~ ein Primideal in Ph bedeutet. 
Es sei ~ ein in ~ aufgehendes Primideal des Körpers k(Ch, Ph). Da das Prim
ideal ~ in der Gradzahl lhH' des Körpers k(Ch, Ph) nicht aufgeht, so ist 
dieser Körper k (C h.' P h) Verzweigungskörper des Primideals ~ und als solcher 
nach Satz 81 relativ zyklisch, und zwar mindestens vom Relativgrade l\ 
in bezug auf den Trägheitskörper des Primideals ~, der C~, heiße. Da ferner 
zyklische Körper von höherem als dem lh-ten Grade in k(Ch.' Ph) nicht vor
kommen können, so hat k(Ch.' Ph.) genau den Relativgrad lh in bezug auf 
C~,. Hieraus folgt, daß der Körper C~, vom Grade lh' ist. Die Differente des 
Trägheitskörper C~, ist nach Satz 76 nicht durch ~ teilbar, und daher ist, 
mit Rücksicht auf Satz 68, die Diskriminante des Körpers C~, nicht durch 
p teilbar. Andererseits enthält diese Diskriminante wegen Satz 39 nur solche 
rationale Primzahlen, welche in der Diskriminante von C 16 aufgehen. Endlich 
folgt aus Satz 87, daß der aus C~, und P h zusammengesetzte Körper 
mit k(Ch, Ph) übereinstimmt. Der Körper C~, besitzt demnach alle im 
Hilfssatz 17 verlangten Eigenschaften. 

§ 103. Der zyklische Körper vom Grade u, dessen Diskriminante 
nur u enthält, und die zyklischen Körper vom Grade u h und 2h , 

in denen U1 bzw. II1 als Unterkörper enthalten ist. 

Hilfssatz 18. Wenn die Diskriminante eines zyklischen Körpers Cl von 
einem ungeraden Primzahlgrade u ausschließlich die Primzahl u enthält, so 
stimmt Cl mit U1 überein. 2in 

B ew eis. Wir setzen C = e U und 8 = (C : C'') , wo reine Primitivzahl nach u 
bedeute. Schreiben wir überdies Ä = 1 - C, so ist 1 = (Ä) ein Primideal in k(C), 
und es wird im Sinne der Idealtheorie u = lu- 1 ; endlich gilt die Kongruenz 

8 Ä = 1 - Cr == rÄ , ((2) • 

Wir betrachten nun die uns durch Hilfssatz 15 angewiesene Zahl u. Da das 
Primideall in k(C) vom 'ersten Grade ist, so folgt, wenn e = U(B-1)(U-l) gesetzt 
wird, in Anbetracht der Gleichung 81 = 1 und nach Satz 24 die Kon
gruenz e == 1 nach 1, wobei eine Kongruenz zwischen gebrochenen Zahlen 
dann bestehen soll, wenn sie sich durch Multiplikation mit einer zum Modul 
teilerfremden ganzen Zahl in eine gewöhnliche Kongruenz verwandeln läßt. 
Da r - 1 zu u prim ist, so wird der aus Cl und k(C) zusammengesetzte 

Körper auch durch C und Y e bestimmt sein. Wir setzen e == 1 + aÄ nach 12, 

wo a eine ganze rationale Zahl bedeute; dann ist (1 = e ca == 1 nach {2. 

Nunmehr führen wir den Nachweis dafür, daß die Kongruenz (1 == 1 nach 
1u besteht. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei (1 = 1 + a Ä" nach 1"+ 1, 
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wobei der Exponent e < u ausfällt und a eine nicht durch u teilbare ganze 
rationale Zahl bedeutet. 

Wir berücksichtigen, daß nach dem Hilfssatze 15 'x:-r und folglich 
auch (j,-r die u-te Potenz einer Zahl in k(C) ist; wir setzen (]8-r = ßU, 
wo ß eine Zahl des Körpers k(C) sei. Diese Gleichung liefert die Kon
gruenz 1 + a(rJ.)e - arA! = ßU nach 1e+1. Aus dieser folgt zunächst ß = 1 
nach I, und dies liefert ßl! = 1 nach tu. Hieraus würde endlich are = ar 
nach { folgen, was unmöglich ist, da r Primitivzahl nach u sein soll und e > 1 
ist. Diese Betrachtung lehrt die Richtigkeit der Kongruenz (] = 1 nach {'I. 

Wir setzen nun (] = a"(~-l) in solcher Weise, daß r eine ganze Zahl in 

k(C) und a eine ganze rationale Zahl bedeutet; es ist dann r = 1 nach tu. 
Nehmen wir nun an, der Körper 0 1 sei von dem Körper U1 verschieden, so 

entsteht durch Zusammensetzung aus k(C), U1 und 01 der durch Vf und ir; 
bestimmte Körper k(VC~ V~) vom Grade u2 (u - 1). Es ist anderer-

• t 1 - 'l:r- . d' GI' h (~ A - 1)" + r 0" Z 11 seIts " = -A- - -, WIe 1e elC ung -- - AU -- - = ZeIgt, eme ganze a 1 

U ___ U -

des Körpers k (y C, Y r ), und die Relativdiskriminante dieser Zahl in bezug 
u-

auf k (V C ) ist gleich nU-I, wo 8 eine Einheit ist. Da r zu u prim ist, so ist 

mithin die Relativdiskriminante des Körpers k(V'-, iI~) in bezug auf den 

Körper k(Vt) ebenfalls primzuu. Bezeichnen wirdahermit~*einenidealen 
U --_ u_ 

Primfaktor von { im Körper k (lJ C, V T ), so besitzt ~* mit Rücksicht auf 
Satz 93 in diesem Körper einen Trägheitskörper T, welcher den Grad u hat. 
Die Diskriminante dieses Trägheitskörpers T ist prim zu u, und wegen Satz 85 
müßte sie daher den Wert + 1 oder - 1 besitzen. Daß es aber einen zyklischen 
Körper vom Primzahlgrade u mit der Diskriminante ± 1 nicht gibt, folgt ent
weder direkt aus Satz 44 oder mittels Satz 94, wenn wir den in diesem Satze 94 
mit k bezeichneten Körper gleich dem Körper der rationalen Zahlen nehmen 
und die Tatsache berücksichtigen, daß im Körper der rationalen Zahlen alle 
Ideale Hauptideale sind. Damit ist der Beweis für den Hilfssatz 18 erbracht. 

Hilfssatz 19. Wenn ein zyklischer Körper 0h vom Grade lh, wo 1 gleich 
einer ungeraden Primzahl u oder gleich 2 ist, den Körper U 1 bzw. II1 als 
Unterkörper enthält, so ist Oh Unterkörper eines solchen Körpers, welcher 
aus U h bez. II h und aus einem gewissen zyklischen Körper O~, von einem 
Grade lh' < lh durch Zusammensetzung entsteht. 

Beweis. Es sei Oh =l= Uh bez. IIh. Der größte sowohl in 0h als in Uh 
bez. IIh enthaltene Unterkörper werde mit Lh* bezeichnet; Lh* habe den 
Grad lh*, wo h* eine positive ganze rationale Zahl< h bedeute. Es sei teine 
solche Substitution aus der Gruppe des Körpers eh' welche mit ihren Po-
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tenzen diese Gruppe erzeugt, und z eine solche Substitution, welche die 

Gruppe des Körpers U" bez. II" erzeugt. Setzen wir t* = t1h* und z* = zlh* , 
so erzeugen t* und z* beide Male diejenigen Untergruppen vom Grade lh-h*, 
zu denen L,," als Unterkörper einerseits von 0", andererseits von U" bez. 
II" gehört. Der aus 0" und U" bez. II" zusammengesetzte Körper K ist 
in bezug auf Lh* vom Relativgrade l2h-2h" und daher überhaupt vom 
Grade z2h- h*. 

Um die Gruppe G des Körpers K zu ermitteln, bezeichnen wir mit {} 
eine den Körper 0" und mit y eine den Körper U" bez. II" bestimmende 
Zahl und verstehen unter x, y unbestimmte Parameter. Die Größe 
B = x{} + y y genügt einer Gleichung vom l2h-h*_ten Grade, deren Ko
effizienten ganzzahlige Funktionen von x und y sind, und welche in dem 
durch die Parameter x lmd y bestimmten Rationalitätsbereich irreduzibel 
ist. Die verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung sind von der Gestalt 

Bmn = xtm {} + yzny, 

wo m, n gewisse Paare ganzer Zahlen bedeuten. Da einem bekannten Satze 
zufolge sowohl {} wie y sich als rationale Funktionen von B ausdrücken lassen, 
wobei die Koeffizienten ganzzahlige Funktionen von x und y werden, so sind 
auch die Größen B mn ebenso ausdrückbar ; wir setzen 

Bmn = xtmf) + yzny = CPmn(B), 

wobei CPmn eine rationale Funktion von B bedeutet, deren Koeffizienten 
ganzzahlige Funktionen von x, y sind. Es bezeichne nun Airgendeine Zahl 
in K oder überhaupt eine rationale Funktion von x, y, deren Koeffizienten 
in K liegen; dann wird A gleich einer rationalen Funktion F(B) der Größe B, 
deren Koeffizienten ganzzahlige Funktionen von x, y sind. Es drücken sich 
ferner die zu A konjugierten Größen in der Gestalt 

SmnA=F(CPmn{B)) 
aus, und das System der betreffenden l2"-"" Substitutionen Smn bildet die 
Gruppe G des Körpers K . Wegen 

SmnB = xSmn {} + ySmnY = xtm{} + yzny 
wird 

Smn{}=tm{}, 

und hieraus folgt leicht: 
SmnSm'n' = Sm+m',n+n" (41) 

wenn allgemein die Festsetzung Smn = Sm'n' getroffen wird, falls 'In = m* 
und n == n* nach l" ist. Aus (41.) folgt die Vertauschbarkeit der Substitu
tionen der Gruppe G, d. h. der Körper K ist ein Abelscher Körper. 

Es bezeichne reine Primitivzahl nach l"; da insbesondere zr y eine zu y 
konjugierte Zahl ist, so muß es jedenfalls eine Substitution in der Gruppe G 
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gebeu, bei welcher der zweite Index n = r nach 1h ist. Wir setzen eine solche 
Substitution Sm r = s. Der Grad der aus s erzeugten zyklischen Gruppe ist 
1h. Es kann ferner leicht erkannt werden, daß alle diejenigen Substitutionen 
der Gruppe G, bei denen der zweite Index = 0 nach 1h ausfällt, für sich eine 
zyklische Untergruppe vom Grade 1h-h* bilden. Es sei s* = Sm*o eine er
zeugende Substitution dieser zyklischen Gruppe. Die Gruppe G entsteht dann 
offenbar durch Zusammensetzung aus den 1h Potenzen von s und den 1h-h* 
Potenzen von .;*. Zu der aus den Potenzen von s* bestehenden Untergruppe 
gehört offenbar im Körper K der zyklische Unterkörper Ull bez. IIh • Zu 
der aus s erzeugten Gruppe gehört in K ein gewisser zyklischer Unterkörper 
0;" vom Grade 1h-h*. Die beiden Körper U h bez. IIh und O~, haben keinen 
gemeinsamen Unterkörper außer dem Körper der rationalen Zahlen, und der 
Körper K entsteht daher durch Zusammensetzung aus diesen beiden zyklischen 
Körpern. Damit ist der Hilfssatz 19 vollständig bewiesen. 

§ 104. Beweis des Fundamentalsatzes über Abelsche Körper. 

Wir beweisen nunmehr den Fundamentalsatz 131 in folgender Art. Zunächst 
ist in § 48 festgestellt worden, daß jeder Abelsche Körper sich aus zyklischen 
Körpern zusammensetzen läßt, deren Grade Primzahlen oder Primzahl
potenzen sind; es ist daher nur nötig, zu zeigen, daß jeder zyklische Körper 0 h 

von einem Grade 1\ wo l eine Primzahl bezeichnet, ein Kreiskörper ist. 
Um diesen Beweis zu führen, nehmen wir an, es sei bereits die Richtigkeit 

des Fundamentalsatzes 131 für alle diejenigen Abelschen Körper erkannt, 
deren Grad eine niedere Potenz von 1 als 1h ist. 

Es werde nun der in 0h enthaltene Unterkörper vom 1-ten Grade 01 ins 
Auge gefaßt. Nehmen wir an, daß die Diskriminante von 01 eine von 1 ver
schiedene rationale Primzahl p enthält, so ist nach Satz 39 auch die Diskrimi
nante von 0 h durch p teilbar. Ferner existiert nach Hilfssatz 17 ein Abelscher 
Körper O~, vom Grade 1h' < 1h der Art, daß Oh Unterkörper des aus O~, und 
dem Kreiskörper P h zusammengesetzten Körpers wird. Ist dann O~, ein 
zyklischer Körper von niederem als lh-ten Grade oder aus mehreren solchen 
zyklischen Körpern zusammengesetzt, so erweist sich O~, auf Grund unserer 
Annahme als Kreiskörper, und mithin ist auch 0h ein Kreiskörper. Es ist 
demnach nur noch der Fall in Betracht zu ziehen, daß h' = h ausfällt und 
0;" = 0;, ein zyklischer Körper vom Grade 1h ist. Wie der vorhin angewandte 
Hilfssatz 17 aussagt, enthält die Diskriminante von O~ nur solche Prim
zahlen, welche in der Diskriminante von 0 h aufgehen, aber nicht die Prim
zahl 1); die Diskriminante von O~ enthält also mindestens eine rationale 
Primzahl weniger als die Diskriminante von 0 h' 

Wir bezeichnen den Unterkörper 1-ten Grades von 0;, mit O~. Geht dann 
in der Diskriminante von O~ noch eine von 1 verschiedene rationale Primzahl p' 
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auf, so können wir auf den Körper O~ das nämliche Verfahren anwenden, 
das wir soeben für den ursprünglich vorgelegten Körper 0 h dargelegt haben, 
und gelangen dann entweder zu der Einsicht, daß O~ ein Kreiskörper ist, 
oder wir werden auf einen zyklischen Körper O~ vom Grade lh geführt, dessen 
Diskriminante wieder mindestens eine rationale Primzahl, nämlich die Prim
zahl pI, weniger enthält als die Diskriminante des Körpers O~. Das so ein
geleitete Verfahren führt nach einer gewissen Anzahl m sich folgender An
wendungen entweder auf einen Körper O~~!,) , der sich auf Grund unserer 
Annahme bereits als Kreiskörper erweist, oder wir gelangen schließlich zu 
einem zyklischen Körper o~m) vom Grade lh von der Art, daß der in o~n) 
enthaltene Unterkörper 0im) vom l-ten Grade eine Diskriminante besitzt, 
welche keine rationale Primzahl oder nur die Primzahl l enthält. Da es nach 
den Bemerkungen auf S. 213 einen zyklischen Körper l-ten Grades mit der 
Diskriminante ± 1 nicht gibt, so tritt notwendig der letztere Umstand ein. 

Wir unterscheiden nunmehr zwei Fälle, je nachdem l eine ungerade Prim
zahl u oder gleich 2 ist. 

Im ersteren Falle stimmt nach Hilfssatz 18 Oim) mit VI überein. 
Im zweiten Falle l = 2 ist, wenn h = 1 ausfällt, der Körper O~/) = 0\111) 

entweder gleich k (i) oder gleich k (12) = II1 und mithin offenbar ein Kreis

körper. Für h > 1 erweist sich jedoch 0im) stets gleich k (V2) = II1 • Ist 
nämlich o~m) ein reeller Körper, so ist offenbar auch 0im) reell, und daraus 
folgt die Behauptung. Ist jedoch o~m) ein imaginärer Körper, so bilden die 
sämtlichen reellen Zahlen desselben einen reellen Unterkörper vom Grade 
2h- 1, und da 0im) notwendig in diesem reellen Körper enthalten ist, so ist 
0im) ebenfalls reell und stimmt also mit II1 überein. 

In den beiden oben unterschiedenen Fällen ist somit, wenn wir von l = 2, 
h = 1 absehen, stets der Körper 0im) = VI bez. = II1 . Nach Hilfssatz 19 
ist infolgedessen o~m) Unterkörper eines Körpers, der sich aus V h bez. II h 

und einem zyklischen Körper 01. vom Grade lh < lh zusammensetzt. Da 
nun der Fundamentalsatz 131 für zyklische Körper von der letzteren Be
schaffenheit bereits als bewiesen angenommen worden ist, so erweist sich auch 
Ohm) als Kreiskörper. Damit ist der Fundamentalsatz 131 vollständig be
wiesen, und zugleich ist ersichtlich, in welcher Weise man alle Abelschen 
Körper von gegebener Gruppe und gegebener Diskriminante aufstellen kann. 

24. Die Wurzelzahlen des Kreiskörpers der 1- ten Einheitswurzeln. 

§ 105. Die Definition und Existenz der Normalbasis. 

Eine Basis eines Abelschen Körpers K von einem Grade M soll eine 
Normalbasis heißen, wenn sie aus einer ganzen Zahl N des Körpers K und den 
zu N konjugierten Zahlen NI, ... , N(M -1) besteht. Es gilt der folgende Hilfssatz : 
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Hilfssatz 20. Wenn ein Abelscher Körper Keine Normalbasis besitzt, 
so besitzt auch jeder Unterkörper k des Körpers Keine Normalbasis. 

Beweis. Es sei M der Grad von K, und es seien t1, ... , tM die Sub
stitutionen der Gruppe des Abelschen Körpers K; ferner sei N eine solche 
ganze Zahl in K, die mit ihren konjugierten zusammen eine Normalbasis 
von K liefert. Bilden dann t1 , ••• , tr diejenige Untergruppe jener Gruppe 
von M Substitutionen, zu welcher der Unterkörper k von K gehört, so kann 

man dazu unter jenen M Substitutionen t1 • ... , tM solche m = f Sub

stitutionen t~, ... , t~ finden, daß die M Substitutionen t1 , .•• , tM , ab
gesehen von ihrer Reihenfolge, durch die Substitutionenprodukte 

t~ tI , . • ., t~ tr ; t; tI , • • ., t; tr; . . .; t~ t1> . . ., t~ tr 
dargestellt werden. Ist cx. eine ganze Zahl in k, so gilt, da eine solche stets 
auch eine ganze Zahl in K ist, eine Gleichung 

IX = an t~ t l N + ... + al r t~ tr N + ... + am 1 t~ tl N + . . . + am r t;,. t,. N , 
wo alt, ... , aIr, ... , amI' .•. , a mr ganze rationale Zahlen sind. Berück-
sichtigen wir, daß cx. bei Anwendung der einzelnen Substitutionen t1 , ••• , tr 

ungeändert bleibt, und andererseits, daß zwischen den M = mr Zahlen 
t~tlN, ... , t~trN; ... ; t~tlN, ... , t~trN keine lineare Relation mit ganzen 
rationalen nicht sämtlich verschwindenden Koeffizienten stattfinden kann, 
so folgt offenbar: 

an = a 12 = ... = aIr' ... , amI = am2 = ... = a mr , 

d. h.: wenn 
')I = tl N + t2 N + ... + tr N 

gesetzt wird, so bilden die In Zahlen t~')I, t~')I, ... , t~')I eine Normalbasis des 
Körpers k. 

Satz 132. Ein jeder Abelsche Körper K vom M-ten Grade, dessen Dis
kriminante D zu M prim ist, besitzt eine Normalbasis. 

Beweis. Die verschiedenen rationalen Primzahlen in D seien p, p', .... 
Da keine dieser Primzahlen in M aufgeht, so ist nach dem Beweise des 
Satzes 131 der Abelsche Körper K in demjenigen Kreiskörper als Unter-

2i.n 2i:r 

körper enthalten, welcher durch die Zahlen C = e-P-, C' = e-7 , ... , d. h. 
2i", 

welcher durch die Einheitswurzel Z = e pp' ... bestimmt ist. Für den Kör
per k(C) bilden nach Satz 118 dic Zahlen 1, C, ... , CP- 2 und folglich auch die 
Zahlen C, C2, • • ., cP -1 eine Basis; die letztere Basis ist eine N orma I basis. 
Entsprechendes gilt für k (C'), .... 

Man bilde nun das System der (p - l)(p' - 1) ... Zahlen Ch C'''' .... wo 
die Exponenten h; h'; ... bez. die Zahlen 

1, 2, ... , p - 1; 1, 2, ... , p' - 1; ... 
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unabhängig voneinander durchlaufen sollen; dann stellt dieses System von 
f/>(pp' ... ) Zahlen nach Satz 88 eine Basis des Körpers k(Z) dar, und diese 
Basis ist offenbar eine Normalbasis. Nach dem Hilfssatz 20 besitzt folglich 
auch der Abelsche Körper Keine Normalbasis. Damit ist der Satz 132 be
WIesen. 

§ 106. Der Abelsche Körper vom Primzahlgrade 1 und von der 
Diskriminante pi-I. Die Wurzelzahlen dieses Körpers. 

Die einfachsten und wichtigsten Abelschen Körper nächst den quadra
tischen Körpern sind diejenigen, bei welchen der Grad eine ungerade Prim
zahl 1 ist und die Diskriminante d nur eine einzige, und zwar von 1 verschiedene 
Primzahl p enthält. Es bedeute k einen solchen Körper. Nach Hilfssatz 16 
besitzt die Primzahl p notwendig die Kongruenzeigenschaft p = 1 nach 1. 
Die Primzahl p wird im Körper k die 1-te Potenz eines Primideales ersten 
Grades. Nach den Bemerkungen zu Satz 79 und mit Rücksicht darauf, daß 
k jedenfalls ein reeller Körper, also d positiv ist, ergibt sich d = pZ-l. 

Es seien 1, t, t2, ••• , tZ- l die Substitutionen der Gruppe des Körpers k, 
und die Zahlen v, tv, ... , tZ-lv mögen eine Normalbasis von k bilden (siehe 
Satz 132). Die Zahl v ist dann jedenfalls eine den Körper k bestimmende 

2i:r 

Zahl. Es werde C = e I gesetzt; der Ausdruck 

Q = v + C . t v + C2. t2 V + . . . + CZ-l. tZ- l v 

soll eine Wurzelzahl des Körpers k = k(v) heißen. 
Jede solche Wurzelzahl Q ist offenbar eine ganze Zahl des aus k(v) und 

k(C) zusammengesetzten Körpers k(v, C). Das Studium der vorhandenen 
Normalbasen und Wurzelzahlen des Abelschen Körpers k(v) gibt uns wich
tige Aufschlüsse über die in p aufgehenden Primideale des Körpers k(C). Die 
Ausführungen dieses Kapitels erfahren nur leichte Abänderungen, wenn statt 
der ungeraden Primzahl 1 die Zahl 2 genommen wi.rd. 

§ 107. Die charakteristischen Eigenschaften der Wurzelzahlen. 

Satz 133. Es sei ein Abelscher Körper k vom Grade 1 und mit der Dis
kriminante d = pZ-l vorgelegt, wo 1 und p verschiedene ungerade Prim
zahlen bedeuten; ferner sei v, tv, ... , tZ-lv eine Normalbasis dieses Körpers k. 

2;;r 

Wird dann C = e I ,f = (1 - C) und s = (C: cr) gesetzt, wo reine Primitiv
zahl nach 1 bedeute, so besitzt die aus jener Normalbasis entspringende 
'V urzelzahl Q des Körpers k = k (v) die folgenden drei Eigenschaften: 

Erstens. Die 1-te Potenz der Wurzelzahl, w = Q!, ist eine Zahl des Kreis
körpers k(C), und zudem wird w8 - r gleich der l-ten Potenz einer Zahl des 
Körpers k(C). 
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Zweitens. Es gelten die sich gegenseitig bedingenden Kongruenzen 

Q = ± 1 , (() , co = ± 1 , (li) . 
1(1-1) 

Drittens. n(co), die Norm der Zahl co in k(C), ist =p-2-. 
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Beweis. Die Zahlen QI und Qs-r sind solche Zahlen in k(C, v), welche 
beim Übergang von v in tv ungeändert bleiben. Sie sind deshalb Zahlen 
in k(C). Hieraus folgt die erste in Satz 133 angegebene Eigenschaft. 

Da v, tl', ... , tl-lv Basiszahlen des Körpers k(v) sind, so gilt insbesondere 

1 = ao v + a1 t v + ... + a!-1 tH v 

für bestimmte ganze rationale Zahlen ao, a1, •.. , al-I. Die Anwendung der 
Substitution t auf diese Formel lehrt, daß ao = a1 = ... = al- 1 ist, und 
da die Koeffizienten ao, al , ... , al- 1 keinen gemeinsamen Teiler =l= ± 1 haben 
können, so haben sie sämtlich den gleichen Wert ± 1, d. h. es ist 
'1'+ tv + ... + tl-lv = ± 1. Aus dieser Formel folgt: 

Q = v + C . t v + C2. t2 V + ... + CI-1 . t l- 1 v 

= v + t v + ... + tH V = ± 1 , ({) . 

Mit Hilfe von OJ + 1 = (Q + 1) (C Q + 1) ... (CI- 1 Q + 1) erkennen wir die 
zweite Eigenschaft der Zahl co . 

Endlich folgt durch eine geeignete Anwendung des Multiplikationssatzes 
der Determinanten 

v, t v, ... , t l- 1 v' 

. t l - 1 v, v,..., t l- 2 v = (v + t '1'+ ... + tH v) n (Q) = ± n (Q), 

t v, t2v, ... , v, 
wo 

n(Q) = (v + Ctv + ... + CI-1 t H V) ••• (v + C'-ltv + ... + C(I-1)'t l- 1V) 

die Relativnorm von Q in bezug auf den Körper k(v) ist. Das Quadrat der 
Determinante linker Hand ist gleich der Diskriminante des Körpers k(v), 
d. h. = pl-l, und folglich ergibt sich 

n (co) = (n (Q))' = plC~l). 
Damit ist der Satz 133 vollständig bewiesen. 

Die drei in Satz 133 bewiesenen Eigenschaften einer Wurzelzahl Q des 
Körpers k (v) reichen umgekehrt völlig zur Charakterisierung einer solchen 
Zahl hin. Es gilt nämlich folgende Tatsache: 

2i:r 

Satz 134. Es sei I eine ungerade Primzahl und C = e I ,ferner p eine 
Primzahl = 1 nach l; wenn dann co eine solche Zahl des Kreiskörpers k(C) 
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bedeutet, die nicht gleich der l-ten Potenz einer Zahl in k(C) wird, und welche 
~/-die drei in Satz 133 angegebenen Eigenschaften besitzt, so ist Q = r 00 eine 

Wurzelzahl des Abelschen Körpers l-ten Grades von der Diskriminante pZ-I. 

z-
Beweis. Die Zahl Q = Voo bestimmt einen relativ Galoisschen Körper 

vom Relativgrade l in bezug auf den Körper k(C). Es sei t diejenige Substitu
tion der Relativgruppe, für welche tQ =C-IQ wird. Mit Rücksicht auf die 
erste Eigenschaft der Zahl 00, die sich in der Formel soo =ooTry..l ausdrückt, 
wo oc eine Zahl in k(C) bedeutet, ist der durch C und Q bestimmte Körper 
vom l(l-I)-ten Grade ein Galoisscher Körper. Die Zahloc erfüllt die Bedingung 

.1-1_rl-1 
1---oo1-rl-1 = IX S-T 

wir legen sie eindeutig fest durch die weitere Forderung 
1-,.1-1 SI-1_r!-1 

00 - 1-- = IX 8-T • 

Wir wollen nun unter t und s zugleich diejenigen bestimmten Substitutionen 
der Gruppe dieses Galoisschen Körpers k(C, Q) verstehen, welche neben den 
für t und s schon festgesetzten Beziehungen noch tC = C und s Q = Q7 oc er
geben. Diese beiden Substitutionen sund t sind miteinander vertauschbar, da 

s t Q = C-r Q'r IX = t s Q 

wird, d. h. der Körper k(C, Q) ist ein Abelscher Körper. Ferner wird die Unter
gruppe der Gruppe von k (C, Q), welche aus den Potenzen der Substitution s 
besteht, genau vom Grade l - 1. Der zu dieser Untergruppe gehörige Unter
körper von k (C, Q) ist daher vom l-ten Grade; er ist wiederum ein Abelscher 
Körper; dieser Körper werde mit k bezeichnet. 

Wir beweisen zunächst, daß die Diskriminante dieses Körpers k zu ~ 

prim ist. Da Q = ± 1 nach { = (1 - C) ist, so stellt der Quotient ~ ~ ~ 
eine ganze Zahl dar. Wegen tQ = C- 1 Q hat die Relativdifferente dieser 
ganzen Zahl in bezug auf den Körper k(C) den Wert eQl-\ wo e eine Einheit 
bedeutet, und daher ist die Relativdifferente des Körpers k(C, Q) in bezug 
auf den Körper k(C) prim zu l. Bedeutet ~ ein in { aufgehendes Primideal des 
Körpers k(C, Q), so kommt dieses nach Satz 93 in {zu keiner höheren als der 
ersten Potenz vor, d. h. es ist l =~Z-1m, wo m sich nicht mehr durch ~ 
teilen läßt. Hieraus folgt nach ~ 39 und § 40, daß der Trägheitskörper des 
Primideals ~ vom Grade l sein muß, und daher ist k selbst dieser Trägheits
körper. Nach Satz 76 ist die Differente des Körpers k nicht durch ~ und 
folglich auf Grund des Satzes 68 auch die Diskriminante des Körpers 10, nicht 
durch l teilbar. 

Wir setzen ± 1 + Q + 8 Q + 82 Q + ... + 8'-2 Q 
V = l -, (41) 
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wo das Vorzeichen das nämliche wie in den Kongruenzen Q = ± 1, 
.s Q = ± 1, ... nach 1 ist; dann wird der Zähler dieses in gebrochener Form 
erscheinenden Ausdrucks (41) kongruent 0 nach 1. Dieser Zähler stellt eine 
Zahl in k dar. Ist l in k Primideal, so muß daher dieser Zähler auch durch l 
teilbar sein, und es ist v eine ganze Zahl. Anderenfalls haben wir im Körper k, 
da die Diskriminante von k nicht den Faktor l enthält, eine Zerlegung 
l = h ... f1, wo 11 , ... , 1[ voneinander verschiedene Primideale sind, und 
im Körper k(C, Q) gilt dann, wie man mit Hilfe von Satz 88 erkennt, die Zer
legung 

1 = (1 - C) = ((, (1)([, (2) ••• ([, [I). 

Da der Zähler des Ausdrucks rechter Hand in (41) durch das Ideal (I, {I) teil
bar ist, so ist derselbe als eine ganze Zahl in k auch durch 11 teilbar. 
Entsprechend folgt die Teilbarkeit jenes Zählers durch 12 , •• • ,11, und es ist 
derselbe also schließlich auch durch l teilbar, d. h. die durch (41) definierte 
Zahl v ist auch jetzt eine ganze Zahl. 

Durch Benutzung der Gleichung tQ = C-1 Q ergeben sich aus (41) die 
beiden Formeln: 

v + t v + t2 v + ... + tl- l v = ± 1 , 

'1'+ C· tv + C2·t2 v + ... + Cl-l·tl-lv = Q. (42) 

Eine Anwendung des Multiplikationssatzes der Determinanten, WIe Sie 

schon beim Beweise des Satzes 133 vorkam, ergibt dann 
, t . t l - I I v, v, ... , V 

I tl-I.... tl - 2 •• N = : Y, Y, ... , y = ± Q . 8 Q ... 81- 2 Q , 
~ . . . . . . . . 

tv, t2 v, . .. , v 

und hieraus folgt vermittelst der dritten in Satz 133 ausgesprochenen Eigen· 
schaft der Zahl w die Gleichung 

und somit 
v, t v, ... , t l- l 'V 12 

tl-I v, •. tl- 2 v Y, •.. , = pi-I. 

t v, t2 'V, • • ., v 

Wir beweisen nun, daß die Diskriminante des Körpers k notwendig = pl-I 

sein muß. In der Tat ist dieselbe wegen der letzten Gleichung ein positiver 
Teiler der Zahl pi-I. Da sie nach Satz 44 oder nach Satz 94 nicht gleich 
1 sein kann, so enthält sie die Primzahl p, und zwar nach den Bemerkungen 
zum Satze 79 notwendig in der (l- l)-ten Potenz. Aus der soeben bewiese-
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nen Tatsache folgt, daß v, tv, ... , tl - 1 '/I eine Basis des Körpers k bilden; 
diese Basis ist offenbar eine Normalbasis. Die Zahl Q ist wegen (42) die aus 
dieser Normalbasis entspringende Wurzelzahl des Körpers k. 

§ 108. Die Zerlegung der loten Potenz einer Wurzelzahl 1m 
Körper der loten Einheitswurzeln. 

Satz 135. Haben l,p,C,r,s die bisherige Bedeutung, und ist k(v) ein 
Abelscher Körper loten Grades mit der Diskriminante d = pl-l und Q eine 
Wurzelzahl des Körpers k(v), so gestattet die Zahl w = QZ im Körper k(C) 
die Zerlegung 

\vo 1J ein bestimmtes in p aufgehendes Primi deal des Körpers k(C) bedeutet, 
und wo allgemein r -i die kleinste positive ganze rationale Zahl bedeutet, 
welche der - i-ten Potenz r- i der Primitivzahl r nach l kongruent ist [KUM
l\IER (6, 11)]. 

Beweis. Die Primzahl p zerfällt im Körper k(C) in l - 1 voneinander 
verschiedene ideale Primfaktoren 1J, s 1J, ... , sl-21J; die Zahl w muß durch 
jedes dieser Primideale teilbar sein. Denn nach dem Beweise zu Satz 134 ist 
die Relativdifferente des Körpers k(', Q) in bezug auf den Körper k(C) ein 
Teiler von QZ = w ; wäre nun w etwa zu 1J prim, so wäre also diese Relativ
differente und wegen Satz 41 auch die Differente und endlich wegen Satz 68 
auch die Diskriminante von k(C, Q) prim zu ~, was nicht sein kann, da sie 

1(1-1) 

die Diskriminante von k(v) als Faktor enthält. Wegen n(w) = p-2-
sind 1J, s 1J , ..• , i-21J zugleich die einzigen in w aufgehenden Primideale. 
Es sei 1J ein solcher unter diesen Primfaktoren, welcher in der Zahl w zu 
einer möglichst niedrigen Potenz vorkommt; dann haben wir 

w = lJao+als+ ... +al_2sl-., 

wo ao, al' ... , al - 2 positive ganze rationale Zahlen bedeuten, unter welchen 
keine kleiner als ao ist. Die Bildung von n(w) ergibt 

l(l- 1) 
ao + a1 + ... + aZ- 2 = ~2-- . 

Da ao' av ... , al - 2 sämtlich > 0 sind, können hiernach diese Zahlen nicht 
sämtlich durch l teilbar sein. Zufolge der ersten im Satze 133 bewiesenen 
Eigenschaft wird 

ws--r = lJ(s-r)(ao+a18+ ... +al_.sl-.) = ('J.z, 

wo ('J. eine Zahl in k(C) ist. Da die zu 1J konjugierten Primideale sämtlich 
von 1J und untereinander verschieden sind, so folgt hieraus, daß die ganz
zahlige Funktion 
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der Veränderlichen s, wenn man nach Ausführung der Multiplikation i-I 
durch 1 ersetzt, lauter durch l teilbare Koeffizienten erhalten muß, d. h. diese 
Funktion ist = al_ 2(i- 1 - 1) nach l. Daraus ist zunächst al _ 2 $0 nach 1 
ersichtlich, und wenn al - 2 = ,m-I+2 nach l gesetzt wird, wo m eine der Zahlen 
0,1, ... , 1 - 2 bedeute, so folgt für jeden Index i = 0,1, .. . ,1 - 2 die 
Kongruenz 

ai = ,m-i , (l) . 

Wir setzen allgemein a. = , m-i + 1bi so, daß 0 < , m-i < l und bi eine ganze 
rationale Zahl ist; dabei wird stets bi > O. Da 

l (l- 1) 
'm + 'm-l + ... + 'm-l+2 = 1 + 2 + ... + (1-1) =-2-

ist, so folgt bo + b1 + ... + bl - 2 = 0, und daraus geht notwendig 

bo = 0, b1 = 0, ... , bl- 2 = 0 
hervor, d. h. 

ai = , m-i für i = 0, 1, ... , 1 -- 2 . 

Unter den Zahlen '0' '1> ... , 'Z-2 ist offenbar '0 = 1 die kleinste, und da ao 
unter den Koeffizienten ao, a1 , •.• , al - 2 möglichst klein sein sollte, so folgt 
ao = '0 = 1, d. h. m = 0, und nunmehr allgemein ai = , -i, womit der Satz135 
bewiesen ist. 

§ 109. Eine Äquivalenz für die Primideale ersten Grades des 
Körpers der 1-ten Einheitswurzeln. 

Aus den bisherigen Entwicklungen entnehmen wir eine wichtige Eigen
schaft der in einer Primzahl p = 1 nach laufgehenden Primideale des Kör·· 
pers der l-ten Einheitswurzeln. Es gilt nämlich die Tatsache: 

2i,. 

Sa tz 136. Es sei 1 eine ungerade Primzahl und C = e I ,ferner, eine posi
tive Primitivzahl nach l und s = (C:C'); wenn dann ~ ein beliebiges Prim
ideal ersten Grades in dem Kreiskörper k(C) bedeutet, so besteht die Äqui
valenz 

wo die Größen q-i ganze rationale, durch das Gleichungssystem 

1'1'_1 - l'-i+1 q .=-----, l (i = 0, 1, ... , l - 2) 

bestimmte, nicht negative Zahlen sind. Dabei haben '0' '-1' ... , '-1+2 die
selbe Bedeutung wie in Satz 135, und es ist außerdem '1 ='-1+2' 

[KUMMER (6, 11)]. 
Beweis. Es mögen p und w dieselbe Bedeutung wie in Satz 133 haben. 

Nach Satz 133 istws- r die I-te Potenz einer Zahl IX in k(C). Wenn wir fürw 
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die in Satz 135 gegebene Darstellung durch .p einführen, so folgt 
.p(s-r)(ro+r-1s+", +1_I+2 s1- 2) = CI.!, 

und diese Gleichung zeigt, wenn wir daraus die Zerlegung von CI. selbst er
mitteln, die Richtigkeit des Satzes 136. 

Ist 0 eine beliebige Idealklasse des Kreiskörpers k(C) und i ein Ideal in 0, 
d b . h . . 0 20 1 20 b d' d h . 2' 1 2' un eZeICnenwlImlts,s , ... ,s- ez. le urc sl,sl, ... ,8-1 

bestimmten Idealklassen, so folgt mit Hilfe des Satzes 89 aus Satz 136 un
mittelbar die Tatsache: 

Ollo (s 0)11-1 (S2 0)11-2 .•. (s1-20)q-/+2 = 1 . 

§ 110. Die Konstruktion sämtlicher Normalbasen 
und Wurzelzahlen. 

Die Sätze 133, 134 und 135 ermöglichen zunächst die Konstruktion sämt
licher Wurzelzahlen des Abelschen Körpers k('lI). Es gilt nämlich die Tatsache: 

Sa tz 137. Bezeichnen Q und Q* für den Abelschen Körper k vom un
geraden Primzahlgrade l mit der Diskriminante pl-l zwei verschiedene, 
aber zu derselben erzeugenden Substitution t der Gruppe dieses Körpers 
gehörende Wurzelzahlen, so ist stets Q* = eQ, wo e eine Einheit des Kör
pers k(C) bedeutet, welche die Kongruenzeigenschaft e = ± 1 nach 1 = (I-C) 
besitzt. Umgekehrt, wenn e eine Einheit dieser Art in k (C) und Q für k irgend
eine Wurzelzahl bezeichnet, so ist Q* = eQ stets wiederum eine Wurzel
zahl jenes Abelschen Körpers k. 

Beweis. Unter den Voraussetzungen in der ersten Aussage ist der Quo-

tient e = ~* eine Zahl des aus k und k(C) zusammengesetzten Körpers, 

welche beim Übergang von C, v zu C, t v ungeändert bleibt und daher im 
Körper k(C) liegt. Für w = Q! werde der im Satze 135 enthaltene Ausdruck 
angenommen. Ist dann etwa s-a.p, wo a eine der Zahlen 0, 1, 2, ... Z - 2 
bedeute, dasjenige unter den l - 1 konjugierten, in p aufgehenden Primidealen 
des Körpers k (C), welches in w* = Q*! nur zur ersten Potenz vorkommt, so 
hat man nach Satz 135 offenbar 

und hieraus folgt, daß das Primideal .p in w* genau zur f _a-ten Potenz vor

kommt. Der Quotient 00* kann daher in die Gestalt eines Bruches gebracht 
00 

werden, dessen Zähler das Primideal .p in der (f -a - fo)-ten Potenz ent-

hält, während der Nenner zu .p prim ist. Da wegen 00* = el der Expo-
00 

nent 'r -a - fo durch l teilbar sein muß, so folgt f -a = fo, d. h. a = O. 
Wegen dieses Umstandes enthaltenw undw* die nämlichen Potenzen von Prim
idealen, und e ist somit eine Einheit. 
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Die übrigen Behauptungen des Satzes 137 gehen unmittelbar aus den 
Sätzen 133 und 134 hervor. 

Aus den zu t gehörenden Wurzelzahlen gewinnt man leicht nach For
mel (41) die sämtlichen Normalbasen v, tv, . .. , tf-1v des Abelschen Kör
pers k. 

§ 111. Die Lagrangesche Normalbasis und die 
Lagrangesche Wurzelzahl. 

2in 

Es sei wieder l eine ungerade Primzahl,' = e 1 , ferner p eine rationale 
2in 

Primzahl von der Form lm + 1, es werde Z = e P gesetzt, und es bezeichneR 
eine Primitivzahl nach p. Endlich bedeute k den Abelschen Körper l-ten 
Grades mit der Diskriminante pl-1. 

Die p -1 Zahlen Z, Z2, ... , Zp-1 bilden eine Normalbasis des Kör
pers k(Z); aus dem Beweise des Hilfssatzes 20 geht dann hervor, daß die 
l Zahlen 

.11_ 1 = ZBI-l + ZB21-1 + ZB31-1 + ... + ZB1III-l 

eine Normalbasis des Körpers k bilden. Aus dieser Normalbasis entspringt 
die folgende Wurzelzahl dieses Körpers: 

A = .10 + , Al + '2 ~ + ... + '1-1 A!-1 , 
= Z +' ZB + '2ZB2+ . .. + 'P-2ZBP-2. 

Diese besondere Normalbasis .10, Al> .•• , .1/- 1 soll die Lagrangesehe Normal
basis und die besondere Wurzelzahl A die Lagrangesehe Wurzelzahl 
heißen. 

§ 112. Die charakteristischen Eigenschaften der 
Lagrangeschen Wurzelzahl. 

Die Lagrangesche Wurzelzahl A des Körpers k zeichnet sich vor den 
übrigen Wurzelzahlen von k durch folgende Eigenschaften aus: 

Satz 138. Wenn die l-te Potenz AI der Lagrangeschen Wurzelzahl A 
gemäß Satz 135 durch die Formel 

dargestellt wird, so ist .\) das durch die Formel 

i1=(p, C-R- m ), (m=P~I) 
Hilbert, Gesammelte AbhandlUIll!en. Bd. I. 15 
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bestimmte Primideal; die Zeichen sind im übrigen wie in Satz 135 zu ver
stehen. Die Lagrangesche Wurzelzahl A ist = - 1 nach 1 und hat ferner 

die Eigenschaft, daß ihr absoluter Betrag = I vpl ist. 
Umgekehrt, wenn einer Wurzelzahl Q die letzteren Eigenschaften zu

kommen und außerdem Ql gerade das soeben definierte Primideal ~ zur 
ersten Potenz enthält, so ist Q = C* A, wo C* eine l-te Einheitswurzel be
deutet. 

Beweis. Wird I,ß = (1 - Z,~) gesetzt, so erkennen wir mit Hilfe der Be
ziehungen (1 - Z)P-l = (p) und (p, ~P-l) = ~, daß 

I,ßP-1 = (p, (1 - Z)P-2 lJ , ... , lJP-l) = lJ 

wird; hieraus ist ersichtlich, daß I,ß in dem durch C und Z bestimmten Körper 
ein Primideal ist, und daß die Zahl 1-Z dieses Primideal I,ß nur zur ersten 
Potenz enthält. Setzen wir Z = 1 + II und berücksichtigen die Kongruenz 
C = R-m nach ~ und die Gleichung (1 + II)P = 1, so wird: 

A =.2 R-m", (1 + II)RX, (lJ) 
(x) 

= 17 {X-m 2 1 (~) IIY}, (lJ), 
(X) (Y) 

wo die bezüglichen Summen über x = 0, 1, 2, ... , p - 2; X = 1 ,2, ... , 
p - 1, Y = 0, 1, 2, ... , X zu erstrecken sind. Aus der letzteren Formel 
gewinnen wir, wenn wir die Reihenfolge der Summationen umkehren, die 
Kongruenz: 

[Jm 
A=--- m!' (43) 

Die Lagrangesche Wurzelzahl A enthält also genau die m-te Potenz von I,ß 
als Faktor, und folglich ist Al nur durch die erste Potenz von ~ teilbar. 

Bezeichnen wir die zu A konjugiert imaginäre Zahl mit A, so ist 

A = Z-1 + C-1 Z-R + C-2 Z-R2 + ... + C-P+2 Z-RP-2; 

dann wird, wenn wir im Produkt AA immer die je p -1 mit gleicher Potenz 
von C multiplizierten Glieder zusammennehmen, 

AA= (1 +1 + ... + 1) 

+C (ZR-l + ZRLR + ... + ZRP-l_RP-2) 

+ C2 (ZR2-1 + ZR'-R + ... + ZRP -RP-2) 

+ CP-2(ZRP-2-1 + ZRP-l_R + ... + ZR2P-CRP-2) 

= p _ 1 - (C + C2 + ... + CP-2) = p . 

Damit ist der erste Teil des Satzes 138 vollständig bewiesen. 
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Der zweite Teil ist wesentlich die Umkehrung des ersten; die 
Richtigkeit des zweiten Teiles folgt ohne Mühe aus den Sätzen 135 und 
137, wenn man überdies den Satz 48 heranzieht; man hat dabei zu be
achten, daß, wenn eine Zahl eines Abelschen Zahlkörpers den absoluten 
Betrag 1 hat, diese Eigenschaft stets auch den zu ihr konjugierten Zahlen 
zukommt. 

In entsprechender Weise wie die Kongruenz (43) können wir die sämt
lichen folgenden Kongruenzen ableiten [JACOBI (3)]: 

(44) 

für i = 0, 1, 2, ... , l - 2. Berücksichtigen wir die Tatsache, daß A = - 1 

nach 1 und I AI = I [PI ist, so entspringt aus diesen Kongruenzen (44) ein 
anderer Beweis der Sätze 135 und 136 [KUMMER (6, 11)]. 

Die sämtlichen Sätze und Beweise in diesem Kapitel 24 gelten ent
sprechend auch für l = 2, nur daß dann die Diskriminante des Abelschen 

p-l 

Körpers k den Wert d = (-l)~p bekommt. 
Die Lagrangesche Wurzelzahl A des Körpers k ist eine ganze Zahl des 

aus k(C) und k zusammengesetzten Körpers, welche durch die in den 
Sätzen 133 und 138 aufgezählten Eigenschaften bis auf den Faktor C* völlig 
bestimmt ist. Um endlich auch diesen Faktor C* festzulegen, müßte man 

A = I {PI e2in ", setzen derart, daß 0 < cP < 1 sei, und dann entscheiden, in 
welchem der l Intervalle 

1 1 2 l-l 
O<CP<T' T<CP<T' ... , -z-<cp<l 

die betreffende Zahl cP gelegen ist. Aus dieser Frage entsteht in dem besonde
ren Falle, daß statt l die Primzahl 2 gewählt wird, das berühmte Problem der 
Bestimmung des Vorzeichens der Gaußschen Summen. V gl. § 124. Für den 
Falll = 3 werden wir auf eine von KUMMER in Angriff genommene Aufgabe 
geführt [KUMMER (2, 4)]. 

Die Zahlen der Lagrangeschen Normalbasis werden gewöhnlich "Pe
rioden" genannt. Die Literatur weist eine Reihe von Abhandlungen auf, 
welche sich mit diesen Perioden, sowie mit verwandten ganzen Zahlen 
von Kreiskörpern beschäftigen [KUMMER (3, 17), FUCHS (1, 2), SCHWE
RING (1,3,4), KRONECKER (17), SMITH (1)]. In der Literatur finden sich noch 
Untersuchungen über besondere Kreiskörper [BERKENBUSCH (1), EISEN
STEIN (10), SCHWERING (2), WEBER (1,2,4), WOLFSKEHL (1)]. Auch sei hier 
erwähnt, daß, wenn die Primzahll < 100 und nicht 29 oder 41 ist, der Kreis
körper k(C) stets eine solche Idealklasse enthält, deren Potenzen alle Klassen 
des Körpers liefern [KUMMER (11, 13)]. 

15* 
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25. Das Reziprozitätsgesetz für I-te Potenzreste zwischen einer rationalen 
Zahl und einer Zahl des Körpers der l-ten Einheitswurzeln. 

§ 113. Der Potenzcharakter einer Zahl und das Symbol {;}. 
2in 

Es sei l eine ungerade Primzahl, C = e I ,und k(C) bezeichne den durch C 
bestimmten Kreiskörper. Ist dann p eine rationale, von l verschiedene 
Primzahl und 1J ein in p aufgehendes Primideal in k(C), und ist f der Grad 
von 1J, so gilt nach Satz 24 für jede nicht durch 1J teilbare ganze Zahl tJ. des 
Körpers k(C) die Kongruenz 

tJ.Pf-1-l=O, (1J). 

Da pt -1 nach Satz 119 durch l teilbar ist, so gestattet die linke Seite dieser 
Kongruenz die Zerlegung 

tJ.pl-1 _ 1 = II (tJ.Pf~l _ ce) , 

(e) 

wo das Produkt über die Werte c = 0, 1, ... , l - 1 zu erstrecken ist. 
Hieraus folgt, daß für einen und jedenfalls auch nur einen Wert c die Kon-
gruenz 

pf-l 

tJ.-1-=Ce, (1J) 

erfüllt ist. Man nennt die hier auftretende Einheitswurzel ce den Potenz
charakter der Zahl a in Bezug auf das Primideal1J im Körper k(C) und 
bezeichnet diese Einheitswurzel ce durch das Symbol 

so daß die Kongruenz 

(1J) (45) 

gilt [KUMMER (10)]. 
Sind tJ. und ß zwei durch 1J nicht teilbare ganze Zahlen in k(C), so besteht, 

wie hieraus leicht ersichtlich, die Gleichung 

{1}={;}{!}· 
Wenn insbesondere die ganze Zahl tJ. nach dem Primideal1J der l-ten Potenz 
einer ganzen Zahl in k(C) kongruent ist, so heißt tJ. ein l-ter Potenzrest 
nach dem Primideal 1J. Es gilt die Tatsache: 

Sa tz 139. Bedeutet 1J ein von f = (1- C) verschiedenes Primideal und tJ. 

eine ganze zu 1J prime Zahl in k(C), so ist tJ. dann und nur dann l-ter Potenz-

rest nach 1J, wenn {; } = 1 ausfällt. 
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Beweis. Ist (/. = ß! nach ~, wo ß wieder eine Zahl in k(C) bedeutet, so 
pI-l 

folgt (/.-1-= ßpI-l = 1 nach ~ , d. h. {; } = 1. Um die Umkehrung hiervon 

zu zeigen, bezeichnen wir mit e eine Primitivzahl nach ~ und setzen (/. = eh 
pl-l h(pI-l) 
- -- h(! 1) 

nach ~. Nehmen wir (/. 1 = e 1 = 1 an, so folgt p z- 0 nach 

rI- 1, d. h. h ist durch l teilbar, und folglich ist (/. ein l-ter Potenzrest 
nach ~, was zu beweisen war. 

Für eine Primitivzahl e nach ~ ist der Potenzcharakter {: } sicherlich 

von 1 verschieden. Denn in der Reihe der Potenzen e, e2, ... ist epl-l die erste, 
pl-l 

welche = 1 nach ~ ausfällt, und also ist e-I- $1 nach ~ . 

Es sei { : } =1;!'; man bestimme eine zu pi - 1 prime ganze rationale Zahl g* 

derart, daß gg* = 1 nach l wird; dann ist offenbar e* = eg* eine solche 

Primitivzahl nach ~, für welche {~*} = C ausfällt. Ist nun (/. eine ganze, nicht 

durch ~ teilbare Zahl in k(C), und hat man (/. = e*c nach ~, so besitzt (/. 
den Potenzcharakter CC. 

Hieraus ist leicht ersichtlich, daß das vollständige System der pl_l 
einander nach ~ inkongruenten Zahlen 1, e*, e*2, ... , e*pI-2 in l Teilsysteme 

zerfällt, von denen jedes pt -;- 1 Zahlen vom nämlichen Potenzcharakter 

enthält. Insbesondere gibt es genau pi -;- 1 einander inkongruente l-te Potenz

reste nach ~. 
Ist b ein beliebiges zu 1 primes Ideal und (/. eine zu b prime ganze Zahl 

in k (C), und wird b = ~ q ... tu gesetzt, wo ~ , q, ... , tu Primideale bedeuten, 

so werde das Symbol { ; } durch die Gleichung 

{;}={;H:}· .. {:} 
definiert. 

§ 114. Ein Hilfssatz über den Potenzcharakter der l-ten Potenz 
der Lagrangeschen Wurzelzahl. 

Es ist ErsENsTEIN gelungen, dasjenige Reziprozitätsgesetz zu entdecken 
und zu beweisen, welches im Körper k(C) zwischen einer rationalen Zahl 

2i". 

und einer beliebigen Zahl dieses Körpers besteht; dabei ist wieder C = e-1-

gesetzt, und l bedeutet eine ungerade Primzahl. Dieses Reziprozitätsgesetz ist 
zugleich ein bisher unentbehrliches Hilfsmittel zum Beweise des allgemeineren 
Kummerschen Reziprozitätsgesetzes (vgl. Kap. 31). Dem Beweise des Eisen
steinschen Reziprozitätsgesetzes ist der folgende Hilfssatz vorauszuschicken: 
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2in 

Hilfssa tz 21. Es sei C = e I ; ferner bedeute p eine von 1 verschiedene 
rationale Primzahl von der Form p = ml + 1, Reine Primitivzahl nach 
p und ~ das Primideal ersten Grades in k (C) : 

~ = (p, C - R-m); 
2in 

es werde Z = e P , die Lagrangesche Wurzelzahl 

A = Z + CZR + C2ZR2+ • •• + CP-2 ZRP-2 

und n = AI gesetzt. Endlich bedeute q eine beliebige, von 1 und p ver
schiedene rationale Primzahl, q ein in q aufgehendes Primideal des Kör
pers k (C) und g den Grad von q: dann drückt sich der Potenzcharakter der 
Zahl n = Al in bezug auf das Ideal q durch die Formel aus 

{~}={~r 
Beweis. Durch g-maliges Erheben in die q-te Potenz folgt die Kongruenz 

Aqu = zqu + cqu ZRqu + C2qu ZR2qu + ... + C(P-2)qu ZRP-2 fJV , (q). (46) 

Berücksichtigen wir, daß dem Satze 119 zufolge q(J = 1 nach 1 ist, und setzen 
q(J= Rh nach p, so wird die rechte Seite der Kongruenz (46) 

ZRh + C ZRhH + C2 ZRhH + ... + CP-2 ZRh+P-2 = C-h A. 

Hieraus folgt, da A wegen des Satzes 138 prim zu q ist, die Kongruenz 

AqU-1 = C-h, (q), 
und also ist auch gewiß 

qU-1 
MI 1 -A··- =n I =C-h, (q), 

d. h. es wird 

(47) 

Andererseits entnimmt man aus den Kongruenzen qU = Rh nach p und 
Rm = C-1 nach ~ die Beziehungen: 

g(p-l) 

q-z-= q"m = Rhm = C-h, (~), 
d. h. es ist 

(48) 

die Gleichungen (47) und (48) zusammen ergeben den Hilfssatz 21. 

§ 115. Beweis des Reziprozitätsgesetzes im Körper k(C) zwischen 
einer rationalen und einer beliebigen Zahl. 

Es bedeute 1 = (1 - C) das in laufgehende Primideal des Körpers k(C). 
Eine ganze Zahl rt. des Körpers k(C) heiße semiprimär, wenn sie zu 1 prim 
und nach f2 einer ganzen rationalen Zahl kongruent ist. Eine ganze rationale, 
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nicht durch l teilbare Zahl ist hiernach stets semlpnmar. Eine beliebige 
ganze, nicht durch 1 teilbare Zahl r:t. des Körpers k(C) kann durch Multipli
kation mit einer geeigneten Potenz der Einheitswurzel C stets in eine semi
primäre Zahl verwandelt werden. Ist nämlich 

r:t. = a + b (1 - C), (f2), 

wo a und b ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist 

Cb* • r:t. = a , (12) , 

wenn b* aus der Kongruenz ab* = b nach l bestimmt wird. Die Zahl Cb*. r:t. 
ist mithin semiprimär. 

Nach dieser Vorbemerkung läßt sich nunmehr das Eisensteinsche Rezi
prozitätsgesetz, wie folgt, aussprechen: 

Sa tz 140. Wenn a eine beliebige ganze rationale, nicht durch die ungerade 
Primzahl l teilbare Zahl und r:t. eine beliebige semiprimäre und zu a prime 
ganze Zahl des Körpers k(C) der l-ten Einheitswurzein ist, so gilt in diesem 
Körper die Reziprozitätsgleichung 

[EISENSTEIN (2)J. 
Beweis. Wir verstehen unter reine Primitivzahl nach l und schreiben 

s = (c:cr). Es werde zunächst angenommen, daß a = q eine rationale Prim
zahl ist, und daß die Zahl r:t. nur Primideale ersten Grades enthält. Es sei q 
ein in q aufgehendes Primideal in k(C) und g der Grad von q, ferner sei p 
eine in der Norm n(r:t.) vorkommende rationale Primzahl, und es mögen ~ 
und n dazu die gleiche Bedeutung wie in Hilfssatz 21 haben. Ist nun SU eine 
beliebige Potenz der Substitution s, und wenden wir den Hilfssatz 21 auf die 
Primideale s-uq und ~ an, so ergibt sich: 

Unterwerfen wir diese Gleichung der Substitution sU, so folgt: 

(49) 

Die in der Norm n(r:t.) vorkommenden, voneinander verschiedenen ra
tionalen Primzahlen seien p = m l + 1, p* = m * l + 1, ... ; ferner mögen 
R, R*, ... bez. Primitivzahlen nach p, p*, ... bedeuten; endlich werde 

13 = (p, C - R-m) , 13* = (p*, C - R*-m*) , 

gesetzt, und es gestatte die Zahl r:t. die Zerlegung 

r:t. = 13F(sl 13*F*(Sl ••• , 

wo die Exponenten F, F*, ... ganzzahlige Funktionen in s vom Grade l - 2 
mit lauter Koeffizienten, die > 0 sind, bedeuten. 
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Bezeichnen dann A, A*, . .. die bezüglichen, zu den Primzahlen p, p*, ... 
und deren Primitivzahlen R, R* , . .. gehörigen Lagrangeschen Wurzel
zahlen, und wird n = AZ, n* = A*z, ... gesetzt, so gelten nach Satz 138 die 
Zerlegungen: 

wo r -h die kleinste positive ganze rationale Zahl bedeutet, welche der - h-ten 
Potenz r-h der Primitivzahl r nach l kongruent ist. Der Quotient 

oc'O+'-lB+r-osO+ •.. +r_I+2 81- O 
e= 

~(8)n*F*(8) ••• 

ist daher offenbar eine Einheit des Körpers k(C). Wir wollen beweisen, daß 
diese Einheit e = ± 1 ist. Zu dem Zwecke bilden wir den Ausdruck 

Wegen der für h = 0, 1, 2, ... , 1 -; ~ gültigen Gleichung 

r_h+ r 1-I=l 
-h-T 

wird der Zähler des Bruches rechter Hand 

( 1-1) 
IX 1+82 (rO+'-lB+···+r-I+Osl-") = 1X1(I+s+ ..• +sl -") = (n(IX})'. 

Berücksichtigen wir, daß nach Satz 138 Inl2 = pI, In*12 = p*', ... wird, so 
ergibt sich lei = 1. Nach Satz 48 ist folglich e bis auf einen Faktor ± 1 eine 
Potenz der Einheitswurzel C. Da andererseits nach Satz 138 die Kongruenzen 

n == - 1 , n* = - 1, ... , ((') 

bestehen, und daher n, n*, ••• sämtlich semiprimäre Zahlen sind, so ist auch 
e eine semiprimäre Zahl; mithin wird e = ± 1, und es"folgt demnach: 

IXro+r-18+ ..• +r_l+.sI-1 = ± nF(s) n*F*(B) •••• 

Diese Gleichung liefert unter Anwendung der Formel (49) die Reziprozitäts
gleichung 

{oc,o+r_Js+ .•. +r_l+.sI-"} = { q }U = {~}u. 
q ~F(S) ~*F*(8). • • IX 

(50) 

Berücksichtigen wir, daß 

{8:}=L-~qr. {8:1X}={8_~qr, ... , {81-;1X} = L-I:aqr-' 
ist, da ja die Symbole Potenzen von C darstellen, so folgt aus (50) die Gleichung 

{ ;.} = { ! r oder { ; } = { ! } ; 
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damit ist der Satz 140 unter den zunächst gemachten Einschränkungen, 
daß oc nur Primideale ersten Grades enthält und a eine Primzahl ist, bewiesen. 

Um die erstere Einschränkung zu beseitigen, nehmen wir jetzt an, es 
sei oc eine beliebige semiprimäre, zu q prime ganze Zahl in k(C), welche auch 
Primideale von höherem als erstem Grade enthalten kann. Wir bilden dann 
die Zahl 

11(1-s") 
ß = oc«) , 

wo das im Exponenten stehende Produkt über sämtliche von l - 1 verschie
dene Teiler e der Zahll - 1 zu erstrecken ist, und setzen 

ß=+ 
in solcher Weise, daß i und f zueinander prime Ideale bedeuten; dieselben 
enthalten dann, wie leicht ersichtlich, nur Primideale ersten Grades als 
Faktoren, und sie sind überdies nicht durch 1 teilbar. Ist h die Anzahl der 
Idealklassen des Körpers k(C), so wird nach Satz 51 fh = (u), wo u eine ganze 
Zahl in k(C) bedeutet; setzen wir'l' = ßul , so wird auch 'l' eine ganze Zahl in 
k(C), welche nur Primideale ersten Grades als Primfaktoren enthält, und über
dies ist offenbar 'l' ebenso wie oc semiprimär und zu q prim. Nach dem oben 
Bewiesenen ist daher 

{~}={~}. (51) 

Der einfacheren Darstellung halber wollen wir nun allgemein, wenn e, (J 

zwei ganze zu q prime Zahlen in k(C) bedeuten, 

schreiben, was zu keinem Widerspruche mit den bisherigen Festsetzungen 

führt; dann folgt wegen ß = "! aus (51) offenbar die Gleichung 
" 

{!}={;}. (52) 

Berücksichtigen wir die Gleichungen 

so erkennen wir aus (52), daß 
11 (1-1') 11 (1-1') 

{;f ={~f 
wird. Wenn wir bedenken, daß das auf beiden Seiten als Exponent stehende 
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Produkt nicht durch l teilbar ist, so ergibt sich hieraus 

{;}={~}. 
Wird endlich auch die ganze rationale durch l nicht teilbare Zahl a be

liebig angenommen, nur so, daß a zu oc prim ist, und wird a = q q* . .. gesetzt, 
wo q, q*, ... rationale Primzahlen bedeuten, so folgt durch Multiplikation 
der Gleichungen 

{!}={;}, {~}={q:}' ... 
die Richtigkeit des Satzes 140 im allgemeinsten Falle. 

26. Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen im Kreiskörper 
der m -ten Einheitswurzeln. 

§ 116. Das Symbol [il 
Um die in § 26 dargelegte transzendente Methode zur Bestimmung der 

Klassenanzahl eines Körpers auf den Fall des Kreiskörpers k(e2~), wo m 
irgendeine ganze rationale Zahl bedeutet, anzuwenden, definieren wir zunächst 
die folgenden Symbole: 

Es sei lh eine Potenz einer ungeraden Primzahl l mit positivem Expo
nenten und reine Primitivzahl nach lh. Ist dann a eine nicht durch l teilbare 
ganze rationale Zahl und a' dazu ein solcher Exponent, daß die Kongruenz 

ra' = a, (lh) 
gilt, so definieren wir 

Ferner setzen wir 

[~ ] = 0, 

sobald a durch l teilbar ist. Sind a, b zwei beliebige ganze rationale Zahlen, 
so wird dann offenbar 

Des weiteren setzen wir, wenn a eine ungerade Zahl bedeutet, zunächst 
a-l 

[;2] = (- 1 )-2 ; 
ferner für ein h > 2, wenn a' eine solche ganze rationale Zahl zu a ist, daß 
die Kongruenz 

gilt, 
2ina' 

[~J - 21i=2 2h -- e . 
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Bedeutet endlich a eine gerade Zahl, so setzen wir 

[;2J=0, [;h] = 0, (h> 2). 

Sind a, b irgend zwei ganze rationale Zahlen, so gelten dann, wie man sieht, 
die Gleichungen 

(h> 1). 

Durch diese Festsetzungen ist das Symbol [~ ] vollständig für den Fall de

finiert, daß a eine beliebige ganze rationale Zahl und L eine höhere Potenz 
von 2 als die erste oder eine Potenz einer ungeraden Primzahl bedeutet, wobei 
im letzteren Falle irgendeine Primitivzahl r nach L von vornherein zugrunde 
zu legen ist. 

Sind 1~', 1~2, '" irgendwelche fest gegebene Potenzen verschiedener 
ungerader Primzahlen und 2h " eine Potenz von 2, die größer als 22 ist, so setzen 
wir zur Abkürzung 

r a J r a ]Ul r a JU2 
L~ = Ll~l ll~2 "', 

ferner 

r ~,--l = r ~]U [~]Ul r ~]U2 ... 
Lu; Ur, U 2 ' : •• J L 22 _ l~l ll~2 ' 

ferner 

darin soll a eine beliebige ganze rationale Zahl, und die Exponenten u, u*; 
U1' U2 ' ..• sollen ganze rationale, nicht negative Zahlen vorstellen. Endlich 

setzen wir fest, daß das Zeichen[ ~ r stets den Wert 1 bedeuten soll, auch wenn 

[~J =0 ist. 

§ 117. Die Ausdrücke für die Klassenanzahl im Kreiskörper 
der m-ten Einheitswurzeln. 

Es gilt der folgende Satz, dessen Beweis in § 118 gegeben werden wird: 
Sa tz 141. Es sei m eine ganze rationale positive Zahl von der Gestalt 

m = 1~1 1~2 ... , oder = 221~1 1~2 ... , oder = 2h* 1~1 1~2 ... 
(h* > 2, hr > 0, h2 > 0, ... ), 

wo 11 , 12 , • •• voneinander verschiedene ungerade Primzahlen bedeuten. 
Es seien ferner r1 , r2 , ••• Primitivzahlen bez. nach 1~', 1~2, ... und mit 
ihrer Hilfe die betreffenden Symbole definiert. Dann kann die Klassenanzahl H 
des Kreiskörpers k der m-ten Einheitswurzeln auf folgende zwei Weisen aus
gedrückt werden: 
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Der erste Ausdruck für H lautet: 

H=I II LII 1 
u (Ul,U2, ... )s=1 (p) 1-[~J p-S 

u1 ' u2 , ." 

§ 117 

bez. entsteht aus dieser Formel, indem man U 1 , U2 ' ••• durch u; U 1 ' U 2 ' ••• , 

bez. u, u*; Ull U2 ' ••• ersetzt. Hierin ist dann das äußere Produkt II über 
die Zahlen 

1, ... , 111- 1 (11 -1)-1,\ 
1, ... , 1~2-1 (lz - ]) - 1 , 
. . ..... 

(53) ferner über 
U = 0,1 

und über 
U* = 0, 1, ... , 2h*-2 - 1 

zu erstrecken mit Ausschluß der einen Wertverbindung U1 = 0, U2 = 0, ... , 
bez. U = 0; U 1 = 0, u2 = 0, ... , bez. U = 0, u* = 0; U 1 = 0, U2 = 0, ... ; 
es besteht daher nur aus einer endlichen Anzahl von Faktoren. Jedes einzelne 
innere Produkt II soll über alle rationalen Primzahlen p erstreckt werden 

(p) • 

und ist mithin ein unendliches Produkt. Die Größe u ist die dem Körper k 
zugehörende Zahl des Satzes 56 (s. S. 115 vor § 26). 

Der zweite Ausdruck für H ist ~m Produkt aus zwei in Bruchform 
erscheinenden Faktoren und lautet: 

II 17 [u1 , u:, .. .J n II 17 [u1 , u:, .. .J log An 
H = (Ul~ .. ) (n) ___ • (U"U2, ... ) (n) . _____ 2}<P(m)-1 

(2m)l<P(m)-1 R 

bez. entsteht aus dieser Formel, indem man zum ersten Bruch rechts den 
Faktor ~ hinzufügt und dann Ull u2 ' • •• durch u; U 1 ' U 2 ' • •• bez. 
u, u* ; U 1 , U2 ' • •• ersetzt. Hierin soll das Produkt II im Zähler des ersten 
Bruches über alle diejenigen in (53) angegebenen Werte erstreckt werden, 
für welche im ersten Falle U1 + U2 + . .. bez. in den zwei anderen Fällen 
U + Ul + U2 + . .. eine ungerade Zahl ist, während das Produkt II im Zähler 
des zweiten Bruches über alle diejenigen in (53) angegebenen Werte zu er
strecken ist, für welche im ersten Falle Ul + U2 + ... bez. in den zwei anderen 
Fällen U + u1 + u2 + . .. eine gerade Zahl ist, mit Ausschluß immer der 
einen Wertverbindung Ul = 0, U2 = 0, ... , bez. U = 0; Ul = 0, u2 = 0, '" 
bez. U = 0, u* = 0; U1 = 0, U2 = 0, .... Weiter ist jede einzelne Summe 1: 

(n) 

in dem ersten Bruche über alle ganzen rationalen positiven Zahlen n = 1 , 
2, ... , m - 1, jede einzelne Summe 1: in dem zweiten Bruche dagegen nur 

(n) 

über alle diejenigen unter diesen Zahlen zu erstrecken, welche <; sind. 
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Endlich bedeutet log An den reellen Wert des Logarithmus der Kreiskörper
zahl 

1/( 2inn) ( -2inn) 
An = Y 1 - e m 1 - e m 

und R den Regulator des Kreiskörpers [KUMMER (22, 23)]. 
Die zwei Brüche im zweiten Ausdrucke für H hat KUMMER den ersten 

und den zweiten Faktor der Klassenanzahl genannt. Das Doppelte des ersten 
Faktors einerseits und andererseits der zweite Faktor der Klassenanzahl sind 
stets für sich ganze rationale Zahlen [KRONECKER (9)]. 

Auf Grund des zweiten Ausdrucks für H hat WEBER bewiesen, daß die 
Klassenanzahl des Kreiskörpers der 2h*-ten Einheitswurzeln stets eine un
gerade Zahl ist [WEBER (1, 4)]. 

Der zweite Ausdruck für H gestattet noch weitere Umformungen. Im 
Falle, daß m = l eine ungerade Primzahl ist, wird durch eine kleine Rechnung 
die Richtigkeit des folgenden Satzes erkannt: 

Sa tz 142. Ist l eine ungerade Primzahl, so stellt sich die Klassenanzahl h 
des Kreiskörpers der l-ten Einheitswurzein, wie folgt, dar: 

2inn'u II 2) net=1 l-3 

h = (u) (n) .~ 22 
l-3 R . 

(2lf2" 

Hierin ist das Produkt II über die ungeraden Zahlen u = 1, 3, 5, ... , l - 2 
(u) 

und jede einzelne Summe 1: über die Zahlen n = 1, 2, 3, ... , l - 1 zu er-
(n) 

strecken; ferner ist eine Primitivzahl " nach l zugrunde gelegt und man hat 
unter n' eine solche zu n gehörige ganze rationale Zahl zu verstehen, für welche 
"n' = n nach l wird. LI bedeutet die Determinante 

log e1 , log e2' · . -, log el-3 
""2 

(1-3)(1-5) log e2 , log es, · . -, log el-1 
(-1) 

--8--
2 

log el-3, log el-1, · . -, log e/-4 
""2 ""2 

und dabei ist allgemein log eg der reelle Wert des Logarithmus der Einheit 

1/1- cril~c=rg -

eg = r ~ Crg- 1 1- erg-i. ' 
2in 

wo C für e l steht [KUMMER (7, 11), DEDEKIND (1)]. 
Die zwei Brüche hier in dem Ausdruck für h entstehen aus den zwei 

Brüchen in der oben gegebenen, auf den allgemeinen Fall bezüglichen 
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Formel und sind also der erste und der zweite Faktor der Klassenanzahl in 
dem früheren Sinne; im gegenwärtigen Falle sind beide Faktoren der Klassen
anzahl für sich ganze rationale Zahlen. Der zweite Faktor stellt die Klassen-

anzahl des in k(C) enthaltenen reellen Unterkörpers vom l-; I-ten Grade dar. 

KUMMER hat über diese zwei Faktoren noch weitere Sätze aufgestellt, welche 
ihre Teilbarkeit durch 2 betreffen [KUMMER (25)]. Der Versuch KRONECKERS, 
diese Sätze rein arithmetisch zu beweisen, weist einen Irrtum auf, und die 
von KRONECKER gegebene Verallgemeinerung ist nicht richtig [KRON
ECKER (11)]. Außerdem hat KUMMER noch nach einer anderen Richtung 
hin Untersuchungen über die Bedeutung und die Eigenschaften dieser zwei 
Faktoren angestellt [KUMMER (13)]. Man vergleiche ferner Kap. 36. End
lich hat KUMMER den Satz behauptet, daß die Klassenanzahl eines jeden 
in k(C) enthaltenen Unterkörpers in der Klassenanzahl h des Körpers k(C) 
aufgeht. Der von ihm versuchte Beweis hierfür ist jedoch nicht stichhaltig 
[KUMMER (7)]. 

§ 118. Die Ableitung der aufgestellten Ausdrücke für die 

Klassenanzahl des Kreiskörpers k(e 2~'''). 
Um den Satz 141 zu beweisen, fassen wir sogleich den kompliziertesten 

Fall ins Auge, in welchem m durch 8 teilbar ist, und stellen den folgenden 
Hilfssatz auf: 

Hilfssa tz 22. Ist p eine beliebige rationale Primzahl und m eine durch 8 
teilbare Zahl, so gilt unter Anwendung der in Satz 141 erklärten Bezeichnun
gen für reelle Werte s > 1 die Formel: 

II{l- n(~)-s} = II {1-i p ] p-s} , 
lu,u*; U1 'U2'.·. 

(\I!) (U,U*;Ul,U2, ••• ) 

wo das Produkt linker Hand über alle verschiedenen Primideale ~ des Kreis-

( 2i"') 
körpers k e m zu erstrecken ist, welche in der Primzahl p enthalten sind, 
und wo das Produkt rechter Hand über alle in (53) angegebenen Wert
systeme u, u*; Uv U2' ... (das System u = 0, u* = 0; Ul = 0, U2 = 0, ... 
einbegriffen) genommen werden soll. 

Beweis. Es sei zunächst p eine in m nicht aufgehende Primzahl; es sei 
l eine der ungeraden Primzahlen lv l2' ... und lh die Potenz, zu der sie in 
m aufgeht, ferner reine Primitivzahl nach lh und p = r'P' nach lh. Bedeutet e 
den größten gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen p' und lk-l (l-1) und wird 

lk-l (l - 1) = el gesetzt, so ist das Symbol [~ ] offenbar genau eine I-te und 

nicht eine niedere Einheitswurzel. 
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Wählen wir zunächst l = II und setzen dementsprechend h = h1 , e = e1 , 

lh,-1(l1 -1) = e1/1' so folgt aus dem eben angegebenen Umstande die 
Formel: 

wo das Produkt über die in (53) bezeichneten Werte von u1 zu erstrecken 
ist. Wählen wir ferner l = l2 und setzen dementsprechend h = h2, e = e2, 
l~2-1(l2 - 1) = e2/2 , so folgt, wenn 112 das kleinste gemeinsame Vielfache der 
Zahlen 11,12 bezeichnet: 

II{l-r p Jp-s} 
u, u* ; U 1 , u2 ' ••• 

(U"U2) 

wo das Produkt sich über die in (53) bezeichneten Werte von u1 , u2 erstreckt, 
und ebenso wird weiterhin, wenn /12 ... das kleinste gemeinsame Vielfache der 
Zahlen Iv 12 , •• , bezeichnet: 

f,e2 ... "t2 ... 

= {1- [~r2'''p-SI12'''}-~~'-

wo das Produkt über alle in (53) bezeichneten Werte Uv U2 ' ••• zu erstrecken 
ist. 

Es sei ferner p = ± 511' nach 2"", es bedeute e* den größten gemeinsamen 
Teiler der Zahlen p' und 2h*-2, und es werde 2h*-2 = e*l* gesetzt; dann ist 

offenbar [2r. ] genau eine I*-te und nicht eine niedere Einheitswurzel. Wir er

halten infolgedessen, wenn 1~2... das kleinste gemeinsame Vielfache der 
Zahlen 1*,/1,/2' ... bezeichnet: 

II {l- [----Y ] p-s} u,u*;uJ ,u2 , ••• 
(U*;Ul,U2, ..• ) 

e* e, e2 ... t" 1112 •.• 

- {1 ['EJut~ .... -st* } - - 22 P 12 ... 

t* 12 .•• 

wo nun das Produkt auch über die in (53) bezeichneten Werte von u* zu 
nehmen ist. 

Endlich sei e der größte gemeinsame Teiler von P ; I und 2, und man setze 

2 = el; aus der letzten Formel folgt dann, wenn F das kleinste gemeinsame 
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Vielfache der Zahlen /,1*,11> 12 , ••• bezeichnet und zur Abkürzung 

E- ee*e1e2···/f*flt2'" -----y---
gesetzt wird, 

§ 119 

II {1- [ *. p ] p-s} = {l- p-sF}E, (54) 
U,U ,U1 ,U2' ... 

(U,'ll*;Ul,U2, ... ) 

wo das Produkt sich über alle in (53) bezeichneten Wertverbindungen 
u, u*; u1 , u2 ' •• , erstreckt. Man sieht sofort, daß F der kleinste positive 
Exponent mit der Kongruenzeigenschaft pF = 1 nach m ist. Da ferner 
FE = lJ>(m) ist, so folgt aus (54) mit Rücksicht auf den Satz 125 die im Hilfs
satz 22 aufgestellte Formel. Mit Hilfe der zweiten Aussage in Satz 125 er
kennt man dann leicht die Gültigkeit dieser Formel auch in dem Falle, daß 
p eine in m enthaltene Primzahl ist. 

Die Richtigkeit des ersten in Satz 141 aufgestellten Ausdruckes für H 
erkennen wir nun unmittelbar auf Grund des Satzes 56, wenn wir die zweite 
in § 27 gegebene Darstellung von '(s) und den eben bewiesenen Hilfssatz 22 
anwenden. 

Zur Ableitung des zweiten Ausdruckes für H formen wir zunächst das 
im ersten Ausdrucke hinter dem Limes-Zeichen stehende Produkt in eme 
unendliche Summe, wie folgt, um: 

II I 
1 [ P ] p-' (p) - * 

\' [ n ]~. 
.LJ * n' U,U ;Ul'U2 , ... 

(n = 1,2,3, ... ) 
u, U ; U 1 , u2 ' ••• 

Die weitere Behandlung der rechts stehenden 
einfachsten, indem wir in derselben 

co 

Summe geschieht dann am 

1 1 f n' = T(8) e-nt t8- 1 dt 
o 

einsetzen und dann in entsprechender Weise verfahren wie in § 86. 

§ 119. Das Vorhandensein von unendlich vielen rationalen 
Primzahlen, welche nach einer gegebenen Zahl einen 

vorgeschriebenen, zu ihr primen Rest lassen. 

Jeder der zwei in § 117 aufgestellten und soeben bewiesenen Ausdrücke 
für die Klassenanzahl H des Kreiskörpers der m-ten EinheitswurzeIn ge
stattet eine wichtige Folgerung. Der erstere Ausdruck nämlich kann zum, 
Nachweis der folgenden Tatsache dienen: 

Satz 143. Bedeuten mund n zwei zueinander prime ganze rationale Zahlen 
so gibt es stets unendlich viele rationale Primzahlen p mit der Kongruenzeigen
schalt p = n nach m. [DmICHLET (5, 6), DEDEKIND (1)]. 
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Beweis. Auch hier betrachten wir nur den kompliziertesten Fall, wo 
m durch 8 teilbar ist, und setzen, wie in § 117, m = 2h* l~'l~' . . . . Jedes der 
dort betrachteten unendlichen Produkte 

1 II ~. 
(p) 1 _ [ * p ] p-s 

U,U ;Ul,U2' •.• 

mit Ausschluß desjenigen, welches der Wertverbindung u = 0, u* = ° ; 
UI = 0, U2 = 0, ... entspricht, konvergiert für s = 1 nach einem bestimmten 
Grenzwerte; aus der ersten in § 117 gegebenen Darstellung der Klassen
anzahl H folgt, daß diese Grenzwerte sämtlich von ° verschieden ausfallen; 
wir können daher die Logarithmen dieser Produkte verwenden, und es führen 
dann entsprechende einfache Betrachtungen, wie sie in § 80 angestellt worden 
sind, zu dem Resultate, daß für jedes betrachtete Wertsystem u, u*; ul> u2 ' • •• , 

immer von dem einen Systeme u = 0, u* = 0; UI = 0, U2 = 0, ... ab
gesehen, die unendliche Summe 

17 [u, u*; u~, U2' • ..J ~, (55) 
(p) 

wo p alle rationalen Primzahlen durchläuft, in der Grenze für s = 1 stets 
endlich bleibt. f 

Da n zu m prim vorausgesetzt ist, so sind die Symbole 

sämtlich von ° verschieden. Wir multiplizieren den Ausdruck (55) mit 

1 

[;2r [2~*r*[1;,r' [~·r· ... ' 
lassen dann u, u*; Ul' U2 ' ••• alle in (53) angegebenen Werte durchlaufen, 
doch so, daß das eine System u = 0, u* = 0; Ul = 0, U2 = 0, ... aus
geschlossen wird, und addieren sämtliche so entstehenden Ausdrücke zu der 
unendlichen Summe (26) (siehe § 80, S. 183). Auf diese Weise geht der Ausdruck 

.2 (1 + P) (1 + p* + p*2 + . . + P*2h*-Ll) . 
(p) 

(1 + PI + Pr 

(1 + P2 + P~ 

hervor, wo zur Abkürzung 

[;*] 
p*---

- [2~*J ' 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 

+ ... + Pi~l-I(ll-I)-I). 
+ ... + p~~.-l(l.-I)-I) •.. ~, 

[ ~.] p--- ... 
2- [~J ' 

lh. 
2 

16 

(56) 
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gesetzt ist. Sehen wir in dieser unendlichen Reihe (56) von denjenigen Gliedern 
ab, die den in m aufgehenden Primzahlen 2, lv l2' ... entsprechen, und die 
nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, so ist im übrigen diese Reihe gleich 

4>(m) Ei., wo p nur alle diejenigen rationalen Primzahlen durchläuft, für 

welche die Werte P, p* , P l' P 2' ... sämtlich gleich 1 werden, d. s. eben die 
Primzahlen, welche der im Satze 143 verlangten Kongruenzbedingung ge
nügen. 

Da die unendliche Summe (26) (s. S. 183) für s = 1 über alle Grenzen 
wächst, dagegen die hier betrachteten Reihen (55) für 8 = 1 sämtlich end
lich bleiben, so folgt, daß auch der Wert der unendlichen Reihe (56) für s = 1 
über alle Grenzen wächst, d. h. die Primzahlen mit der verla,ngten Kon
gruenzeigenschaft sind notwendig in unendlicher Anzahl vorhanden. 

§ 120. Die Darstellung sämtlicher Einheiten des Kreiskörpers 
durch die Kreiseinheiten. 

Der zweite der beiden in § 117 aufgestellten Ausdrücke kann zum Nach
weise des folgenden Satzes dienen: 

Satz 144. Jede Einheit eines Abelschen Körpers ist eine Wurzel mit ratio
nalem ganzzahligem Exponenten aus einem Produkt von Kreiseinheiten. 

Beweis. Fassen wir zunächst den Fall ins Auge, daß m = l eine un
gerade Primzahl ist. Nach der Formel im Satze 142 enthält der zweite Faktor 
der Klassenanzahl im Zähler eine gewisse Determinante LI; jene Deter
minante LI ist daher notwendig von 0 verschieden, und hieraus folgt mit 
Rücksicht auf die in § 20 und § 21 angestellten Betrachtungen, daß die in 

l ( 2i.7f) 
Satz 142 angegebenen -; 3 Einheiten 81 , 82 , ••• , 8/-3 desKreiskörpersk e-/-

2 

ein System von unabhängigen Einheiten bilden. Dieser Umstand lehrt die 

( 2i.7f) 
Richtigkeit des Satzes 144 für den besonderen Fall des Kreiskörpers k e / , 
sowie auch für alle in diesem Körper enthaltenen Unterkörper (KUMMER (11)]. 

Eine ähnliche Umformung des zweiten Faktors der Klassenanzahl, wie 
sie in Satz 142 gegeben wird, ist auch im Falle des Kreiskörpers der m-ten 
Einheitswurzein möglich, wenn m eine beliebige zusammengesetzte Zahl ist; 
der betreffende Ausdruck ermöglicht dann auf Grund des Satzes 131 den 
allgemeinen Beweis des Satzes 144. 

Ein reiches Zahlenmaterial, welches zu tieferen Untersuchungen in der 
Theorie der Kreiskörper von hohem Nutzen ist, bieten die von REuscHLE 
berechneten Tafeln komplexer Primzahlen [REuscHLE (1), KUMMER (24), 
KRONECKER (12)]. 
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27. Anwendungen der Theorie des Kreiskörpers auf den 
quadratischen Körper. 
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§ 121. Die Erzeugung der Einheiten des reellen quadratischen 
Körpers aus Kreiseinheiten. 

Indem wir gewisse in den vorangehenden Kapiteln abgeleitete Eigen
schaften des Kreiskörpers der m-ten Einheitswurzeln für einen in ihm ent
haltenen quadratischen Unterkörper verwerten, gelangen wir zu neuen 
Sätzen über den quadratischen Zahlkörper. Die Fruchtbarkeit dieser 
Methode wird noch erhöht, wenn wir sie mit denjenigen Wahrheiten in Ver
bindung bringen, welche im dritten Teil dieses Berichtes durch unmittelbare 
Betrachtung des quadratischen Körpers gewonnen worden sind. 

Nach dem allgemeinen Satze 144 ist insbesondere eine jede Einheit eines 

reellen quadratischen Körpers k( V m) eine Wurzel mit rationalem ganz
zahligem Exponenten aus einem Produkte von Kreiseinheiten; es wird eine 

spezielle Einheit des Körpers k( f;) einfach durch den folgenden Ausdruck 

II (eb~~ _ e- b::") 
(b) 

n (ea~~ _ e_a~~) 
(a) 

erhalten, wo d die Diskriminante des Körpers k( -V m) bedeutet, und wo die 
Produkte II, II über alle diejenigen Zahlen a oder b der Reihe 1, 2, ... , I d I 

(a) (b) 

zu erstrecken sind, welche der Bedingung (:) = + 1 bez. (:) = - 1 ge-

nügen [DmICHLET (7)]. Vgl. § 86. 

§ 122. Das Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste. 

Es sei 1 eine ungerade rationale Primzahl, reine Primitivzahl nach l; 
2i~ 

ferner C = e-I- und 8 = (C:CT ZU der aus den l ~ 1 Substitutionen 

1,82,84 , ••• 8!-3 gebildeten Untergruppe der Gruppe des Kreiskörpers k(C) 
gehört ein gewisser quadratischer Unterkörper k* des Kreiskörpers k(C). 

1-1 

Da die Diskriminante des Körpers k (C) nach Satz 118 gleich (- 1)211- 2 

ist, so enthält nach Satz 39 die Diskriminante von k* keine andere rationale 
1-1 

Primzahl als 1 und besitzt daher wegen Satz 95 den Wert d = (- 1)2l. 
Es sei p entweder die Primzahl 2 oder eine beliebige von 1 verschiedene 

ungerade rationale Primzahl. Indem wir die Zerlegung von p einerseits in 
dem Kreiskörper k(C) der l-ten Einheitswurzeln, andererseits direkt nach 
Satz 97 in dem quadratischen Unterkörper k* ausführen und hernach die 
erhaltenen Resultate miteinander vergleichen, gelangen wir zu einem neuen 

16* 
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Beweise des Reziprozitätsgesetzes für quadratische Reste [KRoNEcKER (15)]. 
Wir verfahren dabei, wie folgt: 

Ist f der kleinste positive Exponent, für welchen pt = 1 nach lausfällt, 

und wird e = l f 1 gesetzt, so zerlegt sich nach Satz 119 die Primzahl p 

im Körper k(C) in e Primideale s,ß, ss,ß, ... , se-ls,ß, und es ist der gemein
same Zerlegungskörper kz dieser Primideale nach Satz 129 vom Grade e. 
Die rationale Primzahl p ist alsdann offenbar in dem quadratischen Kör
per k* zerlegbar oder nicht zerlegbar, je nachdem der Körper k* in kz als 
Unterkörper enthalten ist oder nicht. Bedenken wir, daß der Körper k(C) 
nur den einen quadratischen Unterkörper k* enthält, und ferner, daß ein 
Abelscher Körper dann und nur dann überhaupt einen quadratischen Unter
körper besitzt, wenn sein Grad gerade ist, so folgt, daß k* dann und nur dann 
in kz enthalten ist, wenn die Zahl e gerade ausfällt. Andererseits ist nach 
Satz 97 die Primzahl p in k* zerlegbar oder nicht zerlegbar, je nachdem 

( 
I-I ) - I-I e 

1 2 l - ,.-
(- ~ = + 1 oder = -1 ist. Ist nun e gerade, so folgt p 2 = P 2 = 1 

I-I , 

nach l, d. h. ( f ) = + 1 ; im anderen Falle wird p-2- = P 2. . e = (- l)e = - 1 

nach l, d. h. (f) = - 1. Es ist mithin in jedem Falle 

(57) 

Wir nehmen zunächst p ungerade an; aus (57) folgt 

(58) 

und weiter, wenn wir p und l miteinander vertauschen, 

( I-I) ( p-l (-IJ_2 __ = ~-Il 2 ). 
Die letztere Formel ergibt, wenn wir l = 3 nehmen, 

p-l 

(~1)=(-1)-2 . (59) 

Die Verbindung der Gleichung (59) mit (58) liefert 

1-1 p-l 

(~)(n=(-1)2'-2 . (60) 
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Setzen wir in (57) P = 2, so folgt 

(~) = (_I~I-;\) = (-1) 12~1 (61) 

Die Formeln (60), (59) und (61) enthalten das Reziprozitätsgesetz für quadra
tische Reste nebst den zugehörigen Ergänzungssätzen. 

§ 123. Der imaginäre quadratische Körper mit einer 
Primz ahldiskriminal'l. te. 

Satz 145. Wenn l eine rationale Primzahl mit der Kongruenzeigenschaft 
l = 3 nach 4 ist und p eine rationale Primzahl von der Gestalt p = ml + 1 
bedeutet, so gilt für ein jedes in p aufgehende Primideal .p des imaginären 

quadratischen Körpers k (i=l) die Äquivalenz 

2b-2a 
n-1 - 1 
1" 1"'oJ, 

wo E a die Summe der kleinsten positiven quadratischen Reste und E b die 
SJlIDIlle der kleinsten positiven quadratischen Nichtreste nach l bedeutet. 

Setzt man ferner p = .p .p I und 
2b-2a 

,p-l-= (n), 

wobei n eine ganze Zahl des imaginären quadratischen Körpers k ( i=1) 
bedeutet, so gilt die Kongruenz 

± 1 (n'), n = II(am)!' 1" 
(a) 

wo das im Nenner stehende Produkt über alle klemsten positiven quadra
tischen Reste a nach l zu erstrecken ist [JACOBI (1, 2, 3,4), CAUCHY (1), 
EISENSTEIN (4)]. 

Beweis. Nach Satz 136 kann man, wenn ~ ein Primidea.l ersten Grades 
in k(C) bedeutet, unter Benutzung der dort erklärten Bezeichnungen 

(62) 

setzen derart, daß A eine ganze Zahl in k (C) ist. Ist dann p = m l + 1 die durch 
~ teilbare rationale Primzahl und p = .p .p I die Zerlegung dieser Primzahl 

in dem in k (C) enthaltenen quadratischen Unterkörper k (q, so gehen 

andererseits diese zwei Primideale .p und .p I des Körpers k (-V - l) in der Ge
stalt hervor: 

,p = ~1+s2+s4+'" +sI-a , 

,p' = s,p = ~B(I+B2+8'+"'+sI-a). 
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Wenn wir die Gleichung (62) in die (1 + 82 + 84 + ... + 81- 3)_te symbo
lische Potenz erheben, so folgt 

tJQO+Q-2+Q-4+···+q-l+3 tJ'Q-l+Q-a+Q-5+···+Q-ZH = (O(), 

wo 0( eine Zahl in k (f=l) bedeutet. Wegen 
.Eb - .Ea 

q-l + q-3 + ... + q-l+2- qo- q-2 - ... - q-l+3= (r + 1) ---Z-----

folgt, wenn wir die Äquivalenz ~ ~ I,...., 1 berücksichtigen, 

(r+l) :1:b-Ia 

p l,....,l. 

Andererseits kann man nach Satz 135 

(63) 

setzen, derart, daß B eine ganze Zahl in k (0 bedeutet. Wenn wir diese Glei
chung in die (1 + 82 + 84 + ... + 81- 3)_te symbolische Potenz erheben, so folgt 

I Ib-Ia 

tJIb - Ia = tJ I ,...., 1. (64) 

Da die Zahl r + 1 nicht durch l teilbar ist, wenn wir von dem Falle l = 3 
absehen, der für sich ohne weiteres klar liegt, so folgt aus den beiden Äqui
valenzen (63) und (64) die im ersten Teile des Satzes 145 behauptete Äquivalenz. 

Der zweite Teil des Satzes 145 folgt durch eingehendere Betrachtung 
der in § 112 entwickelten Kongruenzeigenschaften (43), (44) der Lagrange
schen Wurzelzahl A. 

Ein wesentlich verschiedener Beweis für den ersten Teil des Satzes 145 
ergibt sich unmittelbar aus einer gegen den Schluß des § 86 gemachten Be-

merkung über den Ausdruck der Klassenanzahl des Körpers k (Y - l) für 
den Fall l = 3 nach 4. 

Durch eine bemerkenswerte Modifikation des J acobischen Verfahrens ge
lingt es, die Aussagen des Satzes 145 auch auf den Fall zu erweitern, daß die 
Primzahl p nicht von der Gestalt p = ml + 1 ist [EISENSTEIN (11), STICKEL
BERGER (1)]. 

§ 124. Die Bestimmung des Vorzeichens der Gaußschen Summe. 

Es sei p eine ungerade rationale Primzahl, so können wir nach den Defini
tionen des § 111 und der in § 112 hinzugefügten Ausdehnung derselben auf 
den Falll = 2 die Lagrangesche Normalbasis und die Lagrangesche Wurzel-

zahl für den quadratischen Körper k (V;_l/'_;1 p) aufstellen. Es werde 
2i,. 

Z = e P gesetzt, so besteht für diesen Körper die Lagrangesche Normalbasis 
aus den zwei Zahlen 

Ao= Eza, Al = EZb, 
(a) (b) 
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und die Lagrangesche Wurzelzahl hat fÜr ihn den Wert 

A = 10-11 = EZa - EZ"; 
(a) (b) 
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dabei durchlaufen a und b bez. die quadratischen Reste und Nichtreste 
nach p unter den Zahlen 1, 2, ... , p - 1. 

Das am Schlusse des § 112 charakterisierte Problem der vollständigen 
Ermittlung von A, nachdem A! gefunden ist, kommt iu dem vorliegenden 
Falle des quadratischen Körpers auf die Frage nach einem gewissen Vor
zeichen ± hinaus und wird durch folgenden Satz erledigt: 

Satz 146. Die Lagrangesche Wurzelzahl A des quadratischen Körpers 
1'-1 

mit der Primzahldiskriminante (- 1) ~ P ist eine positiv reelle oder positiv 
rein imaginäre Zahl [GAUSS (2), KRONECKER (4)]. 

Beweis. Das Quadrat der in Frage stehenden Lagrangeschen Wurzel
zahl A besitzt, weil A eine Zahl des quadratischen Körpers und nach Satz 138 

IAI=!ip! 
1'-1 

ist, jedenfalls den Wert (- I)_2_p; man hat also 

1/ 1'-1 

A=±Y(_I)2 p . (65) 

An die Stelle der in § 112 mit ~, ~ bezeichneten Ideale treten im vorliegen
den Falle l = 2 bez. die Ideale (p) und (1 - Z); aus der Kongruenz (43) 
wird daher die Kongruenz 

d. i. 

1'-1 
1'+1 

A = (-I) 2 

p-I 
-2-! 

(1- Z)-2 , 

1'-1 

A = P;I! (1- Z)-"2, 

( 1'+1) 
(I-Z) 2 , 

( 1'+1) 
(1- Z)-2 , 

Wir betrachten andererseits den Ausdruck 

( 
1'-1 +1'-1) 

LJ = (Z-1- Z+1) (Z-2- Z+2) ... Z --2- - Z -2-. 

(66) 

Da derselbe nur sein Vorzeichen ändert, wenn wir Z durch ZR ersetzen, wobei 
Reine Primitivzahl nach p bedeuten soll, und da das Ideal (,1) mit dem 

1'-1 

Ideal (1 - Z)-2- übereinstimmt, so ist notwendig 

V--
1'-1 

. -2-
LJ=± (-1) p. 
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Um das Vorzeichen hier zu bestimmen, bedenken wir, daß 

Z-h- Z+h = _ 2isin 2h:n; p , (h=1,2, ... , P;l) 
p-l 

ist, und erhalten hieraus für LI einen Wert von der Gestalt (- i) 2 P, wo P 

V p-l 
eine positive Größe darstellt. Hieraus folgt, wenn wir fortan unter ( -1) 2 P 
denjenigen Wert dieser Quadratwurzel verstehen, welcher positiv reell oder 
positiv imaginär ist, 

LI = (_1)P2;lV(_1)P;lp. 

Endlich lehrt die Gleichung 

p-1 
-1-2···---

LI = Z 2 (1 - Z2) (1 - Z4) ... (1 - Zp-1) , 

daß 
p-l p-1 p-l 

A 4 ( ) ( -2- -2-p-l -2-
LI == 2· . 6 . .. p - 1 1 - Z) = 2 ~2~! (1- Z) , 

ist, und hieraus folgt nach (66) 

Da 

p-l 

LI=2 2 A, 

wird, so ergibt sich wegen (67) 

A == V( _l)P;l p, 

und folglich ist wegen (65) 

V
~---

p-1 

A= (-1) 2 p, 

womit der Satz 146 bewiesen ist. 

( P+l) 
(1- Z) 2 • 

( P+1) 
(1 - Z) 2 , 

(67) 

( P+l) 
(1- Z) 2 

Über spezielle Abelsche Körper von höherem als dem zweiten Grade 
ist bisher wenig veröffentlicht worden; erwähnt seien die Eisensteilfsche Ab
handlung über kubische, aus der Kreisteilung entstehende Formen, welche 
als eine Einleitung in die Theorie der kubischen Abelschen Körper aufzufassen 
ist [EISENSTEIN (10)], ferner die Bachmannsche Arbeit über die aus zwei 
Quadratwurzeln zusammengesetzten komplexen Zahlen [BACHMANN (1)], 
und die Weberschen Untersuchungen über Abelsche kubische und biquadra
tische Zahlkörper [WEBER (2, 4)]. 



Fünfter Teil. 

Der Kummersehe Zahlkörper. 

28. Die Zerlegung der Zahlen des Kreiskörpers im Kummersehen Körper. 

§ 125. Die Definition des Kummerschen Körpers. 

Es bezeichne l eine ungerade rationale Primzahl und k(') den durch 
2in 

, = e I bestimmten Kreiskörper. Ist dann fl, eine solche ganze Zahl in k('), 
welche nicht zugleich die l-te Potenz einer Zahl in k(') wird, so erweist sich 
die Gleichung l-ten Grades 

XZ_fl,=O 
l_ 

aIs irreduzibel im Rationalitätsbereich k('). Bedeutet M = V fl, eine irgendwie 
in bestimmter Weise ausgewählte Wurzel dieser Gleichung, so sind 

'M, '2 M, ... , ,Z-1 M 

deren l - 1 übrige Wurzeln. Den durch Mund' bestimmten Körper k( M, ,) 
nenne ich einen Kummersehen Körper. Ein solcher Kummerscher Körper 
k(M,') ist vom Grade l(l-l); er enthält den Kreiskörper k(') als Unter
körper und ist in bezug auf k(') ein relativ Abelscher Körper vom Relativ
grade l. Durch die Operation der Vertauschung von M mit, M in einer Zahl 
oder in einem Ideal dieses Kummerschen Körpers geht man zu der relativ 
konjugierten Zahl bezüglich dem relativ konjugierten Ideal über. Dieser 
Übergang werde durch Vorsetzen des Substitutionszeichens Sangedeutet. 

Man beweist leicht die Tatsachen: 

Satz 147. Der durch M = 1; und' bestimmte Kummersche Körper 
ist im Bereiche der rationalen Zahlen dann und nur dann ein Galoisscher 
Körper, wenn unter den symbolischen Potenzen fl,B-I, fl,S-2, ... , fl,s-l+1 eine 
die l-te Potenz einer Zahl in k(') wird. Dabei ist s = (':n, worin reine 
Primitivzahl nach l bedeutet. 

Der Kummersche Körper k ( M ,C) ist insbesondere dann und nur dann 
ein Abelscher Körper, wenn fl,s-r die l-te Potenz einer Zahl in k(') wird. 

Wenn der Kummersche Körper k ( M ,0 ein Galoisscher oder insbesondere 
ein Abelscher Körper ist, so entsteht dieser Körper, wie man auf Grund der 
in § 38 entwickelten Begriffe ersieht, durch Zusammensetzung aus dem Kreis
körper k (,) und einem gewissen Körper l-ten Grades. 
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§ 126. Die Relativdiskriminante des Kummerschen Körpers. 

Unsere erste Aufgabe ist die Ermittlung der Relativdiskriminante von 
k (M, C) in bezug auf k (0. Wir beweisen zunächst die folgende Tatsache: 

Hilfssatz 23. Wenn ein Primideal .):l des Kreiskörpers k(C) gleich der 
l-ten Potenz eines Primideals ~ des Kummerschen Körpers k( M, 0 wird 
und A eine ganze durch ~, aber nicht durch ~2 teilbare Zahl in k( M, C) ist, 
so enthalten die Relativdiskriminante der Zahl A und die Relativdiskrimi
nante des Kummerschen Körpers k( M, C) in bezug auf k(C) genau die gleiche 
Potenz von .):l als Faktor. 

Be w eis. Jede ganze Zahl des Kummerschen Körpers k ( M ,C) ist offen
bar in der Gestalt 

Q = oc+ ocIA+ OC2A2 + ... +ocz_IAl-l (68) 
ß 

darstellbar, so daß IX, IXI , 1X2 , ••• , 1X1-1' ß ganze Zahlen in k (C) sind. Ist dabei 
ß durch .):l teilbar, so folgt, daß auch der Zähler des rechter Hand stehenden 
Bruches kongruent 0 nach .):l sein muß. Wegen A = 0 nach ~ geht hieraus 
IX = 0 nach ~ und, da IX in k (0 liegt, auch IX = 0 nach .):l hervor. Aus der 
letzten Kongruenz ergibt sich 

IXIA + 1X2A2 + ... + IXI_IN-I = 0, (lJ), 

und da A =$ 0, A 2 = 0, N = 0, ... , Al - I = 0 nach ~2 ist, so folgt IXI = 0 
nach ~ und daher auch nach .):l , also ist auch 

1X2A.2 + ... + IXI_IN-I == 0, (lJ). 

Wegen A2 =$ 0, A3 = 0, ... , AI - 1 - 0 nach ~3 folgt 1X2 - 0 nach ~ und 
daher auch nach .):l. Fahren wir so fort, so erkennen wir, daß notwendig alle 
Koeffizienten IX, IXI , 1X2 , ••• , 1X1- 1 durch .):l teilbar sein müssen. Ist jetzt ß' 
eine ganze Zahl in k (C), welche durch L teilbar, aber nicht durch ß teilbar ist, 

~ . 
so werden die Zahlen IXß', IXIß', ••• , IXI-Iß' sämtlich durch ß teilbar. Wir 
setzen 

I ocß' I OCIß' , OCI-Iß' 
IX = ß' 1X1 = ß' ... , 1X1_ 1 = -ß-

und erhalten dann 
n _ oc'+ oc~A + oc~N+ .. , + ocf_1AZ-l 
~& - ß' , (69) 

wo die im Nenner stehende Zahl ß' jetzt einen Idealfaktor .):l w~niger ent
hält als ß. Wenden wir die eben auf (68) angewandte Schlußweise nunmehr 
wiederum auf (69) an usf., so gelangen wir schließlich zu dem Resultat, 
daß jede ganze Zahl Q des Körpers k ( M , C) in der Gestalt 

Q = oc + (Xl_~+ (X2N + ... + (iHN~l 

ß 
-

(70) 

darstellbar ist derart, daß ~'~l"'" ~l-l' ß sämtlich ganze Zahlen in k(C) 
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sind, und daß außerdem ß zu.\) prim ausfällt. Wir denken uns nun die l(l- 1) 
Zahlen einer Basis des Kummerschen Körpers k ( M , C) gemäß (70) ausgedrückt 
und bilden aus diesen Zahlen und den zu ihnen relativ konjugierten Zahlen 
die l-reihige Matrix; es wird dann ersichtlich, daß die Relativdiskriminante 
des Kummerschen Körpers k( M, C) nach Multiplikation mit gewissen zu .\) 

primen ganzen Zahlen ß des Körpers k(C) durch die Relativdiskriminante 
der Zahl A teilbar werden muß, und hiermit ist der Hilfssatz 23 bewiesen. 

Sa tz 148. Es werde A = 1 - C und 1 = (Ä) gesetzt. Geht ein von 1 ver
schiedenes Primideal .\) des Kreiskörpers k(C) in der Zahl {t genau zur e-ten 
Potenz auf, so enthält, wenn der Exponent e zu l prim ist, die Relativdiskri-

;/-
minante des durch M = y {t und C bestimmten Kummerschen Körpers in 
bezug auf k(C) genau die Potenz .\)!-l von.\) als Faktor. Ist dagegen der Ex
ponent e ein Vielfaches von l, so fällt diese Relativdiskriminante prim zu ~ aus. 

Was das Primideal 1 betrifft, so können wir zunächst den Umstand aus
schließen, daß die Zahl {t durch 1 teilbar ist und dabei 1 genau in einer solchen 
Potenz enthält, deren Exponent ein Vielfaches von list; denn alsdann könnte 

die Zahl {t sofort durch eine zu 1 prime Zahl {t* ersetzt werden, so daß k ( VP* , C) 
derselbe Körper wie k ( Y {t, C) ist. Unter Ausschluß des genannten Umstandes 
haben wir die zwei möglichen Fälle, daß {t genau eine Potenz von 1 enthält, 
deren Exponent zu l prim ist, oder daß {t nicht durch 1 teilbar ist. Im ersteren 

Falle ist die Relativdiskriminante von k (-y {t, C) in bezug auf k (C) genau durch 
die Potenz fl'-l von 1 teilbar. Im zweiten Falle sei m der höchste Ex
ponent < l, für den es eine Zahl oc in k(C) gibt, so daß ,U = oc! nach 1m aus
fällt. Jene Relativdiskriminante ist dann im Falle m = l zu 1 prim; sie ist 
dagegen im Falle m < l genau durch die Potenz 1(I-l)(I-m+!) von 1 teilbar. 

Beweis. Gehen wir zunächst auf den ersten Teil des Satzes 148 ein. 
Es sei n eine durch .\), aber nicht durch.\) 2 teilbare ganze Zahl in k (C), und 

weiter sei v eine durch ; teilbare, aber zu .\) prime ganze Zahl in k (C). 

Ist der Exponent e der in {t enthaltenen Potenz von .\) kein Vielfaches 
von l, so können wir zwei ganze rationale positive Zahlen a und b bestimmen, 

so daß 1 = ae - bl ist. Dann ist {t* = ~:::I eine durch.\), aber nicht d~ch 
.\) 2 teilbare ganze Zahl in k (C), und es erweist sich, wenn M* = f {t* ge
setzt wird, k ( M*, C) = k ( M ,C)' und wenn wir den gemeinsamen Idealteiler 
von.\) und M* im Körper k ( M , C) mit ~ bezeichnen, 

$=S$,~=$I. 

Das Ideal ~ ist also ein ambiges Primideal des Kummersehen Körpers k ( M ,C) 
in bezug auf den Unterkörper k(C); nach Satz 93 tritt dasselbe daher 
in der Relativdiskriminante von k ( M, C) in bezug auf k (C) als Faktor auf. 
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Da ferner die Zahl M* durch S.ß, aber nicht durch S.ß2 teilbar ist, und da 
l-1 

die Relativdiskriminante der Zahl M* in bezug auf k (C) den Wert ( -1) ""2 Z' p,*I-l 
hat, so ist nach Hilfssatz 23 das Ideall' auch in der Relativdiskriminante 
des Körpers k ( M, C) genau zur (Z - 1 )-ten Potenz enthalten. 

Ist dagegen der Exponent e der in p, enthaltenen Potenz von l' ein Viel-

faches von Z, so ist p,* = ~. eine nicht durch l' teilbare ganze Zahl in k(C); 

da die Relativdiskriminante der Zahl M* = V p,* in bezug auf k(C) den 
I-I 

Wert (- 1)2l'p,*l-1 hat, so ist sie zu l' prim. Das gleiche gilt mithin von 
der Relativdiskriminante des Körpers k(M,C) in bezug auf k(C). 

Jetzt betrachten wir die Verhältnisse in betreff des Primfaktors I. Im 
Falle, daß derselbe in p, zu einem solchen Exponenten e erhoben aufgeht, 
der kein Vielfaches von l ist, verfahren wir in entsprechender Weise, wie 
im ersten Teil dieses Beweises bei Behandlung des Primideales l' verfahren 
wurde, indem wir an die Stelle von p, eine Zahl p,* bringen, die durch I, aber 

nicht durch 12 teilbar ist. Da die Relativdiskriminante der Zahl M* = "V;* 
l-1 

den Wert (- 1) ""2l'p,*I-l hat, so ist, nach der Beschaffenheit von p,*, dem 
Hilfssatze 23 zufolge die Relativdiskriminante des Körpers k ( M, C) in bezug 
auf k(C) genau durch 1"-1 teilbar. 

An zweiter Stelle haben wir den Fall zu untersuchen, daß p, nicht durch 
I teilbar ist. Der für diesen Fall in Satz 148 bezeichnete Exponent m« l) 
sei zunächst = l; es gebe also eine ganze Zahl (X in k(C) derart, daß p, = (x' 

nach 11 ist; dabei wird dann p. -; rJ.! eine ganze Zahl in k (C), und folglich 

besitzt die Gleichung l-ten Grades in x 

(J.x - rJ.)'+ P. 
ÄI =0 

lauter ganze Koeffizienten. Da x = rJ. ~ M , wo M = Y p, gesetzt ist, eine 

Wurzel dieser Gleichung ist, so erweist sich die Zahl Q = rJ. ~ M des Kör

pers k ( M ,C) als ganze Zahl. Die Relativdiskriminante dieser Zahl Q ist 
gl~ich sp,l-l, wo s eine Einheit bedeutet, und folglich ist auch die Relativ
diskriminante des Körpers k( M, C) in bezug auf k(C) zu I prim. 

Zweitens sei m < l, so daß also p, nicht einer l-ten Potenz nach P kon
gruent gesetzt werden kann; wir setzen p, = (XI + a)"m nach 1m+1, wo (X eine 
ganze Zahl in k (C), ferner m der im Satze erklärte Exponent ist und a eine 
ganze rationale, nicht durch l teilbare Zahl bedeutet. Wir betrachten nun das 
Ideal 

2l = (A, (X - M). 
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Die Zahl CI. ~ M ist sicher keine ganze Zahl, da ihre Relativnorm in bezug 

auf k (C), d. h. CI.!; P. , wegen m < l eine gebrochene Zahl ist, also ist die 

Zahl <J. - M nicht durch 1 teilbar; mithin ist das Ideal m von 1 verschieden. 
Andererseits ist m auch nicht = 1, da die Relativnorm der Zahl <J. - M 
wegen 

(71) 

durch 1m teilbar ist. Da sich sm = m erweist, so ist ~f ein ambiges Ideal, und 
da dasselbe ein Faktor von 1 sein muß, so gehört unter den gegenwärtigen 
Umständen 1 zur ersten von den drei in § 57 beim Beweise des Satzes 93 unter
schiedenen Arten von Primidealen des Unterkörpers, d. h. wir haben 1 = ~l, 

wo ~ ein Primideal und offenbar ersten Grades im Körper k( M, C) bedeutet. 
Aus der Kongruenz (71) ergibt sich dann m = ~m. 

Nunmehr bestimmen wir zwei ganze rationale positive Zahlen a und b, 
so daß 1 = am - b l wird, und setzen 

Wegen SM = C M folgt 
SQ = (~- M + JeM)a 

Jeb , 

und wir schließen aus diesem Ausdrucke, daß Q - S Q genau durch die 
(l- m + l)-te Potenz von ~ teilbar ist. Da von jeder Differenz aus irgend 
zwei zu Q relativ konjugierten Zahlen das gleiche gilt, so enthält die Relativ
diskriminante der Zahl Q in bezug auf k (C) genau die (l ~ 1) (l - m + 1 )-te Po
tenz des Ideals 1. Hieraus folgt, da Q nur durch die erste Potenz von ~ 
teilbar ist, nach Hilfssatz 23, daß auch die Relativdiskriminante des Körpers 
k(M,C) in bezug auf k(C) genau durch die angegebene Potenz von 1 teilbar 
sein muß. 

Durch den eben bewiesenen Satz 148 ist die Relativdiskriminante des 
Kummerschen Körpers k( M, C) in bezug auf den Körper k(C) völlig be
stimmt, und nach Satz 39 kann man aus dieser Relativdiskriminante sogleich 
auch die Diskriminante des Kummerschen Körpers k ( M, C) finden. 

§ 127. Das Symbol {~}. 

Für die weiteren Entwicklungen ist es nötig, das in § 113 eingeführte 

Symbol {~} in folgender Weise zu verallgemeinern, so daß es auch in den 

Fällen eine Bedeutung hat, wo tu in fl aufgeht, und wo tu = 1 ist. 
Es sei tu ein beliebiges Primideal in k(C) und fl eine beliebige ganze Zahl 

in k(C), welche nicht l-te Potenz einer ganzen Zahl in k(C) ist. Wenn dann die 
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Relativdiskriminante des durch M = ~ und C bestimmten Kummerschen 

Körpers durch tu teilbar ist, so habe das Symbol {~} den Wert O. 

Ist dagegen die Relativdiskriminante dieses Körpers k( M, C) nicht durch 
tu teilbar, so kann man nach Satz 148 stets eine Zahl a in k(C) finden derart, 
daß fh* = alfh eine ganze, nicht mehr durch tu teilbare Zahl in k(C) wird. 
Ist fh selbst zu tu prim, so erfüllt bereits a = 1 diese Bedingung. Wir de
finieren dann, wenn tu 9= 1 ist, das fragliche Symbol durch die Formel 

{fi}={~}· 
Wenn aber tu = 1 ist, so kann, da die Relativdiskriminante von k( M, C) prim 
zu 1 sein soll, nach dem Satze 148 die Zahl a überdies so gewählt werden, daß 
fh* = 1 nach {l ausfällt. Ist dies geschehen, so gilt eine Kongruenz von der Gestalt 

fh* = 1 + aAL, (11+1), 

wo a eine bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, ... , l - 1 bedeutet. Ich de

finiere dann das Symbol {\-} durch die Gleichung 

{H = Ca. 

Ist fh die l-te Potenz einer ganzen Zahl in k(C) und tu ein beliebiges Prim

ideal in k(C), so werde stets {~} = 1 genommen. 

Auf diese Weise ist der Wert des Symbols {~ } für jede ganze Zahl fh und für 

jedes Primideal tu in k (C) eindeutig festgelegt, und zwar wird dieser Wert 
entweder gleich 0 oder gleich einer bestimmten l-ten Einheitswurzel. 

Ist endlich a ein beliebiges Ideal des Körpers k(C) und hat man a = lJ q ... tu, 
wo lJ, q, ... , tu Primideale in k (C) sind, so möge, wenn fh eine beliebige ganze 

Zahl in k(C) ist, das Symbol {~} durch die folgende Gleichung definiert werden: 

Sind a, "6 beliebige Ideale in k (C), so gilt dann offenbar die Gleichung: 

§ 128. Die Primideale des Kummerschen Körpers. 

Es sei fh eine ganze Zahl in k(C), aber M = V fh keine Zahl dieses Körpers. 
Die Aufgabe, die Primideale des Kreiskörpers k (C) in Primideale des Kum
merschen Körpers k( M, C) zu zerlegen, wird durch folgenden Satz gelöst: 

Sa tz 149. Ein beliebiges Primideal lJ in k(C) ist in dem durch M = V fh 
und C bestimmten Kummerschen Körper k( M, C) entweder gleich der l-ten 
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Potenz eines Primideals oder zerlegbar in 1 voneinander verschiedene Prim

ideale oder selbst Primideal, je nachdem {~} = 0 oder = 1 oder gleich einer 

von 1 verschiedenen l-ten Einheitswurzel ausfällt. 
Beweis. Der erste Teil dieses Satzes bezieht sich auf die in der Relativ

diskriminante des Kummerschen Körpers k ( M ,C) aufgehenden Primideale ; 
dieselben sind nach Satz 93 ambig. Hieraus oder aus dem Beweise des Satzes 148 
ergibt sich für diese Primideale die Richtigkeit der Behauptung. 

Wenn ,tJ ein nicht in der Relativdiskriminante des Körpers k(M,C) auf
gehendes Primideal ist, so möge p,* eine durch ,tJ nicht teilbare ganze Zahl 

von der Art sein, daß der Quotient p,* gleich der l-ten Potenz einer Zahl in 
p, 

k(C) ist. Der Körper k( M, C) wird dann auch durch M* = V,,* und C fest
gelegt. 

Wir untersuchen zunächst den Fall, daß ,tJ +- 1 ist. Wenn dann {~*} = 1 

ausfällt, so ist nach Satz 139 die Zahl p,* ein l-ter Potenzrest nach ,tJ. Wir 
bestimmen, was offenbar möglich ist, eine ganze Zahl oc in k(C) derart, daß 

p,* = oc', (,tJ) und p,* =1= oc', (,tJ2) 

wird; alsdann bilden wir die relativ konjugierte Ideale 

$ = (p, M*- oc), 

S$ = (p, CM*- oc), 

Sl-1$ = (p, CZ-IM*- oc) 
und erhalten leicht 

Wegen 
($, S$) = (p, M*- oc, CM*- oc) = 1 

ist S~ von ~, und folglich sind alle 1 Primfaktoren $, S~, ... , Sl-l~ 
des Ideals p untereinander verschieden. Das Primideal p in k(C) gehört 
also zu der zweiten der drei im Beweise zu Satz 93 aufgezählten Arten von 
Primidealen des Unterkörpers: es zerfällt in k ( M, C) in 1 voneinander ver
schiedene Primideale. Umgekehrt, wenn ein Primideal p des Körpers k(C), 
wo jetzt p auch = 1 sein kann, in 1 voneinander verschiedene Primideale 
~, S ~ , ... , Sl-l $ des Körpers k ( M ,C) zerfällt, so wird, wenn p die durch 
p teilbare rationale Primzahl und N (~) = pt die Norm von ~ ist, 

N(p} = N(~}N(S~} ... N(SZ-l$) = pu, 

und mithin ist die Norm von p, im Körper k(C} genommen, n(p}, ebenfalls 
gleich pt. Die Gleichheit der Normen N (~) und n (p) läßt, wie in § 57, die Tat
sache erkennen, daß eine jede ganze Zahl des Körpers k ( M , C) einer ganzen Zahl 
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des Körpers k (C) nach S,ß kongruent gesetzt werden kann; setzen wir insbesondere 
M* = rJ. nach S,ß , wo rJ. in k (C) liegen soll, so folgt M*l = fl* = rJ.l nach S,ß , und 
da fl* - rJ.! eine Zahl in k(C) ist, so muß fl* = rJ.! auch nach tJ sein, d. h. es 

gilt {~*} = {~ } = 1. Damit ist zugleich für ein von 1 verschiedenes Prim

ideal tJ der letzte Teil des Satzes 149 vollständig bewiesen. 
Was endlich das Primideal 1 anbetrifft, so gilt, falls die Relativdiskrimi

nante des Körpers k ( M , C) in bezug auf k (C) durch 1 nicht teilbar ist, für die 
Zahl fJ* dem Satze 148 gemäß eine Kongruenz von der Gestalt 

fl* == rJ.1 + aAl, ({H1), 

wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Soll nun {~} = 1, d. h. a durch l 

teilbar sein, so folgt daraus eine Kongruenz von der Gestalt 

fl* == rJ.l + a* AI+!, (11+2), 

wo a* wiederum eine ganze rationale Zahl bedeutet. Ist hierin a* nicht durch 
l teilbar, so setzen wir fl** = fl* ; ist dagegen a* durch l teilbar, so setzen wir 
fl** = (1 + A)!fl* = (1 - A2)!fl*, dann folgt 

fl**_rJ.1+Az+!rJ.z, ({1+2). 

Delllllach genügt die Zahl fl** stets einer Kongruenz 

fl** - rJ.1 + a** AI+!, (1H2) , 

wo nun a** eine ganze rationale, nicht durch l teilbare Zahl bedeutet, und 
I--

hieraus folgt, wenn M** = V fl** und 

gesetzt wird, für r die Zerlegung 

1 = 2· 82· . . 81- 1 2 . 
Wegen 

( 
01: - M~*_ 01: - CM**) _ A, --;.- , Ä -1 

ist 82 von 2 verschieden, und daher sind auch alle l Primideale 2, 82, ... , 
81- 12 untereinander verschieden. 

Umgekehrt, wenn 1 eine Zerlegung dieser Art im Kummerschen Körper 
k( M, C) gestattet, so stimmen nach einer oben gemachten und, wie dort er
wähnt, auch für tJ = 1 zutreffenden Bemerkung die Normen von 2 in k( M, C) 
und von 1 in k(C) überein, und es muß daher jede ganze Zahl des Körpers 
k ( M , C) einer ganzen Zahl des Körpers k (C) nach 2 kongruent sein. Da 1 als
dann nach Satz 93 gewiß nicht in der Relativdiskriminante des Körpers 
k ( M, C) in bezug auf k (C) enthalten ist, so können wir nach Satz 148 fl* = rJ.1 

nach fZ setzen, und demgemäß ist 01: -;. M* eine ganze Zahl. Da 2 ein Primideal 
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ersten Grades in k( M, C) wird, so können wir diese ganze Zahl kongruent a 

nach 2 setzen, so daß a eine ganze rationale Zahl bedeutet; dann folgt, wenn 
Nk als Bezeichnung der Relativnorm in bezug auf k(C) dient, die Kongruenz 

(ot-M* ) N k -Ä,- -a ==0, (l) , 

d.h. 
(IX - aÄ.)' - p* = 0, (fH!) ; 

es ist mithin { ~*} = { i } = 1. Diese Tatsachen beweisen auch für das Prim

ideal f den letzten Teil des Satzes 149. 
Durch den Satz 149 haben wir ein einfaches Mittel erlangt, um die im Be

weise des Satzes 93 aufgezählten drei Arten von Primidealen eines Körpers in 
Hinsicht auf einen relativ-zyklischen Oberkörper von einem Primzahlrelativ
grade für den vorliegenden Fall der Körper k( M, C) und k(C) zu unterscheiden. 

29. Die Normenreste und Normennichtreste des Kummerschen Körpers. 

§ 129. Die Definition der Normenreste und Normennichtreste. 

Es sei, wie in § 125, P eine Zahl des Kreiskörpers k (C), für welche M = V# 
nicht in k(C) liegt, und es bedeute k( M, C) den durch M und C bestimmten 
Kummersehen Körper; für eine Zahl A in k( M, C) werde die Relativnorm in 
bezug auf k(C) mit Nk(A) bezeichnet. Es sei tu ein beliebiges Primideal des 
Kreiskörpers k (C) und 'jI eine beliebige ganze Zahl in k (C). Wenn dann 'jI nach tu 
der Relativnorm einer ganzen Zahl des Körpers k ( M, C) kongruent ist, und 
wenn außerdem auch für jede höhere Potenz von tu stets eine solche ganze 
Zahl A im Körper k(M, C) gefunden werden kann, daß 'jI = Nk(A) nach jener 
Potenz von tu ausfällt, so nenne ich 'jI einen Normenrest des Kummerschen 
Körpers k( M, C) nach tu. In jedem anderen Falle nenne ich 'jI einen Normen
nichtrest des Kummerschen Körpers k ( M, C) nach tu. 

§ 130. Der Satz von der Anzahl der Normenreste. Die 
Verzweigungsideale. 

Es gilt der folgende wichtige Satz: 
Satz 150. Wenn tu ein Primideal des Kreiskörpers k(C) ist, das nicht in der 

Relativdiskriminante des Kummersehen Körpers k ( M, C) aufgeht, so ist iede 
zu tu prime Zahl 'jI in k (C) Normenrest des Kummersehen Körpers k ( M , C) nach tu . 

Wenn dagegen tu ein Primideal des Kreiskörpers k(C) ist, das in der Relativ
diskriminante des Kummersehen Körpers k( M, C) aufgeht, und e im Falle 
tu +- I ein beliebiger positiver Exponent, im Falle tu = I ein beliebiger Ex
ponent > l ist, so sind von allen vorhandenen, zu tu primen und nach tue ein
ander inkongruenten Zahlen in k(C) genau der l-te Teil Normenreste nach tu. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 17 
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Beweis. Es sei zunächst tu ein in der Relativdiskriminante des Körpers 
k ( M ,C) nicht aufgehendes und von 1 verschiedenes Primideal des Kreis
körpers k (C); dann sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem tu in k ( M, C) 
zerlegbar ist oder nicht. Im ersteren Falle sei ~ ein in tu aufgehendes Prim
ideal des Kummerschen Körpers k ( M, C). Im Hinblick auf den Beweis zu 
Satz 148 können wir, ohne dadurch eine Beschränkung einzuführen, an-

nehmen, es sei p. und mithin auch die Relativdiskriminante der Zahl M = -v-; 
in bezug auf k(C) nicht durch ~ teilbar; es gibt dann gewiß im Körper 
k ( M, C) ein System von l ganzen Zahlen Al> ... , Al' für welche die l Kon
gruenzen 

AI +A2M + ... + AzMI-I ='11, 1 
Al + A2CM + ... + Az(CM)'-1 = 1, 

~l ~ ~2~2~ + ... + AZ(C2M)1-l == 1, I (~) 
Al + A2 CI-lM + ... + Az(CZ-IM)'-1 = 1, 

erfüllt sind. Nun ist offenbar jede ganze Zahl des Körpers k( M, C) nach ~ 
einer ganzen Zahl in k(C) kongruent; setzen wir 

(~), 

so daß (Xl> (X2' ... , (Xl ganze Zahlen in k (C) sind, und 

A = (Xl + (X2 M + ... + (Xz MZ-I , 
so ergibt sich daher 

'JI=A, 1 ==SA, ... ,1 = SZ-IA , (~), 

und durch Multiplikation folgt '11 = Nk(A) nach ~ und daher auch nach tu. 
Damit ist unter der gegenwärtigen Annahme über das Primideal tu der erste 
Teil des Satzes für den Fall e = 1 bewiesen. Um zu den Fällen e > 1 über
zugehen, nehmen wir an, es sei '11 $= Nk(A) nach tu 2, und setzen dann 

'V 
Nk(A) = 1 + co, (tu2) , 

so daß dabei co eine ganze, durch tu, aber nicht durch tu 2 teilbare Zahl in 
k(C) bedeutet. Die ganze Zahl B = A(l + l*w) , wobei l* eine ganze rationale, 
der Kongruenz ll* = 1 nach tu genügende Zahl sein soll, erfüllt dann die Be
dingung '11 = Nk(B) nach tu 2• Durch die gehörige Fortsetzung des hier ein
geschlagenen Verfahrens gelangen wir schließlich zu einer ganzen Zahl in 
k ( M, C), deren Relativnorm in bezug auf k (C) der Zahl '11 nach einer beliebig 
hohen Potenz tue kongruent ist. 

Es sei andererseits tu im Körper k ( M, C) nicht w~iter zerlegbar ; wir 
können es wiederum einrichten, daß p. nicht durch tu teilbar sei, und es ist 
dann nach Satz 149 p. jedenfalls kein l-ter Potenzrest nach tu. Nach den 
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Folgerungen aus Satz 139 gibt es in k(C) genau r = n(\t)~ - 1 zu tu prime 

l-te Potenzreste nach tu; sind diese nach tu durch (!1, ... , er vertreten, so 
fallen die n (tu) - 1 Zahlen 

(i=I,2, ... ,r, ) 
g=0,1,2, ... ,l-1 

sämtlich nach tu untereinander inkongruent aus, da ft nicht I-ter Potenz
rest nach tu ist, und es ist also jede zu tu prime Zahl in k(C) einer dieser Zahlen 
nach tu kongruent. Setzen wir el = oci, •.. , er = oc~ nach tu, so daß OCl , ••• , 

oc,. ebenfalls Zahlen in k(C) sind, so folgt 

eiftg = Nk(OCi Mg), (tu), 

und es ist also jede zu tu prime Zahl in k(C) der Norm einer geeigneten Zahl 
in k(M,C) nach tu kongruent; hieraus schließt man weiter, ähnlich wie im 
vorigen Falle, daß zu jeder zu tu primen ganzen Zahl v in k(C) auch in bezug 
auf eine beliebig hohe Potenz tue von tu stets eine ganze Zahl des Körpers 
k(M,C) gefunden werden kann, deren Relativnorm nach tue der Zahl v kon
gruent ist. 

Wir wollen nun den ersten Teil des Satzes 150 auch für den Fall tu = f 
beweisen, dabei können wir ft zu f prim annehmen; wir bezeichnen mit Am die 
höchste in ftl-1 - 1 enthaltene Potenz von A, wobei jedenfalls m;;::: 1 sein 
wird, und setzen 

ft1r-l = 1 + aAm , 

wo a eine ganze rationale, zu I prime Zahl bedeuten soll. Ist dann a* eine ganze 
rationale Zahl mit der Kongruenzeigenschaft aa* = - 1 nach I, und setzen 
wir p,* = p,a·Cl-I), so wird 

ft* = 1- Am, 

Andererseits gelten die Kongruenzen 

{
(I - AHl)! = 1 + AZ+g} 
(1 - AHl)hZ= 1 + hAZ+g , 

(72) 

(73) 

wo g eine jede positive ganze rationale Zahl und h eine jede positive ganze 
rationale zu I prime Zahl sein kann. Da die Relativdiskriminante des Kör
pers k ( M ,C) in bezug auf k (C) im gegenwärtig zu untersuchenden Falle den 
Faktor f nicht enthalten soll, so ist nach Satz 148 notwendig m > l. 

Es sei zunächst m = l. Man entnimmt dann leicht aus den Kongruenzen 
(72) und (73), daß zu jeder beliebigen positiven ganzen rationalen Zahl g 
stets eine ganze Zahl ocg in k(C) gefunden werden kann derart, daß die Kon-
gruenz 

({Hg+!) 

17* 
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erfüllt wird. Setzen wir nun M* = V;* und ferner allgemein für jeden Wert 
von g: 

so wird jedesmal Q g eine ganze Zahl in k ( M , C) und 

Nk(Q,J = 1 _}..u, ((U+1). 

Hieraus folgt unmittelbar, daß jede ganze Zahl v in k(C), die der Kongruenz 
v - 1 nach { genügt, Normenrest des Körpers k ( M ,C) nach { ist. Die Be
schränkung, die hier in der Annahme v = 1 nach {liegt, wird leicht aufgehoben. 
Ist nämlich v eine beliebige zu { prime Zahl, und wird sie nach { der ganzen 
rationalen Zahl a kongruent, so setzen wir v* = a*l v, wo a* eine ganze ra
tionale Zahl mit der Kongruenzeigenschaft aa* = 1 nach { bedeute; dann 
wird offenbar v* = 1 nach 1, und andererseits werden v und v* gleichzeitig 
Normenrest oder Normennichtrest des Körpers k( M, C) nach 1 sein. 

Es sei zweitens in Formel (72) m > l und mithin {)~} = 1 ; dann können 

wir, wenn g eine beliebige positive ganze rationale Zahl ist, stets zwei ganze 
Zahlen ocg und ocg+1 in k(C) konstruieren derart, daß 

p* oc~ = 1 + }..1+1 + }..I+U+1, (11+11+2) ,} 

p* oct+1 = 1 + }..I+! + }..l+u+2, (1I+U+3) 
(74) 

wird. Wir setzen gemäß dem Satze 149 {= 22' ... 2(1-1), wo 2, 2', ... 
• • • , 2(1-1) voneinander verschiedene Primideale des Körpers k ( M ,C) be
deuten. Die beiden Zahlen 

1 - rJ. M* A _ 1- rJ.g.+l M~ Ag = --j."---- , g+1 - A - , 

M* = V p* gesetzt, sind ganze Zahlen, und da N k(Ag} = - A nach 12 wird, 
so enthält Ag eines der in 1 aufgehenden Primideale, es sei dies etwa das 
Primideal 2, zur ersten Potenz und die anderen in I aufgehenden Primideale 
gar nicht. Aus den Formeln (74) folgt 

und wir können nun voraussetzen, daß tXg+1 in der Reihe der Zahlen ocg+1' 

C ocg+ l' ••• , CI - 1 tXg+! in solcher Weise gewählt sei, daß ocg = ocg+1 nach 12 und 
also Ag = Ag-r1 nach f ausfällt. Wegen der letzteren Kongruenz ist auch die 
Zahl Ag+! durch 2, aber durch keines der Primideale 2' , ... , 2(1-1) teilbar 
und da auch N k(Ag+1} = - A nach 12 ist, so ist Ag+! ebenfalls nur durch die 
erste Potenz von 2 teilbar. Wir können mit Rücksicht auf das eben Bewiesene 

die gebrochene Zahl AA g in der Form eines Bruches schreiben, dessen Zähler 
NI 

und Nenner zu 1 prim sind. Setzen wir AA g - = Q g nach 1Y+ 1 in solcher Weise, 
NI 
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daß Q g eine ganze Zahl in k ( M, C) ist, so wird 

N (n)_ Nk(A.) -1+ ~t1 
k ~~t1 =N(-A)= 1\ , 

k H1 

261 

Da eine solche Formel für jeden positiven Exponenten g möglich ist, so zeigt 
sich wie vorhin, daß jede zu I prime Zahl Normenrest des Körpers k ( M , C) ist. 

Wir gehen jetzt zum Beweise der zweiten Hälfte von Satz 150 über. Es 
sei zunächst tu ein von I verschiedenes, in der Relativdiskriminante des 
Körpers k( M, C) in bezug auf k(C) aufgehendes Primideal des Körpers k(C) ; 
wir haben dann nach Satz 149 tu =~z, wo ~ ein Primideal in k(M,C) ist. 
Jede ganze Zahl des Körpers k( M, C) muß dann, wie schon mehrfach erwähnt 
wurde, einer ganzen Zahl in k (C) nach ~ kongruent sein. Soll nun eine ge
gebene, zu tu prime ganze Zahl 'JI in k(C) nach tu kongruent der Relativnorm 
N k(A) einer ganzen Zahl A in k (M, C) sein, und setzen wir A = oc nach ~, 
so folgt notwendig 'JI = oc! nach ~, und daher auch nach tu, d. h. 'JI ist l-ter 
Potenzrest nach tu. Umgekehrt, wenn eine Zahl 'JI in k(C) ein l-ter Potenz
rest nach tu ist, so ist 'JI offenbar auch kongruent einer Relativnorm N k(A) 
nach tu. Wir entnehmen hieraus, daß die l-ten Potenzreste nach tu auch zu
gleich die sämtlichen Normenreste des Körpers k ( M ,C) nach tu liefern. 

Es bleibt endlich die Behandlung des Falles übrig, daß tu = I ist und I in 
der Relativdiskriminante des Körpers k ( M, C) aufgeht. Wir haben in diesem 
Falle I = ,~V, wo 2 ein Primideal in k ( M ,C) ist, und können es im Hinblick 
auf Satz 148 stets einrichten, daß die Zahl p, entweder der Kongruenz 

p, =)., (II) 

oder einer der folgenden Kongruenzen genügt: 

p, = 1 + ).m, (Im+!) , 

wo m einen der Werte 1, 2, ... , l- 1 bedeutet. Wir wollen alsdann unter
suchen, welche Zahlen in k(C) es in diesen zwei Fällen gibt, die kongruent der 
Relativnorm einer Zahl in k(M,C) nach ll-t-l bez. {! sind, und entnehmen 
hieraus leicht die Anzahl der nach jeder höheren Potenz von I einander in
kongruenten Normenreste. 

Im Falle p, =). nach 12 ist M durch 2, aber nicht durch 22 teilbar, und 
es gelten die Kongruenzen 

N k (l + M) =1+)., (l2) , 

N k (l + M) =1+), + ).1 el , (I&+l) , 
d.i. 

d.i. 
N k (l + MB) = 1 + ).1, ([3) , 

N k (l + MB) == 1 +).2 + ).Se2' (IHl) , (75) 

N k (l + M&-l) == 1 + ).&-1, (1') , 

N k (l + M&-l)==l +).&-I+).'el-l, (I&+1) , 
d. i. 



262 Die Theorie der algebraischen Zahlkörper. §130 

wo e1, e2' ... , eZ-1 gewisse ganze Zahlen in k (C) bedeuten. Endlich ist 
Nie (1 + }.t Mg) = 1, (fZ+1) (76) 

für t = 1,2,3, ... ; g = 0,1,2, ... , l-l. Nun genügt offenbar jede zu 2 
prime ganze Zahl A des Körpers k ( M , C) einer Kongruenz von der Gestalt 

A = a (1 + M)a1 (1 + M2)a2 ... (1 + Ml-l)aZ-1 . 
(1 + ). M)a~ (1 +). M2)a; •.. (1 + ). MI-1)a;-1 . 

(1 + }.l M)a~) (1 + Al M2)a~) ... (1 + }.l MI-1)aJl!1, (11+1), 

wo a eine bestimmte der Zahlen 1,2, ... , l-l und die (l + 1) (l-l) Ex-
ponenten al> a2, ... , ai~1 bestimmte ganze rationale Zahlen aus der Reihe 
0,1,2, ... , l- 1 sind. Wegen der Kongruenzen (75) und (76) folgt daher: 

Nlc(A) = a1 (1 +). + }.2 el)a, (1 +}.2 +}.3 (2)a2 . .. (1 + }.1-1 + }.l el_l)aZ- 1 , (11+1). 

Der Ausdruck rechter Hand stellt, wenn a die Werte 1, 2, ... , l - 1 und 
die Exponenten al> a2, ••. , aZ- 1 unabhängig voneinander je die Werte 
0, 1, 2, ... , Z - 1 durchlaufen, genau (l - 1) l'-1 Zahlen dar, und diese sind, 
wie leicht ersichtlich, alle einander inkongruent nach lZ+1. Nun ist jede zu 1 
prime Zahl in k(C), welche der Relativnorm Nk(A) einer Zahl A ink(M,C) 
kongruent nach {Z+1 ist, notwendig einem Ausdruck dieser Gestalt nach {1+1 

kongruent, und umgekehrt ist auch jeder Ausdruck von dieser Gestalt, wie 
man aus (75) entnimmt, der Relativnorm einer Zahl in k( M, C) nach {1+1 

kongruent. Mit Hilfe der Kongruenzen (73) erkennt man, daß zwei nach {1+1 

kongruente, zu 1 prime Zahlen in k(C) stets gleichzeitig Normenrest oder 
Normennichtrest nach 1 sind. Die Anzahl der Normenreste nach 1, welche zu 1 
prim und untereinander inkongruent nach 11+1 sind, ist also genau gleich 
(l - 1) ZI-1, d. i. gleich dem l-ten Teil der nach 11+1 möglichen inkongruenten, 
zu { primen Zahlen in k (Cl, und dieses Resultat kann sofort auf die Potenzen {e 

mit Exponenten e > l + 1 ausgedehnt werden. 
Von den übrigen möglichen Annahmen über fk werde hier der Kürze 

wegen nur die einfachste behandelt; es werde nämlich fk = 1 + I. nach {2 

zugrunde gelegt. Setzen wir dann Q = M - 1, so ist Q eine durch 2, aber 
nicht durch 2 2 teilbare ganze Zahl in k ( M , C), und wenn wir berücksichtigen, 
daß N k(Q) =}. nach f2 wird, so erkennen wir durch eine leichte Rechnung 
die Richtigkeit der Kongruenzen 

d. i. 

d. i. 

d. i. 

N k (1 + Q) = 1 + }., 
N k (1 + Q) = 1 + }. + 1.2 el , 

N k(l + Q2) === 1 + }.2, 

N k(l + Q2) = 1 +}.2 + A3e2' 

(1') , 
((3) , 

(1'.) , 

N k (1 + Q!-2) = 1 + }.1-2, (11-1), 

N k (1 + QI-2) = 1 + }.1-2 + AH el_2, (11), 

(77) 
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wo (h, e2' ... , el-2 gewisse ganze Zahlen in k(C) bedeuten. Wir haben ferner 

Nlc(l -/-- QH) = 1 -/-- LI -/-- L 2 -/-- La -/-- ... -/-- L 1- 1 -/-- Nk(QI-l) , 

wo zur Abkürzung 

LI = QZ-I -/-- (SQ)Z-l -/-- ... -/-- (SZ-lQ)H, 

L 2 = QH (SQ)H -/-- QI-l (S2 Q)I-l -/-- ... -/-- (SI-2 Q)H (SH Q)H, 

La = QH (SQ)I-I (S2Q)H -/-- ... -/-- (SI-aQ)l-l (S!-2Q)Z-1 (SI-IQ)H, 

gesetzt ist. Nun ergibt sich sofort LI = l. Die einzelnen Summanden in den 
Ausdrücken für L 2 , La, ... , L 1- 1 sind sämtlich jedenfalls durch 2z teilbar, 
sie lassen sich ferner in Aggregate von je l Summanden zusammenfassen, die 
aus einem beliebigen unter ihnen durch die Substitutionen 1, S, S2, ... , SI-1 
hervorgehen; setzen wir nun ein beliebiges Glied in der Gestalt), rp an, so 
bedeutet rp eine ganze Zahl in k( M, C) und kann daher, wie aus dem Be
weise des Hilfssatzes 23 hervorgeht, als ganze rationale Funktion von Q und 
mithin auch von M dargestellt werden, deren Koeffizienten ganze oder ge
brochene Zahlen in k(C) mit lauter zu 1 primen Nennern sind. Setzen wir dem
entsprechend rp = F (M), so läßt sich das betreffende Aggregat von l Sum
manden in die Form. 

)'{F(M) -/-- F(CM) -/-- F(C2M) -/-- ... -/-- F(CHM)} 

bringen; die hier in der Klammer stehende Summe fällt, wie leicht er
sichtlich, stets kongruent 0 nach laus; danach müssen nun die Zahlen 
L 2 , La, ... , L I - 1 sämtlich kongruent 0 nach fZ sein, also wird 

N k (l -/-- QH) = 1 -/-- 1 -/-- ),H = 1, 

Endlich ergeben sich leicht die Kongruenzen 

N k (l -/-- ),tQa) = 1, (11) 

für t = 1, 2, 3, ... ; g = 1,2,3, ... , l- 1. 

(fZ) . (78) 

(79) 

Nun genügt offenbar jede zu 2 prime ganze Zahl in k(M,C) einer Kon
gruenz von der Gestalt 

A = a (1 -/-- Q)a1 (1 -/-- Q2)a2 

(1 -/-- ), Q)a~ (1 -/-- )'Q2)a~ 

... (1 -/-- QZ-l)al_1 • 

... (1 -/-- ),Dz-l)a;_l. 

(1 -/-- ),z-lQ)a~-ll (1 -/-- ),z-lQ2)ag-1 ) ••• (1 -/-- ),z-lQH)al1..11> , (II), 

wo a eine der Zahlen 1, 2, ... , l - 1, und wo die l (l - 1) Exponenten 
av a2 , ••• , a~=-/) bestimmte Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... , l - 1 sind. 
Wegen der vorhin aufgestellten Kongruenzen (77), (78), (79) folgt hieraus: 

N k(A) = al (1 -/-- ), -/-- ),2 el)a1 (1 -/-- ),2 -/--),3 e2)a, .. . (1 -/--),!-2 -/-- ),H (!z_z)al-2, (li). 



264 Die Theorie der algebraischen ZahIkörper. §I3I 

Der hier rechts stehende Ausdruck stellt nun, wenn a die Werte 1, 2, ... 
... , l- 1, und wenn die Exponenten al , a2 , ••• , al _ 2 unabhängig von
einander die Werte 0, 1, 2, ... , l - 1 durchlaufen, (l - 1) ll-2 Zahlen 
dar, und diese sind sämtlich zu { prim und einander inkongruent nach f!. 
Mit Benutzung der Kongruenz N k (1 + A M) = 1 + AI nach {1+1 und weiter 
der Kongruenzen (73) schließen wir hieraus, daß genau der l-te Teil 
aller zu { primen und nach f! einander inkongruenten Zahlen Normenreste 
des Körpers k ( M ,C) nach { liefert, und übertragen dann dieses Resultat so
gleich auf den Fall der Potenzen {e mit Exponenten e = l + 1 bez. e > l + 1. 

Das nämliche Resultat ergibt sich durch entsprechende Rechnungen 
auch dann, wenn f1, = 1 nach {2 genommen wird, und damit ist der 
Satz 150 in allen Teilen bewiesen. Es sei jedoch bemerkt, daß wir 
es in unseren späteren Entwickelungen so einrichten können, daß der 
Satz 150 lediglich für den oben ausführlich bewiesenen Fall f1, = 1 + A 
nach f2 zur Verwendung gelangt. 

Der Satz 150 bringt eine neue, tief eingreifende Eigenschaft der in der 
Relativdiskriminante des Körpers k ( M ,C) in bezug auf k (C) aufgehenden 
Primideale \1) zum Ausdruck. Diese Eigenschaft entspricht gewissermaßen 
dem bekannten Satze über die Verzweigungspunkte einer Riemannschen 
Fläche, wonach eine algebraische Funktion in der Umgebung eines Ver
zweigungspunktes l-ter Ordnung den Vollwinkel auf den l-ten Teil des
selben konform abbildet. Infolgedessen nenne ich die in der Relativdiskri
minante von k ( M ,C) in bezug auf k (C) aufgehenden Primideale \1) auch 
Verzweigungsideale für den Körper k ( M , C); es bedeuten hier also "Prim
faktor der Relativdiskriminante" und "Verzweigungsideal" den nämlichen 
Begriff, und die Verzweigungsideale sind die l-ten Potenzen der ambigen 
Primideale. 

§ 131. Das Symbol {',,;:}. 

Der Satz 150 weist uns auf die Möglichkeit hin, die nach einer Potenz 
\1)e (e > l im Falle \1) = 1) vorhandenen, einander inkongruenten Zahlen 
des Körpers k (C) in l Abteilungen zu sondern, düi sämtlich gleich viele 
Zahlen enthalten, und von denen eine die Normenreste nach \1) umfaßt. 
Um diese Sonderung in übersichtlicher Weise vornehmen zu können, führe 

ich ein neues Symbol r";:} ein, welches zwei beliebigen, von 0 ver

schiedenen ganzen Zahlen v, f1, des Körpers k (C) in bezug auf ein be
liebiges Primideal \1) in k(C) jedesmal eine bestimmte l-te Einheitswurzel 
zuweist, und zwar geschieht dies in folgender Weise: 

Es sei zunächst \1) ein von { verschiedenes Primideal. Ist dann v genau 

durch \1)b und f1, genau durch \1)a teilbar, so bilde man die Zahl ,,= v: 
fl 
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und bringe" in die Gestalt eines Bruches .!L, dessen Zähler e und Nenner (J 
(1 

nicht durch ltJ teilbar sind. Das Symbol {";:} werde dann durch die Formel 

definiert. Es ergeben sich hieraus unmittelbar rur dieses Symbol die 
einfachen Regeln: 

(80) 

wo ')I, ')I l' ')12' #' #1' #2 beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen in k (~) 
bedeuten können. 

Um das neue Symbol :für den Fall ltJ = I zu definieren, stellen wir fol
gende Überlegungen an: 

Wenn eine beliebige ganze Zahl w in k(~) vorgelegt ist, welche der Kon
gruenz w = 1 nach I genügt, und wenn wir setzen 

w = C + Cl~ + ... + CI_2~1-2, 
so daß C, Cl' ••• , C[_2 ganze rationale Zahlen sind, so genügen diese notwendig 
der Kongruenz 

C + Cl + . . . + CH = 1 , (l) . 
Setzen wir dann 

w(x) = C + c1 x + ... + CI_ 2 XH 

_ C + Cl +. 'z' + (lZ-2 - 1(1 + x + ... + X'-1) , 

so stellt w (x) eine ganzzahlige Funktion (l - l)-ten Grades dar, und es wird 

. w (1) = 1 und w (~) = w. 

Diese Funktion heiße die zur ganzen Zahl w gehörende Funktion. Wir 
schreiben ferner 

[ dglodgw(ev)] = l(g)(w) , (g= 1, 2, ... , l-I), (81) 
vg 11=0 

welche Verbindungen von KUMMER mit Vorteil zur Abkürzung gewisser 
Rechnungen eingeführt sind [KUMMER (12)]. 

Wird die Zahl w mit der Kongruenzeigenschaft w = 1 nach I auf irgend
eine Weise in die Gestalt 

w = a + a1 ~ + . . . + at ~c 

gebracht, wo a, ~, ... , at ganze rationale Zahlen bedeuten, so stellt 

w (x) = a + a l x + ... + at x t 
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eine ganzzahlige Funktion t-ten Grades dar, welche im allgemeinen nicht 
der Gleichung ro (1) = 1, aber jedenfalls der Kongruenz 

W (1) = 1, (l) 

genüge leistet und also für x = 1 zu l prim ausfällt. Zwischen den Diffe
rentialquoten von log w (eV) für v = 0 und den soeben eingeführten 
Differentialquotienten (81) bestehen folgende Kongruenzen: 

[dg lo:!(eV)l=o = l(g) (ro), (l), (g = 1, 2, ... , l- 2), 

[d'-l!o:,~(ewl=o = 1(1-1) (ro) + 1-~(1), (l). 

Die Richtigkeit dieser Kongruenzen erkennen wir leicht wegen 
1 - w(l) 

ro (x) = w (x) + -l-- (1 + x + ... + Xl-I) + O(x) (x' - 1), 

1- w(l) 
ro(ev) = w(ev ) + --l -vl-1, (l); 

in der ersten Formel bedeutet O(x) eine bestimmte ganzzahlige Funktion 
von x, und die zweite Formel soll besagen, daß in den Entwicklungen der 
beiden Seiten dieser Kongruenz nach Potenzen von v die Koeffizienten 
von 1, v, v2 , ••• , V1- 1 nach l kongruent ausfallen. 

Sind '11, fl irgend zwei ganze Zahlen in k(C) mit der Kongruenzeigen-

schaft v = 1, fl = 1 nach 1, so definieren wir das Symbol {v,t} wie folgt: 

{V't} = CI (1)(")1(1-1)(1' )_1(2)(")1(1-2)(1' )+"._1(1-1)(,,)1(1)(1' ) • (82) 

Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Regeln: 

{VI Vi' fL} = {VI t}{ V2 i fL}, \ 
{V'fLtfL2}=rt}P~~r2}, (83) 

(''t){"i ,) ~ 1.1 
wo v, Vv '112, fl, flv fl2 beliebige ganze Zahlen = 1 nach 1 in k(C) bedeuten 
können. Bezeichnet reine Primitivzahl nach l und 8 = (C : er) die entsprechende 
Substitution der Gruppe des Kreiskörpers k(C), so gilt, wie leicht ersichtlich 
ist, die weitere Formel 

(84) 

Sind' '11, fl beliebige zu 1 prime ganze Zahlen des Körpers k (C), so definiere 

ich das Symbol {V't} durch die Formel 

{V't} = {V I
-
1,t'-l 

Für den Fall, daß eine der Zahlen '11, fl oder beide durch 1 teilbar sind, ver
gleiche man die Bemerkungen gegen Schluß des § 133. 
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§ 132. Einige Hilfssätze über das Symbol {''''tl und über 

Normenreste nach dem Primideal L 

Hilfssatz 24. Wenn weine ganze Zahl in k(C) mit der Kongruenz
eigenschaft w == 1 nach 1 ist, so gilt für die Norm n(w) von w in k(C) die 
Kongruenz 

IU-l) (w) = 1- ~(w), (l). 

[KUMMER (20)]. 
Beweis. Es bedeute w(x) die zu w gehörende Funktion, und es werde 

F(x) =IIw(l + x(Cg-1)) 
(g) 

gesetzt, wo das Produkt über die Werte g = 0, 1, 2, ... , l - 1 zu erstrecken 
ist. Der Ausdruck F (x) stellt eine ganzzahlige Funktion von x dar und die 
Koeffizienten aller durch Xl teilbaren Glieder dieser Funktion sind offenbar 
durch ,F und folglich wegen der Rationalität der Koeffizienten auch durch 
l2 teilbar. Durch Entwicklung nach Potenzen von x ergibt sich nun: 

log w (1 + x (~ - 1)) = ~ ~ 1 x ,d log w l:2] - 1 
1. L dx x-1 

+ (~ - Jl2 x2 [~!~gW (x.)] .+... I 
2! dx2 x=1 

... + (~ - 1)1-1 X l- l [dZ-llcgfllJX)] + ... 
l- I! dxZ- 1 x=1 • 

(85) 

Setzen wir erstens in dieser Entwicklung der Reihe nach 

~ = 1, C, C2, ... , C'-l 

em und addieren die betreffenden Formeln, so entsteht unter Berück
sichtigung von 

(C - l)g + (C2 - l)g + ... + (CH - l)g = (- l)g l, (g = 1, 2, . . ., l - 1) 

die Gleichung: 

10 F(x)=l{_~[dlogw(x)] 1 g l! dx x=1 

+ ;: [d210:x~(xt=1 __ ... 

X Z- 1 [dZ-1Iogw(x)] } , I ... +---- ~--- +xG 
l-l! dxZ- 1 x=1 ' 

(86) 

wobei x' G das Aggregat der durch Xl teilbaren Glieder der Entwicklung 
andeutet. 
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Setzen wir zweitens in der Entwicklung (85) ~ = eV ein und bilden den 
(l - 1)-ten Differentialquotienten nach v, so wird derselbe für v = 0: 

[d~=I()gWJl t-;(e"--}))l = -;- [dIOgw(:ll 
_ d v .Jv~o 1. dx _x~l 

-I- 2'-1- 2 .1 1- 1 x 2 [d2 10g wJ::)] 
2! dx2 x~1 

-I- 31:--_1~3._~'-1+3.1'-1 x3 [d310g wJ:lJ -1- ... 
3! dx3 x=1 

-I- (l- 1)1-1-:-,--,--,-=Y - 1) 1'-1 xH [d'-llog w(X)] 
l- I! dX'-1 x=1 

(87) 

=~[dlogw(x)] _~[d210gw(X)] -1- ... 
l! dx x~l 2! dx2 x=1 

(l) . 

Durch Vergleichung der beiden Formeln (86) und (87) ergibt sich 

I F( ) - l[d'-llogW(I+X(eV--I))] 
og x = - dV'-1 --- v=o' 

d. h. die Koeffizienten von x, x2 , ••• , XI- 1 auf der linken Seite sind den 
entsprechenden Koeffizienten rechts nach l2 kongruent, und wenn wir beide 
Seiten dieser Kongruenz in den Exponenten von e setzen, so erhalten wir 
zunächst in demselben Sinne, dann aber mit Rücksicht auf die zu Beginn 
dieses Beweises gemachte Bemerkung auch vollständig die Kongruenz der 
zwei ganzzahligen Funktionen: 

F(x) == 1 - 1 [dl-1~~~I+X(e~=--I)}] (l2) , 
dV I - 1 v=o' 

und folglich für x = 1 : 

n(w) = 1 -l.I(H)(w), (l2) , 

womit der Hilfssatz 24 bewiesen ist. 
Hilfssatz 25. Wenn die ganzen Zahlen 'V, fk in k(C) die Kon

gruenzeigenschaften 'V = 1 nach rund fk = 1 + A nach f2 besitzen, und 
wenn außerdem 'V kongruent der Relativnorm einer ganzen Zahl Ades 

durch M = Y fk bestimmten Kummerschen Körpers k ( M ,C) nach Fist, 
so existiert eine ganzzahlige Funktion f(x) vom (l-1)-ten Grade in x, derart, 
daß f (1) > 0 ist und die Kongruenzen 

n (I (C)) = 1, (12) 

und 
'V = f (p), (fl) 

erfüllt sind. [KuMMER (20)]. 
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Beweis. Nach dem Beweise des Hilfssatzes 23 ist jede ganze Zahl A in 
k ( M ,C) in der Gestalt 

y+ydM - 1) + ... + Yz-dM _1)1-1 
A= ~ 

und folglich auch in der Gestalt 

A - ß + ßl M + ... + ßI-l MI-l 
- ~ 

darstellbar, so daß y, Yl> ... , Yl-l' d und p, PI' ... , Pl-l ganze Zahlen in 
k(C) sind und überdies d zu I prim ausfällt. Infolge des letzteren Umstandes 
können wir 

A= 0(. + O(.IM + ... + O(.Z-1 MI-l, (1') 

setzen in solcher Weise, daß 0(., OC1 , ••• , OCI_ 1 ganze Zahlen in k(C) smd. Es 
Sel nun 

OC = a*, (1) , 

wo a*, ai, 
setzen 

... , a7-1 ganze rationale positive Zahlen bedeuten sollen; WIr 

j*(x) = a* + atx + ... + at"-lxl-l. 

Da in k ( M, C) sich I = 2' und M = 1 nach 2 erweist, so folgt 

A = oc + OCl + ... + OC/-l== a* + at + ... + at-I' (2). 

Ist nun A die vorausgesetzte Zahl, für welche N k(A) = v nach l' wird, so er
halten wir weiter 

v=NdA)=a*+at+···+at"-l=l, (2), 
also auch 

a* + at + ... + at-l = 1, (l) . (88) 

Folglich ist I*(C) eine Zahl in k(C) mit der Kongruenzeigenschaft I*(C) = 1 
nach I. Wir finden nun mit Rücksicht hierauf leicht eine ganze rationale 
positive Zahl b derart, daß die Norm der Zahl 1 (C) = 1* (C) + lb im Körper 
k(C) der Kongruenz 

n(l(C») = 1, (89) 

genügt; dann erfüllt die ganzzahlige Funktion 

t(x) == f*(x) + lb = a + a1x + ... + aZ_ 1 x'-l 

die Bedingungen des zu beweisenden Hilfssatzes 25. Denn es ist offenbar 
A = 1 ( M) + AB, wo B eine ganze Zahl in k ( M ,C) bedeutet. Hieraus ergibt 
sich leicht durch eine ähnliche Betrachtung wie auf S. 263: 

(1') . (90) 

Andererseits erkennen wir unter Berücksichtigung der Kongruenzen 

a! = a, at = a1 , ••• , al-1 = aZ-l' (l), 
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daß identisch in x eine Gleichung 

l(x)/(Cx) ... I(CI-IX) = I(xl ) + lF(x') (91) 

gilt, wo F(x') eine ganzzahlige Funktion von x' bedeutet. Diese Gleichung 
liefert für x = 1 mit Rücksicht auf (89) die Kongruenz 

1(1)=/(1) + lF(I), (l2) , d.h. F(I)=O, (l). 

Wenn in der Gleichung (91) x = M genommen wird, so ergibt sich 

Nk(t(M)) = I(p,) + lF(p,) 

und hieraus, da F(p,) = F(I) = 0 nach 1 ausfällt, 

Nk(t(M)) = I(p,) , (fZ), 
d. i. wegen (90) 

v = I(p,) , (f!). 

Damit und in Anbetracht von (89) ist der Hilfssatz 25 vollständig bewiesen. 
Hilfssa tz 26. Wenn v, p, ganze Zahlen in k (C) mit den Kongruenzeigen

schaften v = 1 nach 1 und p, = 1 + A. nach 12 bedeuten, und wenn außerdem 
I-

v Normenrest des durch M = V p, bestimmten Kummerschen Körpers k ( M , C) 
nach 1 ist, so wird stets 

{~'t}=I. 
[KUMMER (20)]. 

Beweis. Aus der bekannten Lagrangeschen Formel für die Umkehrung 
einer Potenzreihe entnimmt man unmittelbar die folgende Identität: 

[
d l- S dF(v) ( ( ))1_1] 

[ dl-1F(V)] = dV !p v • 
d VI 1 v=o dvl- S v=o' 

(92) 

dabei stelle man sich unter F(v) eine beliebige Potenzreihe von v, ferner 
unter tp(v) eine Potenzreihe vor, deren konstantes Glied von 0 verschieden 
ist, und denke sich den Zusammenhang der Variabeln v und V durch die 
Gleichung V tp(v) - v = 0 vermittelt. 

Es seien nun v(x) und p,(x) die zu den Zahlen v und p, gehörenden Funk
tionen. Da v Normenrest des Körpers k ( M, C) nach 1 sein soll, so gibt es nach 
Hilfssatz 25 eine ganzzahlige Funktion (l - I)-ten Grades I(x) derart, daß 

und 1(1) > 0 wird. 
Wir setzen nun 

n (t(C)) = 1 , (l2) , (93) 

v = I(p,) , (1') (94) 

F(v) = 10g/(p,(etJ)), 

V = log p, (etJ ) , 

v 
tp(v) = log!-'(e"); 
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diese Funktionen werden nur an der Stelle v = 0 betrachtet werden, und 
es sollen die Logarithmen so genommen werden, daß sie für v = 0 reell sind. 

Ersetzen wir die Zeichen w, W (x) , v in der dritten Formelzeile auf S. 266 
oben bez. durch f(C), f(x), V, so wird aus derselben 

[dl-:;~!;ev)]v=o= lU-I) (t(C)) + I-tl) , (l). 

Aus Hilfssatz 24 ergibt sich unter Berücksichtigung von (93) die Kongruenz 

lU-I) (t (C)) = 0, (l) 
und folglich wird 

[dl-1F(V)] = [dl-lJog/(ev)] =! - /(1) 
d VI-l v=o d VI-l v=o l' (l). (95) 

Andererseits gilt mit Rücksicht auf (94) die Kongruenz 

f(ft(e v )) = v (eV ) +tl!l1-l vl-1, (l), 

welche so aufzufassen ist, daß in den Entwicklungen nach Potenzen von v 
die Koeffizienten von 1, v, ... , VI - 1 auf den beiden Seiten einander nach l 
kongruent sind, und hieraus ergibt sich die Entwicklung 

dF(v) v va 
dV == 1(1) (v) + 1(2) (v) Ti + 1(3) (v) 2! + ... 

... + (lU-I) (v) + 1 - /(1)) ~ 
1 (1-2)!' (I), \ 

(96) 

welche so aufzufassen ist, daß die Koeffizienten von 1, v, ... , VI - 2 auf den 
beiden Seiten einander nach l kongruent sind. 

Endlich betrachten wir die Funktion tp (v) . Wegen ft = 1 + A nach 12 

wird tp(v) eine Potenzreihe, deren konstantes Glied = - 1 nach l ist. Ferner 
folgt leicht 

(tp (v))' = tp (Vi) = tp (0) = -- 1, (l) 

in dem Sinne, daß die Koeffizienten von 1, v, ... , V!-2 auf den beiden Seiten 
einander nach l kongruent sind. Es gilt daher weiter in demselben Sinne 

_ (tp (v))1-1 == log ft (e V
) , (l), 

v 

und es folgt hieraus endlich in eben demselben Sinne die Entwicklung 

- (tp (v))1-1 = 1(1) (ft) + 1(2) (ft) ;! + 1(3) (ft) ;: + ... \ 
vl - a (97) 

... + I(H) (Il) -- (l) 
r (1-1)!' . 

Die Zusammenstellung der Kongruenz (95) und der beiden Entwicklungen 
(96), (97) mit (92) liefert, wegen 1(1)(ft) = -1 und (l- g)! (g -I)! = (-1)1' 
nach l für g = 1, 2, ... , l - 1, die folgende Kongruenz: 

1('-lJ (v) 1(1) (p.) - 1('-2) (v) 1(2) (p) + ... - 1(1) (v) 1U-1) (ft) = 0 , (l), 
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d. i. nach der Definition (82) des Symbols C"t} in § 131 : 

{\P}=I, 
und hiermit ist der Hilfssatz 26 bewiesen. 

§ 133. Das Symbol {"~P} zur Unterscheidung zwischen 

Normenresten und Normennichtresten. 

§ 133 

Wir sind jetzt in den Stand gesetzt, soweit die betreffenden Symbole 
bereits definiert sind, die Richtigkeit der folgenden Behauptung einzusehen: 

Satz 151. Wenn 11, ft zwei beliebige ganze Zahlen in k(C) sind, nur daß 

y ft nicht in k(C) liegt, und wenn tu ein beliebiges Primideal des Kreiskörpers 

k(C) bedeutet, so ist 11 Normenrest oder Normennichtrest des durch M =~
bestimmten Kummerschen Körpers k( M, C) nach tu, je nachdem 

f';:} = 1 oder =+= 1 
ausfällt. 

Beweis. Es sei zunächst das Primideal tu von! verschieden und gehe 
nicht in der Relativdiskriminante des Körpers k ( M, C) auf. Ist ft* eine ganze 

Zahl in k(C) derart, daß p* die l-te Potenz einer Zahl in k(C) ist, so gilt stets 
P 

{",:*} = {,,;:}; danach und mit Rücksicht auf Satz 148 können wir hier 

annehmen, daß ft nicht durch tu teilbar ist. Wir unterscheiden zwei Fälle, je 
nachdem tu im Körper k(M,C) als Produkt von l Primidealen 7m1, ••• , 7m1 

darstellbar wird oder in k(.M, C) Primideal bleibt. Nach Satz 149 ist im 

ersteren Falle { ~ } = 1, im letzteren { ~} =+= 1 und =+= o. 
Im ersteren Falle bestimmen wir eine ganze Zahl A in k ( M, C), welche 

durch 7mv aber nicht durch ~i und auch nicht durch eines der Prim
ideale 7m2 , ••• , ~l teilbar ist; dann geht in der Relativnorm (X = N k (A) 
das Primideal tu genau zur ersten Potenz auf. Ist nun tub die in v enthaltene 

Potenz von tu, so läßt sich x = -;. als ein Bruch schreiben, dessen Zähler und 
cx 

Nenner zu tu prim sind, und folglich sind Zähler und Nenner dieses Bruches 
nach Satz 150 Normenreste des Körpers k( M, C) nach tu. Das gleiche gilt 
also auch von v. Da nach der Definition in § 131 

ist, so erweist sich im ersteren Falle der Satz 151 als richtig. 
Im zweiten Falle ist die Relativnorm einer ganzen Zahl A in k ( M , C) 

jedesmal genau durch eine solche Potenz von tu teilbar, deren Exponent 
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ein Vielfaches von l ist. Es sei wiederum tub die in v enthaltene Potenz von tu ; 
ist dann b kein Vielfaches von l, so kann also v nicht Normenrest nach tu 

sein; in diesem Falle wird andererseits {v;:} = {~rl =F 1. Ist dagegen b 

ein Vielfaches von l, und bedeutet (J. eine ganze durch tu, aber nicht durch tu 2 

teilbare Zahl in k (C), so setzen wir x = Vb und erkennen wie im ersteren 
IX 

Falle v als Normenrest nach tu; andererseits ist jetzt 

Damit ist der Satz 151 auch für den zweiten Fall bewiesen. 
Wir nehmen jetzt an, es sei die Relativdiskriminante des Körpers k ( M, C) 

durch das Primideal tu teilbar; tu soll dabei von 1 verschieden sein. Es gehe 
tu in v genau zur b-ten und in ft genau zur a-ten Potenz auf; dann ist a jeden-

falls kein Vielfaches von l. Die Zahl x = v: läßt sich in die Gestalt eines 
P 

Bruches g- setzen, dessen Zähler!! und dessen Nennera zu tu prim sind. Die 
(J 

Zahl !!al - 1 ist eine nicht durch tu teilbare ganze Zahl; nach dem Beweise 
des Satzes 150 auf S. 261 ist eine solche ganze Zahl dann und nur dann Nor
menrest des Körpers k(M,C) nach tu, wenn sie l-ter Potenzrest nach tu ist, 

d. i. hier, wenn {!?:-l} = 1 und also {v;} = 1 ist; damit ist für den gegen

wärtigen Fall wiederum der Satz 151 als richtig erkannt. 
Es sei endlich tu = 1. Wir fassen lediglich den Fall ins Auge, daß I-' = 1 + A 

nach 12 ist: es ist dies der einzige Fall, für den wir die betreffenden Sätze 
späterhin brauchen werden; die anderen Fälle gestatten übrigens eine ähn
liche Behandlung. Beim Beweise machen wir noch die nicht wesentlich ein
schränkende Annahme ')I = 1 nach {. Wegen der Annahme I-' = 1 + A nach {2 

kann man laut Satz 150 genau ll-1 Normenreste '1'* des Körpers k( M, C) 
nach { bilden, welche kongruent 1 nach { ausfallen und untereinander nach 
{I+l inkongruent sind. Andererseits muß ein jeder Normenrest '1'* von k( M, C) 
nach 1, für den man '1'* = 1 nach 1 hat, laut Hilfssatz 26 die Bedingung 

{v*i P} = 1 erfüllen. Wegen 

1(1)(ft) = -1, I 
1(1) (1 - l) == 0 , 1(2) (1 - l) = 0, ... , 1(1-2) (1 - l) = 0 , 

}<I-I) (1 _ l) = 1--· n~1-l) = -1, 

(l) 

ergibt sich nach (82) 

(98) 

Es sei nun erstens (J. irgendeine ganze Zahl in k(C) mit der Kongruenzeigen-
HUbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 18 
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schaft IX = 1 nach f, und es werde { ~'t} = ca gesetzt, wo a eine Zahl aus der 

Reihe 0,1,2, ... , l- 1 bedeuten soll; dann ist offenbar {CI.(1-1~} = 1; 

dagegen fällt jedesmal { CI. (1 --1 1)', ,u} =l= 1 aus, wenn x eine von a verschiedene 

Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, ... , l - 1 bedeutet. Wählen wir ferner eine ganze 
Zahl IX' in k(C), welche ebenfalls kongruent 1 nach r, aber keiner der l Zahlen 
1X,1X(1-l),1X(1-l)2, ... ,1X(1-l)1-1 nach {1+1 kongruent ist, so sind 
auch die l Zahlen IX', IX' (1 - l), IX' (1 -l)2, ... , IX' (1 _l)l-l nach {'+1 sämtlich 
untereinander inkongruent und zugleich keiner der ersteren l Zahlen kongruent; 
unter den letzteren l Zahlen gibt es wegen (98) offenbar eine und nur eine 

Zahl - es sei dies etwa IX' (1 - W' - von der Art, daß { CI.' (1 _/)<l', ,u} = 1 ist. 

Fahren wir in dieser Weise fort, so erkennen wir, daß die Anzahl der vorhan
denen nach fl+1 inkongruenten Zahlen v, die kongruent 1 nach { sind und der 

Bedingung {V'l,u} = 1 genügen, genau gleich ll-l ist, und aus der Übereinstim

mung dieser Anzahl mit der oben gefundenen für die Normenreste v* ist er
sichtlich, daß umgekehrt auch jede Zahl v mit diesen zwei Eigenschaften 
Normenrest des Körpers k ( M , C) nach { ist. 

Durch die bisherigen Überlegungen ist der Satz 151 in allen Teilen be
wiesen; für den Fall ttJ = { allerdings nur soweit, als für die Zahlen v, fl die 
Kongruenzeigenschaften v = 1 nach fund fl = 1 + A nach {2 erfüllt sind. 
Die v betreffende Einschränkung ist offenbar leicht aufzuheben. 

Aus dem Satze 151 folgt, bei Benutzung der ersten Formel in (80) und 

(83), die Formel {vv~ ft} = {v;:} , 
wo ttJ ein beliebiges Primideal in k(C) bedeutet und v* ein Normenrest des 
Körpers k ( M, C) nach ttJ sein soll. 

Um nun das Symbol {v't} auch für den Fall zu definieren, daß eine der 

beiden Zahlen v, fl oder beide durch { teilbar sind, braucht man nur die all
gemeine Gültigkeit der Formeln 

{vv~~~}={v,t}, {v'r~}{,u'IV}=l 1-

festzusetzen, wobei v* ein beliebiger Normenrest des Körpers k(V fl, C) nach 
{ bedeuten soll. Bei dieser Festsetzung folgt dann insbesondere 

{I + ~A~c_~} = {I +raAl } = Ca. 

Wir können überhaupt die Definition des Symbols {V, l,u} auf die Formeln 
n(a)-l 

{CI.,/} = C-z-, 

{v*; ,u} = 1, 

{VI Vi~} = {VI i ,u}{ V2 i ,u_ } , 
{v/}{,ui v} = 1 
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gründen, wo ot eine zu 1 prime ganze Zahl in k(C), v* ein Normenrest des Kör

pers k(V p" C) nach 1 und V, VI' V2 ' P, beliebige ganze Zahlen in k(C) sein sollen 
(vgl. § 166). Ich habe jedoch gegenwärtig die obige Definition (82) gewählt, 
welche unmittelbar an die Entwicklungen von KUMMER anknüpft. 

Schließlich sei hier bemerkt, daß nunmehr das zu Anfang des § 131 ge
steckte Ziel erreicht ist; wenn nämlich tue eine beliebige Potenz eines Prim
ideals tu bedeutet, wobei im Falle tu = I der Exponent e > l sei, so kann 
offenbar ein vollständiges System zu tu primer und nach tue inkongruenter 

Zahlen V in k(C) mit Rücksicht auf die Werte, die das Symbol {":} annimmt, 

in l Abteilungen von gleich vielen Zahlen gesondert werden, von denen die 
eine Abteilung die sämtlichen im System befindlichen Normenreste des Kum
merschen Körpers k ( M , C) nach tu darstellt. 

30. Das Vorhandensein unendlich vieler Primideale mit vorgeschriebenen 
Potenzcharakteren im Kummerschen Körper. 

§ 134. Der Grenzwert eines gewissen unendlichen Produktes. 

Nachdem wir in § 128 die Primideale des Kummerschen Körpers sämtlich 
aufgestellt haben, sind wir imstande, diejenigen Untersuchungen für den 
Kummerschen Körper durchzuführen, welche den in § 79 und in § 80 für den 
quadratischen Körper behandelten Fragen entsprechen. Wir leiten vor allem 
die folgende wichtige Tatsache ab: 

Hilfssatz 27. Bedeutet l eine ungerade rationale Primzahl und ot in dem 
2i,,; 

durch C = e-t- bestimmten Kreiskörper k (C) eine beliebige ganze Zahl, nur 
nicht die l-te Potenz einer in k (C) liegenden Zahl, so ist der Grenzwert 

L II II /m 
8=1 (il) (m) 1 - hd n(l')-' 

stets eine endliche und von 0 verschiedene Größe; dabei soll das Produkt II 
(il) 

über alle Primideale .lJ des Körpers k (C) und das Produkt II über alle Expo
(m) 

nenten m aus der Reihe 1, 2, ... , l - 1 erstreckt werden [KUMMER (20)]. 

Beweis. Fassen wir den durch y-; und C bestimmten Kummerschen 
Körper K = k ( y;, C) ins Auge und bezeichnen wir die dem Satze 56 gemäß 
gebildete Funktion C (8) für denselben mit CK (8), so ist nach § 27 

CE (8) = II 1 _ ~('$)-8' 
(~) 

wo das Produkt über alle Primideale ~ in K zu erstrecken ist und N (~) 
die in K genommene Norm von ~ bedeutet. Ordnen wir dieses Produkt nach 
den Primidealen .lJ des Körpers k (C) , aus welchen die Primideale ~ herstammen, 

18* 
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so gehört, wie man aus Satz 149 schließt, zu einem beliebigen Primideal .)J 
in dem Produkte das Glied 

1 1 1 
(1 - n(lJ)-S)1 oder 1 _ n(lJ)-S oder 1 - n(lJ)-I., 

je nachdem { ; } = 1 oder = 0 oder 9= 1 und 9= 0 ausfällt. Wir schreiben diese 

drei Ausdrücke in der ihnen gemeinschaftlichen Form 

1- ~(W II !"i- ,(m~ 1, 2, ...• 1-1) 
(m) 1 - 1) n(lJ)-' 

(99) 

darin zeigt das Produkt II an, daß der Exponent m jeden der Werte 
(m) 

1, 2, ... , l - 1 durchlaufen soll, und es sind die beiden Produkte II über 
(I') 

alle Primideale .)J in k(') zu erstrecken. Nun stellt jeder der beiden Ausdrücke 

II 1 Ls-1 ----( ) 1 - n(lJ)-" 
8=1 (I') 

eine endliche und von 0 verschiedene Größe dar, wie wir erkennen, wenn wir 
den Satz 56 einmal auf den Kreiskörper k(') und dann auf den Kummerschen 

Körper K = k (-V-;, ,) anwenden. Durch Multiplikation der Gleichung (99) 
mit s - 1 und Übergang zur Grenze für s = 1 ergibt sich dann, daß auch 
der im Hilfssatz 27 angegebene Ausdruck eine endliche und von 0 verschiedene 
Größe besitzt. 

§ 135. Primideale des Kreiskörpers k(') mit vorgeschriebenen 
Pot enz ch a r akt er e n. 

Sa tz 152. Es seien ()(1' ••• , ()(t irgend t ganze Zahlen des Kreiskörpers 
k (,), welche die Bedingung erfüllen, daß das Produkt 

wenn man jeden der Exponenten mv m2 , ••• , mt die Werte 0, 1, 2, ... , l - 1 
durchlaufen läßt, jedoch das eine Wertsystem m1 = 0, m2 = 0, ... , mt = 0 
ausschließt, dabei niemals die l-te Potenz einer Zahl in k(') wird; es seien 
ferner 1'1,1'2' ..• , I't nach Belieben vorgeschriebene l-te Einheitswurzeln : 
dann gibt es im Kreiskörper k (,) stets unendlich viele Primideale .)J, für die 
jedesmal bei einem gewissen zu l primen Exponenten m 

{~lr = 1'1> {~2r = 1'2' ... , {;tt= Yt 

wird [KUMMER (20)]. 
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Beweis. Wir haben, so lange s > 1 ist, 

(j) (lJ) (lJ) (100) 
log 2: nfi)8 = 1) log l-=-~tJt· = 1) n(~). + S, I 

1 ~ 1 1 ~ 1 
S = 2.L..; n(}1)2. + T.L..; n(tJ)3' +"', 

(lJ) (lJ) 

wo E über alle Ideale j und E jedesmal über alle Primideale .\J des Körpers 
(j) (\1) 

k (C) zu erstrecken ist. Da der Ausdruck S, wie in § 50 gezeigt worden ist, 
für s = 1 endlich bleibt, so folgt aus (100), indem die linke Seite für s = 1 
unendlich wird, daß die über alle Primideale .\J des Körpers k (C) erstreckte Summe 

1) n(~). 
(lJ) 

bei Annäherung von s an 1 über alle Grenzen wächst. Ist ferner IX eine beliebige 
ganze Zahl in k (C), so gilt ähnlich für s > 1 stets 

log II ---- ,,-I. -_ .. - = 1){~}A + S(IX), 
(lJ) 1- {~}n(tJ)-' (lJ) tJ (tJ) 

1 ~{"-}2 1 1 '1{ "-}3 1 I S(IX)=2.L..; ~ ;Tiij28+T.L..; ~ n(tJ)3S+" "J 
(lJ) (lJ) 

(101) 

und hier bleibt wiederum S (IX) für s = 1 endlich. Es sei jetzt m eine der 
Zahlen 1,2, ... , l - 1. Wir setzen in (101) 

und multiplizieren die entstehende Gleichung noch mit dem Faktor 
Ylu'Y2u2 •• 'YeUt ; wir erteilen dann jedem der t Exponenten Uv U2"'" ut 
nacheinander alle die l Werte 0, 1, ... , l - 1, jedoch so, daß das eine Wert
system Ul = 0, u2 = 0, ... , ut = 0 ausgeschlossen bleibt. Werden die auf 
diese Weise hervorgehenden lt - 1 Gleichungen sämtlich zu (100) addiert, 
so entsteht die Beziehung 

1) n(~)' + S + 1) y~u, ... ytUt log II ,,-Ut •• ~ ,,-Ut m .) 

(lJ) (Ul, ... , Ut) (1:1) 1 - {I tJ t} n(tJ)-· (102) 

=1)[1][2] ... [t]n(~).+S+ 1) y~Uly;:u2"'YtUtS(IXr:), I 
(lJ) (Ul, ... ,fit) 

wo für den Augenblick 

[1] = 1 + (y~ 1 { ;1 r) + (y~ 1 { ;1 rr + . . . + (y~ 1 { ;1 rY-1 
, 

[2] = 1 + (1';:1 {;2r) + (1';:1 {;2 rr + ... + (1';:1 {;2rY-1 , 
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gesetzt ist; außerdem ist in S ((X:) für (X: der oben angegebene Ausdruck einzu
setzen. Wenn wir nun in der ersten Summe rechter Hand in (102) von denjenigen 
Gliedern absehen - ihr Aggregat möge Gm heißen -, die den in ~, ... , (XpÄ 
aufgehenden Primidealen .):J entsprechen und die nur in endlicher Anzahl vor
handen sind, so hat der übrige unendliche Teil dieser Summe offenbar den 

Wert zt ,}) n(~)" wo q nur alle diejenigen unter den Primidealen .):J des Kör-
(q) 

pers k(C) durchläuft, für welche die t Bedingungen 

{~lt=Yl> ... , {~'t=Yt (103) 

sämtlich erfüllt sind. Bilden wir nun die Gleichungen (102) nacheinander 
für m = 1, 2, ... , l - 1 und summieren die entstehenden Formeln, so er
halten wir 

(l-l)'})n 1 .+(l-l)S 1 
(p) (~) 

+ ,}) 1';'111 ••• Ye Ut log II II 1 
('111, ... ,'11.) (p) (m) 1 _ rx~l' ~ • (Xrtrn(~)-. j (104) 

= lt,}) n(~). + ,}) Gm + (l- 1) S + ,}) 1';'111 • •. reu,,}) S ((Xr;:); 
(t) (m) (UI, ... ,'!!,) (m) 

hierbei hat in dem ersten Summenausdruck rechter Hand t alle Prim
ideale .):J in k(C) zu durchlaufen, welche irgendeinem von den l- 1 Be
dingungssystemen genügen, die aus (103) entstehen, wenn man darin 
m =1, =2, ... , =l-l einführt; für 1'1=1, ... , Yt=l sind diese Be
dingungssysteme identisch und die betreffenden Primideale l - 1 mal zu 
nehmen. Gehen wir nun zur Grenze für s = 1 über, so wird die erste Summe 
}; linker Hand in (104) nach den Ausführungen zu Beginn des Beweises 
über alle Grenzen wachsen, und die zweite Summe }; linker Hand bleibt 
auf Grund von Hilfssatz 27 für s =1 endlich. Da auch die Summen Sund 

S((X:) sämtlich endlich bleiben, so folgt dann, daß der Ausdruck,}) n~t)' für 

s = 1 über alle Grenzen wächst, und also sind die betreffenden Primideale t 

in unendlicher Anzahl vorhanden; diese Primideale t erfüllen hinsichtlich 
ihrer Potenzcharaktere genau die Forderungen des Satzes 152. 

31. Der reguläre Kreiskörper. 
§ 136. Die Definition des regulären Kreiskörpers, der regulären 

Primzahl und des regulären Kummerschen Körpers. 
2in 

Es bedeute l eine ungerade Primzahl und k(C) den durch C =e l be
stimmten Kreiskörper: dieser Kreiskörper k(C) heiße ein regulärer Kreis
körper und die Primzahll eine reguläre Primzahl, wenn die Anzahl h der 
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Idealklassen des Körpers k(C) nicht durch l teilbar ist. Die weiteren Kapitel 
werden lediglich von regulären Kreiskörpern und von solchen Kummerschen 
Körpern handeln, welche aus regulären Kreiskörpern entspringen, und die 
ich daher reguläre Kummersehe Körper nennen will; für dieselben können 
wir sofort folgende einfache Tatsache beweisen: 

Satz 153. Es sei k(C) ein regulärer Kreiskörper und K ein aus k(C) ent
springender Kummerscher Körper: wenn dann ein Ideal j des Körpers k(C) 
in dem Körper K Hauptideal ist, so ist das Ideal j auch in dem Kreis
körper k(C) selbst ein Hauptideal. 

Beweis. Setzen wir j = (A), wo A eine ganze Zahl in K bedeutet, so folgt, 
indem wir die Relativnorm bilden jl = (N,,(A)), d. h. es gilt in k(C) die Äqui
valenz l' ("-.J 1. Andererseits ist auch jh ("-.J 1, wobei k die Klassenanzahl von 
k(C) bedeutet. Bestimmen wir nun zwei ganze rationale positive Zahlen a 
und b, so daß al- bk = 1 wird, so folgt jal-bh ("-.J 1, d. h. es ist j in k(C) ein 
Hauptideal. 

Es entsteht weiter die Aufgabe, ein Kriterium zu finden, durch welches 
sich auf leichte Weise ermitteln läßt, ob eine Primzahll regulär ist. Es sollen 
zunächst zwei Hilfssätze entwickelt werden, die zu einem solchen Kriterium 
führen. 

§ 137. Ein Hilfssatz über die Teilbarkeit des ersten Faktors der 

Klassenanzahl von k(e2~n) durch l. 

Hilfssa tz 28. Ist l eine ungerade Primzahl und k(C) der Kreiskörper 
der l-ten Einheitswurzeln, so ist der erste Faktor der Klassenanzahl von k(C) 

dann und nur dann durch l teilbar, wenn l im Zähler einer der ersten l* = l ~ 3 

Bernoullischen Zahlen aufgeht [KUMMER (8), KRONECKER (5)]. 
Beweis. In Satz 142 ist die Klassenanzahl k des Körpers k(C) als Produkt 

von zwei Faktoren dargestellt; wir betrachten den dort angegebenen Aus
druck für den ersten Faktor dieser Klassenanzahl. Zur Abkürzung werde 2in 
Z = e1- I gesetzt; ferner denken wir uns die zugrunde gelegte Primitivzahl T 

1-1 

nach l speziell derart angenommen, daß TZ + 1 nur durch die erste Potenz 
von l teilbar ist. Es sei endlich, wie in § 108 und § 109, allgemein Ti der kleinste 

positive Rest von Ti nach l und qi = f f i ~ fi+l • 

Der erste Faktor der Klassenanzahl k stellt sich in Satz 142 als ein Bruch 
dar, dessen Nenner den Wert (2lt hat, und dessen Zähler von der Gestalt 

f(Z) f(Z3) f(Z5) • .• f(ZH) (105) 

ist, wo zur Abkürzung f(x) die ganzzahlige Funktion 

f(x) = To + Tl X + T2 Xa + ... + Tz_2 X1-2 
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bezeichnet. Wird ferner 

g(x) = qo + ql X + Q2 x2 + ... + QI_2 Xl-2 

gesetzt, so ergibt sich leicht 

(rZ -l)/(Z) = lZ'g(Z), 

und da infolge der Wahl von r das Produkt 
1-1 ( 1-1 ) 

(r Z - 1) (r Z3 - 1) ... (r Zl-2 - 1) = (- 1) 2 r 2 + 1 . 

§ 137 

genau durch die erste Potenz von l teilbar ist, so folgt, daß der Zähler (105) 
1-1 

des ersten Faktors von h nur dann durch Z-2- = ZN 1 teilbar ist, wenn die Zahl 

g(Z) g(Z3) g(Z5) . .. g(ZH) 

durch Z teilbar ist. Nun ist 2 = (l, Z - r) ein in Z aufgehendes Primideal des 
Körpers k(Z), und da offenbar Z = r nach 2 ausfällt, so ist 

g(Z) g (Z3) ... g(ZH) = g(r) g (r3) . .. g(rl-2) , (2); 

folglich ist der erste Faktor der Klassenanzahl h nur dann durch l teilbar, 
'd . d l-I K wenn mm estens eme er -2- ongruenzen 

g(r2t-1) = qo + ql r2t- 1 + q2 r2 (2t-l) + ... + ql_2 r(Z-2)(2t-l) = 0, (l) 

( l- 1) t = 1, 2, 3, ... , -2-

erfüllt ist. 
. l- 1 

Es bedeute nun t eme der Zahlen 1, 2, 3, ... , --2-' Erheben wir dann 

die Identität 
rri = ri+1 + (rri - ri+l) 

in die (2t)-te Potenz und bedenken, daß rri - ri+! durch Z teilbar ist, so er
gibt sich die Kongruenz 

oder 
2 t (rr; - ri+l) r;tl1 = r2t rr t - rUl' 

und da offenbar 

(rr.-r. )r~t-l=(rr.-r. )r(i+l)(2t-l) > .+1 .+1 - > >+1 , 

ist, so folgt 
2 t (r ri - ri+1) r('+1)(2t-l) = r2t rr t - rUl' (l2) . 

Diese allgemeine Kongruenz ergibt bei Summation über die Werte 
i = 0,1,2, ... , l- 2 

2 t Z r2t-1.l} Qiri(2t-l) = r2t 2: rit - .l}rnl' (l2) . 
(i) (i) (i) 

Da nun 
.l}rrt = .l}rrtl = }2t + 22t + 32t + ... + (Z - 1)2t 
(i) (i) 
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ist, so folgt, daß die Zahl g(r2t- 1) dann und nur dann durch 1 teilbar ist, wenn 
die Zahl 

(r2t _ I) (pt + 22t + 32t + ... + (1- 1)2t) (106) 

durch 12 teilbar ist. Wegen der über die Primitivzahl r gemachten Annahme 

ist nun der Ausdruck (106 ) für t = l ~ 1 sicher nicht durch 12 teilbar. Für 

t = I, 2, ... , l -; ~ gilt auf Grund der Bernoullischen Summenformel jedes

mal die Kongruenz 

12t+22t+32t+ ... +(1-·1)2t=(-I)H1Bt 1, (12), 

wo Bt die t-te Bernoullische Zahl bedeutet, und somit erkennen wir, daß die 
Teilbarkeit wenigstens einer der Zahlen (106) für 

l-3 
t=I,2""'-2 

durch 12 mit der Teilbarkeit wenigstens eines der Zähler der l ~~- ersten 

Bernoullischen Zahlen durch 1 gleichbedeutend ist. Der Beweis des Hilfs
satzes 28 ist dadurch erbracht. 

§ 138. Ein Hilfssatz über die Einheiten des Kreiskörpers k(e2~n) 
für den Fall, daß 1 in den Zählern der ersten l ~ 3 

Bernoullischen Zahlen nicht aufgeht. 

Hilfssatz 29. Wenn 1 eine ungerade Primzahl bedeutet, welche in den 

Zählern der ersten 1* = ~.~ ~ Bernoullischen Zahlen nicht aufgeht, so läßt 

sich aus den Kreiseinheiten des Körpers k(') der 1-ten Einheitswurzein stets 
durch Bildung geeigneter Produkte und Quotienten ein System von solchen 
1* Einheiten SI' ••• , SI. ableiten, für welche 1* Kongruenzen von der Gestalt 

SI = I + a1 1t2, (f3), I 
S2 = I + a2 1t4 , «(5), 

~3 • ~ ~ a~1t6: (F), I 
SI. == I + al.1t HI , (('-2) 

(107) 

gelten, wo av a2 , ••• , al• ganze rationale, durch 1 nicht teilbare Zahlen be
deuten; dabei ist It = I - " { = (It) gesetzt [KUMMER (12)]. 

Beweis. Wir gehen aus von der Kreiseinheit (vgl. § 98) 

_ 1/(1- Cr)(l- C-r) 
S - V (1 - C) (1 - C-l) , (108) 

wo reine Primitivzahl nach 1 bezeichnet. Wir setzen dann 'YJ = sl-1 und 
St = 1j(r2-8)(r4-8) (r6-s) .•• (r2l - 2-8)(r21+2-8) (r21+4-8)'" (rl - 3-8) (109) 
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für t =1, 2, 3, ... , l*, wo S = (C:C") im Exponenten symbolisch zu ver
stehen ist. 

Die Einheit 'Y} ist als (l - l)-te Potenz einer ganzen Zahl in k(C) notwendig 
= 1 nach r, und das gleiche gilt dann auch von jeder der Einheiten et • Wir 
denken uns nun allgemein bei jedem Werte t die zur Einheit et gehörende 
Funktion et(x) gemäß § 131 gebildet; dann gelten für die rationalen Zahlen 

1(1) (et ) , 1(2) (et), .•. , I(H) (et) , 

d. h. für die Werte der ersten l - 2 Differentialquotienten des Logarithmus 
von et (elJ) an der Stelle v = 0, die Kongruenzen : 

1(") (et) == 0, (l) 1 
(u ='" 1,2,3, ... , 2t - 1, 2t + 1, ... , l- 3, l- 2), 

1(2t) (et) = (- I)t+'· 4::21 ' (l) I 
(t = 1, 2, ... , l*). 

(110) 

Um dies zu beweisen, bedenken wir, daß nach den Formeln S. 266 oben 
bei der Berechnung der ersten l - 2 Differentialquotienten 

w) ('Y}), 1(2) ('Y}), ••• , 1<'-2) ('Y}) 

in bezug auf die Zahl 'Y} an Stelle der zu 'Y} gehörenden Funktion direkt die 
folgende ganze Funktion 

1-1 

- (x) = ((1- X') (1- X-'})2 
'Y} (l-x}(I-x-I) 

genommen werden darf. Nun gilt bekanntlich die Entwicklung 
1 eV - 1 1 BI 2 B 2 4 B3 6 
og -v - = + 2 v + 2~ v - 4. 4! v + 6. 6! v - •.. , 

wo BI' B2 , Ba, . .. die Bernoullischen Zahlen bedeuten. Mit Benutzung 
dieser unendlichen Reihe folgt 

log ij (e") = (l- 1) {logr + (r2 - I)2~~! v2 ) 
(lU) 

-(r4-I) B2 v4+(r6-I) B3 v6_ .. . }. 
4·4! 6·6! 

Von derselben Verwendbarkeit wie 1] (eV) in bezug auf die Zahl 'Y} ist die Funk
tion 1](eTV ) in bezug auf die Zahl S'Y}, 1] (eT2tJ) in bezug auf S2'Y} usf. Ersetzen 
wir dann nach Entwicklung des Ausdrucks (109) von et darin 'Y}, S'Y}, s~, ... 
durch 1] (etJ ) , 1] (ertJ ) , 1] (er2 "), ••• , so entsteht eine Funktion 8t (eil), welche 
nach den Ausführungen auf S.266 bei Bildung von 1(1) (et),1(2) (et) , ••• ,1(1-2) (et) 
die Stelle der Funktionet(eV) vertreten kann. Aus (111) ergibt sich 

log Bt (e tJ ) = (l- 1) {O + (- I)t (r2 _. r2t ) (r4 - r2t) • •• 

. • • (r2t-2 _ r2t) (r2t+2 _ r2t ) (r2t+4 - r2t) . .. (r'-3 - r2t ) (1 - r2t ) ~ v2t } 
2t (2t)! 

+ 0 1_ 1 V'-1 + 0l+l vZ+1 + .. " 
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wo 0, °1- 1 , °1+1' . .• gewisse Konstanten bedeuten. Das ausführlich ge
schriebene Produkt in dem Koeffizienten von v2t ist 

(_ 1)/. [d(x - 1) (x - r 2 ) • •• (x - r l- 3 )] , 

dx a;=r21 

1-1 

und die hier zu differentiierende Funktion ist = x 2 - 1 nach l. Aus dieser 
Entwicklung folgt nun unmittelbar die Richtigkeit der Kongruenzen (110). 

Da nach Voraussetzung die Zähler der ersten l* Bernoullischen Zahlen 
BI' ... , BI. nicht durch l teilbar sein sollen, so sind nach (110) die l* Differen
tialquotienten 1(2t) (et ) für t = 1, 2, ... , l* sämtlich der Null inkongruent 
nach l. Aus dem letzteren Umstande schließen wir zunächst, daß keine der 
Einheiten el' ... , el. nach l der Zahl 1 kongruent ausfällt. Setzen wir daher 

~1. ~ ~ a~Ä81., . . (~81~1): I (112) 

El* = 1 + a,* Ä8z*, Wl*+l) 

mit solchen Exponenten el> ... , e,., daß dabei al , ... , a,* ganze rationale, 
nicht durch l teilbare Zahlen bedeuten, so sind diese Exponenten el , ... , e,. 
sämtlich < l - 1. Nun erhält man aus den Kongruenzen (112), da die Ent
wicklung eines Ausdruckes (1 - e'/J)U nach Potenzen von v mit dem Gliede 
(- F) vg beginnt, für die Einheit et die Kongruenzen 

1(1) ( ) - 0 1(2) ( ) - 0 1(8,-1) ( ) - 0 et = , et = , ... , et = , 
1(8t) (et) = (- 1)8t at' Ce! , 

(l) , 

(l) , 
und da at nicht durch l teilbar sein soll, so ergibt sich mit Rücksicht auf die 
vorhin bemerkte Folgerung aus den Kongruenzen (110) et = 2t, womit der 
Hilfssatz 29 bewiesen ist. 

§ 139. Ein Kriterium für die regulären Primzahlen. 

Der folgende Satz liefert ein einfaches Kriterium für die regulären Prim
zahlen l: 

Sa tz 154. Eine ungerade Primzahll ist dann und nur dann regulär, wenn 

sie in den Zählern der ersten l* = 1-; 3 Bernoullischen Zahlen nicht aufgeht 

[KUMMER (8)]. 
Beweis. Der Hilfssatz 28 zeigt, daß, wenn l im Zähler wenigstens einer der 

ersten l* Bernoullischen Zahlen aufgeht, die Klassenanzahl h des Körpers k(C) 
jedenfalls durch l teilbar ist. Sind hingegen die Zähler der ersten l* Bernoulli
schen Zahlen sämtlich zu l prim, so zeigt der nämliche Hilfssatz 28, daß der 
erste Faktor der Klassenanzahl zu l prim ist. Es bedarf also nur noch des Nach
weises, daß auch der zweite Faktor der Klassenanzahl h nicht durch l teilbar 
ist, wenn die Zähler der ersten l* Bernoullischen Zahlen sämtlich zu l prim 
sind. Diesen Nachweis führen wir in folgender Weise: 
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Es sei 1'1' ... , Yl* ein System von reellen l* Grundeinheiten des Körpers k (C), 
wie ein solches nach Satz 127 stets existiert; dann können wir setzen: 

st S = y~lt y;2t . .. y~z*t (113) 

für t =0,1,2, ... , l* - 1, wo die Exponenten mIt> m2P "" mZ*t ganze 
rationale Zahlen sind und s die in Formel (108) definierte Kreiseinheit be
deutet. Aus (113) erhalten wir: 

loglstsl =m1tloglYII +m2tlogIY21 + ... +ml*t1oglyz.1 (114) 
für t = 0, 1, 2, ... , l* - 1, wo unter den Logarithmen deren reelle Werte 
verstanden werden sollen. Andererseits bringen die Definitionsgleichungen (109) 
der Einheiten SI' ... , Sz* ein Gleichungssystem von der Gestalt 

St = snlt (s st2t . .. (Sl*-l stZOt , (t = 1, 2, ... , l*) (115) 
mit sich. Von demselben gehen wir zu den Gleichungen 

log St = nlt log I si + n2t log Is si + ... + nz*t1ogls1*-1 s I (116) 
(t = 1 , 2, ... , l*) 

über, wo für die Logarithmen wieder die reellen Werte eintreten sollen, und 
vermöge (114) wird hieraus 

log St = MltloglYl1 + M2t loglY21 + ... + Mz.tlogIYl.l, (117) 
(t = 1 , 2, ... , 7*) 

wo Mw M2t> ... , Mz*t die bekannten bilinearen Verbindungen der 2l*2 
ganzen rationalen Zahlen nu , n21 , ... , nz• z.; m10' m20 , ••• , mZ• Z*-l bedeuten. 
Aus den Gleichungssystemen (113) und (115) entspringen jedesmall* -1 wei
tere Gleichungssysteme, wenn wir auf die darin vorkommenden Einheiten die 
Substitutionen s, S2, ... , SI*-l anwenden. Indem wir dann wieder die be
treffenden Logarithmen nehmen, erhalten wir diejenigen Gleichungssysteme, 
die aus den Gleichungssystemen (114), (116) und (117) hervorgehen, wenn 
man auf die darin vorkommenden Einheiten der Reihe nach durchgehends 
die Substitution s, bez. S2, ... , bez. S!·-l anwendet. 

Setzen wir nun 
loglYll, 

R = log ISI'II ' 

... , loglyz·1 

I, . . ., log ISl'z.1 

~og'ISZ;-I~ll', .' .. ', l~g l·sl.~l ~Z" i I 
loglsl, logis si, ... , loglsl*-l s l 

,1= 
log Is si, log Is2 si, . . ., log Isz* s I 

log Isl*-l si, loglsz*sl, ... , logls2z*-2sl 

log SI, log s2' ... , logsz" 

,1= logs81' log ss2 , ... , logssz* 

log SI*-l SI , logsZ"-lS2' ... , log SZ*-l SI. 
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so ergibt eine Anwendung des Multiplikationssatzes der Determinanten 

LI J LI 
R =,:r'I{ = 

11-121 , •.• , Ml' l 

M22 , •.• , MI*2 

M ll *, M 21*, ... , M Z' l" 
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(118) 

Die rechts stehende Determinante ist eine ganze rationale und überdies 
eine zu l prime Zahl. Wäre nämlich diese Determinante durch l teilbar, so 
würde man imstande sein, l* ganze rationale Zahlen NI' ... , Nl* zu finden, die 
nicht sämtlich durch l teilbar sind, während die aus ihnen gebildeten Ausdrücke 

.L;NtMlt , .L;Nt M2t , ••• , .L;NtMl*t (t=I,2, ... , l*) 
(t) (t) (t) 

sämtlich durch l teilbar ausfallen. Durch Berücksichtigung dieses zweiten 
Umstandes ergibt sich aus (117) eine Gleichung von der Gestalt 

N 110g 81 + N 2 10g 82 + ... + NI' log 81" = llog E, 

in welcher E eine gewisse positive Einheit des Körpers k (C) bezeichnet. Setzen 
wir beide Seiten in den Exponenten von e, so haben wir 

(119) 

Es ist nun das Bestehen einer solchen Gleichung (119) unmöglich. Denn 
es würde zunächst E = E' = 1 nach I folgen; denken wir uns die zu E gehö
rende Funktion E(x) eingeführt und betrachten wir die Werte der ersten 
l - 2 Differentialquotienten von log E(eV ) an der Stelle v = 0, so würden 
aus (119) unter Verwendung von (110) die Kongruenzen 

(-I)t+l* ~'-N = 0 (l) (t 1 2 l*) 4tr2t t -, , =" ... , 

folgen. Es sollen aber die Bernoullischen Zahlen BI> B2 , ••• , Bl* sämtlich 
zu l prim und andererseits die Zahlen NI' ... , Nz* nicht sämtlich kongruent 0 
nach l sein; wir erhalten damit einen Widerspruch. 

Hiernach ist die Determinante rechts in (118) nicht durch l teilbar. Da 

andererseits ihre Faktoren ! und ~ beide ebenfalls als ganze Zahlen er

scheinen und ~ den zweiten Faktor der Klassenanzahl h darstellt, so ist auch 

der zweite Faktor der Klassenanzahl nicht durch l teilbar. Damit ist der Be
weis des Satzes 154 vollständig erbracht. 

Auf Grund des Satzes 154 findet sich aus den Werten der ersten 47 Ber
noullischen Zahlen, daß außer den drei Primzahlen 37, 59, 67 die unterhalb 
100 liegenden Primzahlen sämtlich regulär sind. Wie sich ferner durch Rech-

nung findet, sind die Klassenanzahlen h der Kreiskörper k (e 2~ "') für l = 37, 
59, 67 nur durch die erste und nicht durch eine höhere Potenz von l teilbar 
[KUMMER (11, 26)]. 
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§ 140. Ein besonderes System von unabhängigen Einheiten im 
regulären Kreiskörper. 

Wir haben in § 139 die Mittel zur Aufstellung eines Systems von Einheiten 
des regulären Kreiskörpers gewonnen, welches für die weiteren Entwick
lungen von Nutzen sein wird. 

Sa tz 155. Ist l eine reguläre Primzahl, so gibt es im Kreiskörper der 

l-ten Einheitswurzein stets ein System von l* = ~ ~ 3 unabhängigen Ein

heiten BI' ••• , BZ* von der Art, daß für dieselben die Kongruenzen 
BI = 1: + A2 , (f3) , 
82 = 1 + A4 , ({5) , 

BZ* = 1 + AI-3, (fH) 
erfüllt sind; dabei ist A = 1 - C, { = (A) gesetzt. 

Beweis. Da der Kreiskörper k(C) regulär sein soll, so sind in Anbetracht 
von Satz 154 die Zähler der ersten l* Bernoullischen Zahlen sämtlich zu l prim, 
und folglich gibt es nach Hilfssatz 29 l* Einheiten SI' ••• , S/", welche die in 
(107) ausgedrückten Kongruenzeigenschaften besitzen. Da dort die Koeffi
zienten a1 , ••• , az* sämtlich zu l prim sind, so können wir l* ganze rationale 
Zahlen b1 , •.• , bl * bestimmen derart, daß 

a1 b1 = 1, ... , az* bl* = 1 , (l) 
wird. Setzen wir dann 

- bl - bl" 
SI = SI ' .•• , SI" = SZ" , 

so erfüllen diese Einheiten BI' ••• , BI" jedenfalls die in Satz 155 geforderten 
Kongruenzbedingungen. 

Ferner bilden 81' ... , BI* ein System voneinander unabhängiger Einheiten, 
weil die in § 138 bestimmten Einheiten SI' ••• , SI" ein solches waren. Um 
letzteres einzusehen, nehmen wir im Gegenteil an, daß eine Gleichung von 
der Gestalt 

l' ... SeZ- = 1 (120) 
1 I-

bestehe, wo die Exponenten e1 , ••• , ez_ ganze rationale, nicht sämtlich ver
schwindende Zahlen sind; dann können wir weiter die Annahme machen, daß 
diese Exponenten e1 , ••• , el* nicht sämtlich durch l teilbar seien, da im ent
gegengesetzten Falle offenbar sofort 

el ei-

sT ... sT=1 
1 z-

folgen würde. Unter der Annahme, daß in (120) die Exponenten e1 , ••• , el* 
nicht sämtlich durch l teilbar sind, ist aber (120) von der Gestalt der Glei
chung (119), und daß eine solche Gleichung unmöglich ist, haben wir bereits 
in § 139 erkannt. 
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§ 141. Eine charakteristische Eigenschaft für die Einheiten 
eines regulären Kreiskörpers. 

Satz 156. Wenn l eine reguläre Primzahl bedeutet und im Körper k(') der 
l-ten Einheitswurzeln eine solche Einheit E vorliegt, welche einer ganzen ra
tionalen Zahl nach l kongruent ist, so ist sie notwendig die l-te Potenz einer 
Einheit dieses Kreiskörpers [KUMMER (8)]. 

Beweis. Wir denken uns ein System von Einheiten 81 , .. . ,81* gemäß 
Satz 155 bestimmt; da dieselben ein System unabhängiger Einheiten bilden, 
so gibt es ganze rationale, nicht sämtlich verschwindende Exponenten 
e, el , . . ., el*, so daß 

Ee = //' ... eel" 
1 I" 

(121) 

wird, und wir können, wie sich sofort zeigt, noch annehmen, daß e, el , ... , el* 
nicht sämtlich durch l teilbar sind. Wäre dann e durch l teilbar, so hätte die 
Gleichung (121) die Gestalt (119), und daß eine Gleichung von dieser Gestalt 
nicht statthaben kann, haben wir bereits erkannt. Wäre andererseits e nicht 
durch l teilbar, so würde jedenfalls Ee = 1 nach I und also = 1 nach l sein; 
wir bilden dann für beide Seiten der Gleichung (121) die logarithmischen 
Differentialquotienten der zu ihnen gehörenden Funktionen. Da wegen 
Ee = 1 nach l die Zahlen I (U) (Ee) für g < l - 1 sämtlich kongruent 0 nach l 
sind, so folgt, wenn wir dies insbesondere für g = 2, 4, ... , 2 l* in Anwendung 
bringen und die Werte der Zahlen 1(U)(Sl)"'" I(Y) (Sl*) in Rücksicht auf 
(110) einsetzen, der Reihe nach el - 0, ... , el " = 0 nach l; es wird dann also 
Ee = Hl , wo H eine gewisse Einheit des Kreiskörpers bedeutet, während e nach 
Voraussetzung eine nicht durch l teilbare ganze rationale Zahl ist. Bestimmen 
wir nun zwei ganze rationale Zahlen a und b, so daß ae + bl = 1 wird, so folgt 

E = (Ha Eb)l, 

und hiermit ist der Beweis des Satzes 156 vollständig erbracht. 
Ein wesentlich hiervon verschiedener Beweis des Satzes 156 beruht auf 

folgender Überlegung. Wäre E nicht die l-te Potenz einer Einheit in k(n, 
so könnte auch die Einheit H = e- s nicht die l-te Potenz einer Einheit sein, 
wie leicht aus dem Umstande ersichtlich ist, daß 1 - 8 und 1 + 8 + ... + 8 1- 2 

zwei ganzzahlige Funktionen von 8 sind, die im Sinne der Kongruenz nach l 
keinen gemeinsamen Faktor haben. Nun wird aber, wenn wir E kongruent 
einer ganzen rationalen Zahl nach l annehmen, H = 1 nach P, und hieraus 
würde nach dem zweiten Teile von Satz 148 folgen, daß der Kummersche 

Körper k (V H ,,) die Relativdiskriminante 1 in bezug auf k (,) besitzt. Da 
ferner dieser Kummersche Körper relativ-Abelsch vom Relativgrade l in 
bezug auf k(n ist, so würde endlich aus Satz 94 folgen, daß die Anzahl der 
Idealklassen des Kreiskörpers k(') durch l teilbar sein müßte, was der An
nahme, daß k(') ein regulärer Kreiskörper ist, widerspräche. 
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§ 142. Der Begriff der primären Zahl im regulären Kreiskörper. 

Eine ganze Zahl rx des regulären Kreiskörpers k(C) heißt primär, wenn sie 
erstens semiprimär ist (s. S. 230), und wenn sie zweitens die Eigenschaft be-

l-I 

sitzt, daß ihr Produkt mit der konjugiert imaginären Zahl, also mit s 2 rx, 

einer ganzen rationalen Zahl nach 1 = 1Z-1 kongruent wird. Eine primäre 
Zahl ist also stets zu 1 prim und hat die Kongruenzen 

rx = a, (12), 
1-1 

rx' S-2 rx = b, (1'-1) 

so zu erfüllen, daß a und b ganze rationale Zahlen sind [KUMMER (12)]. Es 
gilt die Tatsache: 

Sa tz 157. In einem regulären Kreiskörper k(C) kann eine beliebige zu 1 
prime ganze Zahl rx stets durch Multiplikation mit einer Einheit in eine pri
märe Zahl verwandelt werden [KUMMER (12)]. 

1-1 

Beweis. Bilden wir aus rx die Zahl ß = rx· s 2 rx, so ist dieselbe offenbar 

eine Zahl in dem Unterkörper vom Grade l~ 1 des Körpers k(C) und genügt 

daher einer Kongruenz ß a nach 12, wo a eine ganze rationale, nicht durch 
1 teilbare Zahl bedeutet. Es seien SI' 82 , ••• , sz- die 1* in § 140 bestimmten 
Einheiten. Ist nun etwa ß = a + alA2 nach 14, wo a1 eine ganze rationale 
Zahl bedeute, so bestimme man eine ganze rationale Zahl U1 so, daß 
2au1 + a1 - 0 nach 1 wird; dann ist notwendig 

Ist ferner etwa ßsiu,= a + a2 A4 nach {6, wo a2 wieder eine ganze rationale 
Zahl bedeute, so bestimme man eine ganze rationale Zahl U2 derart, daß 
2au2 + a2 - 0 nach 1 wird; dann ist 

Fahren wir in der begonnenen Weise fort und setzen am Ende 

so wird ßS2 = a nach P-l. Ist andererseits C* eine solche Potenz von C, daß 
C*rx semiprimär wird, so ist offenbar C*srx eine primäre Zahl. 

Eine reelle primäre Zahl ist stets einer ganzen rationalen Zahl nach 1 =p-l 
kongruent. Aus Satz 156 folgt leicht, daß eine primäre Einheit in k(C) stets 
die 1-te Potenz einer Einheit in k(C) ist. 

Wir erörtern noch kurz einen Hilfssatz über primäre Zahlen, welcher uns 
später von Nutzen sein wird. 
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Hilfssatz 30. Wenn 'P, ft zwei primäre Zahlen des regulären Kreis
körpers k (C) sind, so ist stets 

{Pt} = 1. 

Beweis. Wir dürfen annehmen, daß die Zahlen 'P,ft beide = 1 nach { 
ausfallen, da sonst ihre (l- l)-ten Potenzen sicher dieser Bedingung genügen 

{p fL} {pZ-l fLZ-l} und wir mit Rücksicht auf T = '{ (vgl. S. 266) diese an Stelle der 

Zahlen )', ft selbst betrachten können. Nach (83) ist 
1-1 1-1 

{Pt}{P,s t fL} = {P,fL ·r2fL }, 
1-1 

und da bei unserer Annahme ft· s ~ ft = 1 nach {I-l und 'P == 1 nach 12 ausfällt, 

so folgt aus der allgemeinen Definition (82) des Symbols {\"'} in § 131 un
I-I 

mittelbar {P,,,,.;2fL } =1, und daher wird 

1-1 

t't}{P,S12 "'} = 1. 

Entsprechend beweisen wir, daß 
1-1 1-1 1-1 

{p, s / ,u}{ s 2 P,/ 2 "'} = 1 

ist. Aus Formel (84) ergibt sich ferner: 
1-1 1-1 

{p't}{s 2 P,/ 2 ,u} = 1. 

Die drei letzten Gleichungen zusammengenommen liefern: 

{Ptf=l, d.h. {Pt}=l, 
und damit ist der Hilfssatz 30 bewiesen. 

32. Die ambigen Idealklassen und die Geschlechter im regulären 
Kummerschen Körper. 

§ 143. Der Begriff der Einheitenschar im regulären Kreiskörper. 
2i ... 

Es sei l eine reguläre ungerade Primzahl, und in dem durch C = e-1- be
stimmten regulären Kreiskörper k(C) sei ein solches System E von Einheiten 
vorgelegt, in welchem die l-ten Potenzen aller Einheiten des Körpers k(C) 
enthalten sind, und welchem überdies die Eigenschaft zukommt, daß das 
Produkt und der Quotient von irgend zwei Einheiten des Systems stets 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 19 
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wieder dem Systeme angehört. Ein solches System E nenne ich eine Ein
heitenschar des Kreiskörpers k (C). Man kann in einer jeden Einheitenschar E 
stets eine gewisse Anzahl m von Einheiten Cl' ••• , em bestimmen von der Art, 
daß man jede Einheit der Einheitenschar und jede nur einmal erhält, wenn 
man in dem Ausdruck 

einem jeden der Exponenten U1 , .•• , Um unabhängig von den übrigen alle 
Werte 0, 1, ... , l - 1 erteilt und für ~ eine jede Einheit in k(C) einsetzt. 
Ein System von Einheiten el' ... , Cm dieser Beschaffenheit nenne ich eine 
Basis der Einheitenschar E. Es ist klar, daß für die Einheiten Cl' ••• , Cm 

einer Basis von E niemals eine Relation von der Gestalt 

cel ••• cem = c! 
1 m 

stattfinden kann, wo el , ... , em ganze rationale, nicht sämtlich durch l teil
bare Exponenten sind und c eine Einheit in k (C) bedeutet. Es läßt sich leicht 
zeigen, daß für eine jede andere Basis der Einheitenschar E die Anzahl m 
der Einheiten, aus denen sie besteht, die gleiche sein muß. Diese Zahl mist 
daher für die Einheitenschar E eine vollkommen bestimmte; sie heiße der 
Grad der Einheitenschar. 

Enthält insbesondere eine Einheitenschar nur die l-ten Potenzen der Ein
heiten in k(C), so ist sie die möglichst wenig Einheiten umfassende Einheiten
schar, und ihr Grad O. Ferner bildet die Gesamtheit aller Einheiten des Kör
pers k(C) eine Einheitenschar; aus dem Umstande, daß nach Satz 127 jede 
Einheit in k(C) das Produkt einer l-ten Einheitswurzel und einer reellen Ein
heit ist, und aus den Entwicklungen beim Beweise des Satzes 157 entnehmen 
wir sofort, daß die in § 140 mit SI' ..• , Cl-3 bezeichneten Einheiten mit der 

Einheitswurzel C zusammen eine Basis dieser umfassendsten Einheitenschar 
sind. Die aus allen Einheiten des Körpers k(C) bestehende Einheitenschar be-

sitzt folglich den Grad m = 1-; 1; sie ist offenbar die einzige Einheitenschar 

vom Grade 1 ~ 1, und es kann überhaupt keine Einheitenschar von höherem 

1-1 G als dem -2- -ten rade geben. 

Wie man ferner leicht erkennt, bilden die Relativnormen aller Einheiten 
~/-eines aus k(C) entspringenden Kummerschen Körpers k( y fl, C) für den Kreis-

körper k(C) eine Einheitenschar; endlich ist auch die Gesamtheit aller der
jenig(ln Einheiten in k(C) eine Einheitenschar, welche gleich Relativnormen, 
sei es von Einheiten, sei es von gebrochenen Zahlen des Kummerschen Kör-

pers k ( 11ft, C) sind. 
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§ 144. Die ambigen Ideale und die ambigen Idealklassen eines 
regulären Kummersehen Körpers. 

Es sei k (C) ein regulärer Kreiskörper , und f1- eine ganze Zahl in k (C), welche 

nicht gleich der l-ten Potenz einer Zahl in k(C) ist; der durch M = V# und C 
bestimmte reguläre Kummersehe Körper k ( M ,C) werde mit K bezeichnet. 
Wir suchen nunmehr die Theorie dieses Körpers mitte1st der entsprechen
den Begriffe und Methoden zu fördern, wie sie in den Kapiteln 17 bis 18 in der 
Theorie des quadratischen Körpers angewandt worden sind. 

Die Relativgruppe von K in bezug auf k(C) wird durch die Potenzen der 
Substitution S = (M:C M) gebildet; es werde gemäß § 57 ein Ideal m: des 
Körpers K ein ambiges Ideal genannt, wenn m: bei Anwendung der Operation S 
ungeändert bleibt, d. h. Sm: = m: ist, und wenn außerdem m: kein von 1 ver
schiedenes Ideal des Körpers k(C) als Faktor enthält. Nach Satz 93 sind die 
t in der Relativdiskriminante von Kaufgehenden Primideale sämtlich ambig, 
lmd es gibt außer diesen auch keine anderen ambigen Primideale. Ist sodann 5}! 

ein beliebiges ambiges Ideal in K, so schließen wir aus m: = Sm: leicht 
(vgl. § 73), daß auch jedes in m: aufgehende Primideal des Körpers K ambig 
sein muß, und daraus folgt dann, daß die Anzahl aller vorhandenen ambigen 
Ideale zt beträgt. 

Ist [ ein Ideal aus einer Klasse 0 des Kummersehen Körpers K, so werde 
die durch das relativ konjugierte Ideal S[ bestimmte Idealklasse mit SO 
bezeichnet. Die Klassen SO, S20, ... , SI-lO sollen die zu 0 relativ conju
gierten Klassen heißen. Ist ferner F(S) eine beliebige ganzzahlige Funktion 
vom (l-l)-ten Grade in S, nämlich 

F(S) = a + alS + a2 S2 + ... + a!-lSH, 

wo a,~, ... , al - 1 ganze rationale Zahlen sind, so werde die durch den Aus
druck 

Oa (Sot' (S20t" . .. (SHOt1- 1 

bestimmte Klasse die F(S)-te symbolische Potenz der Klasse 0 genannt 
und mit 

bezeichnet. Endlich heiße eine Idealklasse Ades Kummersehen Körpers K 
eine ambige Klasse wennA = SA, d. h., wenn ihre (1 - S)-te symbolische 
Potenz Al-S = 1 wird. Die l-te Potenz einer beliebigen ambigen Klasse A 
ist stets eine solche Klasse, welche unter ihren Idealen in k(C) liegende Ideale 
enthält. Dies ergibt sich unmittelbar, wenn wir berücksichtigen, daß wir 

AI = Al+s+s2+."+SI-l 

als Folge von A = SA haben und daß andererseits die Relativnorm eines be
liebigen Ideals in K stets notwendig ein Ideal in k(C) ist. 

19* 
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§ 145. Der Begriff der Klassenschar im regulären 
Kummerschen Körper. 

Es sei in dem regulären Kummerschen Körper K ein solches System von 
Klassen vorgelegt, daß in der l-ten Potenz einer jeden dieser Klassen stets 
Ideale des Körpers k(C) vorkommen, und überdies sollen insbesondere alle 
diejenigen Klassen, in welchen Ideale des Körpers k(C) vorkommen, dem 
Systeme angehören; endlich sollen das Produkt und der Quotient von irgend 
zwei Klassen des Systems stets wiederum dem Systeme angehören. Ein solches 
System von Klassen nenne ich eine Klassenschar des Kummersehen Körpers. 
In einer vorgelegten Klassenschar kann man stets eine gewisse Anzahl n von 
Klassen 01> ... , On bestimmen von der Beschaffenheit, daß man jede Klasse 
der Klassenschar und jede nur einmal erhält, wenn man in dem Ausdruck 

0':1 OU'. . . OUn C 
1 2 n 

einem jeden der Exponenten U1' u2 ' ••• , U n unabhängig von den anderen 
alle Werte 0, 1, ... , 1 - 1 erteilt, und für c eine jede solche Klasse setzt, 
welche unter ihren Idealen in k (C) liegende Ideale enthält. Die Klassen °1 , °2 , ••• , On mögen dann eine Basis der Klassenschar heißen. Es läßt sich 
leicht zeigen, daß für eine jede andere Basis der Klassenschar die Anzahl n 
der Klassen, aus welchen die Schar besteht, die gleiche sein muß. Diese Zahl n 

heiße der Grad der Klassenschar. 
Enthalten insbesondere alle Klassen einer Schar Ideale des Körpers k(C), 

so ist die Schar vom Grade O. Des weiteren ist beispielsweise die Gesamtheit 
aller derjenigen Klassen in K, in welchen, sei es ambige Ideale in K, sei es 
Produkte aus ambigen Idealen in K mit Idealen des Körpers k(C) vorkommen, 
eine Klassenschar. Ferner bildet die Gesamtheit aller ambigen Klassen des 
Kummerschen Körpers eine Klassenschar. 

§ 146. Zwei allgemeine Hilfssätze über die relativen 
Grundeinheiten eines relativ-zyklischen Körpers 

von ungeradem Primzahlgrade. 

Bevor wir die Untersuchungen des vorigen Paragraphen fortsetzen, leiten 
wir zwei Hilfssätze ab, die sich an den Satz 91 in § 55 anschließen und wie 
folgt lauten: 

Hilfssa tz 31. Es sei der Relativgrad 1 eines relativ zyklischen Kör
pers K in bezug auf einen Unterkörper k eine ungerade Primzahl, ferner sei S 
eine von der identischen verschiedene Substitution der Relativgruppe von K 
in bezug auf kund H1 , ... , Hr +1 ein System von relativen Grundeinheiten 
des Körpers K in bezug auf k, dann gilt für eine beliebige Einheit E in K 
jedesmal eine Gleichung von der Gestalt 

EI = HF '(8) ••• HFr+! (8) [e] 
1 r+1 ' 
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wo I ein ganzer rationaler, nicht durch l teilbarer Exponent ist, F1 (8), ... 
. . . , Fr+! (8) ganzzahlige Funktionen vom (l - 2)-ten Grade in 8 bezeichnen 
und [10] eine Einheit bedeutet, deren l-te Potenz in k liegt. 

Beweis. Aus dem Beweise des Satzes 91 geht hervor, daß die Einheiten 

H1 , ••• , Hr +!, 8 H1 , ••• , 8 Hr +!, •.. , 8 1- 2 H1 , ••• , 8 1- 2 Hr +! 

unter Hinzufügung von r Grundeinheiten des Körpers k voneinander un
abhängig sind, und da die Anzahl dieser Einheiten insgesamt l (r + 1) - 1 
beträgt, so gibt es, wenn E eine beliebig angenommene Einheit in K be
deutet, für E gewiß Relationen von der Gestalt 

(122) 

wo G(8), G1 (8), ... , Gr+!(8) ganzzahlige Funktionen vom (l- 2)-ten Grade 
in S sind, unter denen die erste nicht identisch verschwindet, und wo [e] 
eine solche Einheit in K bedeutet, daß [e)l in k liegt. Aus den unendlich vielen 
vorhandenen Relationen dieser Art denken wir uns eine solche ausgewählt, 
bei welcher die ganze Funktion G(C) durch eine möglichst niedrige Potenz 
von 1 - t; teilbar ist. Wir nehmen an, es treffe dies eben für die Relation (122) 
zu; wir setzen zunächst voraus, es sei dabei G(C) noch mindestens einmal 
durch 1 - t; teilbar. Nach der Definition der Grundeinheiten in § 55 müssen 
dann 

GI (t;), ... , Gr+! (t;) 

sämtlich ebenfalls durch 1 - t; teilbar sein. Erheben wir die Gleichung (122) 
in die (1 - 8 2)(1 - 8 3) ••• (1 - 8 1- 1)-te symbolische Potenz und setzen 

G(t;) = (1- C)G*(C), 
GI (C) = (1 - t;) Gi (t;), . .. , Gr+! (t;) = (1 - t;)G:+ I (t;), 

so folgt leicht, indem wir berücksichtigen, daß die (1 + 8 + 8 2+ ... 
. . . + 81- 1 )-te symbolische Potenz einer Einheit in K stets eine Einheit 
in k wird, 

(123) 

wo [10] wieder eine Einheit in k oder die l-te Wurzel aus einer Einheit in k be
deutet. Wegen der Gleichung (123) ist eine l-te Wurzel aus dieser Zahl [e] 
sicherlich eine Zahl in K, also, wie leicht ersichtlich, ebenfalls eine solche 
Einheit in K, deren l-te Potenz in k liegt, und die wiederum mit [8] zu be
zeichnen ist; aus (123) schließen wir daher: 

EGO(S) = H~;(S) ... H~~+/S) [8], 

wo wiederum [8] eine Einheit in K bedeutet, deren l-te Potenz in k liegt. 
Diese Gleichung ist von der nämlichen Gestalt wie (122), nur daß hier 
G* (t;) durch eine niedrigere Potenz von 1 - C teilbar wäre als oben G (0. 
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Dadurch erhalten wir einen Widerspruch mit unserer Annahme, wonach die 
zugrunde gelegte Relation (122) bereits eine solche war, in der G(C) eine mög
lichst niedrige Potenz von 1 - Centhielt; wir sehen also, daß unter dieser 
Voraussetzung in (122) G(C) nicht durch 1 - C teilbar sein kann. 

Setzen wir 
f = G(C) G(C2) . .. G(CI-1) , 

so wird f eine ganze rationale, nicht durch l teilbare Zahl, und es gibt offenbar 
zwei ganzzahlige Funktionen H (S), M (S), so daß die Gleichung 

t = H(S) G(S) + M(S) (1 + S + S2 + ... + SI-I) 

identisch in S erfüllt ist. Erheben wir (122) in die H (S)-te symbolische Potenz, 
so folgt daraus sofort eine Formel von der im Hilfssatz 31 verlangten Be
schaffenheit. 

Hilfssa tz 32. Es mögen dieselben Bezeichnungen wie in Hilfssatz 31 gel
ten, und überdies bilden wir die Relativnormen der r + 1 relativen Grund
einheiten des relativ-zyklischen Körpers K, nämlich 

111 = N" (H1), ••• , rJr+! = N k (H r +!): 

dann läßt sich jede Einheit 13 in k, welche die Relativnorm einer Einheit E des 
Körpers K ist, in der Gestalt 

13 = rJ~" .. rJ;~i1 [13]1 

darstellen, wo u1, ••• , ur+! ganze rationale Exponenten sind und [13] eine 
Einheit in K ist. 

Beweis. Nach Hilfssatz 31 haben wir für E eine Gleichung 

EI = HP'(S) • •• HFr+!(S) [13] 
1 r+1 ' 

wo die Zeichen die dort angegebene Bedeutung besitzen. Indem wir von 
beiden Seiten dieser Gleichung die Relativnorm in bezug auf k bilden, er
gibt sich 

si = 'Y)F'(l) • •• 'Y)F r+ 1 (1) [13]1 
'/1 '/r+1 • 

Bestimmen wir nun zwei ganze rationale Zahlen a, b, so daß 

l=a!+bl 

(124) 

wird, und erheben dann die Gleichung (124) in die a-te Potenz, so entsteht 
eine Formel von der im Hilfssatz 32 behaupteten Art. 

§ 147. Die durch ambige Ideale bestimmten Idealklassen. 

Es sei K = k ( y-,u, C) ein regulärer Kummerscher Körper; wir nehmen 

aus seiner Relativgruppe die Substitution S = (V-,u :cy-,u). Da ein beliebiges 
ambiges Ideal m des Körpers K vermöge seiner Eigenschaft m = sm stets 
eine ambige Klasse bestimmt, so haben wir, um zur Kenntnis der ambigen 
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Klassen zu gelangen, vor allem die aus den ambigen Idealen entspringende 
Klassenschar zu untersuchen. Wir beweisen die wichtige Tatsache: 

Sa tz 158. Es sei t die Anzahl der verschiedenen Primideale, welche in der 
I 

Relativdiskriminante des regulären Kummerschen Zahlkörpers K = k("-(it, C) 
vom Relativgrade laufgehen; ferner mägen die Relativnormen aller Einheiten 
von K für k(C) eine Einheitenschar vom Grade m bilden: betrachten wir dann 
alle dieienigen Klassen, in welchen sei es ambige Ideale des Körpers K, sei es 
Produkte von ambigen Idealen in K mit Idealen in k(C) vorkommen, so bilden 
d~'ese eine Klassenschar vom Grade 

l + 1 t + m - --2- . 

Beweis. Wir setzen im folgenden zunächst voraus, daß die Zahl p, nicht 
von der Gestalt erT.! sei, wo e eine Einheit und rT. eine Zahl in k(C) bedeuten 

soll. Es ist dann jede Einheit [e] des Körpers K = k(V-:U, C), deren l-te Po
tenz in k(C) liegt, notwendig selbst ink(C) gelegen. Nunmehr mögen Hl , •.• , Hl - 1 

-2-

ein System von relativen Grundeinheiten des Körpers K in bezug auf k(C) und 

. .. , ''h-1 = N k(H l _ 1 ) 

"""2 """2 

deten Relativnormen bedeuten. 

Wir nehmen erstens an, daß der äußerste Fall m = l ~ 1 eintritt. Aus 

Hilfssatz 32 s~hließen wir dann, daß die Einheiten 1Jl' ... , 1Jl-l eine Basis 
"""2 

derjenigen Einheitenschar bilden, welche aus den Relativnormen aller Ein-
heiten in K besteht. Andererseits fassen wir die t ambigen Primideale 21 , ••. , 2t 

des Körpers K ins Auge; dieselben bestimmen t ambige Idealklassen, die wir 
bez. Ll , •.. , L t nennen wollen. Um für die aus diesen Klassen entspringende 
Klassenschar den Grad zu bestimmen, setzen wir 

(125) 

wo a1 , ••• , at gewisse ganze rationale Exponenten bedeuten, und wo i ein 
Ideal in k(C) ist. Wegen der zu Anfang getroffenen Voraussetzung über p, 
ist wenigstens einer der Exponenten av ... , at nicht durch 1 teilbar; es sei 
etwa at prim zu l. Wir entnehmen aus der Gleichung (125), daß 

c = L~' . . . L~' 

eine solche Klasse ist, die Ideale des Körpers k(C) enthält; da L~ ebenfalls 
eine Klasse dieser Art ist, so folgt hieraus sofort, daß die Klasse L t sich als 
Produkt von Potenzen der Klassen L l , ••• , L t - 1 und einer Klasse darstellen 
läßt, die Ideale des Körpers k(C) enthält. 
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Wir beweisen jetzt, daß aus den Idealklassen LI' ... , L t - 1 allein keine 
Klasse von der Gestalt 

(126) 

hervorgehen kann, welche Ideale des Körpers k(~) enthält, während 
a~, ... , a;_l ganze rationale, nicht sämtlich durch l teilbare Exponenten 
sind. In der Tat, auf Grund der Relation (126) würden wir eine Gleichung 

(127) 

aufstellen können, so daß i' ein Ideal des Körpers k(~) und M' eine ganze 
Zahl des Körpers K ist; hieraus schließen wir dann, daß E = M/I - S eine 
Einheit in K sein müßte. Auf diese Einheit E wenden wir den Hilfssatz 31 
an und erhalten so eine Gleichung von der Gestalt 

FI- 1 (S) 

E' HF! (S) LJ ,,-= 1 •••• 11-1 S, (128) 
~2~ 

wo f eine ganze rationale, nicht durch l teilbare Zahl, F I (8), ... , FI _ 1 (8) 
2 

ganzzahlige Funktionen von 8 und s eine Einheit in k(~) bedeuten. Da offen
bar Nk ( E) = 1 ist, so ergibt sich durch Bildung der Relativnorm auf beiden 
Seiten von (128) die Gleichung 

PI-1(1) 

1 Pdl) 2' = rlt •.. 'YIZ- 1 S". 

2 

Da 'YII' ••• , 'YIZ-l eme Basis einer Einheitenschar bilden sollen, so müssen 
2 

die ganzen rationalen Zahlen F I (I), ... , FZ- 1 (1) sämtlich durch l und dem-
2 

nach die ganzen Zahlen F I (~), .•• , Fz-d~) sämtlich durch 1 - ~ teilbar 
2 

sem. Setzen wir 

. .. , Fl-d~) = (1 - ~) Ft-l (~) 
~2~ 2 

und 
F!(S) F7-1 (S) 

H = H1 ••• Hz-l 
2 

so wird 
EI = HI-SS*, 

wo s* wieder eine Einheit in k(~) bedeutet. Durch Bildung der Relativnorm 
folgt aus letzterer Gleichung 1 = S*l, d. h. s* ist eine l-te Einheitswurzel, etwa 
= ~(J. Berücksichtigen wir M1- S = ~-\ so haben wir 

{M'fMuH-l}l-S= 1, 

d. h. der Ausdruck M" MOH- 1 stellt eine Zahl in k(~) dar. Da nun M' wegen 
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(127) das Ideal2t nicht oder zu einem durch 1 teilbaren Exponenten erhoben 
enthält, M dagegen das Ideal 2t in einer Potenz enthält, deren Exponent at 

nicht durch 1 teilbar ist, so zeigt die Zerlegung dieser Zahl in Primideale des 
Körpers k(C) erstens, daß g durch 1 teilbar sein muß; dann zeigt sie weiter, 
da f zu 1 prim ist, daß die Exponenten a~, ... , a;_1 sämtlich durch 1 teilbar 
sein müßten, was der Voraussetzung widerspricht. Daraus folgt, daß zwischen 
den Klassen Lv .. " L t- 1 eine Relation wie (126) nicht bestehen kann, d. h. 
die Klassen Lv"" L t- 1 bilden unter der gegenwärtigen Annahme, die 

wesentlich auf m = 1 ~ I hinauskommt, für die aus allen ambigen Idealen 

entspringende Klassenschar eine Basis; der Grad dieser Klassenschar ist 

daher gleich t -1, wie es unserem Satze 158 für m = 1 ~ I entspricht. 

Wir nehmen zweitens m = 1 ~ 3 an; dann muß zwischen den Ein-
6 1_ 1 

heiten 'fJl' ••• , 'fJl-l eine Relation von der Gestalt 'fJ~1 ••• 'fJl_21 = 'fJ' be-
2 ""2 

stehen, wo die Exponenten el' ... , el - 1 ganze rationale, nicht sämtlich 
2 

durch 1 teilbare Zahlen sind und 'fJ eine Einheit in k (C) bedeutet. Ist etwa 
el-1 nicht durch 1 teilbar, so sind, wie man aus Hilfssatz 32 schließt, not-

wendig 'fJl' ••• , 'fJl-3 eine Basis der aus den Relativnormen aller Einheiten 
2 

in K gebildeten Einheitenschar. Wir bilden nun die Einheit 

6 1_ 1 

E = H~l. . . Hl_S1 'fJ-l. 
-2-

(129) 

Da diese die Relativnorm 1 besitzt, so gibt es nach Satz 90 (S. 149) eine ganze 
Zahl A in K von der Beschaffenheit, daß E = AI-8 wird. Wir bestimmen 
nun, was jedenfalls möglich ist, eine ganze rationale positive Zahl r in der 
Weise, daß in dem Produkt M' =A Mr das Primideal2t zu einem durch 1 
teilbaren Exponenten erhoben vorkommt. Es dürfen dann in M' nicht auch 
die Faktoren 210 ••• , 2t- 1 sämtlich in solchen Potenzen, deren Exponenten 
durch 1 teilbar sind, vorkommen, da man sonst unter Benutzung von Satz 153 
(S.279) M' =6)r:x. hätte in der Art, daß 6) eine Einheit in K und r:x. eine ganze 
Zahl in k(C) bedeutet; dann aber würde 6)1-8= EC-r folgen, und dies wider
spräche mit Rücksicht auf (129), da el - 1 zu 1 prim ist, der Definition der 

2 
relativen Grundeinheiten H1 , ..• , H,- 1 nach § 55. Es komme nun in M' 

2 
etwa das ambige Primideal2t _ 1 zu einem nicht durch 1 teilbaren Exponenten 
erhoben vor. Dann entnehmen wir aus diesem Umstande die Tatsache, daß 
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die Klasse L t - I sich als Produkt von Potenzen der Klassen LI' ... , L t - 2 

und einer solchen Klasse darstellen läßt, die Ideale des Körpers k(C) enthält. 
Wir beweisen jetzt, daß aus den Idealklassen LI' ... , L t - 2 keine Klasse 

(130) 

hervorgehen kann, welche Ideale in k(C) enthält, während die Exponenten 
a;', ... , a;'-2 ganze rationale, nicht sämtlich durch l teilbare Zahlen sind. 
In der Tat, eine Relation (130) hätte eine Gleichung von der Gestalt 

(131) 

zur Folge von der Art, daß M" eine ganze Zahl in K und j" ein Ideal in k(C) 
ist; hieraus schließen wir dann, daß E' = M"I-S eine Einheit in K sein müßte. 
"\Yir wenden für diese Einheit E' den Hilfssatz 31 an und erhalten so eine 
Gleichung 

Ff-dS) 

Elf' HJI'HS) H 2 = 1 • •• Z-I 8, 
-2-

wo f' eine ganze rationale, nicht durch l teilbare Zahl, 

Fi (8), ... , Fi-d8) 
2 

(132) 

ganzzahlige Funktionen von 8 sind und 8 eine Einheit in k(C) ist. Wir be
stimmen nun einen ganzen rationalen Exponenten u in der Weise, daß die 
ganze Zahl F;_I (1) + ueZ_1 durch l teilbar wird; mit Rücksicht auf N k (E') = 1 

2 2 

erhalten wir aus (132) durch Bildung der Relativnorm in bezug auf k(C) die 
Gleichung: 

Ff-3 (I)+u e!-3 
1 = 1')Fi(I)+ue, ... 1') 2 2 8" 

·/1 ·/l-3 ' (133) 
-2-

'''0 8 ' wiederum eme Einheit in k(C) ist. Da die Einheiten 'YJI' .•• , 'YJZ-3 
-2-

eine Basis einer Einheitenschar sind, so folgt aus (133), daß die Expo
nenten F~(I) + uel' ... ,F;_3(1) + ueZ_ 3 sämtlich durch l, d. h. die 

2 -2-

Zahlen F~(C) + uel , ... , F;_3 (C) + uel _ 3 sämtlich durch 1- C teilbar sem 
-2- -2-

müssen. Setzen wir 

Fl(C) + uel = (1 - C) Fi* (C), ... , Fi-I (C) + ueZ-1 = (1 - C) FI~dC) 
-2- 2 -2-

und 

so folgt aus (132) 
E'f' EU = H'I-S 8'*, 



§l47 Der Kummersehe Zahlkörper. 299 

wo E die durch (129) festgelegte Einheit in Kund 8'* wieder eine Einheit 
in k(C) bedeutet; durch Bildung der Relativnorm erhalten wir 1 = 8'*l, d. h. 
8'* ist eine l-te Einheitswurzel, etwa gleich eg'. Alsdann wird, wenn wir die 
Gleichungen 

Ml-S = C-1, M'I-S = E C-r, M"I-S = E' 
berücksichtigen, 

{M"/' M'u Mg'-ur H'-l }I-S = 1, 

d. h. der Ausdruck M"/' M'u MU'-UI'H'-l stellt eine Zahl in k(C) dar. Beachten 
wir, daß 2!, 2!_1' 2L2' ... , 2i in k(C) Primideale sind, so schließen wir daraus 
zunächst, daß g' - ur durch l teilbar sein muß; sodann ersehen wir, da 
M' nach Voraussetzung das Ideal2t_ 1 zu einer Potenz erhoben enthält, deren 
Exponent nicht durch l teilbar ist, dagegen in der Zahl M" wegen (131) das 
Ideal2 t_ 1 sicher zu einem durch l teilbaren Exponenten erhoben vorkommt, 
daß notwendigerweise auch u durch l teilbar sein muß, und endlich müßten 
dann, da f' zu l prim ist, die Exponenten a~, ... , a;'--2 sämtlich durch l teil
bar sein, was unserer Voraussetzung über dieselben widerspricht. Damit 
ist gezeigt, daß zwischen den Klassen LI' ... , L t - 2 eine Relation wie (130) 
nicht bestehen kann, d. h. die Klassen LI' ... , L t _ 2 bilden unter der gegen-

wärtigen Annahme m = 1~_3 für die aus allen ambigen Idealen entsprin

gende Klassenschar eine Basis; der Grad dieser Klassenschar ist daher gleich 
t - 2, wie es unserem Satz 158 entspricht. 

Wenn wir drittens m = ~~_5 annehmen, so besteht zwischen den Ein

heiten 'Yj1" •• , 'Yj1-I nicht nur, wie im vorigen Falle, eine Relation von der 
2 

el _ 1 

Gestalt 'Yje1t ••• 'Yj2- = 'Y)l, wo 'Yj eine Einheit in k(C) und einer der Exponen-1-1 ./ 

ten el , ... , e1- 1 , etwa wieder e1- 1 , nicht durch l teilbar ist, sondern es besteht 
2 

e' 
l-~ 

alsdann noch eine zweite Relation von der Gestalt 'Yj~i . .. 'Yjl-~~ = 'Yj'l, wo 
2 

'Yj' wieder eine Einheit in k(C) ist, und wo einer der Exponenten e~, ... , e;_3' 

etwa e;_3' nicht durch l teilbar ist. Wir bilden die Einheiten 

E = H:'· .. H;~~ 1rl , I 
2 

e[_" I 
E' = Hel ... H 2·· 'Y)'-l 

'1 l-3'/' 
2 

(134) 

Da die Relativnormen der Einheiten E und E' gleich 1 sind, so können wir 
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nach Satz 90 (S.149) E = A1-S und E' = A'1-S setzen, wobei A und A' 

ganze Zahlen in K bedeuten. Bestimmen wir dann zunächst, wie im vorigen 
Falle, eine ganze rationale positive Zahl r derart, daß M' =A Mr den Fak
tor 2t zu einem durch l teilbaren Exponenten erhoben enthält, so kommt, 
wie die dortigen Überlegungen zeigen, in M' mindestens eines der ambigen 
Primideale 21 , ••• , 2t - 1 zu einer Potenz erhoben vor, deren Exponent nicht 
durch l teilbar ist; es treffe dies etwa für2t_1 zu. Wir bestimmen dann zwei 
ganze rationale positive Zahlen r' und r" so, daß die Zahl M" =A' M'T' MT" 
die beiden Faktoren 2t und 2t- I zu Exponenten erhoben enthält, die durch 
l teilbar sind. Alsdann können in dieser Zahl M" die Faktoren 21 , •.. , 2t - 2 

nicht sämtlich zu solchen Potenzen erhoben vorkommen, deren Exponenten 
durch l teilbar sind. Denn wäre dies der Fall, so könnten wir unter Be
nutzung von Satz 153 M" = @' ('J.' setzen, so daß @' eine Einheit in Kund ('J.' 

eine ganze Zahl in k(C) ist. Berücksichtigen wir dann die Gleichungen 
M1- S = C-\ Al-S = E, A'I-S = E', so wäre 

@'1-S = E'E" C-(rr'+r"); 

wegen (134) würde hieraus folgen: 
e{-3 + r"'_3 r"'-1 

0'1-S Hei+r'el H 2 2H 2 
IJ = 1 • •• l-S I-I e, (135) 

-2- -2-

wo e eine gewisse Einheit in k(C) bedeutet; diese Relation widerspräche aber 
der Definition der relativen Grundeinheiten nach § 55; denn da jede der 
beiden Zahlen eI-I' e'l-S zu l prim ist, so sind die Exponenten von Hl - S ' Hl - I 

2~2~ 22 
in (135) sicher niemals beide zugleich durch l teilbar. Kommt nun in M" 
etwa 2t- 2 zu einem nicht durch l teilbaren Exponenten erhoben vor, so ent
nehmen wir aus diesem Umstande, daß die Klasse L t - 2 sich als Produkt von 
Potenzen der Klassen Lv ... , L t - S und einer solchen Klasse darstellen 
läßt, die Ideale des Körpers k(C) enthält. 

.. . . l- 3 
Durch die entsprechenden Uberlegungen WIe 1m vorigen Falle m = -2-

l- 5 • kann man nun unter der gegenwärtigen Annahme m = -2- beweIsen, 

daß aus den Idealklassen LI' ... , L t - 3 keine Klasse 

hervorgehen kann, welche Ideale in k(C) enthält, während die Exponenten 
a~', ... , a;'!...s ganze rationale, nicht sämtlich durch l teilbare Zahlen sind. 
Wir ersehen dann, daß bei der gegenwärtigen Annahme LI' ... , L t- S eine 
Basis der aus den ambigen Idealen entspringenden Klassenschar bilden; 
der Grad dieser Klassenschar beträgt folglich t - 3, wie es dem Satz 158 ent
spricht. 
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Durch die geeignete Weiterführung des oben geschilderten Verfahrens 
gelangen wir zum vollständigen Beweise des Satzes 158. 

Wir hatten oben den Fall ausgeschlossen, daß der Kummersehe Kör-

per K durch eine Zahl Ve bestimmt werden kann, wo s eine Einheit in k(C) 
bedeutet; wir haben daher diesen Fall jetzt noch besonders zu behandeln. 

z-
Die Relativdiskriminante des Körpers K = k(V s ,C) kann alsdann nach 
Satz 148 keine anderen Primfaktoren als { enthalten; nach Satz 94 und 
Satz 153 muß sie den Faktor { wirklich enthalten. Wir haben dann in Keine 
Zerlegung { = ~!, und es ist ~ das einzige ambige Primideal des Körpers K. 

. . d b d· R I . l - 1 Es SeIen WIe er 'fII' ... , 'fIZ-I ez. le e atlVllormen der -2- relativen 
2 

Grundeinheiten HI , .•. , HZ-I. Da der Grad einer Einheitenschar in k(C) 
2 

stets < l ~ 1 ist, so besteht sicher eine Relation von der Gestalt: 

(136) 

wo Cl' ••• , CZ- 1 ' CHI ganze rationale, nicht sämtlich durch l teilbare Expo-
2 -2-

nenten sind, und wo 'fI eine Einheit in k(C) bedeutet. Setzen wir 

(137) 

so ist Nk(H) = 1 und folglich nach Satz 90 H = AI-8, wo A eine geeignete 
ganze Zahl in K bedeutet; wir können dann A = ~ai setzen, wo ~a eine 
Potenz des ambigen Primideals ~ und j ein Ideal in k(C) bedeutet. Der Ex
ponent a ist dann sicher nicht durch l teilbar; denn sonst wäre wegen 
~! = { = 1 - I; und mit Rücksicht auf Satz 153 A = 80c in solcher Weise, 
daß 8 eine Einheit in Kund oc eine Zahl in k(l;) bezeichnet; hieraus aber 
würden wir H = 8 1- 8 entnehmen und dadurch mit Rücksicht auf (137) 
in einen Widerspruch mit der Definition der relativen Grundeinheiten in 
§ 55 geraten. Aus der Gleichung A = ~aj schließen wir F,...., 1, daraus 
i,...., 1, ~a,...., 1 und, da a zu l prim ist, ~,...., 1, d. h. das einzige im gegen
wärtigen Fall vorhandene ambige Ideal ~ ist ein Hauptideal; der Grad der 
aus den ambigen Idealen entspringenden Klassenschar ist mithin gleich o. 

Wir nehmen nun an, von den Exponenten Cl' ••• , CI - 1 sei etwa C1- 1 prim 
2 2 

zu 1, und beweisen dann, daß keine Relation 

et-s ef+l 
t')e1 • •• .", 2 s 2 = .",' Z 
'11 ·'1-3 'I 

(138) 
2 
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bestehen kann von der Art, daß e~, ... , e;_3' e;+l ganze rationale, nicht sämt-
2 2 

lieh durch l teilbare Exponenten sind und r/ eine Einheit in k(C) bedeutet. 
In der Tat, würde eine solche Relation (138) gelten, so hätten wir in 

e[-3 ( )ef+1 
H' = H:i ... HI~3 V~ 2 'YJ'-l 

-2-

eine Einheit mit der Relativnorm 1. Wir setzen unter Benutzung des Satzes 90 
H' _A'l-S, wo A' eine geeignete ganze Zahl in K bedeutet, und bestimmen 
dann einen solchen ganzen rationalen positiven Exponenten r, daß in A'AT 
das Primideal 2 zu einem durch l teilbaren Exponenten vorkommt. Nun 
mehr können wir mit Rücksicht auf Satz 153 A' Ar = 0' rL.' setzen in solcher 
Weise, daß 6' eine Einheit in K und rL.' eine ganze Zahl in k(C) bedeutet; 
dann wird 6'1-S = H'W, d. h. die Einheit 

wäre die symbolische (1 - S)-te Potenz einer Einheit in K, und diese Fol
gerung steht mit der Definition der relativen Grundeinheiten aus dem schon 
mehrfach erörterten Grunde in Widerspruch. Damit ist gezeigt, daß eine 
Relation wie (138) nicht statthaben kann; mit Rücksicht auf (136) und auf 
den Umstand, daß eZ_ 1 zu l prim ist, bilden nunmehr 'YJl' • •• , 'YJZ-3' e eine 

2 2 

Basis der aus den Relativnormen aller Einheiten in K gebildeten Einheiten-

schar; es folgt also, daß der Grad m dieser Schar gleich _~~l ist und somit 

jede Einheit in k(C) die Relativnorm einer Einheit in K ist. Es ist demnach 
l -+- I 

t + m - --2-- = 0 

und damit der Satz 158 auch in diesem Falle bestätigt. 

§ 148. Die sämtlichen ambigen Idealklassen. 

Der Satz 158 hat eine merkwürdige Beziehung aufgedeckt, die zwischen 
der aus den ambigen Idealen entspringenden Klassenschar und derjenigen 
Einheitenschar stattfindet, die aus den Relativnormen sämtlicher Einheiten 
in K gebildet wird. Eine ebenso wichtige Beziehung herrscht zwischen der aus 
allen ambigen Klassen gebildeten Klassenschar und einer gewissen Einheiten
schar in k(C). Wir sprechen folgenden Satz aus: 

Sa tz 159. Es sei t die Anzahl der Primideale, die in der Relativdiskrimi
nante des regulären Kummerschen Körpers K vom Relativgrade laufgehen; 
ferner mögen alle diejenigen Einheiten in k(C), welche gleich Relativnormen sei 
es von Einheiten, sei es von gebrochenen Zahlen des Körpers K sind, eine Ein-
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heitenschar vom Grade n bilden: dann besitzt die aus sämtlichen ambigen Klassen 
l + 1 bestehende Klassenschar den Grad t + n - - 2- - . 

Beweis. Es habe m die Bedeutung wie in Satz 158. Fällt erstens n = m 
aus, so stimmt die jetzt in Frage kommende Einheitenschar mit der in Satz 158 
behandelten Einheitenschar überein, d. h. wenn eine Einheit in k(C) gleich 
der Relativnorm einer gebrochenen Zahl in K ist, so ist sie stets auch gleich 
der Relativnorm einer Einheit in K. Wir beweisen nun, daß in diesem Falle 
die Klassenschar, die aus den ambigen Idealen entspringt, die Schar sämt
licher ambigen Klassen darstellt. In der Tat, wenn A eine beliebige ambige 
Klasse in K und Sl{ ein Ideal aus A ist, so können wir Sl{1-S = A setzen in 
solcher Weise, daß A eine geeignete ganze oder gebrochene Zahl in K bedeutet, 
und die Relativnorm N k (A) wird dann offenbar gleich einer Einheit {} des 
Körpers k(C). Da dann unter der gegenwärtigen Annahme n = m nach dem 
soeben bemerkten auch eine Einheit H in K gefunden werden kann derart, 
daß Nk(H) ={} wird, so haben wir Nk(A-1H) ~-1 und folglich nach Satz 90 
A -1 H = B1- S oder A B1 - S = H, wo B eine geeignete ganze Zahl in K ist. 
Wegen A = Sl{1-S wird (Sl{ B)l-S = 1, d. h. es ist Sl{ B gleich dem Produkte aus 
einem ambigen Ideal und einem Ideal in k(C), und es entsteht also die Klasse A 
durch Multiplikation einer Klasse, die ein ambiges Ideal enthält, mit einer 
Klasse, die Ideale in k(C) enthält. Damit ist unsere Behauptung bewiesen 
und der Grad der aus sämtlichen ambigen Klassen gebildeten Klassenschar 
ist nunmehr mit Rücksicht auf Satz 158 gleich 

l+ 1 t + m - --2 --, 

wie es im vorliegenden Falle n = m dem Satz 159 entspricht. 
Es sei zweitens n = m + 1 ; dann kommt in k(C) eine Einheit {} vor, die 

zwar nicht die Relativnorm einer Einheit in K, aber doch die Relativnorm 
einer gebrochenen Zahl A in K ist, und es muß sich jede andere Einheit {J' 

von der nämlichen Natur durch die Einheit {} solcher Gestalt {} '= {}a Ti aus
drücken lassen, daß a ein ganzer rationaler Exponent und 'YJ die Relativnorm 
einer Einheit in K ist. Wir setzen 

A = ffiGdS) . .. ffiG,(S) 
-""" 1 -..pr' 

wo I,ßl"'" I,ßr voneinander verschiedene Primideale in K bedeuten 
sollen, von denen keine zwei zueinander relativ konjugiert sind, und wo 
G1 (S), ... ,Gr(S) ganzzahlige Funktionen vom (l-l)-ten Grade in S sind. 
Wegen N,,(A) = {} folgt 

(I,ßrdS) .. . 1,ß~,(S»)1+s+"'+S!-l = 1, 

und hieraus entnehmen wir leicht, daß die Funktionen G1(S), ... ,Gr(S) 
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sämtlich durch 1 - S teilbar sein müssen. Setzen wir 

und G*(8) G*(S) 
~11 •• '~r" =mlX, 

wo m ein Ideal in K und IX eine ganze oder gebrochene Zahl in k(C) ist, so wird 
A = ml-S. Hieraus folgt zunächst, daß m eine ambige Klasse bestimmt. 
Diese ambige Klasse, sie heiße A, enthält kein Ideal, welches das Produkt 
eines ambigen Ideals mit einem Ideal des Körpers k(C) wäre. In der Tat, 
wäre dies der Fall, so könnten wir 2{ = r2 i setzen so, daß r eine ganze 
oder gebrochene Zahl in K, ferner 2 ein ambiges Ideal in K und i ein Ideal 
in k(C) bedeutet; dann aber wäre 2{1-S = rl - S , d. h. A = Hrl - S , wo H eine 
Einheit in K ist. Hieraus würde Nk(A) = Nk(H) = {) folgen, was der vor
ausgesetzten Beschaffenheit der Einheit {) widerspricht. 

Wir wollen nun für die gegenwärtige Annahme n = m + 1 den Nachweis 
führen, daß jede überhaupt vorhandene ambige Klasse A' in der Gestalt 
A' =Aa Lc dargestellt werden kann, wo Aa eine Potenz der soeben be
stimmten Klasse A bedeutet, wo ferner L eine Klasse mit ambigem Ideal 
und c eine solche Klasse bedeutet, die unter ihren Idealen Ideale desKörpersk(C) 
enthält. Zu dem Zwecke nehmen wir aus A' ein beliebiges Ideal 2{'; dann 
können wir 2{'1-S = A' setzen in solcher Weise, daß A' eine geeignete ganze 
oder gebrochene Zahl in K wird. Es ist sodann Nk(A') = {)' eine Einheit 
in k(C); wir setzen unserer Voraussetzung entsprechend Nk(A') = {)aTj, wo 
{), a, Tj die oben erklärte Bedeutung haben sollen. Es sei A die oben betrach
tete Zahl für welche {) = Nk(A) ist; es sei ferner Tj = Nk(H), wo H eine Ein
heit in K bedeute. Aus diesen Gleichungen ergibt sich Nk(A'-INH) =1, 
und daher wird nach Satz 90 A'-IAaH = r l - S , wo r eine geeignete ganze 
Zahl in K ist; hieraus entnehmen wir (m:'-12{ar-I)1-S=1. Die letztere 
Gleichung zeigt, daß 2{'-Im:a r- l nach Multiplikation mit einer geeigneten 
ganzen Zahl des Körpers k(C) das Produkt eines ambigen Ideals 2 in ein 
Ideal i des Körpers k(C) wird; wir haben somit 2{' ,...,,2{a2 i. Es geht daraus 
in dem vorliegenden Falle n = m + 1 hervor, daß der Grad der aus sämtlichen 

ambigen Klassen bestehenden Klassenschar t + m + 1 _ l ~ 1 beträgt, 

und dies ist die Aussage des Satzes 159 für diesen FalL 
Nehmen wir drittens n = m + 2 an, so existiert in k(C) außer der Ein

heit {) noch eine Einheit {)', welche die Relativnorm einer gebrochenen Zahl A' 
in K ist, und für die dennoch keine Darstellung von der Gestalt {)' = {)aTj 

möglich ist, wo {)a eine Potenz der oben eingeführten Einheit {) und Tj die Re
lativnorm einer Einheit in K bedeuten soll. Wir setzen 

AI = ill'Gi.(S) • •• illIG;,(S) -1-11 'f' ,., , 

wo ~~, ... , ~~, solche Primideale in K bedeuten sollen, von denen keine 
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zwei einander gleich oder relativ konjugiert sind, und wo G~ (8), ... , G;. (8) 
ganzzahlige Funktionen vom (l -1 )-ten Grade in 8 sind. Wegen N k(A') = f)' 

folgt 
( ill'Gi(S) • •• ill'G;'.(S»)I+S+ ... +SZ-l = 1 "PI ·~1·' , 

und hieraus entnehmen wir leicht, daß die Funktionen G~ (8), ... , G;. (8) 
sämtlich durch 1 - 8 teilbar sein müssen. Setzen wir 

G1(8) = (1 - 8) GI *(8), ... , G~. (8) = (1 - 8) G~f (8) 
und 

so daß S2{' ein Ideal in Kund rx.' eine ganze oder gebrochene Zahl in k(~) ist, 
so wird A' = S2{tl-s. Das Ideal S2{' bestimmt daher eine ambige Klasse A'. 
Diese Klasse ist nicht in der Gestalt A' = Au L c darstellbar, wo AU eine Po
tenz der Klasse A, L eine Klasse mit einem ambigen Ideal und c eine Klasse 
mit Idealen in k(~) bedeutet. In der Tat, eine solche Darstellung der Klasse A' 
hätte für das Ideal S2{' eine Darstellung S2{' = rS2{u~ i zur Folge, wo r eine Zahl 
in K, ferner ~ ein ambiges Ideal und j ein Ideal in k(~) bedeuten soll; dann aber 
wiire S2{'l-S = rl-S~{a(l-S) = rl-sAu, d. h. A' = Hr1-sAu, wo H eine 

Einheit in K ist. Durch Bildung der Relativnorm ergäbe sich nunmehr 
N,,(A') = {}' ={}a N,,(H), und das Vorhandensein einer solchen Relation 
haben wir oben ausgeschlossen. 

Bei der gegenwärtigen Annahme n = m + 2 muß jede Einheit f)" in k(C), 
welche die Relativnorm einer Zahl in K ist, in der Gestalt {}" = {}'a' f)a1] 

darstellbar sein, so daß a', a ganze rationale Exponenten sind und 1] die Re
lativnorm einer Einheit in K bedeutet. Indem wir diesen Umstand berück
sichtigen, können wir durch ähnliche Überlegungen, wie im vorigen Falle 
n = m + 1, zeigen, daß überhaupt jede vorhandene ambige Klasse A" in 
der Gestalt A,a' Aa Lc sich darstellen läßt, wo A', A die eben bestimmten 
ambigen Klassen sind und L eine Klasse mit ambigem Ideal, c eine Klasse 
mit Idealen in k(C) ist. Daraus geht dann hervor, daß der Grad der aus allen 

ambigen Klassen bestehenden Klassenschar genau t + m + 2 - 1 ~ J be

trägt, wie es der Satz 159 für den Fall n = m + 2 aussagt. 
Durch Fortsetzung der eingeleiteten Schlußweise erhalten wir den voll

ständigen Beweis des Satzes 159. 

§ 149. Das Charakterensystem einer Zahl und eines Ideals im 
regulären Kummerschen Körper. 

Es handelt sich nun darum, diejenige Einteilung der Idealklassen eines 
aus dem regulären Kreiskörper k(C) entspringenden Kummerschen Körpers 

K = k ( yp,~) zu erörtern, welche der Einteilung der Klassen eines quadra-
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 20 
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tischen Körpexs in Geschlechter entspricht. Wir bezeichnen die verschiede
nen in der Relativdiskriminante des Körpers Kaufgehenden Primideale des 
Körpers k(C), deren Anzahl t sei, mit 11 , ... , 1t• Zu einer beliebigen ganzen 
Zahl v( =l= 0) in k(C) gehören dann bestimmte Werte der t einzelnen Symbole 

{ V, ""} {v, ",,}. 
Tr""'T' (139) 

diese Symbole bedeuten l-te Einheitswurzeln gemäß ihrer Definition in § 131. 
Diese t Einheitswurzein (139) sollen das Charakterensystem der Zahl v im 
Kummersehen Körper K heißen. Um auch einem jeden Ideal 3 des Kummer
schen Körpers K in bestimmter Weise ein Charakterensystem zuzuordnen, 
bilden wir die Relativnorm N k (3) = j. Ferner bezeichnen wir mit h die An
zahl der Idealklassen in k(C) und bestimmen eine ganze rationale positive 
Zahl h* derart, daß hh* = 1 nach l wird. Dann ist jhh* sicher ein Hauptideal 
in k(C); wir setzen jhh* = (v), wo v eine ganze Zahl in k(C) sein soll. Nun
mehr verstehen wir unter gl eine Einheit in k(C). Haben dann für jede be
liebige Einheit gl alle t Symbole 

{ ';1' ""} {~} h , ... , I, 

durchweg den Wert 1, so setzen wir r = t und bezeichnen die r Einheits
wurzein 

{ V, ",,} {v, ""} 
Tr""'T 

als das Charakterensystem des Ideals 3; dasselbe ist dann durch das 
Ideal 3 völlig eindeutig bestimmt. 

Es sei andererseits eine spezielle Einheit 81 in k(C) vorhanden, für welche 
wenigstens eines der t Symbole 

{e1i/}, ... , {eiL""} 
von 1 verschieden ausfällt; dann können wir, ohne damit eine Beschränkung 

einzuführen, annehmen, es sei etwa { eyll':.} = C. Wir betrachten nun alle die-

jenigen Einheiten g2 in k(C), für welche {';~ ""} = 1 wird. Es sei unter diesen 

weiter eine solche Einheit g2 = 82 vorhanden, für welche wenigstens eines der 
t -1 Symbole 

von 1 verschieden ausfällt; dann können wir annehmen, es sei etwa 

{eit~;} = C. Wir betrachten nunmehr alle diejenigen Einheiten gs, für welche, 

sowohl { ';311 ""} = 1 als auch {§lt~;} = 1 wird, und sehen nach, ob unter diesen 
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eine Einheit ~a = ea vorhanden ist, für welche wenigstens eines der t - 2 Sym
bole 

{ ~1~ }, ... , {~t~;} 
von 1 verschieden ausfällt. Fahren wir in der geeigneten Weise fort, so erhalten 
wir schließlich eine gewisse Anzahl r* und dazu ein System von r* Einheiten 
81' e2 • ••• , er. des Körpers k(C) von der Art, daß bei geeigneter Anordnung 
der Primideale 11, ••• , It die Gleichungen 

{ E1i/'} = C, 

{ E2j/l } = 1, 

{Ea,Il(_l 
I, J - , 

{E··,Il}_l I, -, 

(140) {~}=1, {~}=C, 
1'-1 1'-2 

{E •• , Il} = 1, {E •• , Il} _ 1 { e~~} - C 
1'-1 1'-2 - , ... , 1,-•• +1 -

gelten, und daß außerdem für eine jede solche Einheit ~ , die den r* Gleichungen 

f~'Il}-l {t;,1l}_1 {~}-1 1 I, -, 1'-1 - , ... , 1,-,>+1 -

genügt, notwendig auch die r = t - r* Symbole 

{ ~' Il} {~' Il} T'···'T 
sämtlich den Wert 1 besitzen. 

Wir multiplizieren nunmehr die vorhin aus dem Ideal 3 gebildete Zahl 'lI 
des Körpers k(C) derart mit Potenzen der Einheiten BI' • •• , er.' daß das ent
stehende Produkt v den Gleichungen 

{p, Il} _ 1 {p, Il} = 1 {~} - 1 
1t -, 1'-1 ' ... , 1,-,>+1 -

genügt; dann bezeichne ich die r = t - r* Einheiten 

Xl (3) = f"I:}' ... , Xr(3) = f'i:} 
als das Charakterensystem des Ideals 3. Dasselbe ist durch das Ideal 3 völlig 
eindeutig bestimmt. In § 151 wird gezeigt werden, daß stets r* < t und mithin 
r > 1 wird. 

§ 150. Das Charakterensystem einer Idealklasse und der Begriff 
des Geschlechtes. 

Mit Rücksicht auf den Satz 151 und die dazu auf S. 274 angefügten Be
merkungen erkennen wir sofort die Tatsache: 

Sa tz 160. Die Ideale ein und derselben Klasse eines regulären Kummer
schen Körpers besitzen sämtlich dasselbe Charakterensystem. 

20* 
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Auf diese Weise ist überhaupt einer jeden Idealklasse ein bestimmtes 
Charakterensystein zuzuordnen. Wir rechnen, ähnlich wie es in § 66 für den 
quadratischen Körper geschehen ist, alle diejenigen Idealklassen, welche ein 
und dasselbe Charakterensystem besitzen, in ein Geschlecht und definieren 
insbesondere das Hauptgeschlecht als die Gesamtheit aller derjenigen Klassen, 
deren Charakterensystem aus lauter Einheiten 1 besteht. Da das Charakteren
system der Hauptklasse offenbar von der letzteren Eigenschaft ist, so gehört 
insbesondere die Hauptklasse stets zum Hauptgeschlecht. Aus der ersten 
Formel in (80) und in (83) auf S. 265 und S. 266 entnehmen wir leicht die 
folgenden Tatsachen: Wenn G und G' zwei beliebige Geschlechter sind und 
jede Klasse in G mit jeder Klasse in G' multipliziert wird, so bilden sämtliche 
solche Produkte wiederum ein Geschlecht; dieses werde das Produkt der 
Geschlechter G und G' genannt. Das Charakterensystem desselben erhalten 
wir durch Multiplikation der entsprechenden Charaktere der beiden Ge
schlechter G und G'. 

Aus der eben aufgestellten Definition der Geschlechter leuchtet ferner 
ein, daß die zu einer Klasse 0 relativ konjugierten Klassen 80, ... , 8'- 10 
zu demselben Geschlechte wie 0 selbst gehören, und hieraus folgt, daß die 
(1 - 8)-te symbolische Potenz 0 1- 8 einer jeden Klasse 0 stets zum Haupt
geschlecht gehört. Endlich ist offenbar, daß jedes Geschlecht des Kummer
sehen Körpers gleichviel Klassen enthält. 

§ 151. Obere Grenze für den Grad der aus sämtlichen ambigen 
Klassen bestehenden Klassenschar. 

Es entsteht, entsprechend wie in der Theorie des quadratischen Körpers, 
die wichtige Frage, ob ein System von r beliebig vorgelegten l-ten Einheits
wurzeln stets das Charakterensystem für ein Geschlecht des Kummerschen 
Körpers sein kann. Diese Frage findet erst in Kapitel 34 ihre vollständige 
Erledigung. In diesem und in den nächsten Paragraphen werden lediglich 
einige für das Spätere notwendige Hilfssätze bewiesen. 

Hilfssatz 33. Wenn t und n die Bedeutung wie in Satz 159 haben und r 
die Anzahl der Charaktere ist, welche das Geschlecht einer Klasse des Kum
merschen Körpers bestimmen, so ist stets 

l + 1 t + n - -2- < r - 1. 

Beweis. Es seien Cl"'" cr * diejenigen besonderen r* Einheiten des 
Körpers k('), welche in § 149 eingeführt worden sind. Es ist dann r = t - r*. 
Ferner mögen #v ... , f}n eine Basis für diejenige Einheitenschar in k") bil
den, welche aus allen Einheiten in k(') besteht, die Relativnormen von Zahlen 
in K sind. Wir nehmen nun an, es gäbe zwischen den r* + n Einheiten 
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61' ... , cr" .ol' ... , .on eine Relation von der Gestalt 
~a, ~ar. {jb, -'lbn _ cl 
"1 • . • "r" 1'" 'U'n -", 

309 

(141) 

so daß die Exponenten a1 • ••• , ar*, b1 , ••• , bn ganze rationale, nicht sämt~ 
lich durch l teilbare Zahlen sind und 6 eine geeignete Einheit in k(C) vor
stellt; dann müßte für u = 1 , 2, ... , t stets 

{ 
a, ar* .Ilb, {}bn } 

6 1 ••• ~~.~~. ~ ~"p. = 1 

ausfallen, und wenn wir berücksichtigen, daß die Einheiten .ol> ... , {j n 

sämtlich Relativnormen von Zahlen in K sind und daher stets {{}v1: p.} = 1 

für u = 1, 2, ... , t, und v = 1, 2, ... , n sein muß, so ergibt sich auch 

6 , ••• 6r • , P. l - 1 { 
a, ar* ) 

-~J-tu 

für u = 1, 2, ... , t. Wegen der Formeln (140) für die Einheiten e1' ... , Cr' 

ist dies nur möglich, wenn die Exponenten a1 , ••• , ar" sämtlich durch l teil
bar sind, und die Relation (141) würde somit die Gestalt 

{jb, {}b .. _ ~*l 
1 '" n-" 

annehmen, wo 6* wiederum eine Einheit in k(C) bedeutet. Das Bestehen 
einer solchen Relation ist aber, da {}v ... , .on die Basis einer Einheitenschar 
in k (C) bilden, nu"r möglich, falls die Exponenten b1 , ••• , bn sämtlich durch l 
teilbar sind. Daraus folgt, daß eine Relation von der Gestalt (141), wie wir 
sie annahmen, nicht statthaben kann, d. h. die Einheiten e1' ... , Cr ., {}l" •• ,{} n 

bilden eine Basis einer Einheitenschar ; es ist der Grad dieser Einheitenschar 

r* + n, und da der Grad einer Einheitenschar höchstens ~-; l' sein kann, so 

haben wir r* + n < l -; 1 ; hiermit deckt sich die Aussage des Hilfssatzes 33. 
l + 1 Da t + n - -2- > 0 ist, so folgt insbesondere, daß stets r* < t, also 

r > 1 ausfällt. 

§ 152. Die Komplexe des regulären Kummerschen Körpers. 

Es sei h die Anzahl der Idealklassen des regulären Kreiskörpers k (C): dann 
1_ 

gibt es in dem Kummerschen Körper K = k ( V fl, C) genau h voneinander ver-
schiedene Idealklassen, welche unter ihren Idealen Ideale des Kreiskörpers k(C) 
enthalten. In der Tat, jede Klasse in k(C) liefert offenbar eine Klasse in K 
von der fraglichen Art; würden nun zwei verschiedene Klassen Cl' c2 in k(C) 
Ideale enthalten, die in K einander äquivalent sind, so würde ein Ideal i in k(C) 

aus der Klasse ~ stets zu einem Hauptideal im Körper K werden müssen. 
Cz 
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Nach Satz 153 wäre dann aber j auch ein Hauptideal in k(C), und dies ist 
gegen die Annahme Cl =l= c2 • 

Ist nun 0 eine beliebige Klasse in K und sind Cl' ••• , Ch diejenigen h Klas
sen in K, welche Ideale in k(C) enthalten, so nenne ich das System der h Klas
sen Ct 0, ... , Ch 0 einen Komplex. Der Komplex, welcher aus den h Klassen 
Cl' • : ., Ch besteht, heiße der Hauptkomplex und werde mit 1 bezeichnet. Die 
h Klassen eines beliebigen Komplexes P gehören offenbar sämtlich zu dem 
nämlichen Geschlecht; ich bezeichne dieses Geschlecht als das Geschlecht 
des Komplexes P. 

Wenn eine Klasse eines Komplexes P ambig ist, so sind sämtliche Klassen 
dieses Komplexes ambig; den Komplex P nenne ich dann einen ambigen 
Komplex. 

Wenn P und P' zwei ambige Komplexe sind und jede Klasse in P mit 
jeder Klasse in P' multipliziert wird, so bilden sämtliche solche Produkte 
wiederum einen Komplex; dieser werde das Produkt der Komplexe P, P' 
genannt und mit PP' bezeichnet. Wenn 0 eine Klasse in P ist, so werde der
jenige Komplex, zu welchem die relativ konjugierte Klasse SO gehört, mit 
SP bezeichnet; ferner nenne ich denjenigen Komplex Q, der nach der Multi
plikation mit S P den Komplex P ergibt, die symbolische (1- S)-te Potenz 
des Komplexes P und bezeichne ihn mit Q = PI-8. 

Wenn insbesondere die symbolische (1 - S)-te Potenz eines Komplexes P 
den Hauptkomplex 1 liefert, so istP ein ambiger Komplex. In der Tat, wennO 
eine Klasse in P ist, so folgt aus p l -8 = 1 offenbar 01- 8 = C, wo c eine 
der h Idealklassen Cl' ••• , Ch ist. Bilden wir auf beiden Seiten der letzten 
Gleichung die Relativnorm, so erhalten wir 1 = cZ, und da andererseits auch 
ch = 1 ist, so folgt C = 1, d. h. 0 1- 8 = 1; mithin ist 0 eine ambige Klasse 
und daher P ein ambiger Komplex. 

§ 153. Obere Grenze für die Anzahl der Geschlechter in eInem 
regulären Kummerschen Körper. 

Hilfssatz 34. Wenn t und n die Bedeutung wie in Satz 159 haben und 9 
die Anzahl der Geschlechter des regulären Kummerschen Körpers K bezeich-

1-'- J 
t-l-n-·--

net, so fällt stets 9 < l 2 aus. 

Beweis. Wenn g die Anzahl der Geschlechter in dem Kummersehen 
Körper K ist, so zerfallen, wie man unmittelbar aus der Definition de.s Ge
schlechtes eines Komplexes ersieht, auch die Komplexe genau in g Ge
schlechter. Bezeichnen wir daher mit 1 die Anzahl der Komplexe vom Haupt
geschlecht, so ist die Anzahl aller überhaupt vorhandenen Komplexe, welche 
M heiße, genau M = Ig. 



§ 153 Der Kummersehe Zahlkörper. 3n 

Wir wollen nun die Anzahl a der ambigen Komplexe ermitteln. Zu dem 
Zwecke bedenken wir, daß nach Satz 159 der Grad der aus allen ambigen 

Klassen bestehenden Klassenschar gleich t + n - 1 ~ 1 ist. Es sei 

Al' ... , A 1+ 1 eine Basis dieser Klassenschar , dann stellt der 
t+n--2-

Ausdruck 

wenn die Exponenten UI , ••• , U 1+ 1 unabhängig voneinander die Werte 
t+n--2-

0, 1, ... , l -1 durchlaufen, lauter ambige Klassen dar, welche in verschie
denen Komplexen liegen, und es werden somit durch diese Klassen genau 
t+n-~ 

I 2 Komplexe bestimmt. Jede vorhandene ambige Klasse A ist in 
der Gestalt 

darstellbar, wo av ... , a 1+1 ganze rationale Exponenten sind und c 
t+n--2-

eine Klasse in k(C) bedeutet. Berücksichtigen wir nun, daß die l-ten Po
tenzen der ambigen Klassen Al' ... , A 1+ 1 Klassen sind, welche Ideale 

t+n--2-

des Körpers k(C) enthalten, so folgt, daß A notwendig einem der oben be
t+n-~ 

stimmten l 2 Komplexe angehören muß, und mithin ist die ge-
t+n-!~ 

suchte Anzahl a = l 2 

Aus den Definitionen in § 150 und § 152 geht unmittelbar hervor, daß 
die symbolische (1 - S)-te Potenz eines beliebigen Komplexes stets ein Kom
plex des Hauptgeschlechtes ist. Wir fassen nun diejenigen Komplexe des 
Hauptgeschlechtes ins Auge, welche (1 - S)-te symbolische Potenzen von 
Komplexen sind; ihre Anzahl sei 1'; wir bezeichnen sie mit PI' ... , Pr' und 
wir mögen PI = Gi-s, ... , PI' = Gl'-s haben, wo GI'" .,Gf' gewisse Kom
plexe bedeuten. Ist jetzt P ein beliebiger Komplex, so ist pl-S notwendig 
ein bestimmter der I' Komplexe PI' ... , Pt; es sei etwa pl-S = P v' Dann 
folgt Pl-S = G!-S, d. h. (PG;;l)l-S = 1, und somit ist PG;;l ein bestimmter 
ambiger Komplex A; es wird P = AGv' und folglich stellt der Ausdruck 
AG!) alle Komplexe dar, sobald A alle ambigen Komplexe und Gv die I' Kom
plexe GI' ... , GI' durchläuft. Auch ist klar, daß diese Darstellung für jeden 
Komplex nur auf eine Weise möglich ist; es ist daher die Anzahl aller über
haupt vorhandenen Komplexe M = al'. Die Zusammenstellung dieser 
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Gleichung mit der vorhin gefundenen M = 9 t liefert a f' = 9 t, und wegen 
t+n_ l + I_ 

f' < t folgt hieraus 9 < a, d. h. 9 < l 2 , und hiermit ist der Hilfs-
satz 34 bewiesen. 

Aus den beiden Hilfssätzen 33 und 34 folgt sofort die weitere Tatsache: 
Hilfssatz 35. Wenn in einem regulären Kummerschen Körper r die An

zahl der Charaktere ist, welche das Geschlecht einer Klasse bestimmen, so 
ist die Anzahl der Geschlechter jenes Körpers 9 < zr-I. 

33. Das Reziprozitätsgesetz für I. te Potenzreste im regulären Kreiskörper. 
§ 154. Das Reziprozitätsgesetz für l-te Potenzreste und die 

Ergänzungssätze. 

Die bisher dargelegte Theorie des Kummerschen Körpers liefert uns die 
Hilfsmittel zum Beweise gewisser fundamentaler Gesetze über l-te Potenz
reste im regulären Kreiskörper, welche den Reziprozitätsgesetzen für quadra
tische Reste im Gebiete der rationalen Zahlen entsprechen, und welche das 
in § 115 entwickelte Eisensteinsche Reziprozitätsgesetz (Satz 140) zwischen 
einer beliebigen Zahl in k(C) und einer rationalen Zahl als besonderen Fall 
enthalten. Um diese Gesetze für l-te Potenzreste in ihrer einfachsten Gestalt 
aussprechen zu können, verallgemeinern wir das in § 113 und § 127 definierte 

Symbol {~} in folgender Weise: 

Es sei h die Anzahl der Idealklassen in k(C); dann bestimmen ,viI' eine 
ganze rationale positive Zahl h* so, daß hh* = 1 nach l wird. Bedeutet dann ~ 
ein beliebiges, von 1 verschiedenes Primideal in k(C), so ist stets lJhh* ein Haupt
ideal in k(C) ; wir setzen lJhh* = (n), so daß n eine ganze Zahl in k(C) ist, und 
nehmen hierin, was dem Satze 157 zufolge geschehen kann, die Zahln primär 
an. Eine solche ganze Zahl n heiße eine Primärzahl von lJ. Es hat dann, da 
jede primäre Einheit in k(C) zufolge einer Bemerkung auf S. 288 die l-te Po
tenz e'iner Einheit in k(C) ist, n in bezug auf jedes von lJ verschiedene Prim
ideal einen völlig bestimmten Potenzcharakter. Bedeutet nun q ein beliebiges, 

von 1 und von lJ verschiedenes Primideal in k(C), so wird das Symbol {-}} 

durch die Formel 

{~}={~} 
definiert. Das Symbol {:} ist somit eine durch die zwei Primideale ~ und q 

eindeutig bestimmte l-te Einheitswurzel. Mit Benutzung dieses Symbols 
sprechen wir folgende Tatsache aus: 

Sa tz 161. Sind lJ und q voneinander und von dem Primideall verscMedene 
Primideale des regulären Kreiskörpers k(C), so gilt die Regel 

{~}={:}, 
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das sogenannte Reziprozitätsgesetz tür l-te Potenzreste. Außerdem gelten, wenn 
~ eine beliebige Einheit in k(C) und n eine Primärzahl von dem Primideal ~ be
deutet, die Regeln 

die beiden sogenannten Ergänzungssätze zum Reziprozitätsgesetz tür l-te Potenz
reste [KUMMER (10, 12, 18, 19, 20, 21)]. 

Wir führen den Nachweis dieses Fundamentalsatzes in den folgenden 
Paragraphen § 155 bis § 161 des gegenwärtigen Kapitels dUl'ch schrittweises 
Vorgehen, indem wir für besondere reguläre Kummersche Körper die im 
vorigen Kapitel gefundenen Sätze und HiIfssätze ZUl' Anwendung bringen. 

§ 155. Die Primideale erster und zweiter Art im regulären 
Kreiskörper. 

Es ist für die folgenden Entwicklungen von Nutzen, zwei Arten VOll 

Primidealen in k(C) zu unterscheiden: ein solches von f verschiedenes Prim
ideal ~ in k(C), nach welchem nicht jede vorhandene Einheit in k(C) I-ter 
Potenzrest ist, möge ein Primideal erster Art heißen; dagegen möge jedes 
von 1 verschiedene Primideal q in k (C), nach welchem alle Einheiten in k (C) l-te 
Potenzreste sind, ein Primideal zweiter Art heißen [KUMMER (20)]. Wir 
beweisen zunächst folgende Hilfssätze : 

Hilfssatz 36. Wenn g und 8 beliebige Einheiten des regulären Kreis
körpers k (C) sind und .A. = 1 - C, f = (.A.) gesetzt wird, so gelten stets die 
Gleichungen 

{~i~}=l, {AiB}=l. 
Beweis. Wenn 8 die I-te Potenz einer Einheit in k(C) ist, so leuchtet 

die Richtigkeit der aufgestellten Gleichungen von selbst ein. Andernfalls 

definiert VB einen Kummerschen Körper k ( ye, C), und zwar einen solohen, 
für welchen die Betrachtungen am Schluß des § 147 zutreffen. Es sind daher 
alle Einheiten in k(C) und zudem auch die ZahlA. Relativnormen von Zahlen 

in k(ye, C), und hieraus ergibt sich wegen Satz 151 die Richtigkeit der 
Gleichungen des Hilfssatzes 36. 

Will man hier den Satz 151 für tv = 1 nur in dem auf S. 273 bis S. 274 aus
führlich behandelten Fall anwenden, wo die betreffende Zahl ", = 1 + ;, 
nach {2 ist, so mache man die letzten Schlüsse zunächst, indem man CI - 1 für 

die Einheit 8 nimmt; dann folgt {~'l C} = 1 und {~-yf} = 1. Weiter bestimme 

man, wenn 8 eine beliebige Einheit in k(C) bedeutet, eine solche l-te Einheits
WUl'zel C*, daß C*81- 1 = 1 +.A. nach 12 ausfällt. Nimmt man dann im oben 
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dargelegten Beweise C* 81- 1 an Stelle der Einheit 8, so folgt unter Benutzung 

der zweiten Formel in (83)(S.266) {;'1 e} = 1 und in gleicher Weise {/\ e} = 1. 

Hilfssatz 37. Wenn .)) ein Primideal erster .Art und n eine Primärzahl 
von.)) ist, so gibt es in k(C) stets wenigstens eine Einheit 8, für welche 

{e'ln} =+=1 

ausfällt; ist dagegen ein Primideal q zweiter Art vorgelegt und bedeutet" 
eine Primärzahl von q, so gilt für jede Einheit ~ in k(C) die Gleichung 

{;j"}=l. 
Beweis. Um die erste Aussage dieses Hilfssatzes zu beweisen, nehmen 

wir an, es gelte im Gegenteil für jede Einheit ~ in k(C) die Gleichung 

{;jn}=l. 
Wir setzen n = a + bAe nach reH, wobei a und b ganze rationale Zahlen sein 
sollen und e den größten Exponent < l -1 bedeutet, für den jener Ansatz 

1-1 

möglich ist. Da n eine primäre Zahl ist, so muß notwendig e > 1 und n·s2 n 
1-1 

einer ganzen rationalen Zahl nach l kongruent sein; hierbei bedeutet S2 die 
1-1 

Substitution (C:C- 1) aus der Gruppe des Kreiskörpersk(C). Da S2A=-A 
nach f2 ist, so wird 

1-1 

n·s2 n = (a + bAB) (a + b(- A)e) , 

und hieraus folgt, daß im Falle e < l -1 der Exponent e notwendig ungerade 
sein muß. 

Wir haben nun beim Beweise des Hilfssatzes 29 gefunden, daß die 

l* = l-; 3 dort mit e1' ... , el. bezeichneten Einheiten des Kreiskörpers k(C) 

die Bedingungen 
1(11) (et) == 0, (l), 

1 (2t) (et) =$= 0, (l) 
(n =+= 2t)} ( t=l, 2" ", l*; ) 

u=1,2,".,l-2 

erfüllen. Setzen wir in der ersten Gleichung dieses Beweises der Reihe nach 
für ~ die Werte 81> ••• , Bi. ein, so entspringen zufolge der Definition (82) 

des Symbols {V i~} auf S. 266 und ihrer auf S. 266 gegebenen Ausdehnung 

die Kongruenzen 

1(1-2) (ni-I) = 0, 1 (Z-4) (n!-I) == 0, 1<1-6) (ni-I) = 0, .. " 1(3) (ni-I) = 0, (l); 

und diese lassen erkennen, daß in der Kongruenz n = a + bAe nach reH der 
Exponent e keinen der Werte l- 2, l- 4, l- 6, ... , 3 haben darf. Stellen 
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wir damit die oben gefundenen Bedingungen für e zusammen, so folgt, daß 
e = l -1 sein muß. Da nun J,I-1 = - l nach {l wird, so ergibt sich n == a - b l 
nach p, und folglich genügt die Norm von n der Kongruenz 

n(n) === (a - bl)l-l ~ nZ-i, (fZ). 

Andererseits entnehmen wir aus der Definition des Symbols auf S. 266 
unter Berücksichtigung des Hilfssatzes 24 

{C'ln} = C1 -;'(0<), 

und da das Symbol linker Hand den Wert 1 haben soll, so folgt n(n) = 1 
nach l2, d. h. n l - 1 = 1 nach P oder n = n l nach P. Nach Satz 148 besitzt 

infolge der letzteren Kongruenz der durch Vi bestimmte Kummersche Kör-
l-

per k(l/n, C) eine zu f prime Relativdiskriminante, und es ist mithin ~ das 

einzig~ in der Relativdiskriminante von k(Vi, C) aufgehende Primideal. 
Setzen wir ~ = s,ß!, so ist I,ß das einzige ambige Primideal dieses Körpers. 

hh*-1 
I ----

Aus Vi = I,ßhh* = I,ß~ l folgt, daß I,ß einem Ideal des Körpers k(C) äqui-
valent ist. Die aus allen ambigen Idealen entspringende Klassenschar hat also 

1_ 
für den Kummerschen Körper k ( V n, C) den Grad O. Da die Anzahl t der am-
bigen Ideale für diesen Körper 1 ist, so folgt nach Satz 158, wenn m die 

dort festgesetzte Bedeutung für diesen Körper hat, 1 + m - l ~ ~ = 0, 

d. h. m = ~~ 1. Es ist folglich jede Einheit ~ in k(C) die Relativnorm einer 

Einheit in k( Vi, C), und mithin wird nach Satz 151 stets {~ ~ n} = 1 und 

also, da r; n} = {~;'} = {-~} ist, auch { ! } = 1, entgegen unserer An

nahme, wonach das Primideal ~ von der ersten Art sein sollte. 
Um die zweite Aussage des Hilfssatzes 37 zu beweisen, betrachten wir 

1-

ähnlich wie im Beweise des Hilfssatzes 36 den Kummerschen Körper k( V~, C), 
wo ~ eine beliebige Einheit in k(C), nur nicht die l-te Potenz einer Einheit 
in k (C), sein soll. Wie am Schlusse des § 147 bewiesen wurde, ist jede Einheit 

in k(C) die Relativnorm einer Einheit in k(f[, Cl und daher haben die beiden 
in Satz 158 und in Satz 159 bezeichneten Einheitenscharen für diesen Körper 
den gemeinsamen Grad 

l- 1 
m=n=-i-' 

Da ferner für ihn t = 1 ist, so folgt aus Hilfssatz 34 g < 1; mithin ist g = 1, 

d. h. alle Idealklassen des Körpers k( y~, C) gehören zum Hauptgeschlecht. 

Da q ein Primideal zweiter Art sein soll, so ist { ! } = 1, und mithin ~erfällt 
nach Satz 149 q in l voneinander verschiedene Primideale des Körpers k ( l~, C) ; 
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es sei :0 einer dieser Primfaktoren von q. Das Charakterensystem einer Zahl 

oe(=l=0) des Körpers k(C) in kCV~,C) besteht aus dem einen Charakter{~i~}; 
derselbe fällt nach Hilfssatz 36 stets gleich 1 aus, wenn man für oe eine Einheit 

in k(C) nimmt. Der Charakter des Primideals :0 in kCV~, C) hat daher den 

Wert {~r~}' und dieser muß wegen der vorhin bewiesenen Tatsache gleich 1 

sein. Damit ist der Hilfssatz 37 vollständig bewiesen. 
Will man wiederum Satz 151 für \tJ = { nur in dem Falle eines Kör-

pers k ( y-;U, C), für den fl = 1 + A nach {2 ist, als bewiesen annehmen, so gilt 
auch die Einteilung der Geschlechter und insbesondere der Hilfssatz 34 nur 
für diesen Fall. Wir müssen dann zum Beweise der zweiten Aussage des Hilfs
satzes 37 erst ~ = CI - 1 und dann ~ = C* 81- 1 wählen, wobei 8 eine beliebige Einheit 
in k (C) und C* dazu eine solche l-te Einheitswurzel bedeute, daß C* 81- 1 = 1 + A 
nach {2 wird. Durch Verbindung der beiden sich dabei ergebenden Resultate, 
erkennen wir dann die vollständige Richtigkeit der zweiten Aussage des Hilfs
satzes 37. 

§ 156. Hilfssätze über Primideale erster Art im 
regulären Kreiskörper. 

Wir beweisen der Reihe nach folgende Hilfssätze über Primideale erster 
Art im Körper k(C): 

Hilfssa tz 38. Es sei .lJ ein Primideal erster Art im regulären Kreis
körper k(C) und n eine Primärzahl von .lJ. Wenn es dann eine Einheit 8 in 
k(C) gibt, so daß 

statthat, so gilt für jede beliebige Einheit ~ in k(C) die Gleichung: 

{~}={ni~}· 
Beweis. Der durch yi bestimmte Kummersche Körper k(Vi, C) be

sitzt, weil .lJ ein Primideal erster Art ist, nach dem Beweise des Hilfssatzes 37 
zwei ambige Primideale 2 und ~, nämlich diejenigen, deren l-te Potenzen { 

bez . .lJ sind. Da das ambige Primideal ~ offenbar Hauptideal in k( vn, C) ist, 
so beträgt für diesen Körper der Grad der aus den ambigen Idealen ent
springenden Klassenschar ° oder 1, je nachdem 2 Hauptideal ist oder nicht. 
Wegen des Satzes 158 besitzt daher, wenn m die dort erklärte Bedeutung für 

den Körper k(yn, C) hat, die Zahl 2 + m - l~ I den Wert Oder 1, d. h. es 

ist m = ~~ ~ oder m = l ~ I. Da die Einheit 8 infolge der Voraussetzung 
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{~1~} 9= 1 mit Rücksicht auf Satz 151 sicher nicht die Relativnorm einer 

Einheit des Körpers k( h:;r, n ist, so haben wir notwendigerweise m = l-i3, 
und es ist sodann jede Einheit ~ in k(C) in der Gestalt ~ = sa{} darstellbar, 
wo a ein ganzer rationaler Exponent und {} eine solche Einheit bedeutet, die 

sich als Relativnorm einer Einheit in k({r;;;;, C) erweist. Aus dem letzteren 
Grunde ist wegen Satz 151 

und also auch {c'J: i D} = {%}; hieraus folgt unter Benutzung der zweiten For

mel in (83) (S. 266) auch {~ 1 ~} = { !}, und damit ist der Beweis für den 

Hilfssatz 38 erbracht. 

Soll Satz 151 für tu = f nur in dem Falle eines Körpers k( I/ß, C), für 
den fl _1 + Je nach f2 ist, angewandt werden, so bestimme man eine l-te Ein
heitswurzel C* derart, daß C*n l- 1 = 1 Je nach f2 wird, und dann betrachte 
man, indem man im übrigen wie in dem oben dargelegten Beweise verfährt, 

an Stelle des Körpers kdr;;;;, C) den Körper k( V C*n1-l, C). Wenn man schließ
lich noch den Hilfssatz 36 zuzieht, folgt dann der Hilfssatz 38 vollständig. 

Hilfssatz 39. Wenn -lJ, t>* zwei Primideale erster Art in k(C) und n,n* 
Primärzahlen bez. von t>, t>* sind, wenn ferner für jede beliebige Einheit ~ 
in k(C) 

wird, so ist 
{~} = {nl-~}' {~~*} = {n*f3_} 

{:*} = {~~*} 
Beweis. Da -lJ* ein Primideal erster Art ist, so können wir eine Einheit s 

in k(C) derart bestimmen, daß {~~} = 1 wird. Wir betrachten nun den Kum-
I 

merschen Körper k( 0, C). Da die Relativdiskriminante dieses Körpers 
nur die bei den Primfaktoren fund t> enthält, so besteht das Charakteren
system einer Zahl 0«( 9= 0) in k(C) für diesen Körper aus den zwei Charakteren 

{Cl' /~} und {c:. in} = {~+ Wegen {~~} = 1 ist t>* in k( V w, C) weiter zer-

legbar ; es sei s,ß* ein Primfaktor von t>* in diesem Körper. Um das Charakteren
system von s,ß* zu bilden, bedenken wir, daß t> ein Primideal erster Art ist; 

es läßt sich dann eine Einheit s* in k(C) bestimmen, für welche {s* ;*} = 1 

wird und es besteht das Charakterensystem von s,ß* aus dem einen Charakter 

{c*;,:, en}. Wir entnehmen mithin aus dem Hilfssatz 35 g < 1 für den Kör-
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per k( V en, ~), d. h. in diesem Körper gehört jede Idealklasse dem Haupt
geschlecht an, und der zuletzt genannte Charakter besitzt daher den Wert 1. 

Wir haben nun { ~~ } = 1, d. h. wegen der Formel auf S. 228 

(142) 

{e*:n:* } ferner -iJ- = 1, d. h. 

(143) 

und endlich {e*~i_e:n:} = 1 oder mit Benutzung von (83), (S. 266) 

Da nach Hilfssatz 36 {~*i e} = 1 und nach Hilfssatz 30 {~*i :n:} = 1 ist, so 

geht letztere Formel in 

(144) 

über. Da wegen der von uns gemachten Voraussetzung 

{n,[e*} = {e;} und {:n:*;c}={;*} 

ist, so folgt aus (144) {~} = {;* }, und diese Gleichung liefert mit Benutzung 

der Formeln (142), (143) die im Hilfssatz 39 behauptete Gleichung. 
Will man wiederum den Satz 151 für \t) = 1 nur in dem Falle eines Körpers 

k( Vf,t,~) anwenden, für den p, == 1 + Je nach {2 ausfällt, so wähle man im obigen 

Beweise die Einheit e derart, daß man außer {~~} =1 noch bei einem geeig

neten, zu l primen Exponenten a (en)a = 1 + Je nach f2 hat. Eine Bestimmung 
der Einheit e in dieser Weise ist, wie man leicht sieht, sicher stets dann mög-

lich, wenn {~*} = 1 ist. Ist aber { ~* } =+= 1 und zugleich {;* } =+= 1, so kann 
jene Bedingung ebenfalls erfüllt werden, indem man für e eine geeignete 
Potenz von C nimmt. Ob die fragliche Bedingung sich erfüllen läßt, bleibt also 

nur dann zweifelhaft, wenn gleichzeitig {;*} =+= 1 und { ;* } = 1 ausfällt. In 

diesem Falle vertauschen wir bei dem obigen Beweise die Rollen von ~, n 
einerseits und ~*, n* andererseits; dann bleibt offenbar nur noch der Fall 

unerledigt, daß zugleich { ;* } =+= 1, {-~} =+= 1 und {;*} = 1, {~*} = 1 aus
fällt. In diesem Falle erkennt man aber aus den letzten zwei Beziehungen 
die Behauptung des Hilfssatzes 39 ohne weiteres als richtig. 
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Hilfssatz 40. Wenn.p ein Primideal erster Art in k(C) ist und n eine Pri
märzahl von lJ bedeutet, und wenn für jede beliebige Einheit ~ in k (C) die 
Gleichung 

{!} = {ni ~} 
besteht, wenn ferner lJ* ein solches von lJ verschiedenes Primideal erster 
Art ist, daß 

{ :*} = { ~*} =1= 1 

ausfällt, so gibt es stets eine Einheit e in k(C) von der Art, daß 

{;* } = {n~, B} =1= 1 

wird, wobei n* eine Primärzahl von lJ* bezeichnet. 
Beweis. Wir verfahren zuvörderst genau wie beim Beweise des vorigen 

Hilfssatzes und gelangen so unter Einführung gewisser Einheiten 8 und 8* 

wieder zu den drei Formeln (142), (143), (144). Nun ist wegen der Voraus-

setzung des Hilfssatzes40 {e;} = {n'r}; hieraus und wegen { :*} = {~*} =1= 1 

folgt in Verbindung mit den drei genannten Formeln die Richtigkeit des 
Hilfssatzes 40. 

Soll Satz 151 nur für den Fall ft = 1 + A nach 12 zur Anwendung ge
langen, so hat man im vorstehenden Beweise nur nötig, die Einheit 8 so zu 

bestimmen, daß außer der Gleichung {~:} = 1 noch die Kongruenz (en)a= 1 + i. 
nach 12 bei einem zu l primen Exponenten a erfüllt wird; es ist eine solche 
Bestimmung von 8 hier stets möglich. 

§ 157. Ein besonderer Fall des Reziprozitätsgesetzes 
für zwei Primideale. 

Satz 162. Wenn lJ und q irgend zwei beliebige Primideale eines regulären 

Kreiskörpers sind, für welche { : } = 1 gilt, so ist stets auch {~-} = l. 

Beweis. Es seien n," Primärzahlen bez. von lJ, q. Wir betrachten den 

Kummerschen Körper k(.yn, C) und unterscheiden zwei Fälle, je nachdem lJ 
ein Primideal erster oder zweiter .Art ist. 

z-
Im ersten Falle enthält die Relativdiskriminante von k( yn, C) die zwei 

Primideale 1 und lJ, und es gibt nach Hilfssatz 37 eine Einheit 8 in k(C), für 

welche der Charakter { B '1 n} =1= 1 ausfällt. Das Charakterensystem eines Ideals 

in k(.yn, C) besteht daher nur aus einem Charakter, d. h. es ist r =1 und nach 

Hilfssatz 35 auch g = 1. Wegen { :} = 1 ist q in k( Vi, C) weiter zerlegbar; 
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es sei :0 ein Primfaktor von q in diesem Körper. Da n, " primär sind, so fällt 

nach Hilfssatz 30 (S. 289) {" in} = 1 aus, und da :0 zum Hauptgeschlecht ge-

hört, so ist auch {x ~ n} = { ~ } = 1, wie es der Satz 162 behauptet. 

Wenn lJ ein Primideal zweiter Art ist, so gilt nach Hilfssatz 37 für jede 

Einheit ~ in k(~) die Gleichung {t'(~} = 1, und folglich enthält, wie im Be

weise des Hilfssatzes 37 gezeigt worden ist, die Relativdiskriminante von 

k ( 1r;:, ~) nur das eine Primideal lJ. Es ist daher wiederum r = 1 und g = 1. 

IVegen {~ } = 1 ist q in k( Vn, C) weiter zerlegbar. Es sei:O ein Primfaktor von 

q in diesem Körper. Da :0 zum Hauptgeschlecht gehört, und mit Rücksicht 

auf {~ 'r n} = 1 ist {,,~,:} = {~} = 1, und damit ist der Satz 162 vollständig 

bewiesen. 
Soll wiederum Satz 151 und dementsprechend auch Hilfssatz 35 für 

l-
\tl = 1 nur in dem Fall eines Körpers k (V ß' ~), für den ß c== 1 + ). nach f2 
ist, angewandt werden, so ist zum Beweise des Satzes 162 im ersten der beiden 
vorhin unterschiedenen Fälle der folgende Zusatz erforderlich. 

Wenn lJ ein beliebiges Primideal und n eine Primärzahl von lJ ist, so er-

kennen wir aus der Definition des Symbols {V,t} auf S.266 und mit Rück

sicht auf Hilfssatz 24 (S. 267) die Richtigkeit der Gleichung 

{~f} = C"(P:-l_= {~}. (145) 

Ist nun das. Primideal q von der Beschaffenheit, daß {i} = 1 ausfällt, so 

bestimmen wir eine l-te Einheitswurzel C* derart, daß C*nl- 1 = 1 + }, nach 
l-

12 ausfällt, und fassen statt des Kummersehen Körpers k(Vn, C) den Kör
L_ 

per k ( 1/ C* n l - 1, C) ins Auge. Wir wenden dann die oben dargelegte Schluß-
weise an. Da 

{",C~nl-=} = {"'tH ",t r1 

wird und, wie oben, {"'r~: = 1 ist, andererseits mit Rücksicht auf die in (145) 

angegebene Tatsache {Xi C} = { ~ } = 1 ausfällt, so folgt {,,' C*l~Z~~} = 1, und 

{" C* n l - 1 } r q } deshalb schließen wir '~' = 1, d. h. \\.1- = 1. 

Es sei andererseits {~-} =F 1. Da lJ ein Primideal erster Art ist, so gibt es 

sicher eine Einheit Cl' für welche {~-} =F 1 ist, und ferner nach Hilfssatz 37 

(S. 314) sicher eine Einheit C2' für welche {~t} =F 1 ausfällt. Auch können 
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wir diese Einheiten 81 , 82 überdies beide so wählen, daß sie = 1 + A nach f2 

sind. Wir entnehmen hieraus weiter die Existenz einer Einheit 8, für welche 

{ ; } =f= 1 sowie {e,t} =f= 1 ausfällt und überdies die Kongruenzeigenschaft 

8 = 1 + A nach f2 erfüllt ist. In der Tat, wenn diese Bedingungen weder für 

8 = 81 noch für 8 = 82 zutreffen, so ist gleichzeitig {Cll n } = 1 und {~2} = 1 , 
l+l 

und dann würde 8 = (8182) 2 eine Einheit von der verlangten Beschaffenheit 

sein. Wir bestimmen nun eine solche Potenz 'Y/ = 8a der Einheit 8, daß { 'YJ'pU} = 1 

wird. Wäre nun { ; } =f= 1, so fiele der Exponent a gewiß zu l prim aus, und folg

lich wäre {'fj't} =f= 1. Es ist außerdem, da u eine primäre Zahl darstellt, er

sichtlich, daß eine gewisse Potenz von 'fJ u mit einem zu l primen Exponenten 
der Zahl 1 + A nach [2 kongruent wird. Aus (145) und Hilfssatz 36 (S. 313) 

folgt noch {C, r} =f= 1. Der Kummersche Körper k ( h u, C) besitzt deshalb 

nur ein Geschlecht. Wegen { 'fJ;_} = 1 ist ,):J in diesem Körper weiter zerleg

bar ; ist I,ß ein in tJ aufgehender Primfaktor dieses Körpers, so findet man den 
Charakter von I,ß gleich dem Symbol 

{ C* n~_1)-"} = { C: n} , 
wenn C* eine solche l-te Einheitswurzel bedeutet, daß {C~ni 'fJ _U} = 1 ausfällt. 

Wegen der letzten Gleichung, und da {Cl 'YJ} = 1 ist, folgt {C*i U} {':'l 'Y) } = 1, 

und wegen {n'I'fJ} =f= 1 ist also auch {C*(} =f= 1, d. i. mit Rücksicht auf (145) 

{_C; } 9= 1; somit ist C* =f= 1. Da aber jener eine Charakter des Primideals I,ß 

gleich 1 sein muß, so folgt wegen {:-} = 1 notwendig auch { Cq* } = 1, und dies 

stünde im Widerspruch mit der eben gezogenen Folgerung. 

§ 158. Das Vorhandensein gewisser Hilfsprimideale , für welche 
das Reziprozitätsgesetz gilt. 

Auf Grund der Sätze 152, 140 und 162 erkennen wir leicht die Existenz 
gewisser Primideale, die in § 159 und § 160 zur Verwendung kommen werden. 
Es gelten folgende Tatsachen: 

Hilfssatz 41. Wenn tJ ein beliebiges Primideal des regulären Kreis
körpers k (C) bedeutet, so gibt es stets ein Primideal t in k (C), welches den 
Bedingungen 

I C} Ir =f= 1 , 
genügt. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 21 
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Beweis. Es sei h die Klassenanzahl von k(C) und, wie in § 149 und § 154, 
h* eine positive ganze rationale Zahl, so daß hh* == 1 nach l wird. Es sei p 
die rationale, durch .\J teilbare Primzahl und 'lt = .\Jhh* eine Primärzahl von .\J; 
ferner seien .\J', .\J", ... die untereinander und von .\J verschiedenen, zu .\J kon
jugierten Primideale in k(C) und 'lt' = .\J'hhO

, 'lt" = .\J"hh* die betreffenden zu 'lt 
konjugierten Zahlen in k(C); sie sind Primärzahlen bez. von .\J', .\J", .... Wir 

haben dann p = .\J.\J'.\J" ... ; da ferner -~~ eine Einheit in k(C) sein muß 
nn n ... 

und überdies primär ausfällt, so stellt nach Satz 156 (s. auch S. 287) dieser 
Quotient die l-te Potenz einer Einheit e in k(C) dar, es ist also 

phh' = el'lt 'lt' 'lt" .... 

Nunmehr wenden wir den Satz 152 (S. 276) an, indem wir dort 

IXI = C, 1X2 = 'lt, 1X3 = 'lt' , 0(4 = 'lt" , 1X5 = 'lt"', •.. , 

YI = C, Y2 = C, Ya = 1, Y4 = 1, Ys = 1, ... 

nehmen. Da C nicht die l-te Potenz einer Einheit in k(C) ist und 'lt, 'lt', 'lt", ••. 

Potenzen von Primidealen sind, deren Exponenten zu l prim ausfallen, so 
sind die Voraussetzungen des Satzes 152 erfüllt, und es gibt daher nach diesem 
Satze in k(C) ein Primideal r, für welches bei irgendeinem geeigneten, zu l 
primen Exponenten m 

{~r = c, {n" }m t =1, ... , 

d.h. 

{~-} = C*, {:} = C*, {n:}=I, { n ff 
} t =1, ... (146) 

wird, wo C* eine von 1 verschiedene l-te Einheitswurzel darstellt. Aus (146) 

{Phh'} {e-IPhh'} {nn1n ff } erhalten wir -r- = --r - = -- t' .. = C* , und folglich wird wegen 

Satz 140 (S. 231) auch {p~h.} = C*, wo e eine Primärzahl von r bedeuten soll. 

Da nun wegen (146) nach Satz 162 (S. 319) {!,} = 1, {!,,} = 1, ... sein muß 

und 

ist, so erhalten wir {~.} = { 1 } = C*; damit ist gezeigt, daß das Primideal r 

alle Bedingungen des Hilfssatzes 41 erfüllt. 
Hilfssatz 42. Wenn .\J ein beliebiges Primideal des regulären Kreis

körpers k(C) und'lt eine Primärzahl von.\J bedeutet, wenn ferner e eine beliebige 
Einheit in k(C), nur nicht die l-te Potenz einer Einheit in k(C) ist, so gibt es 
ein Primideal r in k(C), das den Bedingungen 

{e;}=I, H-}={{}+1 
genügt. 
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Beweis. Es mögen n, n', n", ... für .\) die Bedeutung wie im vorigen 
Hilfssatz 41 haben; wir nehmen in Satz 152 (S. 276) 

IXI = sn, 1X2 = n, 1X3 = d, 1X4 = n", 1X5 = n"', ... , 
YI ~= 1, Y2 = C, Y3 = 1, Y 4 = 1, Y6 = 1, ... ; 

die Zahlen IXI' 1X2 , IXS ' 1X4 , (;(5' ••• genügen wiederum, wie man leicht einsieht, 
der Voraussetzung des Satzes 152; es führt die entsprechende Schlußweise 
wie in Hilfssatz 41 zu einem Primideal r von der hier verlangten Beschaffen
heit. 

§ 159. Beweis des ersten Ergänzungssatzes 
zum Reziprozitätsgesetz. 

Um den ersten Ergänzungssatz für ein Primideal .\) der ersten Art zu be
weisen, wenden wir den Hilfssatz 41 an; diesem zufolge läßt sich ein Prim
ideal r bestimmen, für welches 

{ ~ } + 1 und { -} } = { n + 1 

wird, und das also gewiß ein Primideal erster Art ist. Nach Gleichung (145) 
haben wir für das Primideal r die Gleichung 

wo e eine Primärzahl von r bedeuten soll. Da { ~ } + 1 ausfällt, so besteht 

nach Hilfssatz 38 (S. 316) auch für jede andere Einheit; in k(C) die Gleichung 

{n = {e,/} 
und demnach treffen die sämtlichen Bedingungen des Hilfssatzes 40 (S. 319) 
zu, wenn wir an Stelle der dort mit .\) bez . .\) * bezeichneten Primideale die 
beiden Primideale r bez . .\) nehmen. Nach jenem Hilfssatze gibt es somit 

eine Einheit s in k(C) derart, daß {~-} = {ni e} + 1 wird, wobei n eine Primär

zahl von.\) bedeuten soll. Infolge dieser Tatsache ist nach Hilfssatz 38 (S. 316) 

auch für jede andere Einheit; in k(C) die Gleichung {% } = {ni ;} erfüllt, wie 

es der erste Ergänzungssatz behauptet. 
Des weiteren bedeute q ein Primideal zweiter Art in k(C). Dann ist nach 

der Definition eines solchen Primideals für jede Einheit; in k (C) stets {{-} = 1, 

und wenn)oC eine Primärzahl von q bezeichnet, so ist nach Hilfssatz 37 (S. 314) 

stets auch {"'/} = 1. Es gilt daher in der Tat wiederum der erste Ergänzungs-

satz {~ } = {u/}. 
21* 
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§ 160. Beweis des Reziprozitätsgesetzes zwischen 
zwei beliebigen Primidealen. 

§ 160 

Nachdem der erste Ergänzungssatz in § 159 bewiesen worden ist, folgt 
aus Hilfssatz 39 (S. 317) sofort die Richtigkeit des Reziprozitätsgesetzes 
für zwei beliebige Primideale erster Art. 

Es sei zweitens ein Primideal .)J erster Art und ein Primideal q zweiter 

Art vorgelegt; n und u seien Primärzahlen von .)J und q. Im Falle, daß { ; } = 1 

ausfällt, folgt aus Satz 162 (S. 319) {{-} = 1 und mithin die Richtigkeit des 

Reziprozitätsgesetzes für .)J und q. Wir nehmen jetzt an, es sei { -}} = { ;} 9= 1. 

Da .)J von der ersten Art ist, so gibt es eine Einheit B, so daß {c;} = 1 ausfällt, 

und es kann hierbei stets, wie aus einer Betrachtung am Schlusse des Be
weises von Hilfssatz 39 (S. 317) hervorgeht, die Einheit B zugleich so bestimmt 
werden, daß eine gewisse Potenz von BU mit einem zu l primen Exponenten 

1-= 1 + A nach f2 wird. Wir betrachten den Kummerschen Körper k ( je x , C) • 
Nach Satz 148 (S.251) enthält die Relativdiskriminante dieses Körpers in 
bezug auf k(C) die zwei Primfaktoren 1 und q. Da q ein Primideal zweiter 
Art ist, so gelten wegen der Hilfssätze 36 und 37 für jede Einheit ~ in k(C) 
die Gleichungen 

{g,;,,} = {g'rc}{g't} = 1, {-}}=1, 
und demgemäß ist die Anzahl r der Oharaktere, welche das Geschlecht eines 

Ideals in k(VBX, C) bestimmen, gleich 2. Nach Hilfssatz 35 (S. 312) ist dann 

in k(Vex, C) die Anzahl der Geschlechter g;;;:; l. Wir bestimmen nun nach 
Hilfssatz 42 (S. 322) ein Primideal r in k(C) von der Beschaffenheit, daß 

{cr"} = 1, {~}={:}9=1 
wird. Wegen der ersteren Gleichung ist r in k(lye x, C) weiter zerlegbar. Es 
sei ffi ein Primfaktor von r in diesem Körper und e eine Primärzahl von r. 

Dann besteht das Oharakterensystem des Ideals ffi in k ( VB x, C) aus den beiden 
Oharakteren 

(147) 

Da der zweite Oharakter 9= 1 ist, so bestimmen die Ideale ffi, ffi2, ... , ffi! 
lauter voneinander verschiedene Geschlechter, und es gibt, wie die oben ge
fundene obere Grenze für die Anzahl der Geschlechter zeigt, außer diesen 
keine weiteren Geschlechter. Mit Benutzung des in § 159 bewiesenen ersten 
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Ergänzungssatzes ergibt sich 

{e, r}{ : } = {e,t}{ ~-} = u-}{ -~} = { :}{ -t} = {s;} = 1, 

d. h. das Produkt der beiden Charaktere (147) ist gleich 1. Da jedes beliebige 

Ideal in k( ys u, C) notwendig einem jener l Geschlechter angehören muß, 
I-

so folgt hieraus, daß für jedes Ideal in k( ys K, C) das Produkt seiner beiden 

Charaktere stets gleich 1 ist. Wegen {s;} = 1 ist fJ in k ( V S K, C) weiter zer

legbar; bezeichnet s.ß einen Primfaktor von fJ in diesem Körper, so sind die 
beiden Charaktere für s.ß durch die Symbole 

{n, ;"} = {~_} 

gegeben, und es folgt somit unter Benutzung des in § 159 bewiesenen Er
gänzungssatzes notwendig 

oder 
{ ~:; ,,}{ : } = {ni s }{~- } = {i}{ : } = 1 

{%} = {; r = {~} = {;}, 

d. h. es gilt das Reziprozitätsgesetz für die beiden Primideale fJ und q. 
Es seien drittens zwei PrimideaJe q und q* der zweiten Art vorgelegt; 

x, x* seien Primärzahlen von q bez. q*. Wir betrachten den Kummerschen 

Körper k(VKK*, n Die Zahlen x und u* sind, wie sich im Beweise des Hilfs
satzes 37 herausgestellt hat, l-ten Potenzen von gewissen ganzen Zahlen in 
k(C) nach Xl kongruent; das gleiche gilt daher von XK*, und folglich ist nach 

Satz 148 (S. 251) die Relativdiskriminante des Körpers k(Vxx*, C) nicht durch I 
teilbar. Diese Relativdiskriminante enthält somit nur die beiden Primfak
toren q und q*. Nun ist für jede Einheit; in k(C) 

{ ~'~"* } = {{-} = 1, { ~, ",,* } = {~} = 1 
q* q* ' 

und dementsprechend ist die Anzahl r der Charaktere, welche das Geschlecht 

eines Ideals in k(YUK*, C) bestimmen, = 2. Nach Hilfssatz 35 (S.312) ist 

dann in k(VKK*, C) die Anzahl der Geschlechter g < l. Ferner läßt sich nach 
Satz 152 (S. 276) jedenfalls ein Primideal t in k(C) bestimmen derart, daß 

{";*}=1, 
l_ 

ausfällt. Wegen der ersten Gleichung ist t in k ( Y X K*, C) weiter zerleg bar; es 
sei mein Primfaktor von t in diesem Körper und (} eine Primärzahl von t. 
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Dann besteht das Charakterensystem des Ideals at in k(V""*,C) aus den 
beiden Charakteren 

(148) 

Da der erste Charakter wegen {; } 9= 1 dem Satze 162 (S.319) gemäß notwendig 

ebenfalls verschieden von 1 ist, so bestimmen die Ideale at, at2, •.. , atZ lauter 
voneinander verschiedene Geschlechter, und es gibt, wie bereits gezeigt wor-

den ist, auch hier nicht mehr als l Geschlechter. Wegen { ~ } 9= 1 ist tein Prim

ideal erster Art; es gilt daher nach dem vorigen einerseits für die Primideale t , q , 
andererseits für die Primideale t, q* das Reziprozitätsgesetz, und das Produkt 
der beiden Charaktere (148) wird folglich . 

(149) 

Da jedes beliebige Ideal in k( V",,*, C) einem jener l Geschlechter angehören 
muß, so folgt aus (149), daß für jedes Ideal das Produkt seiner beiden Cha
raktere gleich 1 sein muß. Nun ist das Ideal q gleich der l-ten Potenz eines 

Primideals 0 in k ( ~*, n. Die beiden Charaktere von 0 in diesem Körper 
sind alsdann " 

{u,~u*} = {"*':~~r = {~r = {~r, 

{ ", :*"*} = {; } = {q~ } , 
und da ihr Produkt gleich 1 sein soll, so erhalten wir 

Hiermit ist das Reziprozitätsgesetz für zwei Primideale der zweiten Art be
wiesen, und nunmehr ist der Beweis des Reziprozitätsgesetzes für zwei be
liebige Primideale vollständig erbracht. 

§ 161. Beweis des zweiten Ergänzungssatzes zum 
Rez i prozi tä tsges etz. 

Es sei zunächst ~ ein Primideal erster Art und Tl eine Primärzahl von ~ . 

Wir bestimmen eine Einheit e in k (C) derart, daß { ~} = 1 wird, und betrachten 

dann den durch V cA und C bestimmten Kummerschen Körper. Wegen { S'pA} = 1 

ist ~ in diesem Körper weiter zerlegbar; es sei l.l3 ein Primfaktor von ~ in diesem 
Körper. Wir erkennen, daß das Charakterensystem des Ideals l.l3 aus dem 
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einen Charakter {n,t~·} besteht, und da sümit nach Hilfssatz 35 (S. 312) auch 

nur ein Geschlecht, nämlich das Hauptgeschlecht, vürhanden ist, so. muß 

dieser Charakter den Wert 1 besitzen. Hieraus, un~ da nach §159 {t } = { nj e} 
ist, fülgt süfürt die Gleichung { ; } = {nj Ä} . 

Des weiteren sei ein Primideal q der zweiten Art vürgelegt, und es bezeichne 
'" eine Primärzahl vün q; dann sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 

{ ~ } = 1 üder 9= 1 ~usfällt. Im ersteren Falle lehrt die Betrachtung des Kummer

schen Körpers k( ~, C), daß auch {"'/} = 1 ist. Im zweiten Falle bestimme 

man nach Satz 152 (S.276) ein Primideal il, für welches { ; } = { ; r 9= 1 

ausfällt. Dann ist il gewiß ein Primideal erster Art, und es fülgt nach Satz 162 

(S. 319), wenn TC eine Primärzahl vün .p bedeutet, { ;} 9= 1; mithin läßt sich 

gewiß eine ganze ratiünale Zahl a so. bestimmen, daß {Ä ;a } = 1 ausfällt. Be-

trachtenwirdenKörperkcVA.~,c),sübestehtfürdiesen,weilr ~na} = {; r 9= 1 

ist, das Charakterensystem eines Ideals wiederum nur aus einem Charakter 
und dieser ist stets gleich 1. Wenden wir die letztere Tatsache auf einen Prim-

faktür :0 vün q in diesem Körper an, so. fülgt { C '''rÄna } = {{-r { "/'} = 1 , 

und berücksichtigen wir die Gleichung {.~ } = { ~ }, so. entsteht {+ } = {"i Ä} . 
Das Rezipro.zitätsgesetz für l-te Pütenzreste ist zuerst vün KUMMER be

wiesen würden. Der hier dargelegte neue Beweis desselben unterscheidet sich 
vün den Kummerschen Beweisen vür allem darin, daß KUMMER zunächst den 
ersten Ergänzungssatz, und zwar unter einem erheblichen Aufwande vün 
Rechnung, durch eine kunstvülle Erweiterung der FürmeIn der Kreisteilung 
gewinnt und dann erst auf Grund der errechneten Fürmeln das Reziprüzitäts
gesetz zwischen zwei Primidealen ableitet, während die übige Entwicklung 
die Beweisgründe für das Reziprüzitätsgesetz und seine beiden Ergänzungs
sätze aus gemeinsamer Quelle schöpft. 

Vün besünderen Reziprüzitätsgesetzen, zu deren Behandlung die Fürmein 
der Kreisteilung ausreichen, sind das Reziprüzitätsgesetz für biquadratische 
Reste [GAUSS (3), EISENSTEIN (8,9)], das Reziprüzitätsgesetz für kubische 
Reste [EISENSTEIN (5, 7), JACOBI (1)], ferner für bikubische Reste [GMEI
NER (1, 2, 3)] und die auf 5-te, 8-te, 12-te Pütenzreste bezüglichen Unter
suchungen vün JACOBI zu nennen [JACOBI (4)]. 

Auch sei endlich nüch erwähnt, daß EISENSTEIN ühne Beweis ein Reziprüzi
tätsgesetz für l-te Pütenzreste aufgestellt und dabei auch den Fall in Betracht 
gezügen hat, daß die Klassenanzahl des Kreiskörpers der l-ten Einheits
wurzeln durch l teilbar ist [EISENSTEIN (1, 12)]. 
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34. Die Anzahl der vorhandenen Geschlechter im regulären 
Kummerschen Körper. 

~ 162. Ein Satz über das Symbol f":}. 

§ 162 

Die wichtigste Aufgabe in der Theorie der Geschlechter eines Kummerschen 
Körpers betrifft die Ermittlung der Anzahl der wirklich vorhandenen Ge
schlechter. Wir beweisen hier zunächst einen Satz, welcher dem Hilfssatz 14 
(S. 171) aus der Theorie des quadratischen Körpers entspricht. 

Sa tz 163. Wenn v und fl zwei beliebige ganze Zahlen (+ 0) eines regulären 
Kreiskörpers k(') bedeuten, so ist stets 

ll{v;:} = 1, 
(tu) 

wenn das Produkt linker Hand über sämtliche Primideale tu in k(') erstreckt 
wird. 

Beweis. Es sei h die Anzahl der Idealklassen in k(') und h* eine ganze 
rationale positive Zahl mit der Kongruenzeigenschaft hh* = 1 nach l. Wir 
setzen v = la.))1.))2··· und fl = lb q1q2 ···, so daß a und b ganze rationale Ex
ponenten und .))1' .))2' ... , q1' q2' ... gewisse von 1 verschiedene Primideale 
in k(') sind. Bedeuten ferner :77:1> :77:2, ... , "1' "2' ... Primärzahlen der Prim
Ideale bez . .))1> .))2' ... , q1' Q2' ... , und zwar derart, daß 

:77:1 = .\)~h· , :77:2 = .))~h·, ... , "1 = q~h·, "2 = q~h·, ... 

gilt, und wird noch Ä. = 1 -, gesetzt, so bestehen zwei Gleichungen von der 
Gestalt: 

(150) 

worin e und 'YJ Einheiten in k (,) sind. Wenn tu ein beliebiges Primideal bedeutet, 
so ist allgemein 

(151) 

Es seien nun .)), Q zwei voneinander und von 1 verschiedene Primideale 
in k(') und:77:,,, bez. Primärzahlen von.)), Q; ferner seien e, 'YJ beliebige Ein
heiten in k('). Aus Hilfssatz 36 (S. 313) und aus Satz 161 (S. 312) folgen dann 
leicht die Formeln 

{e,( 11} = 1, 

{e,n}{e,n l = 1 
( l:J J ' 

{e,/} = 1, I 
t~u }t~"} = 1. 

(152) 

Ist tu ein von 1 verschiedenes Primideal, welches nicht in fl aufgeht, so ist nach 

Satz 148 (S. 251) die Relativdiskriminante des Kummersehen Körpers k(}rp,,') 
zu tu prim; fällt dann tu auch zu v prim aus, so ist nach Satz 150 (S. 257) die 

Zahl v Normenrest des Kummerschen Körpers k(y-;tl, ,), und daher gilt nach 
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Satz 151 (S. 272) die Gleichung {J);:} = 1. Mit Rücksicht hierauf gilt wegen (152) 

der Satz für den Fall, daß eine jede der Zahlen v, fl sei es eine Einheit, sei es 
eine beliebige Potenz von A., sei es eine Primärzahl eines von { verschiedenen 
Primideals vorstellt; wegen (150) und (151) und auf Grund der Regeln 
(80) (S. 265) und (83) (S. 266) gilt sodann der Satz 163 allgemein. 

§ 163. Der Fundamentalsatz über die Geschlechter 
eines regulären Kummersehen Körpers. 

Wir sind jetzt imstande, für den regulären Kummersehen Körper den
jenigen Satz aufzustellen und zu beweisen, welcher dem fundamentalen 
Satz 100 (S. 168) in der Theorie des quadratischen Körpers entspricht. Dieser 
Satz lautet: 

Satz 164. Es sei r die Anzahl der Charaktere, welche ein Geschkcht im 
1-

. regulären K ummerschen Körper K = k ( V fl, C) bestimmen; ist dann ein System 
von r beliebigen l-ten Einheitswurzeln vorgelegt, so ist dieses System dann und 
nur dann das Charakterensystem eines Geschlechtes in K, wenn das Produkt 
der sämtlichen rEinheitswurzeln gleich 1 ist. Die Anzahl der in K vorhandenen 
Geschlechter ist daher gleich lr-l. 

Beweis. Es sei h die Klassenanzahl des regulären Kreiskörpers k(C) 
und h* eine ganze rationale positive Zahl mit der Kongruenzeigen
schaft hh* = 1 nach l; ferner seien {I' ... , 1r die r gemäß § 149 ausgewählten 
Primfaktoren der Relativdiskriminante von K. Es bedeute nun A irgend
eine Idealklasse in K, 3' ein zu {= (1 - C) und zur Relativdiskriminante 
von K primes Ideal der Klasse A und v = (N k(m)hh* die nach der Vorschrift 
in § 149 (S. 306) aus 3' gebildete und mit einem gewissen Einheitsfaktor ver
sehene ganze Zahl in k(C), so daß 

Xl (3'l = r't}, ... , Xr(3'l = fii~} 
die r Einzelcharaktere sind, welche das Geschlecht von 3' bestimmen. Es sei ~ 
ein Ideal des Kreiskörpers k(C), wofern es ein solches gibt, welches in v zu 
einem nicht durch l teilbaren Exponenten vorkommt; dabei ist ~ sicher 
von { verschieden und prim zur Relativdiskriminante von K. Da N k (m 
die Relativnorm eines Ideals ist, so muß ~ im Körper K zerlegbar sein. Es 
gilt mithin nach Satz 149 (S.254) für jedes solche Primideal ~ die Glei-

chung {i} = 1, und daher ist auch stets {~:-} = 1. Mit Rücksicht auf 

Satz 163 (S. 328) folgt daher 

II{V~fl} = 1, 
(tu) 

(153) 

wenn \t) alle in der Relativdiskriminante von K enthaltenen, von 1 verschiede-
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nen Primideale und außerdem das Primideal 1 durchläuft. Ferner ist, wenn 
{n l' {rH' ... , {t die außer 11, {2' ... , fr in der Relativdiskriminante aufgehen
den Primideale bedeuten, nach § 149 

g:~} = 1 , {~:~} = 1, ... , r't} = 1. (154) 

Kommt nun in der Relativdiskriminante des Körpers K das Primideal I 
vor, so ist wegen (153) schon hiermit bewiesen, daß das Produkt sämtlicher 
r Charaktere gleich 1 ist. Kommt andererseits das Primideal f in jener Re
lativdiskriminante nicht vor, so ist nach Satz 150 (S. 257) die Zahl 11 Normen-

rest des Körpers K nach 1, und folglich ist nach Satz 151 (S. 272) {~il!..} = 1 ; 

damit erkennen wir aus (153) und (154) auch in diesem Falle den einen Teil 
der Aussage des Satzes 164 als richtig. 

Den Beweis für den anderen Teil der Aussage des Satzes 164 führen wir 
der Kürze wegen nur in dem Fall, daß die Relativdiskriminante des Kör
pers K den Primfaktor I nicht enthält. Es seien dann wiederum 11 , .•. , ft 

die t in der Relativdiskriminante von Kaufgehenden Primideale des Kör
pers k (C), und 11.1' ••. , At seien bezüglich Primärzahlen von {I' ... , ft ; ferner 
gehe allgemein fi in fl genau ei mal auf, und es sei e7 dann eine ganze rationale 
Zahl mit der Kongruenzeigenschaft ei e7 = 1 nach l. Endlich mögen Yp ... , Yr 
beliebig gewählte r der Bedingung Yl'" Yr = 1 genügende l-te Einheits
wurzeln sein; nach Satz 152 (S. 276) gibt es dann stets in k(C) ein Primideal ~, 
das in fl nicht aufgeht und überdies die Forderungen 

{A1.}m = e! {A2}m = e~ {~_}m = e; 
lJ Y 1 ' lJ Y 2 ' ••• , lJ Y,., (155) 

{Ar+!_lm = 1 {A'+2 }m = 1 {A!_}m = 1 lJ( , lJ , ... , lJ (156) 

für irgendeinen Exponenten m aus der Reihe 1, 2, ... , 1 - 1 erfüllt. Ist 
n eine Primärzahl von ~, so folgt wegen (155) mit Benutzung von Satz 161 
(S. 312) 

{~~:tt} = {niiflt = {i-tei = {~tei= Yi' (i = 1,2, ... , r). (157) 

Ferner ergibt sich wegen (156) in ähnlicher Weise 

(i = r + 1, r + 2, ... , t). (158) 

Da Yl' . 'YT = 1 ist, so ist wegen (157) und (158) 

II{n;:} = 1, 
(111) 

(159) 

wenn hierin \tJ alle Primideale 11 , ... , lt durchläuft. Bedeutet nun mein 
von ~, 11"", {t verschiedenes Primideal in k (C), so ist gemäß Satz 150 
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(S.257) die Zahl1/; Normenrest des Kummersehen Körpers K nach mund 

folglich nach Satz 151 (S. 272) stets {n;::} = 1. Mit Rücksicht auf diesen 

Umstand und wegen (159) lehrt der Satz 163 (S. 328), daß auch {n:;} = 1, 

d. h. {.~} = 1 sein muß. Infolge der letzteren Gleichung zerfällt das Primideal ~ 
nach Satz 149 (S. 254) im Körper K in l Primideale. Ist ~ eines derselben, 
so hat, wenn wir (157) und (158) berücksichtigen, das Ideal ~m offenbar 
die vorgeschriebenen Einheitswurzeln YI' ... , Yr als Charaktere, und damit 
ist der Satz 164 für den hier betrachteten Fall vollständig bewiesen. 

Geht 1 in der Relativdiskriminante von K auf, so hat man, um den 
Satz 164 zu beweisen, an den vorstehenden Ausführungen eine geeignete Ab
änderung anzubringen, die man leicht aus der Analogie mit den entsprechenden 
Betrachtungen für den quadratischen Körper (vgl. S. 184 bis 185) ersieht. 

KUMMER hat seinen Untersuchungen einen gewissen Zahlring im 

Körper K = k (yJi" C), nicht die Gesamtheit der ganzen Zahlen dieses Kör
pers zugrunde gelegt. Der Begriff des Geschlechtes bedarf dann einer gewissen 
veränderten Fassung. Es ist KUMMERS großes Verdienst, für den von ihm 
ausgewählten Zahlring diejenige Tatsache aufgestellt und bewiesen zu 
haben, die für den Körper K selbst sich in dem Satze 164 ausdrückt [KUM
MER (20)]. Außer dem von KUMMER behandelten Ringe sind noch unendlich 
viele andere Ringe in K vorhanden, deren Theorie mit entsprechendem Er
folge zu entwickeln sein würde. 

§ 164. Die Klassen des Hauptgeschlechtes in einem 
regulären Kummersehen Körper. 

Wir heben in diesem und dem nächsten Paragraphen einige wichtige 
Folgerungen hervor, die aus dem Fundamentalsatz 164 für den Kummer

I-
schen Körper K = k (V fl, C) sich ergeben, und die den in § 71 und § 72 oder 
in § 82 für den quadratischen Körper entwickelten Sätzen entsprechen. 

Sa tz 165. Die Anzahl g der Geschlechter in einem regulären Kummer
sehen Körper ist gleich der Anzahl seiner ambigen Komplexe. 

Beweis. Wenn t und n die Bedeutung wie in Satz 159 (S.302) haben, 
und wenn wir berücksichtigen, daß nach Satz 164 (S. 329) g = lr-I ist, so 

folgt aus Hilfssatz 34 (S. 310) r - 1 < t + n - 1 ~ 1 , und da nach Hilfs-

satz 33 (S. 308) andererseits t + n - 1 ~ 1 < r -1 sein muß, so folgt 

1 + 1 
r - 1 = t + n - -2-. 

Die im Beweise (S.311) zu Hilfssatz 34 bestimmte Anzahl a der ambigen 
Komplexe ist mithin = zr-I; wir haben daher a = g. 
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Satz 166. Jeder Komplex des Hauptgeschlechtes in einem regulären Kum
merschen Körper K ist die (1 - S)-te symbolische Potenz eines Komplexes 
in K, d. h. jede Klasse des Hauptgeschlechtes in einem regulären K ummerschen 
Körper K ist gleich dem Produkt aus der (1 - S)-ten symbolischen Potenz 
einer Klasse und aus einer solchen Klasse, welche Ideale des Kreiskörpers k(C) 
enthält. 

Beweis. In dem Beweise (S. 312) zu Hilfssatz 34 ist die Gleichung 
at' =gf abgeleitet; hierbei bedeutet a die Anzahl der ambigen Komplexe, 
t' die Anzahl derjenigen Komplexe, welche gleich (1 - S)-ten symbolischen 
Potenzen von Komplexen sind, ferner bedeutet g die Anzahl der Geschlechter 
und f die Anzahl der Komplexe des Hauptgeschlechtes. Da nach Satz 165 
a = g ist, so folgt t' = f, und damit ist bewiesen, daß jeder Komplex des 
Hauptgeschlechtes die (1 - S)-te symbolische Potenz eines Komplexes ist. 

§ 165. Der Satz von den Relativnormen der Zahlen 
eines regulären Kummerschen Körpers. 

Satz 167. Wenn v, fl zwei ganze Zahlen des regulären Kreiskörpers k(C) 
bedeuten, von denen fl nicht die l-te Potenz einer ganzen Zahl in k(C) ist, und 
welche für jedes Primidealro in k(C) die Bedingung 

r;:} = 1, 

erfüllen, so ist die Zahl v stets gleich der Relativnorm einer ganzen oder gebroche
l_ 

nen Zahl Ades K ummerschen Körpers K = k ( 11 fl, C). . 
Be w eis. Wir beweisen diesen Satz zunächst für den Fall, daß v eine Ein

heit in k(C) ist. Es mögen wiederum t und n für den Kummerschen Kör-

per K = k(V7J" C) die Bedeutung wie in Satz 159 (S.302) haben; im Be

weise zu Satz 165 ist gezeigt worden, daß r -1 = t + n - l ~ 1 sein muß, 

d. h. es ist n = l ~ 1 - t + r. Andererseits betrachten wir die r* = t - r 

Einheiten 131, ••• , er" die in § 149 (S. 307) bestimmt worden sind. Wegen der 
Gleichungen (140) (S.307) kann ein Produkt aus Potenzen dieser r* Ein
heiten nur dann die l-te Potenz einer Einheit in k(C) sein, wenn die Potenz
exponenten sämtlich durch l teilbar sind. Es müssen sich daher, da die Ge-

samtheit aller Einheiten in k(C) eine Schar vom Grade ~ ~ 1 bildet, weiter 

1 ~ 1 _ r* Einheiten er*+!, 13"+2' •• • ,131- 1 in k(C) bestimmen lassen, so daß 
2 

überhaupt jede Einheit ~ in k(C) sich in der Gestalt 

XZ_1 

t = eXl eX2. • • In 2 1 131 
" 1 2 '-'f,-

2 
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darstellen läßt, wobei Xl' X2, ••• , X Z- 1 ganze rationale Exponenten sind und 
2 

e eine geeignete Einheit in k(C) bedeutet. Setzen wir nun allgemein 

{(:::~} = Ceu., (u = 1, 2, ... , l ~ I; v = 1, 2, ... , r*) , 

so liefern die r* Gleichungen 

{tJ!.} = 1, {~' .u\ = 1 ... , {~} = 1 
(t (,-11' ('-'*+1 

für die Exponenten Xl' X2, ••• , Xl _ 1 die r* linearen Kongruenzen 
2 

e ll x 1 + e 21 x 2 + ... + el_ 1 Xl_ 1 == 0,] 
-2-,1 2 

. . . . . . . . . . (l) . 
elr*Xl + e2r· X2 + ... + el _ 1 , r* Xl_ 1 =0, 

2 2 
Wegen (140) (S.307) haben wir 

e21 = 0, 

e22 = 1, 
e31 = 0, . . ., er. 1 0, I 
e32 = 0, ... , er.2 = 0, 

• e3~ • 1 '. .: .: e:* 3 • • 0: I 
er*r.= 1, 

(160) 

(161) 

(l) ; 

und daher sind die r* linearen Kongruenzen (161) voneinander unabhängig; 
es folgt somit, daß alle diejenigen Einheiten g, welche den Bedingungen (160) 
genügen, eine Einheitenschar vom Grade 

l-I l-I 
-2- - r* = -2 - t + r 

bilden. 
Wir haben nun zu Beginn dieses Beweises festgestellt, daß der Grad n 

der Schar aller derjenigen Einheiten in k(C), welche Relativnormen von Ein
heiten oder gebrochenen Zahlen in K sind, den gleichen Wert besitzt. Da 
ferner jede Einheit in k(C), welche die Relativnorm einer Einheit oder einer 
gebrochenen Zahl im Kummerschen Körper K ist, offenbar Normenrest 
von K nach r sein und daher nach Satz 151 (S.272) notwendig auch den 
Gleichungen (160) genügen muß, so gehört jede Einheit der zu Anfang be
handelten Schar auch der zweiten Einheitenschar an; weil beide Einheiten
scharen gleiche Grade haben, sind sie miteinander identisch. Die vorgelegte 
Einheit 'jI genügt nun nach Voraussetzung den Bedingungen (160) und gehört 
also der zweiten Einheitenschar an; nach dem eben Bewiesenen ist mithin 'jI 

auch in der zuerst behandelten Einheitenschar enthalten, d. h. es ist 'jI gleich 
der Relativnorm einer Einheit oder einer gebrochenen Zahl in K. 

Es sei jetzt 'jI eine beliebige ganze Zahl in K, welche die Voraussetzung 
des Satzes 167 erfüllt; wir fassen die in 'jI aufgehenden Primideale des Kör-
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pers k(C) ins Auge. Wir setzen A = 1 - C und 1 = (A). Kommt das Prim
ideall des Körpers k(C) in '/I zu einer Potenz erhoben vor, deren Exponent b 
nicht durch l teilbar ist, und geht außerdem 1 in der Relativdiskriminante 
des Körpers K nicht auf, so haben wir auf Grund der Angaben am Schlusse 
von § 133 auf S. 274 

{v,t} = { Äbi tt} = { ~r, 

und mit Rücksicht auf die hieraus zu entnehmende Gleichung 

{i} = 1 

ist I nach Satz 149 (S. 254) in K als Produkt von l Primfaktoren darstellbar. 
Bedeutet 2 einen derselben, so haben wir 1 = N k(2). 

Es sei ferner ~ ein von 1 verschiedenes Primideal des Kreiskörpers k(C), 
und es komme ~ in '/I zu einer Potenz erhoben vor, deren Exponent b nicht 
durch l teilbar ist; dagegen sei der Exponent a, zu dem ~ in f' aufgeht, durch 
l teilbar: dann ist nach der Definition des Symbols 

{V'/} = {~b r, 
und hieraus folgt wegen der Voraussetzung des Satzes 167 {;} = 1; nach 

Satz 149 (S.254) ist also ~ in K als Produkt von l Primidealen darstellbar. 
Ist ~ eines dieser l Primideale, so wird ~ = N k(~). 

Endlich sind die in der Relativdiskriminante von Kaufgehenden Prim
ideale des Körpers k(C) stets l-te Potenzen von Primidealen in K und daher 
ebenfalls Relativnormen von Idealen in K. Aus allen diesen Umständen zu
sammengenommen folgt, daß '/I die Relativnorm eines Ideals ~ in K sein 
muß, d. h. es ist '/I = N k(~). 

Wegen der Voraussetzung des Satzes 167 gehört ferner ~ dem Haupt
geschlecht in K an, und wir können daher nach Satz 166 (S. 332) 

~ ""' i 31- 8 

setzen, in solcher Weise, daß i ein Ideal in k(C) und 3 ein Ideal in K bedeutet. 
Ist h die Anzahl der Idealklassen in k(C), so haben wir ih ""' 1, und folglich 

muß A = (3ts r eine ganze oder gebrochene Zahl des Körpers K sein; 

die Relativnorm dieser Zahl N k(A) ist offenbar = 8'/1h, wo 8 eine Einheit 
in k(C) bedeutet. Aus der letzten Gleichung folgt nach Satz 151 (S.272), daß 

für jedes beliebige Primideal tv in k(C) notwendig {ev~ tt} = 1 und daher 

auch {e;:} = 1 sein muß. Es ist nun im ersten Teile des gegenwärtigen Be

weises gezeigt worden, daß unter diesen Umständen 8 stets gleich der Relativ
norm einer Zahl in K sein muß, wir setzen e = N k(H), wo H eine Zahl in K 
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ist. Bedeuten dann bund e zwei ganze rationale Zahlen von der Art, daß 
bh + el =1 ist, so folgt 

v = Nk(NH-bve), 

und hiermit ist der Beweis für den Satz 167 vollständig erbracht. 
In diesem Beweise können wir die Anwendung des Satzes 151 beidemal 

auf den Fall tu 9= I beschränken, da dann nach Satz 163 (S.328) die behaup
teten Tatsachen auch für tu = I folgen. 

Damit ist es dann gelungen, alle diejenigen Eigenschaften auf den regu
lären Kummerschen Körper zu übertragen, welche für den quadratischen 
Körper bereits von GAUSS aufgestellt und bewiesen worden sind. 

35. Neue Begründung der Theorie des regulären Kummersehen Körpers. 

§ 166. Die wesentlichen Eigenschaften der Einheiten 
des regulären Kreiskörpers. 

Wir haben gesehen, eine wie wichtige Rolle das besondere Symbol {v't} 
in der Theorie des Kummerschen Körpers spielt. Was die Definition dieses 
Symbols in § 131 (S.266) und die Ableitung seiner Eigenschaften in § 131 
bis § 133 betrifft, so knüpften wir in der dortigen Darstellung an die von 
KUMMER eingeführten logarithmischen Differentialquotienten der zu einer 
Zahl w = 1 nach I gehörenden Funktion w(x) an. Die in § 131 bis § 133 für 

das Symbol { v't} im Kummerschen Körper ausgeführten Rechnungen ent

sprechen übrigens genau denjenigen Betrachtungen, welche in § 64 für das 

Symbol (n'2m) im quadratischen Körper angestellt worden sind. Obwohl 

es nun bereits gelang, die von KUMMER ersonnenen rechnerischen Hilfsmittel 
auf ein geringes Maß zu bringen, so erscheint es mir doch noch, vor allem 
auch im Hinblick auf eine künftige Erweiterung der Theorie, notwendig zu 
untersuchen, ob nicht eine Begründung der Theorie des Kummerschen Kör
pers ganz ohne jene Rechnungen möglich ist. Ich gebe in diesem Kapitel 
den Weg hierzu kurz an .. 

Zunächst können leicht ohne Rechnung und ohne Heranziehung der 
Bernoullischen Zahlen die späterhin wesentlichen Eigenschaften der Ein
heiten des regulären Kreiskörpers k(~) abgeleitet werden. Für Satz 156 er
innern wir uns des zweiten auf S. 287 mitgeteilten Beweises. 

Wir können dann aus diesem Satz 156 den Satz 155 (S. 286) wie folgt ab
leiten. Wir wollen unter B1> ••• , BZ• irgendein System von l* reellen Grund
einheiten des Körpers k(~) verstehen; wir bestimmen dann positive Expo
nenten el> ... , el. und gewisse ganze rationale, zu l prime Zahlen al , ... , al., 
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bl , ..• , bl' derart, daß die Kongruenzen 

Cl =al + blAe" 

- b ~el' (lel.+l) 
Cl' = a l • + I' 11. , 

§ 166 

gültig sind. Wir nehmen an, es habe unter den Exponenten el , ••• , el* etwa 
el den niedrigsten vorkommenden Wert. Dann können wir, wie leicht erflicht
lieh ist, die l* - 1 Einheiten C2' ... , cz* derart mit Potenzen von Cl multipli
zieren, daß für die l* - 1 entstehenden Produkte c~, ... , c~. die Kongruenzen 

c~ = C2~2 = a; + b;Ae2, (("2+1), 

I 'I' I + b' ~el* (lei. +1) cl.=cZ*c1 =aZ' zoll., 

bestehen, wo a~, ... , a~., b~, ... , b~. ganze rationale, zu l prime Zahlen be
deuten, und wo nun die Exponenten e~, ... , e;o sämtlich größer als el sind. 
Die Einheiten Cl' C~, C;, ... , c;. bilden wiederum ein System von Grund
einheiten in k(C). Nun möge unter den Exponenten e~, . .. , e~. etwa e~ den nied
rigsten vorkommenden Wert haben; dann ist es weiter möglich, die Ein
heiten c;, ... ,c;. derart mit Potenzen von c~ zu multiplizieren, daß für die 
l* - 2 entstehenden Produkte c~, ... , c;~ die Kongruenzen 

" " ,; "b" ~ e~ ((e;. +1) , c3 = c3 c2 = a3 + 3 11. , 

C" = c' e' '1* = a" + b" l;~ 
1* l* 2 - 10 1* , 

lt " "b" b" t· I l· Z hl b ge en, wo a3 , ••• , al*, 3 , ••• , Z' ganze ra lOna e, zu prIme a en e-
deuten und nunmehr die Exponenten e~, ... , e;: sämtlich größer als e~ sind. 
Die Einheiten Cl' c~, c~, c~, ... , c;: bilden offenbar wiederum ein System 
von Grundeinheiten in k(C). Indem wir in geeigneter Weise fortfahren, ge
langen wir zu einem System von Grundeinheiten Cl' c~, ... , cf~"-l) in k(C), 
die den Kongruenzen 

Cl =al + blAe" W,+1) , 
c; ==a~ + b~Ae2, ((eH1) , 

" Cs =a; + b;t~, W~+1), 

(1*-1) (1*-1) 
(1*-1)= a(l*-l) ..L b(l*-l) t l* ({ez* +1) 

Cl' - Z* I Z* , 

genügen, wo al , ... , afr*-l), bl , ... , bl~*-l) ganze rationale, zu l prime Zahl,en 
sind, während für die Exponenten e1, ... , el~*-l) die Kette von Ungleichungen 

e1 < e~ < e; < ... < e~~*-l) (162) 

gilt. Da die bet~achteten Einheiten sämtlich reell sind, so fallen die Expo-
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nenten e1 , e~, e;, ••• , e~~*-I) gerade aus. Wäre nun 

e(I*-I) > l- 1 
1* = , 

so würde nach Satz 156 8~!*-1) die l-te Potenz einer Einheit'YJ in k(C) sein. 
Drücken wir dann 'YJ durch die Einheiten C, 8 1 , 8~, ... , 8~~*-1) aus in der Gestalt 

'Yl = ru 8U' 8'U2 • •• (8(1*-I»)U1* 
./ .. 1 2 1* , 

wo U, U1 , U2 , ••• , U1* ganze rationale Exponenten sind, und erheben diese 
Gleichung in die l-te Potenz, so erhalten wir eine Relation zwischen den 
l* Einh . , (Z*-I)' E t d' . h .. li h N 11 . d elten 81 , 82 , ••• , BZ* mIt xponen en, le nIC t samt c u sm ; 
dies widerspricht der Tatsache, daß B1 , B~, ••• , B~~*-1) ein System von Grund
einheiten in k(C) bilden. Es ist daher 

e~~-1) < l - 1 . 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf die Ungleichungen (162), daß notwendiger
WeIse 

- 2 ' - 4 " - 6 (Z*-1) - l 3 e1 - , e2 - , es - , ... , ez* --

sein muß, und diese Tatsache läßt unmittelbar auf das Vorhandensein von 
solchen Einheiten 81 , ... , E1* schließen, die von der im Satze 155 (S. 286) 
verlangten Beschaffenheit sind. 

Der Satz 157 (S. 288) folgt wie in § 142 aus Satz 155 . 

§ 167. Beweis einer Eigenschaft für die Primärzahlen 
von Primidealen der zweiten Art. 

Wir legen die in § 131 (S.264) gegebene Definition des Symbols {v;:} 
für ein Primideal ltJ =+= 1 zugrunde, sehen jedoch vorläufig von einer Defi

nition des Symbols {v,t} ab; wir benutzen dementsprechend die Sätze 150 

(S. 257), 151 (S. 272) ebenfalls nur für ltJ =+= 1. Die Sätze 158 (S. 295),159 (S. 302) 
folgen dann unmittelbar in der dort dargelegten Weise für den Kummerschen 

1-

Körper k ( V p" C), sobald wir die einschränkende Annahme machen, daß 

die Relativdiskriminante von k(V p" C) in bezug auf k(C) zu 1 prim sei. Unter 

derselben Einschränkung gelangen wir ohne Gebrauch des Symbols {V'l /.l} 
zu dem Begriff des Oharakters eines Ideals in k (V p, , C), zu der Einteilung der 
Idealklassen eines Kummerschen Körpers in Geschlechter, sowie zu der 
Gültigkeit der Hilfssätze 33 (S. 308), 34 (S. 310), 35 (S. 312) und beweisen 
dann zunächst folgenden Hilfssatz: 

Hilfssa tz 43. Eine jede Primärzahl u eines Primideals er der zweiten 
Art ist der l-ten Potenz einer ganzen Zahl in k(C) nach 11 kongruent. 

Hilbert. Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 22 
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Beweis. Es seien BI' ••• ' BZ' die in § 166 bestimmten und dort mit 

B1' ••• , Bi~'-I) bezeichneten l* = 1-; 3 Grundeinheiten des Körpers k(C); es 

seien ferner ~'~1' ... , ~z* von 1 verschiedene Primideale in k (C) von der 
Beschaffenheit, daß 

{ ~ } = C*, {~} = 1 , {~ } = 1, ... , { ~.} = 1, 

{~J = 1, {;: } = Cl' {;: } = 1, ... , {;I:} = 1, (163) 

{ ~} = 1, 
lJl' 

{ ~} = 1, 
lJl' 

ausfällt, wo C*, Cl' ... , Cl' irgendwelche von 1 verschiedene l-te Einheits
wurzeln bedeuten. Die Existenz solcher Primideale folgt aus Satz 152 (S. 276); 
wenn wir auf den Beweis dieses Satzes zurückgreifen, sehen wir, daß nicht 
bloß die Anzahl, sondern die Summe der reziproken Normen aller Prim
ideale r von der dort angegebenen Beschaffenheit unendlich war, und wegen 
dieses Umstandes dürfen wir, wie aus den Betrachtungen beim Beweise 
des Satzes 83 (S. 143) ersichtlich ist, gegenwärtig annehmen, daß die Prim
ideale ~, ~1' •.• , ~l' obenein sämtlich vom ersten Grade sind. Ferner können 
wir voraussetzen, daß die durch ~, ~1' ... , ~z. teilbaren rationalen Primzahlen 
sämtlich voneinander verschieden ausfallen. Es seien n, n 1 , ••• , nz* Primär
zahlen bez. von ~, ~1' •.. , ~l'. 

Wir behandeln nun die Annahme, es gäbe l* + 1 ganze, nicht sämtlich 
durch l teilbare Exponenten u, U1 ' ••• , Ul., für welche der Ausdruck 
(X = nUn~' ... nyr der l-ten Potenz einer ganzen Zahl in k(C) nach fZ kon
gruent wird. Nach Satz 148 (S. 251) besitzt dann die Relativdiskriminante des 

1-

Kummerschen Körpers k(Y (x, C) eine gewisse Anzahl t der Prim-
ideale ~'~l" •• ' ~l" aber nicht das Primideal 1 als Faktor. Andererseits 
folgt aus (163) unter Berücksichtigung des Satzes 151 (S. 272), daß der 
Grad m der Schar derjenigen Einheiten in k(C), welche Relativnormen von 

Einheiten in k(Y~, C) sind, höchstens den Wert ~--; I - t hat; somit würde 

für den Kummerschen Körper k er (X , C) 

1-1 1+1 
m<-2- -t, d.h. t + m - -2- < 0 

ausfallen, was nach Satz 158 (S.295) nicht sein kann. Damit ist die oben 
versuchte Annahme als unmöglich erkannt, d. h. für Exponenten U, Ul' ••• , uZ" 

die nicht sämtlich durch l teilbar sind, ist der Ausdruck nUn~l ... nft nie
mals der l-ten Potenz einer ganzen Zahl in k(C) nach P kongruent. 

Es sei" eine Primärzahl des Primideals q. Aus dem Beweise des Satzes 157 
. (1- 1) .11- 3 Z 1 ZOH (S. 288) entnehmen WIr, daß es genau ~iJ'-- - nach 1- und also (l-l)l 
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nach l' inkongruente primäre Zahlen in k(C) gibt; andererseits ist die 1-te Po
tenz einer zu f primen Zahl in k(C) stets der l-ten Potenz einer der l- 1 Zahlen 
1, 2, ... , 1- 1 nach fZ kongruent. Aus der vorhin gefundenen Tatsache 
folgt daher, daß es stets möglich sein muß, die Exponenten U, U 1 ' ••• , uz* 

derart zu bestimmen, daß der Ausdruck fJ- = nUnt' ... nyt x der l-ten Po
tenz einer ganzen Zahl in k(C) nach f! kongruent wird; wir setzen, wenn 
U, U 1 ' ••• , Ul* solcher Art bestimmt sind, IX = nU nt' ... nyr, so daß fJ- = IXX 

wird, und behandeln nun die Annahme, daß eine gewisse positive Anzahl a 

von diesen Exponenten u, Ul' ... , Ul* zu 1 prim, die übrigen l ~ I - a aber 

durch 1 teilbar seien. Es wäre dann wegen (163) für den Kummerschen Kör

per k(Y;, C), indem wir für ihn die Bezeichnungen des § 149 benutzen, 
t = a + 1, r* = a, r = t - r* = 1, und folglich sind nach Hilfssatz 35 

(S.312) in diesem Körper k( V;-,,c) alle Idealklassen vom Hauptgeschlecht. 
Hieraus ergibt sich unmittelbar folgende Tatsache: wenn t irgendein Prim-

ideal in k (C) mit der Eigenschaft { ~ } = 1 ist und e eine Primärzahl von t be

deutet, so muß bei geeigneter Wahl der Einheit ~ das Charakterensystem 

der Zahl ~e im Körper kCV fJ-, C) aus lauter Einheiten 1 bestehen; es ist also 
insbesondere 

{; e~ #} = {;q~} = 1, 

und da q ein Primideal zweiter Art sein soll, so ist auch { ~} = 1. 

Wir bezeichnen jetzt die zu q konjugierten und von q verschiedenen 
Primideale mit q', q", ... und diejenigen Substitutionen aus der Gruppe 
von k(C), welche q in q', q", ... überführen, bez. mit s', s", .... Haben 
dann h, h* die Bedeutung wie in § 149, und ist q die durch q teilbare ganze 
rationale Primzahl, so ergibt sich (ähnlich wie in § 158) mit Rücksicht auf 
die Bemerkung hinter dem Satze 157 (S.288) 

x (s' x) (s" x) . .. = e1qhh*, 

wo e eine Einheit in k(C) ist. Wegen unserer Annahme über die Exponen
ten u, Ul' ••• , Ul*, und da die Primideale ~, ~l' ... , ~l' vom ersten Grade 
und ferner die durch sie teilbaren fationalen Primzahlen unter sich ver
schieden sind, können wir aus dem Satz 152 (S. 276) schließen, daß es in k(C) 
ein Primideal t gibt mit den Eigenschaften 

{ ; } = C*-l, {;} = C*, 

{s:~}=I, {s:,,} = 1, 

fSll~} _ l-t- - 1, 
(SII,,} 
l-t- = 1, 

(164) 

22* 
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wo C* irgendeine von 1 verschiedene l-te Einheitswurzel bedeutet. Diese 
Glp,ichungen (164) ergeben sofort 

- =1 - =1 - =1 {",} {SI",} {S""'} 
t ' t ' t ' {". 81,,~+_~ ___ } = { ~} = C*; 

.. -, (165) 

(166) 

aus der ersten von den Gleichungen (165) folgt nach dem zuvor Bewiesenen 

{~}=1, und in gleicher Weise liefern die weiteren Gleichungen (165) die 

Beziehungen {~I} = 1, {q~'} = 1, ... ; durch Multiplikation wird hieraus 

{;} = 1, was wegen Satz 140 (S.231) der Gleichung (166) widerspricht. 

Unsere augenblicklich behandelte Annahme über die Exponenten u, U1 , ••• , uz* 
ist daher unzutreffend, d. h. diese Exponenten, wie sie oben bestimmt wur
den, müssen sämtlich durch l teilbar sein, und ff. ist mithin gleich der l-ten 
Potenz einer ganzen Zahl in k(C); hieraus ergibt sich, daß n kongruent der 
l-ten Potenz einer ganzen Zahl in k(C) nach 11 ausfällt, womit der Hilfssatz 43 
bewiesen ist. 

§ 168. Beweis des Reziprozitätsgesetzes für die Fälle, daß eInes 
der beiden Primideale von der zweiten Art ist. 

Wir gelangen jetzt schrittweise, wie folgt, zu einzelnen Teilen des Rezi
prozitätsgesetzes für l-te Potenzreste: 

Hilfssa tz 44. Es sei q ein Primideal zweiter Art und tein Primideal 

erster oder zweiter Art in k (C): wenn dann { ~ } = 1 ist, so wird auch { ~ } = 1. 

Beweis. Es seien n, e Primärzahlen der Primideale q bez. t. Mit Rück
sicht auf Hilfssatz 43 (S.337) besitzt die Relativdiskriminante des Kör-

pers k(-V~ C) nach Satz 148 (S. 251) nur den einen Primfaktor q, und daher 
gehören wegen des Hilfssatzes 35 (S. 312) in diesem Körper alle Ideale dem 

Hauptgeschlechte an. Wegen {-H = 1 ist t im Körper k (-V~ C) das Produkt 

von l Primidealen; für den Charakter irgendeines dieser Primideale erhalten 
wir den Wert 

{ e'q"} = { ~ } = 1, 

und damit ist der Hilfssatz 44 bewiesen. 
Hilfssatz 45. Wenn q, q irgend zwei Primideale zweiter Art in k(C) sind, 

so ist stets { ~ } = { ! }. 
Beweis. Im Falle { ~ } = 1 folgt die Richtigkeit der Behauptung un

mittelbar aus Hilfssatz 44. Wir betrachten nunmehr den Fall { ~ } 1= 1. Es 
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seien ", -;e Primärzahlen bez. von q, er; ferner seien q', q", . .. die von q 
verschiedenen, zu q konjugierten Primideale und ,,', ,,", ... bez. die betreffen-
den zu " konjugierten Primärzahlen von q', q", ... ; andererseits seien 
q', er", ... die von Cl verschiedenen, zu Cl konjugierten Primideale und -;e', -;e", •.• 
bez. die betreffenden zu -;e konjugierten Primärzahlen von q', q", .... End
lich sei q die durch q teilbare rationale Prirru;ahl; man hat dann 
",,',," ••• =8Zqhh*, wo 8 eine Einheit in k(C) ist. Nach Satz 152 (S.276) 
gibt es ein Primideal t, für welches 

{;}=C*, {;'}=1, {";'}=1, ... , (167) 

{;}=C*, {~'}=1, {";'}=1, ... , (168) 

{ ; } = 1, { e; } = 1, { e; } = 1, ... , {~.} = 1 (169) 

wird, wo C* irgendeine von 1 verschiedene Einheitswurzel bedeutet, und wo 
di l*· § 166 b . t d d . , Cl*-I) b 81 , •.• , 8Z* e rn est1ffim en un ort mIt 81' 82 , ••• , 8Z* e-

zeichneten Einheiten in k(C) sind. Aus (167) folgt 

und daher ist, wenn e eine Primärzahl von t bedeutet, nach Satz 140 (S. 231) 
auch 

{:} = {: }{:'}{q~'} ... = C*. (170) 

Andererseits ist wegen (167) nach Hilfssatz 44 

{ :' } = 1, {q~'} = 1, ... ; 

und daher folgt aus (170) { : } = { ~ } = C*, es ist also 

(171) 

In gleicher Weise leiten wir aus (168) die Beziehung her: 

{~}={;}+l. (172) 

Wir bestimmen nun die Potenz ee von e so, daß {" r} = 1 wird, und be

trachten dann den Kummerschen Körper k(V"ee, C). Da q nach Voraus
setzung und t wegen (169) Primideale zweiter Art sind, so folgt vermittelst 
des Hilfssatzes 43, daß die Relativdiskriminante dieses Körpers nur die beiden 

Primideale q, t enthält. Nach Hilfssatz 35 (S. 312) gibt es daher in k( V"ee, C) 
höchstens l Geschlechter. Das Primideal t ist die l-te Potenz eines Prim-
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/-

ideals ffi in k (V u ee, C). Die beiden Charaktere von ffi in diesem Körper sind 

und hieraus ergeben sich die Charaktere von ffi2, ffi3, ... , ffil. Wegen (171) be
stimmen die lIdeale ffi, ffi2, ... , ffil l verschiedene Geschlechter, und wegen 
der nämlichen Formel (171) ist zugleich für dieselben stets das Produkt ihrer 
beiden Charaktere gleich 1. Die letztere Tatsache gilt folglich für jedes be-

liebige Ideal in k(Yuee, C). Da {":'} = 1 ist, so wird q in k(Vuee, C) weiter 

zerlegbar; die Charaktere eines Primfaktors von q sind 

{~' ~~} = {:}, {E,~e·} = {~}'. 

und es ist daher das Produkt { : } { ~ r = 1. Da andererseits 

{":"} = { ~ }{ ~ r = 1 

sein soll, so folgt unter Heranziehung von (172) {!} = { ~ }. 
Hilfssa tz 46. Es sei ~ ein Primideal der ersten Art und q ein Primideal 

der zweiten Art in k (C); wenn dann { : } = 1 ausfällt, so wird auch { ; } = 1. 

Be w eis. Es seien n, u Primärzahlen bez. von ~,q. Wir nehmen an, es 

wäre { : } =1= 1. Nach Satz 152 (S. 276) gibt es ein von ~ und q verschiedenes 

Primideal r, für welches 

{:}=I=I, {:}=I=I, 

{ ; } = 1, {:1} = 1, .. ., { c~. } = 1 

(173) 

(174) 

ausfällt, wo Cl' .•. , cl" die in § 166 bestimmten und dort mit Cl' .•. , cl~"-l) 
bezeichneten Einheiten sind. Wegen (174) ist rein Primideal zweiter Art. 

Bedeutet e eine Primärzahl von r, so fällt { :.} =1= 1 aus; denn aus { ~ } = 1 

würde nach Hilfssatz 44 (S.340) {~} = 1 folgen, was der ersten Gleichung 

in (173) widerspräche. Wir können daher eine Potenz e" von e bestimmen 

derart, daß r ":'} = 1 wird. . 

Da r, q Primideale zweiter Art sind, so folgt mit Rücksicht auf Hilfs
satz 43 (S. 337) nach Satz 148 (S. 251), daß die Relativdiskriminante des 

1_ 

Körpers k(Yuee,C) nur die heiden Primideale q,r als Faktoren enthält. 

Nun ist nach (173) { ~ } =1= 1 und nach Hilfssatz 45 (S. 340) 

{;}={~j={:}, 
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und daraus folgt, wie im Beweise des Hilfssatzes 45, daß für jedes Ideal 
l--

in kcY'X(!e, C) das Produkt der beiden Oharaktere gleich 1 sein muß. Wegen 

{ '} l~ ": =1 wird 1-1 in k("V 'X(/, C) weiter zerlegbar; ein jeder Primfaktor von 1-1 

besitzt als seine beiden Oharaktere 

Da der erste Oharakter nach Voraussetzung gleich 1 ist, so würde nach dem 

eben Bewiesenen auch { ~ } = 1 folgen, was nach (173) nicht zutrifft. Dadurch 

ist unsere Annahme {~ } + 1 widerlegt. 

Hilfssatz 47. Wenn q ein Primideal zweiter Art und 1-1 ein Primideal 

erster Art ist, so folgt stets { ~ } = { : } . 
Beweis. Wir verfahren genau wie im Beweise des Hilfssatzes 45, indem 

wir statt des Primideals q nunmehr das Primideal 1-1 einsetzen und dem
gemäß im Verlauf des Beweises behufs Ableitung der (172) entsprechenden 
Beziehung statt des Hilfssatzes 44 den Hilfssatz 46 heranziehen. 

§ 169. Ein Hilfssatz über das Produkt II'{v;:}, worin \t) 

alle von f verschiedenen Primideale durchläuft. 

Wir sind nunmehr imstande, den folgenden Hilfssatz abzuleiten: 
Hilfssatz 48. Wenn v, fl zu 1 prime ganze Zahlen sind und überdies fl 

der l ... ten Potenz einer ganzen Zahl in k(C) nach fZ kongruent wird, so ist stets 

II'{v;:l = 1, 
(tu) J 

wo das Produkt über alle von f verschiedenen Primideale \t) in k(C) erstreckt 
werden soll. 

Beweis. Unter der über fl gemachten Voraussetzung können wir offen
bar fl gleich einem Produkt aus lauter Primärzahlen von Primidealen, dividiert 
durch die l-te Potenz einer ganzen Zahl in k(C), setzen. Ist v insbesondere 
gleich einer Primärzahl 'X eines Primideals q zweiter Art, so folgt alsdann 
die Richtigkeit der Behauptung sofort aus den Hilfssätzen 45 lmd 47, d. h. 
es ist unter der über fl gemachten Voraussetzung stets 

IITe;:} = l. (175) 
(tu) 

Nunmehr betrachten wir den Kummerschen Körper k (Yfl' C). Wenn r 
die Anzahl der Oharaktere bezeichnet, die das Geschlecht einer Klasse in die
sem Körper bestimmen, so gibt es nach Hilfssatz 35 (S. 312) höchstens 
zr-l Geschlechter in diesem Körper. Sind nun Yv ... , y, irgend r solche l-te 
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Einheitswurzein, deren Produkt gleich 1 ist, so können wir genau wie beim 

Beweise des Satzes 164 (S.329) nachweisen, daß es stets Ideale in k(V:U, C) 
gibt, deren Charaktere mit Yl' ... , Yr übereinstimmen. Dabei ist nur zu den 
Bedingungen (155), (156), denen das dort mit lJ bezeichnete Primideal ge
nügen soll, noch das Bedingungssystem 

{ ~ } = 1, { : } = 1, ... , { ~. } = 1 

hinzuzunehmen, wo 8v •.. , 81• die in § 166 bestimmten und dort mit 
81 " .. , 8~~·-1) bezeichneten Einheiten sind. Auf diese Weise wird nämlich 
erreicht, daß ~ obenein noch ein Primideal zweiter Art wird, und wegen dieses 
Umstandes dürfen wir mit Rücksicht auf die HiHssätze 45 und 47 das Rezi
prozitätsgesetz in der nämlichen Weise anwenden, wie dies beim Beweise 
des Satzes 164 geschehen ist. Statt des dort benutzten Satzes 163 ziehen wir 

hier die Formel (175) heran. Zugleich folgt, daß in k(V:U, C) wirklich lr-1 Ge
schlechter vorhanden sind, und damit zugleich, daß für jedes derselben das 
Produkt der r Charaktere stets gleich 1 sein muß. Diese Tatsache bringen 
wir nun zur Anwendung, um den Hilfssatz 48 für den Fall zu beweisen, daß 'V 

eine Einheit ist, und weiter für den Fall, daß 'V eine Primärzahl eines Prim
ideals erster Art ist. 

Es seien wiederum 81' ... ,81• die soeben erwähnten l* Einheiten; ferner 

11" . . ,11' wie in § 149, die t in der Relativdiskriminante von k(Y;U, C) auf
gehenden verschiedenen Primideale, und es mögen darunter It , It-1' ... , lr+ 1 

wie in § 149 ausgewählt sein; ferner seien Ar+!, ... , At Primärzahlen bez. von 
Ir+!' ... , It ; endlich sei ~ eine beliebige Einheit in k(C). Nach Satz 152 (S. 276) 
gibt es ein Primideal Cf, für welches bei einem gewissen zu l primen Expo-
nenten m 

{~}=1, {~1}=1, ... , {e~·}=I, {:}=1, 

(Ä'+1} = {~}m, {Ä'+2} = {_~ }m, ... , {~} = {i.}m l q 1'+1 q lr+2 q I t 

(176) 

(177) 

wird. Es sei " eine Primärzahl von Cf. Wegen der Gleichung { : } = 1 zerfällt 

Cf im Körper k(Y:U, C), und wegen der übrigen Gleichungen (176) ist Cf ein 
Primideal zweiter Art. Die r Charaktere eines Primfaktors von Cf haben, da, 
wie man aus (177) und durch die Hilfssätze 45 und 47 erkennt, 

{ ~-m ". ft} _ {~-m ". ft} _ 1 -1, ... , 1 -1 
r+l t 

(178) 

ist, folgende Werte: 

{ ~-n~~. ft} , { ~-m ". ft} { ~-m ". ft} 
12 ' ••• , I, . 
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Nun ~uß nach dem oben Bewiesenen das Produkt derselben gleich 1 sein; 
dies liefert mit Rücksicht auf (178) und auf die letzte Gleichung in (176) 
die Beziehung 

II'{ ~-m:, ft} = 1, 
<tu) 

wo das Produkt über alle von 1 verschiedenen Primideale tu zu erstrecken ist; 
daraus folgt dann weiter mit Hilfe von (175) 

II'{ ~-~ ft} = 1, d. h. nf:} = 1; (179) 
(Ill) (Ill) 

der Hilfssatz 48 gilt also auch in dem Falle, daß 'JI eine beliebige Einheit 
in k(C) vorstellt. 

Nunmehr sei.p irgendein Primideal der ersten Art, welches die Bedingung 

{ ~ } = 1 erfüllt und folglich in k ( Vft, C) zerlegbar ist. Die r Charaktere eines 

beliebigen Primfaktors von .p sind, wenn n eine Primärzahl von .p und g eine 
geeignete Einheit in k(C) bedeutet, 

{~~:ft}, {~~:ft}, ... , {~~:ft}. 
Da das Produkt derselben gleich 1 sein muß, so folgt wie vorhin: 

II' { ~: ft} = 1 
(Ill) 

und hieraus wegen (179): 

II'{n;:} = 1. 
(Ill) 

Ist endlich .p ein solches, zu '" primes Primideal erster Art, für welches 

{~} 4= 1 ist, so bestimme man ein Primideal zweiter Art q derart, daß [ :} 4= 1 

ist; dann ist nach Hilfssatz 44 auch {~} =+= 1. Bedeutet" eine Primärzahl 

von q und "e eine solche Potenz von", daß t ;.} = 1 wird, so ist nach dem 

soeben Bewiesenen 

II't'~"'} = 1, 
(Ill) 

und da auf Grund des Hilfssatzes 47 auch 

ausfällt, so folgt weiter 

II'{n~ft} = 1; (180) 
(Ill) 

der Hilfssatz 48 gilt also auch dann, wenn 'JI eine Primärzahl eines beliebigen 
Primideals erster Art ist. Aus (175), (179), (180) folgt die allgemeine Gültig
keit des Hilfssatzes 48. 
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§ 170. Das Symbol {v,,u} und das Reziprozitätsgesetz zwi,schen 
zwei beliebigen Primidealen. 

Wir gelangen jetzt in überraschend einfacher Weise zu der am Anfang 
dieses Kapitels in Aussicht gestellten neuen Begründung der Theorie des 
regulären Kummerschen Körpers. Setzen wir, wenn v und ,u ganze Zahlen 
in k(C) bedeuten, 

(II'{"" ,,})~1 {v,,u} = tu' 
(tu) 

(181) 

wo das Produkt II' wiederum über alle von 1 verschiedenen Primideale \t) 
\tu) 

in k (C) zu erstrecken ist, so stellt das Symbol {v,,u} eine l-te Einheitswurzel 
dar, die durch die Zahlen v,,u völlig bestimmt ist, und es folgen aus (80) 
(S. 265) sofort die Formeln 

{VI v2, ,u } = {VI' ,u}{ v2, ,u}, I 
{ v, ,ul ,u2} = {v, ,ul}{ v, ,u2}' 

{v, ,u}{,u, v} = 1, 

(182) 

in denen v, VI' v2 ' ,u, ,ull,u2 beliebige ganze Zahlen in k(C) bedeuten. Be
zeichnet ferner reine Primitivzahl nach l und s = (C:C') die betreffende Sub
stitution der Gruppe von k(C), so folgt 

{sv, s,u} = {v, ,a}r. (183) 

Ferner ergibt sich die Tatsache: 
Hilfssatz 49. Wenn v,,u zwei primäre Zahlen des Körpers k(C) sind, so 

hat das Symbol {v, ,u} stets den Wert 1. 
Beweis. Zunächst folgt, wenn·a irgendeine ganze rationale, zu l und zu 11 

prime Zahl ist, mit Rücksicht auf Satz 140 (S. 231) die Gleichung 

{v,a}={:t1{:}=1. (184) 

1-1 

Da ,u eine primäre Zahl sein soll, so ist ,u' s 2',u einer ganzen rationalen Zahl 
nach {I-I kongruent. Infolgedessen können wir dann auch nach P eine ganze 
rationale Zahl a bestimmen, derart, daß die Kongruenz 

1-1 
a . ,u . S-2-,u = 1 , (1') 

besteht, und außerdem wieder a prim zu v wählen. Nun ergibt sich bei An
wendung des Hilfssatzes 48 

1-1 1-1 

{v, a}{v, ,u}{v, S2,u} = {v, a.,u.s2,u} = 1, 

und folglich wird wegen (184) auch 
1-1 

{v, ,u}{v, S2,u} = l. 
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Entsprechend beweisen wir 
1-1 I-I 1-1 

{ v, 8-2 ,u}{ 8-2 V, 8-2 ,u} = 1. 

Aus Formel (183) ergibt sich ferner 

I-I 1-1 

{V,,u}{82 V,8-2 ,u}=1. 

Die drei letzten Gleichungen zusammengenommen liefern 

{v, ,u}2 = 1, d. h. {v,,u} = 1 , 

und damit ist der Hilfssatz 49 bewiesen. 

347 

Wählen wir insbesondere v,,u als Primärzahlen von zwei beliebigen 
Primidealen .):l, q in k (C), so ist die Aussage des Hilfssatzes 49 mit dem all
gemeinen Reziprozitätsgesetze 161 (S. 312) für diese Primideale .):l, q gleich
bedeutend. 

§ 171. Übereinstimmung des Symbols {v,,u} mit 

dem Symbol {v,t}. 
Wir schließen aus Satz 151 (S. 272), wobei nur der Fall ttJ =l= I dieses 

Satzes zur Anwendung kommt, daß {v,,u} stets den Wert 1 besitzt, sobald v 
die Relativnorm einer ganzen Zahl des Körpers k (Vfl' C) ist; und endlich 
gelingt jetzt auch der Nachweis dafür, daß {1X,,u} stets den Wert 1 hat, so
bald die ganze Zahl IX Normenrest des Körpers k (Vfl' C) nach 1 ist. In der Tat, 
nehmen wir der Kürze wegen an, daß beide Zahlen 1X,,u zu I prim sind, und 
setzen wir IX = N k(A) nach p, wo N k(A) die Relativnorm einer ganzen Zahl A 

in k(Yfl' C) bedeuten soll, so ist die Zahl IX' (N k(A)Y-l offenbar der l-ten 
Potenz einer ganzen Zahl nach P kongruent; daher wird unter Benutzung 
der Formeln (182) sowie mit Rücksicht auf die vorausgeschickten Bemer
kungen und den Hilfssatz 48: 

{IX' (Nk(A))H,,u} = {Cl, ,uHNk(A), ,u}H = {1X,,u} = 1, 

wie behauptet wurde. Wenn eine der Zahlen 1X,,u oder beide durch 1 teilbar 
sind, so gelingt der Nachweis dieser Formel ebenfalls ohne Mühe vermöge 
der nämlichen Hilfsmittel. 

Ist,u eine ganze, zu I prime Zahl in k(C), so folgt aus (181) leicht die Glei
chung 

I-n(!') 

g,,u} = '-1-
demnach erfüllt der Ausdruck {v,,u} sämtliche Forderungen, die für das 

Symbol {v 't} am Schluß des § 133 aufgestellt worden sind; es ist somit, 
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wenn wir die dort auf S. 274 unten angegebene Definition des Symbols {v't} 
zugrunde legen, { }_{""I'}. V,ft - -r- , 

in dieser Gleichung erkennen wir dann den Satz 163 (S.328) wieder. 
Sind insbesondere die beiden Zahlen v, ft zu I prim und 11, fi ganze Zahlen 

in k(C), die mit den ersteren durch die Kongruenzen 

'11='11, (11) 

verknüpft sind, so erhalten wir durch Benutzung des Hilfssatzes 48 leicht 

Hieraus und in Ansehung der Formeln (182) entnehmen wir folgende Tat
sache: Wenn die beiden Zahlen v, ft zu 1 prim sind und 

v = al (1 + Ä,)nl (1 + Ä,2)n 2 ••• (1 + Ä,l-I)nz-l, (fl), 

ft = bl (1 + Ä,)ml (1 + Ä,2)m2 • •• (1 + Ä,l-I )mZ- 1 , (Xl) 

gesetzt wird, wo a, b und die Exponenten 

ganze rationale Zahlen sind, so besteht eine Gleichung von der Gestalt 

{vi I'} = CL(n" •.• ,nz-l; m" ..• ,mz-,); 

dabei ist L eine homogene bilineare Funktion der beiden Reihen von Ver
änderlichen nl' ... ' ni-I; ml , . .. , mi-I' und die Koeffizienten von L sind 
ganze rationale Zahlen, die nur von der Primzahl l abhängen, und die man 
bei gegebenem Werte der Primzahl l etwa durch besondere Annahmen der 
Zahlen v, ft leicht berechnen kann. 

Nachdem nun das Symbol {v't} definiert und seine wichtigsten Eigen

schaften abgeleitet worden sind, dürfen wir die in diesem Kapitel bisher fest
gehaltene Einschränkung auf Kummersche Körper mit einer zu I primen 
Relativdiskriminante fallen lassen; es gelangen dann, genau wie oben, die 
Sätze 164 (S. 329), 165 (S. 331), 166 (S. 332) und vor allem der Fundamental
satz 167 (S. 332) zum Nachweise. Mit Hilfe dieses Satzes 167 und geeigneter 
Benutzung des Satzes 152 (S. 276) läßt sich dann auch zeigen, daß, wenn 

v, ft zwei beliebige ganze Zahlen in k (C) mit der Eigenschaft {", 't} = 1 sind 

und ft nicht gleich der l-ten Potenz einer ganzen Zahl in k (C) ausfällt, die 
Zahl v stets Normenrest des Kummerschen Körpers k ( V:U, C) nach I sein 
muß. Damit ist dann der Satz 151 (S. 272) für den Fall ro = I nachträglich 
als richtig erkannt, und es folgt hieraus auch die Gültigkeit des Satzes 150 
(S. 257) für ro = L Bei der hier dargelegten Begründungsart der Theorie des 
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Kummerschen Körpers erscheinen also die Sätze 150 und 151 für tu = r im 
Gegensatz zu dem früheren Aufbau als die Schluß steine des ganzen Ge
bäudes. 

36. Die Diophantische Gleichung am + ß'" + 1m = O. 

§ 172. Die Unmöglichkeit der Diophantischen Gleichung 
oc! + ß! + y! = 0 für reguläre Primzahlexponenten 1. 

FERMAT hat die Behauptung aufgestellt, daß die Gleichung 

am + bm + cm = 0 

in ganzen rationalen, von Null verschiedenen Zahlen a, b, c für keinen ganz
zahligen Exponenten m > 2 lösbar ist. Wenngleich schon aus der Literatur 
vor KUMMER vereinzelte Resultate über diese Gleichung von FERMAT be
merkenswert sind [ABEL (1), CAUCHY (1, 2), DIRICHLET (1, 2, 3), LAME (1,2, 3), 
LEBESGUE (1, 2, 3)], so ist es doch erst KUMMER auf Grund der Theorie der 
Ideale des regulären Kreiskörpers gelungen, den Beweis der Fermatschen 
Behauptung für sehr umfangreiche Klassen von Exponenten m vollständig 
zu führen. Die wichtigste von KUMMER bewiesene Tatsache ist die folgende: 

Satz 168. Wenn 1 eine reguläre Primzahl bedeutet und oc, ß, y irgend
welche ganze Zahlen des Kreiskörpers der l-ten Einheitswurzeln sind, von 
denen keine verschwindet, so besteht niemals die Gleichung 

oc! + ß' + y' = O. (185) 
[KUMMER (1, 9, 11)]. 

2in 

Beweis. Es sei e = e l ,J. =1 - e, 1 =(J.). Wir nehmen im Gegensatz 
zu der Behauptung an, die Gleichung (185) besäße eine Lösung in ganzen 
Zahlen oc, ß, y des Körpers k (e), und unterscheiden dann die zwei Fälle, daß 
keine der drei ganzen Zahlen oc, ß, y durch 1 teilbar ist, oder daß mindestens 
eine unter ihnen durch 1 teilbar ist. 

Im ersten Falle sind jedenfalls für den Exponenten 1 die Werte 3 und 5 aus
geschlossen. In der Tat, für 1 = 3 wäre jede der drei Zahlen oc, ß, y = ± 1 
nach 1 und folglich jede der drei Potenzen oc3, ß3, y3 = ± 1 nach P; hieraus 
würde folgen, daß die Summe dieser drei Potenzen = ± 1 oder = ± 3 nach 13 

ausfiele, was mit dem Bestehen der Gleichung (185) nicht verträglich ist. 
Auf einen ähnlichen Widerspruch gelangen wir für 1 = 5, wenn wir berück
sichtigen, daß in diesem Falle jede der drei Zahlen oc, ß, y = ± 1, ± 2 nach 1 
und folglich jede der drei Potenzen oc5 , ß5, y5 = ± 1, ± 32 nach 15 sein müßte. 

Es sei also 1 > 7. Gilt die Gleichung (185) für die drei Zahlen oc, ß, y, so 
ist offenbar auch oc*' + ß*' + y*' = 0, wenn oc*, ß*, y* bezüglich die Pro
dukte von oc, ß, y mit irgendwelchen 1-ten Einheitswurzeln bedeuten. Wegen 
dieses Umstandes dürfen wir von vornherein annehmen, daß die drei der 
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Gleichung (185) genügenden Zahlen 0(, ß, y semiprimär sind. Wir bringen 
nun die Gleichung (185) in die Gestalt 

(0( + ß) (0( + C ß) (0( + C2 ß)· .. (0( + CH ß) = - y'. (186) 

Würden hier zwei der l Faktoren linker Hand, z. B. 0( + CU ß und Q( + CU+u ß, 
einen Faktor gemein haben, so müßte dieser auch in (Cg -1)0( und in (1- Cg)ß 

aufgehen, und da ~ -= ~ eine Einheit ist und 1 nicht in y aufgeht, so müßte 

dieser gemeinsame Faktor notwendig ein gemeinsamer Faktor der Zahlen 0( 
und ß sein. Da jeder Primfaktor, der nur in einem der l Faktoren linker Hand 
von (186) aufgeht, wegen eben dieser Gleichung offenbar zu einem durch l 
teilbaren Exponenten darin vorkommen muß, so folgt, daß die l Faktoren 
der linken Seite von (186) die folgende Zerlegung gestatten: 

O(+ß =1'a, 
O(+-Cß =jia, 

'! =12a, 

0( +- C!-lß = H-1a; 
darin bedeutet a den größten gemeinsamen Idealteiler der Zahlen 0(, ß, und 
j, il' j2"'" jl-l sind gewisse Ideale in k(C). Da insbesondere 0( + CI- 1 ß zu 1 
prim ist, so können wir eine l-te Einheitswurzel C* bestimmen derart, daß 
C*(O( + CI- 1ß) semiprimär wird; wir setzen 

CI. 
fl = C* (CI. + Ci-I ß) , 

Es ergibt sich dann 

(187) 

d. h. es ist 
. )1 

(-. J r-.J 1, 
h-l 

( il )1 (it_2)1 -.- r-.Jl, •.. , -.- r-.Jl, 
lz-1 h-l 

und ferner wird 
ft + C'-l e = C*-l. (188) 

Bedeutet h die AnZahl der Idealklassen in k (C), so ist andererseits 

(J-)h r-.J 1, (~)h r-.J 1, ... , (!!_2)h r-.J 1 , 
li-I 11-1 11-1 

und da h zu l prim ist, so folgt hieraus weiter 

. . -, 
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Die Gleichungen (187) können infolgedessen und mit Rücksicht auf Satz 127 
(S. 204) in der Gestalt 

(u = 0,1,2, ... , l-2) (189) 

geschrieben werden, wo die e" gewisse ganztahlige Exponenten, die c" ge
eignete reelle Einheiten des Kreiskörpers k (C) und die (J." gewisse ganze oder 
gebrochene Zahlen mit zu f primen Zählern und Nennern in k(C) bedeuten. 
Da die l-te Potenz der Zahl (J." jedesmal kongruent einer gewissen ganzen 
rationalen Zahl a" nach F ist, so erhalten wir aus den Gleichungen (189) die 
Kongruenzen 

fl+C"e=ceuB"a", (li), (u=0,1,2, ... ,l-2). (190) 

Auf diese Kongruenzen wenden wir die Substitution (C: C-1) an und bezeichnen 
die bei dieser Substitution aus fl und e hervorgehenden Zahlen mit fl' und e' ; 
dann entsteht 

fl' + C-"e' = C-euc"a", 

Aus (190) und (191) folgt 

(fl), (u=0,1,2, ... ,l-2). (191) 

fl+CUe=C2eufll+C2eu-Ue', (fl), (u=0,1,2, ... ,l-2). (192) 

Setzen wir fl = m, e = r nach (2, wo mund r ganze rationale Zahlen be
deuten sollen, so folgt aus (192) 

((2) , (193) 

und wegen der allgemeinen Beziehung Cu = 1 - g).. nach {2 liefert (193) die 
Kongruenz: 

Andererseits folgt aus der Gleichung (188) m + r = 1 nach 1, und daher 
haben wir 

e,,=ru, (l), (u=0,1,2, ... , l-2). 

Nehmen wir nun unter Berücksichtigung dieser Beziehung speziell die Kon
gruenzen (192) für u = 0, 1, 2, 3, so folgt aus diesen durch Elimination der 
Zahlen fl, e, fl', e I notwendig 

1, 1, 1, 1 

1, C, C2r, C2r-1 
=0, (P) , 

1, (C)2, (C2r)2, (C2r-1)2 

1, (C)3, (C2r)3, (C2r-1 )3 
d. i. 

(1 - C) (1- C2r) (1 - C2r- 1) (C - C2r) (C - C2r-1) (C2r - C2r-1) = 0, (1'). (194) 

Hier ist auf der linken Seite keiner der Faktoren gleich 0, denn sonst müßte 
entweder r = ° oder r = 1 oder r = ~ nach 1 sein. Wäre r = ° nach l, so 
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würde ß = 0 nach 1 folgen; wäre r = 1 nach l, so würde e = 1 nach 1, d. h. 
ß = IX + ß oder IX = 0 nach 1 folgen; beides läuft unserer Annahme über die 
Zahlen IX, ß, y zuwider. Wäre r = ~ nach l, so würde e = ~ nach 1, d. h. 
2ß = IX + ß oder IX = ß nach 1 folgen. Da aber IX, ß, y in der Gleichung (185) 
symmetrisch auftreten, so würde die gleiche Schlußweise auch zu der Kon
gruenz IX = Y nach 1 fuhren, und dann wäre IX' + ß' + y' = 31X = 0, d. h. 
IX = 0 nach 1, was wiederum unserer Annahme über IX, ß, y widerspricht. 
Jeder Faktor auf der linken Seite der Kongruenz (194) ist demnach durch 1, 
aber nicht durch 12 teilbar, daher ist mit Rücksicht auf die Annahme l> 7 
diese Kongruenz (194) unmöglich. 

Wir nehmen nunmehr zweitens an, es sei in der Gleichung (185) eine der 
drei Zahlen IX, ß, y, etwa y, durch 1 teilbar, und zwar gehe in y genau die 
m-te Potenz von 1 auf. Wird dann y durch Am t5 ersetzt, so daß t5 eine zu 1 prime 
ganze Zahl in k(C) bedeutet, so ist die aus (185) entstehende Gleichung von 
der Gestalt 

IX' + ß' = d'm t5'; (195) 

hierin ist e = -1. Es soll jetzt gezeigt werden, daß überhaupt eine Glei
chung von dieser Gestalt (195) nicht möglich ist, wenn in derselben IX, ß, t5 
zu 1 prime ganze Zahlen und e irgendeine Einheit des Kreiskörpers k(C) sein 
sollen. Zu dem Zwecke nehmen wir wiederum die Zahlen IX, ß semiprimär an 
und bedenken dann zunächst, daß IX', ß' ganzen rationalen Zahlen nach 11+ 1 

kongruent werden und daher wegen (195) auch d m't5' einer ganzen ra
tionalen Zahl nach 11+ 1 kongruent sein muß; infolgedessen ist notwendig 
m > 1. Ferner erkennen wir durch eine ähnliche Überlegung wie in dem vor
her behandelten Falle und in Berücksichtigung des Umstandes, daß IX + ß 
semiprimär ist, die Gültigkeit der folgenden Gleichungen: 

IX + ß = AHm-IHI j' a , 
IX+Cß =Aüa, (196) 

IX + CHß = Ai!_la, 
wo 1, h, ... , h-I' a zu 1 prime Ideale in k (C) sind. Ist insbesondere l = 3, 
so fällt die Klassenanzahl h des Körpers k (C) gleich 1 aus, und es ist daher 
jedes Ideal in k(C) ein Hauptideal. Setzen wir in diesem Falle a = (x), wo x 
eine ganze Zahl in k(C) bedeute, und dann 

so gehen die Gleichungen (196) über in 

fl + e = A3(m-IHI i', I 
fl+Ce =AjL 
fl + C2 e = Ai~· 

(197) 
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Im Falle l > 3 bilden wir die Zahlen 

dieselben lassen sich auch in der Gestalt von Brüchen schreiben, deren Zäh
ler und Nenner zu I prim sind. Aus den drei ersten und der letzten der Glei
chungen (196) entnehmen wir die Gleichungen 

fl + (! = A,i(m-1l+l (~)l'l 
1z-1 

fl + C (! = Ä (j:~J, I 
fl + C2 (! = Ä (~)l. 

1z-1 

(198) 

Wie in dem zuerst behandelten Falle schließen wir hieraus wiederum 

und infolgedessen können wir die Gleichungen (198) in der Gestalt 

(199) 

schreiben, so daß v, tx*, ß*, y* ganze, zu I prime Zahlen und sund s* Ein
heiten in k(C) bedeuten. Wegen (197) besteht ein Gleichungssystem wie (199) 
auch für 1 = 3. Durch Elimination von fl, (! folgt daher für 1 = 3 sowie für 
1 > 3 eine Gleichung von der Gestalt: 

tx*' + 'rJ ß*' = 'rJ* ÄHm-l) y*', (200) 

d * (- (1 - C) d - C(I- C) *) E' h . k r . d wo 'rJ un 'rJ - - (1 _ C2) s un - Ti __ C2) s m elten m ( .. ) sm . 

Da tx*', ß*' ganzen rationalen Zahlen nach F kongruent sind und, wie vor
hin bewiesen, m > 1 ausfällt, so folgt in Anbetracht dieser Gleichung (200), 
daß auch'rJ einer ganzen rationalen Zahl nach rz kongruent sein muß, und daher 
ist nach Satz 156 (S. 287) 'rJ die l-te Potenz einer Einheit in k (C). Schreiben 

1 

wir nun in der Gleichung (200) ß*'rJ -T an Stelle von ß*, so nimmt diese Glei
chung die Gestalt von (195) an, nur daß der Exponent m jetzt um 1 kleiner 
geworden ist. Die wiederholte Anwendung des nämlichen Verfahrens auf 
die Gleichung (200) würde notwendig zu einer Gleichung von der Form (195) 
mit m = 1 und dadurch auf einen Widerspruch führen. Damit ist der Satz 168 
vollständig bewiesen. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 23 
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§ 173. Weitere Untersuchungen über die Unmöglichkeit der 
Diophantischen Gleichung ocm + ßm + ym = O. 

Der Beweis der Unlösbarkeit der Gleichung oc'+ W+ y' = 0 in ganzen 
Zahlen oc, ß, y des Kreiskörpers der l-ten Einheitswurzeln ist von KUMMER 
noch in dem Falle erbracht worden, daß l eine Primzahl ist, die in der Klassen-

anzahl h des Kreiskörpers k (e 
2 ~") zur ersten, aber nicht zu einer höheren 

Potenz aufgeht, wenn außerdem die Einheiten noch gewisse Bedingungen 
erfüllen [KUMMER (16)]. Unter Berücksichtigung der Bemerkung auf S.285 
läßt sich insbesondere zeigen, daß die Fermatsche Behauptung für jeden 
Exponenten m::;;; 100 richtig ist. Die Aufgabe, die Fermatsche Behauptung 
allgemein als richtig zu erweisen, harrt jedoch noch ihrer Lösung. 

Es bleibt noch übrig, die Gleichung ocm + ßm + ym = 0 für den Fall zu 
behandeln, daß der Exponent m eine Potenz von 2 ist. Die Gleichung 
a2 + b2 = c2 besitzt bekanntlich unendlich viele Lösungen in ganzen ratio
nalen Zahlen a, b, c. Weiter gilt jedoch der Satz: 

Satz 169. Wenn oc, ß, y ganze Zahlen des durch i = -v-=-i bestimmten 
quadratischen Körpers sind, von denen keine verschwindet, so gilt niemals 
die Gleichung 

(201) 

Beweis. Wir nehmen im Gegenteil an, daß es drei solche ganze Zah
len oc, ß, y gebe, welche diese Gleichung erfüllen. Es werde A = 1 + i und 
1 =(A) gesetzt. Zunächst sehen wir dann leicht ein, daß notwendig eine der 
beiden Zahlen oc, ß durch A teilbar sein muß. In der Tat, nehmen wir an, daß oc 
und ß prim zu A wären, und berücksichtigen wir, daß eine zu A prime ganze 
Zahl in k(i) stets = 1 oder i nach 12, ihre zweite Potenz dann = ± 1 nach 14 

und ihre vierte notwendig = 1 nach 16 sein muß, so folgt oc4 + ß4 = 2 nach 16• 

Hiernach müßte y notwendig durch I und durch keine höhere Potenz von 1 
teilbar sein. Setzen wir aber dementsprechend y = A + A 2 y', wo y' wiederum 
eine ganze Zahl in k(i) bedeute, so finden wir y2 = 2i nach 14 und daher 
stets y2:$ oc4 + ß4 nach 1\ womit unsere Annahme widerlegt ist. Der Fall, 
daß beide Zahlen oc und ß durch I teilbar sind, kann offenbar sofort aus
geschlossen werden, da dann y durch 12 teilbar und somit das Fortheben 
der Potenz A4 auf beiden Seiten der Gleichung (201) möglich wäre. 

Es bleibt also nur die Annahme übrig, daß die eine der Zahlen oc, ß, etwa 
die Zahl oc, durch 1 teilbar, die Zahlen ß und y dann aber zu I prim sind. Wir 
setzen demgemäß oc = AmOC*, wo oc* eine zu A prime Zahl bedeute, und legen 
dann unserer Betrachtung sogleich die allgemeinere Gleichung 

ß4 - y2 = eA4m OC*4 (202) 

zugrunde, wo e eine beliebige Einheit in k(i) bedeute. Wir entnehmen aus 
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dieser Gleichung (202), indem wir nötigenfalls I' mit - I' vertauschen, zwei 
Gleichungen von der Gestalt: 

ß2 + I' = rJ Ä4m-2(X'4,} 
ß2_1' = 0.;"2ß'4, (203) 

wobei rJ, 0. Einheiten und (x', ß' ganze, zu ! prime Zahlen in k(i) bedeuten. 
Wenn man die beiden Gleichungen (203) addiert und das Resultat durch o.Ä2 
dividiert, so entsteht eine Gleichung 

ß'4 - 0.' ß2 = rJ' Ä4m-4 (X'4, (204) 

wo 0.', rJ' Einheiten in k (i) sind. Im Falle m = 1 wäre diese Gleichung sicher 
unmöglich, weil die Zahlen ß', 0.', ß, rJ', (x' sämtlich = 1 nach I ausfallen. Es 
ist daher notwendig m > 1. Dann aber folgt aus dieser Gleichung (204), 
wenn sie als Kongruenz nach f2 aufgefaßt wird, zunächst 0.'= 1 nach f2; 
es ist daher 0.' = ± 1. Setzen wir, je nachdem hier das positive oder das ne
negative Vorzeichen gilt, ß =1" bez. ß = il", so nimmt die Gleichung (204) 
die Gestalt der Gleichung (202) an, nur daß jetzt m einen um 1 kleineren Wert 
hat. Die gehörige Wiederholung des angegebenen Verfahrens führt auf einen 
Widerspruch. 

Aus der Fermatschen Behauptung für den Falll = 3 läßt sich sofort die 
Tatsache ableiten, daß es keine andere kubische Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten gibt, deren Diskriminante gleich 1 ist, außer den zwei folgenden: 

X3_X±~=0 

und denjenigen, die durch die Transformation x = x' + a, wo a eine ratio
nale Zahl ist, aus jenen Gleichungen hervorgehen [KRONECKER (8)]. 

Die allgemeine Fermatsche Behauptung läßt sich nach HURWITZ in der 

Fassung aussprechen, daß der Ausdruck Ir)! 1 - xm für eine positive, echt ge
brochene rationale Zahl x und einen ganzen rationalen Exponenten m > 2 
stets eine irrationale Zahl darstellt. 

23* 
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8. Über die Theorie der relativquadratischen Zahlkörper. 
[Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Bd.6. S. 88-94 (1899).] 

In der Theorie der relativ Abelschen Zahlkörper nehmen zunächst die 
Körper vom zweiten Relativgrade unser Interesse in Anspruch. 

Es sei ein beliebiger Zahlkörper k vom Grade n als Rationalitätsbereich 
zugrunde gelegt; unsere Aufgabe ist es dann, die Theorie der relativquadra-

tischen Zahlkörper K ( lfP,), d. h. derjenigen Körper zu begründen, die durch 
die Quadratwurzel aus einer beliebigen ganzen Zahl ft des Körpers k bestimmt 
sind. Die "disquisitiones arithmeticae" von GAUSS sind als der einfachste 
Fall in jenem Problem enthalten. Wir können unseren Gegenstand auch als 
die Theorie der quadratischen Gleichungen oder Formen bezeichnen, deren 
Koeffizienten Zahlen des vorgelegten Rationalitätsbereiches k sind. 

Für unsere Theorie ist vor allem die Erkenntnis notwendig, daß auch in 
dem beliebigen Zahlkörper kein Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste 
besteht. Das quadratische Reziprozitätsgesetz im Bereiche der rationalen 
Zahlen lautet bekanntlich: 

p-l q-l 

(~)(!)=(-1)-2 '2, 

p-l 

(~1)=(_1)-2 , 
p2-1 

(!) = (-1)-8 , 

wo p, q beliebige ungerade rationale positive Primzahlen bedeuten. Aber 
diese Form des Reziprozitätsgesetzes ist, sobald wir den Zweck der Ver
allgemeinerung desselben vor Augen haben, aus mannigfachen Gründen 
- ich hebe nur die unübersichtliche Form der auftretenden Exponenten, den 
Mangel an Einheitlichkeit und die Ausnahmestellung der Zahl 2 hervor -
eine unvollkommene. Nun spielt bekanntlich der Begriff der "primären" 
Zahlen in der bisherigen Fassung der höheren Reziprozitätsgesetze eine sehr 
wichtige Rolle. Doch für unser allgemeineres Problem werden wir von der 
Benutzung dieses Begriffes eine Beseitigung der angedeuteten Mißstände 
nicht erwarten dürfen; denn wir müssen bedenken, daß im Körper k die 
Zahl 2 im allgemeinen als Produkt von gewissen Potenzen von Primi dealen 
zerlegt werden kann, und daß demgemäß die Definition des Begriffes "primär" 
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eine Unterscheidung der verschiedenen Möglichkeiten dieser Zerlegung und 
die Einführung mannigfacher willkürlicher Annahmen nötig machen würde. 
Auch ist die Fassung, welche KUMMER seinen allgemeinen Reziprozitäts
gesetzen gegeben hat, schon deshalb für uns nicht verwendbar, weil wir bei 
ihrer Annahme dem Körper k die beschränkende Bedingung auferlegen 
müßten, daß seine Klassenanzahl ungerade ist; es wird sich aber zeigen, 
daß uns der Fall einer durch 2 teilbaren Klassenanzahl zu den schönsten 
und wertvollsten Resultaten führt. 

Aus den angegebenen Gründen erscheint mir die Einführung eines neuen 

Symbols (";:) in die Zahlentheorie nötig, welches in unserem Falle der Theorie 

eines relativquadratischen Körpers, wie folgt, zu definieren ist. Sind 'V,,, ganze 
Zahlen in k, dabei" nicht Quadratzahl, und ist tu ein beliebiges Primideal 
in k, so bezeichne jenes Symbol den Wert 

(";:) = + 1, (1) 

sobald die Zahl 'V mit der Relativnorm einer ganzen Zahl des durch fP, be

stimmten relativquadratischen Körper; K (fP,) nach dem Primideal tu kon
gruent ist, und sobald außerdem auch für jede höhere Potenz von tu eine ganze 

Zahl in K (fP,) existiert, deren Relativnorm der Zahl 'V nach jener Potenz 
von tu kongruent ist; in jedem anderen Falle setzen wir 

(";:) =-1. (2) 

Diejenigen ganzen Zahlen 'V, für welche die Gleichung (1) gilt, sollen Normen
reste! des Körpers K (fP,) nach tu, diejenigen Zahlen, für welche die Glei

chung (2) gilt, Normennichtreste des Körpers K (fP,) nach tu heißen. Wenn" 
das Quadrat einer Zahl in k ist, möge die Gleichung (1) gelten. Der Bildung 
der Begriffe "Normenrest" und "Normennichtrest" entspricht in der Funk
tionentheorie gewissermaßen die Unterscheidung, ob eine algebraische Funk
tion einer Variablen an einer Stelle nach ganzen oder nach gebrochenen 
Potenzen der Variablen entwickelt werden kann. 

Die ersten Sätze für das eben definierte Symbol sind in den Formeln 
enthalten: 

(";:) = (p~,,) , 
(":; p) = (";:) (";:) , 

('" ~ pI) = (";:) (";:') ; 

1 V gl. meinen Bericht über die Theorie der Zahlkörper. (Dieser Band, Abh. 7, 8.161 (162 
und 257.) 
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die wichtigste Eigenschaft unseres Symbols spricht sich in dem folgenden 
Satze aus: 

Wenn tu ein Primideal des Körpers k ist, das nicht in der Relativdiskri-

minante des Körpers K (fß) aufgeht, so ist jede zu tu prime Zahl in k Nor

menrest des Körpers K (fß) nach tu . Wenn dagegen tu ein Primideal des Kör

pers k ist, das in der Relativdiskriminante des Körpers K (Yß) aufgeht, so 
sind bei genügend hohem Exponenten e von allen vorhandenen zu tu primen 
und nach tue einander inkongruenten Zahlen in k genau die Hälfte Normen
reste nach tu. 

Diese Tatsache entspricht dem bekannten Satze über die Verzweigungs
punkte einer Riemannschen Fläche, wonach eine algebraische Funktion in 
der Umgebung eines einfachen Verzweigungspunktes den Vollwinkel auf die 
Hälfte desselben konform abbildet. 

Mit Benutzung des eben definierten Symboles drückt sich das allgemeinste 
Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste durch die Formel aus: 

II(";:) = [v, ft] ['1", ft']· .. [v(n-ll, ft(n-l l]. 

(\1.1) 

(3) 

Hierin bedeuten v, ft zwei beliebige ganze Zahlen des Körpers k. Das Produkt 
linker Hand ist über alle Primi deale tu des Körpers k zu erstrecken; da dem 

vorigen Satz zufolge das Symbol (''';:) nur für eine endliche Anzahl von 

Primidealen tu den Wert - 1 haben kann, so kommt bei der Bestimmung 
des Wertes des Produktes nur eine endliche Anzahl von Faktoren in Betracht. 
Auf der rechten Seite der Formel (3) bedeuten v', ft'; ... ; v(n-l), ft(n-l) die zu 
v, ft konjugierten Zahlen bzw. in den zu k konjugierten Körpern k'; ... ; k(n-l); 
das Zeichen [v, ft] bedeutet den Wert -1, wenn der Körper k reell und zu
gleich jede der beiden Zahlen v, ft negativ ist; in jedem anderen Falle be
zeichnet [v, ft] den Wert + l. Entsprechend bedeutet [v', ft'] den Wert - 1, 
wenn k' reell und zugleich jede der beiden Zahlen v', ft' negativ ausfällt, in 
jedem anderen Falle dagegen soll [v', ft'] den Wert + 1 haben, usf. 

Sind beispielsweise k und alle zu k konjugierten Körper imaginär, so 
lautet das Reziprozitätsgesetz 

II (11. ") = + 1. 
(\1.1) tu 

(4) 

Im Falle, daß k den Körper der rationalen Zahlen bedeutet, erhalten wir 

II (n~m) = [n, m] , 
(w) 

(5) 

wo n, m zwei beliebige ganze rationale Zahlen sind, ferner walle rationalen 
Primzahlen durchläuft und [n, m] den Wert + 1 oder - 1 bezeichnet, je 
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nachdem wenigstens' eine der Zahlen m, n positiv ausfällt oder beide ne
gativ sind!. 

Die einfachsten Fälle des quadratischen Reziprozitätsgesetzes erhalten 
wir aus unseren Formeln (3), (4), indem wir für v, fl Einheiten oder unzerleg
bare Zahlen des Körpers k einsetzen. Insbesondere folgen aus (5) die be
kannten Formeln des gewöhnlichen quadratischen Reziprozitätsgesetzes, in
dem wir für n, m die Zahlen - 1, 2 oder beliebige ungerade Primzahlen p, q 
wählen!. 

Es sei insbesondere der Körper k nebst seinen sämtlichen Konjugierten 
imaginär und habe überdies die Klassenanzahl h = 1. Bedeuten dann n, ~, 
n',~' irgendwelche Primzahlen in k, die zu 2 prim sind und nach dem Modul 4 
den Kongruenzen 

n == n', (4) 

genügen, so gelten, wie wir aus (4) leicht erkennen, folgende spezielle Gesetze: 

und ferner wird, falls wenigstens eine der Primzahlen n, ~ dem Quadrat 
einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 4 kongruent ist: 

(:)=(:). 
In den beiden letzten Formeln bedeutet allgemein das Symbol (i-) den Wert 

+ 1 oder - 1, je nachdem y dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach fl 
kongruent ist oder nicht. Die beiden letzteren Gesetze können leicht auf die 
mannigfaltigste Weise durch numerische Beispiele bestätigt werden. 

Es ist überaus bemerkenswert, daß bei Anwendung unseres Symbols eine 
einzige Gleichung von so einfacher Bauart, wie es die Formel (3) ist, das 
quadratische Reziprozitätsgesetz für einen beliebigen Zahlkörper in vollster 
Allgemeinheit zum Ausdruck bringt: die Formel (3) gilt, gleichviel ob der 
zugrunde gelegte Körper kein Galoisscher ist oder irgendeinen oder gar 
keinen Affekt hat; die Formel (3) nimmt Rücksicht auf die vielen möglichen 
Fälle, je nach der Realität des Körpers k und seiner Konjugierten; sie gilt, 
wie auch immer die Zerlegung der Zahl 2 im Körper k ausfallen möge; sie 
enthält alle Ergänzungssätze; durch sie erscheint die exklusive Stellung der 
Zahl 2 und der in 2 aufgehenden Primideale beseitigt; vor allem endlich gilt 
die nämliche Formel (3) unabhängig davon, ob die Klassenanzahl des Körpers k 
ungerade oder durch irgendeine Potenz der Zahl 2 teilbar ist. 

Das Reziprozitätsgesetz in der Fassung (3) erinnert an den Cauchyschen 
Integralsatz in der Funktionentheorie, demzufolge ein komplexes Integral, 

1 Vgl.l. c. § 64 und § 69. (Dieser Band S.161 und 169.) 



368 Über die Theorie der relativquadratischen Zahlkörper. 

um alle einzelnen Singularitäten einer Funktion geführt, insgesamt stets den 
Wert 0 ergibt. Einer der bekannten Beweise des gewöhnlichen quadratischen 
Reziprozitätsgesetzes weist auch auf einen inneren Zusammenhang zwischen 
jenem zahlentheoretischen Gesetze und CAUCHYS funktionentheoretischem 
Fundamentalsatz hin. 

Doch das Reziprozitätsgesetz (3) bildet nur den ersten wichtigen Schritt 
zur Begründung unserer Theorie der relativquadratischen Zahlkörper. Unsere 
weitere Aufgabe ist die Aufstellung aller relativquadratischen Körper und 
die Untersuchung ihrer Eigenschaften. Der Einfachheit halber sei fortan der 
zugrunde gelegte Rationalitätsbereich k nebst sämtlichen Konjugierten 
imaginär. Da wir die Relativkörper durch ihre Relativdiskriminanten fest
legen wollen, so ist offenbar die einfachste Frage diejenige nach den relativ
quadratischen Körpern mit der Relativdiskriminante 1. Nach einem in meinem 
Berichte über die Theorie der algebraischen Zahlkörper bewiesenen Satze! 
kann es einen solchen Relativkörper niemals geben, falls die Klassenanzahl 
des Köpers k ungerade ist; wir wählen daher den Körper k so, daß seine 
Klassenanzahl gerade, und zwar der Einfachheit halber gleich 2 sei. In der 
Tat gelingt dann der Nachweis der Existenz eines Relativkörpers K mit der 
Relativdiskriminante 1. Dieser Körper werde der Klassenkörper2 von k ge
nannt. Der Klassenkörper K besitzt folgende fundamentalen Eigenschaften: 

1. Der Klassenkörper K hat in bezug auf k die Relativdiskriminante 1. 
2. Die Klassenanzahl des Klassenkörpers K ist ungerade. 
3a) Diejenigen Primideale in k, welche in k Hauptideale sind, zerfallen 

in K in das Produkt zweier Primideale. 
3 b) Diejenigen Primideale in k, welche in k nicht Hauptideale sind, bleiben 

in K Primideale ; sie werden jedoch in K Hauptideale. 
Von diesen vier Eigenschaften 1, 2, 3a, 3b definiert bei unserer Annahme 

über den Körper k jede für sich in eindeutiger Weise den Klassenkörper K; 
wir haben somit die Sätze: 

1. Es gibt außer K keinen anderen relativquadratischen Körper mit der 
Relativdiskriminante 1 in bezug auf k. 

2. Wenn ein zu k relativquadratischer Körper eine ungerade Klassen
anzahl hat, so stimmt derselbe mit dem Klassenkörper K überein. 

3. Wenn alle Primideale in k, die in k Hauptideale sind, in einem relativ
quadratischen Körper zerfallen, oder wenn alle Primideale in k, die in k 
nicht Hauptideale sind, in einem relativquadratischen Körper Primideale 
bleiben, so folgt jedesmal, daß dieser relativquadratische Körper kein anderer 
als der Klassenkörper K ist. 

1 Satz 94 (dieser Band S. 155). 
2 V gl. H. WEBER: Über Zahlengruppen in algebraischen Körpern. Drei Abhandlungen. 

Math. Ann. 48, 49, 60. (1897, 1897, 1898). 
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Diese Gesetze für den Klassenkörper K sind einer weiten Verallgemeine
rung fähig; sie lassen eine wunderbare Harmonie erkennen und erschließen, 
wie mir scheint, ein an neuen arithmetischen Wahrheiten reiches Gebiet. 

Auch eine Theorie der Geschlechter läßt sich in unserem relativquadra
tischen Körper aufstellen; aus dieser fließen dann die Bedingungen für die 
Auflösbarkeit ternärer diophantischer Gleichungen, deren. Koeffizienten Zahlen 
des beliebigen Rationalitätsbereiches k sind. 

Wir haben uns in diesem Vortrage auf die Untersuchung relativ Abelscher 
Körper vom zweiten Grad beschränkt. Diese Beschränkung ist jedoch nur 
eine vorläufige, und da die von mir bei den Beweisen der Sätze angewandten 
Schlüsse sämtlich der Verallgemeinerung fähig sind, so steht zu hoffen, daß 
die Schwierigkeiten nicht unüberwindliche sein werden, die die Begründung 
einer allgemeinen Theorie der relativ Abelschen Körper bietet. Die oben in 
der Theorie des relativquadratischen Körpers auftretenden, in der Unter
scheidung zwischen reellen und imaginären Körpern beruhenden Schwierig
keiten fallen in der Theorie der Abelschen Körper von ungeradem Relativ
grade sogar gänzlich fort, und die höheren Reziprozitätsgesetze erhalten des
halb einen noch einfacheren Ausdruck als das quadratische Reziprozitäts
gesetz (3), indem dann in dieser Formel an Stelle der rechten Seite stets die 
Zahl 1 tritt. 

Die Theorie der relativ Abelschen Körper enthält als besonders einfachen 
Fall die Theorie derjenigen Zahlkörper, die die komplexe Multiplikation der 
elliptischen Funktionen liefert. Da H. WEBER! für diese Körper die Eigen
schaften 3a und 3b bewiesen hat, so werden wir hieraus schließen, daß den 
nämlichen Zahlkörpern das volle System der oben angedeuteten arithmeti
schen Eigenschaften zukommt; es ist dann nicht schwer, den Nachweis dafür 
zu erbringen, daß die Abelschen Gleichungen im Bereiche eines quadratischen 
imaginären Körpers durch die Transformationsgleichungen elliptischer Funk
tionen mit singulären Moduln erschöpft werden - und dies hieße, den "liebsten 
Jugendtraum" KRONECKERS verwirklichen, der diesen Gelehrten noch bis an 
seinen Lebensabend lebhaft beschäftigt hat. 

1 Vgl. Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen (Braunschweig 1891), sowie 
die zweite und dritte der vorhin genannten Abhandlungen über Zahlengruppen. 

HiJbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. J. 24 



9. Über die Theorie des relativquadratischen Zahlkörpers. 
[Mathematische Annalen Bd. 51, S. 1-127 (1899).] 

Einleitung. 
Es sei ein beliebiger Zahlkörper k zugrunde gelegt; der Grad dieses Körpers k 

heiße m und die m - 1 zu k konjugierten Zahlkörper mögen mit k', k", ... , 
k<m-1) bezeichnet werden. Die Anzahl der Idealklassen des Körpers k werde h 
genannt. 

Bezeichnet ft irgendeine ganze Zahl in k, die nicht gleich dem Quadrat 
einer Zahl in k ist, so bestimmt {ii zusammen mit den Zahlen des Körpers k 
einen Körper vom Grade 2m, welcher relativ quadratisch in bezug auf den 
Körper k ist und mit K (Y/l) oder auch kurz mit K bezeichnet wird. Es ent
steht die Aufgabe, die Theorie der relativquadratischen Zahlkörper aufzustellen 
und zu begründen. Dieses Problem erscheint mir als eine naturgemäße Verall
gemeinerung desjenigen Problems, das den Gegenstand der "disquisitiones 
arithmeticae" von GAUSS bildet. 

Die Theorie des relativquadratischen Körpers führte mich zur Entdeckung 
eines allgemeinen Reziprozitätsgesetzes für quadratische Reste, welches das 
gewöhnliche Reziprozitätsgesetz zwischen rationalen Primzahlen nur als ein 
vereinzeltes Glied in einer Kette der wunderbarsten und mannigfaltigsten 
Zahlenbeziehungen erscheinen läßt. 

Die Methoden, welche ich im folgenden zur Untersuchung der relativ
quadratischen Körper angewandt habe, sind bei gehöriger Verallgemeinerung 
auch in der Theorie der relativ-Abelschen Körper von beliebigem Relativ
grade mit gleichem Erfolge verwendbar und führen dann insbesondere zu den 
allgemeinsten Reziprozitätsgesetzen für beliebig hohe Potenzreste innerhalb 
eines beliebigen algebraischen Zahlenbereiches 1. 

Wenn man den in der vorliegenden Arbeit dargelegten Beweis des all
gemeinen Reziprozitätsgesetzes für quadratische Reste auf die von KUMMER 
behandelte Theorie der l-ten Potenzreste im Körper der l-ten Einheitswurzein 
überträgt, so entsteht ein neuer Beweis des Kummerschen Reziprozitäts-

1 V gl. das von der K. Gesellschaft der Wiss. zu Göttingen für das Jahr 1891 gestellte 
Preisthema. 
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gesetzes für l-te Potenzreste, welcher sich sowohl von den Kummerschen wie 
von meinen bisher gegebenen Beweisen wesentlich dadurch unterscheidet, daß 
darin das besondere aus der Kreisteilung herstammende Eisensteinsche Rezi
prozitätsgesetz nicht zur Verwendung gelangt. 

Unter den Anwendungen meiner Theorie nenne ich hier die Aufstellung der 
Kriterien dafür, daß eine quadratische diophantische Gleichung mit beliebi
gen algebraischen Koeffizienten in dem durch diese Koeffizienten bestimmten 
Rationalitätsbereiche lösbar ist. 

Die vorliegende Arbeit zerfällt in zwei Abschnitte. Der erste Abschnitt be
handelt die allgemeinen Definitionen und vorbereitenden Sätze in der Theorie 
der relativquadratischen Körper für einen beliebigen Grundkörper k, der 
zweite Abschnitt entwickelt vollständig die Theorie des relativquadratischen 
Körpers in bezug auf einen solchen Grundkörper k, der nebst seinen sämtlichen 
konjugierten Körpern imaginär ist und überdies eine ungerade Klassenanzahl h 
besitzt. Was den Fall eines beliebigen Grundkörpers k betrifft, so gedenke ich 
die wichtigsten Sätze der entsprechenden Theorie demnächst in den Göttinger 
Nachrichten mit einer kurzen Angabe der Beweise zu veröffentlichen 1. 

J. Allgemeine Definitionen und vorbereitende Sätze. 

§ 1. Quadratische Reste und Nichtreste im Grundkörper k 

und das Symbol (:). 

Definition 1. Es sei,)) ein in der Zahl 2 nicht aufgehendes Primideal des 
Körpers k und IX eine beliebige zu ,)) prime ganze Zahl in k: dann heiße IX in k 
quadratischer Rest nach,)), wenn IX kongruent dem Quadrat einer ganzen Zahl 
in k nach ,)) wird, d. h. wenn die Kongruenz 

~2=1X, (,))) 

durch eine ganze Zahl ~ des Körpers k befriedigt werden kann; im anderen 
Falle heiße IX quadratischer Nichtrest nach ,)). Wir definieren jetzt das 

Symbol (;), indem wir, wenn IX in k quadratischer Rest nach,)) ist, 

und im anderen Fall 

setzen. 

(;)=+1 

(;)=-1 

1 Vgl. meinen in der Mathematiker-Vereinigung zu Braunschweig 1897 gehaltenen 
Vortrag "Über die Theorie der relativquadratischen Zahlkörper". (Dieser Band Abh. 8, 
S. 364-369.) 

24* 
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S atz 1. Wenn.p ein beliebiges nicht in 2 aufgehendes Primideal des Körpers k 
und ('/.. eine zu .p prime ganze Zahl in k ist, so gilt nach dem Modul .p die Kon-
gruenz n(~)-l 

('/..-2-= (;), (1J), 

worin n(.p) die Norm des Primideals .p im Körper k bedeutet. 
Beweis. Ist ('/.. = ß2 nach .p, wo ß wieder eine ganze Zahl in k bedeutet, so 

folgt nach dem Fermatschen Satze 1 sofort 
n(~)-l 

('/..-2 -- ßn(~)-l _ + 1 , (1J). 

Wir nehmen andererseits an, es sei ('/.. quadratischer Nichtrest nach .p; be
zeichnen wir dann mit e eine Primitivzahl nach .p im Körper k und setzen 
('/.. = ea nach .p, so muß hierin offenbar der Exponent a eine ungerade Zahl 
sein. Nach dem Fermatschen Satze ist aber 

und folglich 
(1J) , 

n(~)::-Jc 

e 2 = ±1, (1) 

Da in der Reihe der Potenzen e, e 2, e 3, • •• die Potenz en(~)-l die erste sein soll, 
welche = + 1 nach .p wird, so gilt notwendig auf der rechten Seite der Kon
gruenz (1) das negative Vorzeichen und demzufolge wird 

n(p)-l a n(~)-l 

('/..-2 -= e 2 = -1, (1J). 

Aus dem eben bewiesenen Satze 1 folgen leicht die weiteren Tatsachen: 
Satz 2. Wenn ('/.., ß irgend zwei zu dem Primideal .p prime ganze Zahlen 

in k sind, so gilt stets die Gleichung 

(~) = (;) (-~-). 
Ein vollständiges System von n (.p) - 1 zu .p primen und einander nach 1J 
inkongruenten Zahlen zerfällt in zwei Teilsysteme, von denen das eine aus 

den n(1J~ -1 quadratischen Resten nach.p, das andere aus den n(1J~ - 1 quadra

tischen Nichtresten nach .p besteht. 

§ 2. Die Begriffe Relativnorm, Relativdifferente und Relativdiskriminante. 
Definition 2. Jede Zahl A des Körpers KC(jj,) kann in die Gestalt 

A=('/..+ßVfl 
gebracht werden, wo ('/.., ß ganze oder gebrochene Zahlen des Körpers k sind; 

1 Vgl. meinen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung erstatteten Bericht "Die 
Theorie der algebraischen Zahlkörper". 1897, Satz 22 (dieser Band S. 82) und Satz 24 
(dieser Band S. 82). Ich werde in der vorliegenden Abhandlung diesen Bericht von mir 
kurz mit "Algebraische Zahlkörper" zitieren. (Dieser Band Abh. 7, S.63-363.) 
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ist dies geschehen, so heiße die Zahl 

SA=rx-ßfp" 
die vermöge der Substitution 

S = ("1"#: - fit) 
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aus A entspringende oder zu A relativkonjugierte Zahl in K ( f7J,). Die Zahl 

A-SA 

heiße die Relativdifferente der Zahl A im Körper K ( f7J,). Der größte gemein
same Teiler der Relativdifferenten aller ganzen Zahlen Ql' Q2' ... des Körpers 
K ( V7J,), d. h. das Ideal 

~ = (Ql - SQ!> Q2 - SQ2' ... ) 

heiße die Relativdifferente des Körpers K(V7J,) in bezug auf den Körper k. 
Das Produkt einer Zahl A des Körpers K mit der relativkonjugierten Zahl 

SA heißt die Relativnorm derZahlA und wird mitN(A) bezeichnet; es ist also 

N(A) = A·SA. 

Die Relativnorm N(A) einer Zahl A in K ist stets eine Zahl in k. 
Ist 3 = (11 ' 12, ... ) ein beliebiges Ideal der Körpers K und wendet man 

auf sämtliche ganze Zahlen 11 , 12, . .. dieses Ideals die Substitution San, 
so heißt das so entstehende Ideal das zu 3 relativkonjugierte Ideal und wird mit 
S3 bezeichnet; es ist also 

S3 = (SI!> SI2 , ••• ). 

Das Produkt eines Ideals 3 des Körpers K mit dem relativkonjugierten 
Ideal S3 heißt die Relativnorm des Ideals 3 und wird mit N(3) bezeichnet; es 
ist also 

N(3) = 3· S3· 
Die Relativnorm eines Ideals 3 in K ist stets ein Ideal in k. 

Das Quadrat der Relativdifferente einer Zahl A des Körpers K d. h. die 
Zahl (A - S A)2 heißt die Relativdiskriminante der Zahl A. Die Relativdiskrimi
nante einer Zahl A in K ist stets eine Zahl in k. 

Das Quadrat der Relativdifferente des Körpers K 

b = ~2 = (Ql- SQ!> Qz- SQ2' ... )2 

heißt die Relativdiskriminante des Körpers K. Da die Relativdifferente ~ des 
Körpers K ein solches Ideal des Körpers K ist, das seinem relativ konjugierten 
Ideale gleich wird, so ist die Relativdiskriminante b auch gleich der Relativ
norm der Relativdifferente ~ des Körpers K ; es ist daher die Relativdiskrimi
nante b stets ein Ideal in k. 
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§ 3. Das ambige Ideal. 

Definition 3. Ein Ideal )!( des Körpers K heißt ein ambiges Ideal, wenn 
dasselbe bei der Operation S ungeändert bleibt, d. h. wenn 

S)!{ = )!( 

ist und wenn außerdem )!( kein von 1 verschiedenes Ideal des Körpers kais 
Faktor enthält. Insbesondere heißt ein Primideal des Körpers K ein ambiges 
Primideal, wenn dasselbe bei Anwendung der Substitution S ungeändert 
bleibt und nicht zugleich im Körper k liegt. Jedes ambige Ideal ist ein Produkt 
von ambigen Primidealen. Das Quadrat eines ambigen Primideals ist gleich 
der Relativnorm desselben und stellt im Körper k selbst ein Primideal dar. 

Sa tz 31. Die Relativdifferente Il) des relativquadratischen Körpers K ent
hält alle und nur diejenigen Primideale, welche ambig sind. 

§ 4. Die Primfaktoren der Relativdiskriminante. 

Unsere nächste Aufgabe ist es, die Primfaktoren der Relativdiskriminante b 
des Körpers K ((ji,) wirklich zu ermitteln. Diese Aufgabe wird durch den 
folgenden Satz gelöst: 

Sa tz 4. Es sei tJ ein zu 2 primes Primideal des Körpers k; geht dann tJ in 
der Zahl", genau zur a-ten Potenz auf, so enthält, wenn der Exponent a un
gerade ist, die Relativdiskriminante b des Körpers K (fji,) stets den Faktor tJ . 
Ist dagegen der Exponent a gerade, so fällt die Relativdiskriminante b prim 
zu tJ aus. 

Es sei rein Primideal des Körpers k, welches in 2 aufgeht, und zwar genau 
zur l-ten Potenz; ferner gehe r in", genau zur a-ten Potenz auf: so ist die Re
lativdiskriminante des Körpers K (fji,) stets dann und nur dann zu r prim, 
wenn im Körper k eine ganze Zahl IX vorhanden ist, die der Kongruenz 

'" == 1X2, (f21+a) (1) 
genügt. 

Beweis. Gehen wir zunächst auf den ersten Teil des Satzes 4 ein. Es sei 'Jt 

eine durch tJ, ltber nicht durch tJ2 teilbare ganze Zahl in k, und weiter sei v 

eine durch *- teilbare, aber zu tJ prime ganze Zahl in k. 
P, 'V.-1 

Ist der Exponent a ungerade, so stellt ",* = ~a-1 eine durch tJ , aber nicht 

durch tJ 2 teilbare ganze Zahl in k dar von der Art, daß die Zahl -y ",* im Kör
per K ({iJ,) liegt und wenn wir den gemeinsamen Idealteiler von tJ und V!l* 
mit S.ß bezeichnen, so ist 

~ = S.ß2. 

1 Vgl. "Algebraische Zahlkörper" Satz 93 (dieser Band S. 154), woselbst dieser 
Satz allgemein für relativzyklische Körper von einem Primzahlgrade aufgestellt und 
bewiesen worden ist. 
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Das Ideal ~ ist also ein ambiges Primideal und nach Satz 3 tritt dasselbe 
daher in der RelativdifferenteSD des Körpers K( f,U) als Faktor auf; es ist also 
die Relativdiskriminante b durch fJ teilbar. 

Ist dagegen der Exponent a gerade, so stellt p,* = p, ;: eine zu fJ prime 

ganze Zahl in k dar, von der Art, daß -y p,* in K({.u) liegt; da die Relativ
diskriminante der Zahl -y,u* den Wert 22p,* hat, so ist sie zu fJ prim. Das 
gleiche gilt mithin von der Relativdiskriminante b des Körpers K (-Yfj,). 

Jetzt betrachten wir die Verhältnisse in betreff des Primfaktors 1. Ist die 
Kongruenz (1) erfüllt, so muß [ in der Zahl1X2 genau zur a-ten Potenz auf
gehen und mithin ist der Exponent a eine gerade Zahl. Es sei nun A. eine durch 

[, aber nicht durch [2 teilbare ganze Zahl in k und weiter sei 'V eine durch ~ 
teilbare, aber zu [ prime ganze Zahl in k: der Ausdruck 

stellt dann eine ganze Zahl in K({iJ) dar, da die beiden Ausdrücke 

l+~ 

Q +SQ=C) 2. 21X , 

( V)21+U 
Q . S Q = T (1X2 - p,) 

offenbar ganze Zahlen in k sind. Andererseits hat die Relativdiskriminante 
der Zahl Q den Wert 

und ist mithin prim zu [; das gleiche gilt also für die Relativdiskriminante 
des Körpers K (-Yfj,). 

Setzen wir umgekehrt voraus, die Relativdiskriminante b des Körpers 
K (fit) sei prim zu [, so folgt wegen 

b = (Q1 - SQ1' 
= ([Q1 - SQ1]2, 

Q2 - SQ2' ... )2 
[Q2 - S Q2]2, ... ), 

daß dann notwendig im Körper K ({iJ) eine ganze Zahl Q existieren muß, 
deren Relativdiskriminante [Q - S Q]2 zu [ prim ausfällt; wir setzen 

~* + ß* Y-:U Q=----, 
y* 

wo IX*, ß*, y* ganze Zahlen in k bezeichnen, die bez. genau durch die a*-te, 
22 ß*2 

b*-te, o*-te Potenz von [ aufgehen mögen. Da nun [Q - S Q]2 = ~ eine 
y 

zu I prime ganze Zahl sein soll, so folgt 

2l + 2 b* + a = 20*, (2) 
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U_ ßU 
und da andererseits die Relativnorm N (.0) = ~~ eine ganze Zahl ist, so 

y 
müssen entweder beide der Zahlen 1X*2 und ß*2ft genau durch die gleiche 
Potenz von 1 aufgehen oder es müßte jede dieser beiden Zahlen mindestens 
durch 12c* teilbar sein. Das letztere ist nicht der Fall, weil wegen der eben 
abgeleiteten Gleichung (2) jedenfalls 2b* + a < 2c* ausfällt und daher 
ß*2ft sicher nicht durch 12c* teilbar sein kann. Es ist daher notwendigerweise 
2a* = 2b* + a und mithin wegen (2) auch 21 + 2a* = 2c* oder 1 + a* = c*. 
Aus 2 a* = 2 b* + a folgt ferner a* > b* und aus 1+ a* = c* folgt c* > a*; 

U ßU 
mithin ist auch c* > b*. Da oe. -*~ eine ganze Zahl sein soll, so haben 

y 
wir die Kongruenz 

(oe.*)2 
ft = ß* ' (f2C*-2 b*) • 

* Wegen a* > b* läßt sich der Bruch ß* in der Gestalt eines Bruches schreiben, 

* dessen Nenner zu r prim ausfällt, und es ist somit ß* notwendig einer gewissen 

ganzen Zahl IX des Körpers k nach r2c*-2b* kongruent, so daß auch die Kongruenz 

ft = 1X2, (12c*-2 b.) 

gilt. Hierdurch ist mit Rücksicht auf die aus (2) folgende Gleichung 
2c* - 2b* = 21 + a die Richtigkeit des Satzes 4 vollständig gezeigt. 

Aus diesem Satze 4 entnehmen wir leicht die folgende besondere Tatsache: 
Satz 5. Wenn ft eine beliebige zu 2 prime ganze Zahl in k bedeutet, die 

nicht das Quadrat einer Zahl in k wird, so ist die Relativdiskriminante des 
KörpersK ({p,) stets dann und nur dann zu 2 prim, wenn ft dem Quadrat einer 
ganzen Zahl in k nach dem Modul 22 kongruent wird. 

§ o. Die Zerlegnng der Primideale des Grundkörpers k im 
relativquadratischen Körper K. 

Die Frage, wie die Primideale des relativquadratischen Körpers K durch 
Zerlegung aus den Primidealen des Körpers k entstehen, erledigt sich in den 
folgenden Sätzen: 

Sa tz 6. Ein Primideal .p des Körpers k ist stets dann und nur dann im 
Körper K gleich dem Quadrat eines Primideals ~, wenn .p in der Relativ
diskriminante des Körpers Kaufgeht. 

Beweis. Aus .p = ~2 folgt .p = (S~)2 und mithin ~ = S~, d. h. ~ ist 
ein ambiges Primideal des Körpers K und als solches nach Satz 3 in der Relativ
differente des Körpers K enthalten, d. h . .p geht geht dann in der Relativ
diskriminante auf. 

Wenn wir umgekehrt annehmen, daß .p in der Relativdiskrimina.nte des 
KörpersK aufgehe und mit ~ einen in.p aufgehenden Primfaktor des Körpers K 
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bezeichnen, so geht offenbar ~ in der Relativdifferente des Körpers K auf 
und ist mithin nach Satz 3 ein ambiges Ideal, d. h. es ist nach Definition 3 
$ = S$ und.lJ 9= $. Wegen dieser Beziehungen ist auch.lJ2 9= $'S~, und 
hieraus folgt .lJ = $' S$ = $2. Damit ist der Beweis für den Satz 6 erbracht. 

Satz 7. Wenn.lJ einPrimideal des Körpersk bedeutet, welches weder in 2 
noch in "" aufgeht, so ist .lJ im Körper K (-Vp,) in zwei voneinander verschie
dene Primideale weiter zerlegbar oder unzerlegbar, je nachdem"" im Körper k 
quadratischer Rest oder Nichtrest nach .lJ ist. 

Beweis. Es sei"" in k quadratischer Rest nach .lJ und demgemäß etwa oc 
eine ganze Zahl in k so, daß die Kongruenz 

"" = oc2 , (.lJ) 
gilt; alsdann bilden wir die zu einander relativkonjugierten Ideale des 
Körpers K (-Vp,) 

~ = (.lJ, oc - (,l) , 

S ~ = (.lJ, oc + -Vtt) 
und erhalten leicht 

.lJ=~,S$. 
Wegen 

(.lJ, oc - fit, oc + -Vlt) = 1 

sind $ und S $ von einander verschieden. 
Es sei umgekehrt das Primideal .lJ des Körpers K in zwei Primideale $ und 

S~ zerlegbar: dann gelten, wenn allgemein N die Norm im Körper K(fiJ,) 
und n die Norm im Körper k bezeichnet, die Gleichungen 

und mithin ist 

N(.lJ) = N($) .N(S $) = (N($»)2, 

N(.lJ) = (n(.lJ»)2 

N(~) = n(.lJ). 

Die Gleichheit dieser Normen N($) und n(.lJ) läßt die Tatsache erkennen, daß 
eine jede ganze Zahl des Körpers K (-Vp,) einer ganzen Zahl des Körpers k 
nach $ kongruent gesetzt werden kann, da ja irgend n(.lJ) nach .lJ einander 
inkongruente Zahlen zugleich auch in K (fp,) nach $ ein volles Restsystem 
bilden müssen; setzen wir insbesondere -VP, = oc nach $, wo oc in k liegen soll, 
so folgt "" = oc2 nach ~, und da"" - oc2 eine Zahl in k ist, so muß "" = oc2 auch 
nach.lJ gelten, d. h. es ist"" quadratischer Rest nach .lJ. Damit ist der Satz 7 
vollständig bewiesen. 

Sa tz 8. Es sei r ein in 2 enthaltenes Primideal desKörpersk, und zwar gehe r 
genau zur loten Potenz in 2 auf; ferner sei"" eine zu r prime ganze Zahl in k, 
welche,dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach r21 kongruent ausfällt, so 
daß nach Satz 4 das Primideal r nicht in der Relativdiskriminante des Kör-
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pers K({j;,) vorkommt: dann ist r im Körper K(-(ji) in zwei voneinander ver
schiedene Primideale weiter zerlegbar oder unzerlegbar, je nachdem fl dem 
Quadrat einer ganzen Zahl in k nach e1+1 kongruent ausfällt oder nicht. 

Beweis. Ist 1 in K(y,u) weiter zerlegbar und bedeutet 2 einen Primfaktor 
von 1, so schließen wir aus der Gleichheit der Norm N (2) in K ((j;,) mit der 
Norm n(1) in k, wie im Beweise des Satzes 7, daß jede ganze Zahl in K(fit) 
einer ganzen Zahl in k nach 2 kongruent sein muß. Nach Voraussetzung gibt 
es eine ganze Zahl oc in k, so daß fl = oc2 nach 121 ausfällt; ist dann Airgendeine 
durch 1, aber nicht durch 12 teilbare ganze Zahl in k und weiter')! eine durch 

-} teilbare, aber zu 1 prime ganze Zahl in k, so stellt, wie wir dem Be-

weise des Satzes 4 entnehmen, der Ausdruck v1 (IX t fit) eine ganze Zahl in 

K (y,u) dar. Es gibt also nach dem vorhin Bewiesenen eine ganze Zahl ß in k, für 
welche 

wird. Aus dieser Kongruenz schließen wir 
,/- ßA,1 
rfl--oc+-" v 

(2) 

(11 2) . 

Mit Rücksicht auf den Umstand, daß v zu 1 prim ist, können wir in dieser Kon
gruenz den rechts stehenden Ausdruck durch eine ganze Zahl y des Körpers k 
ersetzen und erhalten dann 

fjj, == y oder Yfl - y = 0 , (F 2). (1) 

Da ferner - y _ + y nach dem Modul 2 und folglich auch nach P ausfällt, so 
gilt auch die Kongruenz 

(2) 

und durch Multiplikation erhalten wir schließlich aus den beiden Kongruenzen 
(1) und (2): 

Da die linke Seite dieser Kongruenz eine ganze Zahl in k ist, so folgt auch 

fl - y2 = 0 oder fl = y2, (121+1) 

womit eine Aussage des Satzes 8 bewiesen ist. 
Nehmen wir nun umgekehrt an, es seifl = oc2 nach {2!+1, wobei ot eine ganze 

Zahl in k ist, so erkennen wir leicht die Richtigkeit der Gleichung 

1= (1, ~[lXtYP])(1, VI[IX~VIt]) 

und hier sind die beiden Primideale rechter Hand wegen 

(1 V1[1X +_l'ltl V 1[1X - fit]) = 1 
, A,l , A,1 

in der Tat voneinander verschieden; damit ist der Satz 8 vollständig bewiesen. 
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§ 6. Das Symbol (:). 

Definition 4. Wir erweitern nunmehr die Bedeutung des in Definition 1 
erklärten Symbols in folgender Weise: 

Ist 1tJ irgendein Primideal in k, so setzen wir 

(:) = + 1 oder = - 1 oder = 0, 

je nachdem 1tJ im Körper K (~) in zwei voneinander verschiedene Prim
ideale weiter zerlegbar oder nicht zerlegbar oder gleich dem Quadrat eines 
Primideals wird. Ist fl das Quadrat einer Zahl in k, so setzen wir stets 

(~) = + 1. 

Es ist nach den Sätzen 6, 7, 8 leicht möglich, in allen Fällen den Wert des 

Symbols (~) zu berechnen und wir erkennen aus Satz 7 im Falle, daß 1tJ zu 2 

und fl prim ausfällt, die volle Ubereinstimmung mit der Definition 1. Was 
insbesondere den Fall anbetrifft, daß 1tJ gleich einem in 2 aufgehenden Prim
ideal { des Körpers k ist, so bestimmen wir zunächst die höchste Potenz von {, 
welche in fl aufgeht. Ist der Exponent a dieser Potenz ungerade, so haben wir 

gewiß (~) = 0 ; ist a dagegen gerade, so bestimmen wir, wenn Ä eine durch {, 

aber nicht durch {2 teilbare Zahl bedeutet, eine ganze zu { prime Zahl fl* in k 
der Art, daß 

fl = Äa fl*, ((21+a+1). 

Ist hier fl* nicht dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach {21 kongruent, so 

haben wir mit Rücksicht auf die Sätze 4 und 6 ebenfalls ( ~ ) = 0 ; im anderen 

Fall unterscheiden wir, ob fl* dem Quadrat einer ganzen Zahl in k auch nach 
{2Z+1 kongruent ausfällt oder nicht, und haben wegen Satz 8 dementsprechend 

(n = + 1 oder = - 1. 

Definition 5. Ist a ein beliebiges Ideal des Körpers k und hat man 
a = .tJ q . . . 1tJ, wo .tJ , q, . . ., 1tJ Primideale in k sind, so möge, wenn fl eine be-

liebige ganze Zahl in k ist, das Symbol ( ~ ) durch die folgende Gleichung defi

niert werden: 

Sind a, 0 beliebige Ideale in k, so gilt dann offenbar die Gleichung 

(:6) = ( : )( ~ ) . 

Das Symbol (:) ist durch diese Festsetzungen stets definiert, sobald fl 

irgendeine ganze Zahl in kund airgendein Ideal in k bedeutet. Das Symbol 

(:) ist nur der Werte + 1, -1,0 fähig. 
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§ 7. Normenreste und Normennichtreste des Körpers Kund das 

Symbol e';:) . 
Definition 6. Es sei ttJ irgendein Primideal in k, und es seien 'V, p, beliebige 

ganze Zahlen in k, nur daß p, nicht gleich dem Quadrat einer Zahl in k ausfällt: 
wenn dann 'V nach ttJ der Relativnorm einer ganzen Zahl des Körpers K (ifi,) 
kongruent ist und wenn außerdem auch für jede höhere Potenz von ttJ stets eine 
solche ganze Zahl A im Körper K ({j),) gefunden werden kann, daß 'V = N (A) nach 
jener Potenz von ttJ ausfällt, so nenne ich 'V einen Normenrest des Körpers K (ffl,) 
nach ttJ. In J·edem anderen Falle nenne ich 'V einen Normennichtrest des Körpers 
K(-(p,) nach ttJ. 

Ich definiere das Symbol (v;:), indem ich 

(v;:) = + 1 oder = - 1 

setze, je nachdem 'V Normenrest oder Normennichtrest nach ttJ ist. Fällt p, gleich 
dem Quadrat einer ganzen Zahl in k aus, so werde stets 

(v;:) = + 1 

gesetzt. 

Das neue Symbol (v;:) ist durch diese Festsetzungen in jedem Falle de

finiert, sobald 'V, P, irgend zwei ganze Zahlen des Körpers kund ttJ irgendein 

Primideal des Körpers k bedeuten. Das Symbol (v;:) ist nur der beiden Werte 

+ 1 oder - 1 fähig. 

§ 8. Eigenschaften des Symbols (V~I-t). 

In den folgenden Sätzen entwickeln wir einige Eigenschaften des Symbols 

(V~) für den Fall, daß.)) ein nicht in 2 aufgehendes Primideal bedeutet. 

Satz 9. Wenn 'V, P, irgend beliebige ganze Zahlen in k bedeuten und .)) 
ein Primideal des Körpers k ist, das zu 2 und zu 'V prim ausfällt, aber in p, genau 
zur ersten Potenz aufgeht, so gilt stets die Gleichung 

(V;) = (;). 

Beweis. Ist (;) = + 1, so gibt es nach Definition 1 eine ganze Zahl ot 

in k, für welche 'V = ot2 nach.)) wird. Um zu zeigen, daß dann die Kongruenz 
'V = ~2 auch nach jeder beliebigen Potenz von.)) durch geeignete Wahl von ~ 
lösbar ist, setzen wir 
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so daß dabeiweine ganze durch ,):1 teilbare Zahl in k bedeutet. Die ganze Zahl 
a' = a(l +w), erfüllt dann die Bedingung 

l' =0 a'2, (,):12) . 

Durch gehörige Fortsetzung dieses Verfahrens erkennen wir, daß für jeden 
Exponenten e eine ganze Zahl a(e-l) existiert, so daß 

v = (a(e-l»)2, (\Je) 

ausfällt. Setzen wir A = a(e-l), so folgt 

v - N(A) , (\Je), 

d. h. es hat unter der obigen Annahme das Symbol (V;') den Wert + l. 
Machen wir umgekehrt die Annahme (v:;) = + 1, so gibt es nach De

finition 6 eine ganze Zahl A in K ({jJ), für welche v - N (A) nach ,):1 wird. 
Da nach Satz 4 das Primideal ,):1 in der Relativdiskriminante des Körpers 
K (-(jj,) aufgeht, so ist nach Satz 6 das Primideal ,):1 gleich dem Quadrat eines 
Primideals I,ß im Körper K ((jJ). Aus der Gleichung ,):1 = 1,ß2 folgt die Gleich
heit der Normen n(,):1) in kund N(I,ß) in K({jj,) und wie im Beweise des 
Satzes 7 schließen wir dann auch hier, daß jede ganze Zahl des Körpers K (1fj,) 
einer ganzen Zahl des Körpers k nach I,ß kongruent sein muß. Setzen wir ins
besondere A a nach I,ß, wo a eine ganze Zahl in k ist, so folgt 

v - N(A) == a2 , (I,ß) 
und daher ist auch v = a 2 nach ,):1, d. h. unter der gegenwärtigen Annahme 

erhalten wir (;) = + 1; hiermit und durch das vorhin Bewiesene wird der 

Satz 9 vollständig als richtig erkannt. 
Satz 10. Wenn v, fl zwei beliebige ganze Zahlen in k bedeuten und ,):1 ein 

weder in v noch in fl noch in 2 aufgehendes Primideal in k ist, so gilt stets die 
Gleichung 

Beweis. Nach Satz 4 geht,):1 nicht in der Relativdiskriminante des Körpers 
K(1fj,) auf; wir haben demgemäß nur zwei Annahmen zu behandeln, je nach
dem ,):1 in zwei voneinander verschiedene Primideale des Körpers K (1-;J,) zer
legbar ist oder in K (V-;J,) unzerlegbar bleibt. 

Wir nehmen zunächst ,):1 als zerlegbar an, und zwar sei ,):1 = I,ß. S I,ß, wo I,ß 
ein Primideal des Körpers K (Vii) bedeutet. Es gibt dann gewiß in K (vfj,) 
ein System von zwei ganzen Zahlen, Al' A2 , für welche die beiden in Al' A2 

linearen Kongruenzen 

Al + A2 V fl : v } 

Al - A2 V fl = 1 , 
(~) (1) 
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erfüllt sind. Nun können wir wegen der Gleichheit der Normen n(.).J) und N (~), 
wie im Beweise zu Satz 7 und zu Satz 9, jede ganze Zahl in K (-Vft) einer 
ganzen Zahl des Körpers k nach ~ kongruent setzen; es sei demgemäß 

(~) , 
wo IXl , 1X2 ganze Zahlen in k sind. Wenn wir dann zur Abkürzung 

A = IXl + 1X2 -V fl 

(2) 

setzen, so f~lgt wegen (2) durch Multiplikation der Kongruenzen (1) die Kon-
gruenz 

v - N(A), (~) 

und da beide Seiten dieser Kongruenz ganze Zahlen in k sind, so gilt sie auch 
nach dem Modul .).J. Um zu beweisen, daß die Kongruenz v = N (8) durch 
geeignete Wahl der ganzen Zahl 8 in K({it) auch nach jeder Potenz .).Je des 
Primideals .).Jlösbar ist, zeigen wir, wie im Beweise zu Satz 9, die Existenz einer 
Zahl $, welche der Kongruenz 

v _ 1:2 

N(A) =" , 
genügt; dann ist offenbar v = N($A) nach .).Je. 

Es sei andererseits .).J im Körper K ({jJ,) nicht weiter zerlegbar und somit 
nach Satz 7 die Zahl fl quadratischer Nichtrest nach .).J. Nach Satz 2 gibt es 

in k genau f = _nl~2 - 1 quadratische Reste nach .).J ; es seien diese durch die 

Quadratzahlen lXi , IX~, ..• ,IX; vertreten. Wir unterscheiden nun zwei Fälle, 
je nachdem die Zahl - 1 quadratischer Rest oder Nichtrest nach .).J ist. 

Im ersteren Falle sind wegen unserer Annahme über fl die n (.).J) - 1 Zahlen 

lXi, IX~, ••• , 1X1, -lXifl, -1X~fl,· .. , -lXlfl (3) 

sämtlich nach .).J untereinander inkongruent. Es ist daher jede zu .).J prime ganze 
Zahl in k einer der Zahlen (3) nach .).J kongruent. Die Zahlen (3) sind bez. die 
Relativnormen der Zahlen 

IXl , 1X2, ... , IXf' IXl -Vii, 1X2 r;;" ... , IXf-VP, 
und es ist mithin jede zu .).J prime Zahl in k der Relativnorm einer geeigneten 
ganzen Zahl in K(i/t) nach .).J kongruent. 

Ist -1 quadratischer Nichtrest nach .).J, so wird - fl quadratischer Rest 
nach .).J; es sei - fl=ß 2 nach .).J, wo ß eine ganze Zahl in k bedeutet. In der 
Reihe der ganzen rationalen positiven Zahlen 

1,2,3, ... , n(tJ) - 1 

ist die letzte Zahl Nichtrest nach .).J ; es sei r die erste Zahl dieser Reihe, auf 
welche ein Nichtrest des Primideals V folgt. Wir setzen r = 1X2 nach V, wo IX 
eine ganze Zahl in k bedeutet: dann ist die ganze Zahl1X2ß2 - fl wegen 

1X2ß2-fl=rß2+ß2=(r+l)ß2, (tJ) 
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sicher quadratischer Nichtrest nach .):J, und es fallen folglich die n (.):J) - 1 Zahlen 

oc~, oc~, ... , ocl, oci{oc2ß2- 1-'), OCHOC2ß2- 1-'), ... , OC1(OC2ß2- 1-') (4) 

sämtlich untereinander inkongruent nach .):J aus. In diesem Falle ist also jede 
zu.):J prime Zahl in k einer der Zahlen (4) nach .):J kongruent. Die Zahlen (4) 
sind aber bez. die Relativnormen der Zahlen 

OCl> OC2" .. , OCf' OCl(OCß + "fP,), OC2(OCß + yp,), ... , OCf(OCß + "fP,), 
und es ist mithin jede zu .):J prime ganze Zahl in k der Relativnorm einer ganzen 
Zahl in K ((p,) kongruent. Hieraus schließt man weiter, wie im ersten Teil 
dieses Beweises, daß zu jeder nicht durch .):J teilbaren Zahl '/I des Körpers k 
auch für eine beliebig hohe Potenz .):Je des Primideals .):J stets eine ganze Zahl 
in K ((ji,) gefunden werden kann, deren Relativnorm der Zahl '/I nach .):Je kon
gruent ist. Damit ist Satz 10 in allen Fällen bewiesen. 

Satz 11. Wenn '/1,1-' zwei beliebige ganze Zahlen in k bedeuten und.):J ein 
Primideal des Körpers k ist, das zu 2 und zu I-' prim ausfällt, aber in '/I genau 
zur ersten Potenz aufgeht, so gilt stets die Gleichung 

(V;) = (~). 
Be weis. Ist (~) = + 1, so wird nach Satz 7 das Primideal .):J des Körpers k 

in zwei voneinander verschiedene Primideale ~ und S ~ des Körpers K ((ij,) 
weiter zerlegbar. Wir bestimmen eine ganze Zahl A in K((ij,), welche durch 
~,aber weder durch ~2 noch durch S~ teilbar ist; dann geht die Relativnorm 
oc = N (A) der Zahl A genau durch die erste Potenz von .):J auf. Es sei e eine 

a 
durch ~ teilbare, aber zu .):J prime ganze Zahl in k, dann ist ~ eine ganze zu .):J 

~ oc 
prime Zahl und daher zufolge des Satzes 10 Normenrest des Körpers K(Vp,) 
nach .):J . Bedeutet .):Je eine beliebige Potenz von .):J und setzen wir 

~ = N(P), (~B), 
oc 

wo P eine ganze Zahl in K ( (ij,) bedeutet, und bestimmen dann e* als ganze 
Zahl in k, so daß ee* = 1 nach .):Je ausfällt, so wird offenbar 

'/I = N(e* PA), (~e) 

d. h. es ist '/I Normenrest des Körpers K ((jj,) nach .):J . 
Umgekehrt, wenn '/I Normenrest des Körpers K ((jj,) ist und etwa '/I = N (D) 

nach.):J2 ausfällt, wo D eine ganze Zahl in K(fjj,) ist, so geht N(D) wegen der 
über '/I gemachten Annahme nur durch die erste Potenz von .):J auf; wir haben 
daher offenbar 

~ = (~, D) . (~ , S D) , 

d. h . .):J zerfällt in K ( (ij,) in ein Produkt von zwei Idealen und mithin ist nach 

Satz 7 (;) = + 1. Damit ist der Satz 11 vollständig bewiesen. 
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Sa tz 12. Es sei ,p ein zu 2 primes Primideal des Körpers k, ferner seien 

v, p, v*, p* vier ganze Zahlen in k von der Beschaffenheit, daß 1'* das Quadrat 
I' 

einer ganzen oder gebrochenen Zahl in kund -; die Relativnorm einer ganzen 
v 

oder gebrochenen Zahl des Körpers K ({ji,) wird: dann gilt stets die Gleichung 

(v:;) = (v* :;*) . 
Beweis. Zunächst bemerken wir, daß wegen der Definition 6 des Symbols 

(v:;) offenbar stets die Gleichung 

(5) 

gilt, da offenbar der durch y p* bestimmte relativquadratische Körper mit 
dem Körper K ((;;') übereinstimmt. 

Ferner wollen wir beweisen, daß, wenn y die Relativnorm N (r) einer 
ganzen Zahl r des Körpers K (Ytt) ist, stets 

(6) 

ausfällt. 
In der Tat, wenn v Normenrest des Körpers K (ytt) nach ,p ist, so wird 

offenbar auch yv Normenrest dieses Körpers nach ,p. Die umgekehrte An
nahme, daß yv Normenrest des Körpers K(YI-l) nach ,p ist, behandeln wir in 
folgender Weise: Es gehe v genau durch die b-te Potenz von,p und y genau durch 
die c-te Potenz von ,p auf; es sei ferner Q eine ganze Zahl in K (Ytt), so daß die 
Kongruenz 

vr=N(Q), (7) 

gilt, wobei e einen beliebigen Exponenten der größer als b ist, bedeutet. Wir 
unterscheiden nun drei Fälle, je nachdem .p im Körper K (Ytt) Primideal bleibt 
oder in zwei gleiche oder in zwei voneinander verschiedene Primideale des 
Körpers K (Ytt) weiter zerlegbar ist. 

Im ersten Falle muß wegen y = N (F) der Exponent c gerade sein und ,p in 

rgenau zur ; -ten Potenz aufgehen; ferner erkennen wir aus (7), daß Q genau 

durch die c 1!-te Potenz von ,p teilbar sein muß. Nun sei", eine durch ;, teil

bare, aber zu ,p prime ganze Zahl in k. Dann ist A = (1.;: gewiß eine ganze 

Zahl in K (Vtt) und wir erhalten ",2V = N (A) nach ,pe. Bestimmen wir noch 
eine ganze Zahl ",* in k, so daß ",,,,* = 1 nach ,pe ausfällt, so folgt v = N (",* A) 
nach ,pe, d. h. v ist Normenrest des Körpers K (Ytt) nach ,p. 

Im zweiten Falle setzen wir ,p = ~2, so daß ~ ein Primideal in K (Ytt) be
deutet. Wegen y = N (F) geht in r genau die c-te Potenz von ~ auf und wegen 
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der Kongruenz (7) geht in Q genau die (e + b)-te Potenz von ~ auf. Wir be
stimmen nun eine Zahl ot in k wie im ersten Falle, und gelangen dann durch die 
entsprechenden Schlüsse wiederum zu dem Resultat, daß v Normenrest des 
Körpers K(ß) nach ,p sein muß. 

Im dritten Falle endlich setzen wir ,p = ~. S ~, wo ~ ein Primideal des 
Körpers K (ifi) bedeutet, welches von seinem relativkonjugierten Primideale 
S~ verschieden ausfällt. Nun gehe in r das Primideal ~ genau zur O-ten und 
das Primideal S~ genau zur O'-ten Potenz auf; ferner gehe in Q das Prim
ideal ~ genau zur U-ten und S~ genau zur U'-ten Potenz auf; es ist dann 
c = ° + 0' und c + b = U + U', und folglich 

U+U''2.o+o'. (8) 

Wir bilden jetzt in K({p,) eine ganze Zahl A, die genau durch die O-te Potenz 
von ~ und durch die U-te Potenz von S~ teilbar ist, und endlich eine ganze 

Zahlotink, die durch $u.f'c·; ;0+0' teilbar ist, aber zu,p prim ausfällt. Wegen der 

Ungleichung (8) ist dann B = ; ~s ~ gewiß eine ganze Zahl in K (lp,) und wir 

erhalten ot2V = N(B) nach ,pe. Bestimmen wir also noch eine ganze Zahl ot* 
in k, so daß otot* = 1 nach .pe ausfällt, so folgt v = N (ot* B) nach ,pe, d. h. v ist 
Normenrest des Körpers K ({p,) nach ,p. Damit ist die Richtigkeit der in 
Formel (6) ausgesprochenen Behauptung in allen Fällen als richtig erkannt. 

* Wegen der über "* gemachten Voraussetzung dürfen wir "* = ~ oder 
" " y 

vy = v*y* setzen, wobei y, y* Relativnormen gewisser ganzer Zahlen m 
K (-V p,*) bedeuten. Mit Hilfe der eben bewiesenen Formel (6) erhalten wir 

("';*) = (y,,~p*) und (,,*;*) = (r*";,p*) ; 
mithin ist auch 

('" p*) = (,,*. P*', 
, P p J' 

Die letztere Formel und die Formel (5) zusammen zeigen die Richtigkeit des 
Satzes 12. 

§ 9. Die allgemeinen GrundformeIn für das Symbol (";). 

Aus den in § 8 entwickelten Eigenschaften des Symbols (";) können wir 

ein System von Grundformein für dieses Symbol herleiten unter der Voraus
setzung, daß dabei ,p ein in 2 nicht aufgehendes Primideal bedeutet. 

Satz 13. Es sei,p ein zu 2 primes Primideal des Körpers kund v,p, seien 
zwei beliebige ganze Zahlen in k; geht das Primideal ,p in diesen Zahlen v, p, 

genau zur b-ten, bez. a-ten Potenz auf, so bilde man die Zahl ": und bringe die
P 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 25 
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selbe in die Gestalt eines Bruches .!L, dessen Zähler (2 und dessen Nenner a nicht a 
durch .p teilbar sind: dann gilt stets die Gleichung 

(
l" /1\ _ (( ~ l)ab e a\ 
T)- . -1:' -j' 

Beweis. Die Sätze 9, 10, 11 zeigen unmittelbar, daß der Satz 13 für 
a = 1, b = 0, für a = 0, b = 0 und für a = 0, b = 1 gilt. Im Falle a = 1, 

b = 1 haben wir ~ = _e_ zu setzen; da nun 
f1 a 

JI f1 
- ea -;'2 

die Relativnorm der Zahl fp ist, so ergibt sich nach Satz 12 
a 

und da andererseits nach Satz 9 

(~e;'f1) = (~:a) 

ist, so folgt auch für diesen Fall die Richtigkeit des Satzes 13. 
Sind nun a, b beliebige ganze rationale nicht negative Exponenten, so 

möge a* den Wert 0 oder 1 bedeuten, je nachdem a gerade oder ungerade aus
fällt, und entsprechend möge b* den Wert 0 oder 1 bedeuten, je nachdem b 
gerade oder ungerade ausfällt. Wir bestimmen jetzt im Körper k eine ganze 
Zahl v*, in der genau die b*-te Potenz von .p aufgeht, und eine Zahl p,*, in der 

genau die a*-te Potenz von.p aufgeht von der Beschaffenheit, daß -;- und f1* 
v f1 

*a* * 
Quadrate von Zahlen in k sind; dann setzen wir v b* gleich einem Bruche !Li , 

f1* a 
dessen Zähler e* und dessen Nenner a* ganze zu .p prime Zahlen in k sind, und 
erkennen leicht, daß in der Zahlenreihe 

* * e* v*a* v*a v" e 
e a, a*' f1*b* , f1*b' !if' a ' e a 

jede Zahl durch die darauffolgende dividiert, gleich dem Quadrat einer Zahl 
des Körpers k wird; wir schließen hieraus, daß auch der Quotient der crsten 
Zahl e*a* und der letzten ea in jener Reihe gleich dem Quadrat einer gewissen 
Zahl u des Körpers k sein muß. Da andererseits diese Zahlen heide zu .p prim 

sind, so läßt sich notwendig auch u in die Gestalt eines Bruches 'P* setzen, 
'P 

dessen Zähler 'IjJ und dessen Nenner 'IjJ* ganze zu .p prime Zahlen in k sind. Wir 

erhalten mithin 'IjJ*2(2*a* = 'ljJ2(2a und folglich ist (g~a-.:) = (e1:'a); da ferner 

(- l)ab = (_ l)a*b* ausfällt, so ist auch 

((~ l)a*;* e*a*) = u=-!_tea). (1) 
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Weiter ist nach Satz 12 

(v:;) = (V*:;*) , (2) 

und da nach dem ersten Teil des gegenwärtigen Beweises der Satz 13 auf die 
Zahlen ,,*, p* angewandt werden darf, so gilt die Gleichung 

(v*:;*) = C~Jt·;~-~~*). (3) 

Aus den Formeln (1), (2), (3) folgt die Richtigkeit des Satzes 13 allgemein. 

Aus Satz 13 ergeben sich für das Symbol (v:;) eine Reihe von wichtigen 

Formeln, die wir in folgendem Satze zusammenstellen: 

Satz 14. Wenn"'''1> "2' p, P1> P2 beliebige ganze Zahlen des Körpers k sind, 
so gelten in bezug auf irgendein zu 2 primes Primideal ,p des Körpers k stets die 
Formeln: 

(v:;) = (P~V) , 

(VIV~. P) = (VI; P) (~~~), 

(v. ~IP2) = (V':l) (V':2). 
Beweis. Die erste Formel folgt unmittelbar aus Satz 13. 
Um die zweite Formel zu beweisen, nehmen wir an, es gehe das Primideal ,p 

in "1' "2' P bez. genau zur bI-ten, b2-ten, a-ten Potenz auf, und setzen dann 

so daß (21,0'1' (22' 0'2 ganze zu ,p prime Zahlen in k sind. Nach Satz 13 erhalten 
wir 

(VI; P) = ((_l)a:, 111 (11), 

(V2;P) = c~~t:2e2(12), 

und diese Gleichungen zeigen die Richtigkeit der zweiten Formel. 
Die dritte Formel ist eine unmittelbare Folge der ersten und zweiten. 
Im Lauf der gegenwärtigen Untersuchung werden wir erkennen, daß die 

Formeln des Satzes 14 auch für jedes in 2 aufgehende Primideal des Körpers k 
gültig sind. 

25* 
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§ 10. Die Anzahl der Normenreste nach einem nicht in 2 aufgehenden 
Primideal. 

Sa tz 15. Wenn ,).1 ein zu 2 primes Primi deal des Körpers k ist, das nicht 
in der Relativdiskriminante des relativquadratischen Körpers K ((il) aufgeht, 
so ist jede zu,).1 prime Zahl '/I Normenrest des Körpers K({jj,) nach .p. 

Wenn dagegen .p ein zu 2 primes Primi deal des Körpers k ist, das in der 
Rclativdiskriminante des Körpers K (Yf,l) aufgeht und wenn e ein beliebiger 
positiver Exponent bedeutet, so sind von allen vorhandenen zu ,).1 primen und 
nach .pe einander inkongruenten Zahlen in k genau die Hälfte Normenreste 
des Körpers K ( (il) . 

Beweis. Es gehe .p in fl genau zur a-ten Potenz auf. Soll zunächst ,).1 zur 
Relativdiskriminante des Körpers K ({il) prim ausfallen, so muß nach Satz 4 
a eine gerade Zahl sein; da ferner nach Voraussetzung '/I zu ,).1 prim ist, so kön-

nen wir b.eiAnwendung des Satzes 13 zur Bestimmung des Symbols (V ~ft) einfach 

e = '/Ia und (J = 1 setzen und erhalten dann 

womit der erste Teil des Satzes 15 bewiesen ist. 
Soll andererseits ,).1 in der Relativdiskriminante des Körpers K ({il) auf

gehen, so ist nach Satz 4 der Exponent a eine ungerade Zahl; mithin haben 
wir nach Satz 13 

woraus leicht mit Rücksicht auf Satz 2 der zweite Teil des Satzes 15 zu ent
nehmen ist. 

An späterer Stelle werden wir erkennen, daß dieser Satz 15 ebenso wie 
Satz 14 auch für jedes in 2 aufgehende Primideal gilt; doch bietet der Nach
weis hierfür erheblich größere Schwierigkeiten. Wir werden dann auf die Be
deutung hinweisen, die diesem Satz 15 und seiner Verallgemeinerung auf be
liebige Primideale für unsere Theorie zukommt. 

§ 11. Die Einheitenverbände des Körpers k. 

Definition 7. Wenn 8 eine Einheit des Körpers k ist, so heißt das System 
aller Einheiten von der Form 8~2 wo ~ alle Einheiten des Körpers k durch
läuft, ein Verband von Einheiten oder ein Einheitenverband des Körpers k. Der 
durch die Einheit 8 = 1 bestimmte Einheitenverband, d. h. derjenige Verband, 
welcher die Quadrate aller Einheiten des Körpers enthält, heiße der Haupt
verband und werde mit 1 bezeichnet. Wenn V, V' zwei beliebige Verbände von 
Einheiten in k sind und jede Einheit in V mit jeder Einheit in V' multipliziert 
wird, so bilden sämtliche solche Produkte wiederum einen Verband von Ein-
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heiten in k; dieser werde das Produkt der Verbände V und V' genannt und mit 
V V' bezeichnet. Wenn eine Anzahl von Verbänden in k vorgelegt ist, von 
denen keiner der Hauptverband ist und keiner durch Multiplikation aus den 
anderen erhalten werden kann, so heißen dieselben von einander -unabhängig. 

Es mögen die r Einheiten Cl' ... , Cr ein volles System von Grundeinheiten! 
des Körpers k bilden. Ferner sei' eine Einheitswurzel, welche in k vorkommt, 

während -ve nicht in k liegt; wir setzen cr +! =, und erkennen dann leicht, 
daß Cl' ••. , cr+! ein System von r + 1 Einheiten bilden derart, daß überhaupt 
jede Einheit C in k auf eine und nur auf eine Weise sich in der Gestalt 

C = c~' c~2 ... c~+Y ~2 

darstellen läßt, wo die Exponenten u1 , U 2 ' ••. , ur+ 1 nur die Werte 0 oder 1 
annehmen und ~ eine geeignete Einheit in k bedeutet. Es bestimmen also 
offenbar die Einheiten Cl' ••• , cr+! ein System von r + 1 unabhängigen Ver
bänden in k, durch deren Multiplikation überhaupt jeder in k vorhandene Ver
band erhalten werden kann. Der Körper k besitzt, wie wir hieraus schließen, 
im ganzen genau 2r+! verschiedene Einheitenverbände. 

§ 12. Die Komplexe des relativquadratischen Körpers K. 

Definition 8. Ist ~ ein Ideal aus einer Idealklasse 0 des in bezug auf k 
relativquadratischen Körpers K, so werde die durch das relativkonjugierte 
Ideal S~ bestimmte Idealklasse mit SO bezeichnet und die zu 0 relativkonju
gierte Klasse genannt. Eine Idealklasse A des Körpers K (VI1) heiße eine ambige 
Klasse, wenn sie ihrer relativkonjugierten Klasse SA gleich wird, wenn also 

A=SA 
ist. 

Insbesondere ist offenbar jede Klasse des Körpers K ambig, welche ein 
ambiges Ideal des Körpers K enthält; doch kann es, wie später gezeigt werden 
wird, sehr wohl ambige Klassen in K geben, welche kein ambiges Ideal ent
halten. 

Das Quadrat einer ambigen Klasse A ist stets eine solche Klasse in K, 
welche unter ihren Idealen sicher auch in k liegende Ideale enthält; dies folgt 
leicht aus der Gleichung A 2 = A . S A . 

Definition 9. Ist 0 eine beliebige Klasse in K, so nenne ich das System aller 
Klassen von der Form cO, wo c die Klassen des Körpers k durchläuft, einen 
Komplex des Körpers K. Der Komplex der aus den sämtlichen Klassen c in k 
besteht, heiße der Hauptkomplex des Körpers K und werde mit 1 bezeichnet. 

Wenn P und P' zwei beliebige Komplexe sind und jede Klasse in P mit 
jeder Klasse in P' multipliziert wird, so bilden sämtliche solche Produkte 

1 Vgl. "Algebraische Zahlkörper", dieser Band S. 102 und S. 108. 



390 Über die Theorie des relativquadratischen Zahlkörpers. § 13 

wiederum einen Komplex; dieser werde das Produkt der Komplexe P und P' 
genannt und mit P P' bezeichnet. 

Wenn C eine Klasse im Komplexe P ist, so werde derjenige Komplex, zu 
welchem die relativkonjugierte Klasse SC gehört, der zu P relativkonjugierte 
Komplex genannt und mit S P bezeichnet. 

Jeder Komplex, der mit dem ihm relativkonjugierten Komplexe über
einstimmt, heißt ein ambiger Komplex. Wenn P ein ambiger Komplex ist, so 
folgt aus P = S P die Gleichung 

p2= p.SP = 1, 

d. h. das Quadrat jedes ambigen Komplexes ist der Hauptkomplex. Um
gekehrt, wenn das Quadrat eines Komplexes P den Hauptkomplex 1 liefert, 
so ist P ein ambiger Komplex. In der Tat folgt, da P·SP stets gleich 1 aus
fällt, aus p2 = 1 die Gleichung P = S P. 

Jeder Komplex P, der eine ambige Klasse A enthält, ist ein ambiger Kom
plex; ein solcher Komplex werde ein aus der ambigen Klasse A entspringender 
Komplex genannt. Enthält insbesondere die ambige Klasse A ein ambiges 
Ideal m, so heißt P ein aus dem ambigen Id.eal m entspringender Komplex. 

Wenn eine Anzahl von Komplexen des Körpers K vorgelegt ist, unter denen 
keiner der Hauptkomplex 1 ist und keiner durch Multiplikation aus den übrigen 
hergeleitet werden kann, so heißen diese Komplexe voneinander unabhängig. 

§ 13. Primideale des Körpers k mit vorgeschriebenen quadratischen 
Charakteren. 

Ein sehr wichtiges Hilfsmittel für die weitere Entwicklung der Theorie 
der relativquadratischen Körper gewinnen wir durch die Erörterung der Frage, 
ob es stets im Körper k Primideale gibt, nach denen irgendwelche gegebene 
Zahlen vorgeschriebene quadratische Oharaktere besitzen. Wir führen die 
Untersuchung dieser Frage in folgender Weise: 

Satz 16. (Hilfssatz). Es bedeute rt. irgendeine ganze Zahl in k, welche 
nicht das Quadrat einer Zahl in k ist, und man setze 

/(s) = .E (-i h-t\J)s' (s > 1) , 
(~) 

wo die Summe rechter Hand über sämtliche Primideale .\J des Körpers k zu er
strecken ist: dann nähert sich die Funktion /(s) der reellen Verände:-lichen s, 
wenn s nach 1 abnimmt, einer endlichen Grenze. 

Beweis. Wir fassen den Körper k vom Grade m und ferner den durch ya: 
bestimmten relativquadratischen Körper K (lCi) vom Grade 2 m ins Auge 
und bilden bez. die Funktionen 
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wobei das erste Produkt über alle Primideale lJ in k und das zweite Produkt 
über alle Primideale ~ in K (V~) zu erstrecken ist, und wo ferner n (lJ) die 
Norm von lJ in kund N (~) die Norm von ~ in K (V~) bedeutet. Es ist bekannt, 
daß diese unendlichen Produkte für s > 1 konvergieren und daß die Grenz
ausdrücke 

L {(s - 1) Ck(s)} , L {(s - 1) CK(s)} 
8=1 8=1 

endliche und von 0 verschiedene Werte darstellen1 ; hieraus folgt, daß auch der 
Ausdruck 

(1) 

einen endlichen von 0 verschiedenen Wert besitzt. Ordnen wir nun das Produkt 

CK(S) = II 1 - ~(\ß)-S 
(\l3) 

(2) 

nach den Primidealen .lJ des Körpers k, aus welchen die Primideale ~ her
stammen, so gehört, wenn wir Definition 4 berücksichtigen, zu einem beliebi
gen Primideale lJ in dem Produkt (2) das Glied 

oder 
1 

--~--~-

1 - n(p)-S 
oder 

1 
1- rdP)-2s' (3) 

je nachdem 

( ; ) = + 1 oder = 0 oder = - 1 

ausfällt. Wir können daher die drei Ausdrücke (3) in der gemeinschaftlichen 
Form 

1 1 

I-n(pY:s' (rt.) 
1 - lJ n(p)-S 

schreiben und erhalten so 

CK(S) = IIc~~II- ~ rt.
1 = Ck(s) II rt.

1 
(11) - (P) (11) 1-- (~) n(p)-S (11) 1 - (lJ) n(p)-' 

und da der Grenzwert (1) endlich und von 0 verschieden ausfällt, so folgt das 
gleiche für den Grenzwert 

L II 1 ~-~-~-
s=1(11) 1-(;)n(p)-.' 

und hieraus schließen wir, indem wir in bekannter Weise zum Logarithmus 
übergehen, daß der Ausdruck 

s~1l! (~ ) n(~)S 
einen endlichen Wert besitzt, wie es Satz 16 behauptet. 

1 V gl. "Algebraische Zahlkörper" § 26, dieser Band S. 116. 
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Satz 17. (Hilfssatz). Es seien 0Ct, ••• , IXz irgend z ganze Zahlen in k, welche 
die Bedingung erfüllen, daß kein aus denselben zu bildendes Produkt gleich 
dem Quadrat einer Zahl in k wird; es seien ferner Cl' ... , Cz nach Belieben vor
geschriebene Einheiten ± 1: dann gilt eine Gleichung von der Gestalt 

,,1 1 1 
..;;.; n(~)' = 2' log 8 _ 1 + 1(8), (8) 1); 
(j) 

hierbei ist die Summe linker Hand über alle diejenigen Primideale V des Kör
pers k zu erstrecken, die den Bedingungen 

( ~ ) = Cl' (;2) = C2 , ••• , (~) = Cz 

genügen und rechter Hand bedeutet 1(8) eine Funktion der reellen Veränder
lichen 8, welche sich für 8 = 1 einem endlichen Grenzwert nähert. 

Beweis. Wir haben 

logCk(8) = };log--}--
(~) 1 - n(~)-' 

= 2) n(~). + 9'(8) , 
(~) 

(8) 1), 

wobei die Summen über alle Primideale V in k zu erstrecken sind und 9'(8) eine 
für 8 = 1 endlich bleibende Funktion der reellen Veränderlichen 8 bedeutet. 
Da andererseits der Ausdruck (8 - 1) Ck(8) für 8 = 1 endlich und von 0 ver
schieden bleibt, so folgt, daß in der Gleichung 

" 1 1 ..;;.; n(W = log 8 _ 1 + 1p(8), 
(tl) 

(8)1), (4) 

1p(8) wiederum eine für 8 = 1 endlich bleibende Funktion von 8 bedeutet. 
Wir setzen nun in der über alle Primideale .1J zu erstreckenden Summe 

1) (i-) n(~)" (8) 1) (5) 
(tl) 

den Wert IX = IX~' IX~' ••• IX~' ein und multiplizieren die so entstehende Glei
chung mit dem Faktor C~' c~' ... c~·. Wir erteilen dann jedem der z Exponenten 
Ul'~' ••• , U z nacheinander die Werte 0,1, jedoch so, daß das eine Wert
system Ul = 0, u2 = 0, ... , Uz = 0 ausgeschlossen wird. Nach Satz 16 blei
ben die sämtlichen 2z - 1 aus (5) in dieser Weise entstehenden Ausdrücke für 
s = 1 endlich. Werden dieselben zu (4) addiert, so erhalten wir daher eine 
Gleichung von der Form 

}) {I + Cl (;1 )}{1 + C2 (;2)} ... {I + Cz (~z )}n(~). 
(j) 

1 
= log 8 _ 1 + X(8) , (6) 

wo X(8) wiederum eine für 8 = 1 endlich bleibende Funktion bedeutet. 
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Die Richtigkeit des Satzes 17 folgt unmittelbar aus dieser Beziehung (6), 
wenn wir bedenken, daß der Ausdruck 

für alle diejenigen Primideale V, die den Bedingungen des Satzes 17 genügen, 
den Wert 2Z besitzt und daß dieser Ausdruck für alle anderen Primideale V des 
Körpers k verschwindet, abgesehen von den endlich vielen Primidealen, die 
in 1X1 1X2 ••• IXz aufgehen. 

Aus der soeben bewiesenen Gleichung des Satzes 17 folgt, indem wir be-

denken, daß log 8 ~ 1 für s = 1 über alle Grenzen wächst, sofort die folgende 

Tatsache: 
Satz 18. Es seien IXl , 1X2 , ••• , IXz irgend z ganze Zahlen in k, welche die Be

dingung erfüllen, daß kein aus denselben zu bildendes Produkt gleich dem Quadrat 
einer Zahl in k wird: es seien ferner Cl' C2 ' ••• , Cz nach Belieben vorgeschriebene 
Einheiten ± 1: dann gibt es im Körper k stets unendlich viele Primideale V, die 
den Bedingungen 

genügen. 

11. Die Theorie der relativquadratischen Körper für einen 
Grundkörper mit lauter imaginären Konjugierten und von 

ungerader Klassenanzahl. 
Um die weiteren Sätze der Theorie der relativquadratischen Zahlkörper 

in möglichst leicht faßlicher Weise auszudrücken und ihre Beweise in natur
gemäßer Stufenfolge entwickeln zu können, beschränke ich mich fortan in der 
gegenwärtigen Arbeit auf die Untersuchung eines besonderen Falles, indem 
ich durchweg folgende zwei Annahmen über den zugrunde gelegten Körper k 
mache: 

1. Der Körper k vom m-ten Grade sei nebst allen konjugierten Körpern 
k', ... , k(m-l) imaginär. 

2. Die Anzahl h der Idealklassen im Körper k sei ungerade. 

§ 14. Die relativen Grundeinheiten des Körpers K. 

Infolge der ersteren der beiden soeben gemachten Annahmen ist die An
zahl der Einheiten, welche ein volles System von Grundeinheiten in k bilden, 

gleich i- - 1; es sei BI' ... , B'if -1 ein volles System von Grundeinheiten in k. 

Wir beweisen zunächst folgende Tatsache: 
Satz 19. (Hilfssatz.) Im relativquadratischen Körper K(ffl,) lassen sich 

stets -i- Einheiten Hl , ... , H", finden, so daß für irgendeine Einheit E in 
2 



394 Über die Theorie des relativquadratischen Zahlkörpers. § 14 

K (1!,U) jedes Mal eine Gleichung von der Gestalt 

Um 

Eu = H~I ... H~ 2[;] 
2 

besteht, wo der Exponent u eine ungerade Zahl und die Exponenten U1 , ••. , u~ 
2 

irgendwelche ganze rationale Werte oder den Wert 0 haben können; endlich 
bedeutet m eine Einheit des Körpers k oder eine solche Einheit in K ({ji) , 
deren Quadrat eine Einheit in k wird, so daß m im allgemeinen eine Einheit 
in k sein muß und nur dann die Wurzel aus einer Einheit in k darstellen kann, 
wenn fl eine Einheit in k oder das Produkt einer solchen in das Quadrat einer 
Zahl des Körpers k ist. 

Die Einheiten H1 , .•• , H~ sind in dem Sinne voneinander unabhängig, 
2 

daß zwischen ihnen keine Relation von der Gestalt 

mit ganzen rationalen Exponenten U1 , ..• , U",,_ besteht, es sei denn, daß diese 
2 

Exponeaten sämtlich verschwinden und m = 1 ist. 
Beweis. Im Körper K({ji) gibt es ein volles System von m - 1 Grund-

einheiten H1 , ... , Hm - l . Wir betrachten die Gesamtheit der 32
m - 2 Ein

heiten 

Sobald ; - 1 > 0 ist, besteht zwischen diesen Einheiten jedenfalls eine Re

lation von der Gestalt 
am 

HA, ..• HAm-, ea, .•. e 2- 1 = 1 (1) 
1 'ffl-l 1 7- 1 ' 

wo Al"'" Am_I' a1, ... , a!t~_l ganze rationale Exponenten und 
2 

Al' ... , Am- l nicht sämtlich Null sind. Wir setzen 

Al = 2eAi, ... , Am- 1 = 2eA~_1; 

dabei bedeute 2e die höchste in den sämtlichen Zahlen Al" .. , A m- 1 auf
gehende Potenz von 2 und es sei etwa A~'_l eine ungerade Zahl. Setzen wir 
ferner zur Abkürzung 

so erhalten wir aus der Relation (1) die folgende Gleichung 

, ,2'/-
HA! ... HAm-l = 1· e. 

1 'Ift-l 
(2) 

Da hier die rechte Seite eine gewisse 2e-te Wurzel aus einer Einheit e in k be-
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deutet und wegen dieser Relation (2) zugleich eine Einheit in K sein soll, so 
steht rechter Hand entweder eine Einheit in k oder die Quadratwurzel aus 
einer Einheit in k; wir schreiben demgemäß die Relation (2) in der Gestalt 

H.A~ ... H.A;"-l = [1:] 
1 7It-l I!; , 

und hieraus folgt 

(3) 

wo m die im Satze 19 erklärte Bedeutung hat. 
Nunmehr schalten wir die Einheit Hm- 1 aus dem ursprünglichen System 

von Grundeinheiten aus und betrachten nur die Gesamtheit der 3;: - 3 Ein

heiten 
Hl , ..• , Hm- 2 , 131' .•• ' e!!'!._l· 

2 

Falls noch ; - 2 > 0 ausfällt, besteht zwischen diesen Einheiten eine Rela

tion von der Gestalt 
Um 
--1 HB1 ••• HBm-2 ~l ••• 13 2 = 1 

1 m-2 1 ~-1 ' (4) 

wo BI, ... , Bm- 2 , bl , .•. , b!!'!._l ganze rationale Exponenten und BI' ... , Bm- 2 
. 2 

nicht sämtlich Null sind. Wir setzen 

BI = 2' BI, ... , Bm- 2 = 2' B~-2; 

dabei bedeute 2' die höchste in den sämtlichen Zahlen BI, ... , Bm- 2 auf
gehende Potenz von 2 und es sei etwa B~_2 ein~ ungerade Zahl. Setzen wir 
ferner zur Abkürzung 

-b711 
--1 e = e-b1 ••• 13 2 

1 r~_l 

so erhalten wir aus der Relation (4) die folgende Gleichung 

, '~/-Hfl ... H~~'22 = ve 
und hieraus schließen wir, wie vorhin, die Gleichung 

HB~'-2 = H-B~ ... H-B;"-3[1:] 
'Tn-2 1 7Yt-3 ~, (5) 

wo [;]wiederum die im Satze 19 erklärte Bedeutung hat. Wir betrachten nun das 
Einheitensystem H1 , ... , Hm- s, Cl'···' ~-l. Es läßt sich dann das beschriebene 

2 

Verfahren offenbar so lange fortsetzen, bis von den ursprünglichen Grund-

einheiten H1 , .•• , Hm- I nur ~~ Einheiten, etwa die Einheiten H1 , •.. , H'f' 

übrig bleiben; wir erkennen leicht, daß diese Einheiten dann die im Satze 19 
verlangte Eigenschaft besitzen. Denn da H1 , ... , Hm- 1 ein System von Grund
einheiten des Körpers K darstellen, so ist überhaupt jede Einheit E in K in der 
Gestalt 

(6) 
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darstellbar, wo U1 , ••• , Um- 1 ganze rationale Exponenten und Zeine Ein
heitswurzel bezeichnet. Nun ist Z offenbar entweder eine in k liegende Ein
heitswurzel oder die Quadratwurzel aus einer in k liegenden Einheitswurzel, 
multipliziert in eine Einheitswurzel Z* mit ungeradem Wurzelexponenten u*; 
wir dürfen daher Z = m Z* setzen, wo [;] die im Satze 19 erklärte Bedeutung 
hat. Wenn wir dann die Gleichung (6) in die u = u* A~_1 B~_2 ... -te Potenz 
erheben, so folgt, bei Benutzung der Gleichungen (3), (5) und der späteren 
analogen, eine Relation, welche, da u ungerade ausfällt, die Richtigkeit des 
Satzes 19 erkennen läßt. 

Definition 10. Die Einheiten H1, ... , H!,!, welche die Eigenschaft des 
2 

Satzes 19 besitzen, nenne ich ein System von relativen Grundeinheiten des 
Körpers K("(ji,) in bezug auf k. 

Satz 20. (Hilfssatz.) Wenn H1 , ... , H~ ein System von relativen Grund-
2 

einheiten des Körpers K bilden und deren Relativnormen bez. mit 

171 = N(H1), .•• , 17!,! = N(H~) 
2 2 

bezeichnet werden, so läßt sich jede Einheit e in k, welche die Relativnorm 
irgendeiner Einheit E des Körpers K ist, in der Gestalt 

U"" 

e = 17~' ••. 1771~ N([;]) 
2 

darstellen, wo die Exponen~en U 1 ' •.• , u!'! gewisse Werte 0, 1 haben und [;] 
2 

eine Einheit in k oder eine in K liegende Quadratwurzel aus einer Einheit 
in k bezeichnet. 

Beweis. Nach dem Satze 19 gilt für die Einheit E eine Gleichung 
Um 

EU= H~'· •• H!'!2m, 
2 

wo die Bezeichnungen wie im Satz 19 zu verstehen sind. Indem wir von beiden 
Seiten dieser Gleichung die Relativnorm bilden, ergibt sich 

Um 
eU = 17~' •.• 17!,!2 N([;J) 

2 

und hieraus folgt 
Um 

e = 17'~' .•. 1711~ N([;*]) , 
2 

wenn allgemein Ui = 0 oder = 1 genommen wird, je nachdem Ui gerade oder 
ungerade ausfällt und wo ferner 

Um-Um 
U,-U1 "2 2 l-u 

[;*] = 171 2 ••• 17", 2 e 2 m 
2 

gesetzt ist; damit ist Satz 20 bewiesen. 
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§ 15. Die Anzahl der aus ambigen Idealen entspringenden ambigen 
Komplexe in K. 

Sa tz 21. Ein ambiger Komplex P des relativquadratischen Körpers K 
enthält lauter ambige Klassen. Die Anzahl der ambigen Klassen in K ist genau 
gleich der h-fachen Anzahl der ambigen Komplexe. 

Beweis. Wenn 0 irgendeine Klasse des ambigen Komplexes P ist, so folgt 
aus P = 8 P offenbar 0 = c· 80, wo c eine der h Klassen des Körpers k be
deutet. Bilden wir auf beiden Seiten der letzten Gleichung die Relativnorm, 
so erhalten wir leicht 1 = c2 und da andererseits auch eh = 1 ist, wobei die 
Klassenanzahl h eine ungerade Zahl sein soll, so folgt c = 1, d. h. es wird 
0= 80; mithin ist 0 eine ambige Klasse. Soll andererseits 0 = cO sein, wo 
c eine Klasse in k ist, so folgt ebenso c = 1 und damit ergibt sich die zweite 
Aussage des Satzes 21. 

Sa tz 22. Wenn die Anzahl aller ambigen Ideale des Körpers K (-y-p,) gleich 
2t ist und wenn diejenigen Einheiten in k, welche Relativnormen von Ein
heiten in K «(ji,) sind, zusammengenommen 21}· Einheitenverbände in k aus
machen: dann ist die Anzahl derjenigen ambigen Komplexe des Körpers K (yli), 
welche aus ambigen Idealen entspringen, genau gleich 2a*, wo a* den Wert 

hat .. 

-m a* = t + v* - - - 1 2 

Beweis. Wir nehmen im folgenden zunächst an, daß die Zahl ft nicht das 
Produkt einer Einheit in das Quadrat einer Zahl des Körpers k sei; es ist dann 
jeder Ausdruck m notwendig eine in k gelegene Einheit ~. 

Nunmehr mögen, wie in Satz 20, H1 , •.. , H!?!. ein System von relativen 
9 

Grundeinheiten des Körpers K «(jj,) und 

1}1 = N(H1), ••• , 1}'!'.. = N(H!!!.) 
2 2 

deren Relativnormen bedeuten. Nach Satz 20 läßt sich bei unserer Annahme 
jede Einheit e in k, welche die Relativnorm einer Einheit in K «(jj,) ist, in der 
Gestalt 

darstellen, wo die Exponenten U1 , ••. , u!?!. gewisse Werte 0, 1 haben und ~ 
2 

eine Einheit in k bedeutet. Da nun die Anzahl der Verbände von Einheiten 
in k, die Relativnormen von Einheiten in K ({ji,) sind, nach Voraussetzung 21}· 

betragen soll, so muß es möglich sein, unter den ; Einheiten 'YJl' ••• , 'f}!?!. ge-
2 

wisse v* auszuwählen - es seien hierfür die Einheiten 1}1' ••• , 1}v* geeignet-
derart, daß jede Einheit e in k, welche die Relativnorm einer Einheit inK (Vfi) 
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ist, sich auf eine und nur auf eine Weise in der Gestalt 

darstellen läßt, wo die Exponenten tt1 , ... , Uv* wiederum gewisse Werte 0, 1 
haben und ~ eine Einheit in k bedeutet. 

Wir stellen insbesondere die Einheiten 17v*+1' ... , 17"" auf diese Weise dar 
2 

und setzen demgemäß 

(. - * 1 * 2 In) \ ~ -, v + ,v + , ... , -;r , 

wo uii ) , ... , u~iJ gewisse Werte 0, 1 haben und ~(i) Einheiten in k sind. Die 

'n,. - v* Ausdrücke 
2 

H~=H.Wu~)"'WU~iJ(I:(i»)-l ('- *+1 *+2 In) • • 1 v' c,; , ~ - v , v , ... , '2 

sind dann offenbar Einheiten in K (yli), deren Relativnormen gleich 1 

fallen, und folglich erfüllen die ~ - v* ganzen Zahlen 

MI = 1 + H~'+1' ... , M~_v' = 1 + Hh 
2 2 

bez. die Gleichungen 

MI = H~'+1' SM I , ... , M~_v' = Hh . SM",,_vo' 
, 2 2 2 

Wir setzen noch M = y:u und betrachten dann die durch 

M, MI"'" M",,_v. 
2 

bestimmten Hauptideale 

(M) = im, (MI) = im!> ... , (M7I'._v') = im7l'._v.· 
2 2 

(1) 

aus-

(2) 

Da wegen (2) diese Hauptideale je ihren relativkonjugierten Idealen gleich aus
fallen und mithin Produkte ambiger Ideale mit Idealen in k sein müssen, so 
können wir wegen Definition 3 setzen: 

im = '1!~1 . '1!r' j, 

iml 
'1!a(1) 

= 1 1 
'1!a(l) 

t t j(l) , 

(3) 
("') (nt) 

;rn cr\a 2-vo cr\a 2- V* ,(~-v*) 
~J~~_vo =-= ~11 •.• ,vt t J 2 , 

2 

wo '1!1"'" '1!t die t ambigen Primideale des Körpers K (yli), ferner 
('" *) (rrt *) j, j(I), ... , j 2- -v Ideale in kund a1 , a2 , ••• , at 2 -v gewisse Exponenten 0, 1 

bedeuten. 
Wir wollen nun beweisen, daß zwischen den Idealen 

im, ill(l' ... , WC!!: -1)* 
2 
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keine Relation von der Gestalt 
e'!!! -v. 

SlJCe 1me, ••• 1m 2 = j* 
1 W--v* 

(4) 

stattfinden kann, ~o die Exponenten e, e1 , ••• , em irgendwelche Werte 0, 1 
"i-v· 

haben und j* ein Ideal in k bedeutet, es sei denn, daß diese Exponenten 
sämtlich gleich 0 sind und j* = 1 wird. 

Zu dem Zwecke erheben wir die Relation (4) in die h-te Potenz und setzen 
jh = (I), wo t eine ganze Zahl in k bedeutet; wir erhalten dann eine Relation 
von der Gestalt 

wo E eine Einheit des Körpers K (yli) ist. Wenden wir auf diese Relation die 
Substitution S an und dividieren sie dann durch die so entstehende neue Re-
lation, so folgt e h 

(J!.)eh (~)e'h . .. ( M~~) ~-tJ· 
SM SM1 SM", 

2"-v* 

oder vermöge (2) 
em h E 

(_l)ehH'e,h ... H'2-V• =-
v*+1 !!!. SE· 

2 

Wir schreiben diese Relation in der Gestalt 

2 

wo ~ = ~.;(~;h eine Einheit in k bezeichnet. 

E 
SE 

(5) 

Nach Satz 19 gibt es für jede Einheit E einen ungeraden Exponenten u, 
so daß 

(6) 

wird, wo die Exponenten U1 , • •• , U~ gewisse ganze rationale Werte haben 
2 

und ~' eine Einheit in k ist; aus (5) und (6) folgt mit Rücksicht auf (1) eine 
Glei.chung von der Gestalt 

em hu-2Urn 
HE, ... HEv* He,hu-2Uv*+1 ••• H 2-V* 2 ~" = 1 (7) 

1 v. v*+l ~ , 
2 

wo EI' ... , Ev• gewisse ganze rationale Exponenten sind und t' wiederum 
eine Einheit in k bedeutet. Da h und u ungerade Zahlen sind, so würde, wenn 
unter den Zahlen e1 , ••• , em auch nur eine gleich 1 ausfiele, notwendig 

2-v• 
der betreffende Exponent in der Reihe 

e1hu - 2 Uv.+1 , • •• , em hu - 2 Um 
"2-v* 9 
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ungerade und daher gewiß von 0 verschieden sein; dann aber widerspräche die 
Relation (7) der zweiten Aussage des Satzes 19. Hiermit ist gezeigt, daß in 
der Relation (4) die Exponenten el , ... , em notwendig sämtlich gleich 0 

2-V* 
sind. 

Nunmehr erkennen wir leicht, daß in (4) auch der Exponent e verschwinden 
muß. Würde e nämlich den Wert 1 haben können, so wäre im = -rfJ, ein Ideal j 
in k und folglich ß = j2; das Erheben zur h-ten Potenz würde ßh = j2h liefern 
und, wenn ih = (I) gesetzt wird, wo I eine ganze Zahl in k bedeutet, so würde 

/i = e 12 oder ß = ea2 folgen, wo e eine Einheit in kund a = ~-1 eine ge-
p.2 

wisse Zahl in k bedeutet. Diese Annahme ist jedoch zu Anfang unseres Be
weis~s vorläufig ausgeschlossen. Hiermit ist in der Tat bewiesen, daß eine 
Relation von der Gestalt (4) nicht stattfinden kann; es sei denn, daß die Ex-
ponenten e, el , ... , ell/ sämtlich gleich 0 sind. 

2- V* 
Nunmehr kehren wir zu den Gleichungen (3) zurück und wählen unter den 

t ambigen Primidealen :!ll' ... , :!lt solche ;' - v* -+ 1 aus - es seien dazu 

etwa ~l' ••. , ~rn geeignet -, welche sich vermöge dieser Gleichungen (3) 
"2-v*+l 

durch die Ideale im, im l , ... , im!'!'._v*' durch die übrigen ambigen Primideale 
2 

~1It , ••• , ~t und gewisse Ideale m(i) des Körpers k, wie folgt, ausdrücken 
"2-V*+2 

lassen: b(i) d(i) 
r"t'\ anbWanb(i) an "'--V*r"t'\ "'--v*+2 r"t'\d(i) (') (8) 
.'V ' = ;;IJ~ ~IJ~ 1 • • • ;;IJ~ 2 .'V 2 • • • .'V t m t 

j ... 1 !ff-t,. ~-V.+2 t ' 

(i = 1, 2, ... , -~ - v* + 1) , 

d· E t b(i) b(i) b(i) d(i) d(i)' W t 0 1 wo 18 xponen en '1' ••• , 1ft ,m , ... , t geWIsse er e , 
2-V• "2-v*+2 

haben. Daß dies möglich sein muß, erkennen wir, wenn wir die vorhin bewiesene 
Tatsache benutzen, derzufolge eine Relation von der Gestalt (4) nicht statt
finden kann, es sei denn, daß sämtliche Exponenten e, el , ... , em ver-

2"-v* 

schwinden. Überdies haben wir dabei den Umstand zu berücksichtigen, daß 
die Quadrate der ambigen Primideale ~l' ••• , ~t und ebenso die Quadrate 
der Ideale 

Ideale in k werden. 
Da die Ideale im, im l , ... , imm Hauptideale sind, so zeigen die Glei-

"2- v* 
chungen (8) unmittelbar, daß die durch ~l' ••• , ~rn bestimmten ambigen 

"2-v*+1 

Komplexe gewisse Produkte derjenigen Komplexe sind, die durch die Ideale 
::Dm , ••• , ~t bestimmt sind. Die Anzahl der voneinander unabhängigen, 

"2-v*+2 
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aus ambigen Idealen entspringenden Komplexe ist also sicher nicht größer als 

a* = t + v* - ; - 1 und die Anzahl aller überhaupt aus ambigen Idealen 

entspringenden Komplexe ist demnach nicht größer als 2a•• 

Wir beweisen jetzt, daß die aus den a* ambigen Primidealen '1)m , ••• , ~t 
9-1)·+2 

entspringenden a* Komplexe wirklich voneinander unabhängig sind. In der 
Tat, würde einer dieser Komplexe, etwa der aus '1)", entspringende 

2-1)*+2 •• 
Komplex, sich durch die übrigen ausdrücken lassen, so müßte eine Aquivalenz 
von der Gestalt 

statthaben, worin e", 3 ' ••• , et gewisse Exponenten 0, 1 bedeuten und i 
2-1)·+ 

ein Ideal in k ist. Verstehen wir unter j' ein Ideal in k, für welches in k die 
Äquivalenz j' '1)~. ,...., j gilt, so folgt die weitere Äquivalenz 

2-1)*+2 
e", 

~ ~ "2 -v*+3 .•• ~e, ., ,...., 1 . 
!!!.-v.+ 2 !!!.-v*+3 t 1 , 
2 2 

wir können demnach 
8", 

1T\ 1T\ - - v·+3 1T\' 
.lUm .IU~ ••• .IU:' i = (A) (9) 

9-v*+2 2"-1)·+3 

setzen, wobei A eine ganze Zahl des Körpers K bedeuten soll. 
Da der Gleichung (9) zufolge das Hauptideal (A) seinem relativ konjugier

ten Ideale gleich sein muß, so findet eine Gleichung von der Gestalt 

A = E·S A (10) 

statt, wo E eine Einheit in K bedeutet. Nun wenden wir den Satz 19 auf die 
Einheit E an; es sei demgemäß u ein ungerader Exponent, so daß 

wird, wo die Exponenten U1 , ••• , Um gewisse ganze rationale Werte haben 
il 

und g eine Einheit in k ist. Wegen (1) können wir auch setzen 

U' U Um 
EU Ui H 1)* H' v*+1 ••• H' 2 T::I = H1 ••• v* v·+1 !'!!. ,;, (11) 

2 

wo H~.+1' ... , H~ die in (1) bestimmten Einheiten, U~, ... , U~* gewisse ganze 
2 

rationale Exponenten sind und g' wiederum eine Einheit in k bedeutet. Wenn 
wir hierin auf beiden Seiten die Relativnorm bilden und berücksichtigen, daß 
wegen (10) N( E) = 1 wird und daß auch die Relativnormen der Einheiten (1) 
den Wert 1 haben, so ergibt sich leicht 

1 - -n ui -nu~. t'2. - ·'1 ••.. 'Jt!* ~ , 

Hllbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 26 
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da die durch 'fJl' •.. , 'fJ1I* bestimmten Einheitenverbände in k voneinander 
unabhängig sein sollen, so folgt hieraus, daß die Exponenten U~, ... , U~* 
sämtlich gerade sind. Wir setzen nun in Formel (11) die Werte 

A 
E= SA' 

u~ _ (H1 )!Ui u~* _ ( H.. )!U". 
H1 - SH;'fJl , ... , Hv* - SH •• 'fJv* , 

M!!!._v* 
H' MI H' 2 v*+1 = S MI ' ... , !!!. = ~S=M-=---

2 ~-v. 

ein und erhalten dann, wenn zur Abkürzung 

lUi !U~. UV*+1 U!!!. B = A -u H1 '" Hv* • MI ... M 2 

gesetzt wird, aus (11) die Gleichung 

~_ t:." 
SB - s- , 

~-v· 
(12) 

(13) 

wo ~" wiederum eine Einheit in k bezeichnet. Wir bilden die Relativnorm 
von (13) und erhalten so ~"2 = 1; wir setzen ~" = (- l)a, wo a einen der 
Werte 0,1 bedeute. Demgemäß können wir (13) in die Gestalt 

bringen, d. h. B(-Vfl)a ist eine Zahl in k. Indem wir die Werte (9) und (12) für 
die Zahlen A und B benutzen und bedenken, daß u eine ungerade Zahl ist, 
leiten wir aus der zuletzt gefundenen Tatsache leicht eine Relation von der 
Gestalt 

b!!!._v* d!!!_v*+'3 
~m = ffilb ffil~l ••• ffilm2 CJ)m2 ••• CJ)~' m 

2 -v*+2 2-11* 2 -v*+3 
(14) 

ab, worin b, b1 , ••• , bm , dTft , .•. , dt gewisse Werte 0, 1 bedeuten und 
2-v* 2-v*+3 

meinIdeal in k ist. Setzen wir diesen Wert für~m in die rechten Seiten der 
2-v*+2 

Formeln (8) ein und fügen wir den so entstehenden ; - v* + 1 Gleichungen 

noch die Gleichung (14) hinzu, so erhalten wir ein System von ; - v* + 2 Glei

chungen von der Gestalt 

(15) 

(i = 1, 2, ... , ; - v* + 2), 

worin 
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gewisse Exponenten 0, 1 und n(i) wiederum gewisse Ideale in k sind. Das Be
stehen dieser Gleichungen (15) ist aber unmöglich. In der That, bestimmen 

wir ~! - v* + 2 ganze rationale Zahlen 

(!!!..-v*+2) 
a(l), .•. , a 2 , 

die nicht sämtlich gerade sind, derart daß nach dem Modul 2 die !f - v* + 1 

Kongruenzen 

2)a(i) B(i) == 0, 2)a(i) B~i) == 0, ... , 2)a(i) B~) == 0, (2), 
(i) (i) (i) 2"-v* 

(i = 1, 2, ... , ; - v* + 2) 

gelten, so ergibt sich, indem wir (15) in die a(i)-te Potenz erheben und die so 

für i = 1, 2, ... , ; - v* + 2 entstehenden Gleichungen miteinander multi

plizieren, eine Gleichung von der Gestalt: 
(~-v*+2) (~-v·+3) 

all) a 2 E 2 E{tl 

'1)1 ••• '1)~-V*+2 = '1)!!!.._V*+3 ••• '1)t n, 
2 2 

(16) 

(!!'.-V*+3) wo die Exponenten E 2 , ••• , E(t) gewisse Werte 0, 1 bedeuten und n 
ein Ideal in k ist. Diese Gleichung (16) ist unmöglich, weil ihre linke Seite 
wenigstens einen der Primfaktoren '1)1' . . ., '1)", zu einer ungeraden 

-ii--- v*+2 

Potenz erhoben enthält, rechts dagegen diese Primfaktoren nur in n und also 
sämtlich zu einer geraden Potenz vorkommen. Wir müssen daher unsere ur
sprüngliche Annahme verwerfen, wonach der aus '1)111 entspringende 

2"-v*+2 

Komplex sich durch die aus '1)", , ... , '1)t entspringenden Komplexe sollte 
-Z--v*+3 

ausdrücken lassen; mithin haben wir gezeigt, daß es in K ((j1,) genau 2a* Kom
plexe von der Art gibt, wie es Satz 22 behauptet. 

In dem soeben geführten Beweise für Satz 22 wurde zu Anfang der Fall aus
geschlossen, daß fl gleich dem Produkt einer Einheit in das Quadrat einer Zahl 
des Körpers kausfällt; es lassen sich jedoch ohne Schwierigkeit die Abände
rungen auffinden, welche in diesem speziellen Falle an dem eben mitgeteilten 
Beweise anzubringen sind. 

Da die Anzahl der aus ambigen Idealen entspringenden Komplexe min
destens gleich 1 ist, so folgt insbesondere aus dem Satze 22 die Ungleichung 

t + v* - '; > o. 

§ 16. Die Anzahl aller ambigen Komplexe in K. 
Satz 23. Wenn die Anzahl aller ambigen Ideale des Körpers K(-(ji,) 

gleich 2t ist und wenn diejenigen Einheiten in k, welche Relativnormen von 
Einheiten oder von gebrochenen Zahlen des Körpers K ({j1,) sind, zusammen 

26* 
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genau 2v Einheitenverbände in kausmachen: dann ist die Anzahl aller 
ambigen Komplexe des Körpers K ({jJ,) genau 2a, wo a die Zahl 

a=t+v-- m_ 1 
2 

bedeutet. 
Beweis. Wir machen über die Zahl !l zunächst wieder die nämliche An

nahme wie zu Beginn des Beweises von Satz 22 und benutzen durchweg die 
dort angewandte Bezeichnungsweise. Da die Anzahl der Verbände von Ein
heiten in k, welche Relativnormen irgendwelcher Zahlen in K sind, 2V be
tragen soll, so muß es möglich sein, zu den im vorigen Beweise bestimmten 
Einheiten 'YJ1' ••• , 'YJv. gewisse v - v* Einheiten {}1' ... , {}"_,,. von folgenden 
Eigenschaften hinzuzufügen: die Einheiten {}1' ••. , {}"_,,. sind Relativnormen 
von gewissen gebrochenen Zahlen 8 1 , ••• , 8"_,,. des Körpers K, so daß die 
Gleichungen 

(1) 

bestehen, und überdies soll jede Einheit 8 in k, welche Relativnorm einer Ein
heit oder einer gebrochenen Zahl in K ist, auf eine und nur auf eine Weise 
in der Gestalt 

8 = '}'lei. • • 'I1ev• {}fi ••• {}fv-v. 1:2 . 
"1 ·'v· 1 v-v· .. 

darstellbar sein, wo die Exponenten e1 , ••• , e"., f 1 , ••• , f v-v. gewisse Werte 
0, 1 haben und ~ eine Einheit in k bedeutet. Es sind dann die aus 'YJ1' ••• , 'YJv., 
{}1' ••• , {}"-,,. entspringenden Einheitenverbände voneinander unabhängig. 

Wir setzen nun 

(i = 1, 2, ... , v - v*), 

wo W. und m. je zwei zueinander prime Ideale des Körpers K seien; dann folgt 
wegen (1) ~i = SW. und hieraus 

8i=S2{~i' (i=1,2, ... ,v-v*) (2) 

und aus dieser Gleichung (2) wiederum schließen wir W.,..., SW. d. h. die durch 
die Ideale W. bestimmten Komplexe sind sämtlich ambig. 

Wir wollen nun beweisen, daß diese v - v* durch die Ideale Wi bestimmten 
Komplexe zusammen mit den im Beweise zu Satz 22 gefundenen aus den 
ambigen Idealen 'Ilm , ••• , 'Il t entspringenden 

2-v·+2 

m 
a* = t + v* - 2 - 1 

ambigen Komplexen ein S.sstem voneinander unabhängiger Komplexe bilden 
und daß ferner überhaupt jeder ambige Ko~plex des Körpers K ein Produkt 
von denjenigen 

m 
a = v - v* + a* = t + v ,- 2 - 1 
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ambigen Komplexen ist, die aus den Idealen ~l' ••• , ~v-v.' ~'" , ... , ~t 
2"-v·+2 

entspringen. 
In der Tat, nehmen wir an, es seien diese Komplexe nicht voneinander 

unabhängig, so müßte für die betreffenden Ideale eine Relation von der Gestalt 

~al ••• ~av-v· ~el . • . ~ea·. i = g 
1 v-v· ~~ -v.+2 t (3) 

gelten, worin die Exponenten ap ••. , av- v*' ep ... , ea• gewisse Werte 0, 1, 
jedoch nicht sämtlich den Wert 0 haben, ferner i ein Ideal in kund g eine 
ganze Zahl in K bedeutet. Aus (3) folgt leicht wegen (2) die Gleichung 

e = gal ••• gav-v· H (4) se 1 v-v·, 

wo H eine gewisse Einheit in K (tj1,) ist. Indem wir von beiden Seiten der 
Formel (4) die Relativnorm bilden, erhalten wir mit Rücksicht auf (1) 

N(H) = #l-a l ••• #-av- v• 
v-v· 

und hieraus ersehen wir, daß die Einheit 

(5) 

die Relativnorm einer Einheit in K ist. Wir dürfen folglich 

# = 'YJ~l ••• YJ:~. e2 (6) 

setzen, wo b1 , ••• , bv* gewisse Werte 0, 1 haben und e eine Einheit in k be
deutet. Aus (5) und (6) erhalten wir die Gleichung 

""bl • •• bv• {Ja • ••• #av- v• e2 = 1 
.'1 'YJv* 1 v-v· • 

Wegen der Unabhängigkeit der durch 'YJl'···' 'YJv.' #1> .•• ' #v-v. bestimmten 
Einheitenverbände ist diese Gleichung nur möglich, wenn sämtliche Exponen
ten b1 , ••• , bl).' a1 , ••• , av- v* gerade und also gleich 0 sind. Hierdurch erhält 
die Relation (3) die Gestalt 

~el .•• ~ea.i = g 
%,--v*+2 t 

und diese Relation erfordert wegen der Unabhängigkeit der aus ~711 , ••• , ~t 
2-V*+2 

entspringenden Komplexe, daß auch sämtliche Exponenten e1 , .•. , ea• 

gleich 0 sind - eine Folgerung, die unserer ursprünglichen Annahme über die 
Exponenten in der Relation (3) widerspricht. 

Es bleibt noch Übrig, den Nachweis dafür zu führen, daß jeder ambige 
Komplex A als Produkt von solchen Komplexen dargestellt werden kann, 
die aus den Idealen ~l' •.. , ~v-v*' ~'" 2 ' ••• , ~t entspringen. Ist ~ ein --v*+ 

2 

beliebiges Ideal des Komplexes A, so gilt wegen Satz 21 eine Gleichung von 
der Gestalt 

(7) 
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wo g eine Zahl in K bedeutet. Indem wir auf beiden Seiten dieser Gleichung (7) 
die Relativnorm bilden, erkennen wir, daß die Relativnorm der Zahl g eine 
Einheit {} in k wird; wir können demgemäß 

fJ = N (g) = 'l'1fl ... 'l'1 ev* fJI' ••• fJlv - .. • ~2 
"/ '/t,· 1 v-v· 

setzen, wo die Exponenten e1 , •.. , er" 11> ... , Iv- v* gewisse Werte 0, 1 haben 
und ~ eine Einheit in k bedeutet. Wir entnehmen hieraus für die Zahl 

g' = ± g H-eJ ••• H -ev* g-ft ... g-Iv- v* 1:-1 
1 v' 1 v-v' <; , 

wo das Vorzeichen so angenommen werde, daß jedenfalls g' =l= - 1 ist, die 
Gleichung 

N(g') = l. 

Wegen dieser Gleichung haben wir 

, 0'+ 1 
g = 8(0'-+ 1) . 

Nunmehr entsteht aus der Gleichung 

-+- g'g-l Hel ... Hev* gh ... glv-v* I: = 1 
-L...... 1 v* 1 v-v. 0;; 

vermöge (2), (7), (8) die Gleichung für Ideale 

(0' + 1) ~ ~tl ... ~tv-v' 
_____ ____ l ______ v-=1}_*_ = 1 
8(0'+ I)S~S\!{h . .. s~tv-I)' ' 

1 v-v' 

und wenn daher zur Abkürzung 

~ = (g' + 1) ~ ~/, ... ~tv-v* 
1 v-v' 

gesetzt wird, so erhalten wir schließlich 

~=S~, 

(8) 

(9) 

d. h. ~ ist ein Produkt eines gewissen ambigen Ideals in ein Ideal des Körpers k 
und folglich zeigt die Gleichung (9), daß ~ einem Produkt von gewissen Idea-
len aus der Reihe ~1' ••• , ~I)-v*' ~] , ... , ~t in ein Ideal des Körpers k äqui-
valent ist. Da die ambigen Ideale ~1' ... , ~rn als gewisse Produkte aus 

2-V*+1 

den Idealen ~17t , ••• , ~t darstellbar sind, so ist hiermit der Beweis des 
2-v*+2 

Satzes 23 vollständig geführt. Wird angenommen, daß fl gleich dem Produkt 
einer Einheit in das Quadrat einer Zahl in k ist, so sind geringe Abänderungen 
dieses Beweises nötig. 

§ 17. Das Charakterensystem einer Zahl und eines Ideals im Körper K. 

Wir erörtern nunmehr die Einteilung der Idealklassen des relativquadra
tischen Körpers K (-Vlt) in Geschlechter. Zu dem Zwecke bezeichnen wir die t 
in der Relativdiskriminante des Körpers K(-Vlt) aufgehenden Primideale 
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des Körpers k mit b1 , ••• , bt und machen für die folgenden Definitionen und 
Beweise in § 17 bis § 19 die vorläufige Annahme, daß diese Primideale b1 , ... , bt 

sämtlich zu 2 prim sind, oder, was nach Satz 5 im wesentlichen auf das nämliche 
hinauskommt, daß die Zahl ft zu 2 prim ist und zugleich dem Quadrat einer 
ganzen Zahl in k nach 22 kongruent ausfällt. Erst im Laufe der weiteren Unter
suchung werden wir diese Einschränkung aufheben. 

Definition 11. Zu einer beliebigen ganzen von 0 verschiedenen Zahl v 
des Körpers k gehören bestimmte Werte der t einzelnen Symbole 

(V, fl) (V, 1") 
~ , ... , b";' 

welche gemäß der Definition 6 gewisse t Einheiten ± 1 bedeuten; diese Ein
heiten sollen das Charakterensystem der Zahl v im Körper K (y--;;) heißen. 

Um auch einem jeden Ideal 3 des Körpers K (V-;J,) in bestimmter Weise 
ein Charakterensystem zuzuordnen, bilden wir die Relativnorm N (3) = j 
und dann ihre h-te Potenz jh = (v), wo v eine ganze Zahl in k sein soll. Nun
mehr verstehen wir unter ~l eine Einheit in k. Haben dann für jede beliebige 
Einheit ~l alle t Symbole 

(fu~) (~) \ b1 , ••• , bt 

durchweg den Wert + 1, so setzen wir r = t und bezeichnen die r Einheits
wurzeln 

(V, 1") (V, 1") 
~'·"'T 

als das Charakterensystem des Ideals 3; dasselbe ist dann durch das Ideal 3 
völlig eindeutig bestimmt. 

Es sei andererseits eine spezielle Einheit Cl in k vorhanden, für welche 
wenigstens eines der t Symbole 

, 
gleich - 1 wird; dann können wir, ohne damit eine Beschränkung einzuführen, 

annehmen, es sei etwa (~ltitf!) = -l. Wir betrachten nun alle diejenigen Ein-

heiten ~2 in k, für welche (i6t 1") = + 1 wird. Es sei unter diesen wieder eine 

solche Einheit ~2 = C2 vorhanden, für welche wenigstens eines der t - 1 Symbole 

(-SKI") , ... , (S~:_~) 
gleich - 1 wird; dann können wir annehmen, es sei etwa (S~:_~) = - 1. Wir 

betrachten ferner alle diejenigen Einheiten ~3' für welche sowohl (\'t JL) = + 1 

als auch (~b3' JL) = + 1 wird, und sehen nach, ob unter diesen eine Einheit 
\ 1-1 
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~3 = e3 vorhanden ist, für welche wenigstens eines der t - 2 Symbole 

(C3b~~) , ... , (_c~_~) 
gleich - 1 wird. Fahren wir in der begonnenen Weise fort, so erhalten wir 
schließlich eine gewisse Anzahl r* und dazu ein System von r* Einheiten 
el' e2' ... , er. des Körpers k, von der Art, daß bei geeigneter Anordnung der 
Primideale bl , ... , bt die Gleichungen 

(!~~~) = -1, 

(~) = + 1, (~) = - 1, 
b, b'-l 

(~)= + 1, (!~)= + 1, (~)= -1, (1) 
b, b'-l bt- 2 

gelten und daß außerdem für eine jede solche Einheit ~, die den r* Gleichungen 

( ~'!1-) = +1, (~) = +1, ... , (~) = +1 
b, bt - 1 bt- r , +1/ 

genügt, notwendig auch die t - r* Symbole 

sämtlich den Wert + 1 besitzen. 
Wir können nunmehr mit Rücksicht auf die zweite Formel in Satz 14 die 

vorhin aus dem Ideal S gebildete Zahl 'jI des Körpers k derart mit gewissen der 
Einheiten el' ... , er_ multiplizieren, daß das entstehende Produkt 11 den Glei
chungen 

(~) = + 1, (P, !1-) = + 1, ... , (~) = + 1 
b, b'-l bt - r '+l 

genügt; ist v derart bestimmt, so bezeichne ich die r = t - r* Einheiten ± 1 

(P'!1-) (11'!1-) 
~'''''T 

als das Charakterensystem des Ideals S. Dasselbe ist durch das Ideal S völlig 
eindeutig bestimmt. In § 19 wird gezeigt werden, daß stets r* < t und mithin 
r > 1 wird. 

§ 18, Der Begriff des Geschlechtes. 

Wir erkennen sofort die Tatsache, daß die Ideale ein und derselben Klasse 
des Körpers K (Vp) sämtlich dasselbe Charakterensystem besitzen. Hierdurch 
ist überhaupt einer jeden Idealklasse des Körpers K (Yfl) ein bestimmtes Cha
rakterensystem zugeordnet. 
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Definition 12. Alle diejenigen Idealklassen, denen ein und dasselbe Cha
rakterensystem zugeordnet ist, deren Ideale also sämtlich ein und dasselbe 
Charakterensystem besitzen, fassen wir zu einem Geschlecht zusammen und 
definieren insbesondere das Hauptgeschlecht als die Gesamtheit aller derjenigen 
Klassen, deren Charakterensystem aus lauter Einheiten + 1 besteht. Da das 
Charakterensystem der Hauptklasse offenbar von der letzteren Eigenschaft 
ist, so gehört insbesondere die Hauptklasse stets zum Hauptgeschlecht. 

Aus der zweiten Formel des Satzes 14 entnehmen wir leicht die folgenden 
Tatsachen: Wenn G und G' zwei beliebige Geschlechter sind und die Klassen 
in G mit den Klassen in G' multipliziert werden, so bilden sämtliche solche Pro
dukte wiederum ein Geschlecht; dieses werde das Produkt der Geschlechter G 
und G' genannt. Das Charakterensystem desselben erhalten wir durch Multi
plikation der entsprechenden Charaktere der beiden Geschlechter G und G'. 

Jedes Geschlecht des Körpers K enthält gleich viel Klassen, nämlich so 
viel Klassen als das Hauptgeschlecht. Die zu irgendeiner Klasse 0 relativ kon
jugierte Klasse SO gehört zu demselben Geschlechte wie 0 selbst. Das Quadrat 
einer jeden Klasse 0 gehört stets zum Hauptgeschlecht. 

Die h Klassen eines beliebigen Komplexes P gehören offenbar sämtlich 
zu dem nämlichen Geschlecht; ich bezeichne dieses Geschlecht als das Geschlecht 
des Komplexes P. 

§ 19. Obere Grenze für die Anzahl der Geschlechter in K. 

Es entsteht die wichtige Frage, ob ein System von r beliebig vorgelegten 
Einheiten ± 1 stets das Charakterensystem für ein Geschlecht in K sein kann. 
Wir beweisen zunächst einige zur Beantwortung dieser Frage notwendige 
Hilfssätze. 

Satz 24. (Hilfssatz.) Wenn t und v die Bedeutung wie in Satz 23 haben 
und r wie in § 17 die Anzahl der Charaktere ist, welche das Geschlecht einer 
Idealklasse in K bestimmen, so ist stets 

m 
t+v-2"<r. 

Beweis. Im Beweise zu Satz 22 und Satz 23 sind v* Einheiten 'Y/1' ••. , 'YJv' 
und v - v* Einheiten f)1' •.• , f)v-v* mit gewissen dort entwickelten Eigen
schaften aufgestellt worden. Es seien ferner 81 , .•. , 8r* diejenigen besonderen 
r* Einheiten des Körpers k, die in § 17 eingeführt worden sind; dann ist 
r = t - r*. Wir beweisen zunächst, daß die r* + v aus 

81 , ••• , 8r*, 'YJI"'" 'Y/v', f)l>"" f)v-v* 

entspringenden Einheitenverbände voneinander unabhängig sind. In der Tat, 
nehmen wir an, es gäbe zwischen den genannten r* + v Einheiten eine Rela
tion von der Gestalt 

at ar. bl b'O*f)Cl f)c",-v. t2 
81 '" 8r* 'Y/l ••• 'Y/v' 1 • •• v-v' = S- , (1 ) 
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so daß die Exponenten a1 , •.. , ar*, b1 , .•. , bv*' Cl' ..• ', c~~v* gewisse Werte 0, 1, 
jedoch nicht sämtlich den Wert 0 haben und ~ eine geeignete Einheit in k vor
stellt: dann müßte für jedes Primideal \1) des Körpers k 

ausfallen, und wenn wir berücksichtigen, daß die Einheiten 

'Y)l> ••• , 'Y)v*, {}1"'" {}v-v* 

sämtlich Relativnormen von Zahlen in K sind und daher auch stets 

(~~~1t)=+1, C\~It)=+l 
(x = 1, 2, ... , v*; y = 1, 2, ... , v - v*) 

sein muß, so ergibt sich 

( e~l ... e~~*, It) _ + 1 
ttJ -. 

Hierin setzen wir der Reihe nach für \1) jedes der r* in der Relativdiskriminante 
von Kaufgehenden Primideale bt - r*+l' .•. , bt ein und erhalten so die Glei
chungen 

(i = t - r* + 1, ... , t). (2) 

Wegen des in § 17 aufgestellten Systems von Formeln (1) für die Einheiten 
8 1 , •.• , 8r* können diese Gleichungen (2) nur bestehen, wenn die Exponenten 
a1 , •.. , ar* sämtlich gerade und also gleich 0 sind. Die Relation (1) erhält 
dann die Gestalt 

h b •• {}e 1 {}C._.· 1':2 
'Y)1 1 ••• 'Y)v* 1'" v-v* =" . 

Das Bestehen dieser Relation ist aber, da nach § 16 die durch 'Y)l' ••• , 'Y),,*, 

{}l' ... , {}v-v* bestimmten Einheitenverbände voneinander unabhängig sind, 
nur möglich, falls die Exponenten bp ... , bv*' Cl> ••• , cv- v* sämtlich gerade 
und also gleich 0 sind. Daraus folgt, daß eine Relation von der Gestalt (1), wie 
wir sie annahmen, nicht statthaben kann, d. h. die aus den Einheiten 81 , ••. , 

8r" 'Y)l>"" 'Y)v" {}l"'" {}v-v* entspringenden Verbände sind voneinander 
unabhängig; durch Multiplikation erhalten wir also aus diesen Verbänden ge
nau 2r*+v voneinander verschiedene Einheitenverbände in k, und da es im 

111 

ganzen in k nach § 11 nur 2"2 Einheitenverbände gibt, so haben wir r* + v::;:; ~ . 
Hiermit deckt sich die Aussage des Satzes 24. 

Da nach der Bemerkung am Schluß von § 15 stets t + v* - ~ > 0 und 

also um so mehr t + v - ~. > 0 ausfällt, so folgt aus Satz 24 insbesondere 

r > 1 und also r* < t. 
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Sa tz 25. (Hilfssatz.) Die Anzahl g der verschiedenen Geschlechter im Kör
per K (V-,;,) ist kleiner oder höchstens gleich der Anzahl A der ambigen Kom
plexe des Körpers K (1-';'). 

Beweis. Wenn g die Anzahl der Geschleehter ist, in welche sich die Ideale 
oder die Idealklassen des Körpers K einteilen, so zerfallen zufolge der letzten 
Bemerkung in § 18 auch die Komplexe des Körpers K genau in g Geschlechter. 
Bezeichnen wir daher mit I die Anzahl der Komplexe vom Hauptgeschlecht, 
so ist die Anzahl aller überhaupt vorhandenen Komplexe, welche M heiße, genau 

M=gl. 
Wie bereits in § 18 bemerkt worden ist, gehört das Quadrat einer beliebigen 

Klasse 0 stets zum Hauptgeschlecht, und daher ist auch das Quadrat eines 
beliebigen Komplexes stets ein Komplex des Hauptgeschlechtes. Wir fassen 
nun diejenigen Komplexe des Hauptgeschlechtes ins Auge, welche Quadrate 
von Korp.plexen sind; ihre Anzahl sei 1', und wir bezeichnen sie mit PI' ... , PI" 
so daß PI = Qi, ... , PI' = Q;. wird, wo QI' ... , Qf' gewisse Komplexe be
deuten. Es fällt offenbar I' < I aus. Ist jetzt P ein beliebiger Komplex, so 
wird p2 notwendig ein bestimmter der I' Komplexe PI' ... , PI' ; es sei etwa 
p2 = Pi' Dann folgt p2 = Q;, d. h. (PQ-;I)2 = 1 und nach § 12 ist aus diesem 
Grunde PQ-;I ein ambiger Komplex A; es wird P = AQi' und folglich stellt 
der Ausdruck AQi überhaupt alle Komplexe dar, sobald A alle ambigen Kom
plexe und Q. die I' Komplexe QI' ... , Qf' durchläuft. Auch ist klar, daß diese 
Darstellung für jeden Komplex nur auf eine Weise möglich ist; es ist daher die 
Anzahl aller überhaupt vorhandenen Komplexe 

M=AI'. 
Die Zusammenstellung dieser Gleichung mit der vorhin gefundenen M = gl 
liefert gl = AI', und wegen I' <I folgt hieraus g ::;:: A, womit der Satz 25 
bewiesen ist. 

Nunmehr sind wir imstande, die folgende Tatsache zu beweisen, welche für 
unsere späteren Entwicklungen von besonderer Bedeutung ist: 

Sa tz 26. (Hilfssatz.) Wenn im Körper K die Anzahl der Charaktere, welche 
das Geschlecht einer Klasse bestimmen, gleich r ist, so genügt die Anzahl g 
der Geschlechter jenes Körpers stets der Bedingung 

, g < 2r - 1 • 

Beweis. Nach Satz 23 ist die Anzahl A aller ambigen Komplexe in K 

A = 2a = 2t+v-'f- I • 

Nlwh Satz 24 gilt die Ungleichung 

mithin ist auch 
A < 2r - 1 

und daraus folgt, vermöge Satz 25, die Richtigkeit des Satzes 26. 
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§ 20. Das primäre Primideal .v und das Symbol (! ) . 
Es ist für die folgenden Entwicklungen von Nutzen, eine gewisse Art von 

Primidealen in k besonders zu benennen. 
Definition 13. Ein solches zu 2 primes Primideal des Körpers k, nach 

welchem jede Einheit in k quadratischer Rest ist, möge ein primäres Primideal 
heißen; dagegen möge jedes solche Primideal nichtprimär genannt werden, 
nach welchem wenigstens eine Einheit in k quadratischer Nichtrest ist. 

Wir führen für primäre Primideale noch ein neues Symbol ein. 
Definition 14. Es sei.p ein primäres Primideal und j ein beliebiges Ideal 

in k, es werde jh = (t) gesetzt, wo t eine ganze Zahl in k bedeutet; dieselbe 
ist bis auf eine Einheit als Faktor eindeutig durch das Ideal j bestimmt. Das 

Symbol ( ;) ist folglich ein durch .p und i völlig bestimmter Wert + 1 oder 

- 1 oder 0; dieser Wert werde mit (!) bezeichnet, so daß das neue Sym

bol (!) durch die Gleichung 

(!)=(;) 
definiert ist. 

Sind jl' j2 irgend zwei zu .p prime Ideale in k, so gilt offenbar stets die 
Gleichung 

Ist'fJ eine ganze Zahl in k und ~ = ('fJ) das durch 'fJ dargestellte Hauptideal, so 
ist offenbar 

(~) = (}); 

denn da h ungerade ist, so haben beide Seiten dieser Gleichung den Wert (~h) . 
In § 21 werden wir gewisse Systeme von ; nichtprimären Primidealen 

des Körpers k untersuchen und in § 23 die wichtigste Eigenschaft der primären 
Primideale beweisen. 

§ 21. Ein System von ~ nichtprimären Primidealen des Körpers k. 

Es sei, wie zu Beginn von § 14, e1 , ••• , em ein volles System von Grund
"2-1 

einheiten in k ; ferner sei eil!. =, eine wie in § 11 bestimmte Einheitswurzel in k, 
2 

so daß nach § 11 jede beliebige Einheit e des Körpers k sich auf eine und nur 
auf eine Weise in der Gestalt 
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darstellen läßt, wo el , ... , e,~ gewisse Werte 0, 1 haben und ~ eine Einheit 
2 

in k bedeutet. Es sind dann die aus Cl , ••• , c'!i entspringenden Verbände des 
2 

Körpers k voneinander unabhängig und diese ; Verbände liefern durch Multi-
1ft 

plikation die sämtlichen 22 Einheitenverbände des Körpers k. 
Sa tz 271. Die Relativdiskriminante eines relativquadratischen Körpers 

K (Vfl) in bezug auf k ist stets von 1 verschieden. 
Beweis. Zufolge der Bemerkung am Ende des § 15 gilt bei Benutzung der 

in Sa,tz 22 erklärten Bezeichnungen die Ungleichung 

t + v* - i > 0. 
m 

Da die Anzahl sämtlicher Einheitenverbände im Körper k genau 22 beträgt, 

so ist notwendig r; > v* und mithin erhalten wir t > 0. Diese Folgerung 

stimmt mit der Aussage des Satzes 27 überein. 
Satz 28. Wenn eine Einheit C des Körpers k kongruent dem Quadrat einer 

ganzen Zahl nach 22 ausfällt, so ist sie das Quadrat einer Einheit in k. 
Beweis. Nehmen wir im Gegenteil an, es wäre c nicht das Quadrat einer 

Zahl in k, so würde Ve einen relativquadratischen Körper bestimmen; wegen 
der Sätze 4 und 5 besäße dieser Körper die Relativdiskriminante 1 und, da 
dies nach Satz 27 nicht sein kann, so ist die Annahme, von der wir ausgingen, 
unzutreffend. 

Die Gültigkeit der Sätze 27 und 28 ist wesentlich durch die beiden beson
derenAnnahmen bedingt, welche wir im Anfange dieses Abschnittes II (S. 393) 

für den Körper k gemacht haben. Wenn also etwa k* ein Zahlkörper ist, der 
entweder selbst reell ist, bez. einen reellen konjugierten Körper besitzt oder 
dessen Klassenanzahl gerade ausfällt, so kann es sehr wohl einen relativquadra
tischen Körper K* geben, der in bezug auf k* die Relativdiskriminante 1 be
sitzt, und es ist die Aufstellung und Untersuchung aller solcher relativquadra
tischen Körper K* sogar die wichtigste und schwierigste Aufgabe, die sich 
bei der Ausdehnung unserer Theorie auf beliebige Grundkörper k* bietet. 

Sa tz 29. Es sei Cl' ••• , c'!i das zu Beginn dieses § 21 aufgestellte System 
2 

von Einheiten in k; es seien ferner Ch, ... , <Tm solche zu 2 prime Primide~le 
2 

des Körpers k, für welche allemal 

(:~)=-1, (~:)=+1, (i =l= k), 

(i,k=1,2, ... ,r;-) 
1 Vgl. "Algebraische Zahlkörper" Satz 94 (dieser Band S. 155), sowie die daselbst zu 

diesem Satze gemachte Bemerkung. 
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ausfällt; endlich setzen wir 

q~ = ("1)' ... , q~ = ("i)' 
so daß "1' ... , "l!! gewisse ganze Zahlen des Körpers k bedeuten: dann gilt 

2 

für jede beliebige zu 2 prime ganze Zahl w in k nach dem Modul 22 eine Kon-
gruenz von der Gestalt 

Um Vm 

W = 8~' ••• 811;9 "~' ... "11;2 ot2 , (22), 
9 2" 

worin die Exponenten UI , ••• , Um , VI' ••• , Vm gewisse Werte 0, 1 haben und 
2" "2 

ot eine geeignete ganze Zahl in k ist. 
Beweis. Wir behandeln zunächst die Annahme, es gäbe m Exponenten 

UI , ••• , Um , VI' ••• , Vm , die gewisse Werte 0, 1 haben, aber nicht sämtlich 
9 2" 

gleich 0 sind, derart, daß die vermöge dieser Exponenten gebildete Zahl 

(1) 

dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 22 kongruent werde. 
Die Zahl tji, bestimmt, wie leicht ersichtlich, einen relativquadratischen 
Körper K(tji) in bezug auf k. Zufolge des Satzes 5 ist die Relativdiskrimi
nante dieses Körpers K (Vii) prim zu 2 und nach Satz 4 besitzt sie diejenigen 
von den Primidealen qI' ... , q", zu Faktoren, für welche in (1) die betreffen-

\! 
den Exponenten VI' ••• , Vm gleich 1 werden. Wegen Satz 27 ist die Anzahl t 

2" 
dieser Primideale mindestens gleich 1; es seien etwa die t Primideale ql' ... ,qt 
diejenigen, die in der Relativdiskriminante des Körpers K (VIi) als Faktoren 
enthalten sind. 

Ist nun 8 irgendeine Einheit in k, die gleich der Relativnorm einer Einheit 
in K (Vii) gesetzt werden kann, und bringen wir 8 in die Gestalt 

wo die Exponenten e1 , ... , em gewisse Werte 0,1 haben und ~ eine Einheit 
2" 

in k bedeutet, so folgt aus Definition 6 unmittelbar 

(e~:) = + 1 

für i = 1, 2, ... , t und, da nach Satz 9 mit Rücksicht auf unsere über ql' ... , qm 
"i 

gemachten Voraussetzungen 

(i=1,2, ... ,t) 
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ausfällt, so folgt notwendig 

el = 0, e2 = 0, ... , et = ° , 
d. h. die Einheit 8 muß ein Produkt aus gewissen von den !f - t Einheiten 

8t+ l' 8t+2' ••• , 8,-,,- in das Quadrat einer Einheit des Körpers k sein. Die sämt-
2 

lichen Einheiten in k, welche Relativnormen von Einheiten in K ((j1) sind, 

machen also höchstens 2"/:-t Verbände in k aus; somit würde unter Anwen
dung der in Satz 22 erklärten Bezeichnungsweise 

v* < ; - t oder t + v* - ; <0 

sein müssen, was der Bemerkung am Schluß von § 15 widerspricht. Unsere 
vorhin versuchte Annahme ist also unzutreffend, d. h. es ist keine Zahl fl 

von der Gestalt (1) nach 22 dem Quadrat einer ganzen Zahl in k kongruent, 
es sei denn, daß die Exponenten 

ul , ... , u~, VI' ... ' v~ 

sämtlich gleich 0 sind. 2 2 

Wir verstehen nun unter IXI , 1X2 , ••• , IX", (2) ein volles System von rp (2) 
ganzen nach dem Modul 2 einander inkongruenten und zu 2 primen Zahlen in k. 
Dann stellt der Ausdruck 

Um Vrn 
8"'· •• 8 2 XVi ••• U \1 \1.,. 

1 '!Ti 1 ~ t 
2 

( U1 , ••• , U,-,,-, VI> ••• , V'-"- = 0,1; 
2 2 

i= 1,2,3, ... , rp(2)) 

(2) 

ein System von 2m rp(2) Zahlen dar, welche untereinander nach 22 inkongruent 
sind. In der Tat, wären zwei von diesen 2m rp(2) Zahlen (2) nach 22 kongruent, 
wäre etwa 

so würde, da IX;, lXi' zu 2 prim sind, aus dem vorhin Bewiesenen sofort folgen, 
daß die Exponenten U 1 , •.• , u,-,,- ' VI' ••. ,v,-,,- sämtlich bez. mit den Exponenten 

2 2 

u~, ... , u~ , v~, ... , v~! übereinstimmen, und es wäre mithin 
2 2 

(3) 

Betrachten wir jetzt ein in der Zahl 2 als Faktor enthaltenes Primideal f und 
nehmen an, es gehe dasselbe in 2 genau zur l-ten Potenz auf, so folgt aus (3) 

(lXi - 1Xi') (lXi + \l.i') - 0, (121 ); 

es ist mithin entweder 1.1.; - lXi' oder lXi + \l.i' durch [I teilbar, und da offenbar 

lXi - \l.i' = \l.i + \l.i , (2) 

ist, so folgt in jedem Falle 
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Die nämliche Betrachtung gilt für jedes in 2 aufgehende Primideal und daher 
erhalten wir 

und schließen hieraus 
!Xi = <Xi', 

d. h. die beiden ganzen Zahlen des Systems (2) waren nicht voneinander ver
schieden. Bezeichnen wir die verschiedenen in 2 aufgehenden Primideale des 
Körpers k mit 11> ... , 1z , so haben wir l 

q; (2) = 2m (1 __ 1 ) ••• (1 - -~) 
n (11) n (1.) , 

q;(22) = 22"'(1 __ 1 ) .•• (1- _1 ). 
n (11) n (1.) , 

es ist somit 2m q;(2) = q;(22) und die Zahlen von der Gestalt (2), deren Anzahl 
q;(2 2) ist, bilden folglich ein volles System von Resten nach dem Modul 22, 

die zu 2 prim sind; dies ist die Aussage des Satzes 29. 

§ 22. Die unendliche Reihe ~ (:) n(~)8' 
(10) 

Ehe wir näher die Natur der primären Primideale ergründen, entwickeln 
wir einige Sätze, die sich an die Überlegungen in § 13 anschließen. 

Satz 30. (Hilfssatz.) Die reellen Veränderlichen Xl"'" Xm mögen als 
rechtwinklige Koordinaten eines m-dimensionalen Raumes betrachtet werden 
und es sei in diesem Raume eine endliche Anzahl von (m - l)-dimensionalen 
Flächenscharen durch Gleichungen von der Gestalt 

11 (Xl> .•. , Xm , 1') = 0, 12(x1, ... , Xm , 1') = 0, ... 

gegeben, wo 11,/2 , ••• analytische Funktionen der Argumente Xl" •• , Xm , l' 

bedeuten, die in der Umgebung des Parameterwertes l' = 0 sich regulär ver
halten; diese Flächen mögen, wenn wir dem Parameter l' einen festen positiven 
Wert oder den Wert 0 erteilen, einen bestimmten ganz im Endlichen gelegenen 
Teil Rr des m-dimensionalen Raumes abgrenzen. Nunmehr wählen wir für 
den Parameter l' einen positiven Wert und fixieren in dem m-dimensionalen 
Raume alle Punkte, deren Koordinaten von der Form 

sind, wo U p U 2 ' ••• , Um sämtliche ganze rationale Zahlen durchlaufen: dann 
wird die Anzahl T aller derjenigen solchen Punkte, die in jenem Raume Rr 

liegen, durch die Formel 

dargestp.llt, wo J den Inhalt des für l' = 0 sich ergebenden Raumes Ro und M 

1 VIJ;I. "Algebraische Zahlkörper" Satz 23 (dieser Band Abh.7 S.82). 
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eine von T: abhängige Größe bezeichnet, welche stets zwischen endlichen Gren
zen bleibt, sobald T: gegen 0 konvergiert. 

Dieser Hilfssatz ist eine Erweiterung desjenigen Satzes, welchen bereits 
H. MINKOWSKI1 und H. WEBER2 aufgestellt und bewiesen haben, und man er
kennt ohne Schwierigkeit die Abänderungen, welche diese Beweise verlangen, 
wenn man die Richtigkeit der soeben von mir aufgestellten Erweiterung ein
sehen will. 

Sa tz 31. Ist .J:l ein bestimmtes primäres Primideal, so stellt die über sämt
liche Primideale tu des Körpers k zu erstreckende unendliche Summe 

2(:) n(~)" 
(w) 

(8 >1) 

eine solche Funktion der reellen Veränderlichen 8 dar, welche stets unterhalb 
einer positiven endlichen Grenze bleibt, wenn die reelle Veränderliche 8 sich 
der Grenze 1 nähert. 

Beweis. Aus den m konjugierten Körpern k, k', . .. , k(m-l) wählen wir 

irgend solche ; - 1 Körper aus, von denen keine zwei zu einander konjugiert 

imaginär sind, und bezeichnen diese mit kl , k2 , ••• , k~_l' Ist ferner oe. irgend-
2 

eine von 0 verschiedene Zahl in k, so bezeichnen wir die zu oe. konjugierten in 

kl , ... , ~_lliegenden Zahlen bez. mit oe.l , •.. , oe.~_l und nennen die ; - 1 
2 2 

reellen Logarithmen 
11 (oe.) = 2 log I oe.l I , 
12 (oe.) = 2 log I oe.21 , 

l~_l (oe.) = 2 log I ~-ll 
kurz die Logarithmen zur Zahl oe.. Endlich bezeichnen wir mit e1 , ••• , e~_l 

2 

ein System von ; - 1 Grundeinheiten in k und berechnen dann aus den 

Gleichungen 

2 
11 (oe.) - m log n(oe.) = e1 (oe.) 11 (eI) + ... + e~_l (oe.) 11 (e~_l)' 

1 Geometrie der Zahlen, Teubner 1896, S. 62. 
2 Über einen in der Zahlentheorie angewandten Satz der Integralrechnung, Nachr. Ges. 

Wiss. Göttingen 1896, S.275. H. WEBER hat diesen Satz hernach in seinen Untersuchungen 
"Über Zahlengruppen in algebraischen Körpern" zweite Abhandlung Math. Ann. 49, 
S.83 (1897) auf ein dem meinigen verwandtes Problem der Zahlentheorie angewandt. 

Hlibert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 27 
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~ - 1 reelle Größen Cl (IX), ••. , C~ -1 (IX) ; diese ; - 1 Größen mögen kurz die 
2 

Exponenten zur Zahl IX heißen. Es ist klar, daß jede Zahl IX durch Multiplika-
tion mit ganzen Potenzen von 81, ... , Cm auf eine und nur auf eine Weise 

"2- 1 

in eine solche Zahl IX* verwandelt werden kann, zu der die Exponenten 
Cl' ••• , Cm den Bedingungen 

"2-1 

o <Cl< 1, 0 <C2 < 1, ... ,0 < C~_l < 1 
2 

genügen. Umgekehrt sehen wir leicht, daß zwei Einheiten, deren Exponenten 
bez. einander gleich sind, sich nur um einen Faktor unterscheiden können, 
welcher eine Einheitswurzel ist. Die Anzahl aller in k liegenden Einheits
wurzein werde mit w bezeichnet. 

Es sei nun 0 eine beliebige Idealklasse in kund a ein zu ~ primes Ideal der 
zu 0 reziproken Klasse 0-1 ; ferner bestimmen wir ein volles System von qua
dratischen Resten nach ~, etwa e, e', elf, ... , und zwar derart, daß diese 

n(l:J)2-=-~ Zahlen e, e', elf, ... sämtlich durch a teilbar sind: dann läßt sich 

offenbar jede durch a teilbare ganze Zahl in k, welche quadratischer Rest nach 
. . . d n(l:J) -1 F " 1st m emer er -------- ormen 1" , 2 

UI u lI ) -+- ... -+- um u lm ) -+- e , 1 
'-'I U (1 ) -+- ... -+- Um u lm) -+- e' , 

~1 U.
(1

). -+-.. : '. -+-. u~ u.lm~ ~ e~" J 
(1 ) 

darstellen, wo Ut, ... , Um gewisse ganze rationale Zahlen und ul1), ... , ul m) 

die Basiszahlen des Ideals ~ a bedeuten. Es sei ferner oe: irgend ein durch a teil
barer quadratischer Rest nach ~; da ~ ein primäres Primideal sein soll, so 
besitzt jede Zahl oe:*, die durch Multiplikation der Zahl oe: mit einer beliebigen 
Einheit entspringt, die gleiche Eigenschaft und ist mithin ebenfalls in einer 
jener Formen (1) darstellbar. 

Indem wir diese Tatsachen zusammen nehmen, erkennen wir folgendes: 
das w-fache der Anzahl F (t) aller durch a teilbaren Hauptideale ~, deren 

Normen die reelle positive Zahl t nicht überschreiten und für welche (: ) = -+- 1 

ausfällt, ist gleich der Anzahl T der verschiedenen Systeme von rationalen 
ganzzahligen Werten U1 ' ••• , Um, für welche die Ungleichungen 

n(ul u l1 ) -+- •.. + '-'mulm) + e) < t 1 
.0 ~ C.I (~l ~Il) .+ .. '.' -: ~m ~I~) -: e.) ~ 1. ' 

o < C~_l (U1 U (1) -+- •.. -+- Um u lm ) + e) < 1 
2 

(2) 
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erfüllt sind, vermehrt um die entsprechenden Anzahlen T', 1'", ... , wo all
gemein T(s) die Anzahl der verschiedenen rationalen ganzzahligen Wert
systeme u1 ' ••. , Um bedeutet, für welche die Ungleichungen 

n(u1x(1) + ... + umx(m) + e(8») < t, 
o <e1(u1x(1) + ... + umx(m) + e(8») < 1, 

o < e~_l (u1 X(l) + ... + um x(m) + e(8») < 1 
2 

erfüllt sind; es ist also 

wF(t) = T+T'+T"+ .... 
Um zunächst die Anzahl T abzuschätzen, setzen wir in den Ungleichungen (2) 

1 
~ X m t-~ 

U1 =-, ... ,U =-,r= 
T m T 

ein; dieselben gehen dadurch in die folgenden Ungleichungen über: 

n(x1 X(l) + ... + xmx(m) + er) < 1, 

O<e1 <1, 

o <e~_l < 1, 
2 

wo die Größen el , .•. , em durch die Gleichungen 
"2- 1 

e1 II (eI) + ... + e~_ll1 (e~_l) 

= 2 log I Xl Xg>_l + ... + X m X~~l + e~-l r I 
2 2 2 

2 
- m log n(x1 X(l) + ... + xmx(m) + er) 

(3) 

(4) 

als Funktionen von Xl"'" Xm , r zu bestimmen sind; hierin bedeuten 
xii" ... , x~~) , [l1, ..• , [lm die zu x(i), [l konjugierten und bez. in den Kör-

"2-1 "2- 1 

peru k1 , ••• , km gelegenen Zahlen. Die Anzahl T ist mithin gleich der An
"2- 1 

zahl aller Punkte mit den Koordinaten 

die in den durch die Ungleichungen (3) charakterisierten Teil des Xl ••• xm-Rau
mes fallen. Dieser Raumteil liegt ganz im Endlichen und wird durch eine 

27* 
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endliche Anzahl analytischer Flächen begrenzt. Die Gleichungen dieser Flä
chen enthalten noch einen Parameter 7:, und da ihre linken Seiten für 7: = 0 
im fraglichen Gebiete sich regulär verhalten, so sind alle Voraussetzungen des 
Satzes 30 erfüllt. Wir bezeichnen mit J den Inhalt dieses Raumteiles für 7: = 0, 
d. h. den Inhalt desjenigen Raumteiles, der durch die Ungleichungen 

n(xlu(l) + ... + xmu(m)) < 1, 

ü<el<l, 

el l'!'.._1 (SI) + ... + e'!'.._1 l"'-_l (S,", __ 1) = 2 log I Xl ug>_1 + ... + Xm xi:t~ll 
2 2 2 2 2 2 

2 - m log n (Xl X(l) + ... + X m x(m)) 

als Funktionen von Xl> ••• , Xm zu bestimmen sind. 
Nach Satz 30 ist die Anzahl T derjenigen Punkte mit den Koordinaten 

die in den durch (3) definierten Teil des Xl ••• xm-Raumes fallen, durch die 
Formel 

dargestellt, wo M eine von t abhängige Größe bedeutet, die für unendlich 
wachsende t stets zwischen endlichen Grenzen bleibt. Ebenso folgt 

l-~ 
T' = J t + M' t '" , 

l-~ 
T" = J t + M" t m, 

wo M', M", ... ebenfalls von t abhängige und für unendlich wachsende t 
zwischen endlichen Grenzen bleibende Größen bedeuten. Durch Addition aller 

solchen n(.p)2-2 Formeln erhalten wir 

T + T' + T" + ... = n(.p~=-!Jt + (M + M' + M" + ... )/-~; 
und folglich ist 

F(t) = ~ n(.p) -=-!Jt + ~ (M + M' + M" + ... ) /-~. (5) 
w 2 w 
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Nach der nämlichen Methode erhalten wir für die Anzahl G(t) aller durch a 
teilbaren Hauptideale ~ des Körpers k, deren Normen die reelle positive Zahl t 

nicht überschreiten und für welche (!) = -1 wird, 

G(t) = ~ n(\)~ -::---.! Jt + ~ (N + N' + Nil + ... ) l-i, (6) 

wo N, N', Nil, ... wiederum von t abhängige Größen bedeuten, die für un
endlich wachsende t stets zwischen endlichen Grenzen bleiben. Durch Sub
traktion der beiden Formeln (5), (6) ergibt sich 

1--.!. 
<1> (t) = F (t) - G(t) = Dt 1ft, (7) 

wo D ebenfalls eine von t abhängige Größe bezeichnet, die für unendlich 
wachsende t zwischen endlichen Grenzen bleibt. 

Wir haben offenbar 

2) (! ) n (~)S = 2) n (f)~+lrS - 2) n (f)~-iF ' 
(~) (~(+) (~(-I) 

(8) 1), 

wenn die Summe linker Hand über alle zu lJ primen und durch a teilbaren 
Hauptideale ~ des Körpers k erstreckt wird, während auf der rechten Seite 
die erste Summe über alle zu lJ primen und durch a teilbaren Hauptideale ~(+) 

mit der Eigenschaft (lJ;) ) = + 1 und die zweite Summe über alle zu lJ 

primen und durch a teilbaren Hauptideale ~(-) mit der Eigenschaft (f)~-I) = -1 

genommen wird. Andererseits ist mit Rücksicht auf die Bedeutung der An
zahlen F (t), G (t) 

~ 1 __ = ~!Jtl- FJ~=]l 
L..J n(M+l)S L..J ts , 

(1)(+1)" (t) 

(8 > 1), 

~ __ 1_ = ~G(t) -G(t -1) 
L..J n (1'.(-1)' L..J ts , 
(~(-I)" (t) 

(8) 1) 

und folglich wird 

~(~) _1_ = ~ <fJ(t) - <fJ(t - 1) 
L..J h n (1'.)' L..J t' , 
(~) 1" ., (t) 

(8 > 1), (8) 

wo die Summen rechter Hand stets über t = 1, 2, 3, . . . zu erstrecken sind 
und F(O), G(O), <1>(0) gleich Null zu setzen sind. Nun haben wir 

J; <fJ (t) - <fJ (t - 11 = '\, <1> (t) (~ _ 1~) 
,..:....; ts L..J t' (t + l)S , 
(t) (t) 

und da für t>O,s>l 

:' - (t~-iF = t~ {1- (1 + + )-S}, 
(l++fs=l- st, (O<ß<l) 
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ist, so erhalten wir weiter 

'\"l tP (t) - tP (t - 1) = '\"l tP (t) s{} 
..:::.t ts ..:::.t t'+l' 
(t) (t) 

(0< {} < 1), 

und wegen (7) und (8) folgt hieraus 

J:(l) _1 =1) s{}D 
® 13 n@' (t) r~ , (8) 1) . (9) 

Da nach dem vorhin Bewiesenen D für unendlich wachsende t zwischen 
endlichen Grenzen bleibt und der Wert der unendlichen Reihe 

'\"l_~ 
..:::.t 8+ 1 
(t) t m 

für 8 = 1 gegen eine endliche Grenze konvergiert, so folgt aus (9), daß auch 
die unendliche Summe 

1) (!) n~)8' 
(!) 

(8) 1) (10) 

eine Funktion von 8 darstellt, welche für 8 = 1 gegen eine endliche Grenze 
konvergiert. 

Setzen wir in (lO) fj = aj, so gehört das zu .p prime Ideal i der Klasse 0 
an und wir erhalten mit Rücksicht auf die Gleichung 

aus der zuletzt bewiesenen Tatsache das Resultat, daß die über alle zu .p primen 
Ideale i der Klasse 0 zu erstreckende unendliche Summe 

'\"l( i) 1 
..::..; ~ n(j)8' 
(j) 

(8) 1) (11) 

ebenfalls eine Funktion von 8 darstellt, welche für 8 = 1 gegen eine endliche 
Grenze konvergiert. Bilden wir die dem Ausdrucke (11) entsprechenden un
endlichen Summen unter Benutzung der h verschiedenen Klassen des Körpers k 
und addieren alle so entstehenden h unendlichen Summen, so erkennen wir, 
daß auch die über alle zu .p primen Ideale i des Körpers k erstreckte unendliche 
Summe 

\'( i) 1 1ir' ~ n (i)8 , (8 > 1) 

für 8 = 1 gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. 
Nun ist 

(12) 
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wenn das Produkt II über alle Primideale tu des Körpers k erstreckt wird 
(IU) 

und folglich erhalten wir 

10g.2 (!) n~i)8 =.2 (:) n(~)' + 1(8), (8) 1), (13) 
(j) (IU) 

wobei die Summe I ebenfalls über alle Primideale tu des Körpers k zu er-
(IU) 

strecken ist und wo 1(8) eine Größe darstellt, die für 8 = 1 gegen einen end-
lichen Grenzwert konvergiert. Da (12) für 8 = 1 gegen einen endlichen Grenz
wert konvergiert, so muß notwendig (13) für 8 = 1 entweder ebenfalls gegen 
einen endlichen Grenzwert konvergieren oder negativ über alle Grenzen wach
sen; in beiden Fällen ersehen wir mithin die Richtigkeit des zu beweisenden 
Satzes 31. 

§ 23. Eine Eigenschaft primärer Primideale. 

Durch die beiden Sätze 29 und 31 gelangen wir zu folgendem wichtigen 
Satze über primäre Primideale : 

Satz 32. Wenn .p ein primäres Primideal ist, so ist es stets möglich, in k 
eine ganze Zahl 'TC zu finden, so daß das Ideal ('TC) gleich .ph wird und überdies 
die Zahl 'TC nach dem Modul 22 eine Kongruenz von der Gestalt 

'TC = ('1..2, (22) 

erfiHlt, wo ('I.. eine geeigne1le ganze Zahl des Körpers k ist. 
Beweis. Es sei 81 , ••. ,8", das zu Beginn von §21 aufgestellte System von 

2 

Einheiten in k; es seien ferner ql' ... , q~, wie in Satz 29, solche zu 2 prime 
2 

Primideale des Körpers k, für welche allemal 

(Bi) qi =-1, (Bk) = +1 
\qt ' 

(i =1= k), (i, k = 1, 2, ... , ;) 

ausfällt. Die Existenz solcher Primideale folgt aus Satz 18. Wir setzen dann 

.ph = ('TC*) , q~ = ("1)' ... , q~ = ("m)' 
9 9 

so daß 'TC*, "1' ... , "m gewisse ganze Zahlen des Körpers k bedeuten. Wenden 
"2 

wir nun den Satz 29 insbesondere auf die ganze Zahl n* an, so ergibt sich, 
daß n* einer Kongruenz von der Gestalt 

(1) 

genügt, wo 8 eine geeignete Einheit in k, ferner VI' ••• , Vm gewisse Exponenten 
9 

0, 1 und ('I.. eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. Hätten in diesem Aus-
drucke (1) rechter Hand die Exponenten VI' ••• , V", sämtlich den Wert 0, 

"2 
so wäre bereits n = n* 8 eine Zahl von der Art, wie sie Satz 32 verlangt. Wir 
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nehmen also an, die Anzahl e derjenigen unter den Exponenten VI' .•• , V~ , 
2 

welche gleich 1 ausfallen, sei größer als O. 
Setzen wir 

so besitzt nach Satz 5 der relativquadratische Körper K (yp,) eine zu 2 prime 
Relativdiskriminante. Für diesen Fall ist der Satz 26 von uns bereits bewiesen 
worden. Indem wir die in Definition 11 gebrauchten Bezeichnungen bei
behalten, haben wir offenbar 

t = e + 1, r* = e, r = t - r* = 1, 

und nach dem Satze 26 ist folglich die Anzahl g der Geschlechter des Körpers 
K «(jj,) höchstens gleich 1 und also gleich 1, d. h. alle Idealklassen des Körpers 
K (yp,) sind vom Hauptgeschlecht. 

Aus der eben bewiesenen Tatsache ziehen wir folgende Schlüsse: es sei 
r irgendein zu 2 primes Primideal in k mit der Eigenschaft 

(~)=+1, 
so daß r nach Satz 7 in K(yp,) in das Produkt zweier Primideale 91, sm zer
fällt. Soll nun 91 zum Hauptgeschlechte gehören, so muß das Charakterensystem 
dieses Primideals im Körper K(fji) aus lauter Einheiten + 1 bestehen; es 
muß also das Charakterensystem einer Zahl ~ e, wobei ~ eine geeignete Einheit 
in k und e eine ganze Zahl in k mit der Eigenschaft rh = (e) bedeutet, aus 
lauter Einheiten + 1 bestehen. Wir bilden insbesondere den Charakter der 
Zahl ~ e in bezug auf das in der Relativdiskriminante von K (fii,) aufgehende 
Primideal tJ und erhalten dadurch 

(~~~) = (~tn = +1, 

und wenn wir berücksichtigen, daß .p ein primäres Primideal ist, so wird 

(~~n = (:) = G) = + 1, 

d. h. jedes Primideal r, für welches ( ~) = + 1 ausfällt, besitzt auch die Eigen-

schaft (~)=+l. 
Wir bestimmen nun an Stelle der Primideale qI' ... , q~ irgend ; andere 

Primideale q~, ... , q~ mit den entsprechenden Eigenschaften 
2 

(~) = -1, (;;) = + 1, (i +k), 

(i, k = 1, 2, ... , ;) 
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d t . d 'h (') 'h (') I I un se zen WIe erum q1 = "1 , ... , q", = "m , WO "1"'" "m ganze 
2 2 2 

Zahlen in k sind; sodann denken wir uns die sämtlichen Schlußfolgerungen 
dieses Beweises für das neue System von Primidealen q~, ... , q~ wiederholt. 

2 

Auf diese Weise gelangen wir zu einem Ausdruck 

v:n 
p' = n* e' ,,~vi ... "I'f!'c2 = rx'2 , (22), 

2 

in dem e' eine gewisse Einheit und v~, ... , v~ gewisse Exponenten 0, 1 be-
2 

deuten. Hätten hier die Exponenten v~, ... , v~ sämtlich den Wert 0, so 
2 

wäre wiederum n = n*e' eine Zahl von der Art, wie sie Satz 32 verlangt; wir 
nehmen also an, daß diese Exponenten v~, ... , v~ nicht sämtlich gleich 0 

2 

ausfallen und folgern dann wie vorhin, daß jedes Primideal t, für welches 

(~/) = + 1 ist, auch die Eigenschaft (~) = + 1 besitzt. 

Wir bezeichnen nun kurz mit t/, alle diejenigen Primideale in k, für welche 

(:J = + 1 

ist und mit t/-l,II' alle diejenigen Primideale in k, für welche zugleich 

(L) - - 1 und (p/) - + 1 
t pp.' t pp' 

ausfällt, ferner mit t~+), t~-) diejenigen Primideale, für welche 

(tt) = + 1 bez. (~t) = -- 1 

wird. Da die Zahlen p, p' sicher nicht Quadrate von ganzen Zahlen in k sind 
und bei unseren Annahmen das nämliche auch für das Produkt pp' gilt, so 
folgen aus Satz 17 die Gleichungen 

,\,1 1 1 1 
..:::.,; ---n(t). = 2 log 8 _ I + 111 (8), 
(tl') I' 

~ I I 1 -----10 ~- '8 n(t ,)8 - 4 g 8 - 1 + IIlIi ( ), 
(tp p ') PP 

(8)1), I 
(8)1); 

(2) 

hier sind die unendlichen Summen über alle Primideale t Ii bez. t /'/'' zu er
strecken und 1/,(8), 1/-lI" (8) bedeuten Funktionen der reellen Veränderlichen 8, 
welche stets zwischen endlichen Grenzen bleiben, wenn 8 sich dem Werte 1 
nähert. 

Die Primideale t /I sind offenbar sämtlich von den Primidealen t Pli' ver
schieden und da nach dem vorhin Bewiesenen die Primideale t,ll' t/l,U' sämtlich 
unter den Primidealen t~+) vorkommen, so haben wir 

'\1 I \, 1 '\1 1 
..:::.,; n (r<+l)8 > ..:::.,; n (t )S + ..:::.,; n (t---;P 

(t~+») 11 (tl') I' (tpp') pu 
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und folglich wegen (2) 

'\, 1 3 1 
L.; n(r<+»)" > Tlog 8 -1 + 1#(8) + 1##,(8); 

(rb+») 11 

(3) 

hier sind die unendlichen Summen wiederum über alle Primideale mit den be
treffenden Eigenschaften zu erstrecken. 

Die Primideale r~+), r~-) erschöpfen offenbar, wenn man von dem einen 
Primideale ,p absieht, die sämtlichen Primideale tu in k und es ist daher 

~ 1 ~ 1 1 ,\1 1 1 
L.; n(r<+J)8 + L.; n(r<~)-)8 = - n(\J)' + L.; n(ro)' = log 8 _ 1 + I(s), 

(r~+J) 11 (r~-J) 11 (tll) 

(4) 

wo die Summe ~ über sämtliche Primideale tu in k erstreckt werden soll 
(tu) 

und I(s) wiederum eine für s = 1 zwischen endlichen Grenzen bleibende 
Größe bezeichnet. Aus (3) und (4) zusammen folgt die Ungleichung 

~ 1 ~1 1 1 1 
L.; n(r<+J)8 - L.; n(t<-J)8> "2 log 8 _ 1 + 2/#(s) + 2/##'(s) - I(s). 

(rb+J) 11 N-1) 11 

(5) 

Wegen 

]; n (r~+J)8 - ]; n (r~-»)8 = ]; (:) n (~)., 
N+J) 11 (rb-J) 11 (tll) 

enthält die Ungleichung (5) unmittelbar einen Widerspruch gegen den Satz 31 
und mithin sind unsere Annahmen zu verwerfen, d. h. es müssen die Expo
nenten v1 ' ••• , v""- in der Kongruenz (1) oder das zweitemal die Exponenten 

2 

v~, ... ,v~ in der entsprechenden Kongruenz sämtlich 0 sein; dann ist aber, 
2 

wie bereits hervorgehoben wurde, n = n* s bez. n = n* s' eine Zahl von der 
Art, wie sie der Satz 32 verlangt und damit haben wir die Richtigkeit dieses 
Satzes erkannt. 

Auch die Umkehrung des Satzes 32 ist gültig, wie der folgende Satz zeigt: 
Sa tz 33. Wenn n eine ganze Zahl in k bedeutet, welche dem Quadrat einer 

ganzen Zahl in k nach 22 kongruent ausfällt, und wenn überdies (n) gleich 
lJh ist, wo ,p ein Primideal in k bedeutet, so ist dieses Primideal ,p stets primär. 

Beweis. Wir betrachten den Körper K(yn): Wegen Satz 4 und 5 besitzt 
die Relativdiskriminante dieses Körpers nur den einen Primfaktor ,p. Mit 
Hilfe von Satz 22, nach der Bemerkung am Schluß von § 15, und bei An
wendung der Bezeichnungsweise dieses Satzes 22 für den Körper K (yn) er
halten wir wegen t = 1 die Ungleichung 

1 + v* - ~- > 0 d. h. v* > ; . 

Da andererseits v*nach § 11 nicht größer als ~ sein kann, so haben wir v* = ~ ; 
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es ist mithin jede Einheit ~ in k die Relativnorm einer Einheit des Kör
pers K(1"n) und hieraus folgt nach Satz 9 

(; ~ n) = (! ) = + 1, 

d. h. ~ ist ein primäres Primideal. 

§ 24. Zwei besondere Fälle des Reziprozitätsgesetzes für quadratische 
Reste im Körper k. 

Auf Grund des Satzes 32 können wir folgende neue Definition aufstellen: 
Definition 15. Wenn ~ ein primäres Primideal in k ist und ~h = (n) 

wird, wo n eine solche ganze Zahl in k bedeutet, die dem Quadrat einer ganzen 
Zahl in k nach dem Modul 22 kongruent ausfällt, so nenne ich n eine Primärzahl 
des primären Primideals ~. Wegen Satz 28 ist die Primärzahl n durch das 
primäre Primideal ~ bis auf das Quadrat einer Einheit in k bestimmt. 

Sa tz 34. Es sei ~ ein primäres Primideal in k und r ein beliebiges Prim
ideal in k; ferner sei n eine Primärzahl von ~ und e irgendeine ganze Zahl 

in k, so daß (e) = rh wird: wenn dann (;) = + 1 ist, so fällt auch (:) = + 1 

aus. 
Beweis. Mit Rücksicht auf Definition 15 und wegen Satz 4 und 5 besitzt 

die Relativdiskriminante des Körpers K (V n) nur den einen Primfaktor ~, 
und daher ist wegen Satz 26 in diesem Relativkörper die Anzahl der Geschlech
ter gleich 1, d. h. es gehören alle Ideale des Körpers K (V n) dem Hauptge-

schlechte an. Wegen der Annahme ( ;) = + 1 ist nach Satz 7 r in K (fii) in 

das Produkt zweier Primideale zerlegbar; für den Charakter eines jeden dieser 
beiden Primideale erhalten wir den Wert 

(e~n) = (:) = +1, 

womit der Satz 34 bewiesen ist. 
Satz 35. Wenn ~,~* zwei primäre Primideale in k und n, n* bez. Primär

zahlen von ~, ~* sind, so gilt die Gleichung 

(;.) = (~.). 

Beweis. Im Falle (;.) =+ 1 folgt die Richtigkeit dieses Satzes unmittelbar 

aus dem Satze 34. Nehmen wir andererseits (;.) = -1 an, so muß notwendig 

auch (~) = - 1 sein; denn wäre (n;) = + 1, so würde aus dem nämlichen 

Satze 34 die Gleichung (~*) = + 1 folgen, was der Annahme widerspricht. 
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§ 25. Das Produkt II'(";:) für ein zu 2 primes v und bei gewissen 
(hl) 

Annahmen über (L. 

Wir sind jetzt imstande, einen weiteren wichtigen Bestandteil des Rezi
prozitätsgesetzes für quadratische Reste im Körper k abzuleiten. 

Satz 36. Wenn v, p, zu 2 prime ganze Zahlen in k sind und überdies die 
Zahl p, dem Quadrat e~ner ganzen Zahl in k nach dem Modul 22 kongruent 
wird, so ist stets 

II'(V~fJ) = + 1, 
(ttJ) 

wo das Produkt über sämtliche zu 2 primen Primideale tu des Körpers k er
streckt werden soll. 

Beweis. Wir nehmen erstens v gleich einer Zahl )oe des Körpers k an, die 
von der Beschaffenheit ist, daß das Ideal ()oe) die h-te Potenz eines nichtprimären 
Primideals q in k wird; die Zahl p, dagegen sei ein Produkt von lauter Potenzen 
primärer Primideale. Bedeuten b1 , ..• , bt diejenigen unter diesen Primfaktoren 
von p" die in p, zu einer ungeraden Potenz aufgehen, so finden wir, wenn bez. 
15], ... , !5t Primärzahlen von b1 , ... , bt bezeichnen, bei Anwendung des 
Satzes 28 leicht die Gleichung 

p,h=!51•• ·!5t rJ.2, (1) 

wo rJ. eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. Wir betrachten den Körper 
K ({ji); nach Satz 4 sind b1 , ••. , bt die in der Relativdiskriminante von 
K (fii) aufgehenden Primideale. Da diese t Primideale sämtlich primär sein 
sollen und mithin für jede Einheit; stets 

(~b;) = (~J = + 1, (i = 1, 2, ... , t) 

ausfällt, so ist r = t die Anzahl der Charaktere, welche das Geschlecht einer 
Klasse in diesem Körper K(-(iJ,) bestimmen; es gibt daher nach Satz 26 in 
K({ji) höchstens 2t - 1 Geschlechter. 

Wir weisen nun nach, daß im Körper K (-Y-iJ,) wirklich 2t- 1 Geschlechter 
vorhanden sind. Zu dem Zwecke bezeichnen wir mit Cl' ... , Ct irgend t solche 
Einheiten ± 1, deren Produkt gleich + 1 ist, und bestimmen dann ein Prim
ideal .):J in k, welches den Bedingungen 

(2) 

(3) 

genügt, wobei 81 , ••• , 8.!!'. das zu Beginn von § 21 aufgestellte System von Ein-
2 

heiten in k bedeuten soll; nach Satz 18 gibt es sicher Primideale .):J von der ver-
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langten Beschaffenheit. Wegen (2) ist lJ ein primäres Primideal; es sei'Jl eine 
Primärzahl von lJ . Nach Satz 35 folgen aus den Gleichungen (3) die Gleichungen 

(4) 

Wenn wir die Gleichungen (3) miteinander multiplizieren, erhalten wir wegen 
(1) und wegen Cl ••• Ct = + 1 die Gleichung 

(~1 . ~ .~) = (~) = + 1, 

d. h. lJ zerfällt im Körper K (Vii) in zwei Primfaktoren. Die Charaktere eines 
jeden dieser Primfaktoren stimmen wegen (4) mit Cl' ••• ' Ct überein. Die An
zahl der möglichen Systeme von Einheiten Ct, ... , Ct mit der Bedingung 
Cl ••• Ct = + 1 ist offenbar 2t - 1 ; es existieren daher wirklich so viele Ge
schlechter, und da es nach dem vorhin Bewiesenen eine größere Anzahl von 
Geschlechtern nicht geben kann, so erkennen wir hieraus die Tatsache, daß das 
Charakterensystem Cl' ••• , Ct eines jeden Geschlechts im Körper K (fiJ,) not
wendig die Bedingung Cl ••• Ct = + 1 erfüllen muß. 

Um aus dieser Tatsache unter den an erster Stelle gemachten Annahmen 

den Satz 36 abzuleiten, nehmen wir zunächst an, es sei ( ~ ) = + 1. Dann zer

fällt q in K(VIi) in zwei Primfactoren; das Charakterensystem eines jeden 
dieser Primfaktoren ist 

("b;) = (;J ' ... , (" b:) = (~) . 
Da das Produkt dieser Charaktere nach dem vorhin Bewiesenen gleich + 1 
sein soll, so folgt wegen 

notwendig die Gleichung 

(" ~ P) = (:) = + 1 

II'("~P) = + 1, 
(tu) 

wenn das Produkt über alle zu 2 primen Primideale tu des Körpers k erstreckt 
wird; diese Gleichung zeigt unmittelbar die Richtigkeit der Behauptung. 

Ist dagegen (:) = - 1, so bestimme man ein von den Primidealen 

b1 , ••• , bt verschiedenes primäres PrimideallJ von der .Art, daß (;) = - 1 

ausfällt; nach Satz 18 ist dies stets möglich. Bezeichnet 'Jl .eine Primärzahl 

von lJ , so muß notwendig auch ( ~) = - 1 ausfallen, weil im entgegengesetzten 

Falle aus Satz 34 (;) = + 1 folgen würde. Nunmehr ist (Pq1"(,) = + 1, und 

wenn wir daher in der voranstehenden Betrachtung an Stelle von fl jetzt fl'Jl 
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nehmen, so geht aus derselben die Gleichung 

II,(",:n) = + 1 
(tu) 

hervor. Es ist aber 
II'(,,~n) = (~)(~) = + 1 
(tu) 10 q 

und folglich 

II'("~Jj) = + 1; 
(tu) 

(5) 

damit ist die Behauptung des Satzes 36 unter den an erster Stelle gemachten 
Annahmen als richtig erkannt. 

Wenden wir die Formel (5) insbesondere auf den Fall an, daß p, eine Primär
zahl n eines primären Primideals lJ ist, so erhalten wir die Gleichung 

II'(,,~n) = (~) (~) = + 1; 
(tu) 10 q 

(6) 

es ist folglich stets 

(;)=(;). (7) 

Wir behandeln zweitens den Fall, daß 'V eine Primärzahl n eines primären 
Primideals lJ sei, während die Zahl p, beliebige primäre oder nichtprimäre 
Primideale enthalten möge. Setzen wir (p,) = t l t 2 ••• , wo t l , t 2 , ••• Prim
ideale sind, und bezeichnen !?1, e2' ... ganze Zahlen in k, so daß 

(eI) = d , (e2) = t~, ... 
ausfällt, so wird 

p," = 'Y) el e2 •.. , 

wobei 'Y) eine Einheit in k sein muß. Bei Anwendung der dritten Formel des 
Satzes 14 erhalten wir 

II'(n~Jj) = II'(n;h) = II'(n~ 11) II'(n~~) II'(n~(12) . . .. (8) 
(tu) (tu) (tu) (tu) (tu) 

Andererseits ist mit Rücksicht auf Satz 13 

II'(n~11) = (!L) = +1. 
(tu) 10 

(9) 

Ferner gelten die Gleichungen 

II'(~~(]i)=(~j)(:)=+l, (i=1,2, ... ), (10) 
(tu) j 

wie wir für ei~ primäres ti aus Satz 35 und für ein nichtprimäres ti aus 
Formel (6) schließen. Nunmehr führt die Gleichung (8) in Verbindung mit 
(9) und (10) zu der Gleichung 

II'C~Jj) = + 1, (11) 
(tu) 
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und diese lehrt die Richtigkeit des Satzes 36 für den an zweiter Stelle behan
delten Fall. 

Wir nehmen drittens an, es sei 'lI gleich einer Einheit e in k, während ft be
liebige primäre oder nichtprimäre Primideale enthalten möge. Wir betrachten 
den Relativkörper K (fii). Bedeuten, wie in unserem ersten Falle, 01 , ••• , Ot 
diejenigen unter den Primfaktoren von ft, die in ft zu einer ungeraden Potenz 
aufgehen, und sind ~1' ••• , ~t solche ganze Zahlen in k, daß 

(~1) = M, ... , (~t) = O~ 
wird, so finden wir eine Gleichung von der Gestalt 

ftll = 1J ~1 ••• ~t cx.2 , (12) 

wo 1J eine Einheit in kund cx. eine ganze Zahl in k bezeichnet. Nach Satz 4 sind 
01 , ••• , Ot die in der Relativdiskriminante des Körpers K (fii) aufgehenden 
Primideale. Wir bezeichnen mit r die Anzahl der Charaktere, die das Geschlecht 
einer Klasse in K (-Vii) bestimmen, und es seien unter den Primidealen 
01> ... , Ot- die Primideale 0t> Ot-1> ... , Om nach der in Definition 11 ge
machten Vorschrift ausgewählt. Dann beweisen wir folgende Tatsache: wenn 
Cl' ••• , Cr irgend r Einheiten ± 1 sind, deren Produkt Ot ••• Cr = + 1 aus
fällt, so gibt es im Körper K (-Vii) stets Ideale, deren Charaktere mit Cl' ••. , Cr 

übereinstimmen. In der Tat nach Satz 18 gibt es in k sicher ein PrimideallJ, 
welches den Gleichungen 

(~-) = + 1, ... , C;-) = +1, (13) 

(~~)= C1""'(~)=c" I 
(~~+1) = + 1, ... , (~t) = + 1 

(14) 

genügt. Wegen (13) ist lJ ein primäres Primideal; es sei n eine Primärzahl 
von lJ. Vermöge des Satzes 35 bez. der Relation (7) folgen aus (14) die 
Gleichungen 

(:J = Ot, .•. , (;.) = Cr' (b~J = 1, ... , (~) == + 1. (15) 

Da Cl ••• Cr = + 1 sein soll, so erhalten wir aus (14) 

C'l'~~) = +1 
und folglich ist wegen (12) 

( ~h) = (: ) = + 1 , 

d. h. lJ zerfällt in K( -Vii) in zwei Primfaktoren. Die Charaktere eines jeden 
dieser Primfaktoren stimmen wegen (15) mit Ot, ••• , Cr überein. 
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Da die Anzahl der Systeme von je r Einheiten Cl' •.• , cr mit der Bedingung 
Cl .•. c, = + 1 gleich 2r - l ist und andererseits nach Satz 26 im Körper 
K (YIl) nicht mehr als 2r - 1 Geschlechter existieren können, so schließen wir, 
wie in unserem ersten Falle, daß das Charakterensystem Cl' ..• , cr eines jeden 
in K (ili) vorhandenen Geschlechtes notwendig die Bedingung Cl •.• cr = + 1 
erfüllen muß. 

Um aus dieser Tatsache im gegenwärtigen dritten Falle den Satz 36 zu be
weisen, sei lJ ein Primideal, welches den Bedingungen 

( ~) = + 1, (16) 

(~) = + 1, (~2) = + 1, ... , C1) = + 1, (17) 

( 6;1) = (b:+1) , (6;2_) = (b:+2)' ... , (~,) = (:,) (18) 

genügt. Wegen der Gleichung (16) zerfällt lJ im Körper K ({p,) in zwei Prim
faktoren und wegen der Gleichungen (17) ist lJ ein primäres Primideal; es sei 
71: eine Primärzahl von lJ. Wegen (18) erhalten wir unter Benutzung des 
Satzes 35 bez. der Relation (7) die Gleichungen 

(e~: ß) = (eb~) = (:J (~J = + 1 (i=r+1,r+2, ... ,t), (19) 

und daher haben die r Charaktere eines Primfaktors von lJ folgende Werte 

(e~:ß), (e~:ß), ... , (e~:ß). 
Nun muß nach dem vorhin Bewiesenen das Produkt dieser Charaktere gleich 
+ 1 sein; dies liefert mit Rücksicht auf (16) und (19) die Beziehung 

IIt~ß) = +1, 
(1tJ) 

und da wegen der an zweiter Stelle bewiesenen Tatsache 

II'(~) = +1 
(1tJ) tu 

sein muß, so folgt auch die Gleichung 

IIt;:) = +1, 
(1tJ) 

(20) 

womit der Satz 36 unter den an dritter Stelle gemachten Annahmen als richtig 
erkannt ist. Das Produkt Il' ist hier wie auch im folgenden stets über alle 

(1tJ) 

zu 2 primen Primi deale ltJ des Körpers k zu erstrecken. 
Wir machen viertens die Annahme, daß" die h-te Potenz eines nichtprimä

ren Primideals q sei, und setzen (,,) = qh, WO" eine ganze Zahl in k bedeutet; 
die Zahl fl enthalte jedoch beliebig viele primäre oder nicht primäre Primideale 
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als Faktoren. Wir betrachten den Körper K(yp,), wenden für ihn die Bezeich
nungen wie im vorigen Falle an und entnehmen aus der Behandlung dieses 
dritten Falles die Tatsache, daß das Produkt der r Oharaktere eines Geschlech-

tes in K (yp,) gleich + 1 sein muß. Es sei zunächst (:) = + 1; dann zerfällt 

q im Körper K (yp,) in zwei Primfaktoren. Die r Oharaktere eines jeden dieser 
Primfaktoren von q sind, wenn ~ eine geeignete Einheit in k bedeutet, und im 
übrigen die Bezeichnungsweise, die im dritten Falle benutzt wurde, bei
behalten wird: 

(;~:Il), (;~:Il), ... , (;~:Il), (21) 

während überdies die Gleichungen 

(;'" Il) = + 1, (;". Il) = + 1, ... , (;'" Il) = + 1 (22) 
br+l br+2 bt 

gelten. Durch Multiplikation dieser Gleichungen (21), (22) folgt leicht 

II'(;~Il) = (~) = +1 
(w) q 

und vermöge der im dritten Falle bewiesenen Relation (20) schließen wir 
hieraus 

II'(~) = +l. 
(w) tu 

(23) 

Fällt andererseits (~ ) = - 1 aus, so bestimmen wir ein primäres Prim

ideal .p von der Art, daß (;) = - 1 ausfällt. Bezeichnet 'lt eine Primärzahl 

von .p, so erhalten wir wegen (7) (~) = - 1, und folglich wird (n;) = + l. 
Nach der eben bewiesenen Formel (23) folgt mithin, wenn wir jetzt 'ltft an 
Stelle von ft nehmen, 

lI'("';Il) = + 1 
(W) 

und hieraus wiederum mit Hinzuziehung von (ll) 

II'("~Il) = +1; 
(w) 

(24) 

damit ist der Satz 36 auch unter der vierten Annahme bewiesen. 
Wir beweisen endlich den Satz 36 allgemein. Zu dem Zwecke setzen wir 

'Pli, = e (!I (!2 ••• , 

wo e eine Einheit in kund (!l' (!2' ... , sei es Primärzahlen von primären Prim
idealen, sei es solche ganze Zahlen in k bedeuten, die h-te Potenzen von nicht
primären Primidealen darstellen. Dann entnehmen wir aus (20), (ll), (24) die 

IDlbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 28 
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zu beweisende Gleichung 

II' (v;:) = II' (Vh~P) = + 1. 
(tu) (tu) 

Der Satz 36 enthält bereits wesentliche Bestandteile des quadratischen 
Reziprozitätsgesetzes zwischen den zu 2 primen Zahlen im Körper k. Wir 
fassen einige wichtige Folgerungen des Satzes 36 in nachstehendem Satze 
zusammen: 

Satz 37. Bedeuten '11, ,.", '11*, ,.,,* irgendwelche ganze Zahlen in k, die zu 
2 prim sind und nach dem Modul 22 den Kongruenzen 

'11 = '11*, ,." = ,.,,*, (22) 

genügen, und fällt überdies '11 zu ,." und '11* zu ,.,,* prim aus, so gilt stets die 
Formel 

(;)(~) = (;:)(~:). 
Bedeuten '11, ,." irgendwelche zueinander und zu 2 prime ganze Zahlen in 

k, von denen wenigstens eine dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach 22 

kongruent ausfällt, so gilt stets die Formel 

(;)=(~). 
Beweis. Unter den zuerst gemachten Annahmen haben wir nach Satz 36 

II' ( v v~ P ) = II' ( v~P ) II' ( v*~ P) = + 1, 
(tu) (11.1) (11.1) 

II'(v*, :P*) = II'(v:P) II'(v*;:*) = + 1 
(tu) (tu) (tu) 

und mithin 

II'(V;:) = II'(v*:*); 
(11.1) (11.1) 

hieraus entnehmen wir leicht die erste Aussage des Satzes 37. Die zweite Aus
sage folgt unmittelbar durch Anwendung des Satzes 36. 

Die Formeln des Satzes 37 können auf die mannigfaltigste Weise durch 
numerische Beispiele bestätigt werden. 

§ 26. Das primäre Ideal und seine Eigenschaften. 

Wir erweitern die Definition 13 in folgender Weise: 
Definition 16. Ein solches zu 2 primes Ideal a des Körpers k, in bezug 

auf das für jede Einheit ~ in k 

(!) = + 1 

ausfällt, heiße ein primäires Ideal; dagegen mögen diejenigen Ideale nicht-
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primär genannt werden, in bezug auf die jene Gleichung nicht für jede Einheit 
~ erfüllt ist. 

Auf Grund des Satzes 36 gelingt es nun, den Satz 32 in folgender Weise 
zu verallgemeinern: 

Satz 38. Es sei a ein beliebiges primäres Ideal in k: dann ist es stets möglich, 
in k eine ganze Zahl oe zu finden, so daß das Ideal (oe) gleich ah wird, und über
dies die Zahl oe nach dem Modul 22 dem Quadrat einer ganzen Zahl des Körpers 
k kongruent ausfällt. 

Beweis. Es sei oe* irgendeine ganze Zahl in k, so daß (oe*) = ah wird. Be-

zeichnen ferner q1' ••• , q'!! , U1 , ••• , u!!! die ; Ideale bez. ganze Zahlen, wie in 
2 2 

Satz 29, so ist nach dem dort Bewiesenen jede ganze zu 2 prime Zahl nach dem 
Modul 22 in einer gewissen Gestalt (vgl. S. 414) darstellbar; wir dürfen danach 
insbesondere 

(1) 

setzen, wo e* eine geeignete Einheit in k, ferner Vl , ••• , v!!!.. gewisse Exponenten 
2 

0,1 und ß eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. Da wegen (1) die Zahl 

kongruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 22 ausfällt, 
so ist nach dem Satze 36 für jede Einheit ~ in k 

(
V", ") ~ cx* e* 'Je~1. • • 'Je 2" ~, 1 rn. 

II' tu 2- = + 1 
(tu) 

und folglich 

(_~_) = (~) (~)t71 ... (~)V~ = + 1; 
Vrn a ql q", 

cx* 'Je~1 • •• 'Je 2" 2" 
1 !!!... 

2 

da nach Voraussetzung (!) = + 1 sein soll, so entnehmen wir hieraus, daß 

für jede Einheit ~ in k die Gleichung 

( ;,)" ... (q~ )'~ ~ + 1 

bestehen muß. Indem wir hierin der Reihe nach für ~ die in § 21 aufgestellten 
Einheiten e1 , ••• , e!!!. einsetzen, schließen wir aus den Formeln S. 413, daß die 

2 

Exponenten vl ' •.. , V rn sämtlich gleich 0 sind, und daher ist wegen (1) oe = oe* e* 
il 

eine ganze Zahl in k von der im Satze 38 verlangten Beschaffenheit. 
28* 
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Die Umkehrung des Satzes 38 stellt eine Verallgemeinerung des Satzes 33 
dar und lautet wie folgt: 

Satz 39. Wenn a ein zu 2 primes Ideal in k und oe. eine ganze Zahl in k 
von der Beschaffenheit ist, daß das Ideal (oe.) gleich ah wird und überdies die 
Zahl oe. nach dem Modul 22 dem Quadrat einer ganzen Zahl des Körpers k 
kongruent ausfällt, so ist a ein primäres Ideal in k. 

Den Beweis dieses Satzes gewinnen wir aus Satz 36, wenn wir in der Glei
chung dieses Satzes 36 für '/I eine beliebige Einheit ~ in k und für I-' die Zahl oe. 

nehmen. 

§ 27. Beispiele für die Sätze 32, 33, 38, 39. 

Die Sätze 32, 33 entsprechen dem bekannten Satze aus der Theorie der 
rationalen Zahlen, demzufolge - 1 quadratischer Rest oder Nichtrest nach 
einer rationalen positiven Primzahl ist, je nachdem diese von der Form 4n + 1 
oder 4n + 3 ausfällt. Zur Erläuterung und Bestätigung der genannten Sätze32, 
33 wie der allgemeineren Sätze 38, 39 mögen folgende Beispiele dienen: 

Beispiel 1. Der quadratische Körper k cv-=7) hat die Klassenanzahl 
h = 1 ; er besitzt zwei Einheitenverbände, nämlich diejenigen, die durch die 
Einheiten + 1 und - 1 bestimmt sind. Die Zahlen 

3, Y, 7, 2+Y-7, 4+Y-7, 1+2Y-7 
sind Primzahlen mit den Normen bez. 

7, 11, 23, 29. 

Nun gelten die Kongruenzen: 

-1 = (y 7)2, (3) und -1 = 122 , (1 + 2y -7); 

also haben wir im Körper k (Y - 7) 

(-31)=+1 und (1+~:_7)=+1, 
d. h. die Primideale (3) und (1 + 2 Y - 7) sind primär. Dagegen finden wir 
mittels Satz 1 

( 1) '-1 (1) 11-1 i-7 =(-1)2=-1, 2-rr-7 =(_1)-2 =-1, 

( 1) 23-1 

4+r-7 = (-1) 2 = -1; 

d. h. die Primideale (y - 7), (2 + y -7), (4 + f-7) sind nichtprimär. 
In Übereinstimmung mit dem Satze 32 haben wir in der Tat 

- 3 = 12, (22) und - 1 - 2 (=7 = 12, (22), 
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d. h. - 3 und - 1 - 2 V - 7 sind Primärzahlen der Primideale (3) bez. 

(1 + 2 V-=-7). Dagegen ist von den sechs Zahlen 

± {=-7, ± (2 + Y - 7), ± (4 + (= 7) 

keine dem Quadrat einer ganzen Zahl in k (Y - 7) nach dem Modul 22 kon
gruent, womit Satz 33 bestätigt wird. 

Nach Definition 16 sind die Ideale 

(r=7) (2 + Y~7) = (- 7 + 2 Y - 7) , 

(y-=7) (4 + Y=7) = (- 7 + 4 V -7) 

primär; in der Tat gelten in Bestätigung des Satzes 38 nach dem Modul 22 die 
Kongruenzen 

- (- 7 + 2 Y=-7) = 12, (22), 

-7 + 4 Y - 7 == 12, (22). 

Beispiel 2. Der biquadratische Körper k (1-=-1, y"5) hat die Klassen

anzahl h = 1; wir setzen i = Y - 1 und {} = 1 ~ f5, so daß i 2 + 1 = 0 

und {}2 - {} - 1 = 0 wird. Der Körper k (i, {}) besitzt 4 Einheitenverbände, 
nämlich diejenigen, die durch die Einheiten 1, i, {}, i{) bestimmt sind. 

Die Zahlen 

i+{}, 3+2i, 2i+{}, 1-2{}+i{}, 1+2i+2{}, 3i+{} (1) 

sind Primzahlen mit den Normen bez. 

5, 132, 29, 41, 89, 109. 

Wir finden nun leicht mittels Satz 1 im Körper k(i, {}) die Gleichungen 

(i; &) = /;1= - 1, 

(3: 2i) = + 1, 

(2i~ -n) = -1, 

(1-2!+i&)=+1, 

(1 +-2: + 2 &) = + 1, 

(3i ~1}) = -1, 

(-/fo) = (i~l~) = -1, 

( -~---) = + 1 3 + 2i ' 

(2{~{j) = + 1, 

(1--=-2: + ilj) = -1, 
(1 + 2 ~ + 2 &) = + 1, 

(3i~ &) = --1. 

Dem Satze 33 zufolge darf daher keine der vier Primzahlen i + {}, 2 i + {}, 
1 - 2{} + i{}, 3i + {} nach dem Modul 22 einem Ausdrucke von der Gestalt 
iu{}v OC2 kongruent sein, wo u, v gewisse Werte 0, 1 haben dürfen und oc 
irgendeine ganze Zahl in k (i, {}) bedeutet; dagegen muß nach Satz 32 jede 
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der beiden übrigen Zahlen aus der Reihe (1) einer solchen Kongruenz ge
nügen. In der Tat ist 

3 + 2 i = 19 (1 - i - 19)2, (22) und 1 + 2 i + 219 == (1 + 19 + i 19)2, (22). 

Aus der obigen Tabelle erkennen wir ferner, daß die Ideale 

(i + 19)(3 i + 19) = (- 2 + 19 + 4i19), 

(i + 19) (2 i + 19) (1 - 219 + i 19) = (- 6 - 5 i - 219 - 3 i 19) 

primär sind; in der Tat gelten in Bestätigung der Sätze 38 und 39 die Kon-
gruenzen: - 2 + 19 + 4i19 = -(1 -19)2, (22), 

- 6 -- 5 i - 219 - 3 i 19 _ - i (1 + i - 19)2, (22). 

Beispiel3. Der biquadratische Körper k (VI + 4 Y - 1) hat die Klassen

anzahl h = 1; wir setzen i = Y - 1 und 19 = 1 + Y;+4i, so daß 

192 -19 - i = 0 wird. Der Körper k (-y-:o.) besitzt 4 Einheitenverbände, näm
lich diejenigen, die durch die Einheiten 1, i, 19, i19 bestimmt sind. 

Durch Zerlegung der Zahl 5 erhalten wir in k (Y 19) die drei Primzahlen 

2+i, 1+19, 2-19; (2) 

das Produkt der beiden letzteren ist gleich 2 - i, und das Produkt aller drei 
Primzahlen ist gleich 5. Wir finden leicht in diesem Körper k(19): 

52 -1 5-1 

und 

( i) .-2 2+i = t =+1, ( i) '2 I+D =t =-1, (2~D) = -1, (3) 

(2!J = -1, (1!0)=+1, (2 ~ 0) = -1, (4) 

und in der Tat ist keine der drei Primzahlen (2) nach dem Modul 22 einem Aus
druck von der Gestalt t'U19v oc2 kongruent, wo u, v gewisse Werte 0,1 haben 
und oc irgendeine ganze Zahl in k(19) bedeutet. Dagegen ist 5 = 12 nach 2 2, 

und wegen (3), (4) haben wir 

(!) = (2 ~ i) (1 ~ {}) (2 ~ 0) = + 1, 

(!) = (2~i)(I!{})(2~D) = +1, 

d. h. das Ideal (5) ist in Übereinstimmung mit Satz 39 primär. 
Die Zahl 37 ist in k(19) gleich dem Produkt der drei Primzahlen 

6+i, -3+19, 2+19. 
Wir finden leicht 

(6 ~i) = + 1, (3 ~O) = -1, (2! 0) =-1 (5) 
und 
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Die Primfaktoren von 37 sind ebenso wie diejenigen von 5 sämtlich nicht
primär; dagegen ist das Ideal (37) primär. Ferner sind wegen (3), (4), (5), (6) 
~M~~ . 

((2 + i) (6 + i)), ((1 + f}) (3 - f})), ((2 - f}) (2 + f})) 
primär; in der Tat gelten in Übereinstimmung mit Satz 38 die Kongruenzen 

(2 + i) (6 + i) = (2 + i)2, (22), 

- (1 + f}) (3 - f}) = (1 - f})2, (22), 

- (2 - f}) (2 + f}) = f}2 (22) • 

Die Zahlen 3 und 7 sind in k(f}) unzerlegbar, und da - 3 = 12 und - 7 = 12 
nach dem Modul 22 ausfällt, so müssen nach Satz 33 (3) und (7) primäre Prim
ideale mit den Primärzahlen - 3 und - 7 sein. In der Tat sind die Einheiten 
i, f} beide in k(f}) quadratische Reste nach den Moduln (3) und (7); denn wir 
haben 

3'-1 7'-1 

(; ) = i-2-= + 1 und (~ ) = i-2-= + 1 

sowie ferner 

f} = (1 - f) + if})2, (3) und f} = (1 + 3i - 3f) - if})2, (7). 

Beispiel 4. Der biquadratische Körper k (0/ - 2) hat die Klassenanzahl 
, 4 

h = 1; wir setzen f} = V=2, so daß f}4 + 2 = 0 wird. Der Körper k(f}) 
besitzt 4 Einheitenverbände, nämlich diejenigen, die durch die Einheiten 1, 
- 1, e, - e bestimmt sind, wobei zur Abkürzung 

gesetzt ist. 
Die Zahlen 

1 - f}, 

e = 1 - f}2 + f}3 

1 + f} - 2f}2 + 2f}3,} 
1+2f}-f}2 

sind Primzahlen ersten Grades in k(f}) mit den Normen bez. 

3, 3, 19, 

59, 73 ; 

wir schließen hieraus mittels Satz 1 

(1~10)=-1, (1+0_~~2+203)=-1') 
(1+0;21-&2+-&3)=-1, (1+~1_-&2)=+1. 

(1-=-10) = -1, 

Die Zahl f) genügt nach den Primzahlen in (7) bez. den Kongruenzen 

f}-I, f}=-I, f}=- 5, 
f}= 6, f}= -31 

(7) 

(8) 
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und daher gelten für s bez. nach jenen Primzahlen die Kongruenzen 

s _1, s= -1, 

s - 4, 
s== 3, 

s = -18. 

§ 27 

Da nun im Bereiche der rationalen Zahlen 1 quadratischer Rest nach 3, - 1 
Nichtrest nach 3, 3 Nichtrest nach 19, 4 Rest nach 59 und - 18 Rest nach 73 
ist, so haben wir im Körper k(ß) die Gleichungen 

(1 ~ 0) = + 1, (1_;0)=-1, h+0-;02+ 203)=-I,\ 

(1 + o+i ß2+ &3) = + 1, (f + 2~ -02) = + 1. (9) 

Wegen (8), (9) ist von den fünf Primzahlen in (7) nur die letzte primär, und in 
der Tat gilt in Bestätigung des Satzes 32 nach dem Modul 22 die Kongruenz 

- (1 + 2 ß - ß2) _ (1 + ß + ß2 + ß3)2, (22) , 

so daß - 1 - 2ß + ß2 eine Primärzahl des Primideals (1 + 2ß - ß2) wird. 
Die Zahlen 

1-2ß+2{}2, 

sind Primzahlen zweiten Grades in k(ß) mit den Normen bez. 

72 , 312. 
Zunächst ergibt sich 

72 -1 

(1 _ 2::;~ TDi) = (- 1)-2-= + 1. 

Ferner finden wir mit Benutzung der Kongruenz 

(1 - 2ß + 2ß2) 

leicht, daß s quadratischer Nichtrest nach 1 - 2ß + 2ß2 ist, d. h. wir haben 

(1 _ 2; + 202) = - 1, 

und die Primzahl 1 - 2ß + 2ß2 ist mithin nichtprimär. Dagegen gilt die 
Kongruenz 

- 1 + 4 ß2 - 2 ß3 = (1 + ß2 + ß3)2, (22) . 

Nach Satz 33 muß mithin (1 - 4ß2 + 2'193) ein primäres Primideal sein. In 
der Tat haben wir 

312-1 

(r=-4-;2~-203) = (_1)-2-= + 1 

und überdies gilt die Kongruenz 

s = (3 - 2 ß)2, (1 - 4 ß2 + 2 ß3). 

Endlich sind wegen (8), (9) die Ideale 

((1 + ß) (1 + ß - 2 ß2 + 2 ß3)), ((1 - ß) (1 + ß + 2 ß2 + ß3)) 
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primär und in Bestätigung des Satzes 38 finden wir in der Tat 

- (1 + ß) (1 + ß - 2 ß2 + 2 ß3) = (1 + ß + ß2 + ß3)2, (22) , 

- 8 (1 - ß) (1 + ß + 2 ß2 + ß3) = 82 (22) . 

Die Zahl 5 ist in k(ß) unzerlegbar und wegen 5 = 12 nach 22 ist mithin 
dem Satze 33 zufolge (5) ein primäres Primideal; in der Tat ist 8 quadratischer 
Rest nach 5 wegen der Kongruenz 

8 = (1 + 2 ß + ß2 + ß3)2, (5). 

Beispiel 5. Der durch die 5-ten Einheitswurzein bestimmte Körper ist 
ein biquadratischer zyklischer Körper mit der Klassenanzahl h = 1; es sei 
ß eine von 1 verschiedene 5-te Einheitswurzel, so daß 

ß4 + ß3 + ß2 + ß + 1 = 0 

wird. Der Körper k(ß) besitzt 4 Einheitenverbände, nämlich diejenigen, 
welche durch die Einheiten + 1, - 1, 1 + ß, - 1 - ß bestimmt sind. 

Die Zahlen 
2- ß2,3+2ß+ß2,} 

3 + 4 ß2 , 1 + 5 ß2 

sind Primzahlen ersten Grades in k(ß) mit den Normen bez. 

11, 31, 41, 

61 , 181 , 521 ; 

wir schließen hieraus mittels Satz 1 leicht 

(f; ;02) = -1, (2~~02-) = -1, 

(3+10) = + 1, (3-?f02) = + 1, 

(10) 

Die Einheit 1 + ß genügt nach den Primzahlen (10) bez. den Kongruenzen 

l+ß= 5, == 9, =11, 

= - 2, = 43, = 26. 

Da nun im Bereich der rationalen Zahlen 5 quadratischer Rest nach 11, 
9 quadratischer Rest nach 3], 11 Nichtrest nach 41, - 2 Nichtrest nach 61, 
43 Rest nach 181, und 26 Rest nach 521 ist, so haben wir im Körper k(ß) die 
Gleichungen 

(/:-2~2)=+1, (::;2)=+1, 

G!!) = -1, (/+~!1~2) = + 1, 

( 1 + 0 .) - -1 1 
3 + 20 + 02 - , (12) 

( 1 + 0 \ 
1+ 502) = + 1, 

Wegen (11), (12) sind von den sechs Primzahlen in (10) nur die zwei letzten 
primär, und in der Tat gelten in Bestätigung der Sätze 32 und 33 nach dem 
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Modul 22 die Kongruenzen 

3 + 4 #2 == - 1 , (22) , 
{}4 

1 + 5 #2 = - 1 + {} , (22) , 

so daß 
- 3 - 4 #2 und - (1 + #) (1 + 5 #2) = - 1 - # - 5 #2 - 5 #3 

Primärzahlen der betreffenden beiden Primideale werden. 
Aus den Gleichungen (11), (12) entnehmen wir leicht die Gleichungen 

((1 + 2 {}---;) ~2 _ 1].21) = + 1, C3 + 2 {} ; ~z) (3 + {})) = + 1, 

((1 + 2~~(: _ {}zJ = + 1, C3 + 2{}1++{}~ (3 + {})) = + 1. 

§ 27 

Die Zahlen (1 + 2#2) (2 - #2) und (3 + 2# + #2) (3 + #) müssen daher dem 
Satze 38 zufolge dem Produkte einer Einheit in das Quadrat einer ganzen 
Zahl des Körpers k(#) nach dem Modul 22 kongruent ausfallen; in der Tat 
gelten die Kongruenzen: 

(1 + 2 #2) (2 - #2) = 2 # + #2 + 2 #3 = (1 + #) (1 + #4)2, (22), 

(3 + 2 # + #2) (3 + #) = - #4 , (22). 

Beispiel 6. Der durch eine Wurzel # der Gleichung 

#4+#+1=0 

bestimmte Körper ist ein biquadratischer Körper ohne quadratischen Unter
körper; er hat die Klassenanzahl h = 1 und besitzt 4 Einheitenverbände, 
nämlich diejenigen, die durch die Einheiten + 1, - 1, #, - # bestimmt sind. 

Für die Zahlen 3, 5 gelten in k(#) die Zerlegungen 

3 = (1 - #) (2 + # + #2 + #3), 

5 = (1 + # + #2 + #3) (2 - 4 # + 2 #2 - #3), 

worin beidemal der erste Faktor auf der rechten Seite eine Primzahl ersten 
Grades und der zweite Faktor eine Primzahl dritten Grades ist. Mit Hilfe 

(1-=-1{}) =-1, 

Andererseits findet man aus den Kongruenzen 

# = 1, (1 - #) und # = -2, (1 + # + #2+ #3) 

die Gleichungen 

(1 ~ {}) = + 1, (1+&} {}2 + {}3) = -1. (14) 
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Wegen - 3 = 12 und 5 = 12 nach 22 sind (3), (5) nach Satz 39 primäre Ideale 
und mithin folgt 

(~)= (1~0) (2+0:02+03) =+1, 

(!) = (1+0:02+03)(2-40:202-03) = +1; 

hieraus entnehmen wir mit Rücksicht auf (14), daß notwendig 

(2+0:02 +03)=+1 und (2-40-:202_03)=-1 (15) 

sein muß. In der Tat wird die erstere Gleichung durch die Kongruenz 

(2 + ß + ß2 + ß3) 

bestätigt. Um die letztere Gleichung zu bestätigen, berücksichtigen wir, daß 
wegen 

(2 - 4 ß + 2 ß2 - ß3) 

und wegen 
53 -1 

2 2 == -1, (5) 
nach Satz 1 

ausfällt 
Die Zahl 7 ist in k(ß) unzerlegbar und wegen -7 = 12 nach 22 muß dem

nach ß nach 7 quadratischer Rest in k(ß) sein; in der Tat finden wir 

ß == (ß + ß2 + 3 ß3)2, (7) . 

Die Zahlen 2 - ß, 2 - ß2 sind Primzahlen ersten Grades in k(ß) mit den 
Normen 19 bez. 23. Wir erhalten leicht 

( -1 \ 
2--=-0) = -1, 

(2 = ~2) = -1, 

(2 ~D) =-1 

(2 ~ 02) = + 1. 

Hieraus und aus (13), (14), (15) entnehmen wir die Gleichungen 

((1 - 0) (2 - 0) (; ~ 4 0 + 202 - 03J = + 1, ((1 _ O)(! _ 02)) = + 1. 

Dem Satze 38 zufolge muß daher jedes der beiden betreffenden Primzahl
produkte nach Multiplikation mit einer geeigneten Einheit dem Quadrat einer 
ganzen Zahl in k (ß) nach dem Modul 22 kongruent werden; in der Tat ist 

- (1 - ß) (2 - ß) (2 - 4 ß + 2 ß2 - {)3) == (1 - ß)2 ,(22) 

-ß(l - ß) (2 - ß2) = (ß + ß2 + ß3)2, (22). 
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Beispiel 7. Der durch die 7-ten Einheitswurzein bestimmte Körper ist 
ein Abelscher Körper 6-ten Grades mit der Klassenanzahl h = 1; derselbe 
läßt sich aus einem quadratischen und einem kubischen Körper zusammen
setzen. Verstehen wir unter {} eine von 1 verschiedene 7-teEinheitswurzel und 
setzen 

c = {} + {}2 + {}4 und 1] = {} + {}6, 

so wird 
c2 + C + 2 = 0 und 1]3 + 1]2 - 2 1] - 1 = O. 

Der Körper k({}) besitzt 8 Einheitenverbände, nämlich diejenigen, welche 
durch die Einheiten +1, -1, +1], _1],2-1]2, -2+1]2,1](2-1]2), 
- 1] (2 _1]2) bestimmt sind. 

Die Zahlen 

sind Primzahlen ersten Grades in k({}) mit den Normen bez. 

113, 197. 

Da überdies nach jenen Primzahlen bez. die Kongruenzen 

1]= 9,} 
2-1]2=34, 

gelten, so finden wir leicht 

1] = -39} 
2 _1]2 = 57 

(16) 

(1+3D~~2+D3) = + 1, (1+3D~Da+D3) = + 1, (1+3!~~:+D3) =-1. 

Nach Definition 16 ist also das Produkt der beiden Primzahlen in (16) ein pri
märes Ideal des Körpers k ({}), und in der Tat gilt in Bestätigung der Sätze 38 
und 39 nach dem Modul (22) die Kongruenz 

(1 - {} + 2 {}3)(1 + 3 {} + {}2 + {}3) == (2 - 1]2) {}2. 

Die Zahl 37 gestattet die Zerlegung 

37 = (1 - 4 c) (5 + 4 c), 

wobei die beiden Faktoren rechter Hand Primzahlen dritten Grades in k({}) 
sind. Da dieselben nach dem Modul 22 kongruent 12 ausfallen, so stellen sie 
nach Satz 33 primäre Primideale dar. In Übereinstimmung damit finden wir 

(l=~C)=+l, 
1] == (14 + 171] + 191]2)2, (37), 

-2 + 1]2 == (191] + 21]2)2, (37). 
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Die Zahl 3 ist Primzahl in k(fJ) und wegen - 3 = 12 nach 22 ist das Ideal (3) 
nach Satz 33 ein primäres Primideal. In der Tat haben wir 

36-1 

( ~ 1 ) = (_ 1)-2 = + 1, 

1') = (1') - 1')2)2, (3), 

- 2 + 1')2 == (1 + 1') - 1')2)2, (3). 

Die angeführten Beispiele lassen erkennen, welche reiche Mannigfaltigkeit 
an arithmetischen Wahrheiten insbesondere in den Sätzen 32, 33, 38, 39 ent
halten ist - und doch bilden diese Sätze nur Bestandteile des ersten Ergän
zungssatzes zu dem später von mir zu entwickelnden allgemeinen Reziprozi
tätsgesetze für quadratische Reste. Der vollständige erste Ergänzungssatz wird 
erst im Satz 53 (§ 36) zum Ausdruck kommen. Endlich erinnern wir daran, 
daß wir des leichteren Verständnisses wegen in dem zweiten Abschnitte der 
vorliegenden Abhandlung durchweg über den Grundkörper k die auf Seite 27 
angegebenen besonderen Annahmen gemacht haben; wir müssen es uns daher 
auch an dieser Stelle versagen, mitzuteilen, wie der erste Ergänzungssatz 
lautet und wie tief derselbe das Wesen des Begriffes der Idealklasse berührt, 
falls der zugrunde gelegte Körper k eine gerade Klassenanzahl aufweist . 

. § 28. Das Produkt II' C';;) für ein beliebiges v und bei gewissen 
(1\1) 

Annahmen über [1. 

Für die späteren Entwicklungen ist es erforderlich, den Satz 36 in folgender 
Weise zu erweitern: 

S atz 40. Es seien 11 , 12 , ••• , 1z die sämtlichen von einander verschiedenen 
Primfaktoren der Zahl 2 und es gehe 11 genau zur ll-ten, 12 genau zur 
l2-ten, ... , lz genau zur lz-ten Potenz in 2 auf, so daß 

2 = 1~11~' ... 1~ 

wird; wenn dann'jJ eine beliebige ganze Zahl und f-l eine solche ganze Zahl in k 
bedeutet, die zu 2 prim ist und dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach 
12lt+1 12/2+1 ... 121,+1 kongruent ist so fällt stets 1 2 z , 

II' C)~:-) = + 1 
(\11) 

aus, wo das Produkt über alle zu 2 primen Primideale tu des Körpers k er
streckt werden soll. 

Beweis. Wir setzen 
'jJ = nl~l .. ·1~', 
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so daß e1 , ••• , ez gewisse ganze rationale Exponenten und n ein zu 2 primes 
Ideal bedeutet. Nach Satz 8 sind die Ideale 11 , ••• , 1z sämtlich im Körper 

K( yp,) weiter zerlegbar ; es seien ~1' ••• , ~z bez. je ein Primfaktor von 11 " •• , I, 
in K ( yp,) ; endlich sei A eine durch das Ideal ~1' ... ~~. teilbare ganze Zahl 

des Körpers K (yp,) von der Art, daß der Quotient ----e;-A----e. zu 2 prim aus-
21 •• ·2. 

fällt. Die Relativnorm IX der Zahl A erhält dann die Gestalt 

IX = N(A) = a1~1 . . ·1~·, 

wo a ein zu 2 primes Ideal des Körpers k bedeutet, und es läßt sich infolge

dessen der Quotient.!.. als ein Bruch .R. darstellen, dessen Zähler e und dessen 
oe a 

Nenner (1 ganze zu 2 prime Zahlen sind. Wegen der Definition 6 ist für jedes 
Primideal tu 

(N(~,p) = + 1 

und mithin auch 

lI'(oe;:) = + 1, 
(tu) 

wo II' über alle zu 2 primen Primideale tu in k erstreckt werden soll. Berück
sichtigen wir ferner, daß nach Satz 36 die Gleichungen 

lI'(;:) = + 1, 
(tu) 

lI'(fJ-;) = + 1 
(tu) 

gelten, so erhalten wir mit Rücksicht auf die zweite Formel in Satz 14 

lI'C';:) = lI'(va~ P) = lI'(OC ~p) = lI'(OC~P) = + 1, 
~ ~ (~ ~ 

wie der zu beweisende Satz 40 behauptet. 

§ 29. Der Fundamentalsatz über die Anzahl der Geschlechter in einem 
relativ quadratischen Körper. 

In § 19 haben wir für den Fall, daß die Relativdiskriminante des Körpers 
K( yp,) zu 2 prim ist, den Satz 26 bewiesen und dadurch eine obere Grenze 
für die Anzahl der Geschlechter in K( yp,) aufgestellt. Wir sind nunmehr 
imstande, unter der nämlichen Einschränkung das folgende wichtige Theorem 
zu beweisen: 

Sa tz 41. Es sei r die Anzahl der Charaktere, welche ein Geschlecht des relativ
quadratischen Körpers K( yp,) bestimmen; ist dann ein System von r beliebigen 
Einheiten ± 1 vorgelegt, so wird dieses System dann und nur dann das Charak
terensystem eines Geschlechtes in K( yp,), wenn das Produkt der sämtlichen 
r Einheiten gleich + 1 ist. Die Anzahl g der in K (yp,) vorhandenen Geschlechter 
ist daher gleich 2'-1. 
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Beweis. Es seien b1 , ••• , bt die t in der Relativdiskriminante von K( (ji) 
aufgehenden Primideale des Körpers K (-yp,) und man setze 

b~ = (ß1), ••• , b: = (ßt), 

wo 151 , ••• , ßt gewisse ganze Zahlen in k bedeuten. Es ist offenbar 

151 , •• ßt = ea.2 p, (1) 

wo e eine Einheit und a. eine gewisse ganze Zahl in k bedeutet. Ferner wähle 
man nach der Vorschrift des § 17 von diesen t Primidealen gewisse r = t - r* 
aus; es seien dies etwa die Primideale b1> ... , br • Endlich mögen Cl' ••• , Cr 

beliebige r Einheiten ± 1 bedeuten, die der Bedingung 

Cl ••• Cr = + 1 (2) 

genügen. Wegen Satz 18 gibt es in k gewiß ein primäres Primideal.J:l , für welches 

(d;I) = + 1, ... , ( ~ ) = + 1 (3) 

ausfällt. Es sei:n; eine Primärzahl von .J:l ; dann ist nach Satz 37 

(~)=(~), (i = 1, 2, ... , t). 

Wegen (1), (2), (3) haben wir 

(dI • ~ . dt ) = e~p) = (:) = + 1, 

d. h. ~ zerfällt in K (-yp,) in zwei Primfaktoren. Ein jeder derselben hat wegen 

G::) = (b:J = + 1, ... , C'bt
P) = ( ;,) = + 1 

im Körper K( -yp,) die Charaktere 

Es lassen sich nun die Einheiten Ct, •.. , Cr offenbar auf 2r- 1 Weisen so 
bestimmen, daß die Bedingung Cl' •• Cr = + 1 erfüllt ist. Nach dem eben Be
wiesenen gehört zu jedem solchen Systeme von r Einheiten wirklich ein Ge
schlecht in K( -yp,), und da die Anzahl fJ der Geschlechter von K (-yp,) nach 
Satz 26 auch nicht größer sein kann als 2'-1, so ist der Satz 41 hiermit für den 

Fall bewiesen, daß die Relativdiskriminante des Körpers K( -yp,) zu 2 prim 
ausfällt. Den allgemeinenNachweis des Satzes 41 werden wir erst in § 41 führen. 

§ 30. Ein gewisses System von ~ + z zu 2 primen Primidealen 

des Körpers k. 

Wir leiten jetzt einen Satz ab, der im folgenden Paragraphen gebraucht 
werden wird und der eine Erweiterung des Satzes 29 ist. Dieser Satz lautet: 
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Sa tz 42. Es mögen 81"", 8m , q1' ... , qm , "1' ... , "m die Bedeutung 
""2 ""2 ""2 

wie in Satz 29 haben; ferner werde 

2 = 1~t ... 1~z 

gesetzt, wo 11 , .•. , 1z die voneinander verschiedenen Primfaktoren der Zahl 2 
in kund ll' ... , lz die Potenzexponenten bedeuten, zu denen bez. jene Prim
ideale in der Zahl 2 aufgehen. Es werde 

1~ = (Al)' ... , f~ = (A.) 

gesetzt, wo Al> ... , Az gewisse ganze Zahlen in k sind; endlich seien VI' ... , Vz 
solche primäre Primideale, daß allemal 

(::)=-1, (~) = + 1, (i 9= k) lJ, 
(i, k = 1,2, ... , z) 

ausfällt, und es seien n1 , ••• , nz bez. Primärzahlen der primären Primideale 
VI> ... , Vz: dann gilt für jede beliebige zu 2 prime ganze Zahlw in k eine Kon
gruenz von der Gestal~ 

Um Vm 

W =:= 8 Ut ••• 8 -2 "VI ••• " 2 n WI • •• n Wz OC2 
1 !!!.. 1 '!!.!. 1 Z' ((21t +1 ••• 121z+1) 

1 Z' 
2 2 

wo die Exponenten UI> ... , u~, VI> ... , v~, wI ' ... , W z gewisse Werte 0,1 
2 2 

haben und oc eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. 
Beweis. Wir behandeln zunächst die Annahme, es gäbe m + z Ex

ponenten UI>"" u~, VI>"" v~, W 1 , ••• , wz' die gewisse Werte 0,1 haben, 
2 2 

aber nicht sämtlich gleich ° sind, derart, daß die vermöge dieser Exponen-
ten gebildete Zahl 

Um Vrn 
11. = 8UI ••• e 2 "VI ••• " 2- nWI ••• nWz r 1 !!!..1 ~1 z (1) 

2 2 • 
dem Quadrat einer gewissen ganzen Zahl in k nach 1i lt+1 •• • 1;lz+1 kongruent 
werde. Die Zahl 1--;;' bestimmt dann offenbar einen relativquadratischen 
Körper K( 1--;;'), und zufolge des Satzes 5 ist die Relativdiskriminante dieses 
Körpers K( ifi) prim zu 2. Aus dem Beweise zu Satz 29 schließen wir, daß die 
Exponenten Ul' ••• , Um , VI' •.. , Vm im Ausdruck (1) sämtlich gleich ° sind. 

2 2 
Die Relativdiskriminante von K( ifi) besitzt demnach mit Rücksicht auf Satz 4 
keines der Primideale 11 , .•• , 12' ql> ... , q~ als Faktor, sondern enthält ledig-

2 

lich diejenigen unter den Primidealen VI' ... , Vz' für welche in (1) bez. die 
Exponenten W1 , ••• , Wz gleich 1 ausfallen; es seien dies etwa die t Primideale 
VI' ... , V t· Infolge unserer Annahme ist dann notwendig t > O. 

Wir dürfen nunmehr Satz 41 anwenden, da derselbe in § 29 für den hier 
zutreffenden Fall bewiesen worden ist. Nach diesem Satze gibt es, da hier 
r = t ausfällt, im Körper K( ifi) genau 2t- 1 Geschlechter und das Produkt 
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der sämtlichen Charaktere ist für jedes Geschlecht gleich + 1. Da fl dem 
Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul1i lt + 1 ..• 1;1,+1 kongruent sein 
soll, so zerfällt inbesondere das Primideal1I im Körper K({jJ,) in zwei Prim
faktoren. Die Charaktere eines jeden dieser Primfaktoren sind offenbar 

(~) (~) l31 , ••• , l3t 

und da das Produkt derselben gleich + 1 sein soll, so würden wir 

( ~:) . . . (~:) = + 1 

erhalten. Diese Folgerung widerspricht den Voraussetzungen, die wir im 
Satze 42 über die Primideale .\31' ..• , .\3z getroffen haben, und demnach ist 
unsere zu Anfang dieses Beweises gemachte Annahme zu verwerfen, d. h. 
irgendein Ausdruck von der Gestalt (1) kann nur dann kongruent dem Quadrat 
einer ganzen Zahl in k nach dem Modul1iH1 ... 1;1,+1 sein, wenn sämtliche 
Exponenten Ut, ... , u'!!. ' VI' ••• , V'!!., W1 , ••• , Wz gleich 0 sind. 

2 2 

Wir setzen nun zur Abkürzung 

LI = n(lI)ll (n ((I) -1) 
und verstehen unter 

ocP), ••• , oc~Ll) 

ein volles System von ganzen zu 11 primen und nach 11+1 einander inkon
gruenten Zahlen in k, die überdies sämtlich kongruent 1 nach dem Modul 
I~+11~+1 ... 1~+1 sein sollen. Da allgemein 

oc~i) :$ - oc~i), ((~l +1) , (i = 1, 2, . . ., LI) 

ist, so können wir annehmen, es sei etwa stets 

(L, +.) 
_ ,..(i) =,.. 2" t 

.... , - .... 1 , (i = 1, 2, ... , ~1) . 
Die ~1 Zahlen ocil), .•. , oc~L;) haben dann offenbar die Eigenschaft, daß weder 

die Differenz noch die Summe von irgend zwei derselben durch 1~ + 1 teilbar 
wird. Ferner setzen wir zur Abkürzung 

L2 = n((2)1. (n((2) - 1), 

LI = n((.)l·(n({z) -1) 

und bilden in der entsprechenden Weise wie oben zunächst das System von 

~2 ganzen, zu 12 primen Zahlen 

(1) (~.) 
oc2 ,···,oc2 ' 

die sämtlich kongruent 1 nach 1~'+1 (~+1 ... 1~+1 sind und die Eigenschaft 
mlbert. Gesammelte Abhandlungen. Bd. 1. 29 
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haben, daß weder die Differenz noch die Summe von irgend zwei derselben 

durch 1~+1 teilbar wird usf.; endlich bilden wir ein System von ~. ganzen, 

zu 1z primen Zahlen 

die sämtlich kongruent 1 nach 1~'+1 1~2+1 ... 1;-='j+1 sind und die Eigen
schaft haben, daß weder die Differenz noch die Summe von irgend zwei 
derselben durch 1;+ I teilbar wird. 

Der Ausdruck 

(

Ul' • • ., U"" , VI' . • ., V",,-; 
2 2 

. 1 2 Li 
~l= , , •.. , 2"'" 

W1 , ••. , W z = 0,1,) 
. 1 2 L. 
~z= , , ... , 2 

(2) 

stellt ein System von 2m LI ... Lz ganzen Zahlen in k dar; diese sind sämtlich 
zu 2 prim und nach fil! +1 .. . 1;1,+1 einander inkongruent. In der Tat wären 
zwei Zahlen von der Gestalt (2) einander nach 1iHI .. . 1;lz+1 kongruent, 
wäre etwa 

so würde, da die Zahlen rxt), ... , rx~i) sämtlich zu 2 prim sind, aus dem vorhin 
Bewiesenen sofort folgen, daß die Exponenten U1 , •.. , Um , VI' •.• , V"'t , 

2 2 
b 't dE' " " , W1 , ••• , Wz ez. ml en xponenten U I , ••. , U"" ' VI' ..• , V"" ' WI ' .•• , Wz 

2 2 

übereinstimmen und es wäre mithin 

(rx~iü)2 ••. (rx~iz»)2 == (rx~ii))2 .•• (rx~i;»)2, 

Aus dieser Kongruenz entnehmen wir der Reihe nach die z Kongruenzen 

(rx~iü)2 = (rx~ii»)2, UiHI), 

Aus der ersten Kongruenz folgt leicht daß entweder rx(i,) - rx(iJ) oder rx(i,) + IX(i,) , I I I I 
durch 1~+1 teilbar sein muß, und deswegen ist notwendigerweise i 1 = 'i~. 

Ebenso schließen wir i2 = i~, ... , iz = i:, d. h. die beiden Ausdrücke auf 
der linken und rechten Seite der Kongruenz (3) waren nicht voneinander ver
schieden. 
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Nun gibt es für den Modul1~Hl .. . 1;1.+1 genau 

n((1)2lt . .. n(lz)21z(n(f1) -1) ... (n(fz) -1) = 2'" LI· .. L z 

zu 2 prime und untereinander inkongruente Zahlen und mithin bilden die 
ganzen Zahlen in (2) ein volles Restsystem der genannten Art nach 1i z.+ 1 .•. I; 1.+1 ; 
dies ist die Aussage des Satzes 42. 

§ 31. Eine Eigenschaft gewisser besonderer Ideale des Körpers k. 
Wir setzen nunmehr die in § 23 und in § 26 angestellten Untersuchungen 

über primäre Ideale des Körpers k fort und gelangen zu folgenden Sätzen: 
Sa tz 43. Es sei a ein beliebiges zu 2 primes Ideal in k von solcher Be

schaffenheit, daß die Gleichungen 

(~) = +1, ... , (E;) = +1, 

(~) = + 1, ... , (~) = + 1 

gelten: dann ist es stets möglich, in k eine ganze Zahl IX zu finden, so daß 
das Ideal (IX) gleich ak wird, und überdies die Zahl IX nach dem Modul 
W' + 1 ••• 1;1.+ 1 dem Quadrat einer ganzen Zahl des Körpers k kongruent wird; 
hierbei haben Cl' ... , cl!!..' 11 , ••• ,1" ll' ... , lz' Al> ••• , A, die Bedeutung wie 

2 

in Satz 42. 
Beweis. Es sei IX* irgendeine ganze Zahl in k, so daß (IX*) = ak wird. 

Bezeichnen ferner q1' .. ·' q", , .\)1' ... , .\)z' U1 , ••• , Um , n1 , ••• ,nz dieselben 
"2 "2 

Ideale bez. ganzen Zahlen des Körpers k wie in Satz 42, so ist nach dem 
dort Bewiesenen jede ganze zu 2 prime Zahl nach dem Modul 1i lt + 1 •.• 1;1.+ 1 in 
der Gestalt darstellbar, wie im Satze 42 angegeben worden ist; wir dürfen also 
insbesondere 

v'" 
N* = c* U'Vl ••• U I! nWl ••• nW' ß2 
"'" - 1 !!! 1 z' (1) 

~ 

setzen, wo c* eine geeignete Einheit in k, VI' ••• , Vrn , Wl> ••• , Wz gewisse Ex
"2 

ponenten 0, 1 und ß eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. Da hiernach die 
Zahl v", 

I' = IX* c* U~' ... "'mI! n1f' ..• n~' 
"2 

dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul1iHl .. . 1;1.+1 kongruent 
ausfällt, so erhalten wir nach Satz 40 die Gleichungen 

, ,(Ern'P,) I II (El~P,) = + 1, ... , II ~u = + 1, 
(w) (w) (2) 

II' ( ~1~ P,) = + 1, ... , II' ( Ä.~ P,) = + 1, 
(W) (w) 

29* 
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wo das Produkt []' stets über alle zu 2 primen Primideale tu des Körpers k 
erstreckt werden soll. Aus den Gleichungen (2) folgt leicht 

(3) 

(4) 

(k=1,2, ... ,z). 

Indem wir die Voraussetzungen des Satzes 43 benutzen, schließen wir aus 
(3), (4) der Reihe nach, daß die Exponenten VI' ••• , Vrn , W1 ' ••• , Wz sämtlich 

2 

gleich ° sind; folglich ist wegen (1) die Zahl IX = 8*1X* von der im Satze 43 ver-
langten Art. 

Die Umkehrung des Satzes 43 lautet wie folgt: 
Sa tz 44. Wenn IX eine zu 2 prime ganze Zahl in k ist, die dem Quadrat einer 

ganzen Zahl in k nach fiHl ... 1;lz+1 kongruent ausfällt, so gelten die Glei
chungen 

(sm) (;)=+1, ... , : =+1, 
( :1) = -+- 1, ... , (~) = + 1; 

dabei haben 81 , ••• , 8!!'. ' 11 , ••• , {z' ll' ... , lz, Al' ... , Az die Bedeutung wie 
2 

in Satz 42. 
Den Beweis dieses Satzes gewinnen wir unmittelbar aus Satz 40, indem wir 

in der Gleichung dieses Satzes 40 für v der Reihe nach die Zahlen 81 , ••• , 8!!'. ' 
2 

Al' ... , Az und für ft jedesmal die Zahl IX nehmen. 
Die Sätze 43 und 44 bilden einen wesentlichen Bestandteil des zweiten Er

gänzungssatzes zu dem später aufzustellenden allgemeinen Reziprozitäts
gesetze für quadratische Reste. Es ist eine lohnende Aufgabe, für die Sätze 43 
und 44 numerische Beispiele in ähnlicher Weise zu berechnen wie dies in § 27 
für die entsprechenden Aussagen des ersten Ergänzungssatzes geschah. Wegen 
der vielen möglichen Arten der Zerlegung der Zahl 2 in verschiedenen Körpern k 
weisen die Aussagen des zweiten Ergänzungssatzes sogar eine noch größere 
Mannigfaltigkeit an einzelnen arithmetischen Wahrheiten auf als bei Erörte
rung des ersten Ergänzungssatzes zutage traten. 
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§ 32. Das Symbol (V't) für irgendwelche zu 2 primen Zahlen v, (1. 

Wir sind nunmehr imstande, diejenigen Sätze aufzustellen und zu beweisen, 
welche den Sätzen 14, 15 entsprechen, wenn man für IU ein in 2 aufgehendes 
Primideal des Körpers k nimmt. Um dieses Ziel zu erreichen, führen wir ein 

neues Symbol (ViE) ein; dieses Symbol dient uns jedoch nur zum vorüber

gehenden Gebrauch, da dasselbe sich später als gleichbedeutend mit dem 

Symbol (V'r fl) herausstellen wird. 

Definition 17. Es seien v, fl irgendwelche zu 2 prime ganze Zahlen in k; 
ferner sei f ein in der Zahl 2 aufgehendes Primideal des Körpers k, und wir 
setzen 2 = {12, wo l einen positiven Potenzexponenten und 2 ein zu f primes 

Ideal des Körpers k bedeutet: dann werde das neue Symbol (V'r~) durch die 

Gleichung 

(~''t) = II( '(~:*) 
tv) 

definiert; hierin ist II' über alle zu 2 primen Primideale IU zu erstrecken, und 

fl* soll eine solche zu 2 prime ganze Zahl in k bedeuten, die den Kongruenzen 

fl* = fl , (121), 

fl* == Cl.2 , (2 2 ) 

genügt, wo CI. irgendeine zu 53 prime ganze Zahl in k sein soll. 

In der Tat ist das Symbol (V'I ft) durch diese Festsetzung eindeutig bestimmt. 

Ist nämlich fl~ eine ganze Zahl in k, welche den Kongruenzen 

flri = fl, (121) , 

fl6 = Cl.5, (2 2 ) 

genügt, wobei rt.o irgendeine zu 2 prime und von CI. verschiedene ganze Zahl in 
k darstellt, so bestimme man zwei ganze Zahlen ~, ~o in k, die den Kongruenzen 

~ ~ofl = 1, (121), 

~CI. - I,} (22) 

~oCl.o = 1, 

genügen: dann erfüllt die Zahl C = ~2~~ fl* fl~ die Kongruenz C = 1 nach 22, 

und folglich erhalten wir nach Satz 36 

II' (V~C) = II' (1!,Jl; fl6) = + 1 ; 
(tv) (tv) 

mithin ist 
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wo das Produkt II' stets über sämtliche zu 2 primen Primideale tlJ in k zu er

strecken ist. 
Wenn wir die beiden letzten Formeln des Satzes 14 heranziehen, so erhalten 

wir unmittelbar aus der Definition 17 des Symbols e"/I) zwei entsprechende 

Formeln für dieses neue Symbol; wir drücken diese Tatsache in dem folgenden 
Satze aus: 

Satz 45. (Hilfssatz.} Wenn 'V, 'VI' 'V2"U,PI,P2 beliebige zu 2 prime ganze 
Zahlen des Körpers k sind, so gelten in bezug auf ein jedes in 2 aufgehende Prim
ideal! die Formeln 

C'l v;' ~) = (VI I fl) (!?t~) , 
(V'~lfl2) = (P't) (~-'t). 

§ 33. Die Übereinstimmung der beiden Symbole C"/,,) und (V~,u') für 

irgendwelche zu 2 prime Zahlen v, (1. 

Um die Übereinstimmung der beiden Symbole (Vt) und (Vt) miteinander 

zu erkennen, bedienen wir uns der folgenden Entwicklungen: 
Sa tz 46. (Hilfssatz. ) Es sei wie in Definition 17 1 ein Primfaktor von 2 im 

Körper k und es gehe 1 in 2 genau zur l-ten Potenz auf; ferner sei e eine ganze 
oder gebrochene Zahl in k, für die eine Kongruenz 

(121+1 ) 

gilt, wobei IX eine ganze zu 2 prime Zahl in k bedeutet: dann kann stets auch 
für jede Potenz rL mit höherem ExponeI?-tenL eine ganze Zahl (XL in k gefunden 
werden, welche der Kongruenz 

genügt. 
Beweis. Nehmen wir an, es sei für die Potenz 121+a (a > 1) eine Zah11X21+a 

von der verlangten Beschaffenheit bereits gefunden, so gelangen wir zu einer 
ZahI1X21+a+1 für die Potenz 12 l+ a+1 auf diese Weise. Wir wählen zunächst eine 
ganze ZahU in k, welche durch 1, aber nicht durch f2 teilbar ist, und setzen 

1X2l+a+1 = rx.21+a + 2 Aa ~, 

worin ~ noch eine zu bestimmende ganze Zahl in k sei. Aus der Kongruenz 

e == 1X~l+a+1 = rx.~l+a + 41X21+a Aa ~ + 4 A2a ~2, 

erhalten wir 
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und bestimmen wir sodann ~ aus der Kongruenz 

g = e - Q(~!+a (1) 
- 4 Q(g/+a;.a , , 

so ist OC21+a+1 eine Zahl von der verlangten Beschaffenheit; damit haben wir 
den Beweis für den Satz 46 erbracht. 

S atz 47. (Hilfssatz.) Es sei fein Primfaktor von 2 in k und es gehe f in 2 
genau zur l-ten Potenz auf: wenn dann 'VI' 'V2 , /11> /12 irgendwelche zu 2 prime 

ganze Zahlen in k sind, derart, daß die Brüche 'VI und ~ den Quadraten ge-
'V2 !L2 

wisser ganzen Zahlen in k nach f21+1 kongruent ausfallen, so ist stets 

('Vl'tl) = ('V2i!L2). 

Beweis. Wir nehmen an, es sei/11 nicht das Quadrat einer Zahl in k und 'VI 

im Körper K ( -y /11) Normenrest nach f; wir verstehen dann unter L irgend
einen Exponenten und unter A eine solche ganze Zahl in K ( (ii;.), daß 'VI = N(A) 

nach fL wird. Da 'VI und mithin auch 'V2 dem Quadrat einer ganzen Zahl in k 
'V2 'VI 

nach {21+1 kongruent ist, so muß nach Satz 46 auch für jeden beliebigen Ex-

ponenten L eine ganze Zahl OCL in k existieren, deren Quadrat dem Bruche ~ 
'VI 

kongruent nach {L ausfällt; wir haben somit 

'V2 = ocl 'VI = N(OCLA), (1) 

d. h. 'V2 ist im Körper K( (ii;.) Normenrest nach L 
Wir setzen nun 

(2) 

hierin seien oc, ß, y gewisse ganze Zahlen in k und es gehe { in y genau zur c-ten 

Potenz auf. Wegen der über !LI gemachten Voraussetzung können wir nach 
!L2 • 

Satz 46 eine Zahl ßL finden, so daß 

!Ll_ß2 dh ß2 - = L, .. /11 = /12 L, 
!L2 

(3) 

ausfällt. Aus (1), (2), (3) erhalten wir dann 

'V2 y2 = oc2 - ß2/11 = oc2 - ß2 ßi /12' (1L+2c) • (4) 

Stellt nun dirgendeine zu { prime und durch [. teilbare Zahl in k dar, so ist 

A* = (i(Q( + ß ßL'f !L2) 
Y 

gewiß eine ganze Zahl in K (-y /12)' da offenbar Summe und Produkt dieser 
Zahl A* und ihrer relativkonjugierten Zahl SA* ganze Zahlen in k sind. Bei 
Benutzung von (4) folgt 
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und da b zu 1 prim ist, so erweist sich mithin "2 als Normenrest des Körpers 
K ( -V #2) nach 1. 

Wir haben also bewiesen, daß allemal, wenn (V1'1 fl1) = + 1 ist, auch 

(V2't2) = + 1 sein muß. Da nun aus denselben Gründen umgekehrt aus 

(V2't2) = + 1, wenn #2 nicht das Quadrat einer Zahl in k ist, allemal auch 

(VI 'tl) = + 1 gefolgert werden kann, so ist damit die Richtigkeit des Satzes 47 

für den Fall gezeigt, daß keine der beiden Zahlen #1' #2 das Quadrat einer 
Zahl in k ist. 

Nehmen wir an, es sei eine jener beiden Zahlen, etwa die Zahl #2' dagegen 
nicht #1 das Quadrat einer ganzen Zahl in k, so ist nach Definition 6 

(V2't2) = + 1, und die Voraussetzung des zu beweisenden Satzes 47 fordert 

dann, daß #1 kongruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach 121+1 sein 
muß; wir wollen im folgenden den Nachweis dafür führen, daß in diesem Falle 

auch stets Cl 'tl) = + 1 ausfällt. 

Zu dem Zwecke bezeichnen wir wie in Satz 40 mit 11 , 12 , ••• , 1z die sämt
lichen voneinander verschiedenen in 2 aufgehenden Primideale, und es möge 
ferner allgemein 1i genau zur l;-ten Potenz in 2 aufgehen, so daß 

2 = f~l ft2 . . . f~ 

wird; wir nehmen 1 =11 und setzen l = ll' Sodann bestimmen wir eine ganze 
Zahl #r in k, welche den Kongruenzen 

#i==#1' (f~ll+l), } 
pi == 1 , (f;12 ... f;lz) 

(5) 

genügt und, nachdem dies geschehen, ein Primideal ~ in k, für welches die 
Gleichungen 

( 13m ) (13m )' (~) = (;r) , ... , : = \ß~ , 
(6) 

(;) = (:r)' ... , (~z) = Cr) 
gelten; hierbei sollen 8 1"", 81!! ' Al' ... , Az die Bedeutung wie m Satz 42 

2 

haben. Da wegen (6) 

CJ ~t ) = + 1, ... , (;;t ) = + 1, 

(~) = +1, ... , (~*-) = +1 
\J fll \J fll 

wird, so können wir nach Satz 43 eine ganze Zahl oc derart bestimmen, daß das 
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Ideal (cx) gleich lJh ""rh ist und überdies die Zahl cx dem Quadrat einer ganzen 

Zahl in k nach liHl ... l~I.H kongruent ausfällt. Wir setzen n = ~h und 
Pi 

haben dann (n) = lJh. 
Nunmehr bestimmen wir in kein Primideal q, für welches die Gleichungen 

( 8
m ) (8m ) (~1) = (:~), ... , : = v~ , 

(Ä;) = (~:), ... , (~.) = (;;), 

(~) = + 1 (7) 

gelten. Indem wir wie vorhin verfahren, können wir nach Satz 43 eine ganze 
Zahl ß derart bestimmen, daß das Ideal (ß) = qh1J~ wird und überdies die Zahl ß 
dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul li'tH ... 1~I.H kongruent 

ausfällt; wir setzen" = ~ und haben dann (,,) = qh. 
Vi 

Indem wir die Beschaffenheit der Zahlen cx, ß berücksichtigen und den 
Satz 47 für den oben bereits behandelten Fall anwenden, erhalten wir 

(8) 

Wir betrachten jetzt den Körper K (yn) und werden beweisen, daß " 
gleich der Relativnorm einer solchen Zahl dieses Körpers K (yn) ist, deren 
Nenner prim zu 2 ausfällt. Wegen der Kongruenzen (5) ist ""; und folglich 
auch n gewiß dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 22 kon
gruent; infolgedessen enthält die Relativdiskriminante des Körpers K (yn) 
nach Satz 4 und 5 nur den einen Primfaktor lJ. Wenn wir die am Schlusse 
von § 15 gemachte Bemerkung auf diesen Körper K(yn) anwenden und dem
gemäß t = 1 nehmen, so wird aus der dort aufgestellten Ungleichung die 
folgende 

und da v* offenbar nicht größer als ; sein kann, so ist hier notwendig v* = ; , 

d. h. jede Einheit in k ist die Relativnorm einer Einheit in K (yn). Die im 
Satze 23 mit v bezeichnete Anzahl hat ihrer Bedeutung nach mindestens den 

Wert v* und ist daher ebenfalls gleich ;; der Satz 23 lehrt dann, daß die 

Anzahl aller ambigen Komplexe im Körper K (yn) gleich 1 ist, d. h. im 
Körper K (yn) ist der einzige ambige Komplex der Hauptkomplex. 

Aus der soeben festgestellten Tatsache erkennen wir leicht, daß die Klassen
anzahl H des Körpers K (yn) notwendig ungerade ausfallen muß. Im ent
gegengesetzten Falle gäbe es nämlich in K(yn) ein Ideal 3, so daß 

3<+ 1, 32 , .... -1 
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wäre. Dieses Ideal ~ könnte nun nicht dem Hauptkomplex angehören; denn 
wäre ~ einem Ideale i in k äquivalent, so müßte 

~h '" ih '" 1 

sem und aus dieser Äquivalenz würde, da h eine ungerade Zahl ist, so
fort ~ '" 1 folgen, was nicht der Fall sein sollte. Andererseits ist, wenn 
N (m = ~ . S~ = n gesetzt wird, n· ~ '" S~ und mithin würde das Ideal ~ 
im Körper K (in) einen ambigen Komplex bestimmen, welcher von dem 
Hauptkomplexe verschieden wäre; dies widerspräche der vorhin bewiesenen 
Tatsache. 

Wegen der Gleichung (7) zerfällt das Ideal q im Körper K (yn) ; es sei Q 
einer der bei den Primfaktoren von q. Setzen wir QhH = (A), so daß A eine 
ganze Zahl des Körpers K(yn) bezeichnet, so folgt, daß das Hauptideal qhH 

gleich der Relativnorm des Hauptideals (A) wird, und mithin ist 

BuH = N(A), 

wenn B eine geeignete Einheit in k bezeichnet. Da aber nach dem vorhin Be
wiesenen eine jede Einheit in k die Relativnorm einer Einheit in K (yn) ist, 
so ist auch uH die Relativnorm einer ganzen Zahl A * in K ( yn) ; folglich ist u 

die Relativnorm der Zahl !:l' und der Nenner dieses Bruches fällt prim zu 2 

u 2 

aus. Hieraus folgt leicht nach Definition 6 ("'1 n) = + 1 und mithin wegen 

(8) auch C'I'1 PI) = + 1 ; hiermit ist der Beweis für den Satz 47 im gegenwärtigen 

Falle erbracht. 
Nehmen wir endlich an, es sei jede der beiden Zahlen Pi' P2 das Quadrat 

einer ganzen Zahl in k, so ergibt sich nach der Definition 6 für die beiden 

Symbole (VI'tl), (V2't2) stets der Wert + 1 und damit ist der Satz 47 voll

ständig bewiesen. 
Sa tz 48. (Hilfssatz.) Es sei r ein in 2 aufgehendes Primideal und ferner seien 

v, P beliebige zu 2 prime ganze Zahlen in k: wenn dann (V'I P) = + 1 ausfällt, 

so ist auch stets (" 'lll) = + 1. 

Beweis. Wir bezeichnen wie in Satz 40 mitfp 12 , ••• , {z die z voneinander 
verschiedenen in 2 aufgehenden Primideale und es möge allgemein li genau zur 
1cten Potenz in 2 aufgehen, so daß 

2 = f~l f~2 . . . f~z 

wird. Nehmen wir so dann f = {I und setzen 1 = 11 , 5.:\ = f~ ... {~, so haben wir 

2 = fl5.:\, 
wo 5.:\ ein durch { nicht teilbares Ideal bedeutet. 
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Es sei nun p,* eine ganze den Kongruenzen 

p,* = p, , (121+1) , 

p,* == 1 , (~2) 

genügende Zahl des Körpers k ; wir bestimmen dann zunächst ein Primideal V 
in k derart, daß die Gleichungen 

( ~1) = (;~ ) , . . ., (8: ) = c:) , 
( i) = (~~) , . . ., ( ~z) = e:) 

gelten; hierbei sollen Cl" •• , c~, Al> ... , Az die Bedeutung WIe In Satz 42 
2 

haben. Da folglich 

(~) = + 1, ... , ( 8rg*) = + 1, p,u p,u 

(/~*) = +1, ... , (pl.;*) = +1 

wird, so können wir nach Satz 43 eine ganze Zahl IX derart bestimmen, daß das 
Ideal (IX) gleich Vh p,*h wird und überdies die Zahl IX dem Quadrat einer ganzen 
Zahl in k nach dem Modul liH1 .. . 1;lz+1 kongruent ausfällt; wir setzen 

n = :h und haben dann (n) = Vh• ,u 
Andererseits bestimmen wir ein Primideal q derart, daß die Gleichungen 

( ~) = (:1) , ... , (8;) = C: ) , 
(:1) = (:1), ... , (~) = (:z), 
(~)=+1 (1) 

gelten. Indem wir wie vorhin verfahren, können wir nach Satz 43 eine ganze 
Zahl ß derart bestimmen, daß das Ideal (ß) gleich qhph wird und überdies die 
Zahl ß dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul li1d1 ... 1;lz+1 

kongruent ausfällt; wir setzen", = ~ und haben dann ("') = qh. 
" Zufolge Satz 40 haben wir 

II'("~ OC) = + 1, II'(ß~n) = II'(n~ß) = + 1, 
(tu) (tu) (tu) 

wo die Produkte []' über sämtliche zu 2 primen Primideale \tJ des Körpers k 
erstreckt werden sollen; mit Rücksicht auf die Definition 17 ergibt sich hieraus 

Ci OC) = + 1, (~in) = + 1, 
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und folglich bei Benutzung der Formeln des Satzes 45 

und 

(Pt) = (P, i*) = (~'_rh) = (P't) 

(\ n) = (phi ~) = (U'r n) . 
Somit erhalten wir schließlich 

(~I!.) _ (", n) -r- - \-r-

und infolge der Voraussetzung des Satzes 48 ist daher 

§ 33 

(2) 

Da f/* und folglich auch die Zahl :n; dem Quadrat einer ganzen Zahl in k 
nach dem Modul ~2 kongruent ist, so nimmt mit Rücksicht auf die Definition 17 
die Gleichung (2) die Gestalt 

(~r n) = ( :) (;) = + 1 

an, und hieraus schließen wir wegen (1), daß notwendig 

(;)=+1 (3) 

ausfallen muß. 
Wir betrachten jetzt den Körper K(fii) und werden beweisen, daß x 

stets gleich der Relativnorm einer solchen Zahl dieses Körpers K (yn) ist, 
deren Nenner prim zu 2 ausfällt. Zu dem Zwecke unterscheiden wir folgende 
drei Fälle: 

Erstens nehmen wir an, es sei das Primideal .\J primär und n eine Primär
zahl von .\J. Die Relativdiskriminante des Körpers K(yn) enthält dann nur 
den einen Primfaktor .\J, und wir können in diesem Falle genau wie im zweiten 
Teile des Beweises zu Satz 47 zeigen, daß x die Relativnorm einer Zahl des 
Körpers K(yn) ist, deren Nenner zu 2 prim ausfällt. 

Nehmen wir zweitens an, es sei .\J ein primäres Primideal; dagegen sei :n; 

nicht eine Primärzahl von .\J, sondern es sei vielmehr :n; = e n*, wobei n* eine 
Primärzahl von .\J und e eine Einheit in k bedeutet, welche nicht gleich dem 
Quadrat einer Einheit in k ausfällt. Die Relativdiskriminante des Körpers 
K(yn) enthält, da n dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach ~2 kongruent 
ist, wegen Satz 4 lediglich die beiden Primideale f und .\J. Setzen wir in Satz 23 

t = 2 ein, so folgt aus demselben wegen v < ~ die Ungleichung a < 1, d. h. die 

Anzahl A = 2a aller ambigen Komplexe des Körpers K (yn) ist höchstens 
gleich 2. 
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Es sei nun3 irgendein Ideal in K (-Vn) und j = N (3) die Relativnorm von3 ; 

wir setzen ferner jh= (t), wo leine ganzeZahlink bedeutet: fällt dann (; ) = + 1 

aus, so bezeichnen wir denjenigen Komplex des Körpers K(-Vn), zu welchem 
3 gehört, als einen Komplex des Hauptgeschlechtes in K ( -Vn). Wir können 
leicht beweisen, daß nicht sämtliche Komplexe in K (-yn) Komplexe des Haupt
geschlechtes sind. Es sei nämlich tein Primideal in k, für welches 

( ;) = + 1 und Ct* ) = - 1 

ausfällt. Wegen der ersteren Gleichung ist t in K (1'n) weiter zerlegbar; es be
deute ffi einen Primfaktor von t in K ({ii:). Wird t h = (e) gesetzt, wo e eine 
ganze Zahl in k darstellt, so erhalten wir nach Satz 37 

(:) = (~*) = -1, 

und diese Gleichung zeigt, daß der durch ffi bestimmte Komplex in K (l'n) 
nicht ein Komplex des Hauptgeschlechtes ist. 

Wir bezeichnen nun mit I' die Anzahl derjenigen Komplexe in K (-Vn), 
welche Quadrate von Komplexen in K (yn) sind, und mit f die Anzahl aller 
Komplexe des Hauptgeschlechtes in K (-Vn); dann erkennen wir genau wie 
im Beweise zu Satz 25 die Richtigkeit der Gleichung 

Af=2f· (4) 

Aus dieser Gleichung folgt wegen A < 2 die Ungleichung f < 1'. Da ferner 
jedes Quadrat eines Komplexes notwendig ein Komplex des Hauptgeschlechtes 
sein muß, so ist auch I' < f und mithin haben wir f = 1', d. h. jeder Komplex 
des Hauptgeschlechtes ist gleich dem Quadrat eines Komplexes. Aus f = I' 
folgt ferner wegen (4) zugleich A = 2 und a = 1; mit Rücksicht auf Satz 23 

entnehmen wir hieraus v = i ' d. h. jede Einheit des Körpers k ist gleich der 

Relativnorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl des Körpers K (-Vn). 
Um nun zu zeigen, daß" gleich der Relativnorm einer Zahl in K(1'n) ist, 

bedenken wir, daß wegen (1) das Primideal q in K (-Vn) weiter zerlegbar ist; die 
Gleichung (3) zeigt sodann, daß jedes in q enthaltene Primideal :0, des 
Körpers K (-yn) einem Komplex des Hauptgeschlechtes angehört, und da 
nach dem vorhin Bewiesenen jeder solche Komplex gleich dem Quadrat eines 
Komplexes ist, so genügt das Ideal :0, einer Gleichung von der Gestalt 

:0, = 32 Aj, 

wobei 3 ein Ideal in K (-Vn) , A eine Zahl in K ( -Vn) und j ein Ideal in k bedeutet. 
Bilden wir nun auf beiden Seiten dieser Gleichung die Relativnorm und er
heben sie dann in die h-te Potenz, so entsteht eine Gleichung von der Gestalt 

(,,) = N(A) {N(3). j}2h = N(A) (1')2, 
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wobei y eine geeignete ganze Zahl in k ist und aus dieser Gleichung entnehmen 
wir die Gleichung 

;" = N(y A), 

wo ; eine Einheit in k bedeutet. Da nach dem vorhin Bewiesenen jede Einheit 
in k die Relativnorm einer Zahl in K (in) ist,. so zeigt die letzte Gleichung, daß 
auch " die Relativnorm einer gewissen Zahl in K (yn) sein muß. Durch eine 
einfache Betrachtung erkennen wir sodann, daß" Rich jedenfalls auch als 
Relativnorm einer solchen Zahl muß darstellen lassen, deren Nenner zu 2 
prim ist. 

Wir nehmen drittens an, es wäre.);l ein nichtprimäres Primideal in kund C eine 

Einheit, für welche (~) = - 1 wird. In diesem Falle kann C sicher nicht die 
lJ . 

Relativnorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl in K(-fi) sein; es ist mithin 

die in Satz 23 mit v bezeichnete Anzahl hier < ; - 1. Da 11: dem Quadrat 

einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 22 kongruent wird, so ist die Relativ
diskriminante des Körpers K ("(ii) nach Satz 4 prim zu 2 und enthält daher 
wiederum nur die beiden Primfaktoren .);l und f. Setzen wir in Satz 23 t = 2 

ein, so folgt aus demselben wegen v < ; - 1 die Ungleichung a < 0, d. h. es 

ist a = ° und v = ; - 1. Es machen nun die Gesamtheit aller Einheiten ;, 

für welche (!) = + 1 ausfällt, offenbar genau 2~-1 Einheitenverbände des 
~-1 

Körpers k aus und da diejenigen 22 Verbände von Einheiten 'Yj, für welche 

(!L) = -1 ausfällt, gewiß nicht Einheiten enthalten dürfen, die Relativnormen 
lJ , 

von Zahlen sind, so folgt, daß alle Einheiten; mit der Eigenschaft (!) = + 1 

notwendig Relativnormen von Zahlen des Körpers K (in) sind. 
Aus der Gleichung a = ° folgt ferner, daß im Körper K (l'n) der einzige 

ambige Komplex der Hauptkomplex ist und hieraus schließen wir, wie im 
zweiten Teil des Beweises zu Satz 47, daß die Klassenanzahl H des Kör
pers K(f1i) notwendig ungerade sein muß. Auch erkennen wir, wie dort, daß, 
wenn e eine geeignete Einheit in k bezeichnet, die Zahl e,/l gleich der Relativ
norm einer gewissen ganzen Zahl in K (in) sein muß. Infolgedessen besteht die 
Gleichung 

(e;H) = + 1; 

wegen (3) muß hiernach auch ( ; ) = + 1 sein, und nach dem Vorigen ist mithin 

e die Relativnorm einer Zahl in K (in). Hieraus schließen wir, daß auch "H die 
Relativnorm einer Zahl in K (in) sein muß und folglich ist" die Relativnorm 
einer Zahl in K (in) und insbesondere auch einer solchen Zahl, deren Nenner 
zu 2 prim ist. 
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In allen drei soeben behandelten Fällen ist mithin nach Definition 6 gewiß 

("'/~) = + 1. 

Wir hatten nun zu Beginn des Beweises IX =7lp,*h und sodann ß = uph als 
ganze Zahlen in k derart bestimmt, daß sie Quadraten ganzer Zahlen in k nach 
W,+l .•• (;lz+1 kongruent ausfielen. Da ferner p,* _ p, nach (21+ 1 ist, so folgt 
nach Satz 47 

(V't) = ("i n) = + 1; 

damit ist der Satz 48 vollständig bewiesen. 
Satz 49. (Hilfssatz. ) Es sei ( ein in 2 aufgehendes Primideal und ferner seien 

p,p, beliebige zu 2 prime ganze Zahlen in k: wenn dann (vI") = + 1 ausfällt, 

so ist auch stets ("'t) = + 1. 

Beweis. Wir wenden die am Anfang des Beweises zu Satz 48 erläuterten 
Bezeichnungen an und bestimmen eine ganze Zahl p,*, welche den Kongruenzen 

p,* = p" 

p,* == 1, 

((~l, +1), 

((212+1 (2l3+1 ••• (21z+1) 
2 3 z 

genügt und nicht zugleich das Quadrat einer ganzen Zahl in k ist; dann haben 
wir wegen Satz 47 

(V't*) = (\ß) = + 1, 

(V,t*) = (VriI) = + 1, (i = 2, 3, ... , z); 

infolgedessen gibt es gewisse ganze Zahlen Al> ... , Az im Körper K(yp,*) 
derart, daß 

ausfällt. Wenn wir daher eine ganze Zahl A in K (i,U*) bestimmen, die zugleich 
den z Kongruenzen 

genügt, so wird auch 
v ---:- N(A), (1~11 1~12 ... 1; lz) 

und vermöge des Satzes 36 schließen wir hieraus leicht 

JI'(V':*) = JI'(N(~ß*), 
(m) Im) 
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wo die Produkte [J' über alle zu 2 primen Primideale \1) in k zu erstrecken 

sind; nach der Definition 17 ist das Produkt linker Hand gleich (11 '[ ß) . Da nun 

nach Definition 6 sämtliche Faktoren des Produktes rechter Hand den Wert 

+ 1 haben, so folgt C't) = + 1, womit der Satz 49 vollständig bewiesen ist. 

Die beiden Sätze 48 und 49 zusammengenommen ergeben das folgende Re
sultat: 

Sa tz 50. (Hilfssatz.) Wenn 1 irgendein in 2 aufgehendes Primideal und fer
ner v, # irgend welche zu 2 prime ganze Zahlen in k bedeuten, dann gilt stets 
die Gleichung 

(11/) = (1I'1~)' 

§ 34. Die Eigenschaften des Symbols e"t) für irgendwelche zu 2 prime 
ganze Zahlen v, (l. 

Mit Hilfe des Satzes 50 können wir die wichtige Tatsache beweisen, daß 
die in Satz 14 aufgestellten Formeln auch für jedes in 2 aufgehende Primideall 
gültig sind. Wir sprechen den Satz aus: 

Satz 51. Wenn v, '11 1 , '112 , #, #1' #2 beliebige zu 2 prime ganze Zahlen in k 
sind, so gelten in bezug auf jedes in 2 aufgehende Primideall des Körpers k 
die Formeln 

(1I1~) = (~I 11), 

(1I1I1r~) = (lIli~)(1I2iß), 

(11, ~~~.) = (11, t) (lI,t). 
Beweis. Es mögen ( und B die Bedeutung wie in Definition 17 haben. Um 

die erste Formel des Satzes 51 zu beweisen, bestimmen wir zwei ganze Zahlen 
'11*, #* in k von der Art, daß 

;: -- : }, ((21+1) 

'11* = 1 } (B2) 
#* = 1 ' 

wird. Nach Satz 47 ist dann 

(lI,t) = (II*{ ~) , (~i 11) = (~~' 11) 

und folglich wegen Satz 50 auch 

(!'l~) = (~*i ~) , (ßi 11) = (~*i 11) . (1) 



§ 35 Die Theorie der relativquadratischen Körper für einen Grundkörper usw. 465 

Nun ist nach Definition 17 

C'~ ") = [l'(v*:*) , ("*; V) = [J' ("*~v*) , 
(tu) 

(2) 

und da nach der ersten Formel in Satz 14 für jedes zu 2 prime Primideal tu 

C*:*) = ("*~v*) 
ausfällt, so folgt aus (2) auch 

(V*tjt) = ("~' V) 
und daher wegen (1) auch 

diese Gleichung lehrt mit Rücksicht auf Satz 50 die Richtigkeit der ersten 
Formeln des zu beweisenden Satzes 51. 

Die beiden letzten Formeln des Satzes 51 folgen unmittelbar aus den 
Sätzen 45 und 50. 

§ 35. Das Produkt [J (";:) für irgendwelche zu 2 prime Zahlen v, fl. 
(111) 

Wir sind nunmehr imstande, einen Satz zu beweisen, der eine wesentliche 
Verallgemeinerung des Satzes 36 darstellt. 

Satz 52. Wenn 'P, # irgendwelche zu 2 prime ganze Zahlen in k sind, so 
ist stets 

[J(V' ") = + 1, 
(tu) tu 

wo das Produkt über sämtliche Primideale tu des Körpers k erstreckt werden soll. 
Beweis. Wir wenden die in Satz 40 erläuterten Bezeichnungen an und be

stimmen z ganze Zahlen #1' #2' ... , #z in k, so daß die Kongruenzen 

#1 = #' #2 == 1, ... , #z == 1, 

#1 = 1, #2 = #, ... , #z = 1 , 

#1 = 1, #2 = 1 , ... , #z = #, 

(li h
), 1 

(l~") , 

(l;l.) 

gelten; dann genügt offenbar das Produkt dieser z Zahlen der Kongruenz 

(1) 

(2) 

Die Definition 17 liefert mit Rücksicht auf die Kongruenzen (1) die Gleichungen 

(Vi;") =!l'(v:/) , (i = 1, 2, ... , z) 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 30 
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und wegen Satz 50 folgt hieraus das weitere System von z Gleichungen 

("j,ß) = {!'(";:i), (i = 1, 2, ... , z); (3) 

dabei ist das Produkt II' über alle zu 2 primen Primideale tu in k zu er
strecken. Multiplizieren wir die z Gleichungen (3) miteinander, so entsteht die 
Gleichung 

('" ß) ('" ß) ... ('" ß) = II'('" ßIß2' .. ßz) 
h (2 (z (lu) tu 

und durch Multiplikation mit II'('" ß) erhalten wir hieraus die Gleichung 
(tu) tu 

II(";:) = II'('" ßßIß~ ... ßZ), 
(tu) (tu) 

(4) 

wo rechter Hand das ProduktII' über alle zu 2 primen Primideale tu, dagegen 
linker Hand das Produkt II über sämtliche Primideale tu in k genommen 
werden soll. Nun wird wegen der Kongruenz (2) die Zahl # #1 #2 ... #z dem 
Quadrat einer ganzen Zahl ink kongruent nach 22 und folglich ist gemäß Satz 36 
die rechte Seite von (4) gleich + 1; damit ist der Beweis für Satz 52 erbracht. 

§ 36. Der erste Ergänzungssatz und das allgemeine Reziprozitätsgesetz 
für quadratische Reste. 

Wir heben einige besonders wichtige Folgerungen des Satzes 52 hervor. 
Sa tz 53. Es seien 11 , 12 , ••• , 1z die in 2 aufgehenden Primideale des Körpers k 

und e bedeute irgendeine Einheit in k; ferner sei II ein zu 2 primes Primideal 
und 7& eine ganze Zahl in k, so daß (7&) = .ph ausfällt: dann gilt stets die Gleichung 

(;) = (Bi1n)(\n) ... (\n). 
Dieser Satz 53 heiße der erste Ergänzungssatz zum allgemeinen Reziprozi

tätsgesetze für quadratische Reste im Körper k. 
Sa tz 54. Es seien 11 ,12 , ••• , 1z die in 2 aufgehenden Primideale des Körpers k; 

ferner seien .p, q irgend zwei zu 2 prime Primideale und 7&," ganze Zahlen 
in k, so daß (7&) = .ph, (,,) = qh wird: dann gilt die Gleichung 

Der Satz 54 heiße das allgemeine Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste 
im Körper k. 

Wir können die Sätze 53 und 54 unmittelbar aus Satz 52 herleiten, indem 
wir in Satz 52 zunächst 'JI = e, # = 7& und dann 'JI = 7&, # =" wählen. 
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§ 37. Das Symbol (v't) für beliebige ganze Zahlen v, p. 

Wir dehnen nunmehr die Bedeutung des in Definition 17 eingeführten 

Symbols (V /,') auf den Fall aus, daß v, # beliebige ganze Zahlen in k sind; das 

so verallgemeinerte Symbol wird sich wiederum als gleichbedeutend mit dem 

allgemeinen Symbol e'l "') erweisen. 

Definition 18. Es seien wie bisher 11 = 1, 12 , ••• , 1z die voneinander ver
schiedenen Primfaktoren von 2 und es gehe das Primideal 11 = 1 genau zur 
11 = 1-ten, ferner gehen die Primideale 12 , ••• , 1z bez. zur 12 , ••• , 1z-ten Potenz 
in 2 auf; endlich seien v, # beliebige ganze Zahlen in k und es gehe in ft genau 

die a-te Potenz von 1 auf: dann wird das Symbol (Vi"') durch die Gleichung 

(V,t) = !1'(V':*) 
definiert; hierin ist das Produkt II' über alle zu 2 primen Primideale \t) zu 

(\1) 

erstrecken und #* soll eine solche ganze Zahl sein, die den Kongruenzen 

#* == #' (12l+ Ha) , 

genügt, wo IX irgendeine ganze zu 12 , 13 , ••• , 1z prime Zahl in k bedeutet. 
Wir zeigen wie in § 32, indem wir statt des dort benutzten Satzes 36 nun-

mehr den Satz 40 anwenden, daß das Symbol (V,t) durch die getroffenen 

Festsetzungen eindeutig bestimmt ist. 
Aus der Definition 18 entnehmen wir leicht mit Benutzung der beiden 

letzten Formeln in Satz 14 die folgende dem Satz 45 entsprechende Tatsache: 
Satz 55. (Hilfssatz). Wenn v, VI' v2 ' #' #1' #2 beliebige ganze Zahlen in k 

sind, so gelten in bezug auf ein jedes in 2 aufgehende Primideal1 die Formeln 

('111 Vi' "') = (~i "') (~), 
C' ~1"'2) = (~) (~'t)· 

§ 38. Die Übereinstimmung der beiden Symbole C"t) und (v'r) für 
beliebige ganze Zahlen v, p. 

Um die Übereinstimmung der beiden Symbole ('11'1 ~) und (Vi"') für beliebige 

ganze Zahlen v, # zu erkennen, bedienen wir uns der folgenden Entwicklungen: 
Sa tz 56. (Hilfssatz). Es sei 1 ein Primfaktor von 2 im Körper k und es gehe 

1 in 2 genau zur 1-ten Potenz auf; ferner seien VI' v2 ' #1' #2 ganze Zahlen in k 
und es gehe in diesen Zahlen das Primideal1 bez. genau zur bl , b2 , a1 , a2-ten 

30* 
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Potenz auf, wobei b2 < b1 , a2 < a1 ausfallen möge: wenn es dann in k gewisse 
ganze Zahlen IX, ß gibt, für welche die Kongruenzen 

gelten, so ist stets 

(12/+1 +bl) , 

(121+1+al) 

C'l'l,ul) = C" t 2). 

Den Beweis dieses Hilfssatzes führen wir leicht, indem wir uns der näm
lichen Schlüsse wie beim Beweise des entsprechenden Satzes 47 bedienen. 

Sa tz 57. (Hilfssatz.) Es sei f ein in 2 aufgehendes Primideal des Körpers k 

und ferner seien v, ft beliebige ganze Zahlen (=+= 0) in k: wenn dann ('''r ,u) = + 1 

ausfällt, so ist auch stets e"t) = + l. 
Beweis. Wir benutzen die in Definition 18 erläuterten Bezeichnungen. 

Es sind zwei Fälle gesondert zu behandeln, je nachdem der Exponent a, zu 
dem f in ft aufgeht, gerade oder ungerade ausfällt. 

- a 
Im ersteren Falle bezeichnen wir mit A. irgendeine durch fil, aber durch 

keine höhere Potenz ~on I teilbare und zu f2 , ls , ... , fz prime ganze Zahl in k 
und bestimmen dann eine ganze Zahl ft* in k derart, daß sie die Kongruenzen 

A.2 ft* = ft, 
ft* == 1 , 

({2l+1+ a) , 

(1212+1 f21.+1 •.. 121.+1) 
2 3 • (1) 

erfüllt und nicht zugleich das Quadrat einer Zahl in k ist; es ist dann ft* eine 
zu 2 prime Zahl und nach Definition 18 wird 

(lI't) = II'(l!'-!fo-.u~) = II'(V,:;*) , 
(mI (mI 

wo die Produkte II' über alle zu 2 primen Primideale tu in k zu .erstrecken 
(mI 

sind. Wegen der Voraussetzung des Satzes 57 haben wir mithin 

II' (V, ;* ) = + 1. 
(mI 

(2) 

Wir wollen nun aus (2) beweisen, daß der Exponent b, zu dem 1 in v aufgeht, 
sicher dann gerade ausfallen muß, wenn das Ideal f des Körpers k auch in 
K (V ft*) Primideal bleibt. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es bliebe f in K (V ft*) 
Primideal. Wir bestimmen sodann ein PrimideallJ , für welches die Gleichungen 

( ~l) = (;~), ... , C;) = (:~) , (3) 

(~! \ - (~) (~) - (~) \ \l ) - ,u* , ... , lJ - ,u* (4) 
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erfüllt sind, wobei Bj , B2 , ••• , BE'! , A.1 , A.2 , ••• , A.z die in Satz 42 erklärte Bedeu-
2 

tung haben mögen. Da 1 im Körper K(y ft*) unzerlegbar sein soll, so ist nach 
Satz 4 und 6 ft* kongruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem 
Modul W und folglich wegen (1) auch nach 22 ; mithin gelten nach Satz 39 die 
Gleichungen 

(:~) = + 1, ... , (:~) = + 1 

und wegen (3) ist daher ~ ein primäres Primideal. Bezeichnet 7C eine Primärzahl 
von .p , so ist, wie man aus (3), (4) vermöge Satz 43 unter Hinzuziehung von Satz 28 
erkennt, 7Cft* dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach liZt+11~lo+1 .. . 1~l.+1 
kongruent; es ist folglich wegen (1) 7C gewiß dem Quadrat einer ganzen Zahl in 
k nach 1~1.+1 • •• 1~1.+1 kongruent und nach Satz 8 zerfällt daher jedes der Prim
ideale 12 , 13 , ••• , lz im Körper K (yn) in zwei Primfaktoren. Im Beweise zu 
Satz 34 ist gezeigt worden, daß alle Ideale des Körpers K (yn) dem Haupt
geschlechte angehören. Die Charaktere der in 12 , 13 , ••• , lz enthaltenen Prim
faktoren des Körpers K (fit) müssen somit sämtlich + 1 sein, d. h. es gelten 
die Gleichungen 

(~) = + 1, (i) = + 1, ... , (~) = + 1. 

Würde nun auch (~1 ) = + 1 ausfallen, so müßte nach Satz 43 die Primär

zahl 7C und folglich auch die Zahl ft* kongruent dem Quadrat einer ganzen 
Zahl in k nach Wl+11~lo+1 .. . 1~1.+1 sein und dann zerfiele nach Satz 8 das 
Primideall = 11 im Körper K (fii*) in zwei Primfaktoren, was unserer Annahme 
entgegen ist. Es ist mithin notwendigerweise 

(i)=-1. (5) 

Nunmehr setzen wir 
('I') = nlbl~2 ... 1~·, 

so daß n prim zu 2 ist und b2 , ••• , bz gewisse ganze rationale Exponenten be
deuten; es folgt dann 

vh = '1'* A.~ A.~2 A.~. • • • A. ~ , 
wobei '1'* eine zu 2 prime ganze Zahl in k darstellt. Nach Satz 40 haben wir 

[J,("A, n 1-'*) ~- =+1. 
(tu) 

Ferner ist mit Rücksicht auf (2) 

[J'(vA,:I-'*) = [J,("h~ n) [J'(;:*) = [J'("~ n); 
~) ~~) ~ 

es wird daher 

[J'(,,~n) = + 1. 
(10) 

(6) 
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Andererseits erhalten wir, da nach Satz 36 

JI'(v*~1f) = + 1 
(tu) 

ausfällt, die Gleichung 

Il'(V~ 1f) = JI'(V~ 1f) JI'(Äl~ 1ftJI'(Ä2~ 1ft ... JI'( Ä-:u 1ft 
(tu) (tu) (tu) (tu) (tu) 

= [!' (V~ 1f) . ( ~1 t ( ~2 t ... (~ t = (~ t; 
wegen (5) und (6) entnehmen wir hieraus 

(-l)b= + 1, 
d. h. b ist eine gerade Zahl. 

§ 38 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen und es muß mithin entweder das 
Primideal I des Körpers k in K (y ft*) weiter zerlegbar sein oder der Exponent b, 
zu dem I in v aufgeht, gerade ausfallen. In beiden Fällen aber kann, wie leicht 
ersichtlich, eine ganze Zahl A im Körper K (y ft*) gefunden werden, derart, daß 

N~A) gleich einem Bruche ! wird, dessen Zähler e und dessen Nenner a zu 2 

prim ausfallen, und aus (2) schließen wir dann 

JI'(f!U~P*) = + 1. 
(tu) 

Diese Gleichung erhält mit Rücksicht auf die Definition 17 die Gestalt 

( 9UiP*) = + 1 

und folglich ist nach Satz 50 auch 

(f!UiP*) =+1, 

d. h. ea ist Normenrest im Körper K(y ft*) nach I und folglich ist wegen 

Satz 56 auch (V'/) = + 1. Damit ist der Satz 57 in dem Falle bewiesen, daß 

der Exponent a gerade ausfällt. 
Wir machen zweitens die Annahme, daß der Exponent a ungerade ist und 

benutzen wiederum die Bezeichnungen wie in Satz 42. Wir bestimmen dann 
eine ganze zu 2 prime Zahl p,* in k, für welche die Kongruenzen 

((21+1+ah) , 

2a 1/* = 1 ,((21.+1 (210+1 ••• (2l.+1) 
Ir' -, 2 3 • 

bestehen. Es sei ferner V ein Primideal in k, welches den Bedingungen 

, (em ) (em ) (~1_)=(;~), ... , ,; = P~ , 

(~1) = (~~), ... , (~) =, (~~) 
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genügt. Mit Rücksicht auf Satz 43 gibt es dann in k eine ganze Zahl ~* derart, 
daß das Hauptideal (~*) gleich .\)h wird und das Produkt ~* fl* kongruent dem 
Quadrat einer ganzen Zahl in k nach 1~Hl .. . 1;1.+1 ausfällt. Ferner läßt sich, 

wie leicht mit Rücksicht auf Satz 4,6 und 8 ersichtlich ist, im Körper K (YÄ1fl*) 

gewiß eine Zahl A finden, so daß N;A) gleich einem Bruche : wird, dessen 

Zähler e und dessen Nenner (J zu 2 prim ausfallen. Endlich werde ein Prim
ideal q in k bestimmt, welches den Bedingungen 

(6m) (6m) (6;)=(:~), ... , : = Q!' 
(~) = (:~), ... , (~) = (:~), 

("1;*) = + 1 (7) 

genügt. Mit Rücksicht auf Satz 48 gibt es dann in k eine ganze Zahl" derart, 
daß (,,) = qh und zugleich "ea kongruent dem Quadrat einer ganzen Zahl 
in k nach 1~11 +1 ••• 1;1.+1 ausfällt. 

Wir haben nun auf Grund von Definition 18 

ferner ist 
II'(V, Ä,~ p.*) = II'( Q G, Ä,~ p.*) . 
(tu) tu (tu) tu, 

Endlich folgt bei Anwendung der Sätze 36 und 40 

II'( QG,~~p*) = II'('" ~~*), 
(lu) (tu) 

und wegen der Voraussetzung des Satzes 57 haben wir mithin 

II'('" ~~*) = + 1, 
(tu) 

d. h. es ist 

(;)(Ä,1;*) =+1 
und wegen (7) wird also auch 

(;)=+1. (8) 

Wir betrachten nunmehr den Körper K 0' Ä1 ~*) und bedienen uns dann 
zum Beweise des Satzes 57 der nämlichen Schlußweise, welche wir beim Be
weise des Satzes 48 angewandt haben. Aus (7) folgt, daß das Primideal q des 

Körpers k in K (i Ä1 ~*) stets weiter zerlegbar ist. Wir unterscheiden ferner im 
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folgenden zwei Fälle, je nachdem.\J ein nichtprimäres oder ein primäres Prim
ideal ist. 

Im ersteren Falle erweist sich durch eine ähnliche Betrachtung, wie sie im 
dritten Teile des Beweises zu Satz 48 (S. 462) angestellt wurde, die Klassen-

anzahl des Körpers K eVAI n*) als ungerade und es folgt hieraus mit Hinzu
ziehung von (8) wie in dem eben genannten Beweise, daß" die Relativnorm 

einer Zahl in K (VAl n*) ist. 
Im zweiten Falle verteilen wir ähnlich wie im zweiten Teile des Beweises 

zu Satz 48 (S: 460-462) die Komplexe des Körpers KCVAI n*) in zwei Ge
schlechter und zeigen dann, wie dort, daß jeder Komplex des Hauptgeschlechtes 
gleich dem Quadrat eines Komplexes wird. Berücksichtigen wir, daß wegen (8) 

jedes durch Zerlegung von q entstehende Primideal in K(VA1n*) dem Haupt
geschlechte angehört, so folgt wiederum, daß " die Relativnorm einer Zahl 

in K(VA1 n*) ist. 
In bei den vorhin unterschiedenen Fällen erhalten wir mithin 

('" Ä(*_) = + 1 

und da die Zahlen n*p,* und ,,(!a Quadraten von ganzen Zahlen in k nach 
121+1 kongruent ausfallen, so folgt auf Grund des Satzes 56 schließlich auch 

C'/) = +1. 

Hiermit ist Satz 57 bewiesen. 
Sa tz 58. (Hilfssatz.) Es sei 1 ein in 2 aufgehendes Primideal in k und ferner 

seien 'JI, P, beliebige ganze Zahlen 9= 0 in k: wenn dann ('11'1 Jt) = + 1 ausfällt, 

so ist auch stets C/) = + 1. 

Beweis. Wir benutzen die in Definition 18 erläuterten Bezeichnungen und 
bestimmen eine ganze Zahl p,*, welche den Kongruenzen 

p,* == p" 

p,* ==: 1, 

(l~H1+a) , 

(f~ 1.+1 • • • 1~ 1.+1 ) 

genügt und nicht zugleich das Quadrat einer ganzen Zahl in k ist; dann haben 
wir nach Satz 56 

(V,t*) = Ci:) = + 1, 

('''x~) = Ci,l) = + 1, (i ~ 2, 3, ... ,).\ 
(9) 

Es mögen nun in der Zahl 'JI die Primideale 11 , . . ., lz bez. genau zur 
b1 , ••• , bz-ten Potenz aufgehen; infolge der Gleichungen (9) gibt es gewisse 
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Zahlen Al' ... ' Az im Körper K(y fl*) derart, daß 

ausfällt. Wenn wir ähnlich wie im Beweise zu Satz 49 aus den Zahlen Al' ... , Az 
eine Zahl A konstruieren und dann in entsprechender Weise wie am genannten 
Ort verfahren, so erkennen wir ohne Schwierigkeit die Richtigkeit des Satzes 58. 

Die beiden Sätze 57 und 58 zusammen genommen ergeben das Resultat: 
Sa tz 59. (Hilfssatz). Wenn 1 irgendein in 2 aufgehendesPrimideal und ferner 

'jJ, fl beliebige ganze Zahlen =F 0 in k bedeuten, dann gilt stets die Gleichung 

Mit Hilfe des Satzes 59 können wir leicht die in Satz 51 für das Sym

bol (V,t) aufgestellten drei Formeln ~uch in dem Falle als richtig nachweisen, 

daß 'jJ ,fl beliebige ganze Zahlen in k sind. Das Schlußverfahren zum Beweise der 
ersten Formel entspricht demjenigen, das zum Beweise der ersten Formel des 
Satzes 51 angewandt worden ist. Die Richtigkeit der beiden letzten Formeln 
folgt unmittelbar aus Satz 55 und 59. Wir erkennen hiernach, daß die für das 

Symbol (v;:) in Satz 14 aufgestellten Formeln allgemein für beliebige ganze 

Zahlen 'jJ, fl in k und in bezug auf iedes beliebige Primideal tu in k gültig sind. 

§ 39. Das Produkt II (v;:) für beliebige ganze Zahlen v, fl. 
(1\1) 

Wir sind nunmehr imstande, einen Satz auszusprechen und zu beweisen, der 
als die weiteste Verallgemeinerung der Sätze 36, 40 und 52 anzusehen ist und 
der zugleich, wie mir scheint, das Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste 
im Körper k auf die einfachste und vollständigste Weise zum Ausdruck bringt. 
Dieser Satz lautet: 

S atz 60 . Wenn 'jJ, fl beliebige ganze Zahlen =F 0 in k sind, so ist stets 

II(V:) = +1, 
(tu) 

wo das Produkt über sämtliche Primideale tu in k erstreckt werden soll. 
Zum Beweise dieses Satzes gelangen wir durch eine entsprechende Schluß

weise, wie sie zum Beweise des Satzes 52 angewandt worden ist. 
Wir heben endlich noch eine besondere Folgerung des Satzes 60 hervor. 
Satz 61. Es seien 11 (= 1), 12 , ••• , 1z die in 2 aufgehenden Primideale des 

Körpers k, und), bedeute eine ganze Zahl in k derart, daß das Ideal (A) die h-te Po
tenz von 1 wird; ferner sei ~ ein zu 2 primes Primideal und n eine ganze Zahl in k, 
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so daß (n) = .).1h ausfällt: dann gilt die Gleichung 

( ; ) = ( tn) (\n) . . . (\n) . 
Zum Beweise des Satzes 61 setze man in 60 v =J., f-l = nein. 
Der Satz 61 heiße der zweite Ergänzungssatz zum allgemeinen Reziprozitäts

gesetze für die quadratischen Reste im Körper k. 

§ 40. Die Anzahl der Normenreste nach einem in 2 aufgehenden Primideal. 

Es gelingt jetzt, die Aussagen des Satzes 15 auf die Primfaktoren der Zahl 2 
auszudehnen. Wir sprechen den folgenden Satz aus: 

Sa tz 62. Es sei 1 ein Primfaktor von 2 und zwar gehe 1 genau zur l-ten Potenz 
in 2 auf: wenn dann die Relativdiskriminante des Körpers K (fii) nicht durch 
1 teilbar ist, so ist jede zu I prime ganze Zahl v in k Normenrest des Körpers 
K ((p) nach 1. 

Wenn dagegen die Relativdiskriminante des Körpers K({p) den Faktor 1 
enthält und L einen beliebigen Exponenten größer als 2l bedeutet, so sind von 
allen vorhandenen zu I primen und nach 1L inkongruenten Zahlen v in k genau 
die Hälfte Normenreste des Körpers K({p) nach L 

Beweis. Wenn 1 nicht in der Relativdiskriminante von K ({p) aufgeht, so 
können wir mit Rücksicht auf Satz 4 und 6 annehmen, daß ft kongruent dem 
Quadrat einer ganzen zu 1 primen Zahl nach 12l ausfällt. Eine gemäß Defini
tion 17 zu f-l bestimmte Zahl f-l* wird dann kongruent dem Quadrat einer ganzen 

Zahl in k nach dem Modul 22 und folglich erhalten wir nach Satz 36 (V '1 P ) = + 1 

und mithin nach Satz 50 auch (-"'t) = + 1 ; damit ist die erste Aussage des 

Satzes 62 als richtig erkannt. 
Und um die zweite Aussage des Satzes 62 zu beweisen, nehmen wir zunächst 

f-l prim zu 2 an; es sei f-l* eine gemäß Definition 17 zu f-l bestimmte ganze Zahl 

in k. Wir haben in Satz 29 gewisse~ Primideale ql"'" q!'!! aufgestellt und 
2 

aus diesen gewisse ganze Zahlen "1' ... , "'!!.. abgeleitet, so daß dann nach diesem 
2 

Satze jede zu 2 prime ganze Zahl des Körpers k nach dem Modul 22 in der dort 
angegebenen Gestalt darstellbar ist; wir setzen somit insbesondere 

worm die Exponenten u1 , •.• , U!'!!' VI' ••• , v~ gewisse Werte 0, 1 haben 
2 2 

und ß eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. 
Wir unterscheiden im folgenden zwei Fälle, je nachdem die Exponenten 

VI' •.. , vI'!!. sämtlich gleich 0 sind oder mindestens einer dieser Exponenten 
2 
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VI' ••• , V!!! von 0 verschieden ausfällt. Im ersten Falle können die Exponenten 
2 

U1 , ••• , u!!! nicht ebenfalls sämtlich verschwinden, da sonst p,* = p, = ß2 
2 

nach dem Modul {21 und mithin der Voraussetzung entgegen die Relativ-
diskriminante von K ("(li) prim zu { wäre. Ist also etwa Ui = 1, so wird mit 
Berücksichtigung der Sätze 50 und 36 

("li #) = ("i i #) = II'('~I':*) = (~:) = -1. 
(tu) 

Im zweiten Falle sei etwa Vi = 1; dann schließen wir auf die nämliche 
Weise 

(Bi r #) = (Bi i #) = {!' ( Bi :*) = ( :: ) = - 1. 

Nehmen wir im ersten Falle '/I = "'i , im zweiten '/I = Ei' so ist gezeigt, 
daß es im Körper k stets eille Zahl '/I gibt, welche Normennichtrest des Kör
pers K (fii) nach { wird. 

Wegen L > 2l sind nach Satz 47 zwei nach {L kongruente zu f prime ganze 
Zahlen in k stets gleichzeitig Normenreste oder Normennichtreste nach f. 
Wir bezeichnen nun mit '/11 ' '/12 ' ••• , '/18 ein System ganzer Zahlen in k von fol
gender Beschaffenheit: die Zahlen '/11 ' ••• , '/18 sollen nach fL untereinander 
inkongruente und zu f prime Normenreste nach f sein; endlich soll jede zu f 
prime Zahl, welche Normenrest nach { ist, einer jener Zahlen '/I}> ••• , '/18 nach 
{L kongruent sein. Ist nun '/I ein zu { primer Normennichtrest nach f, so sind 
die Zahlen '/1'/11> '/1'/12' ••• , '/1'/18 wegen der zweiten Formel in Satz 51 sämtlich 
Normennichtreste nach { und wir können leicht zeigen, daß jeder beliebige 
zu { prime Normennichtrest nach f einer dieser 8 Zahlen nach fL kongruent 
ausfällt. In der Tat bestimmen wir eine ganze Zahl '/1*, so daß '/1'/1* = 1 nach 
fL ausfällt, so folgt wegen L > 2l mit Rücksicht auf Satz 47 die Gleichung 

C''t) = C'*j #) = -1; 

es ist folglich auch '/1* Normennichtrest nach f. Bedeutet nun '/I' irgendeinen 
beliebigen Normennichtrest nach f, so ist '/1''/1* Normenrest nach f und folglich 
einer der Zahlen '/11' ••• ' '/18 nach {L kongruent; es sei etwa '/1''/1* = '/Ii nach fL; 

dann ist '/1'/1''/1* = v' = VVi nach {L. 

Aus dieser Betrachtung ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit der zweiten 
Aussage des Satzes 62 für den Fall, daß p, zu 2 prim ist. Der vollständige Nach
weis dieser zweiten Aussage gelingt leicht durch ein ähnliches Schlußverfahren 
unter Heranziehung von Satz 56. 

Die in den beiden Sätzen 15 und 62 ausgesprochene Tatsache entspricht 
gewissermaßen dem bekannten Satze über die Verzweigungspunkte einer 
Riemannschen Fläche, wonach eine algebraische Funktion in der Umgebung 



'476 'Ober die Theorie des relativquadratischen Zahlkörpers. § 41 

eines einfachen Verzweigungspunktes den Vollwinkel auf die Hälfte desselben 
konform abbildet. Infolgedessen nenne ich die in der Relativdiskriminante 
von K(fji) aufgehenden Primideale b des Körpers k auch Verzweigungsideale 
für den Körper K ({fi,). Die Verzweigungsideale sind die Quadrate oder die 
Relativnormen der ambigen Primideale des Körpers K ((ii,). 

§ 41. Beweis des Fundamentalsatzes über die Geschlechter in einem 
beliebigen relativquadratischen Körper. 

In § 17 bis § 19, sowie in § 29 hatten wir die vorläufige Annahme gemacht, 
daß die Relativdiskriminante des zu untersuchenden Körpers K zu 2 prim 
ausfällt. Da wir erkannt haben, daß alle wesentlichen Eigenschaften des 

Symbols (V ~"') auch für die in 2 enthaltenen Primideale tu des Körpers k gültig 

sind, so kann nunmehr jene vorläufige Annahme beseitigt werden. 
Wir bezeichnen wie bisher mit 11 , .•. , Iz die voneinander verschiedenen 

Primfaktoren der Zahl 2 und setzen 

2 = I~1. .. l~" 

Zunächst lassen sich die Definitionen 11 und 12 der Begriffe "Charakteren
system'" und "Geschlecht" unmittelbar auf den Fall ausdehnen, daß die 
Relativdiskriminante von K Faktoren aus der Reihe der Primideale 11 , .•• , 1z 

enthält; wir haben hierbei nur die Bemerkung am Schluß des § 38 zu berück
sichtigen. 

Desgleichen können wir die Beweise der Sätze 24,25,26 sofort auf den 
gegenwärtigen allgemeinen Fall übertragen, und es gilt demnach insbesondere 
auch der Satz 26 für jeden beliebigen relativquadratischen Körper K (Y"ß). 

Endlich entsteht die Aufgabe, den fundamentalen Satz 41 auch in dem 
Falle zu beweisen, daß die Relativdiskriminante des Körpers K (y"ß) Prim
faktoren der Zahl 2 enthält. Um diesen Beweis zu entwickeln, behalten wirdie 
in § 29 festgesetzten Bezeichnungen bei; es ist hierbei nur zu beachten, daß 
im gegenwärtigen Falle unter den Primidealen b1 , ••. , bt auch solche vor
kommen, die in der Zahl 2 aufgehen. 

Es seien 11 , ••• , 1z* diejenigen Primfaktoren von 2, die unter den r Idealen 
bp ... , br vorkommen; wir setzen etwa 

11 = br-z*+b ... , lz* = br. 

so daß die r - z* Primideale b1 , .•• , br- z* zu 2 prim sind. Es mögen nun 
Cl' ••• , Cr irgend beliebige r der Bedingung Cl ••• Cr = + 1 genügende Ein
heiten ± 1 sein. Wegen Satz 62 kann man gewiß z* ganze zu 2 prime Zahlen 
'PI' ••• , 'Pz• finden, so daß 

( VI' "') (v •• , "') -1-1- = Cr- z·+1' ••• , ---r.;- = Cr 
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wird. Bestimmen wir nun eine ganze Zahl v derart, daß 

~'- )/1' (1~h+1), 

(1;.lzo +1) , 

(1 2Zzo+t+1) 
':*+1 ' 

v= 1, 

ausfällt, so genügt v nach Satz 56 den Bedingungen 

(V,(J,) (V,fI,) I -1- = Cr- z*+l' •.• , r. = Cr , 

(i~o:J = + 1, ... , (\fI,) = + 1. 
(1) 

Nunmehr bezeichnen wir mit br+ l' ... , bt* diejenigen unter den t - r Prim
idealen br+l> ... bt , die zu 2 prim sind und bestimmen dann ein PrimideallJ, 
für welches bei Benutzung der Bezeichnungen von § 31 die Gleichungen 

. (srn) (sm) 
(~)=(;), ... , 1= = :/' 

(2) 

(~1) = (Ä;), ... , (~) = (-~z), 

( ~1 ) = Cl (;J (~1 ) , ... , (br~z*) = Cr-z* k:J (br~z.), I 
(b;1) = (b:~)(~~+1), ... , (~*) = (~.)(b~.) 

(3) 

gelten. Wegen (2) läßt sich nach Satz 43 eine ganze Zahl n bestimmen, so daß 
(n) = lJh und überdies die Zahl nv kongruent dem Quadrat einer ganzen Zahl 
in k nach fiZ,+1 .. . 1;1,+1 wird. Infolgedessen schließen wir aus Satz 56 mit 
Rücksicht auf (1) 

Ci1fI,) = (Vi:) = cr - z*+1' ... , (~~:) = (~::) = cr> I 
(4) 

(~) = (~) = + 1, , ... , (~) = (~) = + l. 
1z*+1 1Z *+1 1z 1z 

Andererseits folgt aus Satz 40, wenn wir die erste Formel des Satzes 14 berück
sichtigen, 

Ir C % bi ) = + 1 , (i = 1, 2, ... , r - z*, r + 1, ... , t*) 
(ttJ) 

und wegen (3) haben wir daher 

(~J (;J (~) (~i) = (~) Ci = + 1, 

(~) (;J (:i) (;) = (~) = + 1, 

(i = 1, 2, ... , r - z*), 

(i = r + 1, ... , t*), 
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d. h. es gelten die Gleichungen 

(~) = C~b;) = Ci' 

(;J = (nb;) = + 1, 

(~ = 1, 2, ... , r ~ z*), I 
(t-r+1, ... ,t). 

(5) 

Da bl , .•. , br- z., br +1' ... , bt. die sämtlichen zu 2 primen Teiler der Relativ
diskriminante von K ({p,) sind, so können wir 

fth = 'Y ('1..2 61 • • • 6r- z• 6r+1 • • • 6t• 

setzen, wo 'Y eine ganze Zahl in k ist, deren Primfaktoren sämtlich in 2 aufgehen, 
und wo ('I.. irgendeine bestimmte ganze Zahl in k bedeutet. Nach Satz 60 ist 

II(~) = (~) (~) ... (n'fl) (~) ... (~) (n, fl) ... (n'fl) = + 1 
ttJ P b1 br- z• br+l b,o (1 (. 

(1tJ) 

und folglich erhalten wir wegen (4), (5) 

(; ) Cl ••• Cr = + 1 ; 

da nun Cl ••• Cr = + 1 angenommen worden ist, so ergibt sich auch ( ~ ) = + 1 , 

d. h.l3 zerfällt in K({p,) in zwei Primfaktoren. Mit Rücksicht auf (4), (5) 
haben die Charaktere eines jeden dieser Primfaktoren die Werte 

(nb:) = Cl' •.. , (nbrfl) = Cr· 
Hieraus schließen wir genau wie bei dem in § 29 entwickelten Beweise die 
Richtigkeit des Satzes 41 im allgemeinen Falle. 

Wir haben damit die wichtigste Frage nach der Anzahl der Geschlechter 
in einem beliebigen relativquadratischen Körper K (fit) vollständig erledigt. 

§ 42. Die Klassen des Hauptgeschlechtes. 
Wir heben in diesem und in den folgenden Paragraphen einige Folgerungen 

hervor, die sich aus dem Satze 41 ergeben. 
Sa tz 63. Die Anzahl g der Geschlechter in einem relativquadratischen 

Körper ist gleich der Anzahl A seiner ambigen Komplexe. 
Beweis. Wenn t und v die Bedeutung wie in Satz 23 haben und wenn wir 

berücksichtigen, daß nach Satz 41 g = 2r - 1 ist, so folgt aus den Sätzen 23 und 25 
m 

r~t+v-2 

und da andererseits nach Satz 24 

sein muß, so erhalten wir 
, m 

r = t +v -2; 

nach Satz 23 ist mithin die Anzahl der ambigen Komplexe 

A = 2a = 2r - t = g. 
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Satz 64. Jeder Komplex des Hauptgeschlechtes in einem relativquadratischen 
Körper K ist das Quadrat eines Komplexes in K, d. h. iede Klasse des Haupt
geschlechtes in einem relativquadratischen Körper K ist gleich dem Produkt aus 
dem Quadrat einer Klasse und aus einer solchen Klasse, welche Ideale des Grund
körpers k enthält. 

Beweis. In dem Beweise zu Satz 25 ist die Gleichung AI' = gf abgeleitet 
worden; hierbei haben A und g die Bedeutung wie in Satz 63; ferner bedeutet I' 
die Anzahl derjenigen Komplexe, welche gleich Quadraten von Komplexen 
sind und f die Anzahl der Komplexe des Hauptgeschlechtes. Da nach Satz 63 
A = g ist, so folgt I' = f und damit ist bewiesen, daß jeder Komplex des 
Hauptgeschlechtes das Quadrat eines Komplexes ist. 

§ 43. Der Satz von den Relativnormen eines relativquadratischenKörpers. 

Sa tz 65. Wenn 'JI, P, irgend zwei beliebige ganze Zahlen =l= 0 des Körpers k be
deuten, von denen p, nicht das Quadrat einer Zahl in k ist, und welche für iedes 
Primideal tu in k die Bedingung 

C':) = +1 
erfüllen, so ist die Zahl 11 stets gleich der Relativnorm einer ganzen oder gebrochenen 
Zahl des Körpers K ({it). 

Beweis. Wir beweisen diesen Satz zunächst für den Fall, daß 'JI eine Ein
heit in k ist. Es mögen t und v die Bedeutung wie in Satz 23 haben; im Beweise 

zu Satz 63 ist gezeigt worden, daß r = t + v - ; sein muß: d. h. es ist 

v = ; - t + r. Die Anzahl der Einheitenverbände in k, soweit sie aus Ein

heiten, die Relativnormen sind, entspringen, beträgt also 2"-i- -tH . 

Andererseits betrachten wir die r* = t - r Einheiten 8 1 , ••• , 8r., die in 
§ 17 bestimmt worden sind. Aus den Gleichungen (1) in § 17 erkennen wir 
leicht, daß die r* aus 81", ., 8r• entspringenden Einheitenverbände von-

einander unabhängig sind. Es müssen sich daher ; - r* solche Einheiten-

verbände finden lassen, die mit jenen zusammen ein System von ; unabhängi

gen Einheitenverbänden bilden. Sind 8r.+!, ... , 8!'!. Einheiten bez. aus diesen 
2 

; - r* Einheitenverbänden, so läßt sich offenbar jede beliebige Einheit ~ des 

Körpers k in der Gestalt Um 
~ = 8Ul ••• 8 11 82 

1 !!!. 
2 

darstellen, wo U 1 " •• , u!!!. gewisse Exponenten 0, 1 und 8 eine geeignete Ein-
2 

heit in k bedeutet. Betrachtet man nun die r* Gleichungen 

(~b' 11-) = + 1, (~b'l1-) = + 1, ... , (b~' 11- ) = + 1, (1) 
t 1-1 1-'*+1 
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so liefern sie für die Exponenten u1 ' U2 ' ••• , u!!! gewisse r* lineare Kongruenzen 
2 

nach dem Modul 2, die, wie man leicht erkennt, voneinander unabhängig 
sind; es folgt somit, daß alle diejenigen Einheiten ~, die den Bedingungen {I} 
genügen, insgesamt 

Einheitenverbände ausmachen. 
Wir haben zu Beginn dieses Beweises festgestellt, daß die Anzahl der Ein

heitenverbände, soweit sie aus Einheiten, die Relativnormen sind, entspringen, 
in gleicher Anzahl vorhanden sind. Da ferner jede Einheit in k, welche die 
Relativnorm einer Einheit oder einer gebrochenen Zahl von K{(ii} ist, offen
bar Normenrest nach r sein und daher notwendig den Gleichungen {I} ge
nügen muß, so ist jeder Verband der zu Anfang behandelten Einheiten auch 
unter den Verbänden enthalten, deren Einheiten ~ den Gleichungen {I} ge
nügen; da die Anzahlen beider Systeme von Einheitenverbänden die gleiche 
ist, so sind die beiden Systeme miteinander identisch. Die vorgelegte Einheit '/I 
genügt nach Voraussetzung den Bedingungen {I} und ist mithin nach dem 
eben Bewiesenen die Relativnorm einer Einheit oder einer gebrochenen Zahl 
in K{yp,}. 

Es sei jetzt '/I eine beliebige Zahl in K{fp,}, welche die Voraussetzung des 
Satzes 65 erfüllt. Sind dann n 1 , n2 , ••• die höchsten in '/I aufgehenden Potenzen 
von Primidealen des Körpers k, so muß es wegen der Voraussetzung des 
Satzes 65 gewiß ganze Zahlen Al' Az, ... in K{yp,} geben von der Art, daß 
die Kongruenzen gelten ' 

'/I == N{A1) , (n~) , 

'/I = N{A2} , (n~), 

Bezeichnet also A eine ganze Zahl in K (yp,), die kongruent Al nach ni, kon
gruent Az nach n~, usf. ausfällt, so erhalten wir 

'/I = N(A), ('/12). (2) 

Betrachten wir nun in K(yp,) das Ideal 

~ = ('/I,A), 
so ergibt sich wegen (2) 

~.S~ = ('/I,A)('/I,SA) = ('/I2, '/IA, '/ISA, ASA) = ('/I) 

und hieraus folgt, daß '/I die Relativnorm des Ideals ~ in K (yp,) sein muß. 
Wegen der Voraussetzung des Satzes 65 gehört ~ notwendig dem Haupt

geschlecht von K (yp,) an und wir können daher nach Satz 64 

~ "" i32 

setzen in solcher Weise, daß i ein Ideal in k und 3 ein Ideal in K {yp,} bedeutet. 

Wegen ih I"'OJ 1 muß B = (:8)11 eine ganze oder gebrochene Zahl des Körpers K 
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sein; die Relativnorm N (6) dieser Zahl ist offenbar von der Gestalt e ~h, wo e 
IX 

eine Einheit in kund QI; eine ganze Zahl in k bedeutet. Aus der letzten Glei-

chung folgt, daß für jedes beliebige Primideal tu notwendig (~!,h :~) = + 1 

und daher auch (e-;) = + 1 sein muß. Es ist nun im ersten Teil des gegen

wärtigen Beweises gezeigt worden, daß unter diesen Umständen e stets gleich 
der Relativnorm einer Zahl in K C(ji,) sein muß; wir setzen e = N (r), wo r 
eine Zahl in K ({fi) ist. Es folgt dann 

=N(~)' 'V h-l , 

r·v2 

und hiermit ist der Beweis für Satz 65 vollständig erbracht. 

§ 44. Die ternäre quadratische Diophantische Gleichung im Körper k. 

Den Inhalt des Satzes 65 können wir auch auf folgende Weisen aussprechen: 
Sa tz 66. Wenn 'V, fJ, beliebige ganze Zahlen =l= 0 in k bedeuten, so ist die 

Diophantische Gleichung 

in ganzen oder gebrochenen Zahlen ~ , 1] des Körpers k stets dann lösbar, wenn 
für jedes Primideal tu in k die Bedingung 

(V, ft) = 1 
,tu 

erfüllt ist. 
Satz 67. Wenn 'V, fJ, irgend zwei beliebige ganze Zahlen des Körpers k be

deuten, so ist die Diophantische Gleichung 
'V~2 + fJ, 'YJ2 = 1 

in ganzen oder gebrochenen Zahlen g, 1] des Körpers k stets dann lösbar, wenn die 
Kongruenz 

nach jedem Primideal des Körpers k und nach jeder Potenz eines solchen in ganzen 
Zahlen ~, 1] des Körpers k lösbar ist. 

Beweis. Falls fJ, das Quadrat einer ganzen Zahl in k ist, wird jener Diophan-

tischen Gleichung durch ~ = 0, 'YJ = ~- genügt. Es sei nun fJ, nicht das Qua-
1ft 

drat einer ganzen Zahl in k. Es sei ferner tu ein Primideal in kund tuL eine be-
liebige Potenz von tu ; endlich seien ~ , 1] ganze Zahlen in k, die der im Satze 67 
aufgestellten Kongruenz nach tuL genügen. Da offenbar ~, 'YJ nicht beide zu
gleich durch tv teilbar sein können, so dürfen wir annehmen, daß etwa ~ zu tu 
prim ausfiele: dann ist wegen 

= N ( 1 + 1) 1-;) 
'V- ; , 

die Zahl 'V Normenrest des Körpers K ("{ji,) nach tu und folglich erfüllen die 
Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. 1. 31 
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Zahlen P, fl die Bedingungen des Satzes 65. Nach diesem Satze 65 ist daher P 

die Relativnorm einer gewissen Zahl A des Körpers K (y7l); setzen wir 

A = ~ + ß V f1, , wo IX, ß, y ganze Zahlen in k sind, so folgt 
y 

Cl(2 - fl ß2 
V = '--'2---

Y 

und mithin erfüllen die Zahlen ~ = J! , 1] =1.. die vorgelegte Gleichung. Da-
Cl( Cl( 

mit ist der Satz 67 bewiesen. 
Ist irgendeine ternäre homogene quadratische Diophantische Gleichung 

mit beliebigen in k liegenden Koeffizienten vorgelegt, so entsteht die Frage 
nach den Bedingungen, unter denen diese Gleichung durch geeignete ganze 
Zahlen des Körpers k gelöst werden kann. Auch diese Frage findet, wie leicht 
zu sehen, auf Grund der Sätze 66 und 67 ihre vollständige Beantwortung. 

Satz 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 . 

10. 
11 
12 . 
13 . 
14 . 

" 
15 . 

" 
16 
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17 
18 

" 
19 
20 
21 
22 

" 
23 

Definition 1 
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" 
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10. Über die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkörper1• 

[Acta Mathematica Bd.26, S. 99-132 (1902).] 

§ 1. 

In der Theorie der relativ-Abelschen Zahlkörper nehmen zunächst die 
Körper vom zweiten Relativgrade unser Interesse in Anspruch. 

Es sei ein beliebiger Zahlkörper k vom Grade n als Rationalitätsbereich 
zugrunde gelegt; unsere Aufgabe ist es dann, die Theorie der relativquadra-

tischen Zahlkörper K (fP,) , d. h. derjenigen Körper zu begründen, die durch 
die Quadratwurzel aus einer beliebigen ganzen Zahl {t des Körpers k bestimmt 
sind. Die "disquisitiones arithmeticae" von GAUSS sind als der einfachste Fall 
in jenem Problem enthalten. Wir können unsern Gegenstand auch als die 
Theorie der quadratischen Gleichungen oder Formen bezeichnen, deren 
Koeffizienten Zahlen des vorgelegten Rationalitätsbereiches k sind. 

Die Theorie des relativquadratischen Körpers führte mich zur Entdeckung 
eines allgemeinen Reziprozitätsgesetzes für quadratische Reste, welches das 
gewöhnliche Reziprozitätsgesetz zwischen rationalen Primzahlen nur als ein 
vereinzeltes Glied in einer Kette sehr interessanter und mannigfaltiger Zahlen
beziehungen erscheinen läßt. 

In meiner Abhandlung Über die Theorie des relativquadratischen Zahl
körpers2 habe ich die Theorie der quadratischen Relativkörper innerhalb eines 
algebraischen Grundkörpers k vollständig für den Fall entwickelt, daß der 
Grundkörper k nebst seinen sämtlichen konjugierten Körpern imaginär ist 
und überdies eine ungerade Klassenanzahl besitzt. Die wichtigsten der in der 
genannten Abhandlung aufgestellten Sätze sind das Reziprozitätsgesetz für 
quadratische Reste in k und der Satz, demzufolge in einem relativquadrati-

1 Mit geringen Änderungen abgedruckt aus den Nachrichten der K. Ges. der Wiss. 
zu Göttingen 1898. 

Inzwischen sind folgende auf diesen Gegenstand bezügliche lnaugural-Dissertationen 
in Göttingen erschienen: Das quadratische Reziprozitätsgesetz im quadratischen Zahlkörper 
mit der Klassenzahl 1. von H. DÖRRIE 1898, Tafel der Kla8senzahlen für kubische Zahl
körper von L. W. REID 1899, Da8 allgemeine quadrati8che Reziprozitätsgesetz in ausgewähl
ten Kreiskörpern der 2h -ten Einheitswurzeln von K. S. HILBERT 1900, Quadratische Rezi
prozitätsgesetze in algebraischen Zahlkörpern von G. RÜCKLE 1901. Insbesondere die letzte 
Dissertation enthält zahlreiche und interessante Beispiele zu der hier entwickelten Theorie. 

2 Math. Ann. 51, 1-127 (1899). Dieser Band Abh. 9, S.370-482. 

31* 
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sehen Körper in bezug auf k stets die Hälfte aller denkbaren Oharakteren
systeme wirklich durch Geschlechter vertreten sind. Ich habe in jener Ab
handlung zu zeigen versucht, welch ein Reichtum an arithmetischen Wahr
heiten in diesen Sätzen enthalten ist; dennoch offenbart sich die volle Be
deutung der genannten Sätze erst, wenn wir ihre Gültigkeit auf beliebige 
algebraische Grundkörper k ausdehnen. In einem auf der Mathematiker
Vereinigung zu Braunschweig gehaltenen Vortrage! habe ich einige kurze 
Bemerkungen über den Fall gemacht, daß der Grundkörper k reell ist, bzw. 
reelle konjugierte Körper aufweist oder die Klassenanzahl 2 besitzt. In der 
gegenwärtigen Arbeit beabsichtige ich, die wichtigsten Sätze aus der Theorie 
der quadratischen Relativkörper innerhalb eines beliebigen Grundkörpers k 
aufzustellen und zugleich die Abänderungen anzugeben, welche die Beweise in 
meiner zu Anfang genannten Abhandlung erfahren müssen, wenn man für den 
Grundkörper k die dort gemachten beschränkenden Annahmen beseitigen will. 

Endlich habe ich im letzten Paragraph (§ 16) der gegenwärtigen Arbeit 
für relativ-Abelsche Zahlkörper von beliebigem Relativgrade und mit der 
Relativdiskriminante 1 eine Reihe von allgemeinen Sätzen vermutungsweise 
aufgestellt; es sind dies Sätze von wunderbarer Einfachheit und kristallener 
Schönheit, deren vollständiger Beweis und gehörige Verallgemeinerung auf 
den Fall einer beliebigen Relativdiskriminante mir als das Endziel der rein 
arithmetischen Theorie der relativ-Abelschen Zahlkörper erscheint. 

§ 2. 

Es sei k ein beliebiger Zahlkörper ; der Grad dieses Körpers k heiße m 
und die m - 1 zu k konjugierten Zahlkörper mögen mit k', k", ... , k(m-l) 
bezeichnet werden. Die Anzahl der Idealklassen des Körpers k werde h genannt. 
Wir übertragen das bekannte Symbol aus der Theorie der rationalen Zahlen 
auf den hier zu behandelnden Fall, wie folgt2 : 

Es sei .)J ein in 2 nicht aufgehendes Primideal des Körpers k und IX eine 

beliebige zu .)J prime ganze Zahl in k: dann bedeute das Symbol (~-) den Wert 

+ 1 oder - 1, je nachdem IX dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach .)J 
kongruent ist oder nicht. Ist ferner a ein beliebiges zu 2 primes Ideal in k 
und hat man a = .)J q ... tu, wo .)J, q, ... , tu Primideale in k sind und ist IX 

eine zu a prime ganze Zahl in k, so möge das Symbol (~) durch die folgende 

Gleichung definiert werden: 

(:) = (;)(~) ... (:). 

1 Jber. Mathematiker-Vereinigung 4, 88-94 (1897). Dieser Band Abh. 8, S. 364-369. 
2 Vgl. meine Abhandlung tJber die Theorie des relativquadratischen Zahlkörpers, 

Definition 1 und 5. Dieser Band S.371 und 379. 
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Sind a, b beliebige zu 2 prime Ideale in kund C( eine zu ab prime ganze 
Zahl in k, so gilt offenbar die Gleichung 

( :0) = (-i)( -6-) . 
Bezeichnet f-l irgendeine ganze Zahl in k, die nicht gleich dem Quadrat 

einer Zahl in k ist, so bestimmt fit zusammen mit den Zahlen des Körpers k 
einen Körper vom Grade 2 m, welcher relativquadratisch in bezug auf den 

Körper k ist und mit K (fit) oder auch kurz mit K bezeichnet werde. Sind 
in bezug auf k mehrere relativquadratische Körper vorgelegt, so heißen die
selben voneinander unabhängig, sobald keiner derselben als Unterkörper in 
demjenigen Körper enthalten ist, der aus den übrigen durch Zusammensetzung 
entsteht. 

Ein relativquadratischer Körper K heiße unverzweigt in bezug auf k, 
wenn die Relativdiskriminante von K in bezug auf k gleich 1 ausfällt oder, 
was das nämliche bedeutet, wenn es in k kein Primideal gibt, das gleich dem 
Quadrat eines Primideals in K wird. 

§ 3. 

Wir machen zunächst über den zugrunde gelegten Körper k solche zwei 
Annahmen, unter denen die Theorie des relativquadratischen Körpers be
reits in meiner Abhandlung ausführlich entwickelt worden ist; es sind dies 
folgende Annahmen: 

1. Der Körper k vom m-ten Grade sei nebst allen konjugierten Körpern 
k', k", ... , k<m-l) imaginär. 

2. Die Anzahl h der Idealklassen im Körper k sei gleich 1. 
Wegen der späteren Ausführungen wiederholen wir hier die hauptsäch

lichsten in Frage kommenden Definitionen und Resultate'in einer Fassung, 
die von der in meiner Abhandlung gegebenen Darstellung ein wenig abweicht. 

Definition 1. Ein solches zu 2 primes Ideal a des Körpers k, in bezug auf 
das für jede Einheit ~ in k 

(-~)=+1 
ausfällt, heiße ein primäres Ideal. 

Definition 2. Eine solche zu 2 prime ganze Zahl C( des Körpers k, welche 
kongruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 22 ausfällt, 
heiße eine primäre Zahl des Körpers k. 

Wir können dann den wesentlichen Inhalt des ersten Ergänzungssatzes 
zum Reziprozitätsgesetz wie folgt aussprechen: 

Satz 1. Wenn a ein primäres Ideal in k ist, so gibt es stets eine primäre 
Zahl C(, so daß a = (IX) wird, und umgekehrt: wenn C( eine primäre Zahl in k 
ist, so ist das Ideal a = (IX) stets ein primäres Ideal. 
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Wir zerlegen nun die Zahl 2 im Körper k in Primideale wie folgt: 

2 = f~' f~'· . ·l~, 
wo fl , f2 , ••• , fz die voneinander verschiedenen Primfaktoren der Zahl 2 in k 
und ll' l2' ... , lz die Potenzexponenten bedeuten, zu denen bez. jene Prim
ideale in der Zahl 2 aufgehen. 

Definition 3. Ein solches zu 2 primes Ideal a des Körpers k, in bezug auf 
das nicht nur für jede Einheit ~ in k, sondern auch für jede in 2 aufgehende 
ganze Zahl). des Körpers k 

(!) = + 1, (-~-)=+1 
ausfällt, heiße ein hyperpr'imäres Ideal. 

Definition 4. Eine solche zu 2 prime Zahl IX des Körpers k, welche kongru
ent dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem ModuU2ll +1 {2l2+1 •. • {2l:+1 1 2 z 

ausfällt, heiße eine hyperprimäre Zahl des Körpers k. 
Wir können dann den wesentlichen Inhalt des zweiten Ergänzungssatzes 

zum Reziprozitätsgesetz wie folgt aussprechen: 
Sa tz 2. Wenn a ein hyperprimäres Ideal in k ist, so gibt es stets eine hyper

primäre Zahl IX, so daß a = (IX) wird, und umgekehrt: wenn IX eine hyper
primäre Zahl in k ist, so ist das Ideal a = (IX) stets ein hyperprimäres Ideal. 

Der wesentliche Inhalt des allgemeinen Reziprozitätsgesetzes für qua
dratische Reste im Körper k lautet wie folgt: 

Sa tz 3. Wenn '1', p" '1", p,' irgendwelche zu zwei prime ganze Zahlen in k 
sind derart, daß die beiden Produkte pp' und p,p,' primär ausfallen und 'I' zu 
p" '1" zu p,' prim ist, so ist stets 

(,i)(';) = (~) (:) 

Wenn die Klassenanzahl h des Körpers k nicht gleich 1 , sondern eine beliebige 
ungerade Zahl ist, so wird nur eine geringfügige und aus meiner Abhandlung 
leicht zu entnehmende Abänderung im Ausdrucke der Sätze 1 bis 3 notwendig. 

Satz 4. Jede Einheit in k, welche primär (eine primäre Zahl) ist, ist das 
Quadrat einer Einheit in k. 

Sa tz 5. Es gibt in bezug auf k keinen relativquadratischen unverzweigten 
Körper. 

Die beiden letzten Sätze gelten unverändert für den Fall, daß die Klassen
anzahl h des Körpers k eine beliebige ungerade Zahl ist. 

§ 4. 

Wir legen nunmehr für den Körper k folgende Annahmen zugrunde: 
1. Unter den m konjugierten Körpern k, k', k", ... , k1m- l ) gebe es eine be

liebige Anzahl s (> 0) reeller Körper; seien dies die Körper k, k', k", ... , k(s-ll. 
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2. Die Anzahl h der Idealklassen im Körper k sei gleich 1. 
Bei diesen Annahmen wird die Definition 1 des primären Ideals unverän

dert beibehalten, dagegen wird es nötig, den Begriff einer primären Zahl enger 
zu fassen. 

Definition 5. Eine Zahl IX des Körpers k heißt total positiv in k, falls 
die s zu IX konjugierten bez. in k, k', ... , k(B-l) gelegenen Zahlen sämtlich 
positiv sind. Wenn eine zu 2 prime Zahl IX des Körpers k kongruent dem Qua
drat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 22 ausfällt und wenn außerdem 
IX total positiv in k ist, so heiße IX eine primäre Zahl des Körpers k. 

Bei Anwendung der so festgesetzten Bezeichnungsweise gilt der erste Er
gänzungssatz 1 und das allgemeine Reziprozitätsgesetz 3 wiederum genau in 
der früheren Fassung und, wenn man in entsprechender Weise den Begriff 
der hyperprimären Zahl enger faßt, so bleibt auch der zweite Ergänzungssatz 2 
in der früheren Fassung gültig. 

§ 5. 

Wir erörtern ferner die Frage, ob es unter den in § 4 für den Körper k zu
grunde gelegten Annahmen relativquadratische unverzweigte Körper in bezug 
auf k gibt. Zu dem Zwecke setzen wir zunächst allgemein fest, daß, wenn e 
irgendeine Einheit in k bedeutet, stets e', e", ... , e(8-l) die zu e konjugierten 
bez. in k', k", .. " k(B-l) gelegenen Einheiten bezeichnen sollen. 

Nunmehr nehmen wir e1 = - 1: wie die Einheit el fallen offenbar alle zu 
el konjugierten Einheiten negativ aus. Ferner möge es in k eine Einheit e2 

geben, welche in k positiv ist, während mindestens eine der konjugierten Ein
heiten e~, ... , 48 - 1) negativ ausfällt; es sei etwa die in k' gelegene Einheit e~ 
negativ. Sodann möge es in k eine Einheit e3 geben, welche positiv ist und für 
welche auch e; positiv wird, während mindestens eine der konjugierten Ein
heiten e;, e;', ... , e~-I) .negativ ausfällt; es sei etwa die in k" gelegene Ein
heit e; negativ. In dieser Weise fahren wir fort; wir mögen schließlich eine Ein
heit ep (p < s) erhalten von der Beschaffenheit, daß ep ' e~, e;, ... , e~-2) sämt
lich positiv sind, dagegene~-I) negativ ausfällt und nun soll das eingeschlagene 
Verfahren sein Ende erreicht haben, d. h. wenn irgendeine Einheit e in k nebst 
ihren p -1 konjugierten Einheiten e', e", ... , e(P-l) positiv ausfällt, so sei nun
mehr auch stets jede der übrigen s - p konjugierten Einheiten e(p), ••• , e(8-l) 
positiv. 

Die Zahl s - p erhält eine besonders einfache Bedeutung, wenn wir dem 
Äquivalenz- und Klassenbegriff eine engere Fassung erteilen als bisher ge
schehen ist. Wir wollen nämlich fortan zwei Ideale i, f des Körpers k nur dann 

als äquivalent bezeichnen, wenn -:- = IX gesetzt werden kann, so daß IX eine 

ganze oder gebrochene Zahl in k ist, die selbst nebst den sämtlichen bez. in 
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k', k", ... , k(B-I) gelegenen zu oc konjugierten Zahlen oc', oc", ... , OC(s-l) positiv 
ausfällt, d. h., die total positiv in k ist. Rechnen wir alle solchen Ideale des 
Körpers k, die in diesem engeren Sinne untereinander äquivalent sind, zu einer 

Klasse, so besitzt der Körper k, wie leicht ersichtlich ist, genau h = 2S - P Ideal
klassen. 

Nach diesen Vorbereitungen findet die oben aufgeworfene Frage nach den 
unverzweigten Körpern in bezug auf k in folgender Weise ihre Beantwortung: 

Satz 6. Für den Körper k gibt es ein System von s - p unabhängigen 
relativquadratischen unverzweigten Körpern in bezug auf k. Durch Zusam
mensetzung dieser s - p Körper entsteht ein Körper K k vom Relativgrade 

h = 2S - P in bezug auf k, der sämtliche unverzweigten Körper in bezug auf k 

als Unterkörper enthält und der Klassenkörper von k heißen möge. Die Anzahl H 
der Idealklassen dieses Körpers K k ist, auch wenn wir den Klassenbegriff 
in der vorhin (für k) angegebenen engeren Fassung nehmen, stets eine ungerade 
ZahP. 

Eine der merkwürdigsten Eigenschaften des Klassenkörpers K k besteht 
darin, daß die Primideale des Körpers k, welche einer und der nämlichen Ideal
klasse von k im engeren Sinne angehören, im Klassenkörper K k stets die 
nämliche Zerlegung in Primideale dieses Körpers K k erfahren, d. h. so daß die 
Anzahl der verschiedenen Primideale und ihre. Grade die gleichen sind; die 
Zerlegung eines Primideals .):l des Körpers k im Körper K k hängt somit nur 
von der Klasse ab, der das Primideal .):l im Körper k angehört. 

§ 6. 

Um die genannten Tatsachen zu beweisen und unter den in § 4 gemachten 
Annahmen die Theorie des relativquadratischen Körpers in bezug auf k voll
ständig aufzubauen, bedürfen wir eines Symbols, welches ich bereits in meinem 
in Braunschweig gehaltenen Vortrage erklärt habe. . 

Definition 6. Es sei tu irgendein Primideal in k, und es seien V,!l be
liebige ganze Zahlen in k, nur daß fl nicht gleich dem Quadrat einer Zahl in k 
ausfällt; wenn dann v nach tu der Relativnorm einer ganzen Zahl eIes 

Körpers K (fIiJ kongruent ist und wenn außerdem auch für jede höhere 

Potenz von tu stets eine solche ganze Zahl A im Körper K ((#) gefunden 
werden kann, daß v = N(A) nach jener Potenz von tu ausfällt, so setze ich 

(v;:-) = + 1; 

1 Für h = 1, h = 2 und h = 4 wurde diese letzte Behauptung von PH.FuRTwÄNGLER 
bewiesen. Nachrichten der K. Ges. d. Wiss. Göttingen 1906, S. 417-434. [Aum. d. 
Herausgeber.] 
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in jedem anderen Falle dagegen 

(1J~tt) = _ l. 

Fällt ß gleich dem Quadrat einer ganzen Zahl (=+= 0) in k aus, so werde stets 

(v;:) = -+ 1 

gesetzt. Ferner definieren wir noch die s Symbole 

(V, tt) (V, ft) ( v, ft ) . -1- , _.1.' , ... , }(8-1) , 

wir setzen stets 

(V,t) = + 1, 

wenn wenigstens eine der bei den Zahlen P, ß positiv ausfällt; dagegen setzen 
WIr 

C"/) = -1, 

wenn jede der beiden Zahlen P, ß negativ ausfällt. Ferner bezeichnen wir all
gemein die in k(i) gelegenen zu P, ß konjugierten Zahlen bez. mit p(il, ß(i) und 
setzen 

(Vi;) = (Vi '/), (~E) = (VII, f./I) (~) = (jJI'~S-l») 
1" l' ... , 1 (8-1) 1· 

Ist nun ein bestimmterrelativquadratischer Körper K (v7t) in bezug auf k 
vorgelegt, so wird eine naturgemäße Definition des Geschlechtsbegriffes aus der 
Definition 12 meiner Abhandlung gewonnen, wenn man sich des verallgemeiner-

ten Symbols ('/I ;:) bedient, wo (J) die in der Relativdiskriminante von K ( v7t) 
aufgehenden Primideale und überdies diejenigen Zeichen 1 (i) durchläuft, 
wofür die in k(i) gelegene zu ß konjugierte Zahl ß(i) negativ ausfällt. Es ge
lingt dann ohne erhebliche Schwierigkeit die ganze in meiner Abhandlung ent
wickelte Theorie der relativquadratischen Körper auf den hier in Rede stehen
den Fall, daß der Körper k die in § 4 gemachten Annahmen erfüllt, aus
zudehnen. 

Das Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste im Körper k erhält mit 

Benutzung des erweiterten Symbols (~ :) die folgende einfache Fassung: 

Satz 7. Wenn P, ß beliebige ganze Zahlen =+= 0 in k sind, so ist stets 

IIe:) = + 1, 
(w) 

wo das Produkt über sämtliche Primideale (J) = ltJ in k und über die s Zeichen 
(J) = 1, 1' , I", ... , 1 (8-1) erstreckt werden soll. 
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Auch die Sätze 41,64,65, 67 in meiner Abhandlung lassen sich mit Hilfe des 

erweiterten Symbols (" ;:) unmittelbar auf den Fall des hier betrachteten 

Grundkörpers k übertragen. 
Wenn die in ursprünglichem Sinne verstandene Klassenzahl h des Körpers k 

nicht 1, sondern irgendeine ungerade Zahl ist, so bedürfen die Sätze in § 4 bis 
§ 6 nur einer geringen und aus meiner Abhandlung leicht zu entnehmenden 
Abänderung. 

§ 7. 

Wenn für den Körper kinsbesondere s - p = 0 ausfällt, so wird h = 1 
und Satz 6 lehrt dann, daß es keinen unverzweigten Körper in bezug auf k 

gibt. Wir wollen den nächst einfachen Fall s - p = 1, h = 2 betrachten und 
vor allem die am Schluß von § 5 angedeuteten Gesetze der Zerlegung der Prim
ideale in k näher erörtern. Es mögen daher fortan für den Grundkörper k fol
gende speziellere Annahmen gelten: 

1. Unter den m konjugierten Körpern k, k', k", ... , k(m-l) gebe es eine be
liebige Anzahl s (>0) reelle Körper; es seien dies die Körper k,k',k", ... , k(S-l). 

2. Die Anzahl h der Idealklassen des Körpers k, im ursprünglichen weite-

ren Sinne verstanden, sei gleich 1; die Anzahl h der Idealklassen des Körpers k, 
im engeren Sinne verstanden, sei gleich 2. 

Unter diesen Annahmen ist der in § 5 erwähnte Klassenkörper K k relativ
quadratisch und besitzt folgende Eigenschaften: 

Sa tz 8a. Der Klassenkörper K k hat in bezug auf k die Relativdiskrimi
nante 1; d. h. er ist unverzweigt in bezug auf k. 

Satz 8b. Die Klassenanzahl H des Klassenkörpers Kk, in engerem Sinne 
verstanden, ist ungerade. 

Sa tz 8c. Diejenigen Primideale in k, welche in k Hauptideale im engeren 
Sinne sind, zerfallen in Kk in das Produkt zweier Primideale. Diejenigen Prim
ideale in k, welche in k nicht Hauptideale im engeren Sinne sind, bleiben in 
K k Primideale. 

Von diesen drei Eigenschaften 8 a, 8 b, 8 c charakterisiert jede für sich allein 
bei unseren Annahmen über den Körper k in eindeutiger Weise den Klassen
körper Kk. 

Zum Beweise der Existenz des Klassenkörpers K k ist es erforderlich zu 
zeigen, daß es unter den hier gemachten Annahmen stets eine Einheit e in k 
gibt, die kongruent dem Quadrat einer ganzen Zahl nach dem Modul 22 aus
fällt, ohne daß sie das Quadrat einer Einheit in k wird. Der verlangte Klassen-

körper K k ist dann der Körper K (re). Der Beweis für die Existenz einer 
solchen Einheit e läßt sich durch eine ähnliche Schlußweise führen, wie sie 
im § 9 beim Beweise der Sätze 9a, 9b, 9c angewandt werden wird. 
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§ 8. 

Im weiteren Verlaufe dieser Untersuchung wollen wir für einige andere 
Fälle die Gesetze der Zerlegung der Primideale des Grundkörpers k im Klassen
körper K k genau erörtern und die Beweise der aufgestellten Behauptungen 
erbringen. Es mögen in diesem Paragraphen für die Grundkörper k folgende 
spezielle Annahmen gelten: 

1. Unter den m konjugierten Körpern k, k', k", ... , k(m-l) gebe es eine 
beliebige Anzahl s reeller Körper. 

2. Die Anzahl h der Idealklassen des Körpers k, im ursprünglichen weiteren 

Sinne, stimme mit der im engeren Sinne verstandenen Klassenanzahl hüberein 
und sei gleich 2. 

Unter diesen Annahmen ist der Klassenkörper K k relativquadratisch und 
besitzt folgende Eigenschaften: 

Satz 9a. Der Klassenkörper Kk ist unverzweigt in bezug auf k, d. h. er 
hat die Relativdiskriminante 1 in bezug auf k. 

Satz 9 b. Die Klassenanzahl Hund H des Klassenkörpers K k, im weiteren 

sowie im engeren Sinne verstanden, sind ungerade (H = H). 
Satz 9c. Diejenigen Primideale in k, welche in k Hauptideale sind, zer

fallen in K k in das Produkt zweier Primideale. Diejenigen Primideale in k, 
welche in k nicht Hauptideale sind, bleiben in K k Primideale ; sie werden 
jedoch in K k Hauptideale. 

Von diesen drei Eigenschaften 9a, 9b, 9c charakterisiert jede für sich 
allein bei unseren Annahmen über den Körper k in eindeutiger Weise den 
Klassenkörper Kk; wir haben somit die Sätze: 

Sa tz lOa. Es gibt außer K k keinen anderen relativquadratischen Körper, 
der in bezug auf k unverzweigt ist. 

Sa tz lOb. Wenn ein zu k relativquadratischer Körper eine ungerade 
Klassenzahl hat, so stimmt derselbe mit dem Klassenkörper K k überein. 

Satz 10c. Wenn alle Primideale in k, die in k Hauptideale sind, in einem 
relativquadratischen Körper zerfallen, oder wenn alle Primideale in k, die in 
k nicht Hauptideale sind, in einem relativquadratischen Körper Primideale 
bleiben, so folgt jedesmal, daß dieser relativquadratische Körper kein anderer 
als der Klassenkörper K k ist. 

§ 9. 

Um die Existenz des Klassenkörpers Kk und sodann die Sätze 9a, 9b, 9c 
zu beweisen, machen wir der Kürze halber die Annahme, daß der Grundkörper 
k und seine sämtlichen konjugierten Körper imaginär sind und nennen dann 
wie in § 3 eine ganze Zahl in k primär, wenn sie zu 2 prim ist und dem Quadrat 
einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 22 kongruent ausfällt. 
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Wir bestimmen jetzt ein System von Grundeinheiten in k und bezeichnen 
dieselben mit 8V 82 , ••• , 8 m ; ferner sei r ein zu 2 primes Primideal des Kör-

"2-] 

pers k, welches nicht der Hauptklasse in k angehört, und es werde r 2 = (e) ge
setzt, wo e eine gewisse ganze Zahl in k bedeutet. Fügen wir sodann den obigen 

; - 1 Einheiten noch folgende Zahlen hinzu 

8 =-1 
m ' 
2 

so bilden die m2 + 1 Zahlen 81 , 82 , •.• , 8 m ein System von Zahlen dieser Be
-+1 
2 

schaffenheit: jede ganze Zahl ~ in k, welche das Quadrat eines Ideals in k ist, 
läßt sich in der Gestalt 

darstellen, wo die Exponenten Xl' X2 , ••• , X m gewisse Werte 0, 1 haben 
2+ 1 

und (X eine ganze oder gebrochene Zahl in k bedeutet. 
Endlich bestimmen wir mit Hinblick auf Satz 18 meiner Abhandlung ein 

System von Primidealen q1' q2' ... , q m in k, die zu 2 prim sind, so daß 
2+ 1 

( ::) = - 1 , ( ::) = + 1 , (i =f= i) (i,i=1,2, ... ,;+1) (1) 

ausfällt und zu diesen solche Exponenten W1, ... , W m mit Werten 0, 1, daß 
-+1 
2 

die Produkte 

Hauptideale in k werden; es sei etwa 

wo "1' . . ., "m gewisse ganze Zahlen in k sind. 
2+ 1 

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir den Ausdruck 

derselbe stellt, wenn man rechter Hand für die Exponenten U1 ' ••. , Um be-
"2+ 1 
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liebige Werte 0, 1 und für die Exponenten VI' ... , vm irgendwelche der 
2+ 1 

Kongruenzbedingung 

(2) (3) 

genügende Werte 0, 1 nimmt, im Ganzen 2mH Zahlen dar. Rechnet man jetzt 
allgemein zwei ganze zu 2 prime Zahlen w1 , W 2 in k zu derselben Art, wenn ihr 
Produkt W 1 W 2 eine primäre Zahl ist, so lehrt die Betrachtung am Schlusse von 
§ 21 meiner Abhandlung, daß es im Körper k genau 2m verschiedene Arten von 
Zahlen gibt und es müssen also unter den Zahlen von der Gestalt (2) notwendig 
wenigstens zwei Zahlen vorhanden sein, die derselben Art angehören. Das Pro
dukt zweier solcher Zahlen ist eine primäre Zahl von der Gestalt 

(4) 

wo die Exponenten Ul' ... , um ,VI' ... , vm gewisse Werte 0, 1 haben, 
2+ 1 2+ 1 

aber nicht sämtlich gleich ° sind und (J. eine ganze Zahl in k bedeutet. 
Wenn in dem Ausdrucke (4) für die Zahl w die Exponenten VI' ••• , Vm 

2+ 1 

sämtlich sich gleich ° herausstellten, so wäre nach Satz 4 und 5 meiner Abhand-

lung der Körper K (V;) ein in bezug auf k unverzweigter relativquadratischer 
Körper und somit der verlangte Beweis für die Existenz des Klassenkörpers 
mit der Eigenschaft 9a erbracht. 

Wir nehmen nun im Gegenteil an, es habe wenigstens einer der Exponenten 
VI> •.. , vm den Wert 1, und zwar sei t deren genaue Anzahl; es sei etwa 

2+ 1 

Vi, = 1, vi2 = 1, ... , vi, = 1, wo die Indizes i 1 , i 2 , •.. , it gewisse t Zahlen der 

Reihe 1, 2, ... , -i- + 1 bedeuten. Bei dieser Annahme müssen die t Prim-

ideale qil' qi2' ... , qi, in der Relativdiskriminante des Körpers K(V w) auf-
gehen; wegen der Bedingung (3) und daw primär ist, folgt ferner, daß es außer 
diesen t Primidealen kein weiteres gibt, welches in der Relativdiskriminante 

von K (i w) enthalten wäre. Die genannten t Primideale des Körpers k werden 

bez. die Quadrate gewisser t ambiger Primideale des Körpers K (V w), und die 

Anzahl aller ambigen Ideale des Körpers K (Yw) , fällt daher genau gleich 2t 

aus. Auch die weiteren Bezeichnungen des Satzes 22 in § 15 meiner Abhandlung 
benutzen wir: es möge der Körper k genau 2vo Einheitenverbände besitzen, 

die aus Relativnormen von Einheiten in K (V w) entspringen, und es sei 2ao die 

Anzahl der ambigen Klassen, in denen ambige Ideale des Körpers K ( V~ 
enthalten sind. 
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Was das Verhalten der Ideale des Körpers k im Körper K ( Y w) betrifft, so 
sind hier die folgenden zwei Fälle möglich: 

I. Die Ideale des Körpers k, welche in k nicht Hauptideale sind, werden 

in K (Yw) Hauptideale. 
Ir. Die Ideale des Körpers k, welche in k nicht Hauptideale sind, werden 

auch in K (rw) nicht Hauptideale. 
Indem wir das Verfahren, welches ich in meiner Abhandlung beim Beweise 

des Satzes 22 angewendet habe, auf den Körper K (rw) übertragen, finden wir 
leicht im Falle I die Gleichung 

* + * m a=t v--2 

und im Falle Ir die Gleichung 
m a*=t+v*---l. 
2 

§ 10. 

(5) 

(6) 

Wir wollen ferner für die Zahl v* eine obere von t und m abhängige Grenze 
ableiten. Zu dem Zweck mögen Xl' ..• , Xm irgendwelche Exponenten 0, 1 

2 

bedeuten; soll dann die Einheit 
x!!!~ 

8 = 8~1 ••• 8m2 

2 

die Relativnorm einer Einheit in K(Y w) sein, so müssen notwendig die t Be
dingungen 

(7) 

erfüllt sein. 
Wir stellen nun der Reihe nach folgende Hilfssätze auf, welche für beide 

Fälle I, Ir gelten: . 
Hilfssatz 1. Jede Einheit 8 des Körpers k, die den Bedingungen (7) ge

nügt, ist notwendig die Relativnorm einer Einheit des Relativkörpers K (rw) . 
Zum Beweise dieses Hilfssatzes unterscheiden wir, ob unter den Indizes 

i 1 , •.. , i t die Zahl ;. + 1 vorkommt oder nicht. Im ersteren Falle sei it= ~ + 1. 

Wir schließen dann aus (7) mit Rücksicht auf (1), daß gewiß die Gleichungen 

bestehen müssen, und hieraus entnehmen wir, daß die Anzahl v* der voneinan
der unabhängigen Einheitenverbände, welche aus den Relativnormen von Ein-

heiten in K (Yw) entspringen, höchstens gleich ~ - t + 1 ist. 
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Kommt andererseits unter den Indizes i], ___ , i t die Zahl ; + 1 nicht vor, 

so schließen wir auf die nämliche Weise 

Xi, = 0, _ .. , Xi = 0 
t 

und mithin ist die Anzahl v* der voneinander unabhängigen Einheitenverbände, 

welche aus den Relativnormen von Einheiten in K ( -V w) entspringen, in diesem 

Falle höchstens gleich ~- - t. 

Wir erkennen leicht, daß im Falle I unter den Indizes i1 , ... , it die 

Zahl ~- + 1 nicht vorkommen kann. Wäre nämlich im Gegenteil das Prim

ideal q m in der Relativdiskriminante des Körpers K ({~) enthalten und be-
2+1 

zeichnet P die ganze Zahl in K (-V w), welche das Ideal r darstellt, so muß die 
Relativnorm dieser Zahl P gleich einer Zahl in k von der Gestalt SQ werden, wo 
S eine Einheit in k bezeichnet und (! = Sm die früher festgesetzte Bedeutung 

2+1 
hat. Die hieraus folgende Bedingungsgleichung 

steht im Widerspruch mit der in (1) getroffenen Festsetzung für das Prim
ideal q m 

2+1 
Die bisherigen Überlegungen führen im Falle I zu der Ungleichung 

v*<~-t = 2 

und im Falle II zu der Ungleichung 

(8) 

m 
v* ::::::; '2 - t + 1. (9) 

Die Gleichungen (5), (6) und die Ungleichungen (8), (9) zeigen, daß in beiden 
Fällen I und II die Ungleichung a* < 0 gilt und da gewiß auch a* 2: 0 sein 
muß, so folgt notwendig a* = 0, d. h. es ist im Falle I 

und im Falle II 
m v* = -- - t + 1. 
2 

(10) 

(11) 

Nunmehr können wir auch einsehen, daß im Falle II das Primideal qm 
2'+1 

in der Relativdiskriminante des Körpers K( -V w) vorkommen muß. Wäre näm

lich im Gegenteil die Zahl ; + 1 unter den Indizes i1 , ... , it nicht enthalten, 
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so müßte, wie die vorhin angestellte Überlegung zeigt, die Ungleichung (8) 
gelten, was der Gleichung (11) widerspricht_ 

Wir sehen mit Rücksicht hierauf, daß die Einheiten 13 in k, welche den Be-

dingungen (7) genügen, im Falle I genau ; - t und im Falle II genau ; - t + 1 

voneinander unabhängige Einheitenverbände ausmachen. Da diese Zahl wegen 
(10), (11) in beiden Fällen I, II gleichv* ausfällt, so liefern jene Einheiten 13 

im ganzen 2v* Einheitenverbände ; dieselben müssen daher mit denjenigen Ein
heitenverbänden übereinstimmen, deren Einheiten Relativnormen von Ein-

heiten in K(rw) sind, d.h. in beiden Fällen I, II ist jede Einheit 13 in k, die 

den Bedingungen (7) genügt, notwendig die Relativnorm einer Einheit in K ( r co) 
und damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 

Hilfssa tz 2. Wenn 3 ein Ideal in K (r~ ist, dessen Quadrat einem Ideal 
in k äquivalent ausfällt, so ist auch 3 stets einem Ideal in k äquivalent. 

, Beim Beweise verstehen wir unter 8 die Relativsubstitution (Yw: - Vw) 
und unter N die Relativnorm einer Zahl oder eines Ideals in K( liw). Da die 
Relativnorm des Ideals 3 

N(3) = 3. 8 3 
jedenfalls ein Ideal in k ist und nach Voraussetzung 32 einem Ideal in k äqui

valent sein soll, so folgt, daß auch der Idealquotient 833 einem Ideal i in k 
äquivalent sein muß. 

Im Falle I ist i gewiß in K (rw) ein HauptideaL Wir beweisen andererseits, 
daß im Falle II das Ideal i im Körper k Hauptideal ist. Wäre nämlich i in k 
nicht Hauptideal, so wäre it,...., 1, wo t die früher festgesetzte Bedeutung hat; 
setzen wir dann 

3 -A 83 t - , 

wo A eine gebrochene Zahl in K (Yw) ist, so folgt offenbar, indem wir auf beiden 
Seiten die Relativnorm bilden, 

e(!=N(A), (12) 

wo 13 eine Einheit und (! = 13m die früher bestimmte Zahl in k bezeich:riet. 
"2+1 

Da das Primideal qm im Falle II in der Relativdiskriminante von K ( liw) 
"2+1 

vorkommt, so erhalten wir wegen (12) die Gleichung 
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und diese widerspricht der in (1) getroffenen Festsetzung für das Prim
ideal qm 

"2+1 

Wir haben somit erkannt, daß in beiden Fällen I, II der Idealquotient s33 

in K( -V w) äquivalent 1 ausfällt; wir setzen demgemäß 

S S3=A, (13) 

wo A eine ganze oder gebrochene Zahl in K (rw) ist. Bilden wir dann die 
Relativnorm 

8 = N(A), (14) 

so ist 8 eine Einheit in k, die den Bedingungen (7) genügen muß und diese Ein
heit 8 wird daher nach dem oben bewiesenen Hilfssatz 1 gleich der Relativ-

norm einer Einheit in K (fw) ; wir setzen 

8 = N(E-l) , 

wo E eine Einheit in K(-ra;) ist. Aus (14) und (15) folgt 

N(AE) = 1. 
Setzen wir 

B = 1 + S(AE), 

(bez. B = 1, wenn etwa A E = - 1 ist), so wird wegen (16) 

SB = EA 
B (bez. = 1), 

(15) 

(16) 

und hieraus entnehmen wir mit Rücksicht auf (13) die Gleichung für Ideale 

S(B3) = 1 
BS ' 

d. h. B3 ist das Produkt eines ambigen Ideals des Körpers K (fw) in ein Ideal 
des Körpers k. Da nun für beide Fälle I, II früher die Gleichung a* = 0 be-

wiesen worden ist und folglich alle ambigen Ideale in K (-ra;) Hauptideale sind, 
so folgt, daß auch das Ideal 3 einem Ideal des Körpers k äquivalent sein muß. 
Hiermit ist der Beweis für den Hilfssatz 2 erbracht. 

Hilfssatz 3. Wenn 3 irgendeinIdeal inK(-V~ ist, so gibt es stets einen 
ungeraden Exponenten u, so daß 3u einem Ideal in k äquivalent ist. 

In der Tat, ist H die Klassenanzahl des Körpers K (l' w) und setzen wir 
H = 2au, wo a einen gewissen Exponenten und u eine ungerade Zahl bedeutet, 
so folgt, daß 32GU '" 1 sein muß und hieraus schließen wir mit Rücksicht anf 
Hilfssatz 2 der Reihe nach, daß die Ideale 32a-l U, 32a-2 U, ••• , ,32U, 3u gewissen 
Idealen in k äquivalent ausfallen. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 32 
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Hilfssa tz 4. Wenn.\J ein Primideal des Körpers k bedeutet, für welches 

(17) 

ausfällt, so ist .\J stets im Körper kein Hauptideal. 
Zum Beweise bedenken wir, daß wegen der Voraussetzung (17) das Prim-

ideal .\J im Körper K (i w) zerlegbar sein muß; wir setzen 

,lJ=I,ß.SI,ß, 

wo s,ß, Ss,ß zueinander relativkonjugierte Ideale in K (i w) sind und verstehen 
dann mit Rücksicht auf Hilfssatz 3 unter u einen solchen ungeraden Potenz
exponenten, daß s,ßu einem Ideal j in k äquivalent wird. Hieraus folgt offenbar 

,lJu"" j2 "'-' 1 , d. h. ,lJ ,......, 1. 

§ 11. 

Der gewünschte Nachweis für die Existenz der Klassenkörper mit den 
Eigenschaften 9 a, 9 b, 9 c gelingt mitte1st der folgenden Schlüsse. Wir wählen 
an Stelle der in § 9 bestimmten den Bedingungen (1) genügenden Prim-

ideale ql, ... , qm irgend ~ + 1 andere zu 2 prime Primideale q~, ... , q:" . 
2+1 ~-,-l 

mit den entsprechenden Eigenschaften 

(-"'-) = - 1 q; , (!,) = + 1 q; , (i =l= i) ( .. 1 ') m' 
'1,,1= '''''''',!f+l) 

d 'hl . d d' E t' , un wa en WIe erum le xponen en W 1 , .•• , wm in geeigneter 'Yeise 
2+1 

so, daß w' 
q;" r 'i{-+1 = (U~ ) 
-+1 -+1 2 2 

und darin u~, ... , u~ ganze Zahlen in k sind; sodann denken wir uns die 
2+ 1 

sämtlichen Schlußfolgerungen in § 9 bis § 10 für das neue System von Prim
idealen q~, ... , q~ wiederholt. Auf diese Weise gelangen wir zu einem Aus-

2+ 1 

druck . 
tlrn 

, " ' , 2+1 
W = 10 U 1'1 ••• Um 

1 -+1 ' 
2 

(18) 

in dem 10' eine gewisse Einheit in k und v~, ... , v~ gewisse Exponenten 0, 1 
2+ 1 

bedeuten; falls wir wie vorhin annehmen, daß die Exponenten v~, ... , v~, 
2+ 1 

nicht sämtlich gleich 0 ausfallen, folgern wir wiederum für den Körper K (j' w) 
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die Gültigkeit der Hilfssätze 1 bis 4, und entsprechend dem Hilfssatz 4 ist 
mithin jedes Primideal tJ des Körpers k, für welches 

(;') = + 1 

ausfällt, stets notwendig ein Hauptideal des Körpers k. 
Wir bezeichnen nun kurz mit ltJ w alle diejenigen Primideale in k, für welche 

(~~) = + 1 

ist, und mit ltJ ww' diejenigen Primideale in k für welche zugleich 

(tU::.) = - 1 und ( W' ) --- - +1 
WW(!)' 

ausfällt, ferner mit ltJ(+) diejenigen Primideale des Körpers k, welche Haupt
ideale in k sind, dagegen mit ltJ H diejenigen Primideale des Körpers k, welche 
nicht Hauptideale in k sind. 

Da die Zahlen w, w' sicher nicht Quadrate von ganzen Zahlen in k 
sind und bei unseren Annahmen wegen der Verschiedenheit der Primideale 
ql' ... , qm , q~, ... , q~ das Nämliche auch für das Produkt ww' gilt, 

-2 -i-1 2- +- 1 

so folgen aus Satz 17 meiner Abhandlung die Gleichungen 

Y _!....-
..:...J n (ro )s 

(tlJw) IV 

1 1 
= T log s --i + In> (s), (s> 1) 

(19) 
(s> 1) 

hier sind die unendlichen Summen über alle Primideale ltJ", bez. ltJ",,,,. zu er
strecken und I",(s) , f",w'(s) bedeuten Funktionen der reellen Veränderlichen s, 
welche stets zwischen endlichen Grenzen bleiben, wenn s sich dem Werte 1 
nähert; n bezeichnet stets die Norm im Körper k. 

Die Primideale ltJ", sind offenbar sämtlich von den Primidealen ltJ ww' ver
schieden und da nach dem vorhin Bewiesenen die Primideale ltJ w' ltJ w "" sämt
lich unter den Primidealen ItJ(+) vorkommen, so haben wir 

(s> 1) 

und folglich wegen (19) 

\' 1 3 1 
.::::.,; n(tt1I+'j'>410gs_1 + I",(s) + f",w'(s); 

(ttJI+l) 

(20) 

hier sind die unendlichen Summen wiederum über alle Primideale mit den 
betreffenden Eigenschaften zu erstrecken. 

32* 
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Die Primideale tu(+l, tu(-l erschöpfen offenbar die sämtlichen Primideale ltJ 

in k, und es ist daher 

\11 \' 1 ~I 1 
.L.J n(\1:1(+»)' + .L.J n(\1:1(=»)' = .L.J n(\1:1); = log 8 _ i + 1 (s), 

(lu(+» (lu(-» (tu) 

(21) 

wo die Summe 1: über sämtliche Primideale tu in k erstreckt werden soll und 
(lu) 

I(s) wiederum eine für Werte s> 1, die sich dem Werte 1 nähern, zwischen 
endlichen Grenzen bleibende Größe bezeichnet. Aus (20) und (21) zusammen 
folgt die Ungleichung 

~ 1 ~ 1 I 1 
.L.J n(\1:1(+»)' - .L.J :;;(\1:1(-))' > 2 log 8-=-1 + 2/",(s) + 2/",,,,'(s) - 1 (s). (22) 

(tu(+» (tu(-» 

Nunmehr stellen wir folgenden Hilfssatz über die Ideale des Körpers kauf: 
Hilfssa tz 5. Wenn in dem Ausdrucke 

~ 1 ", I 
.L.J n(\1:1(+»)' ,L.; n(\1:1(-»)' (s > 1) 

(tu(+» (tu(-» 

die erste Summe über alle Primidaele tu (+l und die zweite Summe über 
alle Primideale tu H erstreckt wird, so stellt dieselbe eine solche Funktion 
der reellen Veränderlichen s dar, welche stets unterhalb einer positiven end
lichen Grenze bleibt, wenn die reelle Veränderliche s sich der Grenze 1 nähert. 

Der Beweis dieses Satzes wird durch die nämliche Schlußweise geführt, 
wie sie beim Beweise des Satzes 31 in meiner Abhandlung angewandt worden 
ist. 

Wir erkennen, daß die Ungleichung (22) unmittelbar einen Widerspruch 
gegen den Hilfssatz 5 enthält, und mithin ist unsere ursprüngliche Annahme zu 
verwerfen, d. h. es müssen in der Gleichung (4) die Exponenten vI> ... , Vm 

2+ 1 

oder das zweitemal in der entsprechenden Gleichung (18) die Exponenten 
v~, ... , v~ sämtlich 0 sein; in der Zahlw bez. w' haben wir also eine Zahl des 

2+ 1 

Körpers k, welche als Ideal das Quadrat eines Ideals in k darstellt, die über
dies kongruent dem Quadrat einer Zahl in k nach dem Modul 22 wird und 
doch nicht das Quadrat einer Zahl in k ist. 

Der Körper K ( -V w) bez. K (-V w') ist der gesuchte Klassenkörper K k zum 
Grundkörper k, da er die in Satz 9a ausgesprochene Eigenschaft besitzt. 
Damit ist die schwierigste Aufgabe in der hier erörterten Theorie gelöst. 

§ 12. 

Der Beweis für den Satz 9b sowie für die zweite Aussage des Satzes 9c ist 
aus den bisherigen Entwicklungen leicht zu entnehmen. Nicht so einfach ge
lingt der Nachweis für die erste Aussage des Satzes 9c, wonach jedes Prim-
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ideal des Körpers k, das in k der Hauptklasse angehört, im Klassenkörper K k, 

der jetzt K (rw) ist, weiter zerlegbar sein muß. Wir führen diesen Nachweis 
in folgender Weise: 

Nach dem in § 11 Bewiesenen ist die Zahlw von der Gestalt (4): 

wo die Exponenten U 1 , ... , Um gewisse Werte 0, 1 haben, aber nicht 
2+ 1 

sämtlich gleich ° sind: es sei etwa Ui = 1 ; dann bezeichnen wir die Zahlen 

Cl' c2' ... , ci-I' Ci+! , ... , Cm ' cm bez. mit c;, ... , c~ und bestimmen ;' 
2 2+ 1 2 

von r verschiedene Primideale .):11' ... , .):1m in k derart, daß 
2 

(~:)=-1, (s't) = + 1, 
lJk 

(h,k=1,2, ... , ;) 

(h 9= k) 

(~)= +1, (h=1,2, ... ,~) (23) 

wird. Wegen (23) sind nach der zweiten Aussage des Satzes 9c diese Prim
ideale .):11' ... , .):1m sämtlich Hauptideale in k; wir setzen 

2 

.):11 = (nI)' ... , ~~ = (n~), 

wo n 1 , ••• , nm ganze Zahlen in k bedeuten. Nunmehr wollen WIr zClgen, 
2 

daß ein Ausdruck von der Gestalt 
u* Vm m ~ 

W* = C1* ur ... c*'- n VI • •• n 2 
mIm' 
2 2 

(U~, ... , U;, VI' •.. , V",- = 0,1) 
2 2 

(24) 

nur dann eine primäre Zahl in k darstellen kann, wenn die Exponenten 
u;, ... , U:;., VI' ... , vm sämtlich den Wert ° haben. In der Tat, wäre w*primär 

2 2 

und wenigstens einer dieser Exponenten gleich 1 , so beweisen wir wie oben durch 

Hilfssatz 4, daß alle Primideale in k, welche in KU w*) zerlegbar werden, 
in k Hauptideale sind, d. h. es müßten dann alle Primideale tu, nach welchen 
w* quadratischer Rest ist, Hauptideale in k sein. Die Tatsache, daß zugleich 
auch alle Primideale tu, nach denen w quadratischer Rest ist, Hauptideale in 
k sind, führt uns wie früher in § 11 auf einen Widerspruch. 
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Aus der soeben erkannten Tatsache, daß der Ausdruck (24) außer der 
Zahl 1 niemals eine primäre Zahl darstellen kann, ziehen wir leicht durch ein 
ähnliches Schlußverfahren, wie wir es früher angewandt haben, diese Folge
rung: wenn" eine beliebige zu 2 prime ganze Zahl in k ist, so läßt sich stets 
ein System von Exponenten u;, ... , u! , VI' ... , Vm finden, derart, daß der 

Ausdruck 
ui:"t v.!!!. 

"e*uf ... e* 2 n V' • •• n 9 
1 m 1 m (25) 

2 2 

eine primäre Zahl in k darstellt. 
Es sei nun q irgendein Primideal der Hauptklasse in k ; wir setzen q = (,,), 

wo " eine ganze Zahl in k bedeutet und nehmen entgegen der zu beweisenden 

Behauptung an, es sei q in K(i~) unzerlegbar. Wir bilden für die Zahl" den 
Ausdruck (25) und bezeichnen denselben mit ~. Endlich bestimmen wir in k 
ein von I verschiedenesPrimideal t, welches in k nicht Hauptideal ist, und eine 

Zahl a in k, so daß a = Ir wird; wir setzen co = W ~2 oder w = w, je nachdem 
e 

w den Faktor I 2 enthält oder nicht. 

Da nach Satz 9 b der Körper K (-V w) eine ungerade Klassenanzahl besitzt, 
so gilt mit Rücksicht darauf, daß ~ primär ist, nach dem in meiner Abhandlung 
für diesen Fall bewiesenen quadratischen Reziprozitätsgesetz die Formel 

(26) 

hierbei habe die geschwungene Klammer für den Körper K (-V w) die ent
sprechende Bedeutung des quadratischen Restcharakters, wie die gewöhnliche 

Klammer für den Körper k. Das Hauptideal -V co im Körper K (liw) ist entweder 

gleich 1 oder gleich dem Primideal t. Fällt nun (~) = + 1 aus, so ist gewiß 

auch {;} = + 1. Ist (;) = - 1, so wird wegen (~) = - 1 notwendig 

(rt,t) = + 1 und um so mehr {rtt}=+ 1. Andererseitsistwegenw = (rwt 
notwendig {~} = + 1 und folglich auch { ; } = + 1. Wir haben also in jedem 

Falle gewiß {ß} = + 1 und wegen (26) folgt hieraus 

P:}= + 1. (27) 

Wenn Airgendeine ganze zu q prime Zahl in K (Vw) bedeutet, so gelten 

nach dem Primideal q des Körpers k, das auch in K (Yro) Primideal bleiben 
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sollte, folgende Kongruenzen 

{A} _ n(q~L! 
- =A , 
q 

(q) 

n(q)-l 

(NqA) = (N A)-2-, (q) 

und da 
SA-An(q), NA = An(q)+l, (q) 

ausfällt, so wird mithin 

{:} = (~qA). 

Nehmen wir insbesondere A = 1m, so erhalten wir 

F:} = (--Uw). 
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(28) 

Andererseits ist wegen (23) allgemein das PrimideallJ hin K (fW) zerlegbar; 
wir setzen 

(h = 1, 2, ... ,i-) 

wo I,ß hein Primideal in K ( r cu) bedeutet. Da 

P~~} = P~~}{ 1~}, 
wird, so haben wir 

(29) 

Wegen (27), (28), (29) ist mit Rücksicht auf die Bedeutung von oc 

(- w) (- I)V1 (- I)V"'-- _ - --- ... - 2-+1 
U nl nm 

2 

und folglich 

(~1)(~)=+1. (30) 

Da die Zahl ('J. primär ist, d. h. dem Quadrat einer ganzen Zahl in k kongruent 
nach 22 ausfällt, so folgt leicht, daß n (oc) = 1 nach 22 und mithin 

n(ex)-l 

(-~1) = (_1)-2- = + 1 

sein muß; wir erhalten mithin aus (30) die Gleichung 

(~) = + 1 und somit auch (~)=+1, ,u 

welche der Annahme widerspricht, wonach q in k unzerlegbar sein sollte; 
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diese Annahme ist somit als unzutreffend erkannt, d. h. jedes Primideal des 

Körpers k, welches der Hauptklasse in k angehört, zerfällt in K (1-;) in das 
Produkt zweier Primideale, wie Satz 9c in seinem ersten Teile aussagt. 

§ 13. 

Wir erörtern jetzt die Reziprozitätsgesetze für quadratische Reste im 

Körper k unter den besonderen Annahmen h = h = 2, wie sie in § 8 über den 
Körper k gemacht worden sind. Der erste Ergänzungssatz läßt sich wieder 
genau wie früher in der Form des Satzes 1 aussprechen, sobald wir dem Begriff 
"primäres Ideal" die folgende engere Fassung geben: wir nennen in dem zu
grunde gelegten Körper k ein zu 2 primes Ideal a dann primär, wenn für dasselbe 

({-) = +1 
ausfällt - nicht nur für alle Einheiten ~, sondern auch für diejenigen ganzen 
Zahlen ~ in k, die Quadrate von Idealen sind, d. h. wenn 

(~)=+1, 
wird. Indem wir in entsprechender Weise den Begriff eines hyperprimären 
Ideals in dem zugrunde liegenden Körper k enger fassen, gilt auch der zweite 
Ergänzungssatz in der früher aufgestellten Form des Satzes 2 und ebenso auch 
das allgemeine Reziprozitätsgesetz in der Fassung des Satzes 3. 

Um den Beweis für diese Reziprozitätsgesetze zu führen, bedenken wir, 

daß der Klassenkörper K (i~ eine ungerade Klassenanzahl hat. Für einen 
solchen Körper habe ich das Reziprozitätsgesetz in meiner Abhandlung bereits 

bewiesen. Aus diesem Reziprozitätsgesetz für den Körper K ( 1 OJ) gewinnen 
wir so dann ohne Schwierigkeit durch ein geeignetes Schlußverfahren die eben 
genannten Reziprozitätsgesetze für den Körper k. 

In meiner Abhandlung habe ich unter den in § 3 der vorliegenden Arbeit 
gemachten Annahmen gezeigt, wie die Idealklassen eines beliebigen in bezug 
auf k relativquadratischen Körpers in Geschlechter einzuteilen sind. Unter der 

gegenwärtigen Annahme h = h = 2, die wir im § 8 für den Körper k gemacht 
haben, teilen wir die Idealklassen eines beliebigen relativquadratischen 

Körpers K (fP,) in bezug auf k auf folgende Weise in Geschlechter ein. Es sei S 
ein beliebiges Ideal des relativquadratischen Körpers K (i;). Wir definieren 
zunächst wie in dem Falle, den meine Abhandlung betrifft, das Charakteren
system einer Zahl des Körpers k. Sodann verstehen wir unter t ein bestimmtes 
zu 2 primes Ideal, welches nicht der Hauptklasse in k angehört, und wählen 
dann den Exponenten u = 0, 1 derart, daß im Körper k das Produkt der Re-
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lativnorm von ~ dem Ideal tU äquivalent wird: es sei etwa 
N(3)tU = (l), 

wo l eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. Endlich bilden wir das Charak
terensystem für die Zahl l und fügen diesem noch die Einheit (- l)U hinzu. 
Das so erhaltene System von Einheiten ± 1 heiße das Charakterensystem des 
Ideals ~. Alle Ideale, die dasselbe Charakterensystem besitzen, bilden ein Ge
schlecht. Es gilt wiederum der Fundamentalsatz, daß stets genau die Hälfte aller 

möglichen Oharakterensysteme wirklich durch Geschlechter in K (l/~) aertreten sind. 
Wenn für einen Körper k der Wert der Klassenanzahl h im ursprünglichen 

Sinne und der Klassenanzahl h im engeren Sinne zusammenfallen und nicht 
gleich 2, sondern das Doppelte irgendeiner ungeraden Zahl sind, so bedürfen 
die in § 8 bis § 13 ausgesprochenen Sätze nur einer geringen und aus meiner 
Abhandlung leicht zu entnehmenden Abänderung. 

§ 14_ 

Es möge endlich kurz die Annahme behandelt werden, daß der Grund

körper k die Klassenanzahl h = h = 4 besitzt; wir haben dann zwei Fälle 
zu unterscheiden: 

A. Es gibt eine Klasse 0 in k derart, daß 0, 0 2, 0 3, 04 = 1 die 4 Klassen 
des Körpers k darstellen. 

B. Es gibt zwei Klassen 010 O2 in k derart, daß 010 O2 , 0102 = 0 3 , 

O~ = O~ = 1 die 4 Klassen des Körpers k darstellen. 
Im Falle A. ist der Klassenkörper K k des Körpers k relativzyklisch vom 

Relativgrade 4 in bezug auf k und weist folgende fundamentale Eigenschaften 
auf: 

Satz lla. Der Klassenkörper Kk hat in bezug auf k die Relativdiskrimi
nante l. 

Sa tz II b. Die Klassenzahl H, H des Klassenkörpers K k im ursprü~glichen 
bez. im engeren Sinne ist eine ungerade Zahl. Der Klassenkörper K k besitzt 
einen und nur einen relativquadratischen Unterkörper U K k. Die Klassen
anzahl von U K k ist das Doppelte einer ungeraden Zahl. 

Sa tz II c. Diejenigen Primideale in k, welche in k Hauptideale sind, 
d. h. der Klasse 1 angehören, zerfallen in K k in das Produkt von 4 Primidealen. 
Diejenigen Primideale in k, welche der Klasse 0 2 angehören, zerfallen in U K k 
in das Produkt zweier solcher Primideale, die im Körper K k unzerlegbar bleiben. 
Diejenigen Primideale in k, welche der Klasse 0 oder 03 angehören, bleiben 
in Kk unzerlegbar; sämtliche Ideale in k werden in Kk Hauptideale. 

Von diesen 3 Eigenschaften II a, II b, II c charakterisiert jede für sich 
allein bei unserer Annahme über den Körper k in eindeutiger Weise den 
Klassenkörper K k; wir haben somit insbesondere folgende Sätze: 
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Satz 12a. Wenn ein relativquadratischer Körper die Relativdiskrimi
nante 1 in bezug auf k besitzt, so stimmt derselbe mit U K k überein. Wenn ein 
relativ-Abelscher Körper vom Relativgrade 4 in bezug auf k die Relativ
diskriminante 1 besitzt, so stimmt er mit K k überein. 

Satz 12b. Wenn ein relativquadratischer Körper in bezug auf keine 
Klassenanzahl besitzt, die das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, so stimmt 
dieser Körper mit U K k überein. 

Sa tz 12c. Wenn ein relativ-Abelscher Körper vom Relativgrade 4 in bezug 
auf k eine ungerade Klassenanzahl besitzt, so stimmt er mit K k überein. 

Im Falle B. ist der Klassenkörper K k des Körpers k relativ-Abelsch vom 
Relativgrade 4 und weist folgende fundamentale Eigenschaften auf: 

Sa tz 13a. Der Klassenkörper K k hat in bezug auf k die Relativdiskri
minante l. 

Satz 13b1• Die Klassenanzahl des KörpersKk ist ungerade. Der Klassen
körper K k besitzt drei relativquadratische Unterkörper U K kl , U K k2 , U K k3 

in bezug auf k. Die Klassenanzahl eines jeden dieser drei Unterkörper ist gleich 
dem Doppelten einer ungeraden Zahl. 

Satz 13c1. DiejenigenPrimideale in k, welche inkHauptideale sind, d. h. 
der Klasse 1 angehören, zerfallen in K k in das Produkt von vier Primidealen. 
Diejenigen Primideale in k, welche der Klasse Cl angehören, zerfallen in einem 
jener drei Unterkörper, etwa in UKk l , in das Produkt von zwei Primidealen 
und sind in jedem der bei den anderen Unterkörper, also in U Kk2 , U Kk3 un
zerlegbar. Diejenigen Primideale in k, welche der Klasse C2 bez. C3 angehören, 
zerfallen etwa in U K k2 bez. U K k3 in das Produkt von zwei Primidealen und 
sind in UKk lo UKk3 bez. in UKk1 , UKk2 unzerlegbar. Sämtliche Ideale des 
Körpers k werden in jedem der drei relativquadratischen Körper UKk1 , UKk 2 , 

U K k3 Hauptideale. 
Von diesen Eigenschaften charakterisiert 1 wiederum jede für sich vollstän

dig den Klassenkörper K k und die drei Unterkörper U K kl , U K k2 , U K k3 • 

Die eben aufgestellten Sätze lla, II b, llc, 12a, 12b, 12c, 13a, 13b, 13c 
bestätigen, wie wir leicht erkennen, unter der gegenwärtigen Annahme 

h = h = 4 sowohl im Falle A. wie im Falle B. die Gültigkeit der weiter unten 
in § 16 aufgestellten allgemeinen Sätze 14 und 15. 

Zum Beweise der Sätze ll, 12, 13 ist vor allem nötig, zu zeigen, daß für 
den Grundkörper k bei der gemachten Annahme stets wenigstens ein relativ
quadratischer Körper mit der Relativdiskriminante 1 existiert. Sodann hat man 
in bezug auf diesen noch einen weiteren relativquadratischen Körper mit der 

1 Die beiden Vermutungen von Satz l3b und der letzte Satz von l3c wurden durch 
die weitere Entwicklung der Theorie nicht allgemein bestätigt. Der letzte Satz von 13 c 
gilt immer dann, wenn l3b eintrifft. [Anm. d. Herausgeber.] 
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Relativdiskriminante 1 zu konstruieren, was auf Grund des schon bewiesenen 
Satzes 9a stets möglich ist. 

Wenn für einen Körper k der gemeinsame Wert der Klassenanzahl h im 

ursprünglichen Sinne und der Klassenanzahl h im engeren Sinne nicht gleich 4 , 
sondern das Vierfache irgendeiner ungeraden Zahl ist, so bedürfen die hier 
ausgesprochenen Sätze nur einer geringen und aus meiner Abhandlung 
leicht zu entnehmenden Abänderung. 

§ 15. 

Die im vorstehenden bewiesenen und im folgenden Paragraph (§ 16) 
allgemein au~gesprochenen Sätze zeigen, daß für die vollständige Unter
suchung der arithmetischen Eigenschaften eines beliebig vorgelegten Grund
körpers k vor allem die Kenntnis des zu k gehörigen Klassenkörpers K k 
erforderlich ist. Unsere Entwicklungen setzen uns nun in den Stand, in jedem 
besonderen Falle auf arithmetischem Wege den Klassenkörper Kk wirklich 
zu finden. Im folgenden wollen wir auf eine transzendente Bestimmungsweise 
des Klassenkörpers hinweisen, die der bekannten von DIRICHLET ersonnenen 
Methode der transzendenten Bestimmung der Klassenanzahl entspricht. 

Wir machen für den Grundkörper k die besondere Annahme h = h = 2 
und bezeichnen mit x die in meinem Berichte Ober die Theorie der alge
braischen Zahlkö-rper1 im § 25 definierte, dem Körper k eigentümliche Zahl; 
ferner mögen H die Klassenanzahl des Klassenkörpers K kund K die ent
sprechend definierte Zahl für den Klassenkörper K k bezeichnen: dann gilt 
die folgende Formel 

L{ ,,_1 __ )'_I_}_HK 
8=1 L.J n(il+')' .:;..J n(jH)' - hu ' (s> 1) (31) 

0<+') (j(-) 

worm die Summe E über alle Hauptideale j(+> in k und die Summe E 
<j<+I) (i<-') 

über alle diejenigen Ideale i(-> erstreckt werden soll, die nicht Hauptideale 
in k sind. Der Ausdruck K enthält in gewisser Weise die Logarithmen der Ein
heiten des Klassenkörpers K k, so daß durch denselben die erwünschte Be
stimmung des Klassenkörpers ermöglicht ist. 

Zum Beweise der Formel (31) betrachten wir das Produkt 

C(s) = II I-n\W) .' (32) 
<tll) 

in welchem ttJ alle Primideale des Körpers k durchläuft; dasselbe konvergiert 
für reelle Werte von s > 1 und es ist 

L {(s - 1) C (s)} = hx. (33) 
8=1 

1 Vgl. Jber. der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 4, 229 (1894-95). Dieser Band 
S.115. 
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Das entsprechende Produkt für den Körper K klautet 

Z (s) = II 1- n!Ullit., . 
Olll) 

(s> 1) 

wo rechter Hand ~ alle Primideale von Kk durchläuft und nN die Norm der 
Relativnorm von ~ in k, d. h. die Norm in Kk bedeutet. Es ist dann 

L {(s - l)Z(s)} = HK. (34) 
8=1 

Wir unterscheiden nun unter den Primidealen ~ diejenigen, die durch 
Zerlegung irgendeines Primideals in k entstehen, und diejenigen, die Prim
ideale in k sind. Wegen Satz 9c fällt für die ersteren N(~) gleich einem 
Primideal ttJ(+) der Hauptklasse in k aus; für die letzteren dagegen ist N(~) 
gleich dem Quadrat eines Primideals ttJH in k, welches nicht der Hauptklasse 
in k angehört. Mit Rücksicht hierauf wird 

Z (s) = II (l-n(~I+I)-')1i II I-n(~Ht2s 
(tu<+') (tu<-l) 

und hieraus folgt wegen (32) 

Z(s) II 1 II 1 ,\'1 1 ~ 1 
C(s) = I-n(tu<+l)-' l+n(tU<-I)-' =.-::::;.; n(j<+l)' - L.; n(j<-l),; 

(tu<+l) (lu (-I) (j<+l) (jH) 

diese Gleichung liefert, wenn wir zur Grenze s = 1 übergehen, mit Rücksicht 
auf (33), (34) den verlangten Beweis der Formel (31). 

§ 16. 

Es sei endlich k ein völlig beliebiger Zahlkörper. Wir treffen folgende Fest
setzungen, in denen gar keine beschränkende Annahme für k liegt: 

1. Unter den m konjugierten Körpern k, k' , k", ... , k(m-l) gebe es eine 
beliebige Anzahl s reeller Körper. 

2. Die Anzahl der Idealklassen des Körpers k, im engeren Sinne ver

standen, sei eine beliebige Zahl h. 
Ein in bezug auf k relativ-Abelscher Körper K heiße unverzweigt, wenn 

die Relativdiskriminante von K in bezug auf k gleich 1 ausfällt, oder, was das 
nämliche bedeutet, wenn es in k kein Primideal gibt, das durch das Quadrat 
eines Primideals in K teilbar wird. Wir stellen dann folgende Theoreme auf, 
die im vorstehenden für gewisse besondere Fälle bewiesen worden sind, deren 
vollständiger Beweis jedoch, wie ich überzeugt bin, auf Grund der von mir 
angegebenen Methoden gelingen muß: 

Sa tz 14. Es gibt in bezug auf k stets einen völlig bestimmten relativ-Abelschen 

unverzweigten Körper K k vom Relativgrade h; dieser Körper K k heiße der 
Klassenkörper von k. Der Klassenkörper K k enthält sämtliche in bezug auf k 
relativ-Abelschen unverzweigten Körper als Unterkörper. 
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Die Relativgruppe des Klassenkörpers K k ist mit derienigen Abelschen 
Gruppe holoedrisch isomorph, die durch die Zusammensetzung der Idealklassen 
in k bestimmt wird!. 

Dieienigen Primideale ~ des Körpers k, welche der nämlichen Idealklasse 
von k, im engeren Sinne verstanden, angehören, erfahren im Klassenkörper 
K keine Zerlegung in Primideale der nämlichen Anzahl und der nämlichen Grade, 
so daß die weitere Zerlegung eines Primideals ~ des Körpers k im Körper K nur 
von der Klasse abhängt, der das Primideal ~ im Körper k angehört. 

Definition 7. Eine ganze Zahl Ades Klassenkörpers Kk heiße eine 
Ambige dieses Körpers K k, wenn sie die bei den folgenden Bedingungen erfüllt: 

a) Die ganze Zahl A sei total positiv (vgl. Definition 5); d. h. das durch A 
dargestellte Ideal gehöre auch im engeren Sinne der Hauptklasse in k an. 

b) Jede zu A relativkonjugierte Zahl soll sich von A nur um einen Faktor 
unterscheiden, welcher eine Einheit in K k ist. 

Eine Ambige heiße eine Primambige, wenn sie nicht eine Einheit ist und 
sich nicht als ein Produkt von zwei Ambigen darstellen läßt, von denen keine 
Bine Einheit ist. 

Sa tz 15. Jede Ambige des Klassenkörpers K k stellt ein Ideal des Grund
körpers k dar und umgekehrt iedes Ideal des Grundkörpers k läßt sich durch eine 
Ambige des Klassenkörpers K k darstellen; diese ist abgesehen von einem Einheits
faktor durch ienes Ideal bestimmt. 

Jede Ambige des Klassenkörpers K k ist mithin auf eine und nur auf eine 
Weise in ein Produkt von Primambigen zerlegbar, wenn man dabei von der Will
kür der auftretenden Einheitsfaktoren absieht. 

Die in diesem Satze aufgestellte Eigenschaft kommt unter allen relativ-Abel
.schen Körpern in bezug auf k allein dem Klassenkörper Kk zu2• 

Das allgemeinste Reziprozitätsgesetz für quadratische Reste drückt sich 
auch in dem beliebigen Körper k durch die Formel des Satzes 7 aus. Auch das 
Reziprozitätsgesetz für höhere Potenzreste gestattet eine ebenso einfache und 
allgemeingültige Fassung3• 

Endlich sei noch bemerkt, daß die zugehörige Verallgemeinerung dieser 
Entwicklungen zur Begründung einer Theorie der "Ringklassenkörper" 
führt, d. h. solcher relativ-Abelscher Körper in bezug auf k, die zu den Ideal
klassen eines Ringes in k in einem entsprechenden engen Zusammenhange 
stehen, wie der hier behandelte Klassenkörper K k zu den gewöhnlichen Ideal
klassen des Körpers k. 

1 Man vergleiche hierzu die Untersuchungen von H. WEBER Über Zahlengruppen 
in algebraischen Körpern, Math. Ann. 48, 433 und 49, 83. 

2 In speziellen Fällen auch schon einem echten Unterkörper von K k. [Anm. d. Her.] 
3 Vgl. die Preisaufgabe der K. Ges. d. Wiss. zu Göttingen für das Jahr 1901. Math. 

Ann. 51, 159. Die preisgekrönte Arbeit von FURTWÄNGLER erscheint demnächst in den 
Abhandlungen der K. Ges.d.Wiss. zu Göttingen, math.phys.Kl. (Neue FolgeII,Nr.3.1902.) 



11. Beweis für die DarsteIlbarkeit der ganzen Zahlen 
durch eine feste Anzahl n-ter Potenzen 

(Waringsches Problem) 1. 

Dem Andenken an HERMANN MINKOWSKI gewidmet. 

[Mathematische Annalen Bd.67, S.281-300 (1909)]. 

Theorem. Jede positive ganze Zahl läßt sich als Summe von n-ten Po
tenzen positiver ganzer Zahlen darstellen, so daß deren Anzahl unterhalb einer 
Schranke liegt, die nur durch den Exponenten n bedingt ist, dagegen nicht von 
der darzustellenden Zahl abhängt. 

Dieses Theorem ist allgemein von ·W ARING2 vermutungsweise aus
gesprochen worden; der Beweis für dasselbe gelang jedoch bisher nur in be
sonderen Fällen, nämlich für 

n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10. 

Die Mathematiker, denen wir diese Beweise und zugleich auch scharf
sinnige Untersuchungen über die Reduktion der Anzahl der zur Darstellung 
zu verwendenden Potenzen verdanken, sind J. LroUVILLE (n = 4), MAILLET3 

(n = 3, n =5, n = 8), FLEcK4 (n = 6), LANDAUs (n = 3, n = 4),1. SCHUR 

(n = 10), HURWITZ6 (n = 8), WIEFERICH7 (n = 3, n = 4, n = 5, n = 7). 
Der allgemeine Beweis des Theorems, den ich im folgenden geben werde, 

gelingt mittels einer neuartigen Anwendung der Analysis auf die Zahlentheorie. 
Während man nämlich sonst in der analytischen Zahlentheorie von arithme
tischen Formeln ausgehend durch Grenzübergang zu Integralrelationen für 
arithmetische Größen gelangt - ich erinnere an die Bestimmung der Klassen
anzahlen - oder, wie in der Primzahltheorie, asymptotische Ausdrücke 
mittels transzendenter Funktionen sucht, so werde ich gegenwärtig Ulll-

1 Mit einigen Veränderungen und Zusätzen abgedruckt aus den Nachr. Ges. 'Yiss. 
Göttingen, Math.-phys. Kl. 1909, Sitzg. 6. Februar. S. 17-36. 

2 Meditationes algebricae, ed. IH. Cambridge 1782, S.349-350. 
3 Congres de Bordeaux 1895. - J. de MatMm., Ser.5, 2 (1896). - C. r. Acad. 

Sei. Paris 145 (1907). - BuH. Soc. math. France 36 (1908). 
4 Sitzgsber. Berl. math. Ges. 1906. - Math. Annalen 64 (1907). 
5 Rendiconti Circ. mat. Palermo 23 (1907). - Math. Annalen 66 (1908). 
6 Math. Annalen 65 (1908). 
7 Math. Annalen 66, 67 (1908-09) (3 Abhandlungen). 
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gekehrt von einer gewissen Integralformel ausgehen und aus ihr schließlich 
eine rein arithmetische Relation gewinnen. 

Um diesen Gedanken deutlich hervortreten zu lassen, schicke ich dem Be
weise des Theorems zunächst zwei Sätze voraus. 

Sa tz 11. Es sei m eine beliebige positive ganze Zahl, dann gilt identisch in den 
5 Variabeln Xl' .•• , x5 die Integralformel 

(xi + ... + x~)m = of· .. f(t l Xl + ... + t5 X5)2m dtl • •• dt5 ; (1) 
(8) 

dabei bedeutet 0 eine gewisse durch m bestimmte positive Konstante, nämlich 
(2m+ 1) (2m+3) (2m+5) 

und das 5-fache Integral rechts ist über die Kugel S 

ti + ... + t~ < 1 
zu erstrecken. 

(2) 

Zum Beweise verstehen wir unter Xl' ..• , X 5 irgend welche reellen Größen 
und bestimmen dann eine orthogonale Substitution der 5 Variabeln tl , ••• , t5 
• I I 
In tl , .•. , t5 

(3) 
t~ = Q(15 t l + ... + Q(55t5' 

I In meiner ursprünglichen Veröffentlichung (Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Math.
phys. Kl. 1909) habe ich mich hier eines gewissen 25-fachen Integrals bedient; daß man 
dasselbe für den vorliegenden Zweck durch das obige 5-fache Integral ersetzen kann, 
ist eine sehr dankenswerte, mir von verschiedenen Seiten (F. HAUSDORFF, J. KÜRSCIIAK u.a.) 
gemachte Bemerkung. Der dort von mir formulierte und bewiesene Satz I über das 
25-fache Integral beansprucht jedoch deshalb ein selbständiges Interesse, weil er in 
engster Beziehung zu der schönen Theorie der orthogonalen Invarianten von A. HURWlTz 
steht (vgl. dessen Abhandlung "Über die Erzeugung der Invarianten durch Integration", 
Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Math.-phys. Kl. 1897) und in einfachster Weise den Grund
gedanken zum Ausdruck bringt, mittels dessen diesem Forscher der Nachweis für die 
Endlichkeit des vollen Systems orthogonaler Invarianten gelungen ist. 

[Es handelt sich dort um die Formel 

(xi + ... + x;)m = cf· .. f (tu Xl + ... t1s XS)2 In dtu dtl2 • •• dt22 dt23 • •• dt4S dtS5> 
(T) 

wobei das 25-fache Integral rechts über denjenigen 25-dimensionalen ganz im Endlichen 
gelegenen Bereich T zu erstrecken ist, der dadurch bestimmt ist, daß seine Punkte t,,1. 

von einem Punkte 0,,;. des durch die 15 Orthogonalitätsrelationen 

0~1 + ... + o;;s = 1, 

0Y.l0i.l + ... + o"so;.s = 0 
(x, Ä = 1, ... , 5) 

definierten lO-dimensionalen Bereiches [J eine Entfernung 

E (t,,;. - 0,,;.)2 ~ 1 
"'~ 

besitzen. (Anm. d. Her.)] 

(x =1= Ä) 
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in welcher 

(4) 

wird. Da die Kugel S bei Anwendung dieser Substitution (3) unverändert 
bleibt, so geht das Integral der Formel (1) nach Einführung der Integrations
variabeln t~, . .. , t~ über in 

(x~ + ... + x~)m f. .. ft?m dt~ . .. dt~; 
(8) 

hierin ist offenbar das 5-fache Integral eine von Xl' ••• , Xs unabhängige posi

tive Zahl; setzen wir dieselbe gleich ~, so folgt die Formel (1) des Satzes I. 

Sa tz 11. Es sei wiederum m eine beliebige positive ganze Zahl, dann gilt 
identisch in den fj Variabeln Xl> ••• , Xs eine Formel von der Gestalt 

(xr + ... + x~)m = .2 r" (au Xl + ... + as" xs)2m; (5) 
k=I, ... ,M 

dabei ist zur Abkürzung 
M = (2m -\- 1) (2m + 2) (2m -\- 3) (2m -\- 4) 

1·2·3·4 

gesetzt, ferner bedeuten r1 , ..• , rM gewisse positive rationale, durch m bestimmte 
Zahlen und alk" .. , a5h gewisse ganze, ebenfalls nur durch m bestimmte Zahlen. 

Der Beweis gründet sich auf die in Satz I aufgestellte Integralformel; 
von der letzteren ausgehend werden wir durch eine Reihe von Schritten schließ
lich zu der in Satz 11 behaupteten arithmetischen Identität gelangen. 

Der erste Schritt besteht in der Approximation des 5-fachen Integrales 

cf. .. f(t1 Xl + ... + tsXs)2m dt l • •• dts 
(8) 

durch eine endliche Summe. Wir denken uns zu dem Zwecke den 5-dimen
sionalen Raum der Variabeln th in 5-dimensionale Würfel von der Kanten
länge 8 zerlegt. Da der Bereich S ganz im Endlichen gelegen ist, so fällt nur 
eine endliche Anzahl H(E) dieser Würfel ins Innere von S. Bilden wir sodann 
für den Mittelpunkt eines jeden dieser Würfel den linearen Ausdruck 

tl (1;1 + ... + ts(1;s' 

multiplizieren denselben mit dem Inhalt 85 des Würfels sowie mit dem po
sitiven Werte von 2 "Ve, so entsteht aus dem Integral eine Summe von der 
Gestalt 

L,; {PiE) (x) }2m, 
k=I, ... ,HCE) 

(6) 

wo die p~.) gewisse H(E) lineare Funktionen von Xl' ... , Xs bedeuten, deren 
Koeffizienten noch von 8 abhängen; zugleich gilt die Limesgleichung 

cf.. ·f(t1XI +·· .+tsxs)2mdtldt2·· .dts= L .2 {PiE)(x)}2m. 
(S) .=0 k=I, ... ,HCE) 
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Nach der Integralformel des Satzes I ist mithin auch 

(xi + ... + x~)m = L .2 {PiE) (x) }2m. (7) 
E=O h=l,oo .,H(E) 

Der zweite wesentliche Schritt beruht darauf, daß wir hier in der Summe 
rechts die Anzahl H(E), die ja mit verschwindendem e notwendig über alle 
Grenzen wächst, auf eine feste, von e unabhängige Zahl reduzieren. Dies ge
lingt in folgender Weise. Wir bedenken, daß es nur M linear unabhängige 
Formen 2m-ten Grades von 5 Variabeln gibt und daß daher gewiß zwischen 
den ersten M + 1 Formen 2m-ten Grades 

{PiE) (x) }2m, (h = 1, ... , M + 1) 

eine lineare Identität von der Gestalt 

CIP~E)2m+ c2P~E)2m+ • .. + CM+1P~~~ = ° 
bestehen muß, wo die Cl" •• , CM+1 reelle Konstante bedeuten, von denen 
einige positiv und einige negativ ausfallen müssen. Indem wir diese Identität 
durch den größten unter den positiven Koeffizienten dividieren, entsteht 
eine Identität von der Gestalt 

C~ PiE)2m + c~p~E)2m + ... + C~l+l P~~1' = 0, 

wo gewiß einer unter den Koeffizienten c~, ... , c~ +1 den Wert + 1 besitzt 
und zugleich alle übrigen Koeffizienten < 1 ausfallen. Subtrahieren wir diese 
Identität von der Summe (6), so hebt sich offenbar eine der 2m-ten Potenzen 
fort, und wir erhalten eine Summe über nur H(E) -1 Summanden, von denen 
keiner negativ wird, da ja die zu den p~E)2m hinzutretenden konstanten 
Faktoren sämtlich positiv ausfallen, wenn sie nicht insbesondere verschwin
den. Indem wir diese konstanten Faktoren in die 2m-te Potenz hineinziehen, 
gelangen wir zu einer Formel von der Gestalt 

2) {PhE) (x) }2m = 2) {P~(·) (x) }2m, 
h=l, •• • ,HCE) h=l, •• • ,HCE)-l 

worin die ~(E) wieder Linearformen der Variabeln xv . .. , X5 bedeuten und 
die Anzahl der Summanden rechts gegenüber der ursprünglichen Summe 
links gewiß um 1 vermindert ist. 

Das dadurch eingeleitete Reduktionsverfahren können wir fortsetzen, bis 
schließlich die Zahl der Summanden auf M herabkommt; alsdann erhalten 
wir eine Formel von der Gestalt: 

(8) 

wo wiederum die 
(h = 1, ... , M) 

Linearformen der Variabeln Xl' •.. ,x5 bedeuten, deren Koeffizienten q~'~ 
wesentlich noch von e abhängen. 

Hilbert, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 33 
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Der nächste Schritt besteht in der Ausführung des Grenzüberganges 
zu 8 = 0 ; dieser erfolgt leicht in der aus (7) und (8) entstehenden Formel 

(xi + ... + x~)m = L .2 {QkE) (x) pm. (9) 
E=O h=l, ... ,M 

Zunächst ist nämlich klar, daß sämtliche Koeffizienten der Formen Q~E) 

unterhalb endlicher von 8 unabhängiger Grenzen bleiben, sobald 8 gegen 0 
konvergiert; dies folgt aus den Limesgleichungen 

1 = I. (q~El2m + q~El2m + ... + q~~'II), 
E=O 

wie sie durch Vergleichung der Koeffizienten von xi m in (9) entstehen. 
Wegen des Umstandes, daß hiernach insbesondere qi'{ für alle 8 unterhalb 
einer endlichen Grenze bleibt, können wir für 8 eine gegen 0 konvergierende 
Folge von positiven Werten 81,82 '-" finden, derart, daß der Limes 

L q~E[) = qll 
T= co 

existiert. Da ferner, wie gezeigt, auch qW unterhalb einer endlichen Grenze 
bleibt, so läßt sich wiederum aus jener Folge von Werten 81> 82 " •• eme 
Folge 8~, 8~, ..• herausgreifen, so daß auch der Limes 

L q(e;) = q 
21 21 

1'= 00 

existiert. So fortfahrend erhalten wir schließlich nach 5 M-maliger An
wendung dieses Verfahrens eine gegen 0 konvergierende Folge 81 , 82 , ••• 

derart, daß zugleich die sämtlichen Limesgleichungen 

L qf!k) = qhk (h = 1, ... , M, k = 1, ... , 5) 
T= co 

statthaben. Setzen wir sodann 

QA(X) = q1l1 Xl + ... + qh5 x5 (h = 1, ... , M), 

so gilt wegen (9) identisch in den Variabeln Xl'" ., X6 die Formel 

(xi+' .. +x~)m= 1; Q~m(x). (10) 
h=I, ... , M 

Diese Formel unterscheidet sich von der in Satz n behaupteten noch wesent
lich dadurch, daß die Koeffizienten der Linearformen Qh keineswegs ratio
nale Zahlen sind. 

Der letzte entscheidende Schritt meiner Beweisführung wird darin be
stehen, von der Formel (10) den Übergang zu einer Formel zu ermöglichen, 
in welcher alle auftretenden Zahlenkoeffizienten rational sind. Zu dein Zwecke 
verschaffen wir uns zunächst M Linearformen 

(h = 1, ... , M) 

mit ganzzahligen Koeffizienten ahk' derart, daß zwischen ihren 2 m-ten Po
tenzen keine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten stattfindet. Dies 
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ist gewiß möglich, da die Determinante 

A= 

air a~r 
air-1 a12 a~r-la22 

a2m 
25 

offenbar nicht identisch in allen Argumenten ahk Null ist und zur Erfüllung 
unserer Forderung nur nötig wird, die ank als ganze rationale Zahlen so zu 
bestimmen, daß A von Null verschieden ausfällt. 

Nun sei in Formel (10) etwa Q1 eine Linearform, deren Koeffizienten 
jedenfalls nicht sämtlich verschwinden, so daß 

qi1 + ... + q~5 
eine positive von Null verschiedene Zahl wird. Setzen wir dann zur Abkürzung 

(X -Vq~l + ... + q~1i 
h - a2 + ... +a2 

(h=l, ... ,M), 
hl hö 

so haben die M Linearformen 

(Xl Gv ... , (l.MGM 

sämtlich die nämliche Quadratsumme ihrer Koeffizienten wie Q1; es gibt 
daher gewiß eine orthogonale Transformation der Variabeln XV"" X5 , 

welche Q1 in (X1G1' ferner je eine solche orthogonale Transformation, die 
Q1 in (X2G2" •• , bzw. in OCMGM überführt. Wenden wir diese M orthogonalen 
Transformationen sämtlich der Reihe nach auf die Formel (10) an, addieren 
die so entstehenden M Formeln und dividieren durch M, so wird, wenn wir 
noch 

setzen: 

OC~" 
(!M = .M 

(xi + ... + x~)m= 2) ehG~m(X) + 2) S~m(x), (11) 
h=l, ... , M h=l, ... , M(M-l) 

wo die S h gewisse M (M - 1) Linearformen der Xl"'" x5 sind, wie sie aus 
den Q2' ... , QM durch jene orthogonalen Transformationen nach Hineinziehung 

1 
des Faktors 2711 _ entstehen. Wir betrachten nun dasjenige System von M 

fM 
linearen Gleichungen für die M Unbekannten Uv "" UM' welches aus der 
Identität 

2) uhG~m(X) = (xi + ... + X~)m - 2) S~m(X) 
h=l, ... ,M h=l, ... ,M(M-l) 

entspringt, wenn man die nämlichen Potenzen und Produkte von Potenzen 
der Variabeln Xl' ... , X5 auf beiden Seiten gleich setzt. Da die Determinante 
dieses Gleichungssystems bis auf einen Zahlenfaktor die von Null verschiedene 

33* 
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Zahl A ist, so sind dessen Lösungen eindeutig bestimmt; sie lauten we
gen (11): 

und sind folglich sämtlich positive Größen. Da nun die Lösungen eines linea
ren Gleichungssystems mit einer von Null verschiedenen Determinante ste
tige Funktionen der rechten Seiten der Gleichungen sind, so folgt, daß, 
wenn wir die Koeffizienten der Linearformen S.", innerhalb eines gewissen 
genügend kleinen Spielraumes irgendwie abändern, die Lösungen U1 ,· •. , UM 

des abgeänderten Gleichungssystemes ebenfalls noch sämtlich positive Zahlen 
bleiben. Wählen wir dabei die Koeffizienten innerhalb jenes Spielraums als 
rationale Zahlen, so müssen überdies die Lösungen Ul' .•• , UM' da ja die 
Koeffizienten von G.", sämtlich ganze rationale Zahlen sind, ebenfalls rational 
ausfallen. Bezeichnen S~ die an Stelle der S.", tretenden Formen mit rationalen 
Koeffizienten und seien die betreffenden positiven rationalen Lösungen 

U1 =11 ,···, UM=1M, 

so gewinnen wir die Identität 

(xr + ... + x~)m = .2 1.",G~m(X) + .2 S~2m(X) 
11,=1, ••• , M 11,=1, ••• , M(M-1) 

oder, indem wir noch die in den Koeffizienten von S~ auftretenden Nenner 
herausziehen und die neu entstehenden Formen mit GM +1 , ••• , GM 2 bezeichnen, 

(xr + ... + x~)m = .2 111G~m(X), (12) 
11,=1, ... , M" 

wo 11"", 1M2 nun positive rationale Zahlen und die Koeffizienten der G.", 
sämtlich ganze Zahlen sind. 

Schließlich können wir noch auf diese Formel (12) ein analoges Reduk
tionsverfahren anwenden wie dasjenige, welches uns oben zu der Formel (8) 
führte. Wir bedenken, daß zwischen den LinearformenG1, ... , GM +1 eine Iden
tität von der Gestalt 

(13) 

bestehen muß, wo Cl' .•• , CM +1 jetzt rationale Zahlen sind, bestimmen alsdann 
eine rationale Zahl C derart, daß unter den Zahlen 

eine gleich 1 und die übrigen < 1 werden. Subtrahieren wir nun die mit c multi
plizierte Identität (13) von der rechten Seite der Formel (12), so wird in 
der rechts entstehenden Summe einer der Koeffizienten Null, ohne daß 
einer der übrigen negativ ausfällt, so daß die neu entstandene Formel rechts 
gewiß einen Summanden weniger aufweist. Fahren wir in dieser Weise fort, 
so gelangen wir schließlich zu einer Formel, die alle in Satz Ir verlangten 
Eigenschaften besitzt. Damit ist der Beweis des Satzes Ir vollendet. 



Beweis für DarsteIlbarkeit der ganzen Zahlen durch feste Anzahl n-ter Potenzen. 517 

Es sei noch bemerkt, daß, wenn wir in der vorstehenden Überlegung 
an Stelle von Ql nicht eine beliebige der M Linearformen Ql"'" QM' son
dern eine solche unter diesen M Formen nehmen, für die die Quadratsumme 
der Koeffizienten am größten ausfällt, es leicht wegen der Identität (10) gelingt, 
für die betreffende Quadratsumme 

q~l + ... + q~5 
eine untere nur durch m bedingte Schranke zu bestimmen, und daß aus dieser 
unteren Schranke wiederum ohne wesentliche Schwierigkeit eine obere 
Schranke (J für denjenigen Spielraum abzuleiten ist, innerhalb dessen die 
Koeffizienten der Formen Sk abgeändert werden dürfen, ohne daß die be
treffenden Lösungen u1 , •.• , UM negativ werden. Durch die Kenntnis von (J 

aber ist es schließlich auch möglich, für die absoluten Werte der Zähler und 
Nenner der in der Formel des Sat2!es Ir auftretenden rationalen Zahlen rk 

und für die absoluten Werte der gan2!en Zahlen au eine obere Schranke auf
zufinden, die nur durch m bedingt ist. 

Die Formel des Satzes Ir bildet den Kernpunkt für den Beweis unseres 
Theorems. Sie läßt nämlich sofort aus der Gültigkeit des Waringschen 
Theorems für die m-ten Potenzen auf seine Gültigkeit für die 2 m-ten Po
tenzen schließen l . Denn bezeichnen wir etwa den nur von m abhängigen 
Generalnenner der in Formel (5) rechts auftretenden rationalen Zahlen rk 

mit E, nehmen X5 = 0 und beachten, daß jede Zahl sich als Summe von 4 Qua
draten darstellen läßt, so lehrt Formel (5) sofort, daß jede durch E teilbare 
positive ganze Zahl sich als Summe einer Anzahl von 2 m-ten Potenzen 
darstellen läßt, die unterhalb einer nur von m abhängigen Schranke liegt, 
vorausgesetzt, daß der Waringsche Satz für die m-ten Potenzen gilt. Da 
jede positive ganze Zahl sich in der Form H . E + K darstellen läßt, wo 
Hund K positiv ganz sind und K< E ist, so folgt hieraus, da ja die Zahl K 
eine Summe von höchstens E - 1 Zahlen 12m ist, das Waringsche Theorem 
für die 2 m-ten Potenzen. 

Wir sehen somit, daß durch das Vorangehende das Waringsche Theorem 
gewiß für alle unendlich vielen Exponenten der Form m = 2" bewiesen ist, 
da es für m = 2 gilt. Um es allgemein für beliebige Exponenten zu beweisen, 
müssen wir der Reihe nach folgende 5 Hilfssätze entwickeln. 

Hilfssa tz l. Zu jedem Exponenten m gehören eine gewisse Anzahl N posi
tiver rationaler Zahlen 

sowie zwei positive ganze Zahlen a, A von folgender Eigenschaft: 
Es seien x und G beliebige positive ganze Zahlen und r eine beliebige reelle 

1 Vgl. A. HURWITZ: Math. Annalen 65,424-427 (1908). 
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positive Zahl, es sei ferner X eine positive ganze Zahl, die der Ungleichung 

X< r 2 x2 (14) 

genügt; dann können zu diesen Größen x, G, r, X stets N ganze Zahlen (~ 0) 

Xl' X 2 , ••• , XN , 

deren absolute Beträge den Ungleichungen 

lXIII <Arx (h = 1, ... , N) 

genügen, derart gefunden werden, daß die Gleichung 

(G2 x2 + X)m = .2 rll(aGx + XII )2m 
/1.=1, ... , l!{ 

statthat. 
Zum Beweise gestalten wir die Formel des Satzes Ir in folgender Weise 

um. Zunächst bedenken wir, daß auf der rechten Seite dieser Formel mög
licherweise eine oder mehrere der zur 2m-ten Potenz erhobenen Linearformen 
lauter verschwindende Koeffizienten haben könnten. Lassen wir diese Po
tenzen weg, so mögen etwa N < M Summanden rechts übrig bleiben, so daß 
unsere Formel wie folgt lautet 

(xi + ... + x~)m= .2 rll (a11l x1 + ... + a5I1 xs)2m. (15) 
h=I •••• , N ' 

Hierin dürfen wir annehmen, daß jede der mit Xl multiplizierten Zahlen 
alh von Null verschieden ist, da andernfalls die Anwendung einer geeigneten 
orthogonalen Transformation mit rationalen Koeffizienten unsere Formel 
in eine solche umwandeln würde, in der die jenen Koeffizienten entsprechen
den Koeffizienten sämtlich von Null verschieden sind. Endlich setzen wir in 
unserer Formel (15) für Xl' X:!" •• , X5 bzw. die Größen Gx, Xl" •• , X4 em, 
ferner sei 

so daß a~,,,,,,, a~" wiederum ganze Zahlen werden. Wir erhalten so die 
Formel 

(G2x2 + XI + ... + xi)m = .2 r,,(aGx + a~"xl + ... + a~"x4)2m, (16) 
h=l, ... , N 

wo die rll, wie leicht ersichtlich, eine nicht wesentlich veränderte Bedeutung 
haben. 

Bezeichnen wir nun mit A den größten Wert, den eine der N Zahlen 

I a~1I1 + ... + I a~1I1 (h = 1, ... , N) 

annimmt, so folgt Hilfssatz 1 unmittelbar durch folgende Überlegung. Stellen 
wir die ganze Zahl X als Summe von 4 Quadratzahlen dar und setzen 

X = xi + xi + x~ + x~, 
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so folgt aus (14) 

Nehmen wir daher 

so wird 
I X" I < ( I a~" I + ... + la~" I) rx 

<Arx. 

(h = 1, ... , 4). 

Hilfssatz 2. Zu iedem Exponenten m gehören ww ~n Hilfssatz 1 e~ne 
gewisse Anzahl N positiver rationaler Zahlen 

sowie zwei positive ganze Zahlen a, A von folgender Eigenschaft: 
Es seien x, G, r Zahlen wie in Hilfssatz 1, es sei ferner X eine positive 

ganze Zahl, die der Ungleichung 
(17) 

genügt, dann können zu diesen Größen x, G, r, X stets N ganze Zahlen (2 0) 

deren absolute Beträge den Ungleichungen 

IX"I<Arx 

genügen, derart gefunden werden, daß die Gleichung 

(h = 1, ... , N) 

1 x (G2 x2 + X)m = G .2 r,,(aGx + X,,)2m+1 
h~l, ... , N 

statthat. 
Durch Differentiation von (16) nach x entsteht eine Formel von der 

Gestalt 

h=l, . .. ,N 

wo die r" eine nicht wesentlich veränderte Bedeutung haben. Ersetzen wir 
hierin m durch m + 1 und wenden dann die vorige Überlegung auf diese 
Formel statt auf (16) an, so ergibt sich der Beweis des Hilfssatzes 2. 

Aus den eben bewiesenen Hilfssätzen 1 und 2 leiten wir jetzt zwei weitere 
Hilfssätze 3 und 4 ab, in denen gewisse Gleichungen behauptet werden, 
die sich von den am Schlusse der Hilfssätze 1 und 2 aufgestellten haupt
sächlich dadurch unterscheiden, daß auf ihrer linken Seite an Stelle der posi
tiven Zahlen X gewisse Zahlen Y treten, für die auch negative Werte zu
lässig sind. 

Hilfssatz 3. Zu iedem Exponenten m gehören eine gewisse Anzahl N posi
tiver rationaler Zahlen 
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ferner eine reelle, stets positive Funktion q;(x) der reellen Variabeln x und end
lich eine Funktion F (K, x) der ganzzahligen Variabeln K und der reellen 
Variabeln x, die durchweg positive ganzzahlige Werte hat und bei festgehaltenem x 
mit unendlich wachsendem K selbst, ohne je abzunehmen, über alle Grenzen 
wächst; diese zu m zugehörigen Größen rh, q;, F sind von folgender Beschaffen
heit: 

Es sei x eine beliebige positive ganze Zahl und Keine 
Zahl> 16, ferner x eine reelle, der Ungleichung 

1 yl<x<-- K-l = 2 

genügende Größe; es werde endlich 

x' = q;(x) , K' = F(K, x) 

beliebige positive 

(18) 

(19) 

gesetzt; wenn dann Y eine beliebige ganze Zahl (~ 0) ist, deren absoluter Be
trag der Ungleichung 

(20) 

genügt, so können zu diesen Größen x, K, x, Y stets N ganze Zahlen Y~, ... , y~ 
(~ 0), deren absolute Beträge die Ungleichungen 

I Y~ I < x' fK' x 

befriedigen, derart gefunden werden, daß die Gleichung 

(Kx2 +y)m= 2) rh(K'x+Y~)2m 
h=l, ... , N 

stattfindet. 

(21) 

Zum Beweise bestimmen wir zunächst eine positive ganze Zahl G durch 
die Ungleichungen 

dann wird 
K - G2 > x(2G + x) > 2xtK - x(u + 2), 

und da wegen (18) 

ist, so haben wir demnach auch 

K-G2>ufK· 

Andererseits ist mit Rücksicht auf (22) 

K - G2 < (u + 1) (2 G + u + 1) < 2 (u + 1) fK < 4u y K, 
d.h. 

Setzen wir nun 
x = (K - G2) x2 + Y, 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 
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so gilt wegen (23), (24) infolge der Voraussetzung (20) unseres zu beweisenden 
Hilfssatzes 

;--o < X < 5 % l K x2• 

Wir wenden jetzt den Hilfssatz 1 auf die Zahlen x, G, X an; setzen wir noch 
darin 

r=V5x yK, 
so wird zugleich auch der Bedingung (14) dieses Hilfssatzes 1 genügt, und 
derselbe lehrt das Bestehen einer Gleichung von der Gestalt 

(G2 x2+X)m= .1: rll(aGx+Y~)2m, (26) 
h=l, . ... N 

wo y~ (d. h. die XII in Hilfssatz 1) ganze den Ungleichungen 

lY~1 <.4 ~VKx (27) 

genügende Zahlen sind. Setzen wir 

~(x) = ;a ilO";, F(K,x) = aG, 

so erfüllen diese Funktionen alle Bedingungen des zu beweisenden Hilfssatzes. 
Denn wegen (19) wird dann notwendig 

A ,---x' = --:= 110%, K' = aG, 
la 

und es geht (26) wegen (25) in die zum Schluß des Hilfssatzes 3 behauptete 
Gleichung über. Endlich ist wegen (18), (22) 

(2x + 2)2< K < (G + x + 1)2, 
folglich 

und demnach 

d. h. 

A ßUVk < x' yK'. 
Wegen dieser Ungleichung geht aus (27) die Ungleichung (21) des Hilfs
satzes 3 hervor; dieser Hilfssatz 3 ist mithin vollständig bewiesen. 

Hilfssa tz 4. Zu jedem Exponenten m gehören wie in Hilfssatz 3 eine 
gewisse Anzahl N positiver rationaler Zahlen 

ferner eine reelle, stets positive Funktion ~(x) der reellen Variabeln x und end
lich eine Funktion F (K, x) der ganzzahligen Variabeln K und der reellen Va
riabeln x, die durchweg positive ganzzahlige Werte hat und bei festgehaltenem % 

mit unendlich wachsendem K selbst, ohne je abzunehmen, über alle Grenzen 
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wächst; diese zu m zugehörigen Größen r", rp, F sind von folgender Beschaffen
heit: 

Es seien x, K, x Zahlen, die denselben Bedingungen wie in Hilfssatz 3 ge
nügen; es werde endlich, wie dort 

x' = rp(x), K'=F(K,x) 

gesetzt; wenn dann Y eine beliebige ganze Zahl (~ 0) ist, deren absoluter Be
trag der Ungleichung 

genügt, so können zu diesen Größen x, K, x, Y stets N ganze Zahlen 
Y~, .. . , Y~ (~ 0), deren absolute Beträge die Ungleichungen 

[ Y~ [ < x' f K ' x 

befriedigen, derart gefunden werden, daß die Gleichung 

1 
x(Kx2 + y)m= X' 2 r,,(K'x + Y~)2m+I 

stattfindet. h =1, .... N 

Der Beweis folgt, indem wir die zum Beweis des Hilfssatzes 3 vorhin an
gewandten Schlußfolgerungen, statt auf Hilfssatz I, nunmehr auf Hilfssatz 2 

beziehen. 
Hilfssatz 5. Zu jedem Exponenten n gehören zwei ganze Zahlen p, q, 

so daß 

und 
n=p+q 

O<p<q 

(28) 

(29) 

ist, ferner eine positive ganze Zahl K und eine gewisse Anzahl N* positiver 
rationaler Zahlen 

von folgender Beschaffenheit: 
Ist x eine beliebige positive ganze Zahl, Y irgend eine ganze Zahl (§ 0), 

deren absoluter Betrag der Ungleichung 

[Y[<fKx!l 
genügt, so gibt es zu diesen Zahlen x, Y stets gewisse N* positive ganze Zahlen 

PI' P2 , ••• , PN. 
derart, daß die Gleichung 

xp(Kxll + Y) = .2 k"P~ 
statthat. h =1, 2, ... , N* 

Zum Beweise entwickeln wir den Exponenten n im dyadischen Zahl
system wie folgt 

n = 2g + e12g - 1 + e22g - 2 + ... + eg _ 1 2 + eg 

= lei e2 ••• eg _ 1 eg , 
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so daß g ein ganzer Exponent ist und el , e2 , • •• , eg gewisse Werte Null oder 
Eins werden. Nun definieren wir g + 1 Zahlen no, nl' n2 , •• " ng durch 
folgende Gleichungen 

so daß allgemein 

no = 1, 
n l = 2 + el 

= leI' 
n2 = 22 + el 2 + e2 

= leI e2 , 

ns = 23 + el 22 + e22 + es 
= 1 el e2 e3 , 

ng = 2g + e1 2g - 1 + ... + eg _ l 2 + eg 

= 1el e2 • • ·eg_Ieg = n, 

wird. Ferner setzen wir 

so daß allgemein 

Po = e1 2g - 1 + e2211 - 2 + ... + eg 

= el e2 • •• eg, 
PI = e2 2g - 2 + e3 2g - 3 + ... + eg 

= e2 e3 • •• eg , 

P2 = e32g - S + ... + eg 

Pg-I = eg, 
pg = 0, 

wird. Endlich sei noch 
P = n - 2g = e1 2g - 1 + e22g- 2 + ... + eg = Po, 
q = 2g , 

so daß die Bedingungen (28), (29) erfüllt sind. 
Nunmehr wenden wir die Hilfssätze 3 bzw. 4 im ganzen g-mal an und ge

langen so zu den Gleichungen 

xPo(K x 2g + Y) = 
1 

1 
K~e2 

~"1 rl.ll xP1 (K' X2g-1 + Y~(1) )nl , 
h =1, ... , .J..·~·ll 

2 r1.2 ) x P2 (K~ X 2g- 2 + Y~(2) )n2 , 
h~1, ... , N2 

1 
xPg-2 (K X 22 + Y )ng- 2 = -- " r(o-l) x Pg- 1 (K' x 2 + Y' (g-ll)ng- l 

g-2 g-2 K~"!2-1':::;'; h 0-2 h , 
h=l, ... , Ng-l 

1 
xPg-1 (K x 2 + Y )ng- 1 = -- " r~) (K~_l x + Y~(Ol)n. 

g-l g-1 K~"!l':::;'; 
h =1, _ .. , N g 

(30) 
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Dabei ist jede dieser Gleichungen so zu verstehen, daß ihre linke Seite, sobald 
dort Y. eine ganze, der Bedingung 

I Y.! < U. fK. x2u-' 

genügende Zahl ist, sich in Gestalt der rechts stehenden Summe darstellen 
läßt, so daß die y~(S+l) passend gewählte, den Ungleichungen 

! Y~ (&+1) ! < U~ fK's X2g-'-1 (31) 

genügende ganze Zahlen bedeuten. Die Größen r~), u.' u:, K B , K; haben 
hierbei die in Hilfssatz 3 und 4 angegebene Bedeutung; es ist demnach (der 
untere Index ° ist stets zu unterdrücken) 

u; = f(J.(u.), 
(8 = 0, 1, ... , g - 1) } (32) 

K~ = Fs (Ks ' us), 

wo rp, F die in den Hilfssätzen 3 und 4 auftretenden Funktionen sind. Über
dies ist zu beachten, daß allgemein Us den Ungleichungen 

1 < U <}-''K - 1 = 8 2 r·H • 
(33) 

genügen muß, wodurch auch zugleich K. > 16 wird. 
Um nun zum Beweise des Hilfssatzes 5 zu gelangen, muß es möglich 

sein, die auf den rechten Seiten einer jeden der Formeln (30) stehenden 
Summanden als linke Seiten der nächstfolgenden Formel zu nehmen, damit 
sich schließlich die linke Seite der ersten Formel als Summe von Größen 
ergibt, die die Gestalt der rechten Seite der letzten Formel haben. Um diese 
Möglichkeit darzutun, setzen wir allgemein 

K s = K;_l (8 = 1, ... , g - 1) (34) 

und brauchen dann nur noch zu bewirken, daß die Bedingungen 

(35) 
erfüllt sind. 

Wählen wir nun bei der erstmaligen Anwendung des Hilfssatzes 3 bzw. 4 
U = 1, so ist dadurch wegen (32) 

u'= rp(l) 

bestimmt, während uns die Wahl von K noch freisteht. Da die in den Hilfs
sätzen auftretende Funktion F (K , u) bei festem u mit K zugleich, ohne je 
abzunehmen, über alle Grenzen wächst und wegen (32), (34) 

K1 = F(K, u) = F(K, 1) 

ist, so können wir K so groß wählen, daß 

}~-1>u'+1 
wird, und dann bleibt diese Ungleichung auch erfüllt, wenn wir K noch ver-
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größern. Nun setzen wir 

und genügen damit der ersten der Bedingungen (35) und der Bedingung (33) 

für s = 1. Nach dieser Verfügung über Xl bestimmt sich x~ wegen (32) aus 
der Gleichung 

Da nun wiederum die Funktion FI(KI , Xl) bei festem Xl mit KI zugleich, 
ohne je abzunehmen, über alle Grenzen wächst und wegen (32), (34) 

K~ = F I (KI , Xl) 

ist, so können wir K weiter so groß wählen, daß 

.~. yK2 -1 > x~ + 1 

wird, und dann bleibt diese Ungleichung auch erfüllt, wenn WH K noch 
vergrößern. Nun setzen wir 

X 2 = x~ + 1 

und genügen damit der zweiten der Bedingungen (35) und der Bedingung (33) 

für s = 2. In derselben Weise fahren wir fort, bis wir zu der Gleichung 

x g _ I = X~_2 + 1 
gelangen. 

Schließlich machen wir K noch so groß, daß 

yK~_; > X~-l 
wird; da wegen (31) für s = g -1 

I Y~(g) I < X~_l l/K~_lx, 
und folglich jetzt 

i y~(gl I < K~_l X 

ist, so werden die auf der rechten Seite der letzten Formel in (30) zur 
n-ten Potenz erhobenen ganzen Zahlen positiv. 

Führen wir nun die Substitutionen der linken Seiten der Formeln (30) in 
den rechten Seiten der jedesmal vorangehenden Formel aus, so entsteht 
eine Formel von der Gestalt 

xP (K xq + Y) = 1.' kh (K~_l X + Y~(g»)n, 
h~l, ... , N* 

wobei rechts 
N* = N I N 2 ••• Nil 

Summanden stehen und die kh positive rationale Zahlen sind. Damit ist 
Hilfssatz 5 bewiesen. 

Aus Hilfssatz 5 vermögen wir nun das anfangs aufgestellte Theorem über die 
Darstellbarkeit der ganzen Zahlen durch n-te Potenzen folgendermaßen ab
zuleiten. 
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Wir verstehen unter x eine beliebige positive ganze Zahl > 2n, ferner 
unter Y l' Y 2 irgend zwei ganze, den Ungleichungen 

o < Y 1 < -VI{ xa , 1 
o < Y 2 < fK (x + 1)!I J 

(36) 

genügende Zahlen. Dann gelten nach Hilfssatz 5 die Gleichungen 

xP [K xq - Y ] - " k pn 
1 -..:.. "", 

h=l, 2, ... , N* 

(x + l)p[K(x + l)q + Y2] = .2 k,/J;; 
h=1,2 J ••• ,N* 

und nach Addition 

xP[Kxq - Y1] + (x + l)p[K(x + l)q + Y 2] = .2 k,,(P~+ (Jf;), (37) 
h=l, 2, ... , N* 

wo die P" und Q" gewisse 2N* ganze positive Zahlen sind. Die linke Seite 
der Formel (37) hat die Gestalt 

K[xn + (x + l)n] + Z, 
wenn 

gesetzt wird. 
Wir überzeugen uns nun davon, daß der Ausdruck 

(x+1)pY2 -xP Y 1 

bei geeigneter, den Ungleichungen (36) entsprechender Wahl von Y1 , Y 2 

jede ganze Zahl Z darzustellen vermag, die den Ungleichungen 

o <Z< x n 

genügt. In der Tat, da die Zahlen (x + l)P und xP relativ prim sind, so be
sitzt erstlich für jedes ganzzahlige Z die diophantische Gleichung 

Z = (x + l)p Y2 - x P Y1 

ganzzahlige Lösungen Y1 , Y 2 ; nun ist aber zugleich mit Y1 , Y 2 auch 
Y1 - T(x + l)P, 
Y 2 - Tx p 

für jedes ganzzahlige T eine Lösung, und daraus wird ersichtlich, daß wir 
Y 1 der Ungleichung 

o < Y1 < (x + l)p 

entsprechend annehmen dürfen. Da p < q ist, so wird (x + l)P < xq, sobald 
nur x hinreichend groß, etwa > 2n gewählt wird; wir haben dann 

o <Y1 < xq • 

Mit Rücksicht auf die Ungleichung Y1 < (x + l)P folgt ferner 

x p Y1 + Z x n 
Y = < xP +----- < xP + xa 

2 (x+l)P (x+l)P , 

wenn 
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vorausgesetzt wird, und demnach haben wir mit Rücksicht auf q > p, und 
da Y2 nicht negativ werden kann, 

o < Y 2 < (x + l)q . 

Den Ungleichungen (36) ist damit genügt, da ja K > 16 ist. 
Durch Zusammenfassung des Bisherigen erkennen wir, daß jede in dem 

durch die Ungleichungen 

K[xn + (x + l)n] < U < K[xn + (x + l)n] + xn 

bestimmten Intervalle J x gelegene ganze Zahl U sich in der Gestalt 

.2) k" (P~ + Q/:) 
h=1, •.. , N* 

darstellen läßt. Von einem hinreichend großen x an greifen' nun diese Inter
valle J x übereinander derart, daß die größte Zahl von J x größer als die 
kleinste von JX +1 ist; in der Tat haben wir gewiß 

K[xn + (x +l)n] + xn > K[(x + l)n + (x + 2)n], 
sobald 

genommen wird. 
Es lassen sich also alle ganzen Zahlen U, die eine gewisse Größe S über

schreiten, in der Gestalt 

darstellen, wo P", Q" gewisse 2N* positive ganze Zahlen bedeuten. 
Bezeichnen wir den Generalnenner der rationalen Zahlen k" mit E, so 

folgt aus dieser Darstellung nach Multiplikation mit E, daß gewiß jede ober
halb der Größe ES gelegene und durch E teilbare ganze Zahl sich als Summe 
von n-ten Potenzen positiver ganzer Zahlen darstellen läßt, so daß deren 
Anzahl unterhalb einer Schranke liegt, die nur von n abhängt. Folglich 
gilt dies auch für jede durch E teilbare und daher auch für jede nicht durch E 
teilbare ganze Zahl, auf Grund der nämlichen Betrachtung, die oben nach 
Schluß des Beweises zu Satz II angestellt worden ist. Damit ist das anfangs 
aufgestellte Theorem, wie es von W ARING vermutet worden ist, vollständig 
bewiesen. 

Zum Schluß sei noch bemerkt, daß man durch das vorstehende Beweis
verfahren auch zugleich eine obere Schranke für die Anzahl der zur Dar
stellung einer beliebigen Zahl nötigen n-ten Potenzen wirklich finden kann; 
dazu ist erforderlich, die am Schluß des Beweises von Satz II gemachte Be
merkung zu berücksichtigen und die in dem soeben vollendeten Beweis
verfahren auftretenden Größen so weit abzuschätzen, daß die fragliche 
Schranke schließlich durch n ausdrückbar ist. 



Zu Hilberts algebraisch-zahlentheoretischen Arbeiten. 
Von HELMUT HASSE. 

HILBERTS Arbeiten zur algebraischen Zahlentheorie stehen nicht nur rein 
zeitlich, sondern auch inhaltlich betrachtet an der Wende zweier Jahr
hunderte. Sie heben einerseits mit klarem, aufs Große gerichtetem Blick die 
den Arbeiten der Zahlentheoretiker des alten Jahrhunderts zugrunde liegenden 
Probleme in großer Allgemeinheit heraus, behandeln sie in dieser Allgemein
heit mit großenteils neuartigen Methoden, die den früheren an Eleganz und 
Einfachheit weit überlegen sind, und werden so andrerseits richtungweisend 
für die im neuen Jahrhundert einsetzende Entwicklung, die in den von 
HILBERT überall mit bewundernswerter Weitsicht vorgezeichneten Bahnen 
zu einer abschließenden Behandlung dieses Problemkreises geführt hat. 

Es handelt sich dabei vornehmlich um das Problem des Reziprozitäts
gesetzes, das man als im Brennpunkt dieser Entwicklung stehend bezeichnen 
muß. Um dieses Problem in der ihm vorschwebenden Allgemeinheit angreifen 
zu können, mußte HILBERT zunächst eine genügend breite Grundlage in der 
allgemeinen Theorie der algebraischen Zahlkörper legen, deren Fundamental
satz, von der eindeutigen Primidealzerlegung, einige Zeit vor dem Einsetzen 
seines Schaffens durch die grundlegenden Arbeiten DEDEKINDS und KRo
NECKERS bewiesen war. Nachdem er zunächst, in 2 und 3, den Elementen 
der Theorie, die er zu meistern gedenkt, durch eine elegante Wendung des 
Beweises dieses Fundamentalsatzes seinen Stempel aufgedrückt hat, wendet 
sich HILBERT in 4 zu einem eingehenden Studium der Galoisschen Zahl
körper. Das Prinzip dieser Untersuchung, deren Methoden und Ergebnisse 
für die ganze weitere Entwicklung der Theorie nicht nur des Reziprozitäts
gesetzes, sondern weit darüber hinaus von der allergrößten Bedeutung ge
worden sind, ist die Abbildung der arithmetischen Eigenschaften (Primideal
zerlegung, Restklassen nach Primidealpotenzen, Diskriminante) eines Ga
loisschen Körpers in seine Galoissche Gruppe. 

Nunmehr wendet sich HILBERT seinem eigentlichen Problem, dem Rezi
prozitätsgesetz, zu. An die klassischen Untersuchungen von GAUSS und DI
RICHLET anknüpfend, beginnt er mit der Verallgemeinerung des quadratischen 
Reziprozitätsgesetzes vom rationalen Zahlkörper R auf den sog. Gaußschen 

Zahlkörper k = R 0' =-i) der ganzen komplexen Zahlen als Grundkörper . 
Ebenso wie das Reziprozitätsgesetz in R in der Theorie der quadratischen 
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Zahlkörper R ({il) über R wurzelt, wurzelt das Reziprozitätsgesetz in k in 
der Theorie der relativ-quadratischen Zahlkörper k (Vb) über k. In dieser 
körpertheoretischen Art der Darstellung und Deutung des Reziprozitäts
gesetzes liegt hier der entscheidende Fortschritt HILBERTS, nicht in dem 
Resultat, das ja schon auf GAUSS und DIRICHLET zurückgeht. 

Des weiteren wendet sich HILBERT dem Reziprozitätsgesetz der loten 
Potenzreste für einen höheren Primzahlexponenten 1 zu, das als Grundkörper 
naturgemäß den loten Kreiskörper kl (Körper der loten Einheitswurzein) 
erfordert. HILBERT beginnt mit dem Studium des allgemeinen m-ten Kreis
körpers km für sich. Er entwickelt in 6 einen neuen, auf seine Theorie des 
Galoisschen Körpers gestützten Beweis des zuerst von KRoNEcKER bewiesenen 
Fundamentalsatzes, daß jeder Abelsche Zahlkörper Teilkörper eines solchen 
Kreiskörpers km ist. 

Für die Behandlung des Reziprozitätsgesetzes der loten Potenzreste hatte 
HILB,ERT an die Arbeiten KUMMERS anzuknüpfen, in denen die körper
theoretische Verwurzelung jenes Gesetzes in der Theorie der sog. Kummersehen 
Körper kl ( V:U) bereits hervortrat. HILBERT gibt hier neue, von den umständ
lichen und wenig durchsichtigen Rechnungen KUMMERS freie Beweise. Auch 
setzt er das Reziprozitätsgesetz hier erstmalig in die elegante Form der 
Produktformel für das nach ihm benannte Normenrestsymbol. All dies ge
schieht in dem umfangreichen fünften und letzten Teil des sog. Zahlberichts 7. 

In diesem Bericht hat HILBERT alles zur damaligen Zeit in der Theorie 
der algebraischen Zahlkörper erreichte Wissen gesammelt und zu einer ein
heitlichen, von großen Gesichtspunkten getragenen Theorie zusammen
gestellt. Die Resultate seines bisherigen Wirkens auf diesem Gebiete (2-6) 
sind darin verarbeitet, und überdies sind neben den vorhandenen Ergebnissen 
anderer Forscher eine große Menge eigener Erkenntnisse hier erstmalig aus
gesprochen und gleich in den großen Zusammenhang eingeordnet. Das Werk 
ist noch heute der gegebene Ausgangspunkt für jeden, der in die Geheimnisse 
der Theorie der algebraischen Zahlkörper eindringen und der modernen 
zahlentheoretischen Forschung auf ihre Höhen folgen will. 

Wegen dieser grund1<~gellJen Bedeutung des Zahlberichts als Handbuch 
für das Studium wird er vielfach als der Gipfel der Hilbertschen Leistung 
auf zahlentheoretischem Gebiet angesehen. Es muß hier klar gesagt werden, 
daß das keineswegs den Tatsachen entspricht. Von der neuartigen, in 4 
entwickelten Theorie des Galoisschen Zahlkörpers abgesehen, handelt es 
sich ja im Zahlbericht, wie in den in ihm verarbeiteten früheren Arbeiten 
im wesentlichen um die Durchdringung älterer Resultate mit neuen, eleganten, 
weittragenden Methoden. HILBERTS eigentliche neuen Resultate dagegen 
setzen jetzt erst ein; sie erwachsen auf dem Boden, den der Zahlbericht 
geebnet hat, und führen von dort in neue ungeahnte Höhen. 

HUbert. Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 34 
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Noch einmal wendet sich HILBERT jetzt, in 8, 9, dem quadratischen Rezi
prozitätsgesetz zu, nun aber nicht mehr mit der früheren Beschränkung auf 

den speziellen Gaußschen Grundkörper k = R ur-=- 1), sondern für einen 
allgemeinen algebraischen Zahlkörper kaIs Grundkörper. Dieser Schritt ist 
von entscheidender Wichtigkeit, und charakteristisch für die Hilbertsche aufs 
allgemeine gerichtete Denkweise. Während man bisher zwar die Bedeutung 
der algebraischen Zahlentheorie für das Reziptozitätsgesetz erkannt hatte, 
hatte man sich doch durchweg auf die Betrachtung der gerade erforderlichen 
algebraischen Zahlkörper beschränkt, im Falle des Reziprozitätsgesetzes der 
loten Potenzreste also des loten Kreiskörpers als Grundkörper und der Kum
merschen Körper kz( y,u) über ihm 1. HILBERTS Schritt zu allgemeinen alge
braischen Grundkörpern k bedeutet als neue Zielsetzung das Studium der 
Theorie der allgemeinen algebraischen Zahlkörper, der algebraischen und 
arithmetischen Gesetzlichkeiten in und über ihnen, um ihrer selbst willen, 
während die klassische Zahlentheorie nur den rationalen Zahlkörper um 
seiner selbst willen studiert hatte. So entwickelt denn HILBERT jctzt das 
quadratische Reziprozitätsgesetz im Rahmen einer allgemeinen Theorie der 
relativ-quadratischen Zahlkörper k( V,u) über einem algebraischen Zahl
körper k, den er allerdings zunächst der wesentlichen Beschränkung unter
werfen muß, daß seine Klassenzahl ungerade ist, ebenso wie ja auch die Kum
merschen, im fünften Teil des Zahlberichts behandelten Untersuchungen nur 
für solche lote Kreiskörper durchgeführt werden konnten, deren Klassenzahl 
zu l prim ist ("reguläre" Kreiskörper ). 

Den Gipfel von HILBERTS zahlentheoretischer Leistung hat man ohne 
Frage in der letzten seiner Arbeiten zur algebraischen Zahlentheorie, in 10, 
zu sehen, wenn auch - oder vielleicht gerade weil - diese Arbeit einen mehr 
programmatischen Charakter hat. Hier weist HILBERT zunächst auf, wie man 
in der Theorie der relativ-quadratischen Zahlkörper die Beschränkung auf 
Grundkörper ungerader Klassenzahl loswerden kann. Den Schlüssel dazu 
findet er in der Theorie der Klassenkörper eines algebraischen Zahlkörpers, 
das sind bei HILBERT die unverzweigten relativ-Abelschen Körper. Mit be
wundernswertem Weitblick stellt er am Schluß jener Arbeit, wennschon 
lediglich im Besitz der Theorie des Relativgrades 2, ganz allgemein für diese 
Klassenkörper den Komplex derjenigen Sätze hin, die man heute als Haupt
sätze der Klassenkörpertheorie (im unverzweigten Fall) bezeichnet. Zudem 
spricht er am Schluß des § 1 sowie durch die Wahl des Titels klar aus, daß 

1 Das gilt sinngemäß auch für HILBERTS Untersuchung 5. Denn die zugrunde liegende 
Gaußsche Untersuchung zielte auf mehr als bloß das quadratische Reziprozitätsgesetz 

in R ({--':l), vielmehr auf das biquadratische Reziprozitätsgesetz in R (V -I), und 

dafür ist der 4-te Kreiskörper R(V------I) naturgemäß erforderlich. 
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auch die letzte Beschränkung, auf den unverzweigten Fall, in seinen Augen 
nur eine vorläufige ist, und daß seine programmatisch skizzierte Theorie 
eine Theorie der allgemeinen relativ-Abelschen Zahlkörper über einem be
liebigen algebraischen Zahlkörper anstrebt. 

Das neue Jahrhundert hat dieses in seinem Weitblick wie in seinem Wesen 
großartige Hilbertsche Programm restlos durchführen können, und insbesondere 
nahezu alle von HILBERT vermuteten Einzeltatsachen bestätigt. 

Über die Einzelheiten dieser Entwicklung der Theorie der relativ-Abel
sehen Zahlkörper ist, in Fortsetzung des Hilbertschen Zahlberichts, ebenfalls 
im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, zunächst in klei
nerem Rahmen von FUETERI, später ausführlich von HASSE 2, mit genauen 
Literaturangaben berichtet worden. Hier mögen nur die Hauptzüge der Ent
wicklung und die gewonnenen Hauptsätze angeführt werden. 

1. Zunächst hat FURTwÄNGLER in unmittelbarer Fortsetzung des Hilbert
sehen Werks den von HILBERT skizzierten Fall der unverzweigten relativ
Abelsehen Körper allgemem durchgeführt und zum Abschluß gebracht. Ferner 
hat dann TAKAGI, unter Heranziehung von H. WEBERS tiefgreifenden An
sätzen, auch den allgemeinen Fall der relativ-Abelschen Körper beliebiger 
Relativdiskriminante erledigt. 

Die Hauptsätze der so gewonnenen Theorie lauten: 
Definition des Klassenkörpers. Ein algebraischer Körper K über k 

heißt Klassenkärper zur Idealgruppe Haus k, wenn von den Primidealen aus k 
alle und nur die zu H gehörigen in K in verschiedene Primideale vom Relativ
grade 1 zerfallen_ 

Dabei bedeutet "Idealgruppe" irgendeine solche Gruppe von Idealen, die 
für ein geeignetes ganzes Ideal f* 

1. alle Hauptideale (IX) mit IX = 1 mod. f enthält, 
2. für keinen echten Teiler fo von falle Hauptideale (IX) mit IX = 1 mod. fo 

enthält, 
3. nur aus zu f primen Idealen besteht. 
Das durch diese Forderungen eindeutig bestimmte f heißt der "Führer" 

von H. 

1 Die Klassenkörper der komplexen Multiplikation und ihr Einfluß auf die Ent
wicklung der Zahlentheorie. Jber. dtsch. Math.-Ver. 20 (1911). 

2 Bericht über neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der algebra
ischen Zahlkörper. Teil I: Klassenkörpertheorie. Jber. dtsch. Math.-Ver. 35 (1926). Teil Ia: 
Beweise zu Teil I. Jber. dtsch. Math.-Ver. 36 (1927). Teil II· Reziprozitätsgesetz. Erg.Bd. 6 
(1930) zum Jber. dtsch. Math.-Ver. 

* In f sind dabei, den reellen konjugierten zu k entsprechend, "unendliche Prim
stellen" als Faktoren zuzulassen, für die die Kongruenz durch die Vorzeichengleirhheit 
der betreffenden reellen konjugierten erklärt ist. 

34"' 
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Existenzsatz. Zu ieder Idealgruppe H in k existiert ein Klassenkörper K 
über k. 

Isomorphiesa tz. K ist relativ-Abelsch über k, und die Galoissche Relativ
gruppe von K ist isomorph zur Gruppe dcr Idealklassen nach der Idealgruppe H 
als Hauptklasse. 

Die Idealklasseneinteilung hat dabei naturgemäß nur innerhalb der Gruppe 
aller zu f primen Ideale zu erfolgen. 

Zerlegungssatz für die Nichtteiler des Führers. Ist, für ein 
nicht im Führer f von H aufgehendes Prünideal ~ ,~f die früheste Potenz, die 
in H enthalten ist, so zerfällt ~ in K in verschiedene Primidealfaktoren vom 
Relatit1grade f. 

Diskriminantensatz. Die Relativdiskriminante von K über k enthält 
genau diejenigen Primideale, die im Führer f von H aufgehen. 

Beide Sätze sind als Spezialfälle in dem folgenden Satz enthalten: 
Allgemeiner Zerlegungssa tz. Hat, für ein beliebiges Primideal ~,H 

innerhalb der engsten H enthaltenden Idealgruppe Ho von nicht durch ~ teil
barem Führer den Index e, und t"st ~f als früheste Potenz in Ho enthalten, so 
zerfällt ~ in K in e-te Potenzen verschiedener Pr1:mideale vom Relativgrade f. 

Anordnungs- und Eindeutigkeitssatz. Ist K Klassenkörper zu H, 
K' Klassenkörper zu H', so bedingen sich die Relationen K' > Kund H' < H 
gegenseitig. 

Insbesondere bestimmen sich also eine Idealgruppe H und ihr Klassenkörper K 
gegenseitig eindeutig. 

Die Relation H' < H ist dabei derart zu verstehen, daß H' bei Beschrän
kung auf die zum Führer f von H (aber nicht notwendig soga! zum Führer f' 
von H') primen Ideale Teilmenge von H wird. 

U mk'ehrsa tz. Jeder relativ-Abelsche Körper K über k ist Klassenkörper 
zu einer Idealgruppe Haus k. 

Der Sinn dieser Sätze ist dieser: Durch die Klassenkörperbeziehung wird 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Systems aller relativ-Abelschen 
Körper K über k auf das System aller Idealgruppen Haus k geliefert, bei 
der jedem körpertheoretischen Sachverhalt ein bestimmtes Äquivalent für die 
Idealgruppen entspricht. Man beherrscht so durch das System der Ideal
gruppen in k völlig das System der relativ-Abelschen Körper über k. 

Insbesondere geht der Umkehrsatz für den Spezialfall des rationalen 
Zahlkörpers R als Grundkörper k in den oben erwähnten, von HILBERT in 6 
behandelten Kroneckerschen Fundamentalsatz über, so wie überhaupt die 
von HILBERT im vierten Teil des Zahlberichts behandelte Theorie des all
gemeinen m-ten Kreiskörpers, von den allgemeinen Sätzen der Klassen
körpertheorie aus gesehen, einfach als Theorie des Klassenkörpers zur Rest
klasseneinteilung mod. m in R erscheint. 
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Ferner ergibt sich aus dem Existenzsatz die wichtige Aussage: 
Allgemeiner Satz von der arithmetischen Progression. In jeder 

Idealklasse nach jeder Idealgruppe Hin k existt'eren unendlich viele Primideale. 
2. Sowohl FURTwÄNGLER, von der Theorie der unverzweigten relativ

Abelschen Zahlkörper ausgehend, als auch TAKAGI, von der Theorie der 
allgemeinen relativ-Abelschen Zahlkörper ausgehend, haben dann ferner das 
Reziprozitätsgesetz in einem allgemeinen (die erforderlichen Einheitswurzeln 
enthaltenden) algebraischen Zahlkörper k behandelt, und zwar beide im 
wesentlichen nur für Primzahlexponenten 1. Gerade hatte FURTwÄNGLER 
begonnen, in gleicher Weise auch den Fall höherer Exponenten mit Erfolg 
zu behandeln, als ARTIN mit einem neuen, grundlegenden Satz hervortrat, 
der sich zunächst in Form einer Ergänzung zu den obigen Hauptsätzen der 
Klassenkörpertheorie darbietet, der aber andrerseits gerade den Mechanismus 
darstellt, durch den das Reziprozitätsgesetz mit diesen Sätzen verkettet ist, 
und den ARTIN daher schlechthin das allgemeine Reziprozitätsgesetz genannt 
hat. Dieses Artinsche Reziprozitätsgesetz ist eine Ergänzung zu dem Iso
morphiesatz der Klassenkörpertheorie. Es lautet: 

Artinsches Reziprozith tsgesetz. Der Isomorphismus zwischen der 
Idealklassengruppe nach H und der Galoisschen Relativgruppe von K wird 
dargestellt, wenn man jedem zum Führer von H primen Primideal ~ von k die
jenige Substitution (J der Galoisschen Relativgruppe von K zuordnet, für die gilt: 

(J A == AN(jJ) mod. ~ für jedes ganze A aus K. 

Es gilt also: 
Die" Substitution (J hängt nur von der Klasse nach H ab, der ~ angehört, 

und der Multiplikation der Klassen entspricht dabei die Multiplikation der 
Substitutionen. 

Die Existenz und eindeutige Bestimmtheit einer solchen Substitution (J ist 
in der von HILBERT in 4, unabhängig von DEDEKIND und FRoBENIUs, ent
wickelten Theorie der Galoisschen Körper enthalten; (J ist eine gewisse Er
zeugende der zu ~ für K gehörigen Zerlegungsgruppe. Nach FRoBENIUs, der 
die Zuordnung dieser Substitution (J zu ~ zuerst (auf die Verteilung der ~ 
bei gegebenem (J hin) untersucht hat, nennt man (J die zu ~ für K gehörige 
"Frobenius-Substitution". Das Artillsche Reziprozitätsgesetz hat dann ins
besondere zur Aufstellung des allgemeinen Reziprozitätsgesetzes der Potenz
reste für beliebige Exponenten m in der klassischen Form geführt: 

Definition des m-ten Potenzrestsymbols. Für ein zum Führer von 

k ('1-;:) primes Primideal ~ ist (rl_) derjenige Einheitswurzelfaktor , den die 
);1, 

Zahl V-;: bei Anwendung der zu ~ für k (F) gehörigen Frobenius-Substitution (J 

bekommt. 
Für ein zum Führer von k (va) (bis auf evtl. m-te Potenzen) primes zusammen-
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gesetztes Ideal 0 = ID/ ist 
(i-) = II(-;-)"-

Diese Definition ist sachlich etwas allgemeiner als die in den Arbeiten 
von HILBERT, FURTWÄNGLER, TAKAGI und ARTIN benutzte, führt aber in 
den dortigen Spezialfällen (0 prim zu m) ohne weiteres auf die dort zugrunde 
gelegte Definition mittels des verallgemeinerten Eulerschen Kriteriums zurück. 

Aus seinem Reziprozitätsgesetz folgerte ARTIN durch Anwendung auf die 
speziellen relativ-Abelschen Körper k('y~) unmittelbar: 

Das Reziprozitätsgesetz der Potenzreste (1. Form). Das m-te 

Potenzrestsymbol ( ~ ) hängt nur von der Klasse ab, der das Ideal b bei der zu 

k (rf~) gehörigen Klasseneinteilung angehört. 
Mittels eines Furtwänglerschen Schlußverfahrens leitete ferner HASSE die 

folgende Tatsache von der klassischen Gestalt des Reziprozitätsgesetzes her: 
Das Reziprozitätsgesetz der Potenzreste (2. Form). Es ist 

(-p-) = (~), 
wenn die Führer von k ("~) und k (0/ ß) zueinander prim sind. 

3. Weiter konnte HASSE auch die elegante Hilbertsche Formulierung des 
Reziprozitätsgesetzes als Produkttheorem für das Normenrestsymbol in der 
jetzt erreichten Allgemeinheit geben: 

Das Reziprozitätsgesetz als Produkttheorem für das Normen
restsymbol. Für beliebige ß =F 0 aus k und beliebige relativ-Abelsche Körper K 
über k ist stets das über alle Primstellen ~ von K erstreckte Produkt 

Jf(ß'pK) = l. 

Dabei ist das Symbol (ßpK) als Element der Galoissehen Relativgruppe 

von K derart erklärt, daß insbesondere gilt: 

(ß. K) _ 1 dann und nur dann, wenn ß für jede noch so hohe Potenz von 
p - ~ der Norm einer Zahl aus K nach ~ kongruent ist. 

Die exakte Definition des Symbols wird, ähnlich wie für das Potenzrest
symbol, durch Zurückführung auf eine FRoBENIUs-Substitution gegeben, 
welche hier allerdings etwas komplizierter ist: 

(ßpK) 

und 

ist die FRoBENIUs-Substitution zu q für K, wenn q aus ß durch 
den Mechanismus bestimmt wird: 

f (f der Führer von K, 
ßo = ß mod. f \l' ßo = 1 mod. -f d B d'l ) 

\l f \l er lJ- estan tel von f 

ßo = lJb q mit einem Primideal q =F lJ . 

q existiert nach dem allgemeinen Satz von der arithmetischen Progression. 
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Für den Fall, daß K zyklisch über k ist, gilt auch für dieses allgemeine N or
menrestsymbol die von HILBERT in seinen Spezialfällen festgestellte Tatsache: 

Normensatz. Dann und nur dann ist ß Norm einer Zahl aus K, wenn 

(ß~ K) = 1 für alle Primstellen ~ von K ist. 

Dagegen verliert dieser Satz im allgemeinen seme Gültigkeit, wenn K 
nicht mehr zyklisch über k ist. 

Auf Grund dieses Normensatzes konnte HASSE neuerdings grundlegende 
Anwendungen der Klassenkörpertheorie auf die Strukturtheorie der einfachen 
Systeme hyperkomplexer Zahlen über einem algebraischen Zahlkörper k 
geben. Zufolge dieser Anwendungen und mittels der allgemeinen Begriffs
bildungen von E. NOETHER scheint diese Theorie nunmehr rückwärts für 
die noch offenen großen Probleme in der Theorie der algebraischen Zahlkörper, 
nämlich die Verallgemeinerung der Klassenkörpertheorie auf allgemeine 
relativ-Galoissche Zahlkörper, den Zugang zu liefern. Doch ist diese Ent
wicklung noch zu jung, als daß hier schon darüber berichtet werden könnte. 

4. Von den von HILBERT am Schluß von 10 skizzierten Klassenkörper
gesetzlichkeiten hat ein Satz auch noch nach fertigem Vorliegen der Furt
wängler-Takagischen Theorie und des Artinsehen Reziprozitätsgesetzes eine 
Zeitlang hartnäckig allen Beweisversuchen getrotzt. Es war dies die folgende 
Tatsache: 

Ha uptidealsa tz. Im absoluten (d.i. größten unverzweigten) Klassenkörper K 
zu einem algebraischen Zahlkärper k werden alle Ideale von k zu Hauptidealen. 

Auch diese Tatsache, die wegen ihrer bevorzugten Stellung in dem Hilbert
schen Programm zu den am weitesten bekannten Eigenschaften des Klassen
körpers gehört, konnte aber schließlich bewiesen werden, und zwar durch 
FURTwÄNGLER, nachdem zuvor ARTIN mittels seines Reziprozitätsgesetzes 
eine Reduktion auf eine rein gruppentheoretische Frage gegeben hatte. Diese 
Artinsehe Reduktion beruht auf dem Gedanken, die Idealklassen des Klassen
körpers K, um deren Studium es sich handelt, durch das Artinsehe Rezipro
zitätsgesetz auf die Substitutionen der Galoisschen Relativgruppe des abso
luten Klassenkörpers K' von K, also des zweiten absoluten Klassenkörpers 
zu k, abzubilden. Dieser Körper K' ist über k nicht mehr Abelsch, sondern 
nur noch metabelsch. Daher überschreitet der Hauptidealsatz die eigentliche 
Theorie der relativ-Abelschen Körper, reicht vielmehr in die Theorie der 
relativ-metabelschen Körper hinein. Bei dem auch heute noch unvollkom
menen Stand der Einsicht in ihn - man kann ihn nach FURTwÄNGLER zwar 
durch kunstvolle Rechnungen bestätigen, aber nicht innerlich verstehen -
muß man dem wissenschaftlichen Instinkt HILBERTS, der diesen Satz, ledig
lich auf fast triviale Spezialfälle gestützt, vorausgesehen hat, staunende 
Bewunderung zollen. 
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(im weiteren Sinn) 53, 
206. 

-, regulärer 278. 
Kummerscher Körper 249. 
- -, regulärer 279. 

Lagrangesche Normalbasis 
225. 

- Wurzelzahl 225. 
Logarithmen zur Form 103. 
- zur Zahl 103. 

Modul 128. 
Modulklasse 128. 

Nichtprimär 412, 434. 
Nichtrest 37I. 
Normalbasis 216. 
-, Lagrangeschc 225. 

Norm der Form 78. 
des Ideals 79. 

- der Zahl 7I. 

537 

- eines Ringideals 127. 
Normennichtrest 162, 257, 

365, 380. 
Normenrest 162, 257, 365, 

380. 

Oberkörper 92. 

Partialdiskriminante 21,26. 
Partialgrundideal 2I. 
Part,ialnorm eines Ideals 15, 

3I. 
- einer Zahl 15, 28. 
Potenzcharakter der Zahl 

in bezug auf das Prim
ideal 228. 

Potenzrest nach dem Prim
ideal 228. 

Potenz, symbolische (einer 
Zahl) 149. 

-, - (einer Klasse) 291. 
-, - (eines Komplexes) 

310. 
Prim 75. 
Primambige 509. 
Primär 288, 412, 434, 485, 

504. 
Primärzahl von einem Prim

ideal 312, 427. 
Primform 78. 
Primfunktion nach ciner 

Primzahl 86. 
Primideal 7, 75. 
-, ambiges 154, 374. 
- erster Art 313. 
-, nichtprimäres 412. 
-, primäres 412. 
- zweiter Art 313. 
Primitive Form 120. 
Primitivzahl nach dem 

Primideal 83. 
Primzahl, reguläre 278. 
Produkt der Idealklassen 

HO. 
der Geschlechter 308, 
409. 
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Produkt der Komplexe 310, 
390. 

- zweier Ideale 7, 74. 
- - Ringideale 126. 
- - Verbände 389. 

Quadratischer 
371. 

- Rest 371. 

Nichtrest 

Rationale Einheitsform 78. 
Rationalitätsbereich, Zahl. 

körper, Körper 69. 
Regulärer Kreiskörper 276. 
- Kummerseher Körper 

279. 
Reguläre Primzahl 278. 
Reguläres Ringideal126. 
Regulator des Körpers 108. 
Relativ Abelscher Körper 

141. 
Relativdifferente des Kör· 

pers 94, 373. 
- der Zahl 94, 373. 
Relativdiskriminante des 

Körpers 95, 373. 
- der Zahl 94, 373. 
Relative Grundeinheiten 

150,396. 
Relativ Galoisscher Kör-

per 141. 
Relativgrad 93. 
Relativgruppe 141. 
Relativkörper 92. 
Relativ konjugiertes Ideal 

93, 373. 
- konjugierteKlassen291, 

389. 
- - Komplexe 390. 
- - Körper 93. 
- - Zahlen 93, 373. 
-quadratischer Körper370. 
- zyklisch 141. 
Relativnorm des Ideals 93, 

373. 
- der Zahl 93, 373. 
Reziproke Klasse HO. 
Reziprozitätsgesetz 43-46, 

169, 231, 312, 366, 466, 
473, 474, 485, 486, 489. 

Verzeichnis der Begriffsnamen. 

Ring 121. 
Ringideal121, 127. 
- im engeren Sinne 127. 
-, reguläres 126. 
Ringklasse 127. 
Ringklassenkörper 509. 

Semiprimär 230. 
Spezieller Dirichletscher 

Körper 24, 47, 191. 

8ymbol [~ ] 28. 

[;. ~ ~J 28. 

(~) 160. 

(n, 1~1 162. 
W I 

{*} 226. 

[~J 234. 

{ to" } 
254. 

If~{ } 254. 

{ Lal } 254. 

{v~~} 265. 

{ V'l"} 266, 274. 

{-:} 312. 

{v, ,,} 346. 

( !'~I!) 365, 380, 4-88. 

[v, ,,] 366. 

(;) 371, 484-. 

(~) 379, 484. 

(-~ ) 412. 

(V,t) 453, 467. 

Symbole (Vt) , (~~n ' ... 
4-89. 

Symbolische Potenz einer 
Klasse 291. 

- - eines Komplexes 310. 
- - einer Zahl 149. 
System von Grundeinhei

ten 108. 
- von Grundklassen H9. 
- von relativen Grund-

einheiten 150, 396. 
- von unabhängigen Ein

heiten 109. 

Teilbar (eine Form durch 
eine andere) 78. 

- (ein Ideal durch ein an
deres) 7, 74. 

- (eine Zahl durch eine 
andere) 70. 

- nach einer Primzahl 
(eine ganzzahlige Funk
tion durch eine andere) 
85. 

Total positiv 487. 
Trägheitsgruppe des Prim

ideals 14, 132. 
Trägheitskörper des Prim

ideals 15, 132. 

Überstrichene Verzwei
gungsgruppe des Prim
ideals 18, 19, 136, 137. 

Überstrichener Verzwei
gungskörper des Prim
ideals 18, 19, 136, 137. 

Unabhängige Einheiten 109. 
- Einheitenverbände 389. 
- Idealklassen 176. 
- Komplexe 390. 
- relativquadratische 

Körper 485. 
Untergruppe, den Unter

körper bestimmende 
132. 

Unterkörper 92. 
-, zur Untergruppe gehö

riger 131. 
Unverzweigter Relativkör

per 485, 508. 



Verband von Einheiten 388. 
Verzweigungsgruppe des 

Primi deals 17, 135. 
- des Primideals, einmal, 

zweimal usw. überstri
chene 18, 19, 136, 137. 

Verzweigungsideale 264. 
Verzweigungskörper des 

Primi deals 17, 135. 
des Primideals, einmal, 
zweimal usw. überstri· 
chener 18, 19, 136, 137. 

Wurzelzahl 218. 
-, Lagrangesche 225. 

Verzeichnis der Begriffsnamen. 

Zahl, algebraische 69. 
-, den Körper bestimmende 

69. 
-, ganze 70. 
-, - algebraische 70. 
-, hyperprimäre 486. 
-, primäre 485,487. 
-, total positive 487. 
Zahlbruch 112. 
Zahlen, konjugierte 70. 
-, relativ konjugierte 93, 

373. 
Zahlkörper 69. 
Zahlring 121. 
Zerlcgbare Form 119. 

539 

Zerlegbare Form des Kör
pers 120. 

- - (eines Moduls) 128. 
- - (zu einer Ringklasse 

gehörig) 128. 
Zerlegungsgruppe des Prim

ideals 14, 132. 
Zerlegungskörper des Prim

ideals 15, 132. 
Zugeordnetes Körperideal 

126. 
Zusammengesetzte Form 

121. 
Zyklischer Körper 141. 
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