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VORWORT

Bei dem Versuch, die im Schulunterricht vorkommenden
raumgeometrischen Stoffe einwandfrei zu gestalten, zeigte es
sich, daB die Kugelgeometrie besonders geeignet ist zur Ein-
fihrung in die Vorstellungen, die in der darstellenden Geo-
metrie gepflegt werden miissen; dementsprechend sind alle
Aufgaben zuerstim Raum (an der Kugel) entwickelt; dann
folgt die konstruktive L6sung, und erst zuletzt wird der
AnschluB an die Rechnung hergestellt. An Vorkennt-
nissen wird nur sehr wenig vorausgesetzt, jedenfalls nichts aus
der darstellenden Geometrie; auch die Lehre von der Fernab-
bildung (Affinitat) ist kurz abgeleitet. Buchstaben sind in den
Figuren nur sparsam verwendet, weil den Punkten in den
Anwendungen (die grundsitzlich zur Ableitung des Neuen
herangezogen wurden) stets eine bestimmte, anschaulich
erfaBbare Bedeutung zukommt, so daB der Leser, sobald er
die ersten Schwierigkeiten {iberwunden hat, die Figuren leicht
verstehen wird und dann nicht mehr noétig hat, sich ,,Buch-
staben‘‘ miihsam zusammenzusuchen. Allerdings wird voraus-
gesetzt, daB er die angegebenen Konstruktionen wirklich aus-
fiihrt und sich dabei nicht sklavisch an die in den Figuren
des Buches gemachten Lagenannahmen klammert. Nur so
wird er in Kiirze den Stoff zu meistern lernen.

Darmstadt, Oktober 1926.
L. Balser.
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I. ALLGEMEINE EIGENSCHAFTEN DER KUGEL

1. Die Kugelfliche ist der geometrische Ort der Punkte, die
von einem Punkt, dem Mittelpunkt O, einen festen Abstand r
haben. Legtmandurch die Kugelmitte eine Ebene, so schnei-
det diese die Kugelfldche in einem Kreis vom Halbmesser .
Zieht man in diesem Kreis irgendeinen Durchmesser, so
ist dieser auch ein Durchmesser der Kugel; er trifft die
Flache in zwei ,,Gegenpunkten®. Dreht man den Schnitt-
Kkreis um den Durchmesser, so beschreibt der Kreis die
Kugelfliche, Die Kugel gehort also zu der Familie der
Drehfldchen, wie der gerade Zylinder und der gerade
Kegel (Gegenbeispiel: der schiefe Zylinder und Kegel sind
keine Drehflichen). Sie unterscheidet sich aber von diesen
dadurch, daB sie aus jedem ihrer unendlich vielen
Durchmesser durch Drehung erzeugt werden kann. Die-
selbe Eigenschaft hat nur noch die Ebene, fiir die jedes
ihrer Lote als Drehachse gewdhlt werden kann.

Sind auf der Flache zwei Punkte gegeben, die nicht Gegen-
punkte sind, so ist durch sie ein Kreis bestimmt, der die
Kugelmitte zur Mitte hat. Der kiirzeste der beiden Bogen
dieses Kreises, der die beiden Punkte verbindet, ist deren
kiirzeste Verbindungslinie, ihr Abstand (vgl. unten Nr. 38).
Der Kreis durch die Kugelmitte spielt daher auf der Fliche
eine dhnliche Rolle wie die Gerade in der Ebene. Er heiBt
,, GroBkreis*, im Gegensatz zu den Kreisen, in denen die
Kugel von Ebenen geschnitten wird, die nicht durch die
Kugelmitte gehen. Eine Ebene némlich, die wvon der
Kugelmitte den Abstand /4 <r .hat, schneidet die Fl&4che in
einem Kreis, dessen Halbmiesser ¢ sich aus r* = h* 4 ©® er-
gibt. Denn legt man durch die Kugelmitte eine Ebene
senkrecht zur Schnittebene, so schneidet diese Ebene, die
wir als Zeichenebene (Tafel) benutzen wollen, die Kugel
in einem GroBkreis, die gegebene Ebene aber in einer Sehne
dieses GroBkreises im Abstand / von der Mitte. Dreht man
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die ganze Figur um die Linie des Abstandes /, so beschreibt
die Sehne den gesuchten Kreis. Isth = r,so wird die Ebene
zur Beriiirebene oder zur ,,Beriihrenden. Die Beriihrende
steht in dem Ende des Halbmesser auf diesem
senkrecht,

2. Legt man zwei Durchmesserebenen, so schneiden diese aus
der Fliche vier paarweise gleiche ,,Kugelzweiecke* aus.
Die vier Winkel, unter denen sich die beiden Ebenen treffen,
kommen an den Enden des ihnen gemeinsamen Durch-
messers zutage, natiirlich auch in der zu beiden senkrechten
Durchmesserebenie. Wird ein solcher Winkel mit o« be-
zeichnet, so gilt fiir die Flache Z des zugehoérigen Zweiecks
die Verhiltnisgleichung:

Z : K =a:360°

wenn K die Kugelfldche bedeutet.

Nimmt man jetzt auf der Fliche der Kugel drei Punkte A,
B, C an und verbindet sie durch GroBkreisbégen a, b, ¢,
so schneiden sich die tragenden GroBkreise auBler in A, B, C
noch in deren Gegenpunkten A’, B, C* (Fig. 1 und 2). Es
entstehen auf der Fldche somit 8 ,Kugeldreiecke®
(jedes umfaBt 3 Punkte, die nicht auf einem GroBKkreis liegen,
samt drei sie verbindenden GroBkreisbogen), n&mlich auBer
dem Dreieck A BC und seinem Gegendreieck A’B’C’noch
3 Nebendreiecke, die mit ABC je eine Seite, und
3 Scheiteldreiecke, die je einen Scheitelwinkel mit A BC
gemein haben. Die beiden Gegendreiecke stimmen in allen
Seiten und Winkeln iiberein (in Fig. 1 und 2 ist das Drei-
eck ABC sichtbar, das Gegendreieck ist also verdeckt),
sie haben aber entgegengesetzten Umlaufsinn und lassen
sich daher nicht zur Deckung bringen. Die beiden Drei-
ecke liegen punktspiegelig (S. 8), ebenso ihre Bilder. Um-
1auft also ein Punkt X den Umfang des Dreiecks ABC (in
diesem Sinn), so durchlduft im Lotbild (s. u.) sein Gegen-
punkt X’ den Umfang des Dreiecks A’B’C” in demselben
Sinn, stets um 180° hinter dem ersteren zuriickbleibend. Da
man aber das Bild des Dreiecks A’B‘C’ von der entgegenge-
setzten Seite wie ABC betrachten muB, so kehrt sich bei
dieser Betrachtung der Sinn um,
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Anm.: Der Uhrzeiger scheint, von der Rickseite be-
trachtet, ,gegen den Uhrzeiger* zu laufen. — Das Him-
melsgewdlbe dreht sich von Osten nach Westen, also alle Sterne
in demselben Sinn. Da man aber z. B.die Sonnenbahn in der
Richtung nach Siiden betrachtet, die Bahn eines Zirkumpolar-
sterns aber in der Richtung nach Norden, so lduft der letztere
fir den Beobachter gegen den Uhrzeiger. — Ebenso lduft die
Sonne fiir unsere GegenfiiBler gegen den Uhrzeiger, weil sie fiir
sie in der Richtung nach Norden gesehen wird, also in der ent-
gegengesetzten Richtung als fiir uns. — Noch eine andere Er-
scheinung mag hier herangezogen werden, um die Umkehrung
des Drehsinns und die Vertauschung von Rechts und Links zu
beleuchten; sie tritt ein, wenn der Beschauer von der einen Seite
einer Fldche zur andeéren tibergeht. Die Lichtgestalt des zu-
nehmenden Mondes merkt man sich bekanntlich daran, daB
sie den ersten Schwung eines kleinen deutschen 3 bildet. Der
Mond ist hinter der Sonne in seinem Umlauf um einen gewissen
Winkel zuriick; da wir das Gesicht dem siidlichen Himmel zu-
gewandt haben, steht der Mond links von der Sonne. Dies kehrt
sich aber fiir den Bewohner der siidlichen Halbkugel um, da
dieser Sonne und Mond im Norden sieht. Er kann also den
zunehmenden Mond nicht zu einem 3, sondern zu einem a er-
gdnzen. Der Ubergang von einer Form zur anderen findet statt,
wenn der Beobachter die Ebene Sonne, Erde, Mond durch-
schreitet; diese Ebene schneidet aus der Erde einen GroBkreis
aus; fiir den diesen uberschreitenden ist sie Lotebene. In den
Tropen, wo die Gestirne senkrecht aufsteigen, befindet sich der
zunehmende Mond beim Aufgang unter der Sonne, sein oberer
Teil ist also beleuchtet, und der zunehmende Mond erscheint
beim Aufgang wie ein aufgespannter Schirm, beim Untergang
aber als ,,Schiffchen‘. Der abnehmende Mond zeigt das um-
gekehrte Verhalten Mobius S. 65).

Um auf unsere Aufgabe zurtickzukommen, hat das Dreieck
A’B’C’ den umgekehrten Umlaufsinn wie das Dreieck A BC,
weil beide von auBen, also in entgegengesetzter Richtung be-
trachtet werden.

Man kann das Dreieck A’B’C’ langs eines der drei Gro8-
kreise verschieben, so daB zwei entsprechende Seiten der
beiden Dreiecke zur Deckung kommen; dann liegen sie
spiegelig zur Ebene dieses Kreises; wdren sie eben,
so konnte man sie durch Umklappung um die gemeinsame
Seite zur Deckung bringen; dabei wiirde aber in unserem
Fall die Innenseite nach auBen kommen, die wegen ihrer
entgegengesetzten Kriimmung nicht deckfahig ist, sondern
vielmehr spiegelig wie die rechte und linke Hand.
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3. Begriff der Spiegelung: Unter Spiegelung versteht

man  eine Abbildung, deren Wiederholung den
Bildpunkt in den Urpunkt zuriickfiihrt.
Wenn man insbesondere den Abstand eines beliebigen
Punktes von einem Punkt, einer Ebene oder einer
Geraden iiber den FuBpunkt hinaus um sich selbst ver-
langert, so nennt man den so erhaltenen Endpunkt das
Spiegelbild des Punktes an dem Punkt, der Ebene
oder der Geraden. Urpunkt und Bildpunkt haben
also entgegengesetzt gleichen Abstand vom
Spiegel.

Satz: Die Spiegelung an einer Geraden ist eine halbe Umdre-
hung um diese Gerade.

Bew.: Die Spiegelung ist fiir jede durch die Gerade gelegte
Ebene eine ,,Umwendung’ der Ebene um diese Gerade.
Man kann alle diese Ebenen starr miteinander und somit
alle Punkte des Raumes starr mit der Achse verbunden
denken und sie der halben Umdrehung um die Spiegelachse
unterwerfen und erhélt so die Spiegelung an der Geraden..

Sitzeiiber die Kugelfliche: Die Kugelfliche ist spiegelig
zur Kugelmitte, zu jeder Durchmesserebene und zu jedem
Durchmesser. v

Bew.: Die Spiegelung an der Kugelmitte ist fiir jeden GroB-

kreis die Spiegelung an seiner Mitte (Fig. 3).
Die Spiegelung an einer Durchmesserebene ist fiir jeden
Kreis, der senkrecht auf dem Spiegel steht, die Spiegelung
an dem Durchmesser, den er mit dem Spiegel gemein hat.
Die Spiegelung an einem Durchmesser ist fiir jeden Kreis,
der senkrecht auf dem Spiegel steht, die Spiegelung an dem
Kreismittelpunkt, den er mit dem Spiegel gemein hat.

4. Kehren wir zuriick zum Kugeldreieck. Seine Seiten
werden zunichst im GradmaB ausgedriickt; will man die
Lénge haben, so muB man den Winkel im Bogenmag aus-
driicken und dann mit dem Kugelhalbmesser multiplizieren.
Bekanntlich gilt ftir den Bogen x = arc @ die Verhiltnis-
gleichung x : 2 = «® : 360°, woraus folgt:

x=m-a®: 180°= a: (180° : w) = a® : @%;

dabei ist ¢ = 57°, 29578. Wird ¢ in Minuten ausgedriickt,
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50 erhilt man x = a’:0’, Wo @' =60 0% = 3437',747 ist.
Wenn endlich ¢ in Sekunden angegeben ist, so erhdlt man
x=a";0", wo 0"=60-0" =206264"8 ist. Der Seemann
umgeht die Rechnung, indem er die Entfernungen in ,,See-
meilen*’ ausdriickt; die Seemeile ist der Bogen, der zu einer
Minute des GroBkreises gehort,

Die Winkel des Dreiecks sind die der GroBkreisebenen.
Diese Ebenen bilden ein ,,Dreikant® oder eine dreiseitige
korperliche Ecke, die dem Kugeldreieck eindeutig zugeordnet
ist und die zugehorige Mittelpunktecke genannt wird.
Die Neigungswinkel der Mittelpunktsecke sind zugleich die
Winkel des Kugeldreiecks; denn diese werden durch die
Beriihrenden der Bogen eingeschlossen. Diese drei Winkel
seien mit ¢, § und y bezeichnet; dann sind die Kugelzwei-
ecke, die zu diesen Winkeln gehoren, der Reihe nach gleich
a® - K :360° g% K :360° und 9°-K :360° ihre Summe
also (¢ +p+y)° K :360° Jedes Kugelzweieck wird
durch eine Dreiecksseite in zwei Dreiecke geteilt, deren
eines jedesmal das Dreieck A BC ist, wihrend die anderen
die Nebendreiecke dieses Dreiecks sind. Ersetzt man ein
Nebendreieck durch sein zugehoriges Scheiteldreieck, so
wird durch alle Dreiecke gerade eine Halbkugel ausgefiillt,
wobei aber das Dreieck A BC dreimal gezdhlt ist. Dieses
Dreieck ist also zweimal mehr gezihit, als es wirklich vor-
handen ist, somit hat man die Gleichung:

(@B + ) - K :360=1K + 2F,

wenn man die Dreiecksflache mit F und die Oberflache der
Kugel mit K bezeichnet. Demnach ist:

_athty K _a+fp+y—180 K
F="4T1e0 K= 7 =" 7}

Nun ist aber K = 4 - & - r2; setzt man dies ein, so folgt fiir
die Dreiecksfliche F = 7mr2-¢:180=1r2-e:0°=r2- arce,
W0 g=a+p+y— 180 gesetzt ist; man nennt & den
sphérischen ExzeB. Hieraus folgt:

Satz: Die Summe der Winkel eines Kugeldreiecks ist grofier
als 180°; sie ist vom Flidcheninhalt des Dreiecks abhéngig
und nur fiir alle Dreiecke desselben Flicheninhalts gleich. —
Da zum Aufbau der Mittelpunktsecke die Summe der
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Seiten (zundchst rein anschauungsmafig gedacht, der
Beweis folgt spiter) unter 360° bleiben muB, folgt auch fiir
das Kugeldreieck der

Satz: Die Summe der Seiten eines Kugeldreiecks ist kieiner
als 360°.

Anm.: Wir beschrdnken uns hier auf Dreiecke, deren Seiten und
Winkel einzeln unter 180° bleiben. Der Beweis fiir den zuletzt-aus-
gesprochenen Satz wird spater mittels der Polarecke gefiihrt
werden (Nr. 38).

Endlich gilt wie beim ebenen Dreieck der Satz: Jede Seite
ist groBer als die Differenz und kleiner als die Summe der
beiden anderen Seiten. (Beweis Nr. 38.)

Nehmen wir nun an, es seien zwei Punkte der Flache durch
irgendeinen Linienzug auf der Fliche miteinander ver-
bunden; man teile den Zug in so kleine Teile, daBl man diese
durch GroBkreisbdgen ersetzen kann. Zieht man dann vom
Anfangspunkt nach den Teilpunkten GroBkreise als Sehnen,
so erkennt man, daB der GroBkreis durch die beiden ge-
gebenen Punkte die kiirzeste Verbindungslinie ist. Der
GroBkreis ist daher die ,,geodatische Linie‘ auf der
Kugel wie die Gerade in der Ebene.

Il. DAS FERNBILD DER KUGEL

5. Um ein Bild der Kugel zu erhalten, denken wir-uns von jedem
Punkt-der Kugelflache das Lot auf eine dahinterstehende
Ebene, die Bildebene oder die ,, Tafel*, gefallt. Das so ge-
wonnene Bild heiBt ,, Lotbild* (Fig. 1), zum Unterschied

Fig. 1. Allgerﬁeines Dreieck Fig. 2. Rechtwinkliges
(Lotbild). Dreieck (Schragbild).
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von dem oft verwandten ,, Schréagbild“ (Fig. 2), bei dessen
Erzeugung die Lote durch parallele ,,Sehstrahlen‘ von
schiefer Richtung ersetzt sind.

Stellt man z. B. die Erdkugel mittels Sehstrahlen dar, die
der Erdachse parallel laufen, so liegen alle Sehstrahlen
innerhalb eines Zylinders, dessen Erzeugenden die Kugel in
Punkten des Aquators beriihren. Dieser Sehstrahlenzylinder
ist aber, auch bei schiefer Sehstrahlenrichtung, gerade,
weil seine Erzeugenden senkrecht stehen auf seiner Grund-
ebene, hier der Aquatorebene. Die Erzeugenden schneiden
die Tafel im allgemeinen in einer Ellipse?); diese wird dann
und nur dann zum Kreis, wenn die Tafel parallel zur
Aquatorebene steht, d. h. beim Lotbild.

Diese Abbildung kann man verwirklichen, indem man den
Globus dem Sonnenlicht aussetzt und den Schatten auf
eine ebene Wand fallen 148t. In dem vorhin behandelten
Beispiel bildet der Aquator die Grenze zwischen dem
sichtbaren (beleuchteten) und dem unsichtbaren (unbe-
leuchteten) Teil der Fldche. Diese Grenzlinie wird ,,Um-
riB‘ genannt, u. z. der Aquator der Kugel der ,,wahre
UmriB*, sein Bild aber der ,,scheinbare UmriB3“‘.

Ergebn.: Der wahre UmriB8 der Kugel ist (bei parallelen Seh-

strahlen) stets ein Kreis, der scheinbare UmriBl ist beim
Schriigbild eine Ellipse und nur beim Lotbild ein Kreis.
Jeder innerhalb des Zylinders liegende Sehstrahl schneidet
die Kugelfliche in zwei Punkten, die dasselbe Bild haben,
in dem oben behandelten Fall z. B. die beiden Pole sowie
je zwei Parallelkreise von entgegengesetzt gleicher Breite.
Nur die Punkte des Umrisses haben eindeutig zuge-
ordnete Bilder. Die verdeckten Linien werden gewdhnlich
,,punktiert” gezeichnet (Fig. 1 und 2).%)

1) Die Ellipse wird spiter behandelt; hier kommt es nur darauf

an, daB der schiefe Schnitt eines Drehzylinders kein Kreis ist.

2) Oft scheint eine auf der Vorderseite der Kugelfliche verlau-

fende Linie eine auf der Hinterseite liegende zu schneiden. Stellen
sich z. B. zwei GroBkreise als Ellipsen dar, so sieht man auBer den
beiden wirklich vorhandenen Schnittpunkten noch zwei Schein-
schnittpunkte. An solchen Stellen ist jedesmal die hinten liegende
Linie unterbrochen (Fig. 1, 2, 3). Dieses Verfahren trigt auch dem
Umstand Rechnung, daB der Scheinschnittpunkt undeutlich er-
scheint, wenn man das Auge scharf auf den vorderen Punkt einstellt.
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6. Wir werden uns in der Folge des Lotbildes bedienen und
nur ganz ausnahmsweise ein Schrigbild benutzen.?)
Denkt man sich die Kugel inner-
halb des Sehstrahlenzylinders ver-
schoben, d. h. ohne Drehung in der
Richtung der Achse bewegt, so &n-
dert sich das Bild nicht; man kann
daher die Kugel so lange verschie-
‘ben, bis die Kugelmitte in der Tafel
liegt, oder man kann die Tafel
durch die Kugelmitte legen.
Fig. 3. Spiegeleigen- Dann wiirde also in dem obigen
schaften der Kugel Beispiel die Erde auf die Ebene
(Schragbild). des Aquators abgebildet (Fig. 4).
Die Parallelkreise liegen der Tafel parallel; der sie lo-
tende Zylinder wird also parallel zur Grundfldche ab-
geschnitten, so da die Parallelkreise kongruent abgebildet
werden?); man sagt, sie erscheinen ,in wahrer GroBe”
(i. w. G.). Dasselbe gilt von jeder ebenen Figur, die der
Tafel parallel ist.
Die Mittagskreise dagegen stehen senkrecht auf der Tafel;
sie werden daher durch ihre Durchmesser abgebildet, wie
denn jede ebene Figur, die zur Tafel senkrecht steht, als
Stiick einer Geraden erscheint. — Die Winkel am Pol liegen
in der Beriihrebene, die zur Tafel parallel ist; sie erscheinen
also i.w. G. —

Ergebn.: Jede zur Tafel parallele Figur erscheint i. w. G.;
jede zu ihr senkrechte ebene Figur bildet sich als Stiick einer
Geraden ab.

7. Das Lotbild (oder Schrigbild) einer ebenen Figur, dieschief
zur Tafelsteht, ist mit ihr, wie man sagt, ,,affin verwandt®.
Das Wort ,,affin‘“ bedeutet verwandt, Affinitdt: Verwandt-

1) Unsere Lehrbiicher verwenden fast nur das Schragbild, oft in
fehlerhafter Ausfithrung; das ist keinesfalls zu billigen, schon um
deswillen nicht, weil die Konstruktion eines solchen Bildes fiir den
Anfénger recht schwierig und ungemein zeitraubend ist. Wo es
sich aber um die Veranschaulichung rumlicher S&tze handelt, ist
das Schrigbild dem Lotbild oft iiberlegen; man wird deshalb jenes
nie ganz entbehren kénnen.

2) Die Halbmesser sind der Figur 5 entnommen; die Erlduterung
folgt unten (Nr.11 SchluB).




Fernbild 13

schaft. Wir wollen gut deutsch sagen: ,,Fernabbildung*
im Gegensatz zu der im Zeichenunterricht gebrauchlichen
,,Zentralperspektive' oder ,,Kollineation, die eine ,,Nah-
abbildung* darstellt aus einem endlichen ,,Auge*‘, wihrend
bei der Fernabbildung das Auge unendlich fernriickt.

Die Eigenschaften des Fernbildes sind die folgenden:
Das Fernbild (auch das Nahbild) einer Geraden ist
eine Gerade. Die gegebene Gerade bestimmt nZmlich
zusammen mit einem sie treffenden Sehstrahl eine ,,Seh-
strahlebene®, die das Bild ausschneidet.

Die Fernbilder paralleler Geraden sind parallel,
denn sie werden durch parallele Sehstrahlebenen ausge-
schnitten. Das Fernbild der Mitte einer Strecke ist
dieMittederBildstrecke (das Bild der Mitte ist die Mitte
des Bildes). Die Sehstrahlen, die die Enden einer Strecke
abbilden, sind ndmlich die Grundlinien eines Trapezes,
dessen Mittellinie die Mitte der Bildstrecke ausschneidet.

Anm.: Man kann den Satz verallgemeinern: Das Teilverhiltnis
innerhalb einer Strecke und innerhalb paralleler Strecken bleibt
erhalten, oder: Fernbildliche Punktreihen sind dhnlich.
Dieser Satz enthélt aber das Teilverhiltnis oder die Irrationali-
tat, wahrend der fiir uns allein in Betracht kommende Sonder-
satz durch Kongruenz bewiesen wird.

Erkl.: Das Fernbild des Kreises nennt man Ellipse.

Anm.: Wenn man die Ellipse aus ihren Brennpunktseigenschaften
erklart, mufl man beweisen, daf das Fernbild des Kreises diese
Eigenschaften hat. Der Beweis wird fiir das Lotbild sowie fiir
den Schnitt des Drehzylinders spater angedeutet werden, ob-
wohl die Brennpunkte bei unseren Betrachtungen keine wesent-
liche Rolle spielen.

Die Fernabbildung kann benutzt werden, um zu beweisen,
daB Geraden parallel sind, oder daB eine Strecke
halbiert wird. Auf diese Weise sind die folgenden Sitze
abzuleiten:

Die Ellipse hat einen Mittelpunkt, ndmlich das
Fernbild der Kreismitte; alle durch ihn hindurchgehenden
Sehnen — die’,,Durchmesser‘‘ der Ellipse — halbieren sich
gegenseitig.

Die Mitten paralleler Sehnen liegen auf einem
Durchmesser, weil das bei dem Kreis so ist, und diese
Eigenschaft bei der Fernabbildung erhalten bleibt. — Der
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in der Schar paralleler Sehnen enthaltene Durchmesser ist
jenem Durchmesser wechselweise zugeordnet; man nennt
diese beiden Durchmesser gepaart (konjugiert).

Erkl: Gepaarte Durchmesser sind die Fernbilder
senkrechter Kreisdurchmesser.

Man nennt auch einen Durchmesser einer Schar paralleler
Sehnen gepaart, wenn im Urbild (Kreis) der Durchmesser
auf den Sehnen senkrecht stand.
Die Beriihrenden in den Enden eines Durch-
messers sind untereinander sowie dem gepaarten
Fig. 5. Durchmesser parallel. Allge-
meiner: Die Beriihrenden in den
Enden einer Sehne schneiden sich
auf dem gepaarten Durchmesser.

N
Fig. 5a (richtig).
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Fig. 5b (falsch).
Fig. 4. Globus. »Entgleisung.“

8. Zur Vereinfachung der Beweise beschrinken wir uns nun
wieder auf das Lotbild des Kreises. Unter den Durch-
messerpaaren ist ein Rechtwinkelpaar enthalten, nim-
lich das Bild des der Tafel parallelen Durchmessers, der
sich i. w. G. darstellt, und des zu ihm senkrechten Durch-
messers, der sich am stérksten verkiirzt; man nennt dieses
Rechtwinkelpaar die ,,Achsen der Ellipse*.

Die Enden der Achsen heiBen,,Scheitel ‘. (Fiir das Schrig-
bild sind die Achsen die Bilder eines anderen Rechtwinkel-
paares) Das von den Scheitelberiihrenden gebildete Recht-
eck liefert die ,, Kriimmungsmitten‘in den Scheiteln,
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was vorldufig ohne Beweis mitgeteilt sein moge (Nr. 35,
Fig. 21a). Fillt man von einer Ecke des Rechtecks das Lot
auf die Eckenlinie, die nicht durch die benutzte Ecke
hindurchgeht, so schneidet dieses aus den Achsen die
Kriimmungsmitten aus.

Anm.: Bildet die Kreisebene mit der Tafel den Winkel «, so ist
die groBe Halbachse a gleich dem Kreishalbmesser r, die kleine
Halbachse b = r - cos «, weil alle parallel zur Fallinie der Kreis-
ebene liegenden Sehnen im Verhdéltnis cos« verkiirzt werden.
Schreibt man die Mittelpunktsgleichung des Kreises u? 4 v®
=r2, so ist fiir die Ellipse x =u, y=v-cos«; also x*
+ y2 :coste=r% Daa=rund b =r- COSlx 1st ergibt sich

hieraus die bekannte Ellipsengleichung: ~»+ =1. Da die-

selbe Gleichung auch aus den Brennpunktselgenschaften ab-
leitbar ist, sind hiermit fiiv das Lotbild des Kreises die Brenn-
punktseigenschaﬁen bewiesen.
Die Ellipse, die sich oben beim Schréigbild der Kugel als
scheinbarer UmriB (SchattenriB) der Kugel ergab, hat
den Kugelhalbmesser r zur kleinen und r : cose zur
groBen Halbachse, - sofern man den Winkel, den die
Tafel mit der Ebene des wahren Umrisses bildet, mit &
bezeichnet. Der Durchmesser des wahren Umrisses, der
der Tafel parallel ist, bildet sich nimlich"i. w. G. ab,
die zu diesem Durchmesser senkrechten Sehnen werden aber
im Verhéltnis 1 : cos ¢ verldngert. Man kommt also auch
in diesem Fall unmittelbar auf die Mittelpunktsgleichung
der Ellipse und damit auf die Brennpunktseigenschaften.

9. Diese folgen dann aus dem Satz
von Dandelin (Fig. 6) fiir den Dreh-
kegel, angewandt auf den Drehzylinder.
Der Satz lautet: Schneidet man einen
Drehzylinder mit einer Ebene. und kon-
struiert die beiden Kugeln, die den \:
Zylindermantel und zugleich die Ebene FVe==
beriihren, so sind die Beriihrpunkte F/,
F mit der Ebene die Brennpunkte der
Schnittellipse, d. h. fiir jeden Punkt P
derselben ist die Summe PF’ + PF”
dieselbe.

Bew.: Jede der Verbindungslinien PF be- Fig. 6.
riihrt die betr. Kugel in F; daher ist die ~ Dandelins Satz.

I
RS
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Lange PF gleich dem auf jeder anderen Beriihrenden er-
zeugten Abschnitt. Denkt man sich den Zylinder begrenzt
durch die beiden Kreise, in denen die Kugeln den Mantel
beriihren, so ist PF’ gleich dem einen, PF’ gleich dem
anderen Abschnitt der durch P gehenden Erzeugenden, ihre
Summe also gleich der Lénge der Zylindererzeugenden.
Fig. 6 ist dadurch entstanden, daB man die Schnittebene
zundchst senkrecht zur Tafel annahm, so daB die Achse der
Schnittellipse und die Absténde der Brennpunkte von den
Scheiteln i. w. G. erscheinen. Dann wurde die ganze Figur
uni 90° gedreht; dabei drehen sich Zylinder und Kugeln in
sich, die Ellipse zeigt nun ihre kleine Achse, in deren Enden
sie den Umriff bertihrt, i. w. G.

Setzt man eine Kugel ins Schrdgbild und denkt man sich
die Kugel in dem Sehstrahlenzylinder parallel verschoben,
bis sie die Tafel beriihrt, so ist der Beriihrpunkt Brenn-
punkt der UmriBellipse. Es-sind also bei scheitelrechter
Tafel die Bilder des vordersten und hintersten Punktes die
Brennpunkte des elliptischen Umrisses (C u. C’in Fig. 2).
Aufg.: Wir wollen den Globus auf eine Mittagsebene
loten (Fig. 5).

Der Nordpol liege oben, der Siidpol also unten. Der Aquator und
die Parallelkreise bilden sich durch ihre Durchmesser ab, so
daB man zwar nicht die Kreise selbst, wohl aber ihre Durch-
messer i. w. G. sehen kann. Der in der Tafel liegende Mittags-
kreis erscheint i. w. G., alle anderen als Ellipsen, ausgenommen
den mittleren, dessen Bild mit der Erdachse zusammenfallt.
Man pflegt das Gradnetz in gleichen Winkel- oder Bogen-
abstanden zu entwerfen; wir wahlen die Netzmasche zu
30°. Der Abstand der Parallelkreise ist am Rande i. w. G.
einzutragen; um den Aquator i.w. G. zu sehen, legen wir ihn
um seinen in der Tafel liegenden Durchmesser in diese um.
Es'geniigt die vordere Hilfte, die wir, um die Vorstellung
festzulegen, nach unten umklappen wollen. Dabei fallen die
Teilpunkte, die die Mittagslinien ausschneiden, mit den
Randpunkten der Parallelkreise zusammen. Nun féllen
wir von den Teilpunkten Lote auf den in der Tafel liegen-
den Aquatordurchmesser und finden so die gesuchten
Teilpunkte auf dem Aquatorbild. Denn drehen wir den
Kquator wieder in seine urspriingliche Lage zuriick, 0
werden die Lote zu Sehstrahlen aus den Teilpunkten des
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Aquators. Man konstruiere die Kriimmungskreise in den
Scheiteln und achte darauf, daB die Ellipsen an den Polen
keine Spitzen bekommen!
Dort, wo sie in den UmriB {ibergehen, lege man die duBeren
Riander der beiden Linien aneinander, ebenso die inneren
so, daB keine ,,Entgleisung‘‘ vorkommt (Fig. 5a).
Die Winkel an den Polen liegen in einer zur Tafel senk-
rechten Ebene; diese Ebene erscheint daher als Gerade.
Die Winkel kann man nicht erkennen; sie bilden sich als
solche von 0° und 180° ab.

Anm.: ,Sternachteck’. Die Scheitelberiihrenden der Ellipse
bilden ein Rechteck, das Fernbild eines dem Urkreis umgeschrie-

benen Quadrats; das um 45° gegen dieses gedrehte Quadrat
hat als Fernbild einen Rhombus, dessen Ecken auf den Achsen

der Ellipse in der Entfernung a - / 2 und b - / 2 liegen. Man kon-
struiere diese Entfernungen, um den Rhombus zum genauen
Zeichnen der Ellipse zu benutzen (Fig. 21a S. 47).

[1I. DAS ZWEITAFELSYSTEM

11, Seither haben wir die Kugel in einem Bild dargestellt;
das reicht fast immer aus, da man wei, dal jeder Punkt
auf einer Kugeloberfliche von bekanntem Halbmesser und
bekannter Mitte liegt. Allerdings kann man nicht ohne
weiteres sagen, ob ein Punkt vor oder hinter der Tafel liegt.
Auch kommen zuweilen Punkte vor, die nicht auf der
Flache liegen, wie z. B. die Kugelmitte. Es erscheint daher
niitzlich, kurz auf das Zweitafelsystem einzugehen;
wir werden jedenfalls den Ausdruck auf Grund dieses Ver-
fahrens vereinfachen kdnnen.

Soll ein Haus gezeichnet werden, so verwendet man einen
,,GrundriB®, der aber die Hohen nicht zeigt, und der
daher eines zweiten Bildes, des ,, Aufrisses‘, zu seiner
notwendigen Ergdnzung bedarf. Beide Tafeln stehen
senkrecht aufeinander; ihre Schnittlinie nennt man ,,Ri8-
achse‘,

Lotet man einen Punkt P auf die GrundriBtafel nach P’
und auf die Aufriftafel nach P”, so bestimmen die beiden
Lote PP’, PP” eine gemeinsame Sehstrahlenebene, die
auf beiden Tafeln, und somit auch auf deren Schnitt-
linie, der RiBachse, senkrecht steht. Diese Ebene
Math.-phys. Bibl.69: Balser, Spharische Trigonome 2
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schneidet die beiden Tafeln in zwei Geraden, die auf der
RiBachse und aufeinander senkrecht stehen, und die das
durch die beiden Lote bestimmte Rechteck vervollstin-
digen. Die in der AufriBtafel liegende Rechteckseite gibt
die Hohe, die im GrundriB liegende den Abstand des
Punktes von der Aufrifitafel an. Da beide auf der
RiBachsc und aufeinander senkrecht stehen, bilden sie,
wenn man den Grundrif§ in den AufriB (nach unten) um-
legt, einen gestreckten Winkel, so daf die Verbindungs-
linie von Grund- und Aufrifbild senkrecht zur RiB-
achse steht.

Ergebn.: Die Verbindungslinie von Grund- und Aufrifbild

12.

steht senkrecht zur RiBachse. Der Abstand des AufriB-
bildes von der RiBachse ist die Hohe, der des Grundrif-
bildes der Abstand des Punktes von der AufriBtafel. Die
Riflachse ist das GrundriBbild der Aufrif- und das Aufrif-
bild der GrundriBtafel.

Die Umlegung, die wir bei der Kugel oben benutzt haben,
ist als eine Abart des Grund- und AufriBverfahrens an-
zusprechen: Der Kugeldurchmesser, in dem Aquator- und
Mittagsebene sich schneiden, ist die RiBachse, die Um-
legung der Grundrif.

Setzen wir die beiden Bilder der Erdkugel auf die Mittags-
und auf die Aquatorebene senkrecht untereinander (Fig. 5
u. 4), so haben wir die Kugel in Grund- und Aufrif dar-
gestellt und man sieht nun, weshalb man die Halbmesser
der Parallelkreise dem AufriB, die Schnittpunkte der Mit-
tagskreise mit dem Aquator aber dem Grundri8 entneh-
men kann. — Man beachte, daf die beiden Umrisse ein-
ander nicht entsprechen: Der Aquator erscheint im Grund-
rifl i.w. G., im Aufrif als Gerade, wihrend der im Aufrif
liegende Mittagskreis im Grundrif wie alle Mittagskreise
als Gerade abgebildet wird.

Aufg.: Gegeben sei ein Erdort P durch seine geographischen
Koordinaten; gesucht sein Bild auf die Ebene des Aquators und
die der nullten Mittagsebene (Fig. 7). Der Aquator erscheint
im GrundriB i: w. G., im Aufrif als Durchmesser des nullten
Mittagskreises. Die Breite ¢ kann man im Aufrif am Rande
i. w. G. abtragen und durch den Teilpunkt den Parallelkreis
ziehen, der als Gerade erscheint. Das GrundriBbild des Parallel-
kreises erhdlt man wie oben aus dem im AufriB enthaltenen
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Halbmesser. Nun trigt man im Grundrif die Lange 2 auf dem
Aquator ab und zieht den Mittagskreis, der als, Durchmesser
des Aquators erscheint. Der Schnittpunkt

beider Kreise im Grundrif ergibt das
GrundriBbild des Ortes; das Aufriibild

liegt senkrecht daritber. Hat der Ort,

wie in der Figur angenommen, ndrdliche

Breite und dstliche Lange, so liegt er tiber
der Grundri- und vor der Aufrifiebene.
Fithre die Konstruktion auch fir die an-
deren Fille durch! — Das Aufrif3bild des
Mittagskreises ist eine Ellipse mit der Erd-
achse als groBer Achse. Das Ende der
kleinen Achse ist das Bild des Schnitt-

B

S

punktes mit dem Aquator, also im Grund-

riB bereits dargestellt; man hat den Punkt

nur noch in den Aufri zu bringen.

Alle Beriihrenden der Mittagslinien f
ldngs eines Parallelkreises sind die Er-
zeugenden eines Drehkegels, der die

Kugel lings dieses Parallelkreises be- 4
rithrt. Die Randerzeugenden kann
man alg Beriihr.ende" des Ufnrinreises Fig. 7. Geographi-
konstruieren; sie miissen sich auf der gihe Koordinaten.
verldngerten Erdachse schneiden. Ver-

bindet man die Kegelspitze mit dem Bild des Ortes, so
erhilt man die Beriihrende der Bildellipse.

IvV. DIE HIMMELSKUGEL

13. Der Punkt des Himmels, der senkrecht iiber unserem
Scheitel liegt, heift Scheitelpunkt oder Zenit, gewdhnlich
mit Z bezcichnet. Die von dem Beobachter nach dem
Zenit gezogene Linie heiBt Scheitellinie; senkrecht zu ihr
liegt die Ebene, auf der wir stehen, der Horizont.

Anm.: Streng genommen miiBte man unterscheiden: Wahrer
Horizont, d.i. die durch die Erdmitte gelegte wagerechte Ebene,
und scheinbarer Horizont, der mit der Berithrebene der Erde
zusammenfilit. Diese Unterscheidung muf besonders bei Mond-
beobachtungen beriicksichtigt werden; bei der Sonne und noch
mehr bei Fixsternen kommt der Unterschied fiir weniger
genaue Beobachtungen kaum in Betracht. Genau genommen
miissen die von dem scheinbaren Horizont aus gemachten Be-
obachtungen auf den wahren Horizont ,beschickt‘‘ werden.
Die Ebenen, die durch die Scheitellinie gehen, heiBen
Scheitelebenen und die GroBikreise, die sie aus der

2%

PN

\
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Himmelskugel ausschneiden, Scheitelkreise. — Der
Scheitelkreis, der durch den Himmelspol geht, heiBt Mit-
tagskreis; seine Schnittpunkte mit dem Horizont sind
der Nordpunkt N und der Siidpunkt S. Denkt man sich
ein Fernrohr auf den Nordpunkt N gerichtet, so muf man
es um einen gewissen Winkel heben, um es auf den Pol
P einzustellen. Dieser Winkel heifit die Polhdhe.
Satz: Die Polhbohe ist gleich der geographischen Breite.
Bew.: Die Erd- und die Himmelskugel (Fig.8) sind perspektiv-
dhnlich aufeinander bezogen, d. h. man kann die Erde auf
, die Himmelskugel &hnlich abbilden,
z derart z. B., daB dem Nordpol der
Erde der des Himmels, dem Beob-
achtungsort auf der Erde der Zenit
BYR entspricht. Dabei bildet sich der
Abstand des Erdorts vom Nordpol
in den Abstand des Zenits vom
Himmelspol ab. Zu diesen beiden
Bogen gehort also derselbe Mittel

Fic. 8. P l'ﬁ punktswinkel. Nun wird der Ab-
1=g 'gébg,(;ptﬂsghzﬁ stand des Erdorts vom Erdpol durch
Breite o,. die geographische Breite zu einem

Rechten ergdnzt, der Abstand des
Zenits vom Himmelspol aber durch die Polhohe. Daher
miissen geographische Breite und Polhdhe gleich sein.

14. System des Horizonts. Die Lage eines Gestirns wird in
diesem System festgelegt durch Angabe der Himmelsrich-
tung, in welcher das Gestirn zu finden ist, sowie des Win-
kels, um den man das in diese Himmelsrichtung gebrachte
Fernrohr aus der wagerechten Lage heben muB, damit das
Gestirn in der Sehlinie des Fernrohrs erscheint. Diesen
Winkel nennt man die Hohe des Gestirns, den Winkel
aber, den die Himmelsrichtung, in der das Gestirn steht,
mit der Richtung nach Siiden macht, die Seitenabwei-
chung oder das Azimut. Wir bezeichnen die Hohe mit 7,
die Seitenabweichung mit a. Dies sind also die Koordi-
naten des Gestirns; weil sie auf der Kugel gemessen sind,
nennt man sie spharische Koordinaten (die geographischen
Koordinaten sind ebenfalls sphirische Koordinaten).
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Aufg.: Gegebenist die Breite ¢ des Beobachtungsorts, auBerdem
die Hohe h sowie die Seitenabweichung a eines Gestirns,
etwa der Sonne; man soll das Gestirn darstellen.

Als Bildebene (Fig.9) wahlen wir die Mittagsebene (AufriB-
zeichnung). Der Mittagskreis erscheint also i. w. G. als UmriB
der Himmelskugel, der Horizont als
wagerechter Durchmesser des Mit-
tagskreises; seine Enden sind der
Nordpunkt N und der Siidpunkt S.
Die Polhohe tragen wir am Rande
i. w. G. ab; d.h. wir konstruieren
den Mittelpunktswinkel ¢ mit dem
nach N gehenden Halbmesser als
Anfangsschenkel; der Endstrahl ist
die Himmelsachse und schneidet
den Pol P aus. Ebenso tragen wir
die Sternhdéhe h am Rande i. w. G.
ab und legen durch
den Teilpunkt ei-
nen wagerechten
Kreis, den ,H6-
henparallel* des
Gestirns. Nunwire
noch die Seitenab-
weichung einzutra-
gen. ‘Sie kann als
. . . Bogen des Hori-
Fig. 9. Nautisches Dreieck. zonts gedeutet wer-
den’; wir benutzen
daher den Horizont als Hilfstafel (GrundriB), die wir in die
AufriBtafel umklappen. Es geniigt die vordere Halfte, wenn
der Stern vorn liegt, im anderen Fall die hintere Halfte. Der
Hohenparallel ist i. w. G. abzubilden, wobei der Halbmesser dem
Aufrif entnommen wird. Die Mitte des Umrifkreises gilt jetzt
als Bild des Zenits Z; die Rifachse als Bild des Mittagskreises.
Die Scheitelkreise erscheinen nun als Durchmesser des UmriB-
kreises (Horizont), und die Winkel, unter denen sie sich schnei-
den, sieht man i. w. G. Man kann daher die Seitenabweichung
a i.w. G. eintragen und erhalt so den Scheitelkreis des Gestirns
im GrundriB (das GrundriBbild des Scheitelkreises). Der Schei-
telkreis schneidet aus dem Hadhenparallel im Grundrif das
GrundriBbild des Gestirns G aus, das man noch in den AufriB
zu bringen hat (man hat das zugehorige Aufrifbild zu ermitteln).
Da die Verbindungslinie von Grund- und AufriBbild senkrecht
zur RiBachse steht, geht man von dem Grundribild senkrecht
nach oben bis auf den Héhenparallel, wo das gesuchte Bild
ausgeschnitten wird. Damit ist die Aufgabe geldst. [Da die
Umlegung das Aufrifbild iiberlastet hitte, wurde ein Grund-
rif gesondert hinzugefiigt, obwohl die Umlegung vorzu-
ziehen ist.]
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15. Wir zeichnen noch die Bahn des Gestirns ein; sie ist
ein Kreis um die Himmelsachse. Da diese, ndmlich der
nach P gehende Durchmesser, in der Tafel liegt, steht der
Bahnkreis auf ihr senkrecht und er erscheint somit als
Gerade. Alle Bahnkreise haben die Himmelsachse
zur Achse, d. h. ihre Mitten liegen auf dieser Linie und
ihre Ebenen stehen senkrecht auf ihr. Wir setzen noch den
Himmelsdquator ein; am Umrif sieht man dann den
Abstand des Gestirns vom Aquator. Dieser Abstand wird
Deklination oder Breitenabweichung genannt und
mit § bezeichnet.

Anm.: Daman jeden Kreis als Bahnkreis eines Punktes betrachten
kann, kommt jedem Kreis eine Achse zu, wahrend man
in der Planimetrie gewdhnlich nur von einem Mittelpunkt
spricht; die Achse liegt senkrecht zur Ebene. Die Achse eines
Kreisesistalsodas Lot auf seiner Ebene in seiner Mitte.
In vielen Fillen ist es vorteilhaft, der Achse einen Sinn und
eine Linge zuzuordnen, so, daB durch einen auf dem Kreis
angenommenen Drehsinn im Raum eine Schraubung fest-
gelegt wird. Man betrachtet den Kreis von der Seite seiner
Ebene, von der aus die Drehung mit dem Uhrzeiger erfolgt,
und trigt die Achsenldnge auf der Achse derart ab, daB die
Strecke von dem Beobachter weggerichtet ist. Denkt man
sich die Achse des Kreises als solche einer Rechtsschraube,
so wilrde sich diese bei der Drehung des Kreises in dem Sinn
der Strecke verschieben. — Als Achsenlinge kann man den
Kreishalbmesser wahlen, wenn man den Kreis z. B. als GroBkreis
einer Kugel ansieht. — In der Mechanik trdgt man die Winkel-
geschwindigkeit in irgendeinem Mafstab auf, und man kann
dann Winkelgeschwindigkeiten (nicht endliche Drehungen) wie
Krifte zusammensetzen.

Einen Stern, dessen Bahnkreis den Horizont nicht trifft,
nennt man einen Zirkumpolarstern; ein solcher geht
weder auf noch unter. Die Grenze der Zirkumpolarsterne
bildet die Gestirnbahn durch den Nordpunkt N. Die
Deklination § dieser. Bahn ergdnzt die Polhohe ¢ zu 90°%;
sie ist also 6 = 90° — @. Alle Zirkumpolarsterne gehen
zweimal durch den Mittagskreis, sie haben eine untere
und eine obere Kulmination. (Bei Gestirnen, die auf-
und untergehen, liegt die untere Kulmination unter dem
Horizont.) Finden beide Durchginge durch den Mittags-
kreis iiber dem Nordpunkt statt, so ist die Hohe in der
Kulmination & = @ -+ (90° —§); findet die obere Kul-
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mination {iber dem Stidpunkt statt, so ist fiir sie die
Hoéhe h=90"—¢@ 4+ 6. Man kann also aus der
bekannten Breite die Deklination finden oder
auch aus der bekannten Deklination die Breite
des Beobachtungsorts. Dabei ist aber wegen der
atmosphirischen Strahlenbrechung an der beob-
achteten Hohe eine Verbesserung anzubringen; sie ist zu
addieren und steigt im Horizont bis zu rund 3° an, wih-
rend sie in der Ndhe des Zenits kaum in Betracht kommt.
{Knopf S.45.)

V. NAUTISCHES DREIECK — SEITENRISS —
ASTRONOMISCHES DREIECK

16. Die Punkte Z, P, G bilden die Ecken des ,,Nautischen
Dreiecks, sogenannt, weil sich der Seemann desselben zu
seinen Rechnungen bedient. Die Seiten sind leicht zu
finden, denn PZ = 90° — ¢ liegt am Rande i.w. G,
PG = 90°— § ist ebenfalls bereits am Rande i. w. G.
dargestellt, so daB man nur noch notig hat, das Gestirn
um die Scheitellinie an den Rand zu drehen; es beschreibt
dabei einen ,,Hohenparallel*‘, den Ort aller Sterne gleicher
Hohe; es ist ZG = 90° — h. — Von den Winkeln des
nautischen Dreiecks sind die bei Z und bei P besonders
wichtig. Der erstere ist bereits im GrundriB i. w. G. sicht-
bar, er erginzt die Seitenabweichung a zu 180°, es ist
also Z = 180°— a.*) Der Winkel bei P ist von dem Gestirn
seit seiner oberen Kulmination beschrieben; da sich die
Gestirne mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit be-
wegen, kann der Winkel bei P als MaB der Zeit dienen; man
nennt ihn deshalb ,,Stundenwinkel” und bezeichnet ihn
mit ¢ (tempus = Zeit; vgl. Knopf, S.9).

17. Um den Stundenwinkel zu finden, bedienen wir uns eines
zweiten Grundrisses oder eines ,Seitenrisses®. Wir
denken uns ndmlich den in der Tafel liegenden Durch-
messer des Aquators als neue RiBachse; errichten in ihr
eine neue Tafel senkrecht auf der alten (AufriBtafel) und

1) Hier ist das Gestirn am Westhimmel angenommen; im
anderen Fall miiBte man a und t im umgekehrten Sinn zdhlen,
wenn die Formeln giiltig bleiben sollen.
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entwerfen auf sie ein drittes Bild der Himmelskugel, den
,,oeitenriB*.

Auch eine auf dem Grundrif8 senkrechte Hilfstafel nennt man
Seitenrif; er ist dann ein zweiter Aufrif, wahrend wir auf die
Aquatorebene einen zweiten GrundriB entwerfen wollen.

Der Aquator erscheint in ihmi. w. G.; der Bahnkreis eben-
falls, weil er der SeitenriBtafel parallel ist. (Man drehe
zur Erleichterung die Zeichnung so, dal die SeitenriBachse
wagerecht lauft, und klappe die SeitenriBtafel in dieser
Stellung nach unten um, indem man wie oben zuerst nur
den vorderen Halbkreis beriicksichtigt.) Das Seitenrifibild
des Gestirns findet man, indem man das AufriBbild her-
unterlotet; denn die Verbindungslinie von Grund- und
Seitenrifbild liegt senkrecht zur SeitenriBachse. Im Seiten-
rif} ist die Mitte des Umrifkreises als Bild des Pols P, die
Seitenrifachse als Mittagskreis zu betrachten, die Durch-
messer aber als Seitenrifbilder der Kreise durch den Pol.
Diese Kreise heiBen Deklinationskreise oder Stunden-
kreise; der Mittagskreis ist also zugleich Scheitel- und
Deklinationskreis. Der Stundenwinkel ist somit auch der
Winkel zwischen dem Mittagskreis des Beobachtungsortes
und dem Deklinationskreis des Gestirns; als solcher ist er-
von der Wahl des Beobachtungsorts abhdngig, wahrend
die Deklination eine feste Sternkoordinate darstellt.

Uber die gerade Aufsteigung und die Umrechnung des Winkels
in Zeit vgl. Knopf, S.9ff.; iiber die Messung der Zeit S. 19ff. -
sowie Baruch. )

Um den Stundenwinkel zu konstruieren, bringt man den
Bahnkreis in den Seitenri, dann den Stern ebenfalls in
den SeitenriB. Nun kann man den Deklinationskreis im
SeitenriB eintragen, und man hat so dort den Stunden-
winkel i. w. G.

Zur Vervollstindigung der Figur haben wir noch die Auf-
riBbilder der Seiten ZG und PG zu konstruieren.

Die Seite ZG ist im Grundrif (Horizont) gezeichnet; man
kennt daher ihren Schnittpunkt mit dem Horizont. Diesen
bringt man in den AufriB; er stellt den Scheitel der Bild-
ellipse ZG im AufriB dar. ‘
Ganz entsprechend findet man aus dem SeitenriBbild des
Deklinationskreises dessen Schnittpunkt mit dem Aquator
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im Seiten- und im AufriB und somit das AufriBbild der

Seite PG.

Wie man sieht, liefert die Konstruktion der Winkel bei Z und P
zugleich die Achsen der Bildellipsen; die Aufgabe, die letzteren
zu finden, ist somit identisch mit der, die Winkel zu ermitteln,
die allerdings meist rechnerisch erledigt wird.

18. Denkt man sich an die Deklinationskreise die Beriihrenden
in den einzelnen Punkten der Bahn angelegt, so hiillen
diese einen Drehkegel ein, dessen Spitze in der Himmels-
achse liegt. Die Randerzeugenden sind Berithrende des
UmriBkreises; mit ihrer Hilfe ermittelt man die Kegel-
spitze, um diese dann mit G zu verbinden. Man erhilt
so die Beriihrende der Bildellipse. — Ganz entsprechend
verfihrt man bei dem Hohenparallel, um die Bertihrende
des Hohenparallels zu finden.

Aufg.: Gegeben seien zwei Erdorte P,, P, durch ihre geographi-
schen Koordinaten; man soll ihre Entfernung suchen sowie den
Kurswinkel fiir P, als Ausgangspunkt (Fig. 9a). — Man wihle
die Mittagsebene von P, als Tafel und trage beide Orte ein;
dann drehe man den Bogen P, P, um den nach P, gehenden
Erddurchmesser an den Rand nach P,P,. Der Kurswinkel w
erscheint in einem SeitenriB i. w. G., den man senkrecht zu dem
nach P, gehenden Erddurchmesser legt; in der Fig. ist lediglich
eine Umlegung vorgenommen. (Man betrachte P, als Himmels-
pol, dann stellt die Umlegung den Himmelsdquator dar.) Der
Drehkegel liefert die Berithrende in P,.

2,
e 4
Fig. 9a. Entfernung Fig. 9b. Fig. 9c.
zweier Erdorte P, P, Sonnenbahn. Auf- und Unter-
und Kurswinkel w gangsdreieck.

bei P,.

19. Aufg. 1: Zeitbestimmung aus der Sonnenhdhe. Gegeben
sei die geographische Breite @ des Beobachtungsorts (z. B. aus
einer genauen Karte), die Sonnendeklination J und die Sonnen-
hohe h. Gesucht die Zeit ¢ der Beobachtung (zur. Priifung der
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benutzten Uhr). — Wir verfahren wie oben (Nr. 14) und kon-
struieren den Mittagskreis, Horizont und Zenit sowie Aquator
und Pol; die Sternhohe tragen wir am Rande vom Horizont aus
ab und legen den Hdohenparallel; ebenso tragen wir die Dekli-
nation 6 am Rande vom Aquator aus ab und ziehen den Bahn-
kreis. Beide Kreisebenen schneiden sich in einer Geraden, die
auf der Tafel senkrecht steht und daher als Punkt erscheint.
Die Ecken des Dreiecks wiren also gefunden, und die noch
fehlenden Stiicke werden genau so ermittelt wie oben. — Es
ergeben sich zwei Dreiecke, die zur Tafel spiegelig liegen; wel-
ches zu nehmen ist, weiB man, da man entweder am Vormittag,
also am Osthimmel, oder am Nachmittag, am Westhimmel be-
obachtet hat. Da die Aufgabe doppeldeutig ist, kann sie zwei
zusammenfallende Losungen liefern, wenn das Gestirn in der
Kulmination beobachtet wire (fir die Bestimmung der Zeit
ungeeignet), oder auch zwei konjugiert-komplexe. Letzteres
tritt dann ein, wenn die auf der Tafel senkrechte Schnittgerade
beider Kreisebenen aufBerhalb der Kugel liegt. Nichtsdesto-
weniger haben die beiden imaginiren Schnittpunkte ein gemein-
sames reelles Bild.?*) :
Wihrend vorher das Dreieck durch zwei Seiten und den Zwi-
schenwinkel bestimmt war, ist es jetzt aus den Seiten gefunden.

Aufg. 2: Schitze in Fig. 9b die Polhohe, die Neigung der Bahn-
kreise und fiir die eingezeichneten Sterndrter die Seitenab-
weichung, die Hohe, die Deklination und den Stundenwinkel
sowie die Winkel des nautischen Dreiecks bei Z und P; sind
diese stets gleichartig beziiglich 90°? Beachte, daf die Bild-
punkte auch hinter der Tafel liegen konnen!

20. Das astronomische Dreieck und das System der Ekliptik.
Vorbem.: Dieser Abschnitt (Nr.20 u.21) kann bei der ersten
Bearbeitung wegbleiben.

Bei Aufgaben, bei denen die Stellung der Gestirne zur
Sonne in Betracht kommt, braucht man ein weiteres
Koordinatensystem, das der Ekliptik. Die Ekliptik ist
die scheinbare Sonnenbahn oder, was dasselbe besagt, die
wahre Erdbahn. Beobachtet man die Mittagshdhe der Sonne
das eine Mal zur Zeit der Sommer-, das andre Mal zur Zeit
der Wintersonnenwende, so erhilt man einen Hoéhenunter-

1) Berechnet man fiir zwei Punkte der Kugelfldche, die ein
gemeinsames Bild haben, die Abstinde von der Tafel, so fallen
diese entgegengesetzt gleich aus. Liegt das Bild auBerhalb des
Umrisses, so werden die Abstidnde rein imagindr. Man ist daher
berechtigt, auch solche Punkte als Bilder von Punkten der Kugel-
oberfliche aufzufassen, wenn man imaginire Punkte anerkennt.
So vermeidet man, die als Bilder von Kugelkreisen auftretenden
Geraden am UmriB abbrechen zu miissen.
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schied, dessen Hélfte den grofiten Abstand der Sonne vom
Aquator darstellt. (Das Mittel beider wire die Aquator-
hohe, die durch die Polhohe zu 90° ergdnzt wird, so daB
man diese aus jener finden
kann.) Dieser groBte Ab-
stand heiBt die ,,Schiefe
der Ekliptik" &; er be-
tragt etwa 23'/,° (Fig. 10).

Da die Sonnenbahn ein
GroBkreis ist, schneidet sie
den Aquator in zwei Gegen-
punkten. Derjenige dersel-
‘ben, in dem die Sonne von
«der siidlichen auf die nord-
liche Hilfte tibergeht, wird
der Friihlingspunkt Y
genannt, weil sich die Sonne
bei Friihjahrsanfang dort
befindet. Nun bleibt die
Sonne tiglich etwa 4 Zeit-
minuten hinter der Bewe-
gung des Fixsternhimmels
zuriick; der Bogen, um den gig. 10, Astronomisches Dreieck.
sie auf ihrer Bahn vom Friih-

lingspunkt sich entfernt hat, heiBt ihre ,,astronomische
Lange“ A Der Bogen, den der Deklinationskreis der
‘Sonne aus dem Himmelsdquator ausschneidet, vom Friih
lingspunkt aus gerechnet, heiBt die gerade Aufstei-
gung a; A und ¢ werden der téglichen Bewegung ent-
gegen gerechnet.

Die gerade Aufsteigundg eines Gestirns dient zusammen
mit der Deklination zur Bestimmung des Gestirns im
System des Aquators, indem man den Stundenwinkel {
durch die GroBe ¢ ersetzt; letztere ist nimlich ebenso wie
0 unabhingig von dem Beobachtungsort, was bekanntlich
fiir den Winkel ¢ nicht zutrifft.

21. Im System der Ekliptik ist die Sonne durch ihre
Linge allein bestimmt, da sie eben auf der Ekliptik lauft.
Ein anderes Gestirn G bedarf noch einer zweiten Koordi-
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nate, der ,, astronomischen Breite 8. Legt man ndm-
lich durch den Pol E der Ekliptik den GroB8kreis nach
dem Gestirn G, den ,,Breitenkreis*, so schneidet dieser aus
der Ekliptik ein von dem Friihlingspunkt Y" zu rechnendes
Stiick aus, die Lange A, wihrend die Entfernung des Ge-
stirns von der Ekliptik die astronomische Breite § genannt
wird. Der Ort der Sterne gleicher Breite heift Breiten-
parallele. (Die Mondphasen ergeben sich aus dem Langen-
unterschied dieses Gestirns und der Sonne: wir haben
erstes Viertel, Vollmond, letztes Viertel oder Neumond,
je nachdem die Lange des Mondes die der Sonne um 90°,
1809, 270° oder O° iibertrifft.)

Die Punkte P, E, G sind die Ecken des,,astronomischen
Dreiecks (Fig. 10). Dieses Dreieck hat mit dem nauti-
schen die Seite PG = 90° — § gemein, die Seite PE = ¢;
denn denkt man sich die Achse der Ekliptik mit dieser
starr verbunden, so geht die Sonnenbahn mit ihrer Achse
aus dem Aquator mit seiner Achse durch eine Drehung
um den nach dem Friihlingspunkt gehenden Halbmesser
im Betrag ¢ hervor. Die dritte Seite wird durch den Ab-
stand des Gestirns von der Ekliptik zu 90° ergdnzt; sie
ist also EG = 90° — 8.

Die gerade Aufsteigung ¢ und die Linge 24 durchlaufen
gleichzeitig die Werte 90° und 270°; die Winkel des astro-
nomischen Dreiecks bei P und E hdngen je nach dem
Quadranten, in dem sie liegeri, in verschiedener Weise von
@ und 4 ab; es ist (siehe Fig. 10a):

a3

%y

Y

Fig. 10a. Winkel im astronomischen Dreieck.
<X Pl = 900-]—&1, X P:.s= 2700—-(12.3, <X P4 = a4—-270°;
L E=90'—24, X Ez.o=2.,—90° <X E,=450°—4,
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Die Aufgaben iiber das astronomische Dreieck entsprechen
ganz denen iiber das mautische. v

Aufg.: Fiir welche der in Fig. 10 a eingezelchneten Sterndrter ist
der Winkel bei E spitz, der bei P aber stumpf, fiir welche ist der
Winkel bei P spitz, der bei E aber stumpf?

VI. SPHARISCHE TRIGONOMETRIE

22, Die sphérische Trigonometrie ermittelt das, was wir seither.
zeichnerisch gefunden haben, durch Rechnung. Sie bedient
sich dabei der Koordinaten wie die analytische Geometrie.
Wiéhrend aber die analytische Geometrie des Raumes drei
Koordinaten notig hat, kommt man auf der Kugelfliche
mit zweien aus, z. B. im System des Horizonts mit Seiten-
abweichung und Hohe. Im Raum wire noch die Angabe
des Kugelhalbmessers OG = r nitig. Die Zahlen a, h, r
werden Polarkoordinaten genannt; die Kugelmitte O gilt
als Koordinatenursprung. Haufiger verwendet man ,,recht-
winklige Koordinaten‘‘ so, wie man schon in der Ebene
die Lage eines Punktes
durch seine Koordinaten x,
y festlegt; natiirlich ist im
Raum eine dritte Koordi-
nate notig, die man =z
nennt, und deren Achse
man gewohnlich senkrecht
aufwdérts annimmt. In
dem angezogenen Beispiel
(Fig. 11) bietet sich die
Scheitellinie als geeignete
z-Achse, wihrend wir die
y -Achse wagerecht, nach Fig. 11. Koordinaten im Raum.
dem Siidpunkt gerichtet,
annehmen, die x-Achse also senkrecht zur AufriBtafel nach
vorne, besser nach West. Um die Koordinaten xyz zu
erhalten, hat man den Fahrstrahl des betreffenden Punktes
auf die Achsen zu loten. Bezeichnen wir der Allgemeiqheit
halber die Ecken unseres Dreiecks statt mit PZG ].etzt
mit ABC, seine Seiten mit ¢, b, ¢ und die Winkel mit «,
B, ¥, so bildet der Fahrstrah! OC = r mit der (x y)-Ebene
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den Winkel 90°— a; daher wird das Lotbild OC® von OC
auf diese Ebene: OC® =T - sin a.})

Da 0C® mit der y-Achse den Winkel 180°—g bildet,
wird y = —7-sin @- cosB. X ist das Lotbild von OC® auf
die x-Achse, also ist x =7 -sina-sinf. Da OC mit der
2-Achse den Winkel a bildet, ist Z=T7- cos a.

23. Das System des Aquators entsteht aus dem des Horizonts
durch Drehung um die x-Achse, u. z. um dem Winkel c.
Die Himmelsachse, jetzt mit 0A bezeichnet, ist die neue
2’-Achse; die y’-Achse ist ebenfalls um den Winkel ¢ gegen
die y-Achse gedreht, wéhrend x’ mit x zusammenfillt,
Um die neuen Koordinaten x"y" 2’ zu erhalten, lotet man
wieder den Fahrstrahl OC =T jetzt auf die (x’, y’)-Ebene;
der Neigungswinkel ist 90°—b, daher das Lotbild oc®
=r-sin b; die Neigung dieses Bildes gegen die AufriBtafel
iste; daherwnrd Yy =r-sinb-coseund xX’=Tr-sinb-sing;
endlich 2’ =r - cos b. Unsere Aufgabe besteht nun darin,
den Zusammenhang zwischen diesen beiden Koordinaten-
systemen zu finden. Zu diesem Zweck erinnern wir uns
daran, daB der Fahrstrahl OC =7 auf zwei Arten in eine
geometrische Summe von drei Fahrstrahlen zerlegt ist, die
wechselweise aufeinander senkrecht stehen, némlich:
OC=7r=Xx4+79Y + z=%x +7 +7. Um die alten Koor-

1) Die Striche iiber den Buchstaben bedeuten, daB nicht allein
die Léngen gemeint sind, sondern wie beim Kréfteparallelogramm
gerichtete Strecken Fahrstrahlen, ,,Vektoren‘ (siche
Peters). Wie man nun an Stelle des Krafteparallelogramms das
Kréaftedreieck mit Nutzen verwendet und seine SchluBlinie als
»ngeometrische Summ e der Einzelkrifte bezeichnet, wihrend
das Parallelogramm den Beweis fiir die Vertauschbarkeit der Sum-
manden enthdlt, so geniigen im Raum die Vektoren X, y, z; der
Quader aber, der diese zu Kanten und OC = r zur Dlagona]e hat,
enthdlt den Bew_e_eis fir die Vertauschbarkeit der Summanden in
der Summe r = x + y + z. Bilde diese Summe unter allen mog-
lichen Vertauschungen! — Die Rechnung mit Vektoren verlduft
im Gebiet der Addition und Subtraktion nach den Regeln, die fir
Zahlen gelten; anders in dem der Multiplika_tion und Division. —
In der Gleichung OC® = r - sin a bedeutet r einen Vektor, sina
aber eine Zahl; ebenso sind die Polarkoordinaten r, A, a als Zahlen
gedacht, also r als Mafizahl fiir die Linge. Oft schreibt man die
Vektoren in deutschen Buchstaben, also r =1, X = x usw.
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dinaten durch die neuen auszudriicken, ist es nur nétig,
den zweiten Streckenzug auf die x-Achse, auf die y-Achse
und auf die 2-Achse zu loten, und man erhilt so:

Y=y C0sc—2-sinc; z=y -sinc+2z-cosc; X = x.

24. Geht man zu Polarkoordinaten
tiber, d.h. setzt man die Werte fiir »
x, ¥,z sowie die fiirx’, 37, 2’ ein, so
fallt r beiderseits weg (r=1 zu \ 7
setzen, ist nicht streng richtig, weil o\ Y
r ein Vektor, [ aber eine Zahl ist),
und man erhélt in den folgenden
Zahlengleichungen die allgemei- |
nen Grund?ormeln der sphi- Fig. 11a. Koordinaten
rischen Trigonometrie: in der Ebene.
(1) —sina+cos = sin b - cosc-cos ¢ — cos b - sin ¢,
sin a-sin § = sin b - sin-e, oder:
(2) sin e:sin B=sin a: sin b, der ,,Sinussatz‘‘, und
3) cosa = eos b - cosc+sinb-sinc- cos ¢,
der Kosinussatz I fiir die Seiten; s. u. Formel (4).
Anm.: Die oben benutzten Formeln fiir die Drehung eines rdum-
lichen Koordinatensystems entsprechen genau denen der

Ebene, sofern man (Fig. 11 a) ein rechtwinkliges System (y, 2}
in ein anderes (3, ') um den Winkel o dreht. Lotet man auch

hier den Streckenzug r = y’ 4+ Z der Reihe nach auf die
y- und 2-Achse, so erhidlt man die Gleichungen:
y =7y +cosa—27 +sina und z=1y -sina + 2’ - cos a;

ersetzt man auch hier die rechtwiﬁkligen Koordinaten durch
Polarkoordinaten, nidmlich im neuen System r /g, im alten
r[(a + f) vermége der Gleichungen:

y=r-cos(ax +p), ¥ =r-cosp,
z=r-sin(a@+p), 2 =r-sinp,
s0 fallt r beiderseits weg, und man erhilt die goniometrischer
Formeln:
c0s (« + f) = cos a - cos f—sin a - sin B,
sin (@ + f) = sin a - cosf + cos a - sin B.
Die vorstehenden Beweise haben den Vorzug der Allgemein-
giiltigkeit, da irgendwelche Voraussetzungen iiber die GroBe

der Stiicke nicht gemacht werden. (Vgl. Hammer, bes.
Anm. 109.)
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Zu diesen Grundformeln kommt spiter noch der dem
angeftihrten ,,duale‘* Satz (Kosinussatz I fiir die Winkel):

(4) cosa=—cos 3-cosy+sinf-siny-cosa

(vgl. Nr. 38). Mittels dieser vier Formeln kann man jede
Dreiecksaufgabe losen; wir kommen meist mit (2) und
(3) aus.

Anm.: Ahnlich wie in der ebenen Trigonometrie "entwickelt man
aus den ,,Grundformeln* logarithmierbare Formeln, deren wich-
tigste hier ohne Beweis mitgeteilt seien.

Delambresche Gleichungen:

sin G—‘—g-’? sin2 0 cos.a——'z_f sin —42'-—
® cos % B sin £ ’ w sin ¥ - sin < ,
2 2 2 2
si’na;ﬂ cos,a;l.’ cosa;ﬂ cosg—;—b
(111) = e (V) = -
€0s -5 cos - sin 5 cos -
Nepersche Gleichungen:
cos® 0
+ 2
v) tg‘i-z—é= a+b~cotg%,
0§ —5.—
2
cos b
Vi 1:ga b 2 .tgc
crv =,
2 cosgj'ﬁ 2
sina b
—5—
(viD tg 2——’?:- T cotg%,
sin ——-
2
. a—p
(VILD tgfz_—b—-_sl—;z:.tg_c,
2 sinc_!_—f-_ﬁ 2
. a_ 8o
o-Formeln: (IX) tg2—sin(s—-a)’
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_1/sin(s —a)-sin(s—b)-sin (s — ¢)

xn tge=1/" 1 :
(XII) s=3%(@+b+o).

cotgr

r-Formeln: (X) cotg %- = s@—a)

(X11) cotgr = ]/__ cos (¢ — a)~coscgos;ﬂ)-cos (e —9),

XIV) 6 =3%(«+p+7)-

Anm. 1: Ich halte es fiir zweckmiBig, den Ubergang von einem
Koordinatensystem zu einem anderen als ,,Grund-
aufgabe“ aufzufassen, die anderen Dreiecksaufgaben aber als
Umkehrungsaufgaben zu behandeln. Diese Unterscheidung
tritt nicht immer klar zutage, so z. B. nicht in der Aufgabe, aus
den geographischen Koordinaten zweier Punkte M und P deren
Abstand und den Kurswinkel zu ermitteln. Hier scheinen die
beiden Punkte M und P vollig gleichberechtigt aufzutreten;
sie sind es in Wahrheit nicht, denn der Seemann befindet sich
etwa in M, nicht in P; der Kurswinkel in P kommt fiir ihn nicht
in Betracht. Die Grundaufgabe tritt aber sofort hervor, wenn
man die Forderung wie folgt faft: Man soll im Punkt M die
Beriihrebene an die Kugel legen und auf sie eine Karte ent-
werfen, fiir die zundchst die sphérischen Koordinaten des ,,Netz-
punktes P (des Schnittpunktes zweier Netzlinien) fiur M als
Koordinatenursprung zu ermitteln sind. Hier handelt es sich
offenbar um die Uberfithrung eines Koordinatensystems in ein
anderes, also um eine Abbildung.

Anm. 2: Grundformel (1) enthalt 5 Stiicke, von denen 3 das Drei-
eck bestimmen; daher enthilt sie zwei Unbekannte. Um eine
derselben zu eliminieren, teilen wir beide Seiten durch sinb

und benutzen: gp g . sin b = sin « : sin §;
dann ergibt sich:
) sin ¢ » cotg B = cotg b .sinc—cos ¢+ CoS .
Diese Formel enthilt 4 Stiicke, die im Dreieck aufeinander
folgen: b, «, ¢, B.
25. Wir wollen nun die Grundformeln auf dasrechtwinklige
Dreieck anwenden (y = 90°):
Der Sinussatz ergibt:
sin & = sin a:sin ¢,

der Kosinussatz I f. d. Seiten liefert:

cos c==cosa-cos b;
Math.-phys. Bibl. 69: Balser, Spharische Trigonometrie 3
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der Kosinussatz I1 f. d. Winkel fiihrt in der Form:
c0se=—cosfB-cosy-+sinf-siny- cosa
auf: cos @ : sinf=cos a.

Die Formel (5) liefert in der Form:
sing - cotg y = cotgc-sinb— cosb - cosa
die Gleichung: cos e=tgb:tgc,
in der Form:-
siny - cotg @ = cotga-sinb—cosb - cos y
fiihrt sie auf: tg a=tga:sinb.
Der Kosinussatz 11 fiir die Winkel in der Form:
Cosy=—cosa cosf+sina-sinf - cosc
liefert : cotg a - cotg 8 = cos c.

26. Um diese Formeln zu veranschaulichen, entwerfen wir ein
Bild des rechtwinkligen Dreiecks samt Mittel-
punktecke und Ebene des Neigungswinkels a
(Fig. 12). Die Katheten Ile-
gen wir in die Grund- und
AufriBebene; die Hypote-
nusenebene liegt also schief.
Der Winkel o liege der
Grundrifebene an, so daf
die Gegenkathete a in den
Aufrif fallt. Das Lotbild
wiirde die Ankathete als Ge-
rade erscheinen lassen; des-
halb nehmen wir ausnahms-
weise zum Schragbild un-
sere Zuflucht, die Auf-
riBebene als Tafe!
benutzend. Der
die Ankathete tra-
gende Kreis er- Fig. 12. Rechiwinkliges Dreieck mit Nei-
scheint als Ellipse, gungsgbene (Schragbild).
die bestimmt ist durch den in der Tafel liegenden Kugel-
halbmesser OC und das Bild des zur Tafel senkrechten
Halbmessers (letzterer fehlt in der Figur). Wir nehmen

BO
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an, daf dieser im Bilde einen Winkel von 45° mit
der RiBachse bildet*) und im Verhéltnis 2: 3 verkiirzt ist.
Eine Schablone kann uns gute Dienste leisten, wenn wir
sorgféltig darauf achten, daB die Kugelmitte O genau in die
Mitte der Schablone eingesetzt, und daB der Kugelhalb-
messer dem in der Rifachse liegenden Schablonenhalb-
messer OC gleich gewahlt wird. —Die in der Tafel liegende
Kathete a erscheint als Kreisbogen CB i.w. G.; sie moge
spitz angenommen werden, ebenso wie die Kathete b, die als
Ellipsenbogen CA erscheint. Die Hypotenuse zeichnen
wir spiter ein; zundchst suchen wir die Neigungsebene
des Winkels a. Sie steht senkrecht auf der Kante O A, die
durch den Punkt A gelegte Neigungsebene ist somit
Beriihrende der Kugel. Sie schneidet den Grundrif in der
Beriilirenden des Bogens AC, in der Geraden AC°, die
Aufrifiebene aber in einem Lot C°B° des Grundrisses, das
zugleich ein Lot der RiBachse ist und den Strahl O B in B°
treffen moge. Denn die Neigungsebene steht auf einer
Geraden OA des Grundrisses senkrecht, also auf dem
Grundrif; da der Aufrif ebenfalls auf dem GrundriB senk-
recht steht, schneiden sich die beiden Lotebenen in einem
Lot des Grundrisses. Hier wird die Wechselbeziehung des
Senkrechtstehens im Raum benutzt: dreht sich eine Ebene
um das Lot einer anderen Ebene, so ist sie stets senkrecht
auf dieser und umgekehrt: zwei Ebenen, die auf einer
dritten senkrecht stehen, schneiden sich in einem Lot dieser
Ebene. Daher ist die AufriBspur der Neigungsebene das
Lot B°C® der RiBachse. Da die Verbindungslinie A B°
Schenkel des Neigungswinkels ist, ist sie zugleich Beriih-
rende des Bogens A B. Um die Beriihrende desselben
Bogens in B zu finden, legen wir dort dieKugelbertihrebene.
Sie schneidet den AufriB in der Beriihrenden BC’ des
Kreises BC, den GrundriB aber in der Geraden C’A’, die
durch den Spurpunkt C’- parallel zur Beriihrenden des
Bogens CA in C gelegt ist. Die Spur schneidet aus der

1) Der Winkel von.45° ist fiir die Schablone deshalb zweckmaiBig,

weil sie bei dieser Wahl, umgeklappt, auch als Bild des auf beiden
Tafeln senkrechten Kreises dienen kann. Natirlich muf auf der

Schablone das Durchmesserpaar eingetragen sein, durch das die

Ellipse bestimmt ist.

3*
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Kante 0A einen Punkt A’ aus, dessen Verbindungslinie
mit B die gesuchte Beriihrende des Bogens B A in B ist;
dieser kann jetzt eingezeichnet werden. — Wir legen durch
B die Ebene, die zur Beriihrebene in A parallel ist, und
auch diese wird von den Kanten in den Ecken BAoCo
eines Neigungsdreiecks geschnitten.

Denkt man sich der Einfachheit halber O B = 1, so ist
OAo=cosc; da aber OCo = cosa unter dem Winkel b auf
0 A nach 0 Ap gelotet ist, soist 0 Ao= cos a- cosb; mithin:

cosc=cosa-cos b.

Da ferner BCo= sin q, findet man in dem Neigungsdreieck:
sin e ==sinq :sinc.

Das in A angelegte Neigungsdreieck liefert fiir 0A = 1:
cosa=tgb:tgc.

Verschiebt man es aber nach C oder setzt man den Ab-
schnitt auf 0Co =1, so folgt:

tga=tga: sinb.
Diejenigen Formeln des rechtwinkligen Dreiecks, die zwei
Winkel enthalten, folgen aus den obigen durch zweck-
méBige Verkniipfung:
cotg & - cotg B =cos ¢
und cos ¢ : sin $=cos a.

Aufg.: Welche Werte ergeben sich fiir die Ausdriicke linker Hand
im ebenen rechtwinkligen Dreieck?

Anm. 1: Diese Betrachtung ist der meist gebrauchten Neperschen
Regel als Gedédchtnishilfe vorzuziehen. Nepers Regel lautet:
Der Kosinus eines Stiickes ist gleich dem Produkt der Kotan-
genten der benachbarten und gleich dem Produkt der Sinus
der getrennten Stiicke, wenn man fiir die Katheten ihre Kom-
plemente setzt und den rechten Winkel nicht mitrechnet.

Aufg.: Wie gestaltet sich die obige Figur, wenn die Stiicke nicht
spitz gewidhlt werden? Wasergibt sich, wenn b = 90° ist, fiir ¢
und flir cos «, was fiir @ und «? Wiegestaltet sich in diesem Fall
die Figur?

Anm. 2: Un den Zusammenhang zwischen den Formeln der sphé-
rischen und der ebenen Trigonometrie herzustellen, muf
man alle Stiicke im BogenmaB (Nr. 4.) ausdriicken und beriick-
sichtigen, daB -die Seiten des ebenen Dreiecks als unendlich
kleine GroBkreisbogen betrachtet werden konnen, wihrend die
Winkel endlich bleiben. Sind die Seitenlingen eines. als eben



Rechtwinkliges Dreieck — ,Dreiecksauigaben‘ 37

betrachteten geodadtischen Dreiecks zu x, y, z gemessen, so
sind die zugehdrigen Bogen, falls man den Erdhalbmesser mit
R bezeichnet, a=x: R, b=y :R, ¢ =2z:R. Weil diese
Bogen alsunendlich klein gelten, kannmansetzen: sin a= x:R,...
und cosa=Y1—sina =Y1—(x: R =1—3%(x: R),....
Dann geht der Sinussatz in den der ebenen Trigonometrie iiber,
der Kosinussatz liefert bei Vernachldssigung der hoheren als
der zweiten Potenz der GroBen x : R, ... nach Multiplikation
mit R? den Kosinussatz der ebenen Trigonometrie.

Aufg.: Was liefert der Kosinussatz fiir die Winkel ?

27. Rechnerische Behandiung der Dreiecksaufgaben. 1. Um ein
Dreieck auszwei Seiten und dem eingeschlossenen
Winkel zu berechnen, wird man, sofern man sich auf die
Grundformeln beschrinkt, zunichst die dritte Seite mit-
tels des Kosinussatzes I berechnenund die fehlenden Winkel
mit dem Sinussatz. Bei Anwendung des letzteren ist stets
Vorsicht am Platze, weil sowohl die Winkel wie die Seiten
doppeldeutig sind; bei angewandten Aufgaben wei man
allerdings meist, ob man den spitzen oder den stumpfen
Winkel zu nehmen hat. Im Zweifelfall wendet man die
folgenden Sitze an, die leicht zu beweisen sind:

a) Im rechtwinkligen Dreieck ist jede Kathete gleichartig
mit ihrem Gegenwinkel in bezug auf 90°, d. h. sie sind
beide spitz, recht oder stumpf, '

b) In demselben Sinn ist in jedem Dreieck die Summe
zweier Seiten gleichartig mit der Summe ihrer Gegenwirnkel
beziiglich 180°,

[Will man die Unterbrechung der logarithmischen Rech-
nung vermeiden, so wendet man die Neperschen Gleichun-
gen an, u. z. Vu. VII, um aus g, b, y die GréBen 4(a +f)
und }(@—p) zu finden; die fehlende Seite ergibt sich
dann aus dem Sinussatz.]

Beisp.: Um aus der geographischen Breite p, der HO he h eines
Gestirns und aus seiner Seitenabweichung a die Grifien §
und ¢t zu finden, stellen wir den Kosinussatz fiir die Seite 900—g
auf und erhalten:

sind =sing - sin b + cos ¢ - cos b - cos (180° — a)
oder sind =sing - sin 1 — cos g - cos /i - cos a.

Der Sinussatz liefert ¢ wie folgt:
cos h-sina

Sint = —-————
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A ufg.: Wie gestaltet sich die Rechnung, wenn é negativ ist? (Setze
0 =—0;cosd =7?; sind =?)Wie, wenn a stumpf ist? (Er-
setze a durch @” = 180° — at)

2. Ist ein Dreieck durch seine Seiten gegeben, so liefert
der Kosinussatz I die fehlenden Winkel. Bequemer wiére
allerdings die Anwendung der ¢-Formeln: man bildet zuerst
s,s—a, ..., dann tge und schlieBlich tgie, ...

Beisp.: Aus der geogr. Breite ¢, der Sonnenhéhe k2 und der
Breitenabweichung J der Sonne ist der Stundenwinkel ¢
zu berechnen. Der Kosinussatz I liefert, nach cost aufgeldst:

“sinh —sing-siné

cost =
cosg-Cosd

Dabei hat man natiirlich das Vorzeichen von 8 sowie die der
trigonometrischen Funktionen zu beachten.
(Die Behandlung der fehlenden Aufgaben folgt spédter Nr.37.)

VII. BEISPIELE RECHTWINKLIGER DREIECKE

28. Aufg. 1: Ein Gestirn wird genau im Westen beobachtet,
u.z. in der Hohe h; die geographische Breite sei ¢; gesucht
d, t. — In dieser Stellung ist die Hohe genau zu bestimmen,
weil sie sich stark @ndert. Der Winkel bei Z ist 90°, der Bogen
ZG erscheint geradlinig. (Figur und Rechnung!)

Aufg. 2: Wo steht die Sonne um 6 Uhr abends (wahrer Ortszeit),
wenn ¢ und ¢ gegeben sind? Das nautische Dreieck ist bei P
rechtwinklig, der Bogen PG erscheint geradlinig. (Figur und
Rechnung!)

Aufg. 3: Wie lange dauert der ldngste Tag unter der Breite ¢, wenn
6 = 230 angenommen wird ? — Die Dauer des halben Tages ist
der Stundenwinkel der untergehenden Sonne. Es ist also hier
h =0, die Sonne steht im Horizont, die Seite Z P = 90° Der
Rechner benutzt zuweilen das ,,Auf- und Untergangsdreieck"
PNG, weil es bei N rechtwinklig ist (Fig. 9¢, S. 25).

Anm.: Diese Aufgabe ist von geschichtlicher Bedeutung,
weil man im klassischen Altertum, anstatt die Polhghe unmittel-
bar zu beobachten, eine Zoneneinteilung der Erde herstelite
nach der Dauer des lidngsten Tages; an den Zonengrenzen war
der Unterschied eine Stunde. Der Mangel an einer hinreichenden
Zahl sicherer Beobachtungen machte allerdings die Herstellung
genauer Karten auf Grund dieser Zoneneinteilung unmadglich,
s0 daB man den Gelehrten nicht Unrecht geben kann, die die
Einzeichnung des Gradnetzes fir verfriiht hielten.

29, Aufg. 4: Der Meridian soll aus der gré8ten westlichen (oder
Ostlichen) Ausschreitung eines Gestirns (zunichst kon-
struktiv) bestimmt werden. (Geg. 6, p.) — Konnte man einen
Zirkumpolarstern, dessen Bahn den Zenit nicht -einschlieft,
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wdhrend eines vollen Umlaufs beobachten, so beschriebe das
Fernrohr einen Drehkegel um die Himmelsachse. Die Spitze
dieses Kegels ist das Auge des Beobachters, also die Mitte der
Himmelskugel, der Grundkreis die Bahn des Gestirns. Das
Gestirn hat seine groBte Ausschreitung dann, wenn sich das
beobachtende Fernrohr nach- oben oder nach unten bewegt,
also dann, wenn die Kugelberiihrebene scheitelrecht steht.
Man hat mithin, um die Seitenabweichung in diesem Augen-
blick zu zeichnen, durch die Scheitellinie die Berithrebene
an den Kegel zu legen. Wir schneiden daher (Fig. 13) die
Grundebene des Kegels mit der Scheitellinie und ziehen von
dem Schnittpunkt die Beriihrenden
an den Grundkreis, den wir zu die-
sem Zweck in die Tafel umlegen
(SeitenriB). Aus dem AufriBbild des
Beruihrungspunktes findet man das
Grundrifbild (Umlegung des Hori-
zonts); das GrundriBbild liegt senk-
recht unter dem AufriBbild, und
sein Abstand von der RiBachse,
also von der AufriBtafel, ist dem
SeitenriB zu entnehmen. Nun setzt
man das GrundriBbild des Scheitel-
kreises ein, wodurch dort die (von .
N gemessene) Seitenabweichung o' Fig.13. Grofite Ausschrei-
des Gestirns in seiner groBten Aus- tung eines Gestirns.
schreitung sichtbar wird. Da die

Himmelsrichtung bekannt ist, in der das Gestirn gesehen
wurde, kann man durch die eben ermittelte Seitenabweichung
die Mittagslinie bestimmen. Das Verfahren wird gewdhnlich
auf den Polarstern angewandt, wo die Seitenabweichung
nur klein, also lediglich eine Verbesserung aller| Beob-
achtungen ist, bei denen man den Polarstern als im Pol stehend,
die Mittagslinie also nur anndhernd angenommen hatte. In der
Figur ist der Polabstand des Gestirns grof angenommen, um
die Figur deutlich erscheinen zu lassen. — Das nautische Dreieck
ist in unserem Fall rechtwinklig, u. z. bei G. Der Kreis PG wird
nimlich aus der Kugel ausgeschnitten von der Durchmesser-
ebene des Kegels, der Kreis ZG aber von der Beriihrebene
desselben; diese beiden Ebenen stehen aber bei dem Drehkegel
senkrecht aufeinander. (Rechnung?) Der Winkel bei G wird
parallaktischer Winkel genannt.

30. Aufg. 5: Bestimmung der Mittagsebene aus der Be-
obachtung der Sonne um Mittag. Um 12 Uhr wahrer
Zeit (Baruch S. 15) steht der Sonnenmittelpunkt in der
Mittagsebene; beobachtet man also die Sonne zu dieser Zeit, so
hitte man die Mittagsebene gefunden, vorausgesetzt, da man
das Fernrohr auf die Sonnenmitte richten konnte. In Wahrheit
stellt man aber den senkrechten Faden des Fadenkreuzes auf
einen Sonnenrand ein, etwa auf den dstlichen. Die so gefundene
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Ebene bedarf also einer ,,Verbesserung®, d. h. man hat noch
einen gewissen Winkel x zu bestimmen, um den das Fernrohr
westwirts gedreht werden muB, damit es in die Mittagsebene
gelangt. Diesen Winkel x zu ermitteln, ist unsere Aufgabe.
Fig. 14 stellt im AufriB einen Blick in das Innere der siidlichen
Himmelshilfte dar, soweit sie iiber dem Horizont liegt; man
muB sich also die vordere und
die untere Halbkugel weg-
denken, so daB3 nur ein Vier-
Ka N tel der Kugel {ibrigbleibt.
% X Der Grundrif§ zeigt die Him-
% melskugel von oben be-

& -\ trachtet, mithin .von auBen.
4 Die Himmelskugel (Halb-
- messer R) ist durch die Mitte
der Sonnenkugel (Halb-

messer r) hindurchgelegt. Die

s Sonnenhohe h = 90°—¢ 44
5 ist am Rande (im Auirif)

i.w. G. eingetragen und der
Hohenparallel mit dem Mit-
tagskreis geschnitten. (Der
Sonnenhalbmesser ist iiber-
7 miflig grof angenommen,
Fig.14. Bestimmung der Mittags- Weil sonst die Figur undeut-

i 3 lich geworden wire). Die
ebene mit der Sonne. Sonnenmitte S ist dann in

den Grundrif gebracht, nachdem dort der Hohenparallel ein-
getragen war. Die Ebene des auf den 6stlichen Sonnenrand
eingesteliten Fernrohrs erscheint im GrundriB als Gerade und
sie zeigt dort den gesuchten Winkel x i. w. G. Der Beriihr-
punkt B der Sonne ist das Ende des auf der Ebene senkrechten
Sonnenhalbmessers; der Winkel x liegt mithin in einem ebenen
rechtwinkligen Dreieck, das als Gegenkathete den Sonnenhalb-
messer r und als Hypotenuse das Lotbild des Zenitabstands der
Sonnenmitte, also R - cos i hat. Esistdaher sin x = r: R-cosh.
Bezeichnet man den Winkel, unter dem die Sonne erscheint,
mit 2s, so ist sin s = r: R; daher kann die obige Formel
auch geschrieben werden: sin x = sin s :cos h. Man er-
kennt aus dieser Schreibweise, da 90°—h Hypotenuse eines
rechtwinkligen . Kugeldreiecks ist, das den Winkel -x ent
hilt, s zu dessen Gegenkathete hat und den Zenitabstand
der Sonnenmitte zur Hypotenuse. Das Stiick s ist aber in
unserer Figur nicht enthalten, weil es die Sonnenmitte nicht
mit dem Beriihrpunkt verbindet, sondern mit einem anderen,
der allerdings bei der geringen GroBe des Stiickes s (etwa
3 Grad) von ihm nicht zu unterscheiden ist. So ist es zu
erkliren, daf zu obiger Berechnung hdufig jenes Kugel-
dreieck verwendet wird, in dem das Stiick s die Sonnen-
mitte mit dem Berithrpunkt verbindet, was nicht genau zutrifft.
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Auch fillt nur scheinbar der Berithrpunkt im Aufrif an
den Sonnenrand; die Sonnenkugel ist zum Teil durch die Him-
melskugel verdeckt, da sie im Aufrif teilweise hinter dieser
liegt, im GrundriB teilweise darunter. — Da es sich nur um eine
Verbesserung handelt, darf man den Winkel x und dessen Gegen-
kathete s als unendlich klein behandeln und den Sinus durch
den Bogen ersetzen, also:

X=28:cosh =s:sin(p—07).
(Die Hypotenuse und die andere Kathete sind endlich.)

Aufg. 6: Eine theoretische Auf-
gabe mag hier noch Platz fin-
den, weil sie in der Ebene ein-
deutig, auf der Kugel aber
doppeldeutig ist: ein Dreieck
aus 4, «, y zu bestimmen. Wir
beschridnken uns zunédchst auf
den Sonderfall, daB 5 = 90°
ist. Diese Aufgabe 148t bereits
den erwdhnten Unterschied
deutlich erkennen. Es soll also
ein rechtwinkliges Dreieck
aus einer Kathete a wund
deren Gegenwinkel « kon-
struiert werden (Fig.15). Die bei- Ao

den Schenkel des rechten Win-  Fig. 15. Rechtwinkliges
kels mogen im Horizont und in Dreieck aus a, «.

der Mittagsebene liegen. (Durch

Anwendung dieser Bezeichnungen wird die Allgemeinheit der
Betrachtungen nicht beeintrichtigt, wohl aber gewinnt der
Ausdruck an Anschaulichkeit.) Die gegebene Kathete a tragen
wir am Rande i. w. G. ab: CB = q, deren Gegenwinkel « im
vordersten Punkt A° der Kugel, wo seine Schenkel sich als
gerade Linien abbilden. Wir suchen nun mittels einer Drehung
um die Scheitellinie den freien Schenkel durch das freie Ende
B der Seite a hindurchzulegen. Es kann an diese Stelle nur ein
solcher Punkt gelangen, der dieselbe Hohe hat wie jener End-
punkt B; wir ziehen daher durch diesen den Hohenparallel
und schneiden ihn mit dem freien Winkelschenkel in B° vor
und in B¢ hinter der Tafel. Der Winkel, um den man die
Kugel (gegen die fest gedachte Seite a) im einen oder im anderen
Sinn drehen muB, um das Dreieck zu schlieBen, ist aus dem
Bogen des Hohenparallels zu ersehen. Man bringt diesen in
den GrundriB und zieht dort den Scheitelkreis, der aus dem
Horizont den gesuchten GroBkreisbogen ausschneidet. Um
diesen Bogen muB der vorderste oder der hinterste Punkt der
Kugel gedreht werden. Nach der Drehung bringt man diesen
Punkt wieder in den AufriB, wo er die Spitze des gesuchten
Dreiecks bildet. Der die Hypotenuse tragende Kreis schneidet
den Horizont zweimal; namlich einmal vor der Tafel, das andere
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Mal hinter ihr. Beide Punkte 4,, A, sind Spitzen des gesuchten
Dreiecks. (Man konnte auch durch die entgegengesetzte Dre-
hung den Punkt B°° an den Rand und so das zweite Dreieck
ebenfalls auf die Vorderseite bringen, wie in der Figur ge-
schehen.) Die Hypotenusen beider Dreiecke erginzen sich zu
1809, ebenso die wagerechten Katheten sowie die diesen gegen-
iiberliegenden Winkel. Auch die Determination: sin a <sin«
ergibt sich aus der Konstruktion wie aus der Rechnung,

Nur nebenbei moge der allgemeine Fall: Dreieck aus q, ¢, y
(Fig. 16) behandelt werden. Trigt man CB, = a wie oben am
Rande, also senkrecht zum
Horizont ab, so hat man den
diesen Bogen tragenden Kreis
um seinen wagerechten Durch-
messer so weit zu drehen, da
seine Ebene gegen den Hori-
zont um den Winkel y geneigt
ist. Dabei gelange B, nach B;
die Konstruktion bleibt im
iibrigen dieselbe wie oben; die
beiden Drehungen, die B° bzw.
B°® nach B fiihren, haben
aber jetzt nicht nur entgegen-
P gesetzten Sinn, sondern auch
N ung]ei;:he dGrtiBe. Betrachtet
: ; ; man fiir den Augenblick an
Fig. 16. ::}Isgzmeames Dreieck ihrer Stelle die gentgegenge-
1 ’ 7' .
) setzten Drehungen, die B nach
B bzw. B® bringen, so lassen sich diese zusammensetzen
aus einer beiden gemeinsamen Drehung an den Rand, vermehrt
oder vermindert um eine und dieselbe weitere Drehung; sie
erscheinen also wie die Wurzeln einer gemischt-quadratischen
Gleichung, wiahrend sie in dem vorhin behandelten Sonderfall
als Wurzeln einer reinquadratischen Gleichung gedeutet wer-
den konnen. — Fig. 16 zeigt den Fall, wo «, = 180° — ¢ ist,
weil « ndher an 90° liegt als y (vgl. Hammer.).

VIIL. GROSSKREIS DURCH ZWEI PUNKTE.
POL UND POLARE

32. Aufg.: Durch zwei Punkte der Kugel den GroBkreis
zu legen.
1. Einer der beideén Punkte (P,) liegt am Rande. Man
faBt ihn als Pol auf und dreht den UmriBkreis so lange, bis er
durch den zweiten Punkt P, geht (Fig. 9a). Zu diesem Zweck
fegt man durch- P, den ,,Bahnkreis* (Nr. 15ff.), lotet ihn auf
den Aquator und entwirft einen SeitenriB mit dem Bild des
Aquators als RiBachse; dieser zeigt den Aquator und den Bahn-
kreis i. w. G. Den Punkt Py bringt man in den Seitenri8 und
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setzt dort den GroBkreis ein, der im SeitenriB als Gerade er-
scheint. Den Schnittpunkt dieses Kreises mit dem Aquator
bringt man in den Aufri. Nun hat man die kleine Halbachse
der gesuchten Bildellipse; im Punkt P, setze man noch die Be-
rithrende ein.

2. Beide Punkte liegen im Inneren des Umrisses. Um
diese Aufgabe (Fig. 17) auf die vorige zuriickzufithren, kommt es
darauf an, die groBe Achse der Bildellipse zu finden; das ist
derjenige Durchmesser
des gesuchten Grof3-
kreises, der i. w. G. er-
scheint, und der somit in
der Tafel liegen muB. Da
die GroBkreisebene die
Kugelmitte mit der Tafel
gemein hat, braucht man
zur Bestimmung der
Schnittlinie nur noch
einen Punkt. Um diesen
zu finden, wendet man
den Satz an, daB sich
drei Ebenen stets in
einem Punkt treffen (oder
eine Richtung gemein ha-
ben; dieser Fall ist zu
umgehen, s, w). Man. pjs 17. G i 2 .
bertitzt | eine . dritte Fig. 17. GroBkreis durch 2 Punkte
,,Hilfsebene; die man zweckmiBigerweise senkrecht zur Ta-
fel annimmt. Man legt also durch die beiden Punkte P, und
P, die Ebene senkrecht zur Tafel; sie erscheint als Gerade,
die zugleich als Bild der Kugelsehne zu betrachten ist, und
schneidet die Kugel in einem Kreis, den man in die Tafel um-
legt. Liegen beide Punkte auf einer Seite der Tafel, etwa beide
auf der vorderen, so legen sich die beiden Lote, die P, und P,
abbilden, nach derselben Seite um, so da man nur den vorderen
Halbkreis umzulegen braucht. Die umgelegte Sehne schneidet
das Lotbild der Kugelsehne in einem Punkt, der fest bleibt,
wenn man die Hilfsebene wieder aufrichtet; denn die Bewegung
ist eine Drehung um das Lotbild der Kugelsehne als Achse.
Dieses Lotbild ist die Gerade, in der die Hilfsebene die Tafel
schneidet; die Kugelsehne ist aber die Schnittgerade, in der
die gesuchte GroBkreisebene die Hilfsebene trifft; daher gehort
der Schnittpunkt auch der gesuchten Grofkreisebene an; dieser
ist der gesuchte zweite Punkt. Die Gerade, die ihn mit der
Kugelmitte verbindet, ist die gesuchte Schnittgerade der Gro8-
kreisebene mit der Tafel; sie schneidet aus dem Umri8l die Enden
der grofien Achse der Bildellipse aus.

33. Dié Konstruktion versagt, wenn die Sehne der Tafel parallel
ist; aber auch der Fall, daB der Schnittpunkt zwar vor-
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handen, aber nicht mehr auf der Zeichentafel liegt, macht
dieVerwertung des Punktes unméglich oder doch sehr um-
stdndlich und daher ungenau. — Liegen beide Punkte auf
entgegengesetzten Seiten der Tafel, der eine P, vor, der
andere, er heie jetzt P, hinter der Tafel, so kann kein
Versagen eintreten, weil der Schnittpunkt der Sehne
mit der Tafel innerhalb der Kugel, also auch innerhalb des
Umrisses liegt. Man hat in diesem Fall zu beachten, daf
bei der Umlegung die Lote nach entgegengesetzten Seiten
fallen, so daB man den ganzen Kreis umlegen muf. Im
ersten Fall kann man die ungiinstige Lage der Punkte
vermeiden, wenn man beachtet, daB mit jedem Punkt eines
GroBkreises auch sein Gegenpunkt gegeben ist, so da man
im ganzen stets vier Punkte des gesuchten Kreises zur
Verfiigung hat, die paarweise durch die Tafel getrennt
werden. Man kann also stets zwei Punkte herausgreifen,
die keine Gegenpunkte sind und durch die Tafel getrennt
werden. Liegen also beide Punkte vor der Tafel, so spiegelt
man einen, etwa P,, an der Kugelmitte, die zugleich die
Kreismitte ist, nach P, und verwendet das Spiegelbild an
Stelle des Punktes, also P, und P, (oder P, und P,, das
Spiegelbild von P5).
34. Aufg.: Zueinem gegebenen Pol den Aquator zu finden.
Man lege den Mittagskreis, der auf der Tafel senkrecht steht und
der daher als gerade Linie erscheint, in die Tafel um (Fig. 18).
Der Pol gelangt dabei an den Rand, der Aquator erscheint in
dieser Lage als Gerade. Macht man nun die Drehung riick-
gingig, so erhdlt man die ge-
I~ suchte Bildellipse. Der in der
"""" Y SN Umlegung vorderste (hinter-
R Y A ste) Punkt riickt wieder an
TS S o den Rand, wiahrend der hoch-
< <z ste und der tiefste Punkt durch
< > die Scheitel der kleinen Achse
der Bildellipse abgebildet wer-
den. Dort, wo der Aquator den
UmriB berithrt, geht die Linie
von dem sichtbaren auf den
unsichtbaren Teil iiber. Man
beachte, daBl eine Linie, die
von dem sichtbaren Teil einer
. - Fliche auf den verdeckten
Fig. 18, Aquator und Parallel- Teil iibertritt, mit dem Um-
kreis zu gegebenem Pol.  riB zwei zusammenfallende
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Punkte gemein hat, ihn also beriihrt, sofern sie nicht als Gerade
erscheint. Zeichne ein Parallelkreisbild (Achsen, Umriiberith-
rung)!

Anm.: Soll man einen Grofikreis legen, der zu einem gegebenen
Krens senkrecht steht und durch einen gegebenen Punkt geht,
so muB man den Pol des gegebenen Kreises aufsuchen und
durch ihn und den gegebenen Punkt den GroBkreis legen.

35. Teilt man den Aquator etwa von 30° zu 30° (Fig. 19), so
kann man die entsprechenden Mittagskreise in das Bild
einsetzen (die Bilder derselben); mankennt die Bertihrenden
im Pol und am Aquator. Um die Beriihrpunkte mit dem

1

Fig. 19. Sommersonnen- Fig.20.,Polarkreis.* Kriimmung
wende. der Ellipse am Ende der kleinen
Achse.

UmriB zu finden, sucht man den Pol des Mittagskreises
auf dem Aquator durch Abzahlen von 90°. Die so gewonnene
Achse des Mittagskreises steht senkrecht auf allen Durch-
messern dieses Kreises; aber nur der in der Tafel liegende
erscheint auch im Bilde senkrecht; dieser ist also die ge-

suchte groBe Achse der Bildellipse.
Gibt man in obiger Figur der Erdachse eine Neigung von
2310 gegen die Tafel, so erhdlt man die Ansicht der Erde,
von der Sonne aus gesehen, zur Zeit der Sommersonnen-
wende; es ist alsdann der Polarkreis (Fig. 20) von be-
sonderer Wichtigkeit. Denn er stellt die Grenze dar zwi-
schen den Punkten der Erde, die 24 Stunden Tag, und
denen, die Tag und Nacht haben; jene sind von der Sonne
aus wihrend der ganzen Erddrehung zu sehen. (Deckt
man die eine Hilfte der Figur mit durchscheinendem
Papier zu, indem man den vordersten Mittagskreis als
Grenze annimmt, so hat man ein Bild der Erde zur Zeit der
Tag- und Nachtgleiche; alle Parallelkreise werden in diesem
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Augenblick durch die Schattengrenze halbiert. Die Zeich-
nung wird sehr vereinfacht, wenn man an Stelle einer
Neigung von 23%° eine solche von 30° wihlt.)

Anm. 1: Wihrend die Bilder der siidlich des Polarkreises liegenden
Parallelkreise den UmriB in je zwei Punkten beriihren, riicken
diese Berithrpunkte fiir das Bild des Polarkreises in den obersten
Punkt zusammen (Fig. 20), so daf die Berithrung dort vier-
punktig ist. Demnach ist der Umriikreis der Kriimmungskreis
fiir das Bild des Polarkreises. Nunist aber der nach dem hichsten
Punkt gehende Kugelhalbmesser r Hypotenuse eines rechtwink-
ligen Dreiecks, dds die groBe Halbachse a der Ellipse zur Kathete
hat; diese selbst ist wieder Hypotenuse eines jenem &hnlichen
Dreiecks, das die kleine Halbachse b zur entsprechenden
Kathete hat. Daher ist

b:a=a:r =sine (¢=Schiefe der EKkliptik).

der grofien Achse.

Wollte man die entsprechende Formel fiir den Scheitel im Ende
der grofien Achse einer Ellipse mittels der Kugel beweisen, so
konnte man (Fig. 21) die Ellipse als Schatten der Kugel be-
trachten, entworfen auf eine dem Aquator parallele Tafel
Dabei bilden sich die Parallelkreise i. w. G. ab und sie beriihren
den UmriB, bis sie in hoheren Breiten ganz in das Innere des
Schattens riicken und schlieBlich in dem Brennpunkt als Null-
kreis enden. Auch hier riicken die Berithrpunkte immer mehr
zusammen und gehen fiir den Parallelkreis, der durch den hoch-
sten (tiefsten) Punkt der Eigenschattengrenze geht, in vier-
punktige Berithrung iiber. Bezeichnet man den Halbmesser
dieses Parallelkreises mit r’”, die Halbachsen des Schlagschattens
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aber mit ¢ und b = r, so ist das in der Aquatorebene liegende
a Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, das den nach
dem hochsten Punkt der Eigenschattengrenze gehenden Kugel-
halbmesser r zur Kathete hat. Dieser ist wieder Hypotenuse
eines jenem &hnlichen Dreiecks, das den in der Zeichentafel
liegenden Parallelkreishalbmesser r” zur entsprechenden
Kathete hat; also ist @ : b = b : r’. Hiermit ist die in Nr.8
angegebene Konstruktion bewiesen (Fig. 21 a).

Anm. 2: Bekanntlich betrachtet man die Erde als ein an den Polen
abgeplattetes Ellipsoid, d. h. man sieht den ,,Mittagskreis* als
eine Ellipse an. Das Verhéltnis der Halbachsen b : @ kann man.
durch das der Kriimmungshalbmesser 7/, '’ in den Scheiteln
der Ellipse berechnen; es ist

r:r = (b® : a): (a®:b)=0b%: ad.

So kannman sich die Ermittlung der Erdabplattung (a —b):a
in erster Anndherung klarmachen, wie sie durch Bestimmung
des Meridiangra-
des und damit des
Kritmmungshalb- ly
messers, das eine 3

Mal unter dem }
Aquator, das an- ¥_ / \
dere Mal in hohen /\
Breiten, um die !
lI:Ili‘c’ce des 18. Jahr-
underts ausge-
fithrt wurde. Das \7/
Verfahren war da- Fig.21a. Krimmung

ts);lblén %Zgge(:f 2?5}; und Sternachteck. —— @
tA . a[fz'

bereits Eratosthe-
nes (278—195 v. Chr.) zur Schdtzung des Erdumfangs bedient
hatte. Er wufte, daB zur Zeit der Sommersonnenwende die
Sonne am Mittag in Syene (Assuan) am Nil den Boden eines
tiefen Brunnens beleuchtete, also im Zenit stand, wé&hrend zu
derselben Zeit in Alexandria die Sonnenstrahlen einen Winkel
von 73¢ mit der Lotlinie bildeten, woraus sich der Breitenunter-
schied’ zu 73° ergab. Unter der allerdings nicht ganz richtigen
Annahme, daB beide Orte unter derselben Mittagslinie ldgen,
berechnete er die GroBe des Erdumfangs, da die Entfernung
von 74 annihernd bekannt war. (Diese Darstellung folgt
Hm. Wagner, S.91 und S. 100. Vgl. auch Kirchberger.)

36. Polarecke. — Dualitéit. Legt man (Fig. 22) in den Ecken
eines Dreiecks die Beriihrebenen an die Kugelfldche, so
bilden diese eine korperliche Ecke, die als ,,Polarecke
des gegebenen Dreiecks bezeichnet wird. Jedem Eck-
punkt des Dreiecks entspricht in der Polarecke die

L.

1
!
|
|
|
|
1
|
]

>
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Beriihrebene und diese steht auf den in diesem Eck punkt
zusammenstoBenden Seiten senkrecht. Da die in den
Enden einer Dreieckseite gelegten Beriihrebenen beide
auf der Ebene dieser Seite senkrecht stehen, steht ihre
Schnittkante auf der Ebene dieser Dreiecksseite senkrecht.
Es entspricht also jeder Seite des gegebenen Dreiecks eine
auf ihrer Ebene senkrechte Kante der Polarecke. Die
Ebenen, die die Polarecke
begrenzen, sind zugleich die
‘Neigungsebenen der Winkel
des Dreiecks ; umgekehrt sind
die Ebenen der Dreieckseiten
die Neigungsebenen fiir die
Winkel der Polarecke. In je-
der Seite der Polarecke
entsteht somit ein Viereck,
gebildet von zwei Kanten der
Polarecke und den Schen-
keln des Neigungswinkels des
entsprechenden Dreieckswin-
kels. Dieses Viereck enthilt
einen Winkel des Dreiecks und als gegeniiberliegenden
Winkel die entsprechende Seite der Polarecke; die beiden
anderen Winkel des Viereckssind Rechte; daherergénzen
sich die Winkel des Dreiecks mit den entspre-
chenden Seiten der Polarecke zu 180° In jeder
Seite der zu dem Dreieck gehorigen Mittelpunktecke ent-
steht auch ein Viereck, das auBer der Seite der Mittel-
punktecke den entsprechenden Winkel der Polarecke und
noch zwei rechte Winkel enthilt. Da man an Stelle der
Seiten der Mitteipunktecke die des Kugeldreiecks setzen
kann, ergdnzen sich die Seiten des Dreiecks mit
denentsprechendenWinkeln derPolareckezu 180"
Fiir die Mittelpunktecke und die Polarecke gilt daher der

Fig. 22.
Dreieck mit Polarecke.

Satz: Die Seiten der Polarecke stehen auf den Kanten der

Mittelpunktecke senkrecht, und es stehen auch umgekehrt
die Kanten der Polarecke auf den Seiten der Mittelpunkt-
ecke senkrecht.

Zu der Polarecke gehort auch eine Gegenecke (man denke
sich die Ecke an ihrem Scheitel gespiegelt). Setzt man
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die Polarecke, ohne die Richtungen zu &ndern, in die
Kugelmitte, so schneidet sie aus der Kugelflache das
Polardreieck (samt Gegendreieck) aus. Wie man sieht,
ist das wechselweise Entsprechen vollkommen; man muf§
jedoch wohl beachten, daf nicht gleichartige Stiicke ein-
‘ander zugeordnet sind, sondern den Seiten der einen
die Winkel der anderen Figur und umgekehrt.

Anm.: Das wechselweise Entsprechen von Ecke und Polarecke hat
seinen inneren Grund in der Tatsache, daB das Senkrecht-
stehen, auch im Raum, eine Wechselbeziehung ist: Er-
richtet man auf einer Ebene ein Lot und legt durch dieses eine
Ebene, so steht diese auf der ersten Ebene senkrecht. Anders
ausgedriickt: Dreht sich eine Ebene um das Lot einer
anderen, so steht sie stets senkrecht auf der Ebene.
Errichtet man umgekehrt auf einer Ebene zwei senkrechte
Ebenen, so schneiden sie sich in einem Lot dieser Ebene. —
Diese Sdtze sind nur der Ausdruck der Polareigenschaften der
Kugel, die fiir die Ebene vom Kreise her bekannt sind und sich
auf die Ellipse (und weiterhin auf Hyperbel und Parabel) iiber-
tragen.

37. Das wechselweise Entsprechen der Stiicke eines Dreiecks
mit denen seines Polardreiecks nennt man ,,Dualitat®.
Sie geht ausnahmslos durch die gesamte Kugelgeometrie
durch, indem jeder Figur auf der Kugel eine duale Figur
zugeordnet ist. So entsprechen die Kongruenzsitze oder,
was dasselbe besagt, die Dreiecksaufgaben einander
dual: '

1. Sind von einem Dreieck gegeben zwei Winkel und die
Zwischenseite, so kennt man von dem Polardreieck zwei
Seiten und den Zwischenwinkel.

2. Kennt man von einem Dreieck die drei Winkel, so sind
von dem Polardreieck die drei Seiten bekannt.

3. Kennt man von einem Dreieck einen Winkel, eine an-
liegende und die gegeniiberliegende Seite, so ist damit fiir
das Polardreieck eine Seite, ein anliegender und der gegen-
tiberliegende Winkel gegeben.

Sucht man zu einem Dreieck das Polardreieck (genau ge-
nommen das Polardreiseit) und zu diesem wieder das
Polardreieck (mit seinem Gegendreieck), so gelangt man
wieder zu dem urspriinglichén Dreieck (mit Gegendreieck)
zuriick. Diepolare Abbildungkann also in erweitertem
Math.-phys. Bibl. 69: Balser, Spharische Trigonometrie 4
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Sinn als Spiegelung bezeichnet werden, insofern ihre
Wiederholung (streng genommen die Folge der Polarver-
wandtschaft und ihrer Umkehrung) jeden Punkt in sich
zuriickfiihrt (Nr. 3).

Anm.: Die Dualitat tritt bereitsin der Ebene hervor, sie ist aber

in der MaBgeometrie, also auch in der ebenen Trigonometrie
unvollstidndig, weil die Summe der Dreieckswinkel 2 R betrégt,
so daB ein Dreieck durch seine Winkel nicht bzw. tiberbestimmt
ist. Man kann, wie wir spater sehen werden, die ebene Trigono-
metrie als einen Sonderfall der sphirischen betrachten, nicht
aber umgekehrt; daher lassen sich aus den Formeln der ebenen
Trigonometrie die der sphdrischen nicht ableiten, wohl aber ist
der umgekehrte Weg mdoglich (Nr. 26., Anm. 2).

38. Von den oben genannten Dreiecksaufgaben braucht man

nur drei zu 16sen, weil die dualen mittels des Polardreiecks
erledigt werden konnen. Sollte man ein Dreieck aus seinen
Winkeln bestimmen, so konnte man das Polardreieck aus
seinen bekannten Seiten ermitteln und dann das gesuchte
Dreieck als Polardreieck des Polardreiecks finden.
ZweckmaBiger ist es allerdings, aus den Grundformeln die
polar entsprechenden abzuleiten, was nun fiir den Sinus-
und den Kosinussatz geschehen soll.

Wir bezeichnen die Stiicke des Polardreiecks mit a’,b",¢’,
o, f,y'; dann ist @’ =180 —¢,..., ¢’ = 180° —aq,...
Stellt man jetzt den Sinussatz fiir das Polardreieck auf und
ersetzt die Stiicke desselben durch die des gegebenen Drei-,
ecks, so folgt: ‘

sine’: sinf’ = sina’: sinb’ oder sin a: sin b= sina: sinf,
d.h. der Sinussatz; dieser ist also sich selbst dual
Aus dem Kosinussatz fiir die Seiten des Polardreiecks er-
hdlt man den Kosinussatz fiir die Winkel des gegebe-
nen Dreiecks wie folgt:

cos a’ = cos b’ - cos ¢’ ++sinb’ - sin ¢’ - cos &';

—cos @ = cosf-cosy—sing - siny - cosa
oder, wie man gewdohnlich schreibt:

cos ¢ = — cos 3 - cosy +sin3 - sin y -'cesa.

Aufg.: Zeige, daB auch die anderen angefiihrten Formeln ihre

dualen haben!
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Wir hatten gefunden (Nr. 4), daf die Summe der Winkel
eines Kugeldreiecks groBer als 180%ist. Wendet man diesen
Satz auf das Polardreieck an, so findet man:

@+ B+ y > 1800
oder 180°—a + 1800 —b 4 1800 — ¢ > 180°;

das ergibt aber:
a+ b+ ¢ <3600 d.h.

Satz: Die Summe der Seiten eines Kugeldreiecks ist kleiner
als 360°.
Wir hatten diesen Satz bereits (ohne strengen Beweis) auf-
gestellt. Wendet man ihn auf das Nebendreieck der Seite a-
des Dreiecks ABC an, so folgt:

a -+ (180° — b) + (180° —¢) < 360°,
also @ << b + ¢, das heiBt:

Satz: In jedem Kugeldreieck ist die Summe zweier Seiten
grofer als die dritte.
Daraus folgt dann (vergl. Nr. 4):
,Der GroBkreis ist ,,die geoditische Linie* auf der Kugel.

39. Aufg.: Zu einem gegebenen Dreieck soll die Polarecke ge-
zeichnet werden.
Das Dreieck kann durch seine Ecken bestimmt sein; dann muf
man nach Nr.32ff. die GroBkreise durch je zwei von ihnen
hindurchlegen. Da diese Aufgabe aber bereits erledigt ist, wollen
wir der Einfachheit halber annehmen, es seien von zwei Bild-
ellipsen je die groBe Achse gegeben und ein- Punkt A, den sie
gemein haben sollen (Fig. 22). Dadurch sind die beiden Ellipsen
samt ihren Berithrenden in dem gemeinsamen Punkt A be-
stimmt. Man wird dann noch auf jeder derselben einen weiteren
Punkt B bzw. C annehmen, dessen Beriihrende man ermittelt.
Die zuletzt angenommenen Punkte sind durch den GroBkreis
zu verbinden, und die Beriihrende der Ellipse ist jedesmal zu
konstruieren. Die Berithrenden in den Enden einer Seite (@)
schneiden sich in einem Punkt (X) der Kante der Polarecke,
die auf der Dreieckseite senkrecht steht. Diese Kante ist also
parallel mit der Achse des betreffenden GroSkreises (Durch-
messer nach dem Pol). In gleicher Weise bestimmt man die
beiden anderen Kanten der Polarecke. Alle drei miissen durch
einen Punkt gehen, den Scheitel P der Polarecke.

4%
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