
УРАВНЕН1Я СЪ ЧАСТНЫМИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Т А М И 
КАКОГО НИБУДЬ ПОРЯДКА. 

Ю А. Давидова. 
(Читано 20-го феврали 1865 г.) 

Йзсл^довашями Якоби и Коши интегращя уравненш съ 
частными дифференщалами 1-го порядка разрешена въ са-
момъ общемъ вид*; замечательные способы, употребленные 
этими учеными, приводятъ интеграц1ю всякаго уравнешя съ 
частными дифференщалами 1-го порядка къ интеграцш си­
стемы дифференюиальныхъ уравненШ. Пусть будетъ 

подобное уравнеше, въ которомъ z изображаетъ функщю 
отъ х и у а р и q частныя производныя отъ z относительно 
хпу9 ш означймъ полный дифференщалъ выражешя F чрезъ 

Xdx + Ydy + Zdz + Vdp + Qdq; 
тогда вопросъ приводится къ интегрировашю еоовм^стныхъ 
дифференщ льныхъ уравненШ 

Ï + Z , + Q £ = O , 

23* 
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къ кото^ымъ присоединяемъ еще четвертое уравнеше 
floß 

dz=pdx + qdy = (pV + qQ) — . 

Предстоягщя изсл1>довашя им^ютъ ц̂ лью обнаружить, что 
подобныя дифференщальныя уравнешя существуютъ для вся-
каго уравнешя съ частными дифференщалами дакого нибудь 
порядка, и что если интегращя этихъ дифференщальныхъ 
уравненш возможна, то ею разрешается и уравнеше съ част­
ными производными. 

I. 

Означивъ чрезъ х и у независимые перем^нныя и чрезъ 
z функщю ихъ, изобразимъ чрезъ 

F = 0 

уравнеше съ частными дифференщалами, содержащее xfy,z 
и п первыхъ производныхъ отъ z. 

Условимся для краткости въ сл'Ьдующемъ обозначеши 

fil-,® 
dxrdys~~r ' 

такъ, что подстрочный указатель z означитъ число диффе­
ренцировали относительно х и верхнш указатель число диф-
ференцированш относительно у. Согласно съ этимъ всякое 
новое дифференцироваше относительно х увеличитъ на еди­
ницу подстрочный указатель, а всякое новое дифференциро­
ваше относительно у увеличитъ на единицу верхшй ука­
затель: 

dx ~* r+l ' dy ~ r 

Очевидно, что на основаши этого обозначешя будемъ 
ИМЪТЬ 
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dz® = z®r+ldx + z/+4y. 
Согласимся въ подобномъ же обозначенш для производ-

ныхъ даннаго выражешя F. Положивъ 

— = Х-
dx 
dF y 

d¥ _ _ 
d l ~ ; 

изобразим* производную отъ F относительно производной 
z(s) 

чрезъ 

такъ что 
d¥ _ 7 W 

Согласно съ этимъ полный дифференщалъ выражешя F 
изобразится въ вид* 

d¥===Xdx^Ydy+Zdz+Zldzi+Zil)dz{i)+Z2dz2+....==0. 

Введемъ вместо у новое независимое переменное и, пред­
полагая 

и изображая чрезъ ç совершенно произвольную функщю. 
Всл*дств1е этого предположешя я и ВСЕ производныя отъ z 
становятся функщями отъ х и и. 

Вообразимъ» что функщя ср (х, и) получаетъ безконечно 
малое измЗшеше Щ9 и что ВМЕСТЕ СЪ т^мъ Х И M получаютъ 
совершенно произвольныя приращен]'я Sx и «5%. Означимъ 
чрезъ характеристиЕу о изм^нетя, произходящ1я всл^дстше 
этого въ величинахъ, зависящихъ отъ х, и и <р такъ, что 
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8у = 8ч + ^8х + &ам 
1 dx du 

л dz % %i<te * dz * , / 'dz^\dz dy\ . >_dz dy * 
da; dy % \<te dy * Ar/ % * d«* * 

т. д. 
Зам*тивъ, что 

dzr<8) — zis)
r^ . da: — zr

{8+i) .• dy = 0, 

означимъ чрезъ 

совершенно произвольное количество и помножимъ на него 
первую часть предъидущаго равенства 

Продифференцируя это равенство въ смысл* 5, находимъ 

&иг« . [dz®-J\+t . « t e - V + , ) ] 

+ т®8 [dz®r+l — *rW . <te - *t.(,+ ,) • dy) = 0 
или 

Р»г*^ [cfer« - *« r + i • d£C - *r("H) • <ЭД = 0. 
Jlo зам*тивъ, что 

m® . &Ц.М = d [mr
w&r

(,)] - A»rW • &rW 

т ^ ( * С ) г + 1 . dx) = mr
{s}. dx.M\+t + m r

w . * ( s )
r + 1 . 5cte 

= i»rw«te&wr+1 + d K w • * ( V H • &c] -<* («Vw • *wr+i) - ^ 
mr

w$(*r<*+1). dy) = m® . djr. Szr<$+1) + mr
(s). s , . ^ 0 . §dy 

= mr<s> . dy. Izb+V + d [mj* . V * + l ) ^ ] - d K W • V S + i > ) - ^ 

и вставляя эти выражешя въ предыдущее равенство, на­
ходимъ 
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d [m®8zrV-mf
l,)zVr+l8x - m® . zf+%) - dm® . 8z® 

+ d (mr« . * w
r + 1 ) Sx + d(mr

{s). y + , ) ) $y - f»rW(te&w
P+i 

a такъ какъ 

ТО 

Разд*ливъ первую часть этого равенства на тг
{$) и по-

ложивъ 

или 

(1) fofll.fllr
W = (Ar

W 

И№ЕвМЪ 

Положимъ для еокращешя 

тогда предъидущее равенство приметъ видъ 

rfl*r« . & г « - dÇWr+t • &* - V + 1 ) • *У + ** • ^ W r+i 
+ rfjr. V + 1 ) = 0 (3). 

Принимая въ уравненш (3) для г и 5 вс* цЪлыя числа, 
удовлетворяющая условш 

г + s = п — 1 
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находимъ следующую систему п равенствъ: 

+ ^ « V a = 0. . . . (a) 

dfx/"-2». ^ 4
( м- 2 ) — dl2

{n-V. &c — V _ 1 ) .8y + dx. Sz2
{n~2 

4- dyS*/—° = 0 

V й " 4 ) - & ( n _ 0 — rfÇ1
(n_1). &c — <^(и). Sy + <te. &/•—'> 

+ ^ . г*(п) = о. 
Разумея подъ г ц-Ьлое число, небольшее п, положимъ 

+ z B " - ( l ) M - - z ( r , » - ] ; - - - w 

верхшй знакъ поеледняго члена соответствуешь нечетному г, 
а нижнш — четному, такъ что этотъ членъ, во всякомъ слу­
чае имеетъ отрицательный знакъ. 

Предъидущее выражеше удовлетворяетъ для всякаго г, не-
большаго п, следующему уравнению 

H_ r . <te + a ^ + 1 . dy^-Z^n_r.dx;. . (5) a У) 

въ этомъ легко удостовериться, вставляя вместо 

ихъ выражешя изъ уравнешя (4). 
Заметимъ, что когда въ уравненш (4) или въ уравненш (5) 

примемъ г = 0, то находимъ 
an — — 2Л . 
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Помножимъ первое изъ уравненш (а) на aw, второе на 
*(l)*--i> третье на a(2)

n__2 и т. д., последнее на a1
(w"""4) и при-

ложимъ сумму ихъ къ выражешю 

dx. $F, 
тогда уничтожатся всЬ члены той части <5F, которая зависитъ 
отъ измФненШ производныхъ /г-го порядка, за исключешемъ 
только члена, илгЬющаго множитель Sz^nK Въ самомъ д!>л15, 
коеффищентъ при какой нибудь вар1яцш разсматриваемой 
части, напр. при &s(r)

n__r состоитъ во первыхъ изъ члена 

принадлежащаго выражешю dx . 8F, и потомъ еще изъ двухъ 
членовъ, происходящихъ отъ уравненш (a); a именно изъ 
члена 

a(r)„_r . dx 
происходящаго отъ г -f- 1-го уравнешя системы (а) и изъ 
члена 

происходящаго отъ г-го уравнешя этой системы, такъ что 
разсматриваемый коэффищентъ будетъ 

Z * V , • dx + a( V , • to + a ^ î L , • dy. 

Но вслФдств1'е уравнешя (5) это выражение обращается 
въ нуль. 

Что касается до коэффищента при варшцш oz{n\ то зам*-
тивъ» что онъ будетъ 

Z<*> . dx + a/»"1» . dy, 
находимъ его равнымъ 

— a(n) . rfa? 
потому что, принимая въ уравненш (5) г = я, находимъ 
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Z(n). dx + ai
(n-1) . dy = — a(n> . dx. 

Такимъ образомъ та часть выражетя dx.SF, которая за-
виситъ отъ измФненШ производныхъ я-го порядка, приво­
дится, вследствие сказаннаго преобразовашя, къ виду 

— епЧх . Szn, 
где 

да .., = _(_1Г[ги(4)--21.._.(|)"-' 
+ гИ"-(1Г' • • • - * " ] • 

Следующая часть выражешя dr . <5F, зависящая отъ измъ­
ненш производныхъ (п — 1)-го порядка, обратится вследCTBie 
того же преобразовашя въ 

(7) + (z( V , . ** + «( V t ^ ( V.)&c V . 

+ Z (H- |\ite+a1< l l~1U(x« ,1-1))Je ( ,1""1). 

Остальныя части выражешя dx$F остаются безъ измене-
шя, за исключешемъ части Х8х + У#у, которая получитъ 
приращеше 

- («А + «( V ^ ( V , •••• + «.«-'W-')) te 
(8) 

-Ov*i(V. + «(V.*iw— •••• + «.«-W»)*. 
Означимъ такимъ образомъ измененное выражеше dxSF 

чрезъ 
dxSFx — a w d r & w = 0, 

разумея подъ 
dxoFi 
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совокупность частей (7) и (8) и лежащихъ между ними не­
изменившихся частей выражешя dxiF. 

Съ выражешемъ (te$F, поступаемъ такимъ же образомъ, 
какъ поступили съ выражешемъ dxè¥. 

Принимаемъ въ уравнеши (3) для г и s ВСЕ Ц*ЛЫЯ числа, 
удовлетворяются условда 

г 4- s = п — 2, 
находимъ следующую систему п — I равенствъ 

б) ' • ' ! * . : : : : : : : ' . ' . ! ' . ' ' . " 
«if*,«—'»**/—') - dÇ2«—J). &c - d i j / — 4 . % + <te&ï

("~*) 

+ dy^01-*' = 0. 

Разумея подъ г какое нибудь цъчгсе число, небольше я U 
положимъ 

^—(-v[^(ï)-Mtr 
(У) 
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Верхше знаки последнихъ членовъ соответствуют нечет­
ному г, а нижше—четному г, такъ что во всякомъ случае 
эти члены имеютъ отрицательные знаки. 

Вырэжеше 
г п—г—i 

для всякаго г, небольшаго п—1, удовлетворяетъ следующему 
уравненш 

(10) a < V , - ¥\-r-i + P{r)n-r-t • dx + J3<;-'' • dy 

Въ этомъ не трудно удостовериться, вставляя вместо 
О(Г) Q(r_0 
J-* п—г — i *х Г П—Г 

ихъ выражешя изъ уравнешя (9). 
Заметимъ, что если въ уравненш (9) или уравненш (10) 

примемъ г == 0, то находимъ 

M f V - i + ßn-i .dx — — Ъп_, . dx. 

Помножимъ первое изъ уравнешй (Ь) на ßn_if второе на 
ß^n—<L и т. д., последнее на ß^n~~^ и приложимъ сумму ихъ 
къ выражешю 

dxSF, , 
тогда уничтожатся все члены той части (7) выражешя dxSF{, 
которая зависитъ отъ измененШ производныхъ (п—1)-го по­
рядка, за иеключешемъ только последняго члена, имеющаго 
множителемъ 8%^п~~1\ Въ самомъ деле коеффищентъ при какой 
нибудь вар!яцш разсматриваемой части, напр. при Sz^n_r_i 
состоитъ во первыхъ изъ члена 

принадлежащаго выражешю (7), а потомъ еще изъ двухъ чле­
новъ, происходящихъ отъ уравненш (6); а именно изъ члена 
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ß<V,-< • àx, 
происходящая отъ (г + 1)-го уравнешя системы (6), и изъ 
члена 

fcy • ày. 
происходящаго отъ г-го уравнешя той же системы, такъ, 
что разсматриваемый коэффищентъ будетъ 

Z < V r - , • dx + а < \ _ , . V V r - . + Р П „ - г - , • «te 

Но всл*дств1е уравнешя (10) это выражеше обращается 
въ нуль. 

Что касается до коэффищента при яарЕяцш №Нт~1\ то за-
мФтивъ, что онъ будетъ 

Z{n-i] . dx + а/"-1* . d^n-4 + ßP-V . dy, 
находимъ его равнымъ 

— j3 (w-1}. dx, 
потому что, принимая въ уравненш (10) г=^п— 1> полу-
лучаемъ 

iïn~-l)dx + ^п~Ч^1) + ßi(n^ . ày = - ß(fl-4 - cfo. 
Такимъ образомъ, вел'Ьдетвае сказаннаго преобразовашя, 

часть (6) выражешя fte<§F приводится къ 
-${п~{) .ах^п~*\ 

гд* 

(11) 
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«Следующая ̂ часть выражешя <ЫР4, зависящая отъ изм-в-
иешй производныхъ (п-2>го порядка, обритится всл*дств!е 
того же преобразовашя въ 

(Zw_a . dx + ßn__t . <*,ля_2) «Î2n_s 

+ (z< v,«** + P(V^(0„-,) w V , 
02). 

+ (Z*-*da; + ß,С-*) V»-*>) &<"-*>. . . . 
Остальныя части выражешя dx§Ft остаются безъ изм в̂не-

HÎH, за исключешемъ части, зависящей отъ Вх и By, кото­
рая получить новое прирощеше 

- (ßn-An-i + P (V^ (V- 2 •••• + ß^dV"-*) ix 
- (P, t_I^

(V2+ß<, ,
M_1^ (3 ,„_3--+ß/"-2,^ (n-1Vy.. (13). 

Означимъ такимъ образомъ измененное выражеше dxSF 
чрезъ 

<teSFt — ^ w ~ ^ ^ ^ l } — aWd^W = 0, 

разумея подъ 

d;r£F2 

совокупность частей (12) и (13) и лежащихъ между НИМИ 
не изменившихся частей выражешя dx§F{. 

s 

Съ выражешемъ dx№2 поступаемъ такимъ же образомъ, 
какъ поступили съ выражешемъ dxSF^ Прийимаемъ въурав-
неши (3) для г и s все цЪлыя числа, удовлетворяющая 
усдовш 

г -f- s = п — 3, 

и находимъ следующую систему п —• 2 равенствъ: 
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dp„-Jz
n-3 — dbn_£x — Aj(1)»—»̂ y + d ^ « 

V ^ & ' v « - <# V3&* - < ¥ V ^ + **&(*> м—з 

+ </y&/"-*> = 0 

+ dy8*{*-t] = 0. 
Разум-Ья подъ г ц-Ьлое число, небольшее п — 2, положимъ 

lVr_, = _(_(r[z,_,(|)-Z<V,(4)^'.... 
=Р Z(r) 1 
^ ** И — Г — 2 I 

(U) 

- '"*"р —*•-« ^ J ' 
верхше знаки ПОСЛ'ЁДНИХЪ членовъ соотв-Ьтетвуютъ нечетно­
му г, а нижше четному г, такъ что эти члены во всякомъ 
елуча-Ь ИМ'ЕЮТЪ отрицательные знаки. 

Выражеше 
у(Г) 

для всякаго г, небольшаго п — 2, удовлетворяетъ следующе­
му уравнешю 
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(15) ß<V,_, • <¥V-,_2 -f Y
(r,

B-,-A + 7 м . - , - А 

Въ этомъ не трудно удостовериться, вставляя вместо 

I П—Г—2 *х I П—Г—1 

ихъ выражешя изъ уравнешя (14). 
Помножимъ первое изъ уравненш (с) на yw_2* второе на 

у{1)
п—з и т. д., последнее на Ч^п~~5) и приложимъ сумму ихъ 

къ выражешю 
dx§¥2, 

тогда уничтожатся вс* члены той части (12) выражешя dx8F2, 
которая зависитъ отъ измЪнешй производныхъ (п—2)-го по­
рядка, за иеключешемъ только пошгЬдняго члена, им^ющаго 
множителемъ 8z{n~"2. Въ еамомъ д^л* коэффищентъ при ка­
кой нибудь вар!яцш разсматриваемой части, на пр. при 
£s(r)

n___r__2 состоитъ во первыхъ изъ члена 

принадлежащего части (12), а потомъ еще изъ двухъ чле-
новъ, происходящихъ отъ уравненш (с); а именно изъ члена 

Y П—Г— 2аХ> 

происходящаго отъ(гнн1)-го уравнешя системы, и изъ 
члена 

Ï n—r—i > 

происходящаго отъ г-го уравнешя той же системы, такъ что 
этотъ коэффищентъ будетъ 

Но всл1>дств1е уравнешя (15) это выражеше обращается 
въ нуль. 
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Что касается до коэффищента при вар1яцш Sz{n~~2\ то за-
м'Ьтимъ, что онъ, выражаясь чрезъ 

Z(*-*). àc-f-^(n"-a)d[x(n-"2)-i-Y/W-S^ . dy, 

будетъ равняться 

— T
(w-2) . dx, 

потому что, принимая въ уравнеши (15) г=п—2, находимъ 

iï*-'}dx н- ß ^ d ^ - v -н Т
м .dy = — ч{п~2). Ar. 

Такимъ образомъ BCi-feACTBie сказаннаго преобразовашя 
разсматриваемая часть выражен!я dxdF2 приводится къ виду 

гдЪ 

-^-(èГ , • • • • - z * , - , , ] 
(16) 

ete J 

Очевидно, что следующая часть выражешя dxSj?^ завися­
щая отъ измЗшеши производныхъ п — 3-го порядка, получитъ 
соответственное изм^нете, остальныя же части остаются 
безъ изагБнешя, за исключешемъ первой, которая получитъ 
новое приращеше 

- ïin-An-> +i\-A{\->.... н-т/-М1
("- ,)) & 

.... (17). 

24 
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Разсуждая такимъ образомъ дал$е, можно чрезъ п поел*-
довательныхъ преобразована изменить выражеше dxSF такъ, 
чтобъ оно содержало по одной вар1ящи производныхъ кажда­
го порядка, а именно по вар!ящи производной каждаго по­
рядка, имеющей наибольший верхнШ указатель. 

Для большей ясности выведемъ еще два поел'Ьднихъ пре-
образовашя. 

Положимъ, что совершены п — 2 посл1>довательныхъ пре­
образование такъ что выражеше dx§F приняло видъ 

гд* £F^__2 зависитъ отъ изм^ненш производныхъ не выше 
2-го порядка. 

Принимая въ уравненш (3) для г и s числа, удовлетворя­
й с я уеловда 

г Ц- s = 1 
т. е. 

г = 1 и s = 0; г = О и 8 = 1, 
находимъ ел$дуюнця два равенства 

d^iSzi — d^dx — dri^dy -f- dxSz2 - j - dySz^l) = 0 

( n - i ) . . . . 
d^lWl) - dl^dx — dr^dy + dx8*t

{l) + dySzW = 0, 

Пусть будутъ 
0 Q{i) û ( 2 ) 

Гз » Г2 ' Г1 

множители предшествующей системы равенствъ, такъ что 
членъ выражешя dxS¥n__l9 завиеящш отъ изменения произ­
водныхъ 2-го порядка будетъ 

(Ztdx + p,rf{0&, + (Z^dx + ?^d^)bz^ 
(18). 

+ (Z^dx •+ ?l^>d^>)Sz^ 
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Положим?» 

—K2)-z'4$+zw] 

(19) 

er O—Z ^ - Z (1) 4- о ^ ! - У - о (1)^iÜ) 

и помножимъ первое изъ уравнешй (я — 1) на сг2, второе на 
с1

(1) и приложимъ сумму ихъ къ выражение dxS¥n_{, тогда 
первые два члена той части (18) этого выражешя, которая 
зависитъ отъ изм1шешй производныхъ 2-го порядка, уничто­
жатся, а ПОСЛ'БДШЙ членъ приметъ видъ 

потому что всл*дств1е уравнешй (19) 
Z2<te -J- p3d(x2 = О 

Z^dx + р^арМ + ^dy + «y/1'cte= 0 

Z^dx + Pi
(2%<2> 4- (j/'^y = _ ^>dxoz^. 

Сл-вдующШ за т*мъ членъ выражешя dxS¥n_l будетъ 

(20) (Z.Ac -f < ^ ) 0 \ + (z{4x + c / 1 ^ ) W 

и часть этого выражешя, зависящая отъ Sx и By, получитъ 
новое приращение 

Пусть будетъ измененное такимъ образомъ выражеше dx№ 

24* 
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Выраженш 

dœ$Fn 

KpoMt части, зависящей отъ & и оу и члена (20), содер-
житъ еще одинъ только членъ 

Uz. 

Принявъ наконецъ въ уравнения (3) г = 0 и 5 = 0, на-
ходимъ равенство 

dpSz — d^ax — $ri{i)$y + dxoz{ + dySz{i) = 0 (n). 

Положивъ 

T(i) = z
 d J L _ Z( i) ^ ff ibil-a^ÉÉ. 

1 dx ' dx dx i dx 
(22) 

** *2 dx 

и помноживъ первую часть равенства (п) на т£, сложимъ его 
съ выражешемъ dxSFn, тогда первый членъ выраженш (20) 
сократится, потому что ВСЛ'ЕДСТВШ уравнешй (22) им'Ьемъ 

Z{dx -+- сг2(/[л1 -|~ т^а? = 0, 

а посл^дшй членъ этого выраженш примегъ видъ 

— 4{i>dx2z{i\ (23) 

потому что всл'Ьдствш т'Ьхъ же уравнешй (22) имгЬемъ 

Ъ^Чх + <j/1}tf|x(l} + T4dy = — 4{i)dx. 

Сл'ЬдующШ за т1>мъ членъ выражешя dxS¥n будетъ 

(Zdx-+-4tdp.)$z, 

и положивъ 
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представимъ этотъ членъ въ вид* 

(25) vdxSz. 

Часть выражешя dx$Fn, зависящая отъ 8х и <5у, получитъ 
новое приращеше 

(26) — -c&Sx — T ^ V ' % . 

Соединимъ ВМЕСТЕ вс* члены, изъ которыхъ состоитъ вы­
ражеше dx$¥ поел* упомянутыхъ п посл"Бдовательныхъ пре­
образована. Для этого, обративъ внимаше на выражешя (8), 
(13), (17), (21) и (26), положимъ 

Adx=Xdx-{aJln + ^\_А(V. • - + « i
(n-1 ,^-1)) 

- (ß„_ 1 ^_ 1 +ß ( V 2 ^ { V 2 -+ß 1
( r e - 2 , ^/ w - 2 ) ) 

(27) -^п~Ап-М\-Л{1)
п--Л--.Л-^п-3^п-ъ)) 

- (?А3 + р ,(0<*с,(1) + Р . 'М/ 4 ) -

-(ßй-1^ (1 ,„_ä+ß (V^^ (2)
й-,^-•^-ß1

(и-2,^ (n- ) ,) 

-(р,*),10+Р,(,Ч(,)+р.(,,*1(,)) 
-MV ! ,+°, ( i ,dï) ( , , ) -T,dï) ( 1 

тогда преобразованное выражеше #F представится въ слЪ-
дующемъ вид* 
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Mùc + Ыу -f v$z — T(J)£S(1) — a<*>&(2)—pW&<3}.. . . 
(29). 

— T(*-*^Ä« n"-*)—jS^-^^^-^—aW> = О. 

II. 

Посмотримъ теперь, катя заключешя можно вывести изъ 
уравнешя (29). 

Зам'Ьтимъ, что за исключешемъ коэффищента а{п) (6), ВСЁ 
остальные коэффищенты 

ß(»-i),T(»-«),. . . .T(*),„# в, А 

зависятъ отъ произвольныхъ множителей 

какъ это видно изъ выраженш (11), (16), (22), (24), (27) и 
(28) этихъ коэффищентовъ. Число этихъ множителей очеви­
дно равняется числу уравненш (à), (b)t (е) .... (/г—-1), щ а 
потому это число будетъ 

п + {п _ 1) + (п _ 2) .... + 2 + 1 = и ( % + 1 ) . 

Положимъ, что эти множители такъ избраны, что они 
удовлетворяют п уравнешямъ 

ß<»-*) __ 0 

т (п-*) = 0 

(30) Р 1 3 ) 

с<2> 
т(») 

ю 

= 0 
= 0 
= 0 
= 0. 

Этимъ уравнешямъ всегда можно удовлетворить, потому 
что первое изъ нихъ, по выражешю (11), содержитъ п про­
извольныхъ множителей 
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второе содержитъ, по выраженш (16), кромФ этихъ множи-
лей еще п — 1 новыхъ 

и т. д. Предпоследнее уравнеше т(1) = 0 содержитъ, по вы­
раженш (22), два новыхъ множителя 

d\)4 и d\k{i), 

и наконецъ последнее уравнеше v = 0 содержитъ, по выра­
женш (24), новый множитель й[л. 

Хотя число ВСЕХЪ множителей, равное 

п (п 4- 1) 
— - g > 

превышаетъ число уравненш (30), которое равно пу но лиш­
ними множителями нельзя воспользоваться для обращешя въ 
нули коэффищентовъ А и В, потому что эти коэффищенты, 
какъ мы увидимъ ниже, становятся, всл1эдств1е уравненш (30), 
независимыми отъ этихъ множителей. 

На оенованш уравнешй (30), выражеше (29) принимаетъ 
следующей видъ 

А$х + Ыу — awozin} = 0 (31). 

ИзмЪнешя, изображенныя знакомъ о, отличаются отъ диф-
ференщаловъ Л ъ , что первыя зависятъ отъ измФнешя вида 
произвольной функцш 

у = у(х, II). 

Если же предположимъ, что видъ этой функцш неизм'Ь-
няется, то вар1яцш S переходятъ въ дифференщалы d. Изъ 
этого елФдуетъ, что уравнеше (31), существующее для ха­
рактеристики 8, должно имФть м^сто также тогда, когда въ 
немъ знакъ о замФнимъ знакомъ rf. Поэтому будемъ им$ть 
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kdx - f Bdy — a.{n>dz{n) = 0. 
Помноживъ это уравнеше на 

oVre> 
~dz^ 

и вычтя изъ уравнешя ( 3 1 ) , находимъ 

. Л dx$z™\ / . dyfrW\ 

Но такъ какъ 

^ ( n ' = Z1W& + Z ( n + 1 % , 

то 
dz(w)&» — <te£zw = Z ( n + 1 ) (&rdy — dxSy) 

dz(n)ïy - <*y&z(M> = — Z/n> (&w*y - <Ыу) 

или 
j, 8x8zw

 (n+1. f8xdy--dx8y\ 
àx ~ ~d?">~ —z v ^ ; 
« riy&gw _ (n) /£r% — dx8y\ 
ùy ~ <fe<"> ^ V dz<"> У * 

Вставляя эти выражешя въ предъидущее уравнеше и ео -
кративъ множитель 

Sxdy — dxSy 

находимъ 

Мы предположили, что у есть произвольная функщя отъ 
х m и; отличимъ производныя, взятыя въ этомъ предположе­
н а , съ помощью знака ( ) ; тогда им'Ьемъ 
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\ du ) dy \duj du 

\dx) dx + dy \dx) l \dx) 
Опред'Ьливъ изъ этихъ двухъ уравненШ производныя 

находимъ 
/dz^\ 

(n+t) \ du) 
~ (dy\ 

\duj 

Z (n) 
(^\ (dJL) _ (^H\ (dj\ 
\ dx ) \duj \ du ) \dx) m 

\duj 
Вставляя эти выраженш въ предыдущее уравнеше и опу-

етивъ общШ знаменатель 

/ * \ 
\duj' 

получаемъ 

\duj [\dx J \duj \du J \dxjj 
или 

[A+'(2)](£)-»(C)-@)-'-
акъ какъ у совершенно произвольная функцш отъ х и и, 

Г0 в ы б еР е м ,ь эту функщю такъ, чтобы она удовлетворяла 
Уравнешю 

ci*ÄCTBie этого находимъ, по предъидущему уравнение 

file:///dxjj
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B = 0, 

а потому также будемъ им^ть А = 0. 
Изъ двухъ уравнешй 

А = 0 и В = 0 
по уравнению (31), сл^дуетъ 

а{п) = 0 . 

Мы заметили, что выражеше а(7г) (6) независитъ отъ мно­
жителей фи Можно показать, что всл,Едств1е уравнешй (30), 
выражешя А и В становятся также независимыми отъ этихъ 
множителей. 

Въ самомъ лЪлЪ, замФтивъ, что по уравнешю (2) 

d^r+l-=^r+id^ + dz^r+i 

представимъ выражеше (27) въ сл'бдующемъ ВИД'Е. 

Adx = Xdx 

- («.Л. + a ' V ^ V i .... + а,«»-^«—>) 
-(h-Sn-^n-г + ß { V . « ( 1 , * - . W . ••-

— (Тй_2гй_^[лй_з + f l ,
n_,a ( l ,

f l_JdfV_ t .... 

- (PArffc + P.( W + P,(2 W ) 
-(?idz3 + p^dz^ + ?^dz^) 

— (*1MftWV1V1 ,MM*»+^ (W ,)^«Mf*i-V*,-
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Но первый членъ каждой строки со вторьшъ членомъ сле­
дующей строки даетъ выражеше, независящее отъ множите­
лей dfA. 

Такъ зам'Ьтивъ, что 
- dzn_, = zndx + z{i)

n_{dy 
dz{i)n^ = z{i)

n^dx + zMn_.2dy 

dzf-V = z^dx + %p-4y 
находимъ 

wJv-n-i + a ' V / L V V . •••• + «,(n-V"-V-0 

+ &_,<*«»_, + ß( V&« V + •••• + р1̂ -чл1
{"-1) 

+ *( V , ( « ' V W + ß( V.** + j3_, . <fy) 
+ * V . («(V,¥V, + П_** + ß< VA) 
+ г/"-4 (а/—%<—0 + ßf~*)dy). 

Ho BcrtACTBie уравнешя (10) и уравцешя 
ß(n-i) = 0 

это выражеше приводится къ 

- (z^. «. + z<v*(V. + z<V,*<v. + .... 
+ Z<n~ V * - 4 ) dx. 

Равнымъ образомъ зам'втивъ, что 

rfz/—»)eZi(n- «)<te + i i(»-., r fy 
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находимъ 

^.^,rfft.-, + ß{1U^UVlU".+ß*e,l-,,*.,,,-,>rf^0 

4- *(V, (ß( V . V V , + YV,** + tn-Л) 
+ *(V3 Л - 3 W < + Л-.** + У V.^y) 
+ */*-*) с^-Чл"-2 + Tl

("-3,dy). 
Но всл*Ьдств1е уравнешя (15) и уравнешя 

Это выражеше приводится къ 

. (7 т л- 7Jl) z (1 ) -4- Z (2) z (2) -L 

+ Z(n~2) . *1
(n-s)) da? 

и т. д. 

ЗаагЬтивъ, что 

<fe2 = z3dx -f- z^dy 

dzt
{i) = *2

(1)<te + * / % 

находимъ 

р3*3<̂  + P,( V4* . ( , ) + p,( W + ffA + e . ( l ,^i ( , ) 

= 23 (p3df*2 + atdx) + z2
w (р2

(1Цл/4> + a^dx + ff.dy) 

+ S/2)(p/2V2' + (T£'%). 
Ho всл*дств1е уравнешя (19) и уравнешя 

это выражеше приводится къ 

- (Z2z3 + Z t
( 4 ( 1 ) + Z<2). z/2') (te. 
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Наконецъ заагЬтивъ, что 

dzt = z2dx + z^dy, 
им^емъ 

c&dfa + ( j / 1 ) « / 1 ^ ^ + Tldzi =z2 (с2^(л4 + T4cte) 

Ho Bci^CTBie уравнешя (22) и уравнешя 

т<4> = О 

это выражеше приводится къ 

- ( Z А + Z ^ . *âW) <to. 

Что касается до посл^дняго члена 

то вслФАСУше уравнешя (24») и уравнешя 

г? = О 

онъ приводится къ 

— Ъ%$х. 

Такимъ образомъ будемъ им^ть 

A<te = [X + Zzt + (Z A + ZfV1)) + 
+ (z^ A + z V2*( V •••• + z<-v*-'>)] <** 
- (*A + « V . ^ V i + •••• + ^ - ^ Л ^ ) 

Означимъ чрезъ Х4 полную производную выражешя F от­
носительно х въ томъ предположена, что производныя z п-то 
порядка не изменяются, такъ что 

X, =Х + Z*, + (Zt*2 + Z< V0) + . . . . 
+ ( Z _ A + z ' V ^ V i + ••- + z<"-4("-|)) 

тогда 
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Mx=Xidx-{aJzn+^\_M\-^--^<n-l)dzi
[n~i)){n). 

Подобнымъ образомъ можно обнаружить, что выражеше В, 
всл,Ьдств1е уравненш (30), становится незавксимымъ отъ мно­
жителей d\k. Для этого замЪтивъ, что по уравненш (2) 

находимъ 

Шх = Ydx — 

- ( v ' V . ^ n - , + «(V.*W—.'Л_. + . . . . 
+ a/"-1V"Vn"i)) 
- К * V . + «( V ^ ( V 2 . - + «/"-'W^) 
- (]Зм_1г

(1)
я_2^й_2 + ßV2*(V,d(i<V, + . . . . 

- (|3W-^(1U + j3(V,*w.-. + ....+ ft«—>&*-") 

4- Ti
("-,,*<n-,tyA<H-,>) 

- ( ï „ _ A ( V 3 + ï V ^ V * . . . . + Tl
(n-3,^(n-2)) 

- ( Р А ( Ч . + р2
(Ч(2)^(1) + Pl

(2)
z
(9V2)) 

- ( p 3 ^ 4 p ä
( 1 4 ( 2 4 p / 2 ) ^ 3 ) ) 

Но первый членъ каждой строки со вторымъ членомъ слЪ-
дующей строки даетъ выразкеше, независящее отъ множите­
лей dp. Въ самомъ дЪдЪ 
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+ * ( V , («(1,«_,<*Л_, + ß ( V . A * + ßn-i^y) 

+ = ( \_з ( « « — « ' Л - , + j3<2>„_3<te + ß\_M . . . . 
+ *<"> (а,«—< V " ' ) + <3/M-2>%). 

Но всд*дств1е уравнешя (10) и уравнешя ß<M-'> = 0, это 
выражеше приводится къ 

- (г„_Л_. + z<v2 • *(V. + . - z<—V)rf*. 
Подобнымъ образомъ находимъ всл*дств!е уравнешя (5) 

р и _^ ( 1 )
и _ 2 ^ й _ 2 + 0 (1)

я_.* (ч»-.^ ( , )„-, + •••• 

+ «(*-1)(ß1
(n-sVn_2>+Ti (n-3 , r fy) 

= - [zn_,*<4)n_. + Z ( i ) «-3* ( V 3 + •••• + z<»-2>*<»- «>]Лг 

и т. д. 
Наконецъ вслФдствт уравненш (19) 

^ z / % , + ^ V 2 V " + М* (" = z,<" (c^ + т^ж) 
+ 2(2) ( e / ' V " + Vfr) = - [Z,*1<i) + Z<V] <te. 

Что касается до посл1здняго члена 

то онъ всл*дств1е уравнешя (24) и уравнешя «==0 приво­
дится къ 
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— Zz{l)dx. 

Такимъ образомъ находимъ 
Ых = [Y + Zz(1) + (Zl2l

(1) + Z(1)z(2)) 

- M V , + « V ^ U +.... + «1
(*-|W"»). 

Означимъ чрезъ Y полную производную выражения F от­
носительно у въ томъ предположенш, что производныя z п-го 
порядка не изменяются, такъ что 

Y, = Y + Zs(4> + (Z4*4
(1> + Z( V») + .... 

+ ( z ^ V , + z(V2^2U.... + z<"-w>) 
тогда 

(33) B^=Y1^-(aw^V1+«<1V1^(V2---+«1
(n~1)^W)-

Такимъ образомъ три уравнешя 

aW = 0 ; A = 0 ; B = 0 
ее содержатъ множителей dix, и представятся въ сл^дую-
щемъ виде 

(II). Xldx-(%dzn + а < \ _ l d z ( \ - i - + ^ n ~ i ) d ^ n ~ i ) ) = { i 

Не трудно обнаружить, что предъидущ!я три уравнешя (I), 
(II) и (III) содержатъ въ себе данное уравнеше 

F = 0, 
такъ что каждое изъ нихъ можно разсматривать какъ сл^д-
cTßie двухъ другихъ уравнешй вместе съ уравнешемъ dF=0. 
Въ самомъ д^л*, помножимъ уравнеше (I) на 

( - l)ndz{n) 
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ypaBöefiie (111) на 

dx 

и составимъ сумму всЬхъ трехъ уравненш, замЪтивъ, что 
первая часть уравнешя (1) умноженная на (— 1)п будетъ 
— а(п), находимъ такимъ образомъ 

Xldx + YidV — aJzn-^\^l + aJd^ d^n_t 

(34) 

Но 

X.dx+Y.dy^Xdx+Ydtj+Z^dx+z^d^+Z^dx+z^y) 

+Z{{\zi
{i)dx+z^y),... + Z{n-i\zl^

i)dœ+z{n)dy) 

?=Xdx+Ydtj+Zdz+Zidzi+Z(i)dz(i)..+Z{n-i)dz{fl-i) 

т. e. X{dx + Y\dij представляетъ полное йзмЪнеше выраже-
шя F въ предположенш, что производныя z гг-го порядка не 
изменяются; а по уравнешямъ (5) имЪемъ 

+ («<">+ а/»-1>|Лг*8(»>"| 

= indzn + z< Vw* ( V , + •••• + zwd«w: 
v Отсюда заключаемъ, что выражеше (34) тождественно съ 

выражешемъ d¥ = 0. 

Къ трвхмъ уравнешямъ (I) (II) и (III) присоединяемъ еще 
уравнешя 

23 
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dz = ztdx + z{i)dy 
dzl — z2dx «j- zL

{i)dy 
(35) . . . . . . . 

число которыхъ равняется 

1+2 + 3.... + ^ ^ - ^ 

такъ что число веЬхъ уравненш будетъ 

3 + 2 — ' 2 

Въ этихъ уравнешяхъ у} z и ВСЕ производныя z должно 
разсматривать какъ функцщ отъ х и и, но какъ эти уравне-
шя явно не содержатъ м, то ихъ можно считать за диффе-
ренщальныя уравнешя, въ которыхъ у, z и производныя z 
будутъ искомыя функцщ отъ ас, съ тФмъ, чтобы принять про-
извольныя постоянныя интегращи за произвольныя функцш 
и* Такимъ образомъ искомыя функцш будутъ 

v z z *{i) z{n) 

а какъ число производныхъ z равняется 

2 + 3 + i.... + (» + l) = ^ ± i l 
то число этихъ количествъ будетъ 

9 п(п + 3 ) _ п а + 3/г + 4. 
2 — 2 

Очевидно, что число искомыхъ функцш превышаетъ число 
уравнение на 

п2 + Згг + 4 п2 + п + 6 
L— -е. . ' — — /г — 1. 

2 2 
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Если возможно интегрировать систему диффереищальных! 
уравненШ (I), (II) (III) и (35), то исключивъ между интегра­
лами ихъ выепия производныя z, найдемъ соотношеше ме­
жду x,y,z и производными z, которыхъ высшщ порядокъ 
будетъ меньше п. Такимъ образомъ получится уравнение так­
же съ частными производными, котораго порядокъ будетъ 
ниже даннаго уравнешя. 

Что касается до уравненш (30), полученныхъ вмФст* съ 
уравнешями (I), (II) и (III), то они, содержа неопредълен-
шьт количества dp, не могутъ способствовать къ нахожде-
шю интеграла даннаго уравненш F = 0, но они определяюсь 
уелов1я, при которыхъ уравнэюя (I), (И) и (III) возможны; 
эти уравнешя тогда только могутъ быть допущены, когда 
существуетъ система множителей % , удовлетворяющихъ 
уравнешямъ (30). 

IIL 

Приложимъ обнре выводы къ уравнешямъ съ частными 
производными перваго и втораго порядковъ. 

Положимъ, что уравнеше 

F = 0 

содержитъ х9 у, z и первыя производныя z. Пусть будутъ 
d% 
dx 

dz 
4~dy 

и означимъ полный дифференщалъ d¥ чрезъ 

Xdx + Ydy + Zdz + VdV -f Qdq = 0. 

Въ разсматриваемомъ случаи высшщ порядокъ производ­
и т , п _ 1 , и согласно съ прйнятьшъ нами способомъ обо-
значешя 

25" 
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P = Z I ; Q = ZW. 

ВСЁ выражешя Z съ указателями, превышающими едини­
цу, должны быть приняты за нули, а потому уравнеше (1) 
приводится къ 

P ^ - Q = 0. dx 

Дал^е Х{ и Y{ означаю!ъ полныя производныя отъ F от­
носительно х и у въ предположеши, что выспия производ­
ныя z не изменяются, а потому 

Х1==Х + Zp 
Yi=Y+Zq 

замЪтивъ при томъ, что всл?здств!е уравнешя (4.) 
a i = = _ Z i = = _ p 

a^ = Z i ^ - Z « 1 > = P ^ - Q = 0 
1 dx dx 

находимъ, что уравнешя (II) и (III) принимаютъ следующш видъ 

(X + lp) dx + Jfdp — О 
ÇY + lq)dx + Pdq = 0. 

Система уравнешй (35) приводится въ разсматриваемомъ 
случае къ одному уравненш 

dz = pdx -j- qdy, 

которое, BOJilueTßie уравнешя 

принимаетъ слФдующШ видъ 
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Такимъ образомъ получаемъ известную систему дифферен-

щальныхъ уравненш 
dob dy dz — dp — dg 
T ~ ~Q _ pP + qQ ~ X + Zp - Y + Zq ' 

къ интегращи которыхъ приводится интегращя уравненш съ 
частными производными перваго порядка. 

Уравнешя (30), определяющая уелов1Я возможности предъ-
идущихъ дифференщальныхъ уравненШ, приводятся въ раз-
сматриваемомъ случае къ одному уравненш 

{3 = 0. 
Но, принимая въ уравненш (9) г = 0, находимъ 

r l dx dx 

а потому предъидущее уравнеше даетъ 

P ^ = Z dx 
или 

"Z ^ J " • dx. 

Всл*дств1е же уравнешя (1) будемъ им^ть 

lym — ( — dx. 

Отсюда заключаемъ, что когда интегралъ 

JÎ p(te 

не имФетъ конечной или определенной величины, то предъ-
идущая система дифференщальныхъ уравненш не предста-
вляетъ ръшенш даннаго уравнешя съ частными дифферент 
щалами. 
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Положимъ, что уравнеше 

F = 0 

содержитъ х} у, z, первыя и вторыя производныя отъ z. 
Пусть будутъ 

dz dz 

d*z d*z d2z 
Ix* ' dxdy ~" ' ~dy* 

и означимъ полный дифференщалъ d¥ чрезъ 

Xdx + Y% + Idz + Pdp + Qdq + Rrfr + Sds + Tdt = 0. 

Въ разсматриваемомъ случае п = 2, и согласно съ при-
нятымъ нами способомъ обозначения 

Zi = Р ; Z(1) = Q ; Z2 = R ; Z/£) = S ; Z(2) = T. 

Bet друпя выражешя Z съ указателями превышающими 2, 
должно принять за нули. Всл1>дств1е этого уравнеше (I) при­
водится къ следующему 

Дал^е, такъ какъ Xi и Yt означаютъ частныя производныя 
F относительно х и у въ предположеши, что выепия про­
изводныя z не изменяются, то 

X, = X + Zp - f Pr + Qs 
Yi = Y + Z9 + Ps - f Qt. 

заметивъ при томъ, что вследств1е уравнешя (4») 

а2 = — Z2 = — R 

a 1 ^ c = Z î ^ - - Z 1
( 1 > = R ^ - S 

1 l dx * dx 
a какъ на основами предъидущаго уравнешя 



— 387 — 

R dx Ъ - dy 
TO 

„ U) _ T — 
a. — — i • 

dy 
Отсюда заключаем^ что уравнешя (II) и (III) принимаютъ 

•сл̂ дукицШ видъ 

X.dx + Rdr + Т ^ ds = О 1 ^ ^ dy 

Y.dx + Ms 4- Т ^ Л = О 

или умноживъ на dy, находимъ 

Xtdxdy -\- Rdrdy -\- Idsdx = О 
(37) 

Y{dœdy + Rdsdy -f Hdtdx = 0. 

Система уравнешй (35) приводится въ разсматриваемомъ 
случае къ елфдующимъ тремъ уравнешямъ 

dz = pdx + qdy 
ч1р = rdx -J- sdy (38) 
dg = sdx + <f̂ y. 

Такимъ образомъ им'Ьемъ шесть дифференщальныхъ урав-
менШ (36), (37) и (38), содержащихъ 7 неизв'Ьстныхъ 
функщй 

У» *> Р> q, r, s и t. 

Если интеграция этой системы дифференщальныхъ уравне­
шй возможна, то ею определяется также интегралъ даннаго 
уравнешя F = 0 съ частными производными. 

Уравнешя (30), определяюгщя услов1я возможности диф­
ференщальныхъ уравнешй (36) и (37), приводятся въ раз­
сматриваемомъ случа* къ двумъ уравнешямъ 
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ß(i) = 0 . Y = o. 

Принимая r = 1 въ уравненш (9), находимъ 

= p i _ 0 - i R * i 4 - T - ^ dx dx dx ^ dy dx 

а потому первое изъ двухъ предъидущихъ уравнешй будетъ 

dy d[A, _ dp.*0 dx __ р dy _ 0 

Принимая r = 0 въ уравненш (14»), находимъ 

Но изъ уравнешя (9) получаемъ 

следовательно 

dx dx dx 
Всл*дств1е этого второе изъ двухъ предъидущихъ уравненш 

будетъ 

ÏW(A44 — Vdixdx + Z<te2 = 0. 

Съ помощио этого уравнешя можно представить первое, по 
исключенш изъ него количества Р, въ сл-Ьдующемъ вид* 

Td[xd[x(1) — Qdpdx + Zdif = 0. 
Положимъ для примера, что данное уравнеше съ частны­

ми дифферентами втораго порядка, есть следующее 
^ + 2 ^ + ^ = 0. 

Уравнешя (36) и (37) въ этомъ случай будутъ 
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* * Ш -*«*£ +*f = 0 
dx 

(%xr -f- 2ys) dydx -f- ocudrdy + y2dsdx = 0 

(2#s + 2y*) %fte + oc2dsdy + y*dtdx = 0. 

Изъ перваго уравнешй находимъ 
yda? — xdy = 0 

или 
у = . оса; 

гдФ а произвольная функщя отъ и. 
Исключивъ съ помощш этого соотношешя у изъ третьяго 

уравнешя, находимъ 

X*_É1 + %xs + 2ate + ах' ^ = 0 
da; dx 

или 
d [^2 (s + at)] = 0. 

Отсюда 
х2 (s + а/) = ß 

гд1* j3 также функщя отъ г«. 
Второе изъ предъидущихъ трехъ уравнешй, или, что все 

равно, данное уравнеше, по исключенш изъ него у, даетъ 

г + Vas 4 - а2* = 0 
или 

г -4- as = — а (s + ап = Ч . 

Изъ уравнешй (38) зат1шъ находимъ 

dp — rdx + sdy = (г 4- as) dx — —j— 
x 

dq = sd# -f- *dy = (s -f- af) tfa? 

отсюда 

_Ëf 
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гд* у и Yi означаютъ функцш отъ и. 
Наконецъ первое изъ уравненш (38) даетъ 

dz = pdx + qty — (р + щ) dx — (Y + «Yi) ÄT; 
отсюда 

* = (Т + aYi) x + Y2 

ГД-Ё Ys означаетъ новую функцш отъ г«. 
Если исключимъ и между этимъ уравнешемъ и уравнешемъ 

у = ах, 
то получимъ cooTHonieHie между х, у m z, которое предста­
вить интегралъ даннаго уравнешя. 

Положищ» 

Т ~Ь *Ъ = f (м); 
Т. = Л(«) 
a = / » 

находимъ по исключенш и между упомянутыми уравнешями 

-*»®++© 




