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Vorwort zur erst en Auflage. 
In ihren elementaren Teilen besteht die Gruppentheorie aus einer 

Reihe vielleicht nicht immer vallig organisch zusammenhangender 
Methoden und Begriffe, und die Gliederung des Stoffes ist hier schon 
in hohem MaBe festgelegt. Wem unsere Darstellung etwas knapp er
scheint, den verweisen wir zur Erganzung auf die ausgezeichneten und 
ausfiihrlichen Darstellungen von Weber (Algebra, Bd.2) und von Netto 
(Gruppen- und Substitutionentheorie, Leipzig 1908). Beim Studium 
dieser Anfangsteile braucht man sich keineswegs streng an die Reihen
folge del' Paragraphen zu halten, sondern im allgemeinen werden die 
erst en Paragraphen der einzelnen Kapitel leicht verstandlich sein, die 
spateren dagegen wesentlich schwerer. 

Erst mit der Theorie del' Substitutionsgruppen setzt eine weit
tragende und systematische Theorie ein, die, wie wir am SchluB zu 
zeigen versuchen, noch lange nicht ausgeschapft ist. Sie kommt im 
Grunde auf eine zahlentheoretische Behandlungsweise heraus, deren 
Terminologie (Produkt, Multiplizieren usw.) ja bereits von Anfang an 
erscheint. 

Entsprechend dem Plane diesel' Sammlung von Einzeldarstellungen 
wurde den Anwendungen besondere Aufmerksamkeit gewidmet. Neben 
mannigfaltigen algebraischen und zahlentheoretischen Satzen kommt 
hier in erster Linie die Krystallographie in Betracht. Diese besitzt ja 
gegeniiber allen anderen Fallen des Gelingens mathematischer Natur
beschreibung den Vorzug graBter begrifflicher Einfachheit und strengster 
arithmetischer Prazision. 

Bei del' Durchsicht del' Korrekturen haben mich die Herren Prof. 
Dr. R. Courant, Prof. Dr. R. Fueter und Prof. Dr. G. P6lya unterstiitzt 
und ·auf manche Verbesserungen hingewiesen, wofiir ihnen hier aufs 
beste gedankt sei. 

Mein Dank gilt ferner meiner Frau, die mil' bei del' Herstellung 
des Manuskriptes geholfen hat. 

Zurich, im Dezember 1922. 

A. Speiser. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 
In dieser zweiten Auflage sind die Kapitel uber Abelsche Gruppen 

und die einleitenden Abschnitte uber die Substitutionsgruppen aus
fiihrlicher gestaltet worden. Bei der groBen Bedeutung, welche die 
Gruppentheorie in der Krystallographie gewinnt, schien es mir er
wunscht, auch das entsprechende Problem der Ebenensymmetrien 
darzustellen. Dabei gewahrte ich, daB diese Probleme schon von den 
Agyptern in ihrer Ornamentik gel6st worden sind. Die Folgerungen 
fur die Geschichte der Mathematik habe ich in einem einleitenden 
Abschnitt angedeutet. Ein weiterer einleitender Aufsatz behandelt die 
Ableitung der Gruppen aus Gruppoiden, ein Problem, das wahrschein
lich an einzelnen Fallen auch schon im Altertum, mit der dialektischen 
Methode, behandelt worden ist. 

Die Lekture dieses Buches kann ebensogut mit dem 6. oder 
8. Kapitel als mit dem ersten begonnen werden. Die Aufsuchung 
samtlicher Symmetrien eines Ornamentes kann als beste Einfiihrung 
in den Gruppenbegriff empfohlen werden, sie wird als methodisches 
Hilfsmittel auch von den Krystallographen angewandt. 

Auch sonst hat der Text im einzelnen manche Anderungen er
fahren, besonders durch die wertvolle Hilfe, welche mir von verschie
denen Kollegen zuteil geworden ist. Den ersten Teil, bis zu den 
Substitutionsgruppen, hat Herr Privatdozent Dr. Bessel-Hagen einer 
eingehenden Revision unterzogen, von deren Resultaten ich ausgiebig 
Gebrauch gemacht habe. Fur die Substitutionsgruppen verdanke ich 
vor aHem Herrn Prof. Dr. Fueter wichtige Hinweise. Beide Herren 
sowie Herr J. J. Burckhardt haben mich bei der Durchsicht der 
Korrekturen unterstutzt, manche weiteren Fachgenossen haben mir ihre 
Bemerkungen mitgeteilt. Ihnen allen spreche ich auch an dieser Stelle 
meinen Dank aus, eben so der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fUr 
ihr groBes Entgegenkommen bei der Drucklegung. 

Zurich, im August 1927. 

A. Speiser. 



Vorwort zur dritten Auflage. 
Aueh fUr diese dritte Auflage ist mir von versehiedenen Kollegen 

wertvolle Hilfe zuteil geworden. Ieh m6ehte vor allem Herrn K. Witt 
nennen, der mieh in Zurich besuchte und mir vieles mitgeteilt hat, 
das ich verwerten konnte; auBer dem im Text erwahnten nenne ich 
noch besonders die sch6nen Untersuchungen von Hall. Die neuere 
Entwicklung der Physik legte es nahe, die Lehre von den symmetrischen 
Gruppen ausfUhrlicher darzustellen, ferner fUgte ich, ebenfalls von 
dieser Seite angeregt, einen Abschnitt uber die algebraischen In- und 
Kovarianten hinzu, hoffend, daB auf diesem Wege diese etwas in den 
Hintergrund getretene Theorie wieder zu Ehren kommt. 

Fur die Korrektur wurde ich von Herrn Dr. E. Trost wesentlich 
unterstutzt. Den beiden genannten Herrn, sowie der Verlagsbuch
handlung Julius Springer spreehe ich meinen besten Dank aus. 

Zurich, im September 1937. 

A. Speiser. 
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Einleitung. 
In dieser Einleitung habe ich zwei voneinander unabhangige Auf

satze zusammengestellt, welche mir zur Einfiihrung in die Gruppen
theorie geeignet erscheinen. Ich bemerke jedoch, daB die Kenntnis 
ihres Inhaltes in der Folge nirgends vorausgesetzt wird, so daB der 
Leser sie ruhig iiberschlagen kann. 

I. Zur Vorgeschichte der Gruppentheorie. 
Lange bevor man sich mit Permutationen beschaftigte, wurden 

mathematische Figuren konstruiert, die auf das engste mit der Gruppen
theorie zusammenhangen und nur mit gruppentheoretischen Begriffen 
erfaBt werden k6nnen, narnlich die regularen Muster, welche durch 
Bewegungen und Spiegelungen mit sich selbst zur Deckung gebracht 
werden k6nnen. Sie bilden zusammen mit der Musik einen Haupt
gegenstand der hOheren Mathematik im Altertum. Insbesondere be
stand die von den Griechen viel bewunderte agyptische Mathematik 
zweifellos in der Auffindung solcher Figuren. In den N ekropolen von 
Theben sind prachtvolle Exemplare dieser Geometrie heute noch vor~ 
handen, einige derselben sind im 6. Kapitel reprodu~iert. Wahrend 
diese agyptischen Ornamente meist einen sog. "unendlichen Rapport" 
enthalten, d. h. allseitig in der Ebene ins Un~ndliche fortgesetzt werden 
k6nnten, beschranken sich die uns erhaltenen griechischen Schriften 
dieser Art auf Figuren, welche ganz im Endlichen liegen und nur endlich 
viele Symmetrien aufweisen, namlich auf die regularen Polygone und 
Polyeder. Das klassische Werk fiir dieses Gebiet der Mathematik bilden 
die Elemente von Euklid. Es enthalt die vollstandige geometrische 
und arithmetische Theorie der regularen Dreiecke, Vierecke, Fiinf
ecke, Sechsecke und Fiinfzehnecke, sowie der fUnf reguHiren K6rper, 
deren Untersuchung Plato gefordert hatte, weil er sie fiir den Bau 
der Atome gebrauchte. Hierzu waren Untersuchungen iiber biquadra
tische Irrationalitaten erforderlich, sie sind in dem umfangreichen und 
schwierigen 10. Buch enthalten. Das letzte Theorem des Werkes, im 
13. Buch, gibt die fiir die Gruppentheorie fundamentale Konstruktion 
des Pentagondodekaeders auf den Kanten des Wiirfels. Man kann 
sagen, daB ein groBer Teil des Euklidischen Werkes in das Gebiet der 
heutigen algebraischen Zahlentheorie und Gruppentheorie gehOrt. 

Aber schon vor der Zeit Euklids hat die griechische Mathe
matik sich anderen Fragen zugewendet, namlich der kontinuierlichen 

Speiser, Gruppentheorie. S. Auf!. 1 



2 Einleitung. 

Geometrie. Die Grundlagen derselben finden sich zerstreut in dem Eukli
dischen Werk seIber; die uns erhaltenen Arbeiten von Archimedes und 
Apollonius beschaftigen sich durchgehends mit solchen Problemen, 
insbesondere mit den Kegelschnitten. Doch wissen wir, daB Archimedes 
die sog. halbreguHi.ren Karper bearbeitet hat, ferner ist kiirzlich die 
Konstruktion des reguHi.ren Siebenecks durch Archimedes wiedergefunden 
worden (Isis 1926). 

J edenfalls hat die mathematische Tradition der Agypter und Euklids 
in der Kunst, insbesondere in der Architektur und ihren Ornamenten, 
weiter gelebt. Der wichtigste Teil des sog. 15. Buches der Elemente 
von Euklid besteht aus Satzen, die nach Tannery (Werke Bd. 1, S.64 
und Bd.2, S.118) von Isidorus von Milet, einem der Architekten der 
Sophienkirche in Konstantinopel, stammen. In der arabischen und 
persischen Kunst erlebte die agyptische Ornamentik einen neuen ge
waltigen Aufschwung und schuf Gebilde von unerharter Vollendung 
und mathematischer Tiefe. Die Abb. 40 und 41 geben Proben davon. 
Auch die sog. Arabesken geharen hierher. Sie verdanken ihre Lebendig
keit und Mannigfaltigkeit ausschlieBlich der Geometrie, denn die stili
sierten Blatter, die sich darin finden, haben ihre Form fast unverandert 
durch die Jahrhunderte beibehalten (vgl. A. Riegl, Stilfragen S. 260 und 
262). Ahnliehe Figuren finden sieh in Menge an romanischen Domen, 
z. B. enthalt das Portal von San Ambrogio in Mailand eine ganze Muster
karte von Borten- und Flaehenornamenten. In der gotischen Arehi
tektur trifft man sogar komplizierte Raumgruppen. Das sehanste mir 
bekannte Beispiel wird von den aufeinander gestellten sechseckigen 
Prismen im Helm des StraBburger Miinsters gebildet. Der Architekt 
war Johannes Hiiltz von Kaln (etwa 1430). GrundriB und AufriB sind 
z. B. in G. Dehio, Geschichte del' deutschen Kunst, 2. Band der Abbil
dungen, S. 56 und 60, reproduziert. 

Die regularen Karper tauchen wieder auf in der Kosmographie 
Keplers, wo sie die Sternspharen aufspannen; ihre Beschreibung bildet 
einen groBen Teil der beiden herrliehen Keplersehen Werke: Prodro
mus, 1596 (iibersetzt von M. Caspar unter dem Titel "Das Welt
geheimnis", Augsburg 1923) und Harmoniee mundi 1619. Letzteres 
enthalt eine Art von Synthese der regularen Polyeder und der Lehre 
von den Kegelschnitten zur Besehreibung des Weltbaues .. Gleieh darauf 
verschwindet die Gruppentheorie, wie im Altertum, und die kontinuier
liche Geometrie beherrseht das Interesse, bis in neuester Zeit die Lehre 
vom Bau der Krystalle den wunderbaren Zusammenhang der Atom
konfigurationen mit den Raumgruppen aufgedeekt und damit die Ver
mutungen Platos noeh weit iibertroffen hat. 

Leider sind die agyptisehen und arabisehen Ornamente bisher nie 
naeh ihrem geometrischen Gehalt untersueht worden, und so bleibt 



Zur Vorgeschichte der Gruppentheorie. 3 

eines der schOnsten Kapitel der Geschichte der Mathematik noch zu 
schreiben. Man hat den Inhalt der vorgriechischen Mathematik in 
Fragen der elementaren Geometrie gesucht (vgl. z. B. M. Cantor, 
Geschichte der Mathematik, Bd. I). Aber abgesehen von dem selbstver
standlichen Urbestand scheinen diese Probleme nicht so sehr alt zu 
sein. Auch in der Musik sind die Fingerubungen spater als die Kompo
sitionen, fiir deren Exekution sie gemacht sind. Schon die ausgesprochene 
Neigung zum Langweiligen, welche wohl unvermeidlich der elementaren 
Mathematik anhaftet, spricht eher fUr die spate Entstehung, denn der 
schOpferische Mathematiker wird sich mit Vorliebe den interessanten 
und schonen Problemen zuwenden. 

Sieht man dagegen die Konstruktion symmetrischer Figuren als In
halt der fruhen Mathematik an, so versteht man die hohe StelIung 
oberhalb alIer Kunst, welche sie bei den Griechen eingenommen hat. 
Man versteht, daB Plato sie als das Band, welches die Ideen mit der 
Materie verkniipft, bezeichnet hat. Dieses kann doch unmoglich in 
Kongruenzsatzen, auch nicht im pythagoreischen Lehrsatz bestanden 
haben, vielmehr ist es nach den Angaben im Timaus die Form der 
reguliiren Polyeder. Diese als raumaufspannende Flachen aufgefaBten 
Figuren konstituieren die Elemente, und indem Plato die Natur der 
AuBenwelt in ihren elementaren Teilen als etwas mathematisches er
kannte, schien ihm das Hauptproblem alIer realistischen Philosophie, 
welche das Geistige als das allein Wirkliche behauptet, namlich die 
Existenz der sinnlich wahrnehmbaren Natur, gelost zu sein: auch in 
ihr nehmen wir in Wirklichkeit etwas Geistiges wahr. 

So zeigt uns die Vorgeschichte der Gruppentheorie, daB wir die 
Anfange der hOheren Mathematik vielIeicht urn 1000 Jahre friiher 
legen miissen, als man es bisher getan hat, und daB die griechische 
Mathematik ankniipft an eine agyptische Tradition, die mindestens in 
die 18. Dynastie, also in die Zeit von 1500 v. Chr., zuriickreicht. Ferner 
ergeben sich enge Beziehungen zwischen der Mathematik und der 
Kunst, die jederzeit wieder aufgenommen werden konnen. 

Zum SchluB mochte ich noch darauf hinweisen, daB die heutige 
Mathematik einstweilen nicht imstande ist, alIes mathematisch ErfaB
bare in der Kunst wiederzugeben. Insbesondere sind in der Musik noch 
manche Geheimnisse verborgen; wir wissen z. B. nur sehr weniges 
dariiber, wie Bach seine Fugen ausgearbeitet hat. Immerhin haben die 
neuesten Untersuchungen von Busoni, Lorenz, Werker, Graeser u. a. 
schon sehr bemerkenswerte Resultate geliefert. Stets handelt es sich 
urn Dinge, die man mit dem Sammelnamen "Symmetrien" bezeichnen 
kann; freilich sind sie in der Musik, wo es sich urn einen zeitlichen 
Ablauf, nicht urn eine raumliche Ausbreitung handelt, etwas anderer 
Natur als in der Ornamentik, aber die Verwandtschaft der beiden Kiinste 
ist klar. 

1* 



4 Einleitung. 

II. Ableitung des Gruppenbegriffs aus den 
Permutationen. 

In der elementaren Algebra werden die Vertauschungen von Dingen 
betrachtet. Man denkt sich n feste Stellen, die mit n Gegenstanden, 
den sog. Variablen, so ausgefiillt werden, daB jede Stelle genau eine 
Variable enthalt. Eine solche Verteilung wird in der Elementarmathe
matik Permutation genannt; wir wollen dafiir aber lieber das Wort 
"Anordnung" oder etwas allgemeiner "Zustand" der Variablen ge
brauchen, denn in der Gruppentheorie bedeutet das Wort Permuta
tion etwas ganz anderes. Man zeigt nun leicht, daB es genau n! ver
schiedene Anordnungen gibt, und mit derartigen Fragen iiber Anzahlen 
von Kombinationen begniigt sich die elementare Theorie. 

Diese Anordnungen von Dingen enthalten aber ein Geheimnis, 
und urn dieses aufzudecken, miissen wir etwas genauer auf den Gegen
stand eingehen. Wir beschranken uns auf den Fall von drei Stellen 
und drei Variablen und erhalten 6 Anordnungen, die ich in folgender 
Weise numeriere: 

I. (1, 2, 3) 
IV. (1, 3, 2) 

II. (2, 3, 1) 
V. (3, 2, 1) 

III. (3, 1, 2) 
VI. (2, 1, 3). 

Die Variablen sind hier einfach mit 1, 2, 3 bezeichnet. Sie haben 
den Namen "Variable" von der Tatsache, daB sie von einer Stelle zu 
einer anderen bewegt werden k6nnen, und wir wollen jetzt eine solche 
Bewegung betrachten, d. h. den Dbergang von einer Anordnung in 
eine beliebige der 6 Anordnungen. Hierbei kommt es gar nicht darauf 
an, wie die Bewegung ausgefiihrt wird, es handelt sich vielmehr nur 
urn den Inbegriff eines Anfangszustandes und eines Endzustandes. 
Da wir am Anfang und am Ende eine beliebige der 6 Anordnungen 
haben k6nnen, so gibt es genau 36 Dbergange, und diese wollen wir 
nun naher betrachten. Zu ihrer Bezeichnung schreiben wir erst die 
Nummer des Anfangszustandes, dann machen wir einen Pfeil, dann 
schreiben wir die Nummer des Endzustandes hin. So bedeutet II -+ V, 
daB die Anordnung (2, 3, 1) in die Anordnung (3, 2, 1) iibergefiihrt wird. 
Wir k6nnen zwei Dbergange dann und nur dann nacheinander aus
fiihren, wenn der Anfangszustand des zweiten mit dem Endzustand 
des ersten iibereinstimmt. Das Resultat ist dann die Dberfiihrung des 
ersten Zustandes in den letzten unter Umgehung des mittleren. So lassen 
sich z. B. I -+ III und III -+ VI hintereinander ausfiihren und ergeben 
als Resultat I -+ VI. Dagegen ist der Dbergang I -+ III nicht mit I -+ II 
zusammenzusetzen. Wir wollen dieses Verhalten, ohne auf eine nahere 
Definition einzugehen, dadurch ausdrucken, daB wir sagen: die 36 Dber
gange bilden ein Gruppoid, eine Bezeichnung, die von H. Brandt 1 

1 Dber eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffs. Math. Ann. Bd. 96 (1926) 
S.360-366. 
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herriihrt. Unsere Hauptaufgabe ist nun die, vom Gruppoid zur Gruppe 
zu gelangen, und urn das zu erlautern, wahle ich drei Beispiele, 
die jedermann bekannt sind, namlich den Raum, die Zahlen und 
die Zeit. 

Der Raum. Wir gehen aus von der Gesamtheit der Punkte des 
Euklidischen Raumes und betrachten den Dbergang von einem be
liebigen Punkt A zu einem beliebigen Punkt B, der auch mit A iden
tisch sein darf. A -+ B nennen wir eine Strecke. Wiederum konnen 
wir zwei Strecken zusammensetzen, wenn der Anfangspunkt der zweiten 
mit dem Endpunkt der erst en iibereinstimmt, und erhalten so aus 
A -+ B und B -+ C die Strecke A -+ C. Wenn dagegen die Bedingung 
nicht erfiillt ist, so konnen wir die Strecken nicht zusammensetzen. 
Wiederum sagen wir, die Strecken im Raum bilden ein Gruppoid, 
wenn wir die eben definierte Art der Zusammensetzung zweier Strecken 
mit besonderer Eigenschaft beriicksichtigen. Aus dem Begriff der 
Strecke lost sich der Vektorbegriff dadurch los, daB man von der be
sonderen Lage der Strecke absieht und nur ihre GroBe und Richtung 
festhiilt. Ein Vektor kann an einen beliebigen Punkt angeheftet werden 
und liefert dann eine ganz bestimmte Strecke, d. h. einen ganz be
stimmten Endpunkt. Er reprasentiert also eine unendliche Menge 
von Strecken. Vektoren lassen sich nun ohne irgendeine Einschriinkung 
zusammensetzen, und zwar benutzt man fUr diese "Vektoraddition" 
zweier Vektoren zwei Strecken, die zusammensetzbar sind, und aus 
den Kongruenzsatzen folgt ohne weiteres, daB der zusammengesetzte 
Vektor unabhangig von der besonderen Wahl der Strecken ist. Wir 
driicken das, wiederum ohne nahere Definition, dadurch aus, daB wir 
sagen: die Vektoren bilden nach der Vektoraddition eine Gruppe. 

Zahl. Wir gehen aus von der Reihe der ganzen positiven Zahlen 
und nennen ihre Individuen die ziihlenden Zahlen (Ordinalzahlen). 
Wiederum betrachten wir den Dbergang von einer Zahl zu einer spateren 
und erhalten ein Gruppoid. Aber auch hier lost sich aus einem solchen 
Dbergang, etwa 3 -+ 8, etwas heraus, was nicht an die beiden Grenzen 3 
und 8 gebunden ist, namlich die "Differenz" der beiden Zahlen. Sie 
kann an eine beliebige Zahl angeheftet werden und liefert immer eine 
bestimmte zweite, so ist 3 -+ 8 diese1be Differenz wie 2 -+ 7 und wie 
o -+ 5. Indem wir diese letztere Art der Darstellung, namlich die An
heftung an die Null, auszeichnen, bezeichnen wir die Differenz als die 
Zahl 5, nennen aber diesen neuen Zahlbegriff die geziihlte Zahl (Kardinal
zahl). Gezahlte Zahlen lassen sich nun addieren. Freilich bilden sie 
noch keine Gruppe, vielmehr muB man noch eine Erweiterung auf die 
negativen ganzen Zahlen vornehmen. Dadurch erreicht man, daB jede 
zahlende Zahl am Ende einer geziihlten Zahl auftreten kann. So ist 
z. B. 0 -+ 5 auch durch - 3 -+ 2 darstellbar. Bei den Vektoren im Raum 
war das selbstverstandlich, jeder Punkt kann als Endpunkt fiir einen 
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Vektor dienen. Die positiven und negativen gezahlten Zahlen bilden 
nach der Addition eine Gruppe. 

Zeit. Zur Deduktion der Zeit geht Aristoteles von der Bewegung 
aus, die er als Dbergang von einem Anfangszustand in einen End
zustand bezeichnet. Auch hier haben wir zunachst ein Gruppoid: zwei 
Dbergange oder Bewegungen lassen sich nur dann zusammensetzen, 
wenn der Anfangszustand der zweiten Bewegung mit dem Endzustand 
der ersten ubereinstimmt. Nun lost sich aber aus einer Bewegung etwas 
heraus, was durch eine Zahl gemessen werden kann, etwa durch die 
Umdrehung des Himmelsgewolbes wahrend der Bewegung, und diese 
Zahl laBt sich an jeden Zustand anheften, sie liefert immer einen be
stimmten Endzustand. 

Die Uhr wird aus einem bloB sich bewegenden Instrument zu einem 
Zeitmesser erst durch eine F estsetzung von der folgenden Art: J ede 
volle Umdrehung des grofJen Zeigers lie/ert dieselbe Zeit. 

Dies konnte der Sinn der allerdings schon Plotin (Enn. III 7. 9) 
unverstandlichen Definition der Zeit durch Aristoteles sein: 

Die Zeit ist die Zahl der Bewegung hinsichtlich des /ruher und 
spater, die Zahl im Sinne der gezahlten Zahl genommen (Arist. Physik 
219b). 

Den Griechen scheint der Dbergang vom Gruppoid zur Gruppe in 
der eben beschriebenen Art erhebliche Schwierigkeiten geboten zu haben. 
Sie empfanden als typisch dafur die Herauslosung des Tonintervalles 
aus dem Zweiklang, also z. B. der Quint aus C - G oder E - H. Ihre 
Proportionenlehre sieht daher in dem Gemeinsamen von 4: 2 und 6: 3 
ein Intervall, und dem, was wir Produkt zweier Quotienten nennen, 
geben sie den Namen der Summe: Quint + Quart = Oktave, aber 
3/2·4/3 = 2/1 (vgl. hierzu P. Tannery, Du role de la musique grecque, 
Bibl. math. 3. Folge Bd.3 und Werke 3. Bd. S.68). 

Dieser Aufstieg von der Strecke zum Vektor, von der Ordinalzahl 
zur Kardinalzahl, von der Bewegung zur Zeit, vom Zweiklang zum 
Intervall, allgemein vom Gruppoid zur Gruppe laBt sich auch an den 
Vertauschungen von Dingen ausfuhren, und erst an diesem Beispiel ist 
die Tragweite des Gruppenbegriffs klar geworden. 

Erfordert wird nach den fruheren Beispielen, daB sich aus dem 
Dbergang von einer Anordnung zu einer anderen eine Operation heraus
lost, welche auf jede Anordnung ausgeubt werden kann und stets eine 
bestimmte zweite liefert. Ferner mussen unter den resultierenden An
ordnungen die samtlichen genau einmal auftreten. E. Galois driickt 
dies (manuscrits publies par Tannery 1908, p.8) folgendermaBen aus: 
Ce qui caracterise un groupe: On peut partir d'une des permutations 
quelconques du groupe. Hier ist "permutation" im Sinne von "Anord
nung" gebraucht. 
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Die Operation, welche dies leistet, ist die Substitution. Aus dem 
Dbergang der beliebigen Anordnung (a, b, c) in die Anordnung (d, e, f) 
entnehmen wir bloB folgende drei Tatsachen: 

a wird ersetzt durch d, 
b ~ 
c f· 

Betrachten wir ein Beispiel: Der Dbergang von I in II besagt, als 
Substitution aufgefa13t, da13 1 in 2, 2 in 3 und 3 in 1 ubergefiihrt wird, 
oder kurz ausgedruckt, daB die drei Variablen 1, 2, 3 zyklisch vertauscht 
werden. Diese Operation la13t sich auf jede Anordnung anwenden und 
liefert immer eine bestimmte resultierende Anordnung. Man erhalt 
so genau 6 "Darstellungen" der Operation, die im folgenden so wieder
gegeben sind, da13 die Anfangsanordnung in eine erste, die Endordnung 
in eine zweite Zeile geschrieben wird. Dadurch wird der Dbergang zur 
Substitution erleichtert, man hat einfach jede Variable durch die darunter 
stehende zu ersetzen. 

( 1, 2, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (1, 3, 2) (3, 2, 1) ('2, 1, 3)' 
2, 3, 1 3, 1, 2 1, 2, 3 2, 1, 3 1, 3, 2 3, 2, 1 

Benutzen wir die Numerierung der Anordnungen und als Bezeichnung 
des Dberganges einen Pfeil so erhalten wir folgendes: 

I --+ II, II --+ III, III --+ I, IV --+ VI, V --+ IV, VI --+ V. 

Man verifiziert, da13 auch als Resultat alle 6 Anordnungen gerade ein
mal auftreten. 

1m Deutschen bezeichnet man derartige Substitutionen als Permu
tationen, und wir wollen uns diesem Sprachgebrauch anschlieJ3en. Man 
sieht aber, da13 sie etwas ganz Verschiedenes von dem sind, was in der 
elementaren Mathematik mit diesem Wort bezeichnet wird. 

Da es bei 3 Variabeln 36 Dbergange gibt und jede Permutation 
genau 6 derselben beansprucht, so gibt es 6 Permutationen von 3 Dingen, 
die man gewohnlich so notiert, daB die erste Anordnung die naturliche 
Aufeinanderfolge der Zahlen 1, 2, 3 ist. Die zweite ist dann eine der 
6 moglichen Anordnungen. Unter ihnen kommt die identische Per
mutation vor, welche die Variabeln unverandert la13t. Sie spielt in der 
Gruppentheorie die Rolle der Einheit bei der Multiplikation und muB 
immer mitgezahlt werden. 

Zwei Permutationen lassen sich stets zusammensetzen und ergeben 
als Resultat wieder eine Permutation. Fuhrt die erste Permutation 
die Variable a in b uber und die zweite b in c, so fiihrt die zusammen
gcsetzte Permutation a in c uber. Wahlen wir als Beispiel die Zu
sammensetzung der beiden Permutationen 

( 1, 2, 3) und (1, 2, 3) 
2, 3, 1 2, 1, 3 ' 
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von denen die erste die zyklische Vertauschung der drei Variabeln, 
die zweite dagegen die Vertauschung der beiden erst en Variabeln be
deutet, so verfahrt man so, daB man fUr die zweite diejenige Darstellung 
benutzt, deren erste Zeile mit der letzten der vorherigen iibereinstimmt, 
namlich 

( 2, 3, I) 
I, 3, 2 . 

Die zusammengesetzte Permutation wird jetzt folgende: 

( I, 2, 3) 
I, 3, 2 ' 

d. h. die Vertauschung der Variabeln 2 und 3. Hatten wir die Reihen
folge der beiden Permutationen vertauscht, so hatte sich folgendes 
Resultat ergeben: 

( I, 2, 3) 
3, 2, I ' 

d. h. die Vertauschung der ersten mit der dritten Variabeln. Bei der 
Zusammensetzung von Permutationen ist daher die Reihen/olge zu be
achten, sie genugt nicht dem kommutativen Gesetz. Hierin liegt wohl die 
prinzipielle Bedeutung der Theorie der Permutationen, sie ist ein Vor
stoB in das Gebiet des nicht-Kommutativen. Die Vektoraddition ist 
bekanntlich kommutativ. 

Man kann die 6 Anordnungen von 3 Dingen auch geometrisch 
deuten durch die 6 Decklagen eines Dreiecks mit sich seIber. Wir fassen 
als "Stellen" die 3 Ecken des Dreiecks auf und k6nnen sie auf 6 ver
schiedene Arten mit den Nummern I, 2, 3 versehen: 

3 I 221 3 
~ ~ ~ ~ ~ ~ 
I 2 2 3 3 1 1 3 3 2 2 1 

Der Vertauschung der heiden Variabeln lund 2 entspricht die 
Spiegelung an einer Achse, welche durch den Punkt 3 geht und Mittel
senkrechte der Verbindungslinie 1-2 ist. Diese Gerade hat in den 
Figuren, von der festen Ebene aus gesehen, nicht eine feste Lage, und 
dies fUhrt uns sofort zu der Tatsache, daB wir bei der Reduktion des 
Gruppoids auf die Gruppe auch anders hatten vorgehen k6nnen. Wir 
k6nnten alle diejenigen Obergange zusammenfassen, welche derselben 
Bewegung oder Spiegelung des Dreiecks entsprechen. Nimmt man 
z. B. die Spiegelungsgerade durch den oberen Eckpunkt, welche also 
Mittelsenkrechte der unteren Seite ist, so besitzt sie folgende 6 Dar
stellungen, wie man aus den Figuren sofort ersieht: 

( I, 2, 3) (2, 3, I) (3, I, 2) (I, 3, 2) (3, 2, I) (2, I, 3) 
2, I, 3 3, 2, I I, 3, 2 3, I, 2 2, 3, I I, 2, 3 . 

Als Permutationen der Variabeln aufgefaBt, willden sie drei ver::;chiedene 
Operationen ergeben, aber man sieht ihnen das Gemeinsame sofort 
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an: in allen 6 werden die beiden ersten Stellen vertauscht. Entnimmt 
man also aus einem Dbergang einer Anordnung in eine andere nur die 
Vertauschung der Stellen der einzelnen Variabeln unter Vemachlassi
gung der Nummem der Variabeln, so bekommt man wiederum aus dem 
Gruppoid 6 Operation en destilliert, deren jede durch 6 Dbergange re
prasentiert wird, indem sie auf jede Anordnung angewendet werden 
kann und immer eine bestimmte resultierende Anordnung liefert. Frei
lich sind die beiden Gruppen, die man so erhalt, nicht wesentlich ver
schieden, denn die Gesetze der Zusammensetzung zweier Operationen 
sind dieselben, wenn man nur der Variabelnpermutation dieselbe Stellen
permutation zuordnet. So hatten wir gefunden: wenn man die Variabeln 
erst zyklisch permutiert und nachher die beiden erst en Variabeln ver
tauscht, so ist das Resultat die Vertauschung der Variabeln 2 und 3. 
Es ist selbstverstandlich, daB man hier statt des Wortes "Variable" 
auch das Wort "Stelle" setzen kann. Als "abstrakte Gruppe" sind die 
beiden Definitionen gleichbedeutend. Aber gerade die Tatsache, daB 
dieselbe Gruppe auf zwei verschiedene Weisen erhalten werden kann, 
weist deutlich darauf hin, daB die Permutationen das mathematische 
Gebilde nicht vollig rein wiedergeben. Die dialektische Untersuchung, 
welche nun notwendig wurde, hat im 19. Jahrhundert lange Zeit ge
braucht und schlieBlich auf die Definition der abstrakten Gruppe gefiihrt, 
wie wir sie im § 1 angeben. 

Immer wenn man von der Bewegung einer fliissigen Materie in 
einem fest en Raum, eines physischen Raumes in einem geometrischen 
Raume spricbt, erhalt man diese doppelte Moglichkeit, eine Gruppe 
herauszulOsen. Urn das einzusehen, brauchen wir bloB das Kontinuum 
durch eine endliche Zahl diskreter Zellen zu ersetzen, wie man das bei 
der EinfUhrung des Raumintegrales zu tun pflegt. Das GefaB, das die 
Fliissigkeit enthalt, bestehe aus n mit 1 bis n numerierten Zellen oder 
Stellen, die Fliissigkeit aus ebensovielen M olekulen, welche den Variabeln 
entsprechen und ihrerseits numeriert seien. Eine Lage der Fliissigkeit 
im GefaB wird dadurch festgelegt, daB fUr jede Zelle das darin befind
liche Molekiil angegeben wird. Dies entspricht genau der "Anordnung" 
von n Dingen. Eine Bewegung definieren wir nach Aristoteles als den 
Dbergang von einer Verteilung zu einer neuen. Hieraus kann man auf 
zwei verschiedene Weisen eine Operation herauslOsen, welche auf jede 
beliebige Anfangsverteilung angewendet werden kann und dann eine 
wohlbestimmte Endverteilung liefert: 

1. Man entnimmt der Bewegung die Aussage: An die Stelle des 
Molekiiles mit der Nummer a kommt das Molekiil mit der Nummer b. 
Hier wird also b eine Funktion von a. 

2. Man sieht auf die Stellenveranderung der einzelnen Molekiile und 
macht die Aussage: das Molekiil, das sich an der Stelle mit der Nummer x 
befindet, kommt an die Stelle mit der Nummer y. 
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Den Dbergang zum Kontinuum will ich hier nicht naher ausfUhren, 
sondern nur folgendes bemerken: Die Stell en des GefaBes werden durch 
3 Koordinaten, die Flussigkeitsteilchen durch 3 Parameter charakteri
siert. Die erste Aussage gibt eine Substitution der Parameter, die zweite 
eine solche der Koordinaten. 

Das eben Auseinandergesetzte steht in engstem Zusammenhang mit 
dem Relativitatsproblem, denn da handelt es sich gerade darum, sich 
vom geometrischen Raum loszumachen und von den beiden Aussagen 
bloB die Aussage 1 zu benutzen, welche die Parameter der materiellen 
Teilchen enthalt. Wenn wir uns im folgenden auf endliche Gruppen 
beschranken, so m6chte ich hierzu H. Weyl zitieren (Handbuch der 
Philosophie, Abteilung II, Beitrag A, S. 59, Munchen und Berlin 1926): 
"Es war fur die Mathematik ein Gluck, daB das Relativitatsproblem 
zuerst nicht am kontinuierlichen Punktraum, sondern an einem aus 
endlich vielen diskreten Objekten bestehenden System, namlich an dem 
System der Wurzeln einer algebraischen Gleichung (mit rationalen 
Zahlkoeffizienten) durchgefuhrt wurde (Galoissche Theorie); das ist der 
Scharfe der Begriffsbildungen sehr zugute gekommen. .... Aus diesem 
Pro blemkreis ist auch die abstrakte Gruppentheorie entsprossen." 

1. Kapitel. 

Die Grundlagen. 
. § 1. Die Postulate des Gruppenbegriffs. 

Ein System von verschiedenen Elementen bildet eine Gruppe, 
wenn folgende vier Postulate erfullt sind: 

1. Das Gruppengesetz. J edem geordneten Paar von gleichen oder 
verschiedenen Elementen des Systems ist eindeutig ein Element des
selben System zugeordnet, das Produkt der beiden Elemente. Die 
F onnel dafur ist: A B = C. 

II. Das Assoziativgesetz. Fur die Produktbildung gilt die Gleichung: 
(A B) C = A (BC). Nicht verlangt wird jedoch das Kommutativgesetz 
AB=BA. 

III. Das Einheitselement. Es gibt ein Element E, das fUr jedes 
Element A des Systems folgendem Gesetz gehorcht: A E = E A = A . 
E heiBt das EinlleitHelement oder die Einheit der Gruppe. 

IV. Das inverse Element. Zu jedem Element A gibt es ein inverses 
Element X = A-I, das der Gleichung genugt: AX = E. 

Eine Gruppe, bei der aIle Elemente in der Bildung des Produktes 
miteinander verlauschbar sind, heiBt eine kommutative oder Abelsche 
Gruppe. 

1st die Anzahl der Elemente endlich, so heiBt die Gruppe eine 
endliche Gruppe. Die Anzahl der Elemente heiBt die Ordnung der 
Gruppe. 
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Die bekanntesten Gruppen sind Abelsche Gruppen mit unendlich 
vielen Elementen: Die ganzen positiven und negativen Zahlen bilden 
nach dem Gesetz der Addition eine Gruppe, ebenso die positiven ratio
nalen Zahlen nach dem Gesetz der Multiplikation. Die "Einheit" ist 
im ersten FaIle 0, im zweiten 1. Ferner bilden aIle reellen Zahlen nach 
dem Gesetz der Addition und, nach Weglassung der Null, nach dem 
Gesetz der Multiplikation eine Gruppe. 

Das Postulat II ist die knappste Fassung der allgemeinen Forde
rung, daB ein Produkt mehrerer Elemente eindeutig bestimmt ist, 
wenn man die Reihenfolge der Elemente beibehalt. Sein Inhalt ist 
eben diese Forderung fUr ein Produkt von drei Elementen. Durch 
einen . einfachen SchluB von n auf n + 1 laBt sich hieraus der allge
meine Satz beweisen. Man setze voraus, daB jedes Produkt von n oder 
weniger Elementen eindeutig bestimmt ist. 1st nun eine Reihe von 
n + 1 Elementen vorgelegt, deren Produkt zu bilden ist, so fUhrt jede 
Art der Produktbildung zuletzt zu einem Produkt von zwei Elementen, 
deren erstes das Produkt der i ersten urspriinglichen Elemente darstellt, 
wahrend das zweite das Produkt der ubrigen ist. Es muB nun bloB 
gezeigt werden, daB auch der letzte Schritt fUr jeden Wert von i das
selbe Resultat liefert. 1st H das Produkt der i-I erst en Elemente, 
I das i-te Element und K das Produkt der ubrigbleibenden, so folgt 
aus dem zweiten Postulat: 

H (I K) = (HI) K. 
Indem man i der Reihe nach die Zahlen 2, 3, ... , n -1 durchlaufen 
laBt, gewinnt man das gesuchte Resultat. 

Fordert man noch das kommutative Gesetz, so ist ein Produkt 
durch die Elemente allein, unabhangig von der Reihenfolge, bestimmt. 
Es wird namlich: ABCD=A(BC)D=A(CB)D=ACBD, woraus 
unmittelbar folgt, daB zwei aufeinanderfolgende Elemente miteinander 
vertauscht werden durfen. Da man ferner durch derartige "Trans
positionen" eine beliebige Reihenfolge herstellen kann, so ist die Be
hauptung bewiesen. 

Das Postulat III fordert die Existenz eines Einheitselementes. Allein 
mit Hilfe des ersten Postulates laBt sich zeigen, daB nur ein Element 
vorkommen kann, das den dortigen Bedingungen genugt. Sei nam
lich Fein weiteres Element, fUr das stets die Gleichungen AF = FA = A 
erfullt sind, so ergibt sich, wenn E an die Stelle von A gesetzt wird, 
fUr EF gleichzeitig das Element E und F. Wegen I folgt E = F. 

Das zu A-I inverse Element ist A. Denn aus A-I B = E folgt durch 
linksseitige Multiplikation mit A: A A-I B = A, also B = A. A ist mit 
A-I vertauschbar. 

1st ABC ... Fein beliebiges Produkt von Elementen, so ist 
F-l . .. C-l B-1 A-I das zu dem Produkt inverse Element. 
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Die Axiome III und IV lassen sich noch etwas verengern: 
III. Es gibt mindestens ein E, das fUr aIle A der Gleichung genugt: 

AE=A. 
IV. Die Gleichung A X = E ist fur jedes A losbar. 
Man lose namlich A X = E und X Y = E. Dann wird 

XA =XAE=XAXY=XEY=XY=E. 
Also ist auch E A = A X A = A E = A. Hieraus folgt wie oben die 

Einzigkeit von E und yom inversen Element. 
Historische N otiz. Die abstrakte Gruppentheorie ist eine relativ spate 

Entwicklungsphase des mathematischen Gebildes, das unseren Gegenstand bildet. 
Noch Jordans Traite des substitutions (1870) behandelt ausschlieBlich Permu
tationsgruppen. Aber. die Methoden, die Euler, Lagrange, Ruffini, Gau(J, Cauchy, 
Galois und Jordan benutzen, sind groBenteils unabhangig von dieser spezie11en 
Bedeutung der Elemente. Das erste System abstrakter Gruppenpostulate solI 
das von Kronecker 1870 aufgestellte sein (Auseinandersetzung einiger Eigenschaften 
der Klassenzahl idealer komplexer Zahlen, Werke Bd.2, S.273). Neuerdings 
haben sich amerikanische Mathematiker mit der Aufstellung von Postulaten be
schaftigt, z. B. L. E. Dickson (Definition of a group and a field by independent 
postulates. Amer. Transact. Bd. 6 (1905), S. 198-204) und E. V. Huntington 
(Note on the definition Df abstract groups and fields by sets of independent postu
lates. Amer. Transact. Bd. 6, S. 181-197). 

§ 2. Die Gruppentafel. 
Eine Gruppe ist voIlstandig bestimmt, wenn das Produkt zweier 

beliebiger Elemente bekannt ist. Zur TabeIlierung benutzt man, wenig
stens in einfacheten Fallen, die Gruppentafel, eine zuerst von Cayley 1 

angewandte Methode. Das Schema ist ein Quadrat mit ebensovielen 
Zeilen hzw. Kolonnen, als die Ordnung der Gruppe betragt. Man 
bringt die Elemente, mit E beginnend, in eine bestimmte Reihenfolge 
und bezeichnet sowohl die Zeilen als die Spalten der Reihe nach damit. 
In die Parzelle, welche durch den Durchschnitt der mit A bezeichneten 
Zeile und der mit B bezeichneten Kolonne gebildet wird, schreibt man 
das Produkt A B. Wir geben als Beispiel die Gruppe niedrigster Ordnung, 
in welcher das kommutative Gesetz nicht gilt: 

E A B CDF 

E E A B C D F 
A A B EDFC 
B BEAFCD 
C CFDEBA 
D DCFAEB 
F FDCBAE 

1 On the theory of groups as depending on the symbolical equation {}n = l. 
Philos. Mag. (4) Bd.7 (1854), S.40-47. The collected Math. papers of A. Cayley 
Bd. 2, S. 123-130. 
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Man erkennt sofort als charakteristisches Merkmal fUr Gruppen 
mit dem kommutativen Gesetz die Symmetrie der Tafel in bezug 
auf die Hauptdiagonale. In der angegebenen Gruppe gilt aber z. B. : 
AC = CB=j=CA. 

Die Tatsache, daB in jeder Zeile und in jeder Kolonne jedes Element 
der Gruppe genau einmal vorkommt, stellt eine fundamentale Eigen
schaft aller Gruppen dar, wie folgendermaBen bewiesen wird: 

Die Elemente einer Zeile sind in dem Ausdruck A X enthalten, 
wobei A ein festes Element darstellt, wahrend X die ganze Gruppe 
durchlauft. Die Gleichung A X = B laBt bei beliebigem A und B die 
eine Auflosung zu: X = A-I B. Hieraus folgt, daB in dem System 
von der Gestalt A X jedes Element der Gruppe enthalten ist. Anderer
seits aber auch nur einmal; fUr endliche Gruppen ergibt sich das durch 
bloBe Abzahlung der Elemente, fUr unendliche muB man verwerten, 
daB aus A B = A C folgt: B = C. Denn "multipliziert" man die Glei
chung auf beiden Seiten von links mit A-I, so erhalt man: A-I A B = 

A -1 A C und daraus wegen des Assoziativgesetzes: B = C. 
Eine modifizierte Tafel, die fUr spatere Untersuchungen von Wich

tigkeit ist, erhalt man, indem man entsprechende Zeilen und Kolonnen 
nicht mit denselben, sondem mit inversen Elementen bezeichnet, in 
folgender Weise: 

E A B C 
-----------1----1 

E E A B C 
-----------1----1 
A-I A-I E A-IB A-IC 

B-1 B-1 I B-IA E I B-IC ... 
----------------
C-l C-l C-IA C-IB E .. . 

-"'--"'1'" .. ·1 .. · -.. . 

Fur die oben angefuhrte Gruppe nimmt dann die Tafel folgende 
Gestalt an: 

I E A B CDF 

!I E A B C D F 
B E A F C D 

AI A BEDFC 

~I C F DEB A 
D C F A E B 

FI 
1 

F D C B A E 

Man bemerkt, daB in der Hauptdiagonalen stets E steht. 
Satz 1. Fur endliche Gruppen lassen sich die Postulate III und IV er

setzen durch das Postulat III*, das fur gewisse Anwendungen bequemer ist: 
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III*: A us A B = A C folgt B = C und aus B A = C A folgt ebenfalls 
B=C. 

Beweis. Das Postulat besagt fur endliche Gruppen, daB AX und 
X A mit X die samtlichen Elemente der Gruppe durchlaufen. Denn 
ist g die Ordnung der Gruppe, so stellt A X g Elemente dar, die wegen 
des Postulates III* voneinander verschieden sind und daher mit den 
Elementen der Gruppe ubereinstimmen mussen. Insbesondere HiBt 
die Gleichung A X = A eine Li:isung zu, die mit E bezeichnet werde. 
Aus A E = A folgt: X (A E) = X A, also wegen des Assoziativgesetzes 
(XA)E=XA. Da XA mit X aIle Elemente der Gruppe durchlauft, 
so gilt fUr j edes Element der Gruppe: X E = X und insbesondere E E =: E. 
Aber auch EX durchlauft mit X samtliche Elemente der Gruppe und 
aus EEX = EX folgt, daB fur jedes Element X der Gruppe die Glei
chung gilt: EX = X. Damit ist das Postulat III au& dem Postulat III* 
abgeleitet. Das Postulat IV folgt sofort aus der Tatsache, daB die 
Gleichung A X = E eine Li:isung besitzen muB, weil A X aIle Elemente, 
also auch das soeben nachgewiesene Element E, durchlauft. 

Fur unendliche Systeme folgt aus III* nicht die Existenz des Ein
heitselementes. Die positiven ganzen Zahlen bilden nach dem Gesetz 
der Addition ein System, das I, II und III* genugt, aber keine Gruppe 
bildet. 

1m folgenden solI, falls nichts anderes bemerkt ist, ausschlieBlich 
von endlichen Gruppen die Rede sein. 

Auch dem Assoziativgesetz entspricht, nach einer Mitteilung von 
H. Brandt, eine leicht angebbare Eigenschaft der Gruppentafel. Wahlt 
man irgend zwei Felder, in denen die Elemente A und B stehen mi:igen, 
so aus, daB die Spalte, in der sich das erste befindet, und die Zeile, in 
der sich das zweite befindet, sich in einem Einheitsfelde treffen, so 
steht in dem Felde, wo sich die Zeile des ersten und die Spalte des zweiten 
treffen, das Produkt A B. Geometrisch ausgedruckt: Man fasse die 
drei Elemente A, B, E als Ecken eines Rechteckes auf, dessen Seiten 
vertikal und horizontal stehen, dann steht an der vierten Ecke das 
Produkt A B. Nimmt man z. B. in der letzten Gruppentafel F in der 
vierten Zeile und C in der zweiten, so findet man als vierte Ecke das 
Element B. Man ersieht aus der Tafel sofort, daB FC = B. 

§ 3. Untergruppen. 
Definition. Ein Teilsystem von Elementen der Gruppe, das fur sich 

den Postulaten I bis IV genugt, und daher selbst eine Gruppe bildet, 
heiBt eine Unfergruppe der gegebenen Gruppe. 

Zwei Untergruppen lassen sich von vornherein angeben, namlich 
einerseits die gegebene Gruppe selbst, andererseits die Gruppe, die nur 
aus dem einen Element E besteht. Diese beiden Untergruppen werden 
durch den Ausdruck uneigentliche Untergruppen von den ubrigen, 
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den eigentlichen Untergruppen, unterschieden. Die Auffindung der 
eigentlichen Untergruppen ist eine der Hauptaufgaben der Theorie. 

Satz 21. Die Ordnung einer Untergruppe ist ein Teiler der Ordnung 
der ganzen Gruppe. 

Beweis. Das Verfahren, das zu diesem Satz fiihrt, hat Euler aus
gedacht und auf zyklische Gruppen angewandt. Historisch stellt es das 
erste Beispiel eines echten gruppentheoretischen Beweises dar, sein 
Grundgedanke ist der groBten Verallgemeinerung fahig und man kann 
die Gruppentheorie mit seiner Entdeckung beginnen lassen. Es besteht 
in einer Einteilung der Elemente der ganzen Gruppe @ in Systeme, 
welche durch die Untergruppe .p geliefert werden, und zwar in folgen
der Weise. 

Man schreibe die Elemente von .p in eine Reihe 
E,A,B, ... ,F. 

Nun wahle man aus @ irgendein Element X und bilde die Reihe 
EX=X, AX, BX, ... , FX. 

Nach Satz 1 sind die Elemente dieser neuen Reihe unter sich ver
schieden. Wenn X in .p liegt, so bestehen die beiden Reihen genau 
aus denselben Elementen, namlich denjenigen von.p. 1st aber X auBer
halb von .p, so haben die beiden Reihen kein Element gemeinsam. 
Denn es sei etwa 

A=BX. 

Dann folgt durch linksseitige Zusammensetzung mit B-1: 

B-1 A =X. 

Links steht aber ein Produkt zweier Elemente aus .p, und wir erhalten 
den Widerspruch, daB X in .p enthalten ist. 

Die zweite Reihe bezeichnet man symbolisch mit .pX und nennt 
sie eine Nebengruppe von .p, wobei .p selbst zu den Nebengruppen 
gerechnet wird, urn' bei Abzahlungen die Ausdrucksweise zu verein
fachen. Unser bisheriges Resultat laBt sich so aussprechen: Eine Neben
gruppe ist entweder mit .p identisch, oder sie hat mit .p kein Element 
gemein: Nun mussen wir noch zeigen, daB dasselbe auch fur zwei be
liebige Nebengruppen gilt. Es mogen also die beiden Nebengruppen 
.pX und .p Y ein gemeinsames Element haben, so daB etwa gilt: 

AX=BY. 
Dann wird durch linksseitige Zusammensetzung mit B-1 

B-IAX = Y, 

d. h. Y geh6rt zur Nebengruppe .pX. Hieraus folgt aber, daB die beiden 
Nebengruppen .pX und .p Y identisch sind, denn setzen wir Y = ex, 

1 Lagrange, J. L.: Reflexions sur la resolution algebrique des equations, 1771 
(ffiuvres Bd.3, S.205-421). 



16 1. Kapitel: Grundlagen. 

wobei C in ~ liegt, so wird ~ Y = ~CX, und weil ~C = ~ ist, so gilt 
~ ex = ~X, womit die Behauptung bewiesen ist . 

. Nun ordne man die Elemente von @ nach ~ und seinen Neben
gruppen. Man beginnt mit ~ and bildet mit einem Element auBerhalb 
von ~ die Nebengruppe ~X. Falls es noch Elemente von @ gibt, die 
weder in ~ noch in ~X enthalten sind, so bilde man eine weitere Neben
gruppe ~ Y. Nach einer endlichen Anzahl von Schritten nimmt das 
Verfahren ein Ende, jedes Element von @ ist genau in einer Nebengruppe 
von ~ untergebracht. Wir schreiben symbolisch 

@ = ~ + ~X + ~ Y + .... 
Da jede der Nebengruppen gleich viele Elemente enthalt wie ~, so 
ist unser Satz bewiesen. 

Definition. Unter dem Index einer Untergruppe versteht man die 
Anzahl der Nebengruppen (inklusive der Untergruppe seIber), also bei 
einer epdlichen Gruppe den Quotienten der Ordnung der Gruppe und 
derjenigen der Untergruppe. 

§ 4. Zyklische Gruppen. 
Wir wollen in diesem Paragraphen einen besonders einfachen Typus 

von Gruppen vollstandig kennen lemen, es sind diejenigen Gruppen; 
welche durch Zusammensetzung eines ihrer Elemente mit sich selbst 
erzeugt werden konnen. Wir setzen 

AA = A2, AAA = A3 usw. 
und bezeichnen diese neuen Elemente als die Potenzen von A. Sie 
bilden unter sich ein System, in dem das Postulat I erfiillt ist, denn 
das Produkt der n-ten Potenz von A mit der m-ten ist gleich der 
(m + n)-ten Potenz von A: Am A" = Am+". Ferner ist das Assoziativ
gesetz erfiillt, und hieraus folgt in diesem speziellen Falle noch das 
Kommutativgesetz: Sei n > m und n = m + l, dann wird 

A" Am = (Am AI) Am = Am(AI Am) = Am A". 

Satz 3. In endlichen Gruppen bildet ein Element A zusammen mit 
seinen Potenzen eine kommutative Untergruppe, die durch A erzeugte 
Untergruppe. Gauf3 nennt sie die Periode von A. 

Beweis. Wir schreiben die Potenzen von A in eine Reihe 
A, A2, A3, ... , Am, ... , A", 

Da nach Voraussetzung nur endlich viele Elemente in der Gruppe 
vorhanden sind, so konnen bei forlgesetzter Potenzierung nur endlich 
viele verschiedene Elemente entstehen. Es sei die (n + 1)-te Potenz 
von A die niedrigste, welche gleich einer friiheren Potenz von A ist, 
dann gilt eine Gleichung von der Gestalt A,,+I = Am. Hier muB m 
gleich 1 sein, denn durch Multiplikation mit A-I erhalt manA"=Am-I. 
Ware also m> 1, so ware bereits die n-te Potenz von A gleich einer 
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niedrigeren, gegen die Voraussetzung. Aus An+l= A folgt An = E 
und An +i = Ai. Die am Anfang des Beweises aufgeschriebene Reihe 
der Potenzen von A ist also periodisch, eine Tatsache, welche bereits 
von Euler (Satz 8 der unten zitierten Abhandlung1) entdeckt worden 
ist. Die Potenzen von A sind so lange untereinander verschieden, bis 
man zum Einheitselement kommt, dann treten sie wieder, mit A be
ginnend, in derselben Reihenfolge auf. Aus diesem Sachverhalt folgt 
ohne weiteres die Behauptung von Satz 3. Denn jetzt ist die Existenz 
des Einheitselementes unter den Potenzen nachgewiesen (Postulat III), 
ferner ergibt sich, daB das zum Element Ai inverse das Element An-i 
ist (Postulat IV). 

Definition. Der Exponent der niedrigsten Potenz des Elementes A, 
welche gleich dem Einheitselement ist, d. h. die Ordnung der dUTCh 
A erzeugten Gruppe, heiBt die Ordnung des Elements A. Eine 
Gruppe, welche dUTCh ein Element erzeugt werden kann, heiBt eine 
zyklische Gruppe. 

Aus der Periodizitat der Reihe der Potenzen von A ergibt sich die 
Tatsache, daB zwei Potenzen von A dann und nUT dann dasselbe Ele
ment liefern, wenn die Differenz der Exponenten dUTCh die Ordnung n 
von A teilbar ist. Will man daher wissen, welcher von den n ersten 
Potenzen von A eine gegebene Potenz AS gleich ist, so hat man s durch 
n zu dividieren und den Rest r aufzusuchen. Es gilt dann AS = Ar. 
Diese Tatsache legt es nahe, den Begriff der Potenz eines Elementes 
auch auf negative Exponenten auszudehnen, indem man festsetzt, 
daB unabhangig vom Vorzeichen gilt Ar = AS, sob aid r-s durch n 
teilbar ist. Das zu A inverse Element An-l laBt sich dann auch in der 
Form A-I schreiben, eine Bezeichnungsweise, welche wir bereits ange
wandt haben, und allgemein gilt die Formel 

(Ai)-I = An-i = A-i. 

Ferner gilt fUr positive und negative ganzzahlige Exponenten stets 
Ar AS = Ar+s und (Ar)s = Ars, 

Wir wollen nun vollstandige Einsicht in die zyklischen Gruppen 
gewinnen und beweisen zu diesem Zweck den 

Satz 4. Ein Element A von der O~dnung n = P~l P;', "P:" liijJt 
sich aut eine und nur eine Weise darstellen als Produkt von r Elementen, 
die Potenzen von A sind und deren Ordnungen die Primzahlpotenzen 
P~l, P;', ... , p:r sind. 

Beweis. Es sei n = 1m, wobei I prim zu mist, ferner setze man 
Al = B und Am = C. Die beiden Elemente B und C sind vertauschbar, 

1 Euler, L.: Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta, 1761, 
opera omnia I 2, S. 504. Eine deutsche Ubersetzung des fiir diesen Algorithmus 
wichtigen Teils dieser Abhandlung findet sich in A. Speiser: Klassische Stiicke 
der Mathematik, S. no. Ziirich 1925. 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 2 
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denn sie sind Potenzen desselben Elementes A. Ferner ist l die Ord
nung von C und m die Ordnung von B, denn es gilt 

B'" = Aim = An = E, 
und eine niedrigere Potenz von B kann nicht E sein, weil sonst die 
Ordnung von A nicht n ware. 

J etzt bilde man die Gesamtheit der Elemente von der Gestalt 
BXCY (x=I,2, ... ,m;y=I,2, ... ,l). 

Es sind lauter Potenzen von A, namlich die (lx + m y)-ten, ihre An
zahl ist n = lm. 

Ich behaupte, daB sie samtlich untereinander verschieden sind. Es 
sei namlich 

Brcs = BU CV, 
dann folgt durch Multiplikation mit B-U C-s 

Br-u = cv-s. 

Wir erhalten so ein Element, das gleichzeitig Potenz vOn B und von 
C ist. Seine Ordnung teilt nach Satz 2 sowohll als m und ist daher = l. 
Wir finden so 

Br-u = cv-s = E 
und daraus 

Br = BU, cv = CS, 

womit die Behauptung bewiesen ist. 
Setzt man nun 

1 = P~l J m = P~2 .. . p:r , 
so erkennt man, daB der Faktor von der Ordnung p~' durch A voll
standig bestimmt ist. Dasselbe beweist man fur die ubrigen Prim
zahlpotenzen, womit der Satz vollstandig bewiesen ist. 

Satz 5. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. 
Beweis. Die ganze Gruppe sei erzeugt durch das Element A von 

der Ordnung n. Falls die Untergruppe das Element A enthalt, so ist 
sie mit der ganzen Gruppe identisch und keine eigentliche Unter
gruppe. Wir wollen nun annehmen, A b = B sei die niedrigste Potenz 
von A, welche in der Untergruppe vorkommt. Dann enthalt die Unter
gruppe alle Potenzen von B. Zunachst beweisen wir, daB b ein Teiler 
von n ist. Wir schreiben zu diesem Zweck die Exponenten der Potenzen 
von A b in eine Reihe 

b, 2 b, 3 b, .... 
Falls b kein Teiler von n ist, so wird es zwei aufeinanderfolgende Zahlen 
dieser Reihe geben, zwischen denen n liegt. Es sei also 

(x-I) b< n< xb. 
Dann ist die Differenz x b - n kleiner als b und BX = A x b = A x b - n 

ist eine Potenz von A, welche in der Untergruppe liegt und deren Expo
nent niedriger als b ist, gegen die Voraussetzung. 
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Auf gleiche Weise kannen wir zeigen, daB die Untergruppe auBer 
den Potenzen von B keine weiteren Elemente enthalt, daB sie also 
mit der durch B erzeugten zyklischen Gruppe identisch ist. Denn es 
sei Aa ein weiteres Element der Untergruppe, so daB a nicht durch 
b teilbar ist, dann liegt a zwischen zwei aufeinanderfolgenden Vielfachen 
von b, es gilt etwa 

b y < a < b (y + 1). 
Dann liegt das Element 

Aa B-Y = Aa-by 

ebenfalls in der Untergruppe, aber der Exponent von A ist niedriger 
als b gegen die Voraussetzung. 

Aus diesem Beweis ergibt sich unmittelbar, daB die tp(n) Potenzen 
A a mit einem zu n primen Exponenten a und nur diese die Ordnung n 
haben, wobei tp (n) die bekannte Eulersche Funktion bezeichnet. 

Satz 6. 1st n die Ordnung des Elementes A und ist m prim zu n, setzt 
man ferner B = Am, so ist die Gleichung BX = A losbar. 

Beweis. B erzeugt eine Untergruppe von der Ordnung n, nach 
dem vorigen Satz. Daher ist die durch B erzeugte Gruppe identisch mit 
der durch A erzeugten und enthalt insbesondere das Element A seIber. 

Dieser letzte Satz ist identisch mit einem Fundamentalsatz der 
Zahlentheorie, daB namlich die diophantische Gleichung 

mx+ny=l 
stets ganzzahlige Lasungen x und y besitzt, wenn die beiden Zahlen m 
und n zueinander prim sind. Denn die Tatsache, daB BX = A eine 
Lasung besitzt, laBt sich auch so ausdrlicken: die Gleichung 

Amx = A bzw. Amx-l = E 

besitzt eine Lasung. Das erfordert aber, daB mx durch n teilbar 
ist, d. h. daB die Gleichung m x + n y = 1 lasbar ist. Umgekehrt ist 
auf irgendeinem Weg die Lasbarkeit dieser Gleichung bewiesen, so 
folgt daraus Satz 6. 

Wir wollen zum SchluB noch Anwendungen der Satze tiber zyklische 
Gruppen auf beliebige Gruppen herleiten. 

Satz 7 . 1st in einer beliebigen Gruppe das Element A von der Ord
nung n in ein Produkt zweier vertauschbarer Elemente B und C zerlegt, 
deren Ordnungen m und 1 zueinander prim sind, so ist n = m 1. Diese 
Zer1egung ist stets auf eine und nur eine Weise mog1ich und die F aktoren 
B und C sind Potenzen von A. 

Beweis. DaB eine solche Zerlegung maglich ist, folgt aus dem 
Beweis zu Satz 4. Wir mtissen nur noch zeigen, daB stets B und C 
Potenzen von A sind. Zu dem Zweck heben wir die Gleichung A = Be 
in die m-te Potenz und erhalten wegen der Vertauschbarkeit von B 
und C 

2* 
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Hieraus folgt zunachst, daB em eine Potenz von A ist. Bedenken wir 
nun, daB m prim zur Ordnung 1 von e ist, so folgt nach Satz 6, daB e 
eine Potenz von em und daher auch eine Potenz von A ist. Dasselbe 
beweist man in analoger Weise flir B. J ede Zerlegung von A nach 
Satz 7 kann daher nur innerhalb der durch A erzeugten zyklischen 
Gruppe geschehen und ist infolgedessen eindeutig. 

Jetzt laBt sich auch Satz 4 in allgemeinster Fassung folgender
maBen aussprechen: 

Satz 8. 1st n = P~l p~' ... p~' die Ordnung des Elementes A in einer 
beliebigen Gruppe, so liifJt sich A aut eine und nur eine Weise als Produkt 
von r untereinander vertauschbaren Elementen, deren Ordnungen die Prim
zahlpotenzen p~i sind, darstellen. Die Faktoren sind Potenzen von A, und 
die Zerlegung ist diejenige des Satzes 4. 

Beweis. Es sei A = A11A~' . .. A:r eine Zerlegung nach Satz 8. 
Setzen wir B=A11, e=A·~'A;· ... A:r, so wird A =Be und wir 
erhalten eine Zerlegung in zwei Faktoren, wie sie Satz 7 zugrunde liegt. 
Wenden wir diesen Satz an, so ergibt sich, daB Beine Potenz von A 
und eindeutig bestimmt ist. Dasselbe beweisen wir von den iibrigen 
Elementen A~', ... ,A;r. 

Satz 9. Kriterium fur Untergruppen. Ein Teilsystem von Elementen 
einer endlichen Gruppe bildet stets eine Untergruppe, wenn das Produkt 
zweier beliebiger Elemente desselben wieder im System liegt. 

Beweis. Dieses Kriterium besagt, daB flir Untergruppen von Grup
pen endlicher Ordnung der Nachweis der Giiltigkeit des ersten Gruppen
postulates geniigt. Aus diesem folgt namlich, daB mit dem Element 
A auch dessen Quadrat, also auch dessen dritte usw. Potenz, daher 
auch E und A-I im System enthalten sind, womit flir das System die 
Giiltigkeit aller vier Gruppenpostulate nachgewiesen ist. 

Untergruppen einer Untergruppe sind selbst Untergruppen der 
urspriinglichen Gruppe. Diejenigen Elemente, die zwei Untergruppen 
S) und Sl' einer Gruppe gemeinsam sind, bilden eine Untergruppe, weIche 
der D'urchschnitt der beiden Untergruppen genannt und durch S) 1\ Sl' 
bezeichnet wird. Denn mit A und B ist auch das Produkt A B beiden 
Untergruppen gemeinsam. 

§ 5. Beispiele von Gruppen. 
Die "Elemente" einer Gruppe sind wie die Elemente einer Menge 

an keine Deutung gebunden und konnen in mannigfaltiger Weise 
auftreten. Wenn an einem Beispiel eine Gruppe aufgewiesen wird, so 
spricht man von einer Darstellung der Gruppe. Die abstrakte Gruppe, 
die dargestellt wird, erhalt man aus ihrer Darstellung, indem man von 
der speziellen Bedeutung der Elemente abstrahiert. DaB bei dieser 
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Abstraktion das Wesentliche bestehen bleibt, wird sich im Verlauf der 
Theorie immer mehr herausstellen. 

In diesem Paragraphen soIl zunachst ein Musterexemplar einer 
Gruppe in verschiedenen Darstellungen gegeben und in Augenschein 
genommen werden, die sog. Lkosaedergruppe 1. 

Eine Kugel, deren Mittelpunkt fest liegt, kann bekanntlich von 
jeder Lage in jede andere durch Drehung urn eine Achse durch ihren 
Mittelpunkt iibergefiihrt werden. Zwei Drehungen urn dieselbe Achse, 
deren Drehwinkel sich bloB urn Vielfache von 27l unterscheiden, 
ergeben dieselbe Endlage und sollen im folgenden als identisch gelten. 
Zwei Drehungen, von denen das nicht gilt, ergeben stets verschiedene 
Endlagen und gelten als verschieden. Fiihrt man zwei Drehungen 
nacheinander aus, so laBt sich eine einzige Drehung angeben, welche 
die Anfangslage der Kugel in die Endlage iiberfiihrt. Man hat damit 
jedem Paar von Drehungen eine neue Drehung zugeordnet. Nach diesem 
Gesetz der Zusammensetzung bilden die Drehungen der Kugel urn 
Achsen durch ihren Mittelpunkt eine Gruppe. Das Einheitselement 
ist die Drehung urn den Winkel 0 oder die Dberfiihrung der Kugel in 
dieselbe Lage. Die inverse Drehung ist eine Drehung urn dieselbe Achse, 
aber urn den entgegengesetzten Winkel. AuBerdem gilt das Assoziativ
gesetz. Diese Gruppe ist von unendlicher Ordnung; man nennt sie 
eine kontinuierliche Gruppe weil ihre Elemente durch stetig verander
liche Parameter (Richtungscosinus der Drehachse und Sinus und 
Cosinus des Drehwinkels) charakterisiert werden k6nnen. 

Aus dieser Gruppe lassen sich durch die Forderung der Invarianz 
gewisser Figuren endliche Gruppen ausscheiden. Diejenigen Drehungen, 
welche einen der Kugel einbeschriebenen regularen K6rper mit sich 
selbst zur Deckung bringen, bilden eine Gruppe. Wir bestimmen ihre 
Ordnung durch Abzahlung der verschiedenen Deckungslagen. Beispiel: 
das Oktaeder. Halt man zwei gegeniiberliegende Ecken und die sie 
verbindende Achse fest, so gibt es noch die vier Drehungen urn die 

Winkel 0, ; 7l, 321t. An die Stelle der einen Ecke kann man jede 

der fiinf iibrigen Ecken bringen und fiir jede Ecke hat man vier Lagen 
des Oktaeders in Rechnung zu setzen, so daB im ganzen 24 Lagen ent
stehen. Der Wurlel bietet nichts Neues, denn die Mittelpunkte der 
Flachen eines Oktaeders bilden die Ecken eines Wiirfels, der bei den
selben Drehungen und bei keinen weiteren mit sich selbst zur Deckung 
kommt. Dagegen liefert das Tetraeder eine wesentlich neue Gruppe, 
deren Ordnug sofort auf 12 berechnet wird, endlich ergibt das Ikosaeder 
eine Gruppe von der Ordnung 60. Das Pentagondodekaeder liefert 

1 Vgl. F. Klein: Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auflosung der Glei
chungen vom 5. Grade. Leipzig 1884. 
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dieselbe Gruppe, da seine Eckpunkte wiederum mit den Mittelpunkten 
der 20 Seitenflachen des Ikosaeders in Beziehung stehen. 

AuBer diesen Polyedern miissen noch die sog. Dieder in Betracht 
gezogen werden, da sie besonders iibersichtliche und fur den Aufbau 
komplizierterer Gruppen wichtige Gruppen liefern. Ein Dieder besteht 
aus der doppelt zu zahlenden Flache eines regelmaBigen ebenen n-Ecks. 
Sein Mittelpunkt sei in den Kugelmittelpunkt gebracht. Alsdann gibt 
es genau 2n Drehungen der Kugel, welche das Dieder mit sich selbst 

zur Deckung bringen. Eine Drehung vom Winkel ~ urn eine Achse n 
senkrecht zur Flache sowie die n-l daraus durch Wiederholung ent-

stehenden Drehungen mit den Winkeln 2· ~, ... , n' ~ bilden die n n 
eine HaUte. Dazu kommen noch n Drehungen vom Winkel n urn die 
n in der Diederebene gelegenen Achsen, die durch die Eckpunkte bzw. 
Kantenmittelpunkte gehen (Umklappungen). Die ersten n seien mit 
A, A2, ... , An = E bezeichnet; die iibrigen n bilden die Nebengruppe 
dieser zyklischen Untergruppe. Sei C eines dieser letzteren Elemente, 
so gilt die geometrisch sofort ersichtliche Beziehung A C = C A-I. Daraus 
folgt weiter AAC=ACA-l=CA-IA-l und schlieBlich AiC=CA-i. 
Hieraus ergibt sich weiter die geometrisch evidente Tatsache, daB alle 
Elemente der Nebengruppe'die Ordnung2 haben: Ai CA; C = AiCC A-i 
= E. Einen speziellen Fall der Diedergruppen bildet die in § 2 durch 
die Gruppentafel gegebene Gruppe. Hier ist n = 3. 

Nun sollen die Elemente der Ikosaedergruppe angegeben werden. 

Die Drehung von .;~ urn eine Achse durch zwei gegeniiberliegende 

Ecken des Ikosaeders erzeugt eine Untergruppe von der Ordnung 5, 
deren 4 von E verschiedene Elemente die Ordnung 5 haben. 1m ganzen 
gibt es 6 solche Achsen, die zusammen 24 verschiedene Elemente von 
der Ordnung 5 ergeben. Drehungen urn eine Achse durch die Mittel
punkte zweier gegeniiberliegender SeitenfHi.chen ergeben Untergruppen 
von der Ordnung 3, die je 2 Elemente von der Ordnung 3 enthalten. 
Da es 10 solche Achsen gibt, so folgen hieraus 20 Elemente von der Ord
nung 3. Die Drehungen vom Winkel n urn die 15 Achsen, welche je 
zwei gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte verbinden, liefern noch 
15 Elemente von der Ordnung 2. Nimmt man das Einheitselement dazu, 
so sind damit alle 60 Elemente ersch6pft, denn 24 + 20 + 15 + 1 = 60. 

Nach den Elementen sollen die Untergruppen aufgewiesen werden. 
Bereits sind 15 von der Ordnung 2, 10 von der Ordnung 3 und 6 von 
del Ordnung 5 aufgefunden, die iibrigen entsprechen wieder geometri
schen Invarianten. 

AuBer den 5 Drehungen urn eine Achse durch Eckpunkte gibt es 
noch 5 Drehungen von n, welche diese Achse in sich selbst iiberfiihren, 
namlich solche urn gewisse Achsen senkrecht dazu. Damit erhalt man 
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eine Diedergruppe von der Ordnung 10, deren es entsprechend den 
6 Achsen 6 gibt. Die 10 Achsen durch die FHichenmittelpunkte eIgeben 
ebensoviele Diedergruppen von der Ordnung 6, und die 15 Achsen 
durch die Kantenmittelpunkte liefern schlieBlich 5 Diedergruppen 
von der Ordnung 4. Hierzu kommen als die merkwurdigsten noch 
5 Untergruppen von der Ordnung 12, die der folgenden geometrischen 
Tatsache entsprechen: Zu jeder Kante gibt es eine ihr gegenuberliegende 
parallele. Man denke ~ich ein solches Kantenpaar in der XZ-Ebene 
parallel der X-Achse eines rechtwinkligen raumlichen Koordinaten
systems. Man erkennt nun sofort, daB es ein weiteres Kantenpaar 
parallel der Y-Achse, und ein drittes parallel der Z-Achse gibt. Die 
15 Kantenpaare zerfallen so in fUnf Systeme, von denen jedes 3 Paare 
enthalt, die unter sich ein orthogonales System bilden und je eine der 
5 oben erwahnten Diedergruppen von der Ordnung 4 liefern. Die Mittel
punkte der Kanten eines Systems bilden die Eckpunkte eines Oktaeders. 
Man kann sonach dem Ikosaeder 5 Oktaeder einbeschreiben, die bei 
den Drehungen sich untereinander vertauschen. Diejenigen Drehungen 
der Ikosaedergruppe, bei denen ein Oktaeder mit sich selbst zur Deckung 
gebracht wird, bilden eine Untergruppe, deren Index 5, deren Ordnung 
also 12 ist (vgl. auch § 9). Hierdurch ist gleichzeitig bewiesen, daB die 
Oktaedergruppe, deren Ordnung 24 ist, eine Untergruppe von Index 2 
enthalt; diese ist eine Tetraedergruppe. 

Hiermit ist folgende groBe Zahl von Untergruppen der Ikosaeder
gruppe gefunden worden: 15 Gruppen von der Ordnung 2, 10 von der 
Ordnung 3, 6 von der Ordnung 5. Diese 31 Untergruppen sind samt
lich zyklisch. Dazu kommen folgende Diedergruppen: 5 von der Ord
nung 4, 10 von der Ordnung 6, 6 von der Ordnung 10. SchlieBlich gibt 
es noch 5 Untergruppen von der Ordnung 12, welche den Typus der 
Tetraedergruppe haben. Insgesamt sind 57 eigentliche Untergruppen 
aufgewiesen worden. DaB damit aIle Untergruppen aufgezahlt sind, ist 
ein Satz, der mit den Hilfsmitteln der vorigen Paragraphen nicht be
wiesen werden kann. 

Die moderne Gruppentheorie hat ihren Ausgang genommen von 
den Permutationsgruppen, und es solI daher schon an dieser Stelle 
einiges dariiber angemerkt werden!. Bringt man eine Anzahl ver
schiedener Dinge, etwa die Zahlen 1 bis n, in eine bestimmte Reihen
folge, so pflegt man dies eine Anordnung dieser n Dinge zu nennen, 
und man beweist leicht, daB es n! verschiedene Anordnungen von n 
verschiedenen Dingen gibt. In der Gruppentheorie versteht man unter 
einer Permutation die OPeration der Vertauschung, und zwar ist eine 
solche Permutation vollstandig bestimmt, wenn fur jedes Ding ange
geben ist, durch welches es ersetzt wird. Eine Permutation der Zahlen 
1 bis n wird bezeichnet, indem man in einer ersten Zeile diese Zahlen 

1 Vgl. hierzu den zweiten Aufsatz der Einleitung. 
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in irgendeiner Reihenfolge, am best en in der natiirlichen, aufschreibt 
und in eine zweite Zeile unter jede Zahl diejenige schreibt, durch die 
sie bei Vertauschung ersetzt wird. Die samtlichen Permutationen der 
Zahlen I, 2, 3 sind sonach 

( I 2 3) (I 2 3) (I 2 3) 
123 231 312 (I 2 3) 

132 ( I 2 3) 
321 (I 2 3) 

2 I 3 . 

Fiihrt man zwei Permutationen hintereinander aus, so ist das Re
sultat wieder eine Permutation, die aus diesen beiden zusammen
ge8etzte Permutation. Damit ist das Gesetz zur Gruppenbildung ge
geben. Das Einheitselement ist die identische Permutation, die keine 
Vertauschung ausiibt; das inverse Element besteht darin, daB die Ver
tauschung wieder riickgiingig gemacht wild. Die 6 oben hingeschrie
benen Permutationen bilden eine Gruppe, deren Gruppentafel durch 
diejenige des § 2 gegeben ist, wenn man die Permutationen in der an
gegebenen Reihenfolge mit E, A, B, e, D, F bezeichnet. So ist z. B. 

(~ ~ ~) (~ ~ ;) = (! ; n, d. h. A e = D. 

Denn A ersetzt I durch 2, e fiihrt 2 in 3 iiber, durch A e wird daher 
I in 3 ii bergefiihrt usw. 

Die samtlichen Permutationen von n Dingen bilden eine Gruppe 
von der Ordnung n!. Die 5 Oktaeder, die einem 1kosaeder einbeschrieben 
werden konnten, erfahren bei jeder Drehung eine Vertauschung. Daher 
laBt sich die Ikosaedergruppe als Permutationsgruppe von 5 Dingen 
darstellen, wodurch die zentrale Stellung des Ikosaeders in der Theorie 
der Gleichungen 5. Grades bedingt ist. 

Cayleys Satz 10 1• Jede Gruppe ® lapt sick als Permutationsgruppe 
ikrer Elemente darstellen. 

Beweis. Die Elemente von ® seien E, A, B, . .. und X sei ein 
beliebiges unter ihnen, dann stellt 

( E ABC ... ) 
EX AX BX ex .. . 

eine Permutation derselben dar. Wir-ordnen sie dem Element X zu. 
1st S ein Element von ®, so ist die obige Permutation identisch mit 
der folgenden 

( S AS BS CS ... ) 
SX ASX BSX esx ... ' 

denn auch diese ersetzt jedes Element durch das rechts mit X multi
plizierte, bloB die Reihenfolge in der Schreibweise ist geandert. Ferner 
entspricht den Elementen 

Y: (E A B ... ) und X Y: 
Y AY BY .. , 

( E A B ... ) 
XY AXY BXY ... . 

1 Vgl. das Zitat in der Anm. auf S. 12. 
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also 

( E A B 
YAY BY 
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... ) 'd . h . (X A X B X ... ) 

... I enhsc mIt XY AXY BXY ... ' 

( E A B ... ) (E A B ... ) (E A B .. . ) 
X AX BX ... YAY BY ... = XY AXY BXY ... ' 

d. h. die Zusammensetzung der zu X und Y gehorigen Permutationen 
liefert die zu X Y gehOrige, womit der Satz bewiesen ist. 

Scholion. 
Urn die Wichtigkeit der vier Postulate nachzuweisen, sei folgen

des Beispiel' angegeben, bei dem bloB IV nicht erfilllt ist, das aber 
ersichtlich gar nichts mehr mit einer Gruppe zu tun hat: Die Elemente 
seien die Zahlen von 0 bis 100; zwei Zahlen sei als "Produkt" ihr groBter 
gemeinschaftlicher Teiler zugeordnet. Dieses Gesetz genugt dem Postu
lat I sowie dem Assoziativ- und dem Kommutativgesetz. Die Zahl 0 
bildet das Einheitselement, wenn 0 als groBter gemeinschaftlicher Teiler 
von 0 mit sich selbst definiert wird, dagegen gibt es fur die Zahlen von 
Obis 100 keine inversen Zahlen. Bildet man das "Produkt" der Zahlen 
von 0 bis 100 mit 5, so erhalt man nur 1 oder 5, von einer Permutation 
der Zahlen ist also keine Rede mehr. 

§ 6. Elementenkomplexe. 
Ein System von Elementen aus einer Gruppe heiBt ein Komplex. 

Wir bezeichnen einen solchen nach dem Vorgang von Frobenius 1 mit 
groBen deutschen Buchstaben, auBer wenn er aus einem einzigen 
Element besteht, wo im allgemeinen lateinische Buchstaben ange
wendet werden. Besteht der Komplex [aus den Elementen A, B, C, ... , 
so wird das nach Galois in Formeln ausgedruckt unter Benutzung des 
Pluszeichens: [= A + B + C + . .. Als weitere Regeln stellen wir 
folgende auf: III + 58 bedeutet die Gesamtheit der in mindestens einem 
der Komplexe III und 58 enthaltenen Elemente, 11158 die Gesamtheit 
der Produkte je eines Elementes aus III mit einem Element aus 58; 
mehrfach auftretende Elemente werden nur einmal gezahlt. Einen 
speziellen Fall dieser Bezeichnung stellt diejenige der Nebengruppen 
~A dar. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, daB der 
Komplex (1 eine Untergruppe ist, besteht in der Gleichung (1 a:: = (1 

(vgl. das Kriterium auf S.20). 
Stets gilt das Distributivgesetz 

(Ill + 58) ((1 +~) = 1llQ': + III ~ + 58[ + 58~. 
1 "Ober endliche Gruppen. Berl. Sitzungsber. 1895, S. 163. 
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Zunachst muB nun die Einteilung der Elemente einer Gruppe llach 
einer Untergruppe und deren Nebengruppen naher untersucht werden. 
Bereits in § 3 wurde gezeigt, daB die Elemente einer Gruppe @ durch 
eine Untergruppe ~ in Systeme zerfallen: @ = ~ + ~ A + .. " deren 
Anzahl gleich dem Index von ~ unter @ ist. Diese Zerlegung ist un
abhangig von der speziellen Wahl der die Nebengruppen bestimmenden 
Elemente A, ... , denn zwei Elemente X und Y aus @ gehoren dann 
und nur dann zur selben Nebengruppe, wenn X y-l in ~ liegt. 1st nam
lich XY-l = H, so wird 

~X = ~ (HY) = (~H) Y = ~ Y, 
und gehoren umgekehrt X und Y beide zur selben Nebengruppe ,'PA, 
so folgt aus X = HIA und Y = H 2A, daB 

Xy-l = (HI A) (H2A)-1 = HIH;1 
in ~ Iiegt. 

Ein Komplex von der Gestalt ~A heiBt eine rechtsseitige Neben
gruppe und die Zerlegung @ = ~ + ~ A + . .. die rechtsseitige Zer

legung von @ nach ~. 
Ein Komplex von der Gestalt A ~ heiBt eine linksseitige Neben

gruppe von ~. Von diesen gelten entsprechende Satze, wie von den 
rechtsseitigen. Hier sei nur der folgende bewiesen: Zwei Elemente 
B und C gehoren dann und nur dann zu derselben linksseitigen Neben
gruppe, wenn B-1 C in ~ liegt. 1st namlich B-1 C = H, so wird C = B H 
und B = C H-l, und umgekehrt folgt aus B = A HI und C = A H2 

B-1 C = HI1 H 2. 
Wir fassen dies zusammen in folgendem 

Satz 11. Eine Gruppe @ zerfiillt durch eine Untergruppe ~ von der 
Ordnung h und dem Index k in k Komplexe von je h Elementen, die Unter
gruppe und ihre rechtsseitigen Nebengruppen. Eine zweite Zerlegung 
mit entsprechenden Eigenschaften wird durch die Untergruppe und ihre 
linksseitigen N ebengruppen geliefert. Z wei Elemente X und Y gehoren 
derselben rechts- bzw. linksseitigen Nebengruppe dann und nur dann an, 
wenn XY-l bzw. X-I Y in ~ liegt. 

Die beiden Zerlegungen sind im allgemeinen voneinander verschieden 
und stimmen nur fUr Normalteiler (§ 7) iiberein. 

Man beweist Ieicht folgende Tatsache: 
1st 

@ = ~ + ~A2 + ... + ~Ak 
eine rechtsseitige Zerlegung, so ist 

@ = .'Q + A;1 ~ + .. , + AJ;1 ~ 
eine linksseitige. 

Unter {~} versteht man die Gesamtheit der Elemente, die sich ais 
Produkt von beliebig vielen Elementen aus ~ darstellen lassen. Jedes 
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Element aus 521 darf im Produkt beliebig oft vorkommen. Weil E in {511} 
liegt, so ist {511} {511} = {511}, daher ist {511} eine Untergruppe, und zwar 
die kleinste, we1che den Komplex 521 enthalt. Jede Untergruppe, die 
521 enthalt, enthalt auch {511}. {511} heiBt die durch den Komplex 521 
erzeugte Untergruppe. {A} ist die durch das Element A erzeugte 
zyklische Gruppe: A,A2,A3, ... ,A"=E. 

Eine Gruppe kann gegeben werden, indem man eine Anzahl ihrer 
Elemente und die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen gibt. Man 
hat nur noch festzusetzen, daB aile Produkte der erzeugenden Ele
mente dann und nur dann dasselbe Element der Gruppe ergeben, Wenn 
das aus den vorgeschriebenen Relationen folgt. Die hiermit zusammen
hangenden Fragen sind noch nicht sehr eingehend untersucht, sie sind 
vielleicht auch besser der Theorie der unendlichen Gruppen einzuordnen. 
Wir geben aber als Beispiel die Erzeugung der Diedergruppen. Die 
Diedergruppe von der Ordnung 2n ist vollstandig bestimmt durch 
zwei Elemente A und C mit den Relationen 

1. A"=E, 2. C2=E, 3. CA =A-IC. 
Alle Elemente sind enthalten in der Gestalt 

Axey (x=O,l, ... ,n-l; y=O,l). 
Alle weiteren Produkte lassen sich mit Hilfe der Relation 3. auf diese 
zuriickfiihren, und als Produkt zweier beliebiger Elemente A x CY und 
A' ct findet sich leicht 

AX CY AZ ce = AX+(-l)Yz cy+t. 

Man verifiziere die Geltung des assoziativen Gesetzes! 
Fiir n = 2 erhalt man eine Gruppe von der Ordnung 4, die abelsch 

ist, weil A-I = A. Sie heiBt die Vierergruppe, ihre von E verschie
denen Elemente A, B, A B besitzen die Ordnung 2. 

Natiirlich konnen die erzeugenden Relationen in verschiedener Weise fur 
dieselbe Gruppe gewlihlt werden. Ein besonders eindrucksvolles und wichtiges 
Beispiel bilden die unendlichen Gruppen, welche Thomsen 1 der Euklidischen 
Geometrie zugrunde gelegt hat. Wir geben n Elemente der Ordnung 2, sog. 1nvo
lutionen vor. Aus ihnen bildet man die Gruppe aller Verbindungen dieser Elemente, 
wobei man naturlich annehmen darf, daB niemals dasselbe Element unmittelbar 
auf sich folgt, da ja AI = E ist. Nun fordem wir weiter 

Postulat: das Produkt dreier beliebiger der erzeugenden Elemente hat stets 
die Ordnung 2. 

Es gilt also ABC = C B A, denn C B A ist invers zu ABC und ein Element 
hat dann und nur dann die Ordnung 2, wenn es mit seinem inversen identisch ist. 
Dies besagt aber, daB man bei drei aufeinanderfolgenden erzeugenden Elementen 
das erste mit dem dritten vertauschen kann. 1st nun irgend ein Produkt von 
erzeugenden Elementen gegeben, ABC DE F, so darf man die an ungerader Stelle 
stehenden Elemente ACE beliebig untereinander vertauschen, ebenso die an 
gerader Stelle stehenden BDF. Hieraus folgt, daB die Ordnung eines Produktes 
einer ungeraden Anzahl von Erzeugenden stets 2 ist. Denn schreibt man A BCD . .. 
ABC D . . ., so steht das erste B und das zweite A an einer geraden Stelle, man darf 

1 Thomsen, G.: Grundlagen der Elementargeometrie, S.25. Leipzig 1933. 
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sie daher vertauschen und erhalt A A CD . .. B BCD . . " also CD . .. CD . . " was 
wieder das Quadrat eines Produktes einer ungeraden Zahl von Erzeugenden ist, 
aber mit weniger Faktoren. 

Die Produkte von zwei Elementen nennen wir Translationen und beweisen 
leicht, daB sie vertauschbar sind. Denn in A B· CD darf man A mit C und B 
mit D vertauschen, woraus sich ergibt A B· CD = CD· A B. Nun gilt die merk
wtirdige Tatsache, daB unser Postulat v6llig gleichwertig mit folgendem Postulat ist: 

Postula!. Die Translationen sind vertauschbar. 
Wir mtissen nur noch zeigen, daB aus diesem Postulat das erste folgt, d. h. 

daB A BC' A BC = E ist. Nun schreiben wir A· BC· A B· C und vertauschen 
die beiden mittleren Translationen. Es ergibt sich in der Tat A . A B· BC' C =. E. 

Die Elemente unserer Gruppe, welche Produkte einer geraden Anzahl von 
Erzeugenden sind, bilden eine Untergruppe yom Index 2 der ganzen Gruppe, die 
Gruppe der Translationen. Sie ist abelsch und besitzt n - 1 unabhangige Er
zeugende von unendlich hoher Ordnung. 

Zwei Komplexe W und IS, fUr die W IS = IS Wist, heiBen unter
einander vertausehbar. Bei der Diedergruppe ist z. B. {A} C = C {A}. 
Die Tatsaehe, daB ein Komplex W mit einem Element B vertausehbar 
ist: WB = BW, kann aueh so gesehrieben werden: B-1 WB = W. 

Aus zwei abstrakt gegebenen Gruppen @ und @' mit den Elementen 
E, A, B, ... und E', A', B', ... kann man dureh folgende Festsetzung 
eine neue Gruppe herleiten: Man postuliert, daB die Elemente von 
@ und @' untereinander versehieden sind, und daB jedes Element von 
@ mit jedem Element von @' vertausehbar ist. Die Produkte je eines 
Elementes von @ und eines Elementes von @' bilden eine Gruppe, 
welche das direkte Produkt von @ und @' genannt wird und haufig 
mit @ X @' bezeiehnet wird. Ihre Ordnung ist das Produkt der Ord
nungen von @ und @'. Man kann femer die beiden Einheitselemente 
einander gleieh setzen. Dies maeht fUr die Besehaffenheit des direkten 
Produktes niehts aus, vereinfaeht aber die Sehreibweise. Dann laSt 
sieh Satz 4 in folgender Weise ausspreehen: J ede zyklisehe Gruppe 
ist das direkte Produkt von zyklisehen Gruppen, deren Ordnungen 
die h6ehsten in der Ordnung der ursprungliehen Gruppe aufgehenden 
Primzahlpotenzen sind. 

2. Kapitel. 

N ormalteiler und Faktorgruppen. 
§ 7. Normalteiler. 

Definition. Besteht zwischen zwei Elementen A und B einer Gruppe 
@ eine Beziehung von der Gestalt B=X-1AX, wobei X ebenfalls 
in @ liegt, so heiBen A und B ko'fljugierte oder gleicitberecittigte 
Elemente und man sagt: B entsteht aus A durek Tranllfm'mation 
mit X. 

Fur diese Beziehung gelten die Grundgesetze der Aquivalenz: 
1. Jedes Element ist mit sieh selbst konjugiert, denn es gilt 

A = E-1AE. 
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2. 1st A mit B konjugiert, so ist auch B mit A konjugiert. Aus 
B = X-lAX folgt namlich A = X BX-l = (X-l)-IB (X-I). 

3. 1st A mit C und B mit C konjugiert, so ist auch A mit B konju
giert. Aus C = X-lAX und C = Y-IBY folgt 

B = Y X-I A X y-l = (XY-l)-IA (XY-l). 
Satz 12. Bezeichnet man die mit einem Element koniugierten Ele

mente als eine Klasse von Elementen, so zerfiillt die Gruppe in eine 
A nzahl von Klassen, die untereinander keine gemeinsamen Elemente 
besitzen. 

Satz 13. Elemente derselben Klasse besitzen dieselbe Ordnung. 
Beweis. Es gilt: X-lAX· X-lAX = X-IA2X und allgemein 

(X-lAX)" = X-I A" X. 1st daher An = E, so wird (X-lAX)" = X-lEX 
= E, und ist umgekehrt (X-lAX)" = E, so wird X-I A" X = E und 
daraus folgt An = E, w. z. b. w. 

Allgemeiner gilt die Formel 
X-lAX, X-IBX = X-IA BX, 

die wir folgendermaBen interpretieren: A us einer Gleichung A B = C 
geht durch Transformation der drei Elemente mit demselben Element X 
eine richtige Gleichung hervor. 

Bilden also die Elemente E, A, B, ... eine Untergruppe .p, so bilden 
auch E, X-lAX, X-IBX, ... eine Untergruppe, die wir nach dem 
vorigen Paragraphen mit X-l.pX bezeichnen. 

Definition • .p und X-l.pX heifJen konjugierte Untergruppen. 
Konjugierte Grnppen besitzen dieselbe Ordnung und als abstrakte 

Gruppen sind sie einander gleich. Kennt man die Gruppentafel von .p 
so ergibt sich diejenige von X-l.p X dadurch, daB man die Elemente 
von .p durch die mit X transformierten Elemente ersetzt. Indem wir 
die eingehende Betrachtung dieses allgemeinen Falles auf das 4. Kapitel 
verschieben, gehen wir zu der Behandlung eines besonders wichtigen 
von Galois entdeckten Spezialfalles uber. 

Definition. Eine Untergruppe, die mit ihren konjugierten identisch 
ist, heiBt ein Normalteil.er (auch eine invariante oder ausgezeichnete 
Untergruppe) der Gruppe. 

1st also die Untergruppe 91 ein Normalteiler, so gilt fUr jedes Element 
X der ganzen Gruppe die Gleichung X-I 91 X = 91 oder 91 X = X 91. 
Mit jedem Element A liegt auch jedes konjugierte Element X-lAX 
in 91, d. h. ein Normalteiler enthiilt mit iedem Element die ganze zugehi5rige 
Klasse von Elementen. Diese Bedingung ist zugleich hinreichend dafur, 
daB eine Untergruppe einen Normalteiler bildet. 

Beispiele. 
1. Die Abelschen Gruppen. Hier bildet jedes Element fur sich eine 

Klasse, jede Untergruppe ist Normalteiler. 
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2. Die Diedergruppen. Hier bildet die zyklische Untergruppe vom 
Index 2 einen solchen. Denn die ganze Gruppe zerfiillt unter Anwen
dung der Bezeichnung auf S.27 in die Nebengruppen {A} + {A} C. 
Wegen C-IAC=A-I wird C{A}={A}C. 

Satz 14. Jede Untergruppe vom Index 2 ist ein Normalteiler. 
Beweis. 1st .\) die Untergruppe von @, und ist 5 ein Element 

von @ auBerhalb von .\), so wird @ = .\) + .\) 5 = .\) + S.\). Daher 
wird .\) 5 = 5 .\). 

Satz 15. Der Durchschnitt zweier Normalteiler ist wieder ein Normal
teiler. 

Beweis. Mit jedem Element ist die ganze zugehOrige Klasse den 
beiden Normalteilern gemeinsam. Daher besteht auch der Durchschnitt 
aus einer Summe von Klassen und ist ein Normalteiler. 

Dagegen ist ein Normalteiler eines Normalteilers nicht notwendig 
ein N ormalteiler der ganzen Gruppe. 

Satz 16. Die mit allen Elementen einer Gruppe vertauschbaren Ele
mente bilden einen Abelschen Normalteiler, der das Zent1'um der Gruppe 
genannt wird. 

Beweis. Aus AX=XA und BX=XB folgt ABX=AXB 
= X A B, d. h. mit zwei Elementen gehOrt auch deren Produkt dem 
Zentrum an. Das Zentrum bildet daher eine Untergruppe, und zwar 
offenbar einen Abelschen Normalteiler. Ferner ist jede Untergruppe 
des Zentrums Normalteiler der ganzen Gruppe. 

Als weitere Normalteiler erwahnen wir die durch die Elemente 
einer Klasse erzeugte Untergruppe. Denn ist A B ... F ein Produkt 
von Elementen einer Klasse, so ist auch X-IAB···FX=X-IAX· 
X-IBX·· . X-IF X ein solches fur jedes X. Daher enthalt die Unter
gruppe die ganze durch A B ... F reprasentierte Klasse und ist also 
N ormalteiler. 

]ede Gruppe @ besitzt zwei uneigentliche Normalteiler, namlich 
ihre beiden uneigentlichen Untergruppen @ und E. 

Wir definieren nun: 
Definition. Eine Gruppe, die auBer ihren beiden uneigentlichen 

Untergruppen keinen Normalteiler besitzt, heiBt eine einfac/£e Gruppe. 
Offenbar sind alle Gruppen, deren Ordnung eine Prirnzahl ist, ein

fach. Sie sind zyklisch. AIle einfachen Abelschen Gruppen sind von 
Prirnzahlordnung. Denn jede Gruppe besitzt eine Untergruppe von 
Prirnzahlordnung und diese ist Normalteiler bei Abelschen Gruppen. Es 
gibt aber auch nichtzyklische einfache Gruppen. 

Urn hierfur ein Beispiel zu geben, wollen wir die Einfachheit der 
Ikosaedergruppe nachweisen, indem wir nur den Klassenbegriff be
nutzen. Schon jetzt sei aber bemerkt, daB die wirksamsten bisher 
bekannten Methoden zur Herstellung von einfachen Gruppen von der 
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Theorie der Permutationsgruppen und der Kongruenzgruppen geliefert 
werden (vgl. Kap. 8 § 35 und Kap.15 § 71). 

Die Elemente der Ikosaedergruppe lassen sich in folgender Weise 
III Klassen ein teilen : 

Eine Drehung A von ~::- urn eine Achse durch eine Ecke besitzt 

die Ordnung 5. Sei X eine Drehung, welche irgendeine andere Ecke 
des Ikosaeders an ihre Stelle bringt; fUhrt man dann die Drehung A 
aus und bringt die Ecke durch X-I wieder an ihren alten Platz, so ist 

das Resultat XAX-l eine Drehung von 2511. urn diese Ecke. Hiermit 

ist nachgewiesen, daB 12 Operationen von der Ordnung 5 in eine Klasse 
gehOren. Mit A gehOrt auch A-I dazu, als Drehung urn die gegeniiber
liegende Ecke. In gleicher Weise bilden die iibrigen Elemente der Ord-

nung 5, namlich die Drehungen urn die Winkel 4511., il511._, eine Klasse. 

DaB diese beiden Klassen voneinander verschieden sind, folgt leicht 
aus dem eben Bewiesenen, braucht aber fUr das Folgende nicht voraus
gesetzt zu werden. Man beweist in gleicher Weise, daB alle 20 Elemente 
von der Ordnung 3 und alle 15 von der Ordnung 2 je eine Klasse bilden. 
Daher besitzt die Ikosaedergruppe folgende 5 Klassen: Das Einheits
element E bildet eine Klasse fUr sich, die 4 iibrigen setzen sich aus 15, 
20, 12 und 12 Elementen zusammen. Eine einfache Abzahlung ergibt, 
daB kein Normalteiler vorhanden ist. Ein solcher miiBte sich namlich 
aus diesen Komplexen zusammensetzen, das Einheitselement enthalten 
und auBerdem noch als Ordnung einen Teiler von 60 besitzen, was nicht 
moglich ist. 

Definition. e = B-1 A -1 B A heiBt der Kommutator von A und B. 
Offenbar gilt BA = A Be, und A und B sind dann und nur dann 

vertauschbar, wenn e = E ist. 
Satz 17. Wenn zwei N ormalteiler we und 91 einer Gruppe aufJer E 

kein gemeinsames Element besitzen, so ist fedes Element von we mit fedem 
Element von 91 vertauschbar. 

Beweis. Sei A in we und B in 91, dann liegt B-1 A B in we, folg
lich auch B-IA-IB, denn dieses ist das inverse Element zum vorigen, 
daher schlieBlich auch der Kommutator e = (B-IA-IB)A. Anderer
seits liegt e = B-1 (A -1 B A) auch in 91, folglich ist e gleich dem einzigen 
we und 91 gemeinsamen Element E. 

HistorischeN otiz. DerBegriff des Normalteilers wurde von E. Galois 1830 ent
deckt (Lettre it Auguste Chevalier, Oeuvres pub!, par E. Picard, 5.25. Paris 1897). 
Eine Publikation der Beweise von Galois erfolgte jedoch erst 1846 durch Liouville in 
seinem J ouma!. 

§ 8. Faktorgruppen. 
Ein Normalteiler in und seine Nebengruppen konnen selbst als 

Elemente einer Gruppe aufgefaBt werden. Benutzt man namlich die 
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Verkniipfungsvorschrift fiir Komplexe, die in § 6 aufgestellt worden 
ist, so ergibt sich fiir die Nebengruppen von m 

mA mB = mmAB = mAB. 
In Worten: Das Produkt zweier N ebengruppen des N ormalteilers 

ist wieder eine N ebengruppe. 
Definition. Die Gruppe, deren Elemente durch einen Normal

teiler m von @ und seine Nebengruppen gebildet werden, heiBt die 
Faktorgruppe oder Quotientengruppe des N ormalteilers und wird 
mit @jm bezeichnet. Ihre Ordnung ist gleich dem Index des Normal
teilers, also gleich dem Quotienten der Ordnungen der ganzen Gruppe 
und des Normalteilers. 

Eine Gruppe ist nicht vollstandig bestimmt durch einen Normal
teiler und seine Faktorgruppe, aber ihre Ordnung ist das Produkt der 
Ordnungen des Normalteilers und der Faktorgruppe und die Analogie 
mit den Teilbarkeitseigenschaften der ganzen Zahlen kann weit fort
gefiihrt werden. 

Vor allen Dingen ist es nun moglich, aIle Untergruppen und Normal
teiler von @, welche m enthalten, zu bestimmen. Denn diese Unter
gruppen bestehen aus einer Anzahl von Nebengruppen von m und es 
gelten die beiden Satze: 

Satz 18. Dieienigen Nebengruppen von m, welche eine Untergruppe 
,p von @ bilden (welche m enthiilt), bilden eine Untergruppe der Faktor
gruppe @jm. 

Beweis. mist IDCht nur von @, sondem auch von ,p Normalteiler, 
wie aus der Definition des N ormalteilers unmittelbar hervorgeht. Wir 
zerlegen,p nach m und seinenNebengruppen ,p = m + mAs + ... + mAs. 
Diese Nebengruppen bilden die Elemente der Faktorgruppe ,pjm, also 
eine Gruppe, und zwar eine Untergruppe von @jm, weil sie auch Neben
gruppen von m in @ sind. 

Satz 19. Bilden die Nebengruppen m, mAs, ... , mAs eine Unter
gruppe der Faktorgruppe @jm, so bilden die Elemente von @, welche in 
diesen Nebengruppen enthalten sind, eine Untergruppe von @, welche m 
enthiilt. 

Beweis. Wir bilden den Komplex m + mA2 + ... + mAs. Da 
das Produkt zweier beliebiger dieser Nebengruppen wieder im System 
liegt, so bildet dieser Komplex eine Untergruppe von @, welche m entMlt. 

Offenbar ist auch der Index der entsprechenden Untergruppen 
unter @ und unter @jm derselbe. 

Es gilt nun die weitere wichtige Tatsache, daB Normalteilem des 
einen Problems Normalteiler des anderen entsprechen: 

Satz 20. Jeder Normalteiler einer Faktorgruppe @jm lie/ert einen 
Normalteiler von @; ieder Normalteiler von @, der m enthiilt, entspricht 
einem N ormalteiler der F aktorgruppe. 
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Mit Hilfe des Komplexkalkiils von § 6 kann der ganze Beweis in 
wenigen Strichen gegeben werden: 

Wegen lnX = Xln fiir jedes X in @ gilt 

lnX-lln Ai lnX = lnlnlnX-IA.X = lnX-IAiX. 

1st nun fe/ln Normalteiler von @/In und lnAi Element von fe/ln, 
so muB die Nebengruppe lnX-IAiX in fe/lnliegen, also muB X-IA.X 
in fe liegen und fe ist Normalteiler. 

Umgekehrt, ist fe Normalteiler von @, so liegt mit Ai auch X-IAiX 
in fe, daher ist lnX-l A.X eine Nebengruppe aus fe und fe/ln ist Normal
teiler von @j91. 

Die Faktorgruppe kann nur fiir Normalteiler definiert werden, denn 
es gilt der 

Satz 21. Wenn das Produkt zweier beliebiger N ebengruppen einer 
Untergruppe .f;) stets wieder eine Nebengruppe von .f;) ist, so ist .f;) Normal
teiler. 

Beweis. Sei h die Ordnung von .f;), dann enthalt nach Voraus
setzung bei beliebigem A der Komplex .f;) A.f;) h Elemente. Da E in .f;) 
vorkommt, so sind darunter die beiden Komplexe .f;)A und A.f;) ent
halten und diese miissen identisch sein, da sie beide h Elemente be
sitzen. Daher gilt bei beliebigen A: .f;)A = A.f;) oder .f;) = A-l.f;)A. 

§ 9. Isomorphe Gruppen. 
Mit dem Begriff des Normalteilers ist aufs engste ein weiterer funda

mentaler Begriff der Gruppentheorie verbunden, namlich der Iso
morphismus zweier Gruppen. Nehmen wir als Beispiel die Drehungen 
eines regularen Korpers, etwa eines Oktaeders. Sie bilden eine Gruppe 
@ von der Ordnung 24. Bei jeder Drehung erfahren die 6 Ecken des 
Oktaeders eine Permutation, wir konnen mit einer von Hurwitz stam
menden Ausdrucksweise sagen, die Permutation wird durch die Drehung 
induziert. Ebenso entspricht jeder Drehung eine Vertauschung der 
drei Durchmesser, welche gegeniiberliegende Ecken verbinden, die 
Drehungsgruppe induziert daher auch eine Permutationsgruppe von 
drei Dingen. 

Wir gehen von einer Gruppe @ mit den Elementen E, A, B, ... 
aus und geben ein System @' von Elementen. @ sei auf @' so abgebildet, 
daB jedem Element von @ ein und nur ein Element von @' entspricht, 
wahrend jedes Element von @' Bild mindestens eines Elementes von 
@ ist. Bei dieser Abbildung solI das Gruppengesetz (Postulat I) von 
@ auf @' iibertragbar sein. Wenn also das Element X von @ auf X' 
von @' abgebildet wird, so solI das Bild von A B, also (A B)', gleich dem 
Produkt A' B' sein. Falls diese Forderung erfiilIt ist, so bilden die 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 3 
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Elemente von @' eine Gruppe. Denn das Postulat list nach Voraus
setzung erfiillt, ebenso gilt das Assoziativgesetz. 1st ferner E' das dem 
Einheitselement Evon @ entsprechende Element von @', so ergibt 
sich fUr beliebiges X aus @ 

(XE)' = (EX)' = X' = X' E' = E' X', 
womit fUr E' die notigen Eigenschaften bewiesen sind. SchlieBlich 
folgt aus XX-I = E die Gleichung X' (X-I), = E'. Definiert man daher 
als inverses Element zu X' das Element (X-I)', so ist auch das vierte 
Postulat erfiillt. 

Falls die beiden Gruppen @ und @' gleichviele Elemente haben, 
so ist die Zuordnung eineindeutig, die Gruppentafel fiir @ geht in die
jenige fiir @' iiber, wenn man allgemein X durch X' ersetzt, und die 
heiden Gruppen sind abstrakt betrachtet identisch. Wir bezeichnen 
in diesem Fall @ und @' als einstufig oder holoedrisch isomorph. 

Besonders wichtig ist jedoch der Fall, wo @' weniger Elemente als 
@ enthalt. In diesem Fall heiBen die beiden Gruppen mehrstufig oder 
meroedrisch isomorph. In neuerer Zeit wird haufig der Ausdruck iso
morph auf den Fall des einstufigen Isomorphismus eingeschrankt und 
man bezeichnet alsdann mehrstufig isomorphe Gruppen als homomorph .. 

Satz 22. 1st @ mehrstufig isomorph (homomorph) mit @', so entspricht 
dem Einheitselement E' von @' ein Normalteiler in von @ und @' ist mit 
@/in einstufig isomorph. 

Beweis. Die Gesamtheit der Elemente von @, denen E' entspricht, 
bilden eine Untergruppe, denn mit A und B entspricht auch A B dem 
Element E' E' = E'. Diese Untergruppe ist Normalteiler, denn dem 
Element X-I A X entspricht das Element X'-I E' X' = E' bei beliebigem X. 
Zwei Elementen X und Y von @ entspricht dann und nur dann das
selbe Element A' von @', wenn Xy-I dem Einheitselement A' A'-I = E' 
entspricht, d. h. wenn sie in dieselbe Nebengruppe des Normalteilers 
in gehoren. Dem Produkt zweier Nebengruppen von in entspricht das 
Produkt der zugeordneten Elemente von @'. 

1st eine Gruppe, die aus mehr als einem Element besteht, mit einer 
einfachen Gruppe isomorph, so ist der Isomorphismus ein holoedrischer. 
So ist z. B. die Permutationsgruppe .der 5 Oktaeder, welche einem 
Ikosaeder einbeschrieben sind, bei den 60 Ikosaederdrehungen seIber 
von der Ordnung 60. 

Mit Hilfe der bisherigen Entwicklungen ist es moglich, einen voll
standigen Einblick in die Oktaedergruppe, auf welcher die Theorie der 
Gleichungen 4. Grades beruht, zu bekommen. Sie bildet ein auBer
ordentlich lehrreiches Beispiel fiir die vorangehenden Satze. 

Die drei Hauptachsen des Oktaeders, welche je zwei gegeniiber
liegende Ecken verbinden, mogen als die X-, Y- und Z-Achse bezeichnet 
werden. Jeder Oktaederdrehung entspricht eine Vertauschung dieser 
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drei Achsen, und man sieht leicht, daB jede der sechs moglichen Ver
tauschungen dieser drei Achsen hervorgerufen wird. Damit ist ein 
Isomorphismus der Permutationsgruppe von drei Dingen mit der Gruppe 
der Oktaederdrehungen aufgedeckt, und infolgedessen besitzt die Okta
edergruppe, deren Ordnung 24 ist, einen Normalteiler W von der Ord
nung 4, bestehend aus denjenigen Drehungen, welche die drei Achsen 
in sich iiberfiihren. Diese vier Drehungen sind die identische sowie 
die drei Drehungen vom Winkel ;n; urn die drei Achsen. Ihre Faktor
gruppe ist eine Diedergruppe von der Ordnung 6, welche einen Normal
teiler vom Index 2 besitzt. Diesem entspricht ein Normalteiler der 
Oktaedergruppe von der Ordnung 12, bestehend aus W und den 8 Dre
hungen von der Ordnung 3 urn die Achsen durch zwei gegeniiberliegende 
Flachenmittelpunkte. Auch dieser Normalteiler besitzt eine geometri
sche Deutung, die am best en am Wiirfel gezeigt werden kann, dessen 
Gruppe mit der Oktaedergruppe iibereinstimmt. Der Wiirfel sei so 
aufgestellt, daB seine Kanten mit den Koordinatenachsen parallel sind. 
Der Normalteiler besteht wieder aus den drei Drehungen von ;n; urn die 
drei Koordinatenachsen und den Drehungen urn Achsen durch die 
Eckpunkte. Aus den Eckpunkten kann man vier auswahlen, welche 
gleichzeitig Eckpunkte eines einbeschriebenen Tetraeders sind. Auf 
der oberen Flache parallel der XY-Ebene seien es die beiden Ecken 
auf einer Diagonale von links vorne nach rechts hinten, auf der unteren 
diejenigen auf der Diagonale von rechts vorne nach links hinten. Die 
anderen vier Ecken bilden gleichfalls die Ecken eines einbeschriebenen 
Tetraeders. Bei jeder Drehung des Oktaeders erfahren diese zwei Tetra
eder eine Vertauschung, und man iiberzeugt sich sofort, daB der Normal
teiler aus denjenigen Drehungen besteht, bei denen jedes Tetraeder 
in sich iibergefiihrt wird, wahrend die iibrigen Drehungen eine Vert au
schung bewirken. Der Normalteiler von der Ordnung 12 ist holoedrisch 
isomorph mit der Gruppe der zwolf Tetraederdrehungen, er tritt auch 
als Untergruppe der Ikosaedergruppe auf. 

1st eine mit @ isomorphe Gruppe gegeben, so kann der Isomorphismus 
oft auf mehrere Arten hergestellt werden, indem @ verschiedene Normal
teiler besitzen kann, deren Faktorgruppen holoedrisch isomorph sind. 
Beispiele dafiir bieten sich schon unter den Abelschen Gruppen. 

Ein Isomorphismus einer Gruppe mit sich selbst heiBt Automorphis
mus (Kap. 9). Ein solcher ist stets holoedrisch. 

§ 10. Der Hauptsatz tiber Normalteiler. 
Unter einem grojJten Normalteiler einer Gruppe @ versteht man 

einen solchen, der in keinem anderen Normalteiler auBer @ selbst ent
halten ist. Eine Gruppe kann mehrere groBte Normalteiler enthalten, 
und es gilt der folgende 

3* 
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Hauptsatz 23. Sind 911 und 912 zwei gro/lte N ormalteiler von @ und 
ist ~ ihr Durchschnitt, so bestehen zwischen den Faktorgruppen die Be
ziehungen 

wobei das Gleichheitszeichen den holoedrischen 1 somorphismus bedeutet. 

Beweis. Die durch 911 und 912 erzeugte Untergruppe 911 912* ist 
ein Normalteiler von @, der 911 und 912 enthalt, und ist daher mit @ 

identisch. 911 sei nach Nebengruppen von ~ zerlegt 

911 = ~ + ~A2 + ~Aa + ... + ~Ar' 
Alsdann bilde man 

2 = 912 + 912A 2 + 912Aa + ... + 912A, . 

Dieser Komplex enthalt 912 und 911 und wir wollen zeigen, daB er mit 
911 912 = @ identisch ist. Es wird namlich 

911 912 = 912911 = 912 (~+ ~A2 + ... + ~Ar) 
= 912 + 912A 2 + ... + 912A, = 2 

wegen 912 ~ = 912, 

Die Faktorgruppen @/912 und 911/~ sind holoedrisch isomorph, 
denn aus 912Ai = 912Ak folgt, daB AiA;l in 912 und daher in ~ liegt, 
d. h. daB i = kist. Und ferner folgt aus 912Ai 912Ak = 912Al sofort 
~Ai ~Ak = ~Al' und umgekehrt. Damit ist die zweite Gleichung, 
namlich @/912 = 911/~' bewiesen. Die erste folgt durch Vertauschung 
der beiden N ormalteiler. 

Satz 24. 1st 91 Normalteiler und ~ Untergruppe von @, bezeichnet 
~ den Durchschnitt von ~ und 91, ferner 2 den Komplex 5) 91, so ist 2 
eine Gruppe und ~ ist Normalteiler von ~ und es gilt 2/91 = ~j~. 

Beweis. Weil 91 mit allen Elementen von @ vertauschbar ist, gilt 
91 ~ = ~ 91 und 91 ~ 91 5) = 9191 ~ 5).= 91~, womit bewiesen ist, daB 2 
eine Untergruppe von @ ist. Daher ist 91 auch Normalteiler von 2. 
Wir bilden nun @ auf @j91 ab, indem wir aIle Elemente von 91 durch 
E ersetzen. Hierbei gehen genau diejenigen Elemente von ~ in E iiber, 
welche in 91, also in ~ liegen. Daher ist ~ Normalteiler von ~ und ~ 
geht in 91j~ iiber. Ferner ist das Bild von 2 = ~ 91 gleich dem Bild 
von ~, weil 91 in E iibergeht, und die Gruppe 2/91 = ~/~. 

Es ist niitzlich, die Satze durch ein geometrisches Bild zu befestigen. 
Wir wahlen dazu die Darstellung der Gruppe und ihrer Untergruppen 
durch einen sog. Graph. Man ordnet jeder Untergruppe einen Punkt 
zu und verbindet zwei Punkte durch eine Strecke, falls die zugeordneten 

* {9lv 9l.} = 911 9l.; denn 911 und 9l. sind vertauschbar, woraus folgt 911 9l •• 
911 9l. = 911 9l •. 
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Untergruppen in der Beziehung: Gruppe zu Untergruppe stehen. 
Natiirlich braucht man bei einem solchen Schema nicht aIle Unter
gruppen zu beriicksichtigen. Der Satz 23 nimmt dann die Gestalt 
eines Parallelogrammes (Abb. 1) an. Gegeniiberliegende Seiten re-
prasentieren isomorphe Faktorgruppen. Ql 

Satz 24 ergibt ebenfalls ein Parallelogramm 
(Abb.2), aber nur ein Paar gegeniiberliegender 
Seiten entspricht hier einer Faktorgruppe, 
das andere reprasentiert bloB die Tatsache, 
daB die Indices dieselben sind. 

Man kann auf diese Weise auch kompliziertere 
Satze iibersichtlich gestalten, etwa folgenden: 

Abb. 1. 

Satz 25. m: und 58 seien zwei Normalteiler, U eine beliebige Unter
gruppe von @. Ferner bedeute allgemein 0 (m:) die Ordnung der Gruppe \lr. 
Dann gilt 

o (\lr) : 0 (58) = {O (m: U) : 0 (58 U)}{O (\lr A U) : 0 (58 AU)}. 
Beweis. Man zeichne untenstehendes Schema 

(Abb.3). 
Wir haben hier die beiden Parallelogramme m:, 

m:U, u, \lr AU und U, 58 U, 58, 58 A U. 
Nun gilt 

o (2{) 0 (2{) 0 (2{ A U) 0 (58 A U) 
0(58) = 0 (2(A U) . 0 (58 AU)· 0 (58) 

Aus dem Parallelogramm folgt aber die Gleichheit der 
Abb.2. 

Seite \lr -+ (\lr A U) mit \lr U -+ U und der Seite 58 A U -+ 58 mit U -+ 58 U. 
Daher wird 

o (2{) 0 (58 A U) 0 (2{ U) 
o (~ A U) . - 0 (58) - = 0 (58m' 

denn zu gleichen Seiten gehoren gleiche Indices. 
ein, so erhalt man die Aussage des Satzes. 

Setzt man dies oben 
~u 

Der Satz 24 besitzt sein Analogon in der 
elementarenZahlentheorie. Dortbeweistman: ~ 

Sind h und k zwei ganze positive Zahlen ----:~~--.:~!8 
und ist d der groBte gemeinsame Teiler, 1 das 
kleinste gemeinsame Vielfache derselben, so 
gelten die Gleichungen 

1lh = kid und Ilk = hid. 
Hier gilt nach dem eben bewiesenen Satz 25: 

Abb.3. 

Sind ~ und sr zwei Untergruppen von @, die beide in der durch 
sie erzeugten Gruppe {~sr} = ~ als Normalteiler enthalten sind (d. h. 
jedes Element der einen Gruppe ist mit der anderen Gruppe vertausch
bar), bezeichnet man femer den Durchschnitt von ~ und sr mit ~, so 
gelten im Sinne des holoedrischen Isomorphismus die beiden Gleichungen 

B/~ = sr/~ und B/sr = ~/~· 
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Satz 26. 1st s die niedrigste Potenz des Elementes A aus @, die in 
einem Normalteiler W von @ liegt, so ist s ein Teiler des Indexes von W 
unter @. 

Beweis. Der Komplex 
(£: = W + WA + ... + WAs-I 

bildet eine Untergruppe von @, denn er kann mit W{A} bezeichnet 
werden und A ist mit W vertauschbar, weil W Normalteiler von @ ist. 
Die Ordnung s von IJ/W ist ein Teiler der Ordnung von @/W. 

§ 11. Kompositionsreihen. 
Definition. 1st WI ein groBter Normalteiler von @, W2 ein groilter 

N ormalteiler von WI (der nicht notwendig N ormalteiler von @ zu sein 
braucht), Wa ein groilter Normalteiler von W2 usw., so erhalt man eine 
Reihe von Untergruppen, deren jede in der vorhergehenden enthalten 
ist und die mit E schlieBt: @, Wv W2, ••• , W, = E. Diese Reihe heiBt 
eine Kompositionsreihe von @. 

Die Faktorgruppen zweier aufeinanderfolgenden Gruppen der Reihe: 
@/Wv WI/W2, ••• , W,_I/W, sind lauter einfache Gruppen, denn wenn 
'1ldWi +I einen Normalteiler besaBe, so gabe es nach Satz 20 einen Normal
teiler von ~, der '1li+I als eigentlichen Normalteiler enthielte gegen die 
Voraussetzung. Diese einfachen Gruppen sollen als die Primfaktor
gruppen oder einfacher als die Primfaktoren der Kompositionsreihe 
bezeichnet werden. 

Fundamentalsatz 27 von Jordan-Holder!. Fiir zwei beliebige Kom
positionsreihen stimmen die Primfaktorgruppen in ihrer Gesamtheit, 
aber nicht notwendig in ihrer Reihenfolge, iiberein. 

Dieser Satz bildet ein gewisses Analogon zu dem Satz uber die 
eindeutige Zerlegbarkeit einer ganzen Zahl in Primfaktoren. Immerhin 
ist zu bemerken, daB eine Gruppe durch die Primfaktorgruppen der 
Kompositionsreihen nur in speziellen Fallen, z. B. wenn sie einfach 
ist, vollstandig bestimmt ist, und daB bei gegebener Reihenfolge der 
Primfaktorgruppen nicht notwendig eine Kompositionsreihe existiert, 
welche gerade diese Reihenfolge liefert. 

Beweis. Der Satz ist selbstverstandlich fur einfache Gruppen und 
daher fUr aIle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist. Zum Be
weis des allgemeinen Satzes wendet man vollstandige Induktion an. 
Der Satz sei bewiesen fUr aIle Gruppen, deren Ordnung ein Produkt 
von weniger als n Primzahlen ist, und die Ordnung von @ sei ein Pro
dukt von n Primzahlen. Man darf ferner voraussetzen, daB @ einen 
eigentlichen Normalteiler besitzt, da der Satz fUr den anderen Fall 

1 C. Jordan bewies 1870 in seinem traite des substitutions die Gleichheit der 
Ordnungen der Faktorgruppen; O. Holder: Math. Ann. Bd. 34 (1897), S.37, die 
Gleichheit der Faktorgruppen. 
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selbstverstandlich ist. Wenn @ nur einen groBten Normalteiler be
sitzt, so folgt der Satz sofort aus der Voraussetzung. Es seien daher 
zwei Kompositionsreihen von @ gegeben mit verschiedenen ersten 
N ormalteilem : @, IDl1, IDl2, ••• , IDl,. = E und @, 911> 912, ••• , 91. = E. 
LaBt man in den beiden Reihen @ weg, so erhalt man Kompositions
reihen fur IDlI und 911> und fiir diese beiden Gruppen gilt der Satz nach 
Voraussetzung. Der Durchschnitt von IDlI und 911 sei ~1' dann gilt 
wegen Satz 24 

@/IJR1 = 911/~1 und @/911 = IJRI/~I· 

Weil @/IJR1 und @/911 einfache Gruppen sind, so ist ~1 groBter Normal
teiler sowohl von IJR1 als von 911> und man kann daher fUr diese beiden 
Untergruppen Kompositionsreihen bilden, die mit ~1 beginnen und 
von da an ubereinstimmen 

IJRI> ~1> ~2""'~" = E und 911> ~1' ~2""'~" = E. 
Die beiden Kompositionsreihen von @: 

@, IJRI> ~1'" .,E und @, 911> ~1'" .,E 
besitzen wegen @/IDll = 911/~ und @/911 = IJRI/~1 dieselben Primfaktor
gruppen. Dasselbe gilt von den beiden Reihen: 

@,IJR1,IDl2, ... ,IDl,=E und @,IJRI>~I ... ,E, 
sowie von den beiden Reihen: 

@, 911> 912, ••• ,91, = E und @,~, ~I>" .,E, 
denn die beiden ersten Reihen bestehen aus @ und zwei Kompositions
reihen von IDlI> fUr welche nach der V oraussetzung der vollstandigen 
Induktion der Satz gilt. Fur die beiden letzten Reihen gilt dasselbe. 
Nimmt man alles .zusammen, so ergibt sich der Beweis unseres Satzes. 

Definition. Eine Gruppe, deren Primfaktorgruppen samtlich ein
fache Gruppen von Primzahlordnung, also zyklische Gruppen sind, 
heiBt eine aufl,Qsbare Gruppe. 

Die Oktaedergruppe ist auflosbar, denn sie besitzt einen Normal
teiler vom Index 2, dieser einen solchen vom Index 3, namlich eine 
Diedergruppe von der Ordnung 4. Diese letztere ist A belsch und be
sitzt drei Normalteiler vom Index 2, deren Ordnung 2 ist. Es gibt also 
3 Kompositionsreihen, je mit 3 zyklischen Primfaktorgruppen von der 
Ordnung 2 und einer von der Ordnung 3. Man beweist leicht, daB nur 
die eine Anordnung 2, 3, 2, 2 moglich ist. 

1st IDl ein Normalteiler von @, so gibt es stets eine Kompositions
reihe von @, die IDl enthalt. Entweder ist IDl ein groBter Normal
teiler von @, dann ist die Behauptung selbstverstandlich. 1m anderen 
FaIle sei 911 ein eigentlicher Normalteiler von @, der IDl enthalt, und 
zwar ein groBter von dieser Beschaffenheit. Er ist groater Normal
teiler von @. Wenn IDl noch nicht gr6Bter Normalteiler von 911 ist, 
so suche man wie vorher einen solchen, der IJR enthalt. Man erhalt 
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so eine Kompositionsreihe von @, die zunachst bis we lauft, und von 
hier aus fahrt man in der ublichen Weise fort. 1st diese Reihe @, 9(v 

9(2' ... , we, ... , so bildet @/we, 9(l/we, 9(2/we, ... , we/we = E eine Kom
positionsreihe von @/we und man erhalt aIle Kompositionsreihen von 
@, die we enthalten, bis zu dieser Untergruppe we, indem man aIle 
Kompositionsreihen von @/we bildet. 

Satz 28. J ede U ntergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflosbar 
und ihre Primfaktorgruppen bestehen aus einem T eil derjenigen der 
ganzen Gruppe. 

Beweis. Sei.IJ eine Untergruppe der auflosbaren Gruppe @ und 
sei @, 9(1' ... , 9(, = E eine Kompositionsreihe von @. Die letzte Gruppe 
dieser Reihe, die .IJ enthalt, sei 9(;-1, dann ist 9(; als Normalteiler 
von 9(;-1 mit jedem Element von .IJ vertauschbar und {9(;.IJ} = 9(,:-1, 
weil dies eine Gruppe sein muB, die 9(; als eigentlichen Normalteiler 
enthalt, wahrend sie selbst in 9(;_1 enthalten ist; zwischen 9(i und 
9(;-1 gibt es aber keine Gruppe, da 9(i_1/9(; eine Gruppe von Primzahl
ordnung ist. Der Durchschnitt .lJi von .IJ und 9(i ist Normalteiler von 
.IJ, und nach Satz 24 wird .IJ/.lJi = 9(i_1/9(;. Daher ist .IJ; ein gr6Bter 
Normalteiler von .IJ und ist ganz in 9(; enthalten. Eine Fortsetzung 
dieses Verfahrens ergibt den Beweis unseres Satzes. 

Satz 29. Es sei .IJ; der Durchschnitt einer Untergruppe .IJ mit 9(i, 

der (i + I)-ten Gruppe in der Kompositionsreihe @, 9(v 9(2' ... , 9(, = E, 
fur i = 1,2, ... , r, dann ist .lJi-1/.lJi holoedrisch isomorph mit 9(;_l/9(i 

oder mit einer Untergruppe von 9(;_l/9(i' 

Beweis. Man zeigt wie beim vorigen Beweis, daB jedes Element 
von .lJi-1 mit 9(i vertauschbar ist und daB {.lJi-1 9(i} = £i in 9(i_1 ent
halten ist. Daraus folgt, daB £i/9(; eine Untergruppe von 9(;_l/9(i ist. 
Fernerist £;/9(i = .IJ;-li.IJi' 

Der Satz 28 ist ein spezieIler Fall von Satz 29. .IJ, .lJ1' ... , .IJ, = E 
bildet nicht notwendig eine Kompositionsreihe fUr .IJ, aber man kann 
weitere Gruppen dazwischen schalten unter Benutzung der Kompo
sitionsreihen von .lJi-1/.lJi und so zu einer Kompositionsreihe fur .IJ ge
langen. Naturlich brauchen die Gruppen .IJ; nicht aIle voneinander 
verschieden zu sein, .lJi kann ebensogut eigentlicher als uneigentlicher 
Normalteiler von .lJi-1 sein. 

§ 12. Hauptreihen. 
Man kann ahnliche Reihen wie die Kompositionsreihen bilden, 

indem man nur Normalteiler von @ zulaBt. 
Definition. Eine Reihe von N ormalteilern von @: @, 9(v 9(2' ... , 

9(, = E heiBt eine Hauptreihe von @, wenn jeder im vorhergehenclen 
enthalten ist und wenn kein N ormalteiler von @ dazwischengeschaltet 
werden kann, cler in 9(i-1 enthalten ist und 9(i enthalt. Die Faktor-
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gruppen @/IJl!> 1Jl1/1Jl2, ... , 1Jl,.-I/E = 1Jl,.-1 heiBen die Primfaktorgruppen 
der Hauptreihe. 

Satz 30. Die Primfaktorgruppen zweier Hauptreihen derselben Gruppe 
stimmen in ihrer Gesamtheit untereinander iiberein. 

Beweis. Da 1Jl!> 1Jl2, ••• , 1Jl,.-1, E im allgemeinen nicht mehr Haupt
reihe von 1Jl1 sein wird, so muB die vollstandige Induktion etwas anders 
angewandt werden als im Fall der Kompositionsreihen. Der letzte 
Normalteiler 1Jl,.-1 vor E ist ein solcher, der keinen eigentlichen Normal
teiler von @ enthalt auBer sich selbst. Einen solchen Normalteiler heiBt 
man einen kleinsten Normalteiler. Die Ordnung von @ sei ein Pro
dukt von n Primfaktoren und die Giiltigkeit des Satzes sei voraus
gesetzt fiir alle Gruppen, deren Ordnung das Produkt von hOchstens 
n -1 Primfaktoren ist. Die Reihe @/IJl,_I, 1Jl1/1Jl,_1,"" 1Jl,.-2/1Jl,.-l> E 
bildet nach Satz 20 eine Hauptreihe fiir @/1Jl,_1' Wenn @ nur einen 
kleinsten Normalteiler besitzt, so folgt der Satz aus der Voraussetzung, 
da er fiir @/IJl'_1 gilt. Ebenso folgt der Satz fiir zwei Hauptreihen die 
denselben kleinsten Normalteiler enthalten. Nun seien m und IJl zwei 
kleinste Normalteiler und ~ = m X IJl (vgl. Satz 17) der durch sie 
erzeugte Normalteiler. Nach Satz 25 gilt im Sinne holoedrischer Iso
morphie ~/1Jl = m und ~/m = 1Jl. Zwischen ~ und m und ebenso 
zwischen ~ und IJl gibt es keinen Normalteiler von @, denn ein Normal
teiler zwischen ~ und m miiBte neben m noch mindestens ein Element 
aus 1Jl, daher auch dessen ganze Klasse und den durch sie erzeugten 
Normalteiler enthalten. Dieser letztere ist aber identisch mit 1Jl, weil 
IJl kleinster Normalteiler ist. Nun sei @, ~l"'" ~, m, E eine Haupt
reihe, die ~ enthalt. Dann ist auch @,~!> ... ,~, 1Jl, E eine solche. 
Die Primfaktorgruppen dieser beiden Reihen stimmen iiberein, also auch 
diejenigen aller Hauptreihen, die m oder IJl enthalten, w. z. b. w. 

Satz 31. Ein kleinster Normalteiler ist entweder eine einfache Gruppe 
oder das direkte Produkt holoedrisch isomorpher einfacher Gruppen. 

Beweis. Der Satz gilt fiir Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl 
ist. Wir konnen daher vollstandige Induktion anwenden und den Satz 
fiir Gruppen niedrigerer Ordnung als @ voraussetzen. Es sei IJl ein 
kleinster Normalteiler von @. 1st IJl einfach, so gilt der Satz 31. 1st 
IJl nicht einfach, so besitzt IJl einen kleinsten Normalteiler ~ und von 
diesem diirfen wir voraussetzen, daB er das direkte Produkt einfacher 
Gruppen ist. 1m allgemeinen wird ~ nicht Normalteiler von @ sein, 
aber mit ~ ist auch X-I~X, wo X ein beliebiges Element von @ be
deutet, in IJl enthalten. X-I ~X ist Normalteiler von X-IIJl X = 1Jl. 
Die verschiedenen Gruppen, die man erhalt, wenn X alle Elemente 
von @ durchlauft, seien ~, ~, 2,. . .. Die durch sie erzeugte Gruppe 
ist ein Normalteiler von @, der in IJl enthalten ist und daher mit IJl 
iibereinstimmt. ~ und ~ besitzen auBer E kein Element gemeinsam, 
da der Durchschnitt von ~ und ~ ein Normalteiler von IJl sein muB. 
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Die Gruppe {~~} ist daher wegen Satz 17 das direkte Produkt von ~ 
und ~, also ~ X ~, und auBerdem Normalteiler von in. Sie kann noch 
weitere Gruppen aus der Reihe ~, ~, ~ ... enthalten. Wenn sie aber 
~ nicht enthiilt, so ist wieder jedes Element von ~ mit jedem Element 
von ~.x ~ verlauschbar und man hat das direkte Produkt ~ X ~ X ~ 
zu bilden. Indem man so fortfahrt, erhalt man schlieBlich in dargestellt 
als das direkte Produkt gewisser Gruppen aus der Reihe ~, ~, ~ .... 
Diese sind samtlich holoedrisch isomorph, da sie in @ konjugierl sind, 
ferner sind sie direkte Produkte einfacher Gruppen nach Voraussetzung. 
Also ist auch in das direkte Produkt einfacher Gruppen, womit der 
Satz bewiesen ist. 

Satz 32. Die Primfaktorgruppen einer Hauptreihe sind einfache 
Gruppen oder das direkte Produkt holoedrisch isomorpher einfacher 
Gruppen. 

Beweis. 1st @, inl> ina, ... , E eine Hauptreihe von @, dann bildet, 
wie schon bemerkt, @/in" in1/in" ... , in,_l/in" E eine Hauptreihe fUr 
@/in,. Daher ist in,_l/in, ein kleinster N ormalteiler von @/in, und hat 
also die verlangte Beschaffenheit. 

Aus einer Hauptreihe kann leicht eine Kompositionsreihe gebildet 
werden, indem man gewisse Gruppen einschaltet. 1st in._Jin; eine ein
fache Gruppe, so ist das offenbar nicht moglich, ist dagegen diese Faktor
gruppe das direkte Produkt von n holoedrisch isomorphen Gruppen 
vom Typus ~, so kann man zwischen in,_l und in. genau n-1 Gruppen 
~l' ~a, ... , ~"-l hineinfUgen und es wird 

in'-l/~l = ~1/~2 = ... = ~tI-l/in; = ~. 
Macht man das fUr aile Primfaktorgruppen der Hauptreihe, so erhalt 
man eine Kompositionsreihe. 

Satz 33. Fur auflosbare Gruppen bestehen die Primfaktorgruppen 
der Hauptreihen aus Abelschen Gruppen, welche direktes Produkt zykli
scher Gruppen von Primzahlordnung sind. 

Beweis. Dnter den Primfaktorgruppen konnen keine direkten 
Produkte von nicht-Abelschen einfachen Gruppen vorkommen, denn 
diese miiBten auch in der Kompositionsreihe als Primfaktoren auftreten. 
Daher sind sie direkte Produkte von Abelschen einfachen Gruppen und 
letztere haben nach § 7 Primzahlordnung. 

Satz 34. Aile Abelschen Gruppen sind auf/osbar. 
Beweis. Der Satz folgt aus den allgemeinen Theoremen von § 17 

ohne weiteres. Wir konnen ihn aber im AnschluB an den vorigen Satz 
so beweisen: In einer Abelschen Gruppe sind auch alle Faktorgruppen 
daher auch die Primfaktorgruppen auflosbar; man kann folglich die 
Hauptreihen zu Kompositionsreihen erganzen, fiir we1che die Prim
faktorgruppen Primzahlordnung haben. 
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§ 13. Kommutatorgruppen. 
1st C der Kommutator von A und B, so ist X-ICX derjenige von 

X-lAX und X-IBX. Daher bildet die Gesamtheit der Kommutatoren 
einer Gruppe einen invariant en Komplex, der im allgemeinen keine 
Untergruppe ist. Der von diesem Komplex erzeugte NormaIteiler heiBt 
die Kommutatorgruppe von ®. 

Satz 35. Die Faktorgruppe der Kommutatorgruppe ist Abelseh und 
die Kommutatorgruppe ist in jedem Normalteiler enthalten, dessen Faktor
gruppe Abelsch ist. 

Beweis. Sei <£ die Kommutatorgruppe und C der Kommutator 
der beiden Elemente A und B von ®. Dann wird, wegen BA = ABC, 

(B<£) (A <£) = BA <£ = ABC<£ = A B<£ = (A <£) (B<£). 

1st umgekehrt fUr den NormaIteiler 91 stets (A 91) (B91) = (B91) (A 91), 
so witd A B91 = BA 91 und daher insbesondere BA = A BN, wobei 
N in 91liegt. Daher enthaIt 91 jeden Kommutator und damit die ganze 
Kommutatorgruppe. 

Die Kommutatorgruppe ist Durehschnitt alter Normalteiler mit Abel
scher Faktorgruppe, und insbesondere gilt der Satz, daB der Dureh
sehnitt zweier NormaIteiler mit Abelseher Faktorgruppe selbst eine 
Abelsehe Faktorgruppe besitzt. Jede Untergruppe von ®, die <£ ent
halt, ist NormaIteiler von ®, weil ®/<£ Abelseh ist (Satz 20). 

Die Kommutatorgruppe heiBt aueh erste abgeleitete Gruppe oder 
erste Ableitung von ®. Sie besitzt selbst eine Kommutatorgruppe, 
die zweite Ableitung von ®. Aueh die zweite Ableitung ist Normal
teiler von ®, und der Beweis dieser Tatsaehe verlauft genau so wie 
derjenige fUr die erste Ableitung. 1ndem man die Kommutatorgruppe 
der zweiten Ableitung bildet, erhalt man die dritte Ableitung, und eine 
Fortsetzung dieses Verfahrens liefert die Reihe der abgeleiteten Gruppen. 
Diese Reihe hat ein Ende, sobald eine Gruppe auf tritt, die mit ihrer 
Kommutatorgruppe iibereinstimmt, was z. B. stets eintritt, wenn sie 
einfaeh und nieht zyklisch ist. 

Satz 36, Eine Gruppe, fiir welehe die Reihe der Ableitungen mit E 
sehliefJt, ist auflosbar und alte auflosbaren Gruppen besitzen diese Eigensehaft. 

Be wei s. Sei ®, Ill!> 1ll2' ... , E die Reihe der Ableitungen von ®; 
dann ist llli-1/llli Abelseh und daher aufl6sbar; man kann also zwischen 
die einzelnen Gruppen dieser Reihe, wenn n6tig, weitere einsehaIten, 
so daB man eine Kompositionsreihe von ® erhaIt, deren Primfaktor
gruppen samtlieh Primzahlen als Ordnungen haben. Daher ist ® auf-
16sbar. 1st umgekehrt ® aufl6sbar, so ist die Faktorgruppe jedes ihrer 
gr6Bten NormaIteiler Abelseh, und die Kommutatorgruppe von ® ist 
daher von ® versehieden. Dasselbe gilt von allen abgeleiteten Gruppen, 
denn jede Untergruppe einer aufl6sbaren Gruppe ist aufl6sbar (Satz 28). 
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1st @ auf @' abgebildet, so werden die Kommutatoren von @ auf 
die Kommutatoren von @' abgebildet und jeder Kommutator von @' 

ist Bild von mindestens einem Kommutator von @. Daher wird die 
Ableitung von @ auf die Ableitung von @' abgebildet und dasselbe 
gilt von den hOheren Ableitungen. Hieraus ergibt sich der 

Satz 37. 1st @ aut @' abgebildet, so leistet diese Abbildung a'uch 
eine solche der i-ten Ableitung von @ aut die i-te Ableitung von @'. 

Aus diesem Satz folgt unmittelbar 
Satz 38. 1st 91 ein N ormalteiler von @ und ist die i-te A bleitung von 

@/91 die erste, welche gleich dem Einheitselement 91 dieser Faktorgruppe 
ist, so ist die i-te Ableitung von @ die erste, welche in 91 enthalten ist. 

Beweis. Nach dem vorigen Satz wird die i-te Ableitung von @ auf 
das Einheitselement von @/91 abgebildet und liegt daher in 91. Dagegen 
wird die (i-l)-te Ableitung von @ nicht auf das Einheitselement von 
@/91 abgebildet und ist daher nicht in 91 enthalten. 

Satz 39. Sind 911 und 912 zwei Normalteiler von @.ohne gemeinsame 
Elemente aufJer E, und sind die i-ten Ableitungen von @/911 und @/912 

die Einheitselemente der betretfenden Gruppen, so ist auch die i-te Ab
leitung von @ gleich E. 

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist die i-te Ableitung ~i von @ 

sowohl in 911 als in 912 enthalten und daher gleich E. 

§ 14. Ein Theorem von Frobenius. 
Durch die bisher gewonnenen Ergebnisse sind wir in den Stand 

gesetzt, folgenden Fundamentalsatz von Frobenius 1 zu beweisen 
Satz 40. 1st g die Ordnung der Gruppe @ und ist n ein Teiler von g, 

so ist die Anzahl der Elemente aus @, die der Gleichung xn = E geniigen, 
durch n teilbar. 

Da X = E stets eine Lasung ist, so muB die Anzahl mindestens 
gleich n sein. 

Beweis. Der Satz gilt fUr Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl 
ist, und wir kannen daher die Methode der vollstandigen lnduktion an
wenden. Wir setzen ihn also als bewiesen voraus fUr aIle Gruppen, 
deren Ordnung ein Teiler von gist. In der Gruppe @ selbst gilt der 
Satz fUr n = g, denn die g Elemente von @ geniigen der Gleichung 
Xc = E. lndem wir noch einmal vollstandige lnduktion anwenden, 
nehmen wir an, daB der Satz gilt fUr n = m p, wobei peine Primzahl 
ist und beweisen, daB der Satz auch fUr m gilt. 

Die Anzahl der Elemente, deren Ordnung ein Teiler von list, wollen 
wir mit nz bezeichnen. Dann besagt also unsere Voraussetzung, daB 
nmp durch mp teilbar ist. Diejenigen Elemente, deren Ordnung ein 

1 Frobenius, G.: Ober einen Fundaroentalsatz der Gruppentheorie. Berl. 
Sitzungsber. 1903, S. 987 und 1907, S. 428. 



§ 14. Ein Theorem von Frobenius. 45 

Teiler von mist, sind enthalten unter den nmp Elementen, deren Ord
nung ein Teiler von mp ist. Daher wird 

nmp = nm + tim' 
wobei tim die Anzahl derjenigen Elemente bezeichnet, deren Ordnung 
ein Teiler von mp, aber nieht von mist. Wenn wir zeigen k6nnen, daB 
tim dureh m teilbar ist, so folgt dasselbe aueh fUr nm. 

Wir setzen nun m = pa-1s, wobei s zu p prim ist, und zeigen zuerst, 
daB tim dureh p"-l, naehher, daB tim dureh s teilbar ist. Daraus folgt 
dann, daB tim dureh m teilbar ist. 

Der Komplex \R der durch tim abgezahlten. Elemente besteht aus 
lauter Elementen, deren Ordnung dureh P", aber nieht dureh r+1 

teilbar ist. Jedes dieser Elemente HiBt sieh auf eine und nur eine Weise 
als Produkt P Q darstellen, wobei die Ordnung von P gleieh P", die
jenige von Q zu p prim ist und P und Q vertausehbar sind. Zu jedem 
Element von \R geh6rt also eindeutig ein "Konstituent" P von der 
Ordnung p". DaB tim dureh pa-l teilbar ist, HiBt sich folgendermaBen 
einsehen. 1st p"r die Ordnung des Elementes A aus \R, so gibt es unter 
den Potenzen von A (§ 4) qJ(p"r) = pa-l (P-l) qJ (r) Elemente, deren 
Ordnung p"r ist, und diese Zahl ist dureh p,,-l teilbar. Die Elemente 
von \R lassen sich so in Systeme ohne gemeinsame Elemente einteilen, 
und die Anzahl der Elemente in jedem System ist dureh p"-l teilbar. 
Das gleiche gilt also aueh fiir tim-

Nun muB gezeigt werden, daB diese Zahl aueh dureh s teilbar ist, 
und zu dem Zweek betraehten wir diejenigen Elemente aus \R, deren 
Konstituent dasselbe Element P ist. Die Gesamtheit der Elemente 
aus @, die mit P vertausehbar sind, bildet eine Untergruppe ~, deren 
Ordnung mit p"t bezeiehnet sei. Der Index der dureh P erzeugten 
zyklisehen Gruppe ~ unter ~ ist alsdann t. Wir betraehten nun die 
Faktorgruppe ~/~. Da ihre Ordnung ein Teiler von gist, so gilt fUr 
sie der zu beweisende Satz. 1st also s' der gr6Bte gemeinsame Teiler 
von s und t, so ist die Anzahl der Elemente der Faktorgruppe ~/~, 
deren Ordnung ein Teiler von s' ist, dureh s' teilbar. Die Anzahl der 
Elemente, deren Konstituent P ist, ist also dureh s' teilbar, denn jede 
Nebengruppe von ~, deren Ordnung Teiler von s' ist, liefert genau 
ein solches Element aus \R. Wir betraehten nun die Klasse von P. 
Sie enthalt genau g/P"t Elemente. Jedes dieser Elemente ist Kon
stituent von gleieh vielen Elementen aus \R und die Anzahl der dureh 
sie gelieferten Elemente von \R ist daher teilbar dureh g s' /P" t. 

DaB diese Zahl dureh s teilbar ist, folgt nun ohne weiteres: s' ist 
gr6Bter gemeinsehaftlieher Teiler von s und t, daher ist gs' dureh st 
teilbar, denn s und t sind Teiler von g; und da s zu p prim ist, so ist 
die Behauptung bewiesen. Hieraus folgt nun, daB sich die Elemente 
von \R in Systeme einteilen lassen, deren jedes eine dureh s teilbare 
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Anzahl von Elementen besitzt und von denen je zwei keine gemein
samen Elemente enthalten. Die Elemente desselben Systems sind da
durch verbunden, daB ihre Konstituenten zur selben Klasse gehoren. 
Hieraus folgt, daB nm auch durch s teilbar ist, womit der Satz bewiesen ist. 

3. Kapitel. 

Abelsche Grupp en. 
§ 15. Basis einer Abelschen Gruppe. 

In § 4 haben wir. einen Spezialfall der Abelschen Gruppen, die 
zyklischen Gruppen, behandelt, nun wollen wir die allgemeine Theorie 
der Gruppen mit kommutativer Multiplikation aufstellen und ein Ver
fahren angeben, alle zugehorigen Gruppen herzustellen. 

Definition. Die Elemente AI> A 2, ••• , Ar mit den Ordnungen nl , 

n 2, ••• , nr heiBen eine Basis einer Abelschen Gruppe, wenn sich jedes 
Element der Gruppe auf eine und nur eine Weise in der Gestalt 

Xl = 1,2, ... , n l 

X, = 1,2, ... , n, 
darstellen laBt. 

Erinnem wir uns an die Definition des direkten Produktes in § 6, 
so konnen wir die Definition auch so fassen: Die Elemente AI> A 2, ••• , A, 
bilden eine Basis der Gruppe, wenn diese das direkte Produkt der 
zyklischen Gruppen {A I },{A 2 }, ••• ,{Ar} ist. Offenbar ist die Ordnung 
der ganzen Gruppe gleich dem Produkt der Ordnungen der Basiselemente. 

In einer zyklischen Gruppe bildet ein erzeugendes Element eine 
Basis, aber es ist im allgemeinen moglich, mehrgliedrige Basen zu 
finden, immer dann namlich, wenn die Ordnung in ein Produkt zu
einander primer Faktoren zerIegt werden kann. So bilden in der Be
zeichnungsweise von Satz 7 die beiden Elemente A I und Am eine Basis 
der durch A erzeugten zyklischen Gruppe. Allgemein gilt die Tat
sache (Satz 4 und 8), daB eine zyklische Gruppe direktes Produkt von 
zyklischen Gruppen ist, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. Man 
kann also die Basis stets so wahlen, daB die Ordnungen der Basis
elemente Primzahlpotenzen sind. Umgekehrt, sind die Ordnungen der 
Basiselemente zueinander prim, so ist die Gruppe zyklisch. Ein er
zeugendes Element der ganzen Gruppe wird z. B. durch das Produkt 
der Basiselemente geliefert. Denn ist 

(A1 A 2 ••• AT)a = E, 

so muB gelten Af = E flir jedes Basiselement und a muB durch die 
Ordnungen aller Elemente teilbar sein, daher auch durch deren Pro
dukt, weil sie zueinander prim sind, d. h. a ist die Ordnung der Gruppe. 
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Wir behandeln nun einen anderen extremen Fall der Abelschen 
Gruppen. 

Satz 41. Wenn in einer Abelschen Gruppe die Ordnung aller EIe
mente aufJer E die Primzahl p ist, so ist die Gruppe das direkte Produkt 
von zykiischen Gruppen der Ordnung p, und sie lafJt sich durch eine Basis 
darstellen. 

Beweis. Es sei Al ein von E verschiedenes Element. Falls jedes 
Element eine Potenz von Al ist, so ist die Gruppe zyklisch und von 
der Ordnung p und der Satz ist bewiesen. 1m anderen Fall sei As ein 
Element, das nicht in {Al} vorkommt. Wir bilden die Gesamtheit 
der Elemente 

(x, y = 1,2, ... , P). 
Diese p2 Elemente sind untereinander verschieden und bilden eine 
Gruppe, denn ware etwa 

so folgte 

A~-'= A~-", 

d. h. es gabe eine Potenz von A 2, welche schon in {Al} vorkommt. 
Dies kann aber nur E sein, und man erhalt w = y und x = z. 

Falls durch diese p2 Elemente die Gruppe noch nicht erschi:ipft 
ist, so kann man fortfahren und erhalt ein weiteres Basiselement. Nach 
einer endlichen Anzahl von Schritten hat das Verfahren ein Ende, weil 
wir es mit endlichen Gruppen zu tun haben. 

Satz 42. Wenn in einer Abeischen Gruppe ~ die Ordnung aller EIe
mente (aufJer E) eine Potenz der Primzahl p ist, so ist die Ordnung der 
Gruppe seIber eine Potenz von p und die Gruppe ist direktes Produkt 
zykiischer Gruppen. 

Beweis. Wir wenden vollstandige Induktion an, indem wir den 
vorigen Satz benutzen. Es sei P" die hochste vorkommende Ordnung 
eines Elementes in unserer Gruppe; wir nehmen nun den Satz als 
bewiesen an fUr alle Gruppen, in denen die hochste vorkommende 
Ordnung p"-l ist, und beweisen ihn dann fur unsere Gruppe. Zu diesem 
Zweck betrachten wir die p-ten Potenzen aller Elemente unserer Gruppe 
~. Diese bilden seIber eine Gruppe, die wir mit 91 bezeichnen. Denn aus 

A = BP und C = DP folgt A C = (BD)P, 

und zwar ist diese Untergruppe eine eigentliche, weil das hi:ichste Ele
ment nur noch die Ordnung pa-l hat. Fur 91 nehmen wir den Satz als 
bewiesen an und bezeichnen mit AI> A~, ... , A; erzeugende Elemente 
fur die zyklischen Gruppen, deren Produkt 91 ist, d. h. also Basiselemente 
von 91. Ihre Ordnungen seien n;., n~, ... , n;, welche Zahlen samtlich 
Potenzen von p sind. 
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Nun sind aIle Elemente von 91 auch p-te Potenzen von Elementen 
aus ~, man kann daher setzen 

A~ = A,I> (; 1 2 r) . "= , ,.,., , 

wo Ai geeignete Elemente aus ~ sind und die Ordnung pn; = ni haben. 
Ich behaupte jetzt, daB auch die Elemente Ai unabhangig sind, d. h. 
daB aIle n l n2 • •• nT Elemente 

A~'A~· . .. A:r 
untereinander verschieden sind. Ware namlich 

A~'A~' ... A:r = A~'A~· ... A~r, 
so ergabe sich 

A:'-Y'A~·-Y' ... A:r-Y,. = E 

und man erhielte eine Gleichung 

A~'A~' ... A:r = E, 

(Xi = 1,2, ... , nil 

in der die Exponenten ai nicht samtIich durch die entsprechenden 
Zahlen ni teilbar waren. Von vorneherein konnen wir den Fall aus
schlieBen, daB aIle Exponenten durch p teilbar sind, denn dies ergabe 
bereits eine Beziehung zwischen den A;, was nicht moglich ist. Es 
sei also etwa al zu P prim. Dann erheben wir die Gleichung in die p-te 
Potenz und erhalten 

A ,a'A,a, A,ar = E 
1 2,.· r • 

Weil al nicht dureh p teilbar ist, so kann diese Gleichung nicht bestehen. 
Die Elemente Ai erzeugen eine Abelsche Gruppe m von der Ord

nung n l n2 • •• nr , we1che Untergruppe von ~ ist. Falls m eine eigent
liche Untergruppe ist, so sei 5 ein Element von ~ auBerhalb m. Nach 
Voraussetzung liegt SP = T in 91 und daher gilt dasselbe auch von 
T-l. Aber jedes Element von 91 ist p-te Potenz eines Elementes von 
m; es sei 

T-l- A,b'A,b, A,br - (Ab'Ab, Abr)P 
- 1 2'" r - 1 2'" r ' 

dann wird T-l = AP, wo 

A = A~'A~'" .A~r. 
Bilden wir jetzt A 5, so wird (A S)P = AP T = E und wir erhalten so 
das Element AS = AT+! von der Ordnung p, das nicht in m liegt. 
Nehmen wir AT+l zu den Basiselementen AI> A 2, ••• , Ar von m hinzu, 
so erhalten wir eine umfassendere Untergruppe von ~, die insbesondere 
das Element 5 enthalt. Falls diese noch nicht mit ~ ubereinstimmt, 
so finden wir in derselben Weise ein neues Element von der Ordnung 
p, das wir zur Basis hinzunehmen konnen, und indem wir eine end
liche Anzahl von Malen fortfahren, gelangen wir zu einem SchluB. Die 
r ersten Basiselemente haben eine hohere als die erste Potenz von p 
zur Ordnung, wahrend die ubrigen Basiselemente samtIich die Ord
nung p haben. Hiermit ist der Satz 42 bewiesen. 
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Satz 43. Eine Abelsche Gruppe @ von der Ordnung g = P~' p;' . .. p~r, 
wo PI> P2' ... , p, voneinander verschiedene Primzahlen sind, ist das direkte 
Produkt von r Abelschen Gruppen jJ5; der Ordnungen P~', p;', ... , p~r. 

Beweis. Wenn g durch zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist, 
so k6nnen die Ordnungen der Elemente von @ nicht samtlich Potenzen 
derselben Primzahl sein, nach Satz 42. Es gibt daher Elemente (Satz 4), 
deren Ordnungen zueinander prim sind. Es sei PI eine Prirnzahl, 
welche eine dieser vorkommenden Ordnungen teilt, ferner sei jJ51 die 
Gruppe, bestehend aus allen Elementen, deren Ordnung eine Potenz 
von PI ist inklusive E, ferner sei 0 die Gruppe bestehend aus allen 
Elementen, deren Ordnung zu PI prim ist, inklusive E. Dann ist @ 

das direkte Produkt von jJ5 und O. Diese beiden Untergruppen haben 
namlich auBer E kein gemeinsames Element (Satz 2 und 3), ferner 
laBt sich nach Satz 7 jedes Element von @ auf eine und nur eine Weise 
als Produkt eines Elementes aus jJ5 und eines Elementes aus 0 dar
stellen, wobei auch E als Faktor auftreten darf. 

Die Ordnung von jJ5 sei P~" diejenige von 0 sei q. Falls q durch 
zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist, so ist auch 0 direktes Pro
dukt einer Gruppe, deren Ordnung eine Primzahlpotenz, etwa p~. ist, 
und einer weiteren Gruppe ~ von der Ordnung r. Hierbei ist jedoch 
zu bemerken, daB P2 sicher von PI verschieden ist, denn auBerhalb 
von jJ51 gibt es keine Elemente, deren Ordnung eine Potenz von PI 
ist. lndem man gegebenenfalls ~ weiter zerlegt, erhiilt man eine Dar
steHung von @ als direktes Produkt von Gruppen, deren Ordnungen 
Potenzen verschiedener Primzahlen sind. Die Ordnung von @ ist das 
Produkt dieser verschiedenen Prirnzahlpotenzen, aber eine Zahl laBt 
sich nur auf eine Weise in ein solches Produkt zerlegen und daraus 
folgt, daB bl = al usw., womit der Satz bewiesen ist. 

Es ist noch zu bemerken, daB die Gruppen jJ5; durch @ eindeutig 
bestimmt sind, denn jJ5; besteht aus der Gesamtheit der Elemente, 
deren Ordnung eine Potenz von Pi ist. Dagegen ist die Zerlegung von 
Satz 42 innerhalb einer Gruppe mit Primzahlpotenz-Ordnung in zykli
sche Untergruppen nicht mehr eindeutig, wie aus der Beweiskonstruk
tion unmittelbar hervorgeht und in § 43 naher ausgefiihrt werden wird. 

Fundamentalsatz 44. Jede Abelsche Gruppe besitzt eine Basis, deren 
Elemente Primzahlpotenzen als Ordnungen haben. 

Beweis. Nach Satz 43 ist jede Abelsche Gruppe direktes Produkt 
von Abelschen Gruppen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. 
Diese letzteren sind nach Satz 42 direkte Produkte von zyklischen 
Gruppen und besitzen ein~ Basis. Nimmt man die Basiselemente dieser 
Gruppen zusammen, so erhiilt man eine Basis der ganzen Gruppe von 
der im Satz angegebenen Art. 

Historische N otiz. Zyklische und Abelsche Gruppen treten bei den zahlen
theoretischen Untersuchungen von Euler ha,ufig auf (vgl. § 4). Den Satz 44 hat 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 4 
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GaufJ 1801 gekannt (Werke Bd. 2, S. 266) und auf die Kompositionstheorie der 
quadratischen Formen angewendet. Vgl. auch den Anfang von § 72. Den ersten 
vollstandigen Beweis gab E. Schering (Die Fundamentalklassen zusammensetz
barer arithmetischer Formen. Gott. Abh. Bd. 14 (1869), S. 3), femer Frobenius 
und Stickelberger (Dber Gruppen vertauschbarer Elemente, Crelles J oum. Bd. 86 
(1879), S.217). 

§ 16. Die Invarianten einer Abelschen Gruppe. 
Die Basiselemente sind durch die Gruppe nicht eindeutig definiert. 

Nur die beiden Gruppen von der Ordnung 1 und 2 machen eine Aus
nahme. Dagegen laBt sich eine Abelsche Gruppe durch gewisse Zahlen 
vollstandig charakterisieren. 

Definition. 1st eine Abelsche Gruppe nach Satz 44 durch eine 
Basis dargestellt, deren Elemente Primzahlpotenzen als Ordnungen 
haben, so heiBen diese Ordnungen die Invarianten der A belschen Gruppe. 

Satz 45. Die Invarianten einer Abelschen Gruppe sind unabhiingig 
von der speziellen Wahl der Basiselemente. 

Beweis. Der Satz braucht nur fUr Gruppen bewiesen zu werden, 
deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist, denn aus ihren Invarianten 
setzen sich die Invarianten einer beliebigen Gruppe zusammen. Es 
seien Av A 2, ••• , A, und Bv B 2, ••• , Bs zwei Basen derselben Gruppe, 
ferner seien mv m2, ••• , m, und nv n2, ••• , ns die zugehorigen Ord
nungen. Die Basiselemente seien so numeriert, daB m1 >- m2 >- ... ~o m, 
und n1 >- n2 >- ... >- ns. Alle diese Zahlen sind Potenzen derselben 
Primzahl p. Nun sei nk die erste unter diesen Zahlen, welche von der 
entsprechenden mk verschieden ist, und es gelte 

nl =~, ... , nk_l = mk_l' nk > mk' 
Die mk-ten Potenzen aller Elemente der Gruppe bilden eine Unter

gruppe, als deren Basiselemente die mk-ten Potenzen der Elemente 
irgendeiner Basis der ganzen Gruppe gewahlt werden konnen. Diese 
Untergruppe ist unabhangig von der speziellen Wahl der Basis. Fur 
die Untergruppe erhalten' wir also die beiden Basen 

A~k, A~k, ... , Ak~l und B'!'k, B~k, ... , B';'k. 
Aus der ersten Basis ergibt sich die Ordnung der Untergruppe gleich 

m1 m2 mk_l 
m;' mk ' • 'm--;:' 

aus der zweiten dagegen groBer oder gleich 

--... ----; 
mk mk mk mk 

diese letztere Zahl ist aber groBer als die vorhergehende, woinit wir 
einen Widerspruch erhalten. 

Satz 46. Zwei Gruppen, deren Invarianten in ihrer Gesamtheit iiber
einstimmen, sind holoedrisch isomorph. 
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Beweis. Wir bilden eine so1che Zuordnung der Basiselemente der 
beiden Gruppen, daB entsprechende Elemente dieselbe Ordnung haben. 
Ordnet man nun noch den Produkten von Elementen der einen Gruppe 
die Produkte der entsprechenden Elemente der anderen Gruppe zu, 
so erhalt man in beiden Fallen dieselben Multiplikationsgesetze, d. h. die 
beiden Gruppen sind holoedrisch isomorph. 

Satz 47. Zu fedem System von Primzahlpotenzen nv n2 , ••• , n, gibt 
es genau eine Abelsche Gruppe, welche sie zu Invarianten hat. 

Beweis. Nach dem vorigen Satz gibt es h6chstens eine so1che 
Gruppe. DaB es aber stets eine gibt, wird dadurch bewiesen, daB 
man die Gruppe herstellt mit Hilfe des arithmetischen Kongruenz
begriffes. Man bilde die Gesamtheit der Zahlensysteme (xl' x2, ... , x,) 
bestehend aus r ganzen Zahlen, von denen die i-te nach dem Modul ni 
(i = 1, 2, ... , r) zu reduzieren ist. Es gibt nl n2 ••• n, so1che Systeme. 
Als Gruppengesetz nehme man die Vektoraddition 

(xv x2, ... , x,) + (Yv Y2"'" y,) = (Xl + Yv X2 + Y2"'" x, + y,). 

Als Basiselemente benutze man die folgenden 

(1,0, ... ,0), (0,1,0, ... ,0), ... , (0,0, ... ,0,1). 

Der Satz folgt dann unmittelbar. 
Durch die drei vorangehenden Satze ist das Problem, alle Abel

schen Gruppen von gegebener Ordnung zu konstruieren, vollstandig 
gel6st. Man hat bloB die Ordnung der Gruppe in irgendeiner Weise 
als Produkt von Potenzen gleicher oder verschiedener Primzahlen dar
zustellen. Zu jeder Zerlegung gibt es genau eine Gruppe. So gibt es 
z. B. genau zwei Gruppen von der Ordnung 4, namlich die zyklische 
und die Vierergruppe. Ferner gibt es genau zwei Abelsche Gruppen, 
deren Ordnung das Quadrat einer Primzahl ist, namlich die zyklische 
und das direkte Produkt zweier zyklischer Gruppen von Prirnzahlgrade. 
Allgemein gibt es so viele Abelsche Gruppen von der Ordnung pm, als 
sich die Zahl m als Summe von ganzen positiven Zahlen darstellen 
laBt, wobei man natiirlich von der Reihenfolge der Summanden ab
zusehen hat. 

Sind nl , n2, ••• , n, die Invarianten von @, so sagt man: @ ist vom 
Typus (nv n2, ••• , n,). So sind z. B. die Gruppen des Satzes 41 vom 
Typus (P, p, ... , P)· 

Die h6chste vorkommende Ordnung eines Elementes der Gruppe @ 

ist das Produkt der h6chsten Potenzen der einzelnen Primzahlen, we1che 
unter den Invarianten vorkommen. So erhalt z. B. die Gruppe vom 
Typus (9, 3, 8, 2) Elemente von der Ordnung 8. 9. Die Ordnung jedes 
Elementes teilt die h6chste vorkommende Ordnung eines Elementes. 
Nur fUr zyklische Gruppen ist die h6chste vorkommende Ordnung 
eines Elementes gleich der Ordnung der Gruppe. 

4* 
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Die Basen, die wir bisher behandelt haben, bestehen nur aus Ele
menten, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. In unserer Defi
nition ist diese Einschrankung aber nicht enthalten; es ist leicht, die 
Verallgemeinerung herzustelIen, man hat nur Satz 8 heranzuziehen. 
Sind die Ordnungen der beiden Basiselemente Al und A2 zueinander 
prim, so kann man die beiden Elemente durch das eine Element Al A2 
ersetzen, und dieses Verfahren kann man so lange fortsetzen, bis man 
keine zwei Elemente mehr zur Verfiigung hat, deren Ordnungen zu
einander prim sind. 1st umgekehrt irgendeine Basis gegeben, bei der 
die Ordnungen zusammengesetzte Zahlen sind, so ersetze man jedes 
Element durch solche Potenzen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen 
sind nach Satz 8, und man erhalt eine Basis von der speziellen Art. 
Allgemein gilt der 

Satz 48. 1st die Gruppe ® in irgendeiner Weise dureh eine Basis 
dargestellt und sind mv ... , mT die Ordnungen der Basiselemente, so 
findet man den Typus der Gruppe, indem man diese Zahlen mi einzeln 
in teilerfremde Faktoren, die Primzahlpotenzen sind, zerlegt und alle so 
erhaltenen Zahlen nebeneinander sehreibt. 

Umgekehrt erhalt man die Ordnungen der Elemente einer beliebigen 
Basis, indem man zueinander teilerfremde Zahlen im Typus dureh ihr 
Produkt ersetzt und diese OPeration beliebig weit treibt. 

§ 17. Untergruppen und Faktorgruppen einer Abelschen 
Gruppe. 

Satz 49. Die lnvarianten einer Untergruppe sind bei geeigneter Zu
ordnung Teiler der lnvarianten der ganzen Gruppe. 

Beweis. Wegen Satz 43 k6nnen wir uns auf Gruppen ® be
schranken, deren Ordnung eine Potenz der Primzahl p ist. In ab
steigender Anordnung seien die Invarianten von ® gegeben durch 
(pal, paz, ... , pa,), diejenigen ihrer Untergruppe ~ durch (pbl, pb" ... , pb,). 
Die Elemente von der Ordnung p in ® bilden eine Untergruppe, deren 
Basiselemente von den pal-I_ten Potenzen derjenigen von ® dargestellt 
werden. Ihre Ordnung ist daher ps. Fiir die entsprechende Unter
gruppe von ~ ist die Ordnung pT. Daraus folgt r -< s. Nun sei bi die 
erste Zahl in der Reihe der b, welche gr6Ber ist als die entsprechende 
Zahl ai' Bildet man die paLten Potenzen aller Elemente von ® und 
von ~, so findet man im letzteren FaIle mindestens i Basiselemente, 
im ersteren weniger als i. Das widerspricht der Tatsache, daB ~ Unter
gruppe von ® ist. 

Satz 50. 1st ® eine Abelsehe Gruppe vom Typus (nv n2, ... , ns) 
und ist irgendein anderer Typus gegeben (mI' m 2, ••• , m,) dergestalt, 
daft r -< s und daft die Quotienten ndmi ganze Zahlen sind, so besitzt ® 
mindestens eine Untergruppe vom Typus (~, m 2 • ••• , mT). 
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Beweis. 1st AI' A 2, ••• , As ein System von Basiselementen von 
@, so ist 

A;", A;,", ... , A;"a 
ein solches einer Untergruppe vom gewiinschten Typus. Hierbei ist 
m.+l = ... = ms = I zu setzen. 

1m allgemeinen gibt es mehrere Untergruppen von gegebenem 
Typus. Eine Gruppe von der Ordnung p' und vom Typus (P, p, ... , P) 
besitzt p' -11 Untergruppen von der Ordnung p, denn jedes Element p-
auBer E gehort genau zu einer soIchen und erzeugt sie. Ferner ge
hOren auBer Enoch je p-I Elemente von der Ordnung p zur Bil
dung einer Untergruppe. Da es im ganzen p' - I Elemente von der 

Ordnung p gibt, so verteilen sie sich in p' -11 Systeme von je p-I p-
Elementen, die zusammen mit E jeweils eine Untergruppe bilden. 

Die nahere Betrachtung der Gruppen vom Typus (P, p, ... , P) ist 
deshalb von Wichtigkeit, weil die Primfaktorgruppen der Hauptreihen 
bei auflosbaren Gruppen zu ihnen gehOren. 1st p' die Ordnung einer 
soIchen Gruppe, so besitzt eine Untergruppe von der Ordnung pt den 
Typus (P, p, ... , t-mal) und es solI nun die Anzahl N,t der Untergruppen 
von dieser Ordnung pt berechnet werden. 

Wir fiihren den Beweis nach G. A. Miller in Miller, BIichfeldt, Dick
son, finite groups, p. 100. 

Die allgemeinste Basis einer Untergruppe von der Ordnung pt findet 
man, indem man aus der Gruppe @ irgendein von E verschiedenes Ele
ment A herau~greift, sod ann ein nicht in {A} vorkommendes Element B 
nimmt, dann ein nicht in {A} X {B} vorkommendes Element C, und 
auf diese Weise fortfahrt, bis man t Elemente hat. Dies ergibt offenbar 

(r-I) (r-P)'" (r-p'-t+ 1) 

verschiedene Moglichkeiten fur die Basis. Nach demselben Verfahren 
zeigt man, daB jede Gruppe von der Ordnung pt 

(P'_I) (Pl-P) ... (Pt_pl-I) 

verschiedene Basen besitzt. Die Anzahl der verschiedenen Unter
gruppen von der Ordnung pt ist gleich dem Quotienten dieser beiden 
Zahlen, also wird 

N _ (P'-I) (p,-l_I) ... (P,-t+l_I) 
,1 -

(P _ 1) (P2 _ 1) ... (pi - 1) 

Insbesondere ergibt sich 
N"t = N",_" 

Satz 51. Eine Abelsche Gruppe von der Ordnung p' und vom Typus 
(P' 1) (p.-l 1) (p,-t+l 1) 

(P, p, ... , P) besitzt - - - ...:., . ..:., I - Untergruppen von der 
(P-I) (p2_ 1) .. · (P -1) 

Ordnung pt. 
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§ 18. Galoisfelder und Reste nach Prirnzahlpotenzen. 
Ein besonders instruktives und wichtiges Beispiel fUr Abelsche 

Gruppen wird durch die in der Zahlentheorie auftretenden Restklassen 
nach Prirnzahlen bzw. Prirnidealen geliefert. Sie lassen sich uberaus 
einfach und unabhangig von zahlentheoretischen Satzen folgender
maBen definieren: 

Definition. Ein System von Elementen bildet einen KiYrper, wenn 
es folgenden Bedingungen genugt: 

1. Die Elemente bilden eine kommutative Gruppe nach einem 
ersten Gesetz A + B, genannt Addition. Das Einheitselement wird 
mit 0 bezeichnet. 

2. Die Elemente mit Ausnahme von 0 bilden unter sich eine kom
mutative Gruppe nach einem zweiten Gesetz A B genannt Multipli
kation. Das Einheitselement wird mit 1 bezeichnet. 

3. Fur beliebige vier Elemente gilt das distributive Gesetz 
(A + B) (C + D) = AC + AD + BC + BD. 

Falls das System nur endlich viele Elemente enthalt, heiBt es ein 
endlicher Korper oder ein Galoisfeld. 

Es solI die Konstitution alIer endlichen Korper hergeleitet werden. 
Das Produkt von 0 mit irgendeinem Element muB = 0 gesetzt werden, 
wie sich aus dem Distributivgesetz ergibt: aus A + 0 = A folgt 

(A + 0) B = AB + OB = AB, 
also OB = 0 und in derselben Weise BO = O. 

Satz 52. Die Anzahl der Elemente ist eine Primzahlpotenz und der 
Typus der ersten, additiven Gruppe ist (P, p, ... , Pl. 

Beweis. Sei m die Ordnung der Multiplikationseinheit 1 nach 
dem Additionsgesetz. Man bezeichne ferner 1 + 1 mit 2 usw. nnd 
1 + 1 + .. , + 1 (imal) mit i. Die so entstehenden Elemente verhalten 
sich wie die Restklassen (mod m) nach dem Gesetz der Addition. Wegen 
des Distributivgesetzes entspricht das zweite Gruppengesetz der ge
wohnlichen Multiplikation (mod m), es wird ik gleich derjenigen der 
Zahlen 0,1, ... , m-1, welche Rest (mod m) des gew6hnlichen Pro
duktes der beiden Zahlen i und kist. Angenommen, m sei keine Prirn
zahl, sondern etwa = r s und r > 1, s> 1. Dann wird r' s = 0, ohne daB 
einer der Faktoren verschwindet, was gegen 2. verst6Bt. Daher wird m 
eine Prirnzahl p. Nun sei a ein Element, das von 0, 1, ... , P -1 ver
schieden ist. Es wird a + a = 2a, . .. , a + a + ... + a (p-mal) = pa =: O. 
Jedes Element auBer 0 besitzt die Ordnung p nach dem ersten Gesetz, 
und der Typus dieser Gruppe ist (P, p, ... , Pl. 

Satz 53. Die zweite, multiplikative Gruppe ist eine zyklische Gruppe 
von der Ordnung p' -1, wo r die Anzahl der Basiselemente der ersten 
Gruppe bedeutet. 
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Beweis. Ein Produkt von Elementen nach der zweiten Opera
tion ist dann und nur dann = 0, wenn einer der Faktoren verschwindet, 
denn die von 0 verschiedenen Elemente bilden eine Gruppe. Man kann 
Gleichungen von der Gestalt ax" + bx .. - l + ... + e = 0 bilden, wobei 
a, b, ... , e gegebene Elemente des Korpers und x ein zu bestimmendes 
Element, eine Wurzel der Gleichung, bedeutet. Die bekannten Dber
legungen der Algebra konnen hier wortlich wiederholt werden. Es 
gilt identisch (x-a)(XS-1 + XS- 2 a + ... + as-I) = xS_aS. 1st a eine 
Wurzel von I(x) =0, so wird I(x)-/(a) =/(x), und es laBt sich der 
Faktor x-a aus I(x) herausheben: I(x) = (x-a)/l(x). Man beweist 
sofort, daB eine von a verschiedene Wurzel von I (x) = 0 auch der Glei
chung 11 (x) = 0 genugen muB, und schlieBlich folgt insbesondere, daB 
eine Gleichung vom Grade n hochstens n Wurzeln haben kann. Nun 
sei g die hochste vorkommende Ordnung eines Elementes in der zweiten 
Gruppe. Dann genugt jedes der pr -1 = s von 0 verschiedenen Ele
mente nach S. 52 der Gleichung xg = 1. Also kann g nicht kleiner als 
s sein, und es muB (§ 16) Elemente von der Ordnung s geben, d. h. die 
Gruppe ist zyklisch. 

Beispiele. Die Restklassen nach einer Primzahl als Modu!. Als 
erste Operation nimmt man die gewohnliche Addition und ersetzt die 
Summe zweier Zahlen durch ihren Rest (mod Pl. Die inverse Zahl 
wird die durch -a reprasentierte Klasse und 0 ist das Einheitselement. 
Als zweites Gruppengesetz wird die gewohnliche Multiplikation (mod P) 
genommen. DaB die Zahlen 1, 2, ... , P -1 eine Gruppe bilden, folgt 
aus der Geltung von III*, denn aus a b = a c folgt, da a zu p prim ist, 
b - c. Es gibt daher eine Zahl, die mit ihren p - 1 erst en Potenzen 
alle Restklassen auBer 0 liefert. 

Ebenso bilden in einem algebraischen Zahlkorper die Restklassen 
nach einem Primideal als Modul einen Korper. Die Anzahl der Rest
klassen ist gleich der Norm des Primideals, also ist letztere eine Prim
zahlpotenz pro Der Exponent r heiBt in der algebraischen Zahlentheorie 
der Grad des Primideals. 

Von besonderem Interesse sind die Automorphismen eines Korpers, 
d. h. Permutationen der Elemente, welche fUr beide Gruppen 1. und 2. 
Automorphismen liefem. 

Satz 54. Ein Korper mit p' Elementen besitzt genau r Automorphismen. 
Man erhiilt sie, indem man jedes Element durch seine pi-te Potenz ersetzt, 
i = 0, 1,2, ... , r-1. 

Beweis. Der durch die Zahlen 0,1, ... , p-1 gebildete Korper 
besitzt keinen Automorphismus auBer dem identischen. Denn sowohl 
das Einheitselement 0 der additiven Gruppe als das Einheitselement 1 
der multiplikativen bleiben bei jedem Automorphismus ungeandert. 
Daher gilt dasselbe auch von 1 + 1 = 2, 1 + 1 + 1 = 3 uSW. bis p-1. 
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Nun sei ein allgemeiner Korper mit p' Elementen vorgelegt. Er
setzt man jedes Element 9urch seine p-te Potenz, so erhalt man fUr 
die zyklische Gruppe einen Automorphismus, da p zu ihrer Ordnung 
p' -I prim ist. Aber es wird auch (a + W' = aP + bP, wie aus der Tat-

sache folgt, daB die Binomialkoeffizienten (~) auBer (~) und (:) durch 

pteilbarsind. Bei diesem Automorphismus gehen die Zahlen 0, I, ... , P-I 
in sich selbst iiber. Nachdem man diesen ersten Automorphismus aus
gefiihrt hat, kann man weiterfahren und wiederum jedes Element durch 
seine p-te Potenz ersetzen usw. In dieser Weise erhalt man gerade r 
verschiedene, denn es gilt fiir jedes Element aP' = a, und wahlt man 
fUr a ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe (Satz 53), 
so erreicht man, daB die r Automorphismen wirklich verschieden sind. 

Man bilde nun die Gleichung (x-a) (x-aP) (x_aP2) ... (x_aP·-1) 
= 0. Die linke Seite besitzt als Koeffizienten die elementarsymmetrischen 
F kt' P p2 p.- 1 S· t ( pr - 1). I h un lonen von a, a ,a , ... , a . el a, ... , a erne so c e. 
Dann wird nach Anwendung des Automorphismus t (a, ... , aP·-1)P 
= t(aP, ... , aPj = t(a, ... , aP·-1). Die p-te Potenz dieses Koeffizienten 
ist gleich der ersten, und sie sind daher Zahlen 0, I, ... , P -1. Die 
obige Gleichung besitzt r Wurzeln und ist vom Grade r. Geht bei 
einem weiteren Automorphismus a iiber in aq, so muB auch aq dieser 
Gleichung geniigen, denn diese geht beim Automorphismus in sich 
seIber iiber. q ist daher eine der Zahlen p, p2, ... , P', denn die Glei
chung kann nicht mehr als r Wurzeln haben. Dies ergibt den 

Satz 55. Die Gruppe der Automorphismen ist eine zyklische von der 
Ordnung r. 

Zum Schlusse sollen noch die zu p primen Reste (mod pn) betrachtet 
werden. Ihre Anzahl ist p"-l (P-I) und sie bilden offenbar nach der 
Multiplikation eine Gruppe. 

Es sei zunachst p > 2. Die Reste = 1 (mod P) bilden eine Unter
gruppe vom Index p -1. 1st ferner a = 1 (mod pi) aber $1 (mod pHl), 

so wird aP == (I + Upi)P = 1 + up· pi + u2 P (P;-l) p2i + ... = 1 (mod. pHl) 

aber$1 (modpH2). Hieraus folgt: Diejenigen Reste, die = 1 (mod P), 
bilden eine zyklische Untergruppe von der Ordnung pn-l, die erzeugt 
wird durch einen beliebigen Rest = 1 (mod P) aber $ 1 (mod p2), 
also etwa durch 1 + p. Die Faktorgruppe dieser Gruppe ist zyklisch 
und von der Ordnung p -I, denn sie ist isomorph mit der Gruppe der 
Reste (mod P). Weil p-I zu p prim ist, so ist die ganze Gruppe zyklisch 
und von der Ordnung p,,-l (P-I). 

Nun sei 2" (n >- 3) als Modul betrachtet. Hier bilden die 2"-2 Reste 
= 1 (mod 4) eine zyklische Untergruppe, was genau so wie oben be
wiesen wird. Dazu kommt noch die durch -I und + 1 gebildete Unter
gruppe von der Ordnung 2, daher ist hier der Typus der Gruppe (2"-2, 2). 
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Satz 56. Die zu p primen Reste (mod pn) bilden nach der Multi
plikation fur p > 2 eine zyklische Gruppe von der Ordnung pn-l (P-l), 
fur p = 2 (n~ 3) eine Abelsche vom Typus (2"-2,2). 1st 

a == 1 {mod p fur p ?:.. 2 
" 4 " P - 2, 

pr+. 
aber a =+= 1, so ist a - I = 1 + apr + ... apr+.-1 etne genau durch die 

apr _ I 

s-te und durch keine hohere Potenz von p teilbare ganze Zahl. 
Es ist nur eine andere Fassung dieses Satzes, wenn wir folgende 

Aussage machen: 
Satz 56a. Die Automorphismen einer zyklischen Gruppe von der 

Ordnung P" bilden eine zyklische Gruppe von der Ordnung pn-l (P-l) 
fur ungerade p und im F aUe p = 2 (n ~ 3) eine A belsche Gruppe vom 
Typus (2"-2,2). 

Beweis. 1st P das erzeugende Element der Gruppe, so erhalt 
man jeden Automorphismus, indem man P durch P' ersetzt, wobei 
r aIle zu p primen Reste (mod pn) durchHiuft. Sind P -+ P' und P -+ ps 
zwei Automorphismen, so ist der zusammengesetzte P -+ prs, ihre 
Gruppe ist also die Gruppe des Satzes 56. 

Historische N otiz. Galois hat die von ihm entdeckten Imaginaren in 
der Arbeit: Sur la tMorie des nombres (Oeuvres S. 15) behandelt, welche 1830 
im J. de Ferussac Bd. 13, S. 428 erschienen ist. trber ihre Bedeutung fur die Zahlen
theorie vgl. § 73. Eine ausfuhrliche Theorie findet sich in der schonen Mono
graphie von L. E. Dickson: Linear groups with an exposition of the Galois field 
theory. Leipzig 1901. 

§ 19. Existenz der Galoisfelder. 
Der 1nhalt dieses Paragraphen ist der Beweis von 
Satz 57. Zu ieder vorgegebenen Primzahlpotenz gibt es genau em 

Galoisfeld, das diese Ordnung hat. 
Wir beweisen diesen Satz, indem Wlr em Mittel zur Herstellung 

von Galoisfeldem angeben. Es sei 
f(x) = x' + al X,-I + ... + a, 

eine ganze rationale Funktion r-ten Grades mit ganzen rationalen 
Koeffizienten, welche nach dem Modul p genommen seien, femer sei 
sie (mod P) irreduzibel, d. h. sie sei nicht das Produkt zweier ganzer 
rationaler Funktionen niedrigeren Grades mit Koeffizienten aus dem 
Restsystem (mod P). Nun betrachten wir die Gesamtheit der ganzen 
rationalen Funktionen von niedrigerem als r-tem Grad 

5 (x) = bo + bi X + ... + b'_l X,-l. 

Da jeder Koeffizient (mod P) genau P Werte annehmen kann, so ent
halt das System 5 (x) genau p' verschiedene Funktionen. Wir defi
nieren nun die Addition zweier Funktionen aus 5 in gewohnlicher 
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Weise, dagegen ersetzen wir das Produkt zweier Funktionen immer 
durch den Rest, der bei der Division mit f (x) ubrigbleibt. Ich behaupte 
nun, daB die pr Funktionen des Systems nach diesen beiden Opera
tionen ein Galoisfeld bilden. Zum Nachweis genugt es, zu zeigen, daB 
die pr -1 von 0 verschiedenen Funktionen nach der Multiplikation 
eine Gruppe bilden. Dies folgt aber aus der Geltung des Axiomen
systems I, II, III*, von denen nur das letzte zu verifizieren ist. Sind 
namlich drei Funktionen aus 5 gegeben, fur welche gilt 

a (x) b (x) = a (x) c (x), 
so folgt daraus 

b (x) = c (x), 
denn die erste Kongruenz besagt, daB a (x) (b (x) -c (x)) durch f(x) 
teilbar ist. Nun ist a(x) prim zu f(x), weil es von niedrigerem als r-tem 
Grade ist, also muB der zweite Faktor durch f(x) teilbar sein, w. z. b. w. 

Urn nun die Existenz eines Galoisfeldes von der Ordnung P' zu 
beweisen, muB nur noch die Existenz einer (mod p) irreduziblen ganzen 
rationalen Funktion r-ten Grades nachgewiesen werden. Zu dem Zweck 
ziehen wir Folgerungen aus der Existenz einer solchen Funktion. 

Satz 58. Jede (mod p) irreduzible Funktion f(x) vom r-ten Grade ist 
(mod p) Teiler von xpr-1_1. 

Beweis. Die Reste (mod f(x)) erzeugen ein Galoisfeld. Hierin ist 
x seIber ein von 0 verschiedenes Element. Daher wird 

xpr-1 :==:c 1 (modf(x)) , 
dies ist aber gerade die Amsage des Satzes. 

Wir mussen jetzt zeigen, daB xpr-1_1 einen irreduziblen Teiler 
r-ten Grades hat. Zu dem Zweck bezeichnen wir mit g(x) einen be
liebigen irreduziblen Teiler dieser Funktion. Sein Grad sei m. Dann 
ist g(x) auch Teiler von XP"'-l_l. Wir bestimmen jetzt den graBten 
gemeinsamen Teiler von 

xpr-1 -1 und xP'''-1-1. 

Er enthalt jedenfalls g(x) als Faktor. Es gilt nun der 
Satz 59. Der gro/lte gemeinsame Teiler von xpr -1_1 und xpm-1 __ 1 

ist xpd- 1_1, wobei d der gro/lte gemeinsame Teiler von m und r ist. 
Beweis. Es sei etwa m > r. Zur Abkurzung setzen wir 

pm = t und pr = s, femer pm-r = u. 
Es gilt nun allgemein 

Xl = (x")u. 

Daraus folgt, daB die Differenz 
Jt!- xu. 

welche auch so geschrieben werden kann 
(x")U_XU, 
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durch X S - x teilbar ist. Daher wird auch xt-I _ X,,-I durch xS - I _l 
teilbar. 

Dividiert man daher, urn den Euklidischen Algorithmus anzuwenden, 
xP"'-l-1 durch xpr-I_l, so gelangt man zu XPf- I _l als Rest, wo
hei t der Rest ist, der bei der Division von m durch r iibrigbleibt. In
dem man mit dem Euklidischen Verfahren in bekannter Weise fort
fahrt, gelangt man zum Beweis des Satzes. 

Satz 60. xpr-l_l ist durch keine irreduzible Funktion von hOherem 
als r-tem Grade teilbar. 

Beweis. Es sei h(x) (mod p) irreduzibel und von m-tem Grade 
(m>r), ferner sei h(x) Teiler von xpr-I_l. Die Reste (mod h(x)) 
bestimmen ein Galoisfeld von der Ordnung pm. Die Variable x ge
niigt nach Voraussetzung darin der Gleichung xP" ~ x. Nun sei a (x) 
irgendein Rest des Galoisfeldes. Dann wird nach § 18 a (x)P = a (xP), 

also a (x)P'· - a (xP') = a (x). Es ware also P' -1 die hOchste vorkom
mende Ordnung eines Elementes im Galoisfeld von der Ordnung pm, 
was einen Widerspruch ergibt. 

Nun k6nnen wir folgendermaBen zeigen, daB es (mod p) irreduzible 
Funktionen r-ten Grades gibt: Wir zeigen, daB die Summe der Grade 
alIer derjenigen irreduziblen Teiler von xpr - x, welche von niedrige
rem als r-tem Grad sind, kleiner als p' ist. Dann muB diese Funktion 
offen bar noch Teiler vom Grade r haben, denn solche mit h6herem 
Grad sind nicht vorhanden. 1st nun d irgendein Grad eines irreduziblen 
Faktors, so muB dieser Faktor auch in xPd - x aufgehen; die irredu
ziblen Faktoren vom Grade d haben daher zusammen h6chstens den 
Grad pd. Hier ist d ein Teiler von r, nach Satz 59. Die Summe alIer 
Grade der Faktoren von niedrigerem als r-tem Grade ist daher h6ch
stens gleich 

2: pd (d durchlauft aIle echten Teiler von r). 

Aber diese Summe ist kleiner als p', denn laBt man d sogar aIle Zahlen 
von 0 bis r-l durchlaufen, so erreicht die Summe nicht einmal p'. 

Hiermit ist bewiesen, daB es fUr jede Primzahlpotenz ein Galois
feld gibt. Nun muB noch gezeigt werden, daB es nur ein einziges gibt, 
d. h. daB es zwischen zwei Galoisfeldern von derselben Ordnung immer 
eine eindeutige Zuordnung der Elemente gibt, welche einen holoedri
schen Isomorphismus liefert, fur beide Gruppengesetze. 

Die Gleichung 
xpr-I == 1 (mod P) 

besitzt im Galoisfeld von der Ordnung P' genau p' - 1 verschiedene 
Wurzeln, namlich samtliche von 0 verschiedenen Elemente. Daher gilt 

xpr-I_l = (x-al) (x-a2)·.· (X-apr_l), 
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wo die (X die Elemente des Galoisfeldes darstellen. 1st nun / (x) ein 
(mod P) irreduzibler Faktor r-ten Grades dieser Funktion, so wird er 
das Produkt von r Linearfaktoren, etwa, 

/(x) = (X-(XI) ••• (x-at,). 
Bildet m an nun die Gesamtheit der Ausdrucke 

a o + ~ (Xl + as (X~ + ... + a'_l (X~-l , 

wo die Koeffizienten unabhangig voneinander die Zahlen 0, ... , p-1 
durchlaufen, so erhalt man p' Elemente des Galoisfeldes; und zwar 
sind sie samtlich verschieden, denn waren zwei einander gleich, so 
ergabe das eine Gleichung fur (Xl von niedrigerem als dem r-ten Grade, 
deren Koeffizienten Reste ganzer rationaler Zahlen (mod P) waren. 
Dies ist nichtmoglich, denn / (x) = 0 ist als irreduzible Gleichung die 
Gleichung niedrigsten Grades, der (Xl genugt. 

Man findet nun das Produkt zweier Elemente des Galoisfeldes, 
indem man sie durch (Xl darstellt, das Produkt der so entstehenden 
Ausdruckebildet und unter Benutzung der Gleichung /((XI) = 0 auf 
niedrigeren als r-ten Grad reduziert. Diese letztere Reduktion ist aber 
identisch mit der Operation, welche darin besteht, daB man das Pro
dukt durch seinen Rest (mod / ((Xl)) ersetzt. Also ist das Galoisfeld 
identisch mit dem Galoisfeld, das durch den Modul / (x) definiert ist. 
Dies gilt aber fUr jede (mod P) irreduzible Funktion r-ten Grades, 
daher ergeben aIle diese dasselbe Galoisfeld bei geeigneter Zuordnung 
der Elemente. Da schlieBlich jedes Galoisfeld nach dem eben Bewiese
nen mit einem Galoisfeld identisch ist, das durch die Reste einer irre
duziblen Funktion erzeugt wird, so gibt es, abstrakt genommen, fiir 
jede Primzahlpotenz ein und nur ein Galoisfeld, womit Satz 57 voll
standig bewiesen ist. 

Maclagan Wedderburn hat folgenden fur die Zahlentheorie der nicht
kommutativen Algebren fundamentalen Satz bewiesen. 

Satz 61. In der De/inition eines Galois/eldes braucht man fur das Multi
plikationsgesetz nur die Grwppeneigenscha/t vorauszusetzen, die Kommu
tativitiit der Gruppe tolgt aus den ubrigen A xiomen. 

Einen besonders einfachen Beweis gab Witt!: Das Zentrum des 
Systems ist ein Galoisfeld, seine Ordnung sei q = pr. Das allgemeine 
Element des Systems laBt sich durch eine Basis additiv darstellen in 
der Gestalt I1>J. Xl + W 2 x2 + ... + w" x,,, wo Xl' x2, • •• unabhangig von
einander das Zentrum durchlaufen. Die Anzahl aller Elemente ist 
daher q". Nun sei (X ein Element auBerhalb des Zentrums. Die mit ihm 
vertauschbaren Elemente bilden ein Teilsystem, in dem Addition und 
Multiplikation ausfiihrbar ist. Die Ordnung ist t, wo d ein Teiler von 
n ist. Daher enthalt die Klasse von (X (es handelt sich um die multi-

1 Abh. Hamburger Math. Seminar. Bd. 8 (1931), S. 413. 
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plikative Gruppe!) ~=~ Elemente. Zerlegen wir die von 0 verschiede

nen Elemente in Klassen, so erhalten wir folgende Gleichung 

~q"-l 
q"-l = q-1 + --. qd-l (I) 

Die Funktion x" -I laBt sich mit Hilfe der n-ten Einheitswurzeln zer
legen. Bezeichnen wir den Faktor, dessen Wurzeln aIle primitiven 
n-ten Einheitswurzeln sind, mit f (x), so sind die Briiche auf der rechten 
Seite von (I) durch die ganze Zahl f (q) teilbar, denn die Nenner setzen 
sich aus Faktoren zusammen, welche keine primitiven n-ten Einheits
wurzeln ergeben. Hieraus folgt weiter, daB q -I durch f (q) teilbar 
sein muB. Zerlegen wir f(q) in die Linearfaktoren, so haben sie die Ge
stalt q-t;, wo t; eine n-te Einheitswurzel ist. Der absolute Betrag eines 
solchen Faktors ist aber, wie die geometrische Deutung unmittelbar 
ergibt, mindestens q-1, also ist n = lund das System ein Galoisfeld. 

4. Kapitel. 

Konjugierte U ntergruppen. 
§ 20. Normalisatoren. 

Definition. Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit 
einem Komplex (£ vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe, denn 
ist 5-1 (£ 5 = (£ und T-1 (£ T = (£, so ist auch (5 T)-1 (£ (5 T) = (£. Sie 
heiBt der Normalisator des Komplexes. Falls der Komplex eine 
Untergruppe ist, oder falls er aus einem einzigen Element besteht, so 
ist er in seinem Normalisator enthalten. 

Satz 62. Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit einem 
Element vertauschbar sind, bitdet eine U ntergruppe, deren Index gleich 
ist der Anzahl der Elemente in der Klasse dieses Elementes. 

Beweis. Sei ~ der Normalisator von A, und B ein mit A kon
jugiertes Element, so bilden diejenigen Elemente 5, fUr welche 
5-1 A 5 = B ist, eine Nebengruppe von ~, denn sind 5 und T zwei 
solche, so wird 5 T-1 mit A vertauschbar. Daher gibt es so viele Neben
gruppen von ~, als es mit A konjugierte Elemente gibt. 

Korollar 1. Die Anzahl der Elemente in einer Klasse ist ein Teiler 
der Ordnung der Gruppe. Denn sie ist Index einer Untergruppe. 

Sind A und 5-1 A 5 zwei konjugierte Elemente, und ist ~ der Nor
malisator von A, so ist 5-1~5 derjenige von 5-1A 5. Daher bilden 
die Normalisatoren der Elemente einer Klasse ein System konjugierter 
Untergruppen. Die Normalisatoren zweier konjugierter Elemente 
k6nnen miteinander iibereinstimmen, aber nur dann, wenn die beiden 
Elemente vertauschbar sind. Diese Bedingung ist jedoch nicht hin
reichend. 



62 4. Kapitel: Konjugierte Untergruppen. 

Korollar 2. Der Index des Normalisators einer Untergruppe ~ ist 
gleich der Anzahl der mit ~ konjugierten Untergruppen. 

Der Beweis verHi.uft wie der vorhergehende. 
Satz 63. Ein System koniugierter Untergruppen enthiilt niemals alle 

Elemente der Gruppe. 
Beweis. 1st h die Ordnung, r der Index von ~, so enthalt das 

System der mit ~ konjugierten Untergruppen nach Korollar 2 und der 
Bemerkung vor Satz 62 h6chstens h· r = g Elemente, darunter tritt E 
aber r mal auf. 

§ 21. Zerlegung einer Gruppe nach zwei Untergruppen. 
Sind ~ und ~ zwei Untergruppen, so enthalt der Komplex ~ ~ 

eine Anzahl rechtsseitiger Nebengruppen von ~ und eine Anzahllinks
seitiger Nebengruppen von~. Sei ~ der Durchschnitt von ~ und ~, 
h der Index von ~ unter ~ und k derjenige von ~ unter~. Sind K1 
und K2 zwei Elemente von ~, so sind die beiden Nebengruppen ~K1 
und ~K2 von ~ dann und nur dann identisch, wenn K1K2'1 in ~ und 
also in ~ liegt. Hieraus folgt sofort, daB ~ ~ genau k rechtsseitige Neben
gruppen von ~ enthalt, denn jede der k rechtsseitigen Nebengruppen 
von ~ in ~ ergibt eine Nebengruppe von ~ in ~~. Genau so beweist 
man, daB h linksseitige N ebengruppen von ~ in ~ ~ vorkommen. 

Nun sei A irgendein Element von @, und man bilde den Kom
plex ~A~. 1st A nicht in ~ ~ enthalten, so enthalt ~A ~ kein Ele
ment gemeinsam mit ~~. Denn sei etwa H1AK1 = H 2K 2, so ware 
A = H11H2K2Klt. also ware A ein Element in ~~, gegen die Voraus
setzung. Genau so beweist man, daB zwei Komplexe ~A ~ und ~B ~ 
entweder identisch sind oder kein Element gemeinsam haben. Daraus 
folgt, daB die ganze Gruppe @ in eine Anzahl von Komplexen ~~, 
.~A~, ~B~, ... zerfallt, von denen keine zwei ein Element gemein
sam haben. Diese Uberlegungen sind im wesentlichen Wiederholungen 
der entsprechenden fUr eine Untergruppe und ihre Nebengruppen: 
fur ~ = E erhalt man die rechtsseitigen Nebengruppen von ~ und fUr 
~ = E die linksseitigen von ~. Es solI nun untersucht werden, aus 
wie vielen rechtsseitigen N ebengruppen . von ~ der Komplex ~ A ~ 
besteht. 1st S = H A K irgendeines seiner Elemente, so liegt die ganze 
Nebengruppe ~S in ~A~, denn es gilt die Gleichung ~HAK = ~AK. 
Damit ~AK1 = ~AK2 ist, muB AK1K2'1A-l in ~ liegen, oder, was 
damit gleichbedeutend ist, es muB K1 K2'l in A -1 ~ A enthalten sein 
und also auch 'im Durchschnitt '15 von ~ und A-1~A. Umgekehrt 
wenn K in diesem Durchschnitt liegt, so kann man setzen K = A-tHA, 
und es wird ~AK = ~AA-1H A = ~A. 1st ~ = '15 + '15K2 + '15Ka + 
... + '15Kk' so ergeben zwei Elemente aus derselben Nebengruppe 
dieselbe Nebengruppe von ~ und zwei aus verschiedenen Nebengruppen 
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auch zwei verschiedene Nebengruppen von 4). Es sind also ebenso
viele Nebengruppen von 4) in 4)A sr enthalten, als der Index des Durch
schnittes von sr mit A-l4)A unter sr betragt. In analoger Weise folgt, 
daB die Anzahl der linksseitigen Nebengruppen von sr in 4)A sr gleich 
ist dem Index des Durchschnittes von 4) mit A srA-l unter 4). Diese 
Zahl ist aber auch gleich dem Index des vorhin betrachteten Durch
schnittes von A-l4)A und sr unter A-I4)A. 

Satz 64. Sind 4) und sr zwei Untergruppen von @, so zerjiillt @ in 
eindeutiger Weise in Komplexe von jolgender Art 

@ = 4) sr + 4)A sr + 4) B sr + .... 
Man nennt dies die Zerlegung von @ nach dem Doppelmodul (4), sr). 
J edes Element von @ ist in einem undnur in einem Komplex enthalten 
und ieder Komplex von der Gestalt 4) S sr ist mit einem unter ihnen identisch. 

Die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von 4) in 4)A sr ist gleich 
dem Index des Durchschnittes von A-I4)A mit sr unter sr, die Anzahl 
der linksseitigen N ebengruppen von sr in 4) A sr ist gleich dem Index 
desselben Durchschnittes unter A-I 4) A . 

Hiermit ist auch die Aufgabe gel6st, diejenigen Komplexe zu be
stimmen, die gleichzeitig aus rechtsseitigen Nebengruppen von 4) und 
linksseitigen Nebengruppen von sr bestehen. 1st namlich A ein Ele
ment eines solchen Komplexes, so muB auch der Komplex 4) A sr 
darunter vorkommen. Wenn der Komplex damit noch nicht ersch6pft 
ist, so muB er einen weiteren der in Satz 64 genannten Komplexe ent
halten, und eine Weiterfuhrung dieses Verfahrens zeigt, daB der Kom
plex eine Summe von Komplexen von der Gestalt 4)A sr ist. 

Der Satz 64 ist besonders wichtig wegen der M6glichkeit, gewisse 
einfache zahlentheoretische Satze anzuwenden. 

Zunachst sei 4) = sr. Der erste Komplex wird dann 4) 4) = 4). Ein 
zweiter m6ge m 2 rechtsseitige Nebengruppen enthalten, ein i-ter mi' 
Bezeichnet man den Index von 4) unter @ mit m, so wird 

m = m1 + m2 + ... + mr' 
wobei ~ = 1 ist. Hieraus folgt insbesondere mi < m. Nach dem Satz 64 
ist mi der Index des Durchschnittes von 4) mit einer konjugierten 
Gruppe unter 4) und es ergibt sich der 

Satz 65 1• Sind 4) und 5-1 4)5 zwei koniugierte Untergruppen von 
@, so ist der Index ihres Durchschnittes unter 4) kleiner als der Index 
von 4) unter @. 

Allgemein gilt der Satz, daB der Index des Durchschnittes zweier 
beliebiger Untergruppen 4) und sr unter sr hOchstens gleich dem Index 
von 4) unter @ ist. Der Beweis wird genau wie fur den Satz 65 gefiihrt. 

Satz 66. Gilt fur eine Untergruppe 4) von @ die Zerlegung 
@ = 4) 4) + 4) A2 4) + ... + 4) Ar 4), 

1 Miller, G. A.: Ann. Math. Bd. 14 (1912, 1913), S.95. 
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so besteht der Normalisator von Sj aus der Gesamtheit derjenigen Kom
plexe SjAiSj (AI = E), welche nur eine rechtsseitige Nebengruppe von 
Sj enthalten. Der Index von Sj unter dem N ormalisator von Sj ist daher 
gleich der Anzahl dieser Komplexe. 

Beweis. 1st A ein Element aus @, fUr das SjA Sj nur aus einer 
rechtsseitigen Nebengruppe besteht, so ist SjA Sj = SjA; andererseits 
enthiilt SjA Sj die linksseitige Nebengruppe A Sj, und da diese aus eben
sovielen Elementen wie SjA besteht, ist SjA =ASj oder A-ISjA == Sj; 
A gehort also dem Normalisator von Sj an. Wenn umgekehrt A ein 
Element des Normalisators ist, so wird SjASj = SjSjA = SjA; d. h. 
der Komplex SjA Sj enthiilt nur eine rechtsseitige Nebengruppe von Sj. 

Historische N otiz. Doppelmoduln wurden zuerst von Cauchy betrachtet. 
Die Abhandlungen 300-327 seiner Werke (1. Serie Bd. 9 und 10) enthalten an 
manchen Stellen derartige Untersuchungen, z. B. Bd. 10, S. 66. Die heutige 
Gestalt der Theorie stammt von G. Frobenius (Dber endliche Gruppen. Berl. 
Berichte 1895, S. 163). 

5. Kapitel. 

Sylowgruppen und p-Gruppen. 
§ 22. Sylowgruppen. 

1st p ein Primteiler der Ordnung g einer Gruppe @, so enthalt @ 

ein Element von der Ordnung p. Dieser Spezialfall des Satzes 40 ist 
zum erstenmal (1845) von Cauchyl bewiesen worden. Ein uberaus 
einfacher Beweis ist der folgende: 

Der Satz gilt fUr Gruppen von der Ordnung p. Man setze voraus, 
daB er fUr aIle Gruppen gilt, deren Ordnung das Produkt von hOch
stens n - 1 Primzahlen ist, und beweist dann folgendermaBen seine 
Gultigkeit fUr Gruppen, deren Ordnung das Produkt von n Prim
zahlen ist. 

Wenn @ eine Untergruppe besitzt, deren Index zu p prim ist, so 
ist die Ordnung derselben durch p teilbar und sie enthiilt daher nach 
Voraussetzung Elemente von der Ordnung p. Es braucht also bloB 
der Fall betrachtet zu werden, wo der Index jeder eigentlichen Unter
gruppe durch p teilbar ist. Nun ist speziell die Anzahl der Elemente 
in einer Klasse nach Satz 62 ein solcher Index. Angenommen, diese 
Anzahlen hI> h2' ... , hk seien stets entweder gleich 1 oder durch p teil
bare Zahlen, etwa 

hI = h2 = ... = hi = 1 , hi + 1 = phi + 1 , hi + 2 = phi + 2, ••• , hk = P h~ , 
so folgt aus der Gleichung 

g = hr + h2 + ... + hk 
= 1 + P (h; + 1 + h; + 2 + ... + h~) 

1 Oeuvres. 1. Serie Bd. 9, S. 358. 
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und der Teilbarkeit von g durch p, daB die Anzahl l der Klassen, die 
nur ein Element enthalten, durch p teilbar ist. Diese letzteren bilden 
aber das Zentrum der Gruppe @; seine Ordnung ist also durch p teil
bar und daher enthalt es als Abelsche Gruppe ein Element von der 
Ordnung p. 

Satz 671 • 1st pr die hochste in der Ordnung einer Gruppe (Sj au/
gehende Potenz der Primzahl p, so besitzt @ Untergruppen von feder Ord
nung ps mit 0 -<: S -<: r. Die U ntergruppen der Ordnung P' heifJen die 
zur Primzahl p gehOrigen Sylowgruppen von @. 

Beweis. Die Tatsache, daB es eine Untergruppe von der Ord
nung ps gibt, bBt sich mit den Hilfsmitteln des vorigen Beweises 
erharten. Man wende dieselbe vollstandige Induktion an und nehme 
den Satz als bewiesen an fur Gruppen von niedrigerer Ordnung. 1m 
FaIle, daB cine eigentliche Untergruppe existiert, deren Index zu p 
prim ist, besitzt diese und also auch @ eine Untergruppe von der 
Ordnung ps nach Voraussetzung. 1m anderen FaIle sei ~ eine Unter
gruppe von der Ordnung p, die im Zentrum enthalten ist. Ihre Exi
stenz ist so eben nachgewiesen worden. ~ ist ein Normalteiler von 
@ und @/~ ist eine Gruppe, deren Ordnung kleiner ist als diejenige 
von @. Sie besitzt daher eine Sylowgruppe von der Ordnung pS-\ 
und zu ihr gehort nach Satz 18 eine Untergruppe von @ mit der Ord
nung ps. 

Satz 68. lede Untergruppe von @, deren Ordnung eine Potenz von 
p ist, ist in einer der Sylowgruppen von @ enthalten. 

Beweis. Sei ~ irgendeine Untergruppe, deren Ordnung eine Potenz 
von p ist. Offen bar genugt es, den folgenden Hilfssatz zu beweisen: 
Wenn die Ordnung von ~ kleiner ist als pr, so gibt es eine Unter
gruppe von @, deren Ordnung eine Potenz von p ist und die ~ als eigent
liche Untergruppe enthalt. Denn wenn diese Behauptung erwiesen ist, 
so kann man, falls die Ordnung von ~ kleiner als pr ist, schrittweise 
zu Gruppen von groBerer Ordnung aufsteigen, und das Verfahren nimmt 
erst ein Ende, wenn man zu einer Untergruppe gelangt ist, deren Ord
nung die hochste in del' Ordnung von @ aufgehende Potenz pr von 
p ist. 

Urn die Richtigkeit des Hilfssatzes darzutun, zieht man die Resul
tate des vorigen Paragraphen heran. Es sei 

@ = ~ + ~ A2 ~ + ~ Aa ~ + ... + ~ As ~ 

die Zerlegung von @ nach (~, ~). Die Anzahl der rechtsseitigen Neben
gruppen von ~ in ~ Ai ~ sei mi und del' Index von ~ unter @ sei m. 
Dann wird 

1 Sylow, L.: TMoremes sur les groupes de substitutions. Math Ann. Bd. 5 
(1873), S. 584. 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 5 
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Die Zahlen mi sind als Teiler der Ordnung von ~ Potenzen von p, 
also entweder gleich 1 oder durch p teilbar. Da nun nach Voraus
setzung m durch p teilbar ist, muB wegen ~ = 1 eine durch p teil
bare Anzahl der GraBen mi gleich 1 sein. Aus Satz 66 folgt jetzt, daB 
der Index von ~ unter dem Normalisator ~ von ~ durch p teilbar 
ist. Daher besitzt ~/~ eine Untergruppe von der Ordnung p, und nach 
Satz 18 ist ~ als eigentlicher Normalteiler in einer Untergruppe von 
@ enthalten, deren Ordnung eine Potenz von p ist, w. z. b. w. 

Satz 69. Je zwei zu derselben Primzahl gehiirige Sylowgruppen von 
@ sind konjugiert. 

Beweis. Es seien ~ und £1 zwei Sylowgruppen von derselben 
Ordnung, und man zerlege @ nach (~, 0) 

@ = ~O+ ~A20+ ~A30+ ... + ~As£1. 
Wiederum ist die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von ~ in 
jedem der Komplexe 1 oder eine Potenz von p. Die Gesamtzahl der 
Nebengruppen ist aber gleich dem Index von ~ unter @ und daher 
zu p prim. Daher muB mindestens einer der Komplexe, etwa ~ A £1, 
aus bloB einer Nebengruppe von ~ bestehen. Daraus folgt aber, daB 
der Index des Durchschnittes von A -1 ~ A und £1 unter 0 gleich 1 ist 
und so wird £1 = A-I ~A, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 70. 1st 4} eine Untergruppe von @ und sind ~1 und ~2 zwei 
Sylowgruppen von 4}, so sind sie nicht beide in derselben Sylowgruppe 
von @ enthalten. 

Beweis. Waren ~1 und ~2 in derselben Sylowgruppe von @ ent
halten, so ware die durch ~1 und ~2 erzeugte Gruppe eine Untergruppe 
dieser Sylowgruppe und sie besaBe daher ebenfalls eine Potenz von p 
als Ordnung. Da sie auBerdem in 4} enthalten ware, so mliBte sie die
selbe Ordnung wie ~1 besitzen, was nur magIich ist, wenn ~1 = ~2 ware. 

§ 23. Normalisatoren der Sylowgruppen 1. 

Satz 71. Der N ormalisator einer S ylowgruppe enthalt keine zu dieser 
konjugierte und von ihr verschiedene Sylowgruppe von @, aufJerdem ist 
er sein eigener Normalisator. 

Beweis. Sei ~ eine Sylowgruppe von @ und ~ ihr Normalisator. 
Enthiilt ~ die mit ~ konjugierte Untergruppe A-I ~A = ~', so sind 
~ und ~' zur selben Primzahl geharige Sylowgruppen von ~ und 
daher innerhalb ~ konjugiert. Da nun ~ Normalteiler von ~ ist, muB 
\l3 = ~' sein, d. h. A muB ~ angeharen, damit ist die erste Behauptung 
bewiesen. Nun sei A irgendein Element des Normalisators von ~; 
dann geharen, weil ~ Untergruppe von ~ ist, samtIiche Elemente von 
A-l~A = \l3' der Gruppe ~ an, und der vorige SchluB zeigt, daB A 
in ~ Iiegt. Das ist die zweite Behauptung des Satzes. 

1 Die Slitze dieses Paragraphen stammen von Sylow, Frobenius und Burnside. 
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Der Satz laBt sich in folgender Weise verallgemeinern: 
Satz 72. 1st die Ordnung einer Untergruppe ,p von @ prim zu ihrem 

Index, so ist der Normtilisator von ,p in @ sein eigener Normalisator. 
Beweis. 1st ~ der Normalisator von ,p, so brauchen wir nur zu 

zeigen, daB jedes Element von @, das mit ~ vertauschbar ist, auch 
mit ,p vertauschbar ist. Es sei also A-l~A =~, und A-l,pA = ,p' 
sei von ,p verschieden. Nun sind ,p und ,p' Normalteiler von ~ von der
selben Ordnung und demselben zur Ordnung primen Index. Die durch 
,p und ,p' erzeugte Gruppe ,p,p' enthalt ,p als eigentliche Untergruppe 
und ihre Ordnung enthalt nach Satz 26 nur solche Primzahlen, welche 
in der Ordnung von ,p bzw. ,p' aufgehen. Die Ordnung von ,p,p' ist daher 
kein Teiler der Ordnung von @ und der Widerspruch· ist nachgewiesen. 

Satz 73. Der Normtilisator ~ einer zur Primzahl p gehOrigen Sylow
gruppe \l3 enthiilt aufJer den Elementen von \l3 kein Element, dessen Ord
nung eine Potenz von p ist. 

Beweis. Wenn die Ordnung eines Elements A aus ~ eine Potenz 
von p ist, so gehOrt nach Satz 68 jedes Element der zyklischen Gruppe 
{A} einer zu p gehOrigen Sylowgruppe von ~ an. N ach Satz 71 ist 
aber \l3 die einzige solche. 

Satz 74. Die Anzahl der verschiedenen Sylowgruppen von der Ord
nung p' ist - I (mod P); sie ist gleich dem Index des Normtilisators 
einer beliebigen unter ihnen. 

Beweis. Die zweite Behauptung ergibt sich aus Satz 69 und 62, 
Korollar 2. Urn weiter den Index n des Normalisators ~ einer Sylow
gruppe \l3 zu bestimmen, zerlege man @ nach (~, \l3) 

@ = ~ \l3 + ~A2 \l3 + ... + ~As \l3, 
dann wird 

n = I + n2 + ... + ns, 

unter ni die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von ~ im Kom
plexe ~ Ai \l3 verstanden. Diese ist nach Satz 64 gleich dem Index 
des Durchschnittes 'l); von Ail ~ Ai mit \l3 unter \l3. 'l)i enthalt als 
Untergruppe von \l3 nur Elemente, deren Ordnung eine Potenz von p 
ist, und nach Satz 73 (angewandt auf Ail ~Ai an Stelle von ~) folgt, 
daB diese samtlich dem Durchschniti von Ail \l3 Ai mit \l3 angehOren 
mussen. Da Ai nicht in ~ liegt, ist Ai-l \l3 Ai von \l3 verschieden, und 
der Index von 'l)i unter \l3 muB daher gr6Ber als I, also eine Potenz 
von p mit positivem Exponenten sein. Folglich sind samtliche Zahlen 
n2, ••• , ns durch p teilbar und n I (mod P), w. z. b. w. 

Satz 75. Wenn P und Q zwei Elemente des Zentrums einer Sylow
gruppe sind, die in @ der gleichen Klasse angehOren, so sind sie bereits 
im Normalisator der Sylowgruppe konfugiert. Zwei Normtilteiler einer 
Sylowgruppe sind entweder im Normalisator konfugiert oder sie sind in 
der ganzen Gruppe nicht konfugiert. 

5* 
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Beweis. Sei ~ die Sylowgruppe und sei 

S-IPS = Q S-1 ~S = ~'=l=~. 

Man betrachte die Untergruppe st bestehend aus den mit Q vertausch
baren Elementen. Sie enthalt ~ und ~', denn Q ist im Zentrum von ~, 
ebenso auch P, daher ist S-IPS = Q im Zentrum von S-1 ~S = ~'. 

~ und ~' sind Sylowgruppen von st' und daher in Sf konjugiert. Sei T 
in Sl' und T-l~'T=~, dann ist nach Definition von sr T-IQT= Q. 
Also 

S T gehort also zum Normalisator von ~ und transformiert P in Q. 
Die zweite Aussage des Satzes beweist man wortlich wie die erste, indem 
man nur statt P und Q die beiden Normalteiler einsetzt. 

Satz 76. 1st eine Sylowgruppe von @ im Zentrum ihres Normali
sators enthalten, so gehOren aUe ihre Elemente zu verschiedenen Klassen 
von @. 

Beweis. Zwei verschiedene Elemente der Sylowgruppe sind im 
Normalisator nicht konjugiert, daher nach dem vorigen Satz auch nicht 
in @. 

1st ~1 eine Untergruppe der Sylowgruppe ~, die in keiner anderen 
Sylowgruppe enthalten ist, so ist jedes Element, das mit ~1 vertausch
bar ist, auch mit ~ vertauschbar. Der Normalisator von ~1 ist im 
Normalisator von ~ enthalten. Denn wenn S-1 1131 S = ~1' so ist ~1 
auch in S-1 ~ S enthalten und nach Voraussetzung folgt, daB alsdann 
S-1 ~ S = ~ ist. Eine Anderung tritt so fort ein, wenn die Untergruppe 
~1 noch in anderen Sylowgruppen vorkommt. 

Satz 77. Besitzt der Durchschnitt ~1 zweier verschiedener Sylow
gruppen die Eigenschaft, dafJ keine Untergruppe von @, die ~1 enthalt 
(aufJer ~1 selbst) , in mehr als einer Sylowgruppe enthalten ist, so sind 
die Normalisatoren von ~1 in denjenigen Sylowgruppen, die ~1 enthalten, 
holoedrisch isomorph. Der N ormalisator von ~1 in @ enthiilt Elemente, 
die nicht in den Normalisatoren dieser Sylowgruppen vorkommen. 

Beweis. Die Normalisatoren 9'~lr ~2' .•• , ~s von ~1 in den Sylow
gruppen, die ~l enthalten, besitzen ~l als echte Untergruppe (Satz 71). 
Sie sind die Sylowgruppen des Normalisators ~ von ~1 in @, denn 
sie sind in ~ enthalten; und umgekehrt kann eine Sylowgruppe von ~ 
nur in einer der Sylowgruppen von ® enthalten sein, weil sie ~l als 
eigentliche Untergruppe enthalt. Hiernach ist also jeder Sylowgruppe 
von @, die ~l enthalt, eine und nur eine Sylowgruppe des Normali
sators von ~1 zugeordnet. lrgendein Element von ~, das nicht mit 
einer Sylowgruppe von ~ vertauschbar ist, ist auch nicht mit einer 
der Sylowgruppen von @ vertauschbar, womit die letzte Behauptung 
des Satzes erwiesen ist. 
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§ 24. Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist. 
Eine Gruppe, deren Ordnung die Potenz pt einer Prirnzahl ist, sei 

kurz als p-Gruppe bezeichnet. 
Satz 78. ]ede p-Gruppe besitzt ein von E verschiedenes Zentrum. 
Beweis. Bezeichnet man mit hI> h2' ... , hr die Anzahlen der Ele-

mente in den r Klassen, so wird ~ + h2 + ... + hr = pt. Die Zahlen h 
sind entweder = 1 oder Potenzen von p und, da ~ = 1 ist, muB es auBer 
Enoch weitere Elemente geben, die fiir sich allein eine Klasse bilden. 
Diese bilden das Zentrum. 

Satz 79. ]ede p-Gruppe ist auflosbar. 
Beweis. Wir brauchen den Satz nur fur nicht-Abelsche p-Gruppen @ 

zu beweisen. Sei 21 das Zentrum der Gruppe @, dann ist auch @/21 
eine p-Gruppe und besitzt ein von ihrem Einheitselement verschie
denes Zentrum. Diesem entspricht ein Normalteiler 22 von @, der 
21 als eigentlichen Normalteiler enthalt. Dabei wird 22/21 nach Satz 16 
Abelsch. Indem man so forWihrt, erhalt man eine Reihe von Normal
teilern E, 21> 22' ... , die notwendig mit @ endet, und bei der stets 
2;/2;-1 eine Abelsche Gruppe ist. 

Satz 80. ]ede eigentliche Untergruppe einer p-Gruppe ist von ihrem 
Normalisator verschieden und kommt in einer Kompositionsreihe vor. 

Beweis. Man zerlege @ nach (~, ~), wobei ~ die gegebene Unter
gruppe bezeichnet. Ein Komplex ~A ~ enthalt entweder nur eine 
oder pi Nebengruppen (i = 1,2, ... ). Nun ist 

@=~~+~A~+~B~+ .. · 
und ~ ~ =~. Daher muB es auBer ~ noch weitere Komplexe geben, 
die bloB eine Nebengruppe enthalten, und diese bilden zusammen mit 
~ den Normalisator (Satz 66). Urn eine Kompositionsreihe zu erhalten, 
die ~ enthalt, suche man eine Untergruppe von @, die ~ als Normal
teiler vom Index p enthalt. Eine so1che muB nach dem eben Bewiesenen 
existieren. Von dieser steige man in derselben Weise zu einer Gruppe 
mit h6herer Ordnung auf, bi~ man zu @ gelangt. Die so erhaltenen 
Untergruppen bilden zusammen mit einer Kompositionsreihe von ~ 
eine Kompositionsreihe von @, die ~ enthalt. 

Satz 81. Die Primfaktorgruppen der H auptreihen sind Gruppen von 
der Ordnung p. 

Beweis. Man kann die Reihe E, 21> 22' ... , @ zu einer Haupt
reihe erganzen, indem man zwischen 2i-l und 2i Normalteiler von @ 

einschaltet. Nun ist 2;j2i-l das Zentrum von @/2i-l' Jede Unter
gruppe von 2;/2i-l ist Normalteiler von @/2i-l und daher ist jede 
Untergruppe von @, die 2i-l enthalt und die in 2. enthalten ist, Normal
teiler von @. Infolgedessen ist eine Kompositionsreihe, die man durch 
Erganzung der Reihe E, St, 22"'" @ erhalt, eine Hauptreihe, womit 
der Satz bewiesen ist. 
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Hieraus folgt, daB es fUr jede Ordnung ps (s < t) mindestens einen 
Nonnalteiler gibt. 

Satz 82. Die A nzahl der N ormalteiler von gegebener Ordnung in einer 
p-Gruppe ist = 1 (modp). 

Beweis. Ein Nonnalteiler von der Ordnung p gehart dem Zen
trum an. Denn ist A ein erzeugendes Element dieses Normalteilers 
und 5 ein beliebiges anderes, so wird 5-1 A 5 = AX. Daraus folgt 
weiter 5-2 A 52 = A x' und 5- i A 5 i = A xi. Nun ist, wenn x zu p 
prim ist, xp- 1==1 (mod P) und daher wird 5p- 1 mit A vertauschbar. 
Da p -1 prim ist zur Ordnung von 5, so wird auch 5 mit A ver
tauschbar. Die samtlichen Nonnalteiler von der Ordnung p erzeugen 
eine Abelsche Gruppe vom Typus (P, p, ... , P), die zum Zentrum ge
hart, und jede ihrer Untergruppen von der Ordnung p ist ein so1cher 
Nonnalteiler. Die Anzahl dieser Untergruppen ist == 1 (mod P) nach 
Satz 51. Wenn das Zentrum a + 1 Basiselemente besitzt, so besitzt 
es pa + pa-l + ... + 1 Untergruppen von der Ordnung p, die mit den 
N onnalteilern von derselben Ordnung identisch sind. Man nehme 
nun den Satz als bewiesen an fur die Gruppen von der Ordnung pi-I. 
Dann folgt der Satz fUr Gruppen von der Ordnung pi leicht aus dem 
soeben bewiesenen. Jeder Nonnalteiler von der Ordnung ps ist in einer 
Hauptreihe enthaIten und enthalt daher insbesondere einen Nonnal
teiler \lS von @ von der Ordnung p. Die Ordnung von @/\lS ist pl-l und 
die Anzahl ihrer Nonnalteiler von der Ordnung ps-l ist daher = 1 (mod Pl. 
Also ist die Anzahl der Nonnalteiler von @ mit der Ordnung ps, die 
\lS enthalten, == 1 (modp). Jeder Nonnalteiler von der Ordnung p 
liefert ein solches System, und da die Anzahl dieser N ormalteiler == 1 
ist, so ist auch die Gesamtzahl der Untergruppen in diesen Systemen 
-1 (modp). Eine Untergruppe kann hierbei mehrfach auftreten, 
und zwar tritt sie offenbar genau so oft auf, als die Zahl der in ihr ent
haltenen Normalteiler von @ mit der Ordnung p betragt. Diese letzteren 
erzeugen wieder eine im Zentrum enthaltene Abelsche Gruppe vom 
Typus (P, ... , P) und ihre Anzahl ist ebenfalls = 1 (modp). Wenn man 
jede Untergruppe nur einmal zahlt, so lafit man eine durch p teilbare 
Zahl von Gruppen weg und die Anzahl der verschiedenen N onnalteiler 
von der Ordnung ps bleibt _1 (modp). 

Satz 83. Die Anzahl der Untergruppen von gegebener Ordnung in 
einer p-Gruppe ist _1 (modp). 

Beweis. Fur die Normalteiler ist der Satz soeben bewiesen. Die 
ubrigen ordnen sich in Systeme konjugierter, deren jedes eine durch p 
teilbare Zahl von Gruppen enthalt. 

Jede Untergruppe vom Index p ist Nonnalteiler, denn sie muB von 
ihrem Nonnalisator verschieden sein. 

Satz 84. Wenn eine p-Gruppe blofJ einen N ormalteiler vom Index p 
besitzt, so ist sie zyklisch. 
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Beweis. Der Satz gilt fur Abelsche Gruppen. Es genugt daher, 
zu seinem Beweis zu zeigen, daB eine solche Gruppe Abelsch ist. Der 
Satz gelte fur Gruppen von der Ordnung pi-I. 1st @ eine Gruppe von 
der Ordnung pi und ~ einer ihrer Normalteiler von der Ordnung p, 
so ist @/~ nach Voraussetzung zyklisch, da diese Faktorgruppe nur 
einen N ormalteiler vom Index p enthiilt. Sei Q irgendein Element aus 
einer diese zyklische Gruppe @/~ erzeugenden Nebengruppe, dann 
ist QP'-1 in ~, aber keine fruhere Potenz. Wenn @ nicht zyklisch ist, 
so ist QP'-1 = E, und Q erzeugt zusammen mit ~ eine Abelsche Gruppe, 
da ~ zum Zentrum von @ gehOrt. Daher ist @ Abelsch. 

§ 25. SpezieUe p-Gruppen. 
Zunachst sollen Gruppen von der ungeraden Ordnung pi unter

sucht werden mit zyklischem Normalteiler, dessen Faktorgruppe zyklisch 
ist. Sei P ein erzeugendes Element des Normalteilers, seine Ordnung 
pr und Q ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Neben
gruppe. Es wird Q-IPQ = pa und daraus Q-i PQi =pai• Qi ist 
dann und nur dann mit P vertauschbar, wenn ai == 1 (modpr). Sei 
die pS-te Potenz von Q die erste mit P vertauschbare, dann erzeugt 
a mit seinen Potenzen eine Untergruppe von der Ordnung ps in der 
multiplikativen Gruppe der zu p primen Reste (mod prj. Diese wird nach 
Satz 56 gebildet durch diejenigen Reste (mod prj, die 1 (mod P'-S) 
sind. Insbesondere ist 1 + pr-s ein erzeugender Rest, und man kann 
ihn fur a wahlen, indem man notigenfalls Q durch eine Potenz Qm 
ersetzt, wo m eine zu p prime Zahl bedeutet. Man setze, urn ubersicht
liche Formeln zu erhalten, P = Pr, pf = Pr- 1 , ••• , pf = Po = E. Dann 
ist Pi ein Element von der Ordnung pi und es wird Q-l P Q = P p •. 

Satz 85. 1st Q mit der durch P erzeugten Gruppe {P} vertauschbar 
und ist QP' die niedrigste Potenz von Q, die mit P vertauschbar ist, so ist 
pP' die niedrigste Potenz von P, die mit Q vertauschbar ist. 

Beweis. Aus der Voraussetzung und dem soeben Bewiesenen folgt, 
daB Q-l P Q = P P' ist, wo P' eine Potenz von P ist und die Ordnung 
ps besitzt. Es wird daher Q-l pP' Q = pP' p'p' = pp', und hieraus folgt, 
daB ps die niedrigste Zahl ist, fur die gilt Q-l pP' Q= Pp'. 

Satz 86. 1st die durch P erzeugte Gruppe ein Normalteiler mit zykli'
scher Faktorgruppe von @, und gibt es in @ kein Element von hOherer 
Ordnung als der von P, so enthlilt @ eine zyklische Untergruppe,deren 
Ordnung gleich der Ordnung. der F aktorgruppe von {P} ist und welche 
mit {P} nur E gemeinsam hat. 

Beweis. Q sei ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugen
den Nebengruppe von {P}. Der Index von {P} sei pU=v. AIsdann 
ist QV in {P} enthalten und jedenfalls auch in {P}, weil sonst die Ord
nung von Q groBer ware als die von P. Irgendein anderes Element 
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in derselben Nebengruppe wie Q ist von der Gestalt px Q. Urn (Px Q)V 
allgemein zu berechnen, benutzt man die folgende Formel 

(pxQ)V = px (QPXQ-l) (Q2PXQ-2) ... (Qv-l PXQ'--(v-l») QV. 

Setzt man nun QPQ-l = pa, WO a -1 (modp) ist, so wird 
Qi p Q_i = pal und Qi px Q-i = pxai • 

Die Formel wird nun zu (PX Q)V = pXC QV, wobei 
aV _ 1 

c = (1 + a + a2 + ... + aV - 1) =--
a-I 

ist. Nun beachte man, daB v = pu ist und daher nach Satz 56 die 
Zahl c genau durch v und keine hahere Potenz von p teilbar ist. Hieraus 
ergibt sich, daB pc ein die Untergruppe {PV} erzeugendes Element ist 
und daB pXC diese ganze Gruppe durchlauft, wenn man x die Zahlen 
0, 1 .. , durchlaufen laBt. Insbesondere kommt darunter auch das Ele
ment Q-v vor, womit der Satz bewiesen ist. 

Eine groBe Menge von Satzen folgt aus dem eben bewiesenen. 
Satz 87. Eine p-Gruppe mit ungeradem p, die nur eine eigentliche 

Untergruppe von einer gegebenen Ordnung besitzt, ist zyklisch. 
Beweis. Zunachst sei der Satz bewiesen fUr den Fall, daB die 

Gruppe nur eine Untergruppe von der Ordnung p besitzt. Sei P ein 
Element von moglichst hoher Ordnung und Sj eine Untergruppe, die 
{P} als N ormalteiler vom Index p enthalt - eine solche muB es nach 
Satz 79 und 80 geben, falls {P} eigentliche Untergruppe der gegebenen 
Gruppe ist -, dann faIIt Sj unter die Voraussetzungen des vorherigen 
Satzes und es gibt auBerhalb von {P} eine Untergruppe von der Ord
nung p, was einen Widerspruch ergibt. Daher muB die Ordnung von 
{P} gleich der Ordnung der Gruppe sein und sie ist zyklisch. Wenn 
ferner @ bloB eine Untergruppe von I.l5 von der Ordnung pi besitzt, 
so nehme man einen Normalteiler 9, von der Ordnung pi-I. @/ilC be
sitzt nur eine Untergruppe von der Ordnung p, namlich l.l5/ilC, und ist 
daher zyklisch. Also 1st auch @/1.l5 zyklisch. Da jeder Normalteiler von 
@ mit dem Index p die Untergruppe I.l5 enthalten muB und da @/1.l5 
zyklisch ist, so enthalt @ bloB einen Normalteiler vom Index p und ist 
daher seIber zyklisch nach Satz 84. 

Satz 88. Eine p-Gruppe @ (P ungerade) von der Ordnung p' > p2, 
deren eigentliche Untergruppen zyklisch sind, ist zyklisch. 

Beweis. Zwei Untergruppen Sj und Sj' vom Index p besitzen als 
Durchschnitt eine Untergruppe von der Ordnung pr-2. Da sie zyklisch 
sind, so besitzen sie nur eine solche Untergruppe. Sie heiBe Sf'. Nun 
sei 51" eine beliebige Untergruppe von der Ordnung pr-2; sie ist nach 
Satz 80 in einer Untergruppe Sj" von der Ordnung pr-1 enthalten und, 
weil Sj" zyklisch ist, die einzige Untergruppe dieser Ordnung. Nun 
ist der Durchschnitt von Sj und Sj" von der Ordnung pr-2. Die einzige 
Gruppe von dieser Ordnung, die in Sj enthalten ist, ist 51', daher wird 
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Sf = Sf' die einzige Untergruppe von @ mit der Ordnung p,-2 und @ 

ist nach dem vorigen Satz zyklisch. 
1st {P} ein zyklischer Normalteiler von @, dessen Faktorgruppe 

Abelsch ist, so bilden die mit P vertauschbaren Elemente einen Nor
malteiler von @, dessen Faktorgruppe zyklisch ist, da sie holoedrisch 
isomorph mit einer Automorphismengruppe von {P} ist. 1st der Typus 
von @/{P} (P~., p;', ... , p:r) und sind QI' Q2"'" Q, Elemente aus r 
Nebengruppen von {P}, die @/{P} erzeugen, so folgt leicht aus den 
Satzen iiber Abelsche Gruppen, daB man alle diese Elemente auBer 
einem mit P vertauschbar annehmen kann, wahrend das ausgezeich
nete die Automorphismen erzeugt. 1st auBerdem P ein Element von 
hOchster Ordnung in @, so kann man die Ordnung von Qi gleich pni 
annehmen nach dem vorhergehenden Satz, denn die durch P und 
Q. erzeugte Gruppe ist von dem dortigen Typus. Damit ist noch nicht 
gesagt, daB die Elemente QI> Q2' ... , Q, unter sich vertauschbar sind 
und eine Abelsche Gruppe vom Typus (pn', pn" ... , pnr) bilden, sondern 
ihre Kommutatoren k6nnen durch gewisse Potenzen von P geliefert 
werden. Die Kommutatorgruppe ist gewiB in {P} enthalten, da @/{ P} 
Abelsch ist. 

Es sei speziell @ eine Gruppe, deren Zentrum zyklisch ist. Die 
Faktorgruppe des Zentrums sei Abelsch und vom Typus (P, p, ... , P), 
ferner sei das Element P, welches das Zentrum erzeugt, ein Element 
von h6chster Ordnung. Die Aufgabe ist, alle Gruppen von dieser Be
schaffenheit anzugeben. 

Nach Satz 86 kann man in jeder Nebengruppe des Zentrums ein 
Element von der Ordnung p finden und auBerdem ist jede Unter
gruppe von @, die das Zentrum enthalt, Normalteiler von @. Nun 
seien Ql> Q2' ... , Q, Elemente von der Ordnung p in den die Faktor
gruppe erzeugenden Nebengruppen. 1st eines dieser Elemente mit 
allen iibrigen vertauschbar, so ist das Zentrum nicht zyklisch. Man 
wird daher voraussetzen, daB jedes Element Q mit irgendeinem anderen 
nicht vertauschbar ist. Sei etwa QI Q2 Q11 Q;:l = R, so ist R als Kom
mutator eine Potenz von P. Ferner ist p die Ordnung von R, denn 
Q2 ist mit R vertauschbar, und QI Q2 Q11 = R Q2' Erhebt man in die 
p-te Potenz, so folgt: RPQt = E oder RP = E. 1st PI irgendein Ele
ment von der Ordnung p in {P}, so kann man setzen Q11 Q2 QI = Q2 PI> 
indem man eventuell Q2 durch eine seiner Potenzen ersetzt, was bloB 
auf eine andere Wahl des Basiselementes herauskommt. Ware auch 
Qa nicht mit QI vertauschbar und etwa wiederum Q;l QI Qa = QI PI' 
so kann man Qa durch Q;:l Qa ersetzen und erhalt so ein mit QI ver
tauschbares Basiselement, dessen Ordnung man durch Multiplikation 
mit einer Potenz von Pals p annehmen kann, und das wieder mit 
Qa bezeichnet werden mag. In dieser Weise fortfahrend, kann man 
Qa, Q4' ... als mit QI vertauschbar annehmen. Indem man fUr Q2 gleich 
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verfahrt, kann man Qa, Q4' ... als mit Q2 vertauschbar annehmen, 
denn es wird 

Q;1 Ql Q2 = Ql P l l. 
Da Qa mit Ql und Q2 vertauschbar ist, so muB es ein weiteres Basis
element, etwa Q4' geben, das mit Qa nicht vertauschbar ist und fUr 
das man die Gleichung annehmen kann Q31 Q4 Qa = QaPI' So gelangt 
man schlieBlich zu Paaren von Basiselementen 

Qv Q2; Qa, Q4; Q5' Q6;'" 
Die Elemente Qv Qa, Q5' . .. mogen mit Rv R 2, Ra, . .. bezeichnet 
werden, die Elemente Q2' Q4' Q6' ... mit 5v 52' Sa, ... Dann gelten 
die Beziehungen 

R:l 5; R; = 5; PI und 5:1 R; 5; = R; PI \ 
wahrend R; und 5; mit allen anderen Rk , 5 k (k =!= i) vertauschbar sind. 
Die Elemente R 1, R 2, • •• bilden eine Abelsche Gruppe vom Typus 
(P, p, ... , P) und ebenso die Elemente 5v 52,'" 

Daher sind alle Elemente von @ in der Gestalt 

pa R~l R~' .. . 5~' 5~' ... 
darstellbar, und fUr das Produkt zweier beliebiger Elemente gilt das Gesetz 

pa R~' R~' ... 5~' 5~' ... pi R~' R~' ... 5{1 5~' ... 
= pa+d ~,e, + ... R~' +e, R~.+e • ... 5~' +ft 5~' +1 •. .. 

Man erhalt alle Gruppen, fiir die @/{ P} Abelsch und vom Typus 
(P, p, ... , P) ist, fiir die {P} zum Zentrum gehOrt und in welchen P 
ein Element hochster Ordnung ist, indem man eine beliebige der so
eben definierten Gruppen mit einer beliebigen Abelschen Gruppe vom 
Typus (P, p, ... , P) multipliziert. 

Nun sei ~ ein zyklischer Normalteiler von @ mit einer Faktor
gruppe vom Typus (P, p, ... , P), aber ~ liege nicht mehr im Zentrum 
von @. Dann gibt es ein Element Q, das der Gleichung geniigt Q-l P Q = 

P PI' und die iibrigen Basiselemente der Faktorgruppe kann man als 
mit P vertauschbar annehmen. Diese letzteren erzeugen mit P zu
sammen eine Gruppe von dem vorhin angegebenen Typus. Wenn sie 
ein direktes Produkt ist, so ist auch die ganze Gruppe ein solches, denn 
sei etwa R mit P und mit den samtlichen Basiselementen auBer Q ver
tauschbar, so kann man setzen Q-l R Q = R Pv daher wird P R-l ein 
Element von derselben Ordnung wie P, das zum Zentrum der Gruppe 
gehort. Man kame zu einer Gruppe vom vorhergehenden Typus, folg
lich wird Rauch mit Q vertauschbar. 

Es ist nun leicht, samtliche p-Gruppen mit zyklischen Nonnal
teilern jj3 vom Index p und p2 zu bestimmen. 1st der Index gleich p, 
so gibt es auBer der zyklischen Gruppe noch eine Abelsche vom Typus 
(pr-l, Pl. Ferner gibt es eine nicht Abelsche von der Gestalt 

ppr-l = E, QP = E, Q-l PQ = P Pl' 
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1st der Index von ~ gleich p, so unterscheide man die FaIle, wo 
@/~ vom Typus (P2) bzw. vom Typus (P, P) ist. 1m ersteren Fall gibt 
es drei Moglichkeiten: Ppr - 2 =E, QP'=E, Q-1PQ=ppa, wobei 
a = 0 oder pr-3 oder pr-4 ist. Der erste Exponent ergibt eine Abelsche 
Gruppe vom Typus (p'-2, p2). 1st die Faktorgruppe nicht zyklisch, 
so gibt es eine Abelsche Gruppe vom Typus (pr-2, p, P), ferner, wenn 
P zum Zentrum gehort, die Gruppe 

pp,-2 = E, QP = E, RP = E, Q-1PQ = P, R-1PR = P, Q-1RQ = RP1. 

1st P nicht im Zentrum, so ist die Gruppe das direkte Produkt einer 
zyklischen Gruppe von der Ordnung p und der Gruppe pp'-2 = E, 
QP = E, Q-IPQ = P ppr-3. Weitere Falle sind nicht moglich. 

Fiir Gruppen, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist, treten modi
fizierte Betrachtungen ein, und dieser Fall ist komplizierter als der 
mit ungeradem p. Es solI der Fall behandelt werden, wo ein zykli
scher Normalteiler von der Ordnung 25 vorhanden ist mit zyklischer 
Faktorgruppe. Sei P ein den Normalteiler erzeugendes Element und Q 
ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Nebengruppe. 
Man setze Q-1 P Q = pa; unter der Voraussetzung a == 1 (mod 4) wird 

2" - 1 
dann a genau durch 2u und durch keine hohere Potenz von 2 

a-I 
teilbar. Daher kann man, wenn P ein Element von hochster Ordnung 
in @ ist, genau wie fiir ungerade Primzahlen beweisen, daB es in der
selben Nebengruppe wie Q ein Element von der Ordnung 2t gibt. Es 
gibt daher nur die folgenden Typen 

p2' = E, Q2' = E; Q-1PQ = P Fe (s = 2, 3, 4, ... ; t-<:s-2), 

wobei Pt eine Potenz von P von der Ordnung 2t bedeutet. 
Urn auch den Fall a = - 1 (mod 4) zu untersuchen, seien die Grup

pen von der Ordnung 8 betrachtet mit einem Normalteiler von der 
Ordnung 4, der durch ein Element P erzeugt werden kann. Wenn die 
Gruppe nicht Abelsch ist, so muB fUr ein Element Q auBerhalb von {P} 
die Relation bestehen: Q-1 PQ = P3. 1st Q von der Ordnung 2, so 
erhalt man die Diedergruppe 

p4 = E, Q2 = E, Q-1PQ = P-1. 

Die 4 Elemente pi Q (i = 0, 1, 2, 3) sind samtlich von der Ordnung 2. 
Es gibt aber noch eine weitere GrllPpe, die Quaternionengruppe. 
Hier ist Q von der Ordnung 4 und es gilt p2 = Q2. Dieses letztere 
Element ist das einzige von der Ordnung 2, denn P Q ist von der Ord
nung 4 und ebenso P, P3, Q, Q3 und PQ3. Setzt man p2 = -1, und 
bezeichnet man P Q mit R, so gelten die Gesetze der Quaternionen 

PQ=R, QR=P, RP=Q, 
PQ=-QP, QR=-RQ, RP=-PR, 

p2 = Q2 = R2 = -I. 
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6. Kapitel. 

Symmetrien der Ornamente. 
§ 26. Vorbemerkungen. 

Die wichtigste Anwendung, welche die gruppentheoretischen Prin
zipien bisher gefunden haben, besteht in der Auffindung der geome
trischen Symmetrien, der sog. Raumgruppen. Zum Verstandnis der 
wunderbaren Konfigurationen, welche in der modemen Theorie der 
KrystaUstruktur aufgefunden wurden, bildet das Studium der ent
sprechenden Ebenensymmetrien den besten Zugang. Hier ist die Anzahl 
der verschiedenen Moglichkeiten noch nicht sehr groB und wir werden 
sie vollstandig ableiten, wahrend wir den raumlichen Fall nur zum kleinen 
Teil behandeln k6nnen. 

Wie ich im erst en Aufsatz der Einleitung zu zeigen versuchte, liegt 
das ebene Problem der Omamentik zugrunde und bildet den Inhalt 
der altesten uns erhaltenen hOheren Mathematik. Beispiele fur Oma
mente findet man am besten in dem prachtvollen Werk: Grammatik 
der Omamente, von Owen Jones, das in den fiinfziger Jahren in Eng
land erschienen ist und viele Auflagen erfahren hat. Man findet es in 
jeder kunstgewerblichen Bibliothek, sein Studium m6chten wir jeder
mann, der sich fUr die Gruppentheorie interessiert, empfehlen. 

Die Omamentik erweist sich sonach als eine geometrische Kunst. 
Sie wird in der neueren Zeit weit unterschatzt und das hat zur Folge, 
daB keine neuen Omamente mehr erfunden worden sind, die Mehr
zahl aller schonen Tapeten- und Linoleummuster ist aus Owen Jones 
kopiert, wie sich jedermann iiberzeugen wird, der das Buch studiert. 

Durch die Moglichkeit, die wirksamen mathematischen Methoden 
zu benutzen, ist die schopferische Kraft der Omamentik auBerordent
lich groB und sie nimmt in dieser Hinsicht unter den bildenden Kunsten 
einen hohen Rang ein. Die Beispiele, die ich im folgenden aus der 
Flachendekoration gebe, stammen groBtenteils aus Agypten, denn hier 
ist die QueUe aller spateren Omamentik. Flinders Petrie sagt in seinem 
interessanten kleinen Buch Egyptian decorative art, 2. ed. London 1920, 
S. 5: Practically it is very difficult, or almost impossible, to point out 
decoration which is proved to have originated independently, and not 
to have been copied from the Egyptian stock. 

Cber die Bedeutung des Symmetrieprinzips in den Naturwissen
schaften orientiert man sich in: F. M. Jaeger, Lectures on the principle 
of symmetry. Amsterdam 1917. 

§ 27. Die ebenen Gitter. 
Eine geradlinige Reihe aquidistanter Punkte nennen wir eine Punkt

reihe. Der Abstand zweier benachbarter Punkte heiBt die Elementar
distanz der Reihe. Man bildet eine Punktreihe, indem man von einem 
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beliebigen Punkt einen Vektor +' belie big oft abtragt und die Endpunkte 
markiert, und dasselbe mit dem Vektor -+' macht. Man erhaIt in dieser 
Weise die Gesamtheit der Vektoren 

(x = 0, ± 1, ± 2, ... ) 

von dem gewahlten Anfangspunkt aus abgetragen. 
Entsprechend der letzten Erzeugungsweise definieren wir das ebene 

Punktgitter. Gegeben seien zwei beliebige Vektoren +'1 und +'2' die 
nicht derselben Geraden angehoren. Von dem beliebig gewahIten 
Punkt 0 aus trage man die Gesamtheit der Vektoren 

Xl +'1 + X 2 +'2 

ab und markiere deren Endpunkte. Diese bilden em ebenes Gitter. 
Man kann die Gitterpunkte als die Punkte mit ganzzahligen Koordi
naten in einem beliebigen geradlinigen Koordinatensystem definieren, 
und umgekehrt kann man zu einem gegebenen Punktgitter ein solches 
Koordinatensystem konstruieren, indem man als Anfangspunkt 0 wahIt 
und als Einheitsvektoren der x- und y-Achse +'1 und +'2 nimmt. 

Eine kongruente Abbildung des Gitters auf sich seIber nennen wir 
eine Symmetrie des Gitters. Aus den elementaren Satzen der Geo
metrie folgt, daB jede Symmetrie durch eine Bewegung der Ebene 
in sich selbst oder durch eine Bewegung verbunden mit der Spiegelung 
an einer Geraden hervorgebracht werden kann. 

]edes Gitter gestattet eine unendliche Gruppe von Translationen 
in sich selbst, namlich die durch die Vektoren Xl +'1 + X 2 +'2 festgelegten. 
Diese Gruppe ist Abelsch und besitzt zwei Erzeugende +'1 und +'2. Es 
besteht nun die Frage, ob ein Gitter noch weitere Bewegungen in sich 
selbst be sit zen kann. Hierzu gentigt es, die Bewegungen, welche 0 
ungeandert lassen, zu untersuchen, denn geht bei der Bewegung B 
der Punkt 0 in P tiber und bezeichnet T die Translation, welche 0 in 
P tiberftihrt, so ist auch B T-1 eine Bewegung des Gitters in sich, und 
diese laBt 0 ungeandert, d. h. sie ist eine Drehung des Gitters urn o. 
Hierdurch bekommen wir vollige Dbersicht tiber die Gruppe aller Be
wegungen des Gitters: sie wird erzeugt durch die Gruppe der Trans
lationen ;r und die dazu teilerfremde der Bewegungen, welche 0 unge
andert lassen. ;r ist Normalteiler der ganzen Gruppe, B-1 T B ist die
jenige Translation, deren Vektor aus dem Vektor T durch· die Drehung 
B hervorgeht. 

]edes ebene Gitter gestattet urn jeden Gitterpunkt eine Drehung 
von 180°. Daher brauchen wir nur Drehungsgruppen von gerader 
Ordnung zu betrachten. Urn zu untersuchen, welche Ordnungen fUr 
weitere Symmetrien noch in Frage kommen, nehmen wir einen Gitter
punkt PI> dessen Distanz von 0 ein Minimum ist. Der Vektor von 
o nach PI ist dann ein ktirzester Gittervektor; d. h. es gibt im ganzen 
Gitter keine zwei Gitterpunkte, deren Distanz kleiner als 0 PI ist. 
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Beginnen wir mit einer Drehung von der Ordnung 4, so entstehen aus 
PI die weiteren Punkte P 2, Pa und P,. OPI und OP2 erzeugen ein 
quadratisches Gitter, dem auch Pa und P, angehOren. Weitere Gitter
punkte konnen nicht vorhanden sein, denn sonst lage ein solcher in 
einem Fundamentalquadrat und hatte daher mindestens von einer 
Ecke desselben eine kleinere Entfernung als 0 Pl. Es gibt daher, abge
sehen von der Lage und der GroBe, nur ein Gitter, das Drehungen von 
der Ordnung 4 gestattet, namlich das quadratische. Genau so beweist 
man, daB es nur ein Gitter gibt, das Drehungen von 60°, also von der 
Ordnung 6, gestattet, namlich das durch Aneinanderreihen von gleich
seitigen Dreiecken erzeugte hexagonale Gitter. 

Kein Gitter gestattet Drehungen von weniger als 60°. Wir be
weisen diesen Satz fUr die Ordnung 8. Es sei wieder PI ein nachster 
Gitterpunkt bei o. Alsdann entstehen aus ihm durch die Drehungen 
7 weitere Gitterpunkte P 2, Pa,.··, P s. Den Gittervektor P 2 Pa setzen 
wir in PI an und erhalten einen von 0 verschiedenen Gitterpunkt im 
Inneren des Achteckes, der entgegen der Voraussetzung naher bei 0 
liegt als Pl. 

AuBer den Drehungen miissen wir noch die Existenz von Spiege
lungsgeraden behandeln, und auch hier konnen wir uns auf die Be
trachtung derjenigen Spiegelungen beschranken, bei denen die Spiege
lungsgerade durch 0 geht. Diese ist alsdann immer eine Gittergerade, 
denn ist P ein Gitterpunkt auBerhalb der Geraden und P sein spiegel
bildlicher Punkt, so tragen wir den Gittervektor 0 P von P aus ab und 
gelangen in einen Punkt auf der Spiegelungsgeraden. Da wir an
nehmen diirfen, daB 0 P nicht senkrecht steht zu dieser Geraden, so 
ist der neugefundene Punkt von 0 verschieden. Man findet so zwei 
verschiedene Gitter: das allgemeine rechtwinklige und das zentrierte 
rechtwinklige, welches durch HinzufUgung der Mittelpunkte der Recht
ecke aus dem vorigen entsteht. Dieses letztere kann nach der Gestalt 
eines Fundamentalparallelogramms auch das rhombische Gitter genannt 
werden. 1m Fall des quadratischen Gitters ist auch das zentrierte qua
dratisch. Das hexagonale Gitter ist ein spezielles rhombisches Gitter. 

Die Symmetrien, welche 0 festlassen, bilden eine endliche Gruppe. 
Sie charakterisiert im raumlichen Fall die makroskopischen Eigen
schaften der Krystalle. Unsere 5 Gitter liefern 4 so1che Gruppen, 
denn das rechtwinklige und das rhombische Gitter besitzen dieselbe 
Gruppe. J ede weitere Deckoperation des Gitters setzt sich zusammen 
aus einer Operation, die 0 festlaBt, und einer Translation. Wir wollen 
alle Operationen, die man so erhalt, geometrisch illustrieren. 

Die aus einet Dtehung und einer Translation zusammengesetzte 
Operation ist stets wieder eine Drehung, denn sie ist eine Bewegung 
der Ebene, aber keine Translation, und besitzt daher einen Fixpunkt. 
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Eine Drehung von 180° mit 0 als Fixpunkt plus eine Translation, 
welche 0 in 0' uberfuhrt, ist gleichwertig mit einer Drehung von 180° 
urn den Mittelpunkt der Strecke 00'. Ein ebenes Gitter gestattet daher 
nicht nur urn seine Gitterpunkte, sondern auch urn die Mittelpunkte 
der Verbindungsstrecken beliebiger Gitterpunkte Drehungen von 180°. 
Die Fixpunkte aller dieser Drehungen bilden ein mit dem Punktgitter 
ahnliches Gitter von der halben Abmessung. 

Das quadratische Gitter besitzt auBerdem Drehungen von 90°, 
und zwar, wie man sich sofort uberzeugt, urn die Gitterpunkte sowie 

Abb. 4. (Niccolini, Tempio d'Iside.) 

urn die Mittelpunkte der Quadrate. Die Fixpunkte der Drehungen von 
90° bilden daher seIber ein quadratisches Gitter, das gegenuber dem 
Punktgitter urn 45° gedreht erscheint und dessen Quadrate den hal ben 
Flacheninhalt haben, gegenuber den ursprunglichen Quadraten. 

Bei dem Gitter mit den Drehungen von der Ordnung 6 liegen die 
Verhaltnisse noch merkwurdiger. Hier sind nur die Gitterpunkte Fix
punkte fUr die Drehungen von der Ordnung 6. Dagegen bilden die 
Mittelpunkte der gleichseitigen Dreiecke Fixpunkte fur Drehungen 
von der Ordnung 3. Die Abb. 4 illustriert trefflich die vorliegenden 
SymmetrieverhaItnisse. Sie stellt ein Mosaik des Isistempels in Pompeji 
dar. Ein ungeschickter Dekorateur (denn ein "Neutoner", der Disso
nan zen liebt, wird es wahl nicht gewesen sein) hat mathematische 
Verzierungen angebracht, die von anderen Ornament en stammen und 
falsche Symmetrien aufweisen: im Sechseck einen Kreis mit einer 
fiinfstrahligen Figur, an den Stellen mit einer Drehung von der Ord
nung 2 die beiden verschlungenen Ovale, welche eine Drehung urn 
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90° gestatten. SchIieBlich hat er noch oben und unten, urn dem Ganzen 
ein architektonisches Aussehen zu geben, die sechs Halbmonde hin
zugefUgt. Alles das hat man naturlich wegzulassen, und es bleibt das 
Normalschema fUr das Sechsecksgitter, wie es in den Kunstlerschulen 
als Vorlage gedient haben mag. 

Schauen wir nun zu, was aus den Spiegelungsgeraden wird, wenn 
man sie mit Translationen verbindet. Steht die Translationsrichtung 
senkrecht zur Geraden, so ist das Resultat wiederum eine Spiegelung 
an einer parallelen Geraden, deren Distanz die Halfte der Translation 
betragt. 1st die Translation parallel zur Geraden, so erhalt man eine 
Gleitspiegelung. Die Wirkung einer beliebigen Translation auf eine 
Spiegelung wird erhalten, indem man sie in ihre Komponenten parallel 
und vertikal zur Spiegelungsachse zerlegt. Hier ergibt sich nun der 
Unterschied zwischen dem rechtwinkligen und dem rhombischen Gitter. 
Das rechtwinklige Gitter besitzt nur gewohnliche Spiegelachsen, oder 
Gleitspiegelachsen, deren Translationskomponenten Vielfache der Ele
mentardistanzen fUr die Richtung der Achse bilden. Diese Achsen werden 
durch die Seiten der Rechtecke gebildet, sowie durch Geraden, welche 
ihnen parallel durch die Mittelpunkte der Recktecke laufen. Beim 
rhombischen Gitter bilden zwar die parallelen Geraden durch Gitter
punkte Spiegelachsen, in der Mitte zwischen zweien geht aber eine Gleit
spiegelachse, deren Gleitdistanz die Halfte der Elementardistanz auf 
der Achse ist. Abb. 4, in welcher die Sechsecke mit den Kreisen das 
Gitter reprasentieren, gestattet leicht, diese Verhaltnisse zu uber
blicken. 

Das quadratische Gitter muB vier verschiedene Richtungen fUr die 
Spiegelgeraden liefem. Dreht man es urn 45°, so wird es zu einem 
rhombischen Gitter, wiederholt man diese Drehung, so gelangt man 
zur ursprunglichen Konfiguration zuruck. Das Gitter der Abb. 4 mit 
der Drehung von der Ordnung 6 ist rhombisch. Dreht man es urn 30°, 
so erhalt man wieder ein rhombisches Gitter in etwas anderer Anord
nung, die Sechsecke stehen jetzt auf einer Seite, wahrend sie in der 
vorigen Lage auf den Ecken stehen. Die Spiegelungsgeraden bilden hier 
samtlich gemischte Scharen aus reinen Spiegelungen und Gleitspiege
lungen. In der Figur verbinden die rein en Spiegelachsen immer die 
Mittelpunkte der Sechsecke, die Gleitspiegelachsen gehen durch die 
Mittelpunkte der verschlungenen Ovale, soweit diese nicht schon auf 
den vorigen Achsen liegen. 

Eine Drehung yom Winkel IX verbunden mit einer Spiegelung an 
einer Geraden durch den Fixpunkt der Drehung liefert wieder eine 
Spiegelung an einer Achse durch den Fixpunkt, welche aus der vorigen 

Achse durch Drehung urn den Winkel - ; entsteht. 
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§ 28. Die Streifenornamente. 
Unter einem Streifen verstehen wir das Stuck der Ebene, das 

zwischen zwei parallelen Geraden liegt. Die zu den Grenzgeraden 
parallele Gerade, welche in der Mitte des Streifens Hi.uft, nennen wir 
die Langsachse des Streifens. Die im Streifen liegenden Strecken senk
recht zur Uingsachse zwischen den beiden Grenzgeraden nennen wir 
die Querachsen. Wir betrachten nun die Deckoperationen des Streifens, 
und zwar zunachst bloB die folgenden: 

1. Die Translationen in der Richtung der Langsachse. 
2. Die Spiegelung an der Langsachse sowie die Gleitspiegelungen 

an derselben, welche durch Hinzufiigung der Translationen entstehen. 
3. Die Spiegelungen an Querachsen. Setzt man diese mit Trans

lationen zusammen, so erhalt man wieder Spiegelungen an Querachsen, 
ihre Distanz von den vorigen ist die halbe Translationsdistanz. 

4. Die Drehung von 1800 urn irgendeinen Punkt der Langsachse. 
Setzt man sie zusammen mit einer Translation, so erhalt man wieder 
eine Drehung, deren Fixpunkt vom vorigen sich ebenfalls urn die halbe 
Translation unterscheidet. 

Diese Operationen bilden eine Gruppe, denn fiihrt man nachein
ander 2. und 3. aus, so erhalt man 4. Die Gruppe der Translationen 
bildet einen Normalteiler der ganzen Gruppe, dessen Faktorgruppe 
die Vierergruppe ist. 

Wir suchen jetzt die verschiedenen Symmetrien auf, welche bei 
Streifenornamenten auftreten konnen. Von vorneherein nehmen wir 
an, daB die Ornamente eine Translationsperiode besitzen. Ihre Lange 
bezeichnen wir als die Elementardistanz des Ornamentes. Dasjenige 
Stuck des Ornamentes, das durch seine Translation das ganze Orna
ment erzeugt, nennen wir das Elementarornament. Sofort unterscheiden 
wir jetzt 5 Moglichkeiten: 

1. Die einzigen Deckoperationen des Ornamentes werden von den 
Translationen gebildet (Abb. 5). 

//// 
Abb.5. 

2. Das Ornament ist spiegelbildlich zu( Langsachse (Abb.6). 

«« 
Abb.6. 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 6 
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3. Das Ornament ist spiegelbildlich zu einer Querachse und also 
zu unendlich vielen, deren Distanz die halbe Elementardistanz ist 
(Abb.7). 

Abb.7. 

4. Das Ornament besitzt Mittelpunkte (ebene Zentren), deren Distanz 
die halbe Elementardistanz ist (Abb.8). 

//// 
7777 

Abb.8. 

5. Das Ornament besitzt die obigen Symmetrien zusammen (Abb.9). 

xxxx 
Abb.9. 

Jetzt iiberlegen wir, daB die Spiegelung an der Langsachse auch 
eine Gleitspiegelung sein kann. Dben wir sie zweimal aus, so entsteht 
eine Translation, die selbstverstandlich ein Vielfaches def Elementar
distanz sein muG. Daher kann fiir die Gleitkomponente die Halfte 
der Elementardistanz in Betracht kommen. Wir erhalten so zwei weitere 
Symmetrien: 

6. Das Ornament besitzt eine Gleitspiegelung an der Langsachse 
mit der halben Elementardistanz als Gleitkomponente (Abb. 10). 

//// 
\~~~ 

Abb.l0. 

7. Das Ornament besitzt die Symmetrien 3, 4 und 6 zusammen 
(Abb. ll). 

Abb.ll. 
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Man bemerke, daB bei Abb. 9 die Drehpunkt~ auf den Querachsen 
liegen, die fUr das Ornament Spiegelachsen bilden, wahrend sie bei 
Abb. 11 in der Mitte zwischen zwei dieser Querachsen sich befinden. 

Bortenornamente finden sich auf. den meisten Kunstgegenstanden 
aller Zeiten. Wir geben zwei Beispiele aus einer Moschee 
in Kairo vom 9. Jahrhundert. Abb. 12 stellt eine Ranke 
mit der Symmetriegruppe 6 dar. Abb. 13 besitzt die 
Symmetrie 2. Aber schon A. Riegl hat erkannt, daB 
diese Borte aus der vorigen entstanden ist, indem letztere 
an einem Rand gespiegelt wurde. In der Tat, schneidet 
man die Borte Abb. 13 an der Langsachse auf, so er
halt man fast genau zwei Exemplare von Abb. 12. Inter
essant ist es, die Anderungen zu beobachten, we1che der 
Kunstler vorgenommen hat. Sie betreffen hauptsachlich 
die beiden Schleifen am auBeren Rand. Geht man urn 
die halbe Elementardistanz weiter, so kamen die beiden 
in der Mitte nebeneinander zu stehen, was haBlich aus- Abb. 12. 

sehen wurde. Sie sind leicht uberarbeitet worden und 
ergeben die 4 kreuzformig angeordneten Tropfen. Nun hat sich aber 
bei der Zeichnung des Randes eine Zacke ergeben, we1che an der 
entsprechenden Stelle nicht vorhanden ist. Sie ist an dem gegen
uberliegenden Blattrand weggenommen worden, denn dieser hat nur 
6 Zacken, wahrend der entsprechende, eine halbe 
Elementardistanz fruher, deren 7 aufweist. 

Hiermit sind noch nicht alle Symmetrien er
schopft, we1che in einem Ornament angebracht 
werden konnen. Die Schnure und Ranken, aus 
denen die Ornamente zusammengesetzt sind, ge
statten auch noch Oberschneidungen, und urn diese 
gruppentheoretisch zu erfassen, denke man sich das 
Ornament als Relief. Spiegelt man nun an der 
Streifenebene seIber, so werden die Dberschnei
dungsverhaltnisse gerade umgekehrt, die Ranke, 
we1che obelhalb kreuzt, geht jetzt unterhalb durch. 
Wir haben also eine neue Symmetrieoperation hin-
zugenommen und damit kommen automatisch noch Abb.13. 

drei weitere hinzu. Die Translationsgruppe ist jetzt 
Normalteiler vom Index 8, die Faktorgruppe ist Abelsch und vom 
Typus (2, 2, 2). Wir wollen zuerst die verschiedenen Symmetrie
operationen aufzahlen. 

1. Die Translationen. Ihle Elementardistanz sei gleich 1. 
2. Die Langsachse ist Spiegelachse. 
2a. Die Langsachse ist Gleitspiegelachse mit der Gleitkomponente 1/2. 
3. Es gibt Querachsen die Spiegelachsen sind. 

6* 
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4. Mittelpunkte, d. h. Drehachsen senkrecht zur Ebene, mit Dreh
winkel von 180°, sog. Digyren. 

5. Die Streifenebene ist Spiegelebene. 
5a. Die Streifenebene ist Gleitspiegelebene mit der Gleitkompo

nente 1/2. 
6. Die Uingsachse ist Drehachse des Streifens mit einem Dreh

winkel von 180°. 
6a. Die Uingsachse ist eine Schraubenachse mit dem Drehwinkel 

von 180° und der Gangh6he 1/2. 
7. Es gibt Querachsen, die Drehachsen mit dem Winkel 180° sind. 

Mit einer solchen gibt es stets eine unendliche Schar, die Distanz zweier 
aufeinander folgender ist 1/2. 

8. Drehspiegelungen mit dem Drehwinkel von 180°. Das heiBt der 
Streifen gestattet eine Drehung urn eine Achse senkrecht zu seiner 
Ebene, wie 4, aber verbunden mit einer Spiegelung an der Streifen
ebene. Ais raumliche Operation gedeutet besagt dies die Exi"tenz 
eines Symmetriezentrums oder Mittelpunktes der raumlichen Figur. 

Jede der Operationen von 2 bis 8 liefert zusammen mit den Tran,,
lationen eine Symmetriegruppe, und wir haben somit bereits 11 Grup
pen gefunden, namlich diejenige, welche bloB aus Translationen be
steht, ferner die 10 weiteren, welche wir durch Hinzunahme einer der 
10 unter 2 bis 8 aufgezahlten Symmetrien erhalten. 

Nun miissen wir weiter zusehen, was man durch Kombination der 
aufgezahlten Symmetrien erhalt. Nehmen wir erst die Uingsachse. 

9. Die Operationen 2 + 5 + 6 bilden zusammen mit den Trans-
lationen eine Gruppe. 

9a. 2 +5a+6a. 
9b.2a+5 +6a. 
9c. 2a+5a+6. Namlich die Ausfiihrung von 2a und 6 hinter

einander ergibt 5a. 
10. 2 +3 +4. 
lOa. 2a+3 +4. 

11. 2 +7 +8. 
11a. 2a+7 +8. 
12. 3 +5 +7. 
12a. 3 +5a+7. 
13. 3 +6 +8. 
13a. 3 +6a+8. 
14. 4 +5 +8. 
14a. 4 +5a+8. 
15. 4 +6 +7. 
15a. 4 +6a+7. 

Diese beiden Symmetrien sind schon oben 
behandelt worden. 
Die Querachsen und die Zentren inzident. 

alternierend. 

Drehzentren und Drehspiegelzentren inzident. 
alternierend. 

Drehzentren und Querachsen inzident. 
alternierend. 
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Dies sind die Hemiedrien (vgl. § 33 Anfang). Nun sollen die Holo-
edrien folgen. 

16. 2 +3+4+5 +6 +7+8. 
16a.2 +3+4+5a+6a+7+8. 
I6b.2a+3+4+5 +6a+7+8. 
I6c. 2a+3+4+5a+6 +7+8. 

Es gibt also 31 Symmetrien fUr Streifen, namlich 4 Holoedrien, 
16 Hemiedrien und 10 Tetratoedrien, wozu noch die reine Translations
gruppe kommt. 

DaB in 9 die a-Symmetrien nur paarweise auftreten konnen, hat 
seinen Grund darin, daB die Gleitkomponente 1/2 ist und bei zwei
maligem Auftreten fUr die dritte Sym
metrie eine Gleitkomponente I ergibt, 
welche durch die Translation -I wegfallt. 

Leider ist es uns nicht moglich, fUr 
alle 31 Ornamente Muster zu geben. 
Wir begniigen uns mit drei besonders 
bekannten. 

Abb.14besitztdieSymmetriegruppell. 
Es ist die Geldrolle. In der Sprache 
der italienischen Banquiers des 16. Jahr
hunderts hieB sie un gruppo und die 
direkte historische Entwicklung des 
Wortes Gruppe laBt sich bis auf diese 
Bedeutung zuriickverfolgen. 

Abb.14. 

Abb.15. 

Abb.16. 

Abb. 15 besitzt die Gruppe 15 als Symmetriegruppe. 
Abb. 16 besitzt die Gruppe 16c. Man beachte, wie die Quer

achsen, die Spiegelachsen sind (3), und die Querachsen, die Dreh
achsen sind (7), alternieren. 

§ 29. Die Flachenornamente. 
Dnter einem Flachenornament verstehen wir eine Figur in der 

Euklidischen Ebene, welche durch die Translationen eines ebenen 
Gitters aus einer Elementarfigur entsteht. Die Gruppe der Bewegungen 
und Spiegelungen in der Ebene, welche das Ornament in sich iiber
fUhrt, heiBt die Symmetriegruppe des Ornamentes. Die Translationen 
des Gitters bilden einen Normalteiler der Symmetriegruppe von end
lichem Index, denn die iibrigen Symmetrien miissen die Gesamtheit 
der Translationsvektoren in sich selbst iiberfiihren, ihr rotativer Bestand
teil kann daher nur aus einer Drehung eines Gitters urn einen festen 
Punkt bestehen, und dafiir kommen nach dem § 27 nur endlich viele 
Moglichkeiten in Betracht. 



86 6. Kapitel: Symmetrien der Ornamente. 

Wir haben sonach folgende Moglichkeiten: 
1. Die Translationen der Translationsgruppe. 
2. Die Spiegelung an einer Achse. 
2a. Die Gleitspiegelungen an einer Achse. 
3. Die Drehungen urn 180°, genannt Digyren. 
4. Die Drehungen urn 120°, genannt Trigyren. 
5. Die Drehungen urn 90°, genannt Tetragyren. 
6. Die Drehungen urn 60°, genannt Rexagyren. 
Wir gehen nun an die Aufzahlung der 17 verschiedenen Symmetrie

gruppen. Sie sind zuerst (vg1. jedoch S. 228) von R. Fricke in Fricke
Klein, Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen 

/ / / / / / 
/ / / / / / 

/ / / / / / 
Abb. 17, (£,. Abb. 18, (£,. 

(1897) Bd. 1, S. 222-234 aufgestellt worden. Wieder aufgefunden wurden 
sie von G. Polyo, und in einer schonen Tafel illustriert in der Z. Kristallogr. 
Bd.60 (1924), S.278-282. (Dber die Analogie der Krystallsymmetrie 
in der Ebene.) Daran anschlieBend hat P. Niggli das Problem bearbeitet 
im selben Band, S.283-298 (Die Flachensymmetrien homogener Dis
kontinuen). Eine arithmetische Ableitung dieser Gruppen gab J. J. 
Burckhardt, Commentarii mathematici Relv. Bd. 2, S. 91, eine topo
logische F. Steiger, 1. c. Bd.8, S.235. Vg1. ferner Heesch, Z. Kristallogr. 
Bd.81, S.230. 

1. Eine Elementarfigur ohne Symmetrien wird in ein beliebiges 
Gitter eingebaut. Die Symmetriegruppe besteht bloB aus den Trans
lationen (Abb. 17, Q':1)' 

2. Eine Elementarfigur mit Mittelpunkt wird in ein beliebiges Gitter 
eingebaut. Zur Translationsgruppe kommen noch Drehpunkte mit 
dem Drehwinkel von 180°, sog. Digyren. Sie bilden ein mit dem Trans
lationsgitter ahnliches Gitter von der halben Abmessung (Abb. 18, Q':2)' 

3. Das Ornament besitzt eine Parallels char von Spiegel- oder Gleit
spiegelachsen. Das Gitter ist daher entweder rechteckig oder rhombisch. 
Wir haben drei Moglichkeiten. 

3a. Das Gitter ist rechtwinklig, die Elementarfigur ist spiegelbild
lich zur Spiegelachse. Die Schar der Symmetrieachsen besteht aus 
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lauter Spiegelachsen, deren Distanz die halbe Elementardistanz des 
Gitters in der zur Achse senkrechten Richtung ist (Abb. 19, [!). 

3b. Das Gitter ist rechtwinklig, die Elementarfigur geht durch 
eine Gleitspiegelung in sich fiber, deren Gleitkomponente die halbe 

Abb. 19, a:! • Abb. 20, a:~. 

Elementardistanz in der Achsenrichtung ist. Die Schar der Symmetrie
achsen besteht aus lauter Gleitspiegelachsen mit derselben Distanz 
wie in 3a (Abb. 20, [!I). 

3c. Das Gitter ist rhombisch, die Elementarfigur ist symmetrisch 
zur Achse. Die Symmetrieachsen sind abwechselnd Spiegelachsen 

Abb. 21, a:!II. 

xxxx 
XXXX 
XXXX 

Abb. 22, <r~ v • 

und Gleitspiegelachsen, denn die Translationen des rhombischen Gitters 
erfordem dies nach § 27 (Abb.21, [!II). 

4. Die Gruppe enthlilt Digyren und Spiegelachsen, also zwei Scharen 
der letzteren, die senkrecht aufeinander stehen. Das Gitter ist wieder 
rechtwinklig oder rhombisch. 

4a. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur besitzt einen 
Mittelpunkt und zwei aufeinander senkrechte Spiegelachsen durch den 
Mittelpunkt. AIle Symmetrieachsen sind Spiegelachsen (Abb. 22, [~v). 
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4 b. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur entsteht aus 
einer Figur mit Mittelpunkt durch eine Gleitspiegelung. AIle Symmetrie
achsen sind Gleitspiegelachsen (Abb. 23, (£~~). 

4c. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur entsteht aus 
einer Figur mit Mittelpunkt durch Spiegelung an einer Achse, welche 

\ / \ / / \ / \ 
\ / \ / / \ / \ 
\ / \ / /\/\ 

Abb. 23, 6:~Iv' Abb. 24, 6:~!. 

nicht durch den Mittelpunkt geht. Die Symmetrieachsen parallel zu 
derselben sind lauter Spiegelachsen, diejenigen senkrecht dazu sind 
lauter Gleitspiegelachsen (Abb. 24, (£~~I). 

4d. Das Gitter ist rhombisch. Die Elementarfigur besitzt einen 
Mittelpunkt und zwei Spiegelachsen durch denselben (Abb. 25, (£~~). 

Abb. 25, 6:~:. 

++++ 
++++ 
++++ 
++++ 

Abb.26, 6: •. 

5. Das Ornament besitzt eine Tetragyre, aber keine Spiegelungen. 
Das Gitter ist quadratisch und die Elementarfigur gestattet die Drehung 
um 90°, aber keine Spiegelungen (Abb. 26, (£4)' 

6. Das Ornament besitzt eine Tetragyre sowie vier Scharen von 
Symmetrieachsen, welche einen Winkel von 45° bilden. Es sind zwei 
FaIle zu unterscheiden: 
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6a. Die Elementarfigur besitzt die Tetragyre und die vier Spiegel
geraden durch den Mittelpunkt, wie z. B. das gleicharmige Kreuz. 
Die beiden Scharen von Symmetrieachsen, welche den Quadratseiten 
parallel sind, bestehen nur aus Spiegelgeraden, die dazu im Winkel 
von 45° stehenden Scharen bestehen abwechselnd aus Spiegel- und 

++++ 
++++ 
++++ 
++++ 

Abb. 27, (£L. 

++++ 
++++ 
++++ 
++++ 

Abb. 28, (£l\. 

Gleitspiegelachsen, weil das quadratische Gitter in dieser Orientierung 
ein rhombisches ist (Abb. 27, er!v). 

6b. Die Elementarfigur entsteht aus einer Figur mit bloBer Tetra
gyre durch Spiegelung an einer Achse, welche nicht durch den Mittel
punkt geht. Die zwei Scharen von Symmetrieachsen parallel den 
Quadratseiten gehen durch die Fixpunkte 
der Tetragyren und in der Mitte zwischen 
ihnen hindurch und bestehen abwechselnd 
aus Spiegel- und Gleitspiegelachsen. Die 
beiden anderen Scharen bestehen nur aus 
Gleitspiegelachsen. Auch hier ist das 
Translationsgitter quadratisch, aber nicht 
ohne wei teres ersichtlich. Man muB die 
Abbildung um 45° drehen und alsdann 
ein aufrechtstehendes Quadrat zeichnen, 
dessen Seiten durch vier Mittelpunkte 
gehen (Abb.28, 39 und 41, err;). 

yy y 
y 

y 
y 

y y 
Abb. 29, (£3' 

7. Das Ornament besitzt eine Trigyre und ist einem hexagonalen 
Gitter eingebaut. Spiegelachsen kommen nicht VOL Als Elementar
figur beniitzt man am best en das Triquetrum, ahnlich wie wir in den 
Fallen 5 und 6b die Swastika oder das Hakenkreuz benutzt haben. 
Bekanntlich gaIten beide Figuren als Trager einer magischen Ladung, 
und es ist keineswegs unmoglich, daB der Ursprung dieses Glaubens 
in dieser mathematischen Eigenschaft der Verhinderung gewisser Sym
metrien liegt, denn der Respekt vor geometrischen Figuren ist eine der 
wichtigsten Komponenten der aIten Magie (Abb. 29, er3). 
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S. Das Ornament besitzt eine Trigyre und drei Scharen von Sym
metrieachsen, welche Winkel von 600 untereinander bilden. Diese 
drei Scharen mtissen von derselben Art sein, denn sie gehen durch 
die Drehungen von 1200 ineinander tiber (vgl. S. 96), wahrend die vier 
Scharen im quadratischen Fall in zwei getrennte Abteilungen zerfielen. 

y y y y y 
y y y y y y 
y y y 

Abb.30, [L. Abb. 31, [~\.. 

Wir haben auch hier, aber aus anderen Grtinden als im Fall 6, zwei 
Moglichkeiten. Weil namlich das hexagonale Gitter rhombisch ist, so 
mtissen die Scharen von Symmetriegeraden immer gemischte sein, 
d. h. Spiegel- und Gleitspiegelachsen abwechselnd enthalten. Aber 
die drei Scharen konnen auf zwei verschiedene Arten zum Gitter liegen. 

* * * * 
* * * * * * 

* * * * Abb.32, <re. Abb. 33, [oV. 

Sa. Die Spiegelachsen sind parallel den Seiten der das Gitter 
erzeugenden gleichseitigen Dreiecke. Durch die Mittelpunkte derselben, 
welche fUr das Ornament auch Fixpunkte von Trigyren sind, gehen 
keine Spiegelungsachsen (Abb. 30, (I~v)' 

Sb. Die Spiegelachsen sind parallel den Hohen in den angegebenen 
Dreiecken und gehen daher durch aIle Fixpunkte der Trigyrenschar 
(Abb. 31, (I~;). 
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9. Das Ornament besitzt eine Hexagyre, aber keine Spiegelungen. 
Das Gitter ist hier hexagonal, als Elementarfigur beniitzt man am 
best en eine zum Triquetrum analoge Figur (Abb. 32, <£6)' 

10. Das Ornament besitzt eine Hexagyre sowie sechs Scharen von 
Spiegel- und Gleitspiegelachsen, welche samtlich vom gemischten Typus 
sind. Da hier offenbar die beiden Falle 8a und 8b gleichzeitig vor
kommen, so gibt es nur eine Moglichkeit (Abb. 33, <£6v)' 

Hiermit sind alle 17 Flachensymmetrien aufgezahlt. Man konnte 
nun noch die Rankenornamente beriicksichtigen und die Ebene seIber 
als Spiegelebene hinzunehmen. Die Anzahl der so entstehenden Gruppen 
ist 80 1. 

§ 30. Beispiele von FUichenornamenten. 
Fiir die volle hexagon ale Gruppe <£6v verweisen wir auf Abb. 4 und 

das dort Bemerkte. In diesem Paragraphen m6chte ich vor allen 

Abb.34. 

Dingen die merkwiirdigen Seilfiguren aus der Nekropole von Theben 
besprechen. Die Bilder stammen aus der prachtigen Publikation von 
Prisse d'Avennes, Atlas de l'histoire de l'art Egyptien, Paris 1878. 

Abb. 34 besitzt die Gruppe 3a (<£;). Die Spiralen sind fiinfzahlig 
und stellen offenbar das Resultat von Versuchen dar, die Zahl 5 in 
Flachenornamenten anzubringen. 

1 Weber, L.: Z. Kristallogr. Bd. 70 (1929), S. 309 - Alexander u. Herrmann: 
Z. Kristallogr. Bd. 70 (1929), S. 328. 
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Abb. 35 gehi:irt zu 4d ((£~~). Das Translationsgitter erkennt man 
am besten an den Rosetten. Die gemischte horizontale Schar von 
Spiegel- und Gleitspiegelachsen wird an den Lilien besonders deutlich. 

Abb.35. Abb.36. 

Aber auch die vertikale Schar ist gemischt. Die Gleitspiegelachsen 
gehen zwischen den Lilien durch. 

Abb. 36 besitzt die Gruppe 4c ((£~~I). Die Flachenornamente mit 
dieser Gruppe lassen sich (vgl. Abb. 24) durch Aneinanderreihung von 

Abb.37. 

Borten erzeugen. Dies ist der Reiz unserer Figur. LaSt man in Ge
danken die Seile weg, so bleibt eine Figur ubrig, welche genau die
selbe Symmetriegruppe aufweist wie die ganze Figur. Sie entsteht aus 
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einer horizontalen Borte vom Typus 7 des § 28 durch vertikale Trans
lation. Umgekehrt, betrachtet man nur die Seilornamente, so besitzen 
auch sie genau die Gruppe 4c und das ganze Ornament entsteht 
aus einer Borte vom Typus 4 (§ 28) durch fortgesetzte Spiegelung. 

Abb. 37 besitzt die 
Gruppe 5 (tt4). Das Bild 
stammt aus dem Grab 
des Senmut in der Nekro
pole von Theben (Abd-el
Qurna 70) und wurde 1928 
bei unserer systematischen 
Aufnahme der geometri
schen Ornamente von 
Wot/gang Graeser gemacht. 

Abb. 38 gehOrt zu 6a 
(ttl v ) • 

Abb. 39 ist wahl das 
merkwurdigste Muster die-

Abb.38. 

ser Art. Es gehort zu der Gruppe 6b ((I~;), deren Auffindung gewiB 
eine mathematische Leistung erst en Ranges bedeutet. 

Bei allen diesen Figuren fehlen die Far ben, welche in den Originalen, a ber 
auch noch in den Figuren bei Prisse d'Avennes einen graBen Reiz ausuben. 

Auch fUr die samt-
lichen ubrigen Gruppen 
lassen sich Beispiele etwa 
in Owen Jones auffinden. 

Die Kunst der Orna
mente ist von den Arabern 
weiter ausgebildet worden. 
Ich gebe als Beispiel aus 
Prisse d'Avennes, l'art 
Arabe, die Abb. 40. Es 
ist ein Rankenornament 
mit einer Hexagyre und 
sechs Scharen von Klapp
achsen in der Ebene des 
Ornamentes. Die Elemen-
tarfigur, durch deren Be-

Abb.39. 

wegung alles entsteht, ist eine Kleeblattschleife, aber man bemerkt 
dies erst nach genauerem Zusehen. Die auffallenden Figuren sind Sterne 
und Rechtecke, und man kann diese Verwandlung der Figuren geradezu 
als das Charakteristikum dieser Kunst ansehen. In Owen] ones findet 
man viele solche Beispiele aus der Alhambra. Unser Ornament stammt 
von einer Moschee in Kairo aus dem 14. Jahrhundert und findet sich 
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auch in der Moschee Ibn Tulfm in Kairo, sowie im Baptisterium von 
Pisa. 

Ein zweites Beispiel aus M. de Vogue, Syrie centrale, ist die wunder
volle Abb.41. Wir haben hier Tetragyren, ferner vier Scharen von 

Abb.40. 

Spiegelachsen, ferner noch acht weitere Symmetrien, welche mit Spiege
lungen an der Ebene verbunden sind: 

Gleitspiegelung an der Ebene, welche die beiden Scharen von liegenden 
Kreuzen vertauscht. 

Drehspiegelungen urn die Mittelpunkte der Rosetten mit Winkeln 
von ± 90°. 

Horizontale und vertikale Schraubenachsen, welche zwischen den 
Rosetten verlaufen. 

Zwei Scharen von reinen Klappachsen, welche urn 45° gegen die 
vorigen gedreht sind und durch die Mittelpunkte der Rosetten gehen. 
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Drehspiegelungen von 1800 (raumliches Symmetriezentrum) urn die 
Mittelpunkte der Arme der Kreuze. 

Auch hier wird man die Elementarfigur nicht sogleich gewahr. Der 
Kiinstler hat dafiir die einfache Form des Kreuzes gewahlt, denn nur 
so kann die 16fache Symmetrie zur vollen Wirkung kommen. Ahnlich 
hat Bach seiner Kunst der Fuge eine einfache und symmetrische TonfoIge 
zugrunde geIegt. 

Auch in der heutigen Zeit scheint im Orient noch eine kiinstleri
sche Tradition zu existieren, welche auf die Ornamentik zuriickgeht. 

Abb.41. 

So wird in Bagdad das Fiinfeck haufig angewendet. Da es nicht orga
nisch in einem Gitter angebracht werden kann, so entstehen eigen
tiimIiche unsymmetrische Figuren, welche in der technischen Sprache 
der dortigen Dekorateure besondere Namen haben. Man findet Figuren 
und Erlauterungen in O. Reuther, Das Wohnhaus in Bagdad, S. 79, 
Berlin 1910. 

§ 31. Die Bewegungsgruppen der Ebene mit endlichem 
Fundamentalbereich. 

Wir betrachten unendIich viele Bewegungen der Ebene in sich 
seIber, also Dfehungen und Translationen, welche eine Gruppe bilden. 
Denken wir auf einen Punkt der Ebene die Gesamtheit def Bewegungen 
ausgefiihrt und jeweiIs die Stelle, wohin der Punkt kommt, markiert, 
so erhalten wir ein Punktsystem, die Gesamtheit der mit dem Aus
gangspunkt iiquivalenten Punkte. Nun setzen wir voraus: 

1. Es gibt einen Kreis K in der Ebene, der zu jedem Punkt der 
Ebene einen aquivalenten in seinem Innern enthalt. 

2. Es gibt einen Kreis K' innerhaIb von K, der keine zwei aqui
valenten Punkte in seinem Innern enthalt. 
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Von solchen Gruppen sagen wir, sie besitzen einen endlichen 
Fundamentalbereich, und wir werden zeigen, daB sie mit den in § 29 
betrachteten Gruppen der Ornamente identisch sind. Hierzu brauchen 
wir nur zu zeigen, daB sie stets ein zweifaches System von Trans
lationen enthalten. 

Wir betrachten eine beliebige Drehung D der Gruppe, ihr Fixpunkt 
sei A, ihre Amplitude sei IX. Nach Voraussetzung 1 gibt es eine Be
wegung der Gruppe, etwa H, welche A in einen Punkt B innerhalb 
von K uberfiihrt. Bilden wir nun die Bewegung H-IDH = D'. Sie 
laBt B ungeandert und stellt eine Drehung mit B als Fixpunkt und 
mit derselben Amplitude IX dar wie D. Set zen wir IX = 2 n r. Die Po
tenzen diesel Drehung besitzen Vielfache von IX als Amplitude, mit 
r kommen daher auch alle Vielfachen vor und dabei durfen wir be
liebige ganze Zahlen subtrahieren, so daB die Amplitude immer zwischen 
o und 2 n liegt. 1st r eine irrationale Zahl, so ki.innen wir auf diese 
Weise beliebig kleine Amplituden erhalten, wie in der elementaren 
Zahlentheorie gezeigt wird. Bedenken wir nun, daB der Fixpunkt im 
Innern von K liegt und K einen endlichen Radius besitzt, so folgt, 
daB in beliebiger Nahe eines jeden Punktes von K ein aquivalenter 
liegt. Dies ist aber wegen der 2. Voraussetzung nicht mi.iglich. Da
her ist r eine rationale Zahl, etwa = min, in gekurzter Gestalt ge
schrieben. Nun folgt aus Satz 6, daB auch die Drehung mit r = lin 
unter den Potenzen von D' vorkommt. Diese Drehung muB K' in 
einen Kreis uberfiihren, der K' nicht uberschneidet, und daraus folgt, 
daB der Nenner n eine endliche Schranke nicht iiberschreiten darf. 
Damit ist bewiesen, daB nur endlich viele Amplituden fiir die Drehungen 
in Betracht kommen. Da wir aber unendlich viele Bewegungen in der 
Gruppe haben, muB es mindestens zwei Drehungen mit derselben 
Amplitude geben, etwa D und F. Bilden wir nun D-IF = T, so er
halten wir eine Translation. T erzeugt eine Untergruppe von unend
licher Ordnung. Wir beweisen, daB ihr Index auch unendlich ist. 

Dben wir auf K die Gesamtheit aller Bewegungen der Gruppe 
aus, so mussen wir eine Schar von Kreisen erhalten, welche die ganze 
Ebene mindestens einfach uberdeckt. Dies folgt aus der Voraus
setzung 1. Beginnen wir mit der durch T erzeugten Translationsgruppe 
{T} = %. Durch sie geht K in einen Streifen von Kreisen uber, deren 
Mittelpunkte auf einer Geraden liegen und In konstanten Abstanden 
aufeinander folgen. Hierdurch ist also die ganze Bewegungsgruppe 
sicher nicht erschi.ipft. Nehmen wir eine Operation D auBerhalb von 
% und bilden die Nebengruppe D% . . Durch D geht K in eine neue 
Lage uber und D% gibt einen neuen Streifen, der zum vorigen parallel 
ist. Man sieht, eine endliche Anzahl von Nebengruppen reicht zur 
Dberdeckung der ganzen Ebene nicht aus. Infolgedessen gibt es Dre
hungen mit derselben Amplitude, welche nicht in derselben Neben-
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gruppe von ~ liegen, etwa D und D'. Bilden wir D'D-l, so erhalten 
wir eine Translation, welche nicht in ~ liegt. Damit ist der Satz be
WIesen. 

Wir wollen nun zu den Bewegungen noch die Spiegelungen und 
Gleitspiegelungen als Operationen zweiter Art hinzunehmen und be
liebige Symmetriegruppen der Ebene mit endlichem Fundamental
bereich betrachten. Ich behaupte, daB auch diese stets zwei unab
hangige Tran~lationen enthalten und daher zu den Gruppen des vorigen 
Paragraphen gehoren. Fiihrt man zwei Operationen zweiter Art hinter
einander aus, so erhalt man eine Bewegung. Daraus folgt, daB in einer 
Gruppe mit Operationen zweiter Art die Bewegungen eine Untergruppe 
vom Index 2 bilden. Wir setzen 

wo @ die ganze Gruppe, .IJ die darin enthaltene Untergruppe der Be
wegungen und A irgendeine in @ enthaltene Operation zweiter Art 
darstellen. 

Uben wir auf den Kreis K alle Operationen von @ aus, so muB 
jeder Punkt der Ebene erreicht werden, nach der Voraussetzung 2. 
Zunachst iiben wir auf K die Operation A aus und erhalten einen 
neuen Krei~ L. Wir finden nun aIle Kreise, in die K unter @ iibergeht, 
indem wir auf K der Reihe nach die Operationen von .IJ und von A.IJ 
ausiiben. Die letzteren konnen wir dadurch ersetzen, daB wir auf L 
die Operationen von .IJ ausiiben. Indem wir also auf die beiden Kreise 
K und L alle Bewegungen .IJ ausiiben, wird die ganze Ebene iiberdeckt. 
Nun konstruieren wir einen Kreis, der K und L in seinem Innern ent
halt. Er enthalt auch K', und wenn man auf ihn aIle Operationen von 
.IJ ausiibt, so wird die ganze Ebene iiberdeckt, d. h. bereits die Unter
gruppe der Bewegungen besitzt einen endlichen Fundamentalbereich 
und daher zwei unabhangige Translationen. Hiermit ist der Satz be
wiesen: 

Satz 89. Wenn eine Symmetriegruppe der Ebene einen endlichen 
Fundamentalbereich besitzt, so enthiilt sie eine zweiparametrige Schar von 
Translationen und ist daher eine der 17 Symmetriegruppen des § 29. 

Unter einem Fundamentalbm'eich einer Symmetriegruppe ver
steht man einen Bereich der Ebene, welcher keine zwei aquivalenten 
Punkte enthiilt, aber zu jedem Punkt der Ebene einen aquivalenten 
enthiilt. Fiir die Translationsgruppe bildet offenbar das Fundamental
parallelogramm einen solchen. Fiir die beliebige Gruppe erhiilt man 
den Fundamentalbereich durch Unterteilung des Fundamentaiparallelo
grammes der darin enthaltenen Translationsgruppe. Das ist in jedem 
der 17 FaIle nicht schwer auszufiihren und es ist nicht notig, hierauf 
naher einzugehen. 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 7 
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7. Kapitel. 

Die Krystallklassen. 
§ 32. Die Raumgitter. 

Baumgitte'1' werden erzeugt durch drei Vektoren 1:'1> 1:'2 und 1:'3' deren 
Richtungen nicht derselben Ebene angeh6ren, indem man sie von 
einem beliebigen Punkt aus positiv und negativ beliebig abtragt. Eine 
Ebene, die drei nicht in einer Geraden liegende Gitterpunkte enthalt, 
heiBt eine Gitte'1'ebene. Die in ihr liegenden Gitterpunkte des Gitters 
bilden ein ebenes Gitter. 

Wahlt man die drei Vektoren 1:'1' 1:'2' 1:'3 als Einheitsstrecken von 
drei Koordinatenachsen mit dem Ursprung in 0, so bilden die Gitter
punkte die Gesamtheit der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Die 
Gleichung einer Ebene durch ° lautet in diesen Koordinaten x, y, z 
geschrieben folgendermaBen: 

lx+my+nz=O. 
Damit sie eine Gitterebene darstellt, muB sie zwei unabhangige ganz
zahlige L6sungssysteme besitzen, und daraus folgt in bekannter Weise, 
daB die Koeffizienten l, m, n in rationalem Verhaltnis stehen. Man 
kann sie als ganze Zahlen, deren gr6Bter gemeinsamer Teiler 1 ist, 
annehmen, denn man darf die Gleichung mit einer beliebigen Zahl 
multiplizieren. Durch diese Festsetzung sind die drei Zahlen l, m, n 
bestimmt bis auf einen gemeinsamen Faktor -1. Man nennt sie die 
Indices der Gitterebene. Umgekehrt, sind irgendwelche ganze Zahlen 
mit dem gr6Bten gemeinsamen Teiler 1 gegeben, so stellt die mit ihnen 
gebildete Ebenengleichung eine Gitterebene dar, denn sie besitzt die 
beiden linear unabhangigen L6sungen 

(m,-l, O) und (n, O,-l). 

Jede andere Gitterebene ist parallel mit einer solchen durch 0, 
denn jeder Gitterpunkt ist vom Gesamtgitter in gleicher Weise um
geben. Man kann daher von vornherein annehmen, daB ihre Gleichung 
die Gestalt hat 

lx+my+nz=d, 

wo die l, m, n ganze Zahlen mit dem gr6Bten gemeinsamen Teiler 1 
sind. Da diese Gleichung ganzzahlige L6sungssysteme besitzt, so muB 
d eine ganze rationale Zahl sein. Umgekehrt, gibt man d irgendeinen 
ganzen Zahlwert, so enthalt die Ebene nach elementaren Satzen der 
Zahlentheorie (vgl. die Bemerkung nach Satz 6) einen Gitterpunkt und 
ist daher eine Gitterebene. Man erhalt auf diese Weise aIle mit der 
Ausgangsebene paraIlelen Gitterebenen. 

Kennt man eine Gitterebene, so laBt sich das ganze Raumgitter 
durch Translation derselben erzeugen. J ede paraIlele Ebene durch 
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einen Gitterpunkt ist wiederum Gitterebene und das darin enthaltene 
Gitter ist kongruent mit dem ursprunglichen. Wir betrachten die 
parailele Ebene durch 0; ihre Gitterpunkte seien gegeben durch 
Xl ql + X2 q2' Ferner sei P ein Gitterpunkt auf einer der beiden nachsten 
parailelen Gitterebenen, und q3 bedeute den Vektor 0 P. Alsdann be
kommt man das ganze nachste Parallelgitter in der Gestalt Xl qi + 
X 2 q2 + q3' Das darauffolgende parallele Gitter wird durch Xl ql + 
X2 q2 + 2 qa gegeben sein; denn gabe es zwischen diesen beiden Ebenen 
noch einen weiteren Gitterpunkt, so hatten wir schon zu Beginn nicht 
die nachste parallele Gitterebene gewahlt. 

Jedes Raumgitter besitzt 0 als Symmetriezentrum, d. h. tragt man 
einen Gittervektor von 0 aus in umgekehrter Richtung ab, so gelangt 
man wieder in einen Gitterpunkt. Diese Operation der Spiegelung 
am Anfang .. ~punkt ist im dreidimensionalen Raum keine Bewegung, 
sie kann erzeugt werden durch eine Drehung von 1800 urn eine be
liebige durch 0 gehende Gerade und eine nachfolgende Spiegelung 
an der dazu senkrechten Ebene durch O. Nun sind aile Symmetrien 
von Gittern, die wir aufsuchen wollen, Bewegungen, oder Bewegungen 
verbunden mit Spiegelungen, und wir k6nnen uns daher beschranken 
auf die verschiedenen Bewegungsgruppen, da die Operationen zweiter 
Art durch Spiegelung am Symmetriezentrum von selbst mitfolgen. 

Bekanntlich sind alle Bewegungen des Raumes, bei denen 0 fest
bleibt, Drehungen urn eine Achse durch O. Wir beweisen nun den 

Satz 90. Die Ebene durch 0 senkrecht zu einer Drehachse ist eine 
Gitterebene. 

Beweis. Wenn die Drehung von der Ordnung >-- 3 ist, so nehme 
man irgendeinen Gitterpunkt auBerhalb der Drehachse und ube die 
Drehungen aus. Alsdann erhalt man mindestens 3 Gitterpunkte, die 
nicht in einer Geraden, dagegen in einer Ebene senkrecht zur Achse 
liegen. Weil 0 ein Gitterpunkt ist und aIle Gitterpunkte vom Gitter 
gleich umgeben sind, so ist auch die Ebene durch 0, die zur vorigen 
parallel und daher zur Achse senkrecht ist, eine Gitterebene. Aber 
auch fur eine Achse von der Ordnung 2 gilt der Satz. Es sei P ein 
beliebiger Gitterpunkt auBerhalb der Achse und PI der Punkt, in den 
er durch die Drehung urn 1800 ubergeht. Heftet man den Vektor PIO 
an im Punkte P, so gelangt man in einen Gitterpunkt, der in der zur 
Achse senkrechten Ebene durch 0 liegt. 

Durch diesen Satz ist es leicht, die Gitter mit besonderen Sym
metrien zu konstruieren. Eine Drehachse durch 0 muB das ganze 
zu ihr senkrechte ebene Gitter in sich transformieren. Ihre Ordnung 
kann daher nur 2, 3, 4, 6 sein. Wir nennen solche Achsen Zweier

ack .. "tt, Dl'tiel'a,.h'''en usw.; in der Bezeichnung der Krystallographie 
heiBen sie Di(Jyrt'II., TI"flYI't'. , T· tl'(tfl'flren und Hexagyren. Eine 
solche Achse darf aile zu ihr senkrechten Ebenen nur in solchen Punkten 

7* 
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durchstechen, welche die betreffende Drehung des ebenen Gitters 
zulassen. 

Ein Gitter ohne besondere Symmetrien heiBt triklin. Seine Gruppe 
besteht aus einem Symmetriezentrum und der 1dentitat. 

Ein Gitter mit einer Zweierachse heiBt monokUn. Das zur Achse 
senkrechte ebene Gitter ist beliebig und die Achse kann in einen Gitter
punkt oder in den Mittelpunkt der Verbindungsstrecke zweier Gitter
punkte einstechen. Danach erhalten wir zwei Typen monokliner Gitter. 
Man kann das ebene Gitter in der Richtung der Zweierachse parallel 
zu sich verschieben und in aquidistanten Punkten fixieren. Alsdann 
erhalt man ein Gitter mit aufrechten Fundamentalparallelepipeden. 
Oder die Zweierachse trifft die Gitterebene abwechselnd in Gitter
punkten und in den oben erwahnten Mittelpunkten. Man erhalt ein 
Gitter, das man sich aufgebaut denken kann aus aufrechten Parallele
pipeden, die in ihrem Mittelpunkt einen weiteren Gitterpunkt enthalten. 

Ein Gitter mit einer Viererachse heiBt tetragonal,. Die zur Achse 
senkrechte Ebene "tragt ein quadratisches Gitter und kann daher von 
der Achse nur in Gitterpunkten oder in den Mittelpunkten der Quadrate 
durchstochen werden. Man erhalt auch hier zwei Gitter, bestehend 
aus aufrechten Parallelepipeden mit quadratischem Querschnitt, die 
zentriert sind oder nicht. 

Ein Gitter mit einer Sechserachse heiBt hea;agonal. Das zur Achse 
senkrechte Gitter ist hexagonal und kann von der Achse nur in einem 
Gitterpunkt durchstoBen werden. Es gibt daher nur einen Typus hexa
gonaler Gitter. 

Eine Sechserachse ist gleichzeitig Dreierachse und das eben erwahnte 
Gitter gehort daher auch zu einer solchen. Daneben gibt es aber ein 
wei teres Gitter, das eine Dreierachse besitzt, das rhomboedrische. Die 
zur Achse senkrechte Gitterebene muB ein hexagonales Gitter tragen, 
aber die Achse darf auBer durch Gitterpunkte noch durch die Mittel
punkte der gleichseitigen Dreiecke gehen, aus denen das Gitter auf
gebaut werden kann. Die Achse trifft nur jede dritte Gitterebene in 
einem Gitterpunkt, die beiden jeweils dazwischenliegenden Ebenen 
werden in Mittelpunkten von Dreiecken getroffen, die urn 60° gegen
einander gedreht erscheinen. 

Das rhombische Raumgitter besitzt drei aufeinander senkrechte 
Zweierachsen, die wir als Koordinatenachsen wahlen. Jede Gitterebene 
durch eine dieser Achsen besitzt sie als Symmetriegerade und kann 
daher nur ein rechtwinkliges oder rhombisches Gitter tragen. Wenn 
die Koordinatenebenen rechteckige Gitter enthalten, so erhalten wir 
zwei Gitter: ein aus rechtwinkligen Quadern aufgebautes, die im 1nnern 
zentriert sind oder nicht. 1m andern Fall nehmen wir an, daB die 
horizontale Basisebene rhombisch ist, und wir erhalten wiederum zwei 
Gitter, die man am besten von Quadern ausgehend beschreibt: Es 
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wird das eine Gitter aus basiszentrierten, das andere aus allseitig fliichen
zentrierten Quadern aufgebaut. 

Das kubische Gitter ist ein Spezialfall des vorigen und hat die Sym
metrie des Wurfels. Da hier die Koordinatenebenen gleichwertig sind, 
so gibt es nur drei Gitter, die sich aus einfachen oder innenzentrierten 
oder allseitig flachenzentrierten Wurfeln aufbauen. 

Eine nahere Betrachtung der Gitter zeigt, daB eine Dreier-, Vierer
und Sechserachse 3, 4 bzw. 6 zu ihr senkrechte Zweierachsen bedingt. 
Dieser Satz laBt sich umkehren: Zwei Zweierachsen durch 0, welche 
den Winkel ex. unter sich bilden, bedingen eine dazu senkrechte Achse, 
deren Drehwinkel 2ex. betragt. Fuhrt man namlich die Drehung von 180° 
urn die beiden Achsen hintereinander aus, so ist das Resultat gleich
bedeutend mit der angegebenen Drehung urn die senkrechte Achse. 

Wir zeigen nun, daB nur die 14 Gitter vorkommen. Wenn nur 
Zweierachsen auftreten, so mussen sie einen Winkel von 90° mit ein
ander bilden, und es ist nur der monokline und der rhombische Fall 
moglich. Wenn eine Dreierachse vorhanden ist und nicht der rhom
boedrische Fall vorliegt, so muB es eine Zweierachse geben, die nicht 
senkrecht zu ihr steht. Durch die Drehungen von der Ordnung 3 geht 
diese in 2 neue Lagen uber, an denen sich gleiche Achsen befinden 
mussen. Diese bilden unter sich Winkel, die kleiner als 120° sind. Sind 
sie 90°, so haben wir eine Konfiguration, die im kubischen Fall vorliegt, 
namlich die rechtwinkligen Koordinatenachsen und die Dreierachse, 
welche sie gleichwertig macht und zyklisch vertauscht. 1st der Winkel 60°, 
so haben wir wieder eine Konfiguration der Oktaedergruppe, namlich 
die Achsen durch die Mitten einer Seitenflache des Oktaeders und der 
sie begrenzenden Kanten. In den Fallen von 45° und 30° werden wir 
auf Vierer- und Sechserachsen gefiihrt. 

Bei einer Viererachse kommen wir auf Zweierachsen, die einen 
Winkel von weniger als 90° bilden. 1st er 60°, so haben wir eine Konfi
guration des Oktaeders, ist er 45°, so ist der Winkel, den eine dieser 
Zweierachsen mit der Viererachse bildet, die ja auch eine Zweierachse 
ist, kleiner als 45° und wir kommen zu Sechserachsen. 

Bei einer Sechserachse kommen nur die Winkel 45° und 30° in Be
tracht. 45° ist ausgeschlossen, denn wenn wir nur die geraden Dre
hungen der Sechserachse nehmen, so kommen wir auf eine Dreierachse 
mit einem Winkel, der groBer ist als 45°, d. h. auf den kubischen Fall. 
Aber auch 30° ist ausgeschlossen, denn bezeichnen wir die Zweierachsen 
in der Reihenfolge, wie sie durch die Drehung entstehen, mit 1 bis 6, 
so muBten folgendes die Winkel zwischen ihnen sein: 

<): (1,2) = 30°, <): (1,3) = 45°, <): (1,4) = 60°, <): (1,5) = 45°, 
<): (1,6) = 30°, 

und dies ist offen bar nicht moglich. 
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Die 7 Achsenkonfigurationen, die wir gefunden haben, bilden die 
7 K1'ystallsysteme. Unter ihren Gruppen kommen zwei umfassendste 
vor, die hexagonale und kubische. Nun mussen wir die Untergruppen 
aufsuchen (vgl. auch § 35). 

§ 33. Die Krystallklassen. 

In der klassischen Krystallographie sieht man den Krystall als ein 
Medium an, dessen physikalische Eigenschaften sich bei gewissen 
Drehungen und Spiegelungen, die im vorigen Paragraphen an den 
Gittern aufgewiesen worden sind, nicht andern. Der modernen For
schung ist es gelungen, durch den Nachweis der gitterartigen Krystall
struktur die Beschrankung auf die angegebenen Symmetrien aufzu
klaren, wahrend man fruher ein besonderes Gesetz. das Gesetz der 
rationalen Indices, aufstellen mu13te. Jede Symmetriegruppe, welche 
sich aus den angegebenen Symmetrien zusammensetzen laBt, definiert 
eine bestimmte Krystallklasse, bestehend aus den Krystallen, deren 
empirisch nachgewiesene Symmetrien sich gerade mit dieser Gruppe 
decken. Und umgekehrt gehort jeder Krystall zu einer solchen Gruppe; 
denn seine Symmetrien bilden· eine Gruppe, weil nach Voraussetzung 
der Krystall nach der AusfUhrung einer Symmetrieoperation seine 
Eigenschaften beibehalt und daher eine beliebige weitere der Symmetrie
operationen zulaBt. 

Jede Krystallklasse gehort daher zu einer bestimmten Untergruppe 
del' vollen Gruppen, welche zu den 7 Krystallsystemen des vorigen 
Paragraphen gehoren, und unsere Aufgabe ist es jetzt, die samtlichen 
so erhaltlichen Gruppen aufzuzahlen. Hierbei werden wir wesentlich 
unterstutzt durch die auftretenden Normalteiler und ihre Faktorgruppen. 
Die volle Gruppe ist jeweils das direkte Produkt der zugehorigen Be
wegungsgruppe und einer Gruppe von der Ordnung 2, deren Elemente 
die Identitat und das Symmetriezentrum sind. Diese Gruppen heiBen die 
Holoedriedes betreffenden Systems. Normalteiler vom Index 2, z. B. 
die Bewegungsgruppen, heiBen im allgemeinen Hemiedrien, solche 
vom Index 4 T etartoedrien. 

1. Triklines System. Die Hemiedrie besteht aus der Identitat allein, 
die Holoedrie enthalt auBerdem noch das Symmetriezentrum. 

2. Monoklines System. Die Holoedrie besteht aus E, einer Zweier
achse, dem Symmetriezentrum und einer zur Achse senkrechten Sym
metrieebene und bildet eine Abelsche Gruppe vom Typus (2, 2). Jedes 
der drei zuletztgenannten Elemente bestimmt mit E zusammen eine 
Untergruppe vom Index 2, aber die mittlere gehOrt ins trikline System, 
daher bleiben zwei noch ubrig: E + Symmetrieebene bildet die He
miedrie, E + Zweierachse die Hemimorphie. 
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3. Rhombisches System. Die Holoedrie ist Abelsch von der Ord
nung 8 und vom Typus (2, 2, 2). Sie besitzt 7 Gruppen von der Ord
nung 2, die jeweils aus E und einer der 3 Zweierachsen oder der 3 Sym
metrieebenen oder schlieBlich dem Symmetriezentrum bestehen. Alle 
diese gehoren bereits zu einem der fruheren Systeme. Ferner gibt es 
7 Untergruppen von der Ordnung 4. Von diesen bilden 3 die mono
kline Holoedrie, bezogen auf je eine der drei Achsen; diese fallen weg. 
AuBer diesen gibt es drei Untergruppen, die aus E, einer Zweierachse 
und zwei durch sie hindurchgehenden Symmetrieebenen bestehen. 
Diese bilden die rhombische H emimorphie. SchlieBlich bleibt die Dre
hungsgruppe, welche E und 3 Zweierachsen enthalt und rhombische 
H emiedrie heiBt. 

4. Rhomboedrisches System. Die Bewegungsgruppe ist die Dieder
gruppe von der Ordnung 6. Die Holoedrie besitzt die Ordnung 12. 
Sie enthalt einen Normalteiler vom Index 4, die Tetartoedrie, deren 
Faktorgruppe Abelsch und vom Typus (2, 2) ist. Es gibt also noch 
drei Hemiedrien: die Paramorphie, welche auBer der Dreierachse noch 
das Symmetriezentrum und damit noch zwei Drehspiegelachsen ent
halt, die Hemimorphie, welche auBer der Achse noch Symmetrieebenen 
durch dieselbe besitzt, und schlieBlich die Enantiomorphie, welche die 
samtlichen 6 Drehungen enthhlt. 

5. Hexagonales System. Hier bildet die Sechserachse die Tetartoedrie 
und ist Normalteiler der Holoedrie vom Index 4. Genau wie im vor
herigen Fall treten drei Hemiedrien auf, sie werden gleich bezeichnet 
wie vorher. Freilich treten hier noch weitere Untergruppen auf, die 
nachher untersucht werden sollen. 

6. Tetragonales System. Wie das vorige. 
7. K ubisches System. Hier bildet die T etraedergruppe die T etarto

edrie. Sie ist genau wie die drei vorigen in der Holoedrie enthalten. 
Die Enantiomorphie (reine Drehungsgruppe) ist hier offenbar die Oktaeder
gruppe. 

Wahrend wir in Ibis 4 samtliche Untergruppen kennen, mussen wir 
noch die ubrigen Gruppen untersuchen. Wir beginnen mit dem hexa
gonalen System. Die Gruppe hat die Ordnung 24, ihre Sylowgruppe von 
der Ordnung 8 bildet das rhombische System, da die Sechserachse zu
gleich Zweierachse ist, sie liefert also keine neue Krystallklasse. Jede 
andere Untergruppe enthalt die Untergruppe von der Ordnung 3, und 
diese ist stets Normalteiler, denn es gibt nur eine Dreierachse. Der 
Index dieses Normalteilers unter der Holoedrie ist 8, die Faktorgruppe 
ist Abelsch und vom Typus (2, 2, 2). Es gibt also 7 Untergruppen 
von der Ordnung 6 und ebensoviel von der Ordnung 12. Von der Ord
nung 6 ist die Sechserachse, ferner die drei Hemiedrien des rhombo
edrischen Systems. Von den letzteren zahlen aber die Hemimorphie 
und die Enantiomorphie doppelt, da wir aus den 6 Zweierachsen des 
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hexagonalen Systems auf zwei Arten drei auswahlen k6nnen, urn die 
Enantiomorphie zu erhalten. Ebenso k6nnen wir aus den '6 Symmetrie
ebenen durch die Sechserachse auf zwei Arten drei auswahlen, welche 
die Hemimorphie ergeben. Die beiden Konfigurationen ergeben sich 
jeweils auseinander durch Drehung von 30° urn die Dreierachse. Es 
bleibt also noch eine Untergruppe ubrig und diese besteht aus der Dreier
achse und einer horizontalen Symmetrieebene, die also zur Achse senk
recht steht. Diese Klasse heiBt die trigonale Paramorphie. Sie gehOrt 
nicht zum rhomboedrischen Gitter, denn dieses besitzt keine horizontale 
Symmetrieebene, sondem nur zum hexagonalen, trotzdem wird sie 
meist dem rhomboedrischen System zugezahlt. Unter den Untergruppen 
von der Ordnung 12 kommen 5 bereits unter den fruher aufgezahlten 
vor, und es bleiben zwei ubrig, die aber nur als eine zahlen. Es ist dies 
die Dreierachse mit drei dazu senkrechten Zweierachsen, also die rhombo
edrische Enantiomorphie, der femer noch eine horizon tale Symmetrie
ebene hinzugefiigt ist. Diese Klasse heiBt die trigonale Holoedrie. 

Ahnlich liegen die Verhaltnisse im tet~agonalen System. Nimmt 
man hier zu der Viererachse das Symmetriezentrum, so erhalt man 
eine Abelsche Gruppe vom Typus (4, 2). Diese besitzt auBer der Achse 
noch eine Operation von der Ordnung 4, namlich die Drehspiegelachse. 
Die zugehOrige Klasse heiBt tetragonale Tetartoedrie II. Art. Auch 
diese Gruppe ist N ormalteiler der Holoedrie und in drei N ormalteilem 
von der Ordnung 8 enthalten, von denen wir erst einen haben, namlich 
die tetragonale Paramorphie. Die beiden anderen sind gleich beschaffen 
und entstehen durch Hinzufiigen zweier Zweierachsen und zweier Sym
metrieebenen durch die Drehspiegelachse, welche die Winkel zwischen 
den Zweierachsen halbieren. Diese Klasse heiBt die tetragonale Hemiedrie 
II. Art. 

Das kubische System liefert keine weiteren Klassen mehr. Die 
Sylowgruppen von der Ordnung 16 sind tetragonale Holoedrien, die 
Untergruppen mit Dreierachsen geh6ren in das kubische oder das 
rhomboedrische System. 

Es ist bemerkenswert, daB bereits so einfache Gruppen, wie die 
drei zuletzt behandelten, eine groBe Mannigfaltigkeit von Untergruppen 
und eine auBerst komplizierte Struktur aufweisen. Sie sind darum 
besonders lehrreich, und gerade ein Vergleich des l)exagonalen Falles 
mit dem tetragonalen wird die tiefere Erkenntnis des Baues von Gruppen 
auf das nachhaltigste f6rdem. 

Auf die allgemeinen Raumgruppen mit endlichem Fundamental
bereich werden wir in § 72 kurz eingehen. Der Beweis, daB es nur endlich 
viele gibt, ist viel schwieriger, als im Fall der Ebene. Man findet einen 
solchen in de Seguier, Groupes abstraits, S.150. Paris Gauthier-Villars 
1904. 
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8. Kapitel. 

Permutationsgruppen. 
§ 34. Zerlegung cler Permutationen in Zyklen 1. 

Die Aufgabe dieses Kapitels bildet ein eingehenderes Studium der 
durch Permutationen dargestellten Gruppen. Sie sind besonders wichtig, 
weil durch sie gewisse, flir aIle Anwendungen fundament ale Gruppen 
in einfachster Weise behandelt werden ki:innen. Aber ihre Bedeutung 
reicht noch viel weiter, denn wie bereits in § 5 gezeigt worden ist, be
sitzt jede Gruppe eine Darstellung durch Permutationen, und wir werden 
spater sehen, daB sich jede Eigenschaft der Permutationsgruppen so 
aussprechen laBt, daB sie als Eigenschaft einer abstrakten Gruppe 
erscheint. 

Wir behandeln zum Anfang eine neue Darstellung der Permuta
tionen und beginnen mit einem Beispiel. In der Permutation 

( 1 2 3 4 5) 
25134 

wird 1 ersetzt durch 2, 2 durch 5, 5 durch 4, 4 durch 3 und 3 durch l. 
Dies kann durch folgendes Symbol bezeichnet werden (1, 2, 5, 4, 3), 
in dem wir darunter eine zyklische Vertauschung oder einen Zyklus 
der flinf Variablen in der Klammer verstehen dergestalt, daB jede Zahl 
durch die folgende, die letzte aber durch die erste ersetzt wird. Offen
bar bewirkt die angegebene Permutation dieselbe Vertauschung wie das 
obige Klammersymbol, aber das letztere ist viel libersichtlicher als 
die bisher angewandte Bezeichnung. 

So sind auch die Potenzen der Permutation leicht aus dem Klammer
symbol abzulesen. Urn z. B. das Quadrat zu bilden, hat man jeweils 
urn 2 Stellen nach rechts zu gehen und allgemein fUr die n-te Potenz 
in zyklischer Weise urn n Stellen nach rechts. Man sieht sofort, daB 
die fUnfte Potenz unserer Permutation die identische ergibt. 

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Permutation 

( 1 2 3 4 5) 
54123 . 

Hier geht 1 liber in 5, 5 in 3 und 3 in 1, so daB hiermit bereits ein Zyklus 
geschlossen ist. 2 geht liber in 4 und 4 in 2. In unserem Fall ist also 
die Permutation das Produkt der zwei Zyklen (1, 5, 3) (2, 4), von 3 
bzw. 2 Variablen. Die Ordnung dieser Permutation muB sowohl durch 
3 als durch 2 teilbar sein und ist, wie man sich leicht liberzeugt, gleich 6. 

Man sieht nun sofort, daB sich jede Permutation in der angegebenen 
Weise in ein Produkt von Zyklen zerlegen laBt, wobei jede Variable 

1 Zur Geschichte der Permutationsgruppen vgl. § 71. 
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nur einmal vorkommt. Bleibt eine Variable ungeandert bei der Per
mutation, so gibt sie AnlaB zu einem Zyklus von einem einzigen Glied, 
und wir setzen fest, daU solche Zyklen weggelassen werden. So ist z. B. 

(! ; ~) = (1,3) (2) = (1,3). 

Satz 91. Die Ordnung einer Permutation ist gleich dem kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen der Ordnungen der einzelnen Zyklen, und die 
Ordnung eines Z yklus ist gleich der A nzahl der Variablen, die darin 
auftreten. 

Sieht man von der Bedingung ab, daB 2 Zyklen keine gemeinsamen 
Variablen enthalten diirfen, so laSt sich selbstverstandlich jede Per
mutation auf beliebig viele Weisen als Produkt von Zyklen darstellen, 
insbesondere als Produkt von Transpositionen. Hierunter verstehen 
wir die Vertauschung zweier aufeinander folgender Variablen. Der 
Zyklus (1,2,3, .. 0, n) kann offenbar ersetzt werden durch die auf
einander folgenden Transpositionen (1, 2), (1, 3), (1, 4), .. 0, (1, n)o 
Es ist also: 

(1,2,3, . 0 0, n) = (1,2) (1,3) (1,4) 0" (1, n), 
und in ahnlicher Weise lassen sich die iibrigen Zyklen der Permutation 
behandeln. Wir merken nOch an, daB die Anzahl der Transpositionen 
bei Zyklen gerader Ordnung eine ungerade, im anderen Fall eine gerade ist. 

Der zu einem Zyklus inverse Zyklus wird erhalten, indem man 
die Variablen in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt; die zu einem 
Produkt von Zyklen inverse Operation erhalt man, indem man die 
Folge der Zyklen umkehrt und auBerdem jeden einzelnen Zyklus durch 
den inversen ersetzt. So ist z. Bo 

((1,2,3) (1,2,4))-1 = (4,2, 1) (3,2, 1). 
Nun gilt der 
Satz 92. Wird eine Permutation auf verschiedene Weisen als Pro

dukt von Transpositionen dargestellt, so ist die Anzahl der eingehenden 
Transpositionen entweder bei allen Darstellungen gerade oder bei allen 
Darstellungen ungerade. 

Beweis. Man bildet das Differenzenprodukt 

(Xl - X2) (Xl - Xs) ... (Xl - Xn) 

(X2 - Xs) 0 • 0 (X2 - X .. ) = D. 

(Xn_l-X,,) 

Vertauscht man hier 1 und 2, so andert D das Vorzeichen, und all
gemein iiberzeugt man sich leicht davon, daB jede Vertauschung zweier 
Indices dasselbe bewirkt. Eine gerade Anzahl von Vertauschungen 
laSt daher D ungeandert, wahrend eine ungerade Anzahl D in -D 
iiberfiihrt. 
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Eine Permutation wird stets entweder D unverandert lassen oder 
Din -D iiberfiihren. 1m ersten Fall kann sie sich nur aus einer geraden 
Anzahl, im zweiten Fall nur aus einer ungeraden Anzahl von Trans
positionen zusammensetzen lassen. 

Sind 5 und T zwei Permutationen, so ist es eine fUr das Folgende 
wichtige Aufgabe, die Permutation T-lS T zu bilden. Wir bezeichnen 

(
1,2, ... , n) 

5= .. ., 
21> 22, ••• , 2n 

vgl. § 5 

dann wird 

( 1, 2, "', n) 
ST= , 

ll' l2' ... , In 
und 

T-lS T = (kl>k2' ... , kn) . 
ll' l2' ... , In 

Hieraus folgt der 
Satz 93. Eine Permutation 5 wird transformiert dureh die Permu

tation T, indem man in den beiden Zeilen der Permutation 5 die Permu
tation T ausfiihrt. 

In der Bezeichnungsweise durch Zyklen wird das Resultat noch 
einfacher. Man iiberzeugt sich leicht, daB ein Zyklus durch die Per
mutation T transformiert wird, indem man die Variablen des Zyklus 
der Permutation unterwirft. So ergibt z. B. das Produkt der Zyklen 

(1, 2, 3) (2, 3, 4) transformiert durch die Permutation G: i: ~ :) 
das folgende Produkt (2, 1, 4) (1, 4, 3), denn ein Produkt wird trans
formiert, indem man die einzelnen Faktoren transformiert. 

Umgekehrt sind zwei Permutationen, deren Zerlegung in Zyklen 
mit verschiedenen Variablen eine gleichartige ist, d. h. jeweils aus gleich
viel Zyklen derselben Ordnung besteht, durch Transformation inein
ander iiberfiihrbar. Zum Beispiel (1,2,3,4,5) und (2,4, 1,5,3) sind 

.. d f' b d h d' P . (1, 2, 3, 4, 5)' b meman er trans ormler ar urc Ie ermutatIOn 2, 4, 1, 5, 3 zw. 

die dazu inverse. 
Zum SchluB dieses Paragraphen seien noch ein paar spezielle Formeln 

angemerkt. Zwei Zyklen mit einer einzigen gemeinsamen Variablen 
ergeben multipliziert wiederum einen Zyklus: 

(Xl' .•• , xn) (Xl> Y2' ... , Ym) = (Xl' •.. , X .. , Y2' Ya, ... , Ym)· 
Die Ordnung des zusammengesetzten Zyklus ist gleich der urn 1 ver
minderten Summe der Ordnungen der beiden Faktoren. 

Das Produkt zweier Transpositionen liijJt sieh dureh dreigliedrige 
Zyklen erzeugen. So ist 

(a b) (e d) = (a b d) (a e d) und (a b) (a c) = (a b c). 
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Infolgedessen lassen sieh aUe geraden Permutationen aueh als Pro
dukte dreigliedriger Zyklen darstellen, und umgekehrt ist ein solehes Pro
dukt stets eine gerade Permutation. 

§ 35. Die symmetrische und alternierende Permutationsgruppe. 
Die samtlichen Permutationen von n Variablen bilden eine Gruppe 

von der Ordnung n!, welche die symmetrische Gruppe von n Varia
bIen genannt wird. In dieser Gruppe sind 2 Permutationen mit gleich
artiger Zerlegung in Zyklen von verschiedenen Variablen konjugiert. 

Besteht die Permutation aus a Zyklen von der Ordnung 1, b Zyklen 
von der Ordnung 2, e von der Ordnung 3 usw., so daB n = a + 2 b + 
3 e + .. " so gibt es im ganzen, wie eine leichte Rechnung zeigt, 

n! 
1 a a! 2b b ! 3" c! ••• 

Permutationen von diesem Typus, wobei O! = 1 zu setzen ist. Diese 
Zahl steIIt daher auch die Anzahl der Permutationen in der betreffen
den Klasse dar. Die Anzahl der Klassen in der symmetrischen Gruppe 
ist gleich der Anzahl der Losungen der Gleichung 

n=a+2b+3e+'" 
in ganzen Zahlen ~ O. Fur n = 2 erhalt man die Gruppe von der Ord
nung 2; n = 3 liefert die Diedergruppe von der Ordnung 6; n = 4 
ergibt die Oktaedergruppe von der Ordnung 24, denn diese ist ja be
stimmt durch die Vertauschungen der 4 Diagonalen, welche die Mittel
punkte gegenuber liegender Flachen des Oktaeders verbinden. Eine 
weitere Besprechung folgt unten und wir gehen uber zur 

Definition. Die alternierende Gruppe von n Variablen besteht 
aus den samtlichen geraden Permutationen der n Variablen. Diese 
bilden eine Untergruppe vom Index 2 der symmetrischen Gruppe, 
denn ist ~ die alternierende Gruppe und 5 irgendeine ungerade Per
mutation, so steIIt ~5 aIle ungeraden Permutationen dar. ~ ist ferner 
NormaIteiler der symmetrischen Gruppe, denn mit T ist auch 5- 1 T 5 
eine gerade Permutation. 

Die aIternierende Gruppe von 3 Variablen ist zyklisch und von 
der Ordnung 3. 1m FaIle von 4 Variablen a, b, c, d besitzt sie die Ord
nung 12. Wir behaupten nun, daB diese Gruppe einen Normalteiler 
von der Ordnung 4 besitzt. In der Tat bilden die 3 Permutationen, 
welche die 4 Variablen zu je zweien vertauschen, zusammen mit der 
identischen eine Untergruppe: 

E, A = (a, b) (e, d), B = (a, c) (b, d), C = (a, d) (b, c) 
mit den Relationen AB = BA = C; sie ist Abelsch und vom Typus 
(2, 2), also eine Vierergruppe. DaB sie Normalteiler ist, folgt daraus, 
daB sie die samtIichen Permutationen von dem betreffenden Typus 
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enthhlt. Die Kompositionsreihe der symmetrischen Gruppe von vier 
Variablen besteht daher aus den Gruppen \l(, 18, [, E, wobei \l( die 
alternierende Gruppe ist, 18 die eben aufgestellte Abelsche Gruppe von 
der Ordnung 4 und [ eine ihrer drei Untergruppen von der Ordnung 2. 
\l( und 18 sind Normalteiler der symmetrischen Gruppe, [ dagegen 
nicht. Weiterhin gilt nun der wichtige 

Satz 941• Die alternierende Gruppe von n Variablen ist einfach, sabald 
n grofJer als 4 ist. 

Beweis. Ein Normalteiler der alternierenden Gruppe, der einen 
dreigliedrigen Zyklus (a, b, c) enthalt, enthalt alle weiteren dreiglied
rigen Zyklen und stimmt infolgedessen mit del alternierenden Gruppe 
uberein. Denn da mindestens 5 Variable zur Verfiigung stehen, so 
kann man stets eine gerade Permutation angeben, welche die 3 Varia
bIen a, b, c in drei beliebig gegebene Variable aI' bI> c1 uberfiihrt. 
Durch diese Permutation wird aber der Zyklus (a, b, c) in den Zyklus 
(av bI , cl ) transformiert. Nun sei eine beliebige Permutation des Normal
teilers in folgender Weise durch elementenfremde Zyklen dargestellt: 
S = (aI , ••. , ar) ••• (c l , •.. , cs) und wir machen die Voraussetzung, daB 
s :>- 4 sei, dann gehart auch 

T = (aI' ... , ar) ••• (cl , ... , Cs-3, CS_I' Cs' Cs_2) 

zum Normalteiler, denn S geht in Tuber, indem man die Variablen 
(Cs_2, Cs-I, cs) zyklisch vertauscht, was eine gerade Permutation ist. 
Der N ormalteiler enthalt also auch S T-l, und man findet leicht, daB 
dies der dreigliedrige Zyklus (Cs _3, cs ' Cs-2) ist, womit nach dem Vor
hergehenden bewiesen ist, daB aile Untergruppen, die Zyklen von 
h6herer als dritter Ordnung enthalten, mit der alternierenden Gruppe 
ubereinstimmen. 

Nun mage der Normalteiler eine Permutation von der Ordnung 3 
enthaIten, dann muB diese in Zyklen zerlegt mindestens 2 Zyklen ent
halt en, sonst ware die ganze alternierende Gruppe im N ormalteiler. 
Eine solche Permutation sei 

S = (~, a2, a3) (bI> b2, b3) , 

wobei wir nur 2 Zyklen aufschreiben. Vertauscht man nun aa, bv b2 

zyklisch, was auf eine Transformation mit einer geraden Permutation 
herauskommt, so erhalt man 

T = (av a2, b1) (b 2, aa, b3) , 

und es wird 
S T = (av bv aa, a2, ba) 

also ein fiinfgliedriger Zyklus und wir befinden uns 1m fruheren Fall. 

Es bleibt noch der Fall ubrig, daB im Normalteiler bloB zweigliedrige 
Zyklen vorkommen. 

1 Galois, E.: Oeuvres, S.26. 
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Wenn der Normalteiler die Permutation (a, (J) (c, d) enth1i.lt, so muB 
er auch (b, e) (c, d) enthalten, wobei e irgendeine fiinfte Variable, die 
ja vorhanden ist, darstellt, und das Produkt dieser beiden ist wiederum 
ein dreigliedriger Zyklus, namlich (a, e, b). Falls die Permutation nicht 
bloB aus 2 Vertauschungen besteht, so miissen es mindestens 4 sein, 
z. B. (at> a2) (b1, b2) (ct> c2) (dl> d2), alsdann ist auch die folgende Per
mutation im Normalteiler enthalten (aI' a 2) (bl> c1) (b2, dl ) (c2, d2). Das 
Produkt dieser beiden ergibt eine Permutation von der Ordnung 3 
namlich (bl , dl , c2) (b2, CI ' dz)' womit wir auf. den friiheren Fall zuriick
gefiihrt sind. Wir haben hierbei die iibrigen Vertauschungen, welche 
allenfalls zur Permutation geh6ren, weggelassen, da sie in beiden Per
mutationen gleich bleiben sollen und sich daher bei der Multiplikation 
aufheben. 

§ 36. Transitive und intransitive Permutationsgruppen. 
Von jetzt an sollen die Variablen einer Permutationsgruppe auch 

als soIche bezeichnet werden, indem wir statt 1,2, ... , n schreiben: 
Xl' xz, ... , X". n heiBt der Grad der Gruppe. 

Indem wir nun von einer Variablen, etwa xl> ausgehen, untersuchen 
wir, in weIche Variablen Xl durch die verschiedenen Permutationen 
iibergefiihrt wird. Da die identische Permutation in jeder Permutations
gruppe enthalten ist, so kommt darunter Xl seIber vor. Durch Ein
fiihrung einer geeigneten Numerierung diirfen wir annehmen, daB die 
iibrigen Variablen, in die Xl iibergeht, X2, ••• , X, sind. Wir behaupten 
nun, daB diese r Variablen bei allen Permutationen der Gruppe nur 
unter sich vertauscht werden. Es m6ge namlich bei der Permutation 
5 die Variable Xi in Xk iibergefiihrt werden, wobei i eine Zahl zwischen 
1 und r bedeutet. 1st dann T eine Permutation, die Xl in Xi iiberfiihrt, 
so wird T 5 einerseits zur Permutationsgruppe geh6ren, andererseits 
aber auch Xl in Xk iiberfiihren. N ach der Voraussetzung folgt nun, daB 
k ebenfalls ein Index zwischen 1 und r ist. Sind ferner i und k zwei 
Indices zwischen 1 und r und fiihren 5 bzw. T die Variable Xl in Xi 

bzw. Xk iiber, so fiihrt 5-1 T die Variable Xi in Xk iiber. Man sieht sonach, 
daB durch irgendeine Variable Xi die zugeh6rigen Variablen Xl bis X, 

eindeutig bestimmt sind und man nennt Xl bis X, durch die Permuta
tionsgruppe transitiv verbundene Variable. Eine Variable auBerhalb 
von Xl"'" X, wird wiederum einem transitiven System angeh6ren, 
das durch eine beliebige unter seinen Variablen vollstandig bestimmt 
ist, und das System der n Variablen zerfillt somit in eine Anzahl transi
tiver Teilsysteme. Eine Permutationsgruppe, bei der mehr als ein 
transitives System vorkommt, heiBt eine intransitive Pe'l''fIUttfltions
gruppe. Betrachtet man nur die Variablen eines transitiven Teilsystems, 
so bilden ihre durch die Gruppe hervorgerufenen Permutationen eine 
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mit der Gesamtgruppe isomorphe Gruppe. Diejenigen Permutationen, 
we1che diese Variablen ungeandert lassen, bilden also einen Nonnal
teiler der ganzen Gruppe. 

Als Beispiel geben wir die zyklisehe Gruppe von der Ordnung 6 
in flinf Variablen dargestellt; sie wird erzeugt dureh 

(xv X 2, xa) (X4' x5)· 

Diese Gruppe ist intransitiv, der Normalteiler, der die drei ersten 
Variablen ungeandert laBt, ist von der Ordnung 2, derjenige, der x4 

und X5 nieht andert, von der Ordnung 3. 
Es geniigt, die transitiven Permutationsgruppen zu untersuehen, da 

sieh die iibrigen aus jenen zusammensetzen lassen. ' 
Satz 95. In einer transitiven Permutationsgruppe von n Variablen 

bilden diefenigen Permutationen, die Xl bzw. x2 usw. ungeiindert lassen, 
ein System von n konfugierten Untergruppen vom Index n unter der 
ganzen Gruppe. 

Beweis. DaB die Permutationen, die etwa Xl ungeandert lassen, 
eine Untergruppe ~ bilden, ist klar; sind ferner T und S zwei Per
mutationen, die beide Xl in Xi iiberfiihren, so gehort ersiehtlieh S T-I 
zu ~, d. h. S und T gehoren derselben Nebengruppe von ~ an und 
jede Nebengruppe besteht aus der Gesamtheit derjenigen Permuta
tionen, die Xl in eine bestimmte der iibrigen Variablen iiberfiihren. 
Hiernaeh zerfallt die ganze Gruppe genau in n Nebengruppen von ~. 
1st nun ~' diejenige Gruppe, die Xi ungeandert laBt, und T eine Per
mutation, die Xl in Xi iiberfiihrt, so wird T-I~ T eine Untergruppe 
sein, die Xi ungeandert laBt und daher in ~' enthalten ist; da ihre Ord
nung dieselbe ist wie diejenige von ~/, so wird ~' = T-I~ T. 

Naeh der Definition ist ~ eine intransitive Permutationsgruppe, in
dem ja Xl fiir sieh ein transitives System bildet. Wir miissen nun unter
suehen, was eintritt, wenn ~ in den iibrigen Variablen transitiv ist. 

Definition. Eine Permutationsgruppe @ heiBt r-faf"h t'ransitiv. 
wenn sie Permutationen enthalt, die Xl>"" Xr in jedes System von 
r Variablen aus Xl"'" Xn iiberfiihren. 

Aus dieser Definition folgt ohne weiteres, wie oben, daB in der 
Gruppe @ Permutationen auftreten, we1che ein beliebiges System 
von r aus den n Variablen in ein beliebiges derartiges System iiber
fiihren. Diejenigen Permutationen, we1che Xl"'" xr in sieh selbst 
iiberflihren, bilden eine Untergruppe ~, und diejenigen, we1che diese 
Variablen in ein und dasselbe System iiberfiihren, bilden eine Neben
gruppe von ~. Der Index von ~ ist also gleieh der Anzahl der mog
lichen Systeme von r Variablen, in die Xl>"" Xr iibergefiihrt werden 
kann, und diese Anzahl ist gleich n (n-l) ... (n-r + 1). Hieraus 
folgt der 

Satz 96. Die Ordnung einer r-fach transitiven Gruppe vom Grade n 
ist gleich n(n-l)···(n-r+l)d, wobei d ein Teiler von (n-r)! ist. 
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Denn d ist die Ordnung der Untergruppe ~, und ~ vertauscht n-r 
Variable. 

Wir betrachten nun speziell die zweifach transitiven Gruppen. 
Eine solche kann auch als transitive Gruppe charakterisiert werden, 
bei welcher die Untergruppe, die Xl ungeandert laBt, in den iibrigen 
Variablen transitiv ist. Denn sie muB Permutationen enthalten, die 
Xv x 2 in ein beliebiges Paar Xl' Xi (i = 2, ... , n) iiberfiihren; daraus folgt 
nun leicht, daB auch ein beliebiges Paar von Variablen Xi, X" in Xi, Xl 

iibergefiihrt werden kann, wobei l =+= i. Da die Gruppe transitiv ist, 
so gibt es jedenfalls eine Permutation, die Xl in Xi iiberfiihrt und x 2 

moge dabei in X" iibergehen; durch Zusammensetzung mit einer ge
eigneten aus den vorhin angegebenen Permutationen kann man nun 
erreichen, daB k sowie i einem beliebigen Index gleich wird, womit 
bewiesen ist, daB die Gruppe zweifach transitiv ist. 

§ 37. Darstellung von Gruppen durch Permutationen. 
Bereits in § 5 haben wir den Begriff der Darstellung einer abstrakten 

Gruppe eingefiihrt. Es ist vorteilhaft, ihn etwas zu erweitern. 
Eine Permutationsgruppe stellt die abstrakte Gruppe @ dar, wenn 

jedem Element der letzteren eine und nur eine Permutation zugeordnet 
ist und umgekehrt jeder Permutation mindestens ein Element aus @ 
entspricht, dergestalt, daB dem Produkt. zweier Elemente auch das 
Produkt der zugeordneten Permutationen zugeordnet ist. Die Permu
tationsgruppe ist also isomorph (homomorph) mit der abstrakten Gruppe. 
1m folgenden wird die Aufgabe ge16st werden, alle Darstellungen einer 
abstrakten Gruppe durch transitive Permutationsgruppen zu finden. 

1st ~ irgendeine Untergruppe der abstrakten Gruppe @ yom Index n 
und ist, in rechtsseitige Nebengruppen zedegt, 

@ = ~ + ~ T2 + ... + ~ Ttl, 
so laBt sich in folgender Weise eine Permutationsgruppe von n Variablen 
definieren, welche mit @ isomorph ist: Man multipliziere die n Neben
gruppen ~, ~ T 2, ••• , ~ Ttl rechts mit dem beliebigen Element S aus @. 
Hierdurch erfahren sie eine Permutation und diese bezeichnen wir als 
die Darstellung des abstrakten Elementes S. Man sieht sofort, daB 
man auf diese Weise eine Darstellung von @ erhalt, wenn man die 
n Nebengruppen als zu permutierende Variable betrachtet. Es ist nun 
von Wichtigkeit zu untersuchen, welche der Nebengruppen durch S 
in sich selbst iibergefiihrt werden. Wenn das z. B. fiir ~ der Fall ist, 
so muB die Beziehung gelten ~ S = ~, d. h. S muB in der Untergruppe 
~ liegen und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so wird ~ ungeandert 
bleiben. ~ T bleibt ungeandert, wenn ~ T S = ~ T oder T-l ~ T . S 
= T-l~ T ist, d. h. wenn S in der zu ~ konjugierten Untergruppe 
T-l ~ T liegt. 
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Hiernach HiBt die zu S gehOrige Permutation genau so viele 
"Variable", namlich Nebengruppen, ungeandert, als die Anzahl der 
mit.\) konjugierten Untergruppen betragt, die S enthalten. Die iden
tische Permutation wird von allen denjenigen Elementen S erzeugt, 
die in allen mit .\) konjugierten Untergruppen enthalten sind. Die 
Gesamtheit dieser Elemente bildet einen Normalteiler der ganzen 
Gruppe @ und umgekehrt ist jeder Normalteiler von @, der in .\) ent
halt en ist, auch in den mit .\) konjugierten Untergruppen enthalten. 
Bezeichnet \)1 den graBten Normalteiler von @, der in .\) enthalten ist, 
so entspricht seinen Elementen und nur diesen die identische Permu
tation, die durch .\) erzeugte Permutationsgruppe ist holoedrisch iso
morph mit der Faktorgruppe @j\)1. Nachdem das festgestellt ist, 
kannen wir leicht die wichtige Tatsache erweisen, daB wir auf diesem 
Weg alle transitiven Darstellungen der Gruppe @ erhalten, so daB 
also jede transitive Permutationsgruppe durch eine Untergruppe der 
durch sie dargestellten abstrakten Gruppe im eben beschriebenen Sinn 
e'l'zeugt werden kann. 

Es sei namlich @ die Permutationsgruppe und .\) diejenige Unter
gruppe, die Xl ungeandert laBt, ferner sei 

@ = .\) + .\) T2 + ... + .\) Tn, 
wobei .\) Ti diejenige Nebengruppe bedeutet, deren Permutationen Xl 

in Xi iiberfiihren. Nun mage. die beliebige Permutation S aus @ unter 
anderem die Variable Xk in die Variable Xl iiberfiihren. Wir behaupten, 
daB die Beziehung gilt 

.\) Tk S = .\) Ti· 

Zum Beweis bedenken wir, daB TkS die Variable Xl in Xl iiber
£tihrt und somit eine Permutation aus .\) Tl ist, etwa H T l • Nun wird 
.\) Tk S = .\)H Tl = .\) Tz, womit die Behauptung erwiesen ist. Damit 
ist bewiesen, daB die mit S bezeichnete Permutation der Variablen 
Xl' ..• , xn identisch ist mit der Permutation der N ebengruppen von .\), 
die durch rechtsseitige Multiplikation mit S entsteht. Wir sprechen 
die gefundenen Resultate in folgendem Satz aus: 

Satz 97. Man erhiilt jede Darstellung einer abstrakten Gruppe @ 

durek transitive Permutationsgruppen, indem man irgendeine Unter
gruppe .\) und ikre N ebengruppen reektsseitig mit den Elementen der 
Gruppe multipliziert; ist irgendeine transitive Permutationsgruppe gegeben 
und .\) die1enige Untergruppe, die eine der Variablen ungeandert lapt, so 
ist die durek .\) erzeugte Permutationsgruppe identisek mit der gegebenen 
Permutationsgruppe, bei geeigneter Zuordnung der Nebengruppen zu den 
Variablen der Permutationsgruppe. 

Die schon friiher angegebene Darstellung einer Gruppe von der 
Ordnung g durch g Variable, welche aus der Gruppentafel entspringt, 
ist offenbar in unserer allgemeinen Aufstellung enthalten, wenn man 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 8 
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fUr ~ die Einheitsgruppe E wahlt. Einige scheinbar andere Methoden, 
aus abstrakten Gruppen Permutationsgruppen zu bilden, seien hier noch 
besprochen. Wahlt man statt rechtsseitiger Nebengruppen linksseitige, 
@ = ~ + U2 ~+ ... + Un~' so erhalt man eine Darstellung, indem 
man dem Element S die durch linksseitige Multiplikation mit S-1 
hervorgerufene Permutation dieser Nebengruppen zuordnet. In der 
Tat entspricht S die Permutation 

( ~, 
S-1 Sj, 

U2~'·.·' Un~) 
S-1 U2~' ... ' S-1 Un ~ 

T: ( ~, 
T-l Sj, 

U2~'· .. ' Un~) 
T-l U2~' ... ' T-l Un Sj 

und 

ST: 

Da sich nun aber die durch T hervorgerufene Permutation auch so 
schreiben laBt 

T: 
S-IU2 Sj, ... , S-I Un Sj ) 

T-1S-l U2 Sj, ... , T-1S-1 Un Sj 

so sieht man, daB die Zusammensetzung der beiden zu S und T ge
hOrigen Permutationen die zu S T geh6rige Permutation ergibt. 

Urn nun zu beweisen, daB diese Permutationsgruppe bei geeigneter 
Anordnung der Nebengruppen mit einer friiheren identisch ist, schreiben 
wir die rechts- und linksseitigen Nebengruppen in besonderer 'Weise 
auf. 1st 

@=Sj+SjT2 +"'+SjTn 

eine Zerlegung von @ nach rechtsseitigen Nebengruppen, so ist nach § 6 
@ = ~ + T2- 1 ~ + ... + Tn-l Sj 

eine solche nach linksseitigen Nebengruppen. Multipliziert man der 
Reihe nach Sj, ~ T2, • •• , ~ Tn rechts mit S, so erhalt man genau die
selbe Permutation der Nebengruppen, wie wenn man die linksseitigen 
Nebengruppen ~,T2-1~, ... , Tn- 1 ~ links mit S-1 multipliziert, so daB 
in der Tat die durch linksseitige Multiplikation hervorgerufene Per
mutationsgruppe mit einer rechtsseitigen identisch ist. 

Eine weitere M6glichkeit, die abstrakte Gruppe @ als Permutations
gruppe darzustellen, ist die folgende: PI>"" P, seien die Elemente 
einer Klasse von @. Dem beliebigen Element S von @ ordnen wir 
diejenige Permutation der Elemente P zu, welche durch Transforma
tion mit S gebildet wird, also S-IP1S, ... , S-IP,S. Man sieht ohne 
weiteres ein, daB dies eine Darstellung von @ ergibt; aber auch sie ist 
identisch mit einer durch unsere allgemeine Methode erzeugten. Sei 
namlich ~ diejenige Untergruppe, welche aus den mit PI vertausch-
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baren Elementen der Gruppe besteht, dann ist r der Index von ~ unter 
@, und die Nebengruppen von ~ sind ~,~S2"'" ~Sr' wobei die S. 
der Gleichung geniigen: Si1 P1 Si = Pi' 

Rechtsseitige Multiplikation mit 5 ergibt die Permutation 

( ~' ~S2' ... , ~Sr ) 
~S, ~S2S"", ~S,S 

und wir behaupten, daB dies dieselbe Permutation ist, wie 

( ~' P2,· •• , P,) 
5-1 PIS, S-IP2S, ... , S-IP,S . 

In der Tat, wenn ~SiS = ~Sk ist, so wird.SiS das Element PI in 
Pk transformieren, und daher 5-1 ~ 5 = Pk sein. Gleich wie also die 
Nebengruppe ~ Si durch 5 in ~ Sk iibergefiihrt wird, so wird Pi durch 
5 in Pk transformiert, womit die Behauptung erwiesen ist. 

Zum SchluB solI noch untersucht werden, wann zwei verschiedene 
Untergruppen ~ und sr bei geeigneter Anordnung der Nebengruppen 
zu derselben Permutationsgruppe fiihren. 

Die Nebengruppen von ~ nehmen wir in der Reihenfolge 

~, ~ T2, ••• , ~ T,.. 
Bei ~ wollen wir die Untergruppe selbst nicht an die erste Stelle 

setzen, sondern wir bezeichnen die Nebengruppen allgemein mit 
sruv sru2, ••• , sru,. 

Wenn nun die Vertauschung, die zu 5 geh6rt, in beiden Fallen die
selbe sein solI, so miissen insbesondere diejenigen Elemente, welche 
die erste Variable, namlich ~ bzw. sr U1 ungeandert lassen, in beiden 
Fallen dieselben sein. Nun folgt aus ~ 5 =~, daB 5 in ~ liegt und 
aus sr U1 S = sr u1 , daB 5 zu U11 sr U1 geh6rt. Es muB also ~ = U11 sr U1 

sein, d. h. ~ und ~ miissen konjugierte Untergruppen sein. Umgekehrt, 
wenn ~ und sr konjugierte Untergruppen sind, so erzeugen sie dieselbe 
Permutationsgruppe bei geeigneter Numerierung der Variablen. 

§ 38. Primitive und imprimitive Permutationsgruppen. 
Die transitiven Gruppen werden eingeteilt in primitive und im

primitive Gruppen. 
Definition. Eine transitive Permutationsgruppe heiBt imprimitiv, 

wenn sich ihre Variablen dergestalt in mindestens zwei Systeme mit 
mehr als einer Variablen einteilen lassen, daB die Variablen eines jeden 
Systems entweder nur unter sich vertauscht werden, oder in die Variablen 
eines anderen Systems iibergefiihrt werden. 

Es ist klar, daB die Anzahl der Variablen in jedem System dieselbe 
sein muB. Diejenigen Permutationen, welche die Variablen eines jeden 
Systems nur unter sich vertauschen, bilden einen Normalteiler der 

8* 
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Gruppe, denn wir erhalten eine mit der Gruppe isomorphe Permuta
tionsgruppe, wenn wir bloB die Vertauschungen der Systeme unter 
einander betrachten, und die erwahnte Untergruppe gehort offenbar 
zu der Einheitspermutation dieser isomorphen Gruppe. Diejenigen 
Permutationen hingegen, welche die Variablen eines bestimmten Systems 
unter sich vertauschen, bilden eine Untergruppe sr, welche diejenige 
Untergrlippe ~ enthalt, die eine bestimmte Variable des Systems in 
sich selbst transformiert. 

Die imprimitiven Gruppen haben sonach die besondere Eigen
schaft, daB diejenige Untergruppe ~, welche eine Variable, z. B. Xl> 

nicht andert, in einer weiteren eigentlichen Untergruppe sr enthalten 
ist. Umgekehrt gibt eine solche Untergruppe sr stets AniaB zu einer 
imprimitiven Gruppe. Denn sei sr = ~ + ~S2 + ... + ~Sl' und 
@ = sr + sr T2 + ... + sr Tm , so werden zunachst bei Multiplikation 
mit einem beliebigen Element 5 die N ebengruppen von sr unter sich 
vertauscht. Eine Nebengruppe von sr besteht genau aus den Elementen 
von l Nebengruppen von ~, denn es ist z. B. 

srT2 = ~ T2 + ~S2T2 + ... ~SIT2' 
Die samtlichen Nebengruppen von ~ zerfallen sonach in m Systeme 
von je l Nebengruppen, und jedes System enthiilt gerade diejenigen 
Nebengruppen von ~, die zusammen eine Nebengruppe von sr bilden. 
Es ist nun klar, daB bei Multiplikation mit 5 die Nebengruppen eines 
solchen Systems entweder nur unter sich permutiert werden, oder aber 
in die N ebengruppen eines neuen Systems iibergefiihrt werden, d. h. 
die durch ~ erzeugte Permutationsgruppe ist imprimitiv. DaB eine 
Permutationsgruppe eventuell in mehrfacher Weise imprimitiv sein 
kann, ist nun auch fast selbstverstandlich; dies ist der Fall, wenn es 
mehrere Untergruppen von @ gibt, die ~ enthalten. Die Existenz 
einer jeden dieser besonderen Untergruppen macht sich durch eine 
besondere Art der Imprimitivitat geltend. 

Die imprimitiven Gruppen sind stets nur einfach transitiv, denn 
im entgegengesetzten Fall miiBte z. B. das Variablenpaar xl> X2 in jedes 
der Paare Xl> Xi iibergefiihrt werden konnen, was der Tatsache wider
spricht, daB dieses Paar nur in ein Paar desselben oder eines anderen 
Systems iibergefiihrt werden kann. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die primitiven Gruppen. Sie 
werden erzeugt durch solche Untergruppen ~ von @, die in keiner 
weiteren enthalten sind, d. h. von groBten Untergruppen von Qj; und 
wir konnen iiber sie einige wichtige Satze angeben. 

Satz 98. Der Grad einer primitiven Permutationsgruppe, die aul
losbar ist, ist stets eine Primzahlpotenz p" und die Gruppe enthiilt einen 
und nur einen Abelschen Normalteiler; seine Ordnung ist pn. 

Beweis. Es sei ~ die Untergruppe von @, welche die primitive 
Permutationsgruppe erzeugt. @ besitzt als auflosbare Gruppe einen 
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Abelschen Normalteiler 91, z. B. einen kleinsten von E verschiedenen 
Normalteiler. Nach Voraussetzung ist ,p eine groBte Untergruppe von 
@ und 91 ist nicht in ,p enthalten, weil sonst ,p nicht die Gruppe @, 
sondern @jlJl. erzeugte. Daher ist @ = {91, ,p}. 1st 'I) der Durchschnitt 
von ,p und 91, so ist 'I) Normalteiler von ,p und ,pj'I) = @j91 (Satz 24). 
Hieraus folgt, daB der Index von 'I) unter 91 gleich dem Index von ,p 
unter @, also gleich dem Grad der Permutationsgruppe ist. Wir be
haupten ferner, daB 'I) = E ist, d. h. daB ,p und IJl. zueinander teiler
fremd sind. Es sei namlich P ein Element von ,p und 91, so ist P mit 
allen Elementen von 91 vertauschbar, weil 91 Abelsch ist. Setzt man 
@ = ,p + ,p T2 + ... + ,p It, so darf man nach § 10 die Elemente 
T2 , ~, ••• , It aus 91 wahlen. Die zu ,p konjugierten Untergruppen 
sind T;l,p T;. Da P mit allen T vertauschbar ist, so kommt P in allen 
zu H konjugierten Untergruppen vor und gehort also zu einem Normal
teiler von @, der in ,p enthalten ist. Dieser besteht aber nur aus E. Es 
gibt daher fiir den Abelschen Normalteiler nur eine mogliche Ordnung, 
namlich den Grad der Permutationsgruppe. Unsere auflosbare Gruppe 
besitzt einen von E verschiedenen Abelschen Normalteiler, namlich 
einen kleinsten Normalteiler. Gabe es noch einen zweiten, so miiBte 
er dieselbe Ordnung haben. Der Durchschnitt dieser beiden Normal
teiler kann, weil er seIber ein Abelscher Normalteiler von @ ist, nur aus 
E bestehen. Dann aber bildet ihr direktes Produkt selber einen Abelschen 
Normalteiler von hOherer Ordnung, was nicht moglich ist. Der Grad 
der Permutationsgruppe ist also gleich der Ordnung dieses kleinsten 
Normalteilers und eine Primzahlpotenz. 

Wir konnen sonach den folgenden allgemeinen Satz aussprechen: 
Satz 99. 1st ,p eine groj3te Untergruppe der au/lQsbaren Gruppe @ 

und 91 der groj3te in ,p enthaltene Normalteiler von @, dann besitzt die 
Faktorgruppe @j91 nur einen Abelschen Normalteiler und dessen Ord
nung ist gleich dem Index von ,p unter @. 

Da dieser Abelsche Normalteiler kleinster Normalteiler ist, so ist 
sein Typus durch die allgemeinen Regeln bestimmt. 

Wir wollen noch einige einfache Folgerungen aus unserer Methode 
angeben: 

Satz 100. 1st ,p eine Untergruppe von @ vom Index n, und ist ferner 
91 der groj3te in ,p enthaltene Normalteiler von @, so ist die Ordnung von 
@j91 ein Teiler von n!. 

Denn die Gruppe @j91 laBt sich holoedrisch isomorph darstellen 
als Permutationsgruppe von n Variablen. 1st p die groBte in der Ord
nung einer einfachen Gruppe enthaltene Pr~mzahl, so besitzt diese 
Gruppe keine Untergruppe, deren Index kleiner als p ist. Allgemeiner 
laBt sich folgender Satz aussprechen: 

Satz 101. 1st die Ordnung der Untergruppe ,p gleich a b, die von @ 

gleich a b n, und ist jede in b aufgehende Primzahl ?:: n, jede in a 
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au/gehende < n, so ist die Ordnung des gro/Jten in SJ enthaltenen N ormal
teilers von @ durch b teilbar. 

Beweis. Es sei m der grOBte in SJ enthaltene Normalteiler von @, 

dann ist die Ordnung von @/m ein Teiler von n!, diejenige von SJ/m 
also ein Teiler von (n-l)!. Diese letztere Zahl ist aber sicherlich zu 
b prim, folglich mull b in der Ordnung von m aufgehen. 

Histo rische N otiz. Satz 98 ist von Galois entdeckt worden. Die Auf
stellung samtlicher auflosbarer primitiver Gruppen vom Grade P" bildet den 
Inhalt der zweiten Halfte von Jordans Traite des substitutions. Jordan hat seine 
Beweise spater wesentlich vereinfacht und in zwei Abhandlungen niedergelegt: 
Recherches sur les groupes resolubles (Memorie della Pontificia Accademia Ro
mana dei Nuovi Lincei Bd.26 (1908), S. 7-39) und Memoire sur les groupes 
resolubles (J. Math. pures appl. 1917, S.264-374). Die Falle P' und p4 behandelt 
Gosta Bucht (Die umfassendsten'· pdmitiven metazyklischen Kongruenzgruppen 
mit drei oder vier Variablen. (Arch. for Mat., Astr. och Fys. Bd. 11 (1916)). 

§ 39. Die Charaktere einer Permutationsgruppe. 
Wir betrachten eine transitive Permutationsgruppe @ und zahlen 

bei jeder Permutation die Variablen, die ungeandert bleiben. Diese 
Zahl wird der Charakter der Permutation genannt, und wir wollen 
einige Eigenschaften dieser wichtigen Zahlen herleiten. 

SJ sei diejenige Untergruppe von @, deren Permutationen eine 
Variable ungeandert lassen, und es sei 

@ = SJ + SJ 1; + ... + SJ Tn· 
Die Anzahl der Permutationen, welche die erste Variable ungeandert 
lassen, ist gleich der Anzahl der Elemente in SJ; diejenige der Per
mutationen, welche die i-te Variable in sich selbst uberfuhren, ist gleich 
der Anzahl der Elemente in T.-ISJ Ii. Auch ihre Anzahl ist gleich der 
Ordnung von SJ. Fur jede Variable gibt es also genau gleich viele Per
mutationen, welche sie ungeandert lassen. Die Summe der Charaktere 
aller Permutationen ist daher gleich der Ordnung von SJ multipliziert 
mit n, also gleich der Ordnung von @. 1st die Gruppe intransitiv, so 
wird jeder transitive Bestandteil an die Summe der Charaktere den
selben Bestandteil liefern. Hieraus folgt der 

Satz 102. 1st @ eine Permutationsgruppe von der Ordnung g, so ist 
die Summe der Charaktere der Permutationen gleich kg, wobei k die An
zahl der transitiven Systeme von @ bedeutet. 

Wir betrachten nunmehr die Elemente der Untergruppe SJ und 
die zu ihnen gehOrigen Permutationen. Die Summe ihrer Charaktere 
ist gleich der Ordnung von SJ multipliziert mit der Anzahl der Kom
plexe, in die @ mod. (SJ, SJ) zerfallt (Satz 102), denn nur solche Neben
gruppen von SJ, die zum selben Komplex gehOren, sind bei der Unter
gruppe SJ transitiv verbunden. Diese Anzahl der Komplexe bezeichnen 
wir mit I. Nehmen wir statt SJ die konjugierte Untergruppe Ii-ISJ Ii, 
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so liefert sie dieselbe Zahl fur die Summe der Charaktere. Bei der 
Gesamtheit dieser n konjugierten Untergruppen erhalten wir als Summe 
der Charaktere die 0 Zahl l g. Hierbei sind nun die Elemente im all
gemeinen mehrfach gezahlt, und indem wir sie ordnen, erhalten wir 
eine neue Abzahlung der Charaktere. Wenn namlich der Charakter 
eines Elementes r ist, so tritt dieses Element genau in r von den zu 
Sj konjugierten Untergruppen auf. Jedes Element liefert also als Bei
trag zu der Summe das Quadrat seines Charakters. Nun kann man 
auch noch die Elemente auBerhalb des Systems der zu Sj konjugierten 
Untergruppen heranziehen. lhr Charakter ist Null, und wenn wir sie 
zu unserer Summe hinzunehmen, so wird nichts geandert. Dies Resultat 
kann man in folgendem Satz zusammenfassen: 

Satz 103. Die 5umme der Quadrate der Charaktere einer transitiven 
durch Sj erzeugten Permutationsgruppe von der Ordnung gist gleich 19, 
wobei l die Anzahl der Komplexe von Nebengruppen bezeichnet, in die 
@ mod. (Sj, Sj) zerjiillt. 

9. Kapitel. 

Automorphismen. 
§ 40. Automorphismen einer Gruppe. 

1st @ irgendeine Gruppe und 5 eines ihrer Elemente, so erhalt 
man durch Transformation aller Elemente von @ omit 5 einen Auto
morphismus (§ 9) von @. 1st namlich A B = C, so folgt daraus 5-1A 5 
. 5-1 B 5 = 5-1 C 5. 

Die so entstehenden Automorphismen einer Gruppe nennt man 
innere Automorphismen. Ersetzt man jedes Element durch das beim 
Automorphismus ihm entsprechende, so erhalt man eine Permutation 
der Elemente, die man durch 

bezeichnen kann, wobei X die Elemente von @ durchlauft. In vielen 
Fallen gibt es aber auch weitere Automorphismen der Gruppe und 
diese nennt man zum Unterschied von den fruheren uujiln'e Auto
morphismen. Wenn dabei dem Element X das Element X' zugeordnet 
ist, so bezeichnen wir diesen Automorphisnius mit 

Als Beispiel fUr Gruppen mit auBeren Automorphismen erwahnen wir 
die zyklische Gruppe von der Ordnung 3, bestehend aus den Elementen 
A, A2, A3 = E. Sie besitzt keinen inneren Automorphismus, auBer 
dem identischen, dagegen den auBeren E' = E, A' = A2, (A2)' = A. 
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Die siimtlichen Automorphismen einer Gruppe bilden selbst 
eine Gruppe; denn, wenn man hintereinander die Permutation des 
ersten Automorphismu!>, dann diejenige des zweiten ausfUhrt, so erhalt 
man wiederum einen Automorphismus. 

Diese Gruppe ist intransitiv, denn E wird stets sich selbst entsprechen. 
Satz 104. Die inneren A utomorphismen bilden einen N ormalteiler 

der Gruppe siimtlicher A utomorphismen. 
Beweis. Transformiert man den Automorphismus 

{S-1XX S} 
durch den allgemeinen Automorphismus 

{Xl 
x'I' 

so hat man nach Satz 93 in beiden Zeilen der ersten Permutation die 
zweite Permutation auszufUhren. Dies ergibt den neuen Automorphismus 

{s'-;;, s,}· 
Er ersetzt jedes Element X' durch das Element S'-1 X' S'. Wir diirfen 
hier das allgemeine Element X' selbstverstandlich auch mit X bezeich
nen und unser Automorphismus ist identisch mit dem inneren Auto
morphismus 

Satz 105. Die Gruppe der inneren A utomorphismen ist isomorph mit dey 
gegebenen Gruppe, und zwar entspricht der Einheit das Zentrum der Gruppe. 

Denn nur fUr die Elemente des Zentrums wird der Automorphis
mus der identische. 

Wir gehen wieder aus von einer Gruppe @ und wollen annehmen, 
sie sei als Normalteiler in einer umfassenderen· Gruppe ~ enthalten. 
Transformiert man @ durch irgendein Element von ~, so erhalt man 
einen Automorphismus fUr @, der nicht notwendigerweise ein innerer 
ist. So ergeben z. B. die Diedergruppen einen auBeren Automorphis
mus fUr ihren zyklischen Normalteiler vom Index 2. Es ist nun die 
Frage, ob sich zu einer beliebigen Gruppe @ eine umfassendere Gruppe ~ 
definieren laBt, die in der angegebenen Weise alle Automorphismen 
von @ liefert. Die Permutationsgruppen geben uns in der Tat die 
Mittel zur Hand, diese Frage zu bejahen. 

Wir gehen aus von der durch die Gruppentafel gelieferten Dar
stellung von @ durch eine Permutationsgruppe. Zu dem Element S 
gehort so die Permutation, welche wir in unserer Symbolik mit 

I X } 
Ixs 
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bezeichnen. 1st nun ein Automorphismus von @ gegeben, wobei all
gemein 5' dem 5 entspricht, so ist die Permutation, welche 5' ent
spricht, die folgende 

Diese letztere konnen WIr aber auch so schreiben 

J X' } 
lx' 5' , 

denn beide Symbole stelIen dieselbe Permutation, bloB in anderer 
Reihenfolge der Variablen, dar. 

Nehmen wir zu unserer DarstelIung von @ die Permutationsgruppe 
der Automorphismen von @ hinzu, so sind beides Untergruppen der 
Gruppe aIler Permutationen der Elemente von @. Die beiden Gruppen 
erzeugen also eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe alIer Ver
tauschungen der Elemente von @. Sie haben iiberdies keine Permu
tation auBer der identischen gemein, denn wahrend die Gruppe der 
Automorphismen E ungeandert laBt, wird bei der DarsteIlung von @ 

jeweils E in E 5 iibergefUhrt und E 5 ist nur fUr das Einheitselement = E. 
Die zusammengesetzte Gruppe bezeichnen wir nun mit s-r, die Dar
steIlung von @ wiederum mit @ und behaupten den 

Satz 106. @ ist Normalteiler von s-r und ieder Automorphismus von 
@ entsteht dureh Transformation mit einer Permutation aus s-r. 

Beweis. s-r ist nach Definition erzeugt durch die Gruppe @, aus 

der wir die Permutation tIs} herausgreifen, und durch die Gruppe 

der Automorphismen von @, deren Permutationen wir durch I;,} be

zeichnen. Transformieren wir die erste der angegebenen Permuta

tionen durch die zweite, so erhalten wir {x~~,}. Diese ist identisch 

mit {x~,}, d. h. mit der zu 5' gehorigen Permutation von @. Da

mit ist zunachst gezeigt, daB @ Normalteiler von s-r ist, dessen Index 
gleich der Ordnung der Gruppe alIer Automorphismen von @ ist. 
Weiter aber folgt auch, wenn wir beachten, daB 5' dasjenige Element 

ist, das 5 zugeordnet ist durch den Automorphismus fi,} , die Tat-

sache, daB die Transformation der Elemente von @ durch {i,} ge

rade den durch dieses Symbol reprasentierten Automorphismus fiir @ 

ergibt, womit unser Satz volIstandig bewiesen ist. 

Definition. Die Gruppe s-r heiBt die Holotnorphie von @. 
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sr hat offenbar die Eigenschaft, daB man die Nebengruppen des 
Normalteilers @ erhalt, indem man @ der Reihe nach mit den Ele
menten einer zweiten Untergruppe von sr, namlich der Gruppe der 
Automorphismen, multipliziert. Diese zweite Untergruppe besitzt selbst 
einen Normalteiler, der isomorph ist mit @, namlich die Gruppe der 
inneren Automorphismen von @. Diese letztere ist aber gewiB nicht 
Normalteiler von sr, denn sonst ware jedes ihrer Elemente mit jedem 
Element von @ vertauschbar nach Satz 17. 

Satz 107. Die H olomorphie einer Gruppe @ von der Ordnung gist 
der N ormalisator von @ in der symmetrischen Gruppe von g Variablen. 

Beweis. Unter den Permutationen von @ verstehen wir'wie immer 

{{s} , wobei 5 die Elemente von @ durchlauft. Nun sel irgendeine 

Permutation der g Elemente gegeben: p= {i,}. SolI sie zum Nor

malisator von @ geh6ren, so muB sie mit @ vertauschbar sein, und 
wenn man die Permutationen von @ durch sie transformiert, so erhalt 
man einen Automorphismus von @. Derselbe Automorphismus wird 
aber auch durch eine Permutation Q der Holomorphie geliefert. Bildet 
man nun P Q-1 = R, so ist die Permutation R mit allen Permutationen 
von @ vertauschbar, und es bleibt nun noch zu beweisen ubrig, daB 
die Holomorphie alle diese Permutationen enthalt. 

Es sei R = t:,} eine Permutation, die mit allen Permutationen 

von @ vertauschbar ist. Transformiert man {is} mit dieser Per

mutation, so erhalt man {(i;)'}' Da diese Permutation identisch, 

sein solI mit der vorigen, so muB die Beziehung gelten (X 5)' = X' s. 
Dies genugt, urn die Beschaffenheit der Permutation R zu bestimmen. 
Es sei namlich A dasjenige Element, in das E durch R ubergefUhrt 
wird, d. h. es sei E' = A. Indem wir die obige Beziehung benutzen, 
folgt 

X'= (EX)'=E'X=AX, 

so daB sich R in folgender Weise ausdruckt: R = {A~Y}' LaBt man 

hierin A alle Elemente von @ durchlaufen, so erhalt man g Permu
tationen, und es ist leicht zu zeigen, daB sie alle mit den Elementen 
von @ vertauschbar sind, denn fUhrt man hintereinander die beiden 

Permutationen aus: {{s} und {A~}' so erhalt man die Permuta-

tion {A~ 51, gleichgultig welche Reihenfolge man gewahlt hat. Es 

bleibt nun noch ubrig zu zeigen, daB die Permutationen von der Ge-
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stalt R = {}~A samtlich in der Holomorphie von @ enthalten sind. 

Nun geh6rt gewiB fAJA-l} als innerer Automorphismus zur Holo

morphie und ebenso {.l:t}, denn dies ist eine Permutation von @ 

also auch ihr Produkt. Dies ist aber die Permutation R. 
Ein Automorphismus transformiert stets zwei Elemente, die zur 

selben Klasse geh6ren, in zwei neue Elemente von derselben Eigen
schaft. Denn wenn A = 5-1 B 5 ist, so geht diese Gleichung beim 
Automorphismus uber in die Gleichung A' = 5'-1 B' 5', d. h. A' und B' 
sind wiederum konjugiert. Die inneren Automorphismen fiihren jedes 
Element in ein Element derselben Klasse uber. Bei auBeren Auto
morphismen dagegen kann es vorkommen, daB die Elemente einer 
Klasse ubergefuhrt werden in die Elemente einer anderen Klasse, wo
fur die zyklischen Gruppen Beispiele liefem. N aturlich mussen sowohl die 
Ordnung als die Anzahl der Elemente fur zwei derartige Klassen dieselben 
sein. Man kann eine zu der Gruppe der Automorphismen isomorphe 
Gruppe bilden, indem man bloB die Permutationen der Klassen unter 
sich berucksichtigt. Der identischen Permutation entsprechen dann die
jenigen Automorphismen, welche die Elemente in ihren Klassen lassen. 

Wir sprechen nun den Satz aus: 
Satz 108. Dieienigen Automorphismen, welche die Elemente in ihren 

Klassen lassen, bilden einen Normalteiler der Gruppe aller Automorphismen, 
dessen Ordnung nur Primteiler der Ordnung von @ enthiilt. 

Dieser eben betrachtete Normalteiler ist nicht immer identisch mit 
der Gruppe der inneren Automorphismen. 

Beweis. Sei I irgendein Automorphismus aus diesem Normal
teiler, dessen Ordnung eine zur Ordnung von @ prime Prirnzahl p ist. 
Die Gruppe {@,]} = ~ enthalt @ als Normalteiler, dessen Index p 
gleich der Ordnung von I ist. I ist gewiB nicht mit allen Elementen 
von @ vertauschbar. Wir betrachten nun die Klasse der mit I kon
jugierten Elemente. Es muB notwendigerweise Elemente geben, die 
mit keinem Element dieser Klasse vertauschbar sind (Satz 63). Sei 5 
ein solches Element, dann muB die Klasse, zu der 5 geh6rt, eine durch p 
teilbare Anzahl von Elementen besitzen. Denn I kann mit keinen Ele
men ten der Klasse von 5 vertauschbar sein. Ware namlich I mit 
T- 1 5T vertauschbar, so ware auch 5 mit T IT-l vertauschbar, was 
gegen die Voraussetzung ist. Transformiert man nun 5 der Reihe nach 
mit den Potenzen von I, so erhalt man p verschiedene Elemente der 
Klasse von 5, und indem man so fortfahrt, sieht man, daB die Anzahl 
der Elemente in der Klasse durch p teilbar ist. 1st p zur Ordnung von 
@ prim, so erhalten wir einen Widerspruch, denn diese Anzahl ist ein 
Teiler der Ordnung von @. 
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1st J ein Automorphismus; dessen Ordnung die Potenz pn einer 
Primzahl ist, die prim ist zur Ordnung von @, so bilde man die pn-l-te 
Potenz von J. Es gibt nun ein Element 5 von @, das mit dieser Potenz 
und also auch mit jeder Potenz von J nicht vertauschbar ist, auBer 
mit E. Die Anzahl der Elemente in der Klasse von 5 ist also ein Viel
faches von pn, d. h. die Klasse von 5 in ~ muB aus mindestens pn ver
schiedenen Klassen von @ zusammengesetzt sein. 

§ 41. Charakteristische Untergruppen einer Gruppe. 
Definition. Ein N ormalteiler der Gruppe @ heiBt eine charakte

ristische Untergruppe, wenn er bei jedem Automorphismus von @ 

in sich selbst iibergefiihrt wird. 
Mit Hilfe der Holomorphie sr von @ lassen sich die samtlichen 

charakteristischen Untergruppen von @ auffinden. Eine solche ist 
namlich stets auch Normalteiler von sr, und umgekehrt ist jeder Normal
teiler von sr, der in @ enthalten ist, charakteristische Untergruppe von @. 

Wir greifen nun eine beliebige Hauptreihe von sr heraus, die @ 

enthalt 
sr, srI> ... , @, @l> ..• , @r = E. 

Die Reihe ~'@l"'" @r besteht aus lauter charakteristischen Unter
gruppen von @, deren jede die folgende enthalt, und zwar gibt es 
zwischen zwei aufeinander folgenden Gliedern keine charakteristische 
Untergruppe von @. Eine solche Reihe wird eine cha1'akteristische 
Reihe von @ genannt. Jede charakteristische Reihe von @ kann zu 
einer Hauptreihe von sr erganzt werden. Man braucht zu dem Zweck 
bloB die eben angefiihrte Reihe von sr bis @ anzuschlieBen. Indem 
wir nun einfach die bekannten Satze iiber Hauptreihen anwenden, 
erhalten wir den folgenden 

Satz 109. 1st @, @l>"" @r = E eine charakteristische Reihe von @, 

so sind die Faktorgruppen @i!@i+l ein/ache Gruppen oder das direkte 
Produkt von holoedrisch isomorphen ein/achen Gruppen. J ede charak
teristische Reihe einer Gruppe besteht aus gleichvielen Gliedern und die 
darin au/tretenden Faktorgruppen @;j@Hl sind bei zwei Reihen in ihrer 
Gesamtheit dieselben. 

Beweis. Wir miissen nur den zweiten Teil des Satzes beweisen. 
Die Faktorgruppen von sr bis @ k6nnen bei verschiedenen Haupt
reihen nur unter sich vertauscht werden, denn sie bilden die Faktor
gruppen der Hauptreihen fiir srj@. Daher werden auch die Faktor
gruppen von @ bis E nur unter sich permutiert. 

Bei aufl6sbaren Gruppen existiert also stets eine charakteristische 
Reihe und die Faktorgruppe zweier aufeinanderfolgender Untergruppen 
ist Abelsch, ihre Ordnung ist eine Primzahlpotenz pi und ihr Typus 
(P, p, ... ). 
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Bei jedem Automorphismus geht der Kommutator zweier Elemente 
A und B, namlich B-IA-IBA wiederum in einen Kommutator, nam
lich denjenigen von A' und B' uber. Daher ist die Kommutatorgruppe 
stets eine charakteristische Untergruppe. Ferner ist die kleinste Unter
gruppe, welche alle Untergruppen von einer bestimmten Ordnung ent
halt, stets eine charakteristische Untergruppe. Denn bei jedem Auto
morphismus werden die Untergruppen von einer bestimmten Ordnung 
nur unter sich vertauscht, daher Wild die von ihnen erzeugte Unter
gruppe in sich selbst ubergefiihrt. 

Eine weitere charakteristische Untergruppe ist das Zentrum. 1st 
eine 5ylowgruppe Normalteiler, so ist sie charakteristische Untergruppe, 
denn sie ist dann die einzige Untergruppe von ihrer Ordnung. 

§ 42. Vollstandige Gruppen. 
Der Begriff der charakteristischen Untergruppen einer Gruppe @ 

ist insbesondere dann von Wichtigkeit, wenn @ selbst Normalteiler 
einer umfassenderen Gruppe @' ist. Jede charakteristische Unter
gruppe von @ ist dann auch Normalteiler von @'. Wir betrachten 
nun die Holomorphie sr von @ und machen die Voraussetzung, daB @ 

eine charakteristische Untergruppe von sr ist. 1st ~ selbst als N ormal
teiler in sr' enthalten, so ist @ N ormalteiler von sr' und wir zeigen 
nun, daB es in jeder Nebengruppe von sr ein Element gibt, das mit 
jedem Element von @ vertauschbar ist. Es sei 5 irgendein Element 
aus Sf', so liefert 5-1 @5 einen Automorphismus von @, der auch durch 
ein Element K der Holomorphie sr hervorgerufen wird. 5 K-l ist mit 
jedem Element von @ vertauschbar und gehort zu derselben Neben
gruppe von sr wie K. 

Definition. Eine Gruppe, deren samtliche Automorphismen innere 
Automorphismen sind, und deren Zentrum nur aus E besteht, heiBt 
eine l'ollsfii.ndige Gruppe. 

Satz 110. Wenn eine vollstandige Gruppe @ Normalteiler einer 
Gruppe @' ist, so ist @' das direkte Produkt von @ und einer andercn 
U ntergruppe. 

Beweis. Nach dem eben Ausgefiihrten gibt es in jeder Neben
gruppe von @ ein mit allen Elementen von @ vertauschbares Element. 
Die Gesamtheit der mit allen Elementen von @ vertauschbaren Ele
mente bildet einen Normalteiler von @', dessen Ordnung mindestens 
gleich dem Index von @ unter OJ' ist. Dieser Normalteiler hat aber 
mit @ auBer E kein Element gemein. Daher ist seine Ordnung gleich 
dem Index von @, und @' ist das direkte Produkt von @ mit diesem 
N ormalteiler. 

Wir erweisen nun an einem einfachen Beispiel die Existenz von 
vollstandigen Gruppen. Es sei P ein Element, dessen Ordnung eine 
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ungerade Primzahl p ist. Man erhalt die samtlichen Automorphismen 
dieser zyklischen Gruppe, indem man P irgendeine Potenz von P mit 
zu p primem Exponenten zuordnet. 

1st r eine Primitivzahl ftir p, so bilde man die dUTCh folgende Ele~ 
mente erzeugte Gruppe 

AP=E, BP-l=E, B-1AB=Ar. 

In dieser Gruppe ist {A} als Sylowgruppe, die gleichzeitig N ormal
teiler ist, charakteristische Untergruppe. Wir behaupten, dafJ sie eine 
vollstiindige Gruppe ist. 1st namlich irgendein Automorphismus ge
geben, so wird er einen Automorphismus von {A} ergeben, der ~uch 
durch Transformation mit einer Potenz von B geliefert wird. Wenn 
daher die Gruppe einen auBeren Automorphismus zuHiBt, so muB sie 
auch einen solchen besitzen, der A in sich selbst tiberftihrt. B muB 
alsdann in ein Element BAs (s=1,2, ... ,P) tibergehen, denn auch 
das zugeordnete Element B' muB A in Ar transformieren. 

Der Automorphismus ist nun aber vollstandig bestimmt, wenn 
feststeht, in welche Elemente die erzeugenden A und B tibergehen. 
Wir behaupten jetzt, daB der Automorphismus A' = A, B' = BAs ein 
innerer ist, und zwar daB er dUTCh Transformation mit einer Potenz 
von A geliefert wird. In der Tat folgt aus B-1 A B = A r leicht: A B A-I = 
BAr-I. Da r von 1 verschieden ist, so istAr-~ ein Element von der Ord
nung p, das wir der Einfachheit halber mit A bezeichnen. 

Indem man weiter transformiert, erhalt man die Gleichung 
Ai BA-i = BAi 

und unter diesen p inneren Automorphismen kommt sicher der zu unter
suchende vor. 

Damit ist z. B. nachgewiesen, daB die Diedergruppe von der Ord
nung 6, d. h. die symmetrische Gruppe von 3 Variablen, eine voll
standige Gruppe ist. 

Wir geben nun ein hinreichendes Kriterium einer vollstandigen 
Gruppe, indem wir den Satz beweisen: 

Satz 111. Die Gruppe ~ der Automorphismen einer Gruppe @, deren 
Zentrum nur aus dem Einheitselement besteht, ist eine vollstiindige Gruppe, 
wenn ihre Untergruppe der inneren Automorphismen eine charakteri
stische ist. 

Beweis. Die Gruppe @ der inneren Automorphismen von @ ist 
einstufig isomorph mit @, weil @ kein von E verschiedenes Zentrum 
besitzt; und der Isomorphismus zwischen @ und @ wird erhalten, 

indem man dem Element 5 aus @ das Element 5 = {S-~ S} aus @ 

entsprechen laBt. Wir behaupten nun, ~ ist die Holomorphie von @. 

1st namlich A = {~,} ein Automorphismus von @, so entspricht 
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ihm vermoge der Isomorphie zwischen ® und ® det Automorphismus 

- von ®; dieser wird aber auch erhalten, indem man 5 = {S} - -- { X } 
S , 5 4 X5 

mittels A = {~,} transformiert; denn A-lSA = {5'-~' 5'} = S'. Zu

gleich folgt, daB es in 2( auBer E kein mit allen Elementen von ® ver
tauschbares Element gibt. Daher kann das Zentrum von 2( nur aus 
E bestehen. Es sei jetzt sr' die Holomorphie ~on 2(. Nach den Aus
fiihrungen am Eingang des Paragraphen ist @ N ormalteiler von sr' 
und es gibt in jeder Nebengruppe von 2( ein mit allen Elementen von 
@ vertauschbares Element. Die gleichen Schliisse wie beim Beweise 
von Satz no zeigen nun, daB sr' direktes Produkt von 2( und dem 
Normalteiler 91 alIer mit jedem Element von @ vertauschbaren Elemente 
aus sr' ist. Foiglich liefert sr' keinen auBeren Automorphismus fUr 2(, 

und daher ist 2( eine volIstandige Gruppe. 

§ 43. Automorphismen von Abelschen und von p-Gruppen. 
1st ® eine Abelsche Gruppe von der Ordnung n = p~' ... p~r, so 

ist sie das direkte Produkt von r Abelschen Gruppen mit den Ord
nungen p~', ... , p~'. Jede dieser Untergruppen ist charakteristische 
Untergruppe und ~wird daher bei jedem Automorphismus in sich selbst 
transformiert. Die Automorphismengruppe von ® ist das direkte Pro
dukt der Automorphismengruppen dieser Untergruppen. Daher kommt 
es nur darauf an, die Automorphismengruppe solcher Abelschen Gruppen 
zu betrachten, deren Ordnung eine Primzahlpotenz p' ist. Wit beginnen 
mit dem Typus (p, P •.. . ). Ein Automorphismus ist festgelegt durch 
Angabe derjenigen Elemente. in welche die Basiselemente iibergehen. 
Fiir das erste Element hat man freie Wahl unter den p' -1 von E 
verschiedenen Elementen, fiir das zweite noch unter den p' - p Ele
menten. die nicht Potenzen des ausgewahlten sind, usw. Die Ordnung 
der Automorphismengruppe ist also 

(P' -1) (p' -P) ... (p' _P'-l). 
Sie laBt sich in bemerkenswerter Weise durch Matrizen1 darstelIen. 
Bei einem Automorphismus mogen die Basiselemente AI> A 2 • ••• , Ar 
iibergehen in Al. A~ • ...• A; und es sei 

A~ = A~lk A;2k .... A~rk (k = 1.2 •.... r). 
Die Matrix (ail,) besteht aus (mod P) reduzierten ganzen Zahlen. 1st 
(bik) die Matrix fiir einen anderen Automorphismus derselben Gruppe, 
so erhaIt man diejenige fiir den zusammengesetzten Automorphismus 
durch Zusammensetzung der Matrizen (aik) und (bik), Zeilen mit Kolonnen. 

1 Wir benutzen im folgenden einige Begriffe. die erst in § 48 auseinander
gesetzt vverden. 
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wie man sich sofort durch Einsetzen iiberzeugt. Eine Matrix liefert 
dann und nur dann einen Automorphismus, wenn sie umkehrbar ist, 
d. h. wenn ihre Determinante "1= 0 (mod P) ist. 

Satz 112. Die Gruppe der Automorphismen einer Abelschen Gruppe 
von der Ordnung pr und vom Typus (P, p, ... ) ist holoedrisch isomorph 
mit der Gruppe homogener ganzzahliger linearer Substitutionen von 
r Variablen (mod P), deren Determinante "1= 0 (mod P) ist. 

Oft laBt sich ein Automorphismus durch Einfiihrung neuer Basis
elemente auf eine einfachere Gestalt bringen, wie folgendes Beispiel 
verdeutlicht: Es sei r = p - 1 und der Automorphismus bestehe in 
der zyklischen Vertauschung der p - 1 Basiselemente AI>"" A p_ 1• 

Wir fiihren jetzt die neuen Basiselemente Bv ... , B p- 1 ein durch die 
Gleichungen 

B = A AS AS' ... AsP - 2 

S 1 2 3 P-l (s= 1,2, ... ,p-l). 

Da die Determinante der zugehorigen Matrix gleich dem Differenzen
produkt der Zahlen 1, 2, ... , P -1 ist, so ist sie zu p prim, die B bilden 
daher wiederum eine Basis der Gruppe. Bei dem Automorphismus 
geht Bs in B! iiber, wobei t durch die Kongruenz s t == 1 (mod P) be
stimmt ist. Dieser Satz ist gleichbedeutend mit der Tatsache, daB 
die zyklische Permutation von p -1 Variabeln (mod P) vollstandig 
reduzierbar ist auf die Diagonalform, und daB ihre charakteristischen 
Wurzeln aus den Resten 1,2, ... , P -1 (mod P) bestehen (§ 71). 

Genau nach denselben Prinzipien wie oben lassen sich auch die 
Gruppen von Typus (pa, pa, ... ) behandeln. An die Stelle der Ma
trizen (mod P) treten diejenigen (mod pal. Wir wollen die eigentiim
liche Struktur dieser wichtigen Gruppen aufdecken. Die Gruppe der 
ganzzahligen Matrizen von r Zeilen und Kolonnen bestehend aus Resten 
(mod pal sei mit @ bezeichnet. Die Determinanten der Matrizen miissen 
"1= 0 (mod P) sein. Diejenigen Matrizen, die (mod P) der Einheitsmatrix 
kongruent sind, bilden einen Normalteiler ?R von @, und allgemein 
bilden die Matrizen, die der Einheitsmatrix (mod pi) kongruent sind, 
einen Normalteiler ?Ri . Die Faktorgruppe @j?R ist offenbar holoedrisch 
isomorph mit der Gruppe der Matrizen (mod P), ihre Ordnung ist 
daher (p' -1) (p' -P) (p' _P2) . .. (p' _pr-l). Urn nun die Faktor
gruppe ?R;/?Ri+l zu bestimmen, miissen wir die Substitutionen von 
?Ri (mod pi+l) betrachten. Sie haben unter Beniitzung der Addition 
von Matrizen (vgl. S. 147) folgende Gestalt: E + pi A, wobei E die 
Einheitsmatrix und A eine ganz beliebige ganzzahlige Matrix (mod P) 
bedeutet. Die Gruppe ?R;/?Ri+l hat also die Ordnung pr'. Sind E + pi A 
und E + pi B zwei Matrizen aus ?Ri, so ist die zusammengesetzte 

(E + pi A) (E + pi B) == E + pi (A + B) (modpi+l), 

d. h. die Gruppe ?R;/?Ri+l ist holoedrisch isomorph mit der additiven 
Gruppe der Matrizen A (mod Pl. Diese ist ersichtlich vom Typus 
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(P, p, ... ) und kann erzeugt werden durch die r2 Matrizen, die jean 
einer Stelle 1 stehen haben und sonst uberall O. Wir sprechen das in 
folgendem Satz aus: 

Satz 113. Die Automorphismengruppe einer Abelschen Gruppe von 
der Ordnung par und vom Typus (pa, pa, ... ) besitzt eine Reihe von 
a Normalteilen inI> in2, ••• , ina-I, E, von denen jeder im vorhergehenden 
enthalten ist. Die F aktorgruppe @/inl ist holoedrisch isomorph mit der 
Gruppe der Automorphismen der Abelschen Gruppe von der Ordnung p' 
und vom Typus (P, p, ... ), die iibrigen F aktorgruppen sind A belsch von 
der Ordnung p" und vom Typus (P, p, .. . ). 

1st E + pi A, (i >-1, A 9= 0 (mod P)), eine Matrix aus in;, so ist ihre 
, I p(p-l) 2' 2 p-te Potenz gleich E + p'+ A + 2 P • A + ... und fur p > 2 

wird diese Matrix _ E (mod pHI), aber nicht (mod pi+2), d. h. sie liegt 
in ini +I , aber nicht mehr in ini +2. Derselbe SchluB gilt noch fur p = 2 
und i> 1. 

Wir gehen nun uber zum allgemeinsten Fall einer Abelschen Gruppe 
von der Ordnung pn. Sie mage in ihrer Basis n i Elemente von der Ord
nung p, n2 von der Ordnung p2, ... , n, von der Ordnung p' enthalten, 
so daB n = ni + 2 n2 + ... + rn;.' Die p-ten Potenzen der Basiselemente 
erzeugen eine charakteristische Untergruppe in, bestehend aus allen 
Elementen, welche p-te Potenzen von Elementen sind. Diese Unter
gruppe wird daher bei allen Automorphismen von @ in sich selbst trans
formiert. Wir betrachten die Untergruppe der ganzen Automorphismen
gruppe Ill, bestehend aus denjenigen Automorphismen, die die Elemente 
von in nicht verandern. Sie bildet einen Normalteiler Illi von III und wir 
wollen sie naher untersuchen. Bei den Automorphismen von Illi werden 
die Elemente einfach mit Elementen der Ordnung p multipliziert, denn 
geht 5 uber in 5' und setzt man 5' = 5 T, so muB nach Erhebung in 
die p-te Potenz fUr 5 und 5' dasselbe Element hervorgehen, d. h. es wird 
TP = E. Allgemein sei ~; der Komplex der Basiselemente von der Ord
nung pi. Die Basiselemente aus ~2' ••• , ~, darf man mit ganz beliebigen 
Elementen der Ordnung p multiplizieren, immer erhalt man Auto
morphismen aus Ill!> und diese bilden eine Untergruppe von der Ord
nung p(tI, + n, + ... + n r ) (n. +. , . + n,,), und zwar ist sie ein N ormalteiler von Ill!> 
denn sie besteht aus allen Automorphismen aus IllI' welche die samtlichen 
Elemente von der Ordnung p, insbesondere diejenigen aus ~l ungeandert 
lassen. Sie ist eine Abelsche Gruppe und ihr Typus ist (P, p, ... ). 

Nun betrachten wir die Elemente aus \131' Die durch sie erzeugte 
Gruppe besitzt eine Automorphismengruppe von der Ordnung 

'IjJ (nI ) = (pn'-I) (pn'_P) ... (pn,._ pnl-l). 
AuBerdem darf noch jedes dieser Basiselemente mit einem beliebigen 
der durch \132' \133' ... , \13, erzeugten Elemente von der Ordnung p multi
pliziert werden, deren Anzahl zusammen mit E gleich pn. + .,. + nr ist. 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf I. 9 
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Man findet so fur die Ordnung von m:1 

"p (n1) • p(2n, + n. + ... + nr)(n. + ... + nr ) • 

Diese Formel gilt auch fur n1 = 0, wenn man "p (0) = 1 setzt. 
Hierdurch gelangt man zu einer Rekursionsformel. Die Faktor

gruppe m:jm:1 ist niimlich holoedrisch isomorph mit der Automorphismen
gruppe der Gruppe aller p-ten Potenzen von ®, wie leicht ersichtlich 
ist. Diese kann ebenso behandelt werden. Man findet folgendes Resultat: 

Satz 114. ® sei eine Abelscke Gruppe mit n. Basiselementen von 
der Ordnung pi (i ~ I, 2, ... , r) und m:i sei die Untergruppe der Auto
morpkismengruppe von ®, welcke die Elemente, die pi-te Potenzen von 
Elementen aus ® sind, ungeandert lapt, so besitzt die Automorpkismen
gruppe m: von ® lolgende Reike vonNormalteilern m:, = m:, m:.-l,"" m:1, E. 
Die Faktorgruppe. m:ijm:'-1 besitzt einen Abelscken Normalteiler vom 
Typus (P, p, ... ) und von der Ordnung p(ni + ... + "r}(ni+l+'" +nr ), dessen 
Index gegeben ist durck "p (ni) pn;(ni+1 + ... + n r) • 

In der Ordnung der Automorphismengruppe gehen also nur solche 
Primzahlen auf, die eine der Zahlen 

p,P_I,p2_1, ... ,p"'-I 

teilen, wobei m die gr6Bte der Zahlen n. ist. 
Weitere wichtige Siitze aus diesem Ideenbereich gibt A. Ckatelet 

in seinem Buch: Les groupes abeliens finis, Lille 1925 und K. Skoda 
in Math. Ann. Bd. 100, S. 674 und Math. Z. Bd. 31, S. 611. 

Eine praktische Methode zur Herstellung aller Automorphismen 
Abelscher Gruppen besteht in folgendem Verfahren: Man greift eine 
Untergruppe ,p heraus und sucht eine Untergruppe von ®, etwa ®", 
die holoedrisch isomorph ist mit ®j,p. Alsdann multipliziert man jedes 
Element einer Nebengruppe von ,p mit demjenigen Element von ®", 
das ihr beim Isomorphismus entspricht. Man beweist leicht, daB jeder 
Automorphismus auf diesem Weg erhalten wird, aber dieses Verfahren 
liefert nicht stets Automorphismen, wie sogleich an einem Beispiel 
gezeigt wird: Wiihlt man fur ,p die Untergruppe E, so wird ®" = ®. 
Daher wird jedem Element sein Quadrat zugeordnet. Es ist klar, daB 
dies dann und nur dann einen Automorphismqs ergibt, wenn die Ord
nung der Gruppe ungerade ist. Dagegen erhiilt man stets einen Auto
morphismus einer Abelschen Gruppe, wenn man die Elemente in die 
s-te Potenz erhebt, sobaId s zur Ordnung der Gruppe prim ist. 

Dber die Automorphismengruppe von p-Gruppen lassen sich zwei 
elegante Siitze von Burnside und Hall ableiten. Die Kommutatorgruppe 
~ einer p-Gruppe ® ist stets von ® verschieden, weil ® aufl6sbar ist. 
Die Faktorgruppe ®j~ ist Abelsch und die Ordnungen der Basiselemente 
sind Invarianten dieser Gruppe. Wir denken uns eine bestimmte Basis 
ausgewiihlt und aus jeder dieser Nebengruppen von ~, welche die Basis 
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von @/fi, bilden, beliebig je ein Element ausgewahlt. Es seien dies die 
Elemente PI' Ps, ... , p,.. Es gilt nun 

Satz 115 von Burnside I. Die Elemente PI> P s,"" P, erzeugen stets 
die ganze Gruppe @ und r ist die niedrigste Zahl von Erzeugenden fur @. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist @ = {fi" PI> P s,"" P,.}. Wir 
bilden die durch die Elemente P erzeugte Gruppe ,p = {PI> P s,"" p"} 
und behaupten, daB ,p = @ ist. Nehmen wir an, daB ,p eine echte Unter
gruppe von @ ist, so ist sie nach Satz 80 in einer Kompositionsreihe 
von @ enthalten. Steigen wir in dieser Kompositionsreihe hinauf bis 
zur letzten von @ verschiedenen Gruppe ,p', so ist ,p' eine echte Unter
gruppe von @ vom Primzahlindex p, ferner enthalt ,p' die Untergruppe ,p. 
Da ,p' Normalteiler von @ mit zyklischer Faktorgruppe ist, so enthalt 
,p' die Kommutatorgruppe fi,. Ferner enthalt ,p~ auch die Elemente 
PI' P s, ... , p,.. Daraus folgt, gegen die Voraussetzung, daB ,p' = @ 

ist. Hiermit sind wir zum Widerspruch gelangt und es wird ,p = @. 

Der zweite Teil des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem allge
meinen Satz, daB jede Untergruppe mindestens so viel Erzeugende 
bedarf, als irgendeine Faktorgruppe eines ihrer Normalteiler. Denn 
bilden wir die Gruppe auf die Faktorgruppe ab, indem wir die Elemente 
des Normalteilers auf das Einheitselement E abbilden, so werden die 
Erzeugenden der Gruppe auf Erzeugende der Faktorgruppe abgebildet. 
Ihre Anzahl ist daher mindestens gleich der fUr die Faktorgruppe notigen 
Anzahl von Erzeugenden. 

Satz 116 von Halls. Die Ordnung der Automorphismengruppe einer 
p-Gruppe @ der Ordnung pn ist ein Teiler von pc, ·U, wobei pc die Ord
nung der Kommutatorgruppe und r die Zahl der Basiselemente von @/fi, 
ist, ferner u die Ordnung der Automorphismengruppe der Abelschen 
Gruppe @/fi, bedeutet. 

Beweis. Unter einem Automorphismus von @ erfahrt auch @/fi, 
einen so1chen. Diejenigen Automorphismen von @, we1che ffir @/fi, 
den identischen Automorphismus liefern, bilden einen Normalteiler Ill' 
aller Automorphismen von @, dessen Faktorgruppe einstufig isomorph 
mit einer Untergruppe der Automorphismengruppe von @/fi, ist und 
daher einen Teiler von u als Ordnung hat. Wir betrachten nun diesen 
Normalteiler, der die Nebengruppen von fi, ungeandert laBt, und be
haupten, daB seine Ordnung ein Teiler von pc, ist. 

Unter den Automorphismen von Ill' geht ein Erzeugendensystem 
PI' P s,"" P, iiber in PI CI> P s C2, ••• , Pr C" wobei die C Elemente 
von fi, sind. Wahlen wir diese Elemente C ganz belie big aus fi" so erhalten 
wir stets ein System von Erzeugenden, daher ist die Anzahl aller auf 
diese Weise moglichen Systeme gleich pc,. Bei den Automorphismen 
wird kein einziges dieser Systeme ungeandert bleiben, denn wenn die 

1 Burnside: Proc. Lond. math. Soc. (2) Bd. 13, S.6. 
2 Hall: Proc. Lond. math. Soc. (2) Bd. 36, S. 29. 

9* 
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Erzeugenden sich nicht andern, wird die ganze Gruppe fest bleiben. 
Daher zerfallen diese Systeme in transitiv verbundene Systeme, welche 
je die regulare Darstellung von Sl(' als Permutationsgruppe erfahren 
und daher alle gleich viele Systeme enthalten, namlich so viele als die 
Ordnung von Sl(' betragt. Diese Ordnung ist daher ein Teiler von per. 

Durch diesen Satz erhalten wir fur die von p verschiedenen Prim
teiler in der Ordnung der Automorphismengruppe von @ eine genaue 
Aussage. 1st namlich m die groBte Zahl von Basiselementen derselben 
Ordnung in @/f£, so muB jene Primzahl ein Teiler von 

(pm_I) (pm-I_I) ... (P-I) 
sein nach Satz 114. 

§ 44. Zerlegbare Gruppen. 
Bei unseren Untersuchungen uber Abelsche Gruppen ergab sich 

als fundamentaler Satz, daB jede dieser Gruppen das direkte Produkt 
zyklischer Gruppen ist. Zyklische Gruppen, deren Ordnung eine Prim
zahlpotenz ist, lassen sich nicht mehr als direktes Produkt von zwei 
Gruppen, die beide von E verschieden sind, darstellen. Wir wollen 
eine Gruppe, die nicht das direkte Produkt zweier Gruppen ist, als 
eine unze'rlegbare Gruppe bezeichnen. Zwei verschiedene Zerlegungen 
einer Abelschen Gruppe als Produkt unzerlegbarer Gruppen haben die 
Eigenschaft, daB jeder unzerlegbare Faktor der einen Zerlegung holo
edrisch isomorph ist mit einem solchen der zweiten. Auf diese Eigen
schaft grundeten sich ja die Invarianten der Abelschen Gruppen. 1m 
allgemeinen gibt es mehrere Zerlegungen, so besitzt z. B. die Abelsche 

Gruppe vom Typus (P, P) im ganzen PIP 2+ 1) verschiedene Zerlegungen 

als Produkt zweier zyklischer Gruppen, wenn man von der Reihen
folge der Faktoren absieht. 

Es fragt sich nun, wie die Verhaltnisse liegen, wenn es sich urn 
nicht-Abelsche Gruppen handelt, die direktes Produkt von Gruppen 
sind. Derartige Gruppen nennen wir zerlegbare Gruppen, sie lassen 
sich stets als direktes Produkt unzerlegbarer Gruppen darstellen. 

Zunachst behandeln wir als Gegenstuck zu den Abelschen Gruppen 
die Gruppen ohne Zentrum und beweisen von ihnen den folgenden 

Satz 117. Eine zerlegbare Gruppe, deren Zentrum nur aus E besteht, 
lafJt sich auf eine und nur eine Weise als Produkt unzerlegbarer Gruppen 
darsteUen, von der Reihenfolge der F aktoren abgesehen. 

Urn den Beweis dieses Satzes vorzubereiten, mussen wir zunachst 
einige einfache Bemerkungen uber die direkten Produkte machen. Es 
sei @ = ~I X ~2 X ... X~" eine Zerlegung von @ in unzerlegbare 
Faktoren. Dann ist jedes Element von ~i mit jedem Element von ~k 
vertauschbar, sobald i =l= k, denn die Normalteiler ~ haben auBer E 
kein Element gemeinsam. J edes Element von @ laBt sich auf eine 



§ 44. Zerlegbare Gruppen. 133 

und nur eine Weise als Produkt von Elementen aus .pI> .p2' ... , .pn 
darstellen. 1st also H = HI . H2 • •• Hn , wobei Hi in .pi liegt, so sind 
diese Faktoren HI' H2, • •• eindeutig bestimmt durch H. Man nennt 
Hi den Konstituenten von H in .pi' Selbstverstandlich sind die Kon
stituenten eines Elementes Hunter sich und mit dem Element H ver
tauschbar. Nun seien H und K zwei vertauschbare Elemente. Wir 
k6nnen leicht zeigen, daB alsdann auch die Konstituenten dieser Ele
mente untereinander vertauschbar sind. Es ist namlich K1 vertausch
bar mit H 2 ••• Hn- Transforrnieren wir nun K mit H, so erhalten wir 
wiederum K, infolgedessen miissen auch die Konstituenten von K bei 
der Transformation mit H in sich selbst iibergefUhrt werden. Daher 
muB K1 mit H und also auch mit HI vertauschbar sein. Nunmehr sind 
wir in der Lage, unseren Satz zu beweisen. 

Es seien zwei Zerlegungen von @ in unzerlegbare Faktoren gegeben 
@ = .pI X . . . X .pr = Sf1 X . . . X Sfs. 

Die Konstituenten der Elemente von Sfi in .pI bilden eine Untergruppe 
von .pI' denn ist HI der Konstituent von K in .pI und H{ derjenige 
von K', wobei K und K' in Sfi liegen, so ist H1 H{ derjenige von KK'. 
Allgemein bilden die Konstituenten der Elemente irgendeiner Unter
gruppe von @ in einem unzerlegbaren Faktor eine Untergruppe. 

Man betrachte nun die s Gruppen der Konstituenten von Sf1, 
Sf2, ... , ~s in .pl' Jede ist eine Untergruppe von .pI und wir behaupten, 
daB diese Untergruppen zueinander teilerfremd sind. Sei namlich 
H Konstituent in .pI eines Elementes K1 aus Sf1 und eines Elementes 
K2 aus ~2' Da K1 · mit allen Elementen von Sf2, ~3' •.• , ~s vertausch
bar ist, so gilt dasselbe von seinem Konstituenten H. Weil Haber 
auch Konstituent von K2 ist, so ist es auch vertauschbar mit allen Ek
menten von ~I' ~3' ••• , d. h. H ist mit allen Elementen von Sf I> ... , Sfs 

und also auch mit allen Elementen von @ vertauschbar. Hieraus folgt, 
daB unter unserer Voraussetzung iiber @ fUr H nur E in Betracht kommen 
kann. Sind nun .pI>"" .ps die Konstituenten von ~I"'" Sfs in .pI> 
so sind die Untergruppen .pi zu je zweien teilerfremd. Ferner ist jedes 
Element der einen mit jedem Element jeder anderen vertauschbar. 
.pI muB nun identisch sein mit dem direkten Produkt .pI X ... X .ps, 
denn jedes Element H von .pI ist Produkt seiner Konstituenten in 
Sf1, ... , ~s, also Produkt von Elementen aus .pI> ... , .ps. Weil.p1 unzer
legbar ist, so muB .pI mit einer der Untergruppen .pi iibereinstimmen, 
wahrend· die iibrigen nur aus dem Element E bestehen. Hieraus folgt, 
daB .pI in einem der unzerlegbaren Faktoren ~I"'" ~s enthalten ist, 
etwa in Sf!> wahrend es zu den iibrigen teilerfremd ist. Genau das
selbe kann man nun fUr Sf1 zeigen: Sf1 ist in einer der Gruppen .pi ent
halten, wahrend die iibrigen zu Sf1 teilerfremd sind. Diese Gruppe muB 
also .pI sein. Nimmt man die beiden Resultate zusammen, so folgt 
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srI = ~I. Indem man den Satz weiter anwendet, erkennt man, daB 
jeder Faktor ~ mit einem der Faktoren sr ubereinstimmt, womit der 
Satz bewiesen ist. 

Urn den allgemeinen Fall zu behandeln, stellen wir folgende Defi
nition auf. 

Definition. Zwei holoedrisch isomorphe Untergruppen ~ und ~' 
einer Gruppe heiBen zentral isomorph, wenn es eine holoedrisch iso
morphe Zuordnung X -+ X' der Elemente von ~ und ~' gibt, derart, 
daB X X'-I zum Zentrum der Gruppe gehort. 

Falls die Gruppen ~ und ~' nicht Abelsch sind, so besitzen sie 
doch wenigstens einen Normalteiler gemeinsam, dessen Faktorgruppe 
Abelsch ist, denn setzt man X' = XA, so gehort A zum Zentrum und 
die samtlichen Multiplikatoren A, die auftreten, wenn X' alle Elemente 
von ~' durchlauft, bilden eine Abelsche Gruppe, die mit ~ und ~' iso
morph ist. Diejenigen Elemente, fur die X = X' ist, entsprechen dem 
Einheitselement derselben, ist ferner X' = X A und Y' = Y B, so gilt 
(XY)' = X'Y' =XY AB. 

Der von Maclagan-Wedderburn i aufgestellte und von Remak 2 zu~rst 
vollstandig bewiesene Satz lautet nun: 

Satz llS. Sind zwei verschiedene Zerlegungen einer Gruppe in un
zerlegbare Gruppen gegeben, so ist die A nzahl der F aktoren gleich und 
zu jedem F aktor der einen Zerlegung gibt es einen F aktor der anderen, der 
mit ihm zentral isomorph ist. 

Beweis3 • Es sei 
@ = ~1 X ~2 X ••. X ~r = srI X sr2 X ••• X sr •. 

Wenn wir zeigen konnen, daB zwei nicht-Abelsche Faktoren, etwa 
~I und srI' zentral isomorph sind, so ist der Satz sofori bewiesen, unter 
Anwendung vollstandiger Induktion. Denn seien ~i und sri die Zentren 
von ~1 und srI' so wird 

~i X ~2 X •.• X ~r = ~ X sr2 X ••• X sr., 
und da diese Gruppe von niedrigerer Ordnung alS @ ist, so kann man fur 
sie das TheOIem voraussetzen. Die Zentren sind in beiden Fallen dieselben. 

Alles kommt also darauf an, zwei zentral isomorphe Faktoren auf
zufinden, die nicht Abelsch sind. Es sei ~I ein nicht-Abelscher Faktor 
unserer Zerlegungen von gr6{3ter Ordnung. 

1. Fall. Die erste Zerlegung enthiilt au{3er ~I noch einen nicht-Abel
schen Faktor. Die Konstituenten von ~I in sr. bilden eine Untergruppe 

1 Maclagan-Wedderburn: On the direct product in the theory of finite groups. 
Ann. Math. II. ser. Bd. 10, S. 173. 

2 Remak, R.: Crelles Jouro. Bd.139 (1911), S.293 und: Dber die Zerlegung der 
endlichen Gruppen in direkte unzerlegbare Faktoren, Sitzgsber. physiko-math. 
Ges. Kiew 1913. 

3 Dieser Beweis stammt von O. Schmidt: Sur les produits directes. Bull. Soc. 
math. France Bd. 41 (1913), S. 161. 
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Sf; von Sfi . Das direkte Produkt dieser Untergruppen enthalt ~l und 
enthalt daher ~l als unzerlegbaren Faktor 

Sf~ X Sf; X ... X Sf; = ~l X ~ = @'. 

Alle Elemente von ~ sind mit denjenigen von ~l vertauschbar und 
daher auch mit deren Konstituenten, den Elementen von Sf~, Sf;, ... , Sf;. 
Also gehort ~ zum Zentrum von 

~l X ~ = @', 

und diese Gruppe ist eigentliche Untergruppe von @, da sie nur einen 
nicht-Abelschen Faktor ~l enthalt. ~l ist daher zentral isomorph mit 
einem Faktor Sf; von @'. Da aber ~1 von hochster Ordnung ist, so 
muB dieser Faktor mit einer der Gruppen Sf; seIber iibereinstimmen, 
womit der Satz im ersten Fall bewiesen ist. 

2. Fall. ~l ist der einzige nicht-Abelsche Faktor der ersten Zerlegung. 
Es sei Sfl ein nicht-Abelscher Faktor der zweiten Zedegung und ~~, 
~;, ... , ~~ seien die Untergruppen seiner Konstituenten in ~l'···' ~r. 
Wiederum wird 

~~ X ~; X ... X ~; = Sfl X Sf = @'. 

Wenn ~~ = ~1' so ist ~l zentral isomorph mit Sfl , denn die iibrigen 
~i (i > 1) gehOren zum Zentrum und ~1 ist von groBter Ordnung. 

Wenn ~~ eigentliche Untergruppe von ~l ist, so ist auch@' nicht 
identisch mit @ und Sfl wird zentral isomorph mit einer Untergruppe 
~~ von ~~ (Fall 1). Da aber die Ordnung von ~~ hochstens gleich 
der Ordnung von Sfl ist, so wird ~~ = ~~. In gleicher Weise be
trachten wir die Komponente von ~~ in Sfl und finden, daB sie zentral 
isomorph mit ~~ ist, also mit Sfl seIber iibereinstimmt. Daraus folgt 
nun weiter, daB in der zweiten Zedegung Sfl X Sf2 X ... X Sf. der erste 
Faktor Sfl durch ~~ ersetzt werden kann, und wir erhalten 

Sfl X Sf2 X ••• X Sf. = ~~ X Sf2 X ... X Sf. = ~l X ~2 X ..• X ~r = @. 

Da ~~ Untergruppe von ~l ist, so folgt aus der mittleren Zerlegung, daB 

~l = ~~ X Sf 
wird, wo Sf der groBte gemeinsame Teiler von ~l mit Sf2 X Sf3 X ... X Sf. 
ist. Da ~l unzerlegbar ist, so wird Sf = E und ~l = ~~ zentral iso
morph mit Sfl • 

Aus der Bemerkung auf S.134 folgt, daf3 die Kommutatorgruppe 
bei siimtlichen Zerlegungen die niimliche Zerlegung ertiihrt. Wir machen 
hier auf einen eigentiimlichen Dualismus zwischen dem Zentrum und 
der Faktorgruppe des Kommutators aufmerksam, den man am deut
lichsten durch Herbeiziehung des Korperbegriffs klar machen kann: 

Zwei Zerlegungen einer Gruppe in unzerlegbare teiler
fremde Faktoren unterscheiden sich nur in der Verteilung 
des Zentrums. 
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Zwei verschiedene Arten, einen Galoisschen Korper aus 
unzerlegbaren teilerfremden Galoisschen Korpern zusam
menzusetzen, unterscheiden sich nur in der Verteilung der 
Vnterkorper mit Abelscher. Gruppe. 

Die beiden Satze driicken im nicht-Abelschen Fall zwei vollig ver
schiedene Eigenschaften aus. 

Beispielsweise lautet der zu Satz 117 duale so: 
Eine Gruppe, die mit ihrer Kommutatorgruppe identisch ist, lapt 

sich aut eine und nur eine Weise in unzerlegbare F aktoren zerlegen. 

10. Kapitel. 

Monomiale Grupp en. 
§ 45. Monomiale Gruppen. 

Eine wichtige Verallgemeinerung der Permutationsgruppen bilden 
die monomialen Gruppen. Sie mogen gleichzeitig hier als Ubergang 
zu den allgemeinen linearen Substitutionsgruppen dienen. 

Definition. Eine monomiale Substitution von n Variablen geht 
aus einer Permutation hervor, wenn die Variablen noch mit einem 
Faktor versehen werden. 

1st dieser Faktor bei allen Variablen gleich 1, so ist die Substitution 
eine Permutation. Wir definieren nun die Zusammensetzung zweier 
solcher Substitutionen: Wenn bei der ersten, P, die Variable Xh iiber
gefiihrt wird in. aXi, bei der zweiten, Q, Xi in bXk, so soli die zusammen
gesetzte Substitution PQ die Variable Xh in abxk iiberfiihren. Als Bei
spiel geben wir die folgende Substitution an 

a kann hierbei als eine beliebige reelle oder komplexe von 0 verschiedene 
Zahl angenommen werden. Ubt man diese Substitution zweimal aus, 
so erhalt man die identische Substitution, welche Xl und X2 in sich selbst 
iiberfiihrt. 

Definition. Vnter einer monomialen Gruppe versteht man ~in 

System von monomialen Substitutionen, die nach der angegebenen 
Zusammensetzung eine Gruppe bilden. 

Zu jeder monomialen Substitution gehort eine bestimmte Permu
tation der n Variablen, die man dadurch erhalt, daB man die Faktoren 
gleich 1 setzt. Ordnet man jeder Substitution die entsprechende Per
mutation zu, so bilden diese letzteren eine mit der monomialen Gruppe 
isomorphe Permutationsgruppe. Der identischen Permutation ent
sprechen hierbei diejenigen Substitutionen, welche die Variablen bloB 
mit einem Faktor versehen, sie aber nicht permutieren. Hieraus folgt der 
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Satz 119. Diejenigen Substitutionen einer monomialen Gruppe, welche 
die Variablen nicht permutieren, bilden einen Abelschen Normalteiler. 

DaB namlich zwei derartige Substitutionen miteinander vertausch
bar sind, ist ohne wei teres ersichtlich, wei! die Multiplikation von Zahlen 
dem kommutativen Gesetz gehorcht. 

Wir haben oben gesagt, daB die Faktoren beliebige Zahlen sein 
kannen, aber wir miissen nun bedeutende Einschrankungen machen. 
Die Substitution P mage Xl in aXI iiberfUhren. Ihre Ordnung sei n, 
dann bleibt Xl bei pn ungeandert. Andererseits sieht man, daB diese 
selbe Potenz Xl in an Xl iiberfiihrt, und hieraus folgt, daB 1 = an, also 
a eine n-te Einheitswurzel ist. Dieser Satz laBt sich noch weiter ver
allgemeinern. Man kann monomiale Substitutionen in Zyklen zerlegen, 
ahnlich wie die Permutationen. Man beginnt zu dem Zweck mit einer 
Variablen, z. B. Xl' und sucht, in welche neue Variable sie iibergeht. 
Mit dieser neuen Variablen verfahrt man gleich und kommt schlieB
lich zu der alten mif einem Faktor versehenen Variablen zuriick. Ais 
Beispiel nehmen wir die folgende Substitution 

( Xl X2 X3) 
a X 2 b X3 C Xl • 

Diese bildet einen dreigliedrigen Zyklus. Wir bilden nun ihre dritte 
Potenz. Man sieht, daB sie keine Permutation der Variablen bewirkt, 
sondern bloB eine Multiplikation der samtlichen Variablen mit a' b . c. 
1st nun die Ordnung der Substitution 3 n, so muB abc eine primitive 
n-te Einheitswurzel sein. Hieraus folgt der 

Satz 120. Bilden r unter den Variablen einer Substitution einer end
lichen monomialen Gruppe einen Zyklus in der zugehorigen Permutation, 
so ist das Produkt der bei ihnen auftretenden Faktoren eine Einheitswurzel. 
Die Ordnung der Substitution ist durch rn teilbar, wobei n den Grad dieser 
Einheitswurzel bedeutet. (Sie ist insbesondere genau gleich rn, wenn bei 
der Substitution jede der iibrigen Variablen nicht permutiert wird und als 
Faktor eine Einheitswurzel erhiilt, deren Grad ein Teiler von n ist.) 

Wir betrachten von jetzt an nur transitive Substitutionsgruppen, 
d. h. solche, bei denen die Variable Xl in eine beliebige andere mit 
einem Faktor versehene Variable iibergefUhrt werden kann. 

Diejenigen Substitutionen, welche eine bestimmte Variable Xl nicht 
permutieren, sondern nur mit einem Faktor versehen, bilden eine 
Untergruppe sr, deren Index gleich der Anzahl der Variablen ist. 

Unter den Substitutionen von sr hinwiederum bilden diejenigen, 
welche Xl in Xl iiberfUhren (fUr we1che der Faktor 1 ist), eine Unter
gruppe ,po ,p ist Normalteiler von sr, und die Faktorgruppe srj,p ist 
zyklisch. Denn jede Substitution aus sr wird Xl mit einem Faktor a 
versehen, und dieser Faktor ist nach Satz 120 eine Einheitswurzel. 
Man kann daher jeder Substitution aus sr diese Substitution von Xl 
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zuordnen und erhalt so eine mit sr isomorphe Gruppe von Substitu
tionen einer Variablen. Der identisehen Substitution entsprechen hier
bei die Substitutionen von ~. Nun ist aber eine Substitutionsgruppe 
in einer Variablen stets zyklisch, denn es gibt uberhaupt nur n Sub
stitutionen, deren n-te Potenz die identisehe Substitution ist, namlieh 

x' = 8 i x (i = 0, 1, ... , n-l), 
wobei 8 eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Es kann daher in sr/~ 
nicht z~ei zyklisehe Untergruppen von derselben Ordnung geben, und 
hieraus folgt naeh den Satzen uber Abelsehe Gruppen unsere Be
hauptung. 

Wir wollen nun zeigen, wie man zu einer gegebenen Gruppe @ 

monomiale Darstellungen findet. Sei P ein Element von der Ord
nung n und \f3 die durch P erzeugte zyklisehe Gruppe. Ferner sei die 
Gruppe @ in Nebengruppen zerlegt 

@ = \f3 + \f3 T2 + ... + \f3 Tm . 
Wir bilden jetzt rein formal die folgenden Ausdrueke 

E +8P+82P2+ ... + 8,,-1 pn-1, 
(E +8P+82P2+ ... + 8n- 1 pn-1) T2 = T2 + 8PT2 + ... + 8,,-1 pn-1 T2, 

(E +8P+82P2+ ... +8,,-1 pn-1) Tm= Tm + 8PTm + ... + 8n - 1 pn-1 Tm. 

wobei 8 eine beliebige n-te Einheitswurzel bedeutet. 
Multipliziert man den ersten Ausdruek reehts mit P', so reprodu

ziert er sieh mit dem Faktor 8-' versehen. Urn nun zu untersuehen, 
was bei der Multiplikation mit dem beliebigen Element Taus den Aus
drueken wird, betrachten wir das bestimmte Beispiel 

(E + 8P + ... + 8n - lpn-l) IiT. 
Wir suehen diejenige Nebengruppe von \f3 aus, die T; T enthalt. 

Sei Ii T = P' Tk , dann wird das Produkt zu 
e-' (E + 8 P + ... + 8"-1 pn- l ) Tk • 

Die reehtsseitige Multiplikation mit T hat also zur Folge, daB jeder 
der oben gebildeten Ausdrucke in einen ebensolchen Ausdrutk mit 
einem Faktor versehen ubergeht. Da ferner aus Ii T = pr Tk und 
Ii, T = pr'Tk' folgt Ti Ii; 1 = P' Tk Tk, 1 p-r', so gehen zwei verschie

dene der Ausdrucke bei Multiplikation mit T in versehiedene mit 
Faktoren versehene Ausdrueke uber, d. h. die m Ausdriicke erfahren 
eine monomiale Substitution. 

Man kann noeh allgemeinere Darstellungen definieren. Sei sr irgend
eine Untergruppe von @, die einen Normalteiler ~ mit zykliseher Faktor
gruppe besitzt. Ferner sei 

@ = sr + sr T2 + ... + sr Tm 
und 
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Wir bilden die ahnlich wie friiher gebauten Ausdriicke 

~ + 8 ~p + ... + 8n - 1 ~pn-1 
(~ + 8 ~p + ... + 8n- 1 ~pn-1) T2 

(~+ 8 ~p + ... + 8n - 1 ~pn-1) T .... 

Multipliziert man sie rechts mit T, so erfahren auch sie eine mono
miale Substitution; denn sei wiederum T; T = K Tk und K = H P', 
wobei K ein Element aus ~ und H ein Element aus ~ bedeutet, s'o wird 

(~+ 8 ~p + ... + 8n - 1 ~pn-1) T;T 
= 8- r (~ + 8 ~p + ... + 8,,-1 ~pn-1) Tk. 

Rechtsseitige Multiplikation mit T wird also auch diese Ausdriicke 
mit einem Faktor versehen und untereinander vertauschen, da sie ja 
aus den Elementen je einer Nebengruppe von ~ gebildet sind. Man 
erhalt so wiederum eiI}e monomiale Darstellung von @ und zeigt leicht, 
daB, falls 8 eine primitive n-te Einheitswurzel ist, die identische Sub
stitution von denjenigen Elementen geliefert wird, die ~ und seinen 
konjugierten Gruppen gemeinsam sind. 1st also 9C der graBte in ~ 
enthaltene Normalteiler von @, so ist die monomiale Darstellung holo
edrisch isomorph mit @/9C. 

§ 46. Herstellung samtlicher monomialen Gruppen. 
Aus jeder monomialen Gruppe kann man in folgender Weise durch 

Einfiihrung neuer Variablen beliebig viele weitere bilden. 
Man setze 

Yl = al Xl' .•• , Yn = an Xn (a1 =j= 0, ... , an =j= 0). 
Wird bei einer beliebigen Substitution Xi iibergefiihrt in 8 Xi, so 

geht ai Xi iiber in ai 8 Xi, d. h. Yi wird ebenfalls in 8 Yi iibergefiihrt. Geht 
dagegen Xi iiber in a Xk, so geht ai Xi iiber in ai a Xk, d. h. Yi wird iiber-

gefiihrt in a' ai Yk' Auch die Variablen Y erfahren also eine monomiale 
ak 

Substitution, man nennt sie eine mit der urspriinglichen aqui1'ul1mte 

Gruppe. 
Wir betrachten nur transitive Gruppen und wollen nun untersuchen, 

ob man durch eine geeignete Transformation eine besonders einfache 
Gestalt derselben erhalten kann. Wiederum sei ~ die Untergruppe 
derjenigen Substitutionen, die Xl ungeandert lassen, ~ mage die
jenigen Substitutionen bezeichnen, die Xl bloB mit einem Faktor ver
sehen. Dann ist ~ Normalteiler von ~ und die Faktorgruppe ~/:P ist 
zyklisch. 1hre Ordnung sei n. Der auftretende Faktor ist dann stets 
eine n-te Einheitswurzel. Nun sei die Zerlegung von @ in Nebengruppen 
von ~ 
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diejenige von ~ nach ~ 
~ = ~ + ~ p + ... + ~ pn-l. 

Durch die Substitution Ii mage Xl iibergefiihrt werden in ai Xi' dann 
fiihren wir als neue Variable ein Yi = ai Xi fUr jeden Wert von i = 2, 
3, ... , r. Alsdann wird jede Substitution der Gruppe Xl = YI iiberfiihren 
in 8 i YI, wobei i einen der Indices 1, ... , n und 8 eine n-te Einheitswurzel 
bedeutet, wahrend 1 von 1 bis r lautt. 

Wir bilden nunmehr die Ausdriicke 
(~ + 8 ~ P + ... + 8n - 1 ~ pn-l) Ti (i = 1,2, ... , r) 

und behaupten, daB unsere auf die Substitutionen der Y transformierte 
monomiale Gruppe identisch ist mit der durch rechtsseitige Multipli
kation dieser Ausdriicke entstehenden monomialen Darstellung. 

Zum Beweis betrachten wir eine beliebige Substitution U der Gruppe. 
Sie mage Yi iiberfiihren in a Yk· Dann wird Ti U die Variable Yl in a Yk 
iiberfiihren. Hieraus folgt, daB a eine Potenz von 8, etwa c l ist. Ii U 
laBt sich infolgedessen in der Gestalt schreiben H pi Tk , wobei H in ~ 
ist. Es wird also 

U = Ii-IH PITk • 

Multiplizieren wir nun andererseits den i-ten unserer Ausdriicke, 
der der Variablen Yi zugeordnet ist, mit U, so erhalten wir 

(~+ 8 ~p + ... ) Ii (T;-lH PITk) = c 1 (~ + 8 ~p + ... ) Tk • 

Hiermit ist gezeigt, daB die rechtsseitige Multiplikation mit U gerade 
diejenige monomiale Substitution erzeugt, welche in der monomialen 
Gruppe mit U bezeichnet worden ist. Wir fassen das Resultat in den 
folgenden Satz zusammen: 

Satz 121. Jede transitive monomiale Gruppe lajJt sich so transformieren, 
dajJ sie mit einer durch Untergruppen nach der Methode von § 45 erzeugten 
monomialen Gruppe identisch ist. 

Insbesondere ergibt sich hieraus, dajJ es zu ieder monomialen Gruppe 
eine aquivalente gibt, deren Faktoren samtlich Einheitswurzeln sind. 

§ 47. Ein Satz von Burnside. 
Aufs engste verwandt mit den monomialen Gruppen sind die Ver

lagerungen einer Gruppe nach einer Untergruppe. Es sei ~ eine Unter
gruppe von @ und Tv T2 , ••• , Tn seien die Reprasentanten der Neben
gruppen von ~. 1st nun T ein beliebiges Element von @, so wird 
Ii T = H Tk • Die Elemente Ii erfahren daher nach rechtsseitiger Multi
plikation mit T eine Permutation verbunden mit einer linksseitigen 
Multiplikation mit einem Element der Untergruppe~. Dies kann auf
gefaBt werden als eine monomiale Substitution, bei der die Faktoren 
nicht Zahlen, sondern Elemente aus ~ sind. Man sieht unmittelbar, 
daB diese Substitution en eine Darstellung von @ bilden. Wenn die 
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Gruppe .p Abelsch ist. so kann man das Produkt der Faktoren in einer 
Substitution bilden und erhalt so jeder Substitution ein Element von 
.p zugeordnet. wobei dem Produkt zweier Substitutionen das Produkt 
der zugeordneten Elemente entspricht. Die Abbildung ist daher eine 
mit @ homomorphe Gruppe. 

Wir beweisen nun den iiberaus wichtigen 
Satz 122 von Burnside 1. 1st eine Sylowgruppe lj3 von der Ordnung pa 

im Zentrum ihres Normalisators enthalten. so enthiilt die Gruppe einen 
Normalteiler vom Index pa. Die Ordnung der Kommutatorgruppe ist zu. 
p prim. 

Beweis. Wir verlagem die Gruppe @ auf die Sylowgruppe lj3. Urn 
das auszufiihren. zerlegen wir @ nach dem Doppelmodul (lj3. lj3). Nach 
Satz 66 liefert der Normalisator diejenigen Komplexe lj3 T lj3. welche 
nur aus einer Nebengruppe von lj3 bestehen. die iibrigen Komplexe 
bestehen aus Nebengruppen von lj3. deren Anzahl eine Potenz von p 
ist nach Satz 64. Liegt Tim Normalisator von lj3 und ist P ein beliebiges 
aber festes Element der Ordnung p aus lj3. so wird T P = PT. Der 
Faktor in der Substitution ist daher P seIber und die Variable T bleibt 
fest. Nun nehmen wir an. daB lj3 T lj3 mehr als eine Nebengruppe von 
lj3 enthalt. Dann haben wir zwei Falle zu unterscheiden. Entweder 
es gilt T P = P'T, wo P' in lj3 liegt. Dann ist P' ebenfalis von der 
Ordnung p, weil P' = T PT-l ist. Nun ist aber die Anzahl der Neben
gruppen in lj3 T lj3 eine Potenz von p und aIle Nebengruppen liefem den
selben Faktor, da ja ihre erzeugenden Elemente aligemein T P' sind, wo P' 
in der Abelschen Gruppe lj3 liegt. Infolgedessen ist der Beitrag an das 
Faktorenprodukt aus unserem Komplex =E. Wenn aber keine Glei
chung der Gestalt T P = P'T besteht, so werden die Nebengruppen 
in lj3 T lj3 zyklisch vertauscht und die Lange aller Zyklen ist genau p. 
Greifen wir einen solchen Zyklu,s heraus, so wird seine p-te Potenz eine 
Substitution, welche keine Vertauschung mehr bewirkt, vielmehr werden 
alle Nebengruppen mit demselben Faktor, namlich dem Produkt alier 
Multiplikatoren des Zyklus multipliziert. Da diese p-te Potenz aber 
E sein muB, so ist das Produkt der Faktoren E. 

Fassen wir alles zusammen, so ergibt sich fUr das Produkt alier 
Faktoren pr, wo r den zu p primen Index von lj3 unter dem Normali
sator bedeutet. Bei der Verlagerung wird daher kein Element der Sylow
gruppe auBer E auf E abgebildet und @ ist homomorph mit der vollen 
Sylowgruppe. @ enthalt daher einen Normalteiler, dessen Index gleich 
der Ordnung der Sylowgruppe ist und dessen Faktorgruppe einstufig 
isomorph mit der Abelschen Sylowgruppe ist, womit der Satz bewiesen ist. 

Die Umkehrung des Satzes 122 ist leicht zu beweisen: Wenn die 
Ordnung der Kommutatorgruppe von @ zu p prim ist, so ist die Sylow
gruppe der Ordnung pa im Zentrum ihres Normalisators erhalten. Wir 

1 Burnside: Theory of groups of finite order. 2. ed. S.327. Cambridge 1911. 
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transformieren namlich ein Element P von \lS durch ein Element des 
Normalisators, dann entsteht ein Element aus \lS. Daraus folgt, daB 
die Kommutatoren eines Elementes aus \lS mit einem Element des Nor
malisators von \lS wieder in \lS liegen. Da sie ferner in der Kommutator
gruppe von @ liegen und deren Ordnung zu p prim ist, so miissen sie 
E sein. 

Eine FiilIe von wichtigen Folgerungen lassen sich aus diesem Satz 
ableiten. 

Satz 123. Eine Gruppe, deren Sylowgruppen zyklisch sind, ist auf
losbar und besitzt einen N ormalteiler, dessen Index dem kleinsten Prim
faktor gleich ist. 

Beweis. Es sei p die kleinste in der Ordnung der Gruppe aufgehende 
Primzahl und die zugehi:irige Sylowgruppe habe die Ordnung pa. Ihre 
Automorphismengruppe hat die Ordnung pa-l (p -1). Daher liegt die 
Sylowgruppe im Zentrum ihres Normalisators, denn ihr Index unter 
dem Normalisator ist zu p prim und enthalt nur Primfaktoren, die 
gr6Ber als p sind und daher nicht in p - 1 aufgehen k6nnen. Daher 
besitzt die Gruppe einenNormalteiler, dessen Index gleich pa und dessen 
Faktorgruppe zyklisch ist. 

Satz 124. Bezeichnet \lS eine Sylowgruppe von @, deren Ordnung 
pa ist, uJ.Ul ist jedes Element von @, dessen Ordnung z'u p prim ist, mit 
iedem Element von \lS vertauschbar, so ist @ das direkte Produkt von \lS 
und einer Untergruppe, deren Ordnung zu p prim ist. 

Beweis. Die Ordnung der Gruppe sei pah und h sei prim zu p. Ferner 
sei .p die Untergruppe alIer Elemente, welche mit jedem Element von 
I.l3 vertauschbar sind. Ihre Ordnung ist durch h teilbar, denn aIle Sylow
gruppen, welche nicht zu p geh6ren, sind nach Voraussetzung in .p ent
halten. Nun liegt die p-Sylowgruppe von .p im Zentrum ihres Normali
sators und .p enthalt eine Untergruppe von der Ordnung h. Ihre Neben
gruppen in @ k6nnen durch die Elemente der p-Sylowgruppe erzeugt 
werden und weil diese Elemente mit jedem Element jener Untergruppe 
nach Voraussetzung vertauschbar sind, so ist sie Normalteiler. Da auch 
die p-Sylowgruppe Normalteiler ist, so ist der Satz bewiesen. 

Satz 125. Die Ordnung einer nichtzyklischen einfachen Gruppe ist 
stets durch das Quadrat ihres kleinsten Primfaktors teilbar. 

Denn sonst ware die Sylowgruppe, die zu diesem kleinsten Prim
faktor gehi:irt, im Zentrum ihres Normalisators enthalten und die Gruppe 
ware verschieden von ihrer Kommutatorgruppe. 

Hieraus laBt sich leicht beweisen, daB die Ordnung einer einfachen 
Gruppe, falls sie gerade ist, stets durch 4 teilbar sein mufJ und, falls sie 
durch 4, aber nicht durch 8 teilbar ist, stets den T eiler 12 hat. Denn in 
diesem letzteren Fall ist jede Sylowgruppe von der Ordnung 4 Abelsch. 
Sie muB vom Typus (2, 2) sein, da ihr Normalisator einen vom identi
schen verschiedenen Automorphismus von ungerader Ordnung liefern 
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muB. Dies ist im zyklischen Falle nicht maglich, dagegen im andern 
Falle gibt es einen Automorphismus von der Ordnung 3. Die Ordnungen 
aller bisher bekannten nichtzyklischen einfachen Gruppen sind durch 
12 teilbar. 

Mit Hilfe des Satzes 125 kann man zeigen, daB es nur eine einfache 
Gruppe von der Ordnung 60 gibt, denn hier muB jede Sylowgruppe 
von der Ordnung 4 als N ormalisator eine Gruppe von der Ordnung 12 
haben, deren Typus leicht bestimmt werden kann. Sind namlich P 
und Q die Basiselemente der Sylowgruppe, so daB 

P2=E, Q2=E, PQ=QP, 
und ist ferner R von der Ordnung 3, so gelten die Beziehungen 

R-IPR = Q, R-IQR = PQ. 
Da die einfache Gruppe diese Untergruppe vom Index 5 besitzt, 

so kann sie holoedrisch isomorph als Permutationsgruppe von 5 Variabeln 
dargestellt werden und ist daher mit der alternierenden Gruppe von 
5 Variablen identisch. 

11. Kapitel. 

Darstellung der Gruppen durch lineare 
homogene Substitution en. 

Die folgende Theorie der Darstellungen von Gruppen durch Sub
stitutionen ist bei weitem das wichtigste und am weitesten entwickelte 
Gebiet der Gruppentheorie. Sie ist von G. Frobenius geschaffen worden 
und hangt aufs engste zusammen mit der Theorie der hyperkomplexen 
GraBen, in der namentlich Molien (Math. Ann. Bd.41 und 42) grund
legende Resultate erzielt hatte. Die Arbeiten von Frobenius aus diesem 
Gebiet sind samtlich in den Berliner Sitzungsberichten erschienen und 
wir geben hier ihre Titel: 

Dber vertauschbare Matrizen, S.601-614, 1896. - Dber Gruppencharaktere, 
S. 985-1021, 1896. - Uber die Primfaktoren der Gruppendeterminante, S. 1343 
bis 1382, 1896; do. II, S.401-409, 1903. - Dber die Darstellung der endlichen 
Gruppen durch lineare Substitutionen, S. 994--1015, 1897; do. II, S. 482-500, 
1899. - Uber Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und denen 
ihrer Untergruppen, S. 501-515, 1898. - Dber die Komposition der Charaktere 
einer Gruppe, S.330--339, 1899. - Dber die Charaktere der symmetrischen 
Gruppe, S.516-534, 1900. - Dber die Charaktere der alternierenden Gruppe, 
S. 303-315, 1901. - Uber auflosbare Gruppen, S. 337-345, 1893; do. II, 
S. 1027-1044, 1895; do. III, S. 849-857, 1901; do. IV, S. 1216-1230, 1901; do. V, 
S. 1324--1329, 19~1. - Dber Gruppen der Grade p oder p + 1, S.351-369, 
1902. - Uber primitive Gruppen des Grades n und der Klasse n - 1, S. 455 
bis 459, 1902. - Uber die charakteristischen Einheiten der symmetrischen Gruppe, 
S.328--358, 1903. - Uber die Charaktere der mehrfach transitiven Gruppen, 
S.558-571, 1904. - Uber die reellen Darstellungen der endlichen Gruppen, 
gemeinsam mit I. Schur, S. 186-208, 1906. - Uber die .i\quivalenz der Gruppen 
linearer Substitutionen, gemeinsam mit I. Schur, S. 209-217, 1906. - Dber die 
mit einer Matrix vertauschbaren Matrizen, S. 3-15, 1910. 
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Die wichtigsten fruheren Resultate von Frobenius wurden unabhangig 
von Burnside wiedergefunden. Letzterem verdankt man eine Reihe 
der wichtigsten Anwendungen der Theorie sowie deren klassische 
Darstellung in seiner Theory of groups of finite order, second edition, 
Cambridge 1911, auf die wir fur die Zitate seiner Arbeiten verweisen. 

Als dritter erfolgreicher Bearbeiter ist I. Schur zu erwahnen, dessen 
wichtigste Arbeiten aus diesem Gebiet die folgenden sind: 

Neue Begrtindung der Theorie der Gruppencharaktere, Bed. Ber. 1905, S. 406 
-432. - Arithmetische Untersuchungen tiber endliche Gruppen linearer Sub
stitutionen, Ber!. Ber. 1906, S. 164--184. - Dber Gruppen linearer Substitutionen 
mit Koeffizienten aus einem algebraischen Zahlki:irper, Math. Ann. Bd. 71 (1912), 
S.355-367. - Dber die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochene 
lineare Substitutionen, .Crelles Journ. Bd. 127 (1904), S. 20-50 und Bd. 132 (1907), 
S.85-137. - Dber die Darstellung der symmetrischen und der alternierenden 
Gruppe durch gebrochene lineare Substitutionen, Crelles J ourn. Bd. 139 (1911), 
S.155-250. 

§ 48. Substitutionen. 
Definition. Eine lineare homogene Substitution vom Grade n 

besteht aus n Gleichungen von der Gestalt 

xi = an Xl + al2 X2 + ... + al n xn 

X2 = aZI Xl + a22 X2 + ... + a2n Xn 
(1) 

X~ = anI Xl + a n 2 X2 + ... + ann Xn 

Sie ist eindeutig bestimmt durch das quadratische Schema, die Matrix 
der Koeffizienten 

(:~: :~: : : : :~:) 
A= , ....... 

a n lan 2'" ann 

die wir nach Kronecker mit (aik) bezeichnen. Die Detemlinante D = [aik[ 

heiBt die Determinante der Substitution. Ist sie von 0 verschieden, 
so lassen sich die Gleichungen (1) folgendermaBen nach xl>"" Xn 

aufiosen 
D Xl = An Xl + A21 X2 + ... + AnI X~ 

D X2 = Al2 Xl + A22 X2 + ... + An2 X~ 

D Xn= Alnxi + A2nX2 + ... + Annx~, 
Hierbei bedeutet allgemein Aik die Unterdeterminante von aik in A. 

Diese neue Substitution heiBt die inverse zu A und wird mit A-I be-

zeichnet. Sie entsteht aus (A~k) durch VertalJ.schung der Zeilen mit 

den Kolonnen, d. h. durch Transposition. 
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Umin einer Funktion der Variablen Xl"'" X" die Substitution A 
auszufiihren, hat man diese Variablen durch die rechten Seiten von (I) 
zu ersetzen, d. h. man hat aus I (Xl' ••• , X,,) zu bilden I (Xl, ••• , x~) 
und Xl, ••. , x~ mit Hilfe der Gleichungen (I) durch die linearen Funk
tionen der X auszudrucken. Dies ist die genaue Verallgemeinerung 
des Begriffs: Permutation der Variablen. Insbesondere erhalt man 
die rechten Seiten von (I), indem man auf die Variablen Xl>"" x" 
die Substitution A ausubt. 

1st eine zweite Substitution mit der Matrix B = (bik) gegeben, so 
kann man sie auf die n linearen Funktionen der rechten Seite von (I) 
ausuben. Diese gehen alsdann wiederum uber in lineare Funktionen 
von Xl> ••• , x" und wir erhalten eine neue Substitution, das Produkt A B 
von A und B. Bezeichnet man sie mit C = (Cik), so wird 

" 
Cik = J:a.z bls 

1=1 
(i,k=I,2, ... ,n), 

d. h. C entsteht aus A und B, indem man die Zeilen von A mit den 
Kolonnen von B komponiert. A A wird durch A 2 abgekurzt und ent
sprechend werden die h6heren "Potenzen" von A mit Ai bezeichnet. 
Die Determinante von (Cik) wird gleich dem Produkt der Determinanten 
von (aik) und (bik) 

I Cik I = I a,k 1·1 bik I· 
Die Zusammensetzung von A mit A-I ergibt die Einheitsmatria; 

{O(i9=k)} 
E = (eik) eik = I (i = k) . 

Nunmehr seien n lineare Formen von Xl' x2' ••• , X" gegeben 

Sl1 Xl + ... + Sin X" = Yl 

S"l Xl + ... + S""X" = y". 
(2) 

Die Variablen Yl> ••• , y" werden erhalten, indem man auf die Xl> ••• , x" 
die Substitution S = (Sik) ausubt. Die Matrix S habe eine von 0 ver
schiedene Determinante. Dbt man auf die Variablen Xl"'" X" die 
Substitution A aus, so erfahren auch die Yl>"" y" eine so1che, denn 
jede Linearform der n Variablen Xl"'" X" la3t sich durch die n linear 
unabhangigen Formen Yl>"" y" linear ausdrucken. Man findet sie 
in folgender Weise: Dbt man in den link en Seiten von (2) auf die 
Variablen Xi die Substitution A aus, so erhiilt man n neue Linearformen, 
deren Matrix durch SA gegeben ist. Diese hat man durch die Variablen 
Yi auszudrucken, d. h. man hat die Variablen Xi durch die Linearformen 
S-l (y), die man durch Auflosung von (2) nach den Variablen Xi erhiilt, 
zu ersetzen. Die Matrix dieser Linearformen der Y ist SA S-I. So erhiilt 
man den fur das Folgende fundamentalen 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 10 
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Satz 126. Obt man auf die Variablen Xl> ••• , Xn in den n Gleichungen 

S11 Xl + ... + SIn Xn = Y1 

sn1 X1 + ... + SnnXn = Yn 

die Substitution A aus, so erfahren die n Variablen Yl>" ., Yn die Sub
stitution SA S-l. 

SA S-l heiBt die durch S-l aus A transiormierte Matrix. 
Ineinander transformierbare Matrizen heiBen liquivalente Matrizen. 
Nunmehr sei A eine Matrix, von der eine bestimmte Potenz die 

Einheitsmatrix E ergibt. Der kleinste Exponent a, welcher der 
Gleichung geniigt Aa = E, heiBt die Ordnung von A. Offenbar bilden 
A, AB, ... , Aa = E eine zyklische Gruppe von der Ordnung a. Wir 
beweisen nunmehr den 

Satz 127. ] ede Matrix von endlicher Ordnung lli/3t sich in eine 
DiagonalmatrW; transformieren, d. h. in eine Matrix von der Gestalt 
(C'k)' wo C'k = 0 fiir i =F k, bei der also alle Koettizienten au/3erhalb der 
Hauptdiagonale 0 sind. 1st a die Ordnung der Matrix, so geniigen die 
Koettizienten c .. der Gleichung c'ti = 1. 

Beweis. Man iibt auf Xl der Reihe nach die Substitutionen 
E, A, A2°, ... , Aa-1 aus und erhaJ.t so a lineare Formen 

Yl = Xl, Y2,"" Ya' 
Versteht man unter e eine primitive a-te Einheitswurzel, so bildet man 
weiter die a Linearformen 

Yl + Y2 + Ys + ... + Ya =Zo 
Yl + e- 1 Y2 + e- 2 Ys + ... + e-(a-1) Ya =Zl 
Y1 + e- 2 Y2 + e-2 . 2 Ya + ... + e-2 (a-1) Ya =Z2 

Yl + r(a-1) Y2 + e-2(a-l) Ys + ... + e-(a-1) (a-I) Ya = Za-l' 

Ihre Summe ist = a Y1' 
Zo, ... , Za-1 osind Linearformen von X10 ••• , Xn. Dbt man nun auf die 

Variablen X die Substitution A aus, so erfahren Yl> ... , Ya eine zykli
sche Vertauschung, indem allgemein Y. iibergeht in Yi+1 (Ya in Yl)' Daher 
bleibt Zo ungeandert und Zi geht iiber in ei Zi' 

Die a Linearformen der x: zo,.'" Za-1 verschwinden sicher nicht 
samtlich, denn ihre Summe ist a Yl = a Xl' Aber es konnen zwischen 
ihnen Beziehungen bestehen. Wir wahlen ein System von linear un
abhangigen Z aus, so daB alle iibrigen sich linear durch sie ausdriicken 
lassen. Zu dem Zweck beginnen wir etwa mit Zoo 1st Zl = c . Zo (c = const), 
so laBt man Zl weg, sonst nimmt man Zl zu zoo 1st Z2 = Co Zo + c1 Zl, 

so laBt man Z2 weg, sonst nimmt man es zu den vorigen. In dieser Weise 
erh1tlt man ein System von der Art, wie es gesucht ist. Wenn unter 
den a Formen Z nicht n linear unabhangige vorkommen, so gibt es noch 
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weitere Formen von Xl"'" X"' die sich nicht linear durch Zo,' •• , Za_l 

ausdriicken lassen. Zum Beispiel kann man hierfiir eine der Variablen 
X wahlen, denn wenn sich alle X durch die Z ausdriicken lassen, so gilt 
dasselbe von allen ihren linearen Formen. Wir gehen von einer solchen 
neuen Form y{ aus und wiederholen unser Verfahren. Man erhalt so 
zo, ... , Z~_l' und darunter gibt es gewiB eine Form, die von den Formen 
zo, ... , Za-l linear unabhangig ist, denn die Summe ist wiederum ayl. 
was nach Voraussetzung von zo, ... , Za_l linear nicht abhangt. Nimmt 
man die unabhangigen zu den friiher ausgewahlten und setzt das Ver
fabren fort, so gelangt man schlieBlich zu n linear unabhangigen Formen 
tl, t2, ... , t" der Variablen Xl"'" X"' welche samtlich die Eigenschaft 
haben, daB nach Ausfiihrung der Substitution A die Variable t iiber
geht in ekt. Die Determinante der n Formen tv ... , t" ist gewiB von Null 
verschieden, weil sie linear unabhangig sind, und daraus folgt wegen 
Satz 126 unsere Behauptung. 

Definition. Die mit Hilfe der Matrix A = (a.k) gebildete Gleichung 

an- t al2 alII 

a21 a22- t a2n 
=0 

anI a,,2 ... a",,-t 

heiBt die charakteristtsche Gleichung von A. Ordnet man sie nach 
Potenzen von t, so lauten die beiden hochsten Terme 

(_1)" t + (_1)"-1 (an + a22 + ... + a",,) en-I + ... = O. 

Die Wurzeln der Gleichung heiBen die charaktertsttschen Wurzeln der 
Matrix, ihre Summe heiBt der Charakter der Matrix A und wird mit 
X (A) bezeichnet. Offenbar ist 

X (A) = an + a22 + ... + a"" , 
also die Spur von A. 

Falls die Matrix die Diagonalform hat, so lautet die Gleichung 

o 
o 

o 0 ... e,,-t 

=0, 

daher sind die Koeffizienten der Hauptdiagonale die charakteristischen 
Wurzeln. 

Wir zeigen nun, daB aquivalente Matrizen dieselbe charakteristische 
Gleichung haben. 

Zum Beweis verwenden wir eine neue Symbolik, die Addition 
von Matrizen. 1st A = (a.k) und B = (bik), so verstehen wir unter 
A + B die Matrix (aik + bik), die man aus A und B erMlt, indem man 

10* 



148 11. Kapitel: Darstellung der Gruppen durch lineare homogene Substitutionen. 

jeweils die Koeffizienten an derselben Stelle in A und B addiert. Kombi
niert man Addition und Multiplikation, so gilt das Distributivgesetz 

(A + B) C = A C + B C , C (A + B) = C A + C B . 
Bezeichnet man ferner mit tA die Matrix (taik), so laBt sich die 

Matrix der charakteristischen Gleichung schreiben 

A-tE. 

Transformiert man sie durch 5, so erhalt man 

5-1 (A - t E) 5 = 5-1 A 5 - 5-1 (t E) 5. 

Nun ist t Emit 5 vertauschbar und man erhalt 

5-1 (A -tE) 5 = 5-1 A 5 -tE. 

Geht man zu den Determinanten iiber, so folgt 

lA-tEl = !5-1A5-tE!, 
womit bewiesen ist der 

Satz 128. Zwei M atrizen, die durch Transforml~tion auseinander 
hervorgehen, haben dieselbe charakteristische Gleichung, daher auch die
selben charakteristischen Wurzeln und denselben Charakter. 

Wenn die samtlichen Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
untereinander iibereinstimmen, so hat die Matrix A, falls sie von end
Hcher Ordnung ist, die Diagonalform; denn es gibt eine Substitution 5, 
welche der Gleichung geniigt 

5-1 A 5 = c:E, 

wobei c: die Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. Daraus folgt 

A = 5 (c: E) 5-1 = c: E . 

Hieraus kann man leicht zeigen, daB Satz 127 nicht fiir beliebige 
Matrizen gilt, z. B. nicht fiir 

denn hier sind 1 und 1 die charakteristischen Wurzeln, aber aus 

5-1 (~D 5 = (~~) folgt (~D = (~~), was ein Widerspruch ist. Die 

Ordnung dieser Matrix ist nicht endlich. 

§ 49. Substitutionsgruppen. 
Es seien g Matrizen vom Grade n mit nicht verschwindender De

ter:minante gegeben mit der Eigenschaft, daB das Produkt von je zweien 
wiederum eine der g Matrizen ist; dann bilden sie eine Gruppe von 
der Ordnung g. Denn die Eigenschaften I, II und III* sind erfiillt; 
aus AB=AC folgt: A-1AB=A-1AC, also B = C. 
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Die Permutationsgruppen und die monomialen Gruppen lassen sich 
als SpezialfaIle der Substitutionsgruppen auffassen. Zum Beispiel ist 
die Permutation 

gleichbedeutend mit der Substitution 

deren Matrix (~~) ist. 

Xl = X2, 

x2 = Xl, 

Es entstehen nun zwei Fundamentalprobleme: 

1. Gegeben ist eine abstrakte Gruppe. Man soU alle DarsteUungen 
derselben durch M atrizen angeben. 

2. Gegeben ist der Grad der M atrizen. Man soU alle endlichen 
Gruppen, welche durch M atrizen dieses Grades dargestellt werden kiinnen, 
angeben. 

Das erste Problem wird den Gegenstand der folgenden Paragraphen 
bilden. Die Theorie ist von Frobenius entwickelt worden. Das zweite 
Problem ist noch weit von der Losung entfernt, doch werden wir immer
hin einige wichtige Satze zu entwickeln haben. 

Aus jeder Substitutionsgruppe E, A, B, ... kann man im allge
meinen unendlich viele neue ableiten, indem man die Matrizen durch 
eine feste Matrix transformiert. Die Matrizen 

5-1E5=E, 5-l A5, 5-l B5, 

bilden in der Tat eine mit E, A, B, ... holoedrisch isomorphe Gruppe, 
denn aus 

AB = C folgt: 5-1 A 5· 5-1 B5 = 5-l AB5 = 5-l C5. 

Die Zuordnung A -+ 5-1 A 5 liefert den Isomorphismus. Zwei solche 
Substitutionsgruppen heiBen aquivalent. Es ist offenbar fUr die beiden 
Probleme nur notig, aus jedem System aquivalenter Gruppen einen 
Reprasentanten zu betrachten. Diese einfachen Dberlegungen gestatten 
bereits, fUr zyklische Gruppen das Problem 1 vOllig zu losen. 1st 
A, A2, ... , Aa = E die Gruppe von der Ordnung a, so erhalt man 
eine Darstellung durch Substitutionen vom Grade I, indem man unter 
A die Substitution x' = e X 'versteht, wobei e eine beliebige a-te Ein
heitswurzel bedeutet. Setzt man e = 1, so erhalt man die identische 
Darstellung x' = x, welche jedem Element die Matrix (1) zuordnet. 
AuBer dieser gibt es noch a-I weitere, entsprechend den iibrigen 
Wurzeln von ~ = 1. 1st e eine primitive a-te Einheitswurzel, so kann 
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man die a verschiedenen Darstellungen vom Grade 1 III folgendes 
Schema bringen 

E A A2 Aa-I 

ro 1 1 1 1 
rl 1 e e2 ea-I (1) r2 1 e2 e4 e2 (a-l) 

ra_1 1 ea-I e2(a-l) e(a-l){a-l) 

Die Einheitswurzeln einer Zeile bilden jeweils eine Darstellung der 
Gruppe, die wir mit r o,'" bezeichnen. In dieser Weise angeordnet, 
hilden die a Darstellungen eine quadratische Matrix, eine Tatsache, die 
auch bei allgemeinen Gruppen wiederum zum V orschein kommen wird. 

1st nunmehr eine Darstellung r von h6herem Grade gegeben, so 
HiBt sich nach Satz 127 die dem Element A entsprechende Matrix trans
formieren auf die Form 

A und seine samtlichen Potenzen haben die Diagonalform und man be
zeichnet diese Darstellung als Summe der n Darstellungen (eil), (ei ,), .•. , 

oder in Formeln 
r = Fil + ri , + ... + Fin' 

Diese Definition der Summe von Darstellungen hat mit derjenigen 
der Summe von Matrizen nichts zu tun. Offenbar ist der Charakter 
einer Matrix der Summe gleich der Summe der Charaktere der Be
standteile. 

Man erhaIt nun aIle Darstellungen der zyklischen Gruppe, indem 
man die Summe bildet 

(2) 

wobei gi ganze, nicht negative Zahlen sind, und r durch eine beliebige Sub
stitution vom Grade go + gl + ... + ga-l transformiert. F o,'" , Fa-I 

heiBen die irreduziblen Darstellungen der Gruppe und die Formel (2) 
besagt, daB r den irreduziblen Bestandteil ri genau gi-mal enthalt. 

Es entsteht nun die Frage, ob man fur F die irreduziblen Bestand
teile angeben kann, ohne r auf die Diagonalform zu, transformieren. 
Stellt A eine beliebige Matrix von der Ordnung a dar, so ist die Summe 
der charakteristischen Wurzeln gegeben durch den AUlsdruck 

au + a22 + ... + ann' 
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Wenn nun die irreduziblen Bestandteile der Darstellung E, A, A2, ... 
durch goFo + ... + ga-IFa-1 gegeben sind, wenn wir ferner die Summe 
der Koeffizienten der Hauptdiagonale in E, A, A2,... mit n l = n, 
n2, ... , na bezeichnen, so gelten die Gleichungen 

go+ gl + ... + 
go + egl + ... + 
go + ea- l gl + ... + e(a-l) (a-I) ga-l = na' 

Hieraus berechnen sich die Zahlen go, ... , ga-l in folgender Weise: 

a . go = n1 + n2 + ... + na , 

a'gl=nl + e-I n2 +"'+e-(a-l)na, 

a . ga-l = n1 + e- (a-I) n2 + ... + e- (a-I) (a-I) na , 

womit die Aufgabe ge16st ist. Bereits durch die Summe der Diagonal
koeffizienten der Matrizen ist also die Darstellung bestimmt und zwei 
Darstellungen, fUr welche diese Zahlen ubereinstimmen, sind aquivalent. 

Definition. Die Gesamtheit der Charaktere der Matrizen einer Sub
stitutionsgruppe heifit das Charakterensys~m der Substitutionsgruppe. 

Fur zyklische Gruppen gilt der 
Satz 129. Zwei Darstellungen einer zyklischen Gruppe sind dann 

und nur dann iiquivalent, wenn sie dasselbe Charakterensystem besitzen. 
Denn sie lassen sich auf dieselbe Diagonalform transformieren. 

§ 50. Orthogonale und unitare Substitutionsgruppen. 
Eine Substitution vom Grade n, welche die quadratische Form 

f=xi+x~+ "'+x; 
ungeandert laBt, heiBt eine 01't/togonale Su,bstitution. 

Falls alle Substitutionen einer Gruppe orthogonal sind, heiBt die 
Gruppe eine orthogonale Substitutionsgruppe. 

Fuhrt man in f die Substitution mit der Matrix (aik) aus, so erhalt 
man die Form 

(an Xl + al2 X2 + ... + al" X,,)2 + ... 
+ (a"l Xl + a n 2 X2 + ... + ann X,,)2 

und die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, daB diese Form 
wieder gleich fist, besteht in folgenden Gleichungen 

" und 2: aik ail = 0 fUr k =t= l. 
i~l 

Diese Gleichungen lassen sich durch das Multiplikationsgesetz der 
Matrizen wiedergeben und besagen: Setzt man die Matrix A = (aik) 

mit sich selbst zusammen, indem man Spalten mit Spalten kombiniert, 
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so erhalt man die Einheitsmatrix; anders ausgedriickt: Bezeichnet A ° die zu 
A transponierte Matrix, so gilt die Gleichung AO A = E. Dies liefert den 

Satz 130. Eine Matrix A ist dann und nur dann orthogonal, wenn 
ihre inverse Matrix mit der transponierten iibereinstimmt. 

Definition. Eine reelle quadratische Form in n Variablen heiBt 
positiv dejinit, wenn sie nur positive Werte annimmt, falls den Variablen 
reelle Werte erteilt werden, und nur dann den Wert Null annimmt, 
wenn alle Variablen gleich Null gesetzt werden. 

Satz 131. J ede positiv definite Form 
n 

g= .2; rikxixk (rik=rki) 
i, k~ 1 

liifJt sich durch eine reelle Substitution auf die n Variablen in die Gestalt 

f = xi + x~ + ... + x! 
iiberfiihren. 

Beweis. In der Form gist der Koeffizient von x; gleich rii, derjenige 
von XiXk (i=1=k) gleich 2rik' Ferner istri; einepositiveZahl=1= 0, dennsetzt 
man alle Variablen auBer der i-ten gleich 0, so erhalt man rii x;, und da 
dies nur positive Werte annehmen soll, so muB rii gri:,Ber als Null sein. 

Bildet man nun 
1 

- (rll Xl + r l2 X2 + ... + rln Xn)2, 
I'll 

so stimmen diejenigen Terme, die Xl enthalten, iiberein mit den ent
sprechenden in g, daher wird 

1 
g = - (rll Xl + ... + rln Xn)2 + h (X2' .•. , Xn ), 

I'll 

wobei heine quadratische Form der Variablen x2 , ••• , Xn ist. 
Setzt man 

so ist 
g = y~ + h (X2' ••• , xn) . 

h ist eine positiv definite Form in den Variablen X2, ••• , Xn- Denn 
wenn man diesen Variablen Zahlenwerte geben k6nnte, die nicht samt
lich verschwinden und h zu 0 machen, so k6nnte man diese in die Glei
chung YI = 0 einsetzen und bekame auch fUr Xl einen Wert, der zu
sammen mit den iibrigen g zum Verschwinden brachte. 

Auf h kann man dasselbe Verfahren ausiiben und fortfahren, bis 
schlieBlich g iibergefiihrt ist in y~ + y~ + ... + Y!. Die Substitution, 
welche fin g iiberfiihrt, hat offen bar die Gestalt 

Yl = S11 Xl + S12 X2 + ... + Sl n Xn, 

Y2 = S22 X2 + ... + S2n X n , 

Yn= 
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Wir bezeichnen sie mit T-l. 
Man lOst die Substitution naeh den Variablen x auf, indem man mit 

der letzten Gleichung beginnt und naeh oben fortsehreitet, und man 
findet so fliT die inverse Substitution T eine solche von gleicher Ge
stalt, d. h. mit versehwindenden Koeffizienten unterhalb der Haupt
diagonalen. Wir bezeichnen sie folgendermaBen 

Xl = tn Yl + t12 Y2 + ... + tl .. Y .. , 
X2 = t22 Y2 + ... + t2 .. Y .. , 

X .. = t .... Y ... 
Satz 132. ] ede endliche reelle Substitutionsgruppe ist aquivalent mit 

einer o1'thogonale'1~ Substitutionsgruppe. 
Beweis. Die SUbstitutionsgruppe mit reellen Koeffizienten sei vom 

Grade n, ihre Substitutionen seien mit E, A, B, . .. bezeichnet. Ubt 
man sie auf die quadratisehe Form 

t=xi+x~+"'+x! 
aus und addiert die so erhaltenen quadratisehen Formen, so erhaIt 
man eine positiv definite quadratisehe Form, denn sie ist die Summe 
von Quadraten, unter denen speziell die Quadrate der einzelnen Variablen 
vorkommen, weil t unter E sich nieht andert und daher als Summand 
figuriert. Diese Form, die wir mit 

n 

g = .2 rik Xi Xk (rik = rki) 
i, k=l 

bezeiehnen, andert sieh nieht, wenh man auf sie eine beliebige Sub
stitution der Gruppe ausiibt, denn dabei andem nur die Summanden ihre 
Reihenfolge naeh § 2. Nun sei T die Substitution des vorigen Satzes, welche 
gin t iiberfiihrt. Ubt man auf t erst T-I aus, so geht t in g iiber, iibt man 
jetzt eine der Substitutionen der Gruppe aus, so bleibt g ungeandert, 
l,md wendet man sehlieBlieh T an, so geht g wieder in t iiber. Daraus 
folgt, daB die mit der gegebenen aquivalente Substitutionsgruppe 

E, T-IAT, T-IBT, 

die Form t ungeandert laBt und daher orthogonal ist. 
Urn fiir Gruppen mit komplexen Koeffizienten das Analogon zum 

letzten Satz zu beweisen, benutzt man das Hilfsmittel der Hermitesehen 
Formen. Der ganze Gang des Beweises ist fast genau derselbe wie im 
reellen Fall. Bezeiehnefi wir mit r die Substitutionsgruppe, so bilden die 
Matrizen mit konjugiert imaginaren Koeffizienten eine mit r holoedriseh 
isomorphe Gruppe r, denn aus A B = C folgt A B = C, wobei die iiber
striehenen Buehstaben die konjugiert imaginaren Matrizen bezeichnen. 
Man benutzt nun zwei Reihen von Variablen Xl>" ., Xn und xl>' .. , in 

und bildet den Ausdruek 

t = Xl i l + X2 X2 + ... + X .. x ... 
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Erteilt man Xi stets den konjugiert imaginaren Wert zu Xi, so stellt diese 
Form nur positive reelle Zahlen dar und sie verschwindet bloB fiir 

Xl = x2 = ... = X" = O. 

Allgemein stellen wir folgende Definition auf: 
Definition. Eine Form von der Gestalt 

" g= 2,' rikXi Xk, 
i, k~l 

deren Koeffizienten den Relationen geniigen 

heiBt eine Hermitesche Form. 
Eine Hermitesche Form nimmt nur reelle Werte an, wenn man 

den iiberstrichenen Variablen die konjugiert imaginaren Werte zu den 
uniiberstrichenen erteilt. Die Form heiBt positiv deJinit, wenn sie nur 
positive Werte annimmt und bloB verschwindet, wenn aIle Variablen 
verschwinden. Die oben mit f bezeichnete Normalform ist von dieser Art. 

Satz 133. Jede positiv definite Hermitesche Form I#Jt sich auf die 
Gestalt 

f = Xl Xl + ... + Xn xn 

transformieren, indem man auf die uniiberstrichenen Variablen ezne 
Substitution T und auf die iiberstrichenen die konfugiert imaginiire Sub
stitution T ausubt. 

Beweis. Der Koeffizient rii ist positiv und groBer als 0, denn setzt 
man aIle Variablen auBer Xi gleich Null, Xi dagegen gleich 1, so erhalt 
man den Zahlenwert rii' Da er nach Voraussetzung positiv sein muB, 
so ist unsere Behauptung bewiesen. Entsprechend dem reellen Fall 
erkennt man, daB 

(rll Xl + r2l X2 + ... + r .. l Xn) (rll Xl + ... + r ln xn) 
in denjenigen Termen mit rll g iibereinstimmt, die Xl oder Xl enthalten. 
Daher wird 

g-~ (rll Xl + ... + rnl Xn) (rll Xl + ... + rln Xn) rll 

bloB noch von den Variablenreihen x2, ••• , X n, X2, ••• , xn abhangen. Fiihrt 
man daher die beiden konjugiert imaginaren Substitutionen aus 

und 

1 
Yl = ,/- (rll Xl + ... + rnl Xn) 

Vrll 

Yl= / (rllxl + ... +rlnXn), 
lrll 

so geht g iiber in Yl)ll + h (X2' ••. , X"' X2, .•• , Xn). Dabei ist h wiederum 
eine Hermitesche Form, und indem man fortfiihrt, wird g zu 

f = Yl Yl + ... + Yn Yn' 
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Definition. Eine Substitution, welche die Form 

/ = Xl Xl + ... + Xn xn 

ungeandert laBt, heiBt eine unitiire Substitution. 
Stets ist unter einer Substitution verstanden, daB auf die unge

strichenen Variablen eine Substitution und auf die gestrichenen die 
konjugiert imaginare ausgeiibt werden. Man kann unitare Substitu
tionen offenbar auch durch die Eigenschaft definieren, daB die zu ihrer 
Matrix inverse die transponierte der konjugiert imaginaren Matrix ist. 
Reelle unitare Matrizen sind daher orthogonal. 

Satz 134. Eine endliche Substitutionsgruppe ist stets aquivalent mit 
einer unitaren Substitutionsgruppe. 

Beweis. Man verfahrt genau wie im reellen Fall und iibt auf die 
Form / die samtlichen Substitutionen der Gruppe aus und addiert sie. 
Man erhalt so die Form g, welche gegeniiber den Substitutionen der 
Gruppe invariant bleibt. Diese fiihrt man nach Satz 133 durch die 
Substitution T in / iiber und man sieht, daB die Transformation der 
Substitutionen der Gruppe durch T auf eine unitare Gruppe fiihrt. 

Das Verfahren, welches den Beweis der Satze 131 und 133 leistete, 
kann verallgemeinert werden und liefert folgenden 

Satz 135. J ede Bilinear/orm 
n ,,' 

g= ~ ~ ri"xiY" 
;=1 "=1 

lafJt sich au/ die N ormal/orm 
/ = Xl Y1 + X2 Y2 + .. 0 + X, Y, 

uber/uhren durch eine Substitution au/ die Variablen X und eine solche 
au/ die Variablen y. H ierbei ist l' --<: n und l' -< n' 0 

Beweis. Man bilde 

(1'11 Xl + 1'21 X2 + 0 •• + 1'n1 Xn) (1'11 Y1 + 1'12 Y2 + ... + r1n' Yn')· 

Dieses Produkt stimmt in denjenigen Termen, die Xl oder Y1 ent
halten, mit 1'11 g iiberein. Hierbei dad man voraussetzen, daB 1'11 9= 0 
ist. Denn sonst sei 1';,,9=0; vertauscht man nun Xl mit X; und Yl mit 
Y", so wird ri" zum Koeffizienten von X1Y1. Dabei haben die beiden 
Variablenreihen nur unter sich eine Substitution erfahren. 

Setzt man 
1 

./"- (rn Xl + ... + rn l Xn) = Ut 
Vrll 

1 
.r- (rn Y1 + 0 • 0 + rln' Yn') = VI' 
Vrll 

so kann man g so schreiben 

U1 VI + h (X2, •• 0, X'" Y2'. 0., Yn')· 

Indem man dieses Verfahren fortsetzt, gelangt man zu einer Form 

/ = u1 VI + u2 V2 + ... + u, V,. 
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§ 51. Reduzible und irreduzible Substitutionsgruppen. 
Definition. Eine SUbstitutionsgruppe heiBt reduzibel, wenn sie 

sich so tranformieren laBt, daB ihre Matrizen samtlich die Gestalt haben 

A=(~!~) o I R ' 
wobei Peine quadratische Matrix vom Grade 1tt, Reine ebensolche 
vom Grade n2 (n1 + n2 = n), und Q eine rechteckige Matrix von n1 
Zeilen und n2 Spalten darstellt, wahrend 0 die Matrix mit n2 Zeilen 
und n1 Spalten bedeutet, deren Koeffizienten samtlich 0 sind. Dbt 
man sie auf die Variablen Xl> ••• , Xn aus, so werden die n2 letzten nur 
unter sich substituiert. Daraus folgt, daB das Produkt zweier derartiger 
Matrizen (mit gleichem n1 und n2) wiederum eine solche Matrix ist. 

1st speziell A' die Matrix (~' ~:), wobei die zugehOrigen Zahlen 

( p P' PQ' + QR') wieder n1 und n2 sein sollen, so wird A A' = 0 R R' . 

Nimmt man also aus jeder Matrix den Bestandteil P bzw. R gesondert, 
so bilden auch sie eine Gruppe, die isomorph ist mit der ursprunglichen 
Gruppe. 1st Q nicht tiberall die Nullmatrix, so heiBt die Gruppe halb 
reduziert, sonst ganz reduzie1"t. Es gilt nun der 

Fundamentalsatz 1361 • Jede halb reduzierte endliche Gruppe ist aqui
valent mit einer ganz reduzierten. 

Beweis. Wir beginnen mit reellen Gruppen vom Grade n. 1hre 
Substitutionen seien mit E, A, B, . .. bezeichnet, und sie seien nach 
Voraussetzung halb reduziert, etwa von der Gestalt 

(~ ~). 
Nach Satz 132 konnen wir die Gruppe auf orthogonale Gestalt trans
formieren, und zwar durch eine Substitution T, deren Koeffizienten 
unterhalb der Hauptdiagonale verschwinden. Diese ist daher ebenfalls 
halb reduziert und dasselbe gilt auch von der inversen T-1, infolge
dessen auch von T-1 AT und den iibrigen durch T transformierten 
Substitutionen der Gruppe. Wir brauchen also den Satz 136 nur fUr 
orthogonale halb reduzierte Substitutionsgruppen zu beweisen, und hier 
zeigt sich nun, dafJ solche stets ganz reduziert sind. 

Denn die zu A inverse Matrix hat dieselbe reduzierte Form wie A, 
weil sie mit zur Gruppe gehort, andererseits ist sie die transponierte 
Matrix von A, weil die Gruppe orthogonal ist. Daraus folgt, daB der 
Bestandteil Q die Nullmatrix sein muB, und dasselbe gilt ftir alle Sub
stitutionen der Gruppe. 

1 Maschke, H.: Beweis des Satzes, daB diejenigen endlichen linearen Sub
stitutionsgruppen, in welchen einige durchgehends verschwindende Koeffizienten 
auftreten, intransitiv sind. Math. Ann. Bd. 52 (1899), S. 363. 
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Fur komplexe Gruppen verHiuft der Beweis genau gleich, nur muB 
man die Gruppe auf unWire Gestalt transformieren. Auch dies ge
schieht durch eine Matrix, deren Koeffizienten unterhalb der Haupt
diagonalen Null sind, und die Transformation laBt daher die halb 
reduzierte Gestalt der Gruppe unberuhrt. Da hier die inverse Matrix 
gleich der konjugiert imaginaren zur transponierten Matrix ist, so folgt 
wiederum, daB eine halbreduzierte unit are Matrix stets ganz reduziert 
ist, womit der Satz vollstandig bewiesen ist. 

Eine ganz reduzierte Gruppe, deren Matrizen die Gestalt haben 

A = ( ~112 ) 
ist bereits bestimmt durch die beiden Bestandteile 

FI = Ell All BlI . . . und F2 = E 2, A 2 , B 2, ••• 

Die Tatsache, daB F sich in der angegebenen Weise durch Trans
formation reduzieren laBt, druckt man durch die Gleichung aus 

F=FI +F2 • 

Falls FI = F2, schreibt man kurzer F = 2 Fv und aligemein, wenn F 
sich so reduzieren laBt, daB die Bestandteile Fi (i = 1, ... , r) je nrmal 
auftreten, so schreibt man 

F= nlFI + n2 F2 + ... + n,F,. 
Moglicherweise lassen, sich die Bestandteile Fi noch weiter reduzieren, 
aber schlieBlich muB man auf Bestandteile kommen, welche keine 
weitere Reduktion mehr zulassen. Solche Substitutionsgruppen heiBen 
irreduzibel, und wir konnen das Resultat zusammenfassen in den 

Satz 137. J ede endliche Substitutionsgruppe ist entweder irreduzibel 
oder vollstandig reduzibel auf eine Summe irreduzibler Gruppen. 

Die irreduziblen Gruppen sind die Bausteine, aus denen sich jede 
SUbstitutionsgruppe zusammensetzen laBt, und die Auffindung derselben 
ist eine der wichtigsten Aufgaben der Gruppentheorie. Wir haben 
schon in Satz 127 gesehen, daB sich jede zyklische Gruppe auf Be
standteile des ersten Grades reduzieren laBt; diese sind selbstverstand
lich irreduzibel. Dasselbe gilt aligemein fUr Abelsche Gruppen. 

Satz 138. Die irreduziblen Bestandteile einer Abelschen Substitutions
gruppe sind samtlich vom Grade 1. Sie lapt sich transformieren in eine 
Gruppe, deren M atrizen samtlich die Diagonalform haben. 

Beweis. Wir benutzen vollstandige Induktion, indem wir den Satz 
als bewiesen annehmen fUr Gruppen, deren Grad kleiner als n ist. 

F sei eine Abelsche Gruppe, die nicht in reduzierter Form gegeben 
ist. Dann gibt es eine Matrix A in F, die mindestens zwei verschiedene 
charakteristische Wurzeln besitzt, und wir nehmen an, daB A in Diago
nalform erscheint. (Vgl. Satz 128 und die darauffolgende Bemerkung.) 
Die Koeffizienten in der Hauptdiagonale von A seien der Reihe nach 
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ev e2' ... , en' Durch eine weitere Transformation (welche auf eine 
bloBe Vertauschung der Variablen herauskommt) kann man erreichen, 
daB in der Hauptdiagonalen zuerst alle Wurzeln kommen, die gleich el 
sind, wahrend die ubrigen von el verschieden sind. Es sei also 

el = e2 = ... = em ei =l= el i > m. 

Nunmehr sei Beine beliebige Matrix von r. Dann wird AB = BA, 
also 

d. h. 
ekbik=eibik' 

1st also ei =l= ek, so wird bik = 0, insbesondere ist bik = 0, sobald 

i-<.m k>m 
oder 

i>m' k-<m, 

d. h. aber, daB B ganz reduziert ist, namlich Summe zweier quadratischer 
Matrizen vom Grade m und n - m. Da Beine beliebige Matrix von 
r ist, so ist auch r reduziert. Auf jeden der beiden Bestandteile kann 
man das Verfahren fortsetzen, bis vollige Reduktion auf die Diagonal
form erreicht ist. 

Fur das Folgende ist die identische Darstellung, welche jedem 
Element der Gruppe die Zahl 1, aufgefaBt als Matrix vom Grade 1, 
zuordnet, von besonderer Wichtigkeit. Wir bezeichnen sie stets mit 
r1 und beweisen folgenden 

Satz 139. Die Tatsache, dafJ die Substitutionsgruppe r die identische 
Darstellung r1 genau a-mal enthiilt, besagt, dafJ es genau, a linear 'unab
hiingige Linearformen in den n Substitutionsvariablen gibt, welche sich 
bei den Substitutionen der Gruppe nicht iindern. 

Beweis. Es seien die a unabhangigen Linearformen mit Lv L 2, ••• , La 
bezeichnet. Wir konnen noch n-a weitere hinzufiigen, dergestalt, 
daB die Determinante der Koeffizienten dieser n Linearformen Lv ... , Ln 
von 0 verschieden ist. Dbt man nun auf die Variablen dieser Formen 
die Substitutionen der Gruppe aus, so erfahren die Formen seIber eine 
aquivalente Substitution, und diese ist reduziert, indem die a ersten 
Formen in sich ubergehen. Der Bestandteil r1 kommt mindestens 
a-mal vor. 

Umgekehrt, kommt der Bestandteil r1 a-mal vor, so besagt das 
fUr die vollstandig reduzierte Gruppe, daB a unter den Variablen un
geandert bleiben; falls die Reduktion aber noch nicht durchgefUhrt ist, 
daB a Linearformen invariant sind. 

Bestandteile ersten Grades, welche nicht die identische Darstellung 
sind, involvieren Linearformen, welche unter der Gruppe bloB Fak
toren annehmen. 
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§ 52. Die Konstruktion samtlicher invarianter Linearformen. 
Die wichtigste Aufgabe bei der Reduktion einer Substitutions

gruppe r ist die Auffindung der Zahl, welche angibt, wie oft die iden
tische Darstellung in r enthalten ist, und die Angabe einer Trans
fonnation, welche die zugeh6rige Reduktion leistet. Dazu ist nach 
Satz 139 notwendig und hinreichend die Konstruktion eines volIstan
digen Systems linear unabhangiger Linearfonnen, welche unter den 
Substitutionen von r sich nicht andern, anders ausgedriickt, welche 
gegeniiber den Substitutionen von r invariant sind. 

Die Methode zur Bildung invarianter Linearformen ist dieselbe wie 
diejenige zur Bildung invarianter quadratischer Fonnen, welche beim 
Beweis des Satzes 132 angewandt wurde. Man beginnt mit irgend
einer Linearform, iibt auf sie die samtlichen Substitutionen aus und 
addiert die so erhaltenen Formen. Die Summe ist entweder identisch 
o oder wieder eine Linearform; letztere ist invariant, denn iibt man 
eine Substitution aus, so kommt das nur auf eine Vertauschung der 
Summanden heraus, die Summe andert sich nicht. 

Ais Ausgangsform wahlen wir die Variable Xl seIber, und erhalten 
durch die Ausiibung von E diese Variable als erst en Summanden. Nun 
iiben wir A aus und erhalten die Linearfonn 

all Xl + a l2 X 2 + ... + al n Xn · 

Ihre Koeffizienten sind gebildet von den Koeffizienten der erst en Zeile 
in A. Dasselbe machen wir fiir aIle Substitutionen von r. Nun haben 
wir alle diese Formen zu addieren. Es ist aber offenbar unn6tig, jedes
mal die Variablen hinzuzuschreiben, es geniigt, die Koeffizienten zu 
notieren und zu addieren. Mit Hilfe des Begriffes der Addition von 
Matrizen (§ 48) k6nnen wir unser Verfahren folgendermaBen beschreiben: 
Man addiere die Matrizen der Gruppe r und bilde mit den Koeffizienten 
der ersten Zeile der Summe eine Linearfonn. Diese ist identisch mit 
der Linearform, welche man erhalt, wenn man auf Xl die samtlichen 
Substitution en von r ausiibt und die so entstehenden Fonnen addiert. 
Entsprechend erhalten wir die invariante Form, welche durch Aus
iibung der Substitutionen auf die Variable Xi entsteht, indem wir in 
der Summe alIer Matrizen die i-te Zeile nehmen und mit ihr die Linear
fonn bilden. Wir setzen 

E+A+B+···=M=(mik) 
und erhalten folgende invariante Linearfonnen 

Li = mil Xl + mi 2 X 2 + ... + mi n Xn (i = 1, 2, ... , n). 
Mit zwei Linearformen ist auch ihre Summe und alIgemein eine lineare 
Verbindung wieder eine invariante Linearfonn, so daB wir in folgen
der Gestalt lauter Invarianten erhalten 

alLI + a2 L 2 + ... + anLn, 
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wo die a irgendwelche Zahlen bedeuten. Diese n Fonnen Lv ... , Ln 
sind im allgemeinen nicht unabha.ngig voneinander. Insbesondere, wenn 
die Gruppe die identische Darstellung nicht enthalt, so miissen samtliche 
L verschwinden, also muB M die Nullmatrix sein und wir haben den 

Satz 140. Wenn eine Substitutionsgruppe vollstandig reduziert die 
identische Darstellung nicht enthalt, so ist die Summe der Koellizienten, 
welche in den verschiedenen M atrizen an derselben Stelle stehen, stets = O. 

Das System (eik' aik, bik , ••• ) der Koeffizienten an der Stelle (ik) 
bezeichnen wir im folgenden als eine Stellenzeile. Diese Einteilung 
der Koeffizienten einer Substitutionsgruppe erweist sich in der Folge 
als fundamental. Summen erstreckt iiber die verschiedenen Elemente 
der Gruppe bezeichnen wir mit dem Symbol 

2; oder 2,', 
S (j; 

wobei S also die Elemente E, A, B, ... von @ durchlaufen solI. 
1st nun L irgendeine invariante Linearform, so ist sie in der obigen 

Gestalt darstellbar. Denn bezeichnen wir sie mit 

bl Xl + b2 x2 + ... + bn X n , 

iiben wir der Reihe nach aIle Substitutionen auf sie aus und addieren 
wir die so entstehenden Fonnen, so bekommen wir 

blLl + b2L2 + ... + bnLn· 
Andererseits andert sich L bei den Substitutionen nicht und wir k6nnen 
das Resultat auch mit g L bezeichnen, wo g die Ordnung der Gruppe 
bedeutet. Daraus folgt, daB sich L linear durch die Formen Ll , L 2, ... , Ln 
darstellen laBt, die hierbei auftretenden Koeffizienten sind einfach 

bl/g, b2/g,···, bn/g· 
Die identische Darstellung ist daher in r genau so oft enthalten, als 
es linear unabhangige unter den Zeilen von M gibt. Diese Zahl heiBt 
der Rang der Matrix M und wir haben den 

Satz 141. Man erhiilt alle invarianten Linearlormen zu einer Sub
stitutionsgruppe r, indem man ihre M atrizen addiert, aus den Zeilen der 
so entstehenden Matrix Linearlormen bildet und sie mit beliebigen Zahlen 
multipliziert und addiert. Die· Gruppe r enthalt die identische Darstellung 
genau so oft, als die Zahl der linear unabhangigen invarianten Linear
lormen betragt. Diese Zahl ist identisch mit dem Rang der Summenmatrix. 

Wenn eine Substitutionsgruppe die identische Darstellung genau ein
mal entijalt, so ist die Summe M ihrer Matrizen nicht die Nullmatrix. 
Ihre Zeilen miissen aber, soweit sie nicht aus lauter Nullen bestehen, 
dieselbe Linearfonn, eventuell mit einem Faktor versehen, ergeben. 

In einer irreduziblen Substitutionsgruppe, welche nicht die iden
tische Darstellung ist, kann diese letztere nicht mehr als Bestandteil 
auftreten, daher gibt es fUr sie keine invariante Linearform und die 
Summe der Koeffizienten einer Stellenzeile ist stets = O. 
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Hieraus ergibt sich eine uberaus einfache Methode zur Bestimmung 
des Ranges von M. Der Charakter von Mist namlich eine Zahl, welche 
nach Satz 128 bei einer beliebigen Transformation der Gruppe sich 
nicht andert. Nehmen wir die Gruppe in reduzierter Form an, so liefern 
die Bestandteile, welche von der identischen Darstellung verschieden 
sind, nach dem eben Bemerkten keinen Beitrag an den Charakter, 
dagegen liefert r l genau den Beitrag g, wenn dies die Ordnung der 
Gruppe bedeutet. Daraus folgt der 

Satz 142. Die 5umme der Charaktere der Matrizen einer beliebigen 
endlichen 5ubstitutionsgruppe ist immer = 0 oder ein Viel/aches der 
Ordnung der Gruppe, etwa = r g. Die Zahl r zeigt an, wie oft in der Gruppe 
die identische Darstellttng enthalten ist. 

§ 53. Die Fundamentalrelationen der Koeffizienten 
irreduzibler Substitutionsgruppen. 

Aus einer beliebigen Darstellung r einer endlichen Gruppe mit 
den Matrixen E, A, B, ... laBt sich in folgender Weise eine neue ab
leiten. Man bezeichne allgemein mit 50 die zu 5 transponierte (S. 144) 
Matrix. Dann folgt aus dem Bestehen der Gleichung A B = C ohne 
weiteres die Gleichung BOA 0 = Co; namlich die Relationen, welche 
die erste Gleichung bilden, sind dieselben wie diejenigen der zweiten. 
Andererseits gilt auch B-1 A-I = C-l. Bildet man daher zu jeder 
Matrix 5 die Matrix 5t = 50-1, indem man nacheinander trimsponiert 
und zur inversen ubergeht (diese beiden Operationen sind vertausch
bar), so folgt aus A B = C wiederum AtBt = Ct. Wir bezeichnen die 
Gruppe rt, deren Matrizen E, At, B t, . .. sind, als die zu r adJungierte 
Substitutionsgruppe l . 

Satz 143. Das Charakterensystem von rt ist konittgiert imaginiir Ztt 
demienigen von r. 

Beweis. Wir zeigen, daB X(A) konjugiert imaginar zu X(At) ist, 
in folgender Weise: Es gilt zunachst X (A) = X (A 0), ferner ist X(A-l) 
konjugiert imaginar zu X(A), denn sei A auf Diagonalform reduziert = 

(
el o",o) 
Oe2 ••• 0 

, ...... 
00 ... en 

(

ell 0 ... 0 ) 
. 0 e;l ... 0 

so wlrd A-I = ........ . 

o 0 ... e;;l 

1 Zwei adjungierte Substitutionen A und At lassen sich auch so charakteri
sieren, daB die bilineare Form 

Xl Yl + X 2 Y2 + ... + Xn Yn 

ungeandert bleibt, wenn man auf die Variablen X die Substitution A, auf die 
Variablen Y dagegen die Substitution At anwendet. Die kovarianten und kontra
varianten Vektoren in der Relativitatstheorie erfahren adjungierte Substitutionen. 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 11 
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und da die Zahlen c Einheitswurzeln sind, so stimmt c-l mit der konju
giert imaginaren Zahl zu c iiberein. 

Die adjungierte der adjungierten Gruppe stimmt mit der urspriing
lichen Gruppe iiberein: rtt = r, wie ohne weiteres aus der Definition 
folgt, wenn wir beriicksichtigen, daB Transposition und Inversion ver
tauschbare Operationen von der Ordnung 2 sind. 

Als zweite fundamentale Operation, die man mit Substitutionsgruppen 
vornehmen kann, behandeln wir die Komposition zweier Substitutions
gruppen r und F'. 

Die Matrizen von r bzw. r' seien E, A, B, ... bzw. E', A', B', ... 
und E, E' bzw. A, A' usw. seien jeweils Darstellungen desselben 
Elementes von @. Die Grade von r und r' seien n und n'. Wir bilden 
nun zwei Reihen von Variablen Xl"'" Xn und Yl>"" Yn" Auf die Xi 

werden nur Substitutionen von r und auf die Yi nur die entsprechenden 
von r' angewendet. Bildet man die samtlichen Produkte Xl Yl' X2Yl> ..• , 

XnYl> XI Y2, ... , Xn Y2' .•• , XIYn', .•. , XnYn' und iibt man auf die Variablen 
A bzw. A' aus, so erfahren die Produkte selbst eine lineare Substitution, 
und zwar gilt folgende Beziehung: 

1st A gegeben durch 

und A' gegeben durch 

so wird 

n 
x; = ~ aij Xj 

j~l 

n n' 

xiY~=~ ~aiia~IXjYl' 
j~l l~l 

(i = 1, ... , n) 

(k = 1 , ... , n'), 

Zu jedem Paar von entsprechenden Substitutionen aus r und F' 
geh6rt also eine bestimmte Substitution vom Grade nn' und diese 
bilden eine mit @ isomorphe Gruppe. Wir bezeichnen diese Darstellung 
von @ als die durch Kompo.'lition von r und r' entstandene Darstellung 
r F'. Vertauscht man r und r', so erhalt man eine aquivalente Sub
stitutionsgruppe, denn das kommt darauf hinaus, daB man die Produkte 
in folgender Reihenfolge aufschreibt: 

Yl xl> Y2 xl> ••• , Yn Xl' YI X2, ••• 

Dies ist aber nur eine Vertauschung der Substitutionsvariablen. 
Wir miissen nun untersuchen, ob r F' die identische Darstellung 

enthalt und wie oft. Hierzu gehen wir so vor, daB wir invariante 
Linearformen suchen, und dazu miissen wir fiir die Gruppe r r', deren 
Grad nn' ist, besondere Variable aufschreiben, etwa Zl> Z2' .•• , welche 
genau dieselben Substitutionen erfahren, wie die Variablenprodukte 
XiYk, wobei jedes z einem bestimmten dieser Produkte entspricht. Be
zeichnen wir nun mit L (z) eine invariante Linearform der Variablen 
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zl> Z2' .•. , so k6nnen wir darin an Stelle dieser Variablen die zugeh6ri
gen Variablenprodukte XiYk einsetzen und erhalten eine Bilinearform 
Bil (x, y). Diese ist nur dann identisch Null, wenn L (z) identisch Null 
war, denn die Variablenprodukte k6nnen sich nicht gegenseitig auf
heben, es besteht keine lineare Beziehung zwischen ihnen. Statt nun 
zu sagen, wir iiben auf die Variablen z in L (z) eine Substitution von 
r r' aus, k6nnen wir auch sagen, wir iiben in Bil (x, y) auf die Variablen 
x und Y die entsprechenden Substitutionen von r und F' aus. Die 
Koeffizienten der beiden Formen erfahren genau dieselben Verande
rungen, und insbesondere wenn die eine Form invariant ist, so ist es 
auch die andere. 

Diese Tatsache ist fiir die ganze Invariantentheorie fundamental 
und gestattet dort die Anwendung der sog. symbolischen Methode, 
auf die wir aber hier nicht eingehen. Das Problem, die in rr' enthaltenen 
identischen Darstellungen zu finden, reduziert sich jetzt darauf, bili
neare Formen zu finden, die invariant bleiben, wenn man auf ihre beiden 
Variablenreihen die Substitution en von r und F' anwendet. Die voll
standige Antwort wird in den beiden folgenden Satzen enthalten sein. 

Satz 144. Sind r und F' zwei irreduzible Substitutionsgruppen, und 
ist F' nichtaquivalent mit rt , so gibt es keine bilineare Form der Variablen 
Xl> ••• , Xn und Yv ... , Yn', die stets invariant bleibt, wenn aut die beiden 
Variablenreihen irgend zwei entsprechende Substitutionen von r und F' 
ausgeiibt werden. 

n n' 

Beweis. Jede Bilinearform 2,' 2,' rik Xi Yk = g laBt sich nach Satz 135 
i=lk=l 

auf die Gestalt 
Xl Yl + X2 Y2 + ... + Xr Yr = t 

bringen, indem man auf die Variablen x und Y Substitution en mit 
von 0 verschiedener Determinante ausiibt. Transformiert man die beiden 
SUbstitutionsgruppen r und F' durch diese Substitutionen, so erhalt 
man zwei aquivalente Gruppen, welche die Form t ungeandert lassen. 

Nun sei (aik) eine Matrix von r und (aik) die entsprechende von r'. 
In der invarianten Form Xl Yl + ... + X,. Yr iiben wir zunachst bloB 

die Substitution (aik) auf die Variablen x aus und erhalten 
n n n 

Y1' 2,' a] i Xi + Y2' J; a2i Xi + ... + Yr' J; ari Xi' 
i=l i=l i=l 

Diese Form ordnen wir nach den X 

T r r 

Xl' .2; ail Yi + X2' 2..,' ai2 Yi + ... + Xn ' J; ain Yi' 
i=l i=l i=l 

Uben wir nun auf die Variablen Y die Substitution (aik) aus, so muB 
die. urspriingliche Form Xl Yl + ... + XT Yr entstehen. Vergleicht man 

11* 
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die Koeffizienten von Xl> ... , X" so findet man, daB (aik) die r Linear
formen , , 

2: ail Yi"'" 2: airYi 
i=1 i=l 

uberfUhrt in Yl' ... , y,. 
1st r < n', so ist also F' reduzibel. Dasselbe beweist man fur r, 

falls r < n ist. Es wird also r = n = n' und F' = I't. 
Satz 145. Die beiden irreduziblen Gruppen r und rt besitzen nur 

die eine invariante Bilinearlorm 

I = Xl Yl + X2 Y2 + ... + Xn Yn 

und ihre Viellachen C I. 
Beweis. Jedenfalls ist I invariant. Nun mage auch die von CI 

verschiedene Form 
n 

g = 2: r ik Xi Yk 
i,k=l 

invariant sein. Dann zeigt man folgendermaBen, daB r reduzibel ist. 
Wir bezeichnen die Determinante [rik! = R als die Determinante von g. 
Ubt man nun auf die Variablen X und Y die beiden Substitutionen T 
und T' mit den Determinanten d und d' aus, so erhalt man eine Bilinear
form, deren Determinante, wie man sofort sieht, =, dRd' ist. Die 
Determinante von list gleich 1, diejenige der ubrigen Normalformen 

Ir = Xl Yl + X2 Y2 + ... + Xr Yr 

mit r < n ist dagegen = O. Sobald also eine Bilinearform die Deter
minante 0 hat, ist sie nicht auf die Gestalt I, sondern nur auf eine 
der Gestalten Ir transformierbar, und wenn diese invariant ist unter 
r und rt , so ist r nach dem Beweis zu Satz 144 reduzibel. Falls R = 0, 
so sind wir schon am Ziele. 1m andern Falle bilde man die Schar von 
invarianten Bilinearformen g-tl, wobei t eine beliebige Konstante 
bedeutet. Die Determinante einer so1chen Form ist 

{ 0 fUr i+k 
eik = 1 fUr i = k 

und man kann t so bestimmen, daB sie verschwindet, ohne daB die 
ganze Matrix zur Nullmatrix wird. Also gibt es bloB eine invariante 
Bilinearform und deren Multipla C I. 

Aus diesem Satze folgen die grundlegenden Relationen, denen die 
Koeffizienten irreduzibler Substitutionsgruppen genugen. Sie sind ent
halten in folgendem 

Satz 146. 1st F' nicht aquivalent mit rt, so bestehen zwischen den 
Koettizienten von r und r' die Gleichungen 

2: sikslm = O. 
s 
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Zwischen Fund rt bestehen die G1eichungen 

und 

soba1d (1 m) verschieden ist von (i k). 
Hierin bedeutet n den Grad, g die Ordnung von F. Ferner ist die 

allgemeine Substitution von F mit 5 = (S;k), die entsprechende von 
F' mit 5' = (Sik) bezeichnet und die Summation soIl sich iiber alle Sub
stitutionen der Gruppe erstrecken. 

Beweis. Wenn F' nicht aquivalent ist mit Fe. so enthalt F F' die 
identische Darstellung nicht (nach Satz 144). Daher verschwindet 
die Summe der Matrizen von F F' und dies ist der Inhalt der ersten 
Gleichungen. 

Falls F' mit F t aquivalent ist, so behandeln wir den speziellen Fall, 
daB F' = Ft ist. Denn hierdurch bekommen wir aIle Relationen. Da 
wir hier die invarianten Formen 

C (Xl YI + X2 Y2 +. ... + Xn Yn) = C t 
und keine weiteren haben, so ist die Summenmatrix aller Matrizen 
von F Ft nicht identisch Null, aber ihre Zeilen verschwinden entweder 
vollstandig oder sie liefern eine der Formen ct. Wir bekommen die 
invarianten Bilinearformen, welche den einzelnen Zeilen entsprechen, 
indem wir auf XiYk die Substitutionen von r und Ft der Reihe nach 
ausiiben und die so entstehenden Formen addieren. Setzt man nun 
zur Abkiirzung 

.};SikSlm=Siklm, 
s 

so lauten die invarianten Formen 
n n' 

2,' .}; SiklmXkYm, 
k=1 m=1 

und diese miissen entweder identisch verschwinden, oder mit einer 
der Formen C t identisch sein. Also miissen jedenfalls die Koeffizienten 
von Xk Ym (k =j= m) verschwinden, d. h. 

Siklm = 0 (k =j= m). 
Ferner muB sein 

Silll = Si212 = ... =Sinln, 

wobei noch offenbleibt, ob der Wert 0 ist oder nicht. Nun gelten aber 
fiir die Zahlen Sik/ m die Beziehungen 

Siklm = Smlki' 

In der Tat stimmt der Koeffizient Sik in 5 nach Definition iiber
ein mit dem Koeffizienten an der Stelle (ki) in Set, ebenso derjenige 
von 5-1 an der Stelle (1m) mit dem Koeffizienten von St an der Stelle 
(m1). 
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Man kann daher setzen 

2: Sik s[m = l' Ski Sml, 
5 5- 1 

und da die Summationsfolge keinen EinfluB hat auf die Summe, so 
wird 

(I) 
Hieraus folgt sofort, daB auch fUr i =f= l stets Siklm = 0 ist. Also 

sind gewiB nur die Zahlen Si k i k =1= 0, und zwar haben .sie alle denselben 
Werte, denn aus 

Silil = Si2i2 = ... = Si nin (i = 1, 2, ... , n) 

folgt nach (I) 
Sli1i = S2i 2; = ... = Sni ni (i = 1, 2, ... , n). 

Die erste dieser beiden Zeilen enthalt n Gleichungssysteme, und zwar 
lauten die links an erster Stelle in diesen Systemen stehenden GraBen 

51111, S2121> Sn1n1' 

Setzt man nun in dem Gleichungssystem der zweiten Zeile i = 1, so 
entsteht die Gleichung 

Sl111 = S2121 = ... = Sn1n1' 

Hieraus folgt, daB alle n2 GraBen Sikik denselben Wert haben. Um 
ihn zu bestimmen, berechnen wir den Charakter der Summenmatrix 
aller Substitutionen von TTt auf zwei Weisen. Weil diese Gruppe 
die identische Matrix nur einmal enthalt, ist er nach Satz 142 gleich 
der Ordnung g der Gruppe. Andererseits sind von den n2 von 0 ver
schiedenen GraBen Sikik bloB die n GraBen 

(i = 1,2, ... , n) 

in der Hauptdiagonale gelegen. Da sie alle denselben Wert haben, 
so ergibt sich fur die einzelne der Wert gin, womit der Satz 146 voll
sHindig bewiesen ist. 

12. Kapitel. 

Gruppencharaktere. 
§ 54. i\quivalenz von Substitutionsgruppen. 

Satz 147. 5ind T und T' zwei irreduzible Darstellungenvon @, so 
besteht zwischen den beiden Charakterensystemen die Gleichung 

" (5) , (5) = { 0, wenn T' ~ic~t iiquival~nt mit T t, 
f X X g, wenn T' aquwalent mzt T t• 

Beweis. 1: X (5) X' (5) ist nach der Definition der Charaktere (S. 147) 
5 

= 2: (S11 + S22 + ... + snn) (s11 + s22 + ... + s~,,,,) 
5 

und dieses Produkt wird nach der Bezeichnungsweise des Satzes 146 
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fl fl' 

gleich 2: 2: Siikko Diese Terme sind samtIieh 0, auBer wenn F'mit re 
i=1k=1 

aquivalent ist. Fur F' = rt ist n = n' und 

[
0 fUr i =l= k 

Sua = L fUri=k. 
n 

In der Doppelsumme sind daher nur n Tetme von ° versehieden, Sle 
haben aile denselben Wert, namlieh gin, und ihre Summe ist g. 

Die Gleichungen des Satzes 147 lassen sich noeh anders sehreiben, 
wenn wir bedenken, daB naeh Satz 143 die Charaktere adjungierter 
Gruppen konjugiert komplex sind und daB ferner in derselben Gruppe 
die Charaktere inverser Operationen ebenfalls konjugiert komplexe 
Zahlen sind. Bezeiehnen wir mit X die konjugiert komplexe Zahl zu 
X' so konnen wir die Gleiehungen aueh in den beiden folgenden Formen 
sehreiben 

.1' X (5) X' (5) = J 0, wenn X' =l= X 
5 19, wenn X' =X 

und 

2: X (5) X' (5-1) = {O, wenn X; =l= X 
5 g, wenn X =x· 

Satz 148. Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die Aqui
valenz zweier irreduzibler Darstellungen besteht in der Gleichheit des 
C harakterensystems. 

Beweis. Dureh Transformation andert sieh der Charakter einer 
Matrix nieht, daher ist Gleiehheit des Charakterensystems eine not
wendige Bedingung. Nunmehr seien r und r' zwei irreduzible Dar
stellungen mit demselben Charakterensystem X (5) (5 = E, A, ... ). 
Ferner sei r t die Adjungierte von r. Ihr Charakterensystem ist X (5). 
Ferner ist die Adjungierte von rt wieder r (§ 53). 

Nun gilt 
2: X (5)x (5) = g. 
5 

Daher sind naeh dem vorigen Satz die Substitutionsgruppen mit dem 
Charakterensystem X aquivalent mit der Adjungierten zu r t , also mit 
r, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 149. Eine reduzible Darstellung von @ liifJt sich auf eine und 
nur eine Weise als 5umme irreduzibler Bestandteile darstellen. 

Beweis. Sei 

r = C1 r1 + C2 r2 + ... + Cr rr = c{ r1 + ... + c; r" 
wobei die Koeffizienten Ci und ci ganze positive Zahlen oder Null sind, 
da wir aueh die Mogliehkeit zulassen mussen, daB in der einen ZerIegung 
ein irreduzibler Bestandteil auf tritt, der in der anderen nieht vorkommt. 
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Bezeichnen wir die Charaktere von r mit X' diejenigen von ri mit X(i), 
So gilt allgemein fUr jedes Element von @ 

X = C1 X(1) + C2 X(2) + ... + Cr X(r) = C1 X(1) + ... + c; X(r). 

Daraus wird weiter,' wegen Satz 147, 

also Ci = ci. 

.2 X (5) X(i) (5-1) = Ci g = ci g, 
s 

Satz 150. Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die .ifqui
valenz zweier Darstellungen von @ besteht in der Gleichhl~it ihres Charak
terensystems. 

Beweis. Zunachst ist die Bedingung notwendig. Sie ist aber auch 
hinreichend, denn wie im vorigen Beweis folgt, daB die beiden Dar
stellungen dieselben irreduziblen Bestandteile besitzen" sie lassen sich 
also in dieselbe vollstandig reduzierte Gestalt transfonnieren und sind 
daher aquivalent. 

§ 55. Weitere Relationen zwischen den Gruppencharakteren. 
In § 7 haben wir eine Einteilung der Elemente einer Gruppe in 

Klassen kennengelernt. Wir bezeichnen die Klassen mit Cl:1 , Cl:2, ..• , Cl:r 
und die Anzahl der Elemente in (£i sei hi. Wenn Cl:i aus den Elementen 
A~i), ... , Aki) besteht, so schreiben wir Cl:i = A~i) + ... + Ah(i). Man kann , , 
nun das Produkt (£iCl:k definieren als 

hi hk 

(A~i) + ... + A~») (A~k) + ... + A~:») =.2 1.' Aii) A~), 
l~l m~l 

und diese neue Summe ist wiederum eine Summe von Klassen, denn 
transformiert man die linke Seite durch ein beliebiges Element, so 
erfahren die Elemente jeder Klammer unter sich eine Permutation. 
Indem wir rechts abzahlen, wie oft jedes Element auftrittl, erhalten 
wir die Gleichung 

r 

Cl:i (£k = .2 Ci k I Cl:1 , 
1~1 

wobei die Koeffizienten c ganze positive Zahlen oder 0 sind. Mit Hilfe 
dieser Koeffizienten lassen sich nun Gleichungen definieren, denen 
die Charaktere jedes Systems geniigen. 

Wir bemerken zunachst, daB unter den Charakteren X(5) einer 
Darstellung von @ hochstens r verschiedene vorkommen, denn die 
Matrizen derselben Klasse von @ besitzen denselben Charakter. Zu 
jeder Klasse gehOrt ein Wert von X und wir setzen X (A) = Xi, wenn 
A zu Cl:i gehort. Speziell wird X (E) = Xl = n. 

1 Durch diese Festsetzung unterscheidet sich die neue Produktdefinition vom 
Komplexkalkiil des § 6. 
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Alsdann lassen sich die Relationen von Satz 147 auch so schreiben 

{. h . . -~ = { 0 fUr X' =1= X :=1 ,X,X, g fUr X' = X. 

Bildet man die Summe aller Matrizen einer Substitutionsgruppe, 
welche zu Elementen derselben Klasse (£ von @ geh6ren, so erhalt 
man eine Matrix C, welche mit allen Matrizen der Gruppe vertausch
bar ist. Denn transformiert man die Elemente einer Klasse durch ein 
beliebiges Element der Gruppe, so erfahren sie nur eine Vertauschung, 
die Summe bleibt ungeandert. Nun gilt der 

Satz 151. Die einzigen M atrizen, welche mit allen M atrizen einer 
irreduziblen Substitutionsgruppe vertauschbar sind, sind die Multipli
kationen c E. 

Beweis. Es sei die Matrix T = (tik) mit allen Matrizen der irredu
ziblen Substitutionsgruppervertauschbar. Insbesondere gelte T A = AT. 
Wir bilden nun die Bilinearform 

n 

g = 2: tik Xi Yk' 
i,k~l 

Ich behaupte, daB sie invariant bleibt, wenn man auf die Variablen X 

die Substitution At von rt und auf die Variablen Y die entsprechende 
A von r anwendet. Hierdurch geht namlich g iiber in eine Bilinear
form mit der Matrix A? T A. N ach Voraussetzung ist A? T A = A? A T 
und dies ist nach dem Anfang von § 53 gleich T. Nun gibt es aber 
nach Satz 145 fUr irreduzible Gruppen nur die invarianten Formen c f. 
Daher muB g mit einer dieser Formen iibereinstimmen und die Sub
stitution T ist daher gleich cEo 

Satz 152. Zwischen den Charakteren ezner irreduziblen Darstellung 
von @ gelten die Gleichungen 

hiXi.hkXk= ~C"klhzXl ~ 
L... oder hiXihkXk==XlL...CiklhZX1' 

Xl Xl l~l Xl l~l 

Beweis. Die Summe Ci der Matrizen der i-ten Klasse ist nach 
dem vorigen Satz eine Multiplikation. Wir setzen 

Ci='Yji E . 

Diese Matrizen miissen nun den Gleichungen fUr die Klassen geniigen, 
die am Anfang dieses Paragraphen aufgeschrieben sind, d. h. es miissen 
die Gleichungen gelten 

r 

'YjirJk = 2; Cikl'YjZ' 
l~l 

Der Charakter von Ci ist n'Yji = Xl 'YJi' Andererseits ist er auch die 
Summe der Charaktere der hi Matrizen der Klasse, also = hi Xi' Daraus 

f 1 · h d hi Xi . o gt. Xl 'YJi = iXi 0 er 'YJi = -, womlt der Satz bewiesen ist. 
Xl 
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Man kann auch zwischen den Charakteren der Matrizen, die in den 
verschiedenen irreduziblen Darstellungen zum' selben Element geh6ren, 
Relationen angeben. 

Seien FI , .•. , F" Reprasentanten der verschiedenen irreduziblen 
Darstellungen und sei die vollstandige Reduktion von F .. Fu durch 
folgende Formeln gegeben 

" F .. ru = J; g .. vwFw. 
w=1 

Der Charakter der zum Element A geh6rigen Matrix in F .. Fv ist Pro
dukt der entsprechenden Charaktere in F.. und Fv, daher wird 

" 
X(") (5) Xcv) (5) = J; g .. vwX(W) (5) , 

w=l 

oder 

(i = 1, ... , r). 

Es bleibt bloB noch iibrig, r', die Anzahl der nichtaquivalenten irre
duziblen Darstellungen, zu bestimmen. Bis jetzt k6nnen wir bloB sagen, 
daB r'-<r ist. Denn ware r'>r, so bestande zwischen den r' Charak
terensystemen mindestens eine lineare Relation 

" . J;cxvX~v) = 0 (k = 1, ... , r). 
v=1 

Multipliziert man sie mit hk x1") (k = 1, .... , r) und addiert, so folgt 
ex,. = O. 1m nachsten Paragraphen werden wir zeigen, daB r = r'. 

§ 56. Die regulare Darstellung einer Gruppe. 
Die Quelle aller Darstellungen einer Gruppe ist diejenige durch 

eine reguUilre Permutationsgruppe, die man erhalt, indem man die 
g Elemente E, A, B, ... rechts der Reihe nach mit E, A, B, ... multi
pliziert. 

In dieser Darstellung ist X (E) = g, X (A) = 0 fiir A =!=E, da die 
Permutationen, die zu den von E verschiedenen Elementen geh6ren, 
kein Element in Ruhe lassen. Wir bezeichnen diese Darstellung mit 
II und setzen sie vollstandig reduziert folgendermaBen an: 

II = n1rl + ... + n,.r, .. 
Wenn wir die Charaktere links und rechts einander gleichsetzen, folgt 

.f (v) (A) = { 0 fUr A =!= E 
.:::.. nvX f" A E v=1 g ur = . 

Multipliziert man diese Gleichung mit X(I) (A-I) und addiert iiber alle 
Matrizen A, so erhalt man rechts g. X(I) (E), links wegen Satz 147 nlg 
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und hieraus nl = X{l) (E). Hiermit sind nach der Methode vom letzten 
Paragraphen die irreduziblen Bestandteile von n gefunden und wir 
haben den 

Satz 153. Die reguliire Darstellung II von @ enthiilt jede irreduzible 
Darstellung so olt, als deren Grad betriigt. Fur die Charaktere der irre
duziblen Darstellungen gelten die Gleichungen 

.f (v) (E) (v) (A) = to ffir A =j= E oder f (v) (v) = {O fUr 1 =j= 1 
..::::.X X f" A E ..::::. Xl Xl f" 1 1 v=l g ur = v=l g ur = . 

Zu jeder Klasse (£j von Elementen gibt es eine Klasse, welche aus 
den inversen Elementen von (£j besteht. Wir bezeichnen sie mit (£.' 

und bemerken, daB i = i' sein kann. (£j und (£., bestehen aus gleich
vielen, hi = hi' Elementen. (£i(£i' enthalt die Klasse (£1 = E genau hi mal, 
wahrend (£. (£k ffir k =j= i' die Klasse (£1 nicht enthalt. 

Hieraus folgt, daB 

{ 0 ffir k=j=i' 
C,k1=hf"k " 

i ur =~. 

Summieren wir nun die Gleichungen von Satz 152 
r 

hi X~v) hk X~v) = xiV) L Cw hz X~V) 
1=1 

fiber alle Werte v = I, ... , r' und benutzen wir die Gleichungen von 
Satz 153, so folgt, da hl = 1 ist 

'" h (V) h (v) _ ~ h {, (v) (v) _ { 0 ffir k =j= i' 
..::::. iXi kXk -..::::. Cikl /..::::. Xl XI - gh. fU"r k=;' 
v=l /=1 v=l .' 

und da wir hih,. vor das Summationszeichen setzen konnen, erhalten 
wir den 

Satz 154. Zwischen den Charakteren bestehen lolgende Relationen: 

" 10 fUr k=j=i' 
'" (v) (v)_ 

..::::. Xi XI. - g f" k " v=l hi ur = z . 

Hieraus schlieBen wir, daB die r Reihen 

X~l) X~2) ... Xt'l 
• ..(1) X(2) X{") h2 2 ••• 2 

X~l) X~2) ... Xrl 

linear unabhangig sind und daraus weiter, daB r-<r'. In Verbindung 
mit r' -< r ergibt sich r = r': 

Satz 155. Die Anzahl der nichtiiquivalenten irreduziblen Darstellungen 
von @ ist gleich der Anzahl der Klassen der Elemente in @. 
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§ 57. Ubersicht. 
Urn eine Dbersicht tiber die Relationen zwischen den Gruppen

charakteren zu erhalten, bilden wir folgendes quadratische Schema: 

_~_I~_~~_~-21 xiI) ~~ __ ._._._. X~l) 
r2 xi2) X~2) X~2) 

In jeder Zeile stehen die Charaktere einer irreduziblen Darstellung 
nach den Klassen von @ geordnet, in jeder Spalte diejenigen, welche 
zur selben Klasse von @ geh6ren, nach den verschiedenen Darstellungen 
geordnet. 

1. Zwischen den Zeilen bestehen die bilinearen Beziehungen 

f h. (v) (w) = { 0 w =j= v' 
L.. ,X, X, g w = v' 
1=1 , 

wobei X(v') den zu X(v) konjugiert imaginaren Charakter bezeichnet, d. h. 
den zur adjungierten Darstellung geh6rigen. 

2. Zwischen den SPalten bestehen die Gleichungen 

flO k =j= if 
" X(V) X(V) - g L.. , k - __ k = i' 

v ~ I hi' 

wobei Xi' den zur inversen Klasse von Xi geh6rigen Charakter bezeichnet. 
Auch Xi und Xi' sind konjugiert imaginar. 

3. Zwischen den Charakteren einer beliebigen Zeile bestehen die 
Gleichungen 

f 

hihkXiXk = Xl L CiklhiXI' 
l~l 

4. Zwischen den Charakteren einer SPalte bestehen die Gleichungen 
r 

X(u)X(v) = LguvwX(W), 
w~l 

Wir bemerken, daB 1 und 2 auseinander folgen, wenn man den 
Satz anwendet, daB zwei inverse Matrizen M und M-I vertauschbar 
sind: M M-l = M-I M = E. 

In der Tat bezeichnet man die Matrix 

(i=I, ... ,r) 
(v = 1, ... , r) 
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mit X, so wird X-I wegen der Relationen I gleich der transponierten 
Matrix zu 

( hi (V'») -gXi . 
Bildet man nun X-I X, so erhalt man 

~ hi (v') (v) _ {O 
~gXi Xk - I 
v~l 

i='t=k 
i==k. 

Nun ist XlV') == xi(v), also 

10 i='t=k 
2: X}~) x1v) == ~ 

i == k, 
hi 

was gerade die Formeln 2 sind. 
Die GraBen Cikl sind gewissen einfach anzugebenden Beschran

kungen unterworfen. So ist Cikl == Ckil, denn ~i~k == ~k~i' Ferner wird, 
wie schon bemerkt, 

AuBerdem 

{Ok ='t= i' 
Ci k1 == hi k = i' . 

Clk 1 = C k 11 = { ~ ~ ~ ~ . 
SchlieBlich gelten noch die komplizierten, aber fUr die Theorie der 
hyperkomplexen Zahlen fundamentalen Beziehungen, welche aus dem 
Bestehen der assoziativen Gesetze folgen (~i ~i) (£k = (£i (~i (£k)' 

Es wird 
r r r 

(~i~i) ~k == 2: Cijl~l~k ==.X 2: CijlClkm(£m' 
l~l l~l m~l 

Ebenso 
r r r 

(£;{~i ~k) = 2: Cj k I (£i (£1 == 2: 2: ci k 1 Ci I m (£m • 
l~l l~l m~l 

Daher 
r r 

2: CijlClkm = 2: CjklCilm' 
I~l l~l 

Hierbei ist vom Bestehen des kommutativen Gesetzes kein Gebrauch 
gemacht. 

Fur die GraBen gu v w gelten ganz entsprechende Gleichungen 

glvw = gvlw = {~ 
{o v='t=u' 

guvl == I ' 
V==U. 

r r 

2: gutw gwvs = 2,' glvw guws 
w~l w~l 

v ='t= w 
v=w, 
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Die Zahlen Cokl und gllvw lassen sich durch die Charaktere ausdrficken. 
So folgt aus 

r 
h h (v) (v) (v) ,"' h (v) 

i kXi Xk = Xl .:::... Cikl IXI 
1=1 

(v) 

nach Multiplikation mit X;:) und Summierung fiber v 
Xl 

~ xlv) Xlv) Xlv) 
hohk ~ i ~V) I' = Cokl' g. 

v=l Xl 

Ebenso findet man aus 
• 

X~u) X~v) = 2: guvw X~W) 
w=l 

nach Multiplikation mit hi X~W') und Summation fiber i 
r 

'" h·X(u)X(v)X(w') = g . g L.. .... ...... u'Vw· 
i=l 

Aus dieser Gleichung ersieht man sofort, daB guvw = gvuw, ferner 
guvw = gw'vu' = guw' v'·· Da die rechte Seite reeil ist, bleibt die linke unge
andert, wenn man aile Zahlen durch die konjugiert komplexen, d. h. 
u durch u' , v durch v', w' durch w ersetzt und man erhalt guvw=g .. 'v'w'. 

Setzt man in der zweiten Relation i = k = 1, so wird hi = 1 und 
man erhalt den 

Satz 156. Die Grade X~l), ... , xt) der irreduziblen Darstellungen von 
@ geniigen der Gleichung 

(X~1»)2 + ... + (Xt»)2 = g . 

Die Charaktere sind, als Summen von Einheitswurzeln, ganze alge
k·X(v) 

braische Zahlen. Dasselbe gilt von den Ausdrficken~. Denn be
Xl 

zeichnen wir sie bei festgehaltenem v mit 'YJl' ••• ,'YJ., so genfigen sie den 
Gleichungen 

r 

'YJi'YJk = 2: Cikl'YJI' 
1=1 

Halten wir hierin den Index k fest, so folgt in bekannter Weise aus 
dem Bestehen der r Gleichungen ffir i = 1, ... , r, daB 'YJk der Gleichung 
in t genfigen muB 

Clk1 - t Clk2 ... Cu. 

CZkl C2k2 - t ... CZkr 
=0. 
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Hierin ist (-1)' der Koeffizient von tT, die iibrigen Koeffizienten sind 
ganze rationale Zahlen. Die r Wurzeln dieser Gleichung sind die 
r Zahlen 

(v=I, ... ,r). 

h (v) 

Multipliziert man die Zahl ~\v~ mit X~v') und summiert iiber i, so 

erha.lt man fv). Nun muB die Summe ganzer Zahlen wiederum eine 
Xl 

ganze Zahl sein und wir erhalten den 
Satz 157. Die Grade der irreduziblen Darstellungen von @ sind Teiler 

der Ordnung von @. 

Wir betrachten noch die Darstellungen ersten Grades von @. Eine 
solche ist zyklisch und holoedrisch isomorph mit der Faktorgruppe 
eines Normalteilers 91 von @. Der Normalteiler 91 enthalt die Kommu
tatorgruppe ~ von @. Umgekehrt ist jede Darstellung von @jC£ auch 
Darstellung von @ und vom ersten Grade, falls sie irreduzibel ist, denn 
@j~ ist Abelsch. Daraus folgt der . 

Satz 158. 1st s der Index der Kommutatorgruppe ~ von @, so gibt 
es genau s irreduzible Darstellungen von @, die den Grad 1 haben, niim
lich die s Darstellungen von @j~. 

Mit den Matrizen bilden auch deren Determinanten eine Darstellung 
von @, und zwar eine solche vom Grade 1. Daraus folgt der 

Satz 159. Diejenigen Substitutionen von r, deren Determinante 1 
ist, bilden einen Normalteiler, dessen Faktorgruppe zyklisch ist. 

So besteht z. B. die alternierende Gruppe aus denjenigen Permu
tationen, deren Determinante + 1 ist, wahrend die iibrigen die Deter
minante -1 haben. 

§ 58. Vollstandige Reduktion der regularen Permutations
gruppe. 

Die Formeln des vorigen Paragraphen erschopfen nicht die ganze 
Fiille der Beziehungen zwischen den Koeffizienten der irreduziblen 
SUbstitutionsgruppen. Urn diese zu finden, wenden wir ein neues 
Verfahren an mit Hilfe der hyperkomplexen Zahlen. Bereits im vorigen 
Paragraphen sind die Summen ~i gebildet worden. Wir definieren 
jetzt allgemein: 

Definition. Sind el , e2 , ••• , eg Elemente einer Gruppe, so heiBt 
C = al el + ... + ag eg eine hyperkomplexe Zahl, wobei die Koeffi
zienten a irgendwelche reelle oder komplexe Zahlen sind. 1st r; = bl el + 
... + bg eg eine weitere, so heiBt 

C + r; = (al + bl ) el + ... + (ag + bg) eg 
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die Summe und 
C . 'Yj = a1 b1 er + a1 b2 e1 e2 + ... + ag bg e;: 

das Produkt von C und 'Yj. Offenbar gilt das assoziative und distri" 
butive Gesetz, dagegen nicht das kommutative fUr die Multiplikation. 
Ferner setzen wir fest: 1st C = 'Yj, so ist ai = bi. Daraus folgt: Zwischen 
den nZahlen C(k) = a~k) e1 + ... + a~k) eg (k = 1, ... , n) besteht dann 
und nur dann eine lineate Beziehung, wenn die samtlichen n-reihigen 
Determinanten der Matrix (a}k)) verschwinden. Die Relationen zwischen 
den hyperkomplexen Zahlen sind genau diesel ben wie diejenigen zwischen 
den Zeilen in dieser Matrix. 

Nunmehr betrachten wir irgendeine Darsteilung r von @ durch 
Substitutionen. Die Matrizen seien E, A, B, ... , 5, ... , die Elemente 
eE, eA, eB, ... , es, ... , so daB, wenn A B = C, auch eA eB = ec ist; nun 
bilden wir die Matrix 

E eE + A eA + ... + 5 es + ... = 2: 5 es = M. 
5 

M kann offenbar auch durch (Cik) bezeichnet werden, wobei 

Cik = eik eE + aik eA + ... + Sik es + .... 
Setzt man M mit 5-1 rechts zusammen, so ergibt sich 

M 5-1 = 5-1 eE + A 5-1 eA + ... = E es + A eAS + ... = M es. 
Bilden wir die erste Zeile rechts und links, so folgt 

C11 511 + C12 S12 + ... + Cin SIn = Cll eS 
Cll 521 + C12 S22 + ... + Cin S2n = CI2 eS 

Cll Snl + CI2 Sn2 + ... + Cin Snn = CIneS, 
wobei (Sik) die zu 5 adjungierte Matrix bedeutet, d. h. die transponierte 
Matrix von 5-1• 

Entsprechende Formeln erhalten wir fUr die iibrigen Zeilen. Das 
ergibt den wichtigen 

Satz 160. Bei rechtsseitigerMultiplikation der Zahlen Cit> .. ·, Cin 
mit es erfahren sie die Substitution 5 von rt . 

Genau gleich beweist man den analogen 
Satz 161. Bei linksseitiger Multiplikation mit eS-l erfiihrt jede Spalte 

Clk, . , ., Cnk die Substitution S. 
N unmehr sei r irreduzibel. Es wird 

n 

Cik es = 2: Ci i Ski' 
i~1 

Multipliziert man diese Gleichung mit Sl m und addiert iiber aile 5, 
so erhalt man wegen Satz 146 I 0 k=t=l 

Cik,2.,'slm eS= LC'. k-l 
5 Xl. m -. 
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Daher 
k=t=l, 

r 1" __ (r 
~ik~km- Xl~im' 

entnimmt man dagegen die Slm aus irgendeiner irreduziblen, mit r 
nichtaquivalenten Darstellung von @, so erhalt man 'i~ Clm = O. 

Daraus erhalten wir den 
Fundamentalsatz 162. Zwischen den hyperkomplexen Zahlen Cik 

der irreduziblen Substitutionsgruppe r bestehen die Beziehungen 

Cik"lm=O k=t=l 

'ik Ckm = xg Cim' 
.• 1 

Stammt '1m aus etner mit r nichtiiquivalenten irreduziblen Darstellung 
F', so gilt 

fiir alle Indices. 
Betrachtet man speziell die Koeffizienten von eE, so erhalt man die 

Beziehungen des Satzes 146 zuruck, die ubrigen ergeben neue Relationen. 
N unmehr sei rv ... , rr ein vollstandiges System nichtaquivalenter 

irreduzibler Darstellungen von @. 

Wir schreiben die Zahlen 'ik von r1 (l = 1,2, ... , r) in der nach 
Zeilen geordneten Reihenfolge auf 

CIV C12, ... , C1n, '21, ... , '2n, ... , 'nn; 
r 

dann erhalten wir, wegen L (X~))2 = g, gerade g Zahlen, die mit '1' .. " 'g 
1~1 

bezeichnet werden sollen. Multipliziert man sie rechts mit es (S = E,A, ... ), 
so erhalt man nach Satz 160 eine DarstelIung von @ in volIstandig 
reduzierter Gestalt und jeder irreduzible Bestandteil tritt darin gerade 
so oft auf, als sein Grad betragt. 

Satz 163. Die g Stellenzeilen eines vollstiindigen Systems irreduzibler 
Darstellungen sind linear unabhiingig und bilden untereinander aufge
schrieben eine quadratische Matrix N mit g Zeilen und Spalten. 

Beweis. N ist quadratisch, weil wir g Stellenzeilen mit je g Ko
effizienten haben. Eine lineare Beziehung besteht dann und nur dann 
zwischen den StelIenzeilen, wenn die Determinante von N gleich Null 
ist. Wir ersetzen nun jede DarstelIung des vollstandigen Systems 
durch die adjungierte und bilden mit diesen die entsprechende Matrix, 
die mit N bezeichnet werden solI. Setzen wir N mit N Zeile fUr Zeile 
zusammen, so erhalten wir, wegen Satz 146, eine Diagonalmatrix, deren 
Determinante sich leicht berechnet zu 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 12 
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Daher ist auch die Determinante von N von 0 verschieden. Hieraus 
folgt nun leicht der 

Satz 164. Die regulare Gruppenmatrix lapt sich d1'{'rch Transfor
mation mit der aus einem vollstandigen System irreduzibler Darstellungen 
genommenen Matrix N vollstandig reduzieren. 

Beweis. Man erhalt die regulare Darstellung durch die Zahlen: 
eE, eA,.'.' indem man sie der Reihe nach mit es (S ,= E, A, B, ... ) 
multipliziert. Aus ihnen gehen die Zahlen '1>' .. , 'g durch die lineare 
Substitution N hervor, diese erfahren daher die durch N transformierten 
Substitutionen bei Multiplikation mit es. 

1st r eine beliebige Darstellung von @ mit den Matrizen E, A, B, . .. , 
so kann man die Gruppenmatrix (E XE + A XA + B XB + ... ) bilden. 
Ihre Determinante, die Gruppendeterminante, ist eine Form vom selben 
Grad wie r in den Variablen XE, XA, . . .. Wir bezeichnen sie mit cf> (x). 
Wenn nun r vollstandig reduziert die Gestalt hat 

r= nirl + ... + n,r" 
so wird 

cf> (x) = cf>~' (x) cf>~' (x) ... cf>;, (x), 
wobei cf>v(x) die Gruppendeterminante von rv bedeutet. Die Formen cf>v 
sind unzerlegbar, denn die Determinante I Xik list, als Funktion der n2 

Variablen Xik betrachtet, unzerlegbar und cf>v HiBt sich durch eine lineare 
Substitution mit nicht verschwindender Determinante in diese Funk
tion transformieren, weil die n2 Linearformen in der Gruppenmatrix 
von rv (nach Satz 163) linear unabhangig sind. Die regulare Gruppen
deteNninante, d. h. die Gruppendeterminante der regularen Darstellung, 
ist daher das Produkt der x~tten Potenzen aller cf>v (x) und damit in 
ihre unzerlegbaren Bestandteile zerlegt. 

Wie man sieht, entspricht jedem unzerlegbaren Faktor einer Gruppen
determinante ein irreduzibler Bestandteil der zugehOrigen Substitu
tionsgruppe. 

Zum SchluB soIl noch gezeigt werden, wie man fUr zwei aquivalente 
irreduzible Darstellungen r und F' eine Substitution U finden kann, 
welche r in r' iiberfiihrt. Wir setzen, wie friiher, 'ik = L Sik es und 

s 
weiter 'l}l m = L s£m es, wobei (Sik) die Matrizen von F' darstellen. Nun 

s 
gilt offenbar 

U-l (Cik) U = ('I}ik)' 

Setzt man U = (Uik)' U-l = (Urk)' so wird 

'l}ik = 2.' u~ 'il. Uhk • 
h,i 
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Nun betrachte man auf beiden Seiten den Koeffizienten von eE. 
Rechts ist er nur in emm von Null verschieden und darin gleich 1, 

daher ist rechts der Koeffizient von eE gleich utmua L. Links ist er, 
Xl 

wenn man die Matrix 5-1 mit (Stk) bezeichnet, gleich 1: Stk sTm. Daher 
s 

wird 
~, * g * ~ SikSlm = -UimUlk· 
S Xl 

Setzt man z. B. i = m = 1, so erhalt man 

~, * g * ~ sa Sll = - Un Ulk 
s Xl 

und kann so, falls UtI von 0 verschieden ist, die GroBen U/k bis auf 
einen gemeinsamen Faktor finden. Jedes U ist damit gefunden, denn 
U ist bei irreduziblen Gruppen genau bis auf einen solchen Faktor 
bestimmt durch die Bedingung U-l ru = r'. 

§ 59. Einige Beispiele fUr die Darstellung von Gruppen. 
Fiir Abelsche Gruppen lassen sich leicht die samtlichen Darstellungen 

angeben. All ... ,Am mogen eine Basis von @ bilden, und die zuge
horigen Ordnungen seien all ... , am. Nun bezeichne ei eine primitive 
arte Einheitswurzel. Ersetzt man Ai durch irgendeine Potenz von 
ei (i = 1, ... , m), so ist damit jedem Element ein Zahlwert zugeordnet. 
Man kann so den m Basiselementen auf a1 ••• am verschiedene Weisen 
Zahlwerte zuordnen und hat also die samtlichen irreduziblen Dar
stellungen auf diese Weise erhalten. 

Bei der Komposition reproduzieren sie sich und bilden einc mit 
@ holoedrisch isomorphe Gruppe. Man ordne namlich die Darstellung, 
bei der Ai durch e~i (i = 1, ... , m) ersetzt ist, dem Element Af1 ... A~m 
zu. 1st bei einer weiteren Ai durch ei' dargestellt, so wird bei der kompo
nierten Ai durch e~i+Ci ersetzt und fiir die zugeordneten Elemente gilt 

A b, Abm A C' ACm Ab,+c, Abm+cm 1··· m· 1··· m= 1 .•. m . 

Wir gehen nunmehr iiber zu den Diedergruppen. Sie sind gegeben 
durch folgende Gleichungen: 

Am=E B2=E B-IAB=A-l. 

Offenbar bildet {A} einen Normalteiler vom Index 2. Daher erhalt 
man zunachst 2 Darstellungen, namlich die identische 

A = B = (1) 
und die folgende 

A = (1) B = (-1). 
12* 
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Weitere findet man in folgender Weise: Sei e eine primitive m-te 
Einheitswurzel und 

A = (~ ~-l) B = (~ ~). 
Diese Matrizen geniigen den drei Bedingungen. 

Aligemein erhalt man die Darstellungen 

A = (~ ~-i) B = (~ ~). 
1st zunachst m ungerade = 2l + 1, so erhalt man, wenn man 

i = 1, .. " l setzt, l verschiedene Darstellungen, weil fiir sie die charakte
ristischen Wurzeln von A samtlich verschieden sind. Sie sind ferner 
irreduzibel, denn sie bilden keine kommutative Gruppe. Wir haben 
so l Gruppen yom Grade 2 und 2 yom Grade 1. Addiert man die Qua
drate der Grade, so kommt 

l· 4 + 2 = 2 (2l + 1) = 2 m = Ordnung der Gruppe. 

Wir haben also aIle Darstellungen der Diedergi-uppe gefunden. 
Sie sind samtlich monomial. 

1st m gerade, so ergibt der Fall i = -;- eine reduzible Darstellung: 

A={-~ _~) B=(~ ~), 
die in zwei verschiedene Darstellungen yom Grade 1 zerfallt 

A = (-1) B = (1) und A = (-1) B = (-1). 

Hier gibt es 4 Darstellungen yom Grade 1 und _m_ -1 yom Grade 2. 
2 

Es wird wieder 

4(;-1) +4=2m. 
Die Quaternionen-Gruppe ist definiert durch die Gleichungen 

A4 = E B2 = A2 A-1BA = B-1. 

B2 = A 2 ist das einzige Element von der Ordnung 2. Es erzeugt einen 
Normalteiler mit Abelscher Faktorgruppe yom Typus (2,2). Dies ergibt 
4 Darstellungen yom ersten Grad. Urn eine weitere zu finden, wenden 
wir die Methoden der monomialen Darstellung an. {A} ist zyklischer 
Normalteiler. Wir bilden 

E+iA +i2A2+i3A3 
B + iAB + i2A2B + i3 A3B. 

Man findet sofort, daB rechtsseitige Multiplikation mit A die Sub
stitution ergibt 

(-~ ~), wahrend B die Substitution (_ ~ ~) liefert. 
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Damit ist die irreduzible, weil nicht Abelsche Darstellung gefunden: 

A = (-~ ~) B = C-~ ~). 
Diese und die 4 vom Grade 1 bilden ein vollstandiges System irreduzibler 
Darstellungen. 

Man verifiziere in allen Fallen, daB die Anzahl der verschiedenen 
Darstellungen gleich der Anzahl der Klassen von Elementen ist. 

Wir gehen nun iiber zur Untersuchung von transitiven Permuta
tionsgruppen und beweisen den 

Satz 165. J ede transitive Permutationsgruppe r enthiilt die iden
tische Darstellung genau einmal. 1st sie zweijach transitiv, so besteht 
sie vollstiindig reduziert aus der 5umme der identischen und einer weiteren 
irreduziblen Darstellung. 

Beweis. Der Charakter einer Permutation ist gleich der Anzahl der 
Variablen, die ungeandert bleiben bei der Permutation. Nun ist nach 
Satz 102 die Summe aller Charaktere gleich der Ordnung der Gruppe, also 
enthalt sie nach Satz 142 die identische Darstellung genau einmal. Es sei 

r = r l + n2r 2 + ... + nrr" 
daher der Charakter X von r 

X = Xl + n2 X2 + ... + nr Xr . 
X stimmt mit dem konjugierten Charakter iiberein. Wir bilden 

2: X2 (5) = 2: (Xl (5) + ... + nrXr (5)) (Xl (5) + ... + nrXr (5)). 
5 S 

Nach Satz 147 folgt 
2.' X2 (5) = g' (1 + ... -+ n;). 
5 

Nun ist nach dem Satz 103 2: X2 (5) gleich g mal der Anzahl der 
5 

transitiven Systeme, in denen die Untergruppe, we1che eine Variable 
ungeandert laBt, die Variablen permutiert. 1st die Gruppe zweifach 
transitiv, so wird also 

2: X2 (5) = 2g. 
5 

Also muB sein 1 + ... + n; = 2, d. h. aber, daB nur noch eines der 
n von 0 verschieden und gleich 1 ist, womit der Satz bewiesen ist. 

Es ist leicht, aus einer Permutationsgruppe die identische Dar
steHung herauszuschaffen. Sind Xv ... , Xn die Variablen, so bilde man 

YI = x 2-XV "" Yn-l = xn-xI · 

Bei irgendeiner Permutation mage eine so1che Differenz in Xk - Xi 

iibergehen. Dann driickt sich diese neue Differenz durch die Variablen Y 
aus mit Hilfe der Gleichungen 

Xk- Xi = Yk-l - Yi-l' 

Bereits die n - 1 Variablen Yv ... , Yn-l erfahren also eine lineare Sub
stitution. 
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Mit Hilfe dieses Satzes k6nnen wir die samtlichen Darstellungen 
der Tetraedergruppe bestimmen. Sie ist gleich der alternierenden Gruppe 
von 4 Variablen und besitzt 4 Klassen, namlich: 

1. E, 
2. die Elemente der Ordnung 2: (12) (34), (13) (24), (14) (23). 

Die Elemente von der Ordnung 3 zerfallen in 2 Klassen: 
3. (123), (214), (341), (432) und 
4. (124), (213), (342), (431). 

Die 4 Charaktere sind 4, 0, I, I. Da die Gruppe zweifach transitiv ist, 
so bleibt nach Wegnahme von Fl eine irreduzible Darstellung ubrig, 
deren Charakterensystem folgendes ist: 3, -I, 0, O. In der Tat ist 

I . 32 + 3 . (- 1)2 + 4 . 02 + 4 .02 = 12. 

Die Gruppe besitzt einen Normalteiler von der Ordnung 4 und 
daher 3 Darstellungen 1. Grades, fur we1che sich die Charaktere leicht 
berechnen lassen. Sei 8 eine 3. Einheitswurzel, so lautet die Tafel der 
Charaktere 

(£3 I (£4 

1 I I I 

I 1 

F3 I I 8-1 8 
----------

F4 I 3 -I 0 0 

Man verifiziere die Gleichungen von § 57. 
Das Ikosaeder gibt uns zu einigen weiteren Bemerkungen AnlaB. 

Seine Gruppe gestattet eine Darstellung durch reelle orthogonale Sub
stitutionen von drei Variablen, entsprechend den Drehungen des 
Ikosaeders. 

Jede orthogonale Substitution von ungeradem Grade besitzt + I 
als eine charakteristische Wurzel. In der Tat, ist A eine so1che, so wird 
A -1 = A ° die transponierte Matrix zu A. Ferner wird 

(A -E) A-I = (E -AO). 

Geht man zur Determinante uber und bedenkt, daB! A! == I ist, so wird 

!A-E! = IE-AI. 
Andererseits wird !A-EI = (_I)n IE -A I, wobei n der Grad von 
A ist. Daraus folgt, wenn n ungerade, ! A - E I = 0, d. h. list charakteri
stische Wurzel von A. 

Wir berechnen nun die Charaktere der Darstellung. Die Gruppe 
'besitzt 5 Klassen:. E, ferner die 15 Substitutionen von der Ordnung 2, 
deren Wurzeln I, -1, -1 sind (Drehung urn eine Achse mit Winkel 
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180°), die 20 Substitutionen von der Ordnung 3. Die iibrigen 24 von der 
Ordnung 5 zerfallen in zwei Klassen, solche von Drehungen urn die 

Winkel ± 25n bzw. ± 2· 25n . Die charakteristischen Wurzeln der 

Matrizen von der Ordnung 3 sind 1, e, e-1 (e = 3-te Einheitswurzel), 
da sie einer reellen Gleichung vom Grade 3 geniigen, diejenigen der 
Matrizen von der Ordnung 5: 1, 'fj, 'fj-1 bzw. I, n2, n-2 (n = 5-te Ein
heitswurzel). 

Die Charaktere sind infolgedessen: 

2) 3, -I, 0, I + n + n-l, I + n2 + n-2 bzw. 
3) 3, -I, 0, I+n2 +n-2, I+n+n-1 • 

Hierbei ist (vgl. S. 186) 

I + + -1 _ + 1 + V5 
n n - 2 ' 

I + 2 + -2 + 1 - V5 'fj n =--2--' 

Die Gruppe ist irreduzibel, denn 

1.32 + 15 (_1)2 + 20.02 + 12· (( + 1 ;- V5 r + (±! -; V5 y) = 60. 

Ferner reprasentiert sie zwei verschiedene irreduzible Darstellungen, 
deren Charakter durch 2) bzw. 3) gegeben wird. Wir beweisen diese 
Behauptung durch die folgende Uberlegung. Sei r eine beliebige 
Darstellung von @ und sei ferner irgendein Automorphismus von @ 

gegeben. Diesen fUhren wir in r, aber nicht in @ aus, und erhalten 
so offen bar eine neue Darstellung von @. Sie ist dann und nur dann 
nichtaquivalent mit r, wenn der Automorphismus auch im Charakteren
system eine Permutation hervorruft. In unserem speziellen Fall be
sitzt die Ikosaedergruppe einen derartigen Automorphismus. Als alter
nierende Gruppe ist sie N ormalteiler vom Index 2 der symmetrischen 
Gruppe von 5 Variablen. Transformiert man sie durch ein Element 
dieser letzteren auBerhalb der alternierenden Gruppe, so werden, wie 
man sich leicht iiberzeugt, gerade die beiden Klassen mit .den Ele
menten von der Ordnung 5 vertauscht und bei diesem Automorphis
mus geht offenbar 2) in 3) iiber und 3) in 2). 

Die weiteren irreduziblen Darstellungen sind nun leicht gefunden: 
Als alternierende Gruppe von 5 Variablen besitzt sie eine Dar

stellung vom Grade 5 durch gerade Permutationen. Die Charaktere 
der Klassen sind folgende: 

[1 : 5 [2 : I [a : 2 [4 und [5 : O. 

Denn fUr [2 kommt nur der Typus (I 2) (34) in Betracht, fiir [a (123), 
fiir [4 und [5 (I 2 3 4 5). 

Wir erhalten nach Wegnahme von r1 eine Darstellung r4 mit den 
Charakteren 4, 0, 1, -1, -l. 

Urn noch r5 zu erhalten, beachten wir, daB sich die Gruppe auch 
als Permutationsgruppe von 6 Variablen darstellen laBt, namlich der 
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6 Durchmesser, welche gegeniiberliegende Ecken verbinden. Eine 
Drehung urn einen solchen Durchmesser liefert ein Element von der 
Ordnung 5, und hierbei bleibt nur dieser eine Durchmesser ungeandert. 
Drehungen von der Ordnung 2 geschehen urn die Verbindungslinie 
zweier gegenuberliegender Kantenmittelpunkte. Die Orthogonalebene 
durch 0 enthalt zwei Durchmesser, welche bei der Drehung in sich 
ubergehen. Daher ist hier der Charakter = 2. Die Drehungen von der 
Ordnung 3 vertauschen alle Durchmesser. 

Die Charaktere sind also hier 6, 2, 0, 1, 1, daher diejenigen von Fs 
5, 1, -1, 0, 0 

und hier ist 
1.52 + 15· (1)2 + 20 (-1)2 = 60, 

also ist F5 irreduzibel. Wir bilden so die Tabelle 

~l ~2 ~3 ~4 ~s 

Fl 1 1 1 1 1 

F2 3 -1 0 +1+15 +1-15 
2 2 

F3 3 -1 0 +1-15 +1+V5 
2 2 

F4 4 0 1 -1 -1 

F5 5 1 -1 0 0 

Ais Beispiel fur die Formel zur Berechnung von guvw auf S.179 
geben wir 

g442 . 60 = 1 . 42 . 3 + 15 . 0 + 20 . 0 + 12 ( 1 +215 + .1-215) = 60, 

g442 = 1, 
d. h. in Fi kommt F2 genau einmal vor, ebenso F3 einmal. Ferner wird 

60· g444 = 1 .43 + 15·0 + 20·13 + 12 ((-1)3 + (-1)3) = 60 

g444 = 1 
und schlieBlich 

60· g445 = 1· 42 .5 + 15·0 + 20·12· (-1) + 0 + 0 = 60. 
Daher wird 

Fl = Fl + F2 + F3 + F4 + Fs· 
Die bisherigen Oberlegungen reichen vollkommen aus, urn die Dar

stellungen seIber zu berechnen. Fiir F2 und F3 kann man die Matrizen 
aus der analytischen Geometrie bestimmenals Drehungen des Raumes. 
Wir wollen sie jedoch direkt durch Reduktion einer Darstellung gewinnen 
und schicken noch einige allgemeine Bemerkungen voraus. 
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Urn die Permutation und die durch sie erzeugte zyklische Gruppe voll
sHindig zu reduzieren, hat man sie erst in ihre Zyklen zu zerlegen und 
diese zu reduzieren. Sei (xv x 2 , ••• , xn) ein solcher Zyklus, so bilde man, 
unter 8 eine primitive n-te Einheitswurzel verstanden, die Ausdrucke 

Xl + x2 + X3 + ... + xn = YI' 
Xl + 8 X2 + 8 2 X3 + ... + 8 n - 1 Xn = Y2' 

Xl + 8 2 X2 + 84 X3 + ... + 82 (n-l) Xn = Y3 ' 

Xl + 8n - 1 X2 + 82 (n-l) X3 + ... + 8(n-l) (n-l) Xn = Yn . 

Unter der zyklischen Vertauschung wird Yi mit dem Faktor 8- (i-I) 

versehen und die Reduktion ist geleistet. Die Matrix der n Linear-

formen, (8(i-1) (k-l)) (i:: 1, ... , n), leistet diese Reduktion. 
k-l, ... ,n 

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Auffindung irreduzibler Darstellungen 
bilden die transitiven monomialen Gruppen. Falls sie nicht schon 
Permutationsgruppen sind, enthalten sie die identische Darstellung 
nicht, denn man erkennt leicht aus den Ausfiihrungen von § 45, daB 
2..,' Sii = 0 ist, d. h. die Summe der Charaktere verschwindet. Nun 
,$ 

gestattet die Ikosaedergruppe eine solche Darstellung vom Grade 6, 
denn sie besitzt eine Untergruppe von der Ordnung 10, die selbst einen 
Normalteiler vom Index 2 enthalt. Geometrisch ist sie so zu defi
nieren, daB man die 6 Durchmesser, welche gegenuberliegende Ecken 
verbinden, mit einem Richtungssinn versieht. Bei den Drehungen er
fahren sie eine Vertauschung, teilweise verbunden mit Richtungs
anderung. Findet Anderung statt, so versehe man die Valiable mit 
dem Minuszeichen. Diese Darstellung ist reduzibel, und weil sie die 
identische Darstellung nicht enthalt, kann sie nur r2 und r3 enthalten. 

Bezeichnet man die 6 Durchmesser mit xv ... , x6 , wobei etwa Xl 

die Richtung der z-Achse, X 2, ••. , X6 die ubrigen Durchmesser in einer 
von z aus gesehen zyklisch en Reihenfolge und mit Richtungssinn nach 
oben bedeuten, so kann man die zu der Drehung A von der Ordnung 5 
urn die z-Achse geh6rige Substitution mit (Xl) (X2' X3, .•. , X6) bezeichnen. 
Sei Beine Drehung von der Ordnung 2, welche der Gleichung B-1 A B = 
A-I genugt, so kann man B wahlen als Drehung urn eine Achse senkrecht 
zu Xl und X 2 

(
Xl X 2 X3 X4 Xs X6) 

-Xl -X2 -X6 -Xs -X4 -X3 

Ais Permutationen der alternierenden Gruppe von 5 Variablen werden 
A = (12345), B = (14) (23). Wahlt man noch C = (12) (34) (Ver
tauschung von Xl und x2), so wird in monomialer Gestalt, wie man sich 
am Modell leicht uberzeugt 
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Setzt man {A} =~, ~ + B~ = sr, so wird die ganze Gruppe 
@ = sr + sr c + sr CA + sr C A 2 + sr C A 3 + sr C A 4 • 

Urn die Gruppe zu reduzieren, hat man dies bloB bei A, B und C aus
zufiihren. Wir beginnen mit A und fiihren daher die neuen Variablen ein 

X 2 + 13 Xs + ... + 134 X6 , 

X 2 + 13- 1 Xa + ... + 13- 4 X 6 , 

X 2 + Xa + ... + X 6, 

Y5 = X 2 + 132 Xa + ... + 138 X 6 , 

Y6 = X 2 + 13- 2 Xa + ... + 13- 8 Xo, 

135 =1, 13=1=1. 

Obt man nun A aus, so erfahren die Variablen Y die Substitution 

yf = Yv Y2 = 13- 1 Y2' 
Y.i = Y4' Y5 = 13- 2 Y5' 

Ya = 13 Ya, 
Y6 = 132 Y6· 

Wenn man dagegen B ausiibt, so wird 

y{ =-Yv Y2 =-Ya, Ya =-Y2' 
Y.i = - Y4' Y5 = -Yo, Y6 = -Y5· 

Etwas umstandlicher gestaltet sich die Ausiibung von C. Wir 
setzen 13 + 13- 1 = (l, 132 + 13- 2 = f3 und finden, daB (l und f3 der Gleichung 
geniigen X2 + x-I = o. 

Wir haben 
-1+V5 -1-'{5 

(l = --2 --, f3 = 2 ' (l- f3 = liS. 
Dann wird 

2-(l = + liS(l, 2-f3=-Y5f3. 
Nach leichter Rechnung findet man, daB die Y die Substitution erfahren 

0 
1 1 1 1 1 
5 5 5 5 5 

1 L IX 1 
0 0 y5 V5 V5 

1 
IX L 1 

0 0 
V5 V5 V5 

1 
1 1 

0 
-1 -1 

y5 V5 V5 {5 

1 0 0 
-1 -IX -f3 
V5 V5 V5 

1 0 0 
-1 -f3 -IX 

V5 y5 V5 
Nun setze man 

ZI = l i 5 Yl + Y4' Z2 = Y2' za = Ya, 
z4=-liS YI + Y4' Z5 = Y5' Z6 = Y6· 
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Alsdann bleiben A und B ungeandert, wahrend C ubergeht in: 

o 122 

15 f5 -{5-
1 {J IX 

15 -{5 -y5 o 
1 IX {J 

-{5 -y5- f5 o 

o o 1 
o - -{5-

o o o 

o o o 

o 

o 

o 
2 

-y5 
-IX 

-yS 
-{J 

15 

o 

o 

o 

-IX 

Hiermit ist die Reduktion ausgefuhrt und wir finden fUr r2 

A = (~ ~_l~), B = (- ~ ~ -~) , 
00 s 0-1 0 

1 (1 2 2) 
C=-{5 ~ ~ p . 
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Hierbei hat die Gruppe nicht reelle Gestalt, trotzdem sie mit einer 
orthogonalen Gruppe aquivalent ist. Man findet leicht, daB die quadra
tische Form Xt + x2 Xa invariant ist gegenuber den drei Substitutionen. 

§ 60. Beziehungen zu den Algebren. 
In der Lehre von den Algebren betrachtet man ein System von GraBen, 

fUr welche eine Addition und eine Multiplikation definiert ist in folgen
der Weise: Man gibt n linear unabhangige BasisgraBen WI> W z, .•. , Wn 

und bildet die Gesamtheit der GraBen 

W = Xl WI + Xz W2 + ... + Xn Wn , 

wobei die Koeffizienten alle GraBen eines Karpers durchlaufen und mit 
den BasisgraBen als vertauschbar vorausgesetzt sind. Fur die Multi
plikation wird das Distributivgesetz vorausgesetzt und ferner 

n 

WiWk = X giklWI· 
1=1 

Die Multiplikation muB assoziativ, aber nicht notwendig kommutativ sein. 
Wie man sieht bilden unsere hyperkomplexen Zahlen eine Algebra. 

Der Satz 162 besagt nun, daB unsere Algebra die direkte Summe von 
vollstandigen Matrixalgebren ist, wenn man den zugrunde ge1egten 
Koeffizientenkarper genugend erweitert. Die Anzahl der unzerlegbaren 
Summanden ist gleich der Anzahl der Klassen von Elementen in der 
Gruppe @. Fuhren wir namlich an Stelle der Gruppenelemente die aus 
den Stellenzeilen entstehenden GraBen !;ik (S. 176) ein, so entspricht 
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einer irreduzibeln Darstellung das System Cik, das offenbal fitt sich eine 
Algebra bildet, und zwar die Gesamtheit alier Matrizen des n-ten Grades, 
deren Koeffizienten unabhiingig voneinander die Zahlen des zugrunde 
gelegten, fiir die irreduzible Darstellung erforderlichen Karpers durch
laufen. Eine solche Algebra heiBt eine vollstandige Matrixalgebra. 
Nehmen wir nun die GraBen aus einer andern irreduziblen Darstellung, 
so erhalten wir eine neue vollstandige Matrixalgebra und das Produkt 
einer GraBe der ersten mit einer solchen der zweiten Algebra ist stets 
Null (Satz 162). Eine derartige Addition zweier Algebren heiBt eine 
direkte Summe. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Fiihren wir statt der GraBen Cik die GraBen ~ Cik = eik ein, so gelten 

zwischen ihnen die einfacheren Gleichungen 

eik·elm=O (k=j=l), ei'kekm=eim' 

en geniigt der Gleichung efl = en und heiBt darum ein Idempotent. 
Ferner gilt, wenn w eine beliebige Zahl der Algebra bedeutet, stets 
en wen = a en, wo a eine Zahl des Grundkarpers bedeutet, die natiir
lich noch von w abhangt. Wir· nennen darum en ein primitives Idem
potent. 

Multipliziert man en rechts mit allen GraBen der Algebra, so erhiilt 
man nur die n unabhangigen GraBen en, elZ, ... , el n und ihre linearen 
Verbindungen. Man erhiilt daher die irreduzible Darstellung rt , wenn 
man en rechts mit den Gruppenelementen es multipliziert (Satz 160). 

Nun sei IX irgendein primitives Idempotent, d. h. eine GraBe der 
Algebra, welche den beiden Gleichungen IXz = IX und IX w IX = a . IX geniigt. 
Dann liegt IX in einem der Summa:nden, welche aus irreduziblen Dar
stellungen stammen. Denn ware IX = IX' + IX", und bezeichnen e' und 
e" die Haupteinheiten der beiden irreduziblen Systeme, so ergabe sich 

IX • e' IX = IX' und IX e" IX = IX" 

und IX lage in beiden Systemen, ware also =0. 
Die Haupteinheit des irreduziblen Systems, in dem IX liegt, sei e = en + 

e22 + ... + en,,' WeillXelX=j=O, so muB mindestens eine der n GraBen 
lXeiilX von Null verschieden sein. Es sei etwa IX ell ex =j= 0, dann ist 
IX ell =j= 0 und ebenso ell IX =j= O. Ferner folgt aus ex2 == ex, daB auch 
en IX en =j= 0 und daher = e ell ist, wo e =j= 0 ist. 

Bilden wir nun die n GraBen IX en, IX e12, ••• , ex el", so sind sie linear 
unabhiingig, denn wenn wir links mit ell multiplizieren, erhalten wir 
die n unabhangigen GraBen eell ,ee12 , ••• , eel". 

Offenbar erfahren die GraBen IX en, IX e12, ••• , IX el n bei der Rechts
multiplikation mit den Gruwenelementen es genau dieselben Substi
tutionen, wie die GraBen en, elZ, ... , eln' 
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Wir behaupten· nun, daB IX durch Transformation aus ell hervor
geht, daB es also seIber eine GroBe ell ist, die aus einer zu unserer 
Darstellung aquivalenten Darstellung stammt. Zum Beweis setzen wir 
Olen = (! = an en + ... + anI enl und enOl = a = bn en + ... + bIn eln
Nun wird a(! = ce n , ferner ist (!a· (!a = (! (a(!) a = cgena = c(!a. Setzen 
WIr weiter (!a= C'Ol, so wird aus der Gieichung ((!a)2 = c(!a, indem 
wir (! a durch C'IX ersetzen: C'2 = C . c', also c = c'. Weiter folgt aus 

a (! = (bn en + ... + bIn el n) (an en + ... + anI enl) = c en, 

indem man die Klammern ausmultipliziert, die Beziehung 

ail bn + a2l b12 + ... + anI bIn = c. 
Nun bilden wir eine Matrix A, deren erste Spalte an, a2l> ••• , anI 

ist und deren Determinante = 1 ist. Biiden wir A -t, so ist das System 
der Unterdeterminanten der ersten Zeile gleich der ersten Spalte von A, 
nach den bekannten Satzen iiber Determinanten. Ersetzen wir nun 
in A-I die erste Zeile durch bl;/c, so erhalten wir wieder eine Matrix 
mit der Determinante 1. Bezeichnen wir die zu A gehorige Zahl mit y, 
so finden wir yen = (! und en y-l = a/c, so daB in der Tat gilt 

-1 (! G yenY =-c-=IX. 

Nun geniigen die transformierten GroBen y ei k y-l genau denselben 
multiplikativen Gesetzen, wie die eik, und sie stammen offenbar aus 
der durch y transformierten Darstellung. 

§ 61. Die Charaktere und Darstellungen der symmetrischen 
Gruppenl. 

Wir wollen nun die irreduziblen Darstellungen der symmetrischen 
Gruppe von m Variabein bestimmen. Die Anzahl der Klassen von 
Elementen ist gleich der Anzahl von Zerlegungen der Zahl m in posi
tive Summanden, denn zu jeder dieser Zerlegungen gehort genau ein 
Typus konjugierter Permutationen. Wir ordnen die Summanden nach 
ihrer GroBe und bilden ein Schema von m Stellen, indem wir setzen 
m = ~ + m2 + ... + m, und in r Zeilen je ~,m2' ... Stellen setzen 
nach Art des folgenden Schemas fUr m = lO = 4 + 4 + 3 

-------

-------

1 Vgl. dieim 11. Kapitel zitiertenAbhandlungen vonFrobenius, femer H. Weyl: 
Gruppentheorie und Quantenmechanik, 2. Aufl., S.315ff. - SPecht, W.: Die 
irreduziblen Darstellungen der symmetrischen Gruppe. Math. Z. Bd. 39, S. 696. 
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Die Elemente der symmetrischen Gruppe deuten wir als Permutationen 
der Stellen und verstehen unter llS die Gruppe derjenigen Permutationen, 
welche die Stellen in ihrer Zeile lassen, unter 0 diejenige, welche die 
Stellen in der Spalte HiBt. In unserem Beispiel ist die Ordnung von 
llS gleich 4! 4! 3!, diej enige von 0 gleich 3! 3! 3! 2!. Die beiden Un ter
gruppen llS und 0 haben kein gemeinsames Element auBer E, denn wenn 
eine Permutation eine Stelle in der Zeile und Spalte laBt, so bleibt die 
Stelle ruhen. Der Komplex llSO enthalt daher kein Element doppelt, 
denn ware PI QI = P2 Q2' so ergabe sieh PI1 P2 = QI Q;l, also das 
llS und 0 gemeinsame Element E. 

Bei den Permutationen von llSO werden niemals zwei Stellen der
selben Zeile in solche derselben Spalte iibergefiihrt. Denn bei llS kommen 
sieher zwei Stellen derselben Zeile in verschiedene Spalten, weil sie in 
derselben Zeile bleiben und nicht zusammenfallen konnen. Beim nach
folgenden 0 andern sie ihre Spalte nicht roehr. 

Es gilt aber auch die Umkehrung: jede Permutation, welche niemals 
zwei Stellen derselben Zeile in dieselbe Spalte iiberfiihrt, gehOrt zu llSO. 
Zum Beweis betrachten wir zuerst die erste und langste Zeile. Ihre 
Variabeln werden naeh der Permutation gleichviel Spalten beanspruchen 
wie vorher, und wir konnen daher durch eine Permutation aus llS diese 
Variabeln in die richtigen Spalten bringen, denn es gibt ja keine Spalten, 
welche nieht in die erste Zeile reiehen. Dasselbe machen wir mit der 
zweiten Zeile. 1st sie kiirzer als die erste, so kommt fiir ihre Variabeln 
jedenfalls die letzte Spalte nieht in Betraeht, den,n diese enthalt in 
unserem Fall nur eine Stelle, namlich diejenige der ersten Zeile, und 
diese muB dureh eine Variable der erst en Zeile besetzt werden, weil 
die erste Zeile aller Spalten bedarf. Wir konnen also sieher sein, daB 
nach der Permutation die Variabeln der zweiten Zeile nur in solche Spalten 
fallen, welche in die zweite Zeile herabreichen. Diese elementare Dber
legung laBt sich weiter anwenden und wir erreichen durch eine Permu
tation aus llS, daB die Variabeln in der endgiiltigen Spalte liegen. Der 
Rest erfordert offenbar nur noch eine Permutation aus 0, womit der 
Satz bewiesen ist. 

Wir bilden nun die beiden GroBen 

oc=~P f3=~±Q, 
'l3 n 

wobei im zweiten Fall das +-Zeichen gilt, wenn Q eine gerade Permuta
tion darstellt, das -Zeichen, wenn Q eine ungerade Permutation ist. 
oc f3 = y ist eine Summe und Differenz lauter verschiedener Elemente 
von llS 0, daher =j= O. 

Satz 166. Es gelten die Gleichungen oc 5 f3 = s· ocf3. Hierbei hat s 
den Wert + I, wenn 5 in llSO liegt und die wohlbestimmte zweite Kom
ponente Q gerade ist, s hat den Wert -I, wenn jene Komponente eine 
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ungerade Permutation darstellt, und s ist = 0, wenn 5 auf3erhalb von 
'.lS£1 liegt. 

Beweis. Wenn Pin '.lS und Q in £1 liegt, so gilt unmittelbar t;'f..P = t;'f.., 

Q fJ = ± fJ· Daraus folgt t;'f.. P Q fJ = (t;'f..P) (Q fJ) = ± t;'f..fJ, womit die 
beiden ersten Behauptungen bewiesen sind. Nun sei 5 auBerhalb von 
'.lS£1, dann gibt es zwei Stellen derselben Zeile, welche nach der Permu
tation 5 in dieselbe Spalte fallen. Es sei P die Vertauschung jener 
beiden Stellen derselben Zeile und Q diejenige der beiden Stellen in 
derselben Spalte. Dann gilt offenbar 5 = P 5 Q. Bilden wir nun t;'f.. 5 fJ, 
so ergibt sich t;'f..S fJ = t;'f..P 5 Q fJ = (t;'f..P) 5 (QfJ) = -t;'f..S fJ, weil Q als Ver
tauschung von bloB zwei Stellen eine ungerade Permutation ist. Aus 
ct.SfJ = -ct.SfJ folgt aber t;'f..SfJ = 0. 

ct., fJ und y sind GraBen einer Algebra mit den BasisgraBen E, A, 
B, ... , unter e sei eine beliebige GraBe dieser Algebra verstanden. 
Wir beweisen nun den 

Satz 167. Es gilt y2 = cy, wo c=4=O ist, und ylc ist ein primitives 
Idempotent. 

Beweis. Nach Satz 166 ist y ey = ct. (fJ e ct.) fJ = a' ct.fJ = ay. Daher ist 
y jedenfalls primitiv. Nun muB noch gezeigt werden, daB y2 = cy mit von ° verschiedenem c ist. Wir finden zunachst, wie friiher, daB fJ 5 ct. = d· fJct., 
wo d = 1, wenn 5 = Q P und Q gerade ist, ferner d = -1, wenn 5 = Q P 
und Q ungerade ist, schlieBlich d = 0, wenn 5 auBerhalb von £1'.lS liegt. 
Hieraus folgt yey=ct.(fJect.)fJ=ct.·dfJct.fJ=d y2. Ware nun y2=O, so 
ware stets ye y = 0, entgegen der Dberlegung des vorigen Paragraphen. 
Daher wird y2 = c y und c =4= 0, womit unser Satz bewiesen ist. 

Aus y erhalten wir eine irreduzible Darstellung der symmetrischen 
Gruppe, indem wir y rechts mit den Elementen der Gruppe multiplizieren 
und ein System unabhangiger GraBen aufstellen. Diese Darstellung 
bedarf bloB der rationalen Zahlen. Das Charakterensystem ergibt 
sich durch folgende Dberlegung: Transformieren wir y durch aIle Ele
mente der Gruppe und addieren wir die so entstehenden GraBen, so 
erhalten wir eine Zahl des Zentrums unserer Algebra, die nicht ° ist, 
weil der Koeffizient von E gleich der Ordnung der Gruppe gist. Daher 
ist diese Zahl = c (Cn + C22 + ... + Cnn). Beachten wir, daB wir es nur 
mit reellen Zahlen zu tun haben und verwenden wir Satz 147, so ergibt 
sich, daB die Quadratsumme der Koeffizienten unserer Zahl = c2 gist, 
womit wir c und damit das Charakterensystem unserer Darstellung 
berechnet haben. Insbesondere wird der Grad der Darstellung = glc 
und er ist daher ein Teiler von g. 

Nun sei eine andere Zerlegung der Zahl m in Summanden gegeben, 
die zugeharigen wie vorher gebildeten Gruppen seien '.lS' und £1', die 
daraus gebildete y entsprechende Zahl sei y'. Wir beweisen nun, daB 
y y' = ° ist. Zu dem Zweck ordnen wir die Summanden der zweiten 
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Zerlegung nach ihrer GroBe und bilden das Schema wie friiher. Die 
Summanden der beiden Zerlegungen seien ml> m 2, • •• und mi, m2' .... 
Gilt nun mi =m~ fiir i = 1,2, ... , k-1, dagegen mk < mI., so nennen 
wir das zweite Schema S' groBer als das erste S. Die Stellen der beiden 
Schemata seien einander in irgendeiner Weise zugeordnet. Dann gibt es 
zwei Stellen, welche in S' in einer Zeile, in Saber in einer Spalte stehen. 
Denn die Stellen der k ersten Zeilen des zweiten Schemas S' haben 
nicht mehr Platz in k Zeilen von S, es werden mindestens k + 1 jener 
Stellen in derselben Spalte von S stehen und diese konnen nicht alle 
aus verschiedenen Zeilen von S' stammen, weil wir ja nur die k ersten 
Zeilen verwendet haben. 

Nun vertauschen wir diese beiden Stellen, welche in S in derselben 
Spalte, in S' dagegen in derselben Zeile stehen. Diese Vertauschung 
sei mit V bezeichnet, sie gehOrt zu :0. und zu ~'. Daher wird y V =-y 
und Vy' =y'. Also ergibt sich yVy'=-yy'= +yy'=O. Trans
formieren wir yoder y' durch ein beliebiges Gruppenelement, so konnen 
wir unmittelbar auch fiir solche Paare beweisen, daB ihr Produkt ver
schwindet, denn transformierte y gehoren zum selben Schema, nur 
daB die Stellen anders numeriert sind. Daher ergibt sich, daB auch 
die beiden Haupteinheiten e und e', die wir durch Addition der trans
formierten y und y' erhalten, der Gleichung e e' = 0 geniigen. Weil 
sie zum Zentrum gehOren, folgt auch e' e = o. Steht umgekehrt S hoher 
als S~, so kommen wir auf demselben Weg zu y'y = 0 und daraus zu 
e' e = ee' = o. 

Hiermit ist gezeigt, daB jede Zerlegung von m in positive Summanden 
eine irreduzible Darstellung der symmetrischen Gruppe liefert, und 
daB verschiedene Zerlegungen verschiedene Darstellungen ergeben. 
Da es genau soviele Klassen und daher irreduzible Darstellungen gibt, 
als die Anzahl jener Zerlegungen betragt, so sind damit alle Darstellungen 
der symmetrischen Gruppe gewonnen und wir konnen folgende Regel 
aussprechen: 

Regel. Man erhalt alle irreduziblen Darstellungen der symmetrisehen 
Gruppe von m Variabeln, indem man m in positive Summanden zerlegt 
und zu ieder Zerlegung die beiden GrupfJen ~ und :0. sowie die hyper
komplexe Zahl y = a.f3 bildet. Die Koettizienten von y bilden die Stellen
zeile mit dem Index 1,1 einer irreduziblen Darstellung r. Es gilt y2 = e y 
und der Grad von r ist gle, terner bereehnet man daraus naeh dem Beweis 
zu Satz 152 den Charakter von r. Multipliziert man y reehts mit aUen 
Gruppenelementen, so. erhiilt man naeh der Methode von Satz 160 die 
irreduzible zu r adiungierte DarsteUung. AUe irreduziblen Darstellungen 
der symmetrisehen Gruppe werden aut diesem Weg erhalten, sie sind aUe 
in ganzen rationalen Zahlen wiederzugeben und die Charaktt';re sind ganze 
rationale Zahlen. 
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13. Kapitel. 

Anwendungen der Theorie der 
Gruppencharaktere. 

§ 62. Ein Satz von Burnside tiber einfache Gruppen. 

Frobenius und Burnside haben mit Hilfe der Gruppencharaktere 
wichtige Satze tiber abstrakte Gruppen bewiesen. 

Wir haben gesehen (S. 174), daB stets hiXi eine ganze algebraische 
Xl 

Zahl ist. hi und Xl sind ganze rationale Zahlen. Wenn daher hi prim ist 
zu Xl> so muB X;/Xl eine ganze algebraische Zahl sein. Xi ist eine Summe 
von Xl Einheitswurzeln. Wir wollen annehmen, daB diese Einheits
wurzeln nicht samtlich untereinander tibereinstimmen, andernfaIls ge
hort die Substitution zum Zentrum. lndem man Xi in der komplexen 
Zahlenebene als Summe von Xl Einheitsvektoren deutet, deren Rich
tung nicht stets dieselbe ist, erkennt man, daB I Xi I < Xl ist. Daher wird 
i XdXl I < 1. Ftir die konjugiert algebraischen Zahlen zu X;/xl laBt sich 
dieselbe Ungleichung aufstellen. Daher wird das Produkt derselben, 
die Norm von X;/Xl, ihrem Betrag nach kleiner als 1, und da XdXl eine 
ganze Zahl sein muB, so wird Xi = O. Hieraus folgt der 

Satz 168. 1st in einer irreduziblen Substitutionsgruppe der Grad 
prim zu der A nzahl der Elemente in einer Klasse Q:i, so ist entweder der 
Charakter der Elemente von Q:; gleich 0 oder Q:; besteht aus einem Element 
des Zentrums der Gruppe. 

Wir beweisen nun den 
Satz 169. Wenn die Anzahl der Elemente emer Klasse e$ne Prim

zahlpotenz ist, so ist die Gruppe nicht ein/ach. 
Beweis. Sei A ein Element aus einer Klasse, die aus pm Ele

men ten besteht. Es gibt gewiB eine von rl verschiedene Darstellung, 
deren Grad prim ist zu p, denn X (XiV ))2 = g und xiI) = 1. Xi sei der 

v 

Charakter von A in einer solchen Darstellung. Dann ist nach dem 
vorigen Satz Xi = 0 oder A gehort zum Zentrum in der betreffenden 
Darstellung. Dieser letztere Fall kann bei einfachen Gruppen nicht , 
auftreten. Nun gilt 2,' xiV) Xlv) = O. In r l ist XlI) = 1, sonst ist stets 

v=l 

X~) Xlv) entweder 0 oder durch p teilbar und wir erhaIten den Widerspruch 

1 == 0 (mod P) . 
Es gibt also eine mit der Gruppe isomorphe Gruppe, deren Zentrum 
Elemente von der Ordnung p enthaIt. 

Satz 170 1• Wenn die Ordnung einer Gruppe blofJ durch zwei verschiedene 
Primzahlen teilbar ist, so ist die Gruppe au/losbar. 

1 Burnside: Theory of groups, 2nd ed., S. 323. 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 13 
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Beweis. Sei g = pa rI. Eine p-Sylowgruppe hat ein von E ver
schiedenes Zentrum. Sei A ein Element daraus, so ist die Anzahl der 
Elemente in der Klasse von A eine Potenz von q. Daher enthalt die 
Gruppe einen eigentlichen Normalteiler. Fur ihn und seine Faktorgruppe 
gilt dasselbe. 

§ 63. Primitive und imprimitive Substitutionsgruppen. 
Definition. Eine Substitutionsgruppe heiBt imprimitiv, wenn ihre 

Variablen dergestalt in Systeme ohne geIheinsame Variable eingeteilt 
werden k6nnen, daB die Variablen eines jeden Systems in lineare 
Formen der Variablen desselben oder eines andeten Systems uber
gefuhrt werden. Die einzelnen Variablensysteme nennt man Systeme 
der Imprimitivitiit. 

Gehen die Variablen eines Systems uber in Linearformen der 
Variablen eines zweiten Systems, so mussen beide Systeme dieselbe 
Anzahl von Variablen enthalten. Als Beispiel wahlen wir folgende 
Substitution in drei Systemen 

(g ~ ~). 
ROO 

Dabei bedeuten 0 quadratische Matrizen von r Zeilen, deren Koeffi
zienten samtlich verschwinden, wahrend P, Q und R ebenfails quadra
tische Matrizen mit r Zeilen, aber mit von 0 verschiedener Determinante 
bedeuten. Hier erfahren die Systeme eine zyklische Permutation ver
bunden mit Substitutionen ihrer Variablen. 

Permutationsgruppen sind spezielle Fiille, denn hier bildet jede 
Variable fur sich ein derartiges System. Dasselbe gilt von den mono
mialen Gruppen. 

Definition. Eine Gruppe heiBt transitiv, wenn jedes System in 
ein beliebiges anderes ubergefuhrt werden kann. Sei @ eine imprimi
tive transitive Substitutionsgruppe, .p diejenige Untergruppe, welche 
das erste System in sich substituiert, G; eine Substitution, welche das 
erste in das i-te uberfiihrt, so wird 

@ = .p + .p G2 + ... + .p G .. , 

wobei n den Index von .p oder, was damit gleichbedeutend ist, die 
Anzahl der Systeme bezeichnet. 

Die Substitutionen, welche das erste System unter .p erfahrt, bilden 
eine Darstellung von .p. Wir sagen, die imprimitive Substitutions
gruppe ist erzeuyt durch diese Darstellung von.p. Eine Permutations
gruppe ist demnach erzeugt durch die identische Darstellung von .p, 
eine monomiale durch irgendeine solche vom Grade 1. Man erkennt 
leicht, daB aile diese Definitionen logische Erweiterungen der friiheren 
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iiber Permutationsgruppen sind. Es gilt nun auch der folgende Satz, 
der Satz 121 als Spezialfall enthiilt. 

Satz 171. 1st eine imprimitive Substitutionsgruppe gegeben, weiche 
durch die Darstellung J der Untergruppe .p in @ erzeugt ist, so lapt sie 
sich dergestalt transtormieren, dap die Teilmatrizen (im Beispiel P, Q, R) 
lauter Matrizen aus J sind. 

Beweis. Gi mage das erste System in das i-te iiberfiihren, es sei 
etwa S diese Substitutionsmatrix. Man iibe auf das i-te System S-1 
aus, was nach § 48 mit einer Transformation! der Gruppe gleich
bedeutend ist, dann wird Gi die Variablen des ersten Systems einzeln 
in die Variablen des i-ten Systems iiberfiihren, die Substitutionsmatrix 
wird die Einheitsmatrix. Macht man das fUr i = 2, ... , n, so erkennt 
man, daB diejenigen Teilmatrizen, welche das erste System in irgend
ein anderes iiberfUhren, in J enthalten sind. Denn jede Substitution 
hat die Gestalt HGi , wobei H in Jist. Nunmehr mage die beliebige 
Substitution K das i-te System in das k-te iiberfiihren und S sei die 
Substitutionsmatrix. Dann wird GiK das erste System in das k-te iiber
fiihren und S wird immer noch die Substitutionsmatrix sein. Daher 
istSinJ. 

Satz 172. Sei r eine Substitutionsgruppe mit einem Abeischen Normal
teiler N, der nicht zum Zentrum gehOrt. Wenn N vollstandig reduziert 
ist, so ist r intransitiv oder imprimitiv. 

Beweis. Der Normalteiler' N wird vollstandig reduziert bloB Dar
stellungen vom Grade 1 enthalten, und es sei 

N = n1 N 1 + n2 N 2 + ... + nuNu, 

wobei Ni die irreduziblen Bestandteile von N sind. Die Matrizen 
von N sind Diagonalmatrizen, und wir kannen annehmen, daB ihre 
Hauptdiagonalen die Gestalt haben (81 (nrmal), 8 2 (n2-mal), ... ), indem 
zunachst n1-mal die Darstellung Nl> dann n2-mal die Darstellung 
N2 usw. steht. Man kann nun v Zahlen exl>""!Xv finden dergestalt, 

v . 
daB .2 (Xi Ai' wobei Ai die Gruppe N durchlauft, eine beliebige Dia

<=1 
gonalmatrix D mit der Hauptdiagonalen ('fJl (nrmal), 'fJ2 (n2-mal) usw.) 

v 
wird. Denn die Matrix 1." (Xi Ai enthalt in der Hauptdiagonalen Linear-

i=1 
formen in den ex, deren Koeffizienten durch die u Darstellungen 
Nl> ..• , Nu gegeben sind. Da diese linear unabhangig sind (Satz 163), 
so wird v:;o,- u und man kann die Zahlen ex so bestimmen, daB die u ver
schiedenen Linearformen beliebige Zahlwerte annehmen. Insbesondere 

1 Als Beispiel sei gegeben 

(1 f i) (~~ g) (1 P;1 i)=(~ 1 ~Q). 
13* 
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konnen wir annehmen, daB die Zahlen 'fJ siimtlich untereinander ver
schieden sind. 

Transformiert man N durch eine Substitution aus r, so erhalt man 
einen Automorphismus von N. Die irreduziblen Darstellungen in N 
sind immer noch dieselben, weil sich bei der Transformation der 
Charakter der Substitutionen von N nicht andert, aber die Reihenfolge 
der irreduziblen Bestandteile hat sich geandert. Zwar stehen immer 
noch an den n1 ersten Stellen der Hauptdiagonalen gleiche Zahlen, 
aber sie gehoren eventuell einer anderen Darstellung an. Bei der Trans
formation erfahren die verschiedenen irreduziblen Darstellungen N; eine 
Vertauschung. Hierbei kann Ni nUT dann in Nk libergehen, wenn ni = nk' 
Insbesondere geht D liber in diejenige Diagonalmatrix, welche durch 
die entsprechende Vertauschung der 'fJ hervorgerufen wird. An dieser 
Matrix machen wir nun die weiteren Dberlegungen. Wir nehmen an, 
daB bei den Transformationen von r nicht alle'fJ ineinander libergeflihrt 
werden konnen. Set zen wir die Hauptdiagonale von D (also die 'fJ) 

= (at> ... , an br+l> ... , bn) , 

so mogen stets die a unter sich, die bunter sich vertauscht werden, 
wahrend aIle a von allen b verschieden sind. 1st nun 5 eine beliebige 
Substitution von r, so sei 

S-lDS = D', 

wobei die Hauptdiagonale von D' (ai, ... , a;, b;+l, ... , b~) sei, dann wird 

DS = SD'. 
Es wird also 

a; Sik = a£ Sik 
ai Sik = bk Sik 
bi Sik = ak Sik 
bi Sik = bk Sik 

i, k-<'r 
i -<. r, k > r 
i>r,ksr 
i, k>r. 

Wenn Sik + 0, so kann man diesen Faktor auf beiden Seiten wegheben. 
In den mittleren Fallen kommt dann eine unmogliche Gleichung heraus, 
also sind aIle 

Sik = 0 fUr 

d. h. die Gruppe ist intransitiv. 

i -<'r, k > r 
i> r, k -<. r, 

Analog verlauft der Beweis im transitiven Fall. Hier sind aIle ni 
einander gleich und die 'fJ erfahren eine transitive Permutationsgruppe. 
Indem man wiederum die Gleichung D 5 = 5 D' diskutiert, folgt die 
Tatsache, daB die Gruppe imprimitiv ist. Sie wird erzeugt dUTCh die
jenigen Substitutionen, welche die n1 ersten Stellen von D mit 'fJl bei 
der Transformation in sich liberflihren. 

Satz 173. Jede Substitutionsgruppe, deren Ordnung eine Primzahl
potenz ist, liif3t sich auf monomiale Gestalt transformieren. 
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Beweis1 . Da der Satz fUr Gruppen von der Ordnung p und aIle 
Abelschen Gruppen gilt, kann man vollstandige Induktion anwenden. 
Wenn ~ nicht Abelsch ist, so besitzt ~ gewiB einen Abelschen Nor
malteiler, der nicht zum Zentrum geh6rt. Denn das Zentrum ist nach 
Satz 81 in einem Normalteiler von ~ als Untergruppe vom Index p 
enthalten, und dieser ist selbstverstandlich Abelsch. Daher ist die 
Gruppe intransitiv oder imprimitiv. Da es offenbar genugt, den Satz 
fUr irreduzible, also transitive Gruppen zu beweisen, so k6nnen wir 
annehmen, die Gruppe sei imprimitiv. Sie sei erzeugt durch die Unter
gruppe Sj von ~ und deren Darstellung r. Von r k6nnen wir voraus
setzen, daB sie monomiale Gestalt hat, da die Ordnung von Sj niedriger 
als diejenige von ~ ist, und nach Satz 121 folgt, daB die Teilmatrizen 
von ~ samtlich als Matrizen von Sj, also als monomiale Matrizen ange
nommen werden durfen. Das heiBt aber, daB ~ selbst monomiale Ge
stalt hat. 

Hiermit ist fUr aIle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz 
ist, eine kanonische Gestalt gewonnen. Es ware eine interessante Auf
gabe, zu untersuchen, was fUr spezielle Eigenschaften diejenigen Unter
gruppen haben, die irreduzible Darstellungen erzeugen. 

Satz 174. Substitutionsgruppen, deren Ordnung ein Produkt von 
lauter verschiedenen Primzahlen ist, lassen sich stets auf monomiale 
Gestalt transformieren. 

Beweis. Wir bilden eine Hauptreihe (Satz 123), die das Zentrum 
enthalt. Hierin kommt ein Normalteiler vor, der das Zentrum als Unter
gruppe von Primzahlindex enthalt. Dieser Normalteiler ist Abelsch, 
und nun verlauft der Beweis genau so wie im vorigen Fall. 

Satz 175. Wenn samtliche Darstellungen einer Gruppe als mono
miale geschrieben werden konnen, so ist ihre Kommutatorgruppe eine 
eigentliche Untergruppe oder E. 

Beweis. Wir k6nnen uns auf den nicht-Abelschen Fall beschranken 
und betrachten eine nicht-Abelsche Darstellung vom niedrigsten Grad 
gr6Ber als 1. Wir nehmen sie in monomialer Gestalt an und ersetzen 
alle Einheitswurzeln durch 1. Alsdann erhalten wir eine Darstellung 
der Gruppe durch Permutationen, we1che sicher nicht alle der identi
schen Permutationen gleich sind; sie ist (Satz 165) reduzibel und kann 
bloB aus irreduziblen Darstellungen vom Grade 1 bestehen. Darunter 
gibt es solche, die von der identischen Darstellung verschieden sind, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Wir beweisen nun noch den allgemeinen 
Satz 176. Wenn eine irreduzible Substitutionsgruppe einen Normal

teiler enthiilt, der vollstiindig reduziert mindestens zwei verschiedene Dar
stellungen besitzt, so ist die Gruppe imprimitiv. 

1 Der erste einwandfreie Beweis des Satzes stammt wohl von Blichfeldt in 
Miller, Blichfeldt, Dickson, Finite groups, S. 231. 
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Beweis. Wir denken uns den Normalteiler N voHsta.ndig reduziert 
und betrachten die Substitutionen einer Klasse von N. Addieren wir' 
sie, so erhalten wir Diagonalmatrizen. Jeder irreduzible Bestandteil 
liefert so viele gleiche Koeffizienten in der Hauptdiagonale, als sein 
Grad betragt, und sie hangen in bekannter Weise mit den Charakteren 
zusammen. 

Bei der Transformation von N mit einer beliebigen Substitution 
der Gruppe erfahren die DarsteHungen im aHgemeinen eine Ver
tauschung und man zeigt genau, wie im Beweis zu Satz 172, daB die 
Gruppe intransitiv oder imprimitiv ist. Ais irreduzible Gruppe ist 
Sle daher imprimitiv. 

§ 64. Vollstandige Reduktion imprimitiver Gruppen. 
Man erhalt einen tieferen Einblick in die imprimitiven Gruppen, 

wenn man sie mit der Gruppenmatrix in Beziehung setzt .. 
Zunachst bestimmen wir die regulare Gruppenmatrix (S.170). 

Wir haben zu dem Zweck die einzelnen Permutationen der Gruppe 
in Matrizenform zu schreiben und jede derselben mit der zugehorigen 
Variablen zu multiplizieren und schlieBlich die so entstandenen Matrizen 
zu addieren. Bringen wir die Gruppenelemente in irgendeine bestimmte 
Reihenfolge 

E,A, ... ,P, ... , 

so ist die Permutation, welche dem Element R in der regularen Dar
steHung entspricht, gegeben durch folgende Permutation der Gruppen
elemente 

R, AR, ... , PR, .... 

Die zugehorige mit XR multiplizierte Matrix laBt sich so beschreiben: 
in der zu P gehorigen Zeile steht an der Stelle P R die Variable XR' 

Hierin sind P und R ganz beliebige Elemente. Setzt man noch 
P R = Q, so findet man 

Satz 177. Die regulare Gruppenmatrix hat tolgende Gestalt 

(Xp-1Q) P, Q = E, A, B, .... 

Man kann das Resultat mit der Gruppentafel auf S. 13 in Beziehung 
setzen, wo entsprechende Zeilen und Kolonnen mit inversen Elementen 
bezeichnet sind, und findet aus einer solchen Tafel die zur Gruppe ge
hOrige regulare Gruppenmatrix, indem man jedes Element der Tafel 
durch die zugehOrige Variable ersetzt. 

Noch steht es uns frei, die Elemente der Gruppe in eine beliebige 
Ordnung zu bringen, und das benutzen wir, indem wir die Gruppe @ 

nach einer Untergruppe ~ und ihren Nebengruppen oIdnen. 1st 

@ = ~ + ~ S2 + ... + ~ Sn, 
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so hat die Gruppenmatrix von @ die Gestalt 

(
5-1 ~ 5-1 ~ ~2::: 5-1 ~ ~n) 

2 2 2 2 n • 

. . . . . . . . . . . . . 
5;;1 M 5;1 M 52· .. 5;1 M Sn 

Hierbei bedeutet M die Gruppenmatrix (xP_'Q) von ~ und P, Q durch
laufen die Elemente von~. Ferner bedeutet allgemein 5 M T die 
Matrix (XSP-'QT), wobei P und Q wiederum die Elemente von ~ durch
laufen. Ersetzt man jedes Element A von ~ durch das Element SA T, 
so geht M tiber in 5 M T. Hieraus folgt, daB die regulare Darstellung 
von @ angesehen werden kann als imprimitive Gruppe, erzeugt durch 
irgendeine regulare Darstellung einer Untergruppe. 

In der Hauptdiagonalen stehen die Gruppenmatrizen von ~ und 
den konjugierten Gruppen. Da die Matrizen 5;1 M Sk nur in der Be
zeichnung der Variablen sich unterscheiden, so konnen sie alle durch 
dieselbe Substitution A in vollstandig reduzierte Gestalt transformiert 
werden. Durch die Substitution 

(
A 0 ... 0) 
o A ... 0 
...... 
o O ... A 

wird die Gruppenmatrix dergestalt transformiert, daB die irreduziblen 
Bestandteile von ~ hervorgehoben sind. Dies liefert gleichzeitig eine 
(nicht vollstandige) Reduktion der Gruppenmatrix von @. Ersetzt man M 
durch irgendeine irreduzible Gruppenmatrix von ~, so erhiilt man die 
durch diese Darstellung von ~ erzeugte imprimitive Darstellung von @. 

Die Gruppenmatrix wird nun zerlegt in solche imprimitive Dar
stellungen und jede tritt so oft auf, als der Grad der sie erzeugenden 
irreduziblen Darstellung von ~ betragt. Diese teilweise Zerlegung der 
Gruppenmatrix ist besonders wichtig fUr Fragen tiber die Zahlkorper, 
die zur Darstellung von Gruppen notwendig sind, denn hier treten 
offen bar nur solche Korper auf, die zur vollstandigen Reduktion der 
Gruppenmatrix einer Untergruppe ~ erfordert werden. 

Wir beweisen folgenden 
Satz 178 von Schur. 1st n das kleinste gemeinsame Viellache der 

Ordnungen der Elemente von @ und ist @ eine aullOsbare Gruppe, so 
ist lur fede Darstellung von @ hOchstens der Korper der n-ten Einheits
wurzeln erlorderlich. 

Beweis. Wir wenden vollstandige Iuduktion an und setzen den 
Satz als bewiesen voraus fUr Gruppen von niedrigerer Ordnung. Wir 
werden also den Satz bloB fUr primitive Gruppen zu beweisen haben. 
Ein gr6Bter N ormalteiler ~ besitzt eine Primzahl pals Index. Seine 
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irreduziblen Bestandteile N stimmen iiberein nach Satz 176. Die Gruppe 
ist enthalten in einer der imprimitiven Darstellungen, die durch Be
nutzung der Gruppenmatrix von 91 entstehen, und zwar, indem man 
sie etwa durch den irreduziblen Bestandteil N' ersetzt. Sehen wir 
nun zu, was fiir weitere Darstellungen von 91 hierin enthalten sind, 
so erkennen wir, daB es die folgenden sind: S;lN'S;{i=2, ... ,P), 
d. h. es sind Darstellungen, die aus N' durch einen Automorphismus 
hervorgehen. Da unser Normalteiler einen Primzahlindex besitzt, so 
sind diese p irreduziblen Darstellungen entweder alle aquivalent oder 
alle verschieden. 

Betrachten wir den ersteren Fall und nehmen wir die irreduzible 
Darstellung N' = N von 91 fiir sich. Da der Automorphismus 5- 1 915 
eine aquivalente Darstellung liefert, so gibt es eine Substitution S, 
welche denselben Automorphismus fiir N leistet, und sie ist bis auf 
einen Faktor a bestimmt. SP liefert einen inneren Automorphismus 
von 91, daher stimmt SP bis auf einen Faktor mit einer Substitution A 

aus N iiberein. Sei SP = b A, so setzen wir aP = ! ' + = ~b. Dann 

wird as = 5 eine Substitution sein, fUr die SP = A ist, und diese 
zusammen mit N liefert eine Darstellung von @, bei der 91 irreduzibel 
ist. 5 erfordert auBer dem K6rper, in dem die Koeffizienten von N 
liegen, nur noch den K6rper, in dem der Charakter dieser irreduziblen 
Darstellung von @ liegt. Denn 5 kann als eine Substitution mit von 0 
verschiedenem Charakter genommen werden, weil es notwendigerweise 
auBerhalb von 91 solche geben muB. Aus 5- 1 915 lafit sich 5 bis auf den 
Faktor als eine Substitution im K6rper der Darstellung von 91 be
stimmen. Aus dem Charakter von 5 bestimmt sich nun weiter der Faktor, 
so daB die Behauptung erwiesen ist. 

Wenden wir uns dem zweiten Fall zu, so erkennen wir, daB die 
imprimitive Gruppe irreduzibel ist. Denn der Bestandteil 91 besteht 
aus einer Summe von p verschiedenen irreduziblen Darstellungen. Bei 
der Transformation mit 5 und seinen Potenzen erfahren sie eine zyklische 
Vertauschung. Wenn die Gruppe zerlegbar ware, so k6nnte 91 in einem 
Bestandteil nur einen Teil dieser p Darstellungen enthalten, wahrend 
doch eine zyklische Vertauschung aller p Darstellungen stattfindet. 

Hiermit ist der Satz zuriickgefiihrt auf den Fall eines Unterk6rpers, 
denn der Charakter einer Darstellung ist gewiB in dem im Satz an
gegebenen Kreisk6rper enthalten. 

Dber die vollstandige Reduzierung einer imprimitiven Gruppe laBt 
sich folgender bemerkenswerte Satz beweisen: 

Satz 179. Wenn die durch die irreduzible Darstellung LI der Unter
gruppe .p erzeugte imprimitive Darstellung r von @ die irreduzible Dar
stellung r(u) von @ genau k-mal enthiilt, so enthiilt in r(u) die Untergruppe 
.p vollstiindig reduziert LI genau k-mal. Umgekehrt, wenn r(u) LI k-mal 
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enthiilt, so ist r(u) in der durch LI erzeugten Darstellung von @ genau k-ma1 
enthalten. 

Beweis. Bezeichnen wir mit X(A) den Charakter der imprimitiven 
Darstellung r von @, mit tp(A) denjenigen von LI, ferner mit X(u) (A) 
den Charakter der irreduziblen Darstellung r(u) von @, so ist 

;E X (A) X(u') (A) = kg, 
(!j 

wobei k angibt, wie oft r(u) in r enthalten ist. Urn diese Summe zu 
bilden, benutzt man die Darstellung von r durch die Tabelle am Anfang 
des Paragraphen. Man sieht, daB 

;E X (A) X(u') (A) =;E 'II' (A) X(U') (A) + ;E 'II' (A) X(U') (A) + .... 
(!j i> S,' i> s, 

1st LI in r(u) genau 1-mal enthaIten, so wird ;Etp (A) X(U') (A) = 1 . h. 
i> 

Alsdann haben aber die weiteren n-l Summen den namlichen Wert, 
denn konjugierte Untergruppen erfahren die namliche Zerlegung. Daher 
hat die Summe links den Wert 1· h . n = 1 g. Also ist k = 1. 

WahIt man fiir .p die Gruppe E, so wird r zur regularen Darstellung 
von @ und man erhaIt Satz 153 als Spezialfall des Satzes 179. 

Aus diesem Satz lassen sich leicht die wichtigen FormeIn von Fro
benius herleiten, welche die Charaktere einer Gruppe mit denjenigen 
einer Untergruppe verkniipfen. 

Sei LI(v) eine Darstellung von.p und tp(v) ihr Charakter. In r(u) sei 
die Untergruppe .p vollstandig reduziert und 

{r(U)} = ;E kuvLI(V) , 

v 

wobei {r(U)} die Darstellung von.p als Untergruppe von r(u) bedeutet. 
Sei q;(v) der Charakter der durch LI(v) erzeugten imprimitiven Darstellung 
von @. Dann wird 

q;(V) =;E kuvX(U). 
U 

Nun laBt sich aber q;\v) durchtp(v) ausdriicken. Sei 5 irgendein Element 
aus .p und (£: = 5 + T + ... die Klasse in @, zu der 5 gehOrt. Wir be
stimmen den Wert der Summe 

q;(v) ((£:) = q;(V) (5) + q;(v) (T) + ... = hs q;(v) (5), 

wobei hs die Anzahl der Elemente in (£: bedeutet. Indem wir wiederum 
auf die Tabelle S. 199 zuriickgehen, finden wir fUr die erste Matrix 
der Hauptdiagonalen LI(v) den Betrag 

;Etp(v) (5) 
s 

erstreckt uber die E1emente 5 in (£:, die in .p vorkommen. Die iibrigen 
Matrizen der Hauptdiagonale S;l LI(v) 5 i liefern offenbar denselben Bei
trag, und daher· wird 

q;(V) ((£:) = ! ~ 1jJ(v) (5). 
s 
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So erhalten wir die Formel 

.L: kuv xlU) (5) = h .ghs .L: 1p(V) (T), 
u T 

wo die Summe rechts sich liber die Elemente der Klasse von 5 erstreckt, 
die in Sj auftreten. 

Dies ist die Formel von Frobenius; sie HiBt sich auch mit Hilfe der 
Relationen zwischen den Gruppencharakteren herleiten (vgl. Burnside, 
Theory of groups, S.330). Dber die Zahlen kuv sei noch bemerkt, daB 
stets kuv = ku'v' ist, wenn xlU') bzw.1p(v') die zu X(u) bzw. 1p(V) adjungierten 
Charaktere sind. Ferner ist 

k ={lfiiru=l 
ul o fiir u>l. 

§ 65. Ein Satz von Frobenius tiber transitive Permutations
gruppen. 

Wir gehen zuruck auf die Formeln von Satz 149 und bilden mit 
Hilfe der Charaktere der irreduziblen Darstellungen von @ folgenden 
Ausdruck 

elXI (5) + e2X2 (5) + ... + erXr (5) = X (5), 

wobei wir nur voraussetzen, daB die Koeffizienten ek ganze Zahlen sind. 
Wir erhalten nun auf Grund der Formeln von Satz 147 

.r X (5) X (5) = (ei + ei + ... + e;) g. 
5 

Nehmen wir an, daB wir anderswoher wissen, daB diese Summe =g 
ist, so folgt daraus, daB alle e verschwinden auBer einern, dessen Qua
drat = 1 ist, so daB es seIber den Wert ± 1 hat. Ist insbesondere X (E) 
positiv, so sind wir sicher, daB X (5) Charakter einer irreduziblen Dar
stellung ist. 

Mit dieser einfachen Dberlegung k6nnen wir folgenden Satz von 
Frobenius (Berl. Ber. 1901) beweisen, wobei wir eine von Witt herriihrende 
erhebliche Vereinfachung des Beweises benutzen: 

Satz 180. Wenn @ eine Untergruppe Sj besitzt, die mit keinem Ele
ment aufJerhalb von Sj vertausehbar ist und mit keiner ihrer koniugierten 
ein Element aufJer E gemeinsam hat, so bilden die Elemente aufJerhalb 
von Sj und den dazu koniugierten Gruppen zusammen mit E einen N ormal
teiler von @. 

Als Satz liber Permutationsgruppen lautet er folgendermaBen: 
Wenn aufJer E alle Permutationen einer transitiven Gruppe vom Grade n 
hOchstens eine Variable ungeiindert lassen, so bilden dieienigen, welehe 
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all.e Variablen permutieren, zusammen mit E einen Normalteiler von 
der Ordnung n. 

Beweis. Stellen wir @ als Permutationsgruppe dar, indem wir Sj 
als erzeugende Untergruppe nehmen, so hat jedes Element von Sj 
und seinen konjugierten Gruppen den Charakter 1, auBer E, das den 
Charakter n (= Index von Sj) hat. Die iibrigen Elemente besitzen 0 
als Charakter. Nimmt man die identische Darstellung weg, so hat E 
den Charakter n - 1, die n - 1 Elemente auBerhalb Sj und seinen 
konjugierten Gruppen haben den Charakter -1, alle iibrigen O. 

Wir bezeichnen diesen Charakter mit Xl (5). 
Nun sei LI eine irreduzible Darstellung von Sj. Wir bilden die durch 

LI erzeugte Darstellung r von @ (S. 199). Bezeichnen wir die Charaktere 
der Elemente von Sj in LI durch 'IjJ (H), so sind die Charaktere von r 
folgende: X (E) = n . 'IjJ (E), X (A) = 0, falls A auBerhalb von Sj und 
seinen konjugierten liegt. Fiir die Elemente von S"j gilt X (H) = 'IjJ (H) 
und dasselbe gilt fiir die konjugierten Untergruppen. 

Von dieser durch LI erzeugten Darstellung subtrahieren wir nun 
'IjJ (E)-mal die oben verwendete Darstellung des Grades n-l und be
haupten, daB alsdann eine irreduzible Darstellung von @ iibrigbleibt. 
Zunachst ist 

X (E) - 'IjJ (E) . (n - 1) = 'IjJ (E) . 
Urn 

,2; {X (5) -'IjJ (E) Xl (5)} {X' (5) -'IjJ (E) Xl (5)} (1) 
(!; 

zu berechnen, summieren wir zunachst iiber die Elemente von Sj, auBer 
E, und bedenken, daB Xl (H) = 0 ist. Es ergibt sich 

,2;' 'IjJ (H) . 'IjJ' (H) = h_'ljJ2 (E), 
t 

wo h die Ordnung von Sj bedeutet. Dieselbe Formel gilt fur die ent
sprechenden Elemente der zu Sj konjugierten Gruppen. Fiir die n-l 
Elemente A auBerhalb von Sj und den konjugierten Gruppen ist X (A) = 0, 
Xl (A) = -1 und wir erhalten stets 'ljJ2(E). Zusammen ergibt sich fUr (1) 

'ljJ2 (E) + n . (h _'ljJ2 (E)) + (n -1) 'ljJ2 (E) = n h = g. 

Damit ist gezeigt, daB unser Charakter zu einer irreduziblen Dar
stellung von G gehort, welche den Grad "p (E) besitzt und fiir die 
Elemente von A auBerhalb von Sj und seinen konjugierten stets den 
Charakter "p (E) = dem Grad liefert. Dies ist aber nur moglich, wenn 
die Elemente A durch die Einheitsmatrix dargestellt sind. Fiir die 
iibrigen Elemente auBer E ist dies sicher nicht stets der Fall, da wir 
ja beliebige irreduzible Darstellungen von Sj verwenden, und damit 
ist bewiesen, daB die Elemente A zusammen mit E einen Normalteiler 
von @ bilden. 
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14. Kapitel. 

Arithmetische Untersuchungen tiber 
Substitutionsgruppen. 

§ 66. Beschrankung auf algebraische Zahlkorper. 
Satz 181. J ede endliche Gruppe linearer Substitutionen liifJt sich so 

transjormieren, dafJ ihre Koejjizienten in einem algebraischen ZahlkOrper 
liegen. 

Beweis. Es genugt, den Satz fUr irreduzible Gruppen zu beweisen. 
r sei eine solche vom Grade n und 

M = E XE + A XA + ... = (Zik) 

sei ihre Gruppenmatrix. Die Determinante von M besitzt als Koeffi
zienten Zahlen des durch den Charakter von r bestimmten Korpers k. 
Denn die Koeffizienten der charakteristischen Gleichung von M lassen 
sich durch die Potenzsummen der charakteristischen Wurzeln, also durch 
die Spuren von M und seinen Potenzen darstellen. Diese liegen alle in k. 
Die Zik sind n2 Linearformen der x, welche unabhangig voneinander 
sind. Daraus folgt, daB die charakteristische Gleichung der Gruppen
matrix unzerlegbar ist; man kann daher nach einem Satz von Hilbert 
(Crelles Journ. Bd. no, S.104) den Variablen x solche Werte aus k bei
legen, daB die charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln 
hat. Eine solche Matrix sei M, die x mogen also Zahlen aus k bedeuten. 
M laBt sich als Matrix mit lauter verschiedenen Wurzeln auf die Diagonal
form transformieren. Dieselbe Transformation denken wir uns auf 
E, A, B, ... ausgeubt und nehmen unter Beibehaltung der bisherigen 
Bezeichnung an, daB M die Diagonalform hat. Ihre Hauptdiagonale sei 

OC:v OC:2"'" ex:". 

Mit M sind auch samtliche Potenzen lineare Ausdrucke der Substi
tutionen von r. Nun sei 5 eine beliebige Substitution von r. Der 
Charakter von M 5 ist einerseits 

OC:1 S11 + OC:2 S22 + ... + OC:n Snn = Y, 
andererseits gleich dem Charakter von 

5 XE + AS XA+···, 

d. h. eine Zahl aus k. Macht man dasselbe fur die Potenzen von M, 
so findet man, daB 

oc:i S11 + oc:~ S22 + ... + oc:~ Snn = Yi (i = 1,2, ... , n) 

samtlich Zahlen aus k sind. Aus diesen n Gleichungen lassen sich die 
Zahlen S11' .•. , Snn berechnen und man findet, daB sie dem Zahlkorper 
K angehoren, der durch k und die Wurzeln OC:v"" OC:n bestimmt ist. 
Diese Tatsache gilt fur alle Matrizen von r. 
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Nun bilden wir wie in § 58 die Matrix 

E eE + A eA + ... = (~ik)' 

Die Koeffizienten von ~11 liegen in K. Multipliziert man ~11 rechts mit 
allen es, so erhiilt man genau n unabhangige hyperkomplexe Zahlen, 
deren Koeffizienten samtlich in K liegen, alle iibrigen drucken sich 
linear und mit Koeffizienten aus K durch sie aus. Multipliziert man 
diese daher rechts mit es, so erfahren sie eine Substitution mit Koeffi
zienten aus K. Die so entstehende Gruppe ist nach Satz 160 aquivalent 
mit der adjungierten zu F, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 182. Wenn F eine Substitution S enthiilt, welche eine ihrer 
charakteristischen Wurzeln, Z. B. s, nur einmal enthiilt, so liifJt sie sich 
so trans/ormieren, dafJ ihre Koettizienten in dem durch die Charaktere 
von Fund durch s bestimmten Zahlkorper k liegen. 

Beweis. Wir nehmen F in einem algebraischen Zahlkorper an, 
dann reduzieren wir S auf die Diagonalform, was nur algebraische 
Irrationalitaten erfordert. F moge jetzt im Korper K liegen, die 
Galoissche Gruppe von K in k sei 3. Ubt man auf die Koeffizienten 
von F die Substitutionen von 3 aus, so erhalt man lauter aquivalente 
Gruppen F, F', 0 0 0, denn die Charaktere bleiben ungeandert. Es sei 
Z. B. T-l FT = F'. Nun bedenken wir, daB S seine Diagonalform 
beibehalt und daB s, welches die Stelle Sn einnehmen moge, unge
andert bleibt. Es folgt nach dem Verfahren von Satz 172, daB T redu
zierte Gestalt hat und in einen Bestandteil vom Grade 1 nebst einem 
solchen vom Grade n-1 zerfallt. Daher bleiben unter T die Koeffi
zienten an, bn , 0 0 0 aller Substitutionen von F ungeandert, d. h. diese 
Stellenzeile liegt in k. Daraus folgt der Satz 182. 

Satz 183. Wenn mF in einem Zahlkorper k irreduzibel ist, so ist m 
ein Teiler des Grades n von r. Hierbei bedeutet r eine absolut irreduzible 
Gruppe. 

Beweis. Die Substitution en von mF seien E, A, B, 0 • o. Wir bilden 
E eE + A eA + .. 0 = (~ik) 

und betrachten die Zeilen 
~il>~i2' ,o"~il (i=1,2, ... ,I; l=mon). 

Jede dieser Zeilen erfahrt bei rechtsseitiger Multiplikation mit es die 
Substitutionen der zu mF adjungierten Gruppe. Die Zahlen jeder 
Zeile sind linear unabhangig, denn die Beziehungen lieBen sich in K 
herstellen und daher ware die Gruppe in K reduzibel. 

Betrachten wir nun die I Systeme hyperkomplexer Zahlen 

Xl~il + ... + Xl~il (i = 1,2,00.,1), 
wo die x alle Zahlen von K durchlaufen. Wenn das erste mit dem 
zweiten gemeinsame Zahlen hat, so sind sie identisch, denn die ge
meinsamen Zahlen lassen sich durch eine Basis darstellen und ihre Ge
samtheit bleibt unverandert bei rechtsseitiger Multiplikation mit es. 
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Wenn sie nur einen Teil der Zahlen des ersten Systems bildeten, so 
konnte man diese zur Bildung einer Basis desselben verwenden, indem 
man die Basis der gemeinsamen Zahlen erganzt. Die Gruppe ware in k 
reduzibel. Man erkennt, daB die Anzahl der unabhangigen Zahlen in 
den 1 Systemen zusammengenommen ein Vielfaches von list. Anderer
seits ist diese Zahl gleich n2, weil r der einzige absolut irreduzible Be
standteil ist. Daher ist m ein Teiler von n. 

Satz 184. Zwei in einem beliebigen ZaJilkiYrper K irreduzible Gruppen 
sind entweder aquivalent oder sie kaben keinen gemeinsamen absolut irre
duziblen Bestandteil. 

Beweis. Fur die beiden Gruppen seien 

(gik) und ('YJik) 

die im vorigen Beweis benutzten Matrizen hyperkomplexer Zahlen. Fur 
die Zahlen, die sich durch die gik ausdrucken lassen, bilden gewisse 
Zeilen der Matrix (gik) eine Basis, dasselbe gilt fUr 'YJik' Falls die beiden 
Gruppen gemeinsame, absolut irreduzible Bestandteile haben, mussen 
zwischen den g und 'YJ Beziehungen bestehen, deren Koeffizienten selbst
verstandlich in K liegen. Eine Basis fur das durch die g und 'YJ bestimmte 
System laBt sich nach dem vorigen Beweis durch Zeilen aus (gik) und 
(1]ik) angeben. Nimmt man hierfur zunachst die Basis der g, so konnen 
die hinzukommenden Zeilen von (1]ik) keine Basis aller 1]ik bilden, weil 
sonst die beiden Systeme unabhangig waren. 

1]1' •.. , 1]r 

sei eine Basiszeile der 1]ik, die nicht in der ausgewahlten Basis des zu
sammengesetzten Systems vorkommt. Wir drucken sie durch die letztere 
aus. 1]i wird dann die Summe zweier Zahlen 

1]i=(Xi+Pi (i=I,2, ... ,r), (1) 

wobei die IXi bloB durch die erste Zeile gl k dargestellt sind und die Pi 
durch die ubrigen Zahlen der Basis des zusammengesetzten Systems. 
Statt der ersten Zeile kann auch eine andere Basiszeile aus den ~ik 

hervorgehoben werden. Bei rechtsseitiger Multiplikation mit es er
fahren die (Xi + Pi und die 1]. wegen (1) dieselbe Substitution aus der 
zur zweiten Gruppe adjungierten. Nun sind aber die (Xi und die Pi 
unabhangig voneinander. Daher erfahren die (Xi und die Pi je unter 
sich die angegebenen Substitutionen bei der Multiplikation mit es. 
Waren die (Xi nicht unabhangig, so ware diese Gruppe reduzibel, daher 
sind sie unabhangig und die beiden Gruppen erweisen sich als aqui
valent. Ohne weiteres folgt nun 

Satz 185. Eine Gruppe lapt sick auf eine und nur eine Weise in 
Bestandteile zerlegen, die in einem ZaklkOrper K irreduzibel sind. Mit 
einem absolut irreduziblen Bestandteil kommenstets dieienigen gemein
sam vor, deren Ckarakterensysteme relativ zu K koniugiert sind. 
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Fiir absolut irreduzible Gruppen r erweitern wir die Dberlegungen 
von Satz 182. Wenn eine Substitution Seine Wurzel e genau r-mal 
enthalt, so laBt sich r r in dem durch das Charakterensystem und e 
bestimmten Ki:irper k darsteilen. Man denke sich S reduziert und e 
an die r ersten Steilen der Hauptdiagonale gebracht. Dann beweist 
man genau wie fruher, daB 

$11 + $22 + ... + $" 

in K liegt, womit die Behauptung bewiesen ist. 
Nun mi:ige die Substitution S die Wurzel e genau r-mal enthalten 

und d sei der gri:iBte gemeinschaftliche Teiler ailer r, die man erhalt, 
indem S aile Substitutionen von r und e aile ihre charakteristischen 
Wurzeln durchlauft. Dann gilt der 

Satz 186. dr lriflt sich in dem durch srimtliche Wurzeln der charak
teristischen Gleichungen bestimmten Korper darstellen. 

Beweis. 1st Ilr die im angegebenen Ki:irper irreduzible Darsteilung, 
so muB a ein Teiler ailer r und daher auch von d sein. 

I. Schur beweist folgenden 
Satz 187. 1st sr irreduzibel in einem Korper K, so lriflt sich r selber 

darstellen in einem Karper, dessen Relativgrad gegenuber K gleich s ist. 
Der Beweis erfolgt durch ein Verfahren wie im Beweis von Satz 18P. 

§ 67. Gruppen im Korper der rationalen Zahlen. 
Es gilt der 
Satz 188. ] ede Gruppe mit rationalen Koettizienten lriflt sich so 

transtormieren, dafl sie ganzzahlige rationale Koettizienten besitzt. 
Beweis. Es genugt, den Satz fur Gruppen r zu beweisen, die im 

rationalen Zahlkorper irreduzibel sind. Es sei N der Generalnenner 
ailer Koeffizienten von r. Dbt man auf N Xl aile Substitutionen von 
r aus, so erhalt man lauter ganzzahlige Formen der n Variablen von 
r, und zwar kommen darunter n linear unabhangige vor, sonst ware 
r reduzibel. Wir bilden nun das System ailer Formen, die sich durch 
die soeben abgeleiteten linear und mit ganzzahligen Koeffizienten 
zl,lsammensetzen lassen. Diese bilden einen sog. Modul. Betrachten 
wir die samtlichen auftretenden Koeffizienten von Xl. Mit je zweien 
kommt auch ihre Differenz vor und man kann daher in ihrem System 
den euklidischen Algorithmus ausuben, d. h. das System besteht aus 
den samtlichen Vielfachen einer bestimmten ganzen Zahl~. Ll sei 
eine Form mit d1 als erstem Koeffizienten. 1st L eine beliebige andere, 

1 Weitere Satze geben SPeiser: Zahlentheoretische Satze aus der Gruppen
theorie. Math. Z. Bd. 5, S. 1. - Schur, I.: Einige Bemerkungen zu der vorstehenden 
Arbeit des Herrn A. Speiser: Math. Z. Bd., 5 S. 7. - Brauer, R.: tJber Zusammen
hange zwischen arithmetischen und invariantentheoretischen Eigenschaften von 
Gruppen linearer Substitutionen. Bed. Sitzgsber. 1926, S. 410-416. 
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so kann man in der Gestalt L - a LI eine Form herstellen, die zum 
Modul geh6rt und deren erster Koeffizient 0 ist; a wird eine ganze Zahl. 
Es sei d2 der gemeinsame Teiler aller Koeffizienten von x2 in denjenigen 
Formen, deren erster Koeffizient verschwindet, und L2 sei eine solche 
mit d2 als Koeffizient von X 2• Dann lassen sich a und b so als ganze 
Zahlen bestimmen, daB L - aLl - b L2 von Xl und X2 unabhangig ist. 
Man fahre wi~ bisher fort und findet, daB unser Modul eine Basis von 
n Formen besitzt, die folgende Gestalt haben 

LI = dn Xl + d12 X 2 + ... + d1 n Xn 

L2 = d22 X 2 + ... + d2 n Xn 

Ln = dnn Xn· 

Ubt man auf die Variablen X die Substitutionen von r aus, so 
erfahren die Formen unseres Moduls nur unter sich eine Vertauschung 
und die Basis geht wieder in eine solche tiber, d. h. die n Linearformen 
erfahren eine ganzzahlige Substitutionsgruppe. Diese ist aquivalent 
mit r, denn sie entsteht durch Transformation von r mit (dik ), womit 
der Satz bewiesen ist. 

Ftir Substitutionen mit algebraischen Koeffizienten laBt sich ein 
ahnlicher Satz beweisen. Die Koeffizienten von Xl bilden dort ein 
Ideal a. Geht man zum Klassenk6rper tiber, so ist a Hauptideal; man 
braucht aber nicht die Existenz dieses K6rpers vorauszusetzen, denn 
es gibt bekanntlich immer eine gewisse Potenz von a, die Hauptideal 
ist. Wenn 

am = (IX), 

so adjungiere man dem K6rper die m-te Wurzel aus IX. Es wird dann 

a = ('V~) . 
Somit laBt sich das Verfahren im Beweis zum vorigen Satz fortsetzen 
und man erhalt den 

Satz 189. Wenn r im Karper K liegt, so lafJt sich stets eine aqui
valente Gruppe mit ganzen Zahlen eines Karpers angeben, dessen Galoissche 
Gruppe in K auflosbar ist. 

Wir kehren nun zuriick zu den Gruppen mit rationalen Koeffizienten. 
Aus einer Gruppe mit ganzzahligen Koeffizienten lassen sich durch 
Transformation mit unimodularen ganzzahligen Matrizen eine unend
liche Menge neuer gewinnen. Wir fassen diese zu einer Klasse zusammen, 
dann gilt der 

Satz 190. Die aquivalenten ganzzahligen, rational irreduziblen Gruppen 
zerfallen in eine endliche Anzahl Klassen. 

Der Beweis dieses Satzes wurde zum erstenmal von C. Jordan ge
fUhrt (Journ. de l'ecole polyt. Bd.48). Weitere Beweise gaben H. Min
kowski (Diskontinuitatsbereich fUr arithmetische Aquivalenz, Crelles 
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Journ. Bd.129 und Werke Bd.2, S.53-100) und L. Bieberbach (Gott. 
Nachrichten 1912). AIle diese Beweise benutzen die Theorie der quadra
tischen Formen und ihre Wiedergabe iibersteigt den Rahmen unseres 
Buches. Wir begniigen uns daher, zwei extreme Falle zu behandeln, 
und weisen schon hier auf den Schlu13abschnitt hin, wo dem vorliegenden 
Theorem seine zentrale Stellung in der allgemeinen Zahlentheorie vindi
ziert wird. 

l. Fall. r ist zyklisch und von der Ordnung m. Der Grad n ist 
dann cp(m). Auch die adjungierte Gruppe l' ist ganzzahlig, und mit 
ihrer Hilfe bilden wir die Matrix 

m 
.L ei.iU = M, 

1 

wobei e eine primitive m-te Einheitswurzel bedeutet. Nun gilt 

eMA =M. 
Bezeichnen wir die erste Zeile von M mit 

C1> C2 , ••• , Cm 
so gelten die Gleichungen 

(1) 

Die Ci sind ganze· Zahlen des durch e bestimmten Zahlkorpers k und 
das Gleichungssystem (1) besagt, da13 C1>' .. , Cn die Basis eines Ideales 
bilden. Umgekehrt, bilden diese Zahlen die Basis eines Ideales, so 
erhalt man durch Multiplikation mit e eine ganzzahlige Darstellung der 
zyklischen Gruppe. Weil e eine einfache Wurzel von A ist, so sind durch 
die Gleichungen (1) die Zahlen Ci bis auf einen gemeinschaftlichen 
Faktor, die zugehorigen Ideale also als Ideale einer Idealklasse be
stimmt. Es gibt genau so viele Klassen ganzzahliger Darstellungen, 
als es Idealklassen in k gibt, und diese Zahl ist bekanntlich endlich. 

2. Fall. Die Gruppe r ist vollstandig irreduzibel, was z. B. bei 
den Darstellungen der symmetrischen Gruppen (Frobenius) immer 
der Fall ist. Hier benutzen wir die For-meln des Satzes 160. Die hyper
komplexen Zahlen besitzen ganze rationale Zahlenkoeffizienten und 
erfahren bei rechtsseitiger Multiplikation mit es die Substitutionen der 
adjungierten, ebenfalls ganzzahligen Gruppe r, die wir als die gegebene 
betrachten. Wiederum bezeichnen wir die erste Zeile der Cik !pit 

C1> C2,···, Cn· 
Aquivalente ganzzahlige Darstellungen, die zu verschiedenen Klassen 
gehoren, erhalt man durch Transformation mit Matrizen, die man als 
ganzzahlig annehmen kann, aber mit einer von ± 1 verschiedenen Deter
minante. Den gro13ten gemeinsamen Teiler der Koeffizienten darf man 
als 1 voraussetzen. Wenn es also mehrere Klassen gibt, so mu13 es 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 14 
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maglich sein, lineare Formen der l;k zu bilden mit ganzzahligen Koeffi
zienten Uik 

Tii = 1: Uik l;k, 

die bei rechtsseitiger Multiplikation mit es ganzzahlige Substitutionen 
erfahren. Bilden wir den Modul 

Xl Til + x 2 Ti2 + ... + Xn Tin' 

wobei die Xi aIle ganzen Zahlen durchlaufen, so erhiiJt man durch 
Multiplikation mit es lauter Zahlen dieses Moduls. Dasselbe gilt daher 
auch bei rechtsseitiger Multiplikation mit l;ik' Multiplizieren wir die 
GraBen Tii der Reihe nach mit allen l;kl> so kommt heraus u,:kel;l, wobei 

e = _L ist. Da die Uik teilerfremd sind, so kommt im Modul auch el;l n 
vor, und eben so el;i' Damit ist die Anzahl der Moduln limitiert und 
der Satz bewiesen. 

H. Minkowski verdankt man wichtige Siitze uber die Ordnung von 
rationalen Substitutionsgruppen. Da die charakteristische Determinante 
einer Substitution in diesem FaIle eine Funktion mit rationalen Koeffi
zienten ist, so ist die Ordnung der Substitutionen durch. den Grad n 
der Gruppe limitiert. Geht pm in einer Ordnung auf, so gilt fUr die zahlen
theoretische Funktion f{! (pm) folgende Ungleichung 

f{! (pm) ~n, 
denn eine pm_te Einheitswurzel genugt einer irreduziblen Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten vom Grade f{! (pm). Fur n = 2 und n = 3 findet 
man folgende maglichen Werte fUr die Ordnung: 1, 2, 3, 4, 6. Fur n = 4 
und 5 treten noch die Werte 5, 8, 10, 12 hinzu. 

Weiterhin gilt folgender 
Satz 191. Reduziert man eine Gruppe mit ganzen rationalen Koetti

zienten modulo einer ungeraden Primzahl, so erhiilt man eine holoedriseh 
isomorphe Kongruenzgruppe. 

Beweis. Wir zeigen, daB keine ganzzahlige Substitution endlicher 
Ordnung (mod P) der Einheitssubstitution kongruent ist, auBer E. Es 
sei 5 == E + pa U, wobei der graBte gemeinsame Teiler der Koeffi
zienten von U zu p prim ist. Bildet man die Potenzen von 5, so dart 
man die Binomialformel anwenden. 5 habe die Primzahlordnung l, 
dann wird 

51 = E + (i) pa U + ... + pal ut = E. 

Wenn p von l verschieden ist, so folgt, daB 51 (mod pa+l) kongruent 
ist E + l pa U, also nicht kongruent E, was einen Widerspruch gibt. 
1st p = l, so erinnere man sich daran, daB die Binomialkoeffizienten 
durch p teilbar sind, auBer dem ersten und dem letzten. Reduziert 
man daher (mod pa+2), so gelangt man wie vorher Zll einem Wider
spruch. Auch fur p = 2 gilt der Satz, wenn 19= 2 ist, und schlieBlich 
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auch fiir p = 1 = 2, wenn a gr6Ber als list. Kennt man also die Modul
substitutionen modulo einer ungeraden Primzahl, so sind damit auch 
die rationalen Gruppen des betreffenden Grades bekannt. Die Gruppen 
ungerader Ordnung erhalt man bereits durch Reduktion (mod 2). Die 
Ordnung einer ganzzahligen Gruppe vom Grade n muB Teiler von 

(P"-I) (P"-p) (pn_P2) ... (p"_pn-1) 

sein fiir aile ungeraden Primzahlen p. Daraus folgt eine obere Grenze 
fiir die Primzahlpotenz la, die in g aufgehen kann. Es sei l" eine ge
niigend hohe Potenz von l, so daB jedenfalls lU> nl ist. Nun wii.hle 
man p aus einer primitiven Restklasse (mod 1"). Aus Satz 56 folgt, daB 

(pn-I) (P"-l_I)··· (P-I) 
genau durch die folgende Potenz von 1 teilbar ist, falls 1 =!= 2 

[Z':'I] + [Z(l~I)] + [12 (Z~I)] + ... , 
wobei [aJ die groBte ganze Zahl --<a darstellt. Fiir 1 = 2 findet man 

n+2[;]+[:J+ .... 
§ 68. Beziehungen zur Krystallographie. 

Wir wollen zeigen, daB das Problem, die ganzzahligen Gruppen 
des Grades n zu find en, gleichbedeutend ist mit der Aufsuchung aIler 
Gitter des n-dimensionalen Raumes mit besonderen Symmetrien. 

Es seien VI' V2, ... , V" die Fundamentalvektoren eines n-dimensio
nalen Gitters, so daB man aile Gitterpunkte erMlt, indem man die 
Gesamtheit der Vektoren 

Xl VI + ... + x"V" 
von einem festen Punkt 0 aus abtragt. Hierbei durchlaufen Xl' . .. , X" 
a~e ganzen Zahlen. Die Lange des Vektors Vi sei + va,i, ferner setzen 
Wlr 

Vaii Vakk· cos (V" Vk) = aik = aki, 
dann wird das Quadrat der Lange des Vektors 

XlVI + ... + X" V .. 
gegeben durch die quadratische Form 

" .. 2: 2: aik Xi Xk· 
.=1 k=1 

Umgekehrt ist durch eine beliebige definite quadratische Form der 
n Variablen Xi ein Gitter definiert bis auf die Lage im Raum und bis 
auf eine Symmetrie. Man kennt alsdann namlich die Lange der Funda
mentalvektoren und die Winkel zwischen ihnen. Wii.hlt man n-I 
aus ihnen aus, so spannen sie eine (n-I)-dimensionale lineare Teil
mannigfaltigkeit aus, und man kann den letzten Vektor auf zwei zu 

14* 
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ihr spiegelbildliche Weisen hinzufiigen. Man kann zeigen, daB es nur 
zwei zu einer Fundamentalform gehOrige Gitter gibt. Wir wahlen eines 
derselben. 

Die Variablen Xl>"" X" sind die Koordinaten des Endpunktes 
des Vektors xIlh + ... + X" p" in demjenigen Koordinatensystem, 
dessen Achsen die Richtungen der Vektoren Pi haben, wahrend die 
Einheitsstrecke der i-ten Achse durch den Vektor Pi gegeben ist. Die 
Detenninante I aik i stellt das Quadrat des Inhaltes des Fundamental
parallelepipedes dar. Man kann das Gitter auf unendlich viele Arten 
durch Fundamentalvektoren aufbauen, man erhalt sie aIle, wenn man 
auf die Vektoren Pl> .•. , p" die samtlichen ganzzahligen Substitutionen 
mit der Determinante ± 1 ausiibt. Die "metrische" Fundamental
form 1: 1: aik Xi Xk erfahrt dabei die transponierten Substitutionen, 
denn eine Substitution auf die Pi in Xl PI + ... + X" Pn kann auch als 
die transponierte auf die Xi gedeutet werden. 

Falls das Gitter eine Symmetrie aufweist, muB es moglich sein, 
neue Fundamentalvektoren einzufiihren, welche dieselbe Konfiguration 
bilden wie die vorigen (Bewegung) oder die spiegelbildliche (Symmetrie 
zweiter Art), d. h. die zugehorigen Substitutionen miissen die metrische 
Fundamentalform in sich iiberfiihren. 

Umgekehrt, wenn wir eine ganzzahlige endliche Gruppe haben, 
so besitzt sie eine invariante definite quadratische Form. Man hat 
bloB auf xf + ... + x~ alle Substitutionen auszuiiben und die ent
stehenden Formen zu addieren. Es gibt daher Gitter, welche die be
treffende Symmetrie aufweisen. Damit ist das Problem, symmetrische 
Gitter aufzusuchen, als identisch erwiesen mit der Frage nach den 
ganzzahligen Substitutionsgruppen. 

Aquivalente Gruppen besitzen dieselben Operationen, sie lassen 
sich auf dieselbe orthogonale Gruppe transformieren. Sie definieren 
dieselbe KrystaZlklasse. Es besteht infolgedessen der 

Satz 192. Es gibt nur endlich viele Krystallklassen in n Dimensionen. 
Beweis. Ais abstrakte Gruppen kommen nach Satz 191 nur end

lich viele in Betracht und diese lassen nur endlich viele nichtaqui
valente Darstellungen in n Variablen zu. 

Dasselbe Gitter gehort nur zu solchen ganzzahligen Gruppen, die 
durch ganzzahlige unimodulare Substitutionen ineinander transformier
bar sind, also zu Substitutionen derselben Klasse nach der Bezeichnung 
von § 67. Das Wort "Klasse" hat leider in der Krystallographie und 
in der Theorie der Substitutionsgruppen nicht dieselbe Bedeutung. 

Satz 193. Wenn die ganzzahlige Gruppe im Gebiet der rationalen 
Zahlen irreduzibel ist, so gibt es nur eine endliche Anzahl verschiedener 
Gitter der zugehOrigen Klasse. 

Der Beweis folgt ohne weiteres aus Satz 190. 
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Hier ist jedoch noch folgende Bemerkung von Wichtigkeit: Wenn 
die Gruppe reduzibel ist, so besitzt sie mindestens zwei linear unab
hangige invariante quadratische Formen. 11 und 12 seien zwei so1che. 
Dann ist die Gesamtheit der quadratischen Formen 

aliI + a2/2 
invariant, wobei a l und a2 zwei beliebige reelle Zahlen sind. Insbesondere 
bilden die F ormen 

til + (l-t) 12, 
in denen t von 0 nach 1 stetig variiert, eine Schar positiv-definiter 
Formen, we1che 11 mit 12 stetig verbindet. Zu unserer Gruppe gehort 
daher eine unendliche Menge von Gittern, aber sie lassen sich durch 
stetige Deformation, ohne die Symmetrie zu verlieren, ineinander iiber
fiihren. Eine so1che Schar betrachten wir nur als ein Gitter. So sind 
wir auch bei drei Dimensionen vorgegangen: nur das kubische Gitter 
besaB keinen Freiheitsgrad, abgesehen von der Wahl der Einheitsstrecke. 

Der Vollstandigkeit halber wollen wir noch einige Hilfsmittel zur 
Behandlung der Raumgitter herleiten. Wir benutzen hierbei die von 
Einstein herriihrende Vereinfachung der Bezeichnung, we1che in der 
Regel besteht, daB iiber doppelt auftretende Indices stets von 1 bis n 
summiert wird. 

Die metrische Fundamentalform ist aik Xi Xk' Unter einer Ebene 
durch 0 verstehen wir die (n-l)-dimensionale Mannigfaltigkeit der 
Punkte, welche einer Gleichung li Xi = 0 geniigen. Sie enthalt dann 
und nur dann ein (n-l)-dimensionales Teilgitter unseres Gitters, 
wenn die li rationale Zahlenverhiiltnisse zueinander haben. Wir nor
mieren die li, indem wir sie als teilerfremde ganze Zahlen annehmen, 
und nennen sie alsdann die Indices der Ebene. Es ist von Wichtig
keit, die GroBe des Fundamentalparallelogrammes der Ebene zu kennen, 
da durch sie die "Belastung" der Gitterebene bestimmt ist. Man 
erhiilt alle parallelen Gitterebenen in der Gestalt li Xi ~ l, wobei 1 alle 
ganzen Zahlen durchlauft, insbesondere ist li Xi = 1 eine benachbarte 
Ebene zu li Xi = O. Wir bestimmen ihren Abstand von 0, indem wir 
das Minimum von aik Xi Xk unter der Nebenbedingung li Xi = 1 auf
suchen. Indem wir aik Xi Xk- 2 A.li Xi nach Xk differenzieren, bekommen 
wir 

aikXi-A.lk=O. 

Wir multiplizieren mit Xk und summieren, es ergibt sich 

wenn wir unter e die gesuchte Entfernung verstehen. Andererseits 
losen wir die Gleichungen nach den Xi auf, indem wir die aus den 
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Unterdeterminanten A'k der Matrix (aik) gebildete Determinante IA.kl 
benutzen. Es ergibt sich 

Wir multiplizieren mit 1. und summieren 

A = e2 Aik1.1k' 

A'k1.1k heiBt die zu aikX'Xk ail{jungierte quadratische Form. Ziehen 
wir die Quadratwurzel, so ergibt sich links der Inhalt des Fundamental
parailelepipedes des ganzen Gitters. Dieser ist nun aber gleich dem 
Inhalt desjenigen unserer Ebene multipliziert mit dem Abstand zweier 
benachbarter Ebenen (Inhalt = Basis mal Hohe). Hieraus folgt der 

Satz 194. Das Fundamenta1paraUe1ogramm der Ebene mit den In
dices 1. hat den I nhalt 

y'A.kli1k • 

Diesen Satz hat bereits Gauss gekannt (vgl. Geometrische Seite 
der ternaren Formen, Werke Bd. 2, S.305). 

Indices und Variable stehen in kontragredientem Verhaltnis, sie 
erfahren in unserer Terminologie adjungierte Substitutionen bei Ein
fuhrung neuer Fundamentalvektoren bzw. bei den Gittersymmetrien. 

15. Kapitel. 

Gruppen von gegebenem Grade. 
§ 69. Die endlichen Substitutionsgruppen yom Grade n. 

Eine Gruppe r des Grades n, deren Ordnung eine Prirnzahlpotenz 
pa ist, kann immer auf monomiale Gestalt transformiert werden. 1st ph 
die hOchste in n! aufgehende Potenz von p, so enthalt r einen Abelschen 
Normalteiler, dessen Index ein Teiler von ph ist. Er besteht aus den 
Substitutionen der monomialen Gruppe, welche nur in der Haupt
diagonalen von 0 verschiedene Zahlen haben (Satz 119). Das Problem, 
aile Substitutionsgruppen n-ten Grades, deren Ordnung eine Potenz 
von p ist, aufzustellen, ist zuruckgefUhrt auf das Problem, die Sylow
gruppe von der Ordnung ph fUr die symmetrische Gruppe von n Variablen 
zu bestimmen. Wir sind noch weit davon entfernt, ein ahnliches Kon
struktionsprinzip fur aile endlichen Gruppen des Grades n anzugeben, 
aber einige hochwichtige Resultate sind in dieser Hinsicht bereits 
erzielt wot:den. 

Satz 195. Wenn eine irreduzible Substitutionsgruppe Matrizen besitzt, 
deren Charaktere im Korper der pa_ten, der (-ten usw., aber nicht der 
pa-I_ten, der rf-I-ten usw. Einheitswurzeln liegen, so enthiilt sie auch eine 
Substitution von der Ordnung pa rf . . .. Hierbei bedeuten p, q, ... ver
schiedene Primzahlen. 
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Beweis. Zwischen den Potenzen einer primitiven pa_ten Einheits
wurzel e bestehen in einem beliebigen K6rper, der prim ist zu dem durch 
e bestimmten, genau die folgenden linearen Beziehungen 

ei + ei el + ei ei + ... + ei e~-l = 0 (i = 0, 1, ... , pa~l_ 1), 
wobei 

und diejenigen, welche sich aus diesen durch lineare Verbindungen 
herleiten. Die Darstellung einer Zahl als Summe von Einheitswurzeln 
ist daher nicht eindeutig. Wenn in jeder Darstellung eine primitive 
s-te Einheitswurzel vorkommt, so sagen wir kurz: Die Zahl bedarf der 
s-ten Einheitswurzeln. Wir nehmen nun an, ein Charakter Xi bediirfe 
der s-ten Einheitswurzeln und s sei prim zu p. Es gibt ferner nach der 
Voraussetzung einen Charakter Xk, welcher der pa_ten Einheitswurzeln 
bedarf. Es gilt nach Satz 152 folgende Gleichung 

r 

hi Xi . hkXk = Xl 1: CWhIXI' (1) 
1=1 

Auf beiden Seiten stehen Summen von Einheitswurzeln, deren 
jede Produkt einer bestimmten (primitiven oder imprimitiven) pa_ten 
und einer dazu primen Einheitswurzel ist. Wir greifen diejenigen 
heraus, deren erster Faktor eine der Zahlen 

e e~ (k = 1,2, ... , P) (e~ = 1) 
ist. Links steht 

e (al el + as ei + ... + ap e~) Xi 

und wir diirfen e so gewahlt denken, daB nicht alle ai einander gleich 
sind, sonst bediirfte Xk nicht der pa_ten Einheitswurzeln. Rechts stehe 

e (oclel + ... + OCpet), 
wobei die Zahlen oc der p-ten Einheitswurzeln nicht bediirfen. Beide 
Seiten miissen einander gl~ich sein und es ergibt sich 

alXi-ocl = a2 Xi- oc2 = ... = apXi-ocp. 

Nun sei etwa ~ - a2 = b von 0 verschieden, dann folgt 

b Xi = OCI-OC2' 

Da diese Differenz der s-ten Einheitswurzeln bedarf, so gilt dasselbe 
mindestens von OCI oder von oc2• Daraus folgt, daB die rechte Seite von 
(1) eine primitive pas-te Einheitswurzel enthalt und infolgedessen 
auch einer ihrer Summanden Xl' Es gibt also eine Substitution, deren 
charakteristische Wurzeln eine primitive pas-te Einheitswurzel enthalten, 
und daher auch eine solche von der Ordnung pas. Durch vollstandige 
Induktion beweist man ohne weiteres unsern Satz. 

Aus diesem Hilfssatz aus der Theorie der Kreisk6rper folgt nun 
folgender 
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Satz 196. Eine irreduzible Substitutionsgruppe n-ten Grades von 
der Ordnung nl n2, wobei die Primtaktoren von nl grojJer, diejenigen von 
n2 kleiner oder gleich n + 1 sind, besitzt eine Abelsche Untergruppe von 
der Ordnung n l . 

Beweis. Wir nehmen zunachst an, daB alle Substitutionen die 
Determinante 1 haben. Jede Untergruppe von einer Ordnung, die in 
n l aufgeht, ist Abelsch, denn der Grad ihrer irreduziblen Darstellungen 
muB ein Teiler von n l und gleichzeitig h6chstens gleich n sein. Es kommt 
also nur 1 in Betracht. 

Wir set zen nl = pa qb . . .. Die Charaktere der Substitutionen von 
der Ordnung p bzw. q usw. bediirfen der p-ten, q-ten usw. Einheits-
wurzeln und es gibt daher eine Substitution 5 der Ordnung pq .... Ihre 
Zerlegung in vertauschbare Faktoren von den Ordnungen p, q, ... sei 

S=PQ .... 
P, Q, ... k6nnen nicht zum Zentrum der Gruppe geh6l'en, denn sonst 
waren sie Multiplikationen und ihre Determinante ware von 1 ver
schieden. Die (Abelschen) Sylowgruppen, welche P, Q.. . .. enthalten, 
seien \l3, 0, .... Die mit P vertauschbaren Elemente bilden eine Unter
gruppe und fUr solche nehmen wir den Satz als bewiesen an. Da unsere 
Untergruppe sowohl \l3 als 5 enthalt, so ist jedes Element von \l3 mit 
5 vel'tauschbar. Genau dasselbe beweist man fiir die Elemente von 0 
usw. Daher ist die Ordnung del' Untergruppe bestehend aus allen mit 
5 vertauschbaren Elementen durch nl teilbar, sie enthalt also eine 
Abelsche Untergruppe von del' Ordnung nl . 

Falls eine Substitution Peine von 1 verschiedene Determinante B 

besitzt, so multipliziere man sie mit 'fJ, welches der Gleichung geniigt 
'fjn = B-1. Man erweitere ferner das Zentrum durch 'fjE. In derselben 
Weise verfahrt man mit allen Substitutionen, soweit sie nicht bereits 
zum Zentrum geh6ren. Die so erweiterte Gruppe besitzt einen Normal
teiler, bestehend aus den Substitution en mit der Determinante 1, und 
fiir seine Nebengruppen kann man Substitutionen aus dem Zentrum 
wahlen. Daher gilt auch fiir diese Gruppe der Satz. Diejenigen Sub
stitutionen der Abelschen Untergruppe, welche bereits in der urspriing
lichen Gruppe liegen, bilden eine Untergruppe von der Ordnung n l . 

§ 70. Der Satz von Jordan. 

Eine endliche Substitutionsgruppe vom Grade n besitzt einen Abel
schen Normalteiler, dessen Index eine gewisse von n allein abhangige 
Schranke nicht iiberschreiten kann. 

Diesen Satz hat C . Jordan in seinem Memoire sur les equations 
differentielles lineaires a integrale algebrique (Crelles Journal Bd. 84, 
S. 89-215) durch einen auch in seiner logischen Form h6chst bemerkens
werten Beweis erhartet. Gleichzeitig hat er auch primitive Gruppen 
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der Grade 2 und 3 aufgestelltl. Inzwischen ist der Satz von verschie
denen Seiten in Angriff genommen worden. Blichfeldt (G. A. Miller, 
H. F. Blichfeldt, L. E. Dickson: Theory and applications of finite groups, 
New York 1916, chapter XII) hat zahlentheoretische Methoden an
gewendet. Bieberbach 2 benutzt kontinuierliche Veranderliche. Seine 
Methode ist von Frobenius 3 verscharft worden, und wir folgen hier 
zunachst dessen zweiter Abhandlung tiber unit are Matrizen (Berl. 
Sitzgsber. 1911, S.373---378). 

Jede endliche Gruppe laBt sich auf die unit are Form transformieren 
(§ 50). Die charakteristischen Wurzeln der Matrizen deuten wir in 
der komplexen Zahlenebene. Sie liegen auf dem Einheitskreis mit 0 
als Zentrum. Es gilt nun der 

Satz 197. 5ei C = ABA-1B-1 der Kommutator der beiden 5ubstitu
tionen A und B. Die W urzeln von B mogen nicht ganz einen H albkreis 
einnehmen. 1st dann A mit C vertauschbar, so ist auch A mit B vertausch
bar, also C = E. 

Beweis. Wir nehmen B in der DiagonaHorm und A als unitar 
an. Die charakteristischen Wurzeln von B seien 

(l = 1, 2, ... , n) . 

f{!1 nennen wir die Phasen der Wurzeln. Weil A mit BA-1 B-1 vertausch
bar ist, so ergibt sich 

C = A (BA-1B-1) = (BA-IB-l) A = ABAoB = BAoBA. 

Hierbei bedeutet So die zu 5 transponierte, 5 die zu 5 konjugiert 
imaginare Matrix. Weil B Diagonalform hat, kann man den Index 0 
weglassen. 

Ftir die Koeffizienten der Hauptdiagonale von C findet man 
n n 

ell =.2: almbmalmDI =.2: blamlDmaml 
m~l m~l 

oder ausftihrlich geschrieben 
n n 

.2:\ al mi2 ei ('I'm- 'I'll = .2:\ aml\2 ei ('I'{-'I'",) 
m~l m~l 

und dUTCh Vergleichung der imaginaren Teile findet man 
n 

.2:(ialm\2+ [am l[2) sin (f{!m-f{!I) =0. 
m~l 

Nun sei 
f{!1 = f{!2 = ... = f{!r < f{!r+1 = ... = f{!s < ... -< f{!n < f{!1 + 'It. 

1 Vgl. die historischen Angaben im Enzyklopadieartikel von Wiman iiber 
endliche Gruppen linearer Substitutionen. Math. Enz. Bd. I 1, S. 528f. 

2 Bieberbach, L.: Dber einen Satz des Herrn C . Jordan in der Theorie der 
endlichen Gruppen linearer Substitutionen. Bed. Ber. 1911, S. 231-240. 

3 Frobenius, G.: Dber den von L. Bieberbach gefundenen Beweis eines Satzes 
von C. Jordan. Bed. Ber. 1911, S.241-248. AuBerdem die oben erwahnte Ab
handlung iiber unitare Matrizen. 
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Setzt man in der letzten Formell = 1, so werden aile Glieder positiv 
und es werden alle aim gleich Null, fUr we1che einer der Indices groBer 
aIs r, der andere aber kleiner oder gleich r ist. A zerfallt in zwei Teil
matrizen, von denen die erste nur die Wurzeln ei'Pl besitzt, also eine 
Multiplikation und daher mit B vertauschbar ist. Die zweite kann man 
in derselben Weise behandeln und findet, daB auch sie reduzierte Gestalt 
hat und mit B vertauschbar ist, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 198. Liegen die W urzeln A oder B aut einem Kreisbogen der 
GrofJe (1, so liegen die Phasen des Kommutators zwischen -(1 und + (1. 

Beweis. Aus der unitaren Matrix P = (Pd bilde man die Form 

2. Pkl X~ Xl' 
kl 

Dbt man auf die x die unitare Substitution 5 und gleichzeitig auf 
die x die konjugiert komplexe 5 aus, so entsteht eine neue Form, deren 
Matrix 50 PS ist. 5 und 50 sind aber inverse Matrizen, die neue Matrix 
entsteht aus der alten durch Transformation und man kann daher 5 
so bestimmen, daB die neue Form die Gestalt hat 

2. rii Xi Xi, 

wobei die r die charakteristischen Wurzeln von P sind. Die Phasen 
derselben mogen zwischen rp und rp + (1 liegen, dann liegt auch die 
Phase von 

slrU + ... + Sn rnn , 

wo die s positive reelle Zahlen bedeuten, innerhalb derselben Grenzen, 
wie man sofort erkennt, wenn man die rii vektoriell deutet. Setzt man 
nun in 2. rii Xi Xi fUr Xi und Xi konjugiert imaginare Werte ein, so erhalt 

i 
man nur Zahlen, deren Phasen in denselben Grenzen liegen, und das-
selbe gilt schlieBlich von der Form 2. Pik XiXk, die durch konjugiert 

i, k 

imaginare Substitutionen auf die X und X erhalten wird und also die-
selben Werte annimmt. 

Nun seien P und Q zwei unitare Matrizen und seine charakteristi
sche Wurzel von PQ-l) also eine Wurzel der Gleichung 

I PQ-l-sE 1= 0 oder [P-sQ 1= O. 
Dann kann man nicht samtlich verschwindende GroBen Xl>"" Xn so 
bestimmen, daB 

Es wird dann 
2. PklXk Xl = s 2. qkl Xk Xl' 
k,l k,l 

Wenn daher die Phasen der Wurzeln von P und Q zwischen rp und 
rp + (1 liegen, so wird s Quotient zweier Zahlen, we1che nach dem eben 
bewiesenen Satz tiber den Wertevorrat von Formen nur Phasen zwischen 
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qJ und qJ + (I haben. Da beim Quotienten die Phasen subtrahiert werden 
mussen, so folgt, daB die Phase von s zwischen -(I und + (I liegt. Setzt 
man jetzt P = A und Q = BA B-1, so ist der Satz bewiesen. 

Satz 199 von FrQbenius. In einer endlichen Substitutionsgruppe 
ist jede Substitution A, deren Wurzeln nicht ganz den sechsten Teil des 
Kreises einnehmen, mit ieder Substitution vertauschbar, deren Wurzeln 
nicht ganz den halben Kreis einnehmen. 

Beweis. B sei irgendeine Substitution der Gruppe, und wir bilden 
folgende Reihe von Kommutatoren 

ABA-1B-1=C, ACA-1C-1=D, ... , ALA-1L-1=M, 
AMA-1M-1 =N, ... . 

Die Wurzeln aller dieser Kommutatoren C, D, .. . haben ihre Phasen 
. h n d n 

ZWlSC en -3 un + 3· 
Nun bezeichne {}(P) fur eine beliebige Matrix P die Surnrne der 

Norrnen der Koeffizienten, d. h. 2: Pkl PM. Wir nennen sie die Spannung 
k, I 

von P, sie ist gleich dem Charakter der Matrix P po oder auch von 
pop. Sind U und V unitar, so wird 

{} (U P) = X (p°uoU P) = X (po P) = {} (P) 
und 

{} (P) = {} (U P V) . 

Wir setzen nun voraus, daB die Gruppe auf unitare Gestalt und 
speziell A auf die Diagonalforrn transforrniert sei und die charakte
ristischen Wurzeln ~, ... , an habe. Dann wird 

{} (E -C) ={} (E -A B (BA)-1) = {} (BA -A B) 
= {} (A (E - B) - (E - B) A) , 

= 2: [ ak (ekl- bkl) - (ekl- bkl ) al [2 = 2: ! ak- al [2!ekl- bk1 [2. 
k I k I 

Hier ist [ak - al I kleiner als die Seite des regularen Sechsecks. 1st 
" der gr6Bte dieser Werte, so ist ,,< 1. 

Es wird nun 
{} (E - C) < ,,2 {} (E - B) = b ,,2 

und 
{} (E - N) < b ,,2v. 

Erzeugen A und Beine endliche Gruppe, so muB einmal {} (E - N) = 0 
werden und daher N = E. Es wird infolgedessen A mit M und nach 
Satz 197 auch mit L, ... , D, C vertauschbar, und wenn die Wurzeln 
von B nicht ganz einen Halbkreis einnehmen, auch mit B. 

Nun bedeute Z (n) die Anzahl der Prirnzahlen -< n + 1. Dann laBt 
sich der Satz von Jordan in folgender praziseren Weise aussprechen: 
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Satz 200. Eine endliche Substitutionsgruppe in n Variablen besitzt 
stets einen Abelschen Normalteiler, dessen Index kleiner ist als 

n! 12n (Z(n)+1). 

Beweis. Eine Sylowgruppe der SUbstitutionsgruppe besitzt nach 
der Bemerkung am Anfang von § 69 einen Abelschen Normalteiler, 
dessen Index ein Teiler von n! ist. Seine Ordnung sei >-12n-1O. 
Man teile den Einheitskreis in 12 gleiche Teile und rechne jeweils 
einen der Grenzpunkte zum Intervall, den anderen zum benachbarten. 
Fur die Verteilung der n Wurzeln einer Substitution unserer Abelschen 
Gruppe, die wir in Normalform voraussetzen, auf die 12 Teile des Ein
heitskreises kommen 12n M6glichkeiten in Betracht. Daher mussen 
entweder bei einer Substitution auBer E die samtlichen Wurzeln im 
selben Fach liegen, oder aber es gibt zwei, etwa A und B, bei denen 
die Verteilung gleich ist. 1m letzteren Fall nehmen die Wurzeln von 
A B-1 nicht ganz den sechsten Teil des Kreises ein. Es gibt also sicher 
Substitutionen von dieser Beschaffenheit. Diese sind aber mit allen 
Substitutionen ihrer Klasse vertauschbar und erzeugen daher einen 
Abelschen Normalteiler. 

Fur jede Primzahl -< n + 1 machen wir diese Uberlegung. Indem 
wir ferner den Satz 196 beachten, ergibt sich der Beweis unseres Satzes. 

Beschrankt man sich auf primitive Gruppen, deren Substitutionen 
die Determinante 1 haben, so muB nach Satz 172 der Abelsche Normal
teiler zum Zentrum geh6ren und kann h6chstens die Ordnung n haben, 
denn seine Substitutionen sind MuItiplikationen. Daher gilt folgender 

Satz 201. Die Ordnung einer irreduziblen primitiven Substitutionsgruppe 
vom Grade n, deren Substitutionen die Determinante 1 haben, ist kleiner als 

n! n' 12n (Z (n)+ 1) • 

Es gibt nur endlich viele nichtaquivalente Gruppen. 
Auf zahlentheoretischem Weg lliBt sich folgender Satz beweisen: 
Satz 202. Falls die Primzahl p groper als 2 n2 + 1 ist, so bildet die 

zugehOrige Sylowgruppe einen Abelschen Normalteiler. 
Beweis. A und B seien zwei Substitutionen, deren Ordnungen 

Potenzen von p sind. Fur ihre Charaktere Xi und Xk gelten folgende 
Gleichungen , 

hi Xi • hkXk = Xl 1: CiklhlXI' 
1=1 

Rechts und links stehen Summen von gleich vielen Einheitswurzeln; 

links kommen aber hochstens n2 < p -; 1 verschiedene vor und eine 

solche Zahl laBt sich auf keine andere Weise durch gleich viel oder 
weniger Einheitswurzeln additiv darstellen. Daher stehen auch rechts 
nur Charaktere von Substitutionen, deren Ordnung eine Potenz von p 
ist. Das Produkt von A und B gehOrt infolgedessen auch zu ihnen und die 
Sylowgruppe bildet einen Normalteiler. Dieser ist wegen p > n Abelsch. 
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§ 71. Substitutionen in Galoisfeldern. 

Bereits bei der Behandlung der Automorphismen Abelscher Gruppen 
§ 43 sind wir auf lineare Substitutionen gekommen, deren Koeffizienten 
die Reste der ganzen Zahlen nach dem Modul einer Primzahl sind, 
wahrend die Determinanten der Null nicht kongruent sind, und wir 
haben die Ordnung dieser Gruppcn bestimmt. Wir erweitern diese 
Betrachtungen, indem wir fUr die Koeffizienten ein beliebiges Galois
feld GF (pi) (§ 18) zugrunde legen. Eine solche Substitution sei 

Xl = S11 Xl + ... + Sl n Xn 

X~ = Snl Xl + ... + Snn Xn • 

Fur die rechte Seite von Xl kommen beliebige Linearformen in Betracht, 
die nicht identisch verschwinden, d. h. pln_l Formen. Sind 5 und 
T zwei Substitutionen, welche Xl in dieselbe Form uberfuhren, so laBt 
5 T-l die Variable Xl ungeandert und hat folgende Gestalt e ~), 
wobei A eine Spalte von n-l Zahlen, Beine quadratische Matrix von 
n-l Zeilen und Spalten bedeutet. Diese Substitutionen bilden eine Unter
gruppe, und bei festgehaltenem B kann die Spalte A aus beliebigen 
GroBen des GF bestehen, es kommen also p(n-l)1 Moglichkeiten voy. Die
jenigen Substitutionen, bei denen A aus Nullen besteht, bilden eine Unter
gruppe, deren Ordnung wir mit 0 (n-l) bezeichnen. Fur die OrdnungO (n) 
der ganzen Gruppe finden wir also folgende Rekursionsformel 

o (n) = (pnl - 1) p(n-l)1 0 (n - 1) 
und erhalten damit den 

Satz 203. Die Ordnung der Gruppe r aller homogenen linearen Sub
stitutionen des Grades n im G F (pi) ist 

(pnl _ 1) (pnl _ pI) ... (pnl _ p(n-l) I) . 

Diese Gruppe besitzt einen Normalteiler r l , dessen Faktorgruppe 
zyklisch und von der Ordnung pi - 1 ist, bestehend aus den Substi
tutionen mit der Determinante 1. AuBerdem besitzt sie ein Zentrum 
von derselben Ordnung, bestehend aus den Multiplikationen. 1st d 
der groBte gemeinschaftliche Teiler von pi -1 und n, so enthalt r l 

mit dem Zentrum eine Untergruppe von der Ordnung d gemeinsam, 
die wir mit r 2 bezeichnen. Es gilt der Satz, daB die Gruppe r l /r2 

einfach ist, auBer in den Fallen des GF(2) und GF(3) bei dem Grade 2. 
Fur den Beweis verweisen wir auf die Monographie von Dickson, Linear 
groups S. 831 . Es gibt also fUr jeden Grad eine zweifach unendliche 

1 Wichtige Erganzungen enthalten L. E. Dickson: On the group defined 
for any given field by the multiplication table: Amer. math. Soc. Trans. TId. 3 
(1902), S.285-301. Modular theory of group characters: Amer. math. Soc. Bull. 
(2) Bd. 13 (1907), S.477-488. 
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Schar verschiedener einfacher Gruppen, die wir in dieser Weise erhalten. 
Wir wollen nun die P-Sylowgruppen untersuchen und nachher diejenigen 
Untergruppen, deren Ordnung zu p prim ist. 

Die Ordnung einer P-Sylowgruppe ist nach der Formel fUr 0 (n) 
»(»-1) I 

p(l +2+ ... +(n-1))1 = p -2-

Nun bilden diejenigen Substitutionen, deren Koeffizienten oberhalb 
der Hauptdiagonalen 0 sind, wahrend die Hauptdiagonale lauter 1 
enthalt, eine Untergruppe, welche genau die angegebene Ordnung be
sitzt. Sie ist daher eine Sylowgruppe und jede andere Untergruppe 
von dieser Ordnung ist nach Satz 69 mit ihr aquivalent. Sie bildet 
eine Normalform fur Untergruppen, deren Ordnung eine Potenz von p ist. 

Satz 204. J ede Substitutionsgruppe in einem G F (pi), deren Ord
nung eine Potenz von p ist, lajJt sich so transtormieren, dajJ die Koetti
zienten oberhalb der Hauptdiagonalen 0 sind, und diejenigen der Haupt
diagonalen l. 

Zur naheren Untersuchung unserer Gruppen verwenden wir folgende 
Bezeichnung. Eine Substitution in der obigen Normalform bezeichnen 
wir mit E + V. Dabei hat V auch in der Hauptdiagonalen noch lauter 
Nullen stehen. Wir betrachten die sich nach links unten daran an
schlieBenden Diagonalen und zahlen ab, wie viele davon mit Nullen 
ausgefUllt sind. Sind es die i ersten, wobei die Hauptdiagonale mit
gezahlt wird, so bezeichnen wir eine solche Matrix mit Vi. Man veri
fiziert sogleich, daB Vi V k = Vi + k. In dieser Symbolik bedeutet V 
nicht eine bestimmte Matrix, sondem nur den Typus. Nun seien zwei 
Matrizen gegeben 

E+Vi und E+Vk • 

Ihr Produkt ist E + Vi + V k + Vi V k • Die beiden Matrizen sind also 
vertauschbar, wenn Vi und V k es sind. Fur die p-te Potenz von E + Vi 
finden wir 

(E + V;)P = E + V~ = E + Vp;. 
Wenn also der Grad nicht graBer als p ist, so ist die Ordnung aller Ele
mente der Sylowgruppe = p. Allgemein ergibt sich das zu E + Vi 
inverse Element in der Gestalt 

E - Vi + Vj2- V? + ... , 
wobei man so weit zu gehen hat, bis die Glieder verschwinden. Der 
Beweis ergibt sich unmittelbar durch Multiplikation mit E + Vi. Nun 
mage in VI und V{ die erste an die Hauptdiagonale stoBende Diago
nale aus den Zahlen aI' a2, .•. , an-1 bzw. bI> b2, ••• , bn- 1 bestehen. Dann 
lautet in (E + VI) (E + VI') die entsprechende Diagonale 

a1 + bv a2 + b2, ••• , an-1 + bn - 1 . 

Daher bilden die Substitutionen von der Gestalt E + V 2 einen Normal
teiler, dessen Faktorgruppe Abelsch ist und durch die additive Gruppe 
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der Systeme von n - 1 Gr6Ben des G F (PI) gebildet wird. Diese Gruppe 
hat die Ordnung p,(n-l) und den Typus (P, p, ... ). In derselben Weise 
bilden die Substitutionen von der Form E + Vi einen Normalteiler mi, 
und wir k6nnen den Satz aussprechen: 

Satz 205. Die Sylowgruppe \l3 = m1 besitzt eine Reike von n-l 
Normalteilern m2, 91s, ... , mn-V E, fur welcke m;/mi+l Abelsck von der 
Ordnung p'(tI-i) und vom Typus (p, p, ... ) ist. mi bestekt aus allen Sub
stitutionen von der Gestalt E + Vi' 

Wenden wir uns jetzt zu den Gruppen, deren Ordnung zu p prim 
ist. Wir beweisen den fundamentalen 

Satz 206. Wenn eine Gruppe @ sick durck Substitutionen vom Grade 
n in einem Galoisfeld G F (pI) darstellen lapt und wenn p prim ist zur Ord
nung der Gruppe, so lapt sick @ auck durck Substitutionen desselben Grades 
in einem algebraiscken Korper darstellen. Aus dieser letzteren Darstellung 
erkalt man dieienige im GF (PI), indem man die algebraiscken Zaklen 
nack einem Primidealteiler von pals Modul reduziert. Die Reduktion 
der Darstellungen in Galoisfeldern, deren p prim ist zur Ordnung der Gruppe, 
verlauft genau wie die Reduktion in ZaklkOrpern. 

Dieser Satz ist die weiteste Verallgemeinerung des Satzes 191 von 
Minkowski. 

Beweis. Es sei @ eine Gruppe mit zu p primer Ordnung. Wir 
zeigen, daB die vollstandige Zerfallung der Gruppendeterminante in 
den Galoisfeldern genau in derselben Weise erfolgt, wie in gew6hnlichen 
komplexen Zahlen. Eine irreduzible Darstellung mit Zahlenkoeffi
zienten kann stets so transformiert werden, daB ihre Koeffizienten 
ganze algebraische Zahlen sind. Es sei K ein K6rper, in dem alle irre
duziblen Darstellungen von @ gegeben werden k6nnen, und f sei der 
Grad eines Primidealteilers 1:' von p. Reduziert man (mod 1:'), so erhalt 
man Darstellungen von @ durch Substitutionen im GF(pl). Aus irre
duziblen Darstellungen entstehen so immer irreduzible Darstellungen 
im GF(PI), wie folgendermaBen bewiesen werden kann: Man nimmt 
ein vollstandiges System irreduzibler nichtaquivalenter Darstellungen 
von @ und bildet die Matrix ihrer Stellenzeilen. Diese ist quadratisch 
und ihre Determinante ist nur durch Prirnzahlen teilbar, die auch in der 
Ordnung von @ aufgehen (S.177). Sie ist daher zu p prim, infolge
dessen sind die Stellenzeilen auch (mod 1:') unabhiingig. Daraus folgt, 
daB eine algebraisch irreduzible Darstellung auch (mod 1:') irreduzibel 
bleibt, denn, im anderen Fall waren ihre Stellenzeilen (mod 1:') nieht 
unabhangig. 

Wir mussen nun noch zeigen, daB es keine weiteren irreduziblen 
Darstellungen gibt, und daB jede halbreduzible Gruppe auch voll
standig reduzibel ist. Wir greifen zu diesem Zweck zuruck auf die 
Formeln von Satz 162. ~ik und 'YJik seien die hyperkomplexen Zahlen, 



224 15. Kapitel: Gruppen von gegebenem Grade. 

welche durch zwei nichtaquivalente irreduzible Darstellungen geliefert 
werden. Dann gilt 

;ik ;kl = c;i/ 
;ik;lm=O 

'f)ik'f)kl = c''f)u 

'f)ik'f)lm = 0 
;ik'f)lm=O. 

(k =l= 1) 

Eine irreduzible Darstellung im GF(p/), welche auch in jedem hOheren 
GF irreduzibel bleibt, moge in entsprechender Weise die hyperkom
plexen GroBen Ci/,liefern. Wir multiplizieren sie reehts mit allen Zahlen 
;ii, welche durch die algebraisch irreduziblen Darstellungen nach der 
Reduktion (mod~) entstehen. Nieht alle so entstehenden Produkte 
konnen verschwinden, denn durch die Multiplikatoren ;ii setzt sieh 
die Gruppeneinheit linear zusammen. Es sei beispielsweise Cll ·;11 von 
o verschieden. Dann erhalt man durch rechtsseitige Multiplikation 
mit den hyperkomplexen Zahlen nur lineare Verbindungen folgender 
GroBen: Cn;li (i=I,2, ... ,n), und diese erfahren bei rechtsseitiger 
Multiplikation mit den Gruppenelementen die Substitutionen der ad
jungierten Gruppe zu derjenigen, aus welcher die ;ik entnommen sind; 
sie sind daher unabhangig und unsere irreduzible Darstellung ist aqui
valent mit der zu ;ik gehOrigen. Damit ist bewiesen, daB wir in den irre
duziblen algebraischen Darstellungen alle irreduziblen Darstellungen 
im G F (PI) gefunden haben. 

Nun sei eine halbreduzierte Darstellung im GF(p/) gegeben. Wir 
konnen uns auf den Fall zweier irreduzibler Bestandteile beschranken, 
da der allgemeine Fall durch sukzessive Anwendung des speziellen 
Resultates bewiesen werden kann. Die Substitutionen mogen die Ge
stalt haben 

Die hyperkomplexen Zahlen der ersten Zeile seien 

;1> ... , ;n, 'f)1> ... , 'f)m· 

Bei rechtsseitiger Multiplikation mit den Gruppenelementen erfahren 
sie die zu unserer Darstellung adjungierte, welche folgende Gestalt hat 

(1) ( AI 0) 
C' B' . 

Falls die m + n Zahlen linear unabhangig sind, so fiihrt bereits das 
oben angewendete Verfahren zum Ziel. Dies ist insbesondere der Fall, 
wenn die Darstellungen A und B nieht aquivalent sind. Nun sei A = B 
und daher m = n. Falls die Beziehung besteht 

al;1 + ... + an;n = bl'f)l + ... + bn'f)n, 

so bleibt sie richtig, wenn man mit einer beliebigen hyperkomplexen 
Zahl multipliziert, es lassen sich also die n unabhangigen Zahlen 



§ 71. Substitutionen in Galoisfeldern. 225 

~l> ~2' ••• '~n durch die n Zahlen 'fJi ausdriicken und die letzteren sind 
daher unabhangig. Wir konnen sie umgekehrt durch die ~i ausdriicken. 
Es gelte 

n· 

'fJi = J; aik ~k' 
1 

Nun fiihren wir durch die unimodulare Substitution 
n 

~i=~i' 'fJi='fJi-J;aik~k 
1 

neue Veranderliche ein. Multipliziert man sie rechts mit den Gruppen
elementen, so erfahren sie eine mit (1) aquivalente Substitution, welche 

in derselben Weise reduziert ist. Sie sei (~ ~), insbesondere wird 

'fJi es = cidl + ... + Cin ~~ + bil 'fJl + ... + bin 'fJ~. 

Nun sind aber die Variablen 'fJi Null und unsere Gleichung wird zu 
Cil ~1 + ... + Cin ~~ = O. 

Da die ~i unabhangig sind, so miissen die Koeffizienten verschwinden, 
und wir finden (£ = 0, was zu beweisen war. 

Als spezielle Resultate heben wir folgende hervor: 
Eine Abelsche Substitutionsgruppe, deren Ordnung zu p prim ist, 

laBt sich auf die Diagonalform reduzieren. Hierzu ist im allgemeinen 
eine Erweiterung des Galoisfeldes notwendig. 

Wenn eine Gruppe @ sich in einem G F (pI) darstellen laBt und 
ihre Ordnung zu p prim ist, so laBt sich zu jeder anderen Primzahl 
q ein Exponent I' bestimmen dergestalt, daB sich @ als Gruppe des
selben Grades im GF(ql') darstellen laBt. Falls die erste Gruppe irre
duzibel war, so konnen auch die iibrigen als irreduzible Gruppen be
stimmt werden, vorausgesetzt, daB die zugehorige Primzahl q die Ord
nung von @ nicht teilt. 

Ferner gilt der Satz 200 fiir den Fall, daB p zur Ordnung prim ist, 
in seinem vollen Umfange. Die Substitutionsgruppen yom Grade n 
im GF(p/) verdanken also, wenn man p alle Primzahlen, t alle ganzen 
positiven Zahlen durchlaufen laBt, ihre ungeheure Mannigfaltigkeit einzig 
dem Primteiler p in ihrer Ordnung. Fiir die anderen Untergruppen 
findet eine auBerordentliche Okonomie in den moglichen Typen statt. 

Eine Aufstellung der fUr die verschiedenen Primzahlen p moglichen 
Typen von Gruppen, deren Ordnung zu p prim ist, hangt mit zahlen
theoretischen Fragen zusammen. Fragen wir, fiir welche Werte von p 
eine Gruppe yom Grade 2 im GF(P) die erweiterte Ikosaedergruppe 
(§ 78) darstellt, so muB die Ordnung durch 5 teilbar sein, d. h. es muB sein 

p2 ~ I (mod 5) , 

d. h. P ist quadratischer Rest (mod 5). Wenn diese Bedingung erfiillt 
ist, so enthiilt die Gruppe wirklich die erweiterte Ikosaedergruppe, 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 15 
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denn diese laBt sich im Korper k (Vii) algebraisch darstellen, und hier 
zerfallen gerade diese Primzahlen in Primideale ersten Grades. Fur 
die ubrigen Primzahlen p sind die Untergruppen mit einer zu p primen 
Ordnung samtlich auflosbar. 

§ 72. Raumgruppen. 
In § 32 haben wir die samtlichen Raumgitter mit besonderen Sym

metrien aufgestellt und in § 68 haben wir diese Betrachtungen vertieft 
und teilweise auf beliebig viele Dimensionen ausgedehnt. Wir haben 
es dabei bewenden lassen mit denjenigen Symmetrien, welche den 
Anfangspunkt festlassen. Jetzt wollen wir diese Schranke fallen lassen 
und die Gruppe aller Symmetrien betrachten, welche ein Gitter in 
sich uberfuhren. In ihr ist eine Gruppe 'I enthalten, welche aus allen 
Translationen des Gitters in sich besteht, sie ist Abelsch und besitzt 
im Falle von n Dimensionen n Erzeugende. Durch eine geeignete Wahl 
des Koordinatensystems konnen wir erreichen, daB ihre erzeugenden 
Substitutionen Ti folgende Gestalt haben 

xi = Xi + 1 xl. = Xk 

wobei i alle Zahlen von 1 bis n durchlauft. 

(k=Fi) , 

Wir wollen im folgenden dieses Koordinatensystem festhalten. 
Eine allgemeine Symmetrie des Raumes wird dann durch die Glei
chungen gegeben 

X;. = akl Xl + ... + akn Xn + ak (k = 1,2, ... , n). 

Hierbei bedeuten die ungestrichenen Variablen Xi diejenigen des neuen 
Punktes, in welchen der ursprungliche Punkt durch die Symmetrie 
ubergeht. Nur bei dieser Festsetzung gewinnen wir fUr die Zusammen
setzung der Symmetrien die gewohnten Gesetze der Matrizenzusammen
setzung von Zeilen und Kolonnen. Wir bezeichnen die Substitution 
symbolisch mit 

(~ ~)=(A), 
wobei A die quadratische Matrix akl bedeutet, a die Spalte der ak und 
o eine Zeile von n Nullen. A heiBt der rotative, a der translative 
Teil. 1st (B) eine zweite solche Symmetrie, so findet man die zusammen
gesetzte (C), indem man die Matrizen zusammensetzt 

(A a) (B b) = (C c) 
01 01 01· 

Offenbar wird 
C = A B und c = A b + a. 

Gruppen, die aus solchen Substitutionen gebildet sind, heiBen RaU1n
gruppen. Die Untergruppe der Translationen ist stets Normalteiler. 
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Nun sei eine beliebige Raumgruppe gegeben mit einer Translations
gruppe %, die n unabhangige Translationen enthalt. AuBerdem mage 
noch die Symmetrieoperation (A) vorkommen. Dann ist (A) % = % (A). 
Sehen wir ZU, was aus dem Anfangspunkt des Koordinatensystems 
wird, wenn man die Operationen dieser Nebengruppe der Translations
gruppe auf ihn anwendet. Nehmen wir die Nebengruppe zuerst in der 
Anordnung (A) %. Unter (A) erfahrt der Anfangspunkt die Translation a, 
und indem man nun aIle Translationen von % ausiibt, erhalt man ein 
Gitter unseres n-dimensionalen Raumes. Nun gehen wir umgekehrt 
vor und iiben auf den Anfangspunkt die Operationen % (A) aus. Es 
miissen dieselben Punkte entstehen. Durch % entsteht dasselbe Gitter 
wie vorher, bloB ist die Translation a noch nicht ausgefUhrt. Nun kommt 
noch (A) hinzu. Dies gibt die Translation a und die durch A reprasen
tierte Symmetrie. Bereits durch die Translation ist aber unser Gitter 
in die definitive Lage gekommen und die Symmetrie A muB daher das 
Gitter in sich selbst transformieren, sie muB zu einer derendlich vielen 
ganzzahligen Gruppen gehOren. Damit haben wir folgenden Satz ge
wonnen: 

Satz 207. In einer Raumgruppe des n-dimensionalen Raumes mit 
einer Translationsgruppe, die n unabhiingige Erzeugende besitzt, bilden 
die rotativen Bestandteile eine ganzzahlige Gruppe. 

Falls es in jeder Nebengruppe der Translationsgruppe eine Ope
ration gibt, deren translativer Bestandteil verschwindet, so besteht die 
Gruppe aus den Translationen eines Gitters und einem Teil der zum 
Gitter gehOrigen Symmetrien, die einen Gitterpunkt ungeandert lassen. 
Dies ist aber nicht immer der Fall, wie wir fur den Fall der Ebene in 
§ 29 gesehen haben, und die Anzahl der Raumgruppen wird dadurch 
erheblich vergraBert. Wir beginnen mit einem speziellen Beispiel. 

Das monokline Gitter besitzt eine Zweierachse (A). Wir nehmen 
den Fall des nichtzentrierten Gitters. (A) % besteht aus Schrauben
achsen, deren rotativer Teil eine Drehung von 1800 ist, wahrend die 
Schraubung aus allen Vielfachen der Elementardistanz fUr die Achsen
richtung besteht. Statt der Zweierachse nehmen wir jetzt eine Schrauben
achse mit der halben Distanz als Schraubung. Ubt man diese Ope
ration zweimal aus, so erhalt man eine Translation. Aus der Schrauben
achse entstehen durch Zusammensetzung mit den Translationen neue 
parallele Schraubenachsen, deren Schraubungskomponente in der Ele
mentardistanz gemessen die Lange hat: i + eine beliebige ganze 
Zahl. Diese Achsen bilden zusammen mit den Translationen auch eine 
Gruppe, sie ist aber verschieden von der vorigen, denn sie enthalt 
nur Schraubenachsen' mit von 0 verschiedener Schraubung und Trans
lationen, aber keine reinen Drehungen. Wenn wir dagegen yom zen
trierten Gitter ausgehen, so gibt es nur eine Raumgruppe, denn hier 
ist die Distanz zweier nachster Gitterebenen, die senkrecht zur Achse 

15* 
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liegen, die Halfte der Elementardistanz fUr die Achse. Da die Schrau
bungskomponente jedenfalls die Halfte eines ganzzahligen Vielfachen 
der Elementardistanz ist, so kann sie durch eine Translation des Gitters 
weggeschafft werden. Es gibt also drei Raumgruppen, die zu der mono
klinen Hemimorphie gehOren. Bei einer Dreierachse kommen zwei Gitter 
in Betracht: das rhomboedrische, zu dem es nur eine Raumgruppe gibt, 
und das hexagonale, wo wir drei erhalten: die Schraubungskomponente 
kann 0, t, t der Elementardistanz fUr die Achse sein. Die Vierer
achse ergibt in derselben Weise fUr ihre zwei Gitter im ganzen 4 + 2 
Gruppen und die Sechserachse 6. 

1m ganzen gibt es 230 Raumgruppen. Ihre Aufstellung ist eine 
ziemlich miihsame Aufgabe. Sie wurde zuerst von Schon/lies gelost 
in seinem Werk Krystallsysteme und Krystallstruktur (Leipzig 1891). 
Seither hat P. Niggli (Geometrische Krystallographie des Diskontinuums, 
Leipzig 1919) diese Gruppen vollstandig durchgerechnet, die Substi
tutionen angegeben und die gegeniiber einzelnen derselben invarianten 
Punkte aufgesucht. Sein Buch stellt die griindlichste Untersuchung 
dar, welche jemals einem Spezialgebiet der Gruppentheorie zuteil ge
worden ist, und das darin enthaltene Zahlenmaterial wird fUr die alge
braische Zahlentheorie von ebensogroBem Wert sein wie fUr die Be
stimmung der Krystallstruktur. 

Die Aufstellung samtlicher Raumgruppen iibersteigt bei weitem 
den Rahmen dieses Buches. Wir wollen uns darauf beschranken, das 
Problem analytisch zu formulieren und in die allgemeine Theorie ein
zuordnen. 

Wir betrachten im folgenden nur Gruppen, deren rotativer Teil 
vollstandig reduziert die identische Darstellung nicht enthalt, und be
weisen den auch ohne diese Beschrankung giiltigen 

Satz 208. Es gibt nur endlich viele nichtaquivalente Raumgruppen 
des n-dimensionalen Raumes, welche n unabhangige Translationen besitzen. 

Beweis. Die rotativen Bestandteile ki:innen wir als ganzzahlig an
nehmen, und hierfiir kommen nur endlich viele nichtaquivalente 
Gruppen in Betracht. Es muB nun noch gezeigt werden, daB man 
auch die translativen Bestandteile limitieren kann. Hierfiir kommt nur 
TIoch die richtige Wahl des Koordinatenanfangspunktes in Betracht. 
Die ganze Gruppe sei @, die Translationsgruppe '.t. Wir wahlen aus 
jeder ihrer Nebengruppen eine Substitution (S, s) aus, wobei S den 
rotativen, s den translativen Teil bedeutet. s ist nur bis auf beliebige 
ganze Zahlen bestimmt, die man zu seinen Komponenten addieren 
kann. S durchlauft jede Substitution des rotativen Teiles genau ein
mal. Die Anzahl derselben sei h. Nun iiben wir auf einen beliebigen 
Punkt diese h Substitutionen aus und bilden den Schwerpunkt dieser 
Punkte. Zu dem Zweck haben wir die Koordinaten dieser h Punkte 
zu addieren und durch h zu dividieren. Da die Summe aller Matrizen 
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5 verschwindet, so fallen hierbei die Koordinaten des ausgewahlten 
Punktes heraus, und wir finden fUr den gesuchten Schwerpunkt 

!2 s . 

Da die s nur bis auf Gittervektoren bestimmt sind, so bilden die Schwer 
punkte ein mit dem Translationsgitter ahnliches Gitter, dessen Ab
messungen den h-ten Teil betragen. Jede Operation unserer Raum
gruppe muB dieses Gitter in sich selbst Uberfuhren. Legen wir daher 
den Anfangspunkt in einen Schwerpunkt, so konnen die translativen 
Bestandteile nur noch rationale Zahlen mit dem Nenner h sein, denn 
sie bilden diejenigen Punkte, welche in den Nullpunkt ubergefiihrt 
werden und mUssen daher Vektoren des Schwerpunktgitters sein. 
Hiermit ist gezeigt, daB die translativen Bestandteile durch die rota
tiven limitiert sind, und unsere Behauptung ist bewiesen. 

Falls die Gruppe @j'X einen Normalteiler IJlj'X von der Ordnung k 
besitzt, dessen rotativer Bestandteil die identische Darstellung nicht 
enthalt, so kann man den Nenner auf k beschranken, denn man zeigt 
leicht, daB bereits die Schwerpunkte der Punktsysteme, die durch den 
Normalteiler erzeugt werden, durch alle Operationen der Gruppe in 
sich transformiert werden. Allgemein werden namlich die Schwer
punkte eines durch eine Untergruppe erzeugten Punktsystems durch 
die Operationen der Gruppe in solche ubergefUhrt, welche durch kon
jugierte Untergruppen entstehen. 

Aus dieser Bemerkung ist ersichtlich,· daB im Falle des Symmetrie
zentrums als Nenner nur 2 auftritt. Ferner haben gerade die kom
pliziertesten Gruppen des Ra, namlich diejenigen des kubischen Systems, 
einen Abelschen Normalteiler von der Ordnung 4, die Vierergruppe, 
so daB auch hier nur der Nenner 4 auf tritt, statt 12 und 24. Diesem 
Umstand ist die rela~iv geringe Zahl der Raumgruppen des Rs zu ver
danken. Es ist dieselbe Tatsache, welche auch die Losbarkeit der 
Gleichungen der vier ersten Grade durch Wurzeln ermoglicht. 

Reduziert man in den Substitutionen die translativen Bestandteile 
nach dem Modul der ganzen Zahlen, so bilden sie eine mit der Gruppe 
der rotativen Teile holoedrisch isomorphe Gruppe r, und die Auf
suchung alier Raumgruppen einer Krystallklasse ist gleichbedeutend 
mit der Aufstellung dieser samtlichen nichtaquivalenten Gruppen. 
Urn uber die gruppentheoretische Natur dieses Problems vollen Auf
schluB zu erhalten, fUge man zu r noch die samtlichen Translationen 
hinzu, deren Komponenten rationale Zahlen mit dem Nenner h und 
echte Briiche sind. In der zusammengesetzten Gruppe r' bilden die 
Translationen einen N ormalteiler und r besteht aus den erzeugenden 
Elementen der Faktorgruppe. Das Problem besteht nun darin, alle 
Systeme von Elementen zu finden, welche die Faktorgruppe erzeugen 
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una eine Gruppe bUtZen. Dieses Problem ist in seiner Allgemeinheit 
noch nicht gelOst. 

Man kann die Voraussetzungen noch allgemeiner fassen und zeigen, 
daB jede Raumgruppe mit endlichem Fundamentalbereich im R .. gerade 
n unabhangige Translationen enth1i1t, so daB der allgemeine Satz 1 gilt, 
den wir fur n = 2 in § 31 bewiesen haben: 

Es gibt nur endlich viele nichtaquivalente Raumgruppen des R .. mit 
endlichem Fundamentalbereich. 

Hierbei hat man naturlich im Falle der "zerlegbaren" Gruppen, 
insbesondere wenn der rotative Bestandteil die identische Darstellung 
enthalt, den Begriff der Aquivalenz sinngemiiB zu erweitem. 

16. Kapitel. 

Die allgemeinen linearen homogenen 
Substitutionen und ihre Invarianten 

und Kovarianten 2• 

§ 73. Substitutionen zweiten Grades. 
Die Komposition von Substitutionsgruppen liiBt sich auf beliebige 

lineare homogene Substitutionen, also auf beliebige quadratische Matrizen 
unmittelbar ausdehnen und es ist interessant, die Reduktion der so 
entstehenden Matrizen zu untersuchen, weil sie sich auf alle endlichen 
Substitutionsgruppen ohne weiteres erstreckt. 

Wir beginnen mit den Substitutionen des zweiten Grades und be
zeichnen die allgemeine Matrix mit 

Die Koeffizienten 'K, A., fl" ')I konnen als Variable im algebraischen Sinne 
aufgefaBt werden oder aber als Variable, welche alle Zahlen eines be
liebigen Korpers durchlaufen. Die Matrizen bilden keine Gruppe, aber 
fur die Fragen nach der Reduktion kommt das nicht in Betracht. Fur 
das folgende mussen wir voraussetzen, daB der Korper, den wir zugrunde 
legen, unendlich viele Elemente enthalt (vgl. Satz 209). 

Urn aus r die mit sich komponierte r 2 zu bilden, haben wir nach 
§ 53 zwei Systeme von Variabeln xl> x2 und Yl' Y2 zu bilden und auf 
beide Systeme kogredient dieselbe Substitution r auszuuben, dadurch 

1 Bieberbach. L.,' "Ober die Bewegungsgruppen der Euklidischen Raume. 
Math. Ann. Bd. 70 (1911). S. 297 und Bd. 72 (1912), S. 400. - Frobenius. G.,' "Ober 
die unzerlegbaren diskreten Bewegungsgruppen. Berl. Sitzgsber. 1911, S. 654. 

B Wegen der Literatur verweisen wir auf die Darstellungen von Faa di Bruno, 
Gordan-Kerschensteiner und WeitzenbOck. 
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entsteht eine Substitution 4-ten Grades. In entsprechender Weise 
ist ron eine Substitution des Grades 2"'. 

Identifizieren wir die m Variabelnpaare, so erhalten wir 

x';', X';'-l x2' x';'-2 x~, •.. , Xl x;o-l, x;o. 

Diese m' + 1 Ausdriicke erfahren eine Substitution des Grades m + 1, 
welche wir mit r ... bezeichnen, faIls wir auf Xl und X 2 die Substitution 
r anwenden. Wir behaupten nun 

Satz 209. r ... ist irreduzibel, wenn der zugrunde gelegte Korper unend
lick viele Elemente enthiilt. 

Beweis. I (Xl' X 2) sei eine Form m-ten Grades, welche unter den 
Substitutionen r nur in einen Teil der Formen iibergeht. Wir iiben 
speziell die Substitutionen der Gestalt Xl = Xl' X2 = !5 X2 aus. Hierbei 
erfahren die einzelnen Terme der Form nur eine Potenz von !5 als Fak
tor, und zwar jeder eine verschiedene Potenz. Wir erteilen !5 nun m + 1 
verschiedene Werte (hier kommt die Tatsache zur Anwendung, daB 
der Grundki:irper unendlich viele Elemente enthalten muB). Durch 
diese Substitutionen mi:ige I iibergehen in go; gI, ... , gm' Diese m + 1 
Formen kommen mit I im irreduziblen System VOL Aus ihnen kann 
man aber die einzelnen Terme ~ X,;-k von I linear darstellen nach 
bekannten Satzen, daher kommen auch sie im irreduziblen System VOL 

Nun mi:ige speziell x';' darunter vorkommen. Dann liegt auch (Xl + x2)m 
darin, well es durch die Substitution Xl = Xl + X2, x~ = X2 daraus hervor
geht, und wenn wir nun wieder das vorige Verfahren anwenden, so 
ergibt sich, daB aIle Terme, d. h. aIle Ausdriicke der Gestalt x~ X;o-k 
und damit alle Formen m-ten Grades im System enthalten sind. 1st 
x';' kein Term von I, so kommt jedenfaIls ein Term der Gestalt x~ X;o-k 
darin vor, und wenn man die Substitution x{ = Xl> X2 = Xl + X2 ausiibt, 
so erMlt man eine Form, welche x';' enthalt. 

Satz 210. Es gilt die Formel r ... r = r m- l + rm+l' 
Beweis. Die Substitution rm ist dieselbe, welche die symmetri

sierten Terme in rm erfahren, d. h. die Formen, welche man erhalt, 
wenn man diejenigen Terme addiert, welche nach der Identifikation 
der Variabelnpaare denselben Term in Xl und X2 ergeben. Denn diese 
symmetrisierten Ausdriicke substituieren sich nur unter sich und ihre 
Anzahl ist m + 1, femer gehen sie in die Potenzprodukte iiber, sobald 
man die Variabeln identifiziert, bloB mit ganzzahligen Faktoren ver
sehen, indem jeder Term eine Einheit liefert. Aber diese numerischen 
Faktoren st6ren nicht, denn die entstehenden Substitutionen gehen 
durch Transformation mit einer numerischen Matrix auseinander hervor, 
sie sind aquivalent. 

Urn nun rmr zu erhalten, miissen wir die Ausdriicke 

x';' Yl' x';' Yg, X';'-l x2 Yl' X';'-l x2 Yg, ••• , x;' Yg 
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bilden. Wieder symmetrisieren wir und bilden 

x~Yl' x~ Y2 + ~-l x2 YI' .... 
Diese m + 2 Ausdriicke liefem offenbar rm+l. Nun bilden Wlr noch 
die erganzenden m Ausdriicke 

x~ Y2- X~-l x2 YI , X~-l x2 Y2- X~-2 x; YI' .... 
Aus ihnen hebt sich in allen Fallen die Determinante Xl Y2 - X 2 YI heraus 
und der Rest besteht aus den Potenzprodukten von rm- l . 

Es ergibt sich hieraus, daB rmr aus rm+l und aus r m- l besteht,· 
wobei aber die Koeffizienten von r m - l noch mit der Determinante 
Xl Y2 - X 2 YI multipliziert werden miissen. 

Man findet nun leicht folgende Zerlegungsformeln, wobei r = r l 

gesetzt ist und ro die identische Darstellung bedeutet, d. h. Produkte 
aus Determinanten der Variabelnpaare, welche sich nur mit Potenzen 
der Substitutionsdeterminante multiplizieren: 

r= r l 

r 2 = ro + r2 

p=.2rl +r3 

. r' = 2 ro + 3 r 2 + r, 
p= 5rl + 4r3 + r5 
r u = 5 ro + 9 r 2 + 5 r 4 + r6 

Die Koeffizienten hangen mit den Binomialkoeffizienten zusammen, 
brauchen aber nicht allgemein angegeben zu werden, dagegen notieren 
wir den 

Satz 211. rn enthalt vollstandig reduziert nur die Bestandteile rm. 
1st n gerade, so kommen nur die Bestandteile rm mit geradem Index m 
vor, ist n ungerade, dann nur dieienigen mit ungeradem Index. Invarianten 
entstehen nur durch M ultiplikation von Determinanten der Variabeln
paare, kommen also nur bei geradem n vor. 

Dieser Satz deckt den Grund fUr die sog. symbolische Methode auf. 
Sie besteht darin, daB man zuerst P bildet und dann weiter reduziert. 

Urn nun die Kovarianten zu bilden, betrachten wir eine binare Form 
m-ten Grades 

t (Xl, X2) = aoxr' + al xr-l X2 + ... + am X;'. 

t)bt man auf die Variabeln Xl und X 2 die Substitution r aus, und 
ordnet man nachher, so erhalt man abgesehen von numerischen Koeffi
zienten dasselbe Resultat, wie wenn man auf die Koeffizienten ao, 
~, ... , am die transponierte Substitution r! ausgeiibt hatte. Macht 
man diese letztere Substitution rUckgangig, d. h. aber, iibt man auf 
die Koeffizienten die zu rm adjungierte Substitution r:.. aus, so erhalt 
man die urspriingliche Form wieder. Hieraus ergibt sich die allgemeine 
Definition der Kovariante: 
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Definition. Es sei eine Form der Variabeln Xl und Xz gegeben, 
deren Koeffizienten Formen eines festen Grades in den ao,~, ... , am 
sind. Bleibt die Form ungeandert, falls man auf die Variabeln Xl und Xz 
die Substitution Fund gleichzeitig auf die ao,~, ... , am die Substitu
tion F:" anwendet, so heiBt die Form eine Kovariante von t (Xl> x2). 

Offenbar ist trivialerweise t selbst eine Kovariante von sich. 1m 
allgemeinen interessieren die Koeffizienten mehr als die Variabeln, 
es ist darum bequemer, die Rollen zu vertauschen, indem man auf die 
Koeffizienten die Substitution Fm , auf die Variabeln dagegen die zu 
F adjungierte anwendet. 

Unter einer Invariante versteht man eine Form der Koeffizienten 
ao, ~, ... , am' welche bei der Substitution Fm nur eine Potenz der Sub
stitutionsdeterminante (xv-li,u) als Faktor erhalt. 

Es zeigt sich nun, daB die Auffindung der" Invarianten und der Ko
variant en aufs engste mit· der Reduktion von Fm zusammenhangt. 

Satz 212. Das Produkt F m Fn mit m >- n gibt vollstiindig reduziert 
die Formel: 

FmFn = Fm- n + Fm- n+2 + Fm- n+4 + ... + Fm+n- 2 + Fm+n . 
Beweis. Wir wenden vollstandige Induktion an und nehmen den 

Satz als bewiesen an fUr aIle Zahlenpaare p, q, fUr welche p -< m, q -< n 
ist. Die nach Voraussetzung gultige Formel un seres Satzes multipli
Zleren wir mit Fund wenden den Satz 210 an. Wir finden so 

Fm·I~F=FmFn_l + FmFn+l = Fm- n- 1 + 
+ 2 Fm- n+1 + ... + 2 Fm+n- 1 + Fm+n+l . 

Indem wir den bekannten Wert von FmFn_l subtrahieren, ergibt sich 
die Richtigkeit der Formel fUr m, n + 1. Da selbstverstandlich Fm Fn = 
FnFm, so ist damit die Anwendung der vollstandigen Induktion moglich 
und der Satz bewiesen. 

Wir merken insbesondere die Formel an 

F:;' = Fo + F2 + ... + F2m- 2 + F2m . 
Aus der Formel dieses Satzes ergibt sich unmittelbar, daB F::' voll

standig reduziert eine Summe von irreduziblen Bestandteilen aus Fo 
bis Fmn enthalt, und zwar sind die Indices von derselben Paritat wie 
die Zahl mn. Wir identifizieren nun die n Variabelnreihen oder, was 
auf dasselbe herauskommt, wir bilden aIle Produkte von n Koeffizienten 
aus ao, ~, ... , am, deren Anzahl nach einer bekannten Formel (Kombi-

nationen von m + 1 Variabeln zu n mit Wiederholung) = (m ~ n) ist. 

Die Substitution, welche so entsteht, bezeichnen wir mit (F~). Auch 
sie wird vollstandig reduziert eine Summe von irreduziblen Bestand
teilen aus der Schar F o' ... , Fmn ergeben, namlich einen Teil der Be
standteile von F~. Die Bestandteile der Gestalt Fo liefern die Invarianten, 
es gibt daher soviele linear unabhangige, als der Koeffizient von Fo 
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in der vollstandigen Reduktion von (T;') betragt. Natiirlich ist jede 
lineare Kombination von Invarianten des Grades n wieder eine solche. 

Nun mage in der reduzierten Gestalt von (r;.) insbesondere r T 

vorkommen. Dies besagt, daB man r + 1 Formen n-ten Grades in 
ao, aI> ... , am finden kann, welche die Substitution rT , noch mit einer 
Potenz der Substitutionsdeterminante multipliziert, erfahren, wenn 
man auf die Koeffizienten rm ausiibt. Diese Formen seien mit Ao, 
AI' ... , A, bezeichnet. Nun bilde man die Form 

A o xr + Al X~-I X2 + ... + A, x;. 
Wenn man auf die Variabeln Xl und X2 die adjungierte zu r anwendet 
und gleichzeitig auf die Koeffizienten ao, aI> ... , a, die Substitution 
rm , so erfahren die Koeffizienten Ao, AI> ... , AT unserer Form und die 
Variabelnprodukte adjungierte Substitutionen und die Form bleibt 
daher invariant bis auf eine Potenz der: Substitutionsdeterminante, 
sie ist also eine Kovariante. Falls der Bestandteil rT u-mal vorkommt, 
so erhalten wir eine u-fache lineare Schar von Kovarianten, welche in 
den Koeffizienten yom Grade n, in den Variabeln yom Grade r sind, 
und es ist leicht zu zeigen, daB aIle Kovarianten dieser Art auf diese 
Weise erhalten werden. 

Unsere Aufgabe, aIle Invarianten und Kovarianten zu iiberblicken, 
ist also darauf zuriickgefiihrt, (T;') vollstandig zu reduzieren und die 
Anzahl der Bestandteile zu berechnen. Dies laBt sich nun auf elemen
tare Abzahlungen zuriickfiihren. Vor allen Dingen muB berechnet 
werden, mit welcher Potenz der Substitutionsdeterminante sich eine 
Kovariante bei der Substitution multipliziert. Die Form mage den 
Grad r in den Variabeln und den Grad n in den Koeffizienten ao, aI' ... , am 
haben wie bisher. Die Substitution (T;'), welche auf Ao, AI> ... , AT 
ausgeiibt wird, hat in den Substitutionskoeffizienten den Grad mn, 
diej enige auf die Variabeln den Grad -1, daher auf die Variabelnprodukte 
r-ten Grades den Grad - r. Zusammen wird nach der Substitution 
unsere Form den Grad mn-r in den Substitutionskoeffizienten haben. 
Nun miissen sich aber diese GraBen als Faktor in Gestalt einer Potenz 
der Substitutionsdeterminante herausheben und diese Potenz ist daher 

m n2-~' Hieraus ergibt sich, in Dbereinstimmung mit friiher, daB r 

dieselbe Paritat mit mn haben muB, denn diese Potenz ist eine ganze Zahl. 

Urn nun die Abzahlung auszufiihren, geniigt es, von einer Substi-

tution der Gestalt (~ ~) auszugehen, deren Determinante D ist. Unter 

der hieraus entstehenden Substitution r m erfahrt der Koeffizient ai 
den Faktor Di. Damit werden wir darauf gefiihrt, fiir die Koeffizienten
produkte ein Gewicht einzufiihren. Allgemein erfahrt der Ausdruck 
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den Faktor DK, wo g das Gewicht des Termes heiBt und folgenden Wert hat 
g = I . CXI + 2· cx2 + ... + m . CXm • 

Die Summe CXo + CXI + ... + CXm = n ist der Grad des Termes. Wir 
merken an, daB das Gewicht g eine Zahl ist, welche sich additiv aus 
n Zahlen der Reihe 0, I, 2, ... , m zusammensetzt. Es gibt soviele 
Terme des Gewichtes g, als es Zerlegungen der Zahl g in n Zahlen von 0 
bis m gibt. Diese Zahl bezeichnen wir mit Z (m, n, g). 

Wir betrachten nun den Fall, daB mn eine gerade Zahl 2M ist. Aus 
einer Invariante muB sich die M-te Potenz der Substitutionsdeter
minante herausheben. Sie ist daher eine Summe von Termen des Ge
wichtes M. Gehen wir zur Kovariante des Grades 2 iiber. Sie sei 
AD xf + Al Xl X2 + A2 4 Bei der Substitution wird Xl nicht geandert, 
x2 dagegen durch D dividiert. Nun muB sich nach der Substitution 
die (M -I)-te Potenz von D herausheben. Daher ist AD vom Gewicht 
M -I, Al vom Gewicht M und A2 vom Gewicht M + 1. Man sieht 
schon, wie es bei den hoheren Kovarianten weitergeht, und wir finden, 
daB jede Kovariante genau eine Form des Gewichtes M liefert, nam
lich den Koeffizienten des mittleren Gliedes. Die Anzahl der linear 
unabhangigen Formen des Gewichtes Mist Z (m, n, M). Setzen wir nun 

(ro:) = cOrD + C2r 2 + ... + cm .. rm ... 
so erhalten wir 

Co + c2 + ... + Cm .. = Z (m, n, M) . 
Nun liefem aber die Bestandteile r 2, r 4, ... , rm .. je eine Form des 
Gewichtes M -I, namlich den Koeffizienten des Gliedes vor dem mitt
leren Glied. So erhalten wir die weiteren Gleichungen 

c2 + c4 + ... + Cm .. =Z(m,n,M-I) 
c4 + ... + Cm .. =Z(m,n,M-2) 

Cm .. = Z (m, n, 0) = 1. 

Daraus erhalten wir die Gleichungen 
Co = Z (m, n, M)-Z (m, n, M -I) 

c2k = Z (m, n, M -k)-Z (m, n, M -k-I). 
Statt die Formen des Gewichtes M - I zu betrachten, hatten wir 
diejenigen des Gewichtes M + I nehmen konnen, namlich die Koeffi
zienten, die sich in den Kovarianten rechts an das mittlere Glied an
schlieBen. So wiirde sich dasselbe Formelsystem ergeben, nur daB rechts 
Z (m, n, M + k) statt Z (m, n, M - k) stande. Aber diese beiden Zahlen sind 
gleich, denn zu einer Darstellung der Zahl M - k als Summe von n Zahlen 
der Reihe 0 bis m geMrt eindeutig eine solche der Zahl M + k. Man 
hat nur jeden Summanden s durch m-s zu ersetzen. So ergibt sich 
nach dem Grundprinzip der Mengenlehre die Gleichung 

Z(m,n,M-k) =Z(m,n,M +k). 
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Satz 213. (Reziprozitlitsgesetz von Hermite.) 1m Sinne der Zerlegung 
in irreduzible Bestandteile gilt (F::') = (I:). Eine binlire Form m-ten 
Grades hat gleichviele 1nvarianten und Kovarianten des Grades n in den 
Koejjizienten, wie eine binlire Form n-ten Grades 1nvarianten und Ko
varianten des Grades m in den Koejjizienten besitzt. 

1. Beweis. Auch hier begniigen wir uns fUr den Beweis mit dem 
Fall, daB mn eine gerade Zahl ist, da der andere Fall genau gleich be
handelt wird. Wir setzen 

(F':)=coro +C2 r 2 + ... + cmnrmn (r::') =doro+ d2 r 2 + ... + dmnrmn 
und erhalten 

C2k =Z (m, n,M -k)-Z (m, n,M -k-l) 
d2k =Z (n,m,M -k)-Z (n,m,M-k-l). 

Nun gilt aber die allgemeine Forme! Z (m, n, g) = Z (n, m, g). 
Es geniigt, den Beweis an einem einfachen Beispiel zu erlautern. 

Eine Zerlegung der Zahl 10 in drei Summanden von 0 bis 4 ist z. B. 
10 = 3 + 3 + 4. Wir schreiben 

3=1+1+1 
3=1+1+1 
4=1+1+1+1. 

Wir addieren nun die Zahlen der vier Spalten und erhalten die Zer
legung von 10 in vier Summanden von 0 bis 3, namlich 10 = 3 + 3 + 3 + 1. 
Auch hier ist die Zuordnung umkehrbar eindeutig und die beiden An
zahlen sind daher gleich. 

2. Beweis. Dieser Beweis schlieBt sich an denjenigen von Hermite 
an. Wir bilden die Form m-ten Grades 

(a Xl + otl x2) (a Xl + ot2 x2) ••• (a Xl + otm x2) = g (Xl' X 2) • 

Dbt man auf die Variabeln Xl und X 2 die adjungierte Substitution zu 
r aus, so erfahren die Koeffizienten dieser Form rm. Nun sind diese 
aber die elementarsymmetrischen Funktionen von otl> ot2, ••• , otm, jede 
noch mit einer solchen Potenz von a multipliziert, daB das Aggregat im 
ganzen den Grad m erhalt. Diese m + 1 Koeffizienten sind nun nicht nur 
linear, sondern absolut unabhangig. Wir konnen daher (F':) bilden, indem 
wir aus ihnen Terme n-ten Grades (in den Koeffizienten von g) bilden. 
Was man so erhalt, ist die Gesamtheit alIer symmetrischen Funktionen 
von otl , ot2, ••. , otm, welche in der einzelnen GroBe oti hochstens den Grad n 
haben. Jede dieser Funktionen ist durch Multiplikation mit einer ge
eigneten Potenz von a so zu normieren, daB der Gesamtgrad mn wird. 
Hiermit ist (r,:) charakterisiert. 

Urn nun (r::,) zu bilden, verfahren wir anders. Wir bilden aus a, otl 

die Terme n-ten Grades an-iot~. Sie erfahren unter r die Substitution 
rn. Nun bilden wir zuerst F::', indem wir m solcher Paare wahlen. 
Hierbei diirfen wir die erste der beiden Variabeln, a, ungeandert lassen 
und ersetzen die zweite otl alIgemein durch oti' Denn fiir Reduktionen 
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kommt allein in Betracht, daB die Variabelnreihen algebraisch unab
hangig sind und dazu geniigt die Anderung von at1. Um jetzt (T::') zu 
bilden, miissen wir die Variabelnreihen symmetrisieren. Auf diesem 
Wege erhalten wir aber wieder genau alle symmetrischen Funktionen 
von att> ••• ,atm, welche in den einzelnen Variabeln h6chstens bis zum 
n-ten Grade aufsteigen, erganzt durch geeignete Potenzen von a. Die 
Gruppen sind daher auf die gleicheArt zu definieren und darumaquivalent. 

Ais weitere Aufgaben der Invariantentheorie lassen sich nennen: 
die explizite Ausfiihrung der Reduktion von T:' und damit die tat
sachliche Herstellung &~r Invarianten und Kovarianten, ferner die 
Untersuchung der Beziehungen. Multipliziert man zwei Kovarianten 
vom r-ten und s-ten Grade, so erhalt man eine Kovariante vom Grade 
r + s; hier wird der Fundamentalsatz bewiesen, daB es nur endlich 
viele wesentlich verschiedene Invarianten und Kovarianten gibt. AIle 
andern driicken sich durch sie ganz und rational aus. Zum Beispiel 
besitzt T2 nur 'die eine Invariante 4 a c - b2 und sich selbst a xi + 
bX1 X 2 + C x~ als Kovariante. In der Tat findet man als Kovarianten 
vom Grade 2n aus ihnen unmittelbar die folgenden 

Dn, Dn-l /2, ... , f2n. 

Daraus ergibt sich, daB (T~ ") jedenfalls die BestandteileTo, T 4, ••• , T 4n ent
halt. Addiert man aber die Grade, so ergibt sich rechts (2 n + I) (n + I) 
und dies ist wiederum der Grad von (T; n), namlich (2 ~ :- 2) . 

Hieraus und mit Hilfe von Satz 213 erhalten wir 
Satz 214. Es gelten die beiden Formeln, welche die in den Koe/fizienten 

quadratischen Kovarianten der biniiren Formen lie/ern 
(T:j n) = To + T4 + ... + T4 n 

(T2n+1)2 = T2 + T6 + ... + T 4n+2 • 

Diese Relationen lie/ern Z. B. fur n= 1: (Ta)2=T2+T6. Hier ist 
T6 trivial, niimlich das Quadrat der biniiren kubischen Ausgangsform, 
aber T2 ist nicht trivial. Es zeigt, dafJ eine quadratische Form, deren Ko
effizienten quadratisch in denjenigen der Ausgangsform sind, Kovariante ist. 

§ 74. Substitutionen hoheren Grades l • 

1st T eine Substitution in m (>2) Veranderlichen, so ist die Theorie 
noch nicht so weit gefiihrt, wie im Falle m = 2. Dagegen k6nnen alle 
irreduziblen Bestandteile von Tn angegeben werden mit Hilfe der Charak
tere der symmetrischen Gruppe von n Variabeln. Wir haben hier n Reihen 
von je m Variabeln zu verwenden, auf die wir kogredient T ausiiben. 
Die Reihen seien Xi, Yi' Zi, ... (i = 1, 2, ... , m), der allgemeine Term 
Xa Yb Zc ••• , wir k6nnen ihn charakterisieren durch das geordnete System 

1 Vgl. I. Schur: Dissertation 1901.- Weyl, H.: Math. Z. Bd. 23, S.271.- Schur: 
Eerl. Sitzgsber. 1927, S. 58. - van der Waerden: Math. Ann. Ed. 104. S.92. 
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der n Indices (a, b, c, .. . ). Wir nennen zwei Terme vom gleichen Ge
wicht, wenn ihre Indices a, b, c, . .. in ihrer Gesamtheit, aber nicht 
notwendig in ihrer Anordnung iibereinstimmen. 

Wir denken uns nun einen Term mit den n Indices a, b, c, ... ge
geben und iiben auf die Indices eine beliebige Permutation der symme
trischen Gruppe von n Variabeln aus. Hierbei kommt es nur auf die 
Stelle an, wo ein Index steht, nicht auf seinen Zahlenwert. Zum Bei
spiel wird die Vertauschung (1,2) bedeuten, daB die Indices von x und Y 
vertauscht werden, gleichgiiltig, welchen Wert sie haben. Sind sie gleich, 
so wird die Permutation den Term nicht andern. Nur diejenigen Terme, 
deren Indices n verschiedene Zahlen sind, werden bei den Permutationen 
in n! verschiedene Terme iibergehen, die andern werden bei einer ge
wissen Untergruppe sich reproduzieren. 

Die grundlegende Eigenschaft besteht nun darin, daB die Indices
permutation und die kogrediente Anwendung von r auf die n Variabeln
systeme vertauschbare Operationen sind. Zum Beweis' bezeichnen wir 
die Matrix r mit (ex (i, k)), wo i und k die Zeilen und Kolonnen be
zeichnen sollen und von 1 bis n laufen. Durch r geht Xa Yb Zc • •• iiber 
in .2 ex (a, a' ) ex (b, b' ) ... X a' Yb' ..• , wo die Summe rechts iiber alle 
mn Indicessysteme a', b' c' , ... lauft. Dben wir nun eine Permutation 
auf unsern Term aus und machen wir nachher die Substitution, so 
haben wir in der Summe auf die ersten Indices in den Koeffizienten 
ex (a, a' ) ex (b, b' ) ... die Permutation auszuiiben. Denken wir uns dagegen 
erst nach der Substitution die Permutation ausgeiibt, so wird der Term 
Xa' Yb' • •• den Koeffizienten ex (a, a") ex (b, b") .... erhalten, bei dem 
a', b' , ... aus a", b", ... durch die Permutation hervorgeht. Das Pro
dukt andert sich nicht, wenn wir die Koeffizienten so permutieren, 
daB die zweiten Indices wieder in die Reihenfolge a', b' , ... gelangen. 
Dadurch wird aber die erste Reihe a, b, . .. gerade die Permutation 
erfahren. 

Nun sei t irgendeine Form n-ten Grades, die in jedem der n Variabeln
systeme x, y, Z, .•• linear ist, also eine Summe von Termen mit numeri
schen Koeffizienten, wie wir sie bisher betrachtet haben. Ferner sei 
es ein Element der symmetrischen Gruppe von n Variabeln. Wir ver
stehen unter est die Form" welche aus t entsteht, wenn wir in jedem 
Term von t auf die Indices die Permutation es anwenden. Ferner sei 
allgemein 

(aE eE + aA eA + ... ) t = aE eE 1+ aA eA t + ... , 
wo die as Zahlen sind. Die allgemeine Gruppenzahl e = 2: as es wird so 

OJ 

ein Operator und es gilt allgemein, daB die Anwendung eines Operators 
auf eine Funktion und die Ausiibung der Substitution r kogredient 
auf alle n Variabelnsysteme in t vertauschbare Operationen sind. Dben 
wir auf die Form ej die Operation e' aus, so entsteht die Form ee'/. 
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wobei wir ee' nach den Regeln der Multiplikation von Gruppenzahlen 
zu bilden haben. Damit sind wir nun in der Lage, die Reduzierung 
der reguHiren Darstellung zu verwenden. 

Wir nehmen die Gruppenzahlen 1;1;, 1;2;, ... , 1;s; aus Satz 162, welche 
einer Spalte einer irreduziblen Darstellung entstammen, und bilden 
die Gesamtheit aller Funktionen a11;li t + a2 C2i t + ... + as CSf t. Mit 
je zwei Formen ist auch jede lineare Kombination im System enthalten. 
Ubt man auf sie die Operation C;; aus, so reproduzieren sie sich bis auf 
einen Faktor. Nehmen wir dagegen eine andere Spalte derselben irre
duziblen Darstellung oder eine Spalte einer andern Darstellung, so ergibt 
die Operation Cii stets 0, so daB die xiI) + xi2) + ... + Xr) Systeme, die 
man so erhalt, zueinander fremd sind. Bei der Substitution r werden 
die Formen eines jeden dieser Systeme nur unter sich transformiert, 
womit die Reduktion von rn geleistet ist. Denn durch die Systeme 
laBt sich additiv jede Form t darstellen, weil sich eE additiv durch die 
Operatoren darstellen laBt. Es muB jetzt noch gezeigt werden, daB 
die Teilsysteme irreduzibel sind, wobei wir freilich voraussetzen mussen, 
daB die Koeffizienten von r entweder als freie Variable oder als Zahlen 
eines unendlichen Zahlkarpers (d. h. nicht eines Galoisfeldes) ange
sehen werden. 

Wir denken uns die Terme XaYbzc'" in irgendeiner Weise ange
ordnet und uben auf sie eine lineare Substitution mit den Koeffizienten 

c (a, b, C, ••• ; a', b', c', ... ) 

aus. Die Substitution ist dann und nur dann mit allen Permutationen 
der Indices (den Operatoren der symmetrischen Gruppe) vertauschbar, 
wenn die Koeffizienten sich nicht andern, sobald man auf a, b, c, ... 
und a', b', c', ... kogredient dieselbe Permutation anwendet. In unserem 
Falle von rn ist 

C (a, b, c, ... ; a', b', c' , ... ) = 1".1. (a, a' ) 1".1. (b, b') 1".1. (c, c') ... 

und die Eigenschaft ist erfiillt, weil es sich nur urn eine Permutation 
der Faktoren im Produkt handelt. Aus unsern Voraussetzungen uber 
die Koeffizienten 1".1. (i, k) folgt, daB zwischen verschiedenen Produkten 
der rechten Seite keine linearen Beziehungen bestehen. Sie sind linear 
ebenso unabhangig, wie die c auf der linken Seite. Die vollstandige 
Reduktion von rn, die ja nur von linearen Beziehungen abhangt, ist 
daher genau dieselbe wie diejenige der Matrix der c. 

Wir betrachten nun speziell das System, das durch die Operatoren 
Cn , C~l> ... , Cs1 erzeugt wird und stellen es durch eine Basis dar. Uben 
wir auf die Basis eine ganz beliebige lineare Substitution aus, so erhalten 
wir wieder GraBen desselben Systemes und diese generelle lineare Sub
stitution ist irreduzibel. Auf die Basisfunktionen uben wir der Reihe 
nach die Operatoren C12, C13, ... , CIs aus und erhalten offenbar jeweils 
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eine Basis des zugeh6rigen Systems. Die allgemeine lineare Substi
tution solI nun kogredient auf aIle diese r Basen ausgeiibt werden. Dann 
erhalten wir eine Substitution, welche mit allen Operatoren vertausch
bar ist. Denn entstammt der Operator dem eben verwendeten System, 
so erfahrt ja die Basis nach der Operation wegen der Kogredienz 
dieselbe Substitution wie vorher. Entstammt der Operator aber einer 
andern Darstellung der symmetrischen Gruppe, so ist das Resultat 
stets O. Gehen wir wieder zur ersten Basis zuriick und iiben wir r aus, 
so erhalten wir offenbar eine lineare Substitution von spezieller Art, 
aber sie kann nicht reduzibel sein, sonst miiBte auch die generelle Sub
stitution nach der obigen Bemerkung linearen Beziehungen geniigen, 
was sie nicht tut. Damit ist unsere Behauptung in allen Teilen erwiesen. 

17. Kapitel. 

Gleichungstheorie. 
Die Gruppentheorie ist nach Lagrange die "wahre Metaphysik" 

der Gleichungen. Aber umgekehrt ist auch zu sagen, daB ihre Satze 
durch die Ubertragung auf algebraische Gleichungen hiiufig an FaB
lichkeit gewinnen, ahnlich wie die Geometrie dem Verstandnis der 
Analysis hilft. In noch viel h6herem MaB gilt dies von der die Algebra 
verfeinernden Zahlentheorie. Diese bildet streckenweise eine beinahe 
unzertrennbare Einheit mit der Gruppentheorie. Dies solI in der folgenden 
kurzen Ubersicht gezeigt werden. 

§ 75. Die Lagrangesche Gleichungstheorie. 
Ein System von Zahlen oder Furiktionen bildet einen Korper, 

wenn die vier elementaren Rechnungsoperationen Addition, Subtrak
tion, Multiplikation und Division angewendet auf zwei Individuen des 
Systems nur solche Zahlen oder Funktionen ergeben, die bereits im 
System vorkommen. Hierbei ist die Division durch die Null auszu
nehmen. 

Wir gehen aus von der Gesamtheit aller rationalen Funktionen 
der n Variablen Xv x 2, ... ,Xn- Als numerische Koeffizienten lassen 
wir in diesem Paragraphen aIle reeIlen und komplexen Zahlen zu. 
Diese Funktionen bilden einen K6rper, den wir mit K bezeichnen. 
Diejenigen Funktionen aus K, welche bei samtlichen Permutationen 
der n Variablen ungeandert bleiben, bilden einen K6rper, den wir mit 
5 bezeichnen, er ist ein Teilkorper odeI' Unterkorper von K, da jede 
seiner Funktionen in K vorkommt. Die algebraische Beziehung zwischen 
5 und K aufzudecken ist unsere Aufgabe. 

Eine Funktion aus 5 heiBt eine symmetrische Funktion der n Varia
bIen und sie kann als rationale Funktion der n elementarsymmetri-
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schen Funktionen dargestellt werden. Fur spater ist hier noch hinzu
zufiigen, daB die Koeffizienten rationale Zahlen sind, wenn die Funk
tion aus 5 rationale Koeffizienten hatte. Wir bezeichnen die n! Per
mutationen der Variablen mit E, A, ... und die ganze symmetrische 
Gruppe mit IS. Die Gesamtheit aller Permutationen, welche eine 
Funktion aus K ungeandert lassen, bilden eine Untergruppe von IS. 
Man sagt dann, die Funktion gehort zu dieser Untergruppe. 1st 
I (xv . .. , xn ) eine Funktion aus K, so bezeichnen wir diejenigen Funk
tionen, die aus ihr durch die Permutationen E, A, B, . .. entstehen, 
mit IE = I, fA, IB' . . .. Sie heiBen die zu I konjugierten Funktionen 
und genugen einer Gleichung vom Grade nt, deren Koeffizienten sym
metrische Funktionen sind, namlich 

(t- IE) (t- IA) (t- IB)':' = O. 

Wenn I zur Untergruppe Sj von IS gehart, so kann man I auch mit 
I ti bezeichnen. 1st 

IS = Sj + Sj 52 + ... + Sj 5r , 

so sind bloB r der mit I konjugierten Funktionen voneinander ver
schieden, namlich in leicht verstandlicher Bezeichnungsweise die Funk
tionen 

I ti' I ti 5,' ... , I ti 5,. 

Sie genugen im Karper 5 einer Gleichung vom Grade r. 
Es gilt nun der 
Satz 214. Wenn I zu der Untergruppe Sj gehOrt, so lafJt sich jede 

Funktion y aus K, die bei den Permutationen von Sj ungeandert bleibt, 
darstellen als ganze Funktion von I mit Koellizienten aus 5. Der Grad 
dieser Funktion von I kann immer aul r-l erniedrigt werden. 

Beweis. Man bildet nach Lagrange folgenden Ausdruck 

(t-/ti) (t-/ss)···(t-/tis) ~+ __ + ... + __ r =G(t). ( Y ti Y ti 5, Y S 5 ) 

, r t-tti t-ttiS, t-ttiSr 

G (t) ist eine ganze Funktion (r-l)-ten Grades von t, deren Koeffi
zienten symmetrische Funktionen der n Variabeln x sind, d. h. G liegt 
in 5. Dasselbe gilt von 

H (t) = (t- lti) (t- Is 5,) .... 
Setzt man nun t = I, so folgt 

G (I) 
Y = H'(I) . 

Multipliziert man Zahler und Nenner mit dem Produkt 

H' (Iss,) H' (/tis,)··· H' (If;)s,.) , 

so wird der N enner eine symmetrische Funktion und der Grad des Zahlers 
kann mit Hilfe der Gleichung, der I in 5 geniigt, mindestens auf r- 1 
herabgesetzt werden. 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Auf!. 16 
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Satz 215. Zu ieder Untergruppe gehOrt ein Unterkiirper von K, der 
S enthiilt. 

Beweis. Die Funktion 
Xl + 2 x2 + 3 xa + ... + n Xn = Y 

gehOrt zu E, daher laBt sich jede Funktion aus K als ganze Funktion 
vom Grade n! -1 von y mit Koeffizienten aus S darstellen. 1st nun 
Sj irgendeine Untergruppe von 6, so bilde man das Produkt 

nys 
ii 

von y mit den Linearformen, die durch die Permutationen von Sj dar-
aus hervorgehen. Diese Funktion geh6rt zu Sj und erzeugt den zu Sj 
geh6rigen K6rper. 

Satz 216. Auf3er den zu den verschiedenen Untergruppen von 6 
gehOrigen Kiirpern gibt es keine weiteren Unterkiirper von K, die S enthalten. 

Beweis. Wenn ein K6rper zwei Funktionen enthalt, die zu den 
Untergruppen Sj und Sf geh6ren, so enthalt er auch eine solche, die 
zum Durchschnitt ;3) von Sj und Sf geh6rt. Wir k6nnen namlich die 
beiden Funktionen als Formen, z. B. als Produkte der y, annehmen 
und bezeichnen sie mit fund g. Alsdann bilden wir den Ausdruck 

h=f+g", 
wobei a eine ganze positive Zahl bedeutet, die so groB ist, daB der 
Grad von It gr6Ber ist als derjenige von f. Bei jeder Permutation 
auBerhalb von ;3) andert sich mindestens einer der Summanden, und 
in der Summe k6nnen sich die Anderungen wegen der Verschieden
heit der Grade nicht aufheben. Also geh6rt h zu ;3). Nun gehOrt in 
einem beliebigen K6rper zwischen S und K jede Funktion zu einer 
bestimmten Untergruppe von 6, und es folgt aus dem eben Bewiesenen, 
daB der K6rper auch eine Funktion enthalt, die zu dem Durchschnitt 
aller dieser Untergruppen geh6rt, d. h. unser K6rper ist identisch mit 
dem zu diesem Durchschnitt geh6rigen K6rper. 

Ersichtlich ist die Aufgabe, die algebraische Beziehung des K6rpers K 
gegentiber dem K6rper S zu bestimmen, identisch mit dem Problem 
der Aufl6sung der allgemeinen Gleichung n-ten Grades. Der gewaltige 
Fortschritt, den Lagrange erreicht hat, besteht in der vollen Dbersicht, 
die man tiber die einzelnen Etappen des Weges gewinnt; daB man 
nicht direkt auf die Wurzeln lossteuem muB, sondem daB man andere 
Gr6Ben des K6rpers zu Hilfe nehmen kann, ist bereits im Ansatz der 
Tschirnhausenschen Transformation enthalten; seit Lagrange weiB man 
aber, welches die Hilfsfunktionen sind, die zum Ziele fiihren k6nnen. 
Die Gruppentheorie ist die "wahre Metaphysik" des Problemes. 

Wie Lagrange seine Erkenntnis auf die Gleichungen 3. und 4. Grades 
angewendet hat, ist allgemein bekannt und in jedem Lehrbuch der 
Algebra nachzulesen, wir verzichten auf eine Reproduktion. Dagegen 
solI einiges tiber die sog. Lagrangeschen Besolventen hier Platz finden. 
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Satz 217. Kennt man den zu einer zyklischen Untergruppe .IJ von 
der Ordnung h gehorigen Korper, so lafJt sich der ganze Korper durch die 
Aujlosung einer reinen Gleichung vom Grade h bestimmen. 

Beweis. Bei der zyklischen Gruppe moge die Variable Xl iiber
gehen in x 2 , x3 , ••• , Xh' Man bezeichne mit c; die Zahl 

und bilde die Ausdriicke 

2"i 
ek 

Yi = Xl + c i X2 + ... + Ci(h-l) Xh (i = 1,2, ... , h). 

Bei der zyklischen Permutation erhalt Yi den Faktor c;i. Daher bleiben 
die h-ten Potenzen bei .IJ ungeandert und lassen sich rational bestimmen. 
Wir bilden nun YIo indem wir eine h-te Wurzel aus der zu .IJ gehorigen 
Funktion y~ ziehen, und erhalten dafUr h verschiedene Werte. Jetzt 
sind die iibrigen GroBen Yi eindeutig durch Yl bestimmt, denn die h - 2 
Ausdriicke 

YlYh-lo Y~Yh-2' "', Y~-2Y2 
gehoren zu.IJ. Durch Addition aller h Funktionen Yi findet man hXIo 
und indem man fUr Yl alle seine h Werte einsetzt, erhalt man die h Wur
zeIn Xv x 2, ... , Xh' Auf dieselbe Weise findet man die iibrigen Variablen. 

Man kann das Resultat von Lagrange so formulieren: Der zu einer 
zyklischen Gruppe von der Ordnung h gehorige Unterkorper enthalt die 
h-te Potenz einer Funktion, die sich bei feder Permutation aufJer E andert. 
Bei drei oder vier Variablen kann man nach diesem Muster von dem 
Korper der symmetrischen Funktion sukzessive bis zum Korper K 
gelangen. Aber erst Galois hat erkannt, daB diese Tatsache bereits aus 
der Beschaffenheit der Gruppe folgt. 

§ 76. Die Galoissche Gleichungstheorie. 
Fiir die weitere Entwicklung der Gruppentheorie sind von ent

scheidender Bedeutung die Disquisitiones arithmeticae von GaufJ (1801). 
In der sectio VII werden die Kreisteilungsgleichungen behandelt, ins
besondere die Gleichung 

xP = 1, 

wobei peine Primzahl ist. Ihre Wurzeln lassen sich bekanntlich mit 
Hilfe der trigonometrischen Funktionen angeben. GaufJ untersuchte 
ihren algebraischen Charakter gegeniiber den rationalen Zahlen. Er 
bewies, daB die Gleichung 

xP- l + xP- 2 + ... + X + 1 = 0 

im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibel ist, d. h. nicht in zwei 
Faktoren niedrigeren Grades mit rationalen Koeffizienten zerfallt. Ferner 
erkannte er, dafJ der Berechnung ihrer Wurzeln nicht das allgemeinste 

16* 
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Lagrangesche Problem von p - 1 Variablen zugrunde liegt, sondern blof3 
dasjenige mit zyklischer Gruppe von der Ordnung p-l, und fiihrte 
die Aufgabe zuriick auf die Auflosung gewisser Hilfsgleichungen von 
Primzahlgrad, deren Wichtigkeit er betonte: Summam attentionem 
merentur aequationes auxiliares, ... , quae mirum in modum cum pro
prietatibus maxime reconditis numeri n (hier p) connexae sunt (art. 356). 
Dies ist die von Abel und Galois haufig zitierte "methode de M. Gauf3". 

Abels Untersuchungen iiber Gruppentheorie fiihren' ihn zu dem 
Resultat, daB jede Gleichung mit kommutativer "Abelscher" Gruppe 
durch Wurzelzeichen losbar ist (Memoire sur une classe particuliere 
d'equations resolubles algebriquement, Crelles Journ. Bd. 4 (1829) und 
Oeuvres, Bd. 1, S.478, nouvelle edition). Weitere Untersuchungen iiber 
algebraisch auflosbare Gleichungen, sowie den Beweis der Unmoglich
keit, die allgemeine Gleichung 5. Grades algebraisch aufzu16sen, fiihrt 
er ohne explizite Heranziehung der Gruppentheorie. 

Die allgemeine Idee der Gruppe einer Gleichung hat E. Galois er
kannt und mit wunderbarer Klarheit und Scharfe in seinem Memoire 
sur les conditions de resolubilite des equations par radicaux entwickelt. 
Diese Abhandlung vom Jahre 1830 wurde erst 1846 von Liouville in 
seinem Journal veroffentlicht (Oeuvres de Galois, S. 33). Dagegen 
erschien 1832 der Brief an Auguste Chevalier, den Galois am Abend 
vor seinem Tode geschrieben hat und in dem er seine wichtigsten mathe
matischen Entdeckungen mitteilt. 

Es bedeutet nur eine unwesentliche Einschrankung, wenn wir im 
folgenden die Voraussetzung machen, daB die Gleichungen rationale 
Zahlen als Koeffizienten haben. Wir setzen voraus, daB wir jede ganze 
Funktion im Korper der rationalen Zahlen in ihre irreduziblen Fak
toren zerlegen konnen. Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus beweist 
man folgende Satze: 

Eine im Korper R der rationalen Zahlen irreduzible Funktion be
sitzt keine mehrfachen Wurzeln. 

j (t) und g (t) seien zwei Funktionen in R mit einer gemeinsamen 
Wurzel und j (t) sei irreduzibel, dann ist g teilbar durch j. 

Es sei eine im Korper R der rationalen Zahlen irreduzible Gleichung 
mit Koeffizienten aus R gegeben 

j(t) = O. 
Ihre Wurzeln seien 

Cltv ()(2' •• " cx". 

Die Gesamtheit der rationalen Funktionen der Wurzeln mit rationalen 
Zahlenkoeffizienten bilden einen ZahlkOrper K, dessen algebraische 
Natur gegeniiber dem Grundkorper R untersucht werden solI. Wir 
beweisen zunachst folgenden 
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Satz 218. Man kann n rationale Zahlen Ai so bestimmen, dafJ die 
n! Zahlen, die aus 

Al otl + A 2 ot2 + ... + An IXn = -& 
hervorgehen, indem man aut die Wurzeln oti die n! Permutationen aus
ubt, samtlich untereinander verschieden sind. 

Beweis. Wir fassen die n GraBen Ai zunachst als Variable auf. 
Dbt man auf die Wurzeln in -& die Permutationen aus, so erhalt man 
n! voneinander verschiedene Linearformen der Variablen Ai. Die Diffe
renz zweier beliebiger dieser Formen ist wieder eine nicht verschwin
dende Linearform und das Produkt aller Differenzen ist eine Form 
der Ai, deren Koeffizienten symmetrische Funktionen der Wurzeln 
mit ganzzahligen Koeffizienten sind, d. h. die Koeffizienten sind ratio
nale Zahlen. Man kann nun den Variablen solche rationale Werte 
erteilen, daB die Form einen von 0 verschiedenen Wert annimmt, womit 
der Satz bewiesen ist. 

Wir verstehen unter -& eine nach Satz 218 gewahlte Zahl. Es laBt 
sich dann jede Zahl des Karpers als ganze Funktion vom (n! -I)-ten 
Grade in -& mit rationalen Koeffizienten darstellen. Statt -& kann auch 
eine beliebige der n! Zahlen gewahlt werden, die durch die Perm uta
tionen daraus hervorgehen. Wir bezeichnen sie mit -& = -&1' -&2' ... , -&n!. 

Die Gleichung 
(t--&1) (t--&2)··· (t--&n!) = 0 

besitzt rationale Zahlenkoeffizienten, sie braucht aber in R nicht irre
duzibel zu sein. F (t) sei einer ihrer irreduziblen Faktoren, -&, -&', ... , -&(g-l) 
seien seine Wurzeln. Infolge des Bestehens der Gleichung F (-&) = 0 
laBt sich jede Zahl ot von 'K bereits als Funktion (g-l)-ten Grades 
von -& ausdrucken 

Xl + x2-& + ... + Xg~-l = ot. 

J etzt ersetzt man -& durch -&'. Die Zahlen von K erfahren dadurch 
eine bestimmte Permutation, die durch (-&, -&') symbolisiert werden 
kann. Allgemein definiert (-&, -&(i)) eine Permutation, und wir wollen 
ihre Eigenschaften durch folgende Siitze charakterisieren. 

Satz 219. Diejenigen Zahlen, welche bei allen Permutationen (-&, -&(i)) 
ungeandert bleiben, bilden den Korper der rationalen Zahlen. 

Beweis. Wenn 
ot = Xl + x2 -& + ... + Xg ~-l 

eine rationale Zahl ist, so ist 

x 2 = Xa = ... = Xg = 0, Xl = ot, 

denn andernfalls wurde -& in Reiner Gleichung vom Grade g - 1 ge
nugen. Hieraus folgt, daB die Substitutionen (-&, -&(i)) ohne EinfluB 
auf die Zahl sind. Nun mage umgekehrt ot bei den Substitutionen unge
andert bleiben. Man addiere die Ausdrucke 

ot = Xl + x 2 -&(i) + ... + Xg -&(i)Y-l, 
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indem man fur f}(i) aile Wurzeln f}, f}', .•. , f}(g-l) einsetzt und findet, 
daJ3 goc und daher auch oc einen rationalen Zahlwert hat, weil dasselbe 
von den Potenzsummen der f} gilt. 

Nun sei 
oc = Xl + x 2 f} + ... + Xg ~-l 

eine beliebige Zahl aus K, ferner set zen wir 

oc(i) = Xl + x 2 f}(i) + ... + xgf}(i)(J-l (i = 1,2, ... , g-I) 
und nennen oc(i) die zu oc konJugierten Zahlen. 

Satz 220. Es ist fur zwei beliebige Zahlen aus K stets 
(oc + P)(i) = oc(i) + p(i) (oc P)(i) = oc(i) P(i). 

Beweis. Wir setzen 

oc+P=y 
und drucken die vier Zahlen oc, P, y, t5 durch f} aus. Dann erhalten wir 
zwei Gleichungen fUr f} mit rationalen Koeffizienten. Diese mussen 
auch erfUllt sein, wenn wir f} durch eine beliebige der konjugierten 
Zahlen f}(i) ersetzen, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 221. Die Permutationen (f), f}(i)) bilden g Automorphismen des 
Korpers K, d. h. jede rationale Beziehung mit rationalen Koettizienten, 
die zwischen Zahlen von K besteht, geht dureh die Permutationen in richtige 
Beziehungen uber. 

Beweis. Jede der angegebenen Beziehungen laJ3t sich auf die 
Gestalt bringen 

F (oc,P,y, ... ) = 0, 
wobei F eine ganze rationale Funktion der Zahlen oc, p, y, . .. mit 
rationalen Koeffizienten ist. Indem man Satz 220 mehrere Male an
wendet, findet man 

F (oc, P, y, ... )(i) = F (oc(i), P(i), y(i), ... ) = O(i) = O. 

Hieraus folgt, daJ3 die konjugierten Zahlen Wurzeln derselben irre
duziblen Gleichung in R sind. 

Satz 222. Die Permutationen (f), f}(i)) bilden eine Gruppe, die Galois
sche Gruppe des K6rpers K. Sie ist identisch mit der Gruppe aller Auto
morphismen von K. 

Beweis. Fiihrt man zwei Automorphismen nacheinander aus, so 
ist das Resultat wieder ein solcher, d. h. die Automorphismen bilden 
eine Gruppe. Da die rationalen Zahlen stets ungeandert bleiben, so kann 
f} nur in eine der Zahlen f}', ... , f}(g-l) iibergehen und die beliebige Zahl 

oc = Xl + x 2 f} + ... + xgf}g-l 

bleibt entweder ungeandert oder sie geht in oc(i) uber. Es gibt also nur 
die g Automorphismen 

(f), f}) und (f), f}(i)) (i = 1,2, ... , g-I). 

Satz 223. Zu jeder U ntergruppe der Galoisschen Gruppe @ gehOrt 
ein Unterkorper, jeder UnterkOrper gehOrt zu einer Untergruppe. 
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Beweis. Wie zu Satz 215 und 216. 
Die verschiedenen Zahlen ex, ex', .•• , ex(,-ll, welche aus ex durch die 

Permutationen von @ hervorgehen, sind die Wurzeln der in R irre
duzibeln Gleichung, welcher ex geniigt. Sie erfahren unter @ eine transi
tive Permutationsgruppe. Diejenigen Permutationen, welche ex unge
andert lassen, bilden eine Untergruppe von @ vom Index r . . K6rper, 
die durch konjugierte Zahlen erzeugt werden, heiBen konjugierte Karper. 
Sie geh6ren zu konjugierten Untergruppen. 

Definition. K6rper, die mit ihren konjugierten iibereinstimmen, 
heiBen GalQissche KiJrper. 

Satz 224. Die notwendige und hinreichende Bedingung datiir, dafJ 
ein UnterkOrper von K Galoissch ist, besteht darin, dafJ seine Gruppe ein 
N ormalteiler von @ ist. 

Satz 225. 1st H ein Galoisscher Unterkorper, der zu dem Normal
teiler 91 von @ geh6rt, so ist @/91 seine Gruppe in R. 

Beweis. Ist r der Index von 91 unter @, so ist r auch der Grad 
von H und seine Gruppe hat daher die Ordnung r. Gerade so viele 
Automorphismen liefert aber die Galoissche Gruppe von K, denn die 
Zahlen von H bleiben bei 91 ungeandert und erfahren unter @ eine 
Permutationsgruppe von der Gestalt @/91. Die Galoissche Gruppe 
von H ist isomorph (homomorph) mit derjenigen von K. 

Die Resultate dieses Paragraphen lassen sich ohne weiteres auf 
den Fall iibertragen, daB der Grundk6rper ein beliebiger Karper R 
ist. Die Galoissche Gruppe besteht aus denjenigen Automorphismen 
von K, bei denen die Gr6Ben von R ungeandert bleiben. Man erhalt 
alle K6rper zwischen R und K, indem man alle Untergruppen der 
Galoisschen Gruppe bestimmt. Zu einem Normalteiler geh6ren K6rper, 
die in Roder relativ zu R Galoissch sind. Hier ordnet sich auch der 
Fall des vorigen Paragraphen unter. 

Satz 226. Eine Gleichung ist dann und nur dann durch Wurzel
zeichen autlOsbar, wenn ihre Gruppe autlosbar ist. 

Beweis. Jeder Karper K, der aus R durch Wurzeloperationen 
erreichbar ist, kann offenbar folgendermaBen aufgebaut werden: Man 
zieht aus einer GraBe von R die p-te Wurzel, wobei peine Primzahl 
ist, und fUgt sie zu R hinzu. Hierdurch entstehe der K6rper K1• Wir 
setzen voraus, daB R die p-ten Einheitswurzeln enthalt und finden, 
daB der neue Karper in R Galoissch ist. Sein Relativgrad ist p und 
seine Gruppe daher zyklisch und von der Ordnung p. Mit Kl verfahrt 
man gleich, selbstverstandlich k6nnen Wurzeln von beliebigem Prim
zahlgrad vorkommen. SchlieBlich wird man K erreichen. Die ein
geschaUeten Karper seien R, Kv ... , K'_l> K. Jeder Karper ist Galoissch 
in dem vorhergehenden. Daraus folgt, daB die zu ihnen gehOrenden 
Untergruppen eine Kompositionsreihe fUr @ mit lauter zyklischen 
Faktorgruppen bilden. Umgekehrt: Ist @ auflasbar und bildet @, .1;;)1> 
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,p2' ... , ,pr-l, E eine Kompositionsreihe, so bilden die zu dieser Reihe 
geharigen Karper eine Folge von derselben Beschaffenheit wie die obige 
Reihe der Karper K, denn jeder ist Galoissch in dem vorhergehenden 
und seine Relativgruppe hat Primzahlordnung. Nach Satz 217 lassen 
sie sich also durch Wurzeln bestimmen. 

Wenn ferner K ein Karper mit nicht auflasbarer Gruppe ist, so 
kann er nicht in einem auflasbaren Karper enthalten sein, das wiirde 
dem Satz 27 iiber die Kompositionsreihe widersprechen: in einer auf
lasbaren Gruppe ist jede Untergruppe und jede Faktorgruppe auflasbar. 

§ 77. Anwendungen der allgemeinen Gruppentheorie. 
Jeder Satz der Gruppentheorie wird nun zu einem Satz iiber alge

braische Karper. Wir geben hier einige Beispiele: Ein Unterkarper 
von K, der zu einer graBten Untergruppe von @ gehart, mage primitiv 
in R heiBen. Eine ihn erzeugende Zahl erfahrt mit ihren konjugierten 
unter der Galoisschen Gruppe eine primitive Permutationsgruppe. 
Wenn also K auflasbar ist, so ist nach Satz 98 der Grad seiner primitiven 
Unterkarper eine Primzahlpotenz. 

Wenn ein Karper einen Abelschen Unterkarper enthalt, so ent
halt er auch einen grojJten Abelschen Unterkarper, der alle anderen 
umfaBt, es ist der zur Kommutatorgruppe (Satz 35) gehOrige. 

IX sei eine GraBe, welche zu der Untergruppe ,p gehart und 

t (t) = 0 
sei die in R irreduzible Gleichung, der IX geniigt. Wie zerfallt sie in 
dem zur Untergruppe sr geharigen Karper? Urn diese Frage zu be
antworten, zerlege man @ nach dem Doppelmodul (,p, sr). Jedem 
Komplex dieser Zerlegung entspricht ein Faktor von t, dessen Grad 
gleich der Anzahl der Nebengruppen von ,p in diesem Komplex ist. 
Adjungieren wir der Gleichung t (t) = 0 eine ihrer Wurzeln IX, so wird 
sich nUl der Faktor t-IX abspalten, falls die Gruppe der Gleichung 
(die Permutationsgruppe ihrer Wurzeln) mindestens zweifach transitiv 
ist. 1m anderen Falle ergeben jeweils die unter,p transitiv verbundenen 
GraBen die Wurzeln eines irreduzibeln Faktors von t(t). 

Die Methoden lassen sich ferner auf die von Galois entdeckten 
Imaginaren, die sog. Galoisfelder GF (vgl. § 18) iibertragen. Ein solches 
ist vollkommen bestimmt, wenn die Anzahl seiner Elemente, die eine 
beliebige Primzahlpotenz sein kann, gegeben ist. Das GF (pI) enthalt 
als Unterkarper das GF (P), d. h. die Reste der ganzen Zahlen (mod P). 
Wir beweisen, daB seine Gruppe im GF(P) zyklisch und von der Ordnung 
t ist. Ersetzt man namlich jedes seiner Elemente durch seine p-te Potenz, 
so bleiben die Elemente aus GF (P) ungeandert und die Elemente des 
G F (pI) erfahren einen Automorphismus. Es gilt ja 

(IX • (3)P = IXP • f3P und (IX + (3)P = IXP + f3P , 
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letztere Gleichung deswegen, weil in der Binomialformel samtliche 
Koeffizienten auBer dem ersten und letzten durch p teilbar sind. 1st 
nun ex. ein erzeugendes (primitives) Element des GF(pi), so genugt es 
im GF(p) einer irreduziblen Gleichung vom Grade I. Wegen des Auto
morphismus sind die Wurzeln dieser Gleichung 

ex.P, ex.P·, ••• , ex.P.f = ex.. 

Die Galoissche Gruppe wird gebildet von den 1 Substitutionen 
P ('Pll) (ex., ex.), (ex., ex. ), .•• , (ex., ex. - • 

1st 1 = r s, so bilden die Elemente, die bei del Substitution (ex., ex.P"') un
geandert bleiben, den Unterkorper GF(P'). 

Die Tatsache, daB man die Galoissche Theorie der GF vollig be
herrscht, ist von groBter Wichtigkeit fur die algebraische Zahlentheorie. 
Man zeigt dort, daB die Reste eines Primideals lJ, das in p aufgeht, ein 
G F (pI) bilden. 1 heiBt der Grad von lJ. 

Diejenige Untergruppe S der Gruppe des Zahlkorpers, welche das 
Primideal lJ nicht andert, heiBt die Zerlegungsgruppe. Dbt man sie 
auf die Zahlen des Korpers aus und reduziert (mod lJ), so erhalt man 
einen Automorphismus des GF(p/). 1st 't die Untergruppe von S, 
welche den identischen Automorphisml,ls liefert, so ist 't Normalteiler 
von S und S/'t zyklisch. 't heiBt die TriJ,gheitsvruppe von lJ und 
man zeigt leicht, daB ihr Index genau gleich 1 ist. Urn auch 't zu unter
suchen, die nur fUr Diskriminantenteiler von E verschieden ist, unter
sucht man nach Hilbert (Zahlbericht, S. 250f., vgl. ferne! Speiser, Die 
Zerlegungsgruppe. Crelles Journ. Bd.149, S. 174-188) die Automor
phismengruppe der Reste nach hoheren Potenzen von lJ. Die Auf
gabe wird dadurch erleichtet, daB man die erzeugende Zahl der Reste 
(mod 1J) als unverandert durch 't annehmen kann. 1st nun n eine durch 
1J, aber nicht durch 1J2 teilbare Zahl, so sind aile Reste (mod lJ2) dar
stellbar in der Gestalt 

ex.+(3n, 

wobei ex. und (3 alle Reste (mod 1J) durchlaufen. Man erhalt nun alle 
Automorphismen von 't, indem man die Anderungen von n angibt. 
Offenbar darf n ubergehen in jeden Rest y n, wenn nur y von 0 ver~ 
schieden ist. Diese Substitutionen bilden wieder eine zyklische Gruppe 
von der Ordnung pI_I. Die Untergruppe, welche auch diese Reste 
ungeandert laBt, heiBt die JTerzweigungsgruppe ~. Nimmt man die 
Reste (mod lJ3), so sehen die Substitutionen von ~ so aus: 

n~n + ex.n2• 

Setzt man zwei solche zusammen, etwa die obige und eine zweite 
mit (3 statt ex., so erhalt man die Substitution 

n~n+ (ex. + (3)n2• 
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Die Gruppe ist also gleieh besehaffen wie die additive Gruppe 
des GF(pt), d. h. sie ist Abelseh vom Typus (P, p, ... ) und von der 
Ordnung pt. In dieser zuletzt angegebenen Weise geht es ftir die Reste 
nach hoheren Potenzen von t:> fort. Es ist jedoch zu bemerken, daB 
die wirklieh auftretende Gruppe X stets eine Untergruppe der vollen 
Gruppe aller Automorphismen ist. 

Die Satze tiber die Automorphismen Abelscher Gruppen finden ihre 
Anwendung in folgendem Problem der algebraischen Zahlkorper. Die 
Idealklassen bilden eine Abelsche Gruppe. 1st der Korper Galoisseh 
und tibt man die Substitutionen der Korpergruppe aus, so erfahrt die 
Gruppe der Idealklassen eine Automorphismengruppe. Man gelangt 
auf diesem Wege direkt zu der Gruppe des Klassenkorpers. Man ver
gleiehe hiertiber die Arbeiten von Fueter, Furtwangler und Takagi. 

Die Basiseinheiten eines Galoisschen Korpers erfahren beim Dber
gang zu den konjugierten in ihren Exponenten eine ganzzahlige Sub
stitutionsgruppe. Hier ist die Frage naeh der vollstandigen Reduzierung 
im Bereich der ganzen rationalen Zahlen von groper Wichtigkeit. 

Betrachtet man schlieBlieh die Korper, die durch die p-ten Wurzeln 
aus Einheiten oder beliebigen Zahlen und ihren konjugierten entstehen, 
so wird man auf ganzzahlige Substitutionsgruppen (mod P) geftihrt. 

Wir haben hier nur einige charakteristische Beispiele von An
wendungen der Gruppentheorie gegeben, sie mogen einen Begriff geben 
von dem weiten Forschungsfeld, das hier offen liegt. Etwas ausftihr
lieher wollen wir auf die Anwendungen der Substitutionsgruppen 
eingehen. 

§ 78. Die Kleinsche Gleichungstheorie. 
Wir gehen aus von einer beliebigen Substitutionsgruppe r vom 

Grade n und von der Ordnung g. Ihre Matrizen seien E, A, B, ... , 
S, . . .. Ferner sei K der Korper aller rationalen Funktionen von 
Xl' ... , X". Die numerischen Koeffizienten seien auf denjenigen Korpel 
beschrankt, der durch die Koeffizienten der Matrizen von r bestimmt 
ist. R sei der Unterkorper von K, dessen Funktionen ungeandert bleiben, 
wenn man auf die Variablen samtliche Substitutionen von r austibt. 

Man zeigt leicht, daB es in K Funktionen gibt, die unter den Sub
stitutionen g verschiedene Werte annehmen. Wiederum gehoren die 
Unterkorper und die Untergruppen zusammen. 

Das Problem, aus dem Korper R die Variablen Xi und damit den 
Korper K zu bestimmen, heiBt nach F. Klein das Formenproblem 
von rl. Falls r eine Permutationsgruppe ist, so haben wir das Lagrange-

1 In der Sprache der Invariantentheorie, von der Klein in seinen diesbezug
lichen Arbeiten Gebrauch machte, spricht sich das Formenproblem folgender
maBen aus: Es sei Fl (Xl" .. , Xn), Fi (Xl' ... , Xn), .•. , F" (Xl' ... , Xn) ein vollsttindiges 
System bei der betrachteten Gruppe invarianter Formen. Wenn fur diese im 
Einklang mit den zwischen ihnen bestehenden Syzygien Zahlenwerte vorgeschrieben 
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sche Problem vor uns; die allgemeinere Fassung gestattet in allen Fallen, 
das Problem zu vereinfachen. Wir zeigen das an zwei Beispielen, den 
Gleichungen 3. und 5. Grades. 

Die symmetrische Gruppe dreier Variabler laBt sich folgendermaBen 
als monomiale GlUppe 2. Grades schreiben 

. 5 = (~ ~2) T = (~ ~). 
Sie besitzt folgende zwei Invarianten 

II = Xl X 2 

Ais Auflosung findet man 

II _ 1/12 1 / I~ 3 
X 2 = Xl und xI - V 2± V4"-II , 

ein Ausdruck, der gleich gebaut ist wie die Cardanische Formel. 
Dieses Formenproblem lost jede Gleichung 3. Grades. Zum Be

weis bezeichnen wir die 6 Matrizen E, 5, 52, T, T 5, T 52 in dieser 
Reihenfolge mit AI> ... , Aa und ordnen gleichzeitig 5 die Permutation 
(IXIIX2IXa), T die Permutation (1X2 lXa) der Wurzeln unserer Gleichung zu. 
Die Funktion 1(lXv 1X2' lXa) moge durch die Permutationen tibergehen 
in I = Iv 12' ... , la· Alsdann bilden wir, wie in § 58, die Matrix 

AliI + ... + Aala = M. 
Ubt man auf die IX; eine Permutation aus und setzt man gleichzeitig 
M rechts mit der entsprechenden Matrix A zusammen, so bleibt M 
ungeandert, denn die Matrizen Ak und die Funktionen Ik erfahren 
dadurch dieselbe Permutation. Durch die Permutation der lXi geht M 
in eine Matrix MA mit konjugierten Koeffizienten tiber und wir finden 

MA A = Moder MA = MA-I. 

Daraus folgt, daB die Zeilen von M beim Ubergang zu den konjugierten 
Werten die Substitutionen der adjungierten Gruppe erfahren, d. h. 
sie sind Losungen des zugehorigen Formenproblems. Wahlen wir fur 
I speziell IXv so erhalten wir die Cardanische Formel.· Es wird 

M _ (IXI + 81X2 + 821Xa, 
- IXI + 821X2 + 81Xa, 

Die beiden Funktionen 

IXI + 82 1X2 + 8 lXa) 
IXI + 8 1X2 + 82 lXa . 

Xl = IXI + 8 1X2 + 82 lXa X 2 = IXI + 82 1X2 + 8 lXa 
erfahren unter den Permutation en die Substitutionen unserer Gruppe r 
und set zen wir sie in den Invarianten ein, so gehen diese in symme
trische Funktionen von lXI' 1X2' lXa tiber. So wird 
werden, so sollen die zugehorigen Werte von Xl' X 2 , ••• , X" bestimmt werden. -
N eben diesem Formenproblem behandelte Klein ein sog. Funktionenproblem; bei 
diesem werden rationale Kombinationen der FI>' .•• F" vom Homogenitatsgrade 
Null gegeben und es wird nach den Verhaltnissen Xl: X 2 : .•• : X" gefragt (Anmer
kung von E. Bessel-Hagen). 
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11 = Xl· X 2 = IX~ + IX~ + IX~ + (8 + 82) (1X11X2 + 1X2IXS + IXSlXl) , 

wobei 8 + 82 = -1 ist. Ahnlich wird 

12 = X~ + X: = 2 (IX~ + IX: + IX:)-

- 3 (IX~ 1X2 + IX~ IXS + IX~ 1X1 + 1X11X~ + 1X21X; + IXSIX~) + 121X11X21X3. 

Driickt man diese Formen durch die elementarsymmetrischen Formen 
der IX aus, d. h. durch die Koeffizienten der Gleichung 

X3_ ax2 + bx-c = 0, 

der die IX geniigen, so findet man 

11 = a2 - 3 b, 12 = 2 as - 9 a b + 27 c. 
Hieraus erhalt man Xl und X2 und schlieBlich findet man 

3 1X1 = a + Xl + x2 , 3 1X2 = a + 82 Xl + 8 X 2 , 3 1X3 = a + 8 Xl + 82 x2 • 

Dies ist aber die Cardanische Formel. 
Wir gehen nunmehr iiber zu den Gleichungen vom 5. Grad. Be

kanntlich besitzt die symmetrische Gruppe einen Normalteiler vom 
Index zwei, die alternierende Gruppe, und das Differenzenprodukt ist 
eine zu dieser gehOlige Funktion. So bleibt noch ein Gleichungs
problem vom 60. Grade iibrig, und seine Gruppe ist die Ikosaeder
gruppe, eine einfache Gruppe, die wir eingehend behandelt haben. 
Insbesondere haben wir eine Darstellung derselben in 3 Variablen 
gegeben in § 59, und nach der eben angegebenen Methode muB sich 
die Gleichung durch ein Formenproblem von 3 Dimensionen 16sen 
lassen. Wir geben hier die diesbeziiglichen Formeln und bemerken 
noch, daB das Problem, das wir behandeln, Gegenstand der "V or
lesungen iiber das Ikosaeder" (Leipzig 1884) von F. Klein istl. 

Die Ikosaedergruppe kann durch drei Elemente erzeugt werden. 
In § 59 haben wir sie mit A, B und C bezeichnet, wir wollen aber jetzt, 
urn die Bezeichnungen von Klein nicht zu verandern, die Buchstaben 
S, T und U benutzen und S statt A, T statt C, U statt B setzen. Wir 
nehmen als Darstellung r die adjungierte zu derjenigen vom SchluB 
des § 59. Da T und U die Ordnung 2 haben, so brauchen wir ihre Ma
trizen nur zu transponieren. So finden wir 

1 1 1 

v'5 v'5 
2 8 2 +83 8+8' 

T = v'5 v'5 v'5 
2 

(1 0 0) 
S= 0 8 0 

o 0 84 

v'5 

8 + 8' 

v'5 v'5 v'5 

(-1 0 0) 
U= 00-1. 

0-1 0 

1 V gl. femer A. SPeiser: Gruppendeterminante und Korperdiskriminante. 
Math. Ann. Bd. 77 (1916), S.546. 
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Wenn wir unter j eine beliebige rationale Funktion der 5 Variablen 
xl> ... , Xs verstehen und die 60 Matrizen der adjungierten Gruppe r 
mit Ai (i = 1, ... , 60) bezeichnen, so haben wir auf j die samtlichen 
Permutationen der alternierenden Gruppe auszutiben und den Aus
druck zu bilden 

.2 jiAi = M (Xl> ... ' xs)· 
Falls M nicht identisch verschwindet, werden ihre Zeilen bei den 

Permutationen der Variablen die Substitutionen der Gruppe r erfahren. 
Wir wahlen nun j in besonders geeigneter Weise, indem wir fUr sie 
eine Funktion w nehmen, die zu der durch 5 erzeugten zyklischen 
Gruppe gehart. Zerlegen wir die Ikosaedergruppe nach dieser Unter
gruppe und ihren Nebengruppen, so kannen wir als reprasentierende 
Elemente der letzteren die folgenden 12 wahlen: 

E, U, T, UT, TS, UTS, ... , TS4, UTS4. 

T = transponierte Substitution zu T 
U=U. 

60 

Nun haben Wir zu bilden: 2,'w;A;. Summieren Wir erst tiber die 
;=1 

5 Matrizen der zyklischen Untergruppe, so andert sich w nicht, und 
wir erhalten 

i §=(~ ~ ~)=ii. 
1 000 

Nun iiben wi! die Substitution U aus, wobei w in w' iibergehen mage. 
Summieren wir wieder tiber die 5 Elemente 5; V, wobei wimmer 

in dieselbe Funktion w' tibergeht, so finden wir 

HU= 0 0 0 . (-5 0 0) 
000 

Indem wir in dieser Weise fortfahren, erhalten wir 

__ (V5' 2 {5, 
HT= 0 0 

o 0 

2si l5 
o 
o 

T) 
2 S4; V) 

o . 
o 

Die mit w konjugierten Funktionen bezeichnen wir in der angegebenen 
Reihenfolge mit w, w', ... , W(ll) und setzen nun 

w-w' = U OO ' wIt -w'" = uo, W(4) -W(5) = u4' •.. ' 

w(lO) - W(ll) = u1 , 
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indem wir die Bezeichnung von Klein (1. c. S. 154) benutzen. Man findet, 
daB nur die erste Zeile von 0 verschieden ist, und zwar lautet sie 

5uoo +V5 (uo+ uI + u2 + u3 + u4 ), 

2 y 5 (uo + S4 UI + S3 u2 + S2 u3 + S u4), 

2 y 5 (uo + S u l + S2 u2 + S3 u3 + S4 u4) • 

Diese 3 Funktionen von xl>"" X5 erfahren also bei den. Vert au
schungen der alternierenden Gruppe die ternaren Ikosaedersubstitu
tionen. Indem wir sie noch durch 5 dividieren, bezeichnen wir sie mit 
Ao, Al> A2 und erhalten 

Ao·Y5=uoo {5+uo+ uI + u2 + u3 + u4 , 

AI' Y 5 = 2 (uo + S4 ul + S3 u2 + S2 ua + S u4), 

A2 • {5 = 2 (uo + SUI + S2 U 2 + S3 U 3 + S4 u4). 

Hiermit sind wir jedoch noch nicht zu Ende, sondern wir k6nnen 
eine weitere Tatsache benutzen, namlich, daB sich die Ikosaedergruppe 
auch als lineare gebrochene SUbstitutionsgruppe einer Variablen dar
stellen laBt. Projiziert man die Ikosaederdrehungen stereographisch 
auf die komplexe Zahlenebene, so erhalt man sie. Eine leichte Dber
legung, die man bei Klein (a. a. O. S. 39) nachlesen ~ann, gestattet, sie 
herzustellen. Wir schreiben sie gleich in homogener Form auf, indem wir 
z = x/y setzen und die Determinanten so normieren, daB sie aIle = 1 
werden. Hierdurch sind die Matrizen bis auf das Vorzeichen bestimmt 

(± S3 0) 
S = 0 ±S2 

u = ( 0 ± 1) 
±l 0 

Die 120 Substitution en bilden eine Gruppe, welche einen N ormal-

teiler von der Ordnung 2 enthalt, (~ ~) und (- ~ _ ~). Seine 

Faktorgruppe ist die Ikosaedergruppe. 

Diese 120 Substitution en iibe man nun aus auf die Variablen x und 
y der quadratischen Form 

a x2 + b x y + C y2. 

Bezeichnet man eine der so entstehenden Formen mit 

a' x2 + b' x y + c' y2, 

so sind die neuen Koeffizienten lineare Formen der alten, d. h. die 
Koeffizienten a, b und c erfahren eine tern are Substitution, die (nach 
einer von Hurwitz eingefiihrten Bezeichnungsweise) induziert ist durch 
die Substitution auf die Variablen. Die induzierte Substitutionsgruppe 
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ist nur noch von der Ordnung 60 und mit der Ikosaedergruppe iso
morph, sie muB also mit r oder r aquivalent sein. Eine elementare 
Rechnung zeigt, daB, wenn man die binare Form in der Gestalt annimmt 

Al x2 + 2 Ao x y - A2 y2 = t (x, y) 

und die transformierte entsprechend mit 

Al x2 + 2 Ao x y-A2 y2 = f' (x, y) 

bezeichnet, die 3 Koeffizienten A o, AI' A2 gerade die Substitutionen 
r erfahren. 

Folgende 3 Operationen erzeugen also aus der Form 

AIX2+ 2Aoxy-A2y2 

dieselben 60 Formen: 
1. Man ubt auf die Variablen x und y die 120 binaren Substitu

tionen aus. 
2. Man ubt auf die Koeffizienten A o, Av A2 die 60 Substitution en 

von r aus. 
3. Man ersetzt die Formen, die ja im Ikosaederkorper liegen, durch 

die konjugierten. 
Jetzt set zen wir die Form t(x, y) gleich Null und erhalten 

x - Ao ± VAg + Al A2 
Y = Al =IX. 

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 

A8+AIA2=d 

stellt die Determinante der Form dar und bleibt daher fUr alle 60 Formen 
derselbe, d. h. d liegt im Grundkorper. Seine Quadratwurzel ist eine 
akzessorische Irrationalitat, die mit dem Ikosaederkorper nichts zu tun 
hat, deren Adjunktion zum Grundkorper wir aber nicht vermeiden 
konnen. 

Die Wurzeln der ubrigen Formen sind nun identisch mit den zu 
IX konjugierten GroBen. Wegen 1. erhalt man sie jedoch, indem man 
in der Gleichung 

x/y = IX 

auf die linke Seite die gebrochenen linearen Substitutionen anwendet 
und nach x/y auflost, also mit anderen Worten: indem man auf IX die 
inversen gebrochenen linearen Ikosaedersubstitutionen ausubt. Diese 
gehoren aber zur selben Gruppe, und wir haben daher in IX eine GroBe 
des Ikosaederkorpers, welche beim Dbergang zu den konjugierten 
eben diese gebrochene Substitutionsgruppe erfahrt. Setzt man sie in 
der zugehOrigen Invariante (Klein a. a. O. § 13) 

[_Z20 _ 1 + 228 (zIG - Z5) - 494 zIO] 3 

Z = 1728 [z (ZIO + 11 Z6_ 1)]6 =F (z) 
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ein, so erhaIt man fur Z eine GroBe des Grundkorpers. Man erhaIt 
also durch Auflosung der Gleichung 

F (z) =Z 
jeden Ikosaederkorper, und wir konnen in jedem solchen Korper von 
vornherein eine Zahl ex angeben, welche dieser Gleichung im Grund
korper genugt, wobei wir stets voraussetzen, daB yd mit zum Grund
korper gerechnet wird. 

Schlul3. 
Die Gruppentheorie ordnet sich der Theorie der allgemeinen hyper

komplexen Zahlen unter, welche von Dedekind, WeierstrajJ, Molien, 
Frobenius, Cartan geschaffen worden ist und neuerdings unter dem 
Namen einer Theorie der Algebren eine bemerkenswerte Weiterent
wicklung erfahren hat. Man findet die moderne Lehre dargestellt in 
dem Werk von L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, uber
setzt von J. J. Burckhardt lind E. Schubarth, Zurich 1927, van der 
Waerden, Moderne Algebra, Deuring, Algebren, Berlin 1935. 

Absichtlich haben wir mehrere Dberlegungen von § 58 an mit· 
Methoden gefUhrt, die dorther stammen, und der Grund wird sofort 
klar, wenn man sich etwa uberlegt, wie unleserlich z. B. die Formeln 
des Satzes 162 in der gewohnlichen Darstellung geworden waren. Dem 
analog ware es, wenD. jemand die algebraische Zahlentheorie in die 
Sprache der zerlegbaren Formen zuruckubersetzen wollte. 

Gehen wir zum § 58 zuruck, so handeIt es sich fUr uns jetzt nur 
urn solche Falle, in denen die Koeffizienten der Elemente algebraische 
Zahlen sind, und wir wollen nun zeigen, daB das schwierige und tief
liegende Problem der Gitter in n Dimensionen, wie es in den §§ 65 
und 68 behandeIt wurde, im wesentlichen auf eine Theorie der rechts
und linksseitigen Ideale in der Algebra, welche durch die Gruppe del 
Gittersymmetrien bestimmt ist, herauskommt, wobei als Koeffizienten 
nur rationale Zahlen zugelassen werden. 

Das Gelenk, welches die Theorie der Substitutionen mit der eben 
beschriebenen Zahlentheorie verbindet, ist Satz 160 und 161, womit 
ferner zu vergleichen ist Satz 97 und 121. Bezeichnet man die Zahlen 
der Algebra mit ganzen rationalen Koeffizienten als ganze Zahlen, so 
liefern die Zahlen einer ganzzahligen Substitutionsgruppe nach Satz 160 
Systeme von ganzen Zahlen, welche bei rechtsseitiger MuItiplikation 
mit den Gruppenelementen eine ganzzahlige Substitution erfahren. Der 
durch eine solche Zeile erzeugte Modul mit ganzzahligen Koeffizienten ak 

al Cn + a2 Ci2 + ... + an Cin 
bildet daher ein rechtsseitiges Ideal. Ganzzahlig aquivalente Substitu
tionsgruppen derselben Klasse (vgl. den fur diese Theorie fundamen
talen Satz 190) ergeben dasselbe Ideal. 
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Satz 185 besagt nun in der Sprache der Algebren, daB jede der 
Algebren, welche durch Gruppen entstehen, die "direkte Summe" von 
rational irreduziblen Algebren ist. ]eder rational irreduzible Bestandteil 
muB fiir sich betrachtet werden, damit eine klare Zahlentheorie ent
steht. Es ist dies die genaue Verallgemeinerung der Tatsache, daB 
der Korper der p-ten Einheitswurzeln bloB den Grad p - I hat. 

Will man eine rational irreduzible Algebra weiter zerlegen, so muB 
man den Korper der Charaktere adjungieren. Dieser bildet das "Zentrum" 
der Algebra. Die so entstehenden Algebren lassen sich nicht weiter 
zerlegen, aber durch Einfiihrung gewisser weiterer Irrationalitaten kann 
man sie auf die Gestalt der "einfachen Matrixalgebren" bringen. Dies 
ist der Inhalt der Satze 162 und 181. 

Die Theorie der Idealklassen ist koordiniert mit der Frage nach 
den ganzzahlig aquivalenten Substitutionsgruppen, also mit Satz 190. 

Ferner besagt Satz 206, daB die zweiseitigen Primideale, welche 
nicht in der Ordnung der Gruppe aufgehen, schon im Zentrum der 
Algebra liegen, wahrend Satz 204 einigen AufschluB iiber die sog. 
Diskriminantenteiler liefert. 

Hier endet die selbstandige Stellung der Gruppentheorie. Sie miindet 
in die allgemeine Zahlentheorie, indem sie ihr wertvolle neue Erkenntnis 
zufiihrt. 
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