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Vorwort.

Bei den Berechnungen, welche den Durchgang
der Wiarme durch Gefalwinde oder durch andere
plattenférmige Korper zum Gegenstande haben, ver-
nachléssigt man in der technischen Praxis zumeist
den Unterschied, der zwischen dem tatsdchlichen
Verlaufe der Vorgénge und dem stationdren Zustande
besteht, und bei Versuchen betrachtet man diesen so-
genannten ,Beharrungszustand“ als erreicht, wenn die
Ablesungen der zu den Erhebungen beniitzten Instru-
mente konstant geworden sind oder gleichgrofle
Schwankungen um Mittelwerte erkennen lassen. Die
Erscheinungen, welche der Erreichung dieses ,Be-
harrungszustandes“ vorhergehen, bilden verhiltnis-
méflig selten den Gegenstand von Ermittlungen.

Immerhin ergibt sich mitunter die Notwendigkeit,
auch den Vorgiingen wihrend der Inbetriebsetzungsarbei-
ten von Dampfkesseln und Apparaten ndherzutreten und
Untersuchungen anzustellen, ob die in den einzelnen
Fallen gemachten Voraussetzungen zutreffend sein
kénnen. Den unmittelbaren Anlafl zur vorliegenden Studie
gab die Beurteilung eines fiir Zwecke der chemischen In-
dustrie erbauten groflen Kochers aus GufBleisen von
200 mm Wandstirke, der fiir direkte Feuerung eingerichtet
war und unter hohem inneren Druck betrieben werden
sollte. Dabei konnten Erwégungen iiber die Vorginge
wihrend der Anheizperiode nicht unberiicksichtigt
bleiben, weil die Materialbeanspruchung mit der jeweili-
gen Temperaturverteilung in unmittelbarem Zusammen-
hange steht. Auch fiir zahlreiche andere Gegenstinde der
Feuerungstechnik sind die den Beharrungszustinden zeit-
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lich vorhergehenden Erwarmungserscheinungen von hin-
reichender Wichtigkeit, eine eingehendere Beschiftigung
mit den Warmeleitungsproblemen zu rechtfertigen.

Aber die in den verbreiteten Lehrbiichern der
Physik gegebenen Bearbeitungen der von Fourier
entwickelten Theorie der Wiérmeleitung sind im
allgemeinen wenig geeignet, unmittelbare Anwendung
auf technische Probleme zu gestatten; ihre Beispiele
haben zumeist nur subtile Versuche in physikalischen
Laboratorien oder technischen Gesichtskreisen einiger-
mallen entriickte kosmische Vorginge, die sdkulare
Abkithlung der Erde u. dgl. zum Gegenstande

Die in vorliegender Schrift auf Vorgénge in platten-
formigen Kérpern beschriankte Darstellung ' niipft an
niaherliegende Aufgaben an, aus deren me ziffer-
miflig angegebenen Voraussetzungen die al - ieinen
mathematischen Beziehungen entwickelt werden. Dabei
ergab sich mitunter die Gelegenheit, einigen fiir das
Studium der Erscheinungen der Wéarmeiibertragung
wichtigen Begriffen naherzutreten und manche geliufige
Vorstellung auf ihre eigentliche Bedeutung zuriickzu-
fiilhren. Die erste Fassung dieser Arbeit ist in der
»Leitschrift der Dampfkesseluntersuchungs- und Ver-
sicherungs-Gesellschaft a. G.“, 41. Jahrg., 1916, Nr. 7—12,
unter dem Titel ,Betrachtungen iiber die Bewegung
der Wiarme“ erschienen.

Wien, 1. Februar 1917. Der Verfasser.
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Erstes Kapitel.

Von der Geschwindigkeit, mit welcher sich die
Wiérme bei ihrer Ubertragung von einem Kérper zum
anderen und somit von einem Orte zum anderen be-
wegt, ist bei der Betrachtung der Gesetze, welche
diese Ubertragung beherrschen, fast niemals die Rede.
Nur wenige Autoren sind aufrichtig genug, dem ihnen
durch die Unterdriickung eines mit den Vorstellungen
von Bewegung und Strémung unzertrennlichen Be-
griffes bereiteten Unbehagen insoweit Ausdruck zu
verleihen, als sie die Beiseitesetzung einer fiir mog-
lichst hypothesenfreie Darstellung allerdings recht
hinderlichen Groéfle zu begriinden trachten. So heil}t
es beispielsweise in einem beriihmten Werk iiber die

Theorie der Warme:

»Wenn wir die Bewegung einer stofflichen Substanz beschreiben,
so fassen wir einzelne materielle Punkte ins Auge, welche wéihrend
der Fortbewegung identisch bleiben; die aufeinanderfolgenden Orte
in der wechselnden Zeit bilden die Bahn eines materiellen Teilchens;
in jedem Augenblick kommt ihm eine bestimmte Geschwindigkeit zu.
‘Wenn nun auch die Vorstellung der Wérme als eines substantiellen
Agens in vieler Hinsicht zutrifft, so fragt es sich doch, ob wir von
einer Fortleitung von einzelnen Teilchen dieses Agens reden diirfen.
Dazu haben wir in der Tat keine Berechtigung; denn wir haben kein
Mittel, um einzelne .Wéarmepunkte‘ als solche einzeln zu erkennen
und in ihrer Bewegung zu verfolgen; es hat also auch keinen Sinn,
von einer Geschwindigkeit der Warmeteilchen zu sprechen, da wir
tiberhaupt nicht wissen, ob solche existieren. Auch das wird uns den
Schluf nahelegen, dall die Warme wahrscheinlich iiberhaupt kein
stoffliches Agens ist, wenn sie auch in einem bestimmten Tat-
sachenbereich sich wie eine unzerstérbare Substanz verhilt. Ubrigens
befinden wir uns auch gewissen anderen physikalischen Agentien,
z. B. der Elektrizitat, gegeniiber in &hnlicher Lage; auch bei ihr
wiire es eine unbegriindete Hypothese, wenn wir an ihre Fort-

Krauss, Warmeleitung. 1



2 Erstes Kapitel.

bewegung im galvanischen Strome die gewéhnlichen Begriffe anlegen
wollten, wie wir sie bei ponderablen Kérpern brauchen. Bei solchen
Agentien, wie es die Wiarme und die Elektrizitit sind, kénnen wir
sinnlich nur erkennen, dafl in einer bestimmten Zeit durch eine be-
stimmte Fldche im Innern eines Korpers oder durch die Trennungs-
fliche zweier Korper hindurch ein gewisses Quantum des Agens
hindurchgegangen ist. Das ist das einzige Phinomen, welches wir
verfolgen konnen, und insofern nur kénnen wir davon reden, daf
diese Agentien stromen.”

»Mit welcher Geschwindigkeit geht also dieses
Agens durch die Flache?*“ fiihlt man sich trotzdem
versucht, zu fragen. Wenn diese Frage ganz unsinnig
wire, benotigte es keiner langen Auseinandersetzung,

ihre Unsinnigkeit deutlich zu erweisen.

Mit dem Begriff und der diesem Begriffe zugrunde
liegenden Vorstellung einer Stromung ist der Begriff
einer Stromungsgeschwindigkeit untrennbar verkniipft.
Eine Strémung ohne Geschwindigkeit kann weder ge-
dacht noch realisiert werden. Hier gibt es nur zwei
Wege. Entweder hélt man an dem Ausdruck und dem
untergelegten Bild eines , Wirmestromes* fest, der
durch die Korper hindurchgeht, und ordnet der Strémung
eine Stromungsgeschwindigkeit bei oder man lift das
Bild der Stromung fallen und beschiftigt sich nur mit
den Zustandséinderungen der Korper und ihrer Teile.
Nur auf diesem zweiten Wege wird man sich in Uber-
einstimmung mit den heutigen Ansichten iiber die
Natur der Wérme befinden.

Die einzigen Phénomene, welche verfolgt werden
konnen, sind Bewegungen und Zustandséinderungen von
Korpern. Wenn man aus solchen Zustandséinderungen
der Teile eines Koérpers den Schlufl zieht, dafl ein
gewisses Quantum eines Agens durch eine Fliche
hindurchgegangen sei, so hat man sich bereits auf den
Boden einer Hypothese begeben, indem man das Vor-
handensein eines beweglichen Agens voraussetzt. Diese
Hypothese kann durch den Umstand, dal man diesem
beweglichen Agens keine Geschwindigkeit zuschreibt,



Die Hypothese des Wirmestoffes. 3

nicht mehr beseitigt werden. Es ist dies auch bei den
Vorgéngen der Wérmeleitung weder notwendig noch
niitzlich. Man braucht sich dieses Agens nur als eine
gewichtslose, elastische Fliissigkeit zu denken, welche
alle Korper durchdringt und ihnen die Eigenschaft der
Temperatur verleiht. Die in einem Kérper enthaltene
‘Wirmestoffmenge oder Wiarmemenge wird durch das
Produkt seines Wirmefassungsvermoégens (Wérme-
kapazitit) und seiner absoluten Temperatur aus-
gedriickt. Als Konzentration oder Dichte der Warme
in einem Korper ist die in der Volumeneinheit des
Korpers enthaltene Wirme anzusehen. Es gelten die
iiblichen MafBleinheiten.

Die Ableitung des Grundgesetzes der Wirme-
leitung fullt auf der Vorstellung des Wiarmestoffes
und geht von der Annahme aus, dall die Warmemenge,
welche in der Zeiteinheit durch ein senkrecht auf der
Richtung des Warmestromes stehendes Flichenelement
des Querschnittes eines Korpers hindurchgeht, der
Grole des Flachenelementes und dem an seinem Orte
herrschenden Temperaturgefille proportional sei. Die
in dem Zeitelement &f hindurchgehende Wérmemenge
ist daher

oT
w:_kqgat . . . . . . . . . 1)

Es bedeuten A einen von der Natur des Korpers
abhingigen Koeffizienten, ¢ die GroBle des Quer-
schnittselementes, s die in der Richtung des Wirme-
stromes gemessene Entfernung des Querschnittselemen-
tes von einem willkiirlich gewéhlten Fixpunkt und T
die Temperatur des Korpers im Querschnitt g. Die
Temperatur ist als eine Funktion des Ortes und der
Zeit, somit der unabh#éngigen Variabeln s und ¢ anzu-
sehen T=f(s, 1)

oT aT



4 Erstes Kapitel.

Bedeuten y das spezifische Gewicht und ¢ die spe-
zifische Wiarme des Koérpers im Querschnitt ¢, so ist
die Dichte der Wirme an dieser Stelle

D=vyeT
und es ist ferner
oD or oD or
s 1005 W G TG

Bedeutet v die Geschwindigkeit des Wirmestromes
im Querschnitt g, so ist die im Zeitelement & durch
den Querschnitt g tretende Wirmemenge

=qovD2. . . . . 2)

Durch ein gleichgrofles Flaehenelement eines zu
dem eben betrachteten parallelen und nur um das kleine
Stiick 8s von diesem entfernten Querschnittes geht
wihrend des gleichen Zeitelementes 3¢ die Warmemenge.

wy,=qv,Dyt . . . . . . . . . .3

worin v, = v —|—g}; gsund D, =D —|— %? 3s ist.

Besteht ein Unterschied zwischen den beiden Warme-
mengen w und w,;, so bewirkt dieser eine Verdnderung
der Dichte der Wiarme in dem zwischen den beiden
Querschnitten befindlichen prismatischen Kérperelement
vom Rauminhalt ¢ s, weil durch die eine Grundfléche ¢
mehr oder weniger Wirme in das Prisma gelangt, als
durch die parallele Fliche abstromt. Es ist also

w—w1:q53%?—5t B )

Setzt man die Werte fiir v;, D; und %Itl in diese

Gleichung ein, so erhilt man

@) oT
T Tos
Aus den Gleichungen 1) und 2) ergibt sich:
orT
vD=—A%"
Somit ist N 92T oT

osr T o
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Dies ist aber die bekannte Fouriersche Funda-
mentalgleichung fiir die Warmeleitung. A ist die so-
genannte Wirmeleitungszahl, welche angibt, welche
‘Wérmemenge in der Zeiteinheit durch die Fldchenein-
heit hindurchgeht, wenn das Temperaturgefille =1 ist.

Aus den Gleichungen 1) und 2) ergibt sich:

ym_ > 10T 5
7 i

Die Stromungsgeschwindigkeit der Wérme im
Innern eines Korpers ist demnach der Temperatur
verkehrt und dem Temperaturgefdlle direkt propor-
tional. Die Dimensionen der Griéflen sind wie sonst:

A =mi1t7, [T]=0Pt2 [y]=ml1=3 [c]=1

und [v]=1t"1.

Es ist wichtig, zu bemerken, daf} die Theorie der
reinen Warmeleitung auf die thermodynamischen Vor-
ginge, welche mit den Temperaturinderungen der
Korper verkniipft sind, keine Riicksicht nimmt und die
physikalische Beschaffenheit der warmeleitenden Kor-
per als unverénderlich voraussetzt. Tatséichlich finden
bei jeder Temperaturdnderung eines Kérpers Verwand-
lungen von Wérmemengen in &quivalente innere und
#ulere Arbeiten oder umgekehrt statt, wodurch die
MafBzahlen der Dichte, der spezifischen Wirme und
des Wirmeleitungsvermégens veréindert werden. Be-
deutet k irgendeine dieser Mafzahlen, so kann ihre
Abhéngigkeit von der Temperatur durch einen allge-
meinen Ausdruck von der Form

ke =ko(1 4+ ot +Bt24...)

dargestellt werden. Die Koeffizienten «, § usw. sind
kleine Zahlen und nur fiir sehr wenige Korper genau
bestimmt. Fiir die Warmeleitungszahl A und Schmiede-
eisen zwischen 0 und 300° wird « mit — 0,0011, fiir
Gulieisen mit — 0,00075, fiir Kupfer mit 4 0,0000389 an-
gegeben. Der Einflull der Verinderlichkeit der Gréfien
mit der Temperatur ist demnach innerhalb nicht zu
weit auseinanderliegender Grenzen sehr gering.
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Bei der sogenannten stationfiren Wirmestrémung
durch eine Platte, deren Oberflichen auf verschiedenen,
aber konstanten Temperaturen gehalten werden, hat
das Wirmegefille an jedem Punkte im Innern der Platte
den gleichen unverénderlichen Wert. Denkt man sich
die Platte dureh zahlreiche den Oberflichen parallel
gefithrte Schnitte in diinne Schichten zerlegt, so stromen
durch jede Schichte und durch jede Trennungsfliche
zweier Schichten in gleichen Zeitrdumen gleiche Wéarme-
mengen und die Stirke der Stromung, als welche das
Verhaltnis der durch eine Trennungsfliche strémenden
Wirmemenge zu der dazu erforderlichen Zeit gilt, ist
in allen Schichten und ihren Trennungsflichen in jedem
Zeitpunkte die gleiche.

Nachdem aber die Stromungsgeschwindigkeit laut
Gleichung 5) bei konstantem Temperaturgefille der
Temperatur umgekehrt proportional ist, ergibt sich,
dall die Wirme im stationéren Strom bei hohen Tem-
peraturen viel langsamer durch eine Platte geht und
lingere Zeit dazu braucht, um den Weg von der einen
Seite der Platte zur anderen zuriickzulegen, als bei
niedrigen Temperaturen. Dies ist in vollkommener
Ubereinstimmung mit den Stromungsvorgédngen elasti-
scher Mittel. Natiirlich darf die so ermittelte Stromungs-
geschwindigkeit nicht mit der Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit der Wiarme verwechselt werden, welche zur
Stromungsgeschwindigkeit in einem &hnlichen Ver-
hiltnisse steht wie die Schallgeschwindigkeit zur
Stromungsgeschwindigkeit verdichteter Luft in einer
Réhre.
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Die Frage, mit welcher Geschwindigkeit sich die
Wirme im stationdren Strome durch eine Platte hin-
durch bewege und welche Zeit verfliele, bevor die in
irgend einem Augenblick auf der einen Seite der Platte
zugefithrte Warme auf der anderen Seite herauskomme,
ist somit keineswegs unsinnig und kann, von dem Stand-
punkte der Hypothese ausgehend, fiir welchen der Aus-
druck ,Wéarmestrom® allein Berechtigung haben kann,
ganz wohl beantwortet werden.

Wenn in einer schmiedeisernen Platte von 25 mm
Starke ein lineares Temperaturgefidlle von .400° pro
Meter herrscht, wobei der Unterschied der Oberfldchen-
temperaturen der Platte 10° betragt, strémen in der
Stunde durch 1 qm der Platte 20.000 Kalorien. Hat die
kiltere Seite der Platte eine Temperatur von 0° C,
d. i. 273% abs., so ist die Stromungsgeschwindigkeit der
Wirme im Eisen an der Austrittsstelle 81 und an der
Eintrittsstelle 78,5 mm in der Stunde. Die Stromungs-
geschwindigkeit ist sehr gering und die Warme braucht
18,7 Minuten, um durch die Platte zu gehen. Bei einer
Temperatur von 100° C der kélteren Oberfliche wiren
die Geschwindigkeiten 59,6 bzw. 58 mm in der Stunde
und die Zeit fiir den Durchgang der Wirme 25,5 Min.
Dabei ist mit A =50 und yc =900 gerechnet.

Wenn das Temperaturgefille %sg =-— A, die Stédrke

der Platte S und die absolute Temperatur T, der kil-

teren Oberfliche gegeben sind, so ist die fiir den Warme-

durchgang erforderliche Zeit in Stunden

vye (S |, T,

T(?""?f) 5

wenn als MaBleinheiten Kilogramm und Meter gelten.
Die weitere rechnungsméfiige Verfolgung der

Wirmeleitungsvorginge auf Grundlage der Hypothese

ist fiir den Gegenstand dieser Studie von keiner Be-

deutung. Wo es im Verlaufe der folgenden Ausfiih-

rungen notwendig oder niitzlich sein sollte, auf den

1=
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Begriff ,Wirmestrom® zuriickzukommen, diirften die
gegebenen Erklarungen zur Gewinnung einer deut-
lichen Vorstellung ausreichen.

In der praktischen Wirmetechnik der Dampf-
betriebe, der ehemischen Industrie, des Heizungswesens
usw. hat man es hauptsédchlich mit plattenférmigen
Ko6rpern zu tun, in denen sich die Wéarmeleitungs-
vorgiange abspielen. Da bei solchen Korpern Tempe-
raturunterschiede in den zu beiden Oberflichen paral-
lelen Richtungen nicht auftreten oder doch meist ver-
nachlassigt werden diirfen, erlaubt die in folgendem
geiibte Beschrankung auf solche Korper eine wesent-
liche Vereinfachung der Betrachtung, die im allge-
meineren Falle jeder Richtung durch drei gleichwertige
Komponenten Rechnung tragen miifite.

Als lineare Temperaturverteilung in einem platten-
formigen Korper gelte jener Zustand, bei welchem der
Unterschied der Temperatur an einem Punkt im Innern
der Platte von der Temperatur an einer Oberfliache
der Platte, der Entfernung des betrachteten Punktes
von der Oberflache proportional ist. Bedeutet also T
die Temperatur an einer Oberfliche, so ist an einem
in der Entfernung s von der Oberfliche im Innern der
Platte befindlichen Punkte die Temperatur T'=T,-}- 4s,
worin 4 ein konstanter Faktor ist.

Bei solcher Temperaturverteilung herrscht an jedem
beliebigen Punkt im Innern der Platte die Mittel-
temperatur einer nach allen Richtungen gleich, aber
beliebig weit ausgedehnt gedachten Umgebung, soweit
diese die Grenzen der Platte nicht iiberschreitet.
Nimmt man nun an, dall Anderungen der Temperatur-
verteilung im Innern eines Kérpers, also Anderungen
der Temperaturen an verschiedenen Punkten nur durch
vorhandene Temperaturdifferenzen (7, —T,) bewirkt
werden konnen, so ist es bei der linearen Temperatur-
verteilung im Innern eines plattenféormigen Korpers
ausgeschlossen, dafl eine Anderung dieser Temperatur-
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verteilung jemals im Laufe der Zeit eintritt. Denn in
jedem einzelnen Punkte wirkt der in einer bestimmten
Richtung gemessenen Temperaturdifferenz eine gleich-
grofe Temperaturdifferenz in der entgegengesetzten
Richtung entgegen und es kann daher eine Verdnderung
weder in dem einen noch in dem anderen Sinn erfolgen.
Man kann daher an einer Platte, in welcher eine lineare
Temperaturverteilung herrscht, weder mit Thermo-
metern, Thermoelementen, noch mit anderen Instru-
menten wahrnehmen oder sinnlich erkennen, dafl durch
irgend eine Fliche im Innern der Platte ein Agens
hindurchgeht. Nachdem die einmal festgestellten Tem-
peraturen keine Anderungen erleiden, wird man sagen
miissen, im Innern der Platte geht gar nichts vor
sich.

Die Stabilitdt der Zustdnde im Innern der Platte
hat ihren Grund nicht allein in der linearen Temperatur-
verteilung, sondern ebensowohl in der homogenen Be-
schaffenheit der Umgebung jedes einzelnen Punktes.
An den beiden Oberflichen der Platte ist aber diese
Isotropie oder homogene Beschaffenheit der Umgebung
jedes einzelnen Plattenpunktes nach allen Richtungen
nicht mehr vorhanden, denn nach der einen Seite er-
streckt sich das Material der Platte und nach der
anderen Seite der Stoff des umgebenden Mittels.

An den beiden Oberflichen mufl daher auf andere
Art dafiir gesorgt sein, jede Verdnderung der Ober-
flichentemperatur hintanzuhalten. Denn auch fiir die
Oberflichen mull man die Annahme gelten lassen, daf
Temperaturdnderungen durch vorhandene Temperatur-
differenzen bewirkt werden. Damit die gegen das Innere
der Platte zu vorhandenen Temperaturunterschiede eine
Verinderung der Oberflichentemperatur nicht bewirken
konnen, ist es notwendig, die Mittel, welche die Ober-
flichen beriihren, auf ganz bestimmten Temperaturen
zu halten und auf diese Weise den Ersatz der zum
Ausgleiche notigen Temperaturdifferenzen zu bewerk-
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stelligen. Dabei findet auf der wirmeren Seite der Platte
ein Warmeverbrauch statt, dem ein gleichgrofler Wirme-
gewinn auf der kélteren Seite der Platte gegeniiber-
steht. Nur an den beiden Oberflaichen geht eine Wechsel-
wirkung der Stoffe vor sich, die etwa an der heilen
Oberfliche an der Kondensation von Wasserdampf und
an der kalten Flache am Schmelzen von Eis wahr-
genommen werden kann, wenn Kis und Wasserdampf
die Mittel sind, welche die Oberflichen beriihren; im
Innern der Platte findet gar kein Vorgang statt,
welcher die Vermutung nahelegen koénnte, die Warme
des Wasserdampfes sei durch die Platte hindurch auf
das Eis iibertragen worden. Zwischen den beiden Vor-
géngen an den verschiedenen Seiten der Platte besteht
kein Zusammenhang, denn bei gegebenen Zustédnden
der dulleren Mittel, welche die Oberflichen beriihren,
sind die an diesen stattfindenden Vorgidnge nur von
den augenblicklichen Zustdnden dieser Oberflichen ab-
hingig. Allerdings hédngen die Zustédnde der Ober-
flichen mit der Temperaturverteilung im Innern der
Platte zusammen; diese Temperaturverteilung kann
aber bei gleichen Zustinden der Oberflichen sehr ver-
schieden sein.
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Von den unendlich vielen méglichen Temperaturver-
teilungen im Innern einer planparallelen Platte sind die
linearen Temperaturverteilungen die einzigen, welche
stationir bleiben kénnen und, solange sie linear sind, not-
wendigerweise stationdr bleiben miissen. Fiir platten-
formige Korper der betrachteten Art, fiir welche Tempe-
raturunterschiede in allen zu den groflen Oberflichen
parallelen Richtungen als nicht vorhanden gelten, sind
daher die Begriffe ,,lineare* und ,,stationére* Temperatur-
verteilung gleichbedeutend. Es wird sich zeigen, dal} diese
stationdren Zustinde als Grenzfille anzusehen sind,
denen man sich kiinstlich in endlichen Zeitrdumen zwar
beliebig ndhern, sie aber niemals erreichen kann.

Bei der Behandlung der Vorgéingein plattenférmigen
Koérpern stellt sich die zu bearbeitende Aufgabe etwa,
folgendermaflen dar: Es ist der zeitliche Verlauf der
Temperaturen im Innern und an den beiden Oberflichen
einer Platte festzustellen, wenn diese bei gegebener
urspriinglicher Temperaturverteilung der dauernden
Einwirkung erwirmender oder abkiihlender Mittel an
ihren beiden Oberflichen ausgesetzt ist.

Die Beeinflussung der beiden Oberflichen kann in
mannigfacher Art vorausgesetzt sein. Beispielsweise kann
gefordert sein, daBl beide Oberflichen dauernd auf den
gleichen oder verschiedenen konstanten oder nach einem
gewissen Gesetz verdnderlichen Temperaturen gehalten
werden. Oder es kann die Bedingung gestellt sein, dal
die eine Oberfliche dauernd etwa von Rauchgasen be-
stimmter Temperatur berithrt werde, wihrend die andere
Oberilache von Wasser bespiilt wird. Eine allgemeine
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Lisung fiir jeden méglichen und denkbaren Fall ist natiir-
lich nicht zu finden, immerhin koénnen zahlreiche Fille
nach einer Schablone behandelt werden.

Mathematisch ist jede einzelne Aufgabe als gelost zu
betrachten, wenn 7 als eine Funktion von { und s ge-
funden ist, welche

1. der allgemeinen Fourierschen Grundgleichung ge-

niigt,
2. fiir t = 0 die urspriingliche Temperaturverteilung er-
gibt und

3. den fiir die beiden Oberflichen, d. i. fiir s = 0 und

s =8 gestellten Bedingungen geniigt.

Die Fouriersche Grundgleichung

, 0T oT

ds2 V¢ ot
hat unendlich viele mathematische Lisungen, von denen
indessen nur einige fiir die hier behandelten Probleme von
physikalischer oder technischer Bedeutung sind. In der
theoretischen Physik ist es gebriauchlich, den Quotienten

A
7 welcher den Namen Temperaturleitungskoeffizient

fiihrt, mit a2 zu bezeichnen, so daB die Gleichung die Form

erhalt: a2 ?T __ oT
0s2 ot
Der partielle Differentialquotient — - ist als Ge-

‘ ot
schwindigkeit der Temperaturinderung anzusprechen.

Der partielle Differentialquotient %sz heillt das Tempe-
raturgefille und ist ein Mall des Unterschiedes der Tempe-
ratur eines Punktes von der Temperatur des in der Rich-
tung s unmittelbar benachbarten Punktes. Ist daher fiir
irgend eine als Funktion von s gegebene Temperatur-
verteilung der erste Differentialquotient eine konstante
Grofle, so bedeutet dies, dafl jeder Punkt die Mittel-
temperatur seiner Umgebung besitzt. Diese kann sogar
beliebige, aber nach jeder Richtung gleichgrofie Aus-
dehnung haben.
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2
Der zweite Differentialquotient o°T der als Funktion

ds?
von s gegebenen Temperaturverteilung ist fiir jeden ein-
zelnen Punkt ein Mafl der Ab-
= /75,
weichung der Temperatur des T[Q

»

Punktes von der Mitteltempe- 7.
ratur seiner allernéchsten Um-
gebung. Stellt in Fig. 1 die
Kurve BAC ein Bild der als
Funktion von s gegebenen
Temperaturverteilung dar und
ist NA die Temperatur eines
Punktes an der Stelle s und ND
die Mitteltemperatur zweier
gleichweit davon entfernten
Punkte, so ist AD die Gréfle
der Abweichung der Tempe-
ratur des betrachteten Punktes
von der Mitteltemperatur der
Nachbarschaft,

o

5

&)

N

ails

R

02T
AD=CE = F) Zs.

Die Fouriersche Grundgleichung kann daher in der
Form ausgesprochen werden: Die Geschwindigkeit der
Temperaturinderung jedes Punktes ist der Grofle der Ab-
weichung seiner Temperatur von der Mitteltemperatur

seiner allernéichsten Umgebung proportional.

2
Bei der linearen Temperaturverteilung ist %8—121 =0,

somit %—f =0, d. h. der Zustand ist stationdr. Ferner

erhilt man %SZ =D und T=Ds -+ C, worin C und D
konstante Gréfen sind. Da bei den folgenden Unter-
suchungen hauptséchlich nur mit Temperaturdifferenzen
und Temperaturgefillen gerechnet wird, ist die Wahl
des Nullpunktes irrelevant und man hat es daher nicht
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notig, an den absoluten Temperaturen festzuhalten,
sondern kann mit den gewohnlichen Temperaturen des
Celsiusthermometers rechnen.

Wenn in der Gleichung T = Ds 4 C, D =0 ist, so
wird T = C, also beispielsweise T' = 50. Diese Losung
entspricht dem Zustand einer Platte, welche sowohl an
ihren Oberflichen wie in ihrem Innern in allen Punkten
dieselbe Temperatur (50°) besitzt. Es mufl daher ange-
nommen werden, dafll die Platte an ihren beiden Ober-
flichen von Mitteln beriihrt wird, die ebenfalls dieselbe
Temperatur (50°) besitzen. Indessen 1ifit sich nicht
denken, wie dieser Zustand, wenn er nicht seit jeher be-
standen hat, aus einem andern Zustand hervorgegangen
sein koénnte. Immerhin darf man annehmen und die Er-
fahrung bestitigt es, dall bei dauernder Beriihrung der
Oberflichen durch Mittel gleicher Temperatur, nach end-
licher Zeit die vorhandenen Temperaturunterschiede im
Innern der Platte so gering werden, dafl sie nicht mehr
melbar sind.

Ein Beispiel stationérer Temperaturverteilung, wenn
D nicht gleich Null ist, wire

T =100 — 500 s

Ist diese Temperaturverteilung etwa in einer Platte
von 0,04 m Stirke vorhanden, so herrscht an der einen
Oberflache die Temperatur von 100° und an der anderen
die Temperatur von 80°. Zwischen den beiden Oberfldchen,
im Innern der Platte, fallen die Temperaturen nach dem
Gesetz einer geraden Linie ab. Das Temperaturgefille be-
trigt in allen Punkten der Platte, somit auch an den Ober-
flachen 500° auf den Meter*). Die Oberflichen miissen da-
her von Mitteln beriihrt werden, deren Temperaturen eine
solche Hohe besitzen, dall sie den einseitig, nach dem
Innern der Platte zu, wirkenden Temperaturgefillen das

*) Wenn hier und in der Folge von Temperaturgefillen an
den Oberflichen die Rede ist, so sind darunter die Temperatur-
gefille in den unendlich diinnen Materialschichten verstanden, deren
einseitige Grenzen die Oberflichen bilden.
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Gleichgewicht zu halten vermégen und keine Temperatur-
#nderung der Oberflichen zulassen. An der wirmeren
Seite der Platte mufl daher die Temperatur des beriihren-
den Mittels hdher als die Temperatur der Oberfliche und
an der kialteren Seite der Platte mull die Temperatur des
berithrenden Mittels tiefer als die Temperatur der Ober-
fliche sein, um den stationiren Zustand aufrecht zu er-
halten.

Mit diesen beiden Fillen sind die Moglichkeiten
stationdrer Temperaturverteilung in einer Platte er-
schopft.

Nun betrachte man eine Temperaturverteilung, welche
nicht linear ist und eben aus diesem Grunde nicht sta-
tionér sein kann. Sie sei fiir einen bestimmten Zeitpunkt
etwa durch den Ausdruck gegeben

T =A+ Bs?
t=0

Z&hlt man die Zeiten von dem Zeitpunkt an, zu
welchem diese Temperaturverteilung herrscht, so gilt
diese fiir t = 0. 4 und B sind fiir { =0 konstante Groflen.
Wenn beispielsweise die Temperaturverteilung in einer
40 mm starken Eisenplatte durch den Ausdruck

T = 100 — 18750 s
=0

gegeben ist, so stellt die in Fig. 2 eingezeichnete
Kurve ein Bild der an den verschiedenen Punkten
herrschenden Temperaturen dar. Wie immer man nun
unter diesen Umstdnden auf die beiden Oberflichen der
Platte einwirken mag, es ist unméglich, diese Tempera-
turen konstant zu erhalten. Denn cin Einflul auf das
Innere der Platte ist nur durch eine Temperaturinderung
der Oberflichen zu gewinnen. Wenn daher irgend ein
Punkt im Innern der Platte infolge der herrschenden
Temperaturverteilung die Tendenz hat, seine Temperatur
zu veréndern, so kann dieser Tendenz durch die Einwir-
kung der Oberflichen nur mittels einer Anderung der ge-
samten Temperaturverteilung begegnet werden.
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_
/oafr 1007 gg° 055
sal 83° o
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S
%//

Bei der friiher
betrachteten linearen
Temperaturvertei-
lung hat kein Punkt
die Tendenz, seine
Temperatur zu ver-

dndern, weil jeder
Punkt die Mittel-
temperatur seiner

Umgebung besitzt

Man kann jenen .
stand etwa mit die

einer elastisch -
Membrane vergl: -
chen, die in einer

Ebene gespannt ist
und sich in dieser
fortbewegt, wobei
kein Punkt der Mem-
brane die Tendenz

hat, sich aus der
Ebene herauszube-
wegen.

Bei der jetzt be-
trachteten nichtline-
aren Temperaturver-
teilung weicht die

Temperatur jedes Punktes von der Mitteltemperatur
seiner Umgebung ab und die Grofe der Abweichung,

die durch den

0T

zweiten Differentialquotienten Tt

angegeben wird, ist ein Mafl der Tendenz des Punktes,
seine Temperatur zu verandern.
Zum Zahlenbeispiel zuriickkehrend, ist

d

2T

t=

s2 T
0

— 87500
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und damit in die Fouriersche Formel eingehend, berechnet
sich mit a® = 0,0555

—- = — 2081
=0
d. h. jeder Punkt im Innern der Platte hat in dem Zeit-
punkt ¢t =0, fiir den die angenommene Temperatur-
verteilung gilt, die Tendenz, seine Temperatur in der
Stunde um 2081° oder in einer Minute um 34'7° zu
vermindern.

Diese rasche Abkiihlung der Platte konnte aber
nur dann vor sich gehen, wenn auch die Oberflichen
in gleicher Weise daran beteiligt sein konnten. An der
Oberfliche s == 0 herrscht zur Zeit t =0 die Temperatur
von 1009 an der Oberfliche s = 0,04 die Temperatur von
70°. Das Temperaturgefiille in der Platte ist

or = — 37500 s,

Js

t=0
somit gleich Null an der Oberfliche s = 0. An dieser Ober-
fliche diirfte daher keinerlei Einwirkung durch das um-
gebende Mittel erfolgen, welches wihrend der Abkiihlung
immer dieselbe Temperatur wie die Plattenoberfldche be-
sitzen miillite. Man kénnte sich diese etwa mit einem fiir
Wirme vollkommen undurchlidssigen, nichtleitenden Stoff
iiberzogen denken, der keine Wéarmekapazitit besitzt. Ein
vollkommeneres Gedankenbild entsteht jedoch, wenn man
sich mit der Oberfliche der Platte eine zweite ebense
starke Platte innig und leitend verbunden denkt, in wel-
cher eine genau symmetrische Temperaturverteilung
herrscht (Fig. 3), wobei alsdann die beiden freien Ober-
flachen der nunmehr doppelt so starken Platte so be-
handelt werden, wie es fiir die Oberfliche s = 0,04 der
einfachen Platte erforderlich ist. An dieser Oberfliche
herrscht das Temperaturgefille

or

s =0,04

~»

Krauss, Wiarmeleitung.
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Fig. 3.

Dies bedeutet, wenn man auf die Vorstellung des
,» Wirmestromes® zuriickgreift, dafl sich dieser mit einer
Geschwindigkeit von

a2

T4+ 273
aus der Oberfliche herausbewegt und, da die Dichte der
‘Wirme in der Oberfliche 308.700 Cal/cbm betrigt, eine
dauernde Wirmeabfuhr von 75.000 Cal auf den Quadrat-
meter stiindlich erfordert. Da die Temperatur der Ober-
fliche mit konstanter Geschwindigkeit abnimmt, wére es
erforderlich, dafl auch die Temperatur des die Wirme-
abfuhr bewirkenden Mittels in dem gleichen Male ab-
nehme, so dall die zwischen der Oberfliche und dem sie
beriihrenden Mittel vorhandene Temperaturdifferenz stets
den gleichen Wert beibehélt.

Da diese Forderung nur innerhalb der moéglichen
Temperaturgrenzen erfiillt werden kann, bleiben auch die
fiir entsprechende kurze Zeitrdume berechneten Ab-
kiithlungen innerhalb der moglichen Grenzen.

v = . 1500 = 0243 m/Std.
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Ftir den zeitlichen Verlauf der Temperaturen erhélt
man die Beziehung
T=100 — 18750 s2 — 2081 ¢
d.i. T=A-+Bs?+2a%BHt.

Bei Einhaltung der wurspriinglichen Oberflichen-
bedingungen verdndern sich somit alle Temperaturen mit
konstanter Geschwindigkeit und die Temperaturkurve be-
hilt ihre Gestalt bei, wahrend sie mit konstanter Ge-
schwindigkeit, je nach dem Vorzeichen von B, nach oben
oder nach unten wandert.

Dall die Temperatur jedes Punktes im Innern der
Platte ebenso rasch wie an der Oberfliche sinkt, von
welcher die Warme abgefiihrt wird, hat seinen Grund in
der eigentiimlichen Temperaturverteilung, welche den
Spannungszustdnden einer elastischen kugelférmig auf-
geblasenen Membrane zu vergleichen ist, deren Punkte
mit gleichen Kréften dem Mittelpunkt zustreben. Wenn
unter dem Einflull dieser Kréfte eine Verdnderung statt-
findet, so geht diese an allen Stellen der Membrane gleich-
zeitig und in gleichem Ausmafe vor sich.

Der hier bearbeitete Fall hitte der Aufgabe ent-
sprochen, den zeitlichen Temperaturverlauf in einer Platte
festzustellen, wenn die urspriingliche Temperaturver-
teilung in der Form T = A 4 Bs? gegeben und die Be-

£=0
dingung gesetzt gewesen wire, dafl die an den Ober-
flichen zur Zeit ¢ = 0 stattfindenden Wiarmezufuhren oder
Wiarmeabfuhren dauernd aufrecht zu erhalten sind. Als
Losung der Aufgabe hat sich ergeben:
T=A -+ Bs*+ 2a?Bt.

Die Aufgabe wére unlosbar gewesen, wenn die ur-
spriingliche Temperaturverteilung anstatt in der Form
einer kontinuierlichen Kurve nur durch einzelne Tempe-
raturpunkte, etwa an den beiden Oberflichen und in ver-
schiedencn Tiefen, gegeben gewesen wire. Denn fiir die

an den beiden Oberfldchen stattfindenden Wérmebewegun-
2%
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gen sind nicht die Temperaturen dieser Oberflichen, son-
dern die Temperaturgefédlle mafigebend.

Der zwischen den Oberflichenbedingungen und den
Temperaturverteilungen  bestehende  Zusammenhang
schliet die Kombination ungereimter Bedingungen ein-
zelner Aufgaben vollkommen aus.

Wenn beispielsweise gefordert wird, dafl eine Platte,
deren Temperaturverteilung zur Zeit O durch den Aus-
druck T = 50 ausgedriickt ist, wonach alle Punkte der
Platte die Temperatur von 50° besitzen, so kann nicht zu-
gleich gefordert sein, dafl eine Oberfliche der Platte mit
einem Korper, dessen Temperatur 500° betrage, in Be-
rithrung stehe.

Denn die zweite Forderung bedingt, dafl zwischen
zwei benachbarten Punkten der Platte, von denen der eine
der Oberfliche angehort, ein Temperaturgefélle vor-
handen sei, wihrend die gegebene Temperaturverteilung
T = 50 jedes Temperaturgefille ausschliefit.

‘Wenn man also etwa die Aufgabe zu losen hiitte, es
sei der zeitliche Temperaturverlauf in einer Platte fest-
zustellen, die zur Zeit £ = 0 in allen ihren Punkten die
Temperatur von 50° besitzt und plétzlich mit einem heiflen
Korper in Berithrung gebracht wird, dessen Temperatur
500° betrigt, so wird man die Zeitbestimmung ,,pl6tzlich*
folgendermafen in ihre Elemente zu zerlegen haben. Zur
Zeit t = 0 betragt die Temperatur des die Oberfléche der
Platte beriihrenden Mittels 50°. Im Verlaufe des Zeit-
raumes 3¢ steigt die Temperatur des die Platte beriihren-
den Mittels von 50° auf 500°, wobei diese Temperatur-
steigerung das Gesetz T, = f (t) befolgt, so zwar, da}
tir t=0, T, =50 und fiir ¢ =2, T;=500 wird. Der
Zeitraum ¢ kann alsdann beliebig klein, etwa mit ein
Zehntausendstel - Sekunde angesetzt werden. Diese Be-
griffsbestimmung von ,,plotzlich®, als eines sehr kleinen,
immerhin aber endlich begrenzten Zeitraumes ist in voller
Ubereinstimmung mit dem tatséchlich realisierbaren Vor-
gang, wobei der heille Korper, bevor er mit der Oberfliche
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der Platte in Beriihrung gebracht werden kann, dieser ge-
nihert werden muB.

T 2
Platt'?elkafn auf man- ///////,

cherlei Art gegeben
sein. Wenn an Stelle
der frither betrach- ,5p° |f20° 98° o
teten Verteilung B 4 .
T=100—18750s7..a) gal. T~

nur die Temperatu- 5 \70"

ren einzelner Punkte 4o
in verschiedenen
Tiefen gegeben ge-
‘wesen wiren, etwa
die an den beiden J
Oberflichen der 201
40mm starken Platte — |
mit 100° und 700, —2 |
ferner in den Tiefen
s = 0,01, 0,02 und
0,03 mit 98 bzw. 92
und 83° C, so hitte
man durch diese
Temperaturpunkte
mit grofler Annéhe-
Tung auch die Kurve Fig. 4.
(Fig. 4)

T=100 cos(20s) . . . . . . . . . b)
t=0

legen konnen. Die geringen Abweichungen, welche die
beiden Kurven « und b voneinander zeigen. (in dem
kleinen Mafistab unserer Figuren sind sie gar nicht dar-
zustellen), haben indessen schon wesentliche Verschieden-
heiten der Temperaturéinderungen im Innern der Platte
zur Folge. Es betrégt das Temperaturgefille



22 Drittes Kapitel.

oT .
o5 = 2000 sin (20 s)

t=0
Somit ist es zwar an der Oberfliche s =0 wie

frither @=0, an der Oberfliche s =0,04 dagegen

0s
s=0
oT .. .
o5 — 1418 gegeniiber — 1500 friiher.
§=10,04
Der zweite Differentialquotient berechnet sich zu
2
3?1; = — 40000 cos (20s) =—400 T.
t=0

Die GroBe der Abweichung der Temperatur jedes
Punktes von der Mitteltemperatur seiner allernéchsten
Umgebung ist somit seiner eigenen augenblicklichen
Temperatur proportional. Daher ist auch die Geschwin-
digkeit der Temperaturdnderung jedes Punktes der Hohe
seiner augenblicklichen Temperatur proportional, wenn
an den Oberflichen das gleiche Gesetz eingehalten
wird. Die Oberfliche s = 0 héitte man sich wie frither
mit einem wirmedichten Isoliermittel iiberzogen zu
denken und von der Oberfliche s = 0,04 miilte man
zeitlich verdnderliche Warmemengen abfiithren. Die not-
wendigen Oberflichenverhdltnisse und der zeitliche
Temperaturverlauf kann zunichst in der allgemeinen
Form der Gleichung besser als in dem Ziffernbeispiel
verfolgt werden. Zur Zeit { = 0 herrscht die Tempe-

raturverteilung
T=A cos(ms)
t=0

or .

= — A m sin (ms)

£=0
OZT . 2 — 2
Gi=—Am cos(ms) = —m?2T
t=0

Nun setze man die Bedingung, die beiden Oberflichen
der Platte so zu behandeln, dall auch dort die einzelnen
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Punkte ihre Temperaturen stets mit der ihrer jeweiligen
Temperatur im gleichen Mafle proportionalen Geschwin-
digkeit verdndern. Ks gelte daher fiir jeden Zeitpunkt

02T 0T
2 e — 2 2
A%y 0 =g = a'm T
fiilr konstantes s ergibt sich somit
arT

et g22
i a’?m2dt oder

log nat T=—a?m?t+4C
und wenn C = log nat M gesetzt wird,
T _ M e -a*m*t
M ist nur fiir konstantes s eine konstante Grofle. Um M
als Funktion von s zu finden, setze man ¢t=0, wo-

durch man erhilt:

T=M=A cos(ms)
t=0

daher ist allgemein
T=A cos(ms)e” “™!

Der zeitliche Verlauf der Temperaturen kann hie-
nach berechnet werden.

Zu den letzten Beispiel zuriickkehrend, erhédlt man fiir
a® = 50/900 die Losung

T=100 cos(20s)e -zt

Danach berechnet sich, dal die Temperatur an der
Oberfliche s = 0 im Verlauf einer Minute von 100° auf
69°, somit um 31° sinkt, wihrend an der Oberfliche
s = 0,04 in derselben Zeit die Temperatur von 70° auf 41°,
somit um 29° abnimmt. Das Temperaturgefille hat den
Wert

%il = — 2000 sin (20 s) e” 2,2t

ist somit an der Oberfliche s =0 dauernd gleich Null,
sinkt aber an der Oberfliche s = 0,04 von dem anfing-
lichen Wert — 1418 im Verlauf einer Minute auf den Wert
—978 herab. Samtliche Punkte ndhern sich immer lang-
samer und langsamer der Temperatur von 0° die sie im
Zeitpunkt ¢ = oo erreichen.
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Unter den gleichen Voraussetzungen, welche bei der
urspriinglichen Temperaturverteilung
T= A cos (ms)
t=0

zu dem allgemeinen Ausdruck
T = Acos (ms) e~ ¥™¢
gefithrt haben, ergibt sich aus der urspriinglichen
Temperaturverteilung
tT = B sin (ns)
== (
die allgemeine Beziehung

T = Bsin (ns) e~ "t
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Die bisher gefundenen Awusdriicke, welche alle der
Fourierschen Grundgleichung entsprechen, sind folgende:
a;) T=C
b)) T=C+ Ds
¢) T=A+Bs*+2a*>Bt
d) T = A cos (ms) e~ ¥mt
¢) T = Bsin(ns)e—@mt

Die zugehorigen urspriinglichen Temperaturver-
teilungen werden gefunden, wenn in den einzelnen Aus-
driicken ¢ = 0 gesetzt wird.

Die zugehorigen Oberflichenbedingungen ergeben
sich, wenn in den partiellen Ableitungen %%, einmal
s = 0 fiir die eine Oberfliche und das anderemal s =8
fiir die andere Oberfliche gesetzt wird.

Auch die Summe beliebig vieler der rechts von den
Gleichheitszeichen stehenden Ausdriicke ergibt Aus-
driicke fiir 7, welche der Fourierschen Gleichung ge-
niigen. Da fiir A, B, C, D, m und n beliebige ganze oder
gebrochene, positive oder negative Zahlen eingesetzt
werden kénnen, ist die Anzahl der méglichen Lésungen
ebenso unbegrenzt wie die Méglichkeiten verschiedener
Temperaturverteilungen und Oberflichenbedingungen in
der Praxis.

Immerhin muf} eine aus den hier angefiihrten Parti-
kularlosungen hergestellte Summe teils beschréinkt, teils
erweitert werden, um sie fiir die vorkommenden verschie-
denen Bedingungen und Aufgaben gleich gebrauchsfahig
einzurichten. Zunéchst ist ersichtlich, daf} die Losung a)
schon in der Losung b) enthalten ist, da diese fiir D =0
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in a) iibergeht. Die Losung c) ergibt, ob sie nun fiir sich
allein steht oder ein Glied der Summe bildet, fiir wach-
sende Zeiten, Temperaturen, die jenseits der Grenzen
der Moglichkeit liegen; die zugehorigen Oberflichen-
bedingungen koénnen, wie dies an einem Beispiel schon
frither erldutert wurde, dauernd nicht eingehalten wer-
den, sie konnen somit tatsdchlich niemals gestellt sein.
Die Losung ¢) ist daher auszuschalten. Hingegen kénnen

die Losungen d) und e) zu den Summen
m=gq

m
S 4, cos(ms)e ™ und I B_sin (ms)e
m=p m=p

erweitert werden, wobei der Buchstabe n entfiallt, wenn
sich die dafiir zu wahlenden Werte innerhalb der
Grenzen p und ¢ finden.

Die Zahlenreihe von p bis ¢ kann vorldufig aus be-
liebigen ganzen oder gebrochenen positiven oder nega-
tiven Zahlen bestehend gedacht werden. Wie sie gestaltet
sein muf}, um gegebenen Oberflichenbedingungen zu ent-
sprechen und fiir £ =0 die als urspriinglich vorhanden
gegebene Temperaturverteilung zu liefern, wird sich
spater zeigen. Der Wert m = 0 ergibt fiir d) die Losung
T=A, ist also identisch mit der Losung a) und wie
diese in der Losung b) enthalten. Der Wert m =0 ist
somit aus der Zahlenreihe p bis ¢ vorweg genommen.

Bildet man nun die Summe der verbleibenden Aus-
driicke, so erhdlt man

m=gq
T=C-+Ds+ = A4,cos(ms)e” "™ +
m=p

—a*m2t

+m§qu sin (ms) e~ @™*!
m=

Indem die Fouri:rsche Grundgleichung aussagt, daf}
die Geschwindigkeit der Temperaturiinderung eines
Punktes der Abweichung seiner Temperatur von der
Mitteltemperatur proportional ist,” wird damit zugleich
ausgesprochen, dafl der Ubergang eines verinderlichen
Temperaturzustandes in den stationdren Zustand unend-
lich lange Zeit erfordert; denn in dem Male, als die



Die Oberflichenbedingungen. 27

Abweichungen von den Mitteltemperaturen abnehmen,
nehmen auch die Geschwindigkeiten ab, mit welcher die
Temperaturen der einzelnen Punkte der Mitteltemperatur
ihrer Umgebung zustreben.

Da der Exponent von ¢ in obiger Gleichung immer
negativ bleibt, ndhert sich der Wert von T mit wachsen-
der Zeitimmer mehr dem Werte T = C + Ds, mit dem er
fir t = > zusammenfillt.

Die aufgestellte Formel wird daher nur fiir solche
Falle beniitzt werden konnen, welche schlieBlich den
sogenannten stationdren ,Wéarmestrom“ herbeifiihren
oder den vollstindigen Temperaturausgleich mit der
Umgebung bewirken.

Die Warmeeinwirkung auf die Oberflachen findet
entweder durch Beriihrung und Leitung oder durch
Strahlung oder durch eine Kombination der beiden Arten
der Wiarmemitteilung statt. Fiir die Wéarmeiibertragung
durch Berithrung und Leitung gilt an der Oberfliche
s =0 die Bez1ehungk oT, _)\ﬂ’.

T 0s =7 0s’

§=0 s=0
worin A, die Wérmeleitungszahl fiir das die Oberfléche
beriihrende Mittel und 7T, als Funktion von ¢ und s die
Temperaturverteilung im beriihrenden Mittel bedeuten.
Die Gleichung bedeutet, dafl die vom beriihrenden Mittel,
ob dies nun fest, fliissig oder gasformig sei, in der Zeit-
einheit abgegebene Wirme gleich der von der Platte auf-
genommenen Wéirme ist. Wenn die Oberfliche der Platte
von einem fliissigen oder gasformigen Mittel beriihrt wird,
so hat man sich eine an der Oberfliche der Platte
haftende sehr diinne und unbewegliche Schicht zu
denken, in welcher sich, wegen der sehr geringen Dicke
dieser Schicht, in unendlich kurzer Zeit ein lineares

Temperaturgefille einstellt, so dall gesetzt werden kann:
) oT, N T-—-T,
Tos T M e
worin T, die Temperatur des fliissigen oder gasférmigen
Mittels bedeutet.
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Die Dicke der Schicht ds hédngt von der Natur des
fliissigen oder gasférmigen Mittels und dessen jewei-

ligem Bewegungszustand ab. Der Quotient ;—1 = h heilit
s

in der Physik ,dulere Leitungsfihigkeit* und ist -der
reziproke Wert des sogenannten Wirmeiibergangs-
widerstandes von einem Mittel in das andere. An der
Oberfliche s =0 besteht demnach fiir fliissige und gas-

formige Mittel, die sie beriihren, die Beziehung:
oT
h(T—T,)=2 s

Alsbeildufige Mittelwerte von h konnen folgende Zah-
len gelten: h = 20 fiir die Beriihrung von Metall und
Luft; h = 1000 fiir die Berithrung von Metall und Wasser;
h = 6000—10000 fiir die Beriihrung von Metall und
siedendem Wasser je nach dem Bewegungszustand.
Kommt bei gasformigen Mitteln noch Warmemitteilung
durch Strahlung hinzu, so ist dieser durch ent-
sprechende Wahl des Wertes k Rechnung zu tragen.

Wenn die Zahl h gegeniiber 7 sehr grofl ist, so
fallt bei endlichem Temperaturgefille in der Platte die
Ditferenz T — T, sehr klein aus, so daB es tatsichlich
gelingt, durch geeignete Mittel die Temperatur einer
Plattenoberfliiche auch bei verdnderlichem Temperatur-
gefille in der Platte konstant zu erhalten. So kann man
beispielsweise annehmen, dafl die Oberfliche einer von
siedendem Wasser beriihrten Metallplatte dauernd die
Temperatur von 100° besitze, wenn das Sieden wunter
atmosphérischem Drucke stattfindet. Ist hingegen der
Widerstand des Wiarmeiiberganges von der Plattenober-
fliche zum beriihrenden Mittel oder umgekehrt sehr grof},
die Zahl h somit-klein, so ist die Temperatur der Platten-
oberfliche, so lange der stationdre Zustand nicht erreicht
ist, nach Mafgabe des Ubergangswiderstandes, des Lei-
tungsvermogens und der jeweilig bestehenden Tempe-
raturdifferenz veréinderlich. Die folgenden Ausfithrun-
gen werden die beiden Fille ndher beleuchten.
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Die Temperaturen beider Oberflichen werden
konstant erhalten.

Mathematisch wird diese Bedingung dadurch aus-
gedriickt, daB} der erste Differentialquotient nach der Zeit
sowohl fiir die Oberfliche s =0 wie fiir die Oberfliche
s = § gleich Null gesetzt wird:

oT orT
6{ = 0 und *a"t* =0
s§s=0 §=3S

Aus der allgemeinen Gleichung ergibt sich, unter
Hinweglassung der Summenzeichen

0T —a2m?t —a2m?t
i —a*m? A, cos(ms)e o —a?m?B,, sin(ms)e o
somit fiir s =20

oT —a2met

e

i a*m* A e

s=0
Da der Wert m = 0 schon vorweggenommen ist, kann
dieser Ausdruck nur dann gleich Null sein, wenn sémt-
liche Koeffizienten A, der Summe gleich Null sind.
Es bleibt somit fiir s = 8

%Zl = —a?m?B,, sin (mS)e_azmzt

s=8

Dieser Ausdruck kann auf zweierlei Art gleich
Null werden, wovon die eine Art dem stationdren Zu-
stand, die andere Art dem verdnderlichen Zustand
entspricht.

1. Setzt man sdmtliche Koeffizienten B, der Summe
gleich Null, so wird der Ausdruck fiir die Temperatur
T von der Zeit unabhéngig und lautet:
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T=C-Ds
Uber den stationdren Zustand ist nichts weiter zu
bemerken.
2. Wenn B,, nicht gleich Null gesetzt wird, so wird

der Ausdruck fﬁr% gleichwohl gleich Null, wenn m
s=S§
folgende Werte erhélt:
m, 2m 3 dm
8§ 8T 88
Bedeutet K irgend eine positive ganze Zahl, so

K= .
kann man m = 5 setzen, wonach der allgemeine Aus-

druck fiir T lautet:

2 K22
K=o K ‘
T=C+Ds+ 3 BK sin
=1

ﬂ)—*szt
X Sse

Fir t=0 erhélt man den Ausdruck fir die
urspriingliche Temperaturverteilung :

T=C + Ds -} B, sin (%s) —~+ B, sin (2%3)—{—
t=0
—+ B, sin (—?)Sls)—F
1. Beispiel: Die Temperatur beider Oberflichen sei
konstant 100° C.
Setzt man f = o~ und s = 0, dann erh&lt man aus
dem allgemeinen Ausdruck fiir T':
100 =C, und fir s =28:
100 =100+ DS, somit D =20
Die urspriingliche Temperaturverteilung ist daher:
2n
s

T =100 4 B, sin (%s) + B, sin (T )+
—+ B; sin (3%3)4‘

Um weiter rechnen zu kénnen, miissen irgendwelche
zifferméafigen Angaben iiber die urspriingliche Tempe-
raturverteilung vorliegen. Beispielsweise sei die
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Temperatur in der halben Dicke der Platte mit 50°
festgestellt. Fiir s =% und 7T = 50 erhdlt man:
50=100-+B, —B;+B;—B,+.....

Unter der Bedingung, daBl diese Gleichung erfiillt ist,
kann man die Koeffizienten B ganz beliebig wéhlen, man
erhélt immer einen Ausdruck fiir T, welcher fiir s =0
und s =38 den Wert von 100 und fiir s = 8/2 den Wert
von 50 ergibt. Die einfachste Losung erh#lt man, wenn
alle Koeffizienten, mit Ausnahme von B, gleich Null

gesetzt werden. Man erhi#lt alsdann B, = — 50 und
i, E%'f_,
T = 100 — 50 sin(AS—s) e

Die Temperaturverteilung zur Zeit ¢ =0 ist in
Fig. 5 gezeichnet.

‘Wenn die Platte aus Gufleisen besteht und 200 mm
Starke besitzt, so dal X =40, y¢ = 900, somit a? = 0,044
angesetzt werden kann, ergibt sich

T = 100 — 50 sin (15,71 s) e ~197*

Die Temperaturverteilungen, wie sie sich daraus be-
rechnet nach Ablauf der 1., 2., 3. usw. bis 10. Minute
in der Platte finden, sind in Fig. 5 mit diinnen Linien
eingezeichnet. Am Ende der 10. Minute betrigt die
Temperatur der mittleren Plattenschicht 92° nach Ab-
lauf von 25,2 Minuten 99,5°.

Wiére die urspriingliche Temperaturverteilung durch
die Temperaturen mehrerer Schichten im Innern der
Platte gegeben gewesen, anstatt nur der der mittelsten,
wie hier angenommen war, so wire das Resultat der Be-
rechnung, wenn man ganz abnorme Temperaturver-
teilungen ausschlieit, allerdings etwas, jedoch nicht
wesentlich anders ausgefallen.

Es sei beispielsweise angenommen, dall zur Zeit
t = 0 die Temperatur von 50° nicht nur in der mittelsten

Schicht, sondern auch in der Tiefe von s=% vorhan-



32 Fiinftes Kapitel.

Fig. 5.

den sei. Zu der friitheren Bedingungsgleichung
50=100+ B, —B;+B;—B,+.....
kime alsdann noch hinzu:

——100—1—-+ B, Ef———B—S_—Bé B, , B + ...
V2 y2 V2 V2

Hier bletet sich die einfachste Losung, wenn alle

Koeffizienten von B; aufwérts gleich Null gesetzt wer-
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den. Man erhidlt B, = — 50, B, = — 14,64 und
T =100 — 50 sin (15,71 s) e~ 1*477— 14,64 sin (31,41 ) e~ *3:86¢
Da der negative Exponent von e im letzten Gliede
viermal so grofl als im vorhergehenden ist, so ist der
EinfluB des letzten Gliedes schon nach sehr kurzer
Zeit verschwindend klein, obwohl die urspriingliche
Temperaturverteilung, wie Fig. 6 zeigt, sich von den
frither betrachteten wesentlich unterscheidet. Die
punktierten Linien zeigen die beiden Sinuslinien, deren
Summe die urspriingliche Temperaturverteilung dar-
stellt.

Fig. 6.

Da der Sinus hochstens den Wert 1 erreichen kann,
so ist leicht zu berechnen, wie lange der Einflul des
letzten Gliedes von Bedeutung ist. Vernachldssigt man
etwa Betridge von weniger als ¥/,’°, so erhdlt man aus

é— =14,64¢ "
mit ¢ = 0,0768 Std. = 4,6 Min. die Zeit, nach welcher das
letzte Glied wegfillt.

Krauss, Warmeleitung. 3
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Die Temperaturverteilung ist alsdann:
T =100 — 21,5 sin (15,71 s)

t= 0,077
Nach 4,6 Minuten ist somit der Unterschied der
Temperaturverteilungen zwischen Fig. 5 und Fig. 6
vollstéindig verschwunden.

Fig. 7.
Fiir den Fall, als die Temperatur von 50° auch in der

Schichte s =% zur Zeit t =0 festgestellt sei, bietet
Fig. 7 ein Bild der urspriinglichen Temperaturvertei-
lung. Zu den fritheren Bedingungsgleichungen kommt

alsdann noch hinzu:

50—=10042_p 4B Bs

va TP ve e
wonach man erhilt:
B, = —60,35; B,=0; B,=—10,35
T =100— 60,35 sin (15,71 8) ¢ ***"* —10.35 sin (47,125) ¢ "
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Es berechnet sich leicht, dafl nach 1,5 Minuten der
Einflufl des letzten Gliedes nur mehr Bruchteile eines
Grades betragt.

Man kann nun sogar so weit gehen, anzunehmen,
dal die Platte zur Zeit ¢t = 0 in allen Schichten mit Aus-
nahme der beiden Oberfléchen, an welchen die Temperatur
von 100° herrscht, die Temperatur von 50° besitze. Setzt
man alle Koeffizienten B mit geradem Zeiger gleich Null
und gibt den Koeffizienten B,, B,, B; usw. der Reihe nach

die Werte:
200 200 200

T ' 8x’ Bm
so erhilt man fiir ¢t = 0:
200 T 1

. . (3
t:To_ 100 — o [sm (FS) —{-——3— sin (?s )_l_
1. (b=
-+ 5 sin (Tg“s)+ cee ]
Fiir alle Werte von s zwischen s =0 und s=8

erhilt man T' = 50, nur fiir die beiden Werte s =0 und
s=2_8 ergibt sich T=100. Ebenso ist fiir alle Werte von s

usw.,

zwischen s =0 und s =8 das Temperaturgefille g—f =0,

dagegen fiir den Wert s =0: %13—1: — o und fiir s =8
aT e

% =T

s=3S8

Rechnet man die Koeffizienten aus und setzt sie in

den allgemeinen Ausdruck fiir T ein, so erhilt man:
T =100 — 63,66 sin (15,71 s) e~ """ —

— 21,22 sin (47,12s) e ™" — 12,73 sin (78,545) e 23 —..

Der Einfluf} des vierten Gliedes betrégt schon nach
Ablauf von 0,6 Min. nur mehr Bruchteile eines Grades.
(Fig. 8)

Man kann den zuletzt gefundenen Ausdruck als die
Losung der Aufgabe ansehen, die zeitlichen Temperatur-

#nderungen einer gufleisernen Platte von 200 mm Dicke
s*
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Fig. 8.

festzustellen, die bei einer gleichm#fliigen Temperatur von
50°, ..plotzlich® in siedendes Wasser von 100° eingetaucht
wird.

Die in der eckigen Klammer in dem Ausdruck fiir
1{’} enthaltene Reihe

sin (%s)—}— *;) sin (%Es)—}— *51')* sin (%s)“f‘ -
ist fiir alle Werte zwischen s = 0 und s = 8 bedingt kon-
vergent, d. h. sie konvergiert nicht von Glied zu Glied
und kann daher auch nicht bei einem beliebigen Glied
abgebrochen werden; immerhin hat die Summe der unend-
lichen Anzahl Glieder einen endlichen Wert, um welchen
die Teilsummen abschnittweise mit immer geringeren

Ausschléagen oszillieren. Fiir s = % erhilt man die
Reihe:

1 1 1 1 1 T
1'—‘34+'g—*7*+*9‘—11+———*4*——0,7854

S ,
Fiir s = 1 erhilt man die Reihe:

17 1r 1 1 1 1 n
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Dagegen ist die in dem Ausdruck fiir T enthaltene
Reihe, in welcher die Sinus mit den negativen e-Potenzen
multipliziert auftreten, absolut konvergent.

Vergleicht man nun die bei diesem Beispiele be-
trachteten 4 Fdlle verschiedener urspriinglicher Tempera-
turverteilung miteinander und legt sich die Frage vor,
wie lange dauert es, bis die Wirme von den Oberflidchen
so tief in die Platte eingedrungen ist, daff der Unterschied
zwischen der Temperatur der mittelsten Schicht und der
der Obertflaichen nur mehr /,% betrdgt, so gilt sowohl
fiir den ersten, durch Fig. 5 dargestellten Fall, wie fiir den
zweiten, durch Fig. 6 dargestellten Fall:

_;/ — 50 e-—- 10,97¢
__log nat 100
1097
Fiir den dritten, durch Fig. 7 dargestellten Fall gilt:
t = 108 nat 120.7 ;’3;%20" = 0,44 Std., d. i. 26 Min.

Fiir den letzten Fall der urspriinglich gleichméfig

verteilten Temperatur von 50°, ergibt sich:
p= OB R R 0448t 4.5 26 Min.

Die urspriingliche Temperaturverteilung bewirkt in
den hier betrachteten Fillen somit keine grofien Unter-
schiede der Erwéirmungszeiten.

Der schlieflliche Wirmeinhalt der Platte betragt fiir

1 gqm Oberfldche
0,2 X 900 X 100 = 18000 Cal.

Der urspriingliche Wirmeinhalt in jedem einzelnen
s

Fall berechnet sich aus 9008 T .ds fir den ersten und

=0

= 0,42 St., d. i. 25 Min.

zweiten Fall zu 12271 Cal.‘: fiir den dritten Fall zu
11484 Cal. und fiir den letzten Fall zu 9000 Cal. fiir je
1qm Plattenoberfliche. In nahezu gleichen Zeiten

stromen daher von den beiden Oberflichen zusammen
5729, 6516 bzw. 9000 Cal. in das Material der Platte.
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2. Beispiel. Die Temperatur der einen Oberfliche
sei konstant 200°, die Temperatur der anderen Oberfliche
konstant 100°.

Die betrachtete Platte sei aus Gufleisen und habe
200 mm Stirke.

Aus den beiden Gleichungen

T=C- Ds und

t=w

T C + Ds + B, sm( )—}—B sm(?S s)—!—

erglbt s1ch, je nachdem, ob die Temperatur von 200° an der
Oberfliche s = 0 oder an der Oberfliche s = S erhalten
wird, entweder

T =200 — 500 s -+ B, sm( )+B231n(28 s)+
t=0
oder

T— 100+ 5005 + B, sin (—s)+82 sm(gs )+
t=0

Aus den Angaben, die iiber die urspriingliche Tem-
peraturverteilung vorliegen, werden die Koeffizienten B,,
B, usw. in derselben Weise, wie beim 1. Beispiel ge-
zeigt worden ist, berechnet.

Liegt etwa nur die Feststellung vor, dafl in der

Schichte s =%= 0,0333 die Temperatur von 158/,°

herrsche, so erhdlt man aus
158!/, =200 — 500 . —l— - B,
B, = —50 und

T = 200 — 500 s — 50 sin (%,s)e— g

flir die zeitlichen Werte der Temperaturen, wenn die
Oberflédche s = 0 auf 200° erhalten wird. (Fig. 9.)
Anderseits erhilt man aus

1581/, =100 + 500 % + 1 B,
B, =83/, und
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T — 100+ 500 5 - 83,33 sin( . s)e“”’*” t
fiir den Fall, dafl die Oberfliche s = S auf 200° erhalten
wird. (Fig. 10.) Der Unterschied der beiden Félle geht

aus den Figuren 9 und 10 deutlich hervor.

Fig. 9. Fig. 10.

Ist hingegen die Temperaturverteilung in der Platte
ein Spiegelbild der in Fig. 9 gezeichneten, so herrscht die

5
Temperatur von 158!/, in der Schichte s = g~ S und

man erhélt
T = 100 - 500 s — 50 sin (—g-s)e”“”"”

Die zugehoérige urspriingliche Temperaturverteilung
ist in Fig. 11 gezeichnet.

Bei dem schlieBlich erreichten stationdren Zustand
hat die mittelste Schicht eine Temperatur von 150°. Be-
rechnet man die Linge der Zeit, welche vergeht, bis die
mittelste Schichte der Temperatur von 150° bis auf 1/,°
nahe gekommen ist, wenn die urspriingliche Temperatur-
verteilung Fig. 9 oder Fig. 11 entsprochen hiitte, so erhilt
man aus
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Fig. 11. Fig. 12.
1 — 10,97 ¢

*52506

t = Qg{gﬁ% = 0,42 Std., d. i. 25 Minuten.

Die Ubereinstimmung des Resultates mit demjenigen,
welches sich mit Bezug auf Fig. 5 des 1. Beispiels ergibt,
erklirt sich daraus, dall in den beiden Fillen auf dieselben
Zeitraume gleiche Warmemengen entfallen, die in die
Platte gelangen. Fiir Fig. 5 Beispiel 1 gilt:

9T 5 9T 50 T 5 — 31416
dso sdss S
fir den Zei‘:punkt t=0, d. h. in diesem Zeitpunkt
betragt die Warmezufuhr durch jede der beiden Ober-
flichen 31416 Calorien auf den Quadratmeter stiindlich,
zusammen also 62832 Calorien.
Fiir denselben Zeitpunkt ¢ = 0 ergibt sich fiir Fig. 9

die Wiarmezufuhr durch die Oberfliche s = 0:

oT n ) _x
T (500 +50 5| = 51416 Cal.
s=40
und. die Wirmezufuhr durch die Oberfliche s = 8S:
or EAN
RW = l(— 500 -+ 50 S ) = 11416 Cal.

s=S8
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Die Summe beider betrigt wie oben 62832 Cal.
Durch die Oberfliche s = S stromt nur kurze Zeit
Wiarme ein und aus der Gleichung
oT —10,97 ¢
s = = — 500 + 50 TS— =0
s=3S
berechnet sich, dafl nach Ablauf von 2,47 Minuten von der
Oberfliche s = S Wirme an das beriihrende Mittel ab-

gegeben wird.
Wenn in dem Ausdruck

T = 200 — 500 s -+ B, sin (——s) —+ B, sin (%—s)—i—
=0

die Koeffizienten B,, B,, B; usw. der Reihe nach die
Werte — )2-09—»7 — ~»2~00 _ 20 usw. erhalten, so
T o 3n
entspricht dies einer urspriinglichen Temperaturver-
teilung, bei welcher alle Punkte der Platte die Tem-
peratur von 100° besitzen, mit Ausnahme der Punkte
in der Oberfliche s = 0, welche auf der Temperatur
von 200° gehalten wird. (Fig. 12.) Rechnet man die
Werte fiir das vorgesetzte Beispiel aus, so erhélt man

T = 200 — 500 s — 63,66 sin (15,71s) e ~'"""1 —

— 31,83 sin (31,415)e ™ * ot 21,22 sin (47,128) e " 1 —

Auch hier findet man leicht, daf der FEinflull der
beiden letztangegebenen Glieder nach 5,7 Minuten ver-
schwunden ist und dafi der stationire Zustand bis auf
1, Differenz in der mittelsten Schicht in 26 Minuten
erreicht ist.

Die Bedeutung der in dem allgemeinen Ausdruck
fiir den zeitlichen Temperaturverlauf enthaltenen Koef-
fizienten und Parameter ist aus den mitgeteilten Bei-
spielen deutlich zu erkennen. Diese wiirden in der Tat
ihren Zweck nur unvollkommen erfiillen, wenn ihre Re-
sultate nur auf die besonderen Fille anzuwenden wiren,
wie sie durch die willkiirlichen und dabei ganz bestimm-
ten Annahmen der Ziffern und Beschreibung gegeben
sind. Auch liBt sich leicht zeigen, dafl die in den ein-
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zelnen Beispielen fiir eine 200 mm starke gufleiserne
Platte ausgerechneten Ziffernresultate bei geeigneter
Wahl der Einheiten auch fiir andere Materialien und
Materialstéarken giiltig sind.

In der fiir konstant erhaltene Temperaturen der
Oberflachen giiltigen allgemeinen Gleichung

—a?K2T2t

T— (-4 Ds + = Bg sin (I;Js)(f@—

sind C und Bk von der Dicke der Platte und der Art
ihres Materials vollkommen unabhingige Groflen. Die
Konstante C gibt die Hohe der Temperatur an, auf
welcher die Oberfliche s = 0 gehalten wird.

Der Koeffizient D gibt den Wert des schliefilich
bei Erreichung des stationdren Zustandes in der Platte
vorhandenen Temperaturgefdlles an. Wenn also T, und
Ts die an den Oberflichen s =0 und s =S8 konstant
erhaltenen Temperaturen bedeuten, so kann der all-
gemeine Ausdruck fiir 7' auch folgendermafien geschrie-
ben werden:

2
N =% geazy

P=To+ (Ts—To) 5 EBKsin(Kng)e s

Betrachtet man nun % als Veridnderliche inner-

halb der Grenzen 0 und 1, so sind mit Ausnahme des
Exponenten von e simtliche Koeffizienten und Parameter
der rechten Seite der Gleichung vom Material und der
Stérke der Platte unabhingig.

Die Variable ¢ erscheint nur im Exponenten von e
und ist dort multiplikativ mit dem Quotienten aus dem
Temperaturleitungskoeffizienten a? des Materials durch
das Quadrat der Materialstirke S verbunden. Wenn man
daher als Zeiteinheit nicht 1 Stunde, sondern «?/S? Stun-
den betrachtete, so wiirden die Ziffern in den Gleichungen
bei gegebener urspriinglicher Temperaturverteilung voll-
kommen identisch sein, welches immer Stirke und Ma-
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terial der betrachteten Platten sei. Allerdings miiite man,
um zur normalen Zeitrechnung nach Stunden zuriick-
zukehren, die in den Resultaten enthaltenen Zeitangaben
schlieflich mit S?/a? multiplizieren.

Ist man aber schon im Besitz der Loésungen einer
Aufgabe, die sich auf bestimmtes Material und be-
stimmte Materialstirke bezieht, so konnen daraus die
Resultate fiir andere Materialien und andere Material-
stirken durch einfache Multiplikation mit den Ver-
hidltniszahlen von S8?%/a? abgeleitet werden.

Fiir das Eisen der berechneten Beispiele gelten fol-
gende Zahlen:
v==1500; ¢=0,12; X =40; a?>=0,044; §=0,2;
fiir Kupfer wiirde gelten:
Y =9000; ¢ =0,09; A =320; a?=0,4;
fir Beton wiirde gelten:
r==2000; ¢ =0,2; A=1; a%=0,0025.

Der Temperaturleitungskoeffizient von Kupfer ist
somit neunmal so groll als der von Eisen und der Tem-
peraturleitungskoeifizient von Eisen 17,78 mal so grof}
als der von Beton. Verhalten sich daher die Material-
starken so wie die Wurzeln aus diesen Verhéltniszahlen,
so ist die zeitliche Anderung der Temperaturverteilung
in der Eisenplatte genau so wie die in der Kupferplatte
oder in der Betonplatte.*)

Die in den Figuren 5—12 eingetragenen Kurven und
die Minutenziffern gelten demnach unverindert ebenso-
wohl fiir eine 200 mm starke Eisenplatte wie fiir eine
600 mm starke Kupferplatte oder eine 47,4 mm starke
Betonplatte. Dort, wo in diesen Figuren die Plattenstirke
mit 200 mm eingeschrieben ist, wird man diese Ziffer
durch 600 mm bei Kupfer oder durch 47,4 mm bei Beton
zu ersetzen haben.

*) Allerdings liegen fiir Beton verldfiliche Ziffern nicht vor;
dies tut aber nichts zur Sache. Beton vertritt hier ein Material, fiir
welches die schitzungsweise eingesetzten Ziffern zutreffen.
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Dieselben Figuren gelten aber auch bei gleicher
Plattenstirke von 200 mm fiir Kupfer und Beton, wenn
die eingeschriebenen Minutenziffern bei Kupfer durch
9 dividiert und bei Beton mit 17,78 multipliziert werden.
Daraus ergibt sich, dafl bei den in den Beispielen an-
genommenen urspriinglichen Temperaturverteilungen
der stationdre Zustand bis auf !/, Grad Differenz in der
mittleren Schicht, in einer 200 mm starken Kupferplatte
ungefdhr in 3 Minuten, in einer ebenso starken Beton-
platte aber erst nach 7!/, Stunden erreicht ist.



Sechstes Kapitel.

Die Temperatur der einen Oberfliche ist konstant,
die Temperatur der anderen Oberfliche ist
verdnderlich.

Wenn die Temperatur der Oberfliche s =0 kon-
stant erhalten wird, so gilt fiir diese die Bedingung:
orT

= 0. . . .. 1)
§=0
Allgemein gilt wie frither:

T=C-+ Ds—+ Amn cos (ms) e *azm”—|— Bp, sin (ms) P
%Qtl =—a?m2Ancos (ms)e RS Bn sin(ms)e it
%tgz —atmEAne

§=0

Wenn dieser Ausdruck gem#f der Bedingung
1) gleich Null sein soll, miissen alle Koeffizienten An
der Summe gleich Null sein.

Daher ergibt sich:

T = C + Ds -+ By, sin (ms) e~ @™

Der den Koeffizienten 4 und B beigesetzte Zeiger m
soll ausdriicken, dall jedem einzelnen besonderen Wert
von m auch besondere Werte der Koeffizienten A und B
entsprechen.

Wenn die Oberfliche s =S von einem Mittel be-
riihrt wird, dessen Temperatur T, konstant ist, so gilt
die Beziehung

0T
P —
ge =P Ta=D). 2)

s=S8



46 Sechstes Kapitel.

worin h die Warmeiibergangszahl von der Oberfliche
zum beriihrenden Mittel bedeutet. Fiir s = S ergibt sich:

r=c + DS 4+ By &in (m 8) e~ ©™!

%%l: D -+m By, cos (m S) P
s=3S8

und daraus, gemidl der Oberflichenbedingung 2):

D + m Bncos (mS) e “ ™ =
= %(Tu — C — DS — Bp sin (m S)e‘azm”)
Wenn diese Gleichung fiir alle Werte von ¢ erfiillt
sein soll, miissen folgende Beziehungen bestehen:

D:-;i(Ta—o—DS)

m cos (mS) = ——?\—sin (m8).

Die letztere Beziehung kann auch geschrieben
werden: .
tang (m S) = - ™

Die Auflosung dieser Gleichung ergibt die ein-
zelnen Werte von m. Die noch freibleibenden Werte
der Koeffizienten B, sind alsdann so zu wihlen, dall
fiir = 0 die urspriingliche Temperaturverteilung durch
den Ausdruck T = C -+ Ds + X Bn, sin (ms) dargestellt
wird.

3. Beispiel. Die Temperatur der einen Oberfliche
sei konstant 100°, die andere Oberfliche werde von Gasen
beriihrt, deren Temperatur 7607 betrigt.

Die betrachtete Platte sei aus Guleisen und habe
200 mm Stirke. Die Wérmeiibergangszahl zwischen
Gasen und Platte sei h = 20. Im iibrigen gelte wie bei
den fritheren Beispielen:

ve =900, A =40, somit o? = 0,044.
Man findet zunéchst C =100 und D = 300, somit
T =100 4300 s + By, sin (ms) e ©™¢
tang (0,2m) = — 2 m.
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Diese Gleichung 16st man graphisch in der Weise,
dall man die Kurven y = tang (0,22) mit der Geraden
Yy = — 22 zum Schnitt bringt, wobei die Abszissen z,,
Z,, &3 usw. der Schnittpunkte die Werte fiir m ergeben.
(Fig. 13.) Die Tangentenlinie braucht nur einmal ge-

Fig. 13.

zeichnet zu werden, da sich die aufeinanderfolgenden
Schnittpunkte durch parallele Verschiebung der Geraden
ergeben.

Fiir das betrachtete Beispiel gilt Figur 14, woraus
man fiir m folgende Werte erhilt: m = 8,1596; 23,6677,
39,3333 55,0233; 70,7199; 86,4169 usw. Die Differenz der
aufeinanderfolgenden Werte nahert sich immer mehr und
mehr der Grolle 5w, wie dies auech aus Fig. 13 her-
vorgeht.
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Fig. 14.

Setzt man nun die gefundenen Werte in die all-
gemeine Gleichung fiir T ein, so erhilt man:
T =100+ 300 s + B, sin (8,16 s) ¢~ 2%* +
+ B, sin (23,67s) e 2ot B, sin (39,33s) e ®T 4 . . ..
Wenn nun von der urspriinglichen Temperaturver-
teilung, d. i. £ =0 bekannt ist, dafl nicht nur an der Ober-
fliche s = 0, sondern auch an der Oberfliche s = S und

in der Schichte s = é—S die Temperatur von 100°
herrscht, so ergeben sich aus dem Ausdruck fiir T, in-
t=0

dem man s einmal gleich 0,1 und das anderemal gleich
0,2 setzt, die beiden Gleichungen

— 30 =0,7284 B, 4+ 0,6999 B, und

— 60 = 0,9981 B, — 0,9998 B,
woraus sich B, = — 50,45 und B, = 9,64 berechnen.

Damit erhilt man die Lésung:
T =100 -+ 300 s — 50,5 sin (8,16 ) ¢ ~2>%* 4
—+ 9,6 sin (23,67 s) ¢~ !
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Die wurspriingliche Temperaturverteilung ist in
Fig. 16 und 17 gezeichnet. Sie stellt sich als die Summe
der beiden in Fig. 15 gezeichneten Sinuslinien und der
Geraden a b dar.

Fig. 15 und 186.

Die Linie muBl mit einem Neigungswinkel, dessen

Tangente %ZL:%(TQ—T) betrigt, an der von den
heilen Gasen beriihrten Oberfliche der Platte an-

Krauss, Warmeleitung. 4
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Fig. 17.

schliefen. Diese Tangente betrigt in dem gegebenen
Falle: %g (760 — 100) = 330. Der Neigungswinkel gegen

die Horizontale ist daher nahezu 90° (etwa um 12
weniger). Weil aber in den Figuren der Maflistab der
Langen 1000mal so grofl als der der Temperaturen
gewidhlt worden ist, hat die Tangente nur den Wert
von 0,33 und der Neigungswinkel gegen die Horizontale
betrdgt in der Figur 18°.

Von dem zeitlichen Temperaturverlauf in der Platte
sind die Temperaturen der von den heiflen Gasen be-
rithrten Oberfléche s = S am wichtigsten. Fiir s = 8§ = 0,2
ergibt sich

T = 160 — 50,47 ¢~ >®f 9,53 ¢~ #*

Die Temperatur der Oberfliche ndhert sich somit
immer mehr und mehr der Hohe von 160° die sie aber
erst im Zeitpunkt t= oo erreicht. Es betrigt die
Temperatur der Oberfliche

nach 0 Minuten ... ....... 100°
” 2 B e e e e e e e e e 110°
» 54 , ... 1200
» 107, L. 130°
. 187 L. 1400
s 328 L, L. 1500

” 9375 M e e e e e e e e e 159,50
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Es sind somit mehr als 1!/, Stunden erforderlich, um
dem stationédren Zustand bis auf 0,5° nahe zu kommen.
Das Bild der zugehorigen Temperaturverteilungen ist in
Fig. 16 gegeben. Fig. 17 zeigt dagegen die Temperatur-
verteilung, wie sie sich nach Ablauf von je 10 Minuten
darstellt.

Bei der allgemeinen Bearbeitung der Aufgabe und
bei dem vorstehend behandelten Beispiel ist die Voraus-
setzung gemacht worden, dafl die Oberfliche s = 0 auf
konstanter Temperatur erhalten wird, wahrend die Tem-
peratur der Oberfliche s = S ver#nderlich ist. Wenn die
Oberiflichen ihre Rollen vertauschen, so stellen sich die
Resultate in verdnderter Form dar.

Allgemein gilt wie friiher:

T = C + Ds + An cos (ms) ¢~ “ ™'+ By, sin (ms) e~ ™"
%?: —a?m? Am cos(ms)e @t a?m? By, sin(ms)e et

Wenn die Temperatur der Oberfliche s =8 konstant
erhalten wird, so gilt fiir diese die Bedingung

oT
o5 =0
s=3S8
Somit ergibt sich:
— a?m? Ay cos (mS) e~ C™ = g2 m2 B, sin (m S)e” a2 met
—_4m
tang (m 8) =— 45

Fiir die Oberfliche s = 0, welche von einem Mittel
der Temperatur T, berithrt wird, gilt:
oT
A — —
95 —h(T'—Ta)
§=0 s=0
Der allgemeine Ausdruck fiir das Temperaturgefélle
lautet:
oT . — a2m2t —met
Fs—:D—mAmsm(ms)e ~+m Bm cos (ms)e
somit ist fiir s =0
4*
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oT —armet
?;—D + mBm e
§=0
T= C +Am e_aszt
§=0

Es muf} somit die Beziehung bestehen:

amt

D-+mBne (0 + Ame M Ta)

Aus der Bedingung, dal diese Gleichung fiir alle
Werte von t erfiillt ist, ergibt sich:

h
D=--(C— Ta)

Fiir die Werte von m erh#lt man die Beziehung:
A
tang (m S) = — 5 m

Fiir T erhilt man den Ausdruck-

T=0C+ Ds+ An (cos (ms) —I— - sm (ms))e— i

4. Beispiel. Die Annahmen sind dieselben wie beim
3. Beispiel; der Unterschied besteht nur darin, daf} jetzt
die Oberfliche s =S auf der konstanten Temperatur von
100° erhalten wird.

Man findet zunéchst C = 160 und D = —300. Fiir m
erhélt man wie beim vorigen Beispiel die Werte: 8,1596;
23,6677; 39,3333 usw.

Somit ergibt sich fiir T:

2,96 ¢

T —160—300s 4 A, (cos (8,165) +1—6-1§§ sin (8,16 s)) i

—2491

—I—Az(cos (2367s)+4734s1n (23678)) oA

Ist nun die urspriingliche Temperaturverteilung zur-
zeit t =0, wie beim vorhergehenden Beispiel derart, daf}
sowohl an den beiden Oberflichen, wie in der Platten-
mitte die Temperatur von 100° herrsche, so ergeben sich
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folgende Gleichungen fiir die Bestimmung der Koeffi-
zienten A:

-_— 60 == A[ _I" Az
— 30 ==0,72985 4, — 0,69949 4,
woraus sich 4, = — 50,35 und A4, = — 9,65 berechnen.

Damit erh#lt man fiir T':

T =160—300s—(50,35 cos (8,16 s)43,09sin(8,165)) e — 269t _
— (9,65 cos (23,67 s) + 0,2 sin (23,67s)) e ~ 24!

Die urspriingliche Temperaturverteilung ist in
Fig. 19 gezeichnet. Sie stellt sich als die Summe von zwei
Cosinuslinien, zwei Sinuslinien und der Geraden abd
(Fig. 18) dar. Die Sinuslinie 0,2 sin (23,67 s) konnte in

0 /?/F’I_\gs
»wo°\e
200° b0
A= 'Sé S

Fig. 18 und 19.

der Fig. 18 nicht dargestellt werden, da ihre grofiten Aus-
fadungen iiber die Abszissenaxe nur ein Fiinftel der Or-
dinateneinheit betragen.

Die in Fig. 19 gezeichnete urspriingliche Tempe-
raturverteilung ist ein mathematisch genaues Spiegel-
bild der Fig. 16.
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Die Umrechnung der Resultate auf andere Mate-
rialien und Materialstirken kann bei den Aufgaben, bei
denen die Wéirmeiibergangszahl auf die Oberflichen in
Rechnung gezogen werden mul}, nicht in so einfacher
Weise geschehen wie bei konstanten Oberflichen-
temperaturen. Dies bedingt der Umstand, dafl der Wert

von m, der aus der Gleichung

tang (m S):—%m

bestimmt werden mufl, sowohl von der Leitfahigkeit A
des Materials wie von der Materialstirke S abhéngig ist.

5. Beispiel. Die Temperatur der einen Oberfliche
einer 200 mm starken Betonplatte sei konstant 100°, die
andere Oberfliche werde von Gasen beriihrt, deren
Temperatur 175° betrdgt.

Dementsprechend ist y¢ =400; A =1; a?2=0,0025;
h=20; T,=175.

Man findet zunichst ¢ = 100 und D = 300, somit:

T =100+ 300 s -+ By, sin (ms)e ~ ™!

m
tang (0,2m) = — 50
Hieraus bestimmt sich m = 12,857; 26,78; .. . usw.

T =100 - 300 s -~ B, sin (12,86 s) ¢~ %3’
~+ B, sin (26,78 s) e VP L ..

Fiir die in Fig. 21 dargestellte urspriingliche Tem-
peraturverteilung ergibt sich B, ——41,0 und B,=16,7.
T'ig. 20 zeigt die zugehdrigen Sinuslinien.

Die schliefiliche Temperatur der von den heiflen
Gasen beriithrten Oberfliche betrigt, wie bei dem fritheren
Beispiel der Eisenplatte, 160% so daBl auch die stationire
Temperaturverteilung die gleiche wird. Wihrend aber
bei der Eisenplatte der siationfire Zustand bis auf /,°
Unterschied in etwa 1!/, Stunden erreicht wird, dauert
dies bei der Betonplatte 9,17 Stunden. Der wesentliche
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Unterschied des Verhaltens geht aus dem Vergleich der
Figuren 17 und 21 hervor. In Fig. 17 sind die Temperatur-

Fig. 20 und 21.

verteilungen in der Eisenplatte nach Ablauf von 10, 20,
30, 40 usw. Minuten dargestellt, wogegen Fig. 21 die Tem-
peraturverteilungen in der Betonplatte nach 30, 90, 150,
210, 270 Minuten zeigt. Die Tangenten der Neigungs-
winkel der Kurven an der Oberiliche s = S, welche das
Temperaturgefdlle darstellen, betragen bei der Eisen-
platte: 1/,(760—1T), bei der Betonplatte: 20(175—T)
und werden erst im stationdren Zustand bei beiden Platten
gleich.
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6. Beispiel. Die Temperatur der einen Oberfliche
einer 200 mm starken Betonplatte sei konstant 100°, die
andere Oberfliche werde von Gasen berihrt, deren
Temperatur 760° betrigt.

Dementsprechend ist y¢ =400; X =1; a?=0,0025;
h =20; T,=760.

Man findet zunéchst C = 100 und D = 2640, somit:

T =100 + 2640 s + By sin (ms) e~ *™*

tang (0,2 m) = — %’8—

m = 12,857; 26,78; usw.
T =100 + 2640 s + B, sin (12 863)e‘°4‘3f+
+ B, sin (26,78 s) ¢~ V7 L

Fiir die in Fig. 23 dargestellte urspriingliche Tem
peraturverteilung ergibt sich B, = — 360 und B, =147.
Fig. 22 zeigt die zugehorigen Sinuslinien. Der Mafistab
der Langen ist 5000 mal so grof als der der Temperatur.

Die schliefliche Temperatur der von den heiflen
Gasen beriihrten Oberfliche der Betonplatte betragt 628°,
so dafl im stationdren Zustand stiindlich 13.200 Kalorien
durch einen Quadratmeter der Platte gehen. Der Tem-
peratursprung an der heiflen Oberfliche betriagt 132°. Bei
der gleichdicken Eisenplatte, die von ebenso heillen Gasen
beriihrt wird (Fig. 17), betrigt der Temperatursprung
600°, wobei stiindlich 60.000 Kalorien durch einen Qua-
dratmeter der Platte gehen. Der stationdre Zustand bis
auf 1/,° Differenz wird in der Betonplatte erst nach un-
gefahr 15,9 Stunden erreicht.

Die urspriingliche Temperaturverteilung in der
Platte ist in der Regel durch die Temperaturen einzelner
Schichten in verschiedener Tiefe und der Oberflichen
der Platte gegeben. Derartiger Temperaturangaben
konnen beliebig viele vorliegen. Aus dem allgemeinen
Ausdruck fiir T ergeben sich damit ebensoviele Be-
stimmungsgleichungen fiir die gleiche Anzahl von
Werten der Koceffizienten B. Allerdings sind, wie schon
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Fig. 22 und 23.

frither auseinandergesetzt wurde, die héheren Glieder
der Reihe fiir die Resultate von geringer Bedeutung.
So sind bei dem zuletzt berechneten Beispiel, ent-
sprechend der in Fig. 23 dargestellten urspriinglichen
Temperaturverteilung, nur die beiden ersten Glieder
der Sinusreihe beriicksichtigt worden. Betrachtet man
indessen die Reihe als unendlich und ordnet den Werten
von m = 12,8567; 26,78; 41,65; 56,60; 72,0; 87,5; ...
usw., etwa die Koeffizienten B— —386,6; 193,3; — 128,8;
96,6; — 77,3; 64,4; — 55.2;. . . usw. zu, so nidhert man
sich dem Grenzfall, wobei alle Schichten der Platte
urspriinglich die Temperatur von 100° besitzen, wahrend
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an der Oberfliche s =8 das durch die Oberflichen-
bedingung vorgeschriebene Temperaturgefille herrscht.
Der Zeitraum bis zur Erreichung des stationdren Zu-
standes mit /,° Differenz berechnet sich damit zu un-
gefdhr 16,1 Stunden, also nur um wenig lénger als
bei der in dem Beispiele vorausgesetzten urspriing-
lichen Temperaturverteilung, welcher die Annahme
zugrunde gelegt war, daBl zur Zeit ¢ = —0,5, die Tem-
peratur in der Plattenmitte und an den beiden Ober-
flaichen 100° betragen habe.

Auf den Widerspruch, der darm liegt, alle Schichten
einer Platte von gleicher Temperatur vorauszusetzen,
wiahrend einer Oberfliche mit einem Kérper hoherer Tem-
peratur in Beriihrung steht, ist schon friiher (auf Seite 20)
hingewiesen worden. Dafl es trotzdem gelingt, einen
mathematischen Ausdruck zu finden, welcher dieser For-
derung entspricht, erkldrt sich aus dem Umstand, dafl
die Formeln keine Riicksicht darauf nehmen, ob den ein-
zelnen darin vorkommenden GroBen eine physikalische
Bedeutung zukommt oder nicht.

Die Gleichung, welche den Zusammenhang zwischen
den Temperaturen der Plattenoberfliche und des be-
rithrenden Mittels, der Wirmeleitungszahl und des Tem-
peraturgefilles darstellt, lautet:

oT
A s = h(Te—1T)
s=8
Wenn T, positiv ist, ergeben alle positiven Werte
der Variabeln 7, die kleiner als T, sind, und alle nega-

tiven Werte von T positive Werte des Differential-

quotienten%z" Dem Werte T=— o entspricht der

Differentialquotient %—:— =+ o unddie Gleichung bleibt

erfiillt. Physikalisch haben aber die Werte von T unter-
halb von — 273° keinen Sinn mehr.
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Die eigentiimliche Form der Kurven, welche bei den
behandelten Beispielen die urspriinglichen Temperatur-
verteilungen in den Platten darstellen, ergibt sich aus den
jeweilig zugrunde gelegten Angaben der Temperaturen
einzelnen Schichten. Da die Temperatur der beriihrenden
Mittel wahrend des verénderlichen Temperaturzustandes
der Platte als konstant vorausgesetzt ist, mull zur Zeit
t =0 die Platte schon in Beriihrung mit dem etwa sehr
heilen Mittel gedacht werden. Wenn die Platte friiher,
d. h. vor dem Zeitpunkt ¢ =0, etwa im Zeitpunkt ¢t =—z,
in allen Schichten gleichtemperiert war, so mufite dieser
Zustand im Verlaufe der Zeit z eine Verdnderung er-
litten haben. Wenn beispielsweise zur Zeit t = —z eine
Platte in allen Schichten die Temperatur von 100° be-
sessen hat, zur Zeit ¢ = 0 aber in Beriihrung mit einem
Mittel steht, dessen Temperatur 760° betrigt, so werden
die Temperaturen aller Schichten im Verlauf der Zeit 2
eine Steigerung erfahren haben, und zwar werden die
Temperaturen der einzelnen Schichten nun um so héher
sein, je ndher sie sich der von dem heiflen Mittel be-
riithrten Oberfliche befinden und je gréfler der Zeitraum z
war. Man miilite also die Untersuchung zur Zeit ¢ = 0
mit einer schon etwas vorgewidrmten Platte beginnen. Je
nach der Linge der Zeit 2, welche die Anndherung oder
die Erwarmung des beriihrenden Mittels erfordert, kann
aber der Grad der Anwirmung ein sehr verschiedener
sein und innerhalb der tatséichlich méglichen Grenzen ist
daher jede bheliebige Annahme iiber die urspriingliche
Temperaturverteilung in der Platte zuldssig. Man wird
aber bei ndherer Priifung finden, dafl nicht alle Tempe-
raturverteilungen, die man sich einbilden kann, tatséch-
lich mo6glich sind, und zu solchen unmdoglichen Tempe-
raturverteilungen gehort auch die einer in allen Schichten
durchaus gleichtemperierten Platte in Beriihrung mit
einem heifleren Mittel. Mathematisch driickt sich dies da-
durch aus, daf fiir die Oberflache selbst die Temperatur
— o resultiert.
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Eine anschauliche Vorstellung iiber den Zusammen-
hang der Oberflichenbedingungen mit den Temperatur-
gefdllen an den Oberflichen gewdhrt Fig. 24.

Bedeuten h, und h, die Wéirmeiibergangszahlen
zwischen den Plattenoberflichen und den sie beriih-
renden Mitteln, welche die Temperaturen 7T, und T
besitzen, A die Warmeleitungszahl des Plattenmaterials,
S die Starke der Platte, ferner 4 und B zwei Punkte,

N

deren Ordinaten 7, und 7, und deren Abszissen—h—

und S + 7} im Koordinatensystem s, T sind, so stellt
2

die gerade Verbindungslinie dieser Punkte innerhalb

Fig. 24.
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der zwischen s =0 und s =S8 liegenden Strecke die
schliefilich erreichte lineare Temperaturverteilurg in
der Platte dar. Wie immer aber zu beliebiger Zeit die
Temperaturverteilung in der Platte gestaltet sei, die
Tangenten der Temperaturkurve an den Oberflachen
zielen stets nach den Punkten A und B; denn die
trigonometrischen Tangenten der Neigungswinkel sind

%%“ e "—%’(Ta—' To) und %SZ:_;;?_ To — TS)

s=0 s=38

Die Figuren 21, 23 und die spéter folgenden Fi-
guren 27, 29 u. a. lassen diese Kigenschaft der Tem-

peraturkurven deutlich erkennen.
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Beide Oberflichen werden von Mitteln konstanter
Temperatur beriihrt.

In diesem Falle gilt fiir die Oberfliche s = 0:

oT __h,
a;f—'———T(T—Ta)y e e e e e e e 1)
§=90

worin h, die Warmeiibergangszahl von der Platte zum

berithrenden Mittel und 7, dessen Temperatur bedeuten.
Fiir die Oberfliche s = S gilt:
oT _
0s
s=3S§
worin h, die Warmeiibergangszahl von der Platte zum
berithrenden Mittel und 75 dessen Temperatur bedeuten.
Die allgemeinen Gleichungen lauten wie frither:

T= T+ Ds + Apcos (ms) e~ *™ "+ By, sin (ms) e~ & ™!

%g: =D —m Ansin (ms)e @ t—l— m Bm cos (ms)e amt

G A

Aus diesen erhidlt man:
T=0C+ An g vt
s§=0
oT —a2mt

W—D—}—mBme

§=0
Die Bedingungsgleichung 1) ergibt somit wie im
vorhergehenden Beispiel:

b
D—T(O—Ta)

mBm :‘%—l‘Am
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Fir die Oberfliche s =8 gilt:
T=C+ DS+ Ap cos (m ) e @™+ Bnsin(mS)e” ™"

%{:D —m Am sin (mS)e_azm”—}—mBm cos(mS)e

s=3S8

—a2m?t

Aus der Bedingungsgleichung 2) ergibt sich damit:
D-_——’:;'\z—(Tb—'C——DS)

Ferner:
—m Ap sin (m 8) + m Bp cos (m8) =

= _% (Am cos (m 8) + Bp sin (m S))

Dividiert man beiderseits durch cos (m S) und be-
riicksichtigt das oben ermittelte Verhiltnis Am/Bm, so
erhélt man:

hi+h

—p Ty
tang (mS) =m T h, T,

Die Werte von m sind daraus auf dieselbe Art, wie

in den friiher behandelten Fillen, graphisch zu ermitteln.
Die Losung stellt zugleich den allgemeinen Fall dar,
in welchem die Losungen der in den beiden vorhergehen-
den Abschnitten behandelten Aufgaben enthalten sind.
Fiir h, = erh&lt man
tang (m S) = ——im,
h,
wie fiir die im VI. Kapitel behandelten Aufgaben, wo-
bei die Temperatur einer Oberfliche konstant erhalten
wird. Fiir h, = h, = erhilt man

tang (m8) =0, d. i.
© 2 37

? S ? S ? S A
wie fiir die im V. Kapitel behandelten Aufgaben, wobei

die Temperatur beider Oberflichen konstant erhalten
wird.

m=~0 usw.,
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7. Beispiel. Eine gufeiserne Platte von 200 mm Stirke
wird an beiden Oberflichen von Gasen beriihrt,deren Tempe-
ratur 500° betrigt.

Ta=Ty= 500
2=40; h, = h, = 20; a?=0,044.

Man erhélt zunéchst:

C=500; D=0; An=2m Bn
m
tang (0,2m) = mE— 095
Die graphische Lésung dieser Gleichung liefert
folgende Werte:
m = 2,21; 16,02; 31,b7; . . . . usw.
Damit erh&lt man:
T=500~+B, (4,4 cos (2,2 s) + sin (225)) e~ ***'+
-+ B, (32,05 cos (16,025) +sin (16,02 s))e™ "*'+- . . . usw.

Die Koeffizienten B sind alsdann, wie bei den friiher
behandelten Beispielen, nach den iiber die urspriingliche
Temperaturverteilung vorliegenden Angaben zu be-
rechnen.

Sind die Angaben derart, dall man eine zur Mittel-
schicht der Platte symmetrische urspriingliche Tempe-
raturverteilung voraussetzen darf, deren Symmetrie in-
folge der beiderseitig gleichen Oberflichenverhiltnisse
auch spiter nicht gestort wird, so kann die Rechnung
etwas vereinfacht werden.

Legt man den Ursprung des Koordinatensystems in
die Plattenmitte, so lautet eine Bedingung fiir jederzeit
symmetrische Temperaturverteilung:

Damit ergibt sich: $=°
T = C 4+ An cos (ms) e~ “™*
()7 —azm2t h

) S
a—s—:_—mAmSIIl(m—g“)e ZT(TII‘—T)

s§=

n:.iU)

tan mé ——h—
™9 = m
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Mit den Werten des Ziffernbeispiels erhélt man:
cotg (0,1 m) =2m
m = 2,2166; 16,0201 ; 31,5744; 47,2314; 62,91; 78,60. . . usw.
T=500+A,-c0s(2,22s)e” " 44, c0s(16,025) e~ * ...
Hat die Platte urspriinglich sowohl an den beiden
Oberflichen wie in der Mitte die Temperatur von 100°,
so ist

A, = —409,5 und 4, = 9,5.
Die wurspriingliche Temperaturverteilung und die
Temperaturverteilung nach 1, 2, 3, . . . . 10, 20 Stunden

istaus Fig. 25 zu entnehmen. Die mittlere Schicht erreicht
die Temperatur von 499%/,° erst nach 30,7 Stunden.

Fig. 25.

8. Beispiel. Eine Betonplatte von 200 mm Stirke
wird an beiden Oberflichen von Gasen beriihrt, deren
Temperatur 500° betrdgt.

A=1; h=20; a%=10,0025
cotg (0,1 m) = 0,05 m

m=10,763; 36,418; 65,814; 96,218; .. .. usw.

T =500+ A4, cos (10,76 5) e ~** 4 A, cos(36,425) e~ *#*
+ A, cos (65,81 s) e L

Krauss, Warmeleitung. 5
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Fig. 26 und 27.

Bei der in Fig. 27 gezeichneten urspriinglichen Tem-
peraturverteilung haben die Koeffizienten A folgende
Werte:

A, = —46355; A,=28229; 4,=—18,74.

Fig. 26 zeigt die diesen Werten entsprechenden
Cosinuslinien. Die Temperaturverteilungen nach 1, 2,
3,....10 Stunden sind aus Fig. 27 zu ersehen.

Die mittlere Schicht erreicht die Temperatur von
499'/,° nach 23,6 Stunden.
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Der Wiarmeinhalt der Platte iiber 0° betragt fiir 1 qm
Oberflache urspriinglich
s

W, =y cS Tds = 9064 Cal.

Schliefilich enthilt die Platte, wenn sie auf 500° er-
warmt ist,
W, =500y ¢ S = 40000 Cal.

Zur Erwidrmung ist daher eine Wérmezufuhr von
30.936 Cal. erforderlich. Da die Temperatur der Platten-
oberflichen zur Zeit ¢ — 0 ungefdhr 190° betrigt, so
flieRen der Platte in der 1. Sekunde durch beide Ober-
flichen 38,4 Cal. zu. Nach 1 Stunde haben die beiden Ober-
flichen eine Temperatur von 336° angenommen und in der
1. Sekunde der 2. Stunde erhilt die Platte von den
beiden Oberflichen zusammen nur mehr 1,8 Cal.

Anders ist es bei der im 7. Beispiel betrachteten
Eisenplatte. Der urspriingliche Warmeinhalt der Platte
betrigt 18.000 Cal., der schliefliche Warmeinhalt 90.000
Cal. Zur Erwirmung sind somit 72.000 Cal. erforderlich.
In der 1. Sekunde gelangen durch die beiden Oberflachen
zusammen 4,4 Cal. in die Platte.

Die Temperatur der Oberfléichen steigt aber bei der
Eisenplatte in der 1. Stunde nur auf 170° und in der
1. Sekunde der 2. Stunde fliefen der Eisenplatte durch die
beiden Oberflichen noch immer 3,3 Cal. zu. Weil aber die
Eisenplatte zu ihrer Erwérmung mehr als doppelt soviel
Wiarme erfordert als die Betonplatte, bendtigt sie auch
hiezu wesentlich mehr Zeit als diese.

9. Beispiel. Eine gufleiserne Platte von 200 mm
Stirke wird an der einen Oberfliche von Wasser beriihrt,
dessen Temperatur konstant 40° betrdigt, an der anderen
Oberfliche von Gasen beriihrt, deren Temperatur kon-
stant 600° betrigt.

Die Wirmeiibergangszahlen zwischen der Platten-

oberfliche und den sie beriihrenden Mitteln sind fiir das
5*
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Wasser h, = 1000, fiir die Gase h,=20. Ferner gelten

wie frither:
’A=40; S =0,2; a%2 = 0,044.
Damit erhdlt man:

1020 m
tang (0,2m) = A0 mE—500
m = 6,87; 20,257; 34,617; 49,515; . ... usw.
Ferner: C=50; D =250

T=50-+2505 + A, (cos (6,87s) 3,64 sin (6,87s))e """+

+ A, (cos (20,26 s) + 1,23 sin (20,265)) e~ > -

+ A; (cos (34,62 5) + 0,72 sin (34,62 8)) e~ P - ..

Wenn die Platte urspriinglich an den beiden Ober-
flichen und in der mittelsten Schicht die Temperatur von
400 besitzt, so ergeben sich aus dieser urspriinglichen
Temperaturverteilung die Koeffizienten A, wie folgt:

A, =—13]19; A4,=5,09; A;,=—19.

Fig.28 zeigt die urspriingliche Temperaturverteilung
und die Temperaturverteilungen nach Ablauf von 10, 20,
30 . . .. 60 Minuten. Dem stationidren Zustand, wobei die

Fig. 28.

von den heiflen Gasen beriihrte Oberiliche eine Tempe-
ratur von 100° und die vom Wasser beriihrte Oberfliche
eine Temperatur von 50° erreicht, kommt die Platte nach
Ablauf von 2,2 Stunden bis-auf !/,° Differenz nahe.
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10. Beispiel. Eine Betonplatte von 200 mm Stirke
ist an der einen Oberfliche wvon Luft beriihrt, deren
Temperatur 20° betrdgt, an der anderen Oberfliche von
heifilen Gasen beriihrt, deren Temperatur 600° betrdgt
und tberdies der Strahlung einer gegeniiberstehenden
600° heiffen Wand ausgesetzt. Die Betonplatte hat ur-
spriinglich eine beildufige Temperatur von 20°.

Fir den Ubergang der Wirme von den Gasen zur
Platte gilt die Warmeiibergangszahl h, = 20. Fiir die der
Beriihrung und Strahlung ausgesetzte Oberfliche gilt die
‘Wiarmetibergangszahl h,, die mit h, in folgendem Zu-
sammenhang steht

hy(To — Ts) = hy (To — Ts) + ¢ (9 — ¥5), d. i.
hy = hy 0 (%= ) (95 9)
worin Ts die verénderliche Temperatur der heillen
Plattenoberfliche, ¢ die Strahlungskonstante und % ab-
solute Temperaturen bedeuten, und zwar:
Yy = Tp+ 273
s = Ts + 273

Mit den Ziffern des Beispiels gilt fiir den Anfangs-

zustand
h, = 20 4 ¢ (873 4 293) (8732 - 293%).

Die Strahlungskonstante mit 4.10° eingesetzt, er-
gibt h, = 20 4 40 = 60.

Anderseits erh#lt man mit ¥, = %5 den hochstmog-

lichen Wert von h,
h,=20-+4¢.873%=126.

max

Man wird daher als Mittelwert der Wirmeiibergangs-
zahl wihrend der Erwirmung der Plattenoberfliche von
20° bis nahezu 600° etwa h, = 90 ansetzen diirfen.

Die Temperaturen T, und T der beiden Plattenober-
flachen fiir den schlielilich erreichten stationidren Zustand,
berechnen sich aus der Beziehung, wonach die durch die
Platte stromende Wiarme ebensowohl gleich der an der
heiflen Oberfliche einstromenden Wirme, wie der an der
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kalten Oberfliche ausstromenden Wéirme sein muf,
nimlich:

A
hz(Tb—Ts)ZF(Ts_To):hx (To—Ta)

90 (600 — T.) = 5 (Ts — T) = 20 (T, —20)

Ts=1575,3 und T, =131,08
ferner ergibt sich:

C =131,08; D =2221,2; By, 2%0—Am
110 m
tang (0,2 m) = WTBW
m =12,275; 25,50; 39,54; .... usw.

T =131,084+2221,2s
-+ A, (COS (12,275 s) -+ 1,629 sin (12,275 s)) e—o,avst+
+ A, (cos (25,5 s) + 0,784 sin (25,55)) ¢~ " -
+ A (cos (89,54 5) + 0,505 sin (39,54 5)) e~ > F - . . .
Wenn die Angabe, dall die Temperatur der Platte ur-

spriinglich beilaufig 20° betrage, dahin gedeutet wird, dall

die Temperatur von 20° in den Schichten s =0, s = %

und s=§4§ herrsche, so berechnen sich daraus die

KoeffizientenA4 und B, wie folgt: A, =—182,9; B, =—297,8;,
A, =128,3; B,=100,5; A; = —56,5; B; =— 28,6.

Die urspriingliche Temperaturverteilung entspricht
alsdann der in Fig. 29 stark gezeichneten Kurve. Die
tibrigen Kurven zeigen die Temperaturverteilungen nach
1, 2, 3, .. .. 8 Stunden. Der stationire Zustand, bis auf
0,5° Differenz in der mittelsten Schicht, wird erst nach
17,36 Stunden erreicht,.

Aus der Figur geht deutlich hervor, dal die Tempe-
ratur der heiflen Plattenoberfliche schon zur Zeit ¢ = 0
die Hohe von nahezu 460° besitzt, so dal} die der Rechnung
zugrunde gelegte Annahme einer mittleren Warmeiiber-
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Fig. 29.

gangszahl h, = 90 wenig zutreffend erscheint. Tatséichlich
ergibt sich fiir die Anfangstemperatur Ts = 460:
h, =20 4 87 =107.

Als wahrscheinlich zutreffenden Mittelwert héitte man
demnach h, = 110 in die Rechnung einzufiihren. Damit
erhilt man aus der Gleichung:
hi+h, 130m
m2—h, h, m%—2200

m =12,30; 25,75; 39,9; ....
und die zeitlichen Werte der T'emperaturen:
T—=131,95+ 2238,5bs -+
+ A, (cos (12,3 5) + 1,62 sin (12,3 5)) e ~ "™
+ A4, (cos (25,75 s) + 0,776 sin (25,75 5)) €~ **
+ A4, (cos (39,9 s) + 0,5 sin (39,9 5)) e~ ***

Der Unterschied gegen die frithere Berechnung ist
sehr gering. Im schlieBlich erreichten stationiren Zustand
betrigt die Temperatur der heiBlen Oberfliche 579,65° C,
der kalten Oberfliche 131,95° C. Die Differenzen gegen
friiher betragen daher nur 4,3 bzw. 0,87° C. Die stiindliche
durch 1 qm Plattenoberfliche stromende Wirmemenge be-

tang (m S) = lmlz
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rechnet sich daraus jetzt mit 2238 Cal., gegeniiber
2222 Cal. friiher.

Da8 der Unterschied so gering ausfillt, erklirt sich
aus dem Zusammenhang, welcher zwischen den Wirme-
iibergangszahlen h,, h,, der Leitfdhigkeit A des Materials
der Platte, der Dicke S und der daraus ermittelten Wirme-
iibergangszahl H von dem die Platte beriihrenden heillen
Mittel zum kalten Mittel besteht:

1 1 S 1
H=n Tt
Setzt man einmal h, = 90 und das andere Mal h, =
110 und in beiden Féllen h, = 20,A =1 und S = 10,2, so
erhilt man im ersten Falle H — 3,83, im zweiten Falle
H = 3.,86.
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Die verschiedenen Moglichkeiten der Warmebewe-
gung durch eine Platte, deren Oberflichen entweder auf
konstanten Temperaturen erhalten oder von konstant
temperierten Mitteln beriihrt werden, sind durch die an
die in den vorhergehenden Kapiteln behandelten 10 Bei-
spiele gekniipften Erorterungen erschopft. Innerhalb
gewisser Grenzen sind die Figuren, welche die ein-
zelnen Beispiele begleiten, auch fiir die Losungen von
Aufgaben giiltig, denen andere zifferm#flige Angaben
zugrunde liegen als diejenigen der Beispiele. Daf} die
Fig. 5>—12 auch fiir beliebige Materialien und Material-
stairken der Platten gelten, sofern als Zeiteinheit
a?/8% Stunden gerechnet werden, ist bereits friiher er-
wihnt worden.

Der Temperaturmafstab kann bei allen Figuren um
beliebige Stiicke nach oben oder nach unten verschoben
werden, wobei die Temperaturen der die Oberflachen be-
rithrenden Mittel um das gleiche Mafl héher oder tiefer
und die Gréfle C der zugehérigen Temperaturgleichung
um den gleichen Betrag grofer oder kleiner anzusetzen
sind.

‘Wenn die beiden Oberfléchen ihre Rollen vertauschen,
gelten die Spiegelbilder der Figuren und anstatt s ist in
die zugehorige Gleichung (S — s) einzusetzen.

Als urspriingliche Temperaturverteilung kann jede
beliebige der gezeichneten Kurven oder eine richtig da-
zwischen eingezeichnete Kurve gelten. Die den einzelnen
Kurven beigesetzten Ziffern, welche die verflossenen
Zeiten angeben, sind alsdann um den Betrag jener Ziffer
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zu vermindern, welcher der gewéhlten urspriinglichen
Temperaturkurve beigesetzt ist. In der zugehorigen Glei-
chung #ndert sich der Logarithmus der Koeffizienten 4
und B um das entsprechende Vielfache des Koeffizienten
von .

Die Figuren bleiben auch richtig, wenn sie umge-
dreht, d. h. auf den Kopf gestellt werden, sofern der zu-
gehorige Temperaturmaflistab nicht umgedreht wird. An
die Stelle von Erwirmung tritt alsdann Abkiihlung.

Fig. 30.

So stellt Fig. 30 das umgekehrte Bild von Fig. 6 dar.
Es entspricht der Abkiihlung einer Platte, deren Ober-
flaichen konstant auf der Temperatur von 0° gehalten wer-
den, wenn zur Zeit ¢ = 0 die Schichten

s = ~§~ und s = %S— dieTemperaturen von 50°aufweisen.
Die entsprechende Temperaturgleichung lautet

T = 50 sin (15,71 8) ¢ ~ ¥ * — 14,64 sin (31,41s) ¢~ ****
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Fig. 31.

Fig. 31 stellt das umgekehrte Bild von Fig. 16 dar.
Es entspricht der Abkiihlung einer eisernen Platte, die zur
Zeit ¢ = 0 sowohl an den beiden Oberflichen wie in der
mittelsten Schicht die Temperatur von 760° besitzt, an der
Oberfliche s = 0 von Gasen beriihrt wird, deren Tempe-
ratur 100° betragt, wihrend die Oberfliche s = S auf der
konstanten Temperatur von 760° gehalten wird. Die ent-
sprechende Temperaturgleichung lautet:

T=700+300s + (50,35 c0s(8,16 s) + 3,09 sin (8,16 s)) - 2,ejf
+ (9,65 cos (23,67 s) + 0,2 sin (23,67 s)) g 20t

Fig. 32.
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Auch die in Fig. 32 dargestellte urspriingliche Tempe-
raturkurve ist aus der Fig. 16 entwickelt worden, indem
die Abweichungen der urspriinglichen Temperaturen der
einzelnen Schichten von den schliefllich im stationéren
Zustand vorhandenen als Ordinaten der neuen Kurve auf-
getragen wurde. Dieses Bild ebenso wie das in Fig. 33

Fig. 33.

gezeichnete ist besonders wichtig. Es stellt den Verlauf
der Abkiihlung einer eisernen Platte dar, welche zur Zeit
t = 0 an der Oberfliche s = 0 auf der konstanten Tempe-

ratur von 100° gehalten wird, in der Schichte s =% die

Temperatur von 130° besitzt, wihrend die andere Ober-
fldche, deren Temperatur 160° betrigt, von Gasen mit einer
Temperatur von 100° beriihrt wird. Die Temperaturdiffe-
renz an der von den Gasen beriihrten Oberfliche betréigt
daher anfangs nur 60° und nimmt im weiteren Verlaufe
bis auf 0 ab. Die Temperaturen sdmtlicher Schichten und
der von den Gasen beriihrten Oberfliche nehmen aber
ebenso rasch ab, als sie bei dem in Fig. 16 dargestellten
Fall zugenommen haben, wobei aber die Differenz zwi-
schen den Temperaturen der heilen Gase und der Platten-
oberfliche anfangs 660° und schliefllich 600° betragen hat.
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Dieder Fig.32 entsprechende Temperaturgleichung lautet:
T =100 -} 50,5 sin (8,16 s) ¢~ *** —9,6 sin (23,67 s) e~ **°*

Fig.33, welche auf dieselbe Art wie die vorhergehende
Figur aus Fig. 29 entwickelt wurde, stellt den Ab-
kiithlungsverlauf einer Betonplatte dar, die zur Zeit t = 0
in der von 20° warmen Gasen beriihrten Oberfliche die

Temperatur von 131° in der Schichte s = -‘;* die Tempe-

ratur von 353° in der Schichte s = 3S/4 die Temperatur
von 464° besitzt, wihrend die Oberfliche s = S von einem
20° warmen Mittel beriihrt wird, fiir welches die Wirme-
iibergangszahl h = 90 gilt. Die Platte erreicht schlieflich
in ihrer ganzen Stirke die Temperatur von 20°. Die Ge-
schwindigkeit der Temperaturdnderungen der Oberflichen
und aller Plattenschichten ist aber genau dieselbe wie bei
dem durch Fig. 29 des Beispiels 10 betrachteten Fall. Beim
Vergleich der Fig. 29 und 33 ist deutlich wahrzunehmen,
daB zu gleichen Zeiten nicht nur die Temperaturen selbst
in den gleichen Schichten verschiedene sind, sondern daf
auch die zwischen den einzelnen Schichten bestehenden
Temperaturdifferenzen andere sind, so dafi sich auch die
Temperaturgefille an den Oberfléchen voneinander unter-
scheiden. Hingegen ist die Abweichung der Temperatur
jeder einzelnen Schicht von der Mitteltemperatur ihrer
Umgebung in dem Fall der Fig. 29 genau so grofl wie im
Fall der Fig. 33. Daher ist die Geschwindigkeit der T'em-
peraturinderung in beiden Féllen die gleiche und die Er-
wirmung der Platte in dem einen Falle nimmt genau die-
selbe Zeit in Anspruch wie die Abkiihlung in dem an-
deren Falle.
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Die Temperaturen der beriihrenden Mittel sind
verdnderlich.

Man kann die Untersuchung auf die beiden Fille
beschréanken, dafl sich die Temperatur der berithrenden
Mittel entweder asymptotisch einer bestimmten Grenze
ndhert oder eine periodische Funktion der Zeit ist. Andere
Méoglichkeiten sind von geringerer physikalischer und
technischer Bedeutung. Aber auch in diesen Annahmen
ist eine solche Mannigfaltigkeit der Moglichkeiten ent-
halten, dafl der begrenzte Umfang dieser Studie nur
wenige Beispiele, und auch diese nicht erschépfend, zu
behandeln gestattet.

Die Temperatur der beriihrenden Mittel soll also
entweder durch die Formel

To=M-+|ZINe—Pt
oder als periodische Funktion der Zeit durch die Formel
Te=ZIAsin (nt-+q)
gegeben sein.

Die Temperatur des beriihrenden Mittels ndhert sich
asymptotisch einer bestimmien Grenze.
Aus der angenommenen Formel:
To=M-+}ZNe—rt
ergibt sich, dafl die Temperatur zur Zeit t =0 durch den
Ausdruck
To=M-+3IN
und zur Zeit { = oo durch den Ausdruck
T,=M

angegeben wird.
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Es konnen nun im allgemeinen beide Oberflichen der
betrachteten Platte von Mitteln verdnderlicher Tempe-
ratur beriihrt werden, oder es kann die eine Oberfliche
auf konstanter Temperatur erhalten werden, wiahrend die
andere von einem Mittel veréinderlicher Temperatur be-
riihrt wird; es kann aber endlich auch die eine Oberiliche
von einem Mittel konstanter und die andere Oberfliche
von einem Mittel verdnderlicher Temperatur beriihrt
werden.

Wenn der TUbergangswiderstand der Wirme
zwischen der Plattenoberfliche und dem beriihrenden
Mittel so gering ist, dal die Wairmeiibergangszahl
h = oo angesetzt werden kann, so hat die von dem Mittel
verinderlicher Temperatur beriihrte Plattenoberfliche in
jedem Zeitpunkt die Temperatur des berithrenden Mittels.

Die Losungen aller Aufgaben, fiir welche diese Vor-
aussetzung zutrifft, konnen aus den bisher mitgeteilten
Figuren ohne Schwierigkeit abgeleitet werden. Man kann
gich némlich jede Platte in einer beliebigen Tiefe durch
einen parallel zu den Oberflichen gefiihrten Schnitt in
zwei Platten zerlegt denken. Jeder der beiden Platten-
teile kann alsdann als das den anderen Plattenteil be-
rithrende Mittel betrachtet werden.

Zerlegt man also, wie in Fig. 34 dargestellt ist, die
friiher als Fig. 23 im 6. Beispiel betrachtete Platte, durch
den in der Tiefe s = 3/, S gefiihrten Schnitt XX in die
zwel Teile % und B, so ist B fiir die Platte A und A fiir
die Platte B das beriihrende Mittel, dessen Temperatur
nach dem Gesetze:

To= 496 — 337,2¢ —"413f — 112.8¢ —1,97¢
von 46° beginnend, sich asymptotisch der Grenze von
496° nihert.

Der linke Teil der Fig. 34 stellt daher die zu ver-
schiedenen Zeiten vorhandenen Temperaturverteilungen
in einer 150 mm starken Betonplatte dar, die an der einen
Oberfliche auf der konstanten Temperatur von 100° ge-
halten wird, wihrend die andere Oberfliche von einem
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Fig. 34.

gleichtemperierten Mittel beriihrt wird, dessen Tempera-
tur, von 46° beginnend, sich allméhlich der Temperatur
von 496° asymptotisch nédhert.

Der rechte Teil der Fig. 33 stellt die zu verschie-
denen Zeiten vorhandenen Temperaturverteilungen in
einer 50 mm starken Betonplatte dar, die an der einen
Oberfliche von Gasen berithrt wird, deren Temperatur
konstant 760° betridgt, wihrend die andere Oberfliche
von einem gleichtemperierten Mittel beriihrt wird, dessen
Temperatur, von 46° beginnend, sich allméhlich der Tem-
peratur von 496° asymptotisch néhert.

Mit den auf diese Art durch Zerschneidung gewon-
nenen neuen Figuren kann man auf dieselbe Art ver-
fahren wie mit den alten Figuren; man kann die MaQ-
stibe verschieben, man kann die Figuren umdrehen usw.
und auf diese Art alle einschligigen Aufgaben 16sen. Man
kénnte sogar, wenn das Gesetz der Temperaturinderung
des beriihrenden Mittels fiir zwei Teilfiguren iiberein-
stimmt, selbst wenn diese fiir verschiedene Plattenmate-
rialien gelten, aus den beiden Teilfiguren eine neue Figur
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zusammensetzen, und hitte alsdann ein Bild der Tem-
peraturverteilung in einer aus zwei verschiedenen Bau-
materialien zusammengesetzten Platte. Entsprechend den
verschiedenen Wirmeleitungsfahigkeiten der beiden Ma-
terialien verlaufen die Temperaturlinien nicht mehr stetig
durch die ganze Plattenstéirke hindurch, sondern zeigen
an der Beriihrungsstelle der verschiedenen Materialien
einen Knick.

Die Betrachtung des Temperaturverlaufes in einer
zusammengesetzten Platte, deren Oberflichen auf kon-
stanten Temperaturen erhalten werden, ist insofern von
besonderer Wichtigkeit, als dabei die eigentliche Bedeu-
tung der Wirmeiibergangszahlen h hervortritt.

Legt man den Ursprung der Koordinaten in die
Grenzilache, in welcher die beiden verschiedenen Platten-
materialien zusammenstoflen, und bezeichnet mit T, und
T, die Temperaturen in den verschiedenen Schichten der
beiden Plattenteile, so hat man bei Weglassung der
Summenzeichen folgende zwei allgemeinen Ausdriicke:

T,=0C,+ D,s+ A, cos (m,s) e~ m*t |
-+ B, sin (m, s) e —@*m*t

Ty =C, +D,s + A, cos (m; s) e~ @& m*t |-
—+ B, sin (m, s) ¢ — & m*¢

An der Grenzfliche, d.i. fiir s =0, mull sowohl fiir
t = 0 als auch fiir jeden beliebigen Wert von ¢ die Be-
ziehung bestehen:

T,=T1T,

§=0 §=0
Hieraus ergibt sich zunichst
C.=0C,; A=A,
a, m, =a, m;;
a; und a; bedeuten wie frither die Temperaturleitungs-
koeffizienten.
An der Grenzfliche miissen die Temperaturgefille
in folgender Beziehung stehen:
oT, oT,
A s = A s

Krauss, Warmeleitung. 6
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Somit ist:
AMmyB,=Xm, B, und A, D, = A, D,
Driickt man nun m,; durch m, aus, so erhdlt man:
B,=1%p,
Ay @y
Bedeuten S, und 8, die Stirken der beiden Teil-
platten, so ergeben sich aus den Bedingungen

%—%:O und %1%’—:0
s=—2_8, §s=8,
die Beziehungen:
ifii:tan (m, S,) undﬁi——tan (m, S,)
B, g 1 Oy B’—— g (my O,

Fafit man alles zusammen, so ergibt sich:
i: Z: tang (%:— m, S, )
und man erhilt schlieflich die beiden Ausdriicke, in
denen entbehrliche Zeiger und Summenzeichen weg-
gelassen sind:
T,=C—-+Ds—-+ Acos (ms)e~"mi|
~+ Bsin (ms) e —¢mt

T,=C+%D8+Acos(2—ims)e‘“’}””—

tang (m, S,) = —

N a B sin (g‘—m s)e —armit
h o ay 3
11. Beispiel. Eine 190 mm starke Eisenplatte ist an
einer Oberfliche mit einer 10 mm starken Betonschicht
tiberzogen. Diese Oberfliche wird konstant auf einer
Temperatur von 300°, die andere Oberfliche auf einer
Temperatur von 100° gehalten.
Fir die beiden Materialien gelten wie frither fol-
gende Ziffern:
fiir Eisen: A=40; a*=0,044;
fir Beton: A= 1; a®*=0,0025;
Man erhélt zunéchst:
C =164,4; D = 339,2
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und fiir m ergibt sich die Gleichung:
tang (0,19 m) = — 9,4869 tang (0,0422 m)

‘Werden mehrere Werte von m gesucht, so empfiehlt
sich die graphische Losung der Gleichung.

‘Wenn von der urspriinglichen Temperaturverteilung
in der Platte etwa nur bekannt ist, dall die Temperatur
von 100° nicht nur an der Oberfliche s = 0, sondern
auch in der Schichte s = 0,1 vorhanden ist, so geniigt
ein Wert von m.

Dieser ergibt sich zu m = 9,54 und damit erhélt man
die der urspriinglichen Temperaturverteilung entsprechen-
den Koeffizienten

A= —40; B, =10; B, = — 93,44

Fig. 35.
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Somit lauten die beiden Ausdriicke fiir T':
T, =164,4+ 339,25 — 40 cos (9,54 s) e~ 4™ 1|
-+ 10 sin (9,54 s) e~ 0%4¢
T, = 164,4 + 13568 s — 40 cos (40,22 s) e — 4"t —
— 93,4 sin (40,22 s) ¢ —+04!¢

Das Bild der urspriinglichen Temperaturverteilung
und der Temperaturverteilungen nach Ablauf von 10, 20,
30 und 40 Minuten ist in Fig. 35 gezeichnet. Der sta-
tiondre Zustand bis auf !/, Grad Differenz in der Grenz-
fliche wird nach 1,08 Stunden erreicht.

Da die Betonschicht sehr diinn ist, hat das Tem-
peraturgefille in jedem Zeitpunkte nahezu linearen
Verlauf. Man wird daher nur einen sehr kleinen Fehler
begehen, wenn man das Temperaturgefille in der Beton-
schicht iiberall gleich dem Temperaturgefille an der
Grenzfliche setzt:

or, Ts—7T

Jds S,

s=0
hierin bedeuten T die konstant gehaltene Temperatur
an der duBleren Oberfliche, T die verdnderliche Tem-
peratur in der Grenzfliche und S, die Stirke der Be-
tonschicht. Somit ist auch

oT, %
A s =8, (Ts —T)
s§s=0
Fiir die Grenzilache gilt aber:
oT, , 0T,
M s =M o5
s=0 s=0
Semit ist auch
or, _
11 ’“a‘? - S_, (Ts e T)
s=0
Setzt man nun g’— = h, so erhdlt man
()T,
)\1 ’*a? - h (Ts - T)

s=0
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Dieser Ausdruck ist aber vollstindig gleich dem-
jenigen, der fiir die Beriihrung einer Plattenoberflache
durch ein Mittel gilt, das die konstante Temperatur
Ts besitzt, wenn die Warmeiibergangszahl zwischen
Plattenoberfliche und beriihrendem Mittel gleich h ist.

Fiir die Temperaturverteilungen zu verschiedenen
Zeiten in der eisernen Platte miilite man daher anndhernd
dasselbe Resultat erhalten wie frither, wenn die Aufgabe
nunmehr folgendermaflen lautete: KEs sind die Tempe-
raturverteilungen zu verschiedenen Zeitpunkten in einer
eisernen Platte von 190 mm Stéirke zu bestimmen, wenmu
die eine Oberfliche der Platte auf der konstanten Tem-
peratur von 100° gehalten wird, wéhrend die andere
Oberfliche von einem Mittel beriihrt wird, dessen Tem-
peratur konstant 300° betrigt, wobei die Wirmeiiber-
gangszahl zwischen Plaitenoberfliche und beriihrendem
Mittel

—M_ 100
h —§~ 100 ist.

Dergleichen Aufgaben sind im VI. Kapitel dieser
Studie behandelt worden.

Fiir die Werte von m gilt dort die Beziehung:

tang (m8) = —%m

Setzt man also die fiir die eiserne Plaite giiltigen
Werte S =0,19; =40 und k=100 in diese Gleichung
ein, so erhalt man

tang (0,19 m) =—0,4m
und daraus als ersten Wert von m
m = 9,0,
womit sich nahezu die gleichen Temperaturverteilungen
wie frither ergeben.

Die Bedeutung der Wirmeiibergangszahl fiir fliissige
und gasférmige Mittel ist somit vollkommen klar. Ein
wirklicher Temperatursprung an der Grenze zweier
Mittel hat niemals statt. Tatséichlich ist die Temperatur
der Oberfliche einer Platte mit der Temperatur des be-
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rithrenden Mittels an der Oberfliche vollkommen gleich,
dagegen herrscht in einer diese Oberfliche beriihrenden
sehr diinnen Schicht des fliissigen oder gasférmigen Mit-
tels dauernd ein lineares Temperaturgefélle, wie immer
auch die Temperaturverteilung in der {ibrigen groflen
Masse des stromenden und bewegten Gas- oder Fliissig-
keitskorpers beschaffen sei. Denn der Wéarmeausgleich
in Gasen und Flussigkeiten vollzieht sich nicht durch
Leitung, sondern durch Konvektion und Mischung.

Wenn hingegen zwei feste Korper verschiedener
Temperatur miteinander in Beriihrung gebracht werden,
so stellt sich im Augenblick der Bertihrung ihrer Ober-
flichen an diesen allsogleich eine Temperatur her, deren
Hohe sich folgendermaflen bestimmt.

An der Oberfliche des Korpers K, (Fig. 36) herrsche
vor der Beriihrung die Temperatur T,, deren Hohe durch
die Ordinate des Punktes T, gemessen sei, an der Ober-
fliche des Korpers K, herrsche vor der Beriihrung die
Temperatur T,. Im Augenblick der Berithrung der beiden
Korper stellt sich an der Oberfliche beider Korper die
Temperatur T her und das in den zwei sehr diinnen

T Schichten As, und As, der

T j beiden Kérper augenblick-
4% ! lich herrschende Tempera-

| ! turgefille kann als lineares

K ! K, Gefille betrachtet werden.
: y ! Seien nun A, 7, ¢, und 2,

! 2%, Y., ¢; Wirmeleitungszahlen,
/. spezifische Gewichte und

Warmekapazitaten der bei-
den Korper, so ergibt sich
aus der Erwigung, dall der
Wéarmeverlust des einen
Korpers gleich dem Wérme-
—s gewinn des anderen Korpers

Fig. 36. ist, die Beziehung

v ¢ As, (T—T,) =1, ¢, .4s, (T,—T)
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Die linearen Temperaturgefille in den beiden Ma-
terialien verhalten sich umgekehrt wie die Leitfahigkeiten
der Materialien:

T—T, T,—T

Asi#: As, =h ik

A
Fiihrt man die Temperaturleitfihigkeit a*= Yo in die

Gleichungen ein, so erhdlt man

T—=Ti a2 __\tacsh
To—T  a & Y vie )
A T, 4 A T,

a, a,

oder T = x A

a ' a

Die Anderung der an der Beriihrungsfliche beiden
Korpern gemeinsamen Temperatur vollzieht sich nach der
Beriihrung, infolge der Wirmeleitung der Materialien,
entsprechend den an den iibrigen Korperoberflichen herr-
schenden Bedingungen.
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Die Temperatur des beriihrenden Mittels ist eine
periodische Funktion der Zeil.

Es ist leicht einzusehen, dafl in diesem Falle nicht
nur die Temperatur der Plattenoberfliche, sondern auch
die Temperatur jeder beliebigen Schichte der Platte eine
periodische Funktion der Zeit sein mub.

Fir eine in der Entfernung s vom Koordinaten-
ursprung Dbefindliche Schichte gelte die allgemeine
Gleichung

T = U sin (nt -+ q)

Sie bedeutet, dafl die Temperatur der Schichte
zwischen den Grenzen +U° und —U® wechselt, dafl somit
U die Amplitude der Temperaturschwingung angibt. Die
Temperatur von -+U°® herrscht in der Schichte in den
n 5t 9n
27272

Die Zahl n gibt die Frequenz der Schwingungen an,
d.h. die Anzahl Schwingungen in 2= Stunden. Die Dauer
einer Schwingung ist somit

T = 2n Stunden.
n

Zeitpunkten, fir welche nt +q = .. usw. ist.

Zuallen Zeitpunkten, welcheumdie gleichen Zeitrdume
T oder ganze Vielfache derselben auseinanderliegen,
befindet sich die Schichte in gleicher Phase der Tem-
peraturschwingung und hat daher die gleiche Tem-
peratur wie um ¥ Stunden vorher.

Wenn die Temperaturschwingungen einer Platten-
schichte, etwa die einer oberflichlichen Plattenschichte,
die einzigen Ursachen der Temperaturéinderungen in den
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iibrigen Schichten sind, so ist die Schwingungsdauer fiir
alle Schichten die gleiche. Die Zahl n in der allgemeinen
Gleichung ist somit eine von s unabhingige Grofle. Hin-
gegen sind die Gréfen U und ¢, d. h. die Amplitude der
Temperaturschwingung in irgendeiner Schichte und die
zu einer bestimmten Zeit in einer Schichte herrschende
Schwingungsphase als Funktionen der Entfernung s
dieser Schichte vom Koordinatenursprung anzusehen.

Der Zusammenhang der Temperaturen einer Schichte
mit den Temperaturen der benachbarten Schichten ist
durch die Fouriersche Fundamentalgleichung der Wirme-
leitung bestimmt:

, 0T 0T
“ds* Ot
Aus der allgemeinen Gleichung ergibt sich:
(30—1;=Un cos(nt+q)
3—5— Y s1n(nt—|~q)—|— Ucos(nt+q)
T _ [d*U ﬂ) J
-as—’—"[ds’_U(d sin (nt + q) +
dU d

Die Fouriersche Glelchung ist erfiillt, wenn
U =U (d_q) und

ds? ds
dU dg _
2a’ A5 ——{— Es_’ Un ist.

Fithrt man eine neue Konstante m ein und setzt

dgy_ _,_n .0

(—Js—) =mi=g 5, 80 ist s’ =0 und
av

ds

aUu
U =mds

= Um, somit:
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Ferner ergibt sich aus % =m

g=ms—+p
worin p eine Konstante ist.
Man erhdlt daher den allgemeinen Ausdruck:
T=Asin(2a*m?*t +ms -+ p)e™
Die Amplitude der Schwingung ist demnach Ae ™S,
somit um so grofer, je grofler s ist. Die Temperaturwelle
pflanzt sich daher, wenn man die positiven Entfernungen
s von links nach rechts milit, in der Richtung von rechts
nach links fort. Setzt man —m statt m, so fillt die Fort-
pflanzungsrichtung der Welle mit der Richtung der posi-
tiven s zusammen. Die Fortpflanzung der Schwingung
darf nicht mit der Strémung der Wérme verwechselt
werden. Soferne man mit den wechselnden Temperaturen
der Schichten die Vorstellung eines Wérmestromes ver-
kniipft, ist die Richtung desselben in verschiedenen Tiefen
der Platte eine verschiedene, indem im Verlaufe einer
ganzen Schwingung die Richtung des Stromes in den ein-
zelnen Schichten zu verschiedenen Zeiten einmal wechselt.
‘Wenn man zwei Koeffizienten in die Gleichung ein-
fiihrt, so zwar, dall 4 cos p statt 4 und fiir B der Wert
A sin p gesetzt wird, so erh#lt man die fiir die Beriick-
sichtigung mancher Oberflichenbedingungen geeignetere
Form:
T=Asin(2a*m*t -+ ms)e™ -
+ Bcos(2a*m’ t -+ ms)e™s
Nachdem Temperaturschwankungen in einer Platte
ebensowohl von der einen wie von der anderen Ober-
flache, auch von beiden zugleich ihren Ursprung nehmen
konnen, erhilt die Gleichung die erweiterte Form:
T=Asin(2a*m*t + ms -+ p) e™ |+
+ A, sin(Qa*mit —m, s + p.) e~ ™S
Zieht man als Ursprung der Temperaturschwin-
gungen vorldufig nur die Oberfliche s — 0 in Betracht,
so lautet der hiefiir giiltige Ausdruck:
T=Asin(2a*m*t —ms -+ p)e ™
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An der Oberfliche s = 0 herrscht zurzeit ¢ = 0 die
Temperatur T = A4 sinp. Die Temperatur 0° herrscht
an der Oberfliche, so oft

2a'm*t -+ p=Km ist,
worin K irgendeine ganze Zahl bedeutet. Die Tempe-

ratur 0° herrscht aber auch zur Zeit¢ in allen denjenigen
Schichten, fiir welche

2a*m*t—ms +p=Km ist.

Wenn also Kn-+ms, = (K-+1)=n ist, so ist die
Temperatur in der Schichte s, immer dann 0° wenn
auch in der Schichte s =0 die Temperatur von 0° auf-
tritt. Da im Verlaufe einer ganzen Schwingung die
Temperatur von 0° zweimal durchschritten wird, ist
die Wellenléinge der Temperaturschwingung

L= 2r Meter.
m

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Temperatur-
welle ist daher /T =n/m Meter in der Stunde.

Die GroBle m stellt den Dampfungskoeffizienten der
in der Platte stattfindenden Temperaturschwingung dar.
Die Anzahl der in 2w Stunden stattfindenden Schwin-
gungen ist n = 2a?m?; die Dampfung ist daher um so
geringer, je langsamer die Schwingungen erfolgen und
je grofler der Temperaturleitungskoeffizient des Platten-
materiales ist. Langsame Schwingungen dringen tiefer
in das Material ein als schnelle, obwohl die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit fiir schnellere Schwingungen
grofler als fir langsame ist. Dafiir ist auch die Wellen-
Jange der rascheren Schwingungen kleiner als die der
langsamen.

Wenn die Schwingung in der Oberfliche s = 0 nicht
um die Mitteltemperatur von 0°, sondern um eine Mittel-
temperatur von T,° erfolgt, hat man, da der Nullpunkt
der Temperaturskala ganz arbitrar ist:

T=T +Asin(2Qa*m?*t—ms—+p)e—m
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Das zweite Glied dieses Ausdruckes stellt demnach
die durch die periodischen Temperaturschwankungen an
der Oberfliche herbeigefiihrten Abweichungen der Tem-
peraturender Plattenschichten vondemTemperaturgleich-
gewicht in der Platte dar. Ein solches Temperaturgleich-
gewicht herrscht aber in einer ebenen Platte in allen
Fillen des linearen Temperaturverlaufes, der durch den
Ausdruck 7T, = C -+ Ds dargestellt ist.

Da die Schwingung nicht notwendigerweise eine ein-
fache Sinusfunktion der Zeit sein muB, sondern ganz be-
liebigen Verlauf haben kann, und da auch die Oberfliche
s = S als Ursprung einer Temperaturschwingung gelten
kann, gibt man dem allgemeinen Ausdruck fiir den Tem-
peraturverlauf zweckmilig folgende Form:

T= C+4 Ds+
4+ ZAnsin(RQa*m*t +ms +p)e™
worin m und p alle moglichen positiven und negativen
Werte haben konnen.



Elftes Kapitel.

Der einfachste Fall der Herbeifiihrung periodischer
Temperaturverdnderungen in einer Platte liegt vor, wenn
die Oberfliche der Platte von einem Mittel beriihrt wird,
dessen Temperatur selbst eine periodische Funktion der
Zeit ist:

Toa =Bsin(ct)+ E

Also etwa beispielsweise:

T, =100 sin (80 = t) 4 200

d. h. die Temperatur des die Platte beriihrenden Mittels
durchlduft in der Stunde 80 mal alle Temperaturen
zwischen 100 und 300° C.

Die Dauer einer Schwingung betrdgt daher 1!/, Mi-
nuten. Bedeuten nun wie frither h die Wirmeiibergangs-
zahl zwischen Platte und beriihrendem Mittel, 2 den
Wairmeleitungskoeffizienten, a*den Temperaturleitungs-
koeffizienten der Platte, so besteht fiir die Oberfliche
s =0 die Beziehung:

or
l~a—s =h (T;—UTQ)
§=0

Da die Wirmeiibergangszahl h die Leitungsvorginge
in einer diinnen Schichte des beriihrenden Mittels umfalfit,
ist die Frequenz der Schwingung in der Plattenoberfldche
und in der ganzen Platte dieselbe wie in dem beriihrenden

Mittel. Daher ist 2a% m? = ¢, somit

__L\/Z
m=\2

Hingegen ist vorauszusehen, dafi die Amplitude der
Schwingung in der Plattenoberfliche kleiner als im be-
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riihrenden Mittel sein wird und daB die Phase der Schwin-
gung in der Plattenoberfliche hinter jener des Mittels
zuriickbleibt.

Aus der allgemeinen Gleichung ergibt sich

A OT Ao -
sl;r»ﬁ——a?-A(l—{—wk»m)sm(?amt+p)—|—

§=0
-}—A%mcos 2a'm?t +p)—}—0——2—D
Setzt man nun:

A
A(l —5—2~m):Bcosq und A~h—m=BSinq,

so erhélt man:
Aor . - A
szo——ﬁ-d—s;—-Bsm(Qamt—}—p—}—q)—}-C hD
8§ =
Dieser Ausdruck mufl gleich T, sein
To=Bsin(2a*m?t) +E
Daraus bestimmt sich zunéchst:

O——%D:E und p=—gq
Durch Division von Bsing durch Bcosq erhilt man:

q == arc tang Am
- h—+2m

h .
A—mlenq

12, Beispiel. Eine Betonplatte von 200 mm Stirke
wird an der einen Oberfliche von Gasen beriihrt, deren
Temperatur 200° betrdgt, wihrend die andere Oberfliche
mit Gasen in Beriihrung steht, deren Temperatur zwischen
100 und 300° periodisch wechselt.

Wenn zwischen den einzelnen Zeitpunkten, in denen
die Temperatur der Gase 300° betréigt, 1}/, Minuten ver-
streichen, so lautet die Bedingungsgleichung:

T2 =100 sin (80= ¢) + 200

Ist die Warmeiibergangszahl zwischen Gasen und
Platte h = 20 und gelten fiir Beton die Werte A =1
und a?=0,0025, so berechnet sich
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m =20 V40 & = 224,14
224,14 B ,
oad1s = 0742=42°30

20 o
Eilﬂ . 100 sin g = 6,04

Der Temperaturverlauf in der Platte wird daher
durch folgende Gleichung ausgedriickt:

T =16,04sin (80 nt — 224 s — 0,742) ¢~ 2245 + 200

In der Plattenoberfliche ist daher die Amplitude nur
6°, die Temperatur schwankt dort nur innerhalb der
Grenzen von 194 und 206° Die Phase bleibt um 42° 30/
hinter der Phase der Gastemperatur zuriick. Die Mittel-
temperatur von 200° wird daher um 11 Sekunden spéter
durchschritten, als die Gase durch die Mitteltemperatur
gehen. Mit zunehmender Entfernung von der Oberfldche
nimmt die Amplitude der Temperaturschwankung rasch
ab. Die Entfernung der Schichte, in welcher die Amplitude
nur mehr ein Zehntel-Grad betrégt, berechnet sich aus

224 s = log nat 60,4
s = 0,018

mit 18 mm. Nachdem also schon in 18 mm Tiefe die Tem-
peraturschwingung nahezu erloschen ist, beeinflufit sie
die andere Oberflache der Platte gar nicht. Das Resultat
wére genau dasselbe, wenn an jener Oberfliche die sie
beriihrenden Gase &hnliche Temperaturschwankungen
gleicher Frequenz um dieselbe Mitteltemperatur auf-
wiesen. Die Temperaturwelle pilanzt sich mit einer Ge-
schwindigkeit von 1,122m in der Stunde in das Innere
der Platte fort.

‘Wesentlich anders stellen sich aber die Verhiltnisse
dar, wenn die Schwankungen der Temperatur langsamer
vor sich gehen. Wenn die Temperatur der Gase, welche
die Platte beriihren, etwa nur alle zwei Stunden ihre
maximale Hohe von 300° erreicht, so dringt die Wirkung,
wie dies leicht einzusehen ist, bedeutend tiefer in die
Platte. Die entsprechende Gleichung lautet alsdann:

q = arc tang

A=
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Ta= 100 sin (nt) 4 200
und man erh#lt: m = 25,06
q = 0,507 = 29° 5’
T =38,8sin (nt — 25 s — 0,507) e~ 25+ 200

An der von den Gasen wechselnder Temperatur be-
rithrten Oberfliche schwankt die Temperatur der Platte
zwischen 161 und 239° und in der Tiefe von 200 mm, d. i.
an der anderen Oberfléiche, betrigt die Amplitude der Tem-
peraturschwingung noch 0,26 Grad. Wenn diese Ober-
fliche aber auf der konstanten Mitteltemperatur von 200°
gehalten wird, macht sich eine allerdings sehr geringe
weitere Dampfung der Temperaturschwankungen der
Platte geltend. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in der
Temperaturwelle betragt 0,125m in der Stunde. Das Bild
von acht, je eine Viertelstunde auseinanderliegenden
Phasen der Temperaturverteilung in der Platte ist in
Fig. 36 dargestellt. Aus der Aufeinanderfolge ist deutlich
zu erkennen, wie sich die Temperaturwelle in die Tiefe
der Platte fortpflanzt.

‘Wenn die Amplitude der Schwingungen an der Ober-
flache s = 0 so groB und der Dimpfungskoeffizient m
so klein ist, dal die Temperaturschwankungen an der
anderen Plattenoberfliche noch erheblich grofl sind, so
pflanzen sich die Schwingungen nach Mafigabe der
Warmetiibergangszahl und der Leitfihigkeit des diese
Oberflache beriihrenden Mittels in diesem Mittel selbst
fort.

Betrachtet man die in Fig. 37 dargestellte Platte von
200 mm Stérke durch den Schnitt X X in die zwei Teile
A und B zerlegt, so kann jeder der beiden Teile fiir
den anderen als berithrendes Mittel gelten.

Die auf diese Art in dem beriihrenden Mittel hervor-
gerufenen Schwingungen, welche nun die Fortsetzung
der in der Oberfliche s — 0 bestehenden Schwingungen
sind, wirken auf diese nicht zuriick. Hingegen kann das
die Oberflache s = S beriihrende Mittel Einfliissen unter-
worfen sein, die dasselbe, ganz unabhingig von den
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Fig. 317.

durch die Platte iibermittelten Schwingungen, in einer
Temperaturschwingung erhilt, die sich alsdann in einer
der fritheren entgegengesetzten Richtung durch die Platte
bis zur Oberfliche s = 0 und weiter for{pflanzt. Die
jeweilige Temperaturverteilung in der Platte stellt sich
alsdann als die Summe der, gleichen Zeitpunkten ent-
sprechefiden Phasen beider Schwingungen dar.

K rauss, Warmeleitung 7



Zwolftes Kapitel.

Alle Vorgiange der praktischen Wairmetechnik,
welehe:in der Erwirmung, Abkiihlung, Verdampfung usw.
gasformiger bzw. fester oder fliissiger Korper bestehen.
wobei die Wéirmemitteilung durch eine plattenformige
Scheidewand hindurch vor sich geht, sind als Bruch-
stiicke von Perioden derartig zusammengesetzter Schwin-
gungen anzusehen. Allerdings ist es, um zu dieser Auf-
fassung der Vorgidnge zu gelangen, notig, weit grofiere
Zeitrdume in Betracht zu ziehen, als einmalige Durch-
fithrungen derartiger Prozesse umfassen. Immerhin wird
man sich aber dieser Auffassung schon bedeutend ge-
nihert haben, wenn man die scheinbar stetig verlaufenden
sogenannten ,stationdren“ Vorgidnge durch Anfiigung
der ihnen vorhergehenden und folgenden verénderlichen
Vorginge zu einem volistdndigen Spiel ergidnzt, bei
welchem der Endzustand des Systems mit dem Anfangs-
zustand identisch ist,

Jeder Dampfkessel muli, sofern er seinen Zweck er-
fiillt, einmal angeheizt und nach entsprechend langer
Betriebszeit wieder der Abkiihlung iiberlassen werden.
In dem Zeitraume, der von einem Anheizen bis zum
néchsten Anheizen reicht, findet in den Eisenplatten des
Kessels eine mehrfache Temperaturschwankung statt, die
als Schwingung um eine Mitteltemperatur anzusehen ist.
Freilich wird die Kurve dieser Temperaturschwingung
nicht dem regelméfigen Bild einer Sinuslinie gleichen;
wie immer sie aber gestaliet sein mag und so ungleich
auch ihre beiden Periodenhélften aussehen mogen, sie
kann unter allen Umsténden als eine Summe mehr oder
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weniger zahlreicher Sinuslinien dargestellt werden. Was
von den Eisenplatten des Dampfkessels gilt, gilt auch
von den die Eisenplatten beriihrenden gasférmigen und
tropfbarfliissigen Mitteln und auch von den Mauerplatten
der Umfassungswinde des Kessels. In allen Teilen gehen
Temperaturschwingungen vor sich, die als die Uberein-
anderlagerung aullerordentlich vieler Temperaturwellen
kleiner und grolier Wellenlinge, verschiedenster Ampli-
tuden, niedriger und hoher I'requenz zu betrachten sind.
Denn ebenso wie in den vorhergehenden Kapiteln jede
beliebige urspriingliche Temperaturverteilung in den
Schichten einer Platte als eine Summe verschiedener
Sinuslinien darstellbar war, ist auch jeder beliebige, mit
der Zeit verdnderliche Verlauf der Oberflachentemperatur
einer Platte oder der zeitliche Temperaturverlauf des die
Oberfliche beriihrenden Mittels als Summe verschiedener
Sinuslinien darstellbar.

Nun erhélt auch der in den friitheren Kapiteln beniitzte
Begriff der ,,urspriinglichen Temperaturverteilung* eine
génzlich verdnderte Bedeutung. Denn das, was friiher
urspriingliche Temperaturverteilung genannt wurde,
stellt nur eine einzige Phase in dem immerfort wech-
selnden Temperaturzustand einer Platte dar. Ebenso sind
die augenblicklichen Zustiinde der die Oberflichen einer
Platte beriihrenden Mittel als Phasen der wechselnden
Temperaturzustinde dieser Mittel zu betrachten und eine
beispielsweise Voraussetzung konstanter Temperatur ist
in Wahrheit eine Umschreibung der Vernachlissigung
sehr langsamer Temperaturéinderung.

Ob man nun die Temperatur eines Korpers blof} als
ein Kennzeichen seines Wirmezustandes oder als sinn-
falliges Merkmal der Bewegung der kleinsten Korper-
teilchen betrachten will, es ist keinerlei Hypothese iiber
die Natur eines beweglichen Wirmestoffes notig, da mit
der Zuriickfiihrung der Wirmeleitungsvorgiinge auf Zu-
standsdnderungen, die sich nach der Art von Sehwin-

gungen fortpflanzen, ihre Beschreibung erschopft ist.
T*
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Von einem ,, Wirmestrom* kann nun keine Rede mehr
sein, man hat es nur mehr mit periodischen Temperatur-
dnderungen zu tun und was man friither gewohnt war,
als ,stationdre Stromung® der Wirme durch eine Platte
anzusehen, kann nur als eines jener einzelnen Bruch-
stiicke einer vollen Temperaturschwingungsperiode
gelten, in welchen die Anderungen der Temperaturen mit
sehr Kkleiner, praktisch nicht mehr meBbarer, immerhin
aber endlicher Geschwindigkeit geschehen.
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