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Vorwort. 

Bei den Berechnungen, welche den Durchgang 
der Warme durch Gefafiwande oder durch andere 
plattenformige Korper zum Gegenstande haben, ver
nachlassigt man in der technischen Praxis zumeist 
den Unterschied, der zwischen dem tatsachlichen 
Verlaufe der Vorgange und dem stationaren Zustande 
besteht, und bei Versuchen betrachtet man diesen so
gellannten "Beharrungszustalld" als erreieht, wenn die 
Ablesungen der zu den Erhebungen benutzten Instru
mente konstant geworden sind oder gleichgrofie 
Schwankungen urn Mittelwerte erkennen lassen. Die 
Erscheinungen, welehe der Erreichung dieses "Be
harrungszustandes" vorhergehell, bilden verhaltnis
mafiig seIten den Gegenstalld von Ermittlungen. 

Immerhin ergibt sich mitunter die Notwendigkeit, 
auch den Vorgangen wahrend der Inbetriebsetzungsarbei
ten von Dampfkesseln und Apparaten naherzutreten und 
Untersuchungen anzustellen, ob die in den einzelnen 
Fallen gemaehten Voraussetzungen zutreffend sein 
konnen. Den unmittelbaren Anlafi zur vorliegenden Studie 
gab die Beurteilung eines fur Zwecke der chemischen In
dustrie erbauten grofien Koehers aus GuGeisen von 
200 mm Wandstarke, dar fur direkte Feuerung eingerichtet 
war und unter hohem inneren Druck betrieben werden 
soUte. Dabei konnten Erwagungen uber die V organge 
wahrend der Anheizperiode nieht unberueksichtigt 
bleiben, weil die Materialbeanspruchung mit der jeweili
gen Temperaturverteilung in unmittelbarem Zusammen
hange steht. Auch fur zahlreiehe andere Gegenstande der 
Feuerungstechnik sind die den Beharrungszustanden zei.t-
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Hch vorhergehenden Erwarrnungserscheinungen von hin
reichendel' Wichtigkeit, eine eingehendere Beschaftigung 
mit den Warmeleitungspro blemen zu rechtfertigen. 

Abel' die in den verbreiteten Lehrbtichern der 
Physik gegebenen Bearbeitungen der von Fourier 
en t wickelten Theorie der Warrneleitung sind il1l 
allgemeinen wenig geeignet, unmittelbare Anwendung 
auf technische Probleme zu gestatten; ihre Beispiele 
haben zumeist nur subtile Versuche in physikalischen 
Laboratorien odeI' technischen Gesichtskreisen einiger
mafien entrtickte kosmische VOl' gange, die sakulare 
Abktihlung del' Erde u. dgl. zum Gegenstand(' 

Die in vorliegender Schrift auf Vorgange in platten
Wrmigen K6rpern beschrankte Darstellung l''1tipft an 
naherliegende Aufgaben an, aus deren me ziffer-
mafiig angegebenen Voraussetzungen die al leinen 
mathematischen Beziehungen entwickelt werd.:m. Dabei 
ergab sich mitunter die Gelegenheit, einigen fUr das 
Studium der Erscheinungen del' Warmetibertragung 
wicbtigen Begriffen naherzutreten und manche geliiufige 
Vorstellung auf ibre eigentliche Bedeutung zurtickzu
fUhren. Die erste Fassung dIesel' Arbeit ist in del' 
"Zeitschrift del' Dampfkesseluntersuchungs- und Ver
sicherungs-GeseUschaft a. G.", 41.Jahrg., 1916, Nr. 7-12, 
unter dem Titel "Betrachtungen tiber die Bewegung 
der Warme" erschienen. 

Wien, 1. Februar 1917. Der Verfa.8ser. 
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Erstes Kapitel. 

Von der Geschwindigkeit, mit welcher sich die 
Warme bei ihrer Dbertragung von einem Korper zum 
anderen und somit von einem Orte zum anderen be
wegt, ist bei der Betrachtung der Gesetze, welche 
diese Dbertragung beherrschen, fast niemals die Rede. 
Nur wenige Autoren sind aufrichtig genug, dem ihnen 
durch die Unterdrtickung eines mit den Vorstellungen 
von Bewegung und Stromung unzertrennlichen Be
griffes bereiteten Unbehagen insoweit Ausdruck zu 
verleihen, als sie die Beiseitesetzung einer fUr mog
lichst hypothesenfreie Darstellung allerdings recht 
hinderlichen Grone zu begrtinden trachten. So heifit 
es beispielsweise in einem bertihmten Werk tiber die 
Theorie der Warme: 

"Wenn wir die Bewegung eimlr stoffJichen Substanz beschreiben, 
so fassen wir einzelne materielle Punkte ins Auge, welche wahrend 
der Fortbewegung identisch bleiben; die aufeinanderfolgenden Orte 
in der wechselnden Zeit bilden die Bahn eines materiellen Teilchens; 
in jedem Augenblick kommt ihm eine bestimmte Geschwindigkeit zu. 
vVenn nun a uch die V orstellung der vVarme als eines substantiellen 
Agens in vieler Hinsicht zutrifft, so fragt es sich doch, ob wir von 
einer Fortleitung von einzelnen Teilchen dieses Agens reden duden. 
Dazu haben wir in der Tat keine Berechtigung; denn wir haben kein 
Mittel, urn einzelne .Warmepunkte' als solche einzeln zu erkennen 
und in ihrer Bewegung zu verfolgen; es hat also auch keinen Sinn, 
von einer Geschwindigkeit der "\Varmeteilchen zu sprechen, da wir 
uberhaupt nicht wissen, ob solche existieren. Auch das wird uns den 
Schlun nahelegen, dan die "\Varme wahrscheinlich uberhaupt kein 
s t 0 if 1 i c h e s Agens ist, wenn sie auch in einem bestimmten Tat
sachenbereich sich wie eine unzerst5rbare Substanz verhalt. DbrigeI1s 
befinden wir uns auch gewissen anderen physikalischen Agentien, 
z. B. der Elektrizitat, gegenuber in ahnJicher Lage; auch bei ihr 
ware es eine unbegrundete Hypothese, wenn wir an ihre Fort-

K ran s s, Warmeleitnng. 



2 Erstes Kapitel. 

bewegung im galvanischen Strome die gewahnlichen Begriffe anlegcn 
wollten, wie wir sie bei ponderablen Karpern brauchen. Bei solchen 
Agentien, wie es die Warme und die Elektrizitat sind, kannen wil' 
sinnlich nur erkennen, da1l in ciner bestimmten Zeit durch eine be
stimmte Flache im Innern eines Karpel's oder durch die Tl'ennungs
flache zweier Karper hindurch ein gewisses Quantum des Agens 
hindurchgegangen ist. Das ist das einzige Phanomen, welches wir 
verfolgen kannen, und insofern nur k6nnen wir davon red en, dan 
diese Agentien stramen." 

"Mit welcher Geschwindigkeit geht also dieses 
Agens durch die Flache?" ftihlt man sich trotzdem 
versucht, zu fragen. Wenn diese Frage ganz unsinnig 
ware, benotigte es keiner langen Auseinandersetzung, 
ihre Unsinnigkeit deutlich zu erweisen. 

Mit dem Begriff und der diesem Begriffe zugrunde 
liegenden Vorstellung einer Stromung ist der Begriff 
einer Stromungsgeschwindigkeit untrennbar verknlipft. 
Eine Stromung ohne Geschwindigkeit kann weder ge
dacht noch realisiert werden. Hier gibt es nur zwei 
Wege. Entweder halt man an dem Ausdruck und dem 
untergelegten Bild eines "Warmestromes" fest, der 
durch die Korper hindurchgeht, und ordnet der Stromung 
eine Stromungsgeschwindigkeit bei oder man lafit das 
Bild der Stromung fallen und beschaftigt sich nur mit 
den Zustandsanderungen der Korper und ihrer Teile. 
Nur auf diesem zweiten Wege wird man sich in tTber
einstimmung mit den heutigen Ansichten tiber die 
Natur der Warme befinden. 

Die einzigen Phanomene, welche verfolgt werden 
konnen, sind Bewegungen und Zustandsanderungen von 
Korpern. Wenn man aus solchen Zustandsanderungen 
der Teile eines Korpers den Schlufi zieht, daE ein 
gewisses Quantum einesAgens durch eine Flache 
hindurchgegangen sei, so hat man sich bereits auf den 
Boden einer Hypothese begeben, indem man das VOl'

handensein eines beweglichen Agens voraussetzt. Diesc 
Hypothese kann durch den Umstand, dafi man diesem 
beweglichen Agens keine Geschwindigkeit zuschreibt, 
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nicht mehr beseitigt werden. Es ist dies auch oei den 
Vorgangen der Warmeleitung weder notwendig noch 
ntitzlich. Man braucht sich dieses Agens nur als eine 
gewichtslose, elastische Fltissigkeit zu denken, welche 
aIle Korper durchdringt und ihnen die Eigenschaft der 
Temperatur verleiht. Die in einem Korper enthaItene 
Warmestoffmenge oder Warmemenge wird durch das 
Produkt seines Warmefassungsvermogens (Warme
kapazitat) und seiner absoluten Temperatur aus
gedrtickt. Als Konzentration oder Dichte der Warme 
in einem Korper ist die in der Volumeneinheit des 
Korpers enthaItene Warme anzusehen. Es geIten die 
iiblichen Maneinheiten. 

Die Ableitung des Grundgesetzes der Warme
leitung funt auf der Vorstellung des Warmestoffes 
und geht von der Annahme aus, dan die Warmemenge, 
welche in der Zeiteinheit durch ein senkrecht auf der 
Richtung des Warmestromes stehendes FIachenelement 
des Querschnittes eines Korp~rs hindurchgeht, der 
Grone des Flachenelementes und dem an seinem Orte 
herrschenden Temperaturgefalle proportional sei. Die 
in dem Zeitelement 'Of hindurchgehende vVarmemenge 
ist daher 

aT 
w = -Aq (fiot 1) 

Es bedeuten A einen von der Natur des Korpers 
abhangigen Koeffizienten, q die Grone des Quer
schnittselementes, 8 die in der Richtung des Warme
stromes gemessene Entfer:qung des Querschnittselemen
tes von einem willktirlich gewahlten Fixpunkt und T 
die Temperatur des Korpers im Querschnitt q. Die 
Temperatur ist als eine Funktion des Ortes und der 
Zeit, somit der unabhangigen Variabeln 8 und t anzu-
sehen T=f (8, t) 

aT aT 
dT=(fidS+7Jtdt. 

1 ,', 
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Bedeuten y das spezifische Gewicht und c die spe
zifische Warme des Korpers im Querschnitt q, so ist 
die Dichte der Warme an dieser Stelle 

D=ycT 
und es ist ferner 

aD aT aD aT 
as = y c -as- und Tt = y Cat· 

Bedeutet v die Geschwindigkeit des Warmestromes 
im Querschnitt q, so ist die im Zeitelement ot durch 
den Querschnitt q tretende Warmemenge 

w=q v Dot. . 2) 
Durch ein gleichgrofles Flachenelement eines zu 

dem eben betrachteten parallelen und nur urn das kleine 
Stuck os von diesem entfernten Querschnittes geht 
wahrend des gleichen Zeitelementes ot die Warmemenge. 

w 1 = q V 1 D1 ot . 3) 

worin v1 = v + ~~- os und D1 = D + -a;: os ist. 

Besteht ein Unterschied zwischen den beiden Warme
mengen w und w1, so bewirkt dieser eine Veranderung 
der Dichte der Warme in dem zwischen den beiden 
Querschnitten befindlichen prismatischen Korperelement 
vom Rauminhalt q os, weil durch die eine Grundflache q 
mehr oder weniger Warme in das Prisma gelangt, als 
durch die parallele Flache abstromt. Es ist also 

aD 
w -W1 = q oSTt0t. 4) 

aD 
Setzt man die Werte fUr v 1, D1 und ot in diese 

Gleichung ein, so erhalt man 
a (vD) 

as 
aT 

yc~· ot 
Aus den Gleichungen 1) und 2) ergibt sich: 

aT 
VD=-A 7fs · 

Somit ist a2 T aT 
A agz=ycTt· 
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Dies ist aber die bekannte Fouriersche Funda
mentalgleichung fUr die Warmeleitung. A ist die so
genannte Warmeleitungszahl, welche angibt, welche 
Warmemenge in der Zeiteinheit durch die Flachenein
heit hindurchgeht, wenn das Temperaturgefalle = 1 ist. 

Aus den Gleichungen 1) und 2) ergibt sich: 
A 1 aT 

V=- yc 'iT as ......... 5) 

Die Stromungsgeschwindigkeit der Warme im 
Innern eines Korpers ist demnach der Temperatur 
verkehrt und dem Temperaturgefalle direkt propor
tional. Die Dimensionen der Grofien sind wie sonst: 

[A] = m l-' t-'; [T] =.p t-2 ; [y] = m l-3; [c] = 1 
und [v]=lt-'. 

Es ist wichtig, zu bemerken, dafi die Theorie der 
reinen Warmeleitung auf die thermodynamischen V or
gange, welche mit den Temperaturanderungen der 
Korper verknupft sind, keine Rucksicht nimmt und die 
physikalische Beschaffenheit der warmeleitenden Kor
per als unveranderlich voraussetzt. Tatsachlich finden 
bei jeder Temperaturanderung eines Korpers Verwand
lungen von Warmemengen in aquivalente innere und 
aufiere Arbeiten oder umgekehrt stat!, wodurch die 
Mafizahlen der Dichte, der spezifischen Warme und 
des Warmeleitungsvermogens verandert werden. Be
deutet k irgendeine dieser Mafizahlen, so kann ihre 
Abhangigkeit von der Temperatur durch einen allge
meinen Ausdruck von der Form 

k t = ko (1 + at + ~t2 + ... ) 
dargestellt werden. Die Koeffizienten a, ~ usw. sind 
kleine Zahlen und nur fUr sehr wenige Korper genau 
bestimmt. Fur die Warmeleitungszahl A und Schmiede
eisen zwischen 0 und 3000 wird a mit - 0,0011, fUr 
Gufieisen mit - 0,00075, fur Kupfer mit + 0,0000389 an
gegeben. Der Einflufi der Veranderlichkeit der Grofien 
mit der Temperatur ist demnach innerhalb nicht zu 
weit auseinanderliegender Grenzen sehr gering. 
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Bei der sogenannten stationaren Warmestromung 
durch eine Platte, deren Oberflachen auf verschiedenen. 
abel' konstanten Temperaturen gehalten werden, hat 
das Wa:rmegefalle an jedem Punkte im Innern der Platte 
den gleichen unveranderlichen Wert. Denkt man sich 
die Platte durch zahlreiche den Oberflachen parallel 
gefiihrte Schnitte in diiIine Schichten zerlegt, so stromen 
durch jede Schichte und durch jede Trennungsflache 
zweierSchichten in gleichen Zeitraumen gleiche Warme
mengen und die Starke der Stromung, als welche das 
Verhaltnis der durch eine Trennungsflache stromenden 
Warmemenge zu der dazu erforderlichen Zeit gilt, ist 
in allen Schichten und ihren Trennungsflachen in jedem 
Zeitpunkte die gleiche. 

Nachdem aber die Stromungsgeschwindigkeit laut 
Gleichung 5) bei konstantem Temperaturgefalle der 
Temperatur umgekehrt proportional ist, ergibt sich. 
dan die Warme im stationaren Strom bei hohen Tem
peraturen viel langsamer durch eine Platte geht und 
langere Zeit dazu braucht, urn den Weg von der einen 
Seite der Platte zur anderen zuriickzulegen, als bei 
niedrigen Temperaturen. Dies ist in vollkommener 
Ubereinstimmung mit den Stromungsvorgangen elasti
scher Mittel. Natiirlich dad die so ermittelte Stromungs
geschwindigkeit nicht mit der Fortpflanzungsgeschwin
digkeit der Warme verwechselt werden, welche zur 
Stromungsgeschwindigkeit in einem ahnlichen Ver
haltnisse steht wie die Schallgeschwindigkeit zur 
Stromungsgeschwindigkeit verdichteter Luft in einer 
Rohre. 
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Die Frage, mit welcher Geschwindigkeit sich die 
Warme im stationaren Strome durch eine Platte hin
durch bewege und welche Zeit verflie.Ge, bevor die in 
irgend einem Augenblick auf der einen Seite der Platte 
zugefiihrte Warme auf der anderen Seite herauskomme, 
ist somit keineswegs unsinnig und kann, von dem Stand
punkte der Hypothese ausgehend, fUr welchen der Aus
druck "Warmestrom" allein Berech tigung ha ben kann, 
ganz wohl beantwortet werden. 

Wenn in einer schmiedeisernen Platte von 25 mm 
Starke ein lineares Temperaturgefalle von .4000 pro 
Meter herrscht, wobei del' Untel'schied del' Obel'flachen
temperaturen der Platte 100 betragt, stl'omen in der 
Stunde durch 1 qm der Platte 20.000 Kalorien. Hat die 
kaltere Seite der Platte eine Temperatur von 00 C, 
d. i. 2730 abs., so ist die Stromungsgeschwindigkeit der 
Warme im Eisen an der Austrittsstelle 81 und an der 
Eintrittsstelle 78,5 mm in der Stunde. Die Stromungs
geschwindigkeit ist sehr gering und die Warme braucht 
18,7 Minuten, urn durch die Platte zu gehen. Bei einer 
Temperatur von 1000 C der kalteren Oberflache waren 
die Geschwindigkeiten 59,6 bzw. 58 mm in der Stunde 
und die Zeit fUr den Durchgang der Warme 25,5 Min. 
Dabei ist mit A = 50 und y c = 900 gel'echnet. 

Wenn das Temperaturgefalle ~~ = - A, die Starke 

der Platte S und die absolute Tempel'atur T1 der kal
teren Oberflache gegeben sind, so ist die fUr den Warme
durchgang erforderliche Zeit in Stunden 

t= ~(8_+T1) S 
A 2 A ' 

wenn als Ma.Geinheiten Kilogramm und Meter gelten. 
Die weitere rechnungsmalHge Verfolgung der 

Warmeleitungsvorgange auf Grundlage der Hypothese 
ist fUr den Gegenstand dieser Studie von keiner Be
deutung. Wo es im Verlaufe der folgenden Ausftih
rungen notwendig oder ntitzlich sein sollte, auf den 
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Begriff "Warmestrom" zurtickzukommen, dtirften die 
gegebenen Erklarungen zur Gewinnung einer deut
lichen V orstellung ausreichen. 

In der praktischen Warmetechnik der Dampf
betriebe, der chemischen lndustrie, des Heizungswesens 
usw. hat man es hauptsachlich mit plattenfOrmigen 
Korpern zu tun, in denen sich die VV~armelei tungs
vorgange abspielen. Da bei solchen Korpern Tempe
raturunterschiede in den zu beiden Oberflachen paral
lelen Richtungen nicht auftreten oder doch meist ver
nachlasstgt werden dtirfen, erlaubt die in folgendem 
getibte Beschrankung auf solche Korper eine wesent
liche Vereinfachung der Betrachtung, die im allge
meineren FaIle jeder Richtung durch drei gleichwertige 
Komponenten Rechnung tragen mtilHe. 

Als lineare Temperaturverteilung in einem platten
formigen Korper gelte jener Zustand, bei welchem der 
Unterschied der Temperatur an einem Punkt im lnnern 
der Platte von der Temperatur an einer Oberflache 
der Platte, der Entfernung des betrachteten Punktes 
von der Oberflache proportional ist. Bedeutet also To 
die Temperatur an einer Oberflache, so ist an einem 
in der Entfernung s von der Oberflache im lnnern der 
Platte befindlichen Punkte die Temperatur T= To+ As, 
worin A ein konstanter Faktor ist. 

Bei solcher Temperaturverteilung herrscht an jedem 
beliebigen Punkt im lnnern der Platte die Mittel
temperatur einer nach allen Richtungen gleich, aber 
beliebig weit ausgedehnt gedachten Umgebung, soweit 
diese die Grenzen del' Platte nich t tiberschreitet. 
Nimmt man nun an, daR Anderungen der Temperatur
verteilung im lnnern eines Korpers, also Anderungen 
der Temperaturen an verschiedenen Punkten nur durch 
vorhandene Temperaturdifferenzen (T1 - T 2) bewirkt 
werden konnen, so ist es bei der linear en Temperatur
verteilung im lnnern eines plattenformigen Korpers 
ausgeschlossen, daR eine Anderung dieser Temperatur-
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verteilung jemals im Laufe der Zeit eintritt. Denn in 
jedem einzelnen Punkte wirkt der in einer bestimmten 
Richtung gemessenen Temperaturdifferenz eine gleich
groBe Temperaturdifferenz in der entgegengesetzten 
Richtung entgegen und es kann daher eine Veranderung 
weder in dem einen noch in dem anderen Sinn erfolgen. 
Man kann d,aher an einer Platte, in welcher eine lineare 
Temperaturverteilung herrscht, weder mit Thermo
met ern, Thermoelementen, noch mit anderen Instru
menten wahrnehmen oder sinnlich erkennen, daB durch 
irgend eine FIache im Innern der Platte ein Agens 
hindurehgeht. Naehdem die einmal festgestellten Tem
peraturen keine Anderungen erleiden, wird man sagen 
miissen, im Innern der Platte geht gar niehts vor 
sieh. 

Die Stabilitat der Zustande im lnnern der Platte 
hat ihren Grund nieht allein in der linearen Temperatur
verteilung, sondern ebensowohl in der homogenen Be
sehaffenheit der Umgebung jedes einzelnen Punktes. 
An den beiden Oberflaehen der Platte ist aber diese 
Isotropie oder homogene Besehaffenheit der Umgebung 
jedes einzelnen Plattenpunktes naeh allen Richtungen 
nich t mehr vorhanden, denn nach der einen Seite er
streckt sich das Material der Platte und naeh der 
anderen Seite der Stoff des umgebenden Mittels. 

An den beiden Oberflachen muB daher auf andere 
Art dafiir gesorgt sein, jede Veranderung der Ober
flachentemperatur hintanzuhalten. Denn auch fiir die 
Oberflachen muB man die Annahme gelten lassen, daB 
Temperaturanderungen dureh vorhandene Temperatur
differenzen bewirkt werden. Damit die gegen das Innere 
der Platte zu vorhandenen Temperaturunterschiede eine 
Veranderung der Oberflachentemperatur nicht bewirken 
konnen, ist es notwendig, die Mittel, welehe die Ober
flachen beriihren, auf ganz bestimmten Temperaturen 
zu halten und auf diese Weise den Ersatz der zum 
Ausgleiche notigen Temperaturdifferenzen zu bewerk-
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stelligen. Dabei findet auf der warmeren Seiteder Platte 
ein Warmeverbrauch statt, dem ein gleichgrofler Warme
gewinn auf der kalteren Seite der Platte gegeniiber
steht. Nur an den beiden Oberflachen geht eine Wechsel
wirkung der Stoffe vor sich, die etwa an der heiflen 
Oberflache an del' Kondensation von Wasserdampf und 
an del' kal ten Flache am Schmelzen von Eis wahr
genommen werden kann, wenn Eis und Wasserdampf 
die Mittel sind, welche die Oberflachen berlihren; im 
Innern der Platte findet gar kein Vorgang statt, 
welcher die Vermutung nahelegen konnte, die Warme 
des Wasserdampfes sei durch die Platte hindurch auf 
das Eis libertragen worden. Zwischen den beiden Vor
gangen an den verschiedenen Seiten der Platte besteht 
kein Zusammenhang, denn bei gegebenen Zustanden 
der aufleren Mittel, welche die Oberflachen berlihren, 
sind die an diesen stattfindenden Vorgange nul' von 
den augenblicklichen Zustanden diesel' Oberflachen ab
hangig. Allerdings hangen die Zustande del' Ober
flachen mit del' Temperaturverteilung im Innern del' 
Platte zusammen; diese Temperaturverteilung kann 
abel' bei gleichen Zustanden del' Oberflachen sehr ver
schieden sein. 
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Von den unendlich vielen moglichen Temperaturver
teilungen im lnnern einer planparallelen Platte sind die 
linearen Temperaturverteilungen die einzigen, welche 
stationar bleiben konnen und, solange sie linear sind, not
wendigerweise stational' bleiben mussen. Fur platten
formige Korper del' betrachteten Art, fUr welche Tempe
raturunterschiede in allen zu den gronen Oberflachen 
parallelen Richtungen als nicht vorhanden gelten, sind 
daher die Begriffe "lineare" und "stationare" Temperatur
verteilung gleichbedeutend. Es wird sich zeigen, dan diese 
stationaren Zustande als Grenzfiille anzusehen sind, 
denen man sich kunstlich in endlichen Zeitraumen zwar 
beliebig nahern, sie abel' niemals erreichen kann. 

Bei del' Behandlung del' Vorgange in plattenformigen 
Korpern stellt sich die zu bearbeitende Aufgabe etwa 
folgendermanen dar: Es ist del' zeitliche Verlauf der 
Temperaturen im lnnern und an den beiden Oberflachen 
einer Platte festzustellen, wenn diese bei gegebener 
ursprunglicher Temperaturverteilung del' dauernden 
Einwirkung erwarmender odeI' abkuhlender Mittel an 
ihren beiden Oberflachen ausgesetzt ist. 

Die Beeinflussung del' beiden Oberflachen kann in 
mannigfacher Art vorausgesetzt sein. Beispielsweise kann 
gefordert sein, dan beide Oberflachen dauernd auf den 
gleichen odeI' verschiedenen konstanten odeI' nach einem 
gewissen Gesetz verander lichen Temperaturen gehalten 
werden. OdeI' es kann die Bedingung gestellt sein, dal1 
die eine Oberflache dauernd etwa von Rauchgasen be
stimmter Temperatur beriihrt weI' de, wahl' end die andere 
Oberflache von 'iV asser bespiilt wird. Eine allgemeine 
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Losung fur jeden moglichen und denkbaren Fall ist natur
lich nicht zu finden, immerhin konnen zahlreiche FaIle 
nach einer Schab lone behandelt werden. 

Mathematisch ist jede einzelne Aufgabe als ge16st zu 
betrachten, wenn T als eine Funktion von t und s ge
funden ist, welche 

1. der allgemeinen Fourierschen Grundgleichung ge
nUgt, 

2. fUr t = 0 die ursprungliche Temperaturverteilung er
gibt und 

3. den fUr die beiden Oberflachen, d. i. fur s = 0 und 
s =8 gestellten Bedingungen genugt. 
Die Fouriersche Grundgleichung 

aZT oT 
), asz = YC (ft-

hat unendlich viele mathematische Losungen, von denen 
indessen nur einige fur die hier behandelten Probleme von 
physikalischer oder technischer Bedeutung sind. In der 
theoretischen Physik ist es gebrauchlich, den Quotienten 

~,welcher den Namen Temperaturleitungskoeffizient 
YC 
fuhrt, mit a2 zu bezeichnen, so daE die Gleichung die Form 
erhalt: z aZT _ aT 

a asz -7ft. 

Der partielle Differentialquotient ~; ist als Ge

schwindigkeit der Temperaturanderung anzusprechen. 

Der partielle Differentialquotient ~~ heiEt das Tempe

raturgefalle und ist ein MaE des Unterschiedes der Tempe
ratur eines Punktes von der Temperatur des in der Rich
tung s unmittelbar benachbarten Punktes. 1st daher fUr 
irgend eine als Funktion von s gegebene Temperatur
verteilung der erste Differentialquotient eine konstante 
GroEe, so bedeutet dies, daE jeder Punkt die Mittel
temperatur seiner Umgebung besitzt. Diese kann sogar 
beliebige, aber nach jeder Richtung gleichgroEe Aus
dehnung haben. 
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Der zweite Differentialquotient ~:~ der als Funktion 

von s gegebenen Temperaturverteilung ist flir jeden ein
zelnen Punkt ein Mafi der Ab-
weichung der Temperatur des 
Punktes von der Mitteltempe
ratur seiner allernachsten Um
gebung. Stellt in Fig. 1 die 
Kurve BAO ein Bild der als 
Funktion von s gegebenen 
Temperaturverteilung dar und 
ist NA die Temperatur eines 
Punktes an der Stelle s und ND 
die Mitteltemperatur zweier 
gieichweit davon entfernten 
Punkte, so ist AD die Grofie 
der Abweichung der Tempe
ratur des betrachteten Punktes 
von der Mitteltemperatur der 
Nachbarschaft, 

_s_~ 

cPT 
AD=OE= ds 2 os. 

r 

Fig.!. 

j=:(rs) 
L...------

Die Fouriersche Grundgleichung kann daher in der 
Form ausgesprochen werden: Die Geschwindigkeit der 
Temperaturanderung jedes Punktes ist der Grofie der Ab
weichung seiner Temperatur von der Mitteltemperatur 
seiner allernachsten Umgebung proportional. 

Bei der linearen Temperaturverteilung ist ~:~ = 0, 

somit ~~ = 0, d. h. del' Zustand ist stationar. Ferner 

erhalt man ~~ = D und T = Ds + 0, worin 0 und D 

konstante Grofien sind. Da bei den folgenden Unter
suchungen hauptsachlich nur mit Temperaturdifferenzen 
und Temperaturgefallen gerechnet wird, ist die Wahl 
des Nullpunktes irrelevant und man hat es daher nicht 
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notig, an den absoluten Temperaturen festzuhalten, 
sondern kann mit den gewohnlichen Temperaturen des 
Celsius thermometers rechnen. 

Wenn in der Gleichung T = Ds + 0, D = 0 ist, so 
wird T = 0, also beispielsweise T = 50. Diese Losung 
entspricht dem Zustand einer Platte, welche sowohl an 
ihren Oberflachen wie in ihrem 1nnern in allen Punkten 
dieselbe Temperatur (50°) besitzt. Es muB daher ange
nommen werden, daB die Platte an ihren beiden Ober
flachen von Mitteln beriihrt wird, die ebenfalls dieselbe 
Temperatur (50°) besitzen. 1ndessen lam sich nicht 
denken, wie dieser Zustand, wenn er nicht seit jeher be
standen hat, aus einem andern Zustand hervorgegangen 
sein konnte. Immerhin darf man annehmen und die Er
fahrung bestatigt es, daB bei dauernder Beriihrung der 
Oberflachen durch Mittel gleicher Temperatur, nach end
Ueher Zeit die vorhandenen Temperaturunterschiede im 
1nnern der Platte so gering werden, daB sie nicht mehr 
meBbar sind. 

Ein Beispiel stationarer Temperaturverteilung, wenn 
D nicht gleich Null ist, ware 

T = 100-500s 
1st diese Temperaturverteilung etwa in einer Platte 

von 0,04 m Starke vorhanden, so herrscht an der einen 
Oberflache die Temperatur von 100° und an der anderen 
die Temperatur von 80°. Zwischen den beiden Oberflachen, 
im Innern der Platte, fallen die Temperaturen nach dem 
Gesetz einer geraden Linie abo Das Temperaturgefalle be
tragt in allen Punkten der Platte, somit auch an den Ober
flachen 5000 auf den Meter*). Die Oberflachen miissen da
her von Mitteln beriihrt werden, deren Temperaturen eine 
solche Rohe besitzen, daB sie den einseitig, nach dem 
Innern der Platte zu, wirkenden Temperaturgefallen das 

*) Wenn hier und in der Folge von TemperaturgefiUlen an 
den Oberflachen die Rede ist, so sind darunter die Temperatur
gefalle in den unendlich dunn en Materialschichten verstanden, deren 
einseitige Grenzen die Oberflachen bilden. 
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Gleichgewicht zu halten vermogen und keineTemperatur
anderung del' Oberflachen zulassen. An der warmeren 
Seite del' Platte muG daher die Temperatur des bertihren
den Mittels koher' als die Temperatur del' Oberflache und 
an del' kalteren Seite del' Platte muE die Temperatur des 
bertihrenden Mittels tiefer als die Temperatur del' Ober
flache sein, urn den stationaren Zustand aufrecht zu er
halten. 

Mit dies en beiden Fallen sind die Moglichkeiten 
stationarer Temperaturverteilung in einer Platte er
schopft. 

Nun betrachte man eine Temperaturverteilung, welche 
nicht linear ist und eben aus dies em Grunde nicht sta
tionar sein kann. Sie sei fUr einen bestimmten Zeitpunkt 
etwa durch den Ausdruck gegeben 

T =A +B82 

t=o 

Ziihlt man die Zeiten von dem Zeitpunkt an, zu 
welchem diese Temperaturverteilung herrscht, so gilt 
diese ftir t = O. A und B sind ftir t = 0 konstante GroEen. 
Wenn beispielsweise die Temperatmverteilung in einer 
40 mm starken Eisenplatte durch den Ausdruck 

T = 100 - 18750 8 2 

t=o 

gegeben ist, so stellt die in Fig. 2 eingezeichnete 
Kurve ein Bild del' an den verschiedenen Punkten 
herrschendenTemperaturen dar. Wie immer man nun 
unter dies en Umstanden auf die beiden Oberflachen del' 
Platte einwirken mag, es ist unmoglich, diese Tempera
turen konstant zu erhalten. Denn cin EinfluG auf das 
Jnnere del' Platte ist nur durch eine Temperaturanderung 
del' Oberflachen zu gewinnen. Wenn daher irgend ein 
Punkt im lnnern del' Platte infolge del' herrschenden 
Temperaturverteilung die Tendenz hat, seine Temperatur 
zu verandern, so kann dieser Tendenz durch die Einwir
kung del' Oberflachen nur mittels einer Andcrung del' ge
samten Temperaturverteilung begegnet werden. 
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q()'1 

Bei der friiher 
betrachteten linearen 
Temperaturvertei

lung hat kein Punkt 
die Tendenz, seine 
Temperatur zu ver
andem, weil jeder 
Punkt die Mittel
temperatur seiner 
Umgebung besitzt 
Man kann jenen : 
stand etwa mit die 
einer elastisch' 
Membrane verglt, 
chen, die in einer 
Ebene gespannt ist 
und sich in dieser 
fortbewegt, wobei 
kein Punkt der Mem
brane die Tendenz 
hat, sich aus der 
Ebene herauszube
wegen. 

Bei der jetzt be
trachteten nichtline-

Fig. 2. aren Temperaturver-
teilung weicht die 

Temperatur jedes Punktes von der Mitteltemperatur 
seiner Umgebung ab und die Grone der Abweichung, 

die durch den zweiten Differentialquotienten ~:~ 
angegeben wird, ist ein Man der Tendenz des Punktes, 
seine Temperatur zu verandern. 

Zum Zahlenbeispiel zuriickkehrend, ist 

a2T =-37500 as2 
t=O 
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und damit in die Fouriersche Formel eingehend, berechnet 
sich mit a2 = 0,0555 

aT -at =- 2081 
t=o 

d. h. jeder Punkt im Innern del' Platte hat in dem Zeit
punkt t = 0, fUr den die angenommene Temperatur
verteilung gilt, die Tendenz, seine Tempera tur in del' 
Stunde urn 2081 0 odeI' in einer Minute urn 34'7° zu 
vermindern. 

Diese rasche Abkiihlung del' Platte konnte abel' 
nul' dann VOl' sich gehen, wenn auch die OberfHichen 
in gleicher Weise daran beteiligt sein konnten. An del' 
o berflache s = 0 hel'l'sch t zur Zeit t = 0 die Tempera tur 
von 1000, an del' Oberflache s = 0,04 die Temperatur von 
70°. Das Temperaturgefalle in del' Platte ist 

-~~ = - 37500 s, 
t = 0 

somit gleich Null an del' Oberflache s = O. An diesel' Ober
flache diirfte daher keinerlei Einwirkung durch das um
gebende Mittel erfolgen, welches wahrend del' Abkiihlung 
immer diesel be Temperatur wie die Plattenoberflache be
sitzen miiflte. Man konnte sich diese etwa mit einem fUr 
Warme vollkommen undurchlassigen, nichtleitenden Stoff 
tiberzogen denken, del' keine Warmekapazitat besitzt. Ein 
vollkommeneres Gedankenbild entsteht jedoch, wenn man 
sich mit del' Oberflache del' Platte eine zweite ebenso 
starke Platte innig und leitend verbunden denkt, in wel
chel' eine genau symmetrische Temperaturverteilung 
herrscht (Fig. 3), wobei alsdann die beiden freien Ober
flachen del' nunmehr doppelt so starken Platte so be
handelt werden, wie es fiir die Oberflache s = 0,04 del' 
einfachen Platte erforderlich ist. An diesel' Oberflache 
hen'scht das Ternperaturgefalle 

aT 
--a8- = - 1500. 
s = 0,04 

K r a u s s, Warmeleitung. 2 
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Fig. 3. 

Dies bedeutet, wenn man auf die V orstellung des 
,,"\Varmestromes" zurlickgreift, dafi sich dieser mit einer 
Geschwindigkeit von 

a2 
v = T + 273 . 1500 = 0'243 m/Std. 

aus der Oberflache herausbewegt und, da die Dichte der 
Warme in der Oberflache 308.700 Cal/cbm betragt, eine 
dauernde Warmeabfuhr von 75.000 Cal auf den Quadrat
meter stlindlich erfordert. Da die Temperatur der Ober
flache mit konstanter Geschwindigkeit abnimmt, ware es 
erforderlich, dafi auch die Temperatur des die Warme
abfuhr bewirkenden Mittels in dem gleichen Mafie ab
nehme, so dafi die zwischen del' Oberflache und dem sie 
berlihrenden Mittel vorhandene Temperaturdifferenz stets 
den gleichen Wert beibehalt. 

Da diese Forderung nur innerhalb der moglichen 
Temperaturgrenzen erflillt werden kann, bleiben auch die 
fur entsprechende kurze Zeitraume berechneten Ab
ktihlungen innerhalb der moglichen Grenzen. 
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Fur den zeitlichen Verlauf der Temperaturen erhalt 
man die Beziehung 

T= 100 - 1875082 - 2081 t 
d. i. T= A + B 8 2 + 2 a2 B t. 

Bei Einhaltung der ursprunglichen Oberflachen·
bedingungen verandern sich somit aIle Temperaturen mit 
konstanter Geschwindigkeit und die Temperaturkurve be
halt ihre Gestalt bei, wahrend sie mit konstanter Ge
schwindigkeit, je nach dem Vorzeichen von B, nach oben 
oder nach unten wandert. 

DaE die Temperatur jedes Punktes im Innern der 
Platte ebenso rasch wie an der Oberflache sinkt, von 
welcher die Warme abgefuhrt wird, hat seinen Grund in 
der eigentumlichen Temperaturverteilung, welche den 
Spannungszustanden einer elastischen kugelformig auf
geblasenen Membrane zu vergleichen ist, deren Punkte 
mit gleichen Kraften dem Mittelimnkt zustreben. Wenn 
unter dem EinfluE dieser Krafte eine Veranderung statt
findet, so geht diese an allen Stellen der Membrane gleich
zeitig und in gleichem AusmaEe vor sich. 

Der hier bearbeitete Fall hatte der Aufgabe cnt
sprochen, den zeitlichen T'emperaturverlauf in einer Platte 
festzustellen, wenn die ursprungliche Temperaturver
teilung in der Form T = A + BS2 gegeben und die Be-

t=O 

dingung gesetzt gewesen ware, daE die an den Ober
flachen zur Zeit t = 0 stattfindenden Warmezufuhren odeI' 
Warmeabfuhren dauernd aufrecht zu erhalten sind. Als 
Losung der Aufgabe hat sich ergeben: 

T= A +B8 2 + 2a2 Bt. 

Die Aufgabe ware unlosbar gewesen, wenn die ur
sprungliche Temperaturverteilung anstatt in der Form 
einer kontinuierlichen Kurve nur durch einzelne Tempe
raturpunkte, etwa an den beiden Oberflachen und in ver
schiedencn Tiefen, gegeben gewesen ware. Denn fUr die 
an den beiden Oberflachen stattfindenden Warmebewegun·· 

2* 
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gen sind nicht die Temperaturen dieser OberfHichen, son
dem die Temperaturgefalle mafigebend. 

Der zwischen den Oberflachenbedingungen und den 
Temperaturverteilungen bestehende Zusammenhang 
schlieflt die Kombination ungereimter Bedingungen ein
zeIner Aufgaben vollkommen aus. 

Wenn beispielsweise gefordert wird, dafi eine Platte. 
deren Temperaturverteilung zur Zeit 0 durch den Aus
druck T = 50 ausgedruckt ist, wonach aIle Punkte der 
Platte die Temperatur von 50° besitzen, so kann nicht zu
gleich gefordert seiIi, dafi eine Oberflache der Platte mit 
einem Korper, dessen Temperatur 500° betrage, in Be
ruhrung stehe. 

Denn die zweite Forderung bedingt, dafi zwischen 
zwei benachbarten Punkten der Platte, von denen der eine 
der Oberflache angehort, ein Temperaturgefalle vor
handen sei, wahrend die gegebene Temperaturverteilung 
T = 50 jedes Temperaturgefalle ausschlieflt. 

Wenn man also etwa die Aufgabe zu lOsen hatte, es 
sei der zeitliche Temperaturverlauf in einer Platte fest
zustellen, die zur Zeit t = 0 in allen ihren Punkten die 
Temperatur von 500 besitzt und plOtzlich mit einem heifien 
Korper in Beruhrung gebracht wird, dessen Temperatur 
5000 betragt, so wird man die Zeitbestimmung "plOtzlich'" 
folgendermafien in ihre Elemente zu zerlegen haben. Zur 
Zeit t = 0 betragt die Temperatur des die Oberflache der 
Platte beruhrenden Mittels 50°. 1m Verlaufe des Zeit
raumes Ct steigt die Temperatur des die Platte beruhren
den Mittels von 50° auf 500°, wobei diese Temperatur
steigerung das Gesetz Ta = f (t) befolgt, so zwar, da~ 
fUr t = 0, T a -= 50 und fUr t = ct, T a = 500 wird. Der 
Zeitraum ct kann alsdann beliebig klein, etwa mit ein 
Zehntausendstel- Sekunde angesetzt werden. Diese Be
griffsbestimmung von "plOtzlich", als eines sehr kl-einen, 
immerhin aber endlich begrenzten Zeitraumes ist in voller 
Cbereinstimmung mit dem tatsachlich realisierbaren Vor
gang, wobei del' heifie Korper, bevor er mit del' Oberflache 
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der Platte in Bertihrung gebracht werden kann, dieser ge
nahert werden muH. 

Die Temperatur
verteilung in einer 
Platte kann auf man
cherlei Art gegeben 
sein. Wenn an Stelle 
der frtiher betrach- fOO" 
teten Verteilung 

T=100-18750s 2 •• a) 8 
nur die Temperatu-
ren einzelner Punkte 6<J 
in verschiedenen 
Tiefen gegeben ge
wesen waren, etwa 
die an den beiden 
Oberflachen der 20 
40mm starken Platte 
mit 1000 und 70°, 
ferner in den Tiefen 
.s = 0,01, 0,02 und 
0,03 mit 98 bzw. 92 
und 83° 0, so hatte 
man durch diese 
Temperaturpunkte 

mit groHer Annahe
Tung auch die Kurve 
(Fig. 4) 

T = 100 cos (20 s) 
t=o 

o 
s= 0 

Fig. 4. 

. b) 

legen konnen. Die geringen Abweichungen, welche die 
beiden Kurven a und b voneinander zeigen. (in dem 
klein en MaHstab unserer Figuren sind sie gar nicht dar
zustellen), haben in des sen schon wesentliche Verschieden
heiten der Temperaturanderungen im Innern der Platte 
zur Folge. Es betragt das Temperaturgefalle 
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~~ = - 2000 sin (20 s) 
t=O 

Somit ist es zwar an der OberfHiche s = 0 wie 

fruher ~; = 0, an der OberfIache s = 0,04 dagegen 
s=o 

oT -as-- = -1418 gegenuber -1500 fruher. 
s = 0,04 

Der zweite Differentialquotient berechnet sich zu 
o2T 
OS2 = - 40000 cos (20 s) = - 400 T. 
t=o 

Die Grone der Abweichung der Temperatur jedes 
Punktes von der Mitteltemperatur seiner allernachsten 
Umgebung ist somit seiner eigenen augenblicklichen 
Temperatur proportional. Daher ist auch die Geschwin
digkeit der Temperaturanderung jedes Punktes der Rohe 
seiner augenblicklichen Temperatur proportional, wenn 
an den Oberflachen das gleiche Gesetz eingehalten 
wird. Die Oberflache s = 0 hatte man sich wie frtiher 
mit einem warmedich ten Isoliermittel uberzogen zu 
denken und von der Oberflache s = 0,04 mume man 
zeitlich veranderliche Warmemengen abftihren. Die not
wendigen OberfIachenverhaltnisse und der zeitliche 
Temperaturverlauf kann zunachst in der allgemeinen 
Form der Gleichung besser als in dem Ziffernbeispiel 
verfolgt werden. Zur Zeit t = 0 herrscht die Tempe
raturverteilung 

T=A cos(ms) 
t= 0 

~; = -A m sin (ms) 
t=o 

o2T 
osi= - A m2 cos(ms) = - m2 T 
t=o 

Nun setze man die Bedingung, die beiden Oberflachen 
der Platte so zu behandeln, dafi auch dort die einzelnen 
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Punkte ihre Temperaturen stets mit der ihrer jeweiligen 
Tempel'atur im gleichen Mane proportionalen Geschwin
digkeit verandern. Es gelte daher fUr jeden Zeitpunkt 

iPI1 aT 
a2 . - = -- = - a2 m 2 T as 2 at 

fur konstantes s ergibt sich somit 

_d~ = _ a2 m2 dt oder 
T 

log nat T = - a2 m 2 t + 0 
und wenn 0 = log nat M gesetzt wird, 

T = 1'J e - a' m' t 

Mist nur fur konstantes seine konstante Grone. Urn M 
als Funktion von s zu finden, setze man t = 0, wo
durch man erhalt: 

T=M=A cos(ms) 
t=o 

daher ist allgemein 
T = A cos (ms) e- a'm'l 

Der zeitliche Verlauf der Temperaturen kann hie
nach bel'echnet werden. 

Zu den letzten Beispiel zuruckkehrend, erhaltman fur 
a2 = 50/900 die Losung 

T = 100 cos (20 s) e -22,22t 

Danach berechnet sich, dan die Temperatur an del' 
Oberflache s = 0 im Verlauf einer Minute von 100° auf 
69°, somit urn 31° sinkt, wahrend an der Oberflache 
s = 0,04 in derselben Zeit die Tempel'atur von 70° auf 41°, 
somit urn 29° abnimmt. Das Temperaturgefalle hat den 
Wert 

aT _ 2000' (20 ) - 22,22t -(js-- - sm s e 

ist somit an del' Oberflache s = 0 dauernd gleich Null, 
sinkt aber an der Oberflache s = 0,04 von dem anfang
lichen Wert -1418 im Verlauf einer Minute auf den Wert 
- 978 herab. Samtliche Punkte nahern sich immer lang
sameI' und langsamer der Temperatur von 0°, die sie im 
Zeitpunkt t = 00 erreichen. 
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Unter den gleichen Voraussetzungen, welche bei der 
ursprunglichen Temperaturverteilung 

T=A cos (ms) 
t=o 

zu dem allgemeinen Ausdruck 
T = A cos (ms) e- a'm't 

gefUhrt haben, ergibt sich aus der ursprunglichen 
Temperaturverteil ung 

T=Bsin (ns) 
t=() 

die allgemeine Beziehung 
T = B sin (ns) e-a2n2t 
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Die bisher gefundenen A usdrucke, welche aIle der 
Fourierschen Grundgleichung entsprechen, sind folgende: 

a.) T = ° 
b) T=O+Ds 
c) T = A + B S2 + 2 a2 B t 
d) T = A cos (ms) e- a2 m't 

e) T=Bsin(ns)e- a'n2t 

Die zugehorigen ursprungliehen Temperaturver
teilungen werden gefunden, wenn in den einzelnen Aus
drucken t = 0 gesetzt wird. 

Die zugehorigen Oberflaehenbedingungen ergeben 

sieh, wenn in den partiellen Ableitungen ~~, einmal 

8 = 0 fUr die eine Oberflache und das anderemal s = S 
fUr die andere Oberflache gesetzt wird. 

Auch die Summe beliebig vieler der rechts von den 
Gleichheitszeichen stehenden Ausdrucke ergibt Aus
drucke fur T, welche der Fourierschen Gleichung ge
nugen. Da fUr A, B, 0, D, m und n beliebige ganze oder 
gebrochene, positive oder negative Zahlen eingesetzt 
werden konnen, ist die Anzahl der moglichen Losungen 
ebenso unbegrenzt wie die Moglichkeiten verschiedener 
Temperaturverteilungen und Oberflachenbedingungen in 
der Praxis. 

Immerhin mun eine aus den hier angefUhrten Parti
kularlosungen hergestellte Summe teils beschrankt, teils 
erweitert werden, urn sie fUr die vor kommenden verschie
denen Bedingungen und Aufgaben gleich gebrauchsfahig 
einzurichten. Zunachst ist ersiehtlich, dan die Losung a) 
schon in der Losung b) enthalten ist, da diese fUr D=:;:O 
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in a) ubergeht. Die Losung c) ergibt, ob sie nun fUr sich 
allein steht oder ein Glied der Summe bildet, fUr wach
sende Zeiten, Temperaturen, die ienseits der Grenzen 
der Moglichkeit liegen; die zugehorigen Oberflachen
bedingungen konnen, wie dies an einem Beispiel schon 
fruher erlautert wurde, dauernd nicht eingehalten wer
den, sie konnen somit tatsachlich niemals gestellt sein. 
Die Losung c) ist daher auszuschalten. Hingegen konnen 
die Losungen d) und e) zu den Summen 

m=q m=q 
~ A () -a2 m2 t d ~ B . ( ) - a' m2 t 
..;J m cos ms e un.;., SIn ms e 

m=p m=p m 

erweitert werden, wobei der Buchstabe n entfallt, wenn 
sich die dafiir zu wahlenden Werte innerhalb der 
Grenzen p und q finden. 

Die Zahlenreihe von p bis q kann vorlaufig aus be
liebigen ganzen oder gebrochenen positiven oder nega
tiven Zahlen bestehend gedacht werden. Wie sie gestaltet 
sein muB, urn gegebenen Oberflachenbedingungen zu ent
sprechen und fur t = 0 die als ursprunglich vorhanden 
gegebene Temperaturverteilung zu liefern, wird sich 
spater zeigen. Der Wert m = 0 ergibt fur d) die Lasung 
T=Ao' ist also identisch mit der Losung a) und wie 
diese in der Lasung b) enthalten. Der Wert m = 0 ist 
somit aus der Zahlenreihe p bis q vorweg genommen. 

Bildet man nun die Summe der verbleibenden Aus
drucke, so erhalt man 

m=qA -a2m2t 
T=C +Ds+ ~ m cos (ms) e + 

m=p 

m=q • ( ) -a2 m2t + ~ Bmsm ms e 
m=p 

Indem die Fouriersche Grundgleichung aussagt, dall 
die Geschwindigkeit der Temperaturanderung eines 
Punktes der Abweichung seiner Temperatur von der 
Mitteltemperatur proportional ist, wird damit zugleich 
ausgesprochen, daB del' trbergang eines veranderlichen 
Temperaturzustandes in den stationaren Zustand unend
lich lange Zeit erfordert; denn in dem MaBe, als die 
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Abweichungen von den Mitteltemperaturen abnehmen, 
nehmen auch die Geschwindigkeiten ab, mit welcher die 
Temperaturen der einzelnen Punkte der Mitteltemperatur 
ihrer Umgebung zustreben. 

Da der Exponent von e in obiger Gleichung immer 
negativ bleibt, nahert sich der Wert von T mit wachsen
der Zeit immer mehr dem Werte T = 0 + D8, niit dem er 
fur t = = zusammenfallt. 

Die aufgestellte Formel wird daher nur fUr solche 
FaIle benutzt werden konnen, welche schlienlich den 
sogenannten stationaren "Warmestrom" herbeifuhren 
oder den vollstandigen Temperaturausgleich mit der 
Umgebung bewirken. 

Die Warmeeinwirkung auf die Oberflachen findet 
entweder durch Beruhrung und Leitung oder durch 
Strahlung oder durch eine Kombination der beiden Arten 
der Warmemitteilung statt. Fur die Warmeubertragung 
durch Beruhrung und Leitung gilt an der Oberflache 
8 = 0 die Beziehung aT aT 

1..1 a/ =A(f8' 
8=0 5'=0 

worin 1..1 die Warmeleitungszahl fUr das die Oberflache 
beruhrende Mittel undT. als Funktion von t und 8 die 
Temperaturverteilung im beruhrenden Mittel bedeuten. 
Die Gleichung bedeutet, dan die vom beruhrenden Mittel, 
ob dies nun fest, flussig oder gasformig sei, in der Zeit
einheit abgegebene Warme gleich der von der Platte auf
genommenen Warme ist. Wenn die Oberflache der Platte 
von einem flussigen oder gasf6rmigen Mittel beruhrt wird, 
so hat man sich eine an der Oberflache der Platte 
haftende sehr dunne und unbewegliche Schicht zu 
denken, in welcher sich, wegen der sehr geringen Dicke 
dieser Schicht, in unendlich kurzer Zeit ein lineares 
Temperaturgefalle einstellt, so dan gesetzt werden kann: 

A aT1 _ T-Ta 
1(f8-A1 08 

worin T a die Temperatur des flussigen oder gasformigen 
Mittels bedeutet. 
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Die Dicke der Schicht os hangt von der Natur des 
fliissigen oder gasfOrmigen Mittels und dessen jewei-

ligem Bewegungszustand abo Der Quotient ~~. = h heifit 

in der Physik "aufiere Leitungsfahigkeit" und istder 
reziproke Wert des sogenannten Warmeiibergangs
widerstandes von einem Mittel in das andere. An der 
Oberflache s = 0 besteht demnach fUr fliissige und gas
formige Mittel, die sie beriihren, die Beziehung: 

aT h (T - T ) = ), --
a as 

Ais beilaufige Mittelwerte von h konnen folgende Zah
len gelten: h = 20 fiir die Beriihrung von Metall und 
Luft; h = 1000 fiir die Beriihrung von Metall und Wasser; 
h = 6000-10000 fiir die Beriihrung von Metall und 
siedendem vVasser je nach dem Bewegungszustand. 
Kommt bei gasfOrmigen Mitteln noch Warmemitteilung 
durch Strahlung hinzu, so ist dieser durch ent
sprechende Wahl des Wertes h Rechnung zu tragen. 

Wenn die Zahl h gegeniiber ). sehr grofi ist, so 
fallt bei endlichem Temperaturgefalle in der Platte die 
Differenz T - T a sehr klein aus, so dan es tatsachlich 
gelingt, durch geeignete Mittel die 'l'emperatur einer 
Plattenoberflliche auch bei veranderlichem Temperatur
gefalle in der Platte konstant zu erhalten. So kann man 
beispielsweise annehmen, dafi die Oberflache einer von 
siedendem Wasser bertihrten Metallplatte dauernd die 
Temperatur von 1000 besitze, wenn das Sieden unter 
atmospharischem Drucke stattfindet. 1st hingegen der 
Widerstand des Warmeiiberganges von der Plattenober
flache zum beriihrenden Mittel oder umgekehrt sehr grofi, 
die Zahl h somitklein, so ist die Temperatur der Platten
oberflache, so lange der stationare Zustand nicht erreicht 
ist, nach Mangabe des trbergangswiderstandes, des Lei
tungsvermogens und der jeweilig bestehenden Tempe
raturdifferenz veranderlich. Die folgenden AusfUhrun
gen werden die beiden FaIle naher beleuchten. 
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Die Temperatnren beider Oberflachen werden 
konstant erhalten. 

Mathematisch wird diese Bedingung dadurch aus
gedrlickt, daR del' erste Differentialquotient nach del' Zeit 
sowohl flir die Oberflache s = 0 wie flir die Oberflache 
s = S gleich Null gesetzt wird: 

~'£ = 0 und i),£ = 0 at at 
s=o s=s 

Aus del' allgemeinen Gleichung ergibt sich, unter 
Hinweglassung del' Summenzeichen 
aT -a2 m2t -a2m2t 
at=-a2m 2Amcos(ms)e -a2m2Bm sin(ms)e 

somit flir s = 0 
aT -a2 m2t 
--= -a2 m2 A e at m 
s~o 

Da der vVert m = 0 schon vorweggenommen ist, kann 
diesel' Ausdruck nul' dann gleich Null sein, wenn samt
liche Koeffizienten Am del' Summe gleich Null sind. 

Es bleibt somit flir s = S 
aT -a2 m2t --=-a2 m 2 B sin (mS)e at m 
s~s 

Diesel' Ausdruck kann auf zweierlei Art gleich 
Null werden, wovon die eine Art dem stationaren Zu
stand, die andere Art dem veranderlichen Zustand 
entspricht. 

1. Setzt man samtliche Koeffizienten Bm del' Summe 
gleich Null, so wird del' Ausdruck flir die Temperatur 
T von del' Zeit unabhangig uud lautet: 
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T=C+Ds 
Uber den stationaren Zustand ist nichts weiter zu 

bemerken. 
2. Wenn Bm nicht gleich Null gesetzt wird, so wird 

der Ausdruck fur aa~ gleichwohl gleich Null, wenn m 
$= 8 

folgende Werte erhalt: 
1t 21t 31t 41t m =--, -, -, - ..... usw. 
S S S S 

Bedeutet K irgend eine positive ganze Zahl, so 
K1t 

kann man m = -s setzen, wonach der allgemeine Aus-

druck fUr T lautet: 
_ a2K21t2t 

T = 0 + Ds + K'!,"" B sin ( KS 1t s)e 82 
K=1 K 

Fur t = 0 er halt man den A usdruck fur die 
ursprungliche Temperaturverteilung: 

t!o 0 +Ds +B1 sin (~ s) +B2 sin (2S1t s)+ 

+B3 sin (~S~s ) + .... 
I. Beispiel: Die Temperatur beider Oberfiachen sei 

konstant 1000 C. 

Setzt man t = 00 und s = 0, dann erhalt man aus 
dem allgemeinen Ausdruck fUr T: 

100 = 0, und fUr s = S: 
100 = 100 + DS, somit D = 0 

Die urs~rungliche Temperaturverteilung ist daher: 

t! 0= 100 + Bl sin (~ s ) + B2 sin (2S1t s ) + 
+ B3 sin (~S1t s ) + .... 

Urn weiter rechnen zu konnen, mussen irgendwelche 
ziffermalHgen Angaben uber die ursprungliche Tempe
raturverteilung vorliegen. Beispielsweise sei die 
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Temperatur in del' halben Dicke del' Platte mit 500 

festgestellt. Fur s = ~ und T = 50 erhiUt man: 

50 = 100 + BI - B3 + Bs - B7 + ..... 
Unter del' Bedingung, dafi diese Gleichung erfullt ist, 

kann man die Koeffizienten B ganz beliebig wahlen, man 
erhalt immer einen Ausdruck fur T, welcher fUr s = 0 
und s = S den Wert von 100 und fUr s = S/2 den Wert 
von 50 ergibt. Die einfachste Lasung erhalt man, wenn 
aIle Koeffizienten, mit Ausnahme von BI gleich Null 
gesetzt werden. Man erhalt alsdann Bl = - 50 und 

T ~ 100 - 50 Sin( S-s) .-"it, 
Die Temperaturverteilung zur Zeit t = 0 ist in 

Fig. 5 gezeichnet. 
Wenn die Platte aus Gufieisen besteht und 200 mm 

Starke besitzt, so dafi A = 40, yc = 900, somit a 2 = 0,044 
angesetzt werden kann, ergibt sich 

T = 100 - 50 sin (15,71 s) e -10,97 t 

Die Temperaturverteilungen, wie sie sich daraus be
l'echnet nach Ablauf del' 1., 2., 3. usw. bis 10. Minute 
in del' Platte finden, sind in Fig. 5 mit dunnen Linien 
eingezeichnet. Am Ende del' 10. Minute betragt die 
Temperatur del' mittleren Plattenschicht 920, nach Ab
lauf von 25,2 Minuten 99,5°. 

"Ware die ursprungliche Temperaturverteilung durch 
die Temperaturen mehrerer Schichten im rnnern del' 
Platte gegeben gewesen, anstatt nur del' del' mittelsten, 
wie hier angenommen war, so ware das Resultat del' Be
rechnung, wenn man ganz abnorme Temperaturver
teilungen ausschliefit, allerdings etwas, jedoch nicht 
wesentlich andel's ausgefallen. 

Es sei beispielsweise angenommen, dafi zur Zeit 
t = 0 die Temperatur von 500 nicht nur in del' mittelsten 

Schicht, sondern auch in der Tiefe von s = ~ vorhan-
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Fig. 5. 

den seL Zu der fruheren Bedingungsgleichung 
50 = 100 + B1 - B3 + Bs - B7 + ..... 

kame alsdann noch hinzu: 

50 = 100 + B~ + Bz + B1_ Bs __ B6 _ B-,,-- + B~ + .... 
112 112 v2 1I2-y2 

Hier bietet sich die einfachste Losung, wenn aBe 
Koeffizienten von B3 aufwarts gleich Null gesetzt wer-
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den. Man erhiilt B, = - 50, B2 = - 14,64 und 
T = 100 - 50 sin (15,71 s) e-l().~7 t-14,64 sin (31,41 s) e- 43,86t 

Da del' negative Exponent von e im letzten Gliede 
viermal so grofl als im vorhergehenden ist, so ist der 
Einflufl des letzten Gliedes schon nach sehr kurzer 
Zeit verschwindend klein, obwohl die urspriingliche 
Temperaturverteilung, wie Fig. 6 zeigt, sich von den 
friiher betrach teten wesen tlich un terscheidet. Die 
punktierten Linien zeigen die beiden Sinuslinien, deren 
Summe die urspriingliche Temperaturverteilung dar
stellt. 

/'" 

Fig. 6. 

/"'",----- ..... ............ 
,. '-,." , 

/ 

I 
I 

.I' 

I 
I 

I 
I 

Da del' Sinus hochstens den Wert 1 erreichen kann, 
so ist leicht zu berechnen, wie lange der Einflufl des 
letzten Gliedes von Bedeutung ist. Vernachliissigt man 
etwa Betrage von weniger als 1/2°, so erhiilt man aus 

~ = 14,64e- 43 ,86t 

mit t = 0,0768 Std. = 4,6 Min. die Zeit, nach welcher das 
letzte G lied wegfaU t. 

K r a U B.3, Warmeleitung. 3 
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Die Temperaturverteilung ist alsdann: 
T = 100 - 21,5 sin (15,71 s) 

t= 0,077 

Nach 4,6 Minuten ist somit der Unterschied der 
Temperaturverteilungen zwischen Fig. 5 und Fig. 6 
vollstandig verschwunden. 

Fig. 7. 

Fur den Fall, als die Temperatur von 500 auch in der 

Schichte s = 3: zur Zeit t = 0 festgestellt sei, bietet 

Fig. 7 ein Bild der ursprunglichen Temperaturvertei
lung. Zu den fruheren Bedingungsgleichungen kommt 
alsdann noch hinzu: 

50= 100+ B,-_ Bz + B~ __ B?_+ .... 
-y2 -Y2-y2 

wonach man erhalt: 

B, = - 60,35; Bz = 0; B3 = -10,35 
T == 100- 60,35 sin (15,71 s) e -10,97t -10,35 sin (47,12 s) e -98,73t 
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Es bel'echnet sich leicht, dafi nach 1,5 Minuten der 
Einflufi des letzten Gliedes nur mehr Bruchteile eines 
Grades betragt. 

Man kann nun sogar so weit gehen, anzunehmen, 
dafi die Platte zur Zeit t = 0 in allen Schichten mit Aus
nahme del' beiden Oberflachen, an welchen die Temperatur 
von 100° hel'rscht, die Temperatur von 50° besitze. Setzt 
.man alle Koeffizienten B mit gel' adem Zeiger gleich Null 
und gibt den Koeffizienten B I , B 3, Bs usw. der Reihe nach 
die Werte: 

200 200 200 
- -1t-' - -lrn-' - 51t ... usw., 

:so erhalt man fUr t = 0: 

/!o 100 - 2~0 [sin ( ~ s ) + {- sin ( 3; s ) + 
+ ~sin(5; s)+ .... ] 

FUr aIle Werte von s zwischen s = 0 und s = S 
erhalt man T = 50, nur fUr die beiden Werte s = 0 und 
s = S ergibt sich T = 100. Ebenso ist fUr aIle Wel'te von s 

zwischen s = 0 und s = S das Temperaturgefalle ~~ = 0, 

dagegen fUr den Wert s = 0: aa~ = - 00 und fUr s = S 

8=0 

s=s 
Rechnet man die Koeffizienten aus und setzt sie in 

den allgemeinen Ausdruck fUr T ein, so erhalt man: 
T = 100 - 63,66 sin (15,71 s) e -IO,97t -

- 21,22 sin (47,12s) e- 98,73t -12,73 sin (78,54s) e-m .3t - •• 

Der Einflufi des vierten G liedes betragt schon nach 
Ablauf von 0,6 Min. nur mehr Bruchteile eines Grades. 
(Fig. 8.) 

Man kann den zuletzt gefundenen Ausdruck als die 
Losung der Aufgabe ansehen, die zeitlichen Temperatur
anderungen einer gufieisernen Platte von 200 mm Dicke 

S* 
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·~..--------r------r-------t------:oIiOO' 

~ ________ ~~ ______ ~~ ______ ~~ ______ ~50 

14 31,; 
Fig. 8. 

festzustellen, die bei einer gleichmafligen Temperatur von 
50'\ "plOtzlich" in siedendes Wasser von 1000 eingetaucht 
wird. 

Die in der eckigen Klammer in dem Ausdruck flir
T enthaltene Reihe 

=0 

. (1t ) + 1 . (31t ) + 1 . (51t ) + sm SS -3 sm tr s -5- sm SS ... 

ist fur aIle Werte zwischen s = 0 und s = S bedingt kon
vergent, d. h. sie konvergiert nicht von Glied zu Glied 
und kann daher auch nicht bei einem beliebigen Glied 
abgebrochen werden; immerhin hat die Summe der unend
lichen Anzahl Glieder einen endlichen Wert, urn welchen 
die Teilsummen abschnittweise mit immer geringeren 

A usschlagen oszillieren. Fur s = ~- er halt man die 
2 

Reihe: 

1 - ~ + }- _1_ + }- - ~ --l- 1t 0 7854 3 5 7 9 11 I •••• = -,f = , 
S . 

Fur s = 4 erhlnt man die Reihe: 

~2 ( 1 + -~ -} - ~ + ~- + {(- .... )=~-=0,7854 
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Dagegen ist die in dem Ausdruck fur T enthaltene 
Reihe, in welcher die Sinus mit den negativen e- Potenzen 
multipliziert auftreten, absolut konvergent. 

Vergleicht man nun die bei diesem Beispiele be
trachteten 4 FaIle verschiedener ursprunglicher Tempera
turverteilung miteinander und legt sich die Frage VOl', 
wie lange dauert es, bis die Warme von den Oberflachen 
so tief in die Platte eingedrungen ist, dafi del' Unterschied 
zwischen del' Temperatur del' mittelsten Schicht und del' 
del' Oberflachen nur mehr 1/20 betragt, so gilt sowohl 
fUr den ersten, durch Fig. 5 dargestellten Fall, wie fur den 
zweiten, durch Fig. 6 dargestellten Fall: 

1 _ 50 - 10,97 t -2-- e 

log nat 100 , . . 
t = 1097 = 0,42 St., d. 1. 25 Mm. , 

Fur den dritten, durch Fig. 7 dargestellten Fall gilt: 

t = log nat 120,7 = 044 Std d' 26 M' 10,97 ' .,. 1. m. 

Fur den letzten Fall del' ursprunglich gleichmafiig 
verteilten Temperatur von 50°, ergibt sich: 

t = l?~-1~9~~7,32 = 0,44 Std., d. i. 26 Min. , 
Die ursprungliche Temperaturverteilung bewirkt in 

den hier betrachteten Fallen somit keine grofien Unter
schiede del' Erwarmungszeiten. 

Del' schliefiliche Warmeinhalt del' Platte betragt fur 
1 qm Oberflache 

0,2 X 900 X 100 = 18000 Cal. 
Del' ursprungliche Warmeinhalt in jedem einzelnen 

s 

Fall berechnet sich aus 900 ~t~~ ds fUr den ersten und 

o 
zweiten Fall zu 12271 Cal., fUr den dritten Fall zu 
11484 Cal. und fUr den letzten Fall zu 9000 Cal. fUr je 
1 qm Plattenoberflache. In nahezu gleichen Zeiten 
stromen daher von den beiden Oberflachen zusammen 
5729, 6516 bzw. 9000 Cal. in das Material del' Platte. 



38 Fiinftes Kapitel. 

2. Beispiel. Die Temperatur der einen Oberflache 
sei konstant 200°, die Temperatur der anderen Oberflache 
konstant 100°. 

Die betraehtete Platte sei aus Gufieisen und habe 
200 mm Starke. 

Aus den beiden Gleiehungen 
T=O+Ds und 

t=" 

t! 0 0 -+ Ds + Bl sin (~ s) -+ B2 sin (2S1t s) -+ .... 
ergibt sieh, je naehdem, ob die Temperatur von 2000 an der 
Oberflaehe s = 0 oder an der Oberflaehe s = S erhalten 
wird, entweder 

t! 0 200 - 500 s -+ Bl sin (~ s) -+ B2 sin (2; s ) -+ ... 
oder 

t!o 100-+500s-+B1 sin (~ S)+B2sin(~~s)+ ... 
Aus den Angaben, die liber die ursprlingliehe 'l'em

peraturverteilung vor liegen, werden die Koeffizien ten Bl , 
B2 usw. in derselben Weise, wie beim 1. Beispiel ge
zeigt worden ist, bereehnet. 

Liegt etwa nur die Feststellung Yor, dafi in der 

Schiehte s ={-= 0,0333 die Temperatur yon 1581/ 3() 

herrsehe, so erhalt man aus 

1581/ = 200 - 500 ~,~ -+ ~B 
3 • 6 2 1 

B, = -50 und 

T = 200 - 500 s - 50 sin (-i~s )e- 10,97 t 

flir die zeitliehen vVerte der Temperaturen, wenn die 
OberfHiehe s = 0 auf 2000 erhalten wird. (Fig. 9.) 

Anderseits erhalt man aus 

1581/ = 100 + 500~~+~B 
3 6 -2 1 

Bl = 831/ 3 und 
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T = 100 + 500 s + 83,33 sin ( ~ s) e - 10,97 t 

fiir den Fall, dan die OberfHiche s _ S auf 200° erhalten 
wird. (Fig. 10.) Del' Unterschied del' beiden FaIle geht 
aus den Figuren 9 und 10 deutlich hervor. 

Fig. 9. Fig. 10. 

1st hingegen die Temperaturverteilung in der Platte 
ein Spiegelbild del' in Fig. 9 gezeichneten, so herrscht die 

5 
Temperatur von 1581/ 30 in der Schichte s = 6 S und 

man erhalt 

( 
1t ) - 10,\f7 t 

T = 100 + 500 s - 50 sin S-s e 

Die zugeh6rige urspriingliche Temperaturverteilung 
ist in Fig. 11 gezeichnet. 

Bei dem schlie.Glich erreichten stationaren Zustand 
hat die mittelste Schicht eine Temperatur von 150°. Be· 
rechnet man die Lange del' Zeit, welche vergeht, bis die 
mittelste Schichte del' Temperatur von 1500 bis auf 1/20 

nahe gekommen ist, wenn die ursprungliche Temperatur
verteilung Fig. 9 oder Fig. 11 entsprochen hatte, 80 erhalt 
man aus 
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Fig. 11. 
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s . :/ 
I 

~ = 50 e - 10,97 t 
2 

Fig. 12. 

t = log ~a~ 100 = 0,42 Std., d. i. 25 Minuten. 
1 , 7 

Die trbereinstimmung des Resultates mit demjenigen, 
welches sich mit Bezug auf Fig. 5 des 1. Beispiels ergibt, 
erklart sich daraus, dan in den beiden Fallen auf dieselben 
Zeitraume gleiche Warmemengen entfallen, die in die 
Platte gelangen. Fur Fig. 5 Beispiel 1 gilt: 

- A ~iJT = A iJiJ~ = 50 ~ A = 31416 
s s S 

8=0 8=S 
fur den Zeitpunkt t = 0, d. h. in diesem Zeitpunkt 
betragt die Warmezufuhr durch jede del' beiden Ober
flachen 31416 Calorien auf den Quadratmeter stundlich, 
zusammen also 62832 Calorien. 

Fur denselben Zeitpunkt t = 0 ergibt sich fur Fig. 9 
die Warmezufuhr durch die Oberflache s = 0: 

- ), -~~~ = A (500 + 50 -S-) = 51416 Cal. 
s=o 

und die Warmezufuhr durch die Oberflache s = S: 

A ~~ = A ( - 500 + 50 ~ ) = 11416 Cal. 
8=S 
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Die Summe beider betragt wie oben 62832 Cal. 
Durch die Oberflache s = S stromt nur kurze Zeit 

Warme ein und aus del' Gleichung 

dT _ 5 0 + 50 'It -1O,97t_ 0 
-ds - - - 0 s- e -
s= s 

berechnet sich, dafi nach Ablauf von 2,47 Minuten von del' 
OberfHiche s = S Warme an das bel'uhrende Mittel ab
gegeben wird. 

Wenn in dem Ausdruck 

/£0 = 200 - 500 s + BI sin (~ 8 ) + B2 sin (2S'It 8) + ... 
die Koeffizienten B 1 , B2, B3 usw. del' Reihe nach die 

200 200 200 
Werte - -----, - ---, - - - usw. erhalten, so 

'It 2 'It 3 'It 
entspricht dies einer ursprunglichen Temperaturver
teilung, bei welcher aIle Punkte del' Platte die Tem
peratur von 1000 besitzen, mit Ausnahme del' Punkte 
in del' Oberflache s = 0, welche auf del' Temperatur 
von 2000 gehalten wird. (Fig. 12.) Rechnet man die 
Werte flir das vorgesetzte Beispiel aus, so erhalt man 

T = 200 - 5008 - 63,66 sin (15,718) e - 10,9; t -

- 31,83 sin (31,41s)e -43,86t - 21,22 sin (47,12 s) e- 9t<,; t - •• 

Auch hier Hndet man leicht, dafi del' Einflufi del' 
beiden letztangegebenen Glieder nach 5,7 Minuten ver
schwunden ist und dafi del' stationare Zustand bis auf 
1/20 Differenz in del' mittelsten Schicht in 26 Minuten 
erreicht ist. 

Die Bedeutung del' in dem allgemeinen A usdruck 
fUr den zeitlichen Temperaturverlauf enthaltenen Koef
fizienten und Parameter ist aus den mitgeteilten Bei
spielen deutlich zu er kennen. Diese wurden in del' Tat 
ihren Zweck nur unvollkommen erfliIlen, wenn ihre Re
sultate nul' auf die besonderen FaIle allzuwenden waren, 
wie sie durch die willkurlichen und dabei ganz bestimm
ten Annahmen del' Ziffern und Beschreibung gegeben 
sind. Auch lafit sich leicht zeigen, dafi die in den ein-
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zelnen Beispielen flir eine 200 mm starke gufieisel'ne 
Platte ausgerechneten Ziffernresultate bei geeigneter 
Wahl der Einheiten auch fUr andere Materialien und 
Materialstarken gultig sind. 

In der fill konstant erhaltene Temperaturen der 
Oberflachen giiltigen allgemeinen Gleichung 

-a2 K2 mt 

T = C +Ds + ~ BK sin (KS7t f? )e~--S2-

sind C und BK von der Dicke der Platte und der Art 
ihres Materials vollkommen unabhangige Grofien. Die 
Konstante C gibt die Hohe der Temperatur an, auf 
welcher die Oberflache s = 0 gehalten wird. 

Der Koeffizient D gibt den Wert des schliefilich 
bei Erreichung des stationaren Zustandes in der Platte 
vorhandenen Temperaturgefalles an. Wenn also To und 
Ts die an den Oberflachen s = 0 und s =-: S konstant 
erhaltenen Temperaturen bedeuten, so kann der all
gemeine Ausdruck fur T auch folgendermafien geschrie
ben werden: 

s (s ') _!l~ K2'it" t 
T= To+(Ts- To)S+~BKsin KTC S e S2 

Betrachtet man nun ~ als Veranderliche inner

halb der Grenzen 0 und 1, so sind mit A usnahme des 
Exponenten von e samtliche Koeffizienten und Parameter 
der rechten Seite der Gleichung yom Material und der 
Starke der Platte unabhangig. 

Die Variable t erseheint nur im Exponenten von e 
und ist dort multiplikativ mit dem Quotienten aus dem 
Temperaturleitungskoeffizienten a2 des Materials durch 
das Quadrat der Materialstarke S verbunden. Wenn man 
daher als Zeiteinheit nicht 1 Stunde, sondern a2/S2 Stun
den betrachtete, so wurden die Ziffern in den Gleichungen 
bei gegebener ursprunglicher Temperaturverteilung voll
kommen identisch sein, welches immer Starke und Ma-
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terial del' betrachteten Platten seL Allerdings milfite man, 
urn zur normalen Zeitrechnung nach Stun den zuriick
zukehren, die in den Resultaten enthaltenen Zeitangaben 
schliefilich mit S2/a 2 multiplizieren. 

1st man abel' schon im Besitz del' Losungen einer 
Aufgabe, die sich auf bestimmtes Material und be
stimmte ~laterialsHirke bezieht, so konnen daraus die 
Resultate fUr andere Materialien und andere Material
sHirken durch einfache Multiplikation mit den Ver
haltniszahlen von S2ja 2 abgeleitet ·werden. 

Fur das Eisen del' berechneten Beispiele gelten fol
gende Zahlen: 

y~c 7500; c =0,12; }, = 40; a2 =0,044; S=0,2; 
fur Kupfer wurde gelten: 

y = 9000; c = 0,09; }, = 320; a2 = 0,4; 
fUr Beton wurde gelten: 

or = 2000; c = 0,2; ), = 1; a2 = 0,0025. 

Del' Temperaturleitungskoeffizient von Kupfer ist 
somit neunmal so gToH als del' von Eisen und del' Tem
peraturleitungskoeffizient von Eisen 17,78 JPal so grol1 
als del' von Beton. Verhalten sich daher die Material
starken so wie die vVurzeln aus dies en Verhaltniszahlen, 
so ist die zeitliche Anderung del' Temperaturverteilung 
in del' Eisenplatte genau so wie die in del' Kupferplatte 
odeI' in del' Betonplatte.*) 

Die in den Figuren 5-12 eingetragenen Kurven und 
die Minutem:iffern gelten demnach unverandert ebenso
wohl fur eine 200 mm starke Eisenplatte ·\Vie fur eine 
600 mm starke Kupferplatte odeI' eine 47,4 mm starke 
Betonplatte. Dort, wo in diesen Figuren die Plattenstarke 
mit 200 mm eingeschrieben ist, wird man diese Ziffer 
durch 600 mm bei Kupfer odeI' durch 47,4 mm bei Beton 
zu ersetzen haben. 

*) Allerdings liegen fUr Beton verliiJ1liche Ziffern nicht vor; 
dies tut aber nichts zur Sache. Beton vertritt hier ein Material, fUr 
welches die schiitzungsweise eingesetzten Ziffern zutreffen. 
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Dieselben Figuren gelten aber auch bei gleicher 
Plattenstarke von 200 mm fur Kupfer und Beton, wenn 
die eingeschriebenen Minutenziffern bei Kupfer durch 
9 dividiert und bei Beton mit 17,78 multipliziert werden. 
Daraus ergibt sich, dan bei den in den Beispielen an
genommenen ursprtinglichen Tempera turverteilungen 
der stationare Zustand bis auf 1/2 Grad Differenz in der 
mittleren Schicht, in einer 200 mm starken Kupferplatte 
ungefahr in 3 Minuten, in einer ebenso starken Beton
platte aber erst nach 71/ 2 Stunden erreicht ist. 
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Die Temperatur der einen Oberflache ist konstant, 
die Temperatur der anderen Oberflache ist 

veranderlich. 

Wenn die Temperatur der Oberfliiche s = 0 kon
stant erhalten wird, so gilt fUr diese die Bedingung ~ 

aT -ai- = o .................. 1) 
s=o 

Allgemein gil t wie friiher: 
-a2m2t -a2m2t 

T= C+Ds+Am cos (ms) e +Bmsin (ms)e 
aT -a2m2t -a2 m2t 
at=-a2m 2A m cos (ms) e -a2m2Bm sin (ms) e 

aT -a2m2t 
aT= - a2 m 2 Am e 
s=o 

Wenn dieser Ausdruck gemiin der Bedingung 
1) gleich Null sein solI, miissen aIle Koeffizienten Am 
der Summe gleich Null sein. 

Daher ergibt sich: 
T = C + Ds + Bm sin (ms) e-a2m2t 

Der den Koeffizienten A und B beigesetzte Zeiger m 
solI ausdriicken, dan jedem einzelnen besonderen Wert 
von mauch besondere Werte der Koeffizienten A und B 
entsprechen. 

Wenn die Oberfliiche s = S von einem Mittel be
riihrt wird, des sen Temperatur Ta konstant ist, so gilt 
die Beziehung 

aT 
A as = h (T a - T). . . . . . . . . . . 2) 
s=s 
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worin h die Warmeubergangszahl von der Oberflache 
zum beruhrenden Mittel bedeutet. Fur s =: S ergibt sich: 

T = C + DS + Bm sin (mS) e- a2 m2t 
s=s 

aT -a2 m2t -as = D +m Bm cos (mS) e 
s=s 

und daraus, gemafi der Oberflachenbedingung 2): 
-a2m2t D + mBmcos(mS)e = 

= ~ (Ta - C - DS _BmSin(mS)e-a2m2t) 

Wenn diese Gleichung fur aIle Werte von t erfullt 
sein solI, miissen folgende Beziehungen bestehen: 

h 
D = T(T a - C -DS) 

m cos (mS) = - ~ sin (mS). 

Die letztere Beziehung kann auch geschrieben 
werden: A 

tang (mS) = -T m. 

Die Auflosung dieser Gleichung ergibt die ein
zelnen Werte von m. Die noch freibleibenden Werte 
der Koeffizienten Bm sind alsdann so zu wahlen, dafi 
fur t = Odie ursprungliche Temperaturverteilung durch 
den Ausdruck T = C + Ds +!: Bm sin (ms) dargestellt 
wird. 

3. Beispiel. Die Temperatur der einen Oberfiiiche 
sei konstant 100°, die andere Oberfiiiche werde von Gasen 
beruhrt, deren Temperatur 7600 betriigt. 

Die betrachtete Platte sei aus Gufieisen und habe 
200 mm Starke. Die Warmeubergangszahl zwischen 
Gasen und Platte sei h = 20. 1m ubrigen gelte wie be.i 
den fruheren Beispielen: 

y c = 900, A = 40, somit a2 = 0,044. 
Man findet zunachst C = 100 und D = 300, somit 

T = 100 + 300 s + Bm sin (ms) e - a2 m2t 
tang (0,2 m) = - 2 m. 
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Diese Gleichung lOst man graphisch in der ·Weise, 
dan man die Kurven y = tang (0,2 x) mit der Geraden 
y = - 2x zum Schnitt bringt, wobei die Abszissen XI' 

.x2' X3 usw. der Schnittpunkte die Werte fUr m ergeben. 
(Fig. 13.) Die Tangentenlinie braucht nur einmal ge-

!f 

- j' 

Fig. 13. 

zeichnet zu werden, da sich die aufeinanderfolgenden 
Schnittpunkte durch parallele Verschiebung der Geraden 
ergeben. 

Flir das betrachtete Beispiel gilt Figur 14, woraus 
man flir m folgende Werte erhalt: m = 8,1596; 23,6677; 
39,3333; 55,0233; 70,7199; 86,4169 usw. Die Differenz der 
aufeinanderfolgenden "\Verte nahert sich immer mehr und 
mehr der Grone 51!, wie dies auch aus Fig. 13 her
vorgeht. 
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r 

Fig. 14. 

Setzt man nun die gefundenen y.,T erte in die all
gemeine Gleichung fUr T ein, so erhtilt man: 

T = 100+ 300 s + B t sin (8,16 s) e- 2,96t + 
+ B2 sin (23,67 s) e - 24,9 t + B3 sin (39,33 s) e- 68,7t+ . 

Wenn nun von der ursprunglichen Temperaturver
teilung, d. i. t = ° bekannt ist, daR nicht nur an der Ober
fHiche s = 0, sondern auch an der Obel'fltiche s = S und 

in del' Schichte s = -~- S die Temperatur von 1000 

herrscht, so ergeben sich aus dem Ausdruck fUr T, in-
t=o 

dem man s einmal gleich 0,1 und das anderemal gleich 
0,2 setzt, die beiden Gleichungen 

- 30 = 0,7284 Bt + 0,6999 B2 und 
- 60 = 0,9981 Bt - 0,9998 B2 

woraus sich B t = - 50,45 und B 2 = 9,64 berechnen. 
Damit erhtilt man die Losung: 

T = 100 + 300 s - 50,5 sin (8,16 s) e -2,96t + 
+ 9,6 sin (23,67 s) e - 24,9 t 
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Die ursprtingliche Temperaturverteilung ist in 
Fig. 16 und 17 gezeichnet. Sie stellt sich aIs die Summe 
der beiden in Fig. 15 gezeichneten Sinuslinien undder 
Geraden a b dar. 

Fig. 15 und 16. 

Die Linie mufi mit einem Neigungswinkel, dessen 

Tangente ~~ = ~ (Ta - T)betragt, an der von den 

heWen Gasen bertihrten Oberflache der Platte an-
K r a u S 8 , Warmeleitung. 4 
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o 
" ,< 
I 

Fig. 17. 

schliefien. Diese Tangente betragt in dem gegebenen 

Fane: !~ (760 -100) = 330. Der Neigungswinkel gegen 

die Rorizontale ist daher nahezu 900 (etwa urn 12' 
weniger). Weil aber in den Figuren der Mafistab der 
Langen 1000 mal so grofi als der der Temperaturen 
gewahlt worden ist, hat die Tangente nur den Wert 
von 0,33 und der Neigungswinkel gegen die Rorizontale 
betragt in der Figur 18°. 

Von dem zeitlichen Temperaturverlauf in der Platte 
sind die Temperaturen der von den heifien Gasen be
rtihrten Oberflache s = S am wichtigsten. Fiir s = S = 0,2 
ergibt sich 

T = 160 - 50,47 e- 2,96t _9,53e- 24,9t 

Die Temperatur der Oberflache nahert sich somit 
immer mehr und mehr der Rohe von 160°, die sie aber 
erst im Zeitpunkt t = 00 erreicht. Es betragt die 
Temperatur der Oberflache 

nach 0 Minuten . . . . . . . . . . 1000 

" 
2 

" 
" 5,4 " 
" 10,7 " 
" 18,7 " 
" 32,8 " 
" 93,5 " 

1100 

1300 

1400 

1500 

159,50 
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Es sind somit mehr als 11/2 Stun den erforderlich, urn 
uem stationaren Zustand bis auf 0,50 nahe zu kommen, 
Das Bild der zugeh6rigen Temperaturverteilungen ist in 
Fig. 16 gegeben. Fig. 17 zeigt dagegen die Temperatm
vuteilung, wie sie sich nach Ablauf von je 10 Minuten 
uarstellt. 

Bei der allgemeinen Bearbeitung der Aufgabe und 
bei dem vorstehend behandelten Beispiel ist die Voraus
setzung gemacht worden, daR die Oberflache s = 0 auf 
konstanter 'l'emperatur erhalten wird, wahrend die Tern
I,eratur del' Oberflache s = S veranderlich ist. "Venn die 
Oberflachen ihre Rollen vertauschen, so steUen sich die 
Resultate in veranderter Form dar. 

Allgemein gilt wie fruher: 
T O+D +A () -a2m2t+B . ( ) -a2m2t = S m .cos ms e m SIn ms e 
aT -a2m2t -a2 m2t 
Tt=-a2m2 Am cos (ms) e -a2m2Bm sin(ms)e 

vVenn die Temperatur del' Oberflache s = S konstant 
erhalten wird, so gilt fUr diese die Bedingung 

aT 
-aT = ° 
8=S 

Somit ergibt sich: 

- a2 m 2 Am cos (mS) e-a2m2t = a2 m2 Bm sin (m S) e-a2m2t 

tang (mS) = - ~: 
Fur die Oberflache s = 0, welche von einem Mittel 

der Temperatur Ta beruhrt wird, gilt: 

A aT =h(T-Ta) 
as 

8=0 8=0 

Der allgemeine Ausdruck fUr das Temperaturgefalle 
lautet: 
aT - a2 m2 t - a2 m2t 
as = D -mAm sin (ms) e + mBm cos (ms) e 

somit ist fUr s = ° 
4* 



52 Sechstes Kapitel. 

aT -a2m2t 
as =D +mBme 

8=0 

T = 0 + Am e-a2m2t 
8=0 

Es mull somit die Beziehung bestehen: 

- a2 m2 t h ( - a2 m2 t ) 
D+mBme =-X- O+Am e -Ta 

Aus der Bedingung, dall diese Gleichung fi:i.r aIle 
Werte von t erfi:i.llt ist, ergibt sich: 

D =!:- (0 - Ta) 
A 

h 
mBm=yAm 

Fi:i.r die Werte von m erhalt man die Beziehung: 
A 

tang (mS) = - hm 

Fur '1' erhalt man den Ausdruck: 

T=O+Ds+Am(cOS(ms)+ A: sin (ms»)e-a2m2t 

4. Beispiel. Die Annahmen sind dieselben wie beim 
3. Beispiel; der Unterschied besteht nur darin, daf3 jetzt 
die Oberflache s = S auf der konstanten Temperatur von 
1000 erhalten wird. 

Man findet zunachst 0 = 160 und D = -300. Fur m 
erhiilt man wie beim vorigen Beispiel die Werte: 8,1596; 
23,6677; 39,3333 usw. 

Somit ergibt sich fUr T: 

( 1.) -2,96 t 
T=160-300s+AI ,cos (8,16s)+16,32sm (8,16s) e + 

( 1.) -24,9 t + A2 cos (23,678) + 47,34 sm (23,67 s) e + .... 

1st nun die ursprungliche Tempera turverteilung zur
zeit t = 0, wie beim vorhergehenden Beispiel derart, dal1 
sowohl an <len beiden Oberflachen, wie in der Platten
mitte die Temperatur von 1000 herrsche, so ergeben sich 
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folgende Gleichungen ftir die Bestimmung del' Koeffi
czienten A: 

-60=AI +A2 

- 30 = 0,72985 AI - 0,69949 A2 
woraus sich At = - 50,35 und A2 = - 9,65 berechnen. 

Damit erhiHt man ftir T: 
iT =160-3008-(50,35 cos (8,16 8 )+3,09sin(8,168)) e- 2,69 t~ 

- (9,65 cos (23,67 8) + 0,2 sin (23,678)) e - 24,9 t 

Die msprtingliche T'emperatmverteilung ist in 
}-'ig. 19 gezeichnet. Sie stellt sich als die Summe von zwei 
Cosinuslinien, zwei Sinuslinien und del' Geraden a b 
(Fig. 18) dar. Die Sinuslinie 0,2 sin (23,678) konnte in 

(J ~~--

~~O~;;';:::===:::::::::;;;;:;;;;"""'~9ZtZ-~~~~:::-:-~-=::~-:::---:':""-~~;:;;;;;;h~~O. 
I 

Fig. 18 und 19. 

del' Fig. 18 nicht dargestellt werden, da ihre gro11ten Aus
ladungen tiber die Abszissenaxe nm ein Ftinftel del' 01'
dinateneinheit betragen. 

Die in Fig. 19 gezeichnete ursprtingliche Tempe
ratmverteilung ist ein mathematisch genaues Spiegel
bild del' Fig. 16. 
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Die Umrechnung der Resultate auf andere Mate
rialien und Materialstarken kann bei den Aufgaben, bei 
denen die Warmetibergangszahl auf die OberfHichen in 
Rechnung gezogen werden mufi, nicht in so einfacher 
Weise geschehen wie bei konstanten Oberflachen
temperaturen. Dies bedingt der Umstand, dafi del' \Vert 
von m, der aus der Gleichung 

A 
tang (m S) =-hm 

bestimmt werden mufi, sowohl von der Leitfahigkeit )~ 

des MateriaJe wie von der Materialstarke S abhangig isL 

5. Beispiel. Die Temperatur der einen Oberflache 
einer 200 mm starken Betonplatte sei konstant 1000, die 
andere Oberflache werde von Gasen beriihrt, deren 
Temperatur 1750 betragt. 

Demen tsprechend ist y c = 400; A = 1; a2 = 0,0025 ; 
h=20; Ta=175. 

Man findet zunachst C = 100 und D = 300, somit: 
T = 100 + 300 s + Bm sin ems) e - a'm2 t 

m 
tang (0,2 m) = - 20 

Hieraus bestimmt sich m = 12,857; 26,78; .. usw. 
T = 100 + 300 s + Bl sin (12,86 s) e -0,413 t + 

+ B2 sin (26,78 s) e- 1,79t + ... 
Fur die in Fig. 21 dargestellte Ul'sprungliche Tem

peraturverteilung ergibt sich Bl = - 41,0 und B2 = 16,7. 
Fig. 20 zeigt die zugehorigen Sinuslinien. 

Die schliefiliche Temperatur der von den heifien 
Gasen beruhrten Oberflache betragt, wie bei dem fi'uheren 
Beispiel der Eisenplatte, 160°, so dafi auch die stationare 
Temperaturverteilung die gleiche wird. Wahrend aber 
bei der Eisenplatte del' stational'e Zustand bis auf 1/2 0 

Unterschied in etwa 11/2 Stunden erreicht wil'd, dauel't 
dies bei del' Betonplatte 9,17 Stunden. Del' wesentliche 
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Unterschied des Verhaltens geht aus dem Vergleich del' 
Figuren 17 und 21 hervor. In Fig. 17 sind die Temperatur-

I - ~..s 

Fig. 20 und 21. 

verteilungen in del' Eisenplatte nach Ablauf von 10, 20, 
30, 40 usw. Minuten dargestellt, wogegen Fig. 21 die Tem
peraturverteilungen in del' Betonplatte nach 30, 90, 150, 
210, 270 Minuten zeigt. Die Tangenten del' Neigungs
winkel del' Kurven an del' OberfHiche s = S, welche das 
Temperaturgefalle darstellen, betragen bei del' Eisen
platte: 1/2 (760- T), bei del' Betonplatte: 20 (175 - T) 
und werden erst im stationaren Zustand bei beiden Platten 
gleich. 
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6. Beispiel. Die Temperatur der einen Oberfiache 
einer 200 mm starken Betonplatte sei konstant 1000, die 
andere Oberfiache werde t'on Gasen beriihrt, deren 
Temperatur 7600 betr-agt. 

Dementsprechend ist y c = 400; A = 1; a2 = 0,0025; 
h = 20; T a = 760. 

Man findet zunachst 0 = 100 und D = 2640, somit: 

T = 100 + 2640 s + Bm sin (ms) e- a2m2t 

m 
tang (0,2 m) = - 20 

m = 12,857; 26,78; .... usw. 
T = 100 + 2640 s + B, sin (12,86 s) e - O,413t + 

+ B2 sin (26,78 s) e - l,79t -+- ... 
Fur die in Fig. 23 dargestellte ursprungliche Tern 

peraturverteilung ergibt sich B, = - 360 und B2 =147. 
Fig. 22 zeigt die zllgeh6rigen Sinuslinien. Del' Ma.l1stab 
del' Langen ist 5000 mal so gro.l1 als del' del' Temperatur. 

Die schlie.l1liche Temperatur deI' von den hei.l1en 
Gasen beruhrten OberfHiche del' Betonplatte betragt 628°, 
so da.l1 im stationaren Zustand stundlich 13.200 Kalorien 
durch einen Quadratmeter del' Platte gehen. Del' Tem
peratursprung an del' heiGen Oberflache betragt 132°. Bei 
del' gleichdicken Eisenplatte, die von ebenso hei.l1en Gasen 
beruhrt wird (Fig. 17), betragt del' Temperatursprung 
600°, wobei stiindlich 60.000 Kalorien dureh einen Qua
aratmeter del' Platte gehen. Del' stationare Zustand bis 
auf 1/20 Differenz wird in del' Betonplatte erst nach un-. 
gefahr 15,9 Stunden erreieht. 

Die ursprungliehe Temperaturverteilung in del' 
Platte ist in del' Regel durch die Temperaturen einzelner 
Sehiehten in vel'schiedener Tiefe und del' Oberflachen 
del' Platte gegeben. Derartiger Temperaturangaben 
k6nnen beliebig viele vorliegen. Aus dem allgemeinen 
Ausdruck fUr T ergeben sich damit ebensoviele Be
stimmung;:;gleichungen fur die gleiche Anzahl von 
Werten del' Koeffizienten B. Allerdings sind, wie schon 
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Fig. 22 und 23. 

frtiher auseinandergesetzt wurde, die hoheren Glieder 
der Reihe fUr die Resultate von geringer Bedeutung. 
So sind bei dem zuletzt berechneten Beispiel, ent
sprechend der in Fig. 23 dargestellten ursprtinglichen 
Temperaturverteilung, nur die beiden ersten Glieder 
der Sinusr~ihe berticksichtigt worden. Betrachtet man 
indessen die Reihe als unendlich und ordnet den "'-IVerten 
von m = 12,857; 26,78; 41,55; 56,65; 72,0; 87,5; ... 
usw., etwa die Koeffizienten B = -386,6; 193,3; -128,8; 
96,6; - 77,3; 64,4; - 55.2; ... usw. zu, so nahert man 
sich dem Grenzfall, wobei aIle Schichten der Platte 
ursprtinglich die Temperatur von 1000 besitzen, wahrend 
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an der Oberflache s = S das durch die Oberflachen
bedingung vorgeschriebene TemperaturgefaUe herrscht. 
Der Zeitraum bis zur Erreichung des stationaren Zu
standes mit 1/2 0 Differenz berechnet sich damit zu un
gefahr 16,1 Stunden, also nur urn wenig langer als 
bei der in dem Beispiele vorausgesetzten ursprting
lichen Temperaturverteilung, welcher die Annahme 
zugrunde gelegt war, dafi zur Zeit t = -0,5, die Tem
peratur in der Plattenmitte und an den beiden Ober
flachen 1000 betragen habe. 

Auf den Widerspruch, der darm liegt, aIle Schichten 
einer Platte von gleicher Temperatur vorauszusetzen, 
wahrend einer Oberflache mit einem Korper hoherer Tem
peratur in Beruhrung steht, ist schon frtiher (auf Seite 20) 
hingewiesen worden. Dafi es trotzdem gelingt, einen 
mathematischen Ausdruck zu finden, welcher dieser For
derung entspricht, erklart sich aus dem Umstand, daJl 
die Formeln keine Rucksicht darauf nehmen, ob den ein
zelnen darin vorkommenden Grofien eine physikalische 
Bedeutung zukommt oder nicht. 

Die Gleichung, welche den Zusammenhang zwischen 
den Temperaturen der Plattenoberflache und des be
ruhrenden Mittels, der Warmeleitungszahl und des Tem
peraturgefalles darstellt, lautet: 

aT 
ATs =h (Ta - T) 

Wenn Ta positiv ist, ergeben aIle positiven Werte 
der Variabeln T, die kleiner als T a sind, und aIle nega
tiven Werte von T positive Werte des Differential-

quotienten ~;. Dem Werte T= - 00 entspricht del' 

Differentialquotient ~~ = + 00 und die Gleichung bleibt 

erfiiIlt. Physikalisch haben aber die Werte von T unter
halb von - 2730 keinen Sinn mehr. 
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Die eigentiimliche Form der Kurven, welche bei den 
behandelten Beispielen die ursprtinglichen Temperatur
verteilungen in den Platten darstellen, ergibt sich aus den 
jeweilig zugrunde gelegten Angaben der Temperaturen 
einzelnen Schichten. Da die Temperatur der bertihrenden 
Mittel wahrend des veranderlichen Temperaturzustandes 
der Platte als konstant vorausgesetzt ist, mufi zur Zeit 
t = 0 die Platte schon in Bertihrung mit dem etwa sehr 
heWen Mittel gedacht werden. Wenn die Platte frtiher, 
d. h. vor dem Zeitpunkt t = 0, etwa im Zeitpunkt t = -z, 
in allen Schichten gleichtemperiert war, so mufite dieser 
Zustand im Verlaufe der Zeit z eine Veranderung er
litten haben. Wenn beispielsweise zur Zeit t = -z eine 
Platte in allen Schichten die Temperatur von 1000 be
sessen hat, zur Zeit t = 0 aber in Bertihrung mit einem 
Mittel steht, dessen Temperatur 7600 betragt, so werden 
die Temperaturen aller Schichten im Verlauf der Zeit z 
eine Steigerung erfahren haben, und zwar werden die 
Temperaturen del' einzelnen Schichten nun urn so hoher 
sein, je naher sie sich der von dem heWen Mittel be
rtihrten Oberflache befinden und je grofier der Zeitraum z 
war. Man mtifite also die Untersuchung zur Zeit t = 0 
mit einer schon etwas vorgewarmten Platte beginnen. J e 
nach der Lange der Zeit z, welche die Annaherung oder 
die Erwarmung des bertihrenden Mittels erfordert, kann 
aber der Grad del' Anwarmung ein sehr verschiedener 
sein und innerhalb der tatsachlich moglichen Grenzen ist 
daher jede beliebige Annahme tiber die ursprtingliche 
Temperaturverteilung in der Platte zulassig. Man wird 
aber bei naherer Prtifung finden, dafi nicht aIle Tempe
raturverteilungen, die man sich einbilden kann, tatsach
lich moglich sind, und zu solchen unmoglichen Tempe
raturverteilungen gehort auch die einer in allen Schichten 
durchaus gleichtemperierten Platte in Bertihrung mit 
einem heifieren Mittel. Mathematisch drtickt sich dies da
durch aus, dafi fUr die Oberflache selbst die Temperatur 
- (1) resultiert. 
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Eine anschauliche Vorst~llung tiber den Zusammen
hang der Oberflachenbedingungen mit den Temperatur
gefallen an den Oberflachen gewahrt Fig. 24. 

Bedeuten h1 und h2 die Warmetibergangszahlen 
zwischen den Plattenoberflachen und den sie bertih
renden Mitteln, welche die Temperaturen Ta und Tb 
besitzen, A die Warmeleitungszahl des Plattenmaterials, 
S die Starke der Platte, ferner A und B zwei Punkte, 

deren Ordinaten Ta und Tb und deren Abszissen - ~: 

und S + h~ im Koordinatensystem s, T sind, so stellt 
2 

die gerade Verbindungslinie dieser Punkte innerhalb 

Fig. 24. 
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der zwischen s = 0 und s = S liegenden Strecke die 
schlielHich erreichte lineare Temperaturverteilurg in 
der Platte dar. Wie immer aber zu beliebiger Zeit die 
Temperaturverteilung in der Platte gestaltet sei, die 
Tangenten der Temperaturkurve an den Oberflachen 
zielen stets nach den Punkten A und B; denn die 
trigonometrischen Tangenten der Neigungswinkel sind 

~~ = - ~1-(Ta - To) und ~~ = ~l Tb - Ts) 
8=0 8=S 

Die Figuren 21, 23 und die spater folgenden Fi
guren 27, 29 u. a. lassen diese Eigenschaft der Tem
peraturkurven deutlich erkennen. 
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Beide OberBiichen werden von Mitteln konstanter 
Temp era tar beriihrt. 

In diesem Fane gilt fur die OberfIache s 0: 

aa~ = ~I (T- Ta), • • • • • • •• 1) 
8=0 

worin hI die Warmeubergangszahl von der Platte zum 
beruhrenden Mittel und Ta dessen Temperatur bedeuten. 

Fur die Oberflache s = S gilt: 

aT _ h2 ( T) Ts-Y Tb- , ..... . . . 2) 
8=S 

worin h2 die Warmeubergangszahl von der Platte zum 
beruhrenden Mittel und Tb dessen Temperatur bedeuten. 

Die allgemeinen Gleichungen lauten wie fruher: 
T= T+Ds+Amcos(ms) e-a2m2t+Bm sin (ms)e- a2m2t 
aT -a2m2t -a2 m2t as =D -m Am sin (ms) e + m Bm cos (ms) e 

Aus diesen erhalt man: 
T= 0 + Am e-a2m2t 

8=0 

aT -a2m2t 
Ts=D+mBme 
8 == 'J 

Die Bedingungsgleichung 1) ergibt somit wie im 
vorhergehenden Beispiel: 

D= ~I (0- Ta) 

mBm=~,1 Am 
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Fur die Oberflache s = S gilt: 

T=C +DS+Am cos (m S) e-a2m2t+ Bm sin (mS) e-a2m2t 
s=s 
aT -a2m2t -a2 m2t -as = D - m Am sin (mS) e + m Bm cos (m S) e 
s=s 

Aus del' Bedingungsgleichung 2) ergibt sich damit: 

D= ~,~(Tb-C-DS) 
Ferner: 

- m Am sin (m S) + m Bm cos (m S) = 

= - ~2 (Am cos (m S) + Bm sin (m S)) 

Dividiert man beiderseits durch cos (m S) und be
rucksichtigt das oben ermittelte Verha.ltnis Ami B m, so 
erhalt man: 

tang (mS)=m), ~ +_~_2_ 
m 2 )..2-h l h2 

Die Werte von m sind daraus auf dieselbe Art, wie 
in den fruher behandelten Fallen, graphisch zu ermitteln. 

Die Lasung stellt zugleich den allgemeinen Fall dar, 
in welchem die Lasungen del' in den beiden vorhergehen
den Abschnitten behandelten Aufgaben enthalten sind. 
Fur h2 = CIJ erhalt man 

).. 
tang (mS) = -h;m, 

wie fUr die im VI. Kapitel behandelten Aufgaben, wo
bei die Temperatur einer Oberflache konstant erhalten 
wird. Fur hI = h2 = 00 erhalt man 

tang (m S) = 0, d. i. 

1t 21t 31t 
m=O'S'S'fT'" usw., 

wie fur die im V. Kapitel behandelten Aufgaben, wobei 
die Temperatur beider Oberflachen konstant erhalten 
wird. 
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7. Beispiel. Eine guf3eiserne Platte von 200 mm Starke 
wird an beiden Oberfiachen von Gasen beruhrt, deren Tempe
ratur 5000 betragt. 

Ta= Yb = 500 
A = 40; hi = hz = 20; aZ = 0,044. 

Man erhalt zunachst: 
c= 500; D = 0; Am= 2mBm 

m 
tang (0,2m) = m2-625~ , 

Die graphische Lasung dieser Gleichung liefert 
folgende Werte: 

m = 2,21; 16,02; 31,57; .... usw. 
Damit erhalt man: 

T= 500+B, (4,4 cos (2,2 s) + sin (2,2 s») e- O,218t + 
+ Bz (32,05 cos (16,02 s) + sin (16,02 s»)e- 11.4 t + ... usw. 

Die Koeffizienten B sind alsdann, wie bei den frtiher 
behandelten Beispielen, nach den tiber die ursprtingliche 
Temperaturverteilung vorliegenden Angaben zu be
rechnen. 

Sind die Angaben derart, dafi man eine zur Mittel
schicht der Platte symmetrische ursprtingliche Tempe
raturverteilung voraussetzen darf, deren Symmetrie in
folge der beiderseitig gleichen Oberflachenverhaltnisse 
auch spater nicht gestort wird, so kann die Rechnung 
etwas vereinfacht werden. 

Legt man den U rsprung des Koordinatensystems in 
die Plattenmitte, so lautet eine Bedingung ftir jederzeit 
symmetrische Temperaturverteilung: 

a~_o as -
Damit ergibt sich: S = 0 

T = C +Am cos (ms) e- a2m2t 
- a2 m2 t 

~; = - m Am sin (m ~ ) e = ~ (T a - T) 
s 

s= ----:f tang(m~)=~ 2 Am 
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Mit den Werten des Ziffernbeispiels er halt man: 
cotg (0,1 m) = 2 m 

m = 2,2166; 16,0201; 31,5744; 47,2314; 62,91; 78,60 ... usw. 
T=500+A1.COs(2,22s)e-0,21~ t +A2 cos (16,02s)e- ll ,4t + ... 

Hat die Platte ursprltnglich sowohl an den beiden 
Oberflachen wie in der Mitte die Temperatur von 100°, 
so ist 

A1 =:= - 409,5 und A2 = 9,5. 

Die ursprltngliche Temperaturverteilung und die 
Temperaturverteilung nach 1, 2, 3, .... 10, 20 Stunden 
ist aus Fig. 25 zu entnehmen. Die mittlere Schicht erreicht 
die Temperatur von 4991/ 2° erst nach 30,7 Stunden. 

00' ~'S1d 

1 1fJ~':O 

00 

J. • .• 
001 

I . 
I .~ld 

~ 

JO~';. 0 

f1 I.'i.! 
~ 

m..- ;// ~/// ~ 
~~W ~ ~o;oJtIt ~ ,.,J-/ 

Of ~._(/..-... /"~+--;r~~f-00 !1)!Tl )/~/_~!. ,. ._) 

s 

Fig. 25. 

8. Beispiel. Eine Betonplatte von 200 mm Starke 
wird an beiden Oberfiachen von Gasen berilhrt, deren 
Temperatur 5000 betragt. 

), = 1; h - 20; a2 = 0,0025 
cotg (0,1 m) = 0,05 m 

m = 10,763; 36,418; 65,814; 96,218; .... usw. 
T= 500+A1 cos (10,76s) e-o,29t +A2 cos (36,42s) e- 3,32t + 

+ A3 cos (65,81 s) e- 10,83 t + .... 
K r au. s, Warmeleitung. 5 
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L 

Fig. 26 und 27. 

Bei der in Fig. 27 gezeichneten urspriinglichen Tem
peraturverteilung haben die Koeffizienten A folgende 
Werte: 

Ai = - 463,55; A2 = 82,29; A3 = -18,74. 
Fig. 26 zeigt die diesen Werten entsprechenden 

Cosinuslinien. Die Temperaturverteilungen nach 1, 2, 
3, .... 10 Stunden sind aus Fig. 27 zu ersehen. 

Die mittlere Schicht erreicht die Temperatur von 
4991/ 20 nach 23,6 Stunden. 
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Der Warmeinhalt de]" Platte tiber 00 betragt ftir 1 qm 
Oberflache ursprtinglich 

s 

Wo = Y c ~ Tds = 9064 Cal. 

o 

SchlielUich enthalt die Platte, wenn sie auf 5000 er
warmt ist, 

WI = 500 yeS = 40000 Cal. 
Zur Erwarmung ist daher eine Warmezufuhr von 

30.936 Cal. erforderlich. Da die Temperatur der Platten
oberflachen zur Zeit t = 0 ungefahr 1900 betragt, so 
flieEen der Platte in der 1. Sekunde durch beide Ober
flachen 3,4 Cal. zu. Nach 1 Stunde haben die beiden Ober
flachen eine Temperatur von 3360 angenommen und in der 
1. Sekunde der 2. Stunde erhalt die Platte von den 
beiden Oberflachen zusammen nur mehr 1,8 Cal. 

Anders ist es bei der im 7. Beispiel betrachteten 
Eisenplatte. Der ursprtingliche Warmeinhalt der Platte 
betragt 18.000 Cal., der schliefiliche "\Varmeinhalt 90.000 
Cal. Zur Erwarmung sind somit 72.000 Cal. erforderlich. 
In der 1. Sekunde gelangen durch die beiden Oberflachen 
zusa.mmen 4,4 Cal. in die Platte. 

Die Temperatur der Oberflachen steigt aber bei der 
Eisenplatte in der 1. Stunde nur auf 1700 und in der 
1. Sekunde der 2. Stunde flieEen der Eisenplatte durch die 
beiden Oberflachen noch immer 3,3 Cal. zu. Weil aber die 
Eisenplatte zu ihrer Erwarmung mehr als doppelt soviel 
Warme erfordert als die Betonplatte, benotigt sie auch 
biezu wesentlich mehr Zeit als diese. 

9. Beispiel. Eine guf3eiserne Platte von 200 mm 
Starke wird an der einen Oberfiiiche von Wasser berilhrt, 
dessen Temperatur konstant 400 betriigt, an der anderen 
Oberfiache von Gasen berilhrt, deren Temperatur kon
$tant 6000 betragt. 

Die Warmetibergangszahlen zwischen der Platten
oberflache und den sie beruhrenden Mitteln sind fur das 

5* 
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Wasser hI = 1000, fUr die Gase h2 = 20. Ferner gelteu 
wie frtiher: 

), = 40; S = 0,2; a2 = 0,044. 
Damit erhalt man: 

1020m 
tang (0,2 m) = 40 m2 - 500-

m = 6,87; 20,257; 34,617; 49,515; .... usw. 
Ferner: 0 = 50; D = 250 

T=50+250s +A. (cos (6,87 s)+3,64 sin (6,87 s))e- 2,10t+ 

+ A2 (cos (20,26 s) + 1,23 sin (20,26 s)) e -18,23 t + 
+ A3 (cos (34,62 s) + 0,72 sin(34,62 s)) e- 53,26 t + ... 

Wenn die Platte ursprtinglich an den beiden Ober
flachen und in der mittelsten Schicht die Temperatur von 
400 besitzt, so ergeben sich aus dieser ursprllnglichen 
Temperaturverteilung die Koeffizienten A, wie folgt: 

At = -13,19; A2 = 5,09; A3 = -1,9. 
Fig. 28 zeigt die ursprtingliche Temperaturverteilung 

und die Temperaturverteilungen nach Ablauf von 10, 20, 
30 . .. 60 Minuten. Dem stationaren Zustand, wobei die 

Fig. 28. 

von den heifien Gasen bertihrte Oberflache eine Tempe
ratur von 1000 und die vom Wasser berlihrte Oberflache 
eine Temperatur von 500 erreicht, kommt die Platte nach 
Ablauf von 2,2 Stunden bisauf 1/20 Differenz nahe. 



Konstante Temperaturen der beriihrenden Mittel. 69 

IO. Beispiel. Eine Betonplatte von 200 mm Starke 
ist an der einen Oberflache von Luft berilhrt, deren 
Tempemtur 20° betragt, an der anderen Oberflache von 
heif3en Gasen berilhrt, deren Temperatur 600° betragt 
und ilberdies der Strahlung einer gegenilberstehenden 
600° heif3en Wand ausgesetzt. Die Betonplatte hat ur
sprilnglich eine beiliiufige Temperatur von 20°. 

Fur den Dbergang del' Wiirme von den Gasen zur 
Platte gilt die Wiirmeubergangszahl hI = 20. Fur die del' 
Beruhrung und Strahlung ausgesetzte Oberflache gilt die 
,Varmeubergangszahl h2 , die mit hI in folgendem Zu
sammenhang steht 

h2 (Tb - Ts) = hi (Tb - Ts) + c ({j'b - &~), d. i. 
h2 = hi + C (&b + &s) (&b + &D 

worin Ts die veranderliche Temperatur del' heiGen 
Plattenoberflache, c die Strahlungskonstante und -& ab
.solute Temperaturen bedeuten, und zwar: 

&b = Tb + 273 
&s = Ts + 273 

Mit den Ziffern des Beispiels gilt fUr den Anfangs
'Zustand 

h2 ~ 20 + c (873 + 293) (8732 + 2932). 

Die Strahlungskonstante mit 4.10- 8 eingesetzt, e1'
gibt h2 = 20 + 40 = 60. 

Anderseits erhiilt man mit &b = &s den hochstmog
lichen Wert von h2 

h2 = 20 + 4 c . 8733 = 126. 
max 

Man wird daher als Mittelwert del' Warmeubergangs
zahl w3,hrend del' Erwarmung del' Plattenoberflache von 
200 bis nahezu 6000 etwa h2 = 90 ansetzen durfen. 

Die Temperaturen To und Ts del' beiden Plattenob-er
flachen fur den schliemich erreichten stationaren Zustanu, 
berechnen sich aus del' Beziehung, wonach die durch die 
Platte stromende 'Warme ebensowohl gleich del' an del' 
heiGen Oberflache einstromenden Warme, wie del' an der 
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kalten Oberflache ausstromenden Warme sein mufi. 
namlich: 

A 
hz (Tb - Ts) = SeTs - To) = hi (To- Ta) 

1 
90 (600 - Ts) = 02 (Ts - To) = 20 (To - 20) , 

Ts = 575,3 und To = 131,08 
ferner ergibt sich: 

20 
C = 131,08; D = 2221,2; Bm =-Am 

m 

110m 
tang (0,2 m) = m2 -1800 

m = 12,275; 25,50; 39,54; .... usw. 

T = 131,08 + 2221,2 8 + 
+ At (cos (12,275 8) + 1,629 sin (12,2758») e - 0,376 t + 
+ A z (cos (25,5 8) + 0,784 sin (25,58») e- 1,625 t + 

+ A3 (cos (39,548) + 0,505 sin (39,54 8») e- 3,91 t + ... 
Wenll die Allgabe, dafi die Temperatur der Platte ur

sprunglich beilaufig 20° betrage, dahin gedeutet wird, dafi 

die Temperatur von 200 in den Schichten 8 = 0, 8 = {-

38 
und 8 = T herrsche, so berechnen sich daraus die 

KoeffizientenA undB, wie folgt: At = -182,9; B, = - 297,8;, 
A z = 128,3; Bz = 100,5; A3 = - 56,5; B3 = - 28,6. 

Die ursprungliche Temperaturverteilung entspricht 
alsdann der in Fig. 29 stark gezeichneten Kurve. Die 
ubrigen Kurven zeigen die Temperaturverteilungen nach 
1, 2, 3, . . . . 8 Stunden. Der stationare Zustand, bis auf 
0,50 Differenz in der mittelstell Schicht, wird erst nach 
17,36 Stun den erreicht. 

Aus der Figur geht deutlich hervor, daI1 die Tempe
ratur der heifien Plattenoberflache schon zur Zeit t = 0 
die Hohe von nahezu 4600 besitzt, so dafi die der Rechnung 
zugrunde gelegte Annahme einer mittleren 'Varmeuber· 
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Fig. 29. 

gangszahl h2 = 90 wenig zutreffend erscheint. Tatsachlich 
ergibt sich fur die Anfangstemperatur Ts = 460: 

hz = 20 + 87 = 107. 
Ais wahrscheinlich zutreffenden Mittelwert hatte man 

demnach h2 = 110 in die Rechnung einzuftihren. Damit 
erhalt man aus del' Gleichung: 

( S) - )" h, + hz _ 130 m 
tang m - m )"zm, 2-h,hz- m 2 _ 2200 

m = 12,30; 25,75; 39,9; .... 
und die zeitlichen Werte del' Temperaturen: 

T 0= 131,95 + 2238,5 s + 
+ At (cos (12,3 s) + 1,62 sin (12,3 s») e - 0,379 t + 
+ A z (cos (25,75 s) + 0,776 sin (25,75 s)) e- 1,66f + 

+ A3 (cos (39,9 s) + 0,5 sin (39,9 s)) e- 4,lt 

Del' Unterschied gegen die fruhere Berechnung ist 
sehr gering. 1m schliefilich erreichten stationaren Zustand 
betragt die Temperatur del' heifien OberfHiche 579,650 C, 
del' kalten Oberflache 131,950 C. Die Differenzen gegen 
fruher betragen daher nur 4,3 bzw. 0,870 C. Die stiindliche 
durch 1 qm Plattenoberflache stromende Warmemenge be-
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rechnet sich daraus jetzt mit 2238 Cal., gegenliber 
2222 Cal. frliher. 

DaG del' Unterschied so gering ausfiillt, erkliirt sich 
aus dem Zusammenhang, welcher zwischen den War me
iibergangszahlen hI, h2, del' Leitfahigkeit A des Materials 
del' Platte, del' Dicke S und del' daraus ermittelten Warme
iibergangszahl H von dem die Platte beriihrenden heiGen 
Mittel zum kalten Mittel besteht: 

-~=~+~+~ 
H h2 A hI 

Setzt man einmal h2 = 90 und das andere Mal h2 
110 und in heiden Fallen hI = 20, ), = 1 und S = 0,2, so 
erhiilt man im ersten FaIle H = 3,83, im zweiten Fane 
H = 3,86. 
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Die verschiedenen Moglichkeiten der Warmebewe
gung durch eine Platte, deren OberfHichen entweder auf 
konstanten Temperaturen erhalten odeI' von konstant 
temperierten Mitteln beruhrt werden, sind durch die an 
die in den vorhergehenden Kapiteln behandelten 10 Bei
spiele geknupften Erorterungen erschopft. Innerhalb 
gewisser Grenzen sind die Figuren, welche die ein
zelnen Beispiele begleiten, auch fur die Losungen von 
Aufgaben gultig, denen andere ziffermalHge Angaben 
zugrunde liegen als diejenigen der Beispiele. DaE die 
Fig. 5-12 auch fUr beUebige Materialien und Material
starken del' Platten gelten, sofern als Zeiteinheit 
a 2j82 Stunden gerechnet werden, ist bereits fruher er
wahnt worden. 

Del' TemperaturmaEstab kann bei allen Figuren urn 
beliebige Stucke nach oben oder nach unten verschoben 
werden, wobei die Temperaturen del' die OberfHichen be
ruhrenden Mittel um das gleiche MaE hoher oder tiefer 
und die GroEe 0 del' zugehorigen Temperaturgleichung 
um den gleichen Betrag groEer odeI' kleiner anzusetzen 
sind. 

Wenn die beiden Oberflachen ihre RoUen vertauschen, 
gelten die Spiegelbilder del' Figuren und anstatt s ist in 
die zugehorige Gleichung (8 - s) einzusetzen. 

Ais ursprungliche Temperaturverteilung kann jede 
beliebige der gezeichneten Kurven oder eine richtig da
zwischen eingezeichnete Kurve gelten. Die den einzelnen 
Kurven beigesetzten Ziffern, welche die verflossenen 
Zeiten angeben, sind alsdann um den Betrag jener Ziffer 
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zu vermindern, welcher der gewahlten ursprunglichen 
Temperaturkurve beigesetzt ist. In der zugehorigen Glei
chung andert sich der Logarithmus der Koeffizienten A 
und B urn das entsprechende Vielfache des Koeffizienten 
von t. 

Die Figuren bleiben auch richtig, wenn sie umge
dreht, d. h. auf den Kopf gestellt werden, sofern der zu
gehorige Temperaturma11stab nicht umgedreht wird. An 
die Stelle von Erwarmung tritt alsdann Abkiihlung. 

Fig. 30. 

So stellt Fig. 30 das umgekehrte Bild von Fig. 6 dar. 
Es entspricht der Abktihlung einer Platte, deren Ober
flachen konstant auf del' Temperatur von 0° gehalten wer
den, wenn zur Zeit t = 0 die Schichten 

s = ~ und s = 348 die Tempera turen von 500 aufweisen. 

Die entsprechende Temperaturgleichung lautet 
T = 50 sin (15,71 s) e -lO,u7t - 14,64 sin (31,41 s) e - 4a,s6t 



Umkehrung der Figuren. 

k-____________ ~·~~=OlnE1En~I ____________ ~ 

Fig. 31. 

Fig. 31 stellt das umgekehrte Bild von Fig. 16 dar. 
Es entspricht der Abktihlung einer eisernen Platte, die zur 
Zeit t = 0 sowohl an den beiden Oberflachen wie in del' 
mittelsten Schicht die 'l'emperatur von 7600 besitzt, an der 
Oberflache s = 0 von Gasen bertihrt wird, deren Tempe
l'atur 1000 betragt, wahrend die Oberflacbe s = S auf der 
konstanten Temperatur von 7600 gebalten wird. Die ent· 
sprechende Temperaturgleichung lautet: 

T = 700+ 300s + (50,35 cos(8,16s) + 3,09 sin (8,16 s)) e- 2,6,+ 
+ (9,65 cos (23,67 s) + 0,2 sin (23,67 s)) e - 24,9 t 

Fig. 32. 
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Auch die in Fig. 32 dargestellte ursprtingliche Tempe
raturkurve ist aus der Fig. 16 entwickelt worden, indem 
die Abweichungen der ursprtinglichen Temperaturen der 
einzelnen Schichten von den schlielHich im stationaren 
Zustand vorhandenen als Ordinaten der neuen Kurve auf
getragen wurde. Dieses Bild ebenso wie das in Fig. 33 

Fig. 33. 

gezeichnete ist besonders wichtig. Es stellt den Verlauf 
der Abktihlung einer eisernen Platte dar, welche zur Zeit 
t = 0 an der Oberflache s = 0 auf der konstanten Tempe-

ratur von 1000 gehalten wird, in der Schichte s = ~ die 

Temperatur von 1300 besitzt, wahrend die andere Ober
flache, deren Temperatur 1600 betragt, von Gasen mit einer 
Temperatur von 1000 bertihrt wird. Die Temperaturdiffe
renz an der von den Gasen bertihrten Oberflache betragt 
daher anfangs nur 600 und nimmt im weiteren Verlaufe 
bis auf 0 abo Die Temperaturen samtlicher Schichten und 
der von den Gasen bertihrten Oberflache nehmen aber 
ebenso rasch ab, als sie bei dem in Fig. 16 dargestellten 
Fall zugenommen haben, wobei aber die Differenz zwi
schen den Temperaturen der heiGen Gase und der Platten
oberflache anfangs 6600 und schlielHich 6000 betragen hat. 
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Die der Fig. 32 entsprechende Ternperaturgleichung lautet: 

T = 100 + 50,5 sin (8,16 s) e - 2,96 t - 9,6 sin (23,67 s) e - 24,9 t 

Fig. 33, welcheauf dieselbeArtwie dievorhergehende 
Figur aus Fig. 29 entwickelt wurde, stellt den Ab
klihlungsverlauf einer Betonplatte dar, die zur Zeit t = 0 
in del' von 200 warmen Gasen beruhrten Oberflache die 

Temperatur von 131°, in del' Schichte s = ~ die Ternpe

ratur von 3530 , in der Schichte s = 38/4 die Temperatur 
von 464° besitzt, wahrend die Oberflache s = 8 von einem 
20° warmen Mittel beruhrt wird, fur welches die WaI'me
ubergangszahl h = 90 gilt. Die Platte erreicht schlie1Hich 
in ihrer ganzen Starke die Temperatur von 20°. Die Ge
schwindigkeit del' Temperaturanderungen del' Oberflachen 
und aller Plattenschichten ist abel' genau dieselbe wie bei 
dem durch Fig. 29 des Beispiels 10 betrachteten Fall. Beirn 
Vergleich del' Fig. 29 und 33 ist deutlich wahrzunehmen, 
dan zu gleichen Zeiten nicht nul' die Temperaturen selbst 
in den gleichen Schichten verschiedene sind, sondern dafi 
auch die zwischen den einzelnen Schichten bestehenden 
Temperaturdifferenzen andere sind, so dan sich auch die 
Temperaturgefalle an den Oberflachen voneinander unter
scheiden. Hingegen ist die Abweichung del' Tempel'atul' 
jeder einzelnen Schicht von del' Mitteltemperatur ihrer 
Umgebung in dem Fall del' Fig. 29 genau so gron wie im 
Fall del' Fig. 33. Daher ist die Geschwindigkeit del' Tem
peraturanderung in beiden Fallen die gleiche und die Er
warmung del' Platte in dem einen Falle nimmt genau die
selbe Zeit in Anspruch wie die Abkuhlung in dem an
deren FaIle. 
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Die Temperaturen der bernhreuden Mittel sind 
veriinderlich. 

Man kann die Untersuchung auf die beiden FaIle 
beschranken, dan sich die Temperatur der beriihrenden 
Mittel entweder asymptotisch einer bestimmten Grenze 
nahert oder eine periodische Funktion der Zeit ist. Andere 
M6glichkeiten sind von geringerer physikalischer und 
technischer Bedeutung. Abel' auch in diesen Annahmen 
ist eine solche Mannigfaltigkeit del' M6glichkeiten ent
halten, dan der begrenzte Umfang dieser Studie nur 
wenige Beispiele, und auch diese nicht ersch6pfend, zu 
behandeln gestattet. 

Die Temperatur der beriihrenden Mittel solI also 
entweder durch die Formel 

Ta=M +~Ne-Pt 
oder als periodische Funktion der Zeit durch die Formel 

Ta= ~A sin (n t +q) 
gegeben sein. 

Die Temperatur des beruhrenden Mittels niihert sich 
asymptotisch einer bestimmten Grenze. 

Aus der angenommenen Formel: 

Ta=M +~Ne-Pt 

ergibt sich, dan die Temperatur zur Zeit t = 0 durch den 
Ausdruck 

To=M+~N 

und zur Zeit t = ex:> durch den Ausdruck 
Too = M 

angegeben wird. 
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Es konnen nun im aIlgemeinen beide Oberflachen del' 
betrachteten Platte von Mitteln verander licher Tempe
ratur beruhrt werden, odeI' es kann die eine Oberflache 
auf konstanter Temperatur erhalten werden, wahrend die 
andere von einem Mittel veranderlicher Temperatur be
ruhrt wird; es kann abel' endlich auch die eine Oberflache 
von einem Mittel konstanter und die andere 0 berflache 
von einem Mittel veranderlicher Temperatur beruhrt 
werden. 

Wenn del' Ubergangswiderstand del' Warme 
zwischen del' Plattenoberflache und dem beruhrenden 
Mittel so gering ist, daB die Warmeubergangszahl 
h = <Xl angesetzt werden kann, so hat die von dem Mittel 
veranderlicher Temperatur beruhrte Plattenoberflache in 
jedem Zeitpunkt die Temperatur des berlihrenden :rI'Iittels. 

Die Losungen aIler Aufgaben, fur welche diese Vor
aussetzung zutrifft, konnen aus den bisher mitgeteilten 
Figuren ohne Schwierigkeit abgeleitet werden. Man kann 
sich namlich jede Platte in einer beliebigen Tiefe durch 
einen parallel zu den Oberflachen gefuhrten Schnitt in 
zwei Platten zerlegt denken. J eder del' beiden Platten
teile kann alsdann als das den anderen Plattenteil be
ruhrende Mittel betrachtet werden. 

Zerlegt man also, wie in Fig. 34 dargestellt ist, die 
friiher als Fig. 23 im 6. Beispiel betrachtete Platte, durch 
den in der Tiefe s = 3/4 S gefiihrten Schnitt XX in die 
zwei Teile ~ und 58, so ist 58 fUr die Platte 2{ und ~ fur 
die Platte 58 das beruhrende Mittel, dessen Temperatur 
nach dem Gesetze: 

Ta = 496 - 337,2e - 0,413 t -112,8e -1,97 t 

von 46 0 beginnend, sich asymptotisch del' Grenze von 
4960 nahert. 

Del' linke Teil del' Fig. 34 stellt daher die zu ver
schiedenen Zeiten vorhandenen Temperaturverteilungen 
in einer 150 mm starken Betonplatte dar, die an del' einen 
Oberflache auf del' konstanten Temperatur von 1000 ge
halten wird, wa,hrend die andere Oberflache von einem 
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Fig. 34. 

gleichtemperierten Mittel bel'uhrt wird, des sen Tempera
tur, von 46 0 beginnend, sich allmahlich der Tempel'atur 
von 4960 asymptotisch nahert. 

Der l'echte ':Ceil del' Fig. 33 stellt die zu verschie
denen Zeiten vorhandenen Temperaturverteilungen in 
einer 50 mm starken Betonplatte dar, die an del' einen 
Oberflache von Gasen beruhrt wil'd, deren Temperatur 
konstant 7600 betragt, wahrend die andere Oberflache 
von einem gleichtemperierten Mittel beruhrt wird, dessen 
Temperatur, von 46 0 beg inn end, sich allmahlich del' Tem
peratur von 4960 asymptotisch nahert. 

Mit den auf diese Art durch Zerschneidung gewon
nenen neuen Figuren kann man auf dieselbe Art vel'
fahren wie mit den alten Figuren; man kann die Man·· 
stabe verschieben, man kann die Figuren umdrehen usw. 
und auf diese Art aIle einschlagigen Aufgaben losen. Man 
konnte Bogar, wenn das Gesetz del' Temperaturanderung 
des beruhrenden Mittels fur zwei Teilfiguren uberein
stimmt, selbst wenn diese fur verschiedene Plattenmate
ria lien gelten, aus den beiden Teilfiguren eine neue Figur 
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zusammensetzen, und hatte alsdann ein Bild der Tem
peraturverteilung in einer aus zwei verschiedenen Bau
materialien zusammengesetzten Platte. Entsprechend den 
yerschiedenen vVarmeleitungsfahigkeiten der beiden Ma
terialien verlaufen die Temperaturlinien nicht mehr stetig 
durch die ganze Plattensta,rke hindurch, sondern zeigen 
an der Beruhrungsstelle der verschiedenen Materialien 
einen Knick. 

Die Betrachtung des Temperaturverlaufes in einer 
zusa.mmengesetzten Platte, deren Oberflachen auf kon
stanten Temperaturen erhalten werden, ist insofern von 
besonderer Wichtigkeit, als dabei die eigentliche Bedeu
tung der Warmeubergangszahlen h hervortritt. 

Legt man den Ursprung der Koordinaten in die 
Grenzflache, in welcher die beiden verschiedenen Platten
materialien zusammenstonen, und bezeichnet mit T, und 
T 2 die Temperaturen in den verschiedenen Schichten der 
beiden Plattenteile, so hat man bei Weglassung der 
Summenzeichen folgende zwei allgemeinen Ausdrucke: 

T, =0, +D,s+A, cos (m, s) e-a,'m,'i+ 
+ B, sin (m, s) e - a,' m,' t 

T. = O. +D,s +A. cos (ms s) e -a,'m,'t + 
+ B. sin (m. s) e -a,'m,'t 

An der Grenzflache, d. i. fur s = 0, mull sowohl fur 
= 0 als auch fur jeden beliebigen Wert von t die Be

ziehung bestehen: 

8=0 8=0 

Hieraus ergibt sich zunachst 
0, = 0,; A, =A,; 

2 l! i 2 a, m, =a, m,; 
a: und a: bedeuten wie fruher die Temperaturleitungs
koeffizienten. 

An der Grenzflache mussen die Temperaturgefalle 
in folgender Beziehung stehen: 

K r a u s s, Warroeleitung. 

A oT'_A oT. , os - s os 
6 
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Somit ist: 
A, m, B, = A. m. B. und A, D, = A, D, 

Druckt man nun m1 durch m2 aus, so erhalt man: 
B _A, a, B 

• -A. a, t 

Bedeuten Sl und S2 die Starken del' beiden Teil
platten, so ergeben sich aus den Bedingungen 

aJe' =0 und a~. =0 
S=- s, s= s, 

die Beziehungen: 

~~= tang (m. S.) und~=-tang (m,S.) 

Fafit man alles zusammen, so ergibt sich: 

tang (m, S,) = - A). a, tang (~ m, S, ) 
'. a, a, 

und man erhalt schlie1Uich die beiden Ausdritcke, in 
denen entbehrliche Zeiger und Summenzeichen weg
gelassen sind: 

T, = 0 +Ds +A cos (m s) e _a'm2 t+ + B sin (m s) e - a' m' t 

T. = 0 + -' D s + A cos -' m s e - a' m' t_ A (a). 
A, a. 

--- SIn -ms e-A, a, B . (at ) a'm't 
A, a, a, 

II. Beispiel. Eine 190 mm starke Eisenplatte ist an 
einer Oberflache mit einer 10 mm starken Betonschicht 
uberzogen. Diese Oberflache wird konstant auf einer 
Temperatur von 300 0, die andere Oberflache auf einer 
Temperatur von 100 0 gehalten. 

FitI' die beiden Materialien geUen wie fri.iher fol
gende Ziffern: 

fUr Eisen: A = 40; a' = 0,044; 
fUr Beton: A = 1; a' = 0,0025; 

Man erhalt zunachst: 

0=164,4; D = 339,2 
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und fUr m el'gibt sich die Gleichung: 
tapg (0,19 m) = - 9,4869 tang (0,0422 m) 

Werden mehl'el'e Werte von m gesucht, so empfiehlt 
sich die gl'aphische Losung del' Gleichung. 

Wenn von del' urspl'unglichen Tempel'aturvel'teilung 
in del' Platte etwa nur bekannt ist, dan die Tempel'atur 
von 100° nicht nur an der Oberflache s = 0, sondern 
auch in der Schichte s = 0,1 vol'handen ist, so genugt 
ein Wert von m. 

Dieser ergibt sich zu m = 9,54 und damit el'halt man 
die del' urspl'unglichen rrempel'aturverteilung entsprechen
den Koeffizienten 

A = - 40,. Bl = 10,. B, = - 93,44 

.3()()1 

.~. I -"It 
':" Q~ 

-ZJO_ 

UO~K-__________ _ 

~JQ~ 

J90mm~ 
- /' 
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t.'1lJ 1<------------ _ 200 m m 
I~- -------------~~ 

/6()_ 

tSO_ 

' .. 0_ 

130_ 

/,.."'0 _ 

110 
1(1'1_ ~ ____________ --

,'= 0 

Fig. 35. 
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Somit lauten die beiden Ausdrucke fur T: 
Tl = 164,4 + 339,2 s - 40 cos (9,54 s) e- 4,04 t+ 

+ 10 sin (9,54 s) e- 4,04 t 

T. = 164,4 + 13568 s - 40 cos (40,22 s) e - 4,04 t -

- 93,4 sin (40,22 s) e - 4,04 t 

Das Bild der ursprunglichen Temperaturverteilung 
und der Temperaturverteilungen nach Ablauf von 10, 20, 
30 und 40 Minuten ist in Fig. 35 gezeichnet. Der sta
tionare Zustand bis auf 1/2 Grad Differenz in der Grenz
fliiche wird nach 1,08 Stunden erreicht. 

Da die Betonschicht sehr dunn ist, hat das Tem
peraturgefiille in jedem Zeitpunkte nahezu linear en 
Verlauf. Man wirddaher nur einen sehr kleinen Fehler 
begehen, wenn man das Temperaturgefalle in der Beton
schicht uberall gleich dem Temperaturgefiille an del' 
Grenzfliiche setzt: 

aT. Ts - T 
as s. 
s=O 

hierin bedeuten Ts die konstant gehaltene Temperatur 
an der aufieren Oberflache, T die veranderliche Tem
peratur in der Grenzflache und SI die Starke der Be
tonschicht. Somit ist auch 

Al aT2 =~ (Ts - T) as S. 
s=O 

Fur die Grenzfliiche gilt aber: 

Al aTI = 1.2 aT2 

as as 
8=0 8=0 

Somit ist auch 

A aT! -~(T T) 
1 as - SI 8-

8=0 

Setzt man nun ~ = h, so erhalt man 

A aTt 
1 as = h (T8 - T) 

8=0 
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Dieser Ausdruck ist aber vollstandig gleich dem
jenigen, der fiir die Beruhrung einer Plattenoberflache 
durch ein Mittel gilt, das die konstante Temperatur 
Ts besitzt, wenn die Warmeubergangszahl zwischen 
Plattenoberflache und beruhrendem Mittel gleich h ist. 

Fur die Temperaturverteilungen zu verschiedenen 
Zeiten in der eisernen Platte mufite man daher annahernd 
dasselbe Resultat erhalten wie fruher, wenn die Aufgabe 
nunmehr folgendermafien lautete: Es sind die Tempe
raturverteilungen zu verschiedenen ZeUpunkten in einer 
eisernen Platte von 190 mm Starke zu bestimmen, went! 
die eine Oberflache der Platte auf der konstanten Tem
peratur von 1000 gehalten wird, wahrend die andere 
Oberflache von einem Mittel beruhrt wird, dessen Tem
peratur konstant 3000 betragt, wobei die Warmeuber
gangszahl zwischen Plattenoberflache und beruhrendem 
Mittel 

h = ~= 100 ist. S. . 
Dergleichen Aufgaben sind im VI. Kapitel dieser 

Studie beha.ndelt worden. 
Fur die Werte von m gilt dort die Beziehung: 

A 
tang (mS) = -hm 

Setzt man also die fur die eiserne Platte gtiltigen 
Werte S = 0,19; ), = 40 und h = 100 in diese Gleichung 
ein, so erhalt man 

tang (0,19 m) = - 0,4 m 
und daraus als ersten Wert von m 

m=9,6, 
womit sich nahezu die gleichen Temperaturverteilungen 
wie fruher ergeben. 

Die Bedeutung der Warmeubergangszahl fUr flussige 
und gasformige Mittel ist somit vollkommen klar. Ein 
wirklicher Temperatursprung an der Grenze zweier 
Mittel hat niemals statt. Tatsachlich ist die Temperatur 
der Oberflache einer Platte mit der Temperatur des be-
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ruhrenden Mittels an der Oberflache vollkommen gleich, 
dagegen herrscht in einer diese Oberflache beruhrenden 
sehr dunnen Schicht des flussigen oder gasformigen Mit
tels dauernd ein lineares Temperaturgefalle, wie immel" 
auch die Temperaturverteilung in der tibrigen grofien 
Masse des stromenden und bewegten Gas- oder Flussig
keitskorpers beschaffen seL Denn der Warmeausgleich 
in Gasen und Flussigkeiten vollzieht sich nicht durch 
Leitung, sondern durch Konvektion und Mischung. 

VV' enn hingegen zwei feste Korper yerschiedenel" 
Temperatur miteinander in Beruhrung gebracht werden. 
so stellt sich im Augenblick der Beruhrung ihrer Ober
flachen an diesen allsogleich eine Temperatur her, deren 
Rohe sich folgendermafien bestimmt. 

An der Oberflache des Korpers K (Fig. 36) herrsche 
vor der Beruhrung die Temperatur T I , deren Rohe durch 
die Ordinate des Punktes TI gemessen sei, an der Ober
flache des Korpers K. herrsche vor der Beruhrung die 
Temperatur T 2 • 1m Augenblick der Beruhrung der beiden 
Korper stellt sieh an der Oberflaehe beider Korper die 
Temperatur T her und das in den zwei sehr dunnen 

To Schichten 6 Sl und 6 s. del" 
beiden Korper augenblick-

dS1 lieh herrschende Tempera
turgefalle kann als lineares 

XI K/!. Gefalle betrachtet werden. 
Seien nun AI, YI CI und Ah 
y" C2 Warmeleitungszahlen, 
spezifisehe Gewichte und 
Warmekapazitaten der bei-
den Korper, so ergibt sieh 
aus der Erwagung, dafi del" 
Warmeverlust des einen 
Korpers gleieh dem Warme-

~ S gewinn des anderen Korpers 
Fig. 36. ist, die Beziehung 

"(, CI • .:ls, (T-TI) ="(. C2 • .lS, (T.-T) 
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Die linearen Temperaturgefalle in den beiden Ma
terialien verhalten sich umgekehrt wie die Leitfahigkeiten 
der MateI"ialien: 

T-T1 T.-T 
~1- : ---XS-, - = A. : AI 

Ftihrt man die Temperaturleitfiihigkeit a' = ~ in die 
yc 

Gleichungen ein, so erhalt man 

T - T1 a1 A. y y. c. A., 
T.-T =a;-x;= y; c~ 

~T1+~T. 
oder T = a1 a. 

~+AI 
at a, 

Die Anderung der an der Bertihrungsflache beiden 
Korpern gemeinsamen Temperatur vollzieht sich nach der 
Bertihrung, infolge der Warmeleitung der Materjalien, 
entsprechend den an den tibrigen Korperoberflachen herr
schenden Bedingungen. 
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Die Temperatur des berilhrenden Mittels ist eine 
periodische Funktion der Zeit. 

Es ist leicht einzusehen, dafi in diesem FaIle nicht 
nur die Temperatur der Plattenoberflache, sondern auch 
die Temperatur jeder beliebigen Schichte der Platte eine 
periodische Funktion der Zeit sein muG. 

Fur eine in der Entfernung s vom Koordinaten
ursprung befindliche Schichte gelte die allgemeine 
Gleichung 

T = U sin (n t + q) 
Sie bedeutet, dafi die Temperatur der Schichte 

zwischen den Grenzen +uo und -uo wechselt, dafi somit 
U die Amplitude der Temperaturschwingung angibt. Die 
Temperatur von + UO herrscht in der Schichte in den 

'" 1t 51t 91t . 
Zmtpunkten, fur welche n t + q = 2' 2' 2' .. usw. 1St. 

Die Zahl n gibt die Frequenz der Schwingungen an, 
d. h. die Anzahl Schwingungen in 21t Stunden. Die Dauer 
einer Schwingung ist somit 

21t 
% = ~ Stunden. 

n 

ZuaIlen Zeitpunkten, welche urn die gleichen Zeitraume 
% oder ganze Vielfache derselben auseinanderliegen, 
befindet sich die Schichte in gleicher Phase der Tem
peraturschwingung u~d hat daher die gleiche Tem
petatur wie urn % Stunden vorher. 

Wenn die Temperaturschwingungen einer Platten
schichte, etwa die einer oberflachlichen Plattenschichte, 
die einzigen Ursachen der Temperaturanderungen in den 
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tibrigen Schichten sind, so ist die Schwingungsdauer ftir 
alle Schichten die gleiche. Die Zahl n in der allgemeinen 
Gleichung ist somit eine von s unabhangige Grone. Hin
gegen sind die Grofien U und q, d. h. die Amplitude der 
Temperaturschwingung in irgendeiner Schichte und die 
zu einer bestimmten Zeit in einer Schichte herrschende 
Schwingungsphase als Funktionen der Entfernung s 
dieser Schichte vom Koordinatenursprung anzusehen. 

Der Zusammenhang der Temperaturen einer Schichte 
mit den Temperaturen der benachbarten Schichten ist 
durch die Fouriersche Fundamentalgleichung der Warme
leitung bestimmt: 

• atT _ aT 
a ---a82-aT 

Aus der allgemeinen Gleichung ergibt sich: 
aT 
(Jt= Un cos (nt +q) 

aT dU. dq 
(f8=----;rs sm (nt + q) + ds U cos (nt + q) 

~~~ =[~:~ -u(~;r]sin(nt+q)+ 
+(2 dU " dq +d'q)cos(nt+q) 

ds ds ds' . 
Die Fouriersche Gleichung ist erftillt, wenn 

d'U (dq )" ds' = U ds und 

2 a·1-~" dq + a' d"q = Un ist. 
ds ds ds' 

Ftihrt man eine neue Konstante m ein und setzt 

( dq )' _ • _ n " t d'q - 0 d 
ds - m - 2 a I' so IS ds' - un 

dU U "t ds = m, somI : 

dU =mds 
U 

U=Ae ms 
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Ferner ergibt sich aus ~~ = m 

q=ms+p 
worin peine Konstante ist. 

Man erhalt daher den allgemeinen Ausdruck: 
T = A sin (2 a' m' t + m s + p) ems 

Die Amplitude der Schwingung ist demnach A ems. 
somit urn so groner, je groner s ist. Die Temperaturwelle 
pflanzt sich daher, wenn man die positiven Entfernungen 
s von links nach rechts mint, in der Richtung von rechts 
nach links fort. Setzt man -m statt m, so fallt die Fort
pflanzungsrichtung der Welle mit der Richtung der posi
tiven s zusammen. Die Fortpflanzung der Schwingung 
darf nicht mit der Stromung der Warme verwechselt 
werden. Soferne man mit den wechselnden Temperaturen 
der Schichten die Vorstellung eines Warmestromes ver
knupft, ist die Richtung desselben in verschiedenen Tiefen 
der Platte eine verschiedene, indem im Verlaufe einer 
ganzen Schwingung die Richtung des Stromes in den ein
zelnen Schichten zu verschiedenen Zeiten einmal wechselt. 

Wenn man zwei Koeffizienten in die Gleichung ein
ftihrt, so zwar, dan A cos p stat t A und fUr B der Wert 
A sin p gesetzt wird, so erhalt man die fur die Beruck
sichtigung mancher Oberflachenbedingungen geeignetere 
Form: 

T = A sin (2 a' m! t + ms) ems + 
+ B cos (2 a" m' t + ms) ems 

Nachdem Temperaturschwankungen in einer Platte 
ebensowohl von der einen wie von der anderen Ober
fHiche, auch von beiden zugleich ihren Ursprung nehmen 
konnen, erhalt die Gleichung die erweiterte Form: 

T = A sin (2 a" m 2 t -t- ms + p) ems + 
+A. sin(2a·m~t-m. s+PI)e-m,S 

Zieht man als Ursprung der Temperaturschwin
gungen vorlaufig nur die Oberflache s = 0 in Betracht, 
so lautet der hieftir gtiltige Ausdruck: 

T = A sin (2 a' m" t - ms + p) e- ms 
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An der Oberflache s = 0 herrscht zurzeit t = 0 die 
Temperatur T = A sin p. Die Temperatur 0" herrscht 
an der Oberfiache, so oft 

2a'm 2 t+p=K7t ist, 
worin K irgendeine ganze Zahl bedeutet. Die Tempe
ratur 0° herrscht aber auch zur Zeit t in allen denjenigen 
Schichten, fUr welche 

2 a 2 m 2 t - ms + p = K 7t is t. 

Wenn also K 7t + mS I = (K + 1) 7t ist, so ist die 
Temperatur in der Schichte s. immer dann 0°, wenn 
auch in der Schichte s = 0 die Temperatur von 0° auf
tritt. Da im Verlaufe einer ganzen Schwingung die 
Temperatur von 0° zweimal durchschritten wird, ist 
die Wellenlange der Temperaturschwingung 

27t 2 = ~-- Meter. 
m 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Temperatur
welle ist daher 2/t = nlm Meter in der Stunde. 

Die Grol1e m stellt den Dampfungskoefiizienten del' 
in der Platte stattfindenden Temperaturschwingung dar. 
Die Anzahl der in 27t Stunden stattfindenden Schwin
gungen ist n = 2a2 m2; die Dampfung ist daher urn so 
geringer, je langsamer die Schwingungen erfolgen und 
je grol1er del' Temperaturleitungskoeffizient des Platten
materiales ist. Langsame Schwingungen dringen tiefer 
in das Material ein als schnelle, obwohl die Fortpflan
zungsgeschwindigkeit ftir schnellere Schwingungen 
grol1er als ftir langsame ist. DafUr ist auch die "T ellen
lange der rascheren Schwingungen kleiner als die del' 
langsamen. 

Wenn die Schwingung in der Oberflache s = 0 nicht 
urn die Mitteltemperatur von 0°, sondern urn eine Mittel
temperatur von T 1 ° erfolgt, hat man, da der Nullpunkt 
der Temperaturskala ganz arbitrar ist: 

T = TI + A sin (2 a 2 m 2 t - m s + p) e -ms 
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Das zweite Glied dieses Ausdruckes stellt demnach 
die durch die periodischen Temperaturschwankungen an 
del' OberfHiche herbeigefuhrten Abweichungen del' Tem
peraturen del' Plattenschichten von demTemperaturgleich
gewicht in del' Platte dar. Ein solches Temperaturgleich
gewicht herrscht abel' in einer ebenen Platte in allen 
Fallen des linearen Temperaturverlaufes, del' durch den 
Ausdruck Tl = C + Ds dargestellt ist. 

Da die Schwingung nicht notwendigerweise eine ein
fache Sinusfunktion del' Zeit sein muG, sondern ganz be
liebigen Verlauf haben kann, und da auch die Oberflache 
s = S als Ursprung einer Temperaturschwingung gelten 
kann, gibt man dem allgemeinen Ausdruck fur den Tem
peraturverlauf zweckmafiig folgende Form: 

T= C+Ds+ 
+ ~ Am sin (2 a' m ~ t + ms + p) e ms 

worin m und p aIle moglichen positiven und negativen 
Werte haben konnen. 
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Der einfachste Fall der Herbeiftihrung periodischer 
Temperaturveranderungen in einer Platte liegt vor, wenn 
die Oberflache der Platte von einem Mittel be;rtihrt wird, 
dessen Temperatur selbst eine periodische Funktion der 
Zeit ist: 

Ta =Bsin(ct)+E 
Also etwa beispielsweise: 

Ta = 100 sin (80 1t t) + 200 
d. h. die Temperatur des die Platte bertihrenden Mittels 
durchlauft in der Stun de 80 mal alle Temperatqren 
zwischen 100 und 3000 C. 

Die Dauer einer Schwingung betragt daher 11/2 Mi
nuten. Bedeuten nun wie friiher h die 'Varmetibergangs
zahl zwischen Platte und bertihrendem Mittel, A den 
Warmelei tungskoeffizienten, a 2 den Tempera tur lei tungs
koeffizienten der Platte, so besteht flir die OberfHiche 
S = 0 die Beziehung: 

A~T=h(T-Ta) 
uS s=o 

s=O 

Da die Warmetibergangszahl h die Leitungsvorgange 
in einer dunn en Schichte des bertihrenden Mittels umfafit, 
ist die Frequenz der Schwingung in del' Plattenoberflache 
und in del' ganzen Platte dieselbe wie in dem bertihrenden 
Mittel. Daher ist 2a2 m2 = c, somit 

m = ! y{-
Hingegen ist vorauszusehen, dan die Amplitude del' 

Schwingung in del' Plattenobel'flache kleiner als im be-
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riihrenden Mittel sein wird und daB die Phase del' Schwin
gung in del' Plattenoberflache hinter jener des Mittels 
zuriickbleibt. 

Aus del' allgemeinen Gleichung ergibt sich 

A aT ( I- '). 8~;-11:8s=A 1 +11: m sm (2a 2 mtt + p)+ 
8=0 

A A + A 11: m cos (2 a 1m2 t + p) + e - 11: D 

Setzt man nun: 

A ( 1 + ~ m ) = B cos q und A ~ m = B sin q, 

so erhalt man: 

T - ~h OaT = B sin (2 a' m' t + p + q) + e - ~h D 
8=0 s 

8=0 

Diesel' Ausdruck muB gleich Ta sein 
T a = B sin (2 a· m' t) + E 

Daraus bestimmt sich zunachst: 
l-e - Ii D = E und p = - q 

Durch Division von Bsinq durch Bcosq erhiilt man: 
Am 

q = arc tang h + Am 

A= /;n B sinq 

IZ. Beispiel. Eine Betonplatte von 200 mm Starke 
wird an der einen Oberflache von Gasen beruhrt, deren 
Temperatur 200· betragt, wahrend die andere Oberflache 
mit Gasen in Berilhrung steht, deren Temperaturzwischen 
100 und 300 0 periodisch wechselt. 

Wenn zwischen den einzelnen Zeitpunkten, in denen 
die Temperatur del' Gase 3000 betragt, 11/2 Minuten ver
streichen, so lautet die Bedingungsgleichung: 

Ta = 100 sin (80lt t) + 200 
1st die Warmeiibergallgszahl zwischen Gasen lmd 

Platte h = 20 und gel ten fUr Beton die Werte I- = 1 
und a' = 0,0025, so berechnet sich 
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m = 20 -Y40 7t = 224,14 

- t 224,14 - ° 742 - 42° 30' q - arc ang 244,14 -, -

A = 22!014 . 100 sin q = 6,04 , 
Del' Temperaturverlauf in der Platte wird daher 

durch folgende Gleichung ausgedruckt: 
T = 6,04 sin (80 7t t - 224 s - 0,742) e- 224S + 200 
In del' Plattenoberflache ist daher die A.mplitude nur 

6°, die Temperatur schwankt dort nur innerhalb del' 
Grenzen von 194 und 206°. Die Phase bleibt urn 42° 301 

hinter del' Phase del' Gastemperatur zuruck Die Mittel
temperatur von 2000 wird daher urn 11 Sekunden spateI' 
durchschritten, als die Gase durch die Mitteltemperatur 
gehen. Mit zunehmender Entfernung von del' Oberflache 
nimmt die Amplitude del' Temperaturschwankung rasch 
abo Die Entfernung del' Schichte, in welcher die Amplitude 
nul' mehr ein Zehntel-Grad betragt, berechnet sich aus 

224 s = log na t 60,4 
s =0,018 

mit 18 mm. Nachdem also schon in 18 mm Tiefe die Tem
peraturschwingung nahezu erloschen ist, beeinflufit sie 
die andere Oberflache del' Platte gar nicht. Das Resultat 
ware genau dasselbe, wenn an jener Oberflache die si(' 
beruhrenden Gase ahnliche Temperaturschwankungen 
gleicher Frequenz urn dieselbe Mitteltemperatur auf
wiesen. Die Temperaturwelle pflanzt sich mit einer Ge
schwindigkeit von 1,122m in del' Stunde in das Innere 
del' Platte fort. 

Wesentlich andel's stellen sich abel' die Verhaltnisse 
dar, wenn die Schwankungen del' Temperatur langsamer 
'lor s,ich gehen. Wenn die 'l'emperatur del' Gase, welche 
die Platte beruhren, etwa nur aIle zwei Stunden ihre 
maxima Ie Hohe von 300° erreicht, so dringt die Wirkung, 
wie dies leicht einzusehen ist, bedeutend tiefer in die 
Platte. Die entsprechende Gleichung lautet alsdann: 
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Ta = 100 sin (rtt) + 200 
und man erhalt: m = 25,06 

q = 0,507 = 29° 5' 
T = 38,8 sin (rtt - 25 s - 0,507) e- 25S + 200 

An del' von den Gasen wechselndel' Tempel'atul' be
l'iihl'ten Obel'flache schwankt die Tempel'atur del' Platte 
zwischen 161 und 239 0 und in del' Tiefe von 200 mm, d. i. 
an del' an del' en Oberfiache, betragt die Amplitude del' Tem
peraturschwingung noch 0,26 Grad. Wenn diese Ober
flache abel' auf del' konstanten Mitteltemperatur von 2000 

gehalten wird, macht sich eine allerdings sehr geringe 
weitere Dampfung del' Temperaturschwankungen del' 
Platte geltend. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in del' 
Temperaturwelle betragt 0,125m in del' Stunde. Das Bild 
von acht, je eine Viertelstunde auseinanderliegenden 
Phasen del' Temperaturverteilung in del' Platte ist in 
Fig. 36 dargestellt. Aus del' Aufeinanderfolge ist deutlich 
zu erkennen, wie sich die Temperaturwelle in die Tiefe 
del' Platte fortpflanzt. 

Wenn die Amplitude del' Schwingungen an del' Ober
flache s = 0 so grofi und del' Dampfungskoeffizient m 
so klein ist, dafi die Temperaturschwankungen an del' 
anderen Plattenoberflache noch erheblich grofi sind, so 
pflanzen sich die Schwingungen nach Mafigabe del' 
Warmeiibergangszahl und del' Leitfahigkeit des diese 
Oberflache beriihrenden Mittels in diesem Mittel selbst 
fort. 

Betrachtet man die in Fig. 37 dargestellte Platte von 
200 mm Starke durch den Schnitt X X in die zwei Teile 
~ und )S zerlegt, so kann jeder del' beiden Teile fUr 
den anderen als beriihrendes Mittel gelten. 

Die auf diese Art in dem beriihrenden Mittel hervor
gerufenen Schwingungen, welche nun die Fortsetzung 
der in der Oberflache s = 0 bestehenden Schwingungen 
sind, wirken auf diese nicht zuriick. Hingegen kann das 
die Oberflache s = S beriihrende Mittel Einfliissen unter
worfen sein, die dasselbe, ganz unabhangig von den 
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Fig. 37. 

durch die Platte tibermiHelten Schwingungen, in einer 
'Temperaturschwingung erhiUt, die sich alsdann in einer 
der frtiheren entgegengesetzten Richtung durch die Platte 
bis zur Oberfla,che s = 0 und weiter fOl"tpflanzt. Die 
jeweilige Temperaturverteilung in der Platte stellt sleh 
alsdann als die Summe der, gleichen Zeitpunkten ent
sprechefiden Phasen beider Schwingungen dar. 

~: r. U I., Warmeleitnn8 
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AIle V organge del' praktischen Warmeteclmik. 
welche-in del' Erwarmung. Abkuhlullg, Verdampfung usw. 
gasformiger bzw. fester odeI' flus sigel' Karpel' bestehen. 
wobei die Warmemitteilung durch eine plattellformige 
Scheidewand hindurch VOl' sich geht, sind als Bruch
stucke von Perioden derartig zusammengesetzter Sehwin
gungen anzusehen. Allel'dings ist es, urn zu diesel' Auf
fassung del' V organge zu gelangen, notig, weit grofiel'Cl 
Zeitraume in Betraeht zu ziehen, als einmalige Dureh
fuhrungen del'al'tiger Prozesse umfassen. Immerhin wird 
man sieh abel' diesel' Auffassung schon bedeutend ge
nahel't haben, wenn man die scheinbar stetig verlaufenden 
sogenannten "stationaren" Vol'gange dureh Anfugung 
del' ihnen vorhergehenden und folgenden veranderlichen 
Vorgange zu einem vollstandigen Spiel ergaDzt, bei 
welehcm del' Endzustund des Systems mit dem Anfangs
zustalld identisch ist. 

Jeder Dampfkessel muH, oofern er seinen Zweck er
fiillt, einmal angeheizt und naeh entsprechend langer 
Betl'iebszeit wieder del' Abkiihlung iiberlassen werden. 
In dem Zeitraume, del' yon einem Anheizen bis zum 
nachsten Anheizen reicht, findet in den Eisenplatten des 
Kessels eine mehrfache TemperatUl'schwankung statt, die 
als Schwingung um eine Mitteltemperatur anzusehen ist. 
Freilich wird die Kurve diesel' Temperaturschwingung 
nicht dem regelmalHgen Bild einer Sinuslinie gleichen; 
wie immer sie abel' gestaltet sein mag und so ungleieh 
aueh ihre beiden Pel'iodenhalIten aussehen illI:>gen, sic 
kann unter allen Umstanden als eine Summe mehl' odel' 
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weniger zahlreicher Sinuslillien dargestellt werden. Was 
von den Eisenplatten des Dampfkessels gilt, gilt aueh 
von den die Eisenplatten bertihrenden gasformigen und 
tropfbarfltissigen Mitteln und aueh von den Mauerplatten 
der Umfassungswande des Kessels. In allen Teilen gehen 
Temperatursehwingungell VOl' sieh, die als die Ubereill
anderlagerung auHerordentlich vieleI' Temperaturwellen 
kleiner und grofier\VellenHinge, versehiedenster Ampli· 
tuden, niedriger und hoher Frequenz zu betrachten sind. 
Denn ebenso ,\'-ie in dell vorhergehendcn Kapiteln jede 
beliebige ursprtingliche rl'emperaturverteilung in den 
Schichten einer Platte a18 eine Summe verschiedener 
Sinuslinien darstellbur WOl', ist aueh jeder beliebige, mit 
del' Zeit veranderliche Veri au! del' Oberflachentemperatur 
cineI' Platte odeI' del' z;eitliche Temperaturverlauf des die 
Oberflache beriillrellden Nlittels als Sum me verschiedener 
Silluslinien darstelllJal'. 

NUll erhalt auch del' ill den frtiherenKapiteln bentitzte 
Begriff del' "urspriinglichen Temperaturverteilung" eine 
giinzlich verallderte Bedeutung. Denn das, was frtihel' 
ursprtingliche 'l'emperaturverteilung genannt 'Wurde. 
stellt nul' eine eillzige Phase in dem immerfort wech
selnden Temperaturzllstmld einer Platte dar. Ebenso sind 
die augenblicklichen Zllstiinde der die Oberflachen ciner 
Platte bertihrenden Mittel als Phasen del' wechselnden 
Tempel'aturzllstande dieser Mittel zu betrachten und eille 
beispielsweise Vol'aussetzung konstanter ']'emperatnl' ist 
in Wahrlleit eineGmschreibung del' VernachliissigllIll!; 
:-:eh1' langsamer Temperatnrandernng. 

Ob man nUll die Temperatur eines Korpers blofi aIH 
ein Kennzeichen seines "'\Varmezustandes oder als sinn
falliges Merkmal del' Bewegung del' kleinsten Korper· 
teilehen betrachten will, es ist keinerlei Hypothese tiber 
die Natur eines beweglichen Warmestoffes notig, da mit 
del' ZurtickflihrUllg del' W~irmeleitnngsvorgange auf Zu
standsandel'ungen, die sich nach del' Art von Schwin
gungen fortpflallzen, ihre Beschreihung erschopft ist. 

7* 
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Von einem "Wannestrom" kann nun keine Rede mehr 
sein, man hat es nur mehr mit periodischen Temperatur
anderungen zu tun und was man iriiher gewohnt war, 
als "stationare Stromung" der Watme durch eine Platte 
anzusehen, kann llur a18 eines jener einzelnen Bruch
stiicke einer vollen 'remperaturschwingungsperiode 
gelten, in welchen die Andel'1lngen der TemperatUl'en mit 
schr kleiner, praktisch nicht mehr mefibarer, immerhin 
a ber endlicher Geschwindigkeit geschehell. 
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