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Vorwort. 
Del' seit elillger Zeit vergriffenen "Einfiihrung in die technische 

Stromungslehre", die in erster Linie fiir den Physiklehrer bestimmt war 
folgt nunmehr ein tiefer gehendes Werk, das sich an Ingenieure, Stu
denten, die Industrie und andere Interessenten del' Flugphysik wendet. 

Dem Aufbau des Buches liegen folgende Gesichtspunkte zugrunde: 
1. Welches ist die einfachste Form, in del' die Hauptgesetze del' Stro
mungslehre abgeleitet und dargestellt werden konnen? 2. Welche Er
gebnisse del' theoretischen und experimentellen Forschung sind in erster 
Linie von praktischem Nutzen? Zur Erreichung dieses Zieles wurden 
die mathematischen Hilfsmittel auf das unbedingt Notwendige be
schrankt (Infinitesimalrechnung), durch zahlreiche Versuchs- und Zah
lenbeispiele die Anwendung der Gesetze gezeigt, wahrend Anschauungs
mittel del' verschiedensten Art zum besseren Verstandnisschwieriger 
Erscheinungen herangezogen wurden. 

Von einer "Technischen Stromungslehre" wird del' Ingenieur ebenso 
wie del' Studierende VOl' allem eine quantitative und qualitative Be
schreibung del' Reibungsauswirkungen erwarten. Diese Fragen sind aus· 
fiihrlicher behandelt und bilden den Kernpunkt des Buches. So ist z. B. 
dem Ablosungsproblem, mit dem del' Praktiker wohl von allen Gebieten 
del' Stromungslehre am meisten zu tun hat, ein weiter Raum gewidmet. 
Da wir in diesem Zentralproblem del' Stromungslehre noch sehr weit
gehend auf den Versuch angewiesen sind, ist eine den Ingenieur inter
essierende Darstellung ohne Dadegung vieleI' Versuchsergebnisse und 
Anschauungsmittel unmoglich. Es wurde versucht, die wichtigsten phy
sikalischen Erscheinungen in Reinkultur zu zeigen, wobei besonders ty
pische technische FaIle als Beispiele gewahIt wurden. Eine Reihe vom 
Verfasser entwickelter Hilfsmittelleistete dabei gute Dienste. 

Wahrend eine groBe FiiIle von mehr mathematisch ausgerichteten 
Werken del' Stromungslehre zur Verfiigung steht, fehlte bisher eine mehr 
dem Techniker zusagende knappe Darstellung. Vielleicht kann das vor
liegendeBuch hier etwas ausgleichend wirken und gleichzeitig den weiter
strebenden Leser schonend auf weitergehende Darstellungen vorbereiten. 
Dazu sind im Kleindruck etwas schwierigere und zunachst nicht sehr 
wichtige Probleme angeschnitten, wahrend zahlreiche Literaturangaben 
und ein Literaturverzeichnis am SchluB des Buches mit dem Schrifttum 
bekannt machen. 



IV Vorwort. 

Von den 278 Abbildungen des Buches stammen 220 aus eigenen Ver
suchen und Entwiirfen. Der Rest ist mit Quellenangabe entlehnt. 

Der Verfasser beabsichtigt, diesem Werk eine Versuchs- und Labo
ratoriumstechnik der Stromungslehre folgen zu lassen, die ebenfalls in 
erster Linie fiir den Praktiker und die Industrie bestimmt ist. Die Her
ausgabe dieses Buches wird allerdings erst nach Kriegsende erfolgen 
konnen. 

Bei der Durchsicht der Korrekturen fand ich sehr wertvolle Unter
stiitzung beiden Herren Studienrat Fritz Friedrichs, Detmold und 
Studienrat Dr. phil. Kirchhoff, Koln. Fiir ihre Hilfe und mannig
fachen RatschHige darf ich an dieser Stelle meinen besonderen Dank 
zum Ausdruck bringen. 

Der Verlag sorgte in vorbildlicher Weise fiir die Ausstattung des Bu
ches, insbesondere bei der Herstellung des umfangreichen Bildmateriales 
und beriicksichtigte meine zahlreichen Wiinsche, was ich mit bestem 
Dank betonen mochte. 

Koln, im Oktober 1940. 
Bruno Eck. 
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I. Hydrostatik. 

1. Der statische Druck. 
Die meisten Erscheinungen del' Rydrostatik lassen sich durch eine 

genaue Betrachtung des Begriffes "Druck" leicht erklaren. Diesel' Be
griff, del' bei del' Bewegung von Fliissigkeiten eine groBe Rolle spielt, sei 
deshalb hier etwas genauer behandelt. Wir setzen Reibungslosigkeit del' 
Fliissigkeit voraus. Reibungslos wollen wir eine Fliissigkeit dannnennen, 
wenn beispielsweise auf ein wiirfel£ormiges Teilchen nul' Normalkrafte 
un~keine Tangentialkrafte wirken (Abb. 1). In Anlehnung an die aus del' 
Festigkeitslehre bekannten Begri££e nennen WIT die Normalkraft je Fla
cheneinheit den Druck p; eine Tangentialkraft dagegen, die wir ebenfalls 
auf die Flacheneinheit beziehen (deren Behandlung spateI' erfolgen solI), 
nennen wir SchubspamlUng 7:. 

Abb.l. Abb.2. 

Wir betrachten ein GefaB mit einer Fliissigkeit (Abb. 2) und wollen 
die Krafte bzw. Driicke kennenlernen, die von del' Fliissigkeit auf die 
GefaBwand ausgeiibt. werden. Beginnen wir mit dem Boden. Ein etwa 
in ihn eingesetztes Kolbchen gestattet Ieicht die Auswiegung del' Krafte. 
Die hierbei wirkende Gesamtkraft ist offensichtlich gleich dem Ge
wicht des Fliissigkeitszylinders tiber dem Kolben. Ist F die Kolben
£Iache und y das spez. Gewicht del' Fliissigkeit, so ist F . p = F .71, • y , 
d. h. 

p=h·y. (1) 
Nun machen wir denselben Versuch an einer Seite des GefaBes, etwa 

in del' Rohe 71,' von del' Oberflache. Mit einem kleinen reibungsfreien 
KOlbchen ist die Messung in del' gleichen Weise leicht durchfiihrbar. Bei 
del' Berechnung kommen wir jedoch sofort in einige Verlegenheit. Eine 

Eck, Stromungslehre. I 



2 Hydrostatik. 

Gewichtsberechnung wie vorhin ist hier nicht moglich. Wohl ist in der 
Tiefe hi der Druck senkrecht nach unten aus Gl. (1) leicht zu ermitteln. 
Aber es drangt sich die Frage auf: wie andert sich der Druck, wenn bei 
Beibehaltung der Tiefe die Bezugsebene ihre Richtung andert 1 

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir ein beliebig kleines 
Teilchen, dem wir aus ZweckmaBigkeitsgriinden die Form eines Prismas 
geben, dessen Grundflache ein rechtwinkliges Dreieck ist (Abb.2). An 
der stark vergroBerten Darstellung dieses Teilchens (Abb.3) unter-

8 A 

'C 
Abb.3. 

suchen wir die" Gleichgewichtsbedingun
gen. Auf der waagerechten Seite AB 
ist der Druck pi = hi . y, auf den anderen 
Seiten AC und BC ist er unbekannt. Wir 
bezeichnen den Druck auf AC mit p" und 
auf CB mit PIX' Die Hypotenuse des Drei
ecks habe die Lange LI b. Da nur Nor-
malkrafte vorhanden sind, ist das Gleich
gewicht von drei Kraften zu untersuchen. 

Die Lange des Prismas 
Seite 

senkrecht zur Zeichenebene sei l. Krafte auf 
AB: pi . LI b . cos IX ·l , 
C B : PIX • LI b ·l, 
AC: pIt ·Llb . sin IX·l. 

Wir setzen die Summe der Krafte in horizontaler und vertikaler 
Richtung gleich: 

senkrechte Krafte: pi . LI b . l . cos IX = PIX • LI b . l . cos IX , 

horizontale Krafte: p". LI b·l . sin IX = PIX • LI b ·l . sin IX ; 

hieraus folgt: pi = p" = PIX • 

Wir finden somit den wichtigen Satz: Der Druck ist, auBer vom 
spez. Gewicht der Fliissigkeit, nur abhangig von der Hohe, 
aber unabhangig von der Richtungl (Pascal). Mit Riicksicht auf 
spatere Anwendungen sei als Beispiel im folgenden die Druckmessung 
behandelt. 

2; Messung des Druckes. 
Verbindet man ein GefaB (Abb. 4;) mit einer seitlichen Steigrohre, so 

muB in ihr aus den oben angefiihrten Griinden die Fliissigkeit so hoch 
steigen wie im GefaB. Die Steigrohre kann also zur Feststellung des 
Wanddruckes benutzt werden. Da das MeBrohr nichts davon weiB, wie 

1 Bei fast allen bekannten Fliissigkeiten trifft dieser Satz zu. Sobald jedoch 
eine "Reibung der Ruhe" vorhanden ist, verliert der Satz selbstverstandlich seine 
Giiltigkeit. Diese Bemerkung bedarf deshalb einer besonderen Betonung, weil es 
praktisch nicht unwichtige fliissigkeitsahnliche Gebilde gibt, die merkliche Schub
spannungen iibertragen. Hierzu gehort z. B. Kohlenstaub, iiberhaupt feinkorni
ges Material. 



Messung des Druckes. 3 

der Druck erzeugt wird, wird diese Messung auch bei einem geschlossenen 
Kessel stimmen. Befindet sich z. B. komprimierte Luft in einem Kessel 
(Abb. 5), so muB der von der Fhissigkeitssaule h er
zeugte Druck gleich dem Kesseldruck sein. Dieser 
Druck ist nach Gl. (1) P = h 'y. Die MeBhohe h an
dert sich also in einfacher Weise mit dem spez. Ge
wicht der Absperrfliissigkeit. Bei Quecksilber als 
MeBfliissigkeit wird so mit derselbe Kesseldruck nur 
den 13,6ten Teil der Druckhohe gegeniiber Wasser 
anzeigen. 

Durch Kapillarwirkung1 steigt eine benetzende Flussig-
keit in Wirklichkeit uber die Niveauhohe. 1st del' Durch- Abb.4. 

messer des MeBrohres d, so ist die Steighohe bei Wasser 
30 1113 
d mm, bei Alkohol nur d rom, bei Toluol d mm. Durch Verschmutzung del' Glas-

wand andert sich del' Wert fUr Wasser erheblich, sodaB Wasser selten fUr ge
naue Messungen verwendet werden kann. Wenn man nicht Alkohol oder Petro
leum odeI' Ahnliches verwenden kann, empfiehlt es sich, dem Wasser etwas Seife 
zuzusetzen. Dadurch entsteht ein einwandfreier Meniskus. 

Alkohol, Petroleum u. dgl. haben einen 5 bis 6 mal groBeren Raumausdehnungs
koeffizienten als Wasser. Bei ihrer Verwendung muB deshalb die Temperatur del' 
Manometerflussigkeit genau gepriift und beriicksichtigt werden. 

Abb.5. A6b.6. 

Befindet sich nun Druckwasser in dem Kessel (Abb. 6), so ist es im 
Interesse nicht zu groBer MeBsaulen oft zweckmitBig, Quecksilber als 
Sperrfliissigkeit zu nehmen. Unterhalb der Linie 2 - 2 halt das Queck
silber sich die Waage, zwischen 1-1 und 2-2 erkennen wir in einem 
Schenkel die Wassersaule von der Rohe h, so daB im Schnitt 2 - 2 auBer 
dem GefaBdruck p noch der Druck h . Yw wirkt. Der Gesamtdruck im 
Schnitt 2-2 ist somit p + h . Yw' Auf der anderen Seite wird dieser 

1 Del' kalottenformige Meniskus, der sich in runden Glasrohren bildet, ist fUr 
genaues Ablesen oft hinderlich. Die Linsenwirkung des runden Glases bewirkt 
weitere Unbequemlichkeiten. Demge,geniiber bedeutet eine neue Ausfuhrung von 
Birkholz & Co. in Heppenheim einen wesentlichen Fortschritt. Diese Firma stellt 
Manometerrohren aus Plexiglas her, die rechteckige Querschnittsform haben und 
eine parallaxenfreie Ablesung ermoglichen. 

1* 
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Druck durch die Quecksilbersaule 11, aufgehoben, die den Druck h . Yag 
erzeugt. Das Gleichgewicht ergibt also, wenn wir mit p den Druck in 
del' Rohe 1-1 bezeichnen, 

p + 11, • Yw = 11, • YHg , 
P = 11, (YHg - Yw ), 

wahrend del' Druck uber Wasserniveau p - Ll h· Yw ist. 

(2) 

Das Quecksilber er£ahrt bei diesel' Messung eine scheinbare Vermin
derung des spez. Gewichts um das spez. Gewicht des Wassel's. Statt 13,6 
ist also 12,6 einzusetzen, wenn, wie bei vielen Messungen, sich auf del' 
einen Seite Wasser uber dem Quecksilber be£indet. 

Di££erenzdruckmessungen spielen bei vielen Versuchen eine wichtige 
Rolle. Abb. 7 zeigt eine Anordnung, wie sie z. B. zur Messung von Rei
bungsverlusten in Rohrleitun
gen verwendet wird. Man er
kennt die Notwendigkeit einer 

l~r 
Abb. 7. Abb.8 . 

Sperr£lussigkeit von groBerem spez. Gewicht, d. h. bei Lu£t wird 
Wasser oder Quecksilber, bei Wasser meist Quecksilber verwendet. 
Randelt es sich um Flussigkeiten, so kann auch die Flussigkeit selbst 
als Sperrflussigkeit dienen. Abb. 8 7;eigt diese Anordnung. Das D
Rohr ist einfach umgestulpt. Im oberen Teil befindet sich Luft, die 
7; . B. mit einer Fahrradlu£tpumpe eingedruckt und dosiert werden 
kann. Wenn die 7;U erwartenden Druckunterschiede klein sind, wird von 
dieser Moglichkeit gern Gebrauch gemacht, da eine solche Messung mit 
Wasser 12,6mal genauere Ergebnisse zeitigt, als wellli mit Quecksilber 
gearbeitet wird. 

Einheiten fur Drucke. AuBer der Bezugnahme auf 1 cm2, d . h . 
kgjcmL~ at wird in der Stromungslehre gerne mit kgjm2 gerechnet. Diese 
Angabe ist identisch mit mm WS, da eine Wassermenge von 1 m2 Grund
flache und 1 mm Rohe gerade i kg wiegt: 

11 kgj m2-+ 1 mmWS I 
3. Gleichgewicht der Atmosphare. 

1m Hinblick auf die Bedliffnisse ' der Flugtechnik sollen die physikalischen 
Eigenschaften der Atmosph.ii.re ' kurz zusammengefaBt werden. 



GIeichgewicht del' AtmospMre. 5 

Wir stellen die Frage, wie sich Druck, Temperatur und spez. Gewicht in einer 
Luftsaule einstellen, die auf dem Erdboden beginnt und sich bis in die StratospMre 
erstreckt. Am Boden ist del' Druck diesel' Luftsaule bekanntlich del' sog. Atmo
spMrendruck, del' etwa 1 kgjcm2 ist. Nach oben nimmt das Gewicht del' Luftsaule 
immer mehr ab, in gleicher Weise auch del' Druck. Gleichzeitig wird das spez. Vo
lumen immer groBer, da mit abnehmendem Druck bei Gasen das Volumen groBer 
wird. In unendlich groBer Hohe ist schlieBlich del' Druck gleich Null und das spez. 
Volumen unendlich1• 

Die Luftsaule habe die Flache F. In irgendeiner Hohe 11, iiber dem Boden be
trachten wir ein Element von del' Hohe dk (Abb. 9). Wenn del' Druck auf del' 
Oberseite P ist, muB er auf del' unteren Seite groBer sein, da das Gewicht del' Luft
~aule von del' Hohe dlb hinzugekommen ist, d. h. 

dlb*, 1 i 
dp = - dlb· " = - - da fiir 1 kg Luft Y = - st. (v spez. Volumen). (3) 

v v 
1st die betrachtete Luftsaule seitlich warmedicht abgeschlossen, so konnen V 01'

gange im Innern, wenn noch Reibungsverluste ausgeschlossen werden, nul' adia
batisch VOl' sich gehen, d. h. die Temperaturen miis
sen mit abnehmendein Druck kleiner werden. Eine 
solche Luftsaule ist in Abb. 9 dargestellt. Sie kann 
z. B. mit dem Schacht eines Bergwerks verglichen 
werden. Nur wenn adiabatische Zustandsanderung iIi 
del' ganzen Luftsaule herrscht, ist GIeichgewicht vor
handen und die Luftsaule in Rube, wie folgende 
Uberlegung zeigt. 

Wir denken uns ein Luftteilchen von del' Stelle 11, 
nach einer tieferen Stelle -11,' gebracht. Dem groBeren 
Druck an del' Stelle 11,' entsprechend wird das Teilchen 
verdichtet und eine Temperatursteigerung almehmen, 
die sich aus del' Adiabate ergibt. 1st diese Tempera-
tur nun identisch mit del' Temperatur, die an diesel' ~bb. 9. Zylindrischer 
Stelle herrscht, so ist das spez. Gewicht des verscho- Ausschnitt der Atmosphare. _ 
benen Teilchens gleich dem an del' Stelle herrschenden 
spez. Gewicht. 1st das nicht del' Fall, so erMlt das Teilchen einen Auftrieb oder 
einen Abtrieb, ein Gleichgewicht ist also nicht moglich. Man erkennt somit, 
daB nul' bei adiabatischer TemperaturverteiLung die Luftsaule in 
Ruhe bleiben kann. 

Setzen wir in die letzte Gleichung aus del' Gleichung del' Adiabate 

p' v" = Po' vo" = 0 den Wert v = (~)~ ein, so ergibt sich dp = - dlbJ'1; 

_.! .!: 6 
hieraus dlb = - p ". 0"· dp. 

Erstrecken wir die Integration vom Erdboden, d. h. von lb = 0 bis zur Hohe lb, 
und bezeichnen die Zustande am Erdboden mit dem Index 0, so erhalten wir: 

-lb = O~ ~ [p~-:l _ po"-:,l) = ~ [p' v-Po' vo] 
r.-l ,,-1 

r. . R 
= ,,-1 [T-To] = 103 [T-To] [m]. 

1 Vernachlii.ssigt wird bei del' folgenden Rechnung del' EinfluB del' Erdro
tation, Bowie die Abnahme del' Erdbeschleulligung g mit steigenden Hohen. 

* Das (-) Zeichen kommt dadurch zustande~ daB lb nach oben positiv gerechnet 
wird. 
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Nach einigen leichten Umformungen und unter Beriicksichtigung von 'Povo" = 0 
entsteht 

[ h "-I]~ 'P = 'Po I - Vo Po . ----;e- ,,-1 . 

Aus der Hauptzustandsgleichung p' v = R· T lii.Bt sich noch die Temperatur To 
am Erdboden einsetzen. Hier ist T = to Celsius + 273 0 die absolute Temperatur. 

p= porI - R~o" "IJ"':'1. (4) 
Der Zusammenhang zwischen Druckverhii.ltnis und Temperaturverhii.ltnis ist 

durch die Gleichung 

( P )"-:-1 
Po = To 

T 

gegeben. 
Indem wir in Gl. (4) die linke Seite auf dieselbe Benennung bringen, entsteht: 

><-1 

(J!.)-,,-= I __ h_"-I = ~_ To-LJT _ 1- LJT 
Po R· To" To - To - To • 

_t 
100001O'C' 10 -30 50 - -

\ 
-70 -90 

/ 
Man erkennt, daB die Temperatur 
linear mit zunehmender Hohe abo 
nimmt. Die prozentuale Abnahme ist m 
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Abb. 10. Druck· und Temperaturverlauf in der 
Atmosphire in Abhingigkeit von der Rohe. 

leicht zu ermitte1n: . 
LJT h ,,-1 h ,,-1 
To = RTo'-,,-; LJT = ]j,-,,-' (5) 

Fiir einen Hohenunterschied von 
h = 100 m erhalten wir 

LJ T = :~,~ 0,286 = 0,97 5r' .. '} 0 C. 

Wir finden die Regel, daB bei 
adiabatischer Zustandsii.nderung die 
Temperatur fiir einen Hohenunter· 
schied von je 100 m um - 10 Cab· 
Ijimmt. 

Abb. 10 zeigt, wie nach Gl. (4) 
und (5) Druck und Temperatur in Ab· 
hii.ngigkeit von der Hohe sich andern. 

Die adiabatische Zustandsande· 
rung ist praktisch nie in der Atmo· 
sphii.re vorhanden, well die Luftmas· 
sen dauernd in Bewegung sind. Zur 
Berechnung der mit der Hohe verano 
derlichen Druckunterschiede hat es 
sich als zweckmii.Biger erwiesen, eine 

isotherme Zustandsii.nderung, d. h. eine konstante mittlere Temperatur, an· 
zunehmen. Setzt man aus der Gleichung fiir die Isotherme 'P' v = 'Po' Vo den Wert 

v = Po' Vo in Gl. (3) ein, so erhii.lt man 
P 

dp 
dh = - vo' Po' - . 

P 



Gleichgewicht der Atmospbii.re. 

Die Integration ergibt 
h h 

h=vo·po"In~oder p=po·e v,·Po=po·e- R.To 
p 

7 

Diese Formel wird barometrische Hohenformel genannt und meist zur Berech
nung von Hohe und Druck verwendetl. 

FUr den Wert Po' Vo = ~ k~ man noch eine anschauliche GroBe einsetzen. 
Yo 

Denkt man sich den Luftdruck an der Erdobert1ii.che durch Luft von gleichbleiben-

der Dichte gebildet, so erbii.lt man die HoheHo = ~. (Yo spez. Gewicht an der Erd
Yo 

obert1ii.che). Man bezeichnet diese GroBe als die Hohe der gleic hformigen 
Atmospha.re. Fiir to = 0 ist Ho = 8026 m. 

Aus der letzten Gleichung entsteht nach einer leichten Umformung: 

h = (18,4 + 0,067' tm) 19 Po/p (h in kin). (6) 

Nach Everling kann das spezifische Gewicht der Luft bis etwa 10 km Hohe mit 
folgender Na.herungsformel berechnet werden: 

- O,046.k 
l' = Yo' 10 (h in kin) • 

Als internationale N ormalatmospha.re bezeichnet man den Wert 
P = 10332 kg/m2 bei t = 15° C; das entsprechende spezifische Gewicht betra.gt 

I' = 1,226 kg/ms; e = y/g = 0,125 = 1/8 [kg· s2/m']. 

Als deutsche Normalatmospbii.re gelten folgende Bodenwerte: 

P = 10363 kg/m2; tl = 10° C; l' = 1,25 kg/m3; e = 0,127 [kg' S2/m']. 

Die Berechnung des spezifischen Gewichtes geschieht nach der Gasgleichung 
I' = p/RT. AuBer dem absoluten Druck muB somit noch die Temperatur gemessen 
werden. 

Mittiere Jahreswerte fur p, 'Y und t. 

Rohe I Lufttemperatur ('0) Spezifisches Gewlcht (kg/m') BarometeTStand (mm Rg) 
iiber 
dem Jahres- Jahres- Jahres-
Meer Januar Juli mltte Januar Juli mltte Januar Juli mltte 
inkm 

0 0 16 8 1,28 1,23 1,25 764 761 762 
2 -3 7 0 1,026 0,996 1,008 593 599 596 

Der Luftdruck schwankt infolge von Wettereinfliissen um etwa 5 vH urn die 
Mittelwerte, wa.hrend das spez. Gewicht urn etwa 20 vH schwanken kann. 

Fiir meteorologische Zwecke wird eine neue Einheit, das "Millibar" verwendet 
(abgekiirzte Schreibweise mb). 

3 4 
1000 mb = 750mm Hg = 106 dyn/cm2, d. h. 1 mb= 4" mm Hg; 1 mm Hg= :3 mb. 

1 Die erste Anregung zur barometrischen Hohenmessung gab bereits Pascal 
(1648). 
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Ubersicht tiber mittlere Temperatur, relativen Luftdruck 
und relative Luftdichte in Abhangigkeit von del' Rohe. 

h 
e 10'1~75 0,12121 0,115 0,10331°,0928\°,0831 0,0743 0,0414\0,00905 0,00166 

/km 0,5 I 1 234 5 10 20 30 
to C 10 7,5 5 ° -5 -10 -15 -40 -50 -50 

plpo 1 0,94 0,88 0,78 0,69 0,61 0,53 0,268 0,056 
1°,01 

ell! 0 1 0,95 0,9 0,81 0,73 0,65 0,58 0,324 0,071 0,013 
P 10 360 9750 9180 8100 7140 6280 5510 2770 580 103,6 

Zusammensetzung del' Luft (giiltig bis etwa 20 km Hohe): 78 Raumteile 
Stickstoff, 21 vH Sauerstoff, 0,9 vH Argon, 0,03 vH Kohlensaure, 0,0012 vH Neon, 
0,001 vH Wasserstoff und 0,0004 vH Helium. 

Von etwa 20 km Hohe aufwarts nimmt del' Sauerstoffgehalt um 0,3 vH fib: 
1 km Hohe ab, bis in einer Hohe von etwa 60 km kein Sauerstoff mehr vorhanden ist. 

Mit Wasserdampf gesattigte Luft enthalt folgende Mengen Wasser in 1 rna: 

°C -20° -10° 0° 10° 20° 

g Wasser 1,0 2,3 4,9 9,3 17,2 30 
je rna 

Bei den Anwendungen del' Stromungslehre wirkt sich die Luftfeuchtigkeit 
so aus, daB das spez. Gewicht del' Luft etwas geandert wird. Feuchte Luft ist 
leich tel' wie trockene Luft. Die Unterschiede werden bei hoheren Temperaturen 
groBer und kounen dort einige vH betragen. Bei genauen Messungen ist clies zu 
beachten. Die Gaskonstante Rf des Luft-Dampf-Gemisches, mit deren Hilfe leicht 
das spez. Gewicht berechnet werden kann, ergibt sich aua: 

Rtrocken 

Pd 1 - 0,377 . rp -
Pu 

rp relative Feuchtigkeit, 
Pd Sattigungsdruck des Wasserdampfes 
Pu Gesamtdruck. 

Beispiel: Ein Flugzeug steigt bei einem Barometerstand von 760 mm Hg vom 
Boden aufund erreicht die Gipfelhohe bei einem Druck von 290 mm Hg. Wie hoch 
ist das Flugzeug bei tm ,-..,; 0° gestiegen? ' 

. Po 760 
Nach Gl. (6) erhalten WIT h = 18,4' 19 1:1 = 18,4' 19 290 = 18,4' Ig2,62 

h = 7,7 km -+ 7700 m. 

Beispiel: Erwarmte Luftmassen erhalten in einer kalteren Umgebung einen 
Auftrieb. Die Zugwirkung eines Schornsteines z. B. ist hierauf zuriickzufiiliren. 
Bei einer Hohe von 10 m solI ein Schornstein eine mittlere Abgastemperatur von 
200° aufweisen. Die Gaskonstante der Abgase sei R = 26,5, wahrend das spez. 
Gewicht del' AuBenluft YL= 1,22 sei bei einem Barometerstand von 763mm Hg. 
Del' durch den Schornstein erzeugte Druckunterschied ist 

LIp = h· jIL-h· YG = h (jIL-rG)' 
Nach del' Hauptgasgleichung ist 

P 763·13,6 3 
YG = IET = 26,5.473 = 0,827 kg/m , 

LIp = 10 (1,22 -- 0,827)= 3,93 mm WS. 

(7) 
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Dieser Druck wird zur Erzeugung der Geschwindigkeitshohe der Abgase be
nutzt, auBerdem zur Uberwindung der Reibungswiderstande. 

Beispiel: Um wieviel nimmt der Atmospharendruck bei einer Hohenanderung 
von 1 m ab (y = 1,25 kg/mal ? 

Nach G1. (1) ist LIp = h· y = 1· 1,25 = 1,25 mm WS. 
Die Anderung betragt also mehr als 1 mID WS bei 1 mHohenande

rung. Mit zwei Bunsenbrennern, die parallel aus einem Gasschlauch gespeist und 
mogIichst klein gestellt werden, IaBt sich diese Druckanderung durch Heben eines 
Brenners deutIich sichtbar machen. 

ll. Bewegungslehre. 
4. Vergleich mit der Bewegung festel' Korper. 

In diesem Kapitel solI eine direkte Briicke zwischen der meist etwas 
gelaufigeren Mechanik der festen Korper und der Mechanik der Fliissig
keiten geschlagen werden. 

Als Beispiel eignet sich besonders der AusfluB aus einem GefaB. Die 
sich 7;uerst aufdrangende Frage nach der AusfluBgeschwindigkeit Co ist 
mit Hille des EnergiesatzesI eicht zu beantworten (Abb. 11). Die in einem 
kurzen Zeitintervall ausgeflossene Wassermenge LI V besitzt eine kine
tischeEnergie 1/2 · LI V . ylg . co2. DerWasserspiegelh~tsichindieserZeit 
urn den Wert LI h gesenkt. Urn den friiheren Zustand wieder herbei
zufiihren, muB die Hubarbeit LI V· Y . H 'geleistet werden. Die Gleich
setzung 1/2 LI V ylg . C02 = LI V . y . H ergibt die bekannte Torricellische 
AusfluBformel: 

- -='==== 

Abb. 11. AusfluB aus einem GefaB. 
Betrachtung eines kurzen Zeitelementes. 

.--___ ...;/" 

Abb. 12. Druckmessungen in dem 
AusfluBrohr eines GefaBes. 

(8) 

d. h. die Austrittsgeschwindigkeit ist dieselbe, als wenn das Wasser wie 
ein fester Korper die Hohe H frei durchfallen hatte. Die bekannte Regel, 
daB die Fallgeschwindigkeit bei reibungsfreiem Fall unabhangig von 
Form und Gewicht des Korpers ist, hat hier ein Analogon: Die Aus
trittsgeschwindigkeit ist nur von derHohe H und nicht vom 
spez. Gewicht abhangig. Auch ist die GroBe des Austritts-
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querschnittes fiir die GroBe der Geschwindigkeit voIlkom
men gleichgiiItig. 

Bei einem zweiten GefaB ist zwischen GefaB und Diise noch eine Rohr
leitung von groBerem Durchmesser als dem der Austrittsdiise (Abb. 12). 
Da wir zunachst Reibungsverluste ausschlieBen wollen, kann sich die 
Austrittsgeschwindigkeit gegeniiber dem ersten Fall nicht andern und 
ist infolgedessen bekannt. Die Geschwindigkeit c1 in der Rohrleitung 

ergibt sich aus der Stetigkeitsgleichung c1 • 11 = Colo ZU c1 = Co~. 
Diese Gleichung, auch Kontinuitatsgleichung genannt, sagt 
aus, daB das durch einen beliebigen Querschnitt in der 
Sekunde durchtretende Volumen konstant bleibt. 

Das Zwischenrohr enthalte eine Anbohrung, die mit einem offenen 
Steigrohr verbunden ist. Wie groB ist nun die Druckhohe, die sich im 
Steigrohr einstellt ? Zum besseren Verstandnis lohnt es sich, diese Druck
hohe 11,1 so aufzufassen, als sei in diesem Querschnitt dIe Fliissigkeit in 
der Lage, sich selbst auf die Rohe 11,1 zu heben 1. Damit erhalt man fiir 

die Lagenenergie je kg: I . h1 = 11,1 [m~:gl, d. h. Em]. Nach dem Energie

satz ergibt sich mit zwingender Notwendigkeit, daB der Rest H - "'1 
sein Aquivalent in der kinetischen Energie ;~ . I hat, sodaB die 

2 

Gleichung H - h1 = ;1 besteht. Da die Gesamtenergiehohe H an 
g 

allen Stellen konstant bleiben muB, entsteht: 
r2 c2 

11,1 + 2 ~ = 11, + 2 g = H = konst. (9) 

Die Ausrechnung nach 

(10) 

zeigt, daB durch die Messung von H und h1 die Geschwindig
keit im Rohr an der Stelle I unabhangig von dem vorherigen 
und weiteren Verlauf des Rohres bestimmbar ist. 

Eine zweite Messung erfolgt derart, daB in dem Zwischenstiick ein 
MeBrohr mit einer der Stromung entgegengerichteten Offnung ist. In 
diesem Steigrohr beobachtet man dann ein Ansteigen der Fliissigkeit bis 
auf die Rohe im Behalter. 

Vor der MeBoffnung wird die Geschwindigkeit abgestoppt, und ihre 
ganze kinetische Energie wird wieder in Druckenergie verwandelt. Die 
sich hierbei einstellende Druckhohe H ist die gleiche wie die Niveauhohe 
des GefaBes, vorausgesetzt, daB keine Verluste auftreten. Wir merken 

1 Wenn man sich vorstellt, daB das Steigrohr etwas unter der Druckhohe hI 
abgeschnitten ist, so wird das Wasser iiberlaufen und sich tatsa.chlich auf die Hohe 
hI heben, so daB die obige Vorstellung durchaus berechtigt ist. 
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uns schon jetzt, daB an del' untersuchten Stelle die Niveau
hohe des Behalters ohne Kenntnis del' Vorgeschichte be
stimmt werden kann. 

Wir gehen nun einen Schritt weiter. Die AusfluBleitung VOl' del' Diise 
weise verschiedene Querschnittsanderungen auf. Letztere seien so ge
wahlt, daB sich die Niveauhohen del' Steigrohren auf einem Kreisbogen 
befinden. Die Frage nach del' Geschwindigkeit an irgendeiner Stelle ist 
nach obigem leicht zu beantworten. Die Differenz Llh zwischen del' 
Niveauhohe H des GefaBes und del' Steighohe h ste llt die 
Fallhohe dar, nach deren Durchfallen das Wasser dieselbe 
Geschwindigkeit wie im Rohr erhalten wiirde. Mit Recht be
zeichnet man diese Rohe auch als "Geschwindigkeitshohe" gemaB 

Abb. 13. Vergleich zwischen der Bewegung von Fliissigkeiten und festen Korpern. 

der Gleichung: c2j2g = H - h. Die kreisformige Begrenzung del' Druck
hohen stelle gleichzeitig die Bewegungsbahn eines in Abb. 13 einge
zeichneten Fadenpendels dar. Das Pendelgewicht werde von del' Niveau
hohe des GefaBes fl'eigegeben. Bei verlustfreier Bewegung wil'd an irgend
einer Stelle, wo das Pendel um Llh gefallen ist, nach dem Energiesatz die 
Geschwindigkeit c = V2 g . Llh sein. Das ist aber auch die Geschwindig
keit des im Querschnitt senkrecht dal'unter flieBenden Wassel's . . Man 
erkennt: An Stellen, die senkrecht iibel'einanderliegen, ist 
die Geschwindigkeit des Pendels und des Wassers dieselbe. 
Die in Abb. 13 eingezeichneten Geschwindigkeitsvektoren deuten nach 
Richtung und GroBe diesen Sachverhalt an. G1. (9) gestattet die rechne
l'ische Ermittlung in jedem Quel'schnitt. 

Der·AusfluB in der Diise sei noch summal'isch verglichen mit dem 
Gleiten eines Korpers (Abb. 13), der reibungslos die Rohe H entlang 
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gleitet. Die Austrittsgeschwindigkeit des Wassers und die des Gleit
stiickes sind dann ebenfalls gleich Co ~ i2 gH. 

In einem weiteren Versuch (Abb. 14) werde nur mehr ein Rohr be
t1'achtet. Da ein dem Strom entgegengehaltenes Staurohr nach dem oben 
geschilde1'ten Verfahren genau die NiveaufHiche des GefaBes da1'stellt, 
gestattet diese Messung die Feststellung der Niveauhohe. Es leuchtet 
ein, daB es belanglos ist, ob der Druck nun tatsachlich durch das hohe1' 
liegende Wasserniveau emes GefaBes oder aber durch eine Pumpe oder dgl. 
erzeugt wird. Das Wasser besitzt hierfiir kein Erinnerungsvermogen und 
richtet sich nur nach dem Druck. Die Leitung habe in der Mitte einen 

Abb.14 . Veranschaulichung des Unterdruckes durch Berg- und Talbewegung eines festen Karpers. 
Die Kugel hat die gleiche Geschwindigkeit wie das senkrecht darunter flieJ3ende Wasser . 

Querschnitt, der kleiner als der Austrittsquerschnitt der Diise 
ist. Der Querschnitt sei im iibrigen SO geformt, daB die Niveauhohe der 
Steigrohren eine aus Abb. 14; erkennbare Kurve durchlauft. Wie sofort 
auffallt, ist an der engsten Stelle der Druck negativ. Es solI versucht 
werden, fiir diese iiberaus wichtige Erscheinung wieder eine Stiitze bei 
der Bewegung fester Korper zu finden. Durch die Kurve der Niveau
h6hen sei die Rutschbahn eines reibungsfrei gleitenden Korpers versinn
hildet. Die Geschwindigkeit an irgendeiner Stelle bestimmt sich wieder 
nach c = i2 g!Jh. Die Endgesch windigkeit kann somit nicht groBe1' 
sein als i2 gH; an der engsten Rohrstelle ist jedoch die Geschwindigkeit 
groBer, namlich y2g (H + h'), wo h' den Abstand der tiefsten Stelle bis 
2<ur Rohrmitte bedeutet. Bei dem al1schlieBel1den Steigen wird allerdil1gs 



Vergleich mit der Bewegung fester Korper. 13 

der UberschuB der kinetisclien Energie wieder in Hubarbeit umgesetzt. 
Genau so verhalt sich die Flussigkeit. Das beim letzten Beispiel Gesagte 
gilt auch hier. Die Geschwindigkeit des Wassers und des festen Korpers 
stimmen genau uberein. Wir Hnden soOOt: Der in einer Leitung 
erzeugte Unterdruck ist das genaue Seitenstuck zu dem 
Fallen und Steigen eines festen Korpers durch ein Tal. 

SchlieBlich soll in Abb. 15 das AbfluBrohr nach unten schrag abfallen. 
Die Querschnittsanderung sei die gleiche wie in Abb. 13. Wir beziehen 
aIle Hohen auf den Austrittsquerschnitt. Zunachst ist die Austritts
geschwindigkeit wieder leicht ZU bestimmen: Co = y2 gH. Ftir irgendeine 
Zwischenstelle gilt das Gleiche wie vorhel'. Die Senkung del' Druckhohe 
gegenubel' dem ursprtinglichen Niveau kann wegen der angenommenen 
Reibungslosigkeit nur dadurch entstehen, daB die Differenz gleich der 

Abb. 15. Bewegung in einem schrag abfallenden Rohr wird verglichen mit einem Fadenpendel. 
Die Kugel hat wieder die gleiche Geschwindigkeit wie das senkrech darunter flieBende Wasser. 

Fallhohe ist, die zul' Erzeugung del' Geschwindigkeit im Rohr notwendig 
ist. Mit diesel' Feststellung laBt sich leicht die folgende Gleichung auf
stellen, wenn wir gleichzeitig noch gemaB Gl. (1 und 9) ftir die Niveau
hOhen del' Steigrohren die Druckhohe ply einfuhren. 

1. + PI + ci 1. P2 + ca 
fbi - - = fb + - - = H = konst . 

y 2g 2 Y 2g' 
(11) 

Wir fassen zusammen: 
1. Ein der Stromung entgegengehaltenes Staurohr zeigt 

einenDruckan, del' identisch mit der gesamten Energiehohe 
des Wassers ist. 

2. Ein an del' Rohrwand ange bl'ach tes Steigrohr zeigt eine 
Druckhohe an, die gleich der potentiellen Energie an dieser 
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Stelle ist. Man spricht vom statischen Druck bzw. von der 
statischen Druckhohe. 

3. In einer geraden Rohrleitung kann die Geschwindig
keit festgestellt werden durch Messung des Wanddruckes 
und des Gesamtdruckes (durch ein dem Strom entgegengerichtetes 
Staurohr). Die Differenz beider Druckhohen, auch Geschwin
digkeitshohe genannt, ist die Fallhohe, die notwendig ist, 
urn die Rohrgeschwindigkeit zu erzielen. 

Es werde bereits hier die Vereinbarung getroffen, den Druck senk
recht zur Stromungsrichtung, d. h. den Wanddruck beieiner Rohrleitung, 
statischen Druckund den Druck in Richtung der Stromung Gesamt
dru ck zu nennen. 

5. Allgemeine Bewegungsgleichungen. 
Wahrend bisher die Stromung in einer geschlossenen Rohrleitung be

handelt wurde, solI jetzt der allgemeine Fall der freien Stromung voraus
gesetzt werden. 

Wir denken uns eine Stromung zwischen zwei parallelen Wanden und 
wollen die Bewegung durch Stromlinien darstellen. Darunter versteht 
man die Bahnen, die die einzeInen Fliissigkeitsteilchen zuriicklegen. Wjr 
denken uns solche Bahnen eingezeichnet, daB zwischen ihnen immer die 
gleiche Menge stromt. Set:z;en wir zunachst Reibungslosigkeit voraus, so 
konnen diese Bahnen durch feste, reibungsfreie Wande erset:z;t werden. 
Auf diese Weise ergibt sich von selbst der AnschluB an die anfanglichen 
Ausfiihrungen iiber die Stromung in einer Rohrleitung. Neu ist nur die 
Kriimmung der Bahnen, die durch die Kriimmungsradien festgelegt 
sein solI. 

Wir grenzen ein kleines Teilchen von den Abmessungen LIs, LIn, b' 
(b' Breite senkrecht :z;ur Zeichenebene) ab und untersuchen das Gleich
gewicht in der Bewegungsrichtung. Hier:z;u muB der Newtonsche Satz 
Kraft = Masse x Beschleunigung angewandt werden, wobei wir 
annehmen, daB das Teilchen als fester Korper behandelt wird. Dies 
ist dann moglich, W'enn innerhalb des Teilchens keine merklichen Ge
schwindigkeitsunterschiede und Verschiebungen auftreten. Bei hin
reichend kleinen Abmessungen ist diese Bedingung erfiillt und wird genau 
stimmen, wenn wir nachher zu unendlich kleinen Abmessungen iiber
gehen. 

In der Newtonschen Gleichung ist bekanntlich die Summe aller 
auBeren Krafte einzusetzen. Diese Krafte konnen leicht angegeben 
werden. 

a) Druckkrafte. Senkrecht auf alleOberflachendesTeilchenswirkt 
ein statischer Druck, der in Abb. 16 angedeutet ist. Da wir annehmen 
miissen, daB dieser Druck entlang dem Stromfaden sich andert, wird auf 
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die Vorderseite des Teilchens ein ~nderer Druck wirken als auf die Ruck
seite. Der Unterschied bewirkt eine auJ3ere Kraft. Wenn z. B. nach 
Abb. 16 del' Druck in Stromungsrichtung abnimmt, so ist .,1p nega
tiv, und es ergibt sich eine 
beschleunigende Kraft: - .,1 p 
. .,1n . b' in der Stromungsrich
tung, wobei das Vorzeichen da
durch £estgelegt ist, daB wir die 
Stromungsrichtung und die Zu
nahme aller GroBen in diesel' 

z 
Richtung positiv wahlen. Da p 
eine Funktion von s ist, konnen 

wir auch schreiben .,1p = ~~ . .,1s. 

Hiermit ergibt sich in del' Stro
mungsrichtung folgende Druck
kraft: 

- ?s . .,1s . .,1n . b' . 

b) G e w i c h t s k 0 m po
n e n ten. In del' Stromrohre 
nach Abb. 16 bewegt sich das 
Teilchen nach unten. Zerlegen 
wir das Gewicht .,10 in zwei 

Abb. 16. Teilstiickeiner Stromung. Darstellung der 
Druc1.-verteilung nm ein kleines Teilchen. 

Komponenten, so erkennt man, daB die Komponente .,10 . sin ~ in der 
Stromungsrichtung !}ls auBere Kraft wirkt. Beruck.sichtigen wir noch 

sin ~ = - ~ und .,10 = .,1s . .,1n . b' . y, so erhalten wir als weitere auBere 

Kraft 
az 

- .,1s . .,1n· b' . Y . -. a.s 

Nunmehr konnen wir in die Gleichung [P= m· b) einsetzen, wenn 

wir noch die Beschleunigung b = :; und die Masse .,1m = .,1s . .,1n· b' . ylg 

berucksichtigen: 

- Op ·.,1s ·.,1n·b' -.,1s· .,1n .bl.y~ = .,1s· .,1n· b' ·1.. ~ 
~ ~ g~ 

ap az y de (12) 
- a.s - y . as = g Iii . 

a) St;:ttionare Bewegung. 

Es ist zweckmaBig, Gl. (12) fiir bestimmte Sonderfalle getrennt zu 
behandeln. Zunachst set7;en wir eine stationare Bewegung voraus. Hier
unter verstehell wir eine StrorilUllg, bei del' die Geschwilldigkeit an einem 
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Ort zeitlich konstant bleibt und sich nur von Ort zu Ort andert. Damit 
ist e eine Funktion vom Weg 8, so daB wir schreiben konnen: 

de oe dB oe 
(fi=ff8' lit =ff8·e. 

Nehmen wir noch weiter eine inkompressible Flussigkeit an, so ist y 
konstant, und die Gl. (12) laBt sich leicht integrieren. 

hieraus 

op OZ y oe 
-OS-Y08 =(1 as· e , 

-oP-yoz = j' e·oe. 
g 

Die Integration ergibt C - P - Y . z = 2Yg e2 

oder 
Y 

P + y . z + 2i e2 = P = konst., 

(13) 

(14) 

indem fur die Konstante gemaB der Dimension ein Druck P eingesetzt 
wurde. 

Die Division mit y ergibt noch eine andere Form: . 
PlY + Z + e2/2 g = PlY = H = konst. (15) 

Dies ist aber die gleiche Beziehung, die in einfacherer Weise schon S. 13 
abgeleitet wurde. Nunmehr wissen wir, daB diese Beziehung allgemein, 
d. h. auch bei der freien Stromung, gilt. Es handelt sich um die Bernoul
lische Gleichung i . Diese besagt auch, daB die Energie konstant ist. 
Die einfachere Ableitung in Gl. (9) entsprach der Benutzung des ein
fachen Energiesatzes der Mechanik. 

FUr den praktischen Gebrauch ist die Bezugnahme auf zwei ver
schiedene Stromungsquerschnitte 1 und 2 manchmal zweckmaBig. 

PI + y' ZI + ;g e~ = P2 + y . Z2" + ;g e~ = P = konst., (16) 

PI/Y +ZI +e~/2 g = P2/Y + Z2 + e:/2 g = H = konst. (17) 
Bewegt sich die Flussigkeit auf einer horizontalen Ebene, so ist wegen 

ZI = Z2 folgende einfachere Form gilltig: 

p + ;g e2 = P = konst. (18) 

ply + e2f2 g = H = konst. (19) 

1 Bernoulli, Daniel: Hydrodynamica. StraBburg 1738. Die einfache Form 
der Bewegungsgleichung, "Bernoullische Gleichung" genannt, wurde von Ber
noulli 1738 gefunden. Der Begriff des Flussigkeitsdruckes wurde ebenfalls schon 
von Bernoulli verwendet, aber erst von Euler (1755) in seinem ganzen Umfang 
erkannt. Von Euler stammen auch die allgep!,eineren Gleichungen, die meist 
"Eulersche Gleichungen" genannt werden. . 
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oder: 

oder: 
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(20) 

(21) 

Ob man mit dem Druck oder mit der Druckhohe arbeitet, ist an 
und fiir sich gleichgiiltig. Bei Flussigkeiten kann let~tere unmittelbar 
sichtbar gemacht werden und verdient aus Griinden der Anschaulichkeit 
den Vorzug. Bei Gasen ist dies nicht moglich; man stellt den Druck 
durch Manometer fest und rechnet daher zweckmaBig mit Drucken. 
Aus diesen Griinden sind beide Formen der Bernoullischen Gleichung 
praktisch notwendig und oben ~usammengestellt. 

b) Die Bernoullische Gleichung fur die Rotationsstromung. 

FUr die Bediirfnisse des Kreiselmaschinenbaues interessiert noch eine andere 
Form der Bernoullischen Gleichungl. Sind bei einem rotierenden System, z. B. bei 
einem Schaufelrad, u die Umfangsgeschwindigkeit, w die Relativgeschwindigkeit 
und p der statische Druck an irgendeiner Stelle, so gilt fiir die reibungslose Stro
mung die Beziehung: 

PIty + wU2 g- uU2 g = p 2ty + wV2 g - uV2 g. (22) 

c) Nichtstationare Stromungen. 

Andert sich an einem Ort die Geschwindigkeit noch mit der Zeit, so spricht man 

von einer nichtstationii.ren Bewegung. Die Beschleunigwig :~ eines Teilchens 

unterscheidet sich dabei von der Geschwindigkeitsa.nderung, die an einem festen 
Ort beobachtet wird. Betrachten wir die Geschwindigkeitsa.nderung, wenn wir um 
den Weg ds weitergehen, so ist zu beriicksichtigen, daJl hierbei die Zeit sich um dt 
und in dieser Zeitii.nderung an jeder Stelle auch die Geschwindigkeit sich andert. 
Es ergibt sich somit eine Orts- und eine Zeita.nderung von de nach folgender Be
ziehung: 

oe oe 
de = os' ds+ at" dt. 

Hieraus de oe ds oc oe oe 
di= os' /It+ at= e' os+ at· 

Hier bedeutet re die absolute Beschleunigung, die ein Teilchen er

fahrt, wii.hrend ~ anzeigt, wie sich an einem festen Ort die Ge

schwindigkeit mit der Zeit a.ndert. 
Durch Einsetzen in G1. (12) entsteht: 

op oz y [ oe oel] 
- os - Yos = g e' os+ at ' 

hieraus 

- op - y oz = ~ e oe + ~ . ~. os . 

1 Ableitung s. z. B. Eck: Ventilatoren. Berlin: Julius Springer 1937. 
Eck, Stromungslehre. 2 
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Die Integration ergibt: 
8 

Y Y file P+Y'z+ 2g o2+ g a-t d8 =O=P. 
o 

(23) 

Der Index 0 bezieht sich dabei auf die Stelle, wo die f'xeschwindigkeit Null ist, z. B. 
auf den Kessel bzw. Behii.lter, aus dem die Stromung durch "Oberdruck eingeleitet 
wird. 

Auch hier Bollen noch weitere fUr den praktischen Gebrauch notwendige For
meln zusammengestellt werden. 

8 

P 0 2 1 file P -+21+-+ - il-d8=-=H 
Y 2g got Y 

(24) 

(25) . ~ 

. P1 cr 1 Jile d P2 c~ 1 Jilo - + 211 + 2"" + - at 8 = - + 212 + 2 - + - at d8 Y g go Y g go 
(26) 

Der Unterschied gegeniiber der stationii.ren Stromung besteht also in dem G lied: 
8 . 

1_ J~ile dB • Dieser Ausdruok beriioksiohtigt die Besohleunigung. 
g t . 

o 

<.1) Ableitung bei veranderlicher Dich teo 
Bei Gasen andert sich mit dem Druck die Dichte. Auch in einer 

Stromung treten nach der Bernoullischen Gleichung Druckanderungen 
auf, sodaS also ein EinfluS auf die Gesamtbewegung zu erwarten ist. 

Wir konnen dies dadurch beriicksichtigen, daB wir in G1. (13) r als 
treranderlich betrachten: 

ilp 1 
- - - ilz = - cilc Y g' 

indem wir uns hier auf stationare Rewegungen beschranken. (Bei 

gleichbleibender Hohe, d. h. ilz =0, ergibt·sich ~ ilp = ~ CilC). 
Y y 

Die Integration ergibt: 

c2 fdP 
2 g + z + :y = 0 = H . (27) 

Statt der Druckhohe p/y erhalten wir somit das Integral J;, das von 

der thermodynamischen Zustandsa.nderung abhangt. 
Da bei Gasen die Hohenanderungen prozentual meist keine Rolle 

spielen, geniigt fast immer die Gleichung: 

c2 fdP 
2g+ y=H. (28) 

Hieraus entstehen noch folgende Gebrauchsformeln: 
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1 2 

'112 j'dP "/2 f' dp C;I g + Y = c; g + y' 
o 6 

(29) 

1 

oder: 2g j"d: . (30) 

2 

Fiir den Idealfall der reibungslosen Stromung ist der Zusammenhang 

zwischen p und y durch die Adiabate .1? = ~ gegeben. Denn eine innere 
yx Yo" 

Reibung wiirde eine zuge£Uhrte Warme bedeuten, die gerade bei der 
Adiabate ausgeschlossen ist. Das Integral ist dann leicht auszurechnen. 
So ergibt sich eine abgeanderte Bernoullische Gleichung: 

ci + ~ E! = c~ + -.!'_ ~ . 
2 g :>.:-1 Yl 2 g :>.:-1 Y2 

(31) 

(Weitere Einzelheiten im Abschnitt: Gasdynamik.) 

e) Unterdruck. 
Obschon viele Erscheinungen rein auBerlich den Eindruck erwecken, als ob 

eine Fliissigkeit bzw. ein Gas eine Flache ansaugen konnte, ist diese Auffassung bei 
na.hererBetrachtungunrichtig. Fliissigkeiten und Gase konnen immer nur 
Druckkrafte auf eine Flache ausiiben. Saugkrafte wiirden Zugspannungen 
entsprechen, die bei Fliissigkeiten und Gasen unmoglich sind. 

----------A 

• \hh. t;, KriHtp,plc! 111'1111 Auftrr·t.·" 
dill' l:ntrnlrurkc. 

/ 

,,, ... :--~'------ .... 

Abb. I 

Tritt z. B. in einem verengten Rohr (Abb. 17) bei A ein "Unterdruck" auf, so 
beaagt daa nur, daB die Fliissigkeit im Innern einen kleineren Druck auf die Wand 
ausiibt ala die auBere Atmosphare. 

Die praktischen Auswirkungen der Bernoullischen Gleichung sind bei vielen 
Problemeninfolge Wirkung des Unterdruckes ,oft besonders ausgepragt. 
Ein Studium solcher Vorgange ist vor aHem zur Entwicklung der Anschauung dem 
Anfanger dringend zu empfehlen. 

Blast man z. B. nach Abb.18 zwischen zwei Postkarten, die man vorher 
iiber einer Tischkante leicht gebogen hat, hindurch, so schlagen die Karten zu
sammen. In der behelfsmaBig gebildeten Diise ergibt sich am engsten Quer
schnitt ein kleiner Unterdruck, del' voll ausreicht, urn die Karten zusammen
schlagen zu lassen. 

2* 
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Halt man nach Abb. 19 einen Daumen an den Wasserstrahl einer Wasserleitung, 
so beobachtet man deutlich, wie del' Strahl angesaugt wird. Er laBt sich auf 
diese Weise deutlich aus seiner Richtung lenken. 

1m Luftstrahl schwebende Balle 1 zeigen recht auffallige Erscheinungen. Ein 
Ball wird nach Abb. 20 vom Luftstrahl angesaugt. Mit einer Federwaage lassen 
sich die ziemlich erheblichen Saugkrii.fte nachweisen. Durch eine Geschwindigkeits-

Abb. 19. Ablenkung 
eines frei fallenden 

Wasserstrahles durch 
gewi:ilbte Daumenflache. 

II 

\ 

\"". ~II . KII~"I wirrl \'on 
""(ht rnhlllll/l",nu~t. ,",'r
'''''''hn llUdHl''1( dpr hi rl,..1 

1111 rt rl'tl',ul"" J\ rii (tp . 

messung mit dem Prandtl-Rohr lii.Bt sich leicht nachweisen, daB in del' Nahe des 
Balles eine groBe Ubergeschwindigkeit herrscht. Der entsprechende Unterdruck 
ist nach Abb. 19 ebenfalls leicht nachzuweisen. 

Eine Platte wird von einem Luftstrahl angesaugt, wenn man sie einer Diise 
nahert (Abb. 21)_ Die Wirkung kommt dadurch zustande, daB im inneren Ring

Abb. ~l. Frei rotierender 
Turbinenlaufer, bestehend 
aus einer Platte, auf die 
spiralfi:irmig Faden auf-

geklebt sind . 

spalt die groBte Geschwindigkeit vorhanden ist, die 
nach auBen wegen der zunehmenden Querschnitte wie
der abnehmen muB. Da auBen Atmospharendruck ist, 
muBalso imRingspaltUnterdruck herrschen. Die Saug
kraft des Ringes wird vom Uberdruck in del' Mitte und 
dem Plattengewicht im Gleichgewicht gehalten. Die 
Platte schwebt merklich federnd in kurzer Entfernung 
iiber del' Diise. Bringt man nach Abb.21 spiralformige 
Flachen auf, so entsteht ein frei rotierender Turbinen
laufer. 

£) Der Staudruck. 
Wenn in einer Stromung die Gesch\\indigkeit 

durch irgendein Hindernis auf Null abgestoppt wird, 
so entsteht an dieser Stelle eine Druckerhohung, in
dem kinetische Energie in Druck umgesetzt wird. 
Bei den Betrachtungen von Abb. 12 ist diese Fest
stellung bereits getroffen worden. An einem umstrom
ten Korper nach Abb. 22 tritt das Gleiche ein. Durch 

1 Siehe auch E c k: Del' freischwebende Ball, ein einfaches experimentelles Aus
kunftsmittel. Luftfahrt und Schule 1931>, S. 59; auch E ck: Stromungslehre Bd. II. 
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die sog. "Verzweigungsstromlinie" wird die Stromung in zweiHalften geteilt. 
Die Verzweigungsstromlinieselbstlauft auf den sog. "Staupunkt" auf. An dieser 
Stelle ist die Geschwindigkeit gleich Null. Nach Gl. (20) ist 

PI + f wi = P2 + t 02, d. h. PI - P2 = t wi. Diesen Druckzuwachs infolge Ab

stoppens der Geschwindigkeit nennt man Staudruck und benutzt hierfiir hau
fig die Bezeichnung 

12 2 Y 2 q= 2W1 = TgWl (32) 

Beispiel. Wie groB ist der Druck im Staupunkt 
einer Bombe, die aus 3000 m Hohe auf ·Wasser auf
schlagt? 

Ohne Luftreibung ist die Aufschlaggeschwin
digkeit 

W = ]/2 gh = jl2' 9,81' 3000 = 243 m/s. 

Abb. 22. Verzweigungsstromlinie 
und Stanpnnkt bei einem 

umstromten Korper. 

Mit Yw = 1000 kg/m3 ergibt sich 
1000· 2432 

q = 2. 9,81 = Yw . h = 1000· 3000 = 3· 106 kg/m2-+ 300 at. 

Beispiel. Der London-Edinburgher Schnellzug, der ohne Halten durchiahrt, 
erganzt das Kesselwasser der Lokomotive, indem ein Staurohr in einen neben den 
Schienen befindlichen Wassergraben getaucht wird. Welchen Druck wiirde man bei 
geschlossener Leitung in dem 3,5 m iiber Wasserniveau befindlichen AusfluBstiick 
feststellen bei einer Zuggeschwindigkeit von 108 km/Std. d. h. einer Geschwindig-

k . 108 3 
eit von c = 3,6 = 0 m/s. 

NachGl.(16u.32)ergibtsichLlp= ~~. c2-3,5' yW= 1~~0~':~2 -3,5' 1000, 

Llp = 42330 kg/m2 -+4,23 atii. 

LieBe man das \Vasser senkrecht nach oben ausspritzen, so wiirde ohne Reibung 

. St' h"h c2 302 4~ 8 . ht d eIlle eig 0 e von 2 g = ,2:"" 9,81 = D, m errelC wer en. 

g) GasausfluB aus· einem Behalter. 
Stromt aus einem groBen Behalter durch eine Di.i.se ein Gas aus, so folgt die 

AusfluBgeschwindigkeit nach Gl. (18). Po = P + ~ c2 [Po absoluter Druck 

im Behalter]. 

Hieraus 12 1/'2.LlP Po-P= Llp= 2"c2 ; hieraus c= -12--

Die Gleichung gilt nur bis zu Geschwindigkeiten von etwa 100 m/s. Dariiber 
hinaus macht sich die Zusammendriickbarkeit bemerkbar. S. 18. Fiir die Normal
atmosphare ist y/g = 1/8. Damit erhalten wir die einfache Gleichung: 

c = 4 jlLlp [mm WS]. (33) 

FlieBen unter gleichen Bedingungen zwei Fliissigkeiten bzw. Gase mit den 
spez. Gewichten Yl und Y2 aus, so verhalten sich die Zeiten, in denen gleiche Volu
mina ausflieBen, umgekehrt wie die AusfluBgeschwindigkeiten. Hieraus folgt: 

!.! = 11'2 = V2 g Llp/Y2 = VYI . 
t2 WI jl2 g ,jp/YI Y2 
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Die AusfluBzeiten verhalten sich somit wie die Wurzeln aus den spez. Gewichten. 
Diese Beziehung wird oft zur Bestimmung des spez. Gewichtes von Gasen benutzt. 
(Gerat von Bunsen·Schilling.) 

Beispiel. Die menschliche Lunge kann bei geschlossenem Munde einen tiber· 
druck von etwa 1300 mm "VS erzeugen, wahrend beim Blasen im Munde nur etwa 
200 mm WS gemessen werden. Welche groBte Blasgeschwindigkeit ergibt sich 
hierbei, wenn als mittlere Massendichte yJg = 1/8 gewahlt wird? 

Aus Gl. (33) folgt: c = 4· fLIp = 4· y200 = 56,6 m /s . 

h) Weitere Beispiele. 
Beispiel. Anordnung nach Abb. 23: PI = 0,1 atii -+ 1,1 ata; c1 = 4m/s . 

Der U nterdruck an der Stelle 2 ist zu bestimmen a) fiir Wasser, b) fiir Luft als Durch
fluBmittel. --

2 v()m.Ae~== 
~ 1;: -- ~ ~ 

I '"' --
Abb.23. Abb.24. 

a) Fiir Wasser ist nach der Kontinuitatsgleichung: 

c2 = c1 (d 1/d2 )2 = 4· (20 /14)2 = 8,16 m /s; 

P + y- 2 - + y 2. hi A Y (.") 1000 (8 62 , 
1 '2gC,-P2 2g C", eraUSLJp=PI - P2=2g C2-Cj = 2'9,81 ,1 - 4-) 

= 2570 mm WS; P2 = PI - LIp = 1,1-0,257 = 0,843 ata. 
Unterdruck 1,0-0,843 = 0,157 atii bzw. 1570 mm WS. 

b) Luft von 15° C 

P 11000 _ 3. 
YLuft = R. T 29,3' 288 - 1,3 kg 1m , 

wie unter a) LI - ...L ( 2_ 2) - 1;3· 50,6 - 3 35 l·lrs p - 2 g c2 cJ - 2. 9,81 - , mm, , 

P2 = Pl- LIp = 11000 - 3,35 = 10996,65 mm WS-+ 1,0997 ata. 
Die MeBstelle zeigt somit bei Luft 996,65 mm WS Uberdruck an. 

Beispiel. Ein Tragfliigel wird im Windkanal mit einer Geschwindigkeit von 
C = 40 mls angeblasen (Abb. 24). An der Stelle R wird ein Unterdruck von 300 mm 
WS gemessen. Wie groB ist die Geschwindigkeit an dieser Stelle? Yl2 g = 1/16. 

hieraus 

P + ...L . c2 -- P + y . c2 
1 2 g J - 2 2{j 2, 

c2 = l/;-;Pl y P2 + cr; c2 = 1' 300· 16 + 402 = 80 m/s. 

Beispiel. Das Saugrohr einer Turbine hat eine Rohe von 4 m iiber dem 
Unterwasserspiegel. Der Eintrittsdurchmesser ist 1 m, der Austrittsdurchmesser 
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1,4 m. Die Austrittsgeschwindigkeit betragt 4 m/s. Wie groB ist der Unterdruck 
bei d 1 ? 

Aus der Stetigkeitsgleichung folgt: 

c1 = c2 (~r = 4 (\4y = 7,84 m/s. 

Bernoullische Gleichung, bezogen auf das untere Wasserniveau: 

+ y, h + +Y 2 . P2 2 g c2 = . Y PI 2 g c, , 

da P2 = lOOOO kg/m2 (Atmospharendruck), ist in dieser Gleichung alles bis auf PI 
bekannt. 

PI = P2 - h· Y + ; g (C~ - cn ; 
'PI = 10000-4000 + 2 ~:1 (42 -7,842) = lO000-4000- 2310 = 3690 kg/m2 

~ 0,369 at. 
Der Unterdruck ist somit 1-0,369 = 0,631 at. 

Wenn der DurchfluB durch das Saugrohr aufhOrt (Abstellen der Turbine, wo
bei die Turbine mit Wasser gefiillt bleibt), ist c i = C2 = O. Es bleibt dann nur mehr 
der statische Unterdruck 0,4 at. Beim DurchfluB tritt also eine erhebliche Vergro-
Berung des Unterdruckes ein. -

I 

~ 

Abb. 25. Anordnung des Saugrohres 
einer Kaplanturbine. 

Abb. 26. Druckverteilung in einem Abfalirohr, in 
dem an einer Stelle das Vakuum erreicht wird. 

i) AbreiBen der Stromung in einem Abfallrohr. 

Der physikalische Wirkungsbereich der AusfluBformel Co = Y 2 g H hat seine 
Grenzen. Betrachten wir z. B. nach Abb. 26 einen offenen WasserbeMlter, aus dem 
das Wasser durch ein senkrechtes AbfaHrohr abla.uft, so erkennt man zun3.chst, daB 
an der Wass"eroberflache und am Austritt der Druckgleich dem AtmospMren
druck ist. Die Austrittsgeschwindigkeit miiBte gemaB Gl. (8) Co = y2 g (hI + h2) 

sein. Ob diese Geschwindigkeit erreicht wird. hangt nun davon ab, ob an irgend
einer Stelle das Vakuum (genauer der Dampfdruck) auftritt. Diese Moglichkeit ist 
beim Einlauf des Abfallrohres vorhanden. Dies ist die Stelle des kleinsten Druckes, 
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der von da ab nach unten Wieder bis zum Atmosph.ii.rendruck zunehmen mull. FUr 
die Geschwindigkeitserzeugung an dieser Stelle steht neben dem Uberdruck 11,1' Y der 
ganze Atmosphiirendruck Pa, d. h. Pa+ 11,1' y, zur Verfiigung, wenn gerade das Vakuum 

erreichtwird. Damitwird Cmu = V 2 g ( ~a + 11,1)' Ob diese Geschwindigkeit er

reicht wird, hiingt von der Lange des Abfallrohres ab. Nach S. 10 ist die Austritts
geschwindigkeit Co = t2 g (11,1 + hal. 1m Grenzfall sind beide Geschwindigkeiten 
gleich, woraus folgt 

y2 g (1.1 + 11,2) = V 2 g (~a + 11,1) , hieraus 1.2 = ~a = 10 m. 

Das Abfallrohr wird somit bei rund 10 m Lange die gro.Bte Geschwindigkeit ergeben, 
die iiberhaupt moglich ist. 1st das Rohr langer, so reillt die Stromung ab. Hohl
raumbildung ist die Folge. 

Wenn jedoch, wie in Abb.26, der Austrittsquerschnitt gedrosselt wird, kann 
das Abfallrohr lii.nger sein. Auch hier gilt fUr die Austrittsgeschwindigkeit 
Co = y2 g (11,1 + 11,2); ebenfalls wird an der gefahrdeten Stelle maximal Ilmax/Rohr 

= V 2 g ( ~ + 1.1) moglich sein. Infolge der Austrittsverengung am Austritt ist 

hier jedoch Co > Cmax/Rohr. Der Druckverlaufist in Abb. 26 dargestellt. Istf1 der 
Rohrquerschnitt und fa der Drosselquerschnitt, so ist nach der Kontinuitats
gleichung Cmax/Rohr • f1 = co· fa. Wahlen wir Z. B. ein Abfallrohr VDn ha = 20 m 
und 11,1 = 3 m, so ergibt sich: 

hieraus 

f1 _ y~ = 1/20 + 3 _ 1 33 
fa - pa + 11, V 10 + 3 - , , 

Y 1 

d. h. die Grenzgeschwindigkeit wird erreicht, wenn der Rohraustritt im Verhiiltnis 
1: 1,33 verengt wird. Eine weitere Vergro.Berung desAustrittsquerschnittes bringt 
keine Geschwindigkeitsvergro.Berung mehr. 

k) Beispiel fur nichtstationare Stromung. 
Eine Kolbenpumpe soll nach Abb. 27 aus einem Behiilter durch eine 50 m lange 

Leitung Wasser ansaugen. Wie ist der Druck entlang der Rohrleitung verteilt, bei 
welcher Umfangsgeschwindigkeit bzw. bei welcher Drehzahl tritt Vakuum in der 
Leitung auf, wol;lei die Wassersaule abreillen wird? 

Wenn wir die endliche Schubstangenlii.nge vernachlii.ssigen, folgt die Kolben
geschwindigkeit C bekanntlich der Funktion . 

c= r' w· sinwt= u· sinwt (uUmfangsgeschwindigkeitdesKurbelzapf~ns). 

Ma.Bgebend ist Gl. (24) 

S a 
P=po+H.y=p+! c2 +eJ a~d8. 

g 0 

Da die Rohrleitung gleichbleibenden Durchmesser hat, miissen C und ~~ an allen 

Stellen zur gleichen Zeit den gleichen Wert haben. Es ist: 
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oc So S S 

(fl = u· W' cos wt und J cit ds = J U W· cos wt ds = U· W· cos wt f ds 
o 0 0 

= U· W· (cos wt ). s. 

Set zen wir dies in obige Gleichung ein, so ergibt sich fUr den Druck p: 

P = P + H . y - L.. u2 • sin2 wt - L.. u2 cos wt· ~ . 
o 2g 2g r. 

A 6 
Abb.27. Druckverteilung in einer Leitung bei nichtstationarer ~trijmung. 

FUr einen gegebenen Augenblick, d. h. t = konst., ist der Druck somit eine lineare 
Funktion von der Lange 8. Wie in Abb. 27 angedeutet, sinkt der Druck lineljtr nach 
der Pumpe zu. Man erkennt leicht, daB zeitlich die groBte Drucksenkung eintritt, 
wenn cos wt = 1 ist. Dabei ist das Glied sin wt = O. Damit erhalten wir: 

y 2s 
Pmiu = Po+ H· y- '2g' u2 • r; 

fUr Pmin = 0 erhalten wir 

Umax = }I Po + H· y . 
L.. '2~ 
2g r 

Dies ist die groBte Geschwindigkeit, die die Pumpe annehmen darf, ohne daB die 
Wassersaule abreiBt. 

Setzen wir fUr ein Beispiel die Zahlen H = 4 m; Po = 10000 kg jm2; r = 0,1 m 
ein, so ergibt sich fUr den Fall, daB wir an der Kolbenpumpe Vakuum, d. h. P = 0, 
annehmen: 

Umax - . 100 - 0,5~4 s . 
_ y 14000 _ ? ~ 

51 0,1 

Dies entspricht einer Drehzahl von 

n = 50,ljmin. 

Die R 0 h r rei bun g wurde bei derBerechnung vernachlassigt. Tatsachlich spielt 
sie hier keine Rolle. Man kann dies leicht erkennen, da die groBte Beschleunigung, 
die fUr obiges Beispiel maBgebend ist, in der Totlage des Kolbens auftritt. Hier ist 
aber c = 0, sodaB die Reibung in diesem Augenblick ganz ausgeschaltet ist. 

Der Vorgang kann durch Zwischenschaltung eines Windkessels gemildert wer-
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den. Dadurch wird verhindert, daB die Wassersaule bei jedem Hub ganz zur Ruhe 
kommt und immer wieder von neuem beschleunigt werden mull. 

6. Krafte senkrecht zur Stromungsrichtung. 
Wodurch konnen Druckanderungen senkrecht zur Stromungsrichtung 

iiberhaupt auftreten? Offenbar nur durch Zentrifugalkrafte, die durch 
die Bewegung der Luftteilchen auf gekriimmten Stromlinien entstehen. 
Diese Zentrifugalkrafte miissen durch Druckkrafte aufgenommen werden. 
Man erkennt, daB deshalb der Druck in Richtung der Normalen nach 
auBen zunehmen muB. Bewegt sich ein Massenteilchen L1m auf einem 
Kreise vom Radius R mit der Geschwindigkeit c, so ist die senkrecht zur 

Bahn auftretende Zentrifugalkraft Llm~ c2 (Abb. 16). Es ist gleich

giiltig, 0 b die Masse durch einen festen Korper oder eine 
Fliissigkeit gebildet wird, wenn nur dafiir gesorgt wird, 
daB ein hinreichend kleines Teilchen gewahlt wird, in dem 
die Relativverschie bungen sehr klein sind. In unserem Faile 

ist L1m = L b' ·L1s ·L1n. Ein trberdruckL1p= ooP • L1n auf die Flache b' ·L1s g n' , =e wirktde, Zentdfug_ en<gegen. 
21 Die Gleichsetzung dieser Krafte 

2mg . 'bt ---.J.-; -- -.' ::;-- __ ergl : 
. ~ y ~ b' · L1s . - . L1n = - b' . L1s . L1n .-on ,g R 

Abb. 28. Reibungsireie Umstromung elnes 
Zylinders. 

op y 0 2 

on = g R' (34) 

Diese Gleichung gestattet uns, die Druckanderung in der Normalrichtung 
auszurechnen. 

FUr R = 00, d. h. ffir gerade Stromlinien, ist * = O. In diesem 

FaIle findet somit keine Druckanderung senJcrecht zur Bewegungsrichtung 
statt. Eine Nutzanwendung jst folgende: In einer Rohrstromung ist der 
Dr~ck im Innern des Querschnittes genau so groB wie am Rande. Der 
Wanddruck, der leicht zU messen ist, ist somit identisch mit dem Druck 
im ganzen Querschnitt. 

Beispiele mogen die Verwendbarkeit der Gleichung zeigen. 

Beispiel. Die reibungsfreie Umstromung eines unendlich langen Zylinders 
(Abb. 28) ergibt an der Stelle 2 eine Geschwindigkeit 2 c, wenn c = 2 m/s die Ge
schwindigkeit der ungestorten Stromung im Unendlichen istl. Um wieviel andert 
sich der Druck, wenn wir von der Stelle 2 urn 5 mm weiter nach . Stelle I gehen? 
G1. (34) schreiben wir als Differenzgleichung. 

y c2 
LIp = LIn· g' R . (35) 

HieristLln= 5mm;c= 2u= 4m/s;R=5cm;u= 2m/s. 

1 Der Beweis diesel' V oraussetzung wird auf S. 45 folgen. 
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Wir setzen diese Werle in G1. (35) ein und erhalten: 

1000 42 

LIp == 0,005 9,81' 0,05 = 163 mm WS. 
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Beispiel. In einem rechteckigen Krfunmer (Abb.29) soIl der Druckunter· 
Bchied zwischen der innern und der auBeren Kriimmung berechnet werden, wenn 
Luft mit c = 15 m/s durchstromt. 

LIn = 0,1 m, ylg = 1/8; Ri = 200 mm; Ra = 300 mm. Als 
Kriimmungsradius wird das Mittel eingesetzt: 

R = (200+ 300)/2 = 250 mm, 
y c2 0,1' 152 

LIp = Lln gR = 8. 0,25 = 1l,25mm WS. 

Die Rechnung kann natiirlich nur als Naherungsrechnung 
betrachtet werden. In solchen Fallen ist sie aber von groBem 
Wert. Abb.29. 

7. Vbergang von einer Stromlinie zu der Gesamtstromung. 
Nach G1. (15) war H innerhalb einer Stromrohre konstant. Anderl sich nun H, 

wenn wir zu der Nachbarstromlinie iibergehen? Mathematisch gesprochen, heiBt 

dies: 1st ~ gleich Null oder von Null verschieden? 

Physikalisch ist diese Frage sofort zu beantworten. Setzen wir Reibungslosig
keit voraus, so muB H nach dem Energiesatz fiir aHe Stromrohren konstant sein. 
Die mathematische Fassung dieses Sachverhaltes ist trotzdem'nicht iiberfliissig, 
weil dadurch weitere wichtige Zusammenhii.nge aufgeklii.rt werden. 

Aus G1. (19) ergibt sich: 

oH _ 2. op + ~ oc. c 
on-yon gan . 

Wir beriicksichtigen 

und erhalten: 

(36) 

Da nun c nicht gleich N uH sein kann, entscheidet der Wert von i + ~ unsere Frage. 

Die physikalische Deutung dieses Ausdruckes ist nun ebenso wichtig wie auf
schluBreich. 

Wiirde das betrachtete Massenteilchen b'· LIs· LIn sich um den Kriimmungs
mittelpunkt mit der Umfangsgeschwindigkeit c als starrer Korper drehen (Abb. 16), 

so ware die Winkelgeschwindigkeit w' = i. Da jedoch unabbii.ngig hiervon c in 

R · ht d N I A· OC A • t 'bt' h' " 10 ung er orma en um LlC = 'on' LIn zummm ,ergl SIC erne weltere 
Drehungum 

Der 'Wert 

" oc 
w = an" 

- ,',,, C + oC 
W=W ,(J) ==OR on 

ist somit die Drehung des Teilchens. 



28 Bewegungslerue. 

Da bei Reibungslosigkeit ~! = 0 sein mU£, ist auch wegen 

a:! = fr~ + ~: l= ; .OJ 

die Drehung der Teilchen gleich Null. 

8. Drehungsfreie Kreisbewegung. 
Die Drehung eines kleinen Teilchens kann nur durch Tangentialkrafte 

eingeleitet werden. Um z. B. einen kleinen Kreiszylinder nach Abb. 30 
zu drehen, sind Schubspannungen notwendig. Solche entstehen in einer 
Flussigkeit nur durch Reibung. Setzen wir Reibungsfreiheit voraus, so 
wirken nur Drucke normal zur Oberflache (Abb. 30). Die Resultierende 

a 
Abb. 30. Zylinder , 
auf den ungleiche 
N ormalkriifte wir
ken (oberes BUd). 

Tangentialkriifte 
wirken auf einen 
Z ylinder (unteres 

BUd). 

all dieser Druckkrafte geht durch den Mittelpunkt. 
Ein Drehmoment tritt nicht auf. Dies ist auch noch 
dann der Fall, wenn - wie in einer allgemeinen Stra
mung - die Drucke verschieden sind. Es ergibt sich 
wohl eine Deformation, sodaB z. B. der Kreis in eine 
Ellipse verwandelt wird, das Gesamtteilchen erfahrt je
doch keine Drehung. Bei dieser Deformation bleiben 
zwei aufeinander senkrecht stehende Richtungen erhal- · 
ten, wahrend aIle anderen Richtungen ihre Lage andern. 
Diese Tatsache nimmt uns leider die Maglichkeit, ein 
mechanisches Modell zur Veranschaulichung des Vor
ganges heranzuziehen. 

Wir wollen nun die Frage stellen, wie denn eigent
lich die inner,e Struktur einer reibungsfreien Kreis 
bewegung aussieht. Obschon die Stromlinien hier 
Kreise sind, durfen die einzelnen Teilchen keine Dreh

bewegung ausfuhren. Wegen der Deformationen, die gemaB Abb. 30 
moglich sind, kann die Frage nicht dahin beantwortet werden, daB eine 
einfache Verschiebung stattfindet. Tatsachlich ist der Vorgang viel ver
wickelter, und seine Veranschaulichung gelingt nur zum Teil, weil die 
folgende Betrachtung genau nur bei urtendlich kleinen Teilchen mag
lich ist. 

Nach Abb. 31 wollen wir die Bewegung eines Teilchens beobachten, 
das sich zwischen zwei eng aneinanderliegenden Kreis en bewegt. Die 
geometrische Form der Schnittflache; die das Teilchen mit der Zeichen
ebene hat, ist an und fur sich gleichgultig. Fur die nachfolgenden 
Betrachtungen ist es jedoch zweckmaBig, ein Quadrat zu wahlen. 
Bei der Bewegung des Teilchens werden offenbar die tangentialen und 
radialen Begrenzungen ihre Richtung andern. Da der Inhalt wegen der 
Kontinuitat unverandert bleiben muB, wird aus dem Quadrat ein 
Parallelogramm entstehen, bzw. bei kleinen Winkelanderungen ein' 
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Rhombus. In Abb. 31 sind solche Deformationen vorgesehen, die keine 
Gesamtverdrehung erzeugen. Man erkennt, daB dann die Rich
tungen der Diagonalen erhalten bleiben. Durch IX = {J ist diese 
Bedingung zu erfUllen. 

Die Nachrechnung an Hand der Abb. 31 ist sehr leicht. ,Venn die 
Geschwindigkeit des Punktes A gleich Cl und die des Punktes B gleich C2 

ist, werden in LIt sek die Wege AA' = 8 1 = Cl • LIt und BB' = 8 2 = C2 ,LIt 
zuriickgelegt. Der Unterschied ist Ll8 = (c 2 - c l ) LIt = Llc . LIt. Hier-

'b . h d' V d h d d' 1 K {J .1s' .1c' .1t aus ergI t SIC Ie er re ung er ra Ia en anten zu = Lfa: = -;;ta' 

Wir beriicksichtigen noch Llc = ~ . Lla und erhalten {J = - ~ , LIt. 

de 
(Das (-)-Zeichen ist notwendig, weil di- < 0 ist.) 

ALL. 31. Kreisbewegung ciues Quadrates, dessen mittiere Drehung gleich Null ist. 

Die Drehung IX der Kreistangente ist gleich der Drehung des mittleren 
Radius. Wenn c die Geschwindigkeit des Mittelpunktes des Teilchens 

s 
ist, ergibt sich fUr den Weg in LIt sek: 8 = C • LIt; mit IX = -entsteht 

r 
e' .1t 

IX=--. 
r 

Setzen wir in IX = {J ein, so erhalten wir: 

c· .1t de dr de 
-r- = -dr' LIt; r =-c 

Die Integration ergibt: 

In r = -In c + C; In (r . c) = C, 

oder: r . c = 1'0 • Co = konst. (37) 

Die Geschwindigkeit andert sich somit nach einer Hyperbel (Abb. 32). 
Fur r = 0 wird die Geschwindigkeit sogar unendlich. Wir werden bald 
sehen, wie diese physikalische Unmoglichkeit sich regelt. 

Gl. (37) ergibt sich iibrigens auch direkt durch Integration der Gl. (36), 
sodaB folgender Satz aufgestellt werden kann: In einer reibungs-
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freien Kreisbewegung istH in der ganzen Stromung konstant. 
Die Stromung ist wirbelfrei und andert ihre Geschwindig
keit nach dem Gesetz r' C = konst. 

Wir wollen noch die Druckverteilung dieser Bewegungsform ermitteln. 
Nach G1. (21) erhalt man: 

co2 + Po _ ~ + 'g = H oder p = H . y - 2Yg c2• 
2g Y - 2g Y 

ro 
Set1;en wir aus G1. (31) C = Co • r 

Y (TO 2 
ein, so erhalten wir p = H . y - 2g co2 • r)' 

t 
c 

r_ 
Abb.82. Gesehwlndigkeltsverteilung 

bei reibungsfreler Drehbewegung. 

t 
p 

Abb.33. Druekverlauf bei reibungsfreier 
Drehbewegung. 

In Abb.33 ist p =f(r) aufgetragen. Fiir r = 0 wird p = - 00. 

Wir werden so 1;wangslaufig zu einem negativen Druck gefiihrt, d. h. 
einem Druck unter dem Vakuum. (Nicht zu verwechseln mit Unterdruck 
schlechthin.) Was ist hierunter zu verstehen? Der bisher behandelte 
Druck entsprach Druckspannungen, d. h. Normalkraften nach dem 
Innern des Korpers hin gerichtet, und wurde naturgemaB positiv ein
gesetzt. Um uns unter einem negativen Druck etwas vorstellen zu 
konnen, denken wir am besten an die Festigkeitslehre. Negativer Druck 
ist hier nichts anderes als Zugspannun~.Dasselbe gilt auch fUr eine 
Fliissigkeit. 1m allgemeinen diirfte das Fliissigkeitsgefiige vorher zer-
reiBen und verdampfen 1. . 

Wir werden· noch eine wichtige Feststellung machen. Bei der be
handelten Bewegungsform nimmt die Geschwindigkeit C gemaB GI. (31) 
mit Ijr abo Diese Tatsache beantwortet uns gleichzeitig die Frage nach 

1 Meyer fand, daB bei destilliertem '" asser tatsachlich Zugspannungen auf
treten konnen. Er fand maximal 34 atm. Inwieweit dies auch bei technischen 
Fliissigkeiten der Fall ist, kann heute noch nicht gesagt werden. 

(Meyer, J.: Zur Kenntnis des negativen Druckes in Fliissigkeiten. Abh. Bun
sen-Ges. Nr.6. Halle 1911.) 
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der Fernwirkung einer an einem Orte erzwungenen derartigen Dreh
bewegung. Wir merken uns, daB eine durch eine solche Bewegung be
dingte ortliche Storung mit ljr abklingt, d. h., in doppelter Entfernung 
vom Mittelpunkt ist die Geschwindigkeit nur halb so groB usw. Fortan 
wollen wir diese Bewegungsform "Potentialwirbel" bzw. "reinen 
Wirbel" nennen. 

Die Beziehung r . C = konst. gilt aUch bei einer belie big gekriimmten 
Bewegung, da ein Stiick jeder stetigen Kurve immer durch den Krilm
mungskreis ersetzt werden kann. Auch bei riiumlichen Stromungen, z. B. 
rotationssymmetrischen Stromungen ist das Gesetz noch giiltig. 

9. Mittlere Drehung eines kleinen Teilchens. 
Wahrend bisher immer angenommen wurde, daB die Teilehen keine Drehung 

ausfiihren, wollen wir jetzt eine solehe voraussetzen. Dabei solI vor allem eine GroBe 
fill die Drehung gefunden werden. 

Weun wir wieder von einem quadratischen Teilchen ausgehen, so geniigt es 
nach den bishel'igen Erkenntnissen offenbar, daB wir die Drehung der Diagonalen 
berechnen, da ja der Winkel zwischen den Diagonalen erhalten bleibt und diese so
mit die Orientierung des Teilchens in der Ebene festlegen. 

Zunachst sei an eine einfache geometrische Beziehung erinnert. Wird eine Seite 
eines Quadrates nach Abb. 31 urn den Winkel fJ gedreht, so dreht sich die Diagonale 
urn den Winkel fJ/2, wenn die Flachen von Quadrat und Rhombus aus Griin
den der Kontinuitiiot als gleich angenommen werden. Wenn man somit die Drehung 
del' Seitenkanten kennt, erhalt man durch Halbierung die Drehung del' Diagonalen. 

Beziehen wir uns auf Abb. 31,so ist die Drehung derDiagonalen off'enbar IX 2 fJ; 
dies entsprieht einer Winkelgeschwindigkeit OJ = 1X2 !Jt. Setzen wir IX und fJ von 

S. 29 ein, so erhalten wir 

~ + ~. !Jt __ 1 [£ + de] 
OJ = 2 .!J t - 2 r dr' 

Diesemittlel'e Drehungistalso halb so groBwie die auf~. 27 berechnete Drehung 
w del' Kanten. . 

Wenn c in Abhangigkeit von r bekannt ist, laBt sieh hiernaeh sofort die mitt
lere Dl'ehung ausrechnen. 

10. Zirkulation. 
Die vorhin abgeleitete mittlere Winkelgeschwindigkeit gibt ilber die 

Drehung der kleinsten Teilchen Auskunft, sodaB hiernach gewissermaBen 
eine punktformige Beurteilung des Stromungsbildes moglich ist. Eine 
Gesamtaussage iiber die Drehung eines groBeren Bereiches ist im 
Hinblick auf die praktischenAnwendungen noch notwendiger. Dies ist erst 
moglich durch Einfuhrung eines neuen Begriffes, der sog. Zirkulation. 

Es ist hier zweckmiiBig, mit der mathematischen Definition zu be
ginnen und anschlieBend die physikalische Seite zu beleuchten. 

Fur eine geschlossene Kurve innerhalb einer Stromung bilden wit 
den Ausdruck E (Wegelement x Geschwindigkeit in Richtung des Weges) 
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= f c . ds. In Abb.34 ist die Bildung des Ausdruckes veranschaulicht. 
In einem Kurvenpunkt wird z. B. die Geschwindigkeit c in die Richtung 
des Wegelementes der umschlieBenden Kurve projiziert und die Pro

Abb.34. Veranschaulichung des 
Umlanfintegrales bei der 

Umstrllmung eines Tragfliigels. 

jektion mit ds erweitert. FUr aIle Weg
elemente wird diese Multiplikation ausge
fiihrt und sumrqiert. 

Der Begriff der Zirkulation hat sich 
als einer der fruchtbarsten der modernen 
Stromungslehre erwiesen. Der praktische 
Nutzen dieser Definition ist so groB, daB 
sich auch der Anfanger damit vertraut 
machen sollte. 

An einem einfachen Beispiel kann zunachst ge2;eigt werden, ob und 
wie die Zirkulation mit der Drehung zusammenhangt. Wir betrachten 
die Drehung eines festen Zylinders yom Radius r, der sich mit der Winkel
geschwind~gkeit (Q dreht. Man findet sofort 

r = r . (Q • 2 rn = 2 (Q • r2 . n = 2 . (Q • F , 

d. h., die Zirkulation ist proportional der Winkelgeschwindigkeit und der 
Flache. 

In einer Stromung wollen wir den sektorartigen Ausschnitt der vorhin 
behandelten Kreisbewegung mit dem Winkel Llcp und den Radien r und 
r + Llr untersuchen. Da an den radialen Begrenzungen die in deren 

A 

Richtungfallende Geschwindigkeitskomponente gleich 
Null ist, tragen nur die Umfangsstiicke zu der Zirku
lation beil. Es ergibt sich: 

, 0) f cds = (Weg x Geschw.) = (Llr + r) Llcp (c + Llr . if. 
- c . r . LIm = LIm- Llr . c + (Llr)2 .. - + r Llr· - . [ 'OC OC] 

T T· or or 
Abb. 35. EinteiJung 0 
eines grllBeren Strll- Bei Vernachlassigung von (Llr)2 • ir ergibt sich 
mungsbereichesin qua- fJ 

dratlsche Elemente. 

fcds = Llcp [Llr . c + r . Llr~] = LIs . Llr l~ + ~] = 2 (Q • LlF . 

Das Ergebnis steht also in einfachem Zusammenhang mit der Flache und 
der Drehung der Teilchen, d. h. mit der vorhin gewonnenen Beziehung. 

Nun solI fiir einen groBeren endlichen Bereich das Umlaufintegral 
gebildet werden (Abb. 35). TeHen wir diesen Bereich in kleine Rechtecke 
ein, so leuchtet ein, daB das Umlaufintegral des gall2;en Bereiches gleich 

1 Das Vorzeichen sei so festgelegt, daB aIle Beitrage beim Umfahren im Uhr
zeigersinn positiv gerechnet werden. 
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der Summe der Umlaufintegrale der kleinen Rechtecke sein muB. Da 
aile Beitrage zu dem inneren Maschennet2; je zweimal mit verschiedenen 
Vorzeichen vorkommen und sich daher aufheben, erhalten wir 

1 cds = 2· }; (w . LlF) (Sat2; von Stokes). (38) 

1st nun in dem behandelten Gebiet keine Drehung vorhan
den, d. h. w = 0, so ist auch das Umlaufintegral gleich Null. 

11. Das Potential. 
Teilt man die geschlossene Kurve nach Abb. 35 durch zwei Punkte A und B 

in zwei Teile, d. h. auch das Umlaufintegral in die beiden Teile: 
B A 

1=J+J, 
A B 

so llluB der zweite Teil mit um
gekehrten Vorzeichen gleich 
dem ersten Teil sein 1. 

B A 

J = - J 
A B 

Der Wert 
B 

J cds = @B - @A 
A 

Abb 36. Darstellung der beim Potentialbegriff 
auftretenden GriiBen. 

ist somit unabhangig vom Weg und gestattet, jedem Punkte bestimmte Zahlen
werte beizulegen. t]J nennt man daB Potential. Man erkennt, daB nur in Rich
tung del' Stromlinien ein Zuwachs von t]J entstehen kann. Verbindet 
man die Punkte, fiir die t]J konstant ist, so erhalt man Kurven, die auf den Strom
linien seukrecht stehen, sog. Potentiallinien. Urn die allgemeine Bedeutung des 
Potentials kennenzulernen, bilden wir nach Abb. 36 den vVert 

B 

feds 
A 

fiir zwei Punkte, deren Verbindung den'Viukel a zur Stromungsrichtung ein
schlieBt. Dann ist 

hieraus 
at]J , & = c· cos a= c , (39) 

wobei wir unter c' die Geschwindigkeit in Richtung des betmchteten Wegelementes 
verstehen. Damus folgt: Die Ableitung des Potentials in irgendeiner 
Richtung ergibt die Geschwindigkeit in dieser Richtung. 

Aile Fliissigkeitsbewegungen ohne Reibung besitzen ein Potential, da nur hier 
die Zirkulation urn eine geschlossene Kurve gleich Null ist, was die eigentliche Vor
aussetzung fiir ein Potential war. Man spricht deshalb bei reibungsfreien Stro
mungen auch von Potentialstromungen. 

Die gewonnenen Ergebnisse 8011en nun auf die kreisformige reibungsfreie Be-

l Wenn keine Drehung vorhanden, d. h. wenn f cds = 0 ist. 

Eck, Striimungslehre. 3 
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wegung angewandt werden (Abb. 37). Die Geschwindigkeitsverteilung ist durch 
c· r = co' ro nach G1. (37) gegeben. Wir bilden das Umlaufintegral fur einen ge
schlossenen Bereich, der aus zwei konzentrischen Kreisen von den Radien 1'1 und 
r 2 und zwei radialen Verbindungen besteht. Auf letzteren ist c' = 0, sodaB diese 
Stiicke keinen Betrag liefern. 

Die Kreisstiicke ergeben: 

J cds = 21' l n c1 - 2 r~ c2 = 2 n (ric i - r 2c2 ); 

nach G1. 37 ist aber r l c1 - r2c2 = 0, sodaB f cds = 0 ist. r l k6nnen wir beliebig 

klein nehmen. 1m ganzen AuBenbereich ist also fiir die Str6mung fcds = 0, wie es 
die reibungsfreie Str6mung verlangt. 

Bilden wir jedoch f fiir eine den Mittelpunkt umschlieBende Kurve, z.E. den 

Kreis, so erhalten wir f = 2 rnc = T. Dieser Wert bleibt auch, wenn r noch so 
klein ist. Wir sind somit zu folgender Feststellung gezwungen: Die d urch die 
G1. (37) bedingte Strom ung ist voll
kommen wirbelfrei bis auf den 
mathematischen Mittelpunkt. 

I , , 
\ 
\ 
\ 

Abb.37. Begrenzung zur BiIdung 
des Umlaufintegrals bei der 
Kreisbewegung, wobei der Kreis-

mittelpunkt ausgeschlossen ist. 
Abb. 38. Geschwindigkeitsverteilung 

eines Wirbels. 

In Wirklichkeit bildet sich in r = 0 keine unendlich gloBe Geschwindigkeit aus, 
sondern ein sog. Wirbelkern yom Radius ro (Abb. 38). Dieser Kern dreht sich 
wie ein fester Korper, wahrend auBer!lalb ro sehr genau das oben ge
zeichnete Bild vorhanden ist. Die Geschwindigkeitsverteilung besteht so
mit aus einer Geraden, die bei r = ro in eine Hyperbel iibergeht. 

Fiir den Kern gilt w = ~ = konst. Fiir die Grenzen dieses Bereiches ist das 
ro 

Umlaufintegral: 

f Cds = 2 ron' 1'0' W = 2 :Ew' LIP = 2· nr& . W. 

12. Energiebetrachtung. 
Um die kinetische Energie eines Potentialwirbels zu berechnen, ermitteln wir 

diese zunachst fiir einen Kreisring zwischen r und l' + d1', der senkrecht zur Bild
cbene die Breite I hat. Man erhalt: 

dE = 1. x. 2 rn . dr' c2 • 't T 2 g , ml c = 2rn entsteht: 

I Y T2 dr 
dE = -2 - -2 - ; die Integration ergibt: g n r 

2 

E = .!.. x. T2J'!!. _ .!..x. T2 In!i 
2 g 2 n l' - 2 g 2 n r 1 

1 
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Dieser Ausdruck wird unendlich fUr r 2 = 00, aber aueh fUr 'r 1 = O. Hieraus 
folgt, daB ein Potentialwirbel, einerlei ob er en:dJiehe oder unendliehe Abmessungen 
hat, immer eine unendliche kinetische Energie besi tzt. Diesistphysikalisch 

Abb.39. Anfahrwirbel hinter einer Platte. 

unmoglich, sodaB es einen solchen Wirbel iiberhaupt nieht geben kann. Nun er
ledigt sieh die Sehwierigkeit in der Nahe von r 1 = 0 dadureh, daB sieh infolge 
der Reibung ein Wirbelkern bildet; im Unendliehen bleibt die Sehwierigkeit 
jedoeh bestehen. Diese Tatsaehe steht in vollem Einklang mit der Erfah
rung. Ein einzelner Wirbel 
kann iiberhaupt nieht ent
stehen. Wirbel treten immer 
paarweise auf und zwar so, 
daB die Gesamtzirkulation 
gleieh Null ist1 • Die kinetisehe 
Energie bleibt dann endlieh. Hier
aus folgt der Satz: 

Die Gesamtzirkulation 
aller Wirbel in einer unend
lieh ausgedehn ten Fl iissig
keit ist gleieh Null. 

Die Ubereinstimmung mit dem 
Versueh ist vollkommen. Abb.39 
zeigt die beiden sog. "Anfahr
wirbel", die beim Anfahren ent- Abb.40 . Anfahrwirbel nnd Stoppwirbel einer Platte. 

1 Ein meehaniseher Versueh veransehaulieht diese Erseheinung. Auf zwei 
Prandtlsehe Drehschemel stellen sieh zwei Personen. Der einzelne kann sieh nieht 
in Umdrehung bringen, ebel1so wie in der reibungslosen Fliissigkeit kein Einzel
wirbel entstehen kann. StoBen die beiden sieh hingegen mit der Hand ab, so drehen 
sie sieh im entgegengesetztel1 Sil1ne. Das AbstoBen mit der Hand entsprieht bei 
der Fliissigkeit der Schubspannungsiibertragul1g in den Trenl1sehiehten. 

3* 
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stehen. Stoppt man wahrend des Anfahrens, so bilden sich auch auf der anderen 
Seite zwei Wirbel die sog. Stoppwirbel (Abb. 40). 

13. Weitere Betrachtungen tiber Wirbelbewegungen. 
Fiir die Beurteilung von Wirbelbewegungen ist besonders ein Satz von Thom

son (Lord Kelvin) von groBem Nutzen. 
Bildet man die Zirkulation in einer beliebigen reibungsfreien Bewegung fiir eine 

geschlossene Kurve, die immer die gleichen Fliissigkeitsteilchen 
en thalt, so bleibt dieser Wert zeitlich konstant. 

Fiir die ebene Stromung solI der Satz abgeleitet werden. ,Yir miissen folgende 

GroBe bilden: ;t fcds. Da die Integrationsgrenzen von der Zeitanderung nicht 

beriihrt werden, darf man die Differentiation unter dem Integral ausfiihren. 

d f fd f[ de, ddS] dt cds = . at [e· ds] = ds· dt -r edt· 

Nach GI. 12 war ~ = - ~ ~~ - g ~:; damit wird der erste Ausdruck in dem 

de g . dds 
Integral ds' at = - y dp - g ' dz. Die Bedeutung von at ist einfach zu er-

klaren. Da ~ = c ist, ergibt sich offenbar ~~s = de. Hiermit erhalten wir: 

~ f cds = f[ cdc - f dp - gdZ] = ~ - ~. p - g' z . 

... ----, 
I \ 

: ~ " . 
i--~,~ 
\._--) 

Abb. 41. Entwicklung eines zusammen
hangenden Raumes bei einer Profilstril
mung. An der Kilrperoberfiache bilden 
sich kleine Wirbel, die den Kilrperwider
stand verursachen; ihre gesamte Zirlrnla
tion ist fur den geschlossenen Bereich 

gleich Null. 

Da wir bei einer geschlossenen K urve zu 
demselben Punkte zuriickkehren, ergeben 
sich fiir Anfangs- und Endpunkt die gleichen 
Werte von c, p und z, d. h. Null, womit der 
Satz bewiesen ist. Fiir die raumliche Be
rechnung erhalt man das gleiche Ergebnis. 

Aus diesem Satz konnen wichtige Fol
gerungen gezogen werden. vVenn eine Fliis
sigkeit anfangs in Ruhe ist, so ist bestimmt 
die Zirkulation gleich Null. Wird nun durch 
Druckkrafte1 eine Bewegung eingeleitet, so 
bleibt die Zirkulation Null. Dies besagt 
durchaus nicht, daB keine Wirbel entstehen. 
Solche sind moglich, selbst wenn die Ge

samtzirkulation gleich Null ist. Durch eine andere Betrachtung S. 35 kounte 
gefunden werden, daB sich Wirbel immer paarweise bilden, was hiermit noch
mals bestatigt wird. Auch macht der Satz nicht den Widerstand eines Kor
pers unmoglich. Deun weun man eine geschlossene Fliissigkeitslinie verlangt, so 
darf diese keinen festen Korper umschlingen. Der feste Korper muB auBerhalb 
dieses Raumes bleiben, wie Z. B. bei Abb. 41. Die Veranderung einer geschlossenen 
Fhissigkeitslinie bei der Umstromung !'liner Strebe ist hier dargestellt. Durch 
Reibung entstehen an dem Korpec kleine vVirbel, von denen nach dem Thomson
schen Satz nur verlangt werden muB, daB ihre Gesamtzirkulation gleich Null ist, 
sodaB ein durch Reibung erzeugter Widerstand trotzdem moglich ist. Man sieht 
also, daB der Satz immer richtig ist, weun er wortlich angewendet wird. 

1 Diese Bedingung ist wesentlich, weil ja nur daun die Bernoullische Gleichung 
gilt, die beim Beweis verwertet wurde. 



Dicke des Wirbelkernes. 37 

Die Entstehung von Wirbeln erfolgt in der Trennflache hinter einem Korper. 
Dies ist die Flii.che, wo die durch den Korper getrennte Stromung wieder zusammen
kommt. Selbst bei sehr kleiner Reibung wird die eine Seite andere Geschwindig
keitsanderungen erfahren als die andere (Abb. 42). In der Trennflii.che kommen des
halb Fliissigkeitsschichten mit einem endlichen Geschwindigkeitsunter
schied zusammen. Selbst bei sehr kleiner Reibung entsteht dann eine endllche 
Schubspannung. Diese Schubspannungen bewirken ein Aufrollen der Trenn
flii.chen. Die Entstehung von Wirbeln ist die Folge. Wie Prandtl zuerst gezeigt 
hat, entstehen fast aIle Wirbel durch 
derartige Trennflachen. 

1m engen Zusammenhange mit diesem Satz 
stehen die sog. "Helmholtzschen Wirbelsatze"l, die 
wegen der geringeren praktischen Bedeutung hier 
ohne Beweis wiedergegeben werden sollen. Bei 
ihnen handelt es sich urn Wirbelfaden, deren Bewe
gung im Raurne untersucht wird. Unter Wirbel-

Abb.42. Bildung einer Trennflliche 
faden versteht man den Wirbelkern, der die Teil- hinter einem umstromten Korper. 
chen enthalt, die tatsachlich eine Drehung aus-
fiihren. AuBerhalb des Kernes herrscht nach Friiherem (S. 34) reibungsfreie 
Potentialbewegung. 

1. Die Zirkulation um einen Wirbelfaden ist zeitlich unverandert. Die Drehung 
bleibt an den Teilchen haften, die bereits in Drehung waren. Da die Zirkulation fiir 
einen sich drehenden Zylinder r = 2 wF ist, folgt, daB bei Verkleinerung von w 
die Flii.che sich vergroBern muB, und umgekehrt. 

2. Die Teilchen, die sich im Wirbelfaden befinden, bleiben auch dann ausschlieB
Hch in Drehung, wenn der Wirbelfaden sich fortbewegt oder seine Form andert. 

3. Ein Wirbelfaden kann in einer Fliissigkeit nirgendwo endigen. Entweder 
bilden sich Ringwirbel, oder die Wirbelfaden endigen an einer Wand oder an der 
Fliissigkeitsoberflii.che, Z. B. setzen sich die aus einem Tragfliigel kommenden Wir
belfaden schlieBlich auf den Erdboden auf. 

Eine Energiebetrachtung ist hier noch von Nutzen. Rechnet man die kine
tische Energie eines Wirbelkernes aus, so ist diese klein im Vergleich zu der um
gebenden Potentialbewegung. Daraus kann gefolgert werden, daB die Bewegung 
des vVirbels ausschlieBlich von der umgebendenPotentialstromung 
gesteuert wird. 

14. Dicke des Wirbelkernes. 
Uber die Dicke der Wirbelkerne wissen wir rein theoretisch im allgemeinen noch 

sehr wenig. Fiir eine wichtige praktische Anwendung liegen indes genaue Messungen 
vor. Es handelt sich um Wirbelbewegungen in Rohren, die der Hauptstromung 
iiberIagert sind. In den Turbinensaugrohren kommen derartige Bewegungen vor. 
Nach Messungen von Meldau2 bildet sich ein Kern, dessen Abmessungen nur vom 
Drallwinkel abhangen. Darunter versteht man den Winkel der Stromungsrichtung 
gegen die Rohrachse. Aus den Messungen von Meldau kann folgendes lineare Ge-

setz als ungefahrer Anhalt abgelesen werden: ~ = 1~;' Dieses Gesetz gilt bis 

",0 ~ 750. Bemerkenswert ist, daB die DurchfluBgeschwindigkeit nicht konstant 
ist, wie man meist annimmt. 1m Wirbelkern geht sie beinahe bis auf Null zuriick. 
AuBerhalb des Kernes ist die DurchfluBgeschwindigkeit leidllch konstant, ebenso 

1 Helmholtz: CreBes Journal 68,286, 1868. Bereits 1827 wurden diese Satze 
von Cauchy gefunden. 

2 Meldau: Drallstromung im Drehhohlraum. Diss. Hannover 1935. 
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ist dort auch das Gesetz r' Cu = konst. erfiillt. Mit gl'oBerem Drall ergeben sich 
indes immer groBere Abweichungen. Beim Drallwinkel von 450 ist ungefiihr die 
Grenze del' strengeren Giiltigkeit diesel' Gesetze erreicht. AIle diese Beobachtun
gen zeigen, daB die DurchfluBmenge mit groBerem Drallwinkel immer mehr durch 
die auBen liegenden Fllichen stromt. Del' Kern bewegt sich wie ein fester Korper 
und ist am DurchfluB praktisch tmbeteiligt. 

Ein Wirbel wil'kt stark ausscheidend auf staubhaltige Gase. Diese Eigenschaft 
von Wirbeln bildet die Grtmdlage del' Entstaubungstechnik, die meist mit sog. 
"Zyklonen" arbeitet. 

15. Stellen der groBten und kleinsten Geschwindigkeiten. 
In einel' reibungsfreien Stromung gilt folgender Satz: Die Stellen del' gl'oB

ten und kleinsten Geschwindigkeiten sind immer an del' Korper
oberflache. Das Gleiche gilt wegen del' Bernoullischen Gleichung fiir die Dl'iicke. 
Die Stellen del' groBten und kleinsten Driicke sind immer an del' 
'Korpel'o berflache. 

Fiir einen umstromten Zylinder wollen wir den Nachweis erbringen (s. z. B. 
Abb.28). Die kleinste Geschwindigkeit ist gleich Null und wil'd am Staupunkt er
reicht. 1m Innern einer Fliissigkeit sind Staupunkte undenkbal'. Mit Hilfe del' 
Gl. (34), die nebeneinandel'liegende Stl'omlinien einandel' zuol'dnet, ist del'Verlauf 
del' Geschwindigkeiten senkrecht zur Stromung zu iibel'sehen. Gehen wir z. B. von 
del' Stelle 2 del' Abb. 28 aus, an del' die Geschwindigkeit nach S. 45 gleich 2u ist, so 
wird die Geschwindigkeit nach auBen abnehmen miissen, bis im Un
endlichen del' Wert u erreicht wird. Betrachten wir andel'seits die Stromlinien'in 
del' Nahe des Staupunktes, wo die Kriimmung del' Stromlinien entgegengesetzt ist, 
so muB die Geschwindigkeit von auBen nach innen abnehmen, und zwar von u im 
Unendlichen bis Null im Staupunkt. Fiir die meisten Stromungen kann so del' 
Nachweis sehr leicht erbl'acht werden. Del' exakte math. Beweis solI hiec iiber
gangen werden. 

Del' Satz gilt nicht mehr, wenn isolierte Wirbel in del' Str6mung enthalten sind. 

16. Quellen und Senken. 
a) Grundsatzliches. 

Von einem Punkte aus strome eine Flussigkeit zwischen zwei paraUelen 
Platten gleichmaBig nach allen Seiten aus und verschwinde im Unend
lichen. Diese Stromungsform wird treffend als Quelle bezeichnet. Ver
schwindet umgekehrt die von allen Seiten gleichmaBig ankommende 
Flussigkeit in einem Punkte, so spricht man von einer Senke. 

Die Punktsymmetrie bedingt im Raume gleiche Geschwindigkeiten 
auf Kugeln, in del' Ebene auf Kreisen. 

Die sekundlich aus dem Punkte stromende Menge Q nennen wir die 
Ergiebigkeit del' QueUe. Die Kontinuitat erfordert (ebenes Problem): 

Q = 2171: . em = 2 . 1"0' n . emo (Del' Abstand del' beiden Platten werde 
gleich 1 gewahlt.) 

Q 
em = 2 rn . (40) 

Die Geschwindigkeitsverteilung (Abb.43) ist somit mathematisch die
selbe wie bei dem Wirbel. Fur die Druckverteilung gilt das Gleiche. 
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Wieder merken wir nns, daB die durch eine Quelle vernrsachte 
Geschwindigkeit mit Ijr abklingt. 

Es ist nutzlich und zweckmiWig, diese einfachen "Ideal£alle" kennen
zulernen, weil sie fUr verwickeltere Stromungsformen die Grundsteine 
bilden und eine Analyse nach dieser Richtung hin oft leicht verstandliche 
Auskunftsmittel verschafft. 

\ 
t 

em 

Abb.43. Geschwindigkeitsverteilnng 
einer QueUe. 

b) Dberlagerungsgesetz. 

Bewegungen flussiger Massen
teilchen konnen nach' demselben 
Grundsatz wie bei der Bewegung 
fester Korper zusammengesetzt wer
den. Hat ein Teilchen an einer 
Stelle die Geschwindigkeit w 1 (Abb. 
44) und infolge einer anderen Ur
sache eine zweite Geschwindigkeit 
w 2' so erhalt man durch geome
trische Addition, d. h. durch den 

£2J 
~ 

W~II1+Ui> 

Abb.44. Zusammensetzung 
von Geschwindigkeiten. 

Parallelogrammsatz, die tatsachliche Geschwindigkeit W = W 1 :+ W 2' 

Geht man so von Punkt zu Punkt vor, so erhalt man das Geschwindig
keits£eld der resultierenden Bewegung. 

c) Zusammensetzung einer Parallelstromung mit einer Quelle. 

Mit Hil£e des Dberlagerungsgesetzes solI untersucht werden, welche 
Stromung entsteht, wenn einer Parallelstromung in Richtung der nega
tiven x-Achse mit der Geschwindigkeit u eine Quellenstromung uber
lagert wird. Der Quellenpunkt sei gleichzeitig Koordinatenanfangs-

punkt. Die Geschwindigkeitsverteilung der Quelle ist durch Cm = 2 ~n 
gegeben. Man erkennt, daB auf der x-Achse ein Punkt vorhanden 
sein muB, bei dem Cm und die Geschwindigkeit der Parallelstromung u 
sich gerade aufheben; dort muB also Ruhe herrschen. Die Entfernung a 
dieses Staupunktes von der QueUe errechnet sich aus 

Q Q 
tt = em = 2 na Zu a = 2 nu . 

Verfolgen wir auf der y-Achse die neuen Geschwindigkeitsrichtungen aus 
em Q 

tg IX = U = 2 n yu ' 
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so werden diese mit wachsendem y immer kleiner und schlieBlich gleich 
Null. Die ga~e Quelle wird nach links abgelenkt, bis im Unendlichen 
nur noch eine Parallelstromung vorhanden ist. Die von der Quelle kom
mende Fliissigkeit wird von einer nach hinten offenen Hohlkurve be
gren:z;t. Bei Reibungsfreiheit steht nichts im Wege, diese 
Kurve durch eine feste Wand zu ersetzen. Man erkennt, daB 
so die Stromung um einen vorne stumpfen, unendlich langen Korper nach 
Abb. 4;5 bestimmt werden kann. 

Auch nach tJberlagerung beider Stromungen behalt die Bernoullische 
Gleichung volle Giiltigkeit. 1m Unendlichen sind die Stromlinien alle 
parallel, also muB auch der Druck in einer zur Stromungsrichtung senk
rechten Ebene nach S. 26 konstant sein. Das ist aber nur moglich, wenn 
die Geschwindigkeit konstant ist, d. h. der Spalt von der Breite b, der 
im Unendlichen fiir die Quelle iibrig bleibt (gleich:z;eitig die Breite des 
Hohlkorpers), weist die Geschwindigkeit u auf. Damit liiBt sich die 
Breite berechnen: b· u = Q; b = Q/u. 
Dieser Breite b nahert sich der Korper 
asymptotisch. 

E 

Abb.45. Zusammensetzung von QueUe und 
Paralleistrllmung. 

Abb. 46. Zusammensetzung von Quelle 
und Senke. 

d) Zusammensetzung von QueUe und Senke. 

In A (Abb. 4;6) befindet sich eine Senke und in Beine Quelle von 
gleicher Ergiebigkeit Q. 

FUr irgendeinen Punkt C, der von A die Entfernung r l' von B die 

Entfernungrshat,ist die Senkenges~hwindigkeit WI = 2Q ,dieQuellen-
rin 

geschwindigkeit W 2 = 2 ~2n' In Abb. 4;6 ist nach dem Parallelogrammsatz 

W = WI :+ W 2 gebildet. In Punkt C muB die Stromungsrichtung somit 
identisch mit der Richtung von W sein. 
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Die obel'en Winkel beider Dl'eiecke sind gleich; auBel'dem: 

Q Q 
W 2 : WI = -,,-- : 2--- = r 1 : r 2 = AO: BO. 

~nr2 n1'l 

Hiel'aus folgt: 6 ABO ahnlich dem Geschwindigkeitsdreieck. 

Somit w:w1 = e:r 2 ; 

(41) 

Weitel' folgt aus del' Ahnlichkeit: 1X = fA. 
Nach dem Satz vom Sehnentangentenwinkel folgt, daB W die Tangente 

an den durch ABO gelegten Kreis ist. Fiir jeden Punkt dieses Kreises 
folgt dasselbe. Die HiiIlkul've aIlel' Geschwindigkeitsvektol'en ist abel' 
nichts andel'es als die Bahn des Punktes. Der Kreis ist also eine Stromlinie. 

Wir find en somit: Die Stromlinien der Zusammensetz.ung 
(QueUe + Senke) werden durch ein Kreisbuschel dargestellt, 
das durch die Punkte A und B geht. 

e) Doppelquelle. 

Quelle und Senke sOllen nunmehr zusammenfallen. Zunachst ist nicht 
einz.usehen, wie ein derartiges Gebilde uberhaupt eine Wil'kung nach 
auBen haben kann, da man annehmen 
sollte, daB die Quelle sofort in der Senke 
verschwindet, ohne nach auBen eine Wir
kung auszuuben. 

Durch einen Grenz.ubergang wollen wir 
allmahIich Quelle und Senke z.usammen
fallen lassen. 1m Punkte 0 (Abb. 46) 
war die resultierende Geschwindigkeit 
nach Gl. (41) 

Q e W=-·--. 
2 n 1'1' 1'2 

Abb.47. Geschwindigkeitsverteilung 
bei einer Doppelquelle. 

Wird e gleich Null, so wird auch W gleich Null. Es besteht jedoch die 
Moglichkeit, Q in demselben MaBe wachsen z.u lassen, wie e abnimmt, 
d. h. wir bilden 

lim Q . e = Qo . eo 
Q = 00; e = 0 

und sorgen dafur, daB das Produkt Q. e konstant und endlich bleibt. 
Fur W tritt daIm keine Anderung ein. 1'1 wird gleich 1'2' 1J 1 gleich {}2' 

ebenso {}1 = 1X, d. h. die Richtung von wist Kreistangente (Abb. 47). 
Die Stromlinien sind so mit wieder Kreise. Das gesamte Stl'omungsbild 
wird durch z.wei tangentierende Kreisbuschel dargestellt (Abb. 48). Das 



42 Bewegungslehre. 

Produkt Q . e = JYI nennt man das Moment del' Quellenkombination, 
wahrend die x-Achse als Achse des Momentes bezeichnet wU·d. Die Ge

schwindigkeit im Abstand r ist 

Abb.4S. Stromlinien einer Doppelquelle. 

Q. e 111 
w = 2 n r2 = 2 n r2 . (42) 

Die Geschwindigkeit einer "Dop
pelquelle" klingt demnach mit 

wachsendem r proportional ~ abo 
r" 

FUr endlichen Abstand e del' QueUe 
und Senke gilt in groBer Entfernung 
dasselbe, da hier r 1 ,....., r 2 wird. 

Wir merken uns schon jetzt, 
daB del' EinfluB einer Doppel
queUe nach auBen schneller 
verschwindet 
Einzelq uelle 
zelwirbels. 

als del' einer 
odeI' eines Ein-

f) Dberlagerung von Parallelstromung mit Quelle und Senke. 

Eine QueUe A und eine Senke B von gleicher Ergiebigkeit Q sollen 
mit einer Parallelstromung von del' Geschwindigkeit u zusammengesetzt 
werden. Von A nach links ist die Quellensenkengeschwindigkeit nach 

Gl. (4,1) w = 2 Q._e-derGeschwindigkeituentgegengerichtet; in einem 
n·r\·r2 

Punkte C miissen sie sich aufheben, da w sich stetig andert. Del' Abstand a 

dieses Staupunktes vom Nullpunkte ist~us: w = u = Q. e 

2n (a-i)(a+ i) 
leicht zu errechnen: 

Ein zweiter Staupunkt liegt bei +a. Zwischen diesen Grenzen wird die 
Quellensenkenstromung, die sich vorher auf die ganze Ebene erstreckte, 
eingeengt. In der y-Richtung tritt ebenfalls eine Einengungein. Es ergibt 
sich eine geschlossene ellipsenartige Kurve, innerhalb deren QueUe und 
Senke sich auswirken konnen. Ersetzt man diese Kurve durch eine feste 
Wand und denkt nicht mehr an die Vorgange im Innern, so ist dadurch 
die Stromung um einen ellipsenartigen Korper gewonnen. 

Die Breite b kann aus del' Bedingung berechnet werden, daB die 
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z.wischen y = 0 und y = b/2 stromende .Menge gleich Q/2 sein mnB. 
Abb. 49 z.eigt das Bild dieser Stromnng. 

Abb.49. Striimung,biId der il"berlagernng von Parallelstriimnng 
mit Quelle und Senke. 

g) Zusammensehung von Quelle und Wirbel (Wirbelqnelle). 

In einem Punkte befinde sich eine Quelle von der Ergiebigkeit Q. 
Der Quellenstromung sei eine Wirbelstromnng iiberlagert. Eine der
artige Kombination nennt man Wirbelquelle. Die Quelle ergibt Radial
geschwindigkeiten, die nach Gl. (40) 

CmO'ro 
Cm = -r--

sich andern. Der Wirbel bedingt Umfangsgeschwindigkeiten c" nach der 
Gl. (37): 

CUO' ro 
Cu = -r-

Auf einem Kreis vom Radius r 0 seien die durch die QueUe erz.eugte 
Geschwindigkeit cmo und die durch den Wirbel bedingte Geschwindig
keit cuo bekannt. Welche neue Bewegung entsteht nun, wenn beide 
Bewegungsformen gleichz.eitig wirken ~ 

Auf einem beliebigen Kreis vom Radius r kennen wir die Einz.el
geschwindigkeiten, die aufeinander senkrecht stehen. Die resultierende 
Geschwindigkeit hat nun gegen den Umfang einen Winkel IX, der sich 
leicht berechnen laBt: 

Cmo' ro 

tg a _ 0)-",: _ __ r _ _ Cmo _ C 
- Cu - Cuo • ro - cuo - • 

r 

Dieser Winkel ist also konstant. Da die Geschwindigkeitsrichtung mit 
der Richtung der Stromlinie identisch ist, konnen wir schreiben: 

dr Cmo 
tg IX = r' drp = Cuo ; 
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hieraus folgt nach einer leichten Integration: 

r Cmo 
In- =q;'-' 

ro Cuo 
(4,3) 

Dies ist die Gleichung einer logarithmischen Spirale. Die Stromung be
steht also aus derartigen Spiralen, die von der QueUe nach au Ben ver
laufen. 

Abb.50 zeigt das Bild dieser Stromung, wobei mit Riicksicht auf 
eine bestimmte Anwendung das Innere vom Durchmesser d freigelassen 
ist. Denkt man sich namlich das Innere durch ein rotierendes Kreiselrad 

Abb.50. Stromungsbild einer Wirbeiqnelle. 

vom Durchmesser d ausgefiiUt, so ist die AuBenstromung genau so, als 
wenn sich im Mittelpunkte eine sog. "Wirbelquelle" befande. Bei 
einer reibungslosen Stromung ist es auch gestattet, eine Stromlinie durch 
eine feste Wand zu ersetzen. In Abb. 50 ist dies geschehen. Man erkennt 
die Entstehung eines sog. Spiralgehausesl, das in einfacher und exakter 
Weise gestattet, die Stromung einer Wirbelquelle in einer Rohrleitung 
verlustfrei zu sammeln. 

h) Doppelquelle und Parallelstromung. 

Eine Doppelquelle werde mit einer Parallelstromung von der Ge
schwindigkeit u so zusammengesetzt, daB die Momentenachse mit der 

1 Eck: Ventilatoren. Berlin: Julius Springer 1937. 
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Richtung von U :liusammenfallt. Es ergeben sich wieder :liwei symme
trisch liegende Staupunkte, die nach der Gl. (42) 

.ill ! Jl 
U = 2 :ra2' d. h. a = l' 2-- , 

'. nu 
:liu berechnen sind. 

Wir betrachten nun einen 
Kreis vom Radius a (Abb.51). 
Rier ist die Geschwindigkeit der 

M 
Doppelquelle WI = 2 na2 ' d. h. 

gleich dem konstanten Wert u, 
ebenso wie auf anderen Kreisen 
urn den Nullpunkt die Geschwin
digkeit konstant ist. Die Zusam
menset:liung der Geschwindigkei
ten an der Stelle A :lieigt nach 
Abb. 51, daB die Richtung von W 

gleich der Tangente an den Kreis 
mit dem Radius a ist. 

[ <): MAO = <): illOA = 90°-" ; 

(0 = Kreismittelpunkt) deshalb ist 
-< BAO= 90 0 + 90 0 - 0' = 180°-0'; 

hieraus folgt, daB {J = 0' ist und daB 
die Resultierende A 0 auf dem Ra
dius 0 A senkrecht steht.] 

Abb.51. Geschwindigkeitsfeld der Zusammen
setzung: Parallelstromung + Doppelquelle. 

Dieser Kreis ist somit die Begrenzungslinie zwischen der auBeren 
Stromung und der inneren Quellenstromung; let:litere schlieBt sich voll
standig in einem Kreis. 
Das auBere Bild giht 
somit die Stromung urn 
einen Kreis:liylinder wie
der, wie aus Abh. 52 er
sichtlich ist. 

Die Geschwindig-
keitsverteilung langs der 
Kreiskontur ist leicht zu 
berechnen. Aus dem 
Dreieck ABD entnimmt 
man: 

W = 2 u . sin LX. (44) 
Abb. 52. Zylinderstromung,entstanden durch lrberlagerung 

von Parallelstromung mit Doppe!quelle. 

'Fur LX = 90 0 wird W = 2 u. Dies ist die groBte Geschwindig
keit, die uberhaupt auBerhalb des Kreises auftritt. 

Nach der Bernoullischen Gleichung laBt sich auch die Druckver-
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teilung schnell angeben. 1st Po der Druck der ungestorten Parallel

stromung, so erhalt man: : g u2 + Po = : g w2 + p, 

Po-P= :g[W2_U2] = :gu2[4sin2IX-1] = :gU2 [1-2cos21X]. 

Fiihrt man den Staudruck der ungestorten Parallelstromung 

Ps = ;g u2 

ein und bezieht hierauf die Druckdifferenz, so entsteht: 

Po - P = 1 - 2 cos 2 IX . 
ps 

(45) 

FUr IX = 90° erhalt man Po - P = 3, d. h. der groBte Unterdruck ist 
ps 

gleich dem dreifachen Staudruck. FUr IX = 30° ist Po - P = 0, d. h. 
ps 

der Druck ist dort gleich dem Druck der ungestorten Stromung. 

Das Bild ist typisch ffir eine widerstandslose Bewegung. Die Driicke, 
die auf die vordere Seite des Korpers wirken, werden von den auf die 
hintere Seite wirkenden aufgehoben, sodaB keine Kraft in Stromungs
richtung entsteht. Am Korper beobachtet man zwei Staupunkte, die 
bei jeder Umstromung eines Korpers auftreten. 

17. Graphische Konstruktion von Stromungsbildern. 
Die allgemeinen Grundgleichungen geben Anhaltspunkte zur nahe

rungsweisen Konstruktion von Stromungsbildern. 1m FaIle der ebenen 

Abb.53. Ausschnitt aus einer 
ebenen Stromung. 

und der rotationssymmetrischen Stro
mung sind einfache VerIahren anwendbar, 
die in der Praxis oft mit Vorteil ange
wandt werden. 

In Abb. 53 seien einige Stromlinien 
einge:l;eichnet, und zwar von der schon 
frUher festgeset:l;ten Besonderheit, daB die 
:l;wischen 1-2; 2-3; 3--4 in der Zeitein
heit stromenden Mengen konstant sind. 
1st LIn die Breite einer solchen Strom
rohre und e die Geschwindigkeit an irgend
einer Stelle, so ist die sekundlich durch

stromende Menge LIn· e = Llq. Die Kriimmungsradien an den Begren
zungslinien seien R' und R", die Geschwindigkeiten an diesen Stellen e' 
und c". Nach Gl. (37) ist dann R' ·e' = R" . e". Durch Erweiterung mit 
LlIJ? entsteht: 

R' . LlIJ? . e' = R" . LlIJ? . e". 
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Unter Beriicksichtigung von R· LlIP = LIs erhiiJt man 
LIs' . e' = LIs" . e". 

47 

Die Division mit der Stetigkeitsgleichung LIn' . e' = LIn" . eft ergibt: 
LIs' LIs" 
LIn' = LIn" . (46) 

Denkt man sich iiberall im Abstande LIs voneinander z;u den Stromlinien 
die Normallinien gez;eichnet, die man Potentiallinien' nennt; so er
geben sich Rechtecke, die einander ahnlich sind. Wahlt 
man an einer Stelle LIs so, daB ein Quadrat entsteht, so be
steht das ganz;e Stromungsbild aus Quadraten. 

Abb. 54 z;eigt dies sehr anschaulich. Rier ist die Umstromung eines 
Zylinders mit Strom- und Potentiallinien dargestellt. Das game Bild 
besteht aus Quadraten. Nur in der Nahe der Staupunkte ergeben sich 
Abweichungen. 

!J 

x 

Streng genommen gilt die 
Ableitung nur fiir allerkleinste 
Teilchen. Diese wichtige Ei
genschaft der ebenen Stro
mung z;eigt die direkte Ver
wandtschaft mit einer ein
fachen Paralielstromung. Man 
sagt, jede ebene Stromung sei 
das konforme Abbild einer 
Parallelstromung, underkennt, 
daB es moglich sein muB, aus 
dereinfachen Parallelstromung 
alie anderen ebenen Stro"mun- Abb.54. Stromllnien und Potentiallinien bei der 

reibungsfreien Umstrilmung eines Zylinders. 
gen abzuleiten. Mit Rilfe der 
sog. konformen Abbildung 1 kann diese Aufgabe rein. mathematisch gelost 
werden. Es bestehen auch verschiedene mechanische MogIichkeiten zur 
Aufzeichnung der Stromlinien. 

Nimmt man im Sinne graphischer Naherungsmethoden endlich groBe 
(nicht z;u grc;>Be) Quadrate, so kann man auch hier noch ziemIich genau 
die Giiltigkeit des Satz;es erwarten. 1m folgenden solI die Anwend
barkeit dieser Beziehung kurz erlautert werden. 

Man z;eichnet z;unachst nach dem Gefiihl die Stromlinien auf. Senk
recht zu ihnen zeichnet man, wieder nach dem Gefiihl, eine Schar senk
rechter Linien so ein, daB ungefahr Quadrate' entstehen. Letz;teres laBt 
sich leicht durch Einz;eichnen von Kreisen iiberpriifen. Durch Verlegen 
der Linien und nochmaliges Nachpriifen gelingt es dann, das Stromungs
bild in erster Naherung zu entwerfen. 

1 Eine leichtfa13liche Einfiihrung in die konforme Ab bildung ist: Le wen t, Le 0 : 

Konforme Abbildung, 1912. Verlag G. G. Teubner. 
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1m allgemeinen ist das Verfahren langweilig und zeitraubend. Oft 
liegen die Dinge jedoch so, daB ungeHihre Anhaltspunkte fiir gewisse 
Stromlinien bezw. die dazu Senkrechten vorliegen. An den Wandungen 
ist z. B. immer die Richtung der Senkrechten genau bekannt. 

Abb. 55 gibt ein einfaches Beispiel fiir eine gute Anwendbarkeit des 
Verfahrens. Die Einstromung aus einem unendlich groBen Raum in einen 
Kanal, des sen Einlauf abgerundet ist, solI untersucht werden. 1m Kanal 
werden in geniigend groBem Abstand yom Einlauf aIle Stromlinien 
gleichen Abstand haben und zu der Kanalachse parallel sejn. Die ein
gezeichneten sieben Stromlinien werden also sieben in gleichem Abstand 
eingezeichnete Parallelen zur Asymptoten haben miissen. 1m weiteren 
Abstand vor dem Einlauf haben wir das Bild einer Senkenstromung. Ein 

Geradenbiischel durch den 
Punkt A stellt somit in 
weiter Ferne das Stro
mungsbild dar. Sieben um 
den Winkel 180°/8 ver
schiedene Geraden werden 
somit die Asymptoten im 
AuBenbereich darstellen. 

R~~~~~'~ Um fiir die Zwischenstro
mung genaueren Anhalt zu 
bekommen, wenden wir 
obiges Verfahren an. Yom 
Punkte B aus ziehen wir 

~ senkrecht zur Wand zu-
Abb, 55, Graphische Konstruktion von Stromungsbildern, nachst nach dem Gefiihl 

BG. Die Asymptoten ver
binden wir gefiihlsma13ig und zeichnen den ersten Kreis bei G. Da
durch gewinnen wir einen Anhaltspujikt fiir DE und untersuchen die 
verbleibenden drei " Quadrate" durch Kreise, Wir korrigieren so lange, 
bis die Kreise die Seiten beruhren. Dadurch liegen die Stromlinien in 
diesem Bereich einigermaBen fest. Die Verbindung mit den Asymptoten 
ist jetzt schon bedeutend leichter. Fur viele praktische Anwendungen 
reicht die hierdurch erzielte Genauigkeit aus. 

18. Genauere Verfam'en. 
Aile Verfahren zur Konstruktion von Stromungsbildern gehen aus 

von Gl. (34) und (37), die das Gleichgewicht senkrecht zur Stro
mungsrich tung darstellen und die N ach barstromlinien gleich
sam miteinander verbinden. Das Verfahren von Fli:igeF, das z. B. 

1 Fliigel: Ein neues Verfahren der graphischen Integration, angcwandt auf 
Stromungen. Diss. 1914. Oldenburg: s. auch Closterhalfen ZAM. 1926, S. 62. 
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aus der Gleichung :~ + % = 0 besonderen Nutzen ~eht, solI ~unachst 
kurz angedeutet werden. Schreiben wir die Gleichung in der Form 

dde = - !!.- , so liiBt sich sofort eine wichtige SchluBfolgerung ziehen. Denken 
n Q 

wir uns niimlich c in Abhangigkeit ~u n aufgetragen, so ist :~ = tg IX. Wir 

erhalten aus Tangente, Achse und Ordinate ein rechtwinkliges Drei
eck, in dem c und e Gegen- und Ankathete von IX sind. Der Kriim
mungsradius ist somit die sog. Subtangente an die c-Kurve. 
Damit besitzen wir gleich eine wichtige Kontrollmoglichkeit fUr die Ge
schwindigkeitskurve. Da an den Wandungen die Kriimmungsradien be
kannt sind, liegen die Neigungen der Geschwindigkeitskurven fest, so
bald die Geschwindigkeiten selbst bekannt sind. 

A b· Gl· h ·b· h . de dn W·· . us 0 Iger e10 ung ergl t S10 wetter - = - - . lr mtegrleren 
e Q 

und erhalten 

oder 
Qa - J dn 
. e 

(47) 

Ca = Ci • e g' 

Das Integral kann ausgewertet werden, wenn der Verlauf von e iiber n 
bekannt ist. Da~u kann man nun zunachst die Stromlinien nach dem 

Gefiihl eintragen und die Kriimmungsradien e entnehmen. Jdn kann 
Q 

dann graphisch ausgewertet werden. Die weitere Berechnung von c er-
folgt rechnerisch odernoch einfacherauf 10garithmischemPapier. Zur Er
mittlung der Stromlinien ist noch die durchflieBende Menge zu berech-

_(dn 

nen. Es ist Qn = f c . bdn = b . Ci • J e J e • dn, wo b die Breite senkrecht 
zur Zeichenebene ist. Qn = f(n) gewinnt man am besten graphisch und 
erhiilt dann durch gleiche Unterteilung der n-Linie Stromlinienpunkte. 
Fiihrt man das Verfahren an verschiedenen Stellen der Stromlinien aus, 
so ergeben sich fiir jede Stromlinie mehrere Punkte, die das Stromungs
bild festlegen. Dieses neue Stromlinienbild kann man benut~en, um den 
Veriauf von e genauer ~u ermitteln; man wird bei Wiederholung des 
gan~en Verfahrens genauere Resuitate erzielen. 

Obschon die Methode im Prinzip sehr einfach und durchsichtig ~u 
sein scheint, ist die Durchfiihrung, selbst bei Verwendung von logarith
mischem Papier, doch sehr miihsam und ~eitraubend. 

Es mag deshalb eine Abiinderung besprochen werden, die bereits in 
vielen praktischen Fallen in kurzer Zeit ~um Ziele fUhrt. An einem 
der Praxis entnommenen Beispiel solI die Methode entwickelt werden. 

Eck, Stromungs!ehre. 4 
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Abb. 56 7;eigt schematisch den Schnitt durch ein Schraubengeblase. 
Zur Unterbringung des Antriebsmotors, aber auch aus aerodynamischen 
Griinden, miissen solche Geblase meist eine verhaltnismaBig dicke Nabe 
haben. Wenn man let7;tere nicht sehr lang machen kann, so ergibt sich 
von selbst die in Abb. 56 ski7;zierte Formgebung. Die Luft muB dabei 
einen rotationssymmetrischen Stromlinienkorper umstromen und wird 
an der Ansat7;stelle der Fliigel eine "Obergeschwindigkeit haben. Diese 

Abb.56. Graphische Ermittlung der Meridianstriimung durch ein Schraubengebliise. 
Behandlung des rotationssymmetrischen und des ebenen Problems. 

muB nun, ebenso wie der Geschwindigkeitsverlauf bis 7;um AuBendurch
messer, beimEntwurf der Geblasefliigel bekannt sein und solI hier ermit
telt werden. 

Wir wollen dabei auch gleichzeitig das ebene Problem behandeln. 
Abb. 56 entspricht dann einer Stromung 7;wischen zwei parallelen Wanden 
im Abstande 2 Ta, die in der Mitte eine Strebe von der Formgebung der' 
Nabe besit7;en. Die gleich7;eitige Behandlung wird durch die S. 31 ge· 
wonnene Erkenntnis sehr erleichtert, daB in beiden Fallen die gleiche 
Geschwindigkeitsverteilung vorhanden sein muB. Der Unterschied liegt. 
also nur in der Kontinuitatsgleichung, die 7;U verschiedenen Stromlinien 
fiihren wird. 
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An den Wandungen sind die Kriimmungen bekannt. AuBen ist 

~ = ~ = ° und innen ~. Den Zwischenverlauf kennen wir nicht. Beim 
(ja (Xl (ji 

Idealbild der gekriimmten Stromung, der reibungsfreien Kreisstromung, 

ist ~ = f(n) = !. Die graphische Darstellung ergibt eine Hyperbel. 
(j r 

Darans folgt, daB bei del" allgemeinen gekriimmten Stromung, wenn wir 
nicht zu groBe Bereiche betrachten, fiir 1/12 hyperbelartige Kurven ent
stehen, somit die Kriimmung diesel' Kurven festliegt. Die erste 
Naherung, die hier behandelt werden solI, wird darin bestehen, daB 
wir fUr 1/12 = f(n) eine Gerade annehmen. Fur Abb. 56 ergibt sich 

. I I ra-r 
som1t-=----. 

(j (ji ra -ri 

Wir setzen dies in Gl. (4;7) ein: 

Dieses Integral ist leicht auszurechnen und ergibt das Verhaltnis 

Ci 

Ca 
e 

(48) 

ra -ri . 
Fur verschiedene Werte von -e-i- ergeben slCh z. B. folgende Zahlen. 

ra-1"i 0,251 0,5 1 0,8 1 I 
1 

1,2 ---
(ji 

Ci 1,13311,28411,49211,6491 1,822 
I -

Ca 

Die Ubergeschwindigkeiten sind unter Umstanden erheblich. Wel1l1 
die Nabe z. B. einen Krummungskreis gleich der'radialen Fliigellange 
hat, ist an del' Nabe eine um 65 % groBere Geschwindigkeit als auBen. 

. ra-1"; 
In del' Abb. 56 1St der Fall--- = 0,8 behandelt. 

(ji 

Zunachst nehmen wir innen oder auBen eine beliebige Geschwindigkeit 
an und konnen nach Gl. (48) sofort die andere berechnen und eintragen. 
Der Zwischenverlauf ist leicht zu ermitteln, da nach S. 4;9 die Subtangente 
und damit die Tangentenrichtung innen und auBen bekannt sind. AuBen 
ist z. B. wegen ea = 00 eine horizontale Tangentenrichtung vorhanden. 
Es genugt vollkommen, den Zwischenverlauf mit einem Kurvenlineal zu 
ziehen. 

Die so gewonnene Geschwindigkeitskurve ist fUr das ebene und 
rotationssymmetrische Problem vollkommen gleich. Die Abwei
chungen beginnen erst, wenn wir die Stromlinien ermitteln. 
Del1l1 durch eine Stromrohre von der Breite dr stromt jetzt: 

4* 
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1. dQ = 2 mdr' c; Q = 2 nfrcdr (rotationssymmetrische Stromung), 
2. dQ = dr· b . c; Q = bfcdr (ebene Stromung; b = Breite senkrecht 

zur Zeichenebene). 
1m Falle 2 ist das Integral fc· dr zu bilden. Die Geschwindigkeitskurve 
kann also unmittelbar integriert werden. 1m Falle 1 ist zunachst der 
Wert c· r zu berechnen. Diese Kurve, die in Abb. 56 eingetragen ist, 
muB dann integriert werden, urn Q zu ergeben. Die beiden Integrationen 
werden am einfachsten graphisch ausgefiihrt, wobei auf die MaBstabe, 
d. h. auf die Konstanten 2n und b, keine Riicksicht genommen zu werden 
braucht. Um einen einfachen Vergleich zu ermoglichen, sind im vor
liegenden Falle die MaBstabe so gewahlt, daB in beiden Fallen die gleiche 
Menge durchstromt. Erst an den Q-Kurven sieht man den Unterschied 
beider Falle. 

Um Punkte der Stromlinien zu erhalten, brauchen wir nur Q in 
gleiche Teile einzuteilen. In Abb. 56 sind z. B. vier Einteilungen fiir vier 
gleiche DurchfluBmengen, d. h. fiirjeQl4, vorgenommen worden. Fiir beide 
Falle ergeben sich jetzt verschiedene Punkte. Teilt man weit vor dem 
Nabenkorper einmal die Kreisflache und dann den Radius in vier gleiche 
Teile, so erhalt man weitere Punkte der Stromlinien und kann diese 
so mit Leichtigkeit eintragen. Beirn Rotationsproblem sind auBen die 
gro.Beren Flachen; demzufolge drangen sich dort auch die Stromlinien 
mehr zusammen. 

Um die mittlere Geschwindigkeit 
Q 

cm = (ra -ri)' b 

bzw. Q 
:rt (ra2 - ri2) 

zu erhalten, muB natiirlich der MaBstab nachtraglich ermittelt werden, 
weilQ in m3/s bekannt sein muB. In Abh. 56 sinddiese Werteeingetragen. 
Man sieht, daB auch sie trotz ihrer' gleichen Geschwindigkeitskurve 
erheblich voneinander abweichen. Bei der Rotationsstromung ist der 
Mittelwert von der auBeren Geschwindigkeit nicht sehr verschieden, 
Dieirist verstandlich, da die auBeren Kreisflachen bedeutend groBer sind 
als die der Nabe benachbarten Flachen. 

19. Besonderheiten der rotationssymmetrischen Stromung. 
Da nach dem Vorausgehenden be~ der rotationssymmetrischen Stromung die 

gleiche Geschwindigkeitsverteilung wie beirn ebenen Problem vorhanden ist, gilt 
auch hier fiir zwei benachbarte Stromlinien (hCl = e2c2' Durch Erweiterung mit 
LI<p erhii.lt man wegen e' LI<p = Llx -+ Llx1 ' 01 = Llx2 ' 02' Die Kontinuitatsglei
chung wird hier durch folgende Gleichung erfiillt: LI Y l' 2r 1:rt ' ° 1 = LI Y 2 2 1'2 ':rt • 02 

(Abb.57). Die Division beider Gleichungen ergibt: 

LlXl LlX2 k d Llx K te -,,-- = -;;-- = onst. 0 er -;;-- = r' onstan . 
LlYI' r1 LlY2' r2 Lly 

(49) 
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Die Stromlinien bilden mit den Normallinien somit Rechtecke, fUr die das Ver
hii.ltnis der Seiten proportional dem Abstand von der Drehachse ist. Wir erinnern 
daran, daB bei der ebenen Stromung dieses Ver-
hii.ltnis konstant war und das Netz von Strom- L-
linien und Normallinien aus Quadraten bestand. ! 7"------1 

Man kann diese Beziehung auch zur Auf
zeichnung der Stromlinien benutzen. Zunii.chst 
zeichnet man nach dem GefUbl die Stromlinien 
und die Normallinien ein. Dann priift man fUr 

jedes Rechteck die Zahl Ll~~ r und sorgt durch 

Verschieben der einzelnen Kurven dafiir, daB 
diese Zahl konstant bleibt. 

Das Verfahren ist allerdings sehr miihsam 
und leistet nicht dieselben Dienste wie bei der 
ebenen Stromung, sodaB im. allgemeinen diegra-
phische Methode nach S. 50 hier empfohlen wer
den muB. Bei der Berechnung von Turbomaschi
nen ergeben sich Aufgaben der erwahnten Art. 

Abb.57. Durchstromung eines 
Rotationshohlraumes. 

20. Genauere mathematische Betrachtung. 
Zu der Berechnung der Zentrifugalkrafte wird man einwenden konnen, daB 

bei der rotationssymmetrischen Stromung die auBere Flache des betrachteten Teil
chens aus geometrischen Griinden groBer ist und demnach der auBere Druck auf 
eine groBere Flache wirkt. Die angegebene Berechnung nimmt davon anscheinend 
keine Notiz. 1m AnschluB an eine allgemeine Betrachtung solI dies nachgeholt 
werden. 

1m folgenden wollen wir gleich den Fall betrachten, wo die AuBenflache des 
betrachteten Elementes sich in der groBtmoglichen Weise von der Innenflache un
terscheidet. Dazu behandeln wir eine rotationssymmetrische, d. h. eine raumliche 
Stromung, um einen Stromlinienkorper und wahlen in der Stromung einen Bereich, 
in dem der Unterschied besonders auffii.1lig ist. Der Kriimmungsradius an dieser 
Stelle istR, wahrend in derProjektion der Radius r, d. h. der Abstand von der Ro
tationsachse, erkannt wird. Demnach wird das Teilchen von je zwei unter den Win
keln LlIP und LllX ausgehenden Ebenen begrenzt, sodaB eine abgeschnittene vier
seitige Pyramide entsteht (Abb. 58). 

Bei Betrachtung der Krafte senkrecht zur Stromung wurde oben der Druck
unterschied Llp in der Normalrichtnng Lln, auf die mittlere Flache wirkend gedacht, 
d. h. auf (R· LlIP) (r· LllX). Wir wollen jetzt die Tatsache beriicksichtigen, daB die 
AuBenflache groBer als die inn ere Fliiche ist. Es ist: 

1= R· LlIP' r· LllX, (Flache in der Mitte des Elementes) 

Ii = (R- Ll2n) LlIP (r - ~n cos IP) LllX, 

fa =(R+ ~n) LlIP (r + ~n. cos IP) LllX. 

1st pa der auBere Druck und 'Pi der innere, so ist die resultierende Kraftwirkung der 
Druckkrafte auf AuBen- und Innenseite: 

Pa' la-Pi'li
Diese Kraft ist groBer als Ll p' f. 

Da alle vier Seitenflachen des Elementes nach dem jeweiligen Mittelpunkt bin 
gerichtet sind, schlieBen sie den Winkel LlIP und LllX ein, Die Druckkrafte auf 
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diese SeitenfHichen miissen somit eine Komponente in del' Kormal
richtung haben. In Abb. 58 sind diese Kl'afte und ihre Entstehung dal'gestellt. 
In del' Normalrichtung ergeben sich demnach die Kriifte: 

p. LIn . r· Lla • Lltp und p. LIn • R· Lltp· LliX . cos tp. 

Somit erhalten wir folgenden Kl'aftiiberschuB Dn in del' Nol'malrichtung, wenn wir 
Kl'ii.fte nach dem Mittelpunkt hin positiv nennen: 

Dn = Pa ·!a - Pili - P . LIn . 1·· LliX . Lltp - P . LIn . R· .dtp . LID. . cos (P 

= pa (R+ Ll2n) Lltp (1' + LI;~ costp) Lla - Pi (R- Ll2n) Lltp (1' - Ll2n cos tp) . LliX 

- P . LIn . r . LliX • Lltp - P . LIt •. R . Lltp . Lla . cos tp 

= LIp . R . Lltp . T • Lla + plltp . Lla . R . LIn . cos tp + p . Lltp . LliX . 1· • LIn 

- P . Lftp . LliX . R· LIn . cos tp - p . Lltp . LliX . T· LIn = LIp . R· Lltp . r . LliX 

= Llp-j. 

\ 

l 
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Abb.58. RotationssYlllmctrischc Str6mung um eincn 
Rotationsk6rper. Veranschaulichung der auf ein 

Fliissigkeitseiement wirkenden Querkrllfte. 

Bei del' Rechnung wul'de Pa - Pi 
= LIp, Pa + Pi = 2 P gesetzt, wo
bei h6here Gliedel' vernachlassigt 
wul'den. 

Das Ergebnis ist also das 
gleiche wie bei del' fl'iiheren ein-. 
fachen Bel'echnung. Die durch die 
auBere Flache bedingte Kraftver
gr6Bel'ung wird also durch die 
Komponenten del' Seitenkrafte 
in Normalrichtung gerade aufge
hoben. 

Die weitere Rechnung ist 
dann mit S. 26 identisch. Insbe
sondere ergeben sich auch hiel' 

die Beziehungen f + ~ = 0 und 

LIp l' c2 

Lln= gR· 
Damit k6nnen wir folgenden 
Satz ausspl'echen: 

Die Geschwindigkeitsvel'tei
lung senkrecht zur Stl'ii
IllUllgsrichtung hangt von 
dem Verla uf del' Kriim
m ungsradien in diesel' 
Richtung abo Bei ebenen 
und raumlichen Problemen 
ergibt sich die gleiche Ge
s ch windigkei ts verteil ung. 
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21. I{onstruktion von Stromlmgsbildern mit Hille der 
Stromfunktion. 

'Vir denken lms ein Stromlinienbild so entworfen, daB zwischen zwei Linien 
immer die gleiche Menge stromt. Diese sei dQ= Q2-Ql' 1st c die Geschwindigkeit 
in Stromungsrichtung unddn die Breite del' Stromrohre, so ist dQ= c' dn= Q2-Ql; 

hieraus folgt: ddQ = c. Die Gleichung Q = konst. mnE offenbar cine Stromlinie n 

b il hi dQ 0 . t HT' k" B" K d' erge en, we er dn = IS. n IT onnen uns z. . m emem 001' matensystem 

Gleichungen von del' Form Q = f (x; y) denken und erhalten fiir Q = konst. eine 
Stromlinie. Statt Q benutzt man meist die Benennung 'I' und spricht von del' 
Stromfunktion. Schreibt man an die Stromlinien die Zahlenwerte von 'Ij!, so 
kann man direkt erkennen, welche Mengen dlITch zwei benachbarte Strom
linien flieBen. Bei Abb. 59 wiirde offenbar 'lj!n-'Ij!n-1 = 1 durch jeden Quer
schnitt dlITchflieBen. Es ist 
gleichgultig, an welcher Stelle 
man mit Null beginnt. 

Auf S. 39 WlITde gezeigt, 
daB man Stromungen uber
lagern kann. Die Stromfunk
tion bietet hier ein bequemes 
Hilfsmittel. Die Uberlagerung 
zweier gerader Stromungen solI 
in Abb. 59 gezeigt werden. 
Eine horizontale Bewegung wird 
dort von einer schraggerich

/ 
/ 

/0 

Abb.59. Zusammensetznng zweier Parallelstr6mnngen. 

teten geraden Stromung iiberlagert (gestrichelte Linien). Aus dem Abstand der 
Stromlinien erkennt man, daB die Geschwindigkeit del' horizontalen Bewegung 
gl'oBer ist, da die Zahlen in beiden Fallen die gleiche Bedeutung haben. Nun wol
len wir dem Schnittpunkt del' Geraden 2 und 3 die Zahl 5 zuschreiben, allge
mein dem Schnittpunkt del' Geraden a und b die Zahl a + b, und alle Punkte 
miteinandel' verbinden, die gleiche Ordnungszahl besitzen. So erhalt man 
das neue Stromungsbild. Dies ist leicht zu dlITchschauen. DlITch A B stromt z. B. 
die Menge 1 der Horizontalstromung, dlITch B C die Menge 1 der schragen Stromung. 
Durch A C muB somit die Menge 2 stromen, so daB also die resultierende Stromung 
durch A und C Linien ergeben muB, die die Diffel'enz 2-aufweisen. Die ausgezo
genen Linien erfiillen tatsachlich diese Bedingungen. Dieses Verfahren gilt na
tiirlich auch dann noch , wenn die beiden Stromungen gekriimmte Stl'omlinien 
aufweisen, da bei jeder Stromung ein so kleiner Ausschnitt gewahlt werden kann, 
daB sich naherungsweise gerade Stromlinien ergeben. Man erhalt somit folgende 
Regel: 

Sollen zwei Stromungen zusammengesetzt werden, so zeichnet man fiir jede 
das Stromlinienbild und ordnet die Aufeinandel'folge del' Stromlinien so an, daB 
die Einheit des Zahlenunterschiedes der ihnen zugel'echneten Zahlen der gleichen 
dlITchstromenden Menge entspricht. Es ist gleichgiiltig, mit welcher Zahl man ir
gendwo beginnt. Dann legt man beide Stromungsbilder aufeinander und schreibt 
an die Schnittpunkte die Zahlen an, die der algebraischen Summe del' Ordnungs
zahlen der beiden Schnittlinien entsprechen. V er b indet man dann die Punk te 
mit gleichen Zahlen, so el'halt man das Stromungsbild del' kombi
nierten Stromung. 

Fiir eine Relie wichtiger FaIle laBt sich so in uberaus einfacher Weise das Stro
mungsbild zeichnen. Dies ist immer dann del' Fall, wenn die Einzelstromungen 
geometrisch einfache Stromlinien besitzen. 
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Quelle und Parallelstromung. Beide Einzelstromungen bestehen hier aus ge
raden Linien. In Abb. 60 ist diese Konstruktion durchgefiihrt. Wir erhalten im 
einzelnen ganz das Bild, das bereits in Abb.45 grundsa,tzlich erkannt war. Er
setzen wir die Stromlinie 0 durch eine feste Wand, so ergibt sich die parallele An-

Abb.60. Umstromung eines nach hinten offenen Hohlkorpers. Ermittlung 
der Stromlinien aus Quelle + Parallelstromung. 

stromung eines nach hinten geoffneten Korpers. Auch die GIeichung der Strom

linien llillt sich leicht ermitteln. Aus ~ = c erhalten wir fUr die Parallelstromung 

~~ = c = konst.; hieraus tp = c' y. Fiir die QueUe ergibt sich nach friiherem 

(S.38), c = ~ = -2Q (du Element in Umfangsrichtung des Kreises). 
uU r:rr; 

tp = f-2Q du = 92~; da u = 1" f(J ist, erhii.lt man tp = 2Q . f(J = 2Q arc tg y . 
r:rr; r:rr; :rr; :rr; x 

Dies konnte auch direkt gewonnen werden, da die Linien f(J = konst. die Stromlinien 
der QueUe sind. 

-il-t. Q Y Die u uerlagerung ergibt: tp = 11'1 + tp2 = c' y + 2:rr; arc tg x; setzt man 

fiir tp nacheinander Zahlenwerte 1, 2, 3, 4 . .. ein, so erha,It man analytisch die 

Abb.61. Umstromung eines Kreiszylinders, entstanden aus der 
Zusammensetzung von Doppelquelle und Parallelstromung. 

GIeichungen der Stromlinien'- In einem weiteren Beispiel (Abb.61) ist die Um
stromung eines Zylinders aus der Oberlagerung von Doppelquelle und Parallel
stromung-dargestellt. 

22 •. Experimentelle Darstellung der reibungsfreien Stromung. 
In vielen Fallen kann man mit Nutzen rein experimentelle Methoden 

zur Gewinnung der reibungsfreien Stromung verwenden. Wie zuerst 
Rele -Sha WI zeigte, stellt sich rein auBerlich das Bild der reibungsfreien 

1 Hele-Shaw: Experiments of the Nature of Surface Resistance. Inst. Nav. 
Ar. 29, 145, 1892. 
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Stromung ein, wenn man zwischen zwei enggestellten parallelen Platten 
irgendwelche Korper umstromen liiBt. Die Sichtbarmachung wird dabei 

Abb.62. Zylinderstromung mit DoppelqueUe im Innern des als 
Versuchskorper verwendeten Drahtringes. 

durch Farbfaden erzielt, die vor dem Versuchskorper durch Diisen ein
gefiihrt werden. Die Stromung ist natiirlich vollkommen laminar, sodaB 

Abb.63. Zwei Kreisbiischel (Doppelquelle) stellen die Absolutstromung der 
reibuugsfreien Umstromung eines Kreiszylinders dar. 
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die Tragheitskrafte ganz vernachlassigt werden konnen. In diesem Faile 
gilt die spater abgeleitete Gl. (64), die besagt, daB die Geschwindigkeit 
proportional dem Druckgefaile in der Richtung der Geschwindigkeit ist. 
Damit ergibt sich fUr den Druck eine ahnliche Bedeutung wie fiir das 
friihere Potential. Das ist aber entscheidend fiir das Auftreten der Be
wegungsform der reibungsfreien Stromung. Stokes! wies zuerst auf 
diese Tatsache hin und erbrachte den strengen mathematischen Beweis. 

In eillfacherer Weise wird nach dem Verfasser dasselbe erreicht, wenn 
statt der Stromung zwischen z;wei Platten eine offene, mit einer gerade 
noch zusammenhangendell Fliissigkeitsschicht benetzte Platte benutzt 

Abb.64 . Umstromung eiuo.r scharfen Zacke. 
Absolutstromlinien der reibungsfreien Stromuug. 

wird. Die Oberflache wird mit Aluminiumpulver, Bariappsamen od. dgl. 
bestreut, wahrend die Versuchskorper (einfache Draht- oder Blechstiicke) 
langsam durch die Fliissigkeitsschicht geschleppt werden. Nach diesel' 
Methode sind die folgenden Bilder entstanden. Die Umstromung eines 
Zylindel's (Abb. 62) zeigt deutlich, wie die Stromlinien hinten wieder zu
sammenkommen und ein symmetrisches Bild el'geben. Interessant ist, 
daB im Innern des als Ring ausgebildeten Versuchskol'pers auch die 
Doppelquelle entsteht. Da diese Stromung nach S. 45 durch Uberlage
rung einer Parallelstl'omung mit einer Doppelquelle entsteht, muB 

1 Stokes, G. G.: Mathematical Proof of the Identity of the Stream Lines 
Obtained by Means of a Viscous Film with those of a Perfect Fluid Moving in two 
Dimensions. Rep. of The Brit. An. 143, 1898. 
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letztere in Reinkultur erscheinen, wenn man die Geschwindigkeit der 
Parallelstromung abzieht, d. h. wenn die Kamera stillsteht, wahrend 
der Zylinder sich bewegt. Tatsachlich kommen hierbei die beiden Kreis
buschel der Doppelquelle zum Vorschein (Abb. 63). Diese Stromlinien 
nennt man die Absolutstromlinien. 

Sehr eindrucksvoll ist das Umstromen einer scharfen Kante nach 
Abb.64. Es findet tatsachlich die Umstromung statt, wie es nach der 
reibungslosen Stromung zu er
warten ist. Beim Versuch der 
Abb.64 wurde eine besonders 
lange Platte (d. h. Draht) ver
wendet, die die halbe untere 
Platte versperrte. Es zeigte sich, 
daB die Stromung der halben 
Platte mustergultig umdiePlatte 
ging. Auch die Umstromung 
einer ganzen Platte, bestehend 
aus einer Nadel (Abb. 65), laBt 
deutlich die mustergultige Um
stromung beider scharfen Kan
ten erkennen. 1m Bilde wird das 
Absolutstromlinienbild gezeigt. 
Weitere Beispiele dieser Methode 
find en sich im Kapitel "Trag
£lugel" . 

Von Bj erknes 1 stammt eine 

Abb.65. Absolutstromlinie bei der 
PJattenstromung. 

weitere Methode zur Erzeugung der reibungsfreien Stromung. Wenn 
man in einer offenen Wanne einen Versuchskorper schnell hin- und her
bewegt - Bj erknes machte seine Versuche haupt;;achlich mit Kugeln 
- so sind die Wege der Flussigkeitsteilchen an den Korperwandungen 
so kurz, daB keineAblOsung eintritt. Es zeigt sich das Bild der reibungs
freien Stromung, die durch Aufstreuen von Aluminiumpulver leicht 
sichtbar gemacht werden kann. 

23. Impulssatz. 
a) Ableitung. 

Die Anwendung des Tragheitssatzes P = m . b in Form des sog. 
Impulssatzes bzw. des Schwerpunktsatzes ist aus der Mechanik der festen 
Korper besonders fUr die Fane gelaufig, wo Anfangs- und Endgeschwin
digkeit bekannt sind, der Zwischenverlauf jedoch nicht ubersehen werden 

kann. Die Gleichung P = m ~; wird dann in der Schreibweise p. dt 

1 Bjerknes: Die Kraftfelder. BJaunschweig 1909. 
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= m . dw verwandt. Die Summation vom Anfangs- bis zum Endzustand 
ergibt 

2 

J Pdt = m (W2 - WI) • 
I 

Da alle inneren Krafte nach dem Prinzip von Aktion und Reaktion 
herausfallen, kann aus evtl. bekannten Zustanden an bestimmten Grenzen 
wertvoller AufschluB gewonnen werden. 

Die Anwendung dieses Satzes in der Stromungslehre verlangt einige 
kleine Umformungen. 

Betrachten wir den Stromfaden einer Stromung, so ist die den Zustand 
charakterisierende GroBe nicht irgendcine Einzelmasse, sondern die 
durch den Querschnitt sekundlich flieBende Menge. Wir 
wollen anstreben, diese charakteristische GroBe bei der 
Anwendung des Tragheitssatzes zu erhalten. Diese sei fur 
irgendeinen Stromlinienquerschnitt q; dann ist das in der Zeit dt ein
stromende Massenteilchen m = q' dt. Hiermit lautet die Newtonsche 
Gleichung: 

dw m 
P = m (jj = dt • dw = q . dw . (50) 

BieD 
Die Gleichung besagt, daB ein 

Flussigkeitsstrom q, der infolge 
irgendeiner Ursache eine Ge
schwindigkeitsanderung dw er
fahrt, von einer auBeren Kraft 
beeinfluBt wird, die die GroBe 
q' dw hat. Die auBere Kraft 
hat die gleiche Richtung 
wie dw. 

Relativeinfach sind die An
:wendungen dieses Satzes, wenn 
ein einheitlicher Flussigkeits
strom -Geschwindigkeitsanderun
gen erfahrt. Typische Anwen-
dungsbeispiele sollen dies zeigen. 

____ =C,:::.---n------:;c~t=...:c,!...-- In Abb. 66 a wird der Luft-
Pt ==t ===t pz strom eines kleinen Windkanals 

i ~ durch ein Sieb gebremst. Da-
==t ~ durch wird die Luftgeschwindig-

~r--t----"":;-- keit von CI auf c2 vermindert. 
c 

Abb.66. Kraftwirkungen auf einen Luftstrahl: 
a) dnrch Sieb, 
b) dnrch Propeller, 
c) durch Sieb in einem Rohr. 

Gleichzeitig muB der Strahl sich 
aus Griinden der Kontinuitat ver
breitern. Die vom Sie b auf den 
;Luftstrahl ausgeubte Kraft, d. h. 
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die auBere Kraft, betragt nach dem eben abgeleiteten Sat~ P = q (c l -c2). 

In Abb. 66b wird ein gleich starker Luftstrahl durch einen Propeller von 
cl auf C2 beschleunigt. Die vom Propeller ausgeubte Kraft muB genau so 
groB sein wie vorhin beim Sieb, wenn Geschwindigkeiten und Luftmenge 
gleich sind unddie Vorzeichen vertauscht werden, d. h. P = q. (c 2 - c1). 

Auch hier findet eine Einschniirung des Strahles statt. Zum Unter
schied ist noch drittens ein gleiches Sieb in eine Rohrleitung eingesetzt. 
Hier kann aus Griinden der Kontinuitat keine Geschwindigkeitsande
rung stattfinden. Infolgedessen ist mit dem Impulssatz hier nichts an
~ufangen. 1st LIp der durch das Sieb bewirkte Druckunterschied, so 
wird auf das Sieb die Kraft f . LI p = f' (Pl - P2) ausgeubt. 

Etwas mehr Nachdenken erfordern schon die Falle, in denen die Ge
schwindigkeitsanderung nicht in Richtung der Hauptstromung auftritt. 
Das folgende Beispiel macht mit einer anschaulichen Anwendung bekannt. 

b) Die Kugel im schragen Luftstrahl. 

Eine Kugel kann bei geeignetem Gewicht von einem schragen Luft
strahl in Schwebe gehalten werden. Sehr schon laBt sich dieser Versuch 

81 ________ , -
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Abb.67. Kugel schwebend im schragen LuftstrahI. 
Berechnung der Strahlablenlrung nach dem Impulssatz. 

mit einem schwenkbaren Windkanal und einem groBen Gummiball aus
fiihren. Man stellt ,dabei fest, daB die Kugel nach Abb.67 im Strahl 
hangt. Nach dem Impulssat~ ist der "Auftrieb" leicht ~u erklaren. 

Beispiel. Der im schragen Luftstrahl hangende Ball iibt nach Abb. 67 auf den 
Strahl lediglich die Kraft seines Gewichtes G aus, das senkrecht nach unten, d. h. 
negativ, wirkt. Somit gilt: 

-G = q (c2 ' sin IX2-CI' sinIXI). 

M't . d t CI'sinIXI-Gjq B' G 02k ' ICICOSIX1=C2COSIX2WIT:gIX2= . el =, g;w=15m!s; 
c1 • cos 0.1 

fStrahl = ;rr;!4· 142. 10-4 m2 und IXI = 45° ergibt sich ein IX2 = 19°U'; d. h. eine 
Ablenkung des Strahles urn LlIX = 25° 49'. 
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Nach den gleichen Methoden liiBt sich der Strahldruck berechnen, der 
bei Ablenkung eines Strahles von einer geraden oder gebogenen Fliiche 
ausgeiibt wird. Abb. 68 zeiget drei typische Fiine, flir die die Ergeb
nisse gleich in den Abb. 68 eingetragen sind. 

P= rig' v· w 

P= ylg' V· 10· sin ':x 

P=y!g·V.w· 
• (1 + CDS IX) 

Abb. 68. Umlenknng eines freien Strahles 
durch Fliichen. V [m'lsl. 

c) A blenkung eines Strah
les durch eine Schneide. 

Ein senkl'echt nach unten flieBen
del' Strahl werde mit einer seharfen 

// 
/ 
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Abb.69. Ablenkung cines Strahles 
durch cine scharfe Sclmeide. 

Sehneide leieht beriihrt. Man beobachtet eine plotzliche Ablenkung des Strah
les urn den Winkel", (Abb.69)1. (Anwendung: Strahlablenker del' Peltonturhine 
und Escher-WyB-Strahlregler 2). 

Sieht man genau zu, so erkennt man, daB von del' Schneide etwas Wasser auf
gefangen und nach reehts ahgelenkt wird. Hierzu ist eine naeh reehts gerichtete 
Kraft notwendig, deren Reaktionskraft den Strahl etwas ablenkt, da die Schneide 
selhst keine Kraft in diesel' Richtung iihertragen kann. Somit sind nul' innere 
Krafte in del' x-Richtung vorhanden, d. h. "del' Impuls des unter '" ahhiegenden 
Strahles in del' x-Richtung muE gleich dem entgegengesetzten gleiehen Impuls des 
durch die Schneide reehtwinklig ahgelenkten Strahles sein. Es ist 

q1' w' sin", = Q2' w, 
wenn Q1 und q2 die durch die Schneide getrennten Teilmengen von q = Q1 + q2 sind. 
Del' Ahlenkungswinkel el'gibt sich aus 

sin", = q2' W = Cfy, = -'l.~ = ~ _1_,_. 
Q1'W q1 q-q2 q l.-'l! 

q 

Wil'd z. B. 1~ del' Gesamtmenge durch die Schneide abgelenkt, so el'halt man be

reits einen Ablenkungswinkel von", = 6,5°. 

1 Sehr schon laBt sich die Wirkung auah mit einem senkreaht nach ohen bla
senden Windkanal zeigen. Ein im Luftstl'ahl freischwebender Ball weicht sofort 
nach del' Seite aus, wenn man mit del' Handkante den Luftstrahl heriihrt. 

2 Escher- Wyss: Mitteilungen 1932, :Nr.l/2, S.19. 



Impulssatz. 63 

d) Wirkung eines Schaufelgitters. 
Durch ein unendlich langes Schaufelgitter werde eine von links (Abb. 70) unter 

dem WinkellXl und mit der Geschwindigkeit cl kommende Stromung so abgelenkt, 
daB die Austrittsgeschwindigkeit C2 den WinkellXa aufweist. Die Schaufelzahl sei zu
nii.chst unendlich groB, so daB IXl und IX2 gleichzeitig mit den Schaufelwinkeln 
iibereinstinlmen (stoBfreier Ein- und Austritt vorausgesetzt). 1m folgenden 
wollen wir die im Turbinenbau iiblichen Bezeichnungen anwenden. Die Konti
nuitat ergibt zunii.chst 

Cm = cl ' COSIX l = c2 ' COSIX2, 

wie aus dem Geschwindigkeitsdreieck von Abb. 70 ersichtlich ist. Die Ausdehnung 
des Gitters senkrecht zur Zeichenebene werde mit b bezeichnet. 

./ 
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Abb.70. Ablenkung einer Stromnng dnrch ein Gitter mit 
nnendlicher Schanfelzahl. Kraftwirkung auf das Gitter. 

FUr die Anwendung des Impulssatzes grenzen wir den Bereich ABOD abo 
BO und AD sind Stromlinien. Durch diese tritt somit kein Impuls, da keine Menge 
durchstromt. Der Abstand der beiden Stromlinien in Richtung der Gitterachse sei 
(1 = AB. Es solI der Impuls in Richtung der Gitterachse berechnet werden. 
Durch AB tritt der Impuls 

JAB = b· a' ClCOSIX l · cl · SinIX l ' e 
und durch OD 

JCD = b· a· C2 COSIX Z • C2sinIX2' e. 
Die Differenz ergibt die Kraft in Gitterrichtung, die dem Gitterstiick von der Lange 
(1 und der Gittertiefe b (senkrecht zur Zeichenebene) entspricht. 

Pya = JCD -JAB = b· aeC2 COSIX2· [cz sin iXa - C1 sin IXJ 
Pya = b· a' e' cm(C2u - C1u), 

wo die Komponenten von C in Gitterrichtung mit Ctt bezeichnet werden. Auf die 
Gitterlange 1 ergibt sich somit 

(51) 
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Die Kraft in Gitterrichtung hangt somit nul' von del' Differenz del' 
Geschwindigkeitskomponenten in diesel' Richtung VOl' und hinter 
dem Gitter abo 

Senkrecht zum Gitter ist noch ein Druckunterschied vorhanden, del' nach del' 
Bernoullischen Gleichung leicht berechnet werden kann: 

+ e" +eo PI 2Ci = P2 2C2 

PI-P2= ~ (c~-cf)= ~ l(C~",+c~")-(Cim+cf")l 
e ( " 0) = 2 C§tt- Ciu . 

Erweitern wir mit b· 1, so erhalten wir dieselbe Bezugsflache wie bei P y : 

P _ b· 1 ( ) _ b· e ( 2 ,2 
X - PI - P2 - ~ c2" - C ,,) • 

Urn die Richtung del' Resultierenden zu erhalten, bilden wir 

P y _ b· e' Cm' (C~U-Cl") Cm 
- - = ctgCL (52) 
p.: e Cw + C2" 

b'"2(cg,,-cf,,) 2 

Die Konstruktion von ;: geht aus Abb. 70 hervor. Man erkennt, daB die Resul

tierende senkrecht auf del' Richtung von IX stehen muB. Wir erhalten somit <,len 
Satz: 

Wird durch ein unendlich langes Gitter die Striimungsrichtung 
vom Winkel IXl nach dem WinkelIX 2 abgelenkt, so ubt die Flussigkeit 

auf das Gitter eine 
Kraft aus, die senk-

e recht auf einer mitt
leren Richtung steht, 
die aus del' Meridian

!J 

Abb.71. Gitter mit endlicher Schaufelzahl. 
Veranschanlichung der charakteristischcn Winkel, 

geschwindigkeit und 
aus del' mittleren Kom
ponente in Gitterrich-
tung gebildet wird. 

Wenn wir nunmehr das 
Gitter auseinanderrucken, 
d. h. einen endlichen Ab
stand t zwischen den Schau
feln lassen, so werden die 
Schaufelwinkel IX/ und IX2' 

nicht mehr mit den Strii
mungsrichtungen IXl und IX2 
identisch sein. Sollen die 
friiheren Winkel IXl und IX2 
erhalten bleiben, so werden 
daflir die Schaufelwinkel 

aufgebogen werden miissen, d. h. IX/ -> IXl und IX2' <IX2 (Abb. 71). Man spricht hier 
von vVinkel iibertreibung. Es leuchtet ein,daB in himeichender Entfernung vam 
Gitter fiir aUe Stromfaden gleiche Winkel IX 1 und IX2 vorhanden sein mussen. Dart 
wollen wir unsere Kantrollflache hinlegen. 1m iibrigen werden wir wieder del' Ein
faehheit halber zwei Stramlinien BO und AD nehmen, da durch sie ja kein Impuls 
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treten kann. AB sei identiseh mit der Schaufelteilung t, sodaB wir die Kraft fUr 
nur eine Sehaufel durch die folgende Rechnung erhalten: 

Wahlen wir dieses t gleieh dem Werte a der vorigen Reehnung, so andert sieh 
an der ganzen Reehmmg gar niehts. Es ist 

P vt = t· b· e· Cm (csu - clu ) 

Pzt = t· b· ~ (c~u-ciu)= t· b· eClU1C2,. (C2U -ClI,). 

Da die Ausgleiehung der Stromfii.den theoretisch erst im Unendliehen erzielt wird, 
wollen wir die mittlere Gesehwindigkeit c"" nennen in ttbereinstimmung mit den 
im Turbinenbau ubliehen Bezeichnungen. 

Der obige.Satz braueht jetzt nur so abgeandert zu werden, daB als Geschwin
digkeiten und Riehtungen diejenigen gewahlt werden, die der be
reits ausgeglichenen Stromung entspreehen. 

Der aufmerksame Leser wird schon gemerkt haben, daB es fiir dieAnwendbar
keit des Impulssatzes gleichgiiltig ist, mit welchen Mitteln die Umlenkung von"'l 
nach "'2 erfolgt. Das beschaufelte Gitter sollte nur unsere Vorstellung erleichtern, 
in der Reehnung kommt seine konstruktive Ausbildung nieht vor. 
Besonders bei dem letzten Beispiel tritt dies deutlich in Erscheinung. Lediglieh 
auf den Anfangs- und Endzustand kommt es an, nieht auf den Zwi
s ehenzustand. 

Diese Bemerkungen sind von Nutzen, wenn man anschlieBend zu einem Gitter 
ubergeht, das sieh in Gitterrichtung mit der Gesehwindigkeit U bewegt. Wenn 
dureh dieses Gitter irgendwie erreieht wird, daB die Gesehwindigkeit weit vor dem 
Gitter cl mit dem Winkel "'1 und weit hinter dem Gitter C2 mit dem Winkel "'s ist, 
so folgt fiir die Kraft in Gitterriehtung dasselbe wie vorhin, namlieh: 

Pv = e· b· cm(c2u-ClU )· 

Das Gitter leistet aber jetzt eine Arbeit. Diese Leistung ist 

L = p v · u = b· e· c".. u(csu -cluj. (53) 

Bezeiehnen wir die der Fliissigkeit je kg erteilte Leistung als DruekMhe H, so ist: 
b . 'Y. Cm • 1 das in der Sekunde durch die Breite 1 geforderte Gewicht und somit 

L= H· b· 'Y. Cm = b· e· Cm· u(csu---"clu), 

d.h. (54) 

Dies ist bereits die Turbinengleiehung fur ein gerades Gitter. Fiir 
die Berechnung aller propellerartigen Kreiselrader ist diese Gleiehung ebenso wie 
die Behandlung des Gitters die Grundlage. 

e) Berechnung des StoBverlustes. 

Durch ein unendlich langes Gitter werde eine Stromung plOtzlich 
von'der Richtung eX l nach eX! abgelenkt (Abb. 72). Die stoBfOrmige plOtz
Hche Umlenkung bedingt Energieverluste, die mit Hilfe des Impulssatzes 
berecpnet werden konnen. 

Der Bereich ABODEF werde fur die Impulsbetrachtung herange
zogen. Da AFE und BOD StromHnien sind, kann durch diese Grenzen 

Eck, Striimungslehre. 5 



66 Bewegungslehre. 

kein Impuls iibertragen werden. Wir berechnen die Impulsanderung in 
Richtung iX 2. Die Kontinuitat erfordert 

c i sin iX l = c2 sin "'2 . 

Durch die Breite AB = b stromt in der Sekunde die Masse: 

q = e . b . CI sin iX l = e . b . C 2 • sin iX2 • 

Die Impulsanderung in Richtung iX2 (hier Impulsverminderung) betragt: 

q' (c I • cos <5 - c2) = ebC2 sin iX2 (c i • cos <5 - c2) . 

Cs 
Abb. 72. PWtzliche Richtungsanderung einer Paralleistrilmung 

durch dichtstehendes Schaufeigitter. 

AuBere Krafte auf das 
Gitter konnen nur 
durch Anderung des 
Druckes erfolgen. Da 
die Driicke auf die 
Stromlinien AFE und 
BCD sich gegenseitig 
aufheben, spielen nur 
die Driicke aufAB und 
ED eine Rolle. In der 
zu iX2 senkrechten 
Richtung ergibt AB 

eine Breite b • sin iX 2, so daB ein evtl. Druckunterschied Lip zwischen 
AB und ED eine Kraft in Richtung iX2 von der GroBe Lip· b . sin iX2 

ergibt. Wir setzen diese auBere Kraft gleich der Impulsdifferenz 
und erhalten 

e' b· Cz ' si~ iX2 [C I ' cos <5 - C2] = Lip· b· sin iX 2 ; 

P2 - PI = Lip = e . c2 [c i • cos <5 - c2] • 

Nach dem Bernoullischen Satz, d. h. oei verlustfreiem Umsatz, wiirde 

sich ein Druckunterschied Lip' ergeben: Lip' = ~ (c~ - c~); somit 

entsteht ein Verlust von 

A' A I!., I!., 2 -" LJp - LJp = ~ c· - ~ c· + n • C - n . C • C • cos u' 2122 t:"2 t:"12 , 

(55) 

Wirfinden: Der bei plOtzlicher Umlenkung auftretende S~oB
verlust ist gleich der Geschwindigkeitshohe der aus der 
geometrischen Differenz sich erge benden Gesch windigkeit. 
Der Druckverlust ist also immer gleich der Geschvvindigkeitshohe der 
Gesch windigkeitsdifferenz ! 

Weml die Schaufehl des Gitters eine endliche Teilung habel1, findet 
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eine so plOtzliche Geschwindigkeitsabnahme, wie sie del' Rechnung zu 
Grunde gelegt wurde, nicht mehr statt. An del' Eintrittskante bildet sich 
eine Ablosung und eine damit verblmdene Einschniirung des Strahles, 
die einen plOtzlichen Ubergang von a l nach a 2 verhindert. DerVerlust 
wird also bei endlicher Teilung kleiner sein. Man beriicksichtigt dies durch 
einen StoBkoeffizienten cp nach del' Gleichung: 

Ll 0 ., 
PVerl. = cp' ~ c;. 

, - (56) 

Bei Kl'eiselmaschinen spielen diese Dinge eine groBe Rolle. Die aus 
diesem Gebiet stammenden Erfahl'ungswel'te fiir cp liegen je nach Teilung 
zwischen 0,5-:-0,85. 

Del' dUl'ch unstetige Quel'schnittsanderung eintretende StoB
verlust ist durch den Impulssatz ebenfalls leicht zu erfassen. Eine Diise 
mit dem Quel'schnitt F I sei 
einer Rohrleitung vom Quer
schnittF 2aufgesetzt (Abb. 73). 
Auf die Kontl'ollflache ABCD 
wel'deder Impulssatz ange
wandt. CD sei dort gewahlt, 
wo die Stromung wieder den 
ganzen Querschnitt ausfiillt. 

Aus del' Stetigkeitsglei
chungfolgt:e' F 2' C2='e·F 1· Ci· 

Durch AB eintretender 
Impuls: (e' F 2 • C2 ) • C1 • 

8 c r-------------------------' 
, ,I 

Abb. 73_ Einstromung in eine Rohrleitung dnrch 
Diise_ 

Durch CD austretender Impuls: reF 2C2) • c2• 

Impulsdifferenz (hier Impulsverminderung): e· F 2' C2 (C 1 - c2)· 

Resultierende Druckkraft auf Kontrollflache A BCD : (P2 - PI) F 2' 

Die Gleichsetzung von Impulsdifferenz und Druckkl'aft ergibt: 

e . F 2 '. C2 (C 1 - C2) = (P2 - PI) F 2; P2 - PI = e . C2 (C 1 - C2) . 

Nach dem Bernoullischen Satz wiirde sich bei verlustfreiem Umsatz 
ergeben: 

, e ( 2 ') P - PI = --- c - c . 
"1 2. t '1 

Die Differenz beider ist del' auftretende Druckverlustl 

LlPVerl. = (p~ - PI) - (P2 - PI) = ~ (c1 - C2)2_ (57) 

1 Vernachlassigt werden lediglich die durch Reibungsverluste zu erwartcnden 
Schubspannungen an den Wanden EO und AD. Die Gl'oBenordnung diescs Feh
leI'S ist 8ehr gering. Gegenuber den durch die Impulsberechung sich ergebenden tat
sachlichen Druckverlusten werden Unterschiede von nul' I -7- 3 vH. festgestellt. 

5* 
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Del' vorhin gefundene Satz, daB fUr den Druckverlust die Geschwindig
keitshohe del' Geschwindigkeitsdifferenz maBgebend ist, findet somit eine 
nochmalige Bestatigung. 

f) Anwendung des Impulssatzes bei belie bigen freien 
Stromungen. 

Bei den behandelten Beispielen handelte es sich immer um mehr odeI' 
weniger geschlossene Fliissigkeitsstrome,.die die gleiche Geschwindigkeit 
hatten. In diesen Fallen fUhrt die einfache Form del' Gl. (50) sehr schnell 
zum Ziel. Viel schwieriger sind die FaIle, in denen del' Impulssatz auf 
einen beliebigen Stromungsbereich angewendet wird, wo Geschwindig
keit und Geschwindigkeitsrichtung sich von Punkt zu Punkt andel'll. 
Da diese Anwendung kein Analogon in del' Mechanik del' festen Korper 
hat, ist eine besondere Besprechung notwendig, zumal auBerst bedeut-

same theoretische Betrachtungen del' 
8 

p=--:::::=~-::::::::::::=~======t:: modernen Stromungslehre von diesel' 
=======~n~ Anwendung groBen Nutzen ziehen. 

Wir betrachten nach Abb. 74 ein 
beliebiges Stuck aus einer allgemei
nen Stromung und grenzen fur unsere 
Betrachtung einen rechteckigen Be
reich ABeD abo Wir greifen eine 

,t;..-=-"""S,.....",~==-------==----~~C' Stromrohre (I ... n) heraus und wen-

Abb.74. 
Abgrenzung cines Stromungsbel'eiches 
zweeks Anwendung des Impulssatzes. 

den auf sie den Impulssatz an. Fur 
kleine in Abb. 74 eingezeichnete Zwi
schenstucke denken wir uns die Ge

schwindigkeitsunterschiede dw", in del' x-Richtung gebildet. Die Ge
samtkraft, die auf diese Stromrohre in del' x-Richtung wirkt, ergibt sich 
dann durch Summation del' Einzelkraf~e, sodaB wir zu folgender Glei
chung kommen: 

LIP", = LdP", = Llq (dWI'" + dw2", + ... ) 
LIP", = Llq (Wnx - WI"') . 

Es bleibt nur del' Geschwindigkeitsunterschied del' Austrittsgeschwin
digkeit W n'" und del' Eintrittsgeschwindigkeit WI"" AIle Zwischenwerte 
sind mit entgegengesetztem Vorzeichen gleich und heben sich deshalb 
aus der Rechnung heraus. 

Das Gleichheitszeichen bedeutet selbstverstandlich auch 
hier wieder Richtungsgleichheit. Interessiert man sich z. B. fur 
eine Kraft P in del' x-Richtung, so sind die Unterschiede W 2-WI eben
falls in del' x-Richtung zu rechnen. 

Fur jede einzelne Stromrohre konnen wir nun diese Betrachtung 
durchfuhren. Dadurch bekommen wir aIle Einzelkriifte, die auf die 
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Stromrohren in der x-Richtung wirken. Summieren wir aIle Krafte, so 
erhalten wir die x-Komponente der gesamten auBeren Kraft, die auf den 
Bereich ABeD wirkt: 

LlPlx = Llql (w: x - w;x) 

/1 Pzx = Llqz (w'~x - w;' ",) 

If/, rtI, 

P X = ,2L1Phx = ,2L1qh (w~x - w~x) . (58) 
h~l h~l 

Bezeichnen wirnun q' w als Impuls, so lautet der Satz: Die Summe 
alIer auBeren Krafte in einer Richtung, die auf ein abge
schlossenes Gebiet wirken, ist gleich der Differenz der aus
tretenden und der eintretenden Impulse in dieser Richtung. 

Was im Innern vor sich geht, ob insbesondere Reibungskrafte vor
handen sind, ist gleichgiiltig. Der Satz gilt immer und besitzt deshalb 
eine eigene Bedeutung fUr die gesamte Stromungslehre. 

g) Auftrieb. 

Eine reibungsfreie Fliissigkeit kann keine energieverzehrenden Krafte 
iibertragen. AIle Krafte in Stromungsrichtung (gewohnlich Widerstiinde 
genannt) gehoren hierzu, sind also 
in der reibungsfreien Fliissigkeit 
unmoglich. 

Offen bleibt jedoch die Frage, 
ob Krafte senkrecht zur Stro
mungsrichtung moglich sind. Da 
diese keine Energie verzehren, ist 
mit einer sol chen Moglichkeit zu 
rechnen. Mit Hil£e des Impuls
satzes kann die Frage leicht be
antwortet werden. 

B C 1--------------------\ 
, I 

! cb i I . 
i '" I u . 

------- I .c::::::J'" i 
i u u i 
i i 
i i 

A'----------------------'O 

Abb_ 75_ ·Auftrieb in der reibungsfreien 
Stromung_ 

Wir setzen eine Parallelstromung mit der Geschwindigkeit U voraus. 
Ein Korper von irgendwelchen Abmessungen befinde sich in dieser 
Stromung (Abb. 15). In der Nahe des Korpers wird sich eine Storung 
der Parallelstromung bemerkbar machen. Diese werde dadurch beriick-
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sichtigt, daB ein Teilchen auBer der Geschwindigkeit U noch die Zusatz· 
geschwindigkeiten u und v hat. Richtung und GraBe der tatsachlichen 
Geschwindigkeit kannen dann aus 

tgiX = _1_) _ und 'IJ) = yv2 + (U + U)2 
u+u 

bestimmt werden. Je mehr wir uns von dem Karper entfernen, um so 
mehr werden die Starungsgeschwindigkeiten u und v abnehmen. Wir 
wollen annehmen, daB der Karper tatsachlich eine Kraft senkrecht zur 
Stramungsrichtung iibertragt, und untersuchen, ob und wie dies maglich 
ist. Fur die nachfolgende Impulsb"erechnung werden wir einen Bereich 
ABOD so weit vom Karper entfernt abgrenzen, daB an dieser 
Grenze u und v gegen U klein werden. Wir tun dies, um uns bei der 
Rechnung gewisse Vereinfachungen erlauben zu kannen. Denn bei hin
reichend kleinem v wird der durch die Flachen BO und AD durch
tretende Impuls vernachlassigbar klein werden. Rechnen wir dann die 
Differenz LlJ des durch AB eintretenden und durch OD austretenden 
Impulses in del' y-Richtung, so haben wir damit die Summe aller auf 
ABOD in y-Richtung wirkenden Krafte. Letztere setzen sich zusammel1 
einmal aus Druckkraften auf AD und BO, die wir summarisch zunachst 
mit Bp bezeichnen, sodann aus der Kraft A, die auf den Karper wirkt. 
Hieraus folgt die Gleichung: 

Impulsdifferenz LlJ = A + Bp. 

Ein durch AB eintretendes Teilchen von del' Breite dy hat den Impuls 
in y-Richtung (U + u) dy· v· e. 

B 

Der Gesamtimpuls ist somit e f (U + ~l) v· dy 
A. 

B C 
und die Differenz - e J (U + u) v . dy + e J (U + u) v . dy. 

A D 
IJ C 

Zur Berechnung der Druckkrafte J p. dx - J p . dx = Bp mussen wir die 
.A B 

Abhangigkeit des Druckes von der Geschwindigkeit nach der Bernoulli-
schen Gleichung ausrechnen: 

p + -~ U2 =p' + ~ 'lJ)2; 'lJ)2 = (U + U)2 + v2 ,,", (U + U)2; 

da v gegen U klein sein solI, kann v2 gegen (U + U)2 vernachlassigt werden. 

p + ~ U2 = p' + ~ (U + U)2; 

p' - P = ~ [U2 - (U + U)2] = {[ - 2 nU - u2] ""' - e U . n , 

indem wieder hahere Glieder vernachlassigt werden. Wir erhalten somit 
den Druck p' an einer beliebigen Stelle der Grenzen del' Kontrollflache: 

p' = p - e . U . u . 
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Es bedeutet keine Einschrankung, wenn wir den Druck p im Unendlichen 
vernachlassigen, weil er ja keine Resultierende auf den abgegrenz;ten 
Raum hat. 

"Vir setzen nunmehr die inzwischen ausgerechneten Werte LlJ und Bp 
in Gleichung A = LlJ - Bp ein. 

BCD C 

A =-e f (U +u) v·dy+ef (U +u) v' dY+ef U· u'dx -efU ·U· dx . 
.A DAB 

Die bei der Ausrechnung entstehenden Werte eJu· v· dy usw. konnen 
wieder vernachlassigt werden, wei! U· v klein gegen U· u ist. 

I B D A 'C J 
A = e U l- f v·dy-f v.dy -f u·dx -J U· dx ; 

A C D B -

[
B C D A 

A=-e'U JV'dy+JU'dx+Jv"dy+fu'dx1 =-eU · r1. 
ABU D . 

Die [] Klammer, die durch die Bezeichnung r ersetz;t wurde, bedeutet 
nun, daB fiber die geschlossene Kurve ABOD der Wert (Weg x Ge
schwindigkeit) gebildet wird. Diese als Umlaufintegral oder Zirkulation 
schon £rUber eingeffihrte GroBe ist, wie man sieht, ein Kriterium dafur, 
ob eine Kraft A ·besteht. Nur wenn r:j: 0, ist eine Auftriebskraft vor
handen. Aus frfiheren Untersu.chungen wissen wir aber schon, 
daB die durch einenKorper bedingte Storung einer Parallel
stromung in weiter Entfernung iminer angenahert werden 
kann durch die einfachen Gebilde: Wirbel, Quelle, Doppel
wirbel, Doppelquelle usw. Untersucht man diese Gebilde nach dem 
Ausdruck fwds = r, so ist dieser Wert nach den Ermittlungen von 
S.32 nur beim Wirbel von Null verschieden. 

Wir fassen zusammen : 
EinAuftrieb,d.h. eine zur Stromungsrichtung senkrechte 

Kraft, ist nul' moglich, wenn einer Para)lelstromung eine 
Wirbelstromung iiberlagert wird. Die GroBe del' Kraft ist: 

A = e' U· r· b , (59) 

wenn wir noch die Ausdehnung senkrecht zur Zeichenebene mit b be
zeichnen. (Bei der obigtJU Rechnung wurde stillschweigend die Aus
dehnung senkrecht z;ur Zeichenebene mit 1 angenommen.) 

Anmerkung. Wenden wir nun den Begriff "Zirkulation" nachtraglich noch 
auf das Gitter (S. 65) an, so ist fUr eine Schaufel r = t (cm - cw ) zu setzen. Mit 
del' neuen Schreibweise erhalten wir 

Pyt = b· Q' Cm ' r; P xt = b· Q cin +c2u • r. 
2 

1 Das (-J.Vorzeichen bedeutet, daB r einen anderen Umlaufsinn haben muB, 
wenn A die angenommene Richtung hat. A ist die Kraft, die von auBen auf den 
K6rper ausgeiibt wird. Die Fliissigkeit antwortet mit der Reaktionskraft, die na· 
tiirlich die entgegengesetzte Richtung hat. 
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Die Resultierende R steht, wie wir bereits wissen, senkrecht auf der Mittelgeschwin· 
digkeit coo. Man erhii.lt: 

[ (CIU+ C2U)2J R2 = p2 + p2 = b2. 02. r2 CO + . 
yt xt " 111 2 

Die [] Klammer ist aber nach Abb. 70 gleich c!, sodaB folgende Beziehung ent
steht: 

R= b·l!· r· Coo, (60) 

d. h. der oben gefundene Satz gilt auch fUr das Gitter, wenn statt U die ana Aus· 
tritts- und Eintrittsgeschwindigkeit gebildete Mittelgeschwindigkeit Coo angenom
men wird. 

Eine gute Kontrolle besteht noch darin, daB beirn Ubergang zu unendlich 
groBer Teilung (t = 00) cl und c2 nach GroBe und Richtung zusammenfallen, so
daB dann direkt der oben behandelte Fall Gl. (59) eintritt. 

In diesem FaIle wird Clu= C2u, d.h. in der Formel r= t(Clu-C2u) 

bleibtrkonstant, wenn aufder rechten Seitet= 00 undclu-c2u= ° 
wird. 

Wir merken uns schon jetzt, daB bei einem Einzelauftrieb, ent
standen durch eine einzelne Schaufel, die Gesamtstromung wegen 
Cl u = C2u keine endliche Ablenkung erfahrt. 

h) Impulsmomente (FHichensatz). 

In vielen Fallen arbeitet man zweckmii.Big mit den Momenten der Impulskrafte. 
Dies ist immer dann gegeben, wenn ein Problem Rotationssymmetrie auf weist, wie 
z. B. bei den Kreiselmaschinen. FUr das Impulsmoment ergibt sich die Beziehung: 

Impulsmoment = Hebelarm mal Masse mal m'O Geschwindigkeit. Die Ubertragung des Im
pulssatzes ergibt folgendes: 
Das Moment der auBeren Krafte ist 
gleich dem Zuwachs des Impuls
momentes. 

M = l:(r· q. L/wu). 
~ ~ wuist die Geschwindigkeitskomponente senko 

Abb. 76. Schematische DarstelJung recht zum Hebelarm. 
eines Leitrades. Anwendung: Kreiselmaschinen. 1st q 

die sekundlich durch ein Schaufelrad stro
mende Masse und sind Cl u und C2 u die Umfangskomponenten der Absolutge. 
schwindigkeit auf den Radien r l und rz, so ergibt sich 

M=q[rZ·cIU-r2·clU] (61) 

BeIspiel. Hinter einem Kreiselpumpenrad tritt das Wasser mit einer Geschwin
digkeit von 15 m/s unter einer Neigung von 30° gegen den Umfang ana und wird in 
einem anschlieBenden Leitapparat in die radiale Richtung umgelenkt (Abb.76). 
Welches Drehmoment muB vom Leitrad dabei aufgenommen werden? 

c",=c l • sin 30°= 15· Yz= 7,5m/s; ClU= Cl· cos 30° = 13m/s; 
')' 1000 

V =n· d· b ·Cm= n· 0,2· 0,02·7,5= 0,0941m3/s;q= V ·u = 0,0941· 9,81 = 9,6; 

JJf = q[rz · 0- r l · Cluj = - 9,6· 0,1· 13 = -12,5 m· .kg -+ 1250 kg· cm. 
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24. Reibungsfreie Stromung in offenen Rinnen. 
Bei Stromungen in offenen Rinnen kann sich das Niveau der Ober

flache in der verschiedensten Weise andern. Durch diesen neuen Frei
heitsgrad, der den bis hierher behandelten Bewegungsformen zu iiber
lagern ist, ergeben sich eine Reihe Erscheinungen, die praktisch groBe 
Bedeutung haben. 

Zunachst wollen wir beobachten. Durch eine Rinne, von bestimmtem 
Gefalle, ergieBe sich eine Wassermenge mit groBer Geschwindigkeit. 
Eine Strecke lang erkennt man eine glatte Stromung, bis plotzlich unter 
gewissen Voraussetzungen an einer Stelle die Niveauhohe sprunghaft 
steigt und von da ab die Oberflache unruhig wird. Abb. 77 zeigt eine 
derartige Stromung. Um diese recht sonderbare, den FluBbau sehr 

B .________________ C' interessierende Erscheinung 
! I zu erklaren, wollen wir fol-
! j. gende Frage untersuchen: 
I r- T -
i ~ ~ 

Wf t 1 i _~:"q_,. .. ¥_,.*:.o¥.::~<. $$SJ!i-<~ .4.1!f4ii!P·9W\R 

i ! L. ___ . ____________ ~ 
A D 

Abb.77. Wassersprung. , Abb. 78. Offene Rinne mit GefiHle. 

Gegeben sei eine rechteckige Rinne mit dem Neigungswinkel IX der 
Sohle und der seitlichen Breite b (Abb. 78). An der Stelle 1 sei die Ge
schwindigkeit wi> die Niveauhohe iiber der Sohle hI' Gehen wir nun 
um Lll stromabwarts weiter bis zur Stelle 2, so solI untersucht werden, 
ob h2 kleiner, groBer oder gleich hI ist. 

Mit Hilfe der Bernoullischen Gleichung kann diese Frage leicht be
antwortet werden, wenn man gleichzeitig beriicksichtigt, daB der Druck 
auf die Oberflache unabhangig ,von h, mithin konstant, namlich gleich 
dem Druck der Atmosphare ist. Wir betrachten die Puilkte 1 und 2 und 
erhalten nach Gl. (17): 

w2 w' 
h + Lll . tg IX + _1 = h' + -' . 

1 2g 2 2 g , 

1O'-w' 
h2 -hI - ~ = Lll· tgIX; 

h _ h _ W 1 -W2 • w1 + 102 - Al· t 
2 1 g 2 -LJ gIX. 

Wir fiihren die mittlere Geschwindigkeit W = W 1 t W 2 und diemittlere 

Rohe h ein und beriicksichtigen die Kontinuitatsgleichung: 

WI' b· hI = V; w 2 ' b· h2 = V, 
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hieraus: WI = b~l und w 2 = b.l~2; W1 - w 2 = f[7~1 - ,~J; 
V h2 - hI V h. - h, W 

WI - w 2 = -6 . --,~ ,...., b . -- h2 -,...., h (h2 - hI) . 
1 2 

Dies wird in die Gleichung fUr h2 - hI eingesetzt. Eine leichte Rechnung 
ergibt da1111 

h2 - hI tgo.: 
-Ll-Z-""" 1 _ w 2 

G 
Das Gefiille der Wasseroberflache h2 LIT hI wird fur 1 - l~; = 0 unendlich 

groB. Das ist aber gerade die Stelle des Wassersprunges. Hierfur ergibt 
sich die Geschwindigkeit 

w=YIJ"h. (62) 

Diese fur die Bewegung in offenen FluBlaufen wichtige 
"Grenzgeschwindigkeit"VIJ" h = Co -nennt man Schwallge
schwindigkeit. Die Bewegung unterhalb dieser Schwallgeschwindig
keitI wird auch durch das Wort "Stromen", oberhalb mit "SchieBen" 
gut charakterisiert. . 

Nach diesen Vorbereitungen werde der Wassersprung (Abb. 77) be
handelt. Man erke1111t, daB es sich urn einen StoBvorgang handelt und 
deshalb der Impulssatz die geeignete Wa£fe ist. FUr den umgrenzten 
Bereich werde die Rechnung durchgefuhrt: 

Impulsdurchtritt ............. . 

Druckkrafte 2 ................ . 

Abschnitt AB 

(! • WI . hI . WI 

1 
-. J"h . h 2 I I 

Abschnitt CD 

(! . WI • '''r . w 2 

1 
2"y·h2 ·h2 

Gleichheit von Impulsdifferenz und Differenz der Druckkrii,fte: 

Lw h (w -w) = ]-y' (h' _h 2 ). fJ 11 1 2 2 2 I 

Hier wurde bereits die Kontinuitatsgleichung berii.cksichtigt: 

w 1h1 = w 2h 2 · 

Diese dient gleichzeitig dazu, w 2 durch WI auszudrii.cken. 

hI 
W2 = WI h2_ ; 

1 Die Schwallgeschwindigkeit ];g.h ist gleichzeitig identisch mit del' Fortpflan
zungsgeschwindigkeit flacher 'Yellen. 

2 Del' Faktol' ~ kommt dadurch zustande, daB del' mittlere Druck eingesetzt 
werden muB. -
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Hieraus entsteht nach einer kleinen Umformung: 

(R2 r + 1 = 2 wi = 2 (~y , 
hI Uhl Co I 

indem im Sinne del' oberen Rechnung die Schwallgeschwindigkeit 
Co = fiib eingesetzt '~1rde. 

Aus diesel' Gleichung ist ~2 errechenbar: 
1 

h2 = 1/ 2 (WI)2 - 1 ; 
hI Co . 

aus ihr liiBt sich folgern, daB nur dann ~2 > 1 ist, wenn WI > Co. 
I 

Die auBere Ursache dieses sog. "Wassersprunges" liegt meist in einem 
plOtzlichen Hindernis unterhalb del' Schwallbildung, Z. B. durch em 
Wehr. Tritt del' Wassersprung 
nicht ein, so ist die Voraussetzung 
diesel' Rechnung natlirlich nicht 
mehr erfiillt. Dies ist dann del' !J 
Fall, wenn das Wehr sehr niedrig 
ist. In diesem FaIle stromt das 
Wasser ohne Wassersprung libel' 
das Wehr, d. h. ohne den durch 

die StoBwirkung bedingten Ener- Abb.79. Striimnng einer offenen Rinne 
gieverlust. iiber ein Wehr. 

Aus meBtechnischen Grlinden ist die offene Stromung libel' ein Wehr 
aus einem vorhandenen groBen "Teich odeI' dgl. sehr wichtig. An einer 
Stelle (Abb. 79) sei die Einsenkung des Wasserspiegels h. Die in dies em 
Querschnitt auftretende Geschwindigkeit berechnet sich nach frliherem 
zu W = i2 gh. Die Menge V ergibt sich aus 

V = W' y' b = bli2 g' h· Cy -- h) . 

Halt man die Niveauhohe konstant und verandert h, so ergeben sich 
verschiedene Wassermengen. Bei einem bestimmten h ist die Menge am 

groBten. Durch Differentiation~: = 0 kann dieses leicht berechnet 

werden. Es ergibt sich 

h =~'dh y=2h. 3' . . 

Diesel' Zustand stellt sich nun tatsachlich ein 1, so daB aus h leicht die 
Geschwindigkeit und die Menge berechnet werden konnen, insbesondere 
wenn diese Untersuchung an del' hochsten Stelle durchgefiihrt wird. 

Setzt man y = 2 h in die Formel y'2 gh ein, so entsteht y'g. y, d. h. 

I Jeder Kiirper ist bestrebt, die tiefste Lage zu erreichen, d. h. er gleitet bis 
zur tiefsten Stelle. Dieser Tatsache entspricht das Bestreben, miiglichst viel ki
netische Bnergie alL" der Lagenenergie umzusetzen. 



76 EinfluB der Reibung bei abliisungsfreien Stromungen. 

in jedem Querschnitt herrscht gerade die Schwallgeschwindigkeit, die 
der jeweiligen Tiefe entspricht. Man erkennt, daB unterhalb des Wehres 
meist schieBende Bewegung vorhanden ist. Ein Wassersprung fiihrt in 
den meisten Fallen wieder die "stromende" Bewegung ein. 

Ill. Einflu.8 der Reibung bei ablosungsfreien Stromungen. 
25. Innere Reibung infolge Zahigkeit. 

Die bisher gemachte Annahme, daB Fliissigkeiten nur Normaldriicke 
aufnehmen, bedarf bei Betrachtung der wirklichen Fliissigkeit einer Kor
rektur. Die Vorstellung wird erleichtert, wenn wir zunachst an zah
£liissige Medien, z. B. Teer, Glyzerin, Lava usw., denken. Die Erfahrungen 
des taglichenLebens zeigen, daB diese Fliissigkeiten einer Formanderul1g 
Widerstand leisten. 

Zwischen zwei unendlich groBen Platten befinde sich eine derartige 
zahe Fliissigkeitsschicht von del' Breite y (Abb. 80). Die untere Platte 
stehe fest, wahrend die obere sich mit der Geschwindigkeit u nach rechts 
bewege. Die Erfahrung zeigt, daB diese Bewegul1g eine Kraft P fordert, 
die direkt proportional mit u wachst. Eine nahere Beo bach tung 
laBt erkennen, daB die Fliissigkeit direkt an den Platten 
haftet und die Geschwindigkeit del' Fliissigkeit linear von 
Obis u zunimmt. Mit wachsen- u 

dem u nimmt das Geschwindigkeits-

Abb. 80. Ziihfliissige Striimnng zwischen 
zwei bewegten Platten. 

Abb. 81. Ziihfliissige Striimnng zwischen 
zwei konisch gestellten Platten. 

gefalle.3!... proportional zu, sodaB man auch sagen kann: Die Kraft P 
y 

wachst proportional dem Geschwindigkeitsgefalle .3!.... Bezeichnet man 
y 

die je Flacheneinheit iibertragene Kraft analog zu ahnlichen Betrach
tungen in der Festigkeitslehre mit Schubspannung, so erhalt man 

r = fk . ~, indem man fiir den konstanten Proportionalitatsfaktor die 
y 

sog. Zahigkeitsziffer fk einfiihrt. 
Hat man nun Bewegungsvorgange, bei den en die Geschwindigkeits

verteilung aus irgendeinem Grunde nicht linear verlauft, z. B. nach 
Abb. 81, so begrenzt man einen so kleinen Bereich dy, daB dort die Kurve 
durch die Tangente an die Geschwindigkeitskurve angenahert werden 
ka,nn. In der Schicht dy sind dann diesel ben Verhaltnisse vorhanden wie 
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oben, wenn man noch ~ durch :u ersetzt. Die allgemeine, bereits von 
y y 

Newton l aufgestellte Formellautet somit 

(63) 

Hieraus folgt die Dimension von # [c:2 . 8] . 
Mit dieser Festsetzung solI die Rohrstromung untersucht werden. 

Auch hier wird die Fliissigkeit an der Rohrwand haften, d. h. die Ge
schwindigkeit ist dort gleich Null. Inder Mitte wird die Geschwindigkeit 
am groBten sein und nach der Wand zu stetig abnehmen. Aus Symmetrie
griinden sind auf einer zentral im Rohre liegenden Kreislinie des Quer
schnittes gleiche Geschwindigkeit und gleicher Druck vorhanden. Das 
Geschwindigkeitsgefalle bedingt nach obigem eine Schubspannung 

7: = # ~;, die z. B. auf dem Zylindermantel vom Radius r und der 
LangeLll konstant ist (Abb. 
82). Die Gesamtkraft, die 
der Zylinder durch die 
Schubspannung erfahrt, ist 
somit 2 rn . Lll : 7:. Diese 
Kraft ist im Gleichgewicht 
mit den Druckkraften, die 
auf die vordere und hintere 
Stirnflache des Zylinders 

1 2 
'------,ill,--~ 

Abb.82. 

wirken. Diese Driicke werden verschieden sein, d. h. einen UberschuB 
ergeben, weil in Stromungsrichtung die Driicke wegen der Reibungs
verluste abnehmen miissen. 

Da die Stromlinien parallel sind, miissen wir nach S.26 annehmen, 
daB in einem zur Stromungsrichtung senkrechteR Querschnitt der sta
tische Druck konstant ist. Denn es ist nicht einzusehen, wie durch die 
Reibungserscheinungen hier eine Anderung eintreten sollte. Es geniigt 
deshalb vollkommen, die Rechnung fiir einen beliebigen Radius auszu
fiihren. Wenn auf der Strecke Lll die Druckabnahme LIp ist, so erhalten 
wir: 

dw 
LIp· r2n = - 2 rnLll . /I. • - • /"" d 1" 

LJp 
LiT . rdr = -2W dw . 

Die Integration ergibt unter Beriicksichtigung der Randbedingungen 
w = 0 fiir r = ro: 

LJp 1 (' 2 _LJp.1·02 
W = LIT 4 fl r~ - r ); wmaa: - LIT 4 fl . 

1 Newton, Isaac: Philosophiae naturalis principia mathematica. 1723. 
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Dieses Gesetz, bekannt unter dem Namen "Poiseuillesches Gesetz", 
wurde zuerst von Ragen und zwei Jahre spater von Poiseuille 
experimentell ermittelt (1840). lVIit Rucksicht auf diesen Sachverhalt 
bezeichnet das neuere Schrifttum die Beziehung mit Recht als "Ragen
Poiseuillesches Gesetz" . 

Die Geschwindigkeitsverteilung ist nach dies em Gesetz eine Parabel 
bzw. em Rotationsparaboloid. 

DurchfluBmenge und mittlere Geschwindigkeit ergeben sich aus einer 
weiteren einfachen Rechnung: 

To 

V = fw2rndr 
o 

., (LIP 1'2) 
ron TI' t~ 

(64) 

Durch Vergleich mit der obigen Gleichung stellt man noch fest, daB 

{$ 

Abb.83. Olf6rderung beim Ringschmierlagcr. 
Veranschaulichung des F6rdervorganges 

an einem Stab, der aus einem Olbad gezogen wird. 

die mittlere Geschwindigkeit 
gleich der hal ben Maximalge
schwindigkeit ist: 

Wmax = 2w,~. 

(V gl. den geometrischen Satz: 
Der Inhalt eines Rotationspara
boloids ist gleich dem .Inhalt 
eines Zylinders von gleicher 
Grundflache und halber Rohe.) 

Die Rechnung, die fUr die 
LangeLll ausgefUhrt ist, bleibt bei 
anderen Langen dieselbe , sodaB 

LIp p -p 
fur -- auch _ 2 _ _ 1. gesetzt wer-

Lll 12 -11 
den kann. 

Beispiel. Olforderung beim Ringschmierlager. Wir betrachten nach 
Abb.83 einen runden Stab, der mit der Geschwindigkeit Ci aus einem Olbad ge
zogen wird. Dabei wird eine Olschicht von der Dicke b mit hochgerissen. 1m Prin
zip wird diese "Olpumpe" beim Ringschmierlager benutzt und verdient des
halb besonderes Interesse. 

Der Olring wird durch Schubspannungen hochgel'issen, die der Gl. T = fl ~~ 
gehol'chen. In hinreichender Hohe iiber dem Olniveau wird die Olschicht konstante 
Dicke haben. AuBen ist die Geschwindigkeit dann Null, und am Stabe ist sie gleich 
der Wandgeschwindigkeit Ci . Die Geschwindigkeitsverteilung solI berechnet wer
den. Wir betrachten ein ringformiges Element von der Hohe h und der Dicke l' a ~ r. 
Das Gewicht LlG = (T~-r2):rrh' y wird durch die Schubspannungen an del' Innen
seite T' 2 r:rr' h im Gleichgewicht gehalten. 

(1'~ - 1'2) :rr' h· y = T' 2 r:rr' h 

Db' . dc . I Ab " hl a el 1St T = - !( -a;;:' wenn Wir l' a s sZlsse \Va en. 
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de r!-r2 I' 
(r~-r2) n· h· y = -I' dr· 2 rn· h; hieraus: r dr = - 2.y-. de. 

Die Integration ergibt: 'r~ In r - ~ = - 2 ~ C + o. 

FUr r = ri muB e = Ci sein; damit erhalten wir 

a T T2-n2 I' 
Ta In-- 2 = 2-[Ci-C]. 

Ti Y 

Die Olfilmdicke folgt aus der Bedingung C = 0 ffir r = Ta : 

21 Ta rag - Ti 2 _ 2 1'. . 
ra n-ri"- 2 - Y c,. 

79 

Eine einfache Ausrechnung dieser Gleichung gelingt nur in dem Falle, daB die Film
dicke ~= Ta-=-Ti im Yerhll.ltniszu ri nicht zu groB ist. In diesem Falle, der bei klei-

neren Geschwindigkeiten zutreffen diirfte, ergibt sich fur ~, wenn man In ;~ 
bis einschl. zum zweiten Glied entwickelt, die Beziehung: 

~2=2..t:·ei. 
y 

~ ii.ndert sich somit mit der Wurzel aus der Stabgeschwindigkeit. Die Geschwindig
keitsverteilung in der Olschicht zeigt Abb. 83. 

26. Ahnlichkeitsgesetz. 

Versuche konnen nicht immer unter denselben Bedingungen aus
gefiihrt werden, wiesie bei einer praktischen Anwendung vorkommen. 
Die Abmessungen miissen zuweilen verklei-~ 
nert werden (z. B. bei Flugzeugen), die Ge- ~ 

schwindigkeiten aus irgendwelchen Griinden ~-~ 
oft abweichen. Auch ist es manchmal zweck-
maBig, eine andere Fliissigkeit zur Unter- ~az 
suchung zu verwenden, d.h. statt Luft Wasser ~~ ~ 
(oder umgekehrt) zu wahlen. (E5= 

Bei solchen Abweichungen entsteht fol- ~---i!--'-.-' 

gende Frage: Unter welchen Bedingun-
gen sind die Stromungsbilder zweier Abb.84. Stromung um zwei 

geometrisch ahnliche Korper. umstromter geometrisch ahnlicher 
Korper e benfalls geometrisch ahnlich 1 1st eine solche tlber
einstimmung zu erzielen, so steht zu erwarten, daB der 
"Modell versu ch" eine wir klichkeitsgetreue N a ch bild ung des 
GroBversuches gestattet. 

Rein formal kann diese Frage schnell beantwortet werden. Sie ist 
. in dieser Sprache identisch mit der Frage, ob eine dimensionslose Zahl 
~t, .~_!!~:t!_§t!!?EJ.llH~2!YJ!t~~e@.riU~t .. Die=~e StrQmg:g~ 
rakteri.~!l:lre~~e!lg!:'..~!,:!U.~bl>.t 84). sind di~1t.win2.ij.tk~itj:rn 1l~i: 
fuKen~,eliie Hauptabme~s:t!~i. die Massendichte e und die Reibungs-
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~fer f!: 1st nun eine einfache algebraische Kombination dieser GroBen 
so durchfiihrbar, daB eine dimensionslose Zahl entsteht ~ 

u r em]. e = ~ lrkg ' sl d [cm]' fl r ~g . sl 
_L B '_ g em4 / _ '...- em2 

Ein einfacher Versuch zeigt nun, daB nur folgende Moglichkeit besteht: 

Re = u' d· e [em. em' kg· 82. em2] 
ft kg· em4 • 8 2 

d. h. rein dimensionslos. 
Diese Zahl nennt man Reynoldssche 1 Zahl mit der Schreibweise Re. 
Die auBerordentliche Bedeutung, die dieser Zahl in der neueren Stro

mungslehre zuteil wird, bere~htigt zu einigen weiteren Ausfiihrungen, um 
dem Anfanger diese wichtige Kennzahl von der phys~alischEm Seite her 
naherzubringen. 

Die Frage nach der geometrischen .Ahnlichkeit der Stromungen werde 
nach Abb. 84 "mikroskopisch" untersucht. WIT betrachten zwei geome
trisch ahnlich liegende Fliissigkeitsteilchen. Die Bewegungsrichtungen, 
d. h. die Richtungen der Stromlinien an ahnlich liegenden Stellen, seil!miX l 

und iX 2' Es leuchtet ein, daB bei geometrischer Ahnlichkeit der Stro
mungsbilder diese Winkel iibereinstimmen miissen. Wodurch werden 
letztere bestimmt ~ Offensichtlich durch die an Ort und Stelle an ~en 
Teilchen angreifenden Kri.i.fte, und zwar durch das Verhaltnis dieser 
Kri.i.fte. Drei kommen in Frage: Druckkri.i.fte D, Tragbeitskri.i.fte T und 
Reibungskrafte R. 

Zwischen diesen besteht nach dem Newtonschen Satz die Beziehung: 

Tl = Dl + R 1 ; 

T2 = D2 + R 2· 
Eine gleiche Stromung ist offenbar nur moglich, wenn das Verhi.i.ltnis 
aller Kri.i.fte gleich ist: 

1 'R' T2 )'Tl Tl T z = AT1 ; D2 = AD1 ; R2 = A 1; hleraus If = )'R = R . 
. 2 1 1 

Schreiben wir obige Gleichung in der Form 
TI DI . T2 D2 
- = - + 1, bzw. - = - + 1 
RI RI R2 R2 

und setzen die linken Seiten gleich, so ist: 

. Dl + 1 _ D2 + 1 'th' DI _ D2 
R -R ,illl ln R -R' 

I 2 I 2 

Die Bedingung ist also zu erfiillen, wenn Tj R konstant ist. Es kommt 
demnach auf das Verhaltnis der Tragheitskrafte zu den Rei
bungskraften an. 

I Reynolds leitete diese Beziehung 1883 ffir die Rohrstromung ab, wahrend 
bereits 1882 Helmholtz eine viel allgemeinere Darstellung des Gesetze8 gegeben 
hatte, die Reynolds nieht bekannt war. Der eigentliehe Entdeeker ist somit 
Helmholtz. 
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1. Reibungskriifte: In der Stromungsrichtung wirken infolge der Rei-
dw 

bung Schubspannungen 7: = ft dn ' und zwar an der unteren Fliiche eines 

viereckigen Elementes 7:. As·b, an der oberen Fliiche (7: + ~: An) As· b 

[b Breite senkrecht zur Zeichenebene (Abb. 85)]. dr 

Da diese Schubkriifte aus Griinden des Mo- ~n 

bleibt eine Kraft: ! LIn t 
mentengleichgewichtes entgegengerichtet sind, ver- D 

(7: + ~: An) As . b -7:' As . b = ~: . An . As . b Lis 

d2w ~ 
= ft· dn2 An . As . b. Abb.85. 

2. Massenkriifte: Diese Kriifte bestimmen sich 
ausder Gleichung Kraft = Masse X Beschleunigung. 

Schubspannungen an 
elnem rechteckigen 

Element. 

As . An . b . L dw = As . An . b L . dw • ds = As . An . b . L . dw 
g dt g ds dt g ds ·w. 

Somit erhiilt man das Verhiiltnis: 

')' dw y dw 
.1s' .1n· b· -g . ds' w -g' ds . W ft Tragheitskra e 
---aiit, ----- = --d~ = Reibungskrii.fte· 

ft . rln2- . .1n· .1s· b ft dn2 

Alle GroBen an den betrachteten Stellen werden in irgendeiner Be
ziehung zu den charakteristischen GroBen u (Geschwindigkeit der Parallel
stromung im Unendlichen), d usw. stehen. Wird z. B. u doppelt so groB 
genommen, so wird auch w doppelt so groB sein. Zwischen allen GroBen 
muB, wie einleuchten diirfte, eine proportionale Beziehung bestehen, die 
durch ""' ausgedriickt werden soll. 

w ""' u; ds ""' d; dw ""' u . 

Indem wir hiervon Gebrauch machen, ergibt sich ~ 
')' dw Y u2 
-. _·w -.-
g ds ""' Jl_~ = u' d = Re. 

d2w u ftle 
ft· dn2 W d2 

(65) 

Damit erhalten wir dieselbe Zahl wie vorhin. 
Vorbehaltlich der in dem niichsten Kapitel zU erbringenden experi

mentellen Bestiitigung gestattet der Satz folgende wichtige Aussage: 
Zwei Stromungen um (bzw. durch) geometrisch iihnliche Korper sind 

nur dann geometrisch iihnlich, wenn die Reynoldsschen Zahlen gleich 
sind. Innerhalb dieser Forderung konnen sich u, d und ft/e beliebig 
iindern. Man hat somit bei Versuchen die Moglichkeit, ModellgroBe und 
Geschwindigkeit zu iindern. Es besteht sogar die Freiheit, eine andere 

Ellk, Stromungs!ehre. 6 
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Versuchsfltissigkeit zu nehmen, da der Wert von !4e ja ebenfalls geandert 
werden kann, z. B. statt Luft Wasser oder Dampf, wenn nur daftir ge
sorgt wird, daB Re konstant bleibt. 

Die immer wieder vorkommende GroBe !lje bezeichnet man als kine
matische Zahigkeit und hat daftir den Buchstaben v eingefUhrt. Meist 

f · d d' S h 'b . R u· d D" . em2 
In et man Ie c reI weIse: e = -. ImenslOn von v 1st - . 

v s 

Die folgende Tabclle enthalt ftir einige wichtige Fliissigkeiten Werte 
von v. Diese andern sich stark mit der Temperatur, und zwar so, daB v 
bei Fltissigkeiten mit steigender Temperatur kleiner wird, wahrend bei 
Gasen ein entgegengesetztes Verhalten bemerkt wird. Bei vollkommenen 
Gasen ist v umgekehrt proportional dem Druck, wahrend fl vom Druck 
unabhangig ist. 

l tOc .. 0 20 40 160 
. Luft v . 0,133 0,149 0,17 i 0,192 

760 mm Hg 
J Wasser v 

in [cm2/s] . 0,0178 0,01 0,006591 0,00476 

Wertel von v fUr andere Stoffe bei 20° in cm2js: 

Quecksilber 0,00117; MaschinenOl 3,82; Glyzerin 6,8; 
Maschinenol 10° = 7,34, Glyzerin 3° = 33,4 

50° = 0,62 ,,18° = 8,48 

" 
100° = 0,1 

100 
0,245 

0,00295 

Wenn v> 1 ist, wie z. B. bei Olen, kann die Zahigkeit schnell und zuverllissig 
mit dem Englerschen Zahigkeitsmesser gefunden werden. Man bestimmt die Zeit t, 
in der 200 cm3 der MeBfliissigkeit aus einem genormten GefaB (106 mm 0, Aus
fluBrohr 2,9 mm 0, 20 mm lang, Spiegel 52 mm hoch) mit unterem AusfluB aus
flieBt. 1st to = 48,51 s die gleiche Zeit fUr Wasser, so wird der sog. Englergrad be
stimmt durch E = tlto (vorgeschriebene Wassertemperatur 20°). Nach Mises 
besteht zwischen E und v folgende Beziehung: 

v = 0,0864 E - 0,08/E [cm" Is]. 

Beim Vergleich von Luft und Wasser merke man sich, daB del' v-Wert 
£tir Luft etwa 14mal so groB wie fUr Wasser ist. Vergleich t man also 
Stromungen in Wasser und Luit, so mull bei Luft die Ge
schwindigkeit "-' 14mal so groB sein wie bei Wasser. 

Die Auswirkungen des Reynoldsschen Ahnlichkeitsgesetzes sind fiir 
die moderne Stromungslehre von entscheidender Bedeutung. Dabei ist 
bemerkenswert, wie immer wieder mit Hilfe dieser grundlegenden 
Erkenntnis Neuland fruchtbar beackert wird, obschon bereits tiber 
ein halbes Jahrhundert seit der Entdeckung des Gesetzes ver
gangen ist. Vor etwa zehn Jahren war es die Diisen- und Blenden-

1 Eine umfassende Zusammenstellung von v-Werten fUr die meisten technisch 
vorkommenden Gase und Fliissigkeiten befindet sich in Richter: Rohrhydraulik. 
Rerlin: .Julius Springer, 1934. 
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forschung, die mit verbliiffendem Erfolg das Gesetz als Wegweiser be
nutzen konnte. Aber gerade in jiingster Vergangenheit gelang es, noch 
weitere praktisch bedeutsame SchluBfolgerungen zu ziehen. Welcher 
Wasserturbinenbauer hatte wohl vor 20 Jahren geahnt, daB man heute 
Wasserturbinen sehr erfolgreich mit Luft untersucht! Noch groBere 
Oberraschungen erlebte in letzter Zeit der Dampfturbinenbau. In einer 
klassischen Pionierarbeit ist Ackeret1 und seinen Mitarbeitern der 
Nachweis gelungen, daB selbst Dampfturbinenversuche unter gewissen 
Umstanden durch Luftversuche ersetzt werden konnen. AIle groBen 
Schwierigkeiten, die das Experimentieren mit HeiBdampf mit sich 
bringt, z. B. hohe Temperaturen, kleine Abmessungen der zu prufenden 
Objekte, Kondensation, hohe Umfangsgeschwindigkeiten und nicht zu
letzt die Unmoglichkeit von Einzelbeobachtungen, fallen weg. Die 
Dampfturbinenelemente konnen so groB ausgefiihrt werden, daB eine 
Abtastung aller Verhistquellen ohne Muhe moglich ist. DaB dies gerade
zu eine Umwalzung in der Untersuchung und Entwicklung der Dampf
turbinenelemente zur Folge hat, diirfte einleuchten. 

In der Flugtechnik wird statt der Reynoldsschen Zahl vielfach mit 
der Kennzahl E = w' t gearbeitet; t = Flugeltiefe (s. S. 168). Hier wird 
die Lange in mm und die Geschwindigkeit in m/s eingesetzt. Fur 13° 
und 760 mm Hg gilt: 

Re = 70·E. (66) 
Beispiel. 1. Ein Automobil solI im Windkanal untersucht werden. Die 

Fahrgeschwindigkeit betriigt 108 km/h ~ 30 m/s. Die Wagenhohe betrage 1,5 m. 
Ein vorhandener Windkanal biete die Moglichkeit, ein geometrisch iihriIiches Mo
dell von nur 1 m Rohe einzubauen. Die Anblasgeschwindigkeit ist zu bestimmen. 
Re l = 3000· 150/v; Rea= ws· 100/v; mit Re l = Reswirdwz= 30· 150/100= 45 m/s. 

2. Das Stuck einer Wasserrohrleitung mit Kriimmer und Armatur solI mit Luft 
untersucht werden, da man vor dem Einbau mit einfachsten Mitteln den Rohrwider
stand kennen lernen will; Rohrdurchm. = 100 mm. Die Wassergeschwindigkeit sei 
2,2 m/s. Mit welcher Luftgeschwindigkeit muB der Rohrstrang durchblasen wer
den, urn iihnliche, d. h. ubertragbare Verhiiltnisse zu erhalten ? 

Re= Wl' dl/Vl = W z• ds/vz; 220· d/O,Ol = wz• d/0,15; w; = 2,2' 0,15/0,0l = 33m/s. 

27. Bewegungsgleichungen mit Reibungsglied. 
Bei den S. 14 aufgestellten Bewegungsgleichungen wurde die Reibung vernach

lassigt. Wir konnen dies jetzt ergiinzen, indem wir zu den in Gl. (12) summierten 
Krii.ften noch die Reibungskraft addieren. Nach der S. (81) abgeleiteten Formel ist 

diese J.t ~;. LIs' LIn' b. lndem wir diese Kraft auf der linken Seite der der GI.(l2) 

voraufgehenden Gl. hinzufUgen, erhalten wir nach Kfuzung: 
02W op ydc y OC 

W on2-as=gdf=gc. as (67) 

(fur horizontale und stationiire Bewegung, wo ~; = 0 und ~~ = 0 ist). 

1 Ackeret, Keller, Salzmann: Die Verwendung von Luft als Untersu
chungsmittel fUr Probleme des Dampfturbinenbaues. Schweiz. Bauzeitung 1934. 

6* 
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Diese Gleichung gilt, wie ausdriicklich betont werden muB, wenn die Bewe
gungsrichtung in der s-Richtung erfolgt und sonst nur in der n-Richtung 
auffallige Geschwindigkeitsunterschiede vorhanden sind_ 

Eine wichtige SchluBfolgerung soli aus der Gleichung gezogen werden, deren 
allgemeine Behandlung auf groBe Schwierigkeiten stoBt. Wir denken uns den Fall, 
daB die Tragheitskrafte vernachlii.ssigt werden konnen, wo also die rechte Seite 

L. ~c . cgleichNuli ist.Dies ist bei schieichenderBewegung in derNahe derWand 
g u8 

fast immer der FalL Dann ergibt sich die Beziehung f1, ~:~ = ~~. Wernl nun das 

Geschwindigkeitsprofil einen Wendepunkt hat, so ist bekanntlich ~~~ = 0; dann 

muB aber auch ~~ = 0 sein. Letzteres ist aber der Fall, wenn an einer ""-and ein 

Wechsel von Druckabfall zu Druckanstieg eintritt, d. h. bei einem Druckminimum. 
Wir konnen also sagen: 

An den Stellen, wo der Druck einen Extremwert hat, hat das 
Geschwindigkeitsprofil bei verschwindender Tragheitsv.-irkung einen 
Wendepunkt. 

Da von Tollmien nachgewiesen werden konnte, daB solche Geschwindigkeits
profile instabil sind und zur Ablosung fUhren, ist diese Feststellung von Bedeutung. 

28. Stromungsformen. 
Nach den Ausfiihrungen von S. 77 erscheint insbesondere das Rohr' 

reibungsproblem hochst einfach und durch Gl. (64) umfassend gelOst. 
Leider ist jedoch die dort gemachte Grundannahme, daB die einzelnen 

Fliissigkeits£aden in stetigen Kurven, den sog. Stromlinien, sich bewegen 

und demzufolge die Schubspannung durch -r = p . ~: bestimmtist,nur 

in wenigen Fallen richtig. Die praktischen Anwendungsbeispiele dieser 
durch Laminarstromung oder Schichtenstromung sprachlich gut um
schriebenen Bewegungsform beschranken sich auf folgende Falle: 

1. Stromung durch Kapillare; bei groBeren Rohren nur fiir sehr kleine 
Gesch windigkeiten, 

2. Stromung in laminarer Grenzschicht, 
3. Stromung in Schwerkraftwarmwasserheizungen (teilweise!), 
4. Stromung durch Filter, Gewebe usw., 
5. Grundwasserstromung, 
6. Stromung im Schmierfilm eines Lagers, 
1. Bewegung von Teer, Lavamassen u. dgl. 

Die Laminarbewegung kann nach dem klassischen Versuch von O. Rey
nolds dadurch nachgewiesen werden (Abb. 86), daB der Stromung durch 
eine Glasrohre a ein Farbstrahl beigemengt wird, und zwar durch eine 
im Einlauf befindliche Diise b. Stellt man mit dem Hahn c kleinere 
Geschwindigkeiten ein, so zeigt sich, daB der Farbstrahl wie mit dem 
Lineal gezogen auf del' ganzen Rohrlange erhalten bleibt (vollkommell 
ruhiges Wasser im Behalter ist notwendig I). VergroBert man nun durch 
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Offnen des Hahnes c die Geschwindigkeit, so bemerkt man auf einmal, 
daB der Farbstrahl unruhig wird, hier und da zerflattert, um bei weiterer 
Steigerung der Geschwindigkeit ganz :z;u verschwinden, ein Zeichen, daB 
er sich ganz mit dem Wasser vermischt hat. Beim Ubergang in die neue 
Stromungsform sieht man gut, 
wie Querbewegungen auftre
ten, die ein wirbelartiges Auf
rollen des Farbstrahles zur 
Folgehaben. Durch einscharf
kantiges Einlaufstlick, auch 
durch Unruhe im Vorrats
behiiJter, kann der Ubergang 
beschleunigt werden. Wenn 

Abb. 86. Reynoldsscher Versuch. 

c · 

wir die so entstehende Stromungsform turbulent oder wirbelig 
nennen, so ist dies eine gute sprachliche Bezeichnung des Vorganges. 

Es ist das groBe Verdienst von O. Reynolds, in einer grundlegenden 
Arbeit 1 dargelegt zu haben, daB derUbergang von der laminaren in die 

turbulente Stromung nur von der ihm zu Ehren benannten Zahl w' d = Re 
v 

abhangt. 
Dieses Verdienst wird auch dadurch nicht geschmalert, daB vor ihm 

bereits Hag e n 2 wesentliche Eigenschaften beider Stromungsformen 
richtig erkannte. 

Einige weitere physikalische Erscheinungen, die beim Wechsel der 
Stromungsform beobachtet werden, seien kurz zusammengestellt. 

1. Nach dem tThergang zur turbulenten Stromungsform wachst bei 
der Rohrstromung der Druckverlust erheblich. 

2. Ein aus einer Kapillaren austretender Strahl hat bei laminarer 
Stromung das Aussehen eines glatten Glasstabes3 . Beim Ubergang zur 
Turbulenz beobachtet man :z;unachst ein Spring en des Strahles und 
periodischen Riickfall in Laminaritat (infolge des bei Turbulenz auf
tretenden groBeren Druckverlustes). Der endgiiltige turbulente Strahl ist 
dann wieder ruhig, zeigt-aber eine gekrauselte Oberfliiche. 

3: 'Ein laminarer Strahl nach 2. vergroBert seine Sprungweite, wenn 
das Wasser erwarmt wird, etwa durch ein vorgeschaltetes, mit Gas
flamme gehei:z;tes Kupferrohr (Abb. 87). Nach dem Hagen-Poiseuilleschen 

1 Reynolds: Phil. Trans. Roy. Soc., London, 1883. 
2 Hagen, G.: Akad. del' Wiss., S.517., Berlin 1854. 
3 Freie Strahlen konnen auch bei h6heren Werten noch laminar sein, wenn eine 

vol'herige Beriihrung mit einel' Rohrwand vel'mieden wird. Man kann dies z. B. 
dadurch erreichen, daB man einen Strahl durch eine Diise aus einem Behalter aus
treten lliBt, del' vollkommen ruhig€s Wasser enthalt. Man erk-ennt hieraus, daB del' 
EinfluB del' Wandreibung fiir das oben gekennzeichnete Verhalten unbedingt not
wendig ist. 
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Gesetz ist dies leicht zu erkHiren, da v mit steigender Temperatur kleiner, 
infolgedessen die Reibung ebenfalls vermindert wird und der Strahl 

n n 

deshalb weiter springt. Macht 
man nun denselben Versuch mit 
turbulenter Stromung, so zeigt 
sich keine merkbare Anderung 
der Sprungweite. 

.A.bb.87. Beeinflussung eines diinnen 
Wasserstrahles durch voraufgehende Erwarmung. 

4. Der Warmeubergang wird 
beim tJbergang zur Turbulenz er
heblich gesteigert. 

In einer offenen Wasserwanne, in del' die Stromung durch Aufstreuen 
von Aluminiumpulver odeI' Barlappsamen sichtbar gemacht wird, zeigt 
sich der tJbergang besonders eindrucksvoll. Abb. 88 zeigt eine Aufnahme 
del' Laminarstromung. Da nach dem Reynoldsschen Gesetz wegen der 
Konstanz von u' d bei groBer werdenden Abmessungen die Geschwin
digkeit entsprechend kleiner wird, ergeben sich bei einer WaIme so kleine 
Geschwindigkeiten, daB man mit dem Auge kaum mehr eine Bewegung 
feststellen kann. Die Zeitaufnahme (Abb. 88) laBt jedoch deutlich die 

.A.bb. 88. Laminarstromung. Stromung in offener Wanne durch 
.A.ufstreuen von .A.luminiumpulver sichtbar gemacht. Die schwarzen 

Streifen sind durch voraufgehende Umfiihrungsschaufeln 
entstanden. 

kleinen geraden Striche erkennen, die die Wege del' Teilchen wahrend del' 
Belichtungszeit anzeigen. Die schwarzen Streifen sind durch stromauf
warts liegende Umkehrschaufeln entstanden. Die Tatsache, daB diese 
Trennung der Oberflache erhalten bleibt, ist ein Beweis del' Laminaritat 
der Stromung (s. auch Abb. 115). 

Beschleunigt man nun die Stromung, so bleibt zunachst die Stro-
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mungsform erhalten. Bei weiterer Steigerung der Geschwindigkeit be
merkt man ein plotzliches "Zittern" der Oberflache, und nun sieht 
man deutlich, wie die einzelnen Teilchen neben der Hauptbewegung 
Querbewegungen ausfUhren: Das Bild macht einen turbulent en 
Eindruck. 

Der Vbergang von laminarer zu turbulenter Stromung hangt bei 
sonst gleichen Bedingungen nur von der Reynoldsschen Zahl abo Als 
Grenze kann man fiir die Rohrstromung Rekrit. "" 2320 angeben. Eine 
umfangreiche Untersuchung des Grenzgebietes hat folgendes ergeben. 
Unterhalb Bekrit. scheint selbst bei starken Storungen nur der laminare 
Zustand stabil zu sein, wahrend bei vorsiehtigem Experimentieren (abso
lute Ruhe im Vorratsbehalter, Vermeidung aller die Wirbelbildung be
giinstigenden Eirifliisse) die laminare Stromung selbst noch bei 
sehr hohen Re-Werten erhalten bleiben kann. Die geringsten 
Storungen bedingen aber einen sofortigen Umschlag. 

29. stromungswiderstand in Rohren. 
a) Allgemeine Bemerkungen. 

Die Stromungserseheinungen in runden Rohren stehen sowohl fUr die 
Praxis wie fiir die wissensehaftliche Forsehung im Mittelpunkt der mo
demen Stromungslehre. Das Rohr ist fiir grundlegende Messungen 
mannigfaeher Art ein besonders geeignetes Hilfsmittel. Viele Ersehei
nungen, die bei anderen Stromungsproblemen auBerst verwiekelt er
seheinen, konnen beim Rohr in "Reinkultur" beobaehtet und ausge
wertet werden. Die hier gewonnenen Erkenntnisse lassen sich, wie unsere 
Ausfiihrungen zeigen werden, auf viele Dinge iibertragen, in anderen 
Fa~len menen sie wenigstens als Wegweiser. Dieser Materie sei desha.lb 
ein etwas weiterer Raum gewidmet. 

Fiir die laminare Stromung konnten Druckve~lust und Geschwindig
keitsverteilung in Gl. (64) einwandfrei berechnet werden. 

Bei der turbulenten Stromung ist das ohne Zuhilfenahme von Ver
suehswerten nieht mogHeh. Wahrend bei der laminaren Stromung der 
Druekverlust genau proportional der Gesehwindigkeit ist, beobaehtet 
man bei der Turbulenz durehweg eine quadratisehe Abhangigkeit 
von der Gesehwindigkeit. pie periodisehen Hin- und Herbewe
gungen, die sieh infolge der Turbulenz der Hauptstromung iiberlagern, 
erklaren dieses Verhalten bereits an Hand einer einfaehen "(jberlegung. 
Wenn namlieh dureh Querbewegungen Teilchen mit hoherer Gesehwin
digkeit in ein Gebiet mit kleinerer Gesehwindigkeit kommen, verHeren 
sie dureh StoB kinetisehe Energie. Da diese aber proportional dem 
Quadrate der Geschwindigkeit ist, leuchtet ein namliehes Verhalten fUr 
den Druekverlust ein. Hierbei entsteht eine S eheinrei bung, die einen 
ganz anderen Charakter wie bei der laminaren Bewegung hat. 
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Beim Aufbau der Hauptformel fiir den Druckverlust werde der 
gleiche Weg wie auf S.77 beschritten. Denken wir uns wieder eine 
Schubspannung T an einem Flussigkeitszylinder wirken, so erhalten wir: 

mJ,2 l 
T • n . d • Z = Lip • T; Lip = d . 4 T • 

T ist aber hier nicht proportional dem Geschwindigkeitsgefalle, sondern 
nach obigem proportional dem Quadrate der Geschwindigkeit: 

T "" L w2 g , 

wo aus Dimensionsgriinden L hinzugefugt wurde. Hiermit ergibt g 
sich: 

l r l 
Lip = A . d . 2 g • w2 = A . d . q . (68) 

Der Proportionalitatsfaktor A, Reibungskoeffizient genannt, ist somit 
eine dimensionslose Zahl. Das Problem ist damit auf die experimentelle 
Bestimmung von A zuruckgefiihrt. Es steht zu erwarten, und die Ver
suche bestatigen es, daB A nur von der Reynoldsschen Zahl abhangt. 

Gl. (68) wird allgemein als Grundformel fiir die Berechnung der Rohr, 
reibung betrachtet. Deshalb ist es zweckmaBig, die Formel der Laminar
reibung auf dieselbe Benennung zu bringen 1. Nach Gl. (64) ergfbt sich: 

--
v 

Es ist hier also A = :' d. h., wie oben erwahnt, nur abhangig von der 

Reynoldsschen Zahl. Dieses Gesetz hat bis Re "" 2300 Giiltigkeit. 

b) Das glatte Bohr. 

1m turbulenten Gebiet ist zunachst das glatte Rohr so eingehend 
untersucht worden, daB die A-Werte mit groBer Sicherheit feststehen 
und dieses Problem nun~ehr al~, gelost betrachtet werden kann. 

Nach Blasius 2 kann bis Be = 80000 

A _ 0,3164 - VEe (70) 

gesetzt werden. 

1 FUr laminare Stromung zwischen zwei parallelen Wanden ergibt sich 

A = ~: = 1,5' ~, fiir quadratischen Querschnitt A = 5~9 = 0,89' !! ' wobei 

eine Umrechnung gemaB dem hydraulischen Radius S. (109) vorgenommen 
worden ist. A andert sich somit mit der Querschnittsform. 

2 Mitt. Forschungsarbeit 131. 
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Umfassender ist das von Hermann l auf Grund neuer Versuche 
gefundene Gesetz: 

1 
A = 0,0054 + 0,396 R 03 • t , 

(71) 

Diese Beziehung gilt bis Be r-.J 1500000, d. h. bei Reynoldsschen Zahlen, 
die fast aIle praktischen Anwendungsbereiche umfassen. Bis Be = 80000 
stimmen die Werte mit den Blasiusschen Werten uberein. 

Zusammenstellung einiger A-Werte fur glatte Rohre. 
Re. . . .. 5000 20000 70000 100000 400 000 2000 000 
theoretisch . . 0,0374 0,0259 0,0194 0,018 0,0137 0,0104 
empirisch. . . 0,0381 0,0262 0,0194 0,018 0,0137 0,0105 

Von Stanton und Pannel2 wurden zur Bestatigung des Ahnlich
keitsgesetzes Versuche mit Wasser und Luft bei verschiedenen Durch
messern ausgefiihrt. Abb. 89 zeigt die entsprechenden A-Werte uber Be 
aufgetragen. Sie fallen gut in eine Kurve. Diese Versuche diirften 
den besten Nachweis zur Bestatigung des Reynoldsschen Ahnlichkeits
gesetzes bilden. Der linke Ast bezieht sich auf die laminare Bewegung. 
Sprunghaft steigen dann die Werte in die zweite Kurve, die die turbu
lente Bewegung darstellt. Denkt man sich die erste Kurve verlangert, 
so sieht man deutlich die VergroBerung der A-Werte infolge 
Turbulenz. 

Wiirde man, wie es friiher geschah, A in Abhangigkeit von der Ge
schwindigkeit auftragen, so erhielte man keine Kurve, sondern einen 
"Sternenhimmel". Das Reynoldssche Gesetz diirfte sich bei dieser Ge
legenheit bereits dem Anfanger mit elementarer Wucht vorstellen. 

c) Das rauhe Rohr. 

GroBere Schwierigkeiten bereitet das rauhe Rohr. Beim glatten Rohr 
ist als einzige charakteristische Lange der Durchniesser vorhanden, bei 
rauhen Rohre;u kommt als Lange die mittlere Wanderhebung k hinzu. 
Da fUr Vergleiche geometrisch ahnlicher ~hiide nur Verhaltniszahlen 

ausschlaggebend sind, werden wir das Verhaltnis : als maBgebend fUr 

die Rauhigkeit angeben mussen. Es ist zu erwarten, daB hier A auBer 

von Be noch von ~ abhangig ist. 

Nach Hopf3 ist es moglich, zunachst einmal zwei wichtige Grenzfalle 

1 Schiller: Vortr. a. d. Geb. der Aerodynamik und verwandten Gebieten. 
Aachen 1929. 

2 Similarity of Motion in Relation to the Surface Friction of Fluids. Phil. 
Trans. (A) 214, 199, 1914. 

3 Hopf, L.: Die Messung der hydraulischen Rauhigkeit. ZAM 1923, S.329 
odt'r Mitt. d. At'rodynam. Instituts d. T. H. Aacht'n, Heft 2. 
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zu unterscheiden und hier grundsatzliche Unterschiede festzustellen 
(Abb. 90): 

a) Wandrauhigkeit, deren Struktur eine mehr kornige ist (Abb. 90). 
In diesen Fallen ist oberhalb einer Reynoldsschen Zahl Re der Wert}. 
unabhangig von Re, d. h. der Druck
verlust ist proportional'dem Quadrate 
der Geschwindigkeit. Hopf fand aus 
Versuchen folgendes Gesetz: 

~kijrnig 

}, = 10-2 (k'/d)o,314 . (72) ~Wi'/I;g 
Der hier eingefiihrte Wert k' ist nicht 
gleich, sondern proportional der mitt
leren Wanderhebung. 

Abh. 90. Kormge uud wellige Raubigkeit. 

\Yerte von k' nach Gl. (72). 

Neues, glattes Metallrohr, asphaltiertes Blech 
Neues GuBeisen, Eisenblech . . . 
Angerostetes Eisenrohr . . . . . . . . . 
Verkrustetes Eisen, rauhe Bretter 

Eiuteiluug nach Hopf. 

k' em] 

1,5 
2,5 
5 
7 

~) Wandrauhigkeit welliger Art. Gemeint ist eine welleni"ormige, illl groBen 
und ganzen jedoch glatte Oberfliiche, wie sie z. B. bei asphaltierten Bohren beob
achtet wird (Abb.90). Hier wird A mit steigender Reynoldsscher Zahl kleineI'. 
Nach den Beobachtungen von Hopi" ist del' A-Verlauf annahemd parallel dem 
VerIanf des glatten Bohres. Del' Ansatz 

A = ~ . )'0 ()·o Widerstandsziffer des glatten Rohres) 

erfaBt diese Eigenschaft. 

Welligkeitszahlen ~. 
Holzrohre ............. . 
Asphaltiertes Eisenblech. . . . . . . . 
Bituminose Innenisolierung del' Dentschen Roh

1,5 bis 2 
1,2 " 1,5 

renwerke (neue Kolner Messungen) . . . . . 1,03 " 1,1 

Bemerkt sei, daB bei groBeren Reynoldsschen Zahlen aucl1 bei "welligen" Rauhig
keiten die i.-Werte konstant werden. Del' von Hopf eingefiihrte Begriff del' Wellig
keit ist nach den neneren Ergebnissen del' Turbulenzforschung stark in den Hinter
grund getreten. 

Gnmdlegend neue Erkenntnisse brachten die Versuche von N ik u
radse. Bei diesen 'wurde die Wandrauhigkeit durch aufgeklebten Sand 
kiinstlich erzeugt. Abb. 91 zeigt diese Versuche, die bis 7.U sehr hohen 
Reynoldsschen Zahlen ausgedehnt wurden; Man erkennt, daB oberhalb 
bestimmter Re-Werte A konstant ist. Fur das Gebiet, wo A unabhangig 
vonRe, d.h. konstant, wird, hat Nikuradse1 die Ergebnisse in folgendes 
Gesetz einkleiden konnen : 

I 
(73) d 

(21g T + 1,138)2 

1 Forschungsheft 356. 
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0,1005 
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Mittlere Werte k fur verschiedel1e Materialien. 

GuBeisen neu . . . 0,5 bis 1 mm 
angerostet. I ,,1,5 mm 

"verkrustet. 1,5 " 3 mm 
Zemel1t geglattet . . 0,3 ,,0,8 mm 

" unbearbeitet. I 2 mm 
Rauhe Bretter . . I ,,2,5 mm 
Roher Bruchstein. . 8 15 111111 
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Ahb.91. Widerstandskoeffizient in Abhangigkeit von der Reynoldsschen Zahl flir verschiedene 

Rauhigkeit nach Nikuradse. 

Wenn es somit moglich ist, die mittlere Wanderhebung k eines Rohres 
in etwa festz.ustellen, gelingt es nach diesen Unterlagen mit ziemlicher 
Sicherheit, den Rohrwiderstand vorauszuberechnen. 

Die logarithmische Auftragung ist hier sehr zweckmaBig, weil dann 
die beiden VergleichsmaBstabe Alaminar und ABlasius als Geraden mit der 
Steigung 1: 1 und 1:4 erscheinen. In Abb. 91 sind beide Geraden ein. 
getragen. Manerkennt, daB im laminaren Gebiet die Rauhigkeit 
iiberhaupt keinen EinfluB hat. Die Wanderhebungen werden ein
fach "geschluckt". 1m turbulenten Gebiet bleiben die A-Kurven um so 
langer auf der Blasiusschen Geraden, je kleiner die Rauhigkeiten sind. 
Man beobachtet deutlich, daB bei jeder Rauhigkeit von einer gewissen 
Reynoldsschen Zahl ab keine Anderung des A-Wertes mehr eintritt. 
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d) Geschwindigkeitsverteilung bei del' Rohrstromung. 

Es ist bisher nicht gelungen, Einzelheiten del' turbulenten Stromung 
theoretisch :liU erfassen. Unter Zuhilfenahme von Versuchswerten und 
plausiblen Voraussetzungen konnten allerdings iiuBerst wichtige prak
tische Erkenntnisse abgeleitet werden. 

An einem einfachen Beispiel solI dies gezeigt werden. Unter Annahme 
des Gesetzes von Blasius ergibt sich nach del' Gl. (68) die Schub
spannung del' Wand aus 

nd2 d 
i . n . d . l = LIp· 4; i = LlP41 = A . 

Z y d 1 Y 
-.-. W 2·-- A·- - "W 2 
d 2g rn 4Z- 4'2g "'. 

S t ., 0,3164 . I' 
I e zen WIr "Blasius = -4~- eIn, so erha ten WIr 

iRe 
0,3164 1 Y 2 0 0396 3/ " '! d 11 "d· 1 

1
·1/wm' d . -:[ 2 g W", = , . . e ' . f1, " • Wm .,. -" "'-' Wm ". -, 

, V I"'-l wmax7/ .. . d - 1/.1 

i 

(Wrn bedeutet die mittlere Geschwindigkeit, sie wurde prop. Wmax an-
genommen), 

indem zuniichst nur die Abhiingigkeit von W und d betrachtet werde. Die 
zu erwartende Geschwindigkeitsverteilung wird man zuniichst mit den 
einfachsten Funktionen anzuniihern versuchen. Wir versuchen eine 
Potenzfunktion: 

(' Y )'" . . ( r )'" W =c Wmax r ' hIeraus Wmax = W \ Y. 

(y bedeutet hier den Wandabstand); 
hiermit wird 

" (r) '" 'I 1 I ' , ,/. ' • 1 • '(,-.,;W /,1 y . j.l·r- 1-Ir.....,;w'I".y-m. "or m ·';.\- 1*. 

Wenn man nun nach Prandtl und v. Karman annimmt, daB die 
Geschwindigkeitsverteilung in del' Wandniihe nur von dem Wandab
stand y und nicht yom Radius r abhiingt, so bringt man dadurch die 
einleuchtende Tatsache zum Ausdruck, daB die Teilchen in del' Wand
niihe nichts davon wissen, wie groB del' Rohrdurchmesser ist. Bei diesel' 
Annahme muB abel' i unabhiingig von r s-ein, nach derletzten Gleichllng 
ist dies abel' nul' moglich, wenn del' Exponent von r verschwindet. 

m .. ? -}- = o· hieraus m = 1 
4 4' 7 

Damit wird die Geschwindigkeitsverteilung 1 

W = Wmax - . ( Y')'/; 
, r (74) 

* .Fur d wurde noch T eingesetzt, da es ja llur auf die Proportionalitiit ankommt. 
1 Das 1/ 7,Gesetz wurde gleichzeitig von v. Karman und Prandtl gefunden. 

Siehe z. B. v. Karman: Uber laminare und turbulente l~eibung. ZA2\I. 1924, 
S.233. 
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Diese unter dem Namen %-Gesetz bekannte Beziehung setzt die Gultig
keit des Blasiusschen Gesetzes voraus, das nach S. 88 nur bis R = 80000 
Giiltigkeit hat. Die auBerhalb des Gultigkeitsbereiches des Blasius
schen Gesetzes bedingten Abweichungen lassen sich nun - wie Versuche 
bewiesen haben - sehr gut dadurch berucksichtigen, daB man statt 
% einen anderen Exponenten lis; 1/9 bis 1/10 setzt. Selbst bei rauhen 

2w: lominor 
Rohren kann man durch ein Potenzgesetz 
die Geschwindigkeitsverteilung noch gut 
wiedergeben, wenn in 

, ' 1 

W :H--+-+-+-+--'P"'!.-=:----\ 
W = Wmax (~)n 

p 451' 

n kleiner gewii.hlt wird als der jeweilige Wert 
des theoretisch glatten Rohres. 

Der groBe Unterschied gegenuber dem 
laminaren Geschwindigkeitsprofil geht deut

I' lich aus Abb. 92 hervor. Die Turbulenz 
Abb.92. Tnrbulente und laminare wirkt demnach weitgehend ausgleichend. 
Geschwindlgkeltsverteilung 1m Rohr. 

Anmerkung. Die Brauchbarkeit des Potenz
gesetzes kann leicht durch logarithmische Auftragung der Versuchspunkte nach
uepriift werden. Aus Gl. (74) entsteht: 

'" 19w= 19wmax+ ! 19(n· 

Es ergibt sich somit eine Gerade, deren Steigung ~ ist. Abb.93 zeigt nach Ver-
n 

suchen des Verfassers die logarithmische Auftragung eines Geschwindigkeitsprofils. 
Die Versuchspunkte liegen sehr gut auf einer Geraden. Ein iiber r aufgetragenes 
Geschwindigkeitsprofil zeigt Abb.99 S.108. 

--log (lJ-I') 

Abb. 93. Logarithmische Auftragung des GeschwindlgkeitsprofiIs. 

Eine weitere leichte Nachpriifung ist moglich, wenn man nach Abb.94 '/1,7 

liber r auftrii.gt. Bis auf wenige Punkte in der Mitte ergibt sich gut eine Gerade; 
dies ist urn so bemerkenswerter, als die Voraussetzungen ffir das 1/7 Gesetz eigent
Hch nur in Wandnii.he erfiillt sind. 

Das Poteru<gesetz gestattet leicht, das Verhii.ltnis der mittleren zur 
Hochstgeschwindigkeit auszurechnen: 

Wm R 

Wmax =P' 

ein Wert, der aus meBtechnischen Grunden interessiert. 
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Es ist: 
1 . 

'10 = -Jw'dF = 111 F 
2 

'lOmax -c;----:--;-c;;---~ = 'lOmax • fJ . 
(~ +2)(~~ + 1) 

(75) 

FUr die glatte Rohrleitung gibt die folgende Tabelle die Werte n und die 
mitteren Reynoldsschen Zahlen wieder, bei denen das jeweilige n gilt. 

n 

fJ 

Re 

6 7 

0,791 0,817 

nur bei rau- 0,45' 105 

hen Rohren 

Tabelle. 

8 

0,837 

2.105 

9 10 

0,853 0,866 

0,64' 106 2.106 

e) Korrektur des Geschwindigkeitsgliedes in der 
Bernoullischen Gleichung. 

Die ungleiche Geschwindigkeitsverteilung bedingt einige weitere Bemerkungen 
iiber die Anwendung der Bernoullischen Gleiehung. Der dureh Anbohrung der Wand 

7 
ge~essene Druck ist naeh friiheren 
Darlegungen im ganzen Quer- 72~ 
schnitt konstant und meBtechnisch 
leicht bestimmbar; in den meisten 
Fa.llen ist aueh die mittlere Ge

'(J 

sehwindigkeit 8 

1 /' w",= F. wdF 6 

¥ 

Z.! 

II 
) 

It' 
f 

~ 

n pV 0 

'\ 
f\ , 

r't, 

~ 

y/r 1\. 
0 O¥ . . 0.0 o ~ 

bekannt, z. B. aus der DurchfluB
menge. Will man aus beiden Wer
ten die gesamte Energie ausreeh
nen, so ist zu beriicksichtigen, daB 
in der Bernoullisehen Gleichung 
die Gesehwindigkeiten mit den 
Quadraten eingesetzt sind und 

Abb. 94. Auftragung von u' = f (ylr) nach Prandtl. 

daB wegen der ungleichen Geschwindigkeitsverteilung die Surnme aIler 
energien zu bilden ist. So entstehtl 

Einzel-

1 If P W2'j P 1 I w2 P W",,2 
Hges = F cY + 2 g dF = Y + F 2 g dF = Y + 2g .. ' (5. 

Will man mit p und w'" die Gesamtenergie ausdriicken, so ist der Staudruck urn den 
Faktor (j zu vergroBern, der etwas groBer als 1 ist. Es ergibt sieh somit eine sehein
bare StaudruekvergroBerung. Die folgende Tabelle enthalt 15 in Abhangigkeit 
von n. 

n 
r5 

6 
1,0269 

7 
1,0204 

Tabelle. 

10 
1,01062 

11 
1,0089 

1 E I? k: Die ausgleichende \Virkung von Diisen. Ingenieurarchiv 1934. 
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30. Eingehendere Betrachtung der Turbulenz. 

a) Grun'dsatzliches. 

Wie znerst Prandtl 1 und v. Karman gezeigt haben, ist die turbu
lente BewegungsfOl'm bei plausiblen Annahmen einer gewissen rechne
rischen Behandlung tatsachlich zuganglich. 

Wir nehmen nach Abb. 95 an, daB das Geschwindigkeitspl'ofil w = f(y) 
gegeben sei, und wollen versuchen, uns eine individuelle Vorstellung del' 
Stromnngsbewegung zu machen. Die in zwei Schichten eingezeichneten 

---l --- -;- ,1 --r -'1AW~-~ 

~1-;JZ···· ., 8.L 
Abb.95. Schematische Darstellung der 

turbulenten Bewegungsstruktur. 

Fliissigkeitsballen sollen gerade 
so groB sein, daB ihre Form bei 
del' Querbewegung ungefahr el'
halten bleibt. Es leuchtet ein, 
daB fUr eine kleine Strecke, z. B. 
1, eine solche Bewegung tatsach
lich moglich ist; danach diirfte 

del' Ballen allel'dings weiter zerfallen und seine individuelle Form 
verliel'en. Man kann fragen, wie groB im Mittel diese "fl'eie Weg
lange" ist. 

An del' Stelle 2 ist die mittlere Geschwindigkeit w; an del' Stelle 1: 
dw ; 

w + 1 dy' 

Del' Ballen von del' Masse L1m wil'd also beim Eindl'ingen in die Bahn 2 

seine Geschwindigkeit um 1· ddw vermindern, wahrend umgekehrt Teilchen 
y 

del' Bahn 1 den entgegengesetzten Weg machen und dabei eine Geschwin-

digkeitszunahme 1· ;; erfahren. Die bei del' Querbewegung auftl'e

tenden Beschleunigungen und Verzogerungen bedeuten abel' eine schein
bare Schubspannung in del' Zwischenebene. Ihre Bel'echnung ware mog
lich, wenn die Geschwindigkeit Wy del' ;;Querbewegung bekannt ware. 

Duroh folgende U'berlegung ist wenigstens die GroBenordnung von Wy 

zu bestimmen. Nehmen wir an, Ballen 1 sei in die Bahn 2 eingedrungen. 
Das Teilohen 1 nahert sioh dann einem anderen Teilohen, z. B. 3 del'selben 

Reihe, mit del' Relativgeschwindigkeit 1· ~~. Dies ist abel' aus Griinden 

del' Kontinuitat nul' moglioh, wenn das dazwisohenliegende Teilohen 2 
vel'drangt wird und mit annahernd del' gleichen Geschwindigkeit in 
Querrichtung in die Liicke del' Reihe 1 einriiokt. Man erkennt, daB Wy 

die GroBenordnung von 1· ~~ haben muB. Wir setzen deshalb 

Wy = 1· :;'. Nunmehr konnen wir die Schubspannung nach demlmpuls-

1 Pl'andtl: Neuere Ergebnisse del' Tul'bulenzforschung. Z. d. VDI. 1933, 
S.105. 
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satz berechnen. Durch die Fliiche von del' GroBe 1, in der die zu berech
nende scheinbare Schubspannung 7: wirkt, tritt die sekundliche Masse 

1· e .1· :; hindurch; die Geschwindigkeitsverminderung in del' Hauptstro-

mungsrichtung betriigt 1· :;. Der durchtretende Impuls je Fliichen

einheit ist somit (! (1 ~~r ; diesel' muB abel' identisch mit del' iiuBeren 

Kraft sein, d. h. mit der Schubspannung, sodaB wir erhalten: 

( dW') 2 
7: = (! 1· dy . (76) 

So finden wir die Schubspannung 7:. Gleichzeitig konnen wir aus diesel' 
Gleichung 1 berechnen, wenn ,... B. die Schubspannung 7: (etwa aus 
Druckverlustmessungen) und das Geschwindigkeitsprofil bekannt sind. 

DervVert 1· ~; kann nuninjedem Falle proportionalw gesetzt werden. 

Setzt man dies in Gl. (76) ein, so ergibt sich: 7: t"-' (!W2. 

Die Schubspannungen sind also bei turbulenter Bewegung 
im Einklang mit unseren friiheren Annahmen proportional 
dem Quadrat del' Geschwindigkeit. 

Die Reibung ist bei diesel' Berechnung nicht in Erscheinung getreten. 
Die Turbulenz als solche bedingt somit schon eine scheinbare Reibung 
bzw. eine Schubspannung. Dies gilt indes nul' bedingt, da zur Aufrecht
erhaltung der Turbulenz die Wandreibung notwendig ist. Die Beobach
tungen zeigen nun, daB die gleitende Reibung im Hagen-Poiseuilleschen 
Sinne auf ein ganz kleines. Gebiet in del' Wandniihe beschriinkt bleibt; 
auBerhalbder Wandniihe kann man die Fliissigkeit als praktisch reibungs
frei ansehen. 

Eine kleine Anwendung soli zeigen, wie fruchtbar die Einfiihrung des 
Mischungsweges 1 ist. 

Wie wird sich z. B. del' Mischungsweg 1 in del' Niihe einer Wand 
iindern 1 An del' Wand muG 1 gleichNuli sein, wiihrend es mit zunehmen
dem Abstand wachsen diirfte. Die einfachste Annahme, die man machen 
kann, ist die, daB sich 1 proportional mit dem Wandabstand y iindert: 

1 = U· y. 

Wir setzen dies in die Gl. (76) ein und erhalten: 

7: = o. (,u . y . dW)2. dYl / T • ~ = dw . 
~ • dy' y V e, U 

Wenn wir nun noch annehmen, daB in Wandniihe 7: ungefiihr konstant 
bleibt, so ist diese Gleichung leicht zu integrieren: 

11 /-;- (77) w = U / e (1n y + 0) . 

Dami tel' halten wir das Gesch windigkeitsprofil. Die U b ere ins tim m un g 

Eck, Str6mungslehre. 7 
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mit dem Versuch ist sehr gut!. Ffir '-' fin,det m.an den Wert 0,4. 
Diese Gleichung hat eine weit allgememere Bedeutung als das frillier 
abgeleitete Pote~esetz. FUr praktische Rechnungen ist indes meist das 
Potenzgesetz bequemer. 

b) EinfluB der Wandrauhigkeit. 

Bei einer rauhen Wand wird die oben erwahnte laminare Stromung 
sich in der Wandnahe nicht ausbilden konnen. Dies bedeutet nun fUr die 
Rechnung sogar eine Vereinfachung. Bei der glatten Rohrleitung hangt 
das Geschwindigkeitsprofil nur von dem Wandabstand yab. Bei dem 
rauhen Rohr wird die mittlere Wanderhebung k noch eine Rolle spielen. 
Da wir im Sinne des AlmIichkeitsgesetzes nur bei geometrisch ahnlichen 
GebiIden Vergleiche ansteIlen konnen, werden im FaIle einer rauhen 
Wand bei gleichem y/k ahnIiche VerhaItnisse Zll erwarten sein. Das heiBt 
aber in der mathematischen Sprache, daB w nur eine Funktion von 

i ist; somit wird w =/ (n . 
Fillirt man nun mit diesem Parameter obige Rechnung aus, so erhalt man 

liT ( 30 Y) w = 2,5 reIn ~ + T . (78) 

Durch eine Koordinatenverschiebung um k/30 wurde hierbei erreicht, 
daB fUr y = 0 auch w = 0 ist. Der Vergleich mit den Geschwindigkeits
profilen bei kiinstIich veranderter Rauhigke~t (Nikuradse) zeigt, daB 
sehr gute Ubereinstimmung vorhanden ist. 

c) Besondere Betrachtungen iiber die Rohrstromung. 
Die bisherigen Erwagungen dieses Abschnittes gelten ganz allgemein fiir glatte 

und rauhe Wande. Wenn wir nun zu der Rohrstrtimung ubergehen, ist es nutz
lich, eine wichtige Tatsache hervorzuheben. Wir betrachten eine Rohrstrtimung 
von groBer Reynoldsscher Zahl. Die Zii.higkeit an der Wand spielt dabei keine Rolle 
mehr. 1m Innern der Strtimung herrscht vollkommene Turbulenz. Wovon hii.ngt 
bei einer solchen Strtimung das Geschwindigkeitsprofil ab? Da dieses nach Gl. (76) 
mit den Mischbewegungen verknupft ist, ktinnen wir auch fragen, wovon diese 
Mischbewegungen abhangen. Diese sind aber gemaB Gl. (76) nur von den Schub
spannungen und damit vom Druckgefiiolle abhangig. 1st gleiches Druck
gefii.lle vorhanden, so mussen soniit alle Geschwindigkeitsprofi'le 
zur Deckung zu bringen sein. Es lii.uftauf das Gleiche hinaus, wenn man sagt, 
daB der Mischungsweg bei allen turbulenten Rohrstrtimungen nach der gleichen 
Funktion zunehmen muB. Die Versuche haben diese Tatsache voll bestii.tigt. Der 

Mischungsweg, dimensionslos au"fgetragen,d.h. +. = f (;), ergibt eine 

1 DaB fiir Y = 0 der Wert w = 00 wird, kommt daher, daB in unmittelbarer 
Wandnii.he die Gleichung ihre Giiltigkeit verliert, da dort laminare Strtimung 
herrscht. Dieser Schtinheitsfehler sttirt weiter nicht, wenn man einen sehr schmalen 
Bereich an der Wand von der Rechnung ausschlieBt. 
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parabelartige Kurve, die an der Rohrwand die Neigung 0,4 hat und 

in der Rohrmitte den Wert .!..- = 0,14 annimmt. Damit wissen wir gleich-
y 

zeitig iiber die GroBe der Mischbewegung Bescheid: Die groBte Mischbewegung, 
die iiberhaupt bei Rohren vorkommen kann, betra.gt der GroBenordnung nach 
14 vR des Rohrhalbmessers, wobei wir noch beriicksichtigen miissen, daB gemaB 
der Definition der Gl. (76) der Mischungsweg noch einen Faktor enthii.lt. Die uni· 
verselle Form des f':.eschwindigkeitsprofils la.Bt sich aus Gl. (77) herleiten: 

W = Wmax -1/ r: . 5,751g..!:. 
(? Y 

(79) 

(r: Schubspannung an der Wand). Die Giiltigkeit dieser Formel kann leicht nacho 
Wmax-W r 

gepriift werden. Tra.gt man na.mlich V; in Abhii.ngigkeit von 19 y auf, so 

ergibt sich fur aIle bekanntgewordenen Versuche, wie zuerst v. 
Karman1 festgestelIt hat, eine einzige Kurve. 

Fur die mittlere Geschwindigkeit ergibt sich die allgemeine Beziehung 

- 1fT 
w = wmax- 4,07 Ve' (80) 

Die Zahl 4,07 wurde Gottinger Versuchen entnommen. 
Indem wir GI. (78) auf die Rohrmitte anwenden und aus der Grundgleichung 

nd2 Z (? :n;d2 
LlP'T = A' d2w2. 4=nd'Z'r: 

it 
die Beziehung: T = 8 . (?W2 

einsetzen, erhalten wir die allgemeine Angabe iiber den Widerstandskoeffizienten: 
1 

A. = (21g ~+ 1,74Y' 

die bereits S.91 angegeben wurde. 

d) Glattes Rohr. 
Auch fUr das glatte Rohr ist eine a.hnliche allgemeine Losung gelungen. 

findet fur die Geschwindigkeitsverteilung: 

w = v'v (5,75Ig v .. ' y + 5,5); 13X = 1/:!.. . 
'v (? 

Man 

(81) 

Rier ist eine neue Reynoldssche Zahl Vx' Y eingesetzt worden, die physikalisch 
v 

den Vorgang beherrscht. Vx = -V r: isteineaus der Wandschubspannung gebildete 
(? , 

Geschwindigkeit, die praktisch gleich dem Mittelwert del' Mischgeschwindigkeit ist. 
FUr den Widerstandskoeffizienten ergibt sich: 

1 ~ 
-= = 2lg (Be· VA) - 0,8. (82) 
Vi! 

1 v. Karman, Th.: Mechan. Ahnlichkeit und Turbulenz. Nachr. Ges. Wiss. 
GQttingen 1930, S. 58. 

7* 
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Es sei bemerkt, daB das Blasiussche Gesetz, das Karmansche ~.Gesetz usw. 

nur Naherungsformeln diesel' allgemeinen Formeln bedeuten. Da die friiheren For· 
meln sich in mancher Hinsicht fiir praktische Berechnungen bessel' eignen, muBten 
diese Beziehungen vorangestellt werden. 

31. Begriff der hydraulischen Glatte. 
Aus den Versuchen von Nikuradse (Abb. 91) konnen schon wert

volle Folgerungen gezogen werden. 1m laminaren Gebiet fallen aIle 
Kurven zusammen. Die Rauhigkeiten spielen also hier keine Rolle. Die 
Wanderhohungen werden von der laminaren Schicht zugedeckt. Aber 
auch im turbulenten Gebiet wirken nicht aIle Rauhig
keiten schadlich. Denn nach Abb. 91 folgen die Kurven urn so langer 
der Kurve fUr das glatte Rohr, je kleiner die Rauhigkeit ist. Fur eine 
bestimmte Rauhigkeit wird also unterhalb einer bestimmten 
Reynoldsschen Zahl keine Abweichung von del' glatten Wand 
mehr festzustellen sein. Derphysikalische Grund fUrdieses Verhalten 
liegt darin, da.B auch bei turbulenter Bewegung eine ganz dunne Wand
schicht laminar bleibt, die die Wanderhebungen praktisch glattet und fUr 
den Widerstandsmechanismus unwirksam macht. Diese Schichten werden 
nun nach der spaterfolgenden G1. (91) mit wachsender Reynoldsscher Zahl 
kleiner, soda.B schlie.Blich bei gro.Ben Re-Werten nur mehr kleine 'Wand
erhebungen unwirksam sind, wie es auch Abb. 91 deutlich zeigt. Nach 

I r· 
G1. (73) mu.B beim rauhen Rohr del' Wert jT;' - 2lg 7Ckonstant bleiben. 

Anderseits wird der Zahigkeitseinflu.B einer glatten Wand, wieder Aufbau 

del' G1. (81) zeigt, sehr gut durch die Wandkennzahl vX·.?t erfa.Bt. Setzen 
v 

wir in diesel' Kennzahl y = k, so wird sich leicht eine Kennzahl 'IJ"'-".Jc. an-
v 

geben lassen, bei der der Rauhigkeitseinflu.B verschwindet. Beim voll
kommen rauhen Rohr, wo die reine Turhulenz ohne Zahigkeit wirkt, ist 

also zu erwarten, da.B ~ - 2 19 ~ unabhangig von Vx· kist, wahrend o k v 
beim glatten Rohr eine bestimmte Abhangigkeit zu erwarten ist. Tragt 
man nun nach Prandtll die Versuchspunkte von Nikuradse in dieser 
Weise auf, so ergibt sich nach Abb. 96 eine umfassende Scheidung 
del' glatten von der rauhen Wand. Die logarithmische Auftraguug 
stellt fUr aIle Versuche zwei Geraden uud ein Ubergangsgebiet dar. Fur 

die rauhe Wand ist tatsachlich keine Abhangigkeit von vx-.!!. vorhanden. 
v 

Dieses Schaubild stellt die Kronung del' Prandtl-Karman
schen Turbulenztheorie fur das Rohr dar. Das ganze Rohr
reibungspro blem hat damit eine umfassende Losung erfahren. 

1 Prand t,j, Neuere Ergebnisse del' Turbulenzforscbung. Z. d. VDI 1933, S. ]]2. 
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Aus Abb. 96 erkennt man deutlich, daB unterhalb del' Wandkennzahl 

19 v~ "-' 0,1 die Wand als hydraulisch glatt bezeichnet werden muB. 
v 

Es liegt nahe, dieses Ergebnis auf umstromte Korper zu ubertragen. Del' 
Rohrradius entspricht dabei del' Grenzschichtdicke undcmax in Rohrmitte 
del' Geschwindigkeit auBerhalb del' Grenzschicht. Auf diese Geschwindig
keit wollen wir Bezug nehmen, da sie praktisch allein bekannt ist. 

- - 1/ 8 
Aus W = Wmax -4,01 Vx und W = Vx V T 

erhalten WIr 
/8 

wmax = Vx 11 T + 4,01 . Vx . 
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~. '''''.~1N> 

Ql e '. '., .. 
vollkommen rau/7 ~ ~ 

8,0 

~. of = 15 
® " = 3O,G 

V Ql"=60.0 

e " = 1Z6.0 
.. " =252.0 

0,5 

0 ($2 0,'1 0,6 0,8 1,0 1,2 1,'1 S. 1,8 3,0 2,2 
logv"v -
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Abb. 96. Rauhigkeitsfuuktion nach Prandtl. 

Dann bilden WIr 
Vx' k lOmax' k Vx Wmax' k 1 

v v Wmax l' / 8 . I ;:+4,07 

Den Wert ~rna~k. wollen wir nach SOl' ens e n 1 die Kornkennzahl nennen 
v 

v,,·k Vr·k 
und erhalten wegen 19··j; = 0,1 odeI' -"-v-' = 5 die Beziehung 

lOmax' k = 5 ["I / 8 + 4 07]. 
l' I A ' (83) 

Die Abhangigkeit von .Il. wollen wir im Mittel berucksichtigen. Nach 
Abb. 91 schwanken die kritischen ),-Werte, d.h. die Punkte, in denen die 
Trennung von der Kurve der glatten Wand erfolgt, zwischen 0,02 ..;- 0,04. 

Damit erhalten wir fur 'tl!JIla~ die Werte 120 uud 91. 
11 

1 Sorensen: EinfluB del' Wandrauhigkeit bei Strornungsmasehinen. Forsch.
Ing.-'" es. BfLlld 8, 1932, S. 25. 
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Wmax' k 
Ais mittleren Wert wollen wir --v- ,......, 100 betrachten. (84) 

Dnterhalb dieses Wertes ist die Wand hydraulisch glatt, 
o berhalb rauh. Das Resultat gilt natiirlich nurfiir die unbeschleunigte 
Stromung. Weiter darf die Zahl ,......, 100 nicht als absolut genau ge
nommen werden. Bei verzogerten Stromungen ist sie kleiner, bei be
schleunigten groBer. 

Diese Feststellungen sind von groBter praktischer Bedeutung. Denn 
offensichtlich hat es keinen Zweck, eine FHiche genauer zu bearbeiten, 
als es der Kornkennzahl ,......, 100 entspricht. Aus dem Aufbau der Glei-

chung Wmax' k = 100 erkennt man, daB die Bearbeitung um so genauer, 
v 

d. h. k um so kleiner werden muB, je groBer die Geschwindigkeit ist. 

~~ IJumpflur6inen.rcl!uuIW nBulleztlfIBn IJumpffuroinen- .. 
sclniuIW neugefNjqf 

Dompfturoinenscl1ouIW neu poIlerl 

~~ \11-""""'"'''' 
iI/oUe RofgullRricne 

Domp(fur6inensclmufB/ 
8/ecb,.fIorlr ongerosfef 

Abb.97. Profile verschiedener bearbeiteter Oberfliichen nach Sorensen. 

Aufgeklebte Sandkorner nach Nikuradse sind die einzigen bisher 
eindeutig untersuchten Rauhigkeiten. Es ist 2jU erwarten, daB bei an
deren Rauhigkeiten gewisse Verschiebungen auftreten. Insbesondere 
haben die technisch bearbeiteten Flachen einen ganz anderen Charakter. 
Typisch sind hierfiir Oberflachen, wie sie sich bei den technisch moglichen 
Bearbeitungen ergeben. Abb.97' zeigt einige Beispiele, die Sorensen 
nach einem Verfahren von Kiesewetter aufgenommen hat. Man er
kennt daraus, daB die mittleren Wanderhebungen viel kleiner sind, als 
man meistens vermutet. 

32. Besondere Angaben fiir gewalzte Stahlrohre. 
FUr handelsiiblichegewalzte Stahlrohre von NW 50 bis 450 kann nach ein

gehenden Untersuchungen von Galavics 1 folgende Formel verwendet werden: 

_ 0,86' 10-3 ( :;,; )1,75 
I. = ).glatt + dO,2 19 105,5 . 

Diese Formel gilt fUr 105,5 < ~ < 10 7,6 • 
d1,1 

1 Zimmermann, E.: Arch. Warmewirtschaft Bd (21) 1940, S.131. 
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33. Druckverlust in geschichteten Stoffen. 
Werden geschlossene Leitungen von gleichbleibendem Querschnitt mit Gut auf

gefiillt, so entstehen je nach del' .Art del' Schichtung Zwischenrii.ume. Gase odeI' 
Flussigkeiten konnen unter Widerstii.nden durch solche Schichten hindurchgedriickt 
werden (Sand, Erz, Koks, Belag einer Feuerung usw.). Del' hier entstehende Druck
verlust kann nach einem Ansatz von Barth und Esser1 durch folgende Formel, die 
gut mit Versuchen in Einklang steht, berechnet werden: 

.dp = OL' ~Lc2. 0 1 
b 2g 

OL = 490 + 100 + 5 85 
Re lr:Re ' 
b· c' L 

g 
Re= ---02 

f1 
I-t 0--:-1- (;"3 

o _ 1 
2- 4(;"(1-(;") 

b = KorngroBe, 

11, = Bohe des Schuttgutes, 

c = mittlere Stromungsgeschwindigkeit im 
frei gedachten Querschnitt, 

(;" = Volumen del' Zwischenraume je Raum
einheit. 

Nach Berlowitz2 kann umgekehrt aus dem gemessenen Druckabfall die mittlere 
KorngroBe bestimmt werden. 

34. Besondere Bemerkungen. 
Die Verbindungsstellen del' Rohre, die handelsublich in Langen von 6 bis 

10 m vorhanden sind, erhohen den Widerstand. 
Bei genauen Vorausbestimmungen del' Widerstande ist eine sehr genaue Be

stimmung des Rohrdurchmessers d notwendig. Denn bei gleicher Durch-

fluBmenge verhalten sich die Druckverluste wie ~~: = (~r, was aus dem Auf

bau del' Gl. (68) Ieicht ersehen werden kann. Andert sich somit del' Durchmesser 
nur um 1 vB., so andert sich del' Widerstand bereits um 5 vB. 

Da bei Wasserleitungen durch Ansatze, KOITosionen usw. die Durchmesser oft 
merklich verkleinert werden, ergeben sich hier sehr groBe WiderstandsvergroBe-

rungen, die in erster Nii.herung mit (~~r wachsen. 

d2 0,99 0,98 0,97 0,96 0,95 0,9 0,8 0,7 
d; 
(d1 ' 5 

~) 1,05 1,106 1,165 1,23 1,292 1,694 3,052 5,95 

Bei uberschlagigen Berechnungen genugt es meist, fUr ). einen Wert von 0,02 
bis 0,03 anzunehmen. 

35. Rohrreibungswiderstand bei pulsierender DurchfluBstromung. 
Wenn die DurchfluBmenge zeitlich rhythmischen Anderungen unterworfen 

ist, ergibt sich ein groBerer Widerstand, als wenn die gleiche Menge mit konstanter 
Mittelgeschwindigkeit durch ein Rohr befordert wird. Die durch Kolbenmaschinen 

1 Barth, W. u. W. Esser: Forschung 4. Bd., S.82. 
2 Meldau, R.: Z. d. VDI 1932, S.676. 
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angesaugten oder gedriickten Gase oder Fliissigkeiten bedingen derartige VerbAlt
nissa, die praktisch eine groBe Rolle spielen. 

Eine beachtliche K.lii.rung dieser a.ul3erst verwickelten Stromungen ist jiingst 
durch eine im Prandtlschen Institut ausgefiihrte Arbeit von F. Schultz-Grunow 
erfolgtl. Bei pulsierender Stromung treten zeitlich verzogerte Stromungen 
auf. Es ergab sich eine auffa.llige Analogie der zeitlich verzogerten Stromung 
mit der spater beim Ablosungsproblem behandelten ortlich verzogerten Stro
mung. Insbesondere konnten auch a.hnliche Ablosungen beobachtet werden. 
Yom wissenschaftlichen Standpunkt ist besonders interessant, daB der Vorgang 
von den gleichen Kennzahlen beherrscht wird wie die Diffusorstromung von Ni
kuradse. 

FUr den Widerstandskoeffizienten einer pulsierenden Stromung konnte 
Schultz-Grunow folgendes Gesetz aufstellen: 

T "/ J c· dt 
Ap = Astat . e; e = 0_11 / (85) 

c .'P 

Hierbei bedeutet Astat eine fiktive, mit dem zeitIichen Mittelwert =r. gebildete Rohr
widerstandszahl, die bekannten Gesetzen entnommen werden kann (S. 89). Zur 
AUBwertung der Formel muB der zeitliche Verlauf der GeBchwindigkeit cbekannt 
sein. FUreine ZweizyIinder-Viertaktmaschine berechnete z. B. Schultz-Grunow 
den Wert e = 7,3, d. h. der Widerstand ist 7,3mal so groB, wie wenn die gleiche 
Menge ohne Pulsation angesaugt wird. 

36. Aufwertung. 
Es ist den Ingenieuren seit langem bekannt, daB bei geometrischer 

VergroBerung der hydraulischen Maschinen der Wirkungsgrad etwas 
besser wird. Diese als "Aufwertung" bekannte Erscheinung, die bis 
zu 6 v H. des Wirkungsgrades betragen kann, laBt sich einigermaBen 
rechnerisch verfolgen. Physikalisch hangt sie einfach damit zusammen, 
daB mit groBerer Reynoldsscher Zahl der Widerstandskoeffizient kleiner 
wird. Dabei ist zunachst vorauszusetzen, daB die Wande "hydraulisch" 
glatt sind. Bei rauhen Wanden bleibt, wie ein Blick auf Abb. 91 zeigt, 
der Widerstandskoeffizient konstant, solange das VerhaItnis kid kon
stant bleibt. 

Die DurchfluBquerschnitte der hydraulischen Maschinen konnen 
letzten Endes alie als Kanalquerschnitte aufgefaBt werden, sodaB die 
fiir die Rohrleitung abgeleiteten RegeIn verwendet werden konnen. Be
schranken wir uns hier auf den Giiltigkeitsbereich des Blasiusschen Ge
setzes - was iibrigens fiir viele hydraulische Maschinen zutrifft - so 

ist gema13 Gl. (10) A. = ?,316. Der durch Reibung entstehende Druck-VRe 
verlust betragt dann gemaB Gl. (88) 

l (! 
LlPVerl = A. F . 2" c2, 

4u 
1 Schultz-Grunow, F.: Pulsierender DurchfluB durch Rohre. Forschung A, 

1940, S. 170. 
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wo l, F, U mittlere Werte des DurchfluBkanals und c die mittlere 
DurchfluBgeschwindigkeit sein sollen, deren genauere Bestimmung hier 
unwichtig ist. Anderseits kann del' in del' Maschine erzeugte bzw. ver-

arbeitete Gesamtdruck durch LJp = C· ~ c2 erfaBt werden. Damit 

wird del' Wirkungsgrad 
Llp - LlPVerl 1 _ LlPVerl _, _l_ • ]: 

'YJ=--Ll-p-; -'YJ--Ll-- r• F 0 
P 4-u 

Wird nun die Maschine geometrisch ahnlich vergroBert, so bleibt das 
l 

Verhaltnis 4 F ebenso wie C konstant. FUr den Vergleich ergibt sich 

U 
somit unter Beriicksichtigung von Gl. (70): 

4/-
1-171_ )'1 -1/ RR2 

1 -172 - X; - ReI' 
(86) 

Die Verluste andern sich also mit del' vierten Wur:z;el aus 
den Reynoldsschen Zahlen. 

Genauere Aufwertungsvel'suche sind jiingst erstmalig von Escher
Wyss in ZUrich ausgefiihrt worden. Die Reynoldssche Zahl wurde 

89 
88 
87 

t 88 
1J85 

8¥ 

-

83 
82 
810 

/ 
/ 

::...-------- 0 
./ 

/0 

3 sato 

Abb.98. Gemessene q·Werte fiir die Aufwertung (Pnnkte) verglichen mit der Aufwertungsformel 
zeigen, wie sich beim Lnftversnch durch Drnckvariation der GriiCennnterschied zwischen Modell nnd 

Original iiberbriickenHlCt. (Nach Escher-Wygs.) 

bei diesen Versuchen dadurch geandert, daB bei einem mit Luft be
triebenen Schraubengeblase del' Druck schrittweise von 1 auf 5 at erhoht 

. c' d .. W g 
wurde. Be = - wird also durch Anderung von ')J = - geandert. v . y 

Dieses Verfahren hat den groBen Vorteil, daB einmal nul' eine Ausfiih
rung notig ist und die Oberflachenbeschaffenheit del' Wand exakt kon
stant bleibt. Mit dem Modell kann die gleiche Reynoldssche Zahl wie bei 
del' Aus£iihrung eingestellt werden. Die in Abb. 98 dargestellten Ver
suchsergebnisse, bei denen Be im Verhaltnis 1: 5 geandert wurde, ge
statten nun erstmalig eine Uberpriifung del' eben angegebenen Aufwer
tungsformel. Die Kurve nach Gl. (86) ist in Abb. 98 eingetragen. Man 
erkennt, daB die Versuchswerte leidlich genau diesel' Kurve folgen. 

Die angegebene Formel gilt natiirlich nur, wenn reine Reibungsver-
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luste an glatten Wanden vorliegen und keine Ablosung auftritt. Die 
AblOsungsverluste bleibel1 meist konstant. Dies ist immer del' Fall, wenn 
sie durch scharfe Kal1ten verursacht werden. In anderen Fallen ist die 
Durchschreitung eines kritischel1 Re-Wertes gemaB den S. 87 dargelegten 
Betrachtungen moglich. Ob solche nicht aufwertungsfahigel1 Verluste 
vorliegen, kann an del' Hohe des Wirkungsgrades erkannt werden, ohne 
daB z. Zt. eine genaue Trennung moglich ware. Einen Anhalt mag fol
gende Augabe bieten. Wenn bei Turbil1en del' Wirkungsgrad > 0,82 und 
bei Pumpen > 0,75 ist, kann damit gerechnet werden, daB reine Rei
bungsverluste vorliegen. 

Fiir das Modellversuchswesen ist die Frage del' Aufwertung von groBer 
Bedeutung. Sie entscheidet oft die kleinstmogliche Modellausfiihrung, 
wobei sich folgende Tendenz auspragt: Bei sehr schlechten Maschinen, 
z. B. bei billigen Ventilatoren, sind prozentual fast ausschlieBlich triviale 
A blOsungsverl uste, d.h. nich t aufwert bare Verluste, vorhanden. 
Del' Wirkungsgrad eines solchen Ventilators kann somit bereits am 
kleinsten Modell genau nachgewiesen werden. Verfasser konnte diese 
Auffassung durch Vergleich mit Laufradern von 140 mm 0 bestatigen. 
Bei hochwertigen Maschinen miissen meist groBere Madelle verwendet 
werden, da bestimmte kritische Bereiche nicht unterschritten werden 
diirfen. So ist z. B. eine Umrechnung nach obiger Basis sinnlos, wenn 
beim Modell sich eine laminare Grenzschicht ergibt und die Ausfiihrung 
bereits einen Umschlag in turbulente Grenzschicht zeigt. Wegen diesel' 
Beschrankung ist bei hochwertigen Maschinen nicht mit extrem kleinen 
ModeIlen auszukommen. 

Sind die Wande nicht hydraulisch glatt, so wird del' EinfluB der Wand
rauhigkeit nach friiheren Darlegungen durch die Gleichung 

1 A = 9 

(21g ~.+ 1,74)· 

erfaBt. Sehr einfach wird die Ausrechnung, wenn in beiden Fallen gleiche 
Wandbeschaffenheit vorliegt, z. B. bei Verwendung einer gleichen Bear
beitung fiir Modell und GroBausfiihrung. In diesem FaIle bleibt k kon
stant, wahrend r sich proportional del' ModellvergroBerung andert. Ist 
z. B: beim Modell r/k = 100, so wiirde sich bei zweifacher Modellver
groBerung folgende Verringerung der Verluste ergeben: 

1-171 = ~ = (21g l~~+ 1,74)2 = 082 
1-1)2 }'2 2Ig200+1,74 ,. 

Voraussetzung ist natiirlich wieder, daB keine Ablosung eintritt. 
DaB Wirkungsgradanderungen diesel' GroBenordnung bei hervor

tretender Rauhigkeit tatsachlich auftreten, haben sehr deutlich Versuche 
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vonKempflergeben, der Schiffspropeller mit aufgeklebten Sandkornern 
untersuchte. 

37. Anlaufstrecke. 
Die bisher behandelten Widerstandskoeffizienten und Geschwindigkeitsprofile 

gelten fiix die "ausgebildete Rohrstromung". Darunter versteht man eine Rom', 
stromung, bei der sich das Geschwindigkeitsprofil nicht mehr andert. Erklarlicher· 
weise ist dies erst ein Stuck hinter dem Einlauf zu erwarten. 

Handelt es sich, wie bei vielen praktischen Fallen - z. B. bei Kiihlrohren -
um kurze Stucke, so ist der endgiiltige Beharrungszustand noch nicht erreicht. Bei 
gut abgerundetem Einlauf wird durchweg eine konstante Geschwindigkeitsvertei. 
lung im Eintrittsquerschnitt der Rohrleitung vorhanden sein. Da an der Wand das 
Geschwindigkeitsgefalle dann groBer ist als beim endgiiltigen Zustand, so sind 
auch die Schubspannungen gro.Ber und damit die Widerstandskoeffizienten. Ab· 
gesehen von der hierdurch bedingten Vergro.Berung des Druckabfalles tritt ein wei· 
terer Druckabfall dadurch ein, daB bei konstanter Verteilung der Geschwindigkeit 
die gesamte kinetische Energie kleiner ist als im ausgebildeten Zustand. Dies be· 
dingt eine weitere Drucksenkung, die nach Bernoulli leicht berechnet werden kann. 

_1/'1' 2dF I' 2 Pl-P2- F 2 W -2w ".. • g g 

Bei laminarel' Stromung ergibt sich mit w = 2 w". [1 - ( ;J 2] nach leichter 

Rechnung: Pl - P2 = ; w!,.. 

Hinzu kommt noch die Drucksenkung J... w' zur Erzeugung von w'" im 2 m 
dlisenformigen Eintritt, sodaB zu dem Reibungsverlust noch ein Scheinverlust 

von 2; w;:" hinzutritt. Die Messungen ergeben einen Gesamtwel't von 

216 Q 2 , '2 wm ' 

1st die Lange del' Anlaufstrecke x, so gilt hierfiir nach Schiller 2 

x d = 0,029 Rex, (87) 

wahrend von Boussinesq in Ubereinstimmung mit Tietjens del' gro.Bere Wert 

~ = 0,065 Rex angegeben wird. 

x 
Bei Re = 1000 ist z. B. d = 0,065 . 1000 = 65 , 

d. h. erst nach 65 Durchmessern ist eine parabelformige Geschwindigkeitsvertei. 
lung vorhanden. 

1 Kempf: Neuere Versuchsverfahren del' Hamburgischen Schiffbau·Versuchs· 
anatalt. Z. VDI 1926, S. 836. 

2 Eingehende Untersuchungen liber aIle Fragen des laminaren .An1aufs stam· 
men von Schiller. Ihm ist es auch gelungen, eine mit Versuchen sehr gut liberein· 
stimmende theoretische Formel liber den Druckverlust in del' laminaren Anlauf· 
strecke zu finden. 'Vien·Harms: IV. 4. 
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FUr die turbulente AnIaufstrecke ergibt $ich nach der Bernoullischen Gleichung 
ebenfalls ein Druckabfall wie oben, der jedoch wegen der volleren Geschwindig-

keitsverteilung wesentlich kleiner ist. Mit w = Wmax (JL)+ und Wm = 49 Wmax 
r 60 

wurde dieser bereits auf S. 95 zu ~ 0,02 : g W:. berechnet, d. i. nur ein Bruch

teil des Wertes bei der laminaren Stromung. Hinzu kommt bei scharfkantigem 
Einlauf ein durch Kontraktion bedingter VerIust. Rechnet man wieder den Druck-

Mhenverlust L W:. durch die Entstehung von Wm im Einlauf hinzu, so erhalt 
. 2 g 

man ,....., 1,4 ~ win. Eine weitere Vergri>J3erung kann eintreten, wenn die Fliis

sigkeit bereits eine drehende Bewegung hat, die bei Verengung des Querschnittes 

-------y ... .-
",' 

,...- 11l , 

£jg 

die Umfangsgeschwindigkeiten 
nach dem Drallsatz merklich 
erMht. 

/ 

Die turbulente AnIauf
strecke ist durchweg kiirzer 
und hangt kaum von der Rey
noldsschen Zahl abo Bereits 
nach etwa 10 Durchmessern ! 

~ 

xX-11l1ld 
o =65d 
• = 'llJa 

qu 

--+ !!. 
l' 

I 
0,1 

f/6 t ist eine der endgiiltigen Kurve 
sehr verwandte Geschwindig

q5 ~ ~ keitsverteilungvorhanden. ¥an 
1l.'1 ;:I kann damit rechnen, daJ3 das 
, endgiiltige Profil nach 30-40 
qs Durchmessern mit Sicherheit 

erreicht wird. Abb. 99 zeigt die 
Geschwindigkeitsprofile fur 
AnIauflii.ngen gleich dem 40-, 

q1 65- und 100fachen des Durch-

o 

Abb. 99. Geschwindigkeitsproflle bei verschiedenen 
Anlaufliingen nach Messungen von Niknradse. -

messers (nach Messungen von 
Nikuradse). Eine Anderung 
des Profiles ist hier nicht mehr 
vorhanden. Bemerkt sei noch, 
daJ3 scharfkantiger Einlauf die 
AnIaufstrecke bedeutend ver-
kiirzt. 

Praktisch von groJ3er Bedeutung ist die Frage nach dem Reibungskoeffizienten 
A in der AnIaufstrecke. Es ist einleuchtend, daJ3 A: hier groJ3er werden muB, da das 
Geschwindigkeitsgefiille an der Wand und damit auch die Schubspannung groJ3er 
ist. Von Mobius l liegen Messungen vor, bei denen die AnIaufstrecke bis zu 18 
Rohrdurchmessern verkiirzt wurde. Hierbei wurde eine 13 proz. VergroJ3erung von 
A gegeniiber den Werten der ausgebildeten Rohrstromung festgestellt. Fiir noch 
kiirzere AnIaufstrecken liegen leider noch keine Messungen vor. Gerade dieses Ge
biet interessiert nun praktisch am meisten, weil Z. B. die Schaufelkanii.le unserer 
Kreiselmaschinen Kanalen von etwa 3~6 Rohrdurchmessern entsprechen. Es ist 
mit Sicherheit anzunehmen, daJ3 in diesem Gebiet noch eine erhebliche Steigerung 
von A eintreten wird. Um einigermaJ3en sicher zu gehen, muJ3 hier einstweilen mit 
1,5 . A gerechnet werden. 

1 Wien-Harms IV., 4, S.92. 
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38. Stromung in geraden Rohren nicht kreisformigen Querschnittes. 
Bei unrundem Querschnitt, etwa nach Abb. 100, geht man genau so 

vor wie beim Kreis. Man betrachtet das Gleichgewicht eines Zylinders 
von der Lange lund dem gegebenen Querschnitt. 1st die Schubspannung 
an der Wand - wie zunachst angenommen wird - konstant und der 
Druckabfall Lip, so ergibt die Gleichgewichtsbedingung: 

7:. U . l = Lip . F· Lip = 7: _l_ , FlU· 

(U bedeutet hier den Umfang des betrachteten Querschnittes.) Fur den 
Kreis ergibt die gleiche Rechnung 
[so Gl. (68)]: 

l l 
Lip = 7: n:2/n~ = 7: dl4 ' 

d. h. fuhren wir fur FlU eine 
Lange a, den sog. "hydraulischen 

Abb. 100. Krilftegieicbgewicbt bei Robren 
von unrundem Querscbnitt. 

Radius", ein, so besteht tThereinstimmung mit der Kreisformel, wenn d 
durch 4a = 4FIU ersetzt wird. 

Versuche von Schiller, Fromm und Nikuradse haben nun ge
zeigt, daB tatsachlich die aus der Formel fiir das Kreisrohr 

Lip = A~ . .!L w2 
d 2 

entnommenen Werte von A fur unrunde Querschnitte verwendet werden 
konnen, wenn d durch 4· FlU ersetzt wird. 

Bei unrunden Querschnitten wird man somit die Formel 

Lip = A_l_ .!L w2 (88) 
4~ 2 

U 

verwenden, die Reynoldssche Zahl entsprechend 

W· 4~ 
Re = w· d = __ f! 

11 11 

wahlen und die A-Werte des Kreisrohres einsetzen. 
Fur die laminare Stromung gelten diese Betrachtungen nicht! 

39. Rohrreibung bei Expansion der Gase im Rohr • 

(89) 

.Bei langen Gasleitungen ist der Druckabfall oft so groB, daB eine merkliche Ex
pansion eintritt. Mit kleiner werdendem Druck wird das spezifis<;lhe Volumen eines 
Gases groBer, sodaB in der Stromungsrichtung die Geschwindigkeit immer groBer 
wird. Bei Gasfernleitungen, den Druckluftleitungen der Bergwerke usw. ist dies 
z. B. der Fall. Der Druck im Robr nimmt hier um mebrere AtmosphJi.ren abo 

Fiir den wichtigen Fall, daB die Gastemperatur konstant bleibt, d. h. fiir die 
Isotherme, wollen wir die Rechnung durchfiihren. 
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Die Rohrreibungsformel konnen wir jetzt nur fUr ein kleines Rohrstiick von der 
Lange dx anwenden, well hier keine merkliche Druckanderung auftritt. 

dx y • 
dp=)'d' 2g C-. 

Berlicksichtigen wir die Kontinuitatsgleichung c· Y = c1 • Yl und das Gesetz der 
Isotherme ply = Pi/YI' so erhalten wir 

" A I)'''' '2. pdp = __ "_1 dx. 
PI d 2g 

Die Integration zwischen zwei Stellen 1. und 2. ergibt: 

LI - - A' l 1'1. PI (90)' P - PI - pz - d' 2 g C, PI + pz . 
--2-

Gegeniiber dem bisherigen Fall einer inkompressiblen Fllissigkeit ergibt sich 
somit eine VergroBerung des Druckabfalles um den Faktor 

_P_l_ 
Pl+ P2 
--2-

Umfangreiche Versuche 1, die an Gasfernleitungen durchgefiihrt wurden, er
gabeu, daB fUr A die gleichen Formeln verwendet werden konnen, die wir bereits 
kennengelernt haben. Als gutel' Mittelwert fiir Gasfernleitungen wird A = 0,02 
empfohlen. 

Beispiele: 1. Es liegt ein Turbinenrohl' von 300 m Lauge und d = 300 mIll 0 
vor, dessen Wandbeschaffenheit als theoretisch glatt bezeichnet werden 8011. Die 
Geschwindigkeit sei 2,5 m/s. Druckverlust? 

Re = wd/" = 250· 30/0,01 = 750000. 
Fiir diesen Bereich kommt das Gesetz von Hermann in Frage; 

A = 0,0054 + 0,396' I/ReO,3 = 0,0054 + 0,396' 1/7500000,3 = 0,01228; 
l I' 300 1000 

LIp = Ad' 2 g W Z = 0,01228' 0,3' 2. 9,81' 2,52 = 3900 kg/m2, 

d. h. LI P = 0,39 at. 
2. Fiir eine Wasserleitung von 2 km Lange, 60 mm 0, 18 Kriimmer und 6 

Schieber, soIl die Pumpenieistung bei einer Geschwindigkeit von 1,5 m/s in der 
Rohrleitung bestimmt werden. 

Bei Annahme eines asphaltierten Rohres ist nach S.91 mit einer Welligkeits
zahl ~ = 1,5 zu rechnen. Es wurde der obere Wert gewahlt, um die rechnerisch 
nicht erfaBbare Widerstandsel'hOhung del' Rohriibergangsstellen in etwa zu berlick
sichtigen. 

Re = 150·6/0,01 = 90000; ABlasius = ?,316 ~ 4 0,316 = 0,01823, 
VRe 1/90000 

somit A = ~ . Ao = 1,5' 0,01823 = 0,0273. 
Fiir die KrUmmer werde nach S. 141 mit ~ = 0,5 gerechnet, fiir die Schieber 

(offen) mit ~ = 0,05. 
Folgende Einzelwiderstande sind vorhanden: 

a) Rohrleitung: LlPl=Ai.L w2 = 0,0273' 2000 114,8 = ]04600 kg/m2, 
d 2g 0,06 

Staudruck q: = L w' = 1000 . 1,52 = 114,8 mm WS, 
2 g 2·9.81 

1 Gesammelte Berichte aus Betrieb und Forschung der Ruhrgas-A.-G. (Selbst
verlag). 
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b) Kriimmer: Llp2=18':' y 'w2 = 18'0,5·114,8 = 1032kg/m2, 
2g 

c) Schieber: Llp3= 6· ~. y . w2 = 6· 0,05' 114,8 = 34,5 kg/m2, 
2g 
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Gesamtwiderstand: LIp = LlPl + Llp2 + Llp3 = 104600 + 1032 + 34,5 
= 105660 kg/m2 bzw. mm WS, 

somit Llh = 105,660 m, d. h. LIp = 10,566 at, 

Wassermenge 
:n; 62 

J1 = w' F = 15 - .10- 4 = 42,4' 10-4 m3(s-+4,24 .l/s , 4 
-+ 4,24 kg/s; 

theoretische Pumpenleistung N = G· Llh(75 = 4,24·105,7/75 = 5,96 PS. 
Da hier eine Kolbenpumpe in Frage kommt, kann mit einem 1)Pumpe = 0,82 

gerechnet werden. Antriebsleistung Ne = 5,96(0,82 = 7,27 PS. 

40. Vermischung eines freien Strahles. 
Aus theoretischen und praktischen Griinden ist die Vermischung eines 

freien Strahles mit der Umgebung von groBer Bedeutung. 
Tritt z. B. aus einer 

Windkanaldiise ein Luft
strahl mit gleichmii.Biger 

Gesch windigkeitsvertei
lung ins. Freie, so tritt 
am Strahlrande eine Ver
mischung ein, ,die rein 
turbulenten Charakter 
hat. Ruhende Teilchen 

/ 

Abb.101. Vermischung eines freien Strahles 
mit der Umgebung. 

werden mitgerissen, etwa nach Abb.101. Dadurch wird in einer 
Vermischungszone ein Geschwindigkeitsabfall nach Null erzwungen. 
Diese Zone wird nach innen und auBen immer breiter. Die Ausbreitung 
der Vermischungszone erfolgt innen und auGen sehr genau auf Kegel-

f--------- 200---------, 
20 -

Abb. 102. Entwicklung der Staudruckprofile in der turbulenten Vermischuugszonc 
eines freien Strahles. 
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manteln. Abb. 102 :z;eigt die Staudruckprofile 1. Die lineare Ausbreitung 
ist gut:z;u erkennen. Ausoptischen Griinden hat Abb.102 einen zukleinen 
auBeren Winkel. Die genaue Untersuchung groBer Windkanale zeigt 
etwa das Bild der Abb. 103. In der Mitte bleibt ein Kern von gleicher 

Geschwindigkeit, der immer kleiner 
wird und schlieBlich verschwindet. 
Fur Modellmessungen ist natfulich nur 
der innere Kern brauchbar. Der innere 
Winkel ist etwa 6 0 , der auBere rd. 8 0 • 

Der Gesamtwinkel von rd. 14 0 

stimmt der GroBenordnung nach 
mit dem Offnungswinkel von 

x Diffusoren u berein. Die "Oberein-
Abb.103. Schematische tl"bersicht iiber stimmung ist nicht zufallig. Sie zeigt 
die Strahlausweitung bei einem freien 

Strahl. deutlich, unter welchen Winkeln sich 
die Turbulenz ausbreiten kann. 

B im 1" i trahl i die Ausbreitun der Turbulenz in 
j{ in ku I tu r zu ehen, da Zahigkeitseinfliisse von Wanden 

Ab\) . 104. g"twicklung der ·taudruckprofil e 
lw i einelll n,, ~ einer Bl ndc ollstr t ndell 

J,ufLtrllhle. 

Es ergeben sich folgende Zahlenwerte: 

fehlen. bb. 104 zeigt die 
Entwicklung der tau
druckprofile fiir einen au 
einer Blend au tretenden 
Luft trahl. Trotzdem ich 
hier del' trahl noch kon-
trahiel't, ist der 
gang grund atzlich 
gleiche. 

or
der 

Durchmesser des freien Strahles dges = ddii + 0,29 x, 
dkern = ddii - 0,2x, 

Dicke der Vermischungszone b = 0,245x (nach Horner2 ) 

b = 0,255x (nach ToUmien3), 

VergroBerung der im Strahl geforderten Luftmenge durch 
x 

Zustromen von der Seite LlV = VDiise 0,14' - { , 
(. 

1 Diese im folgenden mehrfach verwendete Darstellungsweise entsteht dadurch, 
daB dicht nebeneinanderliegende Rohrchen an die zu untersuchende Stelle ge
bracht werden. Jedes Rohrchen steht durch einen Schlauch mit einer Manometer
rohre in Verbindung, von denen 20 dicht nebeneinander liegen. Dieses Reihenmano
meter wird dann fotografiert und die Fotos in maBstablicher GroBe eingeklebt. 
Naheres liber diese Methode siehe Eck: Praktische Auswirkungen der Turbulenz, 
Z. physik. chern. Unterr. 1940, S.33. 

2 Horner: Untersuchung eines Windkanals, Diss. Braunschweig 1933. 
3 Tollmien: Berechnung turbulenter Ausbreitungsvorgange, ZAM 1926, 

S.468. 
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Verminderung del' kinetischen Energie im freien 

Strahl LlL = 0,08 : . LDuse, 

(LDiise = kinetische Energie am Diisenaustritt). 

1m Innern des Strahles ist infolge der Vermischungsvorgiinge an del' 
Strahloberfliiche ein Uberdruck von % vR. des Staudruckes des Strahles 
vorhanden. 

Es ist ein besonders schones Ergebnis der Pl'andtlschen Turbulenz
theorie, daB die theoretische Berechnung dieses Falles gegliickt und durch 
den Versuch voll bestiitigt wurde 1. Die Annahme, daB der Mischungsweg 
in der Vermischungszone j eweils konstant und proportional der jeweiligen 
Breite ist, fiihrte zum Ziele. Dabei wurde lediglich das Verhiiltnis 
Mischungsweg: Bl'eite der Vermischungszone aus den Versuchen ent
nommen. 

Von praktischem Interesse ist noch folgende Frage: Wie groB ist der 
Verlust des gleich lang en Rohrstiickes? 

Ein Rohrstiick wiirde nach S. 88 folgenden Leistungsverlust haben: 

x 0 (W2) X x LlLRohr = V· LJp = V· d- A . 2- w2 = v, e 2 d' A = LRohr • d' J. . 

D V h OOl' 'b LlL 0,08 D . h b' V I' h as er a tms ergl t ~L = -,---- . a es SIC elm erg eIC um 
LI Rohr A 

Anlaufstrecken handelt, wollen wir ein sehr hohes 11., etwa 0,04, einsetzen. 

S 't 'b . h LlL 0,08 2 oml ergl t slC;'---L = 0 04 = . 
LJ Rollr , 

Man sieht, daB es sich lohnt, einen Strahl durch Wiinde 
einzudecken! Als Beispiel mag auf den aus einem Kreiselpumpen- oder 
Gebliiserad austretenden Strahl hingewiesen werden. Seitliche Fiihrungs
wiinde sind hier unbedingt zu empfehlen. 

Des weiteren sei auf den schiidlichen EinfluB eines offenen Fensters 
in einem schnellfahrenden Automobil hingewiesen. Durch Modellver
suche konnte die Widerstandsvermehrung, die hierdurch eintritt, deutlich 
nachgewiesen werden. 

1m Zusammenhang mit dem freiausblasenden Strahl sei noch auf eine 
praktisch wichtige El'scheinung aufmerksam gemacht. Es handelt sich 
um den Unterschied zwischen Ausblasen und Ansaugen aus einem Raum, 
einProblem, das insbesondere bei der Beliiftung von Riiumen interessiert. 
Sehr kraB mag der Unterschied durch folgendes Experiment veranschau
licht werden. Man versuche einmal, den aus dem Munde ausgeblasenen 
Zigarettenrauch wieder einzusaugen. Es wird nicht gelingen. Beim An
saugen werden die Luftteilchen von allen Seiten einstromen, wie es etwa 
bei dem Beispiel (Abb. 55) dargestellt ist. Eine Zug beliistigung tritt 
nie ein. 1m Gegensatz dazu ergibt sich beim Ausblasen ein gerichteter 

1 Toll mien: Berechnung turbulenter Ausbreitungsvorgange, ZAM 1926, 
So 468. 

Eck, Stro mungslellre. 8 
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Strahl, und nur die im Strahl befindlichen Luftteilchen besitzen erhOhte 
Energie. Durch Diffusoren kann die groBe Strahlgeschwindigkeit, die 
Storungen durch Luftzug bewirkt, zwar verringert werden, doch wird ein 
so zugfreier Betrieb wie beim Ansaugen nie erreicht. Deshalb arbei
tet die Luftungstechnik meist mit Saugbetrie b. 

41. OberfIachenwiderstand. 
Eine in Stromungsrichtung gebrachte Platte zeigt den OberfHichen

widerstand in Reinkultur. Die Aufnahme der Abb. 105 laBt deutlich er
kennen, daB keine AblOsung vorhanden ist, wohl aber eine in Stromungs
rich tung zunehmende Schicht an der Platte, in der die Geschwindigkeiten 
schnell bis auf Null abnehmen. Es ist so, daB auBerhalb dieser Schicht, 

Abb. 105. Umstromung einer Platte in Langsrichtung. Die Grenzschicht ist deutlich zu erkennen. 

die man nach Prandtl Grenzschicht nennt, eine der reibungsfreien 
Flussigkeit entsprechende Geschwindigkeit vorhanden ist. Hinter der 
Platte befindet sich eine die beiderseitige Grenzschichtdicke umfassende 
Schleppe, die das durch die Reibung verzogerte Material enthalt. 

a) Grenzs chich t betra ch tungen. 

Eine wichtige Feststellung ist zunachst folgende. Bei jedem um
stromten Korper teilt sich die Stromung an einem bestimmten Punkt, 
den man Staupunkt nennt. An dieser Stelle wird die Geschwindigkeit 
gleich Null. Das bedeutet aberauch, daB an dieser Stelle jede tur
bulente Mischbewegung aufhort, selbst wenn die Gesamt
stromung noch so turbulent ist. Vom Staupunkt aus erfolgt dann 
eine Beschleunigung langs der Verzweigungsstromlinie, die in j edem 
FaIle nur laminar sein kann, ebenso wie die Bewegung inderAnlauf
strecke einer Rohrleitung. Es wird sich also eine laminare Grenzschicht 
bilden, die im weiteren Verlauf durch irgendwelche Storungen turbulent 
werdenkann. DieserUmschl a g von der laminaren zur turbulen
ten Grenzschicht ist nun fur das ganze Problem von sehr groBer Be
deutung und beschiiftigt die moderne Stromungsforschung schon im 
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Hinblick auf den Tragfliigel erheblich. In der spateren Abb. (110) ist der 
Vorgang schematisch dargestellt. Am Umschlagpunkt bildet sich eine 
Art AblOsung, jedoch so, daB die turbulente Vermischungszone, d. h. die 
Grenzschicht, an der Wand liegen bleibt. w 

Der Ubergang der Geschwindigkeiten auf die Wand
geschwindigkeit Null ist in Abb. 106 dargestellt. 
PrandtP zeigte zuerst, daB diese Schichten sehr klein 
werden, wenn es sich urn Fliissigkeiten mit geringer Rei
bung handelt. Diese Bedingung ist z. B. bei Luft und 
Wasser sehr gut erfiillt. Nur innerhalb der Grenzschicht Ahh.l06. 

wirkt die Reibung, auBerhalb herrscht eine praktisch Darstellung einer 
GrenzscWcht. 

reibungsfreie Bewegung. 

Der laminare Teil der Grenzschicht ist der Rechnung zuganglich. Da 

hier T = fl· ddc gilt, ist eine Integration leicht durchfiihrbar, wenn wir 
y 

in der Grenzschichtdicke eine konstante Schubspannung annehmen, was 
T 

bei ebenen Platten sehr gut zutrifft. Es ergibt sich aus de = - . dy 
ft 

durch Integration e = !..-. y. Die Geschwindigkeit nimmt also 
ft 

linear zu. 1st 6 die Grenzschichtdicke, so ist somit ° = fl' ~ 
(e Geschwindigkeit auBerhalb der Grenzschicht). Eine einfache Impuls
betrachtung gibt dann iiber den Verlauf von 6 AufschluB. Am Ende 
der Platte von der Lange x sei 6 die Grenzschichtdicke. Durch diese 
Schicht stromt eine Masse prop. b • 6 . (! . e. Die Geschwindigkeitsver
minderung ist proportional e, sodaB die 1mpulsverminderung prop. 
b· 6· (!. e2 ist. Wenn wir mit Tm die mittlere Schubspannung der 
ganzen Platte bezeichnen, so ergibt sich eine Schleppkraft Tm· b . x. 
Durch Gleichsetzung entsteht: 

Om • b . x = b . 6 . (! . e2 ; mit Om = fl' ~ 

ergibt sich: 

c 
P . (f' b . X = b . 6 . (! • e2• 

V-;t:X X X c,x 
6= -=--=-.-' Re =-. 

e·c VC'vx liRe",' "'v 

Die Grenzschichtdicke 6 wachst proportional yx, d. h. nach einer Parabel 
Gleichzeitig ergibt sich eine Reynoldssche Zahl Rex, die als Lange die 

1 Prandtl, L.: Fliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verhandl. d. 
III. Int. Math. Kongresses in Heidelberg 1904. Leipzig 1905. 

8* 
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Plattentiefe x enthiilt. Die genaue Rechnung fiihrt zu folgendem 
Ergebnis: 

6lam = 5,5,~ = 5,5 -. x ~Vp,·x 
rRe", (! c, 

(91) 

Den Widerstand der Platte W bezieht man auf den Staudruck q = ; c2 ; 

die Flache der Platte ist F = b . x. Damit ergibt sich ein Widerstands. 
koeffizient cf gemaB folgender Gleichung: 

W = cf • F . q . (92) 

FUr den laminaren Teil ist 

r-----

1 
cflam = 1,327 ,-' 

tRe", 
(93) 

06'e081'$ 
6 

5 
. 'f 'l-_ of 1'.- + 
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Abb. 107. Widerstandsbeiwerte glatter ebener Platten in Abbangigkeit von der Reynoldsschen Zahl 
(nach A. V, G. III). 

Auf den turbulenten Teil der Grenzschicht laBt sich zunachst das 
Blasiussche Gesetz anwenden. Innerhalb dieser Schicht gilt wieder das 
1/7-Gesetz, sodaB in dieser Grenzschicht folgende Geschwindigkeitsver
teilung vorhanden ist: C = Co (y/6)1/,. Die Dicke der Schicht ist hier: 

1 
6turb = 0,37' x 5_' 

VRe", 

der Widerstandskoeffizient: 
1 

Cfturb = 0,074 ~ . 
j'IRe,; 

(94) 

(95) 

Beriicksichtigt man die Tatsache, . daB am Anfang laminare und spater 
turbulente Grenzschicht vorhanden ist, so erhalt man nach Prandtl: 

1 1700 
cf = 0074-. ---. (96) .,. ~ Re", 

In Abb. 107 sind die drei verschiedenen cr Werte logarithmisch auf
getragen. Die erste Gerade stellt den Fall dar, daB nur laminare Grenz-

5 
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schicht vorhanden ist. In der tJbergangskurve ist vorne eine laminare 
Schicht, wahrend bei der oberen Geraden nur turbulente Grenzschicht 
vorhanden ist. Letzteres kann nach Wieselsberger dadurch erreicht 
werden, daB am Kopf einer dickeren Platte sich eine Abrundung befindet. 
Dadurch wird die laminare Schicht praktisch unterdriickt. Der Umschlag 
in turbulente Grenzschicht findet je nach der Strahlturbulenz zwischen 
300000 < Rex < 500 000 statt. 

Auch bei der Platte ist, ebenso wie beim Rohr, die tJbertragung der 
neueren Turbulenztheorie gegliickt. Wahrend obige Formeln nur fiir den 
Bereich des Blasiusschen Gesetzes gelten, laBt sich nach H. S ch Ii ch tung 
eine Interpolationsformel angeben, die im ganzen praktischen Bereich 
der turbulenten Stromung giltl: 

(91) 

Beispiel: Eine ebene Platte von den Abmessungen 0,5 X 2 m solI im Windkanal 
einmal in Querrichtung und dann in Ungsrichtung bei einer Windgeschwindigkeit 
von 20 m/s untersucht werden. Welche Widerstandskrafte ergeben sich in diesen 
Fallen? yl2g= 1/16; v= 0,14. Wenn die kurzeSeiteinWindrichtung steht, ist 

Re1 = ~ = 2000 ~ = 715000. Bei der anderen Anstromung liegt eine 2 m 
v 0,14 

lange Strecke im Windstrom, so daB eine viermal groJlere Reynoldssche Zahl ent-

steht. Re2 = 4' Re l = 2860000. Wir rechnen mit Gl. (97)undfindenc/l 0,4552 (lgRe) ,5S 
= 0,00474; cl. = 0,00369. 

Y 202 
In Gl. (92) W = ci . q' 0 ist 0 = 2·0,5·2= 2 m2 und q = c2 - -2g - 16 
= 25 mm WS; damit erhalten wir 

Wl = 0,00474' 25·2 = 0,237 kg; W 2 = 0,00369' 25·2 = 0,1845 kg. 
Es ergibt sich somit ein Unterschied von etwa 30%. 

Fiir rauhe Platten liegen noch nicht so allgemeine Versuche und Be
rechnungen vor wie ffir Rohre. Die Schwierigkeiten sind hier viel groBer, 
weil wegen der veranderlichen Grenzschichtdicke die Rauhigkeiten an 
jeder Stelle der Platte anders wirken. 

Der Umschlag von laminarer zu turbulenter Grenzschicht wird 
durch einen Versuch nachAbb.108 gut illustriert. Eine mit Pulver be
streute Platte wurde hier in den Strahl eines Windkanals gehalten. Dabei 
zeigt sich, daB das Pulver zuerst am hinteren Ende der Platte weggefegt 
wird. Am Umschlagpunkt, wo die ersten Wirbel einsetzen, beginnt die 
Aufwirbelung, sodaB sich leicht die Lage diesesPunktes nachweisen laBt. 
Wenn nun die Geschwindigkeit langsam erhoht wird, riickt die Umschlag
zone nach vorne. Dadurch kommt die Abhangigkeit von der Reynolds-

1 Eingehendere Angaben befinden sich in Wien-Harms, auJlerdem in Kempf, 
Foerster: Hydrodynamische Probleme des Schiffsantriebes. Hamburg 1932. 
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schen Zahl zum Ausdruck. Abb. 108 zeigt noch seitlich zwei keilformige 
Zonen mit Turbulenz. Es handelt sich hier urn die turbulente Ver
mischungszone des freien Strahles nach S. 112. 

Eine wichtige praktische Lehre solI aus dem Plattenversuch noch 
gezogen werden. Die CrWerte nehmen in jedem FaIle mit groBerer 
Reynoldsscher Zahl abo Dies hangt mit der in Plattentiefe zunehmenden 
Grenzschichtdicke zusammen. Denn die an Ort und Stelle iiber
tragene Schubspannung ist urn so kleiner, je groBer die 
Grenzschichtdicke ist. Die vorderen Teile der Platte werden also 
am meisten zum Widerstand beitragen. Der Widerstand einer recht-

Abb. lOS. Darstellungdes Umschlagsvon laminarerinturbulente Grenzschicht 
bei einer ebenen Platte. 

eckigen Platte wird dann am kleinsten, wenn die Langsseite in Stro
mungsrichtung liegt, wie deutlich aus dem letzten Zahlenbeispiel her
vorging. Auf eine praktische Anwendung mag hingewiesen werden. 
Bei der Konstruktion einer Kaplan-Turbine, eines Schraubenge
bIases od. dgl. entsteht die Frage, ob das Rad mit vielen, aber kurzen, 
oder wenigen, jedoch tieferen Fliigelblattern ausgefiihrt werden solI, 
wenn im iibrigen die Gesamtfliigelflache konstant bleibt. Von seiten 
des reinen Flachenwiderstandes kann dazu gesagt werden, daB wenige, 
aber tiefe Fliigel geringeren Flachenwiderstand ergeben. Dies gilt auch 
fUr Propeller, so daB also vom Standpunkt der reinen Flachenreibung 
aus betrachtet der Einblattpropeller den Vorzug verdient. 

Aus Abb. 107 erkennt man deutlich, daB bei laminarer Grenzschicht 
der Widerstandskoeffizient bedeutend kleiner ist. als bei turbulenter 
Grenzschicht. Eine laminare Schicht ist also in jedem FaIle anzustreben. 
Durch sorgfiiltige glatte und spitze AusfUhrung des vorderen Platten-
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teiles kann der Umschlag W'eiter nach hinten verschoben werden. SchlieB
lich laBt sich die Ausbildung der turbulenten Greru;schicht auch damit 
nicht mehr vermeiden. Bei Ausfiihrungen, bei denen der reine Flachen
widerstand sehr wichtig ist, z. B. bei modernen Schnellflugzeugen, 
spielen diese Dinge eine sehr groBe Rolle. Wenn es z. B. gelange, die 
Grenzschicht zu stabilisieren, d. h. laminar zu erhalten, wiirde eine er
hebliche VergroBerung der Geschwindigkeit moglich sein. Zur Zeit wird 
emsig an diesen Dingen gearbeitet. Nach einem Vorschlag von Kramer 1 

laBt sich z. B. Stabilisierung erreichen, indem man kurz iiber der Flache 
in Stromungsrichtung diinne Drahte spannt. Diese Drahte, deren Um
stromung im FaIle turbulenter Vermis chung in jedem FaIle laminare 
Stromungen erge ben, wirken dampfend auf die Entstehung der Turbulenz. 

Daneben bemiiht man sich mit Erfolg, durch geeignete Formgebung 
des Profiles den Umschlagpunkt moglichst weit nach hinten zu ver
schieben. Dadurch gelingt es W'enigstens, einen groBen Teil der Ober
flache durch laminare Grenzschicht einzudecken. Mogli9hst diinne Pro
file, geeignete Ausbildung der vorderen Abrundung und Verschiebung 
der dicksten Stelle zur Mitte hin, das sind die hauptsachlichsten kon
struktiven MaBnahmen, mit denen sog. "Laminarprofile" erhalten 
werden. 

b) Imp u 1 s v e r f a h r e n n a c h Bet z. 
Macht man hinter einer Platte Staudruckmessungen, so beobachtet man eine 

deutliche Einbuchtung (Delle), die die Energieverminderung durch die Grenz
schicht klar erkennen laBt. 
Abb. 109 zeigt z. B. Mes
sungen fUr eine glatte und . t---------168---------I~ 
fiir eine rauhe Platte, die 
deutlich unterschieden wer
den konnen. Betz2 hat 
ein auBerst fruchtbares Ver
fahren ermittelt, urn aus 
solchen Messungen den Fla
chenwiderstand unmittel
bar, d. h. ohne Wagung zu 
berechnen. Dieses Verfah
ren hat fUr die Stromungs
forschung eine groBe Be
deutung gewonnen, z. B. 
ermoglicht es die Bestim

rouh 

r---------168---------t::! 

gloH 

Abb. 109. Staudruckprofil hinter einer rauhen und einer 
glatten Platte. 

mung des Profilwiderstandes eines Tragfliigels beim fliegenden Flugzeug. 1m fol
genden solI dieses Verfahren kurz beschrieben werden. 

W ir grenzen um den Versuchskorper nach Ab b. 11 0 ein Rechteck von der Breite 

1 DRP. 669897. 
2 B e tz: Verfahren zur direkten Ermittlung des Profilwiderstandes ZFM. 6, 

42, 1925. 
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I ab und wenden auf dieses Gebiet den Impulssatz an. Vorne tritt durch 1 del' 
I I 

ImpuIs (!. b f wi dy ein, hinten tritt del' Impuls (!. b f w; dy aus, sodaB als 
o 

I 

Unterschied (]. bI (wi - w;J dy bleibt. Durch die SeitenfHi.chen tritt abel' auch 
o 

noch Impuls aus, weil wegen del' verminderten Geschwindigkeit hinter dem K6r
per durch die hintere FIache weniger austritt als vorne eintritt, was gleichbedeutend 

Abb. 110. Einbuchtung der Geschwindigkeitskurve hinter einem Widerstandskiirper. 

mit einer Divergenz del' Stromlinien ist. Die Differenz muB aus Griinden del' Kon
tinnitat seitlich austreten. Sie nimmt folgenden Impuls in Str6mungsrichtung mit: 

t 

(!. b· wJ (WI - w2) d y, sodaB in Str6mungsrichttmg folgende Impulsverminde
o 

rung stattfindet: 
I I 

L1 J = (!. bf (wi - w;) d y - (! b· wrf (WI - 702) d Y . 
o 0 

An auBeren Kraften ist neben dem Widerstand noch die Druckwirkung 
I 

b . f (PI - P2) d y zu beriicksichtigen, da immerhin mit einer kleinen Verminde-
o 

rung des statischen Druckes zu rechnen ist.' (Sehr merklich wird diesel' Druck
abfall bei abgerissener Stl'6mung!) Del' Satz: AuBere Krafte = gesamte 
Impulsanderung ergibt damit: 

I I I 

W = bf (PI - P2) d y + (!. bf (70; - w;) d y - (!. b· wif (WI - w2 ) d y, 
000 

Setzt man nun nach Gl. (18) den Gesamtdl'uck P = P + (! 102 ein, so el'halt man 
2 

I I 

W = bJ'(PI - P 2 ) d y - LQ.. b /'(70 1 - W2)2 ely t. 
12 . J (98) 

o 
~-----

H K 

Das el'ste Glied H ist einfach die FHiche del' inAbb.110 gemessenen Delle, dadie 

einfache Pitotrohrmessung bekanntlich immer den Gesamtdruck P = P + ~ 102 
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ergibt. Davon ist abel' eine Korrektur K abzuziehen, deren Ermittlung nicht ganz 
einfach ist. Eine fiir den praktischen Gebrauch besonders geeignete Naherung 
dieser Korrektur ist KellerI gelungen. Er betrachtet das Einzelprofil als Grenz
fall eines Gitters mit unendlich groBem Abstand der Profile lrnd gelangt dadurch 
zu einer verhaltnismaBig einfachen Rechnung. Vergleiche mit Messungen zeigten 
weiter, daB es fiir die Berechnung der Korrektur, die gegeniiber Hmeist 
klein ist, vollkommen geniigt, wenn man eine dreieckige Form der 

Delle annimmt. Keller fand K = 1-vY; hierbei ist y = qroin das Verhalt-
H 2+tY q 

nis des kleinsten Staudruckes ZUllI Staudruck der ungestorten Stromung. 
Nach dieser Formel ergeben sich folgende Zahlenwerte: 

Y 0,9 0,8 I 0,7 0,6 0,5 

KjH 0,017 0,036/ 0,058 0,081 0,108 

Mit diesen Angaben sind solche Messungen sehr leicht auszuwerten. 

IV. Das A.blosungsproblem. 
42. Allgemeines. 

Unter bestimmten Bedingungen lOst sich eine Stromung von einer 
Wand abo . Zwischen beiden bildet sich ein von Wirbeln durchsetzter 
Raum, ein sog. Totwassergebiet, das die Ursache del' groBten Verluste 
ist, die wir bei Stromungen kennen. 

Die Vermeidung solcher Ablosungen ist deshalb von groBer 
praktischer Bedeutung und bildet fur den Ingenieur meist 
die Hauptaufgabe, die er bei stromungstechnischen Fragen 
zu erledigen hat. 

In fast allen Fallen lassen sich AblOsungen durch konstruktive MaB
nahmen vermeiden. Die Hauptschwierigkeit beruht in del' Auffindung 
solcher Stellen. Einerseits bietet die Potentialtheo,rie wohl einige Hilfe 
bei del' Auffindung besonders gefahrdeter Stellen; nur in wenigen Fallen 
werden abel' diese theoretischen Hilfsmittel praktisch anwendbar sein, 
weil sie sich auf einfache geometrische Formen beschranken mii.ssen und 
insbesondere bei verzogerten Kanalstromungen wegen del' Nichtberuck
sichtigung del' Reibung und del' Turbulenzwirkung ganz versagen, kurz, 
mehr mathematische Bedeutung haben. 

Gute Kenntnis del' Beobachtungsmittel und genaues Stu
dium besonders typischer Ablosungen wird man im Augenblick 
noch immer dem Ingenieur an die Hand geben mussen, wenn man 
ihm nicht Steine statt Brot reichen will. Wie auBerordentlich schwierig 
die Dinge liegen, geht z. B. daraus hervor, daB es oft jahrelanger For
schungsarbeit bedurfte, urn bestimmte AblOsungen in ihrer ganzen Trag-

I Keller: Axialgeblase vom Standpunkt der Tragfliigeltheorie. Diss. Ziirich 
1934. 
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weite zu erkennen. Es ist nicht zuviel gesagt, wenn man bei manchen 
Ablosungen sogar von einer historischen Entwicklung spricht (vgl. z. B. 
Kugelablosung, VDI-Normaldiise, Riickstromung der Grenzschicht eines 
Leitringes in das Laufrad usw.). 

Die folgenden Ausfiihrungen iiber dieses Problem sind in der Haupt
sache nach dem Gesichtspunkte des praktischen Nutzens und der Zweck
maBigkeit ausgerichtet. 

43. Ablosung an scharfen Kanten. 
An jeder scharfen Kante lost sich die Stromung abo Der Anfang dieser 

AblOsung ist bei Beginn der Bewegung gut zu erkennen. Zunachst ist die 
Stromung bestrebt, um die scharfeKante herumzustromen, wie esAbb. 64 
fiir die reibungslose Stromung zeigt. Die Verzogerung ist indes hinter 
der Kante so groB, daB die AblOsung sofort in Form eines Wirbels ein-

Abb. 111 . Umstriimung einer senkrecht angestellten Platte. 

setzt, der die Stromung aufrollt und u~ U . weit ablenkt. Es bildet sich 
dann eine sog. Diskontinuitatslinie, die ein mehr oder weniger groBes 
Totwassergebiet von der aktiven Stromung trennt. Abb.lll zeigt den 
Vorgang bei einer Platte. Man erkennt, daB die Stromung weit ausbiegt 
und die scharfe Kante sozusagen von selbst abrundet. Die Grenze zwi
schen Totwasser und Stromung ist von deutlich erkennbaren Wirbeln 
durchsetzt, die dem Totwasser eine Sekundarbewegung vermitteln. 

Wenn man zwischen Totwassergebiet und Stromung eine scharfe 
Grenze annimmt und das Totwasser als bewegungslos voraussetzt, laBt 
sich in vielen Fallen die Kontraktionslinie berechnen. Beim Austritt von 
Wasserstrahlen in Luft ist diese Bedingung gut erfiillt. Die von Helm
holtz stammende Theorie der Diskontinuitatsflachen fiihrt dann zu 
guten Ergebnissen. Sonst bildet sich keine scharfe Grenze, sondern eine 
turbulente Vermischungszone. Die Theorie nutzt in diesen Fallen 
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leider sehr wenig. Abb. 221 a, b, classen deutlich die turbu1ente Ver
mischungsschicht bei scharfkantiger Ab10sung erkennen. 

Die AblOsung durch scharfe Kanten zeigt eine eigentumliche Wirkung 
der Flussigkeitsreibung. Der zu Beginn der Bewegung auftretende 
Wirbe1 entsteht durch die Reibungswirkung. Ist dieser Wirbe1 wegge
schwommen und die Diskontinuitatslinie voll ausgebildet, so ist zur Auf
rechterhaltung der AblOsung keine Reibung mehr notwendig. Wider
stande entstehen dann, wie bei der senkrecht angestromten Platte, 
fast ausschlieBlich durch Normaldrucke. Man bezeichnet einen solchen 
Widerstand auch als Formwiderstand (s. S. 154). 

44. Ablosung in divergenten Kaniilen (Diffusoren). 
Konisch auseinanderliegende Wande sollen die Stromung begrenzen. 

Dieser Fall der verzogerten Stromung ist der einfachste. Hier liegt das 
meiste Versuchsmateria1 vor; die theoretische Erkenntnis ist gleichfalls 
am tiefsten vorgedrungen. 

Betrachten wir in einem sol- __ f1~;::W;~'2=m.=in:===-,_-T-__ 
chen konischen Kanal, den 
man auch Diffusor nenllt, zwei 
Schnitte 1 ... 1 und 2 ... 2. Ohne +-
Reibungsverluste wurde zwischen ----- -- --I===~~F~+ 
diesen Schnitten ein Druckan-
stieg nach Bernoulli erfolgen, 

"B A e (. ") D gema LJp = 2 w; - w;. a 

die Strom1inien gerade sind, 
herrscht im Schnitt 1 und 2 
uberall der gleiche Druck. Der 
Druckanstieg erfolgt somit durch 
EinbuBe an kinetischer Energie. 
Wenn z. B. in1 ... 1 ein bestimm
bes Geschwindigkeitsprofi1 nach 
Abb. 112 vorhanden ist, kann 

Abb.112. 
Veriinderung des Geschwindigkeitsprofiles 

bei beschleunigter und verzogerter Stromung. 
Graphische Ermittelung. 

das neue Profilleicht ermittelt werden. Fur jeden Punkt bilden wir ein 

rechtwinkliges Dreieck mit WI und -V2 gilh = 1/ 2 g A; als Kathete. Die 

Hypotenuse ist dann w 2 • Die in Abb. 112 durchgefiihrte Konstruktion 
zeigt, daB durch Verzogerung das Geschwindigkeitsprofil 
spitzer wird, eine Regel, die allgemein gilt, auch in ihrer Um
kehrung: Durch Beschleunigung wird das Gesch windigkeits
profil volliger. Abb.1l3 zeigt Messungen vonNikuradse, die diese 
Regel gut bestiitigen. 

Schwierigkeiten mussen sich an den Wandungen ergeben. Denn an 
einer Stelle des Geschwindigkeitsprofiles wird schlieBlich der Fall ein-
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treten, daB die kinetiscbe Energie gerade genugt, um den Druck
anstieg LIp ~u erreicben. Das Teilcben wird ~ur Rube kommen. Die nocb 
naber del' Wand liegenden Teilcben sind bierzu nicht mehr in del' Lage, 

---T----r---~---+----~--~---+--~~¥ 

ff----r---i----+----r--~----+---_+----~--~--~q3 

--_+----~--~---+----~--~--~q3 

r---+---·-T----r----4----+----~--~--~----+_--~~1 

1,0 fjO q7 fjl! fjJ o 
~ll-,. 

Abb.113. Geschwindigkeitsverteilnng in erweiterten und vercngten Kanalcn nach Nikuradse. 

sie werden zuriickgedrangt werden. Den ganzen Vorgang nel1l1t man 
A b 10 sun g. An einer bestimmten Stelle setzt sie ein. Dort sammelt sich 
das ~ur Rube gekommene Material und drangt die ganze Stromung von 
del' Wand abo Abb. 114 veranscbaulicht schematisch den AblOsungsvor-

Xo 
Abb.114. Schematische Darstellung der Vorgiinge an ciner A blosungsstelle. 

gang an del' Stelle Xo. Die einge~eichneten Gesch\\indigkeitskurvenlassen 

erkennen, daB an del' AblOsungsstelle du = 0 ist. DenAblOsungspunkt Xo 
dy 

kennzeichnet man am best en als Grenze zwiscben Vor- und Riickstro-
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mung. Die zwischen der neuen Stromungsgrenze und der Wand beob
achteten Wirbelbewegungen sind die Hauptverlustquellen. 

Wie ist nun uberhaupt ein AnIiegen der Stromung bei Verzogerung 
mogIich (denn durch die Wandreibung wird sich ja in allen Fallen ein 
gegen Null abfallendes Geschwindigkeitsprofil ergeben)? Die Schlepp-

Abb. 115. Laminare Stromung in einem schwach erweiterten Kanal. Stromung reiBt abo 

wirkung der Reibung gemaB dem Ansatz 7: = P • ddu konnte einige Hilfe 
y 

bringen und die zur Ruhe gekommenen Teilchen wieder mitnehmen. 
Diese Wirkung ist aber sehr gering. In der sog. laminaren Stromung tritt 
diese Schleppwirkung in Reinkultur auf. Sie reicht nicht dazu aus, eine 
nennenswerte Verzogerung zu ermoglichen. Abb.115zeigt, wie bereits bei 
einer maBigen Verzogerung die Stromung an beiden Seiten abreiBt. 1m 
Hinblick auf die Anwendungen bei den spater behandelten laminaren 
Grenzschichtenist ein Hinweis auf diese Erscheinung wichtig. 

AIlIJ.11O. 'tnutlruckllwfil (lW Au,trill rin," "en'n~tl'" hz\\. 
prw 'it"rlcn Knonl filr ,. ·,.,..111'· ... ·')(' :\.I~""~,wlnk(·I. 

15'1/0' 13' II' 9'QD' 8° 5'J5' JO 

Nur der Turbulenz verdanken wir die Moglichkeit einer gewissen 
Verzogerung. Die der Hauptstromung uberlagerten Querbewegungen 
bringen Teilchen aus den Gebieten hoherer Geschwindigkeit in die Wand
zone und wirken dort beschleunigend, wahrend umgekehrt die "muden" 
Wandteilchen in Kanalmitte kommen und Energie erhalten. Dieser 
Impulsaustausch wirkt nun, wie wir schon bei der Rohrstromung gesehen 
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haben, wie eine starke Schubspanmmg. 1st geniigend Zeit ZUlli Aus. 
tausch vorhanden, so ist zu erwarten, daB eine AblOsung verhindert 
wird. Geniigend Zeit wird aber dann vorhanden sein, wenn der Erweite. 

Abb.117. Verziigerte Striimung. Erweiterungswinkel 13'. Striimung liegt gerade noch an. 

Abb.118. Abgerissene Striimung. Erweite~nngswinkel 28' . 
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rungswinkel des Kanals nicht zu groB ist. Werden bestimmte Winkel, 
etwa 8°_12° uberschritten, so kann auch die Turbulenz die AblOsung 
nicht verhindern. Einen guten Uberblick gibt Abb. 116. Am Ende eines 
verstellbaren Diffusors sind nach der bereits huher beschriebenell Me
thode die Staudruckprofile fur verschiedene \Vinkel von -9 °40' bis 15 °4;0' 
aufgenommen. Man erkennt, daB die Energieverteilung urn so gleich
maBiger wird, je starker die Beschleunigung ist. Mit beghmender Ver
zogerung wird die Grenzschicht immer dicker. Die Energie wird gleich
sam von der Randzone nach der Mitte verlegt. Die AblOsung tritt hier 
bei etwa 11 °-;-.13 ° ein. Sie erfolgt an der unteren geraden FHiche, wahrend 
die Stromung an der oberen gekrummten Fliiche anliegt, eine Erschei
nung, die fast immer zu beobachten ist. 1m Stromungsbild ist der Vor
gang ebenfalls sehr deutlich zu erkennen. Abb. 117 zeigt eine Diffusor
stromung von 13°, bei der die Stromung gerade noch anliegt. Bei einem 
Erweiterungswinkel von 28° (Abb. 118) ist die AblOsung besonders deut
lich zu erkennen. 

Fur den wichtigen Sonderfall des ebenen, geraden Diffusors liegen 
folgende Forschungserge bnisse vor: 

a) Von theoretischer Seite ist seit einiger Zeit nach Tollmien 1 eine 
sehr wichtige Aussage moglich, und zwar fUr das Eintreten der Turbulenz, 
die ja ffir die AblOsung entscheidend ist. Geschwindigkeitsprofile mit 
Wendepunkt sind demnach instabil, sofern die Ziihigkeit nicht zu groB 
ist; an solchen Stellen wird die laminare Stromung turbulent. 

b)~Da nach a) Geschwindigkeitsprofile eine groBe Rolle spielen, wird 
man der Abhangigkeit der Geschwindigkeit vom Wandabstand Aufmerk
samkeit schenken mussen. Es zeigt sich (Donch 2, Nikuradse 3), daB 
bei der verzogerten turbulenten Stromung folgendes Gesetz vorhanden ist 

1 
u = C· yn:; 

n = 7 fUr Be < '" 80000; 

n = 8 -;-. 9 -;-. 10 fUr Be > 80000. 

Dies ist aber das gleiche Gesetz wie bei der unbeschleunigten Rohr
stromung. Man erkennt, daB trotz verschiedener iiuBerer Bedingungen 
gewisse einheitliche GesetzmaBigkeiten die Turbulenz beherrschen. 

Eine weitere Ubereinstimmung ergibt sich beim Mischungsweg. Tragt 
man ebenso wie beim Rohr dimensionslos den Mischungsweg l/r in Ab
hangigkeit von y/r auf, so ergibt sich praktisch die gleiche Kurve wie 
l;>eim Rohre (S. 99). Aus den Geschwindigkeitskurven lassen sich weiter 

1 Tollmien: Entstehung der Turbulenz. Nach Ges. Wiss. Gottingen 1929, 
S.200. 

2 Doneh: Forsehungsarbeiten, Heft 282. 
3 Nikuradse: Forsehungsarbeiten, Heft 289. 
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die Schubspannungen mit Hilfe del' Gl. (76) nachrechnen. Wahl'end sich 

beim Rohl' gemaB del' Formel T = ~ T . LIp an del' Wand die groBte 

Schubspannung ergibt, die von da ab bis zur Mitte linear bis Null 
abnimmt, besteht bei del' gerade noch anliegenden Diffusorstromung die 
groBte Schubspannung in etwa Y4 Radius von del' Wand und nil1ll1lt 
nach del' Wand zu auf Null ab, sodaB die bald folgende AblOsung auch 
als Folge einer zu kleinen Schubspannung bzw. Schleppwirkung gedeutet 
werden kann. Mit Hilfe del' Schubspannung kann man physikalisch noch 
den Koeffizienten untersuchen, del' del' Zahigkeitsziffel' im laminaren 

Gebiet gemaB del' Gleichung ~ = v • ddu entspricht. Definiert man auch 
(! y 

im turbulenten Gebiet eine ahnliche GroBe 2 = s • ddu, wo sdieAustausch-
(! y 

gl'oBe genannt wird, die offensichtlich mit dem Mischungsweg zusammen-
hangt, so macht man folgende Feststellungen. Bei del' turbulenten Rohr
stromung ist s an del' Wand gleich Null, steigt schnell zu einem Maximum, 
das sich dann bis zur Rohrmitte bis zu einem bestimmten Wert leicht 
senkt. Die gerade noch anliegende Diffusorstromung hat prinzipiell den 
gleichen Verlauf, jedoch mit dem Unterschied, daB s etwa zwei- bis 
dreimalsogroBist.Kurz VOl' demAbreiBen wird so die groBte 
AustauschgroBe erreicht, die in einer Stromung iiberhaupt 
moglich ist. 

c) Nach Frtiherem ist einleuchtend, daB die Reynoldssche Zahl, die 
das Verhaltnis del' Tragheits- zu den Reibungskraften angibt, bei del' 
AblOsung eine Rolle spielt. AuBerdem wird abel' auch del' Erweiterungs
winkel des Diffusol's (X von Bedeutung sein, sodaB augenscheinlich del' 
Ablosungsvorgang eine Funktion von (X und Re ist. Durch Nahel'ungs
betrachtungen 1 ist es gelungen, diese Abhangigkeit fiir den Sonderfall des 
ebenen Diffusol's zu finden. Danach sind bei geraden Diffusoren ahnliche 

V organge zu erwarten, wenn die Zahl (X ·'V Re den gleichen Wert hat. Die 
Untersuchungen stiitzen sich auf Beobachtungsmaterial bis Re", 200000 
und haben deshalb zunachst nul' hier strenge Giiltigkeit. 

d) Kurz VOl' del' AblOsung wird del' groBtmogliche Druckanstieg zu 
erwal'ten sein. Um diese sehr wichtige GroBe von del' jeweiligen Ge
schwindigkeit und anderen GroBen unabhangig zu machen, muB del' 
Druckanstieg il'gendwie dimensionslos gemacht werden. Das geschieht 
dadurch, daB man durch einen anderen Druckabfall dividiert, del' 
physikalisch mit dem Problem zu tun hat. Die durch das 1/7- bzw. 1/8-
Gesetz entdeckte Verwandtschaft mit dem Rohrreibungsproblem lenkt 
die Aufmerksamkeit auf den Druckabfall infolge Rohrreibung, z. B. fiir 
Re< 80000, auf das Gesetz von Blasius. Es hat sich gezeigt, daB man 
statt des Rohrdurchmessers eine Lange 0 einsetzen muB, die leicht ver-

1 Siehe die Arbeit von Nikuradse S. 127. 
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standlich gemacht werden kann. Bestiinde die Hochstgeschwindigkeit, 
statt nur in Profilmitte, im ganzen Querschnitt, so wiirde fiir die 
gleiche Menge ein schmalerer Kanal geniigen, der an beiden Seiten um ~ 
kleiner ware. Man nennt ~ die Verdrangungsbreite. So entsteht ein di
mensionsloser Druckanstieg: 

r dp IJ'I, 
= dx u'/'·e· p1 /,· 

(99) 

Tragt man nun aus den bisherigen Versuchsergebnissen r = f (eXV Be) 
auf, so zeigt sich das iiberraschende Ergebnis, daB aIle Vetsuche auf 
einer Kurve Hegen. Der beschleunigte Teil ist weniger von Interesse 
als die Verzogerung. Hier ergibt sich ein r max = 0,105, d. h. ein 

groBter Druckanstieg bei dem Werte eX' VBe = 150, ein auBerst 
bemerkenswertes und wichtiges Resultat. Da man es bei den meisten 
friiheren Diffusormessungen versaumte, die Geschwindigkeitsprofile zu 
bestimmen, waren bisher leider erst wenige Versuche in dieser Richtung 
auswertbar. Weitere Bestatigungen bleiben somit noch abzuwarten, 
ebenso wie die Erweiterung iiber das Blasiussche Gesetz hinaus in 
einer so allgemeinen Darstellung wie beim Rohr noch fehlt. 1 

Zahlenmaterial. Eine wichtige Folgerung aus dieser Erkenntnis ist 
die, daB der Offnungswinkel eX mit wachsenden Reynoldsschen 
Zahlen kleiner werden muB. Beschranken wir uns zunachst auf den 
Bereich der Be-Zahlen, in denen dieser Zusammenhang durch Versuche 
bestatigt ist, so gelten folgende Zahlen fiir den ebenen Diffusor: 

1 Wahrend der Drucklegung erschien eine Arbeit: "Polzin, Stromungsunter
suchungel,l an einem ebenen Diffusor, Ingenieurarchiv, 1940, S.361". In dieser 
Arbeit wird 'ein ebener Diffusor mit verstellbaren Wanden untersucht, und dabei 
vor aHem die Abloaungsvorgange genau gepriift. Leider fehlen Angaben iiber 
die erreichten Wirkungsgrade. Die sehr beachtlichen Ergebnisse dieser Arbeit 
sind folgende. 

a) Ein Diffusor kann auch bei kleinen Erweiterungswibkeln nicht beliebig lang 
sein. Das Querschnittsverhaltnis F 2/F 1 (d. h. Austrittsquerschnitt zu Eintritts
querschnitt) darf bei einem Diffusor "eine bestimmte Grenze nicht iiberschreiten, 
wenn Ablosungen vermieden werden sollen. Danach ergibt sich bei geniigender 
Lange schlieBlich bei jedem Diffusor eine Ablosung. 

b) Es ist zu unterscheiden zwischen dem erstenBeginn einer voriibergehenden, 
wechselnden Wandablosung, die schon Behr friih einsetzt, und der ununter· 
brochen anhaltenden AblOsung, die weiter stromabwarts einsetzt. 1m Zwischen· 
gebiet werden die sich bildenden Wirbel durchweg weggespiilt. Mit steigender 
Reynoldsscher Zahl wandert der Punkt der vollendeten Ablosung stromaufwarts. 

c) Der erste Beginn der vOriibergehend wechselnden WandablOsung findet bei 
einer Querschnittserweiterung statt, die praktisch mit dem theoretischen Ergebnis 
von Pohlhausen F2iF 1 = 1,214 iibereinstimmt und kaum von dem Offnungs
winkel", abhangt. Das Gebiet der ununterbrochen anhaltenden Ablosung ist stark 
yom Offnungswinkel abhangig. Aus den Versuchsergebnissen von Polzin lii.Bt 
sich fiir den Bereich von 6 ° bis 14 ° folgende Nii.herungsformel fiir die Grenze 
a.bleiten: F 2iFl = 3,63 - 0,123' ",0. 

Eck, Stromungslehre. 9 
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50000 100000 150000 200 000 

10 8,42 7,6 6,7 

Weitere Versuchsangaben iiber Diffusoren. Eingehende Versuche tiber 
kegelige Diffusoren stammen von Andres!. Er untersuchte u. a., bei 
welchen Winkeln der Gesamtverlust am kleinsten ist. Dieser setz.t sich 
aus Reibungsverlusten lmd Ablosungsverlusten z.usammen. Die reine 
Wandreibung HLBt sich experimentellleicht von den Verz.ogerungsver
lusten trennen, indem man bei umgekehrter Stromungsrichtung, d. h. 
bei beschleunigter Stromung, die Verluste feststellt. Nach diesen Unter
suchungen scheint bei kleiner Wandreibung (J,. roo.J 0,02) ein Winkel von 
(X = 7° und bei rauher Wand (J,. = 0,04) ein solcher von 9° der Best
wert zu sein. 

Nach Thoma 2 werden auch bei Verwendung einer StoBplatte nach 
Abb. 119 mit Abrundung der Diffusoraustrittskante gute Ergebnisse 

<::::, 

erz.ielt. Die giinstigsten Verhiiltnisse 
liegen bei Rid = 0,85 und D = 4bis 5 d. 
Eine Abrundung ohne StoBplatte ist 
schadlich. Del' beste Wirkungsgrad 
wurde bei 8,5 0 erreicht. 

Bei sehr starker Turbulenz scheint 
eine VergroBerung des Winkels zweck
miiBig z.u sein. So fand Vtill ers 3 bei 

Abb. 119. Diffusor mit StoLlplatte. Diffusoren, die als Ausblaseschlot von 

Ventilatoren untersucht wurden, einen besten Erweiterungswinkel 
von 11 bis 13°. Auch Rotation des Strahles und unmittelbarer Ein
lauf ohne Anlaufstrecke bringen Vorteile, wie iiberhaupt alle MaB
nahmen, die die kinetische Energie der Randschichten erhohen, erkliir
licherweise von Nutz.en sind. Die beste Energiea usn utz.ung scheint 
dann erreicht z.u werden, wenn man den Diffusor gerade bis 
an die Grenz.e der Ablosung erweitert. Den Wirkungsgrad von 
Diffusoren definiert man zweckmiiBig nach folgender Formel: 

statischer Druckunterschied 
(100) 1) = ------------

e [ 9 9] 2" Ci -C5 

Bei guten Ausfuhrungen kann man mit Werten von 0,8-;-'0,9 rechnen, 
wiihrend bei weniger sorgfiiltiger Ausbildung Werte von 0,7-;-'0,8 zu
grunde gelegt werden mussen. 

1 Andres: Forschung. lng.-Wes. Heft 76. 
2 Thoma: Mitt. hydranl. lnst. TH MUnchen 1931, Heft 4. 
3 V lillers: Z. VDl 1933, S. 847. 
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Die Verluste und der Energieumsatz in Diffusoren sind in dem Versuch der 
Abb. 120 veranschaulicht. Hier ist ein geschlossener Versuchskanal 1 an die Diise 
eines kleinen vVindkanals angeschlossen. Die untere Begrenzungswand besitzt 
20 Offnungen, die an Glasrohren angeschlossen sind. Diese miinden in ein gemein
sames Rohr, das durch einen Schlauch mit einer Tubusflasche verbunden ist. So 
entsteht ein Reiheumanometer, das die Druckverteilung langs des Diffusors deut
lich zeigt. Die Nullinie ist durch einen Faden dargestellt. Die verstellbare Zunge 
des Diffusors ist so eingestellt, daB an der engsten Stelle gerade der groBte Unter
druck entsteht. Dieser Unterdruck, der bei 11,50 am groBten war, wird durch 
Verzogerung der Geschwindigkeit stetig verringert, sodaB am Austritt des Kanals 

Abb. 120. Darstellung der Druckverteilung in einem Diffusor durch Reihenmanometer . 

der Atmospharendruck erreicht wird. Am Eintritt des Kanals beobachtete man 
einen Uberdruck, der die gesamten Stromungsverluste der Strecke darstellt. Nach 
der Definition des Wirkungsgrades kann auf diese Weise 1) leicht nach Gl. (100) 
festgestellt werden. Es ergibt sich ein Wert von 0,863. 

Bei Annaherung an die Schallgeschwindigkeit mussen die Erweite
rungswinkel u. U. erheblich verkleinert werden. Naheres hieriiber im 
Ka pi tel "Gasd ynamik" . 

Diffusoren mit wechselnden Querschnittsformen. Die besonders im Ma
schinenbau vorkommenden erweiterten Kanale miissen vielfach aus konstrukti
yen Griinden in der Querschnittsform wechseln. Ein anfanglich runder Quer
schnitt wird z. B. zu einem rechteckigen erweitert. Hier entsteht die Frage, wie die 
zuiassige Erweiterung bestimmt wird. Folgendes Verfahren kann hier empfohlen 
werden. Man tragt in Abhangigkeit yom mittleren Stromfaden die Querschnitte 
auf, rechnet dann die jeweiligen Durchmesser von inhaltsgleichen Kreisen aus und 

1 Eck: Versuchsmoglichkeiten in einer geschlossenen Versuchsstrecke, Luft
fahrt und Schule, 1936, S.259, oder E c k: Stromungslehre Bd. II. 

9* 
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tragt diesa Durchmesser iiber dem mittleren Stromfaden maBstablich auf. Man 
priift dann die Neigungswinkel dieses rnnden Ersatzdiffusors nnd sorgt dafiir, daB 
die Erweiterungswinkel die iiblichen Werte nicht iiberschreiten. 

Wahrend beirn Diffusor irnmerhin noch gewisse praktisch brauchbare 
Zahlenangaben moglichsind, istdies fiir allgemeinereFormgebungen, ins
besondere fiir umstromte Korper, nicht in dem gleichen MaBe moglich. 
Wir konnen wohl einige sehr bedeutsame allgemeine RichtIinien auf
stellen; im einzelnen bleiben wir hier z. Zt. noch auf den Versuch ange
wiesen. Eine Zusammenstellung des Beobachtungsmaterials wichtiger 
geometrischer Formen kann deshalb der Praktiker nicht entbehren. 

Wahrend die Diffusorstromung das Ablosungsproblem fiir durch
stromte Korper veranschaulicht, wollen wir fiir umstromte Korper 
die Kugel als typisches Beispiel wahlen und anschlieBend eine Zusam
menstellung wichtiger Einzelprobleme bringen. 

40. AblOsung in rotierenden Kanalen. 
Die Ergebnisse der i:>iffusorforschnng konnen nicht aufrotierende Kanale iiber

tragen werden. Die Stromnngskanli.le der Kreiselradarbeitsmaschinen (Kreisel
pumpen, Geblase) bilden ein praktisch sehr wichtiges Beispiel hierfiir. Der Haupt
nnterschied gegeniiber dem ruhenden Diffusor besteht in der Einwirknng der 
Coriolis- nnd Fliehkrafte auf die Stromnng. Die auBerordentlichen Beobachtnngs
schwierigkeiten haben die Erforschnng diesas Gebietes sehr erschwert. Tatsli.chlich 
reicht das vorliegende Beobachtungsmaterial, insbesondere bei Radialmaschinen, 
bei weitem nicht aus, um eindeutige Gesetzmli.Bigkeiten aufstellen zu konnen. 
Teilweise sind die Beobachtnngen auch nicht widerspruchslos. Feststeht, daB z. B. 
bei Radialpumpen die Stromnng durch Abloanngen nnd Seknndarstromnngen ganz 
wesentlich beeinfluBt wird. Dies ist auch der Grnnd ,dafiir, daB die lange Zeit 
durchgefiihrten Bemiihungen; mit potentialtheoretischen Methoden ahnliche billige 
Erfolge wie bei der praktisch ablosungsfreien Tragflli.chenstromnng zu erringen, 
vollkommen gescheitert sind. 

Bei Axialmaschinen ist kiirzlich durch eiuige aufschluBreiche Arbeiten ein ge
wisser Einblick gewonnen worden. In einer interessanten Arbeit zeigt z. B. R u den 1, 

daB bei Axialgeblli.sen die nabennahen Partien des Fliigels auf der Saugseite eine 
starke Ablenknng der Stromnng nach auBen zeigen. Gutsche2 konnte dann nach
weisen, daB die abgelOste Stromung durch die Fliehkrafte beinahe rechtwinklig 
nach auBen abgelenkt wird. Demnach wird die anliegende Stromnng weniger durch 
die Fliehkrii.fte beeinfluBt als die abgelosten Teile der Stromnng. Die Fliehkrafte 
wirken dabei wie eine Grenzschichtabsaugung, indem durch ihre Wirknng die Ab
losnng gegeniiber dem nicht rotierenden Fliigel merklich nach hinten verschoben 
wird. Interessant ist, daB die Druckverteilnngskurve der unterkritischen Stro
mung, bei der die Stromung ganzabgelost ist, sich derjenigen der iiberkritischen 
Stromnng merklich nahert, sodaB der auf S. 195 besprocheneEinfluB derKennzahl 
zuriicktritt. 

1) Ruden: Untersuchungen iiber einstufige Axialgeblli.se. Lufo (14) 1937, 
S.325. 

2 Gutsche: Versuche an umlaufenden Fliigelschnitten mit abgerissener Stro
mung. Mitt. d. PreuB. Versuchsanst. f. Wasser-, Erd- u. Schiffbau. Berlin Heft 39, 
1940. 
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46. Dimensionslose Erlassung des Widerstandes. 
Ebenso wie beim Rohrwiderstand ist es auch bei der Erfassung des 

Widerstandes von umstromten Korpem 2jweckmaBig, dimensionslose 
Koeffizienten einzufiihren. Dadurch wird eine "Obertragung der Ver
suchsergebnisse auf beliebige Verhaltnisse sehr erleichtert. Gleichzeitig 
machen wir mit Koeffizienten bekannt, die bei der weiteren Behandlung 
des AblOsungsproblems nicht entbehrt werden konnen. Durch folgende 
"Oberlegung soIl diesesZiel er- B C' i-----------------l 
reicht werden. ' 

Wir betrachten z. B. einen ! ~ == i 
Zylinder nach Abb. 121, bei I ~E j~ , 
dem auf der hinteren Seite I ~ C____ I 
die Stromung abgerissen i ~ ~ i, 

ist. 1m Totwasserraum I ~ : I 
herrscht ungefahr der . , 
Druckder benachbarten AL---------------------.JO 
Stromlinien. Diese haben 
aber entsprechend der "Ober

Abb.121. Schematische Darstellung der 
Zylinderstromung. 

geschwindigkeit (s. S. 4;5) einen kleinen Druck, sodaB eine Kraft 
in Stromungsrichtung offensichtlich ist. Es leuchtet ein, daB diese 
Kraft urn so groBer ist, je mehr Flache der Korper in Stromungs
richtung versperrt. Diese Schattenflache F des Korpers wird 
somit den Widerstand sehr beeinflussen. Lassen wir nun in Ge-

danken den Staudruck ~ w2 auf diese Flache wirken, so erhalten wir eine 

Kraft P = F . i w2, die dann entstehen wiirde, wenn aIle Fliissigkeits

teilchen vor der Schattenflache auf Null abgebremst waren. Der Wider
stand wird sicherlich von dieser Kraft verschieden sein, es ist aber zu 
erwarten, daB er von gleicher GroBenordnung ist.· Indem man beide 
Krafte vergleicht, kommt manleicht zu einem Widerstandskoeffizienten c: 

e W = c·"2 w2 • F. (101) 

Damit ist die Bestimmung des Widerstandes auf die Ermittlung von c 
zuriickgefiihrt. Diese Formel, die bereits von Newton stammt, kann 
auch leicht durch eine Impulsbetrachtung der Flache A BCD der Abb.121 
gewonnen werden. 

Wir wollen nach Abb. 121 irgendeinen Widerstandskorper betrachten 
und annehmen, daB hinter ihm (im Totwasser) die Geschwindigkeit gleich 
Null ist. Die Impulsanderung in Stromungsrichtung betragt dann 

'" Y • F . '/I) • W, wo F die Schattenflache des Korpers ist. Diese muB g 
gleich der auftretenden Kraft, d. h. gleich dem Widerstand W sein, 
wenn wir in erster Naherung von Druckanderungen in den Grenzlinien 
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AB bzw. CD absehen. Notwendig ist die Voraussetzung, daB die 
Grenzen sehr weit weg liegen, sodaB der Impulstransport durch BC 
und AD vernachlassigt werden kann. Wir erhalten so: 

L F·w2 ,.....,W = c· L w2 ·F. g 2g 

Die jeweilige Eigentiimlichkeit des Korpers wird somit durch einen 
dimensionslosen Faktor c zum Ausdruck gebracht. Es ist anzunehmen, 
daB sich c, ebenso wie beim Rohre der A- Wert, mit der Reynoldsschen 
Zahl andert. 

42. Kugelstromung. 
Aus historischen und praktischen Griinden verdient die Kugelstro

mung eine eingehende Betrachtung. Die Kugel stellte seit jeher ein 
dankbares Beobachtungsobjekt dar und war ein willkommener BegJ",t,er 
bei der Entwicklung der modernen Stromungslehre. 

Abc, 122. Kugeistriimung unterkritisch nach PrandtL 

Vor 35 Jahren beschaftigten sich gleichzeitig Prandtl und Eiffel 
(Paris) mit Kugelmessungen. Trotz genauer Messungen stellte Eiffel 
einen Widerstandskoeffizienten c = 0,176 und Prand tl einen Wert 0,44 
fest, d. h. den 2,5fachen Wert. Die Klarung dieses Widerspruchs wirkte 
nun ungemein befruchtend auf die Weiterentwicklung der Stromungs
lehre. Prand tl stellte namlich fest, daB bei seiner Kugel die Stromung 
an der seitlich weitesten Stelle, d . h. bei etwa 90° abriB. Wurde 
nun ein Draht etwas vorher aufgelegt, so blieb die Stromung noch 
weiter hinten anliegen und ergab die gleichen Widerstandsziffern wie 
bei Eiffel. Abb. 122 und 123 zeigen diese beiden klassischen Auf
nahmen, bei denen die Stromung mit Rauch sichtbar gemacht wurde. 
Der Grund fiir dieses unterschiedliche Verhalten liegt in folgendem: 
In Abb. 122 ist die Grenzschicht laminar. Auf der hinteren Seite del' 
Kugel ware nun eine Verzogerung diesel' Schicht notwendig, Wir 
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bOrten auf S. 125 daB dies nicht geht. Die Stromung reiBt abo Der 
Draht der Abb. 123 macht nun die Grenzschicht turbulent. Vom 
Diffusor (S. 126) wissen wir, daB solche Schichten in cler Lage sind, 
etwas gegen den Druck anzustromen. Da hinter dem Meridiankreis die 
Stromlinien zunachst nur maBig erweitert sind, besteht durchaus die 

Abb.123. Kugeistromung iiberkritisch nach PrandtI. Yorzeitiger 
Umschiag ist durch Drahtreif erzwnngen. 

Moglichkeit, daB die turbulente Grenzschicht die Verzogerung mit· 
macht , wie es auch Abb. 123 zeigt. SchlieBIich wird aber die Er· 
weiterung der Stromlinie zu stark, und die Stromung reiBt auch 
hier abo Abb. 124 veranschaulicht den Vorgang schematisch. We
sentIich fiir den ganzen Vorgang ist also die Frage, 
unter welchen Bedingungen die Grenzschicht turbulent. 
wird. Von der Rohrstromung wissen wir 
nun, daB dies von der Reynoldsschen Zahl ~ 
abhangt, und zwar so, daB dort eineuntere =-' 
Re-Zahl existiert, unterhalb deren auch bei 
groBten Storungen sich immer wieder lami-
nare Stromung einstellt . Durch Ausschal- Abb.124. Schematisol1e 
tung von Storungen laBt sich die obere Darstellung der iiberkritlschen 

Kugeistromung. 
Grenze sehr weit hinaufsetzen, ohne daB 
wir dort eine $charfe Grenze angeben konnen. Bei der Kugel liegen 
tatsachlich ahnliche Verhaltnisse vor. MaBgebend fiir den Umschlag 
ist einmal die Reynoldssche Zahl, sodann der Charakter der Ge
samtstromung. Letztere kann wirbelig (turbulent) oder laminar sein . 
Dazwischen sind aIle Zwischenstadien vorhanden. Der von einem Ge
blase erzeugte Luftstrom ist z. B. meist sehr turbulent. Schleppen wir 
hingegen eine Kugel durch ruhende Luft, so liegt offen bar laminare 
Gesamtstromung vor. 
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Die Ergebnisseder sich iiber 35 Jahre erstreckenden Kugelforschung 
seien kurz zusammengefaBt: 

a) Der Umschlag von laminarer in turbulente Grenzschicht kann nur 
im Bereiche der Reynoldsschen Zahl 1,5· 105 < Re < 4,05 . 105 statt-

finden. Dabei ist Re = ~ (d Kugeldurchmesser). 
'JI 

b) Istder Gesamtstrahl vollkommen turbulent, so findet der Umschlag 
bei etwa 1,5'105 statt. Bei vollkommen laminarer Stromung liegt die 
Grenze bei 4,05.105• Dazwischen kann durch kiinstlich erzeugte Tur
bulenz, z. B. den Drahtreifen nach Abb.123, der Umschlag vorverlegt 
werden. Dies gilt aber nur fiir den Bereich 1,5'105 < Re < 4,05'105• 

Unterhalb dieses Bereiches niitzt ein Drahtreif od. dgl. nichts, 
oberhalb ist er nicht mehr notig, weil die Grenzschicht dann 
von selbst turbulent wird. 

c) Die Druckverteilung offenbart sehr deutlich die Wirkung der beiden 
Stromungsformen. Von den spateren diesbeziiglichen Untersuchungen 
(S. 159) sei hier nur folgende auffallige Erscheinung erwahnt. Unter
kritisch ergibt sich hinten ein Unterdruck, iiberkritisch ein lYber
druck. 

d) Kurz nach dem Umschlag ist (J = 0,09 und steigt dann schlieBlich 
bei sehr hohen Re-Werten auf 0,176 an. 

e) Der Umschlag im kritischen Bereich hangt von der Turbulenz der 
Gesamtstromung ab; die Re-Zahl des Umschlages hat sich als bisher 
bestes und einfachstes Mittel erwiesen, um die Turbulem; eines Strahles 
zahlenmaBig zu erfassen. Man vergleicht die Re-Zahlen, bei denen (J 

gerade den Wert 0,3 erreicht, und stellt diese Zahl ins Verhaltnis zU der 

ReI 
Re-Zahl bei laminarem Umschlag. Den Wert Ram 0,3 bezeichnet man 

eO,3 

als Turbulenzgrad eines Strahles. 

f) Die Bewegung, eines Korpers "durch das Luftmeer, z. B. 
BeW'egung eines Flugzeuges, muB als laminar betrachtet werden. 
Selbst bei boigem Wetterergeben Schleppversuche mit Flugzeugenfiir 
die Kugel ein Rekrit '" 3,9'105, wahrend bei ruhiger Luft 4,05' 105 

erreicht wird. 

g) Unterhalb Re = 103 ist wieder eine andere Stromungsform vor
handen. Die Wirbelbildung hinter der Kugel kommt hier'allmahlich zum 
Stillstand, sodaB sich auch im Totwasserraum laminare Stromung aus
wirkt. Der Widerstand ist hier proportional der Geschwindigkeit. Dem
nach steigt (J an. 

Stokes! hat eine Losung fiir sehr kleine Re-Werte gefunden. 
W = 3 np . d . w (d Kugeldurchmesser). Diese Formel, die bei Re < 1 

1 Stokes, G. G.: Carner. Phil. Trans. Bd. 8, 1845 und Bd. 9, 1851. 
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genau mit Versuchen in Einklang steht, spielt bei den Problemen der 
Aufbereitung eine gewisse Rolle. 

Abb. 125 gibt einen Uberblick tiber aIle Bereiche. 

Abb. 125. Kugelwiderstandsbeiwert in Abhangigkeit von der Reynoldsschen Zahl. 
Gesamter durch Messungen erreichter Bereich der Reynoldsschen Zahlen (nach Muttray). 

Fiir das Modellversuchswesen sind die Ergebnisse der Kugelforschung von 
einschneidender Bedeutung gewesen. Wahrend man eine Zeitlang bei der Uber
tragung der Modellversuche das Hauptaugenmerk auf gleiche Reynoldssche Zahlen 
legte, weiB man heute, daB auch der Turbulenzgrad gleich sein muB. Der Turbu
lenzunterschied zwi
schen der freien Atmo
sphare und unseren 
Windkanalen fiihrte in 
vielen Fallen, z. B .. bei 
der Bestimmung von 
Auftriebsmaximum,Pro
filwiderstand usw., zu 
groBen Diskrepanzen, 
sodaB man heute auf 
einen moglichst lami
Haren Strahl der Wind
kanale groBte Sorgfalt 
verwendet. Hat man 
einen laminaren Strahl, 
so ist umgekehrt die 
Erzeugung irgendeiner 
Turbulenz sehr leicht. 
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Es geniigt, in einiger Abb. 126. Verlauf der Widerstandsbeiwelie der Kugel im 
kritischen Gebiet fiir verschiedcne Windkanale. 

Entfernung einen Draht 
oder ein Drahtgitter anzubringen, urn eine wiinschenswerte Turbulenz zu erzeugen. 
Das Ideal eines 'Vindkanals wird somit bei vollkommen laminarem 
Strahl erreicht. 
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Abb. 126 zeigt Messungen am Kolner Windkanal. Diesel' hatte zunachst eine 
sehr groJ3e Turbulenz, Bekrit. = 2,05 . 105 • 1m Zusammenhang mit einer besonderen 
Aufgabe (Profilmessungen bei kleinen Re-Zahlen) lag bier die Notwendigkeit vor, 
den Strahl so laminar zu machen, wie es iibel'haupt moglich war. Aus verscbiedenen 
Griillden war fiir diese Aufgabe die Forderung noch dringender als bei den Aufgaben 
unserer groJ3ten Windkanale. Durch sehr umfangreiche und miihevolle Umbauten, 
iiber die demnachst Ing. Schmitz berichten wird, wurde dieses Ziel auch erreicht. 
Abb. 126 zeigt die Kugelkennlinie nach dem Umbau, wo ein Rekrit.= 3,8.105 er
reicht wurde. Zum Vergleich sind Kurvcn bekannter Kanale eingetragen. 

48. I{riimmer. 
Die allgemeinen Erk81mtnisse nach S. 26 libel' gekrummte Bewe

gungen gestatten einen leichten Einblick in die Stromungsverhaltnisse 
bei Krummern. Die bei del' gekrummten Bewegung auftretenden Zentri
fugalkrafte mussen von den auBen flieBenden TeiIchen aufgenommen 

Abb.127. Kriimmerstromllng. AbreiJ3en der Stromllng hinter del' inner en Abrundung. 

werden, sodaB del' Druck nach auBen wachsen muB. In roher Naherung 
. y C2m 

betragt nach Gl. (35) del' Druckzuwachs LIp = b . g . li ' wo Cm die 

mittlere Geschwindigkeit, R del' mittlel'e Krummungsradius und b die 
R 

Tiefe des Kl'iimmel's bedeuten. 1st z. B. b = 2, wie es bei handels-

ublichen Kriimmern oft der Fall ist, so ist LIp = L . c2 : das ist abel' ein 2 g m 
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Druckunterschied von der GroBenordnung des Staudruckes. Nach 
der Bernoullischen Gleichung stellen sich entsprechende Geschwindig
keitsunterschiede ein, sodaB an der inneren Krummung die groBte 
und auBen die kleinste Geschwindigkeit vorhanden ist. (Roh 
betrachtet, andert sich die Geschwindigkeit nach der Gl. (37) R· c 
= konst.) Verfolgen wir die Stromung vom Einlauf an, so wird bis zum 
Scheitel innen eine Beschleunigung, auBen eine Verzogerung eintreten. 
Vom Scheitel bis zum Auslauf ist es umgekehrt. An der AuBenseite ist 
die Verzogerung nun bedeutend geringer als an der Innenseite kurz hinter 
der Krummung, da der Weg an der AuBenwand bedeutend langer ist. 
TatsachlichlOst sich auch, wieAbb.127 deutlich erkennen laBt, unmittel. 
bar hinter der inneren Krummung die Stromung meist abo Die Ver· 
zogerung an der AuBenseite ist aus der Abb. 127 ebenfalls zu erkennen ; 

Abb.128 . Staudruckprofil am Austritt cines Kriimmers. Abliisungszone ist deutlich erkenllbar. 

man sieht deutlich, daB sie fur die Gesamtbewegung keine sehr nach
teiligen Folgen hat. Das Staudruckprofil nach Abb. 128 hinter einem 
Krummer von quadratischem Querschnitt zeigt nQch mehr. Die Energie
verminderung infolge AblOsung auf einem groBen Bereich des Quer
schnittes laBt deutlich die schadlichen Folgen der durch die Krummung 
erzeugten AblOsung erkennen. Es leuchtet ein, daB die Verluste durch 
eine bessere Abrundung gemildert werden konnen. Diese wirkt so, daB 
einmal die Ubergeschwindigkeiten kleiner werden und dann der 
fur die Verzogerung zur Verfugung stehende Weg vergroBert 
wird. Die AblOsungsgefahr wird dadhrch geringer und schlieBlich ganz 
vermieden. 

Ohne eine raumliche Betrachtung kommen wir bei Krummern nicht 
aus. Denn gerade hier ist Gelegenheit, mit einer wichtigen Bewegungs
form bekanntzumachen, die mit dem Namen "Sekundarstromung" 
bezeichnet wird. Man versteht darunter Nebenbewegungen, die der 
Hauptstromung uberlagert sind und oft beachtliche Geschwindigkeits
komponenten senkrecht zur Hauptstromung erzeugen konnen. Ursache 
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und Ablauf dieser Sekundarbewegung konnen schematisch leicht erklart 
werden, wahrend eine befriedigende rechnerische Verfolgung bisher TIoch 
nicht gelungen ist. 

An der inneren Kriimmung ist die Geschwindigkeit am groBten und 
nimmt nach auBen abo Nun wird die voraufgehende Rohrstromung im 
allgemeinen die an der Wand flieBenden Teilchen wegen der Reibung nur 
mit verminderter Energie in den Kriimmer schicken, sodaB diese jetzt 
auch im Kriimmer kleinere Geschwindigkeiten besitzen als die benach
barten in der Mitte des Kriimmers. Infolgedessen sind die durch die ge
kriimmte Bewegung entstehenden Zentrifugalkrafte in der 
MittegroBer als an den Seitenwanden. Die Folgeist, daB die mitt-

Abb. 129. Schematlsche Darstellung der 
Sekundiirwirbel in elnem Kriimmer. 

leren Teilchen nach auBen 
drangen, was aber aus Griin
den der Kontinuitat nur mog
lich ist, wenn an den Seiten
wanden eine umgekehrte Be
wegung einsetzt. Es ent
steht ein Doppelwirbel 
nach Abb.129, der sich der 
Hauptstromung iiberlagellt. 
Die resultierende BeW'egung 
ist in Abb. 129 angedeutet. 
Man erkennt: Zum Entstehen 
einer solchen Sekundarbewe

gung sind notwendig eine gekriimmte Bewegung und Geschwindigkeits
unterschiede von der Wand bis zur Mitte. Da letztere bei verzogerter 
Stromung am groBten sind, laBt sich mit Bestimmtheit folgender Satz 
aufstellen: 
.J ede gekriimmte, verzogerte Bewegung erzeugt eine Sekun
darstromung. 

Bei verschiedenen techn~schen Anwendungen von groBer pra,ktischer 
Bedeutung ist diese Sekundarstromung erst in jiingster Zeit klar erkannt 
worden (Spiralgehause von Pumpen!, glatte Leitringe von Pumpen2). 

Die Sekundarstromungen fiihren hier zu Bewegungen, die bisher unge
klarte Erscheinungen nunmehr gut erkennen lassen. Die klare Hervor
hebung des Satzes ist deshalb durchaus angebracht. 

Die Verlustquellen eines Kriimmers konnen nunmehr leicht angegeben 
werden: 

1. Ablosungsverluste an der inneren Kriimmung, 
2. Reibungsverluste, 

1 Kranz: Stromung in Spiralgeb.ii.usen. Forschungsheft 370. 
2 Schrader: Messungen an Leitschaufeln von Kreiselpumpen. Diss. Braun

schweig 1939. 
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3. Verluste durch Sekundarstromungen. 
Die Krummerverluste nach 1. komlen stark vermindert werden, 

wenn die AblOsungen verringert werden. Zwei MaBnahmen fiihren hier 
zum Erfolg: 

a) moglichst groBer innerer Krummungsradius, 
b) Beschleunigung del' Hauptstromung. 
Mit groBerem Kriimmungsradius wachst die Krummerlange und da

mit auch die Reibung, sodaB schlieBlich eine VergroBerung des Krum
mungsradius die Verluste vergroBert. Bei einem 
bestimmten Verhaltnis rid (Abb. 130) wird ein Mi
nimum zu erwarten sein. Bei Kreisquerschnitten 
ist rJd = 7 bis 8 del' Bestwert. Nippert! stellte 
fest, daB ffir rJd< 3 die Ablosungsverluste 
und fUr rid> 3 Reibungsverluste und Ver
luste durch Sekundarstromung maBgebend 
sind. 

Abb.130. 

Die Krummerverluste vergleicht man zweckmaBig mit dem Stau
druck del' mittleren Rohrgeschwindigkeit. Dies fuhrt zU einem Verlust

koeffizienten LIp = C· ig c;". (102) 

Fur Krummel' mit Kreisquerschnitt ergeben sich folgende C-Werte: 

1'i/d 1 4 I 6 10 

C 0,23 1 0,18 0,2 

Bei vielen technischen Aufgaben ist die Ausfuhrung del' Bestwerte aus 
irgendwelchen Grunden nicht moglich. Oft ist auch del' Kriimmerverlust 
prozentual so belanglos, daB technologische Gesichtspunkte die Form
gebung bestimmen. Fur solche Falle genugen handelsubliche Formen. 

\Verte handelsublicher Forlllstucke fur Warm wasser heizungen nach 
Brabbee 2 • 

d(mm)114 20 I 25 34 i 39 1 49 

C 11,71 1,71 1,3 1,1 I 1,0 I 0,83 Knie 90 0 , Kehle scharfkantig, auEen 

1 1 1 
abgenmdet. d Durchmesser des 

I 1 

einzuschneidenden geraden Rohr-
stuckes. 

;- 0,86 0,53 1 
0,42 0,51 Bogenstuck 90°, an beiden Enden s 1 1,2

1

1,1 
1 I Schraubenllluffen. 

Bei Kriimmern, deren Umlenkung 6 <: 90° ist, kann in erster Annaherung 

LIp = ~. C . 1'-_. c2 gesetztwerden. Genauer ist eine Formel von Weisbach: 
90 2 g 15 15 

l; = sin2 - + 2 sin4 - • 
2 2 

1 Nippert: Forschungsheft 320. 
2 Rietschel, H.: Leitfaden del' Heiz- und Liiftungstechnik. Berlin: Julius 

Springer. 
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Die folgende Tabelle ent':lalt Versuchswerb fUr glatte und rauhe Kniestiicke. 

Scharfkantige Kniestiicke nach Abb. 131 (Thoma). 

;; glatt 

10 15 I 22,5 I 30 I 45 I 60 90 

0,042 I 0,066 I 0,13 I 0,236 I 0,471 1 1,129 

0,044 0,062 I 0,154 I 0,165 I 0,32 I 0,684 1 1,265 

Wahrend bei Rohrleitungen der Krummer mit Kreisquerschnitt eine 
beherrschende Rolle spielt, ist bei den meisten Problemen des Maschinen

Abb.131. 

baues die Rechteckform viel wichtiger. Die z. B. 
durch Schaufeln der Dampfturbinen und anderer 
Turbomaschinen gebiIdeten Krummerformen sind 
l'echteckig. Die hier auftretenden Verluste sind von 
viel groBerel' Bedeutung als die Verluste von Rohr
leitungsarmaturen. Es ist deshalb sehr zu begruBen, 

daB das Danziger Institut von Prof. Flugel die Untersuchung dieser 
Formen besonders gep£legt und wertvolle Ergebnisse erzielt hat. Die 
Hauptergebnisse mogen hier angefiihrt werden. 
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Abb. 132. Druckverlustziffern in diisellfiirmigcn 
Kriimillern. deren Austrittsquerschnitt halb so groB 

ist wie der Eilltrittsquerschnitt, Ilach N i pp er t. 
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Abb. 133. DruckverIustzifferninrechteckigen 
Kriillllllern von gleichclll Ein- und Austritts

querschnitt. 

Abb. 132 und 133 zeigen die Verlustkoeffizienten fiir Krummel' nach 
Nippert!, deren Austrittsquerschnitt halb so groB wie der Eintritts-

1 Nippert: Forschungs-Heft 320. 
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querschnitt ist, sowie fiir Kriimmer mit gleichem Ein- und Austrittsquer
schnitt. Innen- und AuBenradius sind variiert. Die VerlustkoeffizientenCa 
beziehen sich auf den Staudruck der Austrittsgeschwindigkeit, d. h. auf die 
jeweils vorhandene groBte Geschwindigkeit. Man erkennt deutlich den Vor
teileinerBeschleunigung. Derkleinste Wert vonCaistin Abb. 132nurO,03; 
der Verlust ist somit nicht viel groBer als bei einer normalen Diise. Bei 
gleichbleibendem Querschnitt wird hingegenC a = 0,1 nicht unterschritten. 

FUr jeden Innenradius gibt es einen giinstigsten AuBenradius. Dieses 
Optimum ist um so ausgepragter unddamitpraktisch umso wichtiger,je 
kleiner der Innenradius ist, bis schlieBlich bei schader Innenkante, d. h. 

& = 0, der AuBenradius sehr genau gewahlt werden muB, wenn groBere 

Verluste vermieden werden sollen. 
In Abb. 133 ist noch der "normale" 
Kriimmer mit gleichbleibendem 
Querschnitt im Scheitel eingetra
gen (strichpunktierte Linie). Es 
fallt auf, daB nicht dieser Kriim
mer die geringsten Verluste auf
weist. Das Minimum liegt bei einem 
kleineren AuBenradius. Dies be
deutet aber eine VergroBerung des 
Scheitelquerschnittes. Daraus folgt: 
Bei Kriimmern mit gleichem 
Ein- undAustrittsquerschnitt 
ist eine gewisse Querschnitts
erweiterung im Scheitel von 
Nut7;en. 

Spaldingl hat diese Versuche 
auf Rechteckkriimmer mit verschie
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Abb. 134. Verlustziffern fiir Kriimmer in 
Abhangigkeit vom Umlenkwinkel, nach 

Spalding. 

denem Umlenkwinkel erweitert. Abb. 1347;eigt die Verlustziffern fiir 
gleichen Ein- und Austrittsquerschnitt in Abha'ngigkeit yom Umlenk
winkel ex. Zum Vergleich ist auch das schade Knie eingezeichnet. Man 
erkennt, wie mit wachsendem Umlenkwinkel der Verlust ansteigt. Die 
VergroBerung des Innenradius dad nicht iibertrieben werden. Bei ri! be = 3 
ergibt sich bereits eine Verschlechterung. 

Praktisch ist wichtig, daB gegeniiber dem schaden Knie durch eine 
Abrundung, ri/b = 0,5, die Hauptverluste bereits vermieden werden. Bei 
der Umlenkung in ein radiales Laufrad geniigen ahnliche Abrundungen, 
wie eine Untersuchung des Vedassers2 ge7;eigt hat. 

1 Spalding: Versuche iiber den Str6mungsverlust in gekriimmten Leitungen. 
Z. VDI 1933 S. 143. 

2 Eck: Neue Berechnungsgrundlagen fiir Ventilatoren radialer Bauart. 
Schweiz. Bauzeitung. 1938. 
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Einbau, von Leitscbaufeln. Scharfe Umftihrungen konnen durch Leit
schaufeln nach Abb: 135 einem guten Kriimmer ungefahr gleichwertig 
gemacht werden. Die Wirkung solcher Leitschaufeln kann dadurch erklart 
werden, daB die bei der gekriimmten Bewegungauftretenden Zentrifugal
krafte durch die Leitschaufeln aufgenommen werden. In der Gleichung 

Abb. 135 . Verbesserung eines 
rechtwinkligen Kriimmers durch 

U nterteil uug. 

LIp = LIn . ~ ~ wird also LIn kleiner; 

damit wird auchLlp kleiner, und gleich
zeitig ergeben sich geringere Dber
geschwindigkeiten. Die AblOsungs
gefahr wird dadurch bedeutend gemil
dert. Bei dem Bau von Windkanalen 
wurden solche Leitschaufeln wohl erst
malig von Prandtl angewandt, wahrend 
eine erste Vorstufe bereits in den Gratings 
von Krell l zu suchen ist. Prand tl gibt 
fUr diese Leitschaufeln ein C""" 0,12 an. In 

vielen Fallen geniigen bereits nichtprofilierte Schaufeln. Allgemein laBt 
sich sagen, daB Blechschaufeln um so eher geniigen, je kleiner der Um
lenkwinkel ist. Bei nicht profilierten Schaufeln entsteht am Schaufel-

Abb.136. Staudruckprofile hiuter einem Gitter mit Kreisbogenschaufeln und profilierten Schaufeln. 

riicken u. U. eine AblOsung, die durch Profilierung unterdriickt werden 
kann. Abb. 136 laBt diese Verluste im Grenzschichtprofil deutlich erken-

1 Die Leitschaufeln in der jetzt bekannten Form wurden von Prandtl fiir die 
Konstruktion der Umlenkungen von Windkanalen angegeben. Krell hatte bereits 
frillier (Die Erpro bung von Ventilatoren und Versuche tiber den Luftwiderstand von 
Panzergratings, Jahrb. d. Schiffbautechn. Gesellsch. 1906 Bd.7, S.408) Leit
schaufelnangegeben, die unter 45°in einenKrtimmer eingebautwaren, sog. "Panzer
gratings", undan Modellen die Wirkung vorgefiihrt. Die Unterteilung durch eine 
Leitschaufel wurde bereits von Meissner als vorteilhaft erkannt, Hydraulik 1876. 



Ablosung bei Diisen. 145 

nen. Die Gegeniiberstellung von profilierten und nicht profilierten 
Schaufeln 7ieigt anschaulich den Vorteil der Profilierung. Die in Abb. 136 
erkennbare Abli>sungs7ione wird mit groBerem Umlaufwinkel groBer, 

sodaB schlieBlich eine 
6H ""'------___=:::., Schaufelzahlz = B-1 Profilierung nicht zu um-

IJ( b =~ gehen ist. 
z + 1 Nach amerikanischen 

t = 1,41 b 
r = 1,28 b Untersuchungen konnen 
L =O,75b fiirdie verschiedenen Ver
d <:6 haltnisse die aU!lAbb.137 

liBel stiirkeren Schaufeln erkennbaren Abmessun
L_If-----.J 1st Eintritts-undAustritts- gen empfohlen werden. 
- -~ kante um etwa 4° abzu-

........ _____ --"! schriigen. 

Abb.137. ZweckmiiBige Anordnung von Leitschaufeln nach 
Untersuchungen der General Elektric Company. 

Abb. 138. Unterteilte 
Leitschaufeln nach Frey. 

Nach Frey! konnen durch eine Anordnung nach Abb. 138 einige 
Materialersparnisse erzielt werden. Es geniigt danach, die Schaufeln in 
der Nahe der scharfen Umfiihrungen unterteilt aus7iufiihren. Auch diese 
Konstruktion hat groBere praktische Verwertung in vielen Gebieten des 
Maschinenbaues gefunden. Weitere Beispiele dieser Moglichkeiten zei
gen Abb. 218, 222, 223. 

49. Ablosung bei Diisen. 
Bei der Stromung durch Diisen ergeben sich Beispiele von Ablosungen, 

die besonders aufschluBreich sind. Die Entwicklung dieses Problems ist 
besonders geeignet, mit der Arbeitsweise und den Aufgaben der Praxis 
vertraut 7iU machen. 

Bemerkenswert ist zunachst der sog. Eckwirbel. Die Wandstrom
linie biegt in eine Ecke ein. In der Ecke ist die GeschwindigkeitNull, so
daB an der Wand eine erhebliche VerzogerunK stattfindet. 1st die Grenz
schichtenergie gering, so wird eine Ablosung stattfinden. NachAbb.139 
bildet sich dann ein sog. "E c k w i r bel". Bei einer langen vorgeschalteten 
Rohrleitung ist dies immer der Fall, wahrend bei einem kurzen Einlauf, 
wo die Geschwindigkeit noch gleichma3ig iiber den Radius verteilt ist, 

1 F r e y, Forschung A 1933, S. 67. 

Eck, Stromungsiehre. 10 
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der Eckwirbel gar nicht oder nur schwach zur Ausbildung kommt. FUr 
die Druckmessung in der Ecke, wie sie bei Diisenmessungen benotigt 
wird, ist die Wirkung des Eckwirbels von Bedeutung. Ohne Eckwirbel 

wird in der Ecke der Gesamtdruck P = p + ~ c2 gemessen. 1st ein 

Eckwirbel vorhanden, so wird in dem Zwickel kaum mehr als p gemessen. 

; c2 geht durch den Wirbel fast ganz verloren. Diese Erscheinung er

klart die Wichtigkeit der bei Diisenmessungen vorgeschriebenen storungs
freien Rohrlangen. Hinter dem Eckwirbel stoBt die Stromung wieder 
auf die Diisenwand, sodaB notwendig an dieser Stelle ein Staupunkt 
vorhanden sein muB. Sehr interessant ist nun die historische Entwick-

Abb. 139 . Diisenstromnng mit Eckwirbelnnd Abliisnng hinter Kriimmnng. RD ~ 14000. 

lung des Diisenproblems. 1912 wurde von Prandtl die VD1-Normaldiise 
t f d f··· b t· t V h··It· Diisenquerschnitt 04 en wor en, un Ziwar ur em es lmm es er a nlS: Rohrquersclmitt = ,. 

Bei der Formgebung war der Gesichtspunkt maBgebend, daB an der 
Diisenwand keine Ablosung vorhanden sein so lIte. Infolge der 
Zentrifugalkrafte herrscht an der Diisenwand ein kleinerer Druck als in 
Diisenmitte und deshalb auch eine groBere Geschwindigkeit. Je nach der 
GroBe der Kriimmungsradien kann an einer Stelle der Diisenwand der 
Druck kleiner sein als der Enddruck. Dann wird auf einem Teil der 
Diisenwand die Stromung verZiogert, und eine AblOsung ist wahrschein
lich. Bei der Normaldiise wurde nun die Kriimmung so gewahlt, daB eine 
solche VerZiogerung vermieden wurde. Abb.140 zeigt die Stromung durch 
eine derartige Diise bei einer solchen Reynoldsschen Zahl, wie sie durch
weg bei technischen Anwendungen vorkommen. So hohe Re-Zahlen in 
offener Wasserstromung wurden durch groBe Abmessungen erreicht 
(Rohrdurchmesser 1 m). Man erkennt in Abb. 140 deutlich, daB die 
Stromung einwandfrei anliegt. An der Wand ist klar eine laminare 
Grenzschich t zu erkennen, deren Dicke langsam bis Zium Diisenaustritt 
zunimmt. 
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Die VDI-Normaldiise erfiillte die immer mehr gesteigerten Anforde
rungen nach hoherer MeBgenauigkeit bald nicht mehr. Denn die Haupt
sache, niimlich Konstanz der Diisenkoeffizienten (s. S. 239), wurde in 
keinem Gebiet der Reynoldsschen Zahlen erreicht. Der Grund dafiir ist 
heute leicht anzugeben. Eine AblOsung findet nicht statt, aber die 
diinne laminare Grenzschicht, die in Abb. 14.0 deutlich zu erkennen ist, 
iindert mit der Reynoldsschen ZahIihre Dicke. Gl. (91) offenbarte bereits 
diese Abhiingigkeit. Mit groBerem Re wird die Grenzschicht diinner, da
mit wird aber auch der wirksame DurchfluBquerschnitt groBer, sodaB 

Abb.140. Stromung durch VDI·Diise 1912. Reine AbJijsung. laminare Grenzschicht, deren Dicke 
sich mit RD andert . RD - 140000. 

der Diisenkoeffizient sich stetig mit Re iindern muB. Gerade dieses 
Verhalten stand aber der Normalisierung der Diisenmessungen hindernd 
im Wege. 

Witte 1 zeigte dann im Jahre 1928, daB man zulu Ziele kommt, wenn 
man genau die entgegengesetzten Prill2,ipien aufstellt wie bei der Diise 
1912. Er wies nach, daB eine sehr scharf gekriimmte Diise mit zylin
drischemAuslaufstiick oberhalb .bestimmter Reynoldsscher Zahlen genau 
konstante Diisenkoeffizientenergibt. Diese in der Diisenforschung revo
lutionierend wirkende Entdeckung von Witte stellte sehr bald die ganze 
Diisenmessung auf eine neue Basis. Ihre Bedeutung geht daraus hervor, 
daB sehr bald in Deutschland eine Normalisierung der Diisenmessung 
erfolgen konnte, die schlieBIich die Grundlageeiner internationalen Nor
maIisierung bildete. 

Abb. 141 und 142 zeigen, was in dersog. "J-G- Diise" von Witte vor 

1 Witte: DurchfluBbeiwerte del" 1. G. MeBmiindungen fiir Wasser, 01, Dampf 
u. Gas. Z. VDr 1928,42, sowie Witte : Die DurchfluBzahlen von Diisen und 
Stauwanden, Techn. Mech. u. Thermodyn. 1930, S. 34. 

10* 
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sioh geht. Auoh bei diesen Aufnahmen wurden so groBe Abmessungen 
gewahlt, daB die tatsaohliohen Reynoldsschen Zahlen erreicht wurden. 
1m unterkritisohen Gebietl, d. i. das Gebiet, in dem auoh die I-G-Dttse 

Abb.141. Striimung durch I-G-Diise, iiberkrltlsch RD ~ 140000. Abliisung der Striimung und 
Wiederanliegen 1m zyIindrlschen Anslauf. 

Abb.142. Untcrkrltische Striimung durch I-G-Diise RD ~ 55000. Striimung liist sich ab und 
fiillt Endqucrschnitt nicht aus. 

1 Bereits vor Wit te wurde verschiedentlich festgestelit, daB Diisen mit zy
lindrischem Stiick zwei erheblich verschiedene Koeffizienten haben konnen, ohne 
daB es jedoch gelang, diese Erscheinung grundlegend zu kliiren; vgl. Thoma und 
Reichel: Anormale Stromung in MeBdiisen. H ydraulische ProbI.eme 1926. VDI
Verlag. 
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keinen konstanten Diisenkoeffizienten besitzt, findet folgendes statt. 
Vom Staupunkt aus Abb. 142 bildet sich eine laminare Grenzschicht, 
die sich an der scharfen Krummung ablOst und dann spater wellig 
und turbulent wird. Die weitere Stromung bleibt abgerissen. 1m 
uberkritischen Gebiet findet zunachst die gleiche laminare Ablosung 
statt. Der abgeloste Strahl wird aber viel schneller turbulent, und die 
TragheitskrMte bringen schlieBlich kurz vor dem Dusenende den Strahl 
wieder zum Anliegen. Ein bestimmtes zylindrisches Stuck ist somit not
wendig. So wiirde in Abb. 142 ein langeres zylindrisches Stuck den 
Strahl ebenfalls wieder zum Anliegen bringen. Je groBer die Tragheits
krafte, d. h. je-groBer die Reynoldssche Zahl ist, um so schneller wird der 
Strahl wieder anliegen. Da hei Abb. 141 der Dusenquerschnitt immer 
gleichmaBig ausgefiillt ist, leuchtet die Konstanz der Diisenkoeffizienten 
ein. Ab b. 141 und 142 offen baren so den physikalischen Kern 
der neu gefundenen Duseneigenschaften. 

DaB man bei kleineren Reynoldsschen Zahlen durch ein hinrei
chend langes Stuck die Stromung wieder zum Anliegen bringen kann, 
zeigt Abb. 139, die bei RD "" 14000 aufgenommen wurde. Das zylin
drische Stuck ist hier offenbar schon zu lang, denn bis zumDusenaustritt 
hat sich bereits wieder eine laminare- Grenzschicht gebildet, die aus den 
oben genannten Griinden nachteilig wirkt. Es ist sehr wahrscheinlich, 
daB fur den zylindrischen Ansatz sowohl eine untere wie eine obere 
Grenze besteht, zwischen denen Konstanz der Dusenkoeffizienten 
erreicht wird. 

Zwei Wirbel beherrschen demnach das Dusenproblem: 1. der Eck
wirbel und 2. die Ablosung hinter der Abrundung. In Abb. 139 sind beide 
Wirbel deutlich zu erkennen. 

50. Trennung und Vereinigung von Rohrverzweigungen. 
Durch Trennung und Vereinigung erleidet jeder Teilstoom einen Druckverlust. 

Bezieht man die Verluste auf den Staudruck der vereinigten Strome, so wird 

Apli = 1;/1 : v2 = Verlust der abgezweigten Fliissigkeit, 

APd = 1;d : v2 = Verlust der weiter geradeaus stromenden Flussigkeit. 

Die wenigen vorliegenden Versuche wU(den von Thoma1 ausgefuhrt und beziehen 

v f 
--tl 

1 
v-Va I ..L... 

~ 
Abb.143. 

1 Thoma: Mitt. hydraul. Inst. T. H. Munchen. 
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sich auf bestimmte Anordnungen. Die Verluste sind abhiingig von dem Prozentsa tz 
der abgezweigten Menge. Die folgenden Angaben gel ten fiir scharfkantige Aus· 
fiihrungen. Die Versuche zeigten, daB durch Abrundung ode r durch 
einen Konus eine m erkliche Verringerung der Verluste eintrat. 

Qa = abgetrennte 'Wassermenge, Q = "Vassermenge vor der Trennung. 

Qa fQ 
Trennung i;a 

i;d 
Vereinigung i;a 

i;d 
Qa fQ 

Trennung i;a 
i;d 

Vereinigung i;a 
i;d 

- -~ 

Abb . 144 . 

0°96 1 
0,2 0,4 0,6 08 I 1,0 

I ' I 
, 0,88 0,89 0,96 1,10 1,29 (j = 90 0 

0,05 -0,08 -0,04 0,07 0,21 0,35 

I -1,04 -0,4 0,1 0,47 0,73 0,92 d = da 
0,06 0,18 0,3 0,4 0,5 0,6 

° 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

I 
(j = 45° 

0,9 0,66 0,47 0,33 0,29 0,35 d = da 
0,04 -0,06 -0,04 0,07 0,20 0,33 

j 
Trennung u. 

-0,9 -0,37 ° 0,22 0,37 0,38 Vereinigung 
0,05 0,17 0,18 0,05 -0,20 -0,57 gemaBAbb.143 

51. Ventile und Absperrmittel. 
Bezeichnungen nach Abb. 144. 
Der Verlust wird meist auf den Staudruck der 

Geschwindigkeit w im Ventilsitz bezogen (C) oder 
auf die Geschwindigkeit WI des jeweilig kleinsten 
DurchfluBquerschnitts ('1)' ' 

Verlust LIp =, ; w2 = '1 ~ wi. (103) 

F I fF (F 1 kleinster DurchfluBquerschnitt) 
Tellerventil mit oberer Fiihrung. . . . i; 1 

Tellerventil m. Rippenflihrung i. Sitz . i; 1 
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Abb. 145. Darstelluug von Ventilwiderstaudszahlen llach Pfleiderer. 
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Durch diffusorartigen Ansa tz am Ventilteller gelingt es nach S c h r en k 1 , 

den DurchfluBwiderstand auf 1/7 bis l/s zu vermindern. Ebenfalls fand 
S ch renk, daB in einem Tellerventil bei kleiner Hubhohe, etwa zwi~chen 
hid = 1/4 bis lis, der Strahl den engsten Querschnitt kontraktionsfrei 
ausftillt. Er liegt dann an der Sitzflache an. Oberhalb gewisser Grenz
hubhohen springt der Strahl ab und zeigt eine scharfe Kontraktion. 
Theoretische Untersuchungen von Eck2 bestatigen dieses Verhalten. 

Abb. 145 zeigt die C-Werte fUr einige handelstibliche Ventilkonstruk
tionen. Guter Schieber ganz offen: C = 0,05. 

52. Stromungsverluste infolge schader Kanten, Kontraktion usw. 
Eine haufige Verlustquelle sind scharfe Kanten. Der EinfluB auf das 

Stromungsfeld ist, wie die folgende Betrachtung zeigt, zudem erheblich. 
Betrachten wir etwa einen Quer-

schnitt, der durch eine scharfe ~ 
Schneide (Abb. 146) p16tzlich ver- ~~ @C ¢ ~ 
engt wird (Labyrinth-Dichtung). 
Die Stromung kann den kleinen 
Querschnitt nicht ausftillen, weil an ======= 
der scharfen Kante eine Stromlinie 
um 90° umbiegen mtiBte. Dieses 
scharfe Umbiegen ware aber iden

Abb. 146. Kontraktion bei einer "charfen 
Schneide. 

tisch mit einer Kurvenbewegung bei unendlich kleinem Krtimmungs
radius, was bei endlicher Geschwindigkeit wiederum unendlich groBe 
Zentrifugalkrafte zur Folge hatte. Die Stromung weicht in einem 
Bogen aus und ftillt statt des Querschnittes F 2 einen kleineren Quer
schnitt IX' F2 aus. Wenn man IX Kontraktionskoeffizient nennt, um
schreibt man gleichzeitig den 
Vorgang sehr gut. 

Die exakte Berechnung 
von IX ist in einigen Fallen ge
lungen. Tritt ein unendlich 
breiter Strahl aus einem un
endlich groBen GefaB aus, so 

istz. B. IX = _n_. 
n+2 

Die groBte Kontraktion er

~~c 
L._. _______________ .-J 

A D 
Abb. 147. Kontraktion beim Borda"chen Mllndstiick. 

reicht man durch die Anordnung nach Abb. 141 (Bordasches Mund
sttick). Die Kontraktionszahl wollen wir nach dem Impulssatz be
rechnen. Wir wenden den Satz auf das Gebiet ABeD an und bestim
men die Impulse in del' Stromungsrichtung. Unter del' Annahme, 
daB del' Rohrquerschnitt gegen F 2 groB ist, sodaB die Rohrge-

1 VDI-Forsch.-Heft 272. 
2 Ec k: Z. angew. Math. Mech. 1923. 
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schwindigkeit gegen W 2 vernachlassigt werden kann, erhalten wir als 
Impulsdifferenz 

Y F . eX' w" . 
fI 2 2 

Diesel' Wert muB gleich del' durch den Druckabfall LJp bewirkten Kraft 
sein: 

LJp . F2 = L F2 . eX • w~ . 
fI -

Berueksiehtigen wir noch, daB 

W~ = 2 g L1 p 
Y 

ist, so ergibt sich 

1 
d. h. eX = 2"' 

Nun tritt der eigentliche Verlust erst ein, wenn der kontrahierte 
Strahl sich wieder dem groBen Querschnitt anpassen muB. Diese plotz
liehe Verzogerung, die bereits bei sorgfaltig erweiterten Dusen verlust
reich ist, verursacht direkte StoBverluste. 

53. Unstetige Querschnittserweiterung. 
Es entsteht ein StoBverlust, del' nach dem Impulssatz in guter Uber

einstimmung mit MeBresultaten bereehnet werden kann (s. S. 67) 

(Abb. 148); LJPver! = ~ . (Wi - W 2)2 (nicht zu verwechseln mit der 

Bernoullischen Gleichung!) Nach del' Bernoullischen Gleichung, d. h. 

ohne Verlust, wiirde eine Druckerhi::ihung LJp' = ; . (w: - w~) em

I~ 
Abh. 148. Schcmatische Darstellung der Stromuug 

bei uustetiger Quersclmittserweiterung. 

treten, so daB die tatsachlich ge
messene Druckerhohung den 
Wert hat: 

LJ p' - LJ PVcr! = (! W 2 [WI - w 2J. 
Die Stromung legt sich nach 
der Einschnurung erst allmah
lich wieder an. Nach etwa acht
fachem Durchmesser des Roh

res ist del' Energieumsatz ziemlich abgeschlossen. 
Den Druckumsatz 1 in del' Erweiterung kann man durch einen Wir

kungsgrad erfassen nach der Formel: 
1 = 1 _ Druckverlust 
) Druckumsatz nach Be r n 0 u 11 i . 

1 Interessant ist, daB nach Hofmann der Verlust erheblich groBer wird, wenn 
die Erweiterung nicht plOtzlich, wie beiAbb.148, sondern in einem konischen Uber
gangsstiick von "-' 70° stattfindet. 
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Fl/Fs 0,1 0,2 1 0,3 0,4 I 0,5 0,6 I 0,7 0,8 0,9 

'YJ 0,182 0,333 I 0,462 0,571 1 0,667 0,75 1°,824 0,889 0,947 

Beispiel: Eln Wasserrohr von 100 I2f wird durch einen Bolzen von 30 I2f 
teilweise versperrt. Welcher Druckverlust entsteht hierdurch bei einer Ge
schwindigkeit von 4 mls im Hauptquerschnitt? (Abb. 149). 

:!CDs 
Engster Querschnitt: 11""'" ~ - d· l = 78,5 - 3·10 = 48,5 cm2 : 

12 = 78,5 cm2 • 

Nach der Kontinuitatsgleichung ist: WI = w 2 ~: = 4 ~:; = 6,47 m/s . 

Druckverlust = ..L [WI - w 2]2 = 1000 [6,47 _ 4]2 = 1000.2,472 

2 g 2 . 9,81 2 . 9,81 1 2@'" I I lv, 

I I , 

~, 
I I 

3E 
Abb.149. 

= 311 mm WS. 

Abb. 150. Schematische Darstellung der 
Striimung bei unstetiger Querschnittsverenguug. 

54. Unstetige Rohrverengung. 
An der scharfen Kante entsteht eine Einschniirung der Stromung 

nach Abb. 150. 1st die KontraktionszahllX =!~ bekannt, so ist der Ver
F2 

lust LI PVerl = ; (w; - W2)2. 

Mit w: . IX = W 2 entsteht: 

LI Pverl = ; w~ (! - It 

sodaS bei Einfiihrung von C = (! - 1 r der Verlust auf den Stau

druck der Geschwindigkeit des ausgefiillten Querschnitts bezogen wird. 
,.. . 

0,41 bis 0,314 
0,221" 0,0625 

0,0125 

0,0001 

0,61 bis 0,64 
0,68 " 0,8 

0,9 

0,99 

scharfe Kante 
Kante etwas gebrochen 

Abrundung mit kleinem Kriimmungs
radius 

bel sehr groBer und glatter Abrun
dung 
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Wenn die ZufluBgeschwindigkeit steigt, d.h. wenn F 2/F 1 groBer wU'd, 
bildet sich die Kontraktion nicht mehr so stark aus. Folgende Werte 
konnen dann zugrunde gelegt werden: 

F2fFl 0,011 0,1 0,2 1 0,4 I 0,6 I 0,8 1 1,00 

IX 0,6 I 0,61 0,62 I 0,65 I 0,7 I 0,77 1 1,00 

RohranschluB nach Abb. 151: Die 

l~ . :~~~:~iirung und dami' de< Vedn,' i"" hi., 

. == ~ eX = 0,5; C = 1 bei scharfer Kante. 

55. Formwiderstand, 
OberfUichenwiderstand. 

Abb.151. Wahrend bei durchstromten Korpern die 
Stromungsverluste in Form des Druckver

lustes interessieren, der z. B. bei einer Leitung festgestellt wird, will man 
bei umstromten Korpern die Widerstandskraft wissen, die auf den Kor
per wirkt. Dieser Widerstand wird z;weckmaBig in zwei Teile zerlegt. 

Unter Formwiderstand versteht man die in Stromungsrichtung 
wirkende resultierende Kraft aller N ormaldriicke, die auf den Korper 
wirken. Sie ergeben dann eineResultierende in Stromungsrichtung, wenn 
durch Ablosungen Totwassergebiete entstanden sind und dadurch 
die bei reibungsfreier Stromung vorhandene Drucksymmetrie verloren
geht. Die Reibung ist hier nur die indirekte Ursache des Widerstandes. 
Denn nach vollzogener AblOsung konnen wir uns ruhig eine reibungslose 
Stromung vorstellen, ohne daB der Widerstand geandert wird. Die 
Stromung gegen die quergestellte Platte Abb. 111 zeigt den 
Formwiderstand in Reinkultur. 

Unter Oberflachenwiderstand versteht man die in Stromungs
rich tung wirkende resultierende Kraft aHer Schubspannungen, die auf die 
Korperoberflache wirken. Es handelt sich um einen reinen Reibungs
widerstand. Die in Stromungsrichtung gestellte Platte (Abb. 
105) zeigt diesen Oberflachenwiderstand in Reinkultur. 

1m allgemeinen wirken Formwiderstand und Oberflachenwiderstand 
zusammen. Die experimentelle Trennung gelingt dadurch, daB man von 
dem im Windkanal gemessenen Gesamtwiderstand den Formwiderstand 
abzieht. Letz;terer wird dadurch gewonnen, daB durch Anbohrungen die 
Druckverteilung um den Korper gemessen und die resultierende Druck
kraft in Stromungsrichtung danach ausgerechnet wird. Fiir die Kugel 
und fiir den Zylinder werden auf S. 158 diese Druckverteilungen be
sprochen werden. 

Der Formwiderstand IaBt sich durch konstruktive MaB
nahmen weitgehend verringern. Der Oberflachenwiderstand ist 
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- sofern die Flachen schon hydraulisch glatt sind - nur dadurch zu 
verringern, daB man den Umschlag in turbulente Grenzschicht ver
hindert oder gegebenenfalls nach hinten verschiebt. 

Folgende Feststellung verdient noch hervorgehoben zu werden: 
a) Der Formwiderstand ist am kleinsten bei turbulenter 

Grenzschicht ; 
b) Der Oberflachenwiderstand ist am kleinsten bei lami

narer Grenzschicht. 

56. Bewegung im Totwasserraum. 
Das Gebiet der abgerissenen Stromung, meist Totwasserraum ge

nannt, bedarf noch einer besonderen Betrachtung. Die Fliissigkeit ist 
hier durchaus nicht in Ruhe, sondern befindet sich meist in mehr oder 

Abb. 152. Zylinderstriimnng im ersten Augenblick der Bewegung. 

weniger deutlich erkennbarer Drehbewegung. Besonders charakteristisch 
ist die Stromung hinter einem Zylinder bei kleinen Reynoldsschen 
Zahlen. Verfolgen wir einmal die Stromung vom Beginn der Bewegung 
an. 1m erst en Augenblick ist die Fliissigkeit bestrebt, die Bewegungs
form der reibungsfreien Stromung anzunehmen. Es ist eine gewisse Zeit 
notwendig, bis sich iiberhaupt eine Grenzschicht ausbilden kann. Beim 
Zylinder kann man sagen, daB ein Teilchen erst etwa 1/4 Umfang durch
laufen haben muB. Nach einem solchen Weg wird ja erst das Anstromen 
gegen den Druck erforderlich. Nach diesem Weg kann sich infolge der 
Wandreibung erst einEnergieverlust eines Teilchensnachteilig bemerkbar 
machen. Es tritt dann Stillstand, Riickstromung und Ab16sung ein. 

Abb. 152 zeigt eine Aufnahme, die kurz nach dem "Start" gemacht 
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wurde. Man erkennt, daB die Stromung durchweg uoch hinten ge
schlossen ist~ Einige Teilchen stromen aber bereits zuriick und werden 

Abb. 153. Weiteres Stadium. Die beiden AnfahrwirbeI sind bereits zu erkennen. 

Abb. 154. EndgUItiger Zustand. Periodische Bildung von Wirbeln. 
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nun unter Wirbelbildung die Stromung aufrollen. Abb. 153 zeigt, wie die 
beiden Wirbel an Ausdehnung gewonnen haben. Bei weiterem An
wachsen werden sie von der Hauptstromung weggedrangt. Man sagt, 
die Anfahrwirbel schwimmen weg. Darauf tritt ein periodisches Ab· 
IOsen von Wirbeln ein, und es entsteht Abb. 15{. In genau geordneter 
Zickzackform schwimmen die Wirbel nach hint en abo Abb. 155 zeigt die 
als Karma,nsche WirbelstraBe bekannte Anordnung. v. Karman 1 ist 
der Nachweis gelungen, daB die Wirbelanordnung nur dann stabil sein 

kann, wenn das Verhaltnis ~~ilun~ = 0,283 ist. Dies stimmt mit den 
stan 

Versuchen gut iiberein. 

Abb. 155. Karm{msche Wirbelstra13e. 

Interessant ist, daB in dem Augenblick, wo sich ein Wirbel ausbildet, 
ein gleich groBer, aber entgegengesetztdrehender Wirbel um den Zylinder 
iibrigbleibt, was auch aus den Ausfiihrungen von S~ 35 folgen muB. Dies 
bedingt aber, wie beim Magnuseffekt, eine Querkraft, die ihre Richtung 
im Takte der abgehenden Wirbel andert. Verfasser bringt diese Kraft 
dadurch anschaulich Ziur Darstellung, daB er in einer Stromungswanne 
einen Zylinder, der als Pendel aufgehangt wird, rhythmisch sich hin 
und herbewegen laBt. Sorgt man fiir Resonanz zwischen AblOsungs
geschwindigkeit der Wirbel und Schwingungszahl des Pendels, so erhalt 
man besonders groBe Ausschlage. 

Karman-Wirbel entstehen hinter allen WiderstandskorperIl. Diese 
geordnete Wirbelform hort auf, wenn die laminare Grenzschicht in die 
turbulente umschlagt. Die untere Grenze ist Re ,...., 50. Sie bleiben somit 
auf das unterkritische Gebiet beschrankt. 

1 v. Karman: Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu G6ttingen, Math. phys. Klasse 
1911, S. 509; 1912, S. 547 und Rubach: Uber den Mechanismus des Fliissigkeits
und Luftwiderstandes. Phys. Z. 1912, S.49. 
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Das Totwassergebiet bleibt ein weites Stuck hinter dem Korper wirk
sam. Obschon sich der Wirbelraum nach einer Lange von 4-;-6 Korper
durchmessern schlieBt, ist in der Trennschicht eine starke Energiever
minderung festzustellen. Dies zeigt deutlich Abb. 156. Hier wurden hinter 
einem Zylinder in verschiedenen Abstanden die Staudruckprofile auf-

Abb.156. Ausbreitung der turbulenten Vermischungszone hinter einem dunnen Zylinder. 

genommen. Die Einbuchtung der Staudruckkurve wird langsam breiter 
und klingt sehr langsam abo Noch in einer Entfernung von 50 d ist 
die Einbuchtung sehr deutlich zu erkennen. Dieses Beispiel zeigt sehr 
deutlich die Wirkung eines "Tur bulen zdrah tes", von dem spater Ge
brauch gemacht wird (S. 195). 

57. Druckverteilung bei Rugeln und Zylindern. 
Fur zwei wichtige Formen,Kugel und Zylinder, ist inAbb. 157und158 noch die 

Druckverteilung uber dem abgewickelten Umfang aufgetragen. Eingetragen sind 

fol - . - Illeorel. Oro mov! 
--iilJerkrll. 
- - - vnlerKl'I1. 

..-.... Zj'1;nderdlll'chmesserd- 25,Ocm 
/ \ RIi6erkl'l~ - 5,7.105 

i \ Runlerkr,l. - ~86·t05 
*i a-~ \ 

'0 50 .9IJ 120 1M 18(J "/J 

. \ / . 
_ i : _\ . 
-~-------------Jr-.I . - \ 
/ . 
, \ / . 

, \ / . 

Abb.157. Druckverteilung urn einen Zylinder (nach Flachsbart). 

die Druckverteilung der reibungslosen Flussigkeit, die Druckverteilung im unter
kritischen und die im uberkritischen Gebiet. FUr die Kugel sind die gleichen Drucke 
auBerdem noch in Abb. 159 normal zur Oberflache aufgetragen, eineDarstellung, die 
ZU!' Ermittlung und zur Veranschaulichung des Formwiderstandes zweckmaBig ist. 
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Die Kugel hat im iiberkritischen Gebiet auf der Hinterseite noch einen kleinen 
Uberdruck, wahrend im unterkritischen Gebiet ein Unterdruck vorhanden ist. 
Dieser Druckwechsel gestattet eine sehr bequeme Feststellung der kritischen 
Keunzahl. Beim ZyIinder ist auf der Hinterseite immer ein Unterdruck, der aller
dings im iiberkritischen Gebiet sehr klein ist. 

I I Ii: / .\. 

Abb.158. Druckverteiluug urn eiue Kugel (uach Flachsbart). 

Beim Zylinder und bei der Kugel sind die Ablosungspunkte fast an der gleichen 
Stelle, namlich tmterkritisch bei etwa 70°, iiberkritisch bei etwa 110°. 

Bemerkenswert ist noch, daB der theoretisch groBte Unterdruck beim Zylinder 
etwa dreimal so groB ist wie bei del' Kugel 

i 0,5 

",-[\ 
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Abb. 159. Druckverteilung urn eine Kugel mit Abb.160. Druckverteilnng fiir zwei 
Auftragung der Driicke normal zur Oberfliiche. verschiedene Ausbildungen ciner Profilnase. 

58. Beeinflussung des Widerstandes durch die Ausbildung der 
Vorderkante. 

Die Widerstandsangaben fUr verschiedeneKarper (S.165) lassen deut
lich erkennen, daB ein maglichst schlanker AbfluBkarper den Widerstand 
sehr gunstig beeinfluBt; trotzdem ist die Ausbildung der V orderkante von 
nicht geringerer Bedeutung. Bei der Umstramung eines Karpers bildet 
sich namlich in der Nahe der vorderen Abrundung ein Druckminimum 
und damit eine Stelle graBter Geschwindigkeit aus. Je groBer diese 
Geschwindigkeit ist, urn so starker ist somit auch die folgende Ver-
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zogerung. Die Ablosungsgefahr steigt. Durch zweckmiiBige Formgebung 
der Vorderkante kann dieses Minimum weitgehend beeinfluBt werden. 

Auf Veranlassung des Verfassers wurde diese Frage von Potterl 
potentialtheoretisch untersucht. Abb. 160 zeigt ein dieser Arbeit entnom
menes Beispiel fiir zwei Formen a und b der Abrundung. Die mehr spitze 
Form a verkleinert das Maximum des Unterdrucks. Diese Gesichts
punkte sind nicht allein bei Widerstandskorpern, sondern auch bei der 
Gestaltung der Schaufeleintrittskanten von Turbomaschinen (Kavia
tion!) zu beachten. 

59. Fiihrt sehr starke Verzogerung immer zur Ablosung? 
Man ist geneigt, zuniichst diese Frage zu bejahen. Tatsachlich ist 

es nicht immer der Fall, wie folgendes Beispiel zeigen wird. 
Wenn wir die bisherigen Ausfiihrungen aufmerksam verfolgen, so 

konnen wir fUr das Zu. 

Abb.161. Fmstromung eines 'Widerst andskiirpers zur 
Veranschaulichung der Staupunktstriimung . 

standekommen einer 
AblOsung zwei Bedin-

gungen ange ben: 
l. Verzogerung, 
2. Wandreibung. 
Fehlt eine diesel' 

Voraussetzungen, so 
entsteht keine AblOsung. 
Die Bedingung 2 fehlt 
z. B . am Staupunkt. In 
jeder Verzweigungs
stromlinie findet bis 
zum Staupunkt eine 
Verzogerung statt. Je 
nach der Formgebung 

des Korpers kann diese Verzogerung sehr groB sein. Abb. 161 zeigt 
deutlich, daB die starke Verzogerung vor dem Staupunkt keine 
schiidlichen Folgen hat. Sobald aber Bedingung 2 noch erfiillt ist, muB 
eine Ablosung entstehen. Stellen wir z. B. nach Abb. 162 in die Ver
zweigungsstromlinie eine feste Wand, so ha ben wir sofort eine 
deutliche Ablosung. Gleichzeitig wird durch die Wandreibungdie Ge
schwindigkeit in der Verzweigungsstromlinie stark abgebremst. Die Um
stl'omung der Stirnkanten ergibt so kleinere Zentrifugalkriifte und Kon
traktionen. Der Unterschied gegen Abb. 161 ist offensichtlich. Ein 
kleinerer Widerstand ist die Folge. Wir haben also hier die Er
scheinung, daB durch eine widerstandsvermehrende MaB
nahme der Gesamtwiderstand erheblich vermindert wird. 

1 Potter: Uber den EinfluB des Kopfes von Schaufelprofilen bei Kreisel
rii.dern auf die Kavitation. Diss. Aachen 1927. 
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Ahnliche Ablosungen entstehen, wenn z. B. ein Fliigelprofil an einer 
Wand angesetzt wird. Der Ansatz eines Tragfliigels am Rumpf oder der 
Ansatz eines Schraubenfliigels auf der Nabe sind praktische Beispiele 

Abb.162. Durch Einsetzen einerWand in die Verzweigungsstromlinie entsteht eine AblOsung 
undinfo!ge geringerer Ausweitung der Stromlinien eine Widerstandsverminderung. 

dafiir. AblOsungen lassen sich hier nur vermeiden, wenn die Verzogerung 
vor dem Staupunkt gemildert wird. Ebenso wird durch die Seitenwand 
die Ablosungstendenz auf der Saugseite stark vergro.Bert, eine Erschei
nung, die dem Aerodynamiker unter dem 
N amen "Diffusoreffekt" bekannt ist. AU
gemein spricht man auch von "gegensei
tiger Beeinflussung" von Widerstandskor
perno Abhilfe bringen im vorliegenden FaUe 
Ubergiinge nach Abb. 163. Die Erkenntnis 
dieses Vorganges ergab z. B. beim Flug
zeug eine beachtliche Widerstandsvermin
derung. Da bei vielen anderen praktischen 
Anwendungen insbesondere des Maschi- Abb. ~63. Beim A~fsetzen cInes Pr~f!les 

, auf eme Wand smd trbergange notlg. 
nenbaues, dieseTatsache heute noch nicht 
voU erkannt und gewiirdigt wird, diirfte eine Betonung dieser Erschei
nungen nicht iiberfliissig sein. 

60. Widerstand von LuftschiUkorpern. 
Bei einem Luftschiffkorper liLBt sich mit der auf S. 42 angedeuteten Quellen. 

Senken-Methode die Druckverteilung sehr genau vorausberechnen. Vorausgesetzt 
ist natiirlich, daB keine AblOsung vorhanden und der Oberflii.chenwiderstand ver
nachlii.ssigbar klein ist, was durch em schlankes hinteres Ende mit Sicherheit er
reicht werden kann. 

Fuhrmann 1 hat zum ersten Male derartige Ermittlungen durchgefiihrt. 

1 Fuhrmann, Georg: Diss. Gottingen 1912. 

Eck, Stromungs!ehre. 11 
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Abb.164 zeigt, wie Rechnung und Versuch gut inEinklangstehen. v. Karmanl 

ist auch die Erweiterung der Quellsenkenmethode auf die quergerichtete Anstr6-
mung eines Rotationsk6rpers ge]ungen. 

Abll. 104,. DruckverteiIung (berechnet und gemessen) an einem Luftschiffkorpel' 
(nach Fuhrmann). 

Bei Beurteilung des Widerstandskoeffizienten nach der Formel 
W=c'q'F 

entsteht bei Luftschiffen ein schiefes Bild. Der Schattenquerschnitt, auch Spant
querschnitt genannt, interessiert beim Luftschiff weniger. Die Fragestellung ist 
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Allb. 165. Widerstandsbeiwerte von Stromlinienkorpcrn in Abhangigkeit 

yom Schlankheitsgrad nach amerikanischen 1Iessungen. 

hier folgende. Bei einem gegebenem Volumen V, d. h. bei gegebener Tragfahigkeit, 
soIl ein m6g1ichst kleiner Widerstand vorhanden sein. Es ist deshalb zweckmaBig, 

1 v. Karman, Berechnung der Druckverteilung an Luftschiffk6rpern, Abh . 
.a. d. aerodyn. lnst. d. T. H. Aachen, Heft 7, Berlin 1927. 
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in die Widerstandsformel eine Flii.che einzusetzen, die aus V abgeleitet wird. Man 
wii.hlt meist die Seitenflii.che eines Wiirfels, der denselben Inhalt wie V hat. Diese 
ist gleich F = V',I,; so ergeben sich zwei Widerstandskoeffizienten: 

W= Cwspant ·F·q, 
fV = ewvol '/,. V','·· q. 

Fiir den konstruktiven Aufbau ist noch die VerhaltnisgroBe 
Lange l 

groBter Durchmesser = d 

(104) 
(105) 

maBgebend. In Abhangigkeit von diesem sog. Schlankheitsgrad ist in Abb.165 
fiir eine Reihe amerikanischer Luftschiffmodelle Cw spant und ew vol'I, aufgetragen. 

Das Optimum liegt bei etwa ~ /n-... 
= 4 -;- 5. Bei gegebener Spantflache -~ ~ 2 ) ~ 
ist hingegen bei ! = 2 -;- 3 das Op- 1 \.!I.. .J ~/ 
timum vorhanden. (Ahnllche Frage-
stellungen treten bei der Formgebung 2 a-T ~ 
von Fliegerbomben auf.) 

61. Widerstand von Fahrzeugen. 

4~ 
5~ 

6~ 
Volkswagen 

Scheibe in Bodennahe 
c = 1,27. 

Offener Wagen 
c = 0,9. 

Geschlossener Wagen 
c = 0,517. 

Geschlossener Wagen 
c = 0,34. 

Geschlossener Wagen 
c = 0,231. 

Stromlinienkorper 
c = 0,2. 

c = 0,43. 

Bei denstandig steigenden Ge
schwindigkeiten der Fahrzeuge 
spielt der Luftw'iderstand eine 
immer groBere Rolle. Bis zu Ge
schwindigkeiten von rd. 70 kmjh 
ist der Auteil des Luftwiderstan
des im Verhaltnis zu den anderen 
Widerstanden gering. Bei Ge
schwindigkeiten fiber 100 kmjh 
ist der EinfluB so groB, daB die '1 
Formgebung dieser Wagen durch 8 
die Forderung nach kleinstem 
Luftwiderstand entscheidend be-

BMW Motorrad c = 0,67 
(mit Fahrer 1st der Widerstand 2,7mal 

g'roLler) 

9 
einfluBt wird. Der Leistungsauf- 10 
wand wachst mit der dritten Po
tenz der Geschwindigkeit, wah-

Lastwagen 

Panzerwagen 

Abb.166. 

c = 0,75~0,87 

e = 0,65 -;- 0,83 

rend der Widerstand wieder mit dem Quadrate der Geschwindigkeit 
wachst. 

L=W·w·, W=c· L ·w2 ·F. tog (106) 

Fist die sog. "Spantflache" des Wagens, worunter man das projizierte 
UmriBprofil des Wagens in Fahrtrichtung versteht. 

Abb. 166 zeigt anschaulich, was durch zweckentsprechende Form
gebung erreicht werden kann. 

Beispiel: Ein Wagen nach 3. (Abb. 166) fahrt mit einer Geschwindigkeit von 
100 km/h. Die Schattenflii.che, hier meist mit "Spantflii.che" bezeichnet, betrage 
2 m2• Es ist c = 0,517. Die Motorleistung in PS ist zu berechnen. rig = 1/8. 

11* 
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w = 100/3,6 = 27,8 m/s; 

w=c·L ·w2 ·F= 0,517'27,82/16'2= 49,9 kg; 
2g 

N = w . W/75 = 27,8 . 49,9/75 = 18,5 PS. 

62.Schwebende Korper. 
Wenn ein Korper in Luft, Gas oder in einer Fliissigkeit frei faHt, wird 

er sich so lange beschleunigen, bis sein Gewicht genau gleich dem 
FI iissigkeitswiderstand ist. Die dann erreichte FaHgeschwindigkeit 
bleibt konstant. Blast man umgekehrt den gleichen Korper mit der 
gleichen Geschwindigkeit in senkrechter Richtung an, so wird er still
stehen, d. h. schweben. Man nennt diese Geschwindigkeit deshalb auch 
Sch we begesch windigkeit. 

Betrachten wir 7<. B. die einfachste Korperform, eine Kugel, so erhalten 
y nd3 -

wir: W = c • - w; . F; mit G = -6 . Y = W entsteht: 
2g 

Ws = 1/!:_ L. JLd. (107) Y3 yc 
Die Schwebegeschwindigkeit Ws wachst mit der Wur7<el aus dem 

Kugeldurchmesser. Die Kugel kann als mittlerer Durchschnitt fiir aHe 
Korperformen angesehen werden, sodaB diese Regel grundsatzlich fiir 
aHe schwebenden Korper gilt. 

Die praktischen Anwendungen sind uberaus zahlreich. Neben dem trivialen 
Beispiel des Fallschirms ist es insbesondere das weite Gebiet der pnenmatischen 
Forderung, wo diese Erscheinungen benutzt werden. Es zeigt sich nii.l!llich, daB 
man Korperteilchen, z. B. Kohlenstaub, Getreide, Stroh, Erde, Steine usw., durch 
Druckluftleitungen blasen kann, wenn die Luftgeschwindigkeit um ein 
bestimmtes MaB die Schwebegeschwindigkeit der transportierten 
Korper ubertrifft. Nach Gasterstii.dtl, der diese Vorgii.nge znm ersten Male 
wissenschaftlich untersuchte, ist das Verhii.ltnis der Relativgeschwindigkeit (d. h. 
der Differenz der Korpergeschwindigkeit und Luftgeschwindigkeit) zur Schwebe
geschwindigkeit eine lineare Funktion der Luftgeschwindigkeit. Der Druckabfall 
ist erheblich groBer als bei reiner Luft. Gas~erstii.dt fand weiter, daB das Verhii.lt-

Druckabfall fur Luft mit Material 
nis Druckabfall fiir reine Luft eine lineare Funktion des l\-Iischungsverhii.lt-

Fordergut 
nisses L--b. ist. Bemerkenswert ist ferner, daB die Teilchen bei der uHmenge 
pneumatischen Forderung sich in starker Rotation befinden (eine 
Art Autorotation). Fur Weizenkorner wurde z. B. eine Drehzahl von 10 000 bis 
15 000 fmin gemessen. 

AuBer der Materialforderung bietet Gl. 107 noch die Moglichkeit, KorngroBen 
des gleichen Gutes zu ordnen. GroBere Korner fallen nach Gl. 107 schneller als die 
kleinen. Schuttet man z. B. Sand in Wasser, so werden auf dem Boden die dicksten 
Steine unten zu finden sein, wii.hrend oben das feinkornige Material ist. Diese Er
scheinung bildet die Grundlage einer ii.uBerst wichtigen industriellen Anwendung, 
der sog. Aufbereitung. 

1 Gasterstii.dt: Die experimentelle Untersuchung des pneumatischen For
dervorganges. Forschungsarb. H.265 VDI-Verlag. 
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63. Zusammenstellung von Widerstandsziffem. 
--'----;-\ -0 Korperform 

ollne Boden 0,34 

~~ __ ~_m._1_T_Ba_~_en ____ I~ 

anne Boden 1,33 
mit Boden 1,17 -==-.------

I,ll 

0,91 

1,53 

0,34 

0,51 

1,10 
1,15 

Abb. 167. Widerstandsziffern fiir 
kennzahlunempfindliche Korper

formen. 

Grundsatzlich lassen sich die Korperformen 
in zwei Gruppen einteilen. Bei der ersten 
Gruppe liegt der Ablosungspunkt fest 
(Abb. 167). Dies ist immer der Fall, wenn der 
Korper an der AblOsungsstelle scharfkantig be
grenzt ist. Der Umschlag in turbulente Gren74-
schicht kann hier keinen Vorteil bringen. Die 

Korperform (82) Re c 

~iJ!le/ -$ j >., ~ ,.,. ",+ ..... ,.. 0,09';'-0,1 
. _ <Re = 1,5' 10':";- 4,05' 10' 0,47 

Ellipsoid _ -$- < Re = 5 • 10' 0,6 

1·475 > Re = 5 '10' 0,21 

fllipsoid 
-$ 

> Re = 10' 0,09 

1.7,80 
unter 10' stetiger "Obergang 

zu gro/3eren c-Werten 

8 

--
Sfre6efl 

}-~ ~ 70 
'0 

q~ 
d 

f-~ 
Schrag angeblasener 

Zylinder 

1 

0' Neigung gegen senk- 30" 
rechte Richtung 60' : 

0,2 
0,1 

Re >10' 0,06 
0,083 
0'01J!... 
0,63 
0,68 

unterkritiscber Wert etwa 0,74 
Re - 9·10' 0,82 

0,98 
1,2 

Re >5·10' 0,35 

· . 1,O·co " 
· . 0,7· " 
· . 0,2· " 

Abb.168. Widerstandsziffern fiir kennzahlempfind
li'che Korperformen 

Widerstands74iffern sind 
una bhangig von der Rey
noldsschen Zahl. 

4 

4 

7 

G 
-G-Elfipse l' 415 --,- -1'--, 

Bei der 74weiten Gruppe 
(Abb.168) wirdder Ablosungs- t 4 
punkt mit der Reynoldsschen C 4 

Zahl wandern. Bei allen stetig 
abgerundetenKorpern ist dies 

Z 4 

4 

\-E!; 
\ , 

......., -$-1'II!el i 
\ \ I 

Ellipse 1'~91 ~. -..--

..... --l---- .-
der Fall. Abb. 169 74eigt den 
Verlauf der c-Werte fur die 
Kugel undfur 74wei Ellipsoide. 

o 1 Z w'/lJ 'I 5 
-p-

Abb. 169. Kritische "Obergangsbereiche fiir verschieden 
gekriimmte Korper. 
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Man erkennt daran, daB die kritische Reynoldssche Zahl mit groBerer 
Krummung groBer wird. 1st r der Krummungsradius an der AblOsungs
stelle und 'W die Geschwindigkeit an der AblOsungsstelle, so ist der 

Umschlag bei Be = W'1' = 6 . 104 bis 15 . 104 ZU erwarten, je nach der 
v 

Turbulenz des Strahles. 

64. Die Hauptgesetze der Ablosung (Zusammenstellung). 
Einige wichtige Regeln lassen sich aus dem bisherigen folgern; 
a) An einer scharfen Kante lost sich die Stromung abo Zwischen 

~--=-=====:- --
0. 

aktiver Stromung und Totwasser
raum bildet sich eine turbulente 
Vermischungszone. 

b) Bei jedem umstromten, 
stetig gekrummten Korper bildet 

___ sich vom Staupunkt aus eine la-
....... -===----==::~~ minare Grenzschicht. 

------------c 

c) Bei einer bestimmten Rey
noldsschenZahl, fiirdiesicheben
so wie beim Rohr nur eine un-

o 

tere Grenze angeben lii.Bt, wird 
diese Grenzschicht turbulent. 
Theoretisch gilt das gleiche wie 
auf S. 129 . . Der Umschlag findet 
statt, welmdas Geschwindigkeits-- .1 profileinen Wendepunkthat. Fur 

Abb.I70. Schematische Darstellung der Grenz- gekrummte Flachen ist diese Re
schichtentwicklung und Abliisung auf der 

Saugseite eines Fliigels. gel kiirzlich von Gortlerl erwei-
U = Urnschlag; A = Abliisung. tert worden. Danach findet det 

a anliegende laminare Grenzschicht. 1 
b l~minar.e Grenzs?hicht schliigt in turbulente nm, Umschlag statt wenn U" + _~t' 

dIe anlIegen blelbt. 'R 
c laminare Grenzschicht lOst sich ab; der abgeliiste. .. 

Strahl wird bei Uturbulent und bleibt abgeliist . eln MinImum hat. 
d laminare Grenzschicht schliigt um bei U, turbu- . . 

lente Grenzschicht bleibt anliegen bis A, von da ab d) Fmdet keln U mschlag sta tt, 
Abliisung. . B b . kl . R ld Wle z. . eI elneren eyno s-

schen Zahlen, so wird sich die Stromung sofort von der Wand ablOsen, 
wenn die reibungslose Stromung einen Druckanstieg, d. h. eine Ver
zogerung bedingt. Der abgelOste laminare Strahl wird nach kurzer 
Strecke turbulent und verursacht Wirbel. 

e) 1st ein Umschlag in turbulente Grenzschicht erfolgt, so ist ein 
maBiger Druckanstieg moglich, ebenso wie beim Diffusor. Konstruktiv 
maBgebend ist, daB die turbulente Vermischungsschicht Be
ruhrung mit der Wand behalt; nur dann wird eine Ablosung 

1 Gortler: Uber den EinfluB der ''''andkriimmung auf die Entstehung cler 
Turbulenz. ZAM 1940, S. 138. 
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vermieden. Theoretisch liegen einige interessante Rechnungen von 
Gruschwitz;l und Buri2 vor, die dasSchicksal der turbulenten Grenz
schicht zu verfolgen gestatten. Die rein praktische Moglichkeit dieser 
Verfahren ist z. Zt. noch nicht derart, daB sie dem Praktiker empfohlen 
werden konnen. Fiir Laboratoriumsarbeiten leisten diese Verfahren in
des schon wertvolle Dienste. 

f) FUr das Zustandekommen einer AblOsung sind zwei Bedingungen 
notwendig und hinreichend: 

a) eine Verzogerung, 
b) Wandreibung. 

g) Schematisch sind die verschiedenen AblOsungsmoglichkeiten in 
Abb. 170 am Beispiel eines Tragfliigels dargestellt. 

V. Der TragfiiigeI. 
65. Allgemeines. 

Um die Verstandigung zu erleichtern, soll der Leser zunachst mit den 
beim Tragfliigel iiblichen und praktisch normalisierten Bezeichnungen 
vertraut gemacht werden. 

Auch hier ist es wiederum niitzlich, aIle Krafte durch dimensionslose 
Koefiizienten auszudriicken. Dazu muB eine hydraulisch entstandene 
Kraft gesucht werden, die mit den Abmessungen des Tragfliigels und mit 
seiner Bewegung in eindeutiger Beziehung steht. Um eine Kraft zu 
erhalten, muB ein Produkt: Druck X Flache gebildet werden. Ais Be
zugsflache wahlt man beim Tragfliigel die tragende Flache F = b • t, die 
dadurch entsteht, daB man den Fliigel auf eine ebene Flache legt und 
hierauf projiziert. (1m Gegensatz dazu wurde bekanntlich bei den Wider
standskorpern die Schattenflache in Stromungsrichtung als Bezugsflache 
gewahlt.) Bei einer Anblasegeschwindigkeit w, bzw. bei der gleichen 

Geschwindigkeit des Fliigels, ist der Staudruck q = ; . w2 der einzige 

Druck, der physikalisch mit w zusammenhangt. So entsteht eine Kraft 
q . F, die zwar nicht vorhanden, aber leicht vorstellbar ist. Mit dieser 
Kraft vergleicht mandie tatsachlichenKrafte, Auftrieb und Widerstand, 
und gelangt so zu den Koeffizienten Ca und cw : 

A = Ca' q' F; W = Cw ' q. F; R = Cr' q' F . (108) 

Die Luftkraft R wurde dabei schon in zwei Komponenten, Auftrieb 
und Widerstand, zerlegt, deren Definition nach friiherem klar sein diirfte. 

1 Gruschwitz, E.: Die turbulente Reibungsschicht bei Druckabfall und 
Druckanstieg. Diss. Gottingen 1931. 

2 B uri, A.: Berechnungsgrundlage fUr die' turbulente Grenzschicht bei be
schleunigter und verzogerter Grundstromung. Diss. Ziirich 1931. 
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Danebenist noch eine Zerlegung der Luftkraft in Richtung der Fliigelsehne 
und senkrecht dazu fiir verschiedene Zwecke angebracht (Abb. 171). 

N = Cn • q. F; T = Ct· q. F . (109) 

~Iomentenbeiwert. Je nach den Bewegungsmoglichkeiten des Fliigels 
haben die Luftkrafte das Bestreben, den Fliigel zu drehen. Das Dreh
moment der Luftkrafte hangt von dem Angriffspunkt der Resultierenden 
abo In Abb. 171 ist dies der Punkt D, den man auch Druckpunkt 
nennt. Beuehen wir das Moment auf denvorderenPunktO, so ergibt sich 

Me = 8 . N = 8 • Cn . q • F . 

Denkt man sich das gleiche Moment 
durch eine am hinteren Ende wir
kende Kraft Cm • q . F gebildet, so 
wird 

Mc =t·cm ·q·F=8·cn ·q·F. (IlO) 

Abb.171. MaS- und Kraftebezeichnungen DieZahl Cm nennt man den Momen-
belm Tragbiigel. tenbeiwert, der nach folgender 

Gleichung in einfacher Weise den Abstand 8 des Druckpunktes von 0 

bestimmt: s = t Cm. Da in erster Naherung A ,...., N ist, schreibt man 
Cn 

meist: 

8 = t. em 
Ca 

(Ill) 

Unabhangig vom Seitenverhaltnis und der Wahl des Profiles ist die 
Funktion Cm =j(ca) eine Gerade mit der Steigung 1:4;. Somit er
halten wir die allgemeine Beziehung cm = Cmo + ca/4; cmo ist da
bei der Momentenbeiwert fiir Ca = 0, d. h. fiir verschwindenden Auftrieb. 

1m foIgenden sind die nunmehr verstandliche1;l Bezeichnungen zu-
sammengestellt: 

P Fliigelflii.ehe Cwo Profilwiderstandskoeffizient 
t Tiefe des Fliigels gem. Abb. 171 _ W W·d t d k ff·· t 
b S ·t d Fl·· I Cw - -P 1 ers an s oe lZlen pannwel e es uge Sq. 

b
t = b~ Seitenverhaltnis Cn = .!!... Beiwert der Normalkraft q.p 

A = .!!.. = ~ Fliigelstreekung Ct = ~ Beiwert der Tangential-
t P q.p kraft 

IX Anstellwinkel gegeniiber der R Beiwert der Resultieren-
Profilsehne er = q:F den 

w Anblasegesehwindigkeit Jl£ M te b· rt 
A Auft . b· k cm = -- omen n elwe 

TIe ill g t.q.p 
W Widerstand iIi kg e 2 St dru k 
e Gleitwinkel q = 2 w au e 
8 Entfernung des Druekpunktes induzierter Widerstands-

von der Profilnase cwi koeffizient 

Ca = Ap Auftriebskoeffizient Ca = 100 . Ca; Ow = 100 • Cw q. 
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Eine leichte Rechnung ergibt noch folgende Beziehungen: 
Cn = Ca • cos tX + Cw . sin IX ; Cr = -y c~ + c~ = -y~c!:-~-: -c--,:c-; 

Ct = - Ca • sin IX + Cw • cos tX. 

66. Das Polardiagramm. 
Tragt man in ernem Schaubild A = f (W) auf, so erhalt man nach 

Abb. 172 die resultierende Luftkraft R durch Verbindung eines Kurven
punktes mit dem Nullpunkt. Dieses bereits von Otto Lilienthal ern
gefiihrte Verfahren wird meist 7;ur Darstellung der Versuchsergebnisse 
benut7;t und hat sich als sehr 7;weckmaBig erwiesen. So ist 7;. B. der 
Winkel e 7;wischen R und A gleichbedeutend mit dem Gleitwinkel. Hier
unter versteht man den Winkel, unter demern Flug7;eug bei abgestetltem 
Motor 7;U Boden gleitet. In diesem Falle besteht das in Abb. 173 dar

gestellte Kraftegleichgewicht nur aus drei 
t------f-----...r-- Kraften: Gewicht = Auftrieb + Widerstand. 

f 
A 

Abb.172. Polardiagramm nach 
Lilienthal. 

(J 

Abb. 173. Kraftegleichgewicht belm 
Gieltflug. 

Da der Fliigel sich in Richtung des Widerstandes bewegt, erkennt man 
leicht, daB der Gleitwinkel gleich dem Winkel 7;wischen Auftrieb und 
Resultierender ist. Legt man an die Polare VOID Nullpunkt aus eine 
Tangente, so erhalt man insbesondere den Punktdes kleinsten Gleit
winkels. 

Em einfacher Versuch solI 7;unachst uber Verlauf und GroBenordnung 
der Krafte unterrichten. Ein Tragflugel hangt nach Abb.174 an einem 
Stiel, der in einer Spiralfeder kardanisch gelagert ist. Wirkt auf den 
Flugel erne Kraft, 7;. B. durch Anblasen mit einem kleinen Windkanal, 
so wird der Flugel sich in Richtung dieser Kraft verstellen, und zwar 
um ein Stuck, das der Kraft proportional ist. Die gan7;e kardanische 
Federlagerung, die vollkommen reibungslos wirkt, kann um beIiebige 
Winkel verdreht werden, wodurch gleich7;eitig der Anstellwinkel des 
Fliigels verstellt wird. Bei dieser Drehung wird der Haltearm des Flugels, 
b7;W. die zur VergroBerung des Ausschlages angebrachte Verlangerung, 
immer in Richtung der Resultierenden ausschlagen. Der Endpunkt der 
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Haltestange beschreibt also eine Kurve, die mit der Polaren iden
tisch sein muB. Abb.175 zeigt eine solchePolare, die durch eine an der 

Abb. IH . Polarschreiber nach E ck zur Veranschanlichung d er Tragfliigelkriifte. 

Haltestange befestigte Feder selbsttatig aufgeschrieben wurde. Diese 
maBstablich und direkt aufgenommene Polare laBt bereits die Haupt-

/I eigenschaften eines Tragflugels erkennen, die 

w 

wir im folgenden genauer studieren werden. So 
erkmmt manein parabelartiges Stuck, bei dem 
der Auftrieb im Verhaltnis zum Widerstand be
sonders groB ist. BeimgroBtenAuftriebergibt 
sich ein plOtzlichesAbweichen von der Para bel. 
Dnter 'groBen erkennbaren Schwankungen 
wird j etzt der Widerstand schnell groBer, wah-
rend derAuftrieb nicht mehr ansteigt. Wir wer-
den spater sehen, daB dieses Verhalten durch 
das AbreiBen der Stromung bedingt ist. Der 
unter der W-Linie liegendeAst der Kurve be-
deutet Abtrieb. Der Hochstwert ist hier auf-

Abb: ~~¥~r~~i~~;~a't~~~~:. einer fallend kleiner als beim Auftrieb. 

67. Entstehung der Auftriebskraft. 
\Vie del'Versuch der Abb. 174 bereits zeigte, entsteht beim Tragfliigel fiir be

stimmte Anstellwinkel eine Auftriebskraft, die im Vel'hii.ltnis zum Widerstand groJ3 
ist; andel's ausgedriickt: Es ergibt sich eine Resultiere nde, di e auf der An
blasel'ichtung nahezu senkrecht steht. Die physikalischen Ursachen die
ser zuniichst auffallenden Eigenschaft wollen wir genauer untersuchen. 
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Zunii,chst ist vom Standpunkte des Impulssatzes eine wichtige Feststellung mog. 
lich. Ein Auftrieb ist danach notwendigerweise mit einer Ablenkung der Luft nach 
unten verbunden. Wird z. B. sekundlich die Luftmasse q mit der Geschwindigkeit 
v nach unten geschleudert, so ist nach dem Impulssatz 
dazu eine Kraft q. v notwendig. Es ist dabei gleich
giiltig,ob die abgeschleuderten Massen aus festen Kor
pern (wie beim Riickdruck eines Gewehres) oder aus a --- -I--+--f----

Luft bestehen. Die Schwierigkeit besteht beim Trag-~ 
fliigel nun darin, daB wir zunii,chst weder die abge- ~~~....----------=== 
lenkte Luftmasse noch ihre Abwartsgeschwindigkeit ~ 
kennen. Zudem haben die Luftteilchen evtl. noch ver
schiedene Abwartsgeschwindigkeiten, sodaB sich eine 
schwierige Integrationsaufgabe ergibt. So verschafft 
uns der Impulssatz in dieser Form zunachst nur einen 
qualitativen Einblick in denMechanismus der Krafte. b 

Mit Hilfe der friiher bereits eingefiihrten Zirku
lation ist schon ein genauerer Einblick moglich. Da
nach ist ein Auftrieb nur moglich, wenn um den tra
genden Korper eine Zirkulation und gleichzeitig eine 
parallele Anstromung mit der Geschwindigkeit w vor
handen ist s. (S. 71) . Man erhalt: 

A = e· w · r · b 
Vergleichen wir diese Beziehung mit der Koeffi-

zientengleichungA = Ca· t . w2 • t . b, so erhalten wir 
Ca 

r = T· w · t . 

Abb. 176 zeigt die reine Zirkulationsstromung um Abb. 176 .. Zylinderstr?mung: 
. . .. . . . a Parallelstromung, b ZlrkulatlOns-

ellen Zylinder (b), fur den glelChen Zyhnder dIe Pa- stromnng, c Paralleistromung mit 
rallelstromung(a) sowie die Kombination beider Stro- Zirkuiation. 

mungen (c), die angeblich einen Querdruck, d. h. Auftrieb, erzeugen solI. Schon die 
Symmetrieverhaltnisse des letzten Bildes lassen erkennen, daB eine auf der Pa 
rallelstromung senkrecht stehende Kraft auftreten muB. Oberhalb des Zylinders er
kennt man namlich an den 
eng liegenden Stromlinien 
eine groBere Geschwindig
keit, was nach Bernoulli 
einen kleineren Druck be
deutet; unterhalb desZylin
ders ist das Gegenteil der 
Fall. Die Auftriebskraft ist 
somit offensichtlich. Durch 
Rotation eines Zylinders in 
einer Parallelstromung kann 
diese Stromung ziemlich 
genau verwirklicht werden 

(Magnus-Effekt), indem 
durch die Rotation eine Zir
kulation in der angedeuteten 
Richtung erzwungen wird. 
In Abb. 177 ist eine solche Abb.177. Stromungsbild beim Magnuseffekt . 

Stromung dadurch entstanden, daB ein Zylinder an einem Faden als Pendel in 
einen'Vasserkanal gebracht wurde. LaBt man den aufgedrillten Faden ablaufen, so 
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weicht der Zylinder senkrecht zur Stromung aus und zeigt das bekannte Stromungs
bild des Magnus-Effektes. 

Der Tragfliigel besitzt nun eine Querschnittsform, die den zum Auftrieb not
wendigen Zirkulationswirbel von selbst entstehen laBt. Die hintere scharfe Kante 
wirkt dabei entscheidend mit. In einer Parallelstromung ist beim Tragfl~gel zu
nachst eine aUftrieblose Stromung nach Abb. 178a vorhanden, bei der eine Umstro
mung der hinteren Kante stattfindet. Die Zirkulationsstromung zeigt Abb. 178b. 
Durch Zusammensetzen beider Bewegungen entsteht bei passend gewiihlter Zirku
lation das untere Bild, wo die Stromung an der hinteren Kante glatt abflieBt. 

b 

Abb. 178. Tragtlitchenstromuug. Parallel
stromung ohne Zirknlatlon; Zlrknlatlons

stromung; Parallelstromung mit Zirkulation 
bei glattem AbfluJ3. 

Wie beim Magnus-Effekt erkennen 
wir auch beim Tragfliigel eine tTherge
schwindigkeit iiber dem Tragfliigel und 
eine verminderte Geschwindigkeit unter 
ihm;darausergebensichnachBernoulli 
Unter- undtlberdriie.ke in Richtung des 
Auftriebes. Die Geschwindigkeitsande
rungen zeigen iibrigens sofort die An
wesenheit einer Zirkulation. Wenn im 
Mittel iiber dem Fliigel eine Geschwin
digkeit w+ Ll w und unter ihm eine sol
che von w-Llwvorhandenist, so ist Llw 
offenbar die Geschwindigkeit der Zirku
lation. Vernachlassigen wir ffir diese 
tTherschlagsrechnung die Tragfliigel
dicke, so erhalten wir r = Llw . t !
(- Llw . t) = 2· Llw . t. 

Durch Vergleich mit den Wer
ten von S. 171 erhalten wir 

r= ~. w· t= 2Llw·t,· Llw= w ~ 2 4 . 
Da bei normalen Fliigeln als groBter 
Wert Ca - 1,2 erreichtwird, erhalten wir 

Llw = w· 1~2 = 0,3·w, d.h. im Mittel 

sind Gesch windigkei tsanderun
gen von 30 vH der Anstromge
sc:hwindigkeit notwendig, um den 
Hochstauftrieb zuerzeugen. Hier
bei ist natfirlich die groBtetJbergeschwin
digkeit bedeutend hOher, wie auch Abb. 
178 zeigt. 

Die Entstehung der Zirkulation kann leicht erklart werden. Die U mstromung der 
scharfen Hinterkante, die sich bei reibungsloser Stromung einstellt, bewirkt ein 
Aufrollen der Stromung mit einer Trenuflache. Es bildet sich ein Wirbel, der 
schnell wegschwimmt. Nun wissen wir von Wheren Betrachtungen her, daB die 
Gesamtzirkulation gleich Null sein muB. Dies ist aber nur moglich, wenn noch ein 
entgegengesetzt drehender Wirbel vorhanden ist. 1st der sog. Anfahrwirbel weg
geschwommen, so bleibt die mit dem Wirbel behaftete Parallelstromung bestehen. 
An der Hinterkante flieBt dann die Stromung glatt abo 

Die Bestii.tigung durch den Versuch ist sehr eindrucksvoll. Die Aufnahme der 
Abb.179 ist in der Weise entstanden, daB bei stillstehender Kamera der Fliigel vom 
Ruhezustand aus bewegt wurde. Man erkennt die Entstehung des Anfahrwirbels 
sowie eines zweiten Wirbels um den Tragfliigel. Der Weg des Tragfliigels wahrend 
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Abb.179. StromuugsbiId kurz nltCh dem Start. Der 2iirkuiationsWirbei und 
der AnfahrWirbei sind deutlich zu erkennen. 
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Abb. 180. Kurz nach dem Start wtlrde der Tragfliigei gestoppt. Der Zirkuiationswirbei hat 
sich wieder yom Tragfiiigei geiost und scbwimmt mit dem AnfahrWirbel zusammen weg. 
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del' Belichtungszeit ist deutlich zu erkennen. Halt man nach kurzem Start den Trag
flugel plotzlich still, so lost sich auch del' Zirkulationswirbel vom Tragflugel und 
schwimmt mit dem Anfahrwirbel weg (Abb. ISO). Schematisch ist del' Vorgang in 
Abb. lSI dargestellt. 

Interessant ist auch die Verfolgung diesel' Vol'gange in del' reibungslosen 
Stl'omung nach S.56. Wir erhalten hiel' auch die beidenWirbel Abb.lS2; diesel' 

__ ----r-_ 

\" . . 
- ,; 

Zustand bleibt abel' hier erhalten, und das 
Stromungsbild urn den Tragflugel (Kamera 
bewegt sich mit Tragflugel) zeigt tatsach
lich ein Umstromen del' Hinterkante 
(Abb. IS3), wie es nach Abb. 17Sa auch 
zu erwarten ist. Diese reibungslose 
Stromung ergibt wohl ein Drehmo
ment, jedoch keine Auftrieb!\kraft. 

Aus del' Gl. A = e· r· w· b folgt, daB Abb.181. Schematische Darsteliung der 
beiden Anfahrwinkel. 

wir den Tragflugel auch als einen tragen
den Wirbelfaden bezeichnen komlen, eine Vorstellung, die in vielfacher Hin
sicht sehr fruchtbar ist. Da nach S.31 die von einem Wirbelfaden bedingten 
Geschwindigkeiten umgekehrt prop. del' Entfernung vom Wirbelzentrum ab
nehmen, erhalten wir eine sehr wichtige Aussage fur die Storung del' Parallelstro
mung, die durch die Anwesenheit eines Tragfliigels bedingt ist. Wir stellen fest: 

Abb. 182. Absolutstromlinienbild bei der reibungslosen Tragfliichenstriimung. 

Die durch den Tragfliigel entstehenden Storungen der Parallel
stromung klingen mit I jr abo In weiter Entfernung sieht dieStI'omung genau 
so aus, als wenn del' Tragfliigel durch einen Einzelwirbel ersetzt ware. Fiir spateI' 
kommende Anwendungen merken wir uns noch eine andere Audrucksweise der
selben Tatsache: Die Fernwirkung eines Tragflugels ist verhaltnis
maBig stark, da sie umgekehrt prop. der ersten Potenz del' Entfer
nung abnimmt. 
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Abb.183. R eibungsfreie Umstromung eines Tragfliigels . 

68. Der lmendlich lange Fliigel. 
Der ullendlich lange Fliigel ist theoretisoh in einer reibungsfreien 

Stromung erfaBbar. Dieser Fall bildet eine wichtige Vergleichsbasis und 
besitzt wegen der Anwendungen bei Kreiselmaschinen auch praktische 
Bedeutung. Es ergibt sich: 

a) Ebene Platte: Caoo = 2 n . sin iX ,......, 2 niX ; 
b) Kreisbogenplatte nach Abb. 184: 

( {J' ) ( {J' ) (2 f)' ( t \ ca", = 2 n sin iX + ""2 ,......, 2 n iX + 2 = 2 n iX + t = 2 n iX + 4 R) 
(R Kriimmungsradius des Kreisbogens 
nach Abb. 184); 

c) gebogene Platte mit den Winkeln 1p 

und ({! nach Abb. 185. 
ch = 2 n sin (iX + % . ({! + % . 1jJ) 

,......, 2 n (iX+%({!+% 1p) 

Abb. 184 . Bezeichnungen beim Kreisbogenprofil. Abb . 185. 

(Hier wurde sin iX ,......, iX gesetzt, da nur kleinere Winkel praktische Bedeu
tung haben.) 

Durch die Reibung wird physikalisch die Zirkulation verklei
nert. Man tragt demRechnung durch einenProfilwirkungsgrad 'YJp nach 
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folgender Gleichung: c""" = 2 n 'fJp (a + 4t R) (Kreisbogenplatte). In den 

Gleichungen wird also 2 n durch 2 n' 'fJp erset7it. 

'fJp andert sich mit der Profildicke. Bei der Kreisbogenplatte ist 'fJp 

= 0,93 und andert sich dann ungefahr linear mit der Profildicke, um 
bei 20 vH Dicke den Wert 0,85 7iU erreichen. Fiihren wir noch fiir P' /2 
bzw. t/4R den Wert a o ein, so erhalten wir 

Konfvr Ca = 2 n . 'fJp • (a + ao); (1l2) 
-ao ist dabei der Anstellwinkel, bei 
dem der Auftrieb gleich Null wird. 

I-----t Beieinem beliebigen Profil (Abb. 
Abb.186. Geometrische Erfassungeines Profils. 186) kommt man durch folgende 

Betrachtung 7iU einer naherungs
weisen Ermittlung der Profileigenschaften. Zunachst bestimmt man das 
Skelett des Profiles, indem man tangierende Kreise ein7ieichnet und die 
Mittelpunkte verbindet. Die Endwinkel des Skelettes 1Jl und q; haben 
dann die gleiche Bedeutung wie beim Kreisbogenprofil. In beiden Fallen 
ergeben sich praktisch die gleichen Kurven Ca = f (a). Die cw-Werte 
werden allerdings merklich durch die Dicke und den KurvenverIauf be
einfluBt. (t muB bei der Nachrechnung um den Krtimmungsradius r der 
Nase vergroBert werden.) 

69. Drnckpunkt. 
Bei den meisten Profilen wandert der Druckpunkt D nach vorne, 

wenn der Anstellwinkel 7iunimmt, und umgekehrt. Andert D seine Lage 
nicht, so spricht man von einem druckpunktfesten Profil. In diesem 

FaIle ist cmo = O. 

GeradePlatten und symmetri
sche Profile: Cm = ca/4, 
Kreisbogenprofile: Cmo = n . P' /4, 

, Jl 

Gewolbte Profile: Cmo = 32 [1Jl+ 7 q;]. 

==~.1!:.. Abb. 187 zeigt die Druckpunkte so-

Abb. 187. Lage und Gri!l3e der LuftkrAfte bei wie GroBe und Richtung der Luft-
verschiedenen Anstellwinkeln. kraftresultierenden bei verschie-

denen Anstellwinkeln fiir das Gottinger Profil 382. Man erkennt, wie 
mit steigendem Anstellwinkel die Luftkraft nach vorne rtickt, eine 
Eigenschaft, die die Profile insta bi! macht. Bei negativen Anstell
winkeln wandert der Druckpunkt schnell ins Unendliche, wahrend 
gleichzeitig die Normalkraft auf Null fallt. So ergibt sich ftir den 
Auftrieb Null ein kop£lastiges Moment, auf das spater noch verwie
sen werden solI. 
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70. Der endlich lange Tragfiugel1• 

Bei endlicher Spannweite mussen an den Tragflugelenden Storungen 
auftreten. Der Unterdruck auf der Oberseite und der "Oberdruck auf der 
Unterseite mussen sich irgendwie ausgleichen. Dieser Ausgleich bedingt 
eine Umstromung der TragfHichenenden. Zusammen mit der Parallel
stromung ergibt sich eine spiralig nach hinten gehende Bewegung, die 
wir notwendigerweise als Wirbelbewegung bezeichnen mus
sen. Schematisch ist dieser Vorgang in Abb. 188 dargestellt. Die an den 
Tragfliigelenden abgehenden Wirbel bezeichnet man als Randwirbel. 

Durch die Umstromung wird der Auftrieb offenbar vermindert, und 
zwar um so mehr, je tiefer der FIugel im Verhaltnis zur Spannweite ist. 
Aber auch der Widerstand des ('<--""'I!:""----"' 
Flugels muB groBer werden; 
denn die in den abgehenden Wir
beln enthaltene kinetische Ener
gie, die verlorengeht, muB irgend
wie durch Widerstandsarbeit be
zahlt werden. 

Um einen ungefahren Ein
blick in diese Vorgange zu erhal
ten,denken wir uns den ganzen 
Tragflugel durch einen Wirbel

Abb. 188: Schematische Darstellung der 
Randwirbel. 

faden ersetzt. Nun kann nach S. 37 ein Wirbelfaden niemals in einer 
Fliissigkeit enden. Es ist nicht anders moglich, als daB er an den Enden 
des Tragfliigels nach hinten weiterlauft, um schlieBlich irgendwo auf 
dem Erdboden aufzusetzen. Die seitlichen Fortsetzungen dieses Wir
bels sind offenbar identisch mit den durch das Umstromen der Trag
fliigelenden bewirkten Wirbeln. 

Durch die nach hinten abgehenden Wirbel (das.,ganze Wirbelsystem 
wird mit Hufeisenwirbel bezeichnet) entsteht nun eine Storung des 
Geschwindigkeitsfeldes, die naherungsweise ermittelt werden solI. 

Ein Einzelwirbel erzeugt an der Stelle r 1 eine Umfangsgeschwindig
keit, d .. h. hier eine Abwartsgeschwindigkeit, von der GroBe 

Das zweite Wirbelende bewirkt ebenfalls eine Abwiirtsgeschwindig

keit (Abb. 189): V 2r = 2 r . 
r2 3t 

1 Die Berechnung des endlich langen Fliigels, die zur Ermittlung des induzier· 
ten Widerstandes fiihrt, wurde 1914/15 gleichzeitig und unabhangig von Prandtl 
in Deutschland und von Lanchester in England erstmalig durchgefiihrt. 

Eck, Stromungs!ehre. I2 
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Die tatsachliche Storung an dieser Stelle ist durch die Summe beider 
Geschwindigkeiten gegeben: 

v = rr_~+~]. 
2n lrl r2 

Die ausgezogene Kurve Abb. 189 stellt diese Summe dar. Damit ken
neu wir die durch die beiden abgehenden Wirbel bedingten "induzierten" 

Geschwindigkeiten am FIiigel, allerdings unter 
der Voraussetzung, daB die Wirbel beiderseitig 
ins UnendIiche gehen. Da sie einseitig aufhoren, 
ist, wie leicht ersichtIich, nur die HaI£te einzu
setzen, sodaB in der Mitte des Fliigels eine Ab
wartsgeschwindigkeit von folgender GroBe vor
handen ist: 

v Ir I r r A 
"2 ="2 b- +"2 -b-- = n·b = neb2·w· 

22 · n 2 2 ·n 

Setzen wir diese mit der Geschwindigkeit der 
Parallelstromung w zusammen, so ergibt sich 
eine resultierende Anstromgeschwindigkeit, die 
gegenuber der ursprungIichen Richtung urn einen 
Winkel LI IX geneigt ist : 

LI IX = v/2. 
w 

Damit erfahrt aber auch der Auftrieb bei 
Abb. 189. GeschWindigkeitsfeld d· h ·b fr . 

der ltandwirbel. er 1mmer noc vorausgesetzten reI ungs elen 
FliissigkeiteineNeigung, da er j a immer senk

recht auf der jeweiligen tatsachlichen Anstromrichtung 
stehen muB. Der Auftrieb erhalt somit eine Komponente in Bewe
gllngsrichtung, die gemaB Abb. 190 als Widerstand zu buchen ist: 

W.=A v/2 = we· r · b '; ~ =e r2 . 
• w w n·b n' 

setzen wir nOQh r- A 
- w·e· b ' 

A 

-------------
w .. 

Abb. 190. Entstehung des induzierten Widerstandes. 
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so erhalten wir 

Der so gefundene induzierte Widerstand wachst also mit dem Qua
drat des Auftriebes, sodaB A = f (Wi) eine Parabel darstellen muBte. 
In der Tat sind die durch den Versuch ermittelten Kurven, wie schon 
der Versuch Abb. 175 erkennen lieB, von ahnlicher Gestalt. Der berech
nete Widerstand ist offenbar noch zu klein, da wir ja nur die kleinere Ab
wartsgeschwindigkeit in Flugelmitte berucksichtigt haben. 

Nach Abb. 189 wiirde v an den Flu-
gelendentheoretisch unendlichgroB. (Nach 
den Ausfuhrungen von S. 34; wissen wir, 
daB sich in Wirbelmitte ein Kern ausbil
det.) Umgangen wird diese Schwierigkeit 
mathematisch dadurch, daB man stetig 
uber der Flugelbreite verteilte Wirbel 
nach hinten austreten laBt, wie es in 
Abb.191 angedeutet ist. Wie Prandtl1 

zuerst ge:iieigt hat, laBt sich sogar eine 
konstante Abwartsgeschwindigkeit errei-
chen, wenn die Zirkulation elliptisch ver-
teilt 'ist. Diese Abwartsgeschwindigkeit Abb. 191-

2 r' Elliptische Auftriebsverteilung mit 
hat den Wert n b' ist also doppelt so stetig abgehenden Wirbeln. 

groB wie die vorhin berechnete. Damit wird auch der induzierte Wider
stand entsprechend anders: 

A2 
Wi = 2 nw2 • (!b2 • (113) 

Es laBt sich nun nachweisen, daB bei der elliptischen Zirkulations
verteilung, die mit einer elliptischen Auftriebsverteilung identisch ist, 
der induzierte Widerstand am kleinsten wird. Deshalb wird man diesen 
Fall immer dann anstreben, wenn, wie :ii. B. bei Segelflugzeugen, der in
dutierte Widerstand eine entscheidende Rolle spielt. Durch elliptische 
GrundriBform des Flugels oder durch Ve,rwindung laBt sich dieser Fall 
verhaltnismaBig leicht konstruktiv verwirklichen. 

Zu einem dimensionslosen Koeffizienten kommen wir leicht durch 
folgende Rechnung: 

2 c~ . F2 . 1 w' . (!2 , 0 

=c ,·-"-w2 ·F· 
]I; • w2 • (! • b2 W! 2 ' 

(114) 

c! F 
cWi= n'7)2' hieraus: (115) 

1 Prandtl, L.: Tragfliigeltheorie. 1. u. 2. Mitt. Nachr. v. d. kgl. Ges. d. Wiss. 
1918, S. 451; 1919, S. 107. 

12* 
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Die Funktion Cwi = f (ca) ist somit auch eine Parabel. Bei recht
eckigem Fliigel ergibt sich F = b . t, d_ h. 

c'2 
a 

cwi=~'b' (115a) 

Der induzierte Widerstand ist somit direkt prop. tjb, dem sog. Seiten
verhaltnis. Den reziproken Wert bit = L1 nemlt man die Fliigelstrek
kung. Aus der Formel ist ersichtlich, daB derinduzierte Widerstand 

20 

o }(f 
-to -89 

Abb. 192. Polare eines Tragfliigels nach G6ttingcr 
Messungen. 

sehr stark durch das Seiten
verhaltnis beeinfluBt werden 
kann. 

Wenn wir bei den weiteren 
Darstellungen statt der Krafte 
immer die betre£fenden Koef
fizienten wahlen, so tritt da
mit keine Anderung der Kur
ven ein, da ja jede GroBe 
durch q . F, d. h. durch einen 
konstanten Wert, dividiert 
wird. Abb. 192 zeigt eine Ver
suchspolare fiir das Seitenver,
haltnis 1: 5. Zum Vergleich 
ist daneben die theoretische 

c2 1 
Parabel cwi = ~ -5 eingetra n 
gen. Die wirkliche Kurve un
terscheidet sich von dieser 
praktisch nur durch eine Pa
rallel vers chie bung. Der 
ungefiihr konstante Wider

stand, der noch hinzukommt, ist del' Oberflachenwiderstand. 
Bezeichnen wir diesen, auch Profilwiderstand 1 genamlt, mit cwo, so ist 
der Gesamtwiderstand 

c~ ·F 
Cw = Cwo + nb2 • (116) 

Vergleichen wir zwei geometrisch ahnliche Profile, die verschiedene 
Seitenverhaltnisse haben, so laBt sich del' Widerstand des einen Fliigels 
be1'echnen, wenn e1' fli.r den anderen bekamlt ist, gemiiB folgender 
Rechnung: 

1 Ein Vergleieh mit dem reinenFlaehenwiderstand nach S. IHi ist leieht dureh
fuhrbar. Die Koeffizienten Ct, die sich auf die Oberflachc beziehen, mussen verdop
pelt werden, da die Tragflachenbeiwerte sich auf die Tragflache, d_ h. auf die halbe 
Oberflaehe, beziehen. cf ist del' GroBenordnung nach 0,005, sodaB fur Cwo del' 
Wert 2· 0,005 ~0,0l zu erwal'ten ware, was mit den Angaben nachAbb.192 uberein
stimmt, wenn man sich auf Punkte mit kleinerem Auftrieb beschrankt. 
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Da der induz.ierte Widerstand durch eine Anderung des Anstellwin
kels entsteht, muS dieser ebenfalls korrigiert werden ° Die Korrektur 
betragt: 

A v/2 Wi Cwi Ca· F 
LJlX - - - - - - - --

- Vii - A - Ca - :n:b2 (lIS) 

Hiermit erhalten wir als tatsachlichen Anstellwinkel: 

WO lX", der Anstellwinkel des unendlich langen Fliigels ist. Beim tJber
gang 2iU einem anderen Seitenverhaltnis ergibt sich folgende Winkel
anderung: 

A , Ca I F2 F1 ] 
LJlX = lX2 -lX l = - -b2 --b' . 

n L 2 1 
(119) 

Fiir unendliches Seitenverhaltnis ergab sich fiir Ca = f (lX) eine Ge
rade, gemaS der Gl. (112) Ca = 2 n 'Yjp (lX + lXo). Die Umrechnung auf 
endliches Seitenverhaltnis ergibt nach einer einfachen Rechnung . 

2 :n: 'f/p (/X + /Xo) 
ca = t . 

1+2.'f/p oT 
(120) 

Hieraus erhalt man die Neigung ~ ~ ~er Ca: lX-Linie, die fiir Stabili

tatsrechnungen von Bedeutung ist, 2iU 

iJ Ca 2:n:'f/p 
atX = t 

1+2°'f/p·T 
(121) 

Gehen wir bei gleichem Anstellwinkel2iu einem anderen Seitenverhaltnis 
iiber, so ergeben sich folgende Anderungen der Auftriebsbeiwerte: 

Ca:!-ca1 =2n·'Yjp· (lX+ lXO).[ 1 t - i t l. 
1+2o'f/p._2 1+2.'f/po~ 

b2 bl . 

(122) 

Die Widerstandsbeiwerte andern sich dabei um 
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Kombiniert man noch Gl. (120) mit Gl. (1i5), so entsteht die Gleichung 

c~ 
cw; = Ca (IX + IXo) - -2-.-- . 

• :rr 11p 
(124) 

Aus dieser Beziehung ersieht man, wie sich Cwi und Ca andern, wenn der 
Anstellwinkel konstant bleibt. Das Seitenverhaltnis wird dabei gean
dert. DieserZusammenhang, auf den Verfasser 1 klirdich hingewiesen hat, 

Cw/-
Abb. 193. Darstellung der zwei Parabelscharen im Polardiagramm. a) konstantes 

Seitenverhaltnis (ausgezogen). b) konstanter Anstellwinkel (gestrichelt). 

ergibt Parabeln; damit erhalt man im Polardiagramm zwei Scharen 
von Parabeln, die durch t/b-konst. und IX = konst. gekennzeichnet 
sind (Abb. 193). 

71. Bestatigung der Tragfliigeltheorie durch den Versuch. 
Die vorhin zusammengestellten Formeln werden durch die Versuchs

ergebnisse voll bestatigt. Abb. 194 zeigt Ca = f (IX) fur mehrere Trag
£lugel, die gleiches Profil, abel' verschiedene Seitenverhaltnisse haben. 
Die Umrechnung aIler Fliigel auf dasSeitenverhaltnis 1 :5, die inAbb.195 
durchgefiihrt ist, laBt erkennen, daB aIle Punkte in eine Gerade fallen. 

1 Eck: Beitrag zur Tragfliigeltheorie. Ingenieurarchiv 1936, S.203. 
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Mit d,en Polaren ist in Abb. 196 u. 197 die gleiche Umrechnung durch
gefiihrt worden. Auch hier ergibt sich mustergiiltig eine einzige Polare 
(Abb.196). Das Zusammenfallen aller Versuchspunkte in eine 
Kurve ist eine der schonsten Bestatigungen del' Tragfliigel
theorie. Aus Abb. 194 erkennt man, daB beiden Versuchen fast gleiche 
Anstellwinkel eingestellt wurden. Damit besitzen wir die Moglichkeit, 

13(1 L.o.--

ft ~ V ~ t/ ~ 1(10 / 

I} ~ V V 
V 

so / 

t #.~ :I V 
V 

V 
// Ca50 

~ 
V V V D 1:1 

Ji: V / + 1:3 
b 1:3 

)~, v" V 
,/ • 1:'1 

(,/ V 
o 1:5 

+ .. 1:6 

!J 1/V t) 1: 7 f-- -

~ 
1(1' 

~ 
r 0 1(1 3(1 

/' tZ--

? 
80 

1 
Abb. 194. ca = !(IX) fiir verschledene Seltenverhaltnisse bel gleichem Prof!). 

(Gottlnger Messungen nach Wleselsberger.) 

auch die Beziehung gemaB G1. (124) nachzupriifen. In Abb. 197 sind die 
Parabeln tlb = konst. eingetragen. Auch hier fallen die Versuchspunkte 
leidlich in Parabeln; kleinere Abweichungen sind bei dieser Ein
tragung zu erwarten, da der Profilwiderstand nicht genau konstant ist. 

Beispiele: 1. Wie groB ist der Gesamtwiderstand eines Fliigels von den 
AusmaBen t· b = 2·13 = 26 m2, der bei einer Geschwindigkeit von 216 km/h 
einen Gesamtauftrieb von 2930 kg erzeugen soIl ? 

w = 216/3,6 = 60 m/s; Staudruck q = ~ w2 = 3600 - 225 kg/m2 . . 2 -1"6- , 
A 

Ca =-= 
q·F 

2930 _ = 05. 
225·26 ' 
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Aus Abb.205 findet man bei Ca'= 0,5 den Wert Cwo = 0,015. 
c· t 0,52 .2 • 

C.wi = ~ • -b = --- = 0,01 223; Cw = Cwo + Cwi = 0,015+ 0,01 223 = 0,02 723; 
n n·13 

W= cw·F·q= 0,0273·26·225= 159,4 kg. 
Beispiel 2. Ein FIiigel von 30 mB Gesamtflache und einem Seitenverhitltnis 

1 : 5 fliegt bei Ca = 0,3 mit einer Geschwindigkeit von 320 kmfh. Profil Nr. 447. 
Um wieviel kg wiirde sich der Widerstand verringem, wenn das Seitenverhitltnis 
bei gleicher GesamtfliLche auf 1 : 6 verbessert wiirde? 
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Abb.195. Umrechnung der Versuchswerte naoh Abb. 194 auf das Seitenverhiiltnis 1 : 5 

nach Wieselsberger. 

Eine Widerstandsverringerung tritt nur beirn induzierten Widerstand ein: 

A . _ C~ [t2 t1 ] 0,32 [1/ 1/] _ 0 000 956' _ 320 - 89 / LJCwt - - --- =- 5- 6 - , , w-- - ms. 
n b2 b1 n 3,6 

l! 0000956'892.30 
Widerstandsverringerung AW= ACwi' 2 w2 F=' 16 = 14,2 kg. 

E rt . An . b . A ' w 14,2 . 89 
rspa e trIe slelStung N = LJ If . 75 = ~ = 16,85 PS. 

72. EinfiuB der UmriBform des Fliigels. 
Die vorhin angegebenen RegeIn haben streng genommen nur Giiltigkeit, wenn 

bei gegebenem Gesamtauftrieb der induzierte Widerstand am kleinsten ist. Dies 
ist dann der Fall, wenn der Auftrieb elliptisch iiber die Fliigelbreite verteilt ist. 
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Erreicht wird dies z. B. dadurch, daB man dem Fliigel eine elliptische Grundrill
form gibt, wenn gleicbzeitig die Fliigelschnitte geometrisch ahnlich sind und ihre 
Sehnen alle in einer Ebene liegen. Bei anderen Grundrillformen kann die ellip
tische Auftrlebsverteilung auch durch verschiedene Anstellwinkel der einzelnen 
Flugelquerschnitte verwirklicht werden (Verwindung), doch wird in diesem Falle 
nurbei einem Anstellwinkel des Gesamtflugels die Bedingung erfullt. 

Aus Herstellungsgriinden interessiert am meisten die rechteckige, dreieckige 
und trapezformige GrundriBform. Das Dreieck und das Rechteck sind am ungiin-
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Abb. 196. Umrechnung der Polaren mit verschiedenen SeitenverhlHtnissen 
auf das Seitenverhiltnis 1 : 5 nach Wieselsberger. 

stigsten. FUr die meist verwendete Trapezform liegen genauere Untersuchungen 
vorl. 

Die kleinsten Werte ffir den induzierten Widerstand werden erreicht ffir 
talti = 0,3 bis 0,4 (ta = Tiefe des Flugels am auBeren Ende; t. = Tiefe des Fliigels 
am Rumpf). Beriicksichtigt man die durch die Grundrillform bedingte VergroBe
rung des induzierten Widerstandes durch Culi = ({i • Culi ellipt (Owi ellipt Wider
standsbeiwert bei elliptischer Auftriebsverteilung), so liegt ({i bei den giinstigsten 
Trapezformen zwischen 1,01 und 1,035 (die erste Zahl bezieht sich auf das Seiten
verhii.ltnis 1 : 5, die letztere auf das Seitenverhii.ltnis 1 : 20). Die Verschlechte
rung betragt somit nur 1 73,5 vH. 

Da die Flugal meist mit rechteckiger Grundrillform im Windkanal untersucht 
werden, somit keine elliptische Auftriebsverteilung vorhanden ist, so ergeben sich 

I Hueber: Z. Flugtechn. Motorluftsch. 1933 S.271. 
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bei Verwendung der Formeln nach S. 181 kleine Fehler. Bei der am meisten in
teressierenden Umrechnung des Seitenverhii.ltnisses I : 5 auf I : 00 lauten nach 
Weinigl die genauen Formeln: 

t 
Cwoo = Cw (1: 5) -1,04 C~. --b ; IXoo = IX(1 : 5) - 0,855 Ca • 

;n. ;n. b 

IX';" =IXo(1:5)-Ca'3,1 (fiir: =1:5). 
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verhaItnissen. Parabeln", = konst. 

73. Polare des ganzen Flugzeuges. 
Die Polare des Tragfliigels ist nicht identisch mit der Polaren des gan-

21en Flugzeuges. Zu dem Widerstand des Fliigels treten noch die Einzel
widerstande" der iibrigen Teile (z. B. Rumpf, Motor, Leitwerk usw.). Je 
nach ihrer Lage zur Flugrichtung ergeben diese Teile durchweg folgende 
Widerstandsbeiwerte: 

Streben und Drii.hte .. 
Profildrii.hte . . . . 
Sporn mit Gleitschuh 
StirnkUhler 
Sternmotor 
Rumpf 

-----
1 Weinig: Z. VDI 1936 S.299. 

0,1 bis 0,2 
0,3 ,,0,4 
0,3 " 0,35 
0,5 " 0,68 
0,15 " 0,7 
0,12 " 0,2. 
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Da bei der Polaren aIle Widerstandsbeiwerte auf die tragende Flugel
Wiehe F bezogen werden, sind die ursprungliehen Widerstandsbeiwerte c 
naeh der Formel Cw = c· I/F umzureehnen. Hinzu kommt noch eine 
evtl. gegenseitige Beeinflussung der einzelnen Teile, die z. B. bei Rumpf 
und Flugel sehr groB sein 
karol. 

Bei einem modernen 
Schnellverkehrsflugzeug 

erge ben sich etwa folgende 
Anteile des Widerstandes 
fur die verschiedenen Teile: 
Tragflugel. . . .. 55 vR. 
Rumpf und Motor. 18 
Leitwerk . . . .. 15 
KUhleI' . . . . .. 7 
Al'maturen, Antenne usw. 5 " 

Eine weitere A.nderung er
gibt sich beim Flugzeug 
durch die Wirkung der 
Luftschraube. Die im Luft· 
strahl liegenden Teile des 
Tragflugels stehen unter 
hoherer Geschwindigkeit 
und ergeben deshalb einen 
groBeren Auftl'ieb und gro
Beren vViderstand. Diese 
Einflusse sind z. T. reeht 

~""",'.i',,~ Fall B 

~ " . .f.:driickter (J/eitflll!f 

W 42 43 
Mders/clfldsbeiwert CW 

,-'~!!'J!_ Sillrzflll!f 
+ [,eel'l{l{/f 

1/o/IgCT.S 

Abb. 198. Vollgas- und Leerlauf-Polare eines Flugzeugs mit 
eingezeichneten Flugzeuglagen und Beanspruchungsfiillen 

nach Junkers A.G. 

betrachtlich (a,uch fUr die Stabilitat sind diese Einflusse von sehr gl'oBel' 
Bedeutung). Dies zeigt sehr deutliehAbb. 198, die die Polare bei VoIlgas 
und bei Leerlauf zeigt. Ca max steigt bei Vollgas danaeh nieht unwesent
lich, eine Eigenschaft, die dem Start sehr zugute kommt. Im Diagramm 
sind aIle die Punkte anschaulich hervorgehoben, die in verschiedenen 
Fluglagen Verwendung finden. 

74. Mittel zur Auftriebserhohlmg eines Tragfliigels. 
Urn bei den heutigen hohen Fluggeschwindigkeiten gefahrlose Lande

geschwindigkeiten zu erreichen (d. h. < 100 km/h), ist beim Start und 
bei der Landung eine wesentliehe Auftriebserhohung notig. Um z. B. 
mit einem Flugzeug von 400 kmjh Geschwindigkeit eine Landegeschwin
digkeit von 100 km/h zu erreichen, sind Ca.-Werte von etwa 3,5 notig. Da 
die normalen Profile jedoch nur Werte von 1,3 bis 1,4 ergeben, sind beson
dere Hilfsmittel zur Auftriebserhohung notwendig. Bewahrt haben sich 
Schlitzflugel, Landeklappen und naeh hinten heraussehiebbare 
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Hillsflugel. Abb. 199 zeigt eineZusammenstellung del' heuteverwendeten 
Hilfsmittel mit den zugehorigen Zahlenangaben. Die physikalische 
Wirkung diesel' Hilfsmittel wird auf S. (200) naher besprochen werden. 

Bezeichnung Anordnung 

Grundprofil . . . . . ~ ~ 
Einfache Landekla ppe ~\ 
Spreizklappe ~ 

Lachmann-Handley-Page r~ 
Schlitzfliigel . . . . . 

Spaltklappe nach Handley-Page ~, 

_S_ch_l_it_z_fl_ii_g_el_m_i_t_S_p_a_lt_k_l_ap_p_e_~ ~, 

J unkers-Doppelfliigel 

Fowler-Fliigel 

~ 
'\ 
~ 

__ 1~_I ___ J~ __ 
12 I 45 1,95 
----I---~ 

14 f 60 2,2 

-1-·---
28 I 1,65 

_ 12 11- 45 - 2,0 -

~~_2,3 

13 40 2,5 

29 40 3,35 

'-
IX 0 Anstellwinkel des Ausgangsprofils, flO Ausschlag der Klappe. 

Abb. 199. Verschiedene Mittel zur Auftriebserhohung. (Zusammenstellung nach Proli,Dubbe!, Bd. 11.) 

75. Druckverteilung am Tragfliige1. 
Die Saugwirkung ist beim Tragflugel bedeutend groBer als die Druck-

wirkung. Wahrend letztere maximal den Staudruck q = ~ w 2 erreichen 

kaml, ist del' Unterdruck kurz VOl' dem Anstellwinkel des AbreiBens bei-

5 6' 

~ 
12 13 Jf/. 15 

Abb.200. Druckverteilung fiir zwei verschiedene Anstcliwinkc! nach G6ttingcr Messungell. 

nahe gleich dem dreifachen Staudruck. Dies bedeutet, daB an del' Stelle 
des groBten Unterdruckes die Luftgeschwindigkeit doppelt so groB 
ist wie die Fluggeschwilldigkeit (wichtig fur saubere und glatte 
Gestaltullg dieses Tragflachenteiles). Abb. 200 zeigt die Druckverteihmg 
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fUr Profil 389 bei 11,60 und --60 Anstellwinkel (im letzteren Falle ist 
der Auftrieb gleich Null; Sturzflug). Aus der Druckverteihmg erkennt 
man fur diesen Fall ein groBes 
Kraftepaar (in Abb. 200 angedeu
tet), das den Flugel sehr stark 
auf Torsion beansprucht. Die 
Druckverteilung ist in ublicher 
Weise uber der Flugelsehne auf
getragen. Fjir 11,60 ist in Abb. 

201 die gleiche Druckverteilung Abb.201. Drnckverteilung um einen Fliigel. 
normal zur Oberflache dargestellt. (Drucke sind normal zur ObeuJache anfgetragen.) 

76. Versuchswerte. 
Eine kurze Ubersicht solI zeigen, wie die Tragflugeleigenschaften 

von der Profilform abhangen. In die Mannigfaltigkeit der Formen laBt 
sich durchEinfuhrung markanter geometrischerEigenschaften eine gewisse 
Ordnung bringen. Zeichnen wir zu
nachst nach S. 176), Abb. 186 in ein 
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Abb.203. Profile gleicher Dicke mit 

verschiedener Wolbung. (1 : (0). 
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Profil tangierende Kreise, 80 erhalt man eine sog. Skelettlinie, die die 
Kriimmung des Profils veranschaulicht. Durch die Endwinkel cp und 1jJ 

ist diese Kurve in erster Lillie festgelegt. Das Verhaltnis djt ist ein MaB 
fiir die Profildicke, die meist in vH der Fliigeltie£e angegeben wird. 
Kriimmung und Profildicke . sind die hervorstechendsten geometrischen 
Profileigenschaften, und in der Tat laBt sich angeben, wie durch Varia
tion dieser GroBen die Profileigenschaften wesentlich geandert werden. 
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Abb.204. Druckfeste Profile verschledener Dicke. (1 : 00). (Hlnten aufgeschwungen.) 

Dazu betrachten wir einmal Profile, bei denen bei gleicher Kriimmung 
die Dicke verandert ist, dann solche, die bei gleicher Dicke ver
schiedene Wolbung haben (Abb. 202 u. 203). Des weiteren wollen wir 
Profile betrachten, die nach Abb. 204 u. 205 hinten leicht aufgeschwun
gen sindl. Diese MaBnahme ist von besonderer Bedeutung, wei! da
durch druckpunkt£este Profile entstehen. 

Zu der gewahlten Darstellung sei noch folgendes bemerkt. Es sind 

1 Die Abb. 202,203,204 stammen aus: Lippisch: Fliigelprofile, ihre Eigen
schaften und ihre AuswaW. Flugsport 1930. 
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durchweg die Versuchswerte fUr unendliches Seitenverhaltnis aufgetra
gen. Diese Darstellung enthalt nicht den induzierten Widerstand, del' 
nach S. 179 jederzeit leicht berechnet werden kann. In den Kurven ist 
also nul' del' Profilwiderstand enthalten, sodaB die wahren Profil
eigenschaften in Reinkultur hervortreten. Diese neuerdings 
bevorzugte Darsteilungsweise, die m. W. zuerst von Junkers ange
wandt wurde, gestattet ein unmittelbares Ablesen ailer bei praktischen 

0 5 10 15 co' 
at.o-

! I I I I I 
0 1,0 6,0 $,0 '1.0 0,0 

10tJ"fw-
! I I ! ! 

0 10 cO 80 '10 50 
10°Cm-

M1.'?~-----~----~ G ,'. 

Mm~------------~ 

Abb. 205. Profile gleicher Dicke und W61bung wie in Abb. 111, jedoch weniger 
aufgeschwungen. (1 : 00). 

Anwendungen notwendigen GroBen. Die Abb. 206 zeigt uns noch die 
Polaren fUr Kreisbogenprofile fiir ein Seitenverhaltnis 1: 5, eine Dar
steilungsweise, die bisher meist gewahlt wurde. Bei f = 0,05 t ergibt 
sich hier del' beste Gleitwinkel. 

Folgende auffallige Eigenschaften konnen aus den Versuchsergeb
nissen direkt abgelesen werden: 

1. Bei gleicher Wolbung, d. h. bei glCilichem Skelett, steigt das Auf
triebsmaximum mit groBerer Dicke. Del' Profilwiderstand wird mit 
kleinerer Dicke kleineI'. 
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2. Bei gleicher Dicke steigt das Auftriebmaximum mit steigender 
W6lbung. 1m gleichen Sinne steigt der Profilwiderstand. 

3. Ein Profil kann durch eine S-formige ~ufbiegung des Skeletts 
druckpunktfest gemacht werden. Mit wachsender Dicke mu.B der S
Schwung kleiner gemacht werden. 

4. Wird ein Profil durch S-Schwung druckpunktfest gemacht, so 
sinkt das Auftriebsmaximum, wahrend gleichzeitig der Profilwiderstand 
steigt. 
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Abb.206. Kreisbogenprofile nnd ebene Platte (1 : 5) nach Giittinger Messnngen. 

77. Abreillen der stromung, Kennzahl, Turbulenzeinfliisse. 
Wie bereits mehrfach erwahnt, rei.Bt die Tragflugelstromung bei 

Uberschreitung gewisser Anstellwinkel an der Saugseite abo Abb. 207 
zeigt eine solche abgerissene Stromung, die deutlich erkennen la.Bt, da.B 
die ganze Saugseite dadurch in ein Totwassergebiet verwandelt ist. 
Abb. 208 zeigt die gesunde Tragflachenstromung. 

Beim Abrei.Ben der Tragflachenstromung andern sich die Tragflugel
eigenschaften erheblich. Aus denbisher angefiihrten Versuchsergebnissen 
ist dies deutlich ersichtlich. Insbesondere gelten die abgelei
teten Formeln, z.)3. die des induzierten Widerstandes, nur 
fur die nicht abgerissene Stromung. 

Die AblOsung der Stromung von der Saugseite ist nun ein Vorgang, 
der nach unseren bisherigen Ausfiihrungen uber diesen Gegenstand seht 
empfindlich von verschiedenen ·Umstanden abhangt. Insbesondere spie
len, wie es z. B. deutlich bei derKugel zu beobachten war, die Reynolds
sche Zahl sowie die Strahlturbulenz €line gro.Be Rolle. Beide beeinflussen 
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die Grenzschicht und bestimmen den evtl. Umschlag von laminarer zu 
turbulenter Grenzschicht. Der Charakter der Grenzschicht bestimmt die 
GroBe des Profilwiderstandes, wahrend die Ab16sung dem praktisch so 

Abb.207. Abgerissene TragfIachenstromung. 

wichtigen Auftriebmaximum bestimmte Grenzen setzt. Wenn z. B. die 
Grenzschicht in die turbulente Form umschlagt - dieser Umschlag fin· 
det bei modernen Flugzeugen zwischen 0,1 und 0,3 t statt 

Abb. 208. Anliegende (gesunde) Tragflachenstromung . 

. andern sich sowohl der Profilwiderstand als auch das Auftriebmaxi· 
mum erheblich. Diese Anderungen, die beim Ubertragen der Wind
kanalversuche auf die mit viel groBerer Reynoldsscher ZahI fIiegenden 

Eck, Stromungslehre. 13 
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Flugz;euge beobachtet wurden, bilden seit den letzten Jahren ein 
Hauptthema der aerodynamischen Forschung. 

An einem Beispiel soli gez;eigt werden, wie grundlegend diese An
derungen sein konnen. Bei kleineren Reynolds schen Zahlen kommt 
man schlieBlich in ein Gebiet, in dem die ganze Grenz;schicht laminar ist. 
Dieses Gebiet selbst interessiert nicht fiir den praktischen Flug, wohl 
aber fiir den Modellflug, fiir kleine Schraubengeblase und fiir Modell
versuche an Schiffsschrauben, weshalb man bisher diesem Gebiet, ab
gesehen von einer Arbeit von Gut s ch e1 , wenig Aufmerksamkeit geschenkt 
hat. 1m Kolner Windkanal wurden solche Messungen ausgefiihrt, wobei 

Abb.209. Grenzschichtprofile an der Hinterkante cines Tragiliigels (19' bis-9,5') im turbn
Ie n te n Lnftstrahl. Tnrbulen zd rah t von 1 mm 0 in 0,5 m Entfernnng vor dem Fliigel. 

der Windkanal vorher fast vollkommen laminar gemacht worden war, um 
eine -obertragung auf den Modellflug z;u ermoglichen. Da die laminare 
Grenz;schicht nach friiherem keinen nennenswerten Druckanstieg mit
machen kann, ist z;u erwarten, daB die Stromung schon sehr friih abreiBt; 
anderseits laBt sich nach dem Vorgang an der Kugel in einem gewissen 
kritischen Bereich der Reynoldsschen" Zahlen wahrscheinlich durch 
kleine Storungen der Umschlag z;ur turbulent en Grenz;schicht erzwingen. 
Beim Modellflug ist nun gerade dieser kritische Bereich vorhanden, so
daB man auf die GroBenordnung dieses Einflusses neugierig sein wird. 
Abb. 209 und210 gebenAufschluB hieriiber. Bei diesen Versuchen wurden 
in ahnlicher Weise wie bei friiheren Abbildungen die Staudruckprofile 
unmittelbar hinter der Fliigelkante fiir verschiedene Anstellwinkel auf
genommen und die fotografierten Manometeraufnahmen maBstablich 
hinter dem Fliigel aufgeklebt. Die Grenzschichtdicke ist somit maBstab
lich abz;ulesen. Abb. 210 z;eigt die Aufnahme im laminaren Strahl. Be
reits bei 7°30' reiBt die Stromung abo Halt man nun in einiger Entfernung 

1 Gutsche, F.: Kennwerteinfliisse bei Schiffsschrauben-Modellversuchen. 
Jahrbuch der Schiffbautechnischen Gesellschaft Berlin. Bd. 37 (1936) S.277. 
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vom Fliigel - in der Nahe der Ver:z;weigungsstromlinie - einen diinnen 
Draht, so wird die Gren:z;schicht sofort turbulent. Der Unterschied ist 
erheblich. Die Stromung reiBt erst bei 16° ab (Abb. 209). Wahrend bei 
laminarer Gremschicht nur ein gesunder Anstellwinkelbereich von 
14 °15' vorhanden ist, ergibt sich bei turbulenter Gren:z;schicht ein solcher 
von 25°30'. Ebenso wie bei der Kugel wird unterhalb einer gewissen 
Reynoldsschen Zahl der Turbulen:z;draht keinen Umschlag mehr herbei
fiihren, wahrend oberhalb einer kritischen Zahl die turbulente Grenz
schicht sich auch ohne den Turbulen:z;draht einstellt. 

Fiir das AbreiBen der Stromung kann niemals ein genauer Winkel 
angegeben werden. Bei langsamer VergroBerung des Anstellwinkels 
bleibt die Stromung langer anliegen, als wenn man bei abgerissener Stro
mung vorsichtig den Anstellwinkel verkleinert. Diese "Hysteresis-

93 ---

Abb.21O. Grenzschichtprofile im laminaren Strahl. (- 6' 45' bis 7' 30' ). 

erscheinung" 1 ist der Grund fUr die sog. "FI iigels ch wingungen", 
die u. U. sehr gefahrlich werden konnen. 

Wie auBerordentlich empfindlich gerade der Vorgang des AbreiBens 
ist, :z;eigt u. a. folgender Versuch. Wenn man sehr vorsichtig mit dem 
Anstellwinkel bis auf einige Minuten an den Punkt des AbreiBens heran
geht, so geniigt oft eine Handbewegung auBerhalb des Windkanals oder 
ein starker Pfiff, urn die Ablosung herbei:z;ufiihren. 

Die Haupteinfliisse von Reynoldsscher Zahl und Turbulen:z; sollen 
im folgenden kurz :z;usammengestellt werden: 

1. Der untere kritische Wert fiir Trag£liigelprofile liegt bei Re = 

60000-:-90000 (groBe Strahlturbulen:z;), je nach der Dicke. 
2. Der obere Wert, der bei laminarem Strahl erreicht wird, liegt zwi

schen 130000-:-180000. 
3. Der Hochstauftrieb, d. h. camax, sinkt von 1,2-:-1,5 im iiber

kritischen Bereich auf 0,3-:-0,4, im unterkritischen Bereich, je nach 
der Dicke. 

1 Studer: Experimentelle Untersuchungen iiber Fliigelschwingungen. Mitt. 
aus dem Institut fiir Aerodynamik. E. T. H. Ziirich No. 4/5. 

13* 
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4. 1m unterkritischen Bereich steigt der Profilwiderstand je nach 
der Profildicke bis zum vierfachen Wert an. 

5. Die Verschlechterung nach 3. und 4. tritt um so mehr in Erschei
nung, je dicker das Profil ist. Unterhalb der unteren kritischen Werte 
besteht aerodynamisch kaum noch ein Vorteil des Tragfliigels 
gegenii.ber dem Kreisbogenprofil. 

6. Mit wachsender Reynoldsscher Zahl wachst das Auftriebmaxi
mum bei Profilen mit maBiger Wolbung, w'ahrend bei hochgewolbten 
Profilen ein Abnehmen des Auftriebmaximums eintritt. 

7. Wenn mandurchModellversuche das genaue camax feststellen will, 
miissen die gleiche Reynoldssche Zahl und der gleiche Tnrbulenzgrad 
wie in Wirklichkeit vorhanden sein. 

8. Die elliptische Auftriebsverteilung geht bei unterkritischer Stro
mung weitgehend verloren . 

VI. Hilfsmittel zur Vermeidung der Ablosung. 
In vielen Fallen konnen Hilfsmittel angegeben werden, mit denen 

die Ab16sung wirksam bekampft werden kann. Praktisch ist diese Mog
lichkeit von groBer Bedeutung. Es gelingt in vielen Fallen, schlechte 
Stromungsquerschnitte oder schlechte Widerstandskorper durch ein-' 
fache Zusatzarmarturen merklich zu verbessern. Obschon manche del' 
hier besprochenen MaBnahmen mehr wissenschaftliche Bedeutung haben, 
ist eine kurze Zusammenfassung der bekanntgewordenen Hilfsmittel 
auch fiir den Praktiker sehr wertvoll. 

78. Grenzschichtabsaugung. 
1st eine Diffusorstromung zu sehr erweitert, so reiBt die Stromung 

abo Der durch Wandrei-

Abb. 211. Stark erweiterte Diise mit Abliisung nach PrandtJ. 
Stromung schieBt durch. 

bung entstehende Ener
gieverlust del' wand
nahen Schichten befa
higt dieselben nicht 
mehr, Geschwindigkeits
energie in Druck umzu
setzen. Schafft man nun 
die ermiideten Teilchen 
in irgendeiner Weise 
weg, so ist eine Besse
rung zu erwarten. In del' 
Tat gelingt es, durch 
Absaugungdie Grenz

schicht zu beseitigen und so neue Schichten an die Wand zu legen, die 
groBere Geschwindigkeiten haben. Abb. 211 zeigt die abgerissene Stro-
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mung und Abb. 212 die Wirkung der Absaugung. Die Stromung liegt 
tatsachlich wieder an und ergibt einen ziemlich verlustfreien Umsatz in 
Druck. Wie Rechnung und Versuch gezeigt haben, ist die zum Absau
gen notwendige Pump
arbeit gegeniiber dem 
Energieumsatz in der 
Diise prozentual klein. 
Bei Tragfliigeln, Kugeln 
usw. hat man mit Erfolg 
von dieser MaBnahme 
Gebrauch machen kon
nen. Zwecklos ware es 
dagegen, einen Diffusor, 
bei dem die Stromung 
gerade noch anliegt, 
hiermit verbessern zu 
wollen. 1m Gegenteil 
wiirde man hier durch 

Abb. 212. Stark erweiterte Dtise mit Absauguug der 
Grenzschicht nach Prandtl. 

Wegschaffen der Grenzschicht das Geschwindigkeitsgefalle (und damit 
die Wandreibung) erheblich steigern. 

Durch Absaugen der Grenzschicht laBt sich das AbreiBen der Trag
flachenstromung selbst bei groBem Anstellwinkel verhindern 1. Es ergeben 
sich dabei Auftriebskrafte, die vier- bis fiinfmal so groB sind wie die 
MaximalkrMte eines normalen Fliigels. Abb. 213 veranschaulicht einen 

a 
Abb. 213. Staudruckprofi! an der Hinterkante eines dicken Profils . 

a) ohne Grenzschichtabsaugung. b) mit Grenzschichtabsaugung. 

solchen Versuch, bei dem durch einen 1,5 mm breiten Schlitz die Luft 
nach dem Innern des Fliigels durch einen Staubsauger abgesaugt wurde. 
Die Staudruckprofile an der Hinterkante zeigen den Fall mit und ohne 
Absaugung. Ohne Absaugung ergibt sich eine breite AblOsungszone, die 
durch Absaugen ganz zum Verschwinden gebracht wird. Bemerkenswert 
war, daB nach Abstellen des Staubsaugers die Stromung nicht sofort 
abriB, sondern in etwa 5...;.-7 sec ging das Staudruckprofil stetig in das 
der abgerissenen Stromung iiber. 

1 Schrenk: Versuche mit einem Absaugefliigel. Gott. Erg. Bd. 4 S. 74. 
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Die Wirkung der Absaugung ist durch das Wegschaffen der Grenz
schicht nicht vollstandig zu erklaren. Wenn z. B. durch Absaugen die 
vollkommene Umstromung eines Zylinders bewirkt wird, ist zu beriick
sichtigen, daB durch das Absaugen ein Unterdruck erzeugt wird, der 
sich der Stromung iiberlagert. Dieser kiinstlich erzeugte Unterdruck ist 
aber bei der Umstromung nach friiherem (S. 4;6) notwendig. Die Ab
saugestelle wirkt hier wie eine Senke, die nach den Uberlegungen von 
S. 38 einen starken Unterdruck erzeugt. 

Der Effekt des Absaugens kann also zwei Ursachen haben: 

1. reine Grenzschichtabsaugung, 
2. Senkenwirkung. 

Die Fernwirkung einer Senke ist nach friiheren Feststellungen sehr 
stark. Die hierdurch iiberlagerten Geschwindigkeiten nehmen erst mit Ijr 
abo In vielen Fallen ist es nicht leicht, zu unterscheiden, welcher Auteil 
der Wirkung auf das Konto der Senkenwirkung bzw. der Grenzschicht
absaugung kommt. 

Abb. 214. In einem durch Walzen verengten Kanal lOst sich die Stromung abo 

79. Mitbewegte Wand. 
Eine "triviale" Methode zur Verhinderung der Ab16sung besteht da 

rin, daB man die Wande in Stromungsrichtung mitlaufen laBt und so die 
Ursache der Grenzschichtbildung iiberhaupt vermeidet. Der folgende 
Versuch des Verfassers zeigt dies besonders eindrucksvoll. Ein durch 
zwei Walzen verengter Kanal ergibt nach Abb. 214 eine Ab16sung am 
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engsten Querschnitt. LiiBt man die Wal:z.en in Stromungsrichtung 
rotieren, so legt sich die Stromung wieder mustergultig an (Abb. 215). 
Der Magnuseffekt (Abb. 177) ist ein weiteres Beispiel. 

Abb.215. Walzen drehen sich in Richtnng der Stromnng. Stromung liegt iiberall an . 

80. Ausblasen von Druckluft. 
GewissermaBen das Gegenstuck :z.ur Gren:z.schichtablOsung ist der 

Antrieb der Gren:z.schicht durch Einblasen von frischer Flussigkeit. Beim 
Tragflugel hat man mit Erfolg ein Anliegen der Stromung bei groBeren 
Anstellwinkeln erreichen konnen, indem 
Frischluft mit einem Gebliise an der Saug
seite eingeblasen wurde 1 (Abb. 216). Auch 
hier ist es :z.wecklos, im Bereiche kleiner An
stellwinkel (wo also die Stromung sowieso 
anliegt) eine Verbesserung erwarten zu 
wollen. 

Abb. 216. Blasfliigel. AbreiBen der 
Stromung wird verhindert durch 

Eiilblasen von Frischluft auf 
die Saugseiten . 

81. Leitschaufeln. 
GroBe praktische Bedeutung haben Leitschaufeln und Hilfsleitwerke 

gewOlmen, die in mannigfacher Weise :z.ur Korrektur von schlechten 
Stromungen Verwendung gefunden haben. 

Historisch beginnt die Entwicklung dieser Leitschaufeln mit den 
Pan:z.ergriitings von Krell (S. 144). Die Weiterentwicklung durch 
Prandtl brachte noch heute brauchbare Formen fur Krummer (S. 144). 

1 Seewald: Die Erhiihung des Auftriebs durch Ausblasen von Druckluft an 
der Saugseite eines Tragflugels. ZFM. 1927, S.350. 
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Bei umstromtem Korper setzt die Entwicklung mit den Hilfs£lugeln 
von Lachmann 1 und Handley-Page 2 ein. Diese haben zum ersten 
Male beim Trag£lugel hiervon Gebrauch gemacht. Es zeigt sich, daB ein 

kleiner Hilfs£lugel nach Abb. 217 die 
Stromung selbst bei groBen Anstell-

--< winkeln zum Anliegen bringen kann. 
Wichtig ist, daB der zwischen 
Flugel und Hilfsflugel liegende 
Spalt dusenformig verengt wird. 
Abb. 218 zeigt eine solche Tragflachen
stromung, bei der durch einen Hilfs-

Abb . 217. Tragfliigel mIt Hilfsfliigel nach £lugel die AblOsung bei einem groBen 
Lachmann und Handley·Page . 

Anstellwinkel fast ganz unterbunden 
ist. Die Wirkung des Spalt£lugels laBt sich als Beluftung der oberen 
Seite auffassen. Durch den Spalt kommt frisches Material auf die obere 
Seite und wirkt dort, ahnlich wie das Einblasen von Druckluft, antrei
bend auf die Grenzschicht. 

Die Wirkung von Hilfsflugeln kann auch anders erklart werden, 
wenn man sich den Hilfsflugel als kleinen Tragflugel vorstellt . Die von 

Abb.218. Durch Hilfsfliigel wird die Stromung fast ganz zum Anliegen gebracht . 

einer Tragflache erzwungene Stromung wurde (S. 172) als lJberlagerung 
eines Wirbels mit einer Parallelstromung aufgefaBt. In welchem Grade 
also ein Hilfstragflugel eine Fernbeeinflussung der Stromung bewirkt, 
hangt von dem Geschwindigkeitsfeld seines Wirbels abo Diese Geschwin
digkeiten nehmen umgekehrt proportional mit dem Radius ab, genau so 
wie bei der oben behandelten Senke. Dies ist die starkste Fern
wirkung, die stromungstechnisch uberhaupt erzielt werden 

1 Lachmann: Das unterteilte Flachenprofil. ZFM. 1921, S. 164. 
2 Handley .Page : Vortrag i. d. Roy. Aeron. Soc. 17. Febr. 1921. 
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kann. Diese Zirkulationsstromung um den Hilfsfliigel wirkt nun so, daB 
im Spalt die Geschwindigkeit verkleinert, iiber dem Hilfsfliigel aber 
vergroBert wird. Der Hilfsfliigel reiBt also gewaltsam die Stromung in 
den Wirbelraum des Hauptfliigels. 

Townend 1 benut2;te diesen Gedanken, um durch einen kreisformig 
gebogenen Hilfsflugel den Stirnwiderstand von Sternmotoren herab-
2;uset2;en, eine AusfUhrung, die in mannigfachen Formen sehr groBe 

Abb.219. Striimung nm eine senkrecht angestellte Platte. 

praktische Bedeutung gewonnen hat. An einer einfachen Platte solI die 
Wirkung nach Versuchen des Verfassers demonstriertwerden. Abb.219 
2;eigt die gewohnliche Plattenstromung. Die Platte wurde mit End
scheiben versehen und im Komer Windkanal untersucht. Es ergab sich 
ein Widerstand von 450 g. 1m Wasserkanal wurden dann, wie Abb. 220 
2;eigt, zwei Hilfsfliigel so eingestellt, daB die Stromung um die Hilfs
£lugel wirbelfrei war. Die Nachmessung im Windkanal ergab bei der 
gleichen Geschwindigkeit einen Widerstand von 240 g, d. h. eine Wi
derstandsverminderung von ,...., 47 v H. 

1 Towne nd, H.: The Townend Ring, Journal of t he Royal Aeronautical 
Society. Vol. XXXIV. Oct. 1930. 



202 Hilfsmittel zur Vermeidung der Abliisung. 

Eine andere DarsteHungsform des gleichen Vorganges zeigt Abb. 22l. 
Das Staudruckprofil, das in dem aus der Abb. 221 erkennbaren Abstand 
hinter der Platte aufgenommen wurde, zeigt deutlich die Zone der tur
bulenten Vermis chung. Trotz der abgehenden Wirbel ergeben sich kon
stante Mittelwerte ffu den Staudruck und scharfe Grenzen ffu die 
Vermischungszone, die schraffiert eingezeichnet ist. Im Totwassergebiet 
erkennt man deutlich einen Unterdruck, der die Ursache fur den Platten-

Abb.220. HiIfsfliigel verhindern das weite Ausweichen der Striimung 
und verringern den Widerstand urn etwa 50 v. R. 

widerstand ist. Durch eine geeignete Leitschaufel (Abb. 221 b u. c) liiBt 
sich diese Stromung sehr verbessern. Unter gleichzeitiger Beobachtung 
der Staudruckkurve kann man die Leitschaufelleicht so einstellen, daB 
die AblOsungszone moglichst klein ist. Abb. 221 c zeigt diese Lage. Der 
Unterdruck hinter der Platte ist gam, verschwunden. Abb. 221 b zeigt eine 
andere SteHung, bei der dies noch nicht erreicht ist. In der Staudruck
kurve erkennt man eine zweite Delle, die von der Leitschaufel herriihrt, 
und die ihre verlustbringende falsche Stellung andeutet. 

Die Einstellung ist mit Hulfe des ,Dusenkammes beinahe noch eill
facher und uberzeugellder moglich als mit Hilfe von Stromullgsbildern. 
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Insbesondere gibt die gleichzeitige Anzeige des etwaigen Unterdruckes, 
die bei Stromungsbildern nicht moglich ist, die direkte Gewahr fiir eine 
mogliche Widerstandsverringerung. 

Abb.221. StaudruckprofiIe hinter einer ebenen Platte. 
a) Platte ohne LeitschaufeJ. b) Platte mit falsch eingestellter Leitschaufel. 

c) Platte mit richtig eingestellter LeitschaufeJ. 

FreyI ist noch einen Schritt weitergegangen und hat unterteilte 
Hilfsflugel benutzt, um bei allen Widerstandskorpern, die Ablosung 
zeigen, den Widerstand weitgehend zu verringern. Abb. 222 zeigt, wie 
durch zwei kleine Hilfsflugel der "Stirnwiderstand" eines Korpers ver
mindert werden kann. Die obere Seite laBt deutlich erkennen, wie beim 
Weglassen der Hilfsflugel starke Wirbelbildung entsteht. In Abb. 223 ist 
die hintere AblOsung korrigiert. Bei mehreren Schaufeln gelingt es tat
sachlich, die Stromung fast ganz wieder zum Anliegen zu bringen. Auch 
hier gilt das oben Gesagte: Liegt bei einem Korperdie Stromung schon 
an, oder angenahert an, so ist auch durch Hilfsflugel keine Verbesserung 
zu erzielen. 1m Gegenteil wird dann bei Verwendung von Hilfsflugeln 
eine Verschlechterung eintreten. 

Wir fassen zusammen: Durch die hier erwahnten Hilfsmittel 
laBt sich eine um so groBere Widerstandsverminderung er
zielen, j e ungunstiger der Korper ohne die Hilfsmittel ist. 

Praktische Bedeutung haben diese Mittel, wenn z. B. aus konstruk
tiven oder sonstigen Griinden kein Platz vorhanden ist, um lange AbfluB
korper zu bauen, oder wenn sich aus irgeIidwelchen Grunden scharfe 
Kanten nicht vermeiden lassen (z. B. beim Sternmotor). 

1 Fl iigel: Ergebnisse aus dem Str6mungsinstitut der Technischen Hochschule 
Danzig. Jb. Schiffbautechn. Ges. 1930 S.87. - Frey: Verminderung des Str6-
mungswiderstandes von K6rpern durch Leitflachen. Forschung A, 1933, S.67. 
(Daselbst eingehende Literaturangaben iiber dieses Problem.) 
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Abb.222. Verringerung des Stirnwiderstandes durch Hilfsfliigel nach Fliigel, Frey. 

Abb. 223 . Verbesserung des Totwasserraumes bei stumpfen Widerstandskiirpern nach Fliigel, Frey. 
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VII. Kavitation. 
82. Allgemeines. 
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Es ist bekannt, da13 Wasser bei einem bestimmten au13eren Druck 
verdampft. Dieser sog. Dampfdruck hangt nur von der Temperatur ab 
und wird mit kleinerer Temperatur kleiner. Wahrend bei der normalen 
Atmosphare eine Temperatur von ........ 1000 C notwendig ist, um die Ver
dampfung einzuleiten, mu13 bei 150 der Druck auf 174 kg/mz, d. h. 
174 mm WS, gesenkt werden, ehe Verdampfung eintritt. 

An dieser Erscheinung andert sich nichts, wenn das Wasser gleich
zeitig in Bewegung ist. Sobald also das Wasser in der Stromung Stellen 
passiert, wo der Druck gleich oder kleiner als der Dampfdruck ist, sind 
Ausscheidungen von Wasserdampf zu erwarten. Es bilden sich an diesen 
Stellen mit Wasserdampf gefiillte Hohlraume, die ein ganz merkwiirdiges 
Verhalten zeigen. Den Vorgang selbst nennt man Kavitation. Er la13t 
sich folgenderma13en kurz beschreiben. An den Stellen, die Dampfdruck 
erreichen, beginnen Wasserdampfausscheidungen. Es bildet sich ein 
mit Wasserdampf gefiillter Hohlraum, der ortlich scharf begrenzt ist. 
Ebenso plOtzlich, wie sich die Wasserdampfblasen bilden, verschwinden 
sie auch wieder auf einer fast scharfen Grenze. Au13erhalb dieses Raumes 
geht die Stromung so weiter, wie es der reibungslosen Stromung ent
spricht. Dort, wo die Blasen zusammenstiirzen, beobachtet man nun 
meist sehr starke Anfressungen des Materials, denen selbst unsere besten 
Bronzen und Stahle nicht gewachsen sind. Infolge dieser schadlichen 
Wirkungen war man iiberhaupt erst gezwungen, sich mit der Kavitation 
zu beschaftigen, einem Gebiet, das bis dahin in der Physik vollkommen 
vernachlassigt worden war. Bei der Vergro13erung der Schnellaufigkeit 
der hydraulischen Maschinen, insbesondere der Schiffspropeller und der 
Kaplanturbinen, machte man diese Beobachtungen und stand zunachst 
den Problemen ziemlich ratIos gegeniiber. Es schien damals, da13 die 
Kavitation der Schnellaufigkeit unserer hydraulischen Maschinen eine 
nicht iiberschreitbare Grenze setzte. Der seit dieser Zeit - seit etwa 
17 Jahren - einsetzenden Kavitationsforschung ist es inzwischen nun 
gelungen, diese Grenzen immer mehrheraufzusetzen und den Kavitations
vorgang - wenigstens von der praktischen Seite her - zu beherrschen. 

83. Praktische Auswirkungen. 
Wir betrachten eine reibungsfreie Stromung, fiir die die Bernoullische 

Gleichung Po = P + ~ c2 gilt. An irgendeiner Stelle wird Kavitation 

dann einsetzen, wenn der statische Druck p gieich dem Dampfdruck Pd 

wird. Damus ergibt sich bei gegebenem Gesamtdruck Po eine ganz 

bestimmte Hochstgeschwindigkeit c = V Po t Pd • 
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Es handelt sich um die groBten Geschwindigkeiten, die in der 
Stromung eintreten konnen, denn eine weitere Senkung des Druckes ist 
physikalisch unmoglich. vVenn wir also wissen wollen, wo Kavitation zu 
erwarten ist, so brauchen wir nur zu fragen, wo die Stellen der groBten 
Geschwindigkeiten sind. Darauf liiBt sich nun nach unseren frillieren 
Betrachtungen eine einwandfreie Antwott erteilen. Zuniichst gilt die 
Beziehung, daB in einer wirbelfreien Stromung die groBte 
Geschwindigkeit immer an der Wand zu finden ist (S.38). 
Bei der Umstromung von Profilen, Schaufeln u. dgl. sind diese Stellen 
bekannt (s. S. 159). 

Mit einfachen Rechnungen kann der V organg dimensionsmiiBig ver
folgt werden. 1st z. B. P 00 der statische Druck in einiger Entfernung vor 
dem Profil, wo kein ProfileinfluB mehr festzustellen ist, und Pd der 
Dampfdruck, so kann der Druck offen bar nur um P 00 - Pd erniedrigt 
werden, ehe Kavitation eintritt. 1st Coo die Anstromgeschwindigkeit und 
Cmax die groBte Geschwindigkeit, so gilt nach Bernoulli 

12 [ • .'] P = Poo - 2 c~ax - C..; . 

Da bei gleichen Verhiiltnissen, d. h. bei geometrisch iihnlichen Profilen 
und gleichen Anstellwinkeln, cmax immer prop. Coo ist, konnen wir 
schreiben: 

12[ 2 2] 1 12 2 1 2 cmax - Coo = A • 2 Coo = A • q . (125) 

Dabei ist A ein MaB fur die am Profil auftretende Ubergeschwindigkeit. 
Durch die Profilausbildung kann A merklich beeinfluBt werden. Abb. 160 
zeigt ein Beispiel dafur. 

So ergibt sich folgende Beziehung: P = Poo - A • q. Setzt man fur P 
den Dampfdruck Pd, so erhiilt man: Pro = Pd + A' q, d. h. eine lineare 
Beziehung zwischen dem Druck P 00 der .ungestorten Stromung und dem 
Staudruck q. 

Durch Versuche ist diese Beziehung, d. h. die lineare Abhiingigkeit, 
auch bei der Kavitation bestiitigt worden. Dabei muB natiirlich darauf 
geachtet werden, daB immer derselbe Zustand der Ka vitation, d. h. Beghm 
bzw. vollausgebildete Kavitation, eingestellt wird. Daruber hinaus haben 
dann die Versuche von AckeretI gezeigt, daB selbst bei weit fort
geschrittener Kavitation, z. B. bei gleichzeitig abgerissener Stromung, 
diese Beziehung gewahrt bleibt. Beispielsweise ergab sich fUr ein be
stimmtes Profil bei einem bestimmten Anstellwinkel fUr den Beginn der 
Kavitation der Wert A = 0,62, wiihrend bei AblOsl1ng A = 0,46 entstand. 

1 Ackerct: Experimentelle und theoretische Untersuchungen iiber Kavi
tation, Techn. Mechanik und Thermodynamik 1930, S.1. Siehe auch Ackeret: 
Kavitation und Korrosion, Hydrodynamische Probleme des Schiffsantriebs. Ham
burg 1932. 
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Diese Spanne ist praktisch sehr wichtig, weil erst mit der Ablosung 
groBere Stromungsverluste eintreten, wahrend vorher eine leichte 
Aufbesserung des Wirkungsgrades beobachtet wurde, was wahr
scheinlich mit der kleineren Wandreibung der Kavitations:llone zu
sammenhangt. 

Allgemein laBt sich sagen, daB die Kavitationsgefahr mit gro
Beren Anstellwinkeln und dickeren Profilen steigt. Die mog
lichen Konstruktionsempfehlungen sind ziemlich dieselben wie bei "Ober
schallstromungen. 

Auch im Inneren einer Fliissigkeit kann Kavitation auftreten. Bei 
isolierten Wirbeln ist dies oft der Fall, weil im Wirbelkern auBerordent
lich kleine Driicke auftreten konnen. Praktisch sind derartige FaIle 
hinter der Nabe einer Kaplanturbine vorhanden, wo sich nach den 
Beobachtungen meist ein Wirbelschlauch bildet. Auch die Randwirbel, 
die an den Schaufelenden abgehen, konnen den AulaB :IIU diesen Er
scheinungen bilden. 

FUr Wasserturbinen hat sich eine von Thoma1 eingefiihrte Kenn
zahl (1 sehr bewahrt. Folgende "Oberlegung fiihrt zu dieser Zahl. 1st Ha 
die barometrische SaughOhe (d. h. Luftdruck ab:lliiglich Dampfdruck) 
und Hs die am Laufrad vorhandene statische Saughohe, so wiirde ohne 
Stromung der statische Druck Ha - Hs an den Schaufeln vorhanden 
sein (s. Zahlenbeispiel auf S: 23). 1st Cm~x die groBte Geschwindigkeit, 
die an irgendeiner Stelle der Schaufeln auf tritt, so muB sich nach der 

Bernoullischen Gleichung der Druck dort weiter um ~ c~ax senken. Es 

ist einleuchtend, daB dieser Wert von dem Gesamtgefalle H, im iibri
gen natiirlich sehr von der Bauart abhangt. Dies kann durch die Glei-

chung ~ c~ax = (1 • H zum Ausdruck gebracht werden. Die Druckreserve 

gegen Kavitation ist dann offenbar Ha - Hs - (1. iI. 1m Grenzfall wird 
diese Reserve gleich Null. Hierbei ist dann 

(1= 
Ha-Hs 

H (126) 

Das Versuchsmaterial hat gezeigt, daB die Kavitationsgefahr tatsachlich 
nur yom Koeffizienten (1 abhangt. Fiir jede Bauart kann deshalb ein 
Wert von (1 angegeben werden, bei dem mit Sicherheit keine Kavitation 
eintritt. Ungefahre Grenzwerte gibt die folgende Tabelle an. Die 
unteren Werte der spezifischen Drehzahl2 ns werden bei Francis-

1 Z. VDI 1925, S.329. 
2 Die spezifische Drehzahl ns ist ein Zahlenwert, der die Schnellii.ufigkeit von 

Turbomaschinen, insbesondere von Wasserturbinen, zum Ausdruck bringt, s.z.B. 
Kaplan-Lechner: Turbinen-Schnellaufer, Miinchen, Oldenbourg, 1931. 
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turbinen erreicht, wahrend die groBeren fUr Kaplanturbinen1 maB
gebend sind. 

~oo 200 I 300 400 600 800 

a 0,04 0,13 I 0,32 0,6 0,8 1,0 

84. Physikalische Erganzungen. 
Die charakteristischen physikalischen Vorgange bei der Ka vitation 

konnen sehr schon an einem divergent en Kanal studiert werden (Abb. 224). 
Ohne Kavitation ergibt sich die Druckverteilung A-B gemaB der 

Bernoullischen Gleichung unter Beriicksichtigung des Druckverlustes 
LIp'. Der Druckunterschied LIp von A bis zum engsten Querschnitt ist 

~ C~_..-.--=E..--__ {j __ I __ 

-

bekanntlich ein MaB fiir die durch-
stromendeMenge. Beim Venturirohr 
(S. 242) wird hiervon Gebrauch ge
macht. Wird der Gegendruck er
niedrigt, so steigt LIp und damit die 
DurchfluBmenge. Dies geht aber nur 
solange, bis bei C der Dampfdruck 
erreicht wird. Die dann entsteheride 
Druckkurve ACD hat grundsatzlich 
noch denselben Charakter wie vor
hin. Wird der Gegendruck nun noch 
ein klein wenig unterschritten, so 

Abb.224. Druckverteilnng in einem Diffnsor beginnt die Blasenbildung. Es zeigt 
vor nnd nach Einsetzen der Kavitation. 

sich nun, daB im Gebiete der Blasen-
bildung, d. h. zwischen C und E, der Druck konstant bleibt. Bei E 
yerschwinden die Dampfblasen dann plOtzlich, und der Druck 
steigt nach der Kurve EF weiter an. V 9n E ab ist d'::lr Querschnitt wieder 
voll ausgefiillt. Die Stromungsverluste, die hierbei auftreten, sind 
meist noch geringer als ohne Kavitation. Bei weiterer Senkung 
des Gegendruckes wird dann die Blasenzone immer groBer; bis sie 
schlieBlich von G ab sich nicht mehr schlieBt und eine A blosung der 
.stromung veranlaBt. Das Totwasser fiihrt dann das Blasengemisch fort. 
Von jetzt an treten groBere Verluste auf. Mit Einsetzen der Kavitation 
bleibt der Druck bei C konstant. Somit bleibt auch die DurchfluBmenge 
konstant. Die Analogie mit der Lavaldiise (S. 223) ist beinahe voll-

1 Bei Kaplanturbinen ist es nunmehr gelungen, Gefalle bis zu 50 m kavi· 
tationssicher zu beherrschen. Die Schnellaufigkeit spielt bei den Wasserturbinen 
eine so groBe Rolle, wei! bei den Riesenabmessungen dieser Maschinen schnell
laufende Maschinen kleinere Abmessungen ergeben, wodurch die Kosten wesentlich 
-erniedrigt werden. AuBerdem wird durch die Schnellaufer das Gebiet der Ideinen 
-Gefalle praktisch ausnutzbar. 
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standig. Auch dort kann bei Erreichung einer bestimmten Geschwindig
keit, namlich der Schallgeschwindigkeit, die DurchfluBmenge nicht mehr 
gesteigert werden. 

Wenn die Kavitation nicht zur Ablosung fiihrt, verschwindet die 
Blasenzone ziemlich plOtzlich. An dieser Stelle (Punkt E) findet dann 
ein Drucksprung statt, der groBe Ahnlichkeit mit dem VerdichtungsstoB 
bei Uberschallstromung hat.Schematisch ist dieser Vorgang in einem 
Rohre leicht zu verfolgen. Ein Blasengemisch, das von links ankommt, 
wird auf einer kurzen Strecke, die die GroBenordnung von 5-20 mm 
hat, verdichtet, sodaB der Wasserdampf kondensiert wird und anschlie
Bend nur mehr eine homogene Wasserstromung zu sehen ist. Wegen der 
damit verbundenen Volumverringerung nimmt die Geschwindigkeit 
plOtzlich ab, wahrend der Druck ebenso plOtzlich ansteigt. Auch beim 
Wasserschwall (S.73) haben wir eine ahnliche Erscheinung kennen
gelernt. 

Die bei der Kavitation beobachteten Anfressungen entstehen an d er 
Kondensationszone der Dampfblasen. Die mit groBer Geschwin
digkeit an den Wandungen vorbeikommenden Blasen stiirzen dort plotz
lich zusammen. Hierbei entstehen groBe, ortlich eng begrenzte Driicke, 
die nach den z. Zt. herrschenden Anschauungen zur Zerstorung des 
Materials auf rein mechanische Weise fiihren miissen. Friiher nahm 
man an, daB die bei Kavitation aus dem Wasser ausscheidenden freien 
Gase starke chemische Einwirkungen hervorrufen miiBten. Die Versuche 
haben diese Anschauungen 
ziemlich eindeutig wider
legt. 

Uber die inneren Ur
sachen des Materialzusam
menbruchs herrscht nach 
wie vor noch keine Klar
heit. Wahrend die Stro
mungsfachleute wohl ort
liche Driicke von ,......, 200 at 

Abb.225. Kavitation in einem Diffusor nach 
Escher-Wyss. 

nachweisen konnten, verlangen auf der anderen Seite die Materialfach
leute wesentlich hohere Driicke (etwa zehnmal so hohe), um eine Zer
storung erklaren zu konnen. 

Abb. 225 zeigt eine Aufnahme der typischen Kavitationserscheinung 
in einer Diise. Man erkennt deutlich das plOtzliche Verschwinden der 
Blasen. Ein Tragfliigel (Abb. 226) zeigt an der Saugseite prinzipiell das 
gleiche Bild. Die Stromung schlieBt sich hinter der Kavitationszone 
wieder. Mit weiterer Drucksenkung wird der Blasenraum immer groBer, 
bis schlieBlich beiAbb. 227 die Stromung abreiBt und das Blasengemisch 
mit wegschwimmt. 

Eck, Striimungslehre. 14 
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Die Anfressungen durch Kavitation zeigen eine schwammige Struk
tur, wie sie etw'a bei sich auflOsendem Zucker beobachtet wird. Abb.228 

Abb.226. Kavitationszone an der Vorderkante eines Tragfiiigeis 
(Escher-Wyss). 

Abb.227. Vollausgebildete Kavitation auf der Saugseite eines 
Tragfliigels mit abgerissener Stromung (Escher-Wyss) . 

zeigt ein solches Stuck. Ein Schnitt durch das gleiche Stuck laBt die 
Auflosung des Materials noch besser erkennen. 

Die Widerstandsfahigkeit der verschiedenen Baustoffe gegen Kavi
tation ist unge£ahr durch folgende Reihenfolge gekennzeichnet : Rot g u B , 

Abb. 228. Ansicht und Schnitt eines durch Kavitation angefressenen Stiickes (Escher-Wyss). 

Molybdan-StahlguB, Zinnbronze, Sondermessing, Alumi 
niumbronze, StahlguB 45kgjmm2, SM-Stahl weich, Sinoyxd
guB, 2% NickeIstahl. 
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Versuche, durch Politur, Emaillieren ad. dgl. die Kavitation zu ver
hindern, MaBnahmen, die bei Dauerbeanspruchungen bekanntlich zu 
Erfolgen gefuhrt haben, sind hier erfolglos geblieben. 

85. Erosion durch Tropfenschlag. 
Wenn \Vassertropfen mit groBer Geschwindigkeit auf einen Baustoff treffell, 

zeigen sich Anfressungen, die den durch Kavitation erzeugten Korrosionen sehr 
ahnlich sind. 1m NaBdampfgebiet von Dampfturbinen sowie bei Peltonturbinen 
spielen diese Erscheinungen eine wichtige Rolle. Von Hallerl sind diese Vorgange 
genauer untersucht worden. Es zeigte sich eine deutliche Ubereinstimmung zwi
schen dem Verhalten der Baustoffe bei Tropfenschlag und dem bei Kavitation. Die 
Rangordnullg der verschiedenen Metalle ist ziemlich die gleiche. 

VIII. Gasdynamik. 
86. Physikalische Ableitung der Schallgeschwindigkeit. 

In einer Rohre von der Lange lund der Flache f solI ein Kolben plOtz
lich um em kleines Stuck dx verschoben werden (Abb. 229). Wir beobach
ten , daB ein am anderen Ende befindlicher Kolben nich t sofort folgt, 

[f u---
dx 

l 
Abb. 229. 

sondern erst nach einer gewissen Zeit t in Bewegung kommt. Die durch 
den erst en Kolben erzeugte Druckstorung wird demnach mit einer 
endlichen Geschwindigkeit a = lit fortschreiten . .Je elastischer 
das Medium ist, mit dem die Rohre ausgefUllt ist, um so langsamer geht 
nach den Beobachtungen der Vorgang vor sich. In einem Gase sind 
somit viellangsamere Fortpflanzungsgeschwindigkeiten zu erwarten als 
etwa in einem Metallstab, wahrend schlieBlich ein unelastischer Stab die 
Druckstorung ohne Verzogerung weiterleiten wurde. 

Der Kolben ubt einen Druck dp aus und komprimiert die Gassaule 
um ein Sttlckchen dx. Nach der Zeit t wird auch der Endkolben sich um 
da,s gleiche Stuck dx verschieben, . sodaB die ganze GasmasEe dann eine 
gewisse Geschwindigkeit besitzt, die wir w nennen wollen. Sie ist naturlich 
bedeutend kleiner, entsprechend den Wegen dx und l, die den beiden Ge
schwindigkeiten zugeordnet sind. Das Verhaltnis dieser Geschwindigkei-

ten kann deshalb leicht angegeben werden:: = d t ' hieraus w = d~. a. 

Der Geschwindigkeitserhohung der Gassaule von 0 auf w entspricht erne 

mittlere Beschleunigung b = ~. Mit t = ~ ergibt sich b = w; a, und 

a2 • dx 
nach Einsetzen von w entsteht: b = --z2- . 

1 Haller: Untersuchungen liber die durch Kavitation hervorgerufellen Kor
rosionell. Schweiz. Bauztg. 1933. 

14* 
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Auf die Gassiiule wirkt die Kraft dp· f. Wenden wir den Satz 
P = m . b an, so erhalten wir: 

dp . f = f· 1 . e . b = f . 1 . e . a2 • 7: ' 
a2 • e· dx 

hieraus dp = --l - . 

Der Wert e /x hat eine anschauliche Bedeutung. Kurz bevor der 

Endkolben sich in Bewegung setzt, ist die ganze Gassaule verdichtet. 
Die Massendichte hat sich urn einen Betrag de geandert. Man erkennt 

. de dx de· dx lelcht den Zusammenhang e = T; e = -l-· 
Damit erhalt man: dp = a2 • de . 

l fiiJ 
a = / de . (121) 

Den Wert a nennt man die Schallgeschwindigkeit. 

87. Technische Ableitung der Schallgeschwindigkeit. 
Der Ingenieur kommt mit der Schallgeschwindigkeit meist bei den 

Problemen des Dampfturbinenbaues in Berillirung. Bei der Berechnung 
der Lavaldiisen ergibt sich die Schallgeschwindigkeit aus folgender Be
trachtung. 

In einer Diise expandiere ein Gas bei gleichzeitiger Beschleuni
gung. Wir betrachten hierzu die bereits frillier abgeleitete Gl. (13) 
dp = -e· c· de. Weiter stellen wir die Kontinuitatsgleichung auf: 
Gig = f . c . e = konst. Hieraus konnen wir den jeweiligen Querschnitt f 
der Diise berechnen f = Gig • 

c· e 
Die Anderung "Von f wird durch den Nenner e . e bestimmt. Da die 

f Dichteanderungen zunachst gering sind, 
ist e im ;Anfang entscheidend, d. h. wegen 
des Anwachsens von c bzw. c· e wird f 
kleiner, wie wir es in ahnlicher Weise bei 
inkompressiblen Medien kennen. Bei gro
Beren Druckanderungen macht sich aber 
schlieBlich immer mehr die Verminderung 
der Dichte bemerkbar. Diese wird schlieB
lich viel mehr sinken, als die Geschwin
digkeit c anwachst, sodaB das Produkt 

C e' e nun kleiner wird. Das bedeutet aber 
Abb.230. Querschnittsverlauf einer ein Anwachsen des Querschnl·ttes. 
Diise bei Fliissigkeiten und Gasen. 

Tatsachlich miissen solche Diisen von 
einer gewissen Stelle an im Querschnitt groBer werden, was zuerst von 
Laval festgestellt worden ist. Abb. 230 zeigt fin Abhangigkeit von der 
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Geschwindigkeit c. Bei inkompressiblen Medien, d. h. bei Fliissigkeiten, 
ergibt sich fUr die Querschnittsabnahme eine gleichseitige Hyperbel, 
wahrend bei kompressiblen Stoffen, d. h. bei Gasen, der Querschnitt 
bei c = a das charakteristische Minimum aufweist. Das Maximum von 
c . e kann leicht festgestellt werden: 

d(c'e) = ?~ 'e + oe· c = O. 
dp op op 

Durch Einsetzen von ~c = - ~ gemaB Gl. (13) ergibt sich: 
up e c 

- ~ + ~e c = 0, hieraus c = l/ ~'f. = a. 
c up oe 

1m engsten Querschnitt herrscht also Schallgeschwindigkeit. Diese 
rechnerisch sehr einfache Ableitung hat den Nachteil, daB der physi
kalische Charakter der Schallgeschwindigkeit nicht deutlich zum Aus
druck kommt, weshalb im Rahmen dieser Abhandlung auf die an
dere Ableitung nicht verzichtet werden kann. 

88. Del' Machsche Winkel. 
Wir wissen jetzt, daB sich Druckstorungen in einem Medium nur mit 

Schallgeschwindigkeit fortbewegen konnen. Bewegt sich nun ein Gas 
schneller oder, was das Gleiche ist, bewegt sich ein Korper schneller als 
die Schallgeschwindigkeit, so treten bemerkenswerte Erscheinungen auf. 

Die z. B. bei der Umstro-
mung eines Korpers auftre
tend en Druckunterschiede 
machen sich nach unseren frii
heren Ausfiihrungen in der 
ganzen Stromung bemerkbar. 
So laBt z. B. das Stromlinien
bild die Anwesenheit eines 
umstromten Korpers bereits 
in weiter Entfernung vor und 
hinter dem Korper erkennen. 
Ein sich bewegendes Modell 
meldet so seine Ankunft schon 
lange vorher an. Wir wissen 
jetzt, daB diese Anmeldung 
mit der Schallgeschwindigkeit 

Abb.231. Veranschau!ichung der Druckstiirungen, 
die von einem mit 1Jberschallgeschwindigkeit 

iIiegenden GeschoB ausgeh en. 

vor sich geht. Bewegt sich 
jedoch der Korper schneller, so fallt diese Voranmeldung 
weg. 

An einem GeschoB, dessen Eigengeschwindigkeit groBer als die 
Schallgeschwindigkeit sein solI, wollen wir diese Vorgange studieren. 
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Wir betrachten nach Abb. 231 die Bewegung wah rend einer Sekunde, so
daB der zuruckgelegte Weg gleich der Geschwindigkeit c ist. Von der 
GeschoBspitze aus werden sich die DruckstOrungen nach allen Seiten 
gleichmaBig mit der Schallgeschwindigkeit a ausbreiten, sodaB diese 
Storungen nach einer Sekunde auf einem Kreise bzw. einer Kugel vom 
Radius a zu finden sind. Die Druckstorungen, die z. B. eine halbe Se
kunde spater von der Spitze ausgehen, werden nach der nachsten hal
ben Sekunde auf einem Kreise vom Radius a,/2 zu finden sein, wahrencl 
das GeschoB selbst am Ende der Sekunde den Weg c zuruckgelegt hat. 
Man erkennt, daB die Storungen sich auf einer Geraden ausbreiten, die die 
Tangente an aIle vorgenanntenKreise ist. Der Winkel istdurch a/c= sin <x 
festgelegt. 1m Raume schreitet also die Storung auf einem Kegelmantel 

Abb.232. Schlierenaufnahme cines 
Infanteriegeschosses nach Cranz, 

mit dem Winkel 2<x fort. <X wird 
der Machsche Winkelgenannt. 
Dieser wird bei den weiteren Be
trachtungen eine wichtige Rolle 
spielen. So ist z. B. einleuchtend, 
daB bei Kenntnis dieses Winkels 
die Geschwindigkeit c des Kor
pers ohne weiteres bestimmbar 
ist, sofern die Schallgeschwindig
keit a bekannt ist. DerVorgang 
andert sich nicht, wenn das Ge
schoB stillsteht und die Luft 
mit del' Geschwindigkeit c das 

GeschoB anstromt. Es bilden sich dann ebenfalls zwei Wellen unter clem 
Winkel 2<x, undzwarso, daB die Winkelhalbierende diesel' Wellen 

identisch mit del' Anstromrichtung ist. Del' Quotient!!... wircl 
a 

auch Ma chsche Kennzahl genannt. 
Genau gilt dieser Satz nur, wenn es sich urn kleine Druckanderungen 

handelt. Nur dann gilt namlich die Ableitung del' sog. "Schallgeschwin
digkeit". Bei groBeren Druckspriingen, wie sie Z. B. bei Explosionen 
vorkommen, ist dieses Gesetz nicht mehr gultig. Wir beschranken uns 
hier auf die Bemerkung, daB in diesen Fallen weit groBere Ausbreitungs
gesch windigkeiten vorkommen. 

Die Druckstorungen auf dem Machschen Kegel konnen optisch seh1' 
genau bestimmt werden. Druckanderungen entsprechen bei Gasen 
Dichteanderungen. Bei Anderung del' Dichte andert sich bekanntlich 
der Lichtbrechungskoeffizient. Nach der Toplerschen Schlierenmethode1 

(1864) konnen diese Dichteanderungen sehr schon sichtbar gemacht 

1 Eine eingehende Beschreibung dieser optischen Methode befindet sich in: 
Schardin, R.: Das T6plersche Schlierenverfahren, Forschungsheft 367, 1934. 
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werden. Abb. 232 ~eigt ein solches Schlierenbild fiir ein Infanterie
geschoB. Der Machsche Winkel ist hierbei gut sichtbar und ermaglicht 
die Bestimmung der GeschoBgeschwindigkeit. 

Aus diesen Betrachtungen folgern wir: 
Bei Stramungen mit "Uberschallgeschwindigkeit breitet 

sich jede Starung unter dem Machschen Winkel aus. Unter 
Starung ist hierbei jede Druckerhahung oder -erniedrigung 
~u verstehen. Die Stramungsrichtung ist identisch mit der 
Winkelhalbierenden der Machschen 'Wellen. 

Es mag noch hinzugefugt werden, daB die Druckwellen beim Auf
treffen auf eine Wand ebenso reflektiert werden wie Wasserwellen u. dgl. 

Die bei Uberschallstromungen auftretenden Wellenbilder haben auBerlich groBe 
Ahnlichkeit mit den Wasserwellen von Wildbachen. Auch dort ist die Druckver
teilung unausgeglichen, und es ergeben sich in der Tat in vielen Fallen gleiche Bilder. 
Preiswerk1 hat diese Analogie eillgehelld untersucht. 

89. Allgemeine thermodynamische Beziehungen. 
Es ist nut~lich, einige Formeln ~usammen~ustellen, die bei Stra

mungen mit "Uberschallgeschwindigkeiten haufig praktische Verwendung 
finden. 

~.) l d 
Wenden wir z. B. Gl. (30) C2-Cj = I -'P. fur den Fall an, daB C 1 = 0 

2 fI "Y 
ist, d. h. fur das Ausstramen aus eine~ Druckkessel, so ergibt die Inte-
gration fur den reibungslosen Fall und die Adiabate die bekannte Glei
chung von Saint Venant Want~el (1839) 

C =1.' ~ k l(po)"-;;-l_lj= 'Ii ~ Po [l_(E)"-;;-l,1 . (128) 
x-I e P x-I eo Po 

Der Index 0 be~ieht sich hier auf den Kessel, wahrend die ohne Index 
verwendeten Bezeichnungen sich auf einen beliebigen Querschnitt in 
der Duse beziehen. 

Die Geschwindigkeit kann nicht unbegren~t wachsen. Die Gren~e 
der Expansion ist das Vaku urn. Hierbei ergibt sich aus Gl. (128) 

1/ 2 x Po 
cmax = . --1 -. 

x- eo (129) 

Gehen wir vom Atmospharendruck und 15 a aus, so ergibt sich eine 
Hochstgeschwindigkeit von 757 m/s. 

Del' "Ubergang ~u den einfachen, fruher abgeleiteten Gleichungen bei 
inkompressiblen Medien ergibt sich leicht, wenn wir unter der Wurzel 

nach kleinenDruckunterschieden entwickeln. Man erhaltdann C = 11 2 g~;. 

1 Preiswerk, E.: ~;\.nwendung gasdynamischer Methoden auf vVasserstro
mungen mit freien Oberflachen. Mitt. lnst. Aerodyn. Zurich 1938, Nr. 7. 
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FUr die Schallgeschwindigkeit a =Vd P konnen unter Benut:4ung der 
de 

allgemeinen thermodynamischen Be:4iehungenleicht bequeme Gebrauchs-
formeIn abgeleitet werden. Unter Benutzung der Adiabatengleichung 
und der Hauptgasgleichung erhalt man folgende FormeIn: 

; ",' " 
a=Y(/"xp·v=-Yg-xRT =l2 g RTo" + 1= V2 gpo - vo" + 1; (130) 

fiirLuft ist a = 18,3 -yTom/s (To Temperatur im Kessel!). 
Die Schallgeschwindigkeit ist somit keine Konstante. Sie andert sich 

mit der Temperatur, der Dichte und dem Druck. Bemerkenswert ist das 
Verhalten im Vakuum. Dort ist T = 0, d. h. die Schallgeschwindigkeit 
mu.B dort gleich Null werden. Einige Zahlenwerte enthalt die folgende 
Tabelle: 

to °c -50 -20 0 15 50 100 

a 
272 292 303 310,6 327 354 m/s 

Fiir das kritische Druckverhaltnis beim AusfIie.Ben aus einem Kessel 
ergibt sich aus Gl. (128). 

" 
~ = (,,! 1),,-1. (131) 

Bei Luft mit k = 1,4 ist Po/p = 1,893 = 1/0,5283. Das kritische Tem

peraturverhaltnis ist: ~ =" 11; fiir Luft ergibt sich: ~ = 1,2. 

FUr das viel verwendete Verhaltnis cja, die sog. Machsche Zahl, er
halt man aus Gl. (127) und Gl. 128). 

(132) 

Von groBem Interesse ist noch der Staudruck, der sich im Staupunkt 
vor jedem umstromten Korper ergibt. Aus Gl. (128) erhalten wir fiir den 
Staupunkt 

e ,,-1 
Po - P = "2 c2 -,,-

~-1 
-~P"--~1-- = ~ c2 - 8. 

(~)-" -1 

(133) 

Der Staudruck ist danach gro.Ber als der friiher verwendete Ausdruck 

~ c2• Die folgende Tabelle enthalt einige Werte, die insbesondere :4eigen, 

welche Fehler begangen werden, wenn bei gro.Beren Geschwindigkeiten 
mit der einfachen Formel gerechnet wird. 
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Die Ausrechnung ergibt fiir den hier in Betracht kommenden Fall 

der Adiabate bei p = 1 ata; e = i; " = 1,4: 

Polp 1,1 
I 

1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 

e 
I 

1,035: 1,07 1,1 1,133 1,16 1,189 1,22 1,25 1,28 

c 124,3 : 173,1 209 238 262 284 303 320 336 

Die Ausfiihrungen iiber den Staudruck gelten nur fiir Geschwindig
keiten, die unterhalb der Schallgeschwindigkeit liegen. Bei 
groBeren Geschwindigkeiten wird durch den VerdichtungsstoB (s. S. 220) 
der Vorgang wesentlich modifiziert. 

90. Konstruktion ebener Stromungsbilder bei 
tlberschallgeschwindigkeit. 

Fiir die ebene Potentialstromung, bei der in parallelen Ebenen immer das 
gleiche Stromungsbild vorhanden ist, lassen sich sehr prazise Angaben im Faile der 
Uberschallstromung machen. 

Wir denken uns ein Gas yom Drucke Po und der Dichte eo aus einem Kessel 
durch eine diisenformige Leitung ausstromen. Gl. 128 gibt dann nach friiherem die 
Geschwindigkeit fiir jeden Querschnitt in Abhangigkeit yom Druckverhaltnis Polp 
an. Wir schreiben diese Gleichung in folgender Form: 

c2 = ~X [(po)" :-1-11 = ~X (po)"-:,-1 _~.~. 
x-Ie p . x-Ie p x-Ie 

Beriicksichtigen wir a2 = x • X gem. Gl. 130, so erhalten wir nach einigen leichten 
e 

Umformungen unter Beriicksichtigung des Adiabatengesetzes: 

(134) 

Die Geschwindigkeit c hangt also fest mit der jeweiligen Schallgeschwindigkeit 
zusammen. Mit groBerem c wird a kleiner, bis schlieBlich bei der groBten Geschwin
digkeit Cmax die Schallgeschwindigkeit gleich Null wird (Ausstromen in das Vakuum). 

Wenn wir nun in einem Polardiagramm die Geschwindigkeit c so .darstellen, 

daB der Winkel zur u-Achse den Machschen Winkel bildet, so ist wegen sin IX = !!... 
c 

die Ordinate a immer die jeweilige Schallgeschwindigkeit, und c2 = u2+ 0,2, 

(Abb.233a). Mit Gl. (134) ergibt sich: 
2 c2 _0,2 __ - u2 + a2 

max x-l- , 

x+l c· = u 2 + a2 --. (135) max x-I 

Die c-Kurve stellt also eine Ellipse dar mit de~ Achsenverhaltnis V: + ~ . In 

Abb. 233a ist die Ellipse mit den zugehiirigen GroBen eingetragen. Der kleine Kreis 

hat den Radius Umax, wahrend Cmax = a . V: + ~ den Radius des groBen Kreises 

darstellt. Nach Gl. 128 ist jeder Geschwindigkeit ein bestimmtes Druckverhaltnis 
zugeordnet. Hieraus laBt sich der Druck, der bei irgendeiner Geschwindigkeit 
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herrscht, leicht berechnen. Uber del' Ellipse ist in Abb. 233b diese Druckkurve ein· 
gezeichnet. Aus den Hilfslinien fiir aE ist die Zuordnung zu erkennen. Die Druck-

Abb.233. Konstruktion von Striimungsbildern mit "Obersehallgeseh"indigkeit nlleh dem Verfahren 
Von Prandtl-Busemann. 

kurve beginnt mit einer Parabel und hat bei Erreichung der Schallgeschwindigkeit 
einen vVendepunkt, urn sich dann mit andel'el' Kriimmung dem Vakuum (d. h. 
P = 0) zu nahern. 
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Mit Gl.(135) undAbb.233a kennen wird den Machschen Winkel iX, del' bei einer 
bestimmten Geschwindigkeit zu erwarten ist. Die Machschen Storwellen stellen 
abel' Druckunterschiede dar, die gemaB friiheren Uberlegungen AnlaB zu Ge s c h win
digkeitsanderungen geben. Die Richtung diesel' Geschwindigkeits
anderungen, d. i. del' Beschleunigungen, muB aber in Richtung del' Druck
unterschiede fallen, d. h. immer senkrecht zu den Machschen "Vellen. Damit kon
nen wir angeben, in welcher Richtung sich bei einer bestimmten Uberschall
geschwindigkeit die Geschwindigkeiten andern. In Abb. 233a bedeutet definitions
gemii.B die t~-Achse die Richtung des Machschen Winkels. Die dazu senkrechte 
Richtung ist somit identisch mit del' Richtung del' Geschwindigkeitsanderungen. 
FUr eine Reihe weiter unten benutzter Geschwindigkeiten sind in Abb. 233a kleine 
Geschwindigkeitsanderungen eingezeichnet (kurze, senkrechte Striche). In Ver
langerung diesel' kurzen Stucke sind die Sehnen des groBen Kreises eingezeichnet. 
Durch die Ellipse werden diese Sehnen bekanntlich im Verhii.ltnis del' beiden Halb
achsen geteilt. Zieht man nun aIle Sehnen von einem Punkte des groBen Kreises 
strahlenformig bis zur gegenuberliegenden Kreiskontur, so werden aIle Ellipsen
punkte durch zwei Kreise dargestellt, die den kleinen lmd groBen Ellipsenkreis be
riihren. InAbb.233c ist ein solcher Kreis eingetragen. Wenn man nun den neuen 
Kreis auf dem kleinen Kreis abrollt, so bewegen sich die Geschwindigkeitsande
rungen auf einer Epizykloide. Die kleinen Geschwindigkeitsanderungen fiir die 
Punkte E bis E' sind mitubertragen. Die Endpunkte der Geschwindigkeiten c 
miissen somit auf diesel' Zykloide liegen, sodaB wir nunmehr die Richtung jeder 
Geschwindigkeit in del' Ebene kennCll. Auch die Richtungen del' Machschen Winkel 
sind dam it bekannt. Dazu brauchen wir nur die senkrechten Richtungen del' 
Abb.233a aufAbb.233c zu ubertragen. Die Linien e' d' c' b' abc d e stellen diese 
Richtungen dar. 

Dieser einfache Zusammenhang, der von Prandtl und Busemann1 entdeckt 
wurde, gestattet nun in del' Tat, Uberschallstromungen zu zeichnen. Einige Bei
spiele sollen die Anwendung erlautern. 

Zunachst solI eine beschleunigte Stromung betrachtet werden. Entlang einer 
ehenen Wand solI nach Ab b. 233 d eine Stromung mit Uberschallgeschwindigkeit an
kommen, die von A ab entlang einer gekriimmten Wand expandieren solI. Von A 
bis E ist somit eine beschleunigte Stromung vorhanden. In del' Charakteristik ist 
o A die Geschwindigkeit der Parallelstromung. Die Geschwindigkeit in B wird 
dadurch erhalten, daB wir in B die Tangente ziehen und diese Richtung in die Cha
rakteristik iibertragen. Es ergibt sich 0 B, sodaB der zugehorige Machsche Winkel 
durch den Fahrstrahl b gebildet wird, wahrend in A diese Richtung durch a dar
gestellt wU·d. Auch diese Richtungen werden in die Stromung iibertragen. Del' 
AniaB zu den Machschen Wellen bildet einfach die Druckii.nderung in A, B usw. 
So laBt sich fiir beliebig viele Punkte die jeweilige Machsche Welle eintragen, wie es 
in Abb. 233d von A bis E geschehen ist. Was kann nun aus diesem Bilde gefolgert 
werden? AIle Stromlinien kommen gerade an und werden erst beim 
Auftreffen auf den Strahl a abgelenkt. Von da ab findet eine stetige 
Ablenkung statt, bis schlieBlich die Stromlinie bei e gerade austritt. Eine Strom
linie ist in der Abb. 233d eingetragen. Die Bedeutung der Machschen Wellen ist 
somit kIaI'. Nur innerhalb del' von diesen Wellen gebildeten Sektoren erfahrt die 
Stromung eine Ablenkung. Ganz im Gegensatz zu den Unterschallstro
mungen finden also hier unstetige Richtungsanderungen statt, die 

1 Prandtl, L. und A. Busemann: Naherungsverfahren zur zeichnerischen 
Ermittlung von ebenen Stromungen mit Uberschallgeschwindigkeit. Stodola Fest
schrift. Ziirich 1929. 
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plotz Hch auf einer Linie beginnen. Sobald somit die Machschen Win
kel bekannt sind, lliBt sich die Strom.ung genau konstruieren. 

Wenn nun in Abb. 233e die Kriimmung AB fehlt, d. h. in eine scharfe Ecke zu
sammenschrumpft, so findet grundsatzlich das Gleiche statt. Voraussetzung ist 
natiirlich, daB das Druckverhaltnis dasselbe bleibt. Es ergibt sich hier ein Sektor 
a e, in dem die Umlenkung stattfindet. Fiir die dort eingezeichnete Stromlinie gilt 
grundsatzlich das Gleiche wie vorhin. Es handelt sich um die sog. "Prandtlsche 
Ecke", die fUr viele Anwendungen eine anschauliche Vergleichsbasis bildet. 

Wenn nachAbb. 233 f die Wand nach oben gekriimmt ist, findet eine Kompres
sion, d. h. eine Verzogerung, statt. Konstruiert man jetzt nach der gleichen Regel 
die Storungswellen (a b' c' d' e'), so laufen diese zusammen, wahrend bei Expansion 
eine Divergenz eintritt. An einigen Punkten schneiden sich jetzt die Wellen. Da die 
einzelnen Wellen kleine Druckanderungen bedeuten, findet bei ihrem Schnitt eine 
Addition solcher Druckanderungen statt. Dies bedeutet aber notwendiger
weise einen endlichen Drucksprung. Derartige Druckspriinge finden nun, ge
nau wie es die Theorie voraussagt, auch tatsachlich statt. Man spricht von Ver
dichtungsstoBen, die bei Uberschallstromungen eine sehr wichtige Rolle spielen. 
Von Riemann stammt die theoretische Voraussage, Stodola erbrachte die ex
perimentelle Bestatigung. 

Die Kompressionswellen, die bei Ab b. 233 f sich in einem engen Bereich zu einem 
VerdichtungsstoB treffen, fallen alle zusammen, wenn nach Abb. 233g die Wand 
plotzlich unter einem Winkel abgeknickt wird oder, was das Gleiche bedeutet, wenn 
bei eiper freien Ecke A E die gleiche Ablenkung dadurch erzwungen wird, daB in 
dem freien Raum der gleiche Druck herrscht wie bei Abb. 233 f. Es ergibt sich hiflr 
ein VerdichtungsstoB auf einer Linie. Die Stromung wird an dieser Stelle 
plotzlich abgeknickt, wie z. B. eine in Abb. 233g eingezeichnete 
StromHnie zeigt. Kaum ein anderes Beispiel kennzeichnet deutlicher den 
Unterschied zwischen Unter- und Uberschallstromung. 

Fiir aIle Beispiele kann der Druckverlauf sehr leicht aus der in Abb. 233 b ent
haltenen Druckkurve entnommen werden. 

91. Der Verdichtungsstoil. 
Die vorhin festgestellten VerdichtungsstoBe sind in der Tat ein cha

rakteristisches Merkmal fiir tTherschallstromungen, sodaB dieser Vor-
A gang eingehender erlautert werden 

------+------- muB. Die Stromung in einer geraden 
Cg -

B 

---.--------r----.r-----
I i k J t -~-! 

i 

Rohrleitung nach Abb. 234 ist dazu 
besonders geeignet. Wenn hier eine 
Stromung mit tl'berschallgeschwindig
keit vorhanden ist, kann plOtzlich an 
einer Stelle A-B die Geschwindigkeit 
sich von CI auf C2 in einem Verdich
tungsstoB verzogern. Bei diesem StoB 
wachst der Druck von PI auf P2' Die 

..I.bb.234. Verdichtungssto/.l in einer theoretische Untersuchung dieses Vor
Rohrleitung. 

ganges nach dem Impulssatz zeigt nun, 
daB hierbei immer die tl'berschallstromung in eine Unterschall
stromung iibergeht, gemaB der Beziehung: 

cI · C2 = a2 
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Der Vorgang hat groBe Ahnlichkeit mit dem Schwall S.13, sowie 
mit dem Zusammensturz der Kondensationsblasen bei der Kavitation 
S. 208. In gleicher Weise ergibt sich ein StoBverlust. In der Sprache der 
Thermodynamik bedeutet dies eine Entropievermehrung. Ein Ver
diinnungsstoB ist nicht moglich, da er zu einer Entropie
verminderung fiihren wiirde. 

AuBer bei Leitungen und Diisen findet immer bei der U mstromung 
eines stumpfen Hindernisses ein VerdichtungsstoB statt. Aus dem tJber
schneiden der Storungswellen kann dies in 
gleicher Weise wie aus Abb. 233f geschlos
sen werden. Betrachten wir z. B. nach 
Abb. 235 die Umstromung einer Profilnase, 
so bildet sich der VerdichtungsstoB in 
einer Kopfwelle aus, die in einem kleinen 
Abstand vor dem Profil zu finden ist. Die 
auf den Staupunkt A aufstoBende Ver
zweigungsstromlinie erH1hrt damit ein 
merkwiirdiges Schicksal. Bis zur Kopf
welle ist Druck und Geschwindig
keit in der ganzen Stromung kon
stan t. An der Kopfwelle steigt der Druck 
sprunghaft, und anschlieBend bis zum Abb.235. Veranschaulichung des 
Staupunkt stetig. Fiir die Geschwindig- VerdichtungsstoBes vor einer 

ProfiInase. 
keit gilt ein umgekehrtes Verhalten. In-
folge des StoBverlustes ist der Staudruck, d. h. der Druck bei A, gerin
ger als bei adiabatischer Verdichtung. Dies ist der Grund, weshalb 
Gl. (133) nur bis zur Schallgeschwindigkeit Giiltigkeit besitzt. 

Der an der Kopfwelle eintretende fiberdruck legt sich j e 
nach der Ausbildung des Profils in breiter Front auf die 
Profilnase und verursacht einen Widersti1nd, der selbst bei 
reibungsloser Bewegung eintritt. Zu dem Flachen- und Form
widerstand kommt somit ein zusatzlicher Widerstand, der mit dem 
Wellenwiderstand eines Schiffes vergleichbar ist. 

Die Kopfwelle geht stetig in den Machschen Winkel iiber. Eine 
grundsatzliche Anderung erfahrt das Bild, wenn die Nase spitz ausgebil
det ist. Die Kopfwelle hebt sich dann nur unwesentlich vom Staupunkt 
ab, und ihre Druckwirkung wird mehr auf die Seitenflachen des Profils 
iibertragen, sodaB in Stromungsrichtung nur"kleinere Komponenten ver
bleiben. Daraus folgt, daB bei fiberschallstromungen die 
Korper vorne spitz ausgefiihrt werden miissen. Damit ist 
z. B. einleuchtend, welch groBen Fortschritt die Einfiihrung des Spitz
geschosses brachte. 

Die auBere ffiereinstimmung mit dem Wellenwiderstand von Schif-
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fen istvollkommen. Denn auch hier ist es selbstverstandliche 
Gewohnheit, den Bug eines Schiffes spitz auszufuhren. 

Zwischen KopfweHe und Staupunkt vermindert sich die Geschwin
digkeit bis auf Null. Dies ist tatsachlich der einzige Fall, 
wo bei tJberschallstromungen Unterschallgeschwindigkeit 
herrscht. 

Die Widerstandsbeiwerte fur geschoBartige Korper (Abb. 236) zeigen 
sehr deutlich den EinfluB der Schallgeschwindigkeit. In der Nahe der 

1,.1 I IT] Schallgeschwindigkeit steigen 
die Beiwerte sprunghaft; Zu 
dem Flachen und Formwider
stand kommt jetzt der Wel-

t lenwiderstand hinzu. Nachher 
ff senken sich die Werte wieder 

c;., 4~.5\-----lI,~~....;;;t::=:::m~~ c:g::::::, und scheinen einen konstan-

o 1 

~a 

If .J 

Oil> ten Wert anzustreben. Dies 
Sf?" kommt daher, weil der Sog 

hinter dem GeschoB mit Er-

Abb. 236. Widerstandsbeiwerte fiir verschiedene 
Geschollformen bei "Oberschallgeschwindigkeit. 

reichen des Vakuums seine 
Grenze findet und auch d,ie 
Wellenform sich andert. 

92. Lavaldiisen. 
Dusen, die bis zu einem Querschnitt verengt und dann erweitert sind, 

nennt man nach dem Erfinder Lavaldusen. Bei der Durchstromung sol
cher Dusen werden fast alle Merkmale beobachtet, die fur eine tJber
schallstromung typisch sind. 

Da durch jeden Querschnitt der Duse dieselbe Menge stromen muB, 

gilt nach der Kontinuitatsgleichung f = ~ fUr I kg/s durchstromende 
. c· y 

Menge fur einen beliebigen Querschnitt: 
1 1 

f=c:y = c.(!.g· 

Aus Gl. (128) erhalt man nach einer leichten Umformung: 

Fiir ein Beispiel ist in Abb. ~37 die Flache f in Ahhangigkeit 
yom Druck aufgetragen. Der Anfangsdruck ist hierbei 30000 kg/m2, 
die Temperatur 30° C. Fur den kritischen Druck ergibt sich, wie be
reits frUher (S. 212) abgeleitet, ein Minimum des Querschnittes, in dem 
Schallgeschwindigkeit herrscht. Zu einer weiteren Beschleunigung ist 
eine Erweiterung notwendig. FaBt man die Dusenstromung als Stro-
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mung durch eine Stromrohre irgendeiner allgemeinen reibungsfreien 
Bewegung auf, so laBt sich folgende allgemeine Regel aufstellen: 

Bei Stromungen mit "Ober-
schallgeschwindigkeit kann eine 3.-------,----.---:--.,..-----. 

Beschleunigung nur durch Quer
schnittserweiterung erreicht 

werden. Auch die Umkehrung gilt, t z 

wie schon aus Abb. 233 hervorging. Pitt 

Eine Veuogerung kann bei fiber- 11---t-~-++--+----l 
schallstromungen nur durch 
Querschnittsverengung erreicht 

o 
werden. 

10 20 
f--

30 

Das Verhalten ist also genau u m - Abb.237. Druck- und Querschnlttsverlauf 

gekehrt wie 
stromungen. 

bei Unterschall- fUr eine erweiterte Duse. 

Veranschaulicht werden diese Unterschiede am besten, wenn man 
nach Abb. 238 die Druckverteilung langs einer Lavaldtise betrachtet. Wir 
wollen hier das Druckverhaltnis stetig vom unterkritischen bis zum tiber
kritischen Wert andern. Bevor wir im engsten Querschnitt die Schall
geschwindigkeit erreicht haben, hat die einfache Form der Bernoullischen 
Gleichung bzw. Gl. (31), die die Dichteanderung mitberucksichtigt, Gill
tigkeit. Der Druck nimmt bis zum engsten Querschnitt ab und steigt im 
erweiterten TeiI wieder auf den ursprtinglichen Wert abztiglich des Rei
bungsverlustes (Kurve I in Abb. 
238). Die Geschwindigkeit im 
engsten Querschnitt steigt nach 
frtiher abgeleiteten Formeln mit 
wachsendem Druckverhaltnis. In 
Abb. 238 ist diese Geschwindig
keit durch eine gestrichelte Kurve 
angedeutet. Mit der Geschwin
digkeit steigt natiirlich auch die 
durchflieBende Menge. Dieses 
Verhalten bleibt bestehen, bis 
wir im engsten Querschuitt die 
Schallgeschwindigkeit erreicht 
haben. Kurz vorher haben wir 
den Verlauf II. Sobald nun die 

---+---------

I 

I 
I i 
~~ 

I 

Abb.238. Gesamtiiberblick iiber den Drnckverlauf 
und die Geschwindigkeit der engsten Stelle in 
einer Lavalduse bei uuter- UI:d iiberkritischeu 

Schallgeschwindigkeit im engsten Drnckverhiiltnissen. 

Querschnitt erreicht wird, muB nach obiger Ableitung die Geschwindig
keit im erweiterten TeiI zunehmen, der Druck abnehmen. Es ergibt sich 
der DruckverlaufIV. Merkwiirdig ist, daB beim "Obergang von IIInachIV 
der Enddruck sprunghaft von Pu' auf Pu sinkt. Tatsachlich konnen sich 
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jedoch im erweiterten Teil zweiDriicke einstellen. Denn sowohl dieKurve 
III wie IV konnen sich beim Erreichen der Schallgeschwindigkeit ein
stellen. In einem Querschnitt kann damit sowohl der Punkt 1 wie 2 er
reicht werden. In Wirklichkeit stellen sich diese Driicke auch ein, wenn 
das kritische DruckverhiHtnis etwas iiber- oder unterschritten wird. Diese 
Tatsache steht auch im Einklang mit Abb. 237, wo sich fiir einen 
Querschnitt zwei verschiedene mogliche Driicke ergaben. 

Liegt der Enddruck zwischen Pu undpu', so findet nach den Beobach
tungen und der Theorie ein VerdichtungsstoB statt. An einer Stelle des 
erweiterten Kanals springt der Druck dann plotzlich auf eine bestimmte 
Rohe und nahert sich dann stetig einem Enddruck, s. Kurve V. 

1m engsten Querschnitt kann keine hohere als die Schallgeschwindig
keit erreicht werden. Die Geschwindigkeitskurve bleibt von da ab kon
stant. Es ist also nicht moglich, mehr als eine bestimmte Menge durch 
die Diise durchzudriicken. Eine VergroBerung des Druckverhaltnisses 
niitzt dann nichts mehr. 

93. EinfiuB der Kompressibilitat bei Unterschallstromungen. 
Bei Geschwindigkeiten iiber 150 m/s macht sich bereits der EinfluB 

der Kompressibilitat bemerkbar; z. B. weicht nach S. 217 bei c = 170m/s 

derStaudruckschonum7vRvondemWert ~ c2 ab. Mit Rucksicht auf 

----------- die zahlreichen technischen 

~-~-----------~~------~~~~~----------

-----------

Anwendungen, die fur solche 
Geschwindigkeiten vorliegen, 
ist die Frage von Interesse, 
wie wenigstens in erster Na
herung eine Berucksichtigung 
moglich ist. 

Ein einfacher qualitativer 
Abb.239. Stromlinlenverlauf bel der Umstromung" Einblickist bei derTragflugel

elnes Tragfliigels fUr kompressible (gestrichelt) und stromung moglich (Abb. 239). 
inkompresslble Medlen. 

~~-~~----------~~=-------

Die ausgezogenen Stromlinien 
sollen fur die inkompressible Stromung gelten. Was wird nun gesche
hen, wenn der Flugel unter dem gleichen Anstellwinkel mit einem 
kompressiblen Gas angeblasen wird? Unter dem Tragflugel ist Dber
druck. Das Gas wird zusammengedruckt und benotigt jetzt einen klei
neren Querschnitt. Die neuen Stromlinien (gestrichelt) werden also im 
tJberdruckgebiet zusammengedruckt; umgekehrt wird auf der Saugseite 
das Gas sich ausdehnen und die Breite der Stromlinien vergroBern, ge
maB den gestrichelten Linien der Abb. 239. Das Gesamtbild erfahrt 
somit eine .Anderung in dem Sinne, daB die Stromlinien starker 
gekrummt sind. Es lauft auf das Gleiche hinaus, wenn man bei in
kompressiblen Stromungen dem Profil eine starkere WOlbung gibt. 
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Von Prandtl stammt eine Berechnung dieses Falles, die allerdings 
nur dann strenge Giiltigkeit hat, wenn die in der Stromung auftretenden 
Ubergeschwindigkeiten klein gegen die Hauptbewegung sind. 

Danach sind die Auftriebsbeiwerte und die Profileigenschaften gleich, 

wenn die Profildicke und der Anstellwinkel um den Faktor VI _ ( ~, ) 2 

geringer werden gegeniiber den Werten bei inkompressibler Stromung. 
Beispiel. Ein Tragflugel von 10% Dicke solI bei einer Geschwindigkeit von 

200 m/s verwendet werden. Urn wieviel mnE die Dicke verringert werden, wenn die 
gleichen Profileigenschaften erwartet werden? 

l/~ (~r = 11 1·- (:~~r = 0,765, 

d. h. das Profil muB urn 23,5 vR dunner werden bei entsprechender Verminderung 
des Anstellwinkels. 

Von groBem praktischen Interesse ist noch die Betrachtung der ver
zogerten Stromung. Ein Diffusor muB so gebaut werden, daB die Stro
mung nicht abreiBt. Ein kompressibles Gas wird nun im Diffusor ver
dichtet und benotigt weniger Querschnitt als ein inkompressibles Me
dium. Unter Beibehaltung der Erweiterung wiirde also die Stromung ab-

reiBen. Die not wendige Verengung ist wieder 111 - ( : r. Es ergibt 

sichsomitfolgendewichtige Regel: Bei hoheren Geschwindigkeiten 
ist der zulassige Erweiterungswinkel urn so kleiner, je mehr 
sich die Geschwindigkeit der Schallgeschwindigkeit nahert, 
bis schlieBlich, bei Erreichung der Schallgeschwindigkeit, eine Erweite
rung zu keiner Verzogerung mehr fiihrt und bei noch hoheren Geschwin
digkeiteneine Verengung Zjur Erzielung einer Verzogerung notig ist. 
Fiir den Erweiterungswinkel (x' ergibt sich somit folgendes Gesetz: 

1 / ( C)2 
(X' = (x' / 1 - \ a ' (136) 

wo (X der zulassige Erweiterungswinkel fiir inkompressible Stromung ist. 
Bei den Leitkanalen von Turbokompressoren und Au£ladern 

spielt diese Erkenntnis eine groBe Rolle. Die notwendigen Verkleine
rungen des Diffusorwinkels sind, wie die nachstehende Tabelle zeigt, 
bei groBerer Geschwindigkeit erheblich. 

c m/s I 100 I 150 I 200 I 250 I 275 I 310 

o 

IX' hei 
17,57 1 7 1 6,12 1 4,75 1 3,7 I 

o 

Eck, Striimungslehre. 15 
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Der beschleunigte Teil einer fiberschallstromung, wie er 
z. B. im erweiterten Tell einer Lavalduse zu finden ist, hat in ahnlicher 
Weise nur geringe Ablosungsneigung, genau wie die beschleunigte 
Unterschallstromung. Selbst wenn man die Erweiterung plotzlich aus
fiihrt,z. B.durch verschiedene Treppen, bilden sich nur kleineAbli:isungs
zonen aus, die auf die Gesamtstromung wenig EinfluB haben. Unter
suchungen von Busemann 1 haben dies sehr deutlich gezeigt. 

94. Tragfliigeleigenschaften bei nberschallstromungen. 
Nach den bisherigen Untersuchungen konnen wir bereits vermuten, 

daB Profile bei ttberschallstromungen am besten vorne und hinten zu
gescharft werden. 

FUr solche Profile, die zudem vernachlassigbar dunn sind, hat Acke
ret 2 eine neue Berechnungsgrundlage aufstellen konnen, die als Grund
lagedie Umstromungder Ecke benutzt. Bemerkenswert ist,daB bei Trag

flugeln, wie bei allen 
umstromten Korpern, 
selbst bei Reibungslo
sigkeit durch die Ver
dichtungsstoBe ein Wi
derstand auf tritt, der 
sein Aquivalent in der En
tropievermehrung durch die 
VerdichtungsstoBe findet. 

An einer ebenen, schrag 
angestellten Platte kann 
das grundsatzliche Ver

halten eines Tragflugels leicht verfolgt werden. Die Eintrittskante 
Abb.24O zwingt die obere Stromung - entsprechend unseren friiheren 
ttberlegungen auf S. 218 - zu einer Expansion im Winkelraum fl. Danach 
ist die obere Stromung in Plattenrichtung umgelenkt und bleibt in dieser 
Richtung, bis durch den von der Hinterkante ausgehenden Verdichtungs
stoB eine weitere Umlenkung in die anfangIiche Richtung erfolgt. Auf 
der Unterseite haben wir auf einer WellenIinie, entsprechend Abb. 240, 
einen VerdichtungsstoB und unstetige Umlenkung in Plattenrichtung. 
An der Hinterkante erfolgt wieder eine Umlenkung in die ursprungIiche 
Richtung im Winkelraum y. Hier wird also eine Expansion stattfinden. 
Man erkennt, daB an der Hinterkante, ebenso wie an der Vorderkante, 
ein endIicher Drucksprung vorhanden ist, der jeweils auf der einen Seite 
zu Verdunnungswellen, auf der anderen zu VerdichtungsstoBen AnlaB gibt. 

Abb.240. 
Stromungsblld und Krafte bei der schragen Anstromnng 

einer ebenen Platte mit "Oberschallgeschwindlgkeit. 

1 Busemann: Gasdynamik in Wien-Harms IV, 1 S. 405, Abb. 32. 
2 Ackeret: ZFM 1925, S.72. 
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Die Geschwindigkeit ist auf der ganzen oberen und unteren Seite kon
stant. Das Gleiche gilt natiirlich auch fur den Druck. Die resultie
rende Luftkraft greift somit in der Mitte der Platte an und 
steht senkrecht darauf. Daraus folgt fur die Gleitzahl 

W 
f = IX = A . (137) 

In Wirklichkeit istwegen der vernachlassigten Reibung W groBer, so
daB wir folgendes feststellen: 

Die Gleitzahl eines Profiles bei Uberschallstromung ist 
immer groBer als der Tangens des Anstellwinkels. 

Abb. 241. Schlierenbild bei der Umstriimung eines symmetrischen ProfiIs 
nach Busemann. 

Bei den Profilen mit endlicher Dicke kann man ebenfalls das auf 
S. 218 entwickeIte Verfahren anwenden. Abb. 241 zeigt z. B. das Schlie
renbild eines symmetrischen Profiles, das sich sehr genau mit der theo
retischen Konstruktion deckt. 

Der groBe Unterschied gegenuber der Unterschallstromung geht sehr 
gut auch aus den MeBergebnissen hervor. Abb. 242 enthalt Messungen 
bei 1,47facher Schallgeschwindigkeit von Busemann1. Ein verklei
deter Zylinder wird einmal von vorne und dann von hinten angestromt. 
Man erkennt, daB der mit der Spitze vorausbewegte Korper beinahe den 
halben Widerstand hat wie der umgekehrt bewegte Korper. Es ist des
halb durchaus richtig, wenn man sagt, daB ein normaler Trag
fliigel sich bei Uberschallstromung besser nach riickwarts 

1 Busemann: Forschung 4, S.87. 
15* 
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bewegt! Die fiir Unterschallstromung aufgebaute Tragflugeltheorie 
(z. B. induzierter Widerstand, Berechnung der Beeinflussung von Dop
peldeckern usw.) verliert hier ihre Bedeutung. 

Bereits vor Erreichung der Schallgeschwindigkeit andern sich die 
Profileigenschaften. Abb. 243 zeigt die Polaren fiir Machsche Zahlen von 
0,5 bis 0,8. Bei 0,5 ist noch ziemlich genau die normale Polare vorhanden. 

~ Dann beginnen aber sehr schnell die 0 
t=Z4l'mm. 

4 8-
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Abb. 242. Polaren bel 1,47facher SchaUgeschwin
digkeit von umkleldeten profllierten Zylindem, 

nach Busemann. 

Abb.243. Polaren bel verschiedenen. 
Machschen Zahlen. 

durch einen starken Abfall von Camax auspragen. Auch der Profilwider
stand wird groBer. Am schwierigsteiJ. sind die FaIle zu ubersehen, wo 
nur einige Stellen des Profils "Oberschallgeschwindigkeit aufweisen. Eine 
schlagartige VergroBerung des Widerstandes ist die Folge. Die derzeitige 
Hauptsorge der Aerodynamik besteht in der Auffindung von For
men, bei denen solche schadlichen Zonen vermieden wer
den. Diese Aufgabe ist beinahe identisch mit der Vermeidung von Ka
vitationsstellen bei Wasserturbinen. 

Fur weitere Betrachtungen sei auf die Literaturl verwiesen. 

IX. Stromungstechnische Messungen. 
95. DruckmeBgeriUe. 

Als selbstii.ndiges MeBgeriit spielt auBer dem einfachen U-Rohr das Mikro
manometer eine groBe Rolle. Indem man einen Schenkel des U-Rohres als Flasche 
ausbildet, vermeidet man das Ablesen an zwei Stellen. 1st die Querschnittflache 
der Flasche F und die des MeBrohres j; so wird bei einer Anzeige h im MeBrohr der 
Wasserspiegel in der Flasche um L1 h sinken. Die Gleichheit der verdrangten 
Mengen ergibt die Gleichung: 

F . L1 h = j . h· hieraus L1 h = L_ . h , F . 

1 Busemann: Gasdynamik. Wien-Harms 1931. 
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Bei einem Durchmesserverhaltnis von MeBrohr zu Flasche von 1: 31,6 ist ~ 
bereits 10100' so daB ilk meist vernachlassigt werden kann. 

Durch Schragstellen des MeBrohres vergroBert man, wie eine einfache Rech
nung zeigt, bei einer Druckhohe k die MeBlange 8 ill Verhaltnis 1: sin IX. Vergro
Berungen ill Verhaltnis 1:10 sind ohne besondere Vorkehrungen noch ausfiilirbar. 

Abb.244 zeigt hierfiir eine einfache und billige Konstruktion 1. Eine auf einer 
Skala befestigte Glasrohre ist um einen Punkt drehbar und in verschiedenen Winkel
stellungen einstellbar. Die Glasrohre ist durch einen Schlauch mit einer Flasche 
verbunden. Diese kann durch eine auf Abb. 244 nicht erkennbare Schraube'gehoben 
und gesenkt werden. Eine schnelle und einfache Einstellung des Nullpunktes ist 

Abb.244. Einfaches Mikromanometer. 

so moglich. Wegen del' schlechten Meniskusbildung von Wasser sind solclle In
strumente grundsatzlich nul' mit Alkohol, Petroleum odeI' dgl. verwendbar. Das 
spez. Gewicht del' Sperrfliissigkeit muB durch Al'aometel' laufend genau bestillmt 
werden. Wegen del' Temperaturempfindlichkeit von Alkohol muB auch wahrend 
des Versuches die Tempel'atur gemessen werden. 

Ein weiteres empfindliches Gerat zur Druckmessung, das sich fiir industrielle 
Zwecke sehr eignet, ist die Ringwaage, Abb. 245. Ein innen hohler Ring hat bei a 
eine Trennwand; links und rechts davon befinden sich Anschliisse fiir sehr biegsame 
Schlauche, die z. B. den zu messenden Differenzdruck iibertragen. 1m unteren Teil 
des Ringes befindet sich Wasser oder eine andere Fliissigkeit, sodaB zwei getrennte 
Luftra.ume vorhanden sind. 1m Mittelpunkt A liegt das Ganze auf einer Schneide 
auf, soda13 im Zusammenhang mit dem Gewicht G ein Pendel entsteht. 1st nun auf 
einer Seite del' Druck groBer, so steigt auf del' anderen Seite das Wasser, wahrend 
auf del' entgegenge~etzten del' \Vasserspiegel sinkt. Das Mehrgewicht auf einer 

1 Hersteller: Koch, Werkstatten GmbH fUr Feinmechanik. Koln-N. 
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Seite bedingt einen Ausschlag der Waage, der erst dann zur Ruhe kommt, wenn das 
Gegenmoment von G gleich dem Moment der hochgehobenen Wassersaule ist. Die 
Fliissigkeit, deren Menge unwesentlich ist, wirkt also sozusagen als Kolben. Ein 
Zeiger Z zeigt an einer Skala den Druck an. Diese Instrumente, die wegen der un
mittelbaren Anzeige sehr beliebt sind, lassen 
sich noch fiir Driicke von wenigen mm WS 
ausbilden. 

Das Standard-Instrument fiir fei
nere Messungen bildet heute das Mikro
manometer nach Betz, Abb. 246. Hier wird 
die Lage des Wasserspiegels nicht durch Be-

tl 

B 

Abb.245. Ringwaage. Abb.240 . Mikromanometer nach Betz. 

obachtung des Meniskus, sondern durch einen kleinen Schwimmer, an dem eine 
MeBskala hangt, gemessen. Das Bild der Skala wird optisch auf eine Mattscheibe 
projiziert und vergroBert und gibt ein weithin sichtbares Bild. 1/10 mm WS kann 
dabei mit dem bloBen Auge abgelesen werden. Dieses Instrument, das durch 
Ackeretl noch wesentlich verbessert wurde, ist nicht zu verwechseln mit den in der 
Industrie bekannten Schwimmerinstrumenten, bei denen die Bewegung eines gro
Ben Schwimmers mechanisch auf einen Zeiger iibertragen wird. Hierbei wird der 

Schwimmer relativ zum Wasser immer etwas ein- oder 
austauchen und dureh die nie ganze reine Oberflache 
unterschiedliche Randwirkungen der Kapillarkrafte ver
ursachen. Die Genauigkeit solcher Instrumente ist sehr 
begrenzt. 

Offenbar kann als Vorl.ii.ufer dieses Instrumentes ein 
bereits langer bekanntes von Debro(Diisseldorf) betrachtet 
werden, das sich nur dadurch von der Betzschen Kon
struktion unterscheidet, daB die Skala oberhalb des 
Schwimmers ist, also aus dem Wasser herausragt. Bei 

Abb.247. Manometer fiir diesem ebenfalls sehr brauchbaren Instrument erfolgt die 
kleinste Drucke nach 

Reichardt. Ablesung durch· Einstellupe. Diese beiden Konstruktionen 
stellen eine bedeutende Verbesserung gegeniiber den 

Instrumenten dar, bei denen der Meniskus unmittelbar abgelesen wird. 
Fiir kleinste Dri.icke ist jiingst von Reichardt in der Gottinger Versuchsanstalt 

1 Ackeret: Das Institut fiir Aerodynamik an der ETH Ziirich. Im Sonder
drock der Schweiz. Bauzeitung "Das Maschinenlaboratorium der Eidgen. Techn. 
Hochschule Ziirich". 
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ein grundlegend neues Gerat entwickelt worden. Der Uberdruck wirkt danach auf 
einen kleinen Ringkolben a c (Abb. 247), der dnrch einen Torsionsdraht gehalten 
und gefedert wird. Der Kolben arbeitet mit wenig Spiel, sodaB eine vollkommen 
reibungslose Bewegung erfolgt. Dnrch das Kolbenspiel geht etwas Leckluft ver
loren. DieserNachteil ist indes, wie sich gezeigt hat, nicht sehr erheblich, weun eine 
weite Sehlauehleitung von bestimmter Lange verwendet und eine Eiehung vor
genommen wird. Das Gerat miBt noeh Driieke von 10-6 mm WS und diirfte 
das empfindliehste praktiseh brauehbare lVIikromanometer darstel
len, das heute existiert. Luftgesehwindigkeiten von wenigen em/s sind noeh 
meBbar. Dieser Gesehwindigkeitsbereieh, der bisher nur von Hitzdraht
instrumenten beherrseht wnrde, kann damit auch mit Staudruekmessungen 
bearbeitet werden, was einen erheblichen praktischen Vorteil bedeutet. 

96. Messung von Druck und Geschwindigkeit in oftener Stromung. 
An einem praktischen Beispiel sollen die Hauptgesichtspunkte, die 

sich bei stromungstechnischen Messungen erge ben, herausgescha,lt werden. 
Aufgabe. Gegebenein Trag

£lugel, der unter irgendeinem 
Anstellwinkel angestromt wird 
(Abb. 248). 1m Punkte A sol
len Geschwindigkeit, stati
scher unddynamischer Druck, 
sowie die Stromungsrichtung 
festgestellt werden. Mit wel
chen Mitteln ist dies moglich ? 

Am einfachsten laBt sich 
die Stromungsrichtung be
stimmen. Ein diinner Wollfa-

-- -
d b Abb. 248. Messen von Druck, Geschwindigkeit nsw. 

en, an einemDraht efestigt, imfreien Stromungsfelde. 

zeigt sehr gut die Richtung 
an. Auch ein kleines Windfahnchen, bestehend aus einem Rechteck, 

das in ! Tiefe von der Vorderkante drehbar geli,Lgert ist, leistet gute 

Dienste. 
Druckmessungen sind schon schwieriger. Der Druck, den ein offenes 

MeBrohr (Pitotrohr) anzeigt, andert sich mit dem Winkel, den die 
MeBOffnung mit der Stromungsrichtung bildet. Aus friiheren Erwa
gungen, die wir bei der Rohrstromung angestellt haben (S. 9), wissen 
wir, daB der Gesamtdruck erhalten wird, wenn die MeBoffnung dem Strom 
entgegengerichtet ist. Dies trifft auch bei der freien Stromung zu. Bei 
bekannter Stromungsrichtung kann also sehi leicht die Gesamtenergie, 
d. h. die Konstante der Bernoullischen Gleichung, bestimmt werden. 
Es sei bemerkt, daB diese Messung sehr genau ist. 

Bei sehr kleinen MeBdusen, wie sie z. B. bei Grenzschichtunter
suchungen fiir Geschwindigkeitsmessungen verwendet werden, muB alIer
dings darauf geachtet werden, daB die Wand starke sehr dunn ist und 
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dann moglichst konisch nach hinten zunimmt, um ortliche Beeinflus
sungen des Geschwindigkeitsfeldes zu vermeiden. 

Schwieriger ist schon die Messung des statischen Druckes. Der An
fanger neigt dazu, die eben verwendete MeBdiise um 90° zu drehen und 
die sich dann ergebende Anzeige als statischen Druck anzusehen. Sieht 
man sich diesen Fall nach Abb. 249 genauer an, so erkennt man, daB bei 
der Umstromung der MeBoffnung eine Abli:isung entsteht, die einen star
ken Unterdruck von der GroBenordnung des Staudruckes ergibt und 
zwarunabhangig von der absoluten GroBe des MeBrohrchens. 

Am leichtesten gewinnt man einen Ubcrblick, wenn man, wie in 
Abb. 248, die Stromlinien einzeichnet und im Sinne friiherer Uberle
gungen die Stromrohre als Kanal mit reibungsfreien Wanden ansieht. 
Bei der Rohrstromung ergibt sich der statische Druck aus einer Druck-

Abb.249. Umstromung eines zyliudrischen Rohres. Abb.250. Sersche Scheibe. 

messung durch Wandbohrung. Tatsachlich laBt sich auch hier nichts 
anderes machen. Eine Wand ist nun nicht vorhanden, sie muB erst 
kiinstlich geschaffen werden. Da die Stromlinie gekriimmt ist, muB 
diese Wand genau so gekriimmt sein. In Abb. 250 ist das MeBinstru
ment, das so entsteht, eingezeichnet. Einfacher ist die Messung am 
Korper selbst. Hier geniigt selbstverstandlich eine einfache Bohrung. 

Nun ist es erklarlicherweise unmoglich, fur aIle moglichen Krum
mungen solche DruckmeBinstrumente anzufertigen(etwa nachAbb.248). 
Tatsachlich wird diese Messung nur bei geradlinigen Stromungen ver
wendet. Das Instrument besteht dann aus einer Kreisplatte mit einer 
Bohrung in der Mitte. An einem kleinen Rohrchen wird der Druck ge
messen (Abb.250). Als Sersche Scheibe ist dieses Instrument bekannt 
geworden. Nachteilig ist, daB es gegen Richtungsanderung sehr emp
findliGh ist. Dies durfte einleuchten, wenn man sich die runde Scheibe 
als Tragflugel vorstellt. Will man das Instrument bei gekrummten Stro
mungen verwenden, so muB die Kreisplatte so klein sein, daB ein Stiick 
Kurve dadurch ersetzt wird. 

Die fur die Druckmessung notwendigen kunstlichen Wande kann 
man sich noch auf andere Weise bilden. Man bringt ein rundes, vorne 
gut abgerundetes Rohr genau in Stromungsrichtung (sog. Sonde). In 
einiger Entfernung von der Vorderkante bringt man ringsum kleine Boh-
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rungen oder einen Ringschlitz an (Abb. 251). 1m Innern stellt sich dann 
der statische Druck der Stromung ein. Wichtig ist, daB die Bohrungen 
nicht zu weit vorne liegen, weil dort, wie z. B. die Druckverteilungs
kurve des Luftschiffkorpers zeigt, ein von der vorderen Bugform ab
hangiger Unterdruck entsteht. 

Urn die Gesch windigkeit zu messen, mussen wirgenau so vorgehen 
wie beim Rohr (s . S. 10). Wir messen den Gesamtdruck wie oben, 

Q 

Q 

Abb.251. Drucksonde. Abb.252. Geschwindigkeits
messungen in einem Rohre. 

sowie den statischen Druck, indem wir uns z. B. ein der Stromrohre genau 
angepaBtes Rohr anfertigen, an dem durch Anbohrung der statische 
Druck gemessen wird. Die Differenz beider Drucke ist nach Gl. (10) 
gleich der Fallhohe, die zur Geschwindigkeitserzeugung notwendig 
ware. Nach der Formel 

w = V2gLlh, 

kann somit die Geschwindigkeit berechnet werden. Nach Abb. 252 kann 
der Differenzdruck auch unmittelbar gemessen werden. Die Bernoulli
sche Gleichung ergibt die Bestatigung des vorhin Gesagten. 

Gesamtdruck p + 2Yg w2 , statischer Druck p, Differenzdruck (Stau-

druck) = Gesamtdruck - statischem Druck, d. h. ~ w2 = LIp, also 
2g 

w = 1/ 2 g LJp . r y 

Bei der N ormalatmosphare ist y jg = i; 
dam it ergibt sich als guter Mittelwert 
die bekannte Formel 

w = 4 V LIp [mm WS] . 

Die Schaffung einer kunstlichen Beran- A\lh. ~;;:l. l'randtl-chc, 
~tllurohr . 

dung der Stromlinie ist praktisch natur-
lich unbrauchbar. Eine Verbindungvon 
Drucksonde mitPitotrohr vermeidet geschickt aIle Schwierigkeiten. Diese 
von Prandtl angegebene Anordnung (Abb.253) hat vorne eine Bohrung 
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7;ur Messung des Gesamtdruckes und einen seitlichen Ringschlit7; 7;um 
Messen des statischen Druckes. Getrennte Leitungen fiihren den Druck 
nach auBen. Das Instrument hat den Vorzug, daB bei einer Richtungs
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anderung von etwa 16° der an
gegebene Staudruck, d. h. der 
Differenzdruck, sich kaum an
dert. Abb. 254: zeigt die Winkel
empfindlichkeit fiir die verschie
denen Druckmessungen des In
strumentes. Man sieht, daB der 
statische Druckallein sich schnel
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Abb.254. Einflull der Schiefstellung gegeniiber der . f' . .. 
Stromungsrichtung beim Prandtlschen Staurohr, Weise au eln weltes Stuck kon-

beim Pitotrohr und bei der Drucksonde. stant bleibt. 

Das Prandtlsche Staurohr ist so gebaut, daB der ange7;eigte Differenz

druck genau gleich dem Staudruck 2'Yg w2 ist. Eine Eichung ist somit 

nicht erforderlich. In zwei Fallen ergeben sich Abweichungen, sodaB mit 

einem Beiwert {3 gemaB LI p = (3 . L w2 gerechnet werden muB. 
2g 

a) Bei sehr kleinen Reynoldsschen Zahlen, wie sie praktisch z. B. bei 
<:>lmessungen vorkommen, wird der Staudruck durch Zahigkeitseinfliisse 
erhoht. Die unter der Bezeichnung "Barkersche Korrektur"l bekannte 

Berichtigung geniigt der Gleichung (3 = 1 + !e' 
b) Bei starker Turbulenz zeigt das Prandtlsche Staurohr 

falsch an. Messungen in der turbulenten Vermischungszone 2 haben 
z. B. einen Unterdruck von 15 vH des Staudruckes ergeben, wahrend 
nach S. 113 im Strahl sogar ein kleiner D'berdruck von Y2 vH des Stau
druckes herrschen miiBte. Diese Messung ist nicht reell. Der gemessene 
Unterdruck entsteht an der Sonde dadurch, daB infolge der Turbulenz 
die Anstromrichtung der Luft sich periodisch andert. Bei schrager An
blasung ergibt aber ein solcher Sondenkorper einen ortlichen Unter
druck, der mit dem Druck der Stromung nichts zu tun hat. 
Forthmann hat fiir solche Messungen eine neue Drucksonde entwickelt, 
die gegeniiber diesen Schwankungen unempfindlich ist und den wahren 
Druck anzeigt. Allgemein kann man sagen, daB bei stark turbulen-

1 Barker, Proc. Roy. Soc. London, 1922, S.435. 
2 Forthmann: Vber turbulente Strahlausbreitung. Ingenieurarchiv 1934, 

S.42. 
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ter Stromung groBte Vorsicht bei der Messung des stati
schen Druckes geboten ist. 

Auch durch starke Geschwindigkeitsschwankungen in Stromungs
richtung konnen Fehler entstehen. Die weit verbreitete Ansicht, 
daB die durch eine trivia Ie Drosselung zur Ruhe gebrachte 
Fliissigkeitssaule des Manometers den richtigen Druck an
zeige, ist falsch. Solche Drosselungen bedingen meist Druckver
luste, die mit dem Quadrat der Geschwindigkeit wachsen. Wegen 
des Quadrates verschwindet der zeitliche Mittelwert der Schwankungen 
nicht, wenn auch im allgemeinen die so auftretenden MeBfehler gering 
sind. Abhilfe kann durch laminare Drosseistellen geschaffen wer
den, z. B. durch Kapillaren, Filter usw., weil hierbei nach S.78 ein 
Druckverlust proportional der ersten Potenz der Geschwindigkeit auf
tritt. Nur eine solche Dampfung vermittelt den wahren 
Mittelwert. 

EinfluB der Bohrung auf Druckmessungen. Es war seit langem bekannt, 
daB der durch Anbohrung einer Wand gemessene Druck nicht genau dem Wand
druck entspricht. Durch die Offnung entstehen kleine lokale Storungen und Druck
anderungen, die dann mitgemessen werden. Nach Fuhrmann1 ergibt sich 
bei Offnungen von 1/2-';-1 mm ein Unterdruck von 1 vH des Staudruckes, 

sodaB der gemessene Druck P = Po _L w2 • 0,01 ist. Eingehendere Unter-
2g 

suchungen der jtingsten Zeit stammen von Hermann2 • Untersucht wurden 
verschiedene Durchmesser, verschiedene Abrundungen der Bohrung und auBerdem 
der EinfluB der Reynoldsschen Zahl. Danach steigt die Druckanzeige mit 
zunehmendem Lochdurchmesser und zunehmender Reynoldsscher 
Zahl. Versenkung und Abrundung heben ebenfalls die Druckanzeige. Die 
besten Ergebnisse zeigten Bohrungen von 1-';-2 mm 0. Es gentigt 
nicht, den Bohrgrat zu entfernen. Die Bohrstelle muB auch noch geglattet werden. 
1m besten Bereich stellt Hermann nur 10 / 00 des Staudruckes als Unterdruck fest, 
wahrend bei Bohrungen tiber 2 mm 0 nicht ein Unterdruck, sondern ein Uberdruck 
von schlieBlich 1,5 vH des Staudruckes festgestellt wurde. 

97. Feststellung der Stromungsrichtung mit Staugeraten. 
Abb.254 zeigte, daB dasPitotrohr wie auch das Prandtlsche Staurohr 

gegen kleine Richtungsanderungen vollkommen unempfindlich sind. Eine 
genaue Richtungsfeststellung ist mit diesen Instrumenten deshalb Ull

moglich. 
Sehen wir uns nun die Druckverteilung um eine Kugel und um einen 

Zylinder an (Abb. 151 u. 158). Am vorderen Staupunkt ist einMaximum 
des Druckes vorhanden. Die groBte Druckanderung ist hingegen 
bei etwa 45°. 1st an dieser Stelle eine MeBOffnung vorhanden, so wird 
bei Drehung der Kugel ein Manometer die groBte Anderung geben. 

1 Fuhrmann: Diss. Gottingen 1912. 
2 Hermann: Diss. Leipzig 1930. 
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Denken wir uns nun eine zweite Messung an der unteren Halfte (ebenfalls 
unter 45°), so wird die Differenzdruckmessung den Ausschlag Null er
geben. Sobald jedoch eine kleine Drehung nach der einen oder anderen 
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Abb.255. Feststellung der Stromungsrichtung durch Zylinder, der 
zwei um 90'verschiedene Offnungen aufweist. Empflndlichkeit in 

Abhiingigkeit von DC. 

Richtung eintritt, erhalten wir sofort eine erheblich Druckanzeige. Es 
jst, wie man sich leicht nach Abb. 157u.158 iiberlegen kann, der groBte 
Druckunterschied, der bei Drehung einer Kugel bzw. eines Zylinders 

iiberhaupt feststellbar ist. 
Auf dieser Erscheinung be
ruhen fast aIle Richtungs
anzeiger. 

Abb.255 zeigt ein solches 
MeBinstrument, bei dem ein 
Zylinder die Grundform bil
det. Die beigegebene Kurve 
laBt erkennen, wie die An
zeige bei Richtungsanderung 
zunimmt. Die Handhabung 
des Instrumentes ist sehr ein
fach. Man dreht so lange, bis 
das Differenzdruckmanometer 
Null anzeigtl. 

Abb.256. Feststellung der Stromungsrichtung durch 
2 auf einen Punkt hinweisende um 90' verschobene 
Pitotrohre.- Empfindlichkeit in Abhiingigkeit von DC. 

Statt eines Zylinders kann 
man auch zwei Pitotrohre 
nehmen, die unter 90-;-.100° 

mit ihren Offnungen auf einen Punkt hinweisen (Abb. 256). 
Bei der raumlichen Stromung nimmt man nach Taylor eine Kugel 

1 Ohne Drehen des Instrumentes kann auch aus der Manometeranzeige der 
Winkel der Stromung ermittelt werden. 
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(Abb. 257) mit vier MeBoffnungen unter 45 0 • Statt der Kugel konnen auch 
hier analog der Abb. 256 vier Pitotrohre genommen werden, die zu je 
zweien in zwei aufeinander senkrecht stehenden Ebenen angeordnet sind. 

Abb.257. Taylorsche Kugel zur raumlichen Bestimmung der Strlimungsrichtung. 

98. Messung mit Diisen, Blenden und Venturirohren. 
Die groBte praktische Bedeutung haben MeBmethoden gewonnen, 

die mit einer Verengung der Rohrleitung arbeiten. 1st z. B. nach Abb. 258 
der Rohrquerschnitt F 1 durch eine Diise auf F 2 verengt, so HiBt sich 
leicht zeigen, daB der Druckunterschied vor und hinter der Verengung in 
einem einfachen Zusammenhang mit der Geschwindigkeit in der Diise 
steht. Nachdem die Fliissigkeit die Diise verlassen hat, behiLlt der Strahl 
zunachst seine Breite, 
so daB der statische ~ 
Druck des Strahles in ~ ~ 
dem Dilsenwinkel am 
Rohr gemessen werden 
kalID. Erst allmahlich 
vermischt sich der Strahl 
mit der Umgebung und 
mIlt den Querschnitt 
wieder aus. Fiir die 
Messung wesen tlich Abb.258. Messnng del' DurchfluBmenge durch eine Diise. 

ist nur der be-
schleunigte Teil dieser Bewegung, d. h. die Stromung aus dem 
Rohr bis zum engsten Querschnitt. Da bei guten Abrundungen die 
beschleunigte Bewegung fast verlustlos ist, mindestens jedoch ohne 
groBere AblOsung vor sich geht, kann nach der Bernoullischen Glei
chung gerechnet werden. Fiir die Stelle 1 (vor der Diise) und 2 (eng
ster Querschnitt) schreiben wir die Bernoullische Gleichung an: 

y., + y 2 

PI + 2g W~ = P2 2 g w,. 

Mit Hilfe der Stetigkeitsgleichung Fl· WI = F 2· W 2 erhalten wir nach 
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einigen leichten Umformungen, wenn wir gleichzeitig PI - P2 = Lip 
set zen , 

(138) 

Aus dem Druckunterschied Lip, der leicht meBbar ist, laBt sich in der 
Tat die Geschwindigkeit U'2 berechnen. Die DurchfluBmenge ergibt sich 
dann aus V = F 2 • U'2' 

Prinzipiell dieselbe Wirkung hat die Blende (Abb. 259), eine Platte, 
die durch ein scharfkantig begrenztes, kreisformiges Loch die Fliissigkeit 
drosselt. Die scharfe Kante bewirkt, wie schon bei anderen Beispielen 

Abb.259. Schematische Darstellung des 
Stromungsverlaufs bei einer B1ende. 

gezeigt werden kOIDlte, eine 
starke Kontraktion. Der wirk
same Querschnitt ist deshalb 
kleiner als F 2• Diese Ver
kleinerung bringt man durch 
eine Zahl fk' den sog. "Kon
traktionskoeffizienten", zum 
Ausdruck. Es ist 

F~ = fkF 2 • 

1m Vergleich zur Diise ist auch bei der Rechnung keine .Anderung vor
handen, wenn F2 durch fk' F2 ersetzt wird. Die nicht vorhandene 
Abrundung bei der Blende verschafft sich die Fliissigkeit, 
wie man erkennt, selbst. Man erhalt 

_ 1 /~ 
U'2 - Vi (F 2)2 I 2 g -y-. 

1-!l2 -
Fl 

(139) 

Da diese beiden MeBmethoden die wichtigsten sind, die im Maschinen
bau vorkommen, hat eine umfangreiche Fotschung sich mit diesen Dingen 
beschaftigt. Nach genauer Untersuchung sind alle Einzelheiten der 
Messung 1 genau £estgelegt und normalisiert worden. 

Man schreibt Gl. (139) meist in der Form 

U'2 = IX Ii 2 g ~P , (140) 

sodaB in dem Koeffizienten IX sowohl del' EinfluB des sog. Offnungs-

* Die Rechnung setzt konstante Geschwindigkeitsverteilung in Diiee und Rom 
voraus. Dies ist jedoch sem selten der Fall. Ve£fasser konnte nachweisen (Ing.-Arch 
V, 4, 1934), daB hierdurch ein FeWer entsteht, der bei genaueren Berechnungen be
riicksichtigt werden muB. Diese Ungens.wgkeiten werden nach den Normen durch 
eine festgelegte Toleranz praktisch in Rechnung gezogen. 

1 RegeIn fiir die DurchfluBmenge mit genormten Diiscn und Blenden. Berlin: 
VDI-Verlag. 
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verhaltnisses ~2 = m als auch der EinfluB der Reibung steckt. Bei der 
1 

Blende ist auch noch der Kontraktionskoeffizient darin enthalten. 
Den graBten Fortschritt machte die Dusenforschung nach den Ent

deckungen von Witte, die bereitsS.145 ausfiihr1icher behandeltwurden. 
Es zeigte sich die Mag
lichkeit, Dusen so zu 
konstruieren, daB die 
Koeffizienten ex ober
ha1b gewisser Reynolds
scher Zah1en konstant 
sind. Abb. 260 entha1t 
diegenaueAufzeichnling 
der Duse mit den vor
geschriebenen MaBen, 
Abb. 261 in der g1eichen 
Weise die Blende. Abb. 
262 lind 263 enthalten 
ex in Abhiingigkeit von 
R D bei verschiedenen 
Offnungsverha1tnissen 

Abb.260. Normdiise mit Abmessungen. 

Abb.261. Normblende mit Ahmessungen. 

(RD = W~). In den Abbi1dungen sind die Grenzen deutlich erkennbar, 

oberha1b deren die ex-Werte konstant werden. In diesem Gebiet ist die 
mit Sicherheit erreichte Genauigkeit 0,5 vH, wenn man die Einbauvor-
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I ~:/ I o,50m 
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Abb.262. Diisenkoeffizienten <X in Abhangigkeit von der Reynoldssehen ZahI bei 
verschiedenen (}!fnungsverhaItnissen naeh "Regeln". Die Reynoldssche ZahI 

bezieht sieh auf den RohrduTchmesser und die dortige Gesehwindigkeit. 

schriften genau beachtet. Hierzu gehart insbesondere ein freies Rohr
stuck von etwa 10-7-20 Durchmessern vor und hinter der MeBstelle. Be-
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merkt sei noch, daB bei kleinen Durchmessern (tl < 50 mm) die Normen 
nicht mehr anwendbar sind. Ohne besondere Eichung sind hier Diisen 
und Blenden nicht zu verwerten, da dann die Rohrreibung und andere 
Einfliisse sich sehr storend bemerkbar machen. 
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Abb. 263. Durchflullzahlen IX fiir Blenden in Abhiingigkeit von der Reynoldsschen 
Zahl bei verschledenen Offnungsverhiiltnissen nach VDI-Regeln 

Die hinter der Verengung auftretenden Verluste lassen sich nach dem Impuls
satz berechnen. Der Ansatz hierzu ist bereits auf S. 67 aufgestellt worden. Bei 
plotzlicher Verzogerung der Geschwindigkeit von w2 auf WI tritt ein Druckverlust von 

LI p= -L(W2-WI)2 
2g 

auf. 
Von Interesse ist der prozentuale Verlust, bezogen auf den Differenzdruck, auch 

Wirkdruck erfassen. Wir E>rfassen dieses Verhii.ltnis zweckmii.l3ig durch einen Wir
kungsgrad: 

y 2 (W 2-W1)2 

1 -1] = ----"-g---
L(W:;_W2) 
2g - J 

Mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung 

Fl· WI = F 2 w 2 

und unter Beriicksichtigung von 
F2 m=-
FI 

gewinnen wir nach einigen leichten Umformungen 

1]=2~. 
m+l 
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Abb.264 zeigt TJ = f (m). Man sieht, daB im Bereich iiblicher Offnungsverhaltnisse 
m = 0,2 -;- 0,5 die Verluste 70 -;- 30 vR. betragen. 

Da beim Entwurf einer MeBstelle meist die Rohrleitung und die mittlere Ge
schwindigkeit gegeben sind, wird man sich oft beim Entwurf schon fragen miissen, 
was die MeBstelle an Druckverlust kostet, wenn man die Verluste mit dem Stau-

druck L wi der Rohrleitung vergleicht. Dies wird durch die Vergleichszahl 
2g 

e=(W2-W1)2=(I-m)2 10 
wI m 

dargestellt. Auch die Frage, das 1/8 
Wievielfache des Staudruckes der 
Wirkdruck in Ahhangigkeit von m 1/8 
ausmacht, ist sehr wichtig. Die 
Verhaltniszahl 7 

L (w2 -w') na 
2 g 2 1 1 " 

f)= =--1 t 
Lw' m2 tis 
2 g 1 1J 

driickt dies aus. Abb. 264 zeigt so- 0,'1 
wohl f) als e in Abhangigkeit von m. 
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Genaue Untersuchungen fiir f/3 
Normdiisen und Normblenden 1/3 

in Einlauf und Auslauf 
ohne vor- bzw. nachgeschaltetes 0, 

Rohrstiick wurden von Stach 1 

ausgefiihrt. Es wurde festge- 0 1/1 1/3 1/.1 1//1 m~1/8 q7 1/8 1/8 't()() 

steIlt, daB die DurchfluBzahlen Abb.264. Verluste, Wirkungsgrad und Wirkdruck 
fiir Diisen und Blenden im Ein _ von Diiseno~fn~:i:!~h~N:ll:-b!~ngigkeit vom 

lauf oberhalb der Reynolds-
schen Zahl 0,55'105 konstant sind und unabhangig vom Offnungs
durchmesser den konstanten Wert lXDiise = 0,99 und lXBlende = 0,6 haben. 
Bei Verwendung im Auslauf liegen die Beiwerte oberhalb der Toleranz
grenze, bei Diisen etwas unterhalb und bei Blenden mit m > 0,25 etwas 
oberhalb der aus den "RegeIn" bekannten IX-Werte. 

Normblenden sind fiir aIle Rohrdurchmesser > 50 mm verwendbar. 
Die Grenzwerte von RD , die die Verwendbarkeit von Diisen und 

BIenden angeben, hangen vom Offnungsverhaltnis m abo Bei m = 0,05 
ergibt sich ein Wert 20000 fiir die Blende und 70000 fiir die Diise. Bei 
m = 0,65 ergibt sich 260000 fUr die BIende und 200000 fiir die Diise. 

Das Venturirohr. Die bei Diisen und Blenden auftretenden Stromungs
verluste konnen durch einen diffusorartigen Ansatz erheblich vermindert 
werden. So entsteht das Venturirohr (Abb. 265). Meist begniigt man sich 
mit kurzen Ansatzstiicken, in der Praxis unter der Bezeichnung "Kurz-

1 Stach: Die Beiwerte von Normdiisen und Normblenden im Einlauf und 
Auslauf. Z. VD!.1934 8.187. 

Eck, Striimungslehre. 16 
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Venturirohre" bekannt (Abb. 266). Seit langem sind umfangreiche 
Untersuchungen im Gange, um auch hier eine Normung durchzufiihren. 
Bier die Ergebnisse dieser vorlaufigen Untersuchungen: 

Der giinstigste Offnungswinkel des Kegels (doppelter Diffusorwinkel) 
liegt je nach demOffnungsverhaltnis und derDiffusorlange zwischen 120 

Pt Kurz Itm 
>=..".~' 10:'~ flz ," ~ 

:-..:, ,~~:' I :,~:";,,,:\ 

= 
Abb.265. Venturirohr. Abb.266. Kurz-Venturirohr. 

und 22°. Eine Diffusorlange l = 1,4 bis 1,5 des Durchmessers ge
niigt, um gute Energieumsetzung zu er7'ielen. 

Die vorgenannten MeBmethoden werden ungenau, wenn das OffnungsverhMt
IDs groB wird. Es leuchtet ein, daB sich dann die Wandreibung bemerkbar macht. 
Die auftretenden Reibungsverluste sind allerdings von geringer Bedeutung. Wich
tig ist, daB die Kontraktion bei der Blende durch den indirekten EinfluB der Rei
bung bei groBeren Offnungsverhii.ltnissen unkontrollierbare Werte annimmt. Denn 
die infolge der Wandreibung unterschiedlich beeinfluBte Grenzschicht, deren Ge
schwindigkeit fUr die Ausbildung der Kontraktion wesentlich ist, wird sich prozen
tual urn so mehr bemerkbar machen, je mehr sich die Blende dem Rohrdurchrnesser 

Abb.267. Verdrangungsdiise. 

nihert. Die RegeIn empfehlen daher eine Verwendung 
der Blende nur bis m = 0,7. 

Diesem Mangel wird durch die Anordnungen nach 
Abb. 267, 268 und 269 abgeholfen. Sie stellen ge
wissermaBen die Negativlosung der vorherigen Instru
mente dar, die ala BehelfsmeBgerate leicht verwendet 

Abb.268. Verdrangungsstauplatte. 

werden konnen. Man erkennt, daB bei der Kreisplatte die Kontraktion durch die 
Wandreibung nicht beeinfluBt werden kann. Sie liegt immer in gesunder Stro
mung. 

Die 'Messung kann direkt an der Rohrwand vorgenommen werden, oder aber, 
wie in Abb.268 angedeutet, durch eine Druckmessnng unrnittelbar hinter dem 
Korper. 

Der Ersatz des Venturirohres gestattet in hochst einfacher Weise, in einer 
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glatten Rohrleitung eine gute verlustarme MeBstelle zu schaff en. In bezug auf den 
Wirkungsgrad ist kaum ein Nachteil gegenuber dem Venturirohr vorhanden. 
Abb. 269 zeigt fUr eine Ausfiihrung die gemessene Drnckverteilung und die nach 

&fill -3/10 
mmH'.f 

200 -150 

t 150 P-100 

LJP100 L 50 

Abb. 269. Verdrilngnngsventurirobr mit Druckverteilungskurve. 

der Bernoullischen Gleichung berechnete. Der Wirkungsgrad war d,79. Ein han
delsubliches Venturirohr, das dieselben Querschnittsabmessungen hatte, ergab 
den Wert 0,8. 

99. GefaBmessungen. 
FUr b = 00 ist nach Kirchhoff: 11 = _n_ (Abb. 270). 

n+2 
Il-Werte fUr verschiedene Werte alb nach Mises: 

alb 
AusfluB in Wasser 
Ausflull in Luft. . 

-=----=-==--,--=-= =--....::::: 

Abb.270. 

° 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
0,611 0,612 0,616 0,622 0,633 0,644 
0,611 0,613 0,621 0,633 0,653 0,681 

Abb. 271. Grundablaf3. 

Der Ausflull in Luft oder in Wasser ist wegen des Einflusses der Oberflii.cheuspan
nung etwas verschieden. 

Grundablall nach Abb. 271. Theoretisch ist bei hinreichender seitlicher Erstrek
kung b mit einer Kontraktionszahlll = 0,61 bis 0,62 zu rechnen. Koehl steUte 

1 Koch-Carstangen: Von der Bewegung des Wassers und den dabei auf
tretenden Krii.ften. Berlin 1926. 

16* 
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den "Vert /I = 0,6 fest. Messungen von Keutner1 ergaben im eingesehniirten 
St.rahl eine konstante Gesehwindigkeit von del' GroBe: 

I' • ' 
10 = 11 2 g (h + W ll - /lal; , 2g 

~-;;-~ 

sekundliehe AusfluBmenge V = It . a . b '1/2 g (h + w,; -!I' a). 
2g 

100. Uberfallmessungen. 
Bei groBen \Vassermengen und kleinen Gefii.llen, z. B. Turbinenkanalen, Ka

nalen, FluBlaufen usw., kommt man mit den vorherigen Methoden nieht mem' aus. 
Am geeignesten ist hier del' Uberfall. Durch ein Wehr, bestehend aus einer scharf
kantigen Platte, wird z. B. das 'Wasser angestaut und aus del' Stauhohe h die Menge 
berechnet (Abb.272). 

Fur das abgerundete Wehr war festgestellt worden (S. 75), daB an del' hoeh
sten Stelle des 'Vehres die Niveauhohe 2/3 del' urspriinglichen ist. Diesel' Quer-

2 
schnitt 2! 3 b. h verringert sich hier nun noch durch Kontraktion auf /I . 3 . b . h. 

Bei freiem AbfluB ist die Geschwindigkeit J/2 gh, sodaB die Menge leicht cr-
mittelt werden kann 2. 

2 _ 
Q=fl3b.h·]l2gh. (141) 

Dic urspriingliche Niveauhohe muB also genau gemessen werden Spitzen, Pegel 
und ahnliche Hilfsmittel sind hierzu ausgebildet worden. 

Abb.272. Darstellung einer Dberfallmessung. Ahb, 273, Thomson-Dherfall. 

'l'homson-Uberfall nach Abb. 273. 
8 ~ .~-

V = fI . 15 . tg 2 . 1.2 V2 gh; It ~ 0,5926. (142) 

Rechteckiger Uberfall ohne Seitenkontraktioll nach Abb. 2741l. 
Nach Schweizer Normen ist: 

fl = 0,615 (1 + 1 )['1 + 0,5 ( !, )2]' (143) 
\ 1000h + 1,6 ' \H, . 

Die .Formel gilt fiir: H - I. ;;:;;: 0,3 m; H h -r" :;;;;; 1 und 0,025 m :s;; h :;;;;; 0,8 1Jl. 

Rehbock3 fiihrt die Ersatzhohe he = h + 0,001l m ein, sowie eine neue Grund-

T' 2 ,--- . 
gleichung: '= fl' 3' b· h ')2 g' he· 

Hier wird p = 0,6035 + 0,0813 ~ . 
H-h 

1 Keutner: Bautechn. 1929, S. 575. 
Wichtig ist eine gute Beliiftung del' unteren Strahlseite. 

3 Rehbock: \Vassermessung mit scharfkantigen Uberfallwehren. 
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Roohteckigcr tlberfaU mit Seitenkontraktion nach Abb. 214 b. 
Nach Frese gilt: 

t = (0 :-755 -'-- 0,017 _ 0,075 ') 
I ,0 'h + 0,18 b + 1,2 X 

[1 + (0 ... (~)' +0,025 -1- (;r::.02) (!)'j 
Nach Schweizer Normen gilt: 

I, (b)2 3,615-3 (!Yl r (b)'(h)2] 
fl = 0,578+ 0,037 B + -iOOOh+ 1,6 .. tl + 0,5 B H . 

Abb.274. 

101. Direkt anzeigende DurcbfluBmesser. 
Bei den folgenden Me8methoden wird der Wider

.stand eines Korpers benutzt, um Geschwindigkeit und 
Menge zu bestimmen. 

Der Bayer- Siemens-Messer besteht aus einem 
konischen Rohrstuck, in dem eine scharfkantige Kreis-

245 

(144) 

(145) 

platte gehoben wird (Abb. 275). Je nach der Durch- Abb.275. 
Bayer-Siemens 

flu8menge stellt sich eine verschiedene Hohe ein. Die Schwimmer-Messer, 

Verschiebung der Platte wird durch einen Stift n!tch 
au8en gefiihrt und zeigt dort unmittelbar die Menge an. Der Flussig
keitswiderstand mue immer genau gleieh dem Gewicht der Platte sein. 
Aus dieser Gleiehgewichtsbedingung 

W = c • -21' • w2 • F = G = konst g . 

folgt, da8 dann aueh w konstant sein mu8. Nehmen wir konstante 
Kontraktionszahl an, so wird, da w konstant bleibt, die Durchflu8menge 
sieh mit der freien Fliiche iindern, d. h. mit dem Hub linear steigen. Da 
die Widerstandsformel im Rohr nun nieht genau gilt und au8erdem die 
Kontraktion etwas veriinderlich ist, findet man bei koniseher Rohre 
kein genaues lineares Verhalten. Bei dem Bayer-Siemens-Messer wird 
trotzdem genaues lineares Verhalten dadureh erreieht, da8 der Konus 
eine schwach gewOlbte, empiriseh bestimmte Kurve erhalt, wie aus 
Abb.275 erkennbar'ist. 
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Die line are Abhangigkeit der Menge von der Anzeige ist ein groBer 
Vorteil dieses Instrumentes gegeniiber den Staugeraten. Da bei letzteren 
die Manometeranzeige mit dem Quadrat der DurchfluBmenge sich 
andert, wird beimMessen einer kleinen Menge, z. B. 1f10 der Normalmenge, 

die Anzeige nur ( :0)2 = 1~0 der normalen Anzeige sein, wahrend beim 

Bayer-Siemens-Messer bei 1/10 der Menge die Anzeige genau 1/10 des nor
malen Hubes ist. Man erkennt, daB bei groBen MeBbereichen diese 
Instrumente unschatz;bare Vorteile besitzen. 

Prinzipiell dieselbe Wirkung hat der Rota-Messer. In einer schwach 
konisch erweiterten Glasrohre befindet sich ein freischwebender leichter 

i 
I 
i 
t 
I 

~I t 
+ 
I 

Abb.276. 
Rota-Messer. 

werden. Bei 

Rotationskorper nach Abb. 216. Schrage Schlitze am 
Umfang bringen den MeBkorper in Umdrehung und sor
gen so fur Stabilisierung. Auf der Glasrohre eingeatzte 
Striche zeigen direkt die Menge an. Auf genau lineares 
Verhalten wird hier aus begreiflichen Griinden verzich
tet, sodaB jeder Teilstrich vorher genau durch Eichung 
gefunden werden muB. Der Rota-Messer beherrscht 
hauptsachlich das Gebiet kleinster Luft- und Gasmen
gen, sind doch noch Ausfiihrungen bei Durch
fluBmengen von nur wenigen Litern Gas je 
Stunde moglich. 

Wegen der direkten Ablesemoglichkeit und ibrer 
einfachen Handhabung sind die auf diesen Grundlagen 
beruhenden Instrumente in der Industrie sehr beliebt. 

102. 1m Fliissigkeitsstrom sich drehende MeBgerate. 

Bei kleinen Geschwindigkeiten versagen die Stau
gerate, abgesehen von dem neuen Gerat von Rei
chardt (S. 230), vollkommen, da die Drucke zu klein 

z. B. 1 m/s Luftgeschwindigkeit ist der Staudruck nur 

y 1 
q = 2i w2 = 16 mm WS . 

1m Fliissigkeitsstrom sich drehende Flugel u. dgl. eignen sich sehr gut 
zur Uberbruckung dieses Bereiches, wenn das MeBinstrument groBere 
Abmessungen haben darf. Das Anemometer benutzt die verschiedenen 
Widerstande, die eine offene Halbkugel erfahrt, je nach der Richtung, in 
der die Halbkugel angestromt wird. Die Anordnung nach Abb. 217 wird 
infolgedessen ein Drehmoment erhalten. Es stellt sich bei einer Wind
geschwindigkeit w eine Umfangsgeschwindigkeit u ein mit einem kon
stanten Verhaltnis win. Die Umdrehzahlen in einer bestimmten Zeit 



1m Fliissigkeitsstrom sich drehende MeBgera.te. 247 

werden gestoppt, und nach einer Eichkurve wird die Geschwindigkeit 
bestimmt. Geschwindigkeiten von 1 m/s sind hiermit noch meBbar. 

Fiir Wasser hat sich der Ottsche Fliigelgut bewahrt (Abb.278). Ein 
Flugelradchen, das sich mit Hilfe einer "Windfahne" frei in Stromungs. 
richtung einstellen kann, ubertragt seine Umdrehungen auf einen kleinen 

Abb.277. Anemometer. Abb. 278. Ottscher Fliigel. 

Schneckentrieb beieinem Ubersetzungsverhaltnis 1 :40. Nach einer Um· 
drehung des Schneckenrades schlieBt ein elektrischer Kontakt eine 
Klillgelleitung, ein Lichtsignal usw. Mit der Stoppuhr wird die Zeit fur 
eine Anzahl Signalpunkte gemessell. Ist n die Drehzahl in der Sekunde 
und w die Wassergeschwindigkeit, so ergeben sich lilleare Eichkurvell: 

w = C1 + n' C2 . 

Fiir die Ausmessung von FluBlaufen, Turbinenkallalen usw. ist der 
Ottsche Fliigel das Haupthilfsmittel. Geschwindigkeiten von etwa 
10 cm/s kOllnen noch gemessell werden. 
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