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V orwort zur amerikanischen Ausgabe. 
Mit dem Anwachsen der Dimensionen und der Arbeitsgeschwindig

keiten in der modernen Technik gewinnen die Frag'en der Schwingungs
erscheinungen beim Entwurf von Maschinen immer mehr an Bedeutung. 
Es ist wohlbekannt, daB Probleme von groBer praktischer Wichtigkeit, 
wie die des Massenausgleiches, der Torsionsschwingungen von Wellen 
und Zahntrieben, die Schwingungsprobleme der Turbinenschaufeln und 
Turbinenscheiben, die Probleme des Schleuderns rotierender Wellen, der 
Schwingungen des Eisenbahngeleises und von Briicken unter der Ein
wirkung rollender Lasten, der Fundamentschwingungen und derglei
chen, nur im Rahmen der Theorie der Schwingungen griindlich erfaBt 
werden konnen. Nur mit Hilfe ihrer Lehren ist es moglich, die giinstigsten 
Abmessungen zu bestimmen, bei denen die kritischen Geschwindigkeiten 
der Maschine so weit als nur irgend maglich von ihren Arbeitsgeschwin
digkeiten entfernt bleiben und somit das Auftreten heftiger Schwin
gungen vermieden wird. 

1m vorliegenden Werke werden die Grundlagen der Schwingungs
lehre entwickelt und deren Anwendung auf die Lasung technischer Auf
gaben an Hand verschiedener Beispiele erlautert. Diese Beispiele sind 
vielfach der praktischen Erfahrung auf dem Gebiete der Schwingungs
erscheinungen entnommen, wie diese in manchen im Betriebe befind
lichen Maschinen und Konstruktionen beobachtet werden konnen. 

Bei der Abfassung des Werkes folgte der Verfasser dem Lehrgang 
iiber Schwingungserscheinungen, den er im Laufe des Jahres 1925 den 
Maschineningenieuren der Westinghouse Electric and Manufacturing 
Company vorgetragen hat, sowie einigen Kapiteln seines friiher ver
affentlichten Lehrbuches der Elastizitatslehre 1. 

Der Inhalt des vorliegenden Werkes laBt sich im allgemeinen wie 
folgt darstellen: 

Das erste Kapitel ist der Behandlung harmonischer Schwingungen 
bei Systemen mit nur einem Freiheitsgrade gewidmet. Man findet in 
diesem Kapitel die allgemeine Theorie freier und erzwungener Schwin. 
gungen sowie eine Darstellung der Anwendungen dieser Theorie auf die 
Konstruktion von Auswuchtmaschinen und Apparaten zur Aufzeich· 
nung von Schwingungen. Auch das Rayleighsche Naherungsverfahren 
zur Untersuchung von Schwingungserscheinungen bei komplizierteren 
Systemen ist hier entwickelt. Als Anwendungsbeispiel dieses Verfahrens 
wird hier die Berechnung der Schleudergeschwindigkeiten rotierender 
Wellen veranderlichen Querschnitts gegeben. 

1 Elastizitatslehre. Bd. II, St. Petersburg, 1916. 
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Das zweite Kapitel enthiilt die Theorie der nichtharmonischen 
Schwingungen von Systemen mit nur einem Freiheitsgrade. Hier kommen 
die Niiherungsmethoden zur Untersuchung der freien und erzwungenen 
Schwingungen solcher Systeme zur Darstellung. Ferner wird hier ein 
Sonderfall als Beispiel ausfiihrlich behandelt, bei dem die Elastizitiit 
des Systems mit der Zeit veranderlich ist. Die Ergebnisse dieser Theorie 
werden auf die Untersuchung der Schwingungen in elektrischen Loko
motiven mit seitlichem Antrieb angewandt. 

Das dritte Kapitel behandelt Systeme mit mehreren Freiheitsgraden. 
Hier wird die allgemeine Schwingungstheorie solcher Systeme ent
wickelt. Ferner wird hier die Theorie auf die Behandlung solcher Probleme 
der Maschinenmechanik, wie Fahrzeugschwingungen, Drehschwingungen 
von Wellen, Schleudergeschwindigkeiten von mehrfach gelagerten 
Wellen und Schwingungsdampfer angewandt. 

Das vierte Kapitel bringt die Schwingungstheorie elastischer Korper. 
Hier kommen folgende Probleme zur Darstellung: Axial-, Dreh- und 
Querschwingungen prismatischer Stabe; Schwingungserscheinungen bei 
Staben veranderlichen Querschnitts; Briickenschwingungen, Schwin
gungen von Turbinenschaufeln und Schiffskorpern; Schwingungstheorie 
der Kreisringe, Membranen, Platten und Turbinenscheiben. 

Der Nachtrag enthalt eine kurze Beschreibung der wichtigsten Appa
rate zum Registrieren von Schwingungen; solche Apparate sind bei expe
rimentellen Untersuchungen iiber Schwingungsvorgange unumganglich. 

Mit den Gefiihlen warmster Dankbarkeit muB hier der Verfasser die 
GroBziigigkeit der Westinghouse Electric and Manufacturing Company 
hervorheben, die es ihm ermoglicht hat, die zur Herstellung des Manu
skriptes erforderlichen Arbeiten trotz des damit verbundenen erheb
lichen Zeitaufwandes auszufiihren; auch hat ihm diese Firma fiir die 
Beispiele die Berichte zur Verfiigung gestellt, in denen ihre Ingenieure 
verschiedenartige Untersuchungen iiber wirkliche Schwingungsvorgange 
aufgezeichnet hatten. Ferner mochte der Verfasser die Gelegenheit auch 
dazu benutzen, um den zahlreichen Freunden zu danken, die ihm bei 
der Herstellung des Manuskriptes in der einen oder anderen Weise be
hilflich waren, insbesondere den Herren J. M. Lessels, J. Ormon
droyd und J. P. Den Hartog, die das ganze Manuskript gelesen und 
manche wertvolle Vorschlage gemacht haben. 

Herrn F. C. Wilharm mochte hier der Verfasser seinen Dank fiir 
die Herstellung der Zeichnungen aussprechen. Dem Verlage Van Nostrand 
Company gebiihrt des Verfassers Anerkennung fiir die Sorgfalt, mit der 
das Buch hergestellt worden ist. 

Ann Arbor, Michigan, 22. Mai 1928. 

S. 'fimoshenko. 



Vorwort zur deutschen Ausgabe. 
Die englische Ausgabe dieses Werkes sieht jetzt nach wenigen Jahren 

bereits einer Neuauflage entgegen. Wenn ein technisch-mathematisches 
Buch einen solchen Erfolg erlebt, ist damit del' Beweis geliefert, daB 
das Werk in weiten Leserkreisen einem wirklich empfundenen Bediirf
nis abhilft. Dies gilt mit Hinblick auf zwei verschiedene Faktoren. 

Del' Erfolg eines Buches ist irn wesentlichen durch zwei Momente 
bestirnmt: durch den Gegenstand, den es behandelt, und durch die Art, 
wie del' Gegenstand behandelt wird. Was den Inhalt des Timoshenko
schen Buches betrifft, so bezieht er sich auf so auBergewohnlich wichtige 
Probleme del' Praxis, daB libel' diesen Punkt kaum noch etwas zu sagen 
ist. Wir leben in einem Zeitalter fallender Schranken. Dies wird auch 
in del' Industrie empfunden. Die Gebiete del' zulassigen Arbeitsgeschwin
digkeiten in del' Technik werden in raschem Lauf erweitert und del' 
Ingenieur ist verpflichtet, von allen Erscheinungen griindlich Kenntnis 
zu nehmen, die innerhalb del' neuen Arbeitsbedingungen moglich und 
zu erwarten sind. Beirn Entwurf, am Konstruktionstisch und im Betrieb 
muB del' Techniker auf die auBerst wichtigen Erscheinungen dynamischen 
Charakters sorgfaltig Rlicksicht nehmen und dem Studierenden kann 
nicht dringend genug empfohlen werden, von den Schwingungsvor
gangen in Maschinen- und Baukonstruktionen, in Apparaten und der
gleichen sich schon auf del' Schulbank ein moglichst volistandiges Bild 
zu machen. 

Die Aufgabe, ein derartiges Bild auf engem Raume zu entwerfen, 
setzt zu ihrer erfolgreichen Losung nicht nur die Fahigkeit einer zweck
maBigen, fiir das behandelte Gesamtgebiet charakteristischen engeren 
Stoffauswahl voraus; sie verlangt auch nach einer lebendigen fliissigen 
und leicht verstandlichen Darstellung. Auf seine Erfahrungen als For
scher und Lehrer gestlitzt, lost Timoshenko irn vorliegenden Werke 
die bezeichnete Aufgabe in vorbildlicher Weise. Die klare und durch
sichtige Sprache, die leichte Nachpriifbarkeit del' Rechnungen und del' 
standige Kontakt zwischen den mathematischen Entwicklungen und 
den praktischen Gesichtspunkten des Technikers machen dieses neueste 
Werk Timoshenkos zu einer sehr wertvollen Neuerscheinung auf dem 
Gebiete del' Technischen Mechanik. 

Als sachliche Einzelheiten mogen hier die Energiemethoden hervor
gehoben werden, die von Timoshenk 0 selbst hel'riihren. Interessant 
und praktisch sehr wertvoll ist die Benutzung Fourierscher Reihen bei 
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der Behandlung von elastischen Systemen, also solchen mit unendlich 
vielen Freiheitsgraden. 

Gegeniiber der englischen Ausgabe weist die deutsche Bearbeitung 
eine Reihe wichtiger Zusatze und Nachtrage auf. Diese betreffen Schwin
gungserscheinungen bei konstanter Reibung, Fragen des Maschinen
ausgleiches, Schwingungsdampfer mit konstanter Reibung und Schwin
gungen von Balken mit eingespannten Enden. AuBerdem ist eine An
zahl von durchgerechneten Beispielen zu verschiedenen Abschnitten des 
Buches hinzugefiigt worden. 

Bei der bekannten Griindlichkeit, mit der der wissenschaftlich den
kende und arbeitende deutsche Ingenieur gewohnt ist, die Probleme 
seines Faches anzufassen, ist das Interesse der deutsch lesenden Fach
kreise fUr das neueste Werk Timoshenkos bestimmt zu erwarten. 

New York, im Dezember 1931. 

I. Malkin. 
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I. Harmonische Schwingungen von Systemen 
mit einem Freiheitsgrad. 

1. Freie harmonische Schwingungen. 
Unterwirft man ein elastisches System, beispielsweise einen belasteten 

Balken, oder einen tordierten Stab, oder eine deformierte Feder, einer 
Storung des Gleichgewichtes, in dem es sich vorher befand, sei es durch 
StoBwirkungen oder durch Anwendung p16tzlich auftretender und 
wieder verschwindender zusatzlicher Krafte, so konnen die elastischen 
Krafte des Systems in ausgelenktem Zustand mit der Belastung nicht 
mehr im Gleichgewicht stehen; hierdurch werden Schwingungen hervor
gerufen. 1m allgemeinen kann ein elastisches System Schwingungen ver
schiedener Art ausfiihren. So ist eine Saite oder ein Stab verschiedener 
Schwingungsformen fahig je nach der Anzahl der Knoten, die die schwin
gende Lange des betreffenden Korpers unterteilen. In den einfachsten 
Fallen kann die Gestalt des schwingenden Systems 
dutch eine einzige GroBe dargestellt werden. In sol- ~h~~~~~ 
chen Fallen spricht man von einem System mit 
einem Freiheitsgrad. 

Betrachten wir den elementaren durch Abb. 1 
veranschaulichten Fall. 1st die Einrichtung derartig, 
daB nur Vertikalverschiebungen des Gewichtes W mog
lich sind, und ist die Masse der Feder gegeniiber der 
Masse des Gewichtes W gering, so kann das System als 
eines mit einem Freiheitsgrad betrachtet werden. 
Die jeweilige Gestalt des Systems kann dabei durch 

Abb.l. 

die Angabe der Vertikalverschiebung des Gewichtes erschopfend be
schrieben werden. 

Schwingungen des Systems konnen nun durch einen AnstoB oder 
durch eine p16tzlich auftretende und wieder verschwindende Kraft ein
geleitet werden. Schwingungen dieser Art werden durch die elastischen 
Krafte in der Feder allein beherrscht und man nennt sie daher freie 
oder natiirliche Schwingungen oder auch Eigenschwingungen. 
Eine analytische Darstellung dieser Schwingungen kann aus der Dif
ferentialgleichung der Bewegung hergeleitet werden, die sich stets hin
schreiben laBt, wenn die auf den bewegten Korper wirkenden Krafte be
kannt sind. 

Timosbenko, Scbwingungsprobleme. 1 
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Sei k die Last, die erforderlich ist,. um die Feder um die Lange 1 zu 
dehnen. Dann ist die statische Durchbiegung der Feder unter der Ein
wirkung des Gewichtes W gleich 

W 
~8t =k" 

Bezeichnet man mit x die von der Gleichgewichtslage aus gemessene 
Vertikalverschiebung des Gewichtes und betrachtet diese Verschiebung 
als positiv, wenn sie nach unten gerichtet ist, so lautet der Ausdruck fUr 
die durch die Feder iibertragene Kraft bei einer beliebigen Lage des 
Gewichtes 

F=W+kx. (a) 

Um nun zur Differentialgleichung der Bewegung zu gelangen, gehen wir 
vom d'Alembertschen Prinzip aus. Auf Grund dieses Prlnzips kann die 
Bewegungsgleichung . genau in der Weise erhalten werden, als ob 
es sich um ein Problem der Statik handeln wiirde. Es ist hierzu nur 
notig, neben den auBeren und den elastischen Kraften auch die Trag
heitskrafte in Betracht zu ziehen. 1m vorliegenden FaIle ist die Trag-

heitskraft durch den Ausdruck _.!V i gegeben, worin x die zweite Ab-
g 

leitung der Verschiebung x nach der Zeit t ist, also die Beschleunigung 
des bewegten Gewichtes W darstellt, und g die Beschleunigung der 
Schwerkraft bedeutet. Addiert man die Tragheitskraft zu der Last W 
und setzt dann die Summe gleich der Federkraft F, so ergibt sich 

woraus folgt 

wenn man 

Wi W--= W-t-kx g , (1) 

(2) 

(3) 

setzt. Die Gl. (2) ist erfiillt, wenn man x = A cos P t oder x = B sin p t 
mit A und B als willkiirliche Konstanten ansetzt. Addiert man diese Lo
sungen, so ergibt sich die allgemeine Lasung der Gl. (2) in der Form 

x = A cos P t + B sin pt. (4) 

Hieraus ist ersichtlich, daB die Vertikalbewegung des Gewichtes Weine 
Schwingungsbewegung ist. Die Periode dieser Schwingung ist 

und die Freq uenz ist 

2n 
T=P , 

f =~ p 
• 7: 2:7 . 
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Setzt man hierin den Wert von p nach (3) ein, so folgt 

T=2nd~:,. f=~l/g Vg-' 2nVo,,· (5) 

Demnach ist die Schwingungsperiode der Federlast die gleiche wie beim 
mathematischen Pendel von der Lange bst . Die Amplitude der Schwin
gungen (4), d. h. die von der Gleichgewichtslage aus gemessene Maximal
verschiebung der Last, bleibt konstant, well A und B konstant sind. 
Eine Schwingungsbewegung von der Art der durch die Gl. (4) dar
gestellten wird harmonische Schwingung genannt. 

Die willkfulichen Konstanten A und B lassen sich mit Hilfe der An
fangsbedingungen bestimmen. Nehmen wir beispielsweise an, daB am 
Anfang (t = 0) das Gewicht W um die Strecke Xo aus der GIeichgewichts
lage verschoben erscheint, und daB seine Anfangsgeschwindigkeit gleich 
Xo ist. Setzt man t = 0 in die Gl. (4) ein, so erhalt man 

xo=A. (a) 

Differenziert man aber die Gl. (4) nach der Zeit t und setzt dann t = 0 
ein, so ergibt sich 

Xo = B. 
p 

(b) 

.Mit den berechneten Werten (a) und (b) der willkfulichen Konstanten 
erhalt man folgenden Ausdruck fur die Schwingungsbewegung des Ge
wichtes W: 

+ Xo . 
~, = Xo cos P t - sm pt. 

P 
(6) 

Wie man sieht, besteht die Schwingung im allgemeinen FaIle aus zwei 
Teilschwingungen: die eine ist cos p t proportional und hangt von der 
Anfangsverschiebung des Systems ab, die andere ist sin p t proportional 
und von der Anfangsgeschwindigkeit Xo abhangig. Eine Bewegung von 
der Form (6) kann stets als einfache sinusformige Bewegung dargestellt 
werden. Sei in der Tat 

Xo = M sin 01:, 

Xo 
-= McosOl: 
p 

mit M und 01: als noch zu bestimmende Konstanten. 
Durch Einsetzen in die Gl. (6) erhiilt man 

x = Msin(pt + 01:). 

(c) 

(d) 

(7) 

Die Amplitude M dieser Schwingung und der Winkel 01:, die Phase 
der Schwingung, konnen aus den GIn. (c) u. (d) leicht ermittelt werden. 
Quadriert man diese GIeichungen und addiert sie dann, so ergibt sich 

1* 
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oder 

M=l/r~+:!. (8) 

Dividiert man dagegen Gl. (c) durch Gl. (d), so folgt 

XoP tglX = -.-. (9) 
Xo 

Die Amplitude M und der Winkeloc konnen auch graphisch ermittelt 

Abb.2. 

werden, wie in Abb. 2 gezeigt wird. Nimmt man 
- i -o A = -.!. und 0 B = Xo an, so ergibt sich aus 

p 
dem rechtwinkeligen Dreieck 0 A 0 

00 = Vx~ + :~ = M 
und 

tglX= A(,' = XOP • 
AO io 

Denkt man sich nun den Radius 00 mit konstanter Winkelgeschwindig
keit p in der Richtung der Uhrzeigerbewegung rotierend, so befindet sich 
der Punkt 0 nach Ablauf einer Zeit t im Punkte 0 1 , und die Vertikal-

- -
projektion 0 B1 des Radius 001 , gleieh M sin (p t + IX), steUt dann die 
Vertikalversehiebung x [so Gl. (7)] der Last W bei der Sehwingungs
bewegung dar. 

Es ist somit ersiehtlieh, daB die freie Sehwingung des in Abb. I an
gegebenen Systems als harmonisehe Sehwingung dargestellt werden 
kann, deren Periode [so Gl. (5)] von Ost, d. h. von der Steifigkeit der 
Feder und dem Belastungsgewieht abhangt. Amplitude und Phase da
gegen hangen von der Anfangsversehiebung und der Anfangsgesehwindig
keit der Last abo 

2. Beispiele. 
Die folgenden Beispiele sollen dazu dienen, die vorangehend ent

wiekelte Theorie naeh versehiedenen Riehtungen hin zu erlautern und 
an einer Anzahl von Fallen zu zeigen, wie die Periode 

~ =i + der freien Sehwingungen des Systems zu bereeh-
,.,., C W I 

, nen ist. 
: c l,--~,,>-tl 

Abb.3. a) Querschwingungen eines Balkens mit Einzel-
last (Abb. 3). Unter Vernaehlassigung des Balken

Eigengewiehtes und Anwendung der einfaehen Biegungstheorie ergibt 
sieh, mit den Bezeiehnungender Abbildung, die statisehe Durehbiegung 
des Balkens unmittelbar unter der Last zu 

(a) 
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Diese Durchbiegung ist der Last proportional, daher kann der Balken 
als eine Feder, und zwar als eine von der Steifigkeit 

k=~-
c2 (l - C)2 , 

betrachtet werden. Diese GroBe steUt die Last dar, die erforderlich ist, 
um im Balken eine Durchbiegung gleich 1 hervorzurufen. Setzt man 
nun den Wert von Ost nach Gl. (a) in die Gl. (5) ein, so ergibt sich leicht 
die Periode der freien Schwingung des Balkens unter der Last W. Die 
in dieser Weise berechnete Periode wird etwas kleiner sein als die wirk
liche Periode, da wir das Eigengewicht des Balkens vernachlassigt haben. 
Eine ausfiihrlichere Diskussion des Gegenstandes 
geben wir in § 14. 

b) Torsionsschwingungen. Wird eine Scheibe in 
der in Abb.4 dargestellten Weise an einem Stabe 
befestigt und dann der Wirkung eines in ihrer Ebene 
auftretenden und dann plOtzlich wieder verschwin
den den Kriiftepaares ausgesetzt, so entsteht eine 
freie Torsionsschwingung des Stabes mitsamt der 
Scheibe. Sei qJ der Verdrehungswinkel des Stabes in Abb.4. 

irgendeinem Augenblick der Schwingungsbewegung 
und k das Torsionsmoment, das erforderlich ist, um im Stab emen 
Verdrehungswinkel gleich der Winkeleinheit hervorzurufen. 1m Falle 
eines zylindrischen Stabes von kreisformigem Querschnitt mit dem 
Durchmesser d ist 

G nd4 
k=-·-

l 32 

Das Torsionsmoment des Stabes in irgendeinem Augenblick der Schwin
gungsbewegung wird gleich sein kqJ. Unter Vernachlassigung der Stab
masse erhalt man, indem man das Torsionsmoment des Stabes dem 
Moment der Tragheitskrafte der Scheibe gleichsetzt, als Darstellung 
der Scheibenbewegung die Gleichung 

Irp+kqJ=O, (10) 

worin 1 das Tragheitsmoment der Scheibe in bezug auf die zur Scheiben
ebene senkrechte Stabachse A B ist. 1m Falle einer kreisfOrmigen 
Scheibe von konstanter Dicke ist 

1 = n D4 hy = .W D2 
32 g 8 g , 

worin h die Scheibendicke, D der Scheibendurchmesser, y das Scheiben
gewicht pro Raumeinheit und W das Gesamtgewicht der Scheibe sind. 
Denkt man sich die Kreisscheibe durch ein Rad ersetzt und seine Masse 
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im Kranz konzentriert, so wird 

1= WDa 
4g 

Allgemein ist fiir eine Scheibe von veranderlicher Dicke h 
1 

2]) 

1= 2gn f hyrdr. 
o 

Dividiert man G1. (10) durch lund setzt dann 
k p2 =y, (11) 

so ergibt sich eine Gleichung von derselben Form wie G1. (2), deren all
gemeine Losung durch 

q; = A cos P t + B sin p t 
gegeben ist. Wie man sieht, ist die Periode der Torsionsschwingungen 

2n lfi 
-c=p= 2n rk · (12) 

1m Falle eines zylindrischen Stabes von kreisformigem Querschnitt ist 

32 Il lIn G d4 Y- y-~. 

-c=2n Gnd4; 1=-:r=2n 32il· (13) 

Hierbei wird vorausgesetzt, daB der Stab einen auf der ganzen Lange 
konstanten Durchmesser d hat. 1st aber sein Durchmesser nur stiick
weise konstant, so kann er auf einen anderen Stab von durchgehend 
gleichbleibendem Durchmesser leicht reduziert werden. Hierzu hat man 
nur zu beachten, daB der Verdrehungswinkel des Stabes der Lange 
direkt und der vierten Potenz des Durchmessers umgekehrt proportional 
ist. Daher kann man, ohne den Verdrehungswinkel zu andern, einen 
Stabteil von der Lange at und dem Durchmesser d1 durch einen aqui
valenten Teil von der Lange a2 und dem Durchmesser d2 auf Grund der 
Beziehung 

(14) 
ersetzen. 

Die erhaltenen Resultate lassen sich auch auf den Fall einer Welle 
mit zwei rotierenden Massen (Abb. 5) anwenden. Ein solches System 
ist fiir den Maschinenbau von groBer praktischer Bedeutung und 
wird beispielsweise im Propellerbau verwirklichtl. Welln die Wellen-

1 Das Problem wurde zuerst von H. Frahm studiert: Neue Untersuchungen 
iiber dynamische V organge in den Wellenleitungen von Schiffsmaschinen. Z. V. d. I. 
1902, 797. Er zeigte experimentell, daB die Schwingungen bei einer gewissen 
Geschwindigkeit einen sehr groBen EinfluB auf die Spannungen in den Propeller
wellen ausiiben. 
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masse im Vergleich mit den beiden Endmassen vernachlassigt werden 
darf, so kann das in Abb. 5 dargestellte System als eines mit zwei 
Freiheitsgraden betrachtet werden; del' eine 
riihrt davon her, daB die Welle mit den It[§a. 
Scheiben als starrer Korper in den Lagern 
rotieren kann, del' andere dagegen ist dadurch 
bedingt, daB die Welle Torsionsschwingungen 
ausfiihren kann, bei denen sich die Scheiben 

Abb.5. 

auf del' Welle in einander entgegengesetztem Sinne verdrehen. Stellen 
wir uns z. B. VOl', daB am Anfang, d.h. zur Zeit t = 0, zwei einander ent
gegengesetzt gleiche Kraftepaare an den Wellenenden angreifen, die Welle 
verdrehen und dann plotzlich verschwinden. Auf diese Weise werden 
Torsionsschwingungen allein hervorgerufen und die Scheiben fangen an, 
in einander entgegengesetztem Sinne zu rotieren derart, daB das Gesamt
moment des Systems immer gleich Null bleibt wie auch am Anfang 
(t = 0). Wahrend rlieser Schwingungen bleibt ein gewisser zwischen
liegender Querschnitt mn del' Welle unbeweglich. Diesel' Querschnitt 
wird als Knotenquerschnitt bezeichnet; seine Lage liiBt sich aus 
del' Bedingung bestimmen, daB del' Wellenteil rechts vom Knotenquer
schnitt (Abb. 5) die gleiche Schwingungsperiode haben mu13 wie del' 
links davon gelegene. Wendet man Gl. (13) auf jede del' beiden Wellen
seiten an, so wird 

odeI' 

(a) 

Nach Abb. 5 ist 
a + b = l. (b) 

Also ist nach (a) und (b) 

Nun ist nach Gl. (13) die Periode bzw. die Frequenz del' Torsionsschwin
gungen des Systems 

(15) 

Del' Einflu13 del' Wellenmasse auf die Schwingungsperiode wird spater 
untersucht werden (s. § 14). 

Aufgaben. 

1. Eine Last W = 2500 kg ist an einer Spiralfeder befestigt (Abb. 1). 
Bestimme die Frequenz del' freien Schwingung del' Last, wenn der 
Radius R der die Mittellinie der Feder enthaltenden Zylinderflache 
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gleich 65 mm ist; der Querschnittsdurchmesser des Federrundeisens 
ist d = 25 mm; ferner ist die Anzahl der Windungen n = 10 und 
G = 8.105 kg/cm2. 

Losung: Die statische Durchbiegung findet man aus 

64 n W R3 64 . 10 . 2500 . 6,53 

()st = -----ala = 2,54 . 8 . 105 = 14 cm; 

ferner folgt aus Gl. (5) 

f = 2ln V %'t = 1,33 Schwing·fsec. 

2. Die Last W = 2200 kg ist auf einem I - Trager gelagert 
(Abb.3). Bestimme die Querschnittsdimensionen des Tragers, wenn 
1 = 3 m, c = 1,2 m und die zulassige Spannung an = 800 kg/cm2. Be
stimme die Frequenz der freien Schwingung der Last. Das Gewicht des 
Tragers soll vernachlassigt werden. 

Losung: Ein I-Trager Normalprofil 20 mit I = 2142 cm4 ist er
forderlich; die statische Durchbiegung ist, bei einem Elastizitatsmodul 
E = 2,1· 106 kg/cm2, ()st = 0,266 cm. Damit ist 

f = 2~ V t: = 9,4 Schwing./sec. 

3. Eine Last W = 450 kg ist am Ende eines einseitig eingespannten 
Tragers angebracht. Bestimme die Frequenz der freien Schwingung 
der Last, wenn die Lange des Tragers 1 = 1,4 mist; der Querschnitt ist 
ein Quadrat 7,5' 7,5 cm2 und E = 2,1'106 kg/cm2 • Das Gewicht des 
Tragers wird vernachlassigt. 

4. Bestimme die Eigenfrequenz der Horizontalschwingung in der x

Richtung fUr den in Abb. 6 dargestellten Rahmen unter der Last W. Die 
Dimensionen des Rahmens und die Trag

Hr::'!.:~~"'"""""::;;8~, --x heitsmomente der Querschnitte sind in der 
, Figur angegeben. 

Abb.6. 

I- ,I Losung: Die deformierte Gestalt des 
I Tragers ist in der Figur durch die punktierte 

Linie angedeutet. Die Beziehung zwischen 
der Durehbiegung () und der erforderliehen 
seitliehen Belastung H findet man, in

dem man die Biegung des Rahmens ins Auge faBt. Betraehtet man die 
Vertikalstabe als einseitig eingespannte Trager, die unten durch Horizon-

talkrafte -~ belastet sind, so ist die entspreehende Durehbiegung ~{ 3 ~ I . 

AuBerdem ergibt sieh noeh eine Durehbiegung infolge des Winkels 0 am 
oberen Ende del' Vel'tikalstabe. Betraehtet man die Biegung des hori-
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zontalen Stabes A B, so findet man 

() _ H 1.2 1 
-2 'b 6EI' 

Somit ist die gesamte Durchbiegung 

H h3 H h2 l H 11,3 ( 1 l 1) 
t5 = 2-37n + 12EI = 6Et 1 + 2h 11 ' 

und es ergibt sich als Federkonstante 

k _ H _ 6EI 

- <5 - h3 (1 + ~ ~ ~) . 
. 2 h 11' 

9 

Setzt man dies in Gl. (3) ein, so erhiHt man die GroBe von p und f = tn' 
1st II sehr groB im Vergleich zu I, so kann man das Glied ! ! I~ver
nachlassigen und erhiiJt dann 

}' /6EI g 
P = / Wh3 , 

f = _~V6EI(i 
2n Wh3 ' 

5. Bestimme die Frequenz der Torsionsschwingungen fUr die in 
Abb. 4 dargestellte Welle mit einer Scheibe von konstanter Dicke, wenn 
das Gewicht der Scheibe W = 5 kg ist, ihr Durchmesser D = 25 cm, 
die Lange der Welle l = 50 cm und deren Durchmesser d = 2,5 cm. 

Losung: Das Tragheitsmoment der Scheibe ist 

Wd2 
I = -- = 0 398 kg. Cln . sec2 

8g , 

und die Federkonstante 

k=GI p = 8.105 .n·2,54 = 61300k . 
'l 32 . 50 g cm. 

Daraus folgt 

; = 2~ V;- = 62,5 Schwing./sec. 

6. LOse die vorige Aufgabe unter der Annahme, daB die Scheibe 
durch einen Kreisring ersetzt wird, der mit det Scheibe gleiches Gewicht 
und gleichen Durchmesser hat. Bei der Berechnung nimm an, daB die 
Gesamtmasse des Ringes langs des Kreisumfanges vom Durchmesser 
25 em verteilt ist. 

Losung: Das Tragheitsmoment des Ringes ist doppelt so groB wie 
das der Scheibe von konstanter Dicke; daher ist die Frequenz der 

Torsionsschwingungen des Ringes 1_ von der der Scheibe, also 
)2 

f = 1_. 62,5 = 44,2 Schwing./sec. 
12 
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7. Bestimme die Frequenz der Torsionssehwingung des in Abb. 5 
dargestellten Systems, wenn das Gewieht der an den Enden befestigten 
Sehwungrader WI = 450 kg bzw. W 2 = 900 kg betragt und die ent
spreehenden Tragheitsradien r 1 = 50 em bzw. r2 = 75 em sind. Die 
Lange der Stahlwelle ist 1 = 3,6 m und ihr Durehmesser d = 9 em. 

Losung: 

t I J!:nGd4 (I 1 +12 } Sh' = 2n Y-32II12~l- = 6,2 c wmg./see. 

8. Lose die vorhergehende Aufgabe unter der Annahme, daB der 
Durehmesser der Welle im mittleren Drittel d = 12 em betragt. 

Los u n g: Die red uzierte Lange ist 

1 = 240 + 120· (1)4 = 278 em. 
Demnaeh ist 

1= 6,2 v:~~- = 7,07 Sehwing./sec. 

3. Erzwuugene Schwingungen. 
Bei der Untersuchung der Schwingungsbewegung des in Abb. 1 

dargestellten Systems haben wir uns auf die Betraehtung freier 
Seh wingungen allein besehrankt. Jetzt wollen wir eine andere Art 
von Sehwingungen untersuehen. Nimmt man an, daB neb en der kon
stanten Kraft W noeh eine periodiseh veranderliehe vertikal gerichtete 
Storungskraft Q auf die Last einwirkt, so wird das System erzwun
gene Seh wingullgen ausfiihren. Die zugehorige Differentialgleichung 
derBewegung ergibt sieh, wenn man zu der linken Seite der Gl. (1) 
die Kraft Q addiert. So erhalt man 

.!x+kx=Q. 
g 

(16) 

Wird diese Gleichung durch W dividiert, so folgt mit der bereits benutz
g 

ten Bezeiehnung 
2 kg 

P = W 
die Gleiehung 

.. 2 Qg 
X + P x = -W' (17) 

Wir betraehten nun den Spezialfall, daB die Storungskraft Q der GroBe 

cos mt proportional ist. Die Periode diesel' Kraft ist 'i 1 = ~-~, ihre Frem 

quenz ist 11 = -~r;. Setzt man 

Qg -w = qcosmt. 
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80 geht Gl. (17) in 
x + p2X = qcosmt (18) 

iiber. Wenn die StOrungskraft sehr langsam variiert, d. h. wenn m 
gegeniiber p sehr klein ist, so kann man das Beschleunigungsglied in 
Gl. (18) vernachlassigen, und erhalt dann die statische Durchbiegung 
zu 

(a) 

Um die dynamische Verschiebung zu ermitteln, muB man die allgemeine 
Losung der Gl. (18) bestimmen. Diese Losung ergibt sich, wenn man 
zu der Losung (4) der homogenen Differentialgleichung (2) eine Par
tikularlosung der Gl. (18) addiert. Nimmt man C cos mt als eine solche 
Partikularlosung und substituiert diesen Ausdruck in die Gl. (18), so 
erhalt man 

und die allgemeine Losung der Gl. (18) wird 

x = Acospt + Bsinpt + ~cosmt. p -m (19) 

In dieser Gleichung stellen die beiden ersten Glieder der rechten Seite 
freie Schwingungen des Systems dar, die wir oben bereits besprochen 
haben, wahrend das letzte Glied erzwungene Schwingungen dar
stellt. Diese haben die gleiche Periode wie die StOrungskraft, ihre Am
plitude C hangt von der Frequenz dieser Kraft abo Das Verhaltnis dieser 
Amplitude zur statischen Durchbiegung nach Gl. (a) kann als Ver
starkungsfaktor bezeichnet werden und ist gleich 

1 1 fJ = ---2 oder fJ = --.,;-2 . (20) 
l-~ 1--

p2 T~ 

H · .. 2n d· P . d d f· S h . d 2n . lerln 1st 1:' = - Ie erlO e er reten c wlngung un T 1 = - Jene p m 
der Storungskraft. 

Man sieht, daB fiir kleine Werte von m , d. h. wenn die Frequenz 
p 

der Storungskraft gegeniiber der Eigenschwingungsfrequenz des Systems 
klein ist, der Verstarkungsfaktor fJ nahe bei eins liegt, und die Amplitude 
der erzwungenen Schwingungen sich wenig von der stati~chen Durch-

biegung nach Gl. (a) unterscheidet. Wachst das Verhaltnis m , so wachst 
p 

auch die Amplitude der erzwungenen Schwingungen und wird unend-

lich groB fiir m = 1, d. h. wenn die Frequenz der StOrungskraft gleich 
p 
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wird der Frequenz der freien Schwingungen des Systems!. Tritt dieser 
Fall in der Tat ein, so ist die Bedingung fUr das Zustandekommen der 
Resonanz erfiillt; die entsprechende Frequenz der Storungskraft wird 
als kritische Frequenz bezeichnet. 

In den Problemen des Maschinenwesens hat man sehr haufig mit 
Storungskraften zu tun, die sich aus Una usgeglich enhei ts ursachen 

ergeben. Nehmen wir z. B. an, daB eine @ auf einem Balken A B (Abb. 7) aufgestellte, 
M mit einer Unbalanz M behaftete Maschine 

~i-----r-+----...;r mit konstanter Winkelgeschwindigkeit m 
th...mt rotiert. 1st Q die Fliehkraft der Un-

'i'w balanz M, so ist Q cos mt die vertikal 
Abb.7. gerichtete Storungskraft, die im Balken 

Schwingungen hervorruft. Die Differentialgleichung dieser Schwingungen 
ist die Gl. (16)2, und daraus kann man sofort schlieBen, daB die Bedin
gung fiir das Eintreten der Resonanz erfiillt ist, wenn die minutliche 
Umdrehungszahl der Maschine der minutlichen Eigenschwingungszahl 
des Balkens unter dem Gewicht W der Maschine gleich wird, d. h. wenn 

m= V{-. 
Die der Resonanzbedingung entsprechende Geschwindigkeit nennt man 
die kritische Geschwindigkeit. Lauft die Maschine mit dieser 
Geschwindigkeit, so ist der Balken starken Schwingungen ausgesetzt, 
deren Amplitude von der GroBe der Dampfung abhangt. Diese ist durch 
Widerstande verschiedener Art, wie Luftwiderstand, Reibung an den 
Balkenstiitzen, innere Reibung im Balkenmaterial, gegeben. Der EinfluB 
solcher Dampfung wird spater untersucht. In der obigen Berechnung 
ist sie nicht beriicksichtigt worden, und als Folge hiervon ergibt sich ein 
unbegrenztes Anwachsen der Amplitude der erzwungenen Schwingungen 

in dem MaBe, wie sich das Verhaltnis m der Einheit nahert. 
p 

Kehren wir zum Ausdruck (20) zuriick, so sehen wir, daB ein An
wachsen der Frequenz m der Storungskraft iiber die Eigenschwingungs
frequenz des Systems hinaus mit einer Amplitudenabnahme der er
zwungenen Schwingung verbunden ist, und wenn m gegeniiber p sehr 
graB wird, so wird die Amplitude der erzwungenen Schwingung im Ver
gleich mit der statischen Durchbiegung schr klein; die Last W (Abb. 1) 
kann in diesem Falle als im Raume ruhend angesehen werden. Abb. 8 
ist eine graphische Darstellung der Zahl fJ (gleich Amplitude der er-

1 Eine ausfuhrlichere Behandlung dieses Gegenstandes findet man in § 29. 
2 Die Balkenmasse und der EinfluB der Horizontalkomponente der Flieh

kraft werden bei dieser Betrachtung vernachlassigt. 
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zwungenen Schwingungen dividiert durch die statische Durchbiegung) 

als Funktion von m = ~. 
P °1 

Was das Vorzeichen des Ausdruckes (20) betrifft, so sieht man, daB 
er im FaIle m < p positiv und fur m > p negativ wird. Dies bedeutet, 
daB, wenn die Frequenz der Storungskraft kleiner ist als die Eigen
schwingungsfrequenz des Systems, die erzwungenen Schwingungen und 
die Storungskraft stets die gleiche Phase haben, d. h. die schwingende 
Last (Abb. 1) erreicht ihre tiefste Lage im gleichen Augenblick, in dem 
die Storungskraft ihren Hochstwel't nach abwal'ts annimmt. 1st m > p, 
so wird die Phasendiffel'enz zwischen del' erzwungenen Schwingung und 
d~r Storungskraft gleich n. Dies bedeutet, daB in dem Augenblick, in 
dem die Kraft ihr nach abwarts gerichtetes Maximum erreicht, die schwin
gende Last ihre obere Extremlage einnimmt. Diese Erscheinung kann 
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durch das folgende einfache Experiment illustriert werden. Bei einem 
einfachen Pendel A B (Abb. 9) konnen erzwungene Schwingungen da
durch hervorgerufen werden, daB dem Punkte A eine oszillierende Be
wegung in hOl'izontaler Richtung erteilt wird. 1st die Frequenz diesel' 
oszillierenden Bewegung geringer als die des Pendels, so sind die extre
men Lagen des Pendels bei solchen Schwingungen nach Abb. 9 a ge
staltet, indem sich die Punkte A und B in gleicher Phase bewegen. 1st 
abel' die oszillierende Bewegung des Punktes A von hoherer Frequenz 
als die des Pendels, so sind die extremen Lagen des Pendels wahrend del' 
Bewegung nach Abb. 9b gestaltet. Die Bewegung del' Punkte A und 
B weist in diesem FaIle eine Phasendifferenz gleich n auf. 

In unserer Betrachtung wurde nul' das dritte Glied del' allgemeinen 
Losung (19), das die erzwungenen Schwingungen darsteIlt, beruck
sichtigt. Steht abel' das System unter del' Einwirkung einer Storungs
kraft, so entstehen nicht nul' erzwungene Schwingungen, sondern es 
werden auch freie Schwingungen hervorgerufen. Nach Ablauf einer ge
wissen Zeit erloschen die letzteren infolge verschiedenartiger Wider
stande, doch am Anfang del' Bewegung konnen sie praktische Bedeutung 



14 Harmonische Schwingungen von Systemen mit einem Freiheitsgrad. 

haben. Die Amplitude der freien Schwingungen kann leicht bestimmt 
werden aus der allgemeinen Losung (19) unter Berucksichtigung der An
fangsbedingungen. Nehmen wir beispielsweise an, daB am Anfang (t = 0) 
die Verschiebung und die Geschwindigkeit gleich Null sind, so mussen 
die willkiirlichen Konstanten der Losung (19) so bestimmt werden, daB 

x = 0, x = 0 fUr t = O. 

Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn 

A+~=O; B=O. 
p -m 

Setzt man dies in (19) ein, so wird 

x = ~(cosmt - cospt). 
p -m (19') 

Am Beginn des Vorgangs verursacht die Storungskraft q cos m t das 
Entstehen von erzwungenen und von freien Schwingungen gleicher Am
plitude. Nahert sich die Frequenz der Storungskraft derjenigen der freien 
Schwingungen, so ist die Voraussetzung fur das Entstehen der Schwe
bung erfiillt. Sei 

p-m=2L1, 
dann ist nach Gl. (19') 

2q . (m+p)t. (m-p)t 2qsinLlt. (m+p)t x = - - ~~--. Sln ---- SIn ----~- = -~ --sm . (21) p2 __ m" 2 2 p2 - m2 2 

Dieses Ergebnis ist in Abb. 10 graphisch dargestellt. 

Abb.10. 

Es ergeben sich demnach Schwingungen von der Peri ode 

m+p 4n 
T=2n:-~~ =--~ 

2 m+p 

Hnd del' veranderlichen Amplitude 

2 qsinLl t 
-----

D· P . d d SIb . 2 n. h' d M B . d Ie enD e er c lwe llng 1St "if; ,ne wac st In em a e, In em 

sich m dem Werte p nahfTt, und wird unendlich groB im FaIle der Re-
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sonanz (p = m). Gl. (21) geht in diesem FaIle in 

2qLlt . m+p qt. 
x = ~2--2 SIn -2- t = 2- sm m t p -m m (21') 

iiber. Danach wachst die Amplitude unbegrenzt mit der Zeit. Dieses 
Resultat ergibt sich als Folge der Vernachlassigung der Dampfungswir
kungen verschiedenartiger Widerstande. 

4. Technische Anwendungen der einfachen harmonischen 
Bewegung. 

Zur Erlauterung der vorangehend dargelegten Theorie wollen wir 
nun einige einfache FaIle betrachten. Es handelt sich hierbei in der 
Hauptsache um Instrnmente fur Schwingungsmessungen. 

a) Instrumente zum Aufzeicbnen von Scbwingungen (Vibrograpben). 
Die Theorie des Vibrographen ergibt sich in einfacher Weise aus der 
Betrachtung des in Abb. I dargesteIlten Systems. Erzwungene Schwin
gungen des Gewichtes W k6nnen erzeugt werden durch vertikal gerich
tete Schwingungsbewegung des Aufhangepunktes A der Feder. Sei Xl 

die in irgendeinem Augenblick gemessene, nach abwarts gerichtete Ver
schiebung des Punktes A und X die Verschiebung der Last W im gleichen 
Zeitpunkt. Die Federausdehnung wird gleich X - Xl' und die Spann
kraft der Feder ist dann k(x - Xl). Substituiert man dies fur kx in 
Gl. (I), so erhalt man folgende Bewegungsgleichung: 

w .. 
- X + k(x - Xl) = o. 
g 

(22) 

Der Punkt A m6ge eine einfache harmonische Oszillation nach der 
Gleichung 

Xl = bcosmt 

ausfiihren. Setzt man dann 

so ergibt sich 

kg 2 --w =p, 
kl;g 
W=q, 

i + p2 X = q cos m t . 

(a) 

Diese Gleichung ist mit Gl. (18) identisch, und daher gelten hier aIle in 
§ 3 gezogenen Schlusse. Ist die Frequenz der oszillierenden Bewegung 
des Aufhangepunktes A sehr klein gegenuber der Eigenschwingungs
frequenz des an der Feder hangenden Gewichtes W, so sind die Be
dingungen, unter denen sich die Bewegung abspielt, von den statischen 
Bedingungen nur wenig verschieden, d. h. die Last W voIlzieht an
nahernd die gleiche Oszillationsbewegung wie der Aufhangepunkt A. 
Wenn sich die Oszillationsfrequenz des Punktes A der Eigenschwingungs-
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frequenz des Systems nahert, so entstehen heftige erzwungene Schwin
gungen. 1m Fall, daB m sehr groB ist gegeniiber p, d. h. daB die 
Oszillationsfrequenz des Punktes A sehr hoch ist im Vergleich mit der 
Eigenschwingungsfrequenz, wird die Amplitude der erzwungenen Schwin
gungen sehr klein, und die Last W kann als im Raume ruhend angesehen 
werden. Die Amplitude der erzwungenen Schwingungen ist nach GI. (19) 
numerisch gleich 

oder unter Benutzung der obigen Gll. (a) 

b 
C=~. 

1--p2 

(23) 

Nimmt man beispielsweise m = 10 P an, so ergibt sich die Amplitude 
der erzwungenen Schwingungen gleich 919 b. Dies bedeutet, daB in der
artigen Fallen die Schwingungen des Aufhangepunktes auf die Last W 
kaum noch iibertragen werden. Auf diesem Prinzip basiert die Ver
wendung federnder Aufhangung zum Schutz empfindlicher MeBinstru
mente gegen Schwingungen hoher Frequenz, die durch Bauteile ver
mittels der Fundamente iibertragen werden. Das gleiche Prinzip wird 
auch bei Seismographen benutzt, die dazu dienen, die Schwingungen der 
Erdoberflache bei Erdbeben aufzuzeichnen. Ferner basiert auf diesem 
Prinzip die Konstruktion verschiedener Instrumente (Vibrographen) zum 
Aufzeichnen von Maschinen-, Bau-, Fundament-, Briicken- und Schiffs
rumpfschwingungen. 

Abb. 11 zeigt eine einfache Vorrichtung, die zur Aufzeichnung von 
Schiffsrumpfschwingungen benutzt werden kann. Ein Gewicht Wist 

[ 

~-\UIJ. 11. 

[ 
im Punkte A mittels einer Gummischnur A C an 
einem Balken befestigt. Bei Vertikalschwingungen 
des Rumpfes bleibt dieses Gewicht praktisch un
beweglich, vorausgesetzt, daB seine Eigenschwin
gungsperiode geniigend groB ist; daher zeichnet der 
daran befestigte Bleistift die Rumpfschwingungen 
auf einer rotierenden Trommel B auf. Um die 
Schwingungsamplitude mit hinreichender Genauig
keit zu erhalten, ist es notwendig, die Eigen
schwingungsperiode des Gewichtes gegeniiber der

jenigen des Schiffsrumpfes hoch zu halten. Um dieser Bedingung zu 
geniigen, hat man die Lange der Schnur A C und ihre Ausdehnung ver
haltnismaBig groB zu machen. Beispielsweise muB man, um eine Eigen
schwingungsperiode von zwei Sekunden zu erhalten, die Ausdehnung 
der Schnur unter der Einwirkung des Gewichtes W annahernd gleich 
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1 m machen [so Gl. (5)]. Die Notwendigkeit einer so graBen Ausdeh
nung ist als ein Nachteil bei dieser Art von Vorrichtungen zu bezeichnen. 

Eine Federausdehnung von viel 
geringerem AusmaB ist bei einem 
anderen Instrument, das wir jetzt be- b---"'" 

schreiben wollen, zur Aufzeichnung 
von Schiffsschwingungen erforderlich. 
Dieses Instrument ist in Abb. 12 
dargestelltl. Vernachliissigt man das 
Gewicht des Rebels BD gegenuber 
dem Gewicht W, so ist die Ausdeh
nung der Feder A C gleich W 1: k a, und die 
des Gewichtes aus der Gleichgewichtslage ist 

Abb.12. 

statische Verschiebung 

Setzt man diese Verschiebung in die Gl. (5) ein, so findet man die 
Periode der freien Schwingungen des Vibrographen. Wie man sieht, 
wird die zur Erreichung einer bestimmten Periode erforderliche Feder
ausdehnung in dies em FaIle im Verhiiltnis a: 1 gegenuber der in Abb. 11 
angegebenen Vorrichtung 2. 

b) Frahms Schwingungs-Tachometer3• Das Frahmsche Tachometer 
ist ein weit verbreitetes Instrument zur Aufzeichnung von Schwingungs
frequenzen. Es besteht aus einem System von Stahlstreifen, die an ihren 

unteren Enden einge_ , i 
spanntsind, wieAbb. 13b 
zeigt. An den oberen .~ Ii: wJ 1 
Enden der Streifen sind _ _ ----- -;. .o.rt 

~I T 
kleine Massen befestigt, 
die der GroBe nach derart ' / 
gewiihlt sind, daB das a b 

Streifensystem eine be Abb.13. 

stimmte Frequenzreihe verkorpert. Die Frequenzendifferenz irgend 
zweier aufeinander folgender Streifen ist gewohnlich gleich einer 
hal ben Schwingung pro Sekunde. 

Bei der Berechnung der Frequenz eines Streifens kann dieser als ein
gespannter Stab betrachtet werden (Abb. 13c). Um den EinfluB der 
Streifenmasse auf die Schwingung berucksichtigen zu konnen, ist es er-

1 Eine solche Vorrichtung wird im Pallograph von O. Schlick benutzt. 
Trans. Inst. Nav. Arch. 34, 167 (1893). 

Die gleiche Anordnung kommt auch beim Vibrographen der Cambridge In
strument Co. zur Anwendung. J. Opt. Soc. Amer. 10, 455 (1925). 

2 Eine ausfiihrlichere Besprechung dieses Vibrographen befindet sich in § 9. 
3 Dieses Instrument ist beschrieben durch F. Lutz: ETZ 1905, 264-387. 
Timoshenko, Schwingungsprobleme. 2 
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forderlich, ein Viertel des Streifengewichtes WI zu dem am Ende kon
zentriert gedachten Gewicht W hinzuzufiigen1 . Dann wird 

Setzt man diese statische Durchbiegung in die G1. (5) ein, so erhalt 
man die Eigenschwingungsperiode des Streifens. Tm Betrieb wird die 
Vorrichtung an der Maschine befestigt, deren Schwingungsfrequenzen 
gemessen werden sollen. Der Streifen, dessen Eigenschwingungsperiode 
der Periode einer Maschinenumdrehung am nachsten liegt, ist dem Re
sonanzzustand nahe, und daher treten bei ihm starke Schwingungen ein. 
Aus der bekannten Frequenz des Streifens laBt sich dann die Geschwin
digkeit der Maschine bestimmen. Anstatt einer Reihe von Streifen ver
schiedener Lange mit verschiedenen Massen an den Enden kann man 
auch einen einzigen Streifen von einstellbarer Lange benutzen. Die 
Maschinenfrequenz kann dann durch Einstellung der Streifenlange in 
diesem Instrument bis zur Erreichung der Resonanz ermittelt werden. 
Dieses Prinzip liegt der Konstruktion des wohlbekannten Fullarton
Vibrometers zugrunde. 

c) Dampfmaschinenindikator. Dampfmaschinenindikatoren werden 
zur Messung des veranderlichen Dampfdruckes im Maschinenzylinder 
verwendet. Die Genauigkeit der Aufzeichnungen solcher Indikatoren 
hangt von der Fahigkeit des Indikatorsystems, bestehend aus Kolben, 
Feder und Bleistift, ab, den Veranderungen des Dampfdruckes genau zu 
folgen. Aus der allgemeinen Betrachtung in § 3 wissen wir, daB diese 
Bedingung erfiillt sein wird, wenn die Frequenz der freien Sehwingungen 
des Indikatorsystems sehr hoch ist im Vergleich mit der Frequenz der 
Dampfdruckveranderung im Zylinder. Sei 

F = 1,25 cm2 = Querschnittsfache des Indikatorkolbens, 
W = 0,06 kg = Gewicht des Kolbens und der Kolbenstange nebst 

dem reduzierten Gewicht anderer mit dem Kolben verbundener Teile, 
8 = 0,25 cm = Verschiebung des Bleistiftes unter dem Druck einer 

Atmosphare (1 kg pro cm2), 

n = 4 = Verhaltnis der Verschiebung des Bleistiftes zu derjenigen 
des Kolbens. Da eine Kolbenpressung gleich 1·1,25 atm 'cm2 = 1,25 kg 
eine Zusammendriiekung der :Feder gleieh ~ . 0,25 em = 0,0625 em her
vorruft, so ist die Federkonstante 

k = 1,25 : 0,0625 = 20 kg/om. 

1 Der Einflul3 der Stabmasse auf die Schwingungsperiode wird ausfiihrlicher 
in § 14 behandelt. 
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Demnach ist die Eigenschwingungsfrequenz des Indikators nach G1. (5) 

1 1 ~/g 1 ~rgk 1 ~/981.20 I = - = - - = - 1-- = - -- = 91 pro sec. 
T 2n c5" 2n W 2n 0,06 

Diese Frequenz darf als hinreichend hoch im Vergleich mit den iiblichen 
Tourenzahlen der Dampfmaschinen angesehen werden; daher wird der 
Indikator in normalen Fallen eine hinreichend genaue Aufzeichnung der 
Dampfdruckanderung ergeben. Bei raschlaufenden Maschinen allerdings 
kann ein solches Instrument unter gewissen Umstanden ganzlich unzu
verlassige Angaben lie£ern 1. 

d) Andere Anwendungen. Bekanntlich iiben die Tragheitskrafte der 
Gegengewichte bei Lokomotivradern einen zusatz
lichen Druck auf das Gleis aus. Diese Wirkung der 
Gegengewichte kann mit Hilfe der Theorie der er
zwungenen Schwingungen leicht berechnet werden. 
Sei TV das Gewicht des Rades und aIler mit ihm starr 
verbundenen Teile, Q das von der Feder getragene 
Gewicht, P die von der Unbalanz herriihrende 
Fliehkraft, w die Winkelgeschwindigkeit des Rades. 
Behandelt man das Problem wie eine Aufgabe der 
Statik, so wird die Vertikalpressung des Rades auf das 
gleich 

Q + TV + P cos w t . 

"'. 
Abb.14. 

Gleis (Abb. 14) 

Bei geringen Geschwindigkeiten ergibt dieser Ausdruck eine gute Nahe
rung fiir den Raddruck. Um diesen Druck genauer berechnen zu konnen, 
muG man auf die erzwungenen Schwingungen des Rades mit der 
Schiene, hervorgerufen durch die periodische Vertikalkraft P cos w t , 
Riicksicht nehmen. Sei k der Vertikaldruck auf die Schiene, der erforder
lich ist, um in dieser eine Durchbiegung gleich der Einheit unmittelbar 
unter del' Last hervorzurufen, und bst die Durchbiegung infolge des Ge
wichtes TV; dann ist 

W 
bst = T' 

Die Periode der freien Schwingungen des Rades auf der Schiene ist nach 
(5) durch die Gleichung2 

(b) 

gegeben. Die Periode einer Umdrehung des Rades, d. h. die Periode der 

1 Die Beschreibung eines Indikators fiir raschlaufende Maschinen (Collins 
Mikroindikator) findet man in der Zeitschrift Engg.113, 716 (1922). Wegen der 
Literatur iiber Indikatoren s. Proc. Meetings Inst. Mech. Eng., London; Jan. 1923. 

2 Bei dieser Berechnung wurde die Schienenmasse vernachlassigt und die 
Druckkraft Q in der Feder als konstant betrachtet. Diese letzte Voraussetzung 

2* 
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Storungskraft P cos wt, ist 

Nun ist aus G1. (20) zu schlieBen, daB die dynamische Durchbiegung der 
Schiene, hervorgerufen durch die Kraft P, groBer ist als die ent
sprechende statische Durchbiegung, im Verhaltnis 

1 

Der Druck auf die Schiene infolge der Fliehkraft P wird auch im gleichen 
Verhaltnis wachsen und der maximale Raddruck wird gegeben sein durch 

p 

Q + W + 1- (:J . (d) 

Fur eine 45-kg-Schiene mit einem Koeffizienten der elastischen Unter
lage gleich no kg/cm2 und W = 2700 kg haben wir I 

i = 0,068 sec. 

Nimmt man an, daB das Rad flinf Umdrehungen in der Sekundc macht, 
so ist 

iI = 0,2 sec. 

Setzt man nun die Werte von i und i1 in den Ausdruck (c) ein, so findet 
man, daB der dynamische Effekt des Gegengewichtes etwa urn n % den 
statisch berechneten ubersteigt. 

Die Eigenschwingungsfrequenz eines Systems kann experi
mentell leicht ermittelt werden, indem man dieses der Wirkung einer 
Storungskraft von regulierbarer Frequenz unterwirft. Abb. 15 veran-

1:0 schaulicht das Ermittelungsverfah-
p ~ r! ren fur die Eigenfrequenz der Quer-

ric h schwillgungen cines Rotors A B. 
71 ..... ------'17 b Die periodische Storungskraft wird 

a. durch eillen kleinell Motor von 
Abb.15. veranderlicher Geschwilldigkeit mit 

emem exzentrisch angebrachten Gewicht erzeugt2. Die Vertikalkompo-

ist durch die Tatsache berechtigt, daB die Schwingungsperiode des Maschinen
gehauses auf der Feder gewohnlich sehr hoch ist gegeniiber der Schwingungs
periode des Rades auf der Schiene; daher werden die Radschwingungen auf das 
Gehause nicht iibertragen, und die Veranderliehkeit der ]'ederzusammendrilekung 
bleibt sehr klein. 

1 Siehe Festigkeitslehre von Timoshenko-Lessels, deutsch yon 1. Malkin. 
Berlin: Julius Springer 1928. 

2 Auf diescm Prinzip beruht ein bcsondercr Os zilla tor zur Bestimmung Yon 
Briickeneigenschwingungcn. Siehe die Arbeiten von W. Spath: Z. V. d. 1. i:1 (192£1). 
Siehe aueh R. Bernhard u. VI'. Spath: Stahlbau 192!). 
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nente der Fliehkraft P dieses Gewichtes stellt die periodische Storungs
kraft dar, die die Querschwingungen des Rotors hervorruft. Diese 
Schwingungen konnen durch einen Vibrographen irgendwelcher Art 
leicht aufgezeichnet werden. Durch allmahliche Anderung der Ge
schwindigkeit des Motors laBt sich die minutliche DrehzahI er
mitteln, bei der die Amplitude der erzwungenen Schwingungen des 
Rotors einen Maximalwert erreicht. Diese Drehzahl entspricht der 
Eigenschwingungsfrequenz des Rotors. In manchen Fallen muB man statt 
einer StOrungskraft ein Storungs-Kraftepaar auf das in Frage stehende 
System einwirken lassen, urn erzwungene Schwingungen zu erzeugen. 
Hierzu kann ein Motor mit zwei exzentrisch angebrachten Gewichten 
nach Abb. 15b benutzt werden. 

Aufgaben. 

1. Zeige, daB die oben zur Registrierung von Schwingungen an
gegebene Vorrichtung (Vibrograph) auch zum Aufzeichnen von Be
schleunigungen verwendet werden kann, vorausgesetzt, daB die Steifig
keit der Feder derart ist, daB m gegeniiber p klein ist [G1. (23)]. 

Losung: Wenn mJp klein ist, so geht G1. (23) naherungsweise 
iiber in 

und die der erzwungenen Schwingung entsprechende Durchbiegung der 
Feder ist 

bm2 
x - ;:r1 = (C - b) cosmt = -2 cosmt, 

p 

d. h. die Durchbiegung der Feder ist proportional der Beschl~unigung 
bm2 cos mt des Aufhangepunktes der Feder. Zeichnet man diese Durch
biegung als Funktion der Zeit auf, so erhalt man die Beschleunigung des 
Aufhangepunktes. 

2. Bestimme die Amplitude der vertikalen erzwungenen Schwingung 
des Gewichtes 1 in der Abb. 11, wenn das Instrument an dem FuBgestell 
einer Turbine befestigt ist, das Vertikalschwingungen von der Amplitude 
0,13 mm und der Frequenz 1 = 30 Schw.Jsec ausfiihrt. Die statische 
Durchbiegung der vertikalen Feder unter der Einwirkung des Ge
wichtes 1 betragt 10 em. 

Losung: Die Frequenz der vertikalen Eigemchwingungen des 
Gewichtes 1 in Abb. 11 ist nach G1. (5) 

1 1/ g 1 1f98I _ 
11= 2n V <5 .. =~rlO= 1,08. 

Damit ist nach G1. (23) die Amplitude der erzwungenen Schwingungen 
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absolut genommen, gleich 

0,013 1 
c = - _ (~)2 = 359.0,013 = 0,000035 em. 

1 1,58 

Dies bedeutet, daB in einem derartigen FaIle die Schwingungen des 
FuBgesteIls auf die Last 1 kaum iibertragen werden. 

3. Bestimme das Verhiiltnis der durch die Schwingung erzeugten 
Maximalspannung zu der maximalen durch W erzeugten statischen 
Spannung fUr den in Abb. 7 dargestellten Fall, wenn Q = 0,1 W; die 
Drehzahl ist 1800 und die statische Durchbiegung des Balkens unter 
der Last Wist 0,0635 mm. 

Losung: Die Amplitude der erzwungenen Schwingung ist nach 
Gl. (19) 

0,1 W 1 
-k- m2 ' 

1----p2 

Das Verhaltnis der durch die Schwingung erzeugten Maximalspannung 
zu der maximalen statischcn Spannung ist gleich dem Verhaltnis der 
entsprechenden Durchbiegungen, d. h. gleich 

0,1 W 1 W 0,1 
-k---m2 :7C --iii,2' 

1-- 1--p2 p2 
Setzt man hierin 

m = 2n·30 und p = l/L = 393, 
t5,t 

so ergibt sich das gesuchte Verhiiltnis zu 1: 7,7. 
4. Ein Block Abb. 23, der das Fundament einer Maschine darsteIlt, 

ist auf biegsamen Federn derart aufgesteIlt, daB die statische Durch
biegung dieser Federn unter dem Gewicht des Blocks und der Maschine 
100 mm betragt. Infolge von Unausgeglichenheit steht der Block noch 
unter der Einwirkung einer pulsierenden Kraft Q cos wt. Welcher Teil 
dieser Kraft wird durch die tragenden Federn weitergeleitet, wenn 
w = 60 n1 

Losung: Die Amplitude der erzwungenen Schwingung ist 

Q 1 
c = -7C -----002. 

1-
p" 

Setzt man hierin w = 60 n und p = 1,56·2 n nach Gl. (3) ein, so wird 

Q 1 
c = 7C'369' 

d. h. nur Qj369 witd durch die Federn weitergeleitet. 
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Die in dieser Aufgabe beschriebene Anordnung lii.Bt sich auch als 
Schutz gegen Schwingungen verwenden. An Stelle des Fundamentblocks 
denke man sich eine auf Federn ruhende Tischplatte. Wenn nun durch 
irgendeine Storungskraft die Befestigungspunkte der Federn in Schwin
gungen geraten, so werden diese Schwingungen auf den Tisch praktisch 
nicht iibertragen, vorausgesetzt, daB ihre Frequenz groB ist gegeniiber 
der Eigenfrequenz der Tischplatte. 

5. Anderes Verfahren zur Berechnung erzwungener 
Schwingungen. 

Die allgemeine Losung (19) der Gl. (18) lehrt, daB im Augenblick 
des Anbringens einer Starungskraft im System nicht nur erzwungene, 
sondern auch freie Schwingungen entstehen. Die letzteren werden all
mahlich abgedampft durch Widerstandskrafte verschiedener Art; be
trachtet man jedoch die Bewegung am Beginn des Schwingungsvor
ganges, so konnen die freien Schwingungen von Bedeutung scin. Aus cler 
Gl. (6) fiir die freien Schwingungen leiten wir nun ein Verfahren zur Er
mittlung der gesamten Anfangsverschiebung des Systems abo Diese 
Gl. (6) zeigt, daB die von der Gleichgewichtslage aus gemessene Ver
schiebung infolge einer Anfangsgeschwindigkeit Xu in irgendeinem 
Augenblick t gleich ist 

Xo . x = -slnpt. p (a) 

Nehmen wir nun an, daB das in Abb. 1 dargestellte System unter der 
Einwirkung einer veranclerlichen Kraft steht, und sei q die Starungs
kraft pro Masseneinheit, S. Gl. (17). Die Veranderlichkeit dieser Kraft 
in irgendeinem Intervall von t = 0 bis t = tl 

q 
kann graphisch durch eine Kurve M N dar-
gestellt werden, vgl. Abb. 16. Um die Ver
schiebung des Systems in irgendeinem Augen
blick tl zu bestimmen, denken wir uns die kon
tinuierliche Wirkung der Kraft in Elementar
wirkungen entsprechend den Zeitelementen dt 
eingeteilt. Infolge der Wirkung der Kraft q 

Abb.16. 

wahrend eines solchen Zeitelementes nimmt die Geschwindigkeit des 
Gewichtes W (Abb. 1) um einen kleinen Betrag zu, dessen Gri)Be aus 
der Gleichung 

dx 
dt = q 

folgt, wonach 
dx=qdt. (b) 

Nun kann man aus Gl. (a) schlieBen, daB irgendein der Zeit t zugehoriger 
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Geschwindigkeitszuwachs, wie der durch die Gl. (b) gegebene, im Zeit
pUnkt tl (Abb. 16) eine Verschiebung von der GroBe 

dx = gilt sin p(~ - t) 
p (c) 

ergeben wird. Dieser Ausdruck stellt die Verschiebung dar, die von der 
Wirkung der Kraft wahrend des unendlich kleinen Zeitelementes dt her
riihrt. Um die Verschiebung zu erbalten, die durch die kontinuierliche 
Wirkung der Kraft erzeugt wird, muB man die Elementarverschiebungen 
(c) summieren. Die Verschiebung im Augenblick t1 wird dann 

h 

x= ~fqSinp(t1-t)dt. (24) 
o 

Dieser Ausdruck stellt die Gesamtverschiebung dar, die durch die Wir
kung der Kraft q wahrend des Intervalls von t = 0 bis t = t1 erzeugt 
wird. In ihm sind sowohl die erzwungenen als auch die freien Schwin
gungen enthalten, daher kann er beim Studium der Anfangsbewegung 
des Systems sehr niitzlich sein. Der Ausdruck ist auch in den Fallen 
verwendbar, wo eine analytische Darstellung fiir die Storungskraft 
nicht bekannt ist, die Kraft q vielmehr graphisch oder tabellarisch ge
geben ist. In einem solchen FaIle ist es nur notwendig, den Wert des In
tegrales (24) mit Hilfe einer angeniiherten Integrationsmethode zu er
mitteln1 • 

Als Beispiel fiir die Anwendung dieses. Verfahrens wollen wir nun die 
Schwingungen unter der Einwirkung der Storungskraft q = a cos mt, 
s. Gl. (18), S. II, untersuchen. Setzt man diesen Wert von q in die 
Gl. (24) ein, so folgt 

tl 

X = ~Jcos mtsin P(t1 - t) dt = -~2 (cos mtl - cos p t1)· p p -m 
o 

DiesesErgebnis ist vollig identischmit der oben erhaltenen Losung (19'). 
Gl. (24) kann auch in den Fallen benutzt werden, wo es erforderlich ist, 
die Verschiebung der Last W (Abb. I) zu finden, wenn sie von mehreren 
Impulsen herriihrt. Nehmen wir beispielsweise an, daB durch die von 
der Last W aufgenommenen Impulse in den Zeitpunkten t', t", t"', ... 
Geschwindigkeitszunahmen Ll 1 x, Ll 2 x, Ll3X, ..• erzeugt werden. Dann 
ist die Verschiebung in irgendeinem Augenblick t1 nach den Gin. (b) 
und (24) gleich 

1 [A . . 'A • . ") A·· ( ",) -t ] x = - LJ I Xsmp(tl - t) + LJ 2xsmp(tl- t + LJ3xsmp tl - t - .... 
p 

1 Sanden, K. v.: Praktische Analysis. Leipzig: B. G. Teubner. 
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Diese Verschiebung kann man sehr leicht auf graphischem Wege er
halten, wenn man .d 1 X, .d 2X, . .. als 
Vektoren betrachtet, die gegen die 
Horizontale urn die Winkel p (t1 - t'), 
P(t1 - t"), geneigt sind (Abb.17). 
Die Vertikalprojektion OC1 der geome
trischen Summe OC dieser Vektoren, divi
diert durch p, stellt dann die durch 
die obige Gleichung gegebene Verschie-
bung x dar. c, c 

Falls im Augenblick t = 0 am Ge
wicht W (Abb. 1) eine konstante Kraft 
angreift, so ist die Verschiebung der Last in irgendeinem Zeitpunkt t1 

nach Gl. (24) 
t, 

X = !L.fsin P(t1 - t) dt = -~dl - cos pt1l. p p (d) 
o 

Hierin ist 12- die durch die Kraft q erzeugte statische Durchbiegung, 
p 

s. Gl. (17). Aus der Gl. (d) folgt, daG die Maximaldurchbiegung wahrend 
der Schwingungsbewegung, hervorgerufen durch eine plOtzlich an
greifende Kraft, dem doppelten Betrag der der gleichen Kraft ent
sprechenden statischen Durchbiegung gleich ist. 

6., Dampfung proportional der Geschwindigkeit. 

In den obigen Betrachtungen (s. § 1) wurden aIle von der Reibung 
herriihrenden Widerstandskrafte vernachlassigt, und als Folge hiervon 
ergaben sich freie Schwingungen von konstanter Amplitude. In Wirk
lichkeit aber verursachen die Widerstandskrafte, obwohl sie in manchen 
Fallen klein sein mogen, ein allmahliches Abdampfen der urspriinglichen 
Schwingungen. Diese Dampfungskrafte konnen von vielen ver
schiedenen Ursachen herriihren, wie Luft- oder Fliissigkeitsreibung, 
innere Materialreibung im schwingenden Korper, oder Reibung auf
einander gleitender Oberflachen. 

Die Berechnung der Reibung zwischen aufeinander gleitenden 
Flachen erfolgt gewohnlich auf Grund des Coulomb-Morinschen 
Gesetzes 1 . Man nimmt an, daG die Reibungskraft im Falle trockener 

1 Siehe C.A. Coulomb: TMorie des machines simples. Paris 1821. A. Morin: 
Mem. pres. p. diy. say. 4. Paris 1833; 6. Paris 1835. Literaturyerweisungen zur 
Frage der Reibung findet man bei R. y. Mises: Enzyklop. Math. Wiss. 4, 153. 
Die neueste Literaturdes Gegenstandes gibt G. Sachs an: Z. ang. Math. Mech.4, 1 
(1924) und H. Fromm: Z. ang. Math. Mech. 7, 27 (1927). 
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Oberflachen der Normalkomponente der zwischen den Flachen herr
schenden Pressung proportional und von der Gleitgeschwindigkeit unab
hangig ist. 1m Faile gut geschmierter Flachen dagegen, wenn zwischen den 
gleitenden Flachen eine Schmierschicht vorhanden ist, ist die Reibungs
kraft unabhangig von der Pressung und proportional der Gleitgeschwin
digkeit. In den wirklichen Failen hat man gewohnlich mit mittleren 
Verhaltnissen zwischen den beiden erwahnten Extremfailen zu tun. 

Wenn ein Korper in der Luft oder in einer Fliissigkeit schwingt, 
so muB der Widerstand des Mediums beriicksichtigt werden. 1m Faile 
sehr geringer Geschwindigkeiten, wie z. B. bei der hydraulischen 
Bremse, ist die Widerstandskraft proportional der Geschwindigkeitl, 
wahrend bei groBeren Geschwindigkeiten mit hinreichender Genauig
keit angenommen werden dad, daB der Widerstand dem Quadrat der 
Geschwindigkeit proportional ist. 

Schwingt ein elastischer Korper im Vakuum, so wird die Schwingung 
allmahlich abgedampft durch innere Reibung des Korpermaterials2 • 

Der EinfluB dieser Art von Reibung auf die Schwingung kann in der 
Weise beriicksichtigt werden, daB man die Widerstandskraft der Ge
schwindigkeit proportional setzt und den Proportionalitatsfaktor aus 
dem Experiment bestimmt. Auch im Falle elektrischer Dampfung ist 
die Widerstandskraft der Geschwindigkeit proportiona13. 

Wir behandeln nun den einfachsten Fall, daB die Dampfung der Ge
schwindigkeit proportional ist4 • Unter Zugrundelegung des friiher unter
suchten Systems nach Abb. 1 denken wir uns zu den am Gewicht TV 
wahrend der Schwingungsbewegung wirkenden Kraften den Reibungs
wider stand - c it hinzugefiigt. Hier ist c eine von den jeweiligen Verhalt
nissen abhangige Konstante, wah rend das Minuszeichen angibt, daB die 
Reibungskraft eine der Geschwindigkeit entgegengesetzte Richtung hat. 
Unsere G1. (1) erfahrt eine Erweiterung und lautet jetzt 

W W.. . T"+k - - :/: - ex = 'Y :f, • g , (a) 

woraus folgt 
(25) 

1 Siehe Experimente von A. Stodola: Sehweiz. B\1uzg. 22, 113 (1893). 
2 Angaben tiber den Betrag dieser inneren Reibung bei verschiedenen Stoffen 

findet man in einem Buch von E. Lehr: Die Abktirzungsverfahren zur Ermitt
lung der Schwingungsfestigkeit von Materialien. Dissertation Stuttgart 1925. Siehe 
auch A. L. Kim ball: Mech. Engg., Mai 1927,440, sowie die Diskussion zu Ormon
droyds und Den Hartogs Artikel: Trans. Am. Soc. Mech. Eng. Appl. Mech. 
Div.1928. 

:J Einige Angaben tiber diese und einige andere Arten der Dampfung findet 
man bei H. Holzer: Die Berechnung der Drehsehwingungen, S.92. Berlin 1921. 

4 Der Fall, daB die Dampfung proportional ist dem Quadrat der Geschwindig
keit, wird von 'V. Hort: 'l'echnisehc Schwingungslehre, 2. Aufl., S.44 (1922), 
],,'handelt. S. auch 'V. E. Milnp: Univ. Oregon Publ. 1923, Nr 1; 1929, Nr 2. 
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(26) 

Fiihrt man die Bezeichnung 

pi = p2 - n2 (27) 

ein, so kann die allgemeine Losung der Gl. (25) in der Form 1 

x = e-nt(A sin Pit + Bcos Pit) (b) 

geschrieben werden. Wie man sieht, besitzt die ermittelte Schwingungs
bewegung eine Periode gleich 

2n 2n 
i = -- = --=-------c= . (28) 

PI lp2 - n2 

Wenn die GroBe n gegeniiber P klein ist, so wird die Differenz zwischen 
Pi und peine kleine GroBe 2. Ordnung, s. Gl. (27), und daher darf man 
mit hinreichender Genauigkeit annehmen, daB eine geringe Dampfungs
kraft proportional der Geschwindigkeit die Schwingungsperiode nicht 
beeinfluBt. 

Die Gl. (b) fiihrt auf einen Schwingungsvorgang, bei dem die Ampli
tude infolge des Faktors e- nt mit der Zeit allmahlich abnimmt, so daB 
die urspriinglich erzeugten Schwingungen allmahlich abklingen. Um 
diese Amplitude zu finden, muB man die willkiirlichen Konstanten A 
und B der Losung (b) aus den Anfangsbedingungen bestimmen. Be
zeichnet man mit Xo die von der Gleichgewichtslage aus gemessene Ver
schiebung des Systems und mit Xo die Geschwindigkeit im Zeitpunkt 
t = 0, so hat man nach Gl. (b) 

Xo =B. 
Differenziert man dieselbe Gleichung nach der Zeit, so folgt mit der An
fangsgeschwindigkeit Xo 

A = .!.(xo + nxo) , 
PI 

und die Losung (b) nimmt die Gestalt an 

x = e-nt (xo sin Pi t + xo(cos Pit + ~ sin Pi t)) . (29) 
PI PI 

Diese Losung kann graphisch dargestellt werden. Beispielsweise ergibt 
sich fUr den Spezialfall 

m dem also 
(c) 

I Hierbei wird angenommen, daB die von der Reibung abhangige GroBe n 
kleiner ist als p, so daB )p2 - n2 reell ist; sonst tritt eine aperiodische Be
wegung ein. 
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die Kurve der Abb. 18. Sie tangiert die Kurve x = xoe - n t in den Punkten 
mv m 2 , ma, ... fiir t = 0, t = T, t = 2 T, ... , und die Kurve x = -xoe-nt 

in den Punkten m~ , m; , m~, .. . 
171, fiir t = ~ T, t = ~ T, t = ~ T, .. . 

Diese Punkte sind nicht iden
tisch mit den Punkten, die den 
von der Gleichgewichtslage aus 
gemessenen Maximalverschie
bungen des Systems entspre
chen, und es ist leicht zu sehen, 
daB infolge der Dampfung das 
Zeitintervall, das das System 

Abb.18. zur Erreichung einer Extrem-
lage von einer unmittelbar vor

angehenden Mittellage aus braueht, kleiner ist als das Intervall, das 
erforderlich ist zur Erreichung del' unmittelbar folgenden Mittellage. 

Die Starke del' Dampfung hangt von del' konstanten GroBe nab, 
s. Gl. (25). Aus der allgemeinen Losung (29) istersiehtlieh, daB die 
Sehwingungsamplitude naeh jedem Zyklus im Verhaltnis 

(d) 

also in geometriseher Progression, abnimmt. Die Gl. (d) kann zur ex
perimentellen Ermittlung des Dampfungskoeffizienten n benutzt werden. 
Es ist hierzu nur notwendig zu bestimmen, in welehem VerhiiJtnis die 
Schwingungsamplitude naeh einer bestimmten Anzahl von Zykeln ab
genommen hat. 

Aufgabe. 

Bestimme den Dampfungskoeffizienten n, wenn die Schwingungs
amplitude nach 10 vollstandigen Oszillationen 0,9 del' anfanglichen 
Amplitude ist; die Frequenz del' Sehwingung ist 10 pro Sekunde. 

Losung: Die Abnahme del' Amplitude geht in geometriseher Pro
gression vor sich. Naeh 10 Oszillationen ist die Amplitude im Verhaltnis 
e-10n,: 1 verringert; n findet man aus del' Gleiehung 

daraus ergibt sieh 

n = In 0\ = 0,10;34. 

7. Erzwung-ene Schwingungen mit einer del' Geschwindig'keit 
proportionaien Dampfung. 

Wir betraehten wieder das in Abb. I dargestellte System und nehmen 
an, daB neben den bereits behandeiten Kraften, s. Gl. (a), S. 2, noeh eine 
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periodische Kraft Q sin m t auf das Gewicht W in vertikaler RichtWlg 
einwirkt. Mit der Bezeichnung 

gQ 
--W = q (a) 

lautet dann die Bewegungsgleichung mit den weiteren in § 6 benutzten 
Bezeichnungen 

x + 2nx + p2X = qsinmt. (30) 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung erhiiJt man, indem 
man zu der Losung der entsprechenden homogenen Differential. 
gleichung, s. Gl. (25), eine Partikularlosung der Gl. (30), also einen 
Ausdruck von der Form 

x = M sin m t + N cos m t , 
hinzufugt. Substituiert man dies in die Gl. (30), so ergeben sich folgende 
Gleichungen fur die Konstanten M und N: 

-Nm2 + 2Mmn + Np2 = 0, 

-Mm2 - 2Nmn +Mp2 = q, 
woraus folgt 

N= _ 2qmn 
(p2 _ m2)2 + 4m2n2 , 

Also wird die allgemeine Losung der Gl. (30) mit den Bezeichnungen 
von § 6 

2qmn 
x = e-nt(AsinPIt + BCOSP1 t ) - (p"_ m2)2+ 4m2nicosmt 

q(p2 _ m2) . 
+(2 2)2+422smmt. (31) p -m m n 

Das erste Glied rechts mit dem Faktor e-nt stellt die gedampften 
Schwingungen dar, die wir in den vorangehenden Paragraphen behandelt 
haben. Die beiden anderen Glieder mit dem Faktor q bringen die er· 
zwungenen Schwingungen zum Ausdruck. Sie sind von der periodischen 
AuBenkraft beherrscht und unterliegen im Laufe der Zeit keiner Ab· 

dampfung. Ihre Periode T1 = ~~ stimmt mit derjenigen der Storungs. m 
kraft iiberein, ihre Amplitude ist dem Betrage dieser Kraft proportional. 
Diese Amplitude hangt auch vom VerhiiJtnis der Periode T der freien 
Systemschwingungen zur Periode T1 der Storungskraft abo 

Der Ausdruck fUr die erzwungenen Schwingungen laBt sich verein· 
fachen, wenn man folgende Bezeichnungen einfuhrt: 

(b) 

(c) 
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Damit geht der Ausdruck fUr die erzwungenen Schwingungen tiber in 

a (cos ex sinmt - sin ex cosmt) = a sin (mt - ex). (32) 

Die Amplitude a der erzwungenen Schwingungen ist nach (b) und (c) 

q a = ~~~===;:===;C=::;;C .• 
l(p2 - m 2)2 + 4m2n2 

(33) 

Der Winkel a. in der Gl. (32) stellt die Pbasendifferenz zwischen der 
erzwungenen Schwingung und der Storungskraft dar. 

Dividiert man (b) durch (c), so erhalt man 

2mn 
tgex = p2 _ m2 · (34) 

1st P > m, was dann eintritt, wenn die Eigenschwingungsperiode 
des Systems kleiner ist als die Periode der Storungskraft, so ist ex positiv 

und kleiner als ~ . Aus der Gl. (32) kann man dann schlieBen, daB die 

erzwungene Schwingung der Storungskraft q sin mt nacheilt. 
1st p < m, so ist 

n 
2<ex<n, 

d. h. der Nacheilwinkel der erzwungenen Schwingung ist groBer als ; . 

1st aber p = m, was den Fall der Resonanz kennzeichnet, so wird 

tg ex in Gl. (34) gleich Unendlich, und die Phasendifferenz wird gleich ~. 
Dies bedeutet, daB das System bei einer derartigen Schwingungs
bewegung seine Mittellage in dem Augenblick passiert, in dem die 
Storungskraft ihren Maximalwert erreicht. 

Betracbten wir nun die Amplitude a dieser erzwungenen Schwingung. 
Erinnert man sich, daB 

und 

so schlieBt man, daB 

gQ 
q=W 

;2 = ~ = bst , (d) 

worin Ost die Durchbiegung bezeichnet, die durch die maximale Storungs
kraft hervorgerufen worden ware, wenn sie statisch angegriffen hatte. 

Mit (d) geht der Ausdruck fiir die Amplitude der erzwungenen 
Schwingungcn nach Gl. (33) iiber in 

(35) 
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. 2 n d' E' h' . d d S 2 n d' worm l' = P Ie Igensc wmgungspeno e es ystems, 1'1 = m Ie 

Periode der Storungskraft Q sin mt bedeutet und y = ~~ eine GroBe ist, 
p 

die yom Betrage der Dampfungskrafte abhangt. 
Es ist leicht zu sehen, daB, wenn die Storungskraft eine sehr groBe 

Periode 1'1 hat, 0 dem Werte ~st zustrebt. Dies bedeutet, daB in ent
sprechenden Fallen die Durchbiegungen des Systems so berechnet wer. 
den konnen, als ob die Storungskraft Q sin mt statisch wirken wiirde. 
Ein anderer Extremfallliegt vor, wenn man annimmt, daB 1'1 eine sehr 
kleine GroBe ist, was in der Tat der Fall ist, wenn die Storungskraft eine 
sehr hohe Frequenz besitzt. In diesem FaIle wird der Nenner in Gl. (31) 
sehr groB und die Amplitude der erzwungenen Schwingnngen strebt der 
Null zu. 

Wenn sich 1'1 der GroBe l' nahert und die Dampfungskrafte klein sind. 
so wird der Nenner in Gl. (35) sehr klein. Dies bedeutet, daB im FaIle der 
Resonanz eine verhaltnismaBig geringe Storungskraft zu sehr groBen 
erzwungenen Schwingungen fuhren und damit sehr bedrohliche Span. 
nungen im schwingenden System erzeugen kann. 

Um ein klares Bild fur die Veranderlichkeit der Amplitude 0 mit dem 

Quotienten ~ und der GroBe y zu geben, bringen wir in Abb. 19 eine 
"I 

Kurvenschar, die den Verstarkungsfaktor 

(36) 

als Funktion des Quotienten ~ fur verschiedene Werte der GroBe r "I 
darstelltl. Diese Kurven zeigen, daB die Punkte mit der Maximalampli. 
tude nicht genau mit der Resonanz zusammenfallen. Vielmehr ist der 

Quotient ~ bei der Maximalamplitude etwas kleiner als eins, und er 
"I 

nahert sich diesem Werte mit abnehmender Dampfung. Daher ist im 
FaIle geringer Dampfung die Differenz zwischen der Maximalamplitude 
der erzwungenen Schwingung und der Amplitude dieser Schwingung bei 
der Resonanz sehr klein; infolgedessen benutzt man gewohnlich die 
letztere Amplitude als Grundlage zur Berechnung der Maximalspan. 
nungen bei erzwungenen Schwingungen. 

Aus Abb. 19 ist es leicht zu ersehen, daB die Dampfung auf die er· 
zwungenen Schwingungen nur in der Umgebung der Resonanz einen 

starken EinfluB ausubt, etwa im Gebiete von ~ = 0,75 bis ~ = 1,25. 
T1 "1 

1 Fiir y = 0 geht Gl. (36) in die Gl. (20) iiber, die sich fiir ungedampfte Schwir: •. 
gungen ergeben hat. 
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In diesem Gebiet reduziert die Dampfung betrachtlich die Amplitude 
der erzwungenen Schwingungen und erteilt ihr bei der Resonanz einen 
endlichen Betrag. 

Mit wachsender Dampfung kommt der EinfluB der Resonanz immer 
schwacher und schwacher zum Ausdruck. AuBerhalb des bezeichneten 
Intervalls iiben kleine Anderungen des Dampfungsfaktors nur un
erheblichen EinfluB auf die Amplitude der Schwingungen aus, und die 

~r---t---+---;-~~&-~---+---+---+--~ 

AlJb.19. 

oben (§ 3) gezogenen Schliisse, betreffend die extreme Hoch- und Tief
frequenz der Storungskraft, bleiben auch bei vorhandener Dampfung 
ungeandert. 

Wie wir gezeigt haben, eilt die erzwungene Schwingung der Storungs
kraft stets nach, wobei die Phasendifferenz ex aus der Gl. (34) folgt. 
Diese Phasendifferenz kann von gewissem praktischem Interesse sein; 

T 
ihre Veranderlichkeit mit der Dampfung und mit dem Quotienten -

T1 

ist in Abb. 20 dargestellt. Aus dieser Darstellung geht hervor, daB in der 
Nahe cler Resonanz bei den erzwungenen Schwingungen eine sehr scharfe 
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Phasenveranderung eintritt, wenn die Dampfung gering ist. FUr ~ < 1 
T, 

ist die Phasendifferenz klein, sie wird 0;; 

zr---------~~~~--, 
jedoch gleich ~ fur i = i1 und strebt 

dem Werte n fiir ~ > 1 zu. Bei allmah-
T, 

licher Verringerung yon y nahert man xI:: f-------Jf--------+ 

sich dem in § 3 untersuchten Zustand 
(s. S. 13), bei dem die Phasendifferenz 
platzlich vom Werte Null auf den 
Wert n springt. i: 

Die Maximalgeschwindigkeit der er- 0 2 L, 

zwungenen Schwingungen nach Gl. (32) Abb.20. 

ist gleich C m, daher ist die maximale kinetische Energie des Systems 
dem Wert,e 

_'2 2 '0 2 
C2 m2 = ____ ~ _____ = ___ U;t P _ 

( m2 \ 24m2 n 2 ( P m)2 4 n 2 
1--2 1+-4- ---- +-2-

P / P m p, p 

(e) 

proportional. Da dieser Ausdruck fur m = p zum Maximum wird, so 
erreicht die kinetische Energie des schwingcnden Systems ihren GraBt
wert bei der Resonanz. 

Wir suchen nun den Arbeitsbetrag zu bestimmen, der dazu erforder
lich ist, die Schwingungen gegen den Widerstand aufrechtzuerhalten. 
Die aufgewandte Kraft pro Masseneinheit in irgendeinem Augenblick t 
ist gleich q sin mt, s. Gl. (30). Die Geschwindigkeit des Kraftangriffs
punktes im gleichen Augenblick ist nach Gl. (32) 

x = Cmeos(mt - at). 

Die aufgewandte Kraft verrichtet demnach in der Zeiteinheit eine 
Arbeit vom Betrage 

qsinmt·Cmcos(mt - at) = q~C{sin(2mt - at) + sin at}. (f) 

Bei der Berechnung des Mittelwertes von (f) wahrend eines Zyklus er
gibt das erste Glied im Klammerausdruck der rechten Seite von (f) 
den Wert 0, und wir erhalten als Mittelwert w folgendes Ergebnis: 

oder nach Gl. (b) 

qmCsinoc w=-----
2 

2n 
q2 P 

2 p (! _ ; y + (2pny' 
TImoshenko, Schwingungsprobleme. 3 
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Mit den Bezeichnungen 
2n 
p=y, 

E = Tl = 1 + z 
m T 

konnen wir auch schreiben 

q2 y 

W = 2( 1)2' P l+z--- +y2 
, 1 + z ' 

(37) 

Die GroBe w erreicht ihren GroBtwert bei der Resonanz. Substituiert 
man z = 0 in die Gl. (37), so ergibt. sich 

q2 q2 
W -----max - 2 p y - 4 n . (38) 

Wie man sieht, nimmt wmax mit der Abnahme der GroBe n, d. h. mit 
einer Verminderung der Diimpfung, zu 1. Will man sich ein Bild von der 
Veriinderlichkeit der GroBe w nach Gl. (37) in der Niihe der Resonanz 
machen, so betrachte man z als kleine GroBe. Dann ist 

(1 + z - 1 ! z) 2 anniihernd gleich 4 Z2 

und wir erhalten aus der Gl. (37) 

q2 y 
w=2p4z2 +Y2' 

Die Veriinderlichkeit des Faktors 

Y 
4 Z2 + y2 

(37') 

in der Umgebung der Resonanz ist in Abb. 21 dargestellt. Man ersieht 

w 

Abb.21. Abb.22. 

daraus, daB die Vel'iinderliehkeit von w mit del' Vel'ringerung del' Damp
fung immer merklichel' wird. Abb. 22 zeigt die Arbeit 10 als Funktion des 

1 1m Faile n = 0 nimmt die Schwingungsamplitude unbeschrankt zu und 
die ohige tJ'berlegung kann nicht angewandt werden. 



Erzwungene Schwingungen mit Dampfung proportional der Geschwindigkeit. 35 

Quotienten ~ fUr y = 0,1 und y = 0,5, und es ist daraus zu entnehmen, 
T1 

daB die Absorption del' Energie mit abnehmender Dampfung nur in del' 
Nahe del' Resonanz zunimmt. Sonst abel' entsprieht eine groBere Ab
sorption del' Energie einer groBeren Dampfung. 

Diese allgemeine Uberlegung mag bei Betraehtungen iiber die in 
Masehinenfundamenten infolge del' Sehwingungsvorgange absorbierten 
Arbeitsmengen von Interesse sein. 

Aufgaben. 

1. Konstruiere die Kurve, welehe die Anderung des Verstarkungs

faktors f3 als Funktion von ~ bei einem Gewieht W = 4,5 kg dar-
T1 

stellt (Abb. 1); die statisehe Durehbiegung del' Feder unter del' Last W 
ist 0,25 em, die Dampfungskraft ist bei einer Gesehwindigkeit von 1 em 
pro Sekunde gleieh 0,018 kg. Bestimme 1. das Maximum des Verstar
kungsfaktors unter diesen Bedingungen, 2. die GroBe des Verstarkungs
faktors im Resonanzzustand (p = m). 

Losung: Bei den gegebenen Bedingungen ist 

2 =!!.JL = 0,018· 981 = 3 92 
n W 4~ " 

g 981 V- -~ 

P = .f,"; = VO.25 = 63 

und demnaeh wird 

= 2 n = 3,92 = ° 0622' Y p 6,3 ' , 

fJ findet man fiir jeden Wert von.!.- aus Gl. (36). 
T1 

Del' Verstarkungsfaktol' im Resonanzzustand (1' = 1'1) ist f3 = -.!.. 
y 

= 0,01622 = 16,1. Den Maximalwert des Verstarkungsfaktors findet 

man aus del' Bedingung, daB (1-1X)2 + y21X mit IX = (:J 2 zu einem 

Minimum werden solI. Daraus ergibt sieh 

2 (1 - IX) - y2 = ° 
odeI' 

T2 y2 
1X=-=1--' Ti 2 ' 

1 

fiir kleine y 

3* 
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2. Mit den Zahlenwerten der vorhergehenden Aufgabe solI die GroBe 
der Dampfung bestimmt werden, bei welcher der Verstarkungsfaktor 
im Resonanzzustand gleich 5 ist. 

Losung: Setzt man ~ = 1 und {J = 5 in Gl. (36), so wird 
'1."1 

hieraus 

1 
Y =-· 

5 ' 

2n = y'P = 12,6. 

3. Bestimme die Phasendifferenz fur die erzwungene Schwingung 
'I." 'I." 

unter den Bedingungen der Aufgabe 1, fur - = 0,8 und - = 1,2. 
'1."1 '1."1 

Losung: 

8. 'l'echnische Anwendungen (erzwungene Schwingungen 
mit Dampfung). 

Wir besprechen nun einige FaIle, in denen die eben entwickelte 
Theorie der erzwungenen Schwingungen anwendbar ist. 

a) Schwingungsdampfer. Um den EinfluB der Storungskrafte auf 
die Maschinenfundamente abzuschwachen und die Ubertragung der 
Schwingungen auf den Bau zu verhindern, empfiehlt sich die Einfiihrung 
biegsamer Teile zwischen Maschine und :Fundament. Sei W das Gewicht 
der Maschine, Q sin mt die periodisch wirkende AuBenkraft (Abb.23). 

f/sinMt 

w 

Abb.23. 

1st der maschinelle Teil mit dem Fundament starr ver
bunden, so wird die ganze Storungskraft das Fundament 
beanspruchen. Durch Einfuhrung biegsamer Federn 
eines Schwingungsdampfers zwischen Maschine und 
Fundament kann eine wesentliche Reduktion der Kraft
ubertragung auf den Unterbau erreicht werden, wenn 
gewisse Bedingungen erfiillt sind. Die Berechnung 
eines Schwingungsdampfers kann auf Grund der 

vorangehend entwickelten Theorie der erzwungenen Schwingungen (§ 7) 
leicht durchgefiihrt werden. Wahlt man die Federn des Dampfers derart, 
daB die Eigenschwingungsperiode 7: der Maschine Wan den Federn groB 

ist im Vergleich mit der Periode 7:1 = ~ der Storungskraft, so werden m 
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die dynamischen Verschiebungen der Maschine beim Schwingungs
vorgang nach MaBgabe der Verhaltniszahl fJ, s. Gl. (36), reduziert 
gegeniiber den Verschiebungen, die durch die Storungskraft Q sin mt 
hervorgerufen worden waren, wenn diese statisch gewirkt hatten. Die 
auf das Fundament iibertragenen Krafte sind der Federdurchbiegung 
proportional und daher ebenfaHs im Verhaltnis fJ reduziert. Vernach-

lassigt man die Dampfung und nimmt man beispielsweise ~ = 4 an, 
T[ 

so daB also die Arbeitsgeschwindigkeit das Vierfache der Hesonanz-
geschwindigkeit betragt, so hat man nach Gl. (36) fJ = '\' d. h. durch 
die Wirkung des Schwingungsdampfers wird die auf das Fundament 
iibertragene Kraft auf 1\ der von auBen her ausgeiibten Kraft reduziert. 
Die wirkliche Konstruktion eines Dampfers bietet oft groBe Schwierig
keiten, hauptsachlich infolgevonRaumbeschrankungen. Es ist schwierig, 
einen hinreichenden Raum zur Unterbringung von Federn frei zu be
kommen, die stark genug sind, um die Last auf das Fundament zu iiber
tragen, und zugleich so nachgiebig sind, urn die Resonanzgeschwindig
keit des Systems irn Vergleich mit der Arbeitsgeschwindigkeit klein zu 
machen. 

Abb.24 ist eine schematische DarsteHung 
dampfers fUr einen groBen Einphasengenerator1 • 

des pulsierenden Torsionsmomentes zu redu
zieren, sind zwischen dem Stator der Maschine 
und dem Fundament nachgiebige Federn ein
gebaut. Durch Benutzung besonderer Fiih
rungen ist die Moglichkeit seitlicher Verschie
bung verhiitet, und nur eine Drehung urn den 
Punkt 0 bleibt moglich. 

Sei 
k das Torsionsmoment, das ditzu erforderlich 

eines Schwingungs
Um die Wirkungen 

Abb.24. 

ist, den Stator um die Achse, die durch 0 hindurchgeht und auf der 

Zeichenebene senkrecht steht, um 1 Radian C~~O) zu verdrehen, 

I das Tragheitsmoment des Stators um dieselbe Achse, 
rp der Drehwinkel des Stators bei der Schwingungsbewegung. 
Die Differentialgleichung der vom Stator ausgefUhrten Schwingungs

bewegung ist dann mit Gl. (10) identisch, und die Schwingungsperiode T 

folgt aus (12). Unter Vernachlassigung der Dampfung ergibt sich als 
Wirkung des Schwingungsdampfers ein Reduktionsfaktor nach Gl. (20) 
von der GroBe 

1 fJ = --T-2' 

1--
T2 

1 

1 Siehe C. R. Soderberg: Electr. J. 21, 160 (1924). 
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worin TI die Periode des auf den Stator wirkenden pulsierenden Torsions
momentes ist. Wenn Tim Vergleich mit TI gr'oB ist, so wird durch die 
Federn nul' ein kleiner Teil des Torsionsmomentes auf das Fundament 
iibertragen. 

Damit ist ein Schwingungsdampfer mit Stahlfedern beschrieben. 
In manchen Fallen werden zur Verhiitung von Schwingungsiibertra
gungen auf Bauteile Dampfer, bestehend in Polstern aus verschieden· 
artigen organischen Stoffen, wie Gummi, Kork usw., benutztl. Es ist zu 
bemerken, daB solche Dampfer gewohnlich zu steif sind, urn die Wirkung 
del' Grundschwingung del' Storungskraft wesentlich zu reduzieren, sie 
konnen jedoch sehr niitzlich sein, wenn es sich um das Abdampfen del' 
hoheren Harmonischen del' Storungskrafte handelt. Ferner muB beachtet 
werden, daB sich die Eigenschaften diesel' organischen Stoffe mit del' 
Zeit gewohnlich andel'll. Dies ist del' Grund dafiir, daB in allen wichtigeren 
Fallen Dampfer mit Stahlfedern zur Verwendung kommen; sie sind zu
verlassiger. 

b) Vibrographen. Wir behandeln nun als weiteres Beispiel den in 
Abb. 12 dargestellten Vibrographen, des sen Rahmen unter del' Ein
wirkung einer einfachen harmonischen Schwingung steht. Sei x die von 
del' Gleichgewichtslage aus gemessene Vertikalverschiebung des Ge
wichtes W und Xl = b sin mt die einfache harmonische Bewegung des 
Vibrographenrahmens in vertikaler Richtung. Dann ist del' Tragheits-

widerstand del' Last W gleich - W x, die Federkraft ist gleich 
g 

- k (x - Xl) ~ und die auf das Gewicht W wirkende Dampfungskraft 

ist gleich -ex. Dnter Vernachlassigung del' Masse des Rebels BD er
halten wir, indem wir das Moment aller Kriifte um das Messerende B 
bilden, die Gleichung 

odeI' 

Rierin ist 

- TVxl-cxl-k(x-x)~=O 
gIl 

x + 2 n x + p2 X = q sin m t . (a) 

!:J!. = 2 n' kg a 2 _ 2. k b g a2 b) 
TV ' -WZ2 - P , IV l2 = q. ( 

Die allgemeine Losung del' Gl. (a) wurde oben bereits angegeben, s. 
Gl. (31). Die entsprechenden erzwungenen Schwingungen sind nach 
Gl. (32) und (35) gegeben durch 

b sin (m t ~ ex) 

• X = JT(-I~ ;: )2-+ 4~:~: = (Jbsin(mt -!X), (c) 

-----
1 Die Eigenschaften einiger dieser Materialien bespricht B er g er in Gesdh.ing.36, 

433 (1913). Siehe auch E. Slocum: Proc. Amer. Soc. C. E. V. 55,219 (1929). 
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worin fJ den Reduktionsfaktor bezeichrtet. Gewohnlich gibt die Auf
zeichnungsvorrichtung die Verschiebung x - Xl des Gewichtes W in 
bezug auf den Rahmen der Vorrichtung an. Dnter Benutzung der Gl. (c) 
erhalten wir 

:I; - Xl = b{fJsin(mt - O() - sinmt} 

= b {(fJcos 0( - 1) sinmt - fJsin o(cos mt}. 

Dies stellt, s. Gl. (8), eine einfache harmonische Bewegung mit der 
Amplitude 

A = b fP- 2 fJ cos 0( + 1 (d) 

dar. Wie man sieht, ist die Aufzeichnungsskala nicht nur vom Reduk
tionsfaktor fJ abhangig, sondern auch von der GroBe des Nacheilwinkels 
0(. Falls die Dampfung vernachUissigt werden darf, so ist 0( = 0 oder 
'Y. = Jr, wie wir oben sahen, und die Gl. (d) ergibt 

A = b(fJ ± 1). (d') 

Das Minuszeichen entspricht dem Fall p > m, wobei die Frequenz der 
Storungskraft kleiner ist als die der freien Schwingungen des Vibro
graphen. Das Pluszeichen entspricht dem Fall p < m. Die GroBe der 
Amplitude kann in beiden Fallen der Abb. 8 entnommen werden, in
dem man die Horizontalachse versetzt, wie es die punktierte Linie an
zeigt. 

Substituiert man den Wert von fJ nach (c) in die Gl. (d'), so 
erhalt man unter Vernachlassigung der Dampfung 

b 
A = -p-2--' (d"j 

rn2 - 1 

worin das Vorzeichen fiir aIle Werte von m gilt. 1st nun die Eigen
schwingungsfrequenz p des 1nstrumentes gegeniiber m gering, so fin
den wir 

A annahernd gleich - b . 

Daher ist die Amplitude der Aufzeichnung gleieh der Amplitude der 
auferlegten Bewegung. Wiinschen wir also die Vorrichtung als Vi bro
graphen zu benutzen (zur Aufzeichnung von Bewegungen), so 
miissen wir p ~ m machen. 

1m entgegengesetzten FaIle, namlich p ~ m, geht die Gl. (d") 
iiber in 

rn2 
A = b-2 , 

p 

und da die GroBe p bei einem gegebenen Apparat konstant ist, so ist 
die aufgezeichnete Amplitude proportional bm2 • Die erzwungene Be
wegung ist b sin mt, ihre Beschleunigung ist -bm2 sin mt, also auch 
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proportional bm2• Ein Apparat, fiir den p > m, kann daher als Be. 
schleunigungsmesser verwendet werden. 

In der Nahe der Resonanz (p = m) tritt eine scharfe GroBen· 
anderung des Nacheilwinkels a. ein und der Faktor (3 wird in erheb· 
lichem MaBe von dem Betrage der Dampfung abhangig. Dies bedeutet, 
daB die Bestimmung der Amplitude A aus der G1. (d) in der Nahe 
dieses Punktes unsicher wird, und die Angabe des Vibrographen kann 
in dieser Gegend nicht als zuverlassig gelten. 

c) Das Sommerfeldsehe Experiment!. Dieses Experiment zeigt sehr 
deutlich, was fiir eine Menge Energie durch das Fundament zerstreut 
und absorbiert werden kann, wenn die Maschine im Resonanzgebiete 
arbeitet. Bei seinen Versuchen benutzte Sommerfeld einen kleinen, 
an einer Tischplatte befestigten Motor. Dieser trug an seiner Achse 
ein exzentrisch befestigtes Gewicht, so daB durch die Drehbewegung 
eine auf den Tisch einwirkende Storungskraft erzeugt wurde. Durch 
allmahliche Steigerung der Motorgeschwindigkeit lieB es sich leicht 
feststellen, daB bei 310 Umdrehungen pro Minute die Tischplatte eine 
heftige Schwingungsbewegung in horizontaler Richtung ausfiihrte. Dies 
bedeutete offenbar die Resonanz des Systems, bestehend aus Tisch. 
platte und Tischbeinen. Bei dieser Schwingungsbewegung verhielt sich 
die Tischplatte wie ein starrer Korper, und die Horizontalbewegung 
entstand nur durch Biegung der Tischbeine. Nach Erreichung eines 
solchen Resonanzzustandes ist es durch allmahliche Steigerung der 
Voltzahl des Motors moglich, klar zu zeigen, daB derMotor die Tendenz 
hat, bei konstanter Tourenzahl des Resonanzzustandes weiterzulaufen, 
im vorliegenden FaIle also bei 310 Touren pro }Iinute, und daB die 
iiberschiissige Energie nur ein weiteres Anwachsen der erzwungenen 

30 

70 

60 

50 

?O 

750 

Schwingungen, die im Fun. 
dament absorbiert werden, 

700 verursacht (s. Abb. 25). Nur 
500 nach einer erheblichen Stei. 
500 ~ gerung der V oltzahl am Motor 
'100 t ist dieser einer Geschwindig. 
JOO ~ keitssteigerung iiber die kri. 
200 ~ tische Tourenzahl hinaus 

10 100 fiihig, worauf die erzwungenen 
Schwingungen schnell abo 

A~b. 25. klingen. 
Eine zweite kritische Geschwindigkeit wurde beim Sommerfeld. 

schen Versuch bei einer Tourenzahl von 750 Cmdrehungen pro :Mi. 
nute beobachtet. Bei diesel' Geschwindigkeit traten Querschwingungen 

1 Sommerfeld, A.: Z. V. d. 1.1904. 
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des Tischrandes resonanzartig in Erscheinung und es entstanden in 
der Tischplatte heftige Biegungsschwingungen. Wieder ergab sich 
ein Zustand, bei dem das Fundament einen erheblichen Energiebetrag 
absorbierte, der dazu diente, die erzwungenen Schwingungen des Sy
stems aufrechtzuerhalten 1. 

Es ist interessant, daB, wenn sich das oben beschriebene System 
im Resonanzzustand befindet und ein groBer Energiebetrag auf das 
Fundament iibertragen wird, beim Motor eine plOtzliche Geschwindig
keitssteigerung ohne Anderung der Voltzahl erreicht werden kann, 
wenn man in irgendeiner Art die schweren erzwungenen Schwingungen 
des Fundamentes unterdriickt. Der Verfasser fiihrte diesen Versuch 
unter Benutzung eines kleinen, an einem biegsamen Stahlbalken be
festigten, doppelt gelagerten Motors aus. Beim Eintritt des Systems 
in das Resonanzgebiet ergaben sich starke Querschwingungen des 
balkenformigen Korpers. Durch einen von der Hand ausgeiibten Druck 
auf den Balken wurden diese Schwingungen zum Verschwinden ge
bracht, und es lieB sich beim Motor ein plotzlicher Geschwindigkeits
zuwachs nachweisen. 

Es muB hier bemerkt werden, daB das Problem der erzwungenen 
Fundamentschwingungen von groBer praktischer Bedeutung ist und 
mit dem Wachstum der Turbogeneratoreinheiten von groBer Kapazitat 
immer aktueller wird2• 1m allgemeinen ist dieses Problem erheblich 
komplizierter, als man auf Grund obiger Darstellung annehmen konnte; 
einige weitere Gesichtspunkte werden wir bei der Betrachtung von 
Systemen mit mehreren Freiheitsgraden besprechen. 

9. Schwingungen mit Dampfung durch trockene Reibung. 

Ein Beispiel konstanter Dampfung bietet die Behandlung des in 
Abb. 26 dargestellten Systems. Wird bei diesem das Gewicht W 
nach rechts in eine Extremlage x = Xo gebracht und losgelassen, so be
ginnt eine Bewegung nach links. Wahrend 
dieser Bewegung steht die Last unter 
der Einwirkung folgender Krafte: 1. Spann
kraft der Feder gleich kx, wenn man mit 
x den Abstand von der dem ungespannten Abb.26. 

Zustand der Feder entsprechenden Lage des Gewichtes bezeichnet; 

2. Tragheitswiderstand - W x und 3. konstante Reibung R zwischen 
g 

1 V gl. hierzu die obige Betrachtung S. 33 U. S. 34. 
2 Siehe J\Iaschinen- und Fundamentenschwingungen. Veriiff. Ver.igg. d. Elek

trizitatswerke, E. V. Berlin 1929. Siehe auch W. Prager: Z. techno Phys. 9, 
222 (1928). 
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der Last und der darin gleitenden Stange, in der der Bewegung ent
gegengesetzten Richtung wirkend. Die Bewegungsgleichung lautet: 

oder 

Hierin ist, wie frillier, 

und 

k w .. 
- x--x+R=O 

g 

x + p2 (x - a) = o. 

Vk g 
p= W 

R 
a=7C. 

(a) 

(39) 

(40) 

Diese GroBe hat eine einfache physikalische Bedeutung; sie stellt die 
Federausdehnung dar, die hervorgerufen wird durch eine Kraft, die 
der GroBe nach der Reibung R gleich ist. Macht man Xl = X - a, so 
geht die Gl. (39) tiber in 

Xl + p2X1 = o. 
Diese Gleichung ist mit der oben behandelten Gl. (2) vollkommen 
identisch, und daher gelten folgende Schltisse: 

1. Eine konstante Reibung andert nicht die Schwingungsperiode. 
2. Die Mittellage, um die sich die einfach-harmonische Schwingung 

abspielt, ist im Sinne der Kraft R um die Strecke a nach Gl. (40) ver
schoben. Infolgedessen ist die linke Extremlage der Last nur um die 
Strecke Xo - 2a von der Lage entfernt, die dem ungespannten Zustand 
der Feder entspricht. Dies bedeutet, daB eine konstante Dampfung 
wahrend des halben Zyklus eine Amplitudenverkleinerung yom Be
trage 2a verursacht. 

Betrachtet man nun die Bewegung von der linken Extremlage aus 
nach rechts, so ergibt sich aus einer analogen Uberlegung, daB wahrend 
der zweiten Halfte des Zyklus eine weitere Verminderung der Ampli
tude urn die GroBe 2a eintritt. Man sieht also, daB im vorliegenden 
Falle die Amplitude in arithmetischer Progression abnimmt. Die Last W 
bleibt in einer ihrer Extremlagen stehen, sobald die Amplitude kleiner 
als a geworden ist. Es ist klar, daB die Reibung in dieser Extremlage 
hinreicht, urn die Spannkraft der Feder auszugleichen. 

Wenn auf die Masse der Abb.26 eine periodische Storungskraft 
Q cos (mt + ot) einwirkt, so entsteht schlieBlich ein stationarer peri
odischer Bewegungszustand 1. Die Bewegungsgleichung lautet fUr dies en 
Fall: 

x + p2(X ± a) = qcos(mt + ot), (b) 

1 Dieses Problem findet eine ausfiihrliche Behandlung in der Doktorarbeit 
von J. P. Den Hartog: Universitat Pittsburgh 1929. S. auch Phil. Mag. 1930. 
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worin das Pluszeichen gilt, wenn die Masse in der positiven x-Richtung 
fortschreitet (x > 0), bzw. das Minuszeichen, wenn sie sich in def 
negativen x-Richtung bewegt (x < 0), wahrend q durch Gl. (a) des § 7 
definiert ist. 

Betrachten wir nun eine halbe Periode des stationaren Bewegungs
zustandes, und zwar diejenige, fUr die x < 0 ist. Wird die Differential
gleichung (b) mit dem Minuszeichen genommen, so lautet die allgemeine 
I .. osung: 

x = C1 sinpt + C2 cospt + p2~ m2cos (mt + 0:.) + a. (c) 

Der "stationare" Schwingungszustand ist dadurch definiert, daB die 
Amplituden am Anfang und am Ende einer balben Periode, abgesehen 
vom Vorzeichen, dieselben sind. Hieraus ergeben sich die folgenden 
VIer Randbedingungen: 

fUr t=O ist x = Xmax x= 0, 

fur 
n 

ist x = O. 
(d) 

t=- x = -Xmax m 

Hierin ist xmax noch unbekannt. Die GIn. (c) und (d) bestimmen die 
Bewegung fur die Dauer einer balben Periode, wenn zusatzlich voraus
gesetzt wird, daB wahrend dieser halben Periode die Geschwindigkeit x 
niemals groBer ist als Nulll . 

Die vier Bedingungen (d) lassen sich erfullen, indem man den vier 
Parametern C1 , C 2, Xmax und 0:. geeignete Werte erteilt. Ermittelt 
man zuerst C1 und C2 aus (c) mit Hilfe der dem Zeitpunkt t = 0 ent
sprechenden zwei Bedingungen, so ergibt sicb 

x = xmaxcospt + a(l - cospt) 

+ -2~[COso:.(cosmt - cospt) + sino:.(m sinpt - sinmt)J. (e) p -m p 

Substituiert man (e) in die zwei Bedingungen (d) fUr t = !!..- , so ergeben m 
sich zwei Gleichungen flir Xmax und 0:., deren Losung 

. / [p . pn -2 
-Sln--· 

q / p2 2 ap2 2 m m 
Xmax = p21i (p2 __ m2) - (q) -------;pn , 

1-1- cos-, m_ 

(f) 

Xmax ( 2 2) cos 0:. = ---. p - m 
q (g) 

lautet. 

1 Eine ausfiihrliche Behandlung dieses Gegenstandes findet sich in der Disser
tation von J. P. Den Hartog. 
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Zur Formel (f) fiir die Schwingungsamplitude ist daran zu erinnern, 

daB q2 die "statische Amplitude" ist, s. G1. (a) des § 3. Daher stellt 
p 

das Quadrat in (f) einen Verstarkungsfaktor im gleichen Sinne 
dar, wie der Ausdruck (20) in § 3. Die Quadratwurzel enthli1t zwei 

Glieder. Das zweite Glied ist proportional der GroBe (a:2Y, und diese 

ist da~ Quadrat des Verhaltnisses der Reibungskraft zur aufgezwun

genen Kraft,. (gr Wenn die Reibung R gleich Null ist, so bleibt 

nur das erste Glied iibrig, und der Ausdruck ist dann identisch mit 
dem letzten Glied der G1. (19) des § 3, d. h. wir erhalten erzwungene 
Schwingungen ohne Dampfung. 

1m FaIle der Resonanz, p = m, werden beide Glieder unter der 
Quadratwurzel unendlich groB, und der Ausdruck wird unbestimmt. 
Berechnet man seinen wahren Wert in iiblicher Weise, so findet man, 

daB fiir Werte der Reibung, die durch g < : gekennzeichnet sind, 

die Amplitude xmax unendlich groB wird. 
Die Formeln (f) und (g) gelten nur dann, wenn die Voraussetzung 

erfiillt ist, daB die Geschwindigkeit x < 0 wahrend einer halben Periode. 

~ 
(IX) 

o lot t 

((1) ~ "1. 
O~t 

Abb.27. 

In der Losung (f), (g) sind auch FaIle ent
halten, ahnlich dem durch Abb. 27 ex veran
schaulichten, in denen die Differentialglei
chung (b) und die Randbedingung (d) erfiillt 
sind. Es ist zu bemerken, daB solche FaIle 
physikalisch unmoglich sind. Was in einem 
solchen FaIle in Wirklichkeit stattfindet, 
zeigt die Abb. 27 fl. Der Vorgang besteht in 
einer Periode der Bewegung und einer Periode 

des Raltens. In diesem FaIle kann man fiir die Maximalamplituden 
keine explizite Formel wie die G1. (c) angeben, aber man kann sie 
indirekt berechnen 1. 

Abb. 28 zeigt die Ergebnisse in Gestalt eines Diagrammes, in 
dem die Verstarkungsfaktoren gegeniiber den Frequenzen fiir ver-

schiedene Werte von g aufgezeichnet sind. Oberhalb der gestrichelten 

Linie tritt stetige Bewegung ein, wie durch die Formel (f) beschrieben,. 
wahrend unterhalb der gestrichelten Linie die Bewegung den in Abb. 27 fl 
dargestellten Typus hat. Abb. 29 ist ein Diagramm der Phasenwinkel. 
1m Resonanzfalle tritt eine scharfe Anderung in der GroBe des Winkels ex 
ein. 

1 Erzwungene Schwingungen mit kombinierter Coulombscher und Zahig
keitsdampfung. Rer. d. 3. Internat. Kongresses f. ang. Mech. Stockholm 1930. 
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Fur ein System mit kombinierter Zahigkeits- und Coulombscher 
Dampfung lautet die Gleichung der erzwungenen Schwingungen 

x + p2(X ± a) + 2nx = qcos(mt + oc); 

J 

O~---O~,2'---~q~~~~~:2~~~:;~~~~~~~~~~~~§1~,8~§§~' 
- m/p 

Abb. ~t'S. 

sie wurde mit Hilfe genau des gleichen Verfahrens ebenfalls exakt gelOst 1. 

----

Abb.29. 

1 Siehe die Stockholmer Berichte, Arbeit von J. P. Den Hartog. 
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Eine wertvolle NaherungslOsung hat L. S. Jacobsen entwickeltl. 
Sie ist nicht nur auf Systeme mit Coulombscher Dampfung, sondern 
auch auf Systeme mit anderen komplizierteren Dampfungsarten an
wendbar. Bei dieser Naherungslosung ist die wirkliche Dampfung durch 
eine aquivalente, mit der Geschwindigkeit proportional wachsende 
Dampfung ersetzt, deren GroBe dadurch bestimmt ist, daB die Energie 
zerstreuende Arbeit wahrend einer Periode die gleiche GroBe hat, 
gleichviel ob sie von der wirklichen Reibungskraft oder von der aqui
valenten Dampfungskraft geleistet wird. Eine weitere Voraussetzung bei 
der Anwendung der Naherungs16sung ist die, daB die Bewcgung wahrend 
einer stationaren erzwungenen Schwingung eine einfache harmonische 
Bewegung ist. Sei 

x = Csinmt (h) 

die durch eine Storungskraft von der GroBeQ sin (mt + il(.) hervorgerufene 
stationare erzwungene Schwingung. Bezeichnet man mit R die kon-

R ·b k f d . 2 n W d x d· d G h· d· k . stante eI ungs ra t un mIt -g-. lit Ie er esc wm Ig eIt pro-

portionale aquivalente Dampfungskraft [so Gl. (26)], so ist die von 
der Kraft R wahrend einer halben Periode geleistete Arbeit gleich 
-2RC; dagegen ist die Arbeit der der Gcschwindigkeit proportionalen 
Dampfungskraft gleich 

m 

_J2n W (~)2 dt = _ !n w: C2mn. 
g dt g 2 

(k) 
o 

Da die beiden energiezerstreuenden Arbeiten einander gleich sein 
sollen, so folgt 

2 n W C2 mn = 2RC 
g 2 ' 

also ist die iiquivalente Dampfung gleich 

2nW 4R 
g mne· (I) 

Jetzt liiBt sich die Amplitude C der erzwungenen Schwingung aus der 
Gl. (33) bestimmen. Substituiert man in diese Gleichung den Wert (l) der 
aquivalenten Dampfung, so erhalt man nach Quadrieren und Umordnen 

und hieraus folgt 

C2(p2 - m2)2 + ~~ (ifY = q 

VI _ 16 (~-)2 
q n" Q C=- - -- -
p" 1- m 2 

p2 

(m) 

1 L. S. J aco bsen. Siehe Trans. Amer. Soc. Mech. Eng., Appl. Mech.Div.1930. 
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Der zweite Faktor der rechten Seite der Gleichung stellt den Verstar
kungsfaktor fur den Fall einer konstanten Reibung dar. Substituiert 
man den Koeffizienten (l) der aquivalenten Dampfung in die Gl. (34) 
fur die Phasendifferenz, so ergibt sich unter Benutzung der Gl. (m) 

t _ 4R . I __ 

go: - nQVl- ~~(~r (n) 

Die Naherungsgleichungen (m) und (n) stimmen mit den Ergebnissen 
der durchgefuhrten Versuche gut uberein 1. Man kann sie fur die Am
plitudenberechnung bei erzwungenen Schwingungen benutzen, wenn 
die tatsachliche stationare Bewegung ohne wesentlichen Fehler als ein
fache harmonische Bewegung betrachtet werden kann. 

Aufgaben. 

1. Zur Bestimmung des Coulombschen Reibungskoeffizienten ver· 
wendet man die in Abb.30 angegebene Anordnung. In den Beruh
rungspunkten m und n iiben die rotie

N, 
renden Scheib en auf den prismatischen .4 8 

Stab AB Reibungskriifte Rl und R2 c::=:::;;:J;::~::P:~:;:dt:::=:::j 
aus, die dem Reibungskoeffizienten und 
den Normaldrucken in m und n pro
portional sind. Beweise, daB die Resul
tierende dieser beiden Kriifte propor
tional ist der Verschiebung x des Stabes 

Abb.30. 

aus der Mittellage und der Stab harmonise he Oszillationen ausfiihrt. 
Bestimme den Reibungskoeffizienten aus der Periode dieser Oszillation. 

Losung: Bezeichnet man mit W das Gewicht des Stabes und 
mit 2a den Abstand zwischen den beiden Scheibenmittelpunkten, so 
sind die Drucke in m und n 

N = W a + x 
1 2a ' 

a-x 
N2=W~. 

1st 0: der Reibungskoeffizient, so erhalten wir 

R R - (AT N ) _ oc W X 
1 - ~ - 0: ~'1 - 2 - -a-· 

Diese Kraft ist der GroBe x proportional, und die resultierende Bewegung 

ist eine einfach-harmonische Oszillation. Setzt man oc W an Stelle von k 
a 

in Gl. (3), so ergibt sich 

i = 2n = 2n l/W = 2n J/a 
p V kg ~ ocg 

1 Siehe den Aufsatz von L. S. Jacobsen. 
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und daraus folgt 
4n2 a 

IX = T"g-. 

2. Bestimme den Reibungskoeffizienten in der dureh Abb. 26 ge
gebenen Anordnung, wenn die statisehe Durehbiegung der Feder 
unter der axialen Last W gleich 0,25 em ist und die Schwingungsam
plitude nach 10 vollstandigen Perioden 0,90 der urspriinglichen Ampli
tude Xo = 25 em ist. 

Lasung: Bei einer Periode nimmt die Amplitude um \R abo Die 

Gleichung zur Bestimmung des Reibungskoeffizienten ist 

oder 

daraus ergibt sich 

4R 
lO·T = O,lx'o 

4o:W 
lO·lOW=l; 

1 
IX = 4. 

10. Ausgleich rotierender llfaschinen. 
Eine der wichtigsten Anwendungen der Theorie der Schwingungen 

liegt in der Lasung des Problems des Ausgleichs rotierender Maschinen
teile. Es ist bekannt, daB ein rotierender Karper auf die Lagerungen 
keinerlei variable Storungswirkungen ausubt, wenn die Drehaehse mit 
einer der Haupttragheitsachsen des Karpel's zusammenfallt. Diese Be
dingung im praktischen Betrieb genau zu verwirklichen, bietet Schwierig
keiten, weil die stets vorhandenen Unvollkommenheiten der geometri
sehen Gestaltung und die unvollstandige Homogenitat des Materials 
gewisse UnregelmaBigkeiten der Massenverteilungunvermeidlichmachen. 
Aus diesen variablen Storungen ergeben sieh Krafte, die Sehwingungen 
verursachen. Urn derartige Schwingungen von den Masehinen fernzu
halten und die V oraussetzungen fur den ruhigen Lauf zu erfullen, muB 
man fUr den Ausgleich sorgen. Dieser ist besonders bei schnellaufenden 
Maschinen wiehtig. Denn bei solchen genugt schon die leichteste Un
balanz, urn sehr groBe Storungskrafte hervorzurufen. Beispielsweise 
verursacht eine Unbalanz von 0,5 kg in einer Entfernung von 75 em 
von der Drehachse bei einer Tourenzahl gleieh 1800 pro Minute eine 
Starungskraft gleich 1350 kg. 

Die vel'schiedenen Arten von Unbalanz wollen wir nun an dem in 
Abb. 31a dargestellten Rotor eingehend el'klaren 1 • Denken wir uns den 

1 Der rotierende Teil wird als ein a bsolut starrer Korper betrachtet und die 
von seinen elastischen Durchbicgungen herriihrenden Sehwingungen werden ver
nachlassigt. Siehe Maschinen- und Fundamentenschwingungen. VerOff. Ver.igg. 
d. Elektrizitatswerke, E. V. Berlin 1929. Siehe auch \Y. Prager: Z. techno Phys. 
9, 222 (1928). 
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rotierenden Korper durch einen Querschnitt mn in zwei Teile geteilt, 
so sind folgende drei typische FaIle der Unbalanz moglich: 

1. Die Schwerpunkte beider Teile mogen in der gleichen Axialebene 
und auf der gleichen Seite der Drehachse liegen, wie in Abb. 31 ban. 
gedeutet. Dann liegt der Schwerpunkt 0 des Gesamtkorpers in der 
gleichen Ebene in einem gewissen Abstand von der Drehachse. Dies ent. 
spricht demFall der "statischen Unbalanz", so genannt, weil durch 
statischen Versuch feststellbar. Experimentell geschieht der statische 
Ausgleich in der Weise, daB der rotierende Teil mit seinen beiden 
Zapfenenden auf ein Paar absolut horizontaler paralleler Schienen gelegt 
wird. Liegt der Schwerpunkt des Gesamtkorpers in der Drehachse 
(Abb. 31c), so ist der betreffende rotierende Teil in jeder Lage 
statisch im Gleichgewicht; liegt der Schwerpunkt etwas auBerhalb 

Abb.31. 

der Drehachse, wie es Abb. 31 b veranschaulicht, so wird der Teil auf 
den Schienen so lange roUen, bis der Schwerpunkt seine tiefste Lage 
erreicht hat. 

2. Die Schwerpunkte der beiden Teile mogen in einer und derselben 
Axialebene, aber auf verschiedenen Seiten der Drehachse liegen, wie 
in Abb. 31c dargestellt, und zwar nehmen wir an, daB die beiden Teil. 
schwerpunkte derartige Radialabstande von der Drehachse haben, daB 
der Schwerpunkt 0 des GesamtkOrpers genau in der Drehachse liegt. 
In diesem }j'aUe ist der Korper wohl statisch ausgeglichen, doch wird er 
bei der Drehbewegung unter der Einwirkung eines durch die Flieh. 
krafte P gebildeten storenden Kraftepaares stehen. Dieses Kraftepaar 
rotiert zusammen mit dem Korper und ruft im Fundament Schwin
gungen hervor. Damit ist die "dynamische Unbalanz" beschrieben. 

3. 1m allgemeinsten FaIle werden die Schwerpunkte 0 1 und O2 in 
verschiedenen Axialebenen liegen, so daB sich bei der Drehbewegung 
ein System aus zwei Kraften bildet, namlich die auf den Korper ein. 
wirkenden Fliehkrafte P und Q nach Abb. 31 d. Dieses Kraftesystem 
kann stets reduziert werden auf ein in einer Axialebene wirkendes 
Kraftepaar und eine Radialkraft, d. h. statische und dynamische Un· 
balanz treten zusammen auf. 

Es ist leicht zu sehen, daB in allen Fallen ein vollstandiger Aus· 
gleich erreichbar ist, indem man am rotierenden Teil Gewichte in zwei 

Timoshenko, Schwlngungsprobleme. 4 
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beliebig gewahlten Querschnittsebenen befestigt. Betrachten wir z. B. 
den in Abb. 32 dargestellten Fall. Infolge der Unbalanz steht der Korper 
bei der Drehbewegung unter der Einwirkung zweier Zentrifugalkrafte P 

Abb.32. 

und Q. N ehmen wir 
an, daB die zum Aus
gleich erforderlichen 
Gewichte III den 
QuerschnittsebenenI 
und II angebracht 
werden miissen. Die 
Zentrifugalkraft P 
kann durch zwei 
Krafte PI und P 2 

ausgeglichen werden, 
die mit P in einer 

und derselben Axialebene liegen. Die GroBe dieser Krafte ist bestimmt 
durch die folgenden statischen Gleichungen: 

PI + Pz = P, 

PIa = P2 b. 

In der gleichen Weise kann auch die Kraft Q durch zwei Krafte Q1 

und Q2 ausgeglichen werden. Die Resultierende von PI und QI in der 
Ebene I, sowie die Resultierende von P 2 und Q2 in der Ebene II be
stimmen dann nach GroBe und Lage die Korrektionsgewichte, die zum 
vollstandigen Ausgleich des Korpers erforderlich sind. 

Aus dieser Dberlegung folgt, daB der Ausgleich ohne Schwierig
keiten durchflihrbar ist, wenn Lage und GroBe der Unbalanz bekannt 
sind. Zur Ermittelung dieser Unbalanz benutzt man Auswuchtmaschinen 
verschiedener Art; im nachstehenden sollen die Hauptbauarten dieser 
Maschinen besprochen werden. 

11. Auswuchtmaschinen. 

Eine Auswuchtmaschine stellt gewohnlich eine V orrichtung dar, in 
del' die Wirkungen irgendeiner Unbalanz in dem zu untersuchenden 
rotierenden Teil durch Resonanz verstarkt werden. Die Auswucht
maschinen werden in drei Hauptbauarten ausgefiihrt: 1. Maschinen wie 
die von Lawaczeck-Heymann und die von Westinghouse, in denen 
del' Rotor auf zwei unabhangigen FuBgestellen ruht; 2. Maschinen, 
in denen del' Rotor auf einem VibrationstiRch mit unbeweglichem 
Stiitzpunkt ruht; 3. Ausgleichsmaschinen mit beweglichem Stiitzpunkt. 

Die ::'IIasehine yon Lawaczeck-Heymann besteht hauptKachlich 
aus zwei voneinander ullabhangigen FuBgestcllen. Die zwei Lager, in 
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denen der Korper rotiert, sind an Federn befestigt, die die Schwingungen 
der Korperenden in der horizontalen Axialebene aufnehmen. Eins von 
den Lagern ist blockiert, wahrend die Auswuchtung am anderen Ende 
erfolgt (s. Abb.33). Irgendeine Unbalanz erzeugt im Korper Schwin-
gungen um das ver- Q 

riegelte Lager als f' " 
Fixpunkt. Umdiese ~ .... \ 
Schwingungen in : .... ~ ][\ l" ,1 
verstarkter Gestalt /,:<;., ' " I : .... / /0 --~/ zu ermitteln, sind 
alleAufzeichnungen 
im Resonanzge
biet vorzunehmen. 
Durch einen beson
deren Motor wird 

~-...r.;~~---- c/z----: I .... .....-// .... " 

, e.....-
-$I 

A 
Abb.33. 

der auszuwuchtende Teil auf eine Geschwindigkeit gebracht, die oberhalb 
der kritischen Geschwindigkeit liegt, worauf die Motorkraft aus
geschaltet wird. Infolge der Reibung nimmt die Drehgeschwindigkeit 
des Korpers allmahlich ab und er geht durch seine kritische Geschwin
digkeit hindurch, wobei eine etwa vorhandene Unbalanz erzwungene 
Schwingungen des unverriegelten Lagers am untersuchten Korper 
hervorruft. Der Auswuchtungsvorgang besteht dann darin, daB die 
Schwingungen durch Befestigung pas sender Korrektionsgewichte zurn 
Verschwinden gebracht werden. Fiir die Unterbringung solcher Gewichte 
eignen sich am besten die ebenen Stirnflachen des rotierenden Korpers, 
wo gewohnlich Locher langs des Umfangs zur Aufnahme dieser Ge
wichte vorgesehen sind. Durch eine solche Anordnung erreicht man 
das HochstmaB des Abstandes zwischen den Korrektionsgewichten; 
damit ist die GroBe dieser Gewichte auf ein Minimum gebracht. 1st die 
Ebene zur Unterbringung der Korrektionsgewichte gewahlt, so bleiben 
noch zwei Fragen zu beantworten: I. w 0 ist das Korrektionsgewicht 
unterzubringen, 2. wie groB ist es zu machen. Diese beiden Fragen kon
nen auf experimentellem Wege gelOst werden. Um den Unterbringungs
ort zu bestimmen, muB man ein willkiirliches Korrektionsgewicht in 
der Auswuchtebene anbringen und einige Umdrehungen mit dem Ge
wicht in verschiedenen Lagen auf dem Umfange des Korpers ausfiihren. 
Auf diese Weise kann man eine Kurve erhalten, die die Veranderlichkeit 
der Schwingungsamplitude mit dem Polarwinkel, unter dem das Ge
wicht am Querschnittsumfang angebracht ist, darstellt. Die Min;mal
amplitude gibt dann den richtigen Unterbringungsort fiir das Korrek
tionsgewicht an. In der gleichen Weise kann man durch allmahliche 
Anderung der GroBe der Gewichte die richtige GroBe des Korrektions
gewichtes feststellen. 

4* 
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Um das Verfahren zur Bestimmung des Unterbringungsortes fur 
das Korrektionsgewicht zu vereinfachen, empfiehlt es sich, den 
Korper anzuzeichnen 

, , 
I 
I 
I 

: , 
I 
I , , 

a ~'<=:==-l:l--~~~: 

Abb.34. 

oder die Schwingungen des Korperendes auf" 
zunehmen. Zum Anzeichnen des rotie
renden Korpers wird in der Law a c z e c k
Maschine ein Spezialindikator nach Abb. 34 
verwendet. Wahrend der Schwingungs
bewegung preBt sich der rotierende Kor-
per gegen einen passend angebrachten 
Schreibstift an und druckt ihn in eine 
Lage zuriick, die der Maximalverschie
bung am Ende des untersuchten Korpers 
entspricht, derart, daB das Ende der 
markierenden Linie auf der Oberflache des 

Korpers dessen Drehwinkel im Augenblick der maximalen Durch
biegung angibt. Nimmt man an, daB bei der Resonanz del' Nacheil-

winkel der erzwungenen Schwingungen gleich ~ ist, so befindet 

sich die StOrungsquelle in einem in del' Drehrichtung gemessenen 
Abstand von 900 von der Stelle, wo der markierende Strich aufhort. 
Jetzt kann die richtige Stelle fUr die Unterbringung des Korrektions
gewichtes leicht ermittelt werden. Infolge der Tatsache, daB der Nach
eilwinkel in der Nahe der Resonanz mit der Geschwindigkeit stark 
variiert und auch von der Dampfung abhangt (s. Abb.20), sind ge
wohnlich zwei Versuche erforderlich, um den Ort der Unbalanz genau 
zu bestimmen. Man lasse den untersuchten Korper abwechselnd in ein
ander entgegengesetzten Richtungen laufen und markiere den Korper 
wie oben angegeben; dann bestimmt der Mittelstrich zwischen den beiden 
bezeichneten Marken die Axialebene, in der die Korrektionsgewichte 
anzubringen sind. 

Die Ortsbestimmung der Unbalanz aus der Schwingungsaufzeich
nung an der Oberflache des Korperzapfens geschieht in der Lawaczeck
Maschine mit Hilfe eines besonderen Apparates zum Registrieren von 
Schwingungsbewegungen. Der Papierstreifen zur Aufnahme der Auf
zeichnung ist an der Stirnflache der zu untersuchenden Welle befestigt 
und rotiert zusammen mit dieser. Der Schreibstift des Indikators fiihrt 
Verschiebungen aus, die nichts anderes sind als die verstarkten seit
lichen Verschicbungen der Welle gegeniiber dem unbeweglichen FuB
gestell der Maschine. In dieser Weise erhiilt man eine Art Polar
diagramm der seitlichen Schwingungen des Korpers, aufgetragen auf 
einen mit dem Korperende verbundenen mitrotierenden Papier
streifen. LaBt man nun den Karper in den zwei einander entgegen
gesetzten Richtungen laufen, so erhalt man auf dem rotierenden Streifen 
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zwei Diagramme. Die Symmetrieachse des Diagrammpaares gibt die 
Ebene an, in der das Korrektionsgewicht angebracht werden muB 1. 

Wir beschreiben nun das Verfahren zum Auswuchten eines Ro
tors A B nach Abb. 33. Zuerst nehmen wir an, daB das Lager B ver
riegelt ist, wahrend das Ende A des Rotors in einer hori:z;ontalen Axial
ebene frei schwingt. Es wurde oben gezeigt (s. § 10), daB die Un
balanz im ailgemeinsten Faile durch zwei Zentrifugalkriifte ersetzt 
werden kann, die je in einer willkiirlich gewahlten Ebene senkrecht 
zur Rotorachse wirken. Die Kraft Pin der Ebene I (s. Abb. 33a) und 
die Kraft Q in der Ebene II durch den Mittelpunkt des verriegelten 
Lagers B mogen zusammen die Unbalanz im Rotor zum Ausdruck 
bringen. 1m bezeichneten Falle wird nur die Kraft P allein Schwin
gungen erzeugen. Durch Anwendung des oben beschriebenen Verfahrens 
kann man die Kraft P ermitteln und die Schwingungen durch passende 
Wahl der Korrektionsgewichte zum Verschwinden bringen. Um die 
Kraft Q auszugleichen, muB man das Lager A verriegeln und das Lager B 
frei schwingen lassen (s. Abb. 33b). Nach Wahl der Ebene III fUr die 
Unterbringung des Korrektionsgewichtes kann man mittels des oben 
dargelegten Verfahrens die GroBe und den Ort dieses Gewichtes be
stimmen. Sei G die dies em Gewicht entsprechende Zentrifugalkraft. 
Dann folgt aus der statischen Beziehung 

die Gleichung 
G·c=Q·l 

Q = Gc 
, l . (a) 

Es ist leicht zu sehen, daB durch Unterbringung des Korrektionsgewich
tes in der Ebene III die durch die Kraft Q verursachten Schwingungen 
nur unter der Bedingung verschwinden, daB das Lager A verriegelt ist. 
Sonst entstehen Schwingungen infolge des Umstandes, daB die Kraft Q 
und die Kraft G in zwei verschie
denen Ebenen II und III wirken. 
Um vollstandigen Ausgleich zu er
reichen, muB man in jeder der beiden 
Ebenen I und III ein Korrektions
gewicht anbringen, derart, daB die 
entsprechenden Fliehkrafte G1 und 
G2 die Kraft - Q als Resultierende 
ergeben, die also der Kraft Q ent

I .~G~2-----dE 
I b a 
I 

AA<---- ------------ ----
I I 

: I~------l,Dl br 
~IE~-------c------~~~I~ I 
:~E~----------l----------~>~: 

Abb.35. 

gegengesetzt gleich ist (Abb.35). Dann ist nach den Satzen der Statik 

G1 - G2 = Q, 
G2 ·b = Q·a, 

1 Eine ausfiihrlichere Beschreibung der Verfahren zur Auswuchtung mit Hilfe 
der Maschine von Lawaczeck-Heymann findet man bei Ernst Lehr: Der 
heutige Stand der Auswuchttechnik. Maschinenbau 16, 62 (1922-1923). Siehe 
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woraus wegen der Gl. (a) 

G =.5?!: = Gae 
2 b b 1 ' (b) 

(c) 

folgt. Wir sehen also, daB durch Auswuchten am Ende B und hieraus 
folgende Bestimmung der GroBe G das richtige Korrektionsgewicht fur 
die Ebene III und das zusatzliche Korrektionsgewicht fur die Ebene I 
aus den GIn. (b) und (c) ermittelt und damit vollkommene Auswuch
tung des Rotors erreicht werden kann. 

Die groBe Westinghouse-Maschine 1 ist filr Rotoren bis zu 136000 kg 
Gewicht gebaut. Sie besteht im wesentlichen aus zwei FuBgestellen, 
die auf einer starren Bettplatte montiert sind, zusammen mit einem 
Antriebsmotor und einer besonderen magnetischen Kupplung zum Mit
nehmen des Rotors. Der Querschnitt des FuBgestells besteht aus einem 
unbeweglichen Teil, der an die Schienen desMaschinenbettesangeschraubt 
wird, und einem pendelnden Teil, der in seiner SteHung durch starke 
Federn gehalten wird. Die Vertikallast des Rotors wird von einer bieg
samen dunnen vertikalen Platte getragen, die ein reibungsloses Scharnier 
bildet. Der Rotor wird auf eine oberhalb der kritischen Geschwindig
keit der IJagerung liegende Geschwindigkeit gebracht, die durch Aus
wechseln der Federn entsprechend dem Gewicht des Rotors reguliert 
werden kann, und die magnetische Kupplung wird nun gelOst. Del' 
Rotor geht langsam durch die kritische Geschwindigkeit hindurch, 
wobei dic durch die verstarkte Wirkung der Unbalanz erzeugten 
Schwingungen beobachtet werden. 

Das Ausglcichen geschieht dadurch, daB zuerst ein Lager verschlossen 
und das entgegengesetzte Ende ausbalanciert wird und dann das zweite 
Lager verschlossen und das entsprechende entgegengesetzte Ende aus
balanciert wird. Die zusatzlichen Korrektionsgewichte werden in Aus
gleichsringen untergebracht, die ,vir bei der Erorterung der Maschine 
von Lawaczeck-Heymann beschrieben haben. 

Akimoffs Auswuchtmaschine 2 ist ein Beispiel der zweiten 
Maschinenart. Sie besteht aus einer starr en Tafel, auf del' der Rotor 
und die Ausgleichsvorrichtung montiert sind. Die Tafel ist in den 
FuBgesteHen derart gesichert, daB sie frei schwingen kana, ent
weder urn eine Achse parallel zur Rotorachse oder urn eine Achse, 

auch E. v. Brauchitsch: Zur Theorie und experimcntellen Prufung des Aus
wuchtens. Z. ang. Math. Mech. 3, 81 (1923). 

1 Siehe L. C. Fleteher: Balancing Large Rotating Apparatus. Electric. J. 
21,5. 

2 Akimoff: TranR. Am. Soc. Mech. Eng. 38 (1916). 
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die auf der Rotorachse senkrecht steht. 1m ersten Falle sind die 
Schwingungen nur durch statische, im zweiten durch statische und 
dynamische Unbalanz bedingt. Zuerst sucht man die statische Unhalanz 
festzustellen, und zu diesem Zweck muG die Platte derart befestigt 
sein, daB Schwingungen um die Achse parallel zur Drehachse des 
Rotors entstehen. Das Verfahren zur Bestimmung der Unbalanz nach 
Ort und GraBe besteht in Schaffung einer kiinstlichen Unbalanz in 
irgendeinem beweglichen Teil der Maschine, um der Unbalanz in dem 
zu untersuchenden Karper entgegenzuarbeiten. Wenn diese kiinstliche 
Unbalanz der im gepriiften Karper vorhandenen richtig und genau 
zugeordnet ist, so hart das Ganze auf zu schwingen, und die Unbalanz 
ist der GraBe und der Winkelstellung nach in der Maschine angegeben. 

Nach Wegschaffung der stat,ischen Unbalanz des Rotors kann zum 
dynamischen Ausgleich geschritten werden, indem die Lagerungen der 
Tafel derart eingestellt werden, daB die Schwingungsachse senkrecht 
auf der Drehachse steht. Die dynamische Unbalanz ist dann der GraBe 
und dor WinkelsteUung nach in der gleichen Weise leicht zu finden, 
wie oben erklart, indem man ein kiinstliches Unbalanz-Kraftepaar in 
den hewegten Teil der Maschine einfiihrt. Es ist wichtig zu bemerken, 
daB jede statische Unbalanz entfernt werden muB, bevor man zur Be
seitigung der dynamischen Unbalanz iibergeht. 

Die Maschine von Soder berg -Trumpler ist ein Beispiel der dritten 
Maschinenart. 

Wenn das Ausgleichsverfahren zur Massenproduktion kleiner Ein
heiten angewendet wird, so ist die zum Ausbalancieren eines Stiickes 
erforderliche Zeit von groBer vVichtigkeit. Die zusatzlichen Korrektions
gewichte, wie sie bei den oben beschriebenen Typen erforderlich sind, 
verursachen einen Zeitverlust. Um diese Korrektionen zu eliminieren, 
wird der Stiitzpunkt des Ausgleichstisches in dieser Maschine beweglich 
angeordnet. Der auszugleichende Karper wird in LagerblOcken an 
einem Vibrationstisch angebracht, der von zwei federnden Teilen und 
einem beweglichen Stiitzpunkt getragen wird. Bringt man die Stiitz
achse in die Ebene eines der Ausgleichsringe, sagen wir B B, so ist 
die Wirkung des theoretischen Unbalanzgewichtes in dieser Ebene 
insoweit eliminiert, als es sich um seinen EinfluB auf die Bewegung des 
Vibrationstisches handelt. Dies soIl nun allein mit Hilfe der Unbalanz 
in der anderen Ebene erreicht werden. So ist die Kraft bei AA aus
geglichen, worauf der Stiitzpunkt nach der Stellung in der Ebene AA 
bewegt wird; dann ist B B ausgeglichen. Es ist klar, daB diesesAusgleichs
verfahren endgiiltig ist und keinerlei Korrektionen erfordert. Solche 
Maschinen benutzt man meistens dann, wenn kleine Motoren aus
geglichen werden sollen. 

Dieses Prinzip liegt der automatischen Maschine zugrunde, die die 
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Westinghouse Company fUr ihre Kleinmotoren gebaut baP. Um 
die schadliche Dampfung in Reibungsverbindungen zu beseitigen, sind 
die Messerscbneiden durch biegsame federnde Glieder ersetzt. Der Tisch 
oszilliert in horizontaler Richtung, indem er von einem vertikalen Stab 
getragen wird, der eine verdrehungsfahige Acbse darstellt. Der Tisch 
selbst bewegt sich in Fiihrungen derart, daB eine Gewichts-Korrektions
ebene und die Achse des vertikalen Stabes zwecks Ausgleichswirkung 
in gegenseitig korrespondierende Lage gebracht werden. 

Zur Erreichung der "automatischen" Ausgleichung ist der Tisch 
mit einem Unbalanz-Ersatzkopf verseben, der an den Rotor angeschlos
sen wird. Der Gegenausgleich erfolgt mit Hilfe von zwei elektrisch 
bedienten kleinen Kupplungen. Die beweglichen Gewichte im Kopf 
erzeugen ein Kraftepaar des Gegenausgleiches. Eine Kupplung schiebt 
die Gewichte auseinander und vergroBert den Betrag dieses Krafte
paares, die andere Kupplung andert die Winkelstellung des Gegenaus
gleich-Kraftepaares gegeniiber dem Rotor. Auf dem Vorderteil der 
Maschine sind zwei Schalter montiert, mit denen die Kupplungen be
tatigt werden. Es ist leicht, die Gewichte des Gegenausgleichs im Laufe 
einer sehr kurzen Zeit, etwa eines Bruchteils einer Minute, so anzuordnen, 
daB die Schwingungen des Tisches auf Null reduziert werden. Die 
Indikatoren am Ausgleichskopf zeigen dann die Unbalanz dem Betrage 
und dem Orte nach an, und die erforderlichen Korrektionsgewichte 
werden in der Armatur untergebracht. 

Auswuchten im Betrieb. Die Praxis zeigt, daB, obwobl die iibliche 
Priifung hochtouriger Einheiten bei verhaltnismaBig niedrigen Ge
schwindigkeiten, wie sie auf der Auswuchtmaschine ausgefiihrt wird, 
befriedigend ausfallt, eine Unbalanz bei hoheren Tourenzahlen doch 
hervortreten kann, die durch eine geringe Anderung in der Massen
verteilung bedingt ist. Es ist daher notwendig, das Auswuchten auch 
bei der normalen Betriebsgeschwindigkeit durchzufiihren. Dies geschieht 
entweder in der Werkstatt, indem der Rotor zum angegebenen Zweck 
in starren Lagern gelagert wird, oder im Betriebe, nachdem er in die 
Maschine eingebaut ist. Das Verfahren zur Auswuchtung kann unter 
diesen Umstanden ungefahr das gleiche sein, wie das oben bei der Erorte
rung der Auswuchtmaschine von Lawaczeck besprochene. Dieses be
steht in der Auswuchtung der beiden Rotorenden nacheinander. Bei 
der Beseitigung der Unbalanz an einem Ende wird vorausgesetzt, daB 
die Schwingnngen des entsprechenden ]'uBgestelles nur durch die Un
balanz dieses Endes erzeugt sind 2. GroBe und Lage des Korrektions
gewichtes konnen dann aus Amplituclenmessungen der Gestellsehwin-

1 Trumpler, 'V. E.: The Dynamic Balance of Small High speed armatures, 
Electric. J. 22, 34 (1925). 

2 Diese Voraussetzung ist bei Rotoren yon betrachtlicher Lange mit hin
reichendpf Gcnauigkeit erfiillt. 
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gungen gefunden werden, die mittels eines passenden Apparates auf
zunehmen sind. Vier Messungen sind erforderlich, entsprechend den 
vier verschiedenen Anordnungen des Rotors, urn hinreichende Daten 
fur eine vollstandige Losung des Problems zu besitzen. Die erste Messung 
muB am Rotor in dessen Anfangszustand vorgenommen werden, bei 
den ubrigen drei dagegen wird der Rotor mit einigen willkiirlichen 
Gewichten versehen, die nacheinander in drei verschiedene Locher 
des Ausgleichsringes an dem Rotorende, an dem die Auswuchtung zu 
erfolgen hat, eingesetzt werden. Mit roher Annaherung kann der Unter
bringungsort des Korrektionsgewichtes gefunden werden, indem man 
den Rotorzapfen im Anfangszustand, wie oben dargelegt, markiert 
(s. S. 52). Die drei VersuchslOcher mussen in der Nahe des gefundenen 
Ortes angeordnet werden. 

Auf Grund dieser vier Messungen kann nun die Bestimmung der 
Unbalanz unter del' Voraussetzung erfolgen, daB die Amplituden del' 
Gestellschwingungen der Unbalanz proportional sind. Sei 00 (Abb. 36a) 
der die unbekannte anfangliche Unbalanz darstellende Vektor, die 
Strecken 01, 02,03 dagegen den Versuchskorrektionen I, II, III ent
sprechende Vektoren; diese Korrektionsgewichte sind im Auswucht
ring am Rotorende beim zweiten, dritten, vierten Versuch unterzu
bringen. Dann stellen die Vektoren A1, A2, A3 (Abb. 36b) die resul
tierenden Unbalanzen fiir diese drei Versuche dar. Diese Vektoren sind 
laut Voraussetzung den Amplituden der Gestellschwingungen beim 
jeweils entsprechenden Versuch proportional. 

Beim Auswuchten des Rotors sind die Vektoren 01, 02,03 (Abb. 36 b) 
der GroBe und der Richtung nach bekannt, und man kann daher 
das netzartige Diagramm del' Abb. 36c verzeichnen. Nimmt man drei 
Langen A'1', A' 2' und A' 3' proportional den bei den Versuchen fest
gestellten Amplituden, so erhalt man unter Benutzung des Linien
netzes ein Diagramm (Abb.36c), das dem in Abb.36b gegebenen 
geometrisch ahnlich ist. Die Richtung OA' gibt dann den Ort der rich
tigen Korrektion an und die Lange OA' stellt die GroBe des Gewichtes 
in demselbenMaBstab dar, wle die Strecken 01', 02', 03' die Versuchs
gewichte I, II, III darstellen. Es muB bemerkt werden, daB die 
Lange OA', wenn im gleichen MaBstab gemessen wie die Amplitu
den A' 1', A' 2', A' 3', die Amplitude der Anfangsschwingung des :FuB
gestelles ergeben muG, und darin liegt eine Kontrolle fur die Richtig
keit des angewandten Verfahrens. Abb. 36d stellt eine einfache Vor
richtung zur Losung dieses Problems dar. Sie besteht aus vier Stegen, 
die mittels einer Ose 0 1 miteinander verbunden sind 1. Nimmt man 

1 Dieser Apparat ist von G. B. Karelitz konstruiert worden und hat sich 
fiir die Auswuchtung im Betrieb als 8ehr niitzlich erwiesen. Siehe Power 1928, 7. Fe
bruar, 14. Februar. 
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nun auf den Stegcn drei Liingen aI' a2, as proportional den bei den 
Versuchen beobachteten Amplituden an und bewegt die Enden diesel' 
Stege langs del' Radien del' Korrektionsgewichte, so findet man ohne 
Schwierigkeiten die Lage des Systems, bei del' ane diese drei Enden 
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Abb. 36a bis d. 

auf demselben Linienzug Hegen. Del' entsprechende Vektor 001 be
stimmt dann das wahre Korrektionsgewicht nach Lage und GroBe. 

Ein zweites Ausgleichsverfahren griindet sich auf die Messung 
del' Amplitude und des Nacheilwinkels del' durch die Unbalanz ver
ursachten Schwingung. Vorausgesetzt wird hierbei, daB ein Schwin-
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gungs-Nacheilwinkel gegenuber der Storungskraft bei einem Wechsel 
der Unbalanz konstant bleibt, wenn die Korrektionsgewichte im Aus
gleichsring des hochtourigen Rotors untergebracht sind. Dieser Nach
eilwinkel kann entweder auf Grund genauer Methoden, etwa mit Hilfe 
des unten beschriebenen Phasenmessers, oder in roher Weise durch 
einfaches Markieren oder Beschreiben der Welle gemessen werden. 
Eine rohe Schatzung der Unbalanz kann man mittels des Direktver
fahrens finden l . Die Sehwingungsamplitude eines Rotorlagers wird zu
erst ohne Korrektionsgewichte beobachtet und man beschreibt die Welle. 
(Dies geschieht dadurch, daB man die Welle mit Kreide bemalt und dann 
so leicht als nur irgend moglich bei voller "Geschwindigkeit" mit einem 
scharfen Werkzeug beruhrt.) NachAbstellen des Rotors wird der Ort des 
"Hochfleckens" dieser Schreibmarke gegenuber den Ausgleichslochern des 
Rotors notiert. Dann wird ein Korrektionsgewicht im Ausgleichsring un
tergebracht (vorzugsweise etwa 60 bis 900 hinter diesem Hochflecken). 
Nachdem del' Rotor wieder auf volle Geschwindigkeit gebracht wurde, 
wird die Amplitude aufgenommen und die Welle wieder beschrieben, 
wobei der Ort des neuen Hochfleekens spater notiert wird. Das Ver
fahren zur Bestimmung der 
Unbalanz solI an einem Bei
spiel dargelegt werden. Neh
men wir an, daB am Rotor 
vierundzwanzig Ausgleichs-
locher ohne Korrektions- l' 

gewichte vorhanden sind 
(Abb. 37). Die Amplitude 
sei 0,01 em, und der Hoch- G 

flecken moge dem Loch 
Nr. 17 entsprechen. Bringt 
man 568 g im Loch Nr.23 
unter, so andert sich die 
Amplitude zu 0,00625 cm, 
und der Hochflecken wird 
dem Loch Nr .19 entsprechen. 
Das Diagramm der Abb. 37 
zeigt die Konstruktion des 
Ortes und die Ermittelung 

11 

Abb.37. 

des Korrektionsgewichtes. Der Vektor OA, nach dem Loch Nr.17 
gezogen, stellt die Amplitude von 0,01 cm in einem gewissen MaB
stab dar. Der Vektor OB, nach dem Loch Nr. 19 im gleichen 

1 Dieses Verfahren wurde von B. Anoshenko entwickelt und ist in der 
Arbeit von T. G. Rathbone: Turbine Vibration and Balancing. Trans. Am. Soc. 
Mech. Eng. 1929, Artikel APM-51-23, beschrieben. 
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MaBstab gezogen, steUt die Amplitude 0,00625 em dar. Der Vek
tor AB zeigt dann die Schwingungsanderung im gleichen MaBstab. 
Diese Anderung wurde verursacht durch ein Gewicht 0 im Loch Nr. 23. 
Zieht man OB' parallel zu AB, so ist der Winkel OOB' der Nacheil
winkel. Die urspriingliche, von der Unbalanz herriihrende Storungs
kraft ist offenbar um einen Winkel AOX = OOB' dem urspriinglichen 
Hochflecken voraus. Das Korrektionsgewicht muB in der Richtung OD 
entgegengesetzt der Richtung OX angebracht werden. Der Betrag des 

Abb.38. 

35 
sekuno'tire fJewegung 
infolge o'er Unbg/ol1Z 

if/8ollein, 

erforderlichen Korrek-
tionsgewichtes ist gleich 
568 g mal dem Quotien
ten AO:AB oder 1045 g. 

Das Beschreiben der 
Welle ist ein sehr rohes 
und unzuverlassiges Ver
fahren, und die Methode 
ist nur fur annahernde 
Bestimmung der Un
balanz als befriedigend zu 
betrachten. 

Das dritte Verfah
ren zum Auswuchten im 
Betrieb 1. Es wurde ex
perimentell festgestellt, 
daB, wenn ein volistan
dig ausgeglichener Rotor 
(Abb. 38) eine Unbalanz 
erhiilt dadurch, daB im 
Ausgleichsring A ein Ge
wicht untergebracht wird, 
die elliptischen Bahnen 
der Schwingung (s. S. 161) 

der beiden Gestelle 1 und 2 mit dem Gewicht durch ein Proportio
nalitatsgesetz verkniipft sind und sich nicht andern, wenn die Lage 
des Gewichtes im Ausgleichsring geandert wird. Rathbone ent
wickelte einen Phasenmesser, der die Stellung eines Lichtfleckes 
an der Ellipse entsprechend jeder Stellung des Rotors angibt. 
Die elliptische Bahn wurde beobachtet unter Benutzung von weiBem 
Licht, das durch einen Nadelstich in einem am Seismograph befestig
ten Schirm fiel, wahrend ein rotes Neonlicht einmal pro Umdrehung 
aufblitzte, wozu ein an der Rotorwelle befestigter Unterbrecher in 

1 Dieses Verfahren wurde von T. C. Rathbone entwickelt, siehe den oben 
erwahnten Aufsatz. 
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Tatigkeit trat. Es zeigte sieh, daB eine Versehiebung des Gewiehtes 
aus einem Ausgleiehsloeh naeh einem anderen eine entspreehende Ver
sehiebung des roten Liehtfleekes langs der Ellipsen verursaehte. Auf 
diese Weise laBt sieh der Naeheilwinkel mit groBerer Genauigkeit 
messen als dureh einfaehes Be
sehreiben der WeUe, wie dies 
oben erklart wurde. 

Auf Grund dieser Bemer
kungen ergibt sieh folgendes Ver
fahren zum Ausgleiehen. Der 
Rotor wird von Korrektions
gewiehten frei gehalten und die 
Sehwingungen der beiden Ge
stelle I und II werden beobaeh
tet. Die SteUungen der roten 
Liehtfleeke langs der Sehwin
gungsbahnen (Abb. 39) werden 
fUr diejenigen Stellungen des 
Rotors aufgenommen, bei denen 
die Locher 3, 6, 9, ... , 33, 36 
oben liegen. Dann werden die 
Ellipsen I und II gezogen. Hier
auf wird ein Einheitsgewieht etwa 
im Loch 36 des Ringes A unter
gebraeht. Nun werden die neuen 
Sehwingungsellipsen I a und II a 

beobaehtet und die entspreehen
den neuen Stellungen der Licht
fleeke aufgenommen. Subtrahiert 
man vektoriell eine Ellipse von 
der anderen, so erhiilt man die 
Einheitsellipsen U la und U 2a; 

diese ergeben die Sehwingungs
bewegung des Gestells 1 bzw. 2, 
wie sie sieh aus einem Einheits

Nr.Z 

Abb.39. 

gewieht im l{,inge A ergibt. Bringt man dann das Einheitsgewieht 
naeh dem Loch 36 im Ringe B, so findet man neue Ellipsen Ib 
und II b und es ergeben sieh die Einheitsellipsen U Ib und U 2b, aus denen 
die Sehwingungsbewegung des Gestells 1 bzw. 2, hervorgerufen dureh 
ein Einheitsgewieht im Ringe B, folgt. 

Die Ermittelung des Betrages und des Ortes der Gewiehte, mit 
deren Hilfe die Wirkung der urspriingliehen Unbalanzen bekampft und 
eliminiert wird, erfolgt unter Benutzung der Einheitsellipsen Ula, U2a , 
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Ulb und U 2b' indem die Korrektionsgewichte nach Betrag und Ort so 
lange abgeandert werden, bis die urspriingliche Schwingung reproduziert 
wird. Die in dieser Weise gefundene Gewichtskombination ist der an
fanglichen Unbalanz aquivalent. In der erwahnten Arbeit wird ein 
graphisches Verfahren zur Bestimmung dieser Kombination mit Hilfe 
sukzessiver Approximationen vorgeschlagen. 

12. Allgemeine Gestalt der Storungskraft. 
Der obigen Erorterung der erzwungenen Schwingungen (s. § 7) 

haben wir den Spezialfall zugrunde gelegt, daB die St6rungskraft der 
GroBe sin mt proportional ist. Der allgemeine Fall einer periodischen 
Storungskraft f(t) kann als das Ergebnis der Superposition einfacher 
Sinus- und Kosinusglieder betrachtet und in der Gestalt einer trigono
metrischen Reihe 

f (t) = ao + al cos m t + az cos 2 m t + 
+ bl sin m t + b2 sin 2 m t + (a) 

dargestellt werden, worin 2m-die Frequenz und 1'1 = 211: die Periode 
11: m 

der Storungskraft ist. Die Ermittelung der Koeffizienten der vor
stehenden Entwickelung (a) geschieht, wenn die Funktion f (t) bekannt 
ist, in folgender Weise. Wird nach dem Koeffizienten ai gefragt, so 
multipliziere man die Reihe (a) mit cos i mt dt und integriere sie dann 
zwischen den Grenzen t = 0 und t = 1'1. Dann ist bekanntlich 

~1 ~1 

J aocosimtdt = 0; 
o 

J ak cos kmt cos imt dt = 0; 
o 

j'bksin kmt cos imt dt = 0; 
o 

~1 

J aicos2imtdt = ~ 1'1' 
o 

worin i und k die ganzen Zahlen 1,2,3, ... bedeuten. Aus diesen For
meln folgt 

~1 

ai = ~ff(t) cos imt dt. 
Tl 

(b) 

o 

In gleicher Weise erhalten wir, indem wir die Reihe (a) mit sinimtdt 
multiplizieren, 

~1 

b; = ~ff(t)Sinimtdt. 
Tl 

(c) 

o 

Multipliziert man die Reihe (a) endlich mit dt und integriert sie dann 
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zwischen den Grenzen t = 0 und t = 1'1' so erhalt man 

ao = ~fT~(t) dt. 
'1 

(d) 
o 

Die Formeln (b), (c) und (d) gestatten somit die Koeffizienten der Reihe 
(a) zu berechnen, wenn die Funktion f (t) analytisch bekannt ist. 1st aber 
f (t) graphisch gegeben und ein analytischer Ausdruck hierfiir nicht ver
fiigbar, so muB man sich zur zahlenmiWigen Auswertung der Integrale 
(b), (c) und (d) irgendciner Naherungsmethode bedienen, oder aber man 
ermittelt sie mechanisch mit Hilfe eines der bekannten Instrumente zur 
Zerlegung von Kurvenziigen in trigonometrische Reihen 1. 

1st nun die Storungskraft analytisch durch eine trigonometrische 
Reihe dargestellt, so lautet die Gleichung fiir die erzwungenen Schwin
gungen analog der Gl. (30), S.29 

;c + 2 n x + p2 X = ao + a1 cos m t + a2 cos 2 m t + 
+ b1 sin m t + b2 sin 2 m t + (e) 

Die allgemeine Losung dieser Gleichung besteht aus zwei Teilen, von 
denen der eine den freien Schwingungen entspricht, s. Gl. (25) S.26, der 
andere dagegen den erzwungenen Schwingungen. Die freien Schwin
gungen werden infolge von Reibungswiderstanden allmahlich erloschen. 
Was aber die erzwungenen Schwingungen betrifft, so ist zu bemerken, 
daB sie der Linearitat der Differentialgleichung (e) entsprechend da
durch erhalten werden konnen, daB man die den Einzelgliedern der 
Reihe (a) entsprechenden erzwungenen Schwingungen einander super
poniert. Diese letzteren Schwingungen aber konnen in der gleichen 
Weise ermittelt werden, wie in § 7 auseinandergesetzt, und auf Grund 
der Losung (31) S. 29, kann man schlieBen, daB die erzwungenen Schwin
gungen besonders stark werden, wenn die Periode irgendeines Gliedes 
der Reihe (a) der Eigenschwingungsperiode l' des Systems gleich wird, 
d. h. wenn die Periode 1'1 der Storungskraft mit der Peri ode i odeI' 
einem Vielfachen davon identisch wird. 

Ais Beispiel wollen wir hier den Fall eines infolge von Tragheits
kraften schwingenden Rahmens ABC D einer liegenden Maschine 
(Abb. 40) untersuchen, die mit del' konstanten Winkelgeschwindigkeit ill 
lauft. Wir nehmen an, daB del' Horizontalbalken Be sehr steif ist und 
daB nul' Horizontalschwingungen infolge del' Saulenbiegung zu be
trachten sind. Die Periode diesel' freien Schwingungen kann leicht er
mittelt werden. Es ist hierzu nul' notig, die statische Verschiebung Ost 

1 Eine Beschreibung der verschiedenen Verfahren zur Zerlegung von Kurven
ziigen in trigonometrische Reihen und der Instrumente zur harmonischen Analyse 
findet man bei K. v. Sanden: Praktische Analysis. 
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des Rahmenoberteils unter der Einwirkung einer Horizontalkraft Q, 
die gleich dem Gewicht der Maschine plus Gewicht der horizontalen 
Plattform BO ist, zu berechnen. Die Masse der vertikalen Saulen wird 
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Abb.40. 

b 

bei dieser Berechnung ver
nachlassigt. Unter der Vor
aussetzung, daB der Bal
ken BO absolut steif auf den 
zwei Saulen ruht, haben wir 

Q (h)3 t5st =3EI2· 

Substituiert man dies in die 
Gleichung 

lid" 
't' = 2nY-g' 

so findet man die Eigen
schwingungsperiode. 

Die erzwungenen Schwin
gungen werden im vorliegen

den FaIle durch die rotierenden und hin und her bewegten Massen der 
Maschine erzeugt. Fur die Rechnung kann die Masse der Schubstange 
mit hinreichender Genauigkeit durch zwei Teilmassen ersetzt werden, 
von denen die eine am Kurbelzapfen, die andere am Kreuzkopf angreift. 
Auch aIle anderen nicht ausgeglichenen bewegten Massen konnen auf die 
zwei bezeichneten Punkte leicht reduziert werden, so daB schlieBlich 
nur zwei Massen Ml und M zu betrachten sind (Abb. 40b). Die Hori
zontalkomponente des Tragheitswiderstandes der Masse M 1 ist 

- M 1 W 2 r COS OJ t , (f) 

worin OJ die Winkelgeschwindigkeit der Maschine, r den Kurbel
radius und wt den Winkel des Kurbelarmes gegen die x-Achse be
deutet. 

Die Bewegung der hin und her gehenden Massen ist komplizierter. 
Bezeichnet man mit x die Entfernung der Masse M vom Totpunkt und 
mit (3 den Winkel der Schubstange gegen die x-Achse, so ist nach 
Abb.40 

x = l(1 - cos(3) + r(1 - cosOJt) (g) 
und 

rsinwt = lsin{3. (h) 
Nach (h) ist 

. (3 r. sm = TsmOJt. 

Die Lange l betragt gewohnlich ein Mehrfaches von r, und daher kann 
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man mit geniigender Genauigkeit 

cosfJ = VI - ;: sin2wt.~ 1 

setzen; damit wird nach (g) 
1'2 • 2 

X = r(I - co,", OJ t) +2l sm w t. 
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(k) 

Hieraus folgt die Geschwindigkeit der hin und her gehenden Massen zu 

• • )'2 W • ') 
x = r w sm w t+rr Hlll :.. OJ t 

und der entsprecheude Tragheitswiderstand ist 

- il' i = -- 111 OJ2 1" ( CO.3 (IJ t + > cos 2 OJ t) . (I) 

Dieser Ausdruck zu der GroBe (f) addiert, ergibt die gesamte Stbrungs
kraft. Zu berner ken ist, daB der Gesamtausdruck aus zwei Gliedern be
steht, von denen das eine eine Frequenz hat, die gleich ist der Maschinen
drehzahl, und das andere eine doppelt so hohe Frequenz. Hieraus folgt, 
daB die Maschine im betrachteten Faile zwei kritische Geschwindig
keiten hat: bei der ersten ist die sekundliche Drehzahl der Maschine 

gleich der Eigenschwingungsfrequenz ~ des Systems, und bei der zweiten 
T 

ist diese Drehzahl gieich der Halfte des obigen Wertes. Bei passend ge
wahlter Steifigkeit der Saulen A B und CD ist es immer moglich, in ge
niigender Entfernung von solchen kritischen Geschwindigkeiten zu 
bleiben und in dieser Weise das Auftreten starker Schwingungen zu ver
hindern. Es ist zu beachten, daB der Ausdruck (1) fiir den Tragheitswider
stand der hin und her bewegten Massen durch Naherungsrechnung er
halten wurde. Eine genauere Losung enthalt auch harmonische Glieder 
von hoherer Ordnung. Dies bedeutet das Vorhandensein von kritischen 
Geschwindigkeiten, die tiefer liegen als die oben besprochenen, doch 
haben sie gewohnlich keine praktische Bedeutung, da die entsprechenden 
Krafte zu klein sind, urn wesentliche Schwingungen des Systems her
vorzurufen. 

In der obigen Betrachtung sahen wir von voriibergehenden Zu
standen abo Wir haben angenommen, daB die freien Schwingungen des 
Systems, nachdem sie wie gewohnlich am Beginn der Bewegung einmal ent
standen sind, durch die Dampfungswiderstande zum Verschwinden ge
bracht werden, so daB nur erzwungene Schwingungen zu betrachten sind. 
Wird aber nach der Verschiebung des Systems am Beginn der Bewegung 
gefragt, so kann man die Aufgabe mit Hilfe des in § 5 beschriebenen 
Verfahrens Ibsen. Wie aus G1. (29) hervorgeht, ist die Verschiebung in 
einem Augenblick t, falls die Dampfung der Geschwindigkeit propor-

Timoshenko, Schwingnngsprobleme, 5 
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tional ist, bei einer Anfangsgeschwindigkeit Xo gleich 

Xo e-nt sin PI t. 
PI 

Bedeutet I (t) die Storungskraft pro Masseneinheit des Systems, so ist 
die Elementarverschiebung dx im Augenblick t unter del' Einwirkung 
del' Kraft I(t) wahrend des Zeitintervalls von ti bis t1 + dt1 dargestellt 
durch den Ausdruck rs. G1. (e), S. 24] 

dx = t~:) e- n <t-tI) sin PI (t - tI) dt). 

Die Gesamtverschiebung des Systems zur Zeit t unter del' Einwirkung 
del' Kraft I (tI ) von t1 = 0 bis tl = t ist dann durch das Integral 

t 

x = :1 fl(t I ) e-n<t-ttl sin pdt - tI)dti 

o 
(41) 

gegeben. Diesel' Ausdruck fUr die Gesamtverschiebung des Systems ist 
besonders vorteilhaft in den Fallen, in denen I (t I ) mittels einer geringen 
Anzahl von Gliedern der trigonometrischen Reihe (a) nicht mit ge
niigender Genauigkeit dargestellt werden kann, beispielsweise bei StoB
erscheinungen odeI' bei sprunghafter Veranderliehkeit der Storungs
kraft. 

Aufgabe. 

Bestimme die Eigenfrequenz des in Abb. 40 dargestellten Hahmens 
unter del' Annahme, daB del' Balken Be absolut starr ist, das Gewicht 
del' Plattform samt del' Maschine 2400 kg betragt, und h = 3,6 mist. 
Jede del' Saulen besteht aus 2 V-Eisen N ormalprofil Nr. 12, deren 
Ebenen maximaler Steifigkeit del' Bildebene parallel sind. 

lB. Die EnergiemetllOde bei Untersuchungen Hber 
Schwingungsyorgange. 

Das Schwingungsproblem eines Systems von del' Art des in Abb. 1 
dargestellten kann durch Betrachtung del' Systemenergie leicht gelost 
werden. Die Energiemethode ist auch bei del' Naherungsberechnung del' 
Frequenz bei komplizierteren System en mit Vortcil zu benutzen. Ver
nachlassigt man bei del' Vorrichtung nach Abb. 1 zunachst clie Feder
masse, so ist die kinetisehe Energie des Systems bei del' Sehwingungs
bewegung gleieh 

.117 ( .. )2 
~ (I .(. • (a) 

Die potentielle Energie de:,; Systems bestcht am; zwei Teilell; del' cine 
Teil ist die potentielle Ellergie del' Fe(lerdeformation, dcl' andere Teil ist 
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die potentielle Energie del' Last vermoge ihrer Lage. Del' Ausdruck fiir 
die Deformationsenergie ergibt sich aus del' Uberlegung, daB die einer 
Verschiebung x entsprechende Federspannung gleich (Clst + x)k sein 
wird: danach wird die in del' Feder aufgespeicherte Energie gleich 

k ~~t + X)2 

2 

In del' GIeichgewichtslage (x = 0) i8t die Energiemenge del' Feder 

k b;t . 
2' 

folglich wird die in del' Feder wahrend der Verschiebung ;J; aufgespei
cherte Energie gleich 

k (bst + X)2 _ k r5.~t = k Cl x + Ie X2 = W X + k x2 . 
2 2 sf 2 2 (h) 

Was abel' die potentielle Energie der Last betrifft, so vermindert sich 
diese bci der Verschiebung x um die GroBe 

Wx. (c) 

Somit ist auf Grund von (b) und (c) die Ge8amtvariation del' potentiellen 
Energie bei del' Verschiebung x gleich 

(d) 

Infolge der Tatsache, daB das Gewicht TV mit der durch die statische 
Ausdehnung Clst hervorgerufenen Anfangsspannung del' Fedcr immer im 
Gleichgewicht steht, ist del' letzte Ausdruck (d) fiir die potentielle 
Energie des Systems del' gleiche wie fiir den Fall W = 0 und Federaus
dehnung gleich x. Nun muB aber nach dem Prinzip der Erhaltung der 
Energie die Summe der kinetischen und der potentiellen Energie des 
Systems, wenn man die Dampfung vernachlassigt, konstant bleiben. 
Daher ist nach den GIn. (a) und (d) 

W. 2 kX2_. 
2g x + 2 - const. (e) 

Die GroBe der Konstanten auf del' rechten Seite del' Gl. (e) hiingt von den 
Anfangsbedingungen abo Nimmt man beispielsweise an, daB zur Zeit 
t = 0 die Verschiebung gleieh Xo und die Anfangsgeschwindigkeit gleieh 
Null ist, so wird die Gl. (e) 

(£) 

Dies bedeutet, daB wahrend der Schwingungsbewegung die Summe der 
kinetischen und potentiellen Energie dem Anfangsbetrag der Deforma
tionsenergie gleich bleibt. Wenn x wahrend del' Schwingungsbewegung 
gleich Xo wird, so wird die Geschwindigkeit des Gewichtes W gleich Null, 

5* 
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und die Energie des Systems besteht nur aus potentieller Energie. 
Wird aber x gleich Null, was dann eintritt, wenn das Gewicht wahrend 
der Schwingung die Mittellage passiert, so erreicht die Geschwindigkeit 
ihren Hochstwert, und die entsprechende kinetische Energie hat nach (f) 
die GroBe 

kxij 
2' (g) 

Dies bedeutet, daB im betreffenden Augenblick die Gesamtenergie des 
Systems kinetische Energie ist und gleich ist der potentiellen Energie, 
die im System bei der von der Gleichgewichtslage aus gemessenen An
fangsverschiebung Xo aufgespeichert war. 

Die G1. (g) kann zur Berechnung der Schwingungsfrequenz des 
Systems benutzt werden. Oben wurde gezeigt, daB wir es im vorliegen
den Falle mit einer einfachen harmonischen Bewegung zu tun haben, 
so daB 

x = xocos pt, 

gesetzt werden darf. Substituiert man dies in die Gl. (g), so ergibt sich 

p2= i, 
eine Beziehung, die mit un serer G1. (3) identisch ist. 

Die beschriebene Energiemethode kann auch in komplizierteren 
Fallen zur Anwendung kommen. Beispielsweise moge es sich um die 
Schwingungen eines in Ab b. 41 schematisch dargestellten Amp Ii t u d en

A 

Abh.41. 

messers handeln. Das Gewicht W an der 
Feder kl besitzt eine tiefliegende Eigenfre
quenz und, wenn der Amplitudenmesser an 
einem Karper befestigt ist, der mit hoher 
Frequenz in der Vertikalrichtung schwingt. 
so bleibt das Gewicht W im Raume praktisch 
unbeweglich; der Zeiger A mit W verbunden, 
gibt dann auf del' Skala die Schwingungsampli
tude in vergraBertem MaBstab an. Um die 
Eigenschwingungsfrequenz des Apparates mit 
graBerer Genauigkeit zu ermitteln, hat man 
nicht nur auf das Gewicht W und die Feder kv 

sondern auell auf den Arm AOB und die Feder kz Riicksicht zu 
nehmen. Sei x eine von del' Gleichgewichtslage aus gemessene kleine 
Vertikalverschiebung des Gewichtes W. Dann ist die potentielle Energie 
del' zwci Ferlern mit den Skalenkonstanten kl und k2 gleich 

(h) 
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Die kinetische Energie des Gewichtes Wist, wie oben, 

W '2 
2fjX' (k) 

Die Winkelgesehwindigkeit des um den Punkt 0 drehbaren Armes 

A 0 B ist :; die kinetische Energie dieseR Armes ist daher gleich 

(I) 

Demnaeh ist die Bewegungsgleichung entspreehend del' obigen G1. (e) 
nach (h), (k) und (1) 

( ~ -+ ~_) x2 + (!:1 + ~2~2_) x2 = eonst 
\ 2 g . 2 b2 \ 2 2 b2 • 

Diese Gleiehung besitzt, wie man sieht, die gleiehe Form \yie die GI. (e); 

nul' tritt hier an Stelle del' Masse W die reduzierte Masse 
g 

W 1 
g+-62 ' 

und an Stelle del' Federkonstanten k die reduzierte Feder konstan te 

kl + k2 UY-
Aufgaben. 

1. Bestimme mit Hilfe del' Energiemethode die Frequenz del' Tor
sionsschwingung del' Scheibe naeh Abb. 4. 

2. Bestimme die Schwingungsfrequenz des in Abb. 12 und 42 dar
gestellten Instrumentes, wenn W = 4,5 kg, die Lange des prismatischen 
Stabes BD gleich b = 50 em und das Gewieht 
des Stabes gleieh qb = 0,45 kg ist; del' Ab
stand I = 60 em und a ,= 10 em. Die Steifigkeit 
del' Feder istderart, daB die Durehbiegung infolge 
del' Last W gleieh 1,2 em ist. 

Lusung: Bezeiehnet man mit x die Vel' Abb.42. 

langerung del' Feder gegenuber ihrer statischen Gleiehgewiehtslage, so 

ist die Dehnungsenergie del' Feder gleieh _k ~1:2. Die kinetisehe Energie 

des Systems ist 

Setzt man kinetisehe und potentielle Energie einander gleieh und fUhrt 
X = PXmax ein, so ergibt sieh 

k = f (lV.l2 + ~ ~) 
g a2 :3 a2 
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und daraus folgt 

Setzt man 
4,5·6 

k=··· - = 925kg/cm 1,2 .;.J , , 

so findet man fiir die gegebenen Zahlenwerte 

f =l = 1,83 Schwing./sek. 

3. Bestimme die Fl'equenz del' Torsionsschwingung des Stators nach 
Abb. 24, wenn die Federkonstante k kg/cm betragt und die Entfernung 
zwischen den Federn gleich 1 cm ist. Das Tragheitsmoment des Stators 
um seine Achse ist I. 

Losung: Es sei f{i del' kleine Drehwinkel um die O-Achse; dann ist 
die Dehnungsenergie in den Federn gleich 

( .!Ei)2 k 
\ 2" 

und die kinetische Energie des oszilliel'enden Stators 

lip" 
2 

Fiihrt man 
f{i = f{imax und f{imax = P f{imax 

ein und setzt potentielle Enel'gie und kinetische Energie einander glcich, 
so ergibt sich 

k l" I p" 
42-

und daraus 

/ k ]J l 1/ k llc-=lJ/.' uucl f- -" 21 '-2::r-2;!2I" 

4. Be::;timme die Frequenz des stal'l'en Stabes (Abb.43), del' am 
Ende A gelenkig gestiitzt uncI am Ende B an del' :Fedel' befestigt ist, 

wenn das Gewicht des Stabes W und die Feder-
konstante kist. 

Losnng: 

Ab11.4:\' 
5. Bestimmc die Eigenfl'equenz des in Abb. 41 

dal'gestellten Instrumentes, wenn W = 0,5 kg, J = O,Cll kg cm sec~, 
b = 3cm, ";1 = 2kgicm, k2 = 0,2 klY/cm lind c = 2,ilcm. 
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14. Rayleighsche Methode. 
In allen oben betrachteten Fallen, wie in den durch die Abb. 1, 3 

und 4 veranschaulichten, wurde das Problem unter Einfiihrung gewisser 
Vereinfachungen auf die elementarsten Aufgaben iiber Schwingungen 
eines Systems mit einem Freiheitsgrad zuriickgefiihrt. So wurde bei
spielsweise bei der in Abb. 1 dargestellten Vorrichtung die Pedermasse 
gegeniiber der Masse des Gewichtes W vernachlassigt, wahrend bei der 
Vorrichtung nach Abb.3 die Masse des Stabes als verschwindend an
gesehen wurde, und in dem durch Abb. 4 veranschaulichten Falle durfte 
das Tragheitsmoment der Welle gegeniiber dem Tragheitsmoment der 
Scheibe unberiicksichtigt bleiben. Obwohl diese Vereinfachungen in 
manchen praktischen Fallen noch hinreichend genaue Resultate ermog
lichen, gibt es doch zahlreiche technische Aufgaben, bei denen auf die 
Frage der Zulassigkeit derartiger vereinfachender Naherungen ein
gegangen werden muB. 

Um den EinfluB solcher Vereinfachungen auf die Ermittelung der 
Schwingungsfrequenz zu bestimmen, besprechen wir im nachstehenden 
ein von Rayleigh! entwickeltes Naherungsverfahren. Der Anwendbar
keit dieses Verfahrens liegt eine gewisse Annahme iiber die Gestalt des 
Systems wahrend der Schwingungsbewegung zugrunde. Die S(;hwin
gungsfrequenz ergibt sich dann aus der Betrachtung der Systemenergie. 
Die Rayleighsche Methode solI hier an Hand eines einfachen Beispiels 
erlautert werden, und als solches nehmen wir hier wieder den in Abb. 1 
dargestellten und in § 13 besprochenen Fall auf. 

Setzen wir voraus, daB die Masse der Feder gegeniiber der Masse des 
Gewichtes W klein ist, 1;10 miissen wir schlieBen, daB der Sch wingungs
typus durch die Masse derFeder nicht wesentlich beeinfluBt wird, und 
man kann mit hinreichender Genauigkeit annehmen, daB die Verschie
bung eines Federquerschnitts im Abstand c yom festgehaltenen Ende 
die gleiche ist wie im FaIle einer masselosen Feder, also gleich 

worin l die Lange der Feder ist. 

xo 
-l-' (a) 

Wenn die Verschiebungen, wie eben angenommen, von der Masse 
der Feder nicht beeinfluBt sind, so ist der Ausdruck fiir die potentielle 
Energie des Systems der gleiche wie im Fane einer masselosen Feder, 
s. Gl. (d), S. 67, und es ist nur die kinetische Energie des Systems von 
neuem zu berechnen. 1st q das Gewicht der Feder pro Langeneinheit, so ist 

die Masse eines Federelementes von der Lange de gleich q dc, und die ent-
g 

1 Siehl' Lord Rayleigh: Thl'ory of Sound, 1, 2. Auf I., S. III u. 287. 
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spreehende kinetisehe Energie ist unter Benutzung der G1. (a) 

,Xg (ile r de. 

Die gesamte kinetisehe Energie der Feder ist 
l 

2q g f (Xt r de = :: q; . 
o 

Diese GroBe muB zu der kinetisehen Energifl des Gewiehtes W addiert 
werden und damit lautet das Energieprinzip 

~ (W + i!.) + k x2 = ~g. 
2g 3 I 2 2 (b) 

Vergleieht man dieses Ergebnis mit der Gl. (f) des vorigen Para
graphen, so sieht man, daB der EinfluB der Federmasse auf die Eigen
sehwingungsperiode zum Ausdruek gebrae~t wird, indem man zu dem 
Gewieht W ein Drittel des Federgewiehtes addiert. 

Dieses Ergebnis, gewonnen aus der Annahme, daB das Federgewicht 
gegeniiber dem Gewieht der Last sehr klein ist, ist aueh in jenen Fallen 
hinreiehend genau, in denen das Gewieht der Feder von der gleiehen 
Ordnung ist wie W. Fur ql = 0,5 W betragt der Fehler, den man mit der 
NaherungslOsung begeht, ca. Yz'%. Fur ql = W wird der Fehler etwa 
% %, fur q l = 2 W betragt er rund 3 % 1 • 

Als ein zweites Beispiel untersuchen wir hier den Fall der Schwin
gungsbewegnng eines in der Mitte belasteten Balkens von konstantem 

de Quersehnitt (Abb. 44). Wenn das Gewicht ql 
des Balkens gegenuber der Last W gering ist, 
so dad man mit hinreichender Genauigkeit an
nehmen, daB die Durehbiegungskurve des 
Balkens bei der Sehwingungsbewegung die 

Abb.44. 
gleiehe Gestalt hat wie die statisehe Dureh

biegungskurve. Bezeiehnet man mit x die Versehiebung der Last W 
wahrend del' Sehwingungsbewegung, so ist die Versehiebung irgend
eines Elementes qdc des Balkens im Abstand c vom Lager gleich 

:3 c [2 -- ± c3 
X· 

13 

Die kinetische Energie des Balkens wird 

l/2 

. fL(·3CI2--4C3)2 _17:~ 
2 2 x 13 de - ')5 q l? '. g . .>. .g 

o 
(42) 

Diese kinetisehe Energie des schwillgellden Balkens muS zu dem Energie-

1 Eine ausfiihrlicherp Erorterung dieses Problems findet man in § 48. 
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betrage ~ :2 der in der Balkenmitte konzentrierten Last addiert werden, 

um den EinfluB des Balkengewichtes auf die Schwingungsperiode abzu
schatzen, d. h. die Schwingungsperiode wird die gleiche sein wie fUr 
einen masselosen Balken, der in der Mitte die Last 

tragt. 
Zu bemerken ist, daB die Gl. (42), obwohl unter der Voraussetzung 

entwickelt, daB das Balkengewicht gegeniiber dem Gewicht W klein ist, 
praktisch richtig bleibt, auch wenn diese Voraussetzung nicht erfiillt ist. 
Sogar im extremen Fall, daB W = ° und die Last ~;, ql in der Balkenmitte 
konzentriert erscheint, erweist sich die Naherung als hinreichend genau. 
Unter der Einwirkung einer in der Mitte angreifenden Last von der GroBe 
;~; ql wird die Durchbiegung des Balkens gleich 

17 13 o st = 35 q 1 . 48 E 1 . 

Substituiert man dies in die Gl. (5), S.3, so ergiht sich die Eigenschwin
gungsperiode zu 

T = 2n va;! = 0,632 y:;4y' 
Die genaue Losung lautetl 

T = ~_l/jl" = 0 637yf. 
;r,rEly , Ely 

Wie man sieht, betragt der Fehler, den man mit der Naherungslosung 
im betrachteten Extremfall begeht, weniger als 1 %. 

Das gleiche Verfahren darf auch auf den durch Abb. 45 veranschau-
lichten Fall angewandt werden. Nimmt man ' de 

an, daB bei der Schwingungsbewegung die e~ ~ 
Form del' Durchbiegungskurve des Balkens 
die gleiche ist wie im FaIle einer am Ende %!oE;--.-I------300! 

wirkenden statischen Belastung, und bezeich
net man mit x die Vertikalverschiebung del' 

Abb.45. 

J 
x 

Last W, so wird die kinetische Energie des cingespannten Balkens 
von konstantem Querschnitt gleich 

I 

f q (. 3 c2 l - C3)2 :{:{ i;2 
2g \~1: 21" de = 140 q l2g' (43) 

o 

Die Schwingungsperiode wird die gleiche sein wie im FaIle eines ein-

1 Siehe § 42, G1. (137'). 
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gespannten Balkens von verschwindender Masse und mit einer Last 

33 
W + 140Q1 

am freien Ende. Dieses Ergebnis folgt aus der Annahme, daB das Ge
wicht ql des Balkens gegenliber dem Gewicht W klein ist, doch ist es 
auch dann noch genau genug, wenn ql nicht klein ist. Wendet man das 
Resultat auf den ExtremfaIl W = 0 an, so erh1iJt man 

33 l" 
bst = 4oql3E~j' 

Die entsprechende Schwingungsperiode ist 

1/15,. 2;r 1/ ql4 
T = 2 n V g = 3,567 r E I g . 

Die genaue Losung aber lautetl 
2;r ]/ q-Z4 

T = -3,5I5 r1E 19 . 

(c) 

(d) 

Wie man sieht, ist die NaherungslOsung mit einem }<~ehler von ca. I Y:! % 
behaftet. 1m FaIle W = 0 ist eine bessere Naherung erreichbar. Hierzu 
hat man nur von der Annahme auszugehen, daB wahrend des Schwin
gungsvorganges die Gestalt der Durchbiegungskurve des Balkens die 
gleiche sein wird wie im Falle einer gleichformig liber den Balken ver
teilten Last. Die Durchbiegung Yo in einem Querschnitt im Abstande e 
von der Einspannstelle ist durch die Gleichung 

worin 
q l4 

Xo = 8]iJi 

(0) 

die Durchbiegung am Ende des eingespanntcll Balkens bedeutet, ge
geben. 

Die potentielle Energie der Biegung ist 
i 

q J' 8 /1; I .t;~ 
V = T ?lode = ;; . - r' -. 

u 

Die kinetischo Energie des soh wingenden Balkcns ist 
1 

1'= 1 r .!Li/2 If C . :l, g.J 
o 

Setzt man (ygl. S. 68) 

!/ C i/o cos }i ( , Ui)mRX = .'/o}) , 

1 Riehl" § 43. 
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so wird die Gleichung zur Bestimmung von p [so Gl. (g), S.68] 

I 

1 f q 2 d _ 8 E I X5 2 g-(Yop) c- 5 - za-· 
o 

75 

Substituiert man (e) fur Yo' so erhalt man nach Ausfuhrung der Inte
gration 

- 3 '-')() JI E I g P - ",),) ,. q{4 . 

Die entsprechende Sehwingungsperiode ist 

2::r II ql4 
T = 3,530 / FFig . (f) 

Vergleieht man dieses Ergebnis mit del' genauen Losung (d), so sieht man, 
daB im betraehteten FaIle die Naherungslosung mit einem Fehler von nur 
etwa % % behaftet ist. 

Es ist zu beaehten, daB ein elastiseher Balken ein System mit un
endlieh vielen Freiheitsgraden darstellt. Er kann, wie eine Saite, 
Sehwingungen versehiedener Art ausfuhren. Daher ist die Wahl einer be
stimmten Form fur die Durehbiegungskurve bei der Benutzung des 
Rayleighsehen Verfahrens mit der Einfiihrung zusatzlieher Besehran
kungen gleiehbedeutend, die das System auf eines mit einem Frei
heitsgrad reduzieren. Solehe zusatzliehe Besehrankungen konnen die 
Steifigkeit und damit aueh die Sehwingungsfrequenz des Systems nur 
erhohen. Hieraus folgt, daB in allen oben behandelten Falien die Nahe
rungswerte der Frequenzen, wie sie sieh naeh der Rayleighschen 
Methode ergeben, etwas hoher sind als die genauen Werte. 

1m FaIle von Torsionssehwingungen (s. Abb. 4) kann man zur Be
stimmung des Einflusses, den die Tragheit der Welle auf die Sehwin
gungsfrequenz ausubt, das gleiehe Naherungsverfahren benutzen. Sei i 
das Tragheitsmoment der Welle pro Langeneinheit, und es werde ferner 
angenommen, daB die Sehwingungsform die gleiehe ist wie im Falle einer 
masselosen Welle. Der Verdrehungswinkel eines Quersehnitts im Ab-

stand c vom eingespannten Wellenende ist gleich ~lT. und die kinetisehe 

Energie eines Wellenelementes ist 

1 ")2 2idc (9.} . 
Die kinetisehe Energie del' ganzen WeUe ist 

I 

~f (C,rjJ)2 dc = ~ j! 
2 l 2 3' 

() 

(44 ) 
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Diesen Betrag muB man zu der kinetischen Energie der Scheibe addieren, 
urn den EinfluB der Wellenmasse auf die Schwingungsfrequeuz zu be
stimmen; mit anderen Worten, die Schwingungsperiode wird die gleiche 
sein wie im FaIle einer masselosen Welle mit einer Scheibe am Ende, 
deren Tragheitsmoment gleich ist 

1+ i;. 
Die Anwendung des Rayleighschen Verfahrens auf die Berechnung 
der kritischen Geschwindigkeit einer rotierenden Welle soIl im folgen
den Paragraphen besprochen werden. 

15. Kritische Geschwindigkeit einer rotierenden Welle. 

Es ist wohlbekannt,daB rotierende Wellen bei gewissen Geschwindig
keiten dynamisch unstabil werden und zu starken Schwingungen neigen. 
Diese Erscheinung tragt den Charakter eines Resonanzvorgangs; ein 
einfaches Beispiel wird uns zeigen, daB die kritische Geschwindig
keit einer Welle die Geschwindigkeit ist, bei der die sekundliche Um
drehungszahl der Welle gleich ist der Frequenz ihrer freien Querschwin
gungen1 . 

Welle mit einer Scheibe. Wir suchen uns die Aufgabe moglichst ein
fach zu gestalten und legen daher unserer Darstellung eine mit einer 

Abb.46. 

Kreisscheibe belastete vertikal angeordnete 
Welle nach Abb.46a zugrunde, da auf diese 
Weise das Gewicht der Welle von der Betrachtung 
ausgeschlossen bleibt. Der Schwerpunkt C der 
Scheibe moge in einem kleinen Abstand von der 
Wellenachse liegen; wir Hennen diesen Abstand 
die Exzentrizitat und bezeichnen ihn mit 6. Bei 
der Drehbewegung entsteht infolge des Vorhan
denseins der Exzentrizitat eine Zentrifugalkraft, 
die eine Durchbiegung der Welle hervorruft. Die 
GroBe der Durchbiegung x ergibt sich leicht 
aus der Bedingung, daB sich die Welle unter 

der Einwirkung der Zentrifugalkraft und der Reaktionskraft der durch
gebogenen Welle im Gleichgewicht befinden muB. Die letzte Kraft ist 
der Durchbiegung x proportional und kann daher in der Form 

P=kx 

dargestellt werden. Der l!'aktor k laBt sich aus den Abmessungen und den 
Lagerungsbedingungen der Welle berechnen. Nimmt man beispielsweise 

1 Eine ausfiihrlichere Darstellung der Querschwingungen einer Welle ist in 
§ 32 gegeben. 
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an, daB die Welle konstanten Querschnitt besitzt, und daB die Scheibe 
in der Mitte zwischen den beiden Lagern sitzt, so ist 

k = 48EJ 
13 

Die Gleichgewichtsbedingung, die zur Bestimmung der Durchbiegung x 
fiihrt, lautet 

TV 
g(x+e)w2 =kx, (a) 

wenn man mit W die Scheibenmasse und mit w die Winkelgeschwindigkeit 
g 

der Welle bezeichnet. 
Aus Gl. (a) folgt 

(b) 

Nun ist aber nach Gl. (3) 
kg 
If = ])2 

und daher iHt aus der Gl. (b) zu schlieBen, daB die Durchbiegung x rasch 
zunimmt, sob aId sich w dem Werte p, d. h. sobald sich die sekundliche 
Umdrehungszahl der Welle der Frequenz der Biegungsschwingungen 
des aus WeUe und Scheibe bestehenden Systems nahert. Der kritische 
Wert der Geschwindigkeit ist 

w kr = V ~f; . (44) 

Bei diesel' Geschwindigkeit wird del' Nenner von (b) gleich Null und in 
der Welle treten starke Querschwingungen auf. Sehr wichtig ist der Um
stand, daB nach Uberschreitung des kritischen Punktes die Dreh
bewegung mit wachsender Geschwindigkeit immer ruhiger wird. Die 
Versuche zeigen, daB in diesem FaIle der Schwerpunkt C zwischen der 
Verbindungsgeraden der Lager und der durchgebogenen Wellenachse 
liegt, wie in Abb. 46 b dargestellt. Die Gleichung zur Ermittlung der 
Durch biegung ist dann 

If 
-g(x - e)w2 = kx, 

woraus folgt 
e 

(c) J: = ----.---
l~· 

w2 W 

Diese Gleichung zeigt, daB die Durchbiegung x mit zunehmenderWinkel
geschwindigkeit OJ abnimmt und dem Grenzwerte e zustrebt, d. h. bei sehr 
hohen Geschwindigkeiten nahert sich der Scheibenschwerpunkt der Ver
bindungsgeraden der Lager, und die durchgebogene Welle rotiert um den 
Schwerpunkt C. 
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Welle mit mehreren Seheiben. Wir haben an einem einfachen Beispiel 
gezeigt, daB die kritische Umdrehungszahl einer Welle der Eigenfrequenz 
ihrer Biegungsschwingungen gleich ist. Die Bestimmung dieser Eigen
frequenz mit Hilfe del' Rayleighschen Methode ergibt leicht die kri-

so wird 
Energie 

Abb.47. 

in der gebogenen Welle 
der Deformation, gleich 

tische Geschwindigkeit auch im FaIle 
einer Welle mit mehreren Scheib en. 
Bezeichnet man mit WI' W 2' W 3 die 
Lasten, mit xl> X 2, X3 die entspre
chendenDurchbiegungen(s.Abb.47), 

ein gewisser Vorl' at an potentieller 

V = WIx, + W2 X 2 + W3 X;l 
2 2 -~2 (d) 

a ufgespeichert. 
Del' Berechnung der tiefsten Schwingungsfrequenz kann die sta

tische Durchbiegungskurve nach Abb. 47 als gute Naherungsdarstellung 
der Durchbiegungskurve des Balkens wahrend der Schwingungs
bewegung zugrunde gelegt werden. Die Vertikalverschiebungen der 
Lasten WI> W 2 und W3 wiihrend der Bewegung konnen in der Form 

x1cospt, x2cospt, X3cospt (e) 

geschrieben werden. Dann entspricht Abb. 47 dem Zustand der Maximal
verschiebung der Welle, von del' Gleichgewichtslage aus gemessen; daher 
ist die Zunahme der potentiellen Energie der schwingenden Welle bei der 
von der Gleichgewichtslage aus gemessenen Durchbiegung bis zur Ex
tremlage durch die Gl. (d) gegeben. Andererseits aber erreicht die kine
tische Energie des Systems wahrend der Schwingungsbewegung ihren 
Maximalwert beim Durchgang durch die Mittellage. Aus (e) schliel3t 
man, daB die Geschwindigkeiten der Lasten in der bezeichneten Lage 
entsprechend gleich sind 

P Xl , P X 2 , 1) X3 , 

und damit wirel die kinetische Energie des Systems gleich 

I~ (WI xi + TV 2 x~ + IV 3 X~) . (f) 

Setzt man die AUi:ldriicke (el) und (f) einander gleich, so ergiht sich fol
gender Auselrllck fiir p2: 

o u( W, J', + Jl'2:1'2 -+ W" x3 ) 

P" = W,x'ir- W2X~ + Wl:;:~ . (4."5) 

Die t)ch wi ngllugspel'iode ist 

(46) 

Allgemeill ist, wenl1 mall mit n die Ammhl dOl' auf del' Welle befestigtcn 
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::Vlassen bezeichnet, die Schwingungsperiode gleich 
-ViWi X ; 

T=2n ;~W~~i' (47) 

Wie man sieht, ist zur Berechnung von T nul' die Kenntnis del' stati. 
schen Durchbiegungen Xl' X 2, ..• del' Welle erforderlich. Diese GraBen 
kann man mit Hilfe ublicher :\:Iethoden ermitteln. Handelt es sich um 
cine WeUe von veranderlichem Querschnitt, so lassen sich die Durch· 
biegungen auf graphischem Wege bestimmen. Auch del' EinfluB des 
Eigengewichts del' ~WeUe kann beriicksichtigt werden. Zu diesem Zweck 
i;.;t es notwendig, die Welle in mehrere Teile zu teilen, die einzelnen Teil· 
ge\vichte in den zugeharigen Schwerpunkten angreifen zu lasscn und als 
konzentrierte Lasten zu behandeln. 

Betrachten wir z. B. die in Abb. 48a dargestellte Welle mit den in 
del' Zeichnung angegebenen Kriiften und Durchmessern. Durch Kon· 
struktion des Kl'aftepolygons (A hb. 48 b) und des entsprechenden Seil· 
polygons (Abb. 48c) erhalt man das Diagramm del' Biegungsmomente. 
Um den numerischen \Vert des Biegungsmomentes in irgendeinem 
Querschnitt rnn del' Welle zu berechnen, ist es nur notwendig, die ent· 
sprechende Ordinate e der Momentenflache in dem gleichen MaBstab, 
(ler fiil' die \VeUenlange benutzt wllrde, abzugreifen, und sie mit dem 
Polab;.;tand h, im KraftemaBstab des Kl'aftepolygons gemessen (in 
unserem FaIle ist h = 36000 kg!), zu multiplizieren. Die Ermittlung der 
Durchbiegullgskurve ist mit der Konstruktion eines zweiten Seilpoly. 
gons identisch, wobei der Flacheninhalt des erwahnten Diagramms der 
Biegungsmomente als gedachte Belastung zu gelten hat. Die sprung· 
hafte Veranderlichkeit des Wellenquerschnitts wird dadurch beruck· 
sichtigt, daB die Intensitat dieser gedachten Belastung in jedem Quer. 

schnitt mit ~ multipliziert wird, ",orin 10 das Tragheitsmoment des 

graB ten Wellenquerschnitts und I das Tragheitsmoment des Wellen· 
querschnitts an del' betrachteten Stelle ist. In dieser Weise erhalt man 
die endgultige GeRtalt del' gedaehten Belastung in der schraffierten 
Flache del' Abb. 48c. Diese Flache ist in mehrere Teile zu unterteilen, 
ihre Flacheninhalte in cm 2 zu ermitteln und mit dem in kg gemessenen 
Polabstand zu multiplizieren, dann hat man die gedachten Lasten in 
kg cm2 • :\1it diesen Lasten konstruiert man das zweite Kraftepolygon 

(Abb. 48d), wobei del' Polabstand hI gleich ~ E10 genom men wird mit 
n 

E 10 als graB tel' Biegungssteifigkeit del' Welle, wahrend n eine ganze Zahl 
ist (in unserem FaIle ist n = 800). Zu beachten ist, daB die gedachten Be· 

1 In del' Abb. 48, der das englische Mall· und Gewichtssystem zugrunde liegt, 
gleich 80000 Ibs. Die LTmrechnungsfaktoren sind in del' Abbildung angegeben 
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lastungen und der Polabstand ~Elo von gleicher Dimension sind, n 
namlich kgcm2, und daher im Kraftepolygon im gleichen MaBstab dar
zustellen sind. Unter Benutzung des zweiten Kraftepolygons zeichnet 

Pfund . Quadratzo1/ 

~ 
~ 
~ 

o 
MoBslo6 inZo// 

1~' so' . 

a 

(. 

1 Zoll-2.5~cm 
7 Pfund -qvSJkg 

b 

0,"14 

0,26 

0,11 

1 Pfund . Quadratzoll = 2,923kg . cm~ 

0'26E~~~~~=~ 0;l.4 

0,21 , __ _ 

~7.8 

0,21. 

0,30 

Abb. 48 a. bls e. 

h. U. - .356 I , 800 - , 10 Pfund. Quadratzoll 

d 
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man dann das zweite Seilpolygon (Abb. 48e), das nichts anderes ist als 
das Tangentenpolygon der Durchbiegungskurve, die danach leicht ein. 
gezeichnet werden kann. Um die Zahlenwerte der Durchbiegung e zu 
erhalten, ist es nur notwendig, sie im gleichen MaBstab zu messen, in dem 
die Wellenlange aufgetra
gen worden ist, und sie 
durch die bereits bei der 
Konstruktion des zwei-
ten Polygons benutzte 
Zahl n zu dividieren. AIle 
aus der Zeichnung er-
haltenen und fiir die Be-
nutzung der Gl. (47) er-
forderlichen Zahlenwerte 
sind in der nebenstehen-
den Tabelle gegeben. 

W 
kg 

2040 
4200 
4200 
4200 
4200 
4200 
4200 I 

4200 i 

2040 

102 • Xi 

em 

4,45 19,80 
5,26 27,80 
5,56 31,10 
5,73 32,90 
5,73 32,90 
5,73 I 32,90 , 

5,56 I 31,10 
5,26 27,80 
3,97 15,80 

W· Xi 

emkg 

90,5 
220,1 
233,0 
240,5 
240,5 
240,5 
233,0 
220,1 
81,0 

1799,2 
=EWXi 

W· x~ 
em2 kg 

4,06 
11,68 
13,07 
13,81 
13,81 
13,81 
13,07 
11,68 
3,23 

I 98,22 
1= EWx; 

Der kritische Wert der minutlichen Umdrehungszahl ergibt sich nun zu 

60 301 / g p Wi Xi 30 V981~T799,2 y • 

N. = - = - .. /------ = - --- --- = 1280 Umdr. p. Mm. 
kr Tn' " 0 n 98 22 , E Wi Xi ' 

1 

Zu bemerken ist, daB Naben von Radsternen oder Schwungradern 
beim Aufschrumpfen auf die Welle deren Steifigkeit erheblich ver
starken und ihre kritische Geschwindigkeit erhohen. Bei der rechne
rischen Behandlung des Problems kann angenommen werden, daB die 
durch die Schwingungsbewegung entstehenden Spannungen gering sind 
und daB die Schrumpfpressung zwischen Nabe und Welle hinreichend 
stark ist, um gegenseitige Bewegungen der beiden Teile zu verhindern, 
so daB die Nabe als ein Teil der Welle von verstarktem Durchmesser 
angesehen werden darf. Daher kann der EinfluB der Nabe auf die Rohe 
der kritischen Geschwindigkeit da-
durch zum Ausdruck gebracht wer
den, daB man dem oben entwickelten 
graphischen Verfahren an den ent
sprechenden Stellen diesen verstark
ten Durchmesser zugrunde legtl. 

f,------ --
d L ____ _ 

Abb.49. 

1m Falle einer mit Eindrehungen versehenen Welle (Abb. 49), bei der 
die Abstande zwischen den Eindrehungen von der gleichen GroBen-

1 A. Stodola gibt in seinem Werk iiber Dampf- und Gas-Turbinen, 6. Auf I., 
S.383 (1924), ein Beispiel fiir den EinfluB der Schrumpfversteifungen, wobei der 
berechnete Wert der kritischen Gesehwindigkeit mit der experimentell gefun
denen gut iibereinstimmt. Siehe aueh die Arbeit von B. Eek: Versteifender Ein. 
fluB der Turbinenseheiben. Z. V. d. 1. 72, 51 (1928). 

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 6 
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ordnung sind wie ihre Tiefe, nimmt das Material zwischen zwei Ein
drehungen nur einen geringen Auteil an Biegung auf und die Biegungs
steifigkeit einer solchen Welle unterscheidet sich wenig von derjenigen 
einer Welle vom Durchmesser d gleich dem Eindrehungsdurchmesser 
der ersten Welle 1. 

Man beachte, daB bei der Anordnung nach Abb. 47 starre Lagerungen 
vorausgesetzt wurden. In gewissen Fallen sind aber die Lager nicht so 
steif, um diese Voraussetzung zu rechtfertigen, und dadurch wird die 
Hohe der kritischen Geschwindigkeit beeinfluBt. Wenn die zusatzliche 
Biegsamkeit infolge der Deformation der Lagerungen in der horizontalen 
Richtung ebenso groB ist wie in der vertikalen, so kann der EinfluB 
dieser Biegsamkeit leicht beriicksichtigt werden. Hierzu ist es nur notig, 
den vorangehend berechneten Durchbiegungen Xl' X 2 und xa die Vertikal
verschiebung infolge der Nachgiebigkeit der Lager unter der Einwirkung 
der Lasten WI> W 2 und Wa zu addieren. Derartige zusatzliche Durch
biegungen erniedrigen die kritische Geschwindigkeit der WeUe. 

II. Nichtharmonische Schwingnngen. 
16. Allgemeines. 

AIle im vorangehenden Kapitel erorterten Schwingungsprobleme 
stellten sich als Losungen von Differentialgleichungen der Form 

x + 2 n x + p2 X = f (t) 
dar, worin die Koeffizienten als konstante GraBen betrachtet wurden. Es 
wurde vorausgesetzt, daB die Dampfung und die Federkonstante, oder 
eigentlich die Federungszahl, des Systems, von der Verschiebung x und 
von der Zeit t unabhangig sind. Bei manchen technischen Problemen 
kann man diese Voraussetzung ohne empfindliche Fehler machen, und 
die Lasung der Gl. (a) stellt in solchen Fallen die wirklich eintretende 
Bewegung des Systems mit hinreichender Genauigkeit dar. Aus der 
Gestalt der Losung konnten wir folgende Schliisse iiber die Art der 
Schwingungsbewegung ziehen: 1. die Eigenschwingungsfrequenz solcher 
Systeme ist von der Schwingungsamplitude unabhangig, d. h. die 
Schwingungen sind isochron; 2. im FaIle des Vorhandenseins einer 
periodischen Sti.:irungskraft kannen die Schwingungen des Systems in 
zwei Klassen eingeteilt werden, in freie und erzwungene Schwin
gungen; 3. der Nacheilwinkel der erzwungenen harmonischen Schwin
gungen von gegebener Frequenz hangt von den Anfangsbedingungen der 
Bewegung nicht ab und bleibt wahrend der Schwingungsbewegung kon-

1 Eck, B.: a. a. o. 
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stant; 4. sind die erzwungenen Sehwingungen dureh mehrere Krafte 
bedingt, so ist die resultierende Bewegung gleieh der Summe der Sehwin
gungen, die dureh die Einzelkriifte hervorgerufen werden; 5. wenn die 
Frequenz der Storungskraft mit derjenigen der freien Sehwingungen 
des Systems zusammenfiiJlt, so tritt Resonanz ein, und als Folge hiervon 
waehst die Amplitude der erzwungenen Sehwingung stark an. Diese 
fiinf Eigensehaften sind fiir die einfaehe harmonise he Bewegung eha
rakteristiseh. 

Doeh kann es aueh Falle geben, in denen die Gl. (a) mit konstanten 
Koeffizienten nur unter der V oraussetzung angewandt werden darf, 
daB die Versehiebungen x sehr klein sind. Es gibt aueh Fane, in denen 
der Bewegungsvorgang mittels einer Differentialgleiehung mit variablen 
Koeffizienten besehrieben werden kann. 

In der folgenden Erorterung werden zwei wiehtige Sehwingungs
arten untersueht: 1. Sehwingungen, bei denen die Elastizitat des 
Systems von der Verschiebung x abhangt und die im nachstehenden als 
pseudoharmonische Sehwingungen bezeichnet werden sollen, 
und 2. Schwingungen, bei denen die Federungszahl von der Zeit t ab
hiingt unddiewir q uasiharmonisch e Seh wingungen nennen wollen. 
Genaue Losungen sind fiir die beiden Probleme nur in gewissen einfaehen 
Fallen bekannt; daher benutzt man bei der Behandlung praktisch wieh
tiger techniseher Aufgaben graphische oder numerische Naherungsver
fahren urn zur Losung zu gelangen. 

17. Beispiele pseudoharmonischer Schwingungell. 

Es gibt Falle, in denen die Federungszahl des schwingenden Systems 
mit der Verschiebung veranderJich, die Wiederherstellungskraft also der 
Verschiebung nieht mehr proportional ist. Dies tritt bei p 

Federn ein, deren Material dem Hookeschen Gesetz 
nieht gehorcht.Manchmal wird beispielsweise ein orga
nischer Stoff, wie Gummi oder Leder, fiir Kupplungen 
oder Schwingungsdampfer benutzt. Fiir derartige Stoffe 
hat das Festigkeitsdiagramm die in Abb. 50 dargestellte e 
Form; der Elastizitatsmodul wachst demnach mit der Abb. ;,0. 

Dehnung. Bei kleinen Schwingungsamplituden kann ~e 
diese Veranderlichkeit des Moduls vernachlassigt 
werden, bei wachsender Amplitude dagegen fiihrt die 
Erhohung des Moduls zu einer wesentlichen Erhohung 
der Schwingungsfrequenz. 

Ein anderes Beispiel veranderlicher Biegsamkeit _\bb.51. 

bieten Konstruktionen aus Stoffen, wie GuBeisen oder Zement. Diese 
beiden :Materialien haben ein Festigkeitsdiagramm nach Abb. 51: der 

6* 
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Elastizitatsmodul sinkt mit del' Deformation. Daher verursacht eine 
Zunahme del' Amplitude eine gewisse Abnahme del' Frequenz. 

Manchmal werden Stahlfedern besonderer Art benutzt, deren 
elastische Eigenschaften mit del' Verschiebung veranderlich sind. Die 

A 

Abb.52. 

B 

Eigenfrequenz von Systemen, die derartige Federn 
enthalten, hangt von del' AmplitudengrOBe abo Die 
Verwendung von Federn diesel' Art kann das uner
wiinschte Resonanzphanomen reduzierend beeinflussen. 
Wenn die Schwingungsamplitude infolge del' Resonanz 
zu wachsen beginnt, so andert sich namlich die Schwin
gungsfrequenz, und die Resonanz wird aufgehoben. Ein 
einfaches Beispiel einer derartigen lfeder zeigt Abb. 52. 
1m Punkte A ist eine Blattfeder eingespannt, die durch 

ein Gewicht W belastet ist. Bei del' Schwingungsbewegung beriihrt 
die Feder teilweise jede del' beiden zylindrischen Flachen A B und A C. 

A Infolgedessen ist die freie Lange des eingespann-r- " ten Stabes mit del' Amplitude veranderlich, so daB 
I die Steifigkeit del' Feder mit del' Durchbiegung zu-

\ nimmt. Der Fall entspricht den Verhaltnissen der 
\ 

\ Abb. 50, d. h. die Schwingungsfrequenz nimmt 
m .l;, x mit wachsender Amplitude zu. 

~~~ Wenn die Abmessungen del' Feder und die Form 
I : s+M..i!. 

,~",X"f; $' Z /2 del' Kurven A B und A C bekannt sind, so kann 
1 man den Funktionalzusammenhang del' Wieder-

herstellungskraft mit del' Durchbiegung am Feder
ende leicht durch eine Kurve darstellen. 

a Ais ein weiteres Beispiel nichtharmonischer 
b Bewegung sei hier die langs del' x-Achse erfol-

gende Schwingung einer Masse m untersucht, die 
Abb.53. 

nach Abb.53 an einem gestreckten Draht befestigt ist. Sei 
S = die Anfangsspannung im Draht, 
x = eine kleine Verschiebung del' Masse m in horizontaler Richtung, 
F = del' Flacheninhalt des Drahtquorschnitts, 
E = del' Elastizitatsmodul des Drahtmaterials. 

Dann ist die spezifische Dehnung des Drahtes bei del' V erschie bung x gleich 

IZ' + x" -- I x2 

-Z-- 2l2 ' 

Die entsprechende Spannkraft jm Draht ist 
a:: 2 

S + EF· 27:i' 

und die auf die Masse m wirkende Wiederherstellungskraftist (s.Abb. ;,)3b) 

(' x" ) 2 x 2 S x x" 
,S + FE· 21' ti' + ~, ~-r- + FE I" 
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Fur die Bewegung der Masse m gilt somit die Differentialgleichung 

.. 2Sx x1 
mx+---+FE-=O l' l" . (a) 

Man sieht, daB im FaIle sehr kleiner Verschiebungen und einer hin
reich end groBen Anfangsspannung S im Draht das letzte Glied der linken 
Seite der GJ. (a) vernachlassigt werden darf; dann ergibt 
sich eine einfache harmonische Schwingung der Masse m 
in horizon taler Richtung. Sonst mussen aIle drei Glieder 
der GJ. (a) berucksichtigt werden. In diesem FaIle wachst 
die WiederhersteIlungskraft in starkel'em MaBe wie die 
Verschiebung und die Schwingungsfrequenz wachst mit 
der Amplitude. 

1m FaIle eines einfachen mathematischen Pendels 
(Abb.54) findet man durch Anwendung des d'Alem- Abb.54. 

bertschen Prinzips, indem man die das Gewicht dar-
stellende Kraft W und den Tragheitswiderstand auf die Richtung mn 
der zugehorigen Tangente projiziert, folgende Bewegungsgleichung: 

oder 

WI .. -() + Wsin(} = 0 
g 

.. g. () + T sm () = 0, (b) 

worin l die PendeIlange und () del' Winkel zwischen dem Pen del und der 
Vertikalen ist. Wie man sieht, durfen die Schwingungen eines solchen 
Pendels nul' dann als einfach harmonisch angesehen werden, wenn die 
Amplituden klein sind, d. h. wenn sin () annahernd gleich () ist. Sind aber 
die Amplituden nicht klein, so tritt eine kompliziertere Bewegung ein, 
und die Schwingungsperiode hangt dann von der GroBe der Amplitude 
abo Es ist klar, daB die WiederhersteIlungskraft nicht proportional 
ist der Vel'schiebung; sie wachst vielmehr in ge
ringerem MaBe, 'so daB die Frequenz mit wach
sender Schwingungsamplitude abnehmen wird. 
Entwickelt man sin () in eine Potenzl'eihe und 
nimmt nul' die ersten zwei Glieder der Reihe, so 
erhalt man statt (b) folgende Gleichung: 

.. g ( 1 ') () +--;: () - 6 OJ = O. (c) 

Der Vergleich diesel' Gleichung mit GJ. (a) zeigt, daB 
die Kombination des Pendels mit einer gespannten, 
auf der Schwingungsebene senkrecht stehenden 

A 

, , 
\ 
\ , 
\ 
\ , , . . 
.. 1- ... , \ 

/ 
'-' 

Abb.55. 

mit dem Pendclstab in einem Punkte B verbundenen Schnur (Abb.55) 
eine bessere Annaherung an die isochronen Schwingungen ergibt. 
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Abb. 56 veranschaulicht ein System, bei dem die Schwingungsperiode 
von del' Amplitude abhangt. Die Masse m fiihrt eine Schwingungs-

a a bewegung zwischen zwei Federn aus, indem 

~:l ~ ~ k-~ sie auf einem Stab A Bohne Reibung hin 
A -~ B i n~ 8X und her gleitet. MiBt man die Verschie-

m bungen del' Masse m von ihrer Mittellage 
Abb.56. • aus, so ist die Veranderlichkeit del' Wie-

derherstellungskraft mit del' Verschiebung durch Abb.57 graphisch 
dargestellt. Die Schwingungsfrequenz hangt 
nicht nul' von del' Federungszahl ab, sondern 
auch von del' GroBe del' Strecke a und von den 
Anfangsbedingungen. Nimmt man z. B. an, daB 

---::..--t-"1-?---X sich die Masse m am Anfang in ihrer Mittellage 
befindet, und bezeichnet man mit v ihre An
fangsgeschwindigkeit in del' x-Richtung, so ist 

die zum Zuriicklegen del' Strecke a erforderliche Zeit 

(d) 

1m Augenblick t = tl kommt die Masse m mit del' Feder in Beriihrung 
und die weitere Bewegung in del' x-Richtung wird einfach harmonisch. 
Die Zeit, wahrend del' die Geschwindigkeit del' Masse von v auf Null 
zuriickgeht (del' vierte Teil del' Periode einer einfachen harmonischen 
Bewegung), ist nach GI.(5) 

t2 =-}ny7J', (e) 

worin k die Federungszahl ist. Die gesamte Schwingungsperiode del' 
Masse mist demnach 

(f) 

Bei gegebenem Spiel a, gegebener ::Hasse m und bekannter Federungs
zahl k hangt die Schwingungsperiode nul' von del' Anfangsgeschwindig
keit v abo Fiir kleine Werte von v wird die Periode sehr groB, mit wach
sendem v nimmt sie ab und nahert sich £iiI' lim v = = dem Grenzwert 

To = 2 n V7 (Abb. 58). Del' beschriebene Fall tritt immer dann ein, 

wenn zwischen del' schwingenden Masse und del' Feder des Systems Spiel 
yorhanden ist. 

Wenn das Spiel sehr klein ist, so bleibt die Periodc T praktisch kon
stant fiir den groBeren Teil del' v-Achse, wie man aus del' Kurve I del' 
Abb. f;8 ersieht. Mit wachsendem Spiel dagegen tritt fiir einen erheblichen 
'1\·il del' v-Achse eine am'gesprochene Vel'anderlichkeit del' Schwingungs-
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periode ein, s. Kurve II der Abb. 58. Die Schwingungsperiode eines der
artigen Systems kann Werte zwischen 't = 00 und 't = 'to annehmen. 
Hat man es mit einer periodischen 
Storungskraft zu tun, deren Periode 
groBer ist als "0' so wird es immer 
moglich sein, der Masse m einen der
artigen Impuls zu erteilen, daB die 
entsprechende Schwingungsperiode 
gleich 't wird, und auf diese Weise 
wird die Voraussetzung fur die Ent
stehung der Resonanz erfullt. Auf 
diesem Wege konnte man mmge 

~E 
_1 ___________________________ _ 

2JlJllj- v 
-t-~-----------

Abb.58. 

Schwingungsvorgange in elektrischen Lokomotiven erklaren1 . 

18. Freie pseudoharmonische Schwingungen. 
Wird die Dampfung vernachlassigt, so kann die allgemeine Be

wegungsgleichung in der Form 

oder 

W X+ k2f (X)=0 
g 

x+p2f(x)=0 

(a) 

(48) 

geschrieben werden, wobei p2 f (x) die pro Masseneinheit genommene 
Wiederherstellungskraft als Funktion der Verschiebung x darstellt. Urn 

das erste Integral der Gl. (48) zu erhalten, multiplizieren wir sie mit ~~ 
und geben ihr die Gestalt 

dx (dx) -2 _ a:td,dt +pf(x)dx-O 
oder 

1 (dx)2 -2 d de + p2f(x) dx = 0, 

woraus durch Integration 

1 (dX\2 - --) + p2 f (x) dx = 0 2 dt_ (b) 

folgt. Wenn die Funktion f (x) und die Anfangsbedingungen gegeben sind, 
so kann die Bewegungsgeschwindigkeit fUr irgendeine Lage des Systems 
aus der Gl. (b) berechnetwerden. Nehmen wir z. B. an, daB die Verander
lichkeit der Wiederherstellungskraft mit der Verschiebung durch die 

1 Siehe A. Wiechert: Schiittelerscheinungen bei elektrischen Lokomotiven. 
Forsch.-Arb. lng. 1924, H. 266. 
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Kurve Om (s. Abb. 59) gegeben ist und daB zur Zeit t = 0 die Verschie
bung des Systems gleich xo, die Anfangsgeschwindigkeit dagegen gleich 

Null ist. Dann erhalten wir aus der Gl. (b) 
pJ;(X) fur irgendeine Lage des Systems die Be

Abb.59. 

ziehung 

1 (dX)2 "'. 
T de = p2 f f(x)dx 

'" 
(c) 

x und dies bedeutet, daB in jeder Lage des 
Systems die kinetische Energie gleich ist der 
Differenz der potentiellen Energie, die in der 
Feder im Anfangsmoment infolge der Verschie-

bung Xo aufgespeichert war, und der potentiellen Energie des betrach
teten Augenblicks. In Abb. 59 ist diese Abnahme der potentiellen 
Energie durch die schraffierte Flache dargestellt. Aus der Gl. (c) er
halten wirl 

dt =--
dx 

(d) 
"'. 

2 p2 Jt(x) dx 

'" 
Die Integration dieser Gleichung liefert die Zeit t als Funktion der Ver
schiebung 

(e) 

Nehmen wir als Beispiel den Fall der einfachen harmonischen Schwin
gung. Hierfur wird 

t(x) = x, 

und man erhalt nach Gl. (e) 

t = f d x . = f d (t) 
-plx3- x2 • -pV 1 - (~y 

oder 
1 x 

t = -arc cos-
p xo ' 

woraus folgt 
x = xocos pt. 

Dies stimmt mit dem uberein, was wir friiher fUr einfache harmonische 
Bewegung erhielten. 

1 Das Minuszeichen soIl zum Ausdruck bringen, daB in unserem Faile x mit 
wachsender Zeit abnimmt. 



Graphisches Verfahren. 

Nehmen wir ferner, um ein zweites Beispiel zu haben, 

f (x) = X 2n - 1 

an, so erhalten wir nach Gl. (e) 

t = '; f =--,xt,_x=-x2n • 

Die Schwingungsperiode ist 

89 

(49) 

Der Wert des Integrals hangt hier von der Zahl nab; man sieht ferner, 
daB nur fUr n = 1, d. h. nur fur den Fall einfacher harmonischer Be
wegung, die Peri ode von der Anfangsverschiebung Xo unabhangig wird. 
Fur n = 2 er halten wir 

Damit ergibt Gl. (49) 

T = 5 24t 2 . ...!.. 
, p xo' 

d. h. die Schwingungsperiode ist der Amplitude umgekehrt proportional. 
Derartige Schwingungen entstehen beispielsweise in dem durch Abb. 53 
veranschaulichten Falle, wenn die Anfangsspannung S im Draht gleich 
Null ist. 

Ein allgemeiner Fall liegt vor, wenn f (x) die Gestalt 

f(x) = ax + bx2 + cx3 

hat; die Lasung der Gl. (48) fuhrt in diesem Falle auf elliptische Funk
tionen1 . Doch sind diese Lasungen kompJiziert und fur technische An
wendungen nicht geeignet. Daher entwickeln wir nachstehend einige 
graphische und numerische Verfahren zur Lusung der Gl. (48). 

19. Graphisches Verfahren. 
Die Lasung des durch die Gl. (48) ausgedruckten allgemeinen Pro

blems der pseudoharmonischen Schwingung besteht in zwei Inte
grationen entsprechend den Gin. (b) und (e) des vorigen Paragraphen. 

1 Einige Beispiele dieser Art behandelt G. Duffing: Erzwungene Schwin
gungen bei veranderlicher Eigenfrequenz. Braunschweig 1918. 
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Nur in den seltensten Fallen wird es gelingen, die Integration in ge
schlossener l!'orm auszufiihren, dagegen wird es stets moglich sein, eine 
Naherungslosung auf graphischem Wege zu erhalten, aus der dann die 
Periode der freien Schwingung fiir irgendeine Amplitude mit hinreichen
der Genauigkeit berechnet werden kann. 

In der Abb. 60 moge die Kurve om in einem gewissen MaBstab die 
Wiederherstellungskraft als Funktion der von der Mittellage aus ge
messenen Verschiebung x des Systems darstellen. Nach Gl. (b) des vori
gen Paragraphen erhalt man die GroBe x2 als Funktion der Verschiebung 
x, indem man zur Kurve om die Integralkurve verzeichnet. Diese gra
phische Integration kann folgenderweise ausgefiihrt werden: die stetige 

", 
0, 

Or--'~--------------~--~r-----------~~P--~ 

Abb.60. 

Kurve om wird durch den stufenweise gebrochenen Linienzug abd/hlno 
derart ersetzt, daB die Dreiecke abc und cde, e/g und ghk, klm und mno 
paarweise gleichen Flacheninhalt haben, so daB also die zwischen der 
Abszissenachse und dem Linienzug abd/hln eingeschlossene Flache 
gleich wird der zwischen der Abszissenachse und der Kurve om em
geschlossenen. 

Nun wahle man einen Polabstand Pal von der Lange eins 
in dem OrdinatenmaBstab der Kurve om und ziehe dann die Fahr
strahlen Pa, Pr, Ps. Zieht man dann weiter albl II Pa, bltl II Pr, 
/lll II P s und llOl II Pal' so erhalt man den Linienzug a l bltlll °1 , und 
die Seitenneigungen dieses Polygons sind den entsprechenden Werten 
der durch den Linienzug abd / hln dargestellten Funktion gleich. Dies 
bedeutet, daB albltiliol die der Kurve abdthln entsprechende Integral
kurve ist. Infolge der Inhaltsgleichheit der oben bezeichneten Dreiecks
fhichell (Abb. 61) miissen die Seiten des Polygons albltiliol die Integral
kurve om tangieren, und zwar in den Punkten aI' el , kl und 01. Daher 
steUt die Kurve a l el kl °1 , die den gebrochenen Linienzug a l bl ! III 01 in 
den Punkten aI' ev kl und 01 beriihrt, das Integral der Kurve om dar 
und gibt in einem gewissen MaBstab die Veranderlichkeit der kinetischen 
Energie des Systems wah rend der Bewegung von del' Extremlage (x = xo) 



Graphisches Verfahren. 91 

bis zur Mittelstellung (x = O) wieder. Sind die Ordinaten der Kurve om 
in einem gewissen MaBstab gleich 2 p2f(x}, s. Gl. (b) des vorigen Para
graphen, und der Polabstand Pal im gleichen MaBstab gleich eins, so 
stellen die Ordi-
naten der Kurve 
a1 e1 k1 0 1 , im glei
chen MaBstab wie 
die Verschiebung 
Xo gemessen, die 
GroBe x2 dar. Hier
aus ergibt sich leicht 
die Geschwindig
keit x und die dazu 

f 

p 
. k G ··13 1 OL-_____ ..-L _ _ '--~-----"'~-

rezlpro e ro e i , 1-0' E-----x.------*--J--~ 
worauf die Kurve 
pn aufgezeichnet 

Abb.61. 

werden kann, die die letztere GroBe als }1'unktion von x darstellt 
(s. Abb. 61). Die Zeit, die das System braucht, um von seiner Extrem
lage (x = xo) aus die Mittelstellung (x = O) zu erreichen, ist durch das 
Integral 

darstellbar, s. Gl. (e) des vorigen Paragraphen. Danach kann t durch 
Aufzeichnung der der Kurve pn (Abb.61) zugehorigen Integralkurve 
genau in der gleichen Weise wie oben ermittelt werden. Die End
ordinate of, im gleichen MaBstab wie Xo gemessen, ergibt die Zeit t. 
1st das in Frage stehende System in bezug auf seine Mittelstellung sym
metrisch, so ist die Zeit t gleich der Viertelperiode der freien Schwingung 
fUr die Amplitude xo. Zu beachten ist, daB fUr x = Xo die Geschwindig-

keit x = 0 ist, d. h. in diesem Punkte wird 2.. unendlich groB. Um diese x 
Schwierigkeit zu beseitigen, kann man mit der Aufzeichnung der Inte
gralkurve bei einem gewissen Punkt b beginnen, dessen kleine Koordi
naten x und taus der Annahme bestimmt werden konnen, daB am An
fang die Bewegung langs einer kurzen Strecke x mit einer konstan
ten Beschleunigung von der GroBe p2f(x} erfolgt, s. Gl. (48). Dann ist 

Ll t2 
Lix = 2 p2f (xoJ 

und 

1/ 2 Ll x . 
Lit = r p2f(xo)· 
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Bei der Behandlung der Differentialgleichung der freien pseudo
harmonischen Schwingung kann man sich auch eines anderen von Lord 
Kelvin l entwickelten graphischen Verfahrens bedienen. 1m allgemeinen 
Falle kann die Differentialgleichung der Bewegung in der Form 

x = t (x, t, x) (50) 

geschrieben werden. Die Losung dieser Gleichung ist eine Beziehung, die 
die Verschiebung x als Funktion der Zeit t ausdruckt. Diese Funktion 
kann graphisch durch eine Zeit-Verschiebungs-Kurve dargestellt 
werden (Abb. 62). Soll sich eine bestimmte Losung ergeben, so mussen 

)( 
die Anfangsbedingungen des Systems, d. h. An
fangsverschiebung und Anfangsgeschwindigkeit, 

:\ bekannt sein. Sei beispielsweise x = Xo und 
0 0 : \ x = Xo fUr t = O. Damit sind also die Anfangs-
t '--l?. tXt \ ordinate und die Anfangsneigung der Zeit-Ver-
I --J \ schiebungs-Kurve bekannt. Setzt man die An-
x I', . 

o : '-__ \ fangswerte von x und x in Gl. (50) ein, so kann 
I ! ' man den Anfangswert von x berechnen. Jetzt 
t ..... _--t: __ -'-I,-i-f. ergibt sich aus der bekannten Gleichung 

(a) 

Abb.62. der Krummungsradius eo am Anfang der Zeit-
Verschiebungs-Kurve. Mit diesem Radius kann 

ein kleiner Bogen aOal der Zeit -Verschiebungs-Kurve als Kreis
bogen gezeichnet werden (Abb.62); auf diesem Wege erhalt man 
fur einen neuen Punkt al der Kurve die Werte der Ordinate x = Xl 

und der Neigung x = Xl; mit diesen der Zeichnung entnommenen 
Werten laBt sich der entsprechende Wert von x aus der Gl. (50) 
berechnen. Hierauf folgt wieder aus Gl. (a) die GroBe des zugehorigen 
Kriimmungsradius e = el' und damit kann das nachste Element al a2 
der Kurve gezeichnet werden. Setzt man das Verfahren wie beschrie
ben fort, so erhalt man graphisch den Funktionalzusammenhang 
zwischen Zeit und Weg. Die hierbei vorkommenden Rechnungen konnen 
manchmal vereinfacht werden, indem man den Neigungswinkel der Tan
gente der Zeit-Verschiebungs-Kurve einfiihrt. Bezeichnet man diesen 
Winkel mit 0, so wird 

x= tgO und x =/(x,t,tg()). 

1 Siehe Lord Kelvin: On Graphic Solution of Dynamical problems. Phil. 
}Iag.34 (1892). Die Beschreibung dieses wie vcrschiedener anderer graphischer 
Verfahren zur Integration von Diffcrentialglcichungen findet man bei W. Hort: 
Die Differentialgleichungen des Ingenieurs, 2. Aufl. Berlin 1925. Dieses Buch enthiilt 
auch Anwendungen dieser Verfahren auf die J.ijsung technischer Probleme. Siehe 
auch K. v. Sanden: Praktische Analysis. 
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Damit folgt aus der Gl. (a) 

• (1 + tg20)' e= t(x, t, tgO) 
I 

00S30 t(x, t, tgO) 
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(b) 

Die Quadratwurzel wird hier positiv eingefUhrt, so daB das V orzeichen 
von emit dem der GroBe x identisch ist. 1st x negativ, so muB der 
Kriimmungsmittelpunkt so liegen, daB die Kurve nach oben konvex 
wird (Abb. 62). 

1m FaIle freier Schwingung nimmt die Gl. (50), wenn man die 
Dampfung vernachlassigt, die durch die Gl. (48) gegebene Gestalt an 
und die oben beschriebene graphische Integration wird sehr einfach, da 
die Funktion f in diesem Fall nur von del' GroBe del' Verschiebung x 
abhangt. Nimmt man als Anfangsbedingungen 
x = Xo und x = 0 fiir t = 0 an, so erhalt man all
gemein eine Zeit-Verschiebungs-Kurve nach Abb. 63. 
Wonn das System in bezug auf die Mittelstellung 
symmetrisch ist, so ergibt der Sohnitt dieser Kurve 
mit del' t-Aohse die Eigenschwingungsperiode 7: des 
Systems. Die GroBe von 7: kann in dieser Weise stets 
mit fiir praktische Anwendungen hinreichender 

~ f' 

t i,' t 
IE! ,'~--i 
:n" ,/ 
: t"o/ , , , ' 
I ' 

Abb.63. 

Genauigkeit ermittelt werden. So stellt beispielsweise Abb. 63 den Fall 
einer einfachen harmonischen Schwingung dar gemaB der Gleichung 

deren genaue Losung auf 
2n 

7:=-
P 

fiihrt. Dagegen ergibt Gl. (b) fUr diesen Fall 

1 
e = cOs"O-' p2 x' (b' ) 

Die Anfangsverschiebung Xo ist in Abb. 63 zu 20 Langeneinheiten und 
eo zu 100 Langeneinheiten angenommen worden. Damit erhalten wir aus 
der Gl. (b ' ) fiir e = 0 

1 ,---
- = V20·lOO = 44,7 Einheiten. 
p 

(c) 

I 
Die GroBe p hat die Dimension einer Zeit und die durch Gl. (c) gegebene 

Lange ist zur Bestimmung der Periode nach Abb. 63 zu benutzen. Durch 
Abgreifen erhalten wir namlich aus diesel' Figur 

: = 69,5 Einheiten 
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oder durch Benutzung von (c) 
I 4 . 69,5 6,22 

r=-·----=-
p 44,7 p' 

Nimmt man also beim graphischen Verfahren nur 7 Intervalle, so wird 
die Losung bis auf 1 % genau. 

20. Numerische Losung. 
Die Untersuchung pseudoharmonischer Schwingungen nach den 

Gin. (48) u. (50) kann auch auf numerischem Wege erfolgen. Ais Beispiel 
erortern wir hier den Fall freier Schwingungen ohne Diimpfung. Die ent
sprechende Differentialgleichung ist 

x + p2 f (x) = O. (a) 
die Anfangsbedingungen mogen lauten 

x = Xo, X = 0 fur t = O. (b) 
Substituiert man Xo fur x in die Gl. (a), so ergibt sich del' Betrag von xo' 
Unter Benutzung des Wertes xo, del' Beschleunigung im Augenblick 
t = 0, kann man dieWerte von Xl und Xl' d.h. die Geschwindigkeit und 
die Verschiebung in einem Augenblick t = tl in del' Umgebung des Zeit
punktes t = 0 berechnen. Das kleine Zeitintervall zwischen t = 0 und 
t = tl bezeichnen wir mit L1 t. Die Naherungswerte von Xl und Xl erhalt 
man dann aus den Gleichungen 

. ~+~A xl=xo+ioLlt; XI =XO+-2 --LJt. (c) 

Wi I'd der Wert Xl von x in die Gl. (a) substituiert, so ergibt sich der 
Wert von Xl' Unter Benutzung dieser letzteren GroBe kann man bessere 
Naherungswerte fur Xl und Xl aus den Gleichungen 

(d) 

berechnen. Eine weitere Verbesserung des Naherungswertes fur Xl er
halt man jetzt durch Einsetzen des zweiten Naherungswertes von Xl 

nach Gl. (d) in die Gl. (a). Hierauf konnen wir in einem zweiten Schritt 
unter Benutzung del' Werte xl> Xl und Xl die Werte X 2 , :(2 und x2 fUr den 
Zeitpunkt t = t2 = 2,1 t genau in del' oben beschriebenen Weise be
reehnen. Nimmt man die Intervalle ,1 t hinreichend klein und fiihrt 
die Berechnung zur Gewinnung der zweiten Naherungen fur jeden Wert 
von t zweimal dureh, wie oben erklart, so hat man hierin ein numerisches 
Integrationsverfahren, das fUr praktisehe Anwendungen stets ge
nugend genaue Resultate liefert!. 

1 Dieses Verfahren kann auch bei Differentialgleichungen von allgemeinerem 
Typus, wie 7.. B. G!. (50), bcnutzt werden. Del' Verfasser bediente sich diesel' Me
thode in erfolgreicl1C'r -Weise bei del' Behandlung des Problems dm Spannungs
verteilung in rotierenden Schciben (s. Bel'. d. Techno!. lnst. St. Petersburg 1912). 



Numerische Losung. 95 

Um das Berechnungsverfahren an einem Beispiel zu zeigen und dem 
Leser eine gewisse Vorstellung von der Genauigkeit der Methode zu ver
mitteln, behandeln wir nachstehend den Fall einfacher harmonischer 
8chwingungen, deren Bewegungsgleichung 

x + p2X = 0 

Iautet. Die genaue Losung dieser DifferentiaIgIeichung fur die Anfangs
bedingungen (b) ist 

x = xocospt; i; = - xopsinpt. (e) 

Die Zahlenwerte der numerischcn Integration sind in der nachstehenden 

Tabelle zusammengestellt. Die Zeitintervalle wurden zu _1 t = -i;p an

genommen. Erinnert man sich, daB die 8chwingungsperiode im betrach

teten Falle gleich T = ~:: ist, so sieht man, daB das gewahlte Intervall LI t 
p 

annahernd gleich ist cinem 8echstel der Viertelperiode : . Die zweite 

Zeile der Tabelle gibt die Anfangsbedingungen an. Die ersten Kaherungen 

fur Xl und Xl fur den Zeitpunkt t = LI t = 41P wurden mit Hilfe der 

GIn. (c) erhalten. Die ermitteIten Zahlen sind in der dritten Zeile der 
Tabelle gegeben. Verbesserte Naherungswerte fur die GroBen Xl und Xl 

werden hierauf aus den GIn. (d) gewonnen; die Resultate sind in der 

Tabelle 1. Zur numerischen Integra tion. 

x :i; x 
sin p t t - -~-

p2xo 
cos P t 

Xo pXo 

0 1,0000 0,0000 -1,0000 1,0000 0,0000 
Lit 0,9687 - 0,2500 - 0,9687 
Lit 0,9692 - 0,2461 - 0,9692 0,9689 0,2474 

2 LI t 0,8774 - 0,4884 - 0,8774 
2 LI t 0,8788 - 0,4769 - 0,8788 0,8776 0,4794 
3 LI t 0,7321 - 0,6966 - 0,7321 
3 LI t 0,7344 - 0,6783 - 0,7344 0,7317 0,6816 
4 LI t 0,5419 - 0,8619 - 0,5419 
4 LI t 0,5449 - 0,8378 - 0,5449 0,5403 0,8415 
5 Lit 0,3184 - 0,9740 - 0,3184 
5 LI t 0,3220 - 0,9457 - 0,3220 0,3153 0,9490 
6At 0,0755 - 1.0262 - 0,0755 
6 LI t 0,0794 - 0,9954 - 0,0794 0,0707 0,9975 
7 LI t - 0,1719 - 1,0153 + 0,1719 
7 LI t - 0,1680 - 0,9838 + 0,1680 - 0,1782 0,9840 

vierten Zeile der Tabelle untergebracht. In dieser Weise wurde die ganze 
Tabelle hergestellt. In den Ietzten zwei Kolonnen sind die Werte von 
sin pt und cospt gegeben, denen die genauen Losungen nach (e) 
proportional sind, so daB die Tabelle einen 8chiuB uber den Ge-
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nauigkeitsgrad der vorangehendcn Rechnungen ermogJicht. Wir sehen, 
daB die berechneten Geschwindigkeiten stets sehr genau sind. Der groBte 
Fehler bei der Berechnung der Verschiebung findet sich in der letzten 
Zeile der TabeHe und betragt ca. 1 % der Anfangsverschiebung XO' 

Diese Resultate ergaben sich bei der Unterteilung einer Viertel
periode in nur 6 Intervalle. Bei einer feineren Unterteilung kann die Ge
nauigkeit erhoht werden, doch wird dabei auch die Rechenarbeit erheb
lich vermehrt. 

Mit Hilfe der Tabelle kann auch die Schwingungsperiode berechnet 
werden. Aus der ersten und zweiten Kolonne ist ersichtlich, daB fur 
t = 6 LI t die Zeit-Verschiebungs-Kurve eine positive Ordinate gleich 
0,0794 Xo hat. Fur t = 7 LI t ist die Ordinate der gleichen Kurve negativ 
undgleich -0,1680 xO. Der Schnittpunkt der Zeit-Verschiebungs-Kurve 
mit der t-Achse ergibt eine Zeitstrecke gleich der Viertelperiode der 
Schwingung. Mit Hilfe einer linearen Interpolation ergibt sich diese Zeit 
aus der Gleichung 

1 0,0794 6,32 1,58 
4· = 6L1t + Lit 0,0794 + 0,1680 = 6,32L1t = 4P = p' 

D W · V· 1 . d d S h . . t:n 1,57 er genaue ert emer lerte perlO e er c wmgung IS 2p = P-
Man sieht, daB die angegebene Naherungsberechnung der Schwingungs
periode mit einem Fehler, kleiner als 1 %, behaftet ist. Das Beispiel zeigt 
den groBen Nutzen der beschriebenen numerischen Methode bei der Be
rechnung der Schwingungsperiode von Systemen, deren Elastizitat mit 
der Verschiebung veranderlich ist. 

21. Erzwungene pseudoharmonische Schwinguugen. 

Wir denken uns ein System, dessen Steifigkeit mit der Ver
schiebung veranderlich ist. Dieses System moge unter der Einwirkung 
einer periodischen Kraft, proportional sin m t, stehen. Dann gilt fiir die 
erzwungenen Schwingungen anstatt der Gl. (48) folgende Gleichung: 

:i + p2/(X) = asinmt. (51) 

1m nachstehenden behandeln wir den Spezialfall eines Systems, fUr 
das die Gl. (51) die Gestalt 

:i + p2 X - Y X3 = a sin m t ( 62) 

annimmt. Dieses System ist symmetrisch in bezug auf seine Mittel
steHung, was daraus zu ersehen ist, daB bei der Vertauschung von x 
mit - x der Betrag der Wiederherstellungskraft unverandert bleibt. 
Die freien Schwingungen dieses Systems konnen mit Hilfe eines der oben 
beschriebenen Verfahren untersucht werden nnd man kann zeigen, daB 
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im FaIle eines positiven y die Schwingungsperiode des Systems mit 
wachsender Amplitude zunimmt. Zu beachten ist, daB G1. (52) nicht 
linear ist; man kann daher ihr allgemeines Integral nicht in der Weise 
erhalten, daB man den freien Schwingungen die durch eine Partikular
losung der G1. (52) dargestellte erzwungene Schwingung superponiert. 
Aus dem gleichen Grunde kann, wenn statt einer sinusformigen Kraft 
a sinmt eine kompliziertere, durch eine Fouriersche Reihe darstellbare 
Kraft auf das System einwirkt, die entstehende Bewegung nicht mit 
Hilfe einfacher Superposition der Bewegungen erhalten werden, die 
durch die einzelnen sinusformigen Glieder der Reihe bedingt sind. 

Eine allgemeine Losung der G1. (52) ist nicht bekannt, so daB man 
beim Studium der erzwungenen Schwingungen irgendeine Naherungs
methode benutzen muO. Die oben bei der Untersuchung der freien 
Schwingungen benutzten graphisch-analytischen Verfahren konnen auch 
hier zur Anwendung gebracht werden, doch ist die stufenweise Inte
gration zu miihevoll und nicht genau genug, wenn mehrere Umlaufe 
untersucht werden miissen, um die Veranderlichkeit der Amplitude der 
erzwungenen Schwingungen mit der Zeit zu ermitteln. Ein besseres Re
sultat ergibt sich bei der Benutzung der Methode sukzessiver Approxi
mationen, die jetzt erortert werden solI. 

Betrachten wir zunachst den Fall einfacher harmonischer Bewegung, 
in dem also y in G1. (52) gleich Null wird. Die Bewegungsgleichung geht 
dann iiber in 

x+p2x=asinmt 
oder 

x = _p2 X + a sin m t. (a) 

Wir wollen hier nicht auf die Anfangsbedingungen eingehen und nehmen 
als erste Naherungslosung der G1. (a) den Ausdruck 

Xl = A sinmt (b) 

an. Setzt man dies in die rechte Seite der G1. (a) ein, so ergibt sich fol
gende Gleichung zur Berechnung der zweiten Approximation: 

d2 X2 _ ( 2A) . d t2 - a - p SIn m t , 

woraus folgt 

(c) 

Die willkiirliche Konstante A ist nun so zu wahlen, daB die Schwingungs
amplituden Xl und X 2 einander gleich werden.; dies fiihrt auf 

A p2_ a 
A = m 2 , 

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 7 
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woraus 
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A= __ a_ 
p2 _ m2 (d) 

in Ubereinstimmung mit der genauen Losung fur den Fall erzwungener 
harmonischer Schwingungen, s. Gl. (19), S. II. 

In analoger Weise wollen wir auch im allgemeinen Falle der Gl. (52), 
in dem y 9= 0 ist, verfahren und fuhren 

Xl = A sin m t 

als erste Naherungslosung der Differentialgleichung ein. Damit ergibt 
sich zur Berechnung der zweiten Niiherung nach Gl. (52) die Beziehung 

d;;2 = _ p2Xl + yx~ + a sin mt = (a - Ap2)sinmt + A3y sin3mt. (e) 

Dnter Benutzung der Identitiit 

sin3 m t = ~ (3 sin m t - sin 3 m t) 

erhiilt man durch Integration der Gl. (e) 

1 A 2 1l A3' A3 Y . 
X 2 = m" ( p - a - 4, y) sm m t + 36m2 sm 3 m t . 

Jetzt bestimmen wir die willkiirliche Konstante A derart, daB die Ampli
tude der Grundschwingung bei der ersten und zweiten Niiherung 
gleichen W ert hat; dies gi bt 

1 
m2 (Ap2 - a -iA3 y) = A 

und wir erhalten 
a + A(m2 - p2) = -iA3 y . (53) 

Die zweite Niiherung lautet demnach 

A . + A3 y . 3 
X 2 = sm m t 86-m2 sm m t , (54) 

worin A aus der kubischen Gl. (53) zu berechnen ist. 
Mit diesem Resultat kann man aus Gl. (52) die dritte Niiherung er

halten usw. Dieses Verfahren der sukzessiven Approximationen grumlet 

sich auf die Annahme, daB die GroBe Y2 A 2 gegen 1 klein ist, doch zeigt 
m 

eine eingehende Betrachtung uber die Konvergenz des er6rterten Be
rechnungsprozessesl, daB die Niiherungsl6sung (54) fur technische An
wendungen stets hinreichend genau ist. 

1 Das Problem der freien und erzwungencn pseudoharmonischen Schwingungcn 
jst im Werke von Georg Duffing, Erzwungcne Schwingungen bei veranderlicher 
Eigenfrcquenz, Braunschweig 1918, behandelt. Siehe auch R. Riidenberg: 
Einige unharmonischc Schwingungsformen mit groDer Amplitude. Z. ang. Math. 
Mech.3, 454 (1923). 
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Die Auflosung der kubischen Gl. (53) geschieht vorteilhafterweise 
auf graphischem Wege. Schreibt man die Gleichung in der Form 

( m2) a 3 Y 3 
A 1----:p2 -1J2=41J2A , 

so ergeben sich 
geraden Linie 

die Wurzeln als die Abszissen der 

mit der kubischen 

(53') 

Schnittpunkte der 

(f) 

3 'J 

Y = 4 ~2A3. (g) 

Die beiden Linien sind in Abb. 64 eingetragen. 
Die drei Geraden 0 B, 00 und 0 D entsprechen den dnii verschiedenen 

Beziehungen zwischen m und p in Gl. (f) bei einem festgehaltenen Werte 

von a2 • Wenn eine Schwingung von sehr kleinerAmplitude entsteht, so 
'P 

ist die Verschiebung x sehr klein, und das Glied mit x 3 in Gl. (52) darf 
vernachlassigt wer- :J 

den. In diesem FaIle 
ergibt sich eine ein
fache harmonische 
Bewegung mit der 

Periode T = 2 n. Die 
p 

gerade Linie 0 B in 
Abb. 64 entspricht 
dem Fall, daB die 
Frequenz der Sto
rungskrafthoher liegt 
als die Frequenz die
ser harmonischen Be
wegung (m > pi. Aus 
der Zeichnung ist er
sichtlich, daB hierfiir 
nur ein Schnittpunkt 

Abb.64. 

vorhanden ist, der die Amplitude der erzwungenen Schwingung voll
standig bestimmt. Diese Amplitude nimmt ab mit wachsender Frequenz 

der Storungskraft, d. h. mit wachsendem Wert von m. p 
1m :Falle m = p ist gieichfalls nur eine reelle Losung moglich. Die 

entsprechende Schwingungsamplitude ergibt sich wieder als Abszisse 
des Schnittpunktes der Linie 00 mit der kubischen Parabel. 

Betrachten wir nun den Fall m < p. Hierfiir moge 0 D die durch 
Gl. (f) gegebene gerade Linie darstellen. Der Schnittpunkt dieser Linie 

7* 
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mit der A-Achse ergibt sich aus der Gleichung 

zu 

( m2) a 11-- A--=O \ p2 p2 

a 
A =-2--2-

p -m 

Dies ist die Amplitude einer einfachen harmonischen Bewegung, siehe 
GL (d), und im Fall kleiner Amplituden unterscheidet sich dieser Wert 
nur wenig von der Wurzel Al der kubischen Gl. (53). Dies bedeutet, daB 
unter der Einwirkung einer sehr kleinen Stcirungskraft Schwingungen 
entstehen, die sich nur wenig von einer einfachen harmonischen Be
wegung unterscheiden. Nun wollen wir uns vorstellen, daB die Storungs
kraft dem Betrage nach, d. h. die GroBe a, bei festgehaltener Fre
quenz allmahlich anwachst. Die Gerade OD verschiebt sich dann parallel 
zu sich selbst nach unten, also z. B. in die Lage 1-1 der Abb. 62. Die 
Amplitude der erzwungenen Schwingung wachst gleichfalls an. Aus der 
Abbildung ersieht man, daB das allmahliche Anwachsen der Kraft bis 
zu einer gewissen Grenzlage der erwahnten Geraden moglich ist; diese 
Grenzlage ist durch die Gerade 2-2 dargestellt, die den positiven Ast 
der kubischen Parabel beriihrt. Nach Uberschreitung dieser Grenzlage 
werden die Wurzeln Al und A2 imaginar und die Amplitude der erzwun
genen Schwingung ist dann durch die dritte Wurzel A3 gegeben, die dem 
Schnittpunkt der geraden Linie mit dem negativen Ast der kubischen 
Parabel entspricht. Angestellte Versuche 1 haben gezeigt, daB bei einem 
allmahlichen Anwachsen der Storungskraft Schwingungen entstehen, 
die der Wurzel Al (Abb.64) entsprechen. Nach Uberschreitung der 
durch die Gerade 2-2 dargestellten Grenzlage sind die der Wurzel Al 
entsprechenden Schwingungen durch Dampfung zum Verschwinden ge
bracht und es beginnt eine neue Schwingungsbewegung mit einer Phasen
verschiebung gleich n und einer durch die Wurzel A3 gegebenen Ampli
tude. 

Zu beachten ist, daB das oben beschriebene Verfahren auch bei 
der Untersuchung freier pseudoharmonischer Schwingungen mit Vor
teil benutztwerden kann. Hierzu ist es nul' notwendig, in unserer obigen 
Betrachtung a = 0 zu setzen. Dann fallt del' Punkt 0 del' Abb.64 

1 Sehr wichtige expcrimentclle Untersuchungen tiber pseudoharmonische 
Schwingungen wurdcn von O. Martienssen durchgeftihrt (Phys. Z. 1910, 48). 
Er hat als erster auf versuchsma13igem Wege gezeigt, daB im Falle pseudoharmo
·nischer Schwingungen eine und dieselbe Storungskraft erzwungene Schwin
gungen von zwei voneinander getrennt liegenden verschiedenen Amplituden 
erzeugen kann. Einige an einem Pendel ausgcftihrte Versuche tiber pseudo
harmonische er7.wungene Schwingungcn beschreibt G. Duffing in seincm obcn 
erwahntcn 'Yerke. 
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mit dem Koordinatenursprung zusammen. FUr irgendeine fUr das 
betrachtete System mogliche Schwingungsfrequenz (0 < m < p) kann 
die gerade Linie 

konstruiert werden. Die Abszisse des Schnittpunktes dieser Geraden 
mit der kubischen Parabel nach Gl. (g) ergibt dann die entsprechende 
Amplitude der freien Schwingung des Systems. 

Aus dieser Erorterung geht hervor, daB man mit Hilfe der Methode 
der sukzessiven Approximationen eine Losung der Gleichung fUr er
zwungene pseudoharmonische Schwingungen erhalten kann, die die 
gleiche Periode hat wie die StOrungskraft. Die Amplitude dieser Schwin
gung bleibt stets endlich, und eine Erscheinung, die im Falle har
monischer Schwingungen als "Resonanz" bekannt ist, tritt bei Systemen 
mit variabler Elastizitat nicht auf. Wenn der Begriff der Resonanz fUr 
solche Systeme auf den Fall m = p angewandt wird, so kann man 
sagen, daB in diesem Falle und stets dann, wenn die Frequenz der 
StOrungskraft groBer ist als die der "Resonanz", die Schwingungs
amplitude eine bestimmte GroBe hat. 1m Falle m < p kann unter ge
wissen Umstanden ein groBer Sprung in der Amplitude und im Nacheil
winkel der erzwungenen Schwingung eintreten, namlich entsprechend 
dem p16tzlichen Sprung von P auf Q in der Abb. 64. Um einen stabilen 
Zustand herzustellen und die Moglichkeit starker Amplitudenschwan
kungen der erzwungenen Schwingungen zu beseitigen, muB man m ent
weder groBer als p oder um ein Vielfache3 kleiner als p wahlen. Aus der 
Abb. 64 kann man ersehen, daB, wenn sich m von p stark unterscheidet, 
die die Amplitude der erzwungenen Schwingunge.n kennzeichnenden 
Schnittpunkte auf dem flachen Teil der kubischen Parabel angeord
net sind; der Bewegungstypus unterscheidet sich dann wenig von der 
einfachen harmonischen Schwingung. 

22. Quasiharmonische Schwingungen. 

Bei einer gewissen Art von technischen Problemen ist das schwin
gende System durch eine von der Zeit abhangige Steifigkeit gekenn
zeichnet. Die Bewegung solcher Systeme wird als quasiharmonisch 
bezeichnet; sie kann durch eine Gleichung von der Form 

X + 2 n x + p2 X = t (t) , 

worin die Steifigkeit p2 oder der Dampfungsfaktor 2n periodische 
Funktionen der Zeit sind, dargestellt werden. Diese Schwingungsform 
wollen wir nun an einigen Beispielen studieren und insbesondere das 
Schwingungsproblem bei einem gewissen Typus elektrischer Lokomo
tiven ausfiihrlich behandeln. 
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Ein einfaches Beispiel bieten die Schwingungen eines Pendels von 
veriinderlicher Lange I. Abb. 65 steUt ein solches Pendel dar, das unter 
der Einwirkung einer an der Schnur OA angreifenden Zugkraft T 

t Langenanderungen erleidet. Die Differentialgleichung 
der Bewegung laBt sich aus dem Satz von der zeit
lichen Anderung des Momentes der BewegungsgroBe 

-E~~3-~x W 
ableiten. Die BewegungsgroBe der Masse - kann in 

g 
zwei Komponenten zerlegt werden, von denen die eine 
in die Richtung der Schnur OA faUt und die andere 
darauf senkrecht steht. Bei der Berechnung des Mo
mentes der BewegungsgroBe in bezug auf den Punkt 0 
kommt es nur auf die zweite Komponente an, und 

Abb.65. diese ist gleich W 18. Die zeitliche Ableitung des Mo-
g 

mentes der BewegungsgroBe muB dem Moment der auBeren Krafte in 
bezug auf den Punkt 0 gleich sein. Hieraus folgt die Gleichung 

:t (: [2 e) = - W [ sin () 

oder 
., 2 dl· g. e +- - e + - sm () = 0 1 dt 1 . (55) 

1m FaIle kleiner Schwingungsamplituden kann man sin () m Gl. (55) 
durch e ersetzen, und erhalt damit 

(55') 

Vergleicht man diese Gleichung mit der Gl. (25) fUr gediimpfte Schwin

gungen, so sieht man, daB das Glied mit der Ableitung ~~ an Stelle des 

Gliedes tritt, das den EinfluB der Diimpfung in der Gl. (25) darstellt. 
Durch passende Anderung der Liinge [ mit der Zeit kann derselbe 
Effekt erzielt werden wie mit "negativer Dampfung". In einem 
solchen Faile tritt beim System eine fortschreitende Energieansamm
lung an Stelle einer Energiezerstreuung ein und die Schwingungsampli
tude des Pendels nimmt mit der Zeit zu. Es ist leicht zu sehen, daB 
eine solche Energieansammlung von der Arbeit herriihrt, die von der 
Zugkraft T bei der Variation der Pendellange [ verrichtet wird. Man 
kann sich verschiedene Verfahren zur Anderung der Pendelliinge [ 
denken, die zu einer Energieansammlung im schwingenden System 
fiihren. 

Als Beispiel diene der in Abb. 66 zum Ausdruck gebrachte Fall, 

veranschaulicht durch Diagramme der Winkelgeschwindigkeit :~-~ und 
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der Geschwindigkeit ~~ der Langenveranderung des Pendels in Ab

hangigkeit von der Zeit. Die Periode der Langenanderung des Pendels 
ist halb so groB angenommen wie die 
der Pendelschwingung und die Kurve 

der Werte ~~ ist gegeniiber der Kurve t 
dO O~~~~~~r-~~~h-

der Werte df derart angeordnet, daB der 

maximale Betrag der negativen Damp
fungswirkung zeitlich mit der maximalen 
Geschwindigkeit zusammenfallt. Dies be

Abb.66. 

deutet, daB eine Verminderung der Lange 1 einzutreten hat, wenn 

die Geschwindigkeit ~~ groB ist, ein Anwachsen der Lange 1 dagegen, 

wenn die Geschwindigkeit verhaltnismaBig gering ist. Bedenkt man, 
daB die Zugkraft T gegen die Radialkomponente des Gewichtes W und 
die Zentrifugalkraft wirkt, so ist es leicht zu sehen, daB in dem durch 
Abb.66 veranschaulichten Fane die von der Kraft T wahrend der 
Langenverminderung des Pendels geleistete Arbeit groBer sein wird 
als die bei zunehmender Lange 1 wiedergewonnene Arbeit; der Arbeits
iiberschuB vergroBert die Schwingungsenergie des Pendels. 

Die Berechnung der Energiezunahme des schwingenden Pendels 
wird besonders einfach in dem durch Abb. 67 veranschaulichten FaIle. 
Es ist hier angenommen, daB die Pendel
lange um den Betrag L1l plotzlich abnimmt, 
wenn sich das Pendel in seiner Mittellage 
befindet, und daB sie um den gleichen Be
trag plotzlich wieder zunimmt, wenn sich 
das Pendel in einer der beiden Extremlagen 
befindet. Die Kurve, die hierbei von der 

Masse W beschrieben wird, ist in der Figur 
g 

durch die ausgezogene Linie dargestellt. Abb.67. 

Die Masse fiihrt zwei volle Schwingungen wahrend einer Pendelschwin
gung aus. Wahrend der Verkiirzung der Pendellange 1 wird die Arbeit 

(a) 

geleistetl. Hierin bedeutet v die Geschwindigkeit der Pendelmasse W 
g 

in der Mittellage. Die in den Extremlagen des Pendels wiedergewonnene 
Arbeit ist 

W .11 cos OC. (b) 

1 Bei dieser Berechnung wird die Anderung der Fliehkraft bei der Verkiir
zung der Pendellange vernachlasRigt. 
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Der Energiegewinn bei einer vollen Pendelschwingung ist 

Ll E = 2 { ( W + : ~2) Ll1 - W Lll cos o:} . 

Fiihrt man hierin 
v2 = 2(11(1 - coso:) 

ein, so wird 
L1 E = 6 W Ll1 (1 - cos 0:) . (c) 

Infolge dieser Energiezunahme tritt in dem durch Abb. 67 dargestellten 
FaIle eine fortschreitende VergroBerung der Amplitude der Pendel
schwingung ein. 

Ein anderes Beispiel bietet die Betrachtung der Biegungsschwin
gungen eines rotierenden Stabes mit einer Randlast W (Abb. 68). Diese 
Anordnung entspricht der iiblichen Art der Beanspruchung eines in 
der Festigkeits-Priifmaschine eingespannten Stabes Wenn die Bie-

A B ist, so bleibt die Durchbiegung ~ 
gungssteifigkeit des Stabes in 
allen Axialschnitten die gleiche 

x ol' am Ende B bei der Drehbewegung 
konstant, und Schwingungen 
treten nicht ein. 

Abb.68, 

Nun wollen wir aber anneh
men, daB die Haupttragheits
momente I x und I y des Stab

guerschnittes verschieden sind (Abb.68b). Dann wird die statische 
vertikale Durchbiegung des Stab en des B von der GroBe des Winkels (X 

zwischen der Lastrichtung und der x-Achse abhangig sein, und man 
kann sie durch den Ausdruck 

(d) 

darstellen. Infolge dieser Veranderlichkeit der vertikalen Durchbiegung 
wird die Frequenz der freien vertikalen Schwingung der am Ende B 
des Stabes A B befestigten Last von der GroBe des Winkels (X ab
hangen. 

Jetzt wollen wir annehmen, daB der Stab AB mit einer konstanten 
Winkelgeschwindigkeit w rotiert. Dann diirfen wir (X = wt in Gl. (d) 
setzen und die Federungszahl im FaIle yertikaler Schwingung der 
Last TV wird nach Gl. (d) 

(e) 

d. h. die Pederungszahl ist eine periodische Funktion der Zeit von einer 
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Frequenz, die doppelt so groB ist wie die Frequenz der Drehbewegung 
des Stabes. An einer Vorrichtung der beschriebenen Art wurde mit 
Iy = 0,84 I r eine Reihe von Versuchen durchgefiihrt und es wurde 
gefunden, daB es zwei kritische Drehgeschwindigkeiten gibt, bei denen 
groBe vertikale Schwingungen der Last W entstehen. Die Ergebnisse 
eines derartigen Versuchs sind in Abb. 69 veranschaulicht. In dieser 
Abbildung ist die Schwingungsampli
tude als Funktion des Gewichtes W 
bei einer konstant gehaltenen Dreh
geschwindigkeit des Stabes von 
1300 Umdrehungen pro Minute dar
gestellt. Es ergaben sich zwei kri
tische Gebiete. Die Resonanzschwin
gungen mit dem grol3eren Gcwicht 
entsprechen del' Eigenfrequenz del' 
vertikal gerichteten Schwingung des 
am Stabe befestigten Gewichtes, 

120// ~t.5'fcm 
1 P/lIflti-Qij53kg 

1300 Umdr: pro Mifl. 

18 36 5~ 
8e/{lstung in Pfund 

Abh.69. 

72 

wenn man als Tragheitsmoment des Stabquerschnittes den .Mittelwert 
zwischen den beiden Extremwerten des Tragheitsmomentes einfiihrt. 
In diesem FaIle kommen zwei volle Perioden del' veranderlichen 
Biegungssteifigkeit auf eine Schwingungsperiode. Das andere kritische 
Gebiet (W kr = ein Viertel des zuerst erwahnten Gewichtes) entspricht 
einer Eigenfrequenz des Gewichtes von 2600 Perioden in der Minute. 
In diesem FaIle kommt eine Periode der veranderlichen Biegungs
steifigkeit auf eine Schwingungsperiode. 

Schwingungen ahnlicher Art konnen in rotierenden Korpern von vcr
anderlicher Biegungssteifigkeit auftreten, beispielsweise in einem Zwei
polrotor eines Turbogenerators. Die Durchbiegung eines solehen Rotors 
unter del' Einwirkung seines eigenen Gewichtes variiert wahrend der 
Drehung und bei einer gewissen Geschwindigkeit entstehen infolge 
dieser veranderlichen Biegsamkeit heftige Schwingungen. 

23. Schwingungen im Kuppelstallgenantrieb bei elektrischen 
Lokomotiven. 

Allgemeines. Ein auBerst wichtiges technisches Beispiel quasi
harmonischer Schwingungen bieten die elektrischen Lokomotiven mit 
Kuppelstangenantrieb. Die Elastizitat des Systems zwischen der 
Motorwelle und den Antriebsachsen hangt von der Kurbelstellung 
ab und ist bei der gleichformigen Bewegung del' Lokomotive gewohnlich 
eine komplizierte Funktion, deren Periode einer Umdrehung der An
triebsachsen entspricht. Wir sahen im vorangehenden Paragraphcn, 
daB solche Systeme von veranderlicher Elastizitat unter gewissen Be-
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dingungen in den Zustand heftiger Schwingungsbewegung geraten 
konnen. Da solche Schwingungen bei den schweren rotierenden Massen 

~ 11111111Il*~ @ 
des Motors Schwankungen der 
Winkelgeschwindigkeit erzeugen, 
so entstehen im Triebwerk der 
Lokomotive groBe dynamische 
Zusatzkrafte. Manche Betriebs
storungen, besonders in der 

Abb.70. 

friiheren Bauperiode der elektrischen Lokomotiven, miissen auf diese 
dynamische Ursache zuriickgefiihrt werden 1. 

Veriinderliche Elastizitiit des Kuppelstangenantriebes. Um zu zeigen, 
wie die Elastizitat eines Kuppelstangenantriebes bei einer Umdrehung 
des Motors variiert, wollen wir hier ein einfaches Beispiel, veranschau
licht durch Abb. 71, behandeln. Am Rotor moge ein Torsionsmoment M T 

1 

Triebracl 

z 

Abb.71. 

angreifen, das sich 
durch die Motorwelle 
00, die Kurbeln 01 
und ° 2 und die Kup
pelstangen 11 und 2 2 
auf die Treibachse 0101 
iibertragt. Betrachten 
wir nun den Winkel, 

um den sich der Rotor gegeniiber der Treibachse 0 10 1 in seiner Dreh
richtung infolge der Verdrehung der Welle 00 und der Deformation 
der Kuppelstangen verschiebt. Sind M~ und M~ die Torsionsmomente, 
die durch die Kuppelstangen 11 bzw. 22 auf die Treibachse iibertragen 
werden, so ist zunachst 

MT=M~+M~. (a) 

1st Kl die Federungszahl fiir das Wellenende OA, so ist der Verdrehungs
winkel am Motor infolge der Wellentorsion gleich 

(b) 

Jetzt berechnen wir die Winkelanderung Ll2 cp infolge der Verkiirzung 
der Kuppelstange 11. Sei 8 1 die Druckkraft in der Kuppelstange, 

1 Die wichtigsten Arbeiten iiber Schwingungserscheinungen bei elektrischen 
Lokomotiven sind: 1. Meil3ner, Prof. E.: Uber Schiittelerscheinungen in Syste· 
men mit periodisch veranderlicher Elastizitat. Schweiz. Bauzg. 72, 95 (1918). 
2. Miiller, K. E.: Uber die Schiittelschwingungen des Kuppelstangenantriebes. 
Schweiz. Bauzg. 74, 141 (1919).3. Dreyfus, L.: Eigenschwingungen von Systemen 
mit periodisch veranderlicher Elastizitat. A. Foppl zum siebzigsten Geburtstag 
1924,89.4. Wiechert, A.: Schiittelerscheinungen. Forsch.-Arb. lug. 1924, H. 266. 
5. Seefehlner, E. E.: Elektrische ZugfOrderung 1924. 6. Schwerin, E.: 
z. techno Phys.10, 37 (1929). 
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IJ = ;~ die entspreehende Verkiirzung der Kuppelstange und r der 

Kurbelradius. Dann ist 
(c) 

Aus einer geometrisehen Betraehtung naeh Abb. 72 schlieBen wir ferner 

Bedenkt man, daB 

FE 
8 1 = IJ l -, 

so erhalt man aus den GIn. 
(e) und (d) 

M~l 
L129? = FEr2sin2~' 

Setzen wir 

so wird 

(d) 

Abb.72. 

(e) 

Die gesamtc Winkelanderung am Motor gegeniiber der Treibaehse ist 
somitl 

(f) 

Der gleiehe Winkel miiBte sieh aus der Betraehtung der Torsion am 
Wellenteil OB und der Verkiirzung der Kuppelstange :2 2 ergeben. 
Unter der Voraussetzung, daB die Anordnung des Motors in bezug auf 
die Langsachse der Lokomotive symmetrisch ist, erhalten wir in ganz 
analoger Weise 

L1 m = M" (~ + ---.!- -) . , T KI K2 cos2 <p (g) 

Aus den GIn. (a), (f) und (g) foIgt 

2 . 2 2 1 -- - sm <p cos <p + --
1~1 T = L19? KI _ ___ K2 __ 

( 1'0 1)(1 2 1) - sm" <p + - --- cos <p + --
KI K2 ,K I K2 

282 
-- -l- -- - - cos 4 <p 

A KI 'K2 KI = LJ 9? 8-- 8 1 ---1----
Iri -+ KX- + K" - 10 cos 4 rp 

2 1 2 1 1 

(h) 

1 Bei dieser Berechnung wurde nur die Deformation der Kuppelstangen 
und der Welle 00 in Betracht gezogen. 
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Setzt man 

so wird 

rp=wt, 
2 8 
X+X=a, 

1 2 

881 
K2 + K K + K2 = C, 

2 1 2 1 

M -LJ a-bcos4wt 
T - rp C - d cos 4 w t . 

2 
--= b K ' 1 

1 
1{2 = d, 

1 

(56) 

Wie man sieht, ist die Elastizitiit des Systems eine Funktion der 
Zeit mit einer Periode, die gleich ist dem vierten Teil der Periode der 
Wellendrehung. Abb.73 ist eine graphische Darstellung der mit dem 
Winkel veriinderlichen Elastizitiit. Bei einem Torsionsmoment von 

Abb.73. 

gegebener GroBe wird der Torsions
winkel zu einem Maximum gleich 

MT(~~ + ~J ' wenn 

rp=wt=O, ~n, n, ... 

wird. Er wird dagegen zu einem Mini-

mum gleich M T( 2 ~+ ~J, wenn 

rp=wt=:\:n, ~n, ... 
wird. 

Es ist leicht zu sehen, daB die Schwankung in der Elastizitiit des 
Systems mit wachsender Steifigkeit der Welle, d. h. mit wachsendem 

D Wert der GroBe K 1 , abnimmt. Bei einer 
absolut steifen Welle wiirde die Elastizitiit 

-£ bei der Drehbewegung konstant bleiben. 
tr In unserer obigen Betrachtung wurden 
J~ die GIn. (a), (f) und (g) analytisch behan

-..::...,::::--'"f~ delt. Dieselben GIeichungen konnen aber auf 
~:==~==~=--M-t~====--=-~B graphischem Wege leicht gelOst werden 1. 

Moge AB in Abb.74 in einem gewissen 
Abb.74. 

MaBstab die GroBe des Torsionsmomen-
tes MT darstellen; macht man dann die Endordinaten AF und 
BD gleich 

bzw. 

so bestimmt die Vertikale OC durch den Schnittpunkt der Geraden BF 
und AD die Strecken A C und C B, und diese stellen die Momente M~ 
und M~ dar. 

1 Das im Text folgende Verfaruen wurde von A. Wiechert (siehe FuJ3note 
S. 106) benutzt. 
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Aus der Abbildung folgt auch 

o C = M~ (K1 + K ~ ~2 ) = .1 qJ, 
1 2 sm 'P 

d. h. 0 C ist gleich der am Motor gemessenen Winkelanderung infolge 
der durch das Torsionsmoment M T hervorgerufenen Deformation des 
Kuppelstangenantriebs. 

Dieses graphische Verfahren ist besonders in den Fallen mit Vorteil 
anwendbar, in denen nicht nnr elastische Deformationen, sondern 
auch toter Gang eine Rolle spielen. Untersuchen wir z. B. den Ein
fluB eines Spielraumes zwischen Kuppelstange und Kurbelzapfen. 1st 
a der Betrag dieses Spielesl, so ist die Verschiebung (s. Abb. 72) 
gleich der Verkurzung der Kuppelstange vermehrt um das Spiel a, 
und es ist 

oder auf Grund von (c) und (d) 

.1' M~ l+ r 2 Sln qJ = r sin 'P FE a, 

.1 m = M~ _ + __ !!._ 
2T K2 sin" 'P r sin 'P . 

Die gesamte Winkelanderung ist 

.1 = .1 .1 = M~ M~~ ~_ . 
qJ IfP + 2qJ KI + K2sin2'P + rsin'P (k) 

In analoger Weise ergibt sich fur die andere Kurbel 

M; M; a 
.1 qJ = KI + K2 cos~ - r cos 'P • (1) 

Aus den GIn. (k), (1) und (a) lassen sich die Momente M~ und M; 
und der Winkel .1 fP berechnen. 
Eine graphische Losung dieser 
Gleichungen ist in Abb. 75 ge
geben. AB stellt, wie fruher, das 
gesamte Torsionsmoment MT dar. 
Die geraden Linien DF und L K 
bringen die rechten Seiten der 
GIn. (k) und (1), also Linearfunk
tionen von M~ bzw. M;, zum 
Ausdruck. Der Schnittpunkt 0 
dieser beiden Linien ergibt die 

-,4+------1c 

Losung der Aufgabe. Es ist namlich leicht zu sehen, daB die Ordi-

1 a bezeichnet die Differenz zwischen dem Halbmesser der Bohrung und dem 
des Zapfens. 
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nate 00 gleich ist dem Winkel L1'P und daB die Strecken A 0 und OB 
die Torsionsmomente M~ und M~ darstellen. 

Aus Abb. 75 ersieht man, daB in der Kurbelstellung, die durch 

- r c:s 'P = r Si: tp + (~l + K;S~n2;p) M T (m) 

gegeben ist, M~ gleich Null wird. Fur klein ere Werte von 'P 1 als der 
nach Gl. (m) nimmt die Kuppelstange 1-1 das gesamte Torsionsmoment 
auf, und es wirdM~ = M T • In gleicherWeisefindet man, daB fUr Winkel, 
die groBer sind als der aus der Gleichung 

a a (1 1) 
r sin tp = - r cos tp + Kl + K2 cos2-q; M T (n) 

folgende, M~ = 0 ist, und das gesamte Torsionsmoment wird durch 
die Kuppelstange 2-2 aufgenommen. Die Anwendung des in Abb. 75 
gegebenen graphischen Verfahrens innerhalb der durch die GIn. (m) 
und (n) bezeichneten Grenzen in Verbindung mit den GIn. (k) und (1) 
fUr Gebiete auBerhalb dieser Grenzen ergibt ein vollstandiges Bild 
fur die Veranderlichkeit des Winkels Ll 'P in den Grenzen in < 'P < n. 
In ahnIicher Weise konnen auch andere Kurbelstellungen untersucht 
werden; man erhalt dann ein Diagramm fur die Veranderlichkeit der 

Federungszahl ~; mit dem Winkel wt, entsprechend der in Abb. 73 

gegebenen Darstellung. 
Schwingungserscheinungen im Knppelstangenantrieb. Unter Be

ziehung auf das in Abb.71 veranschaulichte Bewegungssystem be
zeichnen wir mit 

11 das Tragheitsmoment der um die Achse 00 rotierenden Massen, 
12 das Tragheitsmoment der um die Achse 0 10 1 rotierenden Massen, 
'PI' 'P2 die zugehorigen Drehwinkel um die Achse 00 bzw. 0101, 
Ll 'P = 'PI - 'P2 die im Drehwinkel gemessene Verschiebung d(;ls 

Motors gegenuber der Treibachse, hervorgerufen durch die Deformation 
in den Wellen und Kuppelstangen; 

1p die veranderliche Elastizitat des Kuppelstangenantriebes, aus
gedr,uckt durch das Torsionsmoment, das erforderlich ist, um eine 
Winkelverschiebung Ll 'P gleich der Winkeleinheit hervorzurufen; 1m 
oben behandelten SpezialfaIl, s. Gl. (56), hatten wir 

J{ T a - b cos 4 w t 
1p = L1q; = c - d cos 4 wi ; (56') 

M T' M r die Momente der auEeren Krafte an den Massen 11' 1 2 • 

Auf die Masse yom Tragheitsmoment 11 (Abb. 71) kommt ein Torsions
moment zur Wirkung und entgegengesetzt dazu entsteht ein Moment 

1 Hier wird die Anordnung der Abb. 72 zugrunde gckgt, in cler die Kurbeln 
im erstcn und zweitcn Quadranten liegen. 
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von der GroBe"P (C{JI - C{J2); dieses Moment stellt die Reaktion der 
elastischen Krafte der tordierten Welle 0-0 dar. Die Differentialglei
chung der Bewegung ist 

d2 CPl 
-11 dt2 + MT - "P(C{JI - C{J2) = O. (a) 

In derselben Weise findet man die Differentialgleichung der Bewegung 
fur die zweite Masse: 

(b) 

In den wirklichen Fallen stellen 11 und 12 gewohnlich aquivalente 
Tragheitsmomente dar, deren GroBe aus der Betrachtung der Kon
stitution des Systems berechnet werden kann. 

Aus den GIn. (a) und (b) erhalten wir 

~2 (CP1 - <p2) + "P !.1±I2 (m _ m ) = Mp + "tI, 
d t2 1112 ,1 ,2 11 1 2 ' 

Setzt man 

C{J1 - C{J2 = x, (57) 

so ergibt sich die Gleichung 
.. e j{ p , Mr 
x + x = T; -r 12 ' (c) 

worin () eine gewisse periodische Funktion der Zeit ist. In dem durch 
Abb. 71 veranschaulichten FaUe haben wir nach Gl. (56) 

() = "P ~1 + Ie. [1 + 12 a - bcos4wt (57') 
1112 II 12 C - d cos 4 w t . 

1st die Steifigkeit der WeUe gegenuber derjenigen der Kuppel
stangen sehr groB, so durfen die GroBen b und d in Gl. (57') ver
nachlassigt werden (s. S. 108), und man erhalt 

() = K !.1 + 12 
2 1112 . 

Wir kommen so zu einem System von konstanter Elastizitat, fur 
das die Eigenschwingungsperiode aus folgender Gleichung (s. S. 7) 
leicht berechnet werden kann: , V--11 12-

• = 2 n K2 (II +70' (58) 

Unter der Einwirkung eines veranderlichen Torsiommomentes M T ent
stehen dann im System starke Schwingungen, wenn die Periode von M T 

der Eigenschwingungsperiode des Systems oder einem Vielfachen 1 

1 Es wird angenommen, daB Mr durch eine trigonometrische Reihe dargestellt 
ist (siehe § 12); Resonanz tritt ein, wenn die Periode eines der Glieder der Reihe 
gleich T wird. 
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davon gleich ist. In dieser Weise ergibt sich eine Reihe kritischer Ge
schwindigkeiten des Systems. 

1m Falle veranderlieher Elastizitat wird das Problem kompli
zierter. An die Stelle bestimmter kritiseher Gesehwindigkeiten 
treten bestimmte Gebiete von Gesehwindigkeiten, innerhalb 
derer starke Sehwingungen entstehen konnen. Zur Bestimmung der 
Grenzen dieser kritisehen Gebiete wird die Untersuehung der Gleichung 

(59) 

die die freien Sehwingungen des Systems darstellt, erforderlieh. Der 
Faktor () in dieser Gleiehung ist eine periodisehe Funktion der Zeit; 
sie hangt von der veranderliehen Elastizitat des Systems ab und ist 
dureh die Gl. (57) definiert. Sei T die Periode dieser Funktion und x(t) 
eine Losung der Gl. (59). Dann haben, wie E. MeiBner 1 gezeigt hat, 
die Werte von T, die den Grenzen der kritisehen Gebiete entspre
chen, die Eigensehaft, daB sie eine der beiden folgenden Gleiehungen 
befriedigen : 

x(t+T)=x(t), 

x(t + T) = -x(t). 

(d) 

(e) 

In der naehstehenden Betraehtung bezeiehnen wir den Fall (d) der 
Gl. (59) als periodisehe Losung erster Art und den Fall (e) als 
periodisehe Losung zweiter Art. Mit anderen Worten, die Werte 
von T, die die Grenzen der kri tisehen Ge biete bestimmen, sind 
diejenigen Werte, bei denen die Gl. (59) periodische Losungen erster 
oder zweiter Art besitzt. 

Bevor wir diese allgemeine SehluBfolgerung auf die Bereehnung 
der kritisehen Gebiete anwenden, bringen wir zunachst eine ausfiihr
liehere Diskussion der Gl. (59). 

Diskussion der Diflerentialgleichung (59)2. Die allgemeine Losung 
der linearen Differentialgleiehung (59), die von der 2. Ordnung ist, 
kann immer auf die Gestalt 

(60) 

gebraeht werden, worin a1 und a2 zwei willkiirliche Konstanten bezeich
nen, wahrend 1h(t) und 1J2(t) zwei partikulare Losungen der Gl. (59) 
sind, die den Anfangsbedingungen 

1JdO) = I; iJdO) = 0; 112(0) = 0; iJ2(O) = 1 (a) 

1 Siehe den S. 106 erwahnten Artikel. 
2 Die nachstehende Untersuchung hat nur theoretisches Interesse und kann 

ohne Nachteil fur das Verstandnis der nachfolgenden Abschnitte beirn Studiurn 
fortgelassen werden. 
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genugen. 1m Falle konstanter Elastizitat, wenn (j = p2, haben WIr 
beispielsweise 

YJdt) = e03 p t; ( ) _ sinpt 
'YJ2 t - --. p 

Nimlllt man an, daB die Bedingungen (a) erfullt sind, so haben die will
kfuliehen Konstanten der allgemeinen Losung (60) eine sehr einfaehe 
Bedeutung, namlich 

Dies bedeutet, daB sich die aus der allgemeinen Losung (60) ergebende 
Gesamtverschiebung des Systems bei der Schwingungsbewegung aus 
zwei Teilen zusammensetzen laBt, wovon der eine von der Anfangs
verschiebung xo' der andere von der Anfangsgeschwindigkeit ::Co des 
Systems abhangt. 

Sind Anfangsversehiebung und Anfangsgeschwindigkeit gegeben, so 
kann man mit Hilfe der in den §§ 19 und 20 besehriebcnen gra
phischen und analytischen Verfahren stets eine NaherungslOsung der 
Gl. (59) erhalten. 

Um sich ein Bild von der allmahlichen Entstehung der Schwin
gungen zu machen, muB man die Integration uber einen Zeitabschnitt 
ausdehnen, der ein Vielfaches der Periode T der Funktion (j betragt. 
Dies verlangt eine betrachtliche Arbeit und zugleich vermindert sich 
die Genauigkeit dieser Berechnungen mit wachsendem t. Wir wollen 
nun zeigen, daB allgemeine SchluBfolgerungen uber den Charakter 
der Losung (60) moglich sind, wenn man nur voraussetzt, daB die 
Funktionen 1h(t) und 1]2(t) innerhalb der Grenzen 0 ~ t < T bekannt 
sind. Zur Ermittelung dieser Funktionen im bezeichneten Intervall ist 
es nur notwendig, die Losungen der Gl. (60) fur zwei spezielle Systeme 
von Anfangsbedingungen zu finden, namlich fUr 

XI) = I, 
und 

Xo = 0, 

Diese kann man mit Hilfe irgendeines Naherungsverfahrens ermitteln 
und damit sind die Funktionen 'YJl (t) und 172 (t) im Intervall 0 < t < l' 
gefunden. 

Da die Funktion (j in Gl. (59) die Periode T hat, so andert sich 
diese Gleichung nicht, wenn t mit t + T vertauscht wird. Daher sind 
171 (t + T) und 'YJ2 (t + T) gleichfalls Losungen der Gl. (59) und diese 
Funktionen muss en dieselbe :Form wie (60) haben, d. h. 

'YJr(t + T) = a'YJdt) + b'YJ2(t) '} 

'YJ2(t + T) = C'YJl(t) + d'YJ2(t). 
Timoshenko, Schwingllngsprobleme. 

(b) 

8 
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Setzt man in diese Gleichungen und in deren zeitliche Ableitungen t = 0 
ein, so ergeben sich folgende Werte fiir die Konstanten a, b, c und d: 

a = rh(T) , 

b = iJdT) , 
(c) 

Man sieht nun, daB, wenn 'YJl (t) und 'YJ2 (t) im Intervall 0 < t < T 
bekannt sind, die Werte diesel' Funktionen fiir das Intervall 
T < t < 2 T mit Hilfe del' G1. (b) und (c) berechnet. werden kannen. 
Durch Wiederholung des Verfahrens laBt sich das Intervall del' be
kannten Funktionswerte 'YJl (t) und 'YJ2 (t) ausdehnen. 

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen kehren wir wieder zur 
G1. (59) zuriick und suchen eine Lasung N(t) diesel' Gleichung von 
del' Eigenschaft, daB sich nach Ablauf einer Zeit, die gleich ist del' 
Periode T, die Schwingung selbst reproduziert, abel' mit vergraBerten 
Amplituden. Diese Bedingung driickt sich durch die Gleichung 

N(t + T) = kN(t) 

aus. Da jede Lasung N (t) del' G1. (59) die Gestalt 

N (t) = al 'YJl (t) + a2 'YJ2(t) 
hat, so ist 

N(t + T) = a1 'YJl(t + T) + a2'YJ2(t + T) 

odeI' auf Grund del' G1. (b) 

(d) 

(e) 

N(t + T) = al {a'lh(t) + b'YJ2(t)} + a2 {C'YJl(t) + d'YJ2(t)}. (f) 

Substituiert man nun (e) und (I) in die G1. (d), so wird 

a1{a'YJdt) + b'YJ2(t)} + a2{c'YJdt ) + d'YJ2(t)} = k{a1'YJdt) + a2 'YJ2(t)}. 

Diese Gleichung ist fiir jeden Wert von t erfiillt, wenn 

aa1 + ca2 = ka1 , 

b~ + da2 = ka2' 
Aus diesen Gleichungen Iolgt 

c 
-a-k 

d-k 
--b-

d. h. del' Faktor k muB die Gleichung 

(a - k) (d - k) = be 
odeI' 

k2 - (a + d) k + ad - be = 0 

(g) 

(h) 

befriedigen. Diese Gleichung laBt sich vereinfachen, wenn man 
beachtet, daB 'YJl(t) und 'YJ2(t) Losungen del' G1. (59) sind, so daB 

rid t ) + () r;dt) = 0, 

ijz(t) + (),)z(t) = O. 
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Eliminiert man aus diesen Gleichungen e, so wird 

171 (t) 'YJ2 (t) - »2 (t) 'YJ1 (t) = 0, 

woraus durch Integration 

folgt. 
1]1 (t) 'YJ2 (t) - 1]2 (t) 'YJ1 (t) = const 

Substituiert man in diese Gleichung t = 0 und t = T, so ergibt sich 
wegen der Gin. (a) und (c) 

-l=bc-ad. 
Jetzt geht (h) liber in 

k2 - (a + d) k + 1 = 0 , (k) 
woraus folgt 

k = a+d ± 1/(a,±~)2_1. 
1.2 2 V \ 2 (1) 

Flir jede dieser beiden Wurzeln kann der entsprechende Wert des 

Quotienten !!!. aus der Gl. (g) berechnet werden und in dieser Weise 
a2 

ergeben sich zwei Normalintegrale [so Gl. (e)J N 1(t) und N2(t) zu 

Ndt + T) = k1Ndt) , N2(t + T) = k2 N2(t). 

Man sieht, daB die Veranderlichkeit der Integrale N 1 (t) und N 2 (t) 
mit der Zeit von den Zahlenwerten k1 und k2 der Wurzeln del' Gl. (k) 
abhangt. 

Wenn 
(G ~- ~r > 1 (p) 

ist, so sind beide Wurzeln reelI, und da k1k2 = 1 ist, so ist eine dieser 
Wurzeln dem absoluten Betrage nach groBer als 1. Dies bedeutet, daB 
das entsprechende1ntegral mit del' Zeit unbeschrankt zunimmt. Nehmen 
wir beispielsweise I k11 > 1 an; dann ist nach Ablauf einer Zeit nT 

Ndt + nT) = k~N1(t). 

Wie man sieht, wird das Verhaltnis, in dem die Schwingungsamplitude 
zunimmt, von der GroBe I k11 abhangen. 

Die Bedingung (p) bezeichnet die kritischen Gebiete, in denen 
starke Schwingungen zu erwarten sind. 1st 

(a, + d)\2 < 1 
2 ' (q) 

so werden beide Wurzeln der Gl. (k) imaginar, und die entsprechenden 
Schwingungen weisen stets eine endliche Amplitude auf!. Die Grenzen 
der kritischen Gebiete folgen aus der Bedingung 

1 Siehe die S. 106 erwahnte Arbeit von MeiJ3ner. 
8* 
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In diesem Falle ist 

oder 
kl = k2 =-1 

und die Gl. (59) hat entweder eine periodische Losung erster Art oder 
eine zweiter Art (s. S. 112). 1st 

so haben wir 
N(t + T) = N(t); 

dies ist eine periodische Losung erster Art; ist aber 

kl = k2= -1, 
so wird 

N(t + T) = -N(t), 

und dies ist eine periodische Losung zweiter Art (s. S.112). 

1m ersten FaIle kann die Periode durch die Forme] ~~ dargestellt 
n 

werden, worin n = 2, 4, 6, ... 1m zweiten FaIle ist die Periode durch 
die gleiche Formel gegeben, doch ist darin n = 1, 3, 5, ... zu setzen. 
Hieraus ist ersichtlich, daB es zur Bestimmung der Grenzen der kriti
schen Gebiete fiir ein System mit veranderlicher Elastizitat nur erforder
Hch ist, solche Werte der Periode T der Funktion () in Gl. (59) zu finden, 
bei denen diese Gleichung entweder eine periodische Losung erster 
Art oder eine periodische Losung zweiter Art hat. Diese Werte 
von T stellen die Grenzen der kritischen Gebiete dar. 

Berechnung der kritischen Geschwindigkeitsgebiete1• Bei einer elek
trischen Lokomotive ist die Elastizitatsschwankung des Systems ge
wohnlich klein und die Gebiete der kritischen Geschwindigkeiten 
k6nnen durch sukzessive Approximation berechnet werden. Der Verlauf 
dieser Berechnungen soIl nun an einem Beispiel gezeigt werden, bei 
dem die Funktion () in der allgemeinen Gleichung 

die Gestalt 
x+()x=o 

a + b cos 2 w t + c cos 4 w t 11 + 12 
() = p-+qcos2-wt+-rcos4wt 1112 

(;39') 

hat. 1m Falle der oben erorterten symmetrischen Anordnung ist b=q=O, 
und wir gelangen zu der in Gl. (57') gegebenen Funktion. 

Setzt man voraus, daB die Funktion () bei der Bewegung der Loko
motive nur kleinen Schwankungen unterliegt, so werden die GroBen 
b, c, q und r in der Gl. (61) im Vergleich mit a und p klein, und die Glei-

1 Siehe Karl E. Miiller: tiber die Schiittelschwingungen des Kuppelstangen
antriebes. Dissertation der Eidgen. Techn. Hochschule in Ziirich. 
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chung kann nach Ausfiihrung der Division in der Gestalt 

o = {~+ ~cos2wt + ~cos4wt} 
p p p 

x {l- (Lcos 2(1)t+ ~coS4wt) + (LcoS2wt + !'cos4wt)2 - ... } 11+12 (a) 
p p p P 1]12 

geschrieben werden. Sei nun 

worin 91' 92' 93 und g4 GroBen von derselben Ordnung sind wie go 
und seine kleine GroBe bezeichnet. Wegen der Identitat 

2cos2mtcos2nt = cos2(m + nit + cos2(m - nit (b\ 

kann Gl. (a) in der Form 

0= n 2 lao + c; (a 1 cos 2wt + a2 cos4wt) + C;2 (a 3 cos 2 O)t + a4 cos4wt 

+ a5 cos 6 w t + a6 cos 8 w t) + S3 (a 7 cod w t + ... ) + ... } (c) 

geschrieben werden, worin sich die Konstanten ao, a1 , a 2 , . . . <lurch 
die oben gegebenen GroBen go' g1' ... ausdriicken lassen. 

Jetzt sieht man, daB die von der veranderlichen Elastizitat des 
Systems abhangige Fnnktiol1 fJ rlie Periode 

T=~ 
co 

(d) 

hat, d. h. zwei volle Perioden von () entsprechen einer Umdrehung 
der Kurbel. 

In der folgenden Erorterung der Differentialgleichung (59') be
nutzen wir an Stelle der Zeit t als neue unabhangige Veranderliche 
den Winkel rp. Diese Veranderliche ist durch die Gleichung 

cp = (l)t (e) 

definiert und stellt den Drehwinkel der Kurbel" dar; damit ist 

. dx d;r ;. _ d2 x _ 2 d2 x 
:r = JX = (I) 7[;P , x - -dt" - W d<p2· 

Nach Substitution in die Gl. (59') erhalten wir unter Benutzung der 
Gl. (d) 

,l"x T" --- ~ --Ox = 0 d <p2 ' :7 2 , 

worin nach Gl. (c) 

() = n 2 {ao + s (a1 cos 2 cp + a 2 cos 4 rp) + S2 (a3 cos 2 cp + a4 cos 4 cp 

+ a5 cos 6 cp + a6 cos 8 cp) + S3 (a7 cos 2 cp + ... )} ; 
u. h. die Peri ode der Funktion fj ist jetzt gleich ;-c. 

(62) 

(f\ 
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Nach del' obigen Diskussion entsprechen die Grenzen del' kriti
schen Gebiete del' Bewegung des Systems solchen Werten del' Peri
ode T, bei denen die Gl. (62) periodische Losungen erster odeI' 
zweiter Art hat, fUr die also 

odeI' x(cp+n)=x(cp) } 

x(cp + n) = -x(cp) 
(g) 

ist. Fur die Durchfiihrung del' Berechnung diesel' speziellen Werte 
von T nehmen wir fUr T und x(cp) die Reihenentwickelungen 

T = 1)(0 + 1)(1 8 + 1)(282 + 1)(3 83 + . . " } 

x(cp) = xo(cp) + 8xdcp) + 82 X 2 (cp) + ... 
(h) 

an, worin 8 dieselbe kleine GroBe wie in del' obigen Gl. (f) bedeutet. 

Setzt man die Reihen (f) und (h) in die Gl. (62) ein, so folgt 

dZxo(q;) + 8 d2Xd'l1 + 82~2_XyJq;) + ... + (1Xo + I)( 8 + OC28 + ... )2 
d q;2 d q;2 d q;2 1 

X {au + 8 (a l cos 2 cp + a2 cos 4 cp) + 8 2 (a3 cos 2 cp + . . . ) 
X {xo(cp) + 8X1 (cp) + 82X2(CP) + ... ) = 0. 

Ordnet man die linke Seite diesel' Gleichung nach steigenden Potenzen 
von 8 und setzt die Koeffizienten einer jeden Potenz von 8 gleich Null, 
so erhiilt man folgendes Gleichungssystem: 

d2 xo(q;) 2 _ 
~ + I)(oaoxo(cp) - 0, (k) 

d2Xl(q;) 2 ) {2 2 4 } /IT+I)(OaOxl(cp +xo(cp) aOI)(OI)(1+ocO(alcos2cp+a2cos cp) =0. (I) 

Gl. (k) stellt eine einfache harmonische Bewegung dar; die Losung 
diesel' Gleichung kann' in del' Gestalt 

Xo = Acos (ncp - ( 0) 

geschrieben werden; hierin ist 

wiihrend A und 00 willkurliche Konstanten sind. 

(m) 

(n) 

Urn die Bedingungen (g) zu erfiillen. ist es erforderlich, fur die 
periodischen Losungen crster Art n = 2,4,6, ... , fur diejenigen 
zweiter Art n = 1,3,5, ... zu setzen. Substituiert man dies in die 
Gl. (n) und beachtet dabei, daB nach Gl. (h) :xo die erste Niiherung fur 
die Peri ode T ist. '.viihrend ;r2:xo = eo cinen gewissen Mittelwert von e 
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darstellt, so hat man 

T =!I'- = ~ 
n Va;; lo;; (63) 

mit n = 1,2,3, ... 

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Eigenschwingungsperiode 

-r = 2 ~ eines Systems von konstanter Elastizitat e = eo, so sieht 
100 

man, daB sich als erste Naherung fur die kritischen Geschwindig-
kei tsge biete bestimmte kritische Werte der Geschwindigkeit ergeben. 
Bei einer solchen kritischen Geschwindigkeit ist die Periode 2 T einer 
Kurbelumdrehung gleich der Eigenschwingungsperiode -r des Systems 
(oder einem Vielfachen von -r) fur den Fall konstant angenommener 
Steifigkeit entsprechend einem gewissen Mittelwert eo der Funktion e. 

Die zweite Naherungslosung der GJ. (59') ergibt sich nun durch 
Substitution der ersten Naherung (m) in die Gl. (l). Dies gibt 

d2 x 1 (<p) 2 - A -'" } 
d~ + a o 0(0 Xl (tp) - - 2 ao 0(0 0(1 cos (n tp - U o 

- O(~ A cos (n tp - fJo) (al cos 2 tp + a2 cos 4 tp) 

oder unter Benutzung der Gl. (b) 

d2 x1 (<p) + ao O(~ Xl (tp) = - 2 ao 0(00(1 A cos (n If - fJo) d Cp2 

- 0(52/1,1 A {cos [(n + 2) If - fJo] + cos [(n - 2) If - fJo]} 

- .a5i-" A {cos [(n + 4) If - 60] + cos [(n - 4) If - fJoJ} . (0) 

Die allgemeine Losung dieser Gleiehung besteht aus zwei Teilen: der 
erste ist die freie Schwingung, dargestellt durch 

B cos (n If - 6l ), 

worin B und fJ l zwei willkurliche Konstanten sind, wahrend n = 1 ao 0(5; 

der zweite ist eine erzwungene Schwingung. Zur Berechnung dieser 
zweiten Schwingung benutzen wir den allgemeinen Ausdruck (24) S. 24. 
Bezeichnet man mit R(If) die rechte Seite der Gl. (0), so kann man die 
erzwungene Schwingung durch das Integral 

'l' 

~ f R(~) sin n(tp - ~) d~ (p) 
u 

darstellen. Die Glieder der rechten Seite der Gl. (0) sind von der all
gemeinen Form 

N cos [(n ~ m) If - fJ]. 
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Substituiert man dies in (p), so wird 

<P 

~ feos [(110 ± m) ~ - b) sin 110 (rp -~) d~ 
o 

N 1 = - 2110· ±m{cos[(n±m)rp-b]-cos(nrp-b)} 

N 1 + 2110 2110 ± m {cos [(110 ± m) rp - b] - cos (nrp + b)}. (q) 

Hierbei sind zwei Ausnahmefalle m = 0 und 2110 ± m = 0 zu beachten. 
1m ersten Ausnahmefalle (m = 0) wird das erste Glied der rechten Seite 
der Gl. (q) 

~rpsin (nrp - b). 

1m zweiten Ausnahniefall (2110 ± m = 0) wird das zweite Glied der 
reehten Seite der Gl. (q) 

2~ rp sin (n rp + b) . 

Nach dieser vorbereitenden Erorterung kann die allgemeine Losung 
del' Gl. (0) in del' Form 

Xl = Beos (nrp - bl ) - 2aO!X0!XIA21n rpsin (nrp - bo) 

2aOcxOcx1A[ 5: 5:) 
- - (2110)2- cos (nrp - uo) - cos (nrp + U o ] 

( 1 1 1 1 \ 
cos [(n + 2) rp - bol - 2110 • 2 + 2n . 2110 -,-- 2) 

( 1 1 1 1\ + cos [(110 - 2) rp - bol 2n· 2 + 2n . 2n -=2) 

( 1 1 1 1) + cos (n rp - bo) 2110·2 - 2n • 2-

( 1 1 1 1 \ 1+ C03 (nrp + bo) \ - 2n· 2n+ 2 - 2110· 2n - 2) 

(1') 

cos [(110 + 4) m - b 1 (_ ~ + _1 --) 
-r 0 4 2n+4 

cx8azA + cos[(n - 4) rp - boJ (~ + 2n 1~ 4) 
- 2·2n (1 1) + cos (n rp - bo) 4 - ~4 

+ cos (110 rp + b ) (_ _ 1_ _ _ 1 ) 
o 2110+4 2n-4 

dargestellt werden. Wie man sieht, sind aIle Glieder der gewonnenen 
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Losung mit Ausnahme des Gliedes 

- 2 ao Cl.o OCI A 21n rp sin (n rp - 0) 

periodisch oder halbperiodisch; daher sind die Bedingungen (g) er
flillt, wenn man 

OCI = 0 

setzt. In dieser Weise ergibt sich die zweite Naherung fur Taus der 
ersten der GIn. (h) und diese Naherung falIt mit der ersten Naherung 
zusammen. Ausnahmefalle treten nur fur n = 1 und n = 2 ein. 

1m FaIle n = 1 nehmen die GIieder 

'X5 (/, A { 1 1 II} 
- -2- cml(n - 2) cp - 00] 2n ' 2-n --2 - em (n cp + (0) 2n 2n-=--2 

der alIgemeinen Losung (r) die Form ex:; - ex:; an und muss en durch das 
Glied 

'X5 a,A 1 . .I: ) - -2-'2 ·cpsm (rp + U o 

ersetzt werden. Um die Losung (r) periodisch oder halbperiodisch zu 
machen, ist es notwendig, in diesem FaIle 

2 • 1. .I: 'Xg (/, AI. '.I: 
- a o OCo Xl <'"1 2 cp 8111 (cp - uo) - --2- 2 rp C'W (cp T uo) = 0 

oder 

(s) 

zu setzen. 
Es gibt zweiMoglichkeiten, diese Gleichung zu befriedigen: entweder ist 

(1) 

oder 

(2) 

Substituiert man die erhaltenen Werte von Xl in die erste der 

GIn. (h) und beachtet dabei, daB nach Gl. (n) fur n = 1 die GroBe Xo = ~ 
lao 

wird, so ergibt sich als zweite Naherung fur T I , den Grenzen des kri-
tischen Gebietes entsprechend, 

(64) 

Demnach erhalt man statt einer kritischen Geschwindigkeit, die fur 
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n = 1 aus der Gl. (63) folgt, ein kritisches Gebiet zwischen den 
Grenzen (T I)mln und (T I)max. Die Ausdehnung dieses Gebietes hangt 
von der kleinen GroBe e ab; der Bereich vermindert sich mit abneh
mender Schwankung der Elastizitat des Systems. Beachtenswert ist 
ferner, daB die Phasendifferenz t50 zwischen der Funktion () und der 
freien Schwingung des Systems je einen bestimmten Wert fiir die 
beiden Grenzfalle annimmt, t50 = 0 und t50 = ! 'TC. Wesentlich ist der 
Umstand, daB das oben erorterte kritische Gebiet (n = 1) der hochsten 
Drehgeschwindigkeit entspricht und praktisch das gefahrlichste Ge
biet ist. 

Fiir den Fall n = 2, d. h. fiir das nachst tiefere kritische Gebiet, 
erhalt man unter Benutzung der gleichen Methode wie oben 

(T2)min = V!- =F e 1/ 4~. (65) 
max ao r ao 4ao 

Vm die kritischen Gebiete fiir n = 3 und n = 4 zu ermitteln, muB 
man die dritte Naherung und die Gleichung fiir Xg benutzen. Diese 
Gleichung kann man aus der allgemeinen Gl. (0) in der gleichen Weise 
ableiten wie die GIn. (k) und (1), die wir oben zur Berechnung der 
ersten und der zweiten Naherung verwendet haben. 

Vnter Benutzung des beschriebenen Verfahrens konnen die kriti
schen Gebiete fiir die durch G1. (59) dargestellten freien Schwingungen 
einer Lokomotive gefunden werden. Diese Gebiete sind genau die
jenigen, bei denen unter der Einwirkung von auBeren Kraften [siehe 
G1. (c) S. 111] heftige Schwingungen eintraten I. Die Untersuchung wirk
licher FaIle zeigt2 , daB die kritischen Gebiete ihrer Ausdehnung nach 
klein sind und daB sich die erste Naherung, bei der die veranderliche 
Steifigkeit durch eine gewisse konstante mittlere Steifigkeit ersetzt 
wird und bei der die kritischen Geschwindigkeiten durch G1. (63) ge
geben sind, an die wirkliche Verteilung der kritischen Geschwindig
keiten gut anschlieBt. 

Wir haben in unserer Untersuchung nur Verschiebungen infolge 
von elastischen Formanderungen betrachtet. Das wirkliche Problem 
der Lokomotivschwingungen ist erheblich verwickelter wegen des Vor
handenseins von totem Gang verschiedener Art, der in ausgefiihrten 
Konstruktionen unvermeidlich ist und dessen EinfluB auf die Elastizi
tat des Systems bereits besprochen wurde. Wenn die Geschwindigkeit 
einer fahrenden Lokomotive ein kritisches Gebiet erreicht, so gerat 
das System in einen Zustand heftiger Schwingungen, bei denen die 
bewegten Massen bei jeder Periode zweimal die Spielraume durchlaufen 3. 

1 Siehe die S. 106 erwiihnte Arbeit von Prof. E. Mei13ner. 
2 Siehe die S. 1I6 erwlthnte Arbeit von K. E. M iiller. 
3 Die Moglichkeit des Auftretens derartiger Schwingungen kann in erheblichem 

MaBe verringert werden, indem man nachgiebige Antriebsiibertragungen benutzt. 
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Es treten dann Verhaltnisse ein, die den durch Abb. 54 S. 85 veranschau
lichten analog sind. Eine Bewegung dieser Art ist mit StoGwirkungen 
verbunden und ist fiir den Betrieb sehr schadlich. Manche ungiinstige 
Erscheinungen, besonders in der friiheren Bauperiode elektrischer Loko
motiven, lassen sich auf solche Schwingungen zuriickfiihren. Um Schwin
gungsvorgange dieser Art auszuschlieGen, muG man die Elastizitat des 
Systems derart beeinflussen, daG die Arbeitsgeschwindigkeit der Loko
motive von den kritischen Gebieten so weit als moglich entfernt bleibt. 
Die Erfahrung zeigt, daG sich die schadliche Einwirkung dieser Schwin· 
gungen auf ein Minimum reduzieren HWt, wenn man in das System bieg
same Konstruktionsteile, wie beispielsweise nachgiebige Antriebsiiber
tragungen, einbaut. In dieser Weise kann man den Elastizitatsschwan
kungen des Systems entgegenwirken und die Ausdehnung der kriti
schen Geschwindigkeitsgebiete vermindern. Die Einfiihrung einer zu
satzlichen Dampfung in das System kann gleichfalls sehr niitzlich 
sein, da hierdurch die MOglichkeit eines fortlaufenden Anwachsens der 
Schwingungsamplituden beseitigt wird 1. 

III. Systeme mit Inehreren Freiheitsgraden. 

24. Das d'Alembertsche Prinzip und das Prinzip virtueller 
Verschiebungen. 

Wir haben oben bei der Erorterung der Schwingungsvorgange bei 
Systemen mit einem Freiheit~rad das d' Alem bertsche Prinzip haufig 
angewandt (s. § 1). Dieses Prin'l.ip kann auch bei Systemcn mit meh
reren Freiheitsgraden benutzt werden. 

Als erstes Beispiel behandeln wir hier die raumliche Bewegung 
cines freien Massenpunktes. Die Lage eines solchen Massenpunktes 
wird durch die Angabe von drei Koordinaten gekennzeichnet. Unter 
Benutzung kartesischer Koordinaten bezeichnen wir mit X, Y, Z die 
Komponenten, in die sich die Resultierende aller auf den Massenpunkt 
einwirkcnden Krafte zerlegen laGt, und es gelten dann, wenn der Massen
punkt im Gleichgewicht ist, die Gleichungen 

x=o, Y= 0, Z=o. (66) 

Befindet sich aber der Massenpunkt in einem Bewegungszustand, so 
konnen die Differentialgleichungen der Bewegung auf Grund des 
d'Alembertschen Prinzips als Verallgemeinerung der statischen Glei
chungen niedergeschrieben werden. Zu diesem Zweck ist es nur erforder-

1 Verschiedene Dampfungsmethoden sind im S.106 erwahnten Werke von 
A. Wiechert besprochen. 
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Hch, die Tragheitskraft den gegebenen auBeren Kraften hinzuzufugen. 
Die Komponenten der Tragheitskraft nach den Koordinatenachsen 
sind -mx, -my, -mz und die Bewegungsgleichungen lauten 

X-mx=O; Y -my = 0; Z - mz = O. (67) 

Handelt es sich urn ein System von mehreren im Raume freien Massen
punkten, so mussen die GIn. (67) fUr jeden Massenpunkt des Systems 
angeschrieben werden. 

Nun wollen wir Systeme betraehten, bei denen die Verschie
bungen der einzelnen Teilehen, aus denen das System besteht, nicht 
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Abb.76. 

ganzlich voneinander 
unabhangig sind, 
sondern gewissen Be
schrankungen unter
liegen, die in der 
Gestalt von Glei
chungen zwischen 
den Koordinaten die
ser Punkte ausge
druckt sein mogen. 
Abb. 76 veranschau
licht einige einfache 
Beispiele solcher Sy
sterne. 1m Falle eines 

spharischen Pendels (Abb. 76a) muB der Abstand des Massenpunktes m 
vom Koordinatenursprung wahrend der Bewegung konstant gleich der 
Pendellange l bleiben. Demzufolge sind die Koordinaten x, y, z 
dieses Massenpunktes nicht mehr unabhangig voneinander, vielmehr 
mussen sie del' Gleichung 

geniigen 1. 

1m Falle eines Doppelpendels nach Abb. 76 b driicken sich clie Be
schrankungsbedingungen dureh die Gleichungen 

:ri + yi == If, (b) 

(X2 -- :1;1)2 + (y~ - Y1)2 = l~ (e) 
aus. 

1 Die Faile, in denen die Bedingllngsgleichungen nicht nur die Koordinaten 
der Massenpunkte, sondern auch die Geschwindigkeiten und die Zeit enthalten, 
Bollen hier nicht behandelt werden. Von unseren Betraehtungen schlieBen wir 
z. B. die Schwingungsbewegung eines Pendels aus, dessen Lange durch eine be
sondere Vorrichtung wahrend der Bewegung derart variiert winL daB die TAnge 1 
cine gewisseFunktion der Zeit ist. 
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Beim Schubkurbelmechanismus nach Abb.76c bewegt sich del' 
Punkt A in einer kreisformigen Bahn yom Radius r, wahrend sich del' 
Punkt B langs del' x-Achse bewegt. Zur Charakterisierung del' Lage 
des Systems genugt die Angabe einer einzigen Koordinate, d. h. das 
System hat nur einen Freiheitsgrad. 

Bei del' Aufstellung del' Gleichgewichtsbedingungen fiir solche 
Systeme wollen wir yom Prinzip del' virtuellen Verschie bungen 
Gebrauch machen. Dieses Prinzip besagt, daB bei einem im Gleichgewicht 
befindlichen System die durch die auBeren Krafte bei jeder virtuellen 
Verschiebung (eine kleine mogliche Verschiebung, d. h. eine Ver
schiebung, dercn das System fahig ist, ohne daB die Bedingungen des 
Systems yerletzt werden) geleistete Arbeit gleich Null sein muB. Be
zeichnen wir beispielsweise im FaIle eines spharischen Pendels mit 
X, Y, Z die Komponenten der Resultierenden aller auf die Masse m 
wirkenden Krafte, so driickt sich das Prinzip der virtuellen Verschie
bungen in der Gestalt 

XOx+ YOy+Zoz=O (d) 

aus, wenn man mit ox, oy, oz die Komponenten der virtuellen Ver
schiebung des Punktes m, also kleine der Bedingungsgleichung (a) 
entsprechende Anderungen der Koordinaten x, y, z von m bezeichnet. 
Nach (a) ist abel' 

(x + OX)2 + (y + Oy)2 + (z + OZ)2 = l2 

und hieraus folgt unter Vernachlassigung kleiner GroBen hoherer Ord
nung 

XOx+yOy+zoz=O. 

Die8e Gleichung zeigt, daB die virtuelle Verschiebung auf der Pendel
lange l senkrecht steht und daB demnach irgendeine kleine Verschie
bung des Punktes m auf der Kugeloberflache yom Radius l als virtuelle 
Verschiebung angesehen werden kann. Die Gl. (d) ist erfullt, wenn 
die Resultierende aller 'auf m wirkenden Krafte senkrecht auf der 
Kugeloberflache steht, denn nur in diesem FaIle ist die durch diese 
Krafte bei jeder virtuellen Verschiebung geleistete Arbeit gleich Null. 

Verkniipft man nun das Prinzip der virtuellen Verschiebungen mit 
dem d'Alem bel'tschen Prinzip, so erhalt man leicht die Differential
gleichungen der Bewegung fiir den Fall eines Systems mit Bedingungs
gleichungen. So ergibt sich beispielsweise fUr das spharische Pendel, 
indem man die Tragheitskrafte zu den auBeren Kraften hinzufUgt, die 
am Massenpunkt m wirken, folgende allgemeine Bewegungsgleichung: 

(X - mx)Ox + (Y - my)OY + (Z - mz)Oz = O. (68) 

Hierin sind 0 x, 0 y, 0 z Komponentell einer virtuellen Verschiebung, 
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also einer kleinen Verschiebung, die der Bedingungsgleichung (a) 
genugt. In derselben Weise ergibt sich fUr ein System von n Massen
punkten m l , m z , m 3 , ••• unter der Einwirkung der Krafte Xl' YI , Zl' 
X z, Yz, Zz, ... die allgemeine Bewegungsgieichung 

i=n· 
2) {(Xi - mi Xi) bXi + (Yi - mi iii) bYi + (Zi - mizi ) bzi } = O. (69) 
i~l 

Hierin sind b Xi' b Yi' b Zi' ... Komponenten virtueller Verschiebungen, 
also kleine VerschiebungsgroBen, die den Bedingungsgleichungen des 
Systems genugen. So mussen z. B. die virtuellen Verschiebungen im 
FaIle eines Doppelpendels (Abb.76b) den GIeichungen 

(Xl + bXl)2 + (Yl + bYl)2 = lr, 
(X2 + bX2 - Xl - bX1 )2 + (Y2 + bY2 - Yl - bYI)2 = l~ 

[so GIn. (b), (c)) genugen. Es ist zu bemerken, daB Xi> Y i , Zi die Kom
ponenten der Resultierenden aJler Krafte sind, die am Massenpunkt rni 
wirken, doch gibt es verschiedene Krafte, die bei den virtuellen Ver
schiebungen keine Arbeit leisten; unter solchen Kraften sind z. B. 
die Reaktionen von Schubstangen unveranderlicher Lange, die Re
aktionen an Zapfenlagerungen, die Reaktionen glatter Oberflachen oder 
Kurven, mit denen die bewegten Teile gezwungen sind, in Beruhrung 
Zll bleiben, besonders hervorzuheben. In der Folge werden unter 
Xi> Yi> Zi nur Krafte verstanden, die bei virtuelJen Verschiebungen 
des Systems wirklich Arbeit leisten. 

Sind Bedingungsgleichungen nicht vorhanden, sind also die Teile 
des Systems vollstandig frei, so sind die kleinen GroBen bxi , bYi' bZi 
in Gl. (69) vollstandig unabhangig voneinander, und die Gl. (69) ist nur 
dann fUr jedes Wertesystem der virtuellen Verschiebungen erfiillt, wenn 
fUr jeden der Massenpunkte, aus denen das System besteht, die 
GIeichungen 

Xi-mxi=O, Yi-miii=O, Zi-mz;=O 

erfUllt sind. Dies sind die GIn. (67), die wir oben fUr die Bewegung 
freier Massenpunkte erhalten haben. 

Gl. (69) ist die allgemeine Bewegungsgleichung fiir ein System von 
Massenpunkten, aus der die erforderliche Anzahl von Bewegungs
gleichungen, gleich der Anzahl der Freiheitsgrade des Systems, ge
wonnen werden kann. Das Verfahren zur Herleitung dieser Gieichungen 
wird in § 26 angegeben. 

25. Verallgemeinerte Koordinaten und verallgemeinerte Krafte. 
1m vorigen Paragraph en haben wir kartesische Koordinaten be

nutzt und es wurde hervorgehobell, daB diese Koordinaten bei del" 
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Anwendung auf die Beschreibung der Lage eines Systems gewohnlich 
voneinander nicht unabhangig sind. Sie miissen gewissen Bedingungs
gleichungen geniigen, z. B. den GIn. (a), (b), (c) des vorigen Para
graphen entsprechend der Anordnung des Systems. In del' Regel ist 
es viel bequemer, die Lage des Systems mit Hilfe von GroBen zu 
kennzeichnen, die voneinander vollig unabhangig sind. Es ist hierbei 
nicht notwendig, daB diese GroBen die Dimension einer Lange haben. 
Wir werden es in der Tat mit Koordinaten anderer Dimensionen zu 
tun bekommen; so ist es beispielsweise zuweilen vorteilhaft, Winkel 
zwischen gewissen Richtungen odeI' Inhaltc gewisser Flachen oder 
Raume als Koordinaten zu benutzen. Voneinander unabhangige 
GroBen dieser Art, mit denen sich die Lage des Systems beschreiben 
laBt, nennt man iiblicherweise generalisierte odeI' verallgemeinerte 
Koordinaten 1. 

Betrachten wir z. B. den oben behandelten :FaIl eines spharischen 
Pendels (Abb. 76a). Die Lage des Pendels ist durch Angabe der zwei in 
del' Abbildung markierten Winkel cp und () vollig bestimmt. Diese zwei 
voneinander unabhangigen GroBen konnen im vorliegenden Fall als 
generalisierte Koordinaten genommen werden. Die kartesischen Ko
ordinaten des Massenpunktes m konnen mit Hilfe der neuen Koordi
naten cp und () leicht ausgedriickt werden. Projiziert man die Pendel
lange Om auf die Koordinatenachsen, so folgt 

x = l sin () cos cp, ) 
Y = l sin () sin cp , 
z = lcos(). 

(a) 

1m Falle eines Doppelpendels (Abb. 76b) konnen die in der Abbildung 
mit cp und () bezeichneten Winkel als generalisierte Koordinaten benutzt 
werden und die kartesischen Koordinaten driicken sich dann durch 
die neuen Koordinaten wie folgt aus: 

Xl = II sin cp , 
x 2 = II sin cp + l2 sin () 

Yl = II cos cp , } 
Y2 = II cos cp + l2 cos (). 

(b) 

Wenn ein fester Korper aus homogenem isotropem Material einem 
auBeren gleichformigen Druck vom Betrage p ausgesetzt wird, so 
verkleinern sich aIle seine Abmessungen in gleichem Verhaltnis, 
und seine jeweilige Gestalt ist durch die Angabe der zugehorigen 
Volumenanderung vollig bestimmt. Daher kann man die GroBe der 

1 Die Bezeichnungen "verallgemeinerte Koordinaten, Geschwindigkeiten, 
Krafte" sind durch Thomson u. Tait, Natural Philosophy, l.Auf!., Oxford 1867, 
eingefiihrt worden. 
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Volumenveranderung v in diesem FaIle als generalisierte 
verwenden. 

Koordinate 

Betrachten wir nun das Beispiel eines gebogenen Balkens auf 
zwei Stiitzen (Abb. 77), so ist zur 
Beschreibung der Gestalt dieses ela
stischen Systems eine unendlich groBe 

A~=--d;-'----f-r+-_--::-:c~;;.B~ Anzahl von Koordinaten erforderlich. 

y 
Abb.77. 

Die Durchbiegungskurve kann defi
niert werden, indem man die Durch
biegung in jedem Punkte des Balkens 
angibt, oder aber anders, indem man 

die Durchbiegungskurve durch eine trigonometrische Reihe von der Form 

. nx + . 2nx . 3nx + 
y = alslnT a2 s111-l - + aaSlllZ- ... (c) 

darstellt. Die Durchbiegungskurve ist dann vollig bestimmt, wenn die 
Koeffizienten ai' a2 , aa' . .. gegeben sind. Diese GroBen konnen im 
FaIle eines gebogenen Balkens mit gestiitzten Enden als verallgemei
nerte Koordinaten benutzt werden. 

Bei der Benutzung verallgemeinerter Koordinaten zur Beschreibung 
der Lage eines Systems kann man aIle voneinander unabhangigen Typen 
von virtuellen Verschiebungen des Systems dadurch erhalten, daB man 
jeder dieser Koordinaten nacheinander kleine Zunahmen erteilt. Er
fahrt beispielsweise im FaIle des spharischen Pendels der Winkel rp eine 
kleine Zunahme IJrp, so erhalt man eine kleine Verschiebung 
mml = 1 sin () IJrp langs des Parallelkreises. Eine VergroBerung der Ko
ordinate () um eine kleine GroBe IJ () entspricht einer kleinen Verschiebung 
mm2 = lIJ() in der Meridianrichtung. Jede andere kleine Verschiebung 
des Punktes m kann immer in zwei Komponenten wie mml und mm2 

zerlegt werden. 
Beim gebogenen Balken mit gestiitzten Enden (Abb.77) bedingt 

eine kleine Zunahme IJa n irgendeiner verallgemeinerten Koordinate an 

[so Gl. (c)] eine virtue lIe Durchbiegung ban sin n7·1:, die in der Abbildung 

durch die punktierte Linie, bestehend aus n halben Wellen, dargestellt 
ist. Jede Verschiebung des Balkens aus der Gleichgewichtslage kann 
durch Superposition solcher sinusformiger Partialverschiebungen er
halten werden. 

Durch Einfiihrung verallgemeinertcr Koordinaten in unsere Be
trachtungen gelangen wir zu dem Begriff der verallgemeincrten 
Krafte. Zwischen den verallgemeinerten Koordinaten und den ent
sprechenden verallgemeinerten Kraften bcstcht cine gewisse Beziehung, 
die wir zunachst an einfachen Beispielen erklaren wollen. Bcziehen wir 
uns wieder auf den Fall des spharischen Pendels, so mogen P, Q, R die 
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Komponenten der Kraft bezeichnen, die auf den Massenpunkt m in 
Richtung der Tangenten an den Meridian- und Parallelkreis und in 
radialer Richtung wirken. Wenn die Koordinate rp eine kleine Zunahme 
(j rp erfahrt, so erleidet der Punkt m eine kleine Verschiebung 
mml = 1 sin O(jrp, und die am Massenpunkt wirkende Kraft leistet eine 
Arbeit, die gleich ist 

Q mm l = Ql sinO (jrp. 

Der Faktor Ql sin 0, den man mit der Zunahme (jrp der verallgemeinerten 
Koordinate rp zu multiplizieren hat, um die bei der Verschiebung (jrp 

geleistete Arbeit zu erhalten, wird als die der Koordinate rp entsprechende 
verallgemeinerte Kraft bezeichnet. In dieser Weise ergibt sich eine 
vollstandige Analogie mit dem Ausdruck X (j x fUr die von der Kraft X 
bei der in Richtung der Kraft genommenen Verschiebung (j x verrichtete 
Arbeit. Im speziell vorliegenden :Falle hat die neue "Kraft" eine ein
fache physikalische Bedeutung. Sie steUt das Moment der auf den 
Massenpunkt m einwirkenden Krafte um den vertikalen Durchmesser 
nn dar. In der gleichen Weise kann man zeigen, daB die der Koordinate 
o entsprechende verallgemeinerte Kraft fUr den Fall des spharischen 
Pendels durch ein Moment von Kriften gegeben ist, die dem Punkt m 
eine Drehung um den auf der Ebene mon senkrecht stehenden Durch
messer zu erteilen bestrebt sind. 

Im FaIle des unter der Einwirkung eines gleichformigen hydrostati
schen Druckes p stehenden Korpers hat man bei der EinfUhrung der 
Volumenabnahme v als verallgemeinerte Koordinate die Pres sung p 
als entsprechende verallgemeinerte Kraft anzusehen, denn das Produkt 
pv steUt die Arbeit dar, die die auBeren Krafte bei der "Verschiebung" 
v leisten. 

Wir behandeln jetzt einen komplizierteren Fall, namIich den Fall 
eines Balkens unter der Einwirkung biegender Krafte PI> P 2 , ••• (siehe 
Abb.77). Setzt man den Ausdruck (c) fiir die Durchbiegungskurve an 
und betrachtet aI' a2, a3, ... als verallgemeinerte Koordinaten, so er
gibt sich die irgendeiner von diesen Koordinaten, z. B. am entsprechende 
generalisierte Kraft aus dem Ausdruck fUr die Arbeit, die von allen 
Kriften bei der Verschiebung (jan geleistet wird. Diese Verschiebung ist 
in der Abbildung durch die punktierte Linie dargestellt. 

Bei der Berechnung der bei dieser Verse hie bung geleisteten Arbeit 
miissen sowohl die auBeren Lasten PI> P 2, P3 , als auch die inneren elasti
schen Krafte des Balkens beriicksichtigt werden. Die Vertikalverschie
bungen der Angriffspunkte der Lasten PI' P 2 , P 3 bei der Zunahme (jan 

der Koordinate an sind entsprechend 

(ja sin nne! 
n l 

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 9 
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Bei dieser Verschiebung leisten die KrMte Pl' PI. P a eine Arbeit gleich 

.It (p . nncl . nnea P' nnca) uan lsm~l- + P 2 sm-l - + 3 sm -l- . (d) 

Urn die Arbeit der elastischen Krafte zu finden. gehen wir vom Aus
druck fur die potentielle Energie der Biegung aus. 1m Falle eines Balkens 
von konstantem Querschnitt ist diese Energie gleich 

(e) 

worin EI die Biegungssteifigkeit des Balkens ist. 
Substituiert man in diese Gleichung die Reihe (c) fur 

achtet. daB 
y und be-

I I 

J. mn x . nn x d 0 
SIll -z- SIn --l-- x = ; J. mnx l 

sln2--dx =-
l 2 ' 

o o 

worin m und n voneinander verschiedene ganze Zahlen sind, so er
gibt sich 

Die Zunahme der potentiellen Energie der Biegung bei der ZUllahme 
(Jan der Koordinate an ist nach der Gl. (f) 

(g) 

Diese Zunahme der potentiellen Energie ist durch die Arbeit der elasti
schen Krafte bedingt. Die Arbeit dieser Krafte ist durch den Ausdruck 
(g) gegeben, jedoch mit umgekehrtem Vorzeichen. Danach ist den 
GIn. (d) u. (g) gemaB die der Koordinate an des Systems nach Abb. 77 
entsprechende verallgemeinerte Kraft gleich 

P . n n Cl p' n n C2 + p . n Jt C3 E I n 4 4 SIn ----- + SIn - --- SIn --- - -- n a 
1 l 2 l 3 1 2l" n' (h) 

In entsprechender Weise kann man die verallgemeinerten Kriifte in 
jedem anderen FaIle finden. Bezeichnet man allgemein mit ql' qa, Q3' ... 
die generalisierten Koordinaten des Systems, so lassen sich die zu
gehorigen generalisierten Krafte Ql' Q2' Q3' ... aus der Bedingung be
stimmen, daB Q1 (Jql die Arbeit darstellt, die von allen Kraften bei der 
Verschiebung (Jql geleistet wird, usw. 
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26. Die Lagrangeschen Gleichungeu. 

Bei der Ableitung der allgemeinen Bewegungsgleichung (69) aus 
dem d'Alembertschen Prinzip wurde hervorgehoben, daB die 
Komponenten ox" OYi, OZi der virtuellen Verschiebungen nicht 
aIle voneinander unabhangig sind, daB sie vielmehr gewissen ein
schrankenden Bedingungen genugen mussen, die von den Beson
derheiten des Systems herruhren. Eine groBe Vereinfachung bei 
der Ableitung der Bewegungsgleichungen eines Systems tritt durch 
Benutzung unabhangiger veraIlgemeinerter Koordinaten und ver
allgemeinerter Krafte ein. Seien qI' q2' q3' ... , qn die generalisier
ten Koordinaten eines Systems mit n Freiheitsgraden und mogen 
die Gleichungen 

die Beziehungen ausdrucken, die zwischen den kartesischen und den 
verallgemeinerten Koordinaten bestehen. Hierbei wird vorausgesetzt, 
daB diese Gleichungen die Zeit t und die Gesehwindigkeiten qv Q2' ... qn 
nieht explizite enthalten. 

Um die allgemeine Gl. (69) auf die neuen Koordinaten zu trans
formieren, sehreiben wir sie in der GeRtalt 

i=n i=n 
.2.' m, (Xi Ox, + ifi 0Yi + Zi OZi) = 2 Xi OXi + Yi b Yi + Zi (jZi (b) 
i~l i~l 

und betrachten diejenige virtuelle Verschiebung, die einer Zunahme (jq, 
irgendeiner generalisierten Koordinate qi allein entspricht. Aus der De
finition der generalisierten Koordinate und der generalisierten Kraft 
(s. § 25) folgt dann sofort, daB die rechte Seite der Gl. (b), welche 
die bei der virtuellen Versehiebung geleistete Arbeit darstellt, dem 
Produkt 

(c) 

gleieh sein muB, worin Qi die verallgemeinerte Kraft ist, die der Ko
ordinate q, entspricht. 

Um aber die linke Seite der Gl. (b) auf die neuen Koordinaten zu 
bringen, hat man zu beaehten, daB im betraehteten Falle, wenn 
sieh die Koordinate qi allein andert, die Anderungen der Koordi
naten Xi' Yi' z, gleich 

sein mussen, wenn man mit ;/qi die partielle Ableitung nach qi be-

9* 
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zeichnet und Xi' Yi' Zi durch (a) gegeben sind. Damit wird 

i=n 

.2 lni(Xi bXi + Yi bYi + Zi bzi) 
i=l 

i=n 

.2 lni (Xi ~ Xi + Yi ~ Yi + Zi ~ Zi) bqi 
i=l qi qi qi 

i=n 
r1" (. a Xi • iJ Yi , • iJ Zi) b 

= dt L.t lni Xi aq. + Yi aq. -t- Zi aq. qi 
i=l ~ ~ t 

i=n 
~ (. Ii iJ Xi . r1 a Xi . r1 az i ) b 

- i~ lni XiTt aqi + Yidi;- aqi + Zidt iJqi qi· 

(d) 

Diese Gleichung laBt sich vereinfachen, indem man fur die kinetische 
Energie des Systems den Ausdruck 

i=n 

T = ~ 2J lni(X; + if; + z;) 
i~l 

einfuhrt. 

Berucksichtigt man ferner, daB den GIn. (a) gemaB die Ge
schwindigkeiten Xi' if" Zi als Funktionen der verallgemeinerten Ko
ordinaten q, und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten q, dargestellt 
werden konnen, so ergeben sich folgende Ausdrucke fUr die partiellen 

. aT aT 
Abieltungen Dqi- und iJq : 

Mit Rucksicht darauf, daB 

erhalten WIr 
ax ax 
(Ull aql' 

aX 
iJ q" . 

Also kann Gl. (e) folgenderweise geschrieben werden: 

i=n 
aT _ \1 (:. ax, . aYi --L • aZ i ) 
7)~ - L.t m i Ji~ + Yi~ I Zi~ . q, i=l q, q, q, 

(e) 

(f) 

(g) 

(h) 
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Ferner bemerken wir, daB 

d 8 Xi 82 x" 82 x, . a2 x, . 
dtaq, = aqlaq,ql+ aQ2aqiq2+'" + aq"aq,qn , 

oder auf Grund von (g) 

d ax, a dx, ax 
dt aq; - aqi dt - aqi . 

In gleicher Weise ergibt sich 

day, ay 
di aqi aq, ' 

Setzt man dies in die Gl. (f) ein, so folgt 
i=n 

aT ~ (. d aXi . d aYi . d azi ) 
aq. = .L.J mi Xi (if aq. + Yi dt aq. + Zi dt aq . 

z i=l I t i 
(k) 

Jetzt kann man die linke Seite der Gl. (b) oder also den Ausdruck (d) 
auf Grund der Gln. (h) u. (k) folgenderweise schreiben: 

[i. (a T) _ a TJ 15 
dt aqi aqi q. 

Setzt man ferner fur die rechte Seite der bezeichneten Gleichung den 
Ausdruck (c) ein, so erhiilt man endlich 

ddt (~~) - ~i. = Qi' (70) 

Dies ist die Lagrangesche Form l der Differentialgleichung der Be
wegung. Eine solche Gleichung kann fur jede verallgemeinerte Koordi
nate des Systems hingeschrieben werden, so daB schlieBlich die Anzahl 
der Gleichungen gleich wird der Anzahl der verallgemeinerten Koordi
naten oder also auch gleich der Anzahl der Freiheitsgrade des Systems. 

Bisher sind die Krafte Ql> Q2' . . . keinen beschriinkenden Bedin
gungen unterworfen worden. Sie konnen entweder konstant oder Funk
tionen der Zeit, der Lage oder der Geschwindigkeit sein. Betrachten wir 
nun den Sonderfall, daB die Krafte ein Potential besitzen, und sei V die 
potentielle Energie des Systems. Dann erhiilt man aus der Bedingung, 
daB die bei einer virtuellen Verschiebung verrichtete Arbeit der Ab
nahme der potentiellen Energie gleich ist, die Gleichung 

av av av 
Ql 15ql + Q2 {)q2 + Q3 15q3 + ... = - iJql 15ql - aq2 {)q2 - aqa {)q3 - ... 

Da aber die kleinen Verschiebungen 15ql,15q2' voneinander unab
hangig sind, so folgt hieraus 

av DV 
Ql = - aql ; Q2 = - aq2 ; 

-----
1 Lagrange, J. L.: Mecanique analytique. Paris 1788. 
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und die Lagrangesche Gl. (70) geht liber in 

:t (~:~) - ~i + ~;: = O. (71) 

Steht das System unter der Einwirkung von Kraften zweier ver
schiedener Arten, namlich zum Teil von Potentialkraften, zum Teil aber 
von Krii.ften, die sich nicht von einem Potential herleiten lassen und die 
wir wie oben mit Ql' Q2' Q3' ... bezeichnen wollen, so nehmen die La
grangeschen Gleichnngen die Form 

(72) 

an. 
In unserer obigen Betrachtung wurde angenommen, daB die GIn. (a), 

die die geometrischen Beziehungen zwischen den kartesischen und den 
verallgemeinerten Koordinaten darstellen, die Zeit t explizite nicht ent
halten. Mit Hilfe der obigen Methode kann aber gezeigt werden, daB 
die Lagrangeschen Gleichungen ihrer Gestalt nach auch in dem Falle 
bestehen bleiben, wo die GIn. (a) eine stetige Veranderlichkeit mit der 
Zeit mitenthalten, indem sie von der Form 

Xi = ffJi(t,qI,q2" ·qn); Yi = 1f'i(t,Qt,Q2" ·Qn); Z, = fJ;{t,QI,Q2" ·Qn) 

sind. Ein System dieser Art erhalt man, wenn man beispielsweise an
nimmt, daB die Lange l des in Abb. 76 dargestellten spharischen Pendels 
nicht konstant bleibt, sondern durch irgendeine besondere Vorrichtung 
mit der Zeit stetig variiert wird. 

27. Das sph~irische Pen del. 

Als einfaches Beispiel fur die Anwendung der Lagrangeschen Glei
chungen auf die Lasung dynamischer Probleme behandeln wir hier 
das Problem des spharischen Pendels (Abb.76a). Werden die Win
kel ffJ und fJ als verallgemeinerte Koordinaten des Massenpunktes m 
benutzt, so ist die Geschwindigkeit desselben durch 

,---.----- - ----

v = V(lfJ)2 + (lsinfJ.(p)2 

gegeben und die kinetische Energie des Systems ist 

T = } In l (1 fJ)2 + (l ~in 0 . (p)2}. (a) 

Nimmt man ferner an, daB die einzige am ':\lassenpunkte m wirkende 
Kraft das Gewicht mg ist, so findet man durch das in § 25 ausein
andergesetzte V crfahren, daB die cler Koordinate rp entsprechende verall
gemeinerte Kraft gleich ~nll, die der Koordinate 0 entsprechende 
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Kraft gleieh 
e = - m g l sin e (b) 

ist. Mit den GIn. (a) u. (b) erhalt man nun aus der allgemeinen Be
ziehung (70) folgende zwei Bewegungsgleiehungen: 

e·· e' e' o gsinO - e03 SIn • m" = - --
r l' 

sin2 e· cp = h. 

(c) 

(d) 

Hierin bezeiehnet heine gewisse Konstante. Wir betrachten nun einige 
Spezialfalle der Bewegung. 

Wenn die Anfangsgesehwindigkeit des Massenpunktes m in die 
Riehtung einer Meridiantangente £aUt, so £aUt die Bewegung des Punktes 
in diesen Meridian, d. h. cP = 0, und die obige Gl. (c) reduziert sieh auf 
die bekannte Gleiehung 

(j I ..!L sin e = 0 
T l ' 

die die Bewegung des einfaehen Pendeis kennzeiehnet. 
Del' FaU eines konischen Pendels ergibt sich bei del' Annahme, daB 

del' Winkel e bei der Bewegung konstant bleibt; dann ist naeh Gl. (d) 
aueh cP konstant. Sei 

0= IX; cp = w; 

damit folgt aus den Gln. (c) u. (d) 

g h2 
w2 =--=--

I cos ':t. sin4 C/. ' 
(e) 

woraus die einem gegebenen Winkel IX des konischen Pendels entsprechen
den Werte der Winkelgeschwindigkeit w und der Konstante h berechnet 
,verden konnen. 

Nun wollen wir einen komplizierterenFaU untersuehen, bei dem die 
station are Bewegung des Massenpunktes m am konischen Pendel langs 
eines Horizontalkreises etwas gestOrt wird, so daB del' Massenpunkt um 
diesen Ieicht zu schwingen beginnt. Sei 

e = IX + ~, (f) 

worin ~ die kleine Schwankung des Winkels e bei diesel' Bewegung be
deutet. Wegen del' Kleinheit der GraBe ~ sollen deren hahere Potenzen 
in den folgenden Rechnungen vernachlassigt werden. Mit dieser Verein
fachung ist 

sin e = sin IX + ~ C03 IX; cos () = cos IX - ~ sin IX. 

Substituiert man dies in die Gl. (c), so wird wegen der Gl. (d) 

.. h2 { (3 cos2 C/. )} g ~ - .-- cos IX - ~ ,-. -- + sin IX = - - (sin IX ..L ~ cos IX) • 
SIn 3 C/. \ SIn ':t. l I 
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Unter der Voraussetzung, daB die Konstante IX der Gl. (e) geniigt, er
halt man 

~ + (1 + 3cos2 IX) w2 e = 0, 

woraus zu schlieBen ist, daB die Schwankung e von (J die Periode 

2n 

0) fl + 3 cos2 (J(; 

besitzt. Wenn IX klein ist, so nahert sich dieser Wert der GroBe!!"", d. h. 
0) 

jeder Umdrehung des konischen Pendels entsprechen annahernd zwei 
Schwingungen. 

28. Freie Schwingnngen (allgemeine Diskussion). 

Ein System, das sich zuerst im Zustand stabilen Gleichgewichts befin
det,mogeeineStorunginfolge eines StoBes oder infolge derEinwirkungeiner 
plOtzlich verschwindenden Zusatzkraft erleiden. In der gestorten Lage 
sind die am System angreifenden Krafte nicht mehr im Gleichgewicht 
miteinander und es tritt eine Schwingungsbewegung ein. Wir betrachten 
zunachst den Fall, daB veranderliche auBere Krafte am System fehlen, 
so daB nur freie Schwingungen moglich sind. Wir nehmen ferner an, 
daB das System bei dieser Schwingungsbewegung nur kleine Verschie
bungen ausfiihrt, und bezeichnen mit ql' qs, ... , qn die verallgemeinerten 
Koordinaten, die so gewahlt sind, daB sie verschwinden, wenn sich das 
System im Gleichgewichtszustand befindet. Setzt man noch voraus, daB 
die auf die Systemteile einwirkenden Krafte die Natur elastischer 
Krafte haben, so driicken sie sich durch homogene lineare Funktionen 
der kleinen Verschiebungen des Systems aus, d. h. durch lineare Funk
tionen der Koordinaten ql' qs, ... , qw Die potentielle Energie des 
Systems ist dann eine homogene quadratische Funktion dieser GroBen: 

(73) 

Die kinetische Energie des Systems dagegen ist durch die Formel 

2T = ;Emi (x; + iii + z;) 
gegeben. Substituiert man hierin fiir die kartesischen Koordinaten die 
entsprechenden Ausdriicke in den verallgemeinerten Koordinaten [so § 25 
Gl. (a)], so folgt 

(74) 

1m allgemeinen FaIle werden die Koeffizienten all> aS2' Funk-
tionen der Koordinaten ql> q2' ... sein; sind aber die Verschiebungen 
klein, so diirfen die Koeffizienten als konstant angesehen werden, und 
zwar gleich den Werten, die sie in der Gleichgewichtslage annehmen. 
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Substituiert man nun die GIn. (73) u. (74) in die Lagrangesche GIei
chung 

d (aT' aT av 
~ - --+-=0 dt aq,) aq; aq; , (a) 

so erhiilt man die allgemeinen Gleichungen der Bewegung. 
Zuerst betrachten wir den Fall eines Systems mit nur zwei Freiheits

graden. Hierfiir ist 

2 V = ClI gr + C22 g~ + 2 C12 ql g2 , 

2 T = an qr + a22 q~ + 2 a I2 ql q2 . 

Nach Substitution in die Gl. (a) folgt 

all'll + aI2q2 + cllgI + C12g2 = 0, I 
a22 q2 + a 12ql + c22 g2 + c12 g 1 = 0. f 

(b) 

(c) 

(d) 

Dies sind zwei lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten; ihre 
Losungen haben die allgemeine Gestalt 

(e) 

Hierin sind Av A2 , P und rx Konstanten, die so zu bestimmen sind, daB 
sie die GIn. (d) befriedigen. 

Substituiert man (e) in die GIn. (d), so folgt 

Adall P2 - cll ) + A2 (a12 p2 - c12 ) = 0, 

}ol (aI2 p2 - c12 ) -I- A2 (a22 p2 - C22 ) = 0. 

Durch Elimination von Al und A2 ergibt sich 

(all p2 - cll ) (a22 p2 - C22 ) - (aI2 p2 - C12)2 = 0. 

(f) 

(g) 

Dies ist eine quadratische GIeichung in p2 und es kann gezeigt wer
den, daB beide Wurzeln dieser GIeichung reell sind. 

Aus der Bedingung, daB die Ausdriicke (b) und (c) fUr die potentielle 
bzw. kinetische Energie wesentlich positiv sind, ergeben sich folgende 
Beziehungen zwischen den Koeffizienten dieser Ausdriicke: 

Cll > 0, 

all> 0, 

Cr2 - Cll C22 < 0. 

ar2 - all a22 < 0. 

(h) 

(k) 

FUr p2 = ° oder p2 = + 00 hat die linke Seite der Gl. (g), wie man auf 
Grund von (h) und (k) schlieBen kann, einen positiven Wert. Setztman 

andererseits p2 = ~ oder p2 =~, so wird die linke Seite der Gl. (g) 
all a22 

negativ. Dies bedeutet, daB die die linke Seite der Gl. (g) darstellende 
Kurve die Abszissenachse zwischen p2 = ° und p2 = + 00 in zwei 
Punkten schneidet, die den beiden positiven Wurzeln der GIeichung 
fUr p2 entsprechen. Sei pr eine dieser Wurzeln. Substituiert man diese 
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in die erste der GIn. (f), so folgt 

wenn man mit fl1 eine Konstante bezeichnet. Man sieht hieraus, daB 
fUr die spezielle Wurzel pi die Amplituden Al und .1.2 in einem bestimmten 
Verhaltnis zueinander stehen, das die Schwingungsart kennzeichnet; 
die Lasung (e) geht hierbei in 

q1 = fld a12 pi - Cl2 ) cos (PI t + 0(1) ; q2 = fld Cll - au pi) cos (PI t + O(li 

iiber. Bei dieserLasung kann man sich auf den positiven Wert von PI 
beschranken, da sich die erhaltenen Ausdriicke nicht andel'll, wenn man 
bei PI und 0(1 das Vorzeichen umkehrt. Die zweite Wurzel p~ del' Gl. (g) 
ergibt eine analoge Lasung mit den Konstanten fl2 und 0(2' Kombiniert 
man die beiden Resultate, so ergibt sich die allgemeine Lasung del' 
GIn. (d): 

q1 = fll (al.2 pi - Cl2 ) cos (PI t. + I(1) + fl2 (a12 p~ - Cl2 ) cos (P2 t + 0l2) '} (1) 

q2 = fll (cll - all pi) cos (PI t + I(1) + fl2 (Cll - au p~) cos (P2 t + 0(2)' 

Hierin sind fll' fl2' 0(1 und 0(2 willkiirliche Konstanten, die berechnet 
werden kannen, wenn die Anfangswerte del' Koordinaten ql und q2 und 
der entsprechenden Geschwindigkeiten ql und q2 gegeben sind. 

Wir sehen also, daB im FaIle eines Systems mit zwei Freiheitsgraden 
zwei Schwingungsarten maglich sind, entsprechend den zwei ver
schiedenen Wurzcln del' Gl. (g), die als Frequenzgleichung be
zeichnet wird. Bei jeder diesel' Schwingungsarten sind die verallgemei
nerten Koordinaten ql und q2 einfache harmonische Funktionen gleicher 
Periode und gleicher Phase. Jede dieser Schwingungsarten wird als Nor
malschwingung oder Hauptschwingung bezeichnet. 1hre Periode ist 
bestimmt durch die Konstruktion des Systems und ebenso ihr Typus, 
da die AmplitudenAl und A2 in einem bestimmten Verhaltnis zueinander 
stehen, wahrend del' Absolutwert del' Amplitude willkiirlich ist. Schwingt 
ein System in einer der Normalschwingungsarten, so vollzieht jeder 
Punkt eine einfache harmonische Bewegung gleicher Periode und gleicher 
Phase, wobei alle Teile des Systems ihre Gleichgewichtslagen gleich
zeitig passieren. 

Die verallgemeinerten Koordinaten ql und q2 zur Bestimmung der je
weiligen Lage des Systems konnen in verschiedener Weise gewahlt 
werden; eine spezielle Wahl erweist sich wegen ihrer Einfachheit fiir die 
Durehfiihrung del' analytisehen Diskussion als besonders gunstig. 
Nehmen wir an, die Koordinaten seien so gewahlt, daB die die Produkte 
del' Koordinaten und del' entspreehcnden Gesch·windigkeiten enthalten-
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den Glieder in den Ausdrucken (b) und (c) verschwinden; dann ist 

2 V = cn qi + C22 qL 
2T = allizr + a22iz~· 

Die entsprechenden Bewegungsgleichungen lauten 

wir erhalten also zwei voneinander unabhangige Differentialgleichungen, 
so daB jede Normalschwingungsart durch Veranderung nur einer Ko
ordinate gekennzeichnet ist. Solche Koordinaten nennt man N ormal
oder Ha u ptkoordina ten des Systems. 

1m allgemeinen FaIle eines Systems mit n Freiheitsgraden erhalten 
wir durch Substitution der Ausdrucke (73) und (74) fur die potentielle 
bzw. kinetische Energie in die Lagrangesche Gleichung (a) folgende 
Bewegungsgleichungen: 

~~~1. :.a~2.q~.~ ~~3~~ ~'. '. '. :.C~l.q~ ~ ~l~~2. :.C~3~~ ~'. '. '. ~.~' ~ 
.... J (Ill) 

anl iil + an 2ii'2 + an 3qa + ... + Cnlql + cn2 q2 + Cn3 Q3 + ... = O. 

Dies ist ein System linearer Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. PartikularlOsungen dieser GIeichungen erhalt man durch 
den Ansatz 

ql = Al cos (p t + a)· . . qn = J'n cos(p t + a). 

Durch Substitution dieser Ausdrucke in die Gin. (m) folgt 

}:l.(~l~~2. ~. C.l~) . -: .A~ ~a.l2.p.2 .~ .C~2) . . ~ ~ : : ~. ~n.(~l.n~~ .~ ~l.n~ .. ~'l (n) 

Adan lP2 - Cnl) + A2(an2p2 - cn2 ) + ... + An(ann p2 - cnn) = O. 

Verfahrt man nun weiter wie im Falle eines Systems mit zwei FreiheitB
graden, so ergibt sich durch Elimination der GroBen AI' A2 , ••• , An aus 
den GIn. (n) die Frequenzgleichung 

L1(p2) = 0, 

worin L1 (p2) die Determinante 

, (anl P2 - cnl ), 

bezeichnet. 

(75) 
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Die Gl. (75) ist vom n-ten Grade in p2 und es kann gezeigt werden!, 
daB aile n-Wurzeln dieser Gleichung reeil und positiv sind, voraus
gesetzt, daB die Schwingungen um eine stabile Gleichgewichtslage des 
Systems erfolgen. Sei p2 eine dieser Wurzeln. Substituiert man sie in 
die GIn. (n), so ergeben Rich die (n - 1) VerhiUtnisse 

Al : A2 : A3: . . . : An' 
und aIle Amplituden konnen als Funktionen einer willkiirlichen Kon
stanten, die etwa mit #. bezeichnet werden mag, bestimmt werden. Die 
entsprechende Losung der Gl. (m) ist 

qI=AICOS(P.t+IX.), ... , qn=Ancos(Pst+lXs). (0) 
Diese Losung enthiiJt zwei willkiirliche Konstanten fl. und IXs und stellt 
eine der Hauptschwingungsarten des Systems dar. Die Frequenz 
dieser Schwingung hangt von der GroBe Ps ab, der Typus der Schwin
gung von den Verhaltnissen AI: )'2: ... ; beide sind voilstandig be
stimmt durch die Konstitution des Systems. Bei dieser Schwingung 
fiihren aIle Teile des Systems einfache harmonische Bewegungen von 

gleicher Periode 2 n und gleicher Phase IX. aus, wobei sie ihre Gleich-
p, 

gewichtslagen gleichzeitig passieren. 
Die allgemeine Losung der G1 (m) ergibt sich durch Superposition 

von n Hauptschwingungsarten vom Typus (0) entsprechend den n ver

P A A A 

(c) 

schiedenen Wurzeln der Frequenzglei
A chung (75)2. 

Um diese allgemeine Theorie an einem 
einfachen Beispiel zu erlautern, behandeln 
wir jetzt die Schwingungsbewegung einer 
gestreckten Schnur A B mit drei gleichen 
und gleichweit voneinander wie von den 
Schnurenden entfernten Massenpunk
ten rn (Abb.78a). Unter der Voraus
setzung, daB die seitlichen Verschiebun

(d) gen y der Schnur wahrend der Schwin-
gungsbewegung sehr klein sind, und unter 
Vernachlassigung der entsprechenden klei

nen Sch\vankungen der Zugkraft P erhalt man die potentielle Energie des 
Zuges durch Multiplikation von P mit der Verlangerung der Schnur: 

p 
(a) 

Abb.78. 

1 Siehe z. B. H. Lamb: Higher Mechanics, S.222. 
2 Zum SpezialfaU der Gleichheit der Wurzeln der FrequPl1zg1eichung siehe 

z. B. H. La m b: Higher ::VIechal1ics. S. 222. 
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Die kinetische Energie des Systems ist 

m· 2 ·2 ·2 
T = 2 (Yl + Y2 + Ys)· 

Durch Substitution in das Lagrangesche GIeichungssystem (71) foIgt 

.. P I my 1 + -u(2Yl - Y2) = 0, 

.. P 
m Y2 + -u (2 Y2 - Yl - Ys) = 0, I 

.. P 
m Ys + -u (2 Y3 - .112) = O. 

(r) 

Setzt man 

YI = Al cos (p t - IX) ; !h = .1.2 COS (p t - IX); Y3 = A3 COS (p t - IX), 

so foIgt aus den GIn. (r) 

worin 

Al (p2 - 2 fJ) + .1.2 fJ = 0, I 
Al fJ + .1.2 (p2 - 2 fJ) + As fJ = 0, 

.1.2 fJ + .1.3 (p2 - 2 fJ) = 0, 

P 
fJ=-· ma 

(s) 

Durch Ausrechnung der Determinante des GIeichungssystems (s) gelangt 
man zur Frequenzgleichung 

(t) 

Substituiert man die Wurzel p2 = 2 fJ dieser Gleichung in die GIn. (s), 
so ergibt sich 

der entsprechende Schwingungstypus ist in Abb. 78b dargestellt. Die 

beiden anderen Wurzeln p2 = (2 ± 112) fJ derselben Gl. (t) ergeben nach 
Substitution in die GIn. (s) 

1 
Al = A3 = ± -= Ao . 12-

Die entsprechenden Schwingungstypen sind in Abb. 78c, d gezeigt. 
Der Typus (c), bei dem sich aIle Teilchen gleichzeitig in einer und der
selben Richtung bewegen, stellt den tiefsten oder Fundamentaltypus der 
Schwingung dar; er hat die groBte Periode. DerTypus (d) entspricht der 
hochsten Frequenz. 
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29. Erzwungene Schwingungen. 
Wenn periodisch wirkende Storungskrafte am System angreifen, so 

entstehen erzwungene Schwingungen. Aus den Lagrangeschen Glei
chungen in ihrer allgemeinen Gestalt (72) erhalt man durch Einsetzen 
der allgemeinen Ausdrucke (73) und (74) fUr V bzw. T die Bewegungs
gleichungen 

anql + al2 q2 + al3 qa + ... + cllql + Cl2q2 + claqa + ... = QI, I 
a.,", 1 a",",+ a",q, + ___ ~ '",q, + ,.,q,+ '",q, + ___ ~ Q"_ (a) 

Nachstehend behandeln wir den wichtigsten Fall, bei dem die verall
gemeinerten Krafte von einfachem harmonischem Typus mit gleicher 
Periode und gleicher Phase sind, so daB jede dieser Krafte in der Form 
Qs = bs cos (mt + fJ) darstellbar ist, worin m und fJ konstant sind. 

Eine partikulare Losung der Gin. (a) kann in der Form 

ql = Al cos (mt + fJ); q2=A2 cos(mt+fJ);··· qn=AnCOs(mt+fJ) 

geschrieben werden. Durch Substitution in die GIn. (a) folgt 

(.C~l .~ ~~1.~2~ ~l. ~ .(~I~ ~ ~1~~~).A~ ~ '. '. '. ~. (~I.n. ~ .a.l~ ~~) .A~ .~ ~I.'l (b) 

(c ni - anI m2) Al + (C n2 - an2 m2) A2 + ... + (Cnn - ann m 2) An = bl1 • 

Aus diesen GIeichungen konnen die Schwingungsamplituden AI' A2 , ••• , An 
ermittelt werden. 

Zu bemerken ist, daB, wenn die Determinante der Gin. (b) der Null 
zustrebt, d. h. wenn sich die Periode der Storungskrafte einer der Eigen
schwingungsperioden nahert, die Schwingungsamplituden sehr groB 
werden. Dies ist das Resonanzprinzip, das oben fUr den Fall von 
Systemen mit einem Freiheitsgrad besprochen wurde. 

Wenn die verallgemeinerten Koordinaten ql' q2' ... , qn Ha u pt- oder 
N ormalkoordina ten des Systems sind, so lauten die Ausdrucke fUr 
die kinetische bzw. potentielle Energie 

2 T = au qi + a22 q~ + . . . + an n q~, 

2 V = cuqr + C22 q§ + ... + cnnq~. 
Substituiert man dies in die Lagrangesche Gl. (72), so folgt 

~11 ~I.~ .C~l ~~ ~. ~l.' .1 
~1I'n'q:, ~ ~,,'II ~,: ~·(~n·. j 

(76) 



Nimmt man wieder an 
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Qs = bscos (mt + (3), 
ql = Al cos (m t + (3), 

qn = An cos (mt + (3), 
so ist nach den GIn. (76) 

As = _~_ = ~ __ 1_". 
egg - m 0. 8 .<; CS3 1 _ rn" 

p2 
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Hierin stellt ~ die statische Durchbiegung dar, die durch die Kraft Qs 
e" 

2 

in ihrem Angriffspunkte hervorgerufen wird, wahrend rn2 das Quadrat 
p 

des Quotienten von Kraftfrequenz durch Eigenschwingungsfrequenz 
ist. Ein analoges Resultat ergab sich oben fUr Systeme mit einem Frei
heitsgrad [s. Gl. (20)]. 

In der obigen Untersuchung wurde der EinfluB der Reibung vernach
lassigt. Wenn diese gering ist und die Reibungskrafte den verallgemei. 
nerten Geschwindigkeiten proportional sind, so sind, wie sich zeigen 
laBV, die Verhaltnisse AI: .1.2: .1.3: ... : An und die Frequenzen p del' 
freien Schwingungen von den entsprechenden Werten, die sich bei ver
schwindender Reibung ergeben, nul' wenig verschieden; vielmehr auBert 
sich der EinfluB der geringen Reibung in der Einwirkung auf die Ampli. 
tude del' Schwingungsbewegung, ahnlich wie sich dies oben fur Systeme 
mit einem Freiheitsgrade ergab. 

Die entwickelte allgemeine Theorie soIl nun auf die Lasung einiger 
spezieller Probleme angewandt werden. 

30. Fahrzeugschwingungen. 

Allgemeine Gleichungen. Das Problem der Schwingungsbewegung 
cines Vierradfahrzeuges als eines Systems mit 
mehreren Freiheitsgraden ist sehr kompliziert. 
In der nachstehenden Darstellung wird dieses 
Problem in vereinfachter Gestalt behandelt, 
indem die Schwingung nur in einer Ebene be
trachtet wird (Abb. 79) 2. Bei dieser Vereinfachung 
hat man es mit einem System von zwei Frei
heitsgraden zu tun, des sen Lage wahrend der 
Schwingungsbewegung demnach durch zwei Ko Abb.79. 

ordinaten gekennzeichnet werden kann: die Vertikalverschiebung z des 

1 Siehe Lord Rayleigh: Theorie des Schalles 1. 
2 Die rollende Bewegung des Fahrzeuges und die Federung der Reifen werden 

in der folgenden Betrachtung nicht mit beriicksichtigt. 
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Schwerpunktes C und den in Abb. 79b angegebenen Neigungswinkel (). 
Diese beiden Koordinaten werden von der Gleichgewichtslage aus ge
messen. 

Bezeichnet man mit 

W das abgefederte Gewicht des Fahrzeuges, 

I = (T;) i2 das Tragheitsmoment der abgefederten Masse bezuglich 

der Schwerpunktsachse, 
i den Tragheitsradius, 
kl' k2 die Federungskonstanten an den Achsen A und B, 
1v 12 die Abstande dieser Achsen vom Schwerpunkt C*, 

so ist die kinetische Energie gleich 

T = ! : Z2 +- ! ~. i2 82 . (a) 

Fur die Berechnung der potentiellen Energie fiihren wir die GraBen 
ba , bb als Anfangsdurchbiegungen der Federn an den Achsen A und 
B ein: 

(b) 

Dann ist der Zuwachs der potentiellen Energie der Federdeformation 
wahrend der Bewegung gleich 

VI = k~ {(z -lI()) +- r5 a}2 +- k~ {(z +- l2()) +- bb}2 - \{j~ - \{j~ 

oder unter Benutzung der Gl. (b) 

k k 
VI = ~(z-lI())2+- ~(z+-12())2+-Wz. 

Die Vel'minderung del' potentiellen Enel'gie des Systems infolge del' 
Senkung des Schwel'punktes ist gleich 

V 2 = Wz. 

Daher ist die potentielle Enel'gie des Systems bei der Bewegung gegeben 
durch 

(c) 

Substituiert man (a) und (c) in die Lagrangeschcn GIn. (71), so er
geben sich folgende Gleichungen fur die freien Schwingungen des 
Fahl'zeuges: 

* Diese Abstande werden in der folgenden Darstellung als konstant angesehen. 



Fahrzeugschwingungen. 145 

Setzt man 

(k1 + k2 )y W =a; 

so wird 

z+aZ+b()=O,! 
.. b c 
()+~z+~()=O. 

t t 

(e) 

Diese zwei simultanen Differentialgleichungen zeigen, daB die Koordi
naten Z und () im allgemeinen voneinander nicht unabhangig sind; ver
schiebt man beispielsweise, um Schwingungen zu erzeugen, den Fahr
zeugrahmen parallel zu sich selbst in der z-Richtung und laBt ihn dann 
plotzlich wieder los, so entsteht wahrend der darauf folgenden Sehwin
gungsbewegung nieht nur eine Vertikalverschiebung z, sondern aueh 
eine Drehung () des Rahmens. Die Koordinaten z und () werden nur dann 
voneinander unabhangig sein, wenn in den GIn. (e) die Konstante b 
gleieh Null wird. Dies tritt ein fUr 

(f) 

d. h. wenn die Federkonstanten den Abstanden vom Schwerpunkt 
umgekehrt proportional sind. In solchen Fallen erzeugt eine im 
Sehwerpunkt angreifende Last nur Vertikalverschiebungen dcs Rah
mens ohne Winkelanderungen. Die dureh die Gl. (f) ausgedriickte 
Forderung ist bei Schienenwagen, bei denen iiblicherweise II = l2 und 
kl = k2' verwirklicht. 

Zum allgemeinen Fall zuriickkehrend, setzen wir die Losung der 
GIn. (e) in der Form 

z = A cos (p t + oc); () = Beos (pt + oc) 

an. Durch Substitution in die Gin. (e) folgt 

A(a - p2) + bB = 0, 

i~ A + (:2 - p2) B = o. 
(g) 

Eliminiert man nun A und B aus den Gin. (g), so ergibt sich folgende 
Gleichung fUr die Frequenz: 

( 2 (C 2) b2 0 a - p) 12- - P - 12 = . (h) 

Die WurzeIn der Gl. (h) sind 

= ~ (~2 + a) ± V! Cz ~:) + ~~ . (k) 

Tlmoshenko, Schwingungsprobleme. 10 



146 Systeme mit mehreren Freiheitsgraden. 

Beachtet man, daB nach (d) 

so sieht man, daB beide Wurzeln der Gl. (h) reell und positiv sind. 
Hauptschwingungsarten. Substituiert man (k) in die erste der GIn. (g), 

so ergeben sich folgende Werte fiir das Verhaltnis ~ der Amplituden: 

A b b 
(1) ------- ---~----------

B p2_ a !(i~-a)±V~(;2-ar+'~: 
Wie aus (k) ersichtlich ist, entspricht das Pluszeichen der Schwingungsart 
mit der h6heren, das Minuszeichen derjenigen mit der tieferen Frequenz. 

Fur die weitere Diskussion nehmen wir an 

b > 0 oder k2l2 > kl II . 
Dies bedeutet, daB sich die Verscbiebung des Fabrzeuges unter der Ein-

wirkung seines Eigengewichtes nacb Abb. 80 
A ~--- - !1_ ---- ;:. n:Z~ B gestaltet; sie ist nach unten gerichtet und mit 

einer Neigung in Richtung del' negativen 
Winkel () verbunden. Unter dieser Voraus-
setzung besitzen die Amplituden A und B ver-

Abb.80. scbiedene Vorzeicben, wenn man die Qua-
dratwurzel im Nenner von (1) mit dem negativen Zeicben nimmt, sie 
sind dagegen von gleichem V orzeichen, wenn diesel' Wurzel das Plus

---?o~-lz~ 

---------1--
-------t---

c '8) 
(b) 

Abb,81. 

zeicben erteilt wird. Die entspre
cbenden zwei Schwingungstypen 
sind in Abb. 81 dargestellt. Der 
8chwingungstypus (a) ist durch eine 

(a> tiefere Frequenz gekennzeicbnet 
und kann als Drehung urn einen ge
wissen Punkt Q rechts yom 8ch,ver
punkt C betrachtet werden. Der 
Typus (b) dagegen zeichnet sich 
durch eine h6here Frequenz aus 
und besteht in einer Drehung urn 

einen gewissen Punkt P links von C. Die Abstande m und n del' Punkte Q 
und P vom 8chwerpunkt sind durch die Absolutwerte del' rechten 
Seite del' Gl. (1) gegeben, und es gilt die sehr einfache Beziehung 

b 
------- --~~- --

~ (~_ a) L }/! (C-~~-a')2 --'- b2 
2 i2 .. 4 i2 ' i2 

m·n= 

X b _._ ':! 

1 (c ) 'f(--c-- -\2· b2 - I , 

-.y ~ 1,2 -. a -- Ii 4; ·{2 - a) +(2 

(rn) 
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1m SpezialfaIl b = 0, d. h. kIll = klls, wird der Abstandn gleieh 
Null, und m waehst iiber aIle Grenzen. Dies bedeutet, daB im betreHenden 
FaIle eine der Hauptschwingungsarten in einer Drehung um den Schwer
punkt besteht, die andere dagegen in einer translatorischen Bewegung 
ohne Drehung. Eine im Schwerpunkt wirkende Vertikalbelastung er
zeugt in diesem FaIle nur eine Vertikalversehiebung und beide Federn 
werden gleich stark gespannt. 

Wenn neben b aueh .. ~ - a versehwindet, so werden beide Fre
~ 

quenzen nach Gl. (k) einander gleich, und die zwei Sehwingungstypen 
haben gleiehe Periode. 

Zahlenbeispiel. Zur Erlauterung der obigen Theorie mage folgendes 
Zahlenbeispiel dienenl ; sei TV = 437 kg, i2 = 12lO0 cm2 , II = 122 em, 
12 = 152 cm, kl = 24 kg/cm, ka = 36 kg/em; die entsprechenden statio 
sehen Durehbiegungen sind nach Gl. (b) 

ba = lOem; bb = 5,5cm; 

naeh den Gin. (d) ist 

u=133,3; b=186,7; c=2853; 
substituiert man dies in (k), so ergeben sieh die beiden Wurzeln pi = 109, 
P; = 244; die zugehOrigen Frequenzen sind 

(1~0) PI = 10,5 Radian ,. pro Sekunde, 

P2 = 15,6 Radian ( 1800 ) 

\ n " 
oder NI = 100 und N2 = 150 volle Sehwingungen pro Minute. 

Aus der Gl. (I) folgt nun 

! = - 235cm, bzw. ! = 51,5em. 

Dies bedeutet, daB bei der tieferen Schwingungsart das abgefederte 
Gewicht um 235 em pro Radian der Stampfbewegung oder 4,1 cm pro 
Grad oszilliert. 

Bei der h6heren Sehwingungsart oszilliert das abgefederte Gewicht 
um 51,5 cm pro Radian der Stampfbewegung oder um 0,9 em pro Grad. 

Roh gesproehen fiihrt das Fahrzeug bei der tieferen Sehwingung eine 
Prallbewegung aus, indem die beiden Federdurehbiegungen gleiehes Vor
zeiehen haben und im Verhaltnis 

6;' 235 - 152 
b;' = 235 + 122 = 0,23 

zueinander stehen. Bei der h6heren Sehwingung fiihrt der Wagen 
meistens eine Stampfbewegung aus. 

1 Siehe die Arbeit von H. S. Rowell: Proc. Inst. Automobile Eng. 17, Teil 2, 
S.455. London 1923. 

10* 
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Bemerkenswert ist, daB eine gute Naherung fiir die Frequenzen der 
Hauptschwingungsarten aus der Theorie eines Systems mit einem Frei
heitsgrad gewonnen werden kann. Nehmen wir zunachst an, daB die 
Feder im Punkte B (s. Abb. 79) entfernt ist, so daB das Fahrzeug um 
die Achse B drehbar auf der Feder A hoch- und niedergeht, so lautet die 
Bewegungsgleichung 

(1+ :l~)O+kll26=0, 
so daB die "erzwungene" Frequenz gleich ist 

Pl = l -~-~-- . 
, f ---~-

I...j... W l~ 
. g -

Setzt man hierin die Zahlenwerte des obigen Beispiels ein, so folgt 

P~ = 2741/~~7 (~;~~~~1::) = 10,7 

in guter Vbereinstimmung mit dem fUr die Frequenz des tieferliegenden 
Schwingungstypus des Fahrzeuges oben erhaltenen Werte von 10,5. 
Behandelt man in derselben Weise die gegen die Feder B gerichtete 
Prallbewegung des um die Achse A drehbaren Wagens, so ergibt sich 
P~ = 15,0 gegeniiber dem oben fiir die hoherliegende Schwingungsform 
erhaltenen Werte P2 = 15,6. 

Auf dieser Grundlage hat man folgendes bequeme Verfahren zur Er
mittelung der Frequenzen del' Hauptschwingungsarten auf experimen. 
tell em Wege: man schlieSt die Vorderfedern und laSt den Wagen schwin
gen, dann schlieBt man die Hinterfedern und laBt den Wagen wiedel' 
schwingen. Die auf diese Weise erhaltenen Frequenzen bieten gute 
Naherungswerte. 

Schwebungserscheinungen. Kehren wir nun wieder zur allgemeinen 
L6sung der GIn. (e) zuriick: Sind PI und P2 die beiden Losungen del' 
Gl. (k), so ist 

z = Al cos (PI t + a l ) + A2 cos (P2 t + tl2 ) , } 

() = Bl cos (PIt + a l ) + B2 cos (P2 t + (2), 

worin nach Gl. (I) 

(1') 

(S) 

Die allgemeine Losung (1') enthii.lt vier willkiirliche Konstanten 
AI> A 2, tll und a2, die in jedem Spezialfall aus den Anfangsbedingungen 
bestimmt werden. Nehmen wir beispielsweise an, daB zur Zeit t = 0 
eine nach unten gerichtete Verschiebung ;. ohne Drehung vorhanden 
ist und del' Wagen dann plotzlich losgelassen wird, so lauten hierfiil' 
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die Anfangsbedingungen 

(z)t=o = A.; (z)t=o = 0; (O)t=o = 0; 

Diese Forderungen sind erfiillt, wenn man in den GIn. (r) 

OCI = OC2 = 0, 

a- P~ Al = A-2 --"g; 
PI - P2 

B =A (pi --a). 
I I b ' 

149 

(t) 

setzt. Wie man sieht, entstehen unter den vorausgesetzten Bedingungen 
Schwingungen beider Arten, die zuerst gleiche Phase haben; spater je
doch, nach Ablauf einer gewissen Zeit, verschieben sie sich gegeneinander 
infolge der Frequenzenverschiedenheit, und es entsteht eine komplizierte 
kombinierte Bewegung. 1st die Frequenzenverschiedenheit sehr gering, so 
haben wir es mit einer "Schwebung" zu tun, d. h. mit Schwingungen 
von periodisch veranderlicher Amplitude. Fiir die Behandlung dieses 
Spezialfalles nehmen wir an, daB in Gl. (k) 

(} b 
--;-2 - a = 0 und -;- = (j . 
~ f· • 

,Yorin (j eine kleine GroBe ist. Damit wird 

p~=a-(j; 

und aus (t) ergibt sich 

Die Losung (n) geht iiber in 

B I, 
2 = 2i' 

A 
Z = T( cosp1t + COSP2 t) = A. cos PI ~P2 tcos Pl ;~t, ) 

0= 2Ai (- cos PIt + COSP2t) = 4-sin PI ~ P2t sin PI ;P't. 
(u) 

Aus der Kleinheit der Differenz PI - P2 folgt die schnelle Verander
lichkeit der GroGen cos [~(Pl + P2)t] und sin [~(Pl + P2)t]; diese Funk
tionen miissen mehrere Umlaufe ausfiihren, bevor sich die langsam vari
ierende Funktion sin [~(Pl - P2)t] bzw. cos [~(Pl - P2)t] um einen 
wesentlichen Betrag geandert hat. Auf diese Weise erhalt man Schwin
gungen mit periodisch veranderlicher Amplitude (s. Abb. 9). 

Erzwungene Schwingungen. Die erzwungenen Schwingungen eines 
Fahrzeuges entstehen unter der Einwirkung von Storungskraften, die 
durch die Federn iibertragen werden. In der oben entwickelten allgemei
nen Darstellung wurde gezeigt, daB die beiden Hauptschwingungsarten 
Schwingungsbewegungen urn zwei bestimmte Punkte P und Q sind 
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(Abb. 81). Die entsprechenden verallgemeinerten Krafte hierfur sind die 
urn die Punkte P und Q genommenen Momente der Federkrafte. Hieraus 
ist zu schlieBen, .daB irgendeine Schwankung der Federkraft, hervor
gerufen durch irgendeine Unebenheit der StraBe, gleichzeitig beide 
Schwingungsarten erzeugen wird, vorausgesetzt, daB diese Federkraft 
nicht durch einen der beiden Punkte P und Q hindurchgeht. Nehmen wir 
beispielsweise an, daB das V orderraderpaar eines sich auf der StraBe fort
bewegenden Fahrzeuges auf ein Hindernis auftrifft; die V orderfedern 
werden dann zusammengedruckt, und das Fahrzeug gerat in Schwin
gungen. Wird nun das Hindernis vom Hinterraderpaar erreicht, so er
halt das schwingende Fahrzeug einen zusatzlichen Impuls. Die durch 
diesen neuen Impuls verursachten Schwingungen uberlagern sich den 
zuerst hervorgerufenen, und die entstandene Bewegung ist dann vom 
Zeitintervall t, das zwischen den beiden Impulsen liegt. oder, wenn man 
mit 1 den Radstand und mit v die Geschwindigkeit des Wagens bezeichnet, 

von der GroBe .!- abhangig. Es ist leicht zu sehen, daB sich die beiden 
v < 

Impulse bei einem gewissen Wert von v der' Wirkung nach addieren; 
damit ist der Begriff der kritischen Geschwindigkeiten definiert, 
die fUr den Betrieb sehr ungunstig sind. Sind namlich 1'1 und 1'2 die Peri
oden der beiden Hauptschwingungsarten und ist ferner, wie wir an-

nehlllCn wollen, das InteryaIl t = ~ ein Vielfaches dieser Perioden, 
v 

so daB 

worin ml und m 2 ganze Zahlen sind, so wiederholen sich die Impulse 
nach einer ganzen Anzahl von Schwingungen, und es tritt ein Resonanz

c 

vorgang einl. Wenn die Federreibung nicht 
hinreichend graB ist, so konnen heftige Schwin
gungserscheinungen die Folge sein. 

~----~l------~ 
Ergibt eine del' Federll einen Impuls, del' die 

andere Feder nicht beeinfluBt, so ist damit laut 
obigem eine Anordnung von praktischem In

teresse gewonllen. Die angegebene Bedingung ist erfullt, wenn del' Fahr
zeugkorper durch ein dynamisches Modell mit zwei in den Federn A und 
B kOllzentrierten Massen WI und W 2 (Abb, 82) ersetzt werden kann. In 
diesem FaIle ist 

Abb, H:l, 

WI 
11' - 1 

'2 - -1-' ]V Il~ + TV 2 l~ = Wi 2 , 

woraus folgt 
(77) 

1 Siehe P. Lemaire: Techn. ~Iod., Jan. 1!l:?1. Vgl. aue-II die obell allgpgebene 
Arlwit yon H. S. Rowell: S.481. 
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Der Vergleich mit der Gl. (m) fiihrt zu dem SchluB, daB die Punkte P und 
Q (Abb. 81) in diesem FaIle mit den Punkten A und B derart zusammen
fallen, daB die Schwankungen der Federkrafte voneinander unabhangig 
werden und die Resonanzgefahr ausgeschlossen ist. Zu beachten ist, daB 
im FaIle II = l2 die Bedingung (77) in die von Prof. ReiBner angegebene 
Regel ubergeht, wonach der Tragheitsradius der abgefederten Masse 
dem halben Radstand gleich sein muB. Bei den meisten modernen Fahr
zeugen ist der Radstand groBer als der nach Gl. (77). Diese Abweichung 
diirfte durch Hiicksichten auf die Steuerung und das Schleudern des 
Wagens, die eine VergroBerung des Radstandes verlangen, bedingt sein. 

Bahndruck. Infolge dynamischer X 
Ursachen unterscheidet sich gewahn
Hch der wahrend der Bewegung ge
messene Raddruck gegen die Bahn 
yom statischen Raddruck. Mit Be
zug auf den einfachen durch Abb. 82 
dargestellten Fall kann der Bahn
druck aus der Betrachtung der Be
wegung des in Abb. 83 veranschau
lichten Systems ermittelt werden; in 
dieser ist WI das Gewicht, das un

Abb.83. 

1 
,..1 

mittelbar auf die Bahn ubertragen wird I, W 2 das auf del' Feder lastencle 
Gewicht, v clie konstante Bewegungsgeschwindigkeit des Rades tangs 
del' Horizontalachse, Xl und X 2 die nach oben gerichteten Verschiebun
gen cler Gewichte WI und W2 von ihren in Abb. 83 gezeigten Gleich
gewichtslagen aus. Weist clie FahrstraBe keine Unebenheiten auf, so 
entstehen bei cler Bewegung keine Schwingungen, uncl die Bahnpres
sung ist dem statischen Bahndruck gleich. Nun nehmen wir abel' an, 
daB das starre Bahnprofil darstellbar ist dureh die Gleichung 

h (I 2n~) 
X = ""2" - cos -;.- , 

worin ~ langs cler Horizontalachse gemessen wird und A die Wellenlange 
bezeichnet. Die Bewegung langs dieserWeIlen mage mit cler konstanten 
Geschwincligkeit v erfolgen. Dann ist die Vertikalverschiebung des als 
starr betrachteten Rades durch die Gleichung 

_ h ( 2;-rvt' 
Xl - ""2 \ 1 - cos ----;:-) (a) 

gegeben. Die entsprechencle Beschleunigung in vertikaler R.ichtung ist 

1 Die Federung des Radreifens ist bei dieser Untersuchung vernachlassigt. 
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Addiert man die hieraus folgende Tragheitskraft zu dem Gewicht, so er
gibt sich der Bahndruck aus der unabgefederten Masse allein zu 

(b) 

Der Maximaldruck tritt dann auf, wenn das Rad die tiefste Stelle des 
Bahnprofils erreicht, und ist dann gleich 

WI h 4n2 v2 . 

WI + g2l2· 

Wie man sieht, wachst der dynamische Effekt der Tragheitskraft mit 
dem Quadrat der Geschwindigkeit. 

Um den gesamten Bahndruck zu erhalten, muB man zu dem oben 
berechneten Druck (b) die aus der Federkraft sich ergebende Pressung 
addieren. Diese Kraft ist durch den Ausdruck 

(c) 

gegeben, worin das zweite Glied die Anderung der Federspannung in
folge der relativen Verschiebung Xz - Xl der Massen W lund W z dar
stellt. Diese Verschiebung laBt sich aus der Differentialgleichung 

Wz ·· k - X2 + (X2 - Xl) = 0, g 
(d) 

die die Bewegungsgleichung des abgefederten Gewichtes Wz ist, be
rechnen. 

Substituiert man (a) fur Xl' so erhalt man 

W2 .. + k _ kh (I 2nvt\) (e) 
gX2 x2 - 2 - oos-).- . 

Diese Gleichung stellt die Schwingungen des abgefederten Gewichtes 
dar, hervorgerufen durch das wellenartige Bahnprofil. Nimmt man an, 
daB am Beginn der Bewegung Xl = x 2 = 0 und Xl = x2 = 0, so lautet 
die Losung der Gl. (e) 

h ( 1:i 2nt 1:~ 2nt) x = - 1 + ·----oos-- - ----oos--
2 2 1:~ - 1:i 1:1 1:~ - 1:i 1:2 ' 

(f) 

Hierin ist 'l't = 2:n; Y-r: die Eigenschwingungsperiode des abgefederten 

Gewichtes, 'l' 2 = ~ die zum Zurucklegen der Wellenlange A erforderliche v 
Zeit. Die Federkraft ist nach den GIn. (a) und (c) gleich 

W k h 1:r ( 2 n t 2 :n: t) 
2 - - - ., -2 I cos .--- - cos - . 

2 1:;; - 1:1 \ 1:1 1:2 
(g) 

Also ist der sich der statisohen Bahnpressung uberlagernde Druck 
nach (b) und (g) gleich 

WI !!...- .4 n2 cos .2nt _ kh e 1:i e (cos ~nt _ oos2~). (h) 
g 2 1:~ 1:2 2 1:" - . T 1 T 1 1: ~ 
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Hierin erlangt das erste Glied mit wachsender Geschwindigkeit, das 
zweite dagegen im Resonanzfalle, steigende Bedeutung. Hieraus kann 
man schlieBen, daB im FaIle guter StraBenflache und hoher Geschwindig
keit die nicht abgefederte Masse den Bahndruck bestimmt, im Falle einer 
rauhen StraBenflache dagegen die abgefederte Masse stark ins Gewicht 
fallt. 

31. Torsionsschwingungen von Wellen ull(l Zahnantrieben. 
Wir haben bereits fruher, in § 2, den Fan von Torsionsschwingungen 

besprochen, doch handelt es sich dort um ein einfaches System, be
stehend aus einer Welle mit zwei rotierenden an den Wellenenden 
angebrachten Massen. Nachstehend dagegen soIl der allgemeinere Fall 
der Schwingungsbewegung einer Welle mit mehreren rotierenden 
Massen untersucht werden (Abb. 84). !IT iPz P3 ijlf 

Auf die Betrachtung eines derartigen q k, ¢ *2 c;: k q 
Systems fiihren viele Untersuchungen 
uber die Torsionsschwingungen im Elek-
tro- und Dieselmaschinenbau sowie im ~ 
Propellerwellenbau 1. Bezeichnet man Abb.84. 

mit 11 , 12 , 13 , • • • die Tragheitsmomente der rotierenden Massen um 
die Wellenachse, mit CPu CP2' CP3' . . • die Verdrehungswinkel der Welle 
in den entsprechenden Punkten wahrend der Schwingungsbewegung, 
mit kl' k2' k3' . . . die Federungskonstanten der Welle fur die Langen 
ab, be, ed, ... , so stellen die GroG en kl (CP1 -CP2)' k2 (CP2 - CP3)' ... die 
Verdrehungsmomente fur die bezeichneten Langen dar. Vernachlassigt 
man nun das Tragheitsmoment der rotierenden Welle gegenuber den 
Tragheitsmomenten J l' J 2' . .. der rotierenden Massen, so wird die 
kinetische Energie des schwingendtln Systems gleich 

(a) 

Die potentielle Energie des Systems besteht im vorliegenden FaIle in 
der Energie der Verdrehung und ist durch den Ausdruck 

v = ~kdcp1 - CP2)2 + ~k2(CP2 - CP3)2 + ~k3(CP3 - CP4)2 + (b) 

gegeben. 
Substituiert man (a) und (b) in die Lagrangeschen GIn. (71), so 

erhalt man folgendes System von Differentialgleichungen fur die freien 

1 Die Bibliographie des Gegenstandes findet man in der sehr vollstandigen 
Untersuchung iiber die Torsionsschwingungen in einer Dieselmaschine, durch
gefiihrt von F. M. Lewis: Trans. Soc. Nav. Arch. Mar. Engg. 33, 109. New
York 1925. 
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8chwingungen der Welle: 

l 1ip1 + k1 (IPI - IP2) =0, 

12ip2 + k2 (IP2 - IP3) - kl (IPI - l{J2) =0, 

Isq,s + ks (l{Ja - l{J4) - k2 (l{J2 -l{Js) =0, 
....................................... 

I n_ 1 ipn-l + kn-1(l{J,,-1 - l{Jn) - kn- 2 (l{Jn-2 - l{Jn-l) = 0, 

Inq,n - kn- 1(l{Jn-l - l{Jn)" = O. 

Durch Summation dieser Gleichungen erhiHt man 

IlfPl+ 12lp2+'" +lnlpn=O; 

(c) 

demnach ist das Moment der BewegungsgroBe des Systems beziiglich 
der Wellenachse bei der freien Schwingung konstant. Fiir das Folgende 
nehmen wir dieses Moment der BewegungsgroBe gleich Null an. In 
dieser Weise wird jede Drehung der Welle als starrer Korper aus
geschlossen und es ist nur die Schwingungsbewegung infolge der Wellen
verdrehung zu betrachten. 

Durch Anwendung der allgemeinen Methode (s. S. 139) und Sub
stitution der Ausdriicke 

l{Ji = Al cos (p t + ex) , 

in die GIn. (c) erhalt man 

11AIP2_kl(AI-A2) =0, 

12A2p2+kl(Al-A2)-k2()'2-Aa) = 0, 

l,n Anp2 + kn-1()'n-l - An) = 0. 

( d) 

Eliminiert man aus diesen Gleichungen die GroBen )'1' )'2' ... , so 
erhiHt man die Frequenzgleichung zur Berechnung der GroBe p2. 

Der Fall von drei Scheiben. Betrachten wir zunachst den einfachen 
Fall von drei rotierenden Massen. Hierfiir lautet das Gleichungs
system (d) 

=0, 

12A2p2 + kdAl - ;'2) - k2().2 - i·3) = 0, 

13;'ap2 + k2()'2 -A3) = 0. 

Die Summation dieser Gleichungen ergibt 

11 )'1 + 12 )'2 -+- 13i'3 = O. 

(0) 

(f) 
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Nach der ersten und der dritten der GIn. (e) ist 

(g) 

Durch Substitution in die Gl. (f) ergibt sich foigende Frequenzglei
chung: 

(77) 

Dies ist eine in 1)2 quadratische Gleichung; ihre beiden den zwei Haupt
schwingungsarten entsprechenden Wurzeln pi und p~ sind leicht zu 
berechnen. Durch J<~insetzen dieser Wur
zeIn p~ llnd p~ in die GIn. (g) erhiilt 

man die Werte der Quotienten ~"'- und 
) . 1'2 
~ fur die beiden Hauptschwingungs
A3 

arten 1; auf diese Weise ergeben sich 
die zugehorigen Schwingungsformen des 
Systems. Abb. 85 ist eine graphische 
Darstellung der zwei Schwingnngsarten, 
und zwar entsprieht Abb. 85a der tief
sten Schwingungsform mit einem Kno
ten, Abb. 85b dagegen der hoheren 
Schwingungsform mit zwei Knoten. 

Abb.85. 

Der Fall mehrcrer Seheiben. 1m allgemeinen FaIle erhiilt man die 
Frequenzgleichung, indem man die Determinante des Gleichungs
systems (d) gleich Null setzt [so Gl. (75)]. So ergibt sich beispielsweise 
fur den Fall von vier rotierenden Massen die Gleichung 

11P2_kl kl 0 0 

kl 12 p2 - kl - k2 k2 0 
= O. 

0 k2 Isp2- k2 - k3 1.:3 

0 0 k3 14 p2 - ka 

Dividiert man die Zeilen dieser Determinante dureh 11' 12, Ia nnd 14 , 

so nimmt die FrequenzgIeichung mit den Bezeichnungen 

1 Fiir den Fall von vier Scheiben findet man die Frequenzgleichung in der 
Hiitte 1, 25. Aufl., S. 409 (1925). 
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die Gestalt 

an. 

Systeme mit mehreren Freiheitsgraden. 

o 
o 

x I 

X-X2 

n 23 

0 

0 0 

n 22 0 
=0 

X-Xa na3 

X4 X-X4 

Diese Determinante 
erhalten 

entwickeln wir nun in iiblicher Weise und 

jx-x2 n 22 0 n l2 n22 0 

(X-Xl) I n 23 X-Xg n33 -Xl 0 X-X3 n33 =0 

0 X4 x-x4 0 x4 X-X4 
odeI' 

!x-x3 n33 I I n 23 n33 I (x - Xl) (X - x2) ! - (x-xI)n22 
, X4 X -Xii 0 X-X~ 

n33 I 
=0. 

x-x I ' 4 , 

woraus folgt 

(x - Xl) (x - x 2) (x -x3) (x-x4) - (X - Xl) (X - x 2) x4n 33 

- (X-Xl) (X-X4) n 22 n 23 - (X-Xs) (X-X4) Xl n12+ Xl n12 n33 X'l = 0 . (h) 

Beachtet man, daB 

so sieht man, daB das konstante Glied in del' G1. (h), ebenso wie eine 
del' Wurzeln, gleich Null wird. Dieses Resultat ergibt sich als eine Folge 
davon, daB die Welle wie ein starrer K6rper um ihre Achse rotieren 
kann. Die drei iibrig bleibenden Wurzeln del' G1. (h) sind von Null 
verschieden und liefern uns die Frequenzen der drei Hauptschwin
gungsarten des betrachteten Systems. 

Zahlenbeispiel. Zur Erlauterung bringen wir hier ein numerisches 
Beispiel mit folgenden Zahlenwerten I: 

11 = 348 em kg see2 kl == 364.105 em kg pro 

12 ~= 101000 

Is == 1380 

14 = 0,43 
" 

kg = 1,25.106 

" 

1800 

n 
1800 

1800 

1 Die im Text angefiihrten Daten entstammen einer vom Berechnungs
ingenieur J. Ormondroyd (Westinghouse Elec. & Mfg. Co., East Pittsburgh, Pa.) 
an einem wirklichen Synchronkondensator in der Praxis durchgefiihrten Unter
suchung. 
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Substituiert man diese Werte in die obige Gl. (h) und benutzt von hier 
an die neue Bezeichnung x = 0,0001 p2, so ergibt sich 

x3 - 407 x2 + 34492 x - 296230 = O. (k) 

Bei der Berechnung der Wurzeln von Gleichungen hoheren Grades 
bedient man sich mit Vorteil des Hornerschen Schemas, wie dies 
nachstehend auch geschiehtl. Dieses Schema bietet das einfachste 
Mittel zur Berechnung des numerischen Wertes einer ganzen rationalen 
Funktion von der Form 

(1) 

fiir irgendeinen gegebenen Wert k des Argumentes x. Anstatt die Po
tenzen kn, kn- I , ... zu berechnen undmit den Koeffizienten an' an_I, ... 
zu muHiplizieren und die Produkte schlieBlich zu summieren, wenden 
wir folgendes Verfahren an. Zuerst multiplizieren wir an mit k und 
addieren an k zu dem Werte an_I. Sei a~_1 die Summe an k + an_I. 
Nach Multiplikation der GroBe a~ -1 mit k ,addieren wir die GroBe an _ 2 

hinzu und erhalten die Summe a~_2 = a:._ 1k + an_ 2. Fahrt man in 
dieser Weise fort, so findet man a~_3 = a~_2 k + an_ 3 und endlich 
a~ = a; k + a1 und a~ = a~ k + ao. AUe diese Rechnungen lassen sich 
auf folgendes Schema bringen: 

an .. ((,n-1 a n - 2 a l (11 "" I ank a~_lk a;k a;k a~k (m) 
, , , 

a~ 
1- , -

an an- I an - 2 a2 :~o 

Wie man ohne weiteres sieht, steUt der in der angegebenen Weise 
berechnete Wert von a~ den Wert f(k) der Funktion (l) fUr x = k dar. 
Das gleiche Rechnungsschema kann auch dazu verwendet werden, die 
Funktion f(x) in eine Taylorsche Reihe der Form 

worin 

a~=f(k), Al = /,(k) , 
j" (k) jln) (k) 

A2 = -1 .-2 ' ... An = -, 

zu entwickeln. Nehmen wir beispielsweise 

f(x) = a4 x4 + a3 x3 + a2x2 + alx + Go 

an. Um dieser Funktion die Gestalt der Reihe 

1· 2·3 ... n 

1 Vber Naherungsmethoden zur Berechnung der Wurzeln von algebraischen 
Gleichungen hiiheren Grades siehe v. Sanden: Praktische Analysis. 
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zu geben, fiihren wir die Berechnungen zunachst genau in der gleichen 
Weise aus, wie oben am Schema (m) erkliirt wurde, und gelangen so 
zum Werte /(k) = a~ der folgenden Tabelle(o): 

a4 aa a2 a1 ao 

I ka4 ka; ka; ka~ I 

a4 a; 
, 

a2 a~ I a~_ 
II ka4 k " as ka~ II 

a4 " a3 a~ a~' =Al (0) 

III ka4 k III a3 III 

a4 
III a3 a'.l'=A:,\ 

IV ka4 IV 
-------- - ------- -- - -------- -

A i If" 4 a4 = 4 a3 =. 3 

Mit den Zahlen a4 , a~, a;, ... , a~ der dritten Zeile dieser Tabelle ver
fahren wir genau in der gleichen Weise wie mit den Zahlen a4 , a3, az, ... 
der ersten Zeile mit Ausnahme dcr letzten Zahl a~. Auf diesem Wege 
ergeben sich die Zahlen unter der Zeile II-II. Die letzte dieser Zahlen, 
niimlich die GroBe a~, steUt den Koeffizienten Al der Reihe (n) dar. 
Fahrt man in dieser Art fort, so gelangt man zu den Werten a~' = A 2 , 

a~" = A3 und a4 = A 4 • So werden ane Koeffizienten der Reihe (n) 
berechnet. Das Schema (0) kann jetzt zur Berechnung der reellen 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit reellen Koeffizienten von 
der Form 

t(x) = anxn + an _ 1 x n - 1 + ... + a1 x + ao = 0 (p) 

benutzt werden. Sei k eine rohe Naherung fUr die zu berechnende Wurzel. 
Verfahrt man dann nach Tabelle (0) und setzt x -lc = u, so ergibt 
sich folgende Gleichung: 

t(x) = Anun + A n - 1 'un - 1 + ... + Al U + a~ = O. (q) 

Hierin ist u die Differenz zwischen dem wahren Wert der ·Wurzel und 
ihrem ersten Naherungswert k. Unter der Voraussetzung, daB diese 
Differenz klein ist und unter Vernachlassigung dcr Glieder mit hoheren 
Potenzen yon u in der Gl. (q) erhalten wir als Naherullg 

del' zweite Naherung,mert fUr die Wurzel dcr Gl. (p) ist 

x = k + 11 1 • 
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Um eine weitere Naherung zu erhalten, verfahren wir mit der Gl. (q) 
genau ebenso wie mit der Gl. (p). Setzt man 

u-u1 =v 

und befolgt wiederum das Berechnungsschema der Tabelle (0), so ergibt 
sich folgende Gleichung fUr v: 

Bnvn + B n_ 1 t· n- 1 + ... + B 1 v + a~ = O. 

Eine weitere Korrektion ist demnach gegeben durch 

Dud die dritte Niiherung fUr x ist 

x = k + U 1 + VI' 

Fiihrt man in dieser Weise fort, so kann man eine Wurzel der Gl. (p) 
mit jeder beliebigen Genauigkeit berechnen. 

Wendet man nun diese }Iethode zur numerischen Losung der Gl. (k) 
an, indem man a1s erste Niiherung den Wert x = 9 einfUhrt, so ergibt 
sich folgende Tabelle: 

1 - 407 :~4492 - 296230 
!) - 3582 278190 

- 3lJ8 ~091O 1 - 180401 

9 -- 3501 

1 - 389 1274091 

9 

1 1- 3801 

Die Gleichung fiir die erste Korrektion U = x - 9 lautet 

1t3 - 380u2 + 274097£ - 18040 = O. 

Fiihrt man fUr diese Korrektion den Niiherungswert 

18040 
u1 = 27409 = "-' 0,6 

(q) 

ein und verfiihl't man mit del' Gl. (q) wie oben, so ergibt sich folgende 
Tabelle: 

1 - 380 27409 - 18040 

0,6 - 227,6 16309 

1 - 379,4 27181 - 1731 

0,6 227 

- 378,8 26954 
'" 
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Die Gleichung fiir die zweite Korrektion ist 

v3 - 378,8v2 + 26954 v - 1731 = 0, 
woraus folgt 

1731 
VI = 26954 = '" 0,064. 

Danach kann die Wurzel der G1. (k) gleich 

Xl = 9 + U I + VI = 9,664 

genommen werden. Die zwei anderen Wurzeln derselben Gleichung sind 

Xa = 292. 

Die entsprechenden Frequenzen sind 

100 fXl 100 f X 2 100 l Xa 231 = 49,5 pro sec.; 2n- = 163 pro sec.; -~2n = 272 pro sec. 

Zu beachten ist, daB im oben gegebenen numerischen Beispiel die 
Tragheitsmomente II und la gegeniiber 12 klein sind; ferner ist 14 
gegeniiber. 13 klein. In einem solchen Falle kann man eine gute Naherung 
fiir die Frequenzen mit Hille der einfachen G1. (12) erhalten, die wir 
oben (S. 6) fiir den Fall einer einzigen Scheibe abgeleitet haben. Be
trachtet man 12 als unendlich groB, so erhalt man unter Vernachlii.ssi
gung von 14 fUr die Torsionsschwingungen der Scheibe 13 die Frequenz 

1 llk2- 10001/ 132 
2n y 1a = 2n y 1380 = 49,3 pro sec. 

in guter Ubereinstimmung mit dem Werte 49,5, der sich oben fUr die 
Grundschwingung des Systems mit vier Scheiben ergeben hat. 

Behandelt man in entsprechender Weise die Schwingungen der 
Scheibe II' wobei man 12 als unendlich groB betrachten wird, und 
die Schwingungen von 14, wobei man 13 als unendlich groB ansehen 
wird, so ergeben sich folgende Werte fiir die Frequenzen: 

1 1 (k; 1000 1/364 
2n y ~ = 2n Y348 = 163 pro sec 

bzw. 

~ l/ka _ 1000 1/1,25 _ '> 2 
2 n Y I a - 2 n Y 0,43 - ~ 7 pro sec 

in Ubereinstimmung mit den oben berechneten Werten. Eine ahnlich 
vereinfachte Behandlung von Schwingungsproblemen ist haufig dann 
moglich, wenn es sich um die Naherungsberechnung von Frequenzen 
handelt. Eine derartige Vereinfachung ist insbesondere in den Fallen 
wichtig, wo komplizierte Systeme mit einer groBen Anzahl rotierender 
Massen, wie etwa Dieselmaschinen, zur Behandlung vorliegen. 
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Betrachten wir beispielsweise das in Abb.86 dargestellte System, 
worin die Tragheitsmomente des Generators, des Schwungrades, von 
sechs Zylindern und zwei Luftpumpen sowie die Abstande zwischen 
diesen Massen gegeben sind l . Die Welle ist ersetzt durch eine gleich
wertige Welle konstanten Querschnitts (s. S. 171) von del' Torsions
steifigkeit C = lOlO kgcm2• Infolge del' Tatsache, daB die Massen des 
Generators und des Schwungrades viel gro/3er sind als die anderen 
Massen, kann man fiir die Frequenz del' tiefsten Schwingung eine gute 
Naherung dadurch ermitteln, daB man alle kleinen Massen durch eine 
einzige vom Tragheitsmoment 13 = 93.6 + 7 + 6,5 = rd. 572 ersetzt 
und sich diese Masse dann im Abstand 57,5 + 2,5·48,5 = rd. 179 em 

3000 

vom Schwungrad angebracht denkt. Reduziert man in diesel' Weise 
das gegebene System auf nur drei Massen, so kann man die Frequenzen 
nach G1. (77) leicht berechnen und erhalt p~ = 49000 und p~ = 123000. 
Die genaue Losung ergibt fiir das gleiche Problem die Werte p~ = 49840 
und p~ = 141000. Wie man sieht, ergibt sich in dieser Weise ein guter 
Naherungswert fiir die Grundschwingung. Zur Gewinnungeiner noch 
besseren Naherung kann man sich der Rayleighschen Methode be
dienen (s. § 14). 

Rayleighsche Methode. Seien a und b die Abstande des Schwung
rades von den Wellenenden und mogen die zwei Hauptschwingungsarten 
die in Abb. 86 (b und c) dargestellte Form besitzen. Ferner nehmen wir 
an, daB del' Teil b del' Deformationskurve durch einen Parabelbogen 
derart ersetzt werden kann, daB der Verdrehungswinkel ({J fiir einen 
Querschnitt im Abstand x vom Schwungrad durch die Gleichung 

m = m + (ljJlo - IP2) (2 b~ x) x 
r r2 b" (r) 

1 Dieses Beispiel ist dem Buche von Holzer: Die Berechnung der Drehschwin
gungen, Berlin: Julius Springer 1921, entnommen. Die Einheiren sind kg und em. 

Timoshenko, Sehwingungsprobleme. II 
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darstellbar ist. Es ist leicht zu sehen, daB der Winkel cp in der Gl. (r) fiir 
x = 0 und x = b die Werte cps bzw. CPlO annimmt. Aus der Gl. (r) und 
der ersten der GIn. (d) folgt: 

(s) 

Die Drehungswinkel aller anderen Massen lassen sich als Funktionen 
von CPl und CPIO darstellen und diese zwei Winkel konnen als generali. 
sierte Koordinaten des gegebenen Systems betrachtet werden. 

Damit ist die potentielle Energie des Systems 
b 

V = J~I- ({i2~O + ~oJ(a({i)2 dx = £{({ii y2 +.!. {({i10 - ({ii (I - y))2} (t) 
2a 2 ax 2 a 3 b ' 

o 
worin 

11p2 
Y=T· 

Die kinetische Energie des Systems ist 
k=10 

T=~ ~!k~~ 
2.L.J 2 ' 

k=l 

(u) 

oder, unter Benutzung der Gin. (r) und (s) und mit der Bezeichnung X k 

fUr den Abstand des Schwungrades von irgendeiner rotierenden Masse 1c 
.. (2b - Xk) Xk 

SOWle mlt otk = .. .. b2- ... , 

k=lO 

T 1 I . 2 1 '\'1 {" } ="2 1 CPl + "2.L.J k CPlOotk + CPl (1 - Y) (1 - otk) 2. (v) 
k=2 

Substituiert man (v) und (t) in die Lagrangeschen Gleichungen (71) und 
setzt man, wie friiher, 

({il = Al COS (pt + fJ); ({ilO = AlO COS (pt + fJ) , 
SO ergeben sich die folgenden zwei Gleichungen 

k=10 

Al{Y-: :(I-y)+Y(I~1')2Idl-otk)2}. 
k=2 

k=10· 
, {4 a ;)(1-;)) ~ } 
AI3b (l-y)+ 11 ~Ikotk(I-("f.k) 

k=10 

+ AlO{- ~ -~ + -J-; 2 Il'("f.~} = O. 
1.;=2 
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Setzt man die Determinante die
ser Gleichungen gleich Null, so 
hat man die Frequenzgleichung; 
die zwei Wurzeln dieser Gleichung 
geben die Frequenzen der zwei 
in Abb. 86 angedeuteten Schwin
gungsarten. AHe erforderlichen 
Berechnungen sind in der neben
stehenden Tabelle gegeben. Hier
nach ergibt sich die kleinere 
Wurzel der :Frequenzgleichung zu 

y = 1,563; 

und aus (u) erhalten wir 

p2 = 50000. 

Die Abweichung dieser Nahe
rungslosung von der oben ge
gebenen genauen Losung betragt 
nur ~ %. 

Die zweite Wurzel del' Fre
quenzgleichung ergibt die Fre
quenz del' zweiten Schwingungs
art mit einer Genauigkeit von 
4,5 %. Zu bemerken ist, daB mit 
Hilfe diesel' Naherungsmethode 
der EinfluB del' Wellenmasse auf 
die Frequenz des Systems leicht 
berechnet werden kann 1. 

In den vorangehenden Be
trachtungen haben wir die freien 
Torsionsschwingungen von Wel
len besprochen und die zugehori
gen Eigenfrequenzen bestimmt. 
Wenn an der Welle veranderliche 
Torsionsmomente wirken, so tre
ten zu den oben betrachteten 
freien Schwingungen erzwungene 
Schwingungen hinzu. Die Pe
riode dieser erzwungenen Schwin
gungen ist gleich der Periode der 

1 Siehe des Verfassers Arbeit in 
den N achr. Polytechn. lnst. St. Peters
burg 1005. 
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veranderlichen Torsionsmomente. Die Amplitude der erzwungenen 
Schwingungen hangt nicht nur von der GroBe der veranderlichen 
Torsion ab, sondern auch von ihrer Frequenz. Wenn sich diese Fre
quenz einer der oben berechneten Eigenfrequenzen der Welle nahert, 
so tritt Resonanz ein und die Amplitude der erzwungenen Schwingun
gen wird, wenn die Dampfung nicht geniigend .ist, sehr groB. Nach
stehend entwickeln wir ein Naherungsverfahren zur Berechnung der 
Eigenfrequenzen und der Amplitude der erzwungenen Schwingungen. 

Berechnung der Frequenzen dnrch snkzessive Approximationen. 
Die den verschiedenen Torsions-Schwingungsarten entsprechenden Fre
quenzen konnen aus den GIn. (d) auch durch sukzessive Approximationen 
ermittelt werden. Zu diesem Zweck schreibt man diese Gleichungen in 
der Form 

11P2 
A2 = Al - -k-}'l' 

1 

r A3 = }'2 - -k- (11 Al + I 2 A2 ) , 
2 

A4 =A3 - t (I1}'1 + I2A2 + I 3 ).a), 
3 

(w) 

(y) 

(z) 

Mit einem roh geschatzten Wert von p2 und einem willkiirlichen Wert 
fiir A1> den Drehungswinkel der ersten Scheibe, findet man mit Hilfe 
der Gl. (w) den entsprechenden Wert von ).2' Dann ergibt sich aus der 

Abb.87. 

Gl. (y) der Wert von A.3, aus der Gl. (z) der Wert von A.4 usw. 1st die 
GroBe von p2 richtig gewahlt worden, so ist die durch Summierung der 
GJ. (d) entstandene Bedingung 

I 1 },lp2 + 12 A.2 p2 + ... + InAn })2 = 0 

erfiillt. Sonst miissen die Winkel }'2' i. 3 , •.. von neuem, und zwar mit 
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einer neuen Sehatzung fiir p2, bereehnet werden 1. Ublichel'weise stellt 
man die Ergebnisse dieser Bereehnungen tabellariseh zusammen. Als 
Beispiel geben wir nachstehend die tabelienmaBige Behandlung fUr den 
Fall del' in Abb. 87 angedeuteten Diesel-AnJage2 • 

Tabelle fiir p=96,2; p2=9250. 

:Hasse 1 2 3 4 5 (j i 

Xr. I Ip" ). Ip2}, IIp2}, k 1 '>'1 2} 
k~ P , 

1 816 i,55·10G 1,0000 i.55·lOG i,55·lOG 2380. lOG 0,0032 
2 4515 41,i5·10G 0,9969 41,70·10G 49,25. lOG 840. lOG 0,0585 
:~ 4515 41.i5·lOG 0,9383 39,20. lOG 88,45. lOG 840 ·10G 0,1054 
4- 451.'; 41,i,")·lOG 0,8333 34,75 . lOG 123,20. lOG 840. lOG 0,1468 
,") 451.'; 41.75. lOG 0,6871 28,70. lOG 151,90. lOG 840. lOG 0,1803 
6 4515 41.75 . lOG 0,5068 21,20. lOG 173,10. lOG 840. lOG 0,2060 
7 4515 41.75 . lOG 0,3008 12,iiO·lOG 185,60.106 463. lOG 0,4010 
8 161500 149(j . lOG - 0,1002 -149,9 . lOG 35,70 . lOG 153.'5 . lOG 0,0233 
9 30400. 282 . lOG - 0,123.'5 - 34,8 . lOG 900000 

Tabelle fiiI' P = 96,8; p2 = 9380. 

:\Jasse 1 2 3 4 ii G 7 

NI'. I I p2 Jc I p2Jc II p2Jc Ie ~IIp2}, 

1 816 766·10" 1,0000 7,66.106 7,66·lOG 2380·10" 0,0032 
2 4515 142;45 ·10G 0,9968 42,15 . lOG 49,81. lOG 840. lOG 0,0594 
3 4515 '42,45.106 0,9374 39,80. lOG 89,61. lOG 840. lOG 0,1069 
4 4515 42,45. lOG 0,8305 35,30. lOG 124,91. lOG 840· lOG 0,1487 
.'5 4515 42,45· lOG 0,6818 28,90. lOG 153,81. lOG 840. lOG 0,1830 
6 4515 42,45.106 0,4988 21.22 ·10G 175,03. lOG 840. lOG 0,2080 
7 4515 42,45. lOG 0,2908 12;30. lOG 187,33. lOG 463.JOG 0,4040 
8 161500 1563 ·10G - 0,1I32 -171,0 .1OG 16,33. lOG 1535. lOG 0,0106 
9 30400 286. lOG - 0,1238 - 3.5.33. lOG -19.0 .1OG 

Die el'ste Kolonne del' Tabellen enthalt die Tragheitsmomente der 
Massen in den Einheiten em, kg und sec. Die dritte Kolonne beginnt 
mit einem willkiirliehen Wert des Drehungswinkels der ersten :Masse. 
Dieser Winkel wurde gleieh 1 angenommen. Die vierte Kolonne gibt die 
Momente der Tragheitskrafte der aufeinander folgenden Massen, die 
fUnfte Kolonne dagegen das gesamte Torsionsmoment del' Tragheits
luafte aller links vom betraehteten Querschnitt liegenden Massen. Dureh 
Division der Torsionsmomente dureh die in der sechsten Kolonne ge
gebenen Federkonstanten erhalt man die Verdrehungswinkel fiir auf
einander folgende Wellenteile. Diese Verdrehungswinkel sind in der sie-

1 Einige Beispiele dieser Berechnung findet man in dem oben erwahnten 
Buche von H. Holzer. Siehe auch F. M. Lewis: I. c., und Max Tolle: Regelung 
der Kraftmaschinen. 3. Aufl. (1921). 

2 Die Berechnungen sind der oben erwahnten Arbeit von F.l\I. Lewis ent
nommen. 
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benten Kolonne zusammengestellt. Die letzte Zahl der funften Kolonne 
stellt die Summe der Momente der TI'agheitskrafte aller Massen dar. 
Diese Summe muB im FaIle freier Schwingungen gleich Null sein. FUr 
'P = 96,2 in der ersten Tabelle wird die letzte Zahl der fiinften Kolonne 
positiv, fiir 'P = 96,8 wird der entsprechende Wert negativ. Dies zeigt, 
daB der genaue Wert von 'P zwischen den bezeichneten zwei Werten 
liegt und die Werte der dritten bzw. fiinften Kolonne durch Inter
polation korrigiert werden mussen. Unter Benutzung der in der dritten 
Kolonneangegebenen Werte kann man die in Abb.87 angedeutete 
elastische Kurve konstruieren, die fiir die Schwingungsart charakte
ristisch ist. Die fiinfte Kolonne gibt die entsprechenden Torsionsmomente 

fiir jeden Wellenteil, wenn die Amplitude der erstenMasse mit .!:.80 0 an-
n 

gesetzt wird. Hat diese Amplitude irgendeinen anderen Wert AI' so er
geben sich die Amplituden und die Torsionsmomente der anderen 
Massen durch Multiplikation der in den Kolonnen 3 und 5 enthaltenen 
Werte mit J'l' 

Berechnung der erzwungenen Schwingungenl. Wenn keine Reibung 
vorhanden ist und eine der rotierenden Massen unter der Einwirkung 
eines einfach harmonischen Drehmomentes von der GroBe M sin mt steht, 

so treten erzwungene Schwingungen von der Periode 7: = ~~ auf, und m 
die Schwingungsbewegung einer jeden Masse ist dann durch einen Aus
druck von der Form ,1. sin mt dargestellt. Die Amplituden der erzwUll
genen Schwingungen konnen mit Hille einer Tabelle der oben fur den 
Fall der freien Schwingungen benutzten Art ermittelt werden. Setzt man 
die Amplitude der ersten Masse mit x an, so kann man das Torsions
moment fur jedes Intervall in der gleichen Weise berechnen wie oben; 
es ist nur notwendig, das Maximum M des auBeren Torsionsmomentes in 
seinem Angriffspunkte zu dem Moment der Tragheitskrafte der rotieren
den Massen hinzuzufugen. Die letzte GroBe der 5. Kolonne wird in der 
Gestalt ax + b erscheinen und man erhalt eine lineare Gleichung zur 
Bestimmung von x, indem man die angegebene GroBe gleich Null setzt, 
da ja diese das Moment hinter der letzten Masse darstellt. 

Wenn die Periode des auBeren harmonischen Torsionsmomentes mit 
einer der Eigenschwingungen des Systems zusammenfallt, so sind die 
Bedingungen fur das Zustandekommen der Resonanz erfullt. Eine 

1 Die angenaherte Methode zur Berechnung der erzwungenen Schwingungen 
mit Dampfung ist von H. Wydler in seinem Buch, Drehschwingungen in Kolben
maschinenanlagen, Berlin 1922, entwickelt worden. Siehe auch die S. 153 er
wahnte Arbeit von F. M. Lewis und John F. Fox: Some Experiences with 
Torsional Vibration Problems in Diesel Engine Installations, J. Am. Soc. Naval 
Engs. 1926. Siehe auch G. Eichelberg: Torsionsschwingungsausschlag. Stodola 
Festschrift, S. 122. Ziirich 1929. 
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Schwingungsbewegung dieser Art ist sehr auffaIlend; will man die bier
hei wirklich auftretende Schwingungsamplitude ermitteln, so muB 
man auf die Dampfungskrii,fte Riicksicht nehmen. Unter der V oraus
setzung, daB die Dampfungskraft der Geschwindigkeit proportional ist, 
und unter Vernachlassigung des EinflusseH, den diese Kraft auf den 
Schwingungstypus am~iibt, d.h. unter der Annahme, daB die Verhalt
nisse zwischen den Amplituden der stationaren erzwungenen Sch win
gungsbewegung der rotierenden Massen die gleichen sind, wie fUr den 
entsprechenden Typus der freien Schwingung, kann man fUr die Am.pli
tuden der erzwungenen Schwingung Naherungswerte wie folgt ermitteln: 
Sei wahrend der Schwingung flJm = Am sin pt der Drehungswinkel der 
Masse, an der die Dampfung wirksam ist; das widerstehende Moment 
der Dampfungskrafte ist dann 

worin CJ. eine von den Dampfungseinfliissen abhangige Konstante ist. 
1m FaIle der Resonanz muB die Phasendifferenz zwischen dem die er
zwungenen Schwingungen bervorrufenden Torsionsmoment und der 
Verschiebung gleich 900 sein. Setzt man dieses Moment in der Form 
M cos pt und den Drehungswinkel der Masse, an der das Torsions
moment angreift, in der Form f/Jn = An sin pt an, so ergibt sich die 
Amplitude der erzwungenen Schwingung aus der Bedingung, daB im 
Zustand der stationaren erzwungenen Schwingungsbewegung die vom 
harmonischen Torsionsmoment bei einer Schwingung verrichtete Arbeit 
der im Dampfungspunkte absorbierten Energie gleich sein muB. In 
dieser Weise erhalt man 

2:t 
p p 

f dCPmd'Pmd f~f d'Pnd 
CJ. Tt- dt t = j'1 cos pt d'( t; 

o () 

substituiert man 

f/Jn = }."sinpt, 

so folgt 

(a/) 

und die Schwingungsamplitude der ersten Masse "ird 

A - elf ~ l-!. 
1 - r:t.p I'm I'm· (b/) 

Kennt man die Dampfungskonstante oc, so kann man mit der elasti
schen Normalkurve (s. Abb. 87) entnommenen Werten der Verhiilt-
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nisse ~: und ~: die Amplituden der erzwungenen Schwingung fur den 

Fall eines einfachen harmonischen Torsionsmomentes mit Dampfungs
wirkung an einem gewissen Wellenquerschnitt berechnen. 

Steht aber die Welle unter der Einwirklmg mehrerer einfacher har
monischer Torsionsmomente, so erbalt man die resultierende Amplitude 
At der ersten Masse aus der obigen Gl. (b /) auf Grund des Superpositions
prinzips. Sie ist gIeich 

(c) 

worin das Summenzeichen vektoriell zu verstehen ist, da jedes Torsions
moment mit der entsprechenden Phase genommen werden muB. 

In den wirklichen Fallen ist da~ auBere Torsionsmoment gewohnlich 
von komplizierterer Natur. Bei der Dieselmaschine beispieIswf>iRe hangt 
die durch einen einzigen Zylinder erzeugte Drehkraft von der Kurbel
stellung, dem Gasdruck und den Tragheitskraften abo Die Drehkraft
kurve eines jeden Zylinders kann aus dem entsprechenden Gasdruck
diagramm abgeleitet werden, wobei jedoch die Tragheitskrafte der hin
und heq~ehenden Massen zu beriicksichtigen sind. Bei Untersuchungen 
iiber erzwungene Schwingungen muB niese Kurve durch eine trigono
metrische Reihe l der Form 

t (cp) = ao + a l cos cp + a2 cos 2 cp +. . + bl sin cp + b2 sin 2 cp + . .. (d/) 

dargestellt werden, worin cp = 2 n die Periode der Kurve ist. Diese 
Periode ist gIeich einer Umdrehung der Kurbelwelle bei einer Zweitakt
maschine und gleich zwei Umdrehungen bei einer Viertaktmaschine. Die 
Bedingung fur das Auftreten del' Resonanz ist erfiillt und eine kritische 
Geschwindigkeit entsteht immer dann, wenn die Frequenz eines der 
Glieder del' Reihe (d/) mit einer del' Eigenfrequenzen del' Welle zusam
menfiHlt. 1m FaIle einer Einzylinder-Zweitaktmaschine erh~ilt man in 
diesel' Weise kritische Geschwindigkeiten von der Ordnung 1, 2, 3, ... , 
entsprechend der Anzahl del' Schwingungszykel pro Umdrehung der 
KurbelweIle. Bei einer Viertaktmaschine hat man kritische Geschwindig
keiten von der Ordnung t, 1, It, ... , d. h. also mit ganzen und halben 
Ordnungszahlen. Fur jede Eigenschwingung gibt es eine Folge solcher 
kritischen Geschwindigkeiten. Die Amplitude einer erzwungenen Schwin
gung von gegebenem Typus in einer Einzylindermaschine kann, wie oben 
auseinandergesetzt, berechnet werden. Die zusammengesetzte Wirkung 
aIler Zylinder ergibt sich durch Anwendung des Superpositionsprinzips, 
indem die Drehkraft jedes Zylinders bei entsprechender Phase genommen 

1 Beispiele dner solehen Analyse fimlet man in del'S. 166 erwiihnten Al'heit 
von H. VVydler und in der S. 153 ange)!ebenen Arbpit von F.::\1. Lewis. 
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wird. In speziellen Fallen, wenn die Anzahl der Schwingungen pro Um
drehung der Anzahl der Zundungen (eine obere kritische Geschwindig
keit) gleich oder ihr Vielfaches ist, dann ist die Phasendifferenz gleich 
Null und die durch die Einzelzylinder erzeugten Schwingungen addieren 
sich einfach. Einige Beispiele fiir die Berechnung der Amplituden er
zwungener Schwingungen findet man in den oben erwahnten Arbeiten 
von K. Wydler und F. M. Lewis. Diese enthalten auch Angaben uber 
die GroBe der Dampfung in Konstruktionsteilen wie Marinepropeller, 
Generatoren undZylinder, ebenso wieAngaben uber die Verlusteinfolge 
innerer Reibung1 . Fur die Berechnung der Amplituden der erzwungenen 
Schwingung und der entsprechenden maximalen Spannungen ist die 
Anwendung des beschrie benen Naherungsverfahrens auf die Behandlung 
von Spezialfallen durch hinreichende Genauigkeit gekennzeichnet. 

~2 
h 

/r, 
al--~---! • I 

LZ 
I. 

c 

-n~2 

_-\bb.88a. 

fa 

Abb.8Sb. 

Zahntriebe. Das zur Frequenzenberechnung von Torsionsschwingun
gen bei Wellen oben entwickelte Verfahren kann auch im Faile von 
Zahntrieben der in Abb.88a dargestellten Art benutzt werden. Be
zeichnet man mit 

11> 13 die Tragheitsmomente der rotierenden Massen, 
CPI' CP3 die entsprechenden Drehwinkel, 
i~, i; die Tragheitsmomente der Zahnrader, 
n das Ubersetzungsverhaltnis des Zahntriebes, 
CP2, - n CP2 die Drehwinkel der Zahnrader, 
kl' ka die Federungskonstanten der Wellen, 

so ist die kinetische Energie des Systems gegeben durch 

T = 11 tP~ + i~ tP~ + if{ (n q;a)2 + 13 tP5 
2 2 2 2' 

Die potentielle Energie des Systems ist 

V = ~ kdcpl - CP2)2 + ~ k2 (CP3 + n CP2)2. 
Setzt man 

(e') 

(f') 

i;+n2 i;=I2 ; n2I3=1;, CP3=-ncp;; k2n2 =k;, (g') 

1 Eine Bibliographie des Gegenstandes und einige neue Angaben tiber die 
innere Reibung findet man bei E. Lehr: Die Abkiirzungsverfahren zur Ermitte
lung der Schwingungsfestigkeit. Dissertation Stuttgart 1925. Siehe auch E. J a
quet: Stodolas Festschrift, S.308 und O. Foppl: Z. V. d. I. 74, 1391 (1930). 
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so gehen die GIn. (a) und (b) uber in 

T = I1 .pi + 12 1;~ + ~; (1;;1: 
2 2 2' 

V = ~ ki (IPI -1P2)2 + ~ k; (1P2 - 1P;)2. 
Diese Ausdrueke haben die gleiche Form wie die oben fiir die Torsions·" 
sehwingungen der Welle erhaltenen Ausdrueke (a) und (b). Hieraus ist 
zu sehlieBen; daB die Differentialgleiehungen der Sehwingungsbewegung 
des in Abb. 88a dargesteIIten Systems die gleiehen sein werden wie im 
Falle einer mit Seheiben besetzten Welle, vorausgesetzt, daB die in den 
GIn. (g/) angegebenen Bezeichnungen benutzt werden. Dieser SchluB 
kann aueh auf den Fall eines Zahntriebes mit mehr als zwei Wellen el'· 
weitert werden 1. 

Ein anderer Zahntrieb ist in Abb. 88 b dal'gestellt, in der 10 , Iv 12, •.• 

die Tl'agheitsmomente der l'otiel'enden Massen sind, wahrend kl' k2' ... 
die Torsionssteifigkeiten der Wellen bedeuten. Ferner bezeiehnen wir mit 
n das Ubersetzungsverhaltnis des Zahntriebes und mit 1P0' IPI' 1P2' ... 
die Drehwinkel der Scheiben 10, Iv 1 2 , ••• 1st 10 sehr groB gegenuber 
den anderen Tragheitsmomenten, so konnen wir 1P0 = 0 setzen; dann 
ist die kinetisehe bzw. potentielle Enel'gie des Systems gegeben dureh 

T = ~(II~i + I2~~ + 1arp~ + I4~~)' 
V = H kIlPi + k2(1P2 -IPI)2 + ka(lPa + n 1P2)2 + k4 (1P4 + n 1P2)2} 

und die Lagrangesehen Differentialgleichungen der Bewegung lauten 

I I;PI + kI IPI - k2 (1P2 - IPI) = 0 , 

12 iP2 + k2(1P2 -IPI) + n ka(lPa + n 1P2) + n k4 (1P4 + n 1P2) = 0, 

IaiPa + ka(lPa + n1P2) = 0, 

I 4;P4 + k4 (1P4 + n 1P2) = 0 ; 
hiel'aus el'gibt sieh die Frequenzgleiehung in der gleiehen Weise wie oben, 
und die Frequenzen folgen daraus als Wul'zeln der Gleiehung. 

m 

, , 
f4>-C--3>i 

Torsionsschwingungen bei 
Kurbelwellen. Bei der Unter. 
sue hung von Kurbelwellen 
haben wil' uns zuerst mit 
der Frage der Tol'sionssteifig. 
keit einer Kul'bel (s. Abb. 89) 
zu befassen. Diese Steifig. 
keit hiingt von den Zwangs

bedingungen in den Lagerullgen abo Nimmt man an, daB das Spiel 
in den Lagern fl'eie Verschiebungen del' Quersehnitte m-n wahl'end der 
Verdrehung gestattet, so kann man den vom Torsionsmoment M T cr· 

1 Derartige Systeme untersucht T. H. Smith: Nodal Arrangements of Gearpel 
Drives. Engg.1922, 438 11. 467. ~ 
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zeugten Verdrehungswinkel leicht ermitteln. Dieser Winkel besteht aus 
drei Teilen: 

a) Verdrehung der Lagerzapfen, 
b) Verdrehung des Kurbelzapfens, 
c) Biegung des Kurbelarmes. 
Nun bezeichnen wir mit 

C1 = ;z;~1 G: Torsionssteifigkeit des Lagerzapfens, 

C - :7d~ G Torsionssteifigkeit des Kurbelzapfens, 2 - a2 
h ., 

B = -Ii E Biegungssteifigkeit des Kurbelarmes. 

Die infolge der Verdrehung entstehenden ortlichen Deformationen 
des Kurbelarmes in den schraffierten Teilen der Abbildung lassen sich 
in der Weise beriicksichtigen, daB man die Lange des Lagerzapfens 
bzw. des Kurbelzapfens zu 2 bi = 2 b + 0,9 h bzw. a l = a + 0,9 h an
nimmt1 . Del' Verdrehungswinkel () del' Kurbel, hervorgerufen durch das 
Torsionsmoment M 1" ist dann 

e = 2 b1 M T + III JI ~ --l- 2 r MT 
0 1 O2 ' B 

Bei del' Berechnung del' Tol'sionsschwingungen einer Kurbelwelle kann 
man jede Kl'opfung durch eine gleichwertige WeUe von gleichformigem 
Querschnitt mit der Torsionssteifigkeit C ersetzen. Die Lange der aqui
valenten WeUe folgt aus 

J1Tl = 0 
o ' 

worin e del' oben berechnete Verdl'ehungswinkel ist. Danach ist die 
Lange der gleichwertigen Welle gleich 

l = C (~ b1 + !!1 + ~) . (78) 
0 1 O2 B 

Ein anderer Extl'emfaUliegt vor, wenn man annimmt, daB die Welle 
in den Lagerungen vollig eingezwangt ohne Spiellauft. In diesem Falle 
el'gibt sich die Lange 1 der gleichwertigen WeUe aus der Gleichung2 

l = C --- + - - 1 - - + - I - -- . { 2 b 1 a1 ( r ) 2 r ( r )} 
0 1 O2 k B 2k (79) 

1 Diese Annahme stimmt mit den hierzu durchgefiihrten Versuchen gut 
iiberein; siehe hieriiber Dr. Seelmann: Z. V. d. 1. 69, 601 (1925). SaB, F.: Maschi
nenbau 4, 1223 (1925). Siehe auch die S. 153 erwahnte Arbeit von F. M. Lewis. 
Eine empidsche Formel zur Berechnung del' Steifigkeit von Kurbclwellen wurde 
,on B. C. Carter: Engg. 1928 gegeben. Siehe auch A. Stieglitz: Jahrb. d. 
deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt 1929, 426. 

2 Eine ausfiihrliche Betrachtung iiber die Torsion einer Kurbelwelle ist vom 
Verfasser in Trans. Am. Soc. Mech. Eng. 44, 653 (1922) gegeben. Siehe auch 
dessen Festigkeitslehre; ferner auch C. B. Biezeno: De Ingenieur 1927 und 
A. Ge Bn er: Mehrfach gelagE'rte, abgesetzte und gekr6pfte Kurbelwellen. Berlin: 
Julius Springer. 
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Hierin ist 

(80) 

wobei 

O (;311,3 G d' T' if' k' d K b la I' 3 = 3,6 «(;2+-11,2) Ie orslOnsste Ig eIt es ur e rmes a s emes 

Stabes von rechteckigem Querschnitt mit den Seiten h und e, 

BI = -n :! E die Biegungssteifigkeit des Kurbelzapfens, 

FI und F2 die Flacheninhalte des Kurbelzapfen- bzw. des Arm
querschnitts sind. 

Nimmt man a1 = 2 b1 und 0 1 = O2 , so wird fiir den Fall einer in den 
Lagern vollig eingezwangten Welle, wie aus den GIn. (78) und (79) 

hervorgeht, die Lange der aquivalenten Welle im Verhaltnis I: [1- 2T1cJ 
verringert. In der Wirklichkeit wird die Lange der aquivalenten Welle 

p zwischen den beiden oben betrachteten Extrem
langen liegen. 

Bei der Untersuchung del' Torsionsschwingungen 
von Kurbelwellen haben wir uns noch mit del' Frage 
der Berechnung des Tragheitswiderstandes bewegter 
Massen zu beschaftigen. Die Schubstangenmasse m 
wollen wir uns in iiblicher Weisel in zwei Teilmassen, 

I I 
ml = 12 am Kurbelzapfen und m 2 = m - 72 am 

Kreuzkopf, zerlegt denken, wobei I das Tragheits
moment der Schubstange in bezug auf den Mittel
punkt des Kreuzkopfes bedeutet. Auch alle anderen 

( ',' bewegten Massen konnen durch Teilmassen ersetzt 
t werden, die in den gleichen zwei Punkten konzen-

\ 
" -' triert zu denken sind, so daB schlieBlich nur zwei 
',, ___ ~/ Massen M und MI (Abb. 90) zu betrachten sind. 

Abb.90. Bezeichnet man die konstante Winkelgeschwindig
keit mit w, so ist der von der Totlage aus gemessene 

Kurbelwinkel nach Abb.90 gleich wt. Dementsprechend ist die Ge. 
schwindigkeit del' Masse Ml gleich (1)r, und die del' Masse M, wie in 
§ 12 gezeigt, gleich 

2 . -I-- r w . 2 (1) r Sltl (1) t , -IT sm (1) t. 

Die kinetische Energie del' bewegten Massen einer Kurbel ist 

T = Y2 Ml w 2 r2 + Y2 M (1)2 r2 (sin w t + ;, sin 2 (1) ty. 
-----

1 Siehe z. B. Max Tolle: Regelung der Kraftmaschinen, 3. Auf!., S. 116 (1921). 
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Der Mittelwert von T wahrend einer Umdrehung ist gleich 
2.;z; 

To = i~f Td(wt) = -}(Jl] + ~.M(l + ;;2)}w2 r2 • 

o 

Bei der Benutzung dieses Mittelwertes kann die Tragheit der mit einer 
Kurbel verbundenen bewcgten Teile ersetzt werden durch die Tragheit 
einer aquivalenten Scheibe yom Tragheitsmoment 

__ r 1 ( 1'2)} 2 I - l1l11 + T.M 1 + 412 r. 

Nachdem aIle Kurbeln dureh WeIlenstlieke aquivalenter Lange und 
aIle bewegten Massen dureh ii qui val e n t eSc he i ben ersetzt worden 
sind, erscheint das Sehwingungsproblem del" Kurbelwellen auf die Frage 
del' Torsionssehwingungell glatter Wellen zuriiekgefiihrt, und die kriti
schen Geschwindigkeiten kOllllen wie oben ge7.eigt bereehnet werden. 
Zu bemerken ist abel', daB eine derartige Methode zur Unter,mchung del' 
Schwingungen nur als rohe Niiherung anzusehen ist. In Wirklichkeit ist 
das Problem erheblich komplizierter und im einfachsten FaIle von nur 
einer Kurbel mit einem Sehwungrad liiBt Hich dieses Problem zurlick
flihren auf ein solches liber Torsionssehwingungen einer Welle mit zwei 
Scheiben, von denen eine ein veranderlicheH Triigheitsmoment besitzt. 
W eitergehende Untersuchungen zeigen 1, daB "er7.wungene Schwingungen" 
in einem solchen SYHtem nieht nur yom Druck del' expandierenden 
Gase auf den Kolben herrlihren; vielmehr sind sie durch die Unvoll
standigkeit des Massenausgleiehs del' hin- und hergehenden Teile mit
verursacht. Praktisch wlirden aIle mit dem Auftreten gefahrlieher kriti
scher Geschwindigkeiten verbundenen Vorgange in Erscheinung treten, 
wenn die Maschine bei verhilldertem Brennstoffzutritt und ausgeschal
tetem Widerstand mit del' verlangten Geschwindigkeit laufen wlirde. 

Die kritischen Geschwindigkeiten solcher Systeme ergeben sich 
naherungsweise mit Hilfe del' liblichen Methode, d. h. mittels Ersetzung 
del' bewegten Massen durch aquiyalente Scheiben. 

Aufgaben. 

1. Bestimme die Frequenzen der natlirlichen Torsionsschwingungen 
der StahlweIle mit drei Scheiben (Abb.85), wenn die Gewichte dieser 
Scheib en gleich 30001bs (1360 kg), 20001bs (907 kg), 10001bs (453 kg) 
sind, die Tragheitsradien 10 ins (254 mm), die Entfernungen zwischen 
den Scheiben II = l2 = 30 ins (i62 mm), der Durchmesser del' Welle 
5 ins (12i mm) und der Schubmodulus G = 11 ,5·106 1bs pro squ. in 

1 Siehe G. R. Golds brough: Torsional Vibration in Reciprocating Engine 
Shafts. Proc. Roy. Soc. 109, 99 (1925); 113, 259 (1927). Siehe auch F. Kluge: 
Zur Ermittlung kritischer Drehzahlen von Kurbelwellen. Ing.-Arch. 2, 119 (1931). 
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(11,5.0,07303.106 kg pro cm2). Bestimme das Verhaltnis der Ver. 
drehungswinkel 1.1, 1.2 und 1.3 fiir zwei Hauptschwingungsarten. 

Losung: Benutzt man Gl. (77), so erhalt man zur Bestimmung der 
Frequenzen 

und daraus 

p2 = 167700 und 53,300, 11 = 65,2, 12 = 36,8 

1.1 = - 1,451.2 und 1.1 = - 0,2331.2 

As = + 2,29 1.2 und 1.3 = - 1,301.2 , 

Die Gestalt der Deformationskurve ersieht man aus der Abb. 91. 
Al ,1.2 ,1.3 2. Bestimme die Grundfrequenz 

2,29-1.2 der freien Schwingung fur eine 

I 
I 

Abb.91. 

Welle mit 4 Scheiben (Abb.84). 
Das Gewicht der Scheiben betragt 
3000 lbs, 2000 lbs, 500 lbs, 500 Ibs 
(1360 kg, 907 kg, 227 kg, 227 kg), 

Abb.92. 

die Tragheitsradien all dieser Scheiben sind gleich groB und gleich 
10 ins (25,4 em). Die Entfernungen zwischen den Scheiben sind: 30 ins, 
20 ins und 20 ins (76,2 em, 50,8 em, 50,8 em). Der Durehmesser der 
Welle ist 5 ins (12,70 em). 

Losung: Dureh Verwendung der Methode der sukzessiven Approxi
mation (S.164) erhalt man mit genugender Annaherung p2 = 55,380. 
Die entspreehenden Berechnungen gibt die folgende Tabelle. Die ent
spreehende Gestalt der Biegungskurye ersieht man aus Abb. 92. 

3. Bestimme die erzwungene Sehwingung der 'Welle der vorigen Auf
gabe und konstruiere das Biegungsdiagramm, unter der AnnahmE', daB 
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Nr. I k I A Alps EA1 ps ~E Alps 

1 777 24,6.106 At 43,03.106 Al 43,03. 106 Al 1,752 Al 
2 518 36,8.106 - 0,752 Al - 21,57.106 Al 21,46.106 Al 0,582 At 
3 130 36,8.106 - 1,33 Al - 9,57.108 Al 11,89.108 Al 0,323 Al 
4 130 ~ 1,66 i'l - 11,88.108 Al 0,01.108 Al 

anf die erste Scheibe ein pulsierendes Moment M cos mt wirkt. Die :Fre
quenz dieses Moments ist der 0,75. Teil der Frequenz derGrundschwin-

gung des Systems. Die GroBe von Mist derart, daB 1:; = 1000 lbs pro 

squ. in (70 kg pro cm2). 

Losung: Nimmt man Cf1 = ;'1 cos mt, Cf2 =.1.2 cos mt, CP3 =.1.3 cosmt 
und Cf4 = )'4 cos mt an und benutzt man die Bewegungsgleichungen der 
Scheiben 

II rpl + kl (Cf1 - Cf2) = M cos m t , 
I 2 ip2 + k 2(Cf2 - Cfa) - k1 (CP1 - Cf2) = 0, 
13 rpg + ka(Cfa - Cf4) - k2 (CP2 - Cfa) = 0, 
I 4 ip4 + ka(Cfg - f{J4) = 0, 

so ergibt sich 
.I._;'_~~Im2_M 
2-1 leI leI' 

• • J. l 11 m 2 A21sm2 ~11 
).g =).2 - --le- - --le-- - le-' 

2 2 2 

A =}. _ J'I~I!'1:2 _ J·2 Ia m2 _ i'3 13 m2 _ M 
4, 3 lea lea lea lea • 

Benutzt man die Abbildungen der vorigen Aufgabe, und nimmt man als 
Amplitude der ersten Scheibe Al an, so lassen sich die ubrigen Ampli
tuden aus den obigen Gleichungen berechnen, und zwar in der durch 
die folgende Tabelle angegebenen Weise. 

1 

2 

3 

4 

II = 777; 12 = 518; 13 = 130: 
!.-I = 24,6.108 : le2 = 36,8 . 108 ; m S = 31150; 

i. i.lm2 EAlm2 
1 
k EAlm2 

i' l + 24,2 • 108 At + 24,2 . 108 Al + 0,9855 Al 

A2 = 0,0145 Al - 0,234.106 Al 24,43 . 106 Al + 0,6633 Al 

_ 4,072 M - 0,657 M -- 0,657 M _1,78~ M 
108 108 

A3 = - 0,6488 A. 
- 2,62· 106 Al 21,82 . 106 At + 5922al 

5 _ 2,333 M 
-108 M - 0,2017 ~11 - 0,8587 M 

108 

i·t = - 1,24 )'1 
- 5.106 /'1 + 16,81 . 106 }'1 

5,383 
-- -108 ~11 - 0,217 M -l,76M 
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Aus der Bedingung, daB die Tragheitskrafte mit den auBeren Torsions
momenten im Gleichgewicht sind, ergibt sich 

16,8.106 .itl --' 0,076 M = O. 

Hieraus laBt sich .itl berechnen. Die anderen Amplituden findet man dann 
nach der zweiten Kolonne obiger Tabelle. 

32. Querschwingungen von mehrfach gelagerten Wellen. 
Allgemeines. Wir haben oben (§ 15) den einfachsten Fall einer Welle 

in zwei Lagern betrachtet und es wurde hierfiir gezeigt, daB die kritische 
Drehgeschwindigkeit der Welle diejenige Geschwindigkeit ist, bei der 

die sekundliche Umdrehungszahl 
der Eigenfrequenz ihrer Quer
schwingungen gleich ist. In der 
Praxis begegnet man aber dem 
FaIle mehrfach gelagerterWellen, 
und wir haben im folgenden die ver
schiedenen Methoden zu erortern, 
die zur Berechnung der Eigenfre
quenzen der Quersch"ingungen 
solcher Wellen dieneni . 

Abb.93. Analytische ll'Iethode. Diese Me
thode ist im FaIle einer mit mehreren Scheiben besetzten Welle von 
konstantem Querschnitt ohne Schwierigkeiten anwendbar. 

Betrachten wir zuerst das einfache Beispiel einer dreifach gelagerten 
Welle mit zwei Scheiben (Abb. 93) vom Gewicht WI bzw. W 2 . Die stati
schen Durchbiegungen der 'VelIe unter diesen Lasten sind durch die 
Ausdriicke 

III = all WI + a12 W 2 , 

Y2 = a21 WI + a22 W 2 

(a) 

(b) 

gegeben, wenn man mit all' a12 , a21 , a22 Konstanten bezeichnet, die in 
folgender Weise zu berechnen sind. Wir denken uns das zwischenliegende 
Lager 0 entfernt und betrachten die durch die Last W 2 allein erzeugten 
Durchbiegungen (Abb. 93b); die Durchbiegungskurve des linken 
Wellenteils ist dann durch die Gleichung 

_ W 2 C2 ( 3' l2 2 .) ?I - -6 lEI - X -, ' x - c2 x (c) 

dargestellt, und die Durchbiegung im Punkte 0 "ird 

_ W 2 C2 ( l3 -+- 12l 2 1 ) YC--(ilEI - 1, l- r21' 

1 Diese Aufgabe wird ausfiihrlich eriirtert von A. Stodola in sC'inem \Verke 
iiber Dampf- und Gasturbinen, 6. Aufl. Berlin 1922. 



Querschwingungen von mehrfach gelagerten ·Wellen. 177 

Nun ermitteln wir die Reaktion R z aus der Bedingung, daB die Durch
biegung im Punkte C gleich Null wird (Abb.93c). Unter Anwendung 
der Gl. (c) laBt sich die Durchbiegung infolge von R2 berechnen; setzt 
man diese letzte Durchbiegung der Durchbiegung Yc gleich, so folgt 

Wz C2 ( l3 l2[ 2 1 ) - Rz 12 ( l3 + l2 1 [2 1 61 E I - 1 + 1 - C2 1 - 61 E I - 1 1 - 2 1) , 

und dies ergibt 
R _ U'2 C2 (l2 - 1f - c~) 

2 - 2111§ 

In der gleichen Weise laBt sich auch die Reaktion Rl berechnen, die 
durch die Last WI erzeugt wird, und damit ist auch die Gesamtreaktion 
R = Ri + R2 am mittleren Lager berechnet. Jetzt kann man unter 
Benutzung der Gl. (c) die durch die Lasten WI und w2 und die Reaktion Rz 
verursachte Durchbiegung Yl aus der Formel (a) erhalten, wenn man darin 

_ 1 . {412 (1 )2 2 ( 3 + 12 12) (l2 12 2)\ ) all - 12112 ]1)1 1 -C1 C1-C1 - C1 C1 - 2 C1 - 2 -C1 J ' 

1 ~ 

au = 12111~2 E I {211 l2 c1 C2 (l2-cr-c~)-C2 c1 (12 -1~-ci)(12-1i-c~)} 
setzt. Vertauscht man in den obigen Gleichungen die GroBen l2 und 11 
bzw. c2 und c1 miteinander, so erhalt man die Konstanten a21 und a22 

der Gl. (b), und findet, daB a l2 = a21 ; danach erzeugt eine in D 
(Abb.93c) angebrachte Last in F die gleiche Durchbiegung, wie eine 
in F angebrachte gleich groBe Last in D. Ein derartiges Ergebnis war 
auf Grund des Reziprozitatstheorems zu erwarten. 

Nun wollen wir die in der Bildebene erfolgenden Schwingungen der 
Lasten WI und W 2 um ihre oben gefundenen Gleichgewichtslagen unter
suchen. Bezeichnet man mit Yl und Y2 die von diesen Gleichgewichts
lagen aus gemessenen variablen Verschiebungen wahrend der Schwin
gungsbewegung, so wird die kinetische Energie des Systems unter Ver
nachlassigung der Wellenmasse gleich 

T WI' 2 102' 2 = 2(j (Yl) + 2(j (Y2) . (e) 

Bei der Verschiebung aus der Gleichgewichtslage nimmt die poten
tielle Energie des Systems zu; die Berechnung dieser Energiezunahme 
erfolgt mit Hilfe der Gin. (a) und (b) fUr die statischen Durchbiegungen. 
Setzt man zur Vereinfachung au = a, a12 = b, a22 = C *, so erhalt man 
aus den obigen Gin. (a) und (b) folgende Ausdriicke fur die zur Erzeu
gung der Durchbiegungen Yl und Y2 erforderlichen Krafte: 

* Die Konstanten a, b und c k6nnen fiir jeden Spezialfall mit Hilfe der GIn. (d) 
berechnet werden. 

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 12 
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damit wird1 

V - P l YI P 2 Y2 _ 1 2 2 b 2 - -2 + -2- - 2 (ac---- b2)(CYI- YIY2 + aY2)' (f) 

Substituiert man die Ausdriicke (e) und(f) in die Lagrangeschen Gin. (71), 
so ergeben sich folgende Differentialgleichungen fiir die freien Quer
schwingungen der WeUe: 

~I YI + ac ~ b2 Yl - ac ~ b2 Y2 = 0, I 
(g) 

W 2 •• b a 
gY2 - ac _-62 Y1 + ac _ b2Y2 = O. 

Unter der Voraussetzung, daB die WeUe eine ihrer Eigenschwingungen 
ausfiihrt, erhiilt man durch Substitution der Ausdriicke 

YI = Al cos (p t - oc) , 

in die GID. (g) die Beziehungen 

Y2 = A2 cos (p t - oc) 

A ( __ C ____ WIp2) __ b_ A = 0 I 
I a c - b2 g a c _ b2 2 , 

(h) 
__ b_ A + A (_a ___ _ W2p2) = o. 

a c - b2 I 2 a C - b2 g 

Setzt man die Determinante dieser Gleichungen gleich Null, so ergibt 
sich folgende Freq uenzgleich ung: 

(_C _____ _ WI p2) ( __ a _ _ W2 p2) _ b2 _ O. 
ac-b2 g ac-b2 g (ac--b2)2 - , (k) 

hieraus folgt 

p2 = 2 (a cg ___ -b2) {~I + :2 ± V(~~ + :2Y- 4-(:: :2 b2
)} • (81) 

Abb.94. 

In dieser Weise erhiilt man zwei 
positive Wurzeln fiir p2 entspre
chend den zwei Hauptschwingungs
art en der Welle. Substituiert man 
diese zwei Wurzeln in eine der 
Gin. (h), so erhiilt man zwei ver
schiedene Wertc fur das Verhaltnis 

~1. Fur den groBeren Wert von p2 wird der Quotient ~:r.. positiv, d. h. 
~ ~ 
beide Scheiben bewegen sich wiihrend der Schwingung gleichzeitig 
in der gleichen Richtung; der Schwingungstypus ist durch Abb. 94a 

1 Infolge der Tatsache, daB die Gewichte WI und w2 mit den anfiinglichcn 
Biegungsspannungen, die durch die statische Durchbiegung der Welle hervor
gerufen werden, stets im Gleiehgewicht stehen, enthiilt der Ausdruek (f) fur die 
potentielle Energie nur Glieder, die der And c r un g der \Vellenbiegung entsprechen 
(siehe § 13). 
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veranschaulicht. Wird aber der kleinere Wert von p2 in die GIn. (h) 

substituiert, so wird der Quotient ~~ negativ; der entsprechende Schwin

gungstypus ist in Abb. 94b gezeigt. Betrachten wir beispielsweise den 
Spezial£all WI = w2, II = l2 = t lund ci = C2 = ! l (Abb.93). Sub
stituiert man diese Werte in die Gln. (d), so folgt mit Rucksicht auf 
die Symmetrie 

23 [3 

a = C = 48~256 EI' 
9 l' 

b = - 48.256 EI . 

Durch Substitution dieser Werte in die Gl. (81) erhiilt man 

z _ g _ 48EI g. 

PI - (a - b) w - ~(; r' 2768EIg 

pz = 7~r~r 

Diese zwei Frequenzen konnen auch durch Substitution der statischen 
Durchbiegungen 

bzw. 
~ (l)" IW -

o~ = ---~ 
768EI 

in die Gl. (5) fUr die in Abb. 95 dargestellten Falle leicht hergeleitet 
werden. 

Ein anderes Verfahren zur Losung des Problems der Querschwin
gungen von Wellen ergibt sich aus der Anwendung des d'Alembertschen 
Prinzips. Nach diesem Prinzip ~ , 
sind die Gleichungen der Schwin- r--- 2. > I 

gungsbewegung genau in der ~ 
gleichen Weise hinzuschreiben, ~% 
als ob es sich um Gleichungen ~ W 

der Statik handeln wurde. Es ist a 
Abb.95. 

nur n6tig, zu den auf die Welle 

b 

wirkenden Lasten die Tragheitskriifte hinzuzufUgen. Bezeichnet man, 
wie fruher, die von der Gleichgewichtslage aus gerechneten Wellen
durchbiegungen unter den Lasten WI und W 2 mit YI bzw. Y2, so sind die 

Tragheitskrafte gleich - (~) YI bzw. - (~2) Y2' Diese Tragheitskraft~ 
mussen den sich aus der zusatzlichen Durchbiegung ergebenden elasti
schen Kraften das Gleichgewicht halten; demnach mussen die folgenden 
den Beziehungen (a) und (b) gleichwertigen Gleichungen gelten: 

(1) 

12* 
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Substituiert man die oben eingefiihrten Ausdriicke 

YI = Al cos (p t - ex); 

in die Gln. (1), so ergibt sich 

Al (I - ~ ;lp2) - A2 b ~2 p2 = 0, 1 
- Al b ~1 p2 + A2 (I - c ;2 p2) = O. f 

(m) 

Setzt man die Determinante dieser beiden Gleichungen gleich Null, so 
ergibt sich die bereits oben erhaltene Frequenzgleichung (k). 

Abb.96. 

Die oben entwickelten Verfah-
ren zur Berechnung von Frequen
zen bei Querschwingungenkonnen 
auch in den Fallen benutzt werden, 
wo die Anzahl der Scheib en oder 
der Spannweiten groBer als zwei 

ist. Betrachten wir beispielsweise den in Abb. 96 dargestellten Fall. 
Unter Benutzung einer Methode, die .einer der im obigen Beispiel be
folgten analog ist, kann man die statischen Durchbiegungen der Welle 
unter den Scheiben in der Gestalt 

YI = au WI + a l2 W 2 + al3 W g , I 
Y2 = a 2I WI + a22 w2 + a 23 W 3 , 

Y3 = a 31 WI + a:l 2 W 2 + a 33 W3 

(n) 

darstellen, worin an, a 12, ••• Konstanten sind, die von den Abstanden 
zwischen den Lagern, den Abstanden der Scheiben von den Lagern und 
von der Biegungssteifigkeit der Welle abhangen. Aus dem Reziprozi
tatssatz konnen wir sofort schlieBen: a l2 = a 21> a l3 = a 31> a 23 = a 32 . 

Wendet man nun das d'Alembertsche Prinzip an und bezeichnet mit 
YI' Y2 und Y3 die von der Gleichgewichtslage aus gemessenen Verschie
bungen der Scheiben wahrend der Schwingungsbewegung, so ergeben 
sich aus den statischen Gleichungen (n) folgende Gleichungen zur Be
schreibung der Schwingungsbewegung: 

'WI'· '1L'2" ?.f;:l .. 
?f3 = - a 31 g JI1 -- a 32 g- Y2 -- a 33 -fl- Ya· 

Aus dies em Gleichungssystem ergibt sich in iiblicher Weise die Fre
quenzgleichung, die in p2 vom dritten Grade ist. Die drei Wurzeln 
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dieser GIeichung ergeben die Frequenzen der drei Hauptschwingungs
arten des betrachteten Systems I. 

Zu bemerken ist, daB die Frequenzgleichungen fUr die Querschwin
gungen von Wellen auch zur Berechnung der kritischen Dreh
geschwindigkeiten benutzt werden konnen. Eine kritische Dreh
geschwindigkeit isteine Geschwindigkeit, bei der die Fliehkrafte der 
rotierenden Massen hinreichend groB sind, um die Welle in gebogenem 
Zustand im GIeichgewicht zu halten (s. § 15). Betrachten wir nun wieder 
den Fall von zwei Scheib en (Abb. 94a), wobei YI und Y2 Durchbiegungen 

( u. \ (W \ 
bedeuten mogen, die durch die FliehkrMte2 /jW2YI bzw. -r/)W2Y2 der 

rotierenden Scheib en hervorgerufen werden. Solche Durchbiegungen 
konnen nur dann bestehen, wenn die' Fliehkrafte den folgenden Gleich
gewichtsbedingungen genugen [so GIn. (a) u. (b)]: 

Y1 = all ~ w 2 1/1 + a l ? W 2 w 2 y?, 1 IJ .' - - IJ " -

_ WI 2 W 2 2 
Y2 - a 21 'g W YI + a 22 g W .112' 

(0) 

Diese Gleichungen konnen fUr Yl und Y2 nur dann nichtverschwindende 
Losungen ergeben, wenn die Determinante dieses Gleichungssystems 
gleich Null wird. Beachtet man, daB die GIn. (0) mit den obigen GIn. (m) 
identisch sind, und setzt man ihre Determinante gleich Null, so ergibt 
sich eine mit der Gl. (k) identische Beziehung zur Ermittl~g der kriti
schen Drehgeschwindigkeiten. 

Zeiehnerisehes Verfahren. 1m Falle von Wellen veranderlichen Quer
schnitts oder solcher mit mehreren Scheiben wird das oben beschriebene 
analytische Verfahren zur Berechnung der kritischen Geschwindigkeiten 
sehr kompliziert und man muB dano zu zeichnerischen Methoden Zu
flucht nehmen. Ais ein einfaches Beispiel sei hier der Fall einer an den 
Enden gestiitzten Welle untersucht (s. Abb. 47). Wir nehmen irgendeine 
Anfangsdurchbiegung der rotierenden Welle in Dbereinstimmung 
mit den Randbedingungen und mit Yl' Y2' ... als Durchbiegungen an den 
Scheib en wI> w 2 , ••• an. Bezeichnet man die Winkelgeschwindigkeit mit 

w, so sind die entsprechenden FliehkrMte gleich (~) w 2 Yl' (~2) w2 Y2' ... 

Wenn diese Krafte, wie wir uns denken wollen, auf die Welle statisch 
einwirken, so ergeben sie eine bestimmte Durchbiegungskurve, die sich 
nach dem in § 15auseinandergesetzten Verfahren graphisch ermitteln 
laBt. Entspricht die angenommene anfangliche Durchbiegungskurve 

I Ein graphisches Verfahren zur Losung von Frequenzgleichungen ist Yon 
C. R. Soderberg, Phil. Mag. 5, 47 (1928) entwickelt worden. 

2 Der EinfluB des Wellengewichtes auf die kritischen Geschwindigkeiten 
wird spater erortert werden. 
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ihrer Form nach der Wirklichkeit, so sind die graphisch erhaltenen 
Durchbiegungen Y~, Y~, ... den anfanglich angenommenen Durchbiegun. 
gen YI' Y2' ... proportional, und die kritische Geschwindigkeit ergibt 
!?ich aus der Gleichung 

(82) 

Dieses Verfahren laBt sich folgenderweise erklaren. 
FUhrt man bei der Berechnung der oben gegebenen Fliehkrafte an 

Stelle von Wkr die durch (82) gegebene GroBe ein, so wachsen alle diese 

Krafte im Verhaltnis Y,l; die graphisch abgeleiteten Durchbiegungen 
Yl 

wachsen dann gleichfalls im angegebenen Verhaltnis, und die graphisch 
konstruierte Durchbiegungskurve fallt mit der anfanglich an· 
genommenen 'Durchbiegungskurve zusammen. Dies bedeutet, daB 
bei einer durch die Gl. (82) gegebenen Geschwindigkeit die Fliehkrafte 
hinreichen, um die rotierende Welle in durchgebogenem Zustand zu er
halten. Eine Geschwindigkeit aber, die dieser Forderung geniigt, heiBt 
eine kritische Geschwindigkeit (s. § 29). 

In der vorangehenden Betrachtung wurde vorausgesetzt, daB die 
Ordinaten der graphisch erhaltenen Durchbiegungskurve denjenigen der 
anfanglich angenommenen Kurve proportional sind. Unterscheiden sich 
aber diese beiden Kurven ihrer }I'orm nach sehr erheblich voneinander 
und wird fUr (l)kr eine bessere Naherung gewiinscht, so hat man die oben 
beschriebene Konstruktion mit der graphisch erhaltenen Durchbiegungs
kurve als Ausgangskurve zu wiederhoien l . 

Wir untersuchen nun den Fall einer dreifach gelagerten Welle mit je 
einer Scheibe auf jeder Spannweite (Abb.93). Die Behandlung dieser 
Aufgabe erfolgt genau in der gleichen Weise wie in der oben gegebenen 
analytischen Losung und fUhrt zu den Gleichungen 

YI = au WI + aI2 W2 , 

Y2 = a 2I WI + a 22 w 2 

(a') 

(b') 

zwischen den wirkenden Kraften und den resultierenden Durchbie· 
gungen. 

Um die Werte der Konstanten a,IV a12 , ••. graphisch zu ermitteln, 
nehmen wir zuerst an, daB die Last WI allein wirkt und daB 
das Mittellager entfernt ist (Abb. 97 a); die entsprechenden Durch
biegungen Y~, Y~ und Y~ konnen mit Hilfe der in § 15 beschriebenen gra
phischen .Methode leicht ermittelt werden. Jetzt konstruieren wir mit 

1 Rei der Erorterung der Rayleighschen }Iethode (§ 13) wurdc hcrvorgehobcn, 
daB ein erheblichcr Fehlcr in der Form der angenommenen Durchbiegungskurvc 
nur einen geringcn EinfluB auf die' GroBe von we, ausiibt, wenn nur die Rand
bcdingungen erfiillt sind. 
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Hille del' gleichen Methode die Durchbiegungskurve, die durch eine in 
C angebrachte nach oben wirkende Vertikalkraft R' hervorgerufen wird; 
diesel' Kurve entnehmen wir dann die Durchbiegungen y~, y~ und y;. 
Beachtet man, daB die Durchbiegung am Lager C gleich Null sein muG, 
so ergibt sich die Reaktion R dieses Lagers aus del' Gleichung 

, * R = R'Yc 
y~' 

(p) 

und die wirklichen durch die Last WI erzeugten Durchbiegungen in D 
und E sind 

, ,f y~ ) ?Ill = YI - ~1! Y~' , 

, "y~ 
Y21 = Y2 - Y2 Y~' . 

(q) 

Der Vergleich mit (a') und (b') ergibt 

woraus die Konstanten all und a 21 berechnet werden konnen. In der
selben Weise kann man aus del' Betrachtung del' Last W 2 die Konstanten 
a12 und a22 finden. Nach Ermittlung 
aller Konstanten del' GIn. (a') und 
(b') lassen sich die zweikritischen Ge
schwindigkeiten del' Welle mit Hilfe 
del' Formeln (81) bestimmen, wenn 
man darin a = all> 
c = a22 setzt. 

In den obigen 
wurde die Reaktion 

Berechnungen 
R des Mittel-

a 

-!;o~ __ ,:,:.c_ E 
A~jf' yC'~~B 
t ~ ~ t 

b 

Abb.97. 

lagers als eine statisch unbestimmte GroBe betrachtet. 1m FaIle mehrerer 
Lager ist es einfacher, die Biegungsmomente an den dazwischenliegenden 
Lagern als statisch unbestimmte GroBen einzufiihren. Als Beispielfiir diese 
Berechnungsmethode wollen wir hier eine Generatol'anlage besprechen, 
bestehend aus einem Induktionsmotor und einem dreifach gelagerten 
Gleichstrom-Generatorl. Die Welle hesitzt veranderlichen Querschnitt; 
ihre Abmessungen sind in Abb. 98a angegeben. Wir wollen annehmen, 
daB die Armaturenmasse des Induktionsmotors, die des Gleichstrom-

* In diesel' Gleichung handelt es sich nur urn die absolute GroBe der Durch
biegungen. 

1 Die weiter folgenden numerischen Daten entsprechen einem wirklichen, 
von J. P. Den Hartog von der Westinghouse Electric and Manufacturing 
Company, East Pittsburgh, Pennsylvania, durchgerechneten Fall. 
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Generators und die Kommutatormasse des Gleichstrom-Generators 
im jeweiligen Schwerpunkt konzentriert sind (s. Abb. 98b). Um die 
Wellenmasse zu beriicksichtigen, wurde die halbe Wellenmasse der 
linken Spannweite zu der Masse des Induktionsmotors addiert, 
wahrend die halbe Wellenmasse der rechten Spannweite zwischen 
der Armatur des Generators und seinem Kommutator zu gleichen 
Teilen verteilt wird. In dieser Weise ist das Problem auf ein solches 
mit drei Freiheitsgraden zuriickgefiihrt, wobei die Durchbiegungen 

I I , I I I I I I I 
. I I I I I I I II'a I I 

I I I J I I' I I I I I 
1 I Z i3 I 4 I 5 ,6 II 7 I 8 19110 11 " 12 :'31 74 I 15 ,'6 

I , , I I I I I , 
J.7i+7J+6i-+-/4+9} --t5Jk-Zf--r-161-i 5 t"8~14i +t-19-1~16--'-20i-k9.h 
I I I' I I 
1E--3Sj '1" 36 .1 .. 19----34i ~ 23 ---r----37J ---I 

a 

b 

d 

c 
Abb.98. 

Yl' Y2' Y3 an den Massen Wv W 2 , W3 wahrend der Schwingungs
bewegung als Koordinaten genommen werden. Die statischen Durch
biegungen unter der Einwirkung der Lasten Wl' W 2 , W3 konnen 
durch die GIn. (n) dargestellt werden, und die Konstanten all> a12> •.• 

dieser Gleichungen lassen sich nun ermitteln, indem das Biegungs
moment am ZwischenJager als statisch unbestimmte GroBe eingefiihrt 
wird. Urn an zu finden, nehmen wir an, daB die Welle am Mittellager in 
zwei Teile zerschnitten wird und daB die rechte Spannweite mit einem 
Gewicht gleich 1 kg in dem Querschnitt belastet ist, in dem Wl angreift 
(Abb.98b). Mit Hilfe der im § 15 auseinandergesetzten graphischen 
Methode erhalten wir die Durchbiegung a~l unter der Last gleich 
13,68'10-6 cm und den Neigungswinkel Yl am linken Lager gleich 

13,09 ,10-8 • 180 0
• Wirkt nun am Zwischenlager ein Biegungsmoment vom 

n 
Betrage 1 cmkg, so liefert die gleiche graphische Methode die Neigungs-

180 0 180 0 
winkel Y2 = 3,68.10-9 .- - (Abb. 98c u. d) bzw. Y3= 3,04'10- 9 .--. 

~ ~ 
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Aus dem Reziprozitatssatz folgt nun, daB die Durchbiegung im 
Punkte WI in diesem Falle numerisch gleich ist dem Neigungswinkel Yl 
fiir den in Abb. 98b gegebenen Fall. Kombiniert man diese Ergeb
nisse, so kann man schlieBen, daB eine in WI angebrachte Last von 
1 kg am Zwischenlager ein Biegungsmoment von der GroBe 

M=~cmkg 
Y2+ Y3 

hervorruft und daB die Durchbiegung unter dieser Last 

2 

all =a;.1- +Yl, =111,3.1O- 7cm 
Yz Y3 

betragt. Geht man in der gleichen Weise auch bei den anderen Kon
stanten der GIn. (n) vor, so erhalt man folgende numerische Werte: 

a22 = 111,0.10--7 cm; a33 = 42,5.10-- 7 cm; a12 = a21 = 101,4.10-- 7 cm; 

~3 = a31 = -19,6· 10--7 cm; a23 = a32 = - 25,8· 10-- 7 cm . 

Jetzt substituiereman in die GIn. (n) die Fliehkrafte W1WzYl , !yzw2yz und 
g g 

W wZy 
3 __ !!. an Stelle der Lasten WI' W 2 und W 3' wodurch sich dann folgende 

g 
GIeichungen ergeben: 

( . WIW2) Wzw2 W3W2 
1- a ll - g- Yl- ~2-g-Y2- ~3-g-Y3 = 0, 

W1W2 ( WzW2) W3W2 
- a 21 --Yl + 1"- a 22 -- Y2 - a23 -- Y3 = 0, 

g g g 

W1W2 Wzw2 ( W3 W2 ) - as1 -g-Yl - a32 -g-Y2 + 1 - a33 -g- Y3 = o. 

Setzt man die Determinante dieses Gleichungssystems gleich Null und 
fuhrt dann fur die Konstanten all> a12, ... die oben berechneten GroBen 
ein, so erhalt man folgende Frequenzgleichung zur Berechnung der kriti
schen Geschwindigkeiten: 

(10--7w2)3 - 3,76 (10--7w2)2 + 1,93 (10- 7 (2) - 0,175 = 0; 

hieraus folgen die drei kritischen Drehzahlen pro Minute zu 

30 n2 = --W2 = 2240; 
:It 

1m AnschIuB an das obige Verfahren moge hier auch die direkte oben 
fur die Welle in zwei Lagern beschriebene graphische Methode auf 
den Fall einer dreifach gelagerten Welle angewandt werden. Man 
hat in diesem Falle eine anfangliche, den Lagerungsbedingungen der 
Abb.94a u. b. entsprechende Durchbiegungskurve und eine gewisse 
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Winkelgeschwindigkeit CO anzunehmen. Die an der Welle wirkendenFlieh
krii.fte sind dann 

W _lco2y 
g I 

und 

Mit Hille der graphischen Methode kann man .dle Durchbiegungskurve 
konstruieren, die durch diese zwei Krii.fte erzeugt wird, und wenn die an
fangliche Kurve richtig gewahlt wurde, so wird ihr die konstruierte 
Durchbiegungskurve geometrisch ahnlich sein, worauf dann die kritische 
Geschwindigkeit aus einer der Gl. (82) ahnlichen Beziehung folgt. Be
steht aber zwischen den beiden Kurven der Form nach ein erheblicher 
Unterschied, so muG die Konstruktion unter Zugrundelegung der er
haltenen Durchbiegungskurve als Anfangskurve wiederholt werden!. 

a A ;;~8 X 
,.--,... ".-,---.r ~ I f 

yl tp, ~J: ~. : 
1 'I I ~ I 

I I 

c 

Abb.99. 

Dieses Verfahren kann auch 
im Faile mehrerer Scheiben 
oder auch in den Fallen, in 
denen die Wellenmasse zu be
riicksichtigen ist, benutzt wer
den. Wir gehen dann wiederum 
von einer angenommenen an
fanglichen Durchbiegungskurve 
(Abb. 99) und einer gewissen an
genommenen Winkelgeschwin
digkeit co aus. Danach kann 
man die an den Scheiben und 

an den Wellenteilen wirkenden FliehkriHte PI' P2' ... leicht berechnen 
und die entsprechende Durchbiegungskurve wie folgt konstruieren: man 
betrachte zunachst die an der linken Wellenspanne wirkenden Krafte 
und konstruiere nach Entfernung des Mittellagers C die in Abb.99b 
gezeigte Durchbiegungskurve. In der gleichen Weise kann man auch die 
Durchbiegungskurve erhalten, die durch eine in C angebrachte.und nach 
oben wirkende Vertikallast R' erzeugt wird (Abb. 99c), worauf sich die 
Reaktion R am Mittellager, erzeugt durch die Belastung der linken 
Wellenspanne, mit Hilfe der obigen GI. (p) ermitteln laGt. Die Durch
biegung in irgendeinem Punkte, hervorgerufen durch die Belastung der 
linken Wellenseite, kann dann aus Gleichungen gefunden werden, die der 
Gl. (q) ahnlich sind. 

Nimmt man beispielsweise die Querschnitte, in denen die anfangliche 
Kurve die Maximaldurchbiegungen YI und Y2 (Abb. 99a) aufweist, so 

1 Es kann gezeigt werden, daB dieses Verfahren konvergiert, wenn es sich urn 
die Berechnung der tiefsten kritischen Geschwindigkeit handelt, und daB man 
sich durch Wiederholung der oben beschriebenen Konstruktion dem wirklichen 
Werte der kritischen Geschwindigkeit niihert. Siehe das oben erwiihnte 'Verk 
von A. Stodola. 
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sind die Durchbiegungen, die in diesen Querschnitten durch die Be
lastung der linken Wellenseite hervorgerufen werden, gleich 

I " y~ 
Yl a = Yl - Yl Y~" 

I " y~ Y2 a = Y2 - Y2 y~. 

In derselben Weise kann man die Durchbiegungen YIb und Y2b ermitteln, 
die in diesen Querschnitten durch die Belastung der rechten Wellenseite 
hervorgerufen werden, und man hat dann in Yia + YIb und Y2a + Y2b 

die Gesamtdurchbiegungen i • Wurde die anfangliche Durchbiegungs
kurve richtig gewahlt, so gilt die Gleichung 

Jha: +_Ylb 
Y2a + Y2b 

Yl 
Y2' 

und die kritische Geschwindigkeit folgt dann aus der Gleichung 

(r) 

(83) 

1m Falle einer erheblichen Abweichung von der durch die Gl. (r) 
dargestellten Bedingung wird die Berechnung einer zweiten Naherung 
erforderlich, und zu diesem Zweck konnen wir folgendes Verfahren be
nutzen2• Es ist leicht zu sehen, daB die oben gefundenen Durchbiegungen 
Yia und Y2a der GroBe w 2 und der anfanglichen Durchbiegung YI pro
portional sind, so daB die Gleichungen 

Yl a = a1 YI w 2 , 

Y2a = a2Yl w 2 

gelten, aus denen sich die Konstanten a l und a 2 berechnen lassen. In 
gleicher Weise ergeben sich aus den Gleichungen 

Ylb = bi Y2 w2 , 

Y2b = b2 112 W 2 

die Konstanten bi und b2 • 

Falls nun die anfangliche Durchbiegungskurve richtig gewahlt wurde 
und W = Wier ist, mussen die Gleichungen 

111 = lit a + Yl b = a l YI w2 + bi Y2 w2 , 

.'12 = !ha + Y2b = az Yl w2 + b2 ?J2 w 2 

1 Die nach unten gerichteten Durchbiegungen werden positiv gerechnet. 
2 Das im Text folgende Verfahren ist von Herrn Borowicz in seiner Disser

tation, Beitrage zur Berechnung kritischer Geschwindigkeiten zwei- und mehrfach 
gelagerter Wellen. Miinchen 1915, entwickelt worden. Siehe auch E. Rausch: 
Ing.-Arch. 1, 203 (1930), sowie K. A. Traenkle: Ing.-Arch. 1, 499 (1930). 
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gelten, die auch in der Gestalt 

(1- at (02)Yl- bI (02 y2 = 0, If 

- a2 YI (02 + (1 - b2 (02) Y2 = 0 
(8) 

geschrieben werden konnen. Die Gleichung zur Berechnung der kriti
schen Geschwindigkeit ergibt sich nun durch Nullsetzen der Deter
minante dieser Gleichungen, und wir erhalten 

(at b2 - a2 bt ) (04 - (a l + b2 ) (02 + 1 = 0 . 

Diejenige Wurzel dieser GIeichung, die dem Verhii.ltnis Yl der Gin. (s) 
Y2 

einen negativen Wert erteilt, entspricht der vorausgesetzten Gestalt der 
Kurve nach Abb. 100a und ergibt die tiefste kritische Geschwindigkeit. 

Wird eine bessere Naherung gewiinscht, so hat man das Verhaltnis Yl 
Y2 

nach (s) der Aufzeichnung der neuen Gestalt der Anfangskurve zugrunde-
zulegen, und mit dieser neuen Kurve ist dann das zeichnerische Ver
fahren zu wiederholen. In den wirklichen Fallen ist diese weitere Nahe
rung gewohnlich unnotig. 

33. Gyroskopische Einfliisse auf die kritischen 
Geschwindigkeiten rotierender Wellen. 

Allgemeines. In unserer vorangehenden Besprechung der kritischen 
Geschwindigkeiten rotierender Wellen wurden nur die Fliehkrafte der 

z 

aft IZ, rotierenden Massen beriicksichtigt. 
I -.J~ Unter gewissen Bedingungen hat man 

a. : auBer dicsen Kraften auch die Mo

Abb. 100. 

mente der Traghcitskrafte in Betracht 
zu ziehen, die durch die Raumbe
wegungen del' Drehachsen der rotie
renden Massen verursacht werden, da 
sie die Hohe der kritischen Geschwin
digkeiten beeinflussen. 1m folgenden 
betrachten wir· den einfachsten Fall, 
namlich den einer WelIe mit einer ein
zigen Kreisscheibe (Abb. 100). 

Unter del' Voraussetzung, daB die Durchbiegungen Y und z del' Welle 
wiihrend del' Schwingungsbewegung sehr klein sind und daB del' Schei
benschwerpunkt 0 auf der WelIenachse liegt, ist die Lage del' Scheibe 
vollig bcstimmt durch die Koordinaten y und z des Scheibenmittcl
punktes und die Winkcl j3 und y, welche die Achse O~O, die auf del' 
Scheibencbene senkrecht steht und die Durchbiegungskurve del' Welle 
beriihrt, mit jenen aufeinander senkl'echt stehenden fest en Ebenen xz 
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und xy einschlieBt, welche durch die die Lagermittelpunkte verbindende 
x-Achse hindurchgehen. 1st W das Gewicht der Scheibe, so lauten die 
Bewegungsgleichungen des Scheibenquerschnitts, wenn man die elasti
schen Reaktionen allein 1 in Betracht zieht, 

w .. -y=y g , 
w .. -z=z g , (a) 

worin Y und Z die Komponenten der Wellenreaktion in der y- bzw. 
z-Richtung sind. Sie sind Linearfunktionen der Koordinaten y, z und 
der Winkel f3, y, die sich aus der Betrachtung der y 

Wellenbiegung leicht ermitteln lassen. 
Betrachten wir beispielsweise die Biegung einer Wene 

mit einfach gestiitzten Enden in der xy-Ebene (Abb. 101) 
unter der Einwirkung einer Kraft P und eines KraJte- I 

paares M. Geht man in der iiblichen Weise mit der 
Durchbiegungskurve der Welle vor, so ergibt sich die 
Durchbiegung in 0 zu 2 

Pa2 b2 , Mab(a - b) 
Y = 3TEi -t- 3lEl' (b) x 

wahrend der N eigungswinkel im gleichen Punkte den Wert 

f3 ~ Pab(b - a) M(a2 - ab + b2 ) 
- ----rrEY- - --3 lEI ~--

besitzt. Aus den GIn. (b) und (c) erhalten wir 

P = 3 lEI (a2 
- a b + b2 Y + ~ =--~ (3) 

a3 b3 a2 b2 ' 

( b - a 1 \ 
M = 3 lEI ~ y - ~-- (3) . 

a2 b2 a b 

Abb.101. 

(c) 

(d) 

(e) 

Auf Grund der Gl. (d) gehen die Gin. (a) fUr die Bewegung des Scheiben
schwerpunktes iiber in 

wOrIn 

w.. f3 -y+my+n =0; g 

a2 - ab + b2 

m = 3 lEI a3 b3 ; 

w .. 
-z + mz + ny = 0, g 

a-b 
n = 3l E I a2 b2 . 

(84) 

(h) 

Bei der Betrachtung der Relativbewegung der Scheibe hinsichtlich 
ihres Schwerpunktes wird vorausgesetzt, daB das Moment der auBeren auf 
die Scheibe wirkenden Krafte in bezug auf die Achse 0-0 stets gleich 

1 Die hier vorausgesetzten Bedingungen entsprechen dem Fall einer senkrecht 
stehenden Welle, bei der das Scheibengewicht die Wellendurchbiegungen nicht 
beeinfluBt. Der EinfluB dieses Gewichtes wird spater untersucht werden (siehe 
§ 34). 

2 Siehe Timoshenko u. Lessels: Festigkeitslehre, S. 67 u. S. 83. 
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Null ist; dann bleibt die Winkelgeschwindigkeit w hinsichtlich dieser 
Achse konstant. Die Momente My und M z um die Yl- bzw. zl-Achse 
(Abb. 100) stellen die Wirkung der elastischen Krafte der Welle auf die 
Scheibe dar und k6nnen in der Gestalt 

My = -rn/z+n'Y,} 
Mz=m'y-n'fJ 

(g) 

geschrieben werden, worin m' und n' Konstanten sind, die derDurch
biegungskurve der Welle entnommen werden konnen 1. Der positive 
Sinn fiir die Winkel fJ und Y und fiir die Momente M 11 und M z ist in 
der Abbildung angegeben. 

1m oben betrachteten Fane [s. Gl. (e)] haben wir 

, b-a 
m = 3lEI a2 b2 ; (k) 

Die Gleichungen der Relativbewegung der Scheibe hinsichtlich ihres 
Schwerpunktes ergibt sich nun mit Hilfe des Prinzips von der Erhal
tung des Drehimpulses (Impulssatz), wonach die Anderungs
geschwindigkeit des Gesamtmomentes der BewegungsgroBe eines be
wegten Systems in bezug auf eine feste Achse (Drehimpuls) dem 
Gesamtmoment der auBeren Krafte hinsichtlich dieser Achse gleich 
ist. Bei der Berechnung der Anderungsgeschwindigkeit des Dreh
impulses in bezug auf eine feste durch die augenblickliche Lage des 
Schwerpunktes 0 gehende Achse haben wir nur die Relativbewegung 
in Betracht zu ziehen 2. 

Bei der Berechnung der Komponenten des Drehimpulses be
ziehen wir uns auf die Haupttragheitsachsen der Scheibe. Die Dreh
achse 00 ist eine dieser Achsen: Die beiden anderen Achsen sind zwei 
aufeinander senkrecht stehende Scheibendurchmesser. Riner dieser 
Durchmesser, den wir mit Oa bezeichnen wollen, nehmen wir in der 
Ebene OOZl an (s. Abb. 100). Er schlieBt einen kleinen Winkel Y mit 
der Achse OZ1 ein. Der andere Durchmesscr Ob schlieBt mit der Achse OY1 
den Winkel f3 ein. Sei () das Tragheitsmoment der Scheibe beziiglich 
der AchseOO und ()1 = ! () das Triigheitsmoment der Scheibe beziiglich 
eines Durehmessers. Dann ist die Komponente des Drehimpulses be
ziiglich der Aehse 00 gleieh () w, die Komponenten beziiglieh der Dureh
messer Oa und Ob sind ()1' IJ bzw. - ()d *. Die positiven Richtungen 

1 Es wird vorausgesetzt, daB die Biegsamkeit der WeIle unter Beriicksichtigung 
der Lagerungsnachgiebigkeit nach beidcn Richtungen hin die gleiche ist. 

2 Siehe z. B. H. Lamb: Higher Mechanics 1920, 94. . 
* Hierbci ist, wie oben, vorausgesetzt, daB {3 und y klein sind. Dann sind /3 

und - y die Nahcrungswcrte der ,:rinkelgeschwindigkeiten beziiglich der 
Achsen Oa und Ob. 
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dieser Komponenten des Drehimpulses sind in Abb. 100 angedeutet. 
Projiziert man diese Komponenten auf die festen Achsen OY1 und OZl 
die durch die augenblickliche SteHung des Schwerpunktes 0 hindurch-

gehen, so erhiilt man (Jw8 - (J1Y bzw. (Jwy + (JlrJ. Hierauf erhalten 
wir nach dem Tmpulssatz 

:t ((Jw{J - (Jrr) = My, 

d . 
dt ((Jwy + (JI{J) = M z 

oder unter Benutzung der Gin. (g) 

(J w /J - (Jd = - m' z + n' y, } 

(Jwy + OIP = m'y - n' {J. 
(85) 

Die zur Beschreibung der Scheibenbewegung dienenden Gin. (84) und (85) 
lassen sich durch den Ansatz 

y = Asinpt; z = Bcospt; (J = Csinpt; y = Dcospt (m) 

befriedigen. Damit erhalten wir vier lineare homogene Gleichungen 
fur die GraBen A, B, C, D. Setzt man die Determinante dieser GIei
chungen gleich Null, so ergibt sich die Gleichung zur Ermittelung der 
Eigenfrequenzen p *. Wir besprechen nun einige Spezialfiille. 

Als erstes Beispiel erartern wir den w .. 
Fall, in dem die Hauptachse 00, die auf 'Yugy 
der ~che~benebene senkr~cht .steh~, ~ ~61Cl) 
stets III emer Ebene verblelbt, dIe dIe _ ~ 
x-Achse enthiilt und mit derselben kon- A X 

stanten Winkelgeschwindigkeit w wie 
die Scheibe rotiert. Bezeichnet man mit r die 
und mit cp den Winkel zwischen 00 und der 
so erhiilt man fUr den bezeichneten SpezialfaH 

!! = rcos w t; z = rsin w t; {J = cp cos w t; 

Abb.102. 

W ellendurch biegung 
x-Achse (Abb. 100), 

y = cpsinwt. (n) 

Behandelt man r und cp als Konstanten und betrachtet die Momentan
stellung, bei der die Ebene der Durchbiegungskurve der Welle mit 
der xy-Ebene (Abb. 102) zusammenfiillt, so hat man aus den Gin. (n) 

{J=cp, {J= 0, {J= _ cpW2, 

Y =0, y = cpw, y - 0, 

y= r, !! =0, y= - rw2, 

z = 0, Z =rw, z = 0. 

* Siehe die Arbeit von A. Stodola in der Z. ges. Turbinenw. 1918, 253 
und 1920, 1. 
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Durch Substitution in die Gin. (84) und (85) erhalt man 

TV y + my + n{3 = 0, I 
(0 - gOI) {3 w2 = rn: y - n! {3. 

(0) 

Man sieht nun, daB die Welle nicht nur durch Fliehkrafte gebogen 
wird, sondern auch durch das Moment M = (0 - 0l) {3 w 2 , das in diesem 
FaIle den gyroskopischen Effekt der rotierenden Scheibe darstellt 
und die Welle versteift. Substituiert man 

y = rcoswt, 
in die Gin. (0), so folgt 

{3 = cp cos wt 

(p) 

Die oben angenommene Wellendurchbiegung wird mogJich, wenn die 
GIn. (p) fUr r und cp von Null verschiedene Wurzeln haben, d. h. wenn 
die Winkelgeschwindigkeit w so groB wird, daB die Determinante 
dieser Gleichungen gleich Null wird. In dieser Weise ergibt sich folgende 
Gleichung zur Berechnung der kritischen Geschwindigkeiten: 

( 
W2 TV) m --fj- {n' + (0 - 0l) w 2 } + nm' = 0. (r) 

Setzt man 

mTvg = p2; _~_ = q2 
() - ()1 

und beachtet, daB nach (h) und (k) 

nm' = - cmn', worin 

so folgt 

oder 
(s) 

Es ist leicht zu sehen, daB die Gl. (s) fur c < 1 nur eine einzige positive 
Wurzel hat, namlich 

w2 = ~(p2 _ q2) + -V.r(p2 -ll.)2 -t:(l ~-;;)P2q2~ (t) 

Kann der gyroskopische Effekt vernachlassigt werden, so setzt 
man 0 - OJ = ° in die Gl. (r) ein; dies gibt 

(02 W m n' ~ n m' :3 I E I 

g a2 b2 , 

woraus folgt 

oder w kr = V ~ , 
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worin 

die statische Durchbiegung der Welle unter der Last W darstellt. Dieses 
Ergebnis faUt vollstandig mit dem oben in § 15 gefundenen zusammen, 
wenn man die Scheibe auf der Welle als ein System mit einem Frei
heitsgrade betrachtet. 

In der obigen Erorterung wurde vorausgesetzt, daB die Winkel
geschwindigkeit der Ebene, in der die durchgebogene Welle liegt, die 
gleiche ist wie die der rotierenden Scheibe. Es ist aber moglich, daB 
diese zwei Geschwindigkeiten voneinander verschieden sind. Nimmt 
man beispielsweise an, daB die Winkelgeschwindigkeit der Ebene, in 
der die durchgebogene Welle liegt, gleich A. ist, und substituiert man 

y = r cos A. t; z = r sin A. t; {J = q.> cos A. t; Y = q.> sin A. t 
in die Gin. (f) und (1), so folgt 

W.. I 
-y+my+n{J=O, ~ 

(0: A. - (1).2){J = m'y - n' {J J 
(0') 

an Stelle der Gin. (0). 
Mit A. = 0) wiirde man das obige Resultat erhalten. Mit).. = -0) 

wiirde man aus der zweiten der Gin. (0') die Beziehung 

- (0 + (1) 0)2 {J = m' y - n' {J (u) 

erhalten. Diese Gleichung zeigt, daB der gyroskopische Effekt durch 
das Moment 

M = - (0 + (1) 0)2 {J 

dargestellt wird, wenn die Ebene der gebogenen Welle mit der Ge
schwindigkeit 0) in der zur Scheibendrehung entgegengesetzten Rich
tung rotiert. Das Minuszeichen bedeutet, daB das gyroskopische Mo
ment unter solchen Bedingungen im Sinne einer Zunahme der Wellen
durchbiegung wirkt und dadurch die kritische Geschwindigkeit der 
Welle senkt. Wird die Welle mit der Scheibe von der Ruhelage aus 
auf die Geschwindigkeit 0) gebracht, so tritt gewohnlich der Fall A. = 0) 
ein. Sind aber Storungskrafte der gleichen Frequenz wie die kritische 
Geschwindigkeit fUr den Fall A. = -0) vorhanden, dann kann eine 
Drehung der gebogenen Welle in einer zur Scheibendrehung entgegen
gesetzten Richtung eintreten 1. Sitzen mehrere Scheiben auf der Welle 
und muB der gyroskopische Effekt in Betracht gezogen werden, so 
kann man auch das in § 32 beschriebene graphische Verfahren benutzen. 
Es ist nur notig, den Fliehkraften die aus dem gyroskopischen Effekt 

1 Siehe A. Stodola: Dampf- und Gasturbinen, S.367 (1922). 
Timoshenko, Schwingungsprobleme. 13 
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folgenden Momente hinzuzufiigen. Abb. 103 stellt den Fall einer ein· 
zigen Scheibe fiir den Fall A = w dar. Urn das Biegungsmomenten. 
diagramm fiir diesen Fall zu erhalten, hat man den durch das Krafte· 
paar M (Abb. 103c) erzeugten Biegungsmomenten die von der Flieh· 
kraft (Abb. 103b) herriihrenden Biegungsmomente zu superponieren. 

Abb.103. 

Das resultierende Biegungsmomenten. 
diagramm ist in Abb. 103d dargestellt. 

a Mit diesem Diagramm hat man dann 
weiter in genau der gleichen Weise zu 
verfahren wie oben erklart (s. § 15). 

b Der gyroskopische Effekt hei der 

c 

Schwingungsbewegung von Schwung
radern. Als zweites Beispiel wollen wir 
hier die kritischen Geschwindigkeiten 
eines Schwungrades untersuchen, des· 
sen Speichen in der Richtung der Wellen. 

d achse biegsam sind (s. Abb. 104), wah. 
rend die WeUe absolut starr sein soIl. 
Eine Schwingung des Schwungrades par· 
allel zur WeUenachse wird durch eine 

Drehbewegung des Schwungrades nicht beeinfluBt, und die entspre. 
chende Periode kann aus der Gl. (5) berechnet werden, worin jetzt 15 
die Durchbiegung des Radkranzes unter der Einwirkung seines Ge. 
wichtes bei senkrechter Wellenlage bedeutet. 

Bei der Betrachtung der mit raumlichen Bewegungen der Rad. 
kranzebene verbundenen Schwingungen bedienen wir uns del' obigen 

r-------~~--------.x 

Abb.104. 

TheOl·ie. Da die WeUe starr ist, so sind 
die Durchbiegungen y und z in den GIn. (85) 
gleich Null zu setzen und wir erhalten 

odeI' 

() w p - ()1 ji = n' y , l 
() w y + ()1 jj = - n' f3 ' J 

()1~ = -()wy. - n: f3 , } 
()1 Y = () w f3 - ny, 

(v) 

(86) 

worin die Federkonstante n' von del' Biegsamkeit del' Speichen ab· 
hangt. Diese Konstante n' laBt sich aus del' Bedingung ermitteln, 
daB n' f3 das Kraftepaar urn die z·Achse darstellt, das erforderlich ist, 
urn eine Drehung der Schwungradkranzebene urn diese Achse urn einen 
Winkel f3 hervorzurufen. 

Zwischen den GIn. (86) und den GIeichungen del' ebenen Bewegung 
eines materiellen Punktes besteht eine bemerkenswerte Analogie. Sei 0 
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ein fester Punkt, der Sehwerpunkt des Kranzes (Abb. 105), und 00 eine 
Momentanlage der zur Kranzebene senkreehten Hauptaehse. Nun den
ken wit uns eine Kugel, deren Mittelpunkt im festen Punkt 0 liegt und 
deren Radius gleieh 1 ist. Sei 0 der Punkt, in dem die ungestorte 
Sehwungradaehse die Einheitskugel trifft, und 0' der Punkt, in dem 
die Momentanaehse 00 die gleiehe Kugel sehneidet. Besehrankt man 
sieh auf die Betraehtung von Fallen, in denen die Winkel fJ und y 
klein sind, so kann man annehmen, daB sieh der Punkt 0', der "Pol" 
des Gyroskops, in der Yl zl-Ebene bewegt, die die Einheitskugel im 
Punkte C beriihrt. Die auBeren Kriifte, die die Wirkung der elastisehen 
Spannungen der Speiehen auf den Kranz darstellen, sind dureh die 

o ~
v z'. 

BrujJ 
-I • 

)' 

f)ttJ f 0 fJ Yt 

z 

b 

~~~------~-------x 

+Tl'j3 
n'}' 17'fJ -17'7 

a 
Abb.105. 

Kraftepaare - n' fJ und - n'y der Abb. 105 gegeben. Jetzt wollen wir 
uns vorstellen, daB der PolO' ein materieller Punkt von der Masse eJ 

ist und daB auf diesen materiellen Punkt auBer den oben erwahnten 
Kraften - n' fJ und - n'y noeh eine gedachte "ablenkende Kraft" ewv 
proportional der Gesehwindigkeit v des Poles stets in einer Richtung 
einwirkt, die, von der AuBenseite der Kugel gesehen, links vom Wege 
weist (Abb. 105 b). Die Bewegung des Poles ist dann dureh Gleiehungen 
besehrieben, die mit den obigen GIn. (v) vollig iibereinstimmen. Diese 
Analogie ist sehr niitzlieh bei der Behandlung von Problemen betreffend 
die Bewegung des Gyroskopes. 

Zur Untersuehung der Sehwungradsehwingungen setzen wir die 
Losung der GIn. (v) in der Gestalt 

fJ = Aeospt, 

an. Die Substitution in (v) liefert 

y = Bsinpt 

A (n' - el p2) + B e w p = ° , 
Aewp+B(n'-eI P2) =0, 

und hieraus folgt die Frequenzgleiehung 

(n' - el p2)2 - e2 w2 p2 = O. 
13* 
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Die Losung dieser GIeichung lautet 

n' { ()2 w2 /( ()2 w 2 )2 } 
p2 = 0; 1 + 2 ()1 n' ± V I + 2 ()1 n' - 1 . (87) 

Danach erhalten wir zwei verschiedene Schwingungsfrequenzen, und 
die Bahn des Poles C, die die Schwungradschwin
gung darstellt, besteht aus zwei ubereinander ge
lagerten Kreisschwingungen. Abb. 106 bietet ein 
Beispiel fur eine yom Pol beschriebene Kurve. 

1m Spezialfall w = ° erhalten wir 

Abb.l06. - /-;;;: 
P - ~()1 . 

N ehmen wir beispielsweise 1 

an, so ist nach G1. (87) 

P = v=~v; ;1I~, 
und wir erhalten 

PI = 2,415 v~;~; 1/ n' 
P2 = 0,415 r e; . 

Die Bahn des Poles C ist das Superpositionsergebrris zweier harmo

nischer Schwingungen der Perioden 2:rr und 2:rr. Wirken auf das Schwung-
PI P2 

rad auBere periodische Krafte ein, so entstehen erzwungene Schwin-
gungen. N ehmen wir beispielsweise den Fall an, daB eine einfache 
harmonische Kraft der gleichen Periode wie die der Maschinenumdrehun
gen vorhanden ist, so erhalten wir an Stelle der GIn. (86) folgendes 
Gleichungssystem 

8] jj = - 8 ~ Y - n' fJ + P cos w t , } 

81 ji = 8 w fJ - n' y + P sin w t . 
(w) 

Die erzwungene Schwingung des Schwungrades ist durch die Parti
kularlosung dieser Gleichungen dargestellt. Setzt man 

(J = A cos wt; y = Bsinwt 

an und substituiert dies in die Gin. (w), so folgt 

A(n' - 01W2) + B8w2 = P, 

A8w2 + B(n' - 81 w2) = P, 
woraus 

4 cc P [n' - ~2 (()~L ()1)] 
• (n' - 61 ( 2 )2 - 62 {J)4 • 

1 .b:ntsprechcnd einem der Praxis cntnommenen Fall cines Schwungradcs 
mit biegsamen Spcichen. 
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Resonanz tritt ein, wenn 

(n' - (JlW2)2 - (J2W4 = 0, 
oder 

w2 = 0 (ot _-~\ ( - 1 ± :J. 
1 Of ) 

Die einzige reelle Wurzel, die in diesem FaIle die kritische Geschwindig
keit ergibt, ist 

n' 

( 0 ') . 
01 \-0;+ 1 

(88) 

A 
II 
'I /1 

, I, 

Schwingungen eines starren Rotors mit bieg
samell Lagern. Die GIn. (84) und (85) sind 
auch auf das Schwingungsproblem eines star
ren Rotors, dessen Lagerungen auf biegsamen 
FuBgesteIlen ruhen (Abb. 107), anwendbar. 
Seien Yl, Zl und Y2, Z2 kleine Verschiebungen 
der Lager wahrend der Schwingungsbewegung. 
Fiihrt man diese Verschiebungen als Koor
dinaten des schwingenden Rotors ein, so 
sind die Verschiebungen des Schwerpunktes 

f---7----+-x 

und die Winkelverschiebungen der Rotorachse (s. Abb. 107) 

l2 II 
Yo = Yl T + Y2 T ' 

l2 II 
Zo =zlT+~ T' 

{J = Y2 - Yl 
l ' 

Mit Cl , C2 , dl , d2 bezeichnen wir gewisse, von der Biegsamkeit der FuB
gestelle in horizontaler und vertikaler Richtung abhangige Konstanten, 
derart, daB - cl Yl' - c2 Y2 die horizontalen, - dt Zl' - d2 Z2 dagegen 
die vertikalen, durch die kleinen Verschiebungen Yl' Y2' Zl und Z2 in 
der Y- bzwo z-Richtung erzeugten Lagerreaktionen sind. Die GIn. (84) 
der Schwerpunktsbewegung gehen dadurch in 

TV 00 Z 00 I -gl (Z2YI + lY2) + cl Yl + C2 Y2 = 0, 
(a') 

Wzoo ZOO) d d ° gr(2 Zl+ lZ2 + lZl+ 2Z2= 

iiber. Die GIn. (85) fiir die Drehung des Rotors um die Y- bzwo z-Achst' 
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nehmen in diesem Falle die Gestalt 

an. 
Die vier GIn. (a') und (b') beschreiben vollstandig die freien Schwin

gungen eines starren Rotors auf nachgiebigen Lagergestellen. Substi
tuiert man in diese GIeichungen 

Y1 = A sin p t; Y2 = B sin p t ; Zl = C cos P t; Z2 = D cos P t , 

so ergeben sich vier homogene lineare GIeichungen fur die GraBen A, 
B, C und D. Setzt man die Determinante dieser GIeichungen gleich 
Null, so erhalt man die Frequenzgleichung, aus der die vier Eigen
frequenzen des Rotors ermittelt werden konnen. 

Betrachten wir nun eine erzwungene Schwingung des Rotors, hervor
gerufen durch irgendeine exzentrisch daran befestigte Masse. Der 
Effekt einer sol chen Unbalanz ist gleich der Wirkung einer Storungs
kraft mit den Komponenten 

Y = Acoswt Z = Bsinwt, 

deren Angriffspunkt im Schwerpunkt liegt, und eines Kraftepaares 
mit den Komponenten 

My = Csinwt; M z = Dcoswt. 

An Stelle der GIn. (a') und (b') erhalten wir 

W.. .. 
g 1 (l2 Y1 + 11 Yz) + C1 Y1 + c2 Y2 = A cos OJ t , 

:z (l2 Zl + 11 2,2) + d1 Zl + d2 Z2 = B sin w t , 

O i12 -- ill 0 Z2 - ZI d' . w -1---- - 1 -z- -= Z2 d2 12 - Zl 1 11 + C sm w t , 
( c') 

O i2 - i l 0 fi2 - fil 1 D w-1- + 1-Z- = - Y2 C2 2 + Y1 C111 + coswt. 

Die Partikular16sung dieses Gleichungssystems, die die erzwungene 
Schwingung des H,otors darstellt, bietet sich in der Form 

Yl = A cos w t ; Y2 = B cos w t ;'01 = C sin w t ; Zz = D sin w t . 

Substituiert man dies in die GIn. (c'), so findet man die Amplitude 
der erzwungenen Schwingung. Bei dieser Schwingungsbewegung be
schreibt die Rotorachse eine durch das Gleichungssyst,em 

Y = (a + b x) cos w t , 
z = (c + dx) sinwt 
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dargestellte Fliiche, wenn man mit a, b, c, d Konstanten bezeichnet. 
Wir sehen, daB jeder Punkt der Achse eine Ellipse beschreibt, deren 
Gleichung 

y2 Z2 

-(a + bx)" + (c + dx)" = 1 

lautet. Fur zwei Punkte der Achse, namlich fur 

und 

reduzieren sich die Ellipsen auf gerade Linien, und die allgemeine Form 
der Oberflache, die durch die Rotorachse beschrieben wird, ist dann 
durch Abb. 108 charakterisiert. 
Man sieht, daB die Verschiebun
gen eines Punktes der Rotor
achse nicht nur von der GroBe 
der Storungskraft (Betrag der 
Dnbalanz), sondern auch von 
der Lage des Punktes auf der 
Achse und von der Richtung, 
in der die Verschiebung gemes

',' " ;, :, 
" - -IT--
I' ., 

sen wird, abhangen. 
1m allgemeinen Fall kann die 

Dnbalanz durch zwei exzentrisch 
Abb. 108. 

/1 .. ,) 
, , / , ' ,/ 

angebrachte Massen (s. § 10) dargestellt werden, und die erzwungenen 
Schwingungen des Rotors lassen sich durch Superposition zweier in 
der Phase gegeneinander verschobener Schwingungen 1 der oben be
trachteten Art ermitteln. Aus der Linearitat der GIn, (c') kann man 
auch schlieBen, daB es stets moglich ist, durch Anbringung von Korrek
tionsgewichten in zwei Ebenen die Dnbalanz zu beseitigen; man muB 
nur die Korrektionsgewichte derart bestimmen, daB zwischen den ent
sprechenden Fliehkraften und den durch die Dnbalanz erzeugten Sto
rungskraften Gleichgewicht herrscht2 , 

34. Einflufi des Wellen- und Scheibengewichtes auf die 
kritische Geschwindigkeit. 

In unserer obigen Erorterung durfte der EinfluB des Gewichtes 
der rotierenden Scheiben selbst unberucksichtigt bleiben, da die Wellen
achse in senkrechter Lage vorausgesetzt war, 1m FaIle horizontal an
geordneter Wellen sind die Scheibengewichte als Storungskriifte zu 
behandeln, die bei einer gewissen Geschwindigkeit erhebliche Wellen-

1 Diese Frage wird in der Arbeit von V, Blae13, Uber den Massenausgleich 
raschumlaufender Korper, Z, ang. Math. Mech. 6, 429 (1926), ausfiihrlich behandelt. 

2 Der Einflu13 der Wellenbiegsamkeit wird spater erortert werden (siehe § 35). 
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schwingungen hervorrufen. Diese Geschwindigkeit wird gewohnlich als 
"kritische Geschwindigkeit zweiter Ordnung" bezeichnetl. Um diese 
Geschwindigkeit bestimmen zu konnen, ist ein tieferes Eingehen auf 
die Bewegung der Scheib en erforderlich. 1m folgenden untersuchen wir 
den einfachsten Fall, den einer einzigen Scheibe, und wir setzen voraus, 
daB die Scheibe an der Welle in demjenigen Querschnitt befestigt ist, 
in dem die Tangente an die Durchbiegungskurve der Welle zur Zentral
linie der Lager parallel bleibt. Auf diese Weise ist der "gyroskopische 

EinfluB", den wir im vorigen Paragraphen er
ortert haben, eliminiert und wir haben nur die 
Bewegung der Scheibe in ihrer eigenen Ebene zu 
betrachten. Mage die xy-Ebene die Horizontal
ebene der Scheibe, der Punkt 0 den Mittel
punkt der senkrechtstehenden Welle in undefor
mierter Lage darstellen (s. Abb. 109). Wahrend 

1£.....-:i.::.I-.I:..I...._--,--_ _ X der Schwingungsbewegung mage S die Moment

Abb.109. 
anlage des Wellenmittelpunktes, C dagegen die 
Momentanlage des Scheibenschwerpunktes dar

stellen, derart, daB C S = e die Exzentrizitat ist, mit der die Scheibe 
auf der Welle befestigt ist. Ferner bezeichnen wir mit 
m die Masse der Scheibe, 
mi2 das Tragheitsmoment der Scheibe um die durch C hindurchgehende 

und auf der Scheibe senkrecht stehende Achse, 
die Federungskonstante der Welle, gleich der in der xy-Ebene 
gelegenen Kraft, die erforderlich ist, um in dieser Ebene eine 
Durchbiegung gleich Eins hervorzurufen, 

Wk1' = V;; die kritische Geschwindigkeit erster Ordnung (§ 15), 

x, y die Koordinaten des Scheibenschwerpunktes C wahrend der Be-
wegung, 

gJ den Drehwinkel der Scheibe gleich dem Winkel zwischen dem 
Radius S C und der x-Achse, 

() den Drehwinkel der Vertikalebene OC, 
1p den Drehwinkel der Scheibe in bezug auf die Ebene OC. 
Demnaeh ist stets gJ = 1p + e. Die Koordinaten x und y des Seheiben
schwerpunktes C und der Drehwinkel gJ sollen als Koordinaten zur Be
stimmung der Scheibenstellung in der x y-Ebene benutzt werden. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung des Schwerpunktes C 
kannen in iiblicher Weise leicht hingeschrieben werden, wenn man 
beachtet, daB nur eine einzige Kraft, namlich die elastische Reaktion 

1 A. Stodola hat dieses Problem zuerst untersucht. Die Literatur des Gegen
standes ist in seinem Werke, 6. Auf!., S.929 angegeben. Siehe auch die Arbeit 
von T. Piischl: Z. ang . .3lath. Mech. 3, 297 (1923). 
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der Welle, in der xy-Ebene auf die Scheibe einwirkt. Diese Kraft ist 
der Wellendurchbiegung as proportional; die Komponenten dieser 
Kraft in der x- bzw. y-Richtung sind demnach den Koordinaten des 
Punktes S proportional; sie sind daher gleich - IX (x - e cos <p) bzw. 
- fJ..(y - e sin <pl. Foiglich lauten die Differentialgleichungen der Be
wegung des Schwerpunktes C 

oder 

mx = -oc(x - ecos<p); my = -fJ..(y - esin<p) 

m~+ocx=ocecos<p, } 

my + ocy = oce sin <p. 
(a) 

Die dritte Gleichung ergibt sich aus der Betrachtung der Dreh
bewegung der Scheibe; das Gesamtmoment der BewegungsgroBe der 
Scheibe beziiglich der Achse a setzt sich aus zwei Teilen zusammen, 
von dcnen der erste mi2<jJ von der Scheibe geliefert wird, die mit 
der Winkelgeschwindigkeit <jJ um ihren Schwerpunkt rotiert, wahrend 
der zweite m(x if - y x) durch die im Scheibenschwerpunkt konzentrierte 
Scheibenmasse m bedingt ist. Demnach gilt die GIeichung 

d { ·2· ..} M at m~ <p + m(xy - yx) = 
oder 

mi2 (jJ + m(xy - yx) = M, (b) 

worin M das Torsionsmoment ist, das durch die Welle auf die Scheibe 
iibertragen wird. 

Die GIn. (a) und (b) beschreiben die Be
wegung der Scheibe vollstandig. Wenn M = 0 
ist, so ergibt sich eine Partikularlosung der 
GIn. (a) und (b) aus dem Ansatz, daB der 
Scheibenschwerpunkt C in der Ebene as der 
Wellendurchbiegungskurve verbleibt und bei 
der Drehbewegung mit konstanter Winkelge
schwindigkeit <jJ = w einen Kreis vom Radius T 

beschreibt. Substituiert man nun x = T cos (0 t 
und y = T sin wt in die GIn. (a) und setzt <p = wt 
fUr den in Abb. 1l0a dargestellten Fall, bzw. 
<p = wt +n fUr den der Abb.llOb, so erhaltman 

a 

Y~~/f's 
l' C 

cv.t X 
o b 

Ahb.110. 

_ Cle ewl.r f 
TO - 0(-mw2 = W~r _ W2 iir w < W k ,., 

exe e W~r f 
TO = - ~ _ mw2 =" 0 iir w > W kr . 

v.. OJ - Wkr 

Diese Ergebnisse fallen mit den obigen, aus Elementarbetrachtungen 
hergeleiteten zusammen (s. § 15). 
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Jetzt gehen wir zur Erorterung des Falles iiber, daB das Torsions
moment M von Null verschieden, und zwar gleich 

M = m(xy - yx) (c) 

istl. Dann ist nach Gl. (b) 

ip = W = const, 
und durch Integration 

(d) 

worin rpo eine willkiirliche Konstante ist, die die anfangIiche GroBe des 
Winkels rp angibt. 

Substituiert man (d) in die GIn. (a), so ergibt sich mit wh = ~ m 
X + Wk. X = Wk, e cos ( W t + rpo), .. 2 2 } 

(e) ii + Why = w~.esin (wt + rpo). 

Durch Einsetzen ist leicht zu zeigen, daB 

x = - Ml cos (Wkrt + Yl + rpo) + 2ew~r 2 cos(wt + CPo), \ 
ear. Wkr - W (f) 

M] . ( + + ) +- eW~r • ( + ) y = -- sm Wk,t Yl CPo - 2 2 sm wt CPo 
ear. Wkr - W 

eine Losung der GIn. (e) ist. 
Setzt man (f) in die GIn. (c) ein, so folgt 

M = MI sin {(Wk, - w) t + Yl}' (g) 

Man kann schlieBen, daB die Scheibe unter der Einwirkung des pul
sierenden Momentes (g) mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
rotiert, wahrend zugleich ihr Schwerpunkt eine zusammengesetzte 
Schwingungsbewegung nach den GIn. (f) beschreibt. 

In derselben Weise laBt sich zeigen, daB unter der Einwirkung 
eines pulsierenden Momentes von der GroBe 

M = M 2sin{wkT + w) t + Y2} 
die Scheibe gleichfalls mit einer konstanten Geschwindigkeit w rotiert, 
wahrend ihr Mittelpunkt eine Schwingungsbewegung nach dem GIei
chungssystem 

x = - cos (Wkr t + Y2 - CPo) + -2-- 2 cos (w t + CPo), 
eor. Wkr - W (h) 
M2 e Wfr 1 
- M2s1'n (w t + y. - m) + ~!:'12"-sin (wt + m) Y= eor. 'er 2.0 W~r-W2 .0 

ausfiihrt. 

1 Dieser Fall ist von P. Schroder in seiner Dissertationsschrift, Die kri
tischen Zustande zweiter Art rasch umlaufender Wellen, Stuttgart 1924, aus
fiihrlich besprochen worden. Diese Arbeit enthalt auch sehr voUstandige Literatur
verweisungen zur bezeichneten Frage. 
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Kombiniert man die Losungen (f) und (h), so erhalt man die voll
standige Losung der GIn. (e), in der vier willkiirliche Konstanten, M 1 , 

M a, Yl und Ya, vorkommen. Mit Hilfe dieses Ergebnisses sind wir 
nun imstande,die durch das Scheibengewicht selbst ~ 
hervorgerufenen Schwingungen zu erklaren. c 

Nehmen wir an, daB die Welle horizontal ge- mg 
Iagert ist, so haben wir unter Hinzufiigung des '" s 
Scheibengewichtes bei nach oben gerichteter __ _ I"'~ x 
y-Achse ~ie Abb. 109 durc~ A?b. ~ll zu er- ~f r 
setzen. DIe GIn. (a) und (b) smd m dIesem FaIle __ .L_~ ___________ x 

durch das GIeichungssystem Abb.ll1. 

m X + IX X = IX e cos cp , ) 
my + rxy = rxesincp - mg, 

mi2 rp + m(xy - rx) -:- M - mgx 

(k) 

zu ersetzen. Verschiebt man den Koordinatenursprung aus dem Punkte 0 
nach dem Punkte 0 1 , wie es die Abbildung zeigt, und setzt 

mg 
Yl =y +7' 

so lassen sich die GIn. (k) in der Form 

m x + IX X = IX e cos cp , ) 
mill + IXYI = rxesincp, 

mi2;P + m(xYI - Yl x) = M - mge cos cp 

(I) 

schreiben. Dieses GIeichungssystem fallt mit dem der GIn. (a) und (b) 
zusammen, und der EinfluB des Scheibengewichtes ist durch das pulsie
rende Moment - mge cos cp dargestellt. Nun nehmen wir M = 0 an 
und setzen voraus, daB die Welle mit konstanter Winkelgeschwindig
keit £0 = I £Okr rotiert. Der EinfluB des Scheibengewichtes IaBt sich 
in der Form 

- m g e cos cp = - m g e cos (£0 t) = m g e sin (£0 t - ;) 

= mgesin{(£Okr - (0) t - ;} (m) 

schreiben. Dieses Storungsmoment hat genau die gleiche Gestalt wie 
das oben durch die GL (g) gegebene pulsierende Moment, und man 
kann daraus schlieBen, daB bei der Geschwindigkeit £0 = I £Okr das vom 
Scheibengewicht erzeugte pulsierende Moment die durch die GIn. (f) ge
gebenen Wellenschwingungen hervorrufen wird. Dies ist die sogenannte 
kritische Geschwindigkeit zweiter Ordnung; sie wurde in 
manchen wirklichen Fallen beobachtetl. Es muB allerdings bemerkt 

1 Foeppl, 0.: Z. V. d. I. 63, 867 (1919). 
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werden, daB Schwingungen derselben :Frequenz auch durch verander
Hche Biegsamkeit der Welle bedingt sein konnen (§ 22), und es ist durch
aus moglich, daB in einigen der Falle, in denen eine kritische Geschwin
digkeit zweiter Art beobachtet wurde, die Schwingungen durch diese 
letztgenannte Ursache entstanden wareni . 

35. Der Einflu6 der Biegsamkeit von Wellen auf den 
Maschinenausgleich. 

Bei unserer obigen Erorterung des Maschinenausgleiches (s. § 10 
wurde angenommen, daB der Rotor ein absolut steifer Korper ist. In 
einem solchen Falle laBt sich vollstandiger Ausgleich dadurch erreichen, 
daB man in zwei willkiirlich gewahlten Ebenen Korrektionsgewichte 
anbringt. Die Voraussetzung, wonach die Biegsamkeit der Welle ver
nachlassigt werden darf, ist bei tiefliegenden Geschwindigkeiten genau 
genug, bei schnellaufenden Maschinen dagegen und besonders bei 
solchen, deren Arbeitsgeschwindigkeit oberhalb der kritischen liegt, 
kann die Wellendurchbiegung einen erheblichen EinfluB ausuben; eine 
Folge davon ist, daB der Rotor nur fUr eine bestimmte Geschwindigkeit 
ausgeglichen werden kann, oder daB er sich unter gewissen Um

Abb.112. 

standen uberhaupt nicht ausgleichen laBt und 
durch seine Schwingungen stets Storungen 
verursacht. 

Wir wollen nun den EinfluB der Wellenbieg
samkeit an dem einfachen Beispiel einer an 
den Enden gestutzten Welle mit zwei Scheiben 
(Abb.1l2) erklaren. Die Wellendurchbiegung Yl 

unter der Last WI hangt nicht nur von der GroBe diesel' Last ab, 
sondern auch von der GroBe del' Last W 2. Del' gleiche SchluB gilt 
auch fur die Durchbiegung Y2 unter der Last W 2. Vnter Benutzung 
der Gleichungen der Durchbiegungskurve fiir den Fall einer Welle in 
zwei Lagern kann man fur die Durchbiegungen folgende Ausdrucke 
leicht erhalten: 

YI = all WI +a12 W2 , } 

Y2 = a 2I WI + a22 W2 · 
(a) 

Hierin bleiben an, a12 , a21 und a22 konstant fur eine gegebene Welle bei 
gegebener Belastungsart. Diese Gleichungen kann man nun zur Berech
nung der Durchbiegungen, die in der Welle durch die aus den Exzen
trizitaten der Scheiben sich ergebenden Fliehkriifte erzeugt werden, 
verwenden. 

1 Siehe C. R. Soderberg, Trans. Am. Soc. Mech. Eng. Applied Mechanics 
Division, 1931. 
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1m folgenden bezeichnen wir mit 
ml' m2 die Massen der Scheiben I und II, 
0) die Winkelgeschwindigkeit, 
Yl' Y2 die Durchbiegungen an den Scheiben I bzw. II, 
C1 , C2 die Abstandc der Scheiben I bzw. II yom linken Lager, 
Yl , Y 2 die an der Welle wirkenden Fliehkrafte. 

Setzt man voraus, daB nur die Scheibe I eine gewisse Exzentrizitat e1 

aufweist, und nimmt man die Durchbiegung in der Ebene dieser Ex
zentrizitat, so sind die an der Welle wirkenden Fliehkrafte gleich 

Yl = (e1 + Y1) m 1 0)2; Y 2 = Y2m2 0)2, 

oder, mit Hilfe von Gleichungen, die den GIn. (a) ahnlich sind, 

Y 1 = e1 ml 0)2 + m 1 0)2 (an Yl + a 12 Y 2), 

Y 2 = m~0)2(a21Yl + a 22 Y 2), 

und hieraus 
Y _ el 1'1!Jcw2(1 - a22m2~w~Z) __ . 

1 - (1 - au m1 ( 2) (1 - a22 m2 ( 2 ) - ml m Z a 12 an w4 ' 

4 Y _ . ___ . __ . ela21 m l m 2 w 
2 - (1 - an ml (02) (1 - a 22 m Z ( 2 ) - ml m2a12a21 w 4 • 

(b) 

Wie man sieht, treten an Stelle einer Fliehkraft von der GroBe e1 m 1 0)2 

im FaIle einer starren Welle zwei Krafte Y1 und Y 2 im FaIle einer 
biegsamen Welle. Die Unbalanz wird die gleiche sein wie bei der starren 
Welle, an der eine Kraft Rl = Y 1 + Y 2 im Abstand 

(c) 

yom linken Lager angreift. 
Mit Hilfe der GIn. (b) ist es leicht zu sehen, daB 11 nicht yom Betrage el 

der Exzentrizitat, sondern von den elastischen Eigenschaften der Welle, 
von Lage und GroBe der Massen mr und m2 und von der Geschwindig
keit 0) der Maschine abhangt. 

Genau ebenso wie oben kann auch die Wirkung der Exzentrizitat 
der Scheibe II untersucht werden, worauf sich die Wirkung der Exzen
trizitaten der beiden Scheiben nach dem Superpositionsprinzip ergibt. 
Hieraus ist zu schlieBen, daB bei einer gegebenen Geschwindigkeit 
die Unbalanz zweier Scheiben auf einer biegsamen Welle der Unbalanz 
zweier bestimmter Ebenen einer starren Welle dynamisch gleichwertig ist. 
Die Lage dieser Ebenen kann mit Hilfe der G1. (c) fiir eine der Ebenen 
und einer analogen Gleichung fiir die zweite Ebene ermittelt werden. 

Ahnliche Schliisse konnen auch fiir eine biegsame Welle bei einer 
beliebigen Anzahl n von Scheib en gezogen werden 1, und es liiBt sich 

1 Eine allgemeine Untersuchung iiber den EinfluB der Biegsamkeit der 
Welle auf den Ausgleich findet man in der obenerwahnten Arbeit von V. BlaeB, 
der wir die folgenden Abb. 113 und 114 entnommen haben. 
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zeigen, daB die Unbalanz in diesen Scheiben der Unbalanz in n bestimm
ten Ebenen einer starren Welle gleichwertig ist. Diese Ebenen sind an 
eine gegebene Geschwindigkeit der Welle gebunden, und fur diese Ge
schwindigkeit wird der Ausgleich durch Anbringung von Korrektions
gewichten in zwei willkiirlich gewahlten Ebenen verwirklicht. Bei 
einer anderen Geschwindigkeit sind die Ebenen der Unbalanz in 
der gleichwertigen starren Welle anders angeordnet und der Rotor ist 
nicht mehr ausgeglichen. Dies gibt uns die Erklarung dafiir, warum 
ein Rotor, der in der Ausgleichsmaschine bei einer verhaltnismaBig 
tiefen Drehzahl ausbalanciert wurde, in der Maschine bei der Betriebs-

.~ 

~ 1000 
~ 
" "1S 

:@ 'WOO 

Abb.113. 

.~ 

~ 2000 
~ 
<.: 
~;)OOO 
:::s 

Abb.lH. 

geschwindigkeit nicht ausbalanciert ist. Daher ist der Ausgleich im 
Betrieb unter den wirklichen Arbeitsbedingungen erforderlich. Die Ver
schiebung der Unbalanzebenen mit der Geschwindigkeitsveranderung 
ist unten fur zwei Spezialfalle gezeigt. Abb. 113 zeigt eine Welle mit drei 
Scheiben. Die Kurven II , l2 und l3 der Abbildung stellen die mit Anderung 
der Drehzahl eintretenden Veranderungen in den Abstanden ll' l2' l3 
der Unbalanzebenen in der gleichwertigen starren Welle dar. Man 
sieht, daB sich diese Kurven mit steigender Geschwindigkeit zunachst 
einander nahern, um bei der kritischen Geschwindigkeit durch einen 
gemeinschaftlichen Schnittpunkt zu gehen und dann wieder zu diver
gieren. Mit Ausnahme eines gewissen Gebietes in der Nahe der kriti
schen Geschwindigkeit kann der Rotor bei jeder anderen Geschwindig
keit ausgeglichen werden, indem man Korrektionsgewichte an irgend 
zwei der drei Scheiben anbringt. GroBere Schwierigkeiten bietet der 
in Abb. 114 dargestellte Fall. Wie man sieht, gehen die Kurven II und l3 
bei einer Geschwindigkeit von etwa 2150 Umdrehungen pro Minute 
durch einen und denselben Punkt A . Die zwei Ebenen der gleichwertigen 
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starren Welle fallen zusammen, und es wird unmoglich, durch Unter
bringung von Korrektionsgewichten an den Scheib en 1 und 3 die Ma
schine auszugleichen. Praktisch gibt es in der Nii.he des Punktes A 
ein erhebliches Gebiet, in dem es schwierig ist, befriedigenden Ausgleich 
zu erreichen, und man hat dann in diesem Gebiete schwere Storungen 
durch Schwingungsvorgange zu erwarten. 

36. Theorie der dynamischen Schwingungsdampfer. 
Der nachstehend erorterte Schwingungsdampfer besteht aus 

einem kleinen schwingenden System, das auf die Betriebsgeschwindig
keit einer groBeren Maschine abgestimmt. und ~'~~~ 
an einer passenden Stelle der Maschine befestigt 
wird 1. In dieser Weise kann an der Maschine 
eine periodische Kraft angebracht werden, die 
der Storungskraft der Frequenz und GroBe 
nach gleich ist, aber in entgegengesetztem 
Sinne wirkt, wodurch die entsprechende 
Schwingung eliminiert wird. Die Wirkung 
des Schwingungsaufnehmers solI nun an eini

a 
Abb.115. 

gen sehr f'infachen elastischen System en nach Abb. IIi) erklart 
werden. 

Schwingungsdampfer ohne Reibung. An einer Feder, deren Feder
konstante gleich kl ist, moge ein Gewicht WI befestigt sein 

(Abb.1l5a); dieSchwingungsperiode einessolchenSystemsist7:=2nV :~. 
An der Masse WI wirke nun eine Storungskraft Qo cos mt mit der Pe

riode 7:] = 2 ~. Die durch diese Kraft hervorgerufene stationare erzwun-m 
gene Schwinging ist (s. § 3) 

Qo 1 
x = -k ---2 cosmt. 

11_ ~ 
T2 

1 

(a) 

Diese Schwingung kann eme erhebliche Amplitude haben, wenn der 

Quotient ~ der Einheit zustrebt. Urn die Konstruktion zu verbessern, 
T1 

befestigen wir am groBen Gewicht WI ein kleines Gewicht W2 mit 
Hille einer Feder, deren Federkonstante gleich k2 ist (Abb. 115b). Auf 
diese Weise erhalten wir ein schwingendes System mit zwei Freiheits
graden, und die erzwungene Schwingung (a) kann unter Benutzung 
gewisser Proportionen fur k2 und W2 eliminiert werden. Betrachtet 

1 Siehe die Arbeit von J. Ormondroyd u. J. P. Den Hartog: Trans. Am. 
Soc. Mech. Eng. 1928. Siehe auch H. Holzer: Stodolas Festschrift, S.234. 
Z iirich 1929. 
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man die senkrechten Verschiebungen Xl und x2 der Lasten WI und W 2 

als Koordinaten, so ergibt sich die kinetische bzw. die potentielle Energie 
des Systems in der Gestalt 

(b) 

und die Lagrangeschen GIn. (72) lauten 

~lXI + klxl - k2(X 2 - Xl) = Qocosmt, I 
H 2 •• k ( ) 0 g X 2 + 2 X 2 - Xl. = . 

(c) 

Der stationare Zustand der erzwungenen Schwingung ergibt sich, wenn 
man die Losung der GIn. (c) in der Form Xl = A cos mt, X2 = B cos mt 
ansetzt. Substituiert man dies in die GIn. (c), so folgt 

setzt, wonach 

(£) 

wird, d. h. die Frequenz des kleinen angeschlossenen Schwingungs. 
systems muB der Frequenz der Storungskraft gleich sein. Dann ist 
nach den GIn. (d) 

Qo 
X 2 = - -k cos m t . 

. 2 
(g) 

Man sieht nun, daB die Bewegung X 2 der Last W 2 derart ist, daB die 
auf WI wirkende Kraft gleich wird k2 x2 = - Qo cos mt, und dies ist 
genau entgegengesetzt gleich der aufgezwungenen Kraft. Somit ist 
durch Anhangung eines Zusatzgewichtes W 2 an das ursprungliche 
System die Bewegung von WI vollstandig eliminiert, vorausgesetzt, 
daB die G1. (e) erfullt ist. Zu bemerken ist, daB bei den praktischen 
Anwendungen nicht nur das Verhaltnis der GroBen k2 und W2 zuein
ander, sondern auch deren absolute Betrage von Bedeutung sind. 
Die zweite der GIn. (g) zcigt folgendes: Wird k2 zu klein genommen, 
so winl x2 groB und die Spannungen in del' Feder ki.innen libermiiBig 
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groBe Werte annehmen, oder die Grenzen der moglichen Bewegung x2 

konnen iiberschritten werden. Beide Gin. (e) und (g) miissen bei dem 
praktischen Entwurf eines Schwingungsaufnehmers in Betracht ge
zogen werden, und der Wert von Qo bestimmt die kleinstmoglichen 
Werte von k2 und W2 • 

Das beschriebene Verfahren zur Eliminierung von Schwingungen 
kann auch im Falle von Torsionssystemen nach Abb.116 benutzt 
werden. Ein System, bestehend aus zwei Massen, deren Tragheits
momente 11 bzw. 12 sind, und einer Welle, deren Federungskonstante 
gleich kist, hat eine Eigenschwingungs- 0 
periode gleich [so Gl. (15)] 110 I z 

(h) 

Wirkt ein pulsierendes TorsionHmoment 
M t cos mt an der Masse II' so konnen die 
durch dieses Torsionsmoment hervor
gerufenen erzwungcnen Torsionsschv,ringun
gen der beiden Scheiben II und 12 be
seitigt werden durch Anbringung eines 
kleinen schwingenden Systems an 11' das 

a 

Masch/ne b tieneralor 

c 

Abb.116. 

aus einer Scheibe vom Tragheitsmoment i und einer Welle von der 
Federkonstante kI besteht (Abb.116b). Es ist nur notig, kI und i 
so zu bemessen, daB die Frequenz des angebrachten Systems derjenigen 
des pulsierenden Momentes gleich wird. 1st dieses Torsionsmoment 
mit dem Hauptsystem in Resonanz, so muB die Bedingung 

Ills 
(i) 

er-fUIlt sein. Die Drehwinkel der Scheiben II' 12 und i wahrend der 
Schwingungsbewegung sind 

CfJI = CfJ2 = 0; 
111, 

CfJ3 = - - -- cos m t 
kl 

und das Federungsmoment der hinzugefUgten kleinen Welle ist genau 
entgegengesetzt gleich dem auferlegten Torsionsmoment M t cos mt. 
Bisher wurde die Wirkung des Schwingungsdampfers nur bei einer 
einzigen Frequenz untersucht. Der allgemeine Fall der Schwingungs
bewegung des Systems ist durch die GIil. (c) gegeben, und man kann aus 
diesen GIeichungen schlieBen, daB das System Eigenschwingungen zweier 
Arten ausfUhrt. Die Frequenzen dieser Schwingungen sind bestimmt 
durch die zwei Wurzeln m~ und m; der in m 2 quadratischen Gleichung, 
die sich aus dem Nullsetzen des gemeinschaftlichen Nenners der Aus-

driicke (d) ergibt. Der Quotient Xl fiir diese zwei Frequenzen ist dann 
X 2 

Timoshenko, Schwingungsproblemc. 14 
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nach den GIn. (d) 

Die entsprechenden Schwingungstypen sind in Abb. 117 fiir einen 
Spezialfall schematisch dargestellt. Wenn die StOrungskraft eine Fre

Abb. 117. 

quenz nach Gl. (f) hat, so wird die Schwin
gung durch den Schwingungsaufnehmer be
seitigt. Bei irgendeiner anderen Frequenz 
der Storungskraft dagegen wird die Schwin
gung nicht eliminiert und wenn m = ml 

oder m = m2 wird, so tritt Resonanz ein. 
Hieraus ist ersichtlich, daB die Anwendbar

keit des Schwingungsaufnehmers ohne Dampfung auf Maschinen mit 
konstanter Geschwindigkeit, wie beispielsweise elektrische Synchron
oder Induktionsmaschinen, beschrankt ist. Eine Anwendung des 
Schwingungsaufnehmers ist in Abb. 118 veranschaulicht, in der das 
AuBenbord-FuBgestell des Generatorteils eines 30000-kW-Turbogene

Abb.118. 

rators dargestellt ist. Dieses FuBgestell fiihrte 
bei 1800 Umdrehungen pro Minute erhebliche 
Schwingungen in der Richtung der Generator
achse aus. Nachdem zwei Schwingungsauf
nehmer, bestehend aus je einem einzuspan
nenden Stab von 51 cm Lange bei einem 
Querschnitt von 2,2 X 6,7 cm und mit einem 
Gewicht von 11,3 kg am freien Ende, am 
FuBgestell befestigt worden waren, ergab sich 
eine Amplitude ungefahr gleich einem Drittel 
der urspriinglichen. 

Schwingungsdampfer mit Reibung.Um die 
Wirksamkeit des Schwingungsaufnehmers auf 
ein weiteres Frequenzengebiet auszudehnen, 
ist es erforderlich, ein Dampfungselement in 
den Aufnehmer einzufiihren. Aus Abb. 117 

ist ersichtlich, daB die Masse des Aufnehmers bedeutend heftiger 
schwingt als die Hauptmasse, daher ist eine der Geschwindigkeit 
proportionale Dampfung bedeutend starker ausgesprochen, wenn 
das Dampfungsmittel im Schwingungsaufnehmer anstatt im Haupt
system untergebracht wird. Nehmen wir z. B. an, daB das Damp
fungselement zwischen den Massen WI und W2 (Abb.115b) ein
geschaltet wird und daB die Dampfung der Relativgeschwindig
keit Xl - X2 der beiden Massen proportional ist. Unter Beriicksich
tigung der Reibungskraft ergeben sich die Differentialgleichungen der 
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Bewegung aus den GIn. (c), und zwar in folgender Gestalt: 

WI" k k ( Q .. ) gXI + IXl-2 X2 - XI)= ocosmt+oc(x2 -xl ), 

(k) 
W2••. •• 
gX2 + k2 (X2 - Xl) = OC(XI - x2)· 

Hierin hangt der Faktor OC von den Dampfungsverhaltnissen abo Macht 
man diesen Faktor sehr klein, so nahert man sich dem Fall eines Schwin
gungsdampfers ohne Reibung. Die diesem Spezialfall entsprechende 
Wirkung wurde oben erklart. Tm Falle eines unendlich groBen Wertes 
von oc gibt es keine Relativbewegung zwischen den zwei Massen, der 
Schwingungsdampfer wirkt nicht und die Hauptmasse gerat in einen 
Zustand heftiger Schwingungen im FaIle der Resonanz. Fur jeden 
Spezialfall existiert ein bestimmter Wert von oc, fur den die Amplitude 
der erzwungenen Schwingung zu einem Minimum wird. Diese giin
stigste Dampfung ist durch die GIn. (k) gegeben; fur den Sonderfall 

ki (J kdJ 
WI W2 

ergibt sich daraus folgender Ausdruck fur die Amplitude der erzwun
genen Schwingung I: 

x V' (m20(~2){J(J2p2+(1-{J)2 
1 0 1 (1) 

-x,; = p (m~O(~r) p~!t_ [;.(~ --- (J) + 1]2 + ;2 [p (1 - {J)2- {J]2' 

Hierin ist 

_WI die Masse des Hauptsystems, 
(J 

xst = ~o die statische Durchbiegung an dIn Hauptmasse, hervor-
1 

gerufen durch die Kraft Q 0' 

Der Ausdruck (I) gestattet die Berechnung des Quotienten ~ fur ein 
Xst 

bestimmtes System und einen bestimmten Wert oc des Dampfungs
faktors und fUr verschiedene Werte von fJ, d. h. fUr verschiedene Fre
quenzen der StOrungskraft Qo cos mt. In der Abb. 119 sind die Ergeb
nisse derartiger Berechnungen fUr den Fall p = 20, mo = 120 und 
WI = 100 Pfd. dargestellt. Furoc = 0,32 (im englischen MaBsystem) weist 

die Kurve, die den Quotienten ~ als Funktion von !!!.. darstellt, zwei 
X st mo 

1 Siehe die oben erwahnte Arbeit von J. Ormondroyd u. J. P. DenHartog. 
14* 



212 Systeme mit mehreren Freiheitsgraden. 

deutliche Maxima auf, entsprechend den zwei Resonanzfreq uenzen 
der Schwingung. Fur IX = 1 ist der zweite Resonanzgipfe1 abgedampft. 
Die Maximalamplitude der Abb. 119 tritt stets im ersten Gipfel auf. 
Tragt man diese Maximalamplitude als Funktion des Dampfungs
faktors IX auf, so erhalt man die in Abb. 120 dargestellte Kurve, aus 
der sich fiir das betrachtete System die beste Dampfung bestimmen 

16 
l!J'lInd-o,/fSJk 

r 14 

/ 
a:-O,32j' rY. 
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I \ 
f "-

~'/ 
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laBt. Eine Reihe von Kur
ven der in Abb. 120 dar
gestellten Art wurde nun fUr 
verschiedene Werte von p 
berechnet und die jeweilig 
entsprechende beste Damp
fung ermittelt. Die Ergeb
nisse dieser Berechnungen 
sind in Abb. 121 mit Hilfe 

1,0 1,1 1,~_ *0 zweier Kurven dargestellt, 
Abb.119. die die beste Dampfung IX 

bzw. die Maximalamplitude 
bei dieser Dampfung, beides als :Funktionen von p, angeben. Zu be
merken ist, daB die Berechnungen fur WI = 100 Pfd. und mo = 120 
durchgefuhrt wurden, doch konnen die erhaltenen Resultate auch fUr 

35 

30 

25 

,,~ 

>< 1 20 
E " x:x 15 

10 

5 

o o 

1 

\ 
\ 
'-

W, = 100 
p= 20 /' 

andere numerische Werte dieser 
GroBen benutzt werden; man 
hat hierzu nur zu beachten, 
daB die Gl. (1) bei solchen Ande
rungen von WI' mo und IX, die 

m,=120 L-C 
/ 

/ die GroBe -;-1' konstant er-
?no "1 

halten, ungeandert bleibt. Da-
her ist es erforderlich, wonn 

5 1,0 1,5 '1.p -+~ das Diagramm 121 fur andere 
Abb.120. Werte von WI oder mo ver-

100 . 120 wendet werden soIl, die Werte 
-- - '" 1X01)/ an Stelle der Werte (f"OD! als Ordinaten einzufuhren. 

mo "1 

Der Schwingungsdampfer in der Gestalt eines Torsionssystems 
wird an verschiedenen Automobilmotoren verwendet. Er kann auch 
dazu benutzt werden, die Torsionsschwingungen in Kurbehvellen von 
Dieselmaschinen auf ein Minimum zu reduzieren. Das gleiche Prinzip 
beherrscht auch den beruhmten "Schlingortank", den H. Frahm im 
Jahre 1911 fiir die Stabilisierung von Schiffen vorgeschlagen hat l . 

Diesel' besteht aus zwei Behaltern, die partiell mit 'Vasser gefiillt und 

1 Frahm, H.: Ncuartigc Schlingertanks ;\HI' Abdampfung Yon ~chiffsroll
bewegungcn .. Jahrb. Schiffsbaut. Ges. 12, 283 (1911). 
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durch zwei Rohre miteinander verbunden sind (Abb. 122). Das obere 
Rohr enthalt eine Luftdrossel. Das im Wasser schlingernde Schiff 
entspricht dem Hauptsystem der Abb. 115, die Wellenimpulse treten 
an die Stelle der Sti::irungskraft und das zwischen den zwei Behaltern 
wogende Wasser ist der Schwingungsdampfer. Die Dampfung des 
Systems ist mit Hilfe der Luftdrossel regulierbar. Die Vorrichtung hat 
sich auf groBen Passagier
dampfern ausgezeichnet be- i., ~ JF 
wahrt. Ein Schwingungs- t 

1D ., 
~ 
~ 

~ f..--liI~de ~1 
.J ~ 

dampfer anderer Art wurde 
von H. Frahm benutzt, um 
die Schwingungen in einer 
Schiffshiille zu beseitigen. 
Ein Schwingungssystem ana
log demjenigen eines Pallo
graphen (s. Abb. 12) wurde 
amHeck des Schiffes befestigt 
und die heftigen Schwingun-

8 
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/' 

" \ l ~ 
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Abb. 121. 

gen der Masse dieses Schwin
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gungssystems, hervorgerufen durch die Schwingungen der Hiille, wur
den durch eine besondere hydraulische Dampfungsvorrichtung ab
gedampft. In dieser Weise war es mi::iglich, die durch unausgeglichene 
Maschinenteile erzeugten Schwin
gungen der Schiffshiille bis zu 
einem sehr hohen Grade zu be-"i;';'=~f"mit •• nstant",Reib •• g'. E~~~ 
Dieser Dampfer, gewi::ihnlich unter 
dem Namen des Lanchester-Damp

Abb.122 . 

fers bekannt, wird bei Gas- und Dieselmaschinen vielfach verwendet, 
um die Amplituden der kritischen Torsionsschwingungen zu beschran
ken. Der Dampfer (Abb . 123) besteht aus zwei Schwungradern a, 
die auf Biichsen b frei um das eine Ende der Kurbelwelle rotieren ki::in
nen, von der sie mit Hilfe der Reibungsringe c getrieben werden. Die 
Schwungrader werden mittels belasteter Fedcrn und pass end angezoge
nen Muttern d gegen die Reibungsringe gepreBt. 

Der Zweck des Dampfers besteht darin, die Energie zn zerstreuen, 
wenn die Schwingungsamplitude an der Dampfernabe e zu stark an
wachst, wie im FaIle der Torsionsresonanz der Maschine. Treten an der 
Dampfernabe heftige Schwingungen auf, so ist das Schwungrad durch 

1 Die Theorie wurde von J. P. Den Hartog und J. Ormondroyd entwickelt 
Trans. Am. Soc. Mech. Eng., Appl. Mech. Div. 1930. Siehe auah B. C. Carter: 
Verhandl. d. 3. Intern. Kongr. Stockholm 1930, III. Teil, S. 198. 
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eigene Tragheit verhindert, der Bewegung zu folgen; die entstehende 
Relativbewegung zwischen der Nabe und den Schwungradern ver
anlaBt Gleiten der Reibflachen und somit Energieverlust. Wenn die 
Schwingungen an der Nabe schwach sind, so schIieBen sich die Schwung
rader an die Reibungsringe an; sie folgen dann der Bewegung der Nabe 
und es treten keine Energieverluste ein. Somit hat das mittels der 
Reibungsrader angetriebene Schwungrad die wertvolle Eigenschaft, nur 
dann energiezerstreuend zu wirken, wenn Energie abgefiihrt werden 
soll, d. h. wenn die Schwingungen der Kurbelwelle zu stark zu werden 
drohen. 

Es ist klar, daB die giinstigste Stellung des Dampfers an der Maschine 
jene ist, wo die Amplituden der Torsionsschwingungen am starksten sind. 

Abb.123. 

Da eine Gas- oder Dieselmaschine meistens ein 
groBes Schwungrad tragt, dessen Torsionsschwin
gungen kleine Amplituden haben, so ist der Dampfer 
logischerweise an demjenigen Ende der Kurbelwelle 
anzubringen, das yom Hauptschwungrad weiter 
entfernt liegt. 

1m stationaren Zustand rotiert das Dampfer
Schwungrad mit einer durchschnittlichen Winkel
geschwindigkeit, die gleich der mittleren Winkel
geschwindigkeit del' Kurbelwelle ist. Die Uber
einanderlagerung del' beiden Bewegungen ergibt 
eine Bewegung relativ zur schwingenden Nabe. 
Diese Bewegung ist ihrer Natur nach periodisch und 

ihre Frequenz ist die gleiche wie die der schwingenden Nabe. Das 
Dampfer-Schwungrad kann drei Arten von Bewegung ausfiihren: 

1. Wenn die Beschleunigung del' Dampfernabe dem Werte nach stets 

kleiner ist als f, so gleitet das Schwungrad nie, sondern folgt ganz

lich del' Bewegung del' Nabe. Hierbei bedeutet T das Torsionsmoment 
infolge del' Reibung, wahl' end I das Tragheitsmoment des Dampfer. 
Schwungrades ist; 

2. das Dampferschwungrad kann fortwahrend gleiten; 
3. das Schwungrad folgt del' Bewegung del' Nabe moglicherweise 

wahl' end eines Teiles del' Periode und gleitet dann wahl' end des Restes 
del' Periode. 

Wir wollen annehmen, daB die Bewegung del' Dampfernabe sinus
formige Gestalt hat. Zwei StOrungsfaktoren sind hier zu unterscheiden. 
Erstens, das aufgezwungene Torsionsmoment del' Maschine ist nicht rein 
harmonisch. Die Wirkung des Dampfers solI jedoch nul' in del' Nahe des 
Resonanzgebietes untersucht werden, wo die Amplituden del' Bewegung 
infolge des harmonischen Torsions-Grundmomentes verhiiltnismaBig 
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groB sind, wiihrend die hoheren harmonischen Komponenten des Torsions
momentes die Bewegung kaum beeinflussen. Zweitens, das Reaktions
moment T des Diimpfers gegen das System ist nicht harmonisch. Wieder 
kann der EinfluB der hoheren Komponenten aus dem gleichen Grunde 
vernachliissigt werden. 

Die drei oben bezeichneten moglichen Arten der Bewegung konnen 
am besten durch Betrachtung des Geschwindigkeitsdiagrammes Abb. 124 
verstanden werden. Wiih
rend der Gleitphase der 

Schwungradbewegung 
steht das Rad unter dem 
EinfluB eines konstanten 
Reibungs - Drehmomen

tes. Daher muB die Win
kelgeschwindigkeit des 
Schwungradeseinelineare 
:Funktion der Zeit sem. 
Infolge der Tatsache, daB 
die Bewegung der Nabe 
nach emem symmetri
schen Gesetz erfolgt, muB 
auch die Bewegung des 
Diimpfer-Schwungrades 

symmetrisch sein. Diese 
V er haltnisse konnen nun 
auf dem m Abb. 124a 
gezeigten Wege wieder
gegeben werden. Die 

Geschwindigkeit des 
Schwungrades wiichst, 

a 

C 
Abb.124 . 

Nabe 

'1 

wenn die Geschwindigkeit der Nabe groBer ist, und sie nimmt ab, 
wenn die Geschwindigkeit der Nabe kleiner ist als die Geschwindig
keit des Schwungrades. Die Neigung der Geschwindigkeitskurve des 

Schwungrades ist gleich J. Sobald die Federn des Dampfers angezogen 

sind, wird die Geschwindigkeitskurve des Schwungrades steiler. Wenn 
die Dampfernabe eine bestimmte Amplitude hat, die unabhiingig ist 
vom Torsionsmoment des Dampfers, so schneiden sich die Geschwin
digkeitskurven der Nabe und des Schwungrades schlieBlich in Punk
ten, in denen ihre Neigungen gleich sind, wie in Abb. 124 b gezeigt. 
Damit ist der Grenzwert fUr das Torsionsmoment des Dampfers ge
geben, unterhalb des sen andauerndes Gleiten stattfindet. Wiichst das 
Torsionsmoment des Dampfers weiter, so schlieBt sich das Schwung-
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rad an die Nabe an bis die Beschleunigung der Nabe groB genug ist, um 
sie loszukriegen (siehe Abb. 124 c). 

1m folgenden bezeichnen wir mit 
W die wahrend einer Periode der Nabenbewegung gegen die Reibung 

geleistete Arbeit, 
vf die superponierte momentane Winkelgeschwindigkeit des Dampfer

Schwungrades, 
Vh die superponierte momentane Winkelgeschwindigkeit der Dampfer

nabe, 
IX = 1X0 sin wt den Drehwinkel der Dampfernabe, 
w das 2 ~-fache der Bewegungsfrequenz der Dampfernabe, 

die Zeit, 

t1 =~!': die Bewegungsperiode der Dampfernabe, 
w 

T das Torsionsmoment, das erforderlich ist, um das Dampfer-Schwung
rad gegen die Reibungsringe zum Gleiten zu bringen, 

I das gesamte Tragheitsmoment des Dampfer-Schwungrades, 
o die relative Winkelverschiebung zwischen der Dampfernabe und dem 

Schwungrad. 
Die wahrend einer Periode der Nabenbewegung gegen die Dampfer

reibung verrichtete Arbeit ist 

2,,; 2,,; 

ro co 200 

W = f TdO = f T~~dt = f T (Vh - vj)dt = 2T f(Vh - vf)dt, (m) 
o 0 ,,; 

2w 

d. h. Wist das 2 T-fache der schraffierten Flache in Abb. 124a, b oder c. 
Diese Flache soll nun berechnet werden. Bei der Betrachtung der 

Abbildungen a, b und c nehmen wir jenen Zeitpunkt als Nullpunkt an, 
wo die superponierte Geschwindigkeit des Schwungrades gleich Null ist 
und eben positiv zu werden beginnt, oder, genauer ausgedriickt, jenen 
Zeitpunkt, wo die Geschwindigkeit des Schwungrades ihrem Mittelwert 
gleich ist und zu wachsen beginnt. Es ist 

T 
Vf= ±yt, (n) 

worin das Vorzeichen von der Stellung in der Periode abhangt. Ferner ist 

(0) 

Diese Formeln gelten ganz allgemein. Die weitere Untersuchung aber ist 
nach verschiedenen Richtungen hin zu fUhren, je nachdem es sich um 
den Fall der Abb. a oder den der Abb. c handelt. Zuerst berechnen w'ir 
den Fall des dauernden Gleitens (Abb. 124a ). Die Zeit to folgt aus der 
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Bemerkung, 
t 

daB v, = V h fiir t = ± ~ , oder 

~. ~.:r = rJ. W cos (~ - wt ) ] 4. 0 2 o' 

Lost man diese Gleichung nach to auf, so folgt 

. :t T 
slnwto= -2··~] " . W (l(o (p) 

Substituiert man (n) und (0) in (m), so erhalt man nach Ausfiihrung der 
Integration unter Benutzung der Formel (p) 

W = 4To:o I/~- (~-r G O~(l(Ji. (r) 

Dieses Ergebnis laBt sich bequemer in folgender dimensionsloser Ge
stalt schreiben: 

TV 4. T 1;-- -7; \. 2 T 2 

Y W" ~ = -] w 2 ~ V I - \2) (] w 2 (l(J . 

Dieser AU8druck wird zu einem Maximum, wenn 

T = 1/ ~- . I w 2 :Zo V :t 

wird. Fur dies en Wert von T wird die zerstreute Energie gleich 

W 4 I 2 2 
max = -n' w :Zo' 

Die GIn. (p), (r) und (s) gelten nur, solange 

dV f < _ dv. bei 
dt = dt 

tl 
t =--

4. 

(8) 

(t) 

(u) 

ist, was hinreichend klar aus Abb. 124 hervorgeht. Die Grenze, bis 
zu der die Gleichungen gelten (s. Abb. b) ist daher durch die Be
dingung 

gegeben. Substituiert man (n) und (0) in diese Gleichung, so folgt nach 
einiger Rechnung 

I ,~"' ~ V'- (;)'(, ,~"J V 1+ (i)" ~ 0,536, (v) 

Bei diesem Werte von -] ~-- beginnt das Dampfer-Schwungrad sich zeit
W (l(o 

weise mit der Dampfernabe zu bewegen. Fur diesen Fall sind die Be-
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wegungsverhiiltnisse in Abb. 124c graphisch dargestellt. 1m Augen

blick t = - t2 ist, wie man sieht, Vh = vI und auch ~~h = ~~f • Mathe

matisch ausgedriickt, lauten diese Bedingungen 

T 
yt2 = --OCoWC03W(to + t2)' (w) 

T . 
Y = OCoW smw (to + t2)· (W') 

Nach Elimination von t2 und Auflosung nach to hat man 

wt, ~ n- ",,,in 7£-'; _ 1 / 1(( IT:' ~):r . 
V I W2~O 

(y) 

Substituiert man (n) und (0) in (m), so wird 

W T +fwr,[ T J 
-I 22 = 2 1--2- cosw(t - to) - -I 2 wt wdt. 

w ~o w ~o w ~o 
(z) 

-Wt2 

Die untere Integrationsgrenze ist durch (w) bestimmt, die obere dagegen 
durch die ahnliche GIeichung 

(A) 

die die Tatsache ausdriickt, daB an der oberen Grenze die Geschwindig

'I 

-- -- - - ---
~ 2 

~~ ~ 0 
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Abb.125. 
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keiten der Nabe und des Schwung
rades gleich sind. 

Die numerische Auswertung von 
(z) ges:3hieht folgendermaBen: Zuerst 
wird fiir einen bestimmten Wert von 

~- die GroBe to aus der Gl. (y) be
l w2ao 
rechnet; dann lassen sich aus den 
GIn. (w) und (A) die GroBen t2 und t3 
numerisch bestimmen, und da beide 
Gleichungen transzendent sind, so 
kann die Losung nur durch Probie

~o ren gefunden werden. Nach numeri
scher Ermittelung der Werte to, t2 
und t3 bietet die Berechnung yon 

I w2 a5 aus (z) keine Schwierigkeiten. In dieser Weise wurde derrechte 

'reil del' Kurve Abb. 1215 Punkt fiir Punkt bestimmt. 
Nun wollen wir die Wirkung des Dampfers auf ein vereinfachtes 
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System untersuchen, und zwar insbesondere im Resonanzpunkt odeI' in 
del' Nahe desselben. Die bei del' Resonanz wirklich auftretende Amplitude 
findet man, indem man die in dem Dampfer verzehrte Energie gleich 
del' von del' Maschine dem System erteilten Energie setzt. Wir berech
nen nun diese letztgenannte Energie. 

1m Falle del' Resonanz kann man die Wirkungen aIler Gasdruck
Torsionsmomente vernachlassigen, mit Ausnahme des einen, das mit 
del' Eigenfrequenz synchron ist. Wir diirfen also annehmen, daB nur 
ein einziges einfach harmonisches Torsionsmoment an del' Maschine 
wirkt. 

Dieses Torsionsmoment sei 

(B) 

worin OJ gleich dem 2 n-fachen del' Eigenfrequenz des Systems ist. 
Methoden zur Berechnung des Wertes von Mo findet man in del' Ab-
handlung von Lewis 1 . Dieses Mo- I Iz 
ment veranlaBt eine Schwingung im 
System, bei del' 11 und 12 die rela
tiven im Diagramm del' Abb. 126 ge
zeigten Resonanzamplituden haben. 
Die Bewegung von 11 sei 

rt.. = rt..osin(OJt - rp). (C) 

Dies ist auch die Bewegung del' Damp
fernabe im vereinfachten Schema del' 
Abb. 126. 1st rt..o bekannt, so sind die 
Bewegungen und Spannungen im 
ganzen System bekannt. 

Abu. 12fl. 

M wird dem konstanten mittleren Torsionsmoment del' Maschine, 
rt.. del' stetigen Rotation del' Maschine superponiert. 

Es sei W die Arbeit, die M pro Periode bei del' Schwingung leistet. 
Dann ist 

2:r 
w 

W = J Mdrt.. = nl110rt..osinrp; 
o 

(D) 

M und x sind in den GIn. (B) und (C) als Funktionen del' Zeit gegeben 

und 2n ist eine vollstandige Periode. Bei del' Resonanz ist, entsprechend 
w 

del' ersten Annahme, rp = 900 und die Arbeit pro Periode betragt 

(E) 

Setzt man diesen Ausdruck fiir die aufgewandte Energie gleich dem 

1 Siehe FuBnote S. 153 dieses Buches. 
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Ausdruck (s) fur die in dem Dampfer zerstreute Energie, so erhalt man 

Iw2 tXo = 2n (!£'Mr 
nMo V16 (n~r - 1 

(F) 

Dieser Ausdruck ist in Abb. 127 durch den linken Teil der Kurve A dar
gestellt. Der rechte Teil dieser Kurve entspricht einer Bewegung mit 

5 teilweisem Stillstand und die Kurve 
laBt sich mit Hille der Abb. 125 

~H-~---r--~--~-+--~--+-~ 

Abb.127. 
gestellten, als auch mit den Betriebs
prufungen. 

Die Anwendung dieses Dampfers beschrankt sich nicht nur auf 
Torsionssysteme, sondern erstreckt sich auch auf die Dampfung linearer 
Schwingungen an nicht rotierenden Systemen. 

IV. Schwingungen elastischer Korper. 
Bei der Betl'achtung del' Schwingungen elastischer Kol'per solI an

genommen werden, daB die Korper homogen und isotrop sind und 
dem Hookeschen Gesetze folgen. Die im vol'igen Kapitel fur ein System 
von Massenpunkten aufgestellten Differentialgleichungen del' Bewegung 
finden auch hier Anwendung. 

1m FaIle elastischer Korper jedpch haben wir an Stelle mehrerer 
konzentriertel' Massen ein System von unendlich vielen Teilchen, zwischen 
denen elastische Kl'afte wirken. Dieses System erfol'dert zur Bestimmung 
seiner Lage unendlich viele Koordinaten und besitzt somit unendlich 
viele Freiheitsgrade, da jede kleine Verschiebung, die del' Stetigkeits
bedingung genugt, d. h. keine Risse in dem Karper verursacht, sich 
als mogliche odel' virtuelle Verschiebung auffassen laBt. Man sieht 
also, daB jeder elastische Kol'pel' unendlich viele Eigenschwingungen 
besitzen kann. 
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1m Falle diinner Stabe oder Platten laBt sich das Schwingungs
problem wesentlich vereinfachen. Diese Probleme, die fiir viele tech
nische Anwendungen von groBer Wichtigkeit sind, sollen in diesem 
Kapitel eingehender1 besprochen werden. 

37. Longitudinale Schwingnngen von prismatischen Stab en. 
Differentialgleichung longitudinaler Schwingungen. Die folgende 

Dberlegung grundet sich auf die Annahme, daB die Stabquerschnitte 
wahrend der Longitudinalschwingung eines prismatischen Stabes eben 
bleiben und die Teilchen in diesen Querschnitten nur Bewegungen in 
der Achsenrichtung des Stabes ausfiihren. Die wahrend einer solchen 
Schwingung des Stabes stattfindenden longitudinalen Ausdehnungen 
und Zusammenziehungen werden sicher
lich gewisse seitliche Formanderungen mit 
sich bringen, doch wollen wir im folgen
den nur solche Falle betrachten, wo die 
Wellenlange gegenuber den Querschnitts
dimensionen des Stabes groB ist. In der
artigen Fallen kann man die seitlichen 
Verschiebungen wahrend der Longitudi
nalschwingung ohne wesentlichen Fehler 
vernachlassigen2 • 

o+~ -rx{~) 
*-.JC_) :!t-, I 

1 clx' I 
I I I 

1.Ik l I 

rE-~-;Jk _~ )0,< z (b) 
I , 
, I 

~(C) 
Ahh.128. 

Bei dieser Annahme laBt sich die Differentialgleichung der Be
wegung fur ein Stabelement zwischen zwei benachbarten Quer
schnitten mn und m 1 n 1 (s. Abb. 128) genau so niederschreiben wie 
fur ein Einzelteilchen. 

Es sei 
u = longitudinale Verschiebung eines beliebigen Stabquerschnittes 

mn wahrend der Schwingung, 
e = Dehnung (pro Langeneinheit), 

E = Elastizitatsmodul, 
F = Flacheninhalt des Querschnittes, 
S = FEe = longitudinale Zugkraft, 
y = Gewicht des Materials pro Volumeneinheit, 
l = I~ange des Stabes. 

1 Die vollstandigste Diskussion der Schwingungsprobleme elastischer Systeme 
findet man in dem bekannten Werk von Lord Rayleigh: Theory of Sound. 
Siehe auch H. Lamb: The Dynamical Theory of Sound. Love, A. E. H.: Mathe
matical Theory of Elasticity, 4. Auf I. (1927); Handb. Physik 6 (1928). Barre de 
Saint-Venant: Theorie de l'elasticite des corps solides. Note finale du par. 61. 
Paris 1883. 

2 Eine vollstandige Losung des Problems der longitudinalen Schwingungen 
eines zylindrischen Stabes von kreisformigem Querschnitt, welche auch die seit
lichen Verschiebungen beriicksichtigt, stammt von L. Pochhammer: Jahrb. 
Math. 81, 324 (1876). 
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Dann ist die Dehnung und die Zugkraft in einem beliebigen Stabquer
schnitt mn 

au e=- . 
ax' S =FE~:. 

FUr einen benachbarten Querschnitt ist die Zugkraft 

S + dS = F E (~: + ~2X~ dX) . 

Bedenkt man, daB der Tragheitswiderstand eines Stabelements mnm1 n1 

Fydx a2 u 
- --g- at2 

betragt, und beriicksichtigt man das d'Alembertsche Prinzip, so erhalt 
man folgende Differentialgleichung fiir die Bewegung des Elementes 
mnm1n1: 

oder 

(89) 

worin1 

(90) 

Losung dureh trigonometrisehe Reihen. Die Verschiebung u, die von 
der Koordinate x und von der Zeit t abhangt, muB eine Funktion von 
x und t sein, welche die partielle Differentialgleichung (89) befriedigt. 
Partikulare Losungen dieser Gleichung lassen sich leicht finden, wenn 
man zun1ichst bedenkt, daB sich im aligemeinen Fall jede Schwingung 
eines Systems in die Eigenschwingungen auflosen 11iBt und daB ferner 
bei einer solchen Eigenschwingung aIle Punkte des Systems eine ein
fach harmonische Schwingung ausfiihren und dabei miteinander gleichen 
Schritt halten, so daB sie gleichzeitig durch ihre GJeichgewichtslagen 
hindurchgehen. Nimmt man nun an, daB der Stab eine Eigenschwingung 

von der Frequenz In ausfiihrt, so steUt sich die Losung der G1. (89) 

in der Form 
u = X (A cos p t + B sin p t) (a) 

dar, worin A und B willkiirliche Konstante sind und X eine gewisse 
nur von x abhangige Funktion ist, welche die Form der betrachteten 
Eigenschwingung bestimmt und "Eigenfunktion" genannt wird. Diese 
:Funktion muB in jedem einzelnen speziellen Fall so bestimmt werden, 
daB sie den Bedingungen an den Enden des Stabes geniigt. Als ein 

1 Spater (S. 315) wird gezeigt werden, daB a die Geschwindigkeit der Wellen
fortpflanzung langs des Stabes ist. 
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Beispiel betrachten wir nun die longitudinalen Schwingungen eines 
Stabes mit freien Enden. In diesem Falle muB die Zugkraft an den 
Enden wahrend der Schwingung gleichNull sein, und wir erhalten fol
gende Randbedingungen (s. Abb. 128): 

(aU) = o. 
ax "'~O ' 

- -- 0 (a,U) 
ax "'~l- . 

Setzen wir (a) in G1. (89) ein, so ergibt sich 

d2 X - p2X = a2-
dx2 

und daraus 

x = c cos P x + D sin fJ~ . 
a a 

(b) 

(c) 

Um die erste der Bedingungen (b) zu erfullen, ist es notwendig, D = 0 
zu setzen. Die zweite der Bedingungen (b) ist erfullt, wenn 

. pl 
Slll-=O 

a (91) 

ist. Dies ist die "Frequenzgleichung" fur den betrachteten Fall; 
aus ihr lassen sich die Frequenzen der longitudinalen Eigenschwin
gungen eines Stabes mit freien Enden berechnen. Die Gleichung 
wird befriedigt, indem man 

pl . 
-=tn 
a (d) 

setzt, wobei i eine ganze Zahl ist. LaBt man i die Werte 1,2,3, ... 
durchlaufen, so erhalt man die Frequenzen der verschiedenen Schwin
gungsarten. Die Frequenz der Grundschwingung findet man, indem 
man i = 1 setzt; dann wird 

_ a :rr;. _!!.. ,IE g 
PI - 1 - I y' (92) 

Die entsprechende Schwingungsperiode ist 

"I = 2:rr; = 2l JIEY . 
PI g 

(93) 

Die Form dieser Schwingung ist in Abb. 128 b durch die Kurve kk 
dargestellt; die Ordinaten dieser Kurve sind 

Abb. 128c stellt die zweite Schwingungsart dar, fur die 

P2 l = 2n und 
a 
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Die allgemeine Form einer partikulii.ren Losung (a) der Gl. (89) wird 

in x ( inat . inat) u = cos -,- Ai cos -,- + Bi sm -,-, - (e) 

sein. 
Durch Superposition derartiger partikulii.rer Losungen lii..Bt sich jede 

beliebige Longitudinalschwingung des Stabes1 in folgender Form dar
stellen: 

00 

~ inx( inat . inat) u = L.i cos-z- Aicos-z- + Bism-z- • 
1 

(94) 

Die willkiirlichen Konstanten Ai' Bi konnen immer so gewii.hlt werden, 
da.B sie beliebigen Anfangsbedingungen geniigen1 • 

Nehmen wir z. B. an, da.B zur Anfangszeit t = ° die Verschiebungen u 
durch die Gleichung 

(u)e=o = f(x) 

und die Anfangsgeschwindigkeiten durch die Gleichung 

(u)t=o = fl (x) 

gegeben seien. Setzen wir in Gl. (94) t = 0, so erhalten wir 
00 

'\) in x 
f(x) = .LJ Ai cos-1-· (f) 

1 

Differenziert man Gl. (94) nach t und setzt da,nn t = 0, so ergibt sich 
co 
,\:""l ina in x 

fdx ) = .LJ -,-Bicos -,-. 
1 

(g) 

Die Koeffizienten Ai und Bi in den GIn. (f) und (g) lassen sich nun 
berechnen, und zwar, wie bereits erkHirt wurde (s. § 12), mit Hilfe 
der Formeln: 

I 2f inx Ai = T f(x) cos -ldx, 
o 

I 

2 f inx Bi = -. - fl(x)cos-, -dx. tna 
o 

(h) 

(k) 

Als Beispiel untersuchen wir den l!'all, daB ein prismatischer Stab, 
del' durch an den Enden wirkende Krii.fte zusammengedriickt wurde, 
zur Zeit t = ° plOtzlich von diesem Druck befreit wird. Setzen wir 

t el f (u}t=o= (x)=2-ex; dx)=O, 

1 Verschiebungen des Stabes als starrer Korper werden hier nicht hetruchtet_ 
Ein Beispiel, hei dem eine derurtige Verschiebung heriicksichtigt werden muI:, 
wird auf S. 229 besprochen. 
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worin e die Verkiirzung der Langeneinheit des Stabes zur Zeit t = 0 
bezeichnet, so erhalten wir aus den GIn. (h) und (k) 

4eZ 
Ai = 2"'2 fiir ungerades i; :n ~ 

Ai=O 

Bi =0 

fUr gerades i; 

und die allgemeine Losung (94) erhii.It die Gestalt 

i:nx i:nat 
4e1 '; cos -l-cos-Z-

~L = ~ .lj i2 
1,3,5 

In dieser Losung kommen nur ungerade ganze Zahlen i = 1,3,5, ... 
vor; sie ist in bezug auf den MitteIquerschnitt des Stabes symmetrisch. 

Der allgemeinen Losung (94), welche die Schwingung des Stabes 
darstellt, laBt sich jede longitudinale Verschiebung des Stabes als starrer 
Korper superponieren. 

Losung dnreh generalisierte Koordinaten. Nimmt man inl be
trachteten Faile die eingeklammerten Ausdriicke in Gl. (e) als gene
ralisierte Koordinaten und bezeichnet sie mit qi, so wird 

~ i7t X 
U = £J qi cos z-- . 

1 

Die potentielle Energie des Systems, die hier in der Energie der 
elastischen Formanderung besteht, ist 

I I 00 

V =F2E f (~:r dx = F :Z:2 f (2] iqi sin i~ xydx 
o 0 1 

(m) 

Bei der Berechnung von 
t 

f ( '" . . i :n X)2 L.J ~qiSlll-1- dx 
o 

ergeben nur jene Glieder, welche die Quadrate der Koordinaten qi 
enthalten, von Null verschiedene Integrale (s. § 12). 

Die kinetische Energie zur gleichen Zeit ist 

l ex; 

T = :Yf(~~r dx = ~Yl2 qr. (n) 
gog 1 

Timoshenko, SchWingungsprobleme. 15 
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Setzt man T und V in die Lagrangeschen GIn. (71) ein, so erhiilt 
man fiir jede Koordinate qi die Differentialgleichung 

(p) 

und damus 
inat . inat 

qi = AiCOS--~l~ + Bism --l-' 

Dieses Resultat stimmt mit unserem friiheren Ergebnis vollkommen iiber. 
ein [so Gl. (e)]. Wir sehen, daB jede der GIn. (p) nur eine Koordinate qi 
enthalt. Diegewahlten Koordinaten sind voneinander unabhangig und 
die entsprechenden Schwingungen sind "Hauptschwingungen" des 
Stabes (s. S. 138). 

Die Verwendung generalisierter Koordinaten eignet sich besonders 
fur die Diskussion erzwungener Schwingungen. Ais Beispiel wollen wir 
einen Stab mit einem eingespannten und einem freien Ende betrachten. 
Die Losung fur diesen Fall erhalt man sofort aus (94). Man hat nur 
anzunehmen, daB in dem friiheren FaIle der Stab mit freien Enden 
Schwingungen ausfiihrt, die in bezug auf die Stabmitte symmetrisch 
sind. Diese Bedingung wird erfiillt, indem man in der Losung (94) 
i = 1,3,5, ... setzt. Dann kann man den Mittelquerschnitt als fest 
betrachten, und jede Stabhalfte schwingt nun genau so wie ein Stab mit 
einem festen und einem freien Ende. Bezeichnet man mit l die Lange 
eines solchen Stabes und nimmt den Koordinatenursprung in dem 
fest en Ende an, so erhalt man die Losung fiir diesen Fall, indem man 

2l fiir lund sin i; t fiir cos ~ ~ x in Gl. (94) setzt. Auf diesem Wege 

ergibt sich 
00 

\,7 . i n x ( ina t . i;r, a t\ 
u = ..:::J sm -rr \ Ai cos -2l + Bi 8111 -2 T -) . 

1,3,5, ... 
(95) 

Betrachten wir nun die eingeklammerten Ausdriicke dieser L08ung als 
generalisierte Koordinaten und bezeichnen wir sie mit qi' so erhalten wir 

00 

Y' . in x 
U = LJ qi sm -rr . (q) 

1,3,5, ... 

Setzen wir dies in die Ausdriicke fUr die. potentielle und kinetische 
Energie ein, so ergibt sich 

I OJ 

V'-~ .Ji'E f(P~)2 dx ,= ;r,2FE 2J i2qr, 
2 lax 16l . () . 1,a,5, ... 

(96) 

I CN 

T cc- F y f (·il)2 rl:r c-~ F y 1 .2 (i~· 
'1g 4-g 
- (J 1,3,;),." 

(97) 
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Die Lagrangesche G1eichung del' freien Schwingung 1autet dann fUr 
eine be1iebige Koordinate qi: 

2 '2 <) 

.. .L a ~ n" _' . 
qi I 412 qi- O' 

daraus folgt 
inat . inat 

q i = Ai COS - -n- + Bi sm 2 Z-

in Ube1'einstimmung mit dem Friiheren [so Gl. (95)]. 
Erzwungene Schwingungen. Wenn storende Krafte Rnf den Stab 

einwirken, so lauten die Lagrangeschen GIn. (72) 

F' '/ 1 .. + n 2 i 2 FE _ Q 
2 g fj i 8 1 qi - i 

odeI' 
•• I a2 n 2 t!. 2g 
Qil"4l" qi=Fy{Qi, (1') 

worin Qi die del' generalisierten Koordinate qi entsprcchende genera" 
lisierte Kraft bezeichnet. Zur Bestimmung diesel' Kraft werden wir 
uns der oben (s. S. 129) angegebenen allgemeinen ~'[ethode bedienen. 
Wir erteilen del' Koordinate qi einen Zuwachs Oqi. Die entsprechende 
Verschiebung im Stab, wie sie sich aUB (q) bestimmt, ist 

5: 5: • in x 
U11 = uqiSlU2Z. 

Die von den Storungskraften bei diesel' Verschiebung geleistete 
Arbeit muE berechriet werden. Die durch Oqi dividie1'te Arbeit stellt dann 
die genera1isie1'te Kraft Qi dar. Setzt man diese in Gl. (1') ein, so ViEt 
sich die allgemeine Losung diesel' GIeichung leicht finden, indem man 
zu den oben erhaltenen freien Sch,yingungen die durch die Storungs
kraft Qi erzeugten Schwingungen addie1't. Diese letztgenannten Schwin
gungen setzt man gewohnlich in die Form eines bestimmten Integrales1 . 

Man erhiilt also 
t 

A inat B· ina!, 4g f . ina 
qi = iCOS21 -+- i Slll -21-'- FY([~7{ Qi Slll 2T(t - t1)dt1· (8) 

o 

Die ersten zwei Glieder diesel' Losung stellen eine durch die Anfangs
ve1'schiebung und den Anfangsimpuls veru1'sachte freie Schwingung 
dar. Das dritte Glied stellt die durch die Sto1'ungskraft, hervorgerufene 
Schwingung dar. Setzt man die Losung (s) in Gl. (q) ein, so erhalt 
man den allgemeinen Ausdruck fUr die Schwingungen des Stabes. 
Als Beispiel wollen wir nun die Schwingullg betrachten, die eille auf 
das f1'eie Stabende (s. Abb. 129) wirkende Kraft S = f (t) hervorruft. 

1 Siehe Gl. (24) S. u. 
15* 
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Erteilen wir der Koordinate qi einen Zuwachs <5qi' so ist die entspre
chende Verschiebung [s. Gl. (q)] 

.Q JI • in x 
uU = uq;sm""""2l' 

Die durch die Storungskraft bei dieser Verschiebung geleistete Arbeit ist 

S <5 . in 
q;smT' 

und wir erhalten 
i-I 

Qi=Ssin i; = (_I)-2-S . 

Setzt man dies in (s) ein und betrachtet nur den durch die Sto
rungskraft hervorgerufenen Teil der Schwingung, so erhii,lt man 

1 

j 
s 

Abb.129. 

i-I t 
2 4g J . ina 

qi=(-I) Fya-n-i Ssm""""2l(t-tl)dtl' 
o 

Setzt man dies in (q) ein und betrachtet die Bewegung 
des unteren Stabendes (x = l), so wird 

t 
4g 00 1 J . ina 

(U)z=l = Fran 2J T Ssm""""2l (t - tl ) dtl · (u) 
1,3,5, ... 0 

In jedem einzelnen Fall muB man nur S = I(tl ) in (u) einsetzen und 
die angedeutete Integration ausfiihren. Nehmen wir z. B. als speziellen 
Fall die Schwingungen, die im Stab durch eine zur Anfangszeit (t = 0) 
plotzlich einsetzende konstante Kraft erzeugt werden. Hierfiir erhalten 
wir aus (u) 

8 g 1 SUI ( ina t) 
(U)",=l = Fya2n2 L.J i2 1 - cos ~ . (98) 

1,3,5,. " 

Man sieht, daB auf diesem Wege aIle Schwingungsarten erzeugt werden, 
deren Perioden bzw. Frequenzen 

41 
T; = a;-{' 

1 ai 1·=--=-
, T1 41 

. ina t 
sind. Die Maximalverschiebung tritt em, wenn cos ~ = -1 wird. 

Dann ist 

16g1S ~""1 1 
(7L)",d = F- -2 2 /' ""72-21 ya n "'"'--' i 

t=- 1,3,5, ... 
a 

oder, wenn man beriicksichtigt, daB 

2 Eg 
c/, =--- und 

y 
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ist: 2lS 
(Uh=l =FE-' 

So gelangt man zu dem bekannten Satz, daB eine plOtzhch angreifende 
Kraft eine doppelt so groBe Verschiebung erzeugt wie eine allmahlich 
auf den Endbetrag gebrachte1 . 

Als zweites Beispiel wollen wir die Langsschwingung eines Stabes 
mit freien Enden (Abb. 128) betrachten, die durch eine am Ende x = l 
plOtzlich angreifende Langskraft 8 erzeugt wird. Wenn man der durch 
Gl. (1) gegebenen Schwingung des Stabes eine Verschiebung go des 
Stabes als starrer Korper superponiert, so liiBt sich die Verschiebung u 
III folgender Form darstellen: 

JrX 2nx 3Jrx , 
U = go + ql cos z-- + qz cos -z- + q3 COt; -z - -;- . . . (v) 

Die Ausdriicke fUr die potentielle und kinetische Energie lauten dann 
nach (m) und (n) 

V = F E4Zn 2 ~ i2 q~ ; ']' = }I' y l ii +!]l 37 ii 
,L.,;' 2g 0 4g ~ t 

1 1 

und die Bewegungsgleichungen nehmen die .Form 

Fi£qo -~ Qo 

(w) 

an. Mit Hilfe der friiheren Methode (s. S. 227) laBt sich zeigen, daB in 
diesem FaIle 

Qo = 8 und Qi = (-I)i8 

ist. Nimmt man ferner an, daB die Anfangsgeschwindigkeiten und 
Anfangsverschiebungen Null sind, so ergibt sich aus den Gin. (w): 

g S t2 

qo = 2FyZ ' 
t • 

Q = (_I)i 2_y" .f8 sin ina (t _ t )dt = (~l)i ~g!3...(1 _ cos £.nat). 
t F ;r: a y ~ Z 1 1 F :n;2 ~2 ya2 Z 

o 
Setzt man dies in Gl. (v) ein, so erhalt man fiir die durch die plotz
hch angreifende Kraft 8 hervorgerufenen Verschiebungen 

1 Eine eingehendere Erorterung diescs Problems findet sich S.237. 
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Das erste Glied der rechten Seite stellt die wie fiir einen starren Korper 
berechnete Verschiebung dar. Zu dieser Verschiebung sind Schwin
gungen des Stabes mit freien Enden addiert. Mit den Bezeichnungen 

(j = ;~ = Verlangerung des durch die Kraft S gleichmaBig ge

dehnten Stabes, 

l" = 2l = Periode der Grundschwingung, 
a 

ist die Verschiebung des Stabendes x = l gegeben durch 
00 

2bt2 215 Y' 1 ( 2i:nt) 
(U)x~l = T2 + -;;2 .d i2 I - cos -.- . 

1 

Die von der Schwingung herriihrende Maximalverschiebung erhalt man 

fiir t = ;. Hierfiir ist 

(U)x=l = ~ + ~~ (~ + ~ +;5 + ... ) = ~ + ~~~2 = (j. 

Einem analogen Problem begegnet man, wenn man die Schwingungen 
untersucht, die beim Heben eines langschaftigen Bohrers entstehen, 
wie er in tiefen Olquellen verwendet wird. 

38. Schwinguugen eines Stabes mit belastetem Ende. 
Eigenschwingungen. Das Schwingungsproblem eines Stabes mit 

belastetem Ende findet nicht nur im FaIle von prismatischen Stab en 
eine praktische Anwendung, sondern auch dann, wenn das Gewicht 
~ durch eine Spiralfeder getragen wird wie bei einer In

dikatorfeder (s. S.I8). Wenn die Masse des Stabes oder 
der Feder klein ist im Vergleich zu der Masse des Ge
wichtes am Ende, so darf sie vernachlassigt werden, und 
das Problem ist zuriickgefiihrt auf das eines Systems mit 
einem Freiheitsgrad (s. Abb. 1). 1m folgenden solI die 
Wirkung der Stabmasse eingehend untersucht werden . 

.-\bb.130. Wenn man die Langsverschiebungen aus der Gleich
gewichtslage mitu bezeichnet, so ergiht sich mit Hilfe der im vorigen 
Kapitel entwickelten Differentialgleichung (89) fiir die Langsschwin
gungen 

i)2/1 9 (}21l 

ili'i =, (t- Ii x2 , (R9') 

worin 
2 Eg 

(( =--
?' 

fill' emen pl'ismatischen Stab und 

'/ 
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fiir eine Spiralfeder. In diesem zweiten Fall ist k die Federkonstante; 
das ist die Belastung, die erforderlich ist, um eine totale Verlii.ngerung 
der Feder um eine Einheit zu bewirken. list die Lange der Feder und 
q das Gewicht der Feder pro Lii.ngeneinheit. Die Randbedingungen sind 
dann folgende: 

.Am eingespannten Ende muG die Verschiebung wii.hrend der 
Schwingung Null sein, und dies ergibt 

(u)x=o = O. (a) 

Am freien Stabende, an dem das Gewicht befestigt ist, muB die Zug
kraft im Stab gleich sein dem Tragheitswiderstand des schwin
genden Gewichtes W, und dies ergibtl 

(b) 

Nimmt man an, daB das System eine seiner Hauptschwingungsarten 
ausfiihrt, so erhii.lt man 

u = X(Acospt + Bsinpt), (c) 

worin X eine nur von x abhii.ngige Eigenfunktion ist und die Form 
der Schwingungsart bestimmt. 

Setzt man (c) in Gl. (89') ein, so erhii.lt man 

iJ2 X 
a 2 a x2 + ]12 X = 0 

und daraus 

x = c cos p x + D sin p x , 
a a (d) 

worin C und D willkiirliche Integrationskonstanten sind. 
Um die Bedingung (a) zu erfiillen, miissen wir in der Losung (d) 

die Konstante C = 0 setzen. Aus der Bedingung (b) erhalten wir 

FE p pl W 2 • pl -cos- = -p sln-. 
a rt 9 a 

(b') 

Es sei IX = F"r 1 das Verhaltnis des Stabgewichtes zum Gewicht der Be

lastung W und fJ = pl. Dann lautet Gl. (b') 
a 

IX = fJtg fJ· (99) 

Dies ist die Frequenzgleichung fiir den betrachteten Fall; ihre 
Wurzeln lassen sich graphisch leicht finden, wenn das Verhii.ltnis IX 

bekannt ist. Die Grundschwingung ist fiir die praktischen Anwendungen 
gewohnlich am wichtigsten und die Werte fJl der kleinsten Wurzel 

1 Das konstante Gewicht W, das der gleiohformigen Dehnung des Stabes in 
seiner Ruhelage das Gleichgewicht halt, beeinfluBt die Randbedingung nicht. 
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von Gl. (99) sind fiir verschiedene Werte von oc durch folgende Tabelle 
gegeben: 

ex = 0,01 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90 1,00 1,50 2,00 3,00 4,00 5,00 

10,0 20,0 100,0 00 

fJi = 0,10 0,32 0,52 0,65 0,75 0,82 

1,42 1,52 

0,86 0,98 1,08 1,20 1,27 1,32 
:rt 

1,568 2 

Wenn das Stabgewicht im Vergleich zur Belastung W klein ist, so 
sind die GroBe ot und die Wurzel fh klein, und Gl. (99) kann dadurch 
vereinfacht werden, daB man tg {3 = {3 setzt; dann ist 

man erhii.lt dann 

und 

Fyl 
{32=OC=-W; 

{3 = pl = l/F yi 
a Y w 

_ ~ l/Fyi _ 1/ JL 
P - l Y' w - Y i5Bt ' 

(e) 

(f) 

worin bst = -: ~ die statische Verlii.ngerung des Stabes unter der Ein

wirkung der Belastung W darstellt. 
Dieses Resultat stimmt mit dem uberein, das wir fruher fiir ein 

System mit einem Freiheitsgrad erhalten haben [s. GJ. (3), S. 2]. 

Eine bessere Nii.herung ergibt sieh, wenn wir in Gl. (99) tg {3 = {3 + ~3 
setzen. Dann ist 

odeI' 

(3 = ---po .~::t. 1+-3 

(g) 

Setzt man die erste Naherung (e) fUr f3 in die reehte Seite dieser 
Gleiehnng ein, so erhii.lt man 

; 

(3 =V-;-:?~ 
. 3 

llnd (h) 

Del' Vergleieh von (h) mit (f) zeigt, daB man die bessere Nii.herung 
erhalt, indem man ein, Drittel des Stabgewichteszu dem Gewieht del' 
Belastung addiert. Dies ist die bekannte Naherungslosung, die wir 
friiher dureh Benutzung del' Rayleighsehen Methode erhielten (R. S.76). 
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Vergleicht man die NaherungslOsung (h) mit den Angaben der 
obigen Tabelle, so sieht man, daB fur (X = 1 der durch Verwendung 
der Naherungsformel entstehende Fehler kleiner als 1 % ist; diese 
Genauigkeit genugt fUr die Praxis in allen Fallen, in denen das Ge
wicht des Stabes kleiner als das der Belastung ist. 

Nimmt man an, daB fur ein gegebenes (X die aufeinanderfolgenden 
Wurzeln PI> P2' P3' ... der Frequenzgleichung (99) berechnet sind, und 

setzt man P~a fur pin der Losung (0), so erhalt man 

. P; X (A Pi a t B· Pi a t) 
Ui = SIll -y i C08-l - + ism-l-· 

Diese Losung 8teIlt fUr unser System eine Hauptschwingungsart von 
der Ordnung i dar. Durch Superposition derartiger Schwingungen laBt 
sich jede Schwingung eines Stabes mit einem belasteten Ende in der 
Reihenform 

);. PiX(A Piat B· Piat) 
"It = -.J ,nn-l- i cos-Z- + ism-Z-

1 

. (k) 

darsteIlen; die hierin auftretenden willkiirlichen Konstanten Ai und Bi 
bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen. 

Wir nehmen fur den Augenblick an, daB der Stab unter Einwirkung 
einer am unteren Ende angreifenden Zugkraft S in Ruhe ist und daB 
zur Anfangszeit t = 0 diese Kraft plOtzlich entfernt wird. In diesem 
FaIle mussen aIle Koeffizienten B, in Gl. (k) gleich Null genommen 
werden, da die Anfangsgeschwindigkeiten Null sind. Die Koeffizien
ten Ai mussen so bestimmt werden, daB sich mit ihnen die Anfangs
stellung des Systems darst,ellen laBt. Die gleichfOrmige Ver]angerung des 
Stabes zur Anfangszeit ist durch 

Sx 
(u!t=o = FE 

gegeben. Gl. (k) gibt fur t = 0 

\,; ,j • Pi x 
(nh"Oo = .L.; ~':1i sm -r- . 

1 

Die Koeffizienten Ai miissen nun so bestimmt werden, daB sie der Be
ziehung 

~A . PiX Sx .LJ ; sm -l- = FE (I) 
1 

geniigen. Diese Koeffizientenbestimmung erfolgt genau nach den in 
§ 12 gegebenen Vorschriften. Um einen beliebigen Koeffizienten Ai 
zu bekommen, mussen wir be ide Seiten der obigen Gleiehung mit 



234 Schwingungen elastischer Korper. 

. fl, x d It' liz' d 0 b' l . t' D h sm -z- x mu Ip wren un von x = IS X = m egrIeren. ure 

einfaehe Reehnungen erhalten wir 
l 

f . 2fliXd = ~(l- Sin2 P,) 
Sill Z X 2 2 Pi ' 

o 
I 

~fx sin fli x dx = ~ (_ c_~p'!' + Sin fl,) 
FE l FE fli (J'f 

o 

und wenn wir Gl. (99) beriicksichtigen, so erhalten wir ferner fUr jedes 
ganzzablige m + i 

I 

f · fJi X . fJmx W. R • R l . R . R 
SIn -l- SIn -l- = - F'), SIn Pi SIn I'm = -~ SIn Pi SIn I'm' 

o 

Damit ergibt sich aus Gl. (1) 

I co l 

f . fl, X 'ZA . fJi X d Sf·' fl;:c 1 
SIll-l-.L.J i Slll ,,- X = FE X t-;Ill-r ex 

0 1 0 
oder 

A l (1 sin 2 fli)' l. R '\'S A' R 
i 2"' - 2 fl: - - ~ Sill 1'; . .LJ" . m sm I'm 

1,2 •... (.-1).(.+1), ... 

= Sl2 (_ COSfli + Sin fJ,) 
FE fJi fJ't· 

Bedenkt man, daB naeh Gl. (k) 
00 

,}I Am sin (3m = (U).,=l- Ai sin (3i = :~- - Ai sin (3i 
1,2. ' .. (i-I), (H 1).... t=o 

ist, so foIgt 

l ( sin 2 fJi) l. ( S 1 .) S l2 / cosP" sin fJ,) Ai 2" 1 - 2{f;- - ~ sm (3i F Iff - Ai sm (3; = FE \ - --If: i- . fJ; - ; 

beriicksichtigt man ferner, daB nach Gl. (99) 

~ sin R, = ~osfJ-, 
IX 1" fJi 

ist, so foIgt aus del' letzten Gleichung 

A. = ... _ 4S~.~in~; 
, FE fJi (2 Pi +- sin 2 Pi) , 

die Anfangsverschiebung ist damit 
. fJ . lit J .. 

"", SIn i Sln -1-
(uk - 8x _ 4Sl ~ 

0-- FE - F E ~ {Ji (2 fJl-'-- ~iri-271,) 
I 

(100) 
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und die Schwingung des Stabes wird in diesem Faile durch folgende 
Reihe dargestellt: 

. {J . {Ji x (Ji at 
4 S I '; sm i sm -1- cos -1-

u = FE -f/J;(2fJi -!-Sifi-2 (Ji) (101) 

.El'zwungene Schwingungen. 1m folgenden wollen wir die erzwun
genen Schwingungen des Systems betrachten, indem wir die eingeklam
merten Ausdriicke del' Gl. (k) als generalisierte Koordinaten einfiihren. 
Dann ist 

\'. fJiX 
II = ..::.J q i";ll1 -Z-, (m) 

1 

Die potentielle Energie des Systems ist 

I I 

r= FtJ(~;rdx=~JcE(3iqiCOSPlxrlh:. 
o 0 1 

Es liWt sich durch einfachc Umrechnungen zeigen, daB wegen 
Gl. (99) 

und 

gilt. 

hirm + n* 

I 

J 2 Pm X d 1 / 
COS -- X = _. I 1 + 

12\ 
sin2Pm\ 

2 Pm ) 
o 

Setzt man dies in den obigen Ausdrllck fur Y ein, so erhiilt man 

v = F E. ~ fJ2 2 (1 ..L Hin 21'.) 
4l.LJ ,q, I 2 (J . 

1 ' - l 

(n) 

Die kinetische Energie des Systems setzt sich aus zwei Teilen zu
sammen, aus del' kinetischen Energie des schwingenden Stabes und 
del' kinetischen Energie del' am Stabende angreifenden Last; '.vir er
halten also 

I 

Fy J . 2 • ..L TV ." T =.~ (u) d:c I ""')" (U)"~l. 
-fJ -g 

o 

* Dasselbe laBt sich auch aus der Tatsache, daB die Koordinaten ql' q2' •.• 
Hauptkoordinaten sind, schlieBen; danach namlich diirfen die potentielle und die 
kinetische Energie nur Quadrate diesel' Koordinaten enthalten. 
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Setzt man den Ausdruck (m) fiir die Verschiebung u ein und fiihrt 
die Integrationen aus, so ergibt sich 

l 

f . 2 flm x d l (1 
SIn -Z- x = '2 -

o 
I 

f · flm x . flnXd W . R . R 
SHI-z- SIn -z- x ,= - Fy Slnt'm Slnt'n' 

o 

worin n 9= m. Man erhalt damit 

FyZ ~ '2( Sin2Pi) tv ~'2 • 2 R T = -4y- -7- qi 1 - 2rr;- + -2g f1 qi sm t'i' 

Nun ergibt sieh aus Gl. (99) 

Fyl 
(y.. = Tf = Pi tg Pi 

odeI' W= FyL 
Pi tg Pi . 

Setzt man dies in den obigen Ausdruek fiir die kinetische Energie 
ein, so erhiilt man 

T= !yZ \~ '~(1 + sin 2 fli) 
4 .;;...; q. 2 fl· . 

g 1 ' 
(0) 

~lan sieht, daB die Ausdriicke (n) und (0) fiir die potentielle und 
die kinetische Energie nul' Quadrate von qi und qi enthalten. Die Pro
dukte diesel' GroBen fehlen, da die Glieder del' Reihen (k) und (1) 
die Haupt- odeI' Eigenschwingungen des betrachteten Systems 
und die Koordinaten qi die Hauptkoordinaten sind (s. S. 139). Sub
stituiert man (n) und (0) in die Lagrangesche Gl. (72), so erhiilt man 
fiir eine beliebige Kool'dinate qi die folgende Gleiehung: 

}')J Z ( 1 + sin 2 fli) q'- . --+- ~'--E.._ R~ (1 --+- f!!Il}.A) q. = Q. . (p) 
2 g \ 2 Pi " 2Z 1". ' 2 f3 i ' l , 

hierin bezeiehnet Qi die del' generalisiel'ten Koordinate qi entspreehende 
generalisiel'te Kraft. 

Betl'aehtet man nul' Schwingungen, die durch eine Stol'ungskraft 
erzeugt werden, und vernaehlassigt die von den Anfangsversehie
bungen und Allfangsimpuisen herriihrenden freien Sehwingungen, so 
lautet die Losung von Gl. (p) * 

t 

2g I 2{J, f . a(li 
qi =, F--:;-Z • --{J- 2 f3 "".?f3 Qi,,111 ""7-- (t - t[)dt, 

/ ({ ii-+-- SIn.:..- 1· , 

(I 

" Hiehe Gl. (24) S.2-J.. 
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worin, wie oben, 

a = VE:. 
Setzt man dies in (m) ein, so erhii,lt man die folgende allgemeine 

LOsung des Problems: 
t 

. Pi X " 
eo Sln---

4 g. l . UPi u=·-'l··· "-0- . Q.sm-(t-t)dt. 
Fay LJ 2 Pi + sm 2 Pi '. l 1 1 

1 .~ 
o 

(102) 

In jedem speziellen }'aI1 muB man dann den entsprechenden Wert 
von Qi in diese Losung einsetzen. Setzt man x = l, so folgen die 
Verschiebungen der Last W wahrend der Schwingung. 

Plotzlich angreifende Kraft. Ala Beispiel untersuchen wir die Schwin
gung, die entsteht, wenn eine konstante Kraft S plOtzlich am unteren 
Ende des Stabes angreift. In diesem Falle (s. S.129) ist die einer belie
bigen Koordinate qi entsprechende generalisiert.e Kraft 

Qi = S sin Pi . 
Setzt man dies in G1. (lO2) ein, so ergibt 8ich fiir die Verschiebungen 
der Last W der folgende Ausdruck: 

4 g S l \!; sin2 Pi ( a Pit) 
(U)"'~l = Fa2y LJ (J;(2fJi --sin2Pi) 1 - cos '--l-

1 

(103) 

Wir betrachten nun den speziellen Fall, daB die Belastung am Ende 
des Stabes bis auf Null abnimmt und sich die Bedingungen des Pro
blems denen des vorigen Paragraphen nahern. In diesem Falle wird 
die GroBe oc in G1. (99) unendlich groB: und die Wurzeln dieser tran
szendenten Gleichung werden 

(2i -1)37; Pi = ·-2 . 

Setzt man dies in G1. (103) ein, so erhalt man dasselbe Resultat 
wie im vorigen Paragraphen [so G1. (98), S.228]. 

Ein zweiter extremer Fall ist der, daB die Last W im Vergleich mit 
dem Gewicht des Hebels sehr groB ist und die GroBe oc in G1. (99) sich 
der Null nahert. Die Wurzeln dieser Gleichung nahern sich dann den 
Werten: 

Pi = (i - 1) n . 

Alle Glieder der Reihe (lO3) mit Ausnahme des ersten gehen gegen 
Null, und das System nahert sich einem solchen mit nur einem Frei
heitsgrade. Die Verschiebung des unteren Stabendes ist in diesem 
Falle durch das erste Glied von (lO3) gegeben, d. h. 

4gSl sin2pl ( a P1 t) 
(U)"'~l = F a2 i) th (2 Pl + sin·2 Pl) 1 - cos -l-
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oder, wenn man sin PI = PI und sin 2Pl = 2Pl setzt, 

g Sl ( a P1 t) (U)"'~l = Fa2 y 1 - cos --l- . 

Dies wird zu einem Maximum fiir 

und ist dann gleicli 

a PI t cos-l- = ~1 

2gSl 2Sl 
(u)max = Fa2y = FE . 

Dies zeigt, daB die durch eine plOtzlich angreifende Kraft hervorgerufene 
Maximalverschiebung doppelt so groB ist wie die durch eine gleichgroBe 
Kraft bewirkte statische Verlangerung. 

Dieser Satz gilt auch fUr den Fall W = 0 (s. S. 229), ist aber nicht 
mehr richtig fUr den durch Gl. (103) gegebenen allgemeinen Fall. Um 
dies zu beweisen, hat man nur zu beachten, daB das System in den 
beiden oben erwahnten Spezialfallen am Ende einer halben Periode 
der Grundschwingung in einem Zustand momentaner Ruhe sein wird. 
In diesem Augenblick wird die kinetische Energie gleich Null, und die 
durch die pl6tzlich angreifende konstante Kraft geleistete Arbeit ist 
vollstandig umgewandelt in potentielle Energie der Formanderung; 
durch eine Uberlegung auf statischer Grundlage laBt sich erkennen, 
daB die Verschiebung des Angriffspunktes der Kraft doppelt so groB 
wie im GIeichgewichtszustand ist. 

In dem durch Gl. (103) dargestellten allgemeinen Fall sind die 
Wurzeln der Gl. (99) irrational, und das System kommt niemals in eine 
Lage, in der die Energie rein potentiell ist. Immer bleibt ein Teil der 
Energie in Form kinetischer Energie, und die Verschiebung des An
griffspunktes der Kraft wird immer kleiner sein als das Doppelte der 
Verschiebung im GIeichgewichtszustand. 

Vergleich mit der statischen Deformation. Die oben angewandte 
Methode der generalisierten Koordinaten eignet sich besonders dazu, 
die Verschiebungen eines schwingenden Systems mit den statischen 
Verschiebungen zu vergleichen, die im System entstehen, wenn die 
st6renden Krafte sich sehr langsam iindern. Solche Vergleiche sind z. B. 
notwendig hei der Untersuchung von Indikatordiagrammen von Dampf
und Gasmaschinen und bei den verschiedenen Methoden zur Regi
strierung von Explosions- Gasdrucken. Del' Fall eines Indikators ist 
durch das Schema dcr Abb. 130 dargesteIlt. Wir nehmen an, daB eine 
pulsierende Kraft S sin pt auf die Last W einwirkt, welche die re
duzierte )!Iasse deH Kolbens darstellt (8. S. 18). Um in diesem FaIle 
die generalisierte Kraft zu find en , benutze man den Ausdruck (ill) fiir 
die Verschiebnngen. Erteilt mall einer Kool"ciinate qi cinen Zuwaehs bq." 
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so ist die entsprechende Verschiebung im Stabe 

-" • fli X 
U QiSll1-Z-

239 

und die von der pulsierenden Last S sin pt wahrend dieser Verschie
bung geleistete Arbeit 

S sin pt sin fJi {)qi' 

Damus ergibt sich die generalisierte Kraft: 

Q I = S sin p t sin (J i • 

Setzt man dies in die Losung (102) ein und fiihrt die Integration 
aus, so erhalt man 

. 2 fl ( . p Z • a Pi t) ') S' W SIn i Slnpt -- -P SIn -Z-
-g" ~ a i 

(U)x=l= FO'l L.; ! Rin2 P.) (a2fl~ . ) , (1 +' , , 2 
1 \,2/f:- ,12-P 

(q) 

:Man sieht, daB die Schwingung am; zwei Teilen besteht: 1. aus 
erzwungenen Schwingungen, die proportional sin pt sind und die gleiche 

Periode wie die storende Kraft haben, und 2. aus freien der GroBe sin a ~i t 
proportionalpll Schwingungen. Wenn sich die Frequenz der storenden 
Kraft einer del" Eigenfrequenzen nahert, so nahert sich fiir diese Schwin-

gungsart p dem Wert a{ und die Bedingung fiir die Entstehung der 

Hesonanz ist erfiillt. Die Schwingungsamplitude des entsprechenden 
Gliedes der Reihe (q) wird dann, wie oben (s. S. 11 und 143) ausein
andergesetzt, unbegrenzt wachsen. Um eine Annaherung an die sta
tischen Bedingungen zu erzielen, muB man die GroBe pals klein im 

Vergleich mit a { in Reihe (q) betrachten. Vernachlassigt man dann 

Glieder, die Ppl_ als Faktor enthalten, so erhalt man fiir eine sehr 
a i 

langsame ~~nderung der pulsierenden Last 

4Z S sin pt ~ sin2 Pi 
(n)x=l =. FE -f (J-;(2 Pi + sin 2 fli) ; (r) 

dies stellt die statische Yerlangerung des Stabes dar [so G1. (100)]. 
Durch Vergleich der Reihen (r) und (q) laBt sich die Differenz zwi
schen statischer und dynamischer Verschiebung feststellen 1. Man sieht, 
daB eine brauchbare Registrierung des Dampf- oder Gasdruckes nur 
dann moglich ist, wenn die Frequenz der Grundschwingung des In
dikators hoch ist im Vergleich mit der Frequenz der pulsierenden Kraft. 

1 Bei dieser Uberlegung wurde die Wirkung der Dampfung nicht berucksichtigt. 
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39. Torsionsschwingungen von Wellen mit kreisformigem 
Querschnitt. 

Freie Schwingungen. Bei unseren friiheren Untersuchungen (s. S.5 
u.153) wurde die Masse der Welle gegenuber den an der Welle befestigten 
rotierenden Massen entweder vernachlassigt oder als klein voraus
gesetzt. Im folgenden wird eine vollstandigere Theorie der Torsions
schwingungen einer Welle von kreisformigem Querschnitt mit Scheiben 
an beiden Enden gegeben 1, auf Grund deren der Genauigkeitsgrad 
unserer friiheren Losung erortert werden soll. Bei der folgenden Unter
suchung wird angenommen, daB die kreisfOrmigen Querschnitte der 
Welle wahrend der Torsionsschwingungen eben bleiben und daB die 
Radien der Querschnitte gerade Linien bleiben 2. Es sei 

G 1 v = C = Torsionssteifigkeit der Welle, 
y = Gewicht pro Volumeneinheit der Welle, 
() = Drehwinkel eines beliebigen Querschnittes mn (s. Abb. 5) 

wahrend der Torsionsschwingung, 
11 , 12 = Tragheitsmomente der an den Wellenenden befindlichen 

Scheiben in bezug auf die Wellenachse. 

Abb. 131. 

Betrachtet man ein Element der Welle zwi-
schen zwei benachbarten Querschnitten mn und 
m1 n1, so sind die an diesen beiden Querschnitten 
angreifenden Drehmomente 

G1 ~ und 
p ax 

Die Differentialgleichung fUr die Rotationsbewegung del' Elementar
scheibe mn m1 n1 wahrend der Torsionsbewegung ist dann 

yIp a2 () a2 () 
_.-. =G] -

g ,iP P ax2 

odeI', wenn man die Bezeichnung 

verwendet, 

Gg " .- = a--, . (104) 

(105) 

Diese Gleichung ist mit der fur die Longitudinalschwingung auf
gestellten Gl. (89) identisch, und die fI'iiheren Resultate lassen sich in 
verschiedenen Spezialfallen verwenden. Zum Beispiel winl im Fall 

1 Siehe die Arbeit des Verfassers in Bull. Polytechn. lnst. St. Petersburg 1905 
und seine Arbeit, Uber die erzwungenen Schwingungen von prismatisehen Staben. 
Z. Math. Phys. 59 (1911). 

2 Eine vollstandigere Theorie findet sich in der fruher (S. 221) genannten Arbeit 
von L. Poehhammer. 
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einer Welle mit freien Enden die Frequenzgleichung mit Gl. (91) 
identisch sein, und die allgemeine Losung wird lauten, s. Gl. (94), 

00 

'\' inX( inat . inat) 
() = .L.,;i cos -l- Ai cos -z- + Bi sm -l- . 

1 

(106) 

1m Falle einer Welle mit Scheiben an den Enden wird das Problem 
mit Riicksicht auf die Randbedingungen komplizierter. Aus der Be
dingung, daB die Verdrehung der Welle an den Enden durch die 
Tragheitswiderstande der Scheib en erzeugt wird, erhalt man 

(a) 

(b) 

Nimmt man an, daB die Welle eine Eigenschwingung ausfiihrt, so 
laBt sich diese in der Form 

() = X(Acospt + Bsinpt) (c) 

schreiben, worin X eine Funktion von x allein ist, welche die Form 
der betrachteten Schwingungsart bestimmt. 

Setzt man (c) in Gl. (105) ein, so erhalt man 

und daraus 

d2 X a2_ + p2X = 0 
dX2 

X = 0 cos p x + D sin ~:... 
a a (d) 

Die willkiirlichen Konstanten 0 und D sind so zu bestimmen, daB die 
Randbedingungen erfiillt werden. Setzt man (d) in die Gin. (a) und (b) 
ein, so erbalt man 

(e) 

( pZ . pZ) P ( . pZ PZ) p2 OC03-- +Dsm- I. = -Glp -Osm- +Dcos- • a a - a a a 

Durcb Elimination der willkiirlicben Konstanten 0 und D ergibt sich 
die folgende Frequenzgleichung 

p2(cos~_~aIlsinP..!:...)I = _LGI (sin PZ +paI1cosPZ.). (f) 
a Glp a 2 a p a Glp a 

Setzt man 

'f~ = fJ 11 g =!Jc. = m 12 n (g) 
a ' yll p 10 Yo = , 

worin 10 = ylI. das Tragheitsmoment der Welle in bezug auf ihre 
g 

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 16 
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Achse bedeutet, so erhalt man aus Gl. (f) die Frequenzgleichung in 
der Form 

oder 

Es seien 

(3n(1 - m{3tg(3) = -(tg{3 + m(3) 

t R = (m + n)p 
gp mnp2 -1· 

{3I' {32' {33'· .• 

(107) 

die aufeinanderfolgenden Wurzeln dieser transzendenten Gleichung; 
dann sind die entsprechenden Eigenfunktionen nach (d) und (e) 

X ( Pi X R· Pi X) i = Ci C03-Z- - mpis1n-Z-

und man bekommt als allgemeine Losung fiir diesen Fall 
00 

() "\J ( Pi X R· Pi X) (A Pi at. Pi at) =,.::;J 008-1- - m Pi Sln-1- i COS -,,- + Bi sm -z- . 
1 

(108) 

Wenn die Tragheitsmomente 11 und 12 der Soheiben gegeniiber 
dem Tragheitsmoment 10 der Welle klein sind, so werden die 
GroBen m und n in Gl. (107) klein, die aufeinanderfolgenden Wurzeln 
nahern sioh den Werten n, 2n, ... und die allgemeine Losung (108) 
nahert sich der oben fiir eine Welle mit freien Enden gegebenen Lo
sung (106). 

Wir betrachten nun einen anderen extremen Fall, der vom prak
tischen Standpunkt aus noch interessanter ist, namlich den, daB 11 
und 12 gegeniiber 10 groB sind; dann werden die GraBen m und n 
groBe Zahlen sein. In diesem Falle kann man im Nenner der rechten 
Seite von Gl. (107) die Einheit gegeniiber mn{32 vernachlassigen und 
erhalt an Stelle von Gl. (107) 

{3tg{3 = (! + !). (109) 

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie Gl. (99) (s. S. 231) der longi
tudinalen Schwingungen. Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine 
kleine GroBe, und man erhalt einen Naherungswert fiir die erste 
Wurzel, indem man tg {31 = {31 setzt. Dann ist 

V-1 - T 
(3I = -+-. m n (h) 

Die Periode der entsprechenden Sohwingungsart wird nach Gl. (108) 

... _ 2 ~. PI a = ~~ 
·1 - ••• l P1 a 

sein, oder, wenn man die GIn. (104), (g) und (h) benutzt, 

l/-T~ 
't1 = 2n V G1.(11 +12)· 

(15') 
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Dieses Resultat stimmt mit der G1. (15) (s. S. 7) uberein, die wir 
unter der Annabme erhielten, daB das System nur einen Freiheits
grad besitzt und die Masse der Welle vernachlassigt werden dar£. 

Die angenaberten Werte der aufeinanderfolgenden Wurzeln der 
G1. (109) werden 

1 (1 1 ) P2 = :rr + n m + n ' P3 = 2:rr + 2 ~~ (! + ~), 
sein. Man siebt, daB aIle diese Wurzeln im Vergleicb mit PI groB sind; 
die Frequenzen der en~prechenden Scbwingungsarten werden dann 
im Vergleicb mit der Frequenz der Grundscbwingung sehr groB sein. 

Um fur die erste Wurzel der G1. (107) eine bessere Naherung zu 
gewinnen, setzen wir tg PI = PI + t P~; dann erhalten wir 

R + ~ R3 = f31{m + n) 
/-'1 3 /-'1 mn f3~ -- 1 

oder 

P~ = (m 12 - i )( ;; ! Pi) . 
Setzen wir in die rechte Seite dieser Gleichung den Wert von PI aus 
G1. (h) ein und vernachlassigen wir kleine GraBen haherer Ordnung, 
so erhalten wir 

PI = V ~- + ~- - -} (~2 + ~1-' ~ n) ; 
die entsprechende Frequenz der Grundschwingung ist 

f31 a aVI 1 1(1 l-i-) 
11=2n1=2n1 m +n-3 n2 +m2 -mn' (llO) 

Dasselbe Resultat erhalt man, wenn man in die aus G1. (15') in erster 
Naherung sich ergebende Frequenz 

f' - 1 VG-;;;~1-" (oc;1-1 -c+-1c;-2c-) 

1-2n --,~ 
fUr 1 1 ~nd 12 die Werte 

1 12 1 1 
11 + 3 1°11 +12 bzw. 12 + 3 1°11 ;'12 

setzt. Dies bedeutet, daB die zweite Naherung (llO) mit dem ResuItat 
iibereinstimmt, das die Rayleighsche Methode (s. § 14, S.71) ergeben 
hatte. Nach dieser Methode miiBte man zu dem Tragheitsmoment jeder 
Scheibe ein Drittel des Tragheitsmoments des zwischen der Scheibe und 
dem Knotenquerschnitt liegenden Wellenteiles addieren. Diese Nahe
rung reicht in der Praxis zur Berechnung der Frequenz der Grund
schwingung immer ausi. 

1 Eine graphische Methode zur Bestimmung der Eigenfrequenzen von Tor
sionsschwingungen einer Welle mit Scheiben wurde von F.M. Lewis entwickelt, 
siehe seine Arbeiten: Torsional Vibrations of Irregular Shafts. J. Am. Soc. Naval 
Engs. Nov. 1919, 857 und Critical Speeds of Torsional Vibration .• T. Soc. Auto
motive Engs., Nov. 1920, 413. 

16* 
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Erzwungene Sehwingungen. Bei der Untersuchung von erzwungenen 
Torsionsschwingungen sind wieder generalisierte Koordinaten von 
groBem Nutzen. Nehmen wir als solche die t enthaltenden Klammer
ausdriicke in der allgemeinen Losung (108), so erhalten wir 

e \7 ( fl, x R' fl, X) = LJ qi cos -l- - m Pi sm -l- , 
1 

(108') 

worin Pi die aufeinanderfolgenden Wurzeln der Gl. (107) sind. 
Die potentielle Energie des Systems ist 

V = G!" f (~~r dx = G: p S{fJ ~i qi (sin fl~ x + m Pi cos flit)}~ dx 
00 1 

(Ill) 

worin 

Ai = 2 Pi (1 + m 2 Prj - sin 2 Pi + m 2 Pr sin 2 Pi + 2 Pi m (1 - cos 2 Pi)' (k) 

Die Glieder in (111), die Produkte von ~oordinaten enthalten, ver
schwinden bei der Integration wegen Gl. (107). Ein derartiges Resultat 
ist selbstverstandlich, wenn man bedenkt, daB unsere generalisierten 
Koordinaten Haupt· oder Normalkoordinaten des Systems sind. 

Die kinetische Energie des Systems besteht aus der Energie der 
schwingenden Welle und den Energien der beiden mitschwingenden 
Scheiben: 

l 

T - y I. fe'2 d + 1 I 0'2 + 1 I e'2 . - 2g x 2" 1 X~O 2" 2 x~l' 

o 

und wenn man (108') fiir e einsetzt, so erhalt man 

T=Io \7A.~·~' 
8..:::;) 'fl· q, , 

1 • 

Ai ist dabei durch Gl. (k) gegcben. 

(112) 

Mit Benutzung der GIn. (111) und (112) lauten die Lagrangeschen 
Gleichungen 

oder 

(I) 

worin Qi die der generalisicrten Koordinate qi entsprechende genera
lisierte Kraft bezeichnet. 
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Betrachtet man nur die durch die storende Kraft hervorgerufene 
Schwingung, so ist nach Gl. (1) 

t 

4Z JQ . af3i d qi = aIo Ai i RIn -Z- (t - tI ) ,tI · 

o 

Setzt man dies in Gl. (108') ein, so ergibt sich als allgemeiner Aus
druck fiir die durch die Storungskrafte hervorgerufenen Schwingungen: 

00 t 

O 4Z '\} 1 ( f3i X (J. f3i X) [Q . a f3i d 1 
= aIo.of' Ai cos-Z- - m iSIn-Z- 0 ism i(t - t1 ) tl · (1 3) 

In jedem speziellen Fall muB man, um die erzwungenen Schwingungen 
zu bekommen, nur noch fiir Qi den entsprechenden Ausdruck ein
setzen und die angedeutete Integration ausfiihren. Diese erzwungenen 
Schwingungen haben die Tendenz, unbeschriinktl zuzunehmen, wenn 
die Periode der storenden Kraft mit der Periode einer der Eigenschwill
gungen zusammenfallt. 

40. Transversalschwingungen von prismatischen Staben. 
Differelltialgleichung der Transversalschwingungell. Unter der An

nahme, daB die Schwingungsbewegung in einer der Hauptbiegungsebe
nen des Stabes erfolgt, und daB die Querschnittsdimensionen gegen
iiber der Stablange klein sind, geht man von der bekannten Diffe
rentialgleichung der Durchbiegungskurve 

d2 y 
E I dx2 = -111 (114) 

a us; hierin ist 
E I = Biegungssteifigkeit, 

111 = Biegungsmoment fiir einen beliebigen Querschnitt. 
Die Achsenrichtungen und die positiven Richtungen der Biegungs
momente und Schubkrafte sind in Abb. 132 angegeben. 

Durch zweimalige Differentiation der A m m, B 
Gl. (114) erhalten wir r:::::::::::;tt;::::===:::::i;--U: 

nl In, 
~.r aJ; 14--17 

M (krnrM+~ d.r (a) 

qdx Q+~Qdx 
~--------l ~ 

Aus der letzten Gleichung, welche die :I 

Differentialgleichung eines Stabes ist, Abb.132. 

an dem eine kontinuierliche Last von der Intensitat q angreift, laBt 
sich die Gleichung der Transversalschwingungen gewinnen. Man muB 

1 Dampfung wird bei unseren Berechnungen nicht berucksichtigt. 
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nur das d'Alembertsche Prinzip anwenden und sich vorstellen, daB 
der schwingende Stab mit Tragheitskraften belastet ist, deren In
tensitat langs des Stabes variiert und durch 

yF 82 y 
-g iJi2 (b) 

gegeben ist, worin y = Gewicht des Stabmaterials pro Volumenein
heit und F = Flacheninhalt des Querschnittes. 

Setzt man (b) fur q in G1. (a) ein, so lautet die allgemeine Gleichung 
fur die Transversalschwingungen des Stabes1 

82 ( 82y ) _ yF 82y 
8x2 EI 8x2 - -g iJi2. (ll5) 

1m speziellen Fall eines prismatischen Stabes bleibt die Biegungs
steifigkeit EI langs des Stabes konstant, und man erhalt aus G1. (ll5) 

84 y yF 82 y 
EI8x4 =-giJi2 

oder 

(ll6) 

worin 

(ll7) 

Wir beginnen mit der Untersuchung der Eigenschwingungen. 
Wenn der Stab eine Eigenschwingung ausfUhrt, so andert sich die 
Verschiebung an einer beliebigen Stelle harmonisch mit der Zeit und 
laBt sich folgendermaBen darstellen: 

y = X(Acos pt + Bsin pt), (c) 

worin X eine Funktion der Koordinate x ist und die Form der be
trachteten Eigenschwingung bestimmt. Solche Funktionen nennt man 
"Eigenfunktionen". Set?:t man (c) in Gt (116) ein, so erhalt man 

d4X p2 
dx4 =OfX, (llS) 

woraus sich die Eigenfunktionen fUr jeden beliebigen Spezialfall finden 
lassen. 

Mit der Bezeichnung 

(119) 

liiBt sich leicht verifizieren, daB sin k x, cos k x, sinh k x und cosh k x 
partikulare Losungen von G1. (lIS) sind, und daB sich die allgemeine 

1 Die entsprechende Differentialgleichung mit Beriicksichtigung der Dampfung
wurde von H. Holzer untersucht. Z. ang. Math. Mech. 8, 272 (1928). 
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Losung dieser Gleichung darstellen laBt in der Form 

X = C1sinkx + C2cos kx -+- C3 sinhkx + C,coshkx, (120) 

worin C1 , ••. , C 4 willkiirliche Konstanten sind, die sich in jedem ein
zelnen Spezialfall aus den Randbedingungen des Stabes ermitteln lassen. 
An einem eillfach unterstiitzten Ende, wo also die Verschiebung und 
das Biegungsmoment gleich Null sind, haben wir 

X=O; (d) 

An einem eingespannten Ende, an dem die Verschiebung und die Neigung 
der Durchbiegungskurve gleich Null sind, gilt 

X = 0; ~:- = O. (e) 

An einem freien Ende sind das Biegungsmoment und die Schubkraft 
gleich Null und es ist dann 

(f) 

Die zwei Enden eines schwingenden Stabes liefern immer vier Rand
bedingungen, aus denen sich die Verhaltnisse der willkiirlichen Kon
stanten in der allgemeinen Losung (120) und die Frequenzgleichung 
finden lassen. In der geschildertenArt findet man die Eigenschwin
gungen und ihre Frequenzen. Durch Superposition aller moglichen 
Eigenschwingungen (c) erhalt man als allgemeinen Ausdruck fiir die 
freien Transversalschwingungen: 

00 

y = .2 Xi(Ai cos Pit + Bi sin Pit)· . '. (121) 
1 

Anwendungen dieser allgemeinen Theorie auf Spezialfalle sollen spater 
besprochen werden. 

Erzwungene Schwingungen. Zur Untersuchung erzwungener Trans
versalschwingungen von Staben empfehlen sich generalisierte Koordi
naten, und wir werden im folgenden als solche die eingeklammerten Aus
driicke in Gl. (121) verwenden. Bezeichnen wir sie mit qi' so erhalten wir 

00 

(122) 
1 

Um die Lagrangeschen Gleichungen abzuleiten, miissen wir noch Aus
driicke fiir die potentielle und die kinetische Energie finden. 

Die potentielle Energie des Systems ist die Biegungsenergie und 
berechnet sich folgendermaBen: 

I co I 

V = EIJ(8ZY )2d = EI '\? ~f(dZXi\2d' 
2 8xz x 2.LJ q. dx2 ) x. 

o 1 0 

(123) 
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Die kinetische Energie des schwingenden Stabes ist 

100 1 

T - YFf '2d - yF \7 '2fX2d - 2""g Y x - 2""g .:..J qi i X. 

o 1 0 

(124) 

Die Glieder, die Produkte von Koordinaten enthalten, verschwinden 
aus den Ausdriicken (123) und (124) wegen der Fundamentaleigenschaft 
der Eigenfunktionen (s. S. 222ff.). Dies laBt sich auch durch direkte 
Integration zeigen. 

Es seien Xm und Xn zwei Eigenfunktionen, die Eigenschwingungen der 

Ordnung m bzw. n mit den Frequenzen :: bzw. :: entsprechen, Setzt 

man sie in Gl. (llS) ein, so erhalt man 

d4 Xn = p~ X 
dx4 a2 n' 

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit Xn und die zweite 
mit X m , subtrahiert sie voneinander und integriert, so wird 

I I 

p~ -p;,'fx X dx = f(x ~4Xn - X d4Xm) dx' 
a2 m n m d X4 n d X4 , 

o 0 

daraus folgt durch partielle Integration 

I 

p~ -Jl;"fx X dx 
a2 m n 

o 
I 

= I X d3 X n _ X d3 X m + dX" d2 X", _ d~m a;:X",. . . (125) 
m dx3 n dx3 d:c dx2 dx dx2 

o 

Aus den Randbedingungen (d), (e) und (f) laBt sich schlieBen, daB die 
rechte Seite dieser Gleichung in allen Fallen gleich Null ist, so daB 

I 

JXmXndx = 0 fur In =F n, 
o 

daB also die Glieder, die Produkte von Koordinaten enthalten, aus 
Gl. (124) verschwinden. Eine analoge Uberlegung wiirde zeigen, daB 
auch aus Gl. (123) die Produkte der Koordinaten verschwinden, 

Mit Hilfe der Gl. (125) kann man auch Integrale der Form 

i 

f X;dx und 
u 

I 

f( d2 X \2 "', I 
\~) (X 

U 

(g) 
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ausrechnen, die in den Ausdriicken (123) und (124) fiir die potentielle 
bzw. kinetische Energie eines schwingenden Stabes vorkommen. 

Es ist leicht, zu sehen, daB man die erforderlichen Formeln nicht 
einfach dadurch erhalten kann, daB man in dieser Gleichllng m = n 
setzt, da dann beide Seiten der Gleichung gleich Null werden. Des
halb wollen wir zur Berechnung der Integrale (g) folgenden Weg ein
schlagen. Wir substituieren fiir Xn in G1. (125) eine Funktion, die der 
Funktion Xm sehr nahe kommt und die wir aus den GIn. (lIS) und 
(119) erhalten, indem wir der GroBe k einen unendlich kleinen Zu
wachs (jk erteilen, und zwar von der Art, daB Xn gegen Xm geht, 
wenn sich (jk der Null nahert. Dann ist 

~~ = (k + (jk)4 = k4 + 4k3 (jk, 

Xn = Xm + d~m (jk. 

Substituieren wir dies in GJ. (125) und vernachlassigen wir dabei kleine 
GroBen hoherer Ordnung, so erhalten wir 

I 

4k3 JX;"dx 
o 

I 
_ 'X d d 3 X m dXm d 3 X m + d dXm d2 Xm dXm d d2 Xm i 
-, mdk dx3 - dlC- dx 3 dk dx dx2 _. dx- dk a:;rl· (h) 

o 

Wir bezeichnen im folgenden mit X', X", ... die aufeinanderfolgenden 
Ableitungen von X nach k x; dann ist 

dXm = kX' · 
dx m' 

dXm X' liJC=x m· 

Bei dieser Bezeichnungsweise lautet G1. (lIS) 

X""=X 

und G1. (h) nimmt folgende Form an: 

I 

4k3 JX;"dx = j3Xmk2X;;: + k3 x X;" - k3 xX;"X;;: 
o I 

+ k2 X;:" (X;" + kx X;:") - k X;,. (2 kX;:" + k2x X;;:), 
o 

oder 
I 

4k J X;"dx 
o 

I 

= 13 Xm X;;: + k x X;" - 2 k x X;,. X;;: - X;,. X;:" + k X (X;:')2 , : (k) 
o 
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Aus den Randbedingungen (d), (e) und (f) erkennt man leicht, daB 
diejenigen Glieder der G1. (k), die Produkte XmX:;: und X~X~ ent
halten, fiir jede Befestigungsart der Enden gleich Null sind; daraus folgt 

I l 

J X~dx = ~ Ix{X~ - 2 X;,. X;:: + (X;;')2} I 
o 0 

= ! {X~ - 2 X;" X;:: + (X;;')2 }",=l . (126) 

Aus dieser Gleichung laBt sich das erste der Integrale (g) fiir jede Be
festigungsart der Stabenden leicht berechnen. Wenn das rechte Stab
ende (x = l) frei ist, gilt 

(X;;')",=l = 0; 

und man erhalt aus (126) 
l 

J X~ dx = ! (X~)"'=l . 
o 

Wenn dasselbe Stabende eingespannt ist, so erhalt man 
l 

J X~ dx = ! (X;;');=l 
o 

Fiir das gelenkig gestiitzte Ende ergibt sich 

(127) 

(128) 

I 

J X~ dx = - ~ (X;" X;::)",=l . (129) 
o 

Zur Berechnung des zweiten der Integrale (g) benutze man G1. (US). 
Multipliziert man diese Gleichung mit X und integriert langs des Stabes, 
so erhalt man 

I l 

::J X 2 dx = J~; Xdx. 
o 0 

Integriert man die rechte Seite dieser Gleichung partiell, so er
gibt sich 

I I 

J(d2 X)2 p2 J 
dx2 dx = ~ X 2 dx. (130) 

o 0 

Dieses Resultat, zusammen mit G1. (126), gibt uns das zweite der In
tegrale (g), und nun lassen sich die Ausdriicke (123) und (124) fiir V 
und T berechnen. 

41. Die Wirkung der Schubkraft und der Rotationstragheit. 
In der vorhergehenden Untersuchung wurden die Querschnitts

dimensionen des Stabes als sehr klein im Vergleich zur Stablange be
trachtet, und die einfache Gl. (114) wurde fiir die Durchbiegungskurve 
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verwendet. Wir wollen nun Korrektionen angeben, die den EinfluB 
der Querschnittsdimensionen auf die Frequenz beriicksichtigen. Diese 
Korrektionen ktinnen bei der Untersuchung der Schwingungsarten 
hohererFrequenz sehr wichtig seiu, wenn eiu schwingender Stab 
durch Knotenquerschnitte in verhaltnismaBig kurze Abschnitte unter
teilt ist. 

Rotationstragheitl. Es ist leicht eiuzusehen, daB die Stabelemente, 
wie etwa mnm1n1 (s. Abb. 132), wahrend der Schwingung nicht nur 
eine Translationsbewegung ausfiihren, sondern auch rotieren. Der ver
anderliche Rotationswinkel, welcher der Neigung der Biegungskurve 

gleich ist, wird durch aa Y ausgedriickt sein und die entsprechende x 
Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung werden gegeben sein 
durch 

und 

Somit wird das Moment desTragheitswiderstandes desElementesmnminJ 
in bezug auf eine Achse, die durch seinen Schwerpunkt geht und auf 
der x y-Ebene senkrecht steht, 

_!y ~3y _ dx 
g ax at2 ' 

seiu2• Dieses Moment muB man beriicksichtigen, wenn man die Ande
rung des Biegungsmomentes langs der Stabachse untersucht. Dann gilt 
an Stelle der ersten der GIn. (a) S.245 

dM _ __ Iy~ 
dx - Q g 8xat2 ' 

(a) 

Setzt man diesen Wert von ~~ in die Gleichung der Durchbiegungs

kurve 
d4 y d2M 

E I dx' = - dx2 

ein und beriicksichtigt dabei den Ausdruck (b) S. 246, so foIgt 

8!y _ yA 82 y Iy a4 y 
EI ax' - - (1- 8t2 + -g -ax2 at?" (131) 

Dies ist die Differentialgleichung fiir die Transversalschwingungen eines 
prismatischen Stabes; das zweite Glied auf der rechten Seite stellt 
den EinfluB der Rotationstragheit dar. 

1 Siehe Lord Rayleigh: Theory of Sound, § 186. 
2 Dieses Moment ist positiv, wenn die Drehung im Sinne des Uhrzeigers 

erfolgt. 
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EinfluB der Schubkraft1• Eine noch genauere Differentialgleichung 
erhalt man, wenn man nicht nul' die Rotationstragheit, sondern auch 
die durch die Schubkraft bewirkte Biegung beriicksichtigt. Die Neigung 
del' Durchbiegungskurve hangt nicht nul' von del' Rotation del' Stab
querschnitte ab, sondern auch von del' Schubkraft. Bezeichnen wir mit 
"P die Neigung del' Biegungskurve bei Vernachlassigung del' Schubkraft 
und mit {3 den Schubwinkel in del' neutralen Faser im gleichen Quer
schnitt, so finden wir fiir die vollstandige Neigung del' Durchbiegungs
kurve 

dy 
a:;;="P+{3. 

Nach del' elementaren Biegungstheorie gelten fiir das Biegungsmoment 
llnd die Schubkraft folgende Gleichungen: 

M=-Eldlj!. Q=k'{3FG=k,(dY_-.Il)FG (b) 
dx' dx' , 

worin k' ein numerischer Faktor ist, der von del' Gestalt des Quer
schnittes abhangt. Fist der Flacheninhalt des Querschnitts und Gist 
del' Schubelastizitatsmodul. Fiir die Drehung eines Elementes mnm1 n1 

(s. Abb. 132) gilt die Differentialgleichung 

aM . Iya2 IjJ - ax dx + Q dx = g- 7Ji2 dx . 

Hieraus erhalt man auf Grund von (b) 

E I a2 'IjJ -+- k' (a y _ \ F G _ I Y a2 'IjJ = 0 . ax2 ax "P) g at2 
(c) 

Biir die £ortschreitende Bewegung desselben Elementes in vertikaler 
Richtung gilt die Differentialgleichung 

aQ yP a2 y -dx=---dx a x gat" 
odeI' 

! F a" y _ k' ( ;)2 y _ a Ij! ) F CJ = 0 . 
f! dt 2 a x 2 a x 

(d) 

Eliminiert man "P aus den Gin. (c) und (d), so erhalt man die fol
gende vollstandigere Differentialgleichung fur die Transversalschwingung 
eines prismatischen Stabes: 

(132) 

Die Verwendung diesel' Gleichung zur Berechnung der Frequenzen soIl 
im nachsten Paragraphen gezeigt werden. 

1 Siehe die Abhandlung des \T('rfassers in Phil. ~lag. (Ser. 6) 41, 744; 43, 125. 
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42. Freie Schwingungen eines Stabes mit frei aufliegenden 
Enden. 

Allgemeine Losung. Zur Untersuchung spezieller Falle von Schwin
gungen empfiehlt es sich, die allgemeine Losung (120) in folgender 
Form darzustellen: 

X= 01(coskx + coshkx) + 02(coskx - coshkx) 

+ 0 3 (sin k x + sinh k x) + 0 4 (sin k x - sinh k x). (133) 

1m Falle frei aufliegender Enden sind die Randbedingungen 

~·X) 

I l. (Xlx~o = 0, 2. (~-, 2 = 0, x X~U 

(a) (d2X) 3. (X)x~l = 0, 4. --2 = o. \ ax x~l 

Aus den ersten zwei Bedingungen (a) laBt sich schlieBen, daB die Kon
stanten 0 1 und O2 in Losung (133) gleich Null zu setzen sind. Aus den 
Bedingungen (3) und (4) folgt 0 3 = 0 4 und 

sinkl = 0; (134) 

dies ist die Frequenzgleichung fUr den betrachteten Fall. Die auf
einanderfolgenden Wurzeln dieser Gleichung sind 

kl =n, 2n, 3n, ... (135) 

FUr die Frequenzen der aufeinanderfolgenden Schwingungsarten erhalt 
man aus G1. (1l9): 

a n 2 

P - ak2 - • 1- 1-"[2' 
4an2 

P2 = -l-2-; (136) 

und die Frequenz In einer beliebigen Schwingungsart findet man aus 
der Gleichung 

(137) 

Die entsprechende Schwingungsperiode ist 

1 212 1/ Fy 
in = Tn = nn2 EIg· (137') 

Man sieht, daB die Schwingungsperiode dem Quadrat der Stablange 
direkt und dem Tragheitsradius des Querschnittes umgekehrt propor
tional ist. Fur geometrisch ahnliche Stabe wachst die Schwingungs
periode im gleichen Verhaltnis wie die linearen Dimensionen. 

1m Falle rotierender Wellen mit konstantem Kreisquerschnitt 
stellen die aus G1. (137) berechneten Frequenzen die kritischen Dreh-
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zahlen pro Sekunde dar. Wenn sich die Drehgeschwindigkeit der 
Welle einer dieser Frequenzen (137) nahert, so sind betrachtliche 
Transversalschwingungen der Welle zu erwarten. 

Die Gestalt der Durchbiegungskurve fiir die verschiedenen Schwin
gungsarten wird durch die Eigenfunktion (133) bestimmt. Es wurde 
gezeigt, daB in unserem Faile 0 1 = 02 = 0 und 0 3 = 04 ist; daraus 

folgt X = D sin kx. (b) 

Setzt man fiir k seine Werte aus G1. (135) ein, so folgt 

X D · nx X D' 2nx X D' 3nx 
1 = Ism-T; 2 = 2 s1n -l-; 3 = 3 s1n -l-;'" 

Man sieht, daB die Durchbiegungskurve wahrend der Schwingung eine 
Sinuskurve ist, die bei den Schwingungsarten aufeinanderfolgender 
Ordnungszahlen aus 1,2,3, ... Halbwellenlangen besteht. Durch Super
position derartiger Sinusschwingungen laBt sich jede von beliebigen An
fangsbedingungen herriihrende freie Schwingung darstellen. Setzt man 
(b) in die allgemeine Losung (121) ein, so erhiilt man 

co 

y = 2J sin i~ x (Ai cos Pit + Bi sin Pit) . (138) 
1 

Die willkiirlichen Konstanten Ai, Bi sind in jedem einzelnen Fan so 
zu bestimmen, daB die Anfangsbedingungen erfiillt werden. Nehmen 
wir z. B. an, daB die Anfangsdurchbiegungen und Anfangsgeschwindig
keiten langs des Stabes durch folgende Gleichungen gegeben seien: 

(Y)t=o = I (x) und (Y)t=o = II (x) . 

Setzt man t = 0 in dem Ausdruck (138) und in der Ableitung dieses 
Ausdruckes nach t, so erhalt man 

00 

. ~ . inx 
(y)e=o = I (x) =.L.J Ai sm -1- , (c) 

1 

. I ~ B . inx (y}t=o = 1 (x) = LJ Pi ism -1- . (d) 
1 

Nun lassen sich die Konstanten Ai und Bi in der iiblichen Weise be-

rechnen, indem man (c) und (d) mit sin (i~X) dx multipliziert und 

dann beide Seiten dieser Gleichungen von x = 0 bis x = l integriert. 
So erhiilt man 

l 

2 f . inx Ai= T I(x)sm-l-dx, 
o 

l 

2 f . inx Bi = y:P; 11(X) sm-l- dx. 
o 

(e) 

(f) 
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Nehmen wir z. B. an, daB im Anfangszeitpunkt die Achse des Stabes 
gerade ist und daB eine von einem StoBe herriihrende Anfangsgeschwin
digkeit v einem kurzen Teil (j des Stabes in der Entfernung e vom 
linken Auflager erteilt wird. Dann ist I(x) = 0 und auch Il(x) ist fUr 
aIle Punkte gleich Null, mit Ausnahme des Punktes x = e, wo Ide) = v 
ist. Setzt man dies in die GIn. (e) und (f) ein, so erhiilt man 

Ai= 0; 
2 . inc 

Bi = zP;- v(j sm -l-' 

Mit diesen Werten geht (138) in 

2vo ~ 1 . inc. inx . 
Y = - LJ - sm .~ sIn·~ sm p. t 

l Pi l l ' 
1 

(139) 

iiber. Wenn e = ~ ist, cl. h., wenn cler StoB in der Mitte der Spann

weite erfolgt, so ist 

2vo (1 . nx . 1 . 3nx . 1 . 5nx . 
y = -z- -smTsmp1t - -sm-l-smpat + -sm-l-smp5t -"'J 

Pl P3 P5 

2VOl( 1 . nx . 1 . 3nx~. 1 . 5nx . = _. -sin-smp t - -sm--slnp t + -sm--slnp-t-···). (g) 
a n2 1 l 1 9 l I 3 25 l 0 

Man sieht, daB in diesem Fane. nur Schwingungsarten entstehen, die 
in bezug auf die Mitte der Spannweite symmetrisch sind, und daB 
die in G1. (g) eingehenden Amplituden der aufeinanderfolgenden 

Schwingungsarten wie ~2 abnehmen. 
t 

Die Wirkung yon Rotationstragheit und Schub. Um die Werte der 
Frequenzen genauer zu bestimmen, muB man G1. (132) an Stelle von 

G1. (116) benutzen. Dividiert man G1. (132) durch F?:" so ergibt sich 
g 

mit der Bezeichnung 

die Beziehung 

I 
r2 =]/ 

2 a4 y a2 y 2 ( , E) (}4 Y 2 Y (}4 Y _ 
a ax4 + (j(i - r 1 -, k'G (}x2dt2 + r gk'G (Jt4 - O. 

(h) 

(132') 

Diese Gleichung und die Randbedingungen sind erfiillt, wenn man 

C . mnx 
y = sm-l-cosPm t (k) 

ansetzt. Substituiert man das in (132'), so erhiilt man die folgende 
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Gleichung zur Berechnung der Frequenze~: 

zm4 n4 2 2m2n2r2 2m2n2r2E+r2y 4-0 (140) 
a --~ - Pm - Pm-l-2 - - Pm-l2-k'G gk'GPm - . 

Werden nur die ersten zwei Glieder dieser Gleichung beriicksich
tigt, so hat man 

(I) 

wOl'in 

A = .£. = Lange der Halbwellen, in die der Stab wahrend der m 
Schwingung unterteilt ist. 

Dies stimmt mit dem oben erhaltenen Resultat (136) iiberein. 
Nimmt man die ersten drei Glieder in G1. (140) und betrachtet 
n 2 r2 
---;;a als kleine GroBe, so erhalt man 

(m) 

So wird die Wirkung der Rotationstragheit beriicksichtigt und 
man sieht, daB diese Korrektion immer mehr an Wichtigkeit gewinnt, 
je kleiner A, d. h. je groBer die Frequenz der Schwingung wird. 

Um die Wirkung der Schubkraft zu erhalten, muB man aHe 
Glieder der G1. (140) beriicksichtigen. Setzt man die erste Naherung (1) 
fiir Pm in das letzte Glied dieser Gleichung ein, so laBt sich zeigen, 

2 2 

daB dieses Glied gegeniiber der kleinen GroBe 31 ).~ von der zweiten 

Ordnung klein ist. Vernachlassigt man dieses Glied, so wird 

(141) 

Nimmt man E = ~ G an und betrachtet einen Stab von rechteckigem 

Querschnitt, fiir den k' = i ist, so ist 

E 
k'G =4. 

Die von der Schubkraft herriihrende Korrektion ist viermal so groB 
wie die von der Rotationstragheit herriihrende. 

Nimmt man an, daB die Wellenlange A zehnmal so groB wie die 
Tiefe des Tragers ist, so erhalt man 

1 312 r~ 1 312 1 
2" ---;;a = 2" . 12 . 100 = 0,004 

und die Korrektion wegen Rotationstragheit und Schubkraft betragt 
insgesamt ungefahr 2 % . 
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43. Andere Bef{,,Stigungsarten der Enden. 
Stab mit treien Enden. In diesem Falle lauten die Randbedingungen: 

(d2 X) (d''') I 1. -0' 2. dx3 "'~O = 0; dx2 ":=0 - , 
(a) (d2 X) (dJX) 3. -0' 4. (f3 =0; dx2 ",~l - , x :c~l 

Um die Bedingungen 1. und 2. zu erfiillen, miissen wir in der allge
meinen Losung (133) 

setzen, so daB 

X = C1 (coskx + coshkx) + C3 (sinkx + sinhkx). (b) 

Aus den Bedingungen (3) und (4) erhalten wir 

Cd -c~s kl + c~sh kl) + C3 ( -sin kl + sinh kl) = O,} (c) 

Cd SIll k 1 + smh k l) + Ca ( - cos k 1 + cosh k l) = O. 

Diese Gleichungen (c) ergeben nur dann von Null verschiedene Werte 
fiir die Konstanten C1 und Ca , wenn die Determinante von (c) gleich 
Null ist. Dureh deren Nullsetzung erhiilt man die folgende Frequenz
gleiehung: 

(-cos kl + cosh kl)2 - (sinh2 kT - sin2 kl) = 0 

oder, wenn man beriickslchtigt, daB 

ist, 

cosh2 kl - sinh2 kl = 1, 

cos2 k 1 + sin 2 k 1 = 1 

cos k 1 cosh k 1 = 1 . (142) 

Die ersten sechs aufeinanderfolgenden Wurzeln dieser Gleichung sind 
in folgender Zusammenstellung gegeben: 

kll k21 k31 k41 k51 ksl 
0--4,730 7,853-io,996-14,137 17,279 

Nun lassen sich die Frequenzen mit Hille der G1. (119) bereehnen 

fr = 0; 

Setzt man die aufeinanderfolgenden Wurzeln der G1. (142) in G1. (e) 

ein, so kann man die Verhiiltnisse ~l fiir die entsprechenden Sehwin-
3 

gungsarten berechnen und aus G1. (b) erhiilt man dann die Form der 
Durchbiegungskurve wiihrend der Sehwingung. Die Abb. 133 zeigt die 
ersten drei Eigensehwingungen. Diesen Sehwingungen kann man eine 

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 17 
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Verschiebung des Stabes superponieren, wie sie bei einem starren 
Korper moglich ist. Diese Verschiebung entspricht der Frequenz It = O. 
Dann wird die rechte Seite der G1. (U8) Null und man erhalt mit 
Riicksicht auf die Randbedingung (a) X = a + bx. Die entsprechende 
Bewegung liiBt sich ebenso untersuchen, wie wir dies im FaIle longi
tudinaler Schwingungen taten (s. S.228). 

Stab mit eingespannten Enden. Die Ran,slbedingungen lauten in 
diesem FaIle: 

1. (Xh~o = 0; 2. (dX) _ 0'\ dx z~O - , 
(d) 

3. (Xh~l = 0; 4. (dX) - 0 J dx z=l - • 

Die ersten zwei Bedingungen sind erfiillt, wenn man in der allgemeinen 
Losung (133) 

0 1 = 0 3 = 0 

setzt. Aus den zwei anderen Bedingungen folgen die Gleichungen 

O2 (cos kl- cosh kl) + C4( sin kl - sinh kl) = 0, 
O2 (sin kl + sinh kl) + 04(-coskl + coshkl) = 0, 

_ .............. -=---_---====::===:=::=-----=~ ............. :::- aus denen sich dieselbe Frequenzgleichung 
wie oben, s. G1. (142), ableiten laBt. Dies 
bedeutet, daB die aufeinanderfolgenden 
Schwingungsfrequenzen eines Stabes mit 
eingespannten Enden dieselben sind wie 

a 

........-=:=--. ~ 
:7 ~ ""'" die eines mit freien Enden1 . 

Stab mit einem eingespannten und 
einem freien Ende. Wenn wir annehmen, 

daB das linke Ende (x = 0) eingespannt ist, so erhalten wir folgende 
Randbedingungen: 

c 
Abb.133. 

1. (X)z=o = 0; (dX) 2. - =0; 
rlx z=o 

(d3 X) 4. -d 3 = O. 
x x~l 

Aus den ersten zwei Bedingungen ergibt sich 0 1 = 0 3 = 0 fiir die all
gemeine Losung (133). Die anderen zwei Bedingungen ergeben die 
folgende Frequenzgleichung: 

cos kl cosh kl = -1 . 

Die aufeinanderfolgenden Wurzeln dieser Gleichung sind in folgender 
Zusammenstellung gegeben: 

kll k2l k,l k4l k.;l 
1,875 4,694 7,S55 10,996 14,137 

1 Aus Gl. (llS) liiJ3t sich schlieJ3en, daB eR in diesem }<'alk keine Bewegung 
gibt, die kll = 0 entspricht. 
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Man sieht, daB sich diese Wurzeln mit wachsender Frequenz den fiir 
einen Stab mit freien Enden erhaltenen Wurzeln nahern. Die Frequenzen 
der einzelnen Eigenschwingungen sind 

Ii = i~ = ~k!. 
So erhalt man beispielsweise fiir die Grundschwingung 

t = ~ (1,875)2 
1 2 n l . 

Die entsprechende Schwingungsperiode ist 

7: _ ~ _ 2 n . . i 2_ _.~ 11 Fy l4 
1 - 11 - a 1,8752 - 3,515 V Ely 

mit einem Unterschied von weniger als 1,5% gegeniiber der mit Hilfe 
der Rayleighschen Methode (s. S. 74) erhaltenen NaherungslOsung. 

Stab mit einem eingespannten und einem unterstiitzten Ende. In 
diesem Falle ist die Frequenzgleichung 

tg k 1 = tgh k 1 . 

Die aufeinanderfolgenden Wurzeln dieser Gleichung sind: 

kil k2l kal k,l ksl 
3,927 7:(61)-10,210 13,35216,493' 

Mehrfach gelagerter Trager 1. Wir betrachten nun den Fall eines 
durchlaufenden Tdigers mit n Teilspannen, der an den Enden und in 
(n - 1) Zwischenpunkten einfach unterstiitzt ist. Es seien 110 12 , .•• , 1n 
die Langen der aufeinanderfolgenden Felder; die Biegungssteifigkeit 
des Balkens solI fiir alle Felder gleich sein. Nimmt man das linke Ende 
eines Feldes als Koordinatenursprung, so laBt sich die Losung (120) 
(s. S. 247) fUr die Form der Durchbiegungsklll've dieses Feldes wahrend 
der Schwingung verwenden. Beriicksichtigt man, daB die Biegung am 
linken Ende (x = 0) gleich Null ist, so ergibt sich als Eigenfunktion 
des Feldes r 

Xr = ar(cosk x - cosh k:f) + crsinkx + drsinh k x, (e) 

worin ar , cr und dr willkiirliche Konstanten sind. Die aufeinander
folgenden Ableitungen von (e) sind: 

X; = -ark (sinkx + sinhkx) + crk coskx + drk coshkx, (f) 

X; = - a,. k2 (cos k x + cosh k x) - Cr k2 sin k x + dr k2 sinh k x . (g) 

Setzt man x = 0 in den Gln. (f) und (g), so folgt 

I Siehe E. R. Darnley: Phil. Mag. 41, 81 (1921). Siehe auch D. M. Smith: 
Engg.120, 808 (1925). . 

17* 
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Man sieht, daB Cr + dr der Neigung der Durchbiegungskurve und ar 
dem Biegungsmoment an der Auflagerstelle r proportional ist. Aus den 
Bedingungen fUr einfach unterstiitzte Enden kann nun a l = an + 1 = 0 
gefolgert werden. 

Beriicksichtigt man die Bedingungen am rechten Ende des Feldes r, 
so hat man 

(Xr)"'~lr = 0; (X~)"'~l, = (X~+1)"'~o; 
oder mit Benutzung von (e), (f) und (g) 

(h) 

-ar(sin klr + sinh kl,,) + crcosklr + dTcoshklr = CHI + dT+1' (k) 

ar(cos k 1" + cosh k l,,) + Cr sin k lr - dT sinh kIT = 2 an] . (1) 

Durch Addition und Subtraktion von (h) und (1) erhiHt man 

aT cos k lr + C r sin k lr = ar; cosh k 1 r - dr sinh k IT = ar + 1 ; 

daraus folgt, wenn sin kl" nicht Null ist, 

u,+ 1 --- a, cos k l,. 
C = . 

r sin k lr ' 
d = :-0,+ 1 +- ar cosh k lr 

r sinh k lr 
und 

(m) 

Cr + dT = ar(coth k 1,. - cot k lr) - ar+1 (cosech k lr - cosec k Ir). (11) 

Mit den Bezeichnungen 

coth k 1,.- cot k l,. = If", 

cosech k lr - cosec k lr = 'ljJT 
wird 

c,. + lir = (II' Ifr -- ar +] 'ljJr; 

ebenso gilt fUr das Feld r -+ 1 

Mit (m) und (p) geht Gl. (k) in 

a,.'ljJr - ar + I (lfr + Ifr+1) + a r +2'IjJr '1 = 0 
tiber. 

(0) 

(p) 

(q) 

Schreibt man ftir jeden inneren Sttitzpunkt eine derartige Glei. 
chung an, so ergibt sich folgendes System von (n - 1) Gleichungen: 

- a2 (If I + 1f2) -+ a3'IjJ2 = 0, 

a 2 'ljJ2 aa (lf2 -+ 1f3) -'- a4 'ljJ3 = 0 , 
(r) 

a,,-l 'IjJ"-1 - an (CPn-l + If,,) = o. 
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Geht man nun in der iiblichen Weise vor und setzt die Determi
nante dieser Gleichungen gleich Null, so folgt die Frequenzgleichung 
fiir die Schwingungen eines durchlaufenden Tragers. 

Danken wir uns z. B. einen dreifach gelagerten Trager, so besteht 
das System (r) aus nur einer Gleichung, 6 

und die Frequenzgleichung lautet 

oder 
rpl = -- rp2 . (s) 

Die Frequenzen der aufeinanderfolgenden 
Schwingungsarten erhiilt man aus der 2 

Bedingung 

rp (k 11) = - rp (k 12) . 1 

0/ --
1 

/ 
/ \\ 

Y -A\ iZ 
/ \ l;{ 
r----IZ / i"( 

r\ pi 

Zur Lasung diesel' transzendenten Glei
chung empfiehlt es sich, die ]'unktionen rp 
und - rp zu zeichnen. Abb. 134 gibt rp -
und - rp als Funktionen des in Graden 

-2 0 45 90 105 180 225 2700 

ausgedriickten Arguments kl wieder. Das 
Problem reduziert sich dann darauf, durch 

Abb.134. 

wiederholte Versuche eine ParaIlele zur x-Achse zu finden, die die 
Kurven rp und - rp in Punkten schneidet, deren Abszissen zueinander 
im gleichen Verhaltnis stehen wie die Langen der Felder. 

Nimmt man z. B. 11 : 12 = 6: 4,5, so crgibt sich als kleinste Wurzel 

k11 = 3,416 

und danach ist die Frequenz der Grundschwingung 

t - kfa _ 3,4162 1/EIg 
1 - 2 n - Tn Ii V F'Y . 

:Fiir die nachsthahere Frequenz erhalt man 

k II = 4-,787 . 

Die dritte Frequenz ist naherungsweise durch kll = 6,690 gegeben, 
so daB die aufeinanderfolgenden Frequenzen im Verhiiltnis 1 : 1,96: 3,82 
stehen. Wenn die Langen der Felder die Tendenz haben, einander 
gleich zu werden, so strebt die kleinste Wurzel nach Abb. 134 dem 
Wert k11 = kl2 =:?: zu. 1m FaIle del' Grundschwingung verhalt sich 
jedes Feld wie ein Stab mit frei gestiitzten Enden. Eine andere 
Schwingungsart ergibt sich unter der Annahme, daB die Tangente in 
den Zwischenlagern horizontal verlauft; dann verhiilt sich jedes Feld 
wie ein Stab mit einem eingespannten und einem einfach llnterstiitzten 
Ende. 
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1m FaIle dreier Felder erhalten wir aus (1') 

-a2(lPl + lP2) + a31jJ2 = 0, 

a21jJ2 - as (!Jl2 + lPs) = 0 

und die Frequenzgleichung lautet 

(CPl + CP2) (CP2 + CP3) - 1jJ~ = o. (t) 

Mit Hille von Tabellen 1 del' Funktionen cP und 1jJ laBt sich die 
Frequenz del' Grundschwingung aus (t) durch systematisches Probieren 
finden. 

44. El'zwungene Schwingungen eines Tragers mit frei 
gestiitzten Enden . 

.Allgemeines. 1m FaIle eines Tragers mit gestiitzten Enden ist del' all
gemeine Ausdruck fur Biegungsschwingungen durch Gl. (138) gegeben. 
Bezeichnet man die generalisierten Koordinaten mit qi' so ergibt die 
genannte Gleichung 

\1 . ~n:c 
Y = .LJ qiSlll--z- . 

1 

(a) 

Die Ausdriicke fiir die potentielle und die kinetische Energie findet 

man aus den GIn. (123) und (124), indem man sin i ~ x an Stelle 

von Xi setzt: 
co 1 

V -!~ '\7 2fi~n~. 2inxd,_Eln4)7'4 2 
- 2 ..:::.J qi Z4 SlIl Z X - 413 ..:.....; t q" 

1 0 1 

(143) 

OJ I 

T - F 1~ 2J . 2 f .' 2 ina: d' _ F y l )7 . 2 
- 2g 1 qi sill l .r - 4g "7' qi' 

o 
(144) 

'Venn stOrellde Kratte auf den Trager einwirken, so lautet die Lagrange
sehe Gl. (72) fiir eine beliebige Koordinate qi 

odeI' 

(b) 

,,"orin Qi die del' Koordinate qi entsprechellde gelleraliHlertc Kraft 

1 Solche Tabellen finuen sich in der 1:;. 2.'JU genullnten Arbeit von KH. Darn
ley. Eine andere Methode auf nomographisuher Grundlage wird in der S.259 
genannten Arbeit von D. M. S mi th gegeben; dort wird auch die Anwendung dieses 
Problems auf die Schwingung(·]l yon Konuensatorrohren gezeigt. 
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bezeichnet und a2 durch Gl. (1l7) gegeben ist. Die allgemeine Losung 
von Gl. (b) ist 

(c) 

Die ersten zwei Glieder in diesel' Losung stellen die durch die Anfangs
bedingungen bestimmten freien Schwingungen dar, wahrend das dritte 
Glied die durch die Storungskrafte verursachten Schwingungen dar
steUt. 

Pulsierellde Kraft. Als Beispiel wollen wir nun den Fall einer pulsie
renden Kraft P = Po sin nt} betrachten, 
die in del' Entfernung c vom linken La
ger angreift (s. Abb, 135). Wir fiihren eine 
generalisierte Kraft Qi ein, indem wir an
nehmen, daB die Koordinate qi einen kleinen 

:-c4P 
1i1--: -'-------!:.tt----X 
y Abb. 135~ 

Zuwachs Oqi erfahrt. Die entsprechende Durchbiegung des Tragers 
ist nach Gl. (a) 

. in x 
oy = oq;sm -Z ' 

und die von del' auBeren Kraft P bei diesel' Verschiebung geleistete 
Arbeit ist 

P " , inc 
uqi sm Z 

Damit ist 

Q P . i;r:c P' inc. 
i = . SII1-1- = 0 sln~TslIl n t} . (d) 

Setzt man dies in Gl. (c) ein und betrachtet nur den durch die 
pulsierende Kraft erzeugten Teil del' Schwingungen, so folgt 

_ ~ P 0' i n c ( .. , za _' 
qi - F 0,..111 I \., . 2 2Z4 sm n t )' \~~ .""1:"'a - n 

n Z5 . i2 n2 at) 
- '2 0 ('4' 2 2Z4) Rill Z'2 • 

~ n-a ~ n a - n 
(e) 

Setzt man dies m Gl. (a) ein, so ergibt sich 

. i;rc . i;rx 
00 sIn ~-l- sIn -z-
)~ 

--.]' i4 :1:4 a2 -- n:! l4 "in nt 
1 

(l45) 
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Wie man sieht, ist die erste Summe in diesel' Losung del' GroBe 
sin nt proportional. Sie hat dieselbe Periode wie die Storungskraft und 
stellt die erzwungenen Schwingungen des Tragers dar. Die zweite 
Summe stellt die durch die Wirkung del' Kraft hervorgerufenen 
freien Sch wingungen des Tragers dar. Diese letzten Schwingungen 
werden durch Widerstande verschiedener Art allmahlich abgedampft, 
und nur die durch 

. i7CC . inx 
2gPo l3 OJ sm-Z-sln-Z 

Y = "F-y Y! 2 sinnt _ i4 n 4 a2 - n Z4 
1 

(f) 

gegebenen erzwungenen Schwingungen sind von praktischer Bedeutung. 
Wenn sich die pulsierende Kraft P sehr Iangsam andert, so ist n 

eine sehr kleine GroBe, und n 2 l4 kann im Nenner der Reihe (f) ver
nachlassigt werden. Dann ist 

odeI' unter Verwendung von Gl. (117) 

2PZ3 ~1 1 . l:nc . inx 
Y = E I n4 .L.J 14 :illl -Z- Slll -I . 

1 

(j) 

(g) 

Diesel' Ausdruck stellt die statische, durch die Last P bewirkte Durch
biegung des Tragers dar 1. 1m speziellen Fall, daB die Kraft P in der 

M· 'k' l d' hIt 1tte Wlr t, 1st c = -2' un Wlr er a en 

2Pl"(.nx 1.37CX 1.D7CX 
Y = Eln4 ,sIn -Z- - 34 SlIl- l + 54 sm-t -- . ) . (h) 

Die Roihe konvergiert sohI' rasch und ergibt bereits einen brauchbaren 
Naherungswert fur die Durchbiegungen, wenn man nur das erste 
Glied llimmt. Auf diesem Wege findet man fur die Durchbiegung in 
del' Mitte: 

2P Z3 PZ" 
(Y)J;={ = EI7C4 = 48,7EI' 

Diese Naherung ist mit einem Fehler von eh:a 1,5% behaftet. 
Bezeichnet man mit (J.. das Verhaltnis del' Frequenz der Storullgs

kraft zu der Frequenz deT' freien GrllndRchwingnng, so erhiiIt man 

nZ2 

rJ. =--2' a7C 

und die Reihe (f), die erzwungene Schwingungen darstellt, nimmt die 

1 Siehe Fcstigk('it~lph 1'(' S. 1:2+. 
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Gestalt . inc . in x 
00 SIn --SIn --

_ 2 P sinntZ" 'I _Z __ ~ 
Y - 0 E I n4 4J i4 - rx2 

1 

an. Wirkt die pulsierende Kraft in der Mitte, so ergibt "ich 

8m - SIn -- - SIn -~-( 
. nx . 3nx . 5nx ') 

2Po sinnt/-' 1 1 1 
Y = ~4 - 1 _ rx2 - 34 _ rx2 + 54 _ rx2 • ••. (k) 

FUr kleines (t. stellt das erste Glied dieser Reihe die Durchbiegung mit 
ziemlicher Genauigkeit dar und durch Vergleich von (k) und (h) er
kennt man, daB das Verhaltnis der dynamischen Durchbiegung zur 
statischen naherungsweise gleich ist 

Yd 
y, 

1 
1 - rx2 . 

(I) 

Wenn z. B. die Frequenz der storenden Kraft viermal so groB ist 
wie die Frequenz der Grundschwingung, so ist die dynamische Durch
biegung ungefahr um 6 % groBer als die statische. 

Dank der Tatsache, daB die Schwingungsprobleme bei Stab en 
durch lineare Differentialgleichungen dargestellt werden, kann man 
das Prinzip der Superposition anwenden, wenn mehrere pulsierende 
KrliJte am Trager angreifen, d. h. die resultierende Schwingung ergibt 
sich dann durch Superposition der durch die einzelnen Krafte erzeugten 
Schwingungen. Der Fall von stetig verteilten pulsierenden Kraften 
laBt sich auch in gleicher Weise erledigen; man muB nur die Summa
tion durch eine Integration Jangs des Tragers ersetzen. Nehmen wir 
z. B. an, daB der Trager eine gleichfOrmig verteilte Last von der Intensitat 

q = qosin nt 

triigt. Ein derartiges Belastungsverhaltnis herrscht z. B. bei der Trieb
stange einer Lokomotive unter der Einwirkung transversaler Tragheits
kriifte. Um die Schwingungen zu bestimmen, setzt man qodc an Stelle 
von Po in Gl. (f) ein und integriert dann diese Gleichung nach c 
von c = 0 bis c = l. So erhalt man 

. i;r; x 
00 RIn--

'*- Y '10 l' \' 1 . 
Y=-F~~'::::" ·(·442 2l,f)Slnnt. yn l~~na-n 

(m) 

Wenn die Frequenz der Last im Vergleich zur Frequenz der Grund
schwingung des Stabes sehr klein ist, so kann man das Glied n 2 l4 

im Nenner der Summe (m) vernachlassigen und erhalt 

_ '*- g l4 Sill -Z- SIn --z- - SIn -z -(
'. :z; x . 3:rt X • 5 n x; )' 

Y-Eln5 }5-+~- +~ +... . (n) 

Diese sehr rasch konvergierende Reihe stellt die durch eine gleich-
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formig verteilte Last q hervorgerufene statische Durchbiegung dar. Fur 

die Durchbiegung in der Mitte erhalten wir, indem wir x = ~ setzen, 

4gl' ( 1 1 ) 
(y)z=~ = Eln5 1 - 35 + 55 - ••.. (p) 

Wenn wir nur das erste Glied dieser Reihe beriicksichtigen, so erhalten 
wir die Durchbiegung in der Mitte mit einem Fehler von ungefahr 1 % . 
1st die Frequenz der pulsierenden Last nicht geniigend klein, urn die 
Anwendung der statischen Gleichung zu rechtfertigen, so laBt sich die
selbe Methode anwenden, die wir fiir den Fall einer Einzelkraft benutzt 
haben, und wir gelangen zu der durch Gl. (1) gegebenen Darstellung. 

Bewegte konstante Kraft. Wenn sich eine konstante vertikale 
Kraft P langs eines Tragers bewegt, so erzeugt sie Schwingungen, 
die sich durch Anwendung der allgemeinen Gl. (c) ohne Schwierigkeit 
berechnen lassen. Es sei v die konstante Geschwindigkeit der bewegten 
Kraft und die Kraft moge zu Beginn (t = 0) am linken Lager angreifen; 
dann ist in einem beliebigen Zeitpunkte t = tl die Entfernung dieser 
Kraft vom linken Lager vtl' Um die generalisierte Kraft Qi fiir diesen 
Fall zu bestimmen, nehmen wir an, daB die Koordinate qi im all
gemeinen Ausdruck (a) fiir die Durchbiegungskurve einen unendlich 
kleinen Zuwachs ~qi erfahrt. Die von der Kraft P bei dieser Verschie
bung geleistete Arbeit betragt 

• .I> .I> • i"vt1 
P (uY)x=vt, = P uqi sm Z . 

Daraus ergibt sich die generalisierte Kraft zu 

Q P . in vtl 
i = sln-Z-' 

Setzt man dies in das dritte Glied des Ausdruckes (c) ein, so findet 
man fiir die durch das bewegte Gewicht hervorgerufenen Schwingungen 
folgenden Ausdruck 1 : 

. inx 
C/O Sln--

2gPZ" \) 1 . i"vt 
Y = F Y n2 LJ i2 (i2 17,2 a2-= V2Z2) sm -Z-

I 

. i17, x 
00 Sln--

2gPZ4 v \7 Z . i2 n 2 at 
- FY17,3a, LJ i:'(i2-n2a2- v2l2)SlIl-12--. 

1 

( 14(j) 

1 Dieses Problem ist von praktischer Bedeutung fiir die Untersuchung von 
Briickenschwingungen. Seine erste Losung stammt von A. N. Kriloff, Mitglied 
der Akademie der Wissenschaften in Petersburg; siehe Math. Ann. 61 (1905). 
Siehe auch die Arbeit des Verfassers in Bull. Polytechn. !nst. Kiew 1908 [deutsche 
ti'bersetzung in Z. Math. Phys. 59 (1911)]. Prof. C. E. Inglis kam in den Proc. 
Inst. Civ. Engs. 218, London 1924, zu gleichcn Resultaten. Siehe auch die Arbeit 
von H. H. J effcott: Phil. Mag. (Ser. 7), 8, 66 (1929). In dieser Arbeit wird die 
Tragheit der bewegten Last beriicksichtigt. R I. C. How 1 and: Transverse Oscilla
Hons in Girders. Inst. Oiv. Rngs. London 1924. 
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Die erste Reihenentwicklung in dieser Losung stellt erzwungene, die 
zweite freie Schwingungen des Tragers dar. 

Wenn die Geschwindigkeit der bewegten Kraft sehr klein ist, so diir
fen wir in der obigen Losung v = 0 und vt = c setzen; dann ist 

Dies ist die statische Durchbiegullg des Balkens, verursacht durch die 
in der Entfernung c vom linken Lager angreifende Last P [so G1. (j)]. 
Mit del' Bezeichnung 

(q) 

lassen sich die erzwungenen Schwingungen in der allgemeinen L6-
sung (146) in folgender Form darstellen: 

. inx . in~'t 
. 2PP ; 8m - r-sm-z-

y = E I n4.1J i2(i2 - 0(2) 
1 

(1') 

Es ist interessant zu bemerken, daB diese Durchbiegung vollstandig 
iibereinstimmt mit der statischen Durchbiegung eines Tragers 1, auf 
den auBer der in der Entfernung c = vt vom linken Lager angreifenden 
Querlast P noch ein Axialdruck S einwirkt, der so gewahlt ist, daB 

8 S l2 2 -- = ------ = oc S,., EI:rr2 • 
(8) 

Hierin bezeiehnetSkr diekritische odeI' Knick belastungdes Tragers. 
Aus den GIn. (s) und (q) erhalten wir 

Sl" v2 l2 

E 17Tf" a2 ;1;2 

odeI' 
v2 F I' S=--. 

g 
(t) 

Die Wirkung diesel' Kraft auf die statische Durchbiegung des 
durch P belasteten Tragers ist aquivalent del' Wirkung del' mit einer 
gewissen Geschwindigkeit bewegten Kraft P auf die die erzwungenen 
Schwingungen darstellende Durchbiegung (1'). 

Wachst die Geschwindigkeit v, so kann ein Zustand erreicht wer
den, bei dem einer der Nenner in den beiden Summen von (146) gleich 
Null wird und Resonanz eintritt. Nehmen wir z. B. an, daB 

(u) 

1 Siehe des Verfassers Festigkeitslehre, S. 151. Durch Verwendung des 
bekannten Ausdruckes fiir die statische Durchbiegungskurve erhalt man einen 
geschlossenen Ausdruck fiir die durch die Reihe (r) dargesteUte Funktion. 
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In diesem Falle wird die Periode der Grundsehwingung, die sonst 

gleieh 2 12 ist, gleieh ~, also doppelt so groB wie die Zeit, welehe 
an v 

die Kraft P zur Ubersehreitung des Tragers braueht. Die Nenner 
der ersten Glieder in den beiden Summen (146) werden hei der An. 
nahme (u) gleieh Null und die Summe dieser heiden Glieder wird 

. nvt Zv. :r,2at 
2gPP . nx Slll-Z- - na Slll----z2--
--- SIn - - - ------
F Y n 2 Z n 2 a 2 -- V 2 Z2 

Dieser Ausdruek hat die Gestalt g und laBt sieh in der iihliehen Weise 
folgendermaBen umformen (s. S.15) 

Pg nvt . nx Pgl. nvt . nx ( ) - ----teoR--sln-+ ----sm--sln-. v 
y F n v 1 1 y F n 2 v2 Z Z 

Dieser Ausdruek erreieht sein :Maximum fiir 

und ist dann gleieh 

I 
t =-

v 

PgZ (. nvt nvt nvt) . nx PP. nx 
yFn2v2 ,sm z- - -[-eos z- t=~ sm -z- = Eln3 sm -z-· (w) 

" 
Beriieksiehtigt man, daB der Ausdruek (v) eine brauchbare Nahe

rung fiir die dureh G1. (146) gegebene dynamisehe Durehbiegung 
darstellt, so kann man sehen, daB die maximale dynamisehe Dureh
biegung bei del' Resonanzbedingung (u) um ungefahr 50% groBer ist 
als die maximale statisehe Dnrehbiegung, die gleieh ist 

PI:' 
48lE I . 

Es ist interessant zu bemerken, daB das .Maximum del' dynamisehen 
Durehbiegung in dem Augenbliek eintritt, in dem die Kraft P den Trager 
verlaBt. In diesem Augenbliek ist die Durehbiegung unter del' Kraft P 
gleiehNull und daherversehwindet auehdieArbeit, diedieseKraft bei del' 

~.~ 
I ~x 
y Ahb.136. 

Uberquerung des Tragers geleistet hat. Um zu 
erklaren, woher die wahrend des Uberganges del' 
Kraft P im sehwingenden Trager angesammelte 
Energie kommt, nehmen wir an, daB keine 
Reibung vorhandell ist und daB del' Trager 
eine Reaktion R in del' K ormalriehtung ausiibt 

(Abb.lati). Fiir diesen Fall folgt aus del' Gleichgewiehtsbedingung, 

claB eine horizolltale Kraft von del' GroBe P ~-~- vorhanden sein mnB. 

Die von dim~er Kraft wii,hrcnd ihr8R Ubel'gango,; tiber den Trager ge-
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leistete Arbeit ist 
1) 

TV = -fP(:Y)Vdt. 
x x=~t o 

Setzt man hierin den Ausdruck (v) fiir y ein, so folgt 

I 

" 
TV p.2g f(' ~vt ~&t ~vt, 7lvt 

= - yp:n; v2 SIn -I - - 1-- ('as 1---) cos -z- v dt 
o 

oder, wenn man die GIn. (u) und (117) beriicksichtigt, 

n 2 P 2 1;) 
TV c~4 Eln'· 

Dieser Arbeits bet rag ist nahezu gleich 1 dem Betrag del' potentiellell 

Energie der Balkenbiegung im Zeitpunkt t = + 
Bei Briicken ist die zum Dberqueren erforderliche Zeit gegen

iiber der Periode der Eigenschwingung gewohnlich graB, und die durch 
Gl. (q) gegebene GroBe (X2 ist klein. Wenn wir nun von jeder der in 
Gl. (146) auftretenden Reihen nur das erste Glied beibehalten und an
nehmen, daB sich im ungiinstigsten FaIle die Amplituden der erzwun
genen und freien Schwingungen addieren, so erhalten wir fiir das 
Maximum der Durchbiegung 

2 g P13( 1 vi 1 \ 
Ymax = y-P n 2 n2(t2=-- v2 l2 + an n 2 a2 _v2-Z2 ) 

2 P 13 1 + (J. 2Pl" 
(147) 

Dieser Wert fiir das Maximum der dynamischen Durchbiegung ist etwas 
zu groB, da bei der obigen Dberlegung die Dampfung ganz vernach
Uissigt wurde. 

DurchAnwendung des Superpositionsprinzips laBt sich das Problem 
auch im FaIle eines Systems von konzentrierten bewegten Maften 

1 Die potentielle Energie des uurch die in der Mitte angreifende Kraft P 
gebogenen Tragers betragt 

P 2 13 W 
r =96E lund T = 2,4:{. 

Dieses Verhaltnis ist nahezu gleich dem Quadrat des Verhaltnisses der dynamischen 

zur statischen Maximaldurchbiegung, wofiir sich der Wert (!~) 2 = 2,38 ergibt. 

Der Unterschied ist auf die Schwingungen hoherer Ordnung in der Durchbiegungs
kurve zurUckzufiihren. 
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und ebenso im FaIle von bewegten verteilten Kraften ohne Schwie
rigkeiten lOsen 1. 

Bewegte pulsierende Kraft 2. Wir betrachten nun den Fall einer 

~: ::]51 :--.. pulsierenden Kraft, die sich mit einer 
_ ~'1 konstanten Geschwindigkeit v langs des 

1'1:--,-A~¥:""-"-----"""""1' Tragers fortbewegt. Etwas Derartiges 
I '7iut~ 1 tritt z. B. ein, wenn eine nicht aus-
I"" --------;"."', balancierte Lokomotive uber eine Brucke 

Abb.137. 
fahrt (Abb. 137). Die von del' mangelnden 

Ausbalancierung herruhrende Vertikalkomponente del' Fliehkraft P ist3 

Pcos wt1 , 

worin w die Winkelgeschwindigkeit des Triebrades bedeutet. Die 
gleiche SchluBweise wie fruher fUhrt auf den folgenden Ausdruck 
fUr die del' generalisierten Koordinate qi entsprechende gene· 
ralisierte Kraft: 

Setzt man dies in das dritte Glied del' allgemeinen Losung (c) ein, 
so folgt 

I 
. (~nv ) 

p t" ~. in x sm'r + OJ t 
Y = EI4 2.J sm -r '4 (fJ"..L· -)2 n 1 l-~ It.O'; 

. (in v ) 
sm \ y" - OJ t 

+i4 - (fJ .. - irx)2 

(148) 

wonIl 
vl 212 

(J.. = ,- das Verhaltnis det' Periode T del' Grundschwingung 
an na 

des Tragers zum Doppelten del' Zeit T 1 =.J.., welche die Kraft P v 
zum Uberschreiten des Tragers braucht, 1st, wahrend 

(J =!.... das Verhiiltnis del' Periode del' Grundschwingung des 
To - ') 

Tragers zur Periode T 2 = ~ n del' pulsierenden Kraft bedeutet. 
('J 

Wenn die Periode T2 del' pulsiol'cnden Kraft gleich del' Pel'iode T del' 
Grundschwingung ist, daun ist {J = 1, und die Bedingung fUr die Ent
"tehung del' Resonanz i"t orfullt. Die Schwingungsamplitude wird 

1 Siehe die obengenannte Arbeit des Vcrfasser,. 
2 Siehe die Arbeit des VCIfassers in Phil. Mag. 43, 1018 (1922). Siehe auch 

die Arbeit von C. E. Inglis: Proc. Roy. Soc. (Serie A), 118, 60 (1928). 
3 Es wird angenommen, daB die Fliehkraft lIur Zeit tl "~ 0 nach abwarts 

gerichtet ist. 



Bruekensehwingungen. 271 

wahrend del' Bewegung del' pulsierenden Kraft allmahlich zunehmen 

und ihr Maximum in dem Augenblick t = ~ erreichen, wo sich das v 
erste Glied (fUr i = 1) in del' Reihe (148), das den wichtigsten Teil 
von y darstellt, auf die Form 

1 2P I:] . "x . 
-7. E In' :·nn -z sm w t 

reduzieren laBt und die maximale Durchbiegung durch die Formel 

1 2P13 2Tl 2Pl3 
bmax = 7. 'l.Ej-,,4 = --T'E!,,' (149) 

gegeben i~t. lnfolge der Tatsach(', <laB in den wirklich vorkommen
l 

den Fallen das Zeitintervall "I = - gegeniiber der Periode " del' v 
Eigenschwingung· groB ist, wird das durch die pulsierende Kraft P er
zeugte Maximum del' dynamischen Durchbiegung um ein Vielfaches 

"B . 1 d' D hb' "2 P l" d' d lb K f gro er sem a s Ie urc Iegung E T;i4' Ie von erse en ra t erzeugt 

wiirde, wenn sie statisch in der Mitte des Tragers angriffe. Einige 
Anwendungen del' Gl. (149) zur Berechnung del' StoBwirkung bei 
Briickcn wird del' nachste Paragraph bringen. 

45. Hl'iiekensehwingungen. 

Es ist (,lUe bekannte Tatsache, daB eine rollende Last in Briicken 
Hnd Tragern groBere Biegung und groBere Spannungen hervorruft 
wie eine statisch wirkende Kraft von gleicher GLoBe. Diesel' "StoB
effekt" von bewegten Lasten ist bei Briicken praktisch von groBer 
Bedeutung, und viele Ingenieure haben an del' Losung dieses Problems 
gearbeitetl. Die an Briicken beobachteten StoBersJheinungen riihren 
'"on verschiedenen Ursachen her, von denen hier folgende besprochen 
werden sollen: 

1. die dynamische Wirkung einer l'uhig bewegten Last; 
2. die StoBwirkung del' Gegengewichte in den Lokomotivtrieb

radel'n und 
3. del'- StoBeffekt, del' von den UnregelmaBigkeiten des Gleises 

und den flachen Stellen del' Rader herriihrt. 
Dynamische Wirkung einer ruhig bewegten l\lasse. Bei del' El'

orterung dieses Problems werden wir zwei extreme FaIle betrachten: 
1. den Fall, daB die Masse der bewegten Last gegeniiber del' 

)bsse des Tragers, d. h. des Fahrbahn- odeI' Gleistragers, groB ist und 

1 Die Gesehiehte dieses. Problems ist im bekannten Werk von CI e b se h, Theorie 
der Elastizitat fester Karper, eingehend erartert. Siehe die FuBnote S. 597 der von 
St. V en an t besorgten franzasischen Bearbeitung. Paris 1883. 
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2. den Fall, daB die Masse del' bewegten Last gegeniiber del' Masse 
del' Briicke klein ist. 

Im ersten Falle darf man die Masse des Tragers vernachlassigen. 
IE----I--l-------; ... ~I Dann wird bei jeder Lage del' Last 
r.:.=---,...---'!:-.;------::::..I:I- X die Durchbiegung des Tragers unter 

Abb.138. 

aus del' bekannten 

del' Last dem Drucke R, den die 1'01-

lendeLast P auf den Trager ausiibt 
(Abb. 138), proportional sein und sich 

Gleichung del' statischen Durchbiegung 

Rx2 (1- X)2 
Y = -----:flEI (a) 

berechnen lassen. Um den Druck R zu ermitteln, muB man zu del' 

rollenden Last P die Tragheitskraft -: ~2t~ addieren. Nimmt man 

an, daB sich die Last langs des Tragers mit der konstanten Ge
schwindigkeit v fortbewegt, so fll'halt man 

dy dy d2 y d2 y 
de = vdi; dt2 = v2 dx2 

und del' Druck auf den Trager ist 

R=P(I- ~2:~). (b) 

Setzt man dies in Gl. (a) ein, so folgt 

y = P (1 _ VB d2y) !~ (1- X)2 
• (J dx2 3lEl . (150) 

Diese Gleichung bestimmt den geometrischen Ort del' Beriihrungs
punkte del' bewegten Last mit dem Trager 1. Eine NaherungslOsung 
del' Gl. (150) ergibt sich, wenn man annimmt, daB die gleiche Kurve 
auch bei del' Geschwindigkeit Null (v = 0) entsteht, und 

p x2 (l- :1:)2 

3lEl 

an Stelle von y in del' rechten Seite diesel' Gleichung setzt. Dann laBt 
sich durch einfache Rechnungen zeigen, daB y ein Maximum wird, 
wenn sich die Last in der Mitte del' Spannweite befindet, und del' maxi
male Druck wird gleich sein 

_ (_ v2 .!..!., 
Rmax - P 1 + (J :~ E l) - (c) 

Das Maximum der Durchbiegung in der Mitte des Tragers wachst 

1 Diese Gleichung wurde von Willis aufgestellt: Appendix to the Report 
of the Commissioners ... to inquire into the Application of Iron to Railway Struc
tures. London 1849. 
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im gleichen MaBe wie der darauf wirkende Druck, so daB 

(151) 

Diese NaherungslOsung der Gl. (150) ist fiir praktische Anwendungen 
hinreichend genau, wie der Vergleich mit dem Ergebnis eines exakten 
Losungsverfahrens zeigt 1. Das zweite Glied im Klammerausdruck ist 
gewohnlich sehr klein und der "dynamische Effekt" praktisch be
deutungslos. 

1m zweiten FaIle, in dem die Masse der Last gegeniiber der Masse 
der Briicke klein ist, kann man die bewegte Last mit geniigender 
Genauigkeit durch eine bewegte Kraft ersetzen und die in §44 gegebenen 
Resultate verwenden. Nehmen wir z. B. an, daB fiir drei verschiedene 
Eisenbahnbriicken mit Spannweiten von 18 m, 36 m, 108 m die Fre
quenzen der Eigenschwingungen durch folgende Tabelle 2 gegeben sind: 

l= 18m 36m 108m 

/= 9 5 2 
(1X).-s6mprosec= 1 1 1 

Tf T1r 1.2" 

Die in der 3. Zeile angegebene GroBe IX stellt fUr die Geschwindig
keit v = 36 m/sec das Verhaltnis der Periode der Grundschwingungzum 

Doppelten der Zeit'; dar, die die Last zur Uberquerung des Tragers 
V, 

braucht. Nun erkennt man 3 auf Grund der Losung (147), daB das 
von der dynamischen Wirkung herriihrende Anwachsen der Durch
biegung fiir eine Spannweite von 18 m und bei einer sehr hohen Ge
schwindigkeit ungefahr 12 % ausmacht und daB dieser Wert mit ab
nehmender Geschwindigkeit und zunehmender Spannweite noch kleiner 

1 Die exakte Losung der Gl. (150) gab G. G. Stokes an, siehe Math. Phys. 
Papers 2, 179. Dasselbe Problem wurde auch von H. Zimmermann erortert, 
siehe Die Schwingungen eines Tragers mit bewegter Last. Berlin 1896. Es ist zu 
bemerken, daB sich die Integration der Gl. (150) auch numerisch mit Hilfe der 
oben angegebenen Methode ausfiihren laBt. Auf diesem Wege erhielt· Prof. 
N. P. Petroff LOsungen fiir einen Trager mit elastischen Auflagern und fiir durch
laufende Trager, siehe Mem. Russ. Imp. Techn. Soc. 1903. 

II Einige experimentelle Daten iiber Schwingungen von Briicken finden sich 
in folgenden Arbeiten: Biihler, A.: StoBwirkungen bei eisernen Eisenbahn
briicken. Druckschrift zum Intern. KongreB fiir Briickenbau, ZUrich 1926 und 
Hort, W.: StoBbeanspruchungen und Schwingungen, Die Bautechnik, Berlin 
1928. Bernhard, R.: Z. V. d. 1.73, 1675 (1929). Rep. Bridge Stress Committee, 
Dept. Scientific Industr. Res., London 1928. Streletzky, N.: Ergebnisse der 
experimentellen Briickenunteruchungen. Berlin 1928. 

3 Die Briicke wird hier als einfacher Trager mit konstantem Querschnitt 
betrachtet. Schwingungen von Fachwerktragern wurden untersucht von H. Reiss
ner: Z. Baut. 53, 135 (1903) und E. Pohlhausen: Z. ang. Math. Mech.l, 28 
(1921 ). 

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 18 
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wird. Wenn mehrere bewegte Lasten an der Briicke angreifen, so muB 
man die ihnen entsprechenden Schwingungen superponieren. Nur im 
Ausnahmefall des Synchronismus dieser Schwingungen wird der resul
tierende dynamische Effekt auf das System der Summe der Effekte 
der einzelnen Lasten gleich sein und das von diesem Effekt herriihrende 
Anwachsen der Durchbiegung in gleichem Verhiiltnis wie fiir eine einzelne 
Last stattfinden. Aus diesen Beispielen ersieht man, daB die dynamische 
Wirkung einer sich ruhig bewegenden Last keinwichtiger Faktor ist 
und auch im ungiinstigsten Fall 10 % kaum iibersteigt. Viel bedeutendere 
Wirkungen konnen, wie wir sehen werden, durch pulsierende Krafte 
erzeugt werden, die von rotierenden Gegengewichten an Dampfloko
motiven herriihren. 

Sto.Bwirkungen nicht ausgeglichener Massen. Die ungiinstigsten 
Ve~haltnisse treten im FaIle der Resonanz ein, wenn namlich die Dreh
zahl der Triebrader der Frequenz einer Eigenschwingung der Briicke 
gleich wird. Fiir Briicken mit kurzer Spannweite ist die Frequenz 
der Eigenschwingung gewohnlich so hoch, daB bei jeder praktisch mog
lichen Geschwindigkeit Synchronismus der pulsierenden Last und der 
Eigenschwingung ausgeschlossen ist. Nimmt man z. B. 6 Umdrehun
gen der Triebrader pro Sekunde als obere Grenze an und legt als die 
Frequenzen der Eigenschwingung die Zahlen der obigen Tabelle zu
grunde, so sieht man, daB fiir Spannweiten kleiner als 30 m Resonanz 
kaum moglich ist. Fiir groBere Spannweiten muB man Resonanz
wirkungen beriicksichtigen und den StoBeffekt aus Gl. (149) berechnen. 
Es sei 

PI der von den Gegengewichten herriihrende maximale Ge
samtdruck auf das Gleis, wenn die Triebrader eine Umdrehung pro 
Sekunde machen, 

n die Gesamtzahl der Umdrehungen der Triebrader wahrend des 
Briickenii berganges. 

Dann ist die von der StoBwirkung herriihrende zusatzliche Durch
biegung nach Gl. (149) gleich 

(152) 

Bei der Berechnung des von den unausgeglichenen Gewichten her
riihrenden StoBeffektes haben wir offenbar folgende Faktoren zu be
riicksichtigcn: 

1. die durch die Kraft PI bewirkte statische Durchbiegung, 
2. die Periode T der Eigenschwingung der Briicke und 
3. die Anzahl n der Umdrehungen. 

AIle diese GroBen werden in den beim Briickenentwurf angewandten 
auf den StoB beziiglichen Formeln gewohnlich unberiicksichtigt gelassen. 
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Um eine Vorstellung von der GroBe dieses StoBeffektes zu gewinnen, 
wollen wir die Gl. (152) auf ein numerisches Beispiel!, gegeben durch 
eine Lokomotive, die eine etwa 36 m lange Briicke iiberquert, anwenden. 
Unter der Annahme, daB die Lokomotive durch eine iiber die Lange 
von 4,5 m gleichfOrmig verteilte Last von 21800 kg pro Meter und der 
der Lokomotive vorangehende und angehangte Eisenbahnzug durch eine 
gleichfOrmig verteilteLast von 8200 kg pro Meter ersetzt werden darf, be
tragt die maximale zentrale Durchbiegung jedes Tragers naherungsweise 

E~l:4 . 125000. Dieselbe Durchbiegung betragt, wenn sich die Lokomotive 

dem Auflagerpunkt nahert und der Eisenbahnzug die Briicke vollig 

bedeckt, ;/:4.94000. Nimmt man die Drehzahl n gleich 8 und den 

maximalen pulsierenden Druck auf jeden Trager beim Eintritt der Re. 

sonanz gleich P~ = 8500 kg an, so ist die zusatzliche Durchbiegung 
1: 

nach Gl. (152) gleich E2/:4' 136000. Addiert man diese zu der oben 

fiir eine sich dem Briickenende nahernde Lokomotive berechneten 
statischen Durchbiegung, so erhalt man fiir die gesamte Durchbiegung 

in der Mitte E2/:4' 230000. Vergleichen wir dies en Wert mit der oben 

angegebenen maximalen statischen zentralenDurchbiegung ; ~ :4.125000, 

so sehen wir, daB die durch die StoBwirkung erzeugte zusatzliche 
Durchbiegung in diesem Fane ungefahr 84 % betragt. Wird die Dreh. 
zahl n gleich 6 genommen und wieder Resonanz vorausgesetzt, so 
erhalt man fiir dasselbe numerische Beispiel eine VergroBerung der 
Durchbiegung um 56 % . 

1m Fane von Briicken mit kiirzerer Spannweite, bei denen die Frequenz 
der Eigenschwingung bedeutend groBer ist als die sekundliche Dreh. 
zahl der Triebrader, erhalt man eine brauchbare Naherung, indem 
man nur das erste Glied in den Summen (148) beriicksichtigt und die 

ungiinstigste Annahme macht, namlich die, daB zur Zeit t = 2lv ' wo 

die pulsierende Kraft die Mitte der Spannweite erreicht, sin Clv + w) t 

und sin CJT,lV - w) t gleich 1, sin n~:t dagegen gleich -1 wird. Dann 

betragt die zusatzliche Durchbiegung nach (148) 

Pl3 (1 1 oc OC) 
E I n 4 1 - (fJ + OC)2 + 1. - (fJ - OC )2 + (1 - fJ)2 - oc2 + (1 + fJ)2 - oc2 

2Pl3 l-oc 

E I n 4 [1 - fJ (1 + ;) ] [1 + fJ (1 - ;) J. (153) 

1 Die numerischen Daten sind der friiher erwi:ihnten (siehe S. 266) Arbeit von 
C. E. Inglis entnommen. 

18* 
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Betrachten wir z. B. eine Briicke von 18 m Spannweite und nehmen 
wir dieselbe Art der Belastung wie im vorigen Beispiel an, so betragt 

das Maximum der statischen Durchbiegung naherungsweise ;}~. 78500. 

Wenn die Triebrader 6 Umdrehungen pro Sekunde machen, so ist das 
Maximum der auf den Trager wirkenden nach abwarts gerichteten Kraft 
85oo·(~)11 = 12200 kg. Nimmt man die Frequenz der Eigenschwingung 
der Briicke gleich 9 an, so erhalt man aus G1. (153) 

213 213 

«5 = Eln'(12200.2,57) = Eln431500. 

Daraus ergibt sich 

dynamisohe Durchbiegung = 78,5 + 31,5 = 1 40 
statische Durchbiegung 78,5 ,. 

Die StoBwirkung der Gegengewichte betdigt in diesem Fa1le 40%. 
Aus der oben entwickelten Theorie erkennt man, daB im allge

meinen der heftigste StoBeffekt bei den kiirzesten Spannweiten ein
tritt, bei denen Resonanzerscheinungen vorkommen konnen; das sind 
bei den obigen Annahmen Spannweiten von etwa 30 m; denn in diesem 
FaIle tritt die Resonanz gerade dann auf, wenn die pulsierende Kraft 
am groBten ist. Mit der wachsenden Spannweite sinkt die kritische 
Geschwindigkeit und ebenso die GroBe der pulsierenden Last; daher 
verringert sich auch der StoBeffekt. Fiir sehr groBe Spannweiten, bei 
denen die Frequenz der Grundschwingung klein ist, wird Synchronismus 
der pulsierenden Kraft mit der zweiten Schwingungsart, die in der 
Mitte der Spannweite einen Knoten hat, theoretisch moglich, und aus 
diesem Grunde kann bei einer Geschwindigkeit, die ungefahr viermal 
so groB wie die erste kritische Geschwindigkeit ist, eine VergroBerung 
des StoBeffektes eintreten. 

Es ist zu bemerken, daB sich alle unsere Berechnungen auf die 
Annahme griinden, daB sich eine pulsierende Kraft iiber die Briicke 
bewegt. In wirklichen Fallen handelt es sich um ro1lende Massen, 
die, wegen der wechselnden Lage der Last, Anderungen der Eigen
frequenzen der Briicke bewirken. Diese Veranderlichkeit der Eigen
frequenzen, die besonders bei kurzen Spannweiten zur Geltung kommt, 
ist sehr giinstig, denn die pulsierende Last wird nicht mehr wahrend 
der ganzen Zeit des Bruckeniiberganges Resonanz ergeben und die 
sich anhaufende Wirkung wird nicht so betont sein, wie es die obige 
Theorie angibt. Aus Experimenten des "Indian Railway Bridge Com
mittee"! ersieht man, daB das Maximum der Durchbiegung im all
gemeinen dann eintritt, wenn die Maschine ungefahr zwei Drittel der 

1 Siehe Bridge Sub·Committee Rep. 1925. Calcutta: Gouvernement of India 
Central Publication Branch. Techn. Paper 1926, Xr.247. 
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Spannweite iiberquert hat, und daB der maximale StoBeffekt nur 
ungefahr ein Drittel des durch Gl. (152) gegebenen Wertes betragt. 
Es ist ferner zu bemerken, daB der StoBeffekt der Kraft PI proportional 
ist und somitvon der Art der Maschine und der Art der Auswuchtung 
abhangt. Wahrend bei einer schlecht ausgeglichenen Zweizylinder
maschine die Kraft PI mehr als 450 kg* betragen kann, laBt sich bei 
elektrischen Lokomotiven vollkommener Ausgleich erreichen und 
wechselnder Gleisdruck vermeiden. Diese Beseitigung des StoBeffektes 
kann als Entschadigurig fiir das Steigen des Achsdruckes bei den 
modernen schweren elektrischen Lokomotiven angesehen werden. 

StoBwirkungen, die VOn UnregelmaBigkeiten des Gleises und flaehen 
Stell en der Rader herriihren. UnregelmaBigkeiten, wie Vertiefungen in 
den Schienen, Schienenverbindungen, flache Stellen an den Radern usw., 
konnen an bedeutenden StoBwirkungen Schuld tragen, die insbesondere 
im Faile kurzer Spannweiten an Bedeutung gewinnen konnen. Wenn 
die Form der Vertiefungen im Gleis und der flachen Stellen an den 
Radern durch eine sanft verlaufende Kurve gegeben ist, so kann der 
zusatzliche Raddruck auf das Gleis mit Hilfe der Methode berech
net werden, der wir uns bereits bedient haben, urn den EinfluB von 
StraBenunebenheiten auf die Schwingungen des Fahrzeuges zu unter
suchen (s. S. 151). Dieser zusatzliche Raddruck wird der unabgefederten 
Masse des Rades und dem Quadrat der Zuggeschwindigkeit proportional 
sein. Er kann betrachtliche GroBe erreichen und ist bei kurzen Briicken 
und Gleistragern von praktischer Bedeutung. Dieser zusatzliche dyna
mische Effekt, der von den Unebenheiten des Gleises und den flachen 
Radstellen herriihrt, rechtfertigt den hohen beim Entwurf kurzer 
Briicken gewohnlich zugrunde gelegten StoBfaktor. Dadurch, daB man 
SchienenstoBe von der Briicke fernhalt und die Trager beschottert oder 
solche mit schwerem Holzbelag verwendet, kann man die Wirkung 
dieser UnregelmaBigkeiten herabsetzen und die Festigkeit betrachtIich 
vergroBern. 

46. Erzwungene Schwingungen bei nicht einfach-unterstiitzten 
Enden. 

Wenn an den Enden des Tragers Zwangsbedingungen herrschen, so 
muB man auf die zu ihrer Beschreibung erforderlichen Kraftepaare 
eingehen. Zu diesem Zwecke kann man Gl. (f) von § 44 heranziehen. 
Wird namlich die Kraft Po sin nt gegen das Ende des Tragers bewegt, 
so ergibt sie schlieBlich mit der dort auftretenden Reaktion ein Kriifte-

* Einige Zahlenangaben fiir die Werte von PI bei verschiedenen Maschinen
typen finden sich in dem oben erwahnten Bridge Sub-Committee Report. 
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paar. Wir verkleinern daher e und vergroBern gleichzeitig Po, und 
zwar so, daB das Produkt Poe einen endlichen Wert -Mo beibehaltl. 

Da bei diesem Vorgang 

. inc inc in 
POsm-l--+ Po -l- -+ - Mo- l-, 

so ist die Grenzform der GI. (f) von § 44 

.. in x 
2 M l2 co '/,sln-l -

--~-~ . Y - F ·4 4 2 2l4s1nnt. l' '/,na-n 
1 

(a) 

Dies ist die erzwungene Schwingung, die von einem am Ende x = 0 
wirkenden pulsierenden Kraftepaar Mo sin nt herriihrt. Differenziert 
man die Reihe (a) gliedweise zweimal nach x, um das Biegungs
moment zu erhaIten, so wird 

.3 • in x a2 2M co '/, sm-l -
EI a ; = __ 0.11 214 sinnt 

x n 1 i4_~ . 
n 4 a2 

(b) 

und man sieht, daB jedes Glied dieser Reihe im Punkte x = 0 ver
schwindet, wo das Biegungsmoment natiirlich gleich M 0 sin nt sein 
muB. Die Reihe ist jedoch nicht konvergent und kann eine endIiche 
Summe ergeben, selbst wenn jedes einzelne Glied der Null zustrebt. 
Man sieht dies ein, wenn man bedenkt, daB 

die gIiedweise Summe der beiden Reihen 

und 

00 

~ 1 . inx 
LJ Tsm-l-

1 

(c) 

ist. Die zweite Reihe konvergiert sehr stark und ihre Summe ist Null, 
wenn x Null ist. Die erste Reihe aber ist die Fourierelltwicklullg der 

1 Momente, welohe Durchbiegungen ergeben, die nach unten konkav sind, 
werden positiv genommen. 
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:n; 
in Abb. 139 angedeuteten Funktion und nahert sich der Grenze 2' 

wenn x sich der Null nahert, ohne wirk
lich zu verschwinden. "Tenn wir also den 
Punkt x = 0 ausschlieBen, so hat die 
Reihe (a) fiir x -+ 0 den gewiinschten 
Grenzwert. Der Teil des Biegungsmomen
tes, der von der ersten der Reihen (c) 
herriihrt, ist tatsachlich das Biegungs
moment, das durch ein statisches 

--'-_--'-¢-__ ~c..---;-_ X 

Abb.139. 

Kraftepaar von der GroBe Mo sin nt hervorgerufen wird. 
Die Reihe (a) laBt sich in folgender endlicher Form ausdriicken1 

gMo fcoshP(X-- ~) cosp(x- ~) 
y=-~-I----- -------

4naFYl coshTiJ. cospl 
2 2 

sinh p ( x - ~) + s~ ~ ( x =_ Dj sin nt (d) 
sin pl sin pl ' 

2 2 

worin p = }/: . Ersetzt man x durch l- x, so erhalt man die er

zwungene Schwingung, die von einem Kraftepaar Mo sin nt am 
Ende x = l herriihrt, in der Form 

_ ~ [COShP(X-}) _ cosP(x-}) 
y-4naFy hPl pl 

cos 2 COS 2 

sinhp (x - ~) 
+-----

sinh~l 

sin P (X - + ) j. 
- ----l-- sm nt . 

sin~ 
2 

Setzt man M! = Mo und addiert (d) und (e), so ergibt sich 

(e) 

y= ___ gMo [COShP(X-}) _ COSP(X-})]sinnt (f) 
2naFy hPl pl 

cos 2 cos 2 

fiir die erzwungene Schwingung, die durch gleichgroBe, aber entgegen
gesetzte Kraftepaare an den beiden Enden erzeugt wird. 

Die GIn. (d), (e) und (f) konnen bei der Untersuchung tiber Schwin
gungen eines Tragers mit eingespannten Enden verwendet werden. 

1 Diese Gleichung und die folgenden Anwendungen derselben bei der Unter
suchung erzwungener Schwingungen stammen von J. N. Goodier. 
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Eingespannte Enden. Konzentrierte pulsierende Krafte. Die er
zwungenen Schwingungen eines einfach-unterstiitzten Tragers, wie sie 
von einer im Punkte x = e wirkenden Kraft Po sin n t erzeugt wer
den, lassen sich in folgender endlicher Form darstellen 1 : 

g Po sin n t [Sin p b . sinh ph. h 
Y = -2FYfna3 sinpl smpx - sinhpl sm px 

- {sin p(x - e) - sinh p(x - e)}] , (g) 

worin b = l - e. Die Glieder innerhalb der geschlungenen Klammer 
sind nur im FaIle x > e zu beriicksichtigen. 

Am Ende x = 0 ist die N eigung der elastischen Linie gleich 

(ay) gPoSinnt[SinPb SinhPbJ 
ax x=O = 2Fya2 sinpl - sinhpl ' 

am Ende x = l dagegen ist sie 

(~Y) = g~Fosin~t [(cot pl - 1) sin ph - (coth pl - 1) sinh pb]. 
uX x=l '" ya 

Diese Neigungen lassen sich durch Anwendung passender Krafte
paare Mo sin nt und M z sin nt zum Verschwinden bringen. Man super
poniert die Schwingungen (d), (e) und (g) und bestimmt Mo und M z 
so, daB die Resultierende die an den Enden auftretenden Neigungs
winkel gleich Null macht. Die gesuchten Kraftepaare an den Enden 
bestimmen sich hieraus zu 

P . I l/a [cosec pl [sin p b + sin pc] - cosech pl[sinh pb + sinh pc] 
smnt· 2 V n 1 1 

tgh'L + tg'L 
2 2 

± cosec pZr sin p b - sin pc] - cosech pl[sinh p b - sinh PC]] . 
pl pZ ' 

coth 2 - cot 2 

das positive Vorzeichen wird fUr Mo sin nt und das negative Vor
zeichen fUr M z sin nt genommen. 

Wirkt die pulsierende Kraft in der Mitte, so lautet die vollstandige 
Losung fur die erzwungenen Schwingungen des eingespannten Tragers 

fUr Werte von x, die zwischen 0 und ~ liegen, 

r pZ pl 1 P · t sech -2 - sec -2 g osmn. . 
y=--. 'llsmpx-smhPx+- . 1 ((cospx-coshpx). 

4 F jJ l n a tgh 'L + tg 'L 
2 2 

1 Siehe die Arbeit von J. N. Goodier. 
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Die Amplituden konnen unendlich groB werden, wenn 

tgh ~l + tg ~l = 0 , 

d. h., wenn die Frequenz der pulsierenden Kraft mit der Eigen
frequenz einer freien symmetrischen Schwingungsform des ein
gespannten Tragers zusammenfallt. 

[Siehe S. 258. Die Gleichung cos kl cosh kl = 1laBt sich in der Form 

( lei kl)( lei lei). . tgh "2 + tg "2 coth 2" - cot 2" = 0 schreIben. Das Verschwmden 

des ersten Faktors entspricht den symmetrischen, das des zweiten den 
unsymmetrischen Schwingungsformen.] 

GleichmiiBig verteilte pulsierende Kraft. Bei Tragern mit gleich
formig verteilter pulsierender Last von der Intensitat qo sin nt laBt 
sich die Wirkung der Einspannung der Enden analytisch wie folgt 
darstellen : 

Es laBt sich zeigen, daB die Reihe (m) des § 44 fiir einen einfach 
unterstiitzten Trager aquivalent ist mit! 

= qo sin n t [COSh p (x - !) + cos p (x - ~) _ 1] 
Y n9F I pi . 

Y 2 cosh 'f!.-- 2 cos -
2 2 

Aus Symmetriegriinden ist die von den fixierenden Kraftepaaren her
riihrende Durchbiegung durch einen Ausdruck der Form (f) gegeben. 
1m FaIle elastischer Zwangsbedingungen an den Enden sind diese 
Kraftepaare den zugehorigen N eigungswinkeln proportional, so daB 

M _~(ay) 
0- p. ax "'=0' 

wobei p, fUr eine gegebene Randkraft eine Konstante ist. 
Die erzwungenen Schwingungen sind gegeben durch 

qo sin nt 
y = n9 Fy 

[
( EI p. p cos~ -Sin~) cosh p(x-~)+ ( E I p. p cosh~ - sinh~) cos p (x-~) _ 1] 

X pi pi pi . pi . pi pi . 
2EI p.pcosh2" cos 2" - 2 cosh 2" sm 2" - smh 2" cos "2 

FUr den eingespannten Trager ist I" gleich Null und wir haben 

_ qo sin n t [sin ~l cosh p ( x - ~) + sinh ~l cos p (x - ~) _] 
Y - 9F I I I I 1 . 

n Y cosh'f!.--sin'f!.--+sinh'f!.--cos'f!.--
2 2 2 2 

1 Inglis, C. E.: Proc. Inst. Civ. Engg. 218, 239. London 1924. 
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Die Amplitude wird unendlich groB, wenn 

cosh ~l sin ~l + sinh ~l cos ~l = 0; 

dies tritt ein, wenn 
pl pl 

tg 2" + tgh "2 = 0, 

d. h., wenn die Frequenz der pulsierenden Kraft mit der Frequenz 
einer symmetrischen Grundschwingung des eingespannten Tragers zu
sammenfallt. 

47. EinfluB axialer Krafte auf Transversalschwingungen. 

s 
Stab mit gelenkig gestiitzten Enden. Als ein erstes Beispiel dieser 

Schwingungsart wollen wir einen 
.s Stab betrachten, der durch zwei 

Krafte S zusammengedruckt wird 
(s. Abb. 140). 

I 
~--~~---l--------~~~I 

Abb.140. 
Der allgemeine Ausdruck fUr 

die Transversalschwingungen wird wie oben [s. Gl. (138)] 
00 

~ . inx 
Y = LJ qism-"-l- (a) 

1 

sein. Ein Unterschied wird nur im Ausdruck fUr die potentielle Energie 
des Systems auftreten. Es ist zu beachten, daB die seitliche Ausbiegung 
in diesem FaIle nicht nur die Biegungsenergie bestimmt, sondern 
auch die Energie der Zusammendruckung beeinfluBt. Infolge der 
seitlichen Biegung dehnt sich die ursprunglich gedruckte Zentrallinie 
etwas aus! und die potentielle Energie der Zusammendruckung nimmt 
abo Der Langenzuwachs der Zentrallinie ist (s. Abb. 140) 

l I 

f(dS-dX) =; f(~~tdX. 
o 0 

Die entsprechende Abnahme der Energie der Zusammendruckung 

Sfl(dY)2 Sfl( ~ in inx)2 Sn2 ~. 2 
2" dx dX=2" ~iqiTcos-l- dX=4fL.J'/,2 qi · 
001 1 

(b) 

Wenn die Enden des Stabes in axialer Richtung gleiten konnen, so 

1 Es soU angenommen werden, daB die Stiitzpunkte wahrend der Schwingung 
unbeweglich bleiben. 

2 Es werden hier nur Durchbiegungen betrachtet, die so klein sind, daB jede 
Anderung der Axialkraft vernachlassigt werden darf. 
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stellt GI. (b) die Arbeit der Krafte S dar. Fiir die Biegungsenergie ist 
der oben erhaltene Ausdruck (143) zu verwenden. Damit ist die ge
samte potentielle Energie 

V - E I n 4 ~·4 2 8 n a U·2..2 - ~ L.l ~ qi - 4T LJ ~ '1;,. 
1 1 

Die kinetische Energie des Stabes ist nach GI. (144) 

T yFl ~·2 = -4-LJ q •. 
g 1 

(154) 

(155) 

Nun lautet die Lagrangesche Gleichung fiir eine beliebige Ko-
ordinate qi 

y Fl... + E I n 4 (.4 _ ~ '2) . = 0 
2g q. 213 ~ Eln2 ~ q. . 

Mit den Bezeichnungen 

erhii.lt man 

und daraus 

2 EIg a =--
yF ' (156) 

(157) 

Setzt man dies in (a) ein, so erhli.lt man den vollstandigen Ausdruck 
fiir freie Schwingungen. 

Der Vergleich dieser Losung (157) mit (136) zeigt, daB die Frequenzen 
der freien Schwingung infolge der Druckkraft S im Verhaltnis 

abnehmen. 
Wenn sich ex,2 dem Wert 1 nahert, so nahert sich die Frequenz der 

Grundschwingung der Null, da bei diesem Werte von ex,2 die Druck-

kraft S ihren kritischen Wert E:2 n 2 erreicht, bei dem die gerade Gleich

gewichtsform unstabil wird und der Stab seitlich ausknickt. 
Wenn an Stelle der Druckkraft eine Zugkraft S auf den Stab ein

wirkt, so wachst die Schwingungsfrequenz. Um die freien Schwin
gungen in diesem Fall zu bekommen, muB man nur das Vorzeichen 
von ex,2 in GI. (157) umkehren. Dann ist 

(157') 
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1st ot2 eine sehr groBe Zahl (diese Annahme laBt sioh duroh diinne 
2 

Drahte oder Saiten realisieren), SO kann man 1 gegeniiber ~2 vernaoh
t 

lassigen und erhalt aus (157') 

in 11gS . in IlgS 
qi = 0 oos -Z- r F y t + D SIll -z- r F y t . 

Setzt man dies in (a) ein, so ergibt sioh 

~ . inx( in IfiS . in lfiS ) 
Y = ~ SIll -z - 0 oos -z- r FY t + D SIll -z- r FY t . (158) 

Dies ist die allgemeine Losung fUr die Transversalsohwingungen einer 
gespannten Saite bei Vernaohlassigung der Biegungssteifigkeit. 

Einseitig eingespannter Trager. Wir werden fiir diesen Fall nur eine 
Naherungslosung mit Hilfe der Rayleigh
sohen Methode entwiokeln. Zu diesem 
Zweok gehen wir von der Gleiohung der 
Durchbiegungskurve 

_ . q (1 l2 2 1 l 3 + 1 4) Y-2E12 X -jjX 12 x (0) 

Abb.141. 
eines einseitig eingespannten Tragers unter 
dem EinfluB seines Eigengewichtes gleich 

q kg pro Langeneinheit aus. Die potentielle Energie der Biegung ist 
in diesem Falle 

I 

E1S(d2Y)2 q2Z5 
V=T dx2 dX=40E1' (d) 

o 

Wenn die Durohbiegung wahrend der Schwingung duroh y oos pt 
gegeben ist, so ist das Maximum der kinetischen Energie der Schwingung 

I 

q p2 J q3 p2 19 13 
T = 2g y2 dx = E2 12 g 8.9 . 90 . 

o 
(e) 

Setzt man die Ausdrucke (d) und (e) einander gleich, so erhalt man 
folgende Formeln fUr die Schwingungsfrequenzbzw. Periode eines ein
seitig eingespannten Tragers (Abb. 141 a): 

p 1 V9M VE1g t = 2n = 2 n -65 -ql4- , (159) 

T = + = 2 n V;;~~ V;~g = 3~5;0 V ; ~~ . (160) 

Der Fehler, der dieser Naherungslosung anhaftet, ist kleiner als t % 
(s. S.259). 
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Um die Frequenz fiiI' den Fall zu berechnen, daB eine Zugkraft S 
am freien Ende des Tragers angreift, muB man die GroBe 

I 

Sf(dY)2 Sq217 
-2 dx dx = 8.14.E212' (f) 

o 

die der von der Zugkraft S bei der Biegung geleisteten Arbeit ent
gegengesetzt gleich ist, zu der oben [G1. (d)] berechneten potentiellen 
Energie der Biegung addieren. Dies gibt 

q2l5 ( 5 S l2) 
V = 40 EI 1 + 14 E] . (g) 

Diesem Zuwachs an potentieller EneI:gie entsprechend findet man die 
Schwingungsfrequenz, indem man den Wert (159) mit 

(161) 

multipliziert. 

Es ist interessant zu sehen, daB das Glied 154 ; ~ nur um ungefahr 

10 % von der GroBe or. 2 = ;: ~: abweicht, die das Verhaltnis der Axial

kraft S zur kritischen Kraft (Knicklast) fiiI' einen einseitig eingespann
ten Trager darstellt. 

Wenn Zugkrafte 8 gleichfOrmig langs des Tragers (Abb. 141c) ver
teilt sind, so hat man der Biegungsenergie das Glied 

hinzuzufiigen. 

I 

1 f(d Y)2 q217 7 sl 
"2 a:;; 8 (l - x) dx = 8. 14 E2 ]2 20 

o 
(162) 

Vergleicht man dies mit G1. (f), so sieht man, daB gleichformig ver
teilte Zugkrafte auf die Frequenz genau so einwirken, als ob 270 der 
Summe dieser Krafte am Ende des Tragers angreifen wiirden. 

Dieses Resultat kann bei Untersuchungen iiber die Einwirkung 
der Fliehkrafte auf die Schwingungsfrequenz der Turbinenschaufeln 
von praktischem Interesse sein (s. S. 301). 

48. Schwingungen von Tragern auf elastischer Unterlage. 
Wir nehmen an, daB ein Trager mit gelenkig gestiitzten Enden 

seiner Lange nach von einer stetigen elastischen Unterlage getragen 
wird, deren elastischer Widerstand durch die GroBe k des "Unter
lagsmoduls" bestimmt ist. kist die Belastung des Tragers pro Langen
einheit, die erforderlich ist, um die Unterlage um eine Einheit zu
sammenzudriicken. Wenn die Masse der Unterlage vernachlassigt wird,· 



286 Schwingungen elastischer Korper. 

so lassen sich die Schwingungen eines solchen Tragers leicht mit Hilfe 
der friiheren Methoden untersuchen. Man muB nur bei der Berechnung 
der potentiellen Energie des Systems die Formanderungsenergie der 
elastischen Unterlage der Biegungsenergie des Tragers hinzufiigen. Der 
Voraussetzung entsprechend, daB die Enden gelenkig gestiitzt sind, 
hat man wie oben 

und es wird 

co 
~ . inx 

Y = .LJ qism -l- , 
1 

l l co 00 

V = E/ f(:~r dx + ~ f y2 dx = E:l~4 2] i4 qr + k4l2] qr· .. 
o 0 1 1 

(a) 

(163) 

Die erste Summe in diesem Ausdruck stellt die Biegungsenergie 
des Balkens [so Gl. (143)] dar und die zweite Summe die Formanderungs
energie der Unterlage. 

Die kinetische Energie der Schwingung ist nach Gl. (144) 

T - yFl ~·2 
- 4g L' qi· 

1 

Die Differentialgleichung der Bewegung lautet fiir eine beliebige 
Koordinate qi: 

oder 

.. 2 g (E I n 4 •4 k 1) _ 2 g Q 
qi + yF l 2fJ t + 2 qi - yF l i 

(b) 

worin Qi die der Koordinate qi entsprechende auBere Storungskraft 
bezeichnet und 

Elg a2 = ---
yF ' 

lc l4 
f3 = Eln4 (164) 

ist. Setzt man f3 = 0, so erhalt man die Gleichung fiir einen unterstiitzten 
Stab ohne elastische Unterlage (s. S. 262). Mit der Bezeichnung 

2 a2 n4·4 f3 Pi = 7,,,-- (t + ) (0) 

lautet die allgemeine Lasung der Gl. (b) 
l 

qi=AioOSPit + Bisinpi t + ('2]( ~ifQisinp;(t-tl)dtl. (d) 
o 

Die ersten zwei Glieder dieser Lasung stellen von den Anfangsbedin
gungen abhangige Eigenschwingungen des Tragers dar. Das dritte Glied 
stellt Sohwingungen dar, die von der staronden Kraft Qi herriihren. 
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Die Frequenzen der freien Schwingungen hangen, wie man aus (c) 
erkennt, nicht nur von der Steifigkeit des Tragers, sondern auch vom 
elastischenWiderstand der Unterlage abo 

Als Beispiel wollen wir den Fall betrachten, daB eine pulsierende 
Kraft P = Po sin nt in einer Entfernung c vom linken Auflagerpunkt 
auf den Tragereinwirkt (AbboI35)o Die der Koordinate qi entsprechende 
generalisierte Kraft ist 

Q P . inc . 
i = 0 SIn -z- SIn n tl . (e) 

Setzt man dies in Gl. (d) ein und betrachtet nur Schwingungen, 
die durch die st6rende Kraft entstehen, so erhalt man 

2g P . inc { Z3 . n.} 
qi= yF osm-Z- n4a2(i4+{J)-n2Z4 smnt- Zpi(p~-n2) smpi t . 

Durch Einsetzen in (a) ergibt sich 

{ 
. inc. inx . . inc. inx. } 

_ 2gPo£ '7 sm-Z-. SIll-Z-smnt _ nsm-z-SIll. -Z- smpi t 

y- yF -1 n 4a2W+{J)-n2 Z4 Z4 Pi (p;-n2) . (f) 

Das erste Glied in diesem Ausdruck stellt die erzwungenen und das 
zweite Glied die freien Schwingungen des Tragers dar. Nimmt man 
n = 0, P = Po sin nt, so erhalt man die durch eine konstante Kraft P 
bewirkte Durchbiegung des Tragers: 

. inc. inx 
2PZ3 00 sm-Z-sIll-Z-

y = E I n 4 2J i4 + {J--- (165) 
1 

Nimmt man c = ~ , So erhalt man fiir die durch die Kraft P bewirkte 

Durchbiegung in der Mitte 

2 P za sm -z- SIll -z- SIn -z-(
. n x . 3n x . 5n x ) 

y = E I n 4 1 + {J - 34 +7 + 54 + {J - 0 0 0 0 (166) 

Der Vergleich mit Gl. (h) S.264 laBt erkennen, daB das Zusatzglied fJ 
in den Nennern den EiniluB der elastischen Unterlage auf die Durch
biegung des Tragers darstellt. 

Vergleicht man die erzwungenen Schwingungen 

mit der statischen Durchbiegung (165), so sieht man, daB sich die 
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dynamischen Durchbiegungen aus der statischen Formel ergeben, wenn 
n2 l' 

man nur p durch P - 4B ersetzt. 
:n; a 

Mit den Bezeichnungen (164) erhiilt man 

_ n2 l' _ ~ _ n2 l'yF _ _ l'_(k_ ynlF) 
P :n;4 a2 - E I :n;' :n;' E I g - E I :n;4 g' 

Dies bedeutet, daB man die dynamische Durchbiegung aus der statischen 
Formel erhiilt, indem man den tatsachlichen Unterlagsmodul durch 

einen verkleinerten Wert k"":' yn2 F desselben ersetzt. Diese SchluB-g 
weise behalt ihre Giiltigkeit fiir den Fall eines unendlich langen Stabes 
auf elastischer Unterlage und mit ihrer Hille laBt sich die durch eine 
pulsierende Last bewirkte Biegung einer Schiene berechnen 1. 

49. Die Ritzsche Methode2~ 
In friiheren Kapiteln (s. § 14) wurde die Frequenzberechnung der 

Grundschwingung eines komplizierten Systems mit Hilfe der Nahe
rungsmethode von Rayleigh bereits in vielen Fallen durchgefuhrt. 
Die Anwendung dieser Methode grundet sich auf gewisse Annahmen 

S Suber die Gestalt der Durchbiegungskurve 
I )( eines schwingenden Tragers oder einer 
'-l l~ d II r-- y --. schwingen en We e. Die gesuchte Fre-
: I quenz ergibt sich dann durch Betrach-
: a, I tung der Energie des Systems. Die Fest-
: J, (a l legung einer bestimmten Gestalt fiir die 
~I-----------.;r-7J~--2.-I, Durchbiegungskurve bei dieser Methode 
: T i ist der. Einfiihrung gewisser Zwangs-
~ bedingungen gleichbedeutend, die das 
. fCZ3 . System auf eines mit nur einem ein-

Abb.142. zigen Freiheitsgrad reduzieren. Derartige 
Zwangsbedingungen k6nnen die Steifig

keit des Systems nur erh6hen und bewirken, daB die Rayleighsche 
Methode immer einen etwas zu hohen Wert fur die Schwingungs
frequenz ergibt. Bessere Naherungswerte fiir die Grundfrequenz und 
auch die Frequenzen der h6heren Schwingungsarten ergibt die Ritz
sche Methode, die eine Weiterentwicklung der Rayleighschen Methode 
ist. Bei dieser Methode muB man die Durchbiegungskurve, die die 
Schwingungsart darstellt, mit mehreren Parametern ansetzen, die 
dann so gewahlt werden, daB die Frequenz der Grundschwingung ein 

1 Siehe die Arbeit des Verfassers: Statical and Dynamical Stresses in Rails, 
Intern. Congress for Applied Mechanics, Proceedings, S.407. Ziirich 1926. 

2 Siehe Walther Ritz: Gesammelte Werke, S.265. Paris 1911. 
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Minimum wird. Die Art, wie man die Gestalt der Durchbiegungskurve 
wahlt, und das Verfahren zur Berechnung der aufeinanderfolgenden 
Frequenzen wollen wir nun fur den einfachen Fall einer homogenen 
Saite darlegen (Abb.142). Es sei 

S = der Saitenzug, 
q = das Saitengewicht pro Langeneinheit, 
2l = die Saitenlange. 

Wenn die Saite eine ihrer Eigenschwingungen ausfiihrt, so HWt sich 
die Durchbiegung folgendermaBen darstellen: 

y = X cos P t, (a) 

worin X eine Funktion von x ist, welche die Gestalt der schwingenden 
Saite bestimmt, wahrend p die Schwingungsfrequenz festlegt. Wenn 
man annimmt, daB die Durchbiegungen sehr klein sind, so kann man 
die Anderung der Zugkraft S wahrend der Schwingung vernachlassigen, 
und man erhalt den von der Durchbiegung herruhrenden Zuwachs an 
potentieller Energie der Formanderung, indem man S mit dem Langen
zuwachs der Saite multipliziert. So erhalt man den folgenden Aus
druck fur die potentielle Energie 

I 

V = sf (~!r dx, 
o 

wenn die Energie der Gleichgewichtslage gleich Null angenommen 
wird. Das Maximum der potentiellen Energie tritt ein, wenn die 
schwingende Saite ihre extreme Lage einnimmt. In dieser Lage ist 
cospt = 1 und 

Die kinetische Energie der schwingenden Saite ist 

I 

T = ; f(Y)2dX. 
o 

(b) 

Ihr Maximum tritt ein, wenn sich die schwingende Saite in ihrer 
Mittellage befindet, d. h. wenn cos p t = 0; dann ist 

I 

T = p;q f X 2 dx. 
o 

(c) 

Wenn wir annehmen, daB keine Energieverluste stattfinden, so 
sind die Ausdrucke (b) und (c) einander gleichzusetzen und wir er-

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 19 
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halten I 

f (~~rdx 
2 _ gS 0 

P - q ---czc----

f X 2 dx 

(d) 

o 

Kennt man die Formen der verschiedenen Schwingungsarten und 
setzt man die entsprechenden Ausdriicke fiir X in die Formel (d) ein, 
so lassen sich die Frequenzen dieser Schwingungsarten leicht berech
nen. 1m Fall einer homogenen Saite sind die Biegungskurven wahrend 
der Schwingung Sinuskurven, und fUr die ersten drei in Abb. 142 
gezeigten Schwingungsarten ist 

X . nx 
2 = a2 sm T; 

3nx 
X3 = a3 cos2[ 

Setzt man dies in (d) ein, so erhalt man [so G1. (158)J 

und die entsprechenden Frequenzen sind 

_~_~l/gS. 
11 - 271: - 4l r q' 

(e) 

(f) 

Wir wollen nun die Ritzsche Methode verwenden, urn aus G1. (d) 
die Frequenz 11 der Grundschwingung zu berechnep.. Der erste Schritt 
bei der Anwendung dieser Methode besteht in der Wahl eines passenden 
Ausdruckes fUr die Durchbiegungskurve. Es sei Tl(X), T2(X), ... eine 
Reihe von Funktionen, die den Randbedingungen geniigen und zur 
Darstellung von X geeignet sind. Dann konnen wir mit dem Ansatz 

(g) 

eine passende Biegungskurve fiir die sehwingende Saite erhalten. 
Wird der Ausdruck (g) mit einer endlichen Anzahl von Gliedern 

genommen, so werden, wie wir wissen, den moglichen :Formen dEl' 
Biegungskurve del' sehwingenden Saite gewisse Einschrankungen auf
erlegt; dann wird die aus (d) berechnete Frequenz gewohnlich hoher 
als del' exaktc Wert diesel' Frequenz sein. Urn eine moglichst gute 
Annaherung zu bekommen, schlagt Ritz vor, die Koeffizienten aI' 

a2 , a3 , .•• im Ausdruck (g) so zu wahlen, daB der Ausdruck (d) zum 
.Minimum wird. So erhalt man ein System von Gleichungen von cler 
Form I 

f( dX)" . - - dx 
\rlx 

iJ () -. - - -- --- = () 
dan I . 

f X 2 dx 

(h) 

u 
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Fuhrt man die angedeutete Differentiation aus, so ergibt sich 

I I I I 

fX2dX~f(dX)2dX _f(dX)2dx_d fX2dX = 0 (k) 
dan dx dx dan ' 

o 0 0 0 

und wenn man nach (d) beachtet, daB 
I I 

f( dX)\2 dx = p2 Qfx 2d x 
dx gS 

o 0 

ist, so erhiilt man aus (k) 
I 

~.f{(dX)2 _ p2 q X2}dx = O. 
dan dx g S 

(I) 
o 

So· ergibt sich ein System linearer homogener Gleichungen III 

aI' a2 , a3 , ••• ; die Anzahl del' Gleichungen ist gleich del' Anzahl del' 
Koeffizienten im Ausdruck (g). Ein derartiges Gleichungssystem liiBt 
nur dann von Null verschiedene Losungen fur aI' a2 , a3 , ..• zu, 
wenn die Determinante der Gleichungen gleich Null ist. Diese Bedin
gung fiihrt uns zur Frequcnzgleichung, aus del' sich dann die 
Frequenzen der verschiedenen Schwingungsarten berechnen lassen. 

Wir betrachten nun die zur :NIittelebene Rymmetrischen Schwin 
gungen einer gespannten Saite. Es ist leicht zu sehen, daB eine Funk
tion wie l2 - X2, die eine symmetrische parabolische Kurve darstellt 
und den Randbedingungen {(y) x = ± I = O} genugt, eine fUr dies en Fall 
geeignete Funktion ist. Multiplizieren wir diese Funktion mit X2, X4, ••. , 

so erhalten wir eine Reihe symmetrischer und den Randbedingungen 
genugender Kurven. Auf diesem Wege gelangen wir zu folgendem 
Ausdruck fUr die Durchbiegungskurve einer schwingenden Saite: 

X = al (l2 - X2) + a2x2 (l2 - X2) + a3 x4 (l2 - X2) + .. '. (m) 

Um zu zeigen, wie rasch die Genauigkeit unserer Berechnungen 
mit der Anzahl der Glieder von (m) wiichst, beginnen wir mit einem 
eingliedrigen Ausdruck 

und erhalten 
I 

f( X )2dx = ~ a2 [5. 
I 15 I , 

o 

Setzt man dies in Gl. (d) ein, so folgt 

2 5 gS 
PI = 2[2 q' 

19* 
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Beim Vergleich mit der exakten Losung (e) sieht man, daB die 

Zahl ; an Stelle von ~2 getreten ist und der Fehler bei der Berech

nung der Frequenz nur 0,66 % betragt. 
Es ist zu bemerken, daB die Verwendung eines eingliedrigen Aus

druckes (m) die Gestalt der Kurve schon vollstandig bestimmt und das 
System, ebenso wie bei der Rayleighschen Naherungsmethode, auf ein 
solches mit einem einzigen Freiheitsgrad reduziert erscheint. 

Um eine weitere Annaherung zu bekommen, wollen wir nun zwei 
Glieder des Ausdruckes (m) nehmen. Dann haben wir zwei Parameter al 

und a2 , und durch Anderung des Verhaltnisses dieser zwei GroBen 
konnen wir auch die Gestalt der Kurve in einem gewissen AusmaBe 
andern. Die beste Annaherung erhalt man, wenn das Verhaltnis so 
bestimmt wird, daB der Ausdruck (d) zu einem Minimum wird; dies 
ist der Fall, wenn die Bedingungen (I) erfiillt sind. 

Nimmt man 

so wird 

l 

fX 2 d - 8 215 16 17 + 8 219 2 X - 15 al + 105 al a2 315 a2 , 

o 
I 

f(dX2)2 d _ 4 2[3 + 8 za I 44 2[7 
(IX X - Tal 15 a1 a2 T 105 a2 • 

o 

Setzt man dies in Gl. (1) ein und bildet die Ableitungen nach a.l 

und a2 , so folgt 

worin 

ad1-~k212)+a212(~ -'}5k212) =0, } 

al (1 - ¥ k2 12) + a2 12 (\1 - i1 k2 12 ) = 0, 

k2 = p2 q 
gS' 

Die Determinante der GIn. (n) verschwindet, wenn 

"014 - 28 k2 12 + 63 = ° . 
Die zwei Wurzeln dieser Gleichung sind 

ki 12 = 2,46744, k§ 12 = 25,6. 

(nl 

(p) 

Wenn ,vir uns erinnern, daB nur Schwingungen bctrachtet werden, 
die in bezug auf die Mitte symmetrisch sind, so erhalten wir fur die erstc 
bzw. dritte Schwingungsart unter Bcnutzung der Gleichung (p) 

2 _ 2,46744 g S 2 _ 25,6 g S 
PI - -[2-- q' P3 - l2q-
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Vergleicht man dies mit del' exakten Losung (e) 

2 n 2 g S 2,467401 g S 
Pl = 412 g = -1}- g , 2 9 n 2 g S 22,207 g S 

P3 ="4 l2g =-12~ g' 

so sieht man, daB die Genauigkeit, mit del' man die Grundfrequenz 
erhalt, sehr groB ist (del' Fehler ist kleiner als 0,001 %). Del' Fehler 
bei del' Frequenz del' dritten Schwingungsart betragt ungefahr 6,5%. 
Wenn man drei Gliecler im Ausdruck (m) nimmt, so ergibt sich die 
Frequenz del' clritten Schwingungsart mit einem Fehler, del' kleiner 
als Yz % istl. 

Wie man sieht, liefert die Ritzsche Methode nicht nur die FrE'quenz 
del' Grundschwingung, sondern auch diejenigen del' hoheren Schwin· 
gungsarten mit groBer Genalligkeit, wenn die Anzahl del' Glieder im 
Ausdruck fur die Durchbiegungskllrve geniigcnd groB ist. 1m nachsten 
Paragraphen werden wir eine Anwendung diesel' Methode auf die UnteI'
imchung von Schwingungen eincs Tragers mit vcranderlichem Quer
schnitt zeigen. 

50. Schwingungen von SHi.ben mit veramlerlichem Quersclmitt. 
Allgemeines. Un sere friiheren Untersuchungen hatten verschiedene 

Probleme uber Schwingungen prismatischer Stabe zum Gegenstand. 
Es gibt jelluch zahlrciche wichtige Probleme in del' Tcchnik, wie die 
Schwingungsprobleme von Turbinenschaufeln, von Schiffskorpern, von 
Tragern mit veranderlicher Starke usw., die auf eine Schwingungs
theorie eines Stabes mit veranderlichem Querschnitt fuhren. Die Diffe
rentialgleichung der Schwingungen eines solchen Stabes wurde bereits 
(siE'he S. 246) erortert; sie hat die Form 

82 ( 8Zy ) Fy 82y 
8 x 2 E I 8 x2 + g 8 t2 = 0 , (115') 

worin lund F gewisse Funktionen von x sind. Nul' in einigen Spezial
fallen, die spateI' betrachtet werden sollen, lassen sich die Eigen
funktionen dureh bekannte ~Funktionen genau ausdrucken: gewohnlich 
verwendet man bei del' Losung derartiger Probleme Naherungsmethoden 
wie die Rayleigh-Ritzsche }iethode zur Berechnung del' Eigenfrequenzen 
del' Schwingung. Wi I'd die Durchbiegung des Stabes wah rend del' 
Sehwingung in del' Form 

y = X cos pt, (a) 

worin X die Schwingungsart bestimmt, angenommen, so erhalt man 
fUr das Maximum der potentiellen und kinetischen Energie folgende 

1 Siehe W. Ritz: 1. c. S.288. 



294 

Ausdriicke: 

daraus folgt 
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I 

1 f (d2X)2 V=2 EI dx2 dx, 
o 

I 

fI(~2~rdX 
2 _ Eg ~O--;-__ 

P - Y I 

IF X 2 dx 
o 

(b) 

(c) 

(d) 

Die exakte Losung fiir die Frequenz der Grundschwingung ist jene 
Losung, welche (d) zu einem Minimum macht. Um einen Naherungs
wert zu erhalten, gehen wir in der gleichen Weise wie im vorhergehenden 
Paragraphen vor und setzen fUr die Durchbiegungskurve die Reihc 

(e) 

an, wobei jede der Funktionen q; den Bedingungen am Ende des Stabes 
geniigen solI. Setzen wir (e) in G1. (d) ein, so ist die Bedingung fiir 
ein Minimum 

oder 

I 

f (d2X)2 
1 dx2 dx 

iJ 0 - --------------- = 0 
iJa n I 

IF X 2 dx 
o 

I I I 

f iJ f (d2X)2 f (d2X\2 iJ f F X 2 dx-- 1 ---- dx- I -) dx-- F X 2 dx = O. 
iJa" d.c2 dx2 iJa n 

o 0 0 0 

Aus (g) und (d) erhalten wir 
I 

~ f(I (d2 X)2 _ p2FJ! X2\ dx = O. 
iJa n dx2 Eg) 

o 

(f) 

(g) 

(167) 

Das Problem reduziert sich darauf, Werte fUr die Konstan
ten aI' a2, a 3, ... in G1. (e) zu finden, welche das Integral 

I 

S = 11- - _-_X2 dx f( fd2X)2 p2Fy ) 
\dx2 E g 

o 

zu einem Minimum machen. 
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Die GIn. (167) sind homogen und linear in aI' a2, a3, ... und ihre 
Anzahl ist gleich der Anzahl der Glieder in Ausdruck (e). Setzt man 

die Determinante dieser Gleichungen gleich .-=:::::::::=:rJo 
Null, so erhiilt man die Frequenzgleichung, aus ,----=-::::::::: }b x 
der sich dann die Frequenzen der verschie-: l ,-

-~ denen Schwingungsarten berechnen lassen. Y 
S h . . K '1 I F 11' Abb. 143. C wmgungen emes eJ es. mae emes 

Kelles von konstanter Breite gleich Eins, mit einem freien und 
einem eingespannten Ende (Abb. 143), haben wir 

F=2bx 
l ' 

1=~(~)3 
12 l ' 

worln 

= Lange der Ausladung, 
2b = Breite des Tragers am eingespannten Ende. 

Die Randbedingungen sind: 

l. ( d2 X) 2. !£ (E1 d2 X) = ° Ela;2 =0, x x=O dx dx2 x=O ' 

3. (X)x=l= 0, 4. (dX) _ ° dx x=l- . 

Die ersten zwei Bedingungen sind immer erfUllt, da 1 und :! fUr 

x = ° verschwinden. Um den Bedingungen am eingespannten Ende zu 
genugen, setzen wir fur die Durchbiegungskurve die Reihe 

( X )2 X ( X )2 x2 ( X )2 X = a l 1 - T + a2 T \ 1 - T + a3 V 1 - T + ... (k) 

an. Man erkennt ohne Schwierigkeit, daB jedes einzelne Glied, ebenso 
wie seine Ableitung nach x, fur x = l gleich Null wird. Somit sind 
die Randbedingungen (3) und (4) erfullt. 

Nimmt man ais erste Annaherung 

(
X \ 2 

Xl = a l 1- T) 

und setzt in (d) ein, so erhalt man 

2 = 10 E g b2 • P 5,48 b 1/ E g 
P ')' l4' f = 2 n = 2n 12 V 3 y . (1) 

Um eine bessere Annaherung zu bekommen, nehmen wir zwei Glieder 
in (k); dann ist 

( X)2 X ( X)2 X 2 = al 1 - T + a2 T 1 - T . 
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Aus den Bedingungen 

aS2 = 0 
aal ' 

erhalten wir nun 

( 2 E g b2 p2 ) (2 E g b2 p2 ) 
[) Y 314 - 105 a l + [) y 314 - 280 a2 = 0 . 

Setzen wir die Determinante dieser Gleichungen gleich Null, so 
ergibt sich 

(m) 

Aus dieser Gleichung liiBt sich p2 berechnen. Die kleinere der beiden 
Wurzeln gibt 

1_ p - 5,319 b ljE(, 
-2n--2n12V3)7' (n) 

Es ist bemerkenswert, daB im vorliegenden Fall eine exakte Losung 
bekannt ist, in der die Eigenfunktionen durch Besselsche Funktionen 
ausgedruckt sindl. Aus dieser exakten Losung ergibt sich 

II - p - 5,315 b 11 E g 
-2n-2n------,;:y3)7· (168) 

Durch Vergleich von (1) und (n) laBt sich erkennen, daB die erste An
naherung mit einem Fehler von ungefahr 3 % behaftet ist, wahrend der 
Fehler in der zweiten Annaherung weniger als 0,1 % betragt; es ist also 
nur dann notig, eine groBere Anzahl von Gliedern in (e) zu nehmen, 
wenn auch die Frequenzen der hoheren Schwingungsarten berechnet 
werden sollen. 

Des Vergleiches halber ist es wichtig zu erinnern, daB wir fur den 
Fall eines prismatischen einseitig eingespannten Tragers, der denselben 
Querschnitt hat wie der Keil an seinem dicken Ende, folgendes Resultat 
erhielten (s. S. 259). 

I - P - a 1,8752 _ 3.515 b VE g 
- 2; - -2nI2- - 2nl2 -3y' 

1 Kirchhoff, G.: Monatsbl. Berlin. Bez.·V. d. 1. 1879, 815 oder Ges. Abh., 
S.339. Siehe auch Todhunter u. Pearson: A History of the Theory of 
Elasticity 2, Teil 2, S. 92. 
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Die oben entwickelte Methode laBt sich auch in Fallen anwenden, 
in denen Fund I nicht durch stetige Funktionen von x dargestellt 
sind. Diese Funktionen konnen mehrere Unstetigkeitspunkte besitzen 
oder in verschiedenen Intervallen von l durch verschiedene analytische 
Ausdrucke gegeben sein. In derartigen Fallen muB man die Integrale (h) 
so in Intervalle unterteilen, daB lund F in jedem dieser Intervalle 
durch stetige Funktionen dargestellt werden konnen. Auch wenn man 
die Funktionen Fund I graphisch bestimmt oder numerischen Tabellen 
entnimmt, laBt sich diese Methode verwenden; man muB nur eines 
der Naherungsverfahren zur Berechnung der Integrale (h) anwenden. 
Hierdurch wird die Ritzsche Methode besonders geeignet fur die Unter
suchung der Schwingungen von Turbinenschaufeln und derartiger 
Konstruktionen wie Brucken und Schiffskorper. 

Schwingungen eines konischen Stabes. Das Schwingungsproblem 
eines an cler Grunclfliiche eingespannten konischen Stabes mit freier 
Spitze wurde zuerst von Kirchhoff untersucht 1 . Er erhielt in dicsem 
Falle fur die Grundschwingung 

f = 51- = ~,35~ -""-liE g 
2 n 2:-t [2 1" 

worin 
r = Radius der Grundflache, 
l = Lange des Stabes. 

(169) 

Des Vergleiches halber erwahnen wir, daB ein zylinclrischer Stab 
von derselben Lange und derselben Grundflache die :Frequenz (s. S. 259) 

f = X =.3 1,8752 = 1,'7~8 -""-l/Eg 
2 n 2 n l" 2 :-t {2 I' 

hat. Die Frequenzen der Grundschwingungen eines konischen und eines 
zylindrischen Stabes verhalten sich also wie 4,359: 1,758. Die Fre
quenzen der hoheren Schwingungsarten eines konischen Stabes lassen 
sich aus der Gleichung 

(170) 

berechnen; rx hat hierin folgencle Werte2 : 

IXI Cl2 Cl3 Cl4 ~5 ~6 

4,359 10,573 19,225 30,339 43,921 59,956 

Andere Fane von Schwingungen eines eingespannten Tragers von 
veranderlichem Quersehnitt. 1m allgemeinen Fall liiBt sich die Frequenz 

1 Kirchhoff: 1. c. S.296. 
2 Siehe Dorothy Wrinch: Proc. Roy. Soc. 101, 493. London 1922. 
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der Transversalschwingungen eines eingespannten Tragers' durch die 
Gleichung 

darstellen; hierin ist 
i der Tragheitsradius des Einspannungsquerschnittes, 
l die Lange des Tragers, 

(171) 

IX eine Konstante, die von der Form des Tragers und der Schwin
gungsart abhiingt. 

1m folgenden werden wir die Werte dieser Konstanten IX fiir gewisse 
praktisch wichtige FaIle angeben. 

1. Wenn sich die Veranderlichkeit der Querschnittsflache und des 
Tragheitsmomentes langs der x-Achse in der Form 

F=axm, I=bxm (172) 

ausdriicken laBt, wobei x vom freien Ende aus gemessen wird, so 
bleibt i langs des Tragers konstant und die Konstante IX der Gl. (171) 
laBt sich mit geniigender Genauigkeit durch die Gleichung 

IX = 3,47 (1 + 1,05 m) 
darstellen 1. 

2. Wenn sich die Veranderlichkeit der Querschnittsflache und des 
Tragheitsmomentes langs der x-Achse in der Form 

(173) 

ausdriicken laBt, wobei x vom eingespannten Ende aus gemessen 
wird, so bleibt i langs des Stabes konstant und die GroBe IX der Gl. (171) 
hat die in folgender Tabelle gegebenen Werte 2: 

c = 0 0,4 0,6 0,8 1,0 
ex = 3,515 4,098 4,585 5,398 7,16 

Stab mit veriinderlichem Querschnitt nnd freien Enden. Wir be-
y trachten nun die Transversalschwingungen eines 
~ f' ~ beiderseitig freien' Stabes, der aus zwei gleichen 0C- -I ~ x Halften besteht, die mit dem dicken Ende an-
I I einandergefiigt sind (Abb. 144); die linke Halfte 
foE-l---l---l~ solI durch Rotation der Kurve 

Abb.144. 
y = axn (0) 

um die x-Achse entstanden sein. Die durch Besselsche Funktionen aus
gedriickte exakte Losung hat man fiir diesen Fall fiir gewisse Werte von n * 

1 Ono, Akimasa: J. Soc. Mech. Engg. 27, 467. Tokyo 1924. 
2 Ono, Akimasa: J. Soc. Mech. Engg. 28,429 (1925). 
* Nicholson, J. W.: Proc. Roy. Soc. 93, 506. London 1917. 
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gefunden; die Frequenz der Grundschwingung laBt sich m der Form 

darstellen; hierin ist 

_ L _ _ ~l/Eg 
t-2n-4nl2Y y 

r der Radius des starksten Querschnittes, 
2l die Stablange, 

(174) 

IX eine Konstante, die von der Gestalt der Kurve (0) abhangt und 
deren Werte in der folgenden Tabelle gegeben sind: 

n= _~_o~_ t ___ ~3; __ ~_ 
Q( = 5,593 6,957 8,203 9,300 10,173 . 

Die Verwendung von Integralgleichungen bei der Untersuchung von 
Transversalschwingungen bei Stab en mit veranderlichem Querschnitt 
wurde von E. Schwerin l erortert. 

51. Schwingungen von 'l'urbinenschaufeln. 
Allgemeines. Es ist eine bekannte Tatsache, daB Turbinenschaufeln 

unter gewissen Umstanden gefahrlichen Schwingungserscheinungen aus
gesetzt sind, und darauf ist die 2\fehrzahl der Schaufelbriiche zuriick
zufiihren. Die stOrende Kraft, die diese Schwingungen verursacht, ist 
der Dampfdruck. Er HiBt sich immer in zwei Komponcntcn zerlegen, 
einen Tangentialdruck P und einen Axialdruck Q (Abb. 145), die Bie
gung der Schaufeln in tangentialer bzw. axialer 
Richtung bewirken. Diese Komponenten bleiben 
nicht konstant, sie andern sich vielmehr mit der 
Zeit, da sie von der relativen Lage der Lauf
schaufeln zu den festen Leitschaufeln abhangen. 
Derartige periodische Krafte konnen, wenn sie mit 

Abb.145. 

einer der freien Schwingungen der Schaufeln in Resonanz treten, 
heftige erzwungene Schwingungen mit entsprechend groBen Span
nungen erzeugen; dies kann schlieBlich dahin fiihren, daB an Stellen, 
wo rasche Querschnittsanderungen und daher hohe Spannungen auf
treten, infolge der fortschreitenden Ermiidung des Materials Spriinge 
entstehen. Dadurch ist der Konstrukteur zum Studium der Schwingungs
erscheinungen an Turbinenschaufeln gezwungen; er hat die Eigen
frequenzen zu ermitteln und die Schaufelabmessungen mit Riicksicht 
auf Resonanzgefahr zu bestimmen. Bei derartigen Untersuchungen 
liefert die Rayleighsche Methode gewohnlich bereits brauchbare Nahe
rungen. Eine weitere Verfeinerung der Rechnung ist hier untunlich, 
insbesondere wenn man bedenkt, daB die Eigenfrequenzen gegeniiber 

1 Schwerin, E.: Uber Transversalschwingungen von Staben veranderlichen 
Querschnitts. Z. techno Phys. 8, 264 (1927). 
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Abanderungen der Randbedingungen am eingespannten Schaufelende 
in der Wirklichkeit hiiufig recht empfindlich sind 1. 

Infolge der Verschiedenheit der Haupttragheitsmomente eines 
Schaufelquerschnittes mussen die Eigenschwingungen in den zwei 
Hauptebenen getrennt untersucht werden. 

Anwendung der Rayleighschen Methode. Es sei die x y-Ebene eine 
dieser Hauptebenen (Abb. 146) und es sei ferner 

1 die Lange der Schaufel, 
a der Abstand des eingespannten Endes von der Drehachse, 
c eine durch Gl. (173) definierte Konstante, 
F der Flaeheninhalt des langs der x-Aehse veranderlichen Sehaufel-

quersehnitts, 
w die Winkelgesehwindigkeit des Turbinenrades, 
y das Gewieht des Materials pro Volumeneinheit, 
X eine Funktion von x, welehe die Durchbiegungskurve der Sehaufel 

unter der Wirkung ihres Eigengewiehtes darstellt. 
Nimmt man die dureh die Funk-

'+' lage fur die Bereehnung der Grund-q tion X dargestellte Kurve als Grund-

x sehwingung, so ist die Durehbiegungs-
n cr kurve wahrend der Sehwingung 

Abb.146. 
:I y = X cos pt. (a) 

Die potentieUe Energie erreieht ihr 
)!Iaximull1, wenn die Sehaufel ihre extreme Lage einnimmt und die 
Biegungskurve dureh die Gleiehung 

y=X (b) 

gegeben ist. Diese Energie besteht aus zwei Teilen: 1. der Energie TTl 
der Biegung, und 2. der Energie V 2 der Zentrifugalkriifte. Die Energie 
VI ist gleieh der dureh Gl. (b) gegebenen Arbeit, die von der Querbe
lastung wiihrend der Biegung geleistet wird; sie ist gegeben dureh 

I 

V =Y-fFXdX. 
1 2 ' (e) 

o 

hierbei kann X, die Funktion von x, welehe die vom Eigengewieht 
herruhrende Biegungskurve der Sehanfel darsteUt, stets dureh ana
lytisehe oder graphisehe ::\Iethoden gewonnen werden. 1m letzt
genannten FallliiJ3t sieh clas Integral (e) mit Hilfe eines der Niiherungs
verfahren bereehnen. 

1 Siehe W. Hort: Z. V. d. I. 70, 1420 (1926). 
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Bei der Bestimmung von V 2 ist zu bedenken, daB ein Schaufelele
ment von der Lange dx (s. Abb. 146) unter der Einwirkung einer Zentri
fugalkraft von der GroBe 

F"dx -'-w2 (a + x) 
g 

(d) 

steht. Die von der Biegung der Schaufel herriihrende radiale Verschie
bung dieses Elements gegen den J\httelpunkt ist 

x 

1 f(dX)2 .. 2 \dX dx, (e) 
o 

die von der Zentrifugalkraft (d) geleistete Arbeit ist demnach 

x 

Fy f(dX\2 - -dxw2 (a + x) ---) dx. 
2 g dx (f) 

() 

Die potentielle Energie V2 erhiiJt man nun, indem man die Arbeits
elemente (f) langs der Schaufel summiert und das V orzeichen der Summe 
andert. So findet man 

I x 

V2 = 1~~2f F(a + x) dx f (~~r dx. (g) 
o 0 

Die kinetische Energie erreicht ihr Maximum, wenn die schwingende 
Schaufel ihre Mittellage einnimmt und die aus Gl. (a) berechneten Ge
schwindigkeiten die Werte 

y=pX 
haben. Dann ist 

I I 

1 fFY . yp2f 
T = 2 gy2 dx = 2g F X 2 dx. (h) 

o 0 

Aus der Gleichung 

erhalt man nun 
x 

I Z f(dX)2 g[FXdx+w2 [F(a+x)dx -cfx- dx 
2 0 P = --------------;Z--- (175) 

J F X 2 dx 
u 

Dies ist die Gleichung zur Berechnung der Eigenfrequenzen emer 
Schaufel. 
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Das zweite Glied im Zahler der rechtcn Seite dieser Gleichung steIlt 
die Wirkung der Zentrifugalkraft dar. Mit den Bezeichnungen 

I 

f FXdx 
12 _ go :'-__ _ 
1-(2;7);)2 I ' 

f F X 2 dx 
o 

(176) 

HiBt sich die Frequenz der Schaufelschwingung nach Gl. (175) in der 
Form 

I = Vii + I~ (177) 

darsteIlen; hierin ist 11 die Frequenz der Schaufel bei stehendem Lauf
rad und 12 stellt die Frequenz der Schaufel dar, wenn man die elastischen 
Krafte vernachlassigt und nur die von der Zentrifugalwirkung herriih
rende WiederhersteIlungskraft beriicksichtigt. 

Schwingungen in der Axialrichtung. Bei der Berechnung der Schwin
gungsfrequenzen in der axialen Richtung er'halt man eine gute Nahe
rung bei der Annahme, daB sich Flacheninhalt und Tragheitsmoment 
des Querschnittes langs der Schaufel nach den GIn. (173) andern. In 
diesem FaIle findet man die Frequenz 11 aus der entsprechenden TabeIle 
(s. S. 298). 

Die Frequenz 12 laBt sich hierfiir aus Gl. (176) leicht berechnen und 
in der Form 

(178) 

darsteIlen; hierin ist f3 eine von den Schaufelabmessungen abhan
gige Zahl. Verschiedene Werte von f3 finden sich in der folgenden 
TabeIle l . Kennt man 11 und 12' so kann man dann taus Gl. (177) bc
rechnen. 

~ 0 0,2 
I 

0,4 
I 

0,6 0,8 1,0 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
I 1,57 1,.58 1,59 1,61 1,64 1,71 
2 1,98 2,00 2,01 2,04 2,09 2,19 
4 2,62 2,64 2,66 2,70 2,77 2,92 
G 3,13 3,15 3,18 3,23 3,31 3,50 
8 3,56 3,59 3,G2 3,68 3,78 4,00 

10 3,95 3,98 4,02 4,08 4,19 4,44 

Schwingungen in der Tangcntialrichtllng. In tangentialer Richtung 
haben die Schaufcln gcwohnlich einen veriinderlichen Tragheitsradius. 

1 Die Tabelle ist der S. 298 genannten Arbeit von Akimasa Ono entnommen. 
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Infolgedessen lassen sich die GIn. (173) nicht ohne weiteres anwenden. 
In einem derartigen Fall erhalt man eine Naherung bei der Annahme, 
daB sich die Anderung von 1 und F 
Hi-ngs der x-Achse (Abb. 147) durch 
folgende Gleichungen darstellen laBt!: 

( X, • nx) ) 1 = 10 1 - mT - m sm T ' 

F F (1 x , . :7 X) 
= 0 n T - n sm -z- , 

(179) 

WOrIn 

-j 
10 

X--1....l..---I.....-..f--L--1J 
J 

L------+--,--,------,J 

Die Frequenzen berechnet man dann aus der allgemeinen Gl. (171), 
m der die Konstante oc fUr die Grundschwingung und die hoheren 
Schwingungen durch die Gleichung 2 

VI - m{i, - m'-fJi 
ct. i = ct.Oi -l~ ny, - n'y;-

gegeben ist. Hierin stellt 
ocoi die Werte der Kon
stanten oc fiir einen ein
gespannten Trager von 
gleichformigem Quer
schnitt dar (s. die Ta
belle S.258)3. Die Kon

1 
2 
3 
4 
5 
6 

0,193 0,807 
0,405 0,594 
0,468 0,532 
0,483 0,517 
0,490 0,510 
0,493 0,507 

(IHO) 

0,493 0,493 
0,703 0,703 
0,661 0,661 
0,649 0,649 
0,645 0,645 
0,642 0,642 

stanten Pi' P;, Yi und Y; sind fiir die verschiedenen Schwingungsarten 
durch obenstehende Tabelle gegeben. 

Wenn ein Ende der Schaufel eingespannt und das andere einfach 
unterstiitzt ist, so kann man dieselbe Gl. (180) zur Berechnung von ct.i 

1 Hort, W.: Proceedings of the First International Congress for AppliEd 
Mechanics, S. 282. Delft 1925. Die oben angegebenen numerischen Ergebnisse 
erhalt man unter der Annahme, daB die Schwingungsart eines Stabes mit verander
lichem Querschnitt die gleiche wie die eines prismatischen Stabes ist. 

2 Wenn die Werte von m, m', n und n' nicht gr6Ber als 0,5 sind, so ist die 
Formel (180) nach Hort korrekt mit einer Fehlergrenze von 2%. Urn eine Vor
steHung von dem Fehler zu bekommen, der entstiinde, wenn m und n gleich eins 
waren, hat man die exakten L6sungen fiir die Eigenschwingungen einer konischen 
und einer keilf6rmigen Schaufel mit den durch obige Methode gefundenen Werten 
verglichen. Es ergab sich, daB der Fehler in diesen extremen Fallen fiir die konische 
und die keilf6rmige Schaufel 17 % bzw. 18,5 % betragt. 

3 Der Wert k; 12 dieser TabeHe ist gleich O(Oi der Gl. (180). 
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verwenden. In diesem FaIle muB man ()(.o, del' dritten TabeIlc des § 43 
entnehmen. Die Konstanten Pi' P~, Yi und Y~ sind in folgender Ta-

belle gegeben. 
i fJi y, fJr yf In diesel' Weise HiBt 

1 0.431 
2 0,480 
3 0,490 
4 0,494 
5 0,496 
6 0,497 

0,569 0,626 
0,520 0,612 
0,510 0,623 
0,506 0,628 
0,504 0,631 
0,503 0,633 

0,857 
0,724 
0,680 
0,662 
0,654 
0,649 

sich die GroBe fIdel' 
G 1. (177) berechnen. Z ur 
Berechnung del' GroBe f 2 

fur die Grundschwingung, 
kann man G1. (178) und 
die obige Tabelle ver

wenden; die Frequenz (f) erhalt man dann wie oben aus G1. (177). 
Es ist zu bemerken, daB die Schaufeln gewohnlich durch umhullende 

Drahte zu Gruppen verbunden sind. Die Drahte beeinflussen die Fre
quenzen del' axialen Schwingungen nicht immer wesentlich, konnen 
abel' die Frequenzen del' tangentialen Schwingungen betrachtlich an
dernl. 

52. Schwingungen von Schiffskorpern. 
Wir gehen nun zu einer anderen Anwendung del' Schwingungslehre 

von Staben vcranderlichen Querschnittes uber, namlich zum Schwin
gungsproblem eines Schiffskorpers. Die Storungskraft ruhrt in diesem 
Falle gewohnlich von del' Unausgeglichenheit del' Maschine her; falls 
nun die Frequenz diesel' Kraft mit del' Frequenz einer del' Eigenschwin
gungen des Schiffskorpers zusammenfaIlt, so konnen groBe erzwungene 
Schwingungen entstehen. Betrachtet man den Schiffskorper als Stab 
veranderlichen Querschnittes mit freien Enden, so lassen sich die Fre
quenzen del' verschiedenen Schwingungsarten von den GIn. (167) aus
gehend mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens (s. § 49) stets mit genugender 
Genauigkeit berechnen. 

Urn das Problem zu vereinfachen, nehmen wir an, daB del' Stab 
in bezug auf den Mittelquerschnitt symmetrisch ist und daB bei Ver
legung des Koordinatenursprungs nach diesem Querschnitt del' Flachen
inhalt und das Tragheitsmoment fur jeden beliebigen Querschnitt durch 
die Gleichungen 

(a) 

worin Fo und 10 den Flacheninhalt bzw. das Tragheitsmoment des 
Mittelquerschnittes bezeichnen, dargestellt werden konnen. Es ist 
klar, daB x von - l bis + l variieren kann, ,venn 2l die Lange des 
Schiffes ist. 

1 Siehe Stodolas Werk, S.949. Vgl. auch W. Hort: Z. V. d. 1. 70, 1422 
(1926) und E. Schwerin: Uber die Eigenfrequenzen der SchaufeJgruppcn von 
Dampfturbinen. Z. techno Phys. 8, 312 (1927). 
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Wir wollen ferner annehmen, daB die Durchbiegungskurve wahrend 
der Schwingung durch 

y = Xcospt 

darstellbar ist, worin X die Gestalt der Reihe 

X = al fJJl(X) + a2 fJJ2(X) + aa fJJa(x) + (b) 

hat. Hierin miissen wir fiir fJJl' fJJ2' ... geeignete, die Randbedingungen 
erfiillende Funktionen wahlen. Die Koeffizienten ai' a2 , aa, ... stehen 
in gewissen Beziehungen zu den Frequenzen und diese Beziehungen 
folgen dann aus den Gin. (167) 1. 

Eine brauchbare Naherung fiir die Frequenz der Grundschwingung 
erhalt man2 , indem man fiir die Funktionen fJJ(x) die Eigenfunktionen 
eines prismatischen Stabes mit freien Enden einfiihrt. Die allgemeine 
Losung (133) fiir symmetrische Schwingungsarten nimmt man in der 
Form 

X = C1 (coskx + coshkx) + C2 (coskx - coshkx). (c) 

Nun ergeben die Bedingungen an den freien Enden 

(X")x=±l = (X"')x=±l = 0. (d) 

Setzt man (c) in (d) ein, so erhalt man 

C1(-coskl + coshkl) - C2 ( coskl + coshkl) = O,} 
(e) 

C1 ( sinkl+sinhkl) -C2 (-sinkl+ sinhkl) =0. 

Wird die Determinante dieses Gleichungssystems gleich Null ge
setzt, so hat man die Frequenzgleichung in der Form 

tg k l + tgh k l = ° ; 
ihre aufeinanderfolgenden Wurzeln sind 

(f) 

Setzt man das Verhaltnis ~: aus (e) in Gl. (c) ein, so folgen die der 

Grundschwingung und den hoheren Schwingungsarten entsprechenden 
Eigenfunktionen in der Gestalt 

Xi = Ci(c6skixcoshkil + cosh kix cos kil) . 

Die willkiirlichen Konstanten mogen zur Vereinfachung in der Form 

1 
Ci = -;=- c ___ CC-,,=--_"---==-_c--

1cos2 Kit + cosh2 kJ 
gewahlt werden. 

1 Die Tragheit des Wassers wird bei dieser :Berechnung nicht beriicksichtigt. 
Der EinfluB der Wassertriigheit wurde von J. Lockwood Taylor untersucht 
(Spring Meeting. Inst. Naval Arch. 1930). Siehe auch" Phil. Mag. Jan. 1930. 

2 Siehe das Werk des Verlassers: Elastizitatslehre. 2. Petersburg 1916. Siehe 
auch N. Akimoff: Trans. Soc. Nav. Arch. 26. New York 1918. 

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 20 
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Die der ersten Wurzel kll = 0 entsprechende Eigenfunktion wird 
eine l(onstante sein und die entsprechende Bewegung eine Verschie
bung des Stabes als starrer Korper in der y-Richtung. Diese Kon-

stante soll gleich f~ genommen werden. 

Nimmt man die so erhaltenen Eigenfunktionen als Funktionen !p(x) 
in der Reihe (b), so wird 

x = al 1_ + a2 cos ksx cosh k2l + cosh k2x cos_k21 + 
}2 yeos2 k21 + cosh2 k2l 

Hiermit geht Gl. (167) in 

+1 

p2 F Y f ,\"""1 ~l" l 
- E~ - (1- cx2)..d.2J aiaj!Pi!PjdXf = ° 

-I 1 

uber. Mit der Bezeichnung 
+l 

J (1 - b x2) !pi' !pj'dx = lXij , 
-I 

+1 

J (1 - c x 2) !Pi !pj dx = (3i} 
-I 

ergibt sich nun nach (h) 

worin 

..2 a,;{lXin - }..(3in) = 0, 
i-l,2,3 " 

'" p2 Fo ~J 
A=-

E loY 

(g) 

(h) 

(k) 

(I) 

(m) 

Zur Bestimmullg der Grundschwingung genugen in del' Praxis zwei 
Glieder der Reihe (g). Die GIn. (1) lauten hierfiir 

a l (lXu - ).. (3u) + ([2 (IXn - A (321) = 0, } 

III (1X12 -- A (3d -i a2 (1X22 - ). (322) = 0 . 

In Ullserem FaIle ist 

!p~' = 0, 
" k2 - cos k2 x cosh k2l + cosh ks x cos k2 l 

!P2 =2 --~=:::;;=;:~====~=:::;:--=--Y cos2 k2l + cosh2 k2 I 

(n) 

(0) 

Setzt man die,; in (k) ein lind fiihrt die Integration aus, so folgt 

lXu = 0 , :1:12 ~c 0 , :1:21 = 0 , 
c l 

- Jib' 2) "2 I . -- 31,28 (1 0 ~ 1.[2) 1X22 -· ( -- x (IPz) (.1 -- I" - ,08/ U, (p) 
I 

l3n ~, l (1 - 0,333 clZ) , (312 = /1Z1 c 0,297 c [3, 1 
(q) 

(322 = l(l - 0,481 c[2). j 
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Nach Substitution dieser Werte in die GIn. (n) liefert das Nullsetzen 
der Determinante dieses GIeichungssystems die Frequenzgleichung 

A2 (1 - fli2 ) - A 1X22 = O. (r) 
flu fl22 fl22 

Die erste Wurzel dieser GIeichung (A = 0) entspricht einer Verschie
bung des Stabes als starrer Korper. Die zweite Wurzel 

A !X22 1 
=fl22 ~=-f3T, (s) 

flu fl22 

bestimmt die Frequenz der Grundschwingung. Diese Frequenz ist 

11 = tn = ~ r~~g . (t) 

Numerisches Beispiel. Es sei 2l = 100 m; 10 = 20 m4 ; F 0 Y = 7· 9,81 t 
pro m; b = c = 0,0003 pro m 2 • Das Gewicht des Schiffes ist 

l 

Q = 2FoY f (1- cx2)dx = ,jI50t. 
o 

Aus den GIn. (p) und (q) erhalten wir 

!X22 = 23,40.10-5, (311 = 37,50, (312 = 11,14, 

damit ist nach Gl. (s) 
A = 0,817' 10-5 • 

Nehmen wir E = 2.107 t pro m 2 an, so erhalten wir 

p = 1/;0. 2 . 107 • O,817~ 1O-~ = 21,6 . 

Die Anzahl der Schwingungen pro Minute ist 

N= ~O: = 206. 

(322 = 31,95; 

Die oben angegebenen Funktionen q;(x) lassen sich auch verwenden, 
wenn die Veranderlichkeitsgesetze fiir lund F anders lauten als 
nach Gl. (a), und auch dann noch, wenn lund F graphisch gegeben 
sind. Man mull nur in jedem Fall die Integrale (k) berechnen, was sich 
mit Hille irgendeiner der Naherungsmethoden stets durchfiihren laBt 1. 

53. Stabe unter seitlichem Stolt 
Angenaherte Losung. Das Problem der Spannungen und Durch

biegungen, die ein fallender Korper an einem Trager hervorruft, ist von 
groBer praktischer Bedeutung. Die exakte Losung dieses Problems erfor-

1 Eine weitere Entwicklung des Problems der Schiffsquerschwingungen findet 
man in folgenden Arbeiten: Mouliin, E. B., u. A. D. Browne: Proc. Cambridge 
philos. Soc.24-,400(l928).Mouliin, E. B.: Proc.Cambridgephilos. Soc. 24, 531(1928}. 

20* 
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dert das Studium der Transversalschwingungen des Tragersl. In Fallen, 
wo die Masse des Tragers gegeniiber der Masse des fallenden Korpers 
vernachlassigt werden kann, la.6t sich eine NaherungslOsung leicht finden, 
indem man annimmt, daB die Durchbiegungskurve des Tragers wahrend 
des Sto.6es dieselbe Gestalt wie die entsprechende statische Durch
biegungskurve hat. Dann findet man die maximale Durchbiegung und 
die maximale Spannung aus der Betrachtung der Systemenergie. 
Denken wir uns z. B. einen Trager, der an beiden Enden unterstiitzt 
ist und in der Mitte zwischen den Unterstiitzungspunkten von einem 
fallenden Gewicht W getroffen wird. Bezeichnet 15 die Durchbiegung 
in der Mitte des Tragers, so gilt folgende Beziehung zwischen der Durch
biegung und der auf den Trager wirkenden Kraft P: 

PI3 
15 = 48EI • 

Die potentielle Energie der Formanderung ist dann 

V = !,IJ = 24EHB 
2 [3· (a) 

Fallt das Gewicht W eine Rohe h herunter, so ist die von ihm hierbei 
geleistete Arbeit 

(h) 

und die dynamische Durchbiegung l5a ergiht sich aus der Gleichung 

Danach ist 

Rierin stellt 

W(h + r5a) = 24~;iJ. 

WI" 
r5. t = 48E I 

(c) 

(d) 

die statische Durchbiegung des Tragers unter der Einwirkung der 
Last W dar. 

Bei dieser Uberlegung wurde die Masse des Tragers vernachlassigt, 
und es wurde angenommen, da.6 die kinetische Energie des fallenden 
Gewichtes W vollstandig in potentielle Energie der Formanderung im 
Trager umgewandelt wird. In Wirklichkeit wird ein Teil der kinetischen 
Energie wahrend des Sto.6es verlorengehen. Daher ergeben Berech
nungen, wie die ohige, nur eine obere Grenze fur die dynamische Durch
biegung und die dynamischen Spannungen. Um eine genauere Losung 
zu hekommen, muB man die Masse des der StoBwirkung unterworfenen 
Tragers berucksichtigen. 

1 Die Literatur dieses Gegenstandes ist in einem Artikel von Th. Pos chI im 
Handbuch der Physik, Bd.6 angegeben. 
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IV 
Wenn em sich bewegender Korper von del' Masse - und del' Ge

g 

schwindigkeit Vo einen ruhenden Korper von del' Masse!!!... zentral 
g 

triift und wenn die Formanderung im Treffpunkt vollkommen unelastisch 
ist, so lautet die Gleichung zur Berechnung del' fiir die beiden Kol'per 
gleichen Endgeschwindigkeit nach dem StoB wie folgt: 

TV lr--'-w 
-~·---'-v g 0 - g • 

Danach ist 
TV 

v = '"'0 W + tv· (e) 

Es ist Zll beachten, daB fiir den Trager im Augenblick des StoJ3es nur 
del' Treffpllnkt dieselbe Geschwindigkeit v wie del' Korper What. 
Andere Punkte des Tragers konnen von v verschiedene Geschwindig
keiten besitzen. Zum Beispiel haben die Stiitzpunkte die Geschwindig
keit Null. Es ist also nicht die tatsachliche ::Uasse, sondern eine redu
zierte ~asRe des Tragers bei del' Berechnung del' GeRchwindigkeit v 
durch Gl. (e) in Betracht zu ziehen. Die GroBe diesel' reduzierten Masse 
hangt von del' Gestalt del' Durchbiegungskurve ab und laBt sieh ganz 
ebenso wie bei del' Rayleighsehen Methode [so Gl. (42) S. 72] annahernd 
bestimmen, indem man namlich annimmt, daB die dynamische Durch
biegungskurye mit del' statisehen identiseh ist. Hierfiir winl 

IV v = vo ~~. ----
lr--,--17 w ' 

, 35 

worin ?cl w das reduzierte Gewicht des Tragers ist. Die kinetisehe 
Energie des Systems ist 

( TF + I ~ tc\ v2 
3D ) 

- --- -----

2g 

W vij 1 

2g l-L17!!!... 
, 35 TV 

Diese GroBe muB man in del' obigen Gl. (e) fiir T~ ;5 = W h setzen, 

um del' Masse des Tragers Rechnung zu tragen. Damit ist die dyna
misehe Durehbiegung 

6~t + 2 hOst ---
17 w 

1'35Tf 

(181) 

Dieselbe Methode HiBt sieh aueh in allen anderen Fallen del' Theorie 
des StoBes anwenden, wenn die V ersehie bung del' Konstruktion im 
StoBpunkt del' Kraft proportional ist 1. 

1 Diese Methode wurde von H. Cox. Trans. Cambridge philos. Soc. 9,73 (1850) 
entwickelt. Siehe auch Todhunter u. Pearson: History 1, 895. 
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StoB und Sehwingungen. Die oben beschriebene Methode fiihrt bei 
diinnen Stangen und Tragern zu hinreichend genauen Ergebnissen, 
wenn die Masse des fallenden Gewichts gegeniiber der Masse des Tragers 
groB ist. 1st dies jedoch nicht der Fall, so muB man die Schwingungen des 
Tragers und die ortliche Formanderung im StoBpunkt in Betracht ziehen. 

Die Transversalschwingungen eines Tragers, der von einem sich 
mit gegebener Geschwindigkeit bewegenden Korper getroffen wird, 
hat St. Venant! untersucht. Unter der Annah~e, daB der stoBende 
Korper nach dem StoB am Trager haften bleibt, kann man die Schwin
gungen ermitteln, indem man die Formanderung als Summe einer Reihe 
von Eigenfunktionen darstellt. Die konstanten Koeffizienten dieser 
Reihe sind so zu bestimmen, daB die Anfangsbedingungen erfiillt sind. 
Auf diesem Wege gelang es St.Venant zu zeigen, daB die oben gegebene 
NaherungslOsung eine fiir die Praxis geniigende Genauigkeit besitzt. 

Die Annahme, daB der aufschlagende Korper nach dem StoB mit 
dem Trager in ·Beriihrung bleibt, ist ganz willkiirlich, und wir miissen, 
falls eine exaktere Darstellung des StoBvorganges erwiinscht ist, die 
ortlichen Formanderungen des Tdigers und des aufschlagenden Korpers 
im Treffpunkt untersuchen. Wir wollen hier einige Ergebnisse einer 
derartigen Untersuchung wiedergeben. Es moge etwa eine Kugel auf 
die flache Oberflache eines rechteckigen Tragers auftreffen 2. Die ort
liche Formanderung ist in diesem FaIle durch die bekannte Hertzsche 
Losung gegeben 3. Es sei oc die durch diese Formanderung bewirkte 
Verschiebung der auftreffenden Kugel in bezug auf die Tragerachse 
und P der entsprechende Druck der Kugel auf den Trager; dann ist 

(f) 

worin k eine Konstante ist, die von den Elastizitatseigenschaften der 
Korper und von der GroBe des Kugelradius abhangt. Der wahrend des 
StoBes wirkende Druck wird mit der Zeit variieren und eine Durchbie
gung des Balkens bewirken, die sich durch die allgemeine Losung (c) 
des § 44 ausdriicken laBt. Wenn der Balken in der Mitte getroffen wird, 
so sind die Ausdriicke fiir die generalisierten Krafte 

Q P . in 
i = Slll-2 

und die durch den Druck P bewirkte Durchbiegung in der Mitte ist dann 

00 It , _ 21, 1 [2 2 g P " i2 :r" [tit - tl ) dt, 
l/ -- "2 2 F [ KIll [2 . , ~ :ray 

1,3,5,... 0 

(g) 

1 Vena nt, i::lt.: 1. c. S. 271, letzte FuBnote von § 61. S, 490. 
2 Siehe die Arbeit des Verfassers in Z. ~fath. Phys. 62, 108 (1913), 
3 Hertz, H.: ,T. Math. (Crelle) 92 (1881). Love, A, E, H.: Math. Theorv of 

Elasticity, S. 198 (1927). . 
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Die vollstandige Versehiebung der Kugel vom Beginn (t = 0) des 
StoBes an ist gleieh 

(h) 

Dieselbe Versehiebung kann man aber aueh finden, indem man die 
Bewegung der Kugel betraehtet. 1st Vo die Gesehwindigkeit der Kugel 
zu Beginn (t = 0) des StoBes, so ist die Gesehwindigkeit v in einem 
beliebigen Zeitpunkt t = t1 gegeben dureh 1 

worin 

t, 

V = Vo - ! f Pdt!, 
o 

m die Masse der Kugel, 

(k) 

P die von der Zeit abhangige Riiekwirkung des Tragers auf die 
Kugel ist. 

Die Verschiebung der Kugel in der StoBriehtung ist 

(1) 

Setzt man (h) und (1) einander gleich, so erhalt man die folgende 
Gleichung 

t hoot 

f dtlf i 2J 1 l2 2g f . i2:n;2a(t-tl) 
V t- - Pdt =kP + . -;---- Psm----··dt. (m) o m 1 ~2 :r;2 a y F l l2 1 

o 0 1,3,5,... 0 

Diese Gleichung Hi,Bt sieh numeriseh losen, indem man das Zeit
intervall von 0 bis t in kleine Elemente unterteilt und Sehritt fUr Sehritt 
die Versehiebungen der Kugel bereehnet. 1m folgenden geben wir zwei 
Beispiele derartiger numeriseher Bereehnungen. 

Beispiele. 1m ersten Beispiel moge es sieh um einen Stahlstab von 
quadratisehem Quersehnitt I· I cm2 und einer Lange = 15,35 em han
deIn. Eine Stahlkugel vom Radius r = I em treffe auf den Stab mit 
einer Gesehwindigkeit v = I em pro Sekunde auf. Nimmt man E 
= 2,2'106 kg pro em 2 und y = 7,96 g pro em3 an, so ist die Periode 
der Grundsehwingung des Stabes T = 0,001 sec. Bei der numerisehen 
Losung von G1. (m) werde diese Periode in 180 gleiehe Teile unterteilt, 
so daB ~T = lki T wird. Der fUr jedes Teilintervall hiernaeh berechnete 
Druck P ist in Abb. 148 dureh die Kurve I gegeben. Des Vergleiehes 
halber ist in derselben Abbildung dureh die gestriehelte Linie die zeit· 
liehe Druekanderung fur den Fall einer Kugel veransehaulieht, die auf 

1 Es wird angenommen, daB auBer P keine Kriifte auf die Kugel wirken. 



312 Schwingungen elastischer Korper. 

einen unendlich groBen Karper mit ebener Grenzflache auftrifft. Man 
sieht, daB die Kugel nur wahrend eines Zeitintervalls 28 (th-), gleich 
ungefahr ~ 1', mit dem Stab in Beriihrung bleibt. Die Verschiebungen 
der Kugel sind durch die Kurve II und die Durchbiegung des Stabes 
in der Mitte durch die Kurve III dargestellt. 

I 
,/ 

r--

\ 
0 IOcl';; 10 30 40 50 6Ou[ 

Abb.148. 

Einen komplizierteren Fall stellt Abb.149 dar. Hier sind Stablange 
und Kugelradius doppelt so groB angenommen wie im vorigen Beispiel. 
Die Periode l' der Grundschwingung des Stabes ist viermal so groB 

l/erlikalmtlQsfPbe 
1 Skull'lliell - 05l Druck 

lSk ulenlr!ll Ml0 ·fcm "Vrdibieg ung 

I 

I 
II 

o 5 lSd', 60J't 65 70 75 

Abb.149. 

wie friiher, wahrend die Anderung des Druckes P durch eine kompli. 
ziertere Kurve I dargestellt ist. Man sieht, daB die Kugel von t = 0 
bis t = 19,5 ((h) mit dem Stab in Beriihrung bleibt. Dann trifft sie 
den Stab wieder zur Zeit t = 60 (bT) und bleibt mit ihm in Beriihrung 
bis t = 80 (01'). Die Zunahme der Durchbiegung des Stabes ist durch 
die Kurve II gegeben. 

Man erkennt aus diescn Beispielen, daB der elaRtische StoB einen be· 
deutend komplizierteren Vorgang darRt.ellt all" (ler yon St. V8nant 
untersllchte unelastiflChf' StoG. 
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54. Prismatische Stabe unter longitudinalem StoB. 
Allgemeines. Wird ein Stab in der Langsrichtung von einem be

wegten Korper getroffen, so lassen sich die in diesem Stab entstehenden 
Spannungen und Formanderungen mit Hilfe des im vorigen Paragraphen 
entwickelten Naherungsverfahren ermitteln. 1st jedoch eine genauere 
Losung des Problems erwiinscht, so muB man auf die longitudinalen 
Schwingungen des Stabes eingehen. 

Young I hat zuerst auf die Notwendigkeit hingewiesen, den EinfluB 
der Stabmasse beim LangsstoB griindlicher zu untersuchen. Er zeigte 
auch, daB ein kleiner vollkommen starrer Korper beim StoB im Stabe 
eine bleibende Vertiefung verursacht, wenn das Verhaltnis x 
der Geschwindigkeit VI des auftreffenden Korpers zur Schall
geschwindigkeit V im Stab groBer ist als die der Elastizitats
grenze des Materials fiir Druck entsprechende relative Ver
kiirzung. Um diesen Satz zu beweisen, nimmt er an, daB 
an der Beriihrungsflache von bewegtem Korper und Stab 
im Augenblick des StoBes (Abb.150) eine lokale Verdich
tung erzeugt wird 2, die sich langs des Stabes mit der Schall-
geschwindigkeit fort.pflanzt. Wir wollen ein sehr kleines Zeit-

Abb.150. 

intervall tins Auge fassen, wahrend dessen die Geschwindigkeit des 
auftreffenden Korpers als konstant angesehen werden darf. Dann ist 
die Verschiebung des Korpers gleich vlt und die Lange des zusam
mengedriickten Stabteiles gleich vt. Demnach ist die relative Verkiir-

zung gleich VI. Daher gilt der obige Satz. 
V 

Die longitudinalen Schwingungen eines prismatischen Stabes wah
rend des StoBvorgangs wurden von N a vier 3 untersucht. Er griindete 
seine Untersuchung auf die Annahme, daB der auftreffende Korper 
mindestens wahrend einer halben Periode der Grundschwingung mit 
dem Stabe in Beriihrung verbleibt. So wird das StoBproblem identisch 
mit dem Schwingungsproblem einer Last, die am Stab angreift und 
zur Anfangszeit eine gegebene Geschwindigkeit besitzt (s. § 38). Die 
oben in der Gestalt einer unendlichen Reihe angegebene Losung dieses 
Problems ist zur Berechnung der Maximalspannungen wahrend des StoBes 
nicht geeignet, und wir werden daher im folgenden eine umfassendere, 
von St. Venant4 und J. Boussinesq 5 entwickelteMethode besprechen. 

I Siehe seine Lectures on Natural Philosophy 1, 1244. Die Geschichte des 
LangsstoBproblems wird eingehend besprochen im Buch von Clebsch: l. c. 
S. 271; siehe letzte FuBnote von § 60. 

2 Es wird angenommen, daB die Beriihrungsfliichen zwei parallele glatte 
Ebenen sind. 

a Navier: Rapport et Memoire sur les Ponts Suspendus 1828. 
4 Venant, St.: l. c. S.271. 
5 Boussinesq, J.: Applications des Potentiels. 
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stab, der an einem Ende festgehalten und am anderen gestoBen wird 1. 

Bei der Betrachtung eines Stabes, der an einem Ende festgehalten und 
am anderen in der Liingsrichtung gestoIlen wird (Abb. 150), greifen 
wir zuniichst auf die bereits bekannte Gleichung fur Langsschwingungen 
(s. S. 222) zuriick. Diese Gleichung lautet 

(a) 

worin u die von der Gleichgewichtslage aus gemessene longitudinale 
Verschiebung wahrend der Schwingung bezeichnet und 

a2 = Eg 
Y 

ist. Die Randbedingung am festen Ende ist 

(b) 

(c) 

Die Randbedingung am freien Ende, an dem die Stabkraft dem Triig
heitswiderstand des auftreffenden K6rpers gleich sein mull, ist 

F E (~'!!.) = _ TV (a2~) . ax a:~l g at x~l 
(d) 

Bezeichnet man mit m das Verhaltnis des Gewichtes TV des auftreffen
den K6rpers zum Gewicht F y l des Stabes, so erhalt man aus (d) 

ml - - -a c-(a2u) 2 (iJ U) iJt2 x~l - iJx x=l' 
(e) 

Zur Anfangszeit t = 0, wenn der Karper den Stab trifft, gelten die 
Bedingungen 

au u=-=o at (f) 

fUr aIle Werte von x zwischen x = 0 und x = l, wahrend am Ende x = l 

(aU) -- - - v at t~+o- (g) 

gilt, da im Augenblick des StoBes die Geschwindigkeit des getroffenen 
Stabendes der Geschwindigkeit des auftreffenden Karpers gleich sein 
muB. 

Das Problem besteht nun darin, eine Lasung del' Gl. (a) zu finden, 
die die Randbedingungen (c) und (e) und die Anfangsbedingungen (f) 
und (g) erfullt. 

Die allgemeine Lasung diesel' Gleichung liiBt sich in del' Form 

It = I (a t -:1') + 11 (at + x) (h) 

schreiben, worin lund 11 ~willklirliche Funktionen sind. 

1 Siehc Love: Theory of Elasticity, 4. Auf I., S.431 (1!l2i). 
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Werden Differentiationen naeh den Argumenten (at - x) oder 
(at + x) dureh Striehe bezeiehnet, so hat man 

al alI -f'(at - J;), 
a2 j a2 It f"(at - x) , ax -ax ax2 ax2 

at alI a2 j a2 f af'(at - x). -- = -~ = a2 f"(at - x): at at iJt2 at2 ' 

daraus erkennt man, daB del' Ausdruek (h) die G1. (a) befriedigt. 
Zur Erfullung der Randbedingllng (e) ronB 

f(at) + fl(at) = 0 
oder 

fdat) = - f (at) 

fur jeden Wert des Arguments (at) sein. Die Losung (h) kann also in 
der Form 

1t = f(at - x) -- f(at + x) (k) 
gesehrieben werden. 

Diese Losung hat einen sehr einfaehen physikalisehen Sinn, der 
folgendermaBen erklart werden kann. Man betraehte das erste 
Glied f (at - x) der reehten Seite der Gl. (k) und fasse einen be-
stimmten Zeitpunkt tins Auge; die :b'unk- s 
tion f laBt sich fur diesen Zeitpunkt dureh i~"""" 
eine gewisse Kurve nsr (Abb. 151) darstellen, ~t1~t r x 
deren Gestalt von der Art der Funktion f 
bh M . hi' h . dB' V Ahh. 151. a angt. an SIe t me t e111, a 1m er-

lau£ eines Zeitelements Ll t das Argument at - x del' :b'unktion f un
geandert bleibt, wenn nul' die Abszisse in diesem Zeitintervall um 
ein Element Ll x, gleieh aLl t wachst. Geometrisch bedeutet dies, 
daB die Kurve nsr wahrend des Zeitintervalls Ll t ohne Gestaltsande
rung in eine neue Lage ubergeht, die in der Abbildung dureh die ge
striehelte Linie ang~deutet ist. Aus dieser Uberlegung laBt sich erkennen, 
daB das erste Glied der rechten Seite del' Gl. (k) eine Welle darstellt, 
die langs del' x-Achse mit einer konstanten Geschwindigkeit 

a = l/~g (182) 

fortschreitet; diese Gesehwindigkeit ist aueh die :Fortpflallzungs
geschwindigkeit del' Schallwellen langs des Stabes. In gleieher Weise 
laBt sich zeigen, daB das zweite Glied der rechten Seite der Gl. (k) 
eine Welle darstellt, die mit der Geschwindigkeit a in der negativen 
x-Richtung fortschreitet. Die allgemeine Losung (k) erhalt man dureh 
Superposition von zwei solchen Wellen gleicher Gestalt, die mit der 
gleichen Geschwindigkeit in entgegengesetzten Richtungen fortschreiten. 
Der auftreffende Korper erzengt wiihrend des 8toBes eine kontinuier-
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liche Reihe derartiger Wellen, die gegen das feste Ende laufen und 
dort reflektiert werden. Die Gestalt dieser aufeinanderfolgenden Wellen 
kann nun festgestellt werden, indem man die Anfangs- und Rand
bedingungen am Ende x = 1 beaehtet. 

Fur den Anfangszeitpunkt t = 0 haben wir nach Gl. (k) 

(uh~o= f(-x)- f(+x), 

(au) =-/,(-:1.:)- f'(+x) , a x t~O 

(~1!') = af'(-x) - af'(+x). at t~O 

Fuhrt man die Anfangsbedingungen (f) ein, so erhalt man 

-f'(-x) - f'(+x) = 0 fur 0 < x < l'} 
1'( -;i;) - /'( +x) = 0 fUr 0 < x < l. 

(1) 

Betraehtet man f als Funktion eines Arguments z, das + x oder 
- x gleichgesetzt werden kann, so laBt sich aus (1) schlieBen, daB f' (z) 
fUr - 1 < z < 1 gleieh Null ist, da nur unter diesel' Bedingung beide 
Gin. (1) gleiehzeitig befriedigt werden konnen, und daraus folgt nun, 
daB f (z) eine Konstante ist, die gleich Null genommen werden kann. 
Man bekommt also 

f (z) = 0 fur -l < z < l. (m) 

Nun lassen sich die Werte del' Funktion f(z) fiir die Werte von z 
auBerhaIb des Intervalls -l < z < 1 bestimmen, indem man die Rand
bedingungen (e) benutzt. 

Setzt man (k) in Gl. (e) ein, so erhiilt man 

ml{f"(at -l) - !"(at + l)} = + f'(at -l) + f'(at + l) 
oder, wenn man at + 1 = z setzt, 

I" 11' I" 'l 11' 2l (z) +- (z) = (z - ~ ) --- (z --' ). 
ml ml (n) 

~Iit Hilfe diesel' GIeichung kann man die Funktion I (z) folgender
maBen schrittweise konstruieren: 

Aus (m) wissen wir, daB die rechte Seite del' Gl. (u) im Inter
vall 1 < z < 3l gleich Null ist. Durch Integration diesel' GIeichung 
erhiiIt man clie Funktion f (z) im Intervall 1 < z < 3l. Dadureh 
wird die reehte Seite del' Gl. (n) fiir das Interyall 3l < z < 51 bekannt. 
Somit ergibt die Integration diesel' Gleichung die ]'unktion f (z) fiir 
das Intenall :~l < z < 5l, Indem man in diesel' Weise fortfahrt, kann 
man f (z) HiI' alIe \Verte yon z, die graBer aIs I :-:ind, bCRtimmclL 
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Betrachtet man Gl. (n) als Bestimmungsgleichung fur j' (z), so 
lautet die allgemeine Losung dieser linearen Gleichung erster Ordnung, 
wie folgt: 

/,(z) = Ce -,;,/ -+ e - ~l f e~IIJ"(z - 21) - r~l /,(z - 21)J dz, (p) 

worin C eine Integrationskonstante ist. 
Fur das Intervall 1 < z < 3 1 verschwindet das zweite Glied der 

rechten Seite der Gl. (n) und wir erhalten 
z 

/,(z) = Ce- ml 

Auf Grund der Bedingung (g) wird 

a{f'(- Z + 0) - /'(l + OJ} = -v 
oder 

1 

j'(l+O)=Ce-"'= :; 

und fiir das Intervall 1 < z < 31 erhalten wir 

(z-l) 

/,(z) =~e---;;'l 
a 

Fur 31 < z < 51 ist nach Gl. (q) 

und 

- (z-:ll) 

/,(z -- 21) =~. e m! 
a 

-(z-3l) 

" 2l I /' 21 2 v 1 / (z - ) - - (z - ) = -- -e m • 
ml ml a 

Nun kann die Losung (p) in folgender Form dargestellt werden: 

-~ 2 v _ (z-31) 

/,(z) = Ce ml_ ml a:(z - 3l)e ml 

(q) 

(r) 

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Bedingung, 

daB die Geschwindigkeit am Ende x = 1 im Zeitpunkt t = 2l stetig a 
sein solI. Diese Bedingung druckt sich durch die Beziehung 

(a U)' (d U) - 21 - - 21 "at t=-- at t=-
a-U a+O 

x=l x=l 

aus oder, wenn man Gl. (k) benutzt, durch 

j'(l - 0) - j'(3l - 0) = f'(l + 0) - /,(3l + 0) . 
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Mit den GIn. (m), (q) und (r) erhii.lt man 
2 S 

V --- V --- ·-e m = -- - C e In 
a a 

und daraus folgt 

V - -( 1 3 ) 
C = Ii em + em ; 

man hat dann fur das Intervall 3l < z < 5l 
-(~-l) -(Z-31) 

f'(z) = : e---mT-+ : [1 - ~l (z - al)] e-mt . (S) 

Kennt man nun f'(z) fur a1 < z < 5l, so kann man mit Hilfe der 
G1. (n) den Ausdruck fur f' (z) im Intervall 51 - z < 71 finden usw. 

1st f'(z) bekannt, so laBt sich daraus t(z) durch Integration finden; 
die Integrationskonstante bestimmt sich aus der Bedingung, daB die 
Verschiebung u an der Stelle x = 1 stetig bleibt. So erhalt man fur 
1 < z < al 

{ 
-(z-l) } miv --

t(z)=---- l-e ml 
a (t) 

und fur al < z < 5l 
• 

-~-Q -~-3Q 

t(z) = - m:ve-----;nz- + m:v{l +m~(Z- 3l)}e mz-. (v) 

Kennt man I(z), so lassen sich die Verschiebungen und Spannungen 
fiir jeden Stabquerschnitt berechnen, indem man in G1. (k) die entspre
chenden Werte der Funktionen t(at - x) und t(at + x) einsetzt. Fiir 

0< t < .i ist das Glied t(at - x) in G1. (k) wegen (m) gleich Null a 
und wir haben daher nur die in negativer x-Richtung fortschreitende 
Welle t(at + x). Die Gestalt dieser Welle erhalt man aus (t), indem 

man at + x an Stelle von z setzt. Zur Zeit t =.i wird die Welle am a 

festen Ende reflektiert und wir haben dann im Intervall.i < t < 21 a a 
zwei Wellen, namlich die in der positiven x-Richtung fortschreitende 
Welle I(at - x) und die in der negativen x-Richtung fortschreitende 
Welle f(at + x). Beide Wellen k6nnen wir aus (t) erhalten, indem wir 
fUr z die Argumente (at - x) bzw. (at + x) setzen. Fahren wir auf diesem 
Wege fort, so gelangen wir zu einer vollkommenen Beschreibung der 
Vorgange beim longitudinalen StoB. 

Die obige L6sung stellt die tatsachlichen Verhaltnisse nur so lange 
dar, als ein positiver Druck zwischen dem stoBenden K6rper und dem 
Stab besteht, d. h. solange die Dehnung 

('~~) = - t'(at -1) - t'(at + l) (w) ax x~l 
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negativ bleibt. Fiir 0 < at < 2l wird die rechte Seite der Gl. (w) durch 
die mit dem negativen Zeichen versehene Funktion (q) dargestellt und 
bleibt negativ. Fiir 2l < at < 4l lautet die rechte Seite von Gl. (w) 

at 2 

-~-e-ml{1 + 2em (1 _ at_-=~)}. 
(( ,ml 

Dies verschwindet, wenn 

oder 

2 
1+2em(l_at-2l)=o 

ml 

. 2 

'2.!0. = ~ + 2 + e-m; 
ml m (x) 

Diese Gleichung kann im Intervall 2l < at < 4l nur dann eme 
Wurzel haben, wenn 

2 
4 

2+10 In <m 
und dies tritt fiir m = 1,73 ein. 

1st also das Verhaltnis des StoBkorpergewichts zum Stabgewicht 
kleiner als 1,73, so hort der StoB in einem Zeitpunkt t des Inter
valls 2l < at < 4l auf, und dieser Zeitpunkt laBt sich aus Gl. (x) 
berechnell. Fiir groBere \Verte des Verhaltnisses m muB man eine 
Untersuchung dariiber anstellen, ob der StoB in einem Zeitpunkt des 
Intervalls 4l <::: at < 6l aufhort odeI' nicht usw. 

Das 2Vlaximum der Druckspannungen wahrend des StoBvorgangs 
tritt am festen Ende auf. Fiir groBe Werte von m (m > 24) laBt sich diese 
Spannung mit geniigender Genauigkeit aus der folgenden Naherungs
formel berechnen: 

Pmax = E v (ym + 1). a (183) 

Des Vergleichs halber ist es interessant zu bemerken, daB man 
unter Anwendung des im vorigen Paragraphen angegebenen Naherungs
verfahrens und Vernachlassigung der GroBe CJst gegen h in Gl. (d) (s. 
S.308) zu folgender Gleichung gelangt: 

Pmax = E.~ Vm. (184) 

Fiir 5 < m < 24 ist die Gleichung 

Pmax = E ~ (r;~ + l,l) (185) 

an Stelle von Gl. (183) zu yerwenden. Fur m < 5 leitet St. Venant 
die folgende Forme} ab: 

Pm ax =2 E ~ (1 + e--!.). (186) 
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Die obige Methode ist auch auf den Fall einer Stange anwendbar, die 
an einem Ende frei ist und am anderen von einem LangsstoB getroffen 
wird; ebenso auf den LangsstoB zweier primatischer Stabe gegenein
anderl. Es ist zu beachten, daB die obige Untersuchung des LangsstoBes 
sich auf die Annahme griindet, daB die Beriihrungsflachen zwischen 
StoBkorper und Stab zwei ideal glatte parallele Ebenen sind. In Wirk
lichkeit wird die Oberflache stets irgendwelche UnregelmaBigkeiten auf
weisen und es wird eine gewisse Zeitspanne zum Herunterschaffen der 
Vorspriinge erforderlich sein. Wenn diese Zeitspanne von der GroBen
ordnung der Zeit ist, die der Schall braucht, urn die Stablange zu durch
laufen, so ist keine befriedigende Ubereinstimmung zwischen Theorie 
und Praxis zu erwarten 2. Viel bessere Resultate erhalt man bei einer 

Anordnung, wo die Zeit ~ verhaltnismaBig groB ist. So erzielte beispiels-a 
weise C. Ramsauer 3 eine gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und 
Experiment, indem er den festen Stab durch eine Spiralfeder ersetzte. 
In gleicher Weise laBt sich die Theorie mit Aussicht auf zufriedenstellende 
Ergebnisse auch auf die Untersuchung der Fortpflanzung von StoB
wellen langs gleichmaBig beladener Eisenbahnziige anwenden. Ein der
artiges Problem kann von praktischer Bedeutung fUr die Schatzung der 
Kraftc sein, die bei der Kuppelung von Waggons auftreten. 

Zur Erzielung einer besseren Ubereinstimmung zwischen Theorie 
und Erfahrung kann man auch in del' Weise verfahren, daB man sich 
fiir eine Anordnung mit bessel' realisierbaren Beriihrungsbedingungen 
entscheidet. Beispielsweise erreichte J. E. Sears 4 eine sehr gute Uber
einstimmung zwischen theoretischen und praktischen Ergebnissen, in
dem er einen Stab mit einem abgerundeten Ende nahm und die Hertz
sche Theorie fiir die lokale Formanderung im Beriihrungspunkt mit del' 
St. Venantschen Theorie fiir langs des Stabes fortschreitende Wellen 
kombinierte. 

55. Schwillgullgen eiues Kreisrillges. 
Auf das Schwingungsproblem eines Kreisringes wird man bei del' 

Untersuchung del' Schwingungsfrequenzen verschiedenartiger Kreis· 
rahmen fUr rotierende elektrische Maschinen gefiihrt. Solche Unter
suchungen sind beim Studium del' Geranschursachen in derartigen 

1 Siehe A. E. H. Love, Elasticity, S. 435. Eine eingehende Untersuchung 
liber den longitudinalen StoB verdankt man L. Donnell: Trans. Am. Soc . 
. Mech. Eng. 1930. 

2 Experimente mit massiven Stahlstaben wurden von IV. Voigt angestellt: 
Wied. Ann.11l, 43 (1883). 

3 Ramsauer, C.: Ann. Physik 30 (1909). 
4 Sears, I. E.: Trans. Cambridge philos. Soc. :.!1, 49 (1908). Weitere Ex

peri mente beschreibt J. E. P. Wagstaff: Royal Soc. Proc. (Ser. A) 105,544 (1924). 
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Maschinen erforderlich. 1m folgcnden werden wir mehrere einfache 
Schwingungsprobleme eines Kreisringes von konstantem Querschnitt 
behandeln, und zwar unter der Annahme, daB 1. die Querschnittsdimen
sionen des Ringes gegeniiber seinem mittleren Radius klein sind und 2. 
eine der Hauptachsen des Querschnittes 
in der Ringebene liegt. 

Reine Radialschwingungen. In diesem 
Faile bildet die Mitteilinie des Ringes einen 
Kreis mit periodisch variierendem Radius 
und aIle Querschnitte bewegen sich radial 
ohne Drehung. 

Es sei 
r der mittlere Halbmesser des Ringes, Abb.152. 

u die fUr aile Querschnitte gleiche radiale Verschiebung, 
F der Flacheninhalt des Ringquerschnittes. 

Dann betragt die Dehnung (Verlangerung pro Langeneinheit) des 

Ringes in der Umfangsrichtung - ~. Die potentieile Energie der Formr 
anderung besteht in diesem Fall in der Energie der einfachen Deh. 
nung und ist durch die Gleichung 

Ji' E u2 

V=~2nr (a) 

gegeben, wahrend die kinetische Energie der Schwingung gleich ist 

T - FY ·22 - 2g u nr. 

Aus (a) und (b) erhalten wir 

ii+Eg~u=O 
y r2 

und daraus 

wonn 

p=l/E;. yr 

Die Frequenz der rein radialen Schwingung ist daher 1 

(b) 

(187) 

1 Wenn iiberdies noch eine Belastung vorhanden ist, die man sich gleichformig 
langs der Mittellinie des Rings verteilt denken kann, so mull man nur in der 
obigen Berechnung [Gl. (b)lJi'y dureh Fy + q ersetzen, wobei q das Zusatzgewicht 
pro Langeneinheit der Ringmittellinie bedeutet. 

Timoshenko, Schwingungspro bleme. 21 
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Ein Kreisring besitzt auch Schwingungsformen, die den longitudinalen 
Schwingungen prismatischer Stabe analog sind. Wenn i die WeIlen
anzahllangs des Umfangs bezeichnet, so bestimmen sich die Frequenzen 
der hoheren Schwingungsarten der Dehnungsschwingungen des Ringes 
aus der Gleichung1 

f · = ~ VEg 1/1 + i 2 • 
• 2:n: y r2 

(188) 

Torsionsschwingungen. Wir betrachten nun die einfachste Art der 
Torsionsschwingungen, namlich jene, bei der die Ringmittellinie un

if 

I ~. F-+---~~x 
1 I 
tE--r ,.1 

Abb.153. 

deformiert bleibt und aIle Querschnitte 
des Ringes bei der Schwingungsbewegung 
immer urn den gleichen Winkel verdreht sind 
(Abb. 153). Infolge dieser Drehung erfahrt 
ein Punkt M mit der Entfernung y von der 
Mittelebene des Ringes eine radiale Ver

schiebung gleich Yq;, und die entsprechende Umfangsverlangerung 

kann naherungsweise gleich y _'E gesetzt werden. Die potentielle Energie 
r 

der Formanderung des Ringes berechnet sich nun zu 

V= 2nrSE (YCP)2dF=:n:EIxcp2 (c) 
2 \ r r' 

F 

worin 1", das Tragheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die 
x-Achse ist. 

Die kinetische Energie der Schwingungsbewegung ist 

T 2 Ipy. 2 = nr'2g rp , (d) 

worin 1 p das polare Tragheitsmoment des Querschnitts ist. 
Aus (c) und (d) erhalten wir 

.. +!!y_ Ix _ 0 
rp y r2 Ip rp -

und daraus 

worin 

Die Frequenz der Torsionsschwingungen ist damit gegeben durch 

(189) 

1 Love, A. E. H.: Elasticity, S.454. 
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Vergleicht man dieses Resultat mit der Formel (187), so sieht man, 
daB die Frequenzen der Torsionsschwingungen und die der rein radialen 

Schwingungen im Verhiiltnis Vl zueinander stehen. Die Frequenzen 

der hOheren Schwingungsarten der Torsionsschwingung sind im Falle 
eines kreisformigen Ringquerschnittes durch die Gleichung 

I -- ~ V E g V'I + i2 '-2n 2yr2 (190) 

gegeben 1. Bedenkt man, daB 

v:~ =~ 
ist, worin a die Schallgeschwindigkeit in der Langsrichtung des Stabes 
bezeichnet, so erkennt man, daB die oben untersuchten Dehnungs
und Torsionsschwingungen gewohnlich hohe Frequenzen haben. Auf viel 
niedrigere Frequenzen stoBt man bei der Untersuchung der Biegungs
schwingungen. 

Biegungsschwingungen eines Kreisringes. Die Biegungsschwingungen 
eines Kreisringes zerfallen in zwei Gruppen, namlich in Biegungs
schwingungen, die sich in der Ringebene abspielen und in Biegungs
schwingungen, die auch Verschiebungen normal zur Ringebene und 
Verdrehungen enthalten 1. Bei der Untersuchung der Biegungsschwin
gungen in der Ringebene (Abb.152) bezeichnen wir mit 

o den Winkel zur Lagenbestimmung eines Punktes auf der Mittellinie, 
u die radiale VerschiebuIig, positiv, falls nauh dem Mittelpunkt hin 

gerichtet, 
w die tangentiale Verschiebung, positiv in der Richtung des waehsen

den 0, 
J das Tragheitsmoment des Querschnittes in bezug auf eine zur 

Ringebene senkrechte Hauptachse. 
Die von den Verschiebungen u und w herriihrende Dehnung der 

Mittellinie ist 
u aw 

e = - r + rao 
und die Kriimmungsanderung laBt sich durch die Gleichung 2 

1 1 a2 u u 
r+Llr - r = r2 ao2 + r2 

(e) 

(f) 

darstellen. 1m allgemeinsten Fall der Biegungsschwingungen laBt sich 

1 Love, A. E. H.: Elasticity, S.453, 451. 
2 Diese Gleichung wurde von J. Boussinesq aufgestellt: Comptes Rendus 97, 

843 (1883). 

21* 
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die radiale Verschiebung u in der Form einer trigonometrischen Reihe l 

u = ~cosO + a2 cos20 + ... + blsinO + b2 sin20 +. .. (h) 

darstellen, in der die mit der Zeit variierenden Koeffizienten ~. 
aa • •.• , bl , ba, ... , die generalisierten Koordinaten sind. 

Betrachten wir Biegungsschwingungen ohne Dehnung, so haben 
wir nach (e) 

und daraus 2 

ow 
u=7Hf (g) 

w = ~ sin 0 + l a2 sin 2 0 + . . . - bl cos 0 -l b2 cos 2 0 - .. '. (k) 

Das Biegungsmoment fiir einen beliebigen Ringquerschnitt ist 

EI (02U ) 
M= ~ 002+U 

und daraus erhalten wir fiir die potentielle Energie der Biegung 
2n 

V= :~f (~20~+urrdO 
o 

oder, wenn wir die Reihe (h) fiir u einsetzen und die Formeln 
2n 

f cosmOcos nOdO = 0, 
o 
2n 

f cosmOsinmOdO = 0, 
o 

benutzen, 

2", 

f sinmOsinnOdO = 0, fiir m 9= n 
o 
2", 2n 

f cos2 mOdO = f sin2 mOdO = n 
o 0 

V - E I 1l ~ (I '2)2 ( 2 + b2) - 2 r3 .L.J - t a. •. 
1 

Die kinetische Energie des schwingenden Ringes ist 
2", 

T = ~; f (u2 + iv2) rdO, 
o 

(I) 

Durch Substitution von (h) und (k) fiir u bzw. w geht dieser Aus
druck in 

T = 1l; ~ Y j ( 1 + ~) (£i; + h;) (m) 
1 

iiber. 

1 Das der rein radialen Schwingung entsprechende konstante Glied der Reihe 
ist weggelassen. 

2 Die Integrationskonstante, die eine Rotation des Rings als starrer Karper 
in seiner Ebene darstellt, ist im Ausdruck (k) weggelassen. 
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Wie man sieht, enthalten die Ausdriicke (1) und (m) nur die Quadrate 
der generalisierten Koordinaten und der entsprechenden Geschwindig
keiten; diese Koordinaten sind also die Hauptkoordinaten, und die ent
sprechenden Schwingungen sind die Hauptschwingungsarten der Bie
gungsschwingung des Ringes. Die Differentialgleichung fiir eine be
liebige Schwingungsart ist nach (1) und (m) 

nrPy (1 +;.) a. + Eln (1 _ i2)2 a . = 0 
g ~2' r3 • 

oder 
.. E g I i2 (1 - i2)2 
ai + y F r' 1 + i2 ai = O. 

Die Frequenz einer beliebigen Schwingungsart ist also durch die 
Gleichung 

(191) 

bestimmt. Fiir i = 1 erhalten wir 11 = O. In diesem FaIle ist 
u = a1 cos (), w = a1 sin (), und der Ring bewegt sich als starrer Korper, 
wobei a1 die Verschiebung in der negativen x-Richtung ist. Wenn 
i = 2 ist, so vollfiihrt der Ring die Grundform der Biegungsschwingung. 
Die extremen Lagen des schwingenden Ringes sind dabei durch die ge
strichelten Linien der Abb. 152 angedeutet. 

Im FaIle der Biegungsschwingungen eines Ringes von kreisformigem 
Querschnitt, die sowohl Verschiebungen normal zur Ringebene als 
auch Verdrehungen enthalten, lassen sich die Frequenzen der Haupt
schwingungsarten aus der Gleichung 

1 1 / E g I i2 (i2 - 1)2 
Ii = 2n V Y F r' i2 + 1 + 0" 

berechnen1, in der (J die Poissonsche Konstante bezeichnet. 

(192) 

Vergleicht man (192) mit (191), so sieht man, daB die Frequenzen 
der beiden Klassen von Biegungsschwingungen selbst bei der Grund
schwingung (i = 2) nur sehr wenig voneinander abweichen 2• 

Unvollstandiger Ring. Wenn der Ring die Form eines ungeschlossenen 
Kreisbogens hat, so wird das Problem, die Eigenschwingungen zu be
rechnen, sehr kompliziert 3• Die Resultate, soweit sie iiberhaupt vor
liegen, lassen sich nur auf den Fall anwenden, daB die Bogenlange gegen-

1 Love, A. E. H.: Mathematical Theory of Elasticity, 4. Aun., S. 453. 
Cambridge 1927. 

2 Eine interessante experimentelle Untersuchung eines Rings, der einen 
Zahnradkranz darstellt, stammt von R. E. Peterson: Trans. Am. Soc. Mech. 
Engs., Appl. Mech. Div. 1929. 

3 Dieses Problem wurde von H. Lam b erortert. Math. Soc. Proc. 19, 365 
London 1888. 
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iiber dem Kriimmungsradius klein ist. Hierfiir ergeben sich Eigen
frequenzen, die etwas niedriger sind als die eines geraden Stabes von 
gleichem Material,· gleicher Lange und gleichem Querschnitt. Die 
exakte Losung des Problems fiir den allgemeinen Fall ist auBerordent
lich kompliziert, praktisch stehen bisher nur einige Naherungswerte 
fiir die niedrigsten Eigenfrequenzen zur Verfiigung; sie wurden mit 
Hilfe der Rayleigh-Ritzschen Methode l berechnet. 

56. Schwingungen von Membranen. 
Allgemeines. In der folgenden Untersuchung wird angenommen, 

daB die Membran eine vollkommen biegsame und unendlich doone 
Lamelle von gleichformigem Material und iiberall gleicher Dicke ist. 
Ferner wird angenommen, daB sie nach allen Richtungen hin gleich
formig gedehnt wird vermoge einer Spannung, die so groB ist, daB ihre 
Schwankungen infolge der kleinen Biegungen wahrend der Schwingung 
vernachlassigt werden konnen. Die Ebene der Membran moge mit der 
x y-Ebene zusammenfallen und es sei 

w die wahrend der Schwingungsbewegung betrachtete Verschiebung 
eines beliebigen Membranpunktes rechtwinklig zur xy-Ebene, 

8 die gleichformige Zugkraft pro Langeneinheit der Membranbegren
zung, 

q das Gewicht der Membran pro Flacheneinheit. 
Den Zuwachs der potentiellen Energie der Membran infolge der Bie
gung findet man in der iiblichen Weise, indem man die gleichformige 
Zugkraft 8 mit der VergroBerung des Flacheninhaltes der Membran multi
pliziert. 1m gekriimmten Zustande ist dieser gleich 

F = f f V I + (::r + (:;r dxdy 
oder, wenn man beriicksichtigt, daB die Durchbiegungen wahrend der 
Schwingung sehr klein sind, 

F = f f{l + ! (~;Y + ! (:;Y}dXdy. 
Damit ist der Zuwachs an potentieller Energie 

Die kinetische Energie wahrend der Schwingung ist 

T = 2~f f iv2 dxdy. 

(a) 

(b) 

1 Siehe J. P. Den Hartog: The Lowest Natural Frequency of Circular 
Arcs. Phil. Mag. 0, 400 (1928); ebenso Vibration of Frames of Electrical Machines. 
Trans. Am. Soc. Mech. Eng. Appl. Mec. Div. 1928. 



Sch~ngungen von ]dernbranen. 327 

Mit Hilfe der Ausdriicke (a) und (b) lassen sich die Eigenfrequenzen 
berechnen, was nun fiir einige Spezialfiille geschehen soil. 

Schwingungen einer rechteckigen Membran. Es seien a und b die 
Seitenliingen der Membran; die Achsen mogen die in Abb. 154 ange

tE-Q~ 
gebene Lage haben. Welcher Art immer die Funktion w, 
als Funktion der Koordinaten betrachtet, auch sein 
mag, stets laI3t sie sich innerhalb der Grenzen des 
Rechteckes durch die Doppelreihe 

r' I 

b 

00 00 1 (c) -1-----' ~ ~ . mnx . nny 
W = .LJ" .LJ' qmn SIn -;;- sIn -f)--

I 1 

darstellen; die Koeffizienten qm n sind die generalisier- Y 

ten Koordinaten fiir diesen Fall. Es ist leicht zu sehen, 
daB jedes Glied der Reihe (c) den Randbedingungen 

Abb.154. 

x 

geniigt, so daB w = 0 fiir x = 0, x = a und w = 0 fiir y = 0, y = b. 
Setzt man (c) in den Ausdruck (a) fiir die potentielle Energie ein, 

so folgt 
a b 

V = 8 ;2 J J {( ~ ); qm n : COS m d~ sin n ~ Y)2 
o 0 

+ (~~qmn ~ sin~:~cOsn~yr}dXdY, 
Wird der Ausdruck iiber die Flache der Membran integriert, so er

gibt sich mit den Formeln des § 12 (s. S. 62) 
00 00 8 abn2 ~ '"' (m2 n2) 

V = .2" -4- .L.J' L.P a2 + b2 q;'n' 
1 1 

(d) 

In gleicher Weise erhiilt man durch Substitution von (c) in Gl. (b) 
den folgenden Ausdruck fiir die kinetische Energie: 

T - q ab '"' ).T ·2 ( ) - 2"g4" L.J.,.;...; qmn· e 

Die Ausdriicke (d) und (e) enthalten die Produkte der Koordinaten 
und der entsprechenden Geschwindigkeiten nicht; die gewiihlten Koor
dinaten sind demnach Hauptkoordinaten und die entsprechenden 
Schwingungen Haupt- oder Eigenschwingungen der Membran. 

Die Differentialgleichung einer Hauptschwingung ist nach (d) 
und (e) 

q ab .. abn2 (rn2 n2\ 
g-4-qmn + 8-4 - (i2 + b2)qmn = 0; (f) 

daraus ergibt sich 

(193) 
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Die Grundschwingung erhalt man, indem man m = n = 1 setzt. 
Danach ist 

1 Vgs ( 1 1 ) In ="2 q a2 + b2 • 

Die Gleichung der gekriimmten Membranflache ist in diesem Faile 

C . nx . ny 
W= sma-smT. (g) 

In gleicher Weise kann man die hoheren Schwingungsarten finden. 
Betrachten wir z. B. den Fall einer quadratischen Membran (a = b). 
Die Frequenz des tiefsten Tones ist 

t = _1 11gs 
11 af2~ q. (194) 

Sie ist der Quadratwurzel aus der Spannung 8 direkt, der Seitenlange 
der Membran und der Quadratwurzel des Gewichtes pro Flacheneinheit 

p,J0., '0 ~ n ~:g~?:~::::r::~f~~~; 
o ~ U man, Indem man eme der 

(0) (b) (C) (d) beiden Zahlen m, n gleich 2, 
Abb. 155. d' d I . h 1 Ie an ere g mc setzt. 

Diese beiden Schwingungen haben gleiche Frequenz, aber ihre Durch
biegungsflachen zeigen verschiedene Gestalt. In Abb. 155 veranschau
lichen (a) und (b) die Knotenlinien dieser beiden Schwingungsarten. 
Da die Frequenzen in beiden Fallen gleich sind, so ist es moglich, diese 
zwei Flachen einander in jedem Verhaltnis ihrer Maximaldurch
biegungen zu superponieren. Eine solche Kombination wird ausgedriickt 
durch 

(C . 2:nx . ny D' nx . 2n y ) W = SIn __ 0- sm -- + sm - SIn --- - - , 
a a a a 

worin C und D willkiirliche Konstanten sind. Vier Spezialfalle derartiger 
Kombinationsschwingungen sind in Abb. 155 dargestellt. Nimmt man 
D = 0, so erhalt man die oben crwahnte in Abb. 155 (a) veranschaulichte 
Schwingung. Die Membran ist wahrend der Schwingungsbewegung durch 
eine vertikale Knotenlinie in zwei gleiche Teile geteilt. Fur C = ° ist 
die Membran, wie Abb. 155 (b) zeigt, durch eine horizontale Knoten
linie geteilt. 1st C = D, so erhiilt man 

C ( . 2 n x . :7 Y + . :7 X o. 2 n Y) W = Sln -- Sln - sm _O~ Sln --
a a a a 

2C .nx.::ry(::rx ;r;y) = sm -- Sln - - cos --- + cos -"- . 
a a a a 
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Dieser Ausdruck verschwindet fiir 

sinnx=O oder sinny=O 
a a 

oder aber fiir 

cos nx + cos ny = O. a a 

Die ersten zwei Gleichungen gelten fUr die Seiten des Randes; aus 
der dritten Gleichung erhiiJt man 

nX=n_ny 
a a ' 

x + y = a. 
Dies stellt eine Diagonale des schwingenden Quadrates nach Abb. 155 (d) 
dar. Abb. 155 (c) entspricht dem Fall 0 = -D. In den letzten zwei 
Fallen laBt sich jede Membranhalfte als dreieckige, gleichschenklig
rechtwinklige Membran auffassen. Die Grundfrequenz dieser Membran 
ist nach Gl. (193) 

/ = _~ 11gs (~ +~C) = f5 dis. (195) 
2 r q a2 a2 . 2a V q 

ill dieser Weise lassen sich auch hohere Schwingungsarten einer qua
dratischen oder rechteckigen Membran untersuchen 1 • 

Fur den Fall erzwungener Membranschwingungen geht die Diffe
rentialgleichung (f) der Bewegung uber in 

q ab.. abn2 (m2 n2) g Tgmn + s4- ~ + b2 qmn = Qmn, (h) 

worin Qm n die der Koordinate qm n entsprechende generalisierte Sto
rungskra/t ist. 

Betrachten wir z. B. den Fall einer harmonischen Kraft P = Po cos w t, 
die im Mittelpunkt der Membran auf diese einwirkt. Erteilen wir einer 
Koordinate qmn im Ausdruck (c) einen Zuwachs ~qmn' so ergibt sich 
fiir die von der Kraft P geleistete Arbeit: 

P .Il • mn . nn 
ocos wt uqmn sm 2 sm 2; 

demzufolge ist Qmn = ±Po cos wt, wenn m und n beide ungerade 
sind, wahrend sonst Qmn = 0 ist. Hiermit und auf Grund der Gl. (24), 
S. 24, erhalten wir nach (h) 

(k) 

1 Eine eingehendere Untersuchung dieses Problems findet sich im Buche von 
Rayleigh: 1. c. S.143. Siehe auch Lame: Le90ns sur l'elasticire. Paris 1852. 
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worin 
gsn2 (m2 n2) 

P;'" = -q~ (i2 + b2 • 

Durch Substitution von (k) in den Ausdruck (c) ergeben sich die durch 
die Storungskraft Po cos wt erzeugten Schwingungen. 

Wenn eine verteilte stOrende Kraft Z auf die Membran einwirkt, 
so ist die generalisierte Kraft in GI. (h) 

b a 

Q JJZ ' mn X • nn Y d d 
mn = sln-b~sln-b~ X y. (1) 

o 0 

Nehmen wir fiir den Augenblick an, daB zur Anfangszeit t = 0 an der 
Membran ein gleichformig verteilter Druck Z pltitzlich zur Wirkung 
kommt; dann ist nach (1) 

ab 
Qmn = Z--2 (1- cosmn) (1 - cos nn). mnn 

Sind m und n beide ungerade, so ist 

Q _ 4ab Z. 
mn - mnn2 , 

andernfalls verschwindet Qm n • 

(m) 

Setzt man (m) in GI. (h) ein, so wird mit Riicksicht auf die Anfangs
bedingung, daB qm n = 0 fUr t = 0 sein soll, 

_ ~ Z (1 ~ cO~Fm~ (n) 
qmn - qmnn2 P~,n . 

Daher sind die durch den plotzlich angreifenden Druck Z erzeugten 
Schwingungen gegeben durch 

(0) 

worin m und n beide ungerade sind. 
Rayleigh-Ritzsche Methode. Zur Berechnung der Eigenfrequenzen 

einer Membran ist die Rayleigh-Ritzsche Methode sehr geeignet. 
Bei der Anwendung dieser Methode nehmen wir an, daB die Form der 
Membran wahrend der Schwingungen durch 

w = wocospt (p) 

gegeben ist, wobei Wo eine passende Funktion der Koordinaten x und y 
ist, welche die Gestalt der gekriimmten Membran, d. h. die Schwingungs
art bestimmt. Durch Substitution von (p) in den Ausdruck (a) der po
tentiellen Energie finden wir 

(q) 
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FUr das Maximum der kinetischen Energie erhalten wir aus (b) 

1'max = 2q9 p2 II uJodxdy. (r) 

Setzen wir (q) und (r) einander gleich, so ergibt sich 

2 8g II{(~r + (~r}dXdY 
p=-

q f f w8dxdy 
(s) 

Bei der Rayleigh-Ritzschen Methode denken wir uns die Funktion Wo 

fur die Biegungsflache der Membran in Form einer Reihe 

Wo = a1 CPl (x, y) + a2 CP2 (x, y) + n3 CP3 (x, y) + ... , (t) 

deren jedes Glied die Randbedingungen erfiillt. (Die Verschiebungen 
an den Randern der Membran miissen gleich Null sein.) Die Koeffi
zienten aI' a2, ... in dieser Reihe sind so zu bestimmen, daB (8) zu 
einem Minimum wird, d. h. so, daB alle Gleichungen folgender Form 
befriedigt werden: 

oder 

II w~dxdy oOanII{(-°o;Y + (~~Or}dXdy 

- I I{(-~:or + (oo~O r} dxdy aaan I I w~dxdy = o. 

Unter Benutzung von (s) geht diese letzte Gleichung uber in 

~II{(aWo)2_(aWo)2+p2q w2 }dxd =0. a an a x a y 9 8 0 Y (u) 

Auf diese Weise erhalten wir ebenso viele Gleichungen der Form (u), als 
es Koeffizienten in der Reihe (t) gibt. Aile diese Glei
chungen sind linear in aI' a2 , a3 , ••• , und durch das 
Nullsetzen ihrer Determinante erhalten wir die Fre
quenzgleichung fiir die Membran. 

Betrachten wir. z. B. die Schwingungsarten einer 
quadratischen, zur x- und y-Achse symmetrischen 
Membran, Abb. 156; hierfur laBt sich die Reihe (t) 
in der Form 

Abb.156. 

wo= (a2 - x2)(a2 - y2)(a1 + a2 x2 + aay2 + a·4 x2 y2 + ... ) 
schreiben. Man sieht leicht, daB jedes Glied dieser Reihe fiir x = Y = ± a 
gleich Null wird. Somit sind die Randbedingungen erfiillt. 
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Im Falle eines konvexen Polygons sind die Randbedingungen durch 
den Ansatz 

Wo = (alx + bly + cI ) (a2x + b2 Y + c2) ... (a" x + b"y + c,,) 

X 2}.J) am" xm y" 

erfiillt, wobei alx + b1y + CI = 0, ... die Gleichungen der Polygon
seiten sind. Nimmt man nur das erste Glied (m = 0, n = 0) dieser 
Reihe, so erhalt man im allgemeinen eine ausreichende Naherung fiir 
die Grundschwingung. Will man die Frequenzen der Oberschwingungen 
berechnen, so muB man mehr Glieder der Reihe benutzen. 

Kreismembran. Wir wollen den einfachsten Fall der Schwingungen 
betrachten, namlich den, bei dem die Durchbiegungsflache der Mem
bran in bezug auf den Kreismittelpunkt symmetrisch ist. In diesem 
Falle hangen die Verschiebungen nur von der radialen Entfernung r ab, 
und die Randbedingung ist durch den Ansatz 

nr 3nr 
Wo = al cos 2 a + a2 cos ~ + ... , 

erfiillt, worin a den Radius der Begrenzung bezeichnet. 
Da wir Polarkoordinaten verwenden, so mussen wir 

durch folgende Gleichung ersetzen; 
a 

8f(owo\2 Vmax =2 iir) 2nrdr. 
o 

An Stelle von (r) erhalten wir 
a 

Tmax = ifJ p2f w52nrdr 
o 

und G1. (u) nimmt die Form 
a 

(v) 

hier G1. (q) 

(q') 

(r') 

o~nJ{(aa~or - ~28q w~}2nrdr = 0 (u') 
o 

an. Benutzen wir nur das erste Glied in der Reihe (v) und setzen wir 

Wo = a l cos ; i in G1. (u') ein, so erhalten wir 

a a 

n 2 f n r p2 q J n r - sin2 -- rdr = - C082 - rdr 
4a2 2a fJ8 2a 

o 0 

und daraus 

oder 

p = 2,415 VfJ8. 
a q 
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Die genaue Losung 1 ergibt in diesem Fall 

p = 2,404 lfgS. 
a Vq-

Der Fehler bei der ersten Naherung ist kleiner als Y2 % . 
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(196) 

Um eine bessere Naherung fiir den Grundton und auch fiir die 
Frequenzen der Obertone zu bekommen, miissen wir eine groBere 
Anzahl von Gliedern der Reihe (v) benutzen. Diese hoheren Schwin
gungsarten haben einen, zwei, drei, ... Knotenkreise, in denen die 
Verschiebungen w wahrend 
der Schwingung Null sind. 

AuBer den in bezug auf 
den Mittelpunkt symme
trischen Schwingungsarten 
kann eine Kreismembran 
auch Schwingungen aus
fiihren, bei denen ein, zwei, 
drei, . . . Durchmesser des 
Kreises "Knotenlinien" 
sind, langs welchen die 
Verschiebungen wahrend 

U 
n=o S=2 

n~ 1 $'1 n=Z S=l n=l s=2 

8ED 
Abb.157. 

der Schwingung Null sind. Verschiedene Schwingungsarten einer kreis
formigen Membran zeigt Abb.157, in der die Knotenkreise und Knoten
durchmesser durch gestrichelte Linien angedeutet sind. 

In allen Fallen laBt sich die GroBe p, welche die Frequenzen bestimmt, 
durch die Gleichung 

- cxns Vgs 
Pns - a q (197) 

ausdriicken; die Konstanten rJ.ns sind in der folgenden Tabelle ge
geben2. In dieser Tabelle bezeichnet n die Anzahl der Knotendurch
messer und 8 die Anzahl der Knotenkreise (inkl. des Grenzkreises). 

s n=O n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 

1 2,404 3,832 5,135 6,379 7,586 8,780 
2 5,520 7,016 8,417 9,760 11,064 12,339 
3 8,654 10,173 11,620 13,017 14,373 15.700 
4 11,792 13,323 14,796 16,224 17,616 18.982 
5 14,931 16,470 17,960 19.410 20,827 22,220 
6 18,071 19,616 21,117 22,583 24,018 25,431 
7 21,212 22,760 24,270 25,749 27,200 28,628 
8 24,353 25,903 27,421 28.909 30,371 31,813 

1 Das Schwingungsproblem einer Kreismembran wurde ausfiihrlich von Lord 
Rayleigh: 1. c. S.143, erortert. 

2 Die Tabelle wurde von Bourget berechnet: Ann.l'ecole norm.3 (1866). 
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In der obigen Untersuchung wurde angenommen, daB die Membran 
volIkommen kreisformig ist und daB sie nur im Berandungskreis be
festigt ist; es ist aber leicht einzusehen, daB die gewonnenen Resultate 
auch die Losung anderer Probleme einschlieBen, wie etwa die Schwin
gungen von Membranen, die durch zwei konzentrische Kreise und 
zwei Radien begrenzt sind, oder von Membranen in der Form eines 
Kreissektors. Betrachten wir z. B. eine halbkreisfOrmige Membran. AIle 
moglichen Schwingungsarten dieser Membran sind in den Schwingungs
arlen der Kreismembran enthalten. Man muB nur einen der Knoten
durchmesser der Kreismembran als festen Rand auffassen. 1st der 
Rand einer Mombran nur nahezu kreisformig, so ist ihr Grundton 
nahezu derselbe wie dereiner Kreismembran von gleichem Flachen-

inhalt und gleichem Wert der GroBe l!JL. Setzt man die Bestimmungs-
q 

gleichung fiir die Grundfrequenz einer Membran in der Form 

dui 
p = oc r qF' (198) 

worin F der Flacheninhalt der Membran ist, an, so ist oc eine Konstante, 
deren Werte in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind. Aus dieser 
Tabelle ersieht man die Wirkung einer groBeren oder geringeren Ab
weichung von der Kreisform1 • 

Kreis. • IX = 2,404 y;- = 4,261 

Quadrat • IX = Jl2n = 4,443 

Viertelkreis 
5,135 y-

.1X=-2- n = 4,551 

Kreissektor 600 • IX = 6,379 V~ = 4,616 

Rechteck 3 : 2 . • IX = V~ n = 4,624 

Gleichseitiges Dreieck • IX = 2 n ltg300 = 4,774 

Halbkreis ... • IX = 3,832 vi = 4,803 

Rechteck 2: 1 . • IX = n V ~} = 4,967 

Rechteck 3: 1 • IX = n V 1; = 5,736. 

In den Fiillen, in denen die Begrenzung keiner der eben besprochenen 
Arten angeh6rt, bietet die Schwingungsuntersuchung mathematische 
Schwierigkeiten und nur der Fall einer elliptischen Begrenzung wurde 

1 Die Tabelle ist dem Rayleighschen Buche entnommen, 1. c. S. 143. 



Schwingungen von Platten. 335 

durch Mathieu 1 vollkommen gelOst. Eine vollstandige Erorterung der 
Theorie der Membranschwingungen vom mathematischen Standpunkt 
aus findet sich in einem Buch von Pockels 2 • 

57. Schwingungen von Platten. 
Allgemeines. In der folgenden Untersuchung wird angenommen, 

daB die Platte aus einem vollstandig elastischen, homogenen, isotropen 
Material besteht, daB ihre Dicke h iiberall gleich 
ist und im Vergleich mit den anderen Dimensionen 
als klein gelten kann. Wir wahlen die Mittelebene 
der Platte als x y-Ebene und nehmen an, daB die 
Seitenflachen eines durch ebene Schnitte parallel 
zur xz- bzw. yz-Ebene ausgesonderten Platten-

::I 
elements (s. Abb. 158) im FaIle kleiner Durch-
biegungen3 eben bleiben und so rotieren, daB sie 
auf der gebogenen Mittelflache der Platte stets 
senkrecht stehen. Nun betrachten wir innerhalb 
dieses Elementes eine diinne Sehicht parallel zur 

z 
Abb.158. 

Mittelflache der Platte. Der Abstand dieser in der Abbildung schraffierten 
Schicht von der Mittelebene moge gleich z sein. Die Verzerrung der 
Schicht kann man aus einer einfachen geometrischen Uberlegung her
leiten und durch folgende Gleichungen darstellen4 : 

z iJ2w 
ea:a: = Rl = -z i)x2 ' 

Z i)2w 
eyy = Rz = -Zay2" 

i)2w 
ea:y = -2z i)xi)y' 

Bierin sind 

ea:a:' By'll die Dehnungen in der x- bzw. y-Richtung, 

ex'll der Schub in der xy-Ebene, 

w die Durchbiegung der Platte, 

1 1 d' Kr" . d b Eb Rl' Rz Ie ummungen In er xz- zw. yz- ene, 

h die Dicke der Platte. 

1 Mathieu: J. Math. (Liouville) 13 (1868). 

(a) 

z Pockels: Uber die partielle Differentialgleichung Llu + kZu = O. Leip
zig 1891. 

3 Die Durchbiegungen werden der Plattenstarke gegeniiber als klein voraus
gesetzt. 

4 Es wird angenommen, daB die Mittelebene nicht gedehnt wird. 
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Die entBprechenden Spannungen ergeben sich aus den bekarinten 
GIeichungen: 

P., = 1 ~U2 (e.,., + 0" ell II) = -1 ~:2 (:~ + 0" :2;), I 
E Ez (82W 82W) 

PII = l-u2 (elill + O"e.,.,) = -1-u2 8y2 + 0" 8x2 '1 (b) 

G Ez 82w 
Pt= e"l1 =-I+u 8x8y' 

worin 0" die Poissonsche Konstante bezeichnet. 
Die in der schraffierten Schicht des Elementes wahrend der Form

anderung aufgespeicherte potentielle Energie ist 

dV = (e",~p", + eV;py + e",y./,") dxdy dz 

oder mit Riicksicht auf die GIn. (a) und (b) 
EZ2 

dV = 2(I-u2 ) 

X {(~2;r + (:~~r + 20" ~2; ~2; + 2(1 - 0") (8~~yr}dxdYdz; (c) 

daraus erhalt man durch Integration die potentielle Energie der Platten
biegung in der Gestalt 

V =fJfdV= Dff{(82W)2 + (82W)2 + 2a 82w 82w 
2 8x2 8y2 8x2 8 y2 

+ 2(1- 0") (8~~yr}dxdY, (199) 

worin D = 12 (~~ ( 2 ) die Biegungssteifigkeit der Platte ist. 

Die kinetische Energie einer schwingenden Platte ist 

T = ~ ~ f f in2 dx dy , (200) 

worin 'Y h die Masse des Plattenmaterials bezogen auf die Einheit der 
g 

Stirnflii.che bedeutet. 
Aus diesen Ausdriicken fUr V und T kann man die Differential

gleichung fiir die Schwingungen der Platte herleiten. 
Schwingungen einer rechteckigen Platte. 1m FaIle einer rechteckigen 

Platte (Abb.154) mit einfach gestiitzten Randern konnen wir ebenso 
wie im Faile einer rechteckigen Membran vorgehen und die Durch
biegung der Platte wahrelld der Schwingung in der Form der Doppel
reihe 

co 00 

.3~' . m:nx . n:ny 
W = 'It " q SI11-- SIn ---mn a b (d) 

1 1 
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ansetzen. Man sieht leicht ein, daB jedes Glied dieser Reihe den Rand-
a2 w a2 w 

bedingungen genugt, wonach w, a x2 und -a y2 am Rande verschwinden 

sollen. 
Setzt man (d) in G1. (199) ein, so erhalt man folgenden Ausdruck 

fUr die potentielle Energie: 

V = n4;b D 1;,1. q;"n (;: + ~: r 
1 1 

(201 ) 

Die kinetische Energie ist 

(202) 

Wie man sieht, enthalten die Ausdriicke (201) und (202) nur die 
Quadrate der GroBen qm n und der entsprechenden Geschwindigkeiten; 
daraus laBt sich schlieBen, daB diese GroBen fur den betrachteten 
Fall Hauptkoordinaten sind. Die Differentialgleichung der Eigen
schwingungen ist 

yh (m2 n2)2 
giimn + ;77;4 Dqmn (12 + -b2 = 0; 

daraus ergibt sich 

qmn = 0 1 CO.3 pt + O2 sin pt, 

worin 

(203) 

Hieraus lassen sich die Frequenzen der Grund- und Oberschwingungen 
leicht berechnen. Wir erhalten z. B. fUr die Grundschwingung einer 
quadratischen Platte 

I = y~ = n J/ gD 
1 2n a2 yh' (204) 

Bei der Untersuchung hoherer Schwingungsarten und ihrer Knoten
linien kann man sich auf die oben gegebene Darstellung der Schwin
gungen einer rechteckigen Membran stutzen. 

Auch der Fall erzwungener Schwingungen einer rechteckigen Platte 
mit einfach gestutzten Randern laBt sich ohne Schwierigkeiten er
ledigen. Auch in den Fallen, in denen eine rechteckige Platte an zwei 
gegenuberliegenden Randern einfach gestutzt, an den beiden anderen 
dagegen frei oder eingespannt ist, laBt sich das Schwingungsproblem, 
wie wir noch bemerken wollen, ohne groBe mathematische Schwie
rigkeiten lOsen 1. 

1 Voigt: Gott. Nachr. 1893, 225. 
TimOBhenko, Schwingungspro bleme. 22 
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Bedeutend komplizierter gestaltet sich jedoch das Schwingungs
problem einer rechteckigen Platte, bei der aIle Rander frei oder einge
spannt sind. Fiir die Losung dieser Aufgaben hat sich die Ritzsche Me
thode als niitzlich erwiesen 1. Rei diesem Verfahren machen wir den Ansatz 

w = wocospt, 

worin Wo eine die Schwingungsart bestimmende Funktion von x und y ist. 
Setzen wir (e) in die Gin. (199) und (200) ein, so erhalten wir fiir das Maxi
mum derpotentielIen bzw. kinetischen Energie beim Schwingungsvorgang 

pZ=2g~~ 
. 'Ill, JJ w8dx dy . 

(205) 

Nun schreiben wir Wo in Form einer Reihe 

Wo = a1 Tdx,y) + azTz (x, y) + ... , (f) 

worin Tl' Tz, . .. passend gewahlte Funktionen von x und y sind, 
welche den Randbedingungen der Platte geniigen. Die Koeffizienten 
ai' az , ... haben wir dabei so zu bestimmen, daB die rechte Seite von 
(205) zu einem Minimum wird. Auf diesem Wege gelangen wir zu einem 
Gleichungssystem folgender Form: 

(206) 

dieses System ist linear in bezug auf die Konstanten a l , az , . . . Das 
Nullsetzen seiner Determinante ergibt eine Gleichung, aus der die Fre
quenzen der verschiedenen Schwingungsarten naherungsweise ermittelt 
werden konnen. 

W. Ritz benutzte dieses Verfahren zur Untersuchung der Schwin
gungen einer quadratischen Platte mit freien Randernz. Die Reihe (f) 
wurde dabei in der Form 

(f/) 

1 Ritz, W.: Ann. Physik 28, 737 (1909). Siehe auch Gesammelte Werke, 
S. 265 (1911). Siehe ferner H. Grauers: Ingeniors Vetenskaps Akademien, 
Stockholm 1929. 

2 Siehe die vorangehende FuLlnote. 
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angesetzt, worin um(x) und vn(y) die Eigenfunktionen der Schwingung 
eines prismatischen Stabes mit freien Enden sind (s. S. 258). Die Fre
quenzen der Grund- und Oberschwingungen werden durch die Gleichung 

ex VgD p = a2 yh (207) 

bestimmt, worin oc eine von der Schwingungsart abhangige Konstante 
ist. Fur die drei tiefsten Schwingungsarten hat diese Konstante die Werte 

OCI = 14,10 , OC2 = 20,56, OCa = 23,91 . 
Die entsprechenden Schwingungsarten sind in Abb. 159 auf Grund ihrer 
Knotenlinien dargestellt.Eine eingehende Untersuchung der Knoten
linien fiir diesen Fall und ein 
Vergleich mit den experimen
tell en Ergebnissen findet sich 
in der oben genannten Arbeit 
von W. Ritz. 

Aus Gl. (207) lassen sich 
einige allgemeine SchluBfolge

tx.7 = 14,10 

EJ 
(GI) 

Abb.159. 

rungen ziehen, die auch fur andere Falle von Plattenschwingungen 
gelten, namlich: 

a) Die Schwingungsperiode einer beliebigen Eigenschwingung ist bei 
gleicher Plattendicke dem Quadrat der Lineardimensionen proportional. 

b) Werden alle Dimensionen einer Platte inklusive der Dicke im 
gleichen Verhaltnis vergroBert, so wachst die Periode mit den Linear
dimensionen. 

c) Die Periode ist der Quadratwurzel aus dem Elastizitatsmodul 
umgekehrt und der Quadratwurzel aus der Dichte des Materials direkt 
proportional. 

Schwingnngen einer kreisformigen Platte. Das Schwingungsproblem 
einer kreisformigen Platte wurde von G. Kirchhoff! gelost, der auch 

~---T-4----~~--x 
die Frequenzen verschiedener Schwingungs
arten fur eine Platte mit freiem Rand be
rechnete. Die exakte Losung dieses Pro
blems druckt sich mit Hilfe Besselscher Funk
tionen aus. 1m folgenden solI mittels der 
Rayleigh-Ritzschen Methode eine Naherungs-
16sung entwickelt werden, die fur die Grund- I'j 

schwingung im allgemeinen praktisch hin- Abb. 160. 

reichend genau ist. Bei dieser Methode emp-
fiehlt es sich, die Ausdrucke (199) und (200) fur die potentielle bzw. 
kinetische Energie in Polarkoordinaten auszudrucken. Bei der in Abb. 160 

1 Kirchhoff: J. Math. (Crelle) 40 (1850); Ges. Abh. von G. Kirchhoff, S.237. 
Leipzig 1882; Vorlesungen iiber math. Physik, Mechanik, 30. Vorlesung. 

22* 
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angegebenen Lage des Koordinatensystems ergeben sich aus der Be
trachtung des unendlich kleinen Dreieckes mns die Formeln 

dr = dx cos 0 , dO = _ dxsinO. 
l' 

FaBt man dann die Verschiebung w als Funktion von r und 0 auf, so 
ergibt sich 

~ = ~.!!..!.. +~!..! = ~cos(}- ~ sinO 
ax ar ax ao ax ar ao r' 

In gleicher Weise findet man 

aw _ aw , () + aw cos 0 
Ty - a;sm ao -1'-. 

Wiederholt man die Differentiation, so folgt 

a2w = _a2w_ sin2 (} + 2 a2w sin 0 co~_O + aw cos2!J 
oy2 ar2 aOar l' ar l' 

2 a w sin 0 cos 0 - ae --1'2--

(g) 

I (h) 

axay ar2 arao l' ao 1'2 
a2w = a2w sin a cos () + a2w c0820 _ ~ cos 2!J ) 

aw sin 0 cos 0 a2 w sin 0 cos 0 (k) 
- a; --r-- - a 02- --r2-- ; 

daraus ergibt sich 

iJ2w a2w 1 1 iJ2w 1 ow 1 02W 
ax2 + oy2 = RI + R2 = or2 + rar +?i 002 , 

02W 02W ( 02W)2 02W (lOW 1 02W) {O (1 OW)}2 
ox2 oy2 - axay = or2 r-ar + 1,2 a02 -- aT rae ' 

Setzt man dies in Gl. (199) ein und nimmt als Koordinatenursprung 
deh Mittelpunkt der Platte an, so erhiilt man 

2n (I. 

T _ J] II f(02W ~. a'j) ~ a211~') 2 _ 2 1 _ a ~c (~ 3w ~ 32n') r - 2 \ ur2 + r Dr + r2 iJ02 ( ) (h2 r dr + 1'2 30 2 
o 0 

') [iJ(1 a1l:\12} dad' + ~(1 - a) ar \riHT)J r· 1, (208) 

worin a den Radius der Platte bezeichnet. 
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Wenn die Biegung der Platte in bezug auf den Mittelpunkt sym
metrisch ist, so ist w eine Funktion von r ailein und Gl. (208) lautet 

a 

V = n DI{(d2W + ~~'I!:)2 _ 2 (1 _ a) d2 w , ~ dW} 1'dr. dr2 r dr ar2 r dr (209) 
o 

1m Falle einer Platte mit eingcspanntem Rand verschwindet das 
Integral 

II ,c,2W (~oW + ~ iJ2w) _ {~(~ DW)}2l rdrd() 
Lar2 r ar r2 002 or r dO J 

und man erhalt aus Gl. (208) 

2" a 

V = ~ I I (~2~ + + ~~ + 1~2 ~20~r rd(}dr. (210) 

o 0 

1st die Biegung einer derartigen Platte in bezug auf den Mittelpunkt 
symmetrisch, so ist 

a 

V = nD f (~* + ~ ~~r rdr. (211) 
o 

Der Ausdruck fUr die kinetische Energie lautet in Polarkoordinaten 
2:r a 

T = ~~ f f w2 r d () d r (212) 
o 0 

und im Faile der Symmetrie 
a 

T -:TI:Yhf' 2 d - w r r. 
g 

(213) 

o 
Mit Hilfe dieser Ausdriicke fUr die potentielle bzw. kinetische 

Energie lassen sich die Eigenfrequenzen einer kreisfOrmigen Platte fur 
verschiedene Spezialfaile berechnen. 

KreisfOrmige Platte mit eingespanntem Rand. Das Problem der kreis
formigen Platte mit eingespanntem Rand ist von praktischem Interesse 
wegen ihrer Verwendung bei Telephonempfangern und anderen Appa
raten. Wir benutzen die Rayleigh-Ritzsche Methode und setzen 

w = wocospt (1) 

an, worin Wo eine Funktion von r und () ist. 
Bei der Grundschwingung ist die Gestalt der schwingenden Platte 

in bezug auf den Mittelpunkt symmetrisch und Wo ist eine Funktion 
von r allein. Setzt man Wo in Form einer Reihe an, etwa gleich 

( r2)2 ( r2)3 
W =a 1--- +a 1-- + o 1 a2 2 a2 (m) 
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so ist die Bedingung der Symmetrie erfiillt. Ebenso dieRandbedingungen, 
da jedes Glied der Reihe (m), sowie seine erste Ableitung, fUr r = a 
verschwindet. 

Die Differentialgleichung (206) lautet im betrachteten Fall 

a 

~f{(d2WO + ~ dWo)2 _ p2yh w2}rdr = O. aa. dr2 r dr g]) 0 (214) 
o 

Nimmt man nur ein Glied der Reihe (m) und setzt es III (214) ein, 
so erhalt man 

96 p2 y h a2 
----=0 
9a2 gD 10 

und daraus 

(215) 

1st eine bessere Annaherung erwiinscht, so nehme man die ersten zwei 
GIieder der Reihe (m); dann ist 

a 

fw~rdr=~~(ai+ ~ala2+ ~a~). 
o 

Die GIn. (214) gehen iiber in 

'\VorIn 

( 192 X) (144 X) a 1 9 - 5 + a2 9 - 6 = 0, 

( 144 X) (96 X)' a 1 \) - 6 + a2 5 - '7 = 0, 

yh 
x = a4 p2 gD' 

Setzt man die Determinante der GIn. (n) gleich Null, so folgt 

X2 - 2045, ~ x + 768· 36 . 7 = 0 

und daraus 
Xl = 104,3, X 2 = 1854. 

Setzt man dies in (0) ein, so ergibt sich 

P = Ig.21 11ft!) 
1 a2 y h ' 

, _ 43,04 ViiI) 
112 - a 2 y h . 

(nl 

(0) 

(216) 

Pl bestimmt den zweiten Naherungswert fiir die Frequenz der Grund
schwingung der Platte und P2 gibt eine rohe Naherung fiir die Frequenz 
der z,Yeiten Schwingungsart, bei del' die schwingende Platte einen 
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Knotenkreis hat. Mit Hilfe der gleichen Methode lassen sich auch die 
Schwingungsarten mit Knotendurchmessern untersuchen. 

In allen Fallen ist die Schwingungsfrequenz durch die Gleichung 

(217) 

bestimmt; die Konstante IX ist fUr eine gegebene Anzahl 8 von Knoten
kreisen und bei einer gegebenen Anzahl n von Knotendurchmessern 
durch nebenstehende Tabelle ge
geben. 

Bei dunnen Platten kann die 
Masse der Luft oder der Flussig
keit, in der die Platte schwingt, 
die Frequenz wesentlich beein-

8 

o 
1 
2 

n=O 

10,21 
39,78 
88,90 

n=1 n=2 

21,22 34,84 

flussen. Um diesem Umstande im FaIle der Grundschwingung Rech
nung zu tragen, muE man die obige Gl. (217) durch folgende Gleichung 
ersetzen 1 

wonn 

10,21 ligD 
PI = ;;2l1+ p r Y h ' 

fJ = ° 6689 1i !!:... , y h 

(218) 

und _Yl_ das Verhaltnis der Flussigkeitsdichtc zur Dichte des Platten
Y 

materials ist. 
Betrachten wir z. B. den Fall einer in Wasser schwingenden Stahl

platte von 7 Zoll (17,8 cm) Durchmesser und ~ Zoll (0,32 cm) Dicke, so 
erhalten wir 

1 fJ = 0,6689· 7,8.28 = 2,40, 
1 rl + p = 0,542. 

Die Frequenz der Grundschwingung wird auf den 0,542. Teil ihres 
ursprunglichen Wertes erniedrigt. 

Andere Arten von Randbedingungen. In allen Fallen lassen sich 
die Frequenzen einer schwingenden kreisformigen Platte aus Gl. (217) 
berechnen. Die numeri
schen Werte des Faktors IX 

sind in den nachsten zwei 
Tabellen gegeben. 

Fur eine freie kreis
formige Platte mit n Kno

8 

0 
1 
2 

n=O I 
-

I 
9,076 

38,52 

n=1 I n=2 n=3 

- 5,251 12,23 
20,52 35,24 52,91 
59,86 

tendurchmessern und 8 Knotenkreisen hat IX die vorstehenden Werte2• 

1 Dieses Problem wurde von H. Lamb erortert: Proc. Roy. Soc. 98. 205. 
London 1921. 

2 Die Poissonsche Konstante ist gleich } angenommen. 
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Fiir eine kreisfOrmige Platte mit festgehaltenem Mittelpunkt und 
8 Knotenkreisen hat IX folgende Werte1 : 

8= I o 112 

0(= 3,75 20,91 I 60,68 

3 

119,7 

Die Frequenzen der 
Schwingungen mit Kno
tendurchmessern sind 
dieselben wie im FaIle 
einer freien Platte. 

Der EinfluB der Dehnung der PlattenmittelfHiche. In der voran
gehenden Theorie wurde angenommen, daB die Plattendurchbiegungen 
im Vergleich zur Plattendicke klein sind. Handelt es sich aber um eine 
unter betrachtlichem statischem Druck schwingende Platte, bei der 
die durch diesen Druck bewirkten Durchbiegungen im Vergleich zur 
Plattendicke nicht mehr klein sind, so muB man bei der Berechnung der 
Schwingungsfrequenz auch die Dehnung der Plattenmittelebene beriick
sichtigen. Wegen des Widerstandes der Platte gegen eine solche Dehnung 
wachst die Steifigkeit der Platte und die Schwingungsfrequenz mit dem 
auf die Platte wirkenden Druck2 • Um zu zeigen, in welcher Weise die 
Dehnung der Mittelebene auf die Frequenz einwirken kann, untersuchen 
wir wieder den Fall einer kreisformigen Platte mit eingespanntem Rand 
und nehmen hierbei an, daB die Durchbiegung der Platte unter gleich
fOrmig verteiltem Druck durch die Gleichung3 

(m') 

gegeben ist. 
AuBer den senkrecht zur Platte stattfindenden Verschiebungen Wo 

werden die Punkte der Mittelebene noch radiale Verschiebungen u 
erleiden, die im Mittelpunkt und am eingespannten Rand verschwinden. 
Die von den Verschiebungen Wo und u herriihrende Dehnung in radialer 
Richtung ist 

(p) 

Die Dehnung der Mittelflache in der Richtung senkrecht zum H,adius ist 

(r) 

1 Nach einer Arbeit von R. V. Southwell: Proc. Roy. Soc. (Ser. A) 101, 
133 (1922); in diesen Berechnungen ist (J = 0,3 angenommen. 

2 Dieses Wachsen der Frequenz wurde experimentell festgesteUt. Siehe die 
Arbeit von J. H. Powell u. J. H. T. Roberts: Proc. Phys. Soc. 35, 170, Lon
don 1923. 

3 Diese Gleichung steUt die Durchbiegungen unter Vernachlassigung der 
Dehnung der Mittelflache dar. Sie kann auch zur angenaherten Berechnung 
der Wirkung der Dehnung verwendet werden. 
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Zur angenaherten Losung des Problems nehmen wir an, daB sich 
die radialen Verschiebungen durch die Reihe 

(s) 

ausdriicken lassen; jedes Glied dieser Reihe geniigt den Randbedingungen. 
Beschrankt man sich bei der Reihe (8) auf die ersten zwei Glieder 

und setzt dann (s) und (m') in die GIn. (p) und (r) ein, so erhalt man die 
Verzerrung in der Mittelflache, und die der Dehnung der Mittelfliiche 
entsprechende Energie liiBt sich nun folgendermaBen berechnen: 

+ 0,00682 C2 a2 8~i + 0,00477 64:1;\. 
a a (t) 

Werden die Konstanten CI und c2 so bestimmt, daB VI zu einem Mini
mum wird, so ergeben sich aus den Gleichungen 

die Werte 

Nach Einsetzen dieser Werte in G1. (t) wird 

a4 

VI = 2,59:rrD a2h2· 

Addiert man diese Energie der Streckung zu der Energie der Biegung 
[G1. (211)], so folgt 

32 a2 a4 39 a2 ( a2 ) 
V=5:rrDa~+2,59:rrDa2h2= ;:rrDa~ 1+O,244h~· (u) 

Das zweite Glied in der Klammer stellt die von der Ausdehnung der 
Mittelebene herriihrende Korrektion dar. Es ist leicht einzusehen, daB 
diese Korrektion nur dann klein ist und vernachlassigt werden dad, 
wenn die Durchbiegung al im Mittelpunkt der Platte im Vergleich zur 
Dicke h klein ist. Die statische Durchbiegung der Platte unter der 
Einwirkung eines gleichformig verteilten Druckes q laBt sich nun aus 
der Gleichung der virtuellen Verschiebungen 

II 

:~ !5a1 = 2:rrq!5a1 f (1 - ::r rdr = !5a l n~a2 
o 



346 Schwingungen elastischer Korper. 

finden; aus ihr ergibt sieh 

qa4 1 

a l = 64D' 1 + 0 488 ~_ 
, h2 

(219) 

Der zweite Faktor auf der reehten Seite stellt die Wirkung der Deh
nung der Mittelflaehe dar. Wegen dieser Wirkung ist die Durch
biegung a l nieht mehr proportional der GroBe q, und die Steifigkeit 
der Platte waehst mit der Durehbiegung. Nimmt man z. B. a l = i h, 
so folgt aus (219) 

qa4 

al = 0,89 64D' 

Die Durehbiegung ist urn 11 % kleiner als jene, die man erhalt, wenn 
die Dehnung der Mittelflaehe vernaehlassigt wird. 

Aus dem Ausdruek (u) fiir die potentielle Energie, der nieht nur das 
Quadrat, sondern aueh die vierte Potenz der Durchbiegung a l enthalt, 
erkennt man sofort, daB die Sehwingung der Platte um ihre ebene 
Ruhelage nieht is 0 e hr 0 n ist und daB die Frequenz mit der Sehwingungs
amplitude waehst. Betraehten wir nun kleine Sehwingungen der Platte 
um eine dureh G1. (m/) gegebene gekriimmte Lage. Die Biegung moge 
von irgendeinem konstanten, gleichfOrmig verteilten statischen Druck q 
herriihren. Bezeichnet LI die Amplitude dieser Schwingung, so erhalt 
man den von der weiteren Biegung der Platte herriihrenden Zuwachs 
an potentieller Energie der Formanderung aus G1. (u), und er ist gleieh 1 

Die vom konstanten Druck q wahrend der nachtraglichen Biegung 
geleistete Arbeit ist 

n a2 L1 64 a 1 D (1 + O,4887;i") 
-3- -~---~-a4--

Die vollstandige Anderung der potentiellen Energie des Systems ist 

b V - b TV = 3: n ~2L12 (1 + 1 ,4~-i_(li) . 
Setzt man dies dem Maximum der kinetischen Energie 

1 Glieder in .J3 und i.14 werden in diesem Ausdruck vernachlassigt. 
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gleich, so folgt 

= 10,33 lfiD VI + 1464 a~. 
P a2 r gh , 11,2 

(220) 

Der Vergleich dieses Resultats mit Gl. (215) zeigt, daB der letzte 
Faktor auf der rechten Seite von Gl. (220) eine Korrektion, herriihrend 
von der Dehnung der Mittelfliiche, darstellt. 

Es ist zu beachten, daB in der obigen Theorie Gl. (m') fUr die Durch
biegung der Platte verwendet und der EinfluB der Dehnung der Mittel
Wiche auf die Form der Biegungsflache vernachlassigt wurde. Dies ist 
der Grund, warum Gl. (220) nur dann geniigend exakt ist, wenn die 
Durchbiegungen nicht groB sind, d. h. wenn etwa a l < h ist. Sonst aber 
muB man den EinfluB der Dehnung der Mittelflache auf die Form der 
Durchbiegungsflache in Rechnung ziehen. 

58. Schwingungen v~m Turbinenscheiben. 
Allgemeines. Es ist jetzt vollkommen klar erwiesen, daB die in Tur

binenscheiben auftretenden Briiche, die sich weder durch Material
schaden noch durch unzulassige, von Zentrifulgalkriiften verursachte 
Spannllngen erklaren lassen, auf Biegungsschwingungen der Scheib en 
zuriickgefiihrt werden miissen. In diesem Zusammenhang sei auf die 
direkten Experimente l hingewiesen, wonach derartige Schwingungen 
bei gewissen Turbinengeschwindigkeiten sehr stark werden und be
trachtliche zusatzliche Biegungsspannungen erzeugen; diese konnen zu 
einer Ermiidung des Materials und einer allmahlichen Entwicklung des 
Bruches fiihren. Die Spriinge beginnen gewohnlich an der Begrenzung 
der Locher fiir den DampfdurchlaB und anderer Unstetigkeiten in der 
Konstruktion der Turbinenscheibe, wo Spannungskonzentrationen ent
stehen miissen. 

Es gibt mannigfache Ursachen fiir das Auftreten von Biegungs
schwingungen in Turbinenscheiben; die wichtigste unter ihnen ist der 
ungleichmaBige Dampfdruck. Ein lokalisierter Druck, auf den Rand 
einer rotierenden Scheibe einwirkend, geniigt bei gewissen Geschwindig
keiten, um Querschwingungen der Scheibe dauernd aufrecht zu erhalten. 
Wie Versuche zeigen, geniigt eine lokalisierte Kraft von nur wenigen 
Kilogrammen, ausgeiibt etwa durch einen kleinen an der rotierenden 
Turbinenscheibe seitlich angebrachten Gleichstrommagneten, um die 
Scheibe auf eine ganze Reihe von kritischen Geschwindigkeiten heftig 
reagieren zu lassen. 

Nehmen wir nun an, daB in den Dampfdiisen irgendeine Unregel
maBigkeit besteht, die zu einem ungleichfOrmigen Dampfdruck fiihrt, 

1 Siehe die Arbeit von Wilfred Camp bell: Trans. Am. Soc. Mech. Eng. 46, 
31 (1924). Siehe auch Dr. J. v. Freudenreich: Engg. 1111, 2 (1925). 
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und denken wir uns; daB die Turbinenscheibe mit einer konstanten 
Winkelgeschwindigkeit ro im Kraftfeld eines solchen Druckes rotiert. 
Dann andert sich der Druck fiir eine bestimmte Stelle des Scheiben
randes mit dem Drehwinkel des Rades und diese Veranderlichkeit laBt 
sich durch eine periodische Funktion darstellen, deren Periode der Dauer 
einer Scheibenumdrehung gleich ist. 1m allgemeinsten Fall ist eine solche 
Funktion durch eine trigonometrische Reihe 

q = ao + at sin ro t + a2 sin 2 co t + ... bl cos co t + b2 cos 2 ro t + ... 
darstellbar. Greift man nur ein Glied der Reihe heraus, etwa a l sin rot, 
so erhalt man eine periodische Storungskraft, die groBe Transversal-

schwingungen der Scheibe hervorrufen kann, wenn die Frequenz 2: 
der Kraft mit einer der Eigenfrequenzen in der Scheibe zusammen

fallt. Daraus laBt sich ermessen, daB die Berechnung der Eigenfrequenzen 
einer Scheibe fiir die Praxis sehr wichtig sein kann. 

Eine rotierende Scheibe kann wie eine kreisformige Platte Schwin
gungsbewegungen verschiedener Art ausfiihren. Diese Schwingungs
formen kann man in zwei Klassen einteilen: 

a) Schwingungen, die in bezug auf den Mittelpunkt symmetrisch 
sind und Knotenlinien in der Gestalt konzentrischer Kreise besitzen, und 

b) unsymmetrische Schwingungen, bei denen Durchmesser als Kno
tenlinien auftreten. 

Die Versuche leh~en, daB der symmetrische Schwingungstypus sehr 
selten auftritt und daB keine Scheibenbriiche auf diese Schwingungs
art zuriickzufiihren sind. Bei der Erorterung der unsymmetrischen 
Schwingungen kann man die Scheibendurchbiegung in Cler Form 

W = Wo sin n () cos p t (a) 

annehmen. Hierin ist Wo wie friiher eine Funktion der radialen Ent
fernung r allein, wahrend () die Winkellage des betrachteten Punktes 
bestimmt und n die Anzahl der Knotendurchmesser angibt. 

Die betrachtete Durchbiegung laBt sich aber auch in der Form 

W = U'ocos n () sin p t (a'l 
ansetzen. 

Durch Verbindung von (a) und (a') erhalt man 

U' = Wo (sin n () cos p t ± cos n () sin p t) = wosin (n () ± p t) , 

und dieser Ausdruck stellt wandernde Wellen dar. Die Geschwindigkeit 
dieser rings um die Scheibe wandernden Wellen findet man aus der 
Bedingung 

n () ± p t = const. 
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Aus 

() = ± L t + ~onst n 

ergeben sich zwei Geschwindigkeiten, +L und P, namlich die n n 
Geschwindigkeit dervorwartsschrei tenden und die der zuriickweichenden 
Wellen. Die Versuche von CampbelP erwiesen das Vorhandensein 
dieser beiden Wellenziige in einer rotierenden Scheibe und zeigten 
auch, daB die Amplituden der zuruckweichenden Wellen gewohnlich 
groBer sind als die der vorwartsschreitenden. Die zuruckweichenden 
Wellen werden fUr die Resonanzfrage besonders wichtig, wenn die 
ruckwartsgerichtete Geschwindigkeit dieser Wellen in der Scheibe genau 
mit der nach vorwarts gerichteten Winkelgeschwindigkeit der Scheibe 
zusammenfallt, so daB die Wellen stationar im Raum werden. Die 
Versuche lehren, daB diese Schwingungsart an der Mehrheit der Schei
benbruche Schuld tragt. 

Berechnung der Frequenzen der Scheibenschwingungen. Bei der 
Berechnung der Frequenzen der verschiedenen Schwingungsarten von 
Turbinenscheiben leistet wieder die Rayleigh-Ritzsche Methode gute 
Dienste2• Diese Methode verwenden wir nachstehend. Hierbei nehmen 
wir an, daB die Scheibendurchbiegung nach 

w = Wo sin n () cos p t (a") 

gestaltet ist. 1m Spezialfall, daB die Schwingung in bezug auf den Mittel
punkt symmetrisch ist, ist die Durchbiegung durch 

W = wocospt (b) 

gegeben. Beschranken wir uns im folgenden auf diesen Spezialfall, 
so ist das Maximum der potentiellen Energie der Formanderung nach 
Gl. (209) 

a 

J {( d2Wo 1 dW)2 d2 w 1 dw} V = :n; D -- + ~ -- - 2 (1 - a) - ~ - r d r 
max dr2 r dr dr2 r dr ' 

o 
worin 

a der auBere Scheibenhalbmesser, 
b der innere Scheibenhalbmesser, 

(c) 

D = E h3 2 die Biegungssteifigkeit der Scheibe, 1m betrachteten 
12(1~a) 

FaIle veranderlich wegen der Veranderlichkeit der Scheibendicke h. 
Bei einer Untersuchung uber die Schwingungen einer rotierenden 

1 Campbell: 1. c. S.347. 
2 Die Schwingungen von Turbinenscheiben wurden mit Hilfe dieser Methode 

von A. Stodola untersucht. Schweiz. Bauzg. 63, 112 (1914). 
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Scheibe hat man nicht nur die Formanderungsenergie zu beriicksichtigen, 
sondern auch die von den Zentrifugalkraften wahrend der Biegung ge
leistete Arbeit. Es ist leicht zu sehen, daB die Zentrifugalkrafte jeder 
... D_ Biegung der Scheibe entgegenwirken. 
: I Hierdurch wird die Frequenz der Eigen-I ~ schwingungen erh6ht. Zur Berechnung 
I ~ I /~~ der von den Zentrifugalkraften gelei-
r---r~dr~ I .' steten Arbeit betrachten wir ein Ele-
IE a .. l ment, das aus der Scheibe durch zwei 

Abb. 161. Zylinderflachen mit den Radien r und 
r +drherausgeschnitten wird (Abb.161). 

Die vou der Biegung herriihrende radiale Verschiebung dieses Elements 
gegen den Mittelpunkt hin ist 

Die Masse des Elementes ist 

2 n rhY d --- r 
g 

und die von den Zentrifugalkraften an diesem Element wahrend der 
Biegung geleistete Arbeit ist 

r 

2nr2w2hy If(dWo)2 - dr·-- -- dr. g 2 dr 
(d) 

o 

Die der Arbeit der Zentrifugalkrafte entsprechende Energie erhalt man 
durch Summation der Elementaranteile (d) in der Form 

a, l' 

V = f:r: !2w~hy drf ( dWO)2 dr. 
Imax g dr 

o 0 

Das Maximum der kinetischen Energie ist durch die Gleichung 
a 

T = f -~;~I'~ w2 dr 
o 

gegeben. Substituiert man fiir w den Ausdruck (b), so erhalt man 

Aus der Gleichung 

a 

_ n yp2f 2 Tmax - -g- h Wo rdr. 
o 

(e) 

(f) 
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folgt nun 2 V max + VIrna" 
P = a (g) 

n; f hw8rdr 
o 

Um die Frequenz zu finden, muB man die Biegungskurve Wo so be
stimmen, daB der Ausdruck (g) zu einem Minimum wird. Dies laBt sich 
graphisch bewerkstelligen, indem man fUr Wo eine passende Kurve 

"hlt f" d' dwo d d2wo. . R'h" 'd' P kt wa , ur lese wo, dT un dr2 In elner el e aqUl lstanter un e 

bestimmt und dann die Ausdrucke (c), (e) und (f) berechnet. Durch 
allmahliche Gestaltsanderung der fur Wo gewahlten Kurve laBt sich 
aus G1. (g) eine brauchbare Naherung fUr die Frequenz der Grund
schwingung herleiten 1. 

Um dem EinfluB der Schaufeln auf die Eigenfrequenzen Rechnung 
zu tragen, muB man in den Ausdrucken (e) und (f) (fur die von den 
Zentrifugalkraften geleistete Arbeit bzw. die kinetische Energie) die 
Integration von b bis a + l erstrecken, worin l die Schaufellange be
zeichnet. Fur diese Berechnung kann man annehmen, daB die Schaufeln 
bei der Schwingungsbewegung der Scheibe gerade bleiben, so daB ein 
Zusatzglied zum Ausdruck (c) fur die potentielle Energie nicht hinzu
tritt. 

Bei der analytischen Berechnung der tiefsten Frequenz einer schwin
genden Scheibe nehmen wir Wo in der Reihenform 

Wo = ar(r- b)2 + a2(r- b)3 + a3(r- b)4+ . •• 

an. Sie erfullt die Bedingungen Wo = 0 und dd~~ = 0 am eingespannten 

inneren Rand (r = b). Die Koeffizienten aI' a2 , a 3 , ••• sind nun so zu 
ermitteln, daB der Ausdruck (g) zu einem Minimum wird. Geht man 
jetzt so vor, wie im vorigen Paragraphen (s. S. 341) auseinander
gesetzt wurde, so erhlilt man ein System von Gleichungen, die den 
GIn. (214) analog und in aI' a2 , a 3 , ••• linear sind. Das Nullsetzen 
der Determinante dieser Gleichungen fUhrt zur Frequenzgleichung. 

Hat man es mit einer Schwingungsform zu tun, bei der Durchmesser 
als Knotenlinien auftreten, so ist fur die Durchbiegungen der Ausdruck 
(a") an Stelle von (b) zu verwenden. Die potentielle Energie folgt aus 
G1. (208); man muB dabei nur berucksichtigen, daB bei Turbinen
scheiben sowohl die Dicke als auch die Biegungssteifigkeit D mit der 
radialen Entfernung r variiert, so daB D unter dem Integrationszeichen 
bleiben muB. Auch die Ausdrucke fur VI und T lassen sich in diesem 

1 Eine derartige graphische Methode wurde von Stodola entwickelt: 1. c. 
S.81. Auch E. Oehler verwendete sie [Z. V. d. 1. 69, 335 (1925)] in guter Uber
einstimmung mit experimentellen Ergebnissen. 
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FaIle ohne irgendwelche Schwfurigkeiten aufstellen und schlieBlich kann 
man die Frequenz aus G1. (g) genau so berechnen, wie dies oben fiir 
den Fall symmetrischer Schwingungsarten geschah 1. 

Wenn die Scheibe stillsteht, verschwindet VI, und wir erhalten aus 
G1. (g) 

2 Vmax 
PI = a (g') 

7 f hwijrdr 
o 

Diese Gleichung bestimmt die Frequenz der von den elastischen Kraften 
allein herriihrenden Schwingung. 

Ein anderer extremer Fall ergibt sich, wenn die Scheibe so biegsam 
ist, daB der Biegungswiderstand nur von den Zentrifugalkraften her
riihrt. Solchen Bedingungen begegnet man z. B., wenn man mit bieg
samen Gummischeiben arbeitet. Die Frequenz bestimmt sich in diesem 
Fall aus der Gleichung 

2 VI max P2 = - -a--- (g") 

n; f hW5rdr 
o 

Aus G1. (g) ergibt sich 
(h) 

Wenn die Frequenzen PI und P2 in irgendeiner Weise ermittelt worden 
sind, so findet man die resultierende Frequenz der Scheibenschwingung 
aus G1. (h). Fiir den Fall von Scheib en konstanter Dicke, die im Mittel
punkt festgehalten werden, hat R. V. Southwe1l 2 exakte Li.isungen 
fiir PI und P2 gefunden. Er gibt fiir P~ folgende Gleichung an: 

2 IX Dg 
PI = a4 yh • (k) 

Die Werte der Konstanten rf. fiir eine gegebene Anzahl n von Knoten
durchmessern und eine gegebene Anzahl 8 von Knotenkreisen sind in 
folgender Tabelle zusammengestellt 3: 

n=O n=1 
I 

n=2 
I 

n=3 

8 O~ 0 14,1 0 
I 

29,0 
I 

1M 
8 ~ 1 438 422 1210 2840 

1 Die Formeln fiir diese Berechnung hat A. Stodola: 1. c. in allen Einzel
heiten entwickelt. 

2 Southwell: I. c. S.344. 
3 Aile anderen Bezeichnungen sind die gleichen wie fUr kreisfOrmige Platten 

(siehe S.341). Die Poissonsche Konstante wurde bei diesen Berechnungen gleich 
0,3 gesetzt. 
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Die GIeichung zur Berechnung von p~ ist 

p§ = AW2 , (1) 

worin w die Winkelgeschwindigkeit und A eme durch die folgende 
Tabelle gegebene Konstante ist. 

n=O n=1 n=2 n=3 

8=0 0 1 2,35 4,05 
8 = 1 3,3 I 5,95 8,95 12,3 

Hat man p; und p~ aus den Gin. (k) und (1) bestimmt, so findet man 
dann die Schwingungsfrequenz der rotierenden Scheibe aus Gl. (h) 1. 

In der obigen Theorie der Scheibenschwingungen wurde die Wir
kung ungleichmiiBiger Erwarmung der Scheibe nicht beriicksichtigt. 
Bei einer im Betrieb stehenden Turbine wird der Scheibenkranz warmer 
sein als der innere Teil der Scheibe. Aus diesem Grunde werden am 
Kranze Druckspannungen und im Innern Zugspannungen auftreten, 
und diese beiden Arten von Spannungen k6nnen die Eigenfrequenzen 
wesentlich beeinflussen. Versuche und Berechnungen2 zeigen, daB die 
Frequenz fiir Schwingungen mit 0 und 1 Knotendurchmesser durch 
eine derartige ungleichmaBige Erwarmung erh6ht, wahrend sie bei 
einer gr6Beren Anzahl von Knotendurchmessern dadurch erniedrigt 
wird. 

1 Eine Diskussion der Differentialgleichung der Schwingung fUr den Fall 
einer Scheibe veriinderlicherDicke findet sich in der Arbeit von Dr. Fr. Dubois: 
Schweiz. Bauzg. 89, 149 (1927). 

2 Freudenreich: 1. c. S.347. 

Timoshenko. Schwingungsprobleme. 23 



Anhang. 

Apparate znr l\'Iessnng von Schwingnngen. 

1. Allgemeines. 
Bis vor kurzem blieben die Schwingungsprobleme der Praxis in 

den Werkstatten und im Betrieb gewohnlich der Behandlung von 
Leuten iiberlassen, die von der Theorie der Schwingungen wenig wuBten. 
Sie konnten sich nur auf Angaben stiitzen, die aus der Erfahrung 
stammten. Ihre Urteile waren lediglich durch Gesicht-, Gehor- und 
Tastsinn bedingt, ohne durch Instrumente kontrolliert zu werden. In 
dem MaBe nun, wie die rotierenden Maschinen der Neuzeit immer 
groBer wurden und mit immer groBeren Geschwindigkeiten liefen, ge
wann das Problem der Beherrschung von Schwingungsvorgangen mehr 
und mehr an Bedeutung. Eine erfolgreiche Inangriffnahme dieses 
Problems war nur unter Zugrundelegung quantitativer Angaben 
iiber die Schwingungen derartiger Maschinen und ihrer Fundamente 
moglich. Solche lassen sich jedoch nur mit Hille von Instrumenten 
gewinnen. Die grundlegenden, bei der experimentellen Behandlung des 
Schwingungsproblems zu messenden GroBen sind: a) die Schwingungs
frequenz, b) die Schwingungsamplitude, c) der Wellentypus, ob einfach 
harmonisch oder zusammengesetzt und d) die durch die Schwingung 
erzeugten Spannungen. 

Die moderne Industrie schuf eine Reihe von Instrumenten zur 
Messung dieser GroBen. 1m folgenden wollen wir einige der wichtigsten 
und verbreitetsten unter ihnen beschreiben 1. 

2. Instrumente zur JUessung der Frequenz. 
Die Kenntnis der Schwingungsfrequenz ist sehr wichtig, da sie 

haufig einen wertvollen Hinweis auf den Ursprung der Schwingung 
liefert. Die Beschreibung eines sehr einfache Frequenzmessers, des 

1 Siehe J. Ormondroyd: J. Am. Electr. Engs. 40, 330 (1926). Siehe auch 
P. A. Borden: Trans. Am. Electr. Engs. 1926, 238 und H. Steuding: Z. V. 
d. I. 71, 605 (1927); die letztgenannte Arbeit ist ein Auszug aus einer sehr voll
standigen Untersuchung iiber SchwingungsmeJ3apparate, die fiir das spezielle, 
von dem VDr gegriindete Komitee zur Untersuchung von Schwingungen durch
gefiihrt wurde. 
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Frahmschen Tachometers, das seit langem bei Turbogeneratoren 
verwendet wird, haben wir bereits gegeben (s. S. 17). D8!S Fullarton
Vibrometer beruht auf demselben Prinzip. Es ist in Abb.162 ab
gebildet. Dieses Instrument besteht aus einer Klaue A, die unter einem 
Bolzenkopf angeklemmt wird, aus zwei Gelenken B, die senkrecht 
zueinander drehbar sind, und aus einem Rahmen, welcher einen bieg
samen elastischen Stab C tragt; ferner ist seitlich am Apparat eme 
Langenskala D und quer 
u ber das 0 bere Ende eine 
Amplitudenskala E an
gebracht; schlieBlich 
enthalt der Apparat 
eine lange Schraube F. 
Auf dem Rahmen ist 
eine bewegliche Klaue 
verschie b bar, derenLage 
durch die Schraube ein
gestellt wird. Der bieg
same Stab wird am un
teren Ende des Rahmens 
in einer festen Klaue 
gehalten; seine freie 
Lange laBt sich durch 
die Stellung der beweg
lichen Klaue regulieren. 

E 

Abb. 162. Fullartonsches Vibrometer. 

Dieses Instrument wird an der schwingenden Maschine befestigt; dann 
andert man die freie Lange des Stabes so lange, bis sich an dessen 
Ende die gr6Bte Amplitude einstellt; diese Amplitude wird an der 
Querskala abgelesen. Nun ist das Instrument in Resonanz und hat 
dieselbe Frequenz wie die Maschine. Diese Frequenz laBt sich durch 
Messen der freien Lange des Stabes bestimmen. 

Diese Vorrichtung ist auBerordentlich selektiv (die dampfenden 
Krafte sind ganz gering), so daB sie nur fur Schwingungen mit nahezu 
vollkommen konstanter Frequenz verwendbar ist. Die geringste Ande
,rung der Frequenz in der Nahe des Resonanzpunktes ergibt eine groBe 
Schwankung der Amplitude. Infolge dieses Umstandes istdie An
wendung des Instrumentes auf Turbogeneratoren und sonstige Ma
schinen mit nur schwach veranderlicher Geschwindigkeit beschrankt. 

3. Das ]}Iessen der Amplituden. 
In vielen Fallen ist nur das Messen der Schwingungsamplitude 

von Bedeutung. Dies ist meist dann der Fall, wenn man erzwungene 
periodische Schwingungen bekannter Frequenz untersucht, wie sie 

23* 
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etwa bei Bauten und Apparaten vorkommen, die unter der Einwirkung 
rotierender Maschinen stehen. Am haufigsten diirfte die Amplituden
messung bei Kraftanlagen erforderlich sein, bei welchen die Schwin
gungen des Gebaudes, des Bodens, des Fundamentes oder des Ge
stelles durch Impulse erzeugt werden, die sich bei jeder Umdrehung 
der Maschine wiederholen. 

Abb.163. Amplitudenmesser der Vibration Specialty Company. 

Die den seismographischen Instrumenten zugrunde liegende Theorie 
wurde auf S. 16 dargelegt. Einen auf diesem Prinzip beruhenden 
Amplitudenmesser hat die Vibration Specialty Company von Phila
delphia gebaut (siehe Abb. 163). Die Abbildung zeigt das Instrument. 
bei entfernter Seitenwand. Der Apparat gehort zum Typus des Seis
mographen. Ein Stahlblock 1 ist an Federn 3 in einem kraftigen 
Rahmen 2 aufgehangt; die beiden anderen Druckfedern 4 halten ihn 
in horizon taler Lage in der Mitte. Die Frequenzen der Eigenschwin
gungen des Blocks sind sowohl in vertikaler wie in horizontaler Rich
tung ungefahr 200 pro Minute. Der Rahmen tragt zwei Zeiger
blatter 5, die durch Fiihlhebel mit dem Block in Verbindung stehen. 
Das Instrument wird am Untersuchungsgegenstand be£estigt. Die Fre-
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quenz der durch schnellumlaufende Maschinen erzeugten Schwingung 
ist gewohnlich um ein Vielfaches groBer als die Eigenfrequenz des 
Vibrometers, und der Block des Instrumentes dad als ruhend im Raum 
angesehen werden. Die Zeigerblatter registrieren die Vertikal- und Hori
zontalkomponente der Relativbewegung zwischen Block und Rahmen, 
wobei sich die Zeiger auf Kreisbogen hin- und herbewegen, welche die 
doppelte Amplitude dieser Komponenten angeben. 

1m Betriebe von Kraftanlagen hat sich dieser Apparat bei der Unter
suchung von Schwingungen an Turbogeneratoren als sehr niitzlich er
wiesen. Es ist eine bekannte Tatsache, daB eine Einheit - wahrschein
lich infolge ungleichmaBiger Temperatur
verteilung im Rotor - manchmal arg zu 
schwingen beginnt, wenn sie auf ihre volle 
Geschwindigkeit gebracht wird, und daB 
dann die Schwingungen eine lange Zeit 
hindurch anhalten. Dem laBt sich abhelfen, 
indem man den Gang der Maschine ver
langsamt und dann wieder beschleunigt. 
Manchmal entstehen Schwingungen auch 
durch Schwankungen in der Belastung oder 
durch UngleichmaBigkeiten im Vakuum, 
die von Temperaturanderungen in den 
Turbinenteilen begleitet sind. Ein oder 
mehrere am Turbinengehause montierte 
Vibrometer geben iiber derartige Schwin
gungen vollkommenen AufschluB. 

Der Apparat eignet sich auch sehr gut 

Lompe~ ft 
MIKroskop-H 

Abb.164. 

zur Auswuchtung schnellumlaufender Rotoren, namentlich dann, 
wenn eine besonders feine Auswuchtung verlangt wird. Es ist sehr 
wichtig, Wirkungen personlicher Art wahrend der Untersuchung aus
zuschalten. Das Auswuchten dauert ziemlich lange, wenn die Maschine 
im Betrieb ist, da zwischen zwei aufeinanderfolgenden Versuchen oft 
mehrere Tage verstreichen. Eine numerische Aufzeichnung der Schwin
gungsamplitude gibt die Moglichkeit, die Arbeitsbedingungen der Ma
schine fUr verschiedene Anordnungen der Auswuchtgewichte zu ver
gleichen. Wie die Auswuchtung wirklich vorgenommen wird, wenn 
man nur die Schwingungsamplituden kennt, wurde bereits auseinander
gesetzt (s. S.57). 

Eine andere wichtige Anwendung dieses Apparates zeigt Abb. 164. 
Nimmt man die Vorderwand des Instrumentes ab, so kann man die 
wirkliche Bahn eines Punktes des Turbogeneratorgehauses studieren 1 • 

1 Die Methode wurde von Herrn G. B. Karelitz, Berechnungsingenieur 
der Westinghouse Electric & Manufacturing Company, angegeben. 
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Ein Stuck Schmirgelleinen mittlerer Feinheit ist am Stahlblock des 
Apparates angeklebt. Nun liWt man einen Lichtstrahl auf das 
Schmirgelleinen fallen, das an den Karborundkristallen schade 
punktfOrmige Reflexe ergibt. Ein Mikroskop ist an dem zu unter
suchenden Gehiiuse starr angebracht und auf das Schmirgelleinen ein-

Cewonnlll:hc 
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Abb.165. 

gestellt. Da der Block im Raum ruht, sieht man die Relativbewegung 
von Mikroskop und Leinen ganz deutlich; die Lichtpunkte bescbreiben 
dabei Figuren von der Art der bekannten Lissajouschen Figuren. 
Abb. 165 zeigt typische derartige Figuren, wie man sie beim Gehiiuse 
einer Turbine mit 1800 Umdrehungen pro Minute erhiilt. 

4. Seismische Vibrographen. 
Seismische Vibrographen verwendet man, wenn eine vollstiin

dige Analyse der Schwingung verlangt wird. Diese Instrumente finden 
ihre Hauptanwendung beim Messen von Bodenschwankungen bei 
Gebiiuden, von Schwingungen in Maschinenfundamenten und von 
Bruckenschwingungen. Zerlegt man die Vibrographenaufzeichnung in 
einfach-harmonische Schwingungen, so gelingt es manchmal, die Ur
sache der StOrungskriifte zu finden, die diese Teilschwingungen ver
ursachen. 

Den von der Cambridge Instrument Company konstruierten Vibro
graphen zeigen die Abb. 166 und 167 1• Dieses Instrument registriert 
Vertikalschwingungen. Wenn es zur Aufnahme heftiger Schwingungen 
verwendet wird, so wird es mit einem Laufgewichtsbalken ausgestattet, 
der in Abb. 167 durch die punktierte Linie angedeutet ist. Das In
strument besteht aus einem gewichtsbelasteten Hebel, der auf Schneiden 
in einem Gestell ruht, welches die Schwingungen des Gebiiudes oder 
Fundamentes, an dem es angebracht ist, mitmacht. Die durch die 
Schwingungen verursachten kleinen Hebelbewegungen werden auf 
einem Zelluloidstreifen aufgezeichnet, und zwar mit Hilfe eines feinen 

1 Eine eingE'hE'nderE' Darstellung diesE's Instrumentes findet man in Engg.119, 
271 (1925). 
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Stiftes, der am Ende eines am Hebel befestigten Zeigers angebracht ist. 
Die schwere Masse Mist mittels eines Metallstreifens an einem Stahl
block befestigt, der durch die Schneiden K mit dem Gestell in Verbin
dung steht. Der Stahlblock bildet einen kurzen Hebel, dessen tatsach
liche Lange -cler Horizontaldistanz zwischen dem Streifen und den 
Schneiden gleich ist. Dem Gewicht M wird durch eine Spiralfeder Q 
das Gleichgewicht gehalten, die am oberen Teil des Gestells angehangt 
ist. Das untere Ende der Feder wird in eines der vier Locher im Arm 
des Winkelhebels L eingehakt; 
durch Wahl eines der vier 
Locher kann die Eigenfre
quenz des schwingenden Sy
stems geandert werden. Ein 
vom genannten Stahlblock 
nach oben gehender Arm tragt 
an seinem obersten Ende eine 
Flachfeder S mit Registrier
stift. Dieser druckt auf die 
Oberflache eines Zelluloid
streifens (in der Praxis ein 
Stuck reinen Films, wie er 
bei Kinoaufnahmen verwen
det wird), der urn eine zwei
teilige, mit Hilfe eines Uhr
werks C gedrehte Trommel 
gewickelt ist. Durch einen 
Regulator laBt sich die Ge
schwindigkeit des Films zwi
schen 4 mm und 20 mm pro 
Sekunde variieren. 1m engen 
Spalt zwischen den beiden 
Teilen der zweiteiligen Trom
mel D befindet sich ein zwei-
ter Stift; dieser laBt sich mit- Abb. 166. Vibrograph der Cambridge Instrument 

tels eines Elektromagneten, Company. 

der durch einen kleinen Hebelmechanismus im Innern der Trommel 
wirkt, seitlich verschieben. Dieser Elektromagnet steht in Verbindung 
mit einem eigenen Uhrwerk, das den Kontakt jede zehntel Sekunde 
(oder nach irgendeinem anderen Zeitintervall) schlieBt. So wird auf der 
Ruckseite des Films, gleichzeitig mit dem wirklichen Vibrogramm auf 
der Vorderseite, eine Nullinie mit Zeitmarkierungen aufgezeichnet. Die 
erhaltenen Registrierungen werden mit Hilfe eines Mikroskops bis zu 
0,01 mm genau abgelesen; da der Apparat zehnfache VergroBerung 
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besitzt, so laBt sich eine Vertikalbewegung des Fundamentes von 
10- 4 em deutlich messen 1. 

Abb.168 zeigt den Vibrographen von Geiger2• Dasganzelnstrument, 

Abb.167. 

des sen Dimensionen ungefahr 
200 X 150 X 150 mm sind, wird 
an der schwingenden Maschine 
oder am schwingenden Bauwerk 
befestigt. Ein schwerer, innerhalb 
des Instrumentes an schwachen 
Federn hangender Block bleibt 
raumfest. Die Relativbewegung 
zwischen dem Block und dem 
Rahmen des Instrumentes wird 
auf eine Feder iibertragen, welche 
sie auf einem 70 mm breiten Pa
pierstreifen registrie.rt. Ein Uhr
werk, das auf verschiedene Ge
schwindigkeiten eingestellt wer
den kann, bewegt den Papier
streifen und wickelt ihn um eine 

Spule. Zur Zeitmarkierung dient eine Feder, die mittels einer Stahl
knagge am Rahmen befestigt ist und an ihrem Ende einen Schreib-

Abb. 168. Vibrograph von Geiger. 

stift tragt. Diese Feder hat eine natiirliche Frequenz von 25 Schwin
gungen pro Sekunde. Sie kann von Hand oder elektrisch mit Hilfe 

1 Diese Registriermethode wurde zuerst von W. G. Collins bei dem Cambridge 
Mikroindikator fiir schnellumlaufende Maschinen verwendet. Engg.13, 716 (1922). 
Siehe auch Trans. Opt. Soc. 27, 215 (1925-1926). 

2 Eine eingehendere Beschreibung dieses Instrumentes findet sich in Z. V. d. I. 
60, 811 (1916). 
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von zwei Trockenelementen betrieben werden. Sie muB etwa jede 
Sekunde zusammengedruckt werden und zeichnet dann eine gedampfte 
Schwingung von 25 
Perioden auf dem Re
gistrierstreifen. Die 
natiirliche Frequenz 
der seismographi
schen Masse ist un
gefahr 1 Yz pro Se
kunde. Die Vergro
Berung durch das 
Hebelsystem , das 
Masse und Feder 
verbindet, ist regu
Herbar. Fur Frequen
zen bis 130 pro Se
kunde erhalt man 
bei 12facher Vergro
Berung gute Regi
strierungen. Der Ap
parat arbeitet noch 
bei 200 Schwingun
gen pro Sekunde 
recht gut, wenn man 
die VergroBerung 
nicht groBer als 
3fach wahlt. Es ist 
zu bemerken, daB 
man mit Hilfe einer 
Einstellvorrich tung 

Abb. 169. Universalregistrierapparat. 

an der seismographischen Masse die 
gen Richtung registrieren kann. 

Schwingung in jeder beliebi-

In Fallen, wo der 
schwingende Korper so 
klein ist , daB seine 
Schwingung durch die 
verhaltnismaBig groBe 
Masse des Instrumen
tes beeinfluBt wird, 
kann man das Instru
ment dennoch als Re-

itS Per/oden der gedtimp/len Welle 

Abb.170. 

gistrierapparat verwenden ("Universalregistrierapparat" hat es sein 
Erfinder genannt). Die seismographische Masse muB dann aus dem 
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Instrument herausgenommen werden, worauf der Apparat irgendwie 
raumfest untergebracht wird, z. B. etwa dadurch, daB man ihn an 
einen Kran hangt. Das Hebelsystem der Aufzeichnungsfeder wird durch 
einen feinen Stab direkt in Tatigkeit gesetzt, der den schwingenden 
Korper beriihrt (Abb. 169). Bei dieser Anordnung lassen sich 100fache 
VergroBerungen fiir 60 Perioden und 15fache VergroBerungen fiir 150 
Perioden erzielen. Eine Aufzeichnung dieses Instrumentes sieht man 
in Abb.170. 

5. Torsiograph. 
Zur Aufzeichnung von Torsionsschwingungen in Maschinenwellen 

wurden viele Apparate konstruiert. Ein Apparat dieser Art, der viel 
Verwendung gefunden hat, ist in Abb. 171 dargestellt. Er wurde von 
A. Geiger entworfen und weist dieselbe Art der Aufzeichnung und Zeit-

Abb. 171. Torsiograph von Geiger. 

markierung auf wie der oben beschriebene Vibrograph, unterscheidet 
sich aber von ihm durch den seismographischen Teil. Der Apparat 
tragt eine leichte Bandscheibe von etwa 150 mm Durchmesser, in 
der ein schweres Schwungrad konzentrisch montiert ist, das auf der
selben Achse frei beweglich ist. Die Verbindung zwischen Bandscheibe 
und Masse steUt eine sehr biegsame Spiralfeder her. Die Eigenfrequenz 
der Torsionsschwingungen dieser Masse betragt bei gleichformig lau
fender Bandscheibe ungefahr 1 Y2 pro Sekunde. Die Bandscheibe wird 
durch einen kurzen Treibriemen von der Welle aus in Gang gesetzt, 
deren Torsionsschwingungen gemessen werden sollen. Sie bewegt sich 
mit der Welle, aber die schwere innere Masse dreht sich praktisch 
mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit, wenn die Frequenz der 
Torsionsschwingungen oberhalb einer gewissen Grenze liegt, die z. B. 
etwa viermal so groB wie die Eigenfrequenz des Instrumentes ist. Die 
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Relativbewegung zwischen der Bandscheibe und einem Punkt des 
Schwungradumfanges wird mittels eines Hebelsystems auf den Regi
strierstift ubertragen. Der Apparat arbeitet bei kleiner VergroBerung 
bis zu 200 Schwingungen pro Sekunde und bei Bewegungen niedriger 
Frequenz kann die VergroBerung der Schwingungsbewegung des Wellen
umfanges bis auf 24 : 1 gebracht werden. Kleine Schwingungen soIl man 
von einem Wellenteil mit moglichst groBem Durchmesser aus regi
strieren. GroBe Schwingungen registriert man von Wellen mit kleinem 
Durchmesser aus, damit die Aufzeichnungen noch innerhalb der Gren
zen der Moglichkeiten des Instrurnentes bleiben. Die Grenze fur 
die GroBe der Antriebscheibe ist festgelegt durch die Wirkung der 
Zentrifugalkrafte, die an der zwischen Scheibe und Schwungrad be
festigten Spiralfeder angreifen. Bei ungefahr 1500 Umdrehungen pro 
Minute verdrehen die Zentrifugalkrafte die Feder so weit, daB sie vom 
Registrierstreifen abspringt. Der Apparat leistet gute Dienste beirn 
Studium von Torsionsschwingungen in Dieselmotoranlagen sowie in 
Lokomotiven und Unterseebooten. In neuerer Zeit wurde ein kombi
nierter Torsiograph-Vibrograph auf den Markt gebracht. 

6. Torsionsmesser. 
Es gibt FaIle, in denen nicht nur die Anderungen der Winkelgeschwin

digkeit, wie sie der Geigersche Torsiograph miBt, wesentlich sind, son
dern auch die Verdrehung in einer Energie ubertragenden Welle. Zu 
deren Messung wurden viele Instrumente konstruiert, insbesondere im 
Zusammenhang mit der Frage nach der durch eine Schiffspropellerwelle 
weitergeleiteten Energie 1. Di-e dabei allgemein angewandte Methode 
besteht darin, die Relativbewegung von zwei an der Welle in bestimmter 
Entfernung voneinander angebrachten Korpern zu messen. Der Winkel, 
den diese beiden Stucke miteinander bilden, wird beobachtet oder durch 
einen Oszillographen aufgezeichnet. Kennt man die Drehgeschwin
digkeit der Welle und ihren Schubmodul, so kann man die GroBe der 
ubertragenen Leistung bestimmen. Abb. 172 stellt den Torsionsmesser 
dar, der von E. B. Moullin vom Engineering Laboratory in Cambridge 
konstruiert wurde 2 • "Die Relativbewegung der beiden Stucke des In
strumentes wird elektrisch gemessen, und zwar ununterbrochen wahrend 
der ganzen Drehung, so daB das Instrument an der Welle in einem 

1 Es gibt verschiedene Methoden, den Verdrehungswinkel einer Welle zu messen 
und zu registrieren; sie lassen sich in vier Gruppen einteilen: a) mechanische, b) op
tische, c) stroboskopische und d) elektrische Methoden. Beschreibungen der In
strumente, die auf diesen verschiedenen Prinzipien beruhen, finden sich in der 
genannten Arbeit von H. Steuding (siehe S. 354). Siehe auch die Arbeit von 
V. Vieweg: Betrieb, S.378 (1921). 

2 Siehe die Arbeit von Robert S. Whipple: J. Am. Opt. Soc. 10, 455 (1925). 
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Schiffstunnel angebracht werden kann und sich die Beobachtungen 
aus der Entfernung durchfiihren lassen. Der Moullinsche Torsions
messer wurde zur Messung des Drehmomentes verwendet, das bei 
Schiffswellen von einem Durchmesser bis zu 250 mm bei der Obertragung 

A h 
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!1enerm'or 

Abb.172. 
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von 1500 PS auftritt. Das Instrument besteht aus einer Drosselspule 
mit Luftspalt, deren eine Halfte durch einen an einem Punkt der Welle 
angebrachten Ring getragen wird, wahrend die andere Halfte daneben 

Abb. 173. Aufzeichnung eines geeichten Oszillographen beim Moullinschen Torsionsmesser. 

gehalten wird, aber an einer Muffe befestigt ist, die an der Welle in 
einer Entfernung von ungefahr 1200 mm sitzt. Abb. 172 zeigt die An
ordnung der beiden Drosselspulen-Halften, von denen die eine am 
Ring und die andere an der Muffe befestigt ist. Ein kleiner Wechsel
stromgenerator schickt in die Windungen c einen Strom von 60 Peri
oden pro Sekunde und ungefahr 100 Volt. Wenn sich die Welle ver-
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dreht, so erweitert sich der Luftspalt bei wachsender Verdrehung (bzw. 
verengt sich bei abnehmender Verdrehung) und der Strom wachst pro
portional mit dem Luftspalt, so daB die Abmessungen einer Aufzeich
nung der Verdrehung direkt proportional sind. Es werden auf der Welle 
zwei einander gegeniiberliegende Drosselspulen montiert, so daB sie 
sich mechanisch das Gleichgewicht halten und, da sie elektrisch 
hintereinandergeschaltet sind, die Angaben des MeBinstrumentes von 
Biegungsschwingungen unabhangig machen. Der Strom wird durch 
zwei Schleifringe d und e zu- und abgeleitet." Durch Verwendung 

Abb.174. 

eines geeichten Oszillographen erhalt man eine stetige Aufzeichnung 
von der in Abb. 173 gezeigten Art. 

Abb. 174 zeigt den Torsionsmesser von Amsler, der bei der Lei
stungsmessung von schnellumlaufenden Maschinen vielfach verwendet 
wird. 

Die Verbindungsflansche D und L des Torsionsmessers werden ge
wohnlich an die Enden 1 und 2 der treibenden bzw. getriebenen Welle 
aufgekeilt. Die elastische Welle, welche die Torsion weiterleitet, ist 
mit G bezeichnet. Sie ist an ihren Enden in den Drehbankfuttern F 
und H montiert. Das Futter Fist stets an der Muffe A befestigt, an 
der der Flansch B aufgekeilt ist. Der Flansch B ist mit dem Flansch D 
verbolzt und der Flansch J mit dem Flansch L; die Enden der Welle G 
sind also starr in den Flanschen D und L untergebracht. Zur Mes
sung des Verdrehungswinkels braucht man die Scheiben M, N und O. 
Mist am Futter J befestigt, wahrend die beiden anderen Scheiben 
N und 0 an der Muffe A montiert sind. Wenn die MeBwelle Gunter 
der Einwirkung eines Drehmomentes verdreht wird, so dreht sich die 
Scheibe M in bezug auf die beiden anderen Scheiben N und 0 um 
einen bestimmten Verdrehungswinkel. Am Rand U der Scheibe M 
befindet sich ein Ringsektor von durchscheinendem Zelluloid, auf dem 
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eine Skala eingeschnitten ist. Gegeniiber dieser Skala ist eine kleine 
Offnung T in der Scheibe N und ein feiner radialer Schlitz, der als 
Zeiger fUr Ablesungen an der Skala dient. Die Scheibe 0 hat gegeniiber T 
keine Offnung, sondern nur einen radialen Schlitz wie die Scheibe N; 
~ durch diese blickt der 

/" ~ ~ Beobachter, wenn er 
~....-----! ----,~ die Stellung des Zei-
. " . gers T an der Skala U 

I i 

~~~ 
I 11 
I 
I 
I 
... fo·o--------,500'-----~$ ... 1 

Abb.175. 

mittels des Spiegels S 
abliest, der mit dem 
Sehstrahl einen Win
kel von 45° einschlieBt. 
Die im Zelluloid ein
geschnittene Skala ist 
von riickwarts durch 
eine Lampe R gut be
leuchtet. Wenn der 
Apparat eine groBere 
Drehzahl besitzt, z. B. 
mindestens 250 Um

drehungen pro Minute macht, so wird die Anzahl der sekundlichen 
Lichteindriicke hinreichen, um die Empfindung eines ruhenden Bildes zu 
erzeugen, und der Verdrehungswinkel laBt sich sehr genau ablesen, 
vorausgesetzt, daB dieser Winkel wahrend der Drehung konstant bleibt. 
Kennt man den Verdrehungswinkel und die Torsionssteifigkeit des 
Stabes G, so laBt sich das Drehmoment und die iibertragene Leistung 
berechnen. 

V. Vieweg verbesserte das eben beschriebene Instrument dadurch, 
daB er den Spiegel S an der Scheibe befestigte, wie Abb. 175 zeigt, 
und die Entfernung dieses Spiegels von der Skala mn gleich der Ent
fernung des Spiegels von der Wellenachse machte. Dadurch erhalt 
man ein ruhendes Bild der Skala, das durch ein Fernrohr beobachtet 
werden kann 1. 

7. Dehnungsindikator. 
Um die Spannungen zu untersuchen, die in Baukonstruktionen und 

Maschinenteilen bei Schwingungsbewegungen entstehen, braucht man 
Spezialinstrumente, die Formanderungen von sehr kurzer Dauer ver
zeichnen. Abb. 176 zeigt ein Instrument dieser Art, den von der Cam
bridge Instrument Company gebauten "Spannungsindikator"2. Dieser 

1 Die Beschreibung dieses Instruments findet man in Maschinenbau, S.1028 
(1923-1924). 

2 Die Beschreibung dieses Instruments findet man in Engg.118, 287 (1924). 
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Apparat eignet sich besonders zum Messen von rasch wechselnden 
Spannungen in Bruckentragern und anderen Bauwerken unter der Ein
wirkung von bewegten oder pulsierenden Lasten. Der Apparat wird 
am Trager befestigt, an dem die Spannungsanderungen zu bestimmen 
sind. An dem einen Ende des Apparates sind zwei feste Stutzpunkte A, 
wahrend am anderen Ende nur ein einziger Stutzpunkt am Teil D vor
handen ist; der Teil D ist in einer der Langsrichtung des Instrumentes 
parallelen Richtung frei beweglich. Diese Bewegung wird moglich, da 
die Stabe E und El an den bezeichneten Stellen genutet sind und diese 

(1 Zoll -l,S'l-cm) 

Abb.176. 

Nuten den Staben in diesen Punkten Biegung gestatten und so ge
wissermaBen Gelenke bilden. Der Teil D steht in Verbindung mit einem 
Winkelhebel M, der am oberen Ende den Schreibstift S tragt. Jede 
durch Spannungsanderungen in dem zu untersuchenden Stuck hervor
gerufene Verschiebung des Punktes B wird in vergroBertem MaBstab 
durch den Schreibstift wiederholt und auf einem Streifen durchsichtigen 
Zelluloids verzeichnet; der Zelluloidstreifen wird mit Hilfe eines Uhr
werkmechanismus P mit einer Geschwindigkeit von ungefahr 3 bis 
20 mm pro Sekunde am Schreibstift vorubergefuhrt. Die Aufzeich
nungen des Apparates erfolgen in zehnfachem MaBstab. Man kann 
sie entweder mit Hilfe eines passenden Mikroskops, ahnlich dem S. 358 
erwahnten, studieren, oder aber man stellt mittels photographischer 
Methoden VergroBerungen der wirklichen Diagramme her. Die Auf
zeichnungen auf dem Film konnen so bis zu einer Genauigkeit von 
0,01 mm abgelesen werden. Nimmt man die Entfernung zwischen den 
Punkten A und B gleich 15 Zoll (38 cm) an, so ergibt sich fUr die 
Dehnung pro Langeneinheit eine Genauigkeit von 

0,01 _ 2 66 10-6 
W-15·25 - " . 
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Fur Stahl entspricht dies einer Spannung von 5,624 kg pro cm 2• Die 
Registriervorrichtung des Instrumentes ist sehr steif und genugt fur 
Schwingungen sehr hoher Frequenz. Zum Beispiel wurden Trager
schwingungen von einer Frequenz von 1400 pro Sekunde deutlich 
verzeichnet. Aber diese Frequenz bildet noch keine notwendige Grenze 
fur den Apparat. Das Instrument laBt sich beinahe an jedem Teil eines 
Bauwerkes mit Leichtigkeit anbringen. Der den Zelluloidstreifen be
wegende Uhrwerkmechanismus wird entweder am Instrument selbst 

/(rgjllinien von Hand in Gang ge
ml r-~~~~-*--~ 

I 
Eisen
kern I 

. ~I_-,-,. .... 
Wlck/lIn.!J I 

I 
I 

1/1 

~::::~---;::::=f-~---iz~umj-~ 

lIocJJ/reqvMz
Generator 

tJ$zillo.!Jrgpilen 

Abb.177. 

setzt und gestoppt oder 
aber aus der Entfernung 
durch eine elektrische, 
von Hand oder automa
tisch auszulosende Vor
richtung betatigt. Die 

A C 8 

mn 5?~,-_-.c.Pf~ 
f<t+---l--~~ 

allgemeine mechtM;sche 11170r0I7Un.g 

Mechanismen zur Zeitmarkierung und Lagenaufzeichnung konnen 
ebenfalls elektrisch aus der Entfernung bedient werden. Mehrere Re
gistrierungen konnen gleichzeitig abgelesen werden. 

Abb. 177 stellt einen magnetischen Dehnungsmesser dar, den die 
Westinghouse-Ingenieure konstruiert haben1 . Der Apparat · wird mit 
Hilfe von Klauen an dem Teil, dessen Ausdehnung gemessen werden 
solI, befestigt, und zwar werden die beiden flachen U-Eisenkerne A 
und B, die eine starre Einheit bilden, mit dem Stuck beim Querschnitt 
mn, das Eisenblech C dagegen durch einen Stab D mit dem Querschnitt 
pq verbunden; die MeBlange ist also gleich l. Jede durch eine Spannungs
anderung im Stuck an der Strecke 1 hervorgerufene Anderung bewirkt 
relative Verschiebungen von C in bezug auf A und B, wodurchAnderun
gen in den Luftspalten entstehen. Um die zwei U-formigen Eisenkerne 
sind Wicklungen gelegt. Durch diese hintereinandergeschalteten Wick
lungen wird ein Wechselstrom geschickt, dessen Frequenz groB ist im 
Vergleich mit der Frequenz der zu messenden Spannungsanderungen. 
Verwendet man einen Strom konstanter Spannimg fur die hintereinander
geschalteten Wicklungen, so ist der Sekundarstrom konstant und unab
hangig von den Anderungen in den Luftspalten. Ungleiche Luftspalte 
bewirken nur eine Teilung der Gesamtspannung in zwei ungleiche Teile 

1 Siehe J. P. Shamberger: Am. Soc. Test. Mat. Trans. 1930. 
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in den beiden Spulen. Die Spannung in einer Spule wird mittels eines 
geeichten Oszillographen registriert. Die Ordinaten der UmriBkurven des 
Diagramms, das von der inAbb .173 gezeigtenArt ist, sind den Dehnungen 
des Stuckes proportional. Dieser magnetische Dehnungsmesser wurde zur 
Messung von Spannungen verwendetl, die unter der Einwirkung einer 
bewegten Lokomotive im GIeis entstehen, und hat sich dabei sehr gut 
bewahrt. Bei einer MeJ3lange von 200 mm kann man damit Spannungen 
mit del' Genauigkeit von 70 kg/em 2 messen. 

8. Der elektrische Dehllullgsmesser2• 

Die Konstruktion dieses Apparates be.ruht auf der bekannten Tat
sache, daB bei einer unter Druck gehaltenen, aus Kohlenscheiben be
stehenden Saule jede Druckanderung eine Anderung des elektrischen 
Widerstandes mit sich bringt. Die einfachste Form des Instrumentes 
sieht man in Abb. 178. Es wird an einem C j) 

Stuck E, dessen Dehnung gemessen werden I®& ~ 
solI, befestigt. J ede Anderung in der Ent- 1/ ( B 

fernung zwischen den Unterstutzungspunk-
ten A und B bewirkt eine Anderung im ur
sprunglichen Druck auf die Kohlenscheiben

Abb. 178. 

reihe C und somit eine Anderung des elektrischen Widerstandes, del' 
durch einen Oszillographen aufgezeichnet werden kann. Abb. 179 zeigt 
das Prinzip des elektrischen Schemas. Das Instrument wird als Zweig 1 
einer Wheatstoneschen Brucke angeordnet; die 
drei anderen Zweige der Wheatstoneschen 
Brucke sind mit 2, 3 und 4 bezeichnet. Das 
Instrument 5, das ein Milliamperemeter odeI' 
ein Oszillograph sein kann, zeigt jede Storung 
in der Bruckenanordnung an. Die Wider
stande 2 und 3 sind konstant, und 4 ist so 
eingestellt, daB die Briicke im GIeichgewicht 
ist, wenn die Kohlensaule unter dem ur

Abb.179. 

sprunglichen Druck steht. Jede von der Dehnung in dem zu unter
suchenden Stuck herruhrende Anderung dieses Druckes bewirkt eine 
GIeichgewichtstorung in der Brucke; die GroBe dieser Storung wird 

1 Siehe die dem intern. Kongreil fiir angewandte Mathematik und Mechanik, 
Ziirich H126, vom Verfasser vorgelegte Arbeit. 

2 Eine vollstandige Beschreibung dieses Instrumentes findet man in Techn. 
paper Bur. Stand. 17,737 (1924), in einer Arbeit von O. S. Peters u. B. McColl 11 m. 
Siehe auch die von O. S. Peters dem Annual Meeting of the American Society 
for Testing Materials (1927) vorgelegte Arbeit. Die weitere Entwicklung der Tele
meter in Verbindung mit Spannungsmessungcn bei Briicken findct man in der 
Abhandlung von R. Bernhard: Stahlbau 1928, Nr. 13. 

'fimoshenko , Schwingungsproblcme. 24 
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durch das Instrument /) angezeigt, das sich so eichen laBt, daB man 
die Spannung im untersuchten Stuck direkt ablesen kann. 

c o 
Abb.180. Abb.181. 

Ein Instrument von so einfacher Form, wie wir es eben beschrie
ben haben, hat einen Nachteil, der aus dem Umstand erwachst, 
daB der Widerstand der Kohlensaule keine lineare Funktion der Ver
schiebung ist. Um diesen "Obelstand zu beseitigen, werden bei den wirk~ 
lich ausgefiihrten Instrumenten zwei Kohlensaulen verwendet (Abb.180). 
Bei dieser Anordnung wird jede Anderung in der Entfernung zwi
schen den Punkten A. und B, die von Dehnungen im untersuchten 
Stuck herruhrt, mittels des Stabes C auf den Arm D iibertragen. Eine 

Abb.182. 

Folge davon ist ein Wachsen des Druckes 
in der einen der beiden Kohlensaulen E 
und E' und ein Fallen in der anderen. 
Bringt man nun die beiden Kohlensaulen 
in die Wheatstonesche Brucke, wie es 
Abb. 181 zeigt, so addieren sich die Wir

kungen der Widerstandsanderungen der beiden Saulen, und der Ge
samteffekt, der nun der Dehnung nahezu proportional ist, wird am 
Bruckeninstrument angezeigt. 

Dieses MeBinstrument wird auch zur Messung von Beschleunigungen 

Abb.183a. 
Abb. 183 b. Aufzelchnung des OsziJIo
graphen belm BeschleunIgungsmesser. 

mit Erfolg angewandt. Zu diesem Zwecke wird eine kleine Masse m 
am Arm A. des Instrumentes befestigt (Abb.182). Die Kohlensaulen 
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wirken wie Fedem, so daB die Eigenfrequenz der Masse m ziemIich hoch 
liegt (bei den beschriebenen Versuchen war sie von der GroBenordnung 
250 pro sec). Das Instrument wird auf einem Priiftisch montiert, der in 
Fiihrungen verschiebbar angebracht und mit einem Kurbelgetriebe ver
bunden wird. Die Schwingungen eines solchen Tisches sind nicht ein
fach sinusformig, sondern sie enthalten infolge der endlichen Lange der 
Schubstange auch hohere Frequenzen. Abb. 183a zeigt das berechnete 
Beschleunigungsdiagramm des Tisches, und Abb.183b gibt die Auf
zeichnungen des Oszillographen wieder, die mit Hille eines auf dem Tisch 
montierten Beschleunigungsmessers erhalten wurden. Die kleinen Zacken 
auf diesem Bild entsprechen der Eigenschwingungsperiode der Masse m. 

24* 
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