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Vorwort zur amerikanischen Awusgabe.

Mit dem Anwachsen der Dimensionen und der Arbeitsgeschwindig-
keiten in der modernen Technik gewinnen die Fragen der Schwingungs-
erscheinungen beim Entwurf von Maschinen immer mehr an Bedeutung.
Es ist wohlbekannt, daf Probleme von grofler praktischer Wichtigkeit,
wie die des Massenausgleiches, der Torsionsschwingungen von Wellen
und Zahntrieben, die Schwingungsprobleme der Turbinenschaufeln und
Turbinenscheiben, die Probleme des Schleuderns rotierender Wellen, der
Schwingungen des Eisenbahngeleises und von Briicken unter der Ein-
wirkung rollender Lasten, der Fundamentschwingungen und derglei-
chen, nur im Rahmen der Theorie der Schwingungen griindlich erfafB3t
werden konnen. Nur mit Hilfe ihrer Lehren ist es moglich, die glinstigsten
Abmessungen zu bestimmen, bei denen die kritischen Geschwindigkeiten
der Maschine so weit als nur irgend moglich von ihren Arbeitsgeschwin-
digkeiten entfernt bleiben und somit das Auftreten heftiger Schwin-
gungen vermieden wird.

Im vorliegenden Werke werden die Grundlagen der Schwingungs-
lehre entwickelt und deren Anwendung auf die Losung technischer Auf-
gaben an Hand verschiedener Beispiele erldutert. Diese Beispiele sind
vielfach der praktischen Erfahrung auf dem Gebiete der Schwingungs-
erscheinungen entnommen, wie diese in manchen im Betriebe befind-
lichen Maschinen und Konstruktionen beobachtet werden kénnen.

Bei der Abfassung des Werkes folgte der Verfasser dem Lehrgang
iiber Schwingungserscheinungen, den er im Laufe des Jahres 1925 den
Maschineningenieuren der Westinghouse Electric and Manufacturing
Company vorgetragen hat, sowie einigen Kapiteln seines frither ver-
offentlichten Lehrbuches der Elastizitatslehrel.

Der Inhalt des vorliegenden Werkes liBt sich im allgemeinen wie
folgt darstellen:

Das erste Kapitel ist der Behandlung harmonischer Schwingungen
bei Systemen mit nur einem Freiheitsgrade gewidmet. Man findet in
diesem Kapitel die allgemeine Theorie freier und erzwungener Schwin-
gungen sowie eine Darstellung der Anwendungen dieser Theorie auf die
Konstruktion von Auswuchtmaschinen und Apparaten zur Aufzeich-
nung von Schwingungen. Auch das Rayleighsche Naherungsverfahren
zur Untersuchung von Schwingungserscheinungen bei komplizierteren
Systemen ist hier entwickelt. Als Anwendungsbeispiel dieses Verfahrens
wird hier die Berechnung der Schleudergeschwindigkeiten rotierender
Wellen veranderlichen Querschnitts gegeben.

1 Elastizitatslehre. Bd. II, St. Petersburg, 1916.
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Das zweite Kapitel enthilt die Theorie der nichtharmonischen
Schwingungen von Systemen mit nur einem Freiheitsgrade. Hier kommen
die Naherungsmethoden zur Untersuchung der freien und erzwungenen
Schwingungen solcher Systeme zur Darstellung. Ferner wird hier ein
Sonderfall als Beispiel ausfiihrlich behandelt, bei dem die Elastizitat
des Systems mit der Zeit verdnderlich ist. Die Ergebnisse dieser Theorie
werden auf die Untersuchung der Schwingungen in elektrischen Loko-
motiven mit seitlichem Antrieb angewandt.

Das dritte Kapitel behandelt Systeme mit mehreren Freiheitsgraden.
Hier wird die allgemeine Schwingungstheorie solcher Systeme ent-
wickelt. Ferner wird hier die Theorie auf die Behandlung solcher Probleme
der Maschinenmechanik, wie Fahrzeugschwingungen, Drehschwingungen
von Wellen, Schleudergeschwindigkeiten von mehrfach gelagerten
Wellen und Schwingungsdampfer angewandt.

Das vierte Kapitel bringt die Schwingungstheorie elastischer Kérper.
Hier kommen folgende Probleme zur Darstellung: Axial-, Dreh- und
Querschwingungen prismatischer Stéibe; Schwingungserscheinungen bei
Stdben verdnderlichen Querschnitts; Briickenschwingungen, Schwin-
gungen von Turbinenschaufeln und Schiffskérpern; Schwingungstheorie
der Kreisringe, Membranen, Platten und Turbinenscheiben.

Der Nachtrag enthilt eine kurze Beschreibung der wichtigsten Appa-
rate zum Registrieren von Schwingungen ; solche Apparate sind bei expe-
rimentellen Untersuchungen iiber Schwingungsvorgéinge unumganglich.

Mit den Gefithlen wiarmster Dankbarkeit mu8 hier der Verfasser die
Grofiziigigkeit der Westinghouse Electric and Manufacturing Company
hervorheben, die es ihm ermdoglicht hat, die zur Herstellung des Manu-
skriptes erforderlichen Arbeiten trotz des damit verbundenen erheb-
lichen Zeitaufwandes auszufiihren; auch hat ihm diese Firma fiir die
Beispiele die Berichte zur Verfiigung gestellt, in denen ihre Ingenieure
verschiedenartige Untersuchungen iiber wirkliche Schwingungsvorgénge
aufgezeichnet hatten. Ferner méchte der Verfasser die Gelegenheit auch
dazu benutzen, um den zahlreichen Freunden zu danken, die ihm bei
der Herstellung des Manuskriptes in der einen oder anderen Weise be-
hilflich waren, insbesondere den Herren J. M. Lessels, J. Ormon-
droyd und J. P. Den Hartog, die das ganze Manuskript gelesen und
manche wertvolle Vorschlige gemacht haben.

Herrn F. C. Wilharm mochte hier der Verfasser seinen Dank fiir
die Herstellung der Zeichnungen aussprechen. Dem Verlage Van Nostrand
Company gebiihrt des Verfassers Anerkennung fiir die Sorgfalt, mit der
das Buch hergestellt worden ist.

Ann Arbor, Michigan, 22. Mai 1928.
S. Timoshenko.



Vorwort zur deutschen Ausgabe.

Die englische Ausgabe dieses Werkes sieht jetzt nach wenigen Jahren
bereits einer Neuauflage entgegen. Wenn ein technisch-mathematisches
Buch einen solchen Erfolg erlebt, ist damit der Beweis geliefert, daB
das Werk in weiten Leserkreisen einem wirklich empfundenen Bediirf-
nis abhilft. Dies gilt mit Hinblick auf zwei verschiedene Faktoren.

Der Erfolg eines Buches ist im wesentlichen durch zwei Momente
bestimmt: durch den Gegenstand, den es behandelt, und durch die Art,
wie der Gegenstand behandelt wird. Was den Inhalt des Timoshenko-
schen Buches betrifft, so bezieht er sich auf so auBergewshnlich wichtige
Probleme der Praxis, daf iiber diesen Punkt kaum noch etwas zu sagen
ist. Wir leben in einem Zeitalter fallender Schranken. Dies wird auch
in der Industrie empfunden. Die Gebiete der zulidssigen Arbeitsgeschwin-
digkeiten in der Technik werden in raschem Lauf erweitert und der
Ingenieur ist verpflichtet, von allen Erscheinungen griindlich Kenntnis
zu nehmen, die innerhalb der neuen Arbeitsbedingungen méglich und
zu erwarten sind. Beim Entwurf, am Konstruktionstisch und im Betrieb
muf der Techniker auf die 4ullerst wichtigen Erscheinungen dynamischen
Charakters sorgfaltig Riicksicht nehmen und dem Studierenden kann
nicht dringend genug empfohlen werden, von den Schwingungsvor-
gingen in Maschinen- und Baukonstruktionen, in Apparaten und der-
gleichen sich schon auf der Schulbank ein méglichst vollstindiges Bild
zu machen.

Die Aufgabe, ein derartiges Bild auf engem Raume zu entwerfen,
setzt zu ihrer erfolgreichen Losung nicht nur die Fahigkeit einer zweck-
mafBigen, fiir das behandelte Gesamtgebiet charakteristischen engeren
Stoffauswahl voraus; sie verlangt auch nach einer lebendigen fliissigen
und leicht verstindlichen Darstellung. Auf seine Erfahrungen als For-
scher und Lehrer gestiitzt, 16st Timoshenko im vorliegenden Werke
die bezeichnete Aufgabe in vorbildlicher Weise. Die klare und durch-
sichtige Sprache, die leichte Nachpriifbarkeit der Rechnungen und der
stindige Kontakt zwischen den mathematischen Entwicklungen und
den praktischen Gesichtspunkten des Technikers machen dieses neueste
Werk Timoshenkos zu einer sehr wertvollen Neuerscheinung auf dem
Gebiete der Technischen Mechanik.

Als sachliche Einzelheiten mogen hier die Energiemethoden hervor-
gehoben werden, die von Timoshenko selbst herrithren. Interessant
und praktisch sehr wertvoll ist die Benutzung Fourierscher Reihen bei
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der Behandlung von elastischen Systemen, also solchen mit unendlich
vielen Freiheitsgraden.

Gegeniiber der englischen Ausgabe weist die deutsche Bearbeitung
eine Reihe wichtiger Zusitze und Nachtriige auf. Diese betreffen Schwin-
gungserscheinungen bei konstanter Reibung, Fragen des Maschinen-
ausgleiches, Schwingungsdimpfer mit konstanter Reibung und Schwin-
gungen von Balken mit eingespannten Enden. AuBlerdem ist eine An-
zahl von durchgerechneten Beispielen zu verschiedenen Abschnitten des
Buches hinzugefiigt worden.

Bei der bekannten Griindlichkeit, mit der der wissenschaftlich den-
kende und arbeitende deutsche Ingenieur gewohnt ist, die Probleme
seines Faches anzufassen, ist das Interesse der deutsch lesenden Fach-
kreise fiir das neueste Werk Timoshenkos bestimmt zu erwarten.

New York, im Dezember 1931.
1. Malkin.
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I. Harmonische Schwingungen von Systemen
mit einem Freiheitsgrad.

1. Freie harmonische Schwingungen.

Unterwirft man ein elastisches System, beispielsweise einen belasteten
Balken, oder einen tordierten Stab, oder eine deformierte Feder, einer
Storung des Gleichgewichtes, in dem es sich vorher befand, sei es durch
StoBwirkungen oder durch Anwendung plotzlich auftretender und
wieder verschwindender zusatzlicher Krifte, so konnen die elastischen
Krifte des Systems in ausgelenktem Zustand mit der Belastung nicht
mehr im Gleichgewicht stehen; hierdurch werden Schwingungen hervor-
gerufen. Im allgemeinen kann ein elastisches System Schwingungen ver-
schiedener Art ausfithren. So ist eine Saite oder ein Stab verschiedener
Schwingungsformen fihig je nach der Anzahl der Knoten, die die schwin-
gende Linge des betreffenden Korpers unterteilen. In den einfachsten
Fiallen kann die Gestalt des schwingenden Systems
durch eine einzige GroBe dargestellt werden. In sol-
chen Fillen spricht man von einem System mit
einem Freiheitsgrad.

Betrachten wir den elementaren durch Abb. 1
veranschaulichten Fall. Ist die Einrichtung derartig,
daB nur Vertikalverschiebungen des Gewichtes W mog-
lich sind, und ist die Masse der Feder gegeniiber der
Masse des Gewichtes W gering, so kann das System als
eines mit einem Freiheitsgrad betrachtet werden.
Die jeweilige Gestalt des Systems kann dabei durch
die Angabe der Vertikalverschiebung des Gewichtes erschopfend be-
schrieben werden.

Schwingungen des Systems koénnen nun durch einen AnstoB oder
durch eine plétzlich auftretende und wieder verschwindende Kraft ein-
geleitet werden. Schwingungen dieser Art werden durch die elastischen
Krifte in der Feder allein beherrscht und man nennt sie daher freie
oder natiirliche Schwingungen oder auch Eigenschwingungen.
Eine analytische Darstellung dieser Schwingungen kann aus der Dif-
ferentialgleichung der Bewegung hergeleitet werden, die sich stets hin-
schreiben 148t, wenn die auf den bewegten Korper wirkenden Krifte be-
kannt sind.

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 1



2 Harmonische Schwingungen von Systemen mit einem Freiheitsgrad.

Sei k die Last, die erforderlich ist, um die Feder um die Linge 1 zu
dehnen. Dann ist die statische Durchbiegung der Feder unter der Ein-
wirkung des Gewichtes W gleich
W
6st = 7 .
Bezeichnet man mit « die von der Gleichgewichtslage aus gemessene
Vertikalverschiebung des Gewichtes und betrachtet diese Verschiebung
als positiv, wenn sie nach unten gerichtet ist, so lautet der Ausdruck fiir
die durch die Feder iibertragene Kraft bei einer beliebigen Lage des
Gewichtes

F=W-<+Fkx. (a)

Um nun zur Differentialgleichung der Bewegung zu gelangen, gehen wir
vom d’Alembertschen Prinzip aus. Auf Grund dieses Prinzips kann die
Bewegungsgleichung genau in der Weise erhalten werden, als ob
es sich um ein Problem der Statik handeln wiirde. Es ist hierzu nur
nétig, neben den duBeren und den elastischen Kréften auch die Trég-
heitskrifte in Betracht zu ziehen. Im vorliegenden Falle ist die Trag-

heitskraft durch den Ausdruck — H;—x gegeben, worin i die zweite Ab-

leitung der Verschiebung = nach der Zeit ¢ ist, also die Beschleunigung
des bewegten Gewichtes W darstellt, und g die Beschleunigung der
Schwerkraft bedeutet. Addiert man die Trigheitskraft zu der Last W
und setzt dann die Summe gleich der Federkraft F, so ergibt sich

W—¥:W+kx, (1)
woraus folgt
x4+ pr=0, (2)
wenn man
k
=y =1 3)

setzt. Die Gl. (2) ist erfiillt, wenn man x = A4 cos pt oder x = Bsinpt
mit 4 und B als willkiirliche Konstanten ansetzt. Addiert man diese Lo-
sungen, so ergibt sich die allgemeine Losung der Gl. (2) in der Form

x = Acospt+ Bsinpt. 4)

Hieraus ist ersichtlich, da die Vertikalbewegung des Gewichtes W eine
Schwingungsbewegung ist. Die Periode dieser Schwingung ist
2n

>

»

und die Frequenz ist
f=1 =2

T T
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Setzt man hierin den Wert von p nach (3) ein, so folgt

0 1 g
=2 L =__ /L
T=2m) /=3 5. (5)

Demnach ist die Schwingungsperiode der Federlast die gleiche wie beim
mathematischen Pendel von der Lange d,;. Die Amplitude der Schwin-
gungen (4), d. h. die von der Gleichgewichtslage aus gemessene Maximal-
verschiebung der Last, bleibt konstant, weil 4 und B konstant sind.
Eine Schwingungsbewegung von der Art der durch die Gl. (4) dar-
gestellten wird harmonische Schwingung genannt.

Die willkiirlichen Konstanten A und B lassen sich mit Hilfe der An-
fangsbedingungen bestimmen. Nehmen wir beispielsweise an, dafl am
Anfang (¢ = 0) das Gewicht W um die Strecke x, aus der Gleichgewichts-
lage verschoben erscheint, und daf seine Anfangsgeschwindigkeit gleich
¥, ist. Setzt man ¢ = 0 in die Gl (4) ein, so erhilt man

£ =A4. (a)
Differenziert man aber die Gl. (4) nach der Zeit¢ und setzt dann ¢t = 0
ein, so ergibt sich

j"()

P
Mit den berechneten Werten (a) und (b) der willkiirlichen Konstanten
erhilt man folgenden Ausdruck fir die Schwingungsbewegung des Ge-
wichtes W:

= B. (b)

J::xocospt+%sinpt. (6)

Wie man sieht, besteht die Schwingung im allgemeinen Falle aus zwei
Teilschwingungen: die eine ist cos p¢ proportional und hingt von der
Anfangsverschiebung des Systems ab, die andere ist sin p ¢ proportional
und von der Anfangsgeschwindigkeit x, abhingig. Eine Bewegung von
der Form (6) kann stets als einfache sinusférmige Bewegung dargestellt
werden. Sei in der Tat

2o = Msina, (c)
2 — Mecosa (d)
p

mit M und « als noch zu bestimmende Konstanten.
Durch Einsetzen in die GI. (6) erhilt man
x = Msin(pt + «). (7)
Die Amplitude M dieser Schwingung und der Winkel «, die Phase

der Schwingung, kénnen aus den Gln. (¢) u. (d) leicht ermittelt werden.
Quadriert man diese Gleichungen und addiert sie dann, so ergibt sich

P2
Zo

M2 = a2+ =

1*



4 Harmonische Schwingungen von Systemen mit einem Freiheitsgrad.

oder
72
M=)+ ;. 8)
Dividiert man dagegen Gl (¢) durch Gl. (d), so folgt
tga = —”:‘T” . (9)

Die Amplitude M und der Winkel « kénnen auch graphisch ermittelt
werden, wie in Abb. 2 gezeigt wird. Nimmt man

04 =2 und0B= o an, so ergibt sich aus
dem rechtwinkeligen Dreieck 0AC

und

40 &

Abb. 2.

Denkt man sich nun den Radius OC mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit p in der Richtung der Uhrzeigerbewegung rotierend, so befindet sich
der Punkt C nach Ablauf einer Zeit ¢ im Punkte C;, und die Vertikal-

projektion 551 des Radius OC,, gleich M sin (pt 4 «), stellt dann die
Vertikalverschiebung z [s. Gl. (7)] der Last W bei der Schwingungs-
bewegung dar.

Es ist somit ersichtlich, daB die freie Schwingung des in Abb. 1 an-
gegebenen Systems als harmonische Schwingung dargestellt werden
kann, deren Periode [s. Gl (5)] von d, d. h. von der Steifigkeit der
Feder und dem Belastungsgewicht abhingt. Amplitude und Phase da-
gegen hingen von der Anfangsverschiebung und der Anfangsgeschwindig-
keit der Last ab.

2. Beispiele.
Die folgenden Beispiele sollen dazu dienen, die vorangehend ent-

wickelte Theorie nach verschiedenen Richtungen hin zu erliutern und

O an einer Anzahl von Fillen zu zeigen, wie die Periode

L A der freien Schwingungen des Systems zu berech-
! Y, i nen ist.
<~ . . . .

Abb. 5. a) Querschwingungen eines Balkens mit Einzel-

last (Abb. 3). Unter Vernachlissigung des Balken-
Eigengewichtes und Anwendung der einfachen Biegungstheorie ergibt
sich, mit den Bezeichnungen der Abbildung, die statische Durchbiegung
des Balkens unmittelbar unter der Last zu

We?(l — c)?
6st = :7'(7776') - (a’]



Beispiele. 5

Diese Durchbiegung ist der Last proportional, dabher kann der Balken
als eine Feder, und zwar als eine von der Steifigkeit

3IET

b= Ga—or>
betrachtet werden. Diese Gréfle stellt die Last dar, die erforderlich ist,
um im Balken eine Durchbiegung gleich 1 hervorzurufen. Setzt man
nun den Wert von d,; nach Gl. (a) in die Gl. (5) ein, so ergibt sich leicht
die Periode der freien Schwingung des Balkens unter der Last W. Die
in dieser Weise berechnete Periode wird etwas kleiner sein als die wirk-
liche Periode, da wir das Eigengewicht des Balkens vernachlassigt haben.
Eine ausfiihrlichere Diskussion des Gegenstandes
geben wir in § 14.

b) Torsionssehwingungen. Wird eine Scheibe in
der in Abb. 4 dargestellten Weise an einem Stabe
befestigt und dann der Wirkung eines in ihrer Ebene
auftretenden und dann plétzlich wieder verschwin-
denden Kriftepaares ausgesetzt, so entsteht eine
freie Torsionsschwingung des Stabes mitsamt der
Scheibe. Sei ¢ der Verdrehungswinkel des Stabes in Abb. 4.
irgendeinem Augenblick der Schwingungsbewegung
und k das Torsionsmoment, das erforderlich ist, um im Stab einen
Verdrehungswinkel gleich der Winkeleinheit hervorzurufen. Im Falle
eines zylindrischen Stabes von kreisformigem Querschnitt mit dem
Durchmesser d ist
P9 nd

I 32 -

Das Torsionsmoment des Stabes in irgendeinem Augenblick der Schwin-
gungsbewegung wird gleich sein k¢. Unter Vernachlassigung der Stab-
masse erhalt man, indem man das Torsionsmoment des Stabes dem
Moment der Tragheitskrafte der Scheibe gleichsetzt, als Darstellung
der Scheibenbewegung die Gleichung

Io+kep=0, (10)

worin I das Trégheitsmoment der Scheibe in bezug auf die zur Scheiben-
ebene senkrechte Stabachse A B ist. Im Falle einer kreisformigen
Scheibe von konstanter Dicke ist
=" Dihy _ WD?
T 329  8g°
worin k die Scheibendicke, D der Scheibendurchmesser, » das Scheiben-
gewicht pro Raumeinheit und W das Gesamtgewicht der Scheibe sind.
Denkt man sich die Kreisscheibe durch ein Rad ersetzt und seine Masse
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im Kranz konzentriert, so wird

Aligemein ist fiir eine Scheibe von verénderlicher Dicke A
1

2D
I= 2771f}1,7/1*"'¢ir.
0

Dividiert man Gl. (10) durch I und setzt dann
k
P= (11)
80 ergibt sich eine Gleichung von derselben Form wie Gl.(2), deren all-
gemeine Losung durch
¢ = Acospt + Bsinpt

gegeben ist. Wie man sieht, ist die Periode der Torsionsschwingungen

2x 7
Im Falle eines zylindrischen Stabes von kreisformigem Querschnitt ist
3211 1 1 7 Gdt
1:27!1/———071#’ f=7=§ﬂ/m7- (13)

Hierbei wird vorausgesetzt, dafl der Stab einen auf der ganzen Lange
konstanten Durchmesser d hat. Ist aber sein Durchmesser nur stiick-
weise konstant, so kann er auf einen anderen Stab von durchgehend
gleichbleibendem Durchmesser leicht reduziert werden. Hierzu hat man
nur zu beachten, dafl der Verdrehungswinkel des Stabes der Linge
direkt und der vierten Potenz des Durchmessers umgekehrt proportional
ist. Daher kann man, ohne den Verdrehungswinkel zu &dndern, einen
Stabteil von der Lange @, und dem Durchmesser d; durch einen #qui-
valenten Teil von der Lange a, und dem Durchmesser d, auf Grund der

Beziehung Py
e S L
ersetzen.
Die erhaltenen Resultate lassen sich auch auf den Fall einer Welle
mit zwei rotierenden Massen (Abb. 5) anwenden. Ein solches System

ist fir den Maschinenbau von grofler praktischer Bedeutung und
wird beispielsweise im Propellerbau verwirklicht!. Wenn die Wellen-

1 Das Problem wurde zuerst von H. Frahm studiert: Neue Untersuchungen
iiber dynamische Vorgéinge in den Wellenleitungen von Schiffsmaschinen. Z.V.d. 1.
1902, 797. Er zeigte experimentell, daB die Schwingungen bei einer gewissen
Geschwindigkeit einen sehr groien Einflu auf die Spannungen in den Propeller-
wellen ausiiben.
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masse im Vergleich mit den beiden Endmassen vernachlissigt werden
darf, so kann das in Abb. 5 dargestellte System als eines mit zwei

Freiheitsgraden betrachtet werden; der eine 7
rihrt davon her, daB die Welle mit den #fe——a— 3 |
Scheiben als starrer Korper in den Lagern [

rotieren kann, der andere dagegen ist dadurch Ue— ——7— 7 >

bedingt, daf3 die Welle Torsionsschwingungen
ausfithren kann, bei denen sich die Scheiben
auf der Welle in einander entgegengesetztem Sinne verdrehen. Stellen
wir uns z. B. vor, dafl am Anfang, d.h. zur Zeit { = 0, zwei einander ent-
gegengesetzt gleiche Kraftepaare an den Wellenenden angreifen, die Welle
verdrehen und dann plétzlich verschwinden. Auf diese Weise werden
Torsionsschwingungen allein hervorgerufen und die Scheiben fangen an,
in einander entgegengesetztem Sinne zu rotieren derart, dafl das Gesamt-
moment des Systems immer gleich Null bleibt wie auch am Anfang
(¢ = 0). Wéahrend dieser Schwingungen bleibt ein gewisser zwischen-
liegender Querschnitt mn der Welle unbeweglich. Dieser Querschnitt
wird als Knotenquerschnitt bezeichnet; seine Lage 1afit sich aus
der Bedingung bestimmen, dal der Wellenteil rechts vom Knotenquer-
schnitt (Abb. 5) die gleiche Schwingungsperiode haben mufi wie der
links davon gelegene. Wendet man Gl. (13) auf jede der beiden Wellen-
seiten an, so wird

Abb. 5.

VIa = yI,b
oder
a I,
T (@)
Nach Abb. 5 ist
a+b= (b)
Also ist nach (a) und (b)
_ B! U
T L+ L+

Nun ist nach Gl. (13) die Periode bzw. die Frequenz der Torsionsschwin-
gungen des Systems

321, 1,1 1 {/aGdr (I, + 1)
T=2=x VG adlL+Iy 1 =T2a V’ 32L1,0 (15)

Der EinfluB der Wellenmasse auf die Schwingungsperiode wird spéter
untersucht werden (s. § 14).

Aufgaben.

1. Eine Last W = 2500 kg ist an einer Spiralfeder befestigt (Abb. 1).
Bestimme die Frequenz der freien Schwingung der Last, wenn der
Radius R der die Mittellinie der Feder enthaltenden Zylinderfliche
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gleich 65 mm ist; der Querschnittsdurchmesser des Federrundeisens
ist d =25 mm; ferner ist die Anzahl der Windungen n =10 und
G = 8-10°% kg/cm?.
Losung: Die statische Durchbiegung findet man aus
64 n WER? 64 - 10 - 2500 - 6,5°

0u="gig = zpi.s.a0r T LAem

ferner folgt aus Gl. (5)

f= % Vg_” = 1,33 Schwing./sec.

2. Die Last W = 2200 kg ist auf einem I-Triger gelagert
(Abb. 3). Bestimme die Querschnittsdimensionen des Trigers, wenn
l=3m, ¢c=12m und die zuldssige Spannung ¢, = 800 kg/cm?. Be.
stimme die Frequenz der freien Schwingung der Last. Das Gewicht des
Tragers soll vernachlissigt werden.

Lésung: Ein I-Triager Normalprofil 20 mit I = 2142 cm? ist er-
forderlich; die statische Durchbiegung ist, bei einem Elastizitdtsmodul
E = 21108 kg/em?, §;; = 0,266 cm. Damit ist

f= ;; l/({—t— = 9,4 Schwing./sec.

3. Eine Last W = 450 kg ist am Ende eines einseitig eingespannten
Tragers angebracht. Bestimme die Frequenz der freien Schwingung
der Last, wenn die Linge des Tragers ] = 1,4 m ist; der Querschnitt ist
ein Quadrat 7,5:7,5 cm? und £ = 2,1-10°% kg/cm?. Das Gewicht des
Tréagers wird vernachléssigt.

4. Bestimme die Eigenfrequenz der Horizontalschwingung in der -
Richtung fir denin Abb. 6 dargestellten Rahmen unter der Last W. Die
Dimensionen des Rahmens und die Trag-
heitsmomente der Querschnitte sind in der
Figur angegeben.

Losung: Die deformierte Gestalt des
Tragers ist in der Figur durch die punktierte
Linie angedeutet. Die Beziehung zwischen
der Durchbiegung 6 und der erforderlichen
seitlichen Belastung H findet man, in-
dem man die Biegung des Rahmens ins Auge fafit. Betrachtet man die
Vertikalstabe als einseitig eingespannte Trager, die unten durch Horizon-

3
EI-
Aullerdem ergibt sich noch eine Durchbiegung infolge des Winkels 6 am
oberen Ende der Vertikalstibe. Betrachtet man die Biegung des hori-

talkrafte é{, belastet sind, so ist die entsprechende Durchbiegung ;i 3
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zontalen Stabes 4 B, so findet man
_H,, 1
0=35hsgr-

Somit ist die gesamte Durchbiegung

g 1 L HE (AL
=y aprtizer—err !t 2 E 1)
und es ergibt sich als Federkonstante
oo H_ 6 BT
8, 1701y
Rty i)

Setzt man diesin Gl. (3) ein, so erhilt man die Grofie von pund f = 2—7);.

Ist I, sehr grof im Vergleich zu I, so kann man das Glied% %I{ ver-
1

nachlissigen und erhilt dann

_1/6EIyg _ 1 4/6EIg
=) = am )

5. Bestimme die Frequenz der Torsionsschwingungen fiir die in
Abb. 4 dargestellte Welle mit einer Scheibe von konstanter Dicke, wenn
das Gewicht der Scheibe W = 5 kg ist, ihr Durchmesser D = 25 cm,
die Lange der Welle [ = 50 ¢cm und deren Durchmesser d = 2,5 cm.

Loésung: Das Tragheitsmoment der Scheibe ist

2
I = V;’% = 0,398 kg« cm - sec?

und die Federkonstante

GI, 8.105.7.25

b= =SS — 61300kg - om.

Daraus folgt
f= 51; l/% = 62,5 Schwing./sec.

6. Lose die vorige Aufgabe unter der Annahme, daf die Scheibe
durch einen Kreisring ersetzt wird, der mit der Scheibe gleiches Gewicht
und gleichen Durchmesser hat. Bei der Berechnung nimm an, dal die
Gesamtmasse des Ringes lings des Kreisumfanges vom Durchmesser
25 ¢m verteilt ist.

Loésung: Das Triagheitsmoment des Ringes ist doppelt so gro wie
das der Scheibe von konstanter Dicke; daher ist die Frequenz der

Torsionsschwingungen des Ringes rlé von der der Scheibe, also

f=-—=:625 = 44,2 Schwing./sec.

e
ol =
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7. Bestimme die Frequenz der Torsionsschwingung des in Abb. 5
dargestellten Systems, wenn das Gewicht der an den Enden befestigten
Schwungrider W, = 450 kg bzw. W, = 900 kg betrigt und die ent-
sprechenden Tragheitsradien 7, = 50 cm bzw. 7, = 75 cm sind. Die
Lange der Stahlwelle ist I = 3,6 m und ihr Durchmesser d = 9 cm.

Losung:

1y /aGdt (I, +1 .
f = 5—7—6 V——ﬁﬁl—z—)‘ = 6,2 Schwmg./sec.

8. Lose die vorhergehende Aufgabe unter der Annahme, daB der

Durchmesser der Welle im mittleren Drittel d = 12cm betragt.

Lo6sung: Die reduzierte Lange ist

I =240 4+ 120-($)* = 278 cm .
Demnach ist

f =62 ]/g%’ — 7,07 Schwing./sec .

3. Erzwungene Schwingungen.

Bei der Untersuchung der Schwingungsbewegung des in Abb. 1
dargestellten Systems haben wir uns auf die Betrachtung freier
Schwingungen allein beschrinkt. Jetzt wollen wir eine andere Art
von Schwingungen untersuchen. Nimmt man an, da8 neben der kon-
stanten Kraft W noch eine periodisch verinderliche vertikal gerichtete
Storungskraft ¢ auf die Last einwirkt, so wird das System erzwun-
gene Schwingiungen ausfithren. Die zugehorige Differentialgleichung
der Bewegung ergibt sich, wenn man zu der linken Seite der GI. (1)
die Kraft @ addiert. So erhilt man

—?i+kx=Q. (16)

Wird diese Gleichung durch -ZZ dividiert, so folgt mit der bereits benutz-

ten Bezeichnung

die Gleichung
z 4 plx = %Vg (17)

Wir betrachten nun den Spezialfall, dal die Stérungskraft ¢ der Gréfe

. . . . 27
cos mt proportional ist. Die Periode dieser Kraft ist 7; = 7’?, ibre Fre-

2 Setzt man
7T

2
%—?z gcosmt,

quenz ist f; =
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so geht Gl (17) in
Z + p*x = qcosmi (18)

iiber. Wenn die Storungskraft sehr langsam variiert, d. h. wenn m
gegeniiber p sehr klein ist, so kann man das Beschleunigungsglied in
Gl. (18) vernachlassigen, und erhilt dann die statische Durchbiegung

zZu

qcosmi
zp = L0 (®)
Um die dynamische Verschiebung zu ermitteln, mufl man die allgemeine
Losung der GI. (18) bestimmen. Diese Losung ergibt sich, wenn man
zu der Losung (4) der homogenen Differentialgleichung (2) eine Par-
tikularlésung der Gl. (18) addiert. Nimmt man C cos mt als eine solche
Partikularlésung und substituiert diesen Ausdruck in die Gl. (18), so

erhalt man
e 19

_pzi,,,ié:

und die allgemeine Lésung der GI. (18) wird
x = A4 cospt +Bsinpt+p73imzcosmt. (19)

In dieser Gleichung stellen die beiden ersten Glieder der rechten Seite
freie Schwingungen des Systems dar, die wir oben bereits besprochen
haben, wahrend das letzte Glied erzwungene Schwingungen dar-
stellt. Diese haben die gleiche Periode wie die Storungskraft, ihre Am-
plitude C hingt von der Frequenz dieser Kraft ab. Das Verhaltnis dieser
Amplitude zur statischen Durchbiegung nach Gl. (a) kann als Ver-
stdrkungsfaktor bezeichnet werden und ist gleich

1
7

=", oder f= (20)
1

P 7

. 27 .
Hierin ist 7 = %71 die Periode der freien Schwingung und 7, = Wn jene
der Storungskraft.
Man sieht, daB fir kleine Werte von % , d. h. wenn die Frequenz

der Stérungskraft gegeniiber der Eigenschwingungsfrequenz des Systems
klein ist, der Verstarkungsfaktor § nahe bei eins liegt, und die Amplitude
der erzwungenen Schwingungen sich wenig von der statischen Durch-

biegung nach Gl. (a) unterscheidet. Wéchst das Verbéltnis % , so wichst
auch die Amplitude der erzwungenen Schwingungen und wird unend-

lich groB fiir —7;— =1, d. h. wenn die Frequenz der Storungskraft gleich
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wird der Frequenz der freien Schwingungen des Systems!. Tritt dieser
Fall in der Tat ein, so ist die Bedingung fiir das Zustandekommen der
Resonanz erfiillt; die entsprechende Frequenz der Stérungskraft wird
als kritische Frequenz bezeichnet.

In den Problemen des Maschinenwesens hat man sehr hiufig mit
Stérungskriften zu tun, die sich aus Unausgeglichenheitsursachen
ergeben. Nehmen wir z. B. an, daB eine
auf einem Balken 4 B (Abb. 7) aufgestellte,

p ;g/l J % mit einer Unbalanz M behaftete Maschine
i ] 1 mit konstanter Winkelgeschwindigkeit m
Gﬁmmr__. rotiert. Ist @ die Fliehkraft der Un-
Ah:‘;’ balanz M, so ist @ cosmt die vertikal

gerichtete Stérungskraft, die im Balken
Schwingungen hervorruft. Die Differentialgleichung dieser Schwingungen
ist die Gl. (16)2, und daraus kann man sofort schlieBen, daB die Bedin-
gung fiir das Eintreten der Resonanz erfiillt ist, wenn die minutliche
Umdrehungszahl der Maschine der minutlichen Eigenschwingungszahl
des Balkens unter dem Gewicht W der Maschine gleich wird, d. h. wenn

=19
m= |5

Die der Resonanzbedingung entsprechende Geschwindigkeit nennt man
die kritische Geschwindigkeit. Lauft die Maschine mit dieser
Geschwindigkeit, so ist der Balken starken Schwingungen ausgesetzt,
deren Amplitude von der GroBe der Démpfung abhéngt. Diese ist durch
Widersténde verschiedener Art, wie Luftwiderstand, Reibung an den
Balkenstiitzen, innere Reibung im Balkenmaterial, gegeben. Der Einflufl
solcher Dampfung wird spéter untersucht. In der obigen Berechnung
ist sie nicht beriicksichtigt worden, und als Folge hiervon ergibt sich ein
unbegrenztes Anwachsen der Amplitude der erzwungenen Schwingungen

in dem Ma@Be, wie sich das Verhaltnis % der Einheit nahert.

Kehren wir zum Ausdruck (20) zuriick, so sehen wir, dal ein An-
wachsen der Frequenz m der Stérungskraft iiber die Eigenschwingungs-
frequenz des Systems hinaus mit einer Amplitudenabnahme der er-
zwungenen Schwingung verbunden ist, und wenn m gegeniiber p sehr
grof wird, so wird die Amplitude der erzwungenen Schwingung im Ver-
gleich mit der statischen Durchbiegung sehr klein; die Last W (Abb.1)
kann in diesem Falle als im Raume ruhend angesehen werden. Abb. 8
ist eine graphische Darstellung der Zahl § (gleich Amplitude der er-

1 Eine ausfiihrlichere Behandlung dieses Gegenstandes findet man in § 29.
2 Die Balkenmasse und der EinfluB der Horizontalkomponente der Flieh-
kraft werden bei dieser Betrachtung vernachléssigt.
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zwungenen Schwingungen dividiert durch die statische Durchbiegung)
als Funktion von 1;— = _:—1

Was das Vorzeichen des Ausdruckes (20) betrifft, so sieht man, da8
er im Falle m < p positiv und fiir m > p negativ wird. Dies bedeutet,
daB, wenn die Frequenz der Storungskraft kleiner ist als die Eigen-
schwingungsfrequenz des Systems, die erzwungenen Schwingungen und
die Storungskraft stets die gleiche Phase haben, d. h. die schwingende
Last (Abb. 1) erreicht ihre tiefste Lage im gleichen Augenblick, in dem
die Stérungskraft ihren Hochstwert nach abwirts annimmt. Ist m > p,
so wird die Phasendifferenz zwischen der erzwungenen Schwingung und
der Stérungskraft gleich z. Dies bedeutet, dal in dem Augenblick, in
dem die Kraft ihr nach abwiirts gerichtetes Maximum erreicht, die schwin-
gende Last ihre obere Extremlage einnimmt. Diese Erscheinung kann

Abb. 8. Abb. 9.

durch das folgende einfache Experiment illustriert werden. Bei einem
einfachen Pendel 4 B (Abb. 9) kénnen erzwungene Schwingungen da-
durch hervorgerufen werden, daBl dem Punkte 4 eine oszillierende Be-
wegung in horizontaler Richtung erteilt wird. Ist die Frequenz dieser
oszillierenden Bewegung geringer als die des Pendels, so sind die extre-
men Lagen des Pendels bei solchen Schwingungen nach Abb. 9a ge-
staltet, indem sich die Punkte 4 und B in gleicher Phase bewegen. Ist
aber die oszillierende Bewegung des Punktes 4 von héherer Frequenz
als die des Pendels, so sind die extremen Lagen des Pendels wahrend der
Bewegung nach Abb. 9b gestaltet. Die Bewegung der Punkte 4 und
B weist in diesem Falle eine Phasendifferenz gleich # auf.

In unserer Betrachtung wurde nur das dritte Glied der allgemeinen
Losung (19), das die erzwungenen Schwingungen darstellt, beriick-
sichtigt. Steht aber das System unter der Einwirkung einer Stérungs-
kraft, so entstehen nicht nur erzwungene Schwingungen, sondern es
werden auch freie Schwingungen hervorgerufen. Nach Ablauf einer ge-
wissen Zeit erloschen die letzteren infolge verschiedenartiger Wider-
stinde, doch am Anfang der Bewegung kénnen sie praktische Bedeutung
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haben. Die Amplitude der freien Schwingungen kann leicht bestimmt
werden aus der allgemeinen Losung (19) unter Beriicksichtigung der An-
fangsbedingungen. Nehmen wir beispielsweise an, dafl am Anfang (¢ = 0)
die Verschiebung und die Geschwindigkeit gleich Null sind, so miissen
die willkiirlichen Konstanten der Losung (19) so bestimmt werden, dafl

x=0, =0 fir t=0.

Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn

A+--L _—0;, B=0o.

pz__mz

Setzt man dies in (19) ein, so wird

x=pzf—mz(cosmt — cos pt). (19')
Am Beginn des Vorgangs verursacht die Stoérungskraft gcosmi das
Entstehen von erzwungenen und von freien Schwingungen gleicher Am-
plitude. Nahert sich die Frequenz der Stérungskraft derjenigen der freien
Schwingungen, so ist die Voraussetzung firr das Entstehen der Schwe-
bung erfillt. Sei

p—m=24,
dann ist nach Gl. (19')
2q . (m4p)t . (m—p)t 2¢gsindt . (m+ p)t
T = T m sin 3 sin SR g _; . (21)

Dieses Ergebnis ist in Abb. 10 graphisch dargestellt.

Es ergeben sich demnach Schwingungen von der Periode

—o . mtTP _ 4w
T=2m: 2 Ty

und der verdnderlichen Amplitude

2gsindt
pr—m*
27

Die Periode der Schwebung ist i sie wachst in dem Mafle, in dem

sich m dem Werte p nihert, und wird unendlich grof} im Falle der Re-
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sonanz (p = m). Gl. (21) geht in diesem Falle in

__ 2q4t . m+4+p, gt
xwpzﬁmzsm ) t_2m

sinm (21"

itber. Danach wiachst die Amplitude unbegrenzt mit der Zeit. Dieses
Resultat ergibt sich als Folge der Vernachlassigung der Dimpfungswir-
kungen verschiedenartiger Widerstande.

4. Technische Anwendungen der einfachen harmonischen
Bewegung.

Zur Erlauterung der vorangehend dargelegten Theorie wollen wir
nun einige einfache Fille betrachten. Es handelt sich hierbei in der
Hauptsache um Instrumente fiir Schwingungsmessungen.

a) Instrumente zum Aufzeichnen von Schwingungen (Vibrographen).
Die Theorie des Vibrographen ergibt sich in einfacher Weise aus der
Betrachtung des in Abb. 1 dargestellten Systems. Erzwungene Schwin-
gungen des Gewichtes W konnen erzeugt werden durch vertikal gerich-
tete Schwingungsbewegung des Aufhingepunktes 4 der Feder. Sei z,
die in irgendeinem Augenblick gemessene, nach abwirts gerichtete Ver-
schiebung des Punktes 4 und x die Verschiebung der Last W im gleichen
Zeitpunkt. Die Federausdehnung wird gleich # — x;, und die Spann-
kraft der Feder ist dann k(x — x,). Substituiert man dies fiir £z in
Gl. (1), so erhalt man folgende Bewegungsgleichung:

%/fz':—l—k(x——xl):o. 22)
Der Punkt A moge eine einfache harmonische Oszillation nach der
Gleichung
x, = bcosmt

ausfithren. Setzt man dann

Ly k&

Wi = pz’ Wg =q, (&)
so ergibt sich

z + ptx = qcosmt.

Diese Gleichung ist mit Gl. (18) identisch, und daher gelten hier alle in
§ 3 gezogenen Schliisse. Ist die Frequenz der oszillierenden Bewegung
des Aufhidngepunktes A sehr klein gegeniiber der Eigenschwingungs-
frequenz des an der Feder hingenden Gewichtes W, so sind die Be-
dingungen, unter denen sich die Bewegung abspielt, von den statischen
Bedingungen nur wenig verschieden, d. h. die Last W vollzieht an-
ndhernd die gleiche Oszillationsbewegung wie der Aufhéngepunkt 4.
Wenn sich die Oszillationsfrequenz des Punktes 4 der Eigenschwingungs-
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frequenz des Systems ndhert, so entstehen heftige erzwungene Schwin-
gungen. Im Fall, daB m sehr grofl ist gegeniiber p, d.h. daB die
Oszillationsfrequenz des Punktes 4 sehr hoch ist im Vergleich mit der
Eigenschwingungsfrequenz, wird die Amplitude der erzwungenen Schwin-
gungen sehr klein, und die Last W kann als im Raume ruhend angesehen
werden. Die Amplitude der erzwungenen Schwingungen ist nach Gl. (19)
numerisch gleich

c=1

P2 — m?
oder unter Benutzung der obigen GIl. (a)

b
m2 ’
1-

C= (23)

Nimmt man beispielsweise m = 10 p an, so ergibt sich die Amplitude
der erzwungenen Schwingungen gleich g5 b. Dies bedeutet, daBl in der-
artigen Fillen die Schwingungen des Aufhidngepunktes auf die Last W
kaum noch iibertragen werden. Auf diesem Prinzip basiert die Ver-
wendung federnder Aufhéngung zum Schutz empfindlicher MeBinstru-
mente gegen Schwingungen hoher Frequenz, die durch Bauteile ver-
mittels der Fundamente iibertragen werden. Das gleiche Prinzip wird
auch bei Seismographen benutzt, die dazu dienen, die Schwingungen der
Erdoberfliche bei Erdbeben aufzuzeichnen. Ferner basiert auf diesem
Prinzip die Konstruktion verschiedener Instrumente (Vibrographen) zum
Aufzeichnen von Maschinen-, Bau-, Fundament-, Briicken- und Schiffs-
rumpfschwingungen.

Abb. 11 zeigt eine einfache Vorrichtung, die zur Aufzeichnung von
Schiffsrumpfschwingungen benutzt werden kann. Ein Gewicht W ist
im Punkte 4 mittels einer Gummischnur AC an
einem Balken befestigt. Bei Vertikalschwingungen
des Rumpfes bleibt dieses Gewicht praktisch un-
beweglich, vorausgesetzt, daf seine Eigenschwin-
gungsperiode geniigend grof} ist; daher zeichnet der
daran befestigte Bleistift die Rumpfschwingungen
auf einer rotierenden Trommel B auf. Um die
Schwingungsamplitude mit hinreichender Genauig-
keit zu erhalten, ist es notwendig, die Eigen-
schwingungsperiode des Gewichtes gegeniiber der-
jenigen des Schiffsrumpfes hoch zu halten. Um dieser Bedingung zu
geniigen, hat man die Liange der Schnur 4 C und ihre Ausdehnung ver-
haltnismiBig groB zu machen. Beispielsweise mufl man, um eine Eigen-
schwingungsperiode von zwei Sekunden zu erhalten, die Ausdehnung
der Schnur unter der Einwirkung des Gewichtes W annidhernd gleich

Avw. 11,



Technische Anwendungen der einfachen harmonischen Bewegung. 17

1 m machen [s. Gl (5)]. Die Notwendigkeit einer so groBen Ausdeh-
nung ist als ein Nachteil bei dieser Art von Vorrichtungen zu bezeichnen.
Eine Federausdehnung von wviel
geringerem Ausmaf ist bei einem
anderen Instrument, das wir jetzt be-
schreiben wollen, zur Aufzeichnung
von Schiffsschwingungen erforderlich.
Dieses Instrument ist in Abb. 12
dargestellt'. Vernachlissigt man das
Gewicht des Hebels BD gegeniiber
dem Gewicht W, so ist die Ausdeh-
nung der Feder AC gleich Wi: ka, und die statische Verschiebung
des Gewichtes aus der Gleichgewichtslage ist
w2

Abb. 12.

6st =

Setzt man diese Verschiebung in die Gl. (5) ein, so findet man die
Periode der freien Schwingungen des Vibrographen. Wie man sieht,
wird die zur Erreichung einer bestimmten Periode erforderliche Feder-
ausdehnung in diesem Falle im Verhéltnis a : [ gegeniiber der in Abb. 11
angegebenen Vorrichtung 2.

b) Frahms Schwingungs-Tachometer. Das Frahmsche Tachometer
ist ein weit verbreitetes Instrument zur Aufzeichnung von Schwingungs-
frequenzen. Es besteht aus einem System von Stahlstreifen, die an ihren
unteren Enden einge-
spannt sind, wie Abb. 13b

w
zeigt. An den oberen Z — ‘]id'_,-f
Enden der Streifen sind 7 ; 'T‘;F

kleine Massen befestigt, ]
die der Gro8e nach derart “ e ’
gewihlt sind, daB das @ b
Streifensystem eine be-
stimmte Frequenzreihe verkorpert. Die Frequenzendifferenz irgend
zweier aufeinander folgender Streifen ist gewohnlich gleich einer
halben Schwingung pro Sekunde.

Bei der Berechnung der Frequenz eines Streifens kann dieser als ein-
gespannter Stab betrachtet werden (Abb. 13c). Um den EinfluBl der
Streifenmasse auf die Schwingung beriicksichtigen zu kénnen, ist es er-

Abb. 13.

1 Eine solche Vorrichtung wird im Pallograph von O. Schlick benutzt.
Trans. Inst. Nav. Arch. 34, 167 (1893).

Die gleiche Anordnung kommt auch beim Vibrographen der Cambridge In-
strument Co. zur Anwendung. J. Opt. Soc. Amer. 10, 455 (1925).

2 Eine ausfiihrlichere Besprechung dieses Vibrographen befindet sich in § 9.

3 Dieses Instrument ist beschrieben durch F.Lutz: ETZ 1905, 264—387.

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 2
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forderlich, ein Viertel des Streifengewichtes W, zu dem am Ende kon-
zentriert gedachten Gewicht W hinzuzufiigen!. Dann wird

(W + % W1> 2
du=""gpr

Setzt man diese statische Durchbiegung in die Gl. (5) ein, so erhilt
man die Eigenschwingungsperiode des Streifens. Im Betrieb wird die
Vorrichtung an der Maschine befestigt, deren Schwingungsfrequenzen
gemessen werden sollen. Der Streifen, dessen Eigenschwingungsperiode
der Periode einer Maschinenumdrehung am n#chsten liegt, ist dem Re-
sonanzzustand nahe, und daher treten bei ihm starke Schwingungen ein.
Aus der bekannten Frequenz des Streifens 146t sich dann die Geschwin-
digkeit der Maschine bestimmen. Anstatt einer Reihe von Streifen ver-
schiedener Lange mit verschiedenen Massen an den Enden kann man
auch einen einzigen Streifen von einstellbarer Lange benutzen. Die
Maschinenfrequenz kann dann durch Einstellung der Streifenlinge in
diesem Instrument bis zur Erreichung der Resonanz ermittelt werden.
Dieses Prinzip liegt der Konstruktion des wohlbekannten Fullarton-
Vibrometers zugrunde.

¢) Dampfmaschinenindikator. Dampfmaschinenindikatoren werden
zur Messung des verénderlichen Dampfdruckes im Maschinenzylinder
verwendet. Die Genauigkeit der Aufzeichnungen solcher Indikatoren
héngt von der Fahigkeit des Indikatorsystems, bestehend aus Kolben,
Feder und Bleistift, ab, den Verénderungen des Dampfdruckes genau zu
folgen. Aus der allgemeinen Betrachtung in §3 wissen wir, dafl diese
Bedingung erfiillt sein wird, wenn die Frequenz der freien Schwingungen
des Indikatorsystems sehr hoch ist im Vergleich mit der Frequenz der
Dampfdruckverdnderung im Zylinder. Sei

F = 1,25 cm? = Querschnittsf'dche des Indikatorkolbens,

W = 0,06 kg = Gewicht des Kolbens und der Kolbenstange nebst
dem reduzierten Gewicht anderer mit dem Kolben verbundener Teile,

s = 0,25 cm = Verschiebung des Bleistiftes unter dem Druck einer
Atmosphire (1 kg pro cm?),

n = 4 = Verhéltnis der Verschiebung des Bleistiftes zu derjenigen
des Kolbens. Da eine Kolbenpressung gleich 1-1,25 atm -cm? = 1,25 kg
eine Zusammendriickung der Feder gleich - 0,25 cm = 0,0625 cm her-
vorruft, so ist die Federkonstante

k= 1,25:0,0625 = 20 kg/em .

! Der EinfluB der Stabmasse auf die Schwingungsperiode wird ausfiihrlicher
in § 14 behandelt.
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Demnach ist die Eigenschwingungsfrequenz des Indikators nach Gl. (5)
1 1 1 k 1 7/981-20
f=—= 27_;1/6% = %VEWT = ﬂl 0,06 = 91 pro sec .

Diese Frequenz darf als hinreichend hoch im Vergleich mit den iiblichen
Tourenzahlen der Dampfmaschinen angesehen werden; daher wird der
Indikator in normalen Fillen eine hinreichend genaue Aufzeichnung der
Dampfdruckinderung ergeben. Bei raschlaufenden Maschinen allerdings
kann ein solches Instrument unter gewissen Umstédnden génzlich unzu-
verlassige Angaben liefern?!.

d) Andere Anwendungen. Bekanntlich iiben die Triagheitskrifte der
Gegengewichte bei Lokomotivridern einen zuséitz-
lichen Druck auf das Gleis aus. Diese Wirkung der
Gegengewichte kann mit Hilfe der Theorie der er-
zwungenen Schwingungen leicht berechnet werden.
Sei W das Gewicht des Rades und aller mit ihm starr e
verbundenen Teile, @ das von der Feder getragene /2L '
Gewicht, P die von der Unbalanz herriihrende
Fliehkraft, w die Winkelgeschwindigkeit des Rades.
Behandelt man das Problem wie eine Aufgabe der
Statik, so wird die Vertikalpressung des Rades auf das Gleis (Abb. 14)
gleich

T :

Abb. 14.

Q@+ W+ Pcoswt.

Bei geringen Geschwindigkeiten ergibt dieser Ausdruck eine gute Néhe-
rung fiir den Raddruck. Um diesen Druck genauer berechnen zu kénnen,
mufl man auf die erzwungenen Schwingungen des Rades mit der
Schiene, hervorgerufen durch die periodische Vertikalkraft P cos wft,
Riicksicht nehmen. Sei %k der Vertikaldruck auf die Schiene, der erforder-
lich ist, um in dieser eine Durchbiegung gleich der Einheit unmittelbar
unter der Last hervorzurufen, und §,, die Durchbiegung infolge des Ge-
wichtes W; dann ist
6., =7
st L

Die Periode der freien Schwingungen des Rades auf der Schiene ist nach
(5) durch die Gleichung?

w

=2 / - b
T 7 L 7 (b)
gegeben. Die Periode einer Umdrehung des Rades, d. h. die Periode der

1 Die Beschreibung eines Indikators fiir raschlaufende Maschinen (Collins
Mikroindikator) findet man in der Zeitschrift Engg. 113, 716 (1922). Wegen der
Literatur iiber Indikatoren s. Proc. Meetings Inst. Mech. Eng., London; Jan. 1923.

2 Bei dieser Berechnung wurde die Schienenmasse vernachlissigt und die
Druckkraft @ in der Feder als konstant betrachtet. Diese letzte Voraussetzung

2%
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Storungskraft P cos wt, ist
2n

Ty =—.
1 w

Nun ist aus Gl. (20) zu schliefen, daf die dynamische Durchbiegung der
Schiene, hervorgerufen durch die Kraft P, gréBer ist als die ent-
sprechende statische Durchbiegung, im Verhiltnis

1

LAN (c)

- (%)
Der Druck auf die Schiene infolge der Fliehkraft P wird auch im gleichen
Verhiltnis wachsen und der maximale Raddruck wird gegeben sein durch

P
(31
= (5)
Fiir eine 45-kg-Schiene mit einem Koeffizienten der elastischen Unter-
lage gleich 110 kg/em? und W = 2700 kg haben wir?!

7 = (0,068 sec.

Nimmt man an, dal das Rad fiinf Umdrehungen in der Sekunde macht,
so ist

7, = 0,2 sec.
Setzt man nun die Werte von 7 und 7, in den Ausdruck (c) ein, so findet
man, dafl der dynamische Effekt des Gegengewichtes etwa um 11% den
statisch berechneten ibersteigt.

Die Eigenschwingungsfrequenz eines Systems kann experi-
mentell leicht ermittelt werden, indem man dieses der Wirkung einer
Storungskraft von regulierbarer Frequenz unterwirft. Abb. 15 veran-
7~ schaulicht das Ermittelungsverfah-

P j}a ren fiir die Eigenfrequenz der Quer-

¢ : 3 schwingungen eines Rotors 4 B.

i oy [L b Die periodische Stérungskraft wird
¥

durch einen kleinen Motor von
ADb. 15. verdnderlicher Geschwindigkeit mit
einem exzentrisch angebrachten Gewicht erzeugt?. Die Vertikalkompo-

ist durch die Tatsache berechtigt, da8 die Schwingungsperiode des Maschinen-
gehduses auf der Feder gewohnlich sehr hoch ist gegenitber der Schwingungs-
periode des Rades auf der Schiene; daher werden die Radschwingungen auf das
Gehause nicht iibertragen, und die Veranderlichkeit der Federzusammendriickung
bleibt sehr klein.

! Siehe Festigkeitslehre von Timoshenko-Lessels, deutsch von I. Malkin.
Berlin: Julius Springer 1928.

? Auf diesem Prinzip beruht ein besonderer Oszillator zur Bestimmung von
Briickeneigenschwingungen. Siehe die Arbeiten von W. Spath: Z. V.d. L. 73 (1929).
Siehe auch R. Bernhard u. W. Spiath: Stahlbau 1929.
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nente der Fliehkraft P dieses Gewichtes stellt die periodische Storungs-
kraft dar, die die Querschwingungen des Rotors hervorruft. Diese
Schwingungen koénnen durch einen Vibrographen irgendwelcher Art
leicht aufgezeichnet werden. Durch allmihliche Anderung der Ge-
schwindigkeit des Motors 148t sich die minutliche Drehzahl er-
mitteln, bei der die Amplitude der erzwungenen Schwingungen des
Rotors einen Maximalwert erreicht. Diese Drehzahl entspricht der
Eigenschwingungsfrequenz des Rotors. In manchen Féllen muBl man statt
einer Storungskraft ein Stérungs-Kraftepaar auf das in Frage stehende
System einwirken lassen, um erzwungene Schwingungen zu erzeugen.
Hierzu kann ein Motor mit zwei exzentrisch angebrachten Gewichten
nach Abb. 15b benutzt werden.

Aufgaben.

1. Zeige, daB die oben zur Registrierung von Schwingungen an-
gegebene Vorrichtung (Vibrograph) auch zum Aufzeichnen von Be-
schleunigungen verwendet werden kann, vorausgesetzt, dafl die Steifig-
keit der Feder derart ist, daB m gegeniiber p klein ist [Gl. (23)].

Loésung: Wenn m/p klein ist, so geht Gl (23) niherungsweise
iber in

O:b<1+%:),

und die der erzwungenen Schwingung entsprechende Durchbiegung der
Feder ist

b 2
x — &, = (C — b)cosmt = ;’: cosmt,

d. h. die Durchbiegung der Feder ist proportional der Beschlgunigung
bm? cos mt des Aufhéingepunktes der Feder. Zeichnet man diese Durch-
biegung als Funktion der Zeit auf, so erhélt man die Beschleunigung des
Aufhéngepunktes.

2. Bestimme die Amplitude der vertikalen erzwungenen Schwingung
des Gewichtes I in der Abb. 11, wenn das Instrument an dem FuBigestell
einer Turbine befestigt ist, das Vertikalschwingungen von der Amplitude
0,13 mm und der Frequenz f=30 Schw./sec ausfilhrt. Die statische
Durchbiegung der vertikalen Feder unter der Einwirkung des Ge-
wichtes I betrigt 10 cm.

Loésung: Die Frequenz der vertikalen Eigenschwingungen des
Gewichtes I in Abb. 11 ist nach Gl. (5)

/g 1 e
h=9.V3 =221 =18

Damit ist nach Gl. (23) die Amplitude der erzwungenen Schwingungen
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absolut genommen, gleich

0,013 1
¢ =— e s = 5557 0,013 = 0,000035 cm.

30
- ()
Dies bedeutet, dafl in einem derartigen Falle die Schwingungen des
FuBgestells auf die Last 7 kaum iibertragen werden.

3. Bestimme das Verhiltnis der durch die Schwingung erzeugten
Maximalspannung zu der maximalen durch W erzeugten statischen
Spannung fiir den in Abb. 7 dargestellten Fall, wenn @ = 0,1 W; die
Drehzahl ist 1800 und die statische Durchbiegung des Balkens unter
der Last W ist 0,0635 mm.

Lésung: Die Amplitude der erzwungenen Schwingung ist nach
Gl. (19)

Qg 01w 1
Wpr—m?d k. m®
L=
Das Verhaltnis der durch die Schwingung erzeugten Maximalspannung
zu der maximalen statischen Spannung ist gleich dem Verhéltnis der
entsprechenden Durchbiegungen, d. h. gleich

O T 4 0.1

Setzt man hierin
m=27-30 und p= ]/69,,, = 393,
3t

so ergibt sich das gesuchte Verhéltnis zu 1:7,7.

4. Ein Block Abb. 23, der das Fundament einer Maschine darstellt,
ist auf biegsamen Federn derart aufgestellt, daBl die statische Durch-
biegung dieser Federn unter dem Gewicht des Blocks und der Maschine
100 mm betrigt. Infolge von Unausgeglichenheit steht der Block noch
unter der Einwirkung einer pulsierenden Kraft ¢ cos wt. Welcher Teil
dieser Kraft wird durch die tragenden Federn weitergeleitet, wenn
w == 60 7 ?

Lésung: Die Amplitude der erzwungenen Schwingung ist

1

c————g
k w?

1 o

Setzt man hierin @ = 607 und p = 1,56-2 7 nach Gl. (3) ein, so wird

Q 1

T

d. h. nur @/369 wird durch die Federn weitergeleitet.
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Die in dieser Aufgabe beschriebene Anordnung li8t sich auch als
Schutz gegen Schwingungen verwenden. An Stelle des Fundamentblocks
denke man sich eine auf Federn ruhende Tischplatte. Wenn nun durch
irgendeine Storungskraft die Befestigungspunkte der Federn in Schwin-
gungen geraten, so werden diese Schwingungen auf den Tisch praktisch
nicht iibertragen, vorausgesetzt, dal ihre Frequenz grof} ist gegeniiber
der Eigenfrequenz der Tischplatte.

5. Anderes Verfahren zur Berechnung erzwungener
Schwingungen.

Die allgemeine Losung (19) der Gl. (18) lehrt, daf im Awugenblick
des Anbringens einer Storungskraft im System nicht nur erzwungene,
sondern auch freie Schwingungen entstehen. Die letzteren werden all-
méhlich abgedampft durch Widerstandskréafte verschiedener Art: be-
trachtet man jedoch die Bewegung am Beginn des Schwingungsvor-
ganges, so konnen die freien Schwingungen von Bedeutung sein. Aus der
Gl. (6) fir die freien Schwingungen leiten wir nun ein Verfahren zur Er-
mittlung der gesamten Anfangsverschiebung des Systems ab. Diese
Gl. (6) zeigt, dal die von der Gleichgewichtslage aus gemessene Ver-
schiebung infolge einer Anfangsgeschwindigkeit z, in irgendeinem
Augenblick ¢ gleich ist

By .
xr = —sinpt. )
p Smp (a)

Nehmen wir nun an, daBl das in Abb. 1 dargestellte System unter der
Einwirkung einer veranderlichen Kraft steht, und sei ¢ die Stérungs-
kraft pro Masseneinheit, s. Gl. (17). Die Verdnderlichkeit dieser Kraft
in irgendeinem Intervall von ¢t =0 bis t = ¢,

kann graphisch durch eine Kurve M N dar- ?

gestellt werden, vgl. Abb. 16. Um die Ver- |
schiebung des Systems in irgendeinem Augen- » :/V
blick £, zu bestimmen, denken wir uns die kon- 4 !
tiPuierliche Wirkung der Kraft 'in Elementar- ! Z >t
wirkungen entsprechend den Zeitelementen d¢ Abb. 16.

eingeteilt. Infolge der Wirkung der Kraft ¢
withrend eines solchen Zeitelementes nimmt die Geschwindigkeit des
Gewichtes W (Abb. 1) um einen kleinen Betrag zu, dessen Grife aus

der Gleichung

dx
FTE
folgt, wonach
dx = qdt. (b)

Nun kann man aus Gl. (a) schlieflen, daB irgendein der Zeit ¢ zugehériger
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Geschwindigkeitszuwachs, wie der durch die GI. (b) gegebene, im Zeit-
punkt ¢, (Abb. 16) eine Verschiebung von der Grifle

dx = qT?tsin p(t, — 1) ()

ergeben wird. Dieser Ausdruck stellt die Verschiebung dar, die von der
Wirkung der Kraft wihrend des unendlich kleinen Zeitelementes d¢ her-
rithrt. Um die Verschiebung zu erhalten, die durch die kontinuierliche
Wirkung der Kraft erzeugt wird, mufl man die Elementarverschiebungen
(c) summieren. Die Verschiebung im Augenblick ¢, wird dann

t1
:z:=;]7~quinp(t1 —t)ydt. (24)
0

Dieser Ausdruck stellt die Gesamtverschiebung dar, die durch die Wir-
kung der Kraft ¢ wihrend des Intervalls von ¢ = 0 bis ¢ = ¢, erzeugt
wird. In ihm sind sowohl die erzwungenen als auch die freien Schwin-
gungen enthalten, daher kann er beim Studium der Anfangsbewegung
des Systems sehr niitzlich sein. Der Ausdruck ist auch in den Fillen
verwendbar, wo eine analytische Darstellung fir die Stérungskraft
nicht bekannt ist, die Kraft ¢ vielmehr graphisch oder tabellarisch ge-
geben ist. In einem solchen Falle ist es nur notwendig, den Wert des In-
tegrales (24) mit Hilfe einer angendherten Integrationsmethode zu er-
mitteln?.

Als Beispiel fir die Anwendung dieses Verfahrens wollen wir nun die
Schwingungen unter der Einwirkung der Stérungskraft ¢ = a cos mft,
s. Gl. (18), S. 11, untersuchen. Setzt man diesen Wert von ¢ in die
Gl. (24) ein, so folgt

1

x = %fcos mtsin p(t, — t) dt = %)2% (cos mi; — cos piy).

—
Dieses Ergebnis ist vollig identisch mit der oben erhaltenen Lésung (19).
Gl. (24) kann auch in den Fillen benutzt werden, wo es erforderlich ist,
die Verschiebung der Last W (Abb. 1) zu finden, wenn sie von mehreren
Impulsen herrithrt. Nehmen wir beispielsweise an, daB durch die von
der Last W aufgenommenen Impulse in den Zeitpunkten ¢, ¢, ¢, . ..
Geschwindigkeitszunahmen A,x, 4,%, A%, . .. erzeugt werden. Dann
ist die Verschiebung in irgendeinem Augenblick ¢; nach den Gln. (b)
und (24) gleich

x = %[Aly'csinp(tl — ) + Apzsinp(t, —t") -+ Aszsinp(t, — ") + -]

1 Sanden, K. v.: Praktische Analysis. Leipzig: B. G. Teubner.
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Diese Verschiebung kann man sehr leicht auf graphischem Wege er-
halten, wenn man A,x, A,x, ... als
Vektoren betrachtet, die gegen die
Horizontale um die Winkel p (¢, —1),
p(t; —t"), ... geneigt sind (Abb. 17).
Die Vertikalprojektion OC; der geome-
trischen Summe OC dieser Vektoren, divi-
diert durch p, stellt dann die durch
die obige Gleichung gegebene Verschie-
bung x dar.

Falls im Augenblick t =0 am Ge-
wicht W (Abb. 1) eine konstante Kraft
angreift, so ist die Verschiebung der Last in irgendeinem Zeitpunkt ¢,
nach Gl. (24)

Abb. 17.

t1
x:%fsinp(tl——t)dtzij%—(l — cos pty). (d)
0

Hierin ist fqz— die durch die Kraft ¢ erzeugte statische Durchbiegung,

s. Gl. (17). Aus der GI. (d) folgt, dafl die Maximaldurchbiegung wahrend
der Schwingungsbewegung, hervorgerufen durch eine plotzlich an-
greifende Kraft, dem doppelten Betrag der der gleichen Kraft ent-
sprechenden statischen Durchbiegung gleich ist.

6. Dimpfung proportional der Geschwindigkeit.

In den obigen Betrachtungen (s. § 1) wurden alle von der Reibung
herrithrenden Widerstandskrifte vernachléssigt, und als Folge hiervon
ergaben sich freie Schwingungen von konstanter Amplitude. In Wirk-
lichkeit aber verursachen die Widerstandskrafte, obwohl sie in manchen
Fallen klein sein mogen, ein allméhliches Abdémpfen der urspriinglichen
Schwingungen. Diese Dampfungskrafte konnen von vielen ver-
schiedenen Ursachen herrithren, wie Luft- oder Fliissigkeitsreibung,
innere Materialreibung im schwingenden Korper, oder Reibung auf-
einander gleitender Oberfliachen. '

Die Berechnung der Reibung zwischen aufeinander gleitenden
Flachen erfolgt gewdhnlich auf Grund des Coulomb-Morinschen
Gesetzes'. Man nimmt an, daf3 die Reibungskraft im Falle trockener

1 Siehe C. A. Coulomb: Théorie des machines simples. Paris 1821. A. Morin:
Mém. prés. p. div. sav. 4. Paris 1833; 6. Paris 1835. Literaturverweisungen zur
Frage der Reibung findet man bei R.v.Mises: Enzyklop. Math. Wiss. 4, 153.
Die neueste Literatur des Gegenstandes gibt G. Sachs an: Z. ang. Math. Mech. 4, 1
(1924) und H. Fromm: Z. ang. Math. Mech. 7, 27 (1927).
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Oberflichen der Normalkomponente der zwischen den Flichen herr-
schenden Pressung proportional und von der Gleitgeschwindigkeit unab-
hingig ist. Im Falle gut geschmierter Flichen dagegen, wenn zwischen den
gleitenden Fliachen eine Schmierschicht vorhanden ist, ist die Reibungs-
kraft unabhéngig von der Pressung und proportional der Gleitgeschwin-
digkeit. In den wirklichen Féllen hat man gewohnlich mit mittleren
Verhiltnissen zwischen den beiden erwidhnten Extremfillen zu tun.

Wenn ein Korper in der Luft oder in einer Flissigkeit schwingt,
so muB3 der Widerstand des Mediums beriicksichtigt werden. Im Falle
sehr geringer Geschwindigkeiten, wie z. B. bei der hydraulischen
Bremse, ist die Widerstandskraft proportional der Geschwindigkeit?,
wihrend bei groBeren Geschwindigkeiten mit hinreichender Genauig-
keit angenommen werden darf, dafl der Widerstand dem Quadrat der
Geschwindigkeit proportional ist.

Schwingt ein elastischer Korper im Vakuum, so wird die Schwingung
allméahlich abgeddmpft durch innere Reibung des Korpermaterials2.
Der EinfluBl dieser Art von Reibung auf die Schwingung kann in der
Weise beriicksichtigt werden, daB man die Widerstandskraft der Ge-
schwindigkeit proportional setzt und den Proportionalitatsfaktor aus
dem Experiment bestimmt. Auch im Falle elektrischer Dampfung ist
die Widerstandskraft der Geschwindigkeit proportional3.

Wir behandeln nun den einfachsten Fall, daBl die Dampfung der Ge-
schwindigkeit proportional ist4. Unter Zugrundelegung des friiher unter-
suchten Systems nach Abb. 1 denken wir uns zu den am Gewicht W
wihrend der Schwingungsbewegung wirkenden Kréften den Reibungs-
widerstand — ¢ & hinzugefiigt. Hier ist ¢ eine von den jeweiligen Verhalt-
nissen abhéngige Konstante, wihrend das Minuszeichen angibt, daf die
Reibungskraft eine der Geschwindigkeit entgegengesetzte Richtung hat.
Unsere Gl. (1) erfihrt eine Erweiterung und lautet jetzt

W'—%i—c¢=1¢'+km, (a)
woraus folgt
- 4 2n% 4 p?x =0 (25)

t Siehe Experimente von A. Stodola: Schweiz. Bauzg. 22, 113 (1893).

2 Angaben iiber den Betrag dieser inneren Reibung bei verschiedenen Stoffen
findet man in einem Buch von E. Lehr: Die Abkiirzungsverfahren zur Ermitt-
lung der Schwingungsfestigkeit von Materialien. Dissertation Stuttgart 1925. Siehe
auch A. L. Kimball: Mech. Engg., Mai 1927, 440, sowie die Diskussion zu Ormon-
droyds und Den Hartogs Artikel: Trans. Am. Soc. Mech. Eng. Appl. Mech.
Div. 1928.

3 Finige Angaben iiber diese und einige andere Arten der Dampfung findet
man bei H. Holzer: Die Berechnung der Drehschwingungen, S. 92. Berlin 1921.

¢ Der Fall, daB die Dampfung proportional ist dem Quadrat der Geschwindig-
keit, wird von W. Hort: Technische Schwingungslehre, 2. Aufl., S.44 (1922),
hehandelt. S. auch W. E. Milne: Univ. Oregon Publ. 1923, Nr 1; 1929, Nr 2.
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mit kg oq
P = und 2n=W. (26)
Fithrt man die Bezeichnung
p:=p?—n? (27)
ein, so kann die allgemeine Losung der Gl. (25) in der Form!
x=e "t(Asin p,t + Bcospt) (b)

geschrieben werden. Wie man sieht, besitzt die ermittelte Schwingungs-
bewegung eine Periode gleich

—2m_ 27 (28)

D1 Jp? — n?

Wenn die GroBe n gegeniiber p klein ist, so wird die Differenz zwischen
p, und p eine kleine Grofie 2. Ordnung, s. GL. (27), und daher darf man
mit hinreichender Genauigkeit- annehmen, daf} eine geringe Dampfungs-
kraft proportional der Geschwindigkeit die Schwingungsperiode nicht
beeinfluflt.

Die Gl. (b) fithrt auf einen Schwingungsvorgang, bei dem die Ampli-
tude infolge des Faktors e~"* mit der Zeit allméhlich abnimmt, so da3
die urspriinglich erzeugten Schwingungen allméhlich abklingen. Um
diese Amplitude zu finden, mufl man die willkiirlichen Konstanten 4
und B der Losung (b) aus den Anfangsbedingungen bestimmen. Be-
zeichnet man mit z, die von der Gleichgewichtslage aus gemessene Ver-
schiebung des Systems und mit z, die Geschwindigkeit im Zeitpunkt
{ = 0, so hat man nach Gl. (b)

xg = B.
Differenziert man dieselbe Gleichung nach der Zeit, so folgt mit der An-
fangsgeschwindigkeit
1 ..
4 :F(x0+ nwo)s

1

und die Losung (b) nimmt die Gestalt an
x = e“”‘<x—° sin py ¢ + 29 (cos pyt - 2 sin plt)) . (29)
P 51

Diese Losung kann graphisch dargestellt werden. Beispielsweise ergibt
sich fiir den Spezialfall

By m

0,
Y21 151

in dem also
x = xge""*cos p;t, (c)
1 Hierbei wird angenommen, daB die von der Reibung abhingige GréfSie n

kleiner ist als p, so daB Jp2 — n? reell ist; sonst tritt eine aperiodische Be-
wegung ein.
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die Kurve der Abb. 18. Sie tangiert die Kurve z = xye —**in den Punkten
My, Mg, My, . . . fUrt =0,t =71,¢{ =27,..., und die Kurve = —x e —"?
in den Punkten m}, m,,m;, . . .
firt=}7,t=37,¢t=37, ...
Diese Punkte sind nicht iden-
tisch mit den Punkten, die den
von der Gleichgewichtslage aus
gemessenen Maximalverschie-
bungen des Systems entspre-
chen, und es ist leicht zu sehen,
daB infolge der Dampfung das
Zeitintervall, das das System
Abb. 18, zur Erreichung einer Extrem-
lage von einer unmittelbar vor-
angehenden Mittellage aus braucht, kleiner ist als das Intervall, das
erforderlich ist zur Erreichung der unmittelbar folgenden Mittellage.
Die Stiarke der Dampfung hiéngt von der konstanten GroSe n ab,
s. GL (25). Aus der allgemeinen Lésung (29) ist ersichtlich, daB die
Schwingungsamplitude nach jedem Zyklus im Verhiltnis

e "1, (d)
also in geometrischer Progression, abnimmt. Die Gl. (d) kann zur ex-
perimentellen Ermittlung des Dampfungskoeffizienten n benutzt werden.
Es ist hierzu nur notwendig zu bestimmen, in welchem Verhiltnis die
Schwingungsamplitude nach einer bestimmten Anzahl von Zykeln ab-
genommen hat.

Aufgabe.

Bestimme den Dédmpfungskoeffizienten n, wenn die Schwingungs-
amplitude nach 10 vollstindigen Oszillationen 0,9 der anfinglichen
Amplitude ist; die Frequenz der Schwingung ist 10 pro Sekunde.

Lésung: Die Abnahme der Amplitude geht in geometrischer Pro-
gression vor sich. Nach 10 Oszillationen ist die Amplitude im Verhaltnis
¢~1077: 1 verringert; n findet man aus der Gleichung

1
e~ 10755 0,9 ;
daraus ergibt sich

- = 0,1054.

7. Erzwungene Schwingungen mit einer der Geschwindigkeit
proportionalen Dampfung.

Wir betrachten wieder das in Abb. 1 dargestellte System und nehmen
an, dafl neben den bereits behandelten Kriften, s. Gl. (a), S. 2, noch eine
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periodische Kraft @ sin m¢ auf das Gewicht W in vertikaler Richtung
einwirkt. Mit der Bezeichnung

Q
F=q (a)

lautet dann die Bewegungsgleichung mit den weiteren in § 6 benutzten
Bezeichnungen

z+ 2na + pPx = gsinmt. (30)
Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung erhilt man, indem
man zu der Losung der entsprechenden homogenen Differential-
gleichung, s. GL (25), eine Partikularlésung der Gl. (30), also einen
Ausdruck von der Form

x = Msinmt + N cosmt,
hinzufigt. Substituiert man dies in die Gl. (30), so ergeben sich folgende
Gleichungen fiir die Konstanten M und N:

—Nm*4+2Mmn+ Np?*=0,
—Mm:—2Nmn+ Mp®=q,

woraus folgt

N = — 1(p® — m?)

(pZ _ mz)z + 4m2n®”

2qmn _
@ mer oy amer M
Also wird die allgemeine Losung der GI. (30) mit den Bezeichnungen
von §6

2qmn
1 5 cosmt

x =e " (Asinp,t + Bcospt) — P miE s dmin

g(p* — m?) .

Das erste Glied rechts mit dem Faktor e—"* stellt die geddampften
Schwingungen dar, die wir in den vorangehenden Paragraphen behandelt
haben. Die beiden anderen Glieder mit dem Faktor ¢ bringen die er-
zwungenen Schwingungen zum Ausdruck. Sie sind von der periodischen
Auflenkraft beherrscht und unterliegen im Laufe der Zeit keiner Ab-

dampfung. Ihre Periode 7, = gmz stimmt mit derjenigen der Stérungs-

kraft {iberein, ihre Amplitude ist dem Betrage dieser Kraft proportional.
Diese Amplitude héngt auch vom Verhiltnis der Periode t der freien
Systemschwingungen zur Periode 7, der Stérungskraft ab.
Der Ausdruck fiir die erzwungenen Schwingungen laBt sich verein-
fachen, wenn man folgende Bezeichnungen einfiihrt:
Fynlz)lqén%/,ﬁznj = — C sin o, (b)

g (p? — m?)

o m  dmint = Ccosa. (c)
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Damit geht der Ausdruck fiir die erzwungenen Schwingungen iiber in
C (cosasinmt — sina cosmit) = C'sin (mt — «). (32)

Die Amplitude C der erzwungenen Schwingungen ist nach (b) und (c)

_ q
0= ¥ (2% — m?R + dmPn? : (33)

Der Winkel « in der Gl. (32) stellt die Phasendifferenz zwischen der

erzwungenen Schwingung und der Storungskraft dar.
Dividiert man (b) durch (c), so erhilt man

tgo = ——;. (34)
Ist p > m, was dann eintritt, wenn die Eigenschwingungsperiode
des Systems kleiner ist als die Periode der Stérungskraft, so ist « positiv
und kleiner als % Aus der Gl. (32) kann man dann schlieBen, daB die
erzwungene Schwingung der Storungskraft ¢ sin mt¢ nacheilt.
Ist p < m, so ist

T <
b} la<m,

d. h. der Nacheilwinkel der erzwungenen Schwingung ist gréBer als %
Ist aber p = m, was den Fall der Resonanz kennzeichnet, so wird
tg « in Gl. (34) gleich Unendlich, und die Phasendifferenz wird gleich %

Dies bedeutet, daB das System bei einer derartigen Schwingungs-
bewegung seine Mittellage in dem Augenblick passiert, in dem die
Storungskraft ihren Maximalwert erreicht.

Betrachten wir nun die Amplitude C dieser erzwungenen Schwingung.
Erinnert man sich, da@

Q
g=%
und
k
p2 = 717,? 5
so schlieBt man, daB3
q Q
7% D (d)

worin d,; die Durchbiegung bezeichnet, die durch die maximale Stérungs-
kraft hervorgerufen worden wire, wenn sie statisch angegriffen hitte.

Mit (d) geht der Ausdruck fir die Amplitude der erzwungenen
Schwingungen nach GI. (33) iiber in

O o~ e — 6” = ",;L (35)

72774:5;&’ 2\ 2 2.2 °
o
P 4 Ti 71
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. 2 . . . . 2 .
worin 7 = ~pﬁ die Eigenschwingungsperiode des Systems, 7, = Wn die

. . 2 . .
Periode der Stérungskraft ) sin m¢ bedeutet und y = —ptl eine GroBe ist,

die vom Betrage der Dampfungskrifte abhingt.

Es ist leicht zu sehen, da}, wenn die Storungskraft eine sehr grofle
Periode 7; hat, C dem Werte d; zustrebt. Dies bedeutet, daB in ent-
sprechenden Féllen die Durchbiegungen des Systems so berechnet wer-
den konnen, als ob die Stérungskraft @) sin m¢ statisch wirken wiirde.
Ein anderer Extremfall liegt vor, wenn man annimmt, daB ; eine sehr
kleine GroBe ist, was in der Tat der Fall ist, wenn die Stérungskraft eine
sehr hohe Frequenz besitzt. In diesem Falle wird der Nenner in Gl. (35)
sehr grofl und die Amplitude der erzwungenen Schwingungen strebt der
Null zu.

Wenn sich 7, der Gréfle T ndhert und die Dampfungskrafte klein sind,
so wird der Nenner in Gl. (35) sehr klein. Dies bedeutet, daB im Falle der
Resonanz eine verhiltnismaflig geringe Stérungskraft zu sehr grofen
erzwungenen Schwingungen fithren und damit sehr bedrohliche Span-
nungen im schwingenden System erzeugen kann.

Um ein klares Bild fiir die Verdnderlichkeit der Amplitude C mit dem

Quotienten rl und der Grofe y zu geben, bringen wir in Abb. 19 eine

1
Kurvenschar, die den Verstiarkungsfaktor

1

. —

T2 2 T2 y2

yo- 5)

als Funktion des Quotienten % fiir verschiedene Werte der GroBe

1
darstellt'. Diese Kurven zeigen, dal die Punkte mit der Maximalampli-
tude nicht genau mit der Resonanz zusammenfallen. Vielmehr ist der

(36)

Quotient % bei der Maximalamplitude etwas kleiner als eins, und er
1

nahert sich diesem Werte mit abnehmender Dampfung. Daher ist im
Falle geringer Dampfung die Differenz zwischen der Maximalamplitude
der erzwungenen Schwingung und der Amplitude dieser Schwingung bei
der Resonanz sehr klein; infolgedessen benutzt man gewo6hnlich die
letztere Amplitude als Grundlage zur Berechnung der Maximalspan-
nungen bei erzwungenen Schwingungen.

Aus Abb. 19 ist es leicht zu ersehen, daf die Dampfung auf die er-
zwungenen Schwingungen nur in der Umgebung der Resonanz einen

starken EinfluB3 ausiibt, etwa im Gebiete von TL = 0,75 bis TL = 1,25,
1 1

! Firy = 0 geht Gl. (36) indie Gl. (20) iiber, die sich fiir ungedimpfte Schwir.-.
gungen ergeben hat.
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In diesem Gebiet reduziert die Dimpfung betrichtlich die Amplitude
der erzwungenen Schwingungen und erteilt ihr bei der Resonanz einen
endlichen Betrag.

Mit wachsender Dampfung kommt der Einflul der Resonanz immer
schwicher und schwicher zum Ausdruck. Auflerhalb des bezeichneten
Intervalls iiben kleine Anderungen des Dampfungsfaktors nur un-
erheblichen Einflufl auf die Amplitude der Schwingungen aus, und die

Abb. 19.

oben (§ 3) gezogenen Schliisse, betreffend die extreme Hoch- und Tief-
frequenz der Stoérungskraft, bleiben auch bei vorhandener Dampfung
ungedndert.

Wie wir gezeigt haben, eilt die erzwungene Schwingung der Stérungs-
kraft stets nach, wobei die Phasendifferenz « aus der Gl. (34) folgt.
Diese Phasendifferenz kann von gewissem praktischem Interesse sein'

ihre Verénderlichkeit mit der Dampfung und mit dem Quotlenten —

ist in Abb. 20 dargestellt. Aus dieser Darstellung geht hervor, da8 in der
Nihe der Resonanz bei den erzwungenen Schwingungen eine sehr scharfe
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Phasenveranderung eintritt, wenn die Dampfung gering ist. Fiir -:L <1
1

ist die Phasendifferenz klein, sie wird sz

jedoch gleich % fir T =7, und strebt &
y=9z

dem Werte 7z fur Tl > 1 zu. Bei allmah-
1

licher Verringerung von y ndhert man
sich dem in §3 untersuchten Zustand
(s. 8.13), bei dem die Phasendifferenz
plotzlich vom Werte Null auf den
Wert 7 springt.

Tz

Die Maximalgeschwindigkeit der er-
zwungenen Schwingungen nach Gl. (32)
ist gleich Cm, daher ist die maximale kinetische Energie des Systems
dem Werte

.Abb. 20.

82 m2 82, p?
2 = = 1 >
o (R L T T )
N & i m. P, a

proportional. Da dieser Ausdruck fir m = p zum Maximum wird, so
erreicht die kinetische Energie des schwingenden Systems ihren Gréfit-
wert bei der Resonanz.

Wir suchen nun den Arbeitsbetrag zu bestimmen, der dazu erforder-
lich ist, die Schwingungen gegen den Widerstand aufrechtzuerhalten.
Die aufgewandte Kraft pro Masseneinheit in irgendeinem Augenblick ¢
ist gleich ¢ sinmt, s. Gl (30). Die Geschwindigkeit des Kraftangriffs-
punktes im gleichen Augenblick ist nach Gl. (32)

z=Cmcos(mt— a).

Die aufgewandte Kraft verrichtet demmnach in der Zeiteinheit eine
Arbeit vom Betrage

gsinmt-Cmcos(mt — a) = qmc{sin(th — ) + sina}. )

2
Bei der Berechnung des Mittelwertes von (f) wihrend eines Zyklus er-
gibt das erste Glied im Klammerausdruck der rechten Seite von (f)
den Wert 0, und wir erhalten als Mittelwert w folgendes Ergebnis:

__gmCsina
="
oder nach Gl. (b)
2n
I L N p
(pZ_m2)2+4,,n2n2 2p<£__ﬂ 2+ (‘2_,”1)2
m P P

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 3

Sy
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Mit den Bezeichnungen

20 _
p 7
P_T0 _
m T 1+2
konnen wir auch schreiben
v

2
w=g (37)

1+4+2— L 2_L- -
( ‘ 1+Z) e

Die Grofle w erreicht ihren GroBtwert bei der Resonanz. Substituiert
man z = 0 in die Gl. (37), so ergibt sich

¢ 7
Wmax = m =4in- (38)

Wie man sieht, nimmt w,,,, mit der Abnahme der GréBe n, d.h. mit
einer Verminderung der Dadmpfung, zu'. Will man sich ein Bild von der
Verianderlichkeit der GroBe w nach Gl. (37) in der Nahe der Resonanz
machen, so betrachte man z als kleine GréBle. Dann ist

(1 +2— ﬁ)z anndhernd gleich 422

und wir erhalten aus der GI. (37)

7 Y
w=§54z2+7}. (37,)
Die Veranderlichkeit des Faktors
.—y S
42% o2

in der Umgebung der Resonanz ist in Abb. 21 dargestellt. Man ersicht

> W
wiepr
»=97
r=45
T
0 7 Ty
Abb. 21. Abb. 22,

daraus, daf} die Verdnderlichkeit von w mit der Verringerung der Damp-
fung immer merklicher wird. Abb. 22 zeigt die Arbeit w als Funktion des

! Im Falle » =0 nimmt die Schwingungsamplitude unbeschrinkt zu und
die obige Uberlegung kann nicht angewandt werden.
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Quotienten — " fiir y = 0,1 und y = 0,5, und es ist daraus zu entnehmen,

daB die Absorptlon der Energie mit abnehmender Ddmpfung nur in der
Nihe der Resonanz zunimmt. Sonst aber entspricht eine grofere Ab-
sorption der Energie einer gréferen Dampfung.

Diese allgemeine Uberlegung mag bei Betrachtungen iiber die in
Maschinenfundamenten infolge der Schwingungsvorginge absorbierten
Arbeitsmengen von Interesse sein.

Aufgaben.
1. Konstruiere die Kurye, welche die Anderung des Verstirkungs-

faktors B als Funktion von TL bei einem Gewicht W = 4,5 kg dar-

stellt (Abb. 1); die statische Dulrchbiegung der Feder unter der Last W
ist 0,25 cm, die Dampfungskraft ist bei einer Geschwindigkeit von 1 cm
pro Sekunde gleich 0,018 kg. Bestimme 1. das Maximum des Verstar-
kungsfaktors unter diesen Bedingungen, 2. die GroBe des Verstirkungs-
faktors im Resonanzzustand (p = m).

Losung: Bei den gegebenen Bedingungen ist

cg 0,018 - 981

2n= 5= 45*——392,
. l/ V 981
P=Vs, Vo2~
und demnach wird
—2n_392_ 0622,
r 6
p findet man fiir jeden Wert von L aus Gl. (36).
Der Verstirkungsfaktor im Resonanzzustand (r=1y) ist B —-—;—

1
0 ,0622

2
man aus der Bedingung, daBl (1 —a)? 4 92« mit « = (TL) zu einem

1
Minimum werden soll. Daraus ergibt sich

2(1 —a) —92=0

= 16,1. Den Maximalwert des Verstirkungsfaktors findet

oder
72 2 1
= =1—"5% ax
oL T% 2 ﬂm }(l—oc)—i—ot‘y yl/l_a
fiir kleine

3*
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2. Mit den Zahlenwerten der vorhergehenden Aufgabe soll die Grofe
der Dampfung bestimmt werden, bei welcher der Verstarkungsfaktor
im Resonanzzustand gleich 5 ist.

Loésung: Setzt man ;T— =1 und 8 =5 in Gl. (36), so wird

1

1
V=75
hieraus
2n=y-p=126.

3. Bestimme die Phasendifferenz fiir die erzwungene Schwingung

unter den Bedingungen der Aufgabe 1, fiir 7:— = 0,8 und 7‘:—- =12.
1 1

Losung:
T
" _ 2mn y;:
ga—pz__ml__l_/L>2’
KTl
0,0622-0,
tgog = e P = 0,138, oy = 9503
,0622 - 1,
tg oy = —00—0,44 2 0,169... o, = 170°20;

8. Technische Anwendungen (erzwungene Schwingungen
mit Dampfung).

Wir besprechen nun einige Falle, in denen die eben entwickelte
Theorie der erzwungenen Schwingungen anwendbar ist.

a) Schwingungsdimpfer. Um den Einflul der Storungskrifte auf
die Maschinenfundamente abzuschwichen und die Ubertragung der
Schwingungen auf den Bau zu verhindern, empfiehlt sich die Einfithrung
biegsamer Teile zwischen Maschine und Fundament. Sei W das Gewicht
der Maschine, @ sin m¢ die periodisch wirkende AuBlenkraft (Abb.23).
Ist der maschinelle Teil mit dem Fundament starr ver-
bunden, so wird die ganze Storungskraft das Fundament
beanspruchen. Durch Einfihrung biegsamer Federn
w eines Schwingungsddmpfers zwischen Maschine und
Fundament kann eine wesentliche Reduktion der Kraft-

; g iibertragung auf den Unterbau erreicht werden, wenn

b 23 © gewisse Bedingungen erfillt sind. Die Berechnung
o eines Schwingungsdampfers kann auf Grund der
vorangehend entwickelten Theorie der erzwungenen Schwingungen (§ 7)
leicht durchgefithrt werden. Wahlt man die Federn des Dampfers derart,
daB die Eigenschwingungsperiode 7 der Maschine W an den Federn grof3

\LW/”M

ist im Vergleich mit der Periode 7, = —7;— der Storungskraft, so werden
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die dynamischen Verschiebungen der Maschine beim Schwingungs-
vorgang nach MaBgabe der Verhiltniszahl §, s. Gl (36), reduziert
gegenitber den Verschiebungen, die durch die Stérungskraft @ sin m¢
hervorgerufen worden wiren, wenn diese statisch gewirkt hitten. Die
auf das Fundament iibertragenen Krifte sind der Federdurchbiegung
proportional und daher ebenfalls im Verhéltnis 8 reduziert. Vernach-

lassigt man die Ddmpfung und nimmt man beispielsweise ;— =4 an,
1

so dafl also die Arbeitsgeschwindigkeit das Vierfache der Resonanz-
geschwindigkeit betrigt, so hat man nach Gl. (36) 8 = &, d. h. durch
die Wirkung des Schwingungsddmpfers wird die auf das Fundament
iibertragene Kraft auf ;% der von auBlen her ausgeiibten Kraft reduziert.
Die wirkliche Konstruktion eines Dampfers bietet oft grofe Schwierig-
keiten, hauptsachlich infolge von Raumbeschrankungen. Es ist schwierig,
einen hinreichenden Raum zur Unterbringung von Federn frei zu be-
kommen, die stark genug sind, um die Last auf das Fundament zu iiber-
tragen, und zugleich so nachgiebig sind, um die Resonanzgeschwindig-
keit des Systems im Vergleich mit der Arbeitsgeschwindigkeit klein zu
machen.

Abb. 24 ist eine schematische Darstellung eines Schwingungs-
dampfers fiir einen groBlen Einphasengenerator'. Um die Wirkungen
des pulsierenden Torsionsmomentes zu redu-
zieren, sind zwischen dem Stator der Maschine
und dem Fundament nachgiebige Federn ein-
gebaut. Durch Benutzung besonderer Fiih-
rungen ist die Moglichkeit seitlicher Verschie-
bung verhiitet, und nur eine Drehung um den
Punkt O bleibt mdoglich.

Sei Abb. 24.

k das Torsionsmoment, das dazu erforderlich
ist, den Stator um die Achse, die durch O hindurchgeht und auf der

0
Zeichenebene senkrecht steht, um 1 Radian (1—84?"> zu verdrehen,

I das Tragheitsmoment des Stators um dieselbe Achse,

@ der Drehwinkel des Stators bei der Schwingungsbewegung.

Die Differentialgleichung der vom Stator ausgefithrten Schwingungs-
bewegung ist dann mit Gl. (10) identisch, und die Schwingungsperiode
folgt aus (12). Unter Vernachliassigung der Dampfung ergibt sich als
Wirkung des Schwingungsddampfers ein Reduktionsfaktor nach Gl. (20)

von der GroBe 1

ﬂ: 2 2
1-=

5
71

* Siehe C.R. Soderberg: Electr. J. 21, 160 (1924).
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worin 7, die Periode des auf den Stator wirkenden pulsierenden Torsions-
momentes ist. Wenn 7 im Vergleich mit 7, groB ist, so wird durch die
Federn nur ein kleiner Teil des Torsionsmomentes auf das Fundament
iibertragen.

Damit ist ein Schwingungsddmpfer mit Stahlfedern beschrieben.
In manchen Fillen werden zur Verhiitung von Schwingungsiibertra-
gungen auf Bauteile Didmpfer, bestehend in Polstern aus verschieden-
artigen organischen Stoffen, wie Gummi, Kork usw., benutzt!. Es ist zu
bemerken, daf3 solche Diampfer gewohnlich zu steif sind, um die Wirkung
der Grundschwingung der Storungskraft wesentlich zu reduzieren, sie
konnen jedoch sehr niitzlich sein, wenn es sich um das Abdampfen der
héheren Harmonischen der Storungskrafte handelt. Ferner mul beachtet
werden, daBl sich die Eigenschaften dieser organischen Stoffe mit der
Zeit gewohnlich dndern. Diesist der Grund dafiir, daf in allen wichtigeren
Fallen Dampfer mit Stahlfedern zur Verwendung kommen; sie sind zu-
verlassiger.

b) Vibrographen. Wir behandeln nun als weiteres Beispiel den in
Abb. 12 dargestellten Vibrographen, dessen Rahmen unter der Ein-
wirkung einer einfachen harmonischen Schwingung steht. Sei « die von
der Gleichgewichtslage aus gemessene Vertikalverschiebung des Ge-
wichtes W und z; = b sin m¢ die einfache harmonische Bewegung des
Vibrographenrahmens in vertikaler Richtung. Dann ist der Tragheits-

widerstand der Last W gleich ——W—;;, die Federkraft ist gleich

—k(x — ) % und die auf das Gewicht W wirkende Dampfungskraft

ist gleich —cz. Unter Vernachlassigung der Masse des Hebels BD er-
halten wir, indem wir das Moment aller Krafte um das Messerende B
bilden, die Gleichung

W .. . a?
~—g~xl—cxl—k(x—w1)7=0

oder . .
x4+ 2nx 4 p2x=gsinmt. (a)
Hierin ist b ad
9 _ 9,  KIP _ o gt _
Lkt we =P WE ~ (b)

Die allgemeine Losung der Gl. (a) wurde oben bereits angegeben, s.
Gl. (31). Die entsprechenden erzwungenen Schwingungen sind nach
Gl (32) und (35) gegeben durch

p= ST gpsin(mt — ), (c)

NI

p4
1 Die Eigenschaften einiger dieser Materialien bespricht Berger in Gesdh.ing. 36,
433 (1913). Siehe auch E. Slocum: Proc. Amer. Soc. C. E. V. 55, 219 (1929).
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worin § den Reduktionsfaktor bezeichnet. Gewohnlich gibt die Auf-
zeichnungsvorrichtung die Verschiebung z — x; des Gewichtes W in
bezug auf den Rahmen der Vorrichtung an. Unter Benutzung der Gl. (c)
erhalten wir

x—x, =b{fsin(mt — a) — sinmt}
=b{(fcosa — 1)sinmt — Bsinacosmit}.

Dies stellt, s. Gl (8), eine einfache harmonische Bewegung mit der
Amplitude

A =b]/ﬁ—2‘—2ﬁcosoz+‘f (d)

dar. Wie man sieht, ist die Aufzeichnungsskala nicht nur vom Reduk-
tionsfaktor § abhingig, sondern auch von der Grofle des Nacheilwinkels
«. Falls die Dampfung vernachlassigt werden darf, so ist « = 0 oder
o = 7, wie wir oben sahen, und die Gl. (d) ergibt

A=bpL1). (d)
Das Minuszeichen entspricht dem Fall p > m, wobei die Frequenz der
Storungskraft kleiner ist als die der freien Schwingungen des Vibro-
graphen. Das Pluszeichen entspricht dem Fall p << m. Die GroBe der
Amplitude kann in beiden Fillen der Abb. 8 entnommen werden, in-
dem man die Horizontalachse versetzt, wie es die punktierte Linie an-
zeigt.
Substituiert man den Wert von f mnach (c) in die Gl (d'), so
erhilt man unter Vernachlassigung der Dampfung

b
pz R (d”)
mz 1

A:

worin das Vorzeichen fiur alle Werte von m gilt. Ist nun die Eigen-
schwingungsfrequenz p des Instrumentes gegeniiber m gering, so fin-
den wir

A anndhernd gleich —b.

Daher ist die Amplitude der Aufzeichnung gleich der Amplitude der
auferlegten Bewegung. Wiinschen wir also die Vorrichtung als Vibro-
graphen zu benutzen (zur Aufzeichnung von Bewegungen), so
miissen wir p <€ m machen.

Im entgegengesetzten Falle, nimlich p > m, geht die Gl (d”)
iiber in

m2
¢4. - b ‘;’2— N
und da die Grofie p bei einem gegebenen Apparat konstant ist, so ist

die aufgezeichnete Amplitude proportional bm?. Die erzwungene Be-
wegung ist b sin mé, ihre Beschleunigung ist —bm? sin m¢, also auch
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proportional bm?. Ein Apparat, fiix den p > m, kann daher als Be-
schleunigungsmesser verwendet werden.

In der Nihe der Resonanz (p = m) tritt eine scharfe GroSen-
anderung des Nacheilwinkels « ein und der Faktor f wird in erheb-
lichem MaBe von dem Betrage der Dampfung abhéngig. Dies bedeutet,
daB die Bestimmung der Amplitude 4 aus der Gl (d) in der Nahe
dieses Punktes unsicher wird, und die Angabe des Vibrographen kann
in dieser Gegend nicht als zuverldssig gelten.

¢) Das Sommerfeldsche Experiment!. Dieses Experiment zeigt sehr
deutlich, was fiir eine Menge Energie durch das Fundament zerstreut
und absorbiert werden kann, wenn die Maschine im Resonanzgebiete
arbeitet. Bei seinen Versuchen benutzte Sommerfeld einen kleinen,
an einer Tischplatte befestigten Motor. Dieser trug an seiner Achse
ein exzentrisch befestigtes Gewicht, so daff durch die Drehbewegung
eine auf den Tisch einwirkende Storungskraft erzeugt wurde. Durch
allmihliche Steigerung der Motorgeschwindigkeit lieB es sich leicht
feststellen, daf bei 310 Umdrehungen pro Minute die Tischplatte eine
heftige Schwingungsbewegung in horizontaler Richtung ausfiihrte. Dies
bedeutete offenbar die Resonanz des Systems, bestehend aus Tisch-
platte und Tischbeinen. Bei dieser Schwingungsbewegung verhielt sich
die Tischplatte wie ein starrer Kérper, und die Horizontalbewegung
entstand nur durch Biegung der Tischbeine. Nach Erreichung eines
solchen Resonanzzustandes ist es durch allméhliche Steigerung der
Voltzahl des Motors moglich, klar zu zeigen, dafl der Motor die Tendenz
hat, bei konstanter Tourenzahl des Resonanzzustandes weiterzulaufen,
im vorliegenden Falle also bei 310 Touren pro Minute, und daf} die
iiberschiissige Energie nur ein weiteres Anwachsen der erzwungenen
Schwingungen, die im Fun-

750 dament absorbiert werden,
70 yerursacht (s. Abb. 25). Nur
r60 622 nach einer erheblichen Stei-
M 500§ gerung der Voltzahl am Motor
< |[%% 90 § ist dieser einer Geschwindig-
a0 (30 v’”‘é keitssteigerung iiber die kri-
2 L2 t2o0>  tische Tourenzahl  hinaus
17 (70 fihig, worauf die erzwungenen
— Schwingungen schnell ab-

ADD. 25. klingen.

Eine zweite kritische Geschwindigkeit wurde beim Sommerfeld-
schen Versuch bei einer Tourenzahl von 750 Umdrehungen pro Mi-
nute beobachtet. Bei dieser Geschwindigkeit traten Querschwingungen

1 Sommerfeld, A.: Z. V. d. 1. 1904.
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des Tischrandes resonanzartig in Erscheinung und es entstanden in
der Tischplatte heftige Biegungsschwingungen. Wieder ergab sich
ein Zustand, bei dem das Fundament einen erheblichen Energiebetrag
absorbierte, der dazu diente, die erzwungenen Schwingungen des Sy-
stems aufrechtzuerhalten?.

Es ist interessant, daBl, wenn sich das oben beschriebene System
im Resonanzzustand befindet und ein groBer Energiebetrag auf das
Fundament iibertragen wird, beim Motor eine plétzliche Geschwindig-
keitssteigerung ohne Anderung der Voltzahl erreicht werden kann,
wenn man in irgendeiner Art die schweren erzwungenen Schwingungen
des Fundamentes unterdriickt. Der Verfasser fiihrte diesen Versuch
unter Benutzung eines kleinen, an einem biegsamen Stahlbalken be-
festigten, doppelt gelagerten Motors aus. Beim Eintritt des Systems
in das Resonanzgebiet ergaben sich starke Querschwingungen des
balkenformigen Korpers. Durch einen von der Hand ausgeiibten Druck
auf den Balken wurden diese Schwingungen zum Verschwinden ge-
bracht, und es lief sich beim Motor ein plotzlicher Geschwindigkeits-
zuwachs nachweisen.

Es mufl hier bemerkt werden, dafl das Problem der erzwungenen
Fundamentschwingungen von grofler praktischer Bedeutung ist und
mit dem Wachstum der Turbogeneratoreinheiten von groBer Kapazitit
immer aktueller wird2. Im allgemeinen ist dieses Problem erheblich
komplizierter, als man auf Grund obiger Darstellung annehmen kénnte;
einige weitere Gesichtspunkte werden wir bei der Betrachtung von
Systemen mit mehreren Freiheitsgraden besprechen.

9. Schwingungen mit Dimpfung durch trockene Reibung.

Ein Beispiel konstanter Dampfung bietet die Behandlung des in
Abb. 26 dargestellten Systems. Wird bei diesem das Gewicht W
nach rechts in eine Extremlage x = x, gebracht und losgelassen, so be-
ginnt eine Bewegung nach links. Wéahrend
dieser Bewegung steht die Last unter ® —
der Einwirkung folgender Krafte: 1. Spann- U1 1]
kraft der Feder gleich kx, wenn man mit _I;’

x den Abstand von der dem ungespannten
Zustand der Feder entsprechenden Lage des Gewichtes bezeichnet;

2. Triagheitswiderstand —EZ—? und 3. konstante Reibung R zwischen

1 Vgl. hierzu die obige Betrachtung S.33 u. S. 34.

2 Siehe Maschinen- und Fundamentenschwingungen. Verdff. Ver.igg. d. Elek-
trizititswerke, E. V. Berlin 1929. Siehe auch W. Prager: Z. techn. Phys. 9,
222 (1928).
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der Last und der darin gleitenden Stange, in der der Bewegung ent-
gegengesetzten Richtung wirkend. Die Bewegungsgleichung lautet:

~kx—§5+ﬂ=o ()
oder
T+ pi(x —a)=0. (39)
Hierin ist, wie friiher,
kg
-
und
R
a = —k— . (40)

Diese Grofle hat eine einfache physikalische Bedeutung; sie stellt die
Federausdehnung dar, die hervorgerufen wird durch eine Kraft, die
der GroBe nach der Reibung R gleich ist. Macht man x; = =z — a, so
geht die GI. (39) iiber in

2 + pPay = 0.

Diese Gleichung ist mit der oben behandelten Gl.(2) vollkommen
identisch, und daher gelten folgende Schliisse:

1. Eine konstante Reibung andert nicht die Schwingungsperiode.

2. Die Mittellage, um die sich die einfach-harmonische Schwingung
abspielt, ist im Sinne der Kraft B um die Strecke a nach Gl. (40) ver-
schoben. Infolgedessen ist die linke Extremlage der Last nur um die
Strecke x, — 2a von der Lage entfernt, die dem ungespannten Zustand
der Feder entspricht. Dies bedeutet, daBl eine konstante Dampfung
wihrend des halben Zyklus eine Amplitudenverkleinerung vom Be-
trage 2a verursacht.

Betrachtet man nun die Bewegung von der linken Extremlage aus
nach rechts, so ergibt sich aus einer analogen Uberlegung, daB wihrend
der zweiten Hilfte des Zyklus eine weitere Verminderung der Ampli-
tude um die Grofe 2a eintritt. Man sieht also, dafl im vorliegenden
Falle die Amplitude in arithmetischer Progression abnimmt. Die Last W
bleibt in einer ihrer Extremlagen stehen, sobald die Amplitude kleiner
als @ geworden ist. Es ist klar, dal die Reibung in dieser Extremlage
hinreicht, um die Spannkraft der Feder auszugleichen.

Wenn auf die Masse der Abb. 26 eine periodische Storungskraft
@ cos (mt + «) einwirkt, so entsteht schlieflich ein stationarer peri-
odischer Bewegungszustand 1. Die Bewegungsgleichung lautet fiir diesen
Fall:

-+ p*(x 4 a) = gcos (mt + «), (b)

1 Dieses Problem findet eine ausfithrliche Behandlung in der Doktorarbeit
von J. P. Den Hartog: Universitit Pittsburgh 1929. S. auch Phil. Mag. 1930.
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worin das Pluszeichen gilt, wenn die Masse in der positiven z-Richtung
fortschreitet (z > 0), bzw. das Minuszeichen, wenn sie sich in der
negativen z-Richtung bewegt (z < 0), wihrend ¢ durch Gl. (a) des § 7
definiert ist.

Betrachten wir nun eine halbe Periode des stationiaren Bewegungs-
zustandes, und zwar diejenige, firr die < 0 ist. Wird die Differential-
gleichung (b) mit dem Minuszeichen genommen, so lautet die allgemeine
Losung:

x:Clsinpt—}—Czcospt—l—?—iq_—?n;cos(mt—{—a)+a. (c)
Der ,stationdre” Schwingungszustand ist dadurch definiert, daf3 die
Amplituden am Anfang und am Ende einer halben Periode, abgesehen
vom Vorzeichen, dieselben sind. Hieraus ergeben sich die folgenden
vier Randbedingungen:

fir t =0 ist * = @xpax CI'L'ZO,I

(@
|

furtzﬁ Ist = —omax x=20.

Hierin ist wx,,, noch unbekannt. Die Gln. (c) und (d) bestimmen die
Bewegung fur die Dauer einer halben Periode, wenn zusétzlich voraus-
gesetzt wird, daBl wihrend dieser halben Periode die Geschwindigkeit
niemals grofler ist als Nulll.

Die vier Bedingungen (d) lassen sich erfiillen, indem man den vier
Parametern C,,C,, z,,, und o geeignete Werte erteilt. Ermittelt
man zuerst C; und C, aus (c¢) mit Hilfe der dem Zeitpunkt { = 0 ent-
sprechenden zwei Bedingungen, so ergibt sich

T = Tmax cOspt + a (1 — cos pt)

7 — ina (s — si
+ e — [cosoc(cosmt cospt) + Sm“(p sin p#t smmtﬂ. (e)
Substituiert man (e) in die zwei Bedingungen (d) fiir ¢t = —:7 , 80 ergeben

sich zwei Gleichungen fiir x,,, und «, deren Losung

max
/ P 27
R O <__P~>ﬁ (%) m_m )
2 / ne — 2 3
p p " 7 1+ cos bz
m
__ Zmax o 2
cos o = —=-(p? — m?) (8)

lautet.

1 Eine ausfithrliche Behandlung dieses Gegenstandes findet sich in der Disser-
tation von J.P.Den Hartog.
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Zur Formel (f) fir die Schwingungsamplitude ist daran zu erinnern,
daf ‘ZE die ,,statische Amplitude’* ist, s. Gl. (a) des § 3. Daher stellt

das Quadrat in (f) einen Verstirkungsfaktor im gleichen Sinne
dar, wie der Ausdruck (20) in § 3. Die Quadratwurzel enthilt zwei

2
Glieder. Das zweite Glied ist proportional der GréfBe (a—qp—>2, und diese
ist das Quadrat des Verhiltnisses der Reibungskraft zur aufgezwun-

genen Kraft, (g)z. Wenn die Reibung R gleich Null ist, so bleibt
nur das erste Glied ibrig, und der Ausdruck ist dann identisch mit
dem letzten Glied der GI. (19) des § 3, d. h. wir erhalten erzwungene
Schwingungen ohne Dampfung.

Im Falle der Resonanz, p = m, werden beide Glieder unter der
Quadratwurzel unendlich gro, und der Ausdruck wird unbestimmt.
Berechnet man seinen wahren Wert in iiblicher Weise, so findet man,

daf3 fir Werte der Reibung, die durch £

die Amplitude z,,, unendlich grofl Wird.Q

Die Formeln (f) und (g) gelten nur dann, wenn die Voraussetzung
erfiillt ist, daf} die Geschwindigkeit x << 0 wiihrend einer halben Periode.
In der Losung (f), (g) sind auch Fille ent-
halten, dhnlich dem durch Abb. 27« veran-
schaulichten, in denen die Differentialglei-
chung (b) und die Randbedingung (d) erfillt
sind. Es ist zu bemerken, daf solche Fille
physikalisch unméglich sind. Was in einem
solchen Falle in Wirklichkeit stattfindet,
zeigt die Abb. 278. Der Vorgang besteht in
einer Periode der Bewegung und einer Periode
des Haltens. In diesem Falle kann man fir die Maximalamplituden
keine explizite Formel wie die Gl (¢) angeben, aber man kann sie
indirekt berechnen?.

< -Z— gekennzeichnet sind,

(x)
0

v
(.

X

/3) '\
T

Abb. 27.

SR

Abb. 28 zeigt die Ergebnisse in Gestalt eines Diagrammes, in
dem die Verstirkungsfaktoren gegeniiber den Frequenzen fiir ver-

schiedene Werte von g aufgezeichnet sind. Oberhalb der gestrichelten

Linie tritt stetige Bewegung ein, wie durch die Formel (f) beschrieben,
wahrend unterhalb der gestrichelten Linie die Bewegung den in Abb. 278
dargestellten Typus hat. Abb. 29 ist ein Diagramm der Phasenwinkel.
Im Resonanzfalle tritt eine scharfe Anderung in der Grofle des Winkels ¢
ein.

! Erzwungene Schwingungen mit kombinierter Coulombscher und Zihig-
keitsdimpfung. Ber. d. 3.Internat. Kongresses f. ang. Mech. Stockholm 1930.
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Fiir ein System mit kombinierter Zahigkeits- und Coulombscher
Dimpfung lautet die Gleichung der erzwungenen Schwingungen

Z+ p?(x - a) + 2nz = qcos (mt + «);

Abb. 28.

sie wurde mit Hilfe genau des gleichen Verfahrens ebenfalls exakt gelost 1.

Abb. 29,
1 Siehe die Stockholmer Berichte, Arbeit von J. P. Den Hartog.
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Eine wertvolle Naherungslosung hat L. S. Jacobsen entwickeltl.
Sie ist nicht nur auf Systeme mit Coulombscher Dampfung, sondern
auch auf Systeme mit anderen komplizierteren Dampfungsarten an-
wendbar. Bei dieser Naherungslésung ist die wirkliche Dampfung durch
eine 4quivalente, mit der Geschwindigkeit proportional wachsende
Dampfung ersetzt, deren Grofe dadurch bestimmt ist, daB die Energie
zerstreuende Arbeit wihrend einer Periode die gleiche GréBe hat,
gleichviel ob sie von der wirklichen Reibungskraft oder von der dqui-
valenten Dampfungskraft geleistet wird. Eine weitere Voraussetzung bei
der Anwendung der Naherungslosung ist die, dal die Bewegung wihrend
einer stationidren erzwungenen Schwingung eine einfache harmonische
Bewegung ist. Sei
x = Csinmt (h)
die durch eine Storungskraft von der Gréfe@ sin (mf 4 «) hervorgerufene

stationdre erzwungene Schwingung. Bezeichnet man mit R die kon-

stante Reibungskraft und mit 27;W dzx die der Geschwindigkeit pro-

portionale aquivalente Dampfungskraft [s. Gl (26)], so ist die von
der Kraft R wihrend einer halben Periode geleistete Arbeit gleich
—2RC; dagegen ist die Arbeit der der Geschwindigkeit proportionalen
Dampfungskraft gleich

7T
m

Mfznw d __zﬂoz (k)

Da die beiden energiezerstreuenden Arbeiten einander gleich sein
sollen, so folgt

2n W 4R
g mac g

Jetzt 148t sich die Amplitude C' der erzwungenen Schwingung aus der
Gl. (33) bestimmen. Substituiert man in diese Gleichung den Wert () der
aquivalenten Dampfung, so erhédlt man nach Quadrieren und Umordnen

C2 (p? — m2)? + 16 <If1}‘7> =gq
AR} -

1 L. 8. Jacobsen. Siehe Trans. Amer. Soc. Mech. Eng., Appl. Mech. Div.1930.

und hieraus folgt



Schwingungen mit Dampfung durch trockene Reibung. 47

Der zweite Faktor der rechten Seite der Gleichung stellt den Verstir-
kungsfaktor fir den Fall einer konstanten Reibung dar. Substituiert
man den Koeffizienten (I) der dquivalenten Dampfung in die Gl. (34)
fiur die Phasendifferenz, so ergibt sich unter Benutzung der Gl. (m)

tga = — ———

"zQV (n)

Die Naherungsgleichungen (m) und (n) stimmen mit den Ergebnissen
der durchgefiihrten Versuche gut tiberein!. Man kann sie fir die Am-
plitudenberechnung bei erzwungenen Schwingungen benutzen, wenn
die tatsdchliche stationire Bewegung ohne wesentlichen Fehler als ein-
fache harmonische Bewegung betrachtet werden kann.

Aufgaben.

1. Zur Bestimmung des Coulombschen Reibungskoeffizienten ver-
wendet man die in Abb. 30 angegebene Anordnung. In den Beriih-
rungspunkten m und » Gben die rotie- ",
renden Scheiben auf den prismatischen
Stab AB Reibungskrifte R, und R, "%
aus, die dem Reibungskoeffizienten und Fm\ 1 i R /I‘\
den Normaldrucken in m und % pro- ! PA (i% )
portional sind. Beweise, daBl die Resul- i |
tierende dieser beiden Krifte propor- K_i_b:;oa_—"
tional ist der Verschiebung z des Stabes ’
aus der Mittellage und der Stab harmonische Oszillationen ausfiihrt.
Bestimme den Reibungskoeffizienten aus der Periode dieser Oszillation.

Losung: Bezeichnet man mit W das Gewicht des Stabes und
mit 2a¢ den Abstand zwischen den beiden Scheibenmittelpunkten, so
sind die Drucke in m und n»

Ny

X

_ a+t+x
N=W 2a °
a—x
No=W 2a °
Ist o der Reibungskoeffizient, so erhalten wir

By~ R,= o (N, — Ny =202,

Diese Kraft ist der GroBe « proportional, und die resultierende Bewegung

ist eine einfach-harmonische Oszillation. Setzt man EGE an Stelle von k
in Gl. (3), so ergibt sich

T = 21*2!/ —2n/a

1 Siehe den Aufsatz von L. S. Jacobsen.



48 Harmonische Schwingungen von Systemen mit einem Freiheitsgrad.

und daraus folgt
4n2a
= TZ g'— .

2. Bestimme den Reibungskoeffizienten in der durch Abb. 26 ge-
gebenen Anordnung, wenn die statische Durchbiegung der Feder
unter der axialen Last W gleich 0,25 cm ist und die Schwingungsam-
plitude nach 10 vollstdndigen Perioden 0,90 der urspriinglichen Ampli-

tude z, = 25 cm ist.

Lo6sung: Bei einer Periode nimmt die Amplitude um 4—kR ab. Die

Gleichung zur Bestimmung des Reibungskoeffizienten ist

4 R
10-T=0,19¢rO

oder Lal
o
10w =1
daraus ergibt sich .
o = *4— .

10. Ausgleich rotierender Maschinen.

Eine der wichtigsten Anwendungen der Theorie der Schwingungen
liegt in der Losung des Problems des Ausgleichs rotierender Maschinen-
teile. Es ist bekannt, daB ein rotierender Kérper auf die Lagerungen
keinerlei variable Storungswirkungen ausiibt, wenn die Drehachse mit
einer der Haupttragheitsachsen des Korpers zusammenfillt. Diese Be-
dingung im praktischen Betrieb genau zu verwirklichen, bietet Schwierig-
keiten, weil die stets vorhandenen Unvollkommenheiten der geometri-
schen Gestaltung und die unvollstindige Homogenitit des Materials
gewisse UnregelméiBigkeiten der Massenverteilung unvermeidlich machen.
Aus diesen variablen Storungen ergeben sich Krifte, die Schwingungen
verursachen. Um derartige Schwingungen von den Maschinen fernzu-
halten und die Voraussetzungen fiir den ruhigen Lauf zu erfiillen, muf}
man fir den Ausgleich sorgen. Dieser ist besonders bei schnellaufenden
Maschinen wichtig. Denn bei solchen geniigt schon die leichteste Un-
balanz, um sehr grofle Stérungskréafte hervorzurufen. Beispielsweise
verursacht eine Unbalanz von 0,5 kg in einer Entfernung von 75 cm
von der Drehachse bei einer Tourenzahl gleich 1800 pro Minute eine
Storungskraft gleich 1350 kg.

Die verschiedenen Arten von Unbalanz wollen wir nun an dem in
Abb. 31a dargestellten Rotor eingehend erkliren!. Denken wir uns den

1 Der roticrende Teil wird als ein absolut starrer Kérper betrachtet und die
von seinen elastischen Durchbiegungen herrithrenden Schwingungen werden ver-
nachldssigt. Siehe Maschinen- und Fundamentenschwingungen. Veroff. Ver.igg.
d. Elektrizitatswerke, B. V. Berlin 1929. Siehe auch W. Prager: Z. techn. Phys.
9, 222 (1928).
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rotierenden Korper durch einen Querschnitt mn in zwei Teile geteilt,
so sind folgende drei typische Félle der Unbalanz moglich:

1. Die Schwerpunkte beider Teile mogen in der gleichen Axialebene
und auf der gleichen Seite der Drehachse liegen, wie in Abb. 31b an-
gedeutet. Dann liegt der Schwerpunkt C des Gesamtkorpers in der
gleichen Ebene in einem gewissen Abstand von der Drehachse. Dies ent-
spricht dem Fall der ,,statischen Unbalanz*, so genannt, weil durch
statischen Versuch feststellbar. Experimentell geschieht der statische
Ausgleich in der Weise, daBl der rotierende Teil mit seinen beiden
Zapfenenden auf ein Paar absolut horizontaler paralleler Schienen gelegt
wird. Liegt der Schwerpunkt des Gesamtkorpers in der Drehachse
(Abb. 31lc), so ist der betreffende rotierende Teil in jeder Lage
statisch im Gleichgewicht; liegt der Schwerpunkt etwas auflerhalb

- /C

5 = y ¢
7 G < = =
a

b =
G
c G

Abb. 31.

der Drehachse, wie es Abb. 31b veranschaulicht, so wird der Teil auf
den Schienen so lange rollen, bis der Schwerpunkt seine tiefste Lage
erreicht hat.

2. Die Schwerpunkte der beiden Teile mogen in einer und derselben
Axialebene, aber auf verschiedenen Seiten der Drehachse liegen, wie
in Abb. 31c dargestellt, und zwar nehmen wir an, daf} die beiden Teil-
schwerpunkte derartige Radialabstinde von der Drehachse haben, dafl
der Schwerpunkt C des Gesamtkorpers genau in der Drehachse liegt.
In diesem Falle ist der Kérper wohl statisch ausgeglichen, doch wird er
bei der Drehbewegung unter der Einwirkung eines durch die Flieh-
krifte P gebildeten stérenden Kriftepaares stehen. Dieses Kriftepaar
rotiert zusammen mit dem Korper und ruft im Fundament Schwin-
gungen hervor. Damit ist die ,,dynamische Unbalanz‘ beschrieben.

3. Tm allgemeinsten Falle werden die Schwerpunkte C; und C, in
verschiedenen Axialebenen liegen, so dafl sich bei der Drehbewegung
ein System aus zwei Kraften bildet, nimlich die auf den Korper ein-
wirkenden Fliehkrafte P und @ nach Abb. 31d. Dieses Kraftesystem
kann stets reduziert werden auf ein in einer Axialebene wirkendes
Kriftepaar und eine Radialkraft, d. h. statische und dynamische Un-
balanz treten zusammen auf.

Es ist leicht zu sehen, daB in allen Féllen ein vollstindiger Aus-
gleich erreichbar ist, indem man am rotierenden Teil Gewichte in zwei

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 4
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beliebig gewéahlten Querschnittsebenen befestigt. Betrachten wir z. B.
den in Abb. 32 dargestellten Fall. Infolge der Unbalanz steht der Korper
bei der Drehbewegung unter der Einwirkung zweier Zentrifugalkrifte P
und @. Nehmen wir
an, daB die zum Aus-
gleich erforderlichen
Gewichte in den
Querschnittsebenenl
und II angebracht
werden miissen. Die
Zentrifugalkraft P
kann durch zwei
Kriafte P, und P,
ausgeglichen werden,
die mit P in einer
und derselben Axialebene liegen. Die GréBe dieser Krifte ist bestimmt
durch die folgenden statischen Gleichungen:

P+ P,=P,
Pia=P,b.

In der gleichen Weise kann auch die Kraft ¢ durch zwei Krifte @,
und @, ausgeglichen werden. Die Resultierende von P, und ), in der
Ebene I, sowie die Resultierende von P, und @, in der Ebene II be-
stimmen dann nach GroBe und Lage die Korrektionsgewichte, die zum
vollstindigen Ausgleich des Korpers erforderlich sind.

Aus dieser Uberlegung folgt, dafl der Ausgleich ohne Schwierig-
keiten durchfiithrbar ist, wenn Lage und Grofle der Unbalanz bekannt
sind. Zur Ermittelung dieser Unbalanz benutzt man Auswuchtmaschinen
verschiedener Art; im nachstehenden sollen die Hauptbauarten dieser
Maschinen besprochen werden.

Abb. 32.

11. Auswuchtmaschinen.

Eine Auswuchtmaschine stellt gewéhnlich eine Vorrichtung dar, in
der die Wirkungen irgendeiner Unbalanz in dem zu untersuchenden
rotierenden Teil durch Resonanz verstirkt werden. Die Auswucht-
maschinen werden in drei Hauptbauarten ausgefithrt: 1. Maschinen wie
die von Lawaczeck-Heymann und die von Westinghouse, in denen
der Rotor auf zwei unabhingigen Fulgestellen ruht; 2. Maschinen,
in denen der Rotor auf einem Vibrationstisch mit unbeweglichem
Stitzpunkt ruht; 3. Ausgleichsmaschinen mit beweglichem Stitzpunkt.

Die Maschine von Lawaczeck-Hevmann besteht hauptséchlich
aus zwei voneinander unabhingigen Fufligestellen. Die zwei Lager, in
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denen der Kérper rotiert, sind an Federn befestigt, die die Schwingungen
der Kérperenden in der horizontalen Axialebene aufnehmen. Eins von
den Lagern ist blockiert, wihrend die Auswuchtung am anderen Ende
erfolgt (s. Abb. 33). Irgendeine Unbalanz erzeugt im Korper Schwin-
gungen um das ver-
riegelte Lager als
Fixpunkt. Um diese
Schwingungen in
verstirkter Gestalt
zu ermitteln, sind
alle Aufzeichnungen
im Resonanzge-
biet vorzunehmen.
Durch einen beson-
deren Motor wird
der auszuwuchtende Teil auf eine Geschwindigkeit gebracht, die oberhalb
der kritischen Geschwindigkeit liegt, worauf die Motorkraft aus-
geschaltet wird. Infolge der Reibung nimmt die Drehgeschwindigkeit
des Korpers allmahlich ab und er geht durch seine kritische Geschwin-
digkeit hindurch, wobei eine etwa vorhandene Unbalanz erzwungene
Schwingungen des unverriegelten Lagers am untersuchten Korper
hervorruft. Der Auswuchtungsvorgang besteht dann darin, daf3 die
Schwingungen durch Befestigung passender Korrektionsgewichte zum
Verschwinden gebracht werden. Fir die Unterbringung solcher Gewichte
eignen sich am besten die ebenen Stirnflichen des rotierenden Kérpers,
wo gewohnlich Locher lings des Umfangs zur Aufnahme dieser Ge-
wichte vorgesehen sind. Durch eine solche Anordnung erreicht man
das HochstmaB des Abstandes zwischen den Korrektionsgewichten;
damit ist die GroBe dieser Gewichte auf ein Minimum gebracht. Ist die
Ebene zur Unterbringung der Korrektionsgewichte gewahlt, so bleiben
noch zwei Fragen zu beantworten: 1. wo ist das Korrektionsgewicht
unterzubringen, 2. wie groB ist es zu machen. Diese beiden Fragen kon-
nen auf experimentellem Wege gelost werden. Um den Unterbringungs-
ort zu bestimmen, muB man ein willkiirliches Korrektionsgewicht in
der Auswuchtebene anbringen und einige Umdrehungen mit dem Ge-
wicht in verschiedenen Lagen auf dem Umfange des Korpers ausfiithren.
Auf diese Weise kann man eine Kurve erhalten, die die Verdnderlichkeit
der Schwingungsamplitude mit dem Polarwinkel, unter dem das Ge-
wicht am Querschnittsumfang angebracht ist, darstellt. Die Minimal-
amplitude gibt dann den richtigen Unterbringungsort fiir das Korrek-
tionsgewicht an. In der gleichen Weise kann man durch allméhliche
Anderung der GréBe der Gewichte die richtige GroBe des Korrektions-
gewichtes feststellen.

Abb. 33.

4%
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Um das Verfahren zur Bestimmung des Unterbringungsortes fiir
das Korrektionsgewicht zu vereinfachen, empfiehlt es sich, den
Korper anzuzeichnen oder die Schwingungen des Korperendes auf-

zunehmen. Zum Anzeichnen des rotie-

renden Korpers wird in der Lawaczeck-

Maschine ein Spezialindikator nach Abb. 34

verwendet. Wahrend der Schwingungs-

bewegung preBt sich der rotierende Kor-

per gegen einen passend angebrachten

Schreibstift an und driickt ihn in eine

Lage zuriick, die der Maximalverschie-

bung am Ende des untersuchten Koérpers

Abb. 34 entspricht, derart, dafl das FEnde der
markierenden Linie auf der Oberfliche des

Korpers dessen Drehwinkel im Augenblick der maximalen Durch-
biegung angibt. Nimmt man an, dall bei der Resonanz der Nacheil-

winkel der erzwungenen Schwingungen gleich -Z— ist, so befindet

sich die Stoérungsquelle in einem in der Drehrichtung gemessenen
Abstand von 90° von der Stelle, wo der markierende Strich aufhort.
Jetzt kann die richtige Stelle fiir die Unterbringung des Korrektions-
gewichtes leicht ermittelt werden. Infolge der Tatsache, daB der Nach-
eilwinkel in der Néhe der Resonanz mit der Geschwindigkeit stark
variiert und auch von der Diémpfung abhidngt (s. Abb. 20), sind ge-
wohnlich zwei Versuche erforderlich, um den Ort der Unbalanz genau
zu bestimmen. Man lasse den untersuchten Kérper abwechselnd in ein-
ander entgegengesetzten Richtungen laufen und markiere den Kérper
wie oben angegeben ; dann bestimmt der Mittelstrich zwischen den beiden
bezeichneten Marken die Axialebene, in der die Korrektionsgewichte
anzubringen sind.

Die Ortsbestimmung der Unbalanz aus der Schwingungsaufzeich-
nung an der Oberfliche des Kérperzapfens geschieht in der Lawaczeck-
Maschine mit Hilfe eines besonderen Apparates zum Registrieren von
Schwingungsbewegungen. Der Papierstreifen zur Aufnahme der Auf-
zeichnung ist an der Stirnfliche der zu untersuchenden Welle befestigt
und rotiert zusammen mit dieser. Der Schreibstift des Indikators fithrt
Verschiebungen aus, die nichts anderes sind als die verstirkten seit-
lichen Verschiebungen der Welle gegeniiber dem unbeweglichen Fuf-
gestell der Maschine. In dieser Weise erhilt man eine Art Polar-
diagramm der seitlichen Schwingungen des Kérpers, aufgetragen auf
einen mit dem Korperende verbundenen mitrotierenden Papier-
streifen. LBt man nun den Kérper in den zwei einander entgegen-
gesetzten Richtungen laufen, so erhélt man auf dem rotierenden Streifen
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zwei Diagramme. Die Symmetrieachse des Diagrammpaares gibt die
Ebene an, in der das Korrektionsgewicht angebracht werden muB?.

Wir beschreiben nun das Verfahren zum Auswuchten eines Ro-
tors A B nach Abb. 33. Zuerst nehmen wir an, dal das Lager B ver-
riegelt ist, wihrend das Ende 4 des Rotors in einer horizontalen Axial-
ebene frei schwingt. Es wurde oben gezeigt (s. § 10), daB die Un-
balanz im allgemeinsten Falle durch zwei Zentrifugalkrifte ersetzt
werden kann, die je in einer willkiirlich gewahlten Ebene senkrecht
zur Rotorachse wirken. Die Kraft P in der Ebene I (s. Abb. 33a) und
die Kraft ¢ in der Ebene II durch den Mittelpunkt des verriegelten
Lagers B mogen zusammen die Unbalanz im Rotor zum Ausdruck
bringen. Im bezeichneten Falle wird nur die Kraft P allein Schwin-
gungen erzeugen. Durch Anwendung des oben beschriebenen Verfahrens
kann man die Kraft P ermitteln und die Schwingungen durch passende
Wahl der Korrektionsgewichte zum Verschwinden bringen. Um die
Kraft @ auszugleichen, mull man das Lager 4 verriegeln und das Lager B
frei schwingen lassen (s. Abb. 33b). Nach Wahl der Ebene 111 fiir die
Unterbringung des Korrektionsgewichtes kann man mittels des oben
dargelegten Verfahrens die Grofie und den Ort dieses Gewichtes be-
stimmen. Sei ¢ die diesem Gewicht entsprechende Zentrifugalkraft.
Dann folgt aus der statischen Beziehung

G-c=Q-1
Ge
Q= (a)
Es ist leicht zu sehen, dal durch Unterbringung des Korrektionsgewich-
tes in der Ebene 111 die durch die Kraft @ verursachten Schwingungen

nur unter der Bedingung verschwinden, dafi das Lager A4 verriegelt ist.
Sonst entstehen Schwingungen infolge des Umstandes, daB die Kraft @

die Gleichung

und die Kraft G in zwei verschie- G Q
denen Ebenen II und IIT wirken. A2 d T
Um vollstindigen Ausgleich zu er-

reichen, muBl man in jederder beiden Ap - — —J———— L ____

Ebenen I und I1I ein Korrektions-
gewicht anbringen, derart, daf die
entsprechenden Fliehkrifte ¢, und
@G, die Kraft —@ als Resultierende
ergeben, die also der Kraft  ent-
gegengesetzt gleich ist (Abb. 35). Dann ist nach den Satzen der Statik
G, — G, =@,

- Gy-b=Q-a,

1 Eine ausfiihrlichere Beschreibung der Verfahren zur Auswuchtung mit Hilfe

der Maschine von Lawaczeck-Heymann findet man bei Ernst Lehr: Der
heutige Stand der Auswuchttechnik. Maschinenbau 16, 62 (1922—1923). Siehe

]
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I
i

Abb . 35.
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woraus wegen der Gl. (a)

Qa Gac

Go =5 =7 > (b)
Ged

G =Q+G =7 (c)

folgt. Wir sehen also, dafl durch Auswuchten am Ende B und hieraus
folgende Bestimmung der GroBe G das richtige Korrektionsgewicht fiir
die Ebene III und das zusitzliche Korrektionsgewicht fiir die Ebene I
aus den Gln. (b) und (c) ermittelt und damit vollkommene Auswuch-
tung des Rotors erreicht werden kann.

Die grofle Westinghouse-Maschine! ist fiir Rotoren bis zu 136000 kg
Gewicht gebaut. Sie besteht im wesentlichen aus zwei Fufligestellen,
die auf einer starren Bettplatte montiert sind, zusammen mit einem
Antriebsmotor und einer besonderen magnetischen Kupplung zum Mit-
nehmen des Rotors. Der Querschnitt des Fuigestells besteht aus einem
unbeweglichen Teil, der an die Schienen des Maschinenbettesangeschraubt
wird, und einem pendelnden Teil, der in seiner Stellung durch starke
Federn gehalten wird. Die Vertikallast des Rotors wird von einer bieg-
samen diinnen vertikalen Platte getragen, die ein reibungsloses Scharnier
bildet. Der Rotor wird auf eine oberhalb der kritischen Geschwindig-
keit der Lagerung liegende Geschwindigkeit gebracht, die durch Aus-
wechseln der Federn entsprechend dem Gewicht des Rotors reguliert
werden kann, und die magnetische Kupplung wird nun gelost. Der
Rotor geht langsam durch die kritische Geschwindigkeit hindurch,
wobei die durch die verstirkte Wirkung der Unbalanz erzeugten
Schwingungen beobachtet werden.

Das Ausgleichen geschieht dadurch, daf3 zuerst ein Lager verschlossen
und das entgegengesetzte Ende ausbalanciert wird und dann das zweite
Lager verschlossen und das entsprechende entgegengesetzte Ende aus-
balanciert wird. Die zusédtzlichen Korrektionsgewichte werden in Aus-
gleichsringen untergebracht, die wir bei der Erorterung der Maschine
von Lawaczeck-Heymann beschrieben haben.

Akimoffs Auswuchtmaschine? ist ein Beispiel der zweiten
Maschinenart. Sie besteht aus einer starren Tafel, auf der der Rotor
und die Ausgleichsvorrichtung montiert sind. Die Tafel ist in den
Fuflgestellen derart gesichert, dall sie frei schwingen kann, ent-
weder um eine Achse parallel zur Rotorachse oder um eine Achse,

auch E.v.Brauchitsch: Zur Theorie und experimentellen Prifung des Aus-
wuchtens. Z. ang. Math. Mech. 3, 81 (1923).

1 Siehe L. C. Fletcher: Balancing Large Rotating Apparatus. Electric. J.
21, 5.

2 Akimoff: Trans. Am. Soc. Mech. Eng. 38 (1916).
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die auf der Rotorachse senkrecht steht. Im ersten Falle sind die
Schwingungen nur durch statische, im zweiten durch statische und
dynamische Unbalanz bedingt. Zuerst sucht man die statische Unbalanz
festzustellen, und zu diesem Zweck muB die Platte derart befestigt
sein, daB Schwingungen um die Achse parallel zur Drehachse des
Rotors entstehen. Das Verfahren zur Bestimmung der Unbalanz nach
Ort und GroBe besteht in Schaffung einer kiinstlichen Unbalanz in
irgendeinem beweglichen Teil der Maschine, um der Unbalanz in dem
zu untersuchenden Kérper entgegenzuarbeiten. Wenn diese kiinstliche
Unbalanz der im gepriiften Korper vorhandenen richtig und genau
zugeordnet ist, so hért das Ganze auf zu schwingen, und die Unbalanz
ist der GroéBe und der Winkelstellung nach in der Maschine angegeben.

Nach Wegschaffung der statischen Unbalanz des Rotors kann zum
dynamischen Ausgleich geschritten werden, indem die Lagerungen der
Tafel derart eingestellt werden, daf die Schwingungsachse senkrecht
auf der Drehachse steht. Die dynamische Unbalanz ist dann der Grofe
und der Winkelstellung nach in der gleichen Weise leicht zu finden,
wie oben erklirt, indem man ein kiinstliches Unbalanz-Kraftepaar in
den bewegten Teil der Maschine einfithrt. Es ist wichtig zu bemerken,
daB jede statische Unbalanz entfernt werden mulB, bevor man zur Be-
seitigung der dynamischen Unbalanz iibergeht.

Die Maschine von Soderberg-Trumpler ist ein Beispiel der dritten
Maschinenart.

Wenn das Ausgleichsverfahren zur Massenproduktion kleiner Ein-
heiten angewendet wird, so ist die zum Ausbalancieren eines Stiickes
erforderliche Zeit von groBler Wichtigkeit. Die zusatzlichen Korrektions-
gewichte, wie sie bei den oben beschriebenen Typen erforderlich sind,
verursachen einen Zeitverlust. Um diese Korrektionen zu eliminieren,
wird der Stiitzpunkt des Ausgleichstisches in dieser Maschine beweglich
angeordnet. Der auszugleichende Kérper wird in Lagerblécken an
einem Vibrationstisch angebracht, der von zwei federnden Teilen und
einem beweglichen Stiitzpunkt getragen wird. Bringt man die Stiitz-
achse in die Ebene eines der Ausgleichsringe, sagen wir BB, so ist
die Wirkung des theoretischen Unbalanzgewichtes in dieser Ebene
insoweit eliminiert, als es sich um seinen EinfluB auf die Bewegung des
Vibrationstisches handelt. Dies soll nun allein mit Hilfe der Unbalanz
in der anderen Ebene erreicht werden. So ist die Kraft bei 44 aus-
geglichen, worauf der Stiitzpunkt nach der Stellung in der Ebene 4.4
bewegt wird; dann ist B B ausgeglichen. Es ist klar, da dieses Ausgleichs-
verfahren endgiiltig ist und keinerlei Korrektionen erfordert. Solche
Maschinen benutzt man meistens dann, wenn kleine Motoren aus-
geglichen werden sollen.

Dieses Prinzip liegt der automatischen Maschine zugrunde, die die
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Westinghouse Company fiir ihre Kleinmotoren gebaut hat!. Um
die schadliche Démpfung in Reibungsverbindungen zu beseitigen, sind
die Messerschneiden durch biegsame federnde Glieder ersetzt. Der Tisch
oszilliert in horizontaler Richtung, indem er von einem vertikalen Stab
getragen wird, der eine verdrehungsfihige Achse darstellt. Der Tisch
selbst bewegt sich in Fithrungen derart, daB eine Gewichts-Korrektions-
ebene und die Achse des vertikalen Stabes zwecks Ausgleichswirkung
in gegenseitig korrespondierende Lage gebracht werden.

Zur Erreichung der ,,automatischen Ausgleichung ist der Tisch
mit einem Unbalanz-Ersatzkopf versehen, der an den Rotor angeschlos-
sen wird. Der Gegenausgleich erfolgt mit Hilfe von zwei elektrisch
bedienten kleinen Kupplungen. Die beweglichen Gewichte im Kopf
erzeugen ein Kriftepaar des Gegenausgleiches. Eine Kupplung schiebt
die Gewichte auseinander und vergro6Bert den Betrag dieses Krifte-
paares, die andere Kupplung dndert die Winkelstellung des Gegenaus-
gleich-Kraftepaares gegeniiber dem Rotor. Auf dem Vorderteil der
Maschine sind zwei Schalter montiert, mit denen die Kupplungen be-
tatigt werden. Es ist leicht, die Gewichte des Gegenausgleichs im Laufe
einer sehr kurzen Zeit, etwa eines Bruchteils einer Minute, so anzuordnen,
daB die Schwingungen des Tisches auf Null reduziert werden. Die
Indikatoren am Ausgleichskopf zeigen dann die Unbalanz dem Betrage
und dem Orte nach an, und die erforderlichen Korrektionsgewichte
werden in der Armatur untergebracht.

Auswuchten im Betrieb. Die Praxis zeigt, dal, obwohl die iibliche
Priifung hochtouriger Einheiten bei verhdltnismaBig niedrigen Ge-
schwindigkeiten, wie sie auf der Auswuchtmaschine ausgefithrt wird,
befriedigend ausféllt, eine Unbalanz bei hoheren Tourenzahlen doch
hervortreten kann, die durch eine geringe Anderung in der Massen-
verteilung bedingt ist. Es ist daher notwendig, das Auswuchten auch
bei der normalen Betriebsgeschwindigkeit durchzufithren. Dies geschieht
entweder in der Werkstatt, indem der Rotor zum angegebenen Zweck
in starren Lagern gelagert wird, oder im Betriebe, nachdem er in die
Maschine eingebaut ist. Das Verfahren zur Auswuchtung kann unter
diesen Umsténden ungefidbr das gleiche sein, wie das oben bei der Erorte-
rung der Auswuchtmaschine von Lawaczeck besprochene. Dieses be-
steht in der Auswuchtung der beiden Rotorenden nacheinander. Bei
der Beseitigung der Unbalanz an einem Ende wird vorausgesetzt, daf
die Schwingungen des entsprechenden FuBgestelles nur durch die Un-
balanz dieses Endes erzeugt sind?. GroSe und Lage des Korrektions-
gewichtes kénnen dann aus Amplitudenmessungen der Gestellschwin-
_mp—ler, W. E.: The Dynamic Balance of Small High speed armatures,
Electric. J. 22, 34 (1925).

2 Diese Voraussetzung ist bei Rotoren von betrichtlicher Lange mit hin-
reichender Genauigkeit erfiillt.
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gungen gefunden werden, die mittels eines passenden Apparates auf-
zunehmen sind. Vier Messungen sind erforderlich, entsprechend den
vier verschiedenen Anordnungen des Rotors, um hinreichende Daten
fiir eine vollstindige Losung des Problems zu besitzen. Die erste Messung
muB am Rotor in dessen Anfangszustand vorgenommen werden, bei
den iibrigen drei dagegen wird der Rotor mit einigen willkiirlichen
Gewichten versehen, die nacheinander in drei verschiedene Ldcher
des Ausgleichsringes an dem Rotorende, an dem die Auswuchtung zu
erfolgen hat, eingesetzt werden. Mit roher Annéherung kann der Unter-
bringungsort des Korrektionsgewichtes gefunden werden, indem man
den Rotorzapfen im Anfangszustand, wie oben dargelegt, markiert
(s. S. 52). Die drei Versuchslicher miissen in der Néhe des gefundenen
Ortes angeordnet werden.

Auf Grund dieser vier Messungen kann nun die Bestimmung der
Unbalanz unter der Voraussetzung erfolgen, daB die Amplituden der
Gestellschwingungen der Unbalanz proportional sind. Sei 0O (Abb. 36a)
der die unbekannte anfingliche Unbalanz darstellende Vektor, die
Strecken 01, 02, 03 dagegen den Versuchskorrektionen I, II, I1I ent-
sprechende Vektoren; diese Korrektionsgewichte sind im Auswucht-
ring am Rotorende beim zweiten, dritten, vierten Versuch unterzu-
bringen. Dann stellen die Vektoren A1, 42, A3 (Abb. 36b) die resul-
tierenden Unbalanzen fiir diese drei Versuche dar. Diese Vektoren sind
laut Voraussetzung den Amplituden der Gestellschwingungen beim
jeweils entsprechenden Versuch proportional.

Beim Auswuchten des Rotorssind die Vektoren O 1, 02,03 (Abb. 36b)
der GroBe und der Richtung nach bekannt, und man kann daher
das netzartige Diagramm der Abb. 36¢ verzeichnen. Nimmt man drei
Lingen 4’1, A’2 und 4’3 proportional den bei den Versuchen fest-
gestellten Amplituden, so erhdlt man unter Benutzung des Linien-
netzes ein Diagramm (Abb. 36¢), das dem in Abb. 36b gegebenen
geometrisch dhnlich ist. Die Richtung OA’ gibt dann den Ort der rich-
tigen Korrektion an und die Lange OA’ stellt die Groe des Gewichtes
in demselben MaBstab dar, wie die Strecken 01', 02, 03’ die Versuchs-
gewichte I, II, III darstellen. Es muBl bemerkt werden, daf die
Linge OA’, wenn im gleichen MafBstab gemessen wie die Amplitu-
den A’1', 4’2, 4’3, die Amplitude der Anfangsschwingung des FuB-
gestelles ergeben muB, und darin liegt eine Kontrolle fir die Richtig-
keit des angewandten Verfahrens. Abb. 36d stellt eine einfache Vor-
richtung zur Losung dieses Problems dar. Sie besteht aus vier Stegen,
die mittels einer Ose O, miteinander verbunden sind!. Nimmt man

1 Dieser Apparat ist von G. B.Karelitz konstruiert worden und hat sich
fiir die Auswuchtung im Betrieb als sehr niitzlich erwiesen. Siehe Power 1928, 7. Fe-
bruar, 14. Februar.
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nun auf den Stegen drei Léngen a,, a,, a; proportional den bei den
Versuchen beobachteten Amplituden an und bewegt die Enden dieser
Stege lings der Radien der Korrektionsgewichte, so findet man ohne
Schwierigkeiten die Lage des Systems, bei der alle diese drei Enden

Abb. 36a bis d.

auf demselben Linienzug liegen. Der entsprechende Vektor 00, be-
stimmt dann das wahre Korrektionsgewicht nach Lage und GroSe.
Ein zweites Ausgleichsverfahren griindet sich auf die Messung
der Amplitude und des Nacheilwinkels der durch die Unbalanz ver-
ursachten Schwingung. Vorausgesetzt wird hierbei, daBl ein Schwin-
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gungs-Nacheilwinkel gegeniiber der Storungskraft bei einem Wechsel
der Unbalanz konstant bleibt, wenn die Korrektionsgewichte im Aus-
gleichsring des hochtourigen Rotors untergebracht sind. Dieser Nach-
eilwinkel kann entweder auf Grund genauer Methoden, etwa mit Hilfe
des unten beschriebenen Phasenmessers, oder in roher Weise durch
einfaches Markieren oder Beschreiben der Welle gemessen werden.
Eine rohe Schitzung der Unbalanz kann man mittels des Direktver-
fahrens finden'. Die Schwingungsamplitude eines Rotorlagers wird zu-
erst ohne Korrektionsgewichte beobachtet und man beschreibt die Welle.
(Dies geschieht dadurch, daf man die Welle mit Kreide bemalt und dann
so leicht als nur irgend moglich bei voller ,,Geschwindigkeit® mit einem
scharfen Werkzeug beriihrt.) Nach Abstellen des Rotors wird der Ort des
,»Hochfleckens dieser Schreibmarke gegeniiber den Ausgleichsléchern des
Rotors notiert. Dann wird ein Korrektionsgewicht im Ausgleichsring un-
tergebracht (vorzugsweise etwa 60 bis 90° hinter diesem Hochflecken).
Nachdem der Rotor wieder auf volle Geschwindigkeit gebracht wurde,
wird die Amplitude aufgenommen und die Welle wieder beschrieben,
wobei der Ort des neuen Hochfleckens spater notiert wird. Das Ver-
fahren zur Bestimmung der
Unbalanz soll an einem Bei-
spiel dargelegt werden. Neh-
men wir an, dafl am Rotor
vierundzwanzig Ausgleichs-
l6cher ohne Korrektions-
gewichte vorhanden sind
(Abb. 37). Die Amplitude
sei 0,01 cm, und der Hoch-
flecken moge dem Loch
Nr. 17 entsprechen. Bringt
man 568 g im Loch Nr. 23
unter, so andert sich die
Amplitude zu 0,00625 cm,
und der Hochflecken wird
dem Loch Nr. 19 entsprechen.
Das Diagramm der Abb. 37
zeigt die Konstruktion des
Ortes und die Ermittelung
des Korrektionsgewichtes. Der Vektor O4, nach dem Loch Nr. 17
gezogen, stellt die Amplitude von 0,01 cm in einem gewissen Mal-
stab dar. Der Vektor OB, nach dem Loch Nr. 19 im gleichen

Abb. 37.

1 Dieses Verfahren wurde von B. Anoshenko entwickelt und ist in der
Arbeit von T. G. Rathbone: Turbine Vibration and Balancing. Trans. Am. Soc.
Mech. Eng. 1929, Artikel APM-51-23, beschrieben.
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Mafstab gezogen, stellt die Amplitude 0,00625 cm dar. Der Vek-
tor AB zeigt dann die Schwingungsdnderung im gleichen MaBstab.
Diese Anderung wurde verursacht durch ein Gewicht C im Loch Nr. 23.
Zieht man OB’ parallel zu 4B, so ist der Winkel CO B’ der Nacheil-
winkel. Die urspriingliche, von der Unbalanz herrithrende Stérungs-
kraft ist offenbar um einen Winkel A0X = CO B’ dem urspriinglichen
Hochflecken voraus. Das Korrektionsgewicht muf} in der Richtung OD
entgegengesetzt der Richtung OX angebracht werden. Der Betrag des
erforderlichen = Korrek-
tionsgewichtes ist gleich
568 g mal dem Quotien-
ten AO:AB oder 1045 g.
Das Beschreiben der
Welle ist ein sehr rohes
und unzuverlissiges Ver-
fahren, und die Methode
ist nur fir anndhernde
Bestimmung der Un-
balanz als befriedigend zu

betrachten.
Das dritte Verfah-
ren zum Auswuchten im
Betrieb!. Es wurde ex-
perimentell festgestellt,
daB3, wenn ein vollstén-
dig ausgeglichener Rotor
(Abb. 38) eine Unbalanz
erhilt dadurch, daB im
Ausgleichsring 4 ein Ge-
wicht untergebracht wird,
Abb. 38. die elliptischen Bahnen
der Schwingung (s. S. 161)
der beiden Gestelle 7 und 2 mit dem Gewicht durch ein Proportio-
nalititsgesetz verkniipft sind und sich nicht &ndern, wenn die Lage
des Gewichtes im Ausgleichsring gedndert wird. Rathbone ent-
wickelte einen Phasenmesser, der die Stellung eines Lichtfleckes
an der Ellipse entsprechend jeder Stellung des Rotors angibt.
Die elliptische Bahn wurde beobachtet unter Benutzung von weiBlem
Licht, das durch einen Nadelstich in einem am Seismograph befestig-
ten Schirm fiel, wihrend ein rotes Neonlicht einmal pro Umdrehung
aufblitzte, wozu ein an der Rotorwelle befestigter Unterbrecher in

1 Dieses Verfahren wurde von T.C. Rathbone entwickelt, siche den oben
erwihnten Aufsatz.
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Tatigkeit trat. Es zeigte sich, daB eine Verschiebung des Gewichtes
aus einem Ausgleichsloch nach einem anderen eine entsprechende Ver-
schiebung des roten Lichtfleckes lings der Ellipsen verursachte. Auf
diese Weise laBt sich der Nacheilwinkel mit groflerer Genauigkeit
messen als durch einfaches Be-
schreiben der Welle, wie dies
oben erklart wurde.

Auf Grund dieser Bemer-
kungen ergibt sich folgendes Ver-
fabhren zum Ausgleichen. Der
Rotor wird von Korrektions-
gewichten frei gehalten und die
Schwingungen der beiden Ge-
stelle I und II werden beobach-
tet. Die Stellungen der roten
Lichtflecke lings der Schwin-
gungsbahnen (Abb. 39) werden
fiir diejenigen Stellungen des
Rotors aufgenommen, bei denen
die Locher 3, 6, 9, ..., 33, 36
oben liegen. Dann werden die
Ellipsen I und II gezogen. Hier-
auf wird ein Einheitsgewicht etwa
im Loch 36 des Ringes 4 unter-
gebracht. Nun werden die neuen
Schwingungsellipsen I, und 11,
beobachtet und die entsprechen-
den neuen Stellungen der Licht-
flecke aufgenommen. Subtrahiert
man vektoriell eine Ellipse von
der anderen, so erhilt man die
Einheitsellipsen U,, und U,,;
diese ergeben die Schwingungs-
bewegung des Gestells I bzw. 2,
wie sie sich aus einem Einheits-
gewicht im Ringe A ergibt. Bringt man dann das Einheitsgewicht
nach dem Loch 36 im Ringe B, so findet man neue Ellipsen I,
und /1, und es ergeben sich die Einheitsellipsen U,, und U,,, aus denen
die Schwingungsbewegung des Gestells 7 bzw. 2, hervorgerufen durch
ein Einheitsgewicht im Ringe B, folgt.

Die Ermittelung des Betrages und des Ortes der Gewichte, mit
deren Hilfe die Wirkung der urspriinglichen Unbalanzen bekampft und
eliminiert wird, erfolgt unter Benutzung der Einheitsellipsen U,,, U,,,

Abb. 39.
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Uy, und Uy, indem die Korrektionsgewichte nach Betrag und Ort so
lange abgeéindert werden, bis die urspriingliche Schwingung reproduziert
wird. Die in dieser Weise gefundene Gewichtskombination ist der an-
fanglichen Unbalanz &dquivalent. In der erwihnten Arbeit wird ein
graphisches Verfahren zur Bestimmung dieser Kombination mit Hilfe
sukzessiver Approximationen vorgeschlagen.

12. Aligemeine Gestalt der Storungskraft.

Der obigen Erérterung der erzwungenen Schwingungen (s. §7)
haben wir den Spezialfall zugrunde gelegt, dall die Storungskraft der
Grofle sin mt proportional ist. Der allgemeine Fall einer periodischen
Storungskraft f(f) kann als das Ergebnis der Superposition einfacher
Sinus- und Kosinusglieder betrachtet und in der Gestalt einer trigono-
metrischen Reihe

f(t) =ag + acosmit + agcos2mi+ - - -

+ by sinmit + bysin2mié + - - - (a)
dargestellt werden, worin 21; die Frequenz und 7; = 2m—ﬂdie Periode

der Storungskraft ist. Die Ermittelung der Koeffizienten der vor-
stehenden Entwickelung (a) geschieht, wenn die Funktion f(¢) bekannt
ist, in folgender Weise. Wird nach dem Koeffizienten a, gefragt, so
multipliziere man die Reihe (a) mit cos i mt d¢t und integriere sie dann
zwischen den Grenzen ¢ = 0 und ¢ = 7,. Dann ist bekanntlich

71 71
faocosz'mtdt=0; fakcoskmtcosimtdt——-o;
0 0
71 71 @
fbksinkmtcosimtdtzo; faicoszimtdt=?'tl,
0 (1]
worin ¢ und £ die ganzen Zahlen 1, 2, 3, . . . bedeuten. Aus diesen For-
meln folgt
71
2 .
a; = T—f}‘(t) cosimt dit. (b)
1
0

In gleicher Weise erhalten wir, indem wir die Reihe (a) mit sinim td¢
multiplizieren,

71

biziff(t) sinimtds. ©

L31

Multipliziert man die Reihe (a) endlich mit d¢ und integriert sie dann
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zwischen den Grenzen { = 0 und ¢t = 7, so erhilt man

ao=;1;ff(t) dt. ()
0

Die Formeln (b), (¢) und (d) gestatten somit die Koeffizienten der Reihe
(a) zu berechnen, wenn die Funktion f () analytisch bekannt ist. Ist aber
f () graphisch gegeben und ein analytischer Ausdruck hierfiir nicht ver-
fugbar, so mufl man sich zur zahlenméBigen Auswertung der Integrale
(b), (c) und (d) irgendeiner Naherungsmethode bedienen, oder aber man
ermittelt sie mechanisch mit Hilfe eines der bekannten Instrumente zur
Zerlegung von Kurvenziigen in trigonometrische Reihen!.

Ist nun die Storungskraft analytisch durch eine trigonometrische
Reihe dargestellt, so lautet die Gleichung fir die erzwungenen Schwin-
gungen analog der Gl. (30), S.29

&+ 2nz+ p*x =a,+ a,cosmi + aycos 2mt + - - -
+ bysinmt 4+ bysin2mit 4+ - - - (e)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung besteht aus zwei Teilen, von
denen der eine den freien Schwingungen entspricht, s. Gl. (25) S. 26, der
andere dagegen den erzwungenen Schwingungen. Die freien Schwin-
gungen werden infolge von Reibungswiderstdnden allméhlich erléschen.
Was aber die erzwungenen Schwingungen betrifft, so ist zu bemerken,
daB sie der Linearitéat der Differentialgleichung (e) entsprechend da-
durch erhalten werden konnen, dal man die den Einzelgliedern der
Reihe (a) entsprechenden erzwungenen Schwingungen einander super-
poniert. Diese letzteren Schwingungen aber kénnen in der gleichen
Weise ermittelt werden, wie in §7 auseinandergesetzt, und auf Grund
der Losung (31) S. 29, kann man schlieBen, dal die erzwungenen Schwin-
gungen besonders stark werden, wenn die Periode irgendeines Gliedes
der Reihe (a) der Eigenschwingungsperiode v des Systems gleich wird,
d.h. wenn die Periode 7; der Storungskraft mit der Periode 7 oder
einem Vielfachen davon identisch wird.

Als Beispiel wollen wir hier den Fall eines infolge von Tragheits-
kriften schwingenden Rahmens A4 BCD einer liegenden Maschine
(Abb. 40) untersuchen, die mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit o
lauft. Wir nehmen an, da8 der Horizontalbalken BC sehr steif ist und
daff nur Horizontalschwingungen infolge der Saulenbiegung zu be-
trachten sind. Die Periode dieser freien Schwingungen kann'leicht er-
mittelt werden. Es ist hierzu nur ndétig, die statische Verschiebung dg,

1 Eine Beschreibung der verschiedenen Verfahren zur Zerlegung von Kurven-
ziigen in trigonometrische Reihen und der Instrumente zur harmonischen Analyse
findet man bei K.v.Sanden: Praktische Analysis.
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des Rahmenoberteils unter der Einwirkung einer Horizontalkraft ¢,
die gleich dem Gewicht der Maschine plus Gewicht der horizontalen
Plattform BC ist, zu berechnen. Die Masse der vertikalen Sdulen wird

bei dieser Berechnung ver-

"}i_ nachldssigt. Unter der Vor-
:I }’4@‘5 aussetzung, daB der Bal-

ken BC absolut steif auf den

zwei Saulen ruht, haben wir

c
/; I{ . b=y (BT

3EI\2)"
a) /)9 7 Substituiert man dies in die
M Gleichung

I . 2 V(ST‘

OJY‘ ;V 7 wt | ¥ =7 ? s
= X i \‘\\i/ so findet man die Eigen-

' 1rr i > schwingungsperiode.
Abb. 40. Die erzwungenen Schwin-

gungen werden im vorliegen-
den Falle durch die rotierenden und hin und her bewegten Massen der
Maschine erzeugt. Fiir die Rechnung kann die Masse der Schubstange
mit hinreichender Genauigkeit durch zwei Teilmassen ersetzt werden,
von denen die eine am Kurbelzapfen, die andere am Kreuzkopf angreift.
Auch alle anderen nicht ausgeglichenen bewegten Massen kénnen auf die
zwei bezeichneten Punkte leicht reduziert werden, so daB schlieBlich
nur zwei Massen M; und M zu betrachten sind (Abb. 40b). Die Hori-
zontalkomponente des Triagheitswiderstandes der Masse M, ist

— M wircoswt, (f)

worin w die Winkelgeschwindigkeit der Maschine, » den Kurbel-
radius und wt den Winkel des Kurbelarmes gegen die z-Achse be-
deutet.

Die Bewegung der hin und her gehenden Massen ist komplizierter.
Bezeichnet man mit x die Entfernung der Masse M vom Totpunkt und
mit § den Winkel der Schubstange gegen die x-Achse, so ist nach
Abb. 40

=11 —cosf) 4+ r(l —coswt) (2)
und
rsinwt = Isin §. (h)
Nach (h) ist
sin i = _92" sinwt.

Die Lange I betrigt gewohnlich ein Mehrfaches von 7, und daher kann
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man mit geniigender Genauigkeit

!
72 r2
= — —sin2 Y — — s8in?
cos 3 '/1 Eeinfwi~l —shsinfot
setzen; damit wird nach (g)
22
xz=r(l —coso)t)—%—’vsinzwt. (k)

21

Hieraus folgt die Geschwindigkeit der hin und her gehenden Massen zu
. . . o .
r=rwsinwi 4+ —‘Tl—stwt
und der entsprechende Trigheitswiderstand ist
— My = — ﬂloﬁr(eos ot + )[ cos?wt) . )

Dieser Ausdruck zu der GréfBie (f) addiert, ergibt die gesamte Stérungs-
kraft. Zu bemerken ist, daBl der Gesamtausdruck aus zwei Gliedern be-
steht, von denen das eine eine Frequenz hat, die gleich ist der Maschinen-
drehzahl, und das andere eine doppelt so hohe Frequenz. Hieraus folgt,
daB die Maschine im betrachteten Falle zwei kritische Geschwindig-
keiten hat: bei der ersten ist die sekundliche Drehzahl der Maschine

gleich der Eigenschwingungsfrequenz % des Systems, und bei der zweiten

ist diese Drehzahl gleich der Hilfte des obigen Wertes. Bei passend ge-
wiihlter Steifigkeit der Sdulen 4 B und C D ist es immer moglich, in ge-
niigender Entfernung von solchen kritischen Geschwindigkeiten zu
bleiben und in dieser Weise das Auftreten starker Schwingungen zu ver-
hindern. Es ist zu beachten, daB der Ausdruck (1) fiir den Tragheitswider-
stand der hin und her bewegten Massen durch Naherungsrechnung er-
halten wurde. Eine genauere Losung enthilt auch harmonische Glieder
von hherer Ordnung. Dies bedeutet das Vorhandensein von kritischen
Geschwindigkeiten, die tiefer liegen als die oben besprochenen, doch
haben sie gewohnlich keine praktische Bedeutung, da die entsprechenden
Krifte zu klein sind, um wesentliche Schwingungen des Systems her-
vorzurufen.

In der obigen Betrachtung sahen wir von voriibergehenden Zu-
stinden ab. Wir haben angenommen, da8 die freien Schwingungen des
Systems, nachdem sie wie gewéhnlich am Beginn der Bewegung einmal ent-
standen sind, durch die Dimpfungswiderstéinde zum Verschwinden ge-
bracht werden, so daB nur erzwungene Schwingungen zu betrachten sind.
Wird aber nach der Verschiebung des Systems am Beginn der Bewegung
gefragt, so kann man die Aufgabe mit Hilfe des in § 5 beschriebenen
Verfahrens losen. Wie aus Gl. (29) hervorgeht, ist die Verschiebung in
einem Augenblick #, falls die Dimpfung der Geschwindigkeit propor-

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 5
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tional ist, bei einer Anfangsgeschwindigkeit w, gleich

Bo  npos

—e sip;t.

N Py

Bedeutet f(¢) die Storungskraft pro Masseneinheit des Systems, so ist
die Elementarverschiebung da im Augenblick ¢ unter der Einwirkung

der Kraft f(t) wahrend des Zeitintervalls von ¢, bis ¢, + dt, dargestellt
durch den Ausdruck [s. Gl. (c), S. 24]

dw = L0 onietrsinp, 1 — 1) a,.
1
Die Gesamtverschiebung des Systems zur Zeit { unter der Einwirkung

der Kraft f(t;) von t; = 0 bis ¢; = ¢ ist dann durch das Integral

¢
r = piff(tl) e "W sin py (¢ — &) diy (41)
1
0

gegeben. Dieser Ausdruck fiir die Gesamtverschiebung des Systems ist
besonders vorteilhaft in den Féllen, in denen f(¢;) mittels einer geringen
Anzahl von Gliedern der trigonometrischen Reihe (a) nicht mit ge-
niigender Genauigkeit dargestellt werden kann, beispielsweise bei Stof3-
erscheinungen oder bei sprunghafter Verinderlichkeit der Stérungs-
kraft.

Aufgabe.

Bestimme die Eigenfrequenz des in Abb. 40 dargestellten Rahmens
unter der Annahme, dafl der Balken BC absolut starr ist, das Gewicht
der Plattform samt der Maschine 2400 kg betrigt, und »A = 3,6 m ist.
Jede der Saulen besteht aus 2 U-Eisen Normalprofil Nr. 12, deren
Ebenen maximaler Steifigkeit der Bildebene parallel sind.

13. Die Energiemethode bei Untersuchungen iiber
Schwingungsvorginge.

Das Schwingungsproblem eines Systems von der Art des in Abb. 1
dargestellten kann durch Betrachtung der Systemenergie leicht gelost
werden. Die Energiemethode ist auch bei der Naherungsberechnung der
Frequenz bei komplizierteren Systemen mit Vorteil zu benutzen. Ver-
nachléssigt man bei der Vorrichtung nach Abb. 1 zunachst die Feder-
masse, so ist die kinetische Energie des Systems bei der Schwingungs-
bewegung gleich
5 (@) (a)

2q

Die potentielle Energie des Systems bestcht aus zwei Teilen: der eine
Teil ist die potentielle Energie der Federdeformation, der andere Teil ist
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die potentielle Energie der Last vermdge ihrer Lage. Der Ausdruck fiir
die Deformationsenergie ergibt sich aus der Uberlegung, daB die einer
Verschiebung x entsprechende Federspannung gleich (d,, + )k sein
wird; danach wird die in der Feder aufgespeicherte Energie gleich

(681 + x)2
k=" .

In der Gleichgewichtslage (x = 0) ist die Energiemenge der Feder

[ XH
2 >

folglich wird die in der Feder wiahrend der Verschiebung 2 aufgespei-
cherte Energie gleich

(Ose + 2)2 kO3

S

. 2 2
= kot =Wt B2 (b)

Was aber die potentielle Energie der Last betrifft, so vermindert sich
diese bei der Verschiebung z um die Grofle

Wa. (e)
Somit ist auf Grund von (b) und (c¢) die Gesamtvariation der potentiellen
Energie bei der Verschiebung 2 gleich

ka?

Sy
Infolge der Tatsache, dal das Gewicht W mit der durch die statische
Ausdehnung d,; hervorgerufenen Anfangsspannung der Feder immer im
Gleichgewicht steht, ist der letzte Ausdruck (d) fiir die potentielle
Energie des Systems der gleiche wie fiir den Fall W = 0 und Federaus-
dehnung gleich . Nun muf} aber nach dem Prinzip der Erhaltung der
Energie die Summe der kinetischen und der potentiellen Energie des
Systems, wenn man die Dampfung vernachlissigt, konstant bleiben.
Daher ist nach den Gln. (a) und (d)

w
29

Die GroBe der Konstanten auf der rechten Seite der Gl. (e) hingt von den
Anfangsbedingungen ab. Nimmt man beispielsweise an, da zur Zeit
t = 0 die Verschiebung gleich x, und die Anfangsgeschwindigkeit gleich
Null ist, so wird die GI. (e)

w. ka*  kal
Moo _kxp
357 -+ 3 5 )

(d)

o ka?
% + ?x- == const . (e)

Dies bedeutet, dafl wihrend der Schwingungsbewegung die Summe der

kinetischen und potentiellen Energie dem Anfangsbetrag der Deforma-

tionsenergie gleich bleibt. Wenn # wihrend der Schwingungsbhewegung

gleich x, wird, so wird die Geschwindigkeit des Gewichtes W gleich Null,
5*
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und die Energie des Systems besteht nur aus potentieller Energie.
Wird aber z gleich Null, was dann eintritt, wenn das Gewicht wihrend
der Schwingung die Mittellage passiert, so erreicht die Geschwindigkeit
ihren H6chstwert, und die entsprechende kinetische Energie hat nach (f)
die GroBe

W (2%)max k x}
g = 2 (®)

Dies bedeutet, dal im betreffenden Augenblick die Gesamtenergie des
Systems kinetische Energie ist und gleich ist der potentiellen Energie,
die im System bei der von der Gleichgewichtslage aus gemessenen An-
fangsverschiebung «, aufgespeichert war.

Die Gl (g) kann zur Berechnung der Schwingungsfrequenz des
Systems benutzt werden. Oben wurde gezeigt, dafl wir es im vorliegen-
den Falle mit ciner einfachen harmonischen Bewegung zu tun haben,
so daf}

r = xyco8 pt, (%)max = TP
gesetzt werden darf. Substituiert man dies in die Gl. (g), so ergibt sich

Pt = %fi ,
eine Beziehung, die mit unserer Gl. (3) identisch ist.

Die beschriebene Energiemethode kann auch in komplizierteren
Fallen zur Anwendung kommen. Beispielsweise moge es sich um die
Schwingungen eines in Abb. 41 schematisch dargestellten Amplituden-
messers handeln. Das Gewicht W an der
Feder k, besitzt eine tiefliegende Eigenfre-
quenz und, wenn der Amplitudenmesser an
einem Korper befestigt ist, der mit hoher
¥requenz in der Vertikalrichtung schwingt,
so bleibt das Gewicht W im Raume praktisch
unbeweglich; der Zeiger A mit W verbunden,
gibt dann auf der Skala die Schwingungsampli-
tude in vergréBertem MafBstab an. Um die
Eigenschwingungsfrequenz des Apparates mit
groflerer Genauigkeit zu ermitteln, hat man
nicht nur auf das Gewicht W und die Feder k,,
sondern auch auf den Arm AOB und die Feder k, Riicksicht zu
nehmen. Sei x eine von der Gleichgewichtslage aus gemessene kleine
Vertikalverschiebung des Gewichtes W. Dann ist die potentielle Energie
der zwei Federn mit den Skalenkonstanten k, und k, gleich

A

Abb. 41.

A A (h)

N0y
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Die kinetische Energie des Gewichtes W ist, wie oben,
L
Die Winkelgeschwindigkeit des um den Punkt O drehbaren Armes

AOB ist %—; die kinetische Energie dieses Armes ist daher gleich
1 a2
515 (1)
Demnach ist die Bewegungsgleichung entsprechend der obigen GI. (e)
nach (h), (k) und (1)
(W I by | koot o
‘2—9— '+’ 2—1‘)}> %2 + <—2' + é ‘5§*> .LZ = const.
Diese Gleichung besitzt, wie man sieht, die gleiche Form wie die Gl. (e);

nur tritt hier an Stelle der Masse g die reduzierte Masse

w I
? _l_ 7b72" )
und an Stelle der Federkonstanten k diereduzierte Federkonstante
c\2
ky + k, <7> .
Aufgaben.
1. Bestimme mit Hilfe der Energiemethode die Frequenz der Tor-
sionsschwingung der Scheibe nach Abb. 4,
2. Bestimme die Schwingungsfrequenz des in Abb. 12 und 42 dar-
gestellten Instrumentes, wenn W = 4,5 kg, die Léinge des prismatischen

Stabes BD gleich b = 50 cm und das Gewicht .
des Stabes gleich ¢b = 0,45 kg ist; der Ab- 3»
s

stand I = 60 cm und a -= 10 cm. Die Steifigkeit , ['70
der Feder istderart, daBl die Durchbiegung infolge =24 »
der Last W gleich 1,2 cm ist. a=¥

Losung: Bezeichnet man mit x die Ver- AbD-4

langerung der Feder gegeniiber ihrer statischen Gleichgewichtslage, so
ist die Dehnungsenergie der Feder gleich kA;z Die kinetische Energie

des Systems ist
b
wea f glojio (W I, gt L By
2ga? 2g \a) \2¢ a* 3 2¢ &/

0

Setzt man kinetische und potentielle Energie einander gleich und fiihrt
& = Pxpy,, €in, so ergibt sich

=P (le ﬂl’fi)
T g\ 3 a?
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und daraus folgt

/kg - 1
= |/ =2 T B B2
r=| / ro1gb B
@ T3 W &
Setzt man
4,5-6 99 =
k= 771’,277 = ?Q:Okglcm ’

so findet man fiir die gegebenen Zahlenwerte

= —:2% = 1,83 Schwing./sek.
3. Bestimme die Frequenz der Torsionsschwingung des Stators nach
Abb. 24, wenn die Federkonstante k kg/ecm betridgt und die Entfernung
zwischen den Federn gleich 7 cm ist. Das Trigheitsmoment des Stators
um seine Achseist 7.
Losung: Es sei ¢ der kleine Drehwinkel um die O-Achse; dann ist
die Dehnungsenergie in den Federn gleich

ﬂ)‘z :
(%)
und die kinetische Energie des oszillierenden Stators

2 T
Fiihrt man

@ = Pmax und (]}nmx = P Pmax

ein und setzt potentielle Energie und kinetische Energie einander gleich,
so ergibt sich
ki _ 1P

= -3

und daraus

1/ k P 1 1/ k
p = l,/él und f= 90 " o |/§I"

4. Bestimme die Frequenz des starren Stabes (Abb. 43), der am
Ende A4 gelenkig gestiitzt und am Ende B an der Feder befestigt ist,
wenn das Gewicht des Stabes W und die Feder-
konstante k ist.

Loésung:

1 4/3ky
f=s:)=w"

Abb. 43.

5. Bestimme die Eigenfrequenz des in Abb. 41
dargestellten Instrumentes, wenn W = 0,5 kg, [ =0,01 kgcm sec?,
b=>5cm, k; = 2kgiem, ky = 0,2 kg/em und ¢ = 2,5 cm.
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14. Rayleighsche Methode.

In allen oben betrachteten Fillen, wie in den durch die Abb. 1, 3
und 4 veranschaulichten, wurde das Problem unter Einfithrung gewisser
Vereinfachungen auf die elementarsten Aufgaben iiber Schwingungen
eines Systems mit einem Freiheitsgrad zuriickgefiihrt. So wurde bei-
spielsweise bei der in Abb. 1 dargestellten Vorrichtung die Federmasse
gegeniiber der Masse des Gewichtes W vernachlissigt, wahrend bei der
Vorrichtung nach Abb. 3 die Masse des Stabes als verschwindend an-
gesehen wurde, und in dem durch Abb. 4 veranschaulichten Falle durfte
das Trigheitsmoment der Welle gegeniiber dem Triagheitsmoment der
Scheibe unberiicksichtigt bleiben. Obwohl diese Vereinfachungen in
manchen praktischen Fillen noch hinreichend genaue Resultate ermog-
lichen, gibt es doch zahlreiche technische Aufgaben, bei denen auf die
Frage der Zulassigkeit derartiger vereinfachender Naherungen ein-
gegangen werden mul.

Um den EinfluB solcher Vereinfachungen auf die Ermittelung der
Schwingungsfrequenz zu bestimmen, besprechen wir im nachstehenden
ein von Rayleigh?! entwickeltes Naherungsverfahren. Der Anwendbar-
keit dieses Verfahrens liegt eine gewisse Annahme iiber die Gestalt des
Systems wihrend der Schwingungsbewegung zugrunde. Die Schwin-
gungsfrequenz ergibt sich dann aus der Betrachtung der Systemenergie.
Die Rayleighsche Methode soll hier an Hand eines einfachen Beispiels
erliutert werden, und als solches nehmen wir hier wieder den in Abb. 1
dargestellten und in § 13 besprochenen Fall auf.

Setzen wir voraus, daB die Masse der Feder gegeniiber der Masse des
Gewichtes 17 klein ist, so miissen wir schlielen, daB3 der Schwingungs-
typus durch die Masse der Feder nicht wesentlich beeinflufit wird, und
man kann mit hinreichender Genauigkeit annehmen, dafl die Verschie-
bung eines Federquerschnitts im Abstand ¢ vom festgehaltenen Ende
die gleiche ist wie im Falle einer masselosen Feder, also gleich

ﬁlc_ , (a)
worin [ die Lange der Feder ist.

Wenn die Verschiebungen, wie eben angenommen, von der Masse
der Feder nicht beeinflult sind, so ist der Ausdruck fir die potentielle
Energie des Systems der gleiche wie im Falle einer masselosen Feder,
s. GL. (d), S.67, und es ist nur die kinetische Energie des Systems von
neuem zu berechnen. Ist ¢ das Gewicht der Feder pro Lingeneinheit, soist

. . . d .
die Masse eines Federelementes von der Lange d ¢ gleich %fj , und die ent-

1 Siehe Lord Rayleigh: Theory of Sound, 1, 2. Aufl., S.111 u. 287.
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sprechende kinetische Energie ist unter Benutzung der Gl (a)
RAVEIAL
29( ] > de.

Die gesamte kinetische Energie der Feder ist
1
Zc\2 @2 ql
35 ) () de=55%
0
Diese GroBe muBl zu der kinetischen Energie des Gewichtes W addiert
werden und damit lautet das Energieprinzip

x2 ql ka®  kajf
(W5 +5 =5 (b)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Gl. (f) des vorigen Para-
graphen, so sieht man, daB der Einflu} der Federmasse auf die Eigen-
schwingungsperiode zum Ausdruck gebracht wird, indem man zu dem
Gewicht W ein Drittel des Federgewichtes addiert.

Dieses Ergebnis, gewonnen aus der Annahme, daBl das Federgewicht
gegeniiber dem Gewicht der Last sehr klein ist, ist auch in jenen Fillen
hinreichend genau, in denen das Gewicht der Feder von der gleichen
Ordnung ist wie W. Fir ql = 0,5 W betragt der Fehler, den man mit der
Naherungslésung begeht, ca. %2%. Fir gl = W wird der Fehler etwa
%%, fir gl = 2 W betrégt er rund 3%?.

Als ein zweites Beispiel untersuchen wir hier den Fall der Schwin-
gungsbewegung eines in der Mitte belasteten Balkens von konstantem

o Querschnitt (Abb. 44). Wenn das Gewicht gl

> ==¢{ des Balkens gegeniiber der Last W gering ist,

et so darf man mit hinreichender Genauigkeit an-

T/ % p % nehmen, daB die Durchbiegungskurve des
Abb. 44 Balkens bei der Schwingungsbewegung die

gleiche Gestalt hat wie die statische Durch-
biegungskurve. Bezeichnet man mit z die Verschiebung der Last W
wihrend der Schwingungsbewegung, so ist die Verschiebung irgend-
eines Elementes gdc des Balkens im Abstand ¢ vom Lager gleich

3¢l —4¢
X B

Die kinetische Energie des Balkens wird

2

q clz——ic3 2 _ 17 @R 5
fz_ \ =359 (42)
0

Diese kinetische Energie des schwingenden Balkens muf} zu dem Energie-

! Eine ausfithrlichere Erdrterung dieses Problems findet man in §48.
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betrage %I der in der Balkenmitte konzentrierten Last addiert werden,

um den EinfluB des Balkengewichtes auf die Schwingungsperiode abzu-
schitzen, d.h. die Schwingungsperiode wird die gleiche sein wie fiir
einen masselosen Balken, der in der Mitte die Last

W+E !

tragt.

Zu bemerken ist, da die Gl. (42), obwobl unter der Voraussetzung
entwickelt, daB das Balkengewicht gegeniiber dem Gewicht W klein ist,
praktisch richtig bleibt, auch wenn diese Voraussetzung nicht erfiillt ist.
Sogar im extremen Fall, daB8 W = 0 und die Last 3Z ¢lin der Balkenmitte
konzentriert erscheint, erweist sich die Naherung a.ls hinreichend genau.
Unter der Einwirkung einer in der Mitte angreifenden Last von der GroBe
11 ¢l wird die Durchbiegung des Balkens gleich
17 3

Ou = 3590 4557 -

Substituiert man dies in die GI. (5), S. 3, so ergibt sich die Eigenschwin-

gungsperiode zu

Ot s
rzmhﬁ:o,ﬁ% Eifg

Die genaue Losung lautet!

7= 2 E—,g—OG&?’V

Wie man sieht, betragt der Fehler, den man mit der Naherungslésung
im betrachteten Extremfall begeht, weniger als 1%.
Das gleiche Verfahren darf auch auf den durch Abb. 45 veranschau-

lichten Fall angewandt werden. Nimmt man e
an, daBl bei der Schwingungsbewegung die 2<—c_.__,. —— y
Form der Durchbiegungskurve des Balkens T | x

die gleiche ist wie im Falle einer am Ende <—-——’—-——>VW 5
wirkenden statischen Belastung, und bezeich-

net man mit x die Vertikalverschiebung der
Last W, so wird die kinetische Energie des eingespannten Balkens
von konstantem Querschnitt gleich

Abb. 45.

!
q 3¢2l—¢? 33 %2
fzg <L‘"—9—l‘;—> dc-mql2—g (4:3)
0
Die Schwingungsperiode wird die gleiche sein wie im Falle eines ein-

1 Siehe § 42, G (137").
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gespannten Balkens von verschwindender Masse und mit einer Last

33

am freien Ende. Dieses Ergebnis folgt aus der Annahme, daBl das Ge-
wicht gl des Balkens gegeniiber dem Gewicht W klein ist, doch ist es
auch dann noch genau genug, wenn ¢ nicht klein ist. Wendet man das
Resultat auf den Extremfall W = 0 an, so erhilt man

33 3
6“ == ‘1‘6 q l §E7 .
Die entsprechende Schwingungsperiode ist
g 27 ) a8
T=2nY =5V BTg (©)
Die genaue Loésung aber lautet!
27 / ] qle
3515 Elg-
Wie man sieht, ist die Naherungslosung mit einem Fehler von ca.1% %
behaftet. Im Falle W = 0 ist eine bessere Naherung erreichbar. Hierzu
hat man nur von der Annahme auszugehen, dafl wihrend des Schwin-
gungsvorganges die Gestalt der Durchbiegungskurve des Balkens die
gleiche sein wird wie im Falle einer gleichférmig iiber den Balken ver-
teilten Last. Die Durchbiegung g, in einem Querschnitt im Abstande ¢
von der Einspannstelle ist durch die Gleichung

T 0

(d)

T ==

worin
N L
R )
die Durchbiegung am ¥Ende des eingespannten Balkens bedeutet, ge-
geben.
Die potentielle Energie der Biegung ist
/
;9 8 E I
V= Q_J Z/Od(’ ;1 IE
0
Die kinetische Energie des schwingenden Balkens ist

]

o 1,, q
T = 2]9(1/ de.

0
Setzt man (vgl. S. 68)

YT Yy COS P L, (,1'/)11121,\: = Yol

! Siehe § 43.
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so wird die Gleichung zur Bestimmung von p [s. GL (g), S. 68]

l
1{ q 9 8 Elx
~2f_,; (#oP) dC-—g—l
0

ono

Substituiert man (e) fiir y,, so erhilt man nach Ausfithrung der Inte-
gration
3,5 30]/ Ele

p =

Die entsprechende Schwingungsperiode ist

2 / A
T 3530 % Ig (®
Vergleicht man dieses Ergebnis mit der genauen Losung (d), so sieht man,
daB im betrachteten Falle die Naherungslésung mit einem Fehler von nur
etwa 72 % behaftet ist.

Es ist zu beachten, daf ein elastischer Balken ein System mit un-
endlich vielen Freiheitsgraden darstellt. Er kann, wie eine Saite,
Schwingungen verschiedener Art ausfithren. Daher ist die Wahl einer be-
stimmten Form fir die Durchbiegungskurve bei der Benutzung des
Rayleighschen Verfahrens mit der Einfithrung zusatzlicher Beschrén-
kungen gleichbedeutend, die das System auf eines mit einem Frei-
heitsgrad reduzieren. Solche zusitzliche Beschrankungen konnen die
Steifigkeit und damit auch die Schwingungsfrequenz des Systems nur
erhéhen. Hieraus folgt, daBl in allen oben behandelten Fallen die Néahe-
rungswerte der Frequenzen, wie sie sich nach der Rayleighschen
Methode ergeben, etwas hoher sind als die genauen Werte.

Im Falle von Torsionsschwingungen (s. Abb. 4) kann man zur Be-
stimmung des Einflusses, den die Trigheit der Welle auf die Schwin-
gungsfrequenz ausiibt, das gleiche Naherungsverfahren benutzen. Sei ¢
das Trigheitsmoment der Welle pro Langeneinheit, und es werde ferner
angenommen, da8 die Schwingungsform die gleiche ist wie im Falle einer
masselosen Welle. Der Verdrehungswinkel eines Querschnitts im Ab-

stand ¢ vom eingespannten Wellenende ist gleich ¢ qu und die kinetische
Energie eines Wellenelementes ist

c @\

iza?c<l).

Die kinetische Energie der ganzen Welle ist
7

) cp\2 ¢ ql
'5](1)“—7‘3'- (44)
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Diesen Betrag mufl man zu der kinetischen Energie der Scheibe addieren,
um den EinfluB der Wellenmasse auf die Schwingungsfrequenz zu be-
stimmen ; mit anderen Worten, die Schwingungsperiode wird die gleiche
gein wie im Falle einer masselosen Welle mit einer Scheibe am Ende,
deren Tragheitsmoment gleich ist

1+

Die Anwendung des Rayleighschen Verfahrens auf die Berechnung
der kritischen Geschwindigkeit einer rotierenden Welle soll im folgen-
den Paragraphen besprochen werden.

15. Kritische Geschwindigkeit einer rotierenden Welle.

Esist wohlbekannt, daf} rotierende Wellen bei gewissen Geschwindig-
keiten dynamisch unstabil werden und zu starken Schwingungen neigen.
Diese Erscheinung tragt den Charakter eines Resonanzvorgangs; ein
einfaches Beispiel wird uns zeigen, daB die kritische Geschwindig-
keit einer Welle die Geschwindigkeit ist, bei der die sekundliche Um-
drehungszahl der Welle gleich ist der Frequenz ihrer freien Querschwin-
gungen®.

Welle mit einer Scheibe. Wir suchen uns die Aufgabe mdoglichst ein-
fach zu gestalten und legen daher unserer Darstellung eine mit einer
Kreisscheibe belastete vertikal angeordnete
Welle nach Abb. 46a zugrunde, da auf diese
Weise das Gewicht der Welle von der Betrachtung
ausgeschlossen bleibt. Der Schwerpunkt C der
Scheibe moge in einem kleinen Abstand von der
Wellenachse liegen; wir nennen diesen Abstand
die Exzentrizitit und bezeichnen ihn mit ¢. Bei
der Drehbewegung entsteht infolge des Vorhan-
denseins der Exzentrizitit eine Zentrifugalkraft,
die eine Durchbiegung der Welle hervorruft. Die
GroBe der Durchbiegung z ergibt sich leicht
aus der Bedingung, daB sich die Welle unter
der Einwirkung der Zentrifugalkraft und der Reaktionskraft der durch-
gebogenen Welle im Gleichgewicht befinden mufB3. Die letzte Kraft ist
der Durchbiegung x proportional und kann daher in der Form

P=ka
dargestellt werden. Der Faktor k a3t sich aus den Abmessungen und den
Lagerungsbedingungen der Welle berechnen. Nimmt man beispielsweise

1 Eine ausfithrlichere Darstellung der Querschwingungen einer Welle ist in
§ 32 gegeben.
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an, daB die Welle konstanten Querschnitt besitzt, und daB die Scheibe
in der Mitte zwischen den beiden Lagern sitzt, so ist

48K J
== T .
Die Gleichgewichtsbedingung, die zur Bestimmung der Durchbiegung «
fithrt, lautet

k

%(w—{—e)wzzkx, (a)

wenn man mit g— die Scheibenmasse und mit w die Winkelgeschwindigkeit

der Welle bezeichnet.
Aus Gl. (a) folgt

X = . (b)

Nun ist aber nach GI. (3)

und daher ist aus der Gl. (b) zu schlieBen, dal die Durchbiegung « rasch
zunimmt, sobald sich w dem Werte p, d. h. sobald sich die sekundliche
Umdrehungszahl der Welle der Frequenz der Biegungsschwingungen
des aus Welle und Scheibe bestehenden Systems nahert. Der kritische
Wert der Geschwindigkeit ist

@ = | L (44)
Bei dieser Geschwindigkeit wird der Nenner von (b) gleich Null und in
der Welle treten starke Querschwingungen auf. Sehr wichtig ist der Um-
stand, daB nach Uberschreitung des kritischen Punktes die Dreh-
bewegung mit wachsender Geschwindigkeit immer ruhiger wird. Die
Versuche zeigen, daB in diesem Falle der Schwerpunkt € zwischen der
Verbindungsgeraden der Lager und der durchgebogenen Wellenachse
liegt, wie in Abb. 46b dargestellt. Die Gleichung zur Ermittlung der

Durchbiegung ist dann

%(w—e)wzzkx,

woraus folgt
e

x == I——W . (e)
W

Diese Gleichung zeigt, daf} die Durchbiegung # mit zunehmenderWinkel-

geschwindigkeit w abnimmt und dem Grenzwerte e zustrebt, d. h. bei sehr

hohen Geschwindigkeiten néhert sich der Scheibenschwerpunkt der Ver-

bindungsgeraden der Lager, und die durchgebogene Welle rotiert um den

Schwerpunkt C.
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Welle mit mehreren Scheiben. Wir haben an einem einfachen Beispiel
gezeigt, daB die kritische Umdrehungszahl einer Welle der Eigenfrequenz
ihrer Biegungsschwingungen gleich ist. Die Bestimmung dieser Eigen-
frequenz mit Hilfe der Rayleighschen Methode ergibt leicht die kri-
tische Geschwindigkeit auch im Falle
einer Welle mit mehreren Scheiben.
Bezeichnet man mit W,, W,, W, die
Lasten, mit x,, #,, ; die entspre-
chenden Durchbiegungen (s. Abb.47),
so wird in der gebogenen Welle ein gewisser Vorrat an potentieller
Energie der Deformation, gleich

_ Wi W,y W,
vo=3 g Bty Tt (d)

Abb. 47.

aufgespeichert.

Der Berechnung der tiefsten Schwingungsfrequenz kann die sta-
tische Durchbiegungskurve nach Abb. 47 als gute Niaherungsdarstellung
der Durchbiegungskurve des Balkens wihrend der Schwingungs-
bewegung zugrunde gelegt werden. Die Vertikalverschiebungen der
Lasten W, W, und ¥, wihrend der Bewegung konnen in der Form

2,008 pt, Xy CO8 P, x5 cos pli (e)
geschrieben werden. Dann entspricht Abb. 47 dem Zustand der Maximal-
verschiebung der Welle, von der Gleichgewichtslage aus gemessen ; daher
ist die Zunahme der potentiellen Energie der schwingenden Welle bei der
von der Gleichgewichtslage aus gemessenen Durchbiegung bis zur Ex-
tremlage durch die Gl. (d) gegeben. Andererseits aber erreicht die kine-
tische Energie des Systems wihrend der Schwingungsbewegung ihren
Maximalwert beim Durchgang durch die Mittellage. Aus (e) schlieBt
man, dafl die Geschwindigkeiten der Lasten in der bezeichneten Lage
entsprechend gleich sind

P&y, Py, P %‘3 b

und damit wird die kinetische Energie des Systems gleich

2

ZPE (Wyak+ Wyat + Wya?). (f)
Setzt man die Ausdriicke (d) und (f) einander gleich, so ergibt sich fol-
gender Ausdruck fiir p?:

o g(Wyay - Woay + Wy &) =~

PU5 0wt Waad - W, a3 (45)
Die Schwingungsperiode ist

e 2y ) Wawbe Waas W

P G(Wimy+ Womg+ Wy

Allgemein ist, wenn man mit » die Anzahl der auf der Welle befestigten

(46)
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Massen bezeichnet, die Schwingungsperiode gleich
Zn' W a3
b (47)
g2 W;a,
1

Wie man sieht, ist zur Berechnung von t nur die Kenntnis der stati-
schen Durchbiegungen z;, z,, ... der Welle erforderlich. Diese Grofien
kann man mit Hilfe iiblicher Methoden ermitteln. Handelt es sich um
cine Welle von verdnderlichem Querschnitt, so lassen sich die Durch-
biegungen auf graphischem Wege bestimmen. Auch der Einflu} des
Eigengewichts der Welle kann beriicksichtigt werden. Zu diesem Zweck
ist es notwendig, die Welle in mehrere Teile zu teilen, die einzelnen Teil-
gewichte in den zugehérigen Schwerpunkten angreifen zu lassen und als
konzentrierte Lasten zu behandeln.

Betrachten wir z. B. die in Abb. 48a dargestellte Welle mit den in
der Zeichnung angegebenen Kriften und Durchmessern. Durch Kon-
struktion des Kréaftepolygons (Abb. 48b) und des entsprechenden Seil-
polygons (Abb. 48¢) erhilt man das Diagramm der Biegungsmomente.
Um den numerischen Wert des Biegungsmomentes in irgendeinem
Querschnitt mn der Welle zu berechnen, ist es nur notwendig, die ent-
sprechende Ordinate ¢ der Momentenfliche in dem gleichen Mafistab,
der fur die Wellenlange benutzt wurde, abzugreifen, und sie mit dem
Polabstand %, im Kréiftemallstab des Kriftepolygons gemessen (in
unserem Falle ist £ = 36000 kg!), zu multiplizieren. Die Ermittlung der
Durchbiegungskurve ist mit der Konstruktion eines zweiten Seilpoly-
gons identisch, wobei der Flacheninhalt des erwdhnten Diagramms der
Biegungsmomente als gedachte Belastung zu gelten hat. Die sprung-
hafte Veranderlichkeit des Wellenquerschnitts wird dadurch beriick-
sichtigt, dal} die Intensitat dieser gedachten Belastung in jedem Quer-

T=27

schnitt mit TO multipliziert wird, worin I, das Tragheitsmoment des

groffiten Wellenquerschnitts und I das Tragheitsmoment des Wellen-
querschnitts an der betrachteten Stelle ist. In dieser Weise erhélt man
die endgiltige Gestalt der gedachten Belastung in der schraffierten
Flache der Abb. 48c. Diese Flache ist in mehrere Teile zu unterteilen,
ihre Flacheninhalte in cm? zu ermitteln und mit dem in kg gemessenen
Polabstand zu multiplizieren, dann hat man die gedachten Lasten in
kg cm?. Mit diesen Lasten konstruiert man das zweite Kriaftepolygon

(Abb. 48d), wobei der Polabstand &, gleich —71: E I, genommen wird mit

E 1, als groBter Biegungssteifigkeit der Welle, wiahrend n eine ganze Zahl
ist (in unserem Falle ist n = 800). Zu beachten ist, daBl die gedachten Be-

! In der Abb. 48, der das englische MaB- und Gewichtssystem zugrunde liegt,
gleich 80000 Ibs. Die Umrechnungsfaktoren sind in der Abbildung angegeben
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lastungen und der Polabstand %E’Io von gleicher Dimension sind,

namlich kg cm?, und daher im Kréaftepolygon im gleichen MafBstab dar-
zustellen sind. Unter Benutzung des zweiten Kréiftepolygons zeichnet
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man dann das zweite Seilpolygon (Abb. 48¢), das nichts anderes ist als
das Tangentenpolygon der Durchbiegungskurve, die danach leicht ein-
gezeichnet werden kann. Um die Zahlenwerte der Durchbiegung e zu
erhalten, ist es nur notwendig, sie im gleichen Mafstab zu messen, in dem
die Wellenldnge aufgetra-

gen worden ist, und sie W ' 1022, | 10022 | W-x W.a?
durch die bereits bei der kg | om em® | cmkg cm?®kg
Konstruktion des zwei- 2040 ‘ 445 | 1980 | 905 4,06
ten Polygons benutzte 4300 15,26 [ 217,80 “ 220,1 11,68
o 4200 | 556 | 3110 | 2330 13,07

Zahl n zu d1v.1d1eren. Alle 4500 573 | 3290 | 2405 13,81
aus der Zeichnung er- 4200 @ 573 | 3290 | 2405 13,81
haltenen und fiir die Be- 4200 | 5,73 | 3290 | 240,5 13,81
. dor Gl (47 4200 556 31,10 = 2330 13,07
nutzung der Gl. (47) er- 4900 ' 526 | 27.80 | 220.1 11,68

(

forderlichen Zahlenwerte 2040 | 3,97 | 15,80 f 81,0 3,23

sind in der nebenstehen- | 1799,2 | 98,22

den Tabelle gegeben. | =X Wa | =X Wai
Der kritische Wert der minutlichen Umdrehungszahl ergibt sich nun zu

fg X W 0R] .

60 _ 30 l L = 3;,? 1/981,9'8?;;% = 1280 Umdr. p. Min.

Zu bemerken ist, daB Naben von Radsternen oder Schwungradern
beim Aufschrumpfen auf die Welle deren Steifigkeit erheblich ver-
stirken und ihre kritische Geschwindigkeit erhohen. Bei der rechne-
rischen Behandlung des Problems kann angenommen werden, da§ die
durch die Schwingungsbewegung entstehenden Spannungen gering sind
und daB die Schrumpfpressung zwischen Nabe und Welle hinreichend
stark ist, um gegenseitige Bewegungen der beiden Teile zu verhindern,
so daB die Nabe als ein Teil der Welle von verstirktem Durchmesser
angesehen werden darf. Daher kann der Einflu der Nabe auf die Hohe
der kritischen Geschwindigkeit da-
durch zum Ausdruck gebracht wer- fre==== -]
den, daB man dem oben entwickelten 4
graphischen Verfahren an den ent- Y-===—}--1 L
sprechenden Stellen diesen verstérk- Abb. 49.
ten Durchmesser zugrunde legt!.

Im Falle einer mit Eindrehungen versehenen Welle (Abb.49), bei der
die Abstinde zwischen den Eindrehungen von der gleichen Grofen-

1 A. Stodola gibt in seinem Werk iiber Dampf- und Gas-Turbinen, 6. Auil.,
S. 383 (1924), ein Beispiel firr den EinfluB der Schrumpfversteifungen, wobei der
berechnete Wert der kritischen Geschwindigkeit mit der experimentell gefun-
denen gut iibereinstimmt. Siehe auch die Arbeit von B. Eck: Versteifender Ein-
fluB der Turbinenscheiben. Z. V. d.I. 72, 51 (1928).

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 6
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ordnung sind wie ihre Tiefe, nimmt das Material zwischen zwei Ein-
drehungen nur einen geringen Anteil an Biegung auf und die Biegungs-
steifigkeit einer solchen Welle unterscheidet sich wenig von derjenigen
einer Welle vom Durchmesser d gleich dem Eindrehungsdurchmesser
der ersten Wellel.

Man beachte, daB bei der Anordnung nach Abb. 47 starre Lagerungen
vorausgesetzt wurden. In gewissen Fillen sind aber die Lager nicht so
steif, um diese Voraussetzung zu rechtfertigen, und dadurch wird die
Hohe der kritischen Geschwindigkeit beeinfluit. Wenn die zus#tzliche
Biegsamkeit infolge der Deformation der Lagerungen in der horizontalen
Richtung ebenso grof ist wie in der vertikalen, so kann der Einfluf}
dieser Biegsamkeit leicht beriicksichtigt werden. Hierzu ist es nur nétig,
den vorangehend berechneten Durchbiegungen x,, x, und x, die Vertikal-
verschiebung infolge der Nachgiebigkeit der Lager unter der Einwirkung
der Lasten W,, W, und W, zu addieren. Derartige zusitzliche Durch-
biegungen erniedrigen die kritische Geschwindigkeit der Welle.

I1. Nichtharmonische Schwingungen.

16. Allgemeines.

Alle im vorangehenden Kapitel erorterten Schwingungsprobleme

stellten sich als Losungen von Differentialgleichungen der Form
T+ 2nz + pv={()

dar, worin die Koeffizienten als konstante Groé8en betrachtet wurden. Es
wurde vorausgesetzt, daf3 die Dampfung und die Federkonstante, oder
eigentlich die Federungszahl, des Systems, von der Verschiebung « und
von der Zeit ¢ unabhingig sind. Bei manchen technischen Problemen
kann man diese Voraussetzung ohne empfindliche Fehler machen, und
die Losung der Gl. (a) stellt in solchen Fillen die wirklich eintretende
Bewegung des Systems mit hinreichender Genauigkeit dar. Aus der
Gestalt der Losung konnten wir folgende Schliisse iiber die Art der
Schwingungsbewegung ziehen: 1. die Eigenschwingungsfrequenz solcher
Systeme ist von der Schwingungsamplitude unabhingig, d.h. die
Schwingungen sind isochron; 2. im Falle des Vorhandenseins einer
periodischen Stérungskraft kénnen die Schwingungen des Systems in
zwei Klassen eingeteilt werden, in freie und erzwungene Schwin-
gungen; 3. der Nacheilwinkel der erzwungenen harmonischen Schwin-
gungen von gegebener Frequenz hingt von den Anfangsbhedingungen der
Bewegung nicht ab und bleibt wéahrend der Schwingungsbewegung kon-

1 Eck, B.: a.a. O.
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stant; 4. sind die erzwungenen Schwingungen durch mehrere Krifte
bedingt, so ist die resultierende Bewegung gleich der Summe der Schwin-
gungen, die durch die Einzelkrifte hervorgerufen werden; 5. wenn die
Frequenz der Stérungskraft mit derjenigen der freien Schwingungen
des Systems zusammenfillt, so tritt Resonanz ein, und als Folge hiervon
wiachst die Amplitude der erzwungenen Schwingung stark an. Diese
finf Eigenschaften sind fiir die einfache harmonische Bewegung cha-
rakteristisch.

Doch kann es auch Fille geben, in denen die Gl. (a) mit konstanten
Koeffizienten nur unter der Voraussetzung angewandt werden darf,
daf} die Verschiebungen x sehr klein sind. Es gibt auch Fille, in denen
der Bewegungsvorgang mittels einer Differentialgleichung mit variablen
Koeffizienten beschrieben werden kann.

In der folgenden Erorterung werden zwei wichtige Schwingungs-
arten untersucht: 1. Schwingungen, bei denen die Elastizitit des
Systems von der Verschiebung x abhangt und die im nachstehenden als
pseudoharmonische Schwingungen bezeichnet werden sollen,
und 2. Schwingungen, bei denen die Federungszahl von der Zeit ¢ ab-
hingt und diewir quasiharmonische Schwingungen nennen wollen.
Genaue Losungen sind fir die beiden Probleme nur in gewissen einfachen
Fallen bekannt; daher benutzt man bei der Behandlung praktisch wich-
tiger technischer Aufgaben graphische oder numerische Néherungsver-
fahren um zur Losung zu gelangen.

17. Beispiele pseudoharmonischer Schwingungen.

Es gibt Fille, in denen die Federungszahl des schwingenden Systems
mit der Verschiebung verdnderlich, die Wiederherstellungskraft also der
Verschiebung nicht mehr proportional ist. Dies tritt bei
Federn ein, deren Material dem Hookeschen Gesetz
nicht gehorcht. Manchmal wird beispielsweise ein orga-
nischer Stoff, wie Gummi oder Leder, fir Kupplungen
oder Schwingungsdéampfer benutzt. Fiir derartige Stoffe
hat das Festigkeitsdiagramm die in Abb. 50 dargestellte e
Form; der Elastizitatsmodul wiachst demnach mit der Abb. 50.
Dehnung. Bei kleinen Schwingungsamplituden kann |2
diese Verdnderlichkeit des Moduls vernachldssigt
werden, bei wachsender Amplitude dagegen fiihrt die
Erhshung des Moduls zu einer wesentlichen Erhohung
der Schwingungsfrequenz. e

Ein anderes Beispiel verédnderlicher Biegsamkeit Abb. 51.
bieten Konstruktionen aus Stoffen, wie Guleisen oder Zement. Diese
beiden Materialien haben ein Festigkeitsdiagramm nach Abb. 51: der

6*

P
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Elastizitdtsmodul sinkt mit der Deformation. Daher verursacht eine

Zunahme der Amplitude eine gewisse Abnahme der Frequenz.
Manchmal werden Stahlfedern besonderer Art benutzt, deren
elastische Eigenschaften mit der Verschiebung verdnderlich sind. Die
A Eigenfrequenz von Systemen, die derartige Federn
enthalten, héngt von der AmplitudengréBe ab. Die
Verwendung von Federn dieser Art kann das wuner-
wiinschte Resonanzphinomen reduzierend beeinflussen.
'Ng Wenn die Schwingungsamplitude infolge der Resonanz
) zu wachsen beginnt, so &ndert sich ndmlich die Schwin-
(‘—"’/ gungsfrequenz, und die Resonanz wird aufgehoben. Ein
W einfaches Beispiel einer derartigen Feder zeigt Abb. 52.
ADb. 52. Im Punkte A ist eine Blattfeder eingespannt, die durch
ein Gewicht W belastet ist. Bei der Schwingungsbewegung beriihrt
die Feder teilweise jede der beiden zylindrischen Flichen 4 B und AC.
y Infolgedessen ist die freie Lidnge des eingespann-
-t ten Stabes mit der Amplitude veridnderlich, so dafl
T \ die Steifigkeit der Feder mit der Durchbiegung zu-
! \ nimmt. Der Fall entspricht den Verhiltnissen der
\ Abb. 50, d.h. die Schwingungsfrequenz nimmt

m 9__4‘5;‘ x mit wachsender Amplitude zu.

A 2 Wenn die Abmessungen der Feder und die Form
212 der Kurven 4 B und 4AC bekannt sind, so kann
L / man den Funktionalzusammenhang der Wieder-

/ herstellungskraft mit der Durchbiegung am Feder-
(5 ende leicht durch eine Kurve darstellen.

Als ein weiteres Beispiel nichtharmonischer
Bewegung sei hier die lings der x-Achse erfol-
gende Schwingung einer Masse m untersucht, die
nach Abb. 53 an einem gestreckten Draht befestigt ist. Sei

S = die Anfangsspannung im Draht,

x = eine kleine Verschiebung der Masse m in horizontaler Richtung,

F = der Fldcheninhalt des Drahtquerschnitts,

E = der Elastizitatsmodul des Drahtmaterials.

Dannist die spezifische Dehnung des Drahtes bei der Verschiebung x gleich

Abb. 53.

}l’ +at -1 2
l EYER
Die entsprechende Spannkraft im Draht ist

S+EF2W

und die auf die Masse m wirkendeWiederherstellungskraft ist (s. Abb.53b)
‘ x* 2% 2 S K '
(S+FEZJWL; +FES
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Fiir die Bewegung der Masse m gilt somit die Differentialgleichung

28z
=
Man sieht, dafl im Falle sehr kleiner Verschiebungen und einer hin-
reichend groBen Anfangsspannung S im Draht das letzte Glied der linken
Seite der Gl. (a) vernachléssigt werden darf; dann ergibt
sich eine einfache harmonische Schwingung der Masse m
in horizontaler Richtung. Sonst miissen alle drei Glieder
der GI. (a) berticksichtigt werden. In diesem Falle wichst
die Wiederherstellungskraft in stirkerem MaBle wie die
Verschiebung und die Schwingungsfrequenz wéichst mit
der Amplitude.

Im Falle eines einfachen mathematischen Pendels
(Abb. 54) findet man durch Anwendung des d’Alem-
bertschen Prinzips, indem man die das Gewicht dar-
stellende Kraft W und den Triagheitswiderstand auf die Richtung mn
der zugehérigen Tangente projiziert, folgende Bewegungsgleichung:

%{g—kWsinO:O

mi + 250 L FEY = 0. (a)

Abb. 54.

oder
6 + %-sinb =0, (b)

worin ! die Pendellinge und 6 der Winkel zwischen dem Pendel und der
Vertikalen ist. Wie man sieht, dirfen die Schwingungen eines solchen
Pendels nur dann als einfach harmonisch angesehen werden, wenn die
Amplituden klein sind, d. h. wenn sin § annidhernd gleich 6 ist. Sind aber
die Amplituden nicht klein, so tritt eine kompliziertere Bewegung ein,
und die Schwingungsperiode hingt dann von der Grife der Amplitude
ab. Es ist klar, daB die Wiederherstellungskraft nicht proportional
ist der Verschiebung; sie wichst vielmehr in ge-

ringerem MaBe, so daB die Frequenz mit wach- 4
sender Schwingungsamplitude abnehmen wird. -:/_D%
Entwickelt man sin 6 in eine Potenzreihe und Bl
nimmt nur die ersten zwei Glieder der Reihe, so ;C// '
erhalt man statt (b) folgende Gleichung: \

0+ 300 —55) =0 (©)
Der Vergleich dieser Gleichung mit Gl. (a) zeigt, daBl O\ A

die Kombination des Pendels mit einer gespannten,
auf der Schwingungsebene senkrecht stehenden
mit dem Pendelstab in einem Punkte B verbundenen Schnur (Abb. 55)
eine bessere Annaherung an die isochronen Schwingungen ergibt.

Abb. 55.
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Abb. 56 veranschaulicht ein System, bei dem die Schwingungsperiode
von der Amplitude abhingt. Die Masse m fithrt eine Schwingungs-
a a bewegung zwischen zwei Federn aus, indem
—)'; fe A b sie auf einem Stab 4 B ohne Reibung hin
X und her gleitet. Mit man die Verschie-
bungen der Masse m von ihrer Mittellage
aus, so ist die Verdnderlichkeit der Wie-
derherstellungskraft mit der Verschiebung durch Abb. 57 graphisch
dargestellt. Die Schwingungsfrequenz hingt
nicht nur von der Federungszahl ab, sondern
auch von der GroBe der Streckea und von den
Anfangsbedingungen. Nimmt man z. B. an, daB
. sich die Masse m am Anfang in ihrer Mittellage
/I‘ 1 befindet, und bezeichnet man mit » ihre An-
Abb. 57. fangsgeschwindigkeit in der xz-Richtung, so ist

die zum Zuricklegen der Strecke @ erforderliche Zeit

Abb. 56.

Wederper=
N |stellungskraf?
J__\
<

a
tl = jv— (d)
Im Augenblick ¢ = ¢, kommt die Masse m mit der Feder in Berithrung
und die weitere Bewegung in der x-Richtung wird einfach harmonisch.
Die Zeit, wihrend der die Geschwindigkeit der Masse von » auf Null
zuriickgeht (der vierte Teil der Periode einer einfachen harmonischen

Bewegung), ist nach Gl. (5)
) -
)l :

worin %k die Federungszahl ist. Die gesamte Schwingungsperiode der
Masse m ist demnach

1:4(t1+t2):%+2n]/7z. (f)

Bei gegebenem Spiel a, gegebener Masse m und bekannter Federungs-
zahl k héngt die Schwingungsperiode nur von der Anfangsgeschwindig-
keit v ab. Fiir kleine Werte von » wird die Periode sehr gro83, mit wach-
sendem » nimmt sie ab und néhert sich fir lim v = oo dem Grenzwert

To=2m ]/i‘ (Abb. 58). Der beschriebene Fall tritt immer dann ein,

wenn zwischen der schwingenden Masse und der Feder des Systems Spiel
vorhanden ist.

Wenn das Spiel sehr klein ist, so bleibt die Periode 7 praktisch kon-
stant fiir den gréfleren Teil der v-Achse, wie man aus der Kurve I der
Abb. 58 ersieht. Mit wachsendem Spiel dagegen tritt fiir einen erheblichen
Teil der v-Achse eine ausgesprochene Verdnderlichkeit der Schwingungs-
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periode ein, s. Kurve I1 der Abb. 58. Die Schwingungsperiode eines der-
artigen Systems kann Werte zwischen 7 = 00 und 7 = 7, annehmen.
Hat man es mit einer periodischen
Storungskraft zu tun, deren Periode
groBer ist als 7y, so wird es immer
moglich sein, der Masse m einen der- r
artigen Impuls zu erteilen, daB die
entsprechende Schwingungsperiode '
gleich 7 wird, und auf diese Weise 2_7;‘1/—%:
wird die Voraussetzung fiir die Ent- x
stehung der Resonanz erfillt. Auf Abb. 58.
diesem Wege Lkonnte man einige

Schwingungsvorgéinge in elektrischen Lokomotiven erkliren?.

T

18. Freie pseudoharmonische Schwingungen.

Wird die Dampfung vernachlissigt, so kann die allgemeine Be-
wegungsgleichung in der Form

Li @) =0 (@)
oder
&+ p*f) =0 (48)
geschrieben werden, wobei p?f(x) die pro Masseneinheit genommene
Wiederherstellungskraft als Funktion der Verschiebung z darstellt. Um
das erste Integral der Gl. (48) zu erhalten, multiplizieren wir sie mit %
und geben ihr die Gestalt

dx ,/dx .

a4 (ar) + Pl ds =0
oder

1 dx\2

—2—d<di;> + p*f(x)dx =0,
woraus durch Integration
1 /da\2
5 (57) + P f@dz=0 (b)
folgt. Wenn die Funktion f(x) und die Anfangsbedingungen gegeben sind,
so kann die Bewegungsgeschwindigkeit fir irgendeine Lage des Systems
aus der Gl. (b) berechnet werden. Nehmen wir z. B. an, daf} die Verander-

lichkeit der Wiederherstellungskraft mit der Verschiebung durch die

1 Siehe A. Wiechert: Schiittelerscheinungen bei elektrischen Lokomotiven.
Forsch.-Arb. Ing. 1924, H. 266.
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Kurve Om (s. Abb. 59) gegeben ist und daB zur Zeit ¢ = 0 die Verschie-
bung des Systems gleich x,, die Anfangsgeschwindigkeit dagegen gleich
Null ist. Dann erhalten wir aus der GI. (b)

P m  fir irgendeine Lage des Systems die Be-
ziehung

(dt) =P f fx (c)

ol x und dies bedeutet, daB in jeder Lage des

p<——§-——xa——a: Systems die kinetische Energie gleich ist der

Abb. 5. Differenz der potentiellen Energie, die in der

Feder im Anfangsmoment infolge der Verschie-
bung x, aufgespeichert war, und der potentiellen Energie des betrach-
teten Augenblicks. In Abb. 59 ist diese Abnahme der potentiellen
Energie durch die schraffierte Fliche dargestellt. Aus der GI. (¢) er-

halten wirl

dt = — _ﬁ,_’;: . (d)

- ]/2 P () de

Die Integration dieser Gleichung liefert die Zeit ¢ als Funktion der Ver-
schiebung

P O S (©)

~ 'Vz v i(z)de

Nehmen wir als Beispiel den Fall der einfachen harmonischen Schwin-
gung. Hierfiir wird

fx) ==,

und man erhidlt nach Gl. (e)
-
—-Pp Ho e

1 x
t = -—arccos -
P Zo

)

&[&
——

\

~~
&{&
\/\’

oder

)

woraus folgt
& = Xy cos pt.

Dies stimmt mit dem iiberein, was wir frither fiir einfache harmonische
Bewegung erhielten.

! Das Minuszeichen soll zum Ausdruck bringen, daf in unserem Falle x mit
wachsender Zeit abnimmt.
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Nehmen wir ferner, um ein zweites Beispiel zu haben,
f(a) = w2nt

an, so erhalten wir nach Gl. (e)

hﬁf,ﬁfifz ,
pJ e

Die Schwingungsperiode ist

(9 x
4yn 1 ()
= @ | e (49)
Jr-(Z)
I \xy /

Der Wert des Integrals hangt hier von der Zahl » ab; man sieht ferner,
daB nur fiir » = 1, d. h. nur fiir den Fall einfacher harmonischer Be-
wegung, die Periode von der Anfangsverschiebung x, unabhéingig wird.
Fir n = 2 erhalten wir

Damit ergibt Gl. (49)
T = 5,24} 2.1 R
P X
d. h. die Schwingungsperiode ist der Amplitude umgekehrt proportional.
Derartige Schwingungen entstehen beispielsweise in dem durch Abb. 53
veranschaulichten Falle, wenn die Anfangsspannung S im Draht gleich
Null ist.
Ein allgemeiner Fall liegt vor, wenn f(x) die Gestalt

f(x) = ax + ba? -+ ca®

hat; die Losung der Gl. (48) fiihrt in diesem Falle auf elliptische Funk-
tionen!. Doch sind diese Losungen kompliziert und fiir technische An-
wendungen nicht geeignet. Daher entwickeln wir nachstehend einige
graphische und numerische Verfahren zur Losung der Gl. (48).

19. Graphisches Verfahren.

Die Losung des durch die Gl. (48) ausgedriickten allgemeinen Pro-
blems der pseudoharmonischen Schwingung besteht in zwei Inte-
grationen entsprechend den Gln. (b) und (e) des vorigen Paragraphen.

! Einige Beispiele dieser Art behandelt G.Duffing: Erzwungene Schwin-
gungen bei verinderlicher Eigenfrequenz. Braunschweig 1918.
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Nur in den seltensten Fallen wird es gelingen, die Integration in ge-
schlossener Form auszufiihren, dagegen wird es stets moglich sein, eine
Naherungslosung auf graphischem Wege zu erhalten, aus der dann die
Periode der freien Schwingung fiir irgendeine Amplitude mit hinreichen-
der Genauigkeit berechnet werden kann.

In der Abb. 60 moge die Kurve om in einem gewissen MafBstab die
Wiederherstellungskraft als Funktion der von der Mittellage aus ge-
messenen Verschiebung x des Systems darstellen. Nach Gl. (b) des vori-
gen Paragraphen erhilt man die GréBe 22 als Funktion der Verschiebung
x, indem man zur Kurve om die Integralkurve verzeichnet. Diese gra-
phische Integration kann folgenderweise ausgefiihrt werden: die stetige

Abb. 60.

Kurve om wird durch den stufenweise gebrochenen Linienzug abdfhlno
derart ersetzt, dafl die Dreiecke abc und cde, efg und ghk, klm und mno
paarweise gleichen Flacheninhalt haben, so daf also die zwischen der
Abszissenachse und dem Linienzug abdfhin eingeschlossene Fliche
gleich wird der zwischen der Abszissenachse und der Kurve om ein-
geschlossenen.

Nun wahle man einen Polabstand Pa; von der Linge eins
in dem Ordinatenmafistab der Kurve om und ziehe dann die Fahr-
strahlen Pa, Pr, Ps. Zieht man dann weiter @b, [[ Pa, bf, ]I Pr,
fily | Ps und lyo, || Pa,, so erhalt man den Linienzug a,b,f,l;0,, und
die Seitenneigungen dieses Polygons sind den entsprechenden Werten
der durch den Linienzug abdfhln dargestellten Funktion gleich. Dies
bedeutet, daB a,b,f,1,0, die der Kurve abdfhln entsprechende Integral-
kurve ist. Infolge der Inhaltsgleichheit der oben bezeichneten Dreiecks-
flichen (Abb. 61) miissen die Seiten des Polygons a, b, f,1,0, die Integral-
kurve om tangieren, und zwar in den Punkten a,, ¢;, k; und o;. Daher
stellt die Kurve a,e,k,0,, die den gebrochenen Linienzug a,b;f,1;0, in
den Punkten a,, e;, k; und o; beriihrt, das Integral der Kurve om dar
und gibt in einem gewissen Mafistab die Verinderlichkeit der kinetischen
TFnergie des Systems wiahrend der Bewegung von der Extremlage (x = )
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bis zur Mittelstellung (x = 0) wieder. Sind die Ordinaten der Kurve om
in einem gewissen MafBstab gleich 2 p*f(x), s. Gl. (b) des vorigen Para-
graphen, und der Polabstand Pa; im gleichen Ma@istab gleich eins, so
stellen die Ordi-
naten der Kurve
a,e k0, im glei-
chen Mafistab wie
die  Verschiebung
x, gemessen, die
GroBe x2 dar. Hier-
ausergibt sich leicht
die Geschwindig-
keit z und die dazu

reziproke GroBe l
X

worauf die Kurve Abb. 61,

pn  aufgezeichnet

werden kann, die die letztere Grofle als Funktion von x darstellt
(s. Abb. 61). Die Zeit, die das System braucht, um von seiner Extrem-
lage (x = ;) aus die Mittelstellung (x = 0) zu erreichen, ist durch das

Integral
0
dx

t = — T

X
darstellbar, s. Gl. (e) des vorigen Paragraphen. Danach kann ¢ durch
Aufzeichnung der der Kurve pn (Abb. 61) zugehorigen Integralkurve
genau in der gleichen Weise wie oben ermittelt werden. Die End-
ordinate of, im gleichen MaBstab wie x, gemessen, ergibt die Zeit ¢.
Ist das in Frage stehende System in bezug auf seine Mittelstellung sym-
metrisch, so ist die Zeit ¢ gleich der Viertelperiode der freien Schwingung
fur die Amplitude z,. Zu beachten ist, daf fir x = =z, die Geschwindig-

keit # = 0 ist, d. h. in diesem Punkte wird % unendlich groB. Um diese

Schwierigkeit zu beseitigen, kann man mit der Aufzeichnung der Inte-
gralkurve bei einem gewissen Punkt b beginnen, dessen kleine Koordi-
naten x und ¢ aus der Annahme bestimmt werden kénnen, dal am An-
fang die Bewegung langs einer kurzen Strecke x mit einer konstan-
ten Beschleunigung von der Gréfie p%f(x) erfolgt, s. Gl. (48). Dann ist

At
Ae =2 52 g

24zx
4t = szf(xo).

und
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Bei der Behandlung der Differentialgleichung der freien pseudo-
harmonischen Schwingung kann man sich auch eines anderen von Lord
Kelvin! entwickelten graphischen Verfahrens bedienen. Im allgemeinen
Falle kann die Differentialgleichung der Bewegung in der Form

r=f(x,1,) (50)
geschrieben werden. Die Losung dieser Gleichung ist eine Beziehung, die
die Verschiebung z als Funktion der Zeit ¢ ausdriickt. Diese Funktion
kann graphisch durch eine Zeit-Verschiebungs-Kurve dargestellt
werden (Abb. 62). Soll sich eine bestimmte Losung ergeben, so miissen

die Anfangsbedingungen des Systems, d. h. An-
fangsverschiebung und Anfangsgeschwindigkeit,
bekannt sein. Sei beispielsweise x = %, und
x = z, fir t = 0. Damit sind also die Anfangs-
ordinate und die Anfangsneigung der Zeit-Ver-
schiebungs-Kurve bekannt. Setzt man die An-
fangswerte von z und z in Gl (50) ein, so kann
man den Anfangswert von # berechnen. Jetzt
ergibt sich aus der bekannten Gleichung

1+ a2y
L (2)
der Kriimmungsradius g, am Anfang der Zeit-
Verschiebungs-Kurve. Mit diesem Radius kann
ein kleiner Bogen aya, der Zeit-Verschiebungs-Kurve als Kreis-
bogen gezeichnet werden (Abb. 62); auf diesem Wege erhélt man
fir einen neuen Punkt @, der Kurve die Werte der Ordinate x = x;
und der Neigung z = %;; mit diesen der Zeichnung entnommenen
Werten 1aBt sich der entsprechende Wert von # aus der Gl. (50)
berechnen. Hierauf folgt wieder aus Gl (a) die GroBe des zugehorigen
Kriimmungsradius ¢ = p,, und damit kann das nichste Element a,a,
der Kurve gezeichnet werden. Setzt man das Verfahren wie beschrie-
ben fort, so erhdlt man graphisch den Funktionalzusammenhang
zwischen Zeit und Weg. Die hierbei vorkommenden Rechnungen kénnen
manchmal vereinfacht werden, indem man den Neigungswinkel der Tan-
gente der Zeit-Verschiebungs-Kurve einfiilhrt. Bezeichnet man diesen
Winkel mit 6§, so wird

Q:

z=tgh und & =f(x,t, tgh).

1 Siehe Lord Kelvin: On Graphic Solution of Dynamical problems. Phil.
Mag. 34 (1892). Die Beschreibung dieses wie verschiedener anderer graphischer
Verfahren zur Integration von Differentialgleichungen findet man bei W. Hort:
Die Differentialgleichungen des Ingenieurs, 2. Aufl. Berlin 1925. Dieses Buch enthélt
auch Anwendungen dieser Verfahren auf die Losung technischer Probleme. Siehe
auch K. v. Sanden: Praktische Analysis.
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Damit folgt aus der GL (a)
b+ t?6) 1 b
flx,t,t20) — cos30 f(x,t, tgh) (b)

Die Quadratwurzel wird hier positiv eingefiihrt, so daBl das Vorzeichen
von ¢ mit dem der GroBe x identisch ist. Ist z negativ, so muB} der
Krimmungsmittelpunkt so liegen, dal die Kurve nach oben konvex
wird (Abb. 62).

Im TFalle freier Schwingung nimmt die Gl. (50), wenn man die
Dampfung vernachlissigt, die durch die Gl. (48) gegebene Gestalt an
und die oben beschriebene graphische Integration wird sehr einfach, da
die Funktion f in diesem Fall nur von der GroBe der Verschiebung z
abhéangt. Nimmt man als Anfangsbedingungen
x = x, und = 0 fir ¢t = 0 an, so erhilt man all-
gemein eine Zeit-Verschiebungs-Kurve nach Abb. 63. 4‘"
Wenn das System in bezug auf die Mittelstellung ¥ ¢
symmetrisch ist, so ergibt der Schnitt dieser Kurve .
mit der ¢-Achse die Eigenschwingungsperiode 7 des i?a/ '
Systems. Die Grofie von t kann in dieser Weise stets
mit fir praktische Anwendungen hinreichender
Genauigkeit ermittelt werden. So stellt beispielsweise Abb. 63 den Fall
einer einfachen harmonischen Schwingung dar gemiB der Gleichung

X

Abb. 63.

z+ pPx=0,
deren genaue Losung auf
_2n
o
fithrt. Dagegen ergibt Gl. (b) fiir diesen Fall

1 ’
0= cowi0 P (b)

Die Anfangsverschiebung x, ist in Abb. 63 zu 20 Léngeneinheiten und
0o zu 100 Liangeneinheiten angenommen worden. Damit erhalten wir aus

der Gl. (b’) fiir 6 =0
‘1p" = /20100 = 44,7 Einheiten. (¢)

. 1
Die GroSe n hat die Dimension einer Zeit und die durch Gl. (c) gegebene

Lénge ist zur Bestimmung der Periode nach Abb. 63 zu benutzen. Durch
Abgreifen erhalten wir ndmlich aus dieser Figur

7} = 69,5 Einheiten
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oder durch Benutzung von (c)

1 4695 _ 6,22

p 447 P

Nimmt man also beim graphischen Verfahren nur 7 Intervalle, so wird
die Losung bis auf 1% genau.

T =

20. Numerische Losung.

Die Untersuchung pseudoharmonischer Schwingungen nach den
Gln. (48) u. (50) kann auch auf numerischem Wege erfolgen. Als Beispiel
erortern wir hier den Fall freier Schwingungen ohne Dampfung. Die ent-
sprechende Differentialgleichung ist

&+ p*f(z) =0, (a)
die Anfangsbedingungen mogen lauten
x=1ux, x=0 fir t=0. (b)

Substituiert man x, fiir « in die GI. (a), so ergibt sich der Betrag von z,,.
Unter Benutzung des Wertes z,, der Beschleunigung im Augenblick
¢t = 0, kann man dieWerte von z; und z,;, d.h. die Geschwindigkeit und
die Verschiebung in einem Augenblick ¢ = ¢, in der Umgebung des Zeit-
punktes ¢ = O berechnen. Das kleine Zeitintervall zwischen ¢ = 0 und
t = ¢, bezeichnen wir mit A¢, Die Ndherungswerte von z; und x; erhilt
man dann aus den Gleichungen

X, = Zy + T At; xlzxo—}—%gfﬂdt. (c)

Wird der Wert x, von z in die Gl. (a) substituiert, so ergibt sich der
Wert von ;. Unter Benutzung dieser letzteren GroBe kann man bessere
Naherungswerte fiir z; und z; aus den Gleichungen

a'clzéco—{—?i?lﬂ.dt, xlzxo—}—:iqf;ﬁ-dt (d)
berechnen. Eine weitere Verbesserung des Naherungswertes fiir x, er-
halt man jetzt durch Einsetzen des zweiten Naherungswertes von
nach GI. (d) in die Gl. (a). Hierauf kénnen wir in einem zweiten Schritt
unter Benutzung der Werte x,, 2; und x, die Werte x,, x, und &, fiir den
Zeitpunkt ¢ = ¢, = 2/1¢ genau in der oben beschriebenen Weise be-
rechnen. Nimmt man die Intervalle A¢ hinreichend klein und fiihrt
die Berechnung zur Gewinnung der zweiten Néaherungen fir jeden Wert
von ¢t zweimal durch, wie oben erklart, so hat man hierin ein numerisches
Integrationsverfahren, das fiar praktische Anwendungen stets ge-
niigend genaue Resultate liefert!.

1 Dieses Verfahren kann auch bei Differentialgleichungen von allgemeinerem
Typus, wie z. B. Gl. (50), benutzt werden. Der Verfasser bediente sich dieser Me-
thode in erfolgreicher Weise bei der Behandlung des Problems der Spannungs-
verteilung in rotierenden Scheiben (s. Ber. d. Technol. Inst. St. Petersburg 1912).
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Um das Berechnungsverfahren an einem Beispiel zu zeigen und dem
Leser eine gewisse Vorstellung von der Genauigkeit der Methode zu ver-
mitteln, behandeln wir nachstehend den Fall einfacher harmonischer
Schwingungen, deren Bewegungsgleichung

E+plr=0
lautet. Die genaue Losung dieser Differentialgleichung fiir die Anfangs-
bedingungen (b) ist
x =xgcospt; X = — xypsinpt. (e)
Die Zahlenwerte der numerischen Integration sind in der nachstehenden
Tabelle zusammengestellt. Die Zeitintervalle wurden zu A¢ = »4—15 an-
genommen. Erinnert man sich, dafl die Schwingungsperiode im betrach-

teten Falle gleich 7 = %? ist, so sieht man, dafB das gewihlte Intervall A¢

anndhernd gleich ist einem Sechstel der Viertelperiode % Die zweite

Zeile der Tabelle gibt die Anfangsbedingungen an. Die ersten Naherungen

fir z, und z, fir den Zeitpunkt ¢t = At = 71% wurden mit Hilfe der
Gln. (c) erhalten. Die ermittelten Zahlen sind in der dritten Zeile der
Tabelle gegeben. Verbesserte Naherungswerte fiir die GroBien x; und z,

werden hierauf aus den Gln. (d) gewonnen; die Resultate sind in der

Tabelle 1. Zur numerischen Integration.

t d i i cospt sinpt
To Py P* %y P P
0 1,0000 0,0000 — 1,0000 1,0000 0,0000
At 0,9687 — 0,2500 — 0,9687
At 0,9692 — 0,2461 — 0,9692 0,9689 0,2474
2 At 0,8774 — 0,4884 — 0,8774
2 At 0,8788 — 0,4769 — 0,8788 0,8776 0,4794
3 At 0,7321 — 0,6966 — 0,7321
3 At 0,7344 — 0,6783 — 0,7344 0,7317 0,6816
4 At 0,5419 — 0,8619 — 0,5419
4 At 0,5449 — 0,8378 — 0,5449 0,5403 0,8415
54t 0,3184 — 0,9740 — 0,3184
5 At 0,3220 — 0,9457 — 0,3220 0,3153 0,9490
6 At 0,0755 — 1,0262 — 0,0755
6 At 0,0794 — 0,9954 — 0,0794 0,0707 0,9975
7 At — 0,1719 — 1,0153 -+ 0,1719
7 At — 0,1680 — 0,9838 -+ 0,1680 — 0,1782 0,9840

vierten Zeile der Tabelle untergebracht. In dieser Weise wurde die ganze
Tabelle hergestellt. In den letzten zwei Kolonnen sind die Werte von
sin p? und cospt gegeben, denen die genauen Lésungen nach (e)
proportional sind, so da8 die Tabelle einen SchluB iiber den Ge-
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nauigkeitsgrad der vorangehenden Rechnungen ermdglicht. Wir sehen,
daB die berechneten Geschwindigkeiten stets sehr genau sind. Der groBte
Fehler bei der Berechnung der Verschiebung findet sich in der letzten
Zeile der Tabelle und betragt ca. 1% der Anfangsverschiebung .

Diese Resultate ergaben sich bei der Unterteilung einer Viertel-
periode in nur 6 Intervalle. Bei einer feineren Unterteilung kann die Ge-
nauigkeit erhoht werden, doch wird dabei auch die Rechenarbeit erheb-
lich vermehrt.

Mit Hilfe der Tabelle kann auch die Schwingungsperiode berechnet
werden. Aus der ersten und zweiten Kolonne ist ersichtlich, da} fiir
t = 6 At die Zeit-Verschiebungs-Kurve eine positive Ordinate gleich
0,0794 x4 hat. Fur t = 7 At ist die Ordinate der gleichen Kurve negativ
und gleich —0,1680 x,. Der Schnittpunkt der Zeit-Verschiebungs-Kurve
mit der ¢-Achse ergibt eine Zeitstrecke gleich der Viertelperiode der
Schwingung. Mit Hiife einer linearen Interpolation ergibt sich diese Zeit
aus der Gleichung

1 0,0794 632 158
77= 64t + At07,0_794+0,61680 =6,324t = ip = p -

. . . . . 1,57

Der genaue Wert einer Viertelperiode der Schwingung ist % ==

Man sieht, daB die angegebene Néherungsberechnung der Schwingungs-
periode mit einem Fehler, kleiner als 1%, behaftet ist. Das Beispiel zeigt
den groBen Nutzen der beschriebenen numerischen Methode bei der Be-
rechnung der Schwingungsperiode von Systemen, deren Elastizitdt mit
der Verschiebung verénderlich ist.

21. Erzwungene pseudoharmonische Schwingungen.

Wir denken uns ein System, dessen Steifigkeit mit der Ver-
schiebung verdnderlich ist. Dieses System mdge unter der Einwirkung
einer periodischen Kraft, proportional sin m ¢, stehen. Dann gilt fiir die
erzwungenen Schwingungen anstatt der Gl. (48) folgende Gleichung:

Z + p?f(x) = asinmi. (51)

Im nachstehenden behandeln wir den Spezialfall eines Systems, fiir
das die Gl. (51) die Gestalt

&+ px —yad =asinmt (52}

annimmt. Dieses System ist symmetrisch in bezug auf seine Mittel-
stellung, was daraus zu ersehen ist, dall bei der Vertauschung von x
mit —x der Betrag der Wiederherstellungskraft unverdndert bleibt.
Die freien Schwingungen dieses Systems kénnen mit Hilfe eines der oben
beschriebenen Verfahren untersucht werden und man kann zeigen, dafl
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im Falle eines positiven y die Schwingungsperiode des Systems mit
wachsender Amplitude zunimmt. Zu beachten ist, dafi Gl. (52) nicht
linear ist; man kann daher ihr allgemeines Integral nicht in der Weise
erhalten, daB} man den freien Schwingungen die durch eine Partikular-
Josung der GI. (52) dargestellte erzwungene Schwingung superponiert.
Aus dem gleichen Grunde kann, wenn statt einer sinusférmigen Kraft
a sinmt eine kompliziertere, durch eine Fouriersche Reihe darstellbare
Kraft auf das System einwirkt, die entstehende Bewegung nicht mit
Hilfe einfacher Superposition der Bewegungen erhalten werden, die
durch die einzelnen sinusférmigen Glieder der Reihe bedingt sind.

Eine allgemeine Losung der Gl. (52) ist nicht bekannt, so da man
beim Studium der erzwungenen Schwingungen irgendeine Néherungs-
methode benutzen muB. Die oben bei der Untersuchung der freien
Schwingungen benutzten graphisch-analytischen Verfahren konnen auch
hier zur Anwendung gebracht werden, doch ist die stufenweise Inte-
gration zu mithevoll und nicht genau genug, wenn mehrere Umléufe
untersucht werden miissen, um die Veranderlichkeit der Amplitude der
erzwungenen Schwingungen mit der Zeit zu ermitteln. Ein besseres Re-
sultat ergibt sich bei der Benutzung der Methode sukzessiver Approxi-
mationen, die jetzt erdrtert werden soll.

Betrachten wir zunachst den Fall einfacher harmonischer Bewegung,
in dem also y in Gl. (562) gleich Null wird. Die Bewegungsgleichung geht
dann iiber in

&+ p*xr=asinmt
oder
&= —pix -+ asinmt. (a)

Wir wollen hier nicht auf die Anfangsbedingungen eingehen und nehmen
als erste Naherungslosung der GI. (a) den Ausdruck

;= Asinm¢ (b)

an. Setzt man dies in die rechte Seite der Gl. (a) ein, so ergibt sich fol-
gende Gleichung zur Berechnung der zweiten Approximation:

d*z, 2 .
iE = (a — p?A)sinmt,
woraus folgt
Apt—a .
Xy = - pmz Ysinmt. (c)

Die willkiirliche Konstante 4 ist nun so zu wihlen, daf die Schwingungs-
amplituden z, und #, einander gleich werden; dies fithrt auf

Ap*—a
m2

A::

’

1

Timoshenko, Schwingungsprobleme.
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woraus a

A= 570 (d)
in Ubereinstimmung mit der genauen Lésung fiir den Fall erzwungener
harmonischer Schwingungen, s. Gl. (19), S. 11.

In analoger Weise wollen wir auch im allgemeinen Falle der Gl. (52),
in dem y 4= 0 ist, verfahren und fithren

%, = Asinmt

als erste Naherungslosung der Differentialgleichung ein. Damit ergibt
sich zur Berechnung der zweiten Néherung nach Gl. (52) die Beziehung

d? x,

iz — —Putyal+ asinmt = (a — Ap*)sinmi + ALysindmi.  (e)

Unter Benutzung der Identitét
sin®mt = +(3sinmt— sin3mt)

erhialt man durch Integration der GI. (e)

= A _ 3 43 -,t+A3,Z'3t
xz——mz( p*—a — 5 A3y)sinm Sem: SIN3me.

Jetzt bestimmen wir die willkiirliche Konstante 4 derart, daB die Ampli-
tude der Grundschwingung bei der ersten und zweiten Naherung
gleichen Wert hat; dies gibt

1 .
EAP—a—FA%y) =4
und wir erhalten
a4 A(m? — p?) = —2 43y (53)

Die zweite Niherung lautet demnach
. Ay .
x2:=Asmmt—}—.36;352- sin3mt, (54)

worin 4 aus der kubischen Gl. (53) zu berechnen ist.
Mit diesem Resultat kann man aus Gl. (52) die dritte Niherung er-
halten usw. Dieses Verfahren der sukzessiven Approximationen griindet

sich auf die Annahme, daBl die Gré8e 7;;:5 A? gegen 1 klein ist, doch zeigt

eine eingehende Betrachtung iiber die Konvergenz des erérterten Be-
rechnungsprozesses?, dal die Nidherungslosung (54) fiir technische An-
wendungen stets hinreichend genau ist.

! Das Problem der freien und erzwungenen pseudoharmonischen Schwingungen
ist im Werke von Georg Duffing, Erzwungene Schwingungen bei verianderlicher
Eigenfrequenz, Braunschweig 1918, behandelt. Siehe auch R.Riidenberg:
Einige unharmonische Schwingungsformen mit groBer Amplitude. Z. ang. Math.
Mech. 3, 454 (1923).
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Die Auflosung der kubischen GI. (53) geschieht vorteilhafterweise
auf graphischem Wege. Schreibt man die Gleichung in der Form

A(1____>__i:_3_lA3’ (53’)
so ergeben sich die Wurzeln als die Abszissen der Schnittpunkte der
geraden Linie

—a1-")
y=A(1 -7 (0

s
P
mit der kubischen Parabel

3 ¥
y=7g 4 (8)

Die beiden Linien sind in Abb. 64 eingetragen.
Die drei Geraden O B, 0C und O D entsprechen den dréi verschiedenen
Beziehungen zwischen m und p in Gl (f) bei einem festgehaltenen Werte

von %. Wenn eine Schwingung von sehr kleiner Amplitude entsteht, so

ist die Verschiebung x sehr klein, und das Glied mit «® in Gl. (52) darf
vernachlissigt wer- y
den. In diesem Falle —— Ay—
ergibt sich eine ein- E D m<p
fache harmonische g A

Bewegung mit der N \ I
gung % AN —=4; = @
Periode v = ==. Die h )
P |

1 4 7

I =7
T A
_‘;1’—__.__—__...-——__-—6

me-p

gerade Linie OB in
Abb. 64 entspricht
dem Fall, daBl die
Frequenz der St6-
rungskrafthoherliegt
als die Frequenz die-
ser harmonischen Be-
wegung (m > p). Aus
der Zeichnung ist er-
sichtlich, dafB hierfir
nur ein Schnittpunkt
vorhanden ist, der die Amplitude der erzwungenen Schwingung voll-
standig bestimmt. Diese Amplitude nimmt ab mit wachsender Frequenz

N

~

Abb. 64.

der Storungskraft, d.h. mit wachsendem Wert von Ly

Im Falle m = p ist gleichfalls nur eine reelle Losung méglich. Die
entsprechende Schwingungsamplitude ergibt sich wieder als Abszisse
des Schnittpunktes der Linie OC mit der kubischen Parabel.

Betrachten wir nun den Fall m << p. Hierfiir mége OD die durch
GL. (f) gegebene gerade Linie darstellen. Der Schnittpunkt dieser Linie

7%
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mit der A-Achse ergibt sich aus der Gleichung

2
(o s
zu
A== 5.

Dies ist die Amplitude einer einfachen harmonischen Bewegung, siehe
Gl. (d), und im Fall kleiner Amplituden unterscheidet sich dieser Wert
nur wenig von der Wurzel 4, der kubischen Gl. (53). Dies bedeutet, daf3
unter der Einwirkung einer sehr kleinen Stérungskraft Schwingungen
entstehen, die sich nur wenig von einer einfachen harmonischen Be-
wegung unterscheiden. Nun wollen wir uns vorstellen, da die Stérungs-
kraft dem Betrage nach, d. h. die GroBe a, bei festgehaltener Fre-
quenz allméhlich anwichst. Die Gerade O D verschiebt sich dann parallel
zu sich selbst nach unten, also z. B. in die Lage I—1 der Abb. 62. Die
Amplitude der erzwungenen Schwingung wichst gleichfalls an. Aus der
Abbildung ersieht man, dafl das allmahliche Anwachsen der Kraft bis
zu einer gewissen Grenzlage der erwdhnten Geraden mdoglich ist; diese
Grenzlage ist durch die Gerade 2—2 dargestellt, die den positiven Ast
der kubischen Parabel berithrt. Nach Uberschreitung dieser Grenzlage
werden die Wurzeln 4, und 4, imaginar und die Amplitude der erzwun-
genen Schwingung ist dann durch die dritte Wurzel 4, gegeben, die dem
Schnittpunkt der geraden Linie mit dem negativen Ast der kubischen
Parabel entspricht. Angestellte Versuche! haben gezeigt, dafl bei einem
allméhlichen Anwachsen der Stérungskraft Schwingungen entstehen,
die der Wurzel 4; (Abb. 64) entsprechen. Nach Uberschreitung der
durch die Gerade 2—2 dargestellten Grenzlage sind die der Wurzel 4,
entsprechenden Schwingungen durch Dampfung zum Verschwinden ge-
bracht und es beginnt eine neue Schwingungsbewegung mit einer Phasen-
verschiebung gleich 7z und einer durch die Wurzel 4, gegebenen Ampli-
tude.

Zu beachten ist, daB das oben beschriebene Verfahren auch bei
der Untersuchung freier pseudoharmonischer Schwingungen mit Vor-
teil benutzt werden kann. Hierzu ist es nur notwendig, in unserer obigen
Betrachtung ¢ =0 zu setzen. Dann fallt der Punkt O der Abb. 64

1 Sehr wichtige experimentelle Untersuchungen iiber pseudoharmonische
Schwingungen wurden von O.Martienssen durchgefiithrt (Phys. Z. 1910, 48).
Er hat als erster auf versuchsmafligem Wege gezeigt, dafl im Falle pseudoharmo-
nischer Schwingungen eine und dieselbe Storungskraft erzwungene Schwin-
gungen von zwei voneinander getrennt liegenden verschiedenen Amplituden
erzeugen kann. Kinige an einem Pendel ausgefithrte Versuche iiber pseudo-
harmonische erzwungene Schwingungen beschreibt G. Duffing in seinem oben
erwihnten Werke.
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mit dem Xoordinatenursprung zusammen. Fir irgendeine fir das
betrachtete System mogliche Schwingungsfrequenz (0 << m < p) kann

die gerade Linie R
)= a(1-5)

konstruiert werden. Die Abszisse des Schnittpunktes dieser Geraden
mit der kubischen Parabel nach Gl. (g) ergibt dann die entsprechende
Amplitude der freien Schwingung des Systems.

Aus dieser Erorterung geht hervor, daBl man mit Hilfe der Methode
der sukzessiven Approximationen eine Losung der Gleichung fir er-
zwungene pseudoharmonische Schwingungen erhalten kann, die die
gleiche Periode hat wie die Storungskraft. Die Amplitude dieser Schwin-
gung bleibt stets endlich, und eine Erscheinung, die im FKalle har-
monischer Schwingungen als ,,Resonanz‘ bekannt ist, tritt bei Systemen
mit variabler Elastizitdt nicht auf. Wenn der Begriff der Resonanz fiir
solche Systeme auf den Fall m = p angewandt wird, so kann man
sagen, daB in diesem Talle und stets dann, wenn die Frequenz der
Storungskraft grofer ist als die der ,,Resonanz‘, die Schwingungs-
amplitude eine bestimmte Gréfle hat. Im Falle m < p kann unter ge-
wissen Umstédnden ein groBer Sprung in der Amplitude und im Nacheil-
winkel der erzwungenen Schwingung eintreten, namlich entsprechend
dem plétzlichen Sprung von P auf ¢ in der Abb. 64. Um einen stabilen
Zustand herzustellen und die Moglichkeit starker Amplitudenschwan-
kungen der erzwungenen Schwingungen zu beseitigen, mufl man m ent-
weder gréfler als p oder um ein Vielfaches kleiner als p wahlen. Aus der
Abb. 64 kann man ersehen, daB, wenn sich m von p stark unterscheidet,
die die Amplitude der erzwungenen Schwingungen kennzeichnenden
Schnittpunkte auf dem flachen Teil der kubischen Parabel angeord-
net sind; der Bewegungstypus unterscheidet sich dann wenig von der
einfachen harmonischen Schwingung.

22. Quasiharmonische Schwingungen.

Bei einer gewissen Art von technischen Problemen ist das schwin-
gende System durch eine von der Zeit abhingige Steifigkeit gekenn-
zeichnet. Die Bewegung solcher Systeme wird als quasiharmonisch
bezeichnet; sie kann durch eine Gleichung von der Form

T+ 2n&+ pla=f()),
worin die Steifigkeit p2 oder der Dampfungsfaktor 2n periodische
Funktionen der Zeit sind, dargestellt werden. Diese Schwingungsform
wollen wir nun an einigen Beispielen studieren und insbesondere das

Schwingungsproblem bei einem gewissen Typus elektrischer Lokomo-
tiven ausfithrlich behandeln.
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Ein einfaches Beispiel bieten die Schwingungen eines Pendels von
verdnderlicher Linge I. Abb. 65 stellt ein solches Pendel dar, das unter
der Einwirkung einer an der Schnur OA angreifenden Zugkraft 7'
¢ Léngeninderungen erleidet. Die Differentialgleichung
der Bewegung lafit sich aus dem Satz von der zeit-
lichen Anderung des Momentes der BewegungsgroBe

ableiten. Die BewegungsgroBe der Masse w kann in

zwei Komponenten zerlegt werden, von denen die eine
in die Richtung der Schnur OA fillt und die andere
darauf senkrecht steht. Bei der Berechnung des Mo-
mentes der BewegungsgréBe in bezug auf den Punkt O
kommt es nur auf die zweite Komponente an, und

diese ist gleich —I;Zle Die zeitliche Ableitung des Mo-

mentes der Bewegungsgréfie mufl dem Moment der duBeren Krifte in
bezug auf den Punkt O gleich sein. Hieraus folgt die Gleichung

Abb. 65.

E?QAPB)::—1Vlmn9

oder

+E—d‘l 6+ = smB—O (55)

Im Falle kleiner Schwingungsamplituden kann man sin 6 in Gl. (55)
durch 6 ersetzen, und erhilt damit

2 dl ’
O+ 0+50=0. (55')

Vergleicht man diese Gleichung mit der Gl. (25) firr geddmpfte Schwin-
gungen, so sieht man, daB das Glied mit der Ableitung % an Stelle des

Gliedes tritt, das den EinfluB der Dampfung in der Gl. (25) darstellt.
Durch passende Anderung der Linge ! mit der Zeit kann derselbe
Effekt erzielt werden wie mit ,negativer Dampfung”. In einem
solchen Falle tritt beim System eine fortschreitende Energieansamm-
lung an Stelle einer Energiezerstreuung ein und die Schwingungsampli-
tude des Pendels nimmt mit der Zeit zu. Es ist leicht zu sehen, daB
eine solche Energieansammlung von der Arbeit herriihrt, die von der
Zugkraft T bei der Variation der Pendellinge ! verrichtet wird. Man
kann sich verschiedene Verfahren zur Anderung der Pendellinge I
denken, die zu einer Energieansammlung im schwingenden System
fithren.

Als Beispiel diene der in Abb. 66 zum Ausdruck gebrachte Fall,

veranschaulicht durch Diagramme der Winkelgeschwindigkeit il[? -und
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der Geschwindigkeit —Z—% der Léngenverénderung des Pendels in Ab-

hangigkeit von der Zeit. Die Periode der Langenénderung des Pendels
ist halb so grof angenommen wie die

der Pendelschwingung und die Kurve !*?” !

der Werte %? ist gegeniiber der Kurve » 5 ,
0 e :

der Werte —% derart angeordnet, da3 der @ N NG?

maximale Betrag der negativen Damp-

fungswirkung zeitlich mit der maximalen Abb. 66.

Geschwindigkeit zusammenfallt. Dies be-
deutet, dafl eine Verminderung der Lénge ! einzutreten hat, wenn

die Geschwindigkeit %% groB ist, ein Anwachsen der Lange ! dagegen,

wenn die Geschwindigkeit verhéaltnismédfig gering ist. Bedenkt man,
daB die Zugkraft 7' gegen die Radialkomponente des Gewichtes W und
die Zentrifugalkraft wirkt, so ist es leicht zu sehen, da in dem durch
Abb. 66 veranschaulichten Falle die von der Kraft 7' wihrend der
Langenverminderung des Pendels geleistete Arbeit gréfer sein wird
als die bei zunehmender Linge ! wiedergewonnene Arbeit; der Arbeits-
iiberschufl vergrofert die Schwingungsenergie des Pendels.

Die Berechnung der Energiezunahme des schwingenden Pendels
wird besonders einfach in dem durch Abb. 67 veranschaulichten Falle.

Es ist hier angenommen, daBl die Pendel- 0
linge um den Betrag Al plstzlich abnimmt, / AN
wenn sich das Pendel in seiner Mittellage ; '*d AN

befindet, und dal sie um den gleichen Be-
trag plotzlich wieder zunimmt, wenn sich
das Pendel in einer der beiden Extremlagen
befindet. Die Kurve, die hierbei von der

A 2

w . . s .
Masse ) beschrieben wird, ist in der Figur

Abb. 67.

durch die ausgezogene Linie dargestellt.
Die Masse fiihrt zwei volle Schwingungen wihrend einer Pendelschwin-
gung aus. Wihrend der Verkiirzung der Pendellinge I wird die Arbeit

<W + g ?)Al (a)

geleistetl. Hierin bedeutet v die Geschwindigkeit der Pendelmasse L;

in der Mittellage. Die in den Extremlagen des Pendels wiedergewonnene

Arbeit ist
WAlcoso. (b)

1 Bei dieser Berechnung wird die Anderung der Fliehkraft bei der Verkiir-
zung der Pendellinge vernachlissigt.
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Der Energiegewinn bei einer vollen Pendelschwingung ist

AR — 2{(W+%%2>Al— WAlcoso:}.

Fiithrt man hierin
1 =2¢gl(l — cos )
ein, so wird

AE =6 WAl(1 — cosa). (c)

Infolge dieser Energiezunahme tritt in dem durch Abb. 67 dargestellten
Falle eine fortschreitende Vergréferung der Amplitude der Pendel-
schwingung ein.

Ein anderes Beispiel bietet die Betrachtung der Biegungsschwin-
gungen eines rotierenden Stabes mit einer Randlast W (Abb. 68). Diese
Anordnung entspricht der iiblichen Art der Beanspruchung eines in
der Festigkeits-Priifmaschine eingespannten Stabes Wenn die Bie-

gungssteifigkeit des Stabes in
allen Axjalschnitten die gleiche
J/\ —}] ) ist, so bleibt die Durchbiegung
\1 T N am Ende B bei der Drehbewegung

konstant, und Schwingungen
treten nicht ein.

w Nun wollen wir aber anneh-

Abb. 65. men, dafl die Haupttrigheits-

momente I, und I, des Stab-

querschnittes verschieden sind (Abb. 68b). Dann wird die statische

vertikale Durchbiegung des Stabendes B von der GroBe des Winkels o

zwischen der Lastrichtung und der z-Achse abhingig sein, und man

kann sie durch den Ausdruck

Wi I, Ly o)

darstellen. Infolge dieser Verénderlichkeit der vertikalen Durchbiegung
wird die Frequenz der freien vertikalen Schwingung der am Ende B

des Stabes A4 B befestigten Last von der GréBe des Winkels o ab-
héngen.

Jetzt wollen wir annehmen, daB der Stab 4B mit einer konstanten
Winkelgeschwindigkeit o rotiert. Dann dirfen wir « = wt in Gl (d)
setzen und die Federungszahl im Falle vertikaler Schwingung der
Last W wird nach Gl. (d)

6EI,
= ;1 7‘77 L {/17 WI"'V\‘ 2 tj' , (e)
1_ 7, L I, | cos 2w |

d. h. die Federungszahl ist eine periodische Funktion der Zeit von einer
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Frequenz, die doppelt so grof ist wie die Frequenz der Drehbewegung
des Stabes. An einer Vorrichtung der beschriebenen Art wurde mit
1,=0,841, eine Reihe von Versuchen durchgefiihrt und es wurde
gefunden, da3 es zwei kritische Drehgeschwindigkeiten gibt, bei denen
grofle vertikale Schwingungen der Last W entstehen. Die Ergebnisse
eines derartigen Versuchs sind in Abb. 69 veranschaulicht. In dieser
Abbildung ist die Schwingungsampli-

720/ =254 cm

tude als Funktion des Gewichtes W s T 7 Plund~Q453kg
bei einer konstant gehaltenen Dreh- Sl‘_
geschwindigkeit des Stabes von § 1300 Umale pro #in.
1300 Umdrehungen pro Minute dar- 'E‘i'

gestellt. Es ergaben sich zwei kri- EZ—

tische Gebiete. Die Resonanzschwin- §,|

- R . <
gungen mit dem gréfleren Gewicht l

entsprechen der Eigenfrequenz der 78 72
vertikal gerichteten Schwingung des
am Stabe befestigten Gewichtes,
wenn man als Trigheitsmoment des Stabquerschnittes den Mittelwert
zwischen den beiden Extremwerten des Tragheitsmomentes einfiihrt.
In diesem Falle kommen zwei volle Perioden der verinderlichen
Biegungssteifigkeit auf eine Schwingungsperiode. Das andere kritische
Gebiet (W,, = ein Viertel des zuerst erwihnten Gewichtes) entspricht
einer Eigenfrequenz des Gewichtes von 2600 Perioden in der Minute.
In diesem Falle kommt eine Periode der verinderlichen Biegungs-
steifigkeit auf eine Schwingungsperiode.

Schwingungen dhnlicher Art kénnen in rotierenden Kérpern von ver-
dnderlicher Biegungssteifigkeit auftreten, beispielsweise in einem Zwei-
polrotor eines Turbogenerators. Die Durchbiegung eines solchen Rotors
unter der Kinwirkung seines eigenen Gewichtes variiert wihrend der
Drehung und bei einer gewissen Geschwindigkeit entstehen infolge
dieser verdnderlichen Biegsamkeit heftige Schwingungen.

Jb o4
Belastung in Pfund
Abb. 69.

23. Schwingungen im Kuppelstangenantrieb bei elektrischen
Lokomotiven.

Allgemeines. Ein &duBerst wichtiges technisches Beispiel quasi-
harmonischer Schwingungen bieten die elektrischen Lokomotiven mit
Kuppelstangenantrieb. Die Elastizitit des Systems zwischen der
Motorwelle und den Antriebsachsen hiangt von der Kurbelstellung
ab und ist bei der gleichférmigen Bewegung der Lokomotive gewshnlich
eine komplizierte Funktion, deren Periode einer Umdrehung der An-
triebsachsen entspricht. Wir sahen im vorangehenden Paragraphen,
daB solche Systeme von verdnderlicher Elastizitat unter gewissen Be-



106 Nichtharmonische Schwingungen.

dingungen in den Zustand heftiger Schwingungsbewegung geraten

kénnen. Da solche Schwingungen bei den schweren rotierenden Massen

des Motors Schwankungen der

Winkelgeschwindigkeit erzeugen,

E - Lj % so entstehen im Triebwerk der

— — Lokomotive groBe dynamische

Zusatzkriafte. Manche Betriebs-

stérungen, besonders in der

fritheren Bauperiode der elektrischen Lokomotiven, miissen auf diese
dynamische Ursache zuriickgefithrt werden?.

Veriinderliche Elastizitit des Kuppelstangenantriebes. Um zu zeigen,
wie die Elastizitit eines Kuppelstangenantriebes bei einer Umdrehung
des Motors variiert, wollen wir hier ein einfaches Beispiel, veranschau-
licht durch Abb. 71, behandeln. Am Rotor mége ein Torsionsmoment M,
angreifen, das sich

) durch die Motorwelle
, /I”f\\// 00, die Kurbeln 017
q]

Abb. 70.

und O 2und die Kup-
pelstangen 11 und 2 2
auf die Treibachse 0,0,
ibertrégt. Betrachten
wir nun den Winkel;
um den sich der Rotor gegeniiber der Treibachse O;0; in seiner Dreh-
richtung infolge der Verdrehung der Welle OO und der Deformation
der Kuppelstangen verschiebt. Sind M7, und M7, die Torsionsmomente,
die durch die Kuppelstangen I I bzw. 22 auf die Treibachse ibertragen
werden, so ist zunichst

Triebrad

Mp= My + My. (a)
Ist K, die Federungszahl fiir das Wellenende OA , so ist der Verdrehungs-
winkel am Motor infolge der Wellentorsion gleich

M
Alqa:#. (b)

1

Jetzt berechnen wir die Winkelinderung A4, ¢ infolge der Verkiirzung
der Kuppelstange 11. Sei S; die Druckkraft in der Kuppelstange,

1 Die wichtigsten Arbeiten iiber Schwingungserscheinungen bei elektrischen
Lokomotiven sind: 1. MeiBner, Prof. E.: Uber Schiittelerscheinungen in Syste-
men mit periodisch verdnderlicher Elastizitit. Schweiz. Bauzg. 72, 95 (1918).
2. Miiller, K. BE.: Uber die Schiittelschwingungen des Kuppelstangenantriebes.
Schweiz. Bauzg. 74, 141 (1919). 3. Dreyfus, L.: Eigenschwingungen von Systemen
mit periodisch verdnderlicher Elastizitat. A. Féppl zum siebzigsten Geburtstag
1924, 89. 4. Wiechert, A.: Schiittelerscheinungen. Forsch.-Arb. Ing. 1924, H. 266.
5. Seefehlner, E. E.: Elektrische Zugforderung 1924. 6. Schwerin, E.:
7. techn. Phys. 10, 37 (1929).
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0 :% die entsprechende Verkiirzung der Kuppelstange und r der

Kurbelradius. Dann ist
My = S;rsing. (c)
Aus einer geometrischen Betrachtung nach Abb. 72 schlieBen wir ferner

d=rd,psing.

Bedenkt man, daf
t b4

FE = !
S8;=480=-, K\ e
l bl
/\r
so erhalt man aus den Gin. X\‘_ ________________________
(c) und (d) o

Ayp— . Mal
2P = FErsin? ¢

Setzen wir

so wird
My
420 = ¥ o o (e)
Die gesamte Winkelinderung am Motor gegeniiber der Treibachse ist
somit! '

, 1
Ap=A,¢9+ Ayp = My, (K +Kls1n2 ) (f)

Der gleiche Winkel miiite sich aus der Betrachtung der Torsion am
Wellenteil OB und der Verkiirzung der Kuppelstange 22 ergeben.
Unter der Voraussetzung, da§ die Anordnung des Motors in bezug auf
die Langsachse der Lokomotive symmetrisch ist, erhalten wir in ganz
analoger Weise

’” 1 1
Aus den Gln. (a), (f) und (g) fO].gt

2 1
2 gin? 20 L
% Sin® ¢ cos® g o ,

MT == Aq) B

< __sin% g 4 1 (71* c;)éz + AL)
T WAV Rl
2 8§ 2
= Ao — 7{1 ij{; - 17—0054 ¢ (h)
¥ 8 1

KKK, TR K’C"““q”

! Bei dieser Berechnung wurde nur die Deformation der Kuppelstangen
und der Welle OO in Betracht gezogen.
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Setzt man
p=wt, K——I—E T?I:b’
so wird
MTZA(p%i%;. (56)

Wie man sieht, ist die Elastizitdt des Systems eine Funktion der
Zeit mit einer Periode, die gleich ist dem vierten Teil der Periode der
Wellendrehung. Abb. 73 ist eine graphische Darstellung der mit dem
Winkel verdnderlichen Elastizitdt. Bei einem Torsionsmoment von
gegebener GréBe wird der Torsions-
winkel zu einem Maximum gleich

MT(T;’: + Fl—> , wenn

Y 2
TM p—wi=0,lx x

i3
as

R | E i wird. Er wird dagegen zu einem Mini-
bk | | . 1 1
l i ! ! ¢ mum gleich MT<2¥K—+YW’ wenn
g T T 1‘ 1 . 2/
Abb. 73. p=wt=3n, i7,

wird.
Es ist leicht zu sehen, daBl die Schwankung in der Elastizitit des
Systems mit wachsender Steifigkeit der Welle, d. h. mit wachsendem
Wert der GroBe K,, abnimmt. Bei einer

. ’ absolut steifen Welle wiirde die Elastizitat

2L ¥ bei der Drehbewegung konstant bleiben.

2 ) i In unserer obigen Betrachtung wurden

Jz‘ ' :E" die Gln. (a), (f) und (g) analytisch behan-

I M —te— t" < delt. Dieselben Gleichungen kénnen aber auf

A ¢ g 8 graphischem Wege leicht gelost werden!®.
Abb. 74, Mége AB in Abb.74 in einem gewissen

Maf@istab die GroBe des Torsionsmomen-
tes M, darstellen; macht man dann die Endordinaten 4F und
BD gleich

/1 1 y
B Ko g) Mo 0 (g ) M

so bestimmt die Vertikale OC durch den Schnittpunkt der Geraden BF
und 4 D die Strecken AC und ¢ B, und diese stellen die Momente M,
und M7 dar.

1 Das im Text folgende Verfahren wurde von A. Wiechert (sieche FuBnote
S. 106) benutzt.
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Aus der Abbildung folgt auch

L1 1
0C =M+ g mp) = 40
d.h. OC ist gleich der am Motor gemessenen Winkelinderung infolge
der durch das Torsionsmoment M, hervorgerufenen Deformation des
Kuppelstangenantriebs.

Dieses graphische Verfahren ist besonders in den Fillen mit Vorteil
anwendbar, in denen nicht nur elastische Deformationen, sondern
auch toter Gang eine Rolle spielen. Untersuchen wir z. B. den Ein-
fluB eines Spielraumes zwischen Kuppelstange und Kurbelzapfen. Ist
a der Betrag dieses Spieles!, so ist die Verschiebung (s. Abb. 72)
gleich der Verkiirzung der Kuppelstange vermehrt um das Spiel a,

und es ist
8,1
O=Fpta
oder auf Grund von (c) und (d)
L Mr 1
rdysin g = vsing FE + a,
o My a
dov = gy T ey
Die gesamte Winkeldnderung ist
. Mz My a
A‘P“Al(P—i-Az(P—?l‘f*‘Kzﬁlag%-Tan- (k)
In analoger Weise ergibt sich fiir die andere Kurbel
_ M7 | My a
A9 =% + ket p " roosg M

Aus den Gln. (k), (I) und (a) lassen sich die Momente M7, und M7,
und der Winkel Ag berechnen.
Eine graphische Loésung dieser
Gleichungen ist in Abb. 75 ge-
geben. 4B stellt, wie friiher, das (i kot
gesamte Torsionsmoment M, dar.

Die geraden Linien DF und LK =
bringen die rechten Seiten der o]
Gln. (k) und (1), also Linearfunk- 757 E
tionen von M7, bzw. M7, zum 'S
Ausdruck. Der Schnittpunkt O

dieser beiden Linien ergibt die ADD. 75.

Lésung der Aufgabe. Es ist néimlich leicht zu sehen, daB die Ordi-

! a bezeichnet die Differenz zwischen dem Halbmesser der Bohrung und dem
des Zapfens.
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nate OC gleich ist dem Winkel A¢ und daB die Strecken 4C und CB
die Torsionsmomente M7, und My darstellen.
Aus Abb. 75 ersieht man, daB in der Kurbelstellung, die durch

a a 1 1
" rcos @ = rsin @ + (K_l jf;ihﬁ) My (m)
gegeben ist, M7 gleich Null wird. Fiir kleinere Werte von ¢! als der
nach Gl. (m) nimmt die Kuppelstange 7—I das gesamte Torsionsmoment
auf, und es wird M 2,, = M .. In gleicher Weise findet man, da fiir Winkel,
die grofler sind als der aus der Gleichung

a a 1 1

rsin @ ~ 7 roos @ (71 K, cossz) My (n)
folgende, M ’T = 0 ist, und das gesamte Torsionsmoment wird durch
die Kuppelstange 2-2 aufgenommen. Die Anwendung des in Abb. 75
gegebenen graphischen Verfahrens innerhalb der durch die Gln. (m)
und (n) bezeichneten Grenzen in Verbindung mit den Gln. (k) und (1)
fur Gebiete auflerhalb dieser Grenzen ergibt ein vollstandiges Bild
tiir die Versnderlichkeit des Winkels A¢ in den Grenzen {7 < ¢ <.
In dhnlicher Weise konnen auch andere Kurbelstellungen untersucht
werden; man erh#lt dann ein Diagramm fiir die Verianderlichkeit der

Federungszahl % mit dem Winkel w¢, entsprechend der in Abb. 73

gegebenen Darstellung.

Schwingungserseheinungen im Kuppelstangenantrieb. Unter Be-
ziehung auf das in Abb. 71 veranschaulichte Bewegungssystem be-
zeichnen wir mit )

I, das Tragheitsmoment der um die Achse OO rotierenden Massen,

I, das Trigheitsmoment der um die Achse 0,0, rotierenden Massen,

@1, @2 die zugehorigen Drehwinkel um die Achse OO bzw. 0,0,

A =¢, —¢p, die im Drehwinkel gemessene Verschiebung des
Motors gegeniiber der Treibachse, hervorgerufen durch die Deformation
in den Wellen und Kuppelstangen;

y die veranderliche Elastizitit des Kuppelstangenantriebes, aus-
gedriickt durch das Torsionsmoment, das erforderlich ist, um eine
Winkelverschiebung A gleich der Winkeleinheit hervorzurufen; im
oben behandelten Spezialfall, s. Gl. (56), hatten wir

My a—bcosdwt
V= iy T —deosdwt’ (56"

M,, M, die Momente der duBleren Krafte an den Massen [, I,.
Auf die Masse vom Triagheitsmoment I; (Abb. 71) kommt ein Torsions-
moment zur Wirkung und entgegengesetzt dazu entsteht cin Moment

! Hier wird die Anordnung der Abb. 72 zugrunde gelegt, in der die Kurbeln
im ersten und zweiten Quadranten liegen.
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von der GroBe y (¢, — @,); dieses Moment stellt die Reaktion der
elastischen Krifte der tordierten Welle O—O dar. Die Differentialglei-
chung der Bewegung ist

d2
—L SR My —y(p— q2) = 0. (a)

In derselben Weise findet man die Differentialgleichung der Bewegung
fir die zweite Masse:
@ @y

—1I, e — M.+ y(p— @) = 0. (b)
In den wirklichen Féllen stellen I, und I, gewohnlich 4quivalente
Tragheitsmomente dar, deren Grofe aus der Betrachtung der Kon-
stitution des Systems berechnet werden kann.

Aus den Gln. (a) und (b) erhalten wir

42 (py — @s) I, + 1, My M,
B P I I, (1 — @2) = T, - I,
Setzt man N
Pr— P2 =7, ¥ '*111"12*2' =0, (57)
so ergibt sich die Gleichung
. M M,
&4 0n= IIT-+72 , (c)

worin 0 eine gewisse periodische Funktion der Zeit ist. In dem durch
Abb. 71 veranschaulichten Falle haben wir nach GI. (56)

oL+l Li41,a—beosdwt ’

O=v 5, = LI, o—desdoi (57)
Ist die Steifigkeit der Welle gegeniiber derjenigen der Kuppel-

stangen sehr groB, so dirfen die Grofen b und d in Gl (57") ver-

nachléssigt werden (s. S. 108), und man erhilt

I + 1,

1,1,

Wir kommen so zu einem System von konstanter Elastizitdt, fir

das die Eigenschwingungsperiode aus folgender Gleichung (s. S. 7)

leicht berechnet werden kann:

0= K,

LI

T=2al/ . 58
V) (%)
Unter der Einwirkung eines verdnderlichen Torsionsmomentes M, ent-
stehen dann im System starke Schwingungen, wenn die Periode von M,

der REigenschwingungsperiode des Systems oder einem Vielfachen!

! Es wird angenommen, da M7 durch eine trigonometrische Reihe dargestellt
ist (siehe § 12); Resonanz tritt ein, wenn die Periode eines der Glieder der Reihe
gleich = wird.
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davon gleich ist. In dieser Weise ergibt sich eine Reihe kritischer Ge-
schwindigkeiten des Systems.

Im Falle verdnderlicher Elastizitdt wird das Problem kompli-
zierter. An die Stelle bestimmter kritischer Geschwindigkeiten
treten bestimmte Gebiete von Geschwindigkeiten, innerhalb
derer starke Schwingungen entstehen konnen. Zur Bestimmung der
Grenzen dieser kritischen Gebiete wird die Untersuchung der Gleichung

z+0x=0, (59)

die die freien Schwingungen des Systems darstellt, erforderlich. Der
Faktor 0 in dieser Gleichung ist eine periodische Funktion der Zeit;
sie hingt von der verdnderlichen Elastizitit des Systems ab und ist
durch die Gl. (57) definiert. Sei 7' die Periode dieser Funktion und x(¢)
eine Losung der Gl. (59). Dann haben, wie E. MeiBBner?! gezeigt hat,
die Werte von 7', die den Grenzen der kritischen Gebiete entspre-
chen, die Eigenschaft, dal sie eine der beiden folgenden Gleichungen
befriedigen:

x(t+ T) =), (d)

x(t+ T) = —x(). (e)

In der nachstehenden Betrachtung bezeichnen wir den Fall (d) der
Gl. (59) als periodische L6sung erster Art und den Fall (e) als
periodische Lésung zweiter Art. Mit anderen Worten, die Werte
von T, die die Grenzen der kritischen Gebiete bestimmen, sind
diejenigen Werte, bei denen die Gl.(59) periodische Losungen erster
oder zweiter Art besitzt.

Bevor wir diese allgemeine SchluBfolgerung auf die Berechnung
der kritischen Gebiete anwenden, bringen wir zunéchst eine ausfiihr-
lichere Diskussion der Gl. (59).

Diskussion der Differentialgleichung (59)2. Die allgemeine Losung
der linearen Differentialgleichung (59), die von der 2. Ordnung ist,
kann immer auf die Gestalt

= a; M (t) + ax7,() (60)

gebracht werden, worin a, und a, zwei willkiirliche Konstanten bezeich-
nen, wihrend #,(¢§) und 7,(}) zwei partikulire Losungen der Gl. (59)
sind, die den Anfangsbedingungen

7, (0) = 1; 7,(0) = 0: 72(0) = 0; 7,(0) = 1 (a)

1 Siehe den S. 106 erwahnten Artikel.

2 Die nachstehende Untersuchung hat nur theoretisches Interesse und kann
ohne Nachteil fiir das Verstindnis der nachfolgenden Abschnitte beim Studium
fortgelassen werden.
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geniigen. Im Falle konstanter Elastizitdt, wenn 0 = p2, haben wir
beispielsweise
inpt
M) =cospt;  mMy(t) = %
Nimmt man an, daB die Bedingungen (a) erfiillt sind, so haben die will-
kiirlichen Konstanten der allgemeinen Losung (60) eine sehr einfache

Bedeutung, némlich
a4y = (T)=0= T, ay = (F)—0= 1.

Dies bedeutet, dall sich die aus der allgemeinen Losung (60) ergebende
Gesamtverschiebung des Systems bei der Schwingungsbewegung aus
zwel Teilen zusammensetzen 14Bt, wovon der eine von der Anfangs-
verschiebung z,, der andere von der Anfangsgeschwindigkeit z, des
Systems abhéngt.

Sind Anfangsverschiebung und Anfangsgeschwindigkeit gegeben, so
kann man mit Hilfe der in den §§19 und 20 beschriebenen gra-
phischen und analytischen Verfahren stets eine Naherungslosung der
Gl. (59) erhalten.

Um sich ein Bild von der allméhlichen Entstehung der Schwin-
gungen zu machen, mufl man die Integration iiber einen Zeitabschnitt
ausdehnen, der ein Vielfaches der Periode 7' der Funktion 0 betragt.
Dies verlangt eine betridchtliche Arbeit und zugleich vermindert sich
die Genauigkeit dieser Berechnungen mit wachsendem ¢. Wir wollen
nun zeigen, daBl allgemeine SchluBfolgerungen iiber den Charakter
der Lésung (60) moéglich sind, wenn man nur voraussetzt, daf} die
Funktionen 1, (f) und #,(¢) innerhalb der Grenzen 0 <t < 7 bekannt
sind. Zur Ermittelung dieser Funktionen im bezeichneten Intervall ist
es nur notwendig, die Losungen der Gl. (60) fiir zwei spezielle Systeme
von Anfangsbedingungen zu finden, nidmlich fiir

zy =1, Xg =10
und

29 =0, zg=1.
Diese kann man mit Hilfe irgendeines Naherungsverfahrens ermitteln
und damit sind die Funktionen 1, (f) und 7,(¢) im Intervall 0 <t < T
gefunden.

Da die Funktion 6 in Gl. (59) die Periode 7' hat, so dndert sich
diese Gleichung nicht, wenn ¢ mit ¢ + 7' vertauscht wird. Daher sind
m(t 4+ T) und 9,(t 4+ T) gleichfalls Losungen der Gl. (59) und diese
Funktionen miissen dieselbe Form wie (60) haben, d. h.

M+ T) =an(t) + bn(),
N8+ T) = cny(t) + dna(t) .

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 8

(b)
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Setzt man in diese Gleichungen und in deren zeitliche Ableitungen ¢ = 0

ein, so ergeben sich folgende Werte fiir die Konstanten a, b, ¢ und d:
a=n(T), ¢ =n(T), (©)
b=mn(T), d=10(T).

Man sieht nun, daB, wenn 7, () und 7,(¢) im Intervall 0 <t < T
bekannt sind, die Werte dieser Funktionen fiir das Intervall
T <t < 2T mit Hilfe der Gl. (b) und (c) berechnet .werden konnen.
Durch Wiedérholung des Verfahrens laBt sich das Intervall der be-
kannten Funktionswerte #,(!) und #,(f) ausdehnen.

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen kehren wir wieder zur
Gl. (89) zuriick und suchen eine Losung N (!) dieser Gleichung von
der Eigenschaft, daf sich nach Ablauf einer Zeit, die gleich ist der
Periode 7', die Schwingung selbst reproduziert, aber mit vergréBerten
Amplituden. Diese Bedingung driickt sich durch die Gleichung

N+ T)=kN() (d)
aus. Da jede Losung N (f) der Gl. (59) die Gestalt
N (@) = ayny(t) + az 1,(f) (e)

hat, so ist
NE+T)=am@E+T)+ ayny(t+ T)
oder auf Grund der Gl. ()
N+ T)=ay{an(®) + bn.(0)} + ax{en(t) + dnu ()} ()
Substituiert man nun (e) und (f) in die Gl. (d), so wird
ag{ang(t) + bna(t)) + asiem () + dny (D) = k{aymi (t) + aama ()}

Diese Gleichung ist fir jeden Wert von # erfilllt, wenn

aa, + ca,=ka,,

ba, + day, = ka,.
Aus diesen Gleichungen folgt

o _ o _ _d—k

4 = Ta—F b (8)
d. h. der Faktor ¥ mufl die Gleichung

(@ — k)(d —k)=bc
oder
B—(@+dk+ad—bc=0 (h)

befriedigen. Diese Gleichung lifit sich vereinfachen, wenn man
beachtet, da3 #,(t) und 7,(¢f) Losungen der Gl. (59) sind, so dafl

iy (1) + 071y (8) = 0,
72 (t) 4+ 0 (1) = 0.
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Eliminiert man aus diesen Gleichungen 0, so wird
N (E) e (t) — D) m(f) =0,

woraus durch Integration
7y (8) M2 (t) — 715() 1, (1) = const
folgt.

Substituiert man in diese Gleichung ¢ = 0 und ¢t = 7', so ergibt sich
wegen der Gln. (a) und (c)

. —1=bc—ad.
Jetzt geht (h) iber in
—@+dk+1=0, (k)
woraus folgt L i
a
L (L ()

Fiir jede dieser beiden Wurzeln kann der entsprechende Wert des
Quotienten %1- aus der Gl. (g) berechnet werden und in dieser Weise
2
ergeben sich zwei Normalintegrale [s. Gl. (e)] NV, (f) und N,(t) zu
Ni(@+T) =k No(t), N+ T)=ky Ny(t).
Man sieht, daBl die Verianderlichkeit der Integrale N,(f) und N,(t)
mit der Zeit von den Zahlenwerten k; und k, der Wurzeln der Gl. (k)
abhéngt.
Wenn 4odhe
(%) =1 (p)

ist, so sind beide Wurzeln reell, und da k, k, = 1 ist, so ist eine dieser
Wurzeln dem absoluten Betrage nach grofer als 1. Dies bedeutet, da
das entsprechende Integral mit der Zeit unbeschrinkt zunimmt. Nehmen
wir beispielsweise | k;| > 1 an; dann ist nach Ablauf einer Zeit nT'

Nt +nT)=EkN, ().
Wie man sieht, wird das Verhiltnis, in dem die Schwingungsamplitude

zunimmt, von der GroBe |k;| abhingen.
Die Bedingung (p) bezeichnet die kritischen Gebiete, in denen

starke Schwingungen zu erwarten sind. Ist

( ————— ) <1, (@

so werden beide Wurzeln der Gl. (k) imaginér, und die entsprechenden
Schwingungen weisen stets eine endliche Amplitude aufl. Die Grenzen
der kritischen Gebiete folgen aus der Bedingung

<a—;d>2:1.

1 Siehe die S.106 erwahnte Arbeit von MeiBner.
8%
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In diesem Falle ist

oder
ky=ky,= —

und die Gl. (59) hat entweder eine periodische Losung erster Art oder
eine zweiter Art (s. S. 112). Ist
ky=1Fk,=1,
so haben wir
NE+T)=N@;

dies ist eine periodische Lésung erster Art; ist aber

by =1Fky=—1,
so wird

NE+T)=—-N(@),
und dies ist eine periodische Lésung zweiter Art (s. S. 112).
Im ersten Falle kann die Periode durch die Formel —2;? dargestellt

werden, worin n = 2,4,6, ... Im zweiten Falle ist die Periode durch
die gleiche Formel gegeben, doch ist darin » = 1, 3, 5, ... zu setzen.
Hieraus ist ersichtlich, dafl es zur Bestimmung der Grenzen der kriti-
schen Gebiete fiir ein System mit verinderlicher Elastizitat nur erforder-
lich ist, solche Werte der Periode 7' der Funktion 6 in Gl. (59) zu finden,
bei denen diese Gleichung entweder eine periodische Lésung erster
Art oder eine periodische Losung zweiter Art hat. Diese Werte
von T stellen die Grenzen der kritischen Gebiete dar.

Berechnung der kritischen Geschwindigkeitsgebietel. Bei einer elek-
trischen Lokomotive ist die Elastizitatsschwankung des Systems ge-
wohnlich klein und die Gebiete der kritischen Geschwindigkeiten
konnen durch sukzessive Approximation berechnet werden. Der Verlauf
dieser Berechnungen soll nun an einem Beispiel gezeigt werden, bei
dem die Funktion 6 in der allgemeinen Gleichung

z-F0x=0 (59')

“ »{-licos2wt+»ccos§(ut I,+1,
p+gcos2wt+rcosdwt [,

die Gestalt

(61,

hat. Im Falle der oben erdrterten symmetrischen Anordnung ist b=¢==0,
und wir gelangen zu der in Gl. (57") gegebenen Funktion.

Setzt man voraus, dall die Funktion 0 bei der Bewegung der Loko-
motive nur kleinen Schwankungen unterliegt, so werden die Groflen
b, ¢, gund rin der Gl. (61) im Vergleich mit ¢ und p klein, und die Glei-

! Siche Karl E. Miiller: Uber die Schiittelschwingungen des Kuppelstangen-
antriebes. Dissertation der Eidgen. Techn. Hochschule in Ziirich.
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chung kann nach Ausfithrung der Division in der Gestalt

0= {% -+ %cos?wt -+ %costtwt}

2

x {1 — <%cos2wt+ %cos4wt> -+ <—;I;cos2wt + %cos4a)t> } Lit 1,

I, ®

geschrieben werden. Sei nun

aly+1, b1+ 1, el 1, L9 Lor
7’P I,1, = 9o P. Irllzg_gl& p L1, =925 ?_9387 7;*‘(}487

worin ¢, ¢,, g3 und g, GroBen von derselben Ordnung sind wie g,
und ¢ eine kleine Gréfle bezeichnet. Wegen der Identitét

2cos2mtcos2nt = cos2(m 4 n)t 4 cos2(m — n)t (b
kann Gl. (a) in der Form
0 = na2lay + € (a;cos 2wt + a,cosdwt) + &2 (a;cos 2wt 4 a, cos 4 wt

+ a5 cos 6wt + agcos8wt) + &3 (a, cos 2wt~ - - )+ - - -} (c)

geschrieben werden, worin sich die Konstanten ag, a,, a,, ... darch
die oben gegebenen Gré8en gq, ¢,, . . . ausdriicken lassen.

Jetzt sieht man, daBl die von der verdnderlichen Elastizitit des
Systems abhiangige Funktion ) die Periode

T=2 (d)

w
bat, d.h. zwei volle Perioden von 6 entsprechen einer Umdrehung
der Kurbel.

In der folgenden Erérterung der Differentialgleichung (59°) be-
nutzen wir an Stelle der Zeit ¢ als neue unabhéngige Verdnderliche
den Winkel ¢. Diese Verénderliche ist durch die Gleichung

@ = wt (e)
definiert und stellt den Drehwinkel der Kurbel dar; damit ist

. dx dx . d?x o Pz
£= = ==

'JT—U)TV;, .’L‘——’(ﬂg——w’w.

Nach Substitution in die Gl. (59') erhalten wir unter Benutzung der
Gl (d)

e =0, (62)

worin nach Gl. (c)
0 =x2{ag+ €(aycos2@ + aycosd @) + €2 (a;cos2¢p + aycosd @
+ azcos6@ + agcos8¢) + e (a;cos2¢ + - - - )} ()

d. h. die Periode der Funktion # ist jetzt gleich .
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Nach der obigen Diskussion entsprechen die Grenzen der kriti-
schen Gebiete der Bewegung des Systems solchen Werten der Peri-
ode 7', bei denen die Gl.(62) periodische Losungen erster oder
zweiter Art hat, fiir die also

2(p + ) =z(p) }
z(p + 7)) =—z(9)
ist. Fir die Durchfithrung der Berechnung dieser speziellen Werte
von T nehmen wir fir 7' und z(p) die Reihenentwickelungen
T=oy+ a6+ a8+ oz -+ -,
z (p) = 2 (@) + e, (@) + 22y (p) + - - }
an, worin ¢ dieselbe kleine GroBe wie in der obigen Gl. (f) bedeutet.

Setzt man die Reihen (f) und (h) in die Gl. (62) ein, so folgt

d? d? a2 )
= L RPN

(8

oder

(h)

X {ay + e(a,cos 2@ + ascos 4 @) + 2 (azcos 2@ + - - )
X {ao (@) + e21(p) + EXy(@) + -+ -} = 0.

Ordnet man die linke Seite dieser Gleichung nach steigenden Potenzen
von ¢ und setzt die Koeffizienten einer jeden Potenz von ¢ gleich Null,
so erhdlt man folgendes Gleichungssystem:
L xo(9)
d ¢?

;c;(;p) + a1 (@) + 2o (@) {2ae oy + g (@082 @ + ascos4)}=0. (1)

+ ofay e (p) = 0, (k)
4z

Gl. (k) stellt eine einfache harmonische Bewegung dar; die Lésung
dieser Gleichung kann in der Gestalt

2y = Acos (nep — &) (m)
geschrieben werden; hierin ist
n= Ya, o, (n)

wahrend 4 und ¢, willkiirliche Konstanten sind.

Um die Bedingungen (g) zu erfiillen, ist es erforderlich, fir die
periodischen Lésungen erster Art n = 2,4,6,..., fir diejenigen
zweiter Art » = 1,3,5,... zu setzen. Substitulert man dies in die
Gl. (n) und beachtet dabei, daf nach Gl. (h) o, die erste Naherung fiir
die Periode 7' ist, wihrend 720, = 0, einen gewissen Mittelwert von 0
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darstellt, so hat man

TS

mit n =1,2,3,...
Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Eigenschwingungsperiode

T = 27 ines Systems von konstanter Elastizitit 6 = 6,, so sieht

man, (i)aB sich als erste Naherung fiir die kritischen Geschwindig-
keitsgebiete bestimmte kritische Werte der Geschwindigkeit ergeben.
Bei einer solchen kritischen Geschwindigkeit ist die Periode 27 einer
Kurbelumdrehung gleich der Eigenschwingungsperiode 7 des Systems
(oder einem Vielfachen von 7) fiir den Fall konstant angenommener
Steifigkeit entsprechend einem gewissen Mittelwert 6, der Funktion 0.

Die zweite Naherungsiosung der Gl. (59°) ergibt sich nun durch
Substitution der ersten Naherung (m) in die Gl. (I). Dies gibt

2

d H{;(T(P) + ag oz (@) = — 25090 A cos (n @ — &)
— o Acos (np — &) (@, c082¢ + ajcos 4 @)

oder unter Benutzung der Gl. (b)
2
#ly) + agadx, (@) = — 2a, w0y Acos(n g — d)

— %‘b A{cos[(n 4 2) ¢ — 6g] + cos [(n — 2) ¢ — b,]}

_ O%CEA {cos[(n + 4) ¢ — O] + cos[(n — 4) ¢ — J,]} . (0)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung besteht aus zwei Teilen: der
erste ist die freie Schwingung, dargestellt durch

Bcos (ng — 6y),

worin B und ¢, zwei willkiirliche Konstanten sind, wahrend n = Vag of;
der zweite ist eine erzwungene Schwingung. Zur Berechnung dieser
zweiten Schwingung benutzen wir den allgemeinen Ausdruck (24) S. 24.
Bezeichnet man mit R(gp) die rechte Seite der Gl. (0), so kann man die
erzwungene Schwingung durch das Integral

P
1 .
| R@sinng — 6 s )
0
darstellen. Die Glieder der rechten Seite der Gl. (o) sind von der all-
gemeinen Form
N cos [(n 4+ m) ¢ — 0].
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Substituiert man dies in (p), so wird

@

% cos[(n 4+ m) & — d]sinn (¢ — &) d&
b

= — %-f;n—{cos[(n:i:m)(p—é]-*COS(n(P—a)}

+§;2—alm{°°ﬂ<nim>¢~6]~cos(n<p+ d)}. (q)

Hierbei sind zwei Ausnahmefille m = 0 und 2% 4- m = 0 zu beachten.
Im ersten Ausnahmefalle (m = 0) wird das erste Glied der rechten Seite
der Gl. (q)

N .
55, Psin(ng —9).

Im zweiten Ausnahmefall (2n - m = 0) wird das zweite Glied der
rechten Seite der GI. (q)

N .
ﬂqysm(n(p—ké).

Nach dieser vorbereitenden Erérterung kann die allgemeine Lésung
der Gl (0) in der Form

%; = Becos (np — 6;) — 2aoocooc1A§%<psin(n<p — 0y)

_ 2apa al

@n [cos (n @ — 0y) — cos (n g + 0g)]
1 11 1
cosl(n+2)9 — 00l (— 55 3 T2, 90 - o)
1 1 I
a4 +eosl(n—2)p ‘%](f 5+§;'ﬂti’2)
2 1 1 1 1
—{—cos(n<p—6)< ?_ﬂ'?)
, 11 1 1 ()
+ 003 (g 90 (< 3750t 2 "3 20 2)
1 1
COS[(n+4)¢_5o](*z+m;>
1
o | T eosln—4)g ~oo]< +‘,n74>
T 2.2m /1 1
! -+ cos(ng — 0g) <-4— - 4>
1 1
+COS(”‘P+‘50)<2n+‘4_2’h74/‘

dargestellt werden. Wie man sieht, sind alle Glieder der gewonnenen
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Losung mit Ausnahme des Gliedes
1 . s
— QaOaOoLIAﬂqosm (np — 0)

periodisch oder halbperiodisch; daher sind die Bedingungen (g) er-
fillt, wenn man
*X = 0

setzt. In dieser Weise ergibt sich die zweite Naherung fir 7' aus der
ersten der GIn. (h) und diese Naherung fillt mit der ersten Niherung
zusammen. Ausnahmefille treten nur fiir » = 1 und n = 2 ein.
Im Falle » = 1 nehmen die Glieder
aa, A 1 1 1 1]

— —0—2—1—{003 ((n—2)p— (50]% "o, 5 — cos(ng + d) 2—527{;:5}
der allgemeinen Losung (r) die Form oc — o¢ an und miissen durch das
Glied

1"‘;;11% - @sin (¢ + 9y)

ersetzt werden. Um die Losung (r) periodisch oder halbperiodisch zu
machen, ist es notwendig, in diesem Falle

1 ja
— 29099 A~ @sin (¢ — dp) — S esin(g o 0 =0
oder
. 3 . 2 ay)
sin @ cos 60<— @y Hg0ly — 1";1> -+ cos @ sin 60<a0 oy %y — 3‘—"%) =0 ()
zu setzen.

Es gibt zweiMoglichkeiten, diese Gleichung zu befriedigen : entwederist

. 2
8, =0, —ag = Xt =0, a= =P ()
oder
1 xd ay %y
60=?ﬂ, (todoml——T:—O, 0(1:—2;;. (2)

Substituiert man die erhaltenen Werte von «, in die erste der
Gn. (h) und beachtet dabei, daB nach Gl. (n) fiir n =1 die GroBe «y — ——

}aq
wird, so ergibt sich als zweite Naherung fiir 7', den Grenzen des kri-
tischen Gebietes entsprechend,

1 1 «a
T1min: —_ ';41‘,-
Yao }ag 4 aq
(64)
T f— »1_ £ i .ﬂ,
1max — T = .
}ao Va, 4a,

Demnach erhdlt man statt einer kritischen Geschwindigkeit, die fiir
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n =1 aus der GI. (63) folgt, ein kritisches Gebiet zwischen den
Grenzen (T)min und (7))max. Die Ausdehnung dieses Gebietes hingt
von der kleinen GréBe & ab; der Bereich vermindert sich mit abneh-
mender Schwankung der Elastizitit des Systems. Beachtenswert ist
ferner, daB die Phasendifferenz §, zwischen der Funktion 6 und der
freien Schwingung des Systems je einen bestimmten Wert fiir die
beiden Grenzfille annimmt, d, = 0 und J, = } n. Wesentlich ist der
Umstand, daB das oben erorterte kritische Gebiet (n = 1) der héchsten
Drehgeschwindigkeit entspricht und praktisch das gefdhrlichste Ge-
biet ist.

Fir den Fall » = 2, d. h. fiir das nichst tiefere kritische Gebiet,
erhdlt man unter Benutzung der gleichen Methode wie oben

4 4 a, =

(Tz)lrl?;; =Va +e V‘Z fay (65)

Um die kritischen Gebiete fiir » = 3 und » = 4 zu ermitteln, mu8

man die dritte Naherung und die Gleichung fiir z, benutzen. Diese

Gleichung kann man aus der allgemeinen Gl. (o) in der gleichen Weise

ableiten wie die Gln. (k) und (1), die wir oben zur Berechnung der
ersten und der zweiten Ndherung verwendet haben.

Unter Benutzung des beschriebenen Verfahrens konnen die kriti-
schen Gebiete fiir die durch Gl. (59) dargestellten freien Schwingungen
einer Lokomotive gefunden werden. Diese Gebiete sind genau die-
jenigen, bei denen unter der Einwirkung von duBeren Kriften [siche
Gl. (c) S. 1117 heftige Schwingungen eintraten !. Die Untersuchung wirk-
licher Falle zeigt?, daB die kritischen Gebiete ihrer Ausdehnung nach
klein sind und daB sich die erste Naherung, bei der die verinderliche
Steifigkeit durch eine gewisse konstante mittlere Steifigkeit ersetzt
wird und bei der die kritischen Geschwindigkeiten durch Gl. (63) ge-
geben sind, an die wirkliche Verteilung der kritischen Geschwindig-
keiten gut anschliefit.

Wir haben in unserer Untersuchung nur Verschiebungen infolge
von elastischen Forméinderungen betrachtet. Das wirkliche Problem
der Lokomotivschwingungen ist erheblich verwickelter wegen des Vor-
handenseins von totem Gang verschiedener Art, der in ausgefiihrten
Konstruktionen unvermeidlich ist und dessen Einfluf auf die Elastizi-
tit des Systems bereits besprochen wurde. Wenn die Geschwindigkeit
einer fahrenden Lokomotive ein kritisches Gebiet erreicht, so gerit
das System in einen Zustand heftiger Schwingungen, bei denen die
bewegten Massen bei jeder Periode zweimal die Spielrdume durchlaufen 3.

1 Siehe die S. 106 erwihnte Arbeit von Prof. E. Meifiner.

2 Siehe die S. 116 erwihnte Arbeit von K. E. Mialler.

* Die Moglichkeit des Auftretens derartiger Schwingungen kann in erheblichem
MaBe verringert werden, indem man nachgiebige Antriebsiibertragungen benutzt.
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Es treten dann Verhiltnisse ein, die den durch Abb. 54 S. 85 veranschau-
lichten analog sind. Eine Bewegung dieser Art ist mit Sto8wirkungen
verbunden und ist fiir den Betrieb sehr schédlich. Manche ungiinstige
Erscheinungen, besonders in der fritheren Bauperiode elektrischer Loko-
motiven, lassen sich auf solche Schwingungen zuriickfiihren. Um Schwin-
gungsvorginge dieser Art auszuschliefen, mul man die Elastizitit des
Systems derart beeinflussen, daf§ die Arbeitsgeschwindigkeit der Loko-
motive von den kritischen Gebieten so weit als moglich entfernt bleibt.
Die Erfahrung zeigt, daB sich die schédliche Einwirkung dieser Schwin-
gungen auf ein Minimum reduzieren laBt, wenn man in das System bieg-
same Konstruktionsteile, wie beispielsweise nachgiebige Antriebsiiber-
tragungen, einbaut. In dieser Weise kann man den Elastizitdtsschwan-
kungen des Systems entgegenwirken und die Ausdehnung der kriti-
schen Geschwindigkeitsgebiete vermindern. Die Einfithrung einer zu-
satzlichen Dampfung in das System kann gleichfalls sehr niitzlich
sein, da hierdurch die Moglichkeit eines fortlaufenden Anwachsens der
Schwingungsamplituden beseitigt wird?.

ITI. Systeme mit mehreren Freiheitsgraden.

24. Das d’Alembertsche Prinzip und das Prinzip virtueller
Verschiebungen.

Wir haben oben bei der Erérterung der Schwingungsvorgidnge bei
Systemen mit einem Freiheitsgrad das d’Alembertsche Prinzip hiufig
angewandt (s. § 1). Dieses Prinzip kann auch bei Systemen mit meh-
reren Freiheitsgraden benutzt werden.

Als erstes Beispiel behandeln wir hier die rdumliche Bewegung
eines freien Massenpunktes. Die Lage eines solchen Massenpunktes
wird durch die Angabe von drei Koordinaten gekennzeichnet. Unter
Benutzung kartesischer Koordinaten bezeichnen wir mit X, Y, Z die
Komponenten, in die sich die Resultierende aller auf den Massenpunkt
einwirkenden Krifte zerlegen 1a6t, und es gelten dann, wenn der Massen-
punkt im Gleichgewicht ist, die Gleichungen

X=0, Y=0, Z=0. (66)

Befindet sich aber der Massenpunkt in einem Bewegungszustand, so
konnen die Differentialgleichungen der Bewegung auf Grund des
d’Alembertschen Prinzips als Verallgemeinerung der statischen Glei-
chungen niedergeschrieben werden. Zu diesem Zweck ist es nur erforder-

1 Verschiedene Dampfungsmethoden sind im S. 106 erwidhnten Werke von
A. Wiechert besprochen.
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lich, die Tragheitskraft den gegebenen duBeren Kraften hinzuzufiigen.
Die Komponenten der Tragheitskraft nach den Koordinatenachsen
sind —mz, —my, —mz und die Bewegungsgleichungen lauten

X —m&=0; Y —my =0; Z—mz=0. (67)

Handelt es sich um ein System von mehreren im Raume freien Massen-
punkten, so miissen die Gln. (67) fiir jeden Massenpunkt des Systems
angeschrieben werden.

Nun wollen wir Systeme betrachten, bei denen die Verschie-
bungen der einzelnen Teilchen, aus denen das System besteht, nicht
ganzlich voneinander
unabhangig sind,
sondern gewissen Be-
schrankungen unter-
liegen, die in der
Gestalt von Glei-
chungen  zwischen
den Koordinaten die-
ser Punkte ausge-
driickt sein mdogen.
Abb. 76 veranschau-
licht einige einfache
Beispiele solcher Sy-
steme. Im Falle eines
sphérischen Pendels (Abb. 76a) muBl der Abstand des Massenpunktes m
vom Koordinatenursprung wihrend der Bewegung konstant gleich der
Pendellinge ! bleiben. Demzufolge sind die Koordinaten x, y, 2
dieses Massenpunktes nicht mehr unabhéngig voneinander, vielmehr
miissen sie der Gleichung

22yt =1 (a)

Abb. 76.

geniigen 1.
Im Falle eines Doppelpendels nach Abb. 76b driicken sich die Be-
schrankungsbedingungen durch die Gleichungen

2+ =1, (b)

(g — )2+ (s — ) =B (¢)
aus.

! Die Fille, in denen die Bedingungsgleichungen nicht nur die Koordinaten
der Massenpunkte, sondern auch die Geschwindigkeiten und die Zeit enthalten,
sollen hier nicht behandelt werden. Von unseren Betrachtungen schlieBen wir
z. B. die Schwingungsbewegung eines Pendels aus, dessen Lange durch eine be-
sondere Vorrichtung wihrend der Bewegung derart variiert wird, daf die Linge 7
cine gewisse Funktion der Zeit ist.
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Beim Schubkurbelmechanismus nach Abb. 76c bewegt sich der
Punkt A4 in einer kreisférmigen Bahn vom Radius 7, wihrend sich der
Punkt B lings der x-Achse bewegt. Zur Charakterisierung der Lage
des Systems genugt die Angabe einer einzigen Koordinate, d. h. das
System hat nur einen Freiheitsgrad.

Bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen fiir solche
Systeme wollen wir vom Prinzip der virtuellen Verschiebungen
Gebrauch machen. Dieses Prinzip besagt, daf bei einem im Gleichgewicht
befindlichen System die durch die duleren Krifte bei jeder virtuellen
Verschiebung (eine kleine mégliche Verschiebung, d.h. eine Ver-
schiebung, deren das System féhig ist, ohne daf3 die Bedingungen des
Systems verletzt werden) geleistete Arbeit gleich Null sein muf3. Be-
zeichnen wir beispielsweise im Falle eines sphérischen Pendels mit
X, Y, Z die Komponenten der Resultierenden aller auf die Masse m
wirkenden Krifte, so driickt sich das Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen in der Gestalt

X0x -+ Y0y + Zoz=0 (d)

aus, wenn man mit dx, 0y, 0z die Komponenten der virtuellen Ver-
schiebung des Punktes m, also kleine der Bedingungsgleichung (a)
entsprechende Anderungen der Koordinaten z, ¥, z von m bezeichnet.
Nach (a) ist aber

(w + 0x)t + (y + Oy) + (2 + Oz =12

und hieraus folgt unter Vernachlissigung kleiner GroBen hoherer Ord-
nung

x0x +ydy +202=0.

Diese Gleichung zeigt, dal die virtuelle Verschiebung auf der Pendel-
lainge ! senkrecht steht und daB demnach irgendeine kleine Verschie-
bung des Punktes m auf der Kugeloberfliche vom Radius I als virtuelle
Verschiebung angesehen werden kann. Die Gl. (d) ist erfillt, wenn
die Resultierende aller auf m wirkenden Krifte senkrecht auf der
Kugeloberfliche steht, denn nur in diesem Falle ist die durch diese
Krifte bei jeder virtuellen Verschiebung geleistete Arbeit gleich Null.

Verkniipft man nun das Prinzip der virtuellen Verschiebungen mit
dem d’Alembertschen Prinzip, so erhdlt man leicht die Differential-
gleichungen der Bewegung fiir den Fall eines Systems mit Bedingungs-
gleichungen. So ergibt sich beispielsweise fiir das sphérische Pendel,
indem man die Tragheitskrafte zu den duBeren Kraften hinzufiigt, die
am Massenpunkt m wirken, folgende allgemeine Bewegungsgleichung:

(X — m&)dx + (¥ — my)dy + (Z — m3)6z = 0. (68)

Hierin sind dx, dy, 6z Komponenten einer virtuellen Verschiebung,
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also einer kleinen Verschiebung, die der Bedingungsgleichung (a)
geniigt. In derselben Weise ergibt sich fiir ein System von n Massen-
punkten m,, m,, ms, . . . unter der Einwirkung der Krifte X,, ¥, Z,,
X,;,Y,,Z,,... die allgemeine Bewegungsgleichung

7

I
3

.{(X,- —m;&;) 0z, + (Y — m, ¥:)0y; + (Z; — m;z,) 521‘} =0. (69)

[

=
Hierin sind dx,;, dy,, 62,, .. . Komponenten virtueller Verschiebungen,
also kleine VerschiebungsgréBen, die den Bedingungsgleichungen des
Systems geniigen. So miissen z. B. die virtuellen Verschiebungen im
Falle eines Doppelpendels (Abb. 76b) den Gleichungen
(@ + 0xy)* + (y + 0yy)® = I8,
(@ + 0my — @ — 0%1)® + (Yo + 0y — 1 — 092 = 13

[s. Gln. (b), (c)] geniigen. Es ist zu bemerken, da X;, ¥, Z, die Kom-
ponenten der Resultierenden aller Krifte sind, die am Massenpunkt m,
wirken, doch gibt es verschiedene Krifte, die bei den virtuellen Ver-
schiebungen keine Arbeit leisten; unter solchen Kriften sind z. B.
die Reaktionen von Schubstangen unverdnderlicher Linge, die Re-
aktionen an Zapfenlagerungen, die Reaktionen glatter Oberflichen oder
Kurven, mit denen die bewegten Teile gezwungen sind, in Berithrung
zu bleiben, besonders hervorzuheben. In der Folge werden unter
X, Y;, Z;, nur Krifte verstanden, die bei virtuellen Verschiebungen
des Systems wirklich Arbeit leisten.

Sind Bedingungsgleichungen nicht vorhanden, sind also die Teile
des Systems vollstindig frei, so sind die kleinen GréBen dx;, dy,, dz;
in Gl (69) vollstandig unabhingig voneinander, und die Gl. (69) ist nur
dann fiir jedes Wertesystem der virtuellen Verschiebungen erfiillt, wenn
fiir jeden der Massenpunkte, aus denen das System besteht, die
Gleichungen

X;—miE; =0, Y, —mi, =0, Z;—mz;=0
erfiillt sind. Dies sind die Gln. (67), die wir oben fiir die Bewegung
freier Massenpunkte erhalten haben.

Gl. (69) ist die allgemeine Bewegungsgleichung fiir ein System von
Massenpunkten, aus der die erforderliche Anzahl von Bewegungs-
gleichungen, gleich der Anzahl der Freiheitsgrade des Systems, ge-
wonnen werden kann. Das Verfahren zur Herleitung dieser Gleichungen
wird in § 26 angegeben.

25. Verallgemeinerte Koordinaten und verallgemeinerte Kriifte.

Im vorigen Paragraphen haben wir kartesische Koordinaten be-
nutzt und es wurde hervorgehoben, daBl diese Koordinaten bei der
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Anwendung auf die Beschreibung der Lage eines Systems gewdhnlich
voneinander nicht unabhéngig sind. Sie miissen gewissen Bedingungs-
gleichungen geniigen, z.B. den GlIn. (a), (b), (¢) des vorigen Para-
graphen entsprechend der Anordnung des Systems. In der Regel ist
es viel bequemer, die Lage des Systems mit Hilfe von GroSen zu
kennzeichnen, die voneinander vollig unabhéingig sind. XEs ist hierbei
nicht notwendig, da diese Grofien die Dimension einer Lange haben.
Wir werden es in der Tat mit Koordinaten anderer Dimensionen zu
tun bekommen; so ist es beispielsweise zuweilen vorteilhaft, Winkel
zwischen gewissen Richtungen oder Inhalte gewisser Flachen oder
Raume als Koordinaten zu benutzen. Voneinander unabhingige
Groflen dieser Art, mit denen sich die Lage des Systems beschreiben
1a8t, nennt man iiblicherweise generalisierte oder verallgemeinerte
Koordinaten?.

Betrachten wir z. B. den oben behandelten Fall eines sphéirischen
Pendels (Abb. 76a). Die Lage des Pendels ist durch Angabe der zwei in
der Abbildung markierten Winkel ¢ und 6 véllig bestimmt. Diese zwei
voneinander unabhéngigen Groffen kénnen im vorliegenden Fall als
generalisierte Koordinaten genommen werden. Die kartesischen Ko-
ordinaten des Massenpunktes m koénnen mit Hilfe der neuen Koordi-
naten ¢ und 0 leicht ausgedriickt werden. Projiziert man die Pendel-
lange Om auf die Koordinatenachsen, so folgt

x = lsinfecosgp,
y =1Isinfsing, (a)
z=1lcosf.

Tm Falle eines Doppelpendels (Abb. 76b) koénnen die in der Abbildung
mit ¢ und 6 bezeichneten Winkel als generalisierte Koordinaten benutzt
werden und die kartesischen Koordinaten driicken sich dann durch
die neuen Koordinaten wie folgt aus:

x, =1 sing, Y= licosg, b
%y =1,8ingp + l,sin 0 Yy =1l cosp + l,cos0. (%)

Wenn ein fester Korper aus homogenem isotropem Material einem
duleren gleichférmigen Druck vom Betrage p ausgesetzt wird, so
verkleinern sich alle seine Abmessungen in gleichem Verhéltnis,
und seine jeweilige Gestalt ist durch die Angabe der zugehérigen
Volumenédnderung vollig bestimmt. Daher kann man die GréBe der

1 Die Bezeichnungen ,,verallgemeinerte Koordinaten, Geschwindigkeiten,
Krifte* sind durch Thomson u.Tait, Natural Philosophy, 1. Aufl., Oxford 1867,
eingefithrt worden.
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Volumenverinderung v in diesem Falle als generalisierte Koordinate
verwenden.

Betrachten wir nun das Beispiel eines gebogenen Balkens auf
zwei Stitzen (Abb. 77), so ist zur

:T Beschreibung der Gestalt dieses ela-

~a—=p B B 5 stischen Systems eine unendlich grofe

R R S I Anzahl von Koordinaten erforderlich.
B Wa”"ﬂ_‘ Die Durchbiegungskurve kann defi-

1 - niert werden, indem man die Durch-

J Abb. 77 biegung in jedem Punkte des Balkens

angibt, oder aber anders, indem man

die Durchbiegungskurve durch eine trigonometrische Reihe von der Form

y=alsin?+a25in2—7f+assin§z;—x+-- . (e)

darstellt. Die Durchbiegungskurve ist dann vollig bestimmt, wenn die

Koeffizienten a,, a,, a3, ... gegeben sind. Diese GroBen kénnen im

Falle eines gebogenen Balkens mit gestiitzten Enden als verallgemei-
nerte Koordinaten benutzt werden.

Bei der Benutzung verallgemeinerter Koordinaten zur Beschreibung
der Lage eines Systems kann man alle voneinander unabhéngigen Typen
von virtuellen Verschiebungen des Systems dadurch erhalten, dafl man
jeder dieser Koordinaten nacheinander kleine Zunahmen erteilt. Er-
fahrt beispielsweise im Falle des sphérischen Pendels der Winkel ¢ eine
kleine Zunahme d¢, so erhdlt man eine kleine Verschiebung
mm, = I sin 0 ¢ lings des Parallelkreises. Eine VergroBerung der Ko-
ordinate 6 um eine kleine GréBe 6 6 entspricht einer kleinen Verschiebung
mmy = [0 in der Meridianrichtung. Jede andere kleine Verschiebung
des Punktes m kann immer in zwei Komponenten wie mm; und mm,
zerlegt werden.

Beim gebogenen Balken mit gestiitzten Enden (Abb.77) bedingt
eine kleine Zunahme da, irgendeiner verallgemeinerten Koordinate a,
[s. Gl.(c)] eine virtuelle Durchbiegung da,, sin n—}”, die in der Abbildung
durch die punktierte Linie, bestehend aus » halben Wellen, dargestellt
ist. Jede Verschiebung des Balkens aus der Gleichgewichtslage kann
durch Superposition solcher sinusférmiger Partialverschiebungen er-
halten werden.

Durch Einfithrung verallgemeinerter Koordinaten in unsere Be-
trachtungen gelangen wir zu dem Begriff der verallgemeinerten
Kriafte. Zwischen den verallgemeinerten Koordinaten und den ent-
sprechenden verallgemeinerten Kriften besteht eine gewisse Beziehung,
die wir zundchst an einfachen Beispielen erkldren wollen. Beziehen wir
uns wieder auf den Fall des sphérischen Pendels, so mogen P, @, E die
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Komponenten der Kraft bezeichnen, die auf den Massenpunkt m in
Richtung der Tangenten an den Meridian- und Parallelkreis und in
radialer Richtung wirken. Wenn die Koordinate ¢ eine kleine Zunahme
¢ erfihrt, so erleidet der Punkt m eine kleine Verschiebung
mm, = lsin 0d¢, und die am Massenpunkt wirkende Kraft leistet eine
Arbeit, die gleich ist

Qmm, = Qlsinfdgp.

Der Faktor Q1 sin 0, den man mit der Zunahme d¢ der verallgemeinerten
Koordinate ¢ zu multiplizieren hat, um die bei der Verschiebung d¢
geleistete Arbeit zu erhalten, wird als die der Koordinate @ entsprechende
verallgemeinerte Kraft bezeichnet. In dieser Weise ergibt sich eine
vollstandige Analogie mit dem Ausdruck X dz fiir die von der Kraft X
bei der in Richtung der Kraft genommenen Verschiebung é z verrichtete
Arbeit. Im speziell vorliegenden Falle hat die neue ,,Kraft“ eine ein-
fache physikalische Bedeutung. Sie stellt das Moment der auf den
Massenpunkt m einwirkenden Kréafte um den vertikalen Durchmesser
nn dar. In der gleichen Weise kann man zeigen, dafl die der Koordinate
0 entsprechende verallgemeinerte Kraft fiir den Fall des sphérischen
Pendels durch ein Moment von Kriften gegeben ist, die dem Punkt m
eine Drehung um den auf der Ebene mon senkrecht stehenden Durch-
messer zu erteilen bestrebt sind.

Im Falle des unter der Einwirkung eines gleichférmigen hydrostati-
schen Druckes p stehenden Koérpers hat man bei der Einfithrung der
Volumenabnahme » als verallgemeinerte Koordinate die Pressung p
als entsprechende verallgemeinerte Kraft anzusehen, denn das Produkt
po stellt die Arbeit dar, die die &uleren Krafte bei der ,,Verschiebung*
v leisten.

Wir behandeln jetzt einen komplizierteren Fall, ndmlich den Fall
eines Balkens unter der Einwirkung biegender Kréfte P, P,, ... (siehe
Abb. 77). Setzt man den Ausdruck (c) fir die Durchbiegungskurve an
und betrachtet a,, a,, a,, . . . als verallgemeinerte Koordinaten, so er-
gibt sich die irgendeiner von diesen Koordinaten, z. B. a,, entsprechende
generalisierte Kraft aus dem Ausdruck fir die Arbeit, die von allen
Kriften bei der Verschiebung da, geleistet wird. Diese Verschiebung ist
in der Abbildung durch die punktierte Linie dargestellt.

Bei der Berechnung der bei dieser Verschiebung geleisteten Arbeit
miissen sowohl die dulleren Lasten P,, P,, P,, als auch die inneren elasti-
schen Krafte des Balkens beriicksichtigt werden. Die Vertikalverschie-
bungen der Angriffspunkte der Lasten P;, P, P, bei der Zunahme da,
der Koordinate @, sind entsprechend

. NTCy . MTCy N7 ey
6ansmfl~, da,sin T -

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 9

da,sin
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Bei dieser Verschiebung leisten die Krifte P,, P,, P, eine Arbeit gleich

da, (Pl sin 20 4 P, sin 229 4 P, sin 2 l ) (d)

Um die Arbeit der elastischen Krifte zu finden, gehen wir vom Aus-
druck fiir die potentielle Energie der Biegung aus. Im Falle eines Balkens
von konstantem Querschnitt ist diese Energie gleich

1
1 d2 y\2
=7EII<HZ'> de, ()
0

worin K1 die Biegungssteifigkeit des Balkens ist.
Substituiert man in diese Gleichung die Reihe (¢) fiir ¥ und be-
achtet, da3
1

7
.. MAX . MAL L .mA X !
sin ——sin—5—dx = 0; sin? dx = -,
! l ! 2
0 0

worin m und » voneinander verschiedene ganze Zahlen sind, so er-
gibt sich

n
EI (a% a224:r¢4 N EIat 2 4 (f)
V= 2(212Jr BT By D) aint,

n=1

Die Zunahme der potentiellen Energie der Biegung bei der Zunahme
da, der Koordinate a, ist nach der GI. (f)

r)T/(S _ EInt

()a - 2l3 ’ﬂ/4dn6(l". (g)

Diese Zunahme der potentiellen Energie ist durch die Arbeit der elasti-
schen Krafte bedingt. Die Arbeit dieser Krafte ist durch den Ausdruck
(2) gegeben, jedoch mit umgekehrtem Vorzeichen. Danach ist den
Gln. (d) u. (g) gemidB die der Koordinate a, des Systems nach Abb. 77
entsprechende verallgemeinerte Kraft gleich

nae

P, sin -

TGy n 7 ey Elﬂ;n"a

-+ P,sin - A R Y "

+ P;sin — (h)

In entsprechender Weise kann man die verallgemeinerten Krifte in
jedem anderen Falle finden. Bezeichnet man allgemein mit ¢;, ¢, g5, - . .
die generalisierten Koordinaten des Systems, so lassen sich die zu-
gehorigen generalisierten Krafte @, @,, @, . . . aus der Bedingung be-
stimmen, dafl §;dq, die Arbeit darstellt, die von allen Kriften bei der
Verschiebung d¢q; geleistet wird, usw.
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26. Die Lagrangeschen Gleichungen.

Bei der Ableitung der allgemeinen Bewegungsgleichung (69) aus
dem d’Alembertschen Prinzip wurde hervorgehoben, daBl die
Komponenten 6z, 0y; 0z, der virtuellen Verschiebungen nicht
alle voneinander unabhingig sind, daB sie vielmehr gewissen ein-
schrinkenden Bedingungen geniigen miissen, die von den Beson-
derheiten des Systems herrithren. Eine groBle Vereinfachung bei
der Ableitung der Bewegungsgleichungen eines Systems tritt durch
Benutzung unabhéngiger verallgemeinerter Koordinaten und ver-
allgemeinerter Krafte ein. Seien ¢, ¢,, g5, . . ., ¢, die generalisier-
ten Koordinaten eines Systems mit » Freiheitsgraden und mogen
die Gleichungen

= @q, 0 )5 Y = Y@ @) 2= 000 - 4a) ()

die Beziehungen ausdriicken, die zwischen den kartesischen und den
verallgemeinerten Koordinaten bestehen. Hierbei wird vorausgesetzt
daB diese Gleichungen die Zeit t und die Geschwindigkeiten ¢y, qs, - - - ¢.,
nicht explizite enthalten.

Um die allgemeine Gl. (69) auf die neuen Koordinaten zu trans-
formieren, schreiben wir sie in der Gestalt

N (0 - 7Oy + 502) = 3 X 0w, + ¥, 0y, + Z:0z  (b)
= =1

i=1

und betrachten diejenige virtuelle Verschiebung, die einer Zunahme dg¢;
irgendeiner generalisierten Koordinate ¢, allein entspricht. Aus der De-
finition der generalisierten Koordinate und der generalisierten Kraft
(s. §25) folgt dann sofort, dal die rechte Seite der Gl. (b), welche
die bei der virtuellen Verschiebung geleistete Arbeit darstellt, dem
Produkt

Q:0q; (c)

gleich sein muB, worin @, die verallgemeinerte Kraft ist, die der Ko-
ordinate g, entspricht.

Um aber die linke Seite der Gl. (b) auf die neuen Koordinaten zu
bringen, hat man zu beachten, dafl im betrachteten Falle, wenn
sich die Koordinate ¢, allein &ndert, die Anderungen der Koordi-
naten ,, ¥,, 2, gleich

59:,»:%6%—, 6yi=f)iq—’:6qi, 0z, = oz’ 6q,

dg;

sein miissen, wenn man mit a die partielle Ableitung nach g; be-
9*
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zeichnet und «;, y,, 2, durch (a) gegeben sind. Damit wird

i=n

xzaxz l yzan + zzazz)

M

. 0%; . (9,7/1 . 02
= Zm (xzaq zaq + z )

-
I
oy

-
I
3

d L0z . Dy, . O
= Jr mi(xifrqi—f"?/ia—q—i*t'zza

o

-,
I
[u

i=n
. d dux; . d Ox, d dz;
mi(””i“d'taqi + Y 7, + 2oy EP )6%'

-,

|
I

(d)

Diese Gleichung 148t sich vereinfachen, indem man fir die kinetische

Energie des Systems den Ausdruck

=n
T =353 m(a} 4 y? + 23)
=1
einfiihrt.

Beriicksichtigt man ferner, daB den Gln.(a) gemiB die Ge-
schwindigkeiten x;, y;,2z; als Funktionen der verallgemeinerten Ko-
ordinaten ¢; und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢, dargestellt
werden konnen, so ergeben sich folgende Ausdriicke fiir die partiellen

T
— und ——
2q; dq

Ableitungen 0

OT NT . 0& . 09 . 0%
th“Z i <z"6"'q?+yqu Tz laq)’

n
orT 3 . 0E; .0y, - 02
R ]
Mit Riicksicht darauf, daB

dx dx . | dw . dx .
:’@*ZE%TTQZQ:—F B rRLE
erhalten wir
0z dx 0% Oux & dx

bﬁQl '7% T(I: o J&; 0 qn - (77 )

Also kann Gl. (e) folgenderweise geschrieben werden:

dT o C Ay . 02,
2/ < - Ilﬂzaq_ +Zzﬁ>

(g)
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Ferner bemerken wir, dal

d duz; 0% x 9 a; 0*a;

T 9q = 900 1 T agag T T agaq I
oder auf Grund von (g)
40w _ 0 dwm 0%
dt d¢; dq; dt agq;
In gleicher Weise ergibt sich
Aoy _ oy 4 0n_ on
dt 9q;, ~ dq;° dt dq;  9¢q;°
Setzt man dies in die Gl. (f) ein, so folgt
o Sl g d). W

Jetzt kann man die linke Seite der Gl. (b) oder also den Ausdruck (d)
auf Grund der Gln. (h) u. (k) folgenderweise schreiben:

i (55) — 7,02

Setzt man ferner fur die rechte Seite der bezeichneten Gleichung den
Ausdruck (c) ein, so erhdlt man endlich

%(%T) 35 = Qs (70)

Dies ist die Lagrangesche Form! der Differentialgleichung der Be-
wegung. Eine solche Gleichung kann fir jede verallgemeinerte Koordi-
nate des Systems hingeschrieben werden, so daf3 schlieBlich die Anzahl
der Gleichungen gleich wird der Anzahl der verallgemeinerten Koordi-
naten oder also auch gleich der Anzahl der Freiheitsgrade des Systems.

Bisher sind die Krifte @, @,, . . . keinen beschrinkenden Bedin-
gungen unterworfen worden. Sie kénnen entweder konstant oder Funk-
tionen der Zeit, der Lage oder der Geschwindigkeit sein. Betrachten wir
nun den Sonderfall, dal die Krafte ein Potential besitzen, und sei V die
potentielle Energie des Systems. Dann erhilt man aus der Bedingung,
daB die bei einer virtuellen Verschiebung verrichtete Arbeit der Ab-
nahme der potentiellen Energie gleich ist, die Gleichung

av oV oV
Q09 + @Q20q, + Q5095 + - - - = — a_g;6QI - @542“@6% -
Da aber die kleinen Verschiebungen 6gy, d¢,, . .. voneinander unab-
hangig sind, so folgt hieraus
oV a¥ av
le_—aqla QZZ_'—a_qz: Q:;:_‘@:

1 Lagrange, J. L.: Mécanique analytique. Paris 1788.
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und die Lagrangesche Gl. (70) geht iiber in
d 0T orT av
3t (52.) — g, T o, =0 o

Steht das System unter der Einwirkung von Kriften zweier ver-
schiedener Arten, nimlich zum Teil von Potentialkriften, zum Teil aber
von Kriften, die sich nicht von einem Potential herleiten lassen und die
wir wie oben mit @, @s, ;, . . . bezeichnen wollen, so nehmen die La-
grangeschen Gleichungen die Form
d (oT orT oV
3t (63,) ~ 0, " 97, = @ 72
an.

In unserer obigen Betrachtung wurde angenommen, dafl die Gln. (a),
die die geometrischen Beziehungen zwischen den kartesischen und den
verallgemeinerten Koordinaten darstellen, die Zeit # explizite nicht ent-
halten. Mit Hilfe der obigen Methode kann aber gezeigt werden, daB
die Lagrangeschen Gleichungen ihrer Gestalt nach auch in dem Falle
bestehen bleiben, wo die Gln. (a) eine stetige Veranderlichkeit mit der
Zeit mitenthalten, indem sie von der Form

=it g1, 9 - -qn);  Ys =it @1, 2. - -00); 2 =0:(t, 41,92 - - q,)

sind. Ein System dieser Art erhdlt man, wenn man beispielsweise an-
nimmt, daf die Lange I des in Abb. 76 dargestellten sphérischen Pendels
nicht konstant bleibt, sondern durch irgendeine besondere Vorrichtung
mit der Zeit stetig variiert wird.

27. Das sphiirische Pendel.

Als einfaches Beispiel fir die Anwendung der Lagrangeschen Glei-
chungen auf die Losung dynamischer Probleme behandeln wir hier
das Problem des sphérischen Pendels (Abb.76a). Werden die Win-
kel ¢ und 6 als verallgemeinerte Koordinaten des Massenpunktes m
benutzt, so ist die Geschwindigkeit desselben durch

o= V(10) + (Isin 6. )
gegeben und die kinetische Energie des Systems ist
T = ; m {(10)2 + (Isin0- ?)?}. (a)

Nimmt man ferner an, daf} die einzige am Massenpunkte m wirkende
Kraft das Gewicht mg ist, so findet man durch das in §25 ausein-
andergesetzte Verfahren, dal} die der Koordinate ¢ entsprechende verall-
gemeinerte Kraft gleich Null, die der Koordinate 0 entsprechende
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Kraft gleich

O = —mglsinb (b)
ist. Mit den Gln. (a) u. (b) erhdlt man nun aus der allgemeinen Be-
ziehung (70) folgende zwei Bewegungsgleichungen:

é—eos(isine.(i,z:_gS%Q’ (©

sin?f-¢ = h. (d)

Hierin bezeichnet % eine gewisse Konstante. Wir betrachten nun einige
Spezialfille der Bewegung.

Wenn die Anfangsgeschwindigkeit des Massenpunktes m in die
Richtung einer Meridiantangente fallt, so fillt die Bewegung des Punktes
in diesen Meridian, d. h. ¢ = 0, und die obige Gl. (c) reduziert sich auf
die bekannte Gleichung

5+%sin0=0,

die die Bewegung des einfachen Pendels kennzeichnet.

Der Fall eines konischen Pendels ergibt sich bei der Annahme, daB3
der Winkel 6 bei der Bewegung konstant bleibt; dann ist nach Gl. (d)
auch @ konstant. Sei

0 = a; ¢ =w;
damit folgt aus den Gln. (c) u.(d)

a9 _ ¥
w? = — = ——
{ cos o sin? o

; (e)

woraus die einem gegebenen Winkel « des konischen Pendels entsprechen-
den Werte der Winkelgeschwindigkeit w und der Konstante & berechnet

werden konnen.
Nun wollen wir einen komplizierteren Fall untersuchen, bei dem die

stationiire Bewegung des Massenpunktes m am konischen Pendel lings
eines Horizontalkreises etwas gestért wird, so daBl der Massenpunkt um
diesen leicht zu schwingen beginnt. Sei

O=o-+¢&, (f)
worin £ die kleine Schwankung des Winkels 0 bei dieser Bewegung be-
deutet. Wegen der Kleinheit der GréBe & sollen deren hohere Potenzen
in den folgenden Rechnungen vernachlassigt werden. Mit dieser Verein-
fachung ist

sin 0 = sin o + £ cos a; cosf = cos oo — &sina.

Substituiert man dies in die Gl (c), so wird wegen der Gl. (d)

-5- _ {cos «— & (3 cos® o + sin oc)} = — % (sino + &cos ).

sin o
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Unter der Voraussetzung, daB die Konstante « der Gl. (e} geniigt, er-
hélt man '

&4 (14 3cos?a) w2E =0,
woraus zu schlieBen ist, daB die Schwankung £ von 0 die Periode
2
o JI + 3cos?u
besitzt. Wenn o klein ist, so nahert sich dieser Wert der Gr(‘)’Be_ %, d. h.

jeder Umdrehung des konischen Pendels entsprechen annihernd zwei
Schwingungen.

28. Freie Schwingungen (allgemeine Diskussion).

Ein System, das sich zuerst im Zustand stabilen Gleichgewichts befin-
det, moge eineStorunginfolge eines StoBes oder infolge derEinwirkung einer
plotzlich verschwindenden Zusatzkraft erleiden. In der gestérten Lage
sind die am System angreifenden Kréfte nicht mehr im Gleichgewicht
miteinander und es tritt eine Schwingungsbewegung ein. Wir betrachten
zundchst den Fall, daBl verénderliche duBere Kréafte am System fehlen,
so daB nur freie Schwingungen moglich sind. Wir nehmen ferner an,
daB das System bei dieser Schwingungsbewegung nur kleine Verschie-
bungen ausfiihrt, und bezeichnen mit ¢y, ¢, . . ., g,, die verallgemeinerten
Koordinaten, die so gewéhlt sind, daB sie verschwinden, wenn sich das
System im Gleichgewichtszustand befindet. Setzt man noch voraus, daB3
die auf die Systemteile einwirkenden Krifte die Natur elastischer
Krifte haben, so driicken sie sich durch homogene lineare Funktionen
der kleinen Verschiebungen des Systems aus, d. h. durch lineare Funk-

tionen der Koordinaten g¢;, ¢,, ..., ¢,. Die potentielle Energie des
Systems ist dann eine homogene quadratische Funktion dieser Gré8en:
2V =cngi +engi+ -+ 200+ . (73)

Die kinetische Energie des Systems dagegen ist durch die Formel
27T = Xmy(af -+ yi + 2)
gegeben. Substituiert man hierin fiir die kartesischen Koordinaten die

entsprechenden Ausdriicke in den verallgemeinerten Koordinaten [s. § 25
Gl. (a)], so folgt

2T = a3 Gf + Qoo g3 + + -+ 2a5¢1 42+ - - - (74)
Im allgemeinen Falle werden die Koeffizienten a;;, @s,, ... Funk-
tionen der Koordinaten g, ¢,, . .. sein; sind aber die Verschiebungen

klein, so diirfen die Koeffizienten als konstant angesehen werden, und
zwar gleich den Werten, die sie in der Gleichgewichtslage annehmen.
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Substituiert man nun die Gln. (73) u. (74) in die Lagrangesche Glei-

chung
d (0T oT av
dt («’Mi) g = (®)

so erhdlt man die allgemeinen Gleichungen der Bewegung.
Zuerst betrachten wir den Fall eines Systems mit nur zwei Freiheits-
graden. Hierfiir ist

2V =cyqi + g3+ 2¢0:e, (b)
2T = an g} + angs + 201012 - (c)
Nach Substitution in die Gl. (a) folgt
a11q1+ @1ags + gy + €126 =0,
A s + A12qy + Coa o+ €141 = 0.

Dies sind zwei lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten; ihre
Losungen haben die allgemeine Gestalt

¢1 = A cos(pt + «); gs = Ay cos (pt + o). (e)

Hierin sind 4;, 4,, p und o Konstanten, die so zu bestimmen sind, daf}
sie die Gln. (d) befriedigen.
Substituiert man (e) in die Gln. (d), so folgt

(d)

A (@ P* — eqq) + Ay (@ p* — c1) = 0,

(1)
Ay (B P? — €19) F Ap (A9 p* — €55) = 0.
Durch Elimination von A; und A, ergibt sich
(@11 P* — C11) (@2 P* — C€g0) — (@ P* — €19)> = 0. (8)

Dies ist eine quadratische Gleichung in p? und es kann gezeigt wer-
den, daB beide Wurzeln dieser Gleichung reell sind.

Aus der Bedingung, dafl die Ausdriicke (b) und (c) firr die potentielle
bzw. kinetische Energie wesentlich positiv sind, ergeben sich folgende
Beziehungen zwischen den Koeffizienten dieser Ausdriicke:

1 >0, >0, ¢ — ciyce <O0. (h)
a3 >0,  ayn>0, afy—a5;a,<0. (k)
Fir p? = 0 oder p? = -+ o0 hat die linke Seite der Gl. (g), wie man auf
Grund von (h) und (k) schlieffen kann, einen positiven Wert. Setzt man
andererseits p? = —> oder p? = %3, so wird die linke Seite der Gl. (g)

negativ. Dies bedeutet dafl die die linke Seite der Gl. (g) darstellende
Kurve die Abszissenachse zwischen p? =0 und p% = + o0 in zwei
Punkten schneidet, die den beiden positiven Wurzeln der Gleichung
fiir p? entsprechen. Sei p? eine dieser Wurzeln. Substituiert man diese
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in die erste der Gln. (f), so folgt

A A
= =y

@12 P} — €12 11— @11 PY
wenn man mit %, eine Konstante bezeichnet. Man sieht hieraus, daB
fiir die spezielle Wurzel p? die Amplituden 4, und A, in einem bestimmten
Verhiltnis zueinander stehen, das die Schwingungsart kennzeichnet;
die Losung (e) geht hierbei in

¢y = My (A1 D7 — C19) COS (Pt + 01);  ga = Yy (C1y — an p3) cos (pyt + o)

itber. Bei dieser Losung kann man sich auf den positiven Wert von p,
beschrinken, da sich die erhaltenen Ausdriicke nicht &ndern, wenn man
bei p; und &, das Vorzeichen umkehrt. Die zweite Wurzel pj der Gl. (g)
ergibt eine analoge Losung mit den Konstanten p, und «,. Kombiniert
man die beiden Resultate, so ergibt sich die allgemeine Losung der
Gln. (d):

q1 = P (@1 PF — €12) COS (Prt. + oy) + fo (age D5 — C€12) €08 (Pt + ) ’} 1)
gy = My (€1 — @51 PF) €08 (pyt + 1) + ps(cy — @y P3) €S (pyt + o).

Hierin sind py, ps, ®; und o, willkirliche Konstanten, die berechnet
werden konnen, wenn die Anfangswerte der Koordinaten g; und ¢, und
der entsprechenden Geschwindigkeiten ¢ und ¢, gegeben sind.

Wir sehen also, dal im Falle eines Systems mit zwei Freiheitsgraden
zwei Schwingungsarten méglich sind, entsprechend den zwei ver-
schiedenen Wurzeln der Gl.(g), die als Frequenzgleichung be-
zeichnet wird. Bei jeder dieser Schwingungsarten sind die verallgemei-
nerten Koordinaten ¢, und ¢, einfache harmonische Funktionen gleicher
Periode und gleicher Phase. Jede dieser Schwingungsarten wird als Nor-
malschwingung oder Hauptschwingung bezeichnet. Ihre Periode ist
bestimmt durch die Konstruktion des Systems und ebenso ihr Typus,
da die Amplituden 4; und 1, in einem bestimmten Verhéltnis zueinander
stehen, wahrend der Absolutwert der Amplitude willkiirlich ist. Schwingt
ein System in einer der Normalschwingungsarten, so vollzieht jeder
Punkt eine einfache harmonische Bewegung gleicher Periode und gleicher
Phase, wobei alle Teile des Systems ihre Gleichgewichtslagen gleich-
zeitig passieren.

Die verallgemeinerten Koordinaten ¢, und ¢, zur Bestimmung der je-
weiligen Lage des Systems konnen in verschiedener Weise gewihlt
werden ; eine spezielle Wahl erweist sich wegen ihrer Einfachheit fir die
Durchfithrung der analytischen Diskussion als besonders giinstig.
Nehmen wir an, die Koordinaten seien so gewahlt, dal die die Produkte
der Koordinaten und der entsprechenden Geschwindigkeiten enthalten-
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den Glieder in den Ausdriicken (b) und (c) verschwinden; dann ist
2V = cendi + g3,
2T = an ¢f + ax g3

Die entsprechenden Bewegungsgleichungen lauten

ay g+ 1y =0; “22.9'2‘*‘6229‘:0;

wir erhalten also zwei voneinander unabhingige Differentialgleichungen,
so daB jede Normalschwingungsart durch Verinderung nur einer Ko-
ordinate gekennzeichnet ist. Solche Koordinaten nennt man Normal-
oder Hauptkoordinaten des Systems.

Im allgemeinen Falle eines Systems mit » Freiheitsgraden erhalten
wir durch Substitution der Ausdriicke (73) und (74) fiir die potentielle
bzw. kinetische Energie in die Lagrangesche Gleichung (a) folgende
Bewegungsgleichungen:

............................................ )
A1 @y + Qoo+ GpaGat - - - Cuiqit Craget Cazgs+ - - - =0. J
Dies ist ein System linearer Differentialgleichungen mit konstanten

Koeffizienten. Partikularlosungen dieser Gleichungen erhélt man durch
den Ansatz

g1 = A, cos (pt +o)- - Gn = Ancos(pt + a).
Durch Substitution dieser Ausdriicke in die Gln. (m) folgt

Jp(@y P? —cp) + 4y (@12P* — ) + -+ - F Ay, P* —€10) =0,

Verfahrt man nun weiter wie im Falle eines Systems mit zwei Freiheits-

graden, so ergibt sich durch Elimination der Gréfien 4;, A, . . ., 4, aus
den Gln. (n) die Frequenzgleichung
A(prr =0, (75)
worin A(p?) die Determinante
Hanp® —cn), (@ p® —cp) (@1, p® — €12) |
(@ P = Car)s (@ PP 2 (@ P Can) |

bezeichnet.
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Die Gl (75) ist vom n-ten Grade in 2 und es kann gezeigt werden?,
daf alle n-Wurzeln dieser Gleichung reell und positiv sind, voraus-
gesetzt, daB die Schwingungen um eine stabile Gleichgewichtslage des
Systems erfolgen. Sei p? eine dieser Wurzeln. Substituiert man sie in
die Gln. (n), so ergeben sich die (» — 1) Verhéltnisse

AiAyidg: ool A,
und alle Amplituden konnen als Funktionen einer willkiirlichen Kon-
stanten, die etwa mit y; bezeichnet werden mag, bestimmt werden. Die
entsprechende Lésung der Gl. (m) ist

gy = A0S (Pt + &), -, @n=A,c08 (p,t + o). (0)
Diese Losung enthélt zwei willkiirliche Konstanten u; und a, und stellt
eine der Hauptschwingungsarten des Systems dar. Die Frequenz
dieser Schwingung héngt von der GroBe p, ab, der Typus der Schwin-
gung von den Verhéltnissen 4,: 4,:...; beide sind vollstindig be-
stimmt durch die Konstitution des Systems. Bei dieser Schwingung
fithren alle Teile des Systems einfache harmonische Bewegungen von

gleicher Periode 21% und gleicher Phase «, aus, wobei sie ihre Gleich-

gewichtslagen gleichzeitig passieren.

Die allgemeine Losung der Gl (m) ergibt sich durch Superposition

von n Hauptschwingungsarten vom Typus (o) entsprechend den n ver-
P schiedenen Wurzeln der Frequenzglei-

A A4 A A chung (75)2.

Um diese allgemeine Theorie an einem
einfachen Beispiel zu erldutern, behandeln
wir jetzt die Schwingungsbewegung einer
gestreckten Schnur 4 B mit drei gleichen
und gleichweit voneinander wie von den
Schnurenden entfernten Massenpunk-

3

e R R Q e R
3

m
ten m (Abb. 78a). Unter der Voraus-
A setzung, daf die seitlichen Verschiebun-
(a)P ® © @) gen y der Schnur wihrend der Schwin-

gungsbewegung sehr klein sind, und unter
Vernachléssigung der entsprechenden klei-
nen Schwankungen der Zugkraft P erhilt man die potentielle Energie des
Zuges durch Multiplikation von P mit der Verlingerung der Schnur:

Abb. 78.

2

1 g 1 — 1 s — ¥2)° 1 y3
V:Pa<__y__*_?(yz yl)+ ¥z — 92) +§%>

(
2 a? a? 2 a?

P .
= A+ V3 + U8 — hye — Yaus)-

1 Siehe z. B. H. Lamb: Higher Mechanics, S. 222.
* Zum Spezialfall der Gleichheit der Wurzeln der Frequenzgleichung siehe
z. B. H. Lamb: Higher Mechanics, S.222.
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Die kinetische Energie des Systems ist
T= 5@+ 5+ i)

Durch Substitution in das Lagrangesche Gleichungssystem (71) folgt

. P
7”?/1"‘;(23/1_1/2) :Oal
. P
mys + 2y — y1 — Ys) = 0, (r)
.. P
m?/a"‘;(zya—l/z) =0.
Setzt man
Yr=~4Acos (pt —a); Yy =Aycos (pt —a): Y3 = Aycos(pt — &),

so folgt aus den Gln. (r)
M(p*—2p) + =0,

;{154‘12(7’2“25)‘{‘}”35:0: (s)
| haf+ l(pt —26) =0,
worin
B=m

Durch Ausrechnung der Determinante des Gleichungssystems (s) gelangt
man zur Frequenzgleichung

(P*—2p) (p* —4p*f+2p%) =0. (t)

Substituiert man die Wurzel p® = 2 8 dieser Gleichung in die Gln. (s),
so ergibt sich
Ay =0; A= —14;;

der entsprechende Schwingungstypus ist in Abb. 78b dargestellt. Die

beiden anderen Wurzeln p% = (2 + ]/5) B derselben GI. (t) ergeben nach
Substitution in die Gln. (s)

1
21:}.3: :‘:}_—Elg

Die entsprechenden Schwingungstypen sind in Abb. 78¢,d gezeigt.
Der Typus (c), bei dem sich alle Teilchen gleichzeitig in einer und der-
selben Richtung bewegen, stellt den tiefsten oder Fundamentaltypus der
Schwingung dar; er hat die gréBte Periode. Der Typus (d) entspricht der
hochsten Frequenz.
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29. Erzwungene Schwingungen.

Wenn periodisch wirkende Stérungskréifte am System angreifen, so
entstehen erzwungene Schwingungen. Aus den Lagrangeschen Glei-
chungen in ihrer allgemeinen Gestalt (72) erhilt man durch Einsetzen
der allgemeinen Ausdriicke (73) und (74) fiir V bzw. 7' die Bewegungs-
gleichungen

Gy + 0gaQs + g + - - - F gy F C10qe + Ci3 gz + - - - =@,

Nachstehend behandeln wir den wichtigsten Fall, bei dem die verall-

gemeinerten Kréfte von einfachem harmonischem Typus mit gleicher

Periode und gleicher Phase sind, so daf} jede dieser Krafte in der Form

@, = b, cos (mt 4+ B) darstellbar ist, worin m und f konstant sind.
Eine partikuldre Losung der Gln. (a) kann in der Form

¢ =Acos(mt+ B); gy=Aycos(mt—+ fB); ... g, = A,cos(mt—+ f)
geschrieben werden. Durch Substitution in die Gln. (a) folgt

(11 — @y m?) Ay + (612 — @y3m?) }”2 + (e — A, m?) Ay = by,

(Cn1 _anlmz) }’1+ (cn2_a’n2m2) }’2+ st (cnn—annm‘z) ln-:bn'

Aus diesen Gleichungen koénnen die Schwingungsamplituden 4,, 4,, . . ., 4,
ermittelt werden.

Zu bemerken ist, dal, wenn die Determinante der Gln. (b) der Null
zustrebt, d. h. wenn sich die Periode der Storungskréfte einer der Eigen-
schwingungsperioden néhert, die Schwingungsamplituden sehr grof}
werden. Dies ist das Resonanzprinzip, das oben fiir den Fall von
Systemen mit einem Freiheitsgrad besprochen wurde.

Wenn die verallgemeinerten Koordinaten ¢y, ¢,, . . ., ¢, Haupt- oder
Normalkoordinaten des Systems sind, so lauten die Ausdriicke fiir
die kinetische bzw. potentielle Energie

2T = ay ¢ + angs + - - + auadn,
2V =cugitcn@+ - +cnndh
Substituiert man dies in die Lagrangesche Gl. (72), so folgt

.............. (76)
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Nimmt man wieder an
Qs = bycos (mt + f),
¢, = A cos (mt 4+ B),
@n = Anc0s (mt + B), -
so ist nach den Gln. (76)
A = kb,,z b 1 -
Cos — MU Coy m*=
1—=
p
Hierin stellt c—b‘i die statische Durchbiegung dar, die durch die Kraft @,

38

2
in ihrem Angriffspunkte hervorgerufen wird, wihrend % das Quadrat

des Quotienten von Kraftfrequenz durch Eigenschwingungsfrequenz
ist. Ein analoges Resultat ergab sich oben fir Systeme mit einem Frei-
heitsgrad [s. Gl. (20)].

In der obigen Untersuchung wurde der Einfluf der Reibung vernach-
lassigt. Wenn diese gering ist und die Reibungskrifte den verallgemei-
nerten Geschwindigkeiten proportional sind, so sind, wie sich zeigen

freien Schwingungen von den entsprechenden Werten, die sich bei ver-
schwindender Reibung ergeben, nur wenig verschieden; vielmehr duBert
sich der Einflufl der geringen Reibung in der Einwirkung auf die Ampli-
tude der Schwingungsbewegung, 4hnlich wie sich dies oben fiir Systeme
mit einem Freiheitsgrade ergab.

Die entwickelte allgemeine Theorie soll nun auf die Lésung einiger
spezieller Probleme angewandt werden.

30. Fahrzeugschwingungen.

Allgemeine Gleichungen. Das Problem der Schwingungsbewegung
eines Vierradfahrzeuges als eines Systems mit
mehreren Freiheitsgraden ist sehr kompliziert.
In der nachstehenden Darstellung wird dieses —'s:
Problem in vereinfachter Gestalt behandelt,
indem die Schwingung nur in einer Ebene be-
trachtet wird (Abb.79)2. Bei dieser Vereinfachung
hat man es mit einem System von zwei Frei- ~7°
heitsgraden zu tun, dessen Lage wihrend der
Schwingungsbewegung demnach durch zwei Ko-
ordinaten gekennzeichnet werden kann: die Vertikalverschiebung z des

e/, ]2—)

! Siehe Lord Rayleigh: Theorie des Schalles 1.
* Die rollende Bewegung des Fahrzeuges und die Federung der Reifen werden
in der folgenden Betrachtung nicht mit beriicksichtigt.
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Schwerpunktes C' und den in Abb. 79b angegebenen Neigungswinkel 6.
Diese beiden Koordinaten werden von der Gleichgewichtslage aus ge-
messen.

Bezeichnet man mit

W  das abgefederte Gewicht des Fahrzeuges,
I= <—I;’—> 12 das Tragheitsmoment der abgefederten Masse beziiglich

der Schwerpunktsachse,
) den Tragheitsradius,
ky, k, die Federungskonstanten an den Achsen 4 und B,
l,,1, die Abstéinde dieser Achsen vom Schwerpunkt C*,
so ist die kinetische Energie gleich

T=~752+—2~;’i262. (a)

Fiir die Berechnung der potentiellen Energie fiihren wir die GréBen
d,, 0, als Anfangsdurchbiegungen der Federn an den Achsen A und
B ein:

Wy,

Wy
6a—lAlcl_’

Oy = 73 - (b)

Dann ist der Zuwachs der potentiellen Energie der Federdeformation
wihrend der Bewegung gleich

k k ki 02 ky O}
VIZEL{(Z_“ZIQ) —{—6a}2—}—?2{(z+l20) + 0, — lga__zg'—b

oder unter Benutzung der Gl. (b)

Die Verminderung der potentiellen Energie des Systems infolge der
Senkung des Schwerpunktes ist gleich

V2: Wz.

Dabher ist die potentielle Energie des Systems bei der Bewegung gegeben
durch

V=V, - Vo= — 100+ 2 e g,0p (©)
Substituiert man (a) und (¢) in die Lagrangeschen Gln. (71), so er-

geben sich folgende Gleichungen fiir die freien Schwingungen des

Fahrzeuges:

W ..
GET T ky(z — 1,0) — ko (z + 1,0,

gﬂé:am@—hm—g@@+@m.

* Diese Abstinde werden in der folgenden Darstellung als konstant angesehen.
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Setzt man
Gthy_,, (Chhrkby o @kt g
so wird

'z'+az—§—b0=O

0+ z+ 0—0 (€)

Diese zwei simultanen Differentialgleichungen zeigen, dafl die Koordi-
naten z und 6 im allgemeinen voneinander nicht unabhéngig sind; ver-
schiebt man beispielsweise, um Schwingungen zu erzeugen, den Fahr-
zeugrahmen parallel zu sich selbst in der z-Richtung und 148t ihn dann
plotzlich wieder los, so entsteht wihrend der darauf folgenden Schwin-
gungsbewegung nicht nur eine Vertikalverschiebung z, sondern auch
eine Drehung 0 des Rahmens. Die Koordinaten z und § werden nur dann
voneinander unabhingig sein, wenn in den Gln. (¢) die Konstante b
gleich Null wird. Dies tritt ein fir

kily = kyly, ()
d. h. wenn die Federkonstanten den Abstinden vom Schwerpunkt
umgekehrt proportional sind. In solchen Fallen erzeugt eine im
Schwerpunkt angreifende Last nur Vertikalverschiebungen des Rah-
mens ohne Winkelinderungen. Die durch die Gl. (f) ausgedriickte
Forderung ist bei Schienenwagen, bei denen iblicherweise I, = [, und
k, = k,, verwirklicht.
Zum allgemeinen Fall zuriickkehrend, setzen wir die Losung der
Gln. (e) in der Form
z= Acos(pt-+ a); 6 = Bcos (pt + )
an. Durch Substitution in die Gln. (e) folgt
A(a — p?) +bB =0,

%A—}—(%—pz)B:O.] (&)

Eliminiert man nun 4 und B aus den Gln. (g), so ergibt sich folgende
Gleichung fiir die Frequenz:
b2
(a——p)<———~ 2>—~—:0. (k)

Die Wurzeln der Gl. (h) sind %
P2:i( ra) )5+ ) ~Ft+E
vaj ) (F-af+ 5 (

Timoshenko, Schmngungsprobleme 10
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Beachtet man, dafl nach (d)
2
ac — b = Foki ko (l + L),

so sieht man, dafl beide Wurzeln der Gl. (h) reell und positiv sind.
Hauptschwingungsarten. Substituiert man (k) in die erste der Gln. (g),
so ergeben sich folgende Werte fiir das Verhéltnis % der Amplituden:
A b b
B pP—a | e N /1 7¢ & .2 0
7(w—q) iVZ(?z"“) T
Wie aus (k) ersichtlich ist, entspricht das Pluszeichen der Schwingungsart
mit der h6heren, das Minuszeichen derjenigen mit der tieferen Frequenz.
Fiir die weitere Diskussion nehmen wir an
b>0 oder Fkl,>kl.

Dies bedeutet, daB sich die Verschiebung des Fahrzeuges unter der Ein-
wirkung seines Eigengewichtes nach Abb. 80

! z | z
Abemo 'C-.---Z:)-'l 8 gestaltet;sie ist nach unten gerichtet und mit

einer Neigung in Richtung der negativen
Winkel ¢ verbunden. Unter dieser Voraus-
setzung besitzen die Amplituden 4 und B ver-
schiedene Vorzeichen, wenn man die Qua-
dratwurzel im Nenner von (1) mit dem negativen Zeichen nimmt, sie
sind dagegen von gleichem Vorzeichen, wenn dieser Wurzel das Plus-
zeichen erteilt wird. Die entspre-
chenden zwei Schwingungstypen
sind in Abb. 81 dargestellt. Der
Schwingungstypus (a) ist durch eine
tiefere Frequenz gekennzeichnet
und kann als Drehung um einen ge-
wissen Punkt ) rechts vom Schwer-
punkt C betrachtet werden. Der
Typus (b) dagegen zeichnet sich
durch eine hdohere Frequenz aus
und besteht in einer Drehung um
einen gewissen Punkt P links von C. Die Absténde m und »n der Punkte Q
und P vom Schwerpunkt sind durch die Absolutwerte der rechten
Seite der Gl. (1) gegeben, und es gilt die sehr einfache Beziehung

Abb. 80.
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Im Spezialfall b = 0, d. h. k!, = k,l,, wird der Abstand n gleich
Null, und m wichst iiber alle Grenzen. Dies bedeutet, daBl im betreffenden
Falle eine der Hauptschwingungsarten in einer Drehung um den Schwer-
punkt besteht, die andere dagegen in einer translatorischen Bewegung
ohne Drehung. Eine im Schwerpunkt wirkende Vertikalbelastung er-
zeugt in diesem Falle nur eine Vertikalverschiebung und beide Federn
werden gleich stark gespannt.

4 . .
Wenn neben b auch 20 verschwindet, so werden beide Fre-

quenzen nach Gl. (k) einander gleich, und die zwei Schwingungstypen
haben gleiche Periode.

Zahlenbeispiel. Zur Erliuterung der obigen Theorie moge folgendes
Zahlenbeispiel dienen': sei W = 437 kg, ¢ = 12100 cm?, /; = 122 cm,
I, = 152 cm, k; = 24 kg/em, k, = 36 kg/em; die entsprechenden stati-
schen Durchbiegungen sind nach Gl. (b)

6, = 10cm; d, = 3,5 cm;
nach den Gln. (d) ist
a=133,3; b = 186,7; ¢ = 2853;

substituiert man dies in (k), so ergeben sich die beiden Wurzeln p? = 109,
p2 = 244; die zugehorigen Frequenzen sind

0
p; = 10,5 Radian <!§~?A> pro Sekunde,

. 1809
p, = 15,6 Radian (T> » »
N7

oder N; = 100 und N, = 150 volle Schwingungen pro Minute.
Aus der Gl. (I) folgt nun
4 A

== —235cm, bzw. 5= 51,5em.

Dies bedeutet, dafl bei der tieferen Schwingungsart das abgefederte
Gewicht um 235 cm pro Radian der Stampfbewegung oder 4,1 cm pro
Grad oszilliert.
Bei der hoheren Schwingungsart oszilliert das abgefederte Gewicht
um 51,5 em pro Radian der Stampfbewegung oder um 0,9 cm pro Grad.
Roh gesprochen fithrt das Fahrzeug bei der tieferen Schwingung eine
Prallbewegung aus, indem die beiden Federdurchbiegungen gleiches Vor-
zeichen haben und im Verhiltnis
o 235 — 152 .
o, ~ 51z 023
zueinander stehen. Bei der hoheren Schwingung fithrt der Wagen
meistens eine Stampfbewegung aus.
1 Siehe die Arbeit von H. S. Rowell: Proc. Inst. Automobile Eng. 17, Teil 2,
S. 455. London 1923.

10*
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Bemerkenswert ist, dal eine gute Niherung fiir die Frequenzen der
Hauptschwingungsarten aus der Theorie eines Systems mit einem Frei-
heitsgrad gewonnen werden kann. Nehmen wir zunichst an, daBl die
Feder im Punkte B (s. Abb. 79) entfernt ist, so da8 das Fahrzeug um
die Achse B drehbar auf der Feder 4 hoch- und niedergeht, so lautet die
Bewegungsgleichung

(I+gl§>é+ k120 =0,

so daB die ,,erzwungene Frequenz gleich ist

Setzt man hierin die Zahlenwerte des obigen Beispiels ein, so folgt
, / 24-981
P =274 | gzristoo 1 i) = 107

in guter Ubereinstimmung mit dem fiir die Frequenz des tieferliegenden
Schwingungstypus des Fahrzeuges oben erhaltenen Werte von 10,5.
Behandelt man in derselben Weise die gegen die Feder B gerichtete
Prallbewegung des um die Achse A drehbaren Wagens, so ergibt sich
p: = 15,0 gegeniiber dem oben fiir die hoherliegende Schwingungsform
erhaltenen Werte p, = 15,6.

Auf dieser Grundlage hat man folgendes bequeme Verfahren zur Er-
mittelung der Frequenzen der Hauptschwingungsarten auf experimen.-
tellem Wege: man schlieft die Vorderfedern und 18t den Wagen schwin-
gen, dann schliet man die Hinterfedern und 148t den Wagen wieder
schwingen. Die auf diese Weise erhaltenen Frequenzen bieten gute
Niherungswerte.

Schwebungserscheinungen. Kehren wir nun wieder zur allgemeinen
Losung der Gln. (e) zuriick: Sind p; und p, die beiden Loésungen der
Gl. (k), so ist

z = A;cos8(pyt + oy) + A4, cos(pt + o),
0 = B, cos (p;t + o) + By cos (pyt + o),

worin nach Gl. (1)

(r)

A, b A, b
BT B )
Die allgemeine Losung (r) enthélt vier willkiirliche Konstanten
A4,, 4,, oy und a,, die in jedem Spezialfall aus den Anfangsbedingungen
bestimmt werden. Nehmen wir beispielsweise an, dafl zur Zeit ¢t = 0
eine nach unten gerichtete Verschiebung A ohne Drehung vorhanden
ist und der Wagen dann plétzlich losgelassen wird, so lauten hierfiir
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die Anfangsbedingungen
()i=0 = A; (é)t=0 =0; (9)z=o =0; (e)t»zo =0.
Diese Forderungen sind erfiillt, wenn man in den Gln. (r)

o = o, =0,

— p2 2 __
4= A2 B, 4= A B
Py — P2 b Pi— Pe (t)

B, — 4, (i - 9. B,— 4, (P -Z:i)
setzt. Wie man sieht, entstehen unter den vorausgesetzten Bedingungen
Schwingungen beider Arten, die zuerst gleiche Phase haben; spiter je-
doch, nach Ablauf einer gewissen Zeit, verschieben sie sich gegeneinander
infolge der Frequenzenverschiedenheit, und es entsteht eine komplizierte
kombinierte Bewegung. Ist die Frequenzenverschiedenheit sehr gering, so
haben wir es mit einer ,,Schwebung® zu tun, d. h. mit Schwingungen
von periodisch verédnderlicher Amplitude. Fiir die Behandlung dieses
Spezialfalles nehmen wir an, daB in Gl (k)

»;;——a:O und —::6;

worin 0 eine kleine Gréfe ist. Damit wird
pi=a—0; pi=a+?d
und aus (t) ergibt sich

A P 2

A1:’§‘§ Az:?§ B,

I
|
l

>
I

Die Losung (n) geht iber in

bl

2 ] o — P,
2= 5 ( cospt+ cospyt) = 4 cospl_;p‘tcosp1 5 Pey

2 PL+P ()
~-sin 12 2

A P1— P
0 = 52 (— cospyt + cospyt) = 5t

t sin

Aus der Kleinheit der Differenz p; — p, folgt die schnelle Verander-
lichkeit der GréBen cos [§(p; + ps)t] und sin [5(p; + p,)t]; diese Funk-
tionen miissen mehrere Umldufe ausfiihren, bevor sich die langsam vari-
ierende Funktion sin [1(p; — p.)t] bzw. cos [5(p; — p.)t] um einen
wesentlichen Betrag geéndert hat. Auf diese Weise erhilt man Schwin-
gungen mit periodisch verdnderlicher Amplitude (s. Abb. 9).

Erzwungene Schwingungen. Die erzwungenen Schwingungen eines
Fahrzeuges entstehen unter der Einwirkung von Stérungskréften, die
durch die Federn iibertragen werden. In der oben entwickelten allgemei-
nen Darstellung wurde gezeigt, daf3 die beiden Hauptschwingungsarten
Schwingungsbewegungen um zwei bestimmte Punkte P und @ sind
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(Abb. 81). Die entsprechenden verallgemeinerten Krifte hierfiir sind die
um die Punkte P und @ genommenen Momente der Federkrifte. Hieraus
ist zu schlieBen, daB irgendeine Schwankung der Federkraft, hervor-
gerufen durch irgendeine Unebenheit der StraBe, gleichzeitig beide
Schwingungsarten erzeugen wird, vorausgesetzt, daB diese Federkraft
nicht durch einen der beiden Punkte P und @ hindurchgeht. Nehmen wir
beispielsweise an, daBl das Vorderraderpaar eines sich auf der Straf3e fort-
bewegenden Fahrzeuges auf ein Hindernis auftrifft; die Vorderfedern
werden dann zusammengedriickt, und das Fahrzeug gerdt in Schwin-
gungen. Wird nun das Hindernis vom Hinterraderpaar erreicht, so er-
halt das schwingende Fahrzeug einen zusitzlichen Impuls. Die durch
diesen neuen Impuls verursachten Schwingungen iiberlagern sich den
zuerst hervorgerufenen, und die entstandene Bewegung ist dann vom
Zeitintervall ¢, das zwischen den beiden Impulsen liegt, oder, wenn man
mit ! den Radstand und mit v die Geschwindigkeit des Wagens bezeichnet,

von der GroBe —5— abhangig. Es ist leicht zu sehen, daf sich die beiden
Impulse bei einem gewissen Wert von » der Wirkung nach addieren;
damit ist der Begriff der kritischen Geschwindigkeiten definiert,

die fiir den Betrieb sehr ungiinstig sind. Sind ndmlich 7, und 7, die Peri-
oden der beiden Hauptschwingungsarten und ist ferner, wie wir an-

t . . . .
nehmen wollen, das Intervall t = - ein Vielfaches dieser Perioden,
so daf

t=m T, = myT,,
worin m, und m, ganze Zahlen sind, so wiederholen sich die Impulse
nach einer ganzen Anzahl von Schwingungen, und es tritt ein Resonanz-

2 - . .

" 4 - vorgang einl. Wenn die Federreibung nicht
1

; hinreichend grof} ist, so kénnen heftige Schwin-
p—

gungserscheinungen die Folge sein.
Abb. 82.

Ergibt eine der Federn einen Impuls, der die
andere Feder nicht beeinflult, so ist damit laut
obigem eine Anordnung von praktischem In-
teresse gewonnen. Die angegebene Bedingung ist erfillt, wenn der Fahr-
zeugkorper durch ein dynamisches Modell mit zwei in den Federn 4 und
B konzentrierten Massen W, und W, (Abb. 82) ersetzt werden kann. In
diesem Falle ist

Wi Wi ,
wy == 2 Wy = —5-1, W8+ Wyl = Wi,

woraus folgt
11, =i (77)

1 Siehe P. Lemaire: Techn. Mod., Jan. 1921. Vgl. auch die oben angegebene
Arbeit von H. S. Rowell: S. 481.
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Der Vergleich mit der Gl. (m) fiihrt zu dem SchluB, daB die Punkte P und
@ (Abb. 81) in diesem Falle mit den Punkten 4 und B derart zusammen-
fallen, daB die Schwankungen der Federkrifte voneinander unabhéngig
werden und die Resonanzgefahr ausgeschlossen ist. Zu beachten ist, dafl
im Falle; = I, die Bedingung (77) in die von Prof. Reilner angegebene
Regel iibergeht, wonach der Trigheitsradius der abgefederten Masse
dem halben Radstand gleich sein muBl. Bei den meisten modernen Fahr-
zeugen ist der Radstand groBer als der nach Gl. (77). Diese Abweichung
diirfte durch Riicksichten auf die Steuerung und das Schleudern des
Wagens, die eine Vergroerung des Radstandes verlangen, bedingt sein.
Bahndruek. Infolge dynamischer X
Ursachen unterscheidet sich gew6hn-
lich der wahrend der Bewegung ge-
messene Raddruck gegen die Bahn
vom statischen Raddruck. Mit Be-
zug auf den einfachen durch Abb. 82

dargestellten Fall kann der Bahn- _L

druck aus der Betrachtung der Be- h £
wegung des in Abb. 83 veranschau- yWr 2 ) B
lichten Systems ermittelt werden; in Abb. 83

dieser ist W, das Gewicht, das un-

mittelbar auf die Bahn iibertragen wird?, W, das auf der Feder lastende
Gewicht, v die konstante Bewegungsgeschwindigkeit des Rades lings
der Horizontalachse, z, und z, die nach oben gerichteten Verschiebun-
gen der Gewichte W, und W, von ihren in Abb. 83 gezeigten Gleich-
gewichtslagen aus. Weist die FahrstraBe keine Unebenheiten auf, so
entstehen bei der Bewegung keine Schwingungen, und die Bahnpres-
sung ist dem statischen Bahndruck gleich. Nun nehmen wir aber an,
daB das starre Bahnprofil darstellbar ist durch die Gleichung

h 2n&
.’E:-2—(\1—COST>,

worin £ lings der Horizontalachse gemessen wird und A die Wellenlinge
bezeichnet. Die Bewegung lings dieser Wellen moge mit der konstanten
Geschwindigkeit v erfolgen. Dann ist die Vertikalverschiebung des als
starr betrachteten Rades durch die Gleichung

h o/ 2wt
=5 ’\1 — cos —7_) (a)

gegeben. Die entsprechende Beschleunigung in vertikaler Richtung ist

. h 4% 2avt
R -

S

! Die Federung des Radreifens ist bei dieser Untersuchung vernachldssigt.
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Addiert man die hieraus folgende Trigheitskraft zu dem Gewicht, so er-
gibt sich der Bahndruck aus der unabgefederten Masse allein zu

Wy h 4720 2m vt
Wity ’;o” cos =5~ (b)
Der Maximaldruck tritt dann auf, wenn das Rad die tiefste Stelle des
Bahnprofils erreicht, und ist dann gleich

W, b 4n2e® -
Wit 5

Wie man sieht, wichst der dynamische Effekt der Tragheitskraft mit
dem Quadrat der Geschwindigkeit. v

Um den gesamten Bahndruck zu erhalten, mufl man zu dem oben
berechneten Druck (b) die aus der Federkraft sich ergebende Pressung
addieren. Diese Kraft ist durch den Ausdruck

Wo— k(wy — ) (c)
gegeben, worin das zweite Glied die Anderung der Federspannung in-
folge der relativen Verschiebung ®, — x; der Massen W, und W, dar-
stellt. Diese Verschiebung laBt sich aus der Differentialgleichung
w.

2 Bt by — @) =0, (d)

die die Bewegungsgleichung des abgefederten Gewichtes W, ist, be-
rechnen.
Substituiert man (a) fir «,, so erhilt man

ﬂbég + kx, = kh (1 — cos %i;ﬂ\) (e)
Diese Gleichung stellt die Schwingungen des abgefederten Gewichtes
dar, hervorgerufen durch das wellenartige Bahnprofil. Nimmt man an,
daB am Beginn der Bewegung #, = x, = 0 und x; = =, = 0, so lautet
die Losung der GI. (e)

72 2mi 72 2mt
<1 + ——1 52 COS — - COos >
1

T 5 — 13 Ty

(f)

Hierin ist 7, = 2= ]/ WZ die Eigenschwingungsperiode des abgefederten

Gewichtes, 7, = 7 die zum Zuriicklegen der Wellenldnge 4 erforderliche
Zeit. Die Federkraft ist nach den Gln. (a) und (c) gleich

I -

kh L+ 2t 2 t)
>3 o 2 &C )
2 13— 72 T, T,

Wy —- (g)

Also ist der sich der statischen Bahnpressung uberlagernde Druck
nach (b) und (g) gleich
W, b 4= 2t kh 73 2at 2t
T 5 08— — 2<oos»— — cos —>
g 4 T Ta a4 1 1 Ty

(h)
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Hierin erlangt das erste Glied mit wachsender Geschwindigkeit, das
zweite dagegen im Resonanzfalle, steigende Bedeutung. Hieraus kann
man schlieBen, dafl im Falle guter Strafenfléche und hoher Geschwindig-
keit die nicht abgefederte Masse den Bahndruck bestimmt, im Falle einer
rauhen StraBenfliche dagegen die abgefederte Masse stark ins Gewicht
fallt.

31. Torsionsschwingungen von Wellen und Zahnantrieben.

Wir haben bereits frither, in §2, den Fall von Torsionsschwingungen
besprochen, doch handelt es sich dort um ein einfaches System, be-
stehend aus einer Welle mit zwei rotierenden an den Wellenenden
angebrachten Massen. Nachstehend dagegen soll der allgemeinere Fall
der Schwingungsbewegung einer Welle mit mehreren rotierenden

Massen untersucht werden (Abb. 84). & &2 33 Py

Auf die Bﬂetrachtu‘ng eines derartigen a4 IZl ks m by o

Systems fithren viele Untersuchungen U N

iiber die Torsionsschwingungen im Elek- b7 ¥a ¥z y7

tro- und Dieselmaschinenbau sowie im z s *
ADb. 84.

Propellerwellenbau®. Bezeichnet man
mit I;, I,, I;, ... die Trigheitsmomente der rotierenden Massen um
die Wellenachse, mit ¢,, @,, ¢, ... die Verdrehungswinkel der Welle
in den entsprechenden Punkten wahrend der Schwingungsbewegung,
mit ky, k,, ky, ... die Federungskonstanten der Welle fiir die Langen
ab, be, cd, . .., so stellen die GroBen k;(@; —@s), k2(@p: — @5), ... die
Verdrehungsmomente fiir die bezeichneten Lingen dar. Vernachlissigt
man nun das Trigheitsmoment der rotierenden Welle gegeniiber den
Tragheitsmomenten I, , I, ... der rotierenden Massen, so wird die
kinetische Energie des schwingenden Systems gleich

T=43L¢i+ s+ 5195+ - - (a)

Die potentielle Energie des Systems besteht im vorliegenden Falle in
der Energie der Verdrehung und ist durch den Ausdruck

V= %kl(% — @) + %kz(% — @3)® + -l_iks(% — @)t (b

gegeben.
Substituiert man (a) und (b) in die Lagrangeschen Gln. (71), so
erhilt man folgendes System von Differentialgleichungen fir die freien

1 Die Bibliographie des Gegenstandes findet man in der sehr vollsténdigen
Untersuchung {iber die Torsionsschwingungen in einer Dieselmaschine, durch-
gefithrt von F.M.Lewis: Trans. Soc. Nav. Arch. Mar. Engg. 33, 109. New-
York 1925.
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Schwingungen der Welle:

Il¢1 +k (. — @) =0,
L, +k (pp —@)—k (1 —@) =0,
I, +ky (s —@)—Fky (g —@s) =0,

In—l ('}-7n—1 + kn-—l(‘pn—-l’_q)n) - kn—2((pn——2 - (pn—l) = 0’
In¢n - kn—l((pn-—l_(pn). = 0.

Durch Summation dieser Gleichungen erhélt man
Lipp+ g+ - - + 1,9, = 0;

demnach ist das Moment der Bewegungsgrofie des Systems beziiglich
der Wellenachse bei der freien Schwingung konstant. Fir das Folgende
nehmen wir dieses Moment der BewegungsgréBe gleich Null an. In
dieser Weise wird jede Drehung der Welle als starrer Korper aus-
geschlossen und es ist nur die Schwingungsbewegung infolge der Wellen-
verdrehung zu betrachten.

Durch Anwendung der allgemeinen Methode (s. S.139) und Sub-
stitution der Ausdriicke

@1 = Aycos(pt + a), P2 = Aycos(pt+ a),
in die Gln. (c) erhilt man
I Ay p* —ky (A — 4y) =0,
Iy Ao p? +ky(Ay— Ag) — ka(Rp — 4y) = 0,

In}'npz_[_kn—-l(}"n—l-—;'n) =

Eliminiert man aus diesen Gleichungen die GroBen A4, 4,,..., so
erhilt man die Frequenzgleichung zur Berechnung der GriBe p>.

Der Fall von drei Scheiben. Betrachten wir zunéchst den einfachen
Fall von drei rotierenden Massen. Hierfiir lautet das Gleichungs-

system (d)

11;“17’2_]"1(11*22) =0, ]
Ielzpz + kl(ll - }“2) —ky(y—73) = 0, l (¢)
I 0% + ky(4y — A3) = 0.

Die Summation dieser Gleichungen ergibt

T2y - Ty -+ Iy =0 (f)
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Nach der ersten und der dritten der Gln. (e) ist
- - kl }’2 . k2 }’2
hET Lo AT T Lp R (®)
Durch Substitution in die Gl. (f) ergibt sich folgende Frequenzglei-
chung:

Ll (Ll Ll Ll L

Eyky Iy ks )p2+(11+]2+]3):0' (71

Dies ist eine in p? quadratische Gleichung; ihre beiden den zwei Haupt-
schwingungsarten entsprechenden Wurzeln p? und p2 sind leicht zu
berechnen. Durch Einsetzen dieser Wur-

zeln p? und pi in die Gln. (g) erhilt M
man dic Werte der Quotienten 1 und D

: ]
2 |

3 fiir die beiden Hauptschwingungs- +« |
';tenl; auf diese Weise ergeben sich i’ m""""""llllIIII||.|. ] i
a -
die zugehorigen Schwingungsformen des E T fas
1

|
Systems. Abb. 85 ist eine graphische :
Darstellung der zwei Schwingungsarten, A1
und zwar entspricht Abb. 85a der tief-
sten Schwingungsform mit einem Kno- X
ten, Abb. 85b dagegen der hdoheren Abb. 85.
Schwingungsform mit zwei Knoten.

Der Fall mehrerer Scheiben. Im allgemeinen ¥alle erbilt man die
Frequenzgleichung, indem man die Determinante des Gleichungs-
systems (d) gleich Null setzt [s. Gl. (75)]. So ergibt sich beispielsweise
fiir den Fall von vier rotierenden Massen die Gleichung

I p2—ky k, 0 0
ky L=k —ky k, 0 o
0 ky Iyp2— ey — oy ks
0 0 ks I, 02—y

Dividiert man die Zeilen dieser Determinante durch I, I,, I; und I,
so nimmt die Frequenzgleichung mit den Bezeichnungen

o k ky 4+ Iy Ly + k. k
pr=xa, TI—?:.’EI, *11 =Xy, QAI'-E::U:,‘; —Z:xda
2 3
k, k I k,
7, T M ’12 = Nag; lj = MNog; 7;‘ = Mg

1 Fiir den Fall von vier Scheiben findet man die Frequenzgleichung in der
Hiitte 1, 25. Aufl., S. 409 (1925).
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die Gestalt
T —x 2y 0 0
| — |
| Nyo T — Ty Ny 0 —0
0 Moy X — X3 MNgg |
1 0 0 A x—
an.

Diese Determinante entwickeln wir nun in iiblicher Weise und
erhalten

. ' |
T— Ty Mgy 0 | 'nm Ty 0
(x—2y)| Mgg T—Xy  Ngg '—xll 0 x—my 7y i=0
I
L0 z4 T — 2, ;0 X4 T — 2, |
oder
. |z —%y Mgy 3 T3y
(& —ay) (x — ) | — (X — ) ngy
|2y, x — x— x4
lx—xy Mgy |
Xy Ny =20,
x, x— |

woraus folgt
(X — 21) (& — 2) (¥ — &) (X —2y) — (X — 1) (T — X) Ty N3

— (X —y) (X — ) Mg Moy — (¥ —5) (T—T) Ty M1y + Ty Mp Mg 7, = 0. (h)
Beachtet man, daB

Ty = Mgy 1 Mgy Ty = Mgy + N3,

so sieht man, daBl das konstante Glied in der GIl. (b), ebenso wie eine
der Wurzeln, gleich Null wird. Dieses Resultat ergibt sich als eine Folge
davon, dafl die Welle wie ein starrer Korper um ihre Achse rotieren
kann. Die drei iibrig bleibenden Wurzeln der Gl. (h) sind von Null
verschieden und liefern uns die Frequenzen der drei Hauptschwin-
gungsarten des betrachteten Systems.

Zahlenbeispiel. Zur Erlduterung bringen wir hier ein numerisches
Beispiel mit folgenden Zahlenwerten?:

I, = 348 cm kg sec? ky = 364 - 10> ecm kg pro 1%:)3
I, = 101000 by =132:10° . 1i°°
I, = 1380 . By = 1,25-108 ,I,S;Q‘i
I, = 043 . '

1 Die im Text angefiihrten Daten entstammen einer vom Berechnungs-
ingenieur J. Ormondroyd (Westinghouse Elec. & Mfg. Co., East Pittsburgh, Pa.)
an einem wirklichen Synchronkondensator in der Praxis durchgefiithrten Unter-
suchung.
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Substituiert man diese Werte in die obige Gl. (h) und benutzt von hier
an die neue Bezeichnung z = 0,0001 p2, so ergibt sich

3 — 407 2% 4 344922 — 296230 = 0. (k)

Bei der Berechnung der Wurzeln von Gleichungen héheren Grades
bedient man sich mit Vorteil des Hornerschen Schemas, wie dies
nachstehend auch geschieht!. Dieses Schema bietet das einfachste
Mittel zur Berechnung des numerischen Wertes einer ganzen rationalen
Funktion von der Form

fx)y=a,2" +a,_j2" 14 -« + a2+ a, D)

fir irgendeinen gegebenen Wert & des Argumentes x. Anstatt die Po-
tenzen k", k»—1, ... zu berechnen und mit den Koeffizienten a,,, @, _4, . . -
zu multiplizieren und die Produkte schlieflich zu summieren, wenden
wir folgendes Verfahren an. Zuerst multiplizieren wir @, mit &£ und
addieren a, k zu dem Werte a,_,. Sei a,_, die Summe a,k -+ a,_;.
Nach Multiplikation der Groe a), _, mit k addieren wir die Gréle a,_,
hinzu und erhalten die Summe a),_, = a,_, k + a,_,. Fihrt man in
dieser Weise fort, so findet man a,_, =a,_,k + a,_; und endlich
ay = agk -+ a; und a; = ajk 4 a,. Alle diese Rechnungen lassen sich
auf folgendes Schema bringen:

Ay Apy A ay ay Ay
ak  an_ k... ayk ajk aik (m)

’ ’ ’ ’ 1o

A Gy Ay 2 tee gy ayq )

Wie man ohne weiteres sieht, stellt der in der angegebenen Weise
berechnete Wert von ay den Wert f(k) der Funktion (I) fiir z = k dar.
Das gleiche Rechnungsschema kann auch dazu verwendet werden, die
Funktion f(x) in eine Taylorsche Reihe der Form

f@) =ap+ Ay(x — k) + Ay(@—k)> + - -+ + A, (x — k)",
worin

, , "k ™ (k
G=1k), A=iw, 4=1" 4 "

zu entwickeln. Nehmen wir beispielsweise
f@) = ay2* 4 ag2® + ap2? 4+ a,2 + ¢
an. Um dieser Funktion die Gestalt der Reihe
f@) =a)+ 4@ — k) + Ao(w — B2 + dyl@ — B + Ay — B ()

1 Uber Néiherungsmethoden zur Berechnung der Wurzeln von algebraischen
Gleichungen héheren Grades siehe v. Sanden: Praktische Analysis.
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zu geben, fithren wir die Berechnungen zuniichst genau in der gleichen
Weise aus, wie oben am Schema (m) erklirt wurde, und gelangen so
zum Werte f(k) = a; der folgenden Tabelle (0):

ay as @y a, aq
I ka, kaj kaj kay I
g a; ay a; l ay
II kay kay kay II
@  a af ey =4, (0)
111 ka, ke 1
o ooa =4,
v ka 4 v
ag = 4, ‘ q’s’” =4

Mit den Zahlen a,, aj, ay, . . ., ay der dritten Zeile dieser Tabelle ver-
fahren wir genau in der gleichen Weise wie mit den Zahlen a,, a5, a,, . . .
der ersten Zeile mit Ausnahme der letzten Zahl aj. Auf diesem Wege
ergeben sich die Zahlen unter der Zeile II-—I1. Die letzte dieser Zahlen,
nimlich die GroBe af, stellt den Koeffizienten 4, der Reihe (n) dar.
Fihrt man in dieser Art fort, so gelangt man zu den Werten ay’ = 4,,
a3’ = A, und a, = 4,. So werden alle Koeffizienten der Reihe (n)
berechnet. Das Schema (o) kann jetzt zur Berechnung der reellen
Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit reellen Koeffizienten von
der Form

fx)=a,2" +a, 2" 14 - axda,=0 (p)

benutzt werden. Sei k eine rohe Naherung fiir die zu berechnende Wurzel.
Verfihrt man dann nach Tabelle (o) und setzt * — k = u, so ergibt
sich folgende Gleichung:

f(x):A7Lun+‘4“_lun—l+ ct +A1u+a6:0 (q)
Hierin ist » die Differenz zwischen dem wahren Wert der Wurzel und
ihrem ersten Ndherungswert k. Unter der Voraussetzung, dall diese

Differenz klein ist und unter Vernachldssigung der Glieder mit hoheren
Potenzen von % in der Gl. (q) erhalten wir als Naherung

7
%y

Uy = — &,
1 9
4

der zweite Naherungswert fir die Wurzel der Gl. (p) ist

x=k+ u.
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Um eine weitere Naherung zu erhalten, verfahren wir mit der Gl.(q)
genau ebenso wie mit der Gl. (p). Setzt man

U— Uy =V
und befolgt wiederum das Berechnungsschema der Tabelle (o), so ergibt
sich folgende Gleichung fiir v:

B, 4 B,_v*" '+ - . + Biv+a; =0.

Eine weitere Korrektion ist demnach gegeben durch

Und die dritte Naherung fir x ist
x=Fk+ u + v.
Fahrt man in dieser Weise fort, so kann man eine Wurzel der Gl. (p)
mit jeder beliebigen Genauigkeit berechnen.
Wendet man nun diese Methode zur numerischen Losung der Gl. (k)

an, indem man als erste Naherung den Wert z = 9 einfithrt, so ergibt
sich folgende Tabelle:

1 — 407 34492 — 296230
9 — 3582 278190

1 — 398 30910 — 18040
9 — 3501

1 — 389 27409
9

1

Die Gleichung fur die erste Korrektion » = x — 9 lautet

u® — 380 u* + 27409 u — 18040 = 0. (q)
Fiihrt man fiir diese Korrektion den Néherungswert
18040
"= gra09 — ~ 00

ein und verfahrt man mit der Gl. (q) wie oben, so ergibt sich folgende
Tabelle: :

1 — 380 27409 — 18040
0,6 — 227,6 16309

1 — 3794 27181 — 1731
0,6 227

1 — 378.8 26954
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Die Gleichung fiir die zweite Korrektion ist

v — 378,8¢% 4- 26954 v — 1731 = 0,

woraus folgt
1731
Y17 26954

Danach kann die Wurzel der Gl. (k) gleich
2 =9+ u; + v, = 9,664

= ~ 0,064.

genommen werden. Die zwei anderen Wurzeln derselben Gleichung sind
zy = 105; x3 = 292.
Die entsprechenden Frequenzen sind

100 V2,
- 2a

00 } =,

= 49,5 pro sec.; o

1007962 = 272 pro sec.

o = 163 pro sec.;

Zu beachten ist, dal im oben gegebenen numerischen Beispiel die
Trigheitsmomente I, und I; gegeniiber I, klein sind; ferner ist I,
gegeniiber I; klein. In einem solchen Falle kann man eine gute Naherung
fiir die Frequenzen mit Hilfe der einfachen Gl. (12) erhalten, die wir
oben (8. 6) fiir den Fall einer einzigen Scheibe abgeleitet haben. Be-
trachtet man I, als unendlich groB, so erhilt man unter Vernachlissi-
gung von I, fiir die Torsionsschwingungen der Scheibe I, die Frequenz

k, _ 100071/132

7, = o 1—3§6—493prosec

in guter Ubereinstimmung mit dem Werte 49,5, der sich oben fiir die
Grundschwingung des Systems mit vier Scheiben ergeben hat.

Behandelt man in entsprechender Weise die Schwingungen der
Scheibe I,, wobei man I, als unendlich groB betrachten wird, und
die Schwingungen von I,, wobei man I, als unendlich gro8 ansehen
wird, so ergeben sich folgende Werte fiir die Frequenzen:

1 1/k _ 10007/364 . .
sal T = o V3 — 163 pro sec

10004/1,25
- 9 30
V Er /O 3 = 272 pro sce

bzw.

in Ubereinstimmung mit den oben berechneten Werten. Eine #hnlich
vereinfachte Behandlung von Schwingungsproblemen ist hiufig dann
moglich, wenn es sich um die Néherungsberechnung von Frequenzen
handelt. Eine derartige Vereinfachung ist insbesondere in den Fillen
wichtig, wo komplizierte Systeme mit einer grofien Anzahl rotierender
Massen, wie etwa Dieselmaschinen, zur Behandlung vorliegen.
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Betrachten wir beispielsweise das in Abb. 86 dargestellte System,
worin die Triagheitsmomente des Generators, des Schwungrades, von
sechs Zylindern und zwei Luftpumpen sowie die Absténde zwischen
diesen Massen gegeben sind!. Die Welle ist ersetzt durch eine gleich-
wertige Welle konstanten Querschnitts (s. S. 171) von der Torsions-
steifigkeit C' = 10%® kgem?. Infolge der Tatsache, daB die Massen des
Generators und des Schwungrades viel grofer sind als die anderen
Massen, kann man fir die Frequenz der tiefsten Schwingung eine gute
Niherung dadurch ermitteln, daB man alle kleinen Massen durch eine
einzige vom Trégheitsmoment /; = 93.6 + 7 4 6,5 = rd. 572 ersetzt
und sich diese Masse dann im Abstand 57,5 + 2,5-48,5 = rd. 179 cm
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vom Schwungrad angebracht denkt. Reduziert man in dieser Weise
das gegebene System auf nur drei Massen, so kann man die Frequenzen
nach Gl (77) leicht berechnen und erhélt p? = 49000 und pZ = 123000.
Die genaue Losung ergibt fiir das gleiche Problem die Werte p? = 49840
und p2 = 141000. Wie man sieht, ergibt sich in dieser Weise ein guter
Naherungswert fiir die Grundschwingung. Zur Gewinnung einer noch
besseren Niherung kann man sich der Rayleighschen Methode be-
dienen (s. § 14).

Rayleighsche Methode. Seien ¢ und b die Abstinde des Schwung-
rades von den Wellenenden und mogen die zwei Hauptschwingungsarten
die in Abb. 86 (b und ¢) dargestellte Form besitzen. Ferner nehmen wir
an, dafl der Teil b der Deformationskurve durch einen Parabelbogen
derart ersetzt werden kann, daB der Verdrehungswinkel ¢ fiir einen
Querschnitt im Abstand 2 vom Schwungrad durch die Gleichung

o— 72) (20 — @)@
§ =g, Do PAUE D ("

1 Dieses Beispiel ist dem Buche von Holzer: Die Berechnung der Drehschwin-
gungen, Berlin: Julius Springer 1921, entnommen. Die Einheiten sind kg und cm.
Timoshenko, Schwingungsprobleme. 11
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darstellbar ist. Es ist leicht zu sehen, da der Winkel ¢ in der GL (r) fiir
z = 0 und = = b die Werte g, bzw. ¢, annimmt. Aus der Gl. (r) und
der ersten der Gln. (d) folgt:

P= (1 - ]f) (s)

Die Drehungswinkel aller anderen Massen lassen sich als Funktionen
von @; und ;o darstellen und diese zwei Winkel konnen als generali-
sierte Koordinaten des gegebenen Systems betrachtet werden.

Damit ist die potentielle Energie des Systems

y= (7 rv"i%)fojL gf ¢17+4{<P10 ¢z(1~7)}2}’ (t)

worin

I, p?
Y= ;‘?1 . ()

Die kinetische Energie des Systems ist
k=10

1 I ¢
T =5 2

k=1

0

oder, unter Benutzung der Gln. (r) und (s) und mit der Bezeichnung z,

fiir den Abstand des Schwungrades von irgendeiner rotierenden Masse &
(25 — 23) 2
b‘) b
k=10

1 . 1 . .
—_11¢%+*“21k{¢)100'~k+ P11l — ) (1 — o). (v)
2 2 =

sowie mit «; =

Substituiert man (v) und (t) in die Lagrangeschen Gleichungen (71) und
setzt man, wie friiher,

@ = A cos (pt + B); P10 = Ao c0s (pt + f),
so ergeben sich die folgenden zwei Gleichungen

;=10
4 (1 — \
k=2
. k:f]()
oy g+ 5o 3 Dol = m) =0
k=2
s (1 )7;:10
a L=y
. 7»:_710
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Setzt man die Determinante die-
ser Gleichungen gleich Null, so
hat man die Frequenzgleichung;
die zwei Wurzeln dieser Gleichung
geben die Frequenzen der zwei
in Abb. 86 angedeuteten Schwin-
gungsarten. Alle erforderlichen
Berechnungen sind in der neben-
stehenden Tabelle gegeben. Hier-
nach ergibt sich die kleinere
Wurzel der Frequenzgleichung zu

y = 1,563;
und aus (u) erhalten wir
p? = 50000.

Die Abweichung dieser Néahe-
rungslosung von der oben ge-
gebenen genauen Losung betragt
nur § %.

Die zweite Wurzel der Fre-
quenzgleichung ergibt die Fre-
quenz der zweiten Schwingungs-
art mit einer Genauigkeit von
4,5%. Zu bemerken ist, dafl mit
Hilfe dieser Néaherungsmethode
der EinfluBl der Wellenmasse auf
die Frequenz des Systems leicht
berechnet werden kann?.

In den vorangehenden Be-
trachtungen haben wir die freien
Torsionsschwingungen von Wel-
len besprochen und die zugehori-
gen Eigenfrequenzen bestimmt.
‘Wenn an der Welle verdanderliche
Torsionsmomente wirken, so tre-
ten zu den oben betrachteten
freien Schwingungen erzwungene
Schwingungen hinzu. Die Pe-
riode dieser erzwungenen Schwin-
gungen ist gleich der Periode der

1 Siehe des Verfassers Arbeit in

den Nachr. Polytechn. Inst. St. Peters-
burg 1905.

Rechnungstabelle zur voranstehenden Erlduterung der Rayleighschen Methode.
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verdnderlichen Torsionsmomente. Die Amplitude der erzwungenen
Schwingungen héngt nicht nur von der GroBle der veranderlichen
Torsion ab, sondern auch von ihrer Frequenz. Wenn sich diese Fre-
quenz einer der oben berechneten Eigenfrequenzen der Welle nahert,
so tritt Resonanz ein und die Amplitude der erzwungenen Schwingun-
gen wird, wenn die Dampfung nicht geniigend ist, sehr groB. Nach-
stehend entwickeln wir ein N#éherungsverfahren zur Berechnung der
Eigenfrequenzen und der Amplitude der erzwungenen Schwingungen.

Berechnung der Frequenzen durch sukzessive Approximationen.
Die den verschiedenen Torsions-Schwingungsarten entsprechenden Fre-
quenzen konnen aus den Gln. (d) auch durch sukzessive Approximationen
ermittelt werden. Zu diesem Zweck schreibt man diese Gleichungen in
der Form

I, »?
Z2:;{1“2_?21: (w)
hy =ty — e (Iidy o+ T y), ¥
b= Iy — *%;'(11)”1+ Iy25 + 132s). (2)

Mit einem roh geschitzten Wert von p? und einem willkiirlichen Wert
fiir 4,, den Drehungswinkel der ersten Scheibe, findet man mit Hilfe
der Gl. (w) den entsprechenden Wert von 2,. Dann ergibt sich aus der

Gl. (y) der Wert von 4,, aus der Gl. (z) der Wert von A, usw. Ist die
Grofle von p* richtig gewahlt worden, so ist die durch Summierung der
Gl. (d) entstandene Bedingung

L pr+ Ldgp? oo 1,0, 2 =0

erfiillt. Sonst miissen die Winkel 4,, Z,, . .. von neuem, und zwar mit
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einer neuen Schitzung fiir p2, berechnet werden!. Ublicherweise stellt
man die Ergebnisse dieser Berechnungen tabellarisch zusammen. Als
Beispiel geben wir nachstehend die tabellenméafige Behandlung fiir den
Fall der in Abb. 87 angedeuteten Diesel-Anlage?.

Tabelle fiir p=96,2; p? = 9250.

Masse 1 2 3 4 5 6 7
P 5 o . 1 « 55

Nr. 7 Ip? A Ip?2 2Ipta k rkrzlp 7
1 816 | 7,65-10% | 1,0000 7,65-10¢ 7,65-108 [ 2380-10% | 00,0032
2 4515 41,75-10% [ 0,9969( 41,70-10%( 49,25-10% [ 840-10% | 0,0585
3 4515 [41,75-108 [  0,9383 39,20-108( 88,45-106| 840-10%( 0,1054
4 4515 [41.75-108 | 0,8333 34,75-106(123,20-106 | 840-108 | 0,1468
3 4515 [41,75-108 [ 0,6871 28,70-108| 151,90-108 | 840.10% | 0,1803
6 4515 [41,75-108 | 0,5068 21,20-108| 173,10-10% | 840-10% | 0,2060
7 4515 [41,75-10%| 0,3008| 12,50-10%| 185,60-10¢( 463-10%| 0,4010
8 161500 | 1496 -108 |- 0,1002( -149,9 -10¢| 35,70-10% 1 1535.10% | 00,0233
9 30400 [ 282.10%|- 0,1235] - 34,8 -108[ 900000

Tabelle fiir p = 96,8; p2? = 9380.

Masse 1 2 3 4 5 6 7
Nr. I Ip® A Ip®) 2 Ipa I ;le'z/".
1 816} 7,66-10% | 1,0000 7.66-10%| 7,66.108|2380-10%| 0,0032
2 4515 42,45-10% [ 0,9968( 42,15.10%| 49,81.10%| 840-10%| 0,0594
3 4515 |42,45-108 | 0,9374| 39,80-10%( 89,61-10%| 840-10%| 0,1069
4 4515 [42,45-10% | 0,8305| 35,30-108(124,91-10%| 840-10%| 0,1487
5 4515 [42,45-108 | 0,6818( 28,90-10¢)153,81.10 | 840-10%| 0,1830
6 4515 [42,45-10% | 0,4988( 21,22.10%(175,03-108| 840-10¢| 0,2080
7 4515 |42,45-10% | 0,2908 12.30.108| 187,33.10% | 463-10%| 0,4040
8 161500 | 1563-10¢ |- 0,1132|-171,0 -10%| 16,33-10%1535-10¢( 0,0106

9 30400 | 286-10%[-0,12381- 35,33.1081-19,0 -10°

Die erste Kolonne der Tabellen enthilt die Triagheitsmomente der
Massen in den Einheiten cm, kg und sec. Die dritte Kolonne beginnt
mit einem willkiirlichen Wert des Drehungswinkels der ersten Masse.
Dieser Winkel wurde gleich 1 angenommen. Die vierte Kolonne gibt die
Momente der Trigheitskrifte der aufeinander folgenden Massen, die
fiinfte Kolonne dagegen das gesamte Torsionsmoment der Tragheits-
krafte aller links vom betrachteten Querschnitt liegenden Massen. Durch
Division der Torsionsmomente durch die in der sechsten Kolonne ge-
gebenen Federkonstanten erhialt man die Verdrehungswinkel fiir auf-
einander folgende Wellenteile. Diese Verdrehungswinkel sind in der sie-

1 Einige Beispiele dieser Berechnung findet man in dem oben erwihnten
Buche von H. Holzer. Siehe auch F. M. Lewis: 1. c., und Max Tolle: Regelung
der Kraftmaschinen. 3. Aufl. (1921).

2 Die Berechnungen sind der oben erwihnten Arbeit von ¥.M. Lewis ent-
nommen.
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benten Kolonne zusammengestellt. Die letzte Zahl der fiinften Kolonne
stellt die Summe der Momente der Tragheitskréfte aller Massen dar.
Diese Summe muBl im Falle freier Schwingungen gleich Null sein. Fiir
p = 96,2 in der ersten Tabelle wird die letzte Zahl der fiinften Kolonne
positiv, fiir p = 96,8 wird der entsprechende Wert negativ. Dies zeigt,
daB der genaue Wert von p zwischen den bezeichneten zwei Werten
liegt und die Werte der dritten bzw. fiinften Kolonne durch Inter-
polation korrigiert werden miissen. Unter Benutzung der in der dritten
Kolonne angegebenen Werte kann man die in Abb. 87 angedeutete
elastische Kurve konstruieren, die fiir die Schwingungsart charakte-
ristisch ist. Die fiinfte Kolonne gibt die entsprechenden Torsionsmomente

0
firr jeden Wellenteil, wenn die Amplitude der ersten Masse mit l?—?— an-

gesetzt wird. Hat diese Amplitude irgendeinen anderen Wert 4;, so er-
geben sich die Amplituden und die Torsionsmomente der anderen
Massen durch Multiplikation der in den Kolonnen 3 und 5 enthaltenen
Werte mit 2.

Berechnung der erzwungenen Schwingungen!. Wenn keine Reibung
vorhanden ist und eine der rotierenden Massen unter der Einwirkung
eines einfach harmonischen Drehmomentes von der Gréf3e M sinmt steht,

: . 2n
so treten erzwungene Schwingungen von der Periode 7 = —- auf, und

die Schwingungsbhewegung einer jeden Masse ist dann durch einen Aus-
druck von der Form A sinmt dargestellt. Die Amplituden der erzwun-
genen Schwingungen koénnen mit Hilfe einer Tabelle der oben fiir den
Fall der freien Schwingungen benutzten Art ermittelt werden. Setzt man
die Amplitude der ersten Masse mit x an, so kann man das Torsions-
moment fiir jedes Intervall in der gleichen Weise berechnen wie oben;
es ist nur notwendig, das Maximum M des duleren Torsionsmomentes in
seinem Angriffspunkte zu dem Moment der Tragheitskriafte der rotieren-
den Massen hinzuzufiigen. Die letzte Gréfie der 5. Kolonne wird in der
Gestalt ax + b erscheinen und man erhilt eine lineare Gleichung zur
Bestimmung von z, indem man die angegebene Grof3e gleich Null setzt,
da ja diese das Moment hinter der letzten Masse darstellt.

Wenn die Periode des duBeren harmonischen Torsionsmomentes mit
einer der Eigenschwingungen des Systems zusammenfillt, so sind die
Bedingungen fiir das Zustandekommen der Resonanz erfillt. Eine

1 Die angeniherte Methode zur Berechnung der erzwungenen Schwingungen
mit Dampfung ist von H. Wydler in seinem Buch, Drehschwingungen in Kolben-
maschinenanlagen, Berlin 1922, entwickelt worden. Siehe auch die S. 153 er-
wiahnte Arbeit von F. M. Lewis und John F. Fox: Some Experiences with
Torsional Vibration Problems in Diesel Engine Installations, J. Am. Soc. Naval
Engs. 1926. Siehe auch G. Eichelberg: Torsionsschwingungsausschlag. Stodola
Festschrift, S. 122. Ziirich 1929.
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Schwingungsbewegung dieser Art ist sehr auffallend ; will man die hier-
bei wirklich auftretende Schwingungsamplitude ermitteln, so muf
man auf die Dampfungskréfte Riicksicht nehmen. Unter der Voraus-
setzung, daB die Ddmpfungskraft der Geschwindigkeit proportional ist,
und unter Vernachlissigung des Finflusses, den diese Kraft auf den
Schwingungstypus ausiibt, d. h. unter der Annahme, daB die Verhilt-
nisse zwischen den Amplituden der stationiren erzwungenen Schwin-
gungsbewegung der rotierenden Massen die gleichen sind, wie fiir den
entsprechenden Typus der freien Schwingung, kann man fiir die Ampli-
tuden der erzwungenen Schwingung Naherungswerte wie folgt ermitteln:
Sei wahrend der Schwingung @, = 4,, sin p¢ der Drehungswinkel der
Masse, an der die Dampfung wirksam ist; das widerstehende Moment
der Dampfungskréfte ist dann
APm _

—ag = o Ay, P COS DT,

worin o eine von den Dampfungseinfliissen abhangige Konstante ist.
Im Falle der Resonanz muf3 die Phasendifferenz zwischen dem die er-
zwungenen Schwingungen hervorrufenden Torsionsmoment und der
Verschiebung gleich 90° sein. Setzt man dieses Moment in der Form
M cos pt und den Drehungswinkel der Masse, an der das Torsions-
moment angreift, in der Form ¢, = 1, sin pt an, so ergibt sich die
Amplitude der erzwungenen Schwingung aus der Bedingung, dafl im
Zustand der stationdren erzwungenen Schwingungsbewegung die vom
harmonischen Torsionsmoment bei einer Schwingung verrichtete Arbeit
der im Dimpfungspunkte absorbierten Energie gleich sein mufi. In
dieser Weise erhilt man

27 2

P »
d )
fot P AP g, =fﬂl cos pt dd% dt;
0

dt di t
0

substituiert man

O = Ap SINPE; @, = A,sinpt,
so folgt
M 7,
Ap = i (a)
und die Schwingungsamplitude der ersten Masse wird
M, N ,
A= op B G’ ()

Kennt man die Dampfungskonstante o, so kann man mit der elasti-
schen Normalkurve (s. Abb. 87) entnommenen Werten der Verhalt-
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An
I
Fall eines einfachen harmonischen Torsionsmomentes mit Dimpfungs-
wirkung an einem gewissen Wellenquerschnitt berechnen.

Steht aber die Welle unter der Einwirkung mehrerer einfacher har-
monischer Torsionsmomente, so erhdlt man die resultierende Amplitude
2, der ersten Masse aus der obigen Gl. (b’) auf Grund des Superpositions-
prinzips. Sie ist gleich

nisse und %‘— die Amplituden der erzwungenen Schwingung fiir den

]’12*721‘[17” (C)

worin das Summenzeichen vektoriell zu verstehen ist, da jedes Torsions-
moment mit der entsprechenden Phase genommen werden mul3.

In den wirklichen Féllen ist das duBere Torsionsmoment gewchnlich
von komplizierterer Natur. Bei der Dieselmaschine beispielsweise hangt
die durch einen einzigen Zylinder erzeugte Drehkraft von der Kurbel-
stellung, dem Gasdruck und den Tréigheitskriften ab. Die Drehkraft-
kurve eines jeden Zylinders kann aus dem entsprechenden Gasdruck-
diagramm abgeleitet werden, wobei jedoch die Trégheitskrafte der hin-
und hergehenden Massen zu beriicksichtigen sind. Bei Untersuchungen
itber erzwungene Schwingungen muf} diese Kurve durch eine trigono-
metrische Reihe! der Form

f(p) =ay+ a;cosp + a,cos2¢ + - - - + by sing + bysin2¢ + - - - (d)

dargestellt werden, worin ¢ = 25 die Periode der Kurve ist. Diese
Periode ist gleich einer Umdrehung der Kurbelwelle bei einer Zweitakt-
maschine und gleich zwei Umdrehungen bei einer Viertaktmaschine. Die
Bedingung fiir das Auftreten der Resonanz ist erfiillt und eine kritische
Geschwindigkeit entsteht immer dann, wenn die Frequenz eines der
Glieder der Reihe (d’) mit einer der Eigenfrequenzen der Welle zusam-
menféillt. Im Falle einer Einzylinder-Zweitaktmaschine erhélt man in
dieser Weise kritische Geschwindigkeiten von der Ordnung 1, 2, 3, .. .,
entsprechend der Anzahl der Schwingungszykel pro Umdrehung der
Kurbelwelle. Bei einer Viertaktmaschine hat man kritische Geschwindig-
keiten von der Ordnung 1, 1, 1}, . . ., d. h. also mit ganzen und halben
Ordnungszahlen. Fir jede Eigenschwingung gibt es eine Folge solcher
kritischen Geschwindigkeiten. Die Amplitude einer erzwungenen Schwin-
gung von gegebenem Typusin einer Einzylindermaschine kann, wie oben
auseinandergesetzt, berechnet werden. Die zusammengesetzte Wirkung
aller Zylinder ergibt sich durch Anwendung des Superpositionsprinzips,
indem die Drehkraft jedes Zylinders bei entsprechender Phase genommen

1 Beispiele ciner solchen Analyse findet man in der S. 166 erwahnten Arbeit
von H. Wydler und in der S. 153 angegebenen Arbeit von F. M. Lewis.
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wird. In speziellen Féllen, wenn die Anzahl der Schwingungen pro Um-
drehung der Anzahl der Ziindungen (eine obere kritische Geschwindig-
keit) gleich oder ihr Vielfaches ist, dann ist die Phasendifferenz gleich
Null und die durch die Einzelzylinder erzeugten Schwingungen addieren
sich einfach. Einige Beispiele fiir die Berechnung der Amplituden er-
zwungener Schwingungen findet man in den oben erwihnten Arbeiten
von K. Wydler und F. M. Lewis. Diese enthalten auch Angaben iiber
die GroBe der Dampfung in Konstruktionsteilen wie Marinepropeller,
Generatoren und Zylinder, ebenso wie Angaben tiber die Verluste infolge
innerer Reibung!. Fir die Berechnung der Amplituden der erzwungenen
Schwingung und der entsprechenden maximalen Spannungen ist die
Anwendung des beschriebenen Naherungsverfahrens auf die Behandlung
von Spezialfillen durch hinreichende Genauigkeit gekennzeichnet.

2

Abb. 88a. Ahb. 88b.

Zahntriebe. Das zur Frequenzenberechnung von Torsionsschwingun-
gen bei Wellen oben entwickelte Verfahren kann auch im Falle von
Zahntrieben der in Abb. 88a dargestellten Art benutzt werden. Be-
zeichnet man mit

I,, I, die Triagheitsmomente der rotierenden Massen,
@1, @5 die entsprechenden Drehwinkel,

iy, 1, die Tragheitsmomente der Zahnrider,

n das Ubersetzungsverhiltnis des Zahntriebes,
@9, — @y die Drehwinkel der Zahnrader,

ky, k, die Federungskonstanten der Wellen,

so ist die kinetische Energie des Systems gegeben durch

Lot g2 | W ma): . Inil
7= B BP  WERE G S )
Die potentielle Energie des Systems ist
V= 5ki(@r— o) + S ha(gs + n @) (t')

Setzt man
g+t =1L wl=1;, @=—ngy knr=k, (g)

1 Eine Bibliographie des Gegenstandes und einige neue Angaben iiber die
innere Reibung findet man bei E.Lehr: Die Abkiirzungsverfahren zur Ermitte-
lung der Schwingungsfestigkeit. Dissertation Stuttgart 1925. Siehe auch E. Ja-
quet: Stodolas Festschrift, S.308 und O.Féppl: Z.V.d.I. 74, 1391 (1930).
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8o gehen die Gin. (a) und (b) iiber in
Lot | Lyos | Ip(gp)®
7= S B
V =gki(p1—@a)* + 5 k(g2 — @3)*
Diese Ausdriicke haben die gleiche Form wie die oben fiir die Torsions-
schwingungen der Welle erhaltenen Ausdriicke (a) und (b). Hieraus ist
zu schlieBen, daB die Differentialgleichungen der Schwingungsbewegung
des in Abb. 88a dargestellten Systems die gleichen sein werden wie im
Falle einer mit Scheiben besetzten Welle, vorausgesetzt, daBl die in den
Gln. (g') angegebenen Bezeichnungen benutzt werden. Dieser Schlufl
kann auch auf den Fall eines Zahntriebes mit mehr als zwei Wellen er-
weitert werden?!.

Ein anderer Zahntrieb ist in Abb. 88b dargestellt, in der I, I, I, . . .
die Tragheitsmomente der rotierenden Massen sind, wihrend &y, ko, . . .
die Torsionssteifigkeiten der Wellen bedeuten. Ferner bezeichnen wir mit
n das Ubersetzungsverhiltnis des Zahntriebes und mit ¢,, @1, @a, - - .
die Drehwinkel der Scheiben I, I;, I,, ... Ist I, sehr groB gegeniiber
den anderen Triagheitsmomenten, so kénnen wir ¢, = 0 setzen; dann
ist die kinetische bzw. potentielle Energie des Systems gegeben durch

T=35I¢} + Lod + 193 + Lgd
V = 5{ki ¢ + k(@2 — @1)* + ks(@s + 1 @2)* + ka(py + XA
und die Lagrangeschen Differentialgleichungen der Bewegung lauten
Lo+ kipr— k(@ — 1) =0,
Loy + koo — 1) + nks(ps +n@p) + nky(py + 1) =0,

Ligs+ ky(ps +mng) =0,

Iigy 4 ky(@a +7ngy) =0;
hieraus ergibt sich die Frequenzgleichung in der gleichen Weise wie oben,
und die Frequenzen folgen daraus als Wurzeln der Gleichung.

Torsionsschwingungen bei
Kurbelwellen. Bei der Unter-
suchung von Kurbelwellen

haben wir uns zuerst mit
der Frage der Torsionssteifig-

K
M, n keit einer Kurbel (s. Abb. 89)

tn0 Vo 7
“—5*’5"‘—”—*/"*—Abb gg—’* =—c—>  zu befassen. Diese Steifig-

r

010

keit hiangt von den Zwangs-
bedingungen in den Lagerungen ab. Nimmt man an, daB das Spiel
in den Lagern freie Verschiebungen der Querschnitte m—n wihrend der
Verdrehung gestattet, so kann man den vom Torsionsmoment M, er-

1 Derartige Systeme untersucht T. H. Smith: Nodal Arrangements of Geared
Drives. Engg. 1922, 438 u. 467.
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zeugten Verdrehungswinkel leicht ermitteln. Dieser Winkel besteht aus
drei- Teilen:

a) Verdrehung der Lagerzapfen,

b) Verdrehung des Kurbelzapfens,

c) Biegung des Kurbelarmes.

Nun bezeichnen wir mit
ndi G

C, = ——3§-~ Torsionssteifigkeit des Lagerzapfens,
Cy, = niz Torsionssteifigkeit des Kurbelzapfens,

B = é E Biegungssteifigkeit des Kurbelarmes.

Die infolge der Verdrehung entstehenden ortlichen Deformationen
des Kurbelarmes in den schraffierten Teilen der Abbildung lassen sich
in der Weise beriicksichtigen, dafl man die Lénge des Lagerzapfens
bzw. des Kurbelzapfens zu 26, =2b + 0,92 bzw. a; =a + 0,9 % an-
nimmt!. Der Verdrehungswinkel 6 der Kurbel, hervorgerufen durch das
Torsionsmoment M ,, ist dann

2b1 My ulMT 20 My

6 ="~ +-G 5
Bei der Berechnung der Tors1onsschw1ngungen einer Kurbelwelle kann
man jede Kropfung durch eine gleichwertige Welle von gleichformigem
Querschnitt mit der Torsionssteifigkeit C' ersetzen. Die Lange der dqui-

valenten Welle folgt aus
Yol _
0 - H

worin O der oben berechnete Verdrehungswinkel ist. Danach ist die
Linge der gleichwertigen Welle gleich

1=o(R+ g+ ) (78)

Ein anderer Extremfall liegt vor, wenn man annimmt, dal die Welle
in den Lagerungen voéllig eingezwingt ohne Spiel lauft. In diesem Falle
ergibt sich die Linge [ der gleichwertigen Welle aus der Gleichung?

ot g ) m

1 Diese Annahme stimmt mit den hierzu durchgefiilhrten Versuchen gut
iiberein; siehe hieriiber Dr. Seelmann: Z. V. d. I. 69, 601 (1925). Sa B, F.: Maschi-
nenbau 4, 1223 (1925). Siehe auch die S. 153 erwihnte Arbeit von F. M. Lewis.
Eine empirische Formel zur Berechnung der Steifigkeit von Kurbelwellen wurde
von B. C. Carter: Engg. 1928 gegeben. Siehe auch A. Stieglitz: Jahrb. d.
deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt 1929, 426.

2 Eine ausfiihrliche Betrachtung iiber die Torsion einer Kurbelwelle ist vom
Verfasser in Trans. Am. Soc. Mech. Eng. 44, 653 (1922) gegeben. Siehe auch
dessen Festigkeitslehre; ferner auch C. B. Biezeno: De Ingenieur 1927 und
A. GeBner: Mehrfach gelagerte, abgesetzte und gekrdpfte Kurbelwellen. Berlin:
Julius Springer.
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Hierin ist
ra7+h)2_ﬂi a? 1,2 a T
4C 2C, 24 B '373*7(27 'F})
k= , (80)
o e
20, " 2
wobei

3 1 G . . cpr 3 .
C, = 3,6%51’7;2} die Torsionssteifigkeit des Kurbelarmes als eines

Stabes von rechteckigem Querschnitt mit den Seiten % und c,
4
B, = = (éiE die Biegungssteifigkeit des Kurbelzapfens,
F, und F, die Flicheninhalte des Kurbelzapfen- bzw. des Arm-
querschnitts sind.
Nimmt man a; = 2 b; und C; = C,, so wird fiir den Fall einer in den

Lagern vollig eingezwingten Welle, wie aus den Gln. (78) und (79)

hervorgeht, die Linge der dquivalenten Welle im Verhéltnis 1 : [1 — §%‘|

verringert. In der Wirklichkeit wird die Lénge der dquivalenten Welle
zwischen den beiden oben betrachteten Extrem-
lingen liegen.

Bei der Untersuchung der Torsionsschwingungen
von Kurbelwellen haben wir uns noch mit der Frage
der Berechnung des Trigheitswiderstandes bewegter
Massen zu beschiftigen. Die Schubstangenmasse m
wollen wir uns in tiblicher Weise! in zwei Teilmassen,

I
my = am Kurbelzapten und m, =m — 5 am

12
Kreuzkopf, zerlegt denken, wobei I das Trigheits-
moment der Schubstange in bezug auf den Mittel-
punkt des Kreuzkopfes bedeutet. Auch alle anderen
bewegten Massen konnen durch Teilmassen ersetzt
werden, die in den gleichen zwei Punkten konzen-
triert zu denken sind, so dall schlieBlich nur zwei
- Massen M und M; (Abb. 90) zu betrachten sind.
Abb. 90. Bezeichnet man die konstante Winkelgeschwindig-
keit mit w, so ist der von der Totlage aus gemessene
Kurbelwinkel nach Abb. 90 gleich wt. Dementsprechend ist die Ge-
schwindigkeit der Masse M, gleich wr, und die der Masse M, wie in
§ 12 gezeigt, gleich

o
21
Die kinetische Energie der bewegten Massen einer Kurbel ist

. 7 .
wrsinwi -+ —55—sin2omt.

. ro. 2
T=%M w2r?+ % J[wzrz(smo)t+2~]-sn]2wt> .

1 Siehe z.ﬂB. Max Tolle: Regelung der Kraftmaschinen, 3. Aufl., S. 116 (1921).
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Der Mittelwert von 7' wihrend einer Umdrehung ist gleich
2z

T, = %de(m) — s+ 5 s (1 +412>} .
0

Bei der Benutzung dieses Mittelwertes kann die Triagheit der mit einer
Kurbel verbundenen bewegten Teile ersetzt werden durch die Trigheit
einer dquivalenten Scheibe vom Trigheitsmoment

= bl G

Nachdem alle Kurbeln durch Wellenstiicke dquivalenter Lange und
alle bewegten Massen durch &quivalente Scheiben ersetzt worden
sind, erscheint das Schwingungsproblem der Kurbelwellen auf die Frage
der Torsionsschwingungen glatter Wellen zuriickgefiihrt, und die kriti-
schen Geschwindigkeiten konnen wie oben gezeigt berechnet werden.
Zu bemerken ist aber, daf} eine derartige Methode zur Untersuchung der
Schwingungen nur als rohe Néaherung anzusehen ist. In Wirklichkeit ist
das Problem erheblich komplizierter und im einfachsten Falle von nur
einer Kurbel mit einem Schwungrad 148t sich dieses Problem zuriick-
fithren auf ein solches iiber Torsionsschwingungen einer Welle mit zwei
Scheiben, von denen eine ein veranderliches Tragheitsmoment besitzt.
Weitergehende Untersuchungenzeigen!,daBl ,,erzwungene Schwingungen
in einem solchen System nicht nur vom Druck der expandierenden
Gase auf den Kolben herrithren; vielmehr sind sie durch die Unvoll-
stindigkeit des Massenausgleichs der hin- und hergehenden Teile mit-
verursacht. Praktisch wiirden alle mit dem Auftreten gefahrlicher kriti-
scher Geschwindigkeiten verbundenen Vorginge in Erscheinung treten,
wenn die Maschine bei verhindertem Brennstoffzutritt und ausgeschal-
tetem Widerstand mit der verlangten Geschwindigkeit laufen wiirde.

Die kritischen Geschwindigkeiten solcher Systeme ergeben sich
nédherungsweise mit Hilfe der {iblichen Methode, d. h. mittels Ersetzung
der bewegten Massen durch dquivalente Scheiben.

Aufgaben.

1. Bestimme die Frequenzen der natiirlichen Torsionsschwingungen
der Stahlwelle mit drei Scheiben (Abb. 85), wenn die Gewichte dieser
Scheiben gleich 3000 lbs (1360 kg), 2000 lbs (907 kg), 1000 lbs (453 kg)
sind, die Trigheitsradien 10 ins (254 mm), die Entfernungen zwischen
den Scheiben /; = I, = 30 ins (762 mm), der Durchmesser der Welle
5 ins (127 mm) und der Schubmodulus @ = 11,5-106 lbs pro squ.in

1 Siehe G.R. Goldsbrough: Torsional Vibration in Reciprocating Engine
Shafts. Proc. Roy. Soc. 109, 99 (1925); 1138, 259 (1927). Siehe auch F. Kluge:
Zur Ermittlung kritischer Drehzahlen von Kurbelwellen. Ing.-Arch. 2,119 (1931).
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(11,5-0,07303 - 106 kg pro cm?). Bestimme das Verhaltnis der Ver-
drehungswinkel A, 1, und A, fiir zwei Hauptschwingungsarten.
Loésung: Beniitzt man Gl. (77), so erhilt man zur Bestimmung der

Frequenzen

pt — 221-103p* + 8,970-108 = 0

und daraus
p? =167700 und 53,300,

f, =652, f,=368

Ai=—1454, und 4, = —0,2334,
Ay=+2292, und A; = —1,304,.

Die Gestalt der Deformationskurve ersieht man aus der Abb. 91.
i A 1

2292,

/

- 1454,

-9233A,

TN

- 1304,
Abb. 91,

2. Bestimme die Grundfrequenz
der freien Schwingung fiir eine
Welle mit 4 Scheiben (Abb. 84).
Das Gewicht der Scheiben betragt
3000 Ibs, 2000 lbs, 500 Ibs, 500 Ibs
(1360 kg, 907 kg, 227 kg, 227 kg),

§
N
+
» '] o 0"
A ) A A
L.‘I’ u
7 NZ
S 3
| 3 ]
1 ~
|

T~

Abb. 92.

die Tréigheitsradien all dieser Scheiben sind gleich groB und gleich
10 ins (25,4 cm). Die Entfernungen zwischen den Scheiben sind: 30 ins,
20 ins und 20 ins (76,2 cm, 50,8 cm, 50,8 cm). Der Durchmesser der

Welle ist 5 ins (12,70 cm).

Losung: Durch Verwendung der Methode der sukzessiven Approxi-
mation (8. 164) erhilt man mit geniigender Anndherung p? = 55,380.
Die entsprechenden Berechnungen gibt die folgende Tabelle. Die ent-
sprechende Gestalt der Biegungskurve ersieht man aus Abb. 92.

3. Bestimme die erzwungene Schwingung der Welle der vorigen Auf-
gabe und konstruiere das Biegungsdiagramm, unter der Annahme, daB
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Nr. | I k i Alp? 2 Ip 7!52 Alp
1 777 | 24,6-10¢ A 43,03-108 A, | 43,03-1062, | 1,752 4,
2 518 |36,8-10° | — 0,752 1, |— 21,567-1084,| 21,46-1084, | 0,582 4,
3 130 | 36,8-10% | — 1,33 A4, [— 9,57.10%4;,| 11,89.1084, | 0,323 4,
4 130 — 1,66 A, |—11,88.10¢ 4, 0,01-108 4,

auf die erste Scheibe ein pulsierendes Moment M cos mt wirkt. Die Fre-

quenz dieses Moments ist der 0,75. Teil der Frequenz derGrundschwin-

16M

gung des Systems. Die Grofle von M ist derart, dal - —- = 1000 lbs pro

squ. in (70 kg pro cm2).
Loésung: Nimmt man ¢; = A, cos mt, g, = A, cos mt, g, = 4, cosmt
und @, = A, cos mt an und beniitzt man die Bewegungsgleichungen der
Scheiben
Iy @1 + ki (@ — o) = Mcosmt,
L@y + koo — @3) — k1 (@ — @2) =0,
Iy oy + ks(ps — @a) — kz (s — @3) = 0,
L@y + ks(ps — @a) =

so ergibt sich

=k TR

s s MIym Ay Iym? M

C T S

2 2 MIym?  Jglym? Ay I;m? M
3 ks ky ks ky °

Benutzt man die Abbildungen der vorigen Aufgabe, und nimmt man als
Amplitude der ersten Scheibe A, an, so lassen sich die iibrigen Ampli-
tuden aus den obigen Gleichungen berechnen, und zwar in der durch
die folgende Tabelle angegebenen Weise.

I, ="177; I, = 518; 5 = 130;
F, =24,6-105 &, —36,8-105;  m2 — 31150;
2 2. Im? 2 AIm? %Z‘llmz
1 2 - 24,2.1082, | 4 24,2.1084, +0,9855 2,
2l k= O’Oi‘:’)igl —0,234.105/, | 24,43.108 + (1) 32? &
— e M — 0,657 M -~ 0,657 M — S M
3| da=— 0’56488 Ml 2621000 | 21,82.100%, + 2932323“1
s M — 0,2017 M — 0,8587 M e M
= ;’:;1 —5.1082, + 16,81 - 108 2,
- M —0217M —~ 1,76 M
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Aus der Bedingung, daB die Trigheitskrafte mit den duBeren Torsions-
momenten im Gleichgewicht sind, ergibt sich

16,8-1064, — 0,076 M = 0.

Hieraus 148t sich 4, berechnen. Die anderen Amplituden findet man dann
nach der zweiten Kolonne obiger Tabelle.

32. Querschwingungen von mehrfach gelagerten Wellen.

Allgemeines. Wir haben oben (§ 15) den einfachsten Fall einer Welle
in zwei Lagern betrachtet und es wurde hierfiir gezeigt, dal die kritische
Drehgeschwindigkeit der Welle diejenige Geschwindigkeit ist, bei der
die sekundliche Umdrehungszahl

a5 c < >ia . .
T j_,./rx @ der .Elgenfrequen.z 1}'1rer Quer-
1 W Wi ! schwingungen gleich ist. In der
~— L L - . Praxis begegnet man aber dem
E e Falle mehrfach gelagerter Wellen,
]

1
T\D‘\%__JL_,/T und wir haben im folgenden die ver-
! F i schiedenen Methoden zu erdrtern,
:'/.———-JET\E die zur Berechnung der Eigenfre-
N 75 ) quenzen der Querschwingungen
solcher Wellen dienen'.

AbD- 95 Analytische Methode. Diese Me-
thode ist im Falle einer mit mehreren Scheiben besetzten Welle von
konstantem Querschnitt ohne Schwierigkeiten anwendbar.

Betrachten wir zuerst das einfache Beispiel einer dreifach gelagerten
Welle mit zwei Scheiben (Abb. 93) vom Gewicht w,; bzw. w,. Die stati-
schen Durchbiegungen der Welle unter diesen Lasten sind durch die
Ausdriicke

Y1 = Ay Wy A Ay We (a)

Yo = (g1 Wy = gy Wy (b)

gegeben, wenn man mit aqq, @ye, @9, dyy Konstanten bezeichnet, die in

folgender Weise zu berechnen sind. Wir denken uns das zwischenliegende

Lager C entfernt und betrachten die durch die Last w, allein erzeugten

Durchbiegungen (Abb. 93b); die Durchbiegungskurve des linken
Wellenteils ist dann durch die Gleichung

_ W0

YT WIET

dargestellt, und die Durchbiegung im Punkte ¢ wird

(—a 4 Ba—cia) ()

Wa Cy

Yo = WE“[ (—"‘Z'l3 T ZZZ] —Fgll) .

1 Diese Aufgabe wird ausfiihrlich erértert von A. Stodola in seinem Werke
iber Dampf- und Gasturbinen, 6. Aufl. Berlin 1922.
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Nun ermitteln wir die Reaktion R, aus der Bedingung, dafl die Durch-
biegung im Punkte C' gleich Null wird (Abb.93c). Unter Anwendung
der GI. (¢) 148t sich die Durchbiegung infolge von R, berechnen; setzt
man diese letzte Durchbiegung der Durchbiegung y, gleich, so folgt

W Gy R, 1,

GlET (~l§+l2l1—C§Il) - GlEf(_l?—*_lzZl_lgll)z

und dies ergibt

wy G (P — 13 — ¢3)
R2 - W**M .
In der gleichen Weise 148t sich auch die Reaktion R, berechnen, die
durch die Last w; erzeugt wird, und damit ist auch die Gesamtreaktion
R = R, + R, am mittleren Lager berechnet. Jetzt kann man unter
Benutzung der Gl. (c) die durch die Lasten w, und w, und die Reaktion R,
verursachte Durchbiegung y, aus der Formel (a) erhalten, wenn man darin
Gy — Ly
1T 190 B IV
T2 = 142W1172‘E7 2l e ey (B—ci—cd)—cor (I — B—cf) (P—1i—c3))
setzt. Vertauscht man in den obigen Gleichungen die GréBen I, und [,
bzw. ¢, und ¢; miteinander, so erhilt man die Konstanten a,; und a,,
der Gl. (b), und findet, daB a@,, = a,,; danach erzeugt eine in D
(Abb. 93¢) angebrachte Last in F' die gleiche Durchbiegung, wie eine
in F angebrachte gleich groBie Last in D. Ein derartiges Ergebnis war
auf Grund des Reziprozitidtstheorems zu erwarten.

Nun wollen wir die in der Bildebene erfolgenden Schwingungen der
Lasten w; und w, um ihre oben gefundenen Gleichgewichtslagen unter-
suchen. Bezeichnet man mit y; und y, die von diesen Gleichgewichts-
lagen aus gemessenen variablen Verschiebungen wihrend der Schwin-
gungsbewegung, so wird die kinetische Energie des Systems unter Ver-
nachldssigung der Wellenmasse gleich

41 (1—c))2 ci—cy(— ¢} + Bey—I5cy) (P13 —c%)} ,

(d)

T =5 () + 55 (72)* (e)
Bei der Verschiebung aus der Gleichgewichtslage nimmt die poten-
tielle Energie des Systems zu; die Berechnung dieser Energiezunahme
erfolgt mit Hilfe der Gln. (a) und (b) fiir die statischen Durchbiegungen.
Setzt man zur Vereinfachung a,; = a, a,, = b, @y, = ¢ *, so erhilt man
aus den obigen Gln. (a) und (b) folgende Ausdriicke fiir die zur Erzeu-
gung der Durchbiegungen y, und y, erforderlichen Krafte:
cy1 —bys aye— by,
P, = gc__bils P, = Zc_bz;
* Die Konstanten a, b und ¢ konnen fiir jeden Spezialfall mit Hilfe der Gln. (d)
berechnet werden.
Timoshenko, Schwingungsprobleme. 12
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damit wird?

V_Pl?ll +P2?/2

1
= Zae Vi 20ty +ayd). ()

Substituiert man die Ausdriicke (e) und (f) in die Lagrangeschen Gln.(71),
so ergeben sich folgende Differentialgleichungen fiir die freien Quer-
schwingungen der Welle:

wy .. c b
jy1+aa—b2y1_ac—b2y2zo’ ©
Wy . b a &
Fyz—acﬁbzyl_l"ac_bz?h:()'

Unter der Voraussetzung, daf die Welle eine ihrer Eigenschwingungen
ausfithrt, erhialt man durch Substitution der Ausdriicke

Yy, = A cos(pt — &), Yo = Aycos(pt — a)
in die Gln. (g) die Beziehungen
¢ wy b _
%Qpﬁ*;ﬁfﬁzﬁ%—m
b Wy .
Y

Setzt man die Determinante dieser Gleichungen gleich Null, so ergibt
sich folgende Frequenzgleichung:

(h)

(cc—béﬁﬁpxaibz_wf?F)“m—izi,E)z:O; (k)

hieraus folgt

N g ¢ a ¢ a2 4(ac-— 5é)4[
P’ = mﬁbé;{a T AR R e BT

Wy W,

K.B/N\E'/A a In dieser Weise erhdlt man zwei

positive Wurzeln fiir p® entspre-

chend den zwei Hauptschwingungs-

T b arten der Welle. Substituiert man
"\_E,/‘ " diese zwei Wurzeln in eine der
Abb. o4, Gln. (h), so erhdlt man zwei ver-

schiedene Werte fﬁr das Verhiltnis

1 . Fiir den groBeren Wert von p2 wird der Quotlent =L positiv, d. h.
2

beide Scheiben bewegen sich wéhrend der Schwmgung gleichzeitig
in der gleichen Richtung; der Schwingungstypus ist durch Abb. 94a

! Infolge der Tatsache, dafl die Gewichte w; und w, mit den anfinglichen
Biegungsspannungen, die durch die statische Durchbiegung der Welle hervor-
gerufen werden, stets im Gleichgewicht stehen, enthilt der Ausdruck (f) fiir die
potentielle Energie nur Glieder, die der Anderung der Wellenbiegung entsprechen
(siehe § 13).
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veranschaulicht. Wird aber der kleinere Wert von p? in die Gln. (h)

. . 2 . .
substituiert, so wird der Quotient 71— negativ; der entsprechende Schwin-
2

gungstypus ist in Abb. 94b gezeigt. Betrachten wir beispielsweise den
Spezialfall w;, = w,, , =1, =31 und ¢; =c, = }1 (Abb.93). Sub-
stituiert man diese Werte in die Gln. (d), so folgt mit Riicksicht auf
die Symmetrie

23 3 9 3

=€~ 48256 BI°’ = T 48256 EI-

Durch Substitution dieser Werte in die Gl. (81) erhilt man

o g _48EIg. , T68EIg
pl”‘(a_b)w_ ] 1\3° p2_’_'ifl"7é'
w <?> {w <?>
Diese zwei Frequenzen kénnen auch durch Substitution der statischen
Durchbiegungen
( 143 AT
w5 {W -+
2) ,_Tely)
#= gsEr P %= Gespr

in die Gl. (5) fur die in Abb. 95 dargestellten Fille leicht hergeleitet
werden.

Ein anderes Verfahren zur Losung des Problems der Querschwin-
gungen von Wellen ergibt sich aus der Anwendung des d’Alembertschen
Prinzips. Nach diesem Prinzip '
sind d?e Gleichungen der Schwin- te_%‘——ﬂ 7
gungsbewegung genau in der |
gleichen Weise hinzuschreiben, L_y <% W )
als ob es sich um Gleichungen * w b
der Statik handeln wiirde. Es ist @
nur nétig, zu den auf die Welle
wirkenden Lasten die Tragheitskrafte hinzuzufiigen. Bezeichnet man,
wie frither, die von der Gleichgewichtslage aus gerechneten Wellen-
durchbiegungen unter den Lasten w; und w, mit ¥, bzw. y,, so sind die

Trigheitskrifte gleich —<—’;—1) i, bzw. — (%) ij». Diese Trigheitskrifte

miissen den sich aus der zusédtzlichen Durchbiegung ergebenden elasti-
schen Kriften das Gleichgewicht halten; demnach miissen die folgenden
den Beziehungen (a) und (b) gleichwertigen Gleichungen gelten:

Abb. 95.

g g o

12*
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Substituiert man die oben eingefithrten Ausdriicke
Y1 =408 (pt —a);  yp=Ayc0s (pt — ),
in die Gln. (I), so ergibt sich
/11( - a—wi?ﬁ) - /'Lzb&p? =0, l
g g (m)
e o ) [
llbgfp —f—/'{z(l gp) 0.

Setzt man die Determinante dieser beiden Gleichungen gleich Null, so
ergibt sich die bereits oben erhaltene Frequenzgleichung (k).
Die oben entwickelten Verfah-

4 % = ren zur Berechnung von Frequen-

! w,o ! W, | w, | zen bei Querschwingungen ‘kénnen
F<—l——=t<—;—=t=—17—> auch in den Fillen benutzt werden,
Abb. 96. wo die Anzahl der Scheiben oder

der Spannweiten gréfler als zwei
ist. Betrachten wir beispielsweise den in Abb. 96 dargestellten Fall.
Unter Benutzung einer Methode, die einer der im obigen Beispiel be-
folgten analog ist, kann man die statischen Durchbiegungen der Welle
unter den Scheiben in der Gestalt

Y1 = QW + AW, + ay3ws,
Y2 = Ay Wy + Qe Wy + Aoz w3, (n)
Ys = Q31 Wy + Ay Wy + Gz W,

darstellen, worin a,;, a,,, . . . Konstanten sind, die von den Abstanden
zwischen den Lagern, den Abstanden der Scheiben von den Lagern und
von der Biegungssteifigkeit der Welle abhéngen. Aus dem Reziprozi-
tdtssatz konnen wir sofort schliefen: a;, = a4, @15 = a4y, @9y = ay,.
Wendet man nun das d’Alembertsche Prinzip an und bezeichnet mit
%1, Y, und y; die von der Gleichgewichtslage aus gemessenen Verschie-
bungen der Scheiben wihrend der Schwingungsbewegung, so ergeben
sich aus den statischen Gleichungen (n) folgende Gleichungen zur Be-
schreibung der Schwingungsbewegung:

wy - Wy - Wy .
Y17 40'11?91 - a12??/2 — O3 ??/3:
wy . W,y . Wy .
Yo = *(121??/1 - azz??/z — Q23 'g"?ls,
o wy - Wy .. Wy .
Ys = —ay ??/1 — Q3o r Y2 Ogg g Ys3-

Aus diesem Gleichungssystem ergibt sich in iiblicher Weise die Fre-
quenzgleichung, die in p® vom dritten Grade ist. Die drei Wurzeln
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dieser Gleichung ergeben die Frequenzen der drei Hauptschwingungs-
arten des betrachteten Systems!.

Zu bemerken ist, daB die Frequenzgleichungen fiir die Querschwin-
gungen von Wellen auch zur Berechnung der kritischen Dreh-
geschwindigkeiten benutzt werden koénnen. Eine kritische Dreh-
geschwindigkeit ist eine Geschwindigkeit, bei der die Fliehkrifte der
rotierenden Massen hinreichend groB sind, um die Welle in gebogenem
Zustand im Gleichgewicht zu halten (s.§15). Betrachten wir nun wieder
den Fall von zwei Scheiben (Abb. 94a), wobei y; und y, Durchbiegungen

bedeuten mogen, die durch die Fliehkrifte? <%>w2 y, bzw. (7{"(]—%)602@/2 der

rotierenden Scheiben hervorgerufen werden. Solche Durchbiegungen
kénnen nur dann bestehen, wenn die’ Fliehkréifte den folgenden Gleich-
gewichtsbedingungen gentigen [s. Gln. (a) u. (b)]:

Wy Wy
Y1 =0an r Wiy, + “12?“)2 Y2
(0)

Wy Wy
Yo = “21'g]*w2?/1 + “22?0’2?/2-

Diese Gleichungen kénnen fiir 4; und %, nur dann nichtverschwindende
Losungen ergeben, wenn die Determinante dieses Gleichungssystems
gleich Null wird. Beachtet man, daf die Gln. (o) mit den obigen Gln. (m)
identisch sind, und setzt man ihre Determinante gleich Null, so ergibt
sich eine mit der Gl. (k) identische Beziehung zur Ermittlung der kriti-
schen Drehgeschwindigkeiten.

Zeichnerisches Verfahren. Im Falle von Wellen verinderlichen Quer-
schnitts oder solcher mit mehreren Scheiben wird das oben beschriebene
analytische Verfahren zur Berechnung der kritischen Geschwindigkeiten
sehr kompliziert und man muBl dann zu zeichnerischen Methoden Zu-
flucht nehmen. Als ein einfaches Beispiel sei hier der Fall einer an den
Enden gestiitzten Welle untersucht (s. Abb. 47). Wir nehmen irgendeine
Anfangsdurchbiegung der rotierenden Welle in Ubereinstimmung
mit den Randbedingungen und mit y,, ¥,, . . . als Durchbiegungen an den
Scheiben w,, w,, . . . an. Bezeichnet man die Winkelgeschwindigkeit mit
w, sosind die entsprechenden Fliehkréfte gleich (\7—;—1> 0%y, <ng—2> WYy ..
Wenn diese Krifte, wie wir uns denken wollen, auf die Welle statisch
einwirken, so ergeben sie eine bestimmte Durchbiegungskurve, die sich
nach dem in § 15 auseinandergesetzten Verfahren graphisch ermitteln
laBt. Entspricht die angenommene anfdngliche Durchbiegungskurve

1 Ein graphisches Verfahren zur Lésung von Frequenzgleichungen ist von
C.R. Soderberg, Phil. Mag. 5, 47 (1928) entwickelt worden.

2 Der EinfluB des Wellengewichtes auf die kritischen Geschwindigkeiten
wird spater erortert werden.
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ihrer Form nach der Wirklichkeit, so sind die graphisch erhaltenen
Durchbiegungen ¥}, ¥5, . . . den anfinglich angenommenen Durchbiegun-
gen ¥, ¥, ... proportional, und die kritische Geschwindigkeit ergibt

gich aus der Gleichung
21
o = l/ <L, 82
o=/ (82)

Dieses Verfahren 148t sich folgenderweise erklaren.
Fithrt man bei der Berechnung der oben gegebenen Fliehkrafte an
Stelle von w;, die durch (82) gegebene GroBe ein, so wachsen alle diese

Krifte im Verhaltnis -;/71; die graphisch abgeleiteten Durchbiegungen
1

wachsen dann gleichfalls im angegebenen Verhéltnis, und die graphisch
konstruierte Durchbiegungskurve fallt mit der anfénglich an-
genommenen Durchbiegungskurve zusammen. Dies bedeutet, daB
bei einer durch die Gl. (82) gegebenen Geschwindigkeit die Fliehkréfte
hinreichen, um die rotierende Welle in durchgebogenem Zustand zu er-
halten. Eine Geschwindigkeit aber, die dieser Forderung geniigt, heiBit
eine kritische Geschwindigkeit (s. §29).

In der vorangehenden Betrachtung wurde vorausgesetzt, dafl die
Ordinaten der graphisch erhaltenen Durchbiegungskurve denjenigen der
anfanglich angenommenen Kurve proportional sind. Unterscheiden sich
aber diese beiden Kurven ihrer Form nach sehr erheblich voneinander
und wird fiir «w,, eine bessere Naherung gewiinscht, so hat man die oben
beschriebene Konstruktion mit der graphisch erhaltenen Durchbiegungs-
kurve als Ausgangskurve zu wiederholen?.

Wir untersuchen nun den Fall einer dreifach gelagerten Welle mit je
einer Scheibe auf jeder Spannweite (Abb. 93). Die Behandlung dieser
Aufgabe erfolgt genau in der gleichen Weise wie in der oben gegebenen
analytischen Losung und fithrt zu den Gleichungen

Y1 = G Wyt @ Wy, (&)

Yo = Ao Wy + AWy (b)
zwischen den wirkenden Kraften und den resultierenden Durchbie-
gungen.

Um die Werte der Konstanten a,y, @4,, . .. graphisch zu ermitteln,
nehmen wir zuerst an, dal die Last w, allein wirkt und daB
das Mittellager entfernt ist (Abb. 97a); die entsprechenden Durch-

biegungen y;, ¥, und y, kénnen mit Hilfe der in § 15 beschriebenen gra-
phischen Methode leicht ermittelt werden. Jetzt konstruieren wir mit

1 Bei der Erorterung der Rayleighschen Methode (§ 13) wurde hervorgehoben,
daB ein erheblicher Fehler in der Form der angenommenen Durchbiegungskurve
nur einen geringen Einfluf} auf die GréBe von o,, ausiibt, wenn nur die Rand-
bedingungen erfiillt sind.
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Hilfe der gleichen Methode die Durchbiegungskurve, die durch eine in
C angebrachte nach oben wirkende Vertikalkraft R’ hervorgerufen wird;
dieser Kurve entnehmen wir dann die Durchbiegungen g7, . und y,.
Beachtet man, daB die Durchbiegung am Lager C gleich Null sein mu8,
so ergibt sich die Reaktion R dieses Lagers aus der Gleichung
Y 3
R=RY%

v (p)
und die wirklichen durch die Last w; erzeugten Durchbiegungen in D
und E sind

%=%—M%,

c

v (q)
— g gt dc

Yn Yo Yy v

Der Vergleich mit (a’) und (b’) ergibt

yl
I 7 Je
AWy =Y — Y1 >
Ye

yl

o 1 Je

A1 Wy = Yo — Yo 50>
Ye

woraus die Konstanten a,; und a, berechnet werden kénnen. In der-
selben Weise kann man aus der Betrachtung der Last w, die Konstanten
@, und ay, finden. Nach Ermittlung

i "
aller Konstanten der Gln. (a’) und , = [z
(b") lassen sich die zwei kritischen Ge- Y Yy — a
schwindigkeiten der Welle mit Hilfe I 13
der Formeln (81) bestimmen, wenn
man darin @ = a;;, b = a;, = ay,, 0}, % £
y) { cy = 3 b

¢ = Gy, setzt. £ 7 YA

In den obigen Berechnungen Abb. 97.

wurde die Reaktion R des Mittel-

lagers als eine statisch unbestimmte GroBe betrachtet. Im Falle mehrerer
Lager ist es einfacher, die Biegungsmomente an den dazwischenliegenden
Lagern als statisch unbestimmte GréBen einzufiihren. Als Beispiel fiir diese
Berechnungsmethode wollen wir hier eine Generatoranlage besprechen,
bestehend aus einem Induktionsmotor und einem dreifach gelagerten
Gleichstrom-Generator!. Die Welle besitzt verdnderlichen Querschnitt;
ihre Abmessungen sind in Abb. 98a angegeben. Wir wollen annehmen,
daB die Armaturenmasse des Induktionsmotors, die des Gleichstrom-

* In dieser Gleichung handelt es sich nur um die absolute GréBe der Durch-
biegungen.

1 Die weiter folgenden numerischen Daten entsprechen einem wirklichen,
von J.P.Den Hartog von der Westinghouse Electric and Manufacturing
Company, East Pittsburgh, Pennsylvania, durchgerechneten Fall.
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Generators und die Kommutatormasse des Gleichstrom-Generators
im jeweiligen Schwerpunkt konzentriert sind (s. Abb. 98b). Um die
Wellenmasse zu beriicksichtigen, wurde die halbe Wellenmasse der
linken Spannweite zu der Masse des Induktionsmotors addiert,
wihrend die halbe Wellenmasse der rechten Spannweite zwischen
der Armatur des Generators und seinem Kommutator zu gleichen
Teilen verteilt wird. Tn dieser Weise ist das Problem auf ein solches
mit drei Freiheitsgraden zuriickgefithrt, wobei die Durchbiegungen

) § 3 L2 R A y
© Hlo| & 5| [ |8 ® | <]
¥ L I
s ! Tl |* WZ"' WJ: ‘ T
7|2|3|4,5|6: 7 18'9/0'7‘/i /4 13| o5 1€|
1-75-*-’79-*624'-/4*9- 53 =2 —>< 163 > 5 egoters] 19 —94‘$§}<—76‘——>i<—203 —*9;»]
e 35— 36— 19— 347 —— >t 23— 37—
a
I
! d
% 27—
§ b
f )
d 73
(5 \
Yy % o 7 A

Abb. 98.

Y1 Ys» Y3 an den Massen W,, W,, W, wihrend der Schwingungs-
bewegung als Koordinaten genommen werden. Die statischen Durch-
biegungen unter der Einwirkung der Lasten W,, W,, W, kiénnen
durch die Gln. (n) dargestellt werden, und die Konstanten a,;, a;,, . . .
dieser Gleichungen lassen sich nun ermitteln, indem das Biegungs-
moment am Zwischenlager als statisch unbestimmte Grofle eingefiihrt
wird. Um @, zu finden, nehmen wir an, dafl die Welle am Mittellager in
zwei Teile zerschnitten wird und dafl die rechte Spannweite mit einem
Gewicht gleich 1 kg in dem Querschnitt belastet ist, in dem W, angreift
(Abb. 98b). Mit Hilfe der im §15 auseinandergesetzten graphischen
Methode erhalten wir die Durchbiegung aj, unter der Last gleich
13,68:10-¢ cm und den Neigungswinkel p, am linken Lager gleich

13,09-10-8. 12;0 Wirkt nun am Zwischenlager ein Biegungsmoment vom

Betrage 1 cmkg, so liefert die gleiche graphische Methode die Neigungs-
winkel y, = 3,68:10-2. 1> (Abb. 98¢ . d) baw. y,= 3,04-10-0. 152",
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Aus dem Reziprozitdtssatz folgt nun, daBl die Durchbiegung im
Punkte W, in diesem Falle numerisch gleich ist dem Neigungswinkel y,
fiir den in Abb. 98b gegebenen Fall. Kombiniert man diese Ergeb-
nisse, so kann man schlieBen, daB eine in W, angebrachte Last von
1 kg am Zwischenlager ein Biegungsmoment von der Groéfle

M=_11

k
Yot Vs omxe

hervorruft und daB die Durchbiegung unter dieser Last

Ay = a3 — ;;_%—/; =111,3-10~7 cm

betrdagt. Geht man in der gleichen Weise auch bei den anderen Kon-
stanten der Gln. (n) vor, so erhdlt man folgende numerische Werte:

@y, =111,0-10"7cm; a4 =42,5-10"7cm; a;,= a21‘= 101,4-10-7cm;

Gy = @y = —19,6-10"7cm; ay; = a3 = —25,8-10"7cm.
W, w? jh1 Woaly,
Jetzt substituiere man in die Gln. (n) die Fliehkrafte ——= g 0 g U und
Wiw?y,

e Stelle der Lasten W,, W, und W, wodurch sich dann folgende

Gleichungen ergeben:

' W;w? Wyw? Wy w?
<1 — an ; ).7/1—0’12‘2-3/2““13“_;—93: 0,

g
W, w? Wow? W, w?
— A 19 Z/1+<1'—022Lg‘>?/2—“23373/3=0,
W, w? W, w? W, w?
— g — yl—a3227y2+<1—a3 >y3—0

Setzt man die Determinante dieses Gleichungssystems gleich Null und
fithrt dann fiir die Konstanten a,,, a,,, . . . die oben berechneten GréBen
ein, so erhilt man folgende Frequenzgleichung zur Berechnung der kriti-
schen Geschwindigkeiten:

(1077 w?)® — 3,76 (10~ w?)% + 1,93 (107 w?) — 0,175 = 0;
hieraus folgen die drei kritischen Drehzahlen pro Minute zu

3
=20, =1070: 7= 0w, =220, ny = 2 oy = 5620.

Im AnschluB an das obige Verfahren moge hier auch die direkte oben
fir die Welle in zwei Lagern beschriebene graphische Methode auf
den Fall einer dreifach gelagerten Welle angewandt werden. Man
hat in diesem Falle eine anfingliche, den Lagerungsbedingungen der
Abb. 94a u. b . entsprechende Durchbiegungskurve und eine gewisse
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Winkelgeschwindigkeit w anzunehmen. Die an der Welle wirkenden Flieh-

krifte sind dann

w W,
7‘ w?y; und 72 W2Y,.

Mit Hilfe der graphischen Methode kann man die Durchbiegungskurve
konstruieren, die durch diese zwei Kréfte erzeugt wird, und wenn die an-
fangliche Kurve richtig gewdhlt wurde, so wird ihr die konstruierte
Durchbiegungskurve geometrisch dhnlich sein, worauf dann die kritische
Geschwindigkeit aus einer der Gl. (82) &dhnlichen Beziehung folgt. Be-
steht aber zwischen den beiden Kurven der Form nach ein erheblicher
Unterschied, so muB3 die Konstruktion unter Zugrundelegung der er-
haltenen Durchbiegungskurve als Anfangskurve wiederholt werden?.

2 BB Dieses Verfahren kann auch
X A M c A _jff 8 im Falle mehrerer Scheiben
/ T " oder auch in den Fillen, in

denen die Wellenmasse zu be-
b A v 8 riicksichtigen ist, benutzt wer-
W den. Wir gehen dann wiederum
s Bl A ¢ : von einer angenommenen an-
j E fanglichen Durchbiegungskurve
. ?\ﬁzm? o (Abb.99)und einer gewissen an-
¥ p A genommenen Winkelgeschwin-
digkeit w aus. Danach kann
man die an den Scheiben und
an den Wellenteilen wirkenden Fliehkrifte P;, P,, . .. leicht berechnen
und die entsprechende Durchbiegungskurve wie folgt konstruieren: man
betrachte zunichst die an der linken Wellenspanne wirkenden Krifte
und konstruiere nach Entfernung des Mittellagers (' die in Abb. 99b
gezeigte Durchbiegungskurve. In der gleichen Weise kann man auch die
Durchbiegungskurve erhalten, die durch eine in C angebrachte und nach
oben wirkende Vertikallast R’ erzeugt wird (Abb. 99¢), worauf sich die
Reaktion R am Mittellager, erzeugt durch die Belastung der linken
Wellenspanne, mit Hilfe der obigen Gl. (p) ermitteln 14B8t. Die Durch-
biegung in irgendeinem Punkte, hervorgerufen durch die Belastung der
linken Wellenseite, kann dann aus Gleichungen gefunden werden, die der
Gl. (q) &hnlich sind.
Nimmt man beispielsweise die Querschnitte, in denen die anfangliche
Kurve die Maximaldurchbiegungen y, und y, (Abb. 99a) aufweist, so

Abb. 99.

1 Es kann gezeigt werden, daf3 dieses Verfahren konvergiert, wenn es sich um
die Berechnung der tiefsten kritischen Geschwindigkeit handelt, und daf man
sich durch Wiederholung der oben beschriebenen Konstruktion dem wirklichen
Werte der kritischen Geschwindigkeit néihert. Siehe das oben erwahnte Werk
von A. Stodola.
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sind die Durchbiegungen, die in diesen Querschnitten durch die Be-
lastung der linken Wellenseite hervorgerufen werden, gleich

/ w Yo

= - 1 772
Y1«e= " 1 7
/ " Yn

—_ —_— 1 —_—,
Yoa=Ys — ¥ g7

In derselben Weise kann man die Durchbiegungen ¥, , und y,, ermitteln,
die in diesen Querschnitten durch die Belastung der rechten Wellenseite
hervorgerufen werden, und man hat dann in y,, + v, und y,, + ¥,,
die Gesamtdurchbiegungenl. Wurde die anféngliche Durchbiegungs-
kurve richtig gewihlt, so gilt die Gleichung

Yt Yiv _ U (r)

Yaa+ Yoo Yo'
und die kritische Geschwindigkeit folgt dann aus der Gleichung

Wy = 0| 'E{LQE" (83)

Im Falle einer erheblichen Abweichung von der durch die Gl. (r)

dargestellten Bedingung wird die Berechnung einer zweiten Naherung

erforderlich, und zu diesem Zweck konnen wir folgendes Verfahren be-

nutzen?. Esist leicht zu sehen, daB die oben gefundenen Durchbiegungen

Y1, und y,, der GroBle w? und der anfinglichen Durchbiegung 7, pro-
portional sind, so daf} die Gleichungen

Y10 = Gy Y W2,
Yoa = Ugf 0*
gelten, aus denen sich die Konstanten @, und @, berechnen lassen. In
gleicher Weise ergeben sich aus den Gleichungen
Y1p = bryp 2,
Yoo = by Yy 0*
die Konstanten b, und b,.
Falls nun die anfangliche Durchbiegungskurve richtig gewahlt wurde
und @ = w,, ist, missen die Gleichungen
Y1=Y1a T Y10 = QY1 @ + by, 0,
Yo = Yoo T Y2p = Y1 O+ byl °
1 Die nach unten gerichteten Durchbiegungen werden positiv gerechnet.
2 Das im Text folgende Verfahren ist von Herrn Borowicz in seiner Disser-
tation, Beitrige zur Berechnung kritischer Geschwindigkeiten zwei- und mehrfach

gelagerter Wellen. Miinchen 1915, entwickelt worden. Siehe auch E. Rausch:
Ing.-Arch. 1, 203 (1930), sowie K. A. Traenkle: Ing.-Arch. 1, 499 (1930).
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gelten, die auch in der Gestalt
(1 — a0y, — by, =0, 1
— a0+ (1 — b0 y, = 0 [
geschrieben werden kénnen. Die Gleichung zur Berechnung der kriti-

schen Geschwindigkeit ergibt sich nun durch Nullsetzen der Deter-
minante dieser Gleichungen, und wir erhalten

(@b, — agby) w* — (a; + b)) w241 =0,

(s)

Diejenige Wurzel dieser Gleichung, die dem Verhéltnis %1— der Gln. (s)
2

einen negativen Wert erteilt, entspricht der vorausgesetzten Gestalt der
Kurve nach Abb. 100a und ergibt die tiefste kritische Geschwindigkeit.

Wird eine bessere Niaherung gewiinscht, so hat man das Verhéltnis %l

nach (s) der Aufzeichnung der neuen Gestalt der Anfangskurve zugrundez-
zulegen, und mit dieser neuen Kurve ist dann das zeichnerische Ver-
fahren zu wiederholen. In den wirklichen Féllen ist diese weitere Néahe-
rung gewohnlich unnétig.

33. Gyroskopische Einflisse auf die kritischen
Geschwindigkeiten rotierender Wellen.

Allgemeines. In unserer vorangehenden Besprechung der kritischen
Geschwindigkeiten rotierender Wellen wurden nur die Fliehkrifte der
rotierenden Massen beriicksichtigt.
Unter gewissen Bedingungen hat man
auler diesen Kraften auch die Mo-
mente der Trigheitskrafte in Betracht
zu ziehen, die durch die Raumbe-
wegungen der Drehachsen der rotie-
renden Massen verursacht werden, da
sie die Hohe der kritischen Geschwin-
digkeiten beeinflussen. Im folgenden
betrachten wir- den einfachsten Fall,
nimlich den einer Welle mit einer ein-
zigen Kreisscheibe (Abb. 100).

Unter der Voraussetzung, dafl die Durchbiegungen y und z der Welle
wiahrend der Schwingungsbewegung sehr klein sind und dal der Schei-
benschwerpunkt O auf der Wellenachse liegt, ist die Lage der Scheibe
vollig bestimmt durch die Koordinaten y und z des Scheibenmittel-
punktes und die Winkel § und y, welche die Achse O—O0, die auf der
Scheibenebene senkrecht steht und die Durchbiegungskurve der Welle
berithrt, mit jenen aufeinander senkrecht stehenden festen KEbenen zz

Abb. 100.
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und zy einschlieBt, welche durch die die Lagermittelpunkte verbindende
z-Achse hindurchgehen. Ist W das Gewicht der Scheibe, so lauten die
Bewegungsgleichungen des Scheibenquerschnitts, wenn man die elasti-

schen Reaktionen allein! in Betracht zieht,

w .. W ..
—y = —z2=1Z
7Y Y, g ° ,

(a)

7

worin Y und Z die Komponenten der Wellenreaktion in der y- bzw.
z-Richtung sind. Sie sind Linearfunktionen der Koordinaten y, z und

der Winkel £, y, die sich aus der Betrachtung der
Wellenbiegung leicht ermitteln lassen.

Betrachten wir beispielsweise die Biegung einer Welle
mit einfach gestiitzten Enden in der zy-Ebene (Abb. 101)
unter der Einwirkung einer Kraft P und eines Krifte-
paares M. Geht man in der iblichen Weise mit der
Durchbiegungskurve der Welle vor, so ergibt sich die
Durchbiegung in O zu?

P a?b? Mab(a — D
Y= 3im1 3l(EI - (b)

wihrend der Neigungswinkel im gleichen Punkte den Wert

_Pab(b—a) M(a*—ab+b?)
T 31E1

besitzt. Aus den Gln. (b) und (c) erhalten wir

: b+ b2 —b
P=31R1 (=52 "y + 200 6),

a3 b® a

M=31B1( 2ty —p).

(d)

()

Auf Grund der Gl. (d) gehen die Gln. (a) fiir die Bewegung des Scheiben-

schwerpunktes iiber in

%V—j/'—l—my—i—nﬁ:(); g—é—i—mz—[—ny:O,

worin

m=31BIC =XV gyt )

a?b? ’

(84)

(h)

Bei der Betrachtung der Relativbewegung der Scheibe hinsichtlich
ihres Schwerpunktes wird vorausgesetzt, dafl das Moment der dulleren auf
die Scheibe wirkenden Krafte in bezug auf die Achse 0—O stets gleich

1 Die hier vorausgesetzten Bedingungen entsprechen dem Fall einer senkrecht
stehenden Welle, bei der das Scheibengewicht die Wellendurchbiegungen nicht
beeinfluBt. Der Einfluf dieses Gewichtes wird spéter untersucht werden (siehe

§ 34).

2 Siehe Timoshenko u. Lessels: Festigkeitslehre, S. 67 u. S. 83.
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Null ist; dann bleibt die Winkelgeschwindigkeit @ hinsichtlich dieser
Achse konstant. Die Momente M, und M, um die y,- bzw. z,-Achse
(Abb. 100) stellen die Wirkung der elastischen Krifte der Welle auf die
Scheibe dar und konnen in der Gestalt

M,=—mz+ 2y,

M,=m'y—n'f
geschrieben werden, worin m’ und »’ Konstanten sind, die der Durch-
biegungskurve der Welle entnommen werden kénnen!. Der positive
Sinn fiir die Winkel § und y und fiir die Momente M, und M, ist in

der Abbildung angegeben.
Im oben betrachteten Falle [s. Gl. (e)] haben wir

(g)

m =31B1° 0w =2 (k)

Die Gleichungen der Relativbewegung der Scheibe hinsichtlich ihres
Schwerpunktes ergibt sich nun mit Hilfe des Prinzips von der Erhal-
tung des Drehimpulses (Impulssatz), wonach die Anderungs-
geschwindigkeit des Gesamtmomentes der BewegungsgroBe eines be-
wegten Systems in bezug auf eine feste Achse (Drehimpuls) dem
Gesamtmoment der dulleren Krifte hinsichtlich dieser Achse gleich
ist. Bei der Berechnung der Anderungsgeschwindigkeit des Dreh-
impulses in bezug auf eine feste durch die augenblickliche Lage des
Schwerpunktes O gehende Achse haben wir nur die Relativbewegung
in Betracht zu ziehen 2.

Bei der Berechnung der Komponenten des Drehimpulses be-
ziehen wir uns auf die Haupttrigheitsachsen der Scheibe. Die Dreh-
achse OO ist eine dieser Achsen. Die beiden anderen Achsen sind zwei
aufeinander senkrecht stehende Scheibendurchmesser. Einer dieser
Durchmesser, den wir mit Oa bezeichnen wollen, nehmen wir in der
Ebene OO0z, an (s. Abb. 100). Er schlieBt einen kleinen Winkel y mit
der Achse Oz, ein. Der andere Durchmesser Ob schliet mit der Achse Oy,
den Winkel § ein. Sei 0 das Trigheitsmoment der Scheibe beziiglich
der Achse0O und 0, = 1 0 das Trigheitsmoment der Scheibe beziiglich
eines Durchmessers. Dann ist die Komponente des Drehimpulses be-
ziiglich der Achse OO gleich 0w, die Komponenten beziiglich der Durch-
messer Oa und Ob sind 6,, B bzw. — 6,7 *. Die positiven Richtungen

1 Es wird vorausgesetzt, dafl die Biegsamkeit der Welle unter Beriicksichtigung
der Lagerungsnachglebigkeit nach beiden Richtungen hin die gleiche ist.
2 Siehe z. B. H. Lamb: Higher Mechanics 19"0 94.
* Hierbei ist, wie oben, vorausgesetzt, daBl # und 7 klein sind. Dann sind /j’
und — 7 die Niherungswerte der Winkelgeschwindigkeiten beziiglich der
Achsen Oa und Ob.
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dieser Komponenten des Drehimpulses sind in Abb. 100 angedeutet.
Projiziert man diese Komponenten auf die festen Achsen Oy; und Oz,
die durch die augenblickliche Stellung des Schwerpunktes O hindurch-
gehen, so erhilt man Owf — 6,y bzw. Owy + 6,8. Hierauf erhalten
wir nach dem Impulssatz

d .
t(9w5 - 61’}}) = M‘U’

SN

= (Owy +0,8) = M,
oder unter Benutzung der Gln. (g)
Owp— 0,9 =—mz+n'y,
by + 0, =m'y —2'B.

Die zur Beschreibung der Scheibenbewegung dienenden Gln. (84) und (85)
lassen sich durch den Ansatz

(85)

y = Asinpt, z=DBcospt; f=Csinpt; = Dcospt (m)
befriedigen. Damit erhalten wir vier lineare homogene Gleichungen
fiir die GréBen 4, B, C, D. Setzt man die Determinante dieser Glei-
chungen gleich Null, so ergibt sich die Gleichung zur Ermittelung der
Eigenfrequenzen p*. Wir besprechen nun einige Spezialfille.

Als erstes Beispiel erértern wir den
Fall, in dem die Hauptachse OO, die auf ¥
der Scheibenebene senkrecht steht,
stets in einer Ebene verbleibt, die die
x-Achse enthilt und mit derselben kon- #
stanten Winkelgeschwindigkeit o wie
die Scheibe rotiert. Bezeichnet man mit r die Wellendurchbiegung
und mit ¢ den Winkel zwischen OO und der z-Achse (Abb. 100),
so erhélt man fiir den bezeichneten Spezialfall

Abb. 102.

y=rcoswt; z=rsinwt; pf=gcoswt; y=g¢@snwi. (n)

Behandelt man r und ¢ als Konstanten und betrachtet die Momentan-
stellung, bei der die Ebene der Durchbiegungskurve der Welle mit
der zy-Ebene (Abb. 102) zusammenfillt, so hat man aus den Gln. (n)

ﬂ:(pr /3‘:0: [;;: —(pw2~
y=0, 7=¢o, =0,
y=r, §=0, y=—ro¥
z=0, z=rw, z=0.

* Siehe die Arbeit von A.Stodola in der Z. ges. Turbinenw. 1918, 253
und 1920, 1.
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Durch Substitution in die Gln. (84) und (85) erhdlt man

Tt my+np=0
g ’ ()

(6 —0y) Ba? =m'y—n'B. }
Man sieht nun, da8 die Welle nicht nur durch Fliehkrifte gebogen
wird, sondern auch durch das Moment M = (6 — 6;) 8 w?, das in diesem
Falle den gyroskopischen Effekt der rotierenden Scheibe darstellt

und die Welle versteift. Substituiert man

y=rcoswt, B = g@coswi
in die Gln. (0), so folgt
w
m—w—)r+np=20,
( y> 4 P)
—m'r + {0 4 (0 — 0)) 0?9 = 0.

Die oben angenommene Wellendurchbiegung wird méglich, wenn die
Gln. (p) fiir » und @ von Null verschiedene Wurzeln haben, d. h. wenn
die Winkelgeschwindigkeit w so grof wird, da8 die Determinante
dieser Gleichungen gleich Null wird. In dieser Weise ergibt sich folgende
Gleichung zur Berechnung der kritischen Geschwindigkeiten:

(m— ") o 0 — ) o) + i = 0. @

Setzt man
mg _ 2. LA
w=P g_g 1

und beachtet, daf nach (h) und (k)

nm = —cmn', worin ¢= (@ =52
’ at —ab - b2’
so folgt
(p* — 0% (¢* + @) —cp*q* =0
oder

ot — (p* — ¢*) w* — p*¢*(L —¢) = 0. (s)
Es ist leicht zu sehen, daB die Gl. (s) fiir ¢ << 1 nur eine einzige positive
Wurzel hat, ndmlich
W =5 — @) + Vi — P+ (-0 PP (t)
Kann der gyroskopische Effekt vernachlissigt werden, so setzt
man 0 — 6, = 0 in die Gl (r) ein; dies gibt
0*W _ mn' =am'  3lEI
N A

woraus folgt
g3lET g
Wi == ]// bW oder wy, = ]/j B
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worin

a?b* W
T 3BIEI
die statische Durchbiegung der Welle unter der Last W darstellt. Dieses
Ergebnis fillt vollstindig mit dem oben in § 15 gefundenen zusammen,
wenn man die Scheibe auf der Welle als ein System mit einem Frei-
heitsgrade betrachtet.

In der obigen Erorterung wurde vorausgesetzt, daBl die Winkel-
geschwindigkeit der Ebene, in der die durchgebogene Welle liegt, die
gleiche ist wie die der rotierenden Scheibe. Es ist aber moglich, daB
diese zwei Geschwindigkeiten voneinander verschieden sind. Nimmt
man beispielsweise an, daBl die Winkelgeschwindigkeit der Ebene, in
der die durchgebogene Welle liegt, gleich 4 ist, und substituiert man

0

y = rcos At; z = rsin At; B = pcosit; y = @sin it
in die Gln. (f) und (1), so folgt
w..
Fitmytnp=0, |
Oor—6,2)p=m'y—n'p |
an Stelle der Gln. (o).

Mit 2 = w wiirde man das obige Resultat erhalten. Mit 1 = —w
wiirde man aus der zweiten der Gln. (o) die Beziehung
—(O+0)o*p=m'y —n'f (u)

erhalten. Diese Gleichung zeigt, dafl der gyroskopische Effekt durch
das Moment
M=—0+0)wp

dargestellt wird, wenn die Ebene der gebogenen Welle mit der Ge-
schwindigkeit @ in der zur Scheibendrehung entgegengesetzten Rich-
tung rotiert. Das Minuszeichen bedeutet, dafl das gyroskopische Mo-
ment unter solchen Bedingungen im Sinne einer Zunahme der Wellen-
durchbiegung wirkt und dadurch die kritische Geschwindigkeit der
Welle senkt. Wird die Welle mit der Scheibe von der Ruhelage aus
auf die Geschwindigkeit w gebracht, so tritt gewohnlich der Fall 1 = o
ein. Sind aber Storungskrifte der gleichen Frequenz wie die kritische
Geschwindigkeit fiir den Fall 4 = —w vorhanden, dann kann eine
Drehung der gebogenen Welle in einer zur Scheibendrehung entgegen-
gesetzten Richtung eintreten!. Sitzen mehrere Scheiben auf der Welle
und muBl der gyroskopische Effekt in Betracht gezogen werden, so
kann man auch das in § 32 beschriebene graphische Verfahren benutzen.
Es ist nur notig, den Fliehkraften die aus dem gyroskopischen Effekt

1 Siehe A. Stodola: Dampf- und Gasturbinen, S. 367 (1922).
Timoshenko, Schwingungsprobleme. 13
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folgenden Momente hinzuzufiigen. Abb. 103 stellt den Fall einer ein-
zigen Scheibe fiir den Fall A = w dar. Um das Biegungsmomenten-
diagramm fiir diesen Fall zu erhalten, hat man den durch das Krifte-
paar M (Abb. 103c) erzeugten Biegungsmomenten die von der Flieh-
kraft (Abb. 103b) herrithrenden Biegungsmomente zu superponieren.
Das resultierende Biegungsmomenten-
diagramm ist in Abb. 103d dargestellt.
o - L = , Mit diesem Diagramm hat man dann
i ==h __,j weiter in genau der gleichen Weise zu
verfahren wie oben erklirt (s. § 15).
Q=

G0 A M=PaF(E6)

Der gyroskopische Effekt bei der
Sehwingungshewegung von Schwung-
riidern. Als zweites Beispiel wollen wir
hier die kritischen Geschwindigkeiten
eines Schwungrades untersuchen, des-
sen Speichen in der Richtung der Wellen-
d achse biegsam sind (s. Abb. 104), wih-

rend die Welle absolut starr sein soll.

Eine Schwingung des Schwungrades par-

allel zur Wellenachse wird durch eine
Drehbewegung des Schwungrades nicht beeinflut, und die entspre-
chende Periode kann aus der GL (5) berechnet werden, worin jetzt ¢
die Durchbiegung des Radkranzes unter der Einwirkung seines Ge-
wichtes bei senkrechter Wellenlage bedeutet.

Bei der Betrachtung der mit rdumlichen Bewegungen der Rad-
kranzebene verbundenen Schwingungen bedienen wir uns der obigen
Theorie. Da die Welle starr ist, so sind
die Durchbiegungen y und z in den Gln. (85)
gleich Null zu setzen und wir erhalten

Abb. 103.

Owf— 0,9 =ny,
potr=mr Ly
bwy+0,f=—n'p,]
oder
01,.3. =—0wy—n'f,
by = Owf—ny,
worin die Federkonstante n’ von der Biegsamkeit der Speichen ab-
hangt. Diese Konstante n' liBt sich aus der Bedingung ermitteln,
daBl n'f das Kraftepaar um die z-Achse darstellt, das erforderlich ist,
um eine Drehung der Schwungradkranzebene um diese Achse um einen
Winkel 8 hervorzurufen.
Zwischen den Gln. (86) und den Gleichungen der ebenen Bewegung
eines materiellen Punktes besteht eine bemerkenswerte Analogie. Sei O

Abb. 104, (86)
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ein fester Punkt, der Schwerpunkt des Kranzes (Abb. 105), und OO eine
Momentanlage der zur Kranzebene senkrechten Hauptachse. Nun den-
ken wir uns eine Kugel, deren Mittelpunkt im festen Punkt O liegt und
deren Radius gleich 1 ist. Sei ¢ der Punkt, in dem die ungestérte
Schwungradachse die Einheitskugel trifft, und ¢’ der Punkt, in dem
die Momentanachse OO die gleiche Kugel schneidet. Beschrankt man
sich auf die Betrachtung von Fallen, in denen die Winkel § und y
klein sind, so kann man annehmen, daB sich der Punkt C’, der ,,Pol*
des Gyroskops, in der y,z,-Ebene bewegt, die die Einheitskugel im
Punkte C beriihrt. Die duBeren Krifte, die die Wirkung der elastischen
Spannungen der Speichen auf den Kranz darstellen, sind durch die

Z P Z
a4 (14 .
2 w3
7 0 3 );
C’
0 boy © B
b
0 c B x
I—
+1 _
ﬁnl), f/’ﬂ ”I)}
a
Abb. 105.

Kriftepaare — n’'f und — n'y der Abb. 105 gegeben. Jetzt wollen wir
uns vorstellen, daB3 der Pol ¢’ ein materieller Punkt von der Masse 0,
ist und daB auf diesen materiellen Punkt auBer den oben erwihnten
Kriaften — #'f und — n’y noch eine gedachte ,,ablenkende Kraft* 6wv
proportional der Geschwindigkeit v des Poles stets in einer Richtung
einwirkt, die, von der AuBenseite der Kugel gesehen, links vom Wege
weist (Abb. 105b). Die Bewegung des Poles ist dann durch Gleichungen
beschrieben, die mit den obigen Gln. (v) vollig iibereinstimmen. Diese
Analogie ist sehr niitzlich bei der Behandlung von Problemen betreffend
die Bewegung des Gyroskopes.

Zur Untersuchung der Schwungradschwingungen setzen wir die
Losung der Gln. (v) in der Gestalt

f = Acospt, y = Bsinpt
an. Die Substitution in (v) liefert
A —60,p>) + Blwp =0,
Abwp+ B(n' — 0,p*) =0,
und hieraus folgt die Frequenzgleichung

' —0,p) — Fw?p®=0.
13*
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Die Losung dieser Gleichung lautet

P = {1+ ,iy(1+ )2—1}. (87)
260, 20,7

Danach erhalten wir zwei verschiedene Schwingungsfrequenzen, und
die Bahn des Poles C, die die Schwungradschwin-
gung darstellt, besteht aus zwei iibereinander ge-
lagerten Kreisschwingungen. Abb. 106 bietet ein
Beispiel fiir eine vom Pol beschriebene Kurve.

Im Spezialfall @ = 0 erhalten wir

!
Abb. 106 p = V” )

Nehmen wir beispielsweise!

an, so ist nach GI. (87)

und wir erhalten

n '
p=2415)/ 7 p=oms)/n
Die Bahn des Poles C ist das Superpositionsergebrris zweier harmo-

nischer Schwingungen der Perioden 2p— und “% Wirken auf das Schwung-

rad duBlere periodische Krifte ein, so entstehen erzwungene Schwin-
gungen. Nehmen wir beispielsweise den Fall an, daB eine einfache
harmonische Kraft der gleichen Periode wie die der Maschinenumdrehun-
gen vorhanden ist, so erhalten wir an Stelle der Gln. (86) folgendes
Gleichungssystem

01/})3:~0w)'/;n’ﬁ—{—Pcoswt,
0, =0wf —n'y + Psinwt.

Die erzwungene Schwingung des Schwungrades ist durch die Parti-
kularlosung dieser Gleichungen dargestellt. Setzt man

(W)

f = Acoswt; y = Bsinw!
an und substituiert dies in die Gln. (w), so folgt
A — 0, 0% + Blw? = P,
AOw? 4+ B(n' — 0, w?) = P,

woraus
Pn — 0?0 -+ 0,)]

(W — 0y~ Gt

1 Entsprechend einem der Praxis entnommenen Fall eines Schwungrades
mit biegsamen Speichen.
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Resonanz tritt ein, wenn

n— 0w — Pwt=0,

oder
!
o= e (—1xg).
0, ;5 — 1) !

Die einzige reelle Wurzel, die in diesem Falle die kritische Geschwindig-
keit ergibt, ist

0 (1)
Schwingungen eines starren Rotors mit bhieg-
samen Lagern. Die Gln. (84) und (85) sind
auch auf das Schwingungsproblem eines star- 2
ren Rotors, dessen Lagerungen auf biegsamen
FuBlgestellen ruhen (Abb. 107), anwendbar.
Seien y;, 2, und ¥,, z, kleine Verschiebungen
der Lager wahrend der Schwingungsbewegung.

A
Fihrt man diese Verschiebungen als Koor- }"ll 1 i
dinaten des schwingenden Rotors ein, so ;bb 107
. .

sind die Verschiebungen des Schwerpunktes
und die Winkelverschiebungen der Rotorachse (s. Abb. 107)

l l
'.7/0:?/172“*‘3/2717

l !
ZO 22172+z2 _ll~:

l

22— %

Y=

‘5 Y2— "% ,

Mit ¢, ¢,, dy, d, bezeichnen wir gewisse, von der Biegsamkeit der FuB-
gestelle in horizontaler und vertikaler Richtung abhingige Konstanten,
derart, dall — ¢,y;, — ¢, ¥, die horizontalen, — d,z;, — d,z, dagegen
die vertikalen, durch die kleinen Verschiebungen y,, ¥,, z; und 2z, in
der y- bzw. 2-Richtung erzeugten Lagerreaktionen sind. Die Gln. (84)
der Schwerpunktsbewegung gehen dadurch in

w . ..

W(lzyl+lli‘/2)+01?/1+02?/2:0a @)
a

w .. .

ol (o2 + lzy) +dyzy +dyzo =0

iiber. Die Gln. (85) fiir die Drehung des Rotors um die y- bzw. z-Achse



198 Systeme mit mehreren Freiheitsgraden.

nehmen in diesem Falle die Gestalt

0wyz;91_01z2_lzlz Zdyly —2,d 1, b
()

00)22;21 +61y2—l—y1 ==Yl + 100
an.

Die vier Gln. (a’) und (b’) beschreiben vollstindig die freien Schwin-
gungen eines starren Rotors auf nachgiebigen Lagergestellen. Substi-
tuiert man in diese Gleichungen

Y1 = Asinpt; y, = Bsinpt; 2z, =Ccospt; 2z, = Dcospt,
so ergeben sich vier homogene lineare Gleichungen fiir die GroBen A4,
B, C und D. Setzt man die Determinante dieser Gleichungen gleich
Null, so erhélt man die Frequenzgleichung, aus der die vier Eigen-
frequenzen des Rotors ermittelt werden konnen.

Betrachten wir nun eine erzwungene Schwingung des Rotors, hervor-
gerufen durch irgendeine exzentrisch daran befestigte Masse. Der
Effekt einer solchen Unbalanz ist gleich der Wirkung einer Stérungs-
kraft mit den Komponenten

Y= Acoswt Z = Bsin wt,

deren Angriffspunkt im Schwerpunkt liegt, und eines Kriftepaares
mit den Komponenten

M, = Csinwt; M, = Dcoswt.
An Stelle der Gln. (a’) und (b’) erhalten wir

ﬂ(lz% + 1Liys) + 1y + co ¥y = Acoswi,
%(12 3y L5y) + dyzy - dyzy = Bsinot,

l 1

o . (¢)
PR ! 28 o dyly— 2dy L + Osinot,

22721

O = +61y2;y1=—y20222+ylclll+Dcoswt.

Die Partikularlosung dieses Gleichungssystems, die die erzwungene
Schwingung des Rotors darstellt, bietet sich in der Form

Yy, = Acoswt; Yo = Bcoswt; 2z =Csinwt; 2z,= Dsinwt.

Substituiert man dies in die Gln. (¢’), so findet man die Amplitude
der erzwungenen Schwingung. Bei dieser Schwingungsbewegung be-
schreibt die Rotorachse eine durch das Gleichungssystem

y = (a + bz) cos wt,

z = (¢ + dx)sinwt
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dargestellte Fliche, wenn man mit a, b, ¢, d Konstanten bezeichnet.
Wir sehen, dal jeder Punkt der Achse eine Ellipse beschreibt, deren
Gleichung
y2 Z2
(@ + bx)? + (¢ + dx)?

lautet. Fiir zwei Punkte der Achse, namlich fiir

=1

c
—5
reduzieren sich die Ellipsen auf gerade Linien, und die allgemeine Form
der Oberfliche, die durch die Rotorachse beschrieben wird, ist dann
durch Abb. 108 charakterisiert.
Man sieht, daB3 die Verschiebun-
gen eines Punktes der Rotor-
achse nicht nur von der Grofle
der Storungskraft (Betrag der
Unbalanz), sondern auch von
der Lage des Punktes auf der
Achse und von der Richtung,
in der die Verschiebung gemes-
sen wird, abhéngen.

Im allgemeinen Fall kann die Abb. 108.
Unbalanz durch zwei exzentrisch
angebrachte Massen (s. § 10) dargestellt werden, und die erzwungenen
Schwingungen des Rotors lassen sich durch Superposition zweier in
der Phase gegeneinander verschobener Schwingungen! der oben be-
trachteten Art ermitteln. Aus der Linearitdt der Gln. (¢’) kann man
auch schlieBen, daB es stets moglich ist, durch Anbringung von Korrek-
tionsgewichten in zwei Ebenen die Unbalanz zu beseitigen; man mufl
nur die Korrektionsgewichte derart bestimmen, dafl zwischen den ent-
sprechenden Fliehkraften und den durch die Unbalanz erzeugten Sto-
rungskraften Gleichgewicht herrscht?.

a
== und @, =

34. Einflul des Wellen- und Scheibengewichtes auf die
kritische Geschwindigkeit.

In unserer obigen Erorterung durfte der EinfluBl des Gewichtes
der rotierenden Scheiben selbst unberiicksichtigt bleiben, da die Wellen-
achse in senkrechter Lage vorausgesetzt war. Im Falle horizontal an-
geordneter Wellen sind die Scheibengewichte als Storungskrifte zu
behandeln, die bei einer gewissen Geschwindigkeit erhebliche Wellen-

! Diese Frage wird in der Arbeit von V. BlaeB, Uber den Massenausgleich
raschumlaufender Korper, Z. ang. Math. Mech. 6, 429 (1926), ausfiihrlich behandelt.
2 Der Einflu der Wellenbiegsamkeit wird spéter erortert werden (siehe § 35).
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schwingungen hervorrufen. Diese Geschwindigkeit wird gewohnlich als
,,kritische Geschwindigkeit zweiter Ordnung bezeichnet!. Um diese
Geschwindigkeit bestimmen zu kénnen, ist ein tieferes Eingehen auf
die Bewegung der Scheiben erforderlich. Im folgenden untersuchen wir
den einfachsten Fall, den einer einzigen Scheibe, und wir setzen voraus,
daBl die Scheibe an der Welle in demjenigen Querschnitt befestigt ist,
in dem die Tangente an die Durchbiegungskurve der Welle zur Zentral-
linie der Lager parallel bleibt. Auf diese Weise ist der ,,gyroskopische
EinfluB“, den wir im vorigen Paragraphen er-
oértert haben, eliminiert und wir haben nur die
Bewegung der Scheibe in ihrer eigenen Ebene zu
betrachten. Moge die xy-Ebene die Horizontal-
ebene der Scheibe, der Punkt O den Mittel-
punkt der senkrechtstehenden Welle in undefor-
mierter Lage darstellen (s. Abb. 109). Wahrend
der Schwingungsbewegung mége S die Moment-
Abb. 109. anlage des Wellenmittelpunktes, C dagegen die
Momentanlage des Scheibenschwerpunktes dar-
stellen, derart, dal C'S = e¢ die Exzentrizitat ist, mit der die Scheibe
auf der Welle befestigt ist. Ferner bezeichnen wir mit
m die Masse der Scheibe,
m1? das Tragheitsmoment der Scheibe um die durch € hindurchgehende
und auf der Scheibe senkrecht stehende Achse,
o«  die Federungskonstante der Welle, gleich der in der xy-Ebene
gelegenen Kraft, die erforderlich ist, um in dieser Ebene eine
Durchbiegung gleich Eins hervorzurufen,

Wy = V% die kritische Geschwindigkeit erster Ordnung (§ 15),

z, y die Koordinaten des Scheibenschwerpunktes C wihrend der Be-
wegung,
¢ den Drehwinkel der Scheibe gleich dem Winkel zwischen dem
Radius SC und der z-Achse,
0  den Drehwinkel der Vertikalebene OC,
w  den Drehwinkel der Scheibe in bezug auf die Ebene OC.
Demnach ist stets ¢ = y + 0. Die Koordinaten x und y des Scheiben-
schwerpunktes C und der Drehwinkel ¢ sollen als Koordinaten zur Be-
stimmung der Scheibenstellung in der zy-Ebene benutzt werden.
Die Differentialgleichungen der Bewegung des Schwerpunktes C
koénnen in ublicher Weise leicht hingeschrieben werden, wenn man
beachtet, dafl nur eine einzige Kraft, namlich die elastische Reaktion

1 A. Stodola hat dieses Problem zuerst untersucht. Die Literatur des Gegen-
standes ist in seinem Werke, 6. Aufl.,, S. 929 angegeben. Siehe auch die Arbeit
von T. Péschl: Z. ang. Math. Mech. 3, 297 (1923).
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der Welle, in der zy-Ebene auf die Scheibe einwirkt. Diese Kraft ist
der Wellendurchbiegung OS proportional; die Komponenten dieser
Kraft in der xz- bzw. y-Richtung sind demnach den Koordinaten des
Punktes § proportional; sie sind daher gleich — «(x — e cos¢) bzw.
— a(y — esin ¢). Folglich lauten die Differentialgleichungen der Be-
wegung des Schwerpunktes C

mr=—ou(x —ecosp); my=—ou(y — esing)

oder
MIT + ox = aecos @,
my + ay = xesing. (@)

Die dritte Gleichung ergibt sich aus der Betrachtung der Dreh-
bewegung der Scheibe; das Gesamtmoment der BewegungsgroBe der
Scheibe beziiglich der Achse O setzt sich aus zwei Teilen zusammen,
von denen der erste mi?p von der Scheibe geliefert wird, die mit
der Winkelgeschwindigkeit ¢ um ihren Schwerpunkt rotiert, wihrend
der zweite m (x ¢ — y ) durch die im Scheibenschwerpunkt konzentrierte
Scheibenmasse m bedingt ist. Demnach gilt die Gleichung

L mizg+m@y — yi)) = M
oder

mi2P + m(xy — yx) =M, ‘ (b)
worin M das Torsionsmoment ist, das durch die Welle auf die Scheibe
iibertragen wird.

Die Gln. (a) und (b) beschreiben die Be-
wegung der Scheibe vollstandig. Wenn M =0
ist, so ergibt sich eine Partikularlosung der
Gln. (a) und (b) aus dem Ansatz, daB der
Scheibenschwerpunkt C in der Ebene OS der
Wellendurchbiegungskurve verbleibt und bei Y

der Drehbewegung mit konstanter Winkelge- . S
schwindigkeit ¢ = w einen Kreis vom Radius r {X v
beschreibt. Substituiert man nun z = rcos ot ¥ ¢

und y = r sin wt in die Gln. (a) und setzt ¢ = wt 0 b *
fir den in Abb. 110a dargestellten Fall, bzw. Abb. 110.

¢ = wt+7 fir den der Abb.110b, so erhilt man

oe ews,
ro = = fir o < wy,
O a—me? i, — w? < @prs
T xe ek, fir w>ow
= — 5 = — i oy
0 o — mw? w?® — o}, kr

Diese Ergebnisse fallen mit den obigen, aus Elementarbetrachtungen
hergeleiteten zusammen (s. § 15).
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Jetzt gehen wir zur Erorterung des Falles iiber, dafl das Torsions-
moment M von Null verschieden, und zwar gleich
M=m@xy — yx (c)
ist 1. Dann ist nach GI. (b)
@ = w = const,
und durch Integration
@ = wt + @, (d)
worin @, eine willkiirliche Konstante ist, die die anfingliche GroBe des
Winkels ¢ angibt.

Substituiert man (d) in die Gln. (a), so ergibt sich mit w3, :7%
% + wix = wiecos(wt + @),
. . e
Y+ 0y = wiesin (0t + @) | ©
Durch Einsetzen ist leicht zu zeigen, daf3
M I
& = ——Lcos (Wt +y1 + @o) + %cos(wt + @0
o o (f)
1. Wkr :
y=——, s (@t + Y1+ @) - of — w? sin (w? + @)

eine Losung der Gln. (e) ist.

Setzt man (f) in die Gln. (¢) ein, so folgt

M = M, sin{(@py — @)t +71) - (g)

Man kann schliefen, dafl die Scheibe unter der Einwirkung des pul-
sierenden Momentes (g) mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
rotiert, wihrend zugleich ihr Schwerpunkt eine zusammengesetzte
Schwingungsbewegung nach den Gln. (f) beschreibt.

In derselben Weise lifit sich zeigen, daBl unter der Einwirkung
eines pulsierenden Momentes von der Grofle

M = AMZ sin {w]u + w)t -+ 7}1}
die Scheibe gleichfalls mit einer konstanten Geschwindigkeit w rotiert,

wihrend ihr Mittelpunkt eine Schwingungsbewegung nach dem Glei-
chungssystem

Ok cos (w i+ @),

o}, — w?

M
x = "_Zcos (Wt + ¥, — @) +
(h)
M, . ewl. .
Y= S (@t Y, — @) T EsIn (0 + @)
ausfithrt.

1 Dieser Fall ist von P. Schréder in seiner Dissertationsschrift, Die kri-
tischen Zustinde zweiter Art rasch umlaufender Wellen, Stuttgart 1924, aus-
fithrlich besprochen worden. Diese Arbeit enthilt auch sehr vollstandige Literatur-
verweisungen zur bezeichneten Frage.
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Kombiniert man die Losungen (f) und (h), so erhilt man die voll-
stindige Losung der Gln. (e), in der vier willkiirliche Konstanten, M,,
M,, y, und y,, vorkommen. Mit Hilfe dieses Ergebnisses sind wir
nunimstande,die durch das Scheibengewicht selbst y
hervorgerufenen Schwingungen zu erkliren. c

Nehmen wir an, dal die Welle horizontal ge-
lagert ist, so haben wir unter Hinzufiigung des k.}
Scheibengewichtes bei nach oben gerichteter ____ !
y-Achse die Abb.109 durch Abb. 111 zu er- P
setzen. Die Gln. (a) und (b) sind in diesem Falle =— "l@"“"‘“"‘x
durch das Gleichungssystem Abb. 111,

mg

X

mx 4 ax = oecos g,
my + ay = aesing — mg, (k)
mitQg + mxy —rx) =M — mgx ]

zu ersetzen. Verschiebt man den Koordinatenursprung aus dem Punkte O
nach dem Punkte O,, wie es die Abbildung zeigt, und setzt

h=Yy + mfxg ’
so lassen sich die Gln. (k) in der Form
mix + ax = oecosp,
my; + oy; = aesing, @
mite +m(xy; — %) =M — mgecos ¢
schreiben. Dieses Gleichungssystem fillt mit dem der Gln. (a) und (b)
zusammen, und der EinfluBl des Scheibengewichtes ist durch das pulsie-
rende Moment — mge cosp dargestellt. Nun nehmen wir M = 0 an
und setzen voraus, dafl die Welle mit konstanter Winkelgeschwindig-

keit w = } w,, rotiert. Der EinfluB des Scheibengewichtes laBt sich
in der Form

—mgecosp = —mgecos (wt) = mgesin <a)t _ %)
= mgesin {(wkr — W)t — %} (m)

schreiben. Dieses Stoérungsmoment hat genau die gleiche Gestalt wie
das oben durch die Gl.(g) gegebene pulsierende Moment, und man
kann daraus schlieBen, daB bei der Geschwindigkeit w = } w,, das vom
Scheibengewicht erzeugte pulsierende Moment die durch die Gln. (f) ge-
gebenen Wellenschwingungen hervorrufen wird. Dies ist die sogenannte
kritische Geschwindigkeit zweiter Ordnung; sie wurde in
manchen wirklichen Fillen beobachtet!. Es muB allerdings bemerkt

! Foeppl, O.: Z.V.d. 1. 63, 867 (1919).
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werden, daB Schwingungen derselben Frequenz auch durch verénder-
liche Biegsamkeit der Welle bedingt sein kénnen (§ 22), und es ist durch-
aus moglich, daB in einigen der Fille, in denen eine kritische Geschwin-
digkeit zweiter Art beobachtet wurde, die Schwingungen durch diese
letztgenannte Ursache entstanden waren!.

35. Der EinfluB der Biegsamkeit von Wellen auf den
Maschinenausgleich.

Bei unserer obigen Erorterung des Maschinenausgleiches (s. § 10
wurde angenommen, daBl der Rotor ein absolut steifer Korper ist. In
einem solchen Falle 148t sich vollstdndiger Ausgleich dadurch erreichen,
daB man in zwei willkiirlich gewahlten Ebenen Korrektionsgewichte
anbringt. Die Voraussetzung, wonach die Biegsamkeit der Welle ver-
nachlissigt werden darf, ist bei tiefliegenden Geschwindigkeiten genau
genug, bei schnellaufenden Maschinen dagegen und besonders bei
solchen, deren Arbeitsgeschwindigkeit oberhalb der kritischen liegt,
kann die Wellendurchbiegung einen erheblichen Einfluf3 ausiiben; eine
Folge davon ist, daBl der Rotor nur fiir eine bestimmte Geschwindigkeit
ausgeglichen werden kann, oder daB er sich unter gewissen Um-
standen {iberhaupt nicht ausgleichen 148t und

pe—— Gy ——>> { . .
z durch seine Schwingungen stets Stérungen

] !
i | !

T x verursacht.
m Wir wollen nun den EinfluBl der Wellenbieg-

! "1 samkeit an dem einfachen Beispiel einer an
den Enden gestiitzten Welle mit zwei Scheiben
(Abb. 112) erklaren. Die Wellendurchbiegung ¥,
unter der Last W, hangt nicht nur von der GroBe dieser Last ab,
sondern auch von der GréBSe der Last W,. Der gleiche Schluf gilt
auch fiir die Durchbiegung y, unter der Last W,. Unter Benutzung
der Gleichungen der Durchbiegungskurve fur den Fall einer Welle in
zwei Lagern kann man fir die Durchbiegungen folgende Ausdriicke
leicht erhalten:

Abb. 112.

Y1 = ay Wy 4 a;. W,

_ . (a)
Yo = an Wy + agn W,.

Hierin bleiben a,;, a;,, a,; und a,; konstant fiir eine gegebene Welle bei
gegebener Belastungsart. Diese Gleichungen kann man nun zur Berech-
nung der Durchbiegungen, die in der Welle durch die aus den Exzen-
trizititen der Scheiben sich ergebenden Fliehkrafte erzeugt werden,
verwenden.

1 Siehe C. R. Soderberg, Trans. Am. Soc. Mech. Eng. Applied Mechanics
Division, 1931.
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Im folgenden bezeichnen wir mit

m,, m, die Massen der Scheiben I und II,

o die Winkelgeschwindigkeit,

¥, Y, die Durchbiegungen an den Scheiben I bzw. II,

¢y, ¢y die Abstéande der Scheiben I bzw. II vom linken Lager,

Y,, Y, die an der Welle wirkenden Fliehkrifte.
Setzt man voraus, daB nur die Scheibe I eine gewisse Exzentrizitit e,
aufweist, und nimmt man die Durchbiegung in der Ebene dieser Ex-
zentrizitit, so sind die an der Welle wirkenden Fliehkréafte gleich

Y = (1 + 1) my 0% Yy = yam,y 0?,
oder, mit Hilfe von Gleichungen, die den Gln. (a) dhnlich sind,
Yi=em o+ mow(ay Y+ a1, Y5,
Yo=m,0?(ayY; + ayY,),
und hieraus
yo— ey my w? (1 — agymy w?)
177 (1 — ayymy @?) (1 — agemy 02) — my Mgty Gy 0’

(b)

€3 Gy My My
e 2'7 1 D T T .
(1 — aymy @?) (1 — agymy 0?) — mymy 1509 vt

Y, =

Wie man sieht, treten an Stelle einer Fliehkraft von der GréBe e; m; w?
im Falle einer starren Welle zwei Krifte Y, und Y, im Falle einer
biegsamen Welle. Die Unbalanz wird die gleiche sein wie bei der starren
Welle, an der eine Kraft R, = Y, + Y, im Abstand

Yie+ Y,
ll - Y, T"iY-zW’ (C)
vom linken Lager angreift.

Mit Hilfe der Gln. (b) ist es leicht zu sehen, dafl I, nicht vom Betrage e,
der Exzentrizitdt, sondern von den elastischen Eigenschaften der Welle,
von Lage und GréBe der Massen m, und m, und von der Geschwindig-
keit w der Maschine abhingt.

Genau ebenso wie oben kann auch die Wirkung der Exzentrizitit
der Scheibe II untersucht werden, worauf sich die Wirkung der Exzen-
trizititen der beiden Scheiben nach dem Superpositionsprinzip ergibt.
Hieraus ist zu schlieBen, dafl bei einer gegebenen Geschwindigkeit
die Unbalanz zweier Scheiben auf einer biegsamen Welle der Unbalanz
zweier bestimmter Ebenen einer starren Welle dynamisch gleichwertig ist.
Die Lage dieser Ebenen kann mit Hilfe der Gl. (¢) fiir eine der Ebenen
und einer analogen Gleichung fiir die zweite Ebene ermittelt werden.

Ahnliche Schliisse kénnen auch fiir eine biegsame Welle bei einer
beliebigen Anzahl n von Scheiben gezogen werden!, und es 1iBt sich

! Eine allgemeine Untersuchung iiber den EinfluB der Biegsamkeit der
Welle auf den Ausgleich findet man in der obenerwiahnten Arbeit von V. Blae§,
der wir die folgenden Abb. 113 und 114 entnommen haben.
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zeigen, daf} die Unbalanz in diesen Scheiben der Unbalanz in 7 bestimm-
ten Ebenen einer starren Welle gleichwertig ist. Diese Ebenen sind an
eine gegebene Geschwindigkeit der Welle gebunden, und fiir diese Ge-
schwindigkeit wird der Ausgleich durch Anbringung von Korrektions-
gewichten in zwei willkiirlich gewihlten Ebenen verwirklicht. Bei
einer anderen Geschwindigkeit sind die Ebenen der Unbalanz in
der gleichwertigen starren Welle anders angeordnet und der Rotor ist
nicht mehr ausgeglichen. Dies gibt uns die Erklirung dafiir, warum
ein Rotor, der in der Ausgleichsmaschine bei einer verhiltnismiBig
tiefen Drehzahl ausbalanciert wurde, in der Maschine bei der Betriebs-

P

N
(2 2 5
T 4
- § i
N 2
N 1000. N 2000 4 A
: :
N S 3000 8
S 2000 S

Abb. 113. Abb. 114.

geschwindigkeit nicht ausbalanciert ist. Daher ist der Ausgleich im
Betrieb unter den wirklichen Arbeitsbedingungen erforderlich. Die Ver-
schiebung der Unbalanzebenen mit der Geschwindigkeitsverdnderung
ist unten fiir zwei Spezialfille gezeigt. Abb. 113 zeigt eine Welle mit drei
Scheiben. Die Kurven, , I, und I, der Abbildung stellen die mit Anderung
der Drehzahl eintretenden Verdnderungen in den Abstanden I, Iy, I3
der Unbalanzebenen in der gleichwertigen starren Welle dar. Man
sieht, daB sich diese Kurven mit steigender Geschwindigkeit zunéchst
einander nahern, um bei der kritischen Geschwindigkeit durch einen
gemeinschaftlichen Schnittpunkt zu gehen und dann wieder zu diver-
gieren. Mit Ausnahme eines gewissen Gebietes in der Néhe der kriti-
schen Geschwindigkeit kann der Rotor bei jeder anderen Geschwindig-
keit ausgeglichen werden, indem man Korrektionsgewichte an irgend
zwei der drei Scheiben anbringt. GroBere Schwierigkeiten bietet der
in Abb. 114 dargestellte Fall. Wie man sieht, gehen die Kurven #, und /3
bei einer Geschwindigkeit von etwa 2150 Umdrehungen pro Minute
durch einen und denselben Punkt 4 . Die zwei Ebenen der gleichwertigen
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starren Welle fallen zusammen, und es wird unmdéglich, durch Unter-
bringung von Korrektionsgewichten an den Scheiben I und 3 die Ma-
schine auszugleichen. Praktisch gibt es in der Néhe des Punktes A4
ein erhebliches Gebiet, in dem es schwierig ist, befriedigenden Ausgleich
zu erreichen, und man hat dann in diesem Gebiete schwere Stérungen
durch Schwingungsvorginge zu erwarten.

36. Theorie der dynamischen Schwingungsdimpfer.

Der nachstehend erorterte Schwingungsddmpfer besteht aus
einem kleinen schwingenden System, das auf die Betriebsgeschwindig-
keit einer groBeren Maschine abgestimmt und .
an einer passenden Stelle der Maschine befestigt
wird!. In dieser Weise kann an der Maschine
eine periodische Kraft angebracht werden, die
der Storungskraft der Frequenz und GroBe
nach gleich ist, aber in entgegengesetztem
Sinne wirkt, wodurch die entsprechende
Schwingung eliminiert wird. Die Wirkung
des Schwingungsaufnehmers soll nun an eini-
gen sehr einfachen elastischen Systemen nach Abb. 115 erklart
werden.

Schwingungsdimpfer ohne Reibung. An einer Feder, deren Feder-
konstante gleich %, ist, modge ein Gewicht W, befestigt sein

Abb. 115.

(Abb.115a); die Schwingungsperiode einessolchen Systems ist 'r=2nV %
An der Masse W, wirke nun eine Stérungskraft @, cos m¢ mit der Pe-
riode 7; = 2% Die durch diese Kraft hervorgerufene stationére erzwun-
gene Schwinging ist (s. § 3)

O
by 72
L4

cosmt. (a)

Diese Schwingung kann eine erhebliche Amplitude haben, wenn der
Quotient ;:— der Einheit zustrebt. Um die Konstruktion zu verbessern,
1

befestigen wir am groflen Gewicht W, ein kleines Gewicht W, mit
Hilfe einer Feder, deren Federkonstante gleich k, ist (Abb. 115b). Auf
diese Weise erhalten wir ein schwingendes System mit zwei Freiheits-
graden, und die erzwungene Schwingung (a) kann unter Benutzung
gewisser Proportionen fur k, und W, eliminiert werden. Betrachtet

1 Siehe die Arbeit von J. Ormondroyd u. J. P. Den Hartog: Trans. Am.
Soc. Mech. Eng. 1928. Siehe auch H. Holzer: Stodolas Festschrift, S.234.
Zirich 1929.
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man die senkrechten Verschiebungen x; und x, der Lasten W, und W,

als Koordinaten, so ergibt sich die kinetische bzw. die potentielle Energie
des Systems in der Gestalt
W1 W LEP

xZ _|_ 2 g 2>

und die Lagrangeschen Gln. (72) lauten

Wg*liil + kyx; — ky(xp — ;) = Qg cos mt,

ky xl ky (2 — wl)

L (b)

w, (c)
_—xz + kz(xz i xl) _— O

Der stationire Zustand der erzwungenen Schwingung ergibt sich, wenn
man die Losung der Gln. (¢) in der Form x, = 4 cos mt, x, = B cos m¢
ansetzt. Substituiert man dies in die Gln. (c), so folgt

W

2 e
ky — m? —=

=y — cos mt

w W ’
k by, — 1 2>/k———2 >_~k2
<1+ 2 g m |2 P 2

k,
A W
(bt = o) (ke =2t — g

Wie man sieht, ist die Schwingung der Masse W, eliminiert, wenn man

(d)

cosmt.

%y = Q-

fy — m? %% —0 (e)
setzt, wonach
__1/kay
m = I/Wz (1)

wird, d.h. die Frequenz des kleinen angeschlossenen Schwingungs-
systems mufl der Frequenz der Storungskraft gleich sein. Dann ist
nach den Gln. (d)

x; = 0; Xy = —%cosmt. (2)

Man sieht nun, dal die Bewegung z, der Last W, derart ist, dafi die
auf W, wirkende Kraft gleich wird k,z, = — @, cos m¢, und dies ist
genau entgegengesetzt gleich der aufgezwungenen Kraft. Somit ist
durch Anhéingung eines Zusatzgewichtes W, an das urspringliche
System die Bewegung von W, vollstindig eliminiert, vorausgesetzt,
daf3 die Gl. (e) erfilllt ist. Zu bemerken ist, da} bei den praktischen
Anwendungen nicht nur das Verhéltnis der GréBlen k, und W, zuein-
ander, sondern auch deren absolute Betrage von Bedeutung sind.
Die zweite der Gln. (g) zeigt folgendes: Wird k, zu klein genommen,
so wird x, groBl und die Spannungen in der Feder konnen iibermiBig
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groBle Werte annehmen, oder die Grenzen der moéglichen Bewegung ,
konnen iberschritten werden. Beide Gln. (e) und (g) miissen bei dem
praktischen Entwurf eines Schwingungsaufnehmers in Betracht ge-
zogen werden, und der Wert von @, bestimmt die kleinstméglichen
Werte von k, und W,.

Das beschriebene Verfahren zur Eliminierung von Schwingungen
kann auch im Falle von Torsionssystemen nach Abb. 116 benutzt
werden. Ein System, bestehend aus zwei Massen, deren Trigheits-
momente [; bzw. I, sind, und einer Welle, deren Federungskonstante
gleich k ist, hat eine Eigenschwingungs- —

periode gleich [s. Gl. (15)] 1 I
L]
AN a
T=2n | -~ L[i. (h) [} 3
k I+ 1, ]
Wirkt ein pulsierendes Torsionsmoment 7 4 LI
M, cos mt an der Masse I, so kbénnen die Maschine Y, Gererator
durch dieses Torsionsmoment hervor- _
gerufenen erzwungenen Torsionsschwingun- ]::U
gen der beiden Scheiben I, und I, be- 53 o A ki
7

seitigt werden durch Anbringung eines
kleinen schwingenden Systems an [,, das
aus einer Scheibe vom Tragheitsmoment ¢ und einer Welle von der
Federkonstante k, besteht (Abb.116b). Es ist nur nétig, 4, und ¢
s0 zu bemessen, daf die Frequenz des angebrachten Systems derjenigen
des pulsierenden Momentes gleich wird. Ist dieses Torsionsmoment
mit dem Hauptsystem in Resonanz, so mufl die Bedingung

by __ k(L + 1) .

T LI, &
erfilllt sein. Die Drehwinkel der Scheiben I,, I, und ¢ wéhrend der
Schwingungsbewegung sind

Abb. 116.

M
P = @, = 0; Py = — - cosmt
1

und das Federungsmoment der hinzugefiigten kleinen Welle ist genau
entgegengesetzt gleich dem auferlegten Torsionsmoment M, cos mt.
Bisher wurde die Wirkung des Schwingungsddmpfers nur bei einer
einzigen Frequenz untersucht. Der allgemeine Fall der Schwingungs-
bewegung des Systems ist durch die Gln. (¢) gegeben, und man kann aus
diesen Gleichungen schlieBlen, dafl das System Eigenschwingungen zweier
Arten ausfithrt. Die Frequenzen dieser Schwingungen sind bestimmt
durch die zwei Wurzeln m? und m der in m? quadratischen Gleichung,
die sich aus dem Nullsetzen des gemeinschaftlichen Nenners der Aus-

driicke (d) ergibt. Der Quotient xﬁ fiir diese zwei Frequenzen ist dann
2

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 14
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nach den Gln. (d)

(L) 1 _miW,, <ﬂ> __mW,
X9 /1 gky ’ Zo /2 gk °

Die entsprechenden Schwingungstypen sind in Abb. 117 fiir einen
Spezialfall schematisch dargestellt. Wenn die Stérungskraft eine Fre-
- quenz nach GIl. (f) hat, so wird die Schwin-
gung durch den Schwingungsaufnehmer be-
seitigt. Bei irgendeiner anderen Frequenz
der Stérungskraft dagegen wird die Schwin-
gung nicht eliminiert und wenn m = m,
" oder m = m, wird, so tritt Resonanz ein.
Hieraus ist ersichtlich, daB die Anwendbar-
keit des Schwingungsaufnehmers ohne Dampfung auf Maschinen mit
konstanter Geschwindigkeit, wie beispielsweise elektrische Synchron-
oder Induktionsmaschinen, beschrénkt ist. Eine Anwendung des
Schwingungsaufnehmers ist in Abb. 118 veranschaulicht, in der das
AuBenbord-Fufligestell des Generatorteils eines 30000-kW-Turbogene-
rators dargestellt ist. Dieses FuBgestell fiihrte
bei 1800 Umdrehungen pro Minute erhebliche
Schwingungen in der Richtung der Generator-
achse aus. Nachdem zwei Schwingungsauf-
nehmer, bestehend aus je einem einzuspan-
nenden Stab von 51 cm Lénge bei einem
Querschnitt von 2,2 X 6,7 cm und mit einem
Gewicht von 11,3 kg am freien Ende, am
FuBgestell befestigt worden waren, ergab sich
eine Amplitude ungefihr gleich einem Drittel

der urspriinglichen.
Sehwingungsdimpfer mit Reibung. Um die
Wirksamkeit des Schwingungsaufnehmers auf
ein weiteres Frequenzengebiet auszudehnen,
ist es erforderlich, ein Dampfungselement in
ADD. 118. den Aufnehmer einzufithren. Aus Abb. 117
ist ersichtlich, daBl die Masse des Aufnehmers bedeutend heftiger
schwingt als die Hauptmasse, daher ist eine der Geschwindigkeit
proportionale Dampfung bedeutend stédrker ausgesprochen, wenn
das Daémpfungsmittel im Schwingungsaufnehmer anstatt im Haupt-
system untergebracht wird. Nehmen wir z. B. an, dal das Dimp-
fungselement zwischen den Massen W; und W, (Abb.115b) ein-
geschaltet wird und daB die Dampfung der Relativgeschwindig-
keit &, — xz, der beiden Massen proportional ist. Unter Beriicksich-
tigung der Reibungskraft ergeben sich die Differentialgleichungen der

Abb. 117.
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Bewegung aus den Gln. (c), und zwar in folgender Gestalt:

I;’lxl + by 2y — Ky (@, — @) = Qpcosmt + a(xy — xy),

W . . (k)
?2952 + k(o — 7)) = o(@y — @) -
Hierin hiangt der Faktor « von den Dampfungsverhiltnissen ab. Macht
man diesen Faktor sehr klein, so nahert man sich dem Fall eines Schwin-
gungsddampfers ohne Reibung. Die diesem Spezialfall entsprechende
Wirkung wurde oben erklart. Tm Falle eines unendlich grofen Wertes
von o gibt es keine Relativbewegung zwischen den zwei Massen, der
Schwingungsddmpfer wirkt nicht und die Hauptmasse gerédt in einen
Zustand heftiger Schwingungen im Falle der Resonanz. Fir jeden
Spezialfall existiert ein bestimmter Wert von «, fiir den die Amplitude
der erzwungenen Schwingung zu einem Minimum wird. Diese giin-
stigste Dampfung ist durch die Gln. (k) gegeben; fiir den Sonderfall

b _ g

W, W,
ergibt sich daraus folgender Ausdruck fiir die Amplitude der erzwun-
genen Schwingung!:

. / ( W>ﬁ9p+(1*/3)2
a_p |/ mg Wi/ — )
p(1

(m},a:V"> ﬂg_' — B+ 1P+ i [p(l — B)2— B

\ow

Hierin ist
W, ..
—gl die Masse des Hauptsystems,

Xy = %” die statische Durchbiegung an der Hauptmasse, hervor-
1
gerufen durch die Kraft Q,,

. ]C_Tg_ lm, [ m\2, _Wl__kl
m=|Si=5s A= e

Der Ausdruck (l) gestattet die Berechnung des Quotienten % fir ein

bestimmtes System und einen bestimmten Wert « des Dimpfungs-
faktors und fiir verschiedene Werte von B, d. h. fiir verschiedene Fre-
quenzen der Storungskraft @, cos mt. In der Abb. 119 sind die Ergeb-
nisse derartiger Berechnungen fiir den Fall p = 20, m; = 120 und
W, =100 Pfd. dargestellt. Fiir = 0,32 (im englischen Maﬁsystem) weist

die Kurve, die den Quotienten 1 als Funktion von — darstellt zZwel

Lst

1 Siehe die oben erwiahnte Arbeit von J. Ormondroyd u. J. P. DenHartog.
14*
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deutliche Maxima auf, entsprechend den zwei Resonanzfrequenzen
der Schwingung. Fiir & = 1 ist der zweite Resonanzgipfel abgedampft.
Die Maximalamplitude der Abb. 119 tritt stets im ersten Gipfel auf.
Tragt man diese Maximalamplitude als Funktion des Dampfungs-
faktors o auf, so erhalt man die in Abb. 120 dargestellte Kurve, aus
der sich fiir das betrachtete System die beste Dampfung bestimmen

1a3t. Eine Reihe von Kur-

" l ! ven der in Abb. 120 dar-
7Pfund=4453 kg .
” o330 geste]lt:,en Art wurde nun fir
g0 7\ YETT) verschiedene Werte von p
%w wgiy  \ar |70 berechnet und die jeweilig
£8 / N entsprechende beste Damyp-
g VAN . . .
X N fung ermittelt. Die Ergeb-
; g4 nisse dieser Berechnungen
] o~ sind in Abb. 121 mit Hilfe
86 0,7 08 08 10 1

WO gweier Kurven dargestellt,
Abb. 119. die die beste Dampfung «

bzw. die Maximalamplitude

bei dieser Diampfung, beides als Funktionen von p, angeben. Zu be-
merken ist, daB die Berechnungen fiir W; = 100 Pfd. und m, = 120

durchgefiihrt wurden, doch koénnen die erhaltenen Resultate auch fir

a5 andere numerische Werte dieser
3014 GroBen benutzt werden; man
‘ - hat hierzu nur zu beachten,
‘LS . - .
Me=120 dafl die GI. (1) bei solchen Ande-
)éﬁ’m \ rungen von W, m, und «, die
15 < . ..
o \ | die GroBe —=— konstant er-
10 L my Wy
5 halten, ungedndert bleibt. Da-
0 her ist es erforderlich, wenn
0 5 10 15 20 —>d das Diagramm 121 fiir andere
Abb. 120. Werte von W, oder m, ver-
100 - 120 wendet werden soll, die Werte
—— = u,, an Stelle der Werte «,,. als Ordinaten einzufiihren.
mg W 1 opt 0D

Der Schwingungsdiampfer in der Gestalt eines Torsionssystems
wird an verschiedenen Automobilmotoren verwendet. Er kann auch
dazu benutzt werden, die Torsionsschwingungen in Kurbelwellen von
Dieselmaschinen auf ein Minimum zu reduzieren. Das gleiche Prinzip
beherrscht auch den berithmten ,,Schlingertank®, den H. Frahm im
Jahre 1911 fiir die Stabilisierung von Schiffen vorgeschlagen hat!.
Dieser besteht aus zwei Behiltern, die partiell mit Wasser gefiillt und

! Frahm, H.: Neuartige Schlingertanks zur Abddémpfung von Schiffsroll-
bewegungen. Jahrb. Schiffsbaut. Ges. 12, 283 (1911).
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durch zwei Rohre miteinander verbunden sind (Abb. 122). Das obere
Rohr enthilt eine Luftdrossel. Das im Wasser schlingernde Schiff
entspricht dem Hauptsystem der Abb. 115, die Wellenimpulse treten
an die Stelle der Stérungskraft und das zwischen den zwei Behéltern
wogende Wasser ist der Schwingungsdimpfer. Die Démpfung des
Systems ist mit Hilfe der Luftdrossel regulierbar. Die Vorrichtung hat
sich auf groflen Passagier-

dampfern ausgezeichnet be-

wihrt. Ein Schwingungs-

diampfer anderer Art wurde

von H.Frahm benutzt, um

die Schwingungen in einer

Schiffshiille zu beseitigen.

Ein Schwingungssystem ana-

log demjenigen eines Pallo-

graphen (s. Abb. 12) wurde

amHeck des Schiffes befestigt

und die heftigen Schwingun- Abb. 121.

gen der Masse dieses Schwin-

gungssystems, hervorgerufen durch die Schwingungen der Hiille, wur-
den durch eine besondere hydraulische Dampfungsvorrichtung ab-
gedampft. In dieser Weise war es mdglich, die durch unausgeglichene
Maschinenteile erzeugten Schwin- =
gungen der Schiffshiille bis zu | T -
einem sehr hohen Grade zu be- ==
seitigen. =

Dimpfer mit konstanter Reibung®. ————
Dieser Diampfer, gewdhnlich unter -___A]'D;._lézl
dem Namen des Lanchester-Damp-
fers bekannt, wird bei Gas- und Dieselmaschinen vielfach verwendet,
um die Amplituden der kritischen Torsionsschwingungen zu beschrin-
ken. Der Dampfer (Abb. 123) besteht aus zwei Schwungridern a,
die auf Biichsen b frei um das eine Ende der Kurbelwelle rotieren kén-
nen, von der sie mit Hilfe der Reibungsringe ¢ getrieben werden. Die
Schwungrider werden mittels belasteter Federn und passend angezoge-
nen Muttern d gegen die Reibungsringe gepreBt.

Der Zweck des Diampfers besteht darin, die Energie zu zerstreuen,
wenn die Schwingungsamplitude an der Dampfernabe e zu stark an-
wichst, wie im Falle der Torsionsresonanz der Maschine. Treten an der
Dimpfernabe heftige Schwingungen auf, so ist das Schwungrad durch

1 Die Theorie wurde von J.P. Den Hartog und J. Ormondroyd entwickelt
Trans. Am. Soc. Mech. Eng., Appl. Mech. Div. 1980. Siehe auch B. C. Carter:
Verhandl. d. 3. Intern. Kongr. Stockholm 1930, IIT. Teil, 8. 198.
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eigene Triagheit verhindert, der Bewegung zu folgen; die entstehende
Relativbewegung zwischen der Nabe und den Schwungridern ver-
anlafit Gleiten der Reibflichen und somit Energieverlust. Wenn die
Schwingungen an der Nabe schwach sind, so schlieBen sich die Schwung-
riader an die Reibungsringe an; sie folgen dann der Bewegung der Nabe
und es treten keine Energieverluste ein. Somit hat das mittels der
Reibungsrider angetriebene Schwungrad die wertvolle Eigenschaft, nur
dann energiezerstreuend zu wirken, wenn Energie abgefiihrt werden
soll, d. h. wenn die Schwingungen der Kurbelwelle zu stark zu werden
drohen.

Es ist klar, daB} die giinstigste Stellung des Dampfers an der Maschine
jene ist, wo die Amplituden der Torsionsschwingungen am starksten sind.
Da eine Gas- oder Dieselmaschine meistens ein
groBes Schwungrad tragt, dessen Torsionsschwin-
gungen kleine Amplituden haben, so ist der Démpfer
logischerweise an demjenigen Ende der Kurbelwelle
anzubringen, das vom Hauptschwungrad weiter
entfernt liegt.

Im stationdren Zustand rotiert das Dampfer-
Schwungrad mit einer durchschnittlichen Winkel-
geschwindigkeit, die gleich der mittleren Winkel-
geschwindigkeit der Kurbelwelle ist. Die Uber-
einanderlagerung der beiden Bewegungen ergibt
eine Bewegung relativ zur schwingenden Nabe.
Diese Bewegung ist ihrer Natur nach periodisch und
ihre Frequenz ist die gleiche wie die der schwingenden Nabe. Das
Diampfer-Schwungrad kann drei Arten von Bewegung ausfithren:

1. Wenn die Beschleunigung der Dampfernabe dem Werte nach stets

kleiner ist als YZL,

Abb. 123.

so gleitet das Schwungrad nie, sondern folgt ginz-

lich der Bewegung der Nabe. Hierbei bedeutet 7' das Torsionsmoment
infolge der Reibung, widhrend I das Trigheitsmoment des Dampfer-
Schwungrades ist;

2. das Démpferschwungrad kann fortwahrend gleiten;

3. das Schwungrad folgt der Bewegung der Nabe mdéglicherweise
wahrend eines Teiles der Periode und gleitet dann wihrend des Restes
der Periode.

Wir wollen annehmen, dafl die Bewegung der Dampfernabe sinus-
formige Gestalt hat. Zwei Storungsfaktoren sind hier zu unterscheiden.
Erstens, das aufgezwungene Torsionsmoment der Maschine ist nicht rein
harmonisch. Die Wirkung des Dampfers soll jedoch nur in der Nahe des
Resonanzgebietes untersucht werden, wo die Amplituden der Bewegung
infolge des harmonischen Torsions-Grundmomentes verhiltnismaBig
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groB sind, wihrend die héheren harmonischen Komponenten des Torsions-
momentes die Bewegung kaum beeinflussen. Zweitens, das Reaktions-
moment 7' des Dampfers gegen das System ist nicht harmonisch. Wieder
kann der Einflul der héheren Komponenten aus dem gleichen Grunde
vernachlissigt werden.

Die drei oben bezeichneten mdoglichen Arten der Bewegung kénnen
am besten durch Betrachtung des Geschwindigkeitsdiagrammes Abb. 124
verstanden werden. Wah-
rend der Gleitphase der

Schwungradbewegung
steht das Rad unter dem
EinfluB eines konstanten

Reibungs - Drehmomen-
tes. Daher muf3 die Win-
kelgeschwindigkeit  des
Schwungradeseinelineare
Funktion der Zeit sein.
Infolge der Tatsache, dafl
die Bewegung der Nabe
nach einem symmetri-
schen Gesetz erfolgt, muf3
auch die Bewegung des
Déampfer-Schwungrades
symmetrisch sein. Diese
Verhiltnisse kénnen nun
auf dem in Abb. 1243
gezeigten Wege wieder-
gegeben werden. Die

Geschwindigkeit des
Schwungrades  wichst,
wenn die Geschwindigkeit der Nabe grofer ist, und sie nimmt ab,
wenn die Geschwindigkeit der Nabe kleiner ist als die Geschwindig-
keit des Schwungrades. Die Neigung der Geschwindigkeitskurve des

Abb. 124,

Schwungrades ist gleich %’ . Sobald die Federn des Dampfers angezogen

sind, wird die Geschwindigkeitskurve des Schwungrades steiler. Wenn
die Démpfernabe eine bestimmte Amplitude hat, die unabhingig ist
vom Torsionsmoment des Dampfers, so schneiden sich die Geschwin-
digkeitskurven der Nabe und des Schwungrades schliellich in Punk-
ten, in denen ihre Neigungen gleich sind, wie in Abb. 124b gezeigt.
Damit ist der Grenzwert fir das Torsionsmoment des Dampfers ge-
geben, unterhalb dessen andauerndes Gleiten stattfindet. Wichst das
Torsionsmoment des Dampfers weiter, so schlieSt sich das Schwung-
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rad an die Nabe an bis die Beschleunigung der Nabe grofl genug ist, um

sie loszukriegen (siche Abb. 124 c).
Im folgenden bezeichnen wir mit

W die wihrend einer Periode der Nabenbewegung gegen die Reibung
geleistete Arbeit,

v; die superponierte momentane Winkelgeschwindigkeit des Dampfer-
Schwungrades,

v, die superponierte momentane Winkelgeschwindigkeit der Dampfer-
nabe,

o =g Sin w¢ den Drehwinkel der Dampfernabe,

w das 2 m-fache der Bewegungsfrequenz der Dampfernabe,

t die Zeit,

t, = gg die Bewegungsperiode der Dampfernabe,

T das Torsionsmoment, das erforderlich ist, um das Dampfer-Schwung-
rad gegen die Reibungsringe zum Gleiten zu bringen,

I das gesamte Triagheitsmoment des Dampfer-Schwungrades,

0 die relative Winkelverschiebung zwischen der Démpfernabe und dem
Schwungrad.
Die wihrend einer Periode der Nabenbewegung gegen die Dampfer-

reibung verrichtete Arbeit ist

27 27 7T
@ @ 2w
w =de9 :IT»ggdt :fT(vh — ) dt = 2Tf(vh — v,)dt, (m)
0 0 _
2w

d. h. W ist das 2 T-fache der schraffierten Fliche in Abb. 124 a, b oder c.
Diese Flidche soll nun berechnet werden. Bei der Betrachtung der
Abbildungen a, b und ¢ nehmen wir jenen Zeitpunkt als Nullpunkt an,
wo die superponierte Geschwindigkeit des Schwungrades gleich Null ist
und eben positiv zu werden beginnt, oder, genauer ausgedriickt, jenen
Zeitpunkt, wo die Geschwindigkeit des Schwungrades ihrem Mittelwert

gleich ist und zu wachsen beginnt. Es ist
v = 4= 5 t, (n)

worin das Vorzeichen von der Stellung in der Periode abhéngt. Ferner ist
vy, = g COs (Wt — wi,). (o)

Diese Formeln gelten ganz allgemein. Die weitere Untersuchung aber ist
nach verschiedenen Richtungen hin zu fithren, je nachdem es sich um
den Fall der Abb. a oder den der Abb. ¢ handelt. Zuerst berechnen wir
den Fall des dauernden Gleitens (Abb. 124a ). Die Zeit t, folgt aus der
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Bemerkung, daB v, =wv, fir { = :t 1 oder

T 2=xn

T
T a = %@ cos<§ —wto>.

Lost man diese Gleichung nach £, auf, so folgt

T
Tolay (P)

SIE

sin wty =

Substituiert man (n) und (o) in (m), so erhdlt man nach Ausfithrung der
Integration unter Benutzung der Formel (p)

W=4Tua, ’/17~ <:2;‘>z \/’LTf- (r)

I w?oy

Dieses Ergebnis 148t sich bequemer in folgender dimensionsloser Ge-
stalt schreiben:

W AT ) T ae, T e
To?o, T 2o, K2) (Tt %) . (s)
Dieser Ausdruck wird zu einem Maximum, wenn
2
=) S0t (t)

wird. Fiir diesen Wert von 7' wird die zerstreute Energie gleich
4
Wmax = - T w?al. (u)

Die Gln. (p), (r) und (s) gelten nur, solange

dvy dv, . 4
a =g bel =7

ist, was hinreichend klar aus Abb. 124 hervorgeht. Die Grenze, bis
zu der die Gleichungen gelten (s. Abb. b) ist daher durch die Be-
dingung
(o) _ (Ao
\dt ) _a <dt )tzji
2w 2w

gegeben. Substituiert man (n) und (o) in diese Gleichung, so folgt nach
einiger Rechnung

Isz%: 1_<%>2<T$Tz70>2:l/1+21>220,536. (v)
2

begmnt das Dampfer-Schwungrad sich zeit-

T
I 2
weise mit der Détmpfernabe zu bewegen. Fiir diesen Fall sind die Be-

Bei diesem Werte von ————
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wegungsverhéltnisse in Abb. 124c graphisch dargestellt. Im Augen-

blick ¢t = — i, ist, wie man sieht, v, = v, und auch %%'5 = % Mathe-
matisch ausgedriickt, lauten diese Bedingungen
T
Th= % cosw (ty 4 t,) , (w)
T . ’
TZaowsmw(to—l—tZ). (w)

Nach Elimination von #, und Auflésung nach ¢, hat man

T 2
1— <Tw2 a(,)

. T
wty= 7 — arc sin w—5— — —

I w?ay, T \2 ° (¥)
<I w? oco>
Substituiert man (n) und (o) in-(m), so wird
+ wly
w T T i
1w2a8=21w2%f[cosw(tﬁto)—mthwdt. (z)
—wis

Die untere Integrationsgrenze ist durch (w) bestimmt, die obere dagegen
durch die dhnliche Gleichung

T
Tls= s cos(ly — 1), (A)

die die Tatsache ausdriickt, daB an der oberen Grenze die Geschwindig-
74 keiten der Nabe und des Schwung-
= { rades gleich sind.

\ Die numerische Auswertung von
3 (z) geschieht folgendermafBien: Zuerst
m:‘:\ wird fir einen bestimmten Wert von
=

3 T die GrofBe ¢, aus der Gl.(y) be-
I w?ay

rechnet; dann lassen sich aus den
S ;%\ Gln. (v.v) und (A‘) die GroBen ¢, und. iy
Z@ =\ nun.lerlsch bestimmen, und da beide
p \\ Gleichungen transzendent sind, so
,% kann die Losung nur durch Probie-
”'7;[&}2“0'5 9 %0 ren gefunden werden. Nach numeri-
’ scher Ermittelung der Werte ¢, &,
und ¢, bietet die Berechnung von

(=5 )
53

K

S N
2 o
04/20/20
i
118 rJ

B
B

R
i&

Abb. 125,

Toigz 208 (z) keine Schwierigkeiten. In dieser Weise wurde der rechte
w? of

Teil der Kurve Abb. 125 Punkt fiir Punkt bestimmt.
Nun wollen wir die Wirkung des Dampfers auf ein vereinfachtes
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System untersuchen, und zwar insbesondere im Resonanzpunkt oder in
der Nihe desselben. Die bei der Resonanz wirklich auftretende Amplitude
findet man, indem man die in dem Dampfer verzehrte Energie gleich
der von der Maschine dem System erteilten Energie setzt. Wir berech-
nen nun diese letztgenannte Energie.

Im Falle der Resonanz kann man die Wirkungen aller Gasdruck-
Torsionsmomente vernachldssigen, mit Ausnahme des einen, das mit
der Eigenfrequenz synchron ist. Wir diirfen also annehmen, dafl nur
ein einziges einfach harmonisches Torsionsmoment an der Maschine
wirkt.

Dieses Torsionsmoment sei

M = Mysinwt, (B)

worin @ gleich dem 2 s-fachen der Eigenfrequenz des Systems ist.
Methoden zur Berechnung des Wertes von M, findet man in der Ab-
handlung von Lewis!. Dieses Mo-
ment veranlaBt eine Schwingung im
System, bei der I, und I, die rela-
tiven im Diagramm der Abb. 126 ge.
zeigten Resonanzamplituden haben.
Die Bewegung von I; sei
o = agsin(wt — @). (C)

Dies ist auch die Bewegung der Damp-
fernabe im vereinfachten Schema der
Abb. 126. Ist a4 bekannt, so sind die
Bewegungen und Spannungen im AbD, 126.
ganzen System bekannt.

M wird dem konstanten mittleren Torsionsmoment der Maschine,
o der stetigen Rotation der Maschine superponiert.

Es sei W die Arbeit, die M pro Periode bei der Schwingung leistet.
Dann ist

2
szMdy.:nMoocnsimp; (D)
i
M und « sind in den Gln. (B) und (C) als Funktionen der Zeit gegeben

und g ist eine vollstindige Periode. Bei der Resonanz ist, entsprechend

der ersten Annahme, ¢ = 90° und die Arbeit pro Periode betragt
W=mnMyo,. (E)
Setzt man diesen Ausdruck fir die aufgewandte Energie gleich dem

1 Sjehe FuBinote S. 153 dieses Buches.
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Ausdruck (s) fiir die in dem Dédmpfer zerstreute Energie, so erhilt man
2
(2)
al, 2N
Vo (5 1
Dieser Ausdruck ist in Abb. 127 durch den linken Teil der Kurve 4 dar-
gestelit. Der rechte Teil dieser Kurve entspricht einer Bewegung mit
teilweisem Stillstand und die Kurve
laBt sich mit Hilfe der Abb. 125
punktweise berechnen.

Die Kurven B und C dieser Ab-
bildung findet man, wenn man noch
gewisse andere Dampfungen beriick-
sichtigt, die auBerhalb des Dampfers
durch Hysteresis der Welle hervor-
gerufen werden.

Es hat sich gezeigt, daB die Dia-
gramme der Abb. 127 sehr gut mit
den Versuchen iibereinstimmen, so-
wohl mit den im Laboratorium an-
gestellten, als auch mit den Betriebs-
priifungen.

Die Anwendung dieses Dimpfers beschrankt sich nicht nur auf

Torsionssysteme, sondern erstreckt sich auch auf die Dampfung linearer
Schwingungen an nicht rotierenden Systemen.

2
I w?a,

(F)

Abb. 127.

IV. Schwingungen elastischer Korper.

Bei der Betrachtung der Schwingungen elastischer Korper soll an-
genommen werden, daB die Korper homogen und isotrop sind und
dem Hookeschen Gesetze folgen. Die im vorigen Kapitel fiir ein System
von Massenpunkten aufgestellten Differentialgleichungen der Bewegung
finden auch hier Anwendung.

Im Falle elastischer Korper jedoch haben wir an Stelle mehrerer
konzentrierter Massen ein System von unendlich vielen Teilchen, zwischen
denen elastische Krifte wirken. Dieses System erfordert zur Bestimmung
seiner Lage unendlich viele Koordinaten und besitzt somit unendlich
viele Freiheitsgrade, da jede kleine Verschiebung, die der Stetigkeits-
bedingung geniigt, d.h. keine Risse in dem Korper verursacht, sich
als mogliche oder virtuelle Verschiebung auffassen lifit. Man sieht
also, daB jeder elastische Kérper unendlich viele Eigenschwingungen
besitzen kann.
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Im Falle dinner Stibe oder Platten 1aBt sich das Schwingungs-
problem wesentlich vereinfachen. Diese Probleme, die fiir viele tech-
nische Anwendungen von groBler Wichtigkeit sind, sollen in diesem
Kapitel eingehender! besprochen werden.

37. Longitudinale Schwingungen von prismatischen Stében.

Differentialgleichung longitudinaler Sehwingungen. Die folgende
Uberlegung griindet sich auf die Annahme, daB die Stabquerschnitte
wahrend der Longitudinalschwingung eines prismatischen Stabes eben
bleiben und die Teilchen in diesen Querschnitten nur Bewegungen in
der Achsenrichtung des Stabes ausfuhren. Die wiahrend einer solchen
Schwingung des Stabes stattfindenden longitudinalen Ausdehnungen
und Zusammenziehungen werden sicher-
lich gewisse seitliche Forménderungen mit
sich bringen, doch wollen wir im folgen-
den nur solche Fille betrachten, wo die
Wellenléinge gegeniiber den Querschnitts-
dimensionen des Stabes gro8 ist. In der-
artigen Fillen kann man die seitlichen
Verschiebungen wihrend der Longitudi-
nalschwingung ohne wesentlichen Fehler
vernachlissigen?.

Bei dieser Annahme 148t sich die Differentialgleichung der Be-
wegung fir ein Stabelement zwischen zwei benachbarten Quer-
schnitten mn und m;n; (s. Abb.128) genau so niederschreiben wie
fir ein Einzelteilchen.

Es sei

u = longitudinale Verschiebung eines beliebigen Stabquerschnittes

mn wihrend der Schwingung,

¢ = Dehnung (pro Léngeneinheit),

E = Elastizitatsmodul,

F = Flacheninhalt des Querschnittes,

8§ = FEe = longitudinale Zugkraft,

y = Gewicht des Materials pro Volumeneinheit,

! = Linge des Stabes.

Abb. 128,

! Die vollstindigste Diskussion der Schwingungsprobleme elastischer Systeme
findet man in dem bekannten Werk von Lord Rayleigh: Theory of Sound.
Siehe auch H. Lamb: The Dynamical Theory of Sound. Love, A. E. H.: Mathe-
matical Theory of Elasticity, 4. Aufl. (1927); Handb. Physik 6 (1928). Barré de
Saint-Venant: Théorie de 1’élasticité des corps solides. Note finale du par. 61.
Paris 1883.

2 Eine vollstdndige Losung des Problems der longitudinalen Schwingungen
eines zylindrischen Stabes von kreisférmigem Querschnitt, welche auch die seit-
lichen Verschiebungen beriicksichtigt, stammt von L.Pochhammer: Jahrb.
Math. 81, 324 (1876).
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Dann ist die Dehnung und die Zugkraft in einem beliebigen Stabquer-
schnitt mn '
P— au .
=72
Fiir einen benachbarten Querschnitt ist die Zugkraft

0 2
S +dS =FE (52 + 5 3da).
Bedenkt man, daf der Trigheitswiderstand eines Stabelements mnm,;n,

_ Fydz 0Pu

g at?

e §=FE.
oz

betrégt, und beriicksichtigt man das d’Alembertsche Prinzip, so erhilt
man folgende Differentialgleichung fiir die Bewegung des Elementes
mnm n,:

Fy oty u
—gor TFEGE=0
oder
%y Ru
aE =~ T (89)
worin!
a? = Iy .

g (90)

Losung dureh trigonometrische Reihen. Die Verschiebung %, die von
der Koordinate  und von der Zeit ¢ abhingt, muB eine Funktion von
x und ¢ sein, welche die partielle Differentialgleichung (89) befriedigt.
Partikulidre Losungen dieser Gleichung lassen sich leicht finden, wenn
man zunichst bedenkt, dafl sich im allgemeinen Fall jede Schwingung
eines Systems in die Eigenschwingungen auflésen 148t und daB ferner
bei einer solchen Eigenschwingung alle Punkte des Systems eine ein-
fach harmonische Schwingung ausfithren und dabei miteinander gleichen
Schritt halten, so daB sie gleichzeitig durch ihre Gleichgewichtslagen
hindurchgehen. Nimmt man nun an, daf der Stab eine Eigenschwingung

von der Frequenzv% ausfihrt, so stellt sich die Losung der GI. (89)
in der Form
u = X(Acospt -+ Bsinpi) (a)

dar, worin A und B willkiirliche Konstante sind und X eine gewisse
nur von « abhingige Funktion ist, welche die Form der betrachteten
Eigenschwingung bestimmt und ,,Eigenfunktion genannt wird. Diese
Funktion muB in jedem einzelnen speziellen Fall so bestimmt werden,
dafl sie den Bedingungen an den Enden des Stabes geniigt. Als ein

1 Spater (8. 315) wird gezeigt werden, da3 a die Geschwindigkeit der Wellen-
fortpflanzung langs des Stabes ist.
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Beispiel betrachten wir nun die longitudinalen Schwingungen eines
Stabes mit freien Enden. In diesem Falle muB die Zugkraft an den
Enden wihrend der Schwingung gleich Null sein, und wir erhalten fol-
gende Randbedingungen (s. Abb. 128):

ou ou
<‘ajv>z:0 =0 <%> —l 0. (b)
Setzen wir (a) in Gl. (89) ein, so ergibt sich
d2 X
— — 27 T
X =a d 2?
und daraus
X=C’eos¥+Dsinzg. (c)

Um die erste der Bedingungen (b) zu erfiillen, ist es notwendig, D = 0
zu setzen. Die zweite der Bedingungen (b) ist erfiillt, wenn

.pl ;
s1n;—0 (91)

ist. Dies ist die ,,Frequenzgleichung’ fir den betrachteten Fall;
aus ihr lassen sich die Frequenzen der longitudinalen Eigenschwin-
gungen eines Stabes mit freien Enden berechnen. Die Gleichung
wird befriedigt, indem man

pl .

-5‘ =17T (d)
setzt, wobei ¢ eine ganze Zahl ist. Lat man ¢ die Werte 1,2,3,...
durchlaufen, so erhélt man die Frequenzen der verschiedenen Schwin-
gungsarten. Die Frequenz der Grundschwingung findet man, indem
man % = 1 setzt; dann wird

an 7= 1/Eg
P1=T=T]*;- (92)
Die entsprechende Schwingungsperiode ist
27 /v
=—==21[ .
o D1 l/ g (93)

Die Form dieser Schwingung ist in Abb. 128b durch die Kurve kk
dargestellt; die Ordinaten dieser Kurve sind

7T
X1=Clcos%:C’lcosTx.

Abb. 128¢ stellt die zweite Schwingungsart dar, fur die

{ 27
Q(} =2xa und X,= 02cos—7l€.
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Die allgemeine Form einer partikuliren Lésung (a) der Gl. (89) wird

(e)

1mat wzat>

+ B;sin —;

X
u = cos——l—<Aic

sein.

Durch Superposition derartiger partikulirer Losungen 148t sich jede
beliebige Longitudinalschwingung des Stabes! in folgender Form dar-
stellen:

o

U= 2 cos%—x(fli cos@ + B,-sin“?”) . (94)

1

Die willkiirlichen Konstanten 4,, B; konnen immer so gewiihlt werden,
dafl sie beliebigen Anfangsbedingungen genigen!.
Nehmen wir z. B. an, daB zur Anfangszeit ¢ = 0 die Verschiebungen »
durch die Gleichung
(u)t=0 == f ()

und die Anfangsgeschwindigkeiten durch die Gleichung

(U)=0 = f1()

gegeben seien. Setzen wir in Gl. (94) ¢ = 0, so erhalten wir

ZEAicos”l[x ()

1
Differenziert man Gl. (94) nach ¢ und setzt dann ¢ = 0, so ergibt sich
]‘l(w):_?”;aB cos@—ﬂ;l (g)

Die Koeffizienten 4, und B; in den Gln. (f) und (g) lassen sich nun
berechnen, und zwar, wie bereits erklirt wurde (s. §12), mit Hilfe
der Formeln:

l
= %f}‘(x) cos t”Z—ycdac, (h)

B, = “mffl COSM Tdx. (k)

Als Beispiel untersuchen wir den Fall, daf} ein prismatischer Stab,
der durch an den Enden wirkende Krafte zusammengedrickt wurde,
zur Zeit ¢t = 0 plotzlich von diesem Druck befreit wird. Setzen wir

(u)t:o:f(x):—%l —ex; hi@) =0,

1 Verschiebungen des Stabes als starrer Kérper werden hier nicht betrachtet.
Ein Beispiel, bei dem eine derartige Verschiebung beriicksichtigt werden muf;,
wird auf S.229 besprochen.
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worin e die Verkiirzung der Lingeneinheit des Stabes zur Zeit { = 0
bezeichnet, so erhalten wir aus den Gln. (h) und (k)

del .
4, = ﬁ% fiir ungerades ¢;

A; =0  fur gerades i;

B;=0
und die allgemeine Loésung (94) erhalt die Gestalt
00 1% gog 701
_ 4el 2 1
1,3,5

In dieser Losung kommen nur ungerade ganze Zahlen ¢ = 1, 3, 5,
vor; sie ist in bezug auf den Mittelquerschnitt des Stabes symmetrisch.

Der allgemeinen Losung (94), welche die Schwingung des Stabes
darstellt, 148t sich jede longitudinale Verschiebung des Stabes als starrer
Korper superponieren.

Losung durch generalisierte Koordinaten. Nimmt man im be-
trachteten Falle die eingeklammerten Ausdriicke in GI. (e) als gene-
ralisierte Koordinaten und bezeichnet sie mit ¢;, so wird

LR
ugz q;c08 ——.

Die potentielle Energie des Systems, die hier in der Energie der
elastischen Forménderung besteht, ist
1

!

FE (| /0u?2 FE n? . iax\2

7o —_ _ —— i 2.Q.; — A

V=3 f(@x) dx 3 f(%}zq,sm ] )dm
0 0

FEn2 el
= L gk (n)

Bei der Berechnung von

i
f<2iqisinz~$>2dx
0

ergeben nur jene Glieder, welche die Quadrate der Koordinaten ¢,

enthalten, von Null verschiedene Integrale (s. § 12).
Die kinetische Energie zur gleichen Zeit ist

l
T=%f(%)2dx=%52qg. (n)
0

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 15
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Setzt man 7' und V in die Lagrangeschen Gln. (71) ein, so erhilt
man fiir jede Koordinate ¢; die Differentialgleichung

a? 2 22

%+ —F—4=0, (p)

und daraus
z mat

A

Dieses Resultat stimmt mit unserem fritheren Ergebnis vollkommen iiber-
ein [s. Gl. (e)]. Wir sehen, daB jede der Gln. (p) nur eine Koordinate g,
enthélt. Die gewdhlten Koordinaten sind voneinander unabhéingig und
die entsprechenden Schwingungen sind ,,Hauptschwingungen® des
Stabes (s. S.138).

Die Verwendung generalisierter Koordinaten eignet sich besonders
fir die Diskussion erzwungener Schwingungen. Als Beispiel wollen wir
einen Stab mit einem eingespannten und einem freien Ende betrachten.
Die Losung fiur diesen Fall erhalt man sofort aus (94). Man hat nur
anzunehmen, dafl in dem fritheren Falle der Stab mit freien Enden
Schwingungen ausfithrt, die in bezug auf die Stabmitte symmetrisch
sind. Diese Bedingung wird erfillt, indem man in der Losung (94)
1=1,3,5,... setzt. Dann kann man den Mittelquerschnitt als fest
betrachten, und jede Stabhélfte schwingt nun genau so wie ein Stab mit
einem festen und einem freien Ende. Bezeichnet man mit ! die Linge
eines solchen Stabes und nimmt den Koordinatenursprung in dem
festen Ende an, so erhélt man die Losung fiir diesen Fall, indem man

2] fir I und sin 3;—; fiir cos | ’2—{ in Gl (94) setzt. Auf diesem Wege

’L

g = ;008" 4 B;s

ergibt sich

w0

— N imx _ twat ir g
2 ] 3_/7/ sin—5-- KAZCO + B;sin’ 21 ) (95)
R T

Betrachten wir nun die eingeklammerten Ausdriicke dieser Liosung als
generalisierte Koordinaten und bezeichnen wir sie mit ¢;, so erhalten wir
@
U = 2 g; sin %;E . (q)
Setzen wir dies in die Ausdriicke fiir die potentielle und kinetische
Energie ein, so ergibt sich

l o0
FE (jouy 2FE N n o2 .
Ve="5- \;E) dow = "= 2’ # i (96)
\d 161 1.3
g ,3.5,...
! w
F Fyl L -
T == Oyf(z() dgp — =7 Pogr. (97)
=9 19 135
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Die Lagrangesche Gleichung der freien Schwingung lautet dann fiir
eine beliebige Koordinate g¢,:
. a2 3% m? .
9+ g 4 =0;
daraus folgt
i at twat

q; = A, cos - 57 + B;s n-5o-
in Ubereinstimmung mit dem Fritheren [s. Gl. (95)].
Erzwungene Schwingungen. Wenn stérende Kriifte auf den Stab
einwirken, so lauten die Lagrangeschen Gln. (72)

Fyl.. a2 FE
'.'_);'(lz‘ -+ g 4~ Q:
oder
., a? 7~z- 2g
QZ o 42 q; = F’VTQZ 3 (P)

worin @, die der generalisierten Koordinate ¢, entsprechende genera-
lisierte Kraft bezeichnet. Zur Bestimmung dieser Kraft werden wir
uns der oben (s.S.129) angegebenen allgemeinen Methode bedienen.
Wir erteilen der Koordinate ¢, einen Zuwachs dg;. Die entsprechende
Verschiebung im Stab, wie sie sich aus (q) bestimmt, ist

du = dg;sin >

2l'

Die von den Storungskraften bei dieser Verschiebung geleistete
Arbeit muf berechnet werden. Die durch d¢; dividierte Arbeit stellt dann
die generalisierte Kraft @, dar. Setzt man diese in Gl. (r) ein, so 1aBt
sich die allgemeine Losung dieser Gleichung leicht finden, indem man
zu den oben erhaltenen freien Schwingungen die durch die Storungs-
kraft @); erzeugten Schwingungen addiert. Diese letztgenannten Schwin-
gungen setzt man gewdhnlich in die Form eines bestimmten Integrales?.
Man erhélt also

T 17(11

= A, cos 57 + Bisin ~~—Z—— Fya p— sz sin o~ — t)d ;. (s)

Die ersten zwei Glieder dieser Losung stellen eine durch die Anfangs-
verschiebung und den Anfangsimpuls verursachte freie Schwingung
dar. Das dritte Glied stellt die durch die Stérungskraft hervorgerufene
Schwingung dar. Setzt man die Losung (s) in Gl (q) ein, so erhilt
man den allgemeinen Ausdruck fiir die Schwingungen des Stabes.
Als Beispiel wollen wir nun die Schwingung betrachten, die eine auf
das freie Stabende (s. Abb.129) wirkende Kraft S = f(¢) hervorruft.

1 Siehe Gl.(24) S. 24.
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Erteilen wir der Koordinate g; einen Zuwachs dg;, so ist die entspre-
chende Verschiebung [s. Gl. (q)]

6u—6q,sm 2l .

Die durch die Stérungskraft bei dieser Verschiebung geleistete Arbeit ist
8 dg;sin -2—275— ,

und wir erhalten
i—1

Qi =8sintl = (—1) ? 5.

Setzt man dies in (s) ein und betrachtet nur den durch die Sto-
rungskraft hervorgerufenen Teil der Schwingung, so erhilt man

gi=(—1) % 9 .szinlgli‘(t — 1) dt, .
(1]

Setzt man dies in (q) ein und betrachtet die Bewegung
des unteren Stabendes (x = l) so wird

) a, :
Abb. 129. (W)o=1 = va{{z 2 f Ssin 7 — h)di,. (u)

In jedem einzelnen Fall mufl man nur S = f(t;) in (u) einsetzen und
die angedeutete Integration ausfiihren. Nehmen wir z. B. als speziellen
Fall die Schwingungen, die im Stab durch eine zur Anfangszeit (t = 0)
plotzlich einsetzende konstante Kraft erzeugt werden. Hierfiir erhalten
wir aus (u)

8918 G 1 dmat
(u):v:l == F’)}N&F}iz 2: _’L? (1 — COS —Tz—l—) . (98)
1,3,5,...

Man sieht, dal auf diesem Wege alle Schwingungsarten erzeugt werden,
deren Perioden bzw. Frequenzen

_ 41 fr = 1 at
i T g T 4l
sind. Die Maximalverschiebung tritt ein, wenn cos ”2[;” = —1 wird.
Dann ist
16918 G 1
(u)x‘izll* Fya?nt ‘2_, 2
== 1,8,5,...

oder, wenn man beriicksichtigt, da8
By > 1 1 1
a? = o und i wm =1ty
1.8.5,...

n
[
xld
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ist: (U)ot = 2;_2

So gelangt man zu dem bekannten Satz, daB eine plétzlich angreifende
Kraft eine doppelt so grofle Verschiebung erzeugt wie eine allmihlich
auf den Endbetrag gebrachtel.

Als zweites Beispiel wollen wir die Langsschwingung eines Stabes
mit freien Enden (Abb. 128) betrachten, die durch eine am Ende z =1
plétzlich angreifende Langskraft S erzeugt wird. Wenn man der durch
Gl. (1) gegebenen Schwingung des Stabes eine Verschiebung g, des
Stabes als starrer Korper superponiert, so laft sich die Verschiebung u
in folgender Form darstellen:

3nx

Z
% = go + g cos "+qzbos +Q3°0‘ 3 A4 (v)

Die Ausdriicke fiir die potentielle und kinetische Energie lauten dann
nach (m) und (n)

FEm N7 ., 5. F,z Fyl \ e

und die Bewegungsgleichungen nehmen die Form
Fyl.

i

----------------- (W)
Fyl F E n? 2

P q: + — 57 i Q;

an. Mit Hilfe der fritheren Methode (s. S. 227) 1aBt sich zeigen, dafl in
diesem Falle

Q=28 und @Q,=(—1}8
ist. Nimmt man ferner an, daB die Anfangsgeschwindigkeiten und
Anfangsverschiebungen Null sind, so ergibt sich aus den Gln. (w):

g8
% = 3751 °
¢
.29 . tma (—1)i2¢18 inat‘
(1 ZY . — T/ edr" _ v
Q= (—1) sz?ifSSln i (t —t)dt; = Fﬂ.zzzzyaz(l A )
0

Setzt man dies in Gl. (v) ein, so erhdlt man fiir die durch die plotz-
lich angreifende Kraft S hervorgerufenen Verschiebungen

U =

gSt2 2918 y(——l)l znx(l_ ing§>
; .

2Fyl Fnzazy N

1 Eine eingehendere Erorterung dieses Problems findet sich 8. 237.
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Das erste Glied der rechten Seite stellt die wie fiir einen starren Korper
berechnete Verschiebung dar. Zu dieser Verschiebung sind Schwin-
gungen des Stabes mit freien Enden addiert. Mit den Bezeichnungen

0= FS—; = Verlingerung des durch die Kraft S gleichmiBig ge-
dehnten Stabes,
T = 2;1 = Periode der Grundschwingung,

ist die Verschiebung des Stabendes x = [ gegeben durch

2858 26 a1
(We-1 =5 + 7 _1J Kl <1 — c0s

2i:rzt>
. .

Die von der Schwingung herrithrende Maximalverschiebung erhilt man

fir ¢t = ‘;“ Hierfiir ist

4 40 /1 1 1 é 40 n?
=g+ oz (T ty gt =g tmg=90
Einem analogen Problem begegnet man, wenn man die Schwingungen
untersucht, die beim Heben eines langschaftigen Bohrers entstehen,

wie er in tiefen Olquellen verwendet wird.

38. Schwingungen eines Stabes mit belastetem Ende.

Eigenschwingungen. Das Schwingungsproblem eines Stabes mit
belastetem Ende findet nicht nur im Falle von prismatischen Stidben
eine praktische Anwendung, sondern auch dann, wenn das Gewicht

Z durch eine Spiralfeder getragen wird wie bei einer In-
i dikatorfeder (s. S.18). Wenn die Masse des Stabes oder
vl ) der Feder klein ist im Vergleich zu der Masse des Ge-

m wichtes am Ende, so darf sie vernachléssigt werden, und

l das Problem ist zuriickgefilhrt auf das eines Systems mit

einem lreiheitsgrad (s. Abb. 1). Im folgenden soll die
W Wirkung der Stabmasse eingehend untersucht werden.
APb-130. Wenn man die Lingsverschiebungen aus der Gleich-
gewichtslage mit « bezeichnet, so ergibt sich mit Hilfe der im vorigen
Kapitel entwickelten Differentialgleichung (89) fiir die Léngsschwin-
gungen
)2 j2
worin
By

A
/

a? =

fiir einen prismatischen Stab und

. kly
= = -
Yy
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fiir eine Spiralfeder. In diesem zweiten Fall ist k¥ die Federkonstante;
das ist die Belastung, die erforderlich ist, um eine totale Verlingerung
der Feder um eine Einheit zu bewirken. ! ist die Linge der Feder und
g das Gewicht der Feder pro Léngeneinheit. Die Randbedingungen sind
dann folgende:

Am eingespannten Ende muB die Verschiebung wéhrend der
Schwingung Null sein, und dies ergibt

(u)s—0 = 0. (a)

Am freien Stabende, an dem das Gewicht befestigt ist, mul} die Zug-
kraft im Stab gleich sein dem Trigheitswiderstand des schwin-
genden Gewichtes W, und dies ergibt?

du) W /0wy

FE <E7;) =1 = ? <W/l =1 ’ (b)

Nimmt man an, dall das System eine seiner Hauptschwingungsarten
ausfithrt, so erhilt man

u = X (Acospt+ Bsinpt), (¢)

worin X eine nur von x abhéngige Eigenfunktion ist und die Form
der Schwingungsart bestimmdt.
Setzt man (c) in GI. (89") ein, so erhilt man

X ;
@+ pPX =0

und daraus
X =Ccos™" + Dsin 22, (d)

worin C und D willkiirliche Integrationskonstanten sind.
Um die Bedingung (a) zu erfilllen, miissen wir in der Losung (d)
die Konstante €' = 0 setzen. Aus der Bedingung (b) erhalten wir

4 W . pl
FE %cos %— = p? sm% . (b")

Foyl . . .
5 das Verhiltnis des Stabgewichtes zum Gewicht der Be-

lastung W und g = %—l Dann lautet Gl. (b")

o=pftgf. (99)

Dies ist die Frequenzgleichung fiir den betrachteten Fall; ihre
Waurzeln lassen sich graphisch leicht finden, wenn das Verhiltnis «
bekannt ist. Die Grundschwingung ist fiir die praktischen Anwendungen
gewohnlich am wichtigsten und die Werte f§, der kleinsten Wurzel

Es sei o =

1 Das konstante Gewicht W, das der gleichférmigen Dehnung des Stabes in
seiner Ruhelage das Gleichgewicht hilt, beeinfluBt die Randbedingung nicht.
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von Gl. (99) sind fiir verschiedene Werte von « durch folgende Tabelle
gegeben :
« =001 0,10 030 0,50 0,70 0,90 1,00 1,50 2,00 3,00 4,00 5,00
10,0 20,0 100,0 oo
pp =010 0,32 052 065 0,75 0,82 0,86 098 1,08 1,20 1,27 1,32
142 1,52 1,568 =

K}

Wenn das Stabgewicht im Vergleich zur Belastung W klein ist, so
sind die GroBe o und die Wurzel 8, klein, und Gl. (99) kann dadurch
vereinfacht werden, dal man tg f = B setzt; dann ist

B = o= F—*Wyl ;
man erhilt dann
N g Fyl
T a V (e)
und
. F;l B g
P=T3V W TV s, ()

worin §y = ;,V—E die statische Verlingerung des Stabes unter der Ein-

wirkung der Belastung W darstellt.
Dieses Resultat stimmt mit dem iiberein, das wir frither fiir ein
System mit einem Freiheitsgrad erhalten haben [s. Gl. (3), S. 2].

Eine bessere Naherung ergibt sich, wenn wir in Gl (99) tg f =8 + g

setzen. Dann ist

plo+55) =
oder
Y
=/~ (2)
/ 14:_‘3,

Setzt man die erste Naherung (e) fiir § in die rechte Seite dieser
Gleichung ein, so erhilt man

]

/ -7 - und p= J/ 7 y (h)
{' ’)ct <1 + "3—)

Der Vergleich von (h) mit (f) zeigt, dall man die bessere Naherung
erhélt, indem man ein Drittel des Stabgewichtes zu dem Gewicht der
Belastung addiert. Dies ist die bekannte Niherungslosung, die wir
frither durch Benutzung der Rayleighschen Methode erhielten (s. S.76).
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Vergleicht man die Néaherungslésung (h) mit den Angaben der
obigen Tabelle, so sieht man, daf fiir « =1 der durch Verwendung
der Niherungsformel entstehende Fehler kleiner als 1% ist; diese
Genauigkeit geniigt fiir die Praxis in allen Fillen, in denen das Ge-
wicht des Stabes kleiner als das der Belastung ist.

Nimmt man an, daB fiir ein gegebenes o die aufeinanderfolgenden
Wurzeln By, Bs, f5, - . . der Frequenzgleichung (99) berechnet sind, und

setzt man _22 fir p in der Losung (c), so erhdlt man

ﬂzﬂ ﬂl t)

Diese Losung stellt fiir unser System eine Hauptschwingungsart von
der Ordnung ¢+ dar. Durch Superposition derartiger Schwingungen 148t
sich jede Schwingung eines Stabes mit einem belasteten Ende in der
Reihenform

u; -—sm/—’#(A co
AN

€W

. B B
U = 2?s1inz<Ai L‘{_ -+ B;s
1

Ly (k)

darstellen; die hierin auftretenden willkiirlichen Konstanten 4, und B;
bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen.

Wir nehmen fiir den Augenblick an, daf der Stab unter Einwirkung
einer am unteren Ende angreifenden Zugkraft S in Ruhe ist und daf3
zur Anfangszeit ¢ = 0 diese Kraft plotzlich entfernt wird. In diesem
Falle miissen alle Koeffizienten B; in Gl. (k) gleich Null genommen
werden, da die Anfangsgeschwindigkeiten Null sind. Die Koeffizien-
ten A; miissen so bestimmt werden, daf} sich mit ihnen die Anfangs-
stellung des Systems darstellen 148t. Die gleichformige Verlingerung des
Stabes zur Anfangszeit ist durch

_ Sw
(W)e=0 = FE

gegeben. GL (k) gibt fir ¢ =0

o<}

(%)t = ZAZ- sin Eilf .

1

Die Koeffizienten 4, miissen nun so bestimmt werden, da sie der Be-
ziehung

0 ﬁ B S‘IJ
> A, sin Y — 7 (1)
1

geniigen. Diese Koeffizientenbestimmung erfolgt genau nach den in
§ 12 gegebenen Vorschriften. Um einen beliebigen Koeffizienten A4,
zu bekommen, miissen wir beide Seiten der obigen Gleichung mit
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sin ——dx multiplizieren und von x = 0 bis x = [ integrieren. Durch

einfache Rechnungen erhalten wir

fsin2 ﬁ’émdac = jl,<1 — Sinzﬁ'),

28,
0
4
S . P _ SB/ cosf, | sinfi
ﬁj‘xsnl—lqu_ﬁk ﬁ -+ B2 )

0
und wenn wir Gl. (99) beriicksichtigen, so erhalten wir ferner fiir jedes
ganzzahlige m == ¢

!
fsm ﬂl sin ﬂ% = ~% sin §;sin §,, = —~é sin B;sin §,,, .
0
Damit ergibt sich aus Gl. (1)

l oo l
fsin ﬁilx - i A;sin ™S ﬁ Yda = FiEJ‘L sin ﬁ—"lf dx
"0 0
oder
l sin 2 ;) . o1 .
A, 5 <1 — ;,213,64) — -sin B 2'" 4, ¢ing,
: . 1,2,...(i=1),(i+1),...
S cos 3, . sinp;
=vw (~ 5 R
Bedenkt man, daff nach GI. (k)

o5}

2,' Am sin ﬂm = (u) =

2,00 (G=1), G+ 1), 0
ist, so folgt

1 2 . /Sl . A
At (1 __sin ﬁ\ osin B: (F_E' — A;sin /5’,,-) ==

— A;sinf; = FE — d,sin g,

~ 5
I

Si? </’_ cosf; smﬂ\

26 FE\T B TR
berticksichtigt man ferner, dal nach Gl. (99)
R ~ lcosB;
—sin B b5
ist, so folgt aus der letzten Gleichung
A, — 4 81sinf,
FEﬁ (2/) - ani)ﬁ
die Anfangsverschiebung ist damit
Sa 181 % sinﬂisinﬁ—}i

("llr)f,,, o= ﬁ = FE (“)ﬂ)

’i?iz

1
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und die Schwingung des Stabes wird in diesem Falle durch folgende
Reihe dargestellt:
po— . ﬁix /3i at
451 o SnBsinTy I
~FE & B.(2B.+sin2f)

(101)

‘rzwungene Schwingungen. Im folgenden wollen wir die erzwun-
genen Schwingungen des Systems betrachten, indem wir die eingeklam-
merten Ausdriicke der Gl. (k) als generalisierte Koordinaten einfiithren.
Dann ist

Bix

N7 B
W= 2 gsin=5. (m)
1

Die potentielle Energie des Systems ist

!

l ~
=5 f(gu)zdl - %'I<4\?ﬂi(lt005éz—x>2(lw.
0 ¢

Es 148t sich durch einfache Umrechnungen zeigen, dafl wegen
GL. (99)

f, Bne &fd.v:() tirm == n*
0

und

gilt.
Setzt man dies in den obigen Ausdruck fir V ein, so erhdlt man

FE N9 5 o/ 28,
V="or .12 Brai(1+ ““ﬁﬁ—; (n)

Die kinetische Energie des Systems setzt sich aus zwei Teilen zu-
sammen, aus der kinetischen Energie des schwingenden Stabes und
der kinetischen Energie der am Stabende angreifenden Last; wir er-

halten also
i

Fy (. L
T =54 (w)2dx + W(u);: .

o~

9

* Dasselbe 148t sich auch aus der Tatsache, daB die Koordinaten ¢y, g5, - -
Hauptkoordinaten sind, schlieBen; danach némlich diirfen die potentielle und die
kinetische Energie nur Quadrate dieser Koordinaten enthalten.
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Setzt man den Ausdruck (m) fiir die Verschiebung % ein und fithrt
die Integrationen aus, so ergibt sich

!

Bmx ! sin 2 B\ |
Ofsniz dm = E‘ <]. — é‘ﬁ; ),

[}

" Bmx . Pax W, .
Jsm 7 sin dx = —I’,—ysmﬁmsmﬁn,
0

worin n == m. Man erhilt damit

T:%EQ%(I ““25) -Z%Slnzﬂ

1

Nun ergibt sich aus Gl. (99)

Fyl
="y = Bitg B
oder _ Fyl
W= prwh

Setzt man dies in den obigen Ausdruck fir die kinetische Energie
ein, so erhalt man

Fyl sin2 B,
T = 49% 3(1+ 2ﬂi'>‘ (0)

Man sieht, dafi die Ausdriicke (n) und (o) fir die potentielle und
die kinetische Energie nur Quadrate von ¢; und ¢, enthalten. Die Pro-
dukte dieser GréBlen fehlen, da die Glieder der Reihen (k) und (1)
die Haupt- oder Eigenschwingungen des betrachteten Systems
und die Koordinaten ¢, die Hauptkoordinaten sind (s. S. 139). Sub-
stituiert man (n) und (o) in die Lagrangesche Gl. (72), so erhilt man
fiir eine beliebige Koordinate qi die folgende Gleichung:

Fyly sin 2 g, sin 2

2 g+ ST s (14 T 0 = s ®)
hierin bezeichnet ¢); die der generahslerten Koordinate ¢; entsprechende
generalisierte Kraft.

Betrachtet man nur Schwingungen, die durch eine Stérungskraft
erzeugt werden, und vernachldssigt die von den Anfangsverschie-
bungen und Anfangsimpulsen herrithrenden freien Schwingungen, so
lautet die Losung von Gl (p)*

'
2 l 2 6, .a
=9 ' B Q[Smg

_ B
ghiF'yl aB; 2P+ sin2p,
b

I (t — t)dt,

* Siehe GI. (24) S. 24.
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B
o)t
v

Setzt man dies in (m) ein, so erhidlt man die folgende allgemeine
Losung des Problems:

worin, wie oben,

t
pix

31114 g

L sin2p, Ql sin 4 ( t)dt, . (102)

4g
= 7*2:
! 0

In jedem speziellen Fall mufl man dann den entsprechenden Wert
von @; in diese Losung einsetzen. Setzt man x =1, so folgen die

Verschiebungen der Last W wihrend der Schwingung.
Plotzlich angreifende Kraft. Als Beispiel untersuchen wir die Schwin-
gung, die entsteht, wenn eine konstante Kraft S plotzlich am unteren
Ende des Stabes angreift. In diesem Falle (s. S. 129) ist die einer belie-

bigen Koordinate g; entsprechende generalisierte Kraft
@; = Ssin §;.

Setzt man dies in Gl (102) ein, so ergibt sich fir die Verschiebungen
der Last W der folgende Ausdruck:

4981 O sin? a B 1)
() Fiﬁ 2/ B (2B -—fanﬂ ( COS"%) T (103)

Wir betrachten nun den speziellen Fall, daf die Belastung am Ende
des Stabes bis auf Null abnimmt und sich die Bedingungen des Pro-
blems denen des vorigen Paragraphen ndhern. In diesem Falle wird
die GréBe o in Gl. (99) unendlich gro, und die Wurzeln dieser tran-
szendenten Gleichung werden

(2 — )=
po="245

Setzt man dies in Gl. (103) ein, so erhialt man dasselbe Resultat
wie im vorigen Paragraphen [s. Gl. (98), S.228].

Ein zweiter extremer Fall ist der, daB die Last W im Vergleich mit
dem Gewicht des Hebels sehr groB ist und die Gré8e « in Gl. (99) sich
der Null ndhert. Die Wurzeln dieser Gleichung niahern sich dann den
Werten:

fi=@—1Dm.
Alle Glieder der Reihe (103) mit Ausnahme des ersten gehen gegen
Null, und das System nahert sich einem solchen mit nur einem Frei-
heitsgrade. Die Verschiebung des unteren Stabendes ist in diesem
Falle durch das erste Glied von (103) gegeben, d. h.
(u)x:l_ 4gSl sin? B, <1 e Saﬁ1t>

Fa*y ﬁl(‘)ﬂl JF Sm261 -
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oder, wenn man sin §; = f; und sin 28, = 28, setzt,

gS! a Byt
(W) gy = Faty <1 — cos ~%> .

Dies wird zu einem Maximum fir
12
cos a—l‘— =1
und ist dann gleich
2981 281
(#)max = Fa2y ~FE -

Dies zeigt, dafl die durch eine pl6tzlich angreifende Kraft hervorgerufene
Maximalverschiebung doppelt so grol} ist wie die durch eine gleichgro8e
Kraft bewirkte statische Verlingerung.

Dieser Satz gilt auch fur den Fall W = 0 (s. S. 229), ist aber nicht
mehr richtig fiir den durch Gl. (103) gegebenen allgemeinen Fall. Um
dies zu beweisen, hat man nur zu beachten, daB} das System in den
beiden oben erwihnten Spezialfillen am Ende einer halben Periode
der Grundschwingung in einem Zustand momentaner Ruhe sein wird.
In diesem Augenblick wird die kinetische Energie gleich Null, und die
durch die plotzlich angreifende konstante Kraft geleistete Arbeit ist
vollstindig umgewandelt in potentielle Energie der Forminderung;
durch eine Uberlegung auf statischer Grundlage laBt sich erkennen,
dafl die Verschiebung des Angriffspunktes der Kraft doppelt so groB
wie im Gleichgewichtszustand ist.

In dem durch Gl (103) dargestellten allgemeinen Fall sind die
Wurzeln der Gl. (99) irrational, und das System kommt niemals in eine
Lage, in der die Energie rein potentiell ist. Immer bleibt ein Teil der
Energie in Form kinetischer Energie, und die Verschiebung des An-
griffspunktes der Kraft wird immer kleiner sein als das Doppelte der
Verschiebung im Gleichgewichtszustand.

Vergleich mit der statischen Deformation. Die oben angewandte
Methode der generalisierten Koordinaten eignet sich besonders dazu,
die Verschiebungen eines schwingenden Systems mit den statischen
Verschiebungen zu vergleichen, die im System entstehen, wenn die
storenden Krifte sich sehr langsam dndern. Solche Vergleiche sind z. B.
notwendig bei der Untersuchung von Indikatordiagrammen von Dampf-
und Gasmaschinen und bei den verschiedenen Methoden zur Regi-
strierung von Explosions-Gasdrucken. Der Fall eines Indikators ist
durch das Schema der Abb. 130 dargestellt. Wir nehmen an, dalB3 eine
pulsierende Kraft & sin pt auf die Last W einwirkt, welche die re-
duzierte Masse des Kolbens darstellt (s. S.18). Um in diesem Falle
die generalisierte Kraft zu finden, benutze man den Ausdruck (m) fir
die Verschiebungen. Erteilt man ciner Koordinate g; cinen Zuwachs d¢,,
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so ist die entsprechende Verschiebung im Stabe

0 ¢;sin ;

und die von der pulsierenden Last S sin p¢ wahrend dieser Verschie-
bung geleistete Arbeit

S'sin ptsin §; dg; .
Daraus ergibt sich die generalisierte Kraft:
@, = Ssin ptsin f, .

Setzt man dies in die Losung (102) ein und fithrt die Integration
aus, so erhdlt man

248 < sin?f3; <sinpt —- fﬂl sina[l}f t>
W= e O
o) )

Man sieht, daf die Schwingung aus zwei Teilen besteht: 1. aus
erzwungenen Schwingungen, die proportional sin p¢ sind und die gleiche

Periode wie die storende Kraft haben, und 2. aus freien der GréSe sin il@

proportionalen Schwingungen. Wenn sich die Frequenz der stérenden
Kraft einer der Eigenfrequenzen néhert, so nahert sich fiir diese Schwin-

gungsart p dem Wert aTﬁi und die Bedingung fiir die Entstehung der

Resonanz ist erfiillt. Die Schwingungsamplitude des entsprechenden
Gliedes der Reihe (q) wird dann, wie oben (s. S. 11 und 143) ausein-
andergesetzt, unbegrenzt wachsen. Um eine Anniéherung an die sta-
tischen Bedingungen zu erzielen, mull man die GréBe p als klein im

Vergleich mit # in Reibe (q) betrachten. Vernachldssigt man dann

. . l .
Glieder, die a%f als Faktor enthalten, so erhdlt man fiir eine sehr

langsame Anderung der pulsierenden Last

__41S8sinpt m_ sin® f3; .
(r1=""F " 2 5 ap, tain2p)’ .

dies stellt die statische Verlingerung des Stabes dar [s. Gl. (100)].
Durch Vergleich der Reihen (r) und (q) 148t sich die Differenz zwi-
schen statischer und dynamischer Verschiebung feststellen!. Man sieht,
dal eine brauchbare Registrierung des Dampf- oder Gasdruckes nur
dann moglich ist, wenn die Frequenz der Grundschwingung des In-
dikators hoch ist im Vergleich mit der Frequenz der pulsierenden Kraft.

! Bei dieser Uberlegung wurde die Wirkung der Dampfung nicht beriicksichtigt.
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39. Torsionsschwingungen von Wellen mit kreisformigem
Querschnitt.

Freie Schwingungen. Bei unseren fritheren Untersuchungen (s. S.5
1.153) wurde die Masse der Welle gegeniiber den an der Welle befestigten
rotierenden Massen entweder vernachlissigt oder als klein voraus-
gesetzt. Im folgenden wird eine vollstindigere Theorie der Torsions-
schwingungen einer Welle von kreisfsrmigem Querschnitt mit Scheiben
an beiden Enden gegeben?!, auf Grund deren der Genauigkeitsgrad
unserer fritheren Losung erortert werden soll. Bei der folgenden Unter-
suchung wird angenommen, dafl die kreisformigen Querschnitte der
Welle wiahrend der Torsionsschwingungen eben bleiben und daf die
Radien der Querschnitte gerade Linien bleiben2. Es sei

@I, = C = Torsionssteifigkeit der Welle,

v = Gewicht pro Volumeneinheit der Welle,

0 = Drehwinkel eines beliebigen Querschnittes mn (s. Abb. 5)

wiahrend der Torsionsschwingung,

1,, I, = Trigheitsmomente der an den Wellenenden befindlichen
Scheiben in bezug auf die Wellenachse.

I Betrachtet man ein Element der Welle zwi-
I, schen zwei benachbarten Querschnitten mn und
————————— %x my 7, s0 sind die an diesen beiden Querschnitten
js—1 angreifenden Drehmomente
Abb. 131,

a0 a0 020
G_Ip'a—x‘ und GI’D(%_FW(ZQ‘)'

Die Differentialgleichung fiir die Rotationsbewegung der Elementar-
scheibe mn m,n, wihrend der Torsionsbewegung ist dann

vI, 80 926
g or = Ol
oder, wenn man die Bezeichnung
G
= (104)
verwendet,
#6  ,0%0

om = P (105)

Diese Gleichung ist mit der fir die Longitudinalschwingung auf-
gestellten Gl. (89) identisch, und die fritheren Resultate lassen sich in
verschiedenen Spezialfdllen verwenden. Zum Beispiel wird im Fall

! Siehe die Arbeit des Verfassers in Bull. Polytechn. Inst. St. Petersburg 1905
und seine Arbeit, Uber die erzwungenen Schwingungen von prismatischen Stében.
Z. Math. Phys. 59 (1911).

? Eine vollstindigere Theorie findet sich in der friiher (S.221) genannten Arbeit
von L. Pochhammer.
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einer Welle mit freien Enden die Frequenzgleichung mit GI. (91)
identisch sein, und die allgemeine Losung wird lauten, s. GL. (94),

6 ¥2’ cos =% (A cos a't + stini”lat). (106)

Im Falle einer Welle mit Scheiben an den Enden wird das Problem
mit Riicksicht auf die Randbedingungen komplizierter. Aus der Be-
dingung, dafl die Verdrehung der Welle an den Enden durch die
Tragheitswiderstinde der Scheiben erzeugt wird, erhdlt man

20\ 0
11 <79F/z=0 - GI <a$>x 0’ (a)
020
12 <-a?>x:l - GI <a$):t A (b)
Nimmt man an, dal die Welle eine Eigenschwingung ausfiihrt, so
148t sich diese in der Form
0 =X (Acospt 4+ Bsinpi) (¢)

schreiben, worin X eine Funktion von z allein ist, welche die Form
der betrachteten Schwingungsart bestimmt.
Setzt man (c) in Gl. (105) ein, so erhilt man

dx+ﬁX_0

und daraus
X=0cos%+Dsin%£. (d)
Die willkiirlichen Konstanten C und D sind so zu bestimmen, daf3 die

Randbedingungen erfiillt werden. Setzt man (d) in die Gln. (a) und (b)
ein, so erhilt man

—cpL,=D2ar, (e)
p? <Ocosfa—l—|—Dsinp7l)12 = %GIZ, (——C’sin%l—i—Dcos%;).

Durch Elimination der willkiirlichen Konstanten C' und D ergibt sich
die folgende Frequenzgleichung

l al l aI !
2 pt__paLy P ) __ P ( pl P 1 oos? )
P <cos I, I, = GI sin —i— 0s==). )
Setzt man
pl _ Ly L L _
_a_hﬁ’ ‘}/ll E_m’ IO_n’ (g)
yl . . .
worin [, = u gI" das Tragheitsmoment der Welle in bezug auf ihre

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 16
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Achse bedeutet, so erhilt man aus Gl (f) die Frequenzgleichung in
der Form

Bn(l —mpBtgp) = —(tg f + mp)

oder tgh= T r B (107)
Es seien
Bi> Bas Bss - -

die aufeinanderfolgenden Wurzeln dieser transzendenten Gleichung;
dann sind die entsprechenden Eigenfunktionen nach (d) und (e)

X, =0, (oo: — m f§;sin —)

und man bekommt als allgemeine Lésung fiir diesen Fall

9=§<cosﬁL——mﬂl Pix )( ﬂ

Wenn die Trigheitsmomente [/, und I, der Scheiben gegeniiber
dem Trigheitsmoment I, der Welle klein sind, so werden die
GroBen m und » in Gl. (107) klein, die aufeinanderfolgenden Wurzeln

ﬂ"l‘”). (108)

nihern sich den Werten 7, 27, ... und die allgemeine Losung (108)
nihert sich der oben fiir eine Welle mit freien Enden gegebenen Lo-
sung (106).

Wir betrachten nun einen anderen extremen Fall, der vom prak-
tischen Standpunkt aus noch interessanter ist, nidmlich den, dafl I,
und I, gegeniiber I, groB sind; dann werden die Gréfen m und n
grofe Zahlen sein. In diesem Falle kann man im Nenner der rechten
Seite von GIl. (107) die Einheit gegeniiber mnf? vernachlissigen und
erhilt an Stelle von Gl. (107)

1 1 R

Bgp=(m+7)- (109)

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie Gl. (99) (s. S. 231) der longi-

tudinalen Schwingungen. Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine

kleine GréBe, und man erhdlt einen Naherungswert fir die erste
Wurzel, indem man tg g, = f, setzt. Dann ist

1,1
fr= Vﬁ + o (h)
Die Periode der entsprechenden Schwingungsart wird nach GI. (108)
ﬁla 2ml
BT T fa

sein, oder, wenn man die Gln. (104), (g) und (h) benutzt,

. LI, wr
’lﬁQ”VGzﬂ(Ilwz)' (15)
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Dieses Resultat stimmt mit der Gl. (15) (s. S. 7) iiberein, die wir
unter der Annahme erhielten, dafl das System nur einen Freiheits-
grad besitzt und die Masse der Welle vernachlassigt werden darf.
Die angendberten Werte der aufeinanderfolgenden Wurzeln der
Gl. (109) werden
1

1 /1 1 /1 1
pr=ato(mt)  h=2atas(n o)
sein. Man sieht, da3 alle diese Wurzeln im Vergleich mit 8; groB sind;
die Frequenzen der entsprechenden Schwingungsarten werden dann
im Vergleich mit der Frequenz der Grundschwingung sehr grofB sein.

Um fiar die erste Wurzel der Gl. (107) eine bessere Naherung zu
gewinnen, setzen wir tg f; = ff; + % f2; dann erhalten wir

1
bt g pr = D)
oder o m -+ n
f =

w0 1 gy
(=) 1+ 583)
Setzen wir in die rechte Seite dieser Gleichung den Wert von g, aus

Gl. (h) ein und vernachldssigen wir kleine GréBen hoherer Ordnung,
so erhalten wir

1 1 1/1 1. 1\
b=V +w =5 (5 i = )

die entsprechende Frequenz der Grundschwingung ist

X I 1 1/1
h=gi=amlatw sl tw—as) M0

n? m2 mn,

Dasselbe Resultat erhidlt man, wenn man in die aus Gl. (15’) in erster
Naherung sich ergebende Frequenz

- Ly/oLd ity
h= 2n 111,
fir 7, und I, die Werte
1. 1, Y 1. 1,
Il+-~§~lol——l+]2 bzw. I, + 31011_1_12

setzt. Dies bedeutet, dafl die zweite Naherung (110) mit dem Resultat
iibereinstimmt, das die Rayleighsche Methode (s. § 14, S. 71) ergeben
hitte. Nach dieser Methode miiBte man zu dem Tragheitsmoment jeder
Scheibe ein Drittel des Tragheitsmoments des zwischen der Scheibe und
dem Knotenquerschnitt liegenden Wellenteiles addieren. Diese Nahe-
rung reicht in der Praxis zur Berechnung der Frequenz der Grund-
schwingung immer aus!.

1 Eine graphische Methode zur Bestimmung der Eigenfrequenzen von Tor-
sionsschwingungen einer Welle mit Scheiben wurde von F.M. Lewis entwickelt,
siehe seine Arbeiten: Torsional Vibrations of Irregular Shafts. J. Am. Soc. Naval
Engs. Nov. 1919, 857 und Critical Speeds of Torsional Vibration. J. Soc. Auto-
motive Engs., Nov. 1920, 413.

16*
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Erzwungene Schwingungen. Bei der Untersuchung von erzwungenen
Torsionsschwingungen sind wieder generalisierte Koordinaten von
groffem Nutzen. Nehmen wir als solche die ¢ enthaltenden Klammer-
ausdriicke in der allgemeinen Losung (108), so erhalten wir

922?9’5(
1

worin 8, die aufeinanderfolgenden Wurzeln der GI. (107) sind.
Die potentielle Energie des Systems ist
! !

=T (52 e % [\ 3wty
0 0

ﬁ"l”) , (108))

worin
A, =28,(14+m? ) —sin2 B, +m? fEsin2 8, + 2B, m(l —cos2p,). (k)

Die Glieder in (111), die Produkte von Koordinaten enthalten, ver-
schwinden bei der Integration wegen Gl (107). Ein derartiges Resultat
ist selbstverstdndlich, wenn man bedenkt, dal unsere generalisierten
Koordinaten Haupt- oder Normalkoordinaten des Systems sind.

Die kinetische Energie des Systems besteht aus der Energie der
schwingenden Welle und den Energien der beiden mitschwingenden
Scheiben:

— 7L fezcz by L0+ 5 1,02

und wenn man (108’) fir 6 einsetzt, so erhalt man
I, N\, 1.
=3 )JAZ-FQ?; (112)
1 i

A; ist dabei durch Gl. (k) gegeben.
Mit Benutzung der Gln. (111) und (112) Jauten die Lagrangeschen
Gleichungen

I, . | GI, /3, 1
iniit g = 0
oder
. 2 B2 4
gi + E 151 QZ - ﬁ1 Ql s (l)

worin ), die der generalisierten Koordinate g; entsprechende genera-
lisierte Kraft bezeichnet.
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Betrachtet man nur die durch die stérende Kraft hervorgerufene
Schwingung, so ist nach GI. (1)

= aIO IQ‘ sin 224 — &) dt, .

Setzt man dies in Gl. (108") ein, so ergibt sich als allgemeiner Aus-
druck fiir die durch die Storungskréifte hervorgerufenen Schwingungen:

0 = :Il Ai <cos# — mp; sm* sz ydt; . (113)
In jedem speziellen Fall mufl man, um die erzwungenen Schwingungen
zu bekommen, nur noch fir ¢; den entsprechenden Ausdruck ein-
setzen und die angedeutete Integration ausfithren. Diese erzwungenen
Schwingungen haben die Tendenz, unbeschrinkt! zuzunehmen, wenn
die Periode der storenden Kraft mit der Periode einer der Eigenschwin-
gungen zusammenfallt.

40. Transversalschwingungen von prismatischen Stiben.

Differentialgleichung der Transversalschwingungen. Unter der An-
nahme, daff die Schwingungsbewegung in einer der Hauptbiegungsebe-
nen des Stabes erfolgt, und dafl die Querschnittsdimensionen gegen-
iiber der Stablinge klein sind, geht man von der bekannten Diffe-
rentialgleichung der Durchbiegungskurve

a2y
Bl 5=—M (114)
aus; hierin ist
E1I = Biegungssteifigkeit,
M = Biegungsmoment fiir einen beliebigen Querschnitt.
Die Achsenrichtungen und die positiven Richtungen der Biegungs-
momente und Schubkrifte sind in Abb. 132 angegeben.

Durch zweimalige Diffqrentiation der 4 mm, 3
Gl. (114) erhalten wir -
n
_,l_<, dz_g;\:_rlM Y ‘—A’W)R’—Q
o x dx dx l (a) M( §M+(j'x dr
dQ —
rlx' <E1r[x2> T ds 1 [ CZ’dI Q+§/€-dx
Aus der letzten Gleichung, welche die ¥
ADD. 132.

Differentialgleichung eines Stabes ist,
an dem eine kontinuierliche Last von der Intensitit ¢ angreift, 1aBt
sich die Gleichung der Transversalschwingungen gewinnen. Man mufl

! Diampfung wird bei unseren Berechnungen nicht beriicksichtigt.



246 Schwingungen elastischer Kérper.

nur das d’Alembertsche Prinzip anwenden und sich vorstellen, daf3
der schwingende Stab mit Trigheitskriaften belastet ist, deren In-
tensitat langs des Stabes variiert und durch

vF 0*

o (b)
gegeben ist, worin y = Gewicht des Stabmaterials pro Volumenein-
heit und F = Flicheninhalt des Querschnittes.

Setzt man (b) fir ¢ in Gl. (a) ein, so lautet die allgemeine Gleichung
fir die Transversalschwingungen des Stabes?!
02 *y\ _ yF oy
W(EI*>———;W. (115)
Im speziellen Fall eines prismatischen Stabes bleibt die Biegungs-
steifigkeit £ langs des Stabes konstant, und man erhalt aus Gl.(115)

oy _ _yF Py
Elga=—"7%¢
oder
Ny 94
gt =0, (116)
worin
Elg
2=t 117
@ =F, (117)

Wir beginnen mit der Untersuchung der Eigenschwingungen.
Wenn der Stab eine Eigenschwingung ausfithrt, so dndert sich die
Verschiebung an einer beliebigen Stelle harmonisch mit der Zeit und
148t sich folgendermafien darstellen:

y = X (Acospt + Bsin pt), (e)
worin X eine Funktion der Koordinate x ist und die Form der be-

trachteten Eigenschwingung bestimmt. Solche Funktionen nennt man
,,Eigenfunktionen®. Setzt man (¢) in Gl. (116) ein, so erhilt man

X
dat

2
=t x, (118)

woraus sich die Eigenfunktionen fir jeden beliebigen Spezialfall finden
lassen.
Mit der Bezeichnung

»_pFy

k. — 14
2 Elg =k (119)

1aBt sich leicht verifizieren, daB sin kx, cos kx, sinh k2 und cosh £z
partikulire Losungen von Gl. (118) sind, und daB sich die allgemeine

1 Die entsprechende Differentialgleichung mit Beriicksichtigung der Dampfung
wurde von H.Holzer untersucht. Z. ang. Math. Mech. 8, 272 (1928).
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Losung dieser Gleichung darstellen 148t in der Form
X =C;sinkx + Cycoskx + Cysinhkax 4 Cyeoshkx, (120)

worin Cy, . . ., C, willkiirliche Konstanten sind, die sich in jedem ein-
zelnen Spezialfall aus den Randbedingungen des Stabes ermitteln lassen.
An einem einfach unterstiitzten Ende, wo also die Verschiebung und
das Biegungsmoment gleich Null sind, haben wir

x=0 %X_o. (@)

d x?
An einem eingespannten Ende, an dem die Verschiebung und die Neigung
der Durchbiegungskurve gleich Null sind, gilt

X=0; F-=0. (e)

An einem freien Ende sind das Biegungsmoment und die Schubkraft
gleich Null und es ist dann

a2 X a*X .

T2 =0 Tmz=0. ()
Die zwei Enden eines schwingenden Stabes liefern immer vier Rand-
bedingungen, aus denen sich die Verhaltnisse der willkiirlichen Kon-
stanten in der allgemeinen Loésung (120) und die Frequenzgleichung
finden lassen. In der geschilderten Art findet man die Eigenschwin-
gungen und ihre Frequenzen. Durch Superposition aller moglichen
Eigenschwingungen (c) erhdlt man als allgemeinen Ausdruck fiir die
freien Transversalschwingungen:

y :2 X,;(4;cos p;t + B;sinpt). - -. (121)
1

Anwendungen dieser allgemeinen Theorie auf Spezialfélle sollen spater
besprochen werden.

Erzwungene Schwingungen. Zur Untersuchung erzwungener Trans-
versalschwingungen von Stiben empfehlen sich generalisierte Koordi-
naten, und wir werden im folgenden als solche die eingeklammerten Aus-
driicke in Gl. (121) verwenden. Bezeichnen wir sie mit g;, so erhalten wir

) :Zi' 7. X;. (122)
1

Um die Lagrangeschen Gleichungen abzuleiten, miissen wir noch Aus-
driicke fir die potentielle und die kinetische Energie finden.

Die potentielle Energie des Systems ist die Biegungsenergie und

berechnet sich folgendermaflen:
!

_BI((oy\e, BT Ny o, d2X,
v="5) (5k) de= T% qgﬂd_xf) da. (123)
1] 0

o~
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Die kinetische Energie des schwingenden Stabes ist

F(. .
T=% yzdx=—7;—52q§ X2dx. (124)
0 1 0

Die Glieder, die Produkte von Koordinaten enthalten, verschwinden
aus den Ausdriicken (123) und (124) wegen der Fundamentaleigenschaft
der Eigenfunktionen (s. S.222ff.). Dies a8t sich auch durch direkte
Integration zeigen.

Es seien X, und X, zwei Eigenfunktionen, die Eigenschwingungen der

Ordnung m bzw. » mit den Frequenzen -;—;: bzw. 2p ~- entsprechen. Setzt

man sie in Gl. (118) ein, so erhilt man

X, p
dzt ﬁ' Xm ’
X p2
T =

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit X, und die zweite
mit X,,, subtrahiert sie voneinander und integriert, so wird
1 !

P _Z!@fxmxndx = | (x40 — x, 50 e
22
0 0

m gt odat

daraus folgt durch partielle Integration

1
Pr— P

l

. &X, #X,  dX, X, dX, X, _

=X g ~ X ge Y qw d@ T de daet o (129)
0

Aus den Randbedingungen (d), (e) und (f) 148t sich schlieffen, daf die
rechte Seite dieser Gleichung in allen Fallen gleich Null ist, so dal}

!
meX77 de =0 fir m = n,
0

daB also die Glieder, die Produkte von Koordinaten enthalten, aus
Gl. (124) verschwinden. Eine analoge Uberlegung wiirde zeigen, daf}
auch aus GI. (123) die Produkte der Koordinaten verschwinden.

Mit Hilfe der Gl. (125) kann man auch Integrale der Form

2 -
fXZ dz und fid—%;\ (2)
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ausrechnen, die in den Ausdriicken (123) und (124) fiir die potentielle
bzw. kinetische Energie eines schwingenden Stabes vorkommen.

Es ist leicht, zu sehen, daB man die erforderlichen Formeln nicht
einfach dadurch erhalten kann, daB man in dieser Gleichung m = n
setzt, da dann beide Seiten der Gleichung gleich Null werden. Des-
halb wollen wir zur Berechnung der Integrale (g) folgenden Weg ein-
schlagen. Wir substituieren fiir X, in Gl. (125) eine Funktion, die der
Funktion X,, sehr nahe kommt und die wir aus den GIn. (118) und
(119) erhalten, indem wir der Grofe k einen unendlich kleinen Zu-
wachs 8k erteilen, und zwar von der Art, daBl X, gegen X, geht,
wenn sich 6k der Null néhert. Dann ist

Pi o (k4 Okt = b+ 413 0K,
pn pm 41036]0’

a?
X, =X, + 22 ok.

Substituieren wir dies in Gl. (125) und vernachlassigen wir dabei kleine
Grofien héherer Ordnung, so erhalten wir

1
413 [ X2 da
0
1
_ o x 4 @X, dX, d*X, ddX, X, X, dEX. g
T Omdk da? ik do Tak de A de ak a0 M
0
Wir bezeichnen im folgenden mit X', X"/, . .. die aufeinanderfolgenden
Ableitungen von X nach kz; dann ist
X, , X, o,
dx ]CXm, W = .’L'Xm .
Bei dieser Bezeichnungsweise lautet Gl. (118)
.X”” — X

und Gl. (h) nimmt folgende Form an:

l
418 [X2de = |3X, X + k3a X2 — k3a X, Xo
0 l
+ XX+ ke X)) — kX, (2kX) + K2a X
0
oder
l
4k [ X2 do
0
l
83X, X/ +kaX: —2kaX, X/ — X, X!+ ka(X02]. (k)
0
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Aus den Randbedingungen (d), (¢) und (f) erkennt man leicht, dafl
diejenigen Glieder der Gl. (k), die Produkte X, X!’ und X X ent-
halten, fiir jede Befestigungsart der Enden gleich Null sind ; daraus folgt

I !
[ X2 do =1 |o{ X% — 2 X, X7 + (X7)°}
0 0

l ’ " ” 53

= Z{an - 2Xme + (‘Xm',)2 }:c=l . (lzb)

Aus dieser Gleichung 148t sich das erste der Integrale (g) fiir jede Be-

festigungsart der Stabenden leicht berechnen. Wenn das rechte Stab-
ende (z =1) frei ist, gilt

(X;yl;)zzl =0; (X;;.I)azzl =0
und man erhilt aus (126)

l
[ Xt de = (X2)ecs (127)

Wenn dasselbe Stabende eingespannt ist, so erhalt man

!
[ X2 do = L (X0 (128)
0

Fir das gelenkig gestiitzte Ende ergibt sich
l
l ’ "
J Xhda = — 5 (X Xemt (129)

Zur Berechnung des zweiten der Integrale (g) benutze man Gl. (118).
Multipliziert man diese Gleichung mit X und integriert lings des Stabes,

so erhilt man
! l
_}22_ 2 . ds X
a2fX dx —f—_dx“ Xdx.
0 0

Integriert man die rechte Seite dieser Gleichung partiell, so er-
gibt sich
!

l
d2X\2 2
f(dwz) dae = %szdx. (130)
0 0

Dieses Resultat, zusammen mit Gl. (126), gibt uns das zweite der In-
tegrale (g), und nun lassen sich die Ausdriicke (123) und (124) fiir V
und 7' berechnen.

41. Die Wirkung der Schubkraft und der Rotationstrigheit.

In der vorhergehenden Untersuchung wurden die Querschnitts-
dimensionen des Stabes als sehr klein im Vergleich zur Stablinge be-
trachtet, und die einfache Gl. (114) wurde fiir die Durchbiegungskurve
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verwendet. Wir wollen nun Korrektionen angeben, die den Einfiu8
der Querschnittsdimensionen auf die Frequenz beriicksichtigen. Diese
Korrektionen konnen bei der Untersuchung der Schwingungsarten
hoberer Frequenz sehr wichtig sein, wenn ein schwingender Stab
durch Knotenquerschnitte in verhéltnisméBig kurze Abschnitte unter-
teilt ist.

Rotationstrigheit!. Es ist leicht einzusehen, dafl die Stabelemente,
wie etwa mmmyn, (s. Abb.132), wihrend der Schwingung nicht nur
eine Translationsbewegung ausfiihren, sondern auch rotieren. Der ver-
anderliche Rotationswinkel, welcher der Neigung der Biegungskurve

Jd
gleich ist, wird durch % ausgedriickt sein und die entsprechende

Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung werden gegeben sein
durch.
0%y
0x Ot

PRy

und FPe

Somit wird dasMoment des Tragheitswiderstandes des Elementes mnm;n,
in bezug auf eine Achse, die durch seinen Schwerpunkt geht und auf
der zy-Ebene senkrecht steht,

sein?. Dieses Moment muB man beriicksichtigen, wenn man die Ande-
rung des Biegungsmomentes lings der Stabachse untersucht. Dann gilt
an Stelle der ersten der Gln. (a) S. 245

aM Iy 0%y
dw =97 g Gaor ()
. aMm . . . .
Setzt man diesen Wert von s die Gleichung der Durchbiegungs-
kurve
dy &M
Bl =~ 4z

ein und beriicksichtigt dabei den Ausdruck (b) S.246, so folgt

L0ty v4 0%y Iy oty .
Blga= _7[8_t§+7g da? o’ (131)
Dies ist die Differentialgleichung fiir die Transversalschwingungen eines
prismatischen Stabes; das zweite Glied auf der rechten Seite stellt

den Einflufl der Rotationstragheit dar.

1 Siehe Lord Rayleigh: Theory of Sound, § 186.
2 Dieses Moment ist positiv, wenn die Drehung im Sinne des Uhrzeigers
erfolgt.
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EinfluB der Schubkraft'. Eine noch genauere Differentialgleichung
erhdlt man, wenn man nicht nur die Rotationstrégheit, sondern auch
die durch die Schubkraft bewirkte Biegung beriicksichtigt. Die Neigung
der Durchbiegungskurve hingt nicht nur von der Rotation der Stab-
querschnitte ab, sondern auch von der Schubkraft. Bezeichnen wir mit
y die Neigung der Biegungskurve bei Vernachlissigung der Schubkraft
und mit § den Schubwinkel in der neutralen Faser im gleichen Quer-
schnitt, so finden wir fiir die vollstandige Neigung der Durchbiegungs-
kurve

d
a=v+5.

Nach der elementaren Biegungstheorie gelten fiir das Biegungsmoment
und die Schubkraft folgende Gleichungen:

d , ’
M=—EI3Y; kﬁFG—k( L_y)Fa, (b)

worin k' ein numerischer Faktor ist, der von der Gestalt des Quer-
schnittes abhéngt. F ist der Fldcheninhalt des Querschnitts und G ist
der Schubelastizitatsmodul. Fiir die Drehung eines Elementes mnm,n,
(s. Abb. 132) gilt die Differentialgleichung

_ Iy Py
——dx—f—Qd = 5n

dx

Hieraus erhdlt man auf Grund von (b)

’ Iy 0%
+k<~——w>FG 7 S =0. (c)

Fir die fortschreitende Bewegung desselben Elementes in vertikaler
Richtung gilt die Differentialgleichung

929 4 v F oy
dx dz = g 0 dx
oder
VF oy 0? '
<_y — —>ﬁ G = (d)
Eliminiert man ¢ aus den Gln. (¢) und (d), so erhalt man die fol-
gende vollstandigere Differentialgleichung fiir die Transversalschwingung
eines prismatischen Stabes:

/

g P v By pD o BLy oty I vy
Bl + ( P s vl nlis
0wt g or Ny gk G) 02?0 g gkG ot

=0. (132)

Die Verwendung dieser Gleichung zur Berechnung der Frequenzen soll
im néchsten Paragraphen gezeigt werden.

1 Siehe die Abhandlung des Verfassers in Phil. Mag. (Ser. 6) 41, 744; 43, 125.
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42. Freie Schwingungen eines Stabes mit frei aufliegenden
Enden.

Aligemeine Losung. Zur Untersuchung spezieller Félle von Schwin-
gungen empfiehlt es sich, die allgemeine Lésung (120) in folgender
Form darzustellen:

X = Cy(coskx + cosh kx) + Cy(cos kx — cosh k x)
+ Cy(sinkx + sinh kx) + Oy(sinka — sinh kz). (133)

Im Falle frei aufliegender Enden sind die Randbedingungen

02X
1. (X)T,:O e 0 ) 2 <'5?>170 = 0 . l
(a)
. d2X
3. (M =0, 4 () =0 |

Aus den ersten zwei Bedingungen (a) 1aB8t sich schlielen, dafl die Kon-
stanten C; und C, in Lésung (133) gleich Null zu setzen sind. Aus den
Bedingungen (3) und (4) folgt C; = C, und
sinkl=0; (134)

dies ist die Frequenzgleichung fir den betrachteten Fall. Die auf-
einanderfolgenden Wurzeln dieser Gleichung sind

kl=n, 2mn, 3m,... (135)
Fiir die Frequenzen der aufeinanderfolgenden Schwingungsarten erhilt
man aus Gl. (119):

an? dan® _qan®

plzak%: K P2 = B Ps == B R (136)

und die Frequenz f, einer beliebigen Schwingungsart findet man aus
der Gleichung

_ Pa _ntax __ an*y/Elg

Ih=9z="3r = 3p Fy (137)
Die entsprechende Schwingungsperiode ist
2 T A
. 1 282/ Fy (137)

"= T aw ) By

Man sieht, dal die Schwingungsperiode dem Quadrat der Stablinge
direkt und dem Tragheitsradius des Querschnittes umgekehrt propor-
tional ist. Fir geometrisch ahnliche Stéabe wichst die Schwingungs-
periode im gleichen Verhaltnis wie die linearen Dimensionen.

Im Falle rotierender Wellen mit konstantem Kreisquerschnitt
stellen die aus Gl. (137) berechneten Frequenzen die kritischen Dreh-
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zahlen pro Sekunde dar. Wenn sich die Drehgeschwindigkeit der
Welle einer dieser Frequenzen (137) nihert, so sind betrichtliche
Transversalschwingungen der Welle zu erwarten.

Die Gestalt der Durchbiegungskurve fiir die verschiedenen Schwin-
gungsarten wird durch die Eigenfunktion (133) bestimmt. Es wurde
gezeigt, daB in unserem Falle C; = C, = 0 und C; = C, ist; daraus

folgt X =Dsinkx. (b)

Setzt man fir k seine Werte aus Gl. (135) ein, so folgt
X, = ])lsin?sz; X, = D2sin£7lg; Xy = Dysin R

Man sieht, daf8 die Durchbiegungskurve wihrend der Schwingung eine
Sinuskurve ist, die bei den Schwingungsarten aufeinanderfolgender
Ordnungszahlen aus 1, 2, 3, . . . Halbwellenlingen besteht. Durch Super-
position derartiger Sinusschwingungen 148t sich jede von beliebigen An-
fangsbedingungen herrithrende freie Schwingung darstellen. Setzt man
(b) in die allgemeine Loésung (121) ein, so erhélt man

3nx

Y= 2 sin i—yltf(Ai cosp,;t + B;sinp,t). (138)
1

Die willkiirlichen Konstanten 4,, B, sind in jedem einzelnen Fall so
zu bestimmen, dafBl die Anfangsbedingungen erfillt werden. Nehmen
wir z. B. an, dafl die Anfangsdurchbiegungen und Anfangsgeschwindig-
keiten langs des Stabes durch folgende Gleichungen gegeben seien:

(Ye=0=1F(x) und (Y)—0=f1(»).
Setzt man ¢ = 0 in dem Ausdruck (138) und in der Ableitung dieses
Ausdruckes nach ¢, so erhdlt man

(¥)e= flx) = ZA s1n””: (e)
(#t=0 = f1(x) = 2 p; B, sin f?’li. (d)
1

Nun lassen sich die Konstanten 4, und B, in der iiblichen Weise be-
rechnen, indem man (¢) und (d) mit sin <Z—7;—7—6>d 2 multipliziert und

dann beide Seiten dieser Gleichungen von x = 0 bis o = [ integriert.
So erhilt man

N[w

7
f sm —— dm (e)

1
2 . im
== l_pjffl (x) sin % dx. (f)
§
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Nehmen wir z. B. an, daBl im Anfangszeitpunkt die Achse des Stabes
gerade ist und daB eine von einem StoBe herriihrende Anfangsgeschwin-
digkeit v einem kurzen Teil § des Stabes in der Entfernung ¢ vom
linken Auflager erteilt wird. Dann ist f(2) = 0 und auch f,(z) ist fiir
alle Punkte gleich Null, mit Ausnahme des Punktes x = ¢, wo f;(¢c) = v
ist. Setzt man dies in die Gln. (e) und (f) ein, so erhalt man

2 17C
4,=0; B;= lp,véng
Mit diesen Werten geht (138) in
208 \7 1 i7e T
v="7T2 3 sin ——sin == sin p;? (139)

1

iiber. Wenn ¢ = % ist, d. h., wenn der Stofl in der Mitte der Spann-

weite erfolgt, so ist

200 1 . 3nx . t—{—i . 5nz%in/ ...
-T<;sstm 24 ~ —-Sin———sin p, pﬁsm 7 sinp; )

_ 206! 1 3n 5 X . )
=aa <Tsm 7 sin pq ¢ ——§S1n s1np3t+ i ——sinpgt—-- or (g)

Man sieht, dafl in diesem Falle. nur Schwingungsarten entstehen, die
in bezug auf die Mitte der Spannweite symmetrisch sind, und dafB
die in Gl (g) eingehenden Amplituden der aufeinanderfolgenden

. .1
Schwingungsarten wie 5 abnehmen.

Die Wirkung von Rotationstrigheit und Schub. Um die Werte der
Frequenzen genauer zu bestimmen, mufl man Gl. (132) an Stelle von

Gl. (116) benutzen. Dividiert man Gl. (132) durch

mit der Bezeichnung

F . .
gy’ so ergibt sich

7'2 = j’ (h)

die Beziehung

oy | 02y . BN oy y Od'y ‘
Comt g T <1 ™ k’G>0x20t2+ ®owean — 0 (182)

Diese Gleichung und die Randbedingungen sind erfiilllt, wenn man

y———Osinmylzxcospmt (k)

ansetzt. Substituiert man das in (132’), so erhilt man die folgende
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Gleichung zur Berechnung der Frequenzen:

2m4n4 o mEn? eyl g minir? K 2y
a” g — pm Pm 12 — Pm 2 G gk’G pm

—0. (140)

Werden nur die ersten zwei Glieder dieser Gleichung beriicksich-
tigt, so hat man
min? gl
Pm =5 = 73 M
worin

=—7ZE = Linge der Halbwellen, in die der Stab wahrend der

Schwingung unterteilt ist.
Dies stimmt mit dem oben erhaltenen Resultat (136) iiberein.
Nimmt man die ersten drei Glieder in Gl. (140) und betrachtet

72 2 .
5 als kleine GroBe, so erhilt man

an? 2 2
P ="3(1—55)- (m)

So wird die Wirkung der Rotationstrigheit beriicksichtigt und
man sieht, daf diese Korrektion immer mehr an Wichtigkeit gewinnt,
je kleiner A, d.h. je groBer die Frequenz der Schwingung wird.

Um die Wirkung der Schubkraft zu erhalten, mu3 man alle
Glieder der Gl. (140) beriicksichtigen. Setzt man die erste Niherung (1)
fir p, in das letzte Glied dieser Gleichung ein, so 148t sich zeigen,

2 2

daB dieses Glied gegeniiber der kleinen GréBe —5- von der zweiten

Ordnung klein ist. Vernachlissigt man dieses Ghed, so wird
a 72 1 #%r2 E
P = 7.%’{1 g (1 +m>}' (141)

8 . .
Nimmt man £ = 5 @ an und betrachtet einen Stab von rechteckigem
Querschnitt, fir den &’ = 2 ist, so ist

Ly
ra T
Die von der Schubkraft herrithrende Korrektion ist viermal so groB
wie die von der Rotationstrigheit herrithrende.
Nimmt man an, dal die Wellenlinge A zehnmal so grofi wie die
Tiefe des Tragers ist, so erhédlt man
n? r? 1 =n?

1 3
2T T 212 100*0004

und die Korrektion wegen Rotationstrigheit und Schubkraft betrigt
insgesamt ungefahr 2%.
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43. Andere Befestigungsarten der Enden.
Stab mit freien Enden. In diesem Falle lauten die Randbedingungen:

C%)ﬂ‘:@ =9 2 (%).@:0 =90 @)
3. <{§$§>x:l =0; . (f;j)kl = 0;

Um die Bedingungen 1. und 2. zu erfiillen, miissen wir in der allge-
meinen Losung (133)

setzen, so daB
X = ((cos kx + cosh ka) + Cy(sin kx 4 sinh kx). (b)
Aus den Bedingungen (3) und (4) erhalten wir
Cy(—cos kl 4 cosh kl) + Cz(—sin kl 4+ sinh k1) == 0, '
C,( sinkl+ sinh kl) 4+ C3(—coskl + coshkl)= 0.

(c)

Diese Gleichungen (c¢) ergeben nur dann von Null verschiedene Werte
fiir die Konstanten C; und C;, wenn die Determinante von (c) gleich
Null ist. Durch deren Nullsetzung erhalt man die folgende Frequenz-
gleichung:

(—cos kl + cosh k)2 — (sinh? k1 — sin? k1) = 0
oder, wenn man beriicksichtigt, da8
cosh?kl — sinh?kl =1,
cos?kl + sin2kl =1

ist,

cosklcoshkl=1. (142)
Die ersten sechs aufeinanderfolgenden Wurzeln dieser Gleichung sind
in folgender Zusammenstellung gegeben:

kil ksl kD Rl Kl Kyl
0 4,730 7,853 10,996 14,137 17,279 °

Nun lassen sich die Frequenzen mit Hilfe der Gl. (119) berechnen

—n. _ P _ Ka, _ » __ka,
fl—‘o.* f2*2:'642:‘1’ f34271‘27t’

Setzt man die aufeinanderfolgenden Wurzeln der Gl. (142) in Gl (c)
ein, so kann man die Verhéltnisse % fir die entsprechenden Schwin-

3
gungsarten berechnen und aus Gl. (b) erhilt man dann die Form der
Durchbiegungskurve wihrend der Schwingung. Die Abb. 133 zeigt die
ersten drei Eigenschwingungen. Diesen Schwingungen kann man eine

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 17
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Verschiebung des Stabes superponieren, wie sie bei einem starren
Koérper moglich ist. Diese Verschiebung entspricht der Frequenz f, = 0.
Dann wird die rechte Seite der Gl. (118) Null und man erhdlt mit
Riicksicht auf die Randbedingung (a) X = @ + bx. Die entsprechende
Bewegung liBt sich ebenso untersuchen, wie wir dies im Falle longi-
tudinaler Schwingungen taten (s. S.228).

Stab mit eingespannten Enden. Die Randbedingungen lauten in
diesem Falle:

L (X)z=0=0; 2. <%§>r0 =0 l

IX (d)
3. (X)gus =0; 4. <ﬂ)z=z = 0. [
Die ersten zwei Bedingungen sind erfillt, wenn man in der allgemeinen

Losung (133)
C,=0;=0
setzt. Aus den zwei anderen Bedingungen folgen die Gleichungen
Cy(cos kl — cosh kl) + C4( sinkl —sinh kl) =0,
Cy(sin k!l + sinh k1) 4+ Cy(—coskl 4 cosh kl) = 0,

aus denen sich dieselbe Frequenzgleichung

a wie oben, s. Gl. (142), ableiten 1aBt. Dies
T bedeutet, daB die aufeinanderfolgenden
Schwingungsfrequenzen eines Stabes mit
b eingespannten Enden dieselben sind wie

die eines mit freien Enden?.
Abb‘jgg. Stab mit einem eingespannten und

einem freien Ende. Wenn wir annehmen,
daf das linke Ende (x = 0) eingespannt ist, so erhalten wir folgende
Randbedingungen:
dX
1 (X)eeo =0; 2. > =

‘—/l—’.L'” z=0 -

3. (%f)f 0; 4 (%)x:zzo-

>

Aus den ersten zwei Bedingungen ergibt sich ¢ = U3 = 0 fir die all-
gemeine Losung (133). Die anderen zwei Bedingungen ergeben die
folgende Frequenzgleichung:
cosklcosh kbl = —1.
Die aufcinanderfolgenden Wurzeln dieser Gleichung sind in folgender
Zusammenstellung gegeben:
Bl okl kil kyl ksl kol
1,875 4,694 7,855 10,996 14,137 17,279°

1 Aus Gl. (118) laBt sich schlieBen, daf es in diesem Falle keine Bewegung
gibt, die k;7 = 0 entspricht.
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Man sieht, daB sich diese Wurzeln mit wachsender Frequenz den fiir
einen Stab mit freien Enden erhaltenen Wurzeln nahern. Die Frequenzen
der einzelnen Eigenschwingungen sind
Pi akj
fi=3a = %a

So erhilt man beispielsweise fiir die Grundschwingung

a (1,875\2
h=yz ()
Die entsprechende Schwingungsperiode ist
1 2= B 22 Fylt
7, @ 1875 —3,515] Elg
mit einem Unterschied von weniger als 1,5% gegeniiber der mit Hilfe
der Rayleighschen Methode (s.S.74) erhaltenen Naherungslosung.
Stab mit einem eingespannten und einem unterstiitzten Ende. In
diesem Falle ist die Frequenzgleichung
tgkl =tghkl.
Die aufeinanderfolgenden Wurzeln dieser Gleichung sind:
Jal kel kgl Rl Rl
3,927 17,069 10,210 13,352 16,493 °

T, =-

Mehrfach gelagerter Trigerl. Wir betrachten nun den Fall eines
durchlaufenden Triagers mit »n Teilspannen, der an den Enden und in
(n — 1) Zwischenpunkten einfach unterstiitzt ist. Es seien 1;,1,, .. ., 1,
die Léngen der aufeinanderfolgenden Felder; die Biegungssteifigkeit
des Balkens soll fiir alle Felder gleich sein. Nimmt man das linke Ende
eines Feldes als Koordinatenursprung, so lift sich die Losung (120)
(s. S.247) fiir die Form der Durchbiegungskurve dieses Feldes wahrend
der Schwingung verwenden. Beriicksichtigt man, dafl die Biegung am
linken Ende (z = 0) gleich Null ist, so ergibt sich als Eigenfunktion
des Feldes r

X, =a,(coskx — coshka) + ¢,sinkx 4 d,sinh kx, (e)

worin a,, ¢, und d, willkiirliche Konstanten sind. Die aufeinander-
folgenden Ableitungen von (e) sind:

X, = —a,k (sinkaz 4+ sinh kx) + ¢,k coska + d, kcoshkux, (£
X, = —a,k?*(coskx + coshkz) — ¢, k®sinkx + d, k?sinh ka.  (g)
Setzt man « = 0 in den Gln. (f) und (g), so folgt
(X;)ac:o = k(cr + dr); (X;,).r:() - - 2 kz a’r'

I Siehe E. R.Darnley: Phil. Mag. 41, 81 (1921). Siehe auch D. M. Smith:
Engg. 120, 808 (1925). ‘
17%
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Man sieht, daB ¢, 4 d, der Neigung der Durchbiegungskurve und a,
dem Biegungsmoment an der Auflagerstelle r proportional ist. Aus den
Bedingungen fiir einfach unterstiitzte Enden kann nun ¢; = a,,, =0
gefolgert werden.

Beriicksichtigt man die Bedingungen am rechten Ende des Feldes 7,
so hat man

(Xr)a::l,-z 0; (X;):v:lr: (X;+1)a;=0§ (X;")x=lr: (X;*’+1)x=0 ’
oder mit Benutzung von (e), (f) und (g)

a,(coskl, — cosh kl,) + ¢,sin kl, + d,sinh kI, =0, (h)
—a,(sin kl, + sinh k1,) 4+ ¢, coskl, + d,coshkl, = ¢ppq + oy, (K)
a,(coskl, + cosh kl,) + ¢,sin kl, — d,sinh k1, = 2a, ;. )

Durch Addition und Subtraktion von (h) und (1) erhélt man
arcoskl, + ¢, sinkl, = a,; coshkl, —d,sinhkl, =a, ;
daraus folgt, wenn sin kI, nicht Null ist,

@,y — G, COS ki, — @1 F O coshrlcrl,

Or = sin ki, s b= sinh k1,

und
¢+ dr =a,(cothkl, — cot kl,) — a,,;(cosech kI, — coseckl,). (n)
Mit den Bezeichnungen

cothkl, — cotkl, = @,, l
cosech k1, — cosec kl, = v, J
wird
6+ dp =y @r = Wy 1 Py
ebenso gilt fiir das Feld r + 1
Cron T dpy1 = Qroa@ron— Qry2Pyon- (»)
Mit (m) und (p) geht Gl. (k) in

@GPy — Cp i (Prt Priq) + CrioWPra =10 (q)
uber.

Schreibt man fiir jeden inneren Stiitzpunkt eine derartige Glei-
chung an, so ergibt sich folgendes System von (n — 1) Gleichungen:

T Ay (¢1 -+ (pZ) A A3y, == 0.
Q¥ (P Py) T A Ps= 0,
.......................... (1)
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Geht man nun in der iiblichen Weise vor und setzt die Determi-
nante dieser Gleichungen gleich Null, so folgt die Frequenzgleichung
fir die Schwingungen eines durchlaufenden Trégers.

Denken wir uns z. B. einen dreifach gelagerten Triger, so besteht
das System (r) aus nur einer Gleichung, .

und die Frequenzgleichung lautet
5
¢+ =0 l
oder "
1= — P2 (%) /
3
Die Frequenzen der aufeinanderfolgenden \\
Schwingungsarten erhdlt man aus der ,
Bedingung £ RN
plkl) = —gkly). ! ;
Zur Losung dieser transzendenten Glei- 0 X
chung empfiehlt es sich, die Funktionen ¢ N
und — @ zu zeichnen. Abb. 134 gibt ¢ &
und — ¢ als Funktionen des in Graden _,
0 4 9 15 180 225 270°

ausgedrickten Arguments k! wieder. Das
Problem reduziert sich dann darauf, durch
wiederholte Versuche eine Parallele zur z-Achse zu finden, die die
Kurven ¢ und — ¢ in Punkten schneidet, deren Abszissen zueinander
im gleichen Verhiltnis stehen wie die Lingen der Felder.

Nimmt man z. B. [, : I, = 6: 4,5, so ergibt sich als kleinste Wurzel

kl = 3,416

Abb. 134.

und danach ist die Frequenz der Grundschwingung
;o ha _ 316 /BT
17 2a " 2ai2) Fy
Fiir die nachsthéhere Frequenz erhilt man
kil = 4,787.

Die dritte Frequenz ist naherungsweise durch kl; = 6,690 gegeben,
so daB die aufeinanderfolgenden Frequenzen im Verhéltnis 1: 1,96 : 3,82
stehen. Wenn die Lingen der Felder die Tendenz haben, einander
gleich zu werden, so strebt die kleinste Wurzel nach Abb. 134 dem
Wert kl; = kl, =z zu. Im Falle der Grundschwingung verhilt sich
jedes Feld wie ein Stab mit frei gestiitzten Enden. Eine andere
Schwingungsart ergibt sich unter der Annahme, dafl die Tangente in
den Zwischenlagern horizontal verlduft; dann verhilt sich jedes Feld
wie ein Stab mit einem eingespannten und einem einfach unterstiitzten
Ende.



262 Schwingungen elastischer Kérper.

Im Falle dreier Felder erhalten wir aus (r)
— (1 - @2) T azy, =0,

AP — ag(¢2+ @5) = 0
und die Frequenzgleichung lautet

(P1F @2) (P2+ @5) — 95 = 0. (t)

Mit Hilfe von Tabellen! der Funktionen ¢ und g liBt sich die

Frequenz der Grundschwingung aus (t) durch systematisches Probieren
finden.

44. Erzwungene Schwingungen eines Trigers mit frei
gestiitzten Enden.

Allgemeines. Im Falle eines Trigers mit gestiitzten Enden ist der all-
gemeine Ausdruck fiir Biegungsschwingungen durch Gl. (138) gegeben.
Bezeichnet man die generalisierten Koordinaten mit ¢;, so ergibt die
genannte Gleichung

Y= Z g;sin 'Z—U- (a)
Die Ausdriicke fiir die potentielle und die kinetische Energie findet
man aus den Gln. (123) und (124), indem man sin“2= an Stelle

1
von X; setzt:

=10

Y M EI \ b
-2~2qff i sin? — LA - 41: = g7, (143)
1 1

¥~ ?7 %
A MR a0
1 1

Wenn stérende Krifte auf den Trager einwirken, so lautet die Lagrange-
sche Gl (72) fiir eine beliebige Koordinate g;

Fyl .. Elntdd
. Jp L= .
29 q; 273 qi (l)z

oder

.. Z'Jx :74 a‘.]

q: -+ T 4T Fyl Q: (b)
worin @, die der Koordinate ¢; entsprechende generalisierte Kraft

! Solche Tabellen finden sich in der S. 259 genannten Arbeit von E. R. Darn-
ley. Eine andere Methode auf nomographischer Grundlage wird in der S.259
genannten Arbeit von D. M. Smith gegeben; dort wird auch die Anwendung dieses
Problems auf die Schwingungen von Kondensatorréhren gezeigt. )
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bezeichnet und a? durch Gl. (117) gegeben ist. Die allgemeine Losung
von Gl. (b) ist

22t L 2alat
q; = A;cos Y "Fl,:zfl,, -+ B;sin v zl—.;t
¢
2 2¢ . rata(t — 1)
+ ey mf@l sSin I * (ltl . (C)
¢

Die ersten zwei Glieder in dieser Losung stellen die durch die Anfangs-
bedingungen bestimmten freien Schwingungen dar, wihrend das dritte
Glied die durch die Storungskrifte verursachten Schwingungen dar-
stellt.

Pulsierende Kraft. Als Beispiel wollen wir nun den Fall einer pulsie-
renden Kraft P = P, sin nf, betrachten,
die in der Entfernung ¢ vom linken La- = —)V X
ger angreift (s. Abb. 135). Wir fithren eine / l
generalisierte Kraft @); ein, indem wir an-
nehmen, daf} die Koordinate ¢; einen kleinen
Zuwachs dq; erfahrt. Die entsprechende Durchbiegung des Tragers
ist nach GI. (a)

Abb. 135

0y = dg;sin l—;x,

und die von der dufleren Kraft P bei dieser Verschiebung geleistete
Arbeit ist

Pdg;sin v 7; ¢
Damit ist
@; = Psin % = Pysin* " sinnt, . (d)

Setzt man dies in Gl (c¢) ein und betrachtet nur den durch die
pulsierende Kraft erzeugten Teil der Schwingungen, so folgt

29 . ime B .
0= 55 Posin 1 (i ips_ epsinnt
n s .1i2n2at) ©
— s 0y ST :
i?n?a (it nta? — n? ) 12
Setzt man dies in Gl. (a) ein, so ergibt sich
o i P3C <in 1A X
sin ——— sin ——
29 Py O 7 s
yo= = I 0y SIN
Y Fy = date -l
- sininc i iz X
. ——sin —— .,
2gn Pyls >—1 l { S.lzlrﬁat (145)
— = P s in - = .
Fyata < {#(itata® — n?lY) 1 /
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Wie man sieht, ist die erste Summe in dieser Losung der GroBe
sin nt proportional. Sie hat dieselbe Periode wie die Storungskraft und
stellt die erzwungenen Schwingungen des Tréigers dar. Die zweite
Summe stellt die durch die Wirkung der Kraft hervorgerufenen
freien Schwingungen des Trigers dar. Diese letzten Schwingungen
werden durch Widerstdnde verschiedener Art allméhlich abgedampft,
und nur die durch

o sininc‘iniﬂx
29 Py B\ R A
Y= Fy _1} T P T sinni ()

gegebenen erzwungenen Schwingungen sind von praktischer Bedeutung.
Wenn sich die pulsierende Kraft P sehr langsam &dndert, so ist »
eine sehr kleine GroBe, und 7n2l* kann im Nenner der Reihe (f) ver-
nachléssigt werden. Dann ist
29PB 91 . imc . inw

— F?:zTaz i F sin T sin i (J)
1

oder unter Verwendung von Gl. (117)

2P N11 . imc . imw
= BT L 5 ~~1n sin — . (g)

Dieser Ausdruck stellt die statlsche, durch die Last P bewirkte Durch-
biegung des Trigers darl. Im speziellen Fall, daBl die Kraft P in der

Mitte wirks, ist ¢ = ;_
2PPB (. mx 1 3aa 1 " an \
Y =TT (smT— 5 sin - ; Tt msin e — ) (h)

und wir erhalten

Die Reihe konvergiert sehr rasch und ergibt bereits einen brauchbaren
Naherungswert fir die Durchbiegungen, wenn man nur das erste
Glied nimmt. Auf diesem Wege findet man fiir die Durchbiegung in
der Mitte:

. _ 2PE P
Wel = Frad Tas7wmT

Diese Naherung ist mit einem Fehler von etwa 1,5% behaftet.
Bezeichnet man mit « das Verhéltnis der Frequenz der Stérungs-
kraft zu der Frequenz der freien Grundschwingung, so erhdlt man

nl?

am?’

und die Reibe (f), die erzawungene Schwingungen darstellt, nimmt die

1 Siehe Festigkeitslehre S. 124,
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Gestalt o sin 78 gin tTE
sin ntld \O l !
V=2 gl 2w
1

an. Wirkt die pulsierende Kraft in der Mitte, so ergibt sich

. T . 3nx . bnx
2 Pysinnth (S‘HT sin~y-  sin—y— )

Y= EIn* 77,1—12_347012—{—'?—'&2'.'/'
Fiir kleines « stellt das erste Glied dieser Reihe die Durchbiegung mit
ziemlicher Genauigkeit dar und durch Vergleich von (k) und (h) er-
kennt man, daB das Verhiltnis der dynamischen Durchbiegung zur
statischen niherungsweise gleich ist

(k)

Ya 1 (1)

¥y 1 —oaf’

Wenn z. B. die Frequenz der stérenden Kraft viermal so groB ist
wie die Frequenz der Grundschwingung, so ist die dynamische Durch-
biegung ungefihr um 6% gréBer als die statische.

Dank der Tatsache, daB die Schwingungsprobleme bei Stiben
durch lineare Differentialgleichungen dargestellt werden, kann man
das Prinzip der Superposition anwenden, wenn mehrere pulsierende
Krifte am Triager angreifen, d. h. die resultierende Schwingung ergibt
sich dann durch Superposition der durch die einzelnen Krafte erzeugten
Schwingungen. Der Fall von stetig verteilten pulsierenden Kréften
148t sich auch in gleicher Weise erledigen; man mufl nur die Summa-
tion durch eine Integration lings des Tragers ersetzen. Nehmen wir
z.B.an, daB der Tréger eine gleichfoérmig verteilte Last von der Intensitét

q = gosinnt
trigt. Ein derartiges Belastungsverhaltnis herrscht z. B. bei der Trieb-
stange einer Lokomotive unter der Einwirkung transversaler Tragheits-
krifte. Um die Schwingungen zu bestimmen, setzt man g,dc¢ an Stelle
von P, in Gl (f) ein und integriert dann diese Gleichung nach ¢
von ¢ = 0 bis ¢ = I. So erhilt man

. tax
e sin

__dgql 1 .
y= Fyx 21/7,'(@’47,4(12*”214)51117”. (m)

Wenn die Frequenz der Last im Vergleich zur Frequenz der Grund-
schwingung des Stabes sehr klein ist, so kann man das Glied n?I4
im Nenner der Summe (m) vernachlissigen und erhilt

(. T X . 3z . bma, 3
(sm—m sin ——  sin —-— )

Lgl 1 1 my
Y=EI\ T T s T

(n)

Diese sehr rasch konvergierende Reihe stellt die durch eine gleich-
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formig verteilte Last ¢ hervorgerufene statische Durchbiegung dar. Fiir

die Durchbiegung in der Mitte erhalten wir, indem wir x = - setzen,

el = g3l —F+5— ) ®

Wenn wir nur das erste Glied dieser Reihe beriicksichtigen, so erhalten
wir die Durchbiegung in der Mitte mit einem Fehler von ungefihr }%.
Ist die Frequenz der pulsierenden Last nicht geniigend klein, um die
Anwendung der statischen Gleichung zu rechtfertigen, so 148t sich die-
selbe Methode anwenden, die wir fiir den Fall einer Einzelkraft benutzt
haben, und wir gelangen zu der durch GI. (1) gegebenen Darstellung.
Bewegte konstante Kraft. Wenn sich eine konstante vertikale
Kraft P liangs eines Tragers bewegt, so erzeugt sie Schwingungen,
die sich durch Anwendung der allgemeinen Gl. (c) ohne Schwierigkeit
berechnen lassen. Es sei v die konstante Geschwindigkeit der bewegten
Kraft und die Kraft moge zu Beginn (¢ = 0) am linken Lager angreifen;
dann ist in einem beliebigen Zeitpunkte ¢ = #; die Entfernung dieser
Kraft vom linken Lager v¢;. Um die generalisierte Kraft Q, fiir diesen
Fall zu bestimmen, nehmen wir an, daf die Koordinate ¢; im all-
gemeinen Ausdruck (a) fiir die Durchbiegungskurve einen unendlich
kleinen Zuwachs dg; erfahrt. Die von der Kraft P bei dieser Verschie-
bung geleistete Arbeit betrigt
’ 1TV

l
Daraus ergibt sich die generalisierte Kra.ft zZu

@; = Psin .

Setzt man dies in das dritte Glied des Ausdruckes (c) ein, so findet
man fiir die durch das bewegte Gewicht hervorgerufenen Schwingungen
folgenden Ausdruck?:

P (0y)s—vt, = P Og;sin

FR
__2g9PP >7 S1n7ﬂ—~ . st

F y n? &/ T

sy SN
22 a2 a? — 02 %) l
. tnw
sin ——

2gPl4 -~ ! . ratal .
Z TP S L L) (146)

"Z(l

1 Dieses Problem ist von prak’mscher Bedeutung fir die Untersuchung von
Briickenschwingungen. Seine erste Losung stammt von A. N, Kriloff, Mitglied
der Akademie der Wissenschaften in Petersburg; siehe Math. Ann. 61 (1905).
Siehe auch die Arbeit des Verfassers in Bull. Polytechn. Inst. Kiew 1908 [deutsche
Ubersetzung in Z. Math. Phys. 59 (1911)]. Prof. C. E. Inglis kam in den Proc.
Inst. Civ. Engs. 218, London 1924, zu gleichen Resultaten. Siehe auch die Arbeit
von H. H. Jeffcott: Phil. Mag. (Ser. 7), 8, 66 (1929). In dieser Arbeit wird die
Traghelt der bewegten Last beriicksichtigt. R. I. C. Howland Transverse Oscilla-
tions in Girders. Inst. Civ. Engs. London 1924.
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Die erste Reihenentwicklung in dieser Losung stellt erzwungene, die
zweite freie Schwingungen des Traigers dar.

Wenn die Geschwindigkeit der bewegten Kraft sehr klein ist, so diir-
fen wir in der obigen Losung v = 0 und vt = ¢ setzen; dann ist

[ee]
, 2gPP 2] ininci D ¥
= =% - sin —=sin 55 .
y F o ata? T i 78Ty

Dies ist die statische Durchbiegung des Balkens, verursacht durch die
in der Entfernung ¢ vom linken Lager angreifende Last P [s. Gl (j)].
Mit der Bezeichnung

22 l2

o = (q)

Ta?at

lassen sich die erzwungenen Schwingungen in der allgemeinen L&-
sung (146) in folgender Form darstellen:

L tax . tavt
sin - —— sin

_2PB \7 l l
Y= F7a - j 22 o2) . ' (r)

Es ist interessant zu bemerken, dal} diese Durchbiegung vollstindig
ibereinstimmt mit der statischen Durchbiegung eines Tragers?!, auf
den auller der in der Entfernung ¢ = vt vom linken Lager angreifenden
Querlast P noch ein Axialdruck S einwirkt, der so gewéhlt ist, dafl
S Sz
PP .2 .
S, Elxr % (%)
Hierin bezeichnet S, diekritische oder Knickbelastung desTrigers.
Aus den Gin. (s) und (q) erhalten wir

8B PP
EIa*  «a?
oder
2 FA
§ =" (t)

Die Wirkung dieser Kraft auf die statische Durchbiegung des
durch P belasteten Tragers ist dquivalent der Wirkung der mit einer
gewissen Geschwindigkeit bewegten Kraft P auf die die erzwungenen
Schwingungen darstellende Durchbiegung (r).

Wiachst die Geschwindigkeit », so kann ein Zustand erreicht wer-
den, bei dem einer der Nenner in den beiden Summen von (146) gleich
Null wird und Resonanz eintritt. Nehmen wir z. B. an, dafl

a?a? = 22, (u)

1 Siehe des Verfassers Festigkeitslehre, S. 151. Durch Verwendung des
bekannten Ausdruckes fiir die statische Durchbiegungskurve erhilt man einen
geschlossenen Ausdruck fiir die durch die Reihe (r) dargestellte Funktion.
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In diesem Falle wird die Periode der Grundschwingung, die sonst
2
gleich 2e ist, gleich 2t , also doppelt so grof wie die Zeit, welche
aT v

die Kraft P zur Uberschreitung des Trigers braucht. Die Nenner
der ersten Glieder in den beiden Summen (146) werden bei der An-
nahme (u) gleich Null und die Summe dieser beiden Glieder wird

sinnvt‘ L sinnzat
29PF 7z 1 ma P
Fyn® 8 l n2a? — v? 2

Dieser Ausdruck hat die Gestalt J und 1a8t sich in der iiblichen Weise
folgendermaBen umformen (s. S.15)

Py vt . mwX Pgl . zmvt . ax
——A/Fﬂfb—tcos—l*~smT—|—yF?—vfz—sm 7 sin . (v)
Dieser Ausdruck erreicht sein Maximum fiir
l
t = —
7
und ist dann gleich
Pol (ginm0t 2ot ALY mz PP 7%
Y Fa?o? \ ] % t=%bn R e R

Bertucksichtigt man, daB der Ausdruck (v) eine brauchbare Nahe-
rung fir die durch Gl. (146) gegebene dynamische Durchbiegung
darstellt, so kann man sehen, dafl die maximale dynamische Durch-
biegung bei der Resonanzbedingung (u) um ungefihr 50% groBer ist
als die maximale statische Durchbiegung, die gleich ist

P
18ET"

Bs ist interessant zu bemerken, daB das Maximum der dynamischen
Durchbiegung in dem Augenblick eintritt, in dem die Kraft P den Tréager
verlift. In diesem Augenblick ist die Durchbiegung unter der Kraft P
gleich Null und daher verschwindet auch die Arbeit, die diese Kraft bei der
PiAR Uberquerung des Triigers geleistet hat. Um zu

/ « erkliren, woher die wahrend des Uberganges der

Kraft P im schwingenden Tréger angesammelte

— % g g g

ax  Energie kommt, nehmen wir an, daB keine
Reibung vorhanden ist und daf der Triger
eine Reaktion R in der Normalrichtung ausiibt
(Abb. 136). Fir diesen Fall folgt aus der (}leichgewichtsbedingung,

Yy Abb. 136.

daf3 eine horizontale Kraft von der Grofie P ,? vorhanden sein muf3.

Die von dieser Kraft wihrend ihres Uberganges iiber den Triger ge-
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leistete Arbeit ist .

W = —fp <3—y>vdt.
d r T =0vi

Setzt man hierin den Ausdruck (v) fiir y ein, so folgt

l

”

Prg ‘. omwvt  avt vt w vt P4l
W= — oy f<81n 7 7 Cos 7) COs ~y vdt = STt
0

el

oder, wenn man die Gln. (u) und (117) berticksichtigt,

2 P2l:$
;o=
" 4 ElInt’

Dieser Arbeitsbetrag ist nahezu gleich® dem Betrag der potentiellen
Energie der Balkenbiegung im Zeitpunkt ¢ = —i—

Bei Briicken ist die zum Uberqueren erforderliche Zeit gegen-
iiber der Periode der Eigenschwingung gewéhnlich groB, und die durch
GL (q) gegebene GroBe o? ist klein. Wenn wir nun von jeder der in
Gl. (146) auftretenden Reihen nur das erste Glied beibehalten und an-
nehmen, daf sich im ungiinstigsten Falle die Amplituden der erzwun-
genen und freien Schwingungen addieren, so erhalten wir fiir das
Maximum der Durchbiegung

2gPB 1 vl 1
v = s (e wn b aw e e
2PB 14+o 2P 1
T EIxt 1 - Elatl o

(147)

Dieser Wert fur das Maximum der dynamischen Durchbiegung ist etwas
zu groBl, da bei der obigen Uberlegung die Dampfung ganz vernach-
lassigt wurde.

Durch Anwendung des Superpositionsprinzips 148t sich das Problem
auch im Falle eines Systems von konzentrierten bewegten Kriaften

1 Die potentielle Energie des durch die in der Mitte angreifende Kraft P
gebogenen Tragers betrigt
P23 w
. — = 2 4:
06 E 1 und 7 243 .
Dieses Verhéltnis ist nahezu gleich dem Quadrat des Verhaltnisses der dynamischen
48\2
zur statischen Maximaldurchbiegung, wofiir sich der Wert (—1—3> = 2,38 ergibt.

Der Unterschied ist auf die Schwingungen héherer Ordnung in der Durchbiegungs-
kurve zuriickzufithren.
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und ebenso im Falle von bewegten verteilten Kriften ohne Schwie-
rigkeiten losen?®.

Bewegte pulsierende Kraft?. Wir betrachten nun den Fall einer
pulsierenden Kraft, die sich mit einer

i :

! N\ konstanten Geschwindigkeit » lings des
t Trigers fortbewegt. Etwas Derartiges

| “p wis | tritt z.B. ein, wenn eine nicht aus-

r Abbl 157 ' balancierte Lokomotive iiber eine Briicke

fahrt (Abb. 137). Die von der mangelnden
Ausbalancierung herriihrende Vertikalkomponente der Fliehkraft P ist3

Pcoswt,,

worin o die Winkelgeschwindigkeit des ‘Triebrades bedeutet. Die
gleiche Schlulweise wie frither fithrt auf den folgenden Ausdruck
fir die der generalisierten Koordinate ¢, entsprechende gene-
ralisierte Kraft:

@, = Pcoswt;sin g;it—l

Setzt man dies in das dritte Glied der allgemeinen Losung (c) ein,

so folgt
in <—Z—? -+ w)t sin (l Flﬂ} — w)t

P m . 1N \
y%ﬁ;%’ ST g B T (B i

/ 2alat 2rtatl
d( sin —— sin—— "
A RN R e Faan ] B

worin
vl - . 20 \ .
o= das Verhdltnis der Periode 7= g der Grundschwingung
. l .
des Tragers zum Doppelten der Zeit 7, = P welche die Kraft P
zum Uberschreiten des Trigers braucht, ist, wihrend

B :% das Verhidltnis der Periode der Grundschwingung des
2

27 .
Trigers zur Periode 7, = —”:—t' der pulsierenden Kraft bedeutet.

Wenn die Periode 7, der pulsicrenden Kraft gleich der Periode 7 der
Grundschwingung ist, dann ist § =1, und die Bedingung fir die Ent-
stehung der Resonanz ist erfiillt. Die Schwingungsamplitude wird

1 Siehe die obengenannte Arbeit des Verfassers.

? Siehe die Arbeit des Veifassers in Phil. Mag. 43, 1018 (1922). Siehe auch
die Arbeit von C. E. Inglis: Proc. Roy. Soc. (Serie A), 118, 60 (1928).

3 BEs wird angenommen, dafl die Flichkraft zur Zeit ¢, = 0 nach abwéarts
gerichtet ist.



Briickenschwingungen. 271

wihrend der Bewegung der pulsierenden Kraft allmahlich zunehmen

und ibr Maximum in dem Awugenblick ¢ = % erreichen, wo sich das
erste Glied (fiir 4 = 1) in der Reihe (148), das den wichtigsten Teil
von y darstellt, auf die Form

1 2PP . awx .
T sin -rsm wt

reduzieren 1Bt und die maximale Durchbiegung durch die Formel

op 3
2PP 27, 2PI (149)

) o 1
max o wEInt T v EIa

gegeben ist. Infolge der Tatsache, dafl in den wirklich vorkommen-
den Fillen das Zeitintervall 7, = —f}— gegeniiber der Periode 7 der

Eigenschwingung groB ist, wird das durch die pulsierende Kraft P er-
zeugte Maximum der dynamischen Durchbiegung um ein Vielfaches

. . 2PB L.
grofer sein als die Durchbiegung 77—, die von derselben Kraft erzeugt

wiirde, wenn sie statisch in der Mitte des Trigers angriffe. Kinige
Anwendungen der Gl. (149) zur Berechnung der Stofiwirkung bei
Briicken wird der nichste Paragraph bringen.

45. Briickenschwingungen.

Es ist eine bekannte Tatsache, daB eine rollende Last in Briicken
und Triagern groBere Biegung und gréfere Spannungen hervorruft
wie eine statisch wirkende Kraft von gleicher Gié8e. Dieser ,,Stof}-
effekt von bewegten Lasten ist bei Briicken praktisch von groBler
Bedeutung, und viele Ingenieure haben an der Losung dieses Problems
gearbeitet!. Die an Briicken beobachteten StoBerscheinungen riithren
von verschiedenen Ursachen her, von denen hier folgende besprochen
werden sollen:

1. die dynamische Wirkung einer ruhig bewegten Last;

2. die StoBwirkung der Gegengewichte in den Lokomotivtrieb-
radern und

3. der StoBeffekt, der von den UnregelmiBigkeiten des Gleises
und den flachen Stellen der Réder herriihrt.

Dynamische Wirkung einer ruhig hewegten Masse. Bei der Fr-
orterung dieses Problems werden wir zwei extreme Fille betrachten:

1. den Fall, daB die Masse der bewegten Last gegeniiber der
Masse des Triigers, d. h. des Fahrbahn- oder Gleistrigers, grof ist und

1 Die Geschichte dieses Problems ist im bekannten Werk von Clebsch, Theorie
der Elastizitat fester Korper, eingehend erdrtert. Sieche die FuBnote S.597 der von
St. Venant besorgten franzosischen Bearbeitung. Paris 1883.
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2. den Fall, daB8 die Masse der bewegten Last gegeniiber der Masse
der Briicke klein ist.
Im ersten Falle darf man die Masse des Triigers vernachlissigen.
.7 ' Dann wird bei jeder Lage der Last
‘ W,_, \—x die Durchbiegung des Trigers unter
der Last dem Drucke R, den die rol-
lende Last P auf den Tréiger ausiibt
(Abb. 138), proportional sein und sich
aus der bekannten Gleichung der statischen Durchbiegung

P Abb. 138
y 0 1 .

R — )
Y="31m1 (@)
berechnen lassen. Um den Druck R zu ermitteln, muBl man zu der
. . P g2 . .
rollenden Last P die Tragheitskraft ~?%i2/ addieren. Nimmt man

an, dafl sich die Last lings des Trégers mit der konstanten Ge-
schwindigkeit v fortbewegt, so erhilt man

dy _ 8y, Ay Ldy

at ~ Vdx’ a2 =~ Y da?
und der Druck auf den Tréger ist

. v2 dZy\
R=P(1-7 2% (b)

Setzt man dies in Gl. (a) ein, so folgt

o 02 d2y\ 2 (1 — z)? _

y=P(1- . ) e (150)
Diese Gleichung bestimmt den geometrischen Ort der Berithrungs-
punkte der bewegten Last mit dem Triger!. Eine Niherungslésung
der Gl (150) ergibt sich, wenn man annimmt, daf die gleiche Kurve
auch bei der Geschwindigkeit Null (v = 0) entsteht, und

Pa?(l — a)?
3LE]
an Stelle von y in der rechten Seite dieser Gleichung setzt. Dann liBt
sich durch einfache Rechnungen zeigen, daB ¥ ein Maximum wird,
wenn sich die Last in der Mitte der Spannweite befindet, und der maxi-
male Druck wird gleich sein
vt Pl

Bmax = P <1 T 3B (e)

Das Maximum der Durchbiegung in der Mitte des Tragers wichst

1 Diese Gleichung wurde von Willis aufgestellt: Appendix to the Report
of the Commissioners . . . to inquire into the Application of Iron to Railway Struc-
tures. London 1849.
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im gleichen MaBle wie der darauf wirkende Druck, so daf

¥ Pl ) (151)

6d—‘6sz<l+ g 3EI
Diese Niherungslésung der Gl. (150) ist fiir praktische Anwendungen
hinreichend genau, wie der Vergleich mit dem Ergebnis eines exakten
Losungsverfahrens zeigtl. Das zweite Glied im Klammerausdruck ist
gewohnlich sehr klein und der ,,dynamische Effekt praktisch be-
deutungslos.

Im zweiten Falle, in dem die Masse der Last gegeniiber der Masse
der Briicke klein ist, kann man die bewegte Last mit geniigender
Genauigkeit durch eine bewegte Kraft ersetzen und die in §44 gegebenen
Resultate verwenden. Nehmen wir z. B. an, daB fiir drei verschiedene
Eisenbahnbriicken mit Spannweiten von 18 m, 36 m, 108 m die Fre-
quenzen der Eigenschwingungen durch folgende Tabelle? gegeben sind:

= 18m 36mﬁ lOSma
f= 9 5 2

1

1 .
17 12

o=

(‘x)v= 36 m pro sec —

Die in der 3. Zeile angegebene GroBe o stellt fiir die Geschwindig-
keit ¥ = 36 m/sec das Verhiltnis der Periode der Grundschwingung zum

Doppelten der Zelt — dar, die die Last zur Uberquerung des Triagers

braucht. Nun erkennt man3 auf Grund der Loésung (147), daBl das
von der dynamischen Wirkung herrithrende Anwachsen der Durch-
biegung fiir eine Spannweite von 18 m und bei einer sehr hohen Ge-
schwindigkeit ungefihr 12% ausmacht und daB dieser Wert mit ab-
nehmender Geschwindigkeit und zunehmender Spannweite noch kleiner

1 Die exakte Losung der Gl (150) gab G. G. Stokes an, siche Math. Phys.
Papers 2, 179. Dasselbe Problem wurde auch von H.Zimmermann erértert,
siehe Die Schwingungen eines Trigers mit bewegter Last. Berlin 1896. Es ist zu
bemerken, da8 sich die Integration der Gl.(150) auch numerisch mit Hilfe der
oben angegebenen Methode ausfithren 1aBt. Auf diesem Wege erhielt: Prof.
N. P. Petroff Losungen fiir einen Trager mit elastischen Auflagern und fiir durch-
laufende Triger, siche Mem. Russ. Imp. Techn. Soc. 1903.

2 Einige experimentelle Daten iiber Schwingungen von Briicken finden sich
in folgenden Arbeiten: Biihler, A.: StoBwirkungen bei eisernen KEisenbahn-
briicken. Druckschrift zum Intern. KongreB fiir Briickenbau, Zirich 1926 und
Hort, W.: Sto8beanspruchungen und Schwingungen, Die Bautechnik, Berlin
1928. Bernhard, R.: Z. V. d. 1. 73, 1675 (1929). Rep. Bridge Stress Committee,
Dept. Scientific Industr. Res., London 1928. Streletzky, N.: Ergebnisse der
experimentellen Briickenunteruchungen. Berlin 1928.

3 Die Briicke wird hier als einfacher Triger mit konstantem Querschnitt
betrachtet. Schwingungen von Fachwerktrigern wurden untersucht von H. Reiss-
ner: Z. Baut. 53, 135 (1903) und E.Pohlhausen: Z.ang. Math. Mech.1, 28
(1921).

Timoshenko, Schwingungsprobleme, 18
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wird. Wenn mehrere bewegte Lasten an der Briicke angreifen, so muf3
man die ihnen entsprechenden Schwingungen superponieren. Nur im
Ausnahmefall des Synchronismus dieser Schwingungen wird der resul-
tierende dynamische Effekt auf das System der Summe der Effekte
der einzelnen Lasten gleich sein und das von diesem Effekt herriihrende
Anwachsen derDurchbiegung in gleichem Verhiltnis wie fiir eine einzelne
Last stattfinden. Aus diesen Beispielen ersieht man, dal die dynamische
Wirkung einer sich ruhig bewegenden Last kein wichtiger Faktor ist
und auch im unginstigsten Fall 10% kaum iibersteigt. Viel bedeutendere
Wirkungen konnen, wie wir sehen werden, durch pulsierende Krifte
erzeugt werden, die von rotierenden Gegengewichten an Dampfloko-
motiven herrithren.

StoBwirkungen nicht ausgeglichener Massen. Die ungiinstigsten
Ve:hiltnisse treten im Falle der Resonanz ein, wenn nidmlich die Dreh-
zahl der Triebriader der Frequenz einer Eigenschwingung der Briicke
gleich wird. Fir Briicken mit kurzer Spannweite ist die Frequenz
der Eigenschwingung gewohnlich so hoch, da8 bei jeder praktisch mog-
lichen Geschwindigkeit Synchronismus der pulsierenden Last und der
Eigenschwingung ausgeschlossen ist. Nimmt man z. B. 6 Umdrehun-
gen der Triebrider pro Sekunde als obere Grenze an und legt als die
Frequenzen der Eigenschwingung die Zahlen der obigen Tabelle zu-
grunde, so sieht man, dal} fiir Spannweiten kleiner als 30 m Resonanz
kaum moglich ist. Fiur groBere Spannweiten mufl man Resonanz-
wirkungen beriicksichtigen und den StoBeffekt aus Gl. (149) berechnen.
Es sei

P, der von den Gegengewichten herrithrende maximale Ge-
samtdruck auf das Gleis, wenn die Triebrader eine Umdrehung pro
Sekunde machen,

n die Gesamtzahl der Umdrehungen der Triebrider wahrend des
Briickeniiberganges.

Dann ist die von der StoBwirkung herrithrende zuséitzliche Durch-
biegung nach GI. (149) gleich

3
Omax =%§%. (152)

Bei der Berechnung des von den unausgeglichenen Gewichten her-
rithrenden StoBeffektes haben wir offenbar folgende Faktoren zu be-
riicksichtigen:

1. die durch die Kraft P, bewirkte statische Durchbiegung,

2. die Periode v der Eigenschwingung der Briicke und

3. die Anzahl n der Umdrehungen.

Alle diese GroBen werden in den beim Briickenentwurf angewandten
auf den Stof beziiglichen Formeln gewohnlich unberiicksichtigt gelassen.
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Unm eine Vorstellung von der GréBe dieses StoBeffektes zu gewinnen,
wollen wir die Gl. (152) auf ein numerisches Beispiel, gegeben durch
eine Lokomotive, die eine etwa 36 m lange Briicke iiberquert, anwenden.
Unter der Annahme, daB die Lokomotive durch eine iber die Lénge
von 4,5 m gleichférmig verteilte Last von 21800 kg pro Meter und der
der Lokomotive vorangehende und angehdngte Eisenbahnzug durch eine
gleichférmig verteilte Last von 8200kg pro Meter ersetzt werden darf, be-
tragt die maximale zentrale Durchbiegung jedes Tragers ndherungsweise

218
EIa’
dem Auﬂagerpunkt néhert und der Eisenbahnzug die Bricke vollig

bedeckt, E I =73+ 94000. Nimmt man die Drehzahl n gleich 8 und den

maximalen pulsierenden Druck auf jeden Tréger beim Eintritt der Re-

- 125000 . Dieselbe Durchbiegung betriagt, wenn sich die Lokomotive

sonanz gleich —1—)1 = 8500 kg an, so ist die zusdtzliche Durchbiegung
nach Gl. (152) gleich E 1 ——+ 136000. Addiert man diese zu der oben

fiir eine sich dem Briickenende nihernde Lokomotive berechneten
statischen Durehbiegung, so erhdlt man firr die gesamte Durchbiegung

in der Mitte ——— E I 7+ 230000. Vergleichen wir diesen Wert mit der oben

3
angegebenen maximalen statischen zentralen Durchbiegung E;F -125000,

so sehen wir, daBl die durch die StoBwirkung erzeugte zusitzliche
Durchbiegung in diesem Falle ungefihr 84% betriagt. Wird die Dreh-
zahl n gleich 6 genommen und wieder Resonanz vorausgesetzt, so
erhilt man fiir dasselbe numerische Beispiel eine Vergréferung der
Durchbiegung um 56 %.

ImFalle von Briicken mit kiirzerer Spannweite, bei denen die Frequenz
der Eigenschwingung bedeutend groBer ist als die sekundliche Dreh-
zahl der Triebrdder, erhélt man eine brauchbare N&herung, indem
man nur das erste Glied in den Summen (148) beriicksichtigt und die

ungiinstigste Annahme macht, ndmlich die, daBl zur Zeit t = L , WO

2v
die pulsierende Kraft die Mitte der Spannweite erreicht, sin (7—32 + w) ¢

l
betragt die zusétzliche Durchblegung nach (148)
P 1 1 o o
E1n4<1 —(/3+oc)2+ 1— ,3—7252+(T':,3)2—a2 + (1+ﬂ)2—a2>
2P13 11—« (153)

R S |

! Die numerischen Daten sind der frither erwihnten (siehe S. 266) Arbeit von
C.E.Inglis entnommen.

und sin (—« — w)t gleich 1, sin = dagegen gleich —1 wird. Dann

18%
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Betrachten wir z. B. eine Briicke von 18 m Spannweite und nehmen
wir dieselbe Art der Belastung wie im vorigen Beispiel an so betrigt

das Maximum der statischen Durchbiegung naherungsweise -— E I . +78500.
Wenn die Triebriader 6 Umdrehungen pro Sekunde machen, so ist das
Maximum der auf den Triager wirkenden nach abwirts gerichteten Kraft

8500-(2)2 = 12200 kg. Nimmt man die Frequenz der Eigenschwingung
der Briicke gleich 9 an, so erhdlt man aus GIl. (153)

0= I 4(12200 2,67) = 31500.

EI 4
Daraus ergibt sich

dynamische Durchbiegung 78,5 4 31,5
statische Durchbiegung 78,5

= 1,40.

Die StoBwirkung der Gegengewichte betriagt in diesem Falle 40%. .

Aus der oben entwickelten Theorie erkennt man, daB im allge-
meinen der heftigste StoBeffekt bei den kiirzesten Spannweiten ein-
tritt, bei denen Resonanzerscheinungen vorkommen kénnen; das sind
bei den obigen Annahmen Spannweiten von etwa 30 m; denn in diesem
Falle tritt die Resonanz gerade dann auf, wenn die pulsierende Kraft
am groBten ist. Mit der wachsenden Spannweite sinkt die kritische
Geschwindigkeit und ebenso die GroBe der pulsierenden Last; daher
verringert sich auch der Stofeffekt. Fiir sehr groBe Spannweiten, bei
denen die Frequenz der Grundschwingung klein ist, wird Synchronismus
der pulsierenden Kraft mit der zweiten Schwingungsart, die in der
Mitte der Spannweite einen Knoten hat, theoretisch moglich, und aus
diesem Grunde kann bei einer Geschwindigkeit, die ungefiahr viermal
so grofl wie die erste kritische Geschwindigkeit ist, eine Vergréferung
des StoBeffektes eintreten.

Es ist zu bemerken, daB sich alle unsere Berechnungen auf die
Annahme griinden, dal sich eine pulsierende Kraft iiber die Briicke
bewegt. In wirklichen Fillen handelt es sich um rollende Massen,
die, wegen der wechselnden Lage der Last, Anderungen der Eigen-
frequenzen der Briicke bewirken. Diese Verénderlichkeit der Eigen-
frequenzen, die besonders bei kurzen Spannweiten zur Geltung kommt,
ist sehr giinstig, denn die pulsierende Last wird nicht mehr wihrend
der ganzen Zeit des Briickeniiberganges Resonanz ergeben und die
sich anhdufende Wirkung wird nicht so betont sein, wie es die obige
Theorie angibt. Aus Experimenten des ,,Indian Railway Bridge Com-
mittee‘! ersiecht man, daf das Maximum der Durchbiegung im all-
gemeinen dann eintritt, wenn die Maschine ungefahr zwei Drittel der

1 Siehe Bridge Sub-Committee Rep. 1925. Calcutta: Gouvernement of India
Central Publication Branch. Techn. Paper 1926, Nr. 247.
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Spannweite iberquert hat, und daB der maximale StoBeffekt nur
ungefihr ein Drittel des durch Gl. (152) gegebenen Wertes betragt.
Es ist ferner zu bemerken, daf der StoBeffekt der Kraft P, proportional
ist und somit von der Art der Maschine und der Art der Auswuchtung
abhingt. Wahrend bei einer schlecht ausgeglichenen Zweizylinder-
maschine die Kraft P, mebr als 450 kg* betragen kann, 148t sich bei
elektrischen Lokomotiven vollkommener Ausgleich erreichen wund
wechselnder Gleisdruck vermeiden. Diese Beseitigung des StoBeffektes
kann als Entschidigung fiir das Steigen des Achsdruckes bei den
modernen schweren elektrischen Lokomotiven angesehen werden.

StoBwirkungen, die von UnregelmiBigkeiten des Gleises und flachen
Stellen der Réder herriihren. UnregelmiBigkeiten, wie Vertiefungen in
den Schienen, Schienenverbindungen, flache Stellen an den Ridern usw.,
koénnen an bedeutenden StoBwirkungen Schuld tragen, die insbesondere
im Falle kurzer Spannweiten an Bedeutung gewinnen kénnen. Wenn
die Form der Vertiefungen im Gleis und der flachen Stellen an den
Rédern durch eine sanft verlaufende Kurve gegeben ist, so kann der
zusétzliche Raddruck auf das Gleis mit Hilfe der Methode berech-
net werden, der wir uns bereits bedient haben, um den EinfluB von
StraBenunebenheiten auf die Schwingungen des Fahrzeuges zu unter-
suchen (s. 8. 151). Dieser zusétzliche Raddruck wird der unabgefederten
Masse des Rades und dem Quadrat der Zuggeschwindigkeit proportional
sein. Er kann betrachtliche Gré8e erreichen und ist bei kurzen Briicken
und Gleistrigern von praktischer Bedeutung. Dieser zusitzliche dyna-
mische Effekt, der von den Unebenheiten des Gleises und den flachen
Radstellen herrithrt, rechtfertigt den hohen beim Entwurf kurzer
Briicken gewohnlich zugrunde gelegten StoBfaktor. Dadurch, daB man
Schienenst6e von der Briicke fernhalt und die Triger beschottert oder
solche mit schwerem Holzbelag verwendet, kann man die Wirkung
dieser UnregelméBigkeiten herabsetzen und die Festigkeit betrichtlich
vergrofBern.

46. Erzwungene Schwingungen bei nicht einfach-unterstiitzten
Enden.

Wenn an den Enden des Tragers Zwangsbedingungen herrschen, so
muBl man auf die zu ihrer Beschreibung erforderlichen Kriiftepaare
eingehen. Zu diesem Zwecke kann man Gl (f) von § 44 heranziehen.
Wird namlich die Kraft P, sin nt gegen das Ende des Trigers bewegt,
so ergibt sie schlieBlich mit der dort auftretenden Reaktion ein Krifte-

* Einige Zahlenangaben fiir die Werte von P, bei verschiedenen Maschinen-
typen finden sich in dem oben erwihnten Bridge Sub-Committee Report.
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paar. Wir verkleinern daher ¢ und vergréBern gleichzeitig P, und
zwar so, daB das Produkt Pyc einen endlichen Wert — M, beibehilt?.
Da bei diesem Vorgang

. t@e i7e 17
Posm——z——>Po T——>—~M0T,
so ist die Grenzform der Gl. (f) von §44

17X

29 Mynl? \7 isin .
Yy=— F(;/ 2{‘ At g2 _n2l481nnt' (a)
1

Dies ist die erzwungene Schwingung, die von einem am Ende x =0
wirkenden pulsierenden Kraftepaar M, sin nt herrithrt. Differenziert
man die Reibhe (@) gliedweise zweimal nach x, um das Biegungs-
moment zu erhalten, so wird

0 iasininx
2y 2M, .
EIax2 = no H '—hwsmnﬁ (b)
! T Aia?

und man sieht, daB jedes Glied dieser Reihe im Punkte x = 0 ver-
schwindet, wo das Biegungsmoment natiirlich gleich M, sin nt sein
muB. Die Reihe ist jedoch nicht konvergent und kann eine endliche
Summe ergeben, selbst wenn jedes einzelne Glied der Null zustrebt.
Man sieht dies ein, wenn man bedenkt, dafl

. T

® g38in
1
— ., mrl
1 1t — s
nta

und

. imx (c)
w2l sin ——
mta? [ n2lt
1 1 <z ﬁn‘*a?)

ist. Die zweite Reihe konvergiert sehr stark und ihre Summe ist Null,
wenn x Null ist. Die erste Reihe aber ist die Fourierentwicklung der

1 Momente, welche Durchbiegungen ergeben, die nach unten konkav sind,
werden positiv genommen.
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in Abb. 139 angedeuteten Funktion und nihert sich der Grenze %,
wenn z sich der Null nidhert, ohne wirk- ¥ {\
lich zu verschwinden. Wenn wir also den .z

Punkt x = 0 ausschlielen, so hat die 0

x-l
Reihe (a) fir *— 0 den gewiinschten i
Grenzwert. Der Teil des Biegungsmomen- ; : )
tes, der von der ersten der Reihen (c)

herrithrt, ist tatsdchlich das Biegungs-
moment, das durch ein statisches
Kriftepaar von der Grofle M, sin nt hervorgerufen wird.

Die Reihe (a) 14t sich in folgender endlicher Form ausdriicken?

e

Abb. 139.

h <x—i 2
g M, (cos P 2> cosp(x ?>

" 4naFy pl pl
L cosh§~ cos 5
smhp(x—-> sinp(x——é—)
—_ i ﬂ“+ */*Siip_l‘ — | S1n 'I’Lt, (d)
n n

worin p == ],/ %. Ersetzt man x durch /—x, so erhdlt man die er-

zwungene Schwingung, die von einem Kréaftepaar M,sinnt am
Ende x =1 herriihrt, in der Form

h < —~—l— o) <x—i> sinh ( —L
g M, coshp (z 2) cos p 3 nhyp |z 2)

Y= 4naF T I l
¥ p! pl inh P
cosh 5 cos B sinh 5
. l
sinp (x — —2~>
— » sinnt. (e)
Slll~2—-

Setzt man M; = M, und addiert (d) und (e), so ergibt sich

cosh p (x ! ) cosp(x ! )
M, T2 T2 .
y:zg 2 — sin nt 63}
maly coshp—l cosﬂ
2 2

fiir die erzwungene Schwingung, die durch gleichgroBe, aber entgegen-
gesetzte Kraftepaare an den beiden Enden erzeugt wird.

Die Gln. (d), (e) und (f) konnen bei der Untersuchung iitber Schwin-
gungen eines Tragers mit eingespannten Enden verwendet werden.

1 Diese Gleichung und die folgenden Anwendungen derselben bei der Unter-
suchung erzwungener Schwingungen stammen von J. N. Goodier.
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Eingespannte Enden. Konzentrierte pulsierende Krifte. Die er-
zwungenen Schwingungen eines einfach-unterstiitzten Trigers, wie sie
von einer im Punkte z = ¢ wirkenden Kraft P, sin n¢ erzeugt wer-
den, lassen sich in folgender endlicher Form darstellen?:

sinh p &

y= gP,sinnt [sinpb . sinh ph

2Fyfna Lsmpl o PP sinh pl
— {sinp(x — ¢) — sinh p(z — 6)}] ) (2)

worin b =1 — ¢. Die Glieder innerhalb der geschlungenen Klammer
sind nur im Falle & > ¢ zu beriicksichtigen.
Am Ende z = 0 ist die Neigung der elastischen Linie gleich

(@) __gPysinnt I:sin pb  sinhpbd
dx/z=0  2Fya® |sinpl sinhpl]’

am Ende x =1 dagegen ist sie

(%)x:l = gfoﬁ,s;n;zﬁ— [(cot pl — 1)sin ph — (coth pl — 1) sinh pb].
Diese Neigungen lassen sich durch Anwendung passender Krifte-
paare M, sin nt und M, sin nt zum Verschwinden bringen. Man super-
poniert die Schwingungen (d), (e) und (g) und bestimmt M, und M,
so, dafl die Resultierende die an den Enden auftretenden Neigungs-
winkel gleich Null macht. Die gesuchten Kraftepaare an den Enden
bestimmen sich hieraus zu

i 1 — . -l.. . _ . .
PSInnt-?V% \:cosecpl[smpb - sin pe] lcosechg)l[smhpb—}—smhpc]
tgh%—l—tg%

H

+

cosec pl[sin pb — sin pc] — cosech p![sinh pb — sinh P c]]

Pl ot 2L
coth 5 cot 5
das positive Vorzeichen wird fir M,sinné{ und das negative Vor-
zeichen fur M, sin nt genommen.

Wirkt die pulsierende Kraft in der Mitte, so lautet die vollstandige
Losung fiir die erzwungenen Schwingungen des eingespannten Trigers

. . . Y
fir Werte von z, die zwischen 0 und - liegen,

. ] sechﬂ—secg—l
gPysinnt | . . 2 2

y =" -—— |sin px — sinh pz + 7 o,y (cospx —coshpx)|.
4F y)na? tgh%—}—tg%—

1 Siehe die Arbeit von J. N. Goodier.
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Die Amplituden kénnen unendlich gro werden, wenn
p! pl

d.h., wenn die Frequenz der pulsierenden Kraft mit der Eigen-
frequenz einer freien symmetrischen Schwingungsform des ein-
gespannten Tréigers zusammenfillt.

[Siehe 8. 258. Die Gleichung cos k! cosh kI = 1 148t sich in der Form

k
(tgh kQ—Z + tg %Z—> (coth ?Z — cot 132% = 0 schreiben. Das Verschwinden

des ersten Faktors entspricht den symmetrischen, das des zweiten den
unsymmetrischen Schwingungsformen.]

GleichmiiBig verteilte pulsierende Kraft. Bei Tragern mit gleich-
formig verteilter pulsierender Last von der Intensitit g,sinn¢ 1a8t
sich die Wirkung der Einspannung der Enden analytisch wie folgt
darstellen:

Es 1aBt sich zeigen, dal die Reihe (m) des §44 fiir einen einfach
unterstiitzten Triager dquivalent ist mit!

l l
_ gesinnt coshp(x—?> cosp(x—?)_

— m:Fy pl pl
2cosh? 20057

Aus Symmetriegriinden ist die von den fixierenden Kriftepaaren her-
rithrende Durchbiegung durch einen Ausdruck der Form (f) gegeben.
Im Falle elastischer Zwangsbedingungen an den Enden sind diese
Kriftepaare den zugehorigen Neigungswinkeln proportional, so daf3

1 /0y
Mo - 7 <(ﬂ )xzo’
wobei y fiir eine gegebene Randkraft eine Konstante ist.
Die erzwungenen Schwingungen sind gegeben durch

— Qosinn?
T mEFy
(EI,u P cos p?l ~sin%l> coshp <x—%> + <EI,u P cosh%l —sinh %l> cosp (x—é)
S —-1j.
2Elypcosh%lcos%—l — ZCOSh%—lsin%—l — sinh%—lcos%l

Fiir den eingespannten Triger ist 4 gleich Null und wir haben

! D) (s - )
_ gysinnt sm2coshp<x 3 i—smh2cosp z—

n?F y —1

LIS L .
cosh g sin’g -+ sinh 5 cos Ty

1 Inglis, C. E.: Proc. Inst. Civ. Engg. 218, 239. London 1924.
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Die Amplitude wird unendlich grof, wenn

l
cosh & sm—— + sinh Z° cos% = 0;

dies tritt ein, wenn
pl pl
gy + tgh 2 0,

d. h., wenn die Frequenz der pulsierenden Kraft mit der Frequenz
einer symmetrischen Grundschwingung des eingespannten Tréagers zu-
sammenfallt.

47. EinfluB axialer Krifte auf Transversalschwingungen.

Stab mit gelenkig gestiitzten Enden. Als ein erstes Beispiel dieser
Schwingungsart wollen wir einen
__________ S Stab betrachten, der durch zwei
) t  Krafte S zusammengedriickt wird
N > (s. Abb. 140).
Der allgemeine Ausdruck fir
die Transversalschwingungen wird wie oben [s. Gl. (138)]

S —>|dX|<—-

! s7d6,$
I

. 1Tx
Yy = 2 q;sin _nl__ (a)
1

sein. Ein Unterschied wird nur im Ausdruck fiir die potentielle Energie
des Systems auftreten. Es ist zu beachten, daB die seitliche Ausbiegung
in diesem Falle nicht nur die Biegungsenergie bestimmt, sondern
auch die Energie der Zusammendriickung beeinfluBit. Infolge der
seitlichen Biegung dehnt sich die urspriinglich gedriickte Zentrallinie
etwas aus! und die potentielle Energie der Zusammendriickung nimmt
ab. Der Langenzuwachs der Zentrallinie ist (s. Abb. 140)
I

Of(ds —dzx) = f(ZZ) dex.

0
Die entsprechende Abnahme der Energie der Zusammendriickung ist?

l
[ee] 2 [e9]
] Im 17X N .
——f * o = -—f(Zl s~ 08 —l-~> dx = -IZ—Z i2gz.  (b)
0 1 1

Wenn die Enden des Stabes in axialer Richtung gleiten kdnnen, so

1 Es soll angenommen werden, dafl die Stiitzpunkte wihrend der Schwingung
unbeweglich bleiben.

2 Es werden hier nur Durchbiegungen betrachtet, die so klein sind, da8 jede
Anderung der Axialkraft vernachlissigt werden darf.
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stellt Gl. (b) die Arbeit der Krifte S dar. Fiir die Biegungsenergie ist
der oben erhaltene Ausdruck (143) zu verwenden. Damit ist die ge-
samte potentielle Energie

BIa* 7., ,

Sat \7,
V=—gpm 206 — 7 27"4%. (154)
1 1

Die kinetische Energie des Stabes ist nach Gl. (144)
yFL \7T.s
= Jiq;. 155
g ?q@ (155)

Nun lautet die Lagrangesche Gleichung fiir eine beliebige Ko-
ordinate g;

yFl EInt(,  SB .\
4t 57 (Z T EIa" >9f =0.
Mit den Bezelchnungen
Elg S
a? = *}J;T‘, o = m (156)

erhilt man

éi"“T(i“l—“ziz)Qi:O

]/1 >t+Dsm< 12"2}/?9;-)t. (157)

Setzt man dies in (a) ein, so erhdlt man den vollsténdigen Ausdruck
fir freie Schwingungen.

Der Vergleich dieser Losung (157) mit (136) zeigt, daB die Frequenzen
der freien Schwingung infolge der Druckkraft § im Verhaltnis

und daraus

q,—=C’cos<

abnehmen.
Wenn sich «2 dem Wert 1 nihert, so niahert sich die Frequenz der
Grundschwingung der Null, da bei diesem Werte von «2? die Druck-

kraft 8 ihren kritischen Wert —5;— I errelcht bei dem die gerade Gleich-

gewichtsform unstabil wird und der Stab seitlich ausknickt.

Wenn an Stelle der Druckkraft eine Zugkraft S auf den Stab ein-
wirkt, so wichst die Schwingungsfrequenz. Um die freien Schwin-
gungen in diesem Fall zu bekommen, mufl man nur das Vorzeichen
von «? in Gl. (157) umkehren. Dann ist

qi=0cos<5’l”—ffl/1 4 %;)t—i— Dsin<‘”” - ]/1+ >t. (157)
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Ist «? eine sehr groBe Zahl (diese Annahme ldBt sich durch diinne
2
Drihte oder Saiten realisieren), so kann man 1 gegeniiber j—z vernach-

lissigen und erhilt aus (157’)

17 gs
—CCos—l— t—I-D31 l VFV

Setzt man dies in (a) ein, so erglbt sich

y= sint%%(0oos T )/95, 4 Dan ST }/25). sy
. 1

Dies ist die allgemeine Losung fiir die Transversalschwingungen einer
gespannten Saite bei Vernachlassigung der Biegungssteifigkeit.
Einseitig eingespannter Triger. Wir werden fiir diesen Fall nur eine

t.

. Niherungslosung mit Hilfe der Rayleigh-
e g g yleig
a j \ X schen Methode entwickeln. Zu . diesem
D Xl - x—>] Zweck gehen wir von der Gleichung der
b % x  Durchbiegungskurve

¢ 2 X Yy = QEI( Pa?— 7lx3+_x4) (C)
g gl

Abb. 141 eines einseitig eingespannten Trigers unter
T dem EinfluB seines Eigengewichtes gleich
¢ kg pro Lingeneinheit aus. Die potentielle Energie der Biegung ist

in diesem Falle
7

_EBI((dy\2, @B
V*TﬂW) 4% = 3057 - @
0

Wenn die Durchbiegung wihrend der Schwingung durch y cos p#
gegeben ist, so ist das Maximum der kinetischen Energie der Schwingung

l
_ar*| ¢ prl® 13
T=%, )V = 559" ()
0

Setzt man die Ausdriicke (d) und (e) einander gleich, so erhalt man
folgende Formeln fiir die Schwingungsfrequenz bzw. Periode eines ein-
seitig eingespannten Tréigers (Abb. 141a):

P 90-9 9 1/B1g

27 2x V V gl (159)
. _1_ 7ql4 2= 71‘4‘

= 2“V9 VETg ~ 3530 VEI g (160)

Der Fehler, der dleser Niherungslosung anhaftet, ist kleiner als } %
(s. S.259).
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Um die Frequenz fiir den Fall zu berechnen, daB eine Zugkraft S
am freien Ende des Tréagers angreift, muB man die GroBe
!
S {rdy _ Sel7
2f(dm> 4% = g1 e ()
0
die der von der Zugkraft § bei der Biegung geleisteten Arbeit ent-

gegengesetzt gleich ist, zu der oben [Gl. (d)] berechneten potentiellen
Energie der Biegung addieren. Dies gibt

¢ 5 SI2
V=181 (1 +u EI) (®)

Diesem Zuwachs an potentieller Energie entsprechend findet man die
Schwingungsfrequenz, indem man den Wert (159) mit

l/ 5 SI?
1+14EI (161)

multipliziert.
Es ist interessant zu sehen, daB3 das Glied — 1 gll nur um ungeféhr
2
10% von der GroBe a2 = —§—; abweicht, die das Verhéltnis der Axial-

Eln
kraft S zur kritischen Kraft (Knicklast) fiir einen einseitig eingespann-

ten Trager darstellt.
Wenn Zugkrifte s gleichformig lings des Trégers (Abb. 141¢c) ver-
teilt sind, so hat man der Biegungsenergie das Glied
1

2 277
%J-(%) sl —w)de= g L0 T (162)
0 :

hinzuzufiigen.

Vergleicht man dies mit Gl. (f), so sieht man, daB gleichférmig ver-
teilte Zugkrifte auf die Frequenz genau so einwirken, als ob 55 der
Summe dieser Krifte am Ende des Tréigers angreifen wiirden.

Dieses Resultat kann bei Untersuchungen iiber die Einwirkung
der Fliehkrifte auf die Schwingungsfrequenz der Turbinenschaufeln
von praktischem Interesse sein (s. S. 301).

48. Schwingungen von Triigern auf elastischer Unterlage.

Wir nehmen an, daBl ein Triger mit gelenkig gestiitzten Enden
seiner Lange nach von einer stetigen elastischen Unterlage getragen
wird, deren elastischer Widerstand durch die GréB8e & des ,,Unter-
lagsmoduls® bestimmt ist. k ist die Belastung des Tragers pro Lingen-
einheit, die erforderlich ist, um die Unterlage um eine Einheit zu-
sammenzudriicken. Wenn die Masse der Unterlage vernachlissigt wird,"
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80 lassen sich die Schwingungen eines solchen Trégers leicht mit Hilfe
der fritheren Methoden untersuchen. Man muf nur bei der Berechnung
der potentiellen Energie des Systems die Forménderungsenergie der
elastischen Unterlage der Biegungsenergie des Trigers hinzufiigen. Der
Voraussetzung entsprechend, daB8 die Enden gelenkig gestiitzt sind,
hat man wie oben

y = qsin 7, (2)
1
und es wird
I 1 ©
EI kl O
V=20 (Y 2 +— Pde = 4132 +Z‘1§1q§... (163)

0

Die erste Summe in dlesem Ausdruck stellt die Biegungsenergie
des Balkens [s. Gl. (143)] dar und die zweite Summe die Forménderungs-
energie der Unterlage.

Die kinetische Energie der Schwingung ist nach Gl. (144)

yFlqur

Die Differentialgleichung der Bewegung lautet fiir eine beliebige
Koordinate g¢;:

29 (EInt
Z+yFl< 218 + ) i j/FlQZ
oder

G+ S0 B g = 25, (b)

worin §); die der Koordinate g; entsprechende duBere Storungskraft
bezeichnet und
Elg k1
P R——_
=T B=gim
ist. Setzt man § = 0, so erhilt man die Gleichung fiir einen unterstiitzten
Stab ohne elastische Unterlage (s.S.262). Mit der Bezeichnung

L
=L@+ B ()
lautet die allgemeine Losung der Gl. (b)

(164)

2

i

q;: = A;cos p;t + B;sinp;t ;sin p; (0 — &) dt;. (d)

Die ersten zwei Glieder dieser Lésung stellen von den Anfangsbedin-
gungen abhingige Eigenschwingungen des Trigers dar. Das dritte Glied
stellt Schwingungen dar, die von der storenden Kraft @; herriihren.



Schwingungen von Trégern auf elastischer Unterlage. 287

Die Frequenzen der freien Schwingungen hingen, wie man aus (c)
erkennt, nicht nur von der Steifigkeit des Tragers, sondern auch vom
elastischen Widerstand der Unterlage ab.

Als Beispiel wollen wir den Fall betrachten, daBl eine pulsierende
Kraft P = Pgysinnt in einer Entfernung ¢ vom linken Auflagerpunkt
auf den Tréger einwirkt (Abb. 135). Die der Koordinate ¢; entsprechende
generalisierte Kraft ist

Q, =P, sin 22

l sinnt, . (e)

Setzt man dies in Gl. (d) ein und betrachtet nur Schwingungen,
die durch die storende Kraft entstehen, so erhilt man

. 87C 3 . n
Pysin —— 57 smnt—mnz) sinp,t;.

29
Gy U\ (i ) — n Ip:(p

Durch Einsetzen in (a) ergibt sich

2gP » Og{smz"lcsin“;xsinnt nsinzy;csin”;xsinpit}
- 2/ atat(it 4 fy—ntlt 14 p; (p2 — n?) (£)

Das erste Glied in diesem Ausdruck stellt die erzwungenen und das
zweite Glied die freien Schwingungen des Triagers dar. Nimmt man
n = 0, P = P,sin nt, so erhilt man die durch eine konstante Kraft P
bewirkte Durchbiegung des Tragers:

. tTC . ITMX
opp 00 sin ——sin —
T EIat - A

(165)

. l . . .
Nimmt man ¢ = 5 5 8O erhilt man fir die durch die Kraft P bewirkte

Durchbiegung in der Mitte

siny—l—x . 3 x ; Snx
2Pl3( T ST )

y = Elﬂ4 777777

T4 34p T HIp (166)
Der Vergleich mit Gl. (h) S. 264 148t erkennen, daB das Zusatzglied §
in den Nennern den EinfluB8 der elastischen Unterlage auf die Durch-
biegung des Trigers darstellt.

Vergleicht man die erzwungenen Schwingungen

. © sin ¢ sin—~—iﬂx o sin?—nfisiniﬂx
__2gP,Bsinnt 2 l l _2prp 27 A l
= vF mwta?(it + B) — nlt = Ela* T n? 4

! S~

mit der statischen Durchbiegung (165), so sieht man, daB sich die
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dynamischen Durchbiegungen aus der statischen Formel ergeben, wenn
274
man nur § durch g— % ersetzt.
Mit den Bezeichnungen (164) erhilt man

_nn kB _ntlyF B (k__yn2F>
B nta:  EInt mEIg  ElInt g /°

Dies bedeutet, daB man die dynamische Durchbiegung aus der statischen
Formel erhilt, indem man den tatsichlichen Unterlagsmodul durch

. 2F
einen verkleinerten Wert & — -~ — desselben ersetzt. Diese SchluB-

weise behilt ihre Giiltigkeit fiir den Fall eines unendlich langen Stabes
auf elastischer Unterlage und mit ihrer Hilfe 148t sich die durch eine
pulsierende Last bewirkte Biegung einer Schiene berechnen?®.

49. Die Ritzsche Methode2.

In fritheren Kapiteln (s. § 14) wurde die Frequenzberechnung der
Grundschwingung eines komplizierten Systems mit Hilfe der Néahe-
rungsmethode von Rayleigh bereits in vielen Féllen durchgefiihrt.
Die Anwendung dieser Methode griindet sich auf gewisse Annahmen
iber die Gestalt der Durchbiegungskurve
eines schwingenden Trégers oder einer
schwingenden Welle. Die gesuchte Fre-
quenz ergibt sich dann durch Betrach-
tung der Energie des Systems. Die Fest-
legung einer bestimmten Gestalt fir die
Durchbiegungskurve bei dieser Methode
ist der ZEinfiihrung gewisser Zwangs-
bedingungen gleichbedeutend, die das
System auf eines mit nur einem ein-

Abb. 142, zigen Freiheitsgrad reduzieren. Derartige
Zwangsbedingungen koénnen die Steifig-

keit des Systems nur erhohen und bewirken, daf die Rayleighsche
Methode immer einen etwas zu hohen Wert fir die Schwingungs-
frequenz ergibt. Bessere Néherungswerte fiir die Grundfrequenz und
auch die Frequenzen der hoheren Schwingungsarten ergibt die Ritz-
sche Methode, die eine Weiterentwicklung der Rayleighschen Methode
ist. Bei dieser Methode mufl man die Durchbiegungskurve, die die
Schwingungsart darstellt, mit mehreren Parametern ansetzen, die
dann so gewdhlt werden, dafB die Frequenz der Grundschwingung ein

1 Siehe die Arbeit des Verfassers: Statical and Dynamical Stresses in Rails,
Intern. Congress for Applied Mechanics, Proceedings, S.407. Ziirich 1926.
2 Sieche Walther Ritz: Gesammelte Werke, S. 265. Paris 1911.
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Minimum wird. Die Art, wie man die Gestalt der Durchbiegungskurve
wahlt, und das Verfahren zur Berechnung der aufeinanderfolgenden
Frequenzen wollen wir nun fiir den einfachen Fall einer homogenen
Saite darlegen (Abb.142). Es sei

S = der Saitenzug,

= das Saitengewicht pro Lingeneinheit,

21 = die Saitenlinge.
Wenn die Saite eine ihrer Eigenschwingungen ausfithrt, so 1aft sich
die Durchbiegung folgendermaflen darstellen:

y=Xcospt, (a)

worin X eine Funktion von z ist, welche die Gestalt der schwingenden
Saite bestimmt, wihrend p die Schwingungsfrequenz festlegt. Wenn
man annimmt, daB die Durchbiegungen sehr klein sind, so kann man
die Anderung der Zugkraft § wahrend der Schwingung vernachléssigen,
und man erhilt den von der Durchbiegung herrithrenden Zuwachs an
potentieller Energie der Forménderung, indem man S mit dem Léngen-
zuwachs der Saite multipliziert. So erhdlt man den folgenden Aus-
druck fir die potentielle Energie

l
rsfitger
0

wenn die Energie der Gleichgewichtslage gleich Null angenommen
wird. Das Maximum der potentiellen Energie tritt ein, wenn die
schwingende Saite ihre extreme Lage einnimmt. In dieser Lage ist

cospt=1 und
l
dX\2
0

Die kinetische Energie der schwingenden Saite ist

l
ngf@%w
0

Ihr Maximum tritt ein, wenn sich die schwingende Saite in ihrer
Mittellage befindet, d. h. wenn cos pt = 0; dann ist

l
7= x2q,. ()
g 0

Wenn wir annehmen, dall keine Energieverluste stattfinden, so
sind die Ausdriicke (b) und (c) einander gleichzusetzen und wir er-

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 19
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halten !

fﬂzdx
p=0 <d$) : (d)

q !
[ x2de
0

Kennt man die Formen der verschiedenen Schwingungsarten und
setzt man die entsprechenden Ausdriicke fiir X in die Formel (d) ein,
so lassen sich die Frequenzen dieser Schwingungsarten leicht berech-
nen. Im Fall einer homogenen Saite sind die Biegungskurven wihrend
der Schwingung Sinuskurven, und fiir die ersten drei in Abb. 142
gezeigten Schwingungsarten ist

TX . X 3nzx
Xlzalcos?l; XzzazsmT; X3 =agcos 57
Setzt man dies in (d) ein, so erhalt man [s. Gl (158)]
at g8 72 g8 9 n2 g8
p?:‘rl—z?a P%Z"ii'?, p§=zﬁ*{ (e)

und die entsprechenden Frequenzen sind
EEERTC R $10 MR 0V}

fl_ﬂ—U I fg—;fl FE fs”;jl/; ()
Wir wollen nun die Ritzsche Methode verwenden, um aus Gl. (d)
die Frequenz f, der Grundschwingung zu berechnen. Der erste Schritt
bei der Anwendung dieser Methode besteht in der Wahl eines passenden
Ausdruckes fiir die Durchbiegungskurve. Es sei ¢, (), ¢,(), . .. eine
Reihe von Funktionen, die den Randbedingungen geniigen und zur
Darstellung von X geeignet sind. Dann koénnen wir mit dem Ansatz

X =a,0,(%) + a9z (x) + agp (@) + - - - (2)

eine passende Biegungskurve fir die schwingende Saite erhalten.
Wird der Ausdruck (g) mit einer. endlichen Anzahl von Gliedern
genommen, so werden, wie wir wissen, den moéglichen Formen der
Biegungskurve der schwingenden Saite gewisse Einschrinkungen auf-
erlegt; dann wird die aus (d) berechnete Frequenz gewdéhnlich héher
als der exakte Wert dieser Frequenz sein. Um eine moglichst gute
Annédherung zu bekommen, schliagt Ritz vor, die Koeffizienten a,,

@y, Gy, . ..1im Ausdruck (g) so zu wihlen, daf der Ausdruck (d) zum
Minimum wird. So erhélt man ein System von Gleichungen von der
Form 1
(5o
o ¢
T —=0. (h)

[ x2da
U
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Fiihrt man die angedeutete Differentiation aus, so ergibt sich
! !

!
[rean [ (857 ae - [ (82 an g [roac=0. 0
0 "o 0 ’

und wenn man nach (d) beachtet, daf
!

f(d‘ffd P qude

0

ist, so erhdlt man aus (k)
!

ai; {(ii) gSX2}d =0. M
0

So ergibt sich ein System linearer homogener Gleichungen in
@y, Ay, Ay, . . .; die Anzahl der Gleichungen ist gleich der Anzahl der
Koeffizienten im Ausdruck (g). Ein derartiges Gleichungssystem 1af3t
nur dann von Null verschiedene Lédsungen fir a,, a,, a;,... zu,
wenn die Determinante der Gleichungen gleich Null ist. Diese Bedin-
gung fithrt uns zur Frequenzgleichung, aus der sich dann die
Frequenzen der verschiedenen Schwingungsarten berechnen lassen.

Wir betrachten nun die zur Mittelebene symmetrischen Schwin
gungen einer gespannten Saite. Es ist leicht zu sehen, dafl eine Funk-
tion wie 12 — 22, die eine symmetrische parabolische Kurve darstellt
und den Randbedingungen {(y),_ ., = 0} geniigt, eine fiir diesen Fall
geeignete Funktion ist. Multiplizieren wir diese Funktion mit x2, ¢, . . .,
so erhalten wir eine Reihe symmetrischer und den Randbedingungen
geniigender Kurven. Auf diesem Wege gelangen wir zu folgendem
Ausdruck fiir die Durchbiegungskurve einer schwingenden Saite:

X=a,(I—a% + a,2? (12 — 2?) - gt (12 — 2?) + . - -. (m)
Um zu zeigen, wie rasch die Genauigkeit unserer Berechnungen

mit der Anzahl der Glieder von (m) wichst, beginnen wir mit einem
eingliedrigen Ausdruck

Xy =a (P —2?
und erhalten
! 1
; 8 54 dX,\2
f(Xl)de = 5 &1 f(ﬂl) do = ~a1l3
0 0
Setzt man dies in Gl. (d) ein, so folgt
. 5 g8
1 =55 7"
19*
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Beim Vergleich mit der exakten Lésung (e) sieht man, daB die
2
Zahl % an Stelle von % getreten ist und der Fehler bei der Berech-

nung der Frequenz nur 0,66% betragt.

Es ist zu bemerken, dafl die Verwendung eines eingliedrigen Aus-
druckes (m) die Gestalt der Kurve schon vollstindig bestimmt und das
System, ebenso wie bei der Rayleighschen Néherungsmethode, auf ein
solches mit einem einzigen Freiheitsgrad reduziert erscheint.

Um eine weitere Anndherung zu bekommen, wollen wir nun zwei
Glieder des Ausdruckes (m) nehmen. Dann haben wir zwei Parameter a,
und a,, und durch Anderung des Verhiltnisses dieser zwei GréBen
kénnen wir auch die Gestalt der Kurve in einem gewissen Ausmafe
andern. Die beste Anndherung erhdlt man, wenn das Verhéltnis so
bestimmt wird, dafl der Ausdruck (d) zu einem Minimum wird; dies
ist der Fall, wenn die Bedingungen (1) erfillt sind.

Nimmt man

X, = a, (I — 2?) 4 ay2? (2 — 2?),
so wird

1
8 16 8
2dr — S 2D L geanl? L 2210
fX2dx lsall F o5 M el +315a2l ,
0
l

dXp2, 4 ... 8 s, 44,
f(ﬂ—) d.’l}——’gall —{—Ealazl —rmazl .
0

Setzt man dies in Gl. (1) ein und bildet die Ableitungen nach a,
und a,, so folgt
a (1 —228) 4 a, (L — Z1PB) =0,
21272 2 (11 2 1272y — (n)
ay (1 — k212 + apy 12 (% — 57 k21%) = 0,

worin

_re
k2_gs' (P)

Die Determinante der Gln. (n) verschwindet, wenn
kI — 281212+ 63 =0.
Die zwei Wurzeln dieser Gleichung sind
k212 = 246744, k212=256.

Wenn wir uns erinnern, daf3 nur Schwingungen betrachtet werden,
die in bezug auf die Mitte symmetrisch sind, so erhalten wir fir die erste
bzw. dritte Schwingungsart unter Benutzung der Gleichung (p)

o 24674498 . 25048

Y4 12 q ’ pE: 12 q °
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Vergleicht man dies mit der exakten Losung (e)

o 7 gS_246T0LgS . 9atgS 2220748
p1_4l27ﬁﬁ—l2 g’ p3‘*4l2 q_“——lz 7’

so sieht man, daf die Genauigkeit, mit der man die Grundfrequenz
erhilt, sehr grof ist (der Fehler ist Kkleiner als 0,001%). Der Fehler
bei der Frequenz der dritten Schwingungsart betrdgt ungefahr 6,5%.
Wenn man drei Glieder im Ausdruck (m) nimmt, so ergibt sich die
Frequenz der dritten Schwingungsart mit einem Fehler, der kleiner
als %2 % ist1.

Wie man sieht, liefert die Ritzsche Methode nicht nur die Frequenz
der Grundschwingung, sondern auch diejenigen der héheren Schwin-
gungsarten mit grofler Genaunigkeit, wenn die Anzahl der Glieder im
Ausdruck fiir die Durchbiegungskurve geniigend grof ist. Im néchsten
Paragraphen werden wir eine Anwendung dieser Methode auf die Unter-
suchung von Schwingungen eines Tragers mit verdnderlichem Quer-
schnitt zeigen.

50. Schwingungen von Stiiben mit verinderlichem Querschnitt.

Allgemeines. Unsere fritheren Untersuchungen hatten verschiedene
Probleme iiber Schwingungen prismatischer Stibe zum Gegenstand.
Es gibt jedoch zahlreiche wichtige Probleme in der Technik, wie die
Schwingungsprobleme von Turbinenschaufeln, von Schiffskérpern, von
Tragern mit verdnderlicher Stdrke usw., die auf eine Schwingungs-
theorie eines Stabes mit veranderlichem Querschnitt fithren. Die Diffe-
rentialgleichung der Schwingungen eines solchen Stabes wurde bereits
(siehe S. 246) erortert; sie hat die Form

2 2 2

%z(m %Z) %Z%t—f =0, (115)
worin I und F gewisse Funktionen von z sind. Nur in einigen Spezial-
fallen, die spater betrachtet werden sollen, lassen sich die FKigen-
funktionen durch bekannte Funktionen genau ausdriicken; gewohnlich
verwendet man bei der Losung derartiger Probleme Naherungsmethoden
wie die Rayleigh-Ritzsche Methode zur Berechnung der Eigenfrequenzen
der Schwingung. Wird die Durchbiegung des Stabes wihrend der
Schwingung in der Form

y=Xcospt, (a)
worin X die Schwingungsart bestimmt, angenommen, so erhélt man

fur das Maximum der potentiellen und kinetischen Energie folgende

1 Siehe W. Ritz: L. c. S. 288.
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Augdriicke: ) ! 2xe
0
l
P 2
=3%g FyXide; (c)
0
daraus folgt
fr ) dw
=3 9———m- @
f FXdz

Die exakte Losung fiir die Frequenz der Grundschwingung ist jene
Losung, welche (d) zu einem Minimum macht. Um einen Naherungs-
wert zu erhalten, gehen wir in der gleichen Weise wie im vorhergehenden
Paragraphen vor und setzen fir die Durchbiegungskurve die Reihe

X =a,0,(x) + a, (%) + az@s(x) + - - - (e)

an, wobei jede der Funktionen ¢ den Bedingungen am Ende des Stabes
gentigen soll. Setzen wir (e) in Gl. (d) ein, so ist die Bedingung fiir

ein Minimum
de
f 1 d xz

fFX"dx
0

oder

l I l
0 d? X\? d* X\? 0
0 0 0 0

Aus (g) und (d) erhalten wir
!

0 X\ prFy .\ . .
T f(] <W> — P LX) dw = 0. (167)

Das Problem reduziert sich darauf, Werte fiur die Konstan-
ten a,, a,, @z, ... in Gl (e) zu finden, welche das Integral
7

27\2 2 s
s =f<1 (é%) _r fg/xz>dz
0

zu einem Minimum machen.
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Die Gln. (167) sind homogen und linear in a,, a,, a5, . .. und ihre
Anzahl ist gleich der Anzahl der Glieder in Ausdruck (e). Setzt man
die Determinante dieser Gleichungen gleich T

Null, so erhdlt man die Frequenzgleichung, aus '_\,_I'bx
der sich dann die Frequenzen der verschie- | z .-
. e >
denen Schwingungsarten berechnen lassen. y
. . . . Abb. 143.
Sehwingungen eines Keiles. Im Falle eines
Keiles von konstanter Breite gleich Eins, mit einem freien und

einem eingespannten Ende (Abb. 143), haben wir

F:2bx’
i

1 /2bx\3
1=55(77) -

worin

! = Lange der Ausladung,
2b = Breite des Trigers am eingespannten Ende.
Die Randbedingungen sind:

1. (Ef‘f;j—f)xjo:o, 2. TL(“C;.{);/\ =0,
3. (X)pr=0, 4. (‘g) —0.

Die ersten zwei Bedingungen sind immer erfillt, da I und g—i fir

x =0 verschwinden. Um den Bedingungen am eingespannten Ende zu
geniigen, setzen wir fiir die Durchbiegungskurve die Reihe

R RIS = (R PP

an. Man erkennt ohne Schwierigkeit, dal jedes einzelne Glied, ebenso
wie seine Ableitung nach x, fir z =1 gleich Null wird. Somit sind
die Randbedingungen (3) und (4) erfiillt.

Nimmt man als erste Annadherung

X1=a1<1—%

und setzt in (d) ein, so erhdlt man

Egb .
=10=7 I=z=2m w3 @

Um eine bessere Annai,herung zu bekommen, nehmen wir zwei Glieder
in (k); dann ist

xima(i 3t et (-8
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Setzen wir dies in (h) ein, so ergibt sich
2 b 24
8o =5 7 |01 — 20)° + 5 ay (1, — 20,) + 6]
2bylp?(a? 2a,a, +_a_§_)
T Hy (% 105 280/

Aus den Bedingungen
a8, 08,
'a;l— = 0 . Taz = O
erhalten wir nun
Eg b? p? 2 Eg b? P .
(7 55— 30+ (5 = 36 165) 2 = 0.
2 Eg b? p? 2 EBg b? p? o
(55 am —t05)a + (5 5 35— 30) = = 0
Setzen wir die Determinante dieser Gleichungen gleich Null, so
ergibt sich
<Egrb2 p2><2 Eg b 7)2>_<2 Eg b2 p2)2

Ty 3BT 30/\5 y 3147 280

55 sn i05) 0 (M

Aus dieser Gleichung laBt sich p? berechnen. Die kleinere der beiden
Wurzeln gibt
_ P _ 5319 b /Ky
f=2:="2a &V 5" )

Es ist bemerkenswert, dal im vorliegenden Fall eine exakte Losung
bekannt ist, in der die Eigenfunktionen durch Besselsche Funktionen
ausgedriickt sind!. Aus dieser exakten Losung ergibt sich

_p 5315 b oy ,
f=22="%2 V3, (168)

Durch Vergleich von (1) und (n) 148t sich erkennen, daB die erste An-
naherung mit einem Fehler von ungefihr 3% behaftet ist, wihrend der
Fehler in der zweiten Anndherung weniger als 0,1% betriigt; es ist also
nur dann nétig, eine gréBere Anzahl von Gliedern in (e) zu nehmen,
wenn auch die Frequenzen der hoheren Schwingungsarten berechnet
werden sollen.

Des Vergleiches halber ist es wichtig zu erinnern, daB wir fiir den
Fall eines prismatischen einseitig eingespannten Trigers, der denselben
Querschnitt hat wie der Keil an seinem dicken Ende, folgendes Resultat
erhielten (s. S. 259).

1= 57 = %20 = i 3y

1 Kirchhoff, G.: Monatsbl. Berlin. Bez.-V. d. I. 1879, 815 oder Ges. Abh.,
S.339. Siehe auch Todhunter u.Pearson: A History of the Theory of
Elasticity 2, Teil 2, S. 92.

p _alB875 3515b I/ﬂ
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'Die oben entwickelte Methode 148t sich auch in Fillen anwenden,
in denen F und I nicht durch stetige Funktionen von x dargestellt
sind. Diese Funktionen kénnen mehrere Unstetigkeitspunkte besitzen
oder in verschiedenen Intervallen von I durch verschiedene analytische
Ausdriicke gegeben sein. In derartigen Fillen mu8 man die Integrale (h)
so in Intervalle unterteilen, dafl I und F in jedem dieser Intervalle
durch stetige Funktionen dargestellt werden kénnen. Auch wenn man
die Funktionen F und I graphisch bestimmt oder numerischen Tabellen
entnimmt, 143t sich diese Methode verwenden; man mufl nur eines
der Naherungsverfahren zur Berechnung der Integrale (h) anwenden.
Hierdurch wird die Ritzsche Methode besonders geeignet fir die Unter-
suchung der Schwingungen von Turbinenschaufeln und derartiger
Konstruktionen wie Briicken und Schiffskorper.

Schwingungen eines konischen Stabes. Das Schwingungsproblem
eines an der Grundfliche eingespannten konischen Stabes mit freier
Spitze wurde zuerst von Kirchhoff untersucht!l. Er erhielt in diesem
Falle fir die Grundschwingung

f=F&— 4,?151911/5’ (169)

worin

r = Radius der Grundfliche,

I = Lange des Stabes.

Des Vergleiches halber erwihnen wir, dafl ein zylindrischer Stab
von derselben Lange und derselben Grundfliche die Frequenz (s. S. 259)

=P 1,875 1,758 r 1/Eg
T 22 22 B 2= l‘zl v

hat. Die Frequenzen der Grundschwingungen eines konischen und eines
zylindrischen Stabes verhalten sich also wie 4,359 :1,758. Die Fre-
quenzen der héheren Schwingungsarten eines konischen Stabes lassen
sich aus der Gleichung

_» _ /By -
f—*Zn_Qn 12 v (170)

berechnen; « hat hierin folgende Werte?:

oy 2 oy oy o o

4,359 10,573 19,225 30,339 43,921 59,956 °

Andere Fille von Schwingungen eines eingespannten Triigers von
verinderlichem Querschnitt. Im allgemeinen Fall 148t sich die Frequenz

1 Kirchhoff: L. c. S.296.
% Siehe Dorothy Wrinch: Proc. Roy. Soc. 101, 493. London 1922.
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der Transversalschwingungen eines eingespannten Trigers-durch die

Gleichung
P _x i1/8yg
f=f =) (171)
darstellen; hierin ist

¢ der Trigheitsradius des Einspannungsquerschnittes,

! die Lange des Trégers,

o eine Konstante, die von der Form des Trigers und der Schwin-
gungsart abhingt.

Im folgenden werden wir die Werte dieser Konstanten o fiir gewisse
praktisch wichtige Fille angeben.

1. Wenn sich die Veridnderlichkeit der Querschnittsfliche und des
Trigheitsmomentes lings der z-Achse in der Form

F=azm, I=bam (172)

ausdriicken 148t, wobei # vom freien Ende aus gemessen wird, so
bleibt 7 lings des Tréagers konstant und die Konstante « der Gl. (171)
148t sich mit gentigender Genauigkeit durch die Gleichung
o =3,47(1 4+ 1,05m)
darstellen .
2. Wenn sich die Verdnderlichkeit der Querschnittsfliche und des
Trigheitsmomentes lings der x-Achse in der Form
4 Zz
F:a(1—67>, I:b(l—cT) (173)
ausdriicken liBt, wobei z vom eingespannten Ende aus gemessen
wird, so bleibt 7 lings des Stabes konstant und die Gré8e o der Gl. (171)
hat die in folgender Tabelle gegebenen Werte2:
c= 0 04 06 08 10
o = 3,515 4,098 4585 5398 7,16 °

Stab mit verinderlichem Querschnitt und freien Enden. Wir be-

y trachten nun die Transversalschwingungen eines
V—N beiderseitig freien Stabes, der aus zwei gleichen
i

0 x Hailften besteht, die mit dem dicken Ende an-
N | | ecinandergefiigt sind (Abb. 144); die linke Hilfte

el — soll durch Rotation der Kurve
Abb, 144,
y=aa" (o)
um die z-Achse entstanden sein. Die durch Besselsche Funktionen aus-
gedriickte exakte Losung hat man fiir diesen Fall fiir gewisse Werte von n*

1 Ono, Akimasa: J. Soc. Mech. Engg. 27, 467. Tokyo 1924.
2 Ono, Akimasa: J.Soc. Mech. Engg. 28, 429 (1925).
* Nicholson, J. W.: Proc. Roy. Soc. 93, 506. London 1917.



Schwingungen von Turbinenschaufeln. 299
gefunden; die Frequenz der Grundschwingung laBt sich in der Form
_ P _ ar /—E_g

f—2n_4nl2 1/7 (174)
darstellen; hierin ist
r der Radius des stirksten Querschnittes,
21 die Stablinge,

« eine Konstante, die von der Gestalt der Kurve (o) abhingt und
deren Werte in der folgenden Tabelle gegeben sind:

p— 1 1 3
n= 0 E B Ey 1

a= 5593 6,957 8203 9,300 10,173°

Die Verwendung von Integralgleichungen bei der Untersuchung von
Transversalschwingungen bei Stiben mit verénderlichem Querschnitt
wurde von E. Schwerin! erdrtert.

51 Schwingungen von Turbinenschaufeln.

Allgemeines. Es ist eine bekannte Tatsache, dafl Turbinenschaufeln
unter gewissen Umsténden gefahrlichen Schwingungserscheinungen aus-
gesetzt sind, und darauf ist die Mehrzahl der Schaufelbriiche zuriick-
zufithren. Die stérende Kraft, die diese Schwingungen verursacht, ist
der Dampfdruck. Er 148t sich immer in zwei Komponcnten zerlegen,
einen Tangentialdruck P und einen Axialdruck ¢ (Abb. 145), die Bie-
gung der Schaufeln in tangentialer bzw. axialer
Richtung bewirken. Diese Komponenten bleiben §\§
nicht konstant, sie #andern sich vielmehr mit der
Zeit, da sie von der relativen Lage der Lauf- :ﬂp
schaufeln zu den festen Leitschaufeln abhdngen. Abb. 145 ¢
Derartige periodische Kréafte kénnen, wenn sie mit T
einer der freien Schwingungen der Schaufeln in Resonanz treten,
heftige erzwungene Schwingungen mit entsprechend grofien Span-
nungen erzeugen; dies kann schlieflich dahin fihren, dafl an Stellen,
wo rasche Querschnittsénderungen und daher hohe Spannungen auf-
treten, infolge der fortschreitenden Ermiidung des Materials Spriinge
entstehen. Dadurch ist der Konstrukteur zum Studium der Schwingungs-
erscheinungen an Turbinenschaufeln gezwungen; er hat die Eigen-
frequenzen zu ermitteln und die Schaufelabmessungen mit Riicksicht
auf Resonanzgefahr zu bestimmen. Bei derartigen Untersuchungen
liefert die Rayleighsche Methode gewohnlich bereits brauchbare Néhe-
rungen. Eine weitere Verfeinerung der Rechnung ist hier untunlich,
insbesondere wenn man bedenkt, dafi die Eigenfrequenzen gegeniiber

1 Schwerin, E.: Uber Transversalschwingungen von Stiben verinderlichen
Querschnitts. Z. techn. Phys. 8, 264 (1927).



300 Schwingungen elastischer Korper.

Abianderungen der Randbedingungen am eingespannten Schaufelende
in der Wirklichkeit héufig recht empfindlich sind?!.

Infolge der Verschiedenheit der Haupttragheitsmomente eines
Schaufelquerschnittes miissen die Eigenschwingungen in den zwei
Hauptebenen getrennt untersucht werden.

Anwendung der Rayleighschen Methode. Es sei die xy-Ebene eine
dieser Hauptebenen (Abb. 146) und es sei ferner

! die Lange der Schaufel,

a der Abstand des eingespannten Endes von der Drehachse,

¢ eine durch Gl. (173) definierte Konstante,

F der Flacheninhalt des langs der z-Achse veranderlichen Schaufel-
querschnitts,

o die Winkelgeschwindigkeit des Turbinenrades,

y das Gewicht des Materials pro Volumeneinheit,

X eine Funktion von z, welche die Durchbiegungskurve der Schaufel
unter der Wirkung ihres Eigengewichtes darstellt.

l P Nimmt man die durch die Funk-
ol ) tion X dargestellte Kurve als Grund-

! i R lage fiir die Berechnung der Grund-

lx! X schwingung, so ist die Durchbiegungs-

< @ kurve wihrend der Schwingung

Y —
Abb. 146, y=Xcospt. (a)

Die potentielle Energie erreicht ihr
Maximum, wenn die Schaufel ihre extreme Lage einnimmt und die

Biegungskurve durch die Gleichung
y=2X (b)

gegeben ist. Diese Energie besteht aus zwei Teilen: 1. der Energie V,
der Biegung, und 2. der Energie V, der Zentrifugalkrifte. Die Energie
V, ist gleich der durch GL (b) gegebenen Arbeit, die von der Querbe-
lastung wihrend der Biegung geleistet wird; sie ist gegeben durch

l
~
V,= ~5fFXclx; (c)
0
hierbei kann X, die Funktion von w, welche die vom Kigengewicht
herrithrende Biegungskurve der Schaufel darstellt, stets durch ana-
Iytische oder graphische Methoden gewonnen werden. Im letzt-

genannten Fall 148t sich das Integral (c) mit Hilfe eines der Naherungs-
verfahren berechnen.

1 Siehe W. Hort: Z. V. d. 1. 70, 1420 (1926).
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Bei der Bestimmung von V, ist zu bedenken, daBl ein Schaufelele-
ment von der Linge d x (s. Abb. 146) unter der Einwirkung einer Zentri-
fugalkraft von der Grofle

ﬂzﬂ w?(a + =) (d)
steht. Die von der Biegung der Schaufel herriihrende radiale Verschie-
bung dieses Elements gegen den Mittelpunkt ist

5[ (G o @
0

die von der Zentrifugalkraft (d) geleistete Arbeit ist demnach

Fy dX\2
—2—gdxw2(a -+ x)b[<—d-x—) do . ()

Die potentielle Energie V, erhédlt man nun, indem man die Arbeits-
elemente (f) langs der Schaufel summiert und das Vorzeichen der Summe
andert. So findet man

/4 .7
Y w? dX\2
V, = E—EIF(a+w)d;ﬂJ‘<ﬁ> de. (2)
0 0
Die kinetische Energie erreicht ihr Maximum, wenn die schwingende

Schaufel ihre Mittellage einnimmt und die aus Gl. (a) berechneten Ge-
schwindigkeiten die Werte

y=pX
haben. Dann ist
l 4
1 (Fy. v p?
7“=§f7wmw=%%fFwa. (h)
0 0
Aus der Gleichung
T= Vl + V2
erhilt man nun
i 7 y
o [F X+ o [Pt min [ (25) 0
0 0
ph=- e (175)
fpxwx
0

Dies ist die Gleichung zur Berechnung der Eigenfrequenzen einer

Schaufel.
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Das zweite Glied im Zahler der rechten Seite dieser Gleichung stellt
die Wirkung der Zentrifugalkraft dar. Mit den Bezeichnungen

k4

1 ! dX\2
[FXda fF(“JF””)d"f(W) dw
=0 - p=20 0 176
1_(2ﬂ)2 1 4 2_(271)2 1 ( )
fFdex fFdex
0 0

laBt sich die Frequenz der Schaufelschwingung nach Gl. (175) in der
Form

f=VE+£ (177)
darstellen; hierin ist f, die Frequenz der Schaufel bei stehendem Lauf-
rad und f, stellt die Frequenz der Schaufel dar, wenn man die elastischen
Krifte vernachlidssigt und nur die von der Zentrifugalwirkung herriih-
rende Wiederherstellungskraft beriicksichtigt.

Schwingungen in der Axialrichtung. Bei der Berechnung der Schwin-
gungsfrequenzen in der axialen Richtung erhdlt man eine gute Nihe-
rung bei der Annahme, daf sich Fliacheninhalt und Tragheitsmoment
des Querschnittes langs der Schaufel nach den GIn. (173) andern. In
diesem Falle findet man die Frequenz f, aus der entsprechenden Tabelle
(s. S. 298).

Die Frequenz f, 148t sich hierfiir aus Gl. (176) leicht berechnen und
in der Form

=52 (178)
darstellen; hierin ist f eine von den Schaufelabmessungen abhéan-
gige Zahl. Verschiedene Werte von f finden sich in der folgenden
Tabelle!. Kennt man f, und f,, so kann man dann f aus Gl (177) be-
rechnen.

¢ =

@ 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
L=

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

1 1,57 1,58 1,59 1,61 1,64 1,71

2 1,98 2,00 2,01 2,04 2,09 2,19

4 2,62 2,64 2,66 2,70 2,77 2,92

6 3,13 3,15 3,18 3,23 3,31 3,50

8 3,56 3,59 3,62 3,68 3,78 4,00

10 3,95 3,98 4,02 4,08 4,19 4,44

Schwingungen in der Tangentialrichtung. In tangentialer Richtung
haben die Schaufeln gewthnlich einen veridnderlichen Tragheitsradius.

1 Die Tabelle ist der S. 298 genannten Arbeit von Akimasa Ono entnommen.
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Infolgedessen lassen sich die Gln. (173) nicht ohne weiteres anwenden.
In einem derartigen Fall erhdlt man eine Niherung bei der Annahme,
daB sich die Anderung von I und F
lings der «-Achse (Abb. 147) durch
folgende Gleichungen darstellen 1aBt!:

I1=1, <1—m%——m’sin?>,

v - (179)
. _ a2
F—F0<1 n nsml>,
worin m— Lo ’
IO
P, F,
==t
y 1 I+ 1, ,l_._i(FO_tfl_ >
m —I—O<~--;2— ~Im>, W= 5 3 F,l.

Die Frequenzen berechnet man dann aus der allgemeinen Gl. (171),
in der die Konstante « fir die Grundschwingung und die hoheren
Schwingungen durch die Gleichung?

:aoi]/“f?ﬁ"*mfﬂ? (180)

1y, — 'y

%y

gegeben ist. Hierin stellt

. B: Vi B Vi
o, die Werte der Kon-

.

stanten o fir einen ein- 1 0,193 0,807 0,493 0,493
. ; 2 0,405 0,594 0,703 0,703

gespannten Triger von 3 0,468 | 0532 | 0,661 0,661
gleichférmigem  Quer- 4 0,483 0,517 0,649 0,649
3 3 _ 5 0,490 0,510 0,645 0,645
schnitt dar (s. die Ta p 0,403 0,507 0,642 0642

belle S.258)3%. Die Kon-
stanten f3;, f;, 7, und y; sind fiir die verschiedenen Schwingungsarten
durch obenstehende Tabelle gegeben.

Wenn ein Ende der Schaufel eingespannt und das andere einfach
unterstiitzt ist, so kann man dieselbe GI. (180) zur Berechnung von o,

1 Hort, W.: Proceedings of the First International Congress for Applied
Mechanics, S.282. Delft 1925. Die oben angegebenen numerischen Ergebnisse
erhilt man unter der Annahme, daB3 die Schwingungsart eines Stabes mit verander-
lichem Querschnitt die gleiche wie die eines prismatischen Stabes ist.

2 Wenn die Werte von m, m’, n und »’ nicht grofler als 0,5 sind, so ist die
Formel (180) nach Hort korrekt mit einer Fehlergrenze von 2%. Um eine Vor-
stellung von dem Fehler zu bekommen, der entstiinde, wenn m und n gleich eins
wiren, hat man die exakten Losungen fiir die Eigenschwingungen einer konischen
und einer keilférmigen Schaufel mit den durch obige Methode gefundenen Werten
verglichen. Es ergab sich, daB der Fehler in diesen extremen Fillen fiir die konische
und die keilférmige Schaufel 17% bzw. 18,5% betrigt.

3 Der Wert kf I? dieser Tabelle ist gleich o«,; der Gl. (180).
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verwenden. In diesem Falle mul man o, der dritten Tabelle des § 43
entnehmen. Die Konstanten f;, i, y; und y; sind in folgender Ta-
belle gegeben.

B: Vi B: Vi In dieser Weise 1aBt
sich die Grofe f, der

™.

1 0,431 0,569 0,626 0,857

2 0,480 0,520 0,612 0,724 Gl. (177) berechnen. Zur
3 0,490 0,510 0,623 0,680  Berechnung der Grofle f,
4 0,494 0,506 0,628 0,662 fiir die G dschwi

5 0,496 0,504 0,631 0,654 ur die Grundschwingung,
6 0,497 0,503 0,633 0,649  kann man Gl. (178) und

die obige Tabelle ver-

wenden; die Frequenz (f) erhdlt man dann wie oben aus Gl (177).

Es ist zu bemerken, daf die Schaufeln gew6hnlich durch umbhiillende

Drihte zu Gruppen verbunden sind. Die Drihte beeinflussen die Fre-

quenzen der axialen Schwingungen nicht immer wesentlich, kénnen

aber die Frequenzen der tangentialen Schwingungen betrachtlich in-
dern?. '

52. Schwingungen von Schiffskorpern.

Wir gehen nun zu einer anderen Anwendung der Schwingungslehre
von Stidben veranderlichen Querschnittes iiber, nimlich zum Schwin-
gungsproblem eines Schiffskérpers. Die Storungskraft rithrt in diesem
Falle gewohnlich von der Unausgeglichenheit der Maschine her; falls
nun die Frequenz dieser Kraft mit der Frequenz einer der Eigenschwin-
gungen des Schiffskérpers zusammenfallt, so kénnen groBe erzwungene
Schwingungen entstehen. Betrachtet man den Schiffskérper als Stab
verdnderlichen Querschnittes mit freien Enden, so lassen sich die Fre-
quenzen der verschiedenen Schwingungsarten von den Gln. (167) aus-
gehend mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens (s. § 49) stets mit geniigender
Genauigkeit berechnen.

Um das Problem zu vereinfachen, nehmen wir an, da8 der Stab
in bezug auf den Mittelquerschnitt symmetrisch ist und daB bei Ver-
legung des Koordinatenursprungs nach diesem Querschnitt der Flichen-
inhalt und das Tragheitsmoment fiir jeden beliebigen Querschnitt durch
die Gleichungen

F =Fy1 — ca?), I =1I,(1—ba?), (a)
worin F, und I, den Fldacheninhalt bzw. das Triagheitsmoment des
Mittelquerschnittes bezeichnen, dargestellt werden konnen. Es ist

klar, daBl « von — [ bis + ! variieren kann, wenn 2! die Lénge des
Schiffes ist.

1 Siehe Stodolas \Verk‘,. S.949. Vgl. auch W. Hort: Z. V. d. I. 70, 1422
(1926) und E. Schwerin: Uber die Eigenfrequenzen der Schaufelgruppen von
Dampfturbinen. Z. techn. Phys. 8, 312 (1927).
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Wir wollen ferner annehmen, dal die Durchbiegungskurve wihrend
der Schwingung durch

y = X cos pt
darstellbar ist, worin X die Gestalt der Reihe
X =a,0:1(%) + @y (%) + ag () + - - - (b)
hat. Hierin missen wir fiir ¢, ¢,, . . . geeignete, die Randbedingungen
erfilllende Funktionen wahlen. Die Koeffizienten a,, a,, a,, . . . stehen

in gewissen Beziehungen zu den Frequenzen und diese Beziehungen
folgen dann aus den Gln. (167)1.

Eine brauchbare Naherung fiir die Frequenz der Grundschwingung
erhalt man?, indem man fiir die Funktionen ¢(x) die Eigenfunktionen
eines prismatischen Stabes mit freien Enden einfiihrt. Die allgemeine
Losung (133) firr symmetrische Schwingungsarten nimmt man in der
Form

X = C(cos kx + cosh kx) + C,(cos kx — cosh k) . (c)
Nun ergeben die Bedingungen an den freien Enden
(XNe=z1=(X")e=2:=0. (d)

Setzt man (c) in (d) ein, so erhilt man
Ci(—coskl 4 cosh kl) — Cy( coskl -+ coshkl) =0,
C1( sinkl -+ sinh kl) — Co(— sinkl + sinh k1) = 0.

Wird die Determinante dieses Gleichungssystems gleich Null ge-
setzt, so hat man die Frequenzgleichung in der Form

(e)

tghkl + tghkl =0 (f)
ihre aufeinanderfolgenden Wurzeln sind
ki1=0, kyl = 2,3650 .

Setzt man das Verhéltnis % aus (e) in Gl. (¢) ein, so folgen die der
2

Grundschwingung und den héheren Schwingungsarten entsprechenden
Eigenfunktionen in der Gestalt
X; = C;(cbs k;x cosh k;l + cosh k;x cos k,l) .
Die willkiirlichen Konstanten mégen zur Vereinfachung in der Form
1
Ci = o olnrmiiTonT o
Yeos? k;l + cosh? k;l

gewihlt werden.

1 Die Tragheit des Wassers wird bei dieser Berechnung nicht beriicksichtigt.
Der Einflu$ der Wassertrigheit wurde von J.Lockwood Taylor untersucht
(Spring Meeting. Inst. Naval Arch.1930). Siehe auch Phil. Mag. Jan. 1930.

2 Siehe das Werk des Verfassers: Elastizititslehre, 2. Petersburg 1916. Siehe
auch N. Akimoff: Trans. Soc. Nav. Arch. 26. New York 1918.

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 20
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Die der ersten Wurzel &,/ = 0 entsprechende Eigenfunktion wird
eine Konstante sein und die entsprechende Bewegung eine Verschie-
bung des Stabes als starrer Korper in der y-Richtung. Diese Kon-

stante soll glelch 5 genommen werden.

Nimmt man dle so erhaltenen Eigenfunktionen als Funktionen ¢ (x)
in der Reihe (b), so wird

h L0 4~ cosh k2 cos kyl

X —a L cos kg cosh £, 2 gl .

112 12 + 2 Veos? &yl 4 cosh? k,l + ()
Hiermit geht Gl (167) in

+1
Oa {IOJ(1—~bx2) Z 2“’“7(771 (p?
4 i=1,2,8 j=1,2,3

+1

2 F A .
’iﬁ‘f(l —ca) M aia,-w,-dx} =0 (b
- 1
uber. Mit der Bezeichnung
+1 -+

Ja—ba)gigide =0y,  [(1—cat)piprde=py (K

—1 -1
ergibt sich nun nach (h)

> ai(ain_}‘ﬁin)zoa ()
i=1,2,3 ...
worin
) pPFay
L= E—I")'g— (m)

Zur Bestimmung der Grundschwingung geniigen in der Praxis zwei
Glieder der Reihe (g). Die Gln. (1) lauten hierfiir

ay (o1 — 2/311) + @y (o — /1‘321 =0,
ay (oge — A Pra) -1 @a(tyy — A B2s) = 0.

In unserem Falle ist

(n)

— 08 kyw cosh kol + cosh kg z cos ky 1

V cos? ky 1 4 cosh®k, !

=0, @y = k3 (0)

Setzt man dies in (k) ein und fithrt die Integration aus, so folgt
oy =0, e = 0, oy =0,

<1
tps = | (1 — ba?) (g de =0 28(1 0,087 b2, )
-4

ﬁll = [(] - (),333612)7 ﬂlg = ﬂgl = 0,297 4 Z3, 1 (q)
Bas = L(1 — 0,481 c1?). |
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Nach Substitution dieser Werte in die Gln. (n) liefert das Nullsetzen
der Determinante dieses Gleichungssystems die Frequenzgleichung

_Bla N g
(11— ) — A =0 (x)

Die erste Wurzel dieser Gleichung (4 = 0) entspricht einer Verschie-
bung des Stabes als starrer Koérper. Die zweite Wurzel

1
. . !
Pu | _BL ®)
‘311 ﬁ22
bestimmt die Frequenz der Grundschwingung. Diese Frequenz ist
p _ V7 [ELyg

fl:ﬁ_lz:nl Fyvy (t)

Numerisches Beispiel. Essei2! = 100 m; /[, =20 m*; Fgy =7-9,81t
pro m; b = ¢ = 0,0003 pro m?. Das Gewicht des Schiffes ist

l
Q=2F,y (1 —ca®)du = 5150t.
0

Aus den Gln. (p) und (q) erhalten wir
oy = 23,40-1075, fu = 37,50, f1. = 11,14, Pae = 31,95

damit ist nach Gl. (s)
A =0,817-1075.

Nehmen wir £ = 2-107 t pro m? an, so erhalten wir
p= ]/?2 107- 0,817 - 10> = 21,6 .

Die Anzahl der Schwin-gungen pro Minute ist

N =52 _ 90

T 2m

Die oben angegebenen Funktionen ¢(x) lassen sich auch verwenden,
wenn die Verdnderlichkeitsgesetze fiir I und F anders lauten als
nach GI. (a), und auch dann noch, wenn I und ¥ graphisch gegeben
sind. Man muf} nur in jedem Fall die Integrale (k) berechnen, was sich
mit Hilfe irgendeiner der Naherungsmethoden stets durchfithren 14661

53. Stibe unter seitlichem Stol.
Angeniiherte Losung. Das Problem der Spannungen und Durch-
biegungen, die ein fallender Kérper an einem Tréager hervorruft, ist von
groBer praktischer Bedeutung. Die exakte Losung dieses Problems erfor-

1 Eine weitere Entwicklung des Problems der Schiffsquerschwingungen findet
man in folgenden Arbeiten: Moullin, E. B., u. A. D. Browne: Proc. Cambridge
philos. Soc.24,400(1928). Moullin, E. B.: Proc.Cambridge philos. Soc. 24, 531(1928).

20*



308 Schwingungen elastischer Kérper.

dert das Studium der Transversalschwingungen des Trigers!. In Fallen,
wo die Masse des Trigers gegenitber der Masse des fallenden Kdorpers
vernachlissigt werden kann, 148t sich eine Naherungslosung leicht finden,
indem man annimmt, da8 die Durchbiegungskurve des Tragers wihrend
des StoBes dieselbe Gestalt wie die entsprechende statische Durch-
biegungskurve hat. Dann findet man die maximale Durchbiegung und
die maximale Spannung aus der Betrachtung der Systemenergie.
Denken wir uns z. B. einen Tréger, der an beiden Enden unterstiitzt
ist und in der Mitte zwischen den Unterstiitzungspunkten von einem
fallenden Gewicht W getroffen wird. Bezeichnet § die Durchbiegung
in der Mitte des Tragers, so gilt folgende Beziehung zwischen der Durch-
biegung und der auf den Triger wirkenden Kraft P:
PB
6 == m .

Die potentielle Energie der Forménderung ist dann

Pé 24 E 162
V:~2—: 137. (a)

Fallt das Gewicht W eine Hohe A herunter, so ist die von ihm hierbei
geleistete Arbeit

W (h + d,) (b)
und die dynamische Durchbiegung J, ergibt sich aus der Gleichung
24 E 163
W(h 4 80) = 5" (©
Danach ist
8y =0, + 105+ 2h0,,. (d)
Hierin stellt
W
st 48K

die statische Durchbiegung des Trigers unter der Einwirkung der
Last W dar.

Bei dieser Uberlegung wurde die Masse des Trigers vernachlassigt,
und es wurde angenommen, daB die kinetische Energie des fallenden
Gewichtes W vollstindig in potentielle Energie der Formanderung im
Triger umgewandelt wird. In Wirklichkeit wird ein Teil der kinetischen
Energie wihrend des StoBes verlorengehen. Daher ergeben Berech-
nungen, wie die obige, nur eine obere Grenze fiir die dynamische Durch-
biegung und die dynamischen Spannungen. Um eine genauere Ldsung
zu bekommen, muf3 man die Masse des der StoBwirkung unterworfenen
Trégers beriicksichtigen.

1 Die Literatur dieses Gegenstandes ist in einem Artikel von Th. Péschl im
Handbuch der Physik, Bd.6 angegeben.
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W
Wenn ein sich bewegender Korper von der Masse 3 und der Ge-

schwindigkeit v, einen ruhenden Koérper von der Masse % zentral

trifft und wenn die Forméanderung im Treffpunkt vollkommen unelastisch
ist, so lautet die Gleichung zur Berechnung der fiir die beiden Korper
gleichen Endgeschwindigkeit nach dem Sto wie folgt:

W W+ w
Sy =
g g
Danach ist
R w
Ty T ©)

Es ist zu beachten, daB fiir den Trager im Augenblick des Stofes nur
der Treffpunkt dieselbe Geschwindigkeit v wie der Koérper W hat.
Andere Punkte des Tréagers kénnen von » verschiedene Geschwindig-
keiten besitzen. Zum Beispiel haben die Stitzpunkte die Geschwindig-
keit Null. Es ist also nicht die tatsichliche Masse, sondern eine redu-
zierte Masse des Tragers bei der Berechnung der Geschwindigkeit »
durch Gl. (e) in Betracht zu ziehen. Die Griofe dieser reduzierten Masse
hingt von der Gestalt der Durchbiegungskurve ab und 148t sich ganz
ebenso wie bei der Rayleighschen Methode [s. Gl. (42) S. 72] annahernd
bestimmen, indem man némlich annimmt, daf} die dynamische Durch-
biegungskurve mit der statischen identisch ist. Hierfir wird

Po= 1, ———

worin ;I w das reduzierte Gewicht des Trigers ist. Die kinetische
Energie des Systems ist

LT,
(“ +%“’>” Wy 1

L Ty L we
"3 W

. . . . W

Diese Grofle muBl man in der obigen Gl. (¢) fir 2;" = Wh setzen,

um der Masse des Trigers Rechnung zu tragen. Damit ist die dyna-
mische Durchbiegung

8 =0y + (181)

Dieselbe Methode 1aBt sich auch in allen anderen Féllen der Theorie
des StoBles anwenden, wenn die Verschiebung der Konstruktion im
StoBpunkt der Kraft proportional ist?!.

1 Diese Methode wurde von H. Cox. Trans. Cambridge philos. Soc. 9, 73 (1850)
entwickelt. Siehe auch Todhunter u. Pearson: History 1, 895.
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Sto8 und Schwingungen. Die oben beschriebene Methode fiihrt bei
diinnen Stangen und Trigern zu hinreichend genauen Ergebnissen,
wenn die Masse des fallenden Gewichts gegeniiber der Masse des Trigers
groB ist. Ist dies jedoch nicht der Fall, so muB man die Schwingungen des
Trigers und die drtliche Forménderung im StoBpunkt in Betracht ziehen.

Die Transversalschwingungen eines Trigers, der von einem sich
mit gegebener Geschwindigkeit bewegenden Koérper getroffen wird,
hat St. Venant! untersucht. Unter der Annahme, da3 der stoBende
Korper nach dem Stoff am Trager haften bleibt, kann man die Schwin-
gungen ermitteln, indem man die Forménderung als Summe einer Reihe
von Eigenfunktionen darstellt. Die konstanten Koeffizienten dieser
Reihe sind so zu bestimmen, daB die Anfangsbedingungen erfiillt sind.
Auf diesem Wege gelang es St. Venant zu zeigen, daB die oben gegebene
Niherungslosung eine fiir die Praxis geniigende Genauigkeit besitzt.

Die Annahme, da8 der aufschlagende Korper nach dem Sto8 mit
dem Triger in -Berithrung bleibt, ist ganz willkiirlich, und wir miissen,
falls eine exaktere Darstellung des StoBvorganges erwiinscht ist, die
ortlichen Formanderungen des Tréigers und des aufschlagenden Kérpers
im Treffpunkt untersuchen. Wir wollen hier einige Ergebnisse einer
derartigen Untersuchung wiedergeben. Es moge etwa eine Kugel auf
die flache Oberfliche eines rechteckigen Tragers auftreffen2. Die ort-
liche Forménderung ist in diesem Falle durch die bekannte Hertzsche
Losung gegeben?®. Es sei o die durch diese Forménderung bewirkte
Verschiebung der auftreffenden Kugel in bezug auf die Trigerachse
und P der entsprechende Druck der Kugel auf den Trager; dann ist

2

«=£LP®, (f)
worin k eine Konstante ist, die von den Elastizititseigenschaften der
Korper und von der Grofie des Kugelradius abhéangt. Der wihrend des
StoBes wirkende Druck wird mit der Zeit variieren und eine Durchbie-
gung des Balkens bewirken, die sich durch die allgemeine Loésung (c)
des § 44 ausdriicken 1aBt. Wenn der Balken in der Mitte getroffen wird,
so sind die Ausdriicke fiir die generalisierten Krifte

. AT
Q; = Psin—-
und die durch den Druck P bewirkte Durchbiegung in der Mitte ist dann
gung
,) t
. v 1 2 2y Lo Bata(t —t)di :
) ﬁf"“*—z“ (2)

1,3.5... $

1 Venant, St.: L.c. S. 271, letzte Fullnote von §61. S. 490.

2 Siehe die Arbeit des Verfassers in Z. Math. Phys. 62, 108 (1913).

? Hertz, H.: J. Math. (Crelle) 92 (1881). Love, A. E. H.: Math. Theory of
Elasticity, S. 198 (1927).
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Die vollstindige Verschiebung der Kugel vom Beginn (t = 0) des
StoBes an ist gleich
d=a+y. (h)

Dieselbe Verschiebung kann man aber auch finden, indem man die
Bewegung der Kugel betrachtet. Ist v, die Geschwindigkeit der Kugel
zu Beginn (¢ = 0) des StoBes, so ist die Geschwindigkeit » in einem
beliebigen Zeitpunkt ¢t =, gegeben durch!

vzvo-%detl, (k)
0

worin

m die Masse der Kugel,

P die von der Zeit abhingige Riickwirkung des Tragers auf die
Kugel ist.

Die Verschiebung der Kugel in der StoBrichtung ist

t I
— 1yl ~j%detl. )
0 0

Setzt man (h) und (1) einander gleich, so erhéilt man die folgende
Gleichung

dt & ;2 t—t
vot—f lfpdtlzkp + Z = nzwmfp —U‘f? ") 44, (m)

Diese Gleichung 148t sich numerisch losen, indem man das Zeit-
intervall von O bis ¢ in kleine Elemente unterteilt und Schritt fiir Schritt
die Verschiebungen der Kugel berechnet. Im folgenden geben wir zwei
Beispiele derartiger numerischer Berechnungen.

Beispiele. Im ersten Beispiel mége es sich um einen Stahlstab von
quadratischem Querschnitt 1-1 cm? und einer Lange = 15,35 cm han-
deln. Eine Stahlkugel vom Radius r = 1 cm treffe auf den Stab mit
einer Geschwindigkeit » =1 cm pro Sekunde auf. Nimmt man E
= 2,2-10% kg pro em? und y = 7,96 g pro cm® an, so ist die Periode
der Grundschwingung des Stabes 7 = 0,001 sec. Bei der numerischen
Losung von Gl. (m) werde diese Periode in 180 gleiche Teile unterteilt,
so daBl 67 = {57 wird. Der fiir jedes Teilintervall hiernach berechnete
Druck P ist in Abb. 148 durch die Kurve I gegeben. Des Vergleiches
halber ist in derselben Abbildung durch die gestrichelte Linie die zeit-
liche Druckinderung fiir den Fall einer Kugel veranschaulicht, die auf

1 Es wird angenommen, daB auBler P keine Krifte auf die Kugel wirken.
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einen unendlich grofen Korper mit ebener Grenzfliche auftrifft. Man
sieht, daBl die Kugel nur wihrend eines Zeitintervalls 28 (d7), gleich
ungefahr 2 7, mit dem Stab in Berithrung bleibt. Die Verschiebungen
der Kugel sind durch die Kurve I7 und die Durchbiegung des Stabes
in der Mitte durch die Kurve 111 dargestellt.

Abb. 148.

Einen komplizierteren Fall stellt Abb.149 dar. Hier sind Stablinge
und Kugelradius doppelt so grof angenommen wie im vorigen Beispiel.
Die Periode v der Grundschwingung des Stabes ist viermal so grof}

Abb. 149.

wie frither, wihrend die Anderung des Druckes P durch eine kompli-
ziertere Kurve I dargestellt ist. Man sieht, daB die Kugel von ¢t = 0
bis £ = 19,5 (67) mit dem Stab in Berithrung bleibt. Dann trifft sie
den Stab wieder zur Zeit ¢ = 60 (d7) und bleibt mit ihm in Beriihrung
bis ¢ = 80 (67). Die Zunahme der Durchbiegung des Stabes ist durch
die Kurve I gegeben.

Man erkennt aus diesen Beispielen, daB der elastische Stol einen be-
deutend komplizierteren Vorgang darstellt als der von St. Venant
untersuchte unelastische Stof3.



Prismatische Stabe unter longitudinalem StoB. 313

54. Prismatische Stibe unter longitudinalem Stol.

Allgemeines. Wird ein Stab in der Langsrichtung von einem be-
wegten Korper getroffen, so lassen sich die in diesem Stab entstehenden
Spannungen und Forménderungen mit Hilfe des im vorigen Paragraphen
entwickelten Naherungsverfahren ermitteln. Ist jedoch eine genauere
Losung des Problems erwiinscht, so mufl man auf die longitudinalen
Schwingungen des Stabes eingehen.

Young? hat zuerst auf die Notwendigkeit hingewiesen, den Einflufi
der Stabmasse beim Léngsstofl griindlicher zu untersuchen. Er zeigte
auch, daB ein kleiner vollkommen starrer Korper beim Stofl im Stabe
eine bleibende Vertiefung verursacht, wenn das Verhiltnis
der Geschwindigkeit », des auftreffenden Kérpers zur Schall-
geschwindigkeit » im Stab gréfler ist als die der Elastizitits-
grenze des Materials fiir Druck entsprechende relative Ver-
kiirzung. Um diesen Satz zu beweisen, nimmt er an, daf3
an der Beriihrungsfliche von bewegtem Korper und Stab
im Augenblick des Stofles (Abb. 150) eine lokale Verdich-
tung erzeugt wird?2, die sich lings des Stabes mit der Schall-
geschwindigkeit fortpflanzt. Wir wollen ein sehr kleines Zeit-
intervall ¢ ins Auge fassen, wihrend dessen die Geschwindigkeit des
auftreffenden Korpers als konstant angesehen werden darf. Dann ist
die Verschiebung des Korpers gleich »;¢ und die Lange des zusam-
mengedriickten Stabteiles gleich v¢. Demnach ist die relative Verkiir-

Abb. 150.

zung gleich % Daher gilt der obige Satz.

Die longitudinalen Schwingungen eines prismatischen Stabes wih-
rend des StoBvorgangs wurden von Navier3 untersucht. Er griindete
seine Untersuchung auf die Annahme, dafl der auftreffende Korper
mindestens wahrend einer halben Periode der Grundschwingung mit
dem Stabe in Berithrung verbleibt. So wird das StoBproblem identisch
mit dem Schwingungsproblem einer Last, die am Stab angreift und
zur Anfangszeit eine gegebene Geschwindigkeit besitzt (s. § 38). Die
oben in der Gestalt einer unendlichen Reihe angegebene Losung dieses
Problems ist zur Berechnung der Maximalspannungen wahrend des Stof3es
nicht geeignet, und wir werden daher im folgenden eine umfassendere,
vonSt. Venant?und J. Boussinesq? entwickelte Methode besprechen.

! Siehe seine Lectures on Natural Philosophy 1, 1244. Die Geschichte des
LangsstoBproblems wird eingehend besprochen im Buch von Clebsch: L e.
S. 271; siehe letzte FuBinote von § 60.

2 Es wird angenommen, dafl die Berithrungsflichen zwei parallele glatte
Ebenen sind.

3 Navier: Rapport et Mémoire sur les Ponts Suspendus 1828.

4 Venant, St.: l.c. S. 271.

5 Boussinesq, J.: Applications des Potentiels.
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Stab, der an einem Ende festgehalten und am anderen gestofien wird 1.
Bei der Betrachtung eines Stabes, der an einem Ende festgehalten und
am anderen in der Léngsrichtung gestoBen wird (Abb. 150), greifen
wir zunéchst auf die bereits bekannte Gleichung fiir Lingsschwingungen
(s. 8. 222) zuriick. Diese Gleichung lautet

?u 02u

72 = P (a)
worin u die von der Gleichgewichtslage aus gemessene longitudinale
Verschiebung wahrend der Schwingung bezeichnet und

Eg
2 9 b
@ =" (b)
ist. Die Randbedingung am festen Ende ist
(#)g=0=0. (e)

Die Randbedingung am freien Ende, an dem die Stabkraft dem Trig-
heitswiderstand des auftreffenden Korpers gleich sein muf, ist
du W (0%u
FE(5), = = (58)er @
Bezeichnet man mit m das Verhéltnis des Gewichtes W des auftreffen-
den Korpers zum Gewicht Fy 1 des Stabes, so erhilt man aus (d)

i (), = =« (), . (©)

Zur Anfangszeit ¢ = 0, wenn der Korper den Stab trifft, gelten die
Bedingungen

fiir alle Werte von x zwischen 2 = 0 und x = [, wihrend am Ende x = [

(oo™ ®

gilt, da im Augenblick des Stofes die Geschwindigkeit des getroffenen
Stabendes der Geschwindigkeit des auftreffenden Korpers gleich sein
muB.

Das Problem besteht nun darin, eine Lésung der Gl. (a) zu finden,
die die Randbedingungen (c) und (e) und die Anfangsbedingungen (f)
und (g) erfiillt.

Die allgemeine Losung dieser Gleichung 148t sich in der Form

w=f(at — )+ f, (at + ) (h)

schreiben, worin f und f; willkiirliche Funktionen sind.

1 Siehe Love: Theory of Elasticity, 4. Aufl.,, S. 431 (1927).
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Werden Differentiationen nach den Argumenten (at — x) oder
(at 4 x) durch Striche bezeichnet, so hat man

of _ h_ g I

ax—“faw—“’f(at_")v)’ R G f(at — ),
of _ oh__ Bf P g
= o = eflert—a). G = = e at—w);

daraus erkennt man, daB der Ausdruck (h) die Gl. (a) befriedigt.
Zur Erfillung der Randbedingung (¢) muf}

f(at) + fr(at) =0
oder

fi(at) = — f(at)

fiir jeden Wert des Arguments (at) sein. Die Losung (h) kann also in
der Form

u=f(at —x) — f(at + x) (k)
geschrieben werden.

Diese Losung hat einen sehr einfachen physikalischen Sinn, der
folgendermaBen erklart werden kann. Man betrachte das erste
Glied f(at — x) der rechten Seite der Gl. (k) und fasse einen be- -
stimmten Zeitpunkt ¢ ins Auge; die Funk- s
tion f 1aBt sich fiir diesen Zeitpunkt durch /?\ N

eine gewisse Kurve nsr (Abb. 151) darstellen, T
deren Gestalt von der Art der Funktion f ——>laAtl<—
abhingt. Man sieht leicht ein, daf im Ver-
lauf eines Zeitelements A¢ das Argument at{ — x der Funktion f un-
geandert bleibt, wenn nur die Abszisse in diesem Zeitintervall um
ein Element Ax, gleich a/t wichst. Geometrisch bedeutet dies,
daB die Kurve nsr wiahrend des Zeitintervalls At ohne Gestaltsdnde-
rung in eine neue Lage Ubergeht, die in der Abbildung durch die ge-
strichelte Linie angzdeutet ist. Aus dieser Uberlegung 148t sich erkennen,
daB das erste Glied der rechten Seite der Gl. (k) eine Welle darstellt,
die lings der z-Achse mit einer konstanten Geschwindigkeit

Abb. 151.

_1/%s
awl/ » (182)

fortschreitet; diese Geschwindigkeit ist auch die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der Schallwellen lings des Stabes. In gleicher Weise
1aBt sich zeigen, daBl das zweite Glied der rechten Seite der Gl. (k)
eine Welle darstellt, die mit der Geschwindigkeit a in der negativen
z-Richtung fortschreitet. Die allgemeine Losung (k) erhilt man durch
Superposition von zwei solchen Wellen gleicher Gestalt, die mit der
gleichen Geschwindigkeit in entgegengesetzten Richtungen fortschreiten.
Der auftreffende Korper erzeugt wihrend des Stofles eine kontinuier-
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liche Reihe derartiger Wellen, die gegen das feste Ende laufen und
dort reflektiert werden. Die Gestalt dieser aufeinanderfolgenden Wellen
kann nun festgestellt werden, indem man die Anfangs- und Rand-
bedingungen am Ende x = [ beachtet.

Fir den Anfangszeitpunkt ¢ = 0 haben wir nach. Gl. (k)

(ui=o= [(—2)— f[f(+ux),

R )

2 ’ ’
(55),_,= af(—a) —af(+2).
Fithrt man die Anfangsbedingungen (f) ein, so erhilt man

—f(—x) = f(+2)=0 fir 0<z< l,}

1
f(—x) —f(+x) =0 fir 0<z<l. 0

Betrachtet man f als Funktion eines Arguments z, das + x oder
— z gleichgesetzt werden kann, so 148t sich aus (1) schlielen, daBl f'(z)
fir — 1 <z << gleich Null ist, da nur unter dieser Bedingung beide
Gln. () gleichzeitig befriedigt werden konnen, und daraus folgt nun,
daB f(2) eine Konstante ist, die gleich Null genommen werden kann.
Man bekommt also

f(z) =0 fir —l<z<l. (m)

Nun lassen sich die Werte der Funktion f(z) fir die Werte von 2
auBlerhalb des Intervalls —! < 2z << I bestimmen, indem man die Rand-
bedingungen (e) benutzt.

Setzt man (k) in GI. (e) ein, so erhilt man

ml{f"(at — 1) — ["(at + 1)} = + f(at — 1) + f(at + 1)
oder, wenn man at + [ = z setzt,

1)+ 1@ = 1 — 20 — e —20). (n)

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man die Funktion f(z) folgender-
maflen schrittweise konstruieren:

Aus (m) wissen wir, dal die rechte Seite der Gl. (n) im Inter-
vall I <<z <31 gleich Null ist. Durch Integration dieser Gleichung
erhilt man die Funktion f(z) im Intervall ! < z < 3l. Dadurch
wird die rechte Seite der Gl. (n) fiir das Intervall 31 < 2z << 51 bekannt.
Somit ergibt die Integration dieser Gleichung die Funktion f(z) fur
das Intervall 37 << z << 51. Indem man in dieser Weise fortfihrt, kann
man f(z) fiir alle Werte von z, die groBer als — [ sind, bestimmen.
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Betrachtet man Gl (n) als Bestimmungsgleichung fir ' (2), so

lautet die allgemeine Losung dieser linearen Gleichung erster Ordnung,
wie folgt:

K4 F4 z
’ “ml Tl R 1, j
(o) =Ce ™+ m{fﬂ”U(z—Zh-—;jfw-2ana (®
worin C eine Integrationskonstante ist.

Fir das Intervall I << z << 31 verschwindet das zweite Glied der
rechten Seite der Gl. (n) und wir erhalten

2
f(z)=Ce ™.
Auf Grund der Bedingung (g) wird

alf(—1+4+0) —f(I+ 0)) = —v
oder

_x 1
FA+0)=0e m=": (=em

s

v
a’

und fir das Intervall I << z < 31 erhalten wir

(z—1)

) =ge . (@)
Fir 31 < z < 51 ist nach Gl. (q)
, ~EBD
T % . ml
f(z—21) = Se "
und
f(z~3l)

'z — 21) —if’(z — 21 = 2w

ml ml a

Nun kann die Losung (p) in folgender Form dargestellt werden:

f(z) =Ce —— —(z—3l)e . - (r)

ml a

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Bedingung,
daf die Geschwindigkeit am Ende x = [ im Zeitpunkt { = % stetig
sein soll. Diese Bedingung driickt sich durch die Beziehung

\

du\ du
Gz = (i)t
z=1 z=I

aus oder, wenn man Gl. (k) benutzt, durch

Fl—0) —fBl—0)=/(1+0) —f@3L+0).
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Mit den Gln. (m), (q) und (r) erhélt man

und daraus folgt
N 3
C= % (e”‘ +em );
man hat dann fiir das Intervall 37 < z < 51

-y o _ =8l
fey="2e m + (1= 2 (—3p]e m . ®)

Kennt man nun f'(2) fir 3/ < z < 51, so kann man mit Hilfe der
Gl. (n) den Ausdruck fiir f'(z) im Intervall 51 — z < 71 finden usw.

Ist f/(2) bekannt, so 1483t sich daraus f(z) durch Integration finden;
die Integrationskonstante bestimmt sich aus der Bedingung, daB die
Verschiebung « an der Stelle x =1 stetig bleibt. So erhélt man fiir
l<z<3l

mlv —e=h
@y =""11—¢ n | (t)
und fﬁ'I‘ 3l <z < bl
mlv b miv 2 ~e=3h
flo)=—=—e¢ ™ +— {1 +M—l(z~3l)}e mi (v)

Kennt man f(z), so lassen sich die Verschiebungen und Spannungen
fiir jeden Stabquerschnitt berechnen, indem man in Gl. (k) die entspre-
chenden Werte der Funktionen f(at — z) und f(at + x) einsetzt. Fir

0<t < % ist das Glied f(at — x) in Gl (k) wegen (m) gleich Null

und wir haben daher nur die in negativer x-Richtung fortschreitende
Welle f(at + x). Die Gestalt dieser Welle erhdlt man aus (t), indem

man at + x an Stelle von z setzt. Zur Zeit { = ~i— wird die Welle am
21
@
zwei Wellen, namlich die in der positiven z-Richtung fortschreitende
Welle f(at — «) und die in der negativen z-Richtung fortschreitende
Welle f(at + z). Beide Wellen kénnen wir aus (t) erhalten, indem wir
tiir z die Argumente (af — x) bzw. (at + x) setzen. Fahren wir auf diesem
Wege fort, so gelangen wir zu einer vollkommenen Beschreibung der
Vorginge beim longitudinalen StoB.

Die obige Losung stellt die tatséchlichen Verhéltnisse nur so lange
dar, als ein positiver Druck zwischen dem stoBenden Kérper und dem
Stab besteht, d. h. solange die Dehnung

l
festen. Ende reflektiert und wir haben dann im Intervall o < t<C

/o uN

(5e), = —[tat—1) —flat+1) (%)
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negativ bleibt. Fir 0 < at < 21 wird die rechte Seite der Gl. (w) durch
die mit dem negativen Zeichen versehene Funktion (q) dargestellt und
bleibt negativ. Fur 27 < at << 41 lautet die rechte Seite von Gl. (w)

_o 2 at — 21
—2e ml{l +2em (1 — ‘7‘7)}.
\

ml

Dies verschwindet, wenn

2
1 2em(1 -2 o
ml
oder
2
2at 4 o
,.7:7:%+2+e m, (x)

Diese Gleichung kann im Intervall 21 < at < 4] nur dann eine

Wurzel haben, wenn
2

. 4
2 + e m < _/’;'/
und dies tritt fur m = 1,73 ein.

Ist also das Verhidltnis des Sto8kérpergewichts zum Stabgewicht
kleiner als 1,73, so hort der StoB in einem Zeitpunkt ¢ des Inter-
valls 27 < at << 41 auf, und dieser Zeitpunkt 1aBt sich aus Gl. (x)
berechnen. Iiir groBere Werte des Verhaltnisses m muB man eine
Untersuchung dariiber anstellen, ob der Sto8 in einem Zeitpunkt des
Intervalls 41 << at << 61 aufhort oder nicht usw.

Das Maximum der Druckspannungen wihrend des Stofvorgangs
tritt am festen Ende auf. Fir groBe Werte von m (m > 24) 1a8t sich diese
Spannung mit geniigender Genauigkeit aus der folgenden Néherungs-
formel berechnen:

pmax = E - (Ym + 1). (183)

Des Vergleichs halber ist es interessant zu bemerken, da$# man
unter Anwendung des im vorigen Paragraphen angegebenen Naherungs-
verfahrens und Vernachlassigung der GréBe d,, gegen % in Gl. (d) (s.
S. 308) zu folgender Gleichung gelangt:

Pmax = E 2 Jm. (184)
Fir 5 < m < 24 ist die Gleichung
Pmax = E - (Ym + 1,1) (185)

an Stelle von Gl. (183) zu verwenden. Fiir m < 5 leitet St. Venant
die folgende Formel ab:

pmax =2E <1 +e "7> (186)
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Die obige Methode ist auch auf den Fall einer Stange anwendbar, die
an einem Ende frei ist und am anderen von einem Lingssto3 getroffen
wird; ebenso auf den Lingsstol zweier primatischer Stibe gegenein-
ander?!. Es ist zu beachten, dal die obige Untersuchung des LéngsstoBes
sich auf die Annahme grindet, dafl die Beriihrungsflichen zwischen
StoBkorper und Stab zwei ideal glatte parallele Ebenen sind. In Wirk-
lichkeit wird die Oberflache stets irgendwelche UnregelmaBigkeiten auf-
weisen und es wird eine gewisse Zeitspanne zum Herunterschaffen der
Vorspriinge erforderlich sein. Wenn diese Zeitspanne von der Gréfen-
ordnung der Zeit ist, die der Schall braucht, um die Stablinge zu durch-
laufen, so ist keine befriedigende Ubereinstimmung zwischen Theorie
und Praxis zu erwarten?. Viel bessere Resultate erhdlt man bei einer

Anordnung, wo die Zeit %i— verhéltnisméBig groB3 ist. So erzielte beispiels-

weise C. Ramsauer? eine gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Experiment, indem er den festen Stab durch eine Spiralfeder ersetzte.
In gleicher Weise 148t sich die Theorie mit Aussicht auf zufriedenstellende
Ergebnisse auch auf die Untersuchung der Fortpflanzung von StoB-
wellen lings gleichméifig beladener Eisenbahnziige anwenden. Ein der-
artiges Problem kann von praktischer Bedeutung fiir die Schéitzung der
Kréfte sein, die bei der Kuppelung von Waggons auftreten.

Zur Erzielung einer besseren Ubereinstimmung zwischen Theorie
und Erfahrung kann man auch in der Weise verfahren, dafl man sich
fir eine Anordnung mit besser realisierbaren Beriihrungsbedingungen
entscheidet. Beispielsweise erreichte J. E. Sears? eine sehr gute Uber-
einstimmung zwischen theoretischen und praktischen Ergebnissen, in-
dem er einen Stab mit einem abgerundeten Ende nahm und die Hertz-
sche Theorie fur die lokale Forménderung im Berithrungspunkt mit der
St. Venantschen Theorie fiir lings des Stabes fortschreitende Wellen
kombinierte.

55. Schwingungen eines Kreisringes.

Auf das Schwingungsproblem eines Kreisringes wird man bei der
Untersuchung der Schwingungsfrequenzen verschiedenartiger Kreis-
rahmen fiir rotierende elektrische Maschinen gefithrt. Solche Unter-
suchungen sind beim Studium der Geraduschursachen in derartigen

! Siehe A. E. H. Love, Elasticity, S. 435. Eine eingehende Untersuchung
iber den longitudinalen Sto verdankt man L. Donnell: Trans. Am. Soc.
Mech. Eng. 1930.

2 Experimente mit massiven Stahlstaben wurden von W. Voigt angestellt:
Wied. Ann. 19, 43 (1883).

3 Ramsauer, C.: Ann. Physik 30 (1909).

¢ Sears, I. E.: Trans. Cambridge philos. Soc. 21, 49 (1908). Weitere Ex-
perimente beschreibt J. E. P. Wa gstaff: Roval Soc. Proc. (Ser. A) 105, 544 (1924).
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Maschinen erforderlich. Im folgenden werden wir mehrere einfache
Schwingungsprobleme eines Kreisringes von konstantem Querschnitt
behandeln, und zwar unter der Annahme, daf 1. die Querschnittsdimen-
sionen des Ringes gegeniiber seinem mittleren Radius klein sind und 2.
eine der Hauptachsen des Querschnittes
in der Ringebene liegt.

Reine Radialschwingungen. In diesem
Falle bildet die Mittellinie des Ringes einen
Kreis mit periodisch variierendem Radius
und alle Querschnitte bewegen sich radial
ohne Drehung.

Es sei

r der mittlere Halbmesser des Ringes,

« die fir alle Querschnitte gleiche radiale Verschiebung,

F der Flacheninhalt des Ringquerschnittes.

Dann betragt die Dehnung (Verlingerung pro Léngeneinheit) des

Abb. 152,

Ringes in der Umfangsrichtung —rﬁ . Die potentielle Energie der Form-
dnderung besteht in diesem Fall in der Energie der einfachen Deh-
nung und ist durch die Gleichung

_FEw

V*Wzﬂr (a)

gegeben, wahrend die kinetische Energie der Schwingung gleich ist
Fy .
T= T3 ut2mr. (b)

Aus (a) und (b) erhalten wir
., Bgl
und daraus
u = Cicospt - Cysinpt,
worin
_1/ %y
r=}5m
Die Frequenz der rein radialen Schwingung ist daher?

P 1 _E—g
f—_yz—_Zn]/yrz' (187)

1 Wenn iiberdies noch eine Belastung vorhanden ist, die man sich gleichférmig
langs der Mittellinie des Rings verteilt denken kann, so muB man nur in der
obigen Berechnung [Gl. (b)] Fy durch Fy 4 q ersetzen, wobei ¢ das Zusatzgewicht
pro Léngeneinheit der Ringmittellinie bedeutet.

Timoshenko, Schwingungsprobleme, 21
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Ein Kreisring besitzt auch Schwingungsformen, die den longitudinalen
Schwingungen prismatischer Stédbe analog sind. Wenn ¢ die Wellen-
anzahl lings des Umfangs bezeichnet, so bestimmen sich die Frequenzen
der hoheren Schwingungsarten der Dehnungsschwingungen des Ringes

aus der Gleichung!
]/ 1442, (188)

Torsionsschwingungen. Wir betrachten nun die einfachste Art der
Torsionsschwingungen, nédmlich jene, bei der die Ringmittellinie un-
deformiert bleibt und alle Querschnitte

fv L des Ringes bei der Schwingungsbewegung

e —— Z A immer um den gleichen Winkel verdreht sind
; =~ (Abb.153). Infolge dieser Drehung erfihrt
e r—> ein Punkt M mit der Entfernung % von der

Abb. 153. Mittelebene des Ringes eine radiale Ver-
schiebung gleich yp, und die entsprechende Umfangsverlingerung

fi=

W2

kann naherungsweise gleich y Z—) gesetzt werden. Die potentielle Energie

der Forméanderung des Ringes berechnet sich nun zu

B 2 nE 1, ¢?
sznrf—2—<ﬂri’i> dF:——r—(p, (c)
F

worin I, das Tragheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die
z-Achse ist.
Die kinetische Energie der Schwingungsbewegung ist

Iy .
Tzzm-%w, (d)

worin I, das polare Tragheitsmoment des Querschnitts ist.
Aus (c) und (d) erhalten wir

und daraus

‘worin

Die Frequenz der Torsionsschwingungen ist damit gegeben durch

1 Eg I,
=9V 1L (189)

! Love, A. E. H.: Elasticity, S. 454.
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Vergleicht man dieses Resultat mit der Formel (187), so sieht man,
daB die Frequenzen der Torsionsschwingungen und die der rein radialen

Schwingungen im Verbaltnis l/’ zueinander stehen. Die Frequenzen

der héheren Schwingungsarten der Torsionsschwingung sind im Falle
eines kreisférmigen Ringquerschnittes durch die Gleichung

l
i = VZyr2 V1 T3 (190)
gegeben!. Bedenkt man, daf

/%2
yr: r

ist, worin @ die Schallgeschwindigkeit in der Langsrichtung des Stabes
bezeichnet, so erkennt man, daB die oben untersuchten Dehnungs-
und Torsionsschwingungen gewéhnlich hohe Frequenzen haben. Auf viel
niedrigere Frequenzen st68t man bei der Untersuchung der Biegungs-
schwingungen.

Biegungsschwingungen eines Kreisringes. Die Biegungsschwingungen
eines Kreisringes zerfallen in zwei Gruppen, ndmlich in Biegungs-
schwingungen, die sich in der Ringebene abspielen und in Biegungs-
schwingungen, die auch Verschiebungen normal zur Ringebene und
Verdrehungen enthalten!. Bei der Untersuchung der Biegungsschwin-
gungen in der Ringebene (Abb. 152) bezeichnen wir mit

0 den Winkel zur Lagenbestimmung eines Punktes auf der Mittellinie,

u die radiale Verschiebung, positiv, falls nach dem Mittelpunkt hin
gerichtet,

w die tangentiale Verschiebung, positiv in der Richtung des wachsen-
den 0,

I das Trégheitsmoment des Querschnittes in bezug auf eine zur
Ringebene senkrechte Hauptachse.

Die von den Verschiebungen % und w herrithrende Dehnung der
Mittellinie ist

U ow
e=——+ 79 (e)

und die Kriimmungsinderung 148t sich durch die Gleichung?
1 1 %u u
Py e LA )

darstellen. Im allgemeinsten Fall der Biegungsschwingungen 148t sich

1 Love, A. E. H.: Elasticity, S. 453, 451.
2 Diese Gleichung wurde von J. Boussinesq aufgestellt: Comptes Rendus 97,
843 (1883).

21*
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die radiale Verschiebung « in der Form einer trigonometrischen Reihe?
% =a;c080 + a,c0820 4 - - - + b;sin 0 + bysin26 + - - - (h)
darstellen, in der die mit der Zeit variierenden Koeffizienten a,,
Gy, ..., by, by, ..., die generalisierten Koordinaten sind.

Betrachten wir Biegungsschwingungen ohne Dehnung, so haben

wir nach (e)
U= (2)

und daraus?
w=asin0 4 a;8in26 + - - - — bycos — Fbyc0s20 —- ... (k)

Das Biegungsmoment fiir einen beliebigen Ringquerschnitt ist

EI
o= G+ )
und daraus erhalten wir firr die potentlelle Energie der Biegung
27

V= EII<802+ u) rdf

oder, wenn wir die Reihe (h) fiir » einsetzen und die Formeln

27 27
[cosmBeosnbdd =0, JsinmOsinn0d6 =0, fir m=+n
6 0

27 27 27
JcosmOsinm0d6=o0, feostm6db = [sinm6d6 ==
0 6 0

benutzen,
= Efo (1 — i2)2 (a2 + b2). M
Die kinetische Energie des schwingenden Ringes ist
27
Fy
T= 29 (u? + w?)rd0.

Durch Substitution von (h) und (k) fir » bzw. w geht dieser Aus-
druck in

Fy & N .,
7 =25 N (14 ) @2+ B (m)
1
iber.

! Das der rein radialen Schwingung entsprechende konstante Glied der Reihe
ist weggelassen.

2 Die Integrationskonstante, die eine Rotation des Rings als starrer Korper
in seiner Ebene darstellt, ist im Ausdruck (k) weggelassen.
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Wie man sieht, enthalten die Ausdriicke (1) und (m) nur die Quadrate
der generalisierten Koordinaten und der entsprechenden Geschwindig-
keiten ; diese Koordinaten sind also die Hauptkoordinaten, und die ent-
sprechenden Schwingungen sind die Hauptschwingungsarten der Bie-
gungsschwingung des Ringes. Die Differentialgleichung fiir eine be-
liebige Schwingungsart ist nach (I) und (m)

(1+ 5) e+ 227

r3

nrFy
4

(1 —#2a,=0
oder
. Bg I #(1—ip
Gt A 1re w=0
Die Frequenz einer beliebigen Schwingungsart ist also durch die
Gleichung

1 l Eg I #(1— i

fi=sal 5 7 1ve (191)

bestimmt. Fir ¢=1 erhalten wir f; =0. In diesem Falle ist
u = a, cos 0, w = a, sin O, und der Ring bewegt sich als starrer Korper,
wobei @, die Verschiebung in der negativen z-Richtung ist. Wenn
i = 2 ist, so vollfithrt der Ring die Grundform der Biegungsschwingung.
Die extremen Lagen des schwingenden Ringes sind dabei durch die ge-
strichelten Linien der Abb. 152 angedeutet.

Im Falle der Biegungsschwingungen eines Ringes von kreisférmigem
Querschnitt, die sowohl Verschiebungen normal zur Ringebene als
auch Verdrehungen enthalten, lassen sich die Frequenzen der Haupt-
schwingungsarten aus der Gleichung

1 lEg I (2 —1)

fi=aal 5 rAerite (192)

berechnen!, in der ¢ die Poissonsche Konstante bezeichnet.

Vergleicht man (192) mit (191), so sieht man, dal die Frequenzen
der beiden Klassen von Biegungsschwingungen selbst bei der Grund-
schwingung (¢ = 2) nur sehr wenig voneinander abweichen?2.

Unvollstindiger Ring. Wenn der Ring die Form eines ungeschlossenen
Kreisbogens hat, so wird das Problem, die Eigenschwingungen zu be-
rechnen, sehr kompliziert3. Die Resultate, soweit sie iiberhaupt vor-
liegen, lassen sich nur auf den Fall anwenden, da3 die Bogenlédnge gegen-

1 Love, A. E. H.: Mathematical Theory of FElasticity, 4. Aufl., S. 453.
Cambridge 1927.

2 Eine interessante experimentelle Untersuchung eines Rings, der einen
Zahnradkranz darstellt, stammt von R. E.Peterson: Trans. Am. Soc. Mech.
Engs., Appl. Mech. Div. 1929.

3 Dieses Problem wurde von H.Lamb erértert. Math. Soc. Proc. 19, 365
London 1888.
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iiber dem Krimmungsradius klein ist. Hierfiir ergeben sich Eigen-
frequenzen, die etwas niedriger sind als die eines geraden Stabes von
gleichem Material, gleicher Liange und gleichem Querschnitt. Die
exakte Losung des Problems fiir den allgemeinen Fall ist auBerordent-
lich ‘kompliziert, praktisch stehen bisher nur einige Naherungswerte
fir die niedrigsten Eigenfrequenzen zur Verfiigung; sie wurden mit
Hiife der Rayleigh-Ritzschen Methode! berechnet.

56. Schwingungen von Membranen.

Allgemeines. In der folgenden Untersuchung wird angenommen,
daB die Membran eine vollkommen biegsame und unendlich diinne
Lamelle von gleichférmigem Material und iiberall gleicher Dicke ist.
Ferner wird angenommen, dafl sie nach allen Richtungen hin gleich-
formig gedehnt wird vermoge einer Spannung, die so groB ist, daBl ihre
Schwankungen infolge der kleinen Biegungen wihrend der Schwingung
vernachlissigt werden konnen. Die Ebene der Membran mége mit der
zy-Ebene zusammenfallen und es sei

w die wihrend der Schwingungsbewegung betrachtete Verschiebung
eines beliebigen Membranpunktes rechtwinklig zur xy-Ebene,

s die gleichférmige Zugkraft pro Léngeneinheit der Membranbegren-
zung,

g das Gewicht der Membran pro Flicheneinheit.

Den Zuwachs der potentiellen Energie der Membran infolge der Bie-
gung findet man in der tiblichen Weise, indem man die gleichférmige
Zugkraft s mit der VergroBerung des Flicheninhaltes der Membran multi-
pliziert. Im gekriimmten Zustande ist dieser gleich

F:H]/l + (59 + (g:—j)zdxdy

oder, wenn man beriicksichtigt, dafl die Durchbiegungen wihrend der
Schwingung sehr klein sind,

refffe G ) anan

Damit ist der Zuwachs an potentieller Energie

V= ” }dxdy (a)

Die kinetische Energie wihrend der Schwmgung ist

:é%ffwzdxdy. (b)

1 Siehe J.P.Den Hartog: The Lowest Natural Frequency of Circular
Arcs. Phil. Mag. 5, 400 (1928); ebenso Vibration of Frames of Electrical Machines.
Trans. Am. Soc. Mech. Eng.  Appl. Mec. Div. 1928.
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Mit Hilfe der Ausdriicke (a) und (b) lassen sich die Eigenfrequenzen
berechnen, was nun fiir einige Spezialfille geschehen soll.
Schwingungen einer rechteckigen Membran. Es seien ¢ und b die
Seitenlingen der Membran; die Achsen mdégen die in Abb. 154 ange-
gebene Lage haben. Welcher Art immer die Funktionw, — _ ,
als Funktion der Koordinaten betrachtet, auch sein ! X
mag, stets 146t sie sich innerhalb der Grenzen des T
Rechteckes durch die Doppelreihe z

w = 2 1 @y SID »:L sin 752 (c)

darstellen; die Koeff1z1enten G » Sind die generalisier- y
ten Koordinaten fiir diesen Fall. Es ist leicht zu sehen,
daB jedes Glied der Reihe (c) den Randbedingungen
geniigt, so daBl w =0 fir x =0, =0a und w=0fir y =0, y = b.

Setzt man (c) in den Ausdruck (a) fir die potentielle Energie ein,
so folgt

Abb. 154.

Snsz 22/ QMn a COS — ,,,,?Sin’ll_y;‘y>2
+ <22 qmnjsin 771, COS?E;)_y>2}dxdy.

Wird der Ausdruck iiber die Fliche der Membran integriert, so er-
gibt sich mit den Formeln des § 12 (s. S. 62)

po gl SN @
1 1

In gleicher Weise erhilt man durch Substitution von (c) in Gl. (b)

den folgenden Ausdruck fur die kinetische Energie:
g ab O .
T:*g 4,_/‘_1an' (e)

Die Ausdriicke (d) und (e) enthalten die Produkte der Koordinaten
und der entsprechenden Geschwindigkeiten nicht; die gewahlten Koor-
dinaten sind demnach Hauptkoordinaten und die entsprechenden
Schwingungen Haupt- oder Eigenschwingungen der Membran.

Die Differentialgleichung einer Hauptschwingung ist nach (d)
und (e)

g ab. abn2<m2 »

2
g 4 dmn T8 bz)qm=0; ®

daraus ergibt sich

fun = 5 ]/g;(az ;%75 (193)



328 Schwingungen elastischer Kérper.

Die Grundschwingung erhilt man, indem man m = n =1 setzt.
Danach ist

fu—_z‘ gqér( +b12>

Die Gleichung der gekriimmten Membranfliche ist in diesem Falle

.. XX . T
w=0s1n—a—sm——5?i. (2)
In gleicher Weise kann man die hoheren Schwingungsarten finden.
Betrachten wir z. B. den Fall einer quadratischen Membran (@ = b).
Die Frequenz des tiefsten Tones ist

1 gs
=515 (194)
Sie ist der Quadratwurzel aus der Spannung s direkt, der Seitenlinge
der Membran und der Quadratwurzel des Gewichtes pro Flicheneinheit
D=0 C-0 C-=-D c=D umgekehrt proportional.
X Die zwei néchsthéhe-
ren Schwingungsarten erhalt
man, indem man eine der
beiden Zahlen m, n gleich 2,
die andere gleich 1 setzt.
Diese beiden Schwingungen haben gleiche Frequenz, aber ihre Durch-
biegungsflichen zeigen verschiedene Gestalt. In Abb. 155 veranschau-
lichen (a) und (b) die Knotenlinien dieser beiden Schwingungsarten.
Da die Frequenzen in beiden Fillen gleich sind, so ist es moglich, diese
zwei Flichen einander in jedem Verhiltnis ihrer Maximaldurch-
biegungen zu superponieren. Eine solche Kombination wird ausgedriickt
durch

@ (o © @
Abb. 155.

2n 2
w= <C sin =% &in Y —|— Dsin™2 Sln%y> s

worin ' und D willkiirliche Konstanten sind. Vier Spezialfille derartiger
Kombinationsschwingungen sind in Abb. 155 dargestellt. Nimmt man
D = 0, so erhilt man die oben erwéhnte in Abb. 155 (a) veranschaulichte
Schwingung. Die Membran ist wihrend der Schwingungsbewegung durch
eine vertikale Knotenlinie in zwei gleiche Teile geteilt. Fiir € = 0 ist
die Membran, wie Abb. 155 (b) zeigt, durch eine horizontale Knoten-
linie geteilt. Ist C = D, so erhilt man

27 2
w=1C <s1n —a~ sin” + sin " sin _;Ly)

= 2(C'sin ‘a‘ sin v—J (cos —- - cos Jl)
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Dieser Ausdruck verschwindet fiir

. mx . 7
51117-:0 oder sm7y=0

oder aber fir
TTX T
cos — -+ cos—y =0.
a aQ

Die ersten zwei Gleichungen gelten fiir die Seiten des Randes; aus
der dritten Gleichung erhélt man

T _ Y
a “a’
rt+y=a.

Dies stellt eine Diagonale des schwingenden Quadrates nach Abb. 155 (d)
dar. Abb. 155 (c) entspricht dem Fall ¢ = — D. In den letzten zwei
Fillen 148t sich jede Membranhilfte als dreieckige, gleichschenklig-
rechtwinklige Membran auffassen. Die Grundfrequenz dieser Membran
ist nach GI. (193)
L fesa T VB e :
f_zl/q<a2+a2)_—ﬁ “. (195)
In dieser Weise lassen sich auch hohere Schwingungsarten einer qua-
dratischen oder rechteckigen Membran untersuchen?.

Fir den Fall erzwungener Membranschwingungen geht die Diffe-

rentialgleichung (f) der Bewegung iiber in
g ab.. abn? (m® = n?
worin @,,, die der Koordinate ¢, , entsprechende generalisierte Sto-
rungskraft ist.

Betrachten wir z. B. den Fall einer harmonischen Kraft P = P, cos wf,
die im Mittelpunkt der Membran auf diese einwirkt. Erteilen wir einer
Koordinate gq,,, im Ausdruck (c) einen Zuwachs dg,, ,, so ergibt sich
fiir die von der Kraft P geleistete Arbeit:

Pocoswtéqmnsin»mz—nsin@;;
demzufolge ist @,,,= -4 P, cos wt, wenn m und n beide ungerade
sind, wahrend sonst @, , = 0 ist. Hiermit und auf Grund der Gl. (24),
S. 24, erhalten wir nach (h)
¢

4 P .
Qmn = - ﬁé ~p:" fsm Pt — t) cOs it dt;
°

4q P
abq 72 ni—wg (coS Wt — COS Ppyut) (k)

==+

1 Eine eingehendere Untersuchung dieses Problems findet sich im Buche von
Rayleigh: L. c. S.143. Siehe auch Lamé: Legons sur D’élasticité. Paris 1852.
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worin
gsn® (m? n?
q < b2>
Durch Substitution von (k) in den Ausdruck (c) ergeben sich die durch
die Storungskraft P, cos wt erzeugten Schwingungen.
Wenn eine verteilte storende Kraft Z auf die Membran einwirkt,
so ist die generalisierte Kraft in Gl. (h)

@un ffZ sin 7% sin by dxdy. M

Nehmen wir fiir den Augenblick an, daB zur Anfangszeit £ = 0 an der
Membran ein gleichférmig verteilter Druck Z plotzlich zur Wirkung
kommt; dann ist nach (1)

Qun=72

Pon =

(1 —cosmam) (1 —cosnm).

m'rm2
Sind m und n beide ungerade, so ist
4abd
Qmn = mnt (m)

andernfalls verschwindet @,, ,,.

Setzt man (m) in Gl (h) ein, so wird mit Riicksicht auf die Anfangs-
bedingung, daB g¢,,,, = 0 fiir £ = 0 sein soll,

_ 16g  Z(1 —cospmat)

Imn = gmnas Pon

: (n)

Daher sind die durch den plotzlich angreifenden Druck Z erzeugten
Schwingungen gegeben durch

16gZ oy 1—cospmant mmx nwy
W 2 maghy e S ©

worin m und % beide ungerade sind.

Rayleigh-Ritzsche Methode. Zur Berechnung der Eigenfrequenzen
einer Membran ist die Rayleigh-Ritzsche Methode sehr geeignet.
Bei der Anwendung dieser Methode nehmen wir an, dafl die Form der
Membran wihrend der Schwingungen durch

w = wycospt (p)

gegeben ist, wobei w, eine passende Funktion der Koordinaten & und y
ist, welche die Gestalt der gekriimmten Membran, d. h. die Schwingungs-
art bestimmt. Durch Substitution von (p) in den Ausdruck (a) der po-
tentiellen Energie finden wir

Vmas= 5 [ [ 1G5 + (32 azdy. ()
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Fiir das Maximum der kinetischen Energie erhalten wir aus (b)

q’max == 2ig pzf ’w%dxdy . (I')

Setzen wir (q) und (r) einander gleich, so ergibt sich

oo G (5T s .

f f widedy
Bei der Rayleigh-Ritzschen Methode denken wir uns die Funktion w,
fir die Biegungsfliche der Membran in Form einer Reihe

Wo = 0y P1(, Y) + A 22, ¥) + ag g, ) + - - -, (t)
deren jedes Glied die Randbedingungen erfiillt. (Die Verschiebungen
an den Randern der Membran miissen gleich Null sein.) Die Koeffi-
zienten a,, @5, . . . in dieser Reihe sind so zu bestimmen, daB (s) zu
einem Minimum wird, d.h. so, daf} alle Gleichungen folgender Form
befriedigt werden:

o LG + (55 aets

=0

9an ffw?,dx dy

oder
ffw?,dwdy 5 ff WT —i— aw”)}dde
B awo 6w0\2
f[ E)y/ dady a

Unter Benutzung von (s) geht diese letzte Gleichung iiber in

ff awo 6wo> —;-p—gwo}dxdy—o (u)

Auf diese Weise erhalten wir ebenso viele Gleichungen der Form (u), als
es Koeffizienten in der Reihe (t) gibt. Alle diese Glei-

chungen sind linear in a,, a,, @5, . . ., und durch das ¥

Nullsetzen ihrer Determinante erhalten wir die Fre- F—x

quenzgleichung fiir die Membran. ¢
Betrachten wir.z. B. die Schwingungsarten einer k@ shea-

Y

quadratischen, zur z- und y-Achse symmetrischen o
Abb. 156,

Membran, Abb. 156; hierfiir 148t sich die Reihe (t)
in der Form

wo = (a® — 2) (a® — 3?) (ay + aga® + agy? + agaty? + - - )
schreiben. Man sieht leicht, daB jedes Glied dieser Reihe fir x =y =-4-a
gleich Null wird. Somit sind die Randbedingungen erfiillt.
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Im Falle eines konvexen Polygons sind die Randbedingungen durch
den Ansatz
wy= (@ x+by+e)(a2+ by +c) ... (@ b,y + ¢,)
XYY aynamy*
erfiillt, wobei a,x + b,y + ¢, =0, ... die Gleichungen der Polygon-
seiten sind. Nimmt man nur das erste Glied (m = 0, n = 0) dieser
Reihe, so erhdlt man im allgemeinen eine ausreichende Néaherung fiir
die Grundschwingung. Will man die Frequenzen der Oberschwingungen
berechnen, so muBl man mehr Glieder der Reihe benutzen.
Kreismembran. Wir wollen den einfachsten Fall der Schwingungen
betrachten, nidmlich den, bei dem die Durchbiegungsfliche der Mem-
bran in bezug auf den Kreismittelpunkt symmetrisch ist. In diesem
Falle hangen die Verschiebungen nur von der radialen Entfernung r ab,
und die Randbedingung ist durch den Ansatz
wozalcos%—l-azcos%n%—l—---, (v)
erfiillt, worin @ den Radius der Begrenzung bezeichnet.
Da wir Polarkoordinaten verwenden, so miissen wir hier Gl (q)
durch folgende Gleichung ersetzen:
a
Aw,\2
Viax = —%f(%) 2ardr. (q_’)
0
An Stelle von (r) erhalten wir
a
Tmax = fq!; pzbfw% 2qardr (I")
und Gl (u) nimmt die Form

a
4 dwy\2  pq /
Oanj{< 61'0) —g—swg}andrzo (u’)
0

an. Benutzen wir nur das erste Glied in der Reihe (v) und setzen wir

Tr . . .
Wy = @; €08 5~ in Gl. (u’) ein, so erhalten wir

2
a a
72 . g T piq nr
z 2 7 - e 2 17
4a2fsm 5, Tdr 7s ) % 25 rdr
0 0
und daraus

12(_1_+1 _PW(L__Z)
4a?\ 2 nz)_ﬁ 2 n?

_ 24151/gs

oder

-

@ q



Schwingungen von Membranen. 333

Die genaue Losung! ergibt in diesem Fall

2,404 gs
p= Tz l/ 7 . (196)

Der Fehler bei der ersten Niherung ist kleiner als %%.

Um eine bessere Naherung fir den Grundton und auch fiir die
Frequenzen der Oberténe zu bekommen, miissen wir eine groBere
Anzahl von Gliedern der Reihe (v) benutzen. Diese héheren Schwin-
gungsarten haben einen, zwei, drei, ... Knotenkreise, in denen die
Verschiebungen w wihrend ~ neo s=3
der Schwingung Null sind. 2

s-7 n=0_ s=2
AuBer den in bezug auf
den Mittelpunkt symme-
trischen Schwingungsarten

kann eine Kreismembran n:1 s=1 ne2 Sl n=1 s=2

auch Schwingungen aus-
fiihren, bei denen ein, zwei,
drei, ... Durchmesser des

Kreises ,»Knotenlinien‘
sind, langs welchen die
Verschiebungen wahrend
der Schwingung Null sind. Verschiedene Schwingungsarten einer kreis-
formigen Membran zeigt Abb.157, in der die Knotenkreise und Knoten-
durchmesser durch gestrichelte Linien angedeutet sind.

In allen Fallen 148t sich die GroBe p, welche die Frequenzen bestimmt,
durch die Gleichung

Abb. 157.

pas = 0 |/ 22 197)

ausdriicken; die Konstanten «,, sind in der folgenden Tabelle ge-
geben2. In dieser Tabelle bezeichnet » die Anzahl der Knotendurch-
messer und s die Anzahl der Knotenkreise (inkl. des Grenzkreises).

s n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=2>5
1 2,404 3,832 5,135 6,379 7,586 8,780
2 5,520 7,016 8,417 9,760 11,064 12,339
3 8,654 10,173 11,620 13,017 14,373 15,700
4 11,792 13,323 14,796 16,224 17,616 18.982
5 14,931 16,470 17,960 19,410 20,827 22,220
6 18,071 19,616 21,117 22,583 24,018 25,431
7 21,212 22,760 24,270 25,749 27,200 28,628
8 24,353 25,903 27,421 28.909 30,371 31,813

1 Das Schwingungsproblem einer Kreismembran wurde ausfiihrlich von Lord
Rayleigh: 1. c. S.143, erortert.
2 Die Tabelle wurde von Bourget berechnet: Ann.l'école norm.3 (1866).
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In der obigen Untersuchung wurde angenommen, dal die Membran
vollkommen kreisformig ist und daB sie nur im Berandungskreis be-
festigt ist; es ist aber leicht einzusehen, daB die gewonnenen Resultate
auch die Losung anderer Probleme einschliefen, wie etwa die Schwin-
gungen von Membranen, die durch zwei konzentrische Kreise und
zwei Radien begrenzt sind, oder von Membranen in der Form eines
Kreissektors. Betrachten wir z. B. eine halbkreisformige Membran. Alle
moglichen Schwingungsarten dieser Membran sind in den Schwingungs-
arten der Kreismembran enthalten. Man muBl nur einen der Knoten-
durchmesser der Kreismembran als festen Rand auffassen. Ist der
Rand einer Mombran nur nahezu kreisformig, so ist ihr Grundton
nahezu derselbe wie der einer Kreismembran von gleichem Flichen-

inhalt und gleichem Wert der Gré3e %‘q—. Setzt man die Bestimmungs-

gleichung fiir die Grundfrequenz einer Membran in der Form

S
p=oa %F-, (198)

worin F der Flicheninhalt der Membran ist, an, so ist « eine Konstante,
deren Werte in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind. Aus dieser
Tabelle ersieht man die Wirkung einer groferen oder geringeren Ab-
weichung von der Kreisform?!.

Kreis. . . . . v v v v .. «=2,404 Jz = 4,261
Quadrat . . . . . . . . . .. a=})2x = 4,443
s]- —
Viertelkreis . . . . . . . . .. o= 5 235 = = 4,551
—
Kreissektor 600 . . . . . . . . o = 6,379 V% — 4,616
13
Rechteck 3:2. . . . . . . .. = | En = 4,624
Gleichseitiges Dreieck . . . . . o= 27 Yig300 = 4,774
Halbkreis . . . . . . . . ... o = 3,832 Vg = 4,803
5
Rechteck 2:1. . . . . . . .. o=am L 5 = 4,967
10
Rechteck 3:1 . . . ... .. «=n L ?O = 5,736.

In den Fillen, in denen die Begrenzung keiner der eben besprochenen
Arten angehért, bietet die Schwingungsuntersuchung mathematische
Schwierigkeiten und nur der Fall einer elliptischen Begrenzung wurde

1 Die Tabelle ist dem Rayleighschen Buche entnommen, 1. c. S. 143.
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durch Mathieu? vollkommen gelost. Eine vollstindige Erérterung der
Theorie der Membranschwingungen vom mathematischen Standpunkt

aus findet sich in einem Buch von Pockels?2.

57. Schwingungen von Platten.

Allgemeines. In der folgenden Untersuchung wird angenommen,
daB die Platte aus einem vollstéindig elastischen, homogenen, isotropen

Material besteht, daB ihre Dicke A iiberall gleich
ist und im Vergleich mit den anderen Dimensionen
als klein gelten kann. Wir wihlen die Mittelebene
der Platte als xy-Ebene und nehmen an, dafl die
Seitenflichen eines durch ebene Schnitte parallel
zur zz- bzw. yz-Ebene ausgesonderten Platten-
elements (s. Abb. 158) im Falle kleiner Durch-
biegungen?® eben bleiben und so rotieren, daf sie
auf der gebogenen Mittelfliche der Platte stets
senkrecht stehen. Nun betrachten wir innerhalb
dieses Elementes eine diinne Schicht parallel zur

Abb. 158,

Mittelfliche der Platte. Der Abstand dieser in der Abbildung schraffierten
Schicht von der Mittelebene moge gleich z sein. Die Verzerrung der
Schicht kann man aus einer einfachen geometrischen Uberlegung her-

leiten und durch folgende Gleichungen darstellen4:

oz 0w
s =}, — PG>
oz 02w
bov TR, T TP
0w
e,“,-——QzFZay.

Hierin sind

€ss» 6yy die Dehnungen in der - bzw. y-Richtung,

e, der Schub in der xy-Ebene,

w die Durchbiegung der Platte,
1 1
By’ B,
h die Dicke der Platte.

1 Mathieu: J. Math. (Liouville) 13 (1868).

(a)

die Kriimmungen in der zz- bzw. yz-Ebene,

2 Pockels: Uber die partielle Differentialgleichung Au 4- k2w = 0. Leip-

zig 1891.

3 Die Durchbiegungen werden der Plattenstirke gegeniiber als klein voraus-

gesetzt.

* Es wird angenommen, daB die Mittelebene nicht gedehnt wird.



336 Schwingungen elastischer Kérper.

Die entsprechenden Spannungen ergeben sich aus den bekannten
Gleichungen:

E Ez 2w ?w
Pe= g (st 06) = — 1T (G +o 6y2>’ l
E Ez (0*w ?w
pvzl_az (evv+aexx)=“m’z_<ay2 68x2>’ l (b)
Ez 02
Pe=Geny = T3¢0z’

worin o die Poissonsche Konstante bezeichnet.
Die in der schraffierten Schicht des Elementes wihrend der Form-
anderung aufgespeicherte potentielle Energie ist

oder mit Riicksicht auf die Gln. (a) und (b)

E 22
21—a%)

A2 (G 4202555 20 (25 s

daraus erhalt man durch Integration die potentielle Energie der Platten-
biegung in der Gestalt

aw 2w w
V= ”f‘”’“_” (Fa) + (G) + 2050 55

+2(1_a)(a‘76 )}drdy, (199)

av =

Eh?

worin D = B =0 die Biegungssteifigkeit der Platte ist.
Die kinetische Energie einer schwingenden Platte ist
_rh faﬁ dwd (200)
29y v

worin % die Masse des Plattenmaterials bezogen auf die Einheit der

Stirnfliche bedeutet.

Aus diesen Ausdriicken fiir ¥V und 7' kann man die Differential-
gleichung fiir die Schwingungen der Platte herleiten.

Schwingungen einer rechteckigen Platte. Im Falle einer rechteckigen
Platte (Abb. 154) mit einfach gestiitzten Rédndern kénnen wir ebenso
wie im Falle einer rechteckigen Membran vorgehen und die Durch-
biegung der Platte wiahrend der Schwingung in der Form der Doppel-
reihe

0 oo
~y

e

—
1

= d

G S gin ﬁj;j/_ (d)
1
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ansetzen. Man sieht leicht ein, daB jedes Glied dieser Reihe den Rand-

02 02 .
bedingungen geniigt, wonach w, ;%_“2’ und 5% am Rande verschwinden
sollen.

Setzt man (d) in Gl. (199) ein, so erhdlt man folgenden Ausdruck
fir die potentielle Energie:

@0
2

v ="20D 30 3 g (e + ) (201)
1

PE)
1

Die kinetische Energie ist
vh ab 7 .
T = %5 e 2/ 2/ T - (202)

Wie man sieht, enthalten die Ausdriicke (201) und (202) nur die
Quadrate der GréBen g, , und der entsprechenden Geschwindigkeiten;
daraus l4Bt sich schlieBen, daB diese Grofen fiir den betrachteten
Fall Hauptkoordinaten sind. Die Differentialgleichung der Eigen-
schwingungen ist

vho. m? ni\e
Tan + Mqun(([_z + 7bT> =0;
daraus ergibt sich
Omn = C1603 pt + Cysin pt,

worin
oD 2 2
p==)L (2 + ). (203)

Hijeraus lassen sich die Frequenzen der Grund- und Oberschwingungen
leicht berechnen. Wir erhalten z.B. fir die Grundschwingung einer
quadratischen Platte

h=8=2 /%g. (204)
Bei der Untersuchung héherer Schwingungsarten und ihrer Knoten-
linien kann man sich auf die oben gegebene Darstellung der Schwin-
gungen einer rechteckigen Membran stiitzen.

Auch der Fall erzwungener Schwingungen einer rechteckigen Platte
mit einfach gestiitzten Réndern laBt sich ohne Schwierigkeiten er-
ledigen. Auch in den Fillen, in denen eine rechteckige Platte an zwei
gegeniiberliegenden Réndern einfach gestiitzt, an den beiden anderen
dagegen frei oder eingespannt ist, 1aBt sich das Schwingungsproblem,
wie wir noch bemerken wollen, ohne grofle mathematische Schwie-
rigkeiten losen!.

! Voigt: Gott. Nachr, 1893, 225,

Timoshenko, Schwingungsprobleme, 22



338 Schwingungen elastischer Korper.

Bedeutend komplizierter gestaltet sich jedoch das Schwingungs-
problem einer rechteckigen Platte, bei der alle Rénder frei oder einge-
spannt sind. Fiir die Losung dieser Aufgaben hat sich die Ritzsche Me-
thode als niitzlich erwiesen?. Bei diesem Verfahren machen wir den Ansatz

w = wycos pt,

worin w, eine die Schwingungsart bestimmende Funktion von z und y ist.
Setzen wir (e) in die Gln. (199) und (200) ein, so erhalten wir fiir das Maxi-
mum der potentiellen bzw. kinetischen Energie beim Schwingungsvorgang

82 w0 62w0 2
Vmax = E) x2 8 y? )
0%w, 02w,

02 2
-+ 20'%? ay? —{-2(1 — O') (ﬂ%) }dxdy,

h
Tmax = Yﬁpsz widxdy

und daraus

. 29 V max ) (205)

Nun schreiben wir w, in Form einer Reihe

Wy = a1 @y (€, ) + a2 P2 (2, 9) + - - -, (1)
worin @, @,, ... passend gewihlte Funktionen von z und y sind,
welche den Randbedingungen der Platte geniigen. Die Koeffizienten
@y, @y, . .. haben wir dabei so zu bestimmen, daf3 die rechte Seite von

(205) zu einem Minimum wird. Auf diesem Wege gelangen wir zu einem
Gleiehungssystem folgender Form:

82w0 92w0 Pwy 02w,
ff E)x2 + w4> + 20 02° gy

+2(1 — o) <aax’§°y) % wo}dxdy =0; (206)
dieses System ist linear in bezug auf die Konstanten a,, a,, ... Das
Nullsetzen seiner Determinante ergibt eine Gleichung, aus der die Fre-
quenzen der verschiedenen Schwingungsarten naherungsweise ermittelt
werden kénnen.

W. Ritz benutzte dieses Verfahren zur Untersuchung der Schwin-
gungen einer quadratischen Platte mit freien Réndern?. Die Reihe (f)
wurde dabei in der Form

Wy = 22 A U, (.’L‘) Un (?/) (f)

1 Ritz, W.: Ann. Physik 28, 737 (1909). Siehe auch Gesammelte Werke,
S. 265 (1911). Siehe ferner H. Grauers: Ingeniérs Vetenskaps Akademien,
Stockholm 1929.

2 Siehe die vorangehende FuBnote.
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angesetzt, worin u,,(x) und v, (y) die Eigenfunktionen der Schwingung

eines prismatischen Stabes mit freien Enden sind (s. S. 258). Die Fre-

quenzen der Grund- und Oberschwingungen werden durch die Gleichung
o D

p=2)L7 (207)

bestimmt, worin o eine von der Schwingungsart abhingige Konstante

ist. Fiir die drei tiefsten Schwingungsarten hat diese Konstante die Werte

oy = 14,10, oy = 20,56 , oz = 23,91.
Die entsprechenden Schwingungsarten sind in Abb. 159 auf Grund ihrer

Knotenlinien dargestellt. Eine eingehende Untersuchung der Knoten-
linien fiir diesen Fall und ein

Vergleich mit den experimen- o1 = 1470 %= 2056 ot =__Z‘5"97

tellen Ergebnissen findet sich ____i____ » .'/ ™

in der oben genannten Arbeit i Mot

von W. Ritz. @) b ©
Aus Gl. (207) lassen sich Abb. 139,

einige allgemeine Schlufifolge-
rungen ziehen, die auch fiir andere Fille von Plattenschwingungen
gelten, namlich:

a) Die Schwingungsperiode einer beliebigen Eigenschwingung ist bei
gleicher Plattendicke dem Quadrat der Lineardimensionen proportional.

b) Werden alle Dimensionen einer Platte inklusive der Dicke im
gleichen Verhiltnis vergroBert, so wichst die Periode mit den Linear-
dimensionen.

¢) Die Periode ist der Quadratwurzel aus dem FElastizitatsmodul
umgekehrt und der Quadratwurzel aus der Dichte des Materials direkt
proportional.

Schwingungen einer kreisformigen Platte. Das Schwingungsproblem
einer kreisformigen Platte wurde von G. Kirchhoff?! gelést, der auch
die Frequenzen verschiedener Schwingungs-
arten fiir eine Platte mit freiem Rand be-
rechnete. Die exakte Losung dieses Pro-
blems driickt sich mit Hilfe Besselscher Funk-
tionen aus. Im folgenden soll mittels der
Rayleigh-Ritzschen Methode eine Naherungs-
l16sung entwickelt werden, die fiir die Grund- ly
schwingung im allgemeinen praktisch hin- Abb. 160.
reichend genau ist. Bei dieser Methode emp-
fiehlt es sich, die Ausdriicke (199) und (200) fiir die potentielle bzw.
kinetische Energie in Polarkoordinaten auszudriicken. Bei der in Abb. 160

1 Kirchhoff: J. Math. (Crelle) 40 (1850); Ges. Abh. von G. Kirchhoff, S. 237.
Leipzig 1882; Vorlesungen iiber math. Physik, Mechanik, 30. Vorlesung.

22%
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angegebenen Lage des Koordinatensystems ergeben sich aus der Be-
trachtung des unendlich kleinen Dreieckes mns die Formeln

d0 — — dxsinf

‘dr = dxcosl,

FaBt man dann die Verschiebung w als Funktion von » und 6 auf, so
ergibt sich
dw dw Or dw 960  dw dw sind

G5 — ar 95 T 36 9s — ar 80— 35

In gleicher Weise findet man

ow Jw . Jdw cos 6
Gy = ar 0+ G5 —-

Wiederholt man die Differentiation, so folgt

P (D oy g D00) (D0 g 0m sing
Ga2 = \gr ©°8 36 7 ) ar Y~ 5 T>
2w 0%w sin 6 cos 0 Jdw sin?0
9 20— GO T Ml
= gz ©08 0—2 000r r dr 7 ()
dw sin 6 cos 6 0%w sin%0
2% e T oo
2w Pw 0%w sin 0 cos 0 Jdw cos*6
W e 7%
dy: ~ 0r? sin®6 + 2 000r r + or r h
2 ow sinBcoiﬂ gz_ui cos?0 (h)
T 202 2 >
?w iw . J?w cos 20 dw cos 20
Gway — ar Snbeostt o = e .
ﬂ sin 6 cos 6 . 0*w sin 6 cos § (k)
~ or r 062 PP

daraus ergibt sich
2w Pw 1 1 0w 1 ow 1 0w
T TR TR T o T o TR e
Fw Fw [ Pw 2~a2w(1§’ui 1aiu’>_{i<i§_”i>}2
sza‘gﬁ*(axm) =2 \7ar T ae2) " \or\r 90
Setzt man dies in Gl. (199) ein und nimmt als Koordinatenursprung
den Mittelpunkt der Platte an, so erhdlt man

27 a
D (/02w 1 0w 1 02w\ 2 2w /1 dw 1 0*w
7 ' A T A T W Y Lo 2
V= 2 ffl<()72 r Jr + r2 80'3> 2(1 o) 0r? <r ar + 72 802>
00

+2(1—0)|5 (io—lfﬁg}rd()dr, (208)

\r 06/

worin @ den Radius der Platte bezeichnet.
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Wenn die Biegung der Platte in bezug auf den Mittelpunkt sym-
metrisch ist, so ist w eine Funktion von r allein und Gl. (208) lautet

1 dw\2 Pw 1 dw .
—an dr2 ) —2(1-0)5;2--737}7-(1;«. (209)
Im Falle einer Platte mit eingespanntem Rand verschwindet das
Integral
ro2w 1 Jdw 1 0%w 0 /1 0w
ffLOrZ r ar T2W>_{0r<r 80>}er,rd0

und man erhilt aus Gl. (208)

27 a
0w 1 ow 1 2w\2 .
ff (G + 55 + -5 ) rdbdr. (210)

Ist die Biegung einer derartigen Platte in bezug auf den Mittelpunkt
symmetrisch, so ist

1 810
—”ch 6r2 - 6r rdr. (211)
Der Ausdruck fiir die kinetische Energie lautet in Polarkoordinaten
2T a
_vh 2 1:
429ffw rd0dr (212)
00
und im Falle der Symmetrie
T:f—gy—"fmrdr. (213)
0

Mit Hilfe dieser Ausdriicke fiir die potentielle bzw. kinetische
Energie lassen sich die Eigenfrequenzen einer kreisférmigen Platte fiir
verschiedene Spezialfdlle berechnen.

Kreisformige Platte mit eingespanntem Rand. Das Problem der kreis-
formigen Platte mit eingespanntem Rand ist von praktischem Interesse
wegen ihrer Verwendung bei Telephonempfingern und anderen Appa-
raten. Wir benutzen die Rayleigh-Ritzsche Methode und setzen

w = w, cos pit )
an, worin w, eine Funktion von r und 0 ist.
Bei der Grundschwingung ist die Gestalt der schwingenden Platte
in bezug auf den Mittelpunkt symmetrisch und w, ist eine Funktion
von r allein. Setzt man w, in Form einer Reihe an, etwa gleich

wozar1<l~~;~z>2+az<1—ﬁ)3+"‘, (m)

a?
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go ist die Bedingung der Symmetrie erfiillt. Ebenso die Randbedingungen,
da jedes Glied der Reihe (m), sowie seine erste Ableitung, fiir r = a
verschwindet.

Die Differentialgleichung (206) lautet im betrachteten Fall

a
9 d*w 1 dw, h
TIK o dr0> pg’,’) wo}rdr = 0. (214)
0

Nimmt man nur ein Glied der Reihe (m) und setzt es in (214) ein,
so erhilt man
96 P2y h a?

9a " gp 100

und daraus

_ 1033 1/gD -
e 1/ . (215)
Ist eine bessere Anniherung erwiinscht, so nehme man die ersten zwei
Glieder der Reihe (m); dann ist
a
2w, | 1 dw, 96 (., , 3 L9
f(ﬁ o g) rdr = g (@t + 5wy + g5l

0
@

2 5
fw%rdr = %(uﬁ + %alaz + 7(1%) .
0
Die Gln. (214) gehen iiber in

192 x 144 x
aly —5)taly—5) =0 o
n
144 z 96 z ’
oy —5)talF —7)=0
worin
eyl
z=a'p gD (0)
Setzt man die Determinante der Gln. (n) gleich Null, so folgt
2 28 1 7684367 =0

und daraus
x; = 104,3, 2y = 1854.

Setzt man dies in (o) ein, so ergibt sich

_ 1021 4/¢D 43,04 gD

l’// o b’ Pa= vh'®
p, bestimmt den zweiten Niaherungswert fiir die Frequenz der Grund-
schwingung der Platte und p, gibt eine rohe Naherung fiir die Frequenz
der zweiten Schwingungsart, bei der die schwingende Platte einen

P = (216)

(l2
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Knotenkreis hat. Mit Hilfe der gleichen Methode lassen sich auch die
Schwingungsarten mit Knotendurchmessern untersuchen.

In allen Fillen ist die Schwingungsfrequenz durch die Gleichung

o 1/eD

a*) yh

(17)

bestimmt; die Konstante o ist fiir eine gegebene Anzahl s von Knoten-
kreisen und bei einer gegebenen Anzahl n von Knotendurchmessern
durch nebenstehende Tabelle ge-

geben. s n =10 n=1 n=2

Bei diinnen Platten kagp (.he 0 10,21 21,22 34.84
Masse der Luft oder der Fliissig- 1 39,78 — _
2 88,90 — —

keit, in der die Platte schwingt,
die Frequenz wesentlich beein-
flussen. Um diesem Umstande im Falle der Grundschwingung Rech-
nung zu tragen, mufl man die obige Gl. (217) durch folgende Gleichung

ersetzen ! -
1021 /gD

P = ;2'1“1:;5 Vﬁ s (218)

a

B = 0,6689 % 2

worin

h
und 7;1 das Verhiltnis der Flissigkeitsdichte zur Dichte des Platten-

materials ist.

Betrachten wir z. B. den Fall einer in Wasser schwingenden Stahl-
platte von 7 Zoll (17,8 cm) Durchmesser und § Zoll (0,32 cm) Dicke, so
erhalten wir

1
11+ 8
Die Frequenz der Grundschwingung wird auf den 0,542. Teil ihres
urspriinglichen Wertes erniedrigt.

Andere Arten von Randbedingungen. In allen Fillen lassen sich
die Frequenzen einer schwingenden kreisférmigen Platte aus GI. (217)
berechnen. Die numeri-
schen Werte des Faktorsow ¢ n=20 n=1 n=2 n=3
sind in den néchsten zwei

B = 10,6680 - 28 = 2,40, = 0,542.

0 — — 5251 | 12,23
Tabellen gegeben. 1 9,076 20,52 | 35.24 52,91
Fiir eine freie kreis- 2 38,52 59,86

férmige Platte mit » Kno-
tendurchmessern und s Knotenkreisen hat o die vorstehenden Werte?.
! Dieses Problem wurde von H.Lamb erértert: Proc. Roy. Soc. 98. 205.

London 1921.
? Die Poissonsche Konstante ist gleich 1 angenommen.
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Fir eine kreisférmige Platte mit festgehaltenem Mittelpunkt und

s Knotenkreisen hat « folgende Wertel:
Die Frequenzen der
8= 0 1 2 3 Schwingungen mit Kno-
tendurchmessern  sind
dieselben wie im Falle
einer freien Platte.

Der EinfluB der Dehnung der Plattenmittelfliche. In der voran-
gehenden Theorie wurde angenommen, daf die Plattendurchbiegungen
im Vergleich zur Plattendicke klein sind. Handelt es sich aber um eine
unter betrdchtlichem statischem Druck schwingende Platte, bei der
die durch diesen Druck bewirkten Durchbiegungen im Vergleich zur
Plattendicke nicht mehr klein sind, so mu3 man bei der Berechnung der
Schwingungsfrequenz auch die Dehnung der Plattenmittelebene beriick-
sichtigen. Wegen des Widerstandes der Platte gegen eine solche Dehnung
wichst die Steifigkeit der Platte und die Schwingungsfrequenz mit dem
auf die Platte wirkenden Druck?. Um zu zeigen, in welcher Weise die
Dehnung der Mittelebene auf die Frequenz einwirken kann, untersuchen
wir wieder den Fall einer kreisformigen Platte mit eingespanntem Rand
und nehmen hierbei an, da die Durchbiegung der Platte unter gleich-
formig verteiltem Druck durch die Gleichung?

o= 3,75 20,91 60,68 119,7

2\2
Wo = @ <1 - %) (m’)
gegeben ist.

AuBler den senkrecht zur Platte stattfindenden Verschiebungen w,
werden die Punkte der Mittelebene noch radiale Verschiebungen u
erleiden, die im Mittelpunkt und am eingespannten Rand verschwinden.
Die von den Verschiebungen w, und « herrithrende Dehnung in radialer
Richtung ist

1 /dw)\2 | du
=g () T (p)
Die Dehnung der Mittelfliche in der Richtung senkrecht zum Radius ist

€ = (r)

t Nach einer Arbeit von R.V.Southwell: Proc. Roy. Soc. (Ser. A) 101,
133 (1922); in diesen Berechnungen ist ¢ = 0,3 angenommen.

% Dieses Wachsen der Frequenz wurde experimentell festgestellt. Siehe die
Arbeit von J.H.Powell u. J. H.T. Roberts: Proc. Phys. Soc. 85, 170, Lon-
don 1923.

* Diese Gleichung stellt die Durchbiegungen unter Vernachlissigung der
Dehnung der Mittelfliche dar. Sie kann auch zur angeniherten Berechnung
der Wirkung der Dehnung verwendet werden.
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Zur angendherten Losung des Problems nehmen wir an, dafl sich
die radialen Verschiebungen durch die Reihe

u=r(@—r)(csF+cor+crr4---) (s)

ausdriicken lassen ; jedes Glied dieser Reihe geniigt den Randbedingungen.
Beschrinkt man sich bei der Reihe (s) auf die ersten zwei Glieder
und setzt dann (s) und (m’) in die Gln. (p) und (r) ein, so erhalt man die
Verzerrung in der Mittelfliche, und die der Dehnung der Mittelflédche
entsprechende Energie 148t sich nun folgendermaflen berechnen:

23

f(ef + e} + 20e,¢e)rdr
0

’;E’“‘ (0 250¢2a% 40,1167 cZa + 0,300 ¢, ¢,0° — 0,0084601a§a-‘§i

nEh
1 —o?

Vv, =

4
+0,00682¢,a2 %% 4+ 0,00477 %j‘i}

(t)

Werden die Konstanten ¢; und ¢, so bestimmt, dal ¥; zu einem Mini-
mum wird, so ergeben sich aus den Gleichungen

av, av,
56_0’ Ers =0
die Werte
2 2
o=118%, ¢=—175".

Nach Einsetzen dieser Werte in Gl. (t) wird

V,=2597D

aZ hZ

Addiert man diese Energie der Streckung zu der Energie der Biegung
[Gl. (211)], so folgt

v=22D% y 2592D W:%::D“l( 10,244 ) ()
Das zweite Glied in der Klammer stellt die von der Ausdehnung der
Mittelebene herriihrende Korrektion dar. Es ist leicht einzusehen, daB
diese Korrektion nur dann klein ist und vernachlassigt werden darf,
wenn die Durchbiegung @, im Mittelpunkt der Platte im Vergleich zur
Dicke % klein ist. Die statische Durchbiegung der Platte unter der
Einwirkung eines gleichférmig verteilten Druckes g 1aBt sich nun aus
der Gleichung der virtuellen Verschiebungen

a

av r2\2 aqa
a—aléal = 2nq5a1 f(l — ;E) rdr = 6a1 »?T
0
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finden; aus ihr ergibt sich

gat 1

“= 61D’

140,488 % (219)
Der zweite Faktor auf der rechten Seite stellt die Wirkung der Deh-
nung der Mittelfliche dar. Wegen dieser Wirkung ist die Durch-
biegung @, nicht mehr proportional der GroBe ¢, und die Steifigkeit
der Platte wiichst mit der Durchbiegung. Nimmt man z. B. a@; = { &,
so folgt aus (219)
o =089 L.

Die Durchbiegung ist um 11% kleiner als jene, die man erhalt, wenn
die Dehnung der Mittelfliche vernachlassigt wird.

Aus dem Ausdruck (u) fiir die potentielle Energie, der nicht nur das
Quadrat, sondern auch die vierte Potenz der Durchbiegung @, enthilt,
erkennt man sofort, daBl die Schwingung der Platte um ihre ebene
Ruhelage nicht isochron ist und dafl die Frequenz mit der Schwingungs-
amplitude wichst. Betrachten wir nun kleine Schwingungen der Platte
um eine durch Gl. (m’) gegebene gekriimmte Lage. Die Biegung mdoge
von irgendeinem konstanten, gleichférmig verteilten statischen Druck ¢
herrithren. Bezeichnet 4 die Amplitude dieser Schwingung, so erhilt
man den von der weiteren Biegung der Platte herrithrenden Zuwachs
an potentieller Energie der Forménderung aus Gl. (u), und er ist gleich?!

(20,4 + 42+ 024 4ata + 6a3 A7) |.

_32=D
T3 a?

oV

Die vom konstanten Druck ¢ wihrend der nachtrédglichen Biegung
geleistete Arbeit ist

ai
S — ma*qd  ma*d 6da, D <1 - 0’488%2)
- 3 3 at :

Die vollstandige Anderung der potentiellen Energie des Systems ist

OV — oW =

32 ED;42_< 1,464 a3
3 @ v

Setzt man dies dem Maximum der kinetischen Energie

a A% p? 2\4 1 2q2yh
Trmax = 1”’”;)”2)& f(l — 722—> rdr = mdiatyh PP

1 Glieder in 43 und 4% werden in diesem Ausdruck vernachlissigt.
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10,33 1/9D ot
p="3% |/gh [+ 14645 (220).

Der Vergleich dieses Resultats mit Gl. (215) zeigt, daB der letzte
Faktor auf der rechten Seite von Gl. (220) eine Korrektion, herrithrend
von der Dehnung der Mittelfliche, darstellt.

Es ist zu beachten, daB in der obigen Theorie Gl. (m’) fiir die Durch-
biegung der Platte verwendet und der Einflul der Dehnung der Mittel-
fliche auf die Form der Biegungsfliche vernachlissigt wurde. Dies ist
der Grund, warum Gl. (220) nur dann geniigend exakt ist, wenn die
Durchbiegungen nicht gro$ sind, d. h. wenn etwa a, < & ist. Sonst aber
muB man den EinfluB der Dehnung der Mittelfliche auf die Form der
Durchbiegungsfliche in Rechnung ziehen.

gleich, so folgt

58. Schwingungen von Turbinenscheiben.

Aligemeines. Es ist jetzt vollkommen klar erwiesen, daf3 die in Tur-
binenscheiben auftretenden Briiche, die sich weder durch Material-
schidden noch durch unzuldssige, von Zentrifulgalkriften verursachte
Spannungen erkliren lassen, auf Biegungsschwingungen der Scheiben
zuriickgefithrt werden miissen. In diesemn Zusammenhang sei auf die
direkten Experimente! hingewiesen, wonach derartige Schwingungen
bei gewissen Turbinengeschwindigkeiten sehr stark werden und be-
trachtliche zusdtzliche Biegungsspannungen erzeugen; diese kénnen zu
einer Ermidung des Materials und einer allméahlichen Entwicklung des
Bruches fiithren. Die Spriinge beginnen gewéhnlich an der Begrenzung
der Locher fur den Dampfdurchlal und anderer Unstetigkeiten in der
Konstruktion der Turbinenscheibe, wo Spannungskonzentrationen ent-
stehen miissen.

Es gibt mannigfache Ursachen fiir das Auftreten von Biegungs-
schwingungen in Turbinenscheiben; die wichtigste unter ihnen ist der
ungleichmifBige Dampfdruck. Ein lokalisierter Druck, auf den Rand
einer rotierenden Scheibe einwirkend, gentigt bei gewissen Geschwindig-
keiten, um Querschwingungen der Scheibe dauernd aufrecht zu erhalten.
Wie Versuche zeigen, geniigt eine lokalisierte Kraft von nur wenigen
Kilogrammen, ausgeiibt etwa durch einen kleinen an der rotierenden
Turbinenscheibe seitlich angebrachten Gleichstrommagneten, um die
Scheibe auf eine ganze Reihe von kritischen Geschwindigkeiten heftig
reagieren zu lassen.

Nehmen wir nun an, daB in den Dampfdisen irgendeine Unregel-
méaBigkeit besteht, die zu einem ungleichférmigen Dampfdruck fiihrt,

1 Siehe die Arbeit von Wilfred Campbell: Trans. Am. Soc. Mech. Eng. 46,
31 (1924). Siehe auch Dr. J. v. Freudenreich: Engg. 119, 2 (1925).
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und denken wir uns, da8 die Turbinenscheibe mit einer konstanten
Winkelgeschwindigkeit @ im Kraftfeld eines solchen Druckes rotiert.
Dann #ndert sich der Druck fiir eine bestimmte Stelle des Scheiben-
randes mit dem Drehwinkel des Rades und diese Verinderlichkeit 148t
sich durch eine periodische Funktion darstellen, deren Periode der Dauer
einer Scheibenumdrehung gleich ist. Im allgemeinsten Fall ist eine solche
Funktion durch eine trigonometrische Reihe

g=ay+ a;sinwt+ aysin2wt+ - - -bjcoswt + bycos2wt - - -

darstellbar. Greift man nur ein Glied der Reihe heraus, etwa a, sin wt,
so erhilt man eine periodische Stoérungskraft, die groBe Transversal-

. . . w
schwingungen der Scheibe hervorrufen kann, wenn die Frequenz T

der Kraft mit einer der Eigenfrequenzen —2% der Scheibe zusammen-

fallt. Daraus 1aBt sich ermessen, dafl die Berechnung der Eigenfrequenzen
einer Scheibe fiir die Praxis sehr wichtig sein kann.

Eine rotierende Scheibe kann wie eine kreisférmige Platte Schwin-
gungsbewegungen verschiedener Art ausfiihren. Diese Schwingungs-
formen kann man in zwei Klassen einteilen: )

a) Schwingungen, die in bezug auf den Mittelpunkt symmetrisch
sind und Knotenlinien in der Gestalt konzentrischer Kreise besitzen, und

b) unsymmetrische Schwingungen, bei denen Durchmesser als Kno-
tenlinien auftreten.

Die Versuche lehren, daB der symmetrische Schwingungstypus sehr
selten auftritt und daB keine Scheibenbriiche auf diese Schwingungs-
art zuriickzufithren sind. Bei der Erorterung der unsymmetrischen
Schwingungen kann man die Scheibendurchbiegung in der Form

w = wesinn fcos pt (a)

annehmen. Hierin ist w, wie frither eine Funktion der radialen Ent-
fernung r allein, wihrend 6 die Winkellage des betrachteten Punktes
bestimmt und # die Anzahl der Knotendurchmesser angibt.
Die betrachtete Durchbiegung 1483t sich aber auch in der Form
w = wycos n0sin pt (a")
ansetzen.
Durch Verbindung von (a) und (a’) erhélt man

w = wy(sinnbcos pt +cosnOsinpt) = wysin (n 0 4= p),

und dieser Ausdruck stellt wandernde Wellen dar. Die Geschwindigkeit
dieser rings um die Scheibe wandernden Wellen findet man aus der
Bedingung

nf 4+ pt = const.
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Aus
0=+ %t -+ const

ergeben sich zwei Geschwindigkeiten, -{—% und —%, ndmlich die

Geschwindigkeit dervorwértsschreitenden und die der zuriickweichenden
Wellen. Die Versuche von Campbelll erwiesen das Vorhandensein
dieser beiden Wellenziige in einer rotierenden Scheibe und zeigten
auch, dafl die Amplituden der zuriickweichenden Wellen gewdhnlich
grofler sind als die der vorwirtsschreitenden. Die zuriickweichenden
Wellen werden fiir die Resonanzfrage besonders wichtig, wenn die
riickwirtsgerichtete Geschwindigkeit dieser Wellen in der Scheibe genau
mit der nach vorwirts gerichteten Winkelgeschwindigkeit der Scheibe
zusammenfillt, so daB3 die Wellen stationar im Raum werden. Die
Versuche lehren, daf diese Schwingungsart an der Mehrheit der Schei-
benbriiche Schuld tragt.

Berechnung der Frequenzen der Scheibenschwingungen. Bei der
Berechnung der Frequenzen der verschiedenen Schwingungsarten von
Turbinenscheiben leistet wieder die Rayleigh-Ritzsche Methode gute
Dienste?. Diese Methode verwenden wir nachstehend. Hierbei nehmen
wir an, dall die Scheibendurchbiegung nach

w = wysinnbcospt (a")
gestaltet ist. Im Spezialfall, daf die Schwingung in bezug auf den Mittel-
punkt symmetrisch ist, ist die Durchbiegung durch

w = wycos pt (b)

gegeben. Beschrinken wir uns im folgenden auf diesen Spezialfall,
so ist das Maximum der potentiellen Energie der Forménderung nach
Gl. (209)

IS

2w 1 dw

a? 1 dw\? 1
Vmax:nfp{< dzo+7£> —‘2(1_6) a7’ 77}"'(17‘, (C)
0

worin
a der duBere Scheibenhalbmesser,
b der innere Scheibenhalbmesser,

D= #?) die Biegungssteifigkeit der Scheibe, im betrachteten
Falle veranderlich wegen der Veridnderlichkeit der Scheibendicke #.
Bei einer Untersuchung iiber die Schwingungen einer rotierenden

1 Campbell: 1. c. S.347.
2 Die Schwingungen von Turbinenscheiben wurden mit Hilfe dieser Methode
von A. Stodola untersucht. Schweiz. Bauzg. 63, 112 (1914).
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Scheibe hat man nicht nur die Formédnderungsenergie zu beriicksichtigen,
sondern auch die von den Zentrifugalkriften wihrend der Biegung ge-
leistete Arbeit. Es ist leicht zu sehen, daB die Zentrifugalkrifte jeder
Biegung der Scheibe entgegenwirken.
Hierdurch wird die Frequenz der Eigen-
schwingungen erhéht. Zur Berechnung
der von den Zentrifugalkraften gelei-
steten Arbeit betrachten wir ein Ele-
ment, das aus der Scheibe durch zwei
Abb. 161. Zylinderflachen mit den Radien r und
r 4-dr herausgeschnitten wird (Abb. 161).
Die von der Biegung herrithrende radiale Verschiebung dieses Elements
gegen den Mittelpunkt hin ist

r
1 dwy\?
2 f () dr-
0
Die Masse des Elementes ist

2:trhydr

und die von den Zentrifugalkréften an diesem Element wahrend der
Biegung geleistete Arbeit ist

7

2ar?why 1 dwy\?
———g—d7'§f<dr>d7' (d)
0

Die der Arbeit der Zentrifugalkrafte entsprechende Energie erhilt man
durch Summation der Elementaranteile (d) in der Form

»

2,27, s\ 2
Vlmax:fzﬂﬁ/.d, [(%@g) dr. @)
0

Das Maximum der kinetischen Energie ist durch die Gleichung

a
2 h .
Tszﬂw—fuﬂdr
29
0

gegeben. Substituiert man fiir « den Ausdruck (b), so erhilt man

a

2
Tmax = m;pfhwﬁrdr. ()
0

Aus der Gleichung
Vmax + V1max = Tmax
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Vmax + V max
folgt nun pt= T+ Tamex (2)

Tﬁfhwgrdr
g
]

Um die Frequenz zu finden, mufl man die Biegungskurve w, so be-
stimmen, dafl der Ausdruck (g) zu einem Minimum wird. Dies 148t sich

graphisch bewerkstelligen, indem man fiir w, eine passende Kurve
wahlt, fir diese w,, %’%’ und %2%9 in einer Reihe dquidistanter Punkte
bestimmt und dann die Ausdriicke (c), (e) und (f) berechnet. Durch
allméhliche Gestaltsinderung der fiir w, gewihlten Kurve 1aBt sich
aus Gl. (g) eine brauchbare Néaherung fir die Frequenz der Grund-
schwingung herleiten .

Um dem Einflufl der Schaufeln auf die Eigenfrequenzen Rechnung
zu tragen, mufl man in den Ausdriicken (e) und (f) (fiir die von den
Zentrifugalkraften geleistete Arbeit bzw. die kinetische Energie) die
Integration von b bis @ 4 I erstrecken, worin [ die Schaufellinge be-
zeichnet. Fiir diese Berechnung kann man annehmen, dafl die Schaufeln
bei der Schwingungsbewegung der Scheibe gerade bleiben, so daB ein
Zusatzglied zum Ausdruck (c) firr die potentielle Energie nicht hinzu-
tritt.

Bei der analytischen Berechnung der tiefsten Frequenz einer schwin-
genden Scheibe nehmen wir w, in der Reihenform

Wo=a, (r — 02+ ay(r — b+ az(r— 024 - - -

an. Sie erfiillt die Bedingungen w, = 0 und %9 = 0 am eingespannten

inneren Rand (r =¥b). Die Koeffizienten a,, a,, @;, . . . sind nun so zu
ermitteln, dafl der Ausdruck (g) zu einem Minimum wird. Geht man
jetzt so vor, wie im vorigen Paragraphen (s. S. 341) auseinander-
gesetzt wurde, so erhélt man ein System von Gleichungen, die den
Gln. (214) analog und in ay,a,,a,, ... linear sind. Das Nullsetzen
der Determinante dieser Gleichungen fiihrt zur Frequenzgleichung.
Hat man es mit einer Schwingungsform zu tun, bei der Durchmesser
als Knotenlinien auftreten, so ist fiir die Durchbiegungen der Ausdruck
(a’") an Stelle von (b) zu verwenden. Die potentielle Energie folgt aus
Gl. (208); man mufBl dabei nur beriicksichtigen, daB bei Turbinen-
scheiben sowohl die Dicke als auch die Biegungssteifigkeit D mit der
radialen Entfernung r variiert, so daB D unter dem Integrationszeichen
bleiben muB. Auch die Ausdriicke fir ¥, und 7T lassen sich in diesem

! Eine derartige graphische Methode wurde von Stodola entwickelt: 1.c.
S. 81. Auch E. Oehler verwendete sie {Z. V. d. I. 69, 335 (1925)] in guter Uber-
einstimmung mit experimentellen Ergebnissen.
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Falle ohne irgendwelche Schwierigkeiten aufstellen und schliellich kann
man die Frequenz aus Gl. (g) genau so berechnen, wie dies oben fiir
den Fall symmetrischer Schwingungsarten geschah!.

Wenn die Scheibe stillsteht, verschwindet ¥;, und wir erhalten aus

Gl. (g)

Vmax
p=—7" ()
v hwirdr
g

Diese Gleichung bestimmt die Frequenz der von den elastischen Kriften
allein herrithrenden Schwingung.

Ein anderer extremer Fall ergibt sich, wenn die Scheibe so biegsam
ist, daB der Biegungswiderstand nur von den Zentrifugalkréften her-
rithrt. Solchen Bedingungen begegnet man z. B., wenn man mit bieg-
samen Gummischeiben arbeitet. Die Frequenz bestimmt sich in diesem
Fall aus der Gleichung

Py = ims (&")
Ty hwirdr
g
Aus Gl (g) ergibt sich
P* = pi + p}. (h)

Wenn die Frequenzen p; und p, in irgendeiner Weise ermittelt worden
sind, so findet man die resultierende Frequenz der Scheibenschwingung
aus Gl (h). Fir den Fall von Scheiben konstanter Dicke, die im Mittel-
punkt festgehalten werden, hat R.V. Southwell? exakte Ldsungen
fir p, und p, gefunden. Er gibt fiir p? folgende Gleichung an:
P1= e vh

Die Werte der Konstanten « fiir eine gegebene Anzahl » von Knoten-
durchmessern und eine gegebene Anzahl s von Knotenkreisen sind in
folgender Tabelle zusammengestellt?:

R (k)

n=20 n=1 ‘ n =2 n =3

§==0 14,1 0 29,0 156
=1 438 422 1210 2840

1 Die Formeln fiir diese Berechnung hat A.Stodola: l c. in allen Einzel-
heiten entwickelt.

2 Southwell: l.c. S.344.

3 Alle anderen Bezeichnungen sind die gleichen wie fiir kreisférmige Platten
(siehe S.341). Die Poissonsche Konstante wurde bei diesen Berechnungen gleich
0,3 gesetzt.
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Die Gleichung zur Berechnung von pZ ist

p% = iw?, @
worin @ die Winkelgeschwindigkeit und A eine durch die folgende
Tabelle gegebene Konstante ist.

n=20 n=1 n =2 n =3

0 0 2,35 4,05
1

s 1
s 3,3 5,95 8,95 12,3

I

Hat man p? und p aus den Gln. (k) und (1) bestimmt, so findet man
dann die Schwingungsfrequenz der rotierenden Scheibe aus GI. (h)1.

In der obigen Theorie der Scheibenschwingungen wurde die Wir-
kung ungleichméBiger Erwérmung der Scheibe nicht beriicksichtigt.
Bei einer im Betrieb stehenden Turbine wird der Scheibenkranz wéirmer
sein als der innere Teil der Scheibe. Aus diesem Grunde werden am
Kranze Druckspannungen und im Innern Zugspannungen auftreten,
und diese beiden Arten von Spannungen kénnen die Eigenfrequenzen
wesentlich beeinflussen. Versuche und Berechnungen? zeigen, dafl die
Frequenz fiir Schwingungen mit 0 und 1 Knotendurchmesser durch
eine derartige ungleichméBige Erwirmung erhéht, wihrend sie bei
einer grofleren Anzahl von Knotendurchmessern dadurch erniedrigt
wird.

1 Eine Diskussion der Differentialgleichung der Schwingung fiir den Fall
einer Scheibe verdnderlicher Dicke findet sich in der Arbeit von Dr. Fr. Dubois:

Schweiz. Bauzg. 89, 149 (1927).
2 Freudenreich: 1. c. S. 347.

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 23



Anbhang.

Apparate zur Messung von Schwingungen.

1. Allgemeines.

Bis vor kurzem blieben die Schwingungsprobleme der Praxis in
den Werkstatten und im Betrieb gewohnlich der Behandlung von
Leuten iiberlassen, die von der Theorie der Schwingungen wenig wuBlten.
Sie konnten sich nur auf Angaben stiitzen, die aus der Erfahrung
stammten. Ihre Urteile waren lediglich durch Gesicht-, Gehér- und
Tastsinn bedingt, ohne durch Instrumente kontrolliert zu werden. In
dem MafBle nun, wie die rotierenden Maschinen der Neuzeit immer
grofer wurden und mit immer grofleren Geschwindigkeiten liefen, ge-
wann das Problem der Beherrschung von Schwingungsvorgéngen mehr
und mehr an Bedeutung. Eine erfolgreiche Inangriffnahme dieses
Problems war nur unter Zugrundelegung quantitativer Angaben
iiber die Schwingungen derartiger Maschinen und ihrer Fundamente
moglich. Solche lassen sich jedoch nur mit Hilfe von Instrumenten
gewinnen. Die grundlegenden, bei der experimentellen Behandlung des
Schwingungsproblems zu messenden GréBen sind: a) die Schwingungs-
frequenz, b) die Schwingungsamplitude, ¢) der Wellentypus, ob einfach
harmonisch oder zusammengesetzt und d) die durch die Schwingung
erzeugten Spannungen.

Die moderne Industrie schuf eine Reihe von Instrumenten zur
Messung dieser GroBen. Im folgenden wollen wir einige der wichtigsten
und verbreitetsten unter ihnen beschreiben .

2. Instrumente zur Messung der Frequenz.
Die Kenntnis der Schwingungsfrequenz ist sehr wichtig, da sie
haufig einen wertvollen Hinweis auf den Ursprung der Schwingung
liefert. Die Beschreibung eines sehr einfache Frequenzmessers, des

1 Siehe J.Ormondroyd: J. Am. Electr. Engs. 45, 330 (1926). Sieche auch
P. A. Borden: Trans. Am. Electr. Engs. 1925, 238 und H. Steuding: Z.V.
d. 1. 71, 605 (1927); die letztgenannte Arbeit ist ein Auszug aus einer sehr voll-
stindigen Untersuchung iiber SchwingungsmeBapparate, die fiir das spezielle,
von dem VDI gegriindete Komitee zur Untersuchung von Schwingungen durch-
gefithrt wurde.
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Frahmschen Tachometers, das seit langem bei Turbogeneratoren
verwendet wird, haben wir bereits gegeben (s. S. 17). Das Fullarton-
Vibrometer beruht auf demselben Prinzip. Es ist in Abb.162 ab-
gebildet. Dieses Instrument besteht aus einer Klaue 4, die unter einem
Bolzenkopf angeklemmt wird, aus zwei Gelenken B, die senkrecht
zueinander drehbar sind, und aus einem Rahmen, welcher einen bieg-
samen elastischen Stab O trigt; ferner ist seitlich am Apparat eine
Langenskala D und quer
itber das obere Ende eine
Amplitudenskala £ an-
gebracht; schlieBlich
enthdlt der Apparat
eine lange Schraube F.
Auf dem Rahmen ist
eine bewegliche Klaue
verschiebbar,derenLage
durch die Schraube ein-
gestellt wird. Der bieg-
same Stab wird am un-
teren Ende des Rahmens
in einer festen Klaue
gehalten; seine freie
Lange laBt sich durch
die Stellung der beweg-
lichen Klaue regulieren.
Dieses Instrument wird an der schwingenden Maschine befestigt; dann
dndert man die freie Linge des Stabes so lange, bis sich an dessen
Ende die groBte Amplitude einstellt; diese Amplitude wird an der
Querskala abgelesen. Nun ist das Instrument in Resonanz und hat
dieselbe Frequenz wie die Maschine. Diese Frequenz 148t sich durch
Messen der freien Lénge des Stabes bestimmen.

Diese Vorrichtung ist auBerordentlich selektiv (die dampfenden
Krifte sind ganz gering), so daB sie nur fiir Schwingungen mit nahezu
vollkommen konstanter Frequenz verwendbar ist. Die geringste Ande-
rung der Frequenz in der Néhe des Resonanzpunktes ergibt eine grofie
Schwankung der Amplitude. Infolge dieses Umstandes ist die An-
wendung des Instrumentes auf Turbogeneratoren und sonstige Ma-
schinen mit nur schwach verdnderlicher Geschwindigkeit beschrénkt.

Abb. 162. Fullartonsches Vibrometer.

3. Das Messen der Amplituden.

In vielen Fallen ist nur das Messen der Schwingungsamplitude
von Bedeutung. Dies ist meist dann der Fall, wenn man erzwungene
periodische Schwingungen bekannter Frequenz untersucht, wie sie

23*
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etwa bei Bauten und Apparaten vorkommen, die unter der Einwirkung
rotierender Maschinen stehen. Am héiufigsten diirfte die Amplituden-
messung bei Kraftanlagen erforderlich sein, bei welchen die Schwin-
gungen des Gebiudes, des Bodens, des Fundamentes oder des Ge-
stelles durch Impulse erzeugt werden, die sich bei jeder Umdrehung
der Maschine wiederholen.

Abb, 163. Amplitudenmesser der Vibration Specialty Company.

Die den seismographischen Instrumenten zugrunde liegende Theorie
wurde auf S.16 dargelegt. Einen auf diesem Prinzip beruhenden
Amplitudenmesser hat die Vibration Specialty Company von Phila-
delphia gebaut (siehe Abb. 163). Die Abbildung zeigt das Instrument
bei entfernter Seitenwand. Der Apparat gehért zum Typus des Seis-
mographen. Ein Stahlblock I ist an Federn 3 in einem kriftigen
Rahmen 2 aufgehiingt; die beiden anderen Druckfedern 4 halten ihn
in horizontaler Lage in der Mitte. Die Frequenzen der Eigenschwin-
gungen des Blocks sind sowohl in vertikaler wie in horizontaler Rich-
tung ungefihr 200 pro Minute. Der Rahmen tragt zwei Zeiger-
blitter 5, die durch Fiihlhebel mit dem Block in Verbindung stehen.
Das Instrument wird am Untersuchungsgegenstand befestigt. Die Fre-
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quenz der durch schnellumlaufende Maschinen erzeugten Schwingung
ist gewohnlich um ein Vielfaches groBer als die Eigenfrequenz des
Vibrometers, und der Block des Instrumentes darf als ruhend im Raum
angesehen werden. Die Zeigerblitter registrieren die Vertikal- und Hori-
zontalkomponente der Relativbewegung zwischen Block und Rahmen,
wobei sich die Zeiger auf Kreisbogen hin- und herbewegen, welche die
doppelte Amplitude dieser Komponenten angeben.

Im Betriebe von Kraftanlagen hat sich dieser Apparat bei der Unter-
suchung von Schwingungen an Turbogeneratoren als sehr niitzlich er-
wiesen. Es ist eine bekannte Tatsache, daf eine Einheit — wahrschein-
lich infolge ungleichméfBiger Temperatur-
verteilung im Rotor — manchmal arg zu
schwingen beginnt, wenn sie auf ihre volle
Geschwindigkeit gebracht wird, und daB
dann die Schwingungen eine lange Zeit
hindurch anhalten. Dem 148t sich abhelfen,
indem man den Gang der Maschine ver-
langsamt und dann wieder beschleunigt.

Manchmal entstehen Schwingungen auch
durch Schwankungen in der Belastung oder
durch Ungleichmifigkeiten im Vakuum,
die von Temperaturinderungen in den
Turbinenteilen begleitet sind. Ein oder
mehrere am Turbinengehduse montierte
Vibrometer geben iiber derartige Schwin-
gungen vollkommenen Aufschluf3. Abb. 164.

Der Apparat eignet sich auch sehr gut
zur Auswuchtung schnellumlaufender Rotoren, namentlich dann,
wenn eine besonders feine Auswuchtung verlangt wird. Es ist sehr
wichtig, Wirkungen personlicher Art wahrend der Untersuchung aus-
zuschalten. Das Auswuchten dauert ziemlich lange, wenn die Maschine
im Betrieb ist, da zwischen zwei aufeinanderfolgenden Versuchen oft
mehrere Tage verstreichen. Eine numerische Aufzeichnung der Schwin-
gungsamplitude gibt die Moglichkeit, die Arbeitsbedingungen der Ma-
schine fiir verschiedene Anordnungen der Auswuchtgewichte zu ver-
gleichen. Wie die Auswuchtung wirklich vorgenommen wird, wenn
man nur die Schwingungsamplituden kennt, wurde bereits auseinander-
gesetzt (s. S. 57).

Fine andere wichtige Anwendung dieses Apparates zeigt Abb. 164.
Nimmt man die Vorderwand des Instrumentes ab, so kann man die
wirkliche Bahn eines Punktes des Turbogeneratorgehduses studieren!.

1 Die Methode wurde von Herrn G. B. Karelitz, Berechnungsingenieur
der Westinghouse Electric & Manufacturing Company, angegeben.
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Ein Stiick Schmirgelleinen mittlerer Feinheit ist am Stahlblock des
Apparates angeklebt. Nun laft man einen Lichtstrahl auf das
Schmirgelleinen fallen, das an den Karborundkristallen scharfe
punktformige Reflexe ergibt. Ein Mikroskop ist an dem zu unter-
suchenden Gehiduse starr angebracht und auf das Schmirgelleinen ein-
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Abb. 165.

gestellt. Da der Block im Raum ruht, sieht man die Relativhewegung
von Mikroskop und Leinen ganz deutlich; die Lichtpunkte beschreiben
dabei Figuren von der Art der bekannten Lissajouschen Figuren.
Abb. 165 zeigt typische derartige Figuren, wie man sie beim Gehiuse
einer Turbine mit 1800 Umdrehungen pro Minute erhilt.

4. Seismische Vibrographen.

Seismische Vibrographen verwendet man, wenn eine vollstin-
dige Analyse der Schwingung verlangt wird. Diese Instrumente finden
ihre Hauptanwendung beim Messen von Bodenschwankungen bei
Gebduden, von Schwingungen in Maschinenfundamenten und von
Briickenschwingungen. Zerlegt man die Vibrographenaufzeichnung in
einfach-harmonische Schwingungen, so gelingt es manchmal, die Ur-
sache der Stérungskrifte zu finden, die diese Teilschwingungen ver-
ursachen.

Den von der Cambridge Instrument Company konstruierten Vibro-
graphen zeigen die Abb. 166 und 167!. Dieses Instrument registriert
Vertikalschwingungen. Wenn es zur Aufnahme heftiger Schwingungen
verwendet wird, so wird es mit einem Laufgewichtsbalken ausgestattet,
der in Abb. 167 durch die punktierte Linie angedeutet ist. Das In-
strument besteht aus einem gewichtsbelasteten Hebel, der auf Schneiden
in einem Gestell ruht, welches die Schwingungen des Gebiudes oder
Fundamentes, an dem es angebracht ist, mitmacht. Die durch die
Schwingungen verursachten kleinen Hebelbewegungen werden auf
einem Zelluloidstreifen aufgezeichnet, und zwar mit Hilfe eines feinen

1 Eine eingehendere Darstellung dieses Instrumentes findet man in Engg. 119,
271 (1925).
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Stiftes, der am Ende eines am Hebel befestigten Zeigers angebracht ist.
Die schwere Masse M ist mittels eines Metallstreifens an einem Stahl-
block befestigt, der durch die Schneiden K mit dem Gestell in Verbin-
dung steht. Der Stahlblock bildet einen kurzen Hebel, dessen tatsich-
liche Lénge der Horizontaldistanz zwischen dem Streifen und den
Schneiden gleich ist. Dem Gewicht M wird durch eine Spiralfeder @
das Gleichgewicht gehalten, die am oberen Teil des Gestells angehéngt
ist. Das untere Ende der Feder wird in eines der vier Locher im Arm
des Winkelhebels L eingehakt;

durch Wahl eines der vier

Locher kann die Eigenfre-

quenz des schwingenden Sy-

stems geandert werden. Ein

vom genannten Stahlblock

nach oben gehender Arm trigt

an seinem obersten Ende eine

Flachfeder 8§ mit Registrier-

stift. Dieser driickt auf die

Oberflache eines Zelluloid-

streifens (in der Praxis ein

Stiick reinen Films, wie er

bei Kinoaufnahmen verwen-

det wird), der um eine zwei-

teilige, mit Hilfe eines Uhr-

werks C gedrehte Trommel

gewickelt ist. Durch einen

Regulator 148t sich die Ge-

schwindigkeit des Films zwi-

schen 4 mm und 20 mm pro

Sekunde variieren. Im engen

Spalt zwischen den beiden

Teilen der zweiteiligen Trom-

mel D befindet sich ein zwei-

ter Stift; dieser a6t sich mit- Abb. 166. Vibrograph der Cambridge Instrument
tels eines Elektromagneten, Company.

der durch einen kleinen Hebelmechanismus im Innern der Trommel
wirkt, seitlich verschieben. Dieser Elektromagnet steht in Verbindung
mit einem eigenen Uhrwerk, das den Kontakt jede zehntel Sekunde
(oder nach irgendeinem anderen Zeitintervall) schlieBt. So wird auf der
Riickseite des Films, gleichzeitig mit dem wirklichen Vibrogramm auf
der Vorderseite, eine Nullinie mit Zeitmarkierungen aufgezeichnet. Die
erhaltenen Registrierungen werden mit Hilfe eines Mikroskops bis zu
0,0l mm genau abgelesen; da der Apparat zehnfache VergréBerung
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besitzt, so laBt sich eine Vertikalbewegung des Fundamentes von

10-4 cm deutlich messen?.

Abb. 168 zeigt den Vibrographen von Geiger2. Das ganze Instrument,

Abb, 167,

dessen Dimensionen ungefihr
200 x 150 x 150 mm sind, wird
an der schwingenden Maschine
oder am schwingenden Bauwerk
befestigt. Ein schwerer, innerhalb
des Instrumentes an schwachen
Federn héngender Block bleibt
raumfest. Die Relativbewegung
zwischen dem Block und dem
Rahmen des Instrumentes wird
auf eine Feder tibertragen, welche
sie auf einem 70 mm breiten Pa-
pierstreifen registriert. Ein Uhr-
werk, das auf verschiedene Ge-
schwindigkeiten eingestellt wer-
den kann, bewegt den Papier-
streifen und wickelt ihn um eine

Spule. Zur Zeitmarkierung dient eine Feder, die mittels einer Stahl-
knagge am Rahmen befestigt ist und an ihrem Ende einen Schreib-

Abb. 168. Vibrograph von Geiger.

stift tragt. Diese Feder hat eine natiirliche Frequenz von 25 Schwin-
gungen pro Sekunde. Sie kann von Hand oder elektrisch mit Hilfe

1 Diese Registriermethode wurde zuerst von W. G. Collins bei dem Cambridge
Mikroindikator fiir schnellumlaufende Maschinen verwendet. Engg. 18, 716 (1922).
Siehe auch Trans. Opt. Soc. 27, 215 (1925—1926).

2 Eine eingehendere Beschreibung dieses Instrumentes findet sich in Z. V. d. L.

60, 811 (1916).
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von zwei Trockenelementen betrieben werden. Sie muB etwa jede
Sekunde zusammengedriickt werden und zeichnet dann eine gedimpfte

Schwingung von 25
Perioden auf dem Re-
gistrierstreifen. Die
natiirliche Frequenz
der  seismographi-
schen Masse ist un-
gefahr 1% pro Se-
kunde. Die Vergro-
Berung durch das
Hebelsystem , das
Masse und Feder
verbindet, ist regu-
lierbar. Fiir Frequen-
zen bis 130 pro Se-
kunde erhidlt man
bei 12facher Vergro-
Berung gute Regi-
strierungen. Der Ap-
parat arbeitet noch
bei 200 Schwingun-
gen pro Sekunde
recht gut, wenn man
die VergroBerung
nicht groBer als
3fach wahlt. Es ist
zu bemerken, daB3
man mit Hilfe einer
Einstellvorrichtung

Abb. 169. Universalregistrierapparat.

an der seismographischen Masse die Schwingung in jeder beliebi-
gen Richtung registrieren kann.

In Fillen, wo der
schwingende Korper so
klein ist, daB seine
Schwingung durch die
verhiltnismafBig grofle
Masse des Instrumen-
tes DbeeinfluBt wird,
kann man das Instru-
ment dennoch als Re-

Abb. 170.

gistrierapparat verwenden (,,Universalregistrierapparat* hat es sein
Erfinder genannt). Die seismographische Masse mufl dann aus dem
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Instrument herausgenommen werden, worauf der Apparat irgendwie
raumfest untergebracht wird, z. B. etwa dadurch, daf man ihn an
einen Kran hingt. Das Hebelsystem der Aufzeichnungsfeder wird durch
einen feinen Stab direkt in Téatigkeit gesetzt, der den schwingenden
Koérper beriihrt (Abb. 169). Bei dieser Anordnung lassen sich 100fache
Vergroflerungen fiir 60 Perioden und 15fache Vergroferungen fiir 150
Perioden erzielen. Eine Aufzeichnung dieses Instrumentes sieht man
in Abb. 170.

5. Torsiograph.

Zur Aufzeichnung von Torsionsschwingungen in Maschinenwellen
wurden viele Apparate konstruiert. Ein Apparat dieser Art, der viel
Verwendung gefunden hat, ist in Abb. 171 dargestellt. Er wurde von
A. Geiger entworfen und weist dieselbe Art der Aufzeichnung und Zeit-

Abb. 171. Torsiograph von Geiger.

markierung auf wie der oben beschriebene Vibrograph, unterscheidet
sich aber von ihm durch den seismographischen Teil. Der Apparat
tragt eine leichte Bandscheibe von etwa 150 mm Durchmesser, in
der ein schweres Schwungrad konzentrisch montiert ist, das auf der-
selben Achse frei beweglich ist. Die Verbindung zwischen Bandscheibe
und Masse stellt eine sehr biegsame Spiralfeder her. Die Eigenfrequenz
der Torsionsschwingungen dieser Masse betrigt bei gleichférmig lau-
fender Bandscheibe ungefiéhr 1% pro Sekunde. Die Bandscheibe wird
durch einen kurzen Treibriemen von der Welle aus in Gang gesetzt,
deren Torsionsschwingungen gemessen werden sollen. Sie bewegt sich
mit der Welle, aber die schwere innere Masse dreht sich praktisch
mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit, wenn die Frequenz der
Torsionsschwingungen oberhalb einer gewissen Grenze liegt, die z. B.
etwa viermal so grol wie die Eigenfrequenz des Instrumentes ist. Die
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Relativbewegung zwischen der Bandscheibe und einem Punkt des
Schwungradumfanges wird mittels eines Hebelsystems auf den Regi-
strierstift tibertragen. Der Apparat arbeitet bei kleiner Vergrofierung
bis zu 200 Schwingungen pro Sekunde und bei Bewegungen niedriger
Frequenz kann die Vergrofierung der Schwingungsbewegung des Wellen-
umfanges bis auf 24 :1 gebracht werden. Kleine Schwingungen soll man
von einem Wellenteil mit moglichst groBem Durchmesser aus regi-
strieren. GroBe Schwingungen registriert man von Wellen mit kleinem
Durchmesser aus, damit die Aufzeichnungen noch innerhalb der Gren-
zen der Moglichkeiten des Instrumentes bleiben. Die Grenze fir
die GroBe der Antriebscheibe ist festgelegt durch die Wirkung der
Zentrifugalkrifte, die an der zwischen Scheibe und Schwungrad be-
festigten Spiralfeder angreifen. Bei ungefihr 1500 Umdrehungen pro
Minute verdrehen die Zentrifugalkrafte die Feder so weit, dal} sie vom
Registrierstreifen abspringt. Der Apparat leistet gute Dienste beim
Studium von Torsionsschwingungen in Dieselmotoranlagen sowie in
Lokomotiven und Unterseebooten. In neuerer Zeit wurde ein kombi-
nierter Torsiograph-Vibrograph auf den Markt gebracht.

6. Torsionsmesser.

Es gibt Fille, in denen nicht nur die Anderungen der Winkelgeschwin-
digkeit, wie sie der Geigersche Torsiograph miflt, wesentlich sind, son-
dern auch die Verdrehung in einer Energie iibertragenden Welle. Zu
deren Messung wurden viele Instrumente konstruiert, insbesondere im
Zusammenhang mit der Frage nach der durch eine Schiffspropellerwelle
weitergeleiteten Energiel. Die dabei allgemein angewandte Methode
besteht darin, die Relativbewegung von zwei an der Welle in bestimmter
Entfernung voneinander angebrachten Korpern zu messen. Der Winkel,
den diese beiden Stiicke miteinander bilden, wird beobachtet oder durch
einen Oszillographen aufgezeichnet. Kennt man die Drehgeschwin-
digkeit der Welle und ihren Schubmodul, so kann man die Gré8e der
iibertragenen Leistung bestimmen. Abb. 172 stellt den Torsionsmesser
dar, der von E.B.Moullin vom Engineering Laboratory in Cambridge
konstruiert wurde?. ,,Die Relativbewegung der beiden Stiicke des In-
strumentes wird elektrisch gemessen, und zwar ununterbrochen wihrend
der ganzen Drehung, so dafl das Instrument an der Welle in einem

1 Es gibt verschiedene Methoden, den Verdrehungswinkel einer Welle zu messen
und zu registrieren; sie lassen sich in vier Gruppen einteilen: a) mechanische, b) op-
tische, c¢) stroboskopische und d) elektrische Methoden. Beschreibungen der In-
strumente, die auf diesen verschiedenen Prinzipien beruhen, finden sich in der
genannten Arbeit von H. Steuding (siehe S.354). Siehe auch die Arbeit von
V. Vieweg: Betrieb, S.378 (1921).

? Siehe die Arbeit von Robert S. Whipple: J. Am. Opt. Soc. 10, 455 (1925).
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Schiffstunnel angebracht werden kann und sich die Beobachtungen
aus der Entfernung durchfithren lassen. Der Moullinsche Torsions-
messer wurde zur Messung des Drehmomentes verwendet, das bei
Schiffswellen von einem Durchmesser bis zu 250 mm bei der Ubertragung

Abb. 172.

von 1500 PS auftritt. Das Instrument besteht aus einer Drosselspule
mit Luftspalt, deren eine Halfte durch einen an einem Punkt der Welle
angebrachten Ring getragen wird, wahrend die andere Hilfte daneben

Abb. 173. Aufzeichnung eines geeichten Oszillographen beim Moullinschen Torsionsmesser.

gehalten wird, aber an einer Muffe befestigt ist, die an der Welle in
einer Entfernung von ungefihr 1200 mm sitzt. Abb. 172 zeigt die An-
ordnung der beiden Drosselspulen-Hilften, von denen die eine am
Ring und die andere an der Muffe befestigt ist. Ein kleiner Wechsel-
stromgenerator schickt in die Windungen ¢ einen Strom von 60 Peri-
oden pro Sekunde und ungefahr 100 Volt. Wenn sich die Welle ver-
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dreht, so erweitert sich der Luftspalt bei wachsender Verdrehung (bzw.
verengt sich bei abnehmender Verdrehung) und der Strom wichst pro-
portional mit dem Luftspalt, so daB die Abmessungen einer Aufzeich-
nung der Verdrehung direkt proportional sind. Es werden auf der Welle
zwei einander gegeniiberliegende Drosselspulen montiert, so daB sie
sich mechanisch das Gleichgewicht halten und, da sie elektrisch
hintereinandergeschaltet sind, die Angaben des Mefinstrumentes von
Biegungsschwingungen unabhéngig machen. Der Strom wird durch
zwei Schleifringe d und e zu- und abgeleitet.” Durch Verwendung

Abb. 174.

eines geeichten Oszillographen erhilt man eine stetige Aufzeichnung
von der in Abb. 173 gezeigten Art.

Abb. 174 zeigt den Torsionsmesser von Amsler, der bei der Lei-
stungsmessung von schnellumlaufenden Maschinen vielfach verwendet
wird.

Die Verbindungsflansche D und L des Torsionsmessers werden ge-
wohnlich an die Enden 7 und 2 der treibenden bzw. getriebenen Welle
aufgekeilt. Die elastische Welle, welche die Torsion weiterleitet, ist
mit G bezeichnet. Sie ist an ihren Enden in den Drehbankfuttern ¥
und H montiert. Das Futter F ist stets an der Muffe 4 befestigt, an
der der Flansch B aufgekeilt ist. Der Flansch B ist mit dem Flansch D
verbolzt und der Flansch J mit dem Flansch L; die Enden der Welle ¢
sind also starr in den Flanschen D und L untergebracht. Zur Mes-
sung des Verdrehungswinkels braucht man die Scheiben M, N und O.
M ist am Futter J befestigt, withrend die beiden anderen Scheiben
N und O an der Muffe 4 montiert sind. Wenn die MeBwelle G' unter
der Einwirkung eines Drehmomentes verdreht wird, so dreht sich die
Scheibe M in bezug auf die beiden anderen Scheiben N und O um
einen bestimmten Verdrehungswinkel. Am Rand U der Scheibe M
befindet sich ein Ringsektor von durchscheinendem Zelluloid, auf dem
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eine Skala eingeschnitten ist. Gegeniiber dieser Skala ist eine kleine
Offnung 7 in der Scheibe N und ein feiner radialer Schlitz, der als
Zeiger fur Ablesungen an der Skala dient. Die Scheibe O hat gegeniiber 7'
keine Offnung, sondern nur einen radialen Schlitz wie die Scheibe N;
durch diese blickt der
Beobachter, wenn er
die Stellung des Zei-
gers T an der Skala U
mittels des Spiegels S
abliest, der mit dem
Sehstrahl einen Win-
kel von 459 einschliet.
Die im Zelluloid ein-
geschnittene Skala ist
von rickwirts durch
eine Lampe R gut be-
leuchtet. Wenn der
Apparat eine groBere
Drehzahl besitzt, z. B.
mindestens 250 Um-
drehungen pro Minute macht, so wird die Anzahl der sekundlichen
Lichteindriicke hinreichen, um die Empfindung eines ruhenden Bildes zu
erzeugen, und der Verdrehungswinkel 148t sich sehr genau ablesen,
vorausgesetzt, daf dieser Winkel wiahrend der Drehung konstant bleibt.
Kennt man den Verdrehungswinkel und die Torsionssteifigkeit des
Stabes , so laBt sich das Drehmoment und die iibertragene Leistung
berechnen.

V. Vieweg verbesserte das eben beschriebene Instrument dadurch,
daBl er den Spiegel S an der Scheibe befestigte, wie Abb. 175 zeigt,
und die Entfernung dieses Spiegels von der Skala mn gleich der Ent-
fernung des Spiegels von der Wellenachse machte. Dadurch erhilt
man ein ruhendes Bild der Skala, das durch ein Fernrohr beobachtet
werden kannl.

Abb. 175.

7. Dehnungsindikator.

Um die Spannungen zu untersuchen, die in Baukonstruktionen und
Maschinenteilen bei Schwingungsbewegungen entstehen, braucht man
Spezialinstrumente, die Forminderungen von sehr kurzer Dauer ver-
zeichnen. Abb. 176 zeigt ein Instrument dieser Art, den von der Cam-
bridge Instrument Company gebauten ,,Spannungsindikator‘2. Dieser

1 Die Beschreibung dieses Instruments findet man in Maschinenbau, S. 1028
(1923—1924).
% Die Beschreibung dieses Instruments findet man in Engg. 118, 287 (1924).
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Apparat eignet sich besonders zum Messen von rasch wechselnden
Spannungen in Briickentrigern und anderen Bauwerken unter der Ein-
wirkung von bewegten oder pulsierenden Lasten. Der Apparat wird
am Trager befestigt, an dem die Spannungsdnderungen zu bestimmen
sind. An dem einen Ende des Apparates sind zwei feste Stitzpunkte 4,
wihrend am anderen Ende nur ein einziger Stiitzpunkt am Teil .D vor-
handen ist; der Teil D ist in einer der Léngsrichtung des Instrumentes
parallelen Richtung frei beweglich. Diese Bewegung wird méglich, da
die Stébe £ und E, an den bezeichneten Stellen genutet sind und diese

Abb. 176.

Nuten den Stdben in diesen Punkten Biegung gestatten und so ge-
wissermaflen Gelenke bilden. Der Teil D steht in Verbindung mit einem
Winkelhebel M, der am oberen Ende den Schreibstift S tragt. Jede
durch Spannungsénderungen in dem zu untersuchenden Stiick hervor-
gerufene Verschiebung des Punktes B wird in vergréfertem MaBstab
durch den Schreibstift wiederholt und auf einem Streifen durchsichtigen
Zelluloids verzeichnet; der Zelluloidstreifen wird mit Hilfe eines Uhr-
werkmechanismus P mit einer Geschwindigkeit von ungefdhr 3 bis
20 mm pro Sekunde am Schreibstift voriibergefiihrt. Die Aufzeich-
nungen des Apparates erfolgen in zehnfachem Mafstab. Man kann
sie entweder mit Hilfe eines passenden Mikroskops, dhnlich dem S. 358
erwahnten, studieren, oder aber man stellt mittels photographischer
Methoden VergroBerungen der wirklichen Diagramme her. Die Auf-
zeichnungen auf dem Film kénnen so bis zu einer Genauigkeit von
0,01 mm abgelesen werden. Nimmt man die Entfernung zwischen den
Punkten A und B gleich 15 Zoll (38 cm) an, so ergibt sich fiir die
Dehnung pro Lingeneinheit eine Genauigkeit von

0,01

[ A, . — 6
10-15.25 — 2»66-107°
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Fiir Stahl entspricht dies einer Spannung von 5,624 kg pro cm?2. Die
Registriervorrichtung des Instrumentes ist sehr steif und geniigt fiir
Schwingungen sehr hoher Frequenz. Zum Beispiel wurden Trager-
schwingungen von einer Frequenz von 1400 pro Sekunde deutlich
verzeichnet. Aber diese Frequenz bildet noch keine notwendige Grenze
fir den Apparat. Das Instrument 148t sich beinahe an jedem Teil eines
Bauwerkes mit Leichtigkeit anbringen. Der den Zelluloidstreifen be-
wegende Uhrwerkmechanismus wird entweder am Instrument selbst
von Hand in Gang ge-
setzt und gestoppt oder
aber aus der Entfernung
durch eine elektrische,
von Hand oder automa-
tisch auszulGsende Vor-
richtung betitigt. Die

A .8

allgemeine mechanische Anardnung

Abb. 177,

Mechanismen zur Zeitmarkierung und Lagenaufzeichnung kénnen
ebenfalls elektrisch aus der Entfernung bedient werden. Mehrere Re-
gistrierungen konnen gleichzeitig abgelesen werden.

Abb. 177 stellt einen magnetischen Dehnungsmesser dar, den die
Westinghouse-Ingenieure konstruiert haben!. Der Apparat wird mit
Hilfe von Klauen an dem Teil, dessen Ausdehnung gemessen werden
soll, befestigt, und zwar werden die beiden flachen U-Eisenkerne 4
und B, die eine starre Einheit bilden, mit dem Stiick beim Querschnitt
mn, das Eisenblech C dagegen durch einen Stab D mit dem Querschnitt
pg verbunden; die MeBlinge ist also gleich I. Jede durch eine Spannungs-
anderung im Stiick an der Strecke I hervorgerufene Anderung bewirkt
relative Verschiebungen von C in bezug auf 4 und B, wodurch Anderun-
gen in den Luftspalten entstehen. Um die zwei U-formigen Eisenkerne
sind Wicklungen gelegt. Durch diese hintereinandergeschalteten Wick-
lungen wird ein Wechselstrom geschickt, dessen Frequenz grof§ ist im
Vergleich mit der Frequenz der zu messenden Spannungséinderungen.
Verwendet man einen Strom konstanter Spannung fiir die hintereinander-
geschalteten Wicklungen, so ist der Sekundérstrom konstant und unab-
hiingig von den Anderungen in den Luftspalten. Ungleiche Luftspalte
bewirken nur eine Teilung der Gesamtspannung in zwei ungleiche Teile

1 Siche J. P. Shamberger: Am. Soc. Test. Mat. Trans. 1930.
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in den beiden Spulen. Die Spannung in einer Spule wird mittels eines
geeichten Oszillographen registriert. Die Ordinaten der UmriBkurven des
Diagramms, das von derin Abb. 173 gezeigten Art ist, sind den Dehnungen
des Stiickes proportional. Dieser magnetische Dehnungsmesser wurde zur
Messung von Spannungen verwendet!, die unter der Einwirkung einer
bewegten Lokomotive im Gleis entstehen, und hat sich dabei sehr gut
bewihrt. Bei einer Mefllinge von 200 mm kann man damit Spannungen
mit der Genauigkeit von 70 kg/cm? messen.

8. Der elektrische Dehnungsmesser2.

Die Konstruktion dieses Apparates beruht auf der bekannten Tat-
sache, daB bei einer unter Druck gehaltenen, aus Kohlenscheiben be-
stehenden Siule jede Druckianderung eine Anderung des elektrischen
Widerstandes mit sich bringt. Die einfachste Form des Instrumentes

siecht man in Abb.178. Es wird an einem ¢ D
Stiick Z, dessen Dehnung gemessen werden
soll, befestigt. Jede Anderung in der Ent- L o " 2
fernung zwischen den Unterstiitzungspunk- '

ten A und B bewirkt eine Anderung im ur-
spriinglichen Druck auf die Kohlenscheiben-
reihe C und somit eine Anderung des elektrischen Widerstandes, der
durch einen Oszillographen aufgezeichnet werden kann. Abb. 179 zeigt
das Prinzip des elektrischen Schemas. Das Instrument wird als Zweig 1
einer Wheatstoneschen Briicke angeordnet ; die
drei anderen Zweige der Wheatstoneschen
Briicke sind mit 2, 3 und 4 bezeichnet. Das
Instrument 5, das ein Milliamperemeter oder
ein Oszillograph sein kann, zeigt jede Storung
in der Briickenanordnung an. Die Wider-
stinde 2 und 3 sind konstant, und 4 ist so
eingestellt, daf die Briicke im Gleichgewicht
ist, wenn die Kohlensdule unter dem ur-
spriinglichen Druck steht. Jede von der Dehnung in dem zu unter-
suchenden Stiick herriihrende Anderung dieses Druckes bewirkt eine
Gleichgewichtstorung in der Briicke; die Grofe dieser Stérung wird

Abb. 178.

Abb. 179.

1 Siehe die dem intern. Kongref fiir angewandte Mathematik und Mechanik,
Ziirich 1926, vom Verfasser vorgelegte Arbeit.

2 Eine vollstdndige Beschreibung dieses Instrumentes findet man in Techn.
paper Bur. Stand. 17, 737 (1924), in einer Arbeit von O. 8. Peters u. B. McCollum.
Siehe auch die von O. S. Peters dem Annual Meeting of the American Society
for Testing Materials (1927) vorgelegte Arbeit. Die weitere Entwicklung der Tele-
meter in Verbindung mit Spannungsmessungen bei Briicken findet man in der
Abhandlung von R. Bernhard: Stahlbau 1928, Nr. 13.

Timoshenko, Schwingungsprobleme. 24
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durch das Instrument § angezeigt, das sich so eichen liBt, dal man
die Spannung im untersuchten Stiick direkt ablesen kann.

Abb. 180. Abb. 181.

Ein Instrument von so einfacher Form, wie wir es eben beschrie-
ben haben, hat einen Nachteil, der aus dem Umstand erwichst,
daf der Widerstand der Kohlensiule keine lineare Funktion der Ver-
schiebung ist. Um diesen Ubelstand zu beseitigen, werden bei den wirk-
lich ausgefiihrten Instrumenten zwei Kohlensdulen verwendet (Abb. 180).
Bei dieser Anordnung wird jede Anderung in der Entfernung zwi-
schen den Punkten 4 und B, die von Dehnungen im untersuchten
Stiick herrithrt, mittels des Stabes C auf den Arm D iibertragen. Eine
Folge davon ist ein Wachsen des Druckes
in der einen der beiden Kohlensiulen E
und E' und ein Fallen in der anderen.
- Bringt man nun die beiden Kohlensiulen

Abb. 182. in die Wheatstonesche Briicke, wie es

Abb. 181 zeigt, so addieren sich die Wir-

kungen der Widerstandsinderungen der beiden Séulen, und der Ge-

samteffekt, der nun der Dehnung nahezu proportional ist, wird am
Briickeninstrument angezeigt.

Dieses MeBinstrument wird auch zur Messung von Beschleunigungen

Abb. 183b. Aufzeichnung des Oszillo-
Abb. 183a. graphen beim Beschleunigungsmesser.

mit Erfolg angewandt. Zu diesem Zwecke wird eine kleine Masse m
am Arm A des Instrumentes befestigt (Abb. 182). Die Kohlenséulen
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wirken wie Federn, so da8 die Eigenfrequenz der Masse m ziemlich hoch
liegt (bei den beschriebenen Versuchen war sie von der GréBenordnung
250 pro sec). Das Instrument wird auf einem Priiftisch montiert, der in
Fithrungen verschiebbar angebracht und mit einem Kurbelgetriebe ver-
bunden wird. Die Schwingungen eines solchen Tisches sind nicht ein-
fach sinusférmig, sondern sie enthalten infolge der endlichen Lange der
Schubstange auch héhere Frequenzen. Abb. 183a zeigt das berechnete
Beschleunigungsdiagramm des Tisches, und Abb.183b gibt die Auf-
zeichnungen des Oszillographen wieder, die mit Hilfe eines auf dem Tisch
montierten Beschleunigungsmessers erhalten wurden. Die kleinen Zacken
auf diesem Bild entsprechen der Eigenschwingungsperiode der Masse m.

24*



Namenverzeichnis.

Akimoff, N. 54, 305.
d’Alembert 123.
Amsler, E. 365.
Anoshenko, B. 59.

Berger 38.

Bernhard, R. 20. 273, 369.
Biezeno, C. B. 171.
Blaess, V. 199, 205.
Borden, P. A. 354.
Borowicz 187.

Bourget 333.

Boussinesq, J. 313, 323.
Brauchitsch, E. von 54.
Browne, A. D. 307.
Biihler, A. 273.

Campbell, W. 347, 349.
Carter, B. C. 171, 213.
Clebsch 271, 313.
Collins, W. G. 19, 360.
Coulomb, C. A. 25.

Cox, H. 309.

Darnley, E. R. 259, 262.

Den Hartog, J. P. 26, 42,
43, 45, 183, 207, 211,
213, 326.

Donnell, L. 320.

Dreyfus, L. 106.

Dubois, F. 353.

Duffing, G. 89, 98, 100.

Eck, B. 81, 82.
Eichelberg 166.

Fletscher, L. C. 54.
Foppl, A. 106.
Foppl, O. 169, 203.
Fox, J. F. 166. °
Frahm, H. 6, 212.

Freudenreich, J. von 347,
353.
Fromm, H. 25.

Geiger, J. 360, 362.
GeBner 171.
Goldsbrough, G. R. 173.
Goodier, J. N. 279, 280.
Grauers, H. 338.

Hertz, H. 310.

Holzer, H. 26, 161, 165,
207, 246.

Hort, W. 26, 92, 273, 300,
303, 304.

Howland, R. J. C. 266.

Inglis, C. E. 266, 270, 275,
281.

Jacobsen, L. S. 46, 47.
Jaquet 169.
Jeffcott, H. H. 266.

Karelitz, G. B. 57, 357.

Kelvin, Lord 92.

Kimball, A. L. 26.

Kirchhoff, G. 296, 297,
339.

Kluge, F. 173.

Kriloff, A.N. 266.

Lagrange, J. L. 133.

Lamb, H. 140, 190, 221,
325, 343.

Lamé 329.

Lehr, E. 26, 53, 169.

Lemaire, P. 150.

Lewis, F. M. 153, 165,
166, 168, 171, 219, 243.

Love, A. E. H. 221, 310,
314, 320, 322, 323, 325.

Lutz, F. 17.

Martienssen, O. 100.

Mathieu 335.

Mec Collum, B. 369.

Meifiner, E. 106, 112, 115,
122.

Milne, W. E. 26.

Mises, R. von 25.

Moullin, E. B. 307, 363.

Morin, A. 25.

Miiller, K. E. 106, 116,
122.

Navier 313.
Nicholson, J. W. 298.

Oehler, E. 351.

Ono, A. 298, 302.

Ormondroyd, J. 26, 156,
207, 211, 213, 354.

Pearson 296, 309.
Peters, 0. S. 369.
Peterson, R. E. 325.
Petroff, N. P. 273.
Pochhammer, L. 221, 240.
Pohlhausen, E. 273.
Pockels 335.

Péschl, T. 200, 308.
Prager, W. 41, 48.
Powell, J. H. 344.

Ramsauer, C. 320.

Rathbone, T. G. 59, 60.

Rausch, E. 187.

Rayleigh, Lord 71, 143,
221, 251, 329, 333, 334.

ReiBner, H. 273.

Ritz, W. 288, 293, 338,
339, 349.

Roberts, J. H. T. 344.

Rowell, H. S. 147, 150.

Riidenberg, R. 98.



Sachs, G. 25.

Saint-Venant, Barré de
221, 310, 313.

Sanden, K. von 24, 63,
92, 157.

SaB, F. 171.

Schlick, O. 17.

Schréder, P. 202.

Schwerin, E. 106, 299,
304.

Sears, J. E. 320.

Seefehlner, E. E. 106.

Seelman 171.

Shamberger, J. P. 368.

Smith, D. M. 259, 262.

Smith, T. H. 170.

Slocum, E. 38.

Soderberg, C. R. 37, 181,
204.

Namenverzeichnis.

Sommerfeld, A. 40.
Southwell, R. V. 344, 352.
Spath, W. 20.

Steuding, H. 354, 363.

Stieglitz, 171.

Stodola, A. 26, 81, 176,
186, 191, 193, 200, 304,
349, 351, 352.

Stokes, G. G. 273.

Streletzky, N. 273.

Tait, W. G. 127.

Taylor, J. Lockwood 305.

Thomson, J. J. Sir 127.

Timoshenko, S. 20, 94,
163, 171, 189, 240, 252,
264, 266, 267, 270, 288,
305, 310, 369.

Todhunter 296, 309.

373

Tolle, M. 165, 172.
Traenkle, K. A. 187.
Trumpler, W. E. 56.

Vieweg, V. 363, 366.
Voigt, W. 320, 337.

Wagstaff, J. E. P. 320.

Willis 272. Q

Whipple, R. S. 363.

Wiechert, A. 87, 106, 108,
123.

Wrinch, Dorothy 297.

Wydler, H. 166, 168.

Young 313.

Zimmermann, H. 273.



Sachverzeichnis.

d’Alembertsches Prinzip 123.
Amplitude.

Definition 3.

Frequenzdiagramm 32.

Messen der 355.

Ausgleich rotierender Maschinen 48.

Karelitzsche Methode 57.
Auswuchten im Betrieb 56.
Auswuchtmaschinen von

Lawaczek-Heymann 50.

Akimoff 54.

Soderberg 55.
Automobilschwingungen 143.
Axialkriifte, ihr EinfluB auf Transver-

salschwingungen von Stiben 282.

Beschleunigungsmesser 40, 370.
Biegsames Lager bei starrem Rotor 197.
Briickenschwingungen.
Bewegte Massen 271.
StoBwirkungen nicht ausgeglichener
Massen 274.
UnregelmifBigkeiten der Fahrbahn,
flache Stellen usw. 277.

Collins Mikroindikator 19.

Dampfmaschinenindikator 18.
Dampfung.
Konstante Dampfung 41.
Dampfung proportional der Ge-
schwindigkeit 25.
Absorption der Energie durch 33.
Dehnungsmesser,
der Cambridge Instrument Com-
pany 366.
magnetischer 368.
elektrischer 369.
Dieselmotor, Torsionsschwingung des
165.
Dynamischer Schwingungsdampfer 207.
Eigenschwingungen siehe freie Schwin-

gungen.
Eindrehungen, Welle mit 81.

Elastische Unterlage, Schwingungen
von Tragern auf 285.
Energie,

ihre Absorption durch Diémpfung 33.
ihre Berechnung 66.

Erzwungene Schwingungen.
Definition 10.
mit Dampfung 41.
Bestimmungsmethoden 23. 65.
allgemeine Theorie 142.

Fahrbahnschwingungen 285.
Fahrzeugschwingungen 143.
Frahmsches Tachometer 17.
Freie Schwingungen.

Definition 1.

allgemeine Theorie 136.
Freiheitsgrad, Definition 1.
Frequenz.

Definition 2.

Messen der 354.

Frequenzgleichung 138, 139.
Fullartonsches Vibrometer 18.

Gebiete kritischer Geschwindigkeiten
112.

Generalisierte Koordinaten siehe ver-
allgemeinerte Koordinaten.

Generalisierte Krafte siehe verallge-
meinerte Krifte.

Gleichwertige Welie 161, 171.

Gyroskopische Einfliisse 188.
auf Schwungrider 194.

Harmonische Bewegung, Definition 3.
Hauptkoordinaten 139, 142.

Indikatoren von Dampfmaschinen siehe
Dampfmaschinenindikator.

Keil 295.

Knotenquerschnitt 7.

Konischer Stab, seine Schwingungen
297.

Kreisring, Schwingungen 320, 325.



Sachverzeichnis.

Kritische Frequenz 12.
Kritische Gebiete 112.
Kritische Geschwindigkeiten v. Wellen,
rotierende Welle mit einer Scheibe
76.
rotierende Welle mit mehreren
Scheiben 78.
analytische Bestimmung 176.
graphische Bestimmung 79, 181.
Beispiel einer dreifach gelagerten
Anordnung 183.
EinfluB der Schwerkraft 199.
gyroskopische Einfliisse 188.
verinderliche Biegungssteifigkeit
104.
Kritische Geschwindigkeit von Auto-
mobilen 150.
Kuppelstangenantrieb 105.
Kurbelantrieb, seine Trigheit 172.
Kurbelwellen, Torsionssteifigkeit 170.

Lagrangesche Gleichungen 131.

Longitudinale Schwingungen von Sti-
ben 221.

Lissajousche Figuren 358.

Membranen.
Aligemeines 326.
rechteckige 327.
kreisformige 332.

Natiirliche Schwingungen siehe freie
Schwingungen.

Normalkoordinaten
koordinaten.

sieche Haupt-

Pallograph 17.
Pendel.
Doppelpendel 124.
sphérisches 124, 134.
variabler Linge 102.
Periode, Definition 2.
Phase.
Definition 3.
bei gedampfter Schwingung 30.
Diagramm 33.
Platten,
kreisformige 339.
mit eingespanntem Rand 341.
Einfluf der Dehnung der Platten-
mittelfliche 344.
freie 343.
Allgemeines 334.
rechteckige 336.

375

Pseudoharmonische Schwingungen.
Definition 83.
Beispiele 83.
freie 87.
erzwungene 96.
graphische Losung 89.
numerische Losung 94.

Quasiharmonische Schwingungen.
Definition 83.
Beispiele 101.

Rahmenschwingungen 63.
Zwangsbedingungen 124.
Rayleighsche Methode 71, 161.
Resonanz, Definition 12.
Ring,
vollstéandiger:
Radialschwingung 321.
Torsionsschwingung 322.
Biegungsschwingung 323.
unvollstandiger 325.
Ritzsche Methode 288, 330.

Scheiben, Turbinen- 347.
Schiffskérperschwingungen 304.
Schlingertank 212.
Schwebung 14, 148.
Schwingungen, freie s. freie Schwingun-
gen,
erzwungene s. erzwungene Schwin-
gungen.
Schwingungsdimpfer 36, 207.
Schwungrad, gyroskopische Wirkung

bei der Bewegung des 194.
Seismographen 16, 356.
Sommerfeldsches Experiment 40.
Stébe,

Transversalschwingungen:
Differentialgleichung 245.
Wirkung der Schubkraft usw.

250, 255.
eingespannte Enden 258.
freie Enden 257.
frei aufliegende Enden 4, 72, 253.
einseitig eingespannt 73, 258.
ein Ende eingespannt, eines
unterstiitzt 258.
mehrfach gelagert 258.
Einfluf axialer Krifte 282.
auf elastischer Unterlage 285.



376

bei verinderlicher Biegungs-
steifigkeit 105.
veranderlicher Querschnitt und
einseitig eingespannt 293.
veranderlicher Querschnitt und
freie Enden 298.
Longitudinale Schwingungen:
Differentialgleichung 221.
Loésung durch trigonometrische
Reihen 222.
einseitig eingespannter Triger
mit Endbelastung 230.
plotzlich angreifende Kraft 237.
ein an einem Ende wirkender
StoB 314.
Erzwungene Schwingungen (unter-
stiitzte Enden):
pulsierende Krafte 263.
bewegte konstante Kraft 266.
bewegte pulsierende Kraft 270.
StoB,
seitlicher, auf Stibe 307.
longitudinaler, auf Stibe 313.

Tachometer, Frahmsches 17.
Torsiograph 362.
Torsionsmesser

von Moullin 363.

von Amsler 365.

von Vieweg 366.
Torsionsschwingungen,

eine einzige Scheibe-5.

drei Scheiben 154.

Sachverzeichnis.

mehrere Scheiben 155.

EinfluB der Wellenmasse 240
Trigheit von Kurbelgetrieben 172.
Transversalschwingungen von Stidben

245.

Turbinenschaufeln 299.
Turbinenscheiben 347.

Unbalanz oder
Unausgeglichenheit, Definitionen der,
statische 49.
dynamische 49.
Universalregistrierapparat 361.

Verallgemeinerte Koordinaten 126.
Verallgemeinerte Krifte 126.
Verinderliche Biegungssteifigkeit 105.
Verdanderlicher Querschnitt,
einseitig eingespannter Trager 293.
freie Enden 298.
Vibrograph.
Theorie 15, 38.
der Cambridge Instrument Company
358.
von Geiger 360.
Vibrometer :
von Fullarton 18.
der Vibration Specialty Company
356.
Virtuelle Verschiebung, Prinzip der 125.

Zahntriebe, Torsionsschwingungen 169.
Zentrifugalkraft, EinfluB auf die
Frequenz 302.



Verlag von Julius Springer [ Berlin

*F estlgkeltslehre. Von Professor 8. Timoshenko und Maschinen-In-
genieur I. M. Lessells. Ins Deutsche iibertragen von Dr. I. Malkin,
Ingenieur. Mit 391 Abbildungen im Text. XVIII, 484 Seiten. 1928.

Gebunden RM 28.—

Die besonderen Merkmale des Buches sind: Klare Gliederung des Stoffes,
meisterhafte Darstellung. Hervorzuheben ist ferner die umfassende Angabe der
einschligigen internationalen Literatur sowie die leichtverstindliche Behandlung
neuerer Forschungsgebiete der Festigkeitslehre wie Ermiidungserscheinungen,
dynamische Probleme und StoBbelastungen. Bemerkenswert sind ferner Ab-
schnitte iiber die Theorie der Festigkeit und iiber die Nutzspannungen (zu-
lassige Spannungen). Die Zusammenarbeit der beiden Verfasser — Theorie und

Praxis — hat eine geschlossene, erschépfende und fortschrittliche Arbeit ge-
liefert. Das Buch ist als Standardwerk zu bezeichnen und allen Ingenieuren
und Studierenden wéirmstens zu empfehlen. »Werft-Reederei-Hafen.

*F estlgkeltslehre. Von George Fillmore Swain, Professor an der
Harvard Universitat, New York. Autorisierte Ubersetzung von Dr.-Ing.
A. Mehmel, Hannover. Mit 463 Textabbildungen. XVIII, 630 Seiten.
1928. Gebunden RM 34.—

*Grundziige der technischen Schwingungslehre. von
Professor Dr.-Ing. Otto Foppl, Braunschweig. Zweite, verbesserte und
erginzte Auflage. Mit 140 Abbildungen im Text. VI, 212 Seiten. 1931.

RM 8.25; gebunden RM 9.50

In der Reihe der Schriften iiber die technische Schwingungslehre nimmt das
Fopplsche Buch einen besonderen Platz ein, der einerseits durch den Reich-
tum der behandelten Gegenstinde, anderseits durch die klare und anschauliche
Darstellungsweise bedingt ist, die sich den Bediirfnissen des Ingenieurs in be-
sonderer Weise anpafit. Dadurch ist einmal die Bevorzugung graphischer Me-
thoden gegeben, die dem Werke eigentiimlich ist, anderseits die vielfache Ver-
wendung von Niherungsrechnungen. In allen diesen Dingen kommt es immer
auf die fir den Ingenieur wichtige Frage an, die Genauigkeit der Rechnung
mit den zugrunde liegenden idealisierenden Voraussetzungen in Einklang zu
bringen. Es mu8 gesagt werden, daf in dem vorliegenden Buch ein sehr ge-
schickter Mittelweg gefunden ist: das begriiBenswerte Ergebnis ist der groBe
Reichtum des behandelten Stoffes bei verhéltnism#Big kleinem Umfang.

»Der Bauingenieur.

*Technische Schwingungslehre. Ein Handbuch fiir Ingenieure,
Physiker und Mathematiker bei der Untersuchung der in der Technik an-
gewendeten periodischen Vorgéinge. Von Privatdozent Dr. Wilhelm Hort,
Dipl.-Ing., Oberingenieur bei der Turbinenfabrik der AEG, Berlin. Zweite,
vollig umgearbeitete Auflage. Mit 423 Textfiguren. VIII, 828 Seiten.
1922. Gebunden RM 24.—

Aufler den Schwingungen starrer und elastisch-fester Systeme werden die
Schwingungserscheinungen bei Gasen und Flissigkeiten, ferner elektromagne-
tische Schwingungen dargestellt. — Von besonderer Bedeutung ist die An-
wendung der Schwingungslehre auf praktische Fille.

* Auf alle vor dem 1. Juli 1931 erschienenen Biicher wird ein Notnachlaf von
10 gewiihre.



Verlag von Julius Springer [ Berlin

*Schwingungstechnik. Ein Handbuch fiir Ingenieure. Von Dr.-Ing.
g
Ernst Lehr, Oberingenieur in Darmstadt.

Erster Band: Grundlagen. Die Eigenschwingungen eingliedriger Systeme.
Mit 187 Textabbildungen. XXIII, 295 Seiten. 1930.
RM 24.—; gebunden RM 25.50

Das vorliegende Buch ist der erste Band eines umfangreichen Werkes, das
in eingehender Weise iiber Schwingungsvorginge berichten soll, und behandelt
sehr ausfiihrlich alle Fragen iiber ,Die Eigenschwingung eingliedriger Systeme.
Es werden u. a. Schwingungen von Wassersiulen, Reglerschwingungen, Wucht-
forderer, Schwingungen des Waagebalkens einer Waage, Schiffsschwingungen
und Drehschwingungen von Kurbelwellen durchgesprochen und durch Angabe
von praktischen Beispielen erldutert. Im Gegensatz zu anderen Werken #hn-
lichen Inhalts behandelt der Verfasser eingehend die elektrischen Sohwingungs-
vorginge, die heute wohl wegen der einfach zu verwirklichenden Versuchs-
unterlagen besonders weitgehend ausgebildet und berechnet worden sind. Das
Buch ist eine wertvolle Bereicherung der Literatur fiir mechanische Schwingungs-
vorgénge. swZeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure.

*Mathematische Sehwingungslehre. Theorie der gewshnlichen
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten sowie einiges iiber
partielle Differentialgleichungen und Differenzengleichungen. Von Dr. Erich
Schneider. Mit 49 Textabbildungen. VI, 194 Seiten. 1924.

RM 8.40; gebunden RM 10.—

Das Werk enthilt die mathematische Theorie der kleinen Schwingungen;
beginnend mit den freien ungeddmpften Schwingungen, geht es zu den ge-
dampften, den erzwungenen und den gekoppelten Schwingungen iiber. Die
verschiedenen Arten der Dampfung (konstante, lineare, quadratische Dampfung)
und die verschiedenen Arten der Koppelung (Beschleunigungs-, Kraft-, Ge-
schwindigkeitskoppelung) werden gesondert behandelt. Auf geometrische Ver-
anschaulichungen wird besonderer Wert gelegt.

*Mechanische Schwingungen und ihre Messung. von

Dr.-Ing. J. Geiger, Oberingenieur, Augsburg. Mit 290 Textabbildungen und
2 Tafeln. XII, 305 Seiten. 1927. Gebunden RM 24.—

Auf eine kurze Schwingungstheorie, eine Untersuchung von StoBen, des
Einflusses der Dampfung usw. folgt eine eingehende Behandlung der fiir die
Wiedergabe der zu messenden Vorginge wesentlichen schwingungstechnischen
Eigenheiten von MefBgeriten allgemein, dann eine Beschreibung der wichtigsten
MeBgerite fiir mechanische Schwingungen und zum SchluB eine zusammen-
fassende Darstellung der praktischen Untersuchungen von Schwingungen. Das
alles ist dargelegt unter Bevorzugung zeichnerischer Verfahren, mit wenig
mathematischem Riistzeug, auch fiir die Vorausberechnung, so dall der prak-
tisch tétige Ingenieur, der sich vor feineren mathematischen Hilfsmitteln scheut,
das Buch mit Nutzen verwenden kann. wZeitschrift fiir technische Physik.«

*Die Berechnung der Drehschwingungen und ihre Anwen-
dung im Maschinenbau. Von Heinrich Holzer, Oberingenieur der Maschinen-
fabrik Augsburg-Nirnberg. Mit vielen praktischen Beispielen und 48 Text-
figuren. 1V, 200 Seiten. 1921. RM 8.—; gebunden RM 9.—

* Auf alle vor dem 1. Juli 1931 erschienenen Biicher wird ein Notnachlall von
10° gewilre.



Verlag von Julius Springer | Berlin und Wien

Einfithrung in die Mechanik und Akustik. von Dr.Ing.
e.h. R. W. Pohl, Professor der Physik an der Universitit Gottingen. Zweite,
verbesserte Auflage. (,,Einfithrung in die Physik*, Band I.)Mit 440 Abbildungen,
darunter 14 entlehnte. VIII, 251 Seiten. 1931. Gebunden RM 15.80

Einfithrung in die Mechanik fester elastischer Korper

und das zugehorige Versuchswesen (Elastizitats- und
Festigkeitslehre). Von Dr. Rudolf Girtler, o. 6. Professor der Deutschen
Technischen Hochschule zu Brinn. Mit 182 Textabbildungen. VIII,
450 Seiten. 1931. Gebunden RM 29.—

*Mechanik der elastischen Korper. rRedigiert von R. Grammel.
(,Handbuch der Physik®, Band VI.) Mit 290 Abbildungen. XII, 632 Seiten.
1928. RM 56.—; gebunden RM 58.60

Inhaltsiibersicht: Physikalische Grundlagen der Elastomechanik. Von

Professor Dr. A. Busemann und Professor Dr.-Ing. O. F6ppl, Braunschweig. —

Mathematische Elastizitatstheorie. Von Professor Dr. K. Trefftz, Dresden. —

Elastostatik. Von Dr. J. W. Geckeler, Jena. — Elastokinetik. Von Professor

Dr. F. Pfeiffer, Stuttgart. — Elastizitatstheorie anisotroper Kdorper (Kri-

stallelastizitit). Von Dr. J. W. Geckeler, Jena. — Plastizitit und Erd-

druck. Von Professor Dr.-Ing. A. Nadai, Géttingen. — Der StoB. Von Professor

Dr. Th. P6schl, Karlsruhe. — Seismik (Erdbebenwellen). Von Professor Dr.

G. Angenheister, Potsdam. — Tafeln der Elastizitatskonstanten und Festig-

keitszahlen. Von Dr.-Ing. P. Riekert, Stuttgart.

*Die Dauerpriifung der Werkstoffe hinsichtlich ihrer
Schwingungsfestigkeit und Dampfungsfihigkeit. Von Professor
Dr.-Ing. O. Foppl, Vorstand des Wohler-Institutes Technische Hochschule
Braunschweig, Dr.-Ing. E. Becker, Ludwigshafen, Dipl.-Ing. G. v. Heyde-
kampf, Braunschweig. Mit 103 Abbildungen im Text. V, 124 Seiten. 1929.

RM 9.50; gebunden RM 10.75

*Die Dauerfestigkeit der Werkstoffe und der Kon-

struktionselemente. Elastizitat und Festigkeit von Stahl, Stahlgus,
Gufeisen, Nichteisenmetall, Stein, Beton, Holz und Glas bei oftmaliger Be-
lastung und Entlastung sowie bei ruhender Belastung. Von Otto Graf.
Mit 166 Abbildungen im Text. VI, 131 Seiten. 1929.

RM 14.—; gebunden RM 15.50

*Die Kraftfelder in festen elastischen Koérpern ung
ihre praktischen Anwendungen. Von Privatdozent Dr.-Ing. Th. Wyss,
Danzig. Mit 432 Abbildungen im Text und auf 35 Tafeln. IX, 368 Seiten.
1926. Gebunden RM 25.50

*Spannungskurven in rechteckigen und keilformigen

Tragern. Theorie und Versuch iiber Spannungsverteilung als
Scheibenproblem mit besonderer Beriicksichtigung der lokalen
Stérung. Von Akira Minra, Professor an der Kaiserlichen Universitit
Kioto. Mit 142 Abbildungen im Text und auf 6 Tafeln. V, 111 Seiten.
1928. RM 11.—; gebunden RM 12.50

* Auf alle vor dem 1. Juli 1931 erschienenen Biicher wird ein NotnachlaB wvon
10° gewdihre.



Verlag von Julius Springer [ Berlin und Wien

* Elastizitits- und Festigkeitslehre. 566 Aufgaben nebst Lo
sungen und einer Formelsammlung. Vierte, vollstiindig umgearbeitete
Auflage, herausgegeben von Professor Dr.-Ing. Theodor Poschl, Karlsruhe.
(Band I der ,,Aufgaben aus der Technischen Mechanik®“. Von Professor
Ferd. Wittenbauer +, Graz.) Mit 498 Textabbildungen. VIII, 318 Seiten.
1931. RM 12.60; gebunden RM 14.—

*Lehrbuch der technischen Mechanik fir Ingenieure
und Physiker. Zum Gebrauche bei Vorlesungen und zum Selbststudium.
Von Professor Dr.-Ing. Theodor Poschl, Karlsruhe. Zweite, vollstindig
umgearbeitete Auflage. Mit 249 Textabbildungen. VIII, 318 Seiten. 1930.

RM 17.50; gebunden RM 19.—

* Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. Ein Lehrbuch
der Statik und Dynamik fiir Ingenieure. Neu bearbeitet von Dr.-Ing. Max
Ensslin, EBlingen. Dritte, verbesserte Auflage. Mit 295 Textabbildungen.
XVI, 564 Seiten. 1922. Gebunden RM 15.—

Lehrbuch der technischen Mechanik starrer Systeme.
Zum Vorlesungsgebrauch und zum Selbststudium. Von Professor Dr. Karl
Wolf, Wien. Mit 250 Textabbildungen. IX, 359 Seiten. 1931.

Gebunden RM 19.—

*1 ngenleur-Mechanlk. Lehrbuch der technischen Mechanik in vor-
wiegend graphischer Behandlung. Von Professor Dr.-Ing. Dr. phil. Heinz
Egerer, Diplom-Ingenieur.

Erster Band: Graphische Statik starrer Korper. Mit 624 Textabbildungen
sowie 238 Beispielen und 145 vollstindig gelosten Aufgaben. VIII,
380 Seiten. 1919. Unverdnderter Neudruck 1923. Gebunden RM 11.—

*Theoretische Mechanik. Eine einlcitende Abhandlung iber die
Prinzipien der Mechanik. Mit erliuternden Beispielen und zahlreichen
Ubungsaufgaben. Von Professor A. E. H. Love, Oxford. Autorisierte
deutsche Ubersetzung der zweiten Auflage von Dr.-Ing. Hans Polster.
Mit 88 Textfiguren. XIV, 424 Seiten. 1920. RM 12.—; gebunden RM 14.—

* Leitfaden der Mechanik fiilr Maschinenbauer. it zani-
reichen Beispielen fiir den Selbstunterricht. Von Professor Dr.-Ing. Karl
Laudien, Stettin.

Erstes Heft: Statik und Dynamik. Zweite, vermehrte und verbesserte
Auflage. Mit 246 Textabbildungen. VI, 179 Seiten. 1927. RM 5.50

*Hundert Versuche aus der Mechanik. von Professor Georg

v. Hanffstengel, Charlottenburg. Mit 100 Abbildungen im Text. V,
49 Seiten. 1925. RM 3.30

* Auf alle vor dem 1. Juli 1931 erschienenen Biicher wird ein Notnachlaf3 von
10°s gewdihre.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile ()
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /ENU <FEFF004a006f0062006f007000740069006f006e007300200066006f00720020004100630072006f006200610074002000440069007300740069006c006c0065007200200039002000280039002e0034002e00350032003600330029002e000d00500072006f006400750063006500730020005000440046002000660069006c0065007300200077006800690063006800200061007200650020007500730065006400200066006f00720020006f006e006c0069006e0065002e000d0028006300290020003200300031003100200053007000720069006e006700650072002d005600650072006c0061006700200047006d006200480020>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




