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Vorrede. 
Der vorliegellde zweite Teil des zweitell Bandes bringt meine projektive 

Geometrie der Ebene zum AbschluB. Ich habe in ihm die schon im ersten 
Teil dieses Bandes mit der Darstellung der Kegelschnittbiischel und Kegel
scbnittscharen begonnene Behandlung der linearen Gebiete von Kurven zwei
tm' Ordnung und zweiter Klasse fortgesetzt und zu Ende gefiihrt, indem ich 
zunachst von speziellen Kegelschnittbiischeln und Kegelschnittscharen das 
Scharbiischel von Kurven zweiter Ordnung und die Biischelschar von Kur
ven zweiter Klasse del' Betrachtung unterworfen habe, d. h. diejenigen Ge
biete zweiter Sture diesel' Kurven, die unter ihren zerfalIenden Kurven bezieh
lich eine Doppellinie und einen doppeltzahlenden Punkt enthalten. Diese 
speziellen Kegelschnittbiischel und Kegelschnittscharen erweisen sich so
gleich als niitzlich bei Aufsuchung der Lagenbeziehung zwischen den bei
den Kernkurven einer beliebigen Reziprozitiit und bieten auch spater ein 
brauchbares Hilfsmittel zur geometrischen Deutung gewisser Gleichungen 
zweiten Grades zwischen Punkt- und Linienkoordinaten. 

Zur Vorbereitung auf die linearen Kegelschnittgebiete hoherer Stufe entwickle 
ich sodann den Begriff apolarer Resiprozitiiten und Polarsysteme, der dann 
wiederum bei der Beschrankung auf apolare Polarsysteme zu den Liicken
und Potenzformen zweiter Ordnung und zweiter Klasse, zu den algebraischen 
Produkten von Punkten und Staben und zu den kombinatorischen Produk
ten von Potenzformen zweiter Ordnung und zweiter Klasse hiniiberleitet. Es 
ergibt sich dabei, daB die Gesamtheit alIer Kurven zweiter Ordnung und 
zweiter Klasse in del' Ebene je ein lineares Gebiet sechster Sture bildet. 

Fiir die Betrachtung der linearen Kegelschnittgebiete dritter Stttre, der 
Kegelschnittnetze und Kegelschnittgewebe, wird es notwendig, die mit diesen 
Gebieten eng zusammenhiingenden Kttrven dritter Ordnung und dritter Klasse 
ausfiihrlich zu behandeln, insbesondere die Polarentheorie und den Begriff 
der syzygetischen Biischel und Scharen dieser Kurven darzustellen. In der 
Tat fiihrt die Frage nach den in einem Kegelschnittnetz und -Gewebe enthal
tenen zcrrallenden Kurven auf gewisse Ordnungs- und Klassenkurven dritten 
Grades, niimlich auf die Hessesche und die Cayleysche Kurve dieses 
Kegelsclmittnetzes und -gewebes, und die Ubersicht iiber die in diesem Netze 
und Gewebe iiberhaupt enthaltenen Kttrven wird wesentlich erleichtert durch 
Einfiihrung der Urkurven dritter Ordnung und dritter Klasse, deren konische 
Polaren und konische Pole jene Kurven des Netzes und Gewebes sind. Bei 
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IV Vorrede 

den linearen Kegelschnittgebieten vieder und fiinfter Stufe findet man die 
in ihnen vorkommenden zerfallenden Kurven durch A ufsuchung der Paare 
konjttgierter Geraden und Punkte in den Kegelschnittgebieten zweiter und 
erster Stufe, die zu jenen Gebieten viertel' und funnel' Stufe apolar sind. 

1m letzten Drittel des Buches werden die metrischen Eigenschaften der 
Figuren vom projektiven Standpunkte aus abgeleitet, und zwar vorzugsweise 
ihre Beziehungen zum Kreispunktpaar, die sog. ReclttwinkeZgeometrie, nachdem 
die Parallelgeometrie, d. h. die Beziehungen zur unendlich fernen Geraden ohne 
Auszeichnung del' Kreispunkte auf ihr, zum Teil schon vorher gelegentlich 
eingeschaltet sind. Dazu flihre ich den extensi ven Bruch K des Kreispunkt
paares ein, zuerst bezogen auf ein schiefwinkliges Fundamentaldreieck und 
einen beliebigen Einheitspunkt, sodann in bezug auf ein rechtwinkliges Car
tesisches Koordinatensystem, und stelJe endlich das Kreispunktpaar auch 
als algebraisches Produkt seiner konjugiert komplexen Punkte dar. Wurden 
schon frliher in den parallelgeometrischen Einschaltungen parallele Geraden 
,LIs Geraden charakterisiert, die sich auf del' unendlich fern en Geraden, dem 
Trager des Kreispunktpaars, schneiden, und die Parabeln als nicht zerfallende 
Kurven zweiter Klasse, die die unendlich ferne Gerade beriihren, so werden 
jetzt zwei aufeinander senkrechte Geraden als Geraden gekenllzeichnet, die 
zum Kreispunktpaar konjugiert sind, die Kreise als Kurven zweiter Ordnung, 
die durch die Kreispunkte hindurchgehen, die gleichseitigen Hyperbeln als 
Kurven zweiter Ol'dnung, die zum Kreispunktpaar apolar sind, die Scharen 
konfokaler Kurven zweiter Klasse als Kegelschnittscharen, die unter ihren 
zel'fallenden Kurven das Kreispunktpaar enthalten, del' Direktol'kreis einer 
Kurve zweiter Klasse als harmonische Kurve zweitel' Ordnung zu diesel' 
Kurve zweiter Klasse und dem Kreispunktpaar, schlieBlich die t:)teinersche 
Pm'abel eines Punktes hinsichtlich einer Kurve zm~iter Klasse als Polar
kegelschnitt dieses Punktes in bezug auf die mit jener Kurve konf'okale 
Kegelschnittschar. Del' Feuerbachsche Kreis eines Dreiecks, das entsteht, 
wenn man einer gleichseitigen Hyperbel ein Dreieck einscbreibt und dieses 
Dreieck in einen Punkt zusammenschrumpfen liiBt, filhrt zur Bestimmung 
des Kriimmungskreises jener gleich~eitigen Hyperbel in diesem Punkte. 

Die drei letzten Abschnitte enthalten projektive uncl meirische Spezialisie-
1'l£ngen ztw E1'zeugnng der Kurven zweifer 01'dnttng Hnd zweitel" Klasse durch 
projektive Shahlbuschel und Punktreihen, und zu den KegeZschnittnetzen nncZ 
-Geu:eben, zum Teil in Anlehnung an Arbeiten von F. Dingeldey und 
E. Muller. Dabei ergibt sich das Gewebe ruonofokaler Kurven zweiter 
Klasse aus einem Kegelschnittgewebe, dessen Kurven zwei feste Geraden be
rlihren, wenn man diese Geraden von einem reellen, im Encllichen liegenden 
Punkte nach den Kreispunkten laufpn liiBt. Feroer erllalt man den Kriim
mungskreis in einem beliebigen Punkte einer nicht entartenden Knrve zwei
tel' Klasse vermoge seiner Beziebung zu dem die Kurve in demselben Punkte 
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beruhrenden und zn ihr apolaren Kreise, der dem bei der gleichseitigen 
Hyperbel -verwerteten Feuerbachschen Kreise eines eingeschriebenen un
endlich kleinen Dreiecks entspricht. 

Von besonderem Nutzen War mir, namentlich fur die Behandlung der 
Kegelschnittnetze und -Gewebe sowie fur die Darstellung der Rechtwiukel
geometrie, das schone Buch von S. Gundelfinger, Vorlesungen aus del' 
analytischen Geometrie der Kegelschnitte, herausgegeben von F. Din gel dey , 
Leipzig 1895. Fur die Abschnitte uber Kurven dritter Ordnung konnte fch 
mit Vorteil das Buch von H. Durege, Die ebenen Kurven dritter Ordnung, 
Leipzig 1871, zu Rate ziehen. 

Meinem Freunde H. Wiener bin ich auch diesmal wieder fur vielfache 
Anregungen verpfiichtet, die er mir bei Abfassung des Buches in zahlreichen 
Besprechungen hat zu Teil werden lassen. 

GieBen, im Dezember 1921. 
H. Gra13mann. 



Nachwort. 
Am 21. Januar 1922 hat mein verehrter Lehrer und Freund Hermann 

GraBmann seine Angen fur immer geschlossen. In seinem NachlaB befand 
sich ein umfangreiches, mit peinlicher Sorgfalt ausgearbeitetes Manuskript 
des SchluBbandes Zweiter Band, Zweiter Teil seiner Projektiven Geometrie 
der Ebene, das bereits in den letzten Kriegsjahren hiitte veroifentlicht wer
den konnen. Aber auch nach dem Tode dieses prachtigen Mannes lieB es 
die wirlschaftliche Lage in Deutschland nicht zu, daB die Drucklegung so
fort erfolgte. 

Wenn es trotzdem jetzt schon gelang, dies en Band der Oifentlichkeit zu 
ubergeben, so verdanken wir es in erster Linie der Tatkraft und dem Opfer
mut von Frau Professor GraBmann-Stettin, sowie der wertvollen Unter
stutzung folgender Freunde und Forderer der Ausdehnungslehre: 

GieBener Hochschulgesellschaft, 
Osann-Beulwitz-Stiftung, 
Landesamt fur das Bildungswesen in Darmstadt, 
Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft in Berlin, 
Edward Carus in La Salle (Illinois, U.S.A.), 
Ein lndustrieller in Stettin. 

Fur das Mitlesen der Korrektur danke ich gem auch an dieser Stelle den 
Herren Professor Dr. Mehmke in Stuttgart und Geheimrat Professor 
Dr. Dingeldey in Darmstadt. 

Es war mir eine besondere Freude, daB ich diesen, wenn auch geringen 
Zoll des Dankes meinem verehrten Lehrer durch Uberwachung der Druck
legung erstatten durfte. 

Hannover, im November 1926. 
G. Wolff. 
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.A chter Hauptteil. 

Erganznngen znm Binaren. 

Abschnitt 39. 

Projektive Geometrie auf einer Kurve zweiter Ordnung 
und zweiter Klasse. 

Begriff einer Projektivitiit auf einer Kurve eU'eiter Ordnung. N ach dem 
Satze 54 wird ein jedes Punktquadmpel einer Kurve zweiter Ordnung, fur 
dessen 4 Punkte eine bestimmte Rangwdnung festgesetet ist, die unabhangig 
von der Lage der Punkte auf der Kurve angenommen werden kann, von 
allen Punkten dieser Kurve aus durch einen Strahlwurf von demselben 
DoppelveThliltnis projiziert, und man kann daher auch dem betrachteten 
Punktquadrupel der Kurve zweiter Ordnung selbst ein Doppelverhii.ltnis bei
legen, namlich jenes Doppelverhaltnis aller dieser Strahlwiirfe. 

Dehnen wir daher den Begriff eines Punktwurfes, der bisher (vgl. S.49 des 
ersten Bandes) auf 4 Punkte beschrankt wurde, die auf einer Geraden liegen, 
iiberhaupt auf ein System von 4 Punkten mit gegebener Rangordnung aus, 
die ein Doppelverhaltnis bestimmen, so darf man zwar nicht 4 beliebige Punkte 
der Ebene ohne Angabe einer durch sie hindurchgelegten Kurve zweiter 
Ordnung als einen Punktwurf bezeichnen, da sie gar kein Doppelverhaltnis 
festlegen. Sobald aber zugleich eine Kurve zweiter Ordnung gegeben ist, die 
dUTch die 4, in vorgeschriebener Rangordnung gedachten, Punkte hindurch
geht, kommt ihnen in bezug auf diese Kurve ein bestimmtes Doppelverhiilt
nis zu, und wir nennen daher ein System von 4 Punkten einer Kurve zweiter 
Ordnung, falls fiir sie eine Rangordnung festgesetzt ist, einen Punktwurf 
auf dieser Kurve zweiter Ordnung. -6 

Man kann dann weiter eine Kurve 
zweiter Ordnung projektiv auf eine ge
radlinige Punktreihe a, b, c, . .. mit be
liebigem Trager beziehen, indem man 
samtliche Punkte jener geradlinigen 
Punktreihe mit einem beliebigen Punkte 
s jener Kurve sweiter Ordnung verbindet --''-----7--'-----'':--

(vgl. Fig. 1). Dann sind die zweiten .a Fig:'i. 

G raJ man n, Projekti.Te Geomnrie d. Ebene II, I 1 



2 Projektive Geometrie auf einer Kurve zweiter Ordnung und zweiter Klasse 

Schnittpunkte a l , bv Cv . . . dieser Verbindungslinien mit der Kurve 
zweiter Ordnung projektiv auf die Pun7cte a, b, c, ... jener geradlinigen Pun7ct
reihe bezogen; denn je 4 so gewonnene Punkte der Kurve zweiter Ordnuug 
haben mit den ihnen entsprechenden Punkten der geradlinigen Punktreihe, 
dasselbe Doppelverhaltnis. Auch kann man sagen, jene Punktreihe a], b1 

C1 , ••• der Kurve zweiter Ordnung sei zu der geradlinigen Punktreihe a, b, 
c, ... perspektiv gelegen. 

Projiziert man nach dem soeben beschriebenen Verfahren zwei projektive 
Punktreihen einer Geraden von einem Punkte seiner Kurve zweiter Ordnung 
aus, oder auch von zwei verschiedenen Punkten s und t einer solchen Kurve 
aus, auf diese Kurve, so erhiilt man auf der Kttrve zweiter Ordnung zwei zu
einander projektive Punlctreihen, und man spricht von einer Projektivitat 
auf der Kurve zweiter Ordnung. Bilden die beiden projektiven Punkt
reihen auf del' Geraden zusammen eine Involution, so gilt dasselbe von den 
zu ihnen perspf'ktiven Punktreihen auf del' Kurve zweiter Ordnung. 

Harmonische Punktwiirfe auf einer Kurve zweiter Ordnung. Fur einen har
monischen Punktwurf einer Kurve zweiter Ordnung HiBt sich auch leicht 
ein Merkmal angeben, das es entbehrlich macht, \Vie bei einem beliebigen 
Punktwurf del' Kurve auf die Beziehung zu einem perspektiven, der Kurve 
eingeschriebenen Strahlwurf zuriickzugreifen. Ein solches Merkmal liefert 
der folgende Satz mit seiner U mkehrung: 

Satz 571: Bei einem harmonischen Punktwurf auf einer Kurve 
zweiter Ordnung geht die Verbindungslinie des einen Paares zu
geordneter Punkte durch den Schnittpunkt del' Tangen ten der 
Kurve, in den Punkten des andern Paares gezogen. Oder andel's 
ausgedriickt: Die Verbindungslinien der beiden Paare zugeordneter 
Punkte eines harmonischen Punktwurfs einer Kurve zweiter Ord
nung sind hinsichtlich diesel' Kurve konjugiert. 

Beweis: 1st der Punktwurf klmn einer Kurve zweiter Ordnung harmo
nisch, so werden die 4 Punkte le, l, m, n des Wurfes von jedem Punkte 
.:c- der Kurve, insbesondere also auch von den 

beiden letztell (einander zugeordneten) Punkten 
m und n des W urfes, durch je einen harmo-

~-----=~/k nischen Strahlwurf projiziert (Fig. 2). Von 
diesell beiden Strahlwiirfen enthiilt del' eine 

Fig. 2. die Tangente del' Kurve im Punkte m, der 
andere diejenige im Punkte n. Es sind also die beiden Strahlwiirfe 

m(7clmn) und n(klmn) 

harmonisch, wo die Symbole m(klmn) und n(klmn) die Strahlwiirfe be
zeichnen sollen, die man erhiilt, wenn man den Punktwurf klmn unserer 
Kurve zweiter Ordnullg yon den Punkten m und n aus projiziert. 
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Da a ber nach dem Satze 35 ein harmonischer Strahl wurf auch harmo
nisch bleibt, wenn man zwei zugeordnete Strahlen miteinander vertauscht, 
so kann man den ersten Strahlwurf auch durch den vVurf m(k1nm) er
setzen. Die beiden harmonischen Strahlwiirfe 

m(k1nm) und n(k1mn) 

schneiden nun aber die Verbindungsgerade [k1J del' beiden ersten (ein
ander zugeordneten) Punkte des Wurfes k1mn in je einem harmonischen 
Punktwurf. Bezeichnen wir diese beiden harmonischen Punktwiirfe fUr 
deu Augenblick mit 

so mlissen diese Punktwiirfe, da sie harmonisch sind und die 3 ersten 
Punkte k, 1, y entsprechend gemein haben, auch die vierten Punkte Xl 

und X 2 gemein haben, das heiBt, diese Punkte Xl und x2 miissen in einen 
und denselben Punkt X zusammenfallen. 

Die Tangenten, in den Punkten 'In und n an die Kurve zweiter Ordnung 
gezogen, treffen sich also in einem Punkte X der Geraden k1, oder anders 
ausgedrlickt, der Pol x del' Geraden mn hinsichtlich der betrachteten Kurve 
zweiter Ordnung liegt auf der Geraden k1, oder endlich, die beiden Geraden 
le1 und mn sind hinsichtlich der Kurve zweiter Ordnung konjugiert. 

Von diesem Satze gilt abel' auch die Umkehrung, namlich del' Satz: 

Satz 572: Umkehrung des Satzes 571: Geht eine Sekante einer 
Kurve zweiter Ordnung durch den Schnittpunkt zweierTangenten 
del' Kurve hindurch, so werden die beiden Schnittpunkte der 
Kurve mit der Sekante durch die Berlihrungspunkte del' beiden 
Tangenten harmonisch getrennt. 

Oder anders ausgedrlickt: Zwei gerade Linien, welche hinsicht
lich einer Kurve zweiter Ordnung konjugiert sind, bestimmen, 
falls sie beide die Kurve schneiden, auf ihr einen harmonischen 
Punktwurf. 

Beweis: Es seien k und 1 die Schnittpunkte einer Kurve zweiter Ord
nung mit einer Sekante und m nnd n die Berlihrungspunkte zweier Tan
genten der Kurve, welche sich in einem Punkte X der Sekante kl schnei
den, so ist zu beweisen: der Punktwurf k1mn der Kune ist harmonisch. 

Bezeichnet man den Schnittpunkt del' beiden Sekanten kl und mn mit 
y, so ist der Punkt y ein Punkt del' Polare von X in bezug auf die Kurve 
und wird also, da er zugleich mit k, lund x in einer Geraden liegt, durch 
die Punkte k und 1 von x harmonisch getrennt. Es ist daher auch der 
Strahlwurf m(klxy) harmonisch, und somit ist auch der Punktwurf le1mn 
harmonisch, welchen diesel' Strahlwurf aus der Kurve zweiter Ordnung 
ausschneidet. 

1* 
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Begriff einer Projektivitiit auf einer Kurve zweiter Klasse. Ganz entsprechen
de Beziehungen ergeben sich beim Dualistischen. Nach dem Satze 56 
wird jedes Tangentenquadrupel einer Kurve zweiter Klasse, fiir dessen 4 Gc
raden eine bestimmte Rangordnung festgesetst ist, die unabhiingig von der 
Lage der Tangenten an der Kurve angenommen werden kann, durch aIle 
Tangenten dieser Kurve in einem Punktwurf von demselben DoppeiverhiiIt
nis geschnitten, und man kann daher auch dem betrachteten Tangentenqua
drupel selbst ein DoppeiverhiiItnis beilegen, niimlich jenes konstante DoppeI
verhiiltnis aller dieser Punktwiirfe. 

Dehnt man daher den Begriff eines Strahlwurfes, der bisher (vgl. S. 55:1f. 
des ersten Bandes) auf 4 Strahien beschriinkt war, die durch einen und 
denselben Punkt gehen, iibel:haupt auf ein System von 4 Geraden der Ebene 
mit gegebener Rangordnung aus, die ein Doppelverhiiltnis bestimmen, so 
kann man von 4 in vorgeschriebener Rangordnung gedachten Tangenten 
einer Kurve zweiter Klasse sagen, sie bilden einen Tangentenwurf dieser 
Kurve zweiter Klasse. 

Man kann dann weiter eine Kurve zweiter Klasse auf eiD Strahibiischel 
mit beliebigem Scheitel projektiv beziehen, iudem man siimtliche Strahien 
A, B, 0, ... jenes Strabibiischeis mit einC1" beliebigen TangC1~te T jener Kurve 
£weiter Klasse schneidet. Dann sind die zweiten TaDgenten Au BlI 011 ... , 
die man von jenen Schnittpunkten an die Kurve zweiter Klasse legen kann 
(Fig. 3) projektiv auf die BtraMen A, B, 0, ... jenes Btrahlbiischels bezogen; 
denn je 4 so gewonnene Tangenten del' Kurve zweiter Klasse haben mit 
den entsprechenilen Strahien des Strahlbiischels dasselbe Doppelverhiiltnis. 
Auch kann man sagen, jenes Tangentenbiischel All BlI OIl ... del' Kurve 
zweiter Klasse sei zu dem Strahlbuschel A, B, 0, ... perspe7ctiv gelegen. 

Projiziert man nach dem soeben beschriebenen Verfahren zwei projektive 
Strahibiischel mit demselben Scheitel von einer Tangente T einer Kurve 
zweiter Klasse aus, oder auch von zwei verschiedenen Tangenten S und T 
einer solchen Kurve aus, auf diese Kurve, so erhiilt man at£f der Kurve zweite'l" 
Klasse zwei zueinander proje7ctive Tangentenbiischel, und man spricht von einer 
Projektivitiit auf der Kurve zweiter Klasse. Biiden die beiden projek
tiven Strahibiischel mit demselben Scheitel zusammen eine Involution, so 
gilt dasselbe von den beiden zu ihnen perspektiven Tangentenbiischeln der 
Kurve zweiter Klasse. 

Harmonische Tangentenwilrle einet· Ktwve zweiter Klasse. Fiir einen har
monischen Tangentenwurf einer Kurve zweiter Klasse gelten die Siitze: 

Satz 573: Bei einem harmonischen Tangentenwurf einer Kune 
zweiter Klasse Iiegt der Schnittpunkt eines Paares 7.ugeordneter 
Tangenten mit den Beriihrungspunkten des andern Tangenten
paares in einer Geraden. 
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Beweis: Ist der Tangentenwurf KLMN einer Kurve zweiter Klasse har
monisch, so werden die Tangenten K, L, M, N des W urfes von einer jeden 
Tangente der Kurve, insbesondere also auch von den beiden letzten (einander 
zugeordne.ten) Tangenten M und N des Wurfes, in je einem harmonischen 
Punktwurf geschnitten (Fig. 4). Vou dies en beiden Punktwiirfen enthiilt der 
eine den Beriihrungspunkt der Tangente M, der andere den Beriihrungs
punkt der Tangente N. Es sind also die beiden Punktwiirfe 

M(KLMN) und N(KLMN) 
harmonisch. 

Da aber nach dem Satze 32 ein harmonischer Punktwurf auch harmo
nisch bleibt, wenn man zwei zugeordnete Punkte miteinander vertauscht, 

Fig. 3. l!'ig.ol. 

so kann man den ersten Punktwurf auch durch den Wurf M(KLN M) 
el'setzen. Die beiden harrnonischen Punktwiirfe 

M(KLNM) und N(KLMN) 

werden nun aber von dern Schnittpunkte [KL] der beiden ersten (einander 
zugeordneten) Tangenten des Wurfes KLMN in .ie einem harmonischen 
Strahlwurf projiziert. Bezeichnen wir diese beiden harrnonischen Strahlwiirfe 
mit dem Scheitel [KL] fiir den Augenblick mit 

KLYX1 und KLYXs, 

so miissen diese Strahlwiirfe, da sie harmonisch sind und die 3 ersten Strah
len K, L, Yentsprechend gernein haben, auch die vieden Strahlen Xl und 
X2 gemein haben, das heiBt, diese Strahlen Xl und X2 milssen in einen und 
denselben Strahl X zusammenfallen. 

Die Verbindungslinie del' Beriihrungspunkte del' Tangenten M und N 
geht also durch den Punkt [K L J hindurch, oder anders ausgedriickt, die 
Polare X des Punktes [M N] hinsichtlich del' Kurve zweiter Klasse enthiilt 
den Punkt [KL], oder endlich, die beiden Punkte [KL] und [MN] sind 
hinsichtlich der Kurve zweiter Klasse konjugiert. 
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Und von diesem Satze gilt auch die Umkehrung, namlich del' Satz: 
Satz 574: Umkehrung des Satzes 573: Geht die Beruhrungs

sekante zweier Tangenten einer Kurve zweiter Klasse durch den 
Schnittpunkt zweier anderen Tangenten del' Kurve, so bilden die 
beiden Tangentenpaare einen harmonischen Tangenten wurf del' 
Kurve. 

Oder andel'S ausgedruckt: Liegen zweiPunkte, die hinsichtlich einer 
Kurve zweiter Klasse konjugiert sind, beide auBerhalb del' Kurve, 
so bilden die von ihnen ausgehenden Tangentenpaare einen har
monischen Tangentenwurf del' Kurve. 

Beweis: Es seien K und L zwei Tangenten einer K urve zweiter Klasse 
und M und N zwei weitere Tangenten, deren Berlihrungssekante X elurch den 
Schnittpunkt [KL] del' beiden ersten Tangenten hindurchgeht, so ist zu be
weisen: del' Tangentenwurf KLMN del' Kurve ist harmonisch. 

Bezeichnet man noch die Verbindungslinie del' beiden Tangentenschnitt
punkte [KLJ und [M NJ mit 1', so enthalt die Gerade Y den Pol [M NJ del' 
Berlihrungssekante X (Fig. 4) und wird also, da sie zugleich durch den 
Schnittpunkt del' beiden Tangenten K uud Lund del' Geraden X geht, 
nach dem Satze 412 durch die Tangenten K und L von del' Geraden X har
monisch getrennt. Es ist daher auch del' Punktwurf M(KLX Y) hannonisch 
und somit auch der Tangentenwurf KL M N der Kurve zweiter Klasse, welcher 
"der Schein" jenes Punktwurfes ist. 

Mit den Satzen 573 und 574 ist die Bedingung dafur, daB 4 Tangenten 
K, L, M, N einer Kurve zweiter Klasse einen harmonischen Tangenten
wurf diesel' Kurve bilden, losgelost von dem Begriff eines harmonischen 
Punktwurfes einer Geraden, an den er seiner ErkIarung zufolge zunachst 
gebunden war. 

Die Involntion auf einer Kurve zweiter Ordnung. N ach dem Satze 104 ist 
eine Projektivitat in del' Geraden eine Involution, sobald in den beiden ein
ander durch die Projektivitat zugeordneten Punktreihen irgend zwei getrennt 
liegende Punkte sich wechselseitig entsprechen. Derselbe Satz besteht dann 
offenbar auch fiir eine Projektivitat auf einer Kurve zweiter Ordnung, da 
diese je aus einer Projektivitat in der Geraden durch Projektion von einem 
Punkte del' Kurve aus gewonnen wird, clas heiBt, es gilt del' Sat.z: 

Satz 575: Entsprechen sich in einer Projektivitat auf einer Kurve 
zweiter Ordnung irgend zwei getrennt liegellde Punkte wechsel
seitig, so ist die Projektivitat eine Involution. 

Da del' entsprechende Satz fiir eine Projektivitut in del' Geraclell auf 
rechnerischem Wege abgeleitet wurde, so hat es ein Interesse, den Satz 675 
durch rein geometrische Schliisse zu bestatigen, zumal sich dabei wich
tige Eigenschaften einer Involution auf einer Kurve zweiter Ordnung er-
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geben werden. Wir beschranken uns hierzu auf eine nicht zerfallende 
Kurve zweiter Ordnung, da schon bei einer in ein Linienpaar zerfallenden 
Kurve zweiter Ordnung eine auf ihr erzeugte Involution doch wieder einer 
Geraden angehoren witrde, so daB also keine neuen Beziehungen hervortre
ten konnen. 

Es seien also in einer Projektivitat auf einer nicht zerfallenden Kurve 
zweiter Ordnung die Punkte al und a2 zwei sich wechselseitig entsprechende 
Punkte, und es sei ferner dem Punkte bl diesel' Kurve der Punkt b'J del' 

-4 

a" 

V' 
Fig. 5. 

x" 
Fig. 6. 

lCurve zugeordnet, so werden in dell beiden projektiven Punktreihen jener 
Kurve zweiter Ordnung den 3 Punkten au aa, bi der ersten Punktreihe 
die drei Punkte a2 , au b2 del' zweiten zugewiesen (Figg. 5 u. 6). Kon
struiert man dann noch den Punkt 

(1) v = [al a2 • bl b2] 

und auBerdem seine Polare V in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung, 
indem man zuerst die Pl1nkte 

(2) { a' = [alba' a2 bi ] 

a" = [al bi . aa b2] 

und 

bestimmt und dann a' mit an verbindet, so ist in del' Tat nach S. 189 des 
erst en Teiles dieses Bandes die Verbindungslinie 

(3) V = [a' an] 
die Polare des Pl1nktes v in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung. 

Entnimmt man jetzt aus den beiden projektiven Strahlbiischeln, welche 
die beiden projektiven Punktreihen del' Kurve zweiter Ordnung von den 
PUllkten ba und bl aus projizieren, die beiden Strahltripel 

b2 (al a2 bl ) und bi (a2 al b2), 

durch welche die projektive Beziehung jener beiden Strahlbiischel festge
legt wird, so sieht man, daB die beiden Strahlbiischel perspeJ,,1;iv zueinande1' 
liegen; denn die Verbindungslinie ihrer beiden Scheitel ba und bi entspricht 
sich selbst (vgl. Satz 48). Da ferner in den beiden Strahlbiischeln die 
Strahl en 
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einander zugeordnet sind und ebenso die Strahlen 

b2 a2 und bl au 

so ist wegen (2) und (3) die Gerade V die Perspektivitiitsachse der beiden 
Strahlbiischel. 

Man kann dann zeigen: J e zwei weitere Punkte Xl und x2 der betrachte
ten Kurve zweiter Ordnung, welche mit dem Punkte v in einer Geraden liegen, 
werden ebenso wie die Punkte al und a2 durch zwei Paare entsprechender 
Strahlen der beiden oben betrachteten perspektiven Strahlbiischel mit den 
Scheiteln b2 und bi und der Perspektivitiitsachse V projiziert. Denn nach 
S. 189 des erst,m Teils dieses Bandes gehoren auch die Punkte 

(4) {
X' = [Xl b2 • x2 bl ] und 

x" = [Xl bl • x2 b2] 

der Polare V des Punktes van. Daraus aber folgt, daB in den beiden per
spektiven Strahlbiischeln mit den Scheiteln b2 und bi und der Perspekti
vitatsachse V die Strahlen 

und ebenso die Strahlen 

b2 x2 und bixi 

einander zugeordnet sind, und daB somit in der Projektivitat auf del' Kune 
zweiter Ordnung, deren Punktreihen aus del' Kune durch die beiden per
spektiven Strahlbiischel ausgeschnitten werden, auch die Punkte Xl und Xz 
einander wechselseitig entsprechen, womit wirklich eine Bestatigung des Satzes 
575 gewonnen ist. Zugleich hat man den Satz: 

Satz 576: Bei einer jeden Involution auf einer nicht zerfallen
den Kune zweiter Ordnung schneiden sich die Verbindungslinien 
je zweier entsprechenden Punkte in einem und demselben Punkte 
v, del' das Zentrum der Involution auf jener Kune zweiter Ord
nung genannt wird. Und umgekehrt bilden die Punktpaare, welche 
aus einer nicht zerfallenden Kurve zweiter Ordnung durch die 
Geraden ausgeschnitten werden, die durch einen festen Punkt v 
ihrer Ebene hindurchgehen, die Punktpaare einer In volution auf 
dieser Kune. 

Die Richtigkeit der Umkehrung folgt, weil die auf die beschriebene 
Weise erzeugten Punktreihen a1 , bll Xl und as, b2 , x2 von den Punkten b2 und 
bl der Kurve aus durch zwei perspektive Strahlbiischel projiziert werden, 
deren zugeordnete Strahlen sich wechselseitig entsprecheu (vgl. die obigen 
Figg, 5 u. 6). 

Man kann noch hinzufiigen: Da die Verbindungslinie X je zweier ent
sprechenden Punkte Xl und X2 del' in dem Satze 576 betrachteten Involu
tion auf del' Kurve zweiter Ordnung durch den Punkt v geht, so muB nach 



Abschnitt 39, Gleichung (4), Satz 576 bis 580 9 

dem Satze 394 auch umgekehrt del' Pol x jener Verbindungslinie, das hei.Bt 
del' Schnittpunkt del' Tangenten, in irgend zwei zugeordneten Punkten Xl 

und X2 del' Involution an die Kurve zweiter Ordnung gezogen, auf del' Polare 
V des Punktes 'V gelegen sein (Fig. 7). Aus diesem Grunde nennt man die 
Gerade V die Achse del' 
betrachteten Involution 
auf del' Kurve zweiter 
Ordn ung. Man hat also 
den Satz: 4" 

Satz 577: Die Tangen
ten, in irgend zwei ent
sprechenden Punkten 
einer Involution auf 
elller nicht zerfallen
den Kurve zweiter Ord-

x 

Fig. 7. 

n ung an die Kurve gezogen, schneiden sich in einem Punkte einer 
festen Gel'aden, welche die Achse del' Involution auf del' Kul've 
zweiter Ordnung genannt wird. Sie ist die Polare des Zentrums 
jener Involution in bezug auf diese Kurve. 

Aus diesem Satze folgt ferner: Verbindet man die etwaigen Schnittpunkte 
k und l einer Kurve zweiter Ordnung und del' Achse V einer auf ihr gege
benen Involution mit dem zugehorigen Involutionszentrum v (Fig. 7), so 
sind die Verbindungslinien Tangenten der Kurve zw.eiter Ordnung. Und 
hieraus wieder geht hervor, daB diese Schnittpunkte k und l die Doppelpunkte 
jener Involution auf der K~trve zweiter Ordnung sind. 

Man hat also den Satz: 
Satz 578: Man erhalt die Doppelpunkte einer Involution auf 

einel' nicht zel'fallenden Kurve zweitel' Ordnung, indem man, 
nach Belieben, die Kurve mit del' Involutionsachse schneidet oder 
von dem Involutionszentl'um die beiden Tangenten an die Kul've 
legt. Dann sind die S chnittpunkte del' Involutionsachse mit del' 
Kul've oder, was aufdasselbehinauskommt, dieBel'iihl'ungspunkte 
jener beiden Tangenten die gesuchten Doppelpunkte del' Involu
tion. 

Aus diesem Satze und dem Satze 576 folgt dann mit Riicksicht auf den 
Satz 572 del' weitel'e Satz: 

Satz 579: Die Doppelpllnkte einel' Involution auf einel' nicht 
zerfallenden Kul've zweitel' Ordnung werden durch jedes Paar 
zugeol'dnetel' Punkte diesel' Involution harmonisch getrennt. 

Und von dies em Satze gilt auch die folgende Umkehrung: 
Satz 580: Umkehrung von Satz 579: Werden auf einer nicht 

zerfallenden Kurve zweiter Ordnung zwei Punktpaal'e av a2 und 
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bu b2 durch zwei Punkte k, l del' Kurve harmonisch getrennt, 
so sind diese Pnnkte k, l die Doppelpnnkte del' durch die Punkt
paare au a2 und bp b2 bestimmtenInvolution, und das Entsprechen
de gilt aueh fiir eine Involution in del' Geraden und im Strahl
biischel. 

Beweis: Naeh dem Satze 571 geht die Verbindungslinie V del' Punkte k 
und l dureh den Pol a del' Geraden a l a2 und ebenso dureh den Pol b del' 
Geraden bl b2 hil1dureh (Fig. 8). Die Gerade V ist also die Verbindungs-

.-?-_----'::::...... .h7 linie diesel' beiden Pole a und b, ihr 
Pol v somit naeh dem Satze 406 del' 
Schnittpunkt del' Polaren a1 a2 und 

-4 ..... ~'~.....l\-....;;.--f--~i:.....-~...,iJ lil b2 von a und b. 

Naeh dem Satze 576 abel' ist del' 
Schnittpunkt del' Geraden ({) a2 und 
bi b2 , das heiBt del' PunH v, das Zen
trum del' durch die PUl1ktpaare a l , ({2 

zr und bll b2 auf del' Kurve zweiter Ord-
Fig. 8. nung bestimmten Involution. Ferner 

ist nach dem Satze 577 die Gerade V die Achse, und endlich sind nach 
dem Satze 578 die Punkte k und l die Doppelpunkte dieser Involution. 

Die obigen Figg. 5 u. 6 erHiuterten die beiden Faile, wo die Schnitt
punkte der Involutionsachse mit der Kurve zweiter Ordnung getrennt 1'eell 
odeI' konjugiert komplex sind, wo also die Involution zwei getrennt liegende 
reelle oder zwei konjugiert komplexe Doppelpunkte aufweist, d. h., wo die 
Involution hyperbolisch odeI' elliptiseh ist (S. 160 des ersten Bandes). Als 
Pol del' Involutionsachse (vgl. Satz 577) liegt dann das Involutionszentrum 
im ersten Falle auBerhalb, im zweiten Falle innerhalb del' Kurve zweiter 
Ordnung. Dagegen liegt bei einer parabolisehen Involution, die nach dem 
Satze 135 zwei zusammenfallende reelle Doppelpunkte besitzt, das Invo
lutionszentrum auf del' Kurve zweiter Ordnung. Man hat daher den Satz: 

Satz 581: Bei einer hyperbolisehen Involution auf einer nicht 
zerfallenden Kurve zweiter Ordnung liegt das Involutionszen
trum auBerhalb, bei einer elliptischen Involution innerhalb, bei 
einer parabolisehen Involution auf del' Kurve. 

Diesel' Satz ergibt zugleich eine ansehauliche Bestatigung des Satzes 158, 
naeh welehem in einer elliptischen Involution je zwei Paare entspreehender 
Elemente einander trennen, und gestattet zugleich, ihm die entsprechende 
Eigenschaft einer hyperbolisehen Involution an die Seite zu stellen. Man 
erhalt so den Satz: 

Satz 582: Bei einer elliptischen Involution trennen sieh je zwei 
Paare entspreehender Elemente, bei eine1' hyperbolisehen Involu
tion trennen sie sieb nieht. 
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Konstruktion des Pols einer Geraden in bezug auf eine Kune zweiter Klasse. 
Um die Betrachtung del' Involution auf einer Kurve zweiter Klasse vor
zubereiten, schicken wir eine Konstruktioll des Pols V P einer Geraden V 
in bezug auf ein Polarsystem zweiter Klasse P mit reeller Polarkurve vor
aus, welche del' auf S. 189 des ersten Teils dieses Bandes gegebenen Konstruk
tion del' Polare eines Punktes in bezug auf ein Polal"system zweiter Ord
nung mit reeller Polkurve dual entspricbt und sich auf den Satz 412 stiitzt. 

Man nehme dazu auf del' Geraden V zwei Punkte an, die auBerhalb del' 
Polarkurve von P gelegen sind (Figg. 9 u. 10), und ziehe von ihnen die 

0/ 
Fig. 9. Fig. 10. 

beiden Tangentenpaare an die Kurve, so bestimmen die so erhaltenen 4 
Geraden die Seiten eines vollstandigen Vierseits, von dem die Gerade V eine 
Nebenseite bildet. Konstruiert man daher noeh die beiden andern Nehen
seiten des vollstandigen Vierseits, so ist ihr Schnittpunkt del' gesuchte Pol 
V P der Geraden V in bezug auf das Polarsystem zweiter Klasse P. 

Nach dem Satze 303 werden namlich in dem konstruierten vollsUindigen 
Vierseit die von den beiden auf V liegenden Ecken ausgehenden Seiten des 
Vierseits dureh die N e benseite V und die nach der gegeniiberliegenden N eben
eeke laufenden Strahlen vVl und W2 harmoniseh getrennt. Folglieh ist naeh 
dem Satze 412 diese Nebenecke del' Pol VP del' Geraden Jl. Man hat 
also den Satz: 

Satz 583: Macht man eine Geude V zu einer Nebenseite eines 
vollstandigen Tangentenvierseits einer Kurve zweiter Klasse P, 
so sehneiden sich die beiden andern Nebenseiten des Vierseits 
in dem Pole VP del' Geraden V hinsiehtlich del' Kurve zweiter 
Klasse P. 

Durch die beiden Figg. 9 u. 10 werden die beiden Faile veranschaulicbt, 
wo die Gerade V ganz auBerhalb del' Kurve zweiter Klasse verlauft, und 
wo sie dieselbe schneidet. In ihnen sind ferner die Strahlen TVl und W 2 

fii1' die KOllstruktion clltbehrlieh und nur des Beweises wegen hinzugefiigt. 
N atiirlich kann das Tangentenvierseit der Kurve zweiter Klas8e aueh so 
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gelegen sein, daB die Kurve ihm nicht wie in den Figg. 9 u. 10 "eingeschrie
ben", sondern "angeschrieben" ist. Diese Lage zeigt die Fig. 11; in ihr sind 
die Strahlen w;, und W, weggelassen. 

Die Involtttion auf einer Kurve zweiter Klasse. Zur Charakterisierung einer 
Projektivitat auf einer Kurve zweiter Klasse als Involution ist del' folgende, 
dem Satze 575 dualistisch zugeordnete, Satz von Wichtigkeit: 

.9'J 

'V' 

Fig. 12. 

Satz 584: Entsprechen sich in einel' Projektivitat auf einer 
Kurve zweiter Klasse zwei voneinander verschiedene Tangenten 
wechselseitig, so ist die Projektivitat eine Involution. 

Seine Richtigkeit folgt unmittelbar aus del' perspektiven Beziehung einer 
Projektivitat auf einer Kurve zweiter Klasse zu einer Projektivitat in einem 
Strahlbiischel. Abel' man kann fiir den Satz auch eine direktere Bestatigung 
geben, wobei wir uns wieder auf eine nicht zerfallende Kurve zweiter Klasse 
beschranken. 

Es seien in einer Projektivitat auf einer nicht zerfallenden Kurve zweiter 
Klasse die Geraden Al und .A2 zwei sick wechselseitig entsprechende Tan
genten, und es Bei au.6erdem del' Tangente Bl del' Kurve die Tangente B2 
zugeordnet, so werden in den beiden projektiven Tangentenbiischeln diesel' 
Kurve zweiter Klasse den 3 Tangenten All As, Bl des ersten Tangenten
biischels die 3 Tangenten .AS) AllBs des zweiten Tangentenbiisehels zugewie
sen. Konstruiert man dann noeh die Gerade 

(5) 

und auBerdem ihren Pol v, indem man von dem vollstandigen Vierseit Al 
A 2B1 B2) von welehem die Gel'ade V eine Nebenseite bildet, die heiden 
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andern N ebenseiten 
(6) { A' = [AI B2 . A2 B I ] und 

A" = [AI BI . All BlIJ 

bestimmt, so ist nach dem Satze 583 ihr Schnittpunkt 

(7) v = [A' A"] 
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der Pol der Geraden V in bezug auf die Kurve zweiter Klasse (Fig. 12). 
Entnimmt man jetzt aus den beiden projektiven Punktreihen, welche die 
beiden projektiven Tangentenbiischel der Kurve zweiter Klasse aus den 
Tangenten B2 und Bl ausschneiden, die beiden Punkttripel 

B2 (AI Al/B1) und B 1 (A2 A t Bl/), 

durch welche die projektive Beziehung jener beiden Punktreihen festgelegt 
wird, so sieht man, daB diese beiden Punktreihen perspektiv zueinander 
liegen; denn der Schnittpunkt ihrer beiden Trager entspricht sich selbst 
(vgl. Satz 47). Da ferner in den beiden Punktreihen die Punkte 

[B2 At] und [Bl A 2] 

einander zugeordnet sind und ebenso die Punkte 

[B2AsJ und [BIA1], 

so ist wegen (6) und (7) der Punkt v das Perspektivitatszentrum der beiden 
Punktreihen. 

Man kann dann zeigen: Je zwei weitere Tangenten Xl und Xli der betrach
teten Kurve zweiter Klasse, die sich auf der Geraden V schneiden, werden 
ebenso wie die Tangenten Al und A~ von den Tragern Bj/ und BI der beiden 
oben betrachteten perspektiven Punktreihen mit dem Perspektivitatszentrum 
v in zwei Paaren entsprechender Punkte geschnitten. Denn nach dem Satze 
583 gehen auch die Geraden 

(8) 
J X' = [XI B 2 • Xl/B1J und 

I X" = [Xl BI . Xl/BlI] 

durch den Pol v der Geraden V hindurch, da in dem vollstandigen Tangen
ten vierseit Bl Bl/ Xl Xli der Kurve zweiter Klasse die Gerade V eine N eben
seite bildet, wahrend die Geraden X' und X" die beiden andern Neben
seiten darstellen. Daraus aber folgt, daB in den beiden perspektiven Punkt
reihen mit den Tragern Bj/ und BI und dem Perspektivitatszentrum v diePunkte 

[Bl/XI ] und [B1Xll] 

und ebenso die Punkte 

einander zugeordnet sind, und daB somit in der Projektivitat auf der 
Kurve zweiter Klasse, del·en Tangentenbiischel zu jenen beiden Punkt-
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reiben perspektiv liegen, auch die Tangenten Xl und X2 einander wechsel
seitig entsprechen, womit wirklich eine Bestatigung des Satzes 584 ge
wonnen ist. Zugleich hat man den Satz: 

Satz 585: Bei einer jeden Involution auf einer nicht zerfallen
den Kurve zweiter Klasse liegen die Schnittpunkte je zweier 
entsprechenden Tangenten der Kurve auf einer und derselben 
Geraden V, welche die Achse der Involution auf jener Kurve 

y-

zweiter Klasse ge
nannt wird. Und 
umgekehrt bilden 

die Tangenten
paare, die sich an 
eine nicht zerfal
lende K urve zwei
ter Klasse von den 
Punkten einer Ge
raden V legen 
lassen, eine In
volution auf die
ser Kurve zweiter 
Klasse. 

Die in diesem 
Satze enthaltene Um
kehrung kann ebenso 
wie bei dem Dua
listischen be wiesen 

Fig. 13. werden. 

Man kann noch hinzufiigen: Da der Schnittpunkt x je zweier entsprechen
den Tangenten Xl und Xs der in dem Satze 585 betrachteten Involution 
auf der Kurve zweiter Klasse der Geraden V angehOrt (Fig. 13), so mu13 
auch umgekehrt die Polare X jenes Schnittpunktes x, d. h. die Beriihrungs
sekante Xl x2 je zweier einander zugeordneten Tangenten Xl und X2 jener 
Involution durch den Pol v der Geraden V hindurchgehen. Aus diesem Grun
de nennt man den Punkt v das Zentrum der betrachteten Involution aUf del" 
](~wve zweiler ](lasse. Man hat daher den Satz: 

Satz 586: Die Berlthrungssekanten je zweier einander entspre
chender Tangenten einer Involution auf einer nicht zerfallenden 
Kurve zweiter Klasse gehen durch einen festen Punkt, del' das Zen
trum der Involution auf del' Kurve zweiter Klasse genannt wird. 
Er ist der Pol del' Achse jener Involution in bezug auf diese Kurve. 

Halt man dies en Satz mit den Slitzen 576, 577 und 585 zusammen, so 
ergibt sieb der weitere Satz: 
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Satz 587: Die Beruhrungspunkte einer Tangentel1involution auf 
einer nicht zerfallenden K urve zweiter Klasse bildel1 eine Punkt
involution auf del' zugehorigen Kurve zweiter Ordnung, und um
gekehrt bilden die Tangenten in den Punkten einer Punktin
volution auf einer nicht zerfallenden Kurve zweiter Ordnung 
eine Tangentenin volution auf del' zugehorigen Kune zweiter 
Klasse. Dabei sind in beiden Fallen das Zentrum und die Achse 
del' beiden zusammengehorigen Involutionen identisch. 

Dieser Satz steht in Zusammenhang mit dem folgenden allgemeinen Satz 
uber projektive ZlIordnung der Punkte einer Kurve zweiter Ordnung zu den 
Tangenten, in diesen Punkten gezogen: 

Satz 588: Eine Punktreihe auf einer nich t zerfallenden Kurve 
zweiter Ordnung ist projektiv dem Tangentenbitschel zugeordnet, 
das man in den Punk ten del' Punktreihe an die Kune legen kann, 
vorausgesetzt, daB man diese Tangenten als Hullgeraden del' mit 
del' Knrve zweiter Ordnung zusammenfallenden Kurve zweiter 
Klasse auffaBt. 

Beweis: Es sei a bed ein einer nicht zerfallenden Kurve zweiter Ordnung 
eingeschriebenes einfaches Viereck und ABOD das in denselben Punkten 
umschriebene einfache Vierseit (Fig. 14), dessen m 
Ecken mit k, l, m, n bezeichnet sein mogen, 
indem man namlich 

[AB] = k, [BO] = l, 

[OD] = m, [DA] = n 
setzt. Dann gehen, falls man die Kurve zweiter 
Ordnung zugleich ais Kurve zweiter Klasse 
auffaBt, was zulassig ist, da sie nach del' 
Voraussetzung nicht zerflillt, nach dem Satze 
von Brianchon fiirs einfache Vierseit (Satz 68) 

Fig. 14. 

die Verbindungslinien a e und b d del' Berithrungspunkte del' beiden Paare 
Gegenseiten A, 0 und B, D des einfachen Vierseits durch den Diagonalen
schnittpunkt 

q = [lem . lnJ 
des Vierseits hindurch. 

Denkt man sich jetzt von den 4 Ecken des Vierecks abed die 3 ersten 
Ecken a, b, c fest, und ebenso die zugehorigen Tangenten A, B, 0, die vierte 
Ecke d abel' auf del' Kurve zweiter Ordnung veranderlich, so wird die zu
gehorige Tangente D die laufende Gerade des die Kurve einhitllenden Tan
genten buschels, und es durchlaufen bei del' Veranderung del' Tangente D die 
Punkte m und q die Punktreihen mit den Tragern 0 und [ae]. Ferner ist 
die auf del' Kurve zweiter Ordnung yom Punkte d bescbriebene Punktreihe 
perspektiv bezogen auf das Strablbiischel [btl], das soil beiBen auf das Strabl-
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buschel, das von dem Strahle [b dJ urn den auf del' K urve liegenden festen 
Punkt b bei del' Veranderung des Punktes d del' Kurve beschrieben wird. 
Das Strahlbiischel [bd] abel' ist wieder pel'spektiv bezogen auf das Strahl
biischel [km] mit dem Scheitel k vel'mittels del' Punktl'eihe q mit dem Trager 
(ca]. Das Strahlbuschel [km] endlich ist perspektiv bezogen auf die Punkt
reihe, beschrieben yom Punkte m auf del' Tangente 0, und diese Punktreihe 
mist wieder perspektiv bezogen auf das Tangentenbiischel D del' zu del' Kurve 
zweiter Ordnung gehorenden Kune zweiter Klasse. Foiglich ist auch die 
Punktl'eihe d del' Kurve zweiter Ordnung projektiv bezogen auf das Tangen
tenbuscbel D del' zugehorigen Kurve zweiter Klasse. 

Harmonische lnvolutionen aUf einer Kurve zweiter Ordnung. Auch fur 
harmoniscbe Involutionen liefert die Ubertragung auf eine Kune zweiter 
Ordnung odeI' zweiter Klasse einfache geometrische Beziehungen. Nach dem 
zweiten Satze von H. Wiener (Satz 248) konnen zwei hannonische Involu
tionen $ und tin einer Geraden dadurch charakterisiert werden, daB ihr Folge
produkt $ t wieder eine Involution darstellt; diese heiBe u. Alsdann besteht 
also die Gleichung 
(9) $t=u. 

Sind dabei noch die beiden Involutionen umkehrbar, d. h. wedel' parabo
lisch noch uneigentlich, so sind nach S. 326ff. deil ersten Bandes alle drei 
Illvolutionen $, t, u umkehrbar und zueinander barmonisch. Bildet man jetzt 
diese drei um7cehrbaren hm·monischen Involutionen $, t, u einer Geraden per-

..0 spektiv auf eine Kurve zweiier Ordnung ab und 

Fig. 15. 

bezeichnet die zugehorigen Involuiionszeniren 
mit s, t, u, so kann man zeigen, daB diese drei 
Involutionszentren zu del' zugehorigen Kurve 
zweitel' Ordnung in derselben Beziehung ste
hen wie die Stephanosschen Bilder del' drei 
harmonischen Involutionen $, t, u in del' Ge
raden zu del' Bildkurve del' parabolischen In
volutionen diesel' Geraden (vgl. S. 303ff. des 

--6:1 ersten Bandes), daB sie namlich die Ecken 
eines Polardreiecb jener Kurve bilden. 

In del' Tat sind all bi und a2 , b2 zwei Paare del' Involution mit dem Zen
trum s, und bilden zugleich die Punkte bi und a2 ein Paar del' Involution 
mit dem Zentrum t (Fig. 15), und sind endlich die Involutionen mit den 
Zentren s und t zueinander harmonisch, so bildennotwendig auch die Punkte 
a1 und b2 ein Paar del' Involution mit dem Zentrum t. Denn, benutzt man 
fur den Augenblick als Symbole fiir die Ztt den Involutionen $, t, u pet"spekt
iven lnvolutionen auf det" Kurve zweitel" Oranung die entsprechenden groBen 
deutscben Buchstaben Ei, ~, 11, so bestehen die Gleichungen: 



(10) 

Abschnitt 39, Gleichungen (9) bis (20) 

(11) {aile> = b2 

bile> = a2 

und somit auch die Gleichungen: 

(13) al ®% = bl % = a2 

(14) bl ®% = a l % 

(15) bj!®% = a2% = bl . 

(12) 
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{bl % = a2 

a2 % = bi 

Da nun abel' das Folgeprodukt ® % selbst eine Involution U darstellen soll, 
so daB also die Gleichung besteht: 

(16) ®% = U, 
so folgt aus der Gleichung (15), daB auch umgekehrt: 

(17) bl ®%=b2 
und somit wegen (14): 
(18) a1 % = b2 , 

also auch 
(19) b2 % = a l 

sein muB. Wegen (13) und (18) ist daher das Involutionszelltrum t del' 
Schnittpunkt der Geraden a2 bI und aI b2 , wahrend wegen (10) und (11) das 
Involutionszentrum s der Schnittpunkt del' Geraden al bi und a2 b2 war. 
Andererseits lassen sich wegen (16) die Gleichungen (13) und (17) auch in del' 
Form schreiben: 

(20) {alU = ail 
bi U = bil , 

welche zeigt, daB das Involutionszentrum u del' Schnittpunkt der Geraden a l a2 

und bi b2 ist. 
Damit ist aber bewiesen, daB die 3 Involutionszentren s, t, u del' 3 zu

einander harmonischen Involutionen e>, %, U die Nebenecken des del' Kune 
zweiter Ordnung eingeschriebenen vollstandigen Vierecks a1 a2 bI b2 bilden. 
Sie sind also (vgl. die Figur auf S. 308 des ersten Teils dieses Bandes) die 
Ecken eines Polardreiecks der Kune zweiter Ordnung. Und da auch die um
gekehrte SchluBweise zulassig ist, so hat man den Satzl): 

1) In der vorstehenden Entwicklung iet voriibergehend an den Punkten a1 , b1 , 

a2 , b~ nur ihre Lage, nicht auch ihr .MaBwert (ihre Masse, einschlieBlich des Vor
zeichens), festgehalten. Dementsprechend ist auch davon abgesehen worden, die 
elliptischen uud hyperbolischen Involutionen durch das Vorzeichen des Folgequa
drats ihres Symbols 6, 5!:, U zu charakterisieren. Dies erscheint hier entbehrlich, 
da ja nach dem Satze 581 uber den Charakter der Involution schon die Lage des 
Involutionszentrums entscheidet. In der Tat werden wegen (10) und (11) und wegen 
(12), (18) und (19) die beiden Folgequadrate 6 2 und 5!:2 beide = + 1, trotzdem 
nach der obigen Fig. 15 die Involution It) hyperboliscb und die Involution 5!: 
elliptisch ist, so daB fUr die zu diesen Involutionen perspektiven Involutionen £l 
und t in der Geraden das Folgequadrat 52 positiv und das Folgequadrat t2 nega
tiv wird (vgl. Satz 116). 

GraJlmnnn, Projoktive Geometrie d. Ebene 11,2 2 
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Satz 589: Drei umkehrbare Involutionen auf einer Kurve zweiter 
Ordnung sind dann und nul' dann zueinander harmonisch, wenn 
ihre Involutionszentren ein Polardreieck del' Kurve zweiter Ord
n ung bilden. 

Auch kann man, wenn man sich auf zwei harmonische Involutionen be
schranken will, den Satz aussprechen: 

Satz 590: Die Zentren zweier harmonischen Involutionen auf 
einer Kune zweiter Ordnung sind hinsichtlich diesel' Kune 
konjugiert. 

Aus diesem Satze folgert man ferner den Satz: 
Satz 591: Besitzt eine von zwei zueinander harmonischen Invo

lutionen zwei reelle Doppelpunkte, so bilden diese ein Paar der 
anderen. 

Sind namlich s und t die Zentren zweier harmonischen Involutionen auf 
einer Kurve zweiter Ordnung, so geht nach dem Satze 590 die Polare des 
Punktes s hinsichtlich diesel' Kurve durch den Punkt t hindurch. Besitzt nun 
aber· die Involution mit dem Zentrum s zwei reeIle Doppelpunkte dl d2 (Fig. 
16), so ist das Involutionszentrum s del' Schnittpunkt der beiden Tangenten, 
die man in den Doppelpunkten dl und d2 der Involution an die Kurve legen 
kann, die gerade Verbindungslinie dj d2 diesel' beiden Doppelpunkte also die 
Polare des Involntionszentrums in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung. 
Sie geht daher nach dem Obigen durch den Punkt t hindurch. Hieraus folgt 
dann aber wirklich, daB die Doppelpunkte dl und d2 der Involution s ein 
Paar der Involution mit dem Zentrum t bilden. 

Um eine Anwendung harmonischer Involutionen zu geben, beweisen wir 
den Satz: 

Satz 592: 1st ein vollstandiges Viereck einer Kune zweiter Ord
nung eingeschrieben, so ist die Involution, diejenes vollstandige 
Viereck auf einer beliebigen Geraden G ausschneidet, harmonisch 
zu der Involution, die diese Kurve zweiter Ordnung auf del' Ge
raden G hervorruft. 

Beweis l ): Nach dem zweiten Satze von H. Wiener (Satz 248) hat man 
zu zeigen, daB die Folge aus der Involution, die das vollstandige Viereck 
auf der Geraden G ausschneidet, und aus derjenigen Involution, welche die 
Kurve zweiter Ordnung auf del' Geraden G hervorruft, wieder eine invo
lution ist. 

Man bezeichne dazu die Ecken des der Kune zweiter Ordnung einge
schriebenen vollstandigen Vierecks mit k, l, 1n, n, seine drei Paare Gegen-

1) Der folgende Beweis ist unabhangig davon, ob die Schnittpunkte der Geraden 
G mit der Kurve zweiter Ordnung getrennt reell, zusammenfallend reeH oder konju
giert komplex sind. 
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seiten mit A, B, 0, D, E, F (Fig. 17), setze also etwa 

(21) j[mn] = A, Elk] = B, 

[nl] = 0, [mk] = D, 

Elm] = E, [nk] = F. 
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Ferner bezeichne man die Seiten des in den Punkten k, l, m, n der Kurve 
zweiter Ordnung umschriebenen vollstandigen Vierseits mit K, L, M, N, 
seine drei Paare Gegenecken dem obigen entsprechend mit a, b, c, d, e, {, 
so daB also 

(22) 
j[MN] 

I [NL] 

[LM] 

= a, [LK] = b, 
= c, [MK] = d, 
= e, [NK] = {, 

wircl. We iter sei p das Polarsystem der Kurve 
Viereck klmn eingeschrie-

zweiter Ordnung, der das 

ben ist, P das adjungierte 
Polarsystem und jj das zu 
dem adjungierten Polar
system P adjungierte Po
larsystem. Dieses kann sich 
nach der Formel (38) des 
31. Abschnitts fur den Fall 
eines nicht entartenden Po
larsystems p von dem 
Polarsystem p nur um 
einen nicbt verschwinden
den Zahlfaktor unterschei
den, ist also geometrisch 
betrachtet mit ibm iden-
tisch. Dann wird: 

(23) K = klJ, L = lp, 

M=mp, N=np, 

Fig. 16. 

~ 

Fig. 17. 

und ist endlich 9 der Pol von G in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung, so 
wird: 
(24) GP=g. 

2* 
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Nun bilden die 3 Punktpaare: 

(25) a1 = [GA], bl = [GB], Cl = [610], dl = [GD], 

el = [GE], fl = [GF], 

welche die 3 Paare Gegenseiten A, B, a, D, E, F des vollstandigen 
Vierecks klmn aus der Geraden G ausschneiden, nach dem Satze 532 eine 
Involution, und man hat die Folge dieser Involution und derjenigen Involu
tion zu bilden, die das Polarsystem p oder p auf der Geraden G hervorruft. 

Es wird aber wegen (25), (24), (21) und (23): 

alP = [G41p = [GP· AP] = [g. AP] = [g. mnP] 

= [g. mpnp] = [g. MN], 

das heiBt wegen (22): 

und entsprechend wird: 

alP = ega], 

blP = [gb], 

Fur die Schnittpunktpaare a2 , b2 , c2 ,d2 , es, f2 der Geraden G mit diesen 
Polarenpaaren der Punktpaare (25) hinsichtlich des Polarsystems P erhalt 
man daher die Produktdarstellungen: 

(26) a2 =[G·ga], b2 =[G·gb], cli=lG·gc], d2 =[G·gd], 

e2 =[G·ge], f2=[G·gfJ. 

Und es sind die 6 Punktpaare al1 a2 , bl1 b2 , ••• 6 Punktpaare der 
Involution, welche die Kurve P auf der Geraden G hervorruft. Konnte 
man also noch zeigen, daB die 3 Schnittpunktpaare (26) selbst 3 Paare 
einer Involution sind, so ware der Beweis un seres Satzes erbracht. 

Nach dem Satze 541 werden aber die 3 Paare Gegenecken a, b, c, d, e, f 
des vollstandigen Vierseits KLMN von jedem Punkte der Ebene, insbe
sondere also auch von dem Pole 9 der Geraden G aus, durch 3 Strahlpaare 
einer Strahlinvolution projiziert. Es gehOren daher die 3 Strahlpaare 

(27) ega], [gb], [ge], [gd], rge], [uf], 

als Paare zugeordneter Strahlen einer Strahl involution an, und somit bilden 
auch die zu ihnen perspektiven Punktpaare (26) 3 Paare einer Punktinvo
lution. 

Es ist also wirklich die Folge der Punktinvolution (25) und der Iuvolu
tion all a'l , btl b2 , ••• , welche die Kurve 15 auf del' Geraden G hervor
Tuft, wieder eine Involution, womus dann, wie schon oben bemerkt, nach 
dem zweiten Satze von H. Wiener folgt, daB die beiden erst genannten 
Involutionen zueinander harmonisch sind. 

Wendet man den Satz 592 attf den Fall an, wo die Gerade G die Kurve 
zweiter Ordnung selineidet, der das vollstiindige Viereck eingesehrieben ist, so 
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sind die Schnittpunkte zugleich die Doppelpunkte der Involution, die die 
Kurve zweiter Ordnung auf der Geraden G hervorruft (vgl. die Figur auf 
8. 191 des ersten Teils dieses Bandes). Und da diese Involution nach dem 
Satze 592 harmonisch ist zu der Involution, die das vollstandige Viereck 
aus der Geraden G ausschneidet, so bilden jene Doppelpunkte nach dem 
Satze 591 in der letzteren Involution ein Paar. Damit hat man eine Bestati
gung des von Desargues herriihrenden Teils des Satzes von Desargues
Sturm 1) (Satz 531), nlimlich den Satz: 

Satz 593: Involutionssah von Desargues: Trifft eine Gerade G 
eine Kurve zweiter Ordnung in zwei reeHen Punkten, so bilden 
diese Punkte ein Paar der Involution, die durch die beiden Punkt~ 
paare bestimmt wird, welche die beiden Paare Gegenseiten eines 
der Kurve zweiter Ordnung eingeschriebenen einfachen Vierecks 
aus der Geraden G ausschneiden. Oder kiirzer: 

Schneidet man eine Kurve zweiter Ordnung und die beiden 
Paare Gegenseiten eines ihr eingeschriebenen einfachen Vierecks 
durch eine Gerade, so bilden die drei Schnittpunktpaare drei 
Paare einer Involution. 

Zugleich erkennt man, daB es nicht notig war, den in dem Beweise des 
Satzes 592 zunachst ausgeschlossenen Fall eines entartenden Polarsystems in 
der Formulierung des Satzes wirklich auszunehmen, da nach dem Satze 
532 der Satz 592 auch fiir eine in ein Linienpaar zerfallende Kurve zweiter 
Ordnung giiltig bleibt. Der Fall einer in eine Doppellinie zerfallenden Kurve 
zweiter Ordnung kommt fiir eine Kurve, die einem Viereck umschrieben ist, 
iiberhaupt nicht in Frage. 

Natiirlich geIten auch die den beiden Slitzen 592 und 593 dualistisch 
entsprechenden Satze, namlich: 

Satz 594: 1st ein vollstandiges Vierseit einer Kurve zweiter 
Klasse umschrieben, so ist die Strahlinvolution, durch welche die 
drei Paare Gegenecken dieses vollstandigen Vierseits von einem 
beliebigen Punkte 9 der Ebene projiziert werden, harmonisch zu 
der Involution, die diese Kurve zweiter Klasse in dem Punkte g. 
hervorruft. 

Und 
Satz 595: Dualistisches Gegenstiick zum Involutionssatz von 

Desargnes: Liegt ein Punkt 9 auBerhalb einer Kurve zweiter 
Klasse, so bilden die beiden Tangenten, die sich von ihm an die 
Kurve legen lassen, ein Paar der Strahlinvolution, die durch 
die heiden Geradenpaare hestimmt wird, durch welche die heiden 

1) Vgl. die Fu6note auf Seite 353 des ersten Teils dieses Bandes. 
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Paare Gegenecken eines der Kurve umschriebenen einfachen 
Vierseits yom Punkte g aus projiziert werden. Oder kiirzel': 

Zieht man von einem Punkte auBerhalb einer KUl've zweiter 
Klasse die beiden Tangenten an die Kurve und projiziert zugleich 
von ihm aus die beiden Paare Gegenecken eines del' Kurve um
schriebenen einfachen Vierseits, so bilden die so gewonnenen 
drei Geradenpaare drei Paare einer Strahlinvolution. 

Konstruktion der Doppelpunkte einer beliebigen Projekth'itiit auf einer Kurve 
zweiter Ordnung. In dem Satze 578 und del' ihm vorhergehenden Ent
wicklung (vgl. die abigen Figg. 5, 6 und 7) ist ein Verfahren angegeben 
worden, urn von einer Involution auf einer Kurve zweiter Ordnung die 
Doppelpunkte zu konstruieren. Es soll diesel' Konstruktion im folgenden 
eine Konstruktion an die Seite gestellt werden, welcbe die Doppelpunkte 
einer beliebigen Projektivitat auf einer Kurve zweiter Ordnung ergibt. 

Man lege eine projektive Beziehung auf einer Kurve zweiter Ol'dnung 
dadurch fest, daB man il'gend 3 Punkten au bi> cj del' KUl've irgend 3 andere 
Punkte a2 , b2 , c2 der Kurve zuweist (Fig. 18). Dann sind auch die beiden 
Strahlbiischel einandel' pl'ojektiv zugeordnet, welche die beiden projektiven 
Punktl'eihen von il'gend zwei Punkten del' Kurve aus projizieren. Insbeson
dere gilt dies auch von den Scheinen jener projektiven Punktreihe, genom
men von den Punkten a2 und al aus. Diesen Scheinfm geboren die Stl'ahl
tripel an: 

a2 (a j bj cj ) und al (a2 b2c2). 

Und da in dies en beiden Strahltripeln der Strahl a2al = al a2 sich selbst 
entspl'icht, so sind die beiden durch die genannten Strahltl'ipel bestimmten 
projektiven Strahlbiischel zueinander perspektiv, und die Perspektivitatsachse 
V geht durch die Punkte 
(28) b = [a2 bl • al b2] und C = [a2 cl • a1c2] 

hindul'ch. 
N ach dem Pas cal schen Satze, angewandt auf das einfache Sechseck ul 

a2 c1 b2 al C2 , ist die Perspektivitatsachse V zugleich die Pascalscbe Gel'ade 
dieses Sechsecks. Denn wegen (28) schneiden sich seine beiden erst en 
Gegenseiten bl a2 und bs a1 in dem Punkte b der Geraden V und seine bei
den zweiten Gegenseiten a2 c1 und al C2 in dem Punkte c del' Geraden V. 
Daraus folgt bereits, daB die Gerade V die Pas cal sche Gerade des 0 ben ge
nannten Sechsecks 1st, und nach dem Pascalschen Satze gehort daber aucb 
der Schnittpunkt 
(29) d = [ci b2 • c2 bj ] 

des dritten Paares Gegenseiten ci b2 und c2 bl des Sechsecks del' Gera
den Van. 



Abschnitt 39, Gleichungen (28) u. (29). Abschnitt 40 23 

Schneidet jetzt die Perspektivitatsgerade V die Kurve zweiter Ordnung in 
zwei reellen Punkten m und n) so sind diese Punkte die Doppelpunkte del' 
Projektivitat, die durch die beiden Punkttripel a'l) b1 ) e1 und a 2 ) b2 e 2 auf del' 
Kurve zweiter Ordnung bestimmt wird. Denn die den Punkten m und n del' 

))2 

'if 
Fig. 18. 

-C 
Fig. 19. 

Perspektivitlitsachse zugehorenden Punkte ml) m2 und n1 , 112 del' heiden pro
jektiven Punktreihen fallen beziehlich mit den Punkten m und n zusammen. 

Konstruiert man noch in den Punkten m und n die heiden Tangenten an 
die Kurve zweiter Ordnung und bezeichnet ihren Schnittpunkt mit v, so ist 
v das Zentrum del' Doppelpunktsinvolution del' betrachteten Pro
jektivitat auf del' Kune zweiter Ordnung, wahrend die Gerade V 
die Achse diesel' Doppelpunktsinvolution bildet. 1) Und dieselbe 
Eigenschaft besitzen auch del' Pol v del' Geraden V und diese Gerade V 
selbst, in dem Faile, wo diese die Kurve zweiter Ordnung nicht in reellen 
Punkten schneidet (Fig. 19)' 

A.bschnitt 40. 

Aquiallharruollisches. 
Konnen die Doppelverhiiltnisse (abed) und (bead) einander gleieh werden? 

Nacb den Slitzen 27, 28 und 29 kann man aus einem Punktwurf abed, 
dessen Doppelverhiiltnis (abed) mit b bezeichnet sein mag, durch Um
stellung del' 3 ersten Punkte a, b, e des Wurfes, einschlieBlich des 
ursprunglichen Wurfes, 6 Punktwurfe ableiten, deren Doppelverhaltnisse 
im allgemeinen verschieden sein werden. Dieselben besitzen nach S. 49ff. 
des ersten Bandes die Werte: 

1) Vgl. zum Begriff der Doppelpunktsinvolution einer Projektivitat in der Gera
den Bd. I, S. 263 if. 



24 Projektive Geometrie auf einer Kurve zweiter Ordnung und zweiter KlasBe 

(1) (abed) = b, 

(2) 

, ) b-1 (bead = --b-' 

b 
(cbad) = b -1' 

1 (eabd) =~ 
1-b 

(aebd) = 1 - b. 

Dabei sind die 6 Doppelverhliltnisse in der Weise geordnet, da13 in den 
Gleichungen (1) die Doppelverhliltnisse derjenigen 3 Punktwiirfe zusam
mengestellt sind, die aus einander durch zyklische Vertauschung der 
3 ersten Punkte a, b, e des urspriinglichen Punktwurfes abed hervorgehen, 
wahrend die 3 Punktwiirfe der 3 Gleichungen (2) aus denen der Gleichungen 
(1) durch Vertauschung der beiden erst en Punkte dieser Wiirfe entstehen, 
so daB nach dem Satze 28 ihre Doppelverhaltnisse gleich den reziproken 
Werten der Doppelverhliltnisse (1) sind. 

Von speziellen Punktwiirfen haben wir bisher nur die harmonischen 
Punktwiirfe behandelt, d. h. die Punktwiirfe, deren Doppelverhaltnis den 
Wert - 1 hat. Fur einen solchen Punktwurf sind dann nach dem Satze 3~ 
die Doppelverhaltnisse (1) beziehlich gleich den darunter stehenden Doppel
verhaltnissen (2). Es gibt aber noch einen anderen wichtigen Spezialfall 
eines Punktwurfes. Auf' diesen wird man gefiihrt, wenn man die Frage 
stellt, ob es vorkommen kann, daB zwei von den 3 Doppelverhaltnissen (1) 
einander gleich werden, ob z. B. die beiden ersten Doppelverhliltnisse (1) 
einander gleich werden konnen. Wir fragen also nach solchen Werten von 
b, fur welche die Gleichung besteht: 

(3) b = b b 1. 

Wir schreiben diese Gleichung zunachst in der Form: 

(t) b2 = b - 1 oder b - b2 = 1. 

Und gibt man diesel' Gleichung endlich die Gestalt: 

(4) 1 
b = 1-b' 

so sieht man, daB, wenn die Gleichung (3) erfiillt ist, d. h., wenn die bei
den ersten Doppelverhaltnisse (1) einander gleich sind, dann auch das 
erste Doppelverhaltnis (1) gleich dem dritten ist, da13 dann somit alle 
drei Doppelverhiiltnisse (1) einander gleich sind. 

Bringt man ferner noch die Gleichung (t) auf Null, verleiht ihr also 
die Form: 
(5) b2 - b + 1 = 0, 

so zeigt sie, daB ein Doppelverhaltnis eines Punktwurfes, das bei zykli· 
scher Vertauschung del' 3 erst en Punkte des Wurfes seinen Wert nicht 
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iindert, notwendig komplex ist, namlieh einen der beiden konjugiert kom
plexen Werte 
(6) {b}=1±il/3 

b' 2 

besitzen muB, daB es somit einer der beiden konjugiert komplexen dritten 
Wurzeln aus der negativen Einheit gleieh ist. In der Tat hat die Gleichung 

(7) 03 =-1 
oder die Gleiehung 
(8) 03 + 1 = ° 
auBer der reellen Wurzel 
(9) 0=-1 

die beiden konjugiert komplexen Wurzeln, die sieh ergeben, wenn man 
den Bruch 

(10) 

gleieh Null setzt. 

Die konjugiert komplexen dritten Wurzeln aus der negativen Einheit. 
Flihrt man noch fiir eine von den beiden konjugiert komplexen dritten 
Wurzeln aus der negativen Einheit das Zeichen '17 ein, setzt also etwa: 

(11) 
ni . -
3 "' .. '" 1 +tV3 r; = e = cos 3" + t sm 3 = ----'--=-2 -"-- , 

so wird die zu (11) konjugiert komplexe dritte Wurzel der negativen Ein

he it, d. h. der in (6) angegebene Wert fiir b', notwendig = -.!:... Denn es 
1) 

wird wegen (11) 

(12) 
1t i . -

1 -3 "'. . '" 1- tV3 
- = e = cos - - l SIn - = . 
1) 332 

Die 3 dritten Wurzeln der negativen Einheit lassen daher die Darstel-
lung zu: 

(13) - 1, '17, 
1 

11' 
und als Wurzeln der Gleichung (8) genligen sie dann der Gleichung: 

(14) 1 
-l+'t1+-=O ./ 1) , 

die, wenn man den Nenner beseitigt, die Form annimmt: 

(15) r;2 - '17 + 1 = 0, 

womit zugleich eine Bestatigung dafiir gewonnen ist, daB r; der Gleiehung 
(5) Geniige leistet. 
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Da andererseits nach dem Begriff einer dritten Wurzel aus der nega
tiven Einheit 
(16) 

ist, so erhalt man zwischen r; und 'Yj2 noch die Beziehung 

1 
(17) 7j!=-'Yj. 

Die konjugiert komplexen dritten Wurzeln aus der negativen Einheit 
stehen aber auch in einer engen Beziehung zu den konjugiert komplexen 
dritten Wurzeln aus der positiven Einheit. Bezeichnet man eine von 
diesen konjugiert komplexen dritten Wurzeln aus der positiven Einheit 
mit 13, setzt also etwa 

(18) 
2:7ti • -
-3- 2:n:.. 2:n: - 1 + q/a 

13 = e = cos - + 1 SID- = -a a 2' 

so besteht wegen (11) zwischen 'Yj und 13 die Beziehung 

(19) 

und man kann daher die GIeichung (15) auch in der Form schreiben: 

(20) 1 + 13 = 'Yj. 

Die andere von den beiden konjugiert komplexen dritten Wurzeln aus 
der positiven Einheit wird dann wegen 

(21) 

(22) 
2:7ti -

1 2 --3- 2:n: •. 2:n: -l-i"t!a Ii = 13 = e = COS-a- -lSID-a- = ------;2~'--' 

woraus durch Vergleichung mit (11) folgt, daB 

(23) E2 =-r; ist. 

Begriff eines iiquianharmonischen Wurfes. Nach dieser Einschaltung 
iiber die dritten Wurzeln aus der negativen Einheit kehren wir zu unserer 
Hauptuntersuchung zuriick. Wir fanden: Wenn die 3 Doppelverhaltnisse 
(1) einander gleich sein sollen, so sind sie notwendig gleich einer der 

beiden konjugiert komplexen dritten 'Vurzeln 'Yj und ~ aus der nega-
7j 

tiven Einheit. Zugleich sind dann die 3 Doppelverhliltnisse (2), die eben-
falls auseinander durch zyklische Vertauschung der 3 erst en Punkte der 
in ihnen enthaitenen Wiirfe hervorgehen, gleich der andern komplexen 
dritten Wurzel aus der negativen Einheit; denn diese 3 Doppelverhalt
nisse sind ja, wie schon oben erwiihnt, die reziproken Werte der Doppel
verhliltnisse (1). 
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Man kann noeh hinzufligen: Aueh umgekehrt, wenn das Doppelverhalt

nis (abed) gleich einer komplexen Wurzel 'I'} und ~ aus der negativen 
11 

Einheit ist, so besitzen denselben Wert auch die beiden Doppelverhalt-
nisse (bead) und (eabd), deren Symbole aus dem Symbol (abed) durch 
zyklische Vertauschung del' 3 ersten Punkte abe des W urfes abed ent
stehen. 

Bezeiehnet man daher noch allgemein einen Punktwurf oder Strahl
wurf, dessen Doppelverhaltnis gleich einer del' beiden konjugiert kom-

plexen dritten Wurzeln 1] und ~ aus der negativen Einheit ist, als 
11 

aquianharmonisch, so kann man den Satz aussprechen: 
Satz 596: Satz von Cremona1): Sind a, b, e, d vier solche 

Punkte einer Geraden, fur welche die 3 Doppel verhaltnisse: 

(abed), (bead), (cabd) 
einander gleich sind, so ist del' gemeinschaftliehe Wert dieser 
3 Doppelverhaltnisse eine der beiden konjugiert komplexen 
dritten Wurzeln aus der negativen Einheit und die 3 Punktwurfe 

abed, beacl, eabd 

heiBen aquianharmonisch. Und umgekehrt: 1st das Doppel
verhii.ltnis (abed) eines Punktwurfes gleieh einer der beiden 
konjugiert komplexen dritten Wurzeln aus der negativen Ein
heit, so bestehen die Gleiehungen: 

(24) (abed) = (bead) = (eabd). 

Aus diesem Satze folgt noeh: Von den 4 Puukten eines aquianharmo
nisehen Punktwurfes ist notwendig wenigstens ein Punkt komplex; denn 
waren alie 4 Punkte reeli, so konnte ihr Doppelverhaltnis nicht komplex 
sein. Nimmt man also etwa die 3 Punkte a, b, c als reell und vonein
ander verschieden an, so gibt es 2 konjugiert komplexe Punkte d, fur 
welehe das Doppelverhaltnis (abed) einen der beiden konjugiert kom

plexen Zahlwerte 1] und !- besitzt. Diese beiden konjugiert komplexen 
11 

Punkte seien bezeiehnet mit i und i'. Dann bestehen mit Rucksicht auf 
(24) die Gleichungen: 

l(abCi) = (beai) = (eabi) = 1], 

(25) 
(abci') = (beat) = (eabi') = ~ . 

Die Doppelpnnkte einer gewissen zyklisch en Projektivitiit. Betraehtet 
man diejenige zyklische Projektivitat, welche den 3 raumlieh verschiedenen 

1) Vgl. L. Cremona, Einleitung in die geometriscbe Theorie der ebenen Kurven, 
deutsch von M. Curtze, Greifswald 1865, S. 21. 
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Punkten a, b, c die ihnen zyklisch entsprechenden Punkte b, c, a zu
weistl), so sind wegen der in (25) enthaltenen Gleichungen: 

(26) {(abei) = (bcai) und 

(abci') = (beai') 

die Punkte i und i' die konjugiert komplexen Doppelpunkte dieser zykli
schen Projektivitat. 

Man kann von diesen konjugiert komplexen Doppelpunkten ein greif
bares Abbild dadurch gewinnen, daB man eine elliptische Involution an
gibt, welehe die konjugiert komplexen Doppelpunkte i und i' ebenfalls zu 
Doppelpunkten hat, und die daher als die Doppelpunktsinvolution 
der betrachteten nicht involutorischen zyklischen Proj~ktivi
tat bezeichnet werden kann (vgl. Bd. I, S.227). 

In der oben eingefiihrten zyklischen Projektivitat entsprechen den 
5 Punkten a, b, c, i, i' die 5 Punkte b, c, a, i, i'S), woraus mit Riick
sicht auf Satz 36 die Gleichheit der Doppelverhaltnisse folgt: 

(27) 
J (abii') = (bci i'), 

\
(caii') = (abii'), 
(bcii') = (caU). 

Nach dem Satze 27 andert sich aber der Wert eines Doppelverhalt
nisses nicht, wenn man in jedem von seinen beiden Punktpaaren die 
beiden Punkte des Paares miteinander vertauscht. Wendet man die be
schriebene Umformung auf die Doppelverhaltnisse der linken Seiten der 
Gleichungen (27) an, so erhalten diese Gleichungen die Form: 

(28) 
f(bai'i) = (bcii') 

1 (a ci' i) = (abii') 
(cbi'i) = (caii'). 

Von ihnen zeigt die erste Gleichung, daB es eine hyperbolische Involution 
gibt, von welcher der Punkt b ein Doppelpunkt ist, wahrend die Punkte 
i, i' und ebenso die Punkte a, c ein Paar bilden. Der andere Doppel
punkt dieser hyperbolischen Involution ist nach dem Satze 117 der dem 
Punkte b in bezug auf das Paar a, c harmonisch zugeordnete Punkt f3 
(Fig. 20), der also die Gleichung befriedigt: 

(29) (acb{J) = - 1. 

1) Dieselbe ist sicher -nicht involutorisch, da sie dem Punkte a den Punkt b, 
diesem abel' den vom Punkte a raumlich verschiedenen Punkt c zuweist. 

2) Vgl. zum Folgenden: H. Schroter, Zur Konstruktion eines aquianharmo
nischen Systems, Math. Ann. Bd. 10, S. 420if. 
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Da nun aber auch die Punkte i und i' ein Paar dieser hyperbolischen 
Hilfsinvolution bilden, so muB auch das Paar i, i' die beiden Doppel
punkte b, (:J jener hyperbolischen Hilfsinvolution harmonisch trennen. 
Fiihrt man ebenso 2 Punkte IX und I' ein durch die Gleichungen 

(30) (bcau) = - 1 und 

(31) (abcI') = - 1, 

so beweist man wieder auf Grund der beiden letzten Gleichungen (28), 
.daB die Punkte i, i' auch die beiden Punktpaare a, IX und c, r harmo-

• • • • • .. 
y '" .-c 

Fig. SO. Fig. 21 • 

• •• • 
.a y /J 

Fig. 22. 

nisch trennen. Die Punkte i, i' bilden also die Doppelpunkte derjenigen 
Involution, dar die 3 Paare a, u, b, {:J, c, I' angehoren. 

Dnd diese Involution ist sicher eniptisch. Denn folgen die 3 Punkte 
·a, b, c auch ihrer Lage nach in dieser Reihenfolge aufeinander, d. h. fiilit 
.b zwischen a und c, so liegt wegen (29) der Punkt {:J auBerhalb des 
Linianstiickes ac, wobei der Punkt {:J aber noch entweder auf der Ver
liingerung von ac iiber c hinaus (Fig. 21) oder auf der Verliingerung vOn 
.ca iiber a hinaus (Fig. 22) liegen kann. 

1m ersten Falle fant c zwischen b und {:J, 
im zweiten Falle liegt c auBerhalb des Linienstiickes b {:J. 
1m ersten Falle liegt ferner der Punkt r, der wegen (31) zwischen a 

und b fant, auBerhalb des Linienstiickes b{:J, 
im zweiten Falle liegt der Punkt 1', der wegen (31) wieder zwischen 

a und b gelegen sein muS, innerhalb des Linienstiickes b{:J. 

In beiden Fallen aber trennen sich die Punktpaare b, {:J und c, r gegen
'Seitig. Die betrachtete Involution, die durch die Punktpaare b, {:J und 
.c, r bestimmt wird, ist somit nach dem Satze 159 elliptisch. 

Da endlich die Doppelpunkte i und i' del' oben betrachteten zyklischen 
Projektivitiit mit denen der soeben konstruierten elliptischen Involution 
ubereinstimmen, so kann man sagen: Die konstruierte elliptische Invo
lution ist die Doppelpunktsinvolution jener (nicht involutorischen) zykli
schen Projektivitiit. 

Abbild~mg der betrachteten zyklischen Projektivitat und ihre1' DOJ!Pel
jJunktsinvolution auf den Kreis. Um von der Beziehung zwischen unserer 
zyklischen Projektivitiit und ihrer elliptischen Doppelpunktsinvolution 
.eine anschaulichere Vorsteliung zu gewinnen, iibertrage man die zykli-
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sche Projektivitat, die den Punkten a, b, c die Punkte b, c, a zuweist, 
auf eiuen Kreis und bezeichne die den ersten 3 Pnnkten auf dem Kreise 
entsprechenden Punkte mit a1 , bl1 C;, die den letzten 3 Punkten ent
sprechenden Pnnkte mit as, bs, cs' Dann wird 

(32) O2 = bp lis = c1' C2 = a1 • 

Ferner nehme man die Punkte au bl1 C1 als Ecken eines dem Kreise 
eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks an (Fig. 23), was offenbar auch 
bei ganz beliebiger Lage der 3 Punkte a, b, c auf ihrer Geraden moglich 
ist.1) Man konstruiert dann die Achse V der zugehOrigen Doppelpunkts-

AZ:z involution, indem man nach dem Vorbilde von 
A S. 22 die Punkte 

Fig. 28. 

(33) b = [a2b1 • a1 b2] 

und 

bestin,mt. Diese liegen unendlich fern, da die 
Tangenten a2 b1 und al c2, in den Ecken des 
gleichseitigen Dreiecks an den Kreis gezogen, 

-cT -4 den gegeniiberliegenden Seiten a1 bs und a2 c1 des 
Dreiecks parallel laufen. Die Achse V der 
Doppelpunktsinvolution der betrachteten zykli
schen Projektivitat auf dem Kreise ist also die 

unendlich ferne Gerade. Hieraus folgt schon, daB das Involutionszentrum 
v jener Doppelpunktsinvolution, das ja den Pol der Involutionsachse in 
bezug auf den Kreis bildet, in den Mittelpunkt des "[reises falIt. 

Dies bestatigt man sogleich, wenn man auch jene elliptische Involution 
auf den Kreis iibertriigt. Nach dem Obigen besitzt die elliptische Invo
lution aUf der Geraden diejenigen Punktepaare a, ", b, {j, c, r zu Punkten 
eines Paares, welche beziehlich die Punktpaare b, c, c, a, a, b harmo
nisch trennen. Bei der Ubertragung auf den Kreis werden daher die den 
Punkten ", {j, r entsprechenden Punkte "v (j11 'Y1 nach dem Satze 571 
die Endpunkte der Kreisdurchmesser sein miissen, die von den Punkten 
au bl , c1 ausgehen, woraus in der Tat hervorgeht, dllB der Mittelpunkt 
des Kreises das Zentrum v del' fraglichen elliptischen Involution ist. 

Projiziert man endlich sowohl· die auf den Kreis iibertragene zyklische 
Projektivitat wie ihre elliptische Doppelpunktsinvolution von einem be
liebigen Punkte s des Kreises aus durch eine zyklische Projektivitat und 
eine elliptische Involution im Strahlbiischel, so erhiilt man als Schein der 
auf dem Kreise liegenden zyklischen Projektivitiit eine Strahlbiischel-

1) In der Tat braucht man nur das Punkttripel a, b, c dieser Geraden perspek
tiv so auf eine andere Gerade zu projizieren, daR das Bild eines seiner 3 Punkte 
ins Unendliche riilIt, und dann den Abstand der Bilder der beiden anderen Punkte 
zur Seite eines gleichseitigen Dreiecks zu machen, dem der Kreis umschrieben wird 
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drehung urn den Punkt s vom Winkel ; und als Schein der elliptischen 

Doppelpunktsinvolution mit den Paaren au au b1, {311 ep r1 eine Strahl· 

biischeldrehung urn den Scheitel s vom Winkel ; (vgL wieder die obige 

Fig. 23; in ihr sind die von s ausgehenden projizierenden Strahlen der 
Ubersichtlichkeit halber weggelassen). Die letztgenannte Strahlbiischel

drehung vom Winkel ; ist die schon auf S. 217 des ersten Bandes be

trachtete Reehtwinkelinvolution oder Kreisinvolution. 
Da die Fig. 23 in bezug auf die beiden Punkttripel al , bu c1 und 

Clu {31> r1 pnnktspiegelig ist, so werden auch die Punktpaare 

{3u ru ru au cOl, {3l 
beziehlich durch die Punktpaare 

al' all bu {3u Cu rl 

harmonisch getrennt, und Entsprechendes gilt dann auch von der jener 
elliptischen Involution au au bl1 {311 Cl , rl entspreehenden Involution 
a,a, b,{3, e,r in der Geraden. Man hat daher den Satz: 

Satz 597: Konstruiert man in einer Geraden zu 3 beliebigen 
raumlich verschiedenen PUl1kten a, b, e die Punkte a, {3, r el1t
sprechend den Gleichungen 

(34) (beaa) = - 1, (eab{3) = - 1, (aber) = - 1, 

so daB also die Punktpaare 

b, e, e, a, a, b 

beziehlieh durch die Punktpaare 

a, a, b, {3, e, r 
harmonisch getrennt werden, so gelten aueh die Gleichungen: 

(35) ((3raa) = -1, (rab(3) = - 1, (a{3er) = -1, 

d. h., es werden aueh die Punktpaare 

[3, r, r, a, a, {3 

beziehlich dureh die Punktpaare 

a, a, b, {3, e, r 
harmoniseh getrennt. 



IX. Hauptteil. 

Das Scharbiischel von Knrven zweiter Ordnnng nnd (lie Biischelschar 
von Knrven zweiter Klasse. 

Abschnitt 41. 

Eegrifl' eines Scharbtischels von Kurven zweiter Ordnung und einer 
Etischelschar von Kurven zweiter Klasse. 

Man gelangt zu speziellen Fallen eines Kegelschnittbiischels und einer 
Kegelschnittschar, wenn man eine von den beiden Grundkurven beziehlich 
durch eine doppeltzahlende Gerade und durch einen doppeltzahlenden 
Punkt ersetzt. 

Betrachten wir zunachst die vier Falle, die aus einem Kegelschnitt
biischel und einer Kegelschnittschar bervorgehen, wenn man bei einem 
Buschel die eine Grundkurve in eine doppeltzahlende Gerade, die andere 
in ein I'eelles oder konjugiert komplexes Linienpaar iibergehen IaBt, und 
wenn man bei einer Schar die eine Grundkurve zu einem doppeltzahlen
den Punkt, die andere zu einem reellen oder konjugiert komplexen Punkt
paar entarten laBt. 

Das Kegelschnittbuschel, das ein reelles Linienpaar und eine nicht d'llrch 
dessen Doppelpunkt gehende DoppeZlinie zu Grundkllrven hat. Zuerst also 
mage als erste Grundkurve eines KegelschniUbiischels ein I'eelles Linien
paaI', als zweite Grundkurve eine nicht durch dessen Doppelpunkt gehende 
Doppellinie angenommen werden.i ) 

Man wird dabei am besten das Fundamentaldreieck so wahlen, daB 
zwei von seinen Seiten, etwa die Seiten El und E2 , mit den Linien des 
reellen Linienpaars zusammenfallen, wahrend die dritte Seite Es durch 
die Doppellinie gebildet wird, und findet alsdann nach dem Satze 454 
fur das Polarsystem des reellen Linienpaars Eu E2 den Bruch: 

(1) It = Eo, E\, 0 
e1 , e2 , es 

1) In dem FaIle, wo die doppeltzahlende Gerade durch den Doppelpunkt des 
Linienpaars hinc1urchgeht, entartet nach dem Satze 513 das Kegelschnittbiischel. 
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und fur das Polarsystem del' Doppellinie Es nach dem Satze 455 die 
Darstellung: 

(2) 

FUr das durch diese heiden Polarsysteme zweiter Ordnung h und d be
stimmte Buschel von Polarsystemen erhalt man daher die Vielfachen
summe: 
(3) p=fh+gd 

odeI' wegen (1) und (2) den Bruch: 

(4) 

Dieser aber zeigt nach dem Satze 453, daB die samtlichen Kunen zweiter 
Ordnung des zugehOrigen Kegelschnitt
biischels dasselbe Tangentialdreieck besitzen, 
namlich die beiden Geraden des Geraden
paars E1 , E2 zu Tangenten und die Dop
pellinie Es zur Beruhrungssekante haben 
(Fig. 24). Und umgekehrt gehoren samt-

£3 
liche Kurven diesel' Art dem Kegelschnitt-
biischel (3) an, und darunter als zerfallende Fig. 24. 

Kurven zweiter Ordnung jenes Geradenpaar selbst (fur 9 = 0) und jene 
Doppellinie (fur f = 0). 

Die Kegelschnittscha1·, die ein reelles Punktpaar und einen nicht auf 
dessen Trager liegenden doppeUzahlenden Punkt zu Grundkurven hat. 
Nimmt man andererseits als erste Grundkurve einer Kegelschnittschar 
ein reelles Punktpaar, als zweite Grundkurve einen nicht auf dessen 
Trager liegenden doppeltzahlenden Punkt an I), IaBt ferner die beiden 
Ecken el und e2 des Fundamentaldreiecks mit den Punkten des reellen 
Punktpaars zusammenfallen und legt die dritte Ecke es dieses Dreiecks 
in den doppeltzahlenden Punkt, so erhiilt mau nach dem Satze 460 fUr 
das Polarsystem des reellen Punktpaars elJ e2 den Bruch: 

(5) 

und fUr das Polarsystem des doppeltzahlenden Punktes es nach Satz 461 
die Darstellung: 

(6) D = 0, 0, ea. 
E l , E~, Es 

1) In dem Falle, wo der doppeltzahlende Punkt auf dem Trager des Punktpaars 
liegt, entartet nach dem Satze 525 die Kegelschnittschar. 

G r a B man n, Projektive Geometrie d. Ebene II, 2 3 
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Fur die durch diese beiden Polarsysteme zweiter Klasse H und D be
stimmte Schar von Polarsystemen ergibt sich daher die Vielfachensumme: 

(7) P=fD + gH 

oder wegen (5) und (6) der Bruch: 

(8) 

Dieser Bruch abel' zeigt nach dem Satze 459, daB die samtlichen Kurven 
der Schar (7) dasselbe Tangentialdreieck besitzen, namlich die beiden 
Punkte des Punktpaars e1 , e2 zu gemeinsarnen Berlihrungspuukten uud 
den doppeltzahlenden Punkt ea zum zugehorigen Tangentenschnittpunkt 
haben (vgl. wieder Fig. 24). Und umgekehrt gehoreu samtliche Kurven 
Jieser Art der Kegelschnittschar (7) an, und darunter als zerfalleude 
Kurven zweiter Klasse jenes Punktpaar selbst (flir f = 0) und jener 
doppeltzahlende Punkt (flir 9 = 0). 

Beziehnng zwischen diesem Kegelschnittbiischel und dieser Kegelschnitt
schar. Dieses Ergebnis zeigt bereits, daB zwischen dem Kegelschnitt
buschel (3) und der Kegelschnittschar (7) eine enge Beziehuug herrscht. 
Und in der Tat beweist man auch leicht analytisch, daf3 die adjungierten 
Polarsysteme fJU den Polarsystemen des Biischels (3) im allgemeinen mit 
den Polarsystemen der Schat· (7) identisch sind. Nul' eiu Polarsystem der 
Schar (7), namlich das in ihr enthaltene Puuktpaar H, HiBt sich nicht 
als adjungiertes Polarsystern zu einem Polarsystem des Buschels (3) auf
fassen. Urn dies zu zeigen, bilde man den Ausdruck [p2J fur das zu (3) 
adjungierte Polarsystem und erhalt so: 

(9) 

(10) 

[p2] = [(fit + gd)2] oder: 

[p2] = P[h2] + 2fg[hd] + g2[d2J. 

Hiel'in aber ist nach der Gleichung (39) des drei13igsten Abschnitts: 

[h2] = 0, 0, - es , d. h. wegen (6): 
E l , E 2', Ea 

(11) 

(12) 

[h2J = - D, ferner: 

[d2J = 0; 

endlich nach del' Gleichung (36) des dreiBigsten Abschnitts (vgl. auch 
Gleichung (13) des siebenunddreiBigsten Abschnitts): 

[lui] = {[E1Es], --}[E.E3 ], 0 = __ ~!,~?_ odeI' wegen (5): 
El , E, , Es 2 E l , E., E3 

(13) [hd] = - tHo 
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Der .A.usdruck (10) fur das zu p adjungierte Polarsystem [pi] verwandelt 
sich also in: 
(14) 
oder wegen (7) in: 
(15) 

[pi] = - f {f D + gH} 

Die .Abspaltung des Faktors - f hat die Bedeutung, daB 
erstens demjenigen Polarsystem des BiischeJs (3), welchem der Para

meterwert f = 0 zugehort, namlich dem Polarsystem d del' doppelt
zahlenden Geraden Ea, als adjungiertes Polarsystem kein eigentliches 
Polarsystem der Schar (7) entspricht, sondern daB ihm das uneigent
liche Polarsystem zweiter Klasse [p2] = 0 zugeordnet ist, das man ja 
freilich auch jener Schar zurechnen kann, und daB dafiir 

zweitens das in del' Schar (7) fiir f = 0, 9 =+= 0 enthaltene Punkt
paar H keinem Polarsysteme des Biischels (3) adjungiert ist. 

Hyperbolisches Scharbiischel ~ma hyperbolische B~"ischelschar. Das Buschel 
(3) von Polarsystemen zweiter Ordnung mit gemeinsamem Tangential
dreieck hat also die Eigenschaft, daB die seinen Polarsystemen adjun
gierten Polarsysteme zweiter Klasse zugleich einer Schar von Polar
systemen angehoren, und daB andererseits diese Schar auBer jenen den 
Polarsystemen des Buschels adjungierten Polarsystemen nur noch das 
Polarsystem der gemeinsamen Beriihrungspunkte der Kurven des Buschels 
enthiilt. .Aus diesem Grunde nennen wir das Buschel (3) von Polar
systemen zweiter Ordnung ein Scharbiischel von Polarsystemen 
zweiter Ordnung und die Schar (7) von Polarsystemen zweiter Klasse 1) 

eine Buschelschar von Polarsystemen zweiter Klasse. i ) 

Ferner sagen wir, jenes Scharbiischel und diese Biischelschar habe den 
Punkt es zum Doppelpunkt und die Linie Es zur Doppellinie. Diese 
Doppellinie Ea bildet dann ubrigens wegen (4) und (8) hinsichtlich 
samtlicher Polarsysteme des Buschels und del' Schar die Polare des 
Doppelpllnktes ea. 

Um endlich anzudeuten, daB das in dem Scharbuschel (3) enthaltene 
einfach entarlende Polarsystem zweiter Ordnung h das Polarsystem einer 
hyperbolischen Stmhlinvolution ist (vgl. S. 243 des ersten Tails dieses 
Bandes), wollen wir das Scharbuschel (3) speziell als ein hyperboli
sches Scharbiischel bezeichnen, und entsprechend wollen wir der 
Buschelschar (7) den Namen einer hyperbolischen Bu schelschar 

1) Fur deren adjungierte Polarsysteme offenba,r entsprechende Beziehungen gelten. 
2) Die Bezeichnung "Biischelschar" riihrt von R. Sturm her, doch unterscheidet 

er nicht zwischen "Scharbiischel" und "Biischelschar". Vgl. Steiner-Schroter, 
Die Theone der Kegelschnitte, 3. Auflage, durchgesehen von R. Sturm, Leipzig 
1898, S. 328. 

3* 
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beilegen, weil das in dieser Buschelschar enthaltene einfach entartende 
Polarsystem zweiter Klasse H das Polarsystem einer hyperbolischen Pun7ct
involution ist (vgl. S. 250 von Teil I dieses Bandes). Auch wollen wir 
sagen, die hyperbolische Biischelschar (7) sei fJU dem hyperbolischen Schar
hiisihel (3) adjungiert und umgekehrt dieses Scharbilschel sei zn jener 
Biischelschar adjungiert. 

Das Kegelschnittbiischel, das ein lconjugiert komplexes Linienpaar und 
eine nicht durch dessen Trager gehende DoppeUinie fJ'lt Grundlmrven hat. 
Ganz entsprechende Ergebnisse findet man, wenn man als erste Grund
kurve eines Kegelschnitthilschels ein konjugiert komplexes Linienpaar, als 
zweite Grundkurve eine nicht durch dessen (stets reellen) Schnittpunkt 
gehende Doppellinie annimmt. 

Fur das Polarsystem des konjugiert komplexen Linienpaars, das die 
erste Grundkurve des KegelschnittbUschels darstellen soll, kann man nach 
der Gleichung (23) des dreiunddreil3igsten Abschnitts den Bruch ansetzen: 

(16) 

in welchem die Nenner durch die drei Ecken, und die beiden ersten 
Zahler durch die den entsprechenden N ennern gegeniiberliegenden Seiten 
des Fundamentaldreiecks gebildet werden. 

Man uberzeugt sich leicht, daB wirklich das Polarsystem eines jeden 
konjugiert komplexen Linienpaares durch einen Bruch von der Form (16) 
dargestellt werden kann. Wie auf S. 239 f. des ersten Teils dieses Bandes 
gezeigt ist, druckt der Bruch (16) das Polarsystem desjenigen konjugiert 
komplexen Linienpaares aus, das in seinem Schnittpunkte (Trager) 
ea = [ElEsl die Involution: 

(t) 

hervorruft, die durch die beiden sich harmonisch trennenden Paare El , E2 
und Es + E l , Es - El bestimmt wird. Auf die Form (t) aber laBt sich 
der Bruch einer jeden elliptischen Strahlinvolution mit dem Scheitel t!:! 
bringen, welche die Geraden der Stabe El und Es zu Geraden eines Paares 
der Involution hat. Denn, da es nach dem Satze 118 (vgl. auch den 
Satz 167) in einer elliptischen Involution zu jedem Paare ein (und nur 
ein) Paar gibt, das von ihm harmonisch getrennt wird, so kann man die 
Langen und den Sinn der Stabe El und Es so bestimmen, daB dieses 
von dem Paar Ell Es harmonisch getrennte Paar gerade durch die 
Summe und Differenz Es + El und Es - El dargestellt wird. 

Da ferner das konjugiert komplexe Linienpaar, das die Polkurve des 
Polarsystems (16) bildet, den Punkt es zum Schnittpunkt hat, so kann 
man als fJweite Grllnd7cltrve des Kegelschnittbiischels die doppeltzahlende 
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dritte Seite Es des Fundamentaldreiecks wahlen. Fur das zugehorige 
Polarsystem erhalt man dann wieder wie in (2) die Darstellung: 

(17) 

fur das durch die beiden Polarsysteme e und d bestimmte Biischcl Ton 
Polal'systemen also die Vielfachensumme: 

(18) p=fe+gd 

odeI' wegen (16) und (17) den Bruch: 

(19) 

Diesel' abel' zeigt, daB das Buschel (18) die Gesamtheit ailer Kurven 
zweiter Ordnung darstellt (Fig. 25), welche die Gel'ade Es zur Polare 
des Punktes es haben und iiberdies in dem 
Punkte ca die elliptische Strahlinvolution: 

(20) 

hervorrufen. Das erste folgt unmittelbar 
aus del' Form des Bruches (19). Abel' auch 
das zweite ergibt sich sogleich. 

N ach dem Satze 409 erh1ilt mau die 
Stl'ahlinvolution, die das Polarsystem zweiter 
Ordnung p im Punkte lis erzeugt, indem 
man einen Punkt y die Polal'e Es des 
Punktes Cs dUl'chlaufen laBt und dann fur 
jede Lage des Punktes y erst ens seinen Ver
bindullgsstrahl [esy] mit dem Punkte ca und 
zweitens seine Polare yp bestimmt. Dann 
bilden die beiden Strahlen [eay] und yp 
ein Paar del' gesuchten Strahlinvolution. 

Um einen analytischen Ausdl'uck fur diese 
Strahlinvolution zu finden, hat man also: 

y = 1)1 c1 + ~2e2 Fig. 25. 

zu setzen, sodann die Produkte [caY] und yp zu bilden und ihre gegen
seitige Beziehung aufzusuchen. Es wird abel': 

[esY] = ~l[eSel] + ~2 [eae21 oder: 

[eay] = ~lE2 - ~2El und wegen (19): 

'!IP = f(~lEl + ~2E2)' 
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Die Vergleichung der beiden letzten Gleichungen zeigt dann, daB man 
die Strahlen yp durch Multiplikation mit dem Bruche: 

(20) 

in die Strahlen: 

iiberfiihren kann, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Eine jede Kurve zweiter Ordnung p, die dem Biischel (19) angehort, 

ruft also wirklich im Punkte es die elliptische Strahlinvolution ~ hervor 
und hat die Gerade Es zur Polare des Punktes es. Und wie man sich 
leicht iiberzeugt, HUH sich diese SchluBweise auch umkehren, d. h. es ge
horen andererseits samtliche Kurven zweiter Ordnung, welche die beiden 
genannten Eigenschaften haben, dem Biischel (18) (oder (19») an und 
darunter, als zerfallende Kurven, jenes konjugiert koruplexe Geradenpaar 
selbst (fiir g = 0) und jene Doppellinie (fiir f = 0).1) 

Man kann iibrigens noch hinzufiigen, daB die Kul'ven des Biischels (18) 
zugleich auch auf del' Geraden Es die elliptische Punktinvolution: 

(21) 

hervorrufen. Denn die von ihnen auf diesel' Geraden erzeugte Punkt
involution ist nach S. 193 von Teil I dieses Bandes zu der elliptischen 
Strahlinvolution ~ in (20) perspektiv und wird also aus ihr durch die 
Gerade Es ausgeschnitten. Nach dem Satze 79 erhalt man abel' den ana
lytischen Ausdruck fUr die gesuchte Punktinvolution auf der Geraden ESI 

indem man den Bruch (20) fiir die Strahlinvolution G: mit dem Stabe Es 
planimetrisch erweitert, und dadurch ergibt sich in der Tat del' obige 
Bruch (21); denn es wird: 

[Es E 2 ], - [Es E,l - ell - e 2 e 2 , - e, 
;'-c;~'---~~~ = ----- = --- = l'. 

[EsE,], [EsE,] e2 , - e, e" e2 

Die Kegelschnittschar, die ein konjugiert 7complexes Punktpaar 1.tnd einen 
nicht auf dessen Triiger liegenden doppeltziihlenden Punkt Zit Grundkllrven 
hat. Nimmt man andel'erseits als erste Grundkurve einer Kegelschnittschar 
ein konjugiert komplexes Punktpaar, als zweite Grundkurve einen nicht 
auf dessen Trager liegenden doppelt zahlenden Punkt an und gibt dem 

1) Zeichnerisch erhalt man die Kurven des Biischels am leichtesten, indem man 
ein System konzentrischer Kreise mit ihrern Mittelpunkt und der unendlich femen 
Geraden perspektiv kollinear abbildetj dann gehen die konzentrischen Kreise in 
die Kurven des Biischels, ihr gemeinsamer Mittelpunkt in den Trager es des kon
jugiert komplexen Linienpaares und die unendlich ferne Gerade in die Doppel
linie E. des Biischels iiber. Dies Verfahren ist beirn Entwurf der obigen Fig. 25 
verwendet worden. 
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Bruche fiir das konjugiert komplexe Punktpaar die Form (vgl. die Glei
chung (58) des dreiunddrei13igsten Abschnitts): 

(22) 

dem Bruche fiir den doppeltzahlenden Punkt abel' Wle oben III (6) die 
Darstellung: 

(23) 

so findet man fiir die durch diese beiden Polarsysteme zweiter Klasse E 
und D bestimmte Schar von Polarsystemen die Vielfachensumme: 

(24) P=fD+gE, 

oder wegen (22) und (23) den Bruch: 

(25) 

Diesel' Bruch aber zeigt, daB die Schar (24) die Gesamtheit der Kurven 
zweiter Klasse enthiilt, die den Punkt es zum Pol der Geraden Es haben 
llnd iiberdies auf der Geraden Es die elliptische Punktinvolution: 

(26) 

hervorrufen, was man genau so wie bei der dualistisch entsprechenden 
Entwicklung begriinden kann (vgl. wieder Fig. 25): Und umgekehrt ge
horen samtliche Kurven dieser Art del' Kegelschnittschar (24) an, und 
darunter als zerfallende Kurven zweiter KIa sse jenes konjugiert kom
plexe Punktpaar selbst (fUr f = 0) und jener doppelt ziihlende Punkt 
(fiir 9 = 0). 

Beziehttng zwischen diesem Kegelschnittbiischel ttnd dieser Kegelschnitt
schar. Dieses Ergebnis zeigt nun wieder, daB zwischen dem Kegelschnitt
Mischel (18) und del' Kegelschnittschar (24) eine enge Beziehung herrscht. 
Und in del' Tat kann man jetzt auch leicht analytisch beweisen, daf3 die 
adjungierten Polarsysteme zu den Polarsystemen des Biischels (18) im all
gemeinen mit den Polarsystemen der Schar (24) identisch sind. Nur das 
in del' Schar (24) enthaltene konjugiert komplexe Punktpaar ~ laBt sich 
nicht als adjungiertes Polarsystem zu einem Polarsystem des Biischels 
(18) auffassen. Bildet man namlich den Ausdruck [P2] fiir das zu (18) 
adjungierte Polar system zweiter Klasse, so erhiilt man: 

(27) 

(28) 

[P21 = [(fe + gd)2] oder: 

[P2] = f2[e2] + 2fg [ed] + g2[ll2]. 
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Hierin ist aber nach der Gleichung (39) des dreiBigsten Abschnitts: 

(29) 

(30) 

[e2] =~' ~' ;;, d. h. wegen (23): 
l' 2' 8 

[e2] = D, ferner wird: 

[d2] = 0 

und endlich nach der Gleichung (36) des dreiBigsten Abschnitts (vgl. auch 
Gleichung (13) des siebenunddreiBigsten Abschnitts): 

red] = -j-[EsEsl, -HE1Es], 0 = 2..!ll~s~ oder wegen (22): 
E1, E s , Es 2 E 1, Es, Es 

(31) [ed]=tE. 

Der Ausdruck (28) fiir das zu p adjungierte Polarsystem [P2] verwan
delt sich also in: 

(32) 

(33) 

[P2] = fCfD + gE) oder wegen (24) in: 

[p2] = fP. 
Diese Gleichungen (32) und (33) aber zeigen wirklich, daB die zu den 
Polarsystemen des Biischels (18) adjungierten Polarsysteme siirntlich der 
Schar (24) angehoren, und daB umgekehrt jedes Polarsystem der Schar 
(24) mit alleiniger Ausnahme des konjugiert komplexen Punktpaares E, 
das sich aus (24) fiir f = 0 ergibt, einem gewissen Polarsysteme des 
Biischels (18) adjungiert ist. 

Elliptisches Scharbiischel und elliptische Buschelscha1·. Aus diesem Grunde 
nennen wir wieder das Biischel (18) ein Scharbiischel von Polar
systemen zweiter Ordnung und die Schar (24) eine Biischelschar 
von Polarsystemen zweiter Klasse. Ferner sagen wir wieder, jenes 
Scharbiischel und diese Biischelschar habe den Punkt es zum Doppel
punkt und die Linie Es zur Doppellinie. Diese Doppellinie bildet 
daun wegen (19) und (25) hinsichtlich samtlicher Polarsysteme des 
Biischels und der Schar die Polare des Doppelpunktes ea. 

Urn endlich anzudeuten, daB das in dem Scharbiischel (18) enthaltene 
einfach entartende Polarsystem zweiter Ordnung e das Polarsystem eine/" 
elliptischen Strahlinvolution ist (vgl. S. 239 f. von Teil I dieses Bandes), 
wollen wir das Scharbiischel (18) speziell als ein elliptisches Schar
biischel bezeichnen, und entsprechend wollen wir der Biischelschar (24) 
den Namen einer elliptischen Biischelschar beilegen, weil das in 
dieser Biischelschar enthaltene einfach entartende Polarsystem zweiter 
Klasse E das Polarsystem einer elliptischen Punktinvolution ist (vgl. S. 247 f. 
von Teil I dieses Bandes). Auch wollen wir sagen, die elliptische Biiscltel
schar (24) sei zu dem elliptischen Scharbiisc7tel (18) adjungiert, und um
gekehrt dieses Scharbiischel sei zu jener Biischelschar adjungiert. 
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Bei dem elliptischen Scharbiischel (18) und der elliptischen Buschel
schar (24) spielen die konjugiert komplexen Doppelpunkte der ellipti
schen Punktinvolution e und die konjugiert komplexen Doppelstrahlen 
del' elliptischen Strahlinvolution (i analytisch dieselbe Rolle wie das reeUe 
Punktepaar eu t1! und das reelle Linienpaar Ell Eg bei dem hyperbolischen 
Scharbiischel (3) und der hyperbolischen Biischelschar (7). Hier bildeten 
ferner die Punkte l1., e2 die gemeinsamen Beriihrungspunkte, und die 
Geraden E1 , E2 die gemeinsamen Tangenten der Kurven des hyper
bolischen Scharbiischels und der hyperbolischen Biischelschar in jenen 
Punkten. Man sagt daher wohl auch, die Kurven des elliptischen Schar
biischels (18) und del' elliptischen Buschelschar (24) beriiltren sich in den 
konjugiert komplexen Doppelp1,tnkten der elUptischen Punktinvolution e und 
haben in ihnen die konjugie1t komplexen Doppelstrahlen der Strahlinvolll
tion (i Zit Tangenten. Dabei ist der Trager der reeHen oder konjugiert 
komplexen Beriihrungspunkte die in dem Scharbiischel enthaltene Doppel
lin ie, und ihr gemeinsamer Pol hinsichtlich des Scharbiischels oder der 
Buschelschar der in der Biischelschar vorkommende doppeltzahlende Punkt. 

Die neue Ausdrucksweise zeigt sich gelegentlich als vorteilhaft, wenn 
es sich darum handelt, gemeinschaftlichen Eigenschaften des hyperboli
schen und elliptischen Scharbiischels oder der entsprechenden Biischel
scharen auch einen gemeinsamen W ortausdruck zu verleihen. 

Die zweipunktige Beriihntng zweier Kun-en zweiter Ordnung. Del' Dber
gang yom hyperbolischen zum elliptischen Scharbiischel und ebenso von 
der hyperbolischen zur elliptischen Buschelschar wird durch ein Buschel 
und eine Schar vermittelt, die man als parabolisches Scharbiischel 
und parabolische Biischelschar bezeichnen kann. Um diese Gebilde 
einzufiihren, schicken wir eine Untersuchung iiber zweipunktige, drei
punktige und vierpunktige Beriihrung zweier Kurven zweiter Ordnung 
voraus. 

Es seien also zwei Kurven zweiter Ordnung betrachtet, die sich an 
einer Stelle in gewohnlicher Weise beriihren, indem an dieser Stelle zwei 
yon ihren vier Schnittpunkten, wi" bezeichnen sie als den ersten ttnd zwei
ten Schnittpunkt, in einen Punkt zusammengeruckt sind. Wir sagen dann, 
daB die beiden Kurven an jener Stelle sich zweipunktig beriihren 
oder eine Beriihrung erster Ordnung miteinander haben. AuBer
dem wollen wir von dies en Kurven noch voraussetzen, daB sie nicht zer
fallen. 

Diesel' Fall einer Beriihrung erster Ordnung zwischen zwei Kurven 
zweiter Ordnung wurde bereits im ersten Teile dieses Bandes auf S. 322f. 
bei del' Untersuchung eines Kegelschnittbuschels behandelt, dessen Grund
kurven eine derartige Beruhrung aufweisen, wobei sich ergab, daB in 
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einem solchen Kegelschnittbiischel zwei Linienpaare enthalten sind, von 
denen sichel' eins reell ist. Dieses letztere wird aus del' gemeinsamen 
Tangente der beiden Grundkurven in ihrem Beriihrungspunkte und 
dem Trager der beiden reellen oder konjugiert komplexen Punkte ge
bildet, welche die beiden Grundkurven des Buschels auBer ihrem Be
riihrl1ngspunkte miteinander gernein haben. Wir nennen diese Punkte fiir 
den Attgenblick den dritten und vierten Schnittpunkt der beiden Grundkttr
ven. Das andere Linienpaar hat den Beruhrungspl1nkt del' beiden Grund
kurven zum Scheitel und fiihrt von ihm nach jenem dritten und vierten 
Schnittpunkt der beiden Kurven. 

Bezeichnet man die Polarsysteme der beiden Grundkurven des Biischels 
mit a und a', so liiBt sich nach S. 322f. des ersten Teils dieses Bandes 
das Polarsystem eines jeden del' beiden beschriebenen Linienpaare in der 

Form: a- ga' 

darstellen, wo g von Null verschieden ist, da nach der obigen "Voraus
setzung (vgl. S. 41) die Polkurve von a nicht zerfallen soil. Insbesondere 
erhiilt man eine solche Darstellung fur das erste der beiden genannten 
Linienpaare. Der Doppelpunkt dieses Linienpaars, er heiBe e1 , ist dann 
ferner nach Satz 420 zu dessen Polarsystem apolar, d. h. es besteht fiir 
ihn eine Gleichung von der Form: 

e1 (a - ga') = 0 oder: 

(34) 

woraus hervorgeht, daB der Punkt e1 in bezttg ater die Polarsysteme a und 
a' der beiden GTundku1·ven und damit hinsichtlich aller Kurven des Biischels 
dieselbe Polare hat. 

Wir wahlen alsdann die beiden stets reellen Geraden des ersten Linien
paars zu zwei Seiten des Fundamentaldreiecks und bezeichnen etwa die 
gemeinsame Tangente der Kurven a und a', in ihrem Beruhrungspunkte 
gezogen, mit E2 und den Triiger des dritten und vierten Schnittpunktes 
der Kurven a und a' mit Eg. Der Scheit.el dieses Linienpaares wurde 
dem entsprechend schon oben (S. 33) mit e1 bezeichnet. Endlich verfligen 
wir noch iiber die erste Seite E1 des Fundamentaldreiecks in del' Weise, 
daB dieses Dreieck eill Polardreieck des zweiten Linienpaars wird. Dazu 
ist erforderlich, daB 

erstens der Doppelpunkt des zweiten Linienpaars, d. h. der Berii.hrungs
punkt der Kurven a und a', eine Ecke des Fundamentaldreiecks bilde, 
- sie ist als Gegenecke von Eg mit e3 zu bezeichnen, - und daB 

zweitens die durch diesen Punkt e3 hindurchgehende erste Seite El des 
Fundamentaldreiecks die Polare ihrer Gegenecke e1 in bezug auf das 
zweite Linienpaar sei. Diese Eigenschaft aber hat die gemeinsame 
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Polare des Punktes e1 in bezug auf die heiden Grundkurven a und a' 
des Buschels (Fig. 26). 
Uuter dies en Voraussetzungen uber das Fundamentaldreieck laBt sich 

nach dem Satze 454 der extensive Bruch fur das Polarsystem II des erst en 
Linienpaars, d. h. des Linienpaars E2l Es , in der Form schreiben: 

(35) 

und nach S. 238f. des ersten Teiles dieses Bandes der extensive Bruch 
fur das Polarsystem l2 des zweiten Linienpaares in der Form: 

(36) 

wo das Linienpaar getrennt reell oder konjugiert komplex ist, je nach-

Fig. 26. 

dem die Koeffizienten all und au entgegengesetztes oder gleiches Vor
zeichen haben. 

Die Polarsysteme a und a' der heiden Grundkurven des Biischels 
muss en sich daher in der Form darstellen lassen: 

(37) {a = l2+ a2s l1 

a' = l2 + a~Sll 
oder mit Riicksicht auf die Werte (35) und (36) durch die extensiven 
Briiche: 

(38) 
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und die Gleichungen ihrel' Polkul'ven lauten somit: 

(39) {aur/ + a22 r2!! + 2a2S r2rS = ° 
all r12 + a22 r2 2 + 2a~Sr2rS = 0. 

In diesen Gleichungen miissen iibrigens die Koeffizienten an, a2a , a~s von 
Null vel'schieden sein, weil sonst in einem del' Briiche (38) odeI' in bei
den ein Zahler verschwinden wiirde, was ein Zel'fallen del' zugehorigen 
Polkurve zur Folge hiitte. Ein solches abel' haben wir oben (S.41) aus
geschlossen. 

Natiirlich kann man die Gleichungsformen (39) del' beiden Grundkul'
ven anch leicht aus del' allgemeinen Gleichnng zweiten Grades nnter Be
riicksichtigung del' besonderen Lage des Fnndamentaldreiecks ableiten. 
In del' Tat sieht man sogleich, daB in den allgemeinen Gleichungen zwei
ten Grades fur die Kurven a und a', d. h. in den Gleichungen: 

(40) {au rI2 + a22 r22 + ass rs2 + 2a2S r2rS + 2aS1 ~Srl + 2a12rl~2 = 0, 

a~lr12 + a~2r22 + a;3~s2 + 2a;S~2~S + 2a;1~S~1 + 2a;2r1 ~2 = 0, 

jedesmal drei Koeffizienten verschwinden miissen. Dazu bezeichne man 
noch die zu den Nennern ej gehOrigen Zahler del' extensiven Briiche fiir 
die Polarsysteme a und a' mit Aj und A;, i = 1,2,3, setze also: 

(41) und 

wo dann die Koeffizienten ajk und a;k aus (40) zugleich die Ableitzahlen 
del' Stabe Aj und A/ sind, und wo: 

aki = ajk und a~i = a;k ist. 

Aus del' Tatsache, daS die Ecke e8 des Fundamentaldreiecks den beiden 
Kurven a und a' angehort, folgert man dann nach dem Satze 448, daa: 

(42) ass = ° und a;s = 0 
sein muS. 

Da ferner die Seite E2 die Tangente del' Kurven a und a' im Punkte 
83 bildet, so mussen die Polaren von es in bezug auf aa', das heiSt die 
zu es gehorenden Zahler As und As' del' Bl'uche a und a', mit E2 zusam
menfallen, es muB also: 

As = aS2 E2 und 

sein, woraus folgt, daB: 
(43) aS1 = ° und a;l = 0 ist. 

Und da endlich del' Punkt ea auf del' gemeinsamen Polare des Punktes 
e1 in bezug auf die Kurven a und a' liegt (vgl. S.42), die Ecken e1 und 
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C2 somit hinsichtlich beider Kurven konjugiert sind, so wird nach dem 
Satze 449 auch: 

(44) a12 = 0 und a~2 = O. 

Man findet daher vorlaufig aus den Gleichungen (40) fiir die Polkur
ven der beiden Polarsysteme a und a' die Gleichungsformen: 

(45) { 
all ~111 + a 22 ~2 2 + 2 a 2S ~2 ~s = 0, 

a~1~12 + a~2~211 + 2a~S~2~S = O. 

Doch ist in diesen Gleichungen die Forderung noch nicht zum .Aus
druck gebracht, daB die Gerade Es mit dem Trager des dritten und vier
ten Schnittpunktes der beiden Kurven a und a' zusammenfallen so11; 
denn den Gleichungen (44) zufolge konnte der Punkt e2 noch durch einen 
beliebigen Punkt der gemeinsamen Polare des Punktes e1 in bezug auf a 
und a' gebildet werden, die Gerade Es also durch eine beliebige Gerade, 
die durch den Punkt e1 hindurchgeht (Fig. 27). 

Um nun abel' die Vereinfachungen zu :tinden, die die Gleichungen (45) 
erfahren, wenn man del' genannten Forderung hinsichtlich del' Lage von 
Es Rechnung triigt (vgl. die obige Fig. 26), 
leite man aus den Gleichungen (45) durch 
lineare Verknupfung die Gleichung des in 
dem Buschel enthaltenen Linienpaares ab, das 
aus der gemeinsamen Tangente E2 und dem 
Trager des dritten und vierten Schnittpunktes 
der Kurven a und a' gebildet wird. Da dieses 
Linienpaar den Punkt e1 zum Scheitel hat, 
so muB seine Gleichung, wenn sie durch 
irgendeinen Punkt der Ebene befriedigt wird, 
auch durch jeden weiteren Punkt erfiillt wer

Fig. 27. 

den, dessen Koordinaten sich von denen jenes Punktes nur durch den Wert 
von ~l unterscheiden. Daraus folgt, daB die Gleichung des Linienpaares 
von ~1 £rei sein muB. Man erhii.lt daher die gewunschte Gleichung, wenn 
man die Gleichungen (45) mit a;.1 und - all multiplizierl und dann addiert, 
wodurch sich die Gleichung ergibt: 

(46) ~2 {(a;.1 a22 - all a~2)~1I + 2(a~1 a2S - all a~s)~s} = O. 

Diese Gleichung entspricht dann immer noch der durch die Fig. 27 dar
gestellten Lage des Fundamentaldreiecks. SoIl indes die Seite Es des 
Fundamentaldreiecks die besondere Lage der Fig. 26 haben, so wird die 
Gleichung (46) das Linienpaar Ell, Es darstellen und daher die Form 

(47) ~2~S= 0 
annehmen muss en, wozu erforderlich ist, daB sich der zweite Faktor der 
linken Seite von (46) auf seinen zweiten Summanden reduziere. Es muB 
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also die Gleichung bestehen: 

a~l a'22 - all a~2 = 0, 
die man auch als Proportion, niimlich in der Form schreiben kann: 

(48) 
und man wird daher die zweite Gleichung (45) durch Multiplikation mit 
einem passenden konstanten Faktor auch auf die Form der zweiten Glei
chung (39) bringen konnen, bei del' die Koeffizienten von );1 2 und );l mit 
denen in der ersten Gleichung (39) iibereinstimmen. 

Damit ist von neuem gezeigt, daB die beiden sich zweipunktig beriihren
den K urven a und a' bei del' Verwendung des in der Fig. 26 zugrunde 
gelegten Fundamentaldreiecks sich durch zwei Gleichungen von der Form 
(39) darstellen lassen. Man hat also den Satz: 

Satz 598: Besitzen zwei Kurven zweiter Ordnung in del' Ecke 
e3 des Fundamentaldreiecks eine zweipunktige Beriihrung und 
haben sie seine SeiteE2 zur gemeinschaftlichen Tangente in ihrem 
Beriihrungspunkte, ist ferner die Verbindungslinie del' beiden 
anderen gemeinsamen Punkte beider Kurven zur Seite Es des 
Fundamentaldreiecks gewahlt und die gemeinsame Polare des 
Schnittpunktes e1 von E2 und E3 in bezug auf beide Kurven zur 
Seite El des Fundamentaldreiecks, so lassen sich die Glei
chungen beider Kurven in del' Form darstellen: 

(39) {
aU );1 2 + a22 );2 2 + 2°23 );2);3 = 0 
all );1 2 + a22 );2 2 + 2 a~3);2);3 = O. 

Zwei KUJ"ven zweiter Ordnt{ng in zweimaliger zweipunktiger Beriihrttng. 
Eine besondere Betrachtung verdient noch der Fall, wo das Linienpaar l2 
(vgl. 43) in eine doppeltzahlende Gerade iibergeht, so daB in del' 
Fig. 26 auch der dritte und vierte Schnittpunkt del' beiden Kurven a 
und a' in einen Punkt zusammenriicken, die Gerade Es sich also eben
falls in eine gemeinsame Tangente der beiden Kurven verwandelt, und der 
Punkt e2 zu einem zweiten Beriihrungspunkt beider Kurven wi I'd, wahrend 
die gemeinsame Polare E1 des Punktes e1 in bezug auf die beiden Kurven 
mit jener doppeltzahlenden Geraden zusammenfallt und somit die Beriih
rungssekante der beiden sich in den Punkten es und e2 zweipunktig be
riihrenden Kurven zweiter Ordnullg darstellt (Fig. 28). Del' Ubergang 
des Linienpaares l2 in die doppeltzahlende Gerade El vollzieht sich ana
lytisch sehr einfach, indem in der Gleichung (36) der Koeffizient 

(49) a22 = 0 

gesetzt wird, wodurch diese Gleichung die Form anllimmt: 

(50) 
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und die Gleichungen (39) der beiden Kurven a und a' iibergehen in: 

(51) { all~12 + 2a9S~2~S = 0 
all~12 + 2a;S~2~S = o. 

Diese Gleichungen (51) sind daher die Gleichungen zweier Kurven zwei
ter Ordnung, die in den Ecken ~ und es des Fundamentaldreiecks eine 
Beriihrung erster Ordnung aufweisen, und bei denen sich die gemeinsamen 

-ez 

Fig. 28. Fig. 29. 

Tangenten, in den Beriihrungspunkten gezogen, in der Ecke e1 des Fun
damentaldreiecks schneid en. Damit ist zugleich eine Bestlitigung des 
Satzes 453 gewonnen. 

Die dreipunktige Beriihntng zweier Kurven zweifel" Ordnung. W ill man 
aus der Fig. 26 fiir eine zweipunktige Beriihrung zweier Kurven zweiter 
Ordnung a und a' den Fall einer dreipunktigen Beriihrung oder, 
wie man auch sagt, einer Beriihrung zweiter Ordnung oder Osku
lation ableiten, so halte man den Beriihrungspunkt es der heiden sieh 
zweipunktig beriihrenden Kurven nebst der in ihm gezogenen gemein
schaftlichen Tangente E2 der beiden Kurven fest, lasse aber noch einen 
von den beiden anderen gemeinsamen Punkten beider Kurven mit dem 
Beriihrungspunkte es zusammenfallen. 

Dann kann man aber nicht mehr wie bisher die Ecke e1 des Funda
mentaldreieeks in den Schnittpunkt der Geraden E2 mit dem Trager des 
dritten und vierten Schnittpunktes der beiden Kurven verlegen; denn 
dieser Schnittpunkt flillt mit dem Beriihrungspunkt e2 beider Kurven zu
sammen. Man lasse daher den Punkt e1 auf der Geraden E2 willkiirlich. 
Dadureh wird freilich die Forderung unerfiillbar, daB der Punkt e2 zum 
Punkte e1 in bezug auf die beiden Kurven a und a' gleichzeitig konju
giert sein solite. Doch kann man wenigstens noch den Punkt ~ auf der 
Polare des Punktes e1 in bezug auf die Kurve a annehmen (Fig. 29), und 
die Gleiehung der Kurve a hat daher immer noch die in der ersten Glei
chung (45) angegebene Form: 

(52) all~12+ a22~22+ 2a2S~2~S= 0, 
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wogegen die zweite Gleichung (45) und die zweite Gleiehung (44) ihre 
Giiltigkeit verlieren, so daB die Gleichung der Kune a' die Form erhiilt: 

(*) all~12 + a;2f22 + 2a~3f2fs + 2a;2flf2 = 0. 

Dabei ist dureh Multiplikation mit einem passenden Faktor sogleieh da
fiir gesorgt, daB del' Koeffizient von f12 in del' Gleiehung (*) mit dem 
entsprechenden Koeffizienten del' Gleiehung (52) iibereinstimmt. 

Dann ist noch immer in dem dureh die beiden Kunen (52) und (*) 
bestimmten Kegelsehnittbusehel das Linienpaar enthalten, das aus del' 
gemeinsamen Tangente Es der beiden Kurven a und a', in ihrem Beruh
rungspunkte es gezogen, und del' Verbindungslinie V des Punktes ea mit dem 
noeh verbleibenden weiteren Sehnittpunkt besteht, den die beiden Kurveu 
auBer ihrem dreifaeh reehnenden Beriihrungspunkt es gemein haben. 
Die Gleiehung dieses Linienpaares kann man leieht dadureh gewinnen, 
daB man aus den Gleiehungen (52) und (*) eine neue Gleiehung ableitet, 
die den Faktor f2 enthalt. Man erreieht dies, indem man die Gleichung 
(*) von der Gleichung (52) subtrahiert, wodureh sieh die Gleichung ergiht: 

(**) t2 {(a22 - a~2)f2 + 2 (a2S - a;3)fs - 2 a;2 fl } = o. 
Diese GleiehUllg des Linienpaares zerfiUlt in die heiden Gleiehungen: 

(53) f2 = ° und 

(***) (a22 - a;2)~2 + 2 (a2S - a;s)ts - 2 a;2tl = o. 
Da aber die Gleiehung (***) die Gleiehung einer Geraden ist, die durch 
den Punkt es hindurchgeht, also erfiillt werden ruuB, wenn man: 

fl = 0 und ~2 = 0 

setzt, abel" ts beliehig IaBt, so ruuB fUr beliebiges ~s die Gleichung he-
stehen: ) 2 (a23 - a;s ts = 0, 
woraus folgt, daB 

sein muB. Die Gleiehung del' Kurve a' nimrut daher die Form an: 

(54) all t12 + a;2f22 + 2a2s t2ts + 2a{2fd:2 = 0, 

und die Gleiehung (***) der Geraden V verkurzt sieh zu: 

(55) 

Sie stellt die Verhindungslinie V des Beruhrungspunktes es del' Kurven 
a und a' mit dem einzigen neben ihm noeh ubrig gebliebenen Sehnitt
punkte beider Kunen dar. 

Die Gleichungen (52), (54) und (55) erfahren noeh eine weitere Ver
einfachung, wenn man die Eeke e2 des Fundaruentaldreieeks in den 80-

eben genannten noeh ubrig gebliebenen Schnittpunkt del' Knrven a und 
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a' verlegt. Dann wird der Punkt eH der nach dem Obigen zu l1! in bezug 
auf a konjugiert sein soUte, der Schnittpunkt der Geraden El mit der 
Tangente in e2 an die Kurve a gezogen (Fig. 30), und es wird mit Riick
sicht auf die Lage von ell: 

(56) 

Die Gleichungen (52) und (54) der Kurven a und a' nehmen also die 
Form an: 

(57) 

(58) 

all~12 + 2a2S~2~S = 0 und 

all~l11 + 2a23~1l~3 + 2a{2~1~1l = 0, 

und man hat den Satz: 

Satz 599: Besitzen zwei Kurven zweiter Ordnung a und a' in 
der Ecke es des Fundamentaldreiecks eine 
dreipunktige Beriihrung, und wahlt man 
den Punkt, den die beiden Kurven auBer 
dem dreifach zahlenden Beriihrungspunkt 
miteinander gemein ha ben, zur Ecke ell des 
Fundamentaldreiecks und den Schnitt-.£1 ~ 
punkt der Tangenten der Kurve a, in den Fig. so. 

Punkten es und ell gezogen, zur Ecke e1 dieses Dreiecks, so lassen 
sich die Gleichungen der Kurven a und a' in der Form darstellen: 

(57) all~lll + 2a2s~2ts = 0 und 

(58) all~12 + 2a23 t2ts + 2a{2tlt2 = O. 

Dieses Ergebnis laBt sich leicht bestatigen. Denn die Gleichungsform 
(57) der Kurve ((, entspricht wieder dem Satze 453 in Teil 1 dieses Ban
des, und die Gleichungsform (58) der Kurve a' driickt die Tatsache aus, 
daB die Kurve a' eine beliebige Kurve des Kegelschnittbiischels bildet, 
das durch die Kurve a (Gleichung (57) und durch das Linienpaar der 
beiden Seiten El und Ell des Fundamentaldreiecks bestimmt wird. In 
der Tat lautet die Gleichung dieses Linienpaares: 

(59) ~l ~ll = 0, 

und die linke Seite von (58) geht aus den linken Seiten der Gleichungen 
(57) und (59) durch lineare Verkniipfung hervor. 

Die vierpunktige Beriihrung zweier Kurven zweiter Ordnung. Die ur
spriinglich entwickelten Gleichungsformen (52) und (54) der sich drei
fach beriihrenden Kurven a und a' erweisen sich als niitzlich, wenn man den 
Ubergang zur vierpunktigen Beriihrung zweier Kurven zweiter Ord
nung machen will. Diese Gleiehungen entsprachen der in der Fig. 29 an-

GraS mann, Projektive Geometrle d. Ebene II, 2 4 
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gegebenen Lage des Fundamentaldreiecks, bei del' die Verbindungsgerade 
V des dreifach zahlenden Berlihrungspunktes es del' Kurven a und a' 
mit dem vierten Schnittpunkte beider Kurven noch nicht (wie in del' 
Fig. 30) mit del' Seite El des Fundamentaldreiecks identisch war, sondeI'll 
durch die Gleichung: 

(55) (a22 - a~2)~2- 2a;2~1 = ° 
dargestellt wurde. Man wird daher diese Verbindungsgerade V urn den 
Punkt es drehen konnen, ohne an dem Fundamentaldreieck und del' KUl've 
a etwas zu andern, wenn man nur dabei die Kurve a' sich in einer sol
chen Weise umwandeln laBt, daB die Gerade V eine gemeinsame Sekante 
del' beiden !Curven a und a' bleibt und zugleich die dreipunktige Beruh
rung beider Kurven im Punkte es aufrecht erhalten wird. Insbesondere 
wird man diese Drehung del' Geraden V urn den Punkt e3 so we it fort
set-zen konnen, bis die Gerade V mit del' gemeinsamen Tangente E2 der 
Kurven a und a' zusammenfallt. Dann riickt del' bisher von es verschie
dene Schnittpunkt del' Geraden V mit del' !Curve a an den Beriihrungs
punkt ea heran, die dreipunktige Beruhrung beider !Curven geht also in 
eine vierpunktige Beriihrung odeI' Beriihrung dritter Ordnung 
libel', und zug1eich reduziert sich die Gleichung (55) auf die Form: 

(60) ~2= 0, 
so daB also del' Koeffizient 
(61) 

wird. Rieraus folgt: Wahrend bei dem beschriebenen Ubergang von del' 
dreipunktigen zur vierpunktigen Beriihrung del' Kurven a und a' die 
Gleichung del' Kurve a ihre alte Form beibehalt, namlich nach wie VOl' 

lautet: 

(62) all~lz + a22~22 + 2a2a~2b = 0, 

verkiirzt sich die Gleichung (54) del' Kurve a' zu der Gleichung 

(63) 

Man entnimmt 

Fig. 31. 

all~12 + a;2~22 + 2a2S !2!3 = 0. 

aus del' Gleichung (61) noch das geometrische Ergeb
nis, daB die Ecken e1 und e2 des Fundamentaldreiecks 
nicht nur hinsichtlich del' Kurve a, sondel'll auch 
hinsichtlich del' Kurve a' einander konjugiert sind, daB 
also die zweiten Tangenten, die man auBer del' Gera
den E2 vom Punkte e1 an die Kurven a und a' ziehen 
kann, ihre Beruhrungspunkte auf del' Geraden El haben 
(Fig. 31). Und da del' Punkt e1 ein ganz beliebiger 
Punkt del' Geraden E2 war (vgl. S. 47), so hat man 
den Satz: 
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Satz 600: Raben zwei Kurven zweiter Ordnung in emem 
Punkte es eine vierpunktige Beriihrung, und legt man von 
einem Punkte der gemeinsamen Tangente ihres Beriihrungs
punktes an die heiden Kurven die zweiten Tangenten, so lie
gen ihre Beriihrungspunkte mit dem Beriihrungspunkte es der 
vierpunktigen Beriihrung in einer Geraden. 

Ferner kann man den Inhalt der Gleichungen (62) und (63) in der 
Form aussprechen: 

Satz 601: Raben zwei Kurven zweiter Ordnung in der Ecke es 
des Fundamentaldreiecks eine vierpunktige Beriihrung, und 
ist die Seite E2 dieses Dreiecks die gemeinsame Tangente in 
diesem Punkte, sind endlich die Ecken e1 und es des Fundamen
taldreiecks hinsichtlich einer und damit (nach Satz 600) auch 
hinsichtlich der anderen Kurve einander konjugiert, so lassen 
sich die Gleichungen beider Kurven auf die Form bringen: 

(62) 
und 
(63) 

U mgekehrt stellen je zwei Gleichungen von der Form (62) 
und (63) zwei Kurven zweiter Ordnung dar, die sich in der 
Ecke es des Fundamentaldreiecks vierpunktig beriihren und 
in dem Beriihrungspunkte die Seite E2 dieses Dreiecks zur ge
meinsamen Tangente haben. 

Man erhlHt endlich fiir die Polarsysteme a und a' der beiden sich vier
punktig beriihrenden Kurven die Briiche: 

(64) 

(65) 

aus deren Form man noch folgern kann, daB die Polarsysteme a und a' 
die Summendarstellungen gestatten: 

(66) a = q + assd 
und 
(67) 

in denen q und d wieder zwei Polarsysteme sind, deren extensive Briiche 
lauten: 

(68) 
und 

(69) 
4* 
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Von diesen beiden Polarsystemen q und a hat nach dem Satze 453 das 
Polarsystem q eine Kurve zweiter Ordnung ZUl' Polkurve, die die Seiten 
E, und Es des Fundamentaldreiecks zu Tangenten und die Seite E J zur 
Beruhrungssekante hat, wahrend nach dem Satze 455 die Polkurve des 
Polarsystems a durch die doppeltzahlende Seite E2 des Fundamental
dreiecks gebildet wird (Fig. 32). Die Summendarstellungen (66) und (67) 
zeigen dann, daB die beiden sich vierpunktig beruhrenden Kurven zweiter 
Ordnung a und a' dem Kegelschnittbuschel angehoren, das durch die 
beiden Polarsysteme q und d bestimmt wird. 

])0$ Kegelschnitfbiisckel, das eine nicht enta;rtende Kttrve zweiter Ord
nung und eine sie beriihrende doppeUziihlende Gerade zu Grundkurven hat. 
Ein beliebiges Polarsystem p des durch die Polarsysteme q und a be
stimmten Biischels von Polarsystemen lliBt sich durch die Vielfachen
summa darstellen: 
(70) p = fq + ga, 

in del' fund 9 zwei ZahlgroBen sind, odeI' wegen (68) und (69) durch 
den Bruch: 

(71) 

Die Gleichung seiner Polarkurve lautet daher: 

(72) 
und kann, wenn: 
(73) f+O 
ist, wenn also die Kurve p von del' doppeltzahlenden Geraden a verschie
den ist, auch in del' Form geschrieben werden: 

(74) 

in del' sie sich von del' Gleichung (63) del' Kurve a' nul' noch dadurch 

unterscheidet, daB an Stelle des Koeffizienten a;2 del' Bruch ~ steht. 

Daraus abel' folgt nach dem Satze 601, daB eine jede Kurve des Buschels 
(70) mit alleiniger Ausnahme del' doppeltzahlenden Geraden cl zu del' 
Kurve a in derselben Beziehung steht wie die Kurve a', d. h. mit ihr im 
Pllnkte ea eine vierpunktige Beriihrung aufweist und dabei die Gel'ade E2 
zur gemeinsamen Tangente in dem Beriihrungspunkte hat (Fig. 33). 

])ie Polarsysteme zweiter Klasse, die zu den Polarsystemen des betmch
teten Kegelschnittbiischels adjungiert sind, gehOren einer Schar an. Bildet 
man zu den Polarsystemen p des Buschels (70) die adjungierten Polar-
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systeme [p2] , so erhiilt man fur diese Polarsysteme zweiter Klasse die 
Darstell ung : 
(75) [p2] = [(fq + gd)2] 
oder: 
(76) 

Hierin besitzen nach der Gleichung (39) des 30. Abschnitts die zu q und 

Fig. 32. Fig. 33. 

(l adjungim·ten Polarsysteme ell] = Q und [(l2] mit Riicksicht auf (68) 
und (69) die Werte: 

(77) 

und 
(78) 

und nach der Gleichung (36) des 30. Abschnitts (vgl. auch die obige 
Gleichung (6) wird: 

(79) 

wo D das Polarsystem des doppeltzahlenden Beriihrungspunktes e3 des 
Biischels (70) ist. Die Gleichung (76) nimmt daher die Form an: 

(80) 
in der nach S. 44: 

[p2] = f(fQ + gauD), 

all + 0 

ist. Diese Gleichung zeigt, daB die adjungierten Polarsysteme des Biischels 
(70) samtlich Polarsysteme del' Schar: 

(81) p= fQ + gD 

sind, deren Grundkurven die zur Kune zweiter Ordnung q adjungierte 
Kurve zweiter Klasse Q und der doppeltzahlende gemeinsame Beriihrungs
punkt es der Kurven des Biischels sind, dessen Polarsystem oben mit D 
bezeichllet wurde. 
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Die Abspaltung des Faktors f in del' Gleichung (80) hat wieder eine 
ganz entsprechende Bedeutung wie bei dem hyperbolischen und ellip
tischen Scharbuschel. Sie zeigt namlich, daB dem Polarsystem it del' 
Doppellinie Es des Buschels, welchem nach (70) del' Parameterwert f = 0 
zugehort, als adjungiertes Polarsystem kein eigentliches Polarsystem del' 
Schar (81) entspricht, sondern das uneigentliche Polarsystem [p2] = 0 
zugeordnet ist, und daB andererseits das in del' Schar (81) fur f = 0 ent
haltene Polarsystem D des doppeltzahlenden gemeinsamen Beriihrungs
punktes ea ailel' Kurven des Buschels (70) sich nicht als adjungiertes 
Polarsystem zu einem Polarsysteme dieses Buschels auffassen laBt. 

Parabolisches Scharbiischel una parabolische Biischelschar. Wegen dieses 
eugen Zusammenhanges des Biischels (70) mit del' Schar (81) nennen wir 
das Buschel (70) ein Scharbuschel von Kurven zweiter Ordnung und die 
Schar (81) eine Biischelschar von Kurven zweiter Klasse, und zwar speziell 
ein parabolisches Scharbuschel und eine parabolische Biischel
schar (vgl. S. 41). 

Ferner bezeichnen wir den Punkt ea als den Doppelpunkt, die Linie 
E 2 , die ubrigens wegen (71) wieder hinsichtlich samtlicher Polarsysteme 
des Biischels und del' Schar die Polare des Doppelpunktes e3 bildet, als 
die Doppellinie des parabolischen Scharbiischels und del' parabolischen 
Buschelschar. 

Weiter sagen wir wieder, die parabolische Biischelschar (81) sei zu aern 
parabolischen Scharbiischel (70) adjungiert und umgekehrt dieses zu jenern 
adjungiert. 

Die Bezeichnung parabolisch fUr das Scharbiischel und die Biischel
schar rechtfertigt sich dadurch, daB die Kurven des parabolischen Schar
biischels und del' parabolischen Buschelschar auf ihrer Doppellinie und 
in ihl'em Doppelpunkte eine parabolische Involution hel'vorrufen. 

Endlich sagt man auch wohl in Ubereinstimmung mit S. 40 von zwei 
Kurven eines parabolischen Scharbiischels odel' einer parabolischen Buschel
schar, sie hatten in dem Doppelpunkte des Scharbuschels odeI' 
del' Biischelschal' zwei zusammenfallende reelle Beriihl'ungs
punkte miteinander gemein; das wiirde also besagen, daB sie sich in 
diesem Punkte vierpunktig beriihren. 

Allgemeiner Begriff eines Scharbiischels von Polarsystemen zweiter 01'11-
nUl1g una einer Biischelschar von Polarsystemen zweiter Klasse. Betrachtet 
man die dl'ei oben untersuchten Vielfachensummen von Polal'systemen 
zweiter Ordnung: 
(3) 
(18) 

(70) 

p = fh + gd 

P = fe + gd 

P = fq + gd, 
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welche das durch die Polarsysteme h und d, e und d, q und d be
stimmte hyperbolische, elliptische und parabolische Scharbiischel dar
stellten und beriicksicbtigt, daB in dem hyperbolischen Scharbiischel (3) 
lIur die entartenden Polarsysteme h und d, in dem elliptischen Schar
biischel (18) nul' die entartenden Polarsysteme e und d und in dem 
parabolischen Scharbiischel (70) nur das entartende Polarsystem dent
halten ist, so kann man hinzufiigen, daB die durch die Gleichungen (3), 
(18) und (70) dargestellten Polarsysteme p nicht en tart en konnen, voraus
gesetzt, daB man in den drei Gleichungen die Ableitzahlen fund gals 
von Null verschieden annimmt. Da ferner wegen f =} 0 ein jedes von 
den drei Scharbiischeln auch durch die drei Polarsysteme p und d be
stimmt wird, so sieht man, daB die Vielfachensnmme: 

(82) 8 = tiP + bd 

ganz allgemein del' Ausdruck eines Scharbiischels ist, welches ein ge
wisses nicht entartendes Polarsystem zweiter Ordnung p und das Polar
system d einer doppeltzahlenden Geraden zu Grundsystemen hat, wobei 
die Doppellinie d von del' Kurve p geschnitten, beruhrt odeI' iiberhaupt 
nicht getroffen werden kann, und wo dementsprechend dann das Schar
biischel hyperbolisch, parabolisch oder ellipti::;ch sein wird. 

Man kann ubrigens auch leicht unabhangig vom Vorhergebenden be
weisen, daB dabei p ein ganz beliebiges nicht entartendes Polarsystem 
zweiter Ordnung sein kann, daB also jede Vielfacbensumme von del' Form: 

(82) 8 = tiP + bd, 

in del' d das Polarsystem einer doppeltzahlenden Geraden und p ein be
liebiges, nicht entartendes Polarsystem zweiter Ordnung ist, die charak
teristischen Eigenschaften eines Scharbiischels von Polarsystemen zweiter 
Ordnung besitzt. 

In del' Tat erhalt man fiir das zu 8 adjungiel'te Polarsystem zweiter 
Klasse [82] den Ausdruck: 

(83) [82] = V2[p2] + 2Vb[pd] + b2 [d21. 

Nun ist aber nach dem Satze 430 das zur Doppellinie (1 adjungierte 
Polarsystem: 
(84) [d 2] = O. 

Ferner wird nach dem Satze 536 das Produkt: 

(85) 2[Pd] = A 

ein entartendes Polar system zweiter Klasse, dessen Polarkurve das ge
trennt ree11e, zusammenfallend reelle oder konjugiert komplexe Schnittpunkt-
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paar der Kurve p und der Geraden d ist. Bezeichnet man daher noch 
das zu p adjungierte Polarsystem zweiter Klasse mit P, setzt also: 

(86) 

so nimmt die Gleichung (83) die Form an: 

(87) [82J = ~(~P + bA), 

welche zeigt, daB die adjungierten Polarsysteme des Biischels (~2) samt
lich der Schar: 
(88) ~P+ bA 

angehoren. Damit aber ist das Buschel (82) als Scharbuschel charak
terisiert. 

Dabei hat entsprechend wie in den drei vorausgeschickten Spezial
fallen eines Scharbuschels die Abspaltung des Zahlfaktol's ~ in der Glei
chung (87) die folgende Bedeutung: Der Doppellinie d des Buschels (82), 
welcher nach der Gleichung (82) del' Parameterwert ~ = 0 zugehOrt, 
wahrend zugleich b =F 0 ist, entspricht als adjungiertes Polarsystem kein 
eigentliches Polarsystem der Schar (88), sondern wegen (87) das un
eigentliche Polarsystem [82] = O. Andererseits la6t sich das in der Schar 
(88) fiir ~ = 0, b =F 0 enthaltene Punktpaar: 

A= 2[pd] 

nicht als adjungiertes Polarsystem zu einem Polarsystem des Biischels (82) 
auffassen: denn fiir .lJ = 0 verwandelt sich die Gleichung (87) eben in 
[82] = O. 

Man kann noch hinzufiigen: J edes nicht entartende Kegelschnittbiischel, 
das unter seinen Kurven eine Doppellinie enthalt, ist ein Scharbiischel 
von Kurven zweiter Ordnung. Denn wahlt man zu Grundkurven des 
Kegelschnittbiischels eine in ihm vorkommende nicht entartende Kurve 
zweiter Ordnung p und jene Doppellinie d, so erhii.lt man fiir das Kegel
schnittbiischel gerade eine Vielfachensumme von der Form (82), durch 
die nach dem Obigen ein Kegelschnitt als Scharbiischel von Kurven zweiter 
Ordnung gekennzeichnet war. Und da auch umgekehrt nach der Glei
chung (82) jedes Scharbiischel 8 eine Doppellinie d enthalt, so kann man 
allgemein ein Scharbuschel von KU1'ven zweiter Ordnung auch charakte1'i
sieren als ein nicht entartendes Kegelschnittbiischel, das unter seinen K~tnen 
eine Doppellinie enthalt. 

Aus der Darstellung (82) eines Scharbiischels leitet man leicht eine 
allgemeine Eigenschaft eines Scharbuschels ab, wenn man die Geraden 
aufsucht, die einem beliebigen Punkte y der Doppellinie cl durch die 
Polarsysteme 8 des Scharbiischels (82) als Polaren zugewiesen werden. 
Da nii.mlich nach S.215 des ersten Teils dieses Bandes ein jeder Punkt y 
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der Doppellinie des Scharbiischels zu dem Polarsystem cl dieser Doppel
linie apolar ist, also der Gleichung: 

(89) ycl = 0 

geniigt, so erhalt man flir die Pol are ys eines solchen Punktes y hinsicht· 
lich einer beliebigen Kurve s des Scharbuschels den Ausdruck: 

(90) ys = lJYp. 

Die Polaren ys eines beliebigen Punktes y der Doppellinie d des Schar
biischels (82), genommen in bezug auf die Kurven z des Scharbiischels, 
fallen also samtlich mit der Polare .d 
yp des Punktes y hinsichtlich des '"'------------~;;;;..-

Polarsystems P ZUf::iammen. Und /J "fJJ1" 
diese Polare yp geht nach der zwei- 11 
ten Grundeigenschaft des Polar
systems (Satz 394) durch den Pol 
D der Geraden cl hinsichtlich des 
Polarsystems p hindurch (Fig. 34). 
Diesel' Pol aber ist, wie oben fur 
aUe drei Fane des Scharblischels be- Fig. 34. 

wiesen ist (vgl. S. 35, 40 u. 54), der Doppelpunkt des Scbarbiischels, und 
er ist zugleich auch hinsichtlich samtlicher Kurven s des Scharbiischels 
del' Doppellinie d des Scharbiischels als Pol zugeol'dnet. Man hat also 
den Satz: 

Satz 602: Die Polal'ell eines jeden Punktes der Doppellinie 
eines Scharbiischels von Kurven zweitel' Ordnung, genommen 
hinsichtlich der Kurven des Scharbiischels, fallen in eine und 
dieselbe Gerade zusammen, die dul'ch den Doppelpunkt des 
Scharbiischels hindurchgeht. 

Geht man andererseits von den drei Vielfachensummen: 

(7) 

(24) 

(81) 

P=TD + gH 

P=fD+gE 

P=fQ + ~D 
aus, welche die durch die Polarsysteme D und H, D und E, Q und D 
bestimmte hypel'bolische, elliptische und parabolische Biischelschar dar
steilten, und beriicksichtigt, daB in der hyperbolischen Biischelschar (7) 
nur die entartenden Polarsysteme D und H, in der elliptischen Biischel
schar (24) nur die entartenden Polarsysteme D und E und in del' pa
rabolischen Buschelschar (81) nur das entartende Polarsystem D enthal
ten ist, so kann man hinzufiigen, daB die durch die Gleichungen (7), (24) 
und (81) dal'gestellten Polarsysteme nicht entarten konnen, vorausgesetzt, 
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daB man in den drei Gleichungen die Ableitzahlen fund gals von Null 
verschieden annimmt. Da ferner diese Biischelschar, wenn del' Koeffizient 
von H, E und Q ungleich Null ist, auch durch die Polarsysteme P und 
D bestimmt wird, so sieht man, daB die Vielfachensumme: 

(91) B=lJP+bD 

ganz allgemein del' Ausdruck einer Biisehelschar ist, welche ein gewisses 
nicht entartendes Polar system zweiter Klasse P und das Polarsystem D 
eines doppeltzahlenden Punktes zu Grundsystemen hat, wobei del' doppelt
zlihlende Punkt auBerhalb, auf odeI' innerhalb del' Kune P liegen kann, 
und wo dementsprechend die Buschelschar hypel'boliscb, parabolisch odeI' 
eUiptisch sein wird. 

Man kann ubrigens wiederum auch leicht beweisen, daB dabei P ein 
ganz beliebiges nicht entartendes Polarsystem zweiter Klasse sein kann, 
daB also jede Vielfachensumme von del' Form: 

(91) B = lJP+ 'oD, 

in del' D das Polarsystem eines doppeltzahlenden Punktes und P ein be
liebiges nicht entartendes Polarsystem zweiter Klasse ist, die charakte
ristischen Eigenschaften einer Biischelschar von Polarsystemen zweiter 
Klasse besitzt. 

In del' Tat erhlilt man fiir das zu B adjungierte Polarsystem zweiter 
Ordnung [B2] den Ausdruck: 

(92) [B2] = lJ2[P 2] + 2~b[PD] + b2[D2]. 

Nun ist abel' naeh dem Satze 442 das zum Doppelpunkt D adjungierte 
Polal'system: 
(93) [D 2J = O. 

Ferner wird nach dem Satze 545 das Produkt: 

(94) 2 [PDJ = a 

ein entartendes Polarsystem zweiter Ordnung, dessen Polkurve das ge
trennt ree11e, zusammenfallend reelle odeI' konjugiert komplexe Tangenten
paar ist, das sich vom Punkte D an die K urve P legen HiBt. Bezeiehnet 
man daher noeh das zu P adjungierte Polarsystem zweiter Ordnung mit 
15, setzt also: 
(95) [P2] = p, 

so nimmt die Gleiehung (92) die Form an: 

(96) [B2] = V(Vp + ba), 

welehe zeigt, daB die adjungierten Polarsysteme del' Schar (91) samtlieh 
dem Buschel: 
(97) ~15 + ba 
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angehoren. Damit aber ist die Schar (91) als Buschelschar charakte
risiert. 

Dabei hat entsprechend wie in den drei vorausgeschiekten Spezial
fallen die Abspaltung des Faktors \J in der Gleiehung (96) die folgende 
Bedeutung: Dem Doppelpunkte der Schar (9]), welehem naeh der Glei
chung (91) der Parameterwert lJ = 0 zugehort, wahrend b + 0 ist, ent
sprieht als adjungiertes Polarsystem lrein eigentliches Polarsystem des 
Buschels (97), sondern wegen (96) das uneigentliehe Polarsystem [B2J = O. 
Andererseits laEt sich das in del' Schar (88) fur \J = 0, b =1= 0 enthaltene 

Geradenpaar: a = 2[ P DJ 
nicht als adjungiertes Polarsystem zu einem Polarsystem del' Schar (IH) 
auffassen; denn fur lJ = 0 verwandelt sich die Gleichung (96) eben in 
[B2] = O. 

Daraus folgt dunn wieder genau wie bei dem Dualistischen, daf3 man 
eine Biischelschar von Kttrren zweiter Klasse auch geradezn charakterisieren 
kann als eine nic7d entartende Kegelschnittschar, die unter ih1'en Kurven 
einen doppeltziihlenden Punkt enthiilt. 

Aus der Darstellung (91) einer Buschelschar ergibt sieh dann wieder 
eine allgemeine Eigensehaft einer Busehelsehar, wenn man die PUl1kte 
aufsucht, die einer beliebigen Geraden V des Strahlbusehels mit dem 
Scheitel D durch die Polarsysteme B der Btisehelsehar (91) als Pole zu
gewiesen werden. Da ntimlieh nach S. 227 des erst en Teils dieses Bandes 
eine jede Gerade V des Strahlbusehels mit dem Scheitel D zu dem Polar
systeme D des Doppelpnnktes apolar ist, also der Gleiehung: 

(98) VD = 0 

genugt, so erhalt man fur den Pol VB einer solchen Geraden V hinsieht
lieh einer beliebigen Kurve B del' Btisehelschar den Ausdruck: 

(99) VB = tJVP. 

Die Pole VB einer beliebigen Geraden V, die durch den Doppelpunkt D 
einer Busehelsehar geht, genommen in bezug auf die Kurven B der 
Busehelschar, fallen also samt- 9!§?J Ai 
lieh mit dem Pole V P der Ge-
raden V hinsiehtlieh des Polar
systems P zusammen. Und 
diesel' Pol V P liegt naeh del' 
zweiten Grundeigenschaft des 
Polarsystems (Satz 410) auf der 
Polare d des Punktes D hin
sichtlich des Polarsystems P 
(Fig. 35). Diese Polare aber ist, 

=1f/ifg> 

Fig. 35. 
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wie oben fur aIle drei Faile der Biischelschar bewiesen ist (vgl. S.35, 40 
und 54) die Doppellinie del' Buschelschar, und sie ist zugleich auch hin
sichlich samtlicher Kurven B der Biischelschar dem Doppelpunkte D des 
Scharbuschels als Polare zugeordnet. Man hat also den Satz: 

Satz 603: Ein jeder Strahl eines Strahlbiischels, das den 
Doppelpunkt einer Biischelschar von Kurven zweiter Klasse 
zum Scheitel hat, besitzt hinsichtlich samtlicher Kunen del' 
Biischelschar einen und denselben Pol; und zwar liegt er auf 
der Doppellinie der Biischelschar. 

Das Scharbuschel homoasymptotischer Hyperbeln. Bei dem oben (auf 
S. 35-36) betrachteten hyperbolischen Scharbiischel bildeten die Seiten 
El und Ea seines gemeinsamen Tangentialdreiecks die Tangenten, die 
dritte Seite Es die Beruhrungssekante. Hiilt man jetzt die Geraden del' 
beiden gemeinsamen Tangenten El und Ea eines hyperbolischen Schar
biischels fest, laBt abel' die Beriihrungssekante Es in die unendlich ferne 
Gerade iibergehen, so werden aUe Kurven des Scharbiischels zu Hyper
beln, die gemeinsamen Tangenten El und Ea zu gemeinsamen Asympto
ten alIer dieser Hyperbeln. Das Scharbiischel besteht also aus del' Ge
samtheit aIler Hyperbeln mit den gemeinsamen Asymptoten El und Ea. 
Wir nennen ein solches Scharbiischel von Hyperbeln mit gemeinsamen 
Asymptoten ein Scharbiischel homoasymptotischer Hyperbeln.l) 

Analytisch vollzieht man den beschriebenen Ubergang dadnrch, daB 
man in dem Fundamentaldreieck, das in del' obigen Entwicklung mit dem 
Tangentialdreieck des Scharbiischels zusammenfiel, die del' Seite Es au
gehorenden Ecken e1 und e2 durch zwei Strecken ersetzt. Dadurch ver
wandelt sich das in der Gleichung (2) angegebene Polarsystem d del' 
Doppellinie des urspriinglichen hyperbolischen Scharbiischels in das Polar
system j del' doppeltzahlenden unendlich fernen Geraden: 

(100) j = 0, 0, En , 
e1,e.!,eS 

in dem jetzt e1 und ea zwei Strecken sind, wiihrend das Polarsystem (1) 
del' hyperbolischen Strahlinvolution 

(101) [eSel]. [ete.], 0 
e1 , e2 , es 

1) In seiner "Geometrie der Lage" (Bd. I, vierte Auflage, Leipzig 1899, S.196) 
nennt Th. Reye die oben alB "homoasymptotisch" bezeicbneten Hyperbeln "homo
thetiscb und konzentrisch". Da indes das Wort "bomotbetisch" sonst in der Be
deutung "abnlich oder abnlich liegend" gel;>raucbt wird, so paJ3t der Ausdruck 
"homothetiscbe und konzentrische Hyperbeln" nicbt fUr zwei solche Hyperbeln des 
oben betrachteten Scharbiiscbels, die nicbt in demselben von den gemeinsamen 
Asymptoten gebildeten Scheitelwinkelpaar liegen, indem ja zwei derartige Hyper
beln gar nicht ahnlich sind. (V gl. auch den unten auf S. 64 eingefiihrten Be
griff "homoasymptotiscber Ellipsen".) 
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seine geometrische Bedeutung beibehalt, namlich noch immer das Linien
paar El' Ell zur Polkurve hat, wenn auch in seinem analytischen Aus
drnck (101) jetzt die Gro.Ben el und e2, welche die beiden ersten Nenner 
bilden und auch in den beiden ersten Zahlern als Faktoren entbalten 
sind, durch die unendlich fernen Punkte der Geraden dieses Linienpaares, 
d. h. durch gewisse Strecken, vertreten werden. 

Ein beliebiges Polarsystem: 

(102) p = h - 2gj 

des durch die Polarsysteme h und j bestimmten ScharbUschels homo
asymptotischer Hyperbeln Hi£t sich dann durch den Bruch darstellen: 

(103) 

Und, sind f17 f2' f3 die Dreieckskoordinaten in bezug auf das neue Fun
damentaldreieck, von dem die unendlich ferne Gerade eine Seite bildet, 
so lautet die GIeichung der zum Polarsystem JJ gehorenden Polkurve 
(vgl. S. 241 f. des ersten Teiles dieses Bandes): 

(104) flf2 = gf32. 
Dabei Imnn der "Parameter" 9 jeden beliebigen reellen Zahlwert an
nehmen. 

Will man die Gleichung (104) durch eine Gleichung in Cartesischen 
Koorc1inaten ersetzen, so denke man sich die Strecken e1 und ell gleich 

lang, und zwar von del' Lange a ~ ,unter f del' Winkel zwischen den 
VSlll f 

Stab en [ea el ] und [ea e2] verstanden, und gebe iiberdies auch nocb dem 

Punkte eg die Masse 3 1 _. Dann werden nach dem Satze 296 die Bruche 
Vsin f 

);, und h aerade die Cartesischen Koordinaten des Punktes x mit den 
);3 t3 '" 
Dreieckskoordinaten fv f2' fa in bezug auf die Geraden der Stabe [eg e1] 
und [eae2] als Koordinatenachsen. Bezeichnet man also diese Koordinaten 
mit f und ~, so wird 

(105) h = f und ~ = ~, 
t3 t3 

und die Gleichung (104) nimmt die Form an: 

(106) n = g. 

Diese Gleichung bestatigt die schon gewonnenen Ergebnisse; denn sie 
stellt nach S. 271 des· erst en Teiles dieses Bandes fiir jeden Wert del' 
reellen Zahlgro.Be 9 eine Hyperbel dar, welche die Geraden der Stabe 
[eg e1] und [eaell] oder, was dasselbe ist, das Linienpaar h zu Asymptoten 
hat, und welche bei positivem 9 in dem Winkel L ([es ell, [ea e21) und 
dessen Scheitelwinkel liegt, bei negativem 9 in dem dazugehOrigen Neben
winkelpaar. 
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LiiBt man den Parameter 9 aile reeilen Werte von 9 = - 00 bis 
9 = + 00 durchlaufen, so erhiiJt man samtlicbe Hyperbeln, die das Linien
paar h zu Asymptoten haben, d. h. das gauze zum Linienpaar h gehorende 

Scharbiischel hOllloasympto
.£z tischer Hyperbeln. 

Man kann leicht zeigen, 
daB aile diejenigen Hyper
beln eines solchen Schar
biischels, die in einem und 
demselben von den Asym
ptoten gebildeten Scheitel
winkelpaar liegen, iihnlich 

£., und iibnlich gelegen (per-

]<'ig.36. 
spektiv iihnlich) sind und 
ihren gemeinsamen Mittel

puukt zum Ahnlichkeitspunkt baben. Unterwirft man namlicb eine beliebige 
von den Hyperbeln des Scharbiischels (106) einer perspektiven Ahnlicb
keitstransformation (Streckung) von ihrem Mittelpunkte aus, indem man setzt: 

{ ~' = n~ 
(107) ~'= n~, 

wo n eine reeile ZahlgroBe ist, und substituiert die aus diesen Gleicbungen 
entspringenden Werte von ~ und ~: 

(108) 1 ~ =* 
I)' 

~=-n 

in die Gleichung (106), so erhiilt man fur die yom Bildpunkte t, ~' des 
Punktes ~, ~ beschriebene Kurve die Gleichung 

(109) ~V = n2g, 

d. h. man erhiilt wieder eine Kurve des Scbarbiischels homoasymptotischer 
Hyperbeln (106), und zwar eine Kurve, deren Parameter 

(110) g' = n2g 

mit dem Parameter 9 der abgebildeten Kurve dasselbe V orzeichen hat, 
die also mit del' abgebildeten Kurve in demselben von den Asymptoten 
gebildeten Scheitelwinkelpaar liegt. Man hat daher den Satz (Fig. 36): 

Satz 604: AIle Kurven eines Scharbuschels homoasymptoti
scher Hyperbeln, die in demselben von den gemeinsamen 
Asymptoten gebildeten Scheitelwinkelpaar Eegen, sind ein
ander ahnlich und ahnlich gelegen und haben ihren gemein
samen Mittelpunkt zum Ahnlichkeitspunkt. 
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Das Schm'buschel homoasymptotischer Ellipsen. Bei dem oben auf S.40 

bis 41 betrachteten elliptischen Scharbiischel von Kurven zweiter Ordnung 
stellte die Seite Es des Fundamentaldreiecks die in dem Scharbiischel 
enthaltene Doppellinie dar, wahrend seine beiden Seiten El und E2 die 
Nennerstabe del' elliptischen Strahlinvolution: 

(20) 

bildeten, die von den Polarsystemen des elliptischen Scharbuschels im 
Doppelpunkte des Scharbiischels hervorgerufen wird. 

Halt man jetzt die Geraden diesel' N ennerstabe einstweilen fest, liiBt 
abel' die Doppellinie Ea des Scharbiischels in die unendlich ferne Gerade 
iibergehen, so hat man wieder die del' Seite Es angeharenden Ecken e1 

und e2 des Fundamentaldreiecks durch zwei Strecken zu ersetzen. Dadurch 
verwandelt sich entsprechend wie oben auf S. 60 das durch die Gleichung 
(17) ausgedruckte Polal'system d del' Doppellinie des urspl'linglichen 
elliptischen Scharbiischels III das Polal'system j del' doppeltziihlenden 
unendlich fernen Gel'aden: 

(111) 

indem jetzt e1 und e2 zwei Strecken sind, wiihrend das Polarsystem (16) 
del' elliptischen Strahlinvolution, d. h. das Polarsystem: 

(112) [e. e.]. [e. e1 ]. 0 
e1 , eJ , eg ' 

zwar seine geometrische Bedeutung beibehalt, namlich noch immer das 
Polarsystem derjenigen elliptischen Strahlinvolution (20) darstellt, welche 
die Linienpaare Ev E2 und E2 + Ev E2 - El zu Paaren del' Involution 
hat, wenn auch in seinem analytischen Ausdl'uck (112) die GraBen e1 und 
e2 durch die unendlich fernen Punkte, d. h. dUl'ch gewisse Strecken del' 
Gel'aden del' Stabe E2 und El vertreten werden. 

Ein beliebiges Polal'system: 

(113) p = e - gj 

des durch e und j bestimmten Scharbiischels lii13t sich dann durch den 
Bruch ausdriicken: 

(114) 

in welchem del' "Parameter" 9 jeden beliebigen reellen Zahlwert anneh
men kann. Diese Bruchdarstellung bestatigt das schon oben auf S. 40 fUr 
jedes elliptische Schal'biischel ausgesprochene Ergebnis, daB in bezug auf 
jedes Polal'system des Scharbiischels del' Doppelpunkt es des Scharbiischels 
del' Pol del' Doppellinie Es des Schal'biischels ist. Da diese abel' in dem 
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vorliegenden Fail in die unendlich ferne Gerade ubergegangen ist, so 
folgt, daB bei dem besonderen Scharbuschel (114) der Doppelpunkt es 
dQS Scharbiischels den gemeinsamen Mittelpunkt ailer Polarsysteme des 
Scharbiischels bilden muS. 

Abel' die Polarsysteme des Scharbiischels sind nicht nur konzentrisch, 
sondern sie rufen auch in ihrem gemeinsamen Mittelpunkte ea dieselbe 
Strahleninvolution hervor, d. h. sie besitzen dieselbe Involution konjugierter 
Durchmesser, und zwar ist diese Involution nichts anderes als die durch 
den Bruch (20) dargestellte eiliptische Strahlinvolution~. Und iiberdies 
erzeugen die Polarsysteme des Scharbuschels auch auf der Polare des 
gemeinsamen Mittelpunkts ,d. h. auf der unendlich fernen Geraden, die zu 
jener Strahlinvolution perspektive eiliptische Punktinvolution, woraus man 
noch folgern kann, daB die Kurven des Scharbuschels aus lauter l'eellen 
oder imaginaren Ellipsen bestehen. 

Bezeichnet man ferner die konjugiert komplexen Doppelstrahlen del' 
gemeinsamen Involution konjugierter Durchmesser als die konjugiert 
komplexen Asymptoten der Polarsysteme des Scharbiischels, so kann man 
auch sagen: Die Polarsysteme des Scharbiischels haben dieselben (konju
giert komplexen) Asymptoten, und mau kann daher das Scharbuschel 
(114) ein Scharbuschel homoasymptotischeT Ellipsen nennen. 

Sind ferner ~11 ~2' ~a die Dreieckskoordinaten eines Punktes in bezug 
auf das neue Fundamentaldreieck, von dem die unendlich ferne Gerade 
eine Seite bildet, so lautet wegen (114) die Gleichung des Scharbuschels 
homoasymptotischel' Ellipsen 

(115) 

wo wieder del' Parameter g jeden beliebigen reellen Zahlwert anneh
men kann. 

Um aus diesel' Gleichung ahnliche Schliisse ziehen zu kannen wie bei 
der entsprechenden Untersuchung uber das Scharbiischel homoasympto
tiseher Hyperbeln, verfUge man in besonderer Weise libel' die Seiten El 
und E2 des Fundamentaldreiecks, welche zugleich die N ennerstabe der 
elliptischen Strahlinvolution 6i in (20) sind, deren Doppelstrahlen das 
gemeinsame konjugiert komplexe Asymptotenpaar des Seharbuschels dar
stellen. Diese Nennerstabe sind nur del' Bedingung unterworfen, daB 
erstens ihre Geraden selbst ein Paar jener Involution bilden, und daB 
zweitens dasselbe aueh von den Geraden del' Stabe E2 + El und E2 - El 
gilt. Nun ist nach dem Satze 169 in jeder Strahlinvolution ein Paar zu
einander senkrechter Strahlen enthalten, die man als die Achsen del' In
volution bezeichnet. W ollte man zwei Stabe El und E2 diesel' Achsen 
als Nennerstabe der Involution verwenden, wobei dann nach dem obigen 
die Lange diesel' Stabe so bestimmt werden muBte, daB auch die Geraden 
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der Stabe E2 + El und E2 - El ein Paar der Involution bilden, so wiir
den die Stabe E2 + El und E2 - El gleich lang werden und in zwei ge
raden Linien liegen, deren Winkel durch die Achsen der Involution hal
biert werden (Fig. 37). 

Aber man kann andererseits auch diese gleich langen und zu den Achsen 
der Involution symmetrisch liegenden Stabe zu N ennerstaben El und E2 
der Involution machen; dann gehoren umgekehrt die Stabe E2 + El und 

-iff q:> q? 4 
~-0f 

Fig. 37. Fig. 38. 

E2 - El den Achsen del' Involution an. Diese letztere Wahl erweist sich 
niitzlich, wenn man die Dislmssion der Gleichung (115) des Scharbuschels 
homoasymptotischer Ellipsen entsprechend derjenigen del' Gleichung (104) 
des Scharbuschels homoasymptotischer Hyperbeln gestalten will. 

In del' Tat, bezeichnet man noch einen von den beiden Winkelll, den 
die Geraden diesel' Stabe miteinander einschlieBen, mit fund gibt zwei 
Strecken e1 und e2 auf den Geraden del' Stabe E2 und El die gemeinsame 

Lange 3 ~ und nimmt auch die Masse des Schnittpunktes es del' Ge-
Vsmf 

raden diesel' Stabe = 3 1 ,so werden die Briiche ~ und ~ die Cartesi-
Vain t ;t;. r. 

schen Koordinaten ~ und 1) des Punktes ~1I ~2' ~a in bezug auf die Stabe 
[eSe1] und [eSe2] als Koordinatenachsen. Es bestehen also wieder die 
Gleichungen (105) und die Gleichung (115) nimmt daher die Form an: 

(116) ~2 + 1)2= g. 

Diese Gleichung (116) abel' stellt fur jeden positiven Wert von 9 eine 
reelle Ellipse dar, fur welche die Koordinatenachsen, d. h. die Durchmesser 
[eae1] und [eae2] , einander konjugiert sind, und die von diesen Durch
messel'll, vom Mittelpunkt del' Kurve aus gerechnet, Stucke von del' glei
chen Lange yg abschneidet. Die in den vier Schnittpunkten mit den 
Koordinatenachsen gezogenen Ellipsentangenten bilden also den del' 
Ellipse "konjugiert umschriebenen Rhombus", das solI heiBen, denjenigen 
Rhom bus, dessen Mittellinien die Beruhrungsdurchmesser del' Rhombus
seiten sind (Fig. 38). 

Da die Mittellinien des konjugiert umschriebenen Rhombus durch die 
Ecken des "konjugiert umschriebenen Rechtecks" gehen, d. h. desjenigen 

GraJlmann, Projektive Geomotrio d. Eben. II,2 5 
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Rechtecks, dessen Seiten die Kurve in ihren Scheiteln beruhren, so kann 
man weiter folgern, daB alie Ellipsen, die durch die Gleichung (116) bei 
positivem 9 dargestellt werden, die Ecken ihl'er konjugiel't umsehriebenen 
Rechtecke auf den Koordinatenaehsen haben, woraus noeh hervorgeht, 
daB die Achsen diesel' Ellipsen einander proportional, die Ellipsen also 
ahnlich sind. 

Dies kann man abel' leicht auch mehr reehneriseh begriinden. Unter
wirft man nlimlich eine beliebige von den Ellipsen (116) del' durch die 
Gleichungen (107) und (108) ausgedruckten perspektiven Ahnlichkeits
transformation (Streckung) von ihrem Mittelpunkte aus, so erhlilt man 
fur die Bildkurve diesel' Ellipse (116) die Gleichung 

(117) ~'2+~'2=n2g, 

welche wieder genau die Form der Gleichung (116) hat, und bei del' aueh 
die reehte Seite dasselbe Vorzeichen besitzt wie bei del' Originulkul've (116). 
Die Bildkurve ist also wieder eine Ellipse aus dem Seharbiisehel (116). 

Insbesondere erhlilt man dureh die beschriebene perspektive Ahnlich
keitstransformution aus einer gegebenen reellen Ellipse eines Scharbiischels 
homoasymptotischel' Ellipsen aIle iibrigen reellen Ellipsen dieses Biischels, 
und man hat den Satz: 

Satz 605: AIle l'eellen Kunen eines Scharbiisehels homo
asymptotiseher Ellipsen sind einander lihnlich und lihnlich 
gelegen und haben ihren gemeinsamen Mittelpunkt zum Ahn
lichkeitspunkt. 

AuBel' den Polarsystemen, deren Polkurven dureh dieses System reeller, 
konzentrischer, lihnlicher und ahnlieh gelegener Ellipsen gebildet werden, 
umfaBt abel' das Schal'buschel homoasymptotiseher Ellipsen noch die
jenigen Polarsysteme, deren Polkurven die imaginaren Ellipsen sind, die 
durch die Gleichung (116) bei negativem 9 ausgedriickt werden. Diese 
Polarsysteme kann man wieder wie auf Seite 291 des ersten Teiles dieses 
Bandes als Folgepl'odukte aus dem Polal'system der zugehorigen reellen 
Ellipse und einer Spiegelung an ihrem Mittelpunkte darstellen. Dabei 
ist unter der zugehorigen reelien Ellipse diejenige Ellipse des Schar
biisehels (116) zu verstehen, deren Parameter sich von demjenigen del' 
betrachteten imaginaren Ellipse nur durch das V orzeichen unterscheidet. 
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Abschnitt 42. 

liollineationen, die ein gewisses Schal'biischel und eine gewisse 
Biischelschar in sich iiberfiihl'en. 
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Bestimmung einer Kurve zweiter Ordnung durch drei Punkte und die 
Tangenten in zweien von ihnen und das dualistisch Entsprechende. Da bei 
cinem hyperbolischen und elliptischen Scharbiischel und bei den entspre
chenden Biischelscharen del' Doppelpunkt und die Doppellinie getrennt 
liegen, so waren dieselben geeignet als Trager del' Ecken des Fundamen
taldreiecks und ergaben besonders einfache Darstellungen fUr die Polar
systeme diesel' Scharbiischel und Biischelscharen. Die Einfachheit diesel' 
analytischen Ausdriicke abel' ermoglicht noch eine Reihe geometrischer 
Folgerungen. 

Wir beginnen mit dem Ausdrucke fUr die Punkt-Stab-Abbildung del' 
Polarsysteme eines hyperbolischen Scharbiischels, welcher lautete (vgl. 
die Gleichungen (1) bis (4) des vorigen Abschnittes): 

(1) P =fh + gd, wo 

(2) h= E 2 , El1 0 und e1 , e2 , e3 

(3) d= 
0, 0, E. so daB also 
e1 t e2 , e3 

, 

(4) fE., fEt , gEs 
p= e. , es e1 , 

wird. Wie oben gezeigt ist, geht dabei die Polkurve eines jeden Polar
systems dieses Scharbiischels durch die Punkte el und e2 hindurch und 
hat in ihnen die Geraden E2 und El zu Tangenten. 

Fordel't man jetzt noch weiter, die Polkurve eines speziellen Polar
systems q des Scharbiischels (1) oder (4) solle auch noch durch einen 
m'itten Punkt e hindurchgehen, del' nicht einer Seite des Fundamental
dreiecks angehort, und nimmt man etwa diesen Punkt e zum Einheits
punkt, verfiigt also iiber die Massen del' drei Grundpunkte ell ev ea in del' 
Weise, daB: 
W ~+~+~=e wd: 

(6) [el e2 esl = 1 

wird, so braucht man nur das Verhaltnis f: g del' Ableitzahlen von p so 
zu bestimmen, daB del' Punkt e del' Gleichung del' Polkurve von (4) Ge
uiige leistet, daB also die Gleichung bestebt: 

(7) [e· ep] = O. 
Nun ist: ep = (el + e2 + es)p = f(El + E 2) + gEsi 

5* 
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die Gleichung (7) verwandelt sich also in: 

[eel + e2 + ea) (feEl + E2) + gEIl)] = 0 
oder in: 
(8) 2f + g = O. 
Nimmt man also etwa: 
(9) 
(10) 

f = 1 an, so wird: 

g = - 2, 

und man erhalt fur das spezielle aus (1) oder (4) hervorgehende Polar
system q, dessen Ableitzahlen den Gleichungen (9) und (10) entsprechen, 
die Darstellung: 

(11) 

Die Tangente: A = eq, 

im Punkte e an die Polkurve von q gezogen, wird ferner: 

(12) 

Ubrigens laBt sich noch aus der oben gestellten Bedingung, del' Punkt 
e solie nicht auf einer Seite des Fuudamentaldreiecks enthalten sein, die 
]'olgerung ziehen, daB das Polarsystem q nicht entarten kann. Dem 
Scharbiischel (1) oder (4) gehOren namlich nur die beiden entartenden 
Polarsysteme h und dan, und von del' Polkurve des Polarsystems d 
liegt ein jeder Punkt auf der Geraden [el e2] und von del' Polknrve des 
Polarsystems h liegt ein jeder Punkt auf einer del' Geraden [es el ] und 
[eS e2]. Die Forderung, die Polkurve des Polarsystems q solIe durch den 
Punkt e hindurchgehen, schlieBt also in der Tat mit Riicksicht auf die 
obige Bedingung uber die Lage des Punktes e entartende Polarsysteme 
aus. Man hat also den Satz (Fig. 39): 

Satz 606: Sind ell e2 , es und e vier Punkte, von denen keine 
drei in einer Geraden liegen, und ist: 

(5) 
(6) 

el + e2 + es = e und: 

[ el e2 ea] = 1, 

so lautet del' extensive Bruch fur das Polarsystem zweiter 
Ordn ung, dessen Polkurve durch die drei Punkte ell e2 und e 
geht und in den beiden Punkten el und e2 die Geraden del' Stabe: 

E 2 = [eael] und El = [e2ea] 
zu Tangenten hat: 

(11) 

Dabei stellt die Summe del' drei Zahler: 

(12) 
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die Tangente del' Polkurve in dem dritten Punkte e dar. Diese 
Kurve kann mit Riicksicht auf die obige Voraussetzung iiber 
die Lage del' vier Punkte ell e2 , es und e zueinander nicht zer
fallen. 

Geht man anstatt von dem hyperbolischen Scharbiischel (1) von del' 

Fig. a9. Fig. 40. 

entsprechenden hyperbolischen Biischelschar aus (vgl. die Gleichungen 
(5) bis (8) des vorigen Abschnittes), d. h. von del' Gleichung: 

(13) P = fD + gH, in del': 

(14) H= e. , ell 0 und 
E l , E., E. 

(15) D= 
0, 0, e. , 

E l , E., E. 
war, so daB also: 

(16) P= ge., gel' fe. 
E l , E., E. 

wird, so beweist man genau ebenso den dem Satte 606 dualistisch ent
sprechenden Satz (Fig. 40). 

Satz 607: Sind E l , E2 , Es nnd E vier Stab aus vier Geraden, 
von denen keine drei durch einen Punkt gehen, und ist: 

(17) 
(18) 

E t + E2 + Ea = E un d 

[ElE2EaJ = 1, 

so lautet del' extensive Bruch fur das Polarsystem zweiter 
Klasse, dessen Polarkurve die Geraden del' drei Stabe Ell Elt 
und E zu Tangenten hat und die beiden ersren Geraden in den 

Punkten: e2 = [EsElJ und el = [E~E3J b eriihrt: 

(10) 

Dabei stellt die Summe del' drei Zahler: 

(20) a = e1 + e2 - 2es 
den Beriihrungspunkt del' dritten Geraden Ear. Diese Kune 
kann mit Riicksicht auf die obige Vorauss tzung uber die 
Lage del' vier Geraden del' Stabe Ell E2 , Es und E gegenein
ancier nicht zerfallen. 
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Zugleich hat man die beiden sich dualistisch entsprechenden Siitze 
bewiesen: 

Satz 608: Durch drei Punkte und die Tangenten in zweien 
von ihnen ist eine Kurve zwei tel' Ordnung eindeutig bestimmt. Und: 

Satz 609: Durch drei Tangenten und die Berlihrungspunkte 
zweier von ihnen ist eine K urve zwei tel' Klass e eindeu tig bestimm t. 

Die allgemeine Fassung diesel' Satze ist zuHissig; denn auch in dem 
Falle, wo del' im Beweise des Satzes 606 eingeflihrte dritte Punkt e 
auf del' Geraden [e1e2 ] oder auf einer del' Geraden [e2 e3] und [e3 e1J liegen 
soUte, bleibt die in jenem Satze beschriebene Kurve zweiter Ordnung 
bestimmt. Sie ist namlich im el'steren FaIle die in dem Scharbuschel (1) 
enthaltene Doppellinie, und im zweiten Falle das dem Scharbiischel an
geharende Linienpaar. Damit ist die allgemeine Fassung von Satz 608 
gerechtfertigt und Entsprechendes gilt von Satz 609. 

Eine besondere Art der kollinearen Abbild~mg einer Kurve zweiter Ord
nung auf eine andere Kurve zweitcr Ordnttng und das d~!alistisch Ent
sprechende. Urn aus den Slitzen 606 und 607 weitere Folgel'ungen zu 
ziehen, denke man sich neben den Ecken ell e2~ e3 des Fundamental
dl'eiecks dl'ei neue ein Dreieck bildende Punkte et', e2', es' von beliebigel' 
Lage gegeben und deren Massen wieder in del' Weise bestimmt, daB ein 
beliebigel', abel' nicht auf den Seitenlinien des Dreiecks e1' e2' e3' gelegener 
viertel' Punkt e' del' zugeharige Einheitspunkt wird, daB also: 

(21) 

und daB zugleich das auBere Produkt del' drei Punkte: 

(22) [e/ e2' es'] = 1 
wird. Weiter setze man: 

(~3) 

und flihre endlich neben dem Polarsystem: 

(11) 

ein zweites ebenfalls nicht entartendes Polm'system q ein, das aus den 
GraBen e;' und E;' in ganz entsprechender Weise aufgebaut ist wie das 
Polarsystem q aus den GraBen ei und Eo das also durch den Brnch de
finiert wird: 

(24) 

Die Polkurve dieses Polarsystems geht dann nach dem Satze 579 durch 
die Punkte e/, e2' und e' = e/ + e2' + es' hindurch und hat in den Punkten 
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e/ und 
genten. 

e2' die Geraden der Stabe E 2' = [es' el '] und E l ' = [e2' es'] zu Tan
Ferner fiihrt die Kollineation: 

(25) 

das Polarsystem q in das Polarsystem q' iiber; denn sie verwandelt nicht 
nur die Nenner von q in die Nenner von q', sondern ebenso auch die 
Zahler von q in die ganz entsprechend gebauten Zahler von q'. Dabei 
konnen die Polkurven der beiden Polarsysteme q und q' als zwei ganz 
beliebige nicht zerfallende Kurven zweiter Ordnung und die Punkte ell e2 , e 
und el ', e2', e' wiederum als ganz 

Kurven aufgefaBt werden. Denn .t2 

sind zwei beliebige nicht zerfallende g; 
Kurven zweiter Ordnung gegeben :q 

beliebige Punkte dieser beiden :t) 
(Fig. 41), und bezeichnet man drei.t'3 ~ -4 .t';'fI---:::-:"""'~-
beliebige Punkte der ersten Kurve 
mit el1 e2 , e und den Schnittpunkt 

Fig. 41. 

der Tangenten in den Punkten el und e2 mit es, so kann man immer noch 
iiber die Massen der drei Punkte ell e2 , es entsprechend den beiden obigen 
Gleichungen: 
(5) 

(6) 

e = e1 + e2 + es und 

[el e2 eS] = 1 

verfiigen (vgl. S. 1 if. des ersten Teils dieses Bandes), und Entsprechendes 
gilt von der zweiten Kurve. Da ferner die Kollineation f die Polkurve 
von q in die Polkurve von q' in der Weise iiberfiihrt, daB den Punkten 
eu e2 , e die Pnnkte el ', e2', e' nnd den Tangenten Ell E2 die Tangenten 
El ', E 2' entsprechen, so hat man den Satz: 

Satz 610: Man kann stets eine Kollineation angeben, die 
eine beliebig gegebene nicht zerf'allende Kurve zweiter Ord
nung in der Weise in eine zweite ebenfalls beliebig gegebene 
nicht zerfallende Kurve zweiter Ordnung iiberfiihrt, daB drei 
beliebigen Punkten der ersten Kurve drei beliebig gegebene 
Punkte der zweiten zugewiesen werden, und daB den Tan
genten in zweien von den drei Punkten der ersten Kurve die 
Tangenten in den homologen Punkten der zweiten Kurve ent
sprechen. 

Sind andererseits: 
El , E 2 , Es und E und ebenso: 

E/, E 2', Es' und E' 



72 Kollineationen, die ein gewisses Scharbiischel u. eine Biischelschar in sich iiberfiihren 

je vier Stabe von vier Geraden, von denen keine drei durch einen Punkt 
gehen, und hat man fiber die Langen und den Sinn der Stabe: 

Eu E 2 , Es und El', E'J" Es' 

in der Weise verfiigt, daB: 

E = EI + E'J + Es und [E1E'JEsl = 1 und: 

E'= E/+ E'J'+ Es' und [El'E'J'Es'J = 1 

wird, so sind die Brfiche: 

(26) 

(27) 

die Ausdriicke fiir zwei nicht entartende Polarsysteme zweiter Klasse, 
deren Polarkurven beziehlich die Geraden der Stiibe: 

El1 E'J und E und: 

Et', Es' und E' 

zu Tangellten und die Punkte: 

e'J = [Es Ell, t; = [E'J EsJ ferner: 

e2' = [Es' E/] , e/ = [Ell' Es'] 

zu Berfihrungspunkten haben. 
Ferner fiihrt die Kollineation: 

(28) 

die erste Kurve in der Weise in die zweite fiber, daB die Elemente, 
die mit zusammengehorigen Buchstaben bezeichnet sind, einander ent
sprechen. Man hat also den Satz (Fig. 42): 

Satz 611: Man kann stets eine Kollineation angeben, die eine 
beliebig gegebene nicht zerfallende Kurve zweiter Klasse in 
der Weise in eine zweite ebenfalls beliebig gegebene nicht 
zerfallende Kurve zweiter Klasse fiberffihrt, daB drei belie-

Fig. 42. Fig. 43. 
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bigen Tangenten del' ersten Kurve drei beliebige Tangenten 
der zweiten Kurve zugewiesen werden, und daB den Beriih
rungspunkten von zweien del' drei Tangenten der ersten Kurve die 
Beriihrungspunkte der homologen Tangenten der zweiten Kurve 
entspreehen. 

Kollineare Abbild-ung einer Kurve eines hyperbolischen Scharbuschels von 
Kurven zweiter Ordnung auf eine andere K~trve dieses ScharbUschels. LaSt 
man in der obigen Fig. 41 die Punkte e/, ea', es' mit den Punkten ev e2 , es 
zusammenfallen (Fig. 43), setzt also: 

le<= tlel' 
e2 = t2 es , 
ea' = tues , 

(29) 

wo tv t2 , ta drei reelle Zahlgro13en bedeuten, zwischen denen wegen (6) 
und (22) die Beziehung besteht: 

(30) 

so nimmt del' Kollineationsbrueh f die Gestalt an: 

(31) f = 4 el' t! e!, t8 es . 
ell e" es 

Die Kollineation hat also die Punkte t1., e~H es zu Doppelpunkten und 
fiihrt iiberdies die Polkurve des Polarsystems '1 in eine im allgemeinen 
von '1 versehiedene Kurve '1' desjenigen hyperbolischen Seharbiischels 
iiber, das die Punkte e1 und e2 zu "Grundpunkten" und die Geraden [esC;] 
und [eS e2] zu Tangenten in diesen Grundpunkten hat, namlich diejenige 
Kurve '1 dieses Scharbiischels, die den Punkt: 

~ e=~+~+es 

enthalt, In diejenige Kurve '1' desselben Scharbiischels, auf welcher del' 
Punkt: 
(32) e' = tl el + t2 e2 + ta ea liegt. 

Kollineare Abbildung einer Kttrve zweiter Ordnzmg und zweiter Klasse 
in sick. Fordert man endlich noch, der durch die Gleichung (32) dar
gestellte Punkt e' solIe der Polkurve des ,e' 

Polarsystems '1 angehoren, also der Glei
chung: 

(33) [e'· e''1] = 0 

Geniige leisten (Fig. 44), so werden die Pol- .e3~---:::::::;------"""=-

kurven del' beiden Polarsysteme '1 und '1' 
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identisch, und die Kollineation f fiihrt daher die Polkurve des Polarsystems 
q in sich iiber. 

Zugleich erhiilt man aus (33) zwischen den drei ZahlgroBen t; neben 
der Gleichung (30) noch eine weitere Gleichung. Wegen (32) und (11) 
liiBt sich namlich die Gleichung (33) auch in der Form schreiben: 

[(t1 e1 + t2 e2 + tses)(t2E1 + t1 E2 - 2t3 Es)] = O. 

Diese Gleichung aber verwandelt sich bei Ausfiihrung der Multipli
kation in: oder in: 

woraus 
folgt: 

durch Multiplikation mit fs und bei Beriicksichtigung von (30) 

1 = tss. 

Und da ts nach der Voraussetzung reell sein soU, so wird: 

(34) 

die Gleichung (30) reduziert sich also auf: 

t1 t2 = 1 
und liefert fiir ts den Wert: 

(35) 
1 t = ---. 

2 tl 

Unterdriickt man schlieBlich noch bei t1 den Index, so erhiilt man fiir 
die Kollineation f in (31), welche die Polkurve vou q in sich iiberfiihrt, 
den Wert: 

(36) 

wiihrend sich fUr den Punkt e', der dabei dem Punkte e = e1 + es + es 
zugewiesen wird, die Summendarstellung ergibt: 

(37) e'= ef = tel + ~ e2 + es' 
Man hat also den Satz: 

Satz 612: Raben die vier PunktgroBen el , es, es und e dieselbe 
Bedeutung wie im Satze 606, so wird die nicht zerfallende 
Kurve zweiter Ordnung, die durch die drei Punkte ~, es und e 
hindurchgeht und in den beiden ersteu Punkten die Geraden: 

E2 = [eSel] und El = [eses] 

zu Tangenten hat, durch die Kollineation: 

1 
tel' T e2 , es 

f=----(36) 
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in der Weise in sich ubergefuhrt, daB die Punkte e1 und e2 

und die Tangenten E2 und Ell freilich unter Veranderung 
ihrer Massen und Langen, in sich ubergehen, wahrend der 
Punkt: 

~ e=~+~+~ 

in den ebenfalls der Kurve angehorenden Punkt: 

(37) 

vel'wandelt wil'd. 
Ersetzt man ferner in del' Gleichung (37) die bisher als fest gedachte 

Zahlgl'oBe t durch eine veranderliche Zahlgl'o~e t: und bezeichnet den 
dadul'ch aus dem festen Punkt e' hervorgehenden veranderlichen Punkt 
der betrachteten Kurve mit x, so erhalt man die Gleichung: 

1 
(38) x = t:el + ~e2 + es 
und dam it den Satz (Fig. 45): 

Satz 613: Raben die vier PunktgroEen ell e2, es und e wieder 
dieselbe Bedeutung wie im Satze 606, so ist die Gleichung: 

(38) 

eine Parameterdarstellung derjenigen nicht zerfallenden Kurve 
zwei tel' Ordn ung, die durch die drei Punkte ell e2 und e hind urchgeh t 
und in den beiden erst en Punkten die Geraden: 

E2 = [eael] und El = [e2eS] 
zu Tangenten hat. 

Aus den Satzen 612 und 613 ergeben sich die dualistisch entsprechen-

Fig. 45. Fig. 46. 

den Satze durch eine blo.8e Buchstabenvertauschung. Man erbiilt so die 
Satze (Fig. 46): 

Satz 614: Raben die vier Stabe Ell E 2 , Es und E dieselbe Be
deutung wie im Satze 607, so wird die nicht zerfallende 
Kurve zweiter Klasse, welche die Geraden der drei Stabe Ell 
E2 und E zuTangenten hat und von den beiden ersten Geraden 
in den Punkten: 
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beriihrt wird, durch die Kollineation: 

(39) 
E' 1 E E t 17 T~' s a = -=---=--,.,.E I , E 2 , Es 

111 der Weise in sich iibergefiihrt, daB die Tangenten El und 
E2 und ihre Beriibrungspunkte: 

e2 = [EsE1] und e1 = [E2EaJ, 

freilich unter Veranderung ihrer Langen und Massen in sich 
iibergehen, wahrend die Tangente: 

(17) 

in die ebenfalls die Kurve beriihrende Gerade: 

(40) E'=E~=tEI+~E2+E3 
verwandelt wird. Und 

Satz 615: Raben wieder die vier Stabe Eu E2I Es und E die
selbe Bedeutung wie im Sabe 607, so ist die Gleichung: 

(41) 

die Pal'ameterdarstellung derjenigen nicht zerfallenden Kurve 
zweiter Klasse, welche die drei Geraden der Stabe Eu E2 und E 
zu Tangenten hat und von den beiden el'sten Tangenten in den 
Punkten: 

beriihrt wird. 

Man kann sich iibrigens auch leicht ein Bild davon machen, in welcher 
Weise die in dem Satze 612 charakterisierte KUl've zweiter Ordnung 
durch die in demselben Satze beschriebene Kollineation f in sich iiber
gefiihrt wil'd. Denn, da jeder beliebige Punkt: 

(42) 1 
X = tel + 'i' e2 + es 

diesel' Kurve mit Riicksicht auf den in der Gleichung (36) angegebenen 
Wert von f in den Punkt: 

(43) xl = tte1 + ~lt e2 + es 

verwandelt wird, so nimmt das Produkt [x . xf], d. h. del' Ausdruck fiir 
die Geraden, welche die Punkte x del' Kurve (42) mit den ihnen durch. 
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die Kollineation f zugeordneten Punkten xl dieser Kurve verbinden, den 
Wert au: 

[x· xl] = [(~e1 + ~ e2 + e3) (~te1 + !~ e2 + ea)J 

Und fiihrt man noch fur die als Faktoren von~ r und 1 auftretenden 
!' e; 

Produkte kurze Bezeichnungen ein, indem man setzt: 

(44) (1-+)E1 =E/, (t-1)E2 =E2', (+-t)Ea=Es', 

so erhiilt man fur das gesuchte Produkt [x· xl] die Darstellung: 

(45) 

Diese stimmt abel' ihrer Form nach mit del' rechten Seite von (41) genau 
iiberein. Und da sich ferner naeh den Gleichungen (44) die Stabe E/, 
E2', Ea' von den Staben Ell E2 , E2 nul' urn einen Zablfaktor unter
scheiden, so ist naeh dem Satze 615 die Gleichung (45) die Parameter
darstellung derjenigen Kurve zweiter Klasse, welche die Geraden del' 
Stabe Ell E2 und: 

(46) E'=E/+E2'+Es'=(1- ~)El+(t-1)E2+C -t)Es 

zu Tangenten hat, und von den beiden el'steren Tangenten in den Punkten: 

e2 = [Ea E1] und e1 = [E2ESJ 

berubrt wird, und die also del' durch die Gleiehungen (13) oder (16) 
dargesteliten Biischelsehar von Kurven zweiter Klasse angeh5rt (Fig. 47). 
Die soeben angewendete SchluBweise wurde jedenfalls erlaubt sein, wenn 
das Produkt [E/ E 2' Es') = 1 ware. Dies wird ~x 

~ -? 9' nun freilich im allgemeinen nieht zutrefi'en. Abel' v 

man wird, wenigstens so lange das Produkt: 

[E1' E 2' Es'] =1= 0 
. t d G "B E' E' E' d h Mulr ,es ~ .e1 '"xR 
IS ,aus en 1'0 en 1 , 2 , sure 1- Fig. 47. 

plikation mit einem passenden, fur alle drei 
Grof3en gleichen Zahlfaktor leicht drei solche GraBen E/, E 2', Es' ableiten 
kannen, die del' Bedingung: 
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Geniige leisten, ohne daB dadurch hei den Geraden diesel' Stabe odeI' den
jenigen del' Stabe: 

[x· xl] = ~ E/ + fE2' + Es' 
); 

eine Lagenanderung bedingt ware, da die beiden letzteren Stahe sieh, bei 
Einfiihl'ung del' GraBen E i' anstatt del' GraBen E/, nul' mit einem Zahl
faktor multiplizieren wiirden. 

Ware abel': [El ' E2' Ea'] = 0, 

so wiirde wegen (44) und (18) zugleich: 

(1-+)(t-1)(+-t)=0, also: 

(1 - t)B(1 + t) = ° oder endlich: 

t= ± 1 

sem. Abel' es wird dann wegen (36) entweder: 

f = e1 , e2 , es 
e1 ~ e2 , es ' 

die Kollineation f also die Identitiit (vgl. S. 107 des ersten Teils dieses 
Bandes) und somit: 

xl =x. 

Das Produkt [x· xl] versehwindet alsdann fUr jeden Wert von x, und 
die Gleichung (45) verliert daher ihre Bedeutung. Dieser Fall ist dem
nach von del' Betrachtung auszuschlieBen. Oder es wird: 

t= -e1 , -e2 , es . 
C1 , e21 eg 

Die Kollineation fist dann eine (harmonisehe) Spiegelnng am Pttnkte ea 
und der Geraden [e1 e2 ] (vgL S.100f. des ersten Teils dieses Bandes), und 
die Geraden [x· xl] umhiillen somit den Punkt es' Dieser Punkt aber 
kann doppeltzahlend als Kurve zweiter Klasse aufgefaBt werden, die der 
Biischelschar (13) odeI' (16) allgehOrt. Man hat daher den Satz: 

Satz 616: Bildet man eine llicht zerfallellde Kune zweiter 
Ordnung nach dem im Satze 612 angegebenen Verfahren kol
linear in sich ab, wo bei nul' vorausgesetzt werden mag, daB 
die dort beschriebene Kollineation f von del' Identitat ver
schieden sei, und verbindet einen .leden Punkt x del' Kurve 
mit seinem Bildpunkt xl, so umhiillen die Verbindungslinien 
eine Kurve zweiter Klasse, die del' Biischelschal' (13) odeI' 
(16) angehart. 
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Und ebenso gilt offenbar der dualistisch entsprechende Satz (Fig. 48): 
Satz 617: Bildet man eine nicht zerfallende Kurve zweiter 

Klasse nach dem im Satze 614 angegebenen Verfahreu in sich 
ab, wobei nur vorausgesetzt werden mag, daB die dort be
schriebene Kollineation a von der Identitat verschieden sei, 
und schneidet man jede Tangente U der Kurve mit ihrer Bild
geraden ua, so erfiillen die Schnittpunkte eine Kurve zweiter 
Ordnung, die dem Scharbiischel (1) oder (4) angehort. 

Man kann die durch die Kollineation f in (36) bewirkte Abbildung 
der Kurve zweiter Ordnung (42) in sich noch in anderer Weise charak
terisieren. Es IaBt sich namlich zeigen, daB dieselbe eine projektive Zu
ordnung auf dieser Kurve bewirkt. Denn pro
jiziert man die beiden Punkte (42) und (43) 
dieser Kurve, etwa von dem Punkte e1 aus, der 
durch die Kollineation f in sich iibergefiihrt wird 
und zugleich der Kurve zweiter Ordnung ange-L----:=....::::...:::.e;t-....::::::::.. 
hart, so erhalt man zwei einander in der Kolli
neation f entsprechende Strahlbiischel, und diese 

Fig. 48. 

sind nach dem Satze 323 zueinander projektiv. Die Punktreihen aber, 
welche zwei zueinander projektive Strahlbiischel mit gemeinsamem Scheitel 
auf einer Kurve zweiter Ordnung ausschneiden, die durch diesen Scheitel 
hindurchgeht, sind selbst projektiv. 

Die entsprechende Abbildung eines ganzen hyperbolischen Scharbiischels 
t'on Kurven zweiter Ordmtng und einer ganzen hyperbolischen Biischelschar 
von Kttrven zweiter Klasse. Man sieht leicht, daB sich die Satze 612 und 
614, 616 und 617 auf jede Kurve des Scharbiischels (4) und del' Biischel
schar (16) iibertragen lassen. In del' Tat wird man ja von dem oben be
trachteten Polarsystem: 

(11) 

zu dem Polarsystem q" einer beliebigen Kurve desjenigen Scharbiischels 
gefiihrt, das die Geraden: 

E2 = [eSel] und El = [e2eS] 

zu Tangenten und die Punkte e1 und e2 zu Beriihrungspunkten hat, wenn 
man an die Stelle der Punkte e1 , e2 , es die mit ihnen zusammenfallenden 
Punkte: 

(47) je;' = 111 ~, 

e;' = 92e2' 
e~' = 9ses 

treten laBt, die aus den Punkten e1 , e2 , es durch Multiplikation mit den 
Zahlfaktoren 91' 92' 93 hervorgehen. Denn man kann iiber diese Zahl-
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faktoren von ~1I ~2' ~3 in del' Weise verfiigen, daB 
erstens ihl' Produkt ~1~2~a = 1, also wegen (47) und (6) auch: 

(48) [e~' e~' e~'] = 1 
wird, und daB 

zweitens ein del' Lage nach beliebigel' Punkt e" del' Einheitspunkt 
del' dl'ei Punkte e~/, e~/, e;' wird, d. h.: 

(49) 
odel' wegen (47): 
(50) 

e" = e;' + e~' + e; 

wil'd. Setzt man dann noch: 

(51) [ "If] _ E" e2 es - l' [ " "] = E" ea e1 2 , 

so stellt del' Bruch: 

[ " "] = E" e1 e2 S , 

(52) " E~, E;', - 2E~' 
q = e" e'f elf 

l' 2' 3 

dasjenige Polal'system dar, dessen Polkurve durch die Punkte e;', e~' und 
eN geht und in den beiden erst en Punkten die Gemden E~' und E;' zu 
Tangenten hat. Das ist abel' wegen del' Willkiirlichkeit del' Lage von e" 
eine ganz beliebige Kurve des oben charaktel'isiel'ten Scharbiischels. 

Nun wird abel' mit Riicksicht auf (50) und (36): 

odeI' wegen (47): 

(53) 

e"f = ~1 tel + ~; e2 + ~3e3 

Und diese Summe ist nach Satz 613 wieder del' Ausdruck fiir einen Punkt 
del' Polkurve von q". Ebenso entspl'icht ferner einem beliebigen Punkte 
y diesel' Kurve, del' nach dem Satze 613 die Darstellung gestattet: 

(54) " 1 II II Y = ~ e1 + q e2 + es , 
in del' Kollineation f del' Punkt: 

(55) f t" 1" " Y = ~ el + ijt e2 + es , 

d. h. wieder ein Punkt del' Polkul've von q". Auch beweist man genau 
so wie oben (S. 78), daB die Vel'bindungslinien [y. yt] del' Ol'iginal
punkte y del' Kurve q" mit ihl'en Bildpunkten yt in del' Kollineation t 
eine Kul've del' Biischelschar (16) umhiillen, namlich diejenige Kurve 
diesel' Biichelschar, welche die Gerade: 

(1 - t)E~' + (t -1)E~' + (+ - t)E~' 
zul' Tangente hat. Man hat also den Satz: 

Satz 618: Dul'ch die Kollineation: 
1 

tell -fe~, e3 
f=----
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wird nich t nur die im Satze 612 genannte Kurve zweiter Ord
TIung, sondern iiberhaupt eine jede Kurve des diese Kune 
enthaltenden hyperbolischen Scharbiischels (4) in sieh iiber
gefiihrt; und ist dabei die Kollineation f von del' Identitat 
versehieden, so umhiillen die Verbindungslinien der Punkte x 
diesel' Kurven mit ihren in der Kollineation f entspreehen
den Punkten xl eine Kurve zweiter Klasse, welche del' dem 
Scharbiisehel (4) adjungierten Busehelschar (16) angehort. 

Ebenso gilt del' dualistiseh entsprechende Satz: 
Satz 619: Dureh die Kollineation: 

tEl' ~ E 2 , E. 

Sf= E E E 
11 2' 3 

wird nicht nur die in dem Satze 614 genannte Kune zweiter 
Klasse, sondern iiberhaupt eine jede Kurve del' diese Kune 
enthaltenden hyperbolischen Biisehelsehar (16) in sieh iiber
gefiihrt; und ist dabei die K ollineation Sf von del' Identitat 
versehieden, so erfiillen die Punkte, die man erhalt, wenn 
man die Tangenten U einer solchen Kurve mit ihren Bild
geraden U~ sehneidet, eine Kurve zweiter Ordnung, welehe 
dem zu del' Biisehelsehar (16) adjungierten Seharbiisehel (4) 
angehort. 

Der Fall einer involutorischen kollinearen Abbildung eines solchen Schar
biischels tlnd einer solchen Biischelschar. SchlieBlich mogen noch ein. paar 
Bemerkungen iiber den schon oben auf S. 43f. gestreiften Fall Platz finden, 
wo die Kollineationen (36) und (39) perspektiv sind. Nach del' Glei
chung (45) des achtundzwanzigsten A.bschnitts wird die Kollineation (36) 
perspektiv, wenn 

(56) 

ist, und dies tritt CauBer in dem Falle der Identitat, fiir welchen t = 1 ist) 
dann und nul' dann ein, wenn: 

(57) t =-1 

ist. Dann wird die Kollineation f in (36) (vgl. S. 100f. des ersten Teils 
dieses Bandes) zugleich involutoriseh und moge daher fiir diesen beson
deren Fall mit dem Buehstaben ~ (Spiegelung) bezeichnet werden. Wir 
setzen also: 

(58) ~ _ - el , - e2 , e. 
- el , e2 , e.' 

wo dann ~, wie an der eben zitierten Stelle gezeigt ist, eine (harmonische) 
Spiegelung an dem Punkte es und del' Geraden Es = [e1 e2] darstellt. Del' 

G r" Jl ill "n n, l'rojektive Geometrie d. Ebene IT, 2 6 
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Bruch !l hat daher die Eigenschaft, eine jede Kurve des hyperbolischen 
Scharhiischels (4) durch eine Spiegelung an den heiden genannten Ele
menten in sieh iiberzufiihren (Fig. 49), und man hat somit den Satz: 

Satz 620: Die Spiegelung: 

(58) !l=-e1 ,-e2 ,ea 
eu e2 , eo 

an dem Punkte es und der Geraden Es = [el e2] fiihrt eine j ede 
Kune des hyperholischen Scharbiisehels (4) perspektiv in 

Fig. 49. Fig. 50. 

sieh iiber. Sie weist namlich jedem Punkte x einer solchen 
Kurve denjenigen Punkt x~ zu, in welehem diese Kurve zum 
zweiten Male von der Geraden [xes] gesehnitten wird. 

Ebenso gilt aueh der dualistisch entspreehende Satz (Fig. 50): 
Satz 621: Die Spiegelung: 

(59) 

an der Geraden Es und dem Punkte es = [EI E2J fiihrt eine 
jede Kurve der hyperbolisehen Biischelschar (16) perspekti v 
in sich fiber. Sie weist namlieh jeder Tangente U einer sol
chen Kune die zweite Tangente zu, die sich vom Punkte 
CUEs] an die Kurve legen liiBt. 

Abschnitt 43. 

Begriff der Kernkurven einer Reziprozitiit. Das Nullsystem 
zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 

Die Punkt-Stab-Abbildung einer Reziprozitat ~tncl die adjungierte Stab
Punkt-Abbild~tng. Die zu diesen Abbildungen inversen Reziprozitaten. 
Nachdem wir in den Abschnitten 31 bis 38, 41 und 42 die Eigensehaften 
der Polarsysteme und ihrer Buschel und Scharen erledigt haben, ist es 
nicht mehr schwer, die bereits im 30. Absehnitt begonnene Untersuchung 
einer beliebigen Reziprozitat zu Ende zu ffihren. Es sei wie im 30. Ab
schnitt der Bruch: 

(1) 
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der analytische Ausdruck der Punkt-Stab-Abbildung einer Reziprozitat. 
Dabei sollen wie dort die Nenner el1 elU ea die Einheiten erster Stufe, d. h. 
die mit gewissen Massen versehenen Ecken des Fundamentaldreiecks, dar
stellen, wiihrend die Zahler Au A 2 , As Stabe sind, die aus den Einheiten 
zweiter Stufe: 
(2) E1 =[l1IeS]' Es =[ese1], ES =[e1 e2] 

mittels der Ableitzahlen aik numerisch abgeleitet sind, so daB also: 

(3) 

ist. Ferner sei wieder: 

(4) 

! Al = all El + alsEa + alsEs 

As = aSl El + ass E2 + aasEs 

As = asl E1 + assEs + ossEs 

der zu r adjungierte Bruch, also: 

(5) a1 = [AS As] , as = [AsAl]' as = [A1A2]. 

Dann wird (vgl. die Gleichungen (15) des 30. Abschnitts): 

(6) ! al = 5141 el + $[(12 e2 + $[(lS es 
as = $[(21 e1 + $[(22 es + ~2S es 

as = $[(Sle1 + $[(S2111 + ~sses, 
wo die $[(ik die Unterdeterminanten der Determinante: 

(7) a = I llok I , i, k = 1, 2, 3, 
sind. 

Aus den Gleichungen (3) und (6) folgt noch durch Auflosung nach 
den Eo und ej : 

(8) 

und: 

(9) 

! a El = $[(11 Al + $l(,l A2 + $[(Sl As 
aE2 = 5l(1l1 Al + $[(22 Aa + ~S2 As 

aEs = $[(lS A l + $[(2S A2 + ~r33As 

! ael = lla a1 + aSl all + 0Sl as 

aes = aUal + 1122 as + asaas 

ails = alSal + 112S as + assas · 

In diesen Gleichungen (8) und (9) sind die Ableitzahlen $[(ki und aki gegen 
die Ableitzahlen der Gleichungen (6) und (3) transponiert. 

1st das kombinatorische Produkt der Zahler von 1', d. h. das Produkt: 

(10) lAIA2As] = [1'3] = II = I aikl, i, k = 1, 2, 3, 

von Null verschieden und damit auch das kombinatorische Produkt der 
Zahler des zu r adjungierten Bruches R, namlich das Produkt: 

(11) [al a2 aS] = [RS] = $[( = I $[(ikl = as 
6* 
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ungleich Null, so besitzen nach S. 162ft'. des ersten Teiles dieses Bandes 

auch die reziproken 'V\T erte von 'I' und R, d. h. die A.usdrucke ~ und ~, 
einen Sinn und stellen die zu den Abbildungen r und R inversen Ab

bildungen dar. Fur diese beiden inversen A.bbildungen ~ und -1 er-

halt man dann die extensiven Bruche: 

(12) 

und 

(13) 

1 
r 

et , c2 ' es 
.AI' At, .As 

Fur den besonderen Fall eines Polarsysterns r, R bestanden dann nach 
dem 31. Abschnitt zwischen den Ableitzahlen 0ik die Gleichungen: 

Ok; = tlw i, k = 1, 2, 3, 

und insbesondere bei einem nicht entartenden Polarsystem '1', R zwischen 
den Bruchen r und R selbst noch die Beziehung: 

a 
'I' = R' 

welche das Polarsystem als eine involutorische Abbildung charakterisierte, 
und das Zusammenfallen del' Pol- und Polarkurve bedingte. 

Schlie13en wir daher jetzt den Fall des Polarsystems von der Betrach
tung aus, setzen also voraus, es sei 'toenigstens filr ein lndexpaar i, k: 

(14) Ok; =l= Ow 

und beschriinken uns somit aUf eine allgemeine Reziprozitiit, so ist z'ttniichst 
zu untersuchen, ob es bei einer beliebigen Reziprozitiit ein Gebilde giht, 
das der Pol- und Polarkurve eines Polarsystems entspricht, und 

andererseits, ob nicht doch auch vielleicht bei einer allgerneinen Rezi-
prozitiit zwischen den vier extensiven Briichen: 

1
'1', R 
1 1 

r' R 

Beziehungen irgendwelcher Art obwalten. 

Begriff del' Kernkurven einer Reziprozitiit: Reziprozitiiten zweiter 01'd
nung und zweiter Klasse. Urn die el'ste Frage zu erledigen, suchen wir 
einmal genau so wie bei dem Polarsystem nach denjenigen Punkten x, 
die auf ihren zugeordneten Geraden liegen, und erhalten fUr sie die Glei
chung: 
(15) [x· XT] = 0, 

d. h. wieder eine Zahlgleichung zweiten Grades in x. Diesel' Gleichung 
genugen, falls man von dem unten nahel' zu behandelnden Ausnahmefall 
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absieht, wo die Gleichung (15) iiberhaupt durch jeden Punkt x der Ehene 
erfiillt wird, die Punkte einer Kurve sweiter Ordnung; man nennt sie die 
Polkurve del' Reziprozitat '1", R. 

Fragt man ferner nach denjenigen Geraden V, die durch ihren zuge
ordneten Punkt UR gehen, so bekommt man die Gleichung: 

(16) [U. UR] = 0, 

welche, wenn man auch hier wieder den Ausnahmefall ausschlieBt, wo 
die Gleichung (16) iiberhaupt durch jede Gerade U der Ebene erfiillt 
wird, als Zahlgleichung zweiten Grades in U eine Kurve sweiter Klasse 
darstellt; man nennt sie die Polarkurve der Reziprozitat '1", R. 

Man hat also die Satze: 
Satz 622: In jeder Reziprozitat '1", R, die nicht jedem Punkte 

der Ebene eine durch ihn hindurchgehende Gerade zuweist, 
erfiillen die Punkte, die auf ihren zugeordneten Geraden lie
gen, eine Kurve zweiter Ordnung, die Polkurve der Reziprozi
tiit. Die Gleichung dieser Kurve lautet: 

(15) [x· Xl'] = O. 
Und 
Satz 623: In jeder Reziprozitiit '1", R, die nicht jeder Geraden 

der Ebene einen in ihr liegenden Punkt zuweist, umhiillen aIle 
Geraden, die durch ihre zugeordneten Punkte hindurchgehen, 
eine Kurve zweiter Klasse, die Polarkurve der Reziprozitat. 
Die Gleichung dieser Kurve lautet: 

(16) CU· UR]=O. 

Mit Riicksicht auf diese heiden Satze nennen WIr die Punkt-Stab-Zu
ordnung '1' einer Reziprozitiit '1', Reine Reziprozitat zweiter Ord
nung und die Stab-Punkt-Zuordnung R der Reziprozitat '1', R 
eine Reziprozitat zweiter Klasse. 

Man bezeichnet die Polkurve und Polarkurve einer Reziprozitat '1', R 
auch wohl mit gemeinsamem Namen als die beiden Kernkurven der 
Reziprozitat. Fiir den besonderen Fall eines nicht entartenden Polar
systems fielen diese heiden Kernkurven in eine einzige Kurve zusammen. 
Bei einer allgemeinen Reziprozitat dagegen ist dies, wie sich sogleich 
zeigen wird, nicht del' Fall, und es wiirde daher darauf ankommen, zu 
unte1:"suchen, ob sich iiber die Lage beider Kurven zueinander etwas aus
sagen liiBt. Dazu wird es notig, zuerst etwaige. Beziehungen zwischen den 

vier extensiven Briichen '1', R, ;, ~ zu ermitteln. 

Die su einer Resiprositiit sweiier Ordnung '1' konjugierte Reziprositiit '1". 

Nach dem Begriffe des extensiven Bruches sind die Nenner e; des Bruches 
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'1' (vgl. die Gleiehung (1) mit semen Zahlern Ai dureh die Gleiehungen 
verknupft: 
(17) eiT = Ai' i = 1, 2, 3, 

fur die man wegen (3) auch schreiben kann: 

(18) 

Andererseits folgen aus den Gleichungen (9), die sieh aueh unter der 
Form zusammenfassen lassen: 

(19) 

unter der V oraussetzung, daB die Reziprozitat '1', R umkehrbar sei, durch 

Multiplikation mit ~ wegen (13) die Gleichungen: 

(20) 

in denen sieh die Ableitzahlen der reehten Seite von denen der rechten 
Seite von (18) nur durch die Indexfo7ge unterscheiden. Dies kann man 
auch so ausdrfieken: Es sind die A.bleitzahlen des Gleichungssystems (20) 
gegen diejenigen des Gleichungssystems (18) transponiert. 

Nennt man daher diejenige Reziprozitat zweiter Ordnung, die aus der 
Reziprozitat '1' durch Transposition der A.bleitzahlen aik ihrer Zahler ent
steht, die zu 'l' konjugierte Reziprozitat*) und bezeichnet sie mit 
'1", setzt also: 

(21) 

so fiihren die beiden Reziprozitaten '1" und ~ nach (20) und (21) die 

drei Grundpunkte ei in dieselben Stabe und somit uberhaupt jeden Punkt 
der Ebene in denselben Stab fiber. Man kann daher setzen: 

(22) 

Dabei wird 
gestelIt: 

(23) 

in welehem 
(24) 

, (l 
'l' =-. 

R 

die zu '1' konjugierte Reziprozitat '1" durch den Bruch dar-

ist. Man hat also den Satz: 

1) Vgl. z. B. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen tiber Geometrie, Bd. II, 
Leipzig 1891, S.402. Nach R. Mehmke, Vorlesungen tiber Punkt- und Vektoren
rechnung, Erster Band: Punktrechnung, Erster Teilband, Leipzig und Berlin 1913, 
S.262f. tritt der Begriff konjugierter Reziprozitaten wohl zuerst bei Hamilton 
auf. Vgl. Sir W. R. Hamilton, Lectures on Quaternions, Dublin 1853, S.87. 
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Satz 624: Die konjugierte Reziprozitiit 1" einer umkehrbaren 
Reziprozitat zweiter Ordnung l' ist nur um einen Zahlfaktor 
von der zur adjungierten Reziprozitat R inversen Reziprozitat 

~ verschieden. Es besteht namlich die Gleichung: 
, a 

l' = R' 

III der 0 die Determinante der Ableitzahlen der Zahler von 1', 

oder was dasselbe ist, der Potenzwert der Reziprozitat l' ist. 

Die uneigentliche Resiprositiit sweiter Oranung una das Nullsystem 
zweiter Oranung. Um weitere Beziehungen aufzufinden, stellen wir uns 
die Frage, ob es eintreten kann, daB die beiden konjugierten Reziprozi
tatsbriiche l' und 1" bis auf einen Zahlfaktor einander gleich werden. 
Wir fragen also, ob es Reziprozitiiten gibt, die einer Gleichung von der 
Form: 
(25) l' = g1" 

Geniige leisten, in der 9 einen Zahlfaktor bedeutet. Ware dies der Fall, 
so miiBte: 
(26) e.1' = ge,1", i = 1, 2, 3, 
also wegen (18) und (21): 

(27) ailEl + a,2E2 + o,sEs = g(oliEl + 02iE2 + asiEs), i = 1, 2, 3, 

sein. Jede von dies en drei extensiven Gleichungen zerf'lillt aber in drei 
Zahlgleichungen; es miiBten daher im ganzen die neun Zahlgleichungen 
bestehen: 
(28) a,k = gaw i, k = 1, 2, 3, 
in denen wegen (14): 
~~ g+1 
angenommen werden muB. 

Von diesen neun Zahlgleichungen (28) greifen wir zuniichst Jiejenigen 
drei Gleichungen heraus, fiir die k = i ist; dieselben lauten: 

0ii = gam i = 1, 2, 3, 
und lassen sich auch in der Form schreiben: 

(30) OJ; (1 - g) = 0, i = 1, 2, 3. 

Wegen (29) aber reduzieren sich diese Gleichungen auf die Form: 

(31) ait = 0, i = 1, 2, 3. 

Von den iibrigen sechs Gleichungen (28) wahlen wir zuerst diejenigen 
drei Gleichungen aus, in denen i < kist, d. h. die Gleichungen: 

(32) aik = gow i, k = 1, 2, 3, 
mit der Bedingung i < k. 
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Bei den noch iibrigbleibenden drei Gleichungen wird dann del' erste 
Index del' linken Seite groBer sein als der zweite. Wir konnen diese Glei
ehungen aber auch unter Vertauschung del' Buehstaben i und k in del' 
Form sehreiben: 
(33) ak; = 9 (likl i, k = 1, 2, 3, 

mit der Bedingung i < k. 
Setzt man sod ann den Wert von (lk; aus den Gleichungen (33) in die 

Gleiehungen (32) ein, so verwandeln sie sich in: 

(34) a'k = g21lW i, k = 1, 2, 3, 
zunachst fUr i < k. 

Die Gleichungen (34) geIten abel' auch fUr den Fall, wo i > kist, wie 
man sofort sieht, wenn man den Wert von aik aus (32) in (33) sub
stituiert. 

Lassen wir ferner den trivialen Fall unberiicksichtigt, wo aueh slimt
liehe Ilikl i =F k verschwinden, schlieBen wir also den Fall einer "un
eigentlichen Reziprozitiit zweiter Ordnung", bei welcher del' Re
ziprozitlitsbruch r die Form hat: 

(35) 

und die daher iiberhaupt einem jeden Punkte der Ebene die Zahlgro.Be 
Null zuweist, von del' Betrachtung aus, so folgt aUB den Gleichungen 
(34), daB 
(36) g2 = 1 

sein muB, und hieraus wegen (29), daB 

(37) g=-1 

ist. Die Gleichungen (28) nehmen also die Form an: 

(38) Ilk; = - Ilik' i, k = 1, 2, 3. 

Mit Riicksicht auf diese Gleichungen (38), die librigens auch wieder die 
Gleichungen (31) nach sich ziehen, lassen sich samtliche neun Koeffizien
ten der Gleichungen (3) durch die drei Koeffizienten ass, asu (l12 aus
drlickenj denn es wird: 

(39) {all = 0, 

IlSg = - a 2S ' 

1122 = 0, 

(lIS = - aSlI 

Ilss = 0, 
ast = - 1l1v 

und die Gleichungen (3) gehen daher iiber in: 

(40) IA1 = 0 + 1l12E2 - IlstEs 

As = - IlnEt + ° + assEs 
As = IlSI El - 1l2sE2 + 0, 
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wofiil' man mit Riieksieht auf die Wel'te del' Ei (vgl. die Gleiehungen (2») 
aueh schreiben kann: 

JA1 = 0 + 012[eSe1] - 0S1[e1e2] = [( 0 + 031e2 + 012eS)e1] 

lA2 = - 012 [e2 eS] + 0 + 02S[ej e2] = [(02S e1 + 0 + 012 eS)e2] 

As = 0S1[e2ea] - 02S[eSe1] + 0 = [(02SC1 + 0S1e2 + 0 )cs]. 

Diese Pl'oduktdarstellungen del' drei Stiibe All A2 , As lassen sich abel' 
durch lineale Inderung des ersten Faktol's (vgl. Satz 8) in der Weise 
umfol'men, daB alle drei Stabe Ai als auBere Pl'odukte aus einem und 
demselben Punkte: 
(41) a = 02Sel + 0S1e2 + 012eS 

und demjenigen Grundpunkte ei el'scheinen, dem del' Stab Ai durch die 
Rezipl'ozitat T zugewiesen wil'd. In del' Tat erhalt man die Gleiehungen: 

(42) 

Bezeiehnet man daher eine Rezipl'ozitat zweiter Ordnung, deren Ableit
zahlen den Gleichungen (39) Geniige leisten, ohne zugleich samtlieh zu 
versebwinden, oder was dasselbe ist, eine eigentlicbe Rezipl'ozitat, die 
sieh von ihrer konjugierten Reziprozitat nur dem V ol'zeichen naeh unter
scheidet (vgl. die Gleichungen (25) und (37»), mit dem besonderen Bueh
staben n, setzt also: 

(43) 

und nennt eine solehe Reziprozitat mit Riieksieht auf die meehanisehe 
Bedeutung der entsprechenden Abbildung des Raumes "ein NUllsystem 
zweiter Ordnung", so lassen sich die Gleichungen (42) aueh in del' 
Form scheiben: 

(44) 

und es wil'd also: 

(45) 
Ein beliebigel' Punkt: 
(46) 

wird dann dureh die Abbildung n in den Stab iibel'gefiihrt: 

xn = 1;1 [aeJ + 1;2 [ae2] + ~s[ aes] = [a (1;1 e1 + 1;2 e2 + 1;s es)], 

d. h. wegen (46) in den Stab: 
(47) xn = [ax] 

(Fig. 51). Diese Gleichung (47) nimmt in dem besonderen Fane, wo der 
Punkt x mit dem festen Punkte a zusammenfallt, die Form an: 

an = [aa], 
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d. h. die Form: 
(48) an=O. 

Das N ullsystem zweiter Ordnung n weist somit einem jeden, von dem 
festen Punkte a verschiedenen Punkte x der Ebene seine Verbindungs
linie mit diesem Punkte a zu, wahrend dem Punkte a selbst die Zahl
groBe 0 zugeordnet wird. Dieser Punkt a moge daher der Nullpunkt 
des Nullsystemes zweiter Ordnung genannt werden. 

-t'z Aus dieser "Grundeigenschaft eines Null-
systems zweiier Ordnung" geM insbesondere 
hervor, daB dasselbe eine entariende Rezipro
zitiit zweiter Ordnung ist,' denn sowohl die 
drei Zahlerstabe Au A2 , As der Reziprozitiit 
n wie iiberhaupt jeder Stab xn, der einem 
von dem Nullpunkte a verschiedenen Punkte 
x zugewiesen wird, geht durch den N ullpunkt 

x a des Nullsystems hindurch. Dadurch wird 
--a es bedingt, daB zu einem N ullsystem zweiter 
Fig. 51. Ordnung eine inverse Abbildung nicht existiert. 

Ferner sieht man, daB bei einem Nullsystem zweiter Ordnung auch 
von einer Polkurve nicht die Rede sein hnn; denn wegen (47) wird die 
Gleichung: 
(49) [x·xn]=O 

iiberhaupt durch jeden Punkt x der Ebene befriedigt. 
Abel' von diesem Ergebnis gilt auch die Umkehrung. Man kann nam

lich zeigen: Sobald eine eigentliche Reziprozitat zweiter Ordnung 'I' einer 
Gleichung von del' Form (49), d. h. also del' Gleichung: 

(50) [x· X1'] = 0, 

fur jeden Pun7ct x der Ebene Geniige lei stet, so ist sie notwendig ein N ull
system zweiter Ordnung. 

In del' Tat, setzt man in der Gleichung (50): 

x = Y +~, 
wo y und ~ zwel ganz beliebige Punkte der Ebene sind, so verwandelt 
sie sieh in: 

oder, wenn man ausmultipliziert und beriicksichtigt, daB die Gleichung 
(50) insbesondere auch fiir die Punkte y und ~ geIten muB, in: 

(51) [b· Y'I'] = - [y. ~'I']. 

Legt man in dieser Gleichung den Punkten ~ und y die speziellen Werte 

~ = e; und y = ek , i, 7c = 1, 2, 3, 
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bei, so erhlilt man die besonderen Gleichungen: 

(52) [ei • ekr] = - [ek . ei '1"], i, k = 1, 2, 3, 
oder wegen (1) und (3): 

(53) ak , = - aw i, k = 1, 2, 3. 

91 

Diese Gleichungen aber waren gerade die Bedingungsgleichungen des Null
systems zweiter Ordnung (vgl. die Gleichungen (38». 

Durch diese Entwicklung haben WIT zugleich in der Gleichung (51) 
eine wichtige Gleichung gewonnen, der ein Nullsystem zweiter Ordnung 
n genugen muB. Wir konnen die betrefl'ende Gleichung aber auch leicht 
direkt aus der Gleichung (47) herleiten; denn es wird: 

[3· yn] = [ls· ay] = [lsay] = - [yab] = - [y. ab] = - [y. bn ]. 

Es ist also wirklich: 
(54) [5· yn] = - [y. 3n ]. 

Aus del' Gleichung (54) folgt noch, daB das Nullsystem zweiter Ord
nung (eben so wie das Polarsystem zweiter Ordnung) eine involutorische 
Reziprozitat ist. Sobald namlich die Gleichung besteht: 

(55) [3· yn] = 0, 

d. h. sobald der Punkt 3 auf der zugeordneten Geraden, "der Nullinie" 
yn des Punktes y liegt, gilt wegen (54) auch die Gleichung: 

(56) [y. 3nJ = 0, 

es liegt also dann auch del' Punkt y auf der Nullinie 3n des Punktes 3. 
Dieses Ergebnis versteht sich geometrisch von selbst; denn nach der 

Grundeigenschaft des NUllsystems zweiter Ordnung (Gleichung (47») stellt 
das Produkt yn die Verbindungsgerade des Punktes y mit dem Null
punkte a des Nullsystems dar. Geht nun diese Vel·bindungslinie durch 
den Punkt 3 hindurch, so geht selbstvllrstandlich auch die Verbindungslinie 
des Punktes 3 mit dem Nullpunkte a des NUllsystems durch den Punkt y 
hindurch, da ja beide Verbindungslinien miteinander identisch sind. 

Man kann die gewonnenen Ergebnisse in dem folgenden Satze zu
sammenstellen: 

Satz 625: Unterliegen die Ableihahlen einer eigentlichen Rezi
pro zitat zweiter Ordnung den Bedingungsgleichungen: 

aki = - am i, k = 1, 2, 3, 

so ist die Abbildung involutorisch und heiBt ein (eigentliches) 
Nullsystem zweiter Ordnung. 1st: 

a = a2S el + aS1 e2 + a12 eS' 

so weist das Nullsystem einem jeden Punkte der Ebene, der 
von dem festen Punkte a verschieden ist, als "Nullinie" seine 
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Verbindungslinie mit dem festen Punkte a zu, wahrend jenem 
Punkte a selbst die Zahlgro.Be 0 zugeordnet wird. Dieser 
Punkt a heilH der Nullpunkt des NUllsystems. Das Nullsystem 
zweiter Ordnung ist daher zugleich eine entartende Rezipro
zitat zweiter Ordn ung. Bezeichnet man den extensiven Bruch 
eines Nullsystems zweiter Ordnung mit n, so verschwindet 
die quadratische Form [x· xn] fiir jeden Punkt x der Ebene. 
Umgekehrt ist jede eigentliche Reziprozitat zweiter Ordnung 
T, die der Gleichung Lx. XT] = 0 fiir jeden beliebigen Punkt x 
Geniige lei stet ein (eigentliches) Nullsystem zweiter Ordnung. 

Urn iibrigens im folgenden nicht immer den Fall der uneigentlichen 
Reziprozitat ausnehmen zu miissen, bemerken wir noch, da.B die uneigent. 
Hche Reziprozitat zweiter Ordnung sowohl als uneigentliches Polar
system wie als uneigentliches Nullsystem zweiter Ordnung aufgefa.Bt 
werden kann; denn die Definitionsgleichungen der uneigentlichen Rezi
prozitat zweiter Ordnung: 

(57) 0iA: = 0, i, k = 1, 2, 3 

ziehen sowohl die Bedingungsgleichungen: 

(58) 0A:; = 0ik, i, k = 1, 2, 3, 

des Polarsystems, wie die Bedingungsgleichungen: 

(59) Ok; = - Ow i, k = 1, 2, 3 

des Nullsystems zweiter Ordnung nach sich. 
Ferner sieht man, daB auch umgekehrt jede Reziprozitat zweiter Ord

nung, die zugleich ein Polarsystem und Nullsystem ist, notwendig eine 
uneigentliche Reziprozitat zweiter Ordnung sein mu.B, da die Gleichungen 
(58) und (59) nur dann zusammen bestehen konnen, wenn zugleich die 
GIeichungen (57) erfiillt sind. Man hat also den Satz: 

Satz 626: Jede uneigentliche Reziprozitii.t zweiter Ordnung 
kann sowohl als uneigentliches Polarsystem wie als uneigent
liches Nullsystem zweiter Ordnung aufgefa.Bt werden, lind 
umgekehrt kann eine Reziprozitiit zweiter Ordnung, die zu
gleich ein Polarsystem und ein Nullsystem zweiter Ordnung 
ist, nur eine uneigentliche Reziprozitat zweiter Ordnung sein. 

Der Satz 625 liiJ3t noch einige wichtige analytische Folgerungen zu. 
Wir setzen voraus, es sei eine Anzahl Reziprozitaten zweiter Ordnung 
T, S, •.. gegebell, und es bestehe zwischen den zugehorigen quadrati
schen Formen Lx . xr], [x· xS], ... eine !ineare Beziehung, d. h., es werde 
fiir beliebige Wede von x eine Gleichnng von der Form: 

(60) g[x· XT] + ~[x· xs] + ... = 0 
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erfullt, in del' g, ~, '" konstante, d. h. von x unabhangige Zahlgl'oBen 
sind. Dann gebe man diesel' Gleichung die Gestalt: 

(61) [x· x(gr + ~s + ... )] = 0, 

so folgt nach dem Satze 625 (vgl. auch Satz 626), daB die Reziprozitiit: 

gr+ ~s+ ... 

ein eigentliches oder uneigentliches NUllsystem zweiter Ordnung darstellt. 
Es gilt daher del' Satz: 

Satz 627: Sind r, s, eine Anzahl Reziprozitiiten zweiter 
Ordnung, und besteht zwischen den zugehorigen qu adrati
schen Formen [x. xr], [x· xS], ... fur jeden Wert von x eine 
lineare Beziehung von del' Form: 

g[x· xr] + ~[x. xs] + ... = 0, 

in del' Q, ~, ..• konstante, d. h. von x unabhangige ZahlgroBen 
sind, so ist die Reziprozitat: 

gr + ~s + ... 
em eigentliches oder uneigentliches Nullsystem zweiter Ord
nung. 

Herrscht insbesondere zwischen den quadratischen Formen [x. xp], 
[x· xq], ... einer Anzahl Polarsysteme zweiter Ordnung p, q, ... fur 
jeden Wert von x eine lineare Beziehung von der Form: 

(62) g[x. xp] + ~[x. xq] + ... = 0, 

und bildet man aus diesen Polarsystemen, die del' linken Seite von (62) 
entsprechende Vielfachensumme: 

gp+~q+ ... 

so stellt dieselbe nach dem Sabe 627 ein NUllsystem zweiter Ordnung 
dar. Andererseits ist sie abel' als Vielfachensumme von Polarsystemen 
zweiter Ordnung zugleich selbst ein Polarsystem zweiter Ordnung (vgl. 
den erst en Teil dieses Bandes, S. 293£.). Und das ist nach dem Satze 626 
nul' dann moglich, wenn diese Vielfachensumme eine uneigentliche Rezi
prozitat zweiter Ordnung, d. h. die ZahlgroBe 0, darstellt. Es muB also 
in diesem Falle neben del' Gleichung (62) auch die Gleichung bestehen: 

(63) gp + ~q + ... = 0. 

Man hat daher den Satz: 
Satz 628: Herrscht zwischen den quadratischen Formen 

[x· xp], [x· xq], ... einer A.nzahl Polarsysteme zweiter Ord-
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nung p, q, ... eine fur jeden Punkt x geltende lineare Be
ziehung, d. h. eine Gleichung von del' Form: 

(62) g[x· xp] + q[x· xq] + ... = 0, 

in del' g, q, '" konstante, d. h. von x unabhangige ZahlgroBen 
sind, so besteht die entsprechende Beziehung auch zwischen 
den Polarsystemen p, q, ... selbst, es wird also auch die Glei
chung befriedigt: 
(63) gp + qq + ... = o. 

Die adjungierte Abbildltng eines Nullsystems zweiter Ordnung. Urn die 
adjungierte Abbildung eines Nullsystems zweiter Ordnung: 

(64) [n2] = [A2 AsJ, [AsAIJ, [.,11.,12] 
[62 6.J, [6s 61J, [61 62] 

eines Nullsystems zweiter Ordnung n zu bestimmen, berucksichtige man, 
daB nach del' Gleichung (42) des 30. Abschnitts, del' Gleichung (47) des 
vorliegenden und del' Gleichung (8) des dritten Abschnitts: 

(65) [Y5] [n2] = [Y5n2] = [yn . 5n] = Cay . a3] = [aYb]a = [a· Ycr]a 

ist. Setzt man also: 
(66) [Yb] = V, 
so wird: 
(67) 

und hieraus ergibt sich durch auBere Multiplikation mit einem beliebigen 
Stabe W die Gleichung: 

(68) [W· Vn2] = [a V]f a W]. 

Und da in ihr die heiden Faktoren [a V] und [a W] del' rechten Seite 
als ZahlgroBen miteinander vertauschbar sind, so folgt, daB auch: 

(69) 

ist. Diese Gleichung abel' zeigt, daB die durch das kombinatorische 
Quadrat [n2] eines N ullsystems zweiter Ordnung ausgedruckte Reziprozi
tat zweiter Klasse del' Grundgleichung des Polarsystems Genuge leistet 
und also die Stab.Punkt-Abbildung eines Polarsystems darstellt. 

Urn die Polarkurve dieses Polarsystems zu find en , beachte man, daB 
sich wegen (68) die quadratische Form [U . Un 2] als Quadrat einer 
linearen Form ausdrucken laBt; denn es wird: 

(70) 

so daB die Gleichung der Polarkurve jenes Polarsystems: 

(71) 
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die Form annimmt: 
(72) [aU]2 = 0 

95 

und also das doppelt zu ziihlende Strahlbiischel darstellt, das den Nuil
punkt a des NUilsystems n zum Scheitel hat. Man hat daher den Satz: 

Satz 629: Die adjungierte Abbildung eines Nullsystems zwei
ter Ordnung ist ein zweifach entartendes Polarsystem zweiter 
Klasse, dessen Polarkurve durch den doppeltzahlenden N ull
punkt des N ullsystems ge bildet wird. 

Das Nullsystem zweiter Klasse und die uneigentliche Reziprozitiit zweiter 
Klasse. Es bleibt schlieBlich noch die dem Nuilsystem zweiter Ordnung 
dualistisch entsprechende Abbildung zu behandeln. Dieselbe wird sich 
ergeben, wenn man in der obigen Entwicklung, die zu dem NUilsystem 
zweiter Ordnung fiihrte, die Punkte durch Stabe ersetzt und umgekehrt. 
Man gehe dazu aus von einem Bruche: 

a1 , a2 , as 
E l , E 2 , Es 

fiir eine Reziprozitat zweiter Klasse, bei dem die Ableitzahlen ~ik seiner 
drei Zahler a. (vgl. die Gleichungen (6) den Bedingungen: 

(73) Wki = - ~ik' i, k = 1, 2, 3, 

Geniige leisten. Dann lassen sich die samtlichen .Ableitzahlen der rech
ten Seite von (6) durch die drei Koeffizienten ~23' ~3V ~12 ausdriicken, 
indem namlich die Gleichungen bestehen: 

~22 = 0, ~33 = 0 
(74) { ~11=0, 

~32 = - ~2S' ~IS = - ~sv ~21 = - ~12· 

Die Gleichungen (6) gehen daher iiber in die Gleichungen: 

1 
al = 0 + WIll e2 - ~Sl es 

(75) a2 = - ~12el + 0 + W23 eS 

as = ~Sl e1 - ~2Se2 + 0, 

fUr die man nach den Gleichungen (83) des 30. Abschnitts auch schrei
ben kann: 

al = 0 +~12[E3EIJ-~31[EIE~J=[( 0 +~slE2+~12Es)E1J 

a2=-~12[E2E3]+ 0 + ~2s[EIE2]=[(W2SEl + 0 +~12Es)E2] 
as= ~sl[E2Es]-~2S[EsEIJ+ 0 =[(~23El +~slE2+ 0 )EsJ. 

Diese Produktdarsteilungen der drei Pnnkte all all, as lassen sich aber 
drnch lineale Anderung in der Weise umformen, daB aile drei Punkte ai 

als planimetrische Produkte aus einem und demselben Stabe: 

(76) A = ~2sEl + ~slE2 + W12Es 
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und demjenigen Grundstabe E; erscheinen, welchem der Punkt at durch 
die betrachtete Reziprozitat zugewiesen wird. In der Tat erhiilt man die 
Gleichungen: 
(77) a l = [AEi ], a2 = [AE2], as = AEs· 

Bezeichnet man daher die Stab-Punkt-Abbildung einer Reziprozitat, deren 
Ableitzahlen den Gleichungen (73) Geniige leisten, mit dem besonderen 
Buchstaben N, setzt also: 

(78) 

und nennt eine solche Reziprozitiit zweiter Klasse "ei n N ullsystem 
zweiter Klasse", so lassen sich die Gleichungen (77) in der Form 
schreiben: 

(79) EiN = [AEi ], E~N = [AE2], BsN = [AEs], 

und es wird also: 

(80) 

Ferner folgt aus den Gleichungen (79) durch line are Verkniipfung, daB 
auch fiir einen beliebigen Stab: 

(81) 

(82) 

U = ui Ei + u2E 2 + 1tsEs; 

UN=[AU] 

wird. Das N ullsystem zweiter Klasse weist also einem jeden Stabe U, 
des sen Gerade nicht mit der Geraden des festen Stabes A zusammenfa.llt, 
seinen Schnittpunkt mit der Geraden dieses festen Stabes A zu, wahrend 
einem jeden Stabe der Geraden des Stabes A die ZahlgroBe 0 zugeordnet 
wird. Die Gerade des Stabes A mage daher die Nullachse des Null
systems zweiter Klasse genannt werden. 

Aus dieser "Grundeigenschaft eines Nullsystems sweiter Klasse" folgert 
man wieder, daB dasselbe eine eniartende Resiprositat sweiter Klasse ist; 
denn sowohl die drei Zahlerpunkte all a2 , as der Reziprozitat N, wie 
iiberhaupt jeder Punkt UN, der einem nicht auf der Nullachse A des 
NUllsystems liegenden Stabe U zugewiesen wird, liegt auf der Nullachse 
A des Nullsystems. Dadurch wird es bedingt, daB zu einem Nullsystem 
zweiter Klasse eine inverse Abbildung nicht existiert. 

Ferner sieht man, daB bei einem Nullsystem zweiter Klasse auch von 
einer Polarkurve nicht die Rede sein kann; denn wegen (82) wird die 
Gleichung: 

(83) [U· UN] = 0 

iiberhaupt durch jeden Stab U der Ebene befriedigt. 
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Aber von diesem Ergebnis gilt auch die Umkehrung. Man kann nam
lich zeigen: Sobald eine eigentliche Reziprozitat zweiter Klasse R elller 
Gleichung von del' Form (83), d. h. also der Gleichung: 

(84) [U·UR]=O, 

fiir jeden Stab U der Bbene Genuge leistet, ist Sle notwendig elll Null
system zweitel' Klasse. 

In del' Tat, setzt man in die Gleichung (84): 

U= V+W, 

wo V und W zwei ganz beliebige SUibe sind, so vel'wandelt sie sieh in: 

[( V + W) . (V + W) R] = 0, 

woraus folgt, wenn man ausmultipliziel't und bel'ucksichtigt, daB die Glei
chung (84) aueh fur die Stabe V und W gelten muB, 

(85) [W·VR]=-[V.WR]; 
insbesondere wil'd also: 

(86) [Ei·EkR]=-[Ek,E;R], i,k=I,2,3, 
oder wegen (4) und (6): 

(87) ~ki= - ~ik' i, 7c = 1,2,3. 

Die Gleichungen (87) abel' waren gerade die Bedingungsgleichungen des 
Nullsystems zweiter Klasse. 

Durch diese Entwicklung habell wir zugleich in del' Gleichung (85) 
eine wichtige Gleicbung gewonnen, del' ein Nullsystem zweiter Klasse N 
genilgen muE. Wir konnen die betl'effende Gleichung aber auch direkt 
aus der Gleichung (82) herleiten; denn es wird: 

[W' VN] = [W . A V] = [W A V] = - [V· A W] = - [V· WN]. 

Es ist also wil'klich: 

(88) [W· VN] =- [V· WN]. 

Aus del' Gleichung (88) folgt dann wieder, daB das Nullsystem zweitel' 
Klasse (ebenso wie das Polal'system zweitel' Klasse) eine involutorische 
Reziprozitat ist. Sobald namlich die Gleichung besteht: J7 

(89) [W· VN] = 0, 

d. h, sobald die Gerade W durch den zugeordneten 'V;; 
Punkt, "den Nullpunkt" VN des Stabes V geht, gilt 
wegen (88) auch die Gleichung: 
(90) [V. WN] = 0, Fig. 52. 

es geht also dann auch die Gerade V durch den Nullpunkt des Stabes W 
hindul'ch (Fig. 52). 

G r a.B man n, Projekti ve Geometrie d. Ebene II, 7 



98 Begriff der Kernkurven einer Reziprozitat. Das Nullsystem 2. Ordn. u. 2. Klasse 

Dieses Ergebnis verRteht sich geometrisch von selbst; denn nach del' 
Grundeigenschaft des Nullsystems zweiter Klasse (Gleichung (82» stellt 
das Produkt VN den Schnittpunkt del' Geraden V mit del' Nullachse A 
des N ullsystems dar. Liegt nun diesel' Schnittpunkt zugleich auf del' Ge
l:'aden des Stabes W, so liegt selbstverstandlich auch del' Schnittpunkt 
des Stabes W mit del' Nullachse A des Nullsystems auf del' Geraden des 
Stabes V, da ja beide Schnittpunkte miteinander identisch sind. 

Bezeichnet man endlich noch eine Reziprozitat zweiter Klasse, deren 
samtliche Zahler verschwinden, deren Bruch also die Form hat: 

(91) 

als "uneigentliche Reziprozitat zweiter Klasse", jede andere Rezi
prozitat zweiter Klasse als "eigentliche Reziprozitat zweiter 
Klasse"; so kann man die gewonnenen Ergebnisse in dem folgenden 
Satze zusammenfassen: 

Satz 630: Unterliegen die Ableitzahlen einer eigentlichen 
Reziprozitat zweiter Klasse den Bedingungsgleichungen: 

Wki=-Ww i,lc=1,2,3, 
so ist die Abbildung involutorisch und heiJH ein (eigentliches) 
Null system zwei tel' Klasse. 1st: 

A = W2s E1 + ASIE2 + W12 Es, 

so weist das NUllsystem einem jeden Stabe U del' Ebene, del' 
nicht in die Gerade des festen Stabes A fallt, seinen Schnitt
punkt mit del' festen Geraden A zu, wahrend einem jeden Stabe 
jener Geraden A selbst die ZahlgroBe 0 zugeordnet wird. Diese 
Gerade A heiBt die Nullachse des Nullsystems. Das Null
system zweiter Klasse ist daher zugleich eine entartende Rezi
prozitat zweiter Klasse. Bezeichnet man den extensiven Bruch 
eines Nullsystems zweiter Klasse mit N, so verschwindet die 
quadratische Form [U· UN] fiir jeden Stab U del' Ebene. Um
gekehrt ist jede eigentliche Reziprozitat zweiter Klasse N, 
die del' Gleichung [U· UN] = 0 fur jeden Stab U del' Ebene 
Geniige lei stet, ein (eigentliches) Nullsystem zweiter Klas:;e. 

Ferner erhalt man in derselben Weise wie bei del' dualistischen Ent
wicklung noch die folgenden Satze: 

Satz 631: Jede uneigentliche Reziprozitat zweiter Klasse 
kann sowohl als uneigentliches Polarsystem wie als uneigent
liches Nullsystem zweiter Klasse aufgefaBt werden, und um
gekehrt kann eine Reziprozitat zweitel' Klasse, die zugleich 
ein Polarsystem und ein N ullsystem ist, nul' eine uneigent
liche Reziprozitat zweitel' Klasse sein. 
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Satz 632: Sind R, S, " . eine Anzahl Reziprozitaen zweiter 
Klasse, und besteht zwischen den zugehorigen quadratiscben 
Formen [D· UR], [D· US], ... fur jeden Wert des Stabes U eine 
lineare Beziehung von der Form: 

(92) 9 [U . UR] + f)[ U . US] + ... = 0, 
so ist die Reziprozitat: 

gR + 1)8 + ... 
ein eigentliehes oder uneigentliches Nullsystem zweiter 
Klass e. 

Satz 633: Hens ch t zwischen den q uadratis ch e n Form en 
[U. UP], LU, UQ], ... einer Anzahl Polarsysteme zweiter 
Klasse P, Q, ... fur jeden Wert des Stabes U eine lineare Be
ziehung, d. h. eine Gleichung von der Form: 

(93) 9 [U. UP] + 1) [ U· U Q] + ... = 0, 

so besteht die entsprechende Beziehung auch zwischen den 
Polarsystemen P, Q, ... selbst, d. h. es wird auch die Gleichung 
befri e digt: 
(94) 9 P + 1) R + ... = O. 

Die adjungierte Abbildtmg eines Nullsystems zweiter Klasse. Um die 
adjungierte Abbildung: 
(95) [.N2] = [a" as], [aSal], [ala.] 

[E2 E s], [EsEl]' [E1E2J 

eines NUllsystems zweiter Klasse .N zu bestimmen, berucksichtige man, 
daB nach del' Gleichung (75) des 30. Abschnittes, der Gleichung (82) des 
vorliegenden und del' Gleichung (39) des dritten Abschnittes: 

(96) [VW][.N2] = [VW.N2] = [YN· WN] = [AV· AW] 

= [AVW]A = [A· YW]A 

ist. Setzt man also noch: 
(97) [VWJ = y, 
so wird: 
(98) y[N2] = [yN2] = [Ay]A; 

und hieraus ergibt sich durch auBere Multiplikation mit einem beliebigen 
Punkte z: 

(99) [z . yN2] = LAy][Az]. 

Da hier auf der rechten Seite die beiden Faktoren [Ay] und [Az] als 
Zahlgro.Ben miteinander vertauschbar sind, so folgt aus (99), daB: 

(100) [z· yN2] = [y. Z N 2] 

7* 
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ist. Diese Gleichung aber zeigt, daJ3 die durch das kombinatorische Qua
drat [.N 2] ausgedriickte Reziprozitat zweiter Ordnung del' Grundgleichung 
des Polarsystems Geniige leistet und also die Punkt-Stab-Abbildung eines 
Polarsystems darstellt. 

Um die Polkurve dieses Polarsystems zu :tinden, beachte man, daB sich 
wegen (99) die quadratische Form [x· XN2] als Quadrat einer linearen 
Form ausdriicken HiJ3t; denn es wird: 

(101) 

so daB die Gleichung del' Polkurve jenes Polarsystems: 

(102) 
die Form annimmt: 
(103) 

Diese Gleichung abel' stellt die doppelt zu zahlende Nullinie A des Null
systems dar, und man hat den Satz: 

Satz 634: Die adjungierte Abbildung eines Nullsystems zwei
tel' Klasse ist ein zweifach entartendes Polarsystem zweiter 
Ordnung, dessen Polkurve durch die doppelt zu zahlende Null
achse des N ullsystems gebildet wird. 

Abschnitt.44. 

l{onjugierte ulld adjullg'ierte Reziprozitfiten, ihr }{ernpunkt 
und ihre Iferngerade. 

Beziehungen zwischen zwei 7conjugierten Reziprozitiiten zweiter Ordnung. 
Der Kernpun7ct einer Reziprozitiit zweiter Ordnung. Wir kehren jetzt zu 
unserer bereits im vorigen Abschnitt begonnenen Untersuchung zuriick) 
in del' es sich urn die Beziehungen zwischen den vier extensiven Brfichen 

1', B, ~. und ~ handelte. Dabei setzen wir jetzt ausdriicklich voraus, 

daB die Reziprozitat 1', R von einem Polarsystem verschieden und fiber
dies umkehrbar sei. Durch die zweite Forderung ist dann zugleich del' 
Fall des Nullsystems von der Betrachtung ausgeschlossen. Ferner konnen 
alsdann die beiden Briiche fUr die konjugierten Reziprozitaten l' und 

1" = ~ auch nicht nur um einen Zahlfaktor voneinander verschieden 

sein. Denn wie auf S. 87 f. gezeigt ist, konnte dieser Zahlfaktor nul' ent
wedel' = + 1 oder = - 1 sein. 1m ersten Falle abel' ware die Reziprozitiit 
ein Polal'system, im zweiten FaIle ein Nullsystem, was beides mit unseren 
Voraussetzungen in Widerspruch steht. 

Ubrigens iiberzeugt man sich leicht, daB eine von einem Polarsystem 
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verschiedene Reziprozitat zweiter Ordnung 'l', d. h. (vgl. S.87) eine Rezi
prozitat 'l', die del' Ungleichung Genuge leistet: 

(1) 'l' =!= 'l", 
unter '}" die zu 'l' konjugierte Reziprozitat verstanden, trotz del' Unglei
chung (1) sehr wohl fur einen einzelnen Punkt: 

(2) C = Cl el + c2 es + Cs es 
eiDe Gleichung von del' Form: 

(3) C'l' = cr' 
befriedigen kann. Denn es ist: 

cr = (clel + c2eS + Calls) = c1Al + csAa + c;)As 

odeI' nach den Formeln (3) des vorigen Abschnitts: 

(4) C'l' = (cl au + ~a21 + Cs as1)El + (c1 a12 + c2 al/2 + esas2)E2 

+ (clatS + c2 a2S + csass)Ea' 

Andererseits wird wegen del' Gleichung (23) des vorigen Abschnittes: 

cr' = (cle1 + cSel/+ cses)'l" = cl A/ + csAs' + csAs' 

odeI' wegen del' Gleichungen (24) desselben Abschnittes: 

(5) C'l" = (cl all + caat2 + csa1s)El + (cl Q21 + C2~2 + CaQss)E2 

+ (cl aSl + cll ass + Cs oss)Es . 

Die Gleichung (3) laSt sich daher erfullen, und zwar 
Weise erfiillen, daB man setzt: 

(6) 
J CS(021 - ( 12) + Cs (OSl - alS) = 0 

1 C3 (OS2 - 02S) + CI (a12 - ( 21 ) = 0 
C1 (aiS - aS1 ) + Cl/(02S - (32) = o. 

auch nul' in del' 

Aus diesen drei Gleichungen abel' folgt fiir die Ableitzahlen c; des Punktes 
c die laufende Proportion: 

(7) ci : e2 : Cs = a 2S - a S2 : aa1 - a lS : a 12 - a 21 • 

Del' Punkt c ist daher, abgesehen von seiner Masse, die willkurlich bleibt, 

eindeutig bestimmtj er mage "del' Kernpunkt del' Reziprozitat 'l", 

genannt werden und ist, weil auch umgekehrt r zu 'l" konjugiert ist, zu
gleich del' Kernpunkt von 'l". Man hat also den Satz: 

Satz 635: Fur eine jede von einem Polarsystem verschiedene 
Reziprozitat zweiter Ordnung 'l' gibt es stets einen, abel' auch 
nul' einen Punkt c, dem durch die Reziprozitat 'l' und ihre kon
jugierte Reziprozitat '},' auch del' Lange und dem Sinne nach 
derselbe Stab zugeordnet wird, fur welch en also die Gleichung 
besteht: cr =cr 
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Dieser Punkt c heiJ3t "der Kernpunkt der Reziprozitat '1""; er 
ist zugleich der Kernpunkt del' Reziprozitat '1"'. 

Man kann aber weiter noch fragen, ob es nicht Punkte gibt, die durch 
zwei voneinander verschiedene konjugierte umkehrbare Reziprozitaten 

zweiter Ordnung '1" und '1'" = ~, wenn auch nicbt in dieselben Stiibe, aber 

doch wenigstens in Stiib'e) der niimlichen Geraden iibergefiihrt werden, ob 
es also Punkte dt gibt, die einer Gleichung von der Form: 

(8) 

oder, was wegen der GIeichung (22) des vorigen Abschnittes dasselbe ist, 
einer Gleichung von der Form: 

a 
(9) dtT = tAB 

Geniige leisten, unter tt eine von 1 verschiedene ZahlgroJ3e verstanden. 
Urn diese Frage zu beantworten, multipliziere man die GIeichung (9) 

mit der zur Reziprozitat ~ inversen Reziprozitat ~ . Man erhiilt so die 

GIeichung: 

(10) 

In ihr stellt das Folgeprodukt '1" R nach dem Satze 383 die Punkt-Punkta 
Abbildung einer Kollineation dar. Bezeichnet man dieselbe mit f, setzt also: 

R 
(11) Tn = f, 

so verwandelt sich die Gleichung (10) in: 

(12) dtl = rA, 
d. h. man erhalt gerade die Gleichung fiir die Doppelpunkte der Kolli
neation I, in del' freilich auch It = 1 sein kann (vgl. die GIeichung (1) 

Gc,x1 = odes 28. Abschnittes). Es gibt daher neben dem 
Kernpunkte der Reziprozitiit, fiir den der Zahl
faktor tt = 1 wird, noch zwei weitere Punkte, 
denen durch die beiden konjugierten Rezipro
zitaten '1" und '1'" Stabe derselben Geraden zuge
wiesen werden; diese Punkte k6nnen aller
dings auch konjugiert komplex sein (vgl. 
den 28. Abschnitt, insbesondere Satz 328). 

Fig. 53. Einem jeden Punkte x hingegen, del' nicht wie 
die Punkte c und dt einer Gleichung von del' Form (3) odeI' (8) Geniige 

leistet, werden durch die konjugierten Reziprozitaten '1" und '1" = ~ zwei 

Stabe Xl' und xi fJweier verschiedenen Geraden zugeordnet (vgl. hierzu die 
Fig. 53). 
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Die su swei konjugierten Reziprozitiiten zweiter O"dnung gehOrigen bi
linearen und quadratischen Formen, Urn andere Beziehungen zwischen 
zwei konjugierten Reziprozitaten aufzufinden, gehen wir von den GIei
chungen (18) des vorigen Abschnittes aus, welche lauteten: 

(13) eiT = CtilEl + aliEi + CtisEs, i = 1,2,3, 

und stellen zu ihnen die GIeichungen (20) desselben Abschnitts, in denell. 
wir nur den Buchstaben i durch den Buchstaben lc ersetzen wollen; wir 
schreiben sie also in der Form: 

(14) 

Diese Gleichungen (13) und (14) multiplizieren wir vorne auBerlich mit 
ek und ei und erhalten die GIeichungen: 

(15) j[ek' e;1'al = Ctik und j, 
[ ] i,lc=1,2,3, 
ej , ek R = aik 

aus denen durch Gleichsetzung der linken Seiten folgt, daB: 

(16) 

ist, Aus den Gleichungen (16) aber folgert man wie auf S. 175 des ersten 
Telles dieses Bandes durch einfaches Ausmultiplizieren, daB auch ffir 
zwei beliebige Punkte ?J und s die entsprechende Gleichung besteht: 

(17) [z' y'l,] = [Y' z ~J, 

die man itbrigens wegen der Gleichung (22) des vorigen Abschnitts auch 
in der Form schreiben kann: 

(18) [z ' YT] = [y , ZT']. 
Insbesondere wird daher: 

(19) [X'XT]=[X'X~J. 

Beachtet man ferner, daB die Ungleichung (1), die ffir eine jede von einem 
Polarsystem verschiedene Reziprozitat T galt, in dem Faile, wo T um
kehrbar ist, auch in der Form: 

(20) a T=l=R 

geschrieben werden kann, und daB nach dem Satze 635 ffir jed en von 
dem Kernpunkte c der Reziprozitat verschiedenen Punkt x auch: 

(21) 

ist, so kann man das gewonnene Ergebnis in dem Satze zusammenfassen: 
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Satz 636: 1st a die Determinante einer umkehrbaren Rezi
prozitat zweiter Ordnung r, die uberdies von einem Polar
system verschieden ist, und ist R die zu l' adjungierte Rezi
prozitat, so ist zwar 

(20) 

und es ist auch fur jeden beliebigen Punkt x, del' nicht mit dem 
Kernpunkte del' Reziprozitat l' zusammenfallt, 

a 
(21) xr+xRo 

Ja, es sind im allgemeinen die beiden Stabe xr und x ~ auch 

nicht etwa nul' urn einen Zahlfaktor voneinander verschieden, 
sondern sie gehoren zwei getrennten Geraden an. Dagegen gilt 
fur einen jeden Punkt x del' Ebene die Gleichung: 

(19) [x.x:r]=[x.x~J, 

d. h. es sind die beiden quadratischen Formen [x· xr] und 

[x. x ~J fur jeden Wert von x einander gleich. Ferner besteht 

zwischen den bilinearen Formen [z . Y1'] und [y. z ~J fur belie

bige Werte von y und z die Beziehung: 

(17) [z ° yr] = [y 0 z ~ J-
A.us del' Gleichheit der beiden quadratischen Formen in (19) folgt lllS

besondere, daB von den beiden Gleichungen 

(22) 

(23) 

[x ° X1'] = 0 und 

[x. x ~J = 0 

jede die andere nach sich zieht. Nun stellt aber nach dem Satze 595 die 
Gleichung (22) die Polkurve uer Reziprozitat r dar, und die Gleichung 
(23) ist dementsprechend die Gleichung fur die Polkurve der zu r kon

jugierten Reziprozitat ~ ° Das Zusammenbestehen der Gleichungen (22) 

und (23) zeigt daher, daB diese beiden Polkurven zusammenfallen, und 
man hat den Satz: 

Satz 637: Bei jeder umkehrbaren Reziprozitat zweiter Ord
nung l' fii.llt die Polkurve 

[xoxrJ=O 

mit del' Polkurve [X o x ~J = 0 

del' konjugierten Rezipl'ozitat ~ zusammen (vgl. Fig. 53). 
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Man kann abel' die Tatsaehe des Zusammenbestehens del' Gleiehungen 
(22) nnd (23) aueh noeh in anderer Weise deuten. Bezeichnet man nam
lich das System del' Punkte x und del' Stabe V, des sen Abbildung dureh 
die Reziprozitat r, R vermittelt wird, wie schon auf S. 146 des ersten 
Teiles dieses Bandes gesehehen, als das erste System und das System 
del' Stabe und Punkte 

(24) V'=X'1" und x'= VR, 

in welche die Punkte und Stabe x und V des ersten Systems durch die 
Reziprozitat r, R iibergefiihrt werden, a]s das zweite System, so be-

wirkt die zur Reziprozitat '1", R inverse Reziprozitat ~, ~ die Riiekver

wandlung des zweiten Systems in das erste denn nach den Satzen 384 
und 385 folgen aus den Gleiehungen (24) dureh Auflosung naeh x und 
U die Gleichungen: 

(25) U,l 
x= -r und V= x'~. 

Man kann daher sagen, daB die Punkte und Stabe x und U des ersten 

Systems, odeI' was wegen (25) dasselbe ist, die Punkte U'~ und x'-1 
des ersten Systems den Stab en und Punkten U' und x' des zweiten Sy
stems in del' Reziprozitat '1", R "riiekwarts entspreehen". 

Andert man schlieBlieh uoeh die Bezeiehnung, so kann man aneh be
haupten, daB 

die Punkte und Stabe V ~ und x ~ den Stab en und Punkten U 
und x riickwarts entsprechen. 

Nun sagt die Gleichung del' Polkurve von 1~, d. h. die obige Gleiehung: 

(22) [x· X'1"] = 0, 

daB del' Punkt x auf dem ihm in del' Reziprozitat 1', R vorwiirts entspre
chenden Stabe xr liegt, 

und die Gleiehung del' mit jener Polkurve zusammenfallenden Pol

kurve del' konjugierten Reziprozitat ~, d. h. die obige Gleichung: 

(23) [x. x ~J = 0, 

daB del' Punkt x auf dem ihm in del' Reziprozitat '1", R riickwiirts el1t
sprechenden Stabe x ~ liegt, dessen Gerade ja mit del' des Stabes x ~ 
identiseh ist. 

Aus dem Zusammenbestehen del' Gleiehungen (22) und (23) folgt also 
aueh noeh del' Satz: 

Satz 638: Wenn in einer umkehrbaren Reziprozitat r', R em 
Punkt x auf dem ihm vorwarts entspreehenden Stabe Xl' liegt, 
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so liegt er zugleich auch auf dem ihm riickwarts entsprechen-
1 

den Stabe x R und umgekehrt. 
Ubrigens kann man die Gleichheit der beiden quadratischen Formen 

[x· XT] und [x. x ~J (vgl. die Gleichung (19), aus der die obigen Er

gebnisse gefolgert wurden) auch leicht durch Einfiihrung ihrer Ausdriicke 
in Punktkoordinaten beweisen. Setzt man namlich wie gewohnlich: 

(26) x = fiel + ~2e2 + ~3e3' 
so wird: 
(27) xr = ~I elT + ~2 e2T + fs esT und 

(28) n n n a 
x R = ~I el R + ~2 e2 R + ~s es R' 

Aus diesen beiden Gleichungen aber folgen, wenn man sie auJ3erlich mit 
der Gleichung (26) vormultipliziert, die Gleichungen: 

(29) [x· XT] = ~12[el' eI T] + ... + ~2~d[es' e2T] + [e2 • esT]} + ... 
und 

(30) [x. x ~J = ~12[el' el ~J + ... + ~2~S {[es ' e2 ~J 

+ [e2 • es ~J} + ... 
oder wegen (15): 

(31) [x . x'r] = 011 ~12 + ... + { 023 + 0S2 } ~2 ~3 + . .. und 

(32) [x. x ~J = 011~12 + ... + {OS2 + 02S} ~2~S + .. '. 
U nd diese beiden Ausdriicke fiir die beiden quadratischen Formen [x . XT] 
und [x. x ~J unterscheiden sich nul' durch die Anordnung der Glieder 

in den Summen, welche die Koeffizienten der Produkte ~i~k (i =1= k) bilden, 
so daB damit die Gleichung (19) von neuem bewiesen ist. 

Die zu zwei 7conjugierten Reziprozitiiten zweiter Klasse gehOrigen bilinea
ren und quadratischen Formen. Die Kerngerade einer Reziprozitiit zweiter 
Klasse. Nach dem Begriff des extensiven Bruches sind die Nenner E; 
des Reziprozitatsbruches zweiter Klasse: 

(33) 

mit seinen Zahlern ai durch die Gleichungen verkniipft: 

EiB = ai' i = 1, 2, 3, 

fur die man wegen der Gleichungen (6) des vorigen Abschnittes auch 
schreiben kann: 
(34) EiB = ~i1el + ~i2e2 + 5l!i3es, i = 1,2,3. 
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FaBt man ferner die Reziprozitat zweiter Klasse R als adjungierte Ab
bildung einer Reziprozitat zweiter Ordnung 'f' auf, und setzt von dieser 
voraus, daB sie umkehrbar sei, woraus die gleiche Eigenschaft fiir die 
adjungierte Reziprozitat R folgt, so ergeben sich aus den Gleichungen 

(8) des vorigen Abschnitts durch Multiplikation mit ~ die Gleichungen: 
r 

1 1 
aEk- = (~1kAl + ~2kA2 + ~3kAs)-, k = 1,2,3, r r 

oder wegen der Gleichung (12) desselben Abschnitts die Gleichungen: 

(35) 

Dann zeigt die Vergleichung der Gleichungen (33) und (35) zunachst, 
daB die Ableitzahlen fur die Zahler der Bruche R und ; gegeneinander 

transponiert sind. Nennt man daher wieder diejenige Reziprozitat zweiter 
Klasse, die aus der Reziprozitat R durch Transposition der Ableitzahlen 
~ik ihrer Zahler entsteht, die zu R konjugierte Reziprozitat und 
bezeichnet sie mit R', setzt also: 

(36) 
wo: 
(37) 
ist, so wird: 

(38) R'=~ 
r ' 

und man hat den Satz: 

Satz 639: Bezeichnet man die Determinante del' Ableitzahlen 
fur die Zahler einer umkehrbaren Reziprozitat zweiter Ord
nung l' mit a und die zu r adjungierte Reziprozitat zweiter 
Klasse mjt R, endlich die zu R konjugierte Reziprozitat mit 
R', so ist: 

(38) R'=~· 
l' 

Aus den Gleichungen (34) und (35) ergeben sich abel' ferner, wenn 
man sie beziehlich mit Ek und E; auBerlich vormultipliziert, die Glei-

chungen: 1 [Ek • E;R] = ~ik Und) 

(39) [E . . E ~J = ~. ' i, k = 1, 2, 3, 
, k r ,k 

aus denen durch Gleichsetzen del' linken Seiten folgt, daB: 

(40) 

ist. Aus dies en Gleichungen (40) aber folgel't man wiedel' durch elll
faches Ausmultiplizieren, daB auch fur zwei beliebige Stabe die ent-
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sprechende Gleichung besteht: 

(41) [W.VR]=[V.W;.} 
Ins besondere wird daher: 

(42) [U.UR]=[U.U;l 

Bevor wir dieses Ergebnis in Satzform aussprechen, berucksichtigen 
wir noch, daB sich die obige Ungleichung: 

(1) 1"+1'" 

wegen del' Gleichung (22) des vorigen Abschnitts auch III del' Form 
schreiben laBt: 

(43) 

odeI' auch in der Form: 

(44) 
a 

R+-
T 

odeI' endlich wegen (37) in del' Form: 

(45) R+R', 

welche aussagt, daB, wenn die konjugierten Reziprozitaten zweiter Ord
nung 1" und 1'" voneinander verschieden sind, dasselbe auch von den kon
jugierten Reziprozitaten R und R' gilt. 

Ubrigens zeigt wegen der Gleichung (53) des einunddreiBigsten Ab
schnitts (vgl. auch Satz 391) die Gleichung (44) oder (45) noch, daB die 
Reziprozitat zweiter Klasse R von einem Polarsystem zweiter Klasse 
verschieden ist. 

Ferner kann trotz del' Ungleichung (45) sehr wohl fur einen einzelnen 
Stab 0 odeI' fur die Stabe einer einzelnen Geraclen eine Gleichung von 
del' Form bestehen: 
(46) OR=OR'. 

In del' Tat sieht man sofort, daB del' Stab: 

(47) 0 = CT 

die GIeichung (46) befriedigt, clenn es wird wegen (3) und wegen del' 
Gleichung (22) des vorigen Abschnitts: 

(48) OR = c1"R = c'J"R = c~R = ac R 
und wegen (47) und (37) wird: 

(49) OR'= crR'=c1'!!- = ac· 
T ' 

folglich wird del' obigen Gleichung: 

(46) OR = OR' 

wirklich dmch den Stab (47) Genuge geleistet, d. h. durch denjenigen Stab 
0, in welchen der Kernpunkt c del' Reziprozitat l' dUTch diese Reziprozitat 
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iibergefiihrt wird. Die Gleichungen (48) und (49) zeigen dann noch, daB 
auch umgekehrt der Stab 0 durch die beiden konjugierten Reziprozitiiten 
R und R' in den mit dem Kernpunkt c zusammenfallenden Punkt ac zuruck
gefiihrt wird. 

Man iiberzeugt sich ferner leicht, daB die Stiibe, die mit dem Stabe 0 in 
eine Gerade fallen, auch die einzigen Stiibe sind, die eine Gleichung von der 
Form (46) erfiillen. 1st namlich: 

(50) 

ein Stab, der die Gleichung (46) befriedigt, so wird wegen (32): 

OR = (l£lEl + 1£2 E2+ I£sEs)R = 1£1 al + 1£2 a2 + 1£3a3 

oder nach den Gleichungen (6) des vorigen Abschnitts: 

(51) OR = (1£12(11 + 1£2 m21 + 1£32(31) e1 + (~1 m12 + 1£2 ~{22 + 1£3 W32) e2 

A.ndererseits wird wegen (35): 
+ (1£1 SJi13 + 1£2 m23 + 1£32(33) e3 • 

OR' = (1£1El + \£2E2 + 1£3 ES) R' = 1£1 a/ + 1£2 a2' + 1£3a3' 

oder wegen del' Gleichungen (36): 

(52) OR' = (1£12(11 + ~2 2(12 + 1£3 m13) e1 + (~1 SX21 + 1£2 SJi22 + I£SSX2s) e2 

+ (1£1 \l(st + (£22(32 + 1£3 SXSS) es. 

Die Gleichung (46) HiBt sich daher dadurch befriedigen, und iiberdies auch 
nul' iu del' Weise befriedigen, daB man setzt: 

(53) I ~2 (SX21 - 2(12) + ~3 (2(31 - 2(13) = 0, 
1£3 (2(32 - 2(23) + 1£1 (2(12 - 2(21) = 0, 
1£1 (2:(13 - 2(31) + 1£2 (&23 - 2(32) = o. 

A.us dies en Gleichungen abel' folgt fiir die Ableitzahlen I£i des Stabes 0 die 
laufende Proportion: 

(54) \£1: 1£2: \£3 = 2(23 - SJi32 : 2(31 - SJi13 : 2(12 - 2(21' 

Der Stab a ist also durch die Gleichung (46), abgesehen von seiner Liinge 
und seinem Sinn, eindeutig bestimmt, oder was auf dasselbe hinauskommt, 
durch jene Gleichung wird die Gerade des Stabes 0 eindeutig festgelegt. 
Diese Gerade mage "die Kerngerade del' Reziprozitiit R" genannt 
werden und ist, weil auch umgekehrt R zu R' konjugiert ist, zugleich die 
Kerngerade von R'. Man hat also den Satz: 

Satz 640: Fur eine jede von einem Polarsystem verschiedene 
umkehl'bal'e Reziprozitiit zweitel' Klasse R gibt es eine, aber 
auch nur eine Gerade, welche die Eigenschaft hat, daB jedem 
ihrer Stiibe durch die Rezipl'ozitat R und ihl'e konjugierte Re-
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ziprozitat R' auch der Masse nach ein und derselbe Punkt zu
geordnet wird, so daB also fur jeden Stab 0 dieser Geraden die 
Gleichung: OR=CR' 

besteht. Diese Gerade heiBt "die Kerngerade der Reziprozitat 
R"; sie ist zugleich die Kerngerade der Reziprozitat R'. Jener 
Punkt, der ihren Staben durch die beiden konjugierten Rezi
prozitaten zugewiesen wird, fallt mit dem Kernpunkt der Rezi
prozitat zweiter Ordnung 'r zusammen, zu der die Reziprozitat 
zweiter Klasse R adjungiert ist. 

Es gibt aber wieder noch zwei weitere Geraden, die allerdings auch 
konjugiert komplex sein konnen, deren Stabe durch die beiden voneinander 
verschiedenen umkehrbaren konjugierten Reziprozitaten zweiter Klasse R 
und R' = ~ in zwei zusammenfallende Bildpunkte ubergefuhrt werden, 

'1' 

wenn auch die Massen diesel' beiden Bildpunkte verschieden sind, d. h. es 
gibt zwei weitere Geraden, deren Stabe D j einer GIeichung von der Form: 

(55) DtR = 'CtDtR' 

Genuge leisten, unter 'Ct eine von 1 verschiedene ZahIgroBe verstanden. 
In der Tat sieht man sogleich, da13 die Stabe: 

(56) 

die Gleichung (55) befriedigen, wo die Punkte dt durch die GIeichung (8) 
definiert sind. Wegen der Gleichung (9), die eine Folge von (8) ist, wird 
namlich mit Rucksicht auf (56): 

(57) 

und wegen (56) und (37) wird: 

(58) 

Rier geht aber die rechte Seite von (57) aus derjenigen von (58) durch 
Multiplikation mit tt hervor; folglich besteht die entsprechende Beziehung 
auch zwischen den linken Beiten. Und damit ist die Gleichung (55) bewiesen. 

Es sind also wirklich neb en der Kerngeraden einer Reziprozitat R noch 
zwei weitere Geraden vorhanden, deren Staben durch die beiden konjugierten 
Reziprozitaten R und N' zwei zusammenfallende Bildpunkte zugewiesen 
werden. Einem jeden Stabe U hingegen, der nicht wie die Stabe C und De 
einer Gleichung von der Form (46) oder (55) Genuge leistet, werden durch 

die konjugierten Reziprozitaten R und R' =~ zwei auch der Lage nach 

verschiedene Punkte UR und U :. zugeordnet (vgl. hierzu die weiter unten 
folgende Fig. 54). 
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Man kann die gewonnenen Ergebnisse in dem Satze zusammenfassen: 
Satz 641: 1st a die Determinante einer umkehrbaren Reziprozi

tat zweiter Ordnung r', die uberdies von einem Polarsystem 
verschieden ist, und ist R die zu 'I' adjungierte Reziprozitat, 
so ist zwar: 

(44) 

und es ist auch fiir jeden Stab U der Ebene, der nicht auf die 
Kerngerade der Reziprozitat R fallt: 

(59) UR + U; . 

Ja, es unterscheiden sich im allgemeinen die Punkte UR und 

U~ auch nicht nur um einen Zahlfaktor, sondern sie sind auch 
l' 

ihrer Lage nach voneinander verschieden. Dagegen gilt fur 
einen jeden Stab U der Ebene die Gleichung: 

(42) [U . UR] = [ U . U ; ] ' 

d. h. es sind die beiden quadratischen Formen [U· UR] und 

[U. U; ] fur jeden Wert von U einander gleich. Ferner besteht 

zwischen den beiden bilinearen Formen [W· VB] und [V. W :. ] 
fur beliebige Werte del' Stabe V und '--
W die Beziehung: \ 

\ 
I (41) [VV.VB]=[V.W:'l / [~['Z!~ 

Aus del' Gleichheit der beiden quadratischen CZ/-ot I 7<-

Formeu in (42) folgt dann wieder, daB von 7<- CZL 
den beiden Gleichungen: { I 

I / 
\ /1 
\ / 

'------/ 

(60) CU· UR] = 0 
und 

(61) 
ll'ig.54. 

jede die andere nach sich zieht. Nun stellt abel' nach dem Satze 623 die 
Gleichung (60) die Polarkurve der Reziprozitat R dar, und die Gleichung 
(61) ist dementsprechend die Gleichung flir die Polarkurve del' zu R kon-

jugierten Reziprozitat ~. Das Zusammenbestehen der Gleichungen (60) 
r 

und (61) zeigt daher, daB diese beiden Polarkurven zusammenfallen, und 
man hat den Satz: 

Satz 642: Bei jeder umkehrbaren Reziprozitat zweiter Klasse 
R fallt die Polarkurve: 

CU· UR]=O 
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mit del' Polarkurve: 

del' konjugierten Reziprozitat ; zusammen (Fig. 54). 

Da ferner, wie oben auf S. 105 gezeigt ist, der Punkt UR dem Stabe 

U in der Reziprozitat 'l', B vorwarts und der Punkt U ~ demselben Stabe 

ruckwarts entspricht, so sagt die obige Gleichung: 

(60) [U· UR] = 0 

aus, daB del' Stab U durch seinen ihm in del' Reziprozitat 'l', R vorwarts 
entsprechenden Punkt UB hindurchgeht, wahrend die Gleichuug: 

(61) 

besagt, daB der Stab U durch den ihm riickwarts ensprechenden Punkt U ~ 

hindurchgeht, del' ja mit dem Punkte U; zusammenfallt. 

Aus dem Zusammenbestehen der Gleichungen (60) und (61) folgt also 
auch noch der Satz: 

Satz 643: Wenn in einer umkehrbaren Reziprozitat T, Rein 
Stab durch seinen vorwarts entsprechenden Punkt geht, so geht 
er zugleich auch durch seinen ihm ruckwarts entsprechenden 
Punkt hindurch und umgekehrt. 

SchlieBlich kann man noch entsprechend del' Entwickelung auf S. 106 

die quadratischen Formen [U· UB] und [U. U ; ] durch ihre Ausdriicke 

in Linienkoordinaten ersetzen und so die Identitat (42) auch anderweitig 
bestatigen. Man erhalt, wenn man wie gewohnlich: 

(62) U = ulEl + u2 E 2 + U3E3 
setzt: 
(63) 
und 

(64) 

Aus dies en beiden Gleichungen abel' folgen durch planimetrisches Vor

multiplizieren mit (62) fur die quadratischen Formen CU· UR] und [U. U; ] 
die Ausdriicke: 

(65) CU· UR] = U12 [El • E1B] + ... + u2 US {[Ea' E2B] + [E2 • EaR]} + ... 
und 

(66) [U. U; ] = U12[ El · El ; ] + ... + u2 U3 {[ Es . E2 ; ] + [E2 • Es ; J} + ... 
oder wegen (38) und (39): 

(67) [U- UR] = ~llU12 + ... + {~2a + ~32}U~US + -" 
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und 

(68) [ U . U ~ J = 2'fll U12 + ... + {2'f32 + 2'f23 } u2 Us + .. '. 

Und diese beiden Ausdriicke unterscheiden sich nul' durch die Anordnung 
del' Glieder in den Summen, welche die Koeffizienten del' Produkte UiUk (i+ 7c) 
bilden, und es ist somit wirklich die Identitat (42) von neuem bewiesen. 

Die adjungierte Abbildung der z~( einer Rezipt'ozitiit zweiter Ordnung oder 
zweiter Klasse konjugierten Reziprozitiit. SchlieBlich mage noch (vgl. die 
Satze 624 und 639) von del' zu del' Reziprozitat: 

r konjugiel'ten Reziprozitat ~ die adjungierte Abbildung [(~) 2J 
und ebeDso von del' zu del' Rezipl'ozitat: 

R konjugiel'ten Reziprozitat ; die adjungierte Abbildung [(; YJ 
gebildet werden. Es wird wegen del' Gleichungen (13) und (12) des vorigen 
Abschnitts: 

und 

odeI' wegen del' Gleichungen (79) und (84) des dl'eiBigsten Abschnitts: 

d. h. wieder mit Riicksicht auf die Gleichungen (12) und (13) des vorigen 
Abschnitts: 

(69) und (70) 

Hiel' ist abel' die Rezipl'ozitat ~ nach Satz 639 die zur Reziprozitat R kon
T 

jugierte Reziprozitat und ebenso nach Satz 624 die Reziprozitat ~ die zu 

r konjugiel'te Rezipl'ozitat. Man hat also die Satze: 

Satz 644: Die zu del' Reziprozitat ~ adjungiel'te Rezipl'ozitat 

[(~rJ ist identisch mit del' zu del' Rezipl'ozitat R konjugierten 

Reziprozitat ~; 
T 

oder andel'S ausgedriickt: 
Die adjungierte Reziprozitat zur konjugierten Reziprozitat 

einer Rezipl'ozitat zweiter Ordnung r ist identisch mit del' 
konjugierten Reziprozitat zur adjungierten Reziprozitat der
selben Reziprozitat r. Und 

Grallmann, Projektive Geometrio d. Ebene II,2 8 
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Satz 645: Die zu del' Reziprozitat ~ adjungierte Reziprozitat 

[(~rJ geht aus der zu 'I' konjugierten Reziprozitat ~ durch Mul
tiplikation mit del' Determinante Q des Bruches 'I' hervor; 

oder andel's ausgedruckt: 
Die adjungierte Reziprozitat zur konjugierten Reziprozitat 

einer Reziprozitat zweiter Klasse R ist identisch mit del' kon
jugierten Reziprozitat zur adjungierten Reziprozitat derselben 
Reziprozitat R. 

Die Richtigkeit del' zweiten Fassung diesel' beiden Satze folgt aus del' 
Tatsache, daB sich die Gleichungen (69) und (70) auch in del' Form schrei
ben lassen: 

(71) [r'2] = R' und (72) [R'2] = Q'r' = iji', 

wo wie bisber R die zu 'I' adjungierte Reziprozitat, r die zu R adjungierte 
Reziprozitat, und wo '1", R', iji' die zu den Reziprozitaten '1', R, iji konju
gierten Reziprozitaten sind, und wo fiir die Begriindung del' Gleichung (72) 
zu berucksichtigen ist, daB die Gleichung (82) des dreiBigsten Abschnitts 
zwischen den Reziprozitaten 'I' und iji die entsprechende Gleichung zwischen 
den zu 'I' und if' konjugierten Reziprozitaten '1" und ii' nach sich zieht. 

Die Abbildung der Kernkurven einer Reziprozitiit durch die ~trsprungliche 
und durch die konjugierte Reziprozitiit. Um den Zusammenhang del' vier 
Reziprozitaten: 

l ~' ~l R' r 

noch von einer anderen Seite zu beleuchten, transformieren WIT die beiden 
oben entwickelten Gleichungsformen fur die Polkurve, welche lauteten: 

(21) [x· Xl'] = 0 
und 

(22) 

nach dem Satze 370. Wir ersetzen namlich die Punktfaktoren x del' Pro
dukte der linken Seite dieser beiden Gleichungen durch diejenigen Stabe 

X'r und x ~, die jenen Punktfaktoren x in den beiden zueinander konju-

gierten Reziprozitaten l' und ~ entsprechen und zugleich die Stabfaktoren 

X1' und x ~ durch diejenigen Punkte X1' R und x ~ ~, die ihnen in den 

zu jenen heiden Reziprozitaten adjungierten Reziprozitaten R und ~ zu

geordnet werden. Durch diese Transformation wird nach dem genannten 
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Satze die Giiltigkeit del' Gleichungen (21) und (22) nicht gestort. Dieselben 
nehmen bei del' beschriebenen Umwandlung die Form an: 

(73) I [xr. X1' R] = 0 

[ a a a] x-·x-- =0. 
R R l' 

und 

Setzt man abel' hierin: 
J x'}' = U und: 

Ix ~ = Uu 
(74) 

indem man beriicksichtigt, daB nach dem Satze 636 im allgemeinen: 

ist, ja daB sich die Stabe xr und x ~ im allgemeinen auch nicht etwa nul' 

um einen Zahlfaktor voneinander uuterscheiden, so verwandeln sich die 
Gleichungen (73) in: 

(75) 
f [U· U~] = 0 

1 [ U1 • UerJ = O. 

und 

Jede von diesen beiden Gleichungen (75) abel' ist die Gleichung del' gemein
samen Polarkurve del' beiden konjugierten Reziprozitaten zweiter Klasse R 
und ~. Und da del' laufende Stab U und u'l diesel' Polarkurve nach den 

l' 

Gleichungen (74) gerade dem laufenden Punkte x del' gemeinsamen Pol-

kurve del' beiden konjugierten Reziprozitaten r und ~ durch diese Rezi

prozitaten zugeordnet wird, so sieht man, daB die gemeinschaftliche Pol

kurve del' beiden konjugierten Reziprozitaten zweiter Ordnung r und ~, 
durch diese Reziprozitaten selbst in die gemeinsame Polarkurve del' zu ihnen 

adjungierten Reziprozitaten R und ~ iibergefiihrt wird. Man hat somit r 
den Satz: 

Satz 646: Die gemeinsame Polkurve zweier konjugierten Rezi
prozitaten zweiter Ordnung wird durch diese Reziprozitaten in 
die gemeinsame P olarkurve del' beiden jenen konjugierten Re
ziprozitaten zweiter Ordnung adjungierten Reziprozitaten zwei
tel' Klasse iibergefiihrt. 

Zugleich kann man aus del' obigen Entwicklung die geometrische Bedeu
tung del' Stabe U und U1 entnehmen. Da namlich die Geraden del' Stabe: 

d U a 
U = xr un 1 = x R' 

die einem beliebigen Punkte x del' Polkurve der konjugierten Reziprozitaten 

r und ~ durch diese Reziprozitaten zugewiesen werden, den Gleichungen 
8* 
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(21) und (22) zufolge dureh jenen Punkt x der Polkurve hindurehgehen, 
und andererseits naeh den Gleiehungen (75) die Polarkurve der adjungierten 

Reziprozitiiten R und ~ beriihren, so sind die Geraden der Stiibe a und a1 

niehts anderes als die beiden Tangenten, die sieh von jenem Punkte x del' 
Polkurve an diese Polarkurve ziehen lassen, d. h. es gilt der Satz: 

Satz 647: Man erhiilt zu einem Punkte x del' gemeinsamen Pol
kurve zweier konjugierten Reziprozitiiten zweiter Ordnung r 
und ~ die ihm hinsiehtlieh dieser beiden Reziprozitaten zu

geordneten Geraden, indem man von dem Punkte x an die ge
meinsame Polarkurve der zu jenen Reziprozitiiten zweiter Ord-

nung adjungierten Reziprozitiiten zweiter Klasse R und ~ die 
beiden Tangenten legt (Fig. 55). 

Man kann noeh hinzufiigen: Da naeh S.143 des ersten Teils dieses Bandes 
die neun Ableitzahlen aik der Reziprozitat l' als ree11 vorausgesetzt sind, 
und somit aueh die aus jenen Ableitzahlen durch Transposition hervor-

gehenden Abieitzahien der konjugierten Reziprozitiit ~ ree11 sind, so wird 

einem jeden ree11en Punkte der Ebene dureh eine jede von den beiden kon

jugierten Reziprozitiiten l' und ~ ein reeller Stab zugewiesen. Da ferner 

die den Punkten der Polkurve zugeordneten Stiibe die Polarkurve umhii11en, 

Fig. 55. 

so gehOrt zu einer ree11en Polkurve aueh 
eine reelle Polarkurve. Und da end
lieh die Punkte der Poikurve auf den 

J = 0 entspreehenden Tangenten der Polar
.".. ] = 0 kurve Iiegen, so kann kein Punkt del' 

Polkurve innerhalb del' Polarkurve lie
gen (vgl. S. 259 f. des ersten Teils dieses 
Bandes). Man hat somit den Satz: 

Satz 648: 1st die Polkurve einer 
Reziprozitiit reelI, so gilt das
selbe auch von ihrer Polarkurve. 
Dabei kann kein Punkt del' Pol-

kurve innerhalb der Polarkurve liegen. 
J etzt transformiere man andererseits in entsprechender Weise die beiden 

GIeichungsformen der Polarkurve, welehe lauteten: 

(60) 

(61) 

[a· aR] = 0 und 

[U. a~J = 0 l' , 

indem man wieder nach dem Satze 370 die Punktfaktol'en UR und U ~ 
~. 

del' Produkte der linken Seite diesel' beiden GIeichungen dureh diejenigen 
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Stabe URT und U; ~ ersetzt, die jenen Punktfaktoren UR und 

U ~ durch die beiden zueinander konjugierten Reziprozitaten T und ~ 
r R 

zugewiesen werden, und zugleich die Stabfaktoren U durch diejenigen 

Punkte UR und U;, die ihnen in den zu jenen beiden Rezipl'ozitaten 

adjungierten Reziprozitaten R und ~ entsprechen. Durch diese Trans-r 
formation nehmen die Gleichungen (60) und (61) die Form an: 

IlUR. URT] = 0 und 

l[u; . U; i-J=O. (76) 

In ihnen wollen wir dann, entsprechend dem obigen, fur die Punkte UR 
und U ~ kurze Bezeichnungen einfiihl'en. Fur den letzten Punkt sind r 
wir dabei durch eine fruhere Festsetzung gebunden. Aus del' ersten Glei-
chung (74) folgt namlich, daB: 

(77) 

(78) 

1 
UT = .'C, 

U~=ax 
r 

also: 

ist. Den Punkt UR, del' nach dem Satze 641 von dem Punkte x im all
gemeinen auch cler Lage nach verschieden sein wird, bezeichnen wir mit Xv 

setzen somit: 
(79) 

Bei Einfiihrung diesel' Bezeichnungen nehmen die Gleichungen (76), 
man noch die zweite Gleichung mit a2 dividiert, die Gestalt an: 

(80) 
I [Xl . Xl T] = 0 und 

l[x.x~J=O. 

wenn 

Jede von diesen beiden Gleichungen (80) abel' ist die Gleichung del' ge
meinsamen Polkurve del' beiden konjugierten Reziprozitaten zweiter Ord-

nung l' und ~. Und cla del' laufende Punkt Xl und X diesel' Polkurve 

nach clen Gleichungen (79) und (77) odeI' (78) gerade del' laufenden Tal1-
gente U del' gemeinsamen Polarkurve del' beiden konjugierten Reziprozi-

taten R und ~ durch diese Reziprozitaten zugeordnet wird, so sieht man, 
r 

daB die gemeinsame Polarkurve del' beiden konjugierten Reziprozitaten 

zweiter Klasse R und ~ durch diese Reziprozitaten selbst in die gemein
r 

same Polkurve derjel1igen beiden zueinander konjugierten Rezipl'ozitaten 

zweiter Ol'dnung T und ~ iibergefiihl't wird, den en jene beiden konju-
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gierten Reziprozitaten zweiter Klasse adjungiert sind. Man hat somit 
den Satz: 

Satz 649: Die gemeinsame Polarkurve zweier konjugierten 
Reziprozitaten zweiter Klas~e wird durch diese Reziprozitaten 
in die gemeinsarne Polkurve derjenigen beiden konjugierten 
Reziprozitaten zweiter Ordnung ubergefuhrt, zu denen jene 

Fig. 56. 

beiden ko njugierten Reziprozi taten 
x,/u,1< zweiter Ordnung adjungiert sind 

(Fig. 56). 
~J =0 Zugleich kann man aus der obigenEnt
X, = o/L§1i wicklung die geometrische Bedeutung 

der Punkte x und Xl entnehmen. Da nam
lich die Punkte: 

1 
X= Ur und Xl = UR, 

die einer beliebigen Tangente U der Polarkurve der beiden einander kon

jugierten Reziprozitaten ~ und R durch die Reziprozitaten ~ und R 

zugewiesen werden, den Gleichungen (61) und (60) zufolge auf der 
Tangente U jener Polarkurve liegen und andererseits nach den Glei
chungen (80) auch der gemeinsamen Polkurve der zueinander konju-

gierten Reziprozitaten T und i angehoren, so sind die Punkte X und 

Xl nichts anderes als die beiden Schnittpunkte, welche die Tangente U 
del' gemeinsarnen Polarkurve der beiden einander konjugierten Reziprozi

taten R und ~ mit der gemeinsamen Polkurve der zueinander konju-

gierten Reziprozitaten T und ~ gernein hat. Und da der Punkt ax = U~ 
mit dem Punkte X zusammenfallt, so hat man den Satz: 

Satz 650: Einer Tangente der gemeinsamen Polarkurve zweier 
umkehrbaren konjugierten Reziprozitaten zweiter Klasse R 
und ; werden durch diese beiden Reziprozitaten ihre Schnitt

punkte mit der gemeinsamen Polkurve derjenigen beiden ein

ander konjugierten Reziprozitaten zweiter Ordnung r und ~ 
zugeordnet, de ren adjungierte Rezi prozi taten j en e Reziprozi taten 
zweiter Klasse sind (vgl. die obige Fig. 56). 

Wendet man den Satz 650 speziell auf die zweite vorn Punkte X der 
Polkurve an die Polarkurve gezogene Tangente U1 an und beachtet, daJ3 
wegen del' zweiten Gleichung (74): 

(81) 

(82) 

UlR = ax, also: 

R 
X= U1 - a 
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ist, so folgt, daB del' andere Schnittpunkt del' Geraden U1 mit del' Pol
kurve durch das Produkt: 

u~ 
1 'I' 

dargestellt wird. Mit dies em Punkte abel' falit der Punkt: 

(83) U ~ x2 = 1 '}' 

zusammen, und man hat den Satz: 

Satz 651: Zieht man von einem Punkte x der gemeinsamen 
Polkurve zweier konjugierten Reziprozitaten zweiter Ord-

n 
nung r und R an die gemeinsame Polarkurve del' zu jenen Re-

zi prozi ta ten zwei tel' Ordnung adj ungierten Rezi prozitli ten zwei ter 

Klasse R und ~ die Tangenten: 

U = xr und a 
U1 = X R' 

so schneiden diese Tangenten die Polkurve auBer in dem Punkte 
x beziehlich noch in den weiteren Punkten: 

und 

(vgl. wieder Fig. 56). 

Die kombinatorischen Prodn7cte [fIr] und [!!R'r]. Urn das kombinato
rische Produkt aus zwei Punkt-Punkt-Kollineationen I, lund einer Rezi
prozitat zweiter Ordnung r einzufiihren, definiere man zunachst, wle 1m 
ersten Teil dieses Bandes S. 61 das kombinatorische Produkt: 

[xyz . flr] 
durch die Gleichung 1 : 

[xyz . fIr] = ~{ [yf zl xr] + [zf xl yr] + [xl yl zr]}. 
(84) 3! .... [d yl xr] - [xt zf yr] - [yl xl zr] 

Aus diesel' Erklarungsformel folgt wie auf S. 61 des erst en Teiles dieses 
Bandes, daB das so definierte Produkt [xyz· Hr] verschwindet, sobald 
zwei von seinen drei Punktfaktoren einander gleich werden, und daB es 
entgegengesetzten Wert annimmt, wenn man zwei von diesen Faktoren 

1) 'Vgl. hierzu die durch mich veranlaBte GieBener Dissertation von H. Braun, 
tIber ternare kombinatorische Produkte linearer Abbildungen, Mainz 1917, in wel
cher der 'Verfasser den von mil' eingefiihrten Begriff des kombinatorischen Pro
duktes dreier Kollineationen oder dreier Reziprozitaten insofern einer 'Verallge
meinerung unterwirft, als er auch dreifaktorige kombinatorische Produkte in Be
tracht zieht, in denen gleichzeitig Kollineationen und Reziprozitaten als Faktoren 
auftreten. 
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miteinander vertauscht. Daraus wiederum kann man dann ebenso wie 
dort folgern, daB, falls das Produkt: 

(85) [xyzJ+O 
ist, del' Bruch: 

(86) 

tmabhangig von der Lage und Masse der Punkte x, y, z ist, so daB, wenn 
insbesondere ell e2 , e3 die Ecken des Fundamentaldreiecks sind, fiir welche 
die GIeichung 
(87) [el e2 es]=1 besteht: 

(88) 
[xyz.f{t'] [e1 e2 ea ·f{r] 

[xyz] = - [e1 e2 ea] 

wird. Man kann daher fur den Bruch (86) ein Symbol einfuhren, das 
nul' noeh die 3 Abbildungen f, I, l' enthalt. Wir wahlen das Zeichen [fh-], 
setzen also: 

(89) [fIr] = [xyz_J..lr] 
[xyz] , 

wo x, y, fJ drei ganz beliebige nicht in einer Geraden liegende Punkte sind, 
und nennen die so definierte GroBe [Ur] das kombinatorische Produkt 
aus den beiden Punkt-Punkt-Kollineationen f, lund del' Reziprozit1it 
zweiter Ordnung r. Wegen (88) und (87) wird dann insbesondere: 

(90) lflr] = [e1e2 eS ' flrJ 
odeI' wegen (84): 

[UrJ = ~{ [e2 f esl e1 r] + [est ell e2rJ + [elf c2 { esr] I. 
(91) 3! __ [e3 f e2 { el'rJ - [elf esl e2 rJ - [e2 f ell e3 t'JI 

Die Bezeichnung [fIr] fur den Bruch auf del' rechten Seite von (89) 
oder fur die rechte Seite von (91) erscheint auch insofern berechtigt, als 
del' Ausdruck [Ur J sich auf Grund von (91) auch als eine Funktion des 
auf S. 57 f. des ersten Teiles dieses Bandes definierten zweifaktorischen 
Produktes [U] del' beiden Kollineationen fund { und del' Reziprozitat t' 

ausdriicken laBt. In del' Tat wird wegen (91): 

CUr] = ~ {[e2f.e8I]~[eaf.e21]el1'J+·· .J, 
also nach Gleichung (33) und (31) des 27. Abschnittes: 

(92) [f!r] = ~ {[[e2 esJ[flJ' elr] + [[ese1][fl]· e2t'J + [[el e2][ffJ' e3t'], 

womit die geforderte Darstellung des Produktes [f {'I'] als Funktion des 
kombinatorischen Produktes [ft] und del' Reziprozitat l' geleistet ist. 
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Daraus folgt insbesondere, daB, wenn man das kombinatorische Produkt 
[fl] der beiden Punkt-Punkt-Kollineationen fund I: 

(93) [n] = IDl 
setzt, wo IDl nach S. 55 des ersten Telles dieses Bandes eine Stab-Stab
Kollineation bedeutet, in del' Formel (92) auch linker Hand fiir das Pro
dukt del' beiden ersten Faktoren fund 1 diese Stab-Stab-Kollineation IDl 
gesetzt werden darf, wodurch diese Formel, wenn man zugleich fiir die 
Produkte [e2 eS], [eSel], [el e2 ] ihre Werte: 

(94) [e2eS] = Ell [esel ] = E 2 , [l1.e2] = Es 
einfiihrt, iibergeht in: 

(95) [IDlr] = ! {[ElIDl· elT] + [E2IDl· ~T] + [EsIDl'CsT]} 

Das kombinatorische Produkt [IT] und der Kernpunkt der Reziprozitiit 
T, das kombinatorische Prodttkt [1 RJ und die Kerngerade der Reziprozi
tiit R. Sind insbesondere die beiden Punkt-Punkt-Kollineationen fund 1 
gleich der Punkt-Punkt-Identitat 1, also: 

(96) f = 1 = 1, 
nnter 1 den Bruch: 

(97) 1 = e1 , e2 , es 
e1 ,e2 ,eS 

vel'standen, so wird das kombinatorische Produkt llJl von fund I: 

(98) IDl = [n] = [PJ = 1, 

wo die Abbildung I die ZUl' Punkt-Punkt-ldentitat 1 adjungierte Stab
Stab-ldentitat bedeutet (vgl. die Gleichung (44) des 37. AbschniUes), 
wo also: 

(99) 

ist, so nimmt die Gleichung (95) die Gestalt an: 
1 

(100) [Ir] = 3{ [El . e1r] + [E2 • e2T] + [Es ' esr]}. 

1st speziell die Reziprozitat zweiter Klasse R die adjungierte Abbil
dung zu del' Reziprozitat zweiter Ordnung T, so stellen die beiden Pro
dukte [It·] und [IR], falls sie nicht verschwinden, beziehlich den Kern
punkt und die Kerngerade der Reziprozitiit T, R dar. In del' Tat wird 
dann wegen: 

(102) 

(103) 

(104) 

1 
[IT] = 3{[E1A1] + [E2A2J + [EsAs]}, 

1 
[1 R] = 3 { [ e1 al] + [e2 a2] + [es as] } . 
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Aus diesen Formeln (103) und (104) folgt zunachst mit Riicksicht auf 
die Gleichungen (63) und (65) des 31. Abschnittes, daB jede von den 
beiden Gleichungen 

(105) 

(106) 

[IT] = 0 und 

[IB] = 0 

die Bedingung dafiir enthalt, daB die Reziprozitat T, B ein Polarsystem 
ist. Man hat also den Satz: 

Satz 652: Ist T eine Reziprozitat zweiter Ordnung und B die 
zu ihr adjungierte Reziprozitat zweiter Klasse, und ist ferner 
I die identische Stab-Stab-Kollineation, 1 die identische Punkt
Punkt-Kollineation, so ist jede von den beiden Gleichungen: 

[IT] = 0 und [IB] = 0 

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die 
Reziprozitat T, B ein Polarsystem seP) 

1st abel' eins von den beiden Produkten [IT] und [1 BJ, und damit nach 
S. 177f. des ersten Teils dieses Bandes auch das andere, von Null verschie
den, so ist wegen (103) und (104) das erste Produkt der Ausdruck fiir 
einen Punkt, das zweite der .Ausdruck fur einen Stab. Da aber (vgl. die 
Gleichungen (62) und (64) des einunddreiBigsten .Abschnitts): 

(107) 1 
[El AI] = °12 es - OlS e21 

[E2A2J = 02S el - 021 es , 

[Es As] = Ost e2 - OS2 el 

und (108) 1 
[el a l] = ~12 Es - ~lsE2' 
[e2 a2] = ~2sEl - ~~l E s , 

[ es as] = ~31 E2 - 5lfs2 Ell 

so nehmen die Gleichungen (103) und (104), falls man rechter Hand be
ziehlich nach den e; und Ei ordnet, die Form an: 

(109) [IT] = + {(023 - 0S2) t; + (OSI - OlS) e2 + (012 - 021) es } 

(110) [1 B] = + { (~2S - ~32) El + (~31 - ~lS) E2 + (~12 - ~2l) Es} . 

Dieselben zeigen mit Riicksicht auf die Gleichungen (2) und (7), (50) und 
(54), daB: 
(111) 

(112) 
[IT] = c und 

[IB] = a 
ist, wo eden Kernpunkt und a die Kerngerade der Reziprozitat '1', B be
deutet. Man hat also den Satz: 

Satz 653: 1st T eine von einem Polarsystem verschiedene Re
ziprozitat zweiter Ordnung und R die zu ihr adjungierte Re
ziprozitat zweiter Klasse, und ist ferner I die identische Stab-

1) Dieser Satz ist das tern are Gegenstiiak des Satzes 106 (vgl. auah den Satz 201). 
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Stab-Kollineation, I die identische Punkt-Punkt-Kollineation, 
so stellt das kombinatorische Produkt [I1"] den Kernpunkt c und 
das kombinatorische Produkt [IR] die Kerngerade C der Rezi
prozitat 1", R dar. 

Mit Riicksicht auf Satz 652 kann man noeh den Satz hinzufiigen: 
Satz 654: Bei einem Polarsystem ist sowohl der Ker~punkt wie 

die Kerngerade unbestimmt. 
Der Satz 653 laBt sich ferner mit geringen Veranderungen aueh auf das 

Nullsystem iibertragen, wobei freilich zu beriieksiehtigen ist, daB naeh den 
Satzen 629 und 634 die adjungierte Abbildung [n2] eines NUllsystems 
zweiter Ordnung n ein (zweifach entartendes) Polarsystem zweiter Klasse 
und die adjungierte Abbildung [N2] eines NUllsystems zweiter Klasse N 
ein (zweifaeh entartendes) Polarsystem zweiter Ordnung ist. 

Zunaehst namlieh gilt die Gleichung (110) unabhangig davon, ob die 
Reziprozitat zweiter Klasse R die adjungierte Abbildung zur Reziprozitat 
zweiter Ordnung 1" in (109) ist, oder nicht. 

Setzt man abel' in del' Formel (109) l' = n und beriicksichtigt die fiir 
das Nullsystem zweiter Ordnung n geltenden Formeln (39) des vorigen 
Absehnitts, so nimmt sie die Gestalt an: 

[In] = t { 023 e1 + 0Sl e2 + 012 e3} 

oder nach del' Gleiehung (41) des vorigen Abschnitts die Form: 

(113) [In] == i-a, 
wo a der Nullpunkt des Nullsystems n ist. Del' Kernpunkt eines Null
systems zweiter Ordnung falIt also mit dessen Nullpunkt zusammen, wiih
rend die Kerngerade mit Riieksicht auf die Bedeutung del' zum Nullsystem 
n adjungierten Abbildung [n2] unbestimmt wird (Satz 654). 

Setzt man andererseits in del' Formel (110) R = N und benutzt die fiir 
das NUllsystem zweiter Klasse N geltenden Formeln (74) des vorigen Ab
sehnitts, so nimmt sie die Gestalt an: 

[IN] =i-{m-2SEl + m-31 E2 + ~12E3} 
oder nach del' Gleichung (71) des vorigen AbschniUs die Form: 

(114) [IN]=fA, 

wo A die Nullachse des Nullsystems N ist. Die Kerngerade eines Null
systems zweiter Klasse falit also mit seiner N ullachse zusammen, wahrend 
sein Kernpunkt mit Riicksicht auf die Bedeutung del' zum NUllsystem N 
adjungierten Abbildung [.N 2] unbestimmt wird (vgl. Satz 654). 

Man hat somit den Satz: 
Satz 655: Der Kernpunkt [In] eines Nullsystems zweiter Ord

nung n fallt mit dessen Nullpunkt, die Kerngerade llNl eines 
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Nullsystems zweiter Klasse N mit der Nullachse desselben zu
sammen. Dagegen ist die Kerngerade eines Nullsystems zweiter 
Ordnung und ebenso der Kernpunkt eines Nullsyste·ms zweiter 
Klasse unbestimmt. 

Abschnitt 45. 

Die Lagen beziehung zwischen den beiden Kernkurven 
einer Reziprozitiit. 

Darstellung zweier lwnjugierten Reziprozitiitcn zweiter Ordnung dW'ch ein 
Polarsystem und ein Nullsystem zweiter Ordnung. Um iiber die Lage der 
beiden Kernkurven einer Reziprozitat gegeneinander AufschluB zu erhalten, 
gehen wir auf den Satz 637 zuriick, nach welchem die Polkurven zweier 

umkehrbaren konjugierten Reziprozitaten '1' und ~ in eine einzige Kurve 

zusammenfallen, deren Gleichung je nach Belieben in del' Form: 

(1) [x· X'l'] = 0 und 

(2) [x. x ~J = 0 

geschrieben werden kann. Bezeichnet man ferner noch die halbe Summe 
entsprechender Ableitzahlen del' beiden konjugierten Reziprozitaten '1' und 

~ mit Dik und die halbe Differenz mit Cw fiihrt somit die Bezeichnungen ein: 

(3) 

(4) 
so wird: 
(5) 
(6) 
insbesondere also: 
(7) 
Setit man daher noch: 

(8) 

(9) 

Cli = O. 

! ('1' + ~) = p und 

~ ('1' - ~) = n 
2 R ' 

so ist wegen (5) und (6) .p ein Polarsystem und 11, ein NUllsystem zweiter 
Ordnung. Und zwar ist die Polkurve: 

(10) [x'Xp]=O 

des Polarsystems zweiter Ordnung p identisch mit del' gemeinsamen Pol
kurve der heiden konjugierten Reziprozitaten zweiter Ordnung '1' und 
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~, deren Gleichung sowohl in der Form (1) wie in der Form (2) dar

gestellt werden konnte. Denn nach der Gleichung (8) wird: 

(11) [x·xp] = ! {[X.XT]+[X.X~J}. 
Da aber die beiden Summanden in der geschweiften Klammer rechter 
Hand fiir jeden Punkt x der gemeinsamen Polkurve der beiden konjugier-

ten Reziprozitiiten T und ~ gleichzeitig verschwinden, so verschwindet 

fiir diese Punkte auch die linke Seite von (11). Die Polkurve des Polar
systems p ist somit wirklich identisch mit der gemeinsamen Polkurve 

der beiden konjugierten Reziprozitiiten T und ~ . 
Ubrigens laBt sich wegen der Gleichung (19) des vorigen Abschnitts die 

Gleichung (11) noch in die beiden Gleichungen zerfiillen: 

(12) [x. XT] = [x· xp] und 

(13) [x.x~J=[x.xp], 

welche zeigen, daB die drei quadratischen Formen [x. XT], [x. x ~J und 

[x . xp] einander gleich sind. 
Andererseits hat nach dem Satze 625 das Nnllsystem n den Punkt: 

(14) e = C23 e1 + CS1 ez + C12 es 
zum Nullpunkt und fiihrt die drei Punkte ev eil, Bs in die Stabe: 

(15) 0] = [eel]' O2 = [ees], Os = [ees] 
iiber, so daB man setzen kann: 
(16) n = 01' Gi , Os . 

ell e2 , es 
Ferner wird allgemein: 
(17) xn = [ex], 
d. h., das N ullsystem zweiter Ordnung n weist allgemein einem jeden 
Punkte x seine Verbindungslinie [ex] mit dem Nullpunkte e des Null
systems zu. 

Lost man die Gleichungen (8) und (9) nach den beiden konjugierten Re· 

ziprozitaten T und ~ auf, so erhiilt man fiir dieselben die Werte: 

(18) T = P + n und 

(19) 
a 
R=p-n. 

Fiir die Stabe X'J' und x ~ , die einem beliebigen Punkte x durch diese bei

den Reziprozitaten zugewiesen werden, ergeben sich daher die Darstellungen : 

(20) 1 XTa = xp + xn, 

x R=xp-xn 
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oder wegen (17) die Gleichungen: 

f Xl' = xp + [ex], 

(21) l x ~ = xp - [ex], 

welche zuniiehst zeigen, da13 die Geraden xr und x ~ dUTch den Schnitt

punkt der Geraden [ex] mit der Polare xp des Punktes x in dem Polar
system p hindurchgehen, und ferner, da13 die vier Stabe: 

a 
Xl', X R' xp und [ex] 

einen harmonischen StrahlwUTf bilden (Figg. 57 u. 58). 
Beachtet man noch, da13 der Nullpunkt e des NUlisystems zweiter Ordnung 

n nach den Gleichungen (4) und (14) und del' Proportion (7) des vorigen 
.r 

Fig. 57 . Fig. 58. 

.Abschnitts mit dem Kernpunkt del' beiden konjugierten Reziprozitaten zwei

ter Ordnung r und ~ zusammenfallt, so kann man das gewonnene Ergeb

nis in dem Satze zusammenfassen: 

Satz 656: Konstruiert man in zwei umkehrbaren konjugierten 

Reziprozitaten zweiter Ordnung '}' und ~ zu einem beliebigen 

Punkte x die zugeordneten Geraden xr und x ~, au13erdem die 

Polare xp des Punldes x in bezug auf die gemeinsame Polkurve 
del' beiden konjugierten Reziprozitatel1 und die Verbil1dungs
linie [ex] des Punktes x mit dem Kernpunkt e der beiden Rezipro
zitaten, so gehen die beiden erst en Lil1ien durch den Schnitt;
punkt del' beiden letzten Linien hindurch und werden durch sie 
harmonisch getrennt. 

Konstrzlktion de1' beiden zu einem Pun7cte x in zwei konjugierten Reziprozi
tiiten zugeordneten Geraden. Die Konstruktion del' Geraden X1' und x ~ 
kann man dabei, wenigstens in dem Falle, wo x au13erhalb del' Polarkurve 
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liegt, in folgender Weise vollziehen: Man lege zunachst von X aus die bei
den Tangenten Y und Z an die Polarkurve und verfiige uber die Lange und 
den Sinn der Stabe Y und Z in der Weise, daB: 

(22) [Y Z] = x 

wird. Dann sind nach dem Satze 650 die vier Punkte: 

(23) {YR=Y 
ZR = z und 

(24) j Y:- = Yl 
Z -=Z 

'l' l' 

in welche die heiden Tangenten Y und Z der Polarkurve durch die konju

gierten Reziprozitaten R und; ubergefuhrt werden, nichts anderes als 

die Schnittpunkte jener beiden Tangenten mit der Polkurve (vgl. die obigen 
Figg. 57 u. 58). Aus den Gleichungen (23) aber folgt durch planimetrische 

Multiplikation: [YR. ZR] = [yz] 

oder nach der Gleichung (86) des 30. Abschnitts: 

oder wegen (22): 

(25) 

ll[YZ]r = [yz] 

xr = [yzJ. 
u 

Andererseits erhalt man aus den Gleichungen (24) durch Auflosung nach 
Yund Z: l' Y = Yl- und u 

und hieraus durch planimetrische Multiplikation unter Benutzung von (22): 

oder nach der Gleichung (19) des 30. Abschnitts: 

1 
x = u" [YI Z1]R, 

woraus fur das Bild des Punktes x in der Reziprozitat ~ der Wert folgt: 

(26) 
Man hat also den Satz: 

Satz 657: Sind r und ~ zwei konjugierte Reziprozitaten zweiter 

Ordnung und R und ~ die zu ihnen adjungierten Reziprozitaten 
r 

zweiter Klasse, so findet man zu einem Punkte x, der auBerhalb 
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der gemeinsamen Polarkurve der Reziprozitaten liegt, die in den 

konjugierten Reziprozitaten l' uud :Ii zugeordneten Stabe, in

dem man von x die heiden Tangenten Y und Z an die Polarkurve 
legt und diesel ben mit der Polkurve zum Schnitt bringt in den 
Punkten y, Yl und z, Z11 wobei man bei del' Bezeichnung dieser 
Schnittpunkte die Buchstaben y, Yl und z, $1 in der Weise auf 
diese Schnittpunkte zu verteilen hat, daB: 

{YR=Y 
und 

ZR=z 

gesetzt wird. Dann sind die gesuchten, dem Punkte x in den kon

jugierten Reziprozitl1ten l' und i- zugeordneten Geraden bezieh

lich die Verbindungslinien del' Punkte y und z und der Punkte 
Yl und Zl' Es ist namlich: 

(25) X1' = [yz] und (26) 
a 

Von dem Satze 656 erhl1lt man einen bemerkenswerten Sonderfall, wenn 
man den Punkt x auf die gemeinsame Polkurve der beiden konjugierten Re
ziprozitaten riicken HiBt. In diesem Faile sind nach dem Satze 647 die bei

den Stabe X1' und x ~ nichts anderes als die yom Punkte x an die Polar

kurve gezogenen Tangenten; ferner ist xp die Tangente im Punkte x an 
die Polkurve. Man erhalt daher als Sonderfall des Satzes 656 den Satz: 

Satz 658: Zieht man von einem Punkte der gemeinsamen Pol
kurve zweier konjugierten Reziprozitaten die beiden Tangenten 
an die Polarkurve und auBerdem die Tangente an die Polkurve, 
so wird diese durch die heiden andern Tangenten von dem Kern
punkt del' heiden RezipTozitaten harmonisch getrennt (Fig. 59). 

Man kann noch die Frage aufwerfen 1): Wie miissen zwei Punkte Y und z 
liegen, damit die Gleichung bestehe: 

(27) [y . Z1'] = [z· y'r], 

oder was nach der Gleichung (17) des vorigen Abschnitts dasselbe ist, damit 

(28) 

sei'? Um diese Frage zu heantworten, beachte man, daB aus den Glei
chungen (18) und (19) durch Vormultiplizieren mit z und Y die Gleichungen 

1) V gl. hierzu: R. Me h ill k e, Vorlesungen iiber Punkt- und Vektorenrechnung: 
Erster Band: Punktrechnung. Erster Teilband. Leipzig und Berlin 1913. S_ 281 ff. 
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(29) 

(30) 

Abschnitt 45, Gleichungen (27) bis (85), Satz 658 

[y . .er] = [y . .ep] + [y ·.en] 

[y . .e ~J = [y . .epJ - [y . .en]. 
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Aus ihnen abel' folgt unter del' Voraussetzung des Bestehens del' Gleichung 
(28) durch Subtraktion und durch Division mit 2, daB: 

(31) [y·zn]=O 
sein muB, oder wegen (17), daB: 

(32) [y . c.e] = 0 

iat. Und da man auch umgekehrt von del' Gleichung (32) auf die Gleichung 
(27) zuruckschlieBen kann, so sieht man, daB die Gleichung (27) dann und 

fI: 
Fig. 59. Fig. 60. 

nur dann erfiillt wird, wenn die Punkte y und .e auf einer durch den Kern
punkt c del' Reziprozitat gehenden Geraden, oder wie wir sagen wollen, einer 
"Kern punktsgeraden del' Rezi pro zi ta t", liegen. 

Wenn zwei Punkte y und zeiner solchen Geraden iiberdies de'/" Gleichung: 
(33) [y . .er] = 0 
Geniige leisten, so besteht fur sie wegen (27) auch die Gleichung: 

(34) [.e. yr] = O. 
Das heiBt: Wenn von zwei Punkten y und .e einer Kernpunktsgel'aden einer 
Reziprozitat r del' Punkt y auf del' dem Punkte .e durch die Reziprozitat r 
zugeordneten Geraden .e1' liegt (Fig. 60), so liegt auch umgekehrt del' Punkt 
z auf del' dem Punkte y durch die Reziprozitat l' zugeordneten Geraden y1'. J e 
zwei del' Gleichung (33) genugende Punkte einer Kernpunktsgeraden ent
sprechen sick also 'tvechselseitig. 

Ferner nimmt wegen (31) fur zwei Punkte y und .e einer Kernpunkts
geraden die Gleichung (29) die einfachere Form an: 

(35) [y . .e1'] = [y . zp]. 
GraBmann, Projektive Geometrie d. Ebene II,2 9 
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Die obige Gleichung: 
(33) [y. Zl'] = 0 

ist also fUr die Punkte einer Kernpunktsgeraden gleichwertig mit del' Glei
chung: 
(36) [y. zp] = 0, 
das heiBt: Je zwei auf einer solchen Geraden durch die Reziprozitat l' ver
mage del' Gleichung (33) einander zugeordnete Punkte y und fJ sind ein
ander hinsichtlich del' Polkurve del' Reziprozitiit konjugiert, odeI' andel's aus
gedruckt (vgl. Satz 408): Eine Reziprozitat zweiter Ordnung l' ruft auf einer 
jeden ihrer Kernpunktsgeraden eine Punktinvolution hervor, die identisch 
ist mit del' von ihrer Polkurve auf diesel' Geraden erzeugten Punktinvolution. 
Die Doppelpunkte diesel' Involution sind daher die Schnittpunkte jener Ge
raden mit del' Polkurve del' Reziprozitat. 

Auf einer von einer Kernpunktsgeraden verschiedenen Geraden del' Ebene 
dagegen wird durch eine Reziprozitiit zweiter Ordnung l' vermage del' Glei
chung (33) eine nicht involutorische Projektivitat erzeugt. DaB die Be
ziehung zwischen den Punkten y und fJ einer solchen Geraden projektiv ist, 
liiBt sich genau so begrunden, wie es auf S. 191 des erst en Teiles dieses 
Bandes fur ein Polarsystem geschehen ist. Nul' war hier wegen del' zweiten 
Grundeigenschaft des Polarsystems diese Projektivitat zugleich stets involu
torisch, wahrend dies bei einer nicht involutorischen umkehrbaren Rezipro
zitat eben nul' fiir die Kernpunktsgeraden zutrift't. Man hat also den Satz: 

Satz 659: Eine nicht involutorische umkehrbare Reziprozitat 
zweiter Ordnung ruft auf einer jeden Geraden ihrer Ebene eine 
Projektivitat henor. Diese Projektivitat wird nul' in dem FaIle 
involutorisch, wo die Gerade durch den Kernpunkt del' Rezipro
zitat hindurchgeht. Und zwar wird sie dann identisch mit del'
jenigen Punktinvolution, welche die Polkul've del' Reziprozitat 
auf jener Geraden el'zeugt. Ihre Doppelpunkte sind daher die 
Schnittpunkte ihres Tragers mit del' Polkurve. 

Auf Grund del' beiden obigen Gleichungen: 

f Xl' = xp + [exJ und 

(21) lxi=xp-[ex] 

hnn man iibrigens leicht eine Bestatigung del' auf S. 102ft'. gewonnenen 
Ergebnisse finden. 

Wir benutzen dabei wiedel' wie schon in Bd. I, S. 282ft'. nach dem Vor
gange von A. F. Mobius l ) fiir die Beziehung zweier extensiven GraBen, 

1) Vgl. A. F. Mobius, Del' barycentrische Calcul. Leipzig 1827. § 15 (Gesammelte 
Werke, Bd. 1.) Siehe auch H. Grai3mann, Die Ausdehnungslehre. Berlin 1862. 
Nr. 2. (Gesammelte mathematische und physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2. Leipzig 1896.) 
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"die bis auf einen Zahlfaktor einander gleich sind", das Zeichen - (gelesen 
"zusammenfallend mit" oder auch "kongruent"). 

Fragt man sodann, wie an der soeben genannten Stelle (S. 102), ob es 
Punkte x gibt, denen durch die beiden konjugierten Reziprozitaten l' und 

~ Stabe einer und derselben Geraden zugewiesen werden, so zeigen die 

Gleichungen (21), daB 

erstens der Kernpunkt c der beiden konjugierten Reziprozitaten ein solcher 

Punkt ist. Denn die beiden Stabe X1' und x ~ werden nach den Gleichun

gell (21) sogar einander gleich, namlich beide = xp, wenn 

(37) [cx] = 0 
ist, d. h. wenn: 
(38) x_c 
ist, und es wird dann: 

(39) 

Die beiden zusammenfallenden, dem Kernpunkte c hinsichtlich der beiden 

konjugierten Reziprozitaten l' und i zugeordneten Geraden sind somit zu

gleich identisch mit der Polare cp des Kernpunktes c in bezug auf die Pol

kurve der Reziprozitat. Und da nach S. 108f. der Stab C1' = c i iiberdies 

der Kerngeraden der Reziprozitat R angehort, so hat man nebenbei den 
Satz: 

Satz 660: Die Kerngerade einer Reziprozitat ist die Polare des 
Kernpunktes in bezug auf die Polkurve del" Reziprozitat. 

Zweitens werden den Gleichungen (21) zufolge die beiden Stabe Xl' und 

x ~ auch dann in eine Gerade zusammenfallen, wenn: 

(40) xp = [ex] 

ist. Wenn aber die Gerade [ex] die Polare xp des Punktes x in bezug auf 
das Polarsystem p ist, so geht diese Polare xp durcb ihren eigenen Pol x 
hindurch und ist also die Tangente del" Polkurve von p mit dem Punkte x 
als Bel'iihrungspunkt. 

Da anderel'seits wegen (40) diese Tangente xp auch den Kernpunkt e 

der Reziprozitaten l' und ~ enthalt, so ist sie eine der beiden Tangenten, die 

man vou dem Punkte e an die gemeinsame Polkurve des Polarsystems 1) 

und del' beiden konjugierten Reziprozitaten l' und ~ legen kann. 

Man el'halt somit als Punkte x, die der oben gestellten Forderung 
geniigen, daB ihnen durch die beiden konjugiel'ten Reziprozitaten r und 

It Stabe del'selben Geraden zugewiesen werden, auBer dem Kernpul1kte e der 

9* 
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beiden konjugierten Reziprozitiiten noch die Beriihrungspunkte a und b der 
beiden Tangenten rea] und reb], die sich von dem Kernpunkte c jener beiden 
Reziprozitiiten an ihre gemeinsame Polkurve ziehen lassen. Natiirlich konnen 
diese beiden Punkte a und b auch konjugiert komplex sein, wiihrend der 
Kernpunkt e einer (reelien) Reziprozitat stets reeli ist. 

Darstellung zweier konjugierten Reziprozitiiten zweiter Klasse durch ein 
Polarsystem und ein Nullsystem zweiter Klasse. Ganz entsprechende Folge
rungen lassen sich aus dem Satze 642 ziehen, nach welchem auch die Polar
kurven zweier umkehrbaren konjugierten Reziprozitiiten zweiter Klasse R 

und ~ in eine einzige Kurve zweiter Klasse zusammenfalien. Die Gleichung 
'l' 

diesel' Kurve zweiter Klasse kann nach den Gleichungen (60) und (61) des 
vorigel1 Abschnitts je nach Belieben in einer der beiden Formen: 

(41) 

(42) 

geschrieben werden. 

[u· UR] = 0 und 

[U.U;J=o 

Bezeichnet man danl1 wieder die halbe Summe del' entsprechenden Ableit

zahlen der beiden konjugierten Reziprozitiiten B und ; mit ?Bik und die 

halbe Differenz mit (£w fiihrt somit die Bezeichnungen ein: 

(43) 

(44) 

so wird: 
(45) 

(46) 
insbesondere also: 
(47) 
Setzt man daher noch: 

(48) 

(49) 

m - ~ikj- mki I '0 i k - 2 

<'If <'If i, k = 1, 2, 3, 
rr ""ik - ""1.:i 
~ik = 2 

G£ii = 0, i = 1, 2, 3. 

~ (B + ;) = Q und 

l_(R_~)=N 
2 l' , 

so ist wegen (45) und (46) Q ein Polarsystem und N ein Nulisystem zwei
tel' Klasse. Und zwar ist die Polarkurve: 

(50) [u· UQ] = 0 

des Polarsystems zweiter Klasse Q identisch mit del' gemeinsamen Polar

kurve der beiden konjugierten Reziprozitiiten zweiter Klasse R und ;, 
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deren Gleichung sowohl in der Form (41) wie in del' Form (42) dargestellt 
werden konnte. Denn nach Gleichung (48) wird: 

(51) [U.UQ]=~ {[U.URJ+[U,U;]}, 

Die beiden Summanden in der geschweiften Klammer rechter Hand abel' 
verschwinden gleichzeitig fur jede beliebige Tangente U del' gemeinsamen 

Polarkurve der beiden konjugierten Reziprozitaten R und ;. 

Ubrigens liiBt sich wegen del' Gleichung (42) des vorigen A.bschnitts die 
Gleichung (51) auch in die beiden Gleichungen zerfallen: 

(52) 

(53) 

[D· UR] = [U· UQ] und 

[ U· U ;] = [U· D OJ, 

welche zeigen, daB die drei quadratischen Formen zweiter Klasse [U· DR], 

[ U· U ; ] und [D· U Q] einander gleich sind. 

A.ndererseits hat nach dem Satze 630 das N ullsystem zweiter Klasse N 
die Gerade des Stabes: 

(54) 

zur N ullachse und fiihrt die drei Grundstabe E 1 , E2 , E3 in die Punkte: 

(55) C1 = [OEl ], c2 = [OE21, Cs = [OEs] 

uber, so daB man setzen kann: 

(56) 
Ferner wird allgemein: 
(57) UN = [OU], 

d. h. das Nullsystem zweiter Klasse N weist allgemein einem jeden Stabe D 
seinen Schnittpunkt [0 U] mit del' Nullachse C des Nullsystems zu. 

Lost man die Gleichungen (48) und (49) nach den beiden konjugierten 

Reziprozitaten R und ; auf, so erhalt man fUr dieselben die Werte: 

(58) R = Q + N und 

(59) ; = Q-N. 

Fur die Punkte UR und U:.' die einem beliebigen Stabe U durch diese 

beiden konjugieTten RezipTozitaten zugewiesen werden, eTgeben sich daher 
die Darstellungen: 

(60) I U~= DQ+ UN 

Dr= UQ- UN, 
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oder wegen (57) die Gieichungen: 

J U~ = UQ + [aU] 

(61) 1 UT = UQ - [au], 

weiche zeigen, daB die vier Punkte: 

UR, U-~, UQ und [aU] 

einen harmonischen Punktwurf bilden (Fig. 61). 
Beachtet man jetzt noch, daB die Nullachse a des Nullsystems zweiter 

Klasse N nach den Gleichungen (44) und (54) und der Proportion (54) des 
vorigen Abschnitts mit der Kerngeraden der beiden konjugierten Reziprozi

taten zweiter KIasse R und ~ zusammenfallt, so kann man das gewonnene 
'r 

Ergebnis in dem Satze zusammenfassen: 
Satz 661: Konstruiert man in zwei um

kehrbaren konjugierten Reziprozita

ten zweiter Klasse R und ~ zu einem 
'r 

beliebigen Stabe U die zugeordneten 

Punkte UR und U~, auBerdem den 
'/' 

Pol UQ des Stabes U in bezug auf die 
gemeinsame Polarkurve der beiden 
konjugierten Reziprozitaten und den 
Schnittpunkt [aU] des Stabes U mit 
der Kerngeraden a der beiden Rezi-

Fig. 61. prozitaten, so liegen die beiden ersten 
Punkte mit den beiden letzten Punkten in eiDer Geraden und 
werden durch sie harmonisch getrennt. 

Konstruktion der beiden zu einem Stabe U in zwei konjugierten Reziprozi
tiiten zugeordneten Punkte. Die Konstruktion del' Punkte UR und U ~ 

'r 

kann man dabei, wenigstens in dem Faile, wo die Gerade des Stabes U die 

gemeinsame Polkurve der beiden konjugierten Reziprozitaten 'f' und ~ 

schneidet, in folgender Weise vollziehen. Man bringe zunachst die Gerade 
des Stabes U zum Schuitt mit diesel' Polkurve in den Punkten v und w und 
denke sich fiber die Massen der beiden Schnittpunkte in der Weise ver
ffigt, daB: 
(62) [vw] = U 
wird. Dann sind nach dem Satze 647 die vier Stabe: 

(63) {
V'f'= V 
W'f' = W und (64) 
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in welehe die beiden Sehnittpunkte v und w del' Polkurve dureh die Rezi

prozitaten T und ~ ubergefuhrt werden, niehts anderes als die Tangenten, 

die man von jenen beiden Sehnittpunkten an die Polarkurve legen kann' 
(vgl. wieder Fig. 61). 

Aus den Gleiehungen (63) folgt abel' durch planimetrische Multiplikation: 

[VT' WT] = [VW] 

oder nach del' Gleichung (19) des 30. Absehnitts: 

d. h. wegen (62): 
(65) 

[vw]R = [VW], 

DR = [VW]. 

Andererseits erhalt man aus den Gleiehungen (64) dureh Auflosung naeh 
v und w: R v = V1 - und a 

und hieraus dUl'ch planimetrische Multiplikation unter Benutzung von (62) 

U =[Vl ~. vV1 ~J = IdV1 R . W1R] 

odeI' naeh del' Gleiehung (86) des 30. Absehnitts: 

1 
U = - [V1 Wl ll', 

U 

woraus fur das Bild des Stabes U in del' Reziprozitat ~- del' Wert folgt: 

(66) 

Man hat also den Satz: 

Satz 662: Man findet zu einer Geraden U die beiden in den kon

jugierten Reziprozitaten R und ; zugeol'dneten Punkte, indem 

man die Gel'ade U zum Sehnitt mit del' gemeinsamen Polkurve 

del' Reziprozitaten T und ; bl'ingt in v und tv und von den 

Schnittpunkten die Tangenten V, V1 und W, Wt an die gemein

same Polal'kul've del' Reziprozitaten R und ~ legt, wo bei man 
r 

bei del' Bezeichnung diesel' Tangenten die Buchstaben V, 17;. und 
W, VV1 in del' Weise auf diese Tangenten zu vel'teilen hat, daB: 

Vl' = V 
und 

Wl'= W 
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gesetzt wird. Dann sind die gesuchten, dem Stabe U in den Re

ziprozitaten R und ; zugeordneten Punkte die Schnittpunkte 

del' Geraden V und W und del' Geraden Y1 und W 1 , namlich: 

UB = [VW] und 

Man kann noch die Frage aufwerfen 1): Wie mussen zwei Geraden V und 
W gelegen sein, damit die Gleichung bestehe: 

(67) [V· WR] = [W· VB], 

odeI' was nach del' Gleichung (41) des vorigen Abschnitts dasselbe ist, damit: 

(68) [V· WR] =[V. W ;] 

sei? U m diese Frage zu beantworten, beachte man, daB aus den Gleichungen 
(58) und (59) durch Vormultiplizieren mit W und Y die Gleichungen ent
springen: 
(69) 

(70) 

[V· WR] = [V· WQ] + [V· WN] 

[V. W;]=[y. WQ]-[V· WN]. 

Aus ihnen abel' folgt unter del' Voraussetzung des Bestehens del' Gleichung 
(68) durch Subtraktion und durch Division mit 2, daB: 

(71) [Y·WN]=O 
sein muB, odeI' wegen (57), daB 

(72) [Y·CW]=O 

ist. Und da man auch umgekehrt von del' Gleichung (72) auf die Gleichung 
(67) zuruckschlieBen kann, so sieht man, daB die Gleichung (67) danu und 
nur daun erfullt wird, wenn die Geraden del' Stabe Y und W sich in einem 
Punkte del' Kerngeraden C del' Reziprozitat B schneiden. 

Besteht fur zwei solche Stabe Y und W, deren Geraden sich in einem 
Punkte del' Kerngeraden schueiden, iiberdies noch die Gleichung,' 

(73) [V· WB] =0, 

so genugen sie wegen (67) auch del' Gleichung: 

(74) [W· YB] =0. 

Das heiBt: Wenn von zwei Geraden V und W, die sich auf del' Kerngeraden 
OdeI' Reziprozitat B schneiden, die Gerade Y durch den del' Geraden TV 
zugeol'dneten Punkt WR geht, so geht auch umgekehTt die Gemde W durch 

1) Vgl. auch hier wieder die auf S. 128 zitierte Stelle aus R. M:ehmke. Vor
lesungen uber Punkt- und Vektorenrechnung. 
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den del' Geraden V zugeordneten Punkt VR. Je zwei del' Gleichung (73) 
genugende Geraden V und W, die sich auBerdem auf del' Kerngeraden 
schneiden, entsprechen sich ,also wechselseitig. 

Ferner nimmt wegen (71) fiir zwei Geraden Vund Weines Stl'ahlbiischels, 
das seinen Scheitel auf del' Kerngeraden del' Rezipl'oziUtt R hat, die Glei
chung (69) die Form an: 

(75) [V·WRJ=[V·WQ1. 
Die obige Gleichung: 
(73) [V·WR]=O 

ist also fUr zwei Strahlen V und W eines solchen Strahlbuschels gleich
wel'tig mit del' Gleichung: 
(76) [V· WQJ = 0, 

d. h.: J e zwei in einem solchen Strahlbiischel dul'ch die Reziprozitat R ver
miige del' Gleichung (73) einandel' zugeol'dnete Strahlen V und TV sind ein
andel' hinsichtlich del' Polal'kurve del' Reziprozitat konjugiert, oder andel'S 
ausgedl'iickt (vgl. Satz 416): Eine Rezipl'ozitat ruft in jedem Punkte ihl'el' 
Kerngeraden eine Strahlinvolution hervol', die identisch ist mit del' von 
ihl'er Polal'kurve in diesem Punkte erzeugten Strahlinvolution. Die Doppel
stl'ahlen diesel' Involution sind daher die Tangenten von jenem Punkte an 
die Polal'kurve. 

In jedem Pnnkte del' Ebene, del' nicht auf del' Kerngemden liegt, 
wil'd dagegen durch eine Rezipl'ozitat zweitel' Klasse R vermoge del' Glei
chung (73) eine nichtinvolutorische Projektivitat erzeugt, was man genan 
so wie bei dem Dualistischen begrunden kann. 

Man hat also den Satz: 
Satz 663: Eine nicht involutorische umkehrbare Reziprozitat 

zweiter Klasse ruft in jedem Punkte ihrel' Ebene eine Pl'ojek
tivitat im Strahlbiischel hervor. Diese Projektivitat wird nul' 
in dem FaIle in volutorisch, wo del' Punkt auf del' Kerngera
den del' Reziprozitat liegt. U nd zwal' wird sie identisch mit 
derjenigen Strahlinvolution, welche die Polarkurve del' Rezi
pl'ozitat in jenem Punkte erzeugt. Ihre Doppelstrahlen sind 
dahel' die Tangenten, die man von ihrem Trager an die Polar
kurve ziehen kann. 

Auf Grund del' beiden obigen Gleichungen: 

(61 ) 
J UR = D Q + [0 UJ, 

l u:' = DQ - [OU] 

kann man dann wieder leicht eine Bestatigung del' auf S. HOff. gewonnenen 
Ergebnisse find en. Fragt man namlich wieder, wie an del' genannten Stelle, 
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ob es Stabe U gibt, denen durch die beiden konjugierten Reziprozitaten R 

und ~ zwei zusammenfallende Punkte zugewiesen werden, so zeigen die 
r 

Gleichungen (61), daB 
erstens die Kerngerade 0 del' beiden konjugierten Reziprozitaten eine 

solche Gerade ist. Denn die beiden Punkte UB und U ~ fallen nach den r 
Gleichungen (61) nicht nur in einen PUl1kt zusammen, sondern sind sogar 
auch ihrer Masse nach gleich, namlich beide = UQ, sobald: 

(77) 
d. h. sobald: 
(78) 
istl), und es wird dann: 

[OUJ = 0, 

(79) a 0 a UR=U-=UQ= R=O-=OQ. r r 

Die beiden zusammenfallenden Punkte, welche del' Kerngeraden 0 durch 

die beiden konjugierten Reziprozitaten R und ; zugeordnet werden, sind 

somit einmal identisch mit dem Kernpunkte del' Reziprozitat T (vgl. S. 11 0); 
ferner abel' zeigen die Gleichungen (79), daB del' Kernpunkt del' Reziprozi
tat 'r zugleich del' Pol OQ del' Kerngeraden 0 in bezug auf die Polarkurve 
del' Reziprozitat ist. 

Man hat somit nebenbei den Satz: 
Satz 664: Del' Kernpunkt eil1er Reziprozitat ist del' Pol del' 

Kerngeraden in bezug auf die Polarkurve del' Reziprozitat. 
Diesen Satz kann man endlich mit dem Satze 660 zu dem folgenden 

Satze zusammenfassen: 
Satz 665: Del' Kernpunkt einer Reziprozitat bildet sowohl hin

sichtlich del' Polkurve wie hinsichtlich del' Polarkurve del' Re
ziprozitat den Pol del' Kerngeraden. 

Zweitens werden den Gleichungen (61) zufolge die beiden Punkte UB 
und U ~ auch dann in einen Punkt zusammenfallen, wenn: r 
(80) UQ- [OU] 

ist. Wenn abel' del' Punkt [0 U] del' Pol U Q von U in bezug auf das Polar
system Q ist, so liegt del' Pol UQ auf seiner eigenen Polare U. Diese 
Polare ist also eine Tangente del' Polarkurve von Q und del' Punkt U Q = [0 U] 
ihr Beriihrungspunkt. 

Da andererseits diesel' Beriihrul1gspunkt UQ wegen (80) auch del' Kern
geraden 0 del' Reziprozitat angehort, so ist er einer del' beiden Schnitt
punkte del' Polarkurve von Q mit del' Kerngeraden 0 del' Reziprozitat. 

1) Uber das Symbol = vgl. S. 131. 
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Man erha.lt somit als Geraden, die del' obigen Forderung geniigen, daB 

ihnen durch die beiden konjugierten Reziprozitaten R und ; zwei zusammen

fa11ende Punkte zugewiesen werden, auBer del' Kerngeraden C del' Rezipro
zitat noch die beiden Tangenten A und B, die sich in den Schnittpunkten 
del' Kerngeraden C del' Reziprozitat mit del' Polarkurve von 0 an diese 
Kurve legen lassen. Natiirlich konnen diese heiden Tangenten auch konju
giert komplex sein, wahrend die Kerngerade C einer (ree11en) Reziprozitat 
stets ree11 ist. 

Die Lage der beiden Kernkttrven gegeneinander. Wir wenden uns nunmehr 
del' Aufgabe zu, die Lagenbeziehung zwischen den beiden Kernkurven einer 
B,eziprozitat aufzusuchen. Naeh den Gleiehungen (12) und (52) stimmen 
die beiden del' Reziprozit1it 1', R zugehorigen Formen zweiter Ordnung und 
zweiter Klasse [x. xrJ und [U· U RJ mit den quadratischen Formen [x .. xpJ 
und [U· U 0] del' Polarsysteme del' beiden Kernkurven iiberein. Insbeson
dere ist die Form zweiter Klasse: 

(81) CU· UR] = CU· UQJ. 

Nun l1iBt sieh abel' die Reziprozitat zweiter Klasse R aueh durch das Polar
system zweiter Ordmmg p del' Polkurve und das Nullsystem zweiter Ord
nung 11, des Kernpunktes del' Reziprozitat ausdriicken. Denn nach (18) ist 
die zugehorige Reziprozit1it zweiter Ordnung: 

(18) 

A.lso wird nach dem Satze 373 die zu l' adjungierte Reziprozitat zweitel' 
Klasse R: 

odeI' wegen (8) und (9): 

R = [p2J + [n2J + ~ [(1' + ~) (1' - ~)J 
odeI' endlieh (vgl. Satz 372): 

(82) R = [p2J + [n2] + ~ [r2J - ~ [(~rJ' 

Bezeiehnet man daher noeh das zum Polarsystem zweiter Ordnung p ad
jungierte Polarsystem zweiter Klasse [p2] mit P und das zu dem Null
system zweiter Ordnung n adjungierte zweifach entartende Polarsystem 
zweiter Klasse [n2] mit D (vgl. Satz 629), setzt somit: 

(83) [p2] = P und (84) [n2] = D, 

und beriicksiehtigt ferner, daB: 

[]>2J = R und [(~rJ = ; 
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ist (vgl. Satz 644), so verwandelt sich die Gleichung (82) in: 

(85) R = P + D + ~ R - ~ ~. 

Aus dieser Gleichung zwischen Reziprozitaten folgt aber durch zweimaliges 
Vormultiplizieren mit U die analoge Gleichung zwischen den entsprechen
den quadratischen Formen: 

1 1 [ ClJ [U·UR]=[U·UP]+[U·VD]+"2[V.UR]-"2 U.UT ' 

die sich endlich wegen der Gleichung (42) des vorigen Abschnitts und der 
Gleichung (81) reduzierl auf: 

(86) [U· UQ] = [U· UP] + [U· VD]. 

Aus dieser Gleichung ergibt .sich ferner nach dem Satze 633 die ent
sprechende Gleichung: 
(87) Q= P+D 

zwischen den drei Polarsystemen zweiter Klasse Q, P und D se1bst. In ihr 
ist P das adjungierte Polarsystem zu dem Polarsystem p der Polkurve und 
D das zweifach entartende Polarsystem zweiter Klasse des doppeltzahlenden 

Kernpu:Q.ktes del' beiden konjugierten Reziprozitaten r, R und ~, ; i und 

wenn wir noch voraussetzen, daB das Polarsystem zweiter Ordnung p nicht 
entartet, so gilt dasse1be auch von dem Polarsysteme zweiter Klasse Pi die 
beiden Polarsysteme P und D sind also sicher voneinander verschieden. 
Da sich endlich das Polarsystem Q del' Polarkurve der beiden konjugierten 
Reziprozitaten als Summe der beiden Polarsysteme zweiter Klasse P und D 
darstellt, von denen das PolarsystE!m D zweifach entartet, so ist mit Riick
sicht auf die Gleichung (91) des einundvierzigsten Abschnitts das Polar
system Q der gemeinsamen Polarkurve del' bei9.en konjugierten Reziprozi
taten in derjenigen Biischelschar enthalten, welche bestimmt wird durch die 
zur Polkurve p der beiden Reziprozitaten adjungierte Kurve zweiter Klasse 
P und den doppeltzahlenden Kernpunkt c der beiden konjugierten Rezi
prozitaten. Man hat daher den Satz: 

Satz 666: Erster Satz von Pliicker 1): Die gemeinsame Polar
kurve einer Reziprozitat r, R und der konjugierten Reziprozitat 

~, ~ ist eine Kune derjenigen Biischelschar, welche durch die 

zur Polkurve adjungierte Kune zweiter Klasse und das doppelt
zahlende Strahlbiischel des gemeinsamen Kernpunktes der bei
den konjugierten Reziprozitaten bestimmt wird. 

Je nachdem der Kernpunkt del' beiden konjugierten Reziprozitliten r und 

1) Vgl. J. Plucker, System der analytischen Geometrie. Berlin 1835. S.75-80. 
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.; innerhalb, auf oder auBerhalb del' Polkurve liegt, wird die Biischelschar, 

der die beiden Kernkurven angehOren, elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch 
(Fig. 62-64). 

Scheidung zwischen den beiden Tangenten X'l' und x .;, die sich von einem 
Punkte x der Polkurve an die Polarkurve der Reziprozitiit ziehen lassen. Wir 
schicken zwei Satze iiber entartende Reziprozitaten voraus: 

x 

Fig. 62. Fig. 63. 

Satz 666a: U nterliegt eine Reziprozitat zweiter Ordnung 'l' auch 
nur fiir irgendeinen Punkt seiner Gleichung von der Form: 

(88) sr = 0, 

so entartet die Reziprozitat r, und del' Punkt s gehort del' Pol
kurve der Reziprozitat 'l' an. 

Setzt man namlich fiir den Punkt s seinen Ableitausdruck: 

(89) 

in dem wenigstens eine der Ableitzahlen 1i von Null verschieden sein muB, 
80 liiBt sich die Gleichung (88) auch in del' Form schreiben: 

11 el'l' + 12 f1l1' + f3 e3'l' = 0 , 
oder wegen der Gleichung (1) des dreiundvierzigsten Abschnitts in del' Form: 

(90) 1lAl + f2A2 + 13A3 = O. 

Diese aber zieht zwischen den GroBen Ai die Gleichung nach sich: 

(91) 

welche aussagt, daB die Reziprozitiit zweiter 01'dnung r eniartet (vgl. S. 154 
des erst en Teils dieses Bandes). 

Auch ergibt sich aus del' Gleichung (88) durch Vormultiplizieren mit s 
die Gleichung: 
(92) [s . srJ = 0, 
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durch die gezeigt wird, daB der Punkt s del' Polkurve del' Reziprozitat l' 
angehOrt. 

Ebenso beweist man den dualistisch entsprechenden Satz: 
Satz 666b: Unterliegt eine Reziprozitat zweiter Klasse Bauch 

nul' fur einen Stab Seiner Gleichung von del' Form: 

(93) SB = 0, 

so entartet die Reziprozitat B, und del' Stab S bildet eine Hull
gerade del' Polarkurve von B. 

Nach diesel' Einschiebung wenden wir uns del' Frage zu, welche von den 
beiden Tangenten, die man von einem Punkte x del' Polkurve an die Polar
kurve der Reziprozitat l', R ziehen kann, ihm durch die Reziprozitat l', 

und welche Tangente ihm durch die konjugierte Reziprozitat ~ zu
geordnet wird. 

Am einfachsten erledigt sich diese Frage fur den Fail, wo die beiden 
Kernkurven einer elliptischen odeI' parabolischen Buschelschar angehoren 
(Fig. 62 und 63). Wird dann irgendeinem Punkte x del' Polkurve durch 
die Reziprozitat l' eine Gerade Xl' zugewiesen, die, gerechnet yom Punkte X 

nach dem Beriihrungspunkte mit der Polarkurve hin, die Polarkurve etwa 
zur Linken hat, so gilt dasselbe iiberhaupt fiir jeden Punkt x der Polkurve 
(Fig. 62). Denn einem stetigen Fortschreiten des Punktes x auf der Pol
kurve entspricht ja auch eine stetige Anderung del' zugehOrigen Geraden Xl'. 

Und da die beiden Tangenten Xl' und x ~ bei einer elliptischen Biischel

schar nirgends in eine Gerade zusammenfallen und auBerdem nach dem 

Satze 666a die beiden Produkte Xl' und x ~ bei einer nicht entarlenden 

Reziprozitat niemals verschwinden konnen, so kann eine Tangente Xl', die 
die Polarkurve zur Linken hat, bei stetiger Fortbewegung des Punktes x 
auf der Polkurve niemals in eine Tangente der anderen Art ubergehen.1) 

Und Entsprechendes gilt auch fur zwei Kernkurven, die in einer parabo
lischen Biischelschar enthalten sind (Fig. 63). 

Anders liegen die Verhaltnisse indessen in dem Faile, wo die beiden Kern
kurven einer hyperbolischen Biischelschar angehoren. Alsdann wird die Pol
kurve durch ihre beiden Beriihrungspunkte mit del' Polarkurve in zwei 
Teile zerlegt, die sich verschieden verhalten. Wird namlich einem Punkte x 
des einen diesel' beiden Teile del' Polkurve wieder durch die Reziprozitat l' 
eine Gerade Xl' zugewiesen, welche, falls sie yom Punkte x nach dem Be
l'iihrungspunkte mit der Polarkurve hin gerechnet wird, die Polarkurve fJ'U1' 

Linken hat, so gilt dasselbe uberhaupt fUr jeden Punkt x dieses Teils del' 
Polkurve. Dagegen tritt das Entgegengeset:de ein, sobald del' Punkt x in den 
anderen Teil del' Polkurve iibertritt. 

1) Dies i8t bei den obigen Figuren 57 und 58 bereits beriicksichtigt. 
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Nach der ersten Formel (21), d. h. nach 
der Formel: 

(94) Xl' = xp + [ex], 

hat zuniiehst der Durchgang des Punktes x 
der Polkurve durch einen Beriihrungspunkt 
der beiden Kernkurven die Folge, daB del' 
Stab xp seine Lage gegen den Stab [ex] 
wechselt (Fig. 64). Trotzdem andert sich 
dabei die Lage des Stabes Xl' stetig, ohne 
zu verschwinden, da ja die Reziprozitat l' 
nicht entarten soll (Satz 666a). 

Aber der Durchgang des Punktes x durch 
einen dieser Beriibrungspunkte bedingt es 
mtgleieh, daf3 der Sinn der Tangente, von x 
an die Polarkttrve gezogen, sich um7cehrt. 
Wenn also die Polarkurve vor dem Durch- Fig, 64. 
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gang des Punktes x durch einen Beriihrungspunkt del' beiden Kernkurven links 
von der Tangente Xl' lag, immer diese Tangente gerechnet yom Punkte x nach 
ibrem Beriihrungspunkte hin, so liegt sie nach dem Durchgange des Punktes x 
durch jenen Beriihrungspunkt rechts von der Tangente Xl'. 



Zehnter Hauptteil. 

Die Apolaritlit. 

A b s c h n itt 46. 

Grundeigenschaften zweier apolaren ReziprozWiten und Polarsysteme. 

Das kombinatorische Produ7ct einer Reziprozitiit zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse. Wir gehen aus von der im 30. Abschnitte in der Gleichung (43) 
gegebenen ErkHirung des kombinatorischen Produktes: 

[XYZ·1°st], 

in welchem die Faktoren x, y, z drei beliebige Punkte und die Faktoren 
'1', s, t drei Reziprozitaten zweiter Ordnung bedeuteten. Nach diesel' Glei
chung war: 

1 { [XT' ys· st] + [YT . ss· xt] + [ST' XS . yt]} 
(1) [xyz· TSt] = - . 

3! - [x·r . ss . yt] - [YT . XS . ztl- [.€IT. ys . xt] 

FaSt man hier rechter Hand die untereinander stehenden Produkte zu einem 
Produkte zusammen und zieht zugleich den in dem Bruche 31! steckenden 

Faktor ~ in die geschweifte Klammer hinein, so erhalt man fur jenes kom

binatorische Produkt die neue Darstellung: 

(2) [xyz· TSt] = t {[XT' + ([ys . .€It] - [zs· yt])] + ... }. 
Nun ist aber nach der Gleichung (23) des 30. Abschnitts: 

+([ys. st] - [.€IS' yt]) = [yz. st]. 

Die Gleichung (2) verwandelt sich somit in: 

(3) [xyz . TSt] = t {[XT [yz . st]] + [Y1" [.€IX' st]] + [ZT [xy . st]]}. 

Setzt man daher noch: 

(4) 

(5) 

(6) 

[xy,e. T[St]] = [xyz· TSt] und: 

[st] = S, ferneI': 

[yz] = X, [.ex] = Y, [xy] = Z, 

so nimmt die Gleichung (3) die Form an: 

(7) [xyz. TS] = t {eXT .XS] + [YT. YS] + [ST' ZSJ}. 
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Definiert man ferner das kombinatorische Produkt [rS] entsprechend del' 
GIeichung (46) des 30. Abschnitts durch die Formel: 

(8) [1'8] = [xyz.rS] 
[xyz] , 

in der x, y, z drei beliebige Punkte sind, deren auBeres Produkt: 

(9) [xyz] =1= 0 
ist, so wird: 

(10) 1 
[1'8] = 3 [xyz] {[xr· XS] + [Y1" YSJ + [Z1" ZSJ}. 

Die Gleichung: 
(11) [r8J = 0 

mBt sich daher auch in der Form schreiben: 

(12) [xr· XSJ + [yr· Y8] + [zr ·ZSJ = o. 
SchlieBlich bemerken wir noch, daB fur eine jede beliebige Reziprozitat 

zweiter Klasse Seine Produktdarstellung von del' Form (5) moglich ist. 
In der Tat ist: 

(13) 

(14) 

t = B l , B2 , Bs 
e1 , e2 , es 

so wird nach der Gleichung (36) des 30. Abschnitts: 

und 

(15) [stJ=-!{[A 2 BsJ-CA 3 B.]}, HCAsBIJ-[AIBs]}, t{[AI B 2J-[A2 B 1]}. 

~, ~, ~ 

Damit also die Gleichung (5) erfullt werde, mussen die drei GIeichungen 
bestehen: 

(16) cl = t {[A2 BSJ - [A3B21}, C2 = t {[AsB1J - [Al BaJ}, 

ca = t { [ Al B2J - [A2 B1J } . 

Denkt man sich aber in diesen drei extensiven Gleichungen sowohl die 
Punkte c; wie die Stabe A.; und Bi durch ihre A.bleitausdrucke ersetzt und 
11ach Ausfuhrung del' Multiplikation die Koeffizienten von el , e27 es einander 
gleich gesetzt, so erhalt man neun Zahlgleichungen, in denen die Ableit
zahlen der ci als lineare Funktionen sowohl der Ai wie del' B; ausgedriickt 
sind. Sind daher etwa die Briiche 8 und 8 fest gegeben, also auch die 
Punkte ci und die Stabe Ai, so hat man fur die neun Ableitzahlen der 
Stabe B; neun nicht homogene lineare Gleichungen, die zu deren Bestim
mung gerade ausreichen werden, vorausgesetzt, daB man sich s so gegeben 
denkt, daB nicht gerade die Determinante diesel' neun Gleichungen ver
schwindet. 

Grallmann, Projektive Geometrie d. Ebene II,2 10 
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Die obigen Ergebnisse geIten daher nicht nul' fur jede beliebige Rezi
prozitat zweiter Ordnung '1', sondern auch fUr jede beliebige Reziprozitat 
zweiter Klasse S. Insbesondere konnen diese Reziprozitaten auch entarten. 

Man hat also den Satz: 
Satz 667: Sind x, y, z drei beliebige, nicht in gerader Linie 

liegende Punkte, und ist: 

(6) [yz] = X, [zx] = Y, [xy] = Z, 

ist ferner '1' eine Reziprozitat zweiter Ordnung und Seine Rezi
prozitat zweiter Klasse, so zieht die Gleichung: 

(11) [rSJ = 0 
die G leichung nach sich: 

(12) [Xl' . XS] + [yl' . YSJ + [Z'1' . ZS] = O. 

Und umgekehrt: Sob aid die Gleichung (12) fur irgend drei nicht 
in gerader Linie liegende Punkte x, y, z befriedigt wird, gilt 
auch die Gleichung (11), und es wird dann die Gleichung (12) 
auch fur je drei nicht in gerader Linie liegende Punkte x, y, z 
erfullt. 

Von diesem Satze ist del' dualistisch entsprechende Satz nul' seiner Form 
nach verschieden. Er lautet: 

Satz 668: Sind U, V, W drei beliebige Stabe, deren Geraden 
nicht durch einen und denselben Punkt gahen, und ist: 

(17) [VW] = u, [WUJ = v, [UPJ = w, 

ist ferner '1' eine Reziprozitat zweiter Ordnung, Seine Rezi
prozitat zweiter Klasse, so zieht die Gleichung: 

(11) ['1'S] = 0 
die Gleichung nach sich: 

(18) [U1" USJ + [V'1" VS] + [W'1" WS] = O. 

Und umgekehrt: Sobald die Gleichung (18) fur irgend drei Stabe 
U, V, W befriedigt wird, daren Geraden nicht durch denselben 
Punkt gehen, gilt a.uch die Gleichung (11), und es wird dann die 
Gleich ung (18) auch fur je drei nicht durch denselben Punkt 
gehende Stabe U, V, W erfullt. 

Diese beiden Satze gelten insbesondere auch fur zwei Polarsysteme zweiter 
Orduung und zweiter Klasse p und Q. 

Geometrische Detdung der Gleichung ['1'S] = O. Del' Satz 667 liefert un
mittelbar eine geometrische Deutung del' Gleichung: 

(11) ['1'SJ = O. 
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Denn naeh diesem Satze wird die Gleiehung (11) befriedigt, sobald fiir 
irgend drei Punkte x, 'Jj, z, die der Ungleichung (9) unterliegen, und die 
mit den drei Stab en X, Y, Z durch die drei Gleichungen (6) verbunden 
sind, die Gleichung erfiillt wird: 

(12) [Xl" XS] + ['Jjr. YS] + [i1' ·ZS] = O. 

Und umgekehrt zieht das Bestehen der Gleichung (11) die Gleiehung (12) 
fiir je drei Punkte x, 'Jj, s nach sieh, die nicht in gerader Linie liegen. 

LaBt man aber in der Gleichung (12) die 
beiden Punkte x und 'Jj beliebig und verfiigt 
iiber den dritten Punkt z, der nach (6) auch 
als Faktor in den Produkten X und Y auf
tritt, in del' Weise, daB die Gleiehungen er- Xtff' 
fiint werden: 

(19) 

(20) 

[xr ·XS] = 0 und 

['Jjr· YS] = 0, c.!/d? ;Y"l" 
Fig. 65. 

welche aussagen, daB die Punkte XS und YS auf den Geraden X1' und 'Jj1' 

liegen, so verkiirzt sich die Gleichung (12) zu: 

(21) [Z1' ·ZS] = o. 
Und diese Gleiehung zeigt, daB dann aueh der Punkt Z S der Geraden Z1' 

angehort, daB also daB Dreieck XS YS ZS dem Dreiseit X1' 'Jj1' Z1' ein
geschrieben ist (Fig. 65). 

Wegen der Willkiirlichkeit der Punkte x und 'Jj gibt es 004 Dreiecks
paare, welehe diese Eigenschaft haben (vgl. S. 114 des ersten Teils dieses 
Bandes). 

Nennt man noch zwei Reziprozitaten zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
'" und S, die der Gleichung: 
(11) [1'8] = 0 

unterliegen, in Anlehnung an eine Bezeichnung von Th. Reye 1) "zuein
ander apolar", so kann man das gewonnene Ergebnis in folgender Weise 
in Satirorm aussprechen: 

Satz 669: Sind zwei Reziprozitaten zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse l' und 8 zueinander apolar, so gibt es 004 Dreiecke XS 
YS Z8, die den Dreiseiten X1' 'Jj1' Z1' eingeschrieben sind, voraus
gesetzt, daB die Stabe X, Y, Z mit den Punkten x, 'Jj, Z durch die 
Gleichungen (6) verbunden sind. Und umgekehrt: rst unter der
selben Voraussetzung auch nul' ein Dreieck X8 YS Z8 dem 

1) Vgl. Reye, Erweiterung der Polarentheorie algebraiscber Flachen. Journal fiir 
die reine und angewandte Matbematik, Bd.78 (1874), S.97. 

10" 
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Dreiseit xr ?/1' ~1' eingeschrieben, so sind die ReziprozitiLten 'I' 

und S zueinander apolar. 
Neue Form der Bedingungsgleichung fiir die Apolaritiit fJweier ResiprofJi

taten, insbesondere fJweier Polarsysteme. Ersetzt man in del' Gleichung (10) 
fUr das kombinatorische Produkt [rS], in del' die Punkte x, ?/, z nul' an 
die Bedingung (9) gebunden und die StiLbe X, Y, Z durch die Gleichungen 
(6) definiert sind, die Punkte x, y, fJ durch die drei Ecken ell ell' Cs des 
Fundamentaldreiecks, setzt also: 

x = l1. , 11 = e2 , fJ = es und somit 

X = E 1 , Y = Es , Z = Es , 

und beriicksichtigt, daB: 

ist, so verwandelt sich die Gleichung (10) in: 

(22) [rS] = t {[l1. r · EIB] + [e2r ·EsS] + [esr . EsS]}, 
odeI' wenn man wie gew6hnlich setzt: 

(23) 
AI, A 2 , As S=-~~~ so daB '1'= , el , e2 , es E l , E 2 , Es' 

elr = Al E 1S= b1 

(24) e2r = A2 EsS = b2 

esr = As EsS = bs 

wird, so nimmt die Gleichung (23) die Form an: 

(25) 

Fiihrt man endlich fiir die Stabe Ai und die Punkte bi ihre Ableitungsaus
driicke ein, setzt also: 

{Ai = OilEI + oi2 Es + oisEs . 
(26) b m m m t = 1, 2, 3 

i = !{Jil e1 + v iS e2 + !{JiS es 
so geht die Gleichung (25) iiber in: 

J [(ouEI + al2 E s + alsEs)(jSllel + m12e2 + m1SeS)]) 

[1'8] = it + [(ouEl + a22E 2 + a2s Es)(jS21 el + mU e2 + m2S eS)] , 

+ [(aslEI + a32E ll + assEs)(IBSlel + IBS2~ + IBsses)] 

odeI' wenn man rechter Hand ausmultipliziert, in: 

oder in: 
(27) 

1 
all mll + a 12 mlS + a lS 581S ) 

[1'S] = t + a21 m21 + a22 m2S + a2S m2S 

+ aSl mSl + OS2 mSll + !lss mss 
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wobei die durch Punkte angedeuteten Glieder aus den hingeschriebenen durch 
zyklische Vertauschung der Zahlen 1, 2, 3 hervorgehen. 

LiiBt man insbesondere an die Stelle der Reziprozitiiten 1" und S zwel 
Polal'systeme p und Q treten, setzt somit voraus, daB: 

(28) 0ki = O,k und ~ki = ~ikJ i, k = 1, 2, 3, 

sei, so erhiilt man fur das entspreehende kombinatorisehe Produkt [p Q] die 
Darstellung: 
(29) [pQl = t{ 011 ~11 + ... + 2(23 )S23 + ... }. 
Die Apolaritiitsbedingung (11) fur zwei Reziprozitaten (23), deren Ableit
zahlen durch die Gleichungen (26) definiert sind, liiBt sieh also wegen (27) 
in del' Form sehreiben: 

(30) 

wiihrend sieh wegen (29) fur zwei entsprechend definierte Polarsysteme die 
Apolaritatsgleichung vereinfacht zu: 

(31) 011 ~11 + ... + 2023 )S23 + ... = O. 

Man hat also den Satz: 
Satz 670: Die Bedingungsgleichung: 

[r8J = 0 
fur die Apolaritat zweier Reziprozitaten 'f' und S, die durch die 
extensiven Bruehe: 

• Al , A2 , As 
'} = -~-~

el , e2 , es 
und 

ausgedruekt werden, HUH sieh, wenn man die Ableitzahlen del' 
Zahler diesel' Bruche mit ail: und ~ik bezeichnet, auch durch die 
Gleiehung ersetzen: 

(30) (11)S11 + ... + (a23~23 + 032~32) + .. ; = o. 
Fur den Fall zweier Polarsysteme nimm t die Apolaritatsglei
chung die einfaehere Form an: 

(31) (11 )S1l + ... + 2a23~23 + ... = 0.1) 

1) In diesel' Form tritt die Apolaritatsgleichung zweier Polarsysteme zum ersten
mal bei O. Hesse auf, del' iiberhaupt die Wichtigkeit des Begriffs del' ApolarWit 
zweier Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse zuerst erkannte, wenn er auch 
nicht sogleich einen Namen fUr diese Beziehung zweier solchen Kurven einfiihrte. 
Vgl. O. Hesse, Uber die geometrische Bedeutung der linearen Bedingungsgleichung 
zwischen den Koeffizienten einer Gleichung zweiten Grades, Journal fUr die reine und 
angewandte Mathematik, Bd.45 (1853), S. 86f. Die Ausdehnung des Begriff's :der 
Apolaritat auch auf nicht involutorische Reziprozitaten auf Grund der obigen Glei
chung (30) riihrt von Rosanes her. Vgl. Rosanes, Zur Theorie der reziproken, 
Verwandtschaft, Journal fUr die reine und angewandte Mathematik, Bd. 90 (1881) 
S.304. 
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Erste Lagenbezielu~ng zweier apolaren Folarsysteme, auch fiir den Fall, wo 
das Polarsystem zweiter I(lasse einfach entartet. In dem besonderen Faile, 
wo an die Stelle zweier allgemeinen Reziprozitaten zweiter Ordnung und 
zweiter Klasse r und S zwei Polarsysteme getreten sind, kann man auch eine 
Deutung der Apolaritatsgleichung geben, die zu del' Pol- und Polarkurve del' 
beiden Polarsysteme in Beziehung steht. 

Es seien also p und 0 zwei Polarsysteme zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse, und es werde nach der geometrischen Bedeutung del' Apolaritats
gleichung: 
(32) [pQ] = 0 

gefragt. Man ersetze die Gleichung (32) wieder durch die nach Satz 667 
mit ihr gleichwertige Gleichung: 

(33) [xp. XQJ + [yp. YO] + [zp· ZQJ = 0 

und wahle als Dreieck xyz ein Polardreieck des Polarsystems Pi dann wird 
mit Riicksicht auf (6): 

(34) xp = ~X, yp = ~Y, zp = ~Z, 

wo in dem Falle eines nicht entartenden Polat'systems 1): 

(35) 

ist. Die Gleichung (33) erhalt dann die Form: 

(36) ~[X. XQJ + ~[y. YO] + ll[Z, ZQJ = o. 
Dabei hat man den drei Punkten x, y, z durch die drei Gleichungen (34) 

drei Bedingungen auferlegt. In del' Tat gesta,ttet die durch diese drei Glei
chungen (34) ausgedriickte Forderung, daB die drei Punkte x, y, zein Polar
dreieck des Polarsystems p bilden sollen, noch einen von den drei Punkten, 
etwa den Punkt x, willkiirlich anzunehmen. Dann muS iiber den Punkt y 
in der Weise verfiigt werden, daB er auf del' Pol are xp des Punktes x hin
sichtlich JJ liegt, wl1hrend seine Lage auf dieser willkiirlich bleibt. Das 
kommt einer Bedingung gleich. Endlich muB fiir z del' Schnittpunkt der 
Polaren xp und yp der Punkte x und y hinsichtlich p gewahlt werden, was 
noch zwei weitere Bedingungen fiir die drei Punkte x, y, z liefert. 

Da es abel' 006 Punkttripel x, y, z gibt, so hat man noeh drei Bedingungen 
frei. Man unterwerfe daher die drei Punkte noeh den beiden weiteren Be
dingungen: 
(37) [X· XOJ = ° und [y. YQ] = 0, 

welche aussagen, da13 die Seiten X und Y des Polardreiecks xyz von p die 
Polarkurve des Polarsystems Q beriihren sollen. Damit ist dann allerdings 
vorausgesetzt, dafJ dl:e Polark~~~'ve von Q reell sei. 
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Infolge der Gleichungen (37) verkiirzt sieh mit Riicksicht auf (35) die 
Gleichung (36) zu der Gleiehung: 

(38) [Z· ZQJ = 0, 

welehe zeigt, daB aueh die dritte Seite des Polal'dreieeks xyz von p die 
Polarkurve von Q beriihrt, daB also jenes Polardreieek von p del' Polarkurve 
von Q umsehrieben ist (Fig. 66). Dabei gibt es noeh 001 Dreieeke, die zu 

Fig. 66. Fig. 67. 

den beiden Polarsystemen p und Q die angegebene Lage haben, denn man 
hat die drei Punkte x, y, fJ im ganzen nUl" fiinf Bedingungen unterworfen. 

Ferner ist noeh zu bemerken, daB die Polarkurve von Q, da sie einem 
eigentlichen Dreiseit eingeschrieben sein soIl, wenigstens nicht zweifach ent
arten darf Dagegen ist ein einfaches Entarten dieser Polarkurve l1icht 
ausgeschlossen (Fig. 67). In diesem Falle sind die Punkte des Punktpaars, 
in das die Polarkurve von Q zerfalit, hinsichtlich des Polarsystems p kon
jugiert. 

Da man endlich von den Gleichungen (37), (38) und (34) auf die Glei
chung (33) zuriickschlieBen kann, und aus diesel' sich wieder nach dem 
Satze 667 die Apolaritatsgleichung (32) foIgern liiBt, sobald die Gleichung 
(33) fiir irgend drei nicht in gerader Linie liegende Pnnkte x, y, z erfiillt 
wird, so hat man den Satz: 

Satz 671: Erste Lagenbeziehung zweier apolaren Polarsysteme: 
1st ein nicht entartendes Polarsystem zweiter Ordnung p zu 
einem Polarsystem zweiter Klasse Q mit reeller Polarkurve 
apolaT, unO. entartet das PolaTsystem Q wenigstens nicht zwei
fach, so gibt es 001 PoldTeiseite des PolaTsystems p, den en die 
Polarkuxve des Polarsystems Q eingeschrieben ist. Und um
gekehrt: So bald die PolaTkuTve eines Polarsystems zweiter 
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Klasse Q irgendeinem eigentlichen Poldreiseit eines nicht ent
artenden Polarsystems zweiter Ordnung p eingeschrieben ist, 
sind die Polarsysteme p und Q zueinander apolar. 

Man sagt auch wohl von der Polkut·ve eines Polarsystems zweiter Ord
nung und der Polarkurve eines zu diesem Polarsystem zweiter Ordnung 
apolaren Polarsystems zweiter Klasse, sie seien zueinander apolar. Auch 
sagt man nach dem Vorschlage von Reye 1) von jener Polkurve, sie "stii tze" 
diese Polarkurve, und umgekehrt von dieser Polarkurve, sie "ruhe" auf 
jener Polkurve. 

Weiteres iiber apolare Polarsysteme, von denen eins oder beide entarten. Die hier 
ausgeschlossenen Faile, wo das Polarsystem zweiter Klasse Q zweifach ent
artet, und wo das Polarsystem zweiter Ordnung p einfach oder zweifach ent
artet, sind der Hauptsache nach schon gelegentlich im ersten Teile dieses 
Bandes behandelt. 

In der Tat lautete ja die Bedingungsgleichung des Satzes 507: 

(39) [pq'] = 0; 

und in ihr bedeutete q ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Ordnung. 
Setzt man daher noch: 
(40) [q9] = Q, 

so wird Q ein zweifach entartendes Polarsystem zweiter Klasse, dessen 
Polarkurve der doppeltzahlende Punkt ist, der mit dem Doppelpnnkt des 
Linienpaars q zusammeniaIlt, und zugleich verwandelt sich die Gleichung 
(39) in die obige Gleichung: 
(32) [PQ] = 0, 

welche aussagt, da.B die Polarsysteme p und Q zueinander apolar sind. Man 
kann daher dem Satze 507 auch die Form verleihen: 

Satz 672: Ein Polar system zweiter Ordnung p und ein zweifach 
entartendes Polarsystem zweiter Klasse Q sind dann und· nur 
dann zueinander apolar, wenn der doppeltzahlende Punkt, der 
die Polarkurve von Q bildet, auf der Polkurve von p liegt (vgl. 
die Figg. 68, 69 u. 70). 

Ebenso laJ3t sich der dem Satze 507 dualistisch entsprechende Satz 508 
in der Form aussprechen: 

Satz 673: Ein zweifach entartendes Polarsystem zweiter Ord
nung p und ein beliebiges Polarsystem zweiter Klasse Q sind 
dann und nur dann zueinander apolar. wenn die doppeltzahlende 

1) Vgl. Reye, Uber Syateme und Gewebe von algebraischen Fllichen. Journal fur 
die reine und angewandte M.athematik, Bd. 82 (1877), S. if. nnd Reye, Die Geome
trie der Lage. Erste Abteilung. Vierte Auflage. Leipzig 1S9!J. S. 266. 
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Gerade, die die Polkurve von p bildet, eine Tangente der Polar
kurve von Q ist (vgl. die Figg. 71, 72 und die obige Fig. 70). 

Endlich kann man dieselbe Umformung auch mit dem Satze 509 vor
nehmen. Nach dem Satze 509 ist ein einfach entartendes Polarsystem zwei
tel' Ordnung p mit reeller Polkurve zu einem nicht entartenden odeI' zu 
einem zweifach entartenden Polarsystem zweiter Klasse Q apolar, wenn die 
Geraden des Linienpaars p hinsichtlich des Polarsystems Q konjugiert sind. 

(g 

o 
.-fZ 

Fig. 68. Fig. 69. Fig ';0. 

Fig. 71. Fig. 72. 

Man iiberzeugt sich abel' leicht, daB es moglich ist, auch noch den Fall mit 
einzuschlieBen, wo das Polarsystem zweiter Klasse Q einfach entartet. Dabei 
kann man auBerdem den Satz zugleich auch noch von der Voraussetzung be
freien, da{3 das Linienpaar des Polarsystems p reell sei. 

In del' Tat wurde ja die AusschlieBung des Falles eines einfach entarten
den Polarsystems zweiter Klasse Q dadurch bedingt, daB bei del' Ableitung 
des Satzes 509 das Polarsystem zweiter Klasse Q als adjungierte Abbildung 
[q2] eines Polarsystems zweiter Ordnung q eingefiihrt ist, daB sich aber ein 
einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse nicht als adjungierte Abbil
dung eines Polarsystems zweiter Ordnung ausdriicken laBt. 

Bei unserer jetzigen Entwicklung dagegen war in der Apolaritatsgleichung: 

(11) [1'8] = 0 

die Reziprozitat zweiter Klasse 8 nach del' Gleichung (5) aus dem kombi
natorischen Produkte Est] zweier Reziprozitaten zweiter Ordnung 8 und t 
hervorgegangen. Ebenso abel' kann man das Polarsystem zweiter Klasse Q 
als kombinatorisches Produkt zweier Polarsysteme zweiter Ordnung dar
stellen. Und eine solche Darstellung ist nach dem Satze 536 insbesondere 
auch fur ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse, d. h. fiir ein 
Punktpaar, moglich. 

Wir nehmen daher die Frage nach del' Bedeutung del' Gleichung 

(32) [pQ] = 0 

von neuem auf unter del' Voraussetzung, daB das Polarsystem zweiter Ord
nung p einfach entartet, daB also die Polkurve von p ein reelles odeI' kon-
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jugiert komplexes Linienpaar ist. Dazu el'setzen wir die Gleichung (32) 
wieder durch die gleichwertige Gleichung: 

(33) [xp· XQJ + [yp. YQ] + [zp. ZQJ = 0 

und wahlen dabei wie bisher fur das eigentliche Dreieck xyz ein Polar
dreieck des Polarsystems p. Nach S. 238f. des ersten Teils dieses Bandes 
wird bei einem einfach entat'tenden Polal'system zweitel' Ordnung p ein 
Polardrei.eck aus dem stets reellen Doppelpunkt des zugehorigen Linien
paars und zwei solchen Punkten einer beliebigen nicht durch ihn hindurch
gehenden Geraden gebildet, die einandel' in bezug auf p konjugiert sind. 
Man verlege also etwa den Punkt z in den Doppelpunkt des Linienpaars p, 
was nach S. 207 ff. des ersten Teils dieses Bandes zur Folge hat, daB 

(41) zp = 0 

wird, und wahle ferner die Punkte x und y als konjugierte PunIde hinsicht
lich p auf einer nicht durch z hindurchgehenden Gel'aden, untel'werfe sie 
also del' Bedingung: 
(42) [x· yp] = 0, 

die man wegen del' erst en Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung (61) 
des 31. Abschnitts) auch in del' Form schreiben kann: 

(43) [y.xp]=O. 

Nach diesen Gleichungen (43) und (42) gehen die Polaren xp und yp del' 
Punkte x und y in bezug auf p beziehlich durch die Punkte y und x hin
durch, und da sie uberdies nach dem Satze 420 auch den Doppelpunkt z 
des Linienpaars enthalten muss en, so fallen sie mit den Geraden: 

[yz] = X und [zx] = Y 

zusammen, d. h., es bestehen die Gleichungen: 

(44) xp = r X und yp = ~ Y, 

in denen r und ~ zwei ZahlgroBel1 bedeuten, die von Null verschieden sind, 
da ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Ordnung nur einen Nullpunkt 
besitzt, und wo die Geraden X und Yein Paar derjenigen Strahlinvolution 
bilden, die das Polarsystem p nMh Teil I dieses Bandes S. 212 in seinem 
N ullpunkte z hervorruft. Von dies en beiden Geraden kann ubrigens nicht 
etwa eine mit einem Doppelstrahl diesel' Involution, d. h. mit einer Geraden 
des Linienpaars, zusammenliegen, das die Polkurve von p darstellt, weil 
sonst die beiden Geraden X und Yin diesen Strahl zusammenfallen witrden, 
was unserer obigen Voraussetzung widerspricht, daB die Punkte x, y, zein 
eigentliches Dreieck bilden sollen. 

Bei Einfuhrung del' Werte (44) und (41) nimmt die Gleichung (33) die 
Form an: 
(45) r[X, XQJ + ~[y. YQ] = O. 
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Und unterwirft man jetzt noch die drei Punkte x, y, z, fiir die man noch 
drei Bedingungen frei hat, der Gleichung: 

(46) [X· XQ] = 0, 

welche aussagt, daB die Gerade X die Polarkurve des Polarsystems Q be
riihren solI, womit wiederum vorausgesetzt wird, daB die Polarkurve von Q 
reell ist, und beriicksichtigt man ferner, daB dem Obigen zufolge 

~=I=O 

ist, so verkiirzt sich die Gleichung (45) zu der Gleichung: 

(47) [Y·YQ]=o. 

Diese Gleichung aber zeigt, da13 auch der in dem Strahlbiischel mit dem 
Scheitel z zum Strahle X in bezug auf p konjugierte Strahl Y die Polar
kurve von Q beriihrt (Fig. 73). Und da auch wieder die umgekehrte SchluB
weise moglich ist, so hat man den Satz: 

Satz 674: LiiBt sich von dem Nullpunkte (Doppelpunkte) eines 
einfach entartenden Polarsystems zweiter Ordnung p an die 
Polarkurve eines Polarsystems zweiter Klasse Q ein reelles Tan
gentenpaar legen, so sind diese beiden Polarsysteme dann und 
nur dann zueinander apolar, wenn dieses Tangentenpaar ein Paar 
der Strahlinvolution bildet, die das Polarsystem p in seinem 
N ullpunkte hervorruft. 

Die Giiltigkeit des Satzes auch fur den Fall, wo das Polarsystem zweiter 
Klasse Q zweifach entartet, ist schon weiter oben bewiesen (vgl. den Satz 672 
und die Fig. 69). Und del' Fall eines einfach entartenden Polarsystems zwei
ter Klasse Q (Fig. 74) ist in dem soeben gegebenen Beweise mit erledigt. 

qz--e$ 

Fig.7S. Fig. 74. 

Urn die in dem Satze 674 ausgeschlossenen Falle zu behandeln, machen 
wir den Nullpunkt des Linienpaares p zur Ecke es des Fundamentaldreiecks. 
1st dabei auBerdem das Linienpaar p reelI, so wahlen wir seine Geraden zu 
Seiten El und E2 des Fundamentaldreiecks, wahrend die Lage del' dJ.·itten 
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Seite Ea willkiirlich bleibt. Dann gestattet del' extensive Bruch P fur das 
Polarsystem dieses Linienpaars nach dem ersten Teil dieses Bandes S. 243 
die Darstellung: 
(48) 

Ferner Htfit sich nach dem Satze 667 die Apolaritatsgleichung (32) auch 
durch die Gleichung ersetzen: 

(49) [clP' El QJ + [c2p· E2 QJ + [caP' Es Q] = 0 
oder wegen (48) durch die Gleichung: 

[E2 • El QJ + [El . E 2 QJ = 0, 
die sich wegen del' zweiten Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung 
(118) des 31. Abschnitts) verkurzt zu: 
(50) [El . E2 QJ = O. 
Und da man auch von del' Gleichung (50) auf die Gleichung (32) zuruck
schlieBen kann, so sieht man: Die Apolaritatsgleichung (32) ist fur den Fall, 
wo die Polkurve des Polarsystems P durch das reelle Linienpaar Ev E2 ge
bildet wird, durch die Gleichung (50) ersetzbar; diese abel' besagt, daB die 
Geraden El und E2 hinsichtlich des Polarsystems Q konjugiert sind. 

Ein reeZlcs Linienpaar ist also dann und nur dann zu einer KU1've zweiter 
Klasse apolar, wenn seine beiden Geraden hinsichtlich der Kurve zweiter 
Klasse konjugiert sind (vgl. die weiter unten folgenden Figg. 75, 76 u. 77 
und die Bemerkungen dazu auf S. 157 f.). 

Dasselbe Ergebnis findet man abel' auch fur ein konjugiert komplexes 
Linienpaal'. Nach S. 36 des vorliegenden Teils und S. 239 des ersten Teils 
dieses Bandes gestattet namlich das Polarsystem p eines konjugiert kom
plexen Linienpaars die Darstellung: 

(51) E 1 , Eo, 0 P = ., 
e1 , e2 , e:} 

vorausgesetzt, daB del' Punkt ca = [El E 2J del' reelle Scheitel des konjugiert 
komplexen Linienpaars ist, und daB die beiden zueinander harmonischen 
Strahlpaare Ell E2 und E2 + E 1 , E2 - El zwei Paal'e derjenigen Involution 
bilden, die das konjugiel't komplexe Linienpaal' geometrisch vel'tritt, und die 
von ihm uberdies in seinem Doppelpunkte erzeugt wird. 

Dem Ausdrucke (51) fur das Polarsystem p entspricht nach del' zuletzt 
angefuhrten Stelle die Darstellung des zugehorigen konjugiert komplexen 
Linienpaars durch die Gleichung: 
(52) ~l2 + ~22 = 0, 
die in die beiden linearen Gleichungen zel'fal11t: 

(53) h + i~2 = 0 und ~l - i~2 = 0; 
und diese kann man auch in del' Form schreiben: 

(54) 
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so daB sich die beiden konjugiert komplexen Geraden auch durch die kon
jugiert komplexen Stabe: 

(55) El + iE2 und El - iE2 
ausdrucken lassen. 

Die Apolaritatsgleichung (49) nimmt ferner wegen (51) die Form an: 

(56) 

und dieser Gleichung kann man auch die Gestalt verleihen: 

(57) 

in der sie in del' Tat aussagt, daB die beiden Linien El + iE2 und El - iE2 
des konjugiert komplexen Linienpaars (55) hinsichtlich des Polarsystems Q 
konjugiert sind. Man hat also wirklich den Satz: 

Satz 675: Ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Ordnung 
p ist zu einem Polar-system zwei tel' Klasse Q dann und nur dann 
apolar, wenn die Linien des reellen oder konjugiert komplexen 
Linienpaars, das die Polkurve des Polarsystems zweiter Ord
nung p bildet, hinsichtlich des Polarsystems zweiter Klasse Q 
konjugiert sind. 

Es ist beachtenswert, daB dieser Satz auch dann einen durchaus greif
baren, der Anschauung zuganglichen Inhalt besitzt, wenn das Imaginare 
hineinspielt. Um dies zu zeigen, mogen die in dem Satze enthaltenen Falle 
durch vier verschiedene Figuren erlautert werden. 

Die drei Figuren 75, 76 und 77 veranschaulichen die Lagenbeziehung 
eines reellen Linienpaars El1 E 2 , das die Polkurve eines Polarsystems 
zweiter Ordnung p bildet, und einer zu ihm apolaren Kurve zweiter Klasse 
Q, und zwar die Fig. 75 fur den Fall, wo das Tangentenpaar Tu T 2 , das 
man vom Doppelpnnkte e3 des Linienpaars an die Knrve Q legen kann, reell 
ist, und die Figg. 76 und 77 fur den Fall, wo dieses Tangentenpaar kon
J~tgiert komplex ist. 1m zweiten Falle ergeben sich noch zwei Unterfiille. 
Es kann namlich entweder noch die Kt~rve Q reell sein, der Doppelpunkt e3 

![ von 1) aber innerhalb der Ktwve Q lie-

\ 
gen CErster Unterfall: Fig. 76), oder 

((2 

-<'3 
Fig. 75. 

$2 
Fig. 76. 
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es kann die Kurve Q imaginiir sein, also eine imaginare Ellipse darstellen 
(Zweiter Unterfall: Fig. 77). Fur diesen zweiten Unterfall ist nach dem Vor
bilde von S. 292 des erst en Teils dieses Bandes die zu der imaginaren Ellipse 
des Polarsystems Q gehorende reeUe Ellipse gestrichelt angedeutet und ihr 
Polarsystem mit Qf bezeichnet. Ferner ist zu der Geraden E2 des Linien
paars p zunachst der Pol E2 Qf in bezug auf diese reelle Ellipse Q' kon
struiert; dann ergiht sich der gesuchte Pol E2 Q der Geraden E2 hinsicht
lich des Polarsystems Q del' zugehorigen imaginaren Ellipse, indem man 
den Hilfspunkt E2 Qf an dem Mittelpunkte m jener reeHen Ellipse spiegelt, 
d. h. als "Antipol" der Geraden E2 hinsichtlich der reeIlen Ellipse. 

In allen diesen Fallen geM jede von den beiden Geraden El und E't, des 
reellen Linienpaars p durch den Pol der andern Geraden in bezug auf die 
Kurve Q hindurch. In dem zuerst betrachteten Falle, wo das Tangenten-

Fig. 77. :l!'ig.78. 

paar Tv T2 reell ist (Fig. 75), bilden zugleich diese beiden Tangenten Tl 
und T2 mit den beiden Geraden El und E2 des reellen Linienpaars einen 
harmonischen Strahl wurf. 

Will man sich andererseits die geometrische Bedeutung des Satzes 675 
auch fiir den Fall eines konjugiert komplex en Linienpaars El + iE2 , 

El - iE2 klar machen, das die PolkUl"ve von p bildet, so berucksichtige 
man, daB, wenn das konjugiert komplexe Linienpaar p zu der Kurve Q kon
jugiert sein solI, die beiden Tangenten Tl und T 2 , die man vom Doppel
punkte es des Linienpaars p an die Kune Q ziehen kann, ebenfalls zu dem 
konjugiert komplex en Linienpaar p konjugiert sein mussen, woraus nach 
dem Satze 224 folgt, daB diese Tangenten reell sein miissen. 

Die Geraden eines reellen Linienpaars aber sind hinsichtlich eines lconju
giert komplexen Linienpaars mit demseZben DoppeZpunkte dann und nnr dann 
konjugiert, wenn sie ein Paw" zugeordneter Stmhlen in derjenigen Strahlinvo
lution hilden, die das konjugiert komplexe Linienpaar in seinem Doppelpunkte 
hervorruft. Dies wird also insbesondere von den beiden reeHen Tangenten 
Tl und T2 gelten mussen, die man von dem reellen Doppelpunkt e3 des kon
jugiert komplexen Linienpaars p an die zu ihm apolare Kurve zweiter 
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Klasse legen kann. In der Fig. 78 ist daher die Lagenbeziehung eines kon
jugiert komplexen Linieupaars und einer zu ihm apolaren Kurve zweiter 
Klasse dadurch veranschaulicht, daB von del" elliptischen Strahlinvolution, 
die das konjugiert komplexe Linienpaar El + iE2' El - iE2 in seinem Dop
pelpunkte es hervorruft, auBer den beiden sie bestimmenden Strahlpaaren 
Ell E2 und E2 + Ell E2 - E1 auf Grund des Satzes 541 ein drittes Paar 
konstruiert worden ist, das dann als Tangentenpaar T 1 , T2 einer zum Polar
system p apolaren Kurve zweiter Klasse Q verwendet iat. 

Nach dem Satze 541 kann man namlich leicht die Aufgabe lOsen: 

Aufgabe: Eine Strahlinvolution mit dem Scheitel s ist durch 
zwei Paare konjugierter Shahlen A,B und O,D gegeben. Es soll 
zu einem beliebigen fiinften Strahle E del' ihm in del' Involution 
zugeordnete Strahl F konshuiert werden. 

In der Tat braucht man nur auf dem Strahle E einen beliebigen PunH e 
anzunehmen und durch ihn zwei gerade Linien zu legen, von denen die eine 
die nicht gepaarten Strahlen A und C in den Punkten is 
a und c, die andere die beiden andern Strahlen B 
und D in den Punkten b und d schneiden mage e 
(Fig. 79). Vervollstandigt man dann das durch die 
Punktpaare a, b und c, d als Gegenecken bestimmte 
einfache Vierseit zu einem vollstandigen Vierseit, 
indem man die Verbindungslinien del' benachbarten 
Ecken a und d, b und c des einfachen Vierseits zum €i\l----~---fi 
Schnitt bringt in f, so ist in dem entstehenden voll- .• \ 
standigen Vierseit del' Punkt f die Gegenecke zu e, 

Fig. 79. 

und seine Verbindungslinie F mit dem Scheitel s del' Strahlinvolution del' 
gesuchte, zum Strahle E zugeordnete Strahl del' Involution. 

Dasselbe Verfahren ist auch bei del' Zeichnung der Fig. 78 verwendet 
worden, in del' 

den Stab en A, B, 0, D, E, F del' Fig. 79 

die Stabe E 2, Ell E2 + E~, E2 - El , T1 , T2 entsprechen. 

Jetzt kann man ferner auch das folgende Gegenstiick des Satzes 674 
aussprechen: 

Satz 676: 1st das Tangentenpaar, das von dem Nullpunkte (Dop
pelpunkte) eines einfach entartenden Polar systems zweiter Ord
nung p an eine zu ihm apolare Kurve zweiter Klasse Q fiihrt, 
konjugiert komplex, so ist das Linienpaar p notwendig reell, 
und seine Geraden bilden ein Paar derStrahlinvolution, die das 
Polarsystem Q in dem Nullpunkte vonp hervorruft. 

SchlieBlich kann man die drei letzten Sii.tze unter Benutzung des Begriffs 
und del' Eigenschaften harmonischer Involutionen in einen einzigen Satz zu-
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sammenfassen. In dem 21. .A.bscbnitt wurde zunachst del' allgemeinere Be
griff zweier harmonischen Projektivitaten einer und derselben Geraden einge
fiihrt, und zwei solche ProjektivitKten definiert als ProjektivitKten, deren 
binl1res kombinatorisches Produkt verschwindet. Diesel' Begriff lieB sich 
dann insbesondere auf zwei harmonische Involutionen derselben Geraden 
iibertragen. Die Eigenschaften harmonischer 1nvolutionen ergeben sich dem
gemaB unmiUelbar ans den entsprechenden Eigenschaften harmonischer Pro
jektivitaten derselben Geraden. So liefel'll die Satze 199 und 200, die von 
einer Projektivitat und einer zu ihr harmonischen Involution handeln, auf 
zwei 1nvolutionen derselben Geraden angewandt, den Satz: 

Satz 677: Zwei Punktinvol utionen derselben Geraden sind dann 
und nul' dann zueinander harmonisch, wenn die Doppelpunkte 
del' einen ein Paar del' al1dern bilden. 

U nd aus dies em folgt wieder ohne Wei teres del' entsprechende Satz fur 
zwei harmonische Strahlinvolutionen mit demselben ScheiteI, namlich del' 
Satz: 

Satz 678: Zwei Strahlinvolutionen mit demselben Scheitel sind 
dann und nul' dann zueinander harIDonisch, wenn die D oppel
strahlen der einen ein Paar del' anderen hilden. 

Fiir die Beurteilung del' Bedeutung diesel' heiden Satze ist dabei noch 
der Satz 224 von Wichtigkeit, nach welchem von zwei harmonischen 1n
volutionen auf demselben Trager immer wenigstens eine zwei reelle Doppel
elemel1te enthalten muB. 

Del' Satz 678 ermoglicht dann endlich in del' Tat die Zusammenfassung 
del' Sl1tze 674, 675 und 676 in dem einen Satze: 

Satz 679: Ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Ord
nung p ist zu einem Polarsystem zweiter Klasse Q dann und 
nul' dann apolar, wenn die Strahlinvolutionen, die die heiden 
Polarsysteme p und Q in dem Nullpunkte von p hervorrufen, 
zueinander harmonisch sind. 

Zweite Lagenbezielntng zweier apolaren Polarsysteme. Man kann abel' del' 
Apolaritatsgleichung (32) noch eine zweite geometrische Deutung gehen, 
die del' auf S. 151 ff. entwickelten Deutung dualistisch entspricht. Dazu 
gehe man auf den Satz 668 zuruck. Nach dies em isii die Gleichung (32) 
auch gleichwertig mit del' Gleichung: 

(58) [ttp. UQ] + [vp. VQ] + [wp· WQ] = 0, 

in welcher U, V, W drei beliebige Stabe sind, deren Geraden nicht durch 
einen Punkt gehen, und in del': 

(59) [VW] =11, [WU]=v, [UV]=w 
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ist. Wahlt man iiberdies dem Dualistischen entsprechend als Dreiseit UV W 
ein Poldreiseit von Q, so wird mit Riicksicht auf (59): 
(60) UQ=Utt, VQ=tJv, WQ=ttlw, 
wo in dem Falle eines nicht entartenden Polarsystems Q,' 
(61) U +' 0, tJ =F 0, ttl =4= 0 
ist. Die Gleichung (38) erhalt dann die Form: 
(62) u[u.up]+tJ[v·vp]+ttl[w·wp]=O. 
Dabei hat man den Gel'aden del' dl'ei Stabe U, V, W dul'ch die dl'ei Glei
chungen (60) dl'ei Bedingungen auferlegt, was man ebenso wie bei dem 
Dualistischen begriinden kann. Da es abel' in del' Ebene 006 Gel'adentripel 
gibt, so hat man fiir die Geraden del' dl'ei Stabe U, V, W noch drei Be
dingungen (rei. Man unterwerfe daher diese Gel'aden noch den beiden wei
teren Bedingungen,' 
(63) [u· ttpJ = 0 und [v· vpJ = 0, 

welche aussagen, daR die Ecken u und v des Poldl'eiseits U V W von Q del' 
Polkurve des Polarsystems p angehoren soilen. Damit ist dann ailel'dings 
vol'ausgesetzt, dafJ die Polkurve von p reell sei. 

Infolge del' Gleichungen (63) verkiirzt sich mit Riicksicht auf (64) die 
Gleichung (62) zu del' Gleichung: 
(64) [w. wp] = 0, 

welche zeigt, daB auch die dl'itte Ecke w des Poldl'eiseits UVW von Q auf 
del' Polkurve von 1) gelegen ist, daB also jenes Poldreiseit von Q del' Pol
kurve von p eingeschl'ieben ist (Fig. SO). Dabei gibt es noch 001 Dreiseite, 
die zu den beiden Polal'systemen Q und p die angegebene Lage haben, denn 

wil' haben die Gel'aden del' Stabe U, V, W im ?: 
ganzen nUl' fiinfBedingungen untel'wol'fen. 1) ;;'Z 

rr; 

t1l V 

Fig. 80. Fig. 81. 

Ferner ist zu bemel'ken, daB die Polkurve von p, da sie einem eigent
lichen Dl'eieck umschl'ieben sein soli, wenigstens nicht zweifach ental'ten 
darf. Dagegen ist ein einfaches Entarten diesel' Polkurve nicht ausgeschlos
sen (Fig. 81). In diesem Faile sind die Geraden des Linienpaares, in das die 

1) Weiter un ten , auf S. 167, wird gezeigt, wie sich diese 001 Poldreiseite von 
Q nnden lassen. 

GraUmann, Projektive Geometrie d. Ebene II,:2 11 
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Polkurve von p zerfallt, hinsichtlich des Polarsystems Q konjugiert. Da 
endlich auch hier wieder die SchluBweise umkehrbar ist, so hat man 
den Satz: 

Satz 680: Zweite Lagenbeziehung zweier apolaren Polarsysteme: 
Ist ein nicht entartendes Polarsystem zweiter Klasse Q zu einem 
Polarsystem zweiter Ordnung p mit ree11er Polkurve apolar, 
das wenigstens nicht zweifach entartet, so gibt es 001 Poldrei
seite des Polarsystems Q, denen die Polkurve von p umschrie
ben ist. Und umgekehrt: So bald die Polkurve eines Polarsystems 
zweiter Ordnung p irgendeinem eigentlichen Poldreiseit eines 
nicht entadenden Polarsystems zweiter Klasse Q umschrie ben 
ist, sind die Polarsysteme p und Q zueinander apolar. 

Beziehnng zwischen den beiden lnvolutionen, die zwei zueinander apolare 
Polarsysteme p und Q auf der Polare eines Punktes der KW've p hinsicht
lick der KU1've Q hervorrufen, und das Dttalistische. Urn zu erfahren, in 
welcher Weise man bei zwei zueillander apolarell Polarsystemen p und Q 
00 1 Dreiecke finden kann, die del' Kurve zweiter Ordnullg p eingeschrieben 
sind und zugleich ein Poldreiseit der .Kurve zweiter Klasse Q bilden, ver
fiigen wir iiber das Fundamentaldreieck in der Weise, daB wir erstens den 
Punkt es auf del' Kurve p annehmen und zweitens die Polare von ea in bezug 
auf Q zu der zur Ecke es gegeniiberliegenden Seite Es des Fundamental
dreiecks machen. Dann besteht erstens die Gleichung: 

(65) [es . eaP] = 0, oder falls 

(66) 

gesetzt wird, die Gleichung: 

die man, wenn man an der gewohnlichen Bezeichnung der Ableitzahlen fUr 
die Zahlerstabe Ai des Bruches p festhl1lt, auch in del' Form schreiben kann: 

(67) 033 = O. 

Setzen wir andererseits wieder voraus, daB das Polarsystem zweiter Klasse 
Q nicht entartet, so laBt sich dasselbe als adjungierte Abbildung eines Polar
systems zweiter Ordnung q auffassen, und es wird, wenn man die Zahler
stabe von q mit Bu ihre Ableitzahlen mit tJik bezeichnet, mit Riicksicht auf 
unsere zweite Verfiigung iiber das Fundamentaldreieck das Polarsystem q 
darstellbar durch den Bruch: 

(68) 

so da.B die Gleichungen erfiillt werden: 

(69) 013 = 0 und 623 = O. 
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Fur das zu q adjungierte Polarsystem Q erhiilt man ferner die Darstellung: 

(70) Q = [qll] = Iiss [BsEsJ, fJss [Es B t ], [Bt Bs]. 
E t , Es, Es 

Hierin wird: 

[Ell Es] = [(b91 EI + b22 Eg + bgs Es) Es] = - blll ell + b211 ell 

[EsBI] = [Es (bllEI + b1s E2 + blsEs)] = b1l ell - bllleu 

und es ergibt sich somit fur den Bruch Q der neue Ausdruck: 

(71) 

aus dem fur die Ableitzahlen ~;k der Ziihler von Q die Werte folgen: 

(72) {~11 = b22 bss , ~211 = bu bas , ~12 = - bgl bss , 
~lS = 0 , ~2S = o. 

Nun ist nach (29): 

(29) [p Q] = t { au ~11 + ... + 2 alls ~23 + ... } , 
mithin wird in dem vorliegenden Faile wegen (67)-(72): 

(73) [p QJ = t 633 {all 0211 + a 22bu - 2~2b21 }. 

Setzen Wil· daher noch voraus, da13: 

(74) bS3 =!= 0 

sei, da13 also die Ecke es des Fundamentaldreiecks, die nach unserer eraten 
Voraussetzung der Kurve p angehoren solIte, nicht auch zugleich ein Punkt 
der Kurve q sei, so lii13t sich die Apolaritiitsgleichung: 

(32) [pQJ = ° 
auch in der Form schreiben: 

(75) all b22 + a 22 011 - 2al9 b1l1 = 0. 

Diese Gleichung enthiilt nur noch die Koeffizienten der von ~s freien 
Glieder der Gleichungen: 

(76) { all~/ + a22~9g + a33~s2 + 2a2s~2ts + 2a3l~3tl + 2a12~1~2 = 0, 

011~/ + b22~22 + bS3~32 + 2b2S~2~S + 2b31~3tl + 2bl2~1~2 = ° 
der Kurven p und q. Sie ist also zugleich eine Beziehung zwischen den 
Koeffizienten der Gleichungen: 

(77) {
.au t t S + a22~22 + 2at2~1~2 = 0, 

Ull tI2 + b22~22 + 2bl2~l~2 = 0, 

welche die Schnittpunktpaare darstellen, die die Kurven (76) auf der Geraden 
~s = 0, d. h. auf der Seite E3 des Fundamentaldreiecks, bilden oder, was 
dasselbe ist, eine Beziehung zwischen den Involutionen, die die Kurven p 

11* 
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und q auf del' Geraden Es hervorrufen. Man wird daher zur Deutung del' 
Gleichung (75) auf die Entwicklungen fur das binare Gebiet zuruckgreifen 
konnen. In Bd. I, S. 293f. ergab sich uns als Bedingung fur die harmonische 
Lage zweier Involutionen tl nnd t derselben Geraden: 

f ~ = a1 ~1 + a2 ~2 + as l' , 
(7S) 

t = VI ~1 + V2 ~2 + Vs e 
die Gleichung: 
(79) 

Dabei waren die beiden Involutionen tl und t vermoge der Gleichungen (78) 
als Vielfachensummen von drei zueinander harmonischen Involutionen ihrer 
Geraden ~1' ~2' e ausgedruckt, die nach S.292 desselben Bandes durch die 
Bruche definiert waren: 

(SO) 

unter e1 und e2 die Grundpunkte des binaren Gebiets verstanden. 
Die Gleichungen der Doppelpunkte der beiden Involutionen tl und t ferner 

lassen sich durch die Gleichungen darstellen: 

(81) { [x. xtl] = 0, 

[x·xt] =0. 

Um daher die Gleichung (75) mit del' Gleichung (79) in Beziehung zu 
setzen, kommt es darauf an, die Gleichungen (81) zunachst auf die Form (77) 
zu bringen. Dazu stelle man zunachst die Involutionen tl und t als extensive 
Bruche dar, deren Nenner die Grundpunkte ell e2 del' Geraden Es sind, in
dem man die Werte (SO) fUr ~1I ~2 und e in die Vielfachensummen (78) 
substituiert. Fur die Involution tl ergibt sich auf diese Weise der Ausdruck: 

also, wenn man die dl·ei Glieder zu einem Bruche vereinigt, del' Bruch: 

(S2) tl = a1 e1 + (a2 + (\3) e2 , (02 - ( 3 ) e1 - (\1 e2 • 

~, ~ 

Druckt man daher auch einen beliebigen Punkt x del' Geraden Es durch 
ihre Grundpunkte e1 und e2 aus, indem man setzt: 

(S3) x = fl e1 + r2e2' so wird: 

(S4) xtl = fl {a1 e1 + (a2 + as) e2 1 + f2 {(a2 - as) e1 - a1 e21 und somit 

(S5) [x . x~] = (a2 + as) r1 2 + (as - a2) f22 - 2a1flf2' 

vorausgesetzt, daB man im binaren Gebiet wie gewohnlich das Produkt 
[e1 e2] = 1 nimmt. Die Vergleichung mit der ersten Gleichung (77) zeigt 
alsdann, daB: 
(S6) all = a2 + a3 , a22 = as - a2 , a12 = - a1 
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zu setzen ist, und entspreehend 

(87) 011 = 02 + os, 022 = Os - °2, 012 = - 01 . 
Fur die linke Seite der Gleiehung (75) erhiiJt man daher den Wert: 

(88) 011 V22 + a22 011 - 2a12 b21 = - 2 (al VI + a2b2 - as bs). 
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Damit aber ist gezeigt, daB die Gleiehung (75) mit der Gleiehung (79) 
gleiehbedeutend ist, und daB somit die Gleiehung (75) aussagt, daf3 die 
beiden von den Polarsystemen p ~md Q auf del' Geraden Es hervorgerufenen 
Involutionen zueinander harmonisch sind. Hierbei maeht es keinen Unter
schied, ob diese beiden Involutionen hyperbolisch sind, also reeile Doppel
punkte haben (Fig. 82), oder eine von ihnen eiliptisch ist, d. h. zwei kon
jugiert komplexe Doppelpunkte besitzt. In dem letzten Falle bilden die 

.e7 

Fig. 82. Fig. 83. 

Schnittpunkte der Geraden Es mit del' einen Kurve ein Paar der elliptischen 
Involution, die die andere Kune auf der Geraden E3 hervorruft (Fig. 83). 

Ubrigens wurde dies Ergebnis aueh nicnt gestort werden, wenn die Un
gleichung (74) nicnt befriedigt wiirde, wenn 'also 03S = 0 ware, der Punkt e8 

somit in einen Schnittpunkt der beiden Kurven 1J und q fiele. Denn dann 
wiirde seine Polare Es in bezug auf Q in die Tangente iibergehen, die man 
im Punkte e3 an die Kurve Q legen kann, und diese schneidet aus del' 
Kurve Q ein mit dem Punkte e3 zusammenfailendes Punktpaar und aus del' 
Kurve p ein reeiles Punktpaar aus, dem der Punkt e3 angehort. Zwei 
solche Punktpaare sind abel' e benfalls zueinander harmonisch. Indes bietet 
dieser Fall kein besondeTes InteTesse, da fiir die in einem Schnittpunkte zweieT 
Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse an eine diesel' Kurven ge
zogene Tangente die harmonische Beziehung der Schnittpunktpaare aueh fiiT 
zwei ganz beliebige, insbesondere auch fUr zwei nicht apolal'e Kurven dieser 
Art gilt. Damit hangt es zusammen, daB, wahrend man sonst von der 
Gleiehung (75) auf die Apolaritatsgleichung (32) zuriickschlieBen kann, so 
daB also aueh die Umlmhrung unseres Ergebnisses gilt, dies nieht mehr 
moglich ist, wenn 033 = 0 ist, insofern dann die Gerade E3 durcn den 
Punkt e3 hindurchgeht und damit ihTe Brauehbarkeit als Gegenseite del' 
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Ecke es des Fundamentaldreiecks verliert. Mit Riicksicht hierauf kann man 
unsere Ergebnisse in den folgenden Satz zusammenfassen: 

Satz 681: Zwei zueinander apolare Polarsysteme zweiter Ord
nung und zweiter Kasse p und 0, von denen das letztere nicht 
entartet, rufen auf del' Polare eines jeden Punktes del' Kurve p, 
genom men hinsichtlich des zu Q adjungiert"en Polarsystems q, 
zwei zueinallder harmonische Involutionen hervor. Und um
gekehrt: Rufen zwei Polarsysteme zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse p und Q, von denen das letztere nicht entartet, auf del' 
Polare eines nicht zugleich auf Q liegenden Punktes der Kurve 
p, diese Polare genommen hinsichtlich der Kurve q, zwei zu
einander harmonische In volutionell hervor, so sind die heiden 
Polarsysteme zueinander ap olar. 

Ebenso beweist man den dualistisch entsprechenden Satz: 
Satz 682: Dualistisches Gegenstiick zu Satz 681: Zwei zuein

ander apolare Polarsysteme zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
p und (I, von denen das erste nicht entartet, rufen in dem Pol 
einer jeden Tangente del' Kurve Q, genommen hinsichtlich des 
zu 1) adjungierten Polarsystems P, zwei zueinander harmonische 
Involutionen hervol'. Und umgekehrt: Rufen zwei Polarsysteme 
zweiter Ordnung und zweiter Klasse p und Q, von denen das 
erste nicht entartet, in dem Pole irgendeiner Tangente der 
Kurve Q, die nicht zugleich eine Tangente del' KUl've p ist, 
diesel' Pol genommen hinsichtlich del' Kurve p, zwei zueinander 
harmonische Involutionen hel'vor, so sind die heiden Polar
systeme zueinandel' apo la.r. 

Die Figuren 84 und 85 veranschaulichen den Satz 682 fur die beiclen 
Fiille, wo die zueinander harmonischell Involutionen, welche die heiden 

9IJ§' 

Fig. 84. Fig. 85. 
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Polarsysteme p und Q in dem Pole W P einer Tangente W del' Kurve Q 
erzeugen, beide hyperbolisch sind, und wo eine von ihnen elliptisch ist. In dem 
letzten Falle sind die Tangenten, vom Punkte WP an die eine von den 
beiden Kurven gezogen, konjugiert in bezug auf die andere. 

Konstruktion ueliebig vieler Poldreiseite einer Kttrve zweiier Klasse, die zu
gleich einer zu ihr apolaren K~t1"ve zweitel' Ordnung eingeschrieben sind, tmd 
das Dualistische. Del' Satz 681 ergibt jetzt unmittelbar die Konstruktion 
beliebig vieleI' Poldreiseite von .Q, die del' Kurve p eingeschrieben sind 
Zunlichst weiB man, daB ein Poldreiseit des 
Polarsystems Q, wenn dessen Polarkurve 
l'eell ist und nicht zerfailt, eine Ecke ent- .r~~=::::::====-:jQ~7 
halten ruuB, die innerhalb del' Kurve Q 
liegt. SolI also die Kurve p einem Pol 
dreiseit von Q umschl'ieben sein, so mus" -fZ 
die Kurve p in das Innere del' Kune Q ein
dringen (Fig. 86). Nimmt man jetzt auf demJenigen Teil del' Kurve p, del' 
innerhalb Q liegt, einen beliebigen Punlrt z an und bestimmt seine Polare Z 
in bezug auf Q, so rufen nach dem Satze 681 die Kurven p und Q auf del' 
Geraden Z zwei zueinander harmonische Involutionen hervor. Da abel' die 
Gerade Z die Kurve Q nicht schneidet, so ist die von Q auf Z erzeugte In
volution elliptisch, nach dem Satze 224 somit die von del' Kurve p auf der 
Geraden Z hervorgerufene Involution hyperbolisch, d. h. die Gerade Z 
schneidet die J(ttrve 1) in zwei reellen Punkten, sie seien bezeichnet mit x 
und y. Diese Punkte x und y sind dabei nach Teil1, S. 191 hinsichtlich del' 
Kune Q konjugiert, und da sie ferner als Punkte del' Polare Z von z in 
bezug auf Q auch zum Punkte z hinsichtlich Q konjugiert sind, so bilden 
die drei Punkte xyz die Ecken eines Poldreiseit.s von Q, das del' Kurve p 
eingeschrieben ist. 

In dem Falle eines Polarsystems Q mit imaginarer Polarkurve kann del' 
Punkt z ganz beliebig auf del' Kurve p angenommen werden, weil ein 
solches Polarsystem auf jeder Geraden del' Ebene, also auch auf del' PolaTe Z 
jenes Punktes z in bezug auf Q, eine elliptische Involution hervorruft, woraus 
wieder nach dem Satze 224 folgt, daB die Gerade Z von del' Kune p in 
zwei reellen Punkten geschnitten wird. 

Ganz ebenso liefert del' Satz 682 die Konstruktion beliebig vieleI' Polar
dreiecke von p, die del' Kurve Q umschrieben sind. Ein Polardreieck des 
Polar systems p muB namlich, falls die Polkurve von p reell ist, eine Seite 
enthalten, die ganz auBerhalb del' Kurve liegt. SolI also die Kurve Q einem 
Polardreieck von p eingeschrieben sein, so muE die Kune Q sicher zum 
Teil auBerhalb del' Kune p verlaufen (Fig. 87). Wlihlt man daher eine be
liebige Tangente W del' Kurve Q aus, die ganz auEerhalb del' Kurve p 
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gelegen ist, und bestimmt ihl'en Pol w in bezug auf p, so liegt w inner
halb del' Kurve p, und es rufen nach dem Satze 682 die Polal'systeme p 
und Q in dem Punkte w zwei zueinandel' hal'monische Involutionen hervor. 
Da abel' die in w dul'ch die Kurve p erzeugte Involution elliptisch ist, so 
ist nach dem Satze 224 die von del' Kurve Q im Punkte w hel'vorgel'ufene 
Involution hyperbolisch, d. h. es gehen von dem Ptmkte w zwei reelle Tan
genten an die Kurve Q. Diese seien bezeichnet mit U und V; dann bilden 
die Geraden U, V, W die Seiten eines Polal'dl'eiecks vonp, das del' Kurve Q 
umschrieben ist. 

Fiir den Fall einer imaginaren Polkurve von p gilt Entsprechendes wie 
bei dem Dualistischen. 

Weiteres iiber apolare entartende Polm·systeme. Del' in dem Satze 671 aus
geschlossene Fall, wo das Polarsystem p odeI' Q zweifach ental'tet, ist schon 
in den Satzen 672 und 673 ededigt. Abel' es bleibt noeh das dualistische 
Gegenstiiek zu dem Satze 674 zu entwickeln, d. h. del' Fall zu behandeln, 
wo das Polarsystem zweitel' Klasse Q einfach entartet, und somit die Polar
kurve von Q ein reelles odeI' konjugiert komplexes Punktpaar ist. 

Es sei also Q das Polarsystem eines reellen odeI' konjugiert komplexen 
Punktpaares, und man frage wieder nach del' geometl'ischen Bedeutung del' 
Apolaritatsgleichung (32) odeI' del' gleiehwertigen Gleichung: 

(58) [~tP, UQ] + [vp· VQ] + [wp. WQJ = O. 

Man wahle dabei wie auf S. 161 fur das eigentliche Dreiseit UVW ein Pol
dreiseit des Polarsystems Q. N aeh S. 246 des ersten Teils dieses Bandes 
wird bei einem einfach entartenden Polarsystem zweitel' Klasse Q ein Pol
dreiseit aus dem stets reellen Trager des zugehorigen Punktpaares und aus 
zwei beliebigen Geraden gebildet, die sich nieht auf dem Trager des Punkt
paares sehneiden und hinsichtlieh des Polarsystems Q konjugiert sind. Man 
vedege also etwa den Stab W in den Trager des Punktpaares Q, was nach 
S. 221 ff. des ersten Teils dieses Bandes zur Folge hat, daB: 

(89) WQ = 0 

ist, und wahle fernel' die Stabe U und V als konjugiel'te Stabe hinsiehtlich 
0, doch so, daB sich ihre Gel'aden nicht auf del' Geraden des Stabes W 
sehneiden; man untel'wel'fe sie also del' Bedingung: 

(90) [U· VO] = 0, 

die man nach del' zweiten Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung (118) 

des 31. Abschnitts) aueh in del' Form schreiben kann: 

(91) [V· UQ] = O. 

Nach diesen Gleichungen (91) und (90) liegen die Pole UQ und VQ del' 
Stabe U und V beziehlich auf den Geraden del' Stabe V und U, und da sie 
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iiberdies nach dem Satze 432 auch auf der Nullinie (dem Trager) W des 
Punktpaares Q enthalten sein mussen, so fallen sie mit den Punkten: 

[VW] = tf und [WUJ = v 

zusammen, d. h. es bestehen die Gleichungen: 

(92) UQ=un und VQ=tJv, 
in denen u und \) zwei Zahlgro.Ben bedeuten, die von Null verschieden sind, 
da ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse nur eine N ullinie 
besitzt, und wo die Punkte 'It und vein Paar derjenigen Punktinvolution 
bilden, die das Polarsystem Q nach Teill dieses Bandes, S. 225, auf seiner 
Nullinie W hervorruft. Von diesen beiden Punkten kann ubrigens nicht 

Fig. 87. Fig. 88. 

etwa einer mit einem Doppelpunkte dieser Involution, d. h. mit einem Punkte 
des Punktpaares, zusammenliegen, das die Polarkurve von Q darstelit, weil 
sonst die beiden Punkte 'It und v in diesen Punkt zusammenfallen mii.Bten, 
was unserer obigen Voraussetzung widerspricht, da.B die Geraden V, V, W 
nicht durch einen Punkt gehen sollen. 

Bei Einfiihrung der Werte (92) und (89) nimmt die Gleichung (58) die 
Form an: 
(93) u[tt·'ltpJ +tJ[v.vp]=O. 

Und unterwirft man jetzt noch die Geraden del' drei Stabe V, V, W, fiir 
die man noch drei Bedingungen frei hat, del' Gleichung: 

(94) ['If· lfp] = 0, 

welche aussagt, daB del' Punkt 'If del' Polkurve des Polarsystems p an
gehoren soll, womit wiederum vorausgesetzt wird, daB die Polkurve von p 
reell ist, und beriicksichtigt ferner, da.B dem Obigan zufolge: 

\)+0 

ist, so verkiirzt sich die Gleichung (93) zu der Gleichung: 

(95) [v· vp] = O. 
Diese GIeichung aber zeigt, da.B auch der zu tt in bezug auf Q konjugierte 
Punkt v del' N ullinie von Q auf der Polkurve von p enthalten ist (Fig. 88). 
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Und da auch wieder die umgekehrte SchluBweise moglich ist, so hat man 
den Satz: 

Satz 683: Schneidet die Nullinie (del' Trager) eines einfach ent
artenden Polarsystems zweite1' Klasse Q die Polkurve eines 
Polarsystems zweiter Ordnungp in zwei 1'ee11en Punkten, so sind 
diese beiden Pola1'systeme dann und nul' dann zueinander apo
lar, wenn diese beiden Punkte ein Paar del' Involution bilden, 
die das Polarsystem Q auf seiner Nullinie hervorruft. 

Die Giiltigkeit des Satzes auch fur den Fail, wo das Polarsystem zweiter 
Grdnung p zweifach entartet, ist· schon weiter oben bewiesen (vgl. den 
Satz 673 unO. die Fig. 71). Und del' Fail eines einfach entartenden Polar-

Fig. 89. Fig. 90. Fig. 91. 

systems zweiter Ordnung p (Fig. 89) ist in dem soeben gegebenen Beweise 
mit erledigt. 

Die in dem Satze 683 ausgeschlossenen Faile lassen sich ebenso wie bei 
.clem Dualistischen behandeln und liefem die Satze: 

Satz 684: Ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse 
Q ist zu einem Polarsystem zweiter Ordnung p dann und nul' 
dann apolar, wenn die Punkte des ree11en odeI' konjugiert kom
plexen Punktpaares, das die Polarkurve des Pola1'systems zwei
tel' Klasse Q bildet, hinsichtlich des Polarsystems zweiter Ord
nung p konjugiel't sind (Figg. 90 und 91). UnO. 

Satz 685: 1st das Punktpaar, das von del' Nullinie (dem Trager) 
eines einfach entartenden Polarsystems zweiter Klasse Q aus 
einer zu ihm apolaren Kul've zweiter Ordnung p ausgeschnitten 
wird, konjugiert komplex, so ist das Punktpaar Q notwendig 
ree11, unO. seine Punkte bilden ein Paar derjenigen Involution, 
die das Polarsystem p auf del' Nullinie von Q hervorruft (vgl. die 
obige I!'ig. 91). 

Endlich kann man die drei letzten Sl1tze auf Grund des Satzes 677 in 
..den einen Satz zusammenfassen: 
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Satz 686: Ein einfach entartendes Polarsystem zweiter Klasse 
Q ist zu einem Polarsystem zweiter Ordnung p dann und nul' 
dann apolar, wenn die Involutionen, die die beiden Polarsysteme 
p und Q auf del' Nullinie (dem Trager) von Q hervorrufen, zu
einander harmonisch sind. 

Abschnitt 47. 

Die Lucken- und Potellzformen zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 
Das algebraische Produkt. Weiteres uber apolare Polarsysteme. 

Begriff eines Liiclcenausdrucks. Die Liickenform zweiter Ordnung. Bei den 
letzten Entwicklungen libel' apolare Polarsysteme wurde gelegentlich das 
Hineinspielen del' Reellitatsfragen unbequem, da es verhinderte, manche 
Siitze sogleich in ihrer vollen Allgemeinheit auszusprechen. Urn die Ent
wicklung von del' Reellitat del' auftretenden Gebilde unabhangig zu machen 
und zugleich die l'echnerischen Hilfsmittel etwas mehr den besonderen Eigen
schaften del' Polarsysteme al1zupassen, die gegenilber den allgemeinen Rezi
prozitaten durch ihre beiden Grundgleichungen 1) gekennzeichnet sind, fUhren 
wir eine neue Produktbildung ein und schicken dazu den Begl'iff eines 
"Llic kena usdru c ks" voraus. Dabei gehen wir von einem Beispiele aus. 

1st, wie bisher, del' extensive Bruch: 

(1) 

del' Ausdruck fUr ein Polarsystem zweiter Ordnul1g, wo: 

und worin wiederul11: 
(3) 

J A1 = °11 El + 012 E 2 + alsEs 

[A2 = Cl21 El + a22 E 2 + a2,Ea 

Aa = OS1 El + as2 E 2 + assEs, 

ist, so wird fur jeden Punkt: 

(4) 

seine Polal'e xp hinsichtlich des Polarsystems 1) : 

(5) xp = ~lAl + b A 2 + ~sAs' 
Nun folgen abel' aus (4) durch auBere Multiplikation mit Ell E2 , E3 die 
Gleichungen: 
(6) [XE1J =);17 [XE2] = );2, [xEs] = ~s . 

1) V gl. die Gleichung (60) oder die Gleichungen (50) des 31. Abschnitts und die 
Gleichung (118) oder die Gleichungen (51) desselben Abschnitts. 
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Die Substitution diesel' Werte in die Gleichung (5) ergibt daher fUr die 
Polare xp des Punktes x den Ausdruek: 

s 

(7) xp = [XEIJAI + [XE21A2 + [xEsJAs = .L1[xEiJA •. 
1 

Und aus diesel' Gleichung folgt durch auBere Multiplikation mit x fiir die 
quadratisehe Form [x· xp] die Darstellung: 

3 

(8) [x.xp] = [xE1][xA1] + [XE2][xA2J + [xEs] [xAsJ = L][xEi][xAi]. 
1 

Hier kommt in jedem Gliede del' reehten Seite zweimal der Faktor x vor. 
Es liegt daher nahe, die Potenz x2 aus del' Summe rechter Rand heraus
zuziehen. Bei del' Wichtigkeit abel', welche die Stellung und die Art del' 
Zusammenfassung del' Faktoren eines Produktes extensiver GroBen besitzt, 
wird es dann notig, die Stellen, an denen die beiden Faktoren x gestanden 
haben, und in die sie also beim Ausmultiplizieren wieder einriicken miiBten, 
dul'ch irgendein Zeichen zu markieren. Wil' wahlen dazu den Buchstaben l, 
setzen also iiberall in die "L ii c k en Ii, die durch das Herausziehen der beiden 
Faktoren x entstehen, das Zeichen l (gelesen "L ii eke"). Dabei soll die 
Wahl des kleinen lateinischen Buchstabens (l) darauf hinweisen, daB del' 
diesel' Lucke zugehorende Faktor - die "Fiillgro£e del' Lucke" - eine 
GroBe erster Stufe, d. h. ein Punkt sein muB, del' insbesondere durch eine 
Strecke vertreten werden kann. 

Dureh die besehriebene Umformung nimmt die Gleichung (8) die Gestalt an: 

Riel' tritt als Faktor von x 2 ein "Liickellausdruck"l) auf, del' in jedem 
Gliede zwei "Punktlucken" enthalt, und del' sieh ferner bei Ausfiillung 
diesel' Lucken in eine Zahl verwandelt. Wir wollen einen solchen Lucken
ausdruek eine "Luckenform zwei tel' Ordn ung" nennen odeI' etwas be
stimmtel', da x in einem Gebiete dritter Stufe variieren kann, eine "tern are 
Luekenform zweiter Ordnung". Wir bezeiehnen ihn mit einem groBen 
lateinischen fettgedruckten Buehstaben, dem wir den unteren Index 2 an
hangen, um damit die Ordnung der Liickenform anzudeuten. In unserem 

1) Der Begriif des Liickenausdrucka findet sich Bchon, wenn auch unter anderer 
Bezeichnung, in der era ten Bearbeitung del' Ausdehnungslehre meines Vaters. Siehe 
H. Gra.Bmann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, § 172 (Gesammelte Werke, 
Bd. I, Teil I). Der Name Liickenausdruck und die obige Bezeichnung wurden von ihm 
erst in seiner zweiten Bearbeitung der Ausdehnungslehre eingefiihrt. Siehe H. GraB
mann, Die Ausdehnungslehre, Berlin 1862, Nr. 353 if. (Gesammelte Werke, Bd. I, 
Teil II.) 
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Faile mage derselbe = .112 gesetzt werden, so daB also: 
3 

(10) .112 = [lEI] [lAI] + [lE2] [lA2] + [lEaJ [lAs] = ~ [lEi] [lA;] 
1 
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wird. Fiihrt man in diesen Ausdruck anstatt der Stabe Au A 2 , As ihre 
Werte aus (2) ein und multipliziert aus, so erhalt man mit Riicksicht auf 
(3) fill' die ternare Lilckenform zweiter Ordnung .112 eine Summe von sechs 
Gliedern, namlich den Ausdruck: 

(11) .112 = all [lE1]2 + 022 [lE2]2 + 0 33 [lEsJ2 + 2 an [lE2] [lE3] 

+ 2031 [lEs] [lEI] + 2012 [lEI] [lE2J. 

Die quadratische Form [x· xp] nimmt bei Anwendung des Symbols .112 fill' 
die in (9) auftretende Liickenform zweiter Ordnung die Gestalt an: 

(12) [x· xpJ = A 2x 2 , 

und die Gleichung der Polkurve von p verwandelt sich daher in: 

(13) 

Unsere Begriffsbestimmungen bediirfen aber noch einer Erganzung, wenn 
man wiinscht, aus der Liickenform zweiter Ordnung .112 auch die bilineare 
Form [y. xpJ entwickeln zu kannen. Aus (7) ergibt sich durch auBeres 
Vormultiplizieren mit y fiir diese bilineare Form die Darstellung: 

3 

(14) [y. xpJ = ..2! [xE;J[yA;]; 
1 

und aus ihr folgt durch Vel'tauschung von x und y: 
3 

(15) [x· yp] = 2J [yEi] [x Ail 
1 

Da abel' nach der ersten Grundgleichung des Polarsystems (Gleichung (61) 

des 31. Abschnitts): 
(16) [y. xp] = [x· yp] 
ist, so wird: 

3 

(1 ~1) [] [ ] ~ [xE;] [yA.d + [yE;] [x A;] y . xp = x .yp = ~ 2 . 
1 

Nun kannte man entsprechend del' Gleichung (14): 

[y . xp] = ( .:?J [lEi] [lA;] ) {xy} 

setzen mit der Bestimmung, daB del' auBerhalb des Liickenausdl'ucks in der 
geschweiften Klammer zuerst aufgefiihl'te Faktor x in jed em Gliede des 
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Luckenausdrucks in die erste Lucke einzurucken habe, der an zweiter Stelle 
stehende Faktor y in die zweite Lucke. Und entsprechend der Gleichung (15) 
wiirde dann gesetzt werden mussen: 

lodes ist es noch Yorteilhafter, yon einer solchen Bindung der Lucken an be
stimmte Faktoren abzusehen, zumal damit zugleich eine Rangordnung der 
Fullfaktoren eingefiihrt werden wiirde, die fiir die weitere Entwicklung Iastig 
werden konnte. Man kann sich aber mit Riicksicht auf die Gleichung (17) 
Ieicht in der Weise helfen, daB man ein Produkt aus einer Liickenform 
zweiter oder haherer Ordnung mit einem Produkte entsprechend vieler Full
faktoren definiert als das m'ithmetische Mittel der Ausdriicke, die man erhiilt, 
wenn man diese Faktoren in allen moglichen Reihenfolgen in die LUcken der 
Liickenform einriicken liipt. Dieser Bestimmung entsprechend ware dann 
wirklich: 

(18) 

3 
"': [xE.] [yA.] + [yE.] [xA.] =..:::.f --'--~'-2----'-' -~ = [yo xp] = [x· YP], 

1 

also namentlich, wie gefordert: 

(19) [x· yp] = [y. xp] = A.2 {xy} = A2 {yxl. 

Die Bedingung des Konjugiertseins der Punkte x und y hinsichtlich des 
Polarsystems zweiter Ordnung p lautet somit: 

(20) As {xy} = O. 

Will man schlielHich noch den .A.usdruck As {xy J von der das Produkt 
xy umschlieBenden Klammer befreien, so braucht man nur noch das Pro
dukt A 2 x als diejenige "Luckenform erster Ordnung" zu definieren, die 
aus dem .A.usdrucke (18) fur das Produkt As { xy} hervorgeht, wenn man in 
ihm den Faktor y dmch eine Lucke 1 ersetzt, also die Erklarung aufzustellen: 

(21) A.2x = (~[lEi] [lA;J) x = ~ [xE,] [lA;J t [lE;][xAiJ . 

Dann wird der .A.usdruck A 2 xy, den man erhalt, wenn man die Liickenform 
As zuerst mit x multipliziert und sodann das Ergebnis mit y: 

(22) 
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also, wie die Vergleichung mit (18) zeigt, gerade: 

(23) A 2xy = A2 {xy}. 

Die Gleichung (19) laSt sich daher auch in del' Form schreiben: 

(24) [x· yp] = [y. xp] = A 2 xy, 
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und die Bedingung fur das Konjugiertsein zweier Punkte x und y hinsicht
iich des Polarsystems A2 odeI' p nimmt die Gestalt an: 

(25) 

Das algebraische Produkt zweier Punkte. Das Wesentliche an den soeben 
eingefiihrten neuen Begriffsbestimmungen liegt darin, daB vermoge derselben 
die beiden geometrisch gleichberechtigten Punkte x und y, welche hinsicht
lich des Polarsystems A2 odeI' p einander konjugiert sind, auch formell als 
gleichwertig erscheinen, und daB sich andererseits in dem Produkte xy, 
welches in del' Gleichung (18) als Faktor del' Luckenform A2 auf tritt, eine 
neue Art des Produktes zweier Punkte darbietet, welche fur das Folgende 
eine grundlegende Bedeutung gewinnen wird. 

Formell ist dieses Produkt xy im Gegensatze zu dem kombinatorischen 
(auBeren) Produkte [xy] zweier Punkte dadurch charakterisiert, daB seine 
beiden Faktoren miteinander ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind (vgl. die 
Gleichung (19)). Das Produkt xy unterscheidet sich daher nul' noch insofern 
von einem gewohnlichen Produkte del' Algebra, als die verkniipften GroI3en 
nicht Zahlen, sondern Punkte sind. Hinsichtlich seiner RechengeAetze abel' 
stimmt es mit einem solchen Produkte durchaus iiberein. Aus diesem Grunde 
wollen WIT das Produkt xy ein algebraisches Produkt nennen 1) und wie 
die gewohnlichen Produkte del' Algebra durch einfaches N ebeneinanderstellen 
seiner Faktoren (ohne umschlieBende schade Klammern) bezeichnen. SolIte 
eine besondere Bezeichnung zur Unterscheidung von einem kombinatorischen 
Produkte notwendig werden, sollte z. B. ein algebraisches Produkt in einem 
von einer schaden Klammer umschlossenen kombinatorischen Produkte auf
treten, so wollen wir das algebraische Produkt in eine geschweifte Klammer 
einschlieBen, die wir als eine S c hut z k I a m mer bezeichnen konnen, denn 
sie soli andeuten, daB die Kraft del' scharfen Klammer nul' bis zu dieser ge
schweiften Klammer reichen solle. Auch wenn aus einem anderen Grunde 
die EinschlieBung eines algebraischen Produktes in eine Klammer gebotell 
sein sollte, werden wir dazu eine geschweifte Klammer verwellden, wie dies 
bereits gelegentlich auf S. 173ff. geschehell ist. 

Die geometrische Bedeutung des algebraischen Produktes xy wird sich 
uns weiter unten ergebell (vgl. S. 183). 

1) Vgl. H. GraBmann, Die Ausdehnungslehre, Berlin 1862, Nr.364ff. (Gesam
melte Werke, Bd. I, Teil II.) 
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Das algebraische Produkt zweier Stiibe und die Poienzform zweiter Ordnung. 
Es ist beachtenswert, daB auch jedem eiiIzelnen Gliede der beiden Lucken
formen (10) und (11) eine geometrische Bedeutung zukommt. Ein jedes 
Glied jener beiden Liickenformen ist niimlicb, wenn man von den in dem 
Ausdrucke (11) auftretenden Zahlfaktoren absieht, ein Produkt von zwei 
Faktoren, welche als Liickenformen erster Ordnung bezeichnet werden k6nnen, 
insofern sie Ausdriicke mit je einer Punktliicke sind, die bei Ausfiillung 
dieser Liicke in ZahlgroBen iibergehen. Dadurch wird es bedingt, daB an 
der Bedeutung emes solchen Produktes nichts geandert wird, wenn man 
seine Faktoren, d. h. jene Luckenformen erster Ordnung, mitemander ver
tauscht. 

Die Ausdriicke ferner, die aus jenen Produkten bei Ausfiillung ihrer Lucken 
durch einen veranderlichen Punkt x hervorgehen, haben die Eigenschaft, zu 
verschwinden, wenn der Punkt x dem Linienpaar angehort, das durch die 
beiden in den Faktoren enthaltenen Stiibe bestimmt wird. So verschwindet 
das Produkt [xEl][xAl], sobald der Punkt x ein Punkt des Linienpaars ist, 
das die Stiibe El und Al enthiilt, wiihrend bei den quadratischen Gliedern 
in (11) das betreffende Linienpaar in eine Doppellinie iibergeht. Man kann 
daher sagen, daB die Produkte in den einzelnen Gliedern del' Liickenformen 
(10) und (11) Linienpaare darstellen, aufgefa13t als zerfallende Kurven zwei
ter Ordnung. Und man kann an dieser Bedeutung jener Produkte auch dann 
noch festhalten, wenn man zur Vereinfachung der Schreibung der Ausdriicke 
(10) und (11) die Liicken und die zugehorigen scharfen Klammern wegliiBt 
und die iibrigbleibenden Stabfaktoren EI , Al1 ... zu je einem Produkte 
El Au ... vereinigt, zu dessen Grundeigenschaften entsprechend der oben 
erwiihnten Eigenschaft der urspriinglichen Produkte [lEl] [lAI ], •.• die Ver
tauschbarkeit der Faktoren gehort. Die Produkte EI All . .. sind daher 
ebenso wie oben das Produkt xy als algebraische Produkte zu bezeichnen. 

Es bleibt noch iibrig, fur den .A usdruck, der aus der Luckenform A2 durch 
Weglassung seiner Lucken und Vereinigung der in jedem Gliede iibrigblei
benden Stabfaktoren zu einem algebraischen Produkte entsteht, eine Be
zeichnung und einen Namen einzufiihren. Wir bezeichnen ihn mit dem 
SymbolA(2) und nennen ihn die der Liickenform zweitel· Ordnung A2 
entsprechende Potenzform zweiter Ordnung. Wir setzen also: 

(26) A(2) = ElAI + E2As + EsAs 
und andererseits 

(27) A(2) = allE l s + ~2E22 + assEs2+ 2a2SE2ES + 2asiEsEl + 2a12 E l E 2• 

Weiter fugen wir dieser form ellen Erkliirung del' Potenzform zweiter Ord
nung A(2) noch die begriffliche Bestimmung hinzu, sie solIe dieselbe Kurve 
zweiter Ordnung darstellen, die auch durch die Gleichung: 

(28) A 2 x2 =O, 
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odel', was dasselbe ist, durch die der Potenzform A(2) entsprechende Liicken
form A2 ausgedruckt wird. Auch wollen wir das Polarsystem diesel' !Curve 
geradezu als "das Polarsystem zweiter Ordnung A(2)" bezeichnen. 

Man sieht ferner noch, daB die oben angegebene geometrische Bedeutung 
des algebraischen Produktes zweier Stabe allgemein gilt. Denn sind U und 
V zwei ganz beliebige Stabe, so laBt sich das durch sie bestimmte Linien
paal' durch die Gleichung darstellen: 

[xU][xV] = 0; 

und diese kann man auch in der Form schreiben: 

[l U][l V]X2 = O. 

Die dem Linienpaar zugehorige Liickenform zweiter Ordnung A2 besitzt 
daher den Wert: 

A2 = [7 U][7 V], 

und del' Ausdruck fiir die ihr entsprechende Potenzform A(2) lautet somit: 
...4.(2) = UV. 

Das algebraische Produkt UV zweiel' Stabe U und V stellt also das Linien
paar dar, das durch die beiden Stabe U und V bestimmt wird. Insbesondere 
ist das algebraische Quadrat U2 eines Stabes U der Ausdruck fiir die doppelt
zlihlende Gerade des Stabes U. 

Man kann noch hinzuftigen, daB man umgekehrt aus einer Potenzform 
zweiter Ordnung A(2) die zugehorige Liickenform A2 dadurch ableiten kann, 
daB man einem jeden in del' Potenzform A(2) auftretenden algebraischen 
Stabfaktol' eine Punktliicke l voranstellt und sie mit jenem Stabfaktor durch 
eine scharfe Klammer zusammenschlieBt, d. h. zu einem auBeren Liicken
produkte vereinigt. 

Aus der in der Gleichung (27) gegebenen Darstellung del' Potenzform A(2) 

folgt mit Riicksicht auf die Willkiirlichkeit der sechs ZahlgroBen Ow daB 
die Potenzform zweiter Ordnung A(2) der allgemeinste Ausdruck ist, dersich 
aus "den sechs Einheiten zweiter Ordnung": 

E12, E 22, ES2, E 2 E s, EsElI E1E2 

numerisch ableiten HiBt. Dabei sind dann nach dem soeben iiber die Be
deutung del' algebraischen Produkte von Stiiben Gesagten diese sechs Ein
heiten zweiter Ordnung nichts anderes als die drei Doppellinien und die 
drei Linienpaare, die man aus den Seiten Ell E2 , Es des Fundamentaldreiecks 
bilden kann, und die aufgefaBt sind als zerfallende Kurven zweiter Ordnung. 

Da iiberdies die Potenzform zweiter Ordnung A(2) ebenso wie die Glei
chung (28) jede beliebige Kurve zweiter Ordnung darstellen kann, so erhl1lt 
man den Satz: 

Satz 687: Die allgemeinste Potenzform zweiter Ordnung, die 
sich aus den sechs Einheiten zweiter Ordnung numerisch ab-

G r a 13 ill ann f Projektive Geometrie d. Ebene 11,2 12 
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leiten HUH, ist del' Ausdruck fur eine beliebige Kune zweiter 
Ol·dnung. 

Endlich kann man noch hinzufugen, daB die Potenzform A(S) in ihrem 
Aufbau mit del' algebraischen zweiten Potenz eines Stabes: 

(29) U = ulEl + usEs + usEs, 

d. h. mit dem Ausdruck: 

(30) Us = U12 El2 + U22 ES2 + US2 ES2 

+ 2u2u sE2Es + 2uSu l E SEl + 2ul llsE1E 21 

vollkommene Analogie darbietet und als eine Verallgemeinerung desselben 
erscheint. Und eine ganz entsprechende Beziehung herrscht auch zwischen 
einer Potenzform n tel' Ordnung A(n) und del' algebraischen n ten Potenz Un 

eines Stabes U, wodurch sich die Wahl des Namens Potenzform fur Aus
drucke von del' Form A(n) erklart. 

Vergleicht man noch den Ausdruck (27) fur die Potenzform zweiter Ord
nung A(2) mit del' die Gleichung (28) ersetzenden Gleichung del' zugehorigen 
Kurve zweiter Ordnung in Punktkoordillaten (siehe auch Satz 446): 

(31) 1111~12 + 1122~22 + llS3~S2 + 2112S~2~S + 211:11~S~l + 211126l~2 = 0, 

so ergibt sich del' Satz: 
Satz 688: Aus del' linken Seite del' G-leichung einer Kune zwei

tel' Ordnung in Punktkoordinaten in bezug auf ein beliebiges 
Fundamentaldreieck erhalt man die diesel' Kune zugehorige 
Potenzform zweiter Ordnung, indem man die Dreieckskoordina
ten ~1I ~2' 6S des laufenden Punktes del' Kurve durch die Grund
stii.be Ell E 2 , Es des Fundamentaldreiecks ersetzt. 

Aus diesem Satze folgen sogleich eine Anzahl Sondersatze: So ist nach 
dem Satze 448 die Gleichung: 

(32) 

die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung, die dem Fundamentaldreieck 
e1 e2 i1l umschrieben ist. Und hieraus kann man nach dem Satze 687 ohne 
weiteres den Satz folgern: 

Satz 689: Die Potenzform zweiter Ordnung: 

(33) 

stellt eine Kune zweiter Ordnung dar, die dem Fundamental
dreieck el~e3 umschrieben ist, und umgekehrt hat die Potenz
form einer jeden dem Fundamentaldreieck umschriebenen Kurve 
zweiter Ordnung die in (33) angegebene Gestalt. 

Auf ganz dieselbe Weise liefern die Satze 450 und 453 die folgenden 
Siitze uber Potenzformen: 
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Satz 690: Die Potenzform zweiter Ordnung: 

(34) 

stellt eine Kurve zweiter Ordnung dar, die das Fundamental
dreieck e1 e2 eS zum Polardreieck hat, und umgekehrt hat die Po
tenzform einer jeden Kurve zweiter Ordnung, von der das Fun
damentaldreieck ein Poldreieck ist, die Form (34). 

Und 
Satz 691: Die Potenzform zweiter Ordnung: 

(35) 

stellt eine Kune zweiter Ordnung dar, welche die Geraden de," 
Stiibe El und E2 zu Tangenten und die Gerade des Stabes Es zur 
Beruhrungssehne hat; und umgekehrt hat die Potenzform einer 
jeden Kurve zweiter Ordnung dieser Art die Gestalt (35). 

Offenbar konnen in den Siitzen 689-691 an die Stelle del' drei Grund
stiibe Ev E 2 , Ell> die der Bedingung: 

[EIE2EsJ = 1 

unterliegen, auch drei beliebige Stiibe A, B, 0 treten, deren planimetrisches 
Produkt: 
(36) [ABO] =F 0 

ist, deren Geraden also nicht durch einen Punkt gehen. Insbesondere stellt 
daher unter der Voraussetzung (36) die Potenzform: 

(37) 

eine Kurve zweiter Ordnung dar, von der das Dreieck mit den Seiten A, B, 0 
ein Polardreieck ist. 

Hieraus folgt noch, da.B eine Kurve zweiter Ordnung und die 3 doppelt
ziihlenden Seiten eines Polardreiecks dieser Kurve, aufgefa.Bt als zerfallende 
Kurven zweiter Ordnung, nicht linear unabhangig voneinander sind. 

Aus der Gleichung (17) des 33. Abschnitts ergibt sich ferner, da.B die 
Potenzform zweiter Ordnl1ng: 

(38) 

der Ausdruck fur das Linienpaar ist, das aus den Geraden der beiden Stabe: 

(39) ~El + Y a22 E 2 und ya11 E! - V a22 E 2 

gebildet wird, das also den Punkt es = [ElEIl ] zum Doppelpunkt hat und 
reell oder konjugiert komplex ist, je nachdem die Koeffizienten au und a'2 
entgegengesetztes oder gleiches Vorzeichen haben, wiihrend nach der Glei-

12* 
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chung (19) des 33. Abschnitts das Polal'system q dieses reellen oder kon
jugiert komplex en Linienpaars durch den Bruch dargestellt wurde: 

(40) 

In dem FaIle eines reellen Linienpaars, d. h. in dem FaIle, wo die Koeffi
zienten all und 022 entgegengesetztes Y orzeichen haben, liegen seine beiden 
Geraden (39) harmonisch zu den Geraden El und E 2, und die Geraden El 
und E2 bilden daher ein Paar del' hyperbolischen Involution, die das Ge
radenpaar (39) in seinem Doppelpunkte eg hervorruft (vgl. den ersten Teil 
dieses Bal1des S. 212 oberr) , woraus foIgt, daB das Fundamentaldreieck 
ell e2 , es ein Polardreieck jenes reellen Linienpaars ist, was aueh aus del' 
Gestalt del' Potenzform (38) oder des Bruehes (40) entnommen werden kann. 

In dem Faile eines 7conjugiert7complexen Linienpaars, d. h. in dem FaIle, 
wo die Koeffizienten 011 nnd 022 dasselbe V orzeichen haben, kann man fast 
wortlich die Entwicklung des ersten Teils dieses Bandes S.239f. wieder
holen. In del' Tat stellt in dies em FaIle die Potenzform (38) die beiden kon
jugiert komplexen Geraden: 

(41 ) -Va~ El + i -Va2~E2 und -V all El - i -V 022 E2 
dar, deren Schnittpunkt wieder reell ist, niimlich mit del' Ecke eg des Fun
damentaldreiecks zusammenfallt, und dessen Polarsystem e, wie oben in (40) 
durch den Bruch: 

(42) 

ausgedruckt wird, nul' daB jetzt die Koeffizienten all und 022 dasselbe Vor
zeichen haben. 

Die geometrische Bedeutung des Polarsystems e, dessen Polkurve das kon
jugiert komplexe Linienpaar ist, ergibt sich wieder durch seine Beziehung 
zu del' elliptischen Strahlinvolution: 

(43) 

d. h. zu derjenigen elliptischen Stl'ahlinvolution mit dem Scheitel eg, welche 
durch die beiden sick trennenden Strahlpaare: 

Ell E2 und El + E2, - all El + Ci22 E2 

bestimmt wird. Man kann namlich den Bruch fur die elliptische Strahl
involution ~ auch in del' Form schreiben: 

(44) 

1st daher: 
(45) 
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ein beliebiger Punkt der Ebene, so wird der Strahl, der ihn mit dem Scheitel 
es der betrachteten Strahlinvolution verbindet, durch die Summe dargestellt: 

(46) [xes] = ~1[ele3] + 62[e2 eSJ. 
Diesel' Strahl abel' wird durch die elliptische Strahlinvolution ~ wegen (44) 
iibergeflihrt in den Strahl: 

(47) [xesJ~ = ~lUllEl + 6gU22E2' 

In genau denselben Stab wird aber der Punkt x durch das Polarsystem e 
umgewandelt. Wegen (42) wird namlich: 

(48) 

und es besteht daher zwischen den Brlichen e und ~ die Beziehung: 

(49) xe = [xe31~. 

Man sieht also: Das Polarsystem e ist von der elliptischen Strahlinvolution 
(S; nur unwesentlich verschieden; denn dasselbe weist einem jeden Punkte x 
del' Ebene einen Strahl des Strahlbuschels mit dem Scheitel es zu, und zwar 
gerade denselben Strahl, welcher del' Verbindungslinie des Punktes x und 
des Scheitels es durch die elliptische Strahlinvolution ~ zugeordnet wird. 

Hieraus folgt zugleich mit Rucksicht auf den ersten Teil dieses Bandes, 
S. 212 oben, daB die elliptische Strahlinvolution ~ diejenige Involution ist, 
die das einfach entartende Polarsystem e in seinem Nullpunkte (Doppel
punkte) hervorruft. 

Eine Bestatigung diesel' Beziehungen zwischen dem Polarsystem e und 
del' elliptischen Strahlinvolution ~ gewinnt man leicht, indem man zeigt, 
daB die beiden durch die Potenzform (38) dargestellten konjugiert kom
plexen Geraden (41), die die Polkurve des Polarsystems e bilden, die Dop
pelstrahlen del' elliptischen Involution (i sind, also durch Multiplikation mit 
dem Bruche ~ bis auf einen Zahlfaktor in sich iibergefiihrt werden. Iu del' 
Tat folgt aus (43), daB: 

(V un El ± ill a 22 E 22 ) ~ = U22 Y all E2 =+ i Ull Y U22 El 

= + ill all -V U22 (-V Ull El + i Y U22 E2) 

ist . .Auf Grund diesel' Zusammenhange zwischen den Abbildungen e und ~ 
nennen wir in Ubereinstimmung mit dem ersten Teil dieses Bandes, S. 240 
das Polarsystem e "das Polarsystem der elliptischen Strahlinvolution ~". 

Ubrigens laBt sich auch leicht dasjenige Strahlpaar del' elliptischen Strahl
involution ~ angeben, das von dem Strahlpaar El1 E2 harmonisch getrennt 
wird (vgl. den Satz 118). Offenbal' ist dies das Strahlpaar: 

(50) 
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odeI', was dasselbe ist, das Strahlpaar: 

(51) 

Denn del' Bruch (43) zeigt, daB dem Strahle: 

(52) yallEt + Va22 E2 

dUl'eh die elliptische Involution (i del' Strahl: 

a 22 yall E2 - au Va;; El 

zugewiesen wil'd oder, was dasselbe ist, del' Strahl: 

(53) 

womit die obige Behauptung bewiesen ist. 
Den Hauptinhalt diesel' Ergebnisse kann man in dem Satze zusammen

fassen: 
Satz 692: Die Potenzform zweiter Ordnung: 

(38) 

stellt ein Linienpaar mit dem Doppelpunkt [EIE2J dar, und zwal' 
ein I'eelles odeI' konjugiert komplexes Linienpaar, je nachdem 
die Koeffizienten all und a22 entgegengesetztes odeI' gleiehes 
VoI'zeiehen hahen. In dem letzteren FaIle bildet das durch die 
Potenzform (38) dargestellte konjugiert komplexe Linienpaar 
die Doppelstrahlen derjenigen elliptischen Strahlinvolution, 
welehe die beiden sieh harmonisch trennenden Geradenpaal'e 
Ell E2 und 
(50) 

zu Paaren del' Involution hat. 

Die Liicken- ~md Potenzform zweiter Klasse. Zu ganz entspl'echenden 
Lueken- und Potenzformen wird man gefiihrt, wenn man von dem Bruehe: 

(54) 

fur ein Polarsystem zweiter Klasse ausgeht, wo: 

1 
at = ~ll e1 + ~12e2 + ~lSe3 

(55) a2 = ~2let + ~22e2 + ~2Se3 
as = ~3te1 + ~32e2 + ~ssea, 

und worin wiederum: 
(56) ~ki = ~ik' i, k = 1, 2, 3, 
ist. Fur jeden beliebigen Stab: 

(57) U = uI E1 + u2 E2 + usEs 
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wird dalln sein Pol hinsichtlich des Polarsystems P: 
(58) UP = u1 a1 + u2a2 + usas' 

183 

Nun folgen abel' aus (57) durch Vol'multiplizieren mit ell e2, es die Gleichungen: 

(59) [el UJ = Ui , [e2 UJ = u21 [es UJ = us, 

und die Substitution diesel' Wel'te in die Gleichung (58) el'gibt fur den Pol 
UP den Ausdruck: 

3 

(60) UP = [el U]a1 + [e2 U]a2 + [es U]as =.2] [e; UJ ai · 
1 

Aus diesel' Gleichung folgt ferner durch auBere Multiplikation mit U fur die 
quadratische Form [U· UP] die Darstellung: 

s 

(61) [U . UP] = [el U][al UJ + [e2 U][a2 UJ + [es U][as UJ = .Lf[e;U][aPJ. 
1 

Jetzt bezeichnen wir eine Lucke, in die eine GroBe zweiter Stufe, d. h. ein 
Stab, eilll'ucken soli, del' insbesondere auch durch ein Feld vertreten werden 
kann, mit dem Buchstaben Lund setzen den Luckenausdruck, del' aus del' 
rechten Seite von (61) hervorgeht, wenn man an die Stelle des Stabes U die 
Lucke L treten HiBt = a2 , setzen also: 

s 

(62) a2 = [elLJ[a1Ll + [e2 L] [a2 L] + [esL] [asL] = ~ [eiLJ[aiLJ, 
1 

und nennen den Ausdruck a2 eine "tel'niil'e Luckenform zweiter 
Klasse". 

Man bekommt fur sie eine zweite Darstellung, wenn man in (62) anstatt 
del' Punkte at? a2 , as ihre Wede aus (55) einfiihrt und unter Berucksich
tigung von (56) ausmultipliziel't. Dadurch ergibt sich fur a 2 del' Ausdl'uck: 

(63) a2 = Wll [el L]2 + W22 [e2 L]2 + Wss [esLJ2 

+ 2 W2S [e2L][esL] + 2WS1[esL][e1L] + 2Wl2 [el LJ[e2L]. 

Ferner erhiilt man fur die quadratische Form [U· U PJ und die bilineare 
Form [U· V PJ die Darstellung: 

(64) [U· UP] = Ci2 U2 

(65) [U· VPJ = [V· UP] = a2 { UV} = a2 UV. 

Die Gleichung del' Polarkurve VOn P verwandelt sich daher in: 

(66) a'2 U2 = 0, 

und die Bedingung fur das Konjugiertsein zweier Geraden U und V hin
sichtlich des Polarsystems zweiter Klasse P nimmt die Form an: 

(67) 
(68) 

a 2 { UV} = 0 odeI' auch 

a2 UV=0. 
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Endlich findet man fiir die der Liickenform zweiter Klasse as ent
sprechende Potenzform zweiter Klasse a(S) die Darstellung: 

(69) 

(70) 
a(2) = e1 a l + elias + esas oder auch 

a(2) = ~11~2 + ~2e22 + $l(asel + 21ll23~es + 2$l(slesel + 21ll12el~' 
wobei wir wieder zu dieser formellen ErkHLrung der Potenzform zweiter 
Klasse a(ll) die begriffliche Bestimmung hinzufiigen, die Potenzform zweiter 
Klasse a(S) solIe dieselhe Kurve zweiter Klasse darstellen, die auch durch 
die Gleichung (66) oder, was dasselbe ist, durch die der Potenzform a(2) ent
sprechende Liickenform a2 ausgedriickt wird. Auch wollen wir wieder das 
Polarsystem dieser Kurve geradezu als "das Polar system zweiter Klasse a(S)" 

bezeichnen. 
Hiermit erledigt sich zugleich die oben aufgeworfene Frage nach der 

geometrischen Bedeutung des algebraischen Produktes xy zweier Punkte x 
und y. Man erkennt, daB dasselbe nichts anderes darstellt als das Punkt
paar x, y. Denn die Stabgleichung dieses Punktpaars lautet: 

[xU][yU] = 0; 
und diese kann man auch in der Form Bchreiben: 

[xL] [y L] U2 = 0; 

die dem Punktpaar zugehorige Liickenform zweiter Klasse a2 besitzt daher 
den Wert: a2 = [xL] [yLJ, und der Ausdruck fiir die ihr entsprechende 
Potenzform a(S) lautet somit: 

a(2) = xy. 

Das algebraische Produkt xy zweier Punkte x und y stent also wirklich das 
Punktpaar x, y dar. Insbesondere ist das algebraische Punktquadrat xl! der 
Ausdruck fiir den doppeltzahlenden Punkt x. 

Man kann noch hinzufiigen, daB man umgekehrt aus einer Potenzform 
zweiter Klasse a(S) die zugehorige Liickenform dadurch ableiten kann, daB 
man hinter einem jeden in der Potenzform a(2) auftretenden algebraischen 
Punktfaktor eine "Stabliicke" L einschaltet und sie mit jenem Punktfaktor 
durch eine scharfe Klammer zusammenschlieBt, d. h. zu einem iiuBeren 
Liickenprodukte vereinigt. l ): 

Aus der in del' Gleichung (54) gegebenen Darstellung del' Potenzform a(S) 

folgt ferner wieder wegen der Willkiirlichkeit der sechs ZahlgroBen 5l(w daJ3 
die Potenzform zweiter Klasse a{S) der allgemeinste Ausdruck ist, der sich 
aus "den sechs Einheiten zweiter Klasse": 

e12, ell " f3s 2, ell es, es el1 e1 ell 

1) In der Geometrie der Ebene wiirde es keinen Unterschied bedingen, wenn man 
entsprechend wie beim Dualistischen die Stabliicke dem Punktfaktor voranstellte, statt 
sie ihm folgen zu lassen. Die oben gegebene Festsetzung hat aber den Vorzug, eine 
unmittelbare tJbertragung auf den Raum zu gestatten. 
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numerisch ableiten liiBt. Dabei sind daun nach dem soeben iiber die alge
braischen Produkte von Punkten Gesagten diese sechs Einheiten zweiter 
Klasse nichts anderes als die drei doppeltziihlenden Punkte und die drei 
Punktpaare, die man aus den Ecken e1 , e2 , es des Fundamentaldreiecks bil
den kann, und die aufgefaBt sind als zerfallende Kurven zweiter KIasse. 

Und da ferner die Poteuzform zweiter KIasse a(S) ebenso wie die Glei
chung (66) jede beliebige Kurve zweiter Klasse darstellen kann, so hat man 
den Satz: 

Satz 693: Die allgemeinste Potenzform zweiter Klasse, die sich 
aus den sechs Einheiten zweiter Klasse numerisch ableiten liiBt, 
ist der Ausdruck fiir eine beliebige Kune zweiter Klasse. 

Endlich sieht man noch, daB die Potenzform zweiter Klasse a(l!) mit der 
algebraischen zweiten Potenz eines Punktes: 

(71) 
d. h. mit dem Ausdruck: 

(72) xl! = ~lllelll + ~22~2 + ~s2es2 + 2~1l~Se2eS + 2~S~leSel + 2~1~llele2' 

vollkommene Analogie darbietet und als Verallgemeinerung desselben e1'
scheint, wodurch sich die Bezeichnung Potenzform zweiter Klasse erklart. 

Vergleicht man den Ausdruck (70) fiir die Potenzform zweiter KIasse a(2) 

mit der GIeichung del' zugehorigen Kurve zweiter Klasse in Linienkoordi
naten (siehe Satz 447): 

(73) m:11U1ll +m:2S US2 + 2rss usll + 22r2S ul!uS + 2m-S1 uSU1 + 2m:12 U1Ull = 0, 

so ergibt sich del' Satz: 
Satz 694: Aus der linken Seite del' Gleichung einer Kurve zwei

tel' Klasse in Linienkoordinaten in bezug auf ein beliebiges Ji'un
damentaldreieck erhalt man die diesel' Kune zugehorige Potenz
form zweiter Klasse, indem man die Dreieckskoordinaten UlIUS,US 
del' laufenden Tangente der Kurve durch die Grundpunkte ellell,eS 
des Fundamentaldreiecks ersetzt. 

Aus dies em Satze folgen wieder eine Anzahl Sondersatze: So ist nach 
dem Satze 456 die Gleichung: 

(74) 2rllS UllUS + m:S1 US u1 + m-1l! u1 ul! = 0 

die Gleichung einer Kurve zweiter Klasse, die dem Fundamentaldreieck lit. elleS 
eingeschrieben ist. Und hieraus kann man nach dem Satze 694 ohne weiteres 
den Satz folgern: 

Satz 695: Die Potenzform zweiter Klasse: 

(75) 

stellt eine Kurve zweiter Klasse dar, die dem Fundamental
dreieck e1elleS eingeschrieben ist, und umgekehrt hat die Potenz-
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form einer jeden dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen 
Kune zweiter Klasse die in (75) angegebene Gestalt. 

Auf ganz dieselbe Weise liefern die Gleichungen (50) und (68) des 
33. Abschnitts die folgenden Siitze uber Potenzformen: 

SiLtz 696: Die Potenzform zweiter Klasse: 

(76) ~lle12 + m:22 e2 2 + m:3SeS2 

stellt eine Kune zweiter Klasse dar, die das Fundamentaldrei
seit E1E2ES zum Poldreiseit hat, und umgekehrt hat die Potenz
form einer Kune zweiter Klasse, von del' das Fundamentaldrei
seit ein Poldreiseit ist, die Gestalt (76). 

Und 
Satz 697: Die Potenzform zweiter Klasse: 

(77) 

stellt eine Kurve zweiter Klasse dar, welche durch die Punkte 
el und e2 hindurchgeht und in ihnen von den Geraden [eSel ] und 
[eS e2] beruhrt wird; und umgekehrt hat die Potenzform einer jeden 
Kurve zweiter Klasse diesel' Art die Gestalt (77). 

Auch hier kann man wiedel' in den Siitzen 695-697 die drei Grund
punkte ev e2 , e3 , die del' Bedingullg: 

[el e2 eS ] = 1 

unterliegen, durch il'gend drei Punkte a, b, c el'setzen, deren iiu£leres Produkt: 

(78) [abc] =1= 0 

ist, die also llicht in einer gel'aden Lillie Hegen. Insbesondere stellt daher 
unter del' Voraussetzung (78) die Potenzform: 

(79) d(2) = aa2 + 6b2 + cc2 

eine Kune zweiter Klasse dar, die das Dl'eiseit mit den Eeken a, h, c zum 
Poldreiseit hat. 

Hieraus folgt noeh, daB eine Kune zweiter Klasse und die 3 doppelt
zahlenden Eeken eines Poldreiseits diesel' Kurve, aufgefa£lt als zerfallende 
Kul'ven zweiter Klasse, nicht linear unabhiingig voneinander sind. 

Aus del' Gleichung (52) des 33. Abschnitts ergibt sieh ferner, daB die 
Potenzform zweitel' Klasse: 
(80) m:ll e12 + 2i22 e2 2 

del' Ausdruek fur das Punktpaar ist, das aus den Punkten: 

(81) V2l:u el + V W22 e2 und VWlle1 - V W22 e2 

gebildet wil'd, das also die Gerade [el e2J zum Trager hat und reeti odeI' kon
jugiert komplex ist, je nachdem die Koeffizienten m:11 und W22 entgegen
gesetztes oder gleiches Vorzeichen baben. 
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In dem Falle eines reellen Punktpaares Jiegen seine Punkte harmonisch 
zu den Punkten f1. und ~ j in dem Falle eines konjugiert komplexen Punkt
paares kann man auch sagen: Die Potenzform (80) stellt bei gleichem Vor
zeichen der Koeffizienten &11 und m22 die Doppelpunkte derjenigen ellip
tischen Punktinvolution dar, die durch die beiden sick trennenden Punkt
paare e17 t; und e1 + e2 , - &11 e~ + ~2e2 oder auch durch die beiden sich 
harmonisck trennenden Punktpaare e1 , ell und 

(82) 

bestimmt wird (vgl. das Dualistische auf S. 180£.). 
Den Hauptinhalt diesel' Ergebnisse kann man in dem Satze zusammen

fassen: 
Satz 698: Die Potenzform zweiter Klasse: 

(80) 

stellt ein Punktpaar mit dem Trager [e1ell] dar, und zwar em 
reelles odeI' konjugiert komplexes PunktpaaI', je nachdem dje 
Koeffizienten &11 und &22 entgegengesetztes oder gleiches Vor
zeichen haben. In dem letzteren FaIle bildet das durch die Po
tenzform (80) dargestellte konjugiert komplexe Punktpaar die 
Doppelpunkte derjenigen elliptischen Punktinvolution, welche 
die beiden sich harmonisch trennenden Punktpaare e17 t; und 

(82) 

zu Paaren der Involution hat. 

Das kombinatorische Produkt aus einer Potenzform zweiter Ordnung ttnd 
einer Potenzform zweiter Klasse. Von besonderem Interesse sind die Pro
dukte, die entstehen, wenn man eine Potenzform zweiter Ordnung mit einer 
Potenzform zweiter Klasse kombinatorisch multipliziert oder umgekehrt, 
d. h. kombinatorische Produkte von der Form: 

[.A (2) b(ll)] und [1l11) .A (2)] , 

unter AP) und b(lI) beziehlich zwei Potenzformen zweiter Ordnung und 
zweiter Klasse verstanden. 

Wir definieren diese beiden 
chungen: 

(83) [A(1I)b(2)] = .A2 b(2) 

kombinatorischen Produkte durch die Glei-

d. h. wir setzen diese kombinatorischen Produkte denjenigen Produkten 
gleich, die sich ergeben, wenn man jedesmal die erste von den beiden in 
dem kombinatorischen Produkt enthaltenen Potenzformen durch die ihr zu
gehorende Liickenform ersetzt, wahrend man die extensiven Faktoren der 
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Glieder del' zweiten Potenzform als FiillgroBen ansieht, die zur Ausfiillung 
del' Lucken jener Liickenform dienen sollen. 1) 

Insbesondere wird dann wegen (83) (vgl. auch S. 173f.): 

[{ E;Ed {eA}] = [lE;][lEkJ eA odeI' 

(85) 

1st daher das Indexpaar i, k, auch abgesehen von del' Reihenfolge der beiden 
Indizes, verschieden von dem Indexpaar r, s, also: 

sowohl (a) i, k 9= r, S} 
wie auch (b) i, k =l= s, r ' 

so verschwindet das erste Glied des Ziihlers del' rechten Seite von (85) 
wegen ( a) und das zweite Glied wegen (b); es gilt also die GIeichung: 

(86) 

Insbesondere wird: 
(87) 

Dagegen wird fur i =l= k : 

{
SOWOhl i, k =l= r, S 

wie auch i, k =l= s, r. 

[ { EiEk } {eiek }] = [lE;] [lEkJ eiek 

[etEi] [ekEd + [ekE;] [eiEk] 
2 

=t· 
Und da in dem algebraischen Produkte e;ek die beiden Faktoren obne 
Zeichenwechsel vertauschbar sind, so besitzt denselben Wert auch das 
Produkt: 

d. h. es geIten die Formeln: 

(88) {[{E;Ek } {eA}]=t 
[ {E;Ed {eA}] = t, i=l=k. 

1) Vgl. hierzu und zum folgenden: H. GraBmann, Verwendung der Ausdehnungs
lehre fur die allgemeine Theorie der Polaren und den Zusammenhang algebraisch3r 
Gebilde, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 84 (1878), S. 277f. 
(Gesammelte Werke, Bd. II, Teil I, S.287f.) Eine Verallgemeinerung der in dieser 
Arbeit eingefiihrten Produktbildungen sind die meMfaltigen Produkte E. Mullers, 
die zu dem Gordanschen FaltungsprozeB in Beziehung stehen. Siehe: E. Muller, 
Eine Weiterbildung der GraBmannschen Ausdehnungslehre im Sinne der Invarianten
theorie, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 23 (1914), S.102if., 
und: E. Muller, Beitrage zur GraBmannschen Ausdehnungslehre, II. Mitteilung: 
AuBere Prodnkte und Faltprodukte binarer algebraischer GroBen, Sitzungsberichte der 
Akademie der Wissenschaften in Wien, Mathem.-naturw. Klasse, Abteilung IIa, Bd.127 
(1918), S.1651ff. 



Ferner wird: 

(89) 

.A.bschnitt 47, Gleichungen (85) bis (94), Satz 699 

[E/ e/J = [lEi] [lEi] e/ = [eiEJ [eiEJ = 1, also: 

[Elell = 1. 
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Auf Grund del' so gewonnenen Formeln kann man leicht die Ableit
zahlen aik einer Potenzform zweiter Ordnung ..4.(2) durch diese Potenzform 
ausdriicken. Wegen del' Formeln (8(j) bis (89) folgen namlich aus (27) 
durch kombinatorische Multiplikation mit e/ und eiek' i, k = 1, 2, 3, die 
Gleichungen: 
(90) [A.l2) e.2] = a .. 

2. U' i=1,2,3, und 

(91) 

Ferner wird nach (27) und (70): 

[.A(2) b(2)J = [(all El2 + ... + 2 u2S E2 Es + .. ')()S11 el 2 + ... + 2 )S23 e2 eS + ... )J. 
Und wegen (86) bis (8D) erhiilt man hieraus beim Ausmultiplizieren del' 
rechten Seite: 

(92) [A (2) b(2)] = Ull )E11 + U22 ~22 + US3 )S33 + 2 U23 )E23 + 2 etSl m31 + 2 Ul2 )E12 • 

Ebenso beweist man auf Grund del' Gleichung (84), daB: 

(93) [b(2) A(2)] = )S11 ull + ~22 a22 + )S33 US3 + 2 )E23 U23 + 2 )SSl USl + 2 ~12 U12 

ist, woraus noeh folgt, daB: 
(94) [A (2) b(2)] = [b(2).A (2)J 

ist. Man hat also den Satz: 
Satz 699: Di e Faktoren eines kom binatorischen Produktes aus 

einer Potenzform zweiter Ordnung und zweitel' Klasse sind ohne 
Zeichenwechsel vertauschbar. 

Aus diesem Satze ergibt sich noch mit Riicksicht auf die Gleichungen 
(83) und (84), daB man zur Bildung des kombinatorisehen Produktes zweier 
Potenzformen zweiter Ordnung und zweiter Klasse ebenso gut wie die erste 
Potenzform auch die zweite Potenzform durch ihre zugehorige Liickenform 
ersetzen und dafiir die extensiven Faktoren del' Glieder del' erst en Potenz
form als FiillgraBen ansehen kann, die zur Ausfiillung del' Liicken jener 
Liickenform dienen sollen. 

Zur Bestatigung mage das Produkt [{ EiEk } {eA}] nach dem soeben an
gedeuteten Verfahren entwickelt werden. Es wird: 

[{E;Ek} reA}] = E;Ek[e,.LJ[e.L] = [e,.EJ[esEkl ~ [e,.Ek)[esE,l, 

was mit del' Gleichung (85), abgesehen von del' Stellung del' Zahlfaktoren 
ill zweiten Gliede des Zahlers del' rechten Seite, iibereinstimmt. 

Bezie7nmg zwischen dent kombinatorischen Produkt zweier Potenzformen 
zweiter Ordnung und zweiter Klasse und dem kombinatorischen Produkt der 
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zttgehorigen extensiven Briiche. Man uberzeugt sich ferner leicht, daB das 
kombinatorische Produkt del' beiden Potenzformen ...4.(2) und b(2) zu dem 
kombinatorischen Produkt del' extensiven Bruche p und Q, die den beiden 
Potenzformen ...4.(2) und b(2) zugehoren, in einer engen Beziehung steht. 

Urn diesen Zusammenhang zu :tin den, braucht man nul' die Gleichung (29) 
des vorigen Abschnitts, d. h. die Gleichung: 

(95) [p QJ =~- { au ~11 + U22 lB22 + 0 33 ~33 + 2 023 lB23 + 2 0 31 ~Sl + 2 U12 lB12 } 

mit del' Gleichung (92) zu vergleichen, wodurch man die gewunschte Be
ziehung erhalt: 

(96) fpQJ = t [A(2)b(2)]. 

Sie enthalt den Satz: 
Satz 700: Das kombinatorische Produkt aus den extensiven 

Bruchen zweier Polarsysteme zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse ist gleich dem dritten Teil des kombinatorischen Pro
duktes aus den entsprechenden Potenzformen zweiter Ordnung 
und zweiter Klasse. 

ApoZare Potenzformen zweiter Ordnttng tmd zweiter KZasse. Auf Grund 
des Satzes 700 laBt sich die Bedingungsgleichung: 

[pQ] = 0 

fur die Apolaritat zweier Polarsysteme zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
p und Q unter Benutzung del' entsprechenden Potenzformen AY) und b(2) 

auch in del' Form schreiben: 

(97) 
und man hat den Satz: 

Satz 701: Zwei Potenzformen zweiter Ordnung und zweiter 
Klasse sind clann und nul' danll zueinander apolar, wenn ihr 
kom bin a toris ches Prod ukt versch wi ndet, d. h. wenn di e G lei
chung besteh t: 
(97) [...4.(2) b(2)J = o. 

Es ist dabei wohl zu beachten, daB die :Form (97) del' Apolaritatsgleichung 
speziell den Eigellschaften del' Polm·syste1JZe angepaBt ist (vgl. S. 150 f. und 
152f.). Fur zwei nicht involutorische Reziprozitiiten l' und 8 dagegen muB 
man auf die alte Form del' Apolaritatsgleichung, namlich die Gleichung: 

[1'8J = 0, 
zuruckgreifen. 

Das kombinatorische Produkt aus einer Potenzform zweiter Ordnung nncl 
einem algebraischen Punktqttaclrat oclm· einem algebraischen Prodttkt zweier 
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Punkte. Ersetzt man in der Gleichung (97) die Potenzform zweiter Klasse 
b(2) durch ein algebraisches Punktquadrat X2, so nimmt die Apolaritiitsglei
chung (97) die Form an: 
(98) [A(2)X2] = 0, 

und dieser kann man nach (83) auch die Gestalt geben: 

(99) 

welche mit der Gleichung (13) iibereinstimmt. Die Gleichung (98) sagt also 
aus, daB der Punkt x auf der Polkurve des Polarsystems zweiter Ordnung 
A(2)..:liegt. Man hat daher den Satz: 

Satz 702: Eine Kurve zweiter Ordnung A(2) ist zu einem doppelt
ziihlenden Punkte Xli dann und nur dann apolar, wenn der Punkt x 
auf der ·Kurve A(2) liegt. 

Diesel' Satz ist nur eine andere Fassung des Satzes 672. 

Legt man ferner in der Gleichung (97) der Potenzform b(2) den Wert xy 
bei, wo x und y zwei Punkte sind, so erhiilt die Apolaritatsgleichung (97) 
die Form: 
(100) [A (2) { X y } ] = ° , 
welche wiederum gleichbedeutend ist mit der Gleichung: 

(101) Al/xy = 0, 

die mit der obigen Gleichung (25) iibereinstimmt; und man hat somit nach 
s. 175 den Satz: 

Satz 703: Ein Polarsystem zweiter Ordnung A(2) ist zu einem 
Punktpaar xy dann und nur dann apolar, wenn die Punkte x, y 
des Punktpaares hinsichtlich des Polarsystems ..4.(2) konjugiert 
sind. 

Siebenter Satz von Ohr. v. Staudt. Begriff eines Polvierseits eines Polar
systems zweiter Ordmtng. Dritte Lagenbeziehung zweier apolaren Polarsysteme. 
A.uf Grund dieses Satzes kann man leicht einen wichtigen Satz entwickeln, 
der von Chr. v. Staudt bewiesen worden ist. 

Sind namlich die Punkte der beiden Punktpaare ab und cd hinsichtlich 
eines Polarsystems zweiter Ordnung A(lI) konjugiert, bestehen also die Glei
chungen: 
(102) {

[A(2){ab}]=0 und 

[A(2l{cd}] = 0, 

so folgt aus ibnen durch Multiplikation mit zwei beliebigen ZahlgroBen g 
und ~ und Addition die Gleichung: 

(103) [A(2l (gab + ~cd)] = 0, 
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welche aussagt, daB auch die Potenzform zweiter Klasse: 

(104) b(2) = gab + ged 

zu del' Potenzform zweiter Ordnung A(2) apolar ist. 
Die Potenzform zweiter Klasse (104) stellt abel' eine Kurve zweiter Klasse 

dar, die dem Vierseit mit den Gegenecken a und b, e und d eingeschrieben 
ist. In del' Tat wird die Gleichung: 

(105) g [a UJ [b U] + He UJ[ d UJ = 0 

del' zu del' Potenzform (104) zugehOrigen Kurve zweiter Klasse durch jeden 
Stab U erfiillt, del' mit einer del' vier Seiten [ae], [ad], [be], [bdJ dieses 
Vierseits in eine Gerade fallt. 

Man hat also den Satz: 
Satz 704: Die Potenzform zweiter Klasse: 

(104) b(2) = gab + ged 

stellt elne Kurve zweiter Klasse dar, die dem vollstandigen 
Vierseit eingeschrieben ist, das die Punkte des Punktpaares ab 
und ebenso die des Punktpaares ed zu Gegenecken hat (vgl. die 
weiter unten folgende Fig. 92). 

Bezeichnet man lloch das dritte Paar Gegenecken des soeben beschrie
benen vollstandigen Vierseits mit e, f, so laBt sich auch das Punktpaar ef 
als Vielfachensumme del' Punktpaare ab und cd, d. h. in del' Form: 

(106) ef= gab + ged, 

ausdriicken. Denn auch dieses Punktpaar kann als eine dem Vierseit ein· 
geschriebene !Curve zweiter Klasse aufgefaBt werden (vgl. auch den ersten 
Teil dieses Bandes, S. 332ft'., sowie S. 88ft'. des ersten Bandes). Nach (103) 
besteht also auch die Gleichung: 

(107) 

und diese zeigt, daB auch die Punkte e und f hinsichtlich des Polarsystems 
zweiter Ordnung A(2) konjugiert sind. Zur Erlauterung kann die unten fol
gende Fig. 92 dienen. Man hat somit den Satz: 

Satz 705: Siebenter Satz von ChI'. v. Staudtl): Sind zwei Paar 
Gegenecken eines vollstandigen Vierseits hinsichtlich eines 

1) Vgl. v. Staudt, Uber die Kurven II. Ordnung (Programmschrift). Nurnberg 1831. 
Nr.52. Neun Jahre spater wurde der Satz auch von O. Hesse verofi'entlicht in seiner 
Dissertation: De octo punctis intersectionis trium superficierum secundi ordinis, Jour· 
nal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 20 (1840), S. 301 (Gesammelte 
Werke, Munchen 1897, S.41). Der Satz wird daher vielfach als Satz von Hesse be
zeichnet. Vgl. hierzu Th. Reye, Die Geometrie der Lage. Erste Abteilung. Fiinfte 
Auflage. S.251. 
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Polarsystems zweiter Ordnung konjugiert, so gilt dasselbe auch 
von dem dritten Paar. 

Sagt man dann noch von einem vollstandigen Vierseit, von dem zwei 
Paare Gegenecken und damit nach dem siebenten Satze von C1'r. v. Staudt 
(Satz 705) auch das dritte Paar hinsichtlich eines Polarsystems (eiRer Kurve) 
zweiter Ordnung konjugiert sind 4-

("konjugierte Pole" sind), es sei 
ein "Polvierseitjenes Polar
systems (jener Kurve) zwei
tel' Ordnung", so kann man 
mit Riicksicht auf S. 190 den 
Satz 704 auch in del' Form aus
sprechen (Fig. 92): 

Satz 706: Dritte Lagenbe
ziehung zweier apolaren 
Polarsysteme1): lst die Po
larkurve eines Polarsystems .:11(2) 

zweiter Klasse b(2) einem Fig. 92. 

Polvierseit eines Polarsystems zweiter Ordnung A(2) eingeschrie
ben, so besteht zwischen den Potenzformen beider Polarsysteme 
die Gleich ung: 
(97) [..4. (2) b(2)] = 0 , 

d. h. die beiden Polarsysteme sind zueinander apolar. 

Das 7combinatorische Produ7ct aus einer Potenzform zweiter Klasse und 
einem Stabquadrat. Die Vielfachensumme von vier algebraischen Stabquadraten 
und ihre Redu7ction auf eine Vielfachensumme von drei Stabquadraten. Zu dem 
Satze 702 erhiilt man das dualistische Gegenstiick, wenn man die Apolaritats
gleichung in del' Form schreibt: 
(108) [b(2) A(2)J = 0 

und in ihr die Potenzform zweiter Ordnung ..4.(2) durch das Stab quadrat U2 
ersetzt. Dadurch erhalt die Gleichung (108) die Form: 

(109) [b(2) U2] = 0, 

die man nach (84) auch durch die Gleichung ersetzen kann: 

(110) b2 U2 = 0, 

welche ihrer Form nach mit der Gleichung (66) iibereinstimmt. Die Glei
chung (109) sagt daher aus, daB die Gerade des Stabes U die Polarkurve des 
Polarsystems zweiter Klasse b(2) beriihrt. Man hat somit den Satz: 

1) V gl. auch die Umkehrung in Satz 714. 
GraJ.\mann, Projektive Geometrie d. Ebene II, 2 13 



194 Die Liicken- u. Potenzfonnen zweiter Ordnung u. zweiter KlasBe usw. 

Satz 707: Eine Kune zweiter Klasse b(2) ist zu einem doppelt
ziihlenden Stabe U2 dann und nur dann apolar, wenn die Gerade 
des Stabes U eine Tangente der Kune b(2) ist. 

Sind vier algebraische Stabquadrate A2, B2, 0 2, D2 zu einer Kurve zweiter 
Klasse b(2) apolar, bestehen somit die vier Gleichungen: 

(111) [b(2)A2] =0, [b(2)B2] =0, [b(2) 0 2] = 0, [b(2)D2] =0, 

so wird nach dem Satze 707 die Kurve b(2) von den Geraden der vier Stiibe 
A, B, 0, D beriihrt, ist also dem von ihnen bestimmten Vierseit ein
geschrieben, und es folgt durch lineare Verknupfung der vier Gleichungen 
(111), daB zugleich auch die Gleichung: 

(112) [b(2) (nA2 + 'f.JB2 + c02 + bD2)] = 0 

erfiillt wird. Sie zeigt, daB auch die Potenzform zweiter Ordnung: 

(113) 

zu der Potenzform zweiter Klasse b(2) apolar ist. 
Die geometrische Bedeutung der Potenzform zweiter Ordnung ..4.(2) in 

(113) laBt sich leicht angeben. In der Tat erkennt man sogleich, daB das 
Polarsystem zweiter Ordnung ..4.(2) das Vierseit ABOD zum Polvierseit hat. 
Um dies nachzuweisen, braucht man nur zu zeigen, daB zwei Paar Gegen
ecken des Vierseits ABOD, etwa die beiden Paare Gegenecken: 

[AB], [OD] und [AO], [BD], 

hinsichtlich des Polarsystems zweiter Ordnung ..4.(2) konjugiert sind. Dies 
ergibt sich aber ohne weiteres; denn es wird: 

[{[AB][OD]}(nA2+'f.JB2+c 02+bD2)]=[ABL][ODL](nA2+'f.JB2+ c 02+bD~ 

=0. 

Bei Auflosung der run den Klammer rechter Hand und Einfiihrung der 
Faktoren der Stabquadrate A2, B2, 0 2, D2 in die Lucken L entsteht namlich 
in jedem Gliede ein Produkt zweier planimetrischen Produkte, von denen 
sicher eins verschwindet. Es wird daher auch das Produkt: 

Folglich ist das Vierseit ABOD wirklich ein Polvierseit von A(2), und man 
hat somit den Satz: 

Satz 708: Die Potenzform zweiter Ordnung: 

(113) ..4.(2) = nA2 + 'f.JB2 + c02 + bD2 

stellt ein Polarsystem zweiter Ordnung dar, welches das Vier
sait ABOD zum Polvierseit hat. 
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Damit ist zugleich eine Bestatigung des Satzes 706 gewonnell; denn mit 
Riicksicht auf den Satz 708 sagt das Zusammenbestehen del' Gleichungen 
(111) und (112) aus, daB eine Kurve zweiter Klasse b(2), die dem Polvier
seit ABOD des Polarsystems zweiter Ordllung: 

..{(2) = aA2 + bB2 + c02 + bD2 

eingeschrieben ist, zu diesem Polarsystem A(2) apolar ist. 
In dem besonderen Falle, wo in del' Gleichung (113) eine von den vier 

Ableitzahlen a, b, c, b verschwindet, wo also etwa: 

b=O 

ist, verkiirzt sich die Gleichung (113) zu del' einfacheren Form: 

(114) ..{(2) = !lA2 + bB2 + c02 • 

Alsdann hat nach dem Satze 690 (vgl. auch S. 179) das Polarsystem zweiter 
Ordnung A(2) das Dreiseit ABC zum Poldreiseit. Da abel' die Gleichung 
(114) einen Sonderfall del' Gleichung (113) darstellt, insofel'll sie auch in 
del' Form geschrieben werden kann: 

A(2) = nA2 + bB2 + c02 + OD2, 

in del' D ein ganz beliebiger Stab ist, so kann man mit Riicksicht auf den 
Satz 708 den weitel'en Satz aussprechen: 

Satz 709: Ein jedes Poldreiseit ABO eines Polarsystems zweiter 
Ordnung wil'd durch eine beliebige Gerade D ihl'er Ebene zu 
einem Polvierseit des Polarsystems erganzt. 

Diesen Satz bestatigt man leicht reiu geometrisch. 1st namlich ABC ein 
Poldreiseit eines Polarsystems zweiter Ordnung A(2), so ist jede Seite dieses 
Dreiseits die Polare ihrer Gegenecke in bezug auf das Polarsystem ..1.(2). 

Z. B. ist die Seite A die Polare ihrer Gegenecke [BO] und die Seite B die 
Polare ihrer Gegenecke [OA]. 
~immt man jetzt zu dem Poldreiseit ABO noch eine ganz beliebige vierte 

Gerade D hinzu, so iiberzeugt man sich sogleich, daB in dem Vierseit ABOD 
zwei Paare Gegenecken in bezug auf das Polarsystem 
A(2) konjugiert sind, da.B dieses Vierseit also ein Pol
vierseit dieses Polar systems ist. 

In del' Tat sind ja die Gegenecken [AD] und [BO] 
in bezug auf das Polarsystem A(2) konjugiert, delln 
die Ecke [AD] liegt als Punkt del' Geraden A auf del' 
Polare del' Ecke [BO]. Und ebenso sind die Gegen
ecken [BD] und [OA] in bezug auf das Polarsystem 
A(2) konjugiert, denn die Ecke [BD] liegt als Punkt 
del' Geraden B auf del' Polare del' Ecke [OA] (Fig. 93). 

Damit ist del' Satz 709 auch rein geometrisch be
wiesen, Fig. 93. 

13* 
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Man kann aber zu diesem Satze noch eine wichtige Erganzung hinzu
fugen. Aus dem Satze 690 UtBt sich namlich folgern: 

Sobald drei Seiten A, B, 0 eines Polvierseits ABOD eines Polarsystems 
zweiter Ordnung ein Poldreiseit des Polarsystems bilden, verschwindet in 
der Gleichung (113) der Koeffizient b des Quadrats der vierten Seite D. 

1st dagegen das in einem Polvierseit ABOD eines Polarsystems zweiter 
Ordnung enthaltene Dreiseit AB 0 nicht ein Poldreiseit des Polarsystems, 
so ist in der GIeichung (113) der Koeffizient b des Quadrates D2 der vierten 
Seite D des Polvierseits von Null verschieden. Die Gleichung (113) ist 
daher nach D2 auflosbar und lieferh einen Ausdruck von der Form: 

(115) 

Bevor wir dieses Ergebnis in Satzform aussprechen, beweisen wir noch 
den folgenden mit ihm eng zusammenhangenden Satz: 

Satz 710: Zu jedem beliebigen Dreiseit ABO, das von einem 
Poldreiseit eines Polarsystems zweiter Ordnung A(2) verschieden 
ist, gibt es eine und nur eine Gerade D, die das Dreiseit ABO zu 
einem Polvierseit ABOD jenes Polar systems erganzt. 

In der Tat, sind A1' Bl1 01 die Polaren der Ecken [BO], [OA], [AB] 
des Dreiseits ABO hinsichtlich des Polarsystems A(2) (Fig. 94), so ist die 
Gerade 
(116) D = [AA1 • BBl ] 

die gesuchte vierte Seite des Polvierseits ABOD jenes Polarsystems A(2). 
Denn nach dem Begriff des Polvierseits eines Polarsystems zweiter Ordnung 

(vgl. S. 192) muB die Gegen
ecke von [BO] in diesem Pol
vierseit zu dieser Ecke [BO] 

::ib""l!!!:=---~~~-""";Ir-I--t;.....::::...--..;,,,,- hinsichtlich des Polarsystems 
A(2) konjugiert sein, also auf 
del' Polare Al der Ecke [BO] 
in bezug auf das Polarsystem 
..4.(2) liegen; und da sie auller
dem als Gegenecke von [BO] 
in dem Vierseit ABOD auch 

Fig. 94. 
auf del' Geraden A enthalten 

sein mull, so ist sie del' Schnittpunkt [AA1] der Geraden A und A1 , 

Ebenso beweist man, dall die Gegenecke von [OA] mit dem Punkte [BB11 
zusammenfiillt und diejenige von [AB] mit dem Punkte [001]. Die vierte 
Seite D des Polvierseits ABOD, die aile drei Gegenecken [AA1], [BB1], 

[COl] der dl'ei Ecken [BO], [OA], [AB] des vollst1i.ndigen Vierseits ABOD 
enthalten mnB, l1i.Bt sich daher wirklich dUl'ch das Produkt auf del' rechten 
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Seite von (116) darstellen odeI' auch durch eins del' Produkte [BBl' 001] 

und [001 ·AA1]. 

Man hat also den Satz: 

Satz 711: 1st das Dreiseit ABO kein Poldreiseit emes Polar
systems zweiter Ordnung A(2), so erhlilt man diejenige Gerade 
D, die das Dreiseit ABO zu einem Polvierseit ABOD Jenes 
Polarsystems erganzt, indem man zu den Ecken: 

[BO] , [OA] , [AB] 

des Dreiseits ABO die Polaren: 

A1 , B1 , 01 

hinsichtlich des Polarsystems zweiter Ordnung A(2) konstruiert 
und irgend zwei von den Punkten: 

miteinander verbindet (vgl. die obige Fig. 94). 
Beachtet man noch, daB die Gerade D die Perspektivitatsachse del' Drei

seite ABO und A l B1 01 ist, so kann man noch den weiteren Satz aus
sprechen: 

Satz 712: 1st das Dreiseit ABO kein Poldreiseit einer Kune 
zweiter Ordnung A(2), und konstruiert man zu den Ecken [BO], 
[OA], [AB] des Dreiseits ABO die Polaren Au BlI 01 in bezug 
auf die Kurve A(2), wobei dann nach dem ersten Satze von ChI'. 
v. Staudt (Satz 398) das Dreiseit A l B1 01 zu dem Dreiseit ABO 
pel'spektiv liegt, so erganzt die zugehorige Perspektivitatsachse 
D das urspriingliche Dreiseit ABO zu einem Polvierseit des 
Polarsystems zweiter Ordnung A(2). 

Nunmehr kann man auch das in del' Gleichung (115) enthaltene Ergebni~ 
in folgender Weise in W orte fassen: 

Satz 713: 1st das Dreiseit ABO kein Poldreiseit eines Polar
systems zweiter Ordnung A(2) , so gestattet das Quadrat eines 
Stabes D derjenigen Geraden, die das Dreiseit ABO zu einem 
Polvierseit ABOD des Polarsystems zweiter Ordnung A(2) er
giinzt, die Darstellung: 

(115) D2 = f A(2) + gA2 + 1jB2 + f 0 2 • 

Die Gleichung (115) zeigt noch, daB eine Kurve zweiter Ordnung und 
3 doppelt zahlende Geraden, die nur nicht gerade die Seiten eines Polar
dreiecks diesel' Kurve bilden, linear ttnabhangig voneinander sind. 

1st ferner b(2) die Potenzform einer Kurve zweiter Klasse, die zu einem 
Polarsystem zweiter Ordnung A(2) apolar ist und die Geraden del' drei Stabe 
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A, B, 0 zu Hiillgeraden hat, so daB also die GIeichungen bestehen: 
(117) [b(2) A,<2)] = 0, [b(2) A 2] = 0, [b(2) B2] = 0, [b(2) 0 2] = 0, 

so folgt durch Multiplikation del' Gleichung (115) mit b(2) die Gleichung: 

(118) [b(2)D2] = 0, 

welche aussagt, daB auch die Gerade D von del' Kurve b(2) beruhrt wird. 
Darin liegt der Satz: 
Satz 714: Umkehrung zu Satz 706: Weiteres zur dritten Lagen

beziehung zweier apolaren Polarsysteme: Ist b(2) die Potenzform 
einer Kurve zweiter Klasse, die zu einem Polarsystem zweiter 
Ordnung A(2) apolar ist und die Geraden dreier Stabe A, B, 0 zu 
Hiillgeraden hat, und bilden diese drei Geraden nicht gerade ein 
Poldreiseit von ..4.(2), so beriihrt die Kurve zweiter Klasse b(2) 

auch diejenige Gerade D, die das Dreiseit ABC zu einem Pol
vierseit des Polarsystems zweiter Ordnung A(2) erganzt. 

Das kombinatorische Produ7ct aus einer Potenzform zweitel' J(lasse und einem 
algebmischen Produkte zweier Stabe. Der achte Satz von Chr. v. Staudt. 
Begriff eines Polarvierecks eines Polal'systems zweiter Klasse. Vim7;e Lagen
beziehung zweier apolaren Polarsysteme. Dem Satze 703 entsprieht dua
listisch der Satz: 

Satz 715: Ein Polarsystem zweiter Klasse b(2) ist dann und nul' 
dann zu einem Linienpaare UVapolar, d. h. es besteht dann und 
nul' dann die G lei eh ung: 
(119) [b(2){UV}]=0, 

wenn die Linien des Linienpaares UV zu dem Polarsystem b(2) 

konjugiert sind. 
Auf Grund dieses Satzes kanll man jetzt leieht das dualistisehe Gegen

stuck des siebenten Satzes von C h r. v. S tau d t, d. h. des Satzes 705, 
beweisen. 

Sind namlich die Geraden del' beiden Stabpaare AB und CD hinsiehtlich 
eines Polarsystems zweiter Klasse b(2) konjugiert, bestehen also die Glei
chungen: 
(120) {[lJ<2) { AB)] = 0 und 

[b(2) { CD} ] = 0, 

so folgt aus ihnen dureh Multiplikation mit zwei beliebigen ZahlgroBen g 
und f) und Addition die Gleichung: 

(121) [b(2) (gAB + qCD)1 = 0, 

welehe aussagt, daB die Potenzform zweiter Ordnung: 

(122) A(2) = gAB + flOD 
auch zu del' Potenzform zweiter Klasse b(2) apolar ist. 



Abschnitt 47, Gleichungen (117) bis (125), Satz 715 bis 717 19~) 

Die Potenzform zweiter Ordnung (122) stellt abel' eine Kurve zweiter 
Ordnung dar, die dem Viereck mit den Gegenseiten A und B, 0 und D 
umschrieben ist. In del' Tat wird die Gleichung: 

(123) g[xA][xB] + f) [x 0] [xD] = 0 

del' zu del' Potenzform (122) gehorigen Kurve zweiter Ordnullg durch 
jeden Punkt x erfiillt, del' mit einer del' vier Ecken LAO], [AD], [BO], 
[BD] dieses Vierecks zusammenfailt. 

Man hat also den Satz: 
Satz 716: Die Potenzform zweiter Ordnung: 

(122) A(2) = gAB + fyOD 

stellt eine Kune zweiter Ordnung dar, die dem vollstandigen 
Viereck umschl'ieben ist, das die Geraden des Stabpaares AB 
und eben so die des Stabpaal'es OD zu Gegenseiten hat. 

Bezeichnet man noch das dl'itte Paar Gegellseiten des soeben beschl'ie
benen vollstandigen Vierecks mit E, F, so laBt sich auch das Stabpaar EF 
als Vielfachensumme del' Stabpaare AB und OD, d. h. in del' Form: 

(124) EF=gAB+fyOD, 

ausdrucken. Denn auch dieses Stabpaar kann als eine dem Viereck um
schriebene Kurve zweiter Ordnung aufgefaBt werden (vgl. auch den ersten 
Teil dieses Bandes, S. 301ff., sowie S. 85ft'. des erst en Bandes). Nach (121) 
besteht also die Gleichung: 
(125) [b(2){EF}]=O; 

und diese zeigt, daB auch die Geraden del' Stabe E und F hinsichtlich des 
Polarsystems zweiter Klasse b(2) konjugiert sind. Zur Erlauterung kann die 
unten folgende Fig. 95 dienen. Man hat somit den Satz: 

Satz 717: Ach tel' Sa tz __ --------------;~r;r(2) 
von Ohr. v. Staudt: Sin.d_ 
zwei Paal'e Gegenseiten 
ein es vo llstandigen Vier
ecks hinsichtlich eines 
Polarsystems zweiter 

Klasse konjugiert, so 
gilt dasselbe auch von 
dem dritten Paar. 

Fig. 95. 

Sagt man dann noch von einem vollstandigen Viereck, von dem zwei 
Paal'e Gegenseiten und damit nach Satz 717 auch das driUe Paar hinsicht
lich eines Polarsystems (einel' Kune) zweiter Klasse konjugiert sind ("kon
jugierte Polaren" sind), es sei ein "Polal'viereck jenes Polarsystems 
(jener Kune) zweiter Klasse", so kann man mit Rucksicht auf S.195f. 
den Satz aussprechen (Fig. 95): 
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Satz 718: Vierte Lagen bezieh ung zweier a polaren Polarsysteme 1): 

1st die Polkurve eines Polarsystems zweiter Ordnung A(2) einem 
Polarviereck eines Polarsystems zweiter Klasse b(2) umschrie
ben, so besteht zwischen den beiden Polarsystemen die Glei
chung: 
(126) [b(2) ..4.(2)] = 0, 

d. h. die beiden Polarsysteme sind zueinander apolar. 

Die Vielfaehensumme von vier Punktquadraten und ihre Red~tktion auf eine 
Vielfaehens~tmme von drei Punktquadraten. Sind vier Punktquadrate zu einer 
Kurve zweiter Ordnung A(2) apolar, geIten somit die vier Gleichungen: 

(127) [A(2)a 2] = 0, [A(2)b 2] = 0, [A(2)e2] = 0, [A(2)d2] = 0, 

so geM nach dem Satze 702 die Kune A(2) durch die vier Punkte a, b, e, d 
hindurch, ist also dem von ihnen bestimmten Viereck umschrieben, und es 
folgt durch lineare Verknupfung del' vier Gleichungen (127), daB auch die 
Gleichung: 
(128) [A(2) (aa2 + ob2 + ee2 + bd2)] = 0 

erflillt wird. Sie zeigt, daB auch die Potenzform zweiter Klasse: 

(129) b(2) = aa2 + 0 b2 + ee2 + bd2 

zu der Potenzform zweiter Ordnung A(2) apolar ist. 
Die geometrische Bedeutung der Potenzform zweiter Klasse b(2) in (129) 

laBt sich leicht angeben. In der Tat erkennt man sogleich, daB das Polar
system zweiter Klasse b(2) das Viereck abed zum Polarviereck hat. Um dies 
nachzuweis~n, braucht man nur zu zeigen, daB zwei Paare Gegenseiten des 
Vierecks abed, etwa die beiden Paare Gegenseiten: 

Cab], [ed] und [ae], [bd], 

hinsichtlich des Polarsystems zweiter Klasse b(2) konjugiert sind. Dies ergibt 
sich aber ohne weiteres; denn es wird: 

[ {[ab][ed]} (aa2 + bb2 + ee2 + bd2)] = [lab] [led] (aa2 + ob2 + ce2 + bd2) = O. 

Bei Auflosung der run den Klammer rechter Hand und Einfiihrung der Fak
toren der Punktquadrate a2, b!, e2, d2 in die Lucken l entsteht namlich in 
jedem Gliede ein Produkt zweier auBeren Produkte, von denen sicher eins 
verschwindet. Es wird daher auch das Produkt: 

Folglich ist das Viereck abed wirklich ein Polarviereck von b(2), und man 
hat somitden Satz: 

1) Vgl. auch die Umkehrung in Satz 725. 
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Satz 719: Die Potenzform zweiter Klasse: 

(129) 

stellt ein Polarsystem zweiter Klasse dar, welches das Viereck 
abed zum Polarviereck hat. 

Damit ist zugleich eine Bestatigung des Satzes 718 gewonnen; denn mit 
Riicksicht auf den Satz 719 sagt das Zusammenbestehen del' Gleichungen 
(127) und (128) aus, daB eine Kurve zweiter Ordnung A(2), die dem Polar
viereck abed des Polarsystems zweiter Klasse: 

b(2) = aa2 + Iib2 + ce2 + bd2 

umschrieben ist, zu diesem Polarsystem b(2) apolar ist. 

In dem besonderen Fall, wo in del' Gleichung (129) eine von den vier Ab
leitzahlen a, Ii, c, b verschwindet, wo also etwa: 

D=O 

ist, verkiirzt sich die Gleichung (129) zu del' einfacheren Form: 

(130) b(2) = aa2 + Iib2 + ce2• 

Alsdann hat nach dem Satze 696 (vgl. auch S. 186) das Polarsystem zweiter 
Klasse b(2) das Dreieck abe zum Polardreieck. Da abel' die Gleichung (130) 
einen Sonderfall del' Gleichung (129) darsteilt, insofern sie auch in del' Form 
geschrieben werden kann: 

b(2) = aa2 + Iib2 + ce2 + Od2, 

in del' d ein ganz beliebiger Punkt ist, so kann man mit Riicksicht auf den 
Satz 719 den weiteren Satz aussprechen: 

Satz 720: Ein jedes Polardreieck abc eines Polarsystems zweiter 
Klasse wird durch einen beliebigen Punkt d seiner Ebene zu 
einem Polarviereck des Polarsystems erganzt. 

Auch hier kann man wieder den Satz leicht durch rein geometrische 
Schliisse bestatigen. 1st namlich abe ein Polardreieck eines Polarsystems 
zweiter Klasse a(s), so ist jede Ecke dieses Dreiecks del' Pol ihrer Gegen
seite in bezug auf das Polarsystem a(2). Zum Beispiel ist die Ecke a del' 
Pol ihrer Gegenseite [be] und die Ecke b der Pol ihrer Gegenseite [ea]. 

Nimmt man jetzt zu dem Polardreieck abe noch einen ganz beliebigen 
vierten Punkt d hinzu, so iiberzeugt man sich sogleich, daB in dem Viereck 
abed zwei Paare Gegenseiten in bezug auf das Polarsystem a(2) konjugiert 
sind, daB dieses Viereck also ein Polarviereck des Polarsystems ist. 

In del' Tat sind ja die Gegenseiten [ad] und [be] in bezug auf das Polar
system a(2) konjugiert, denn die Seite [ad] geht durch den Pol a ihrer Gegen
seite [be]; und ebenso sind die Gegenseiten [bd] und [ea] in bezug auf das 
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Polarsystem a(2) konjugiert, denn die Seite [bd] geht durch den Pol b ihrer 
Gegenseite [ea] (Fig. 96). 

Damit ist der Satz 720 auch rein geometrisch bewiesen. 
Man kann ihm aber noch eine wichtige Erganzung hinzufiigen. Aus dem 

Satze 696 laRt sich folgern: 
Sobald drei Ecken a, b, e eines Polarvierecks abed eines Polarsystems 

zweiter Klasse ein Polardreieck des Polarsystems bilden, versch windet in 
der Gleichung (129) der Koeffizient b des Quadrats del' vierten Ecke d. 

1st dagegen das in einem Polarviereck abed eines Polarsystems zweiter 
Klasse enthaltene Dreieck abe nic7d ein Polardreieek des Polarsystems, so 
ist in del' Gleichung (129) del' Koeffizient b des Quadrats d 2 der vierten 
Ecke d des Polarvierecks von Null verschieden. Die Gleichung (129) ist 
daher nach d2 auflosbar und liefert fur d2 einen Ausdruck von der Form: 

(131) 

Bevor wir dieses Ergebnis in Satzform aussprechell, beweisen wir noch 
den folgenden mit ihm eng zusammenhangenden Satz: 

Satz 721: Zu j edem beliebigen Dreieck abe, das von einem Polar
dreieck eines Polarsystems zweiter Klasse b(2) verschieden ist, 
gibt es einen und nur einen Punkt d, der das Dreieck abe zu einem 
Polarviereck abed jenes Polarsystems erganzt. 

In del' Tat, sind au bu el die Pole der Seiten [be], [ea], [ab] des Dreiecks 
abe hinsichtlich des Polarsystems b(2), so ist der Punkt: 

(132) 

die gesuchte vierte Ecke des Polarvierecks abed jenes Po]arsystems b(2). 

Denn nach dem Begriff des Polarvierecks eines Polarsystems zweiter Klasse 
(vgl. S. 199) muB die Gegenseite von [be] zu diesel' Seite [be] hinsichtlich 
des Polarsystems b(2) konjugiert sein, also dumh den Pol a l der Seite [be] 
in bezug auf das Polarsystem b(2) hindurchgehen; und da sie auBerdem als 
Gegenseite von [be] in dem Viereck abed auch den PUllkt a enthalten muS, 
so ist sie die Verbindungslinie [a at] der Punkte a und a l . 

Ebenso beweist man, daB die Gegenseite von [ea] mit der Geraden [bbt ] 

zusammenfallt und diejenige von Cab] mit der Geraden [eel]. Die vierte 
Ecke d des Polarvierecks abed, die auf allen drei Gegenseiten [aat ], [bbl ], 

[ect ] del' drei Seiten [be], [ea], Cab] des vollstandigell Vierecks abcd ent
halten sein muB, laBt sich daher wirklich durch das Produkt auf der rechten 
Seite von (132) darstellen, oder auch durch eins del' Produkte [bbl' ect ] und 
[eet • aalJ· 

Man hat also den Satz: 
Satz 722: 1st ein Dreieck abe von einem Polardreieck eines Po

larsystems zweiter Klasse b(2) verschieden, so erhiilt man den-
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jenigen Punkt d, del' das Dreieck abe zu einem Polarviereck abed 
jenes Polarsystems erganzt, indem man zu den Seiten: 

[be], [ca], [ab] 

des Dreiecks abc die Pole: 

au bl , c1 

hinsichtlich des Polarsystems zweiter Klasse b(2) konstruiert und 
irgend zwei von den Geraden del' drei Stabe: 

[aal ] , [bb l ], [ccl l 
zum Schnitt bringt (Fig. 97). 

Die gegebene Begriindung des Satzes 722 enthalt zugleich eine Bestii
tigung des achten Satzes von Chr. v. Staudt (Satz 717). 

A; 
Fig. 96. Fig. 97. 

Beachtet man ferner, daB del' Punkt d das Pel'spektivitatszentrum del' 
Dreiecke abc und alblcl ist, so kann man noch den weiteren Satz aus
sprechen: 

Satz 723: 1st das Dreieck abc von einem Polardreieck einer 
Kurve zweiter Klasse b(2) verschieden, und konstruiert man zu 
den Seiten [bc], [ca], rab] des Dreiecks abe die Pole a l , bll el in be
zug auf die K urve b(I), wo bei dann nach dem' ersten Satze von 
Chr. v. Staudt (Satz 398) das Dreieck a1b1t; zu dem Dreieck abc 
perspektiv liegt, so erganzt das zugehorige Perspektivitats
zentrum d das urspriingliche Dreieck abc zu einem Polarviereck 
del' Kurve zweiter Klasse b(!). 

Nunmehr kann man auch das in del' Gleichung (131) enthaltene Ergebnis 
in folgender Weise in Worte fassen: 

Satz 724: 1st das Dreieck abc von einem Polardreieck eines Po
larsystems zweiter Klasse b(:I) verschieden, so gestattet das 
Quadrat desjenigen Punktes d, del' das Dreieck abc zu einem 
Polarviereck abcd des Polarsystems zweiter Klasse b(2) erganzt, 
die Darstellung: 

(131) 
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Die Gleichung (131) zeigt noch, daB eine Kurve zweiter Klasse und 
3 doppelt zahlende Punkte, die nur nicht gerade die Ecken eines Polardreiecks 
dieser Kurve bilden, linear ttnabhangig voneinander sind. 

1st ferner AJ2) die Potenzform einer Kurve zweiter Ordnung, die zu einem 
Polarsystem zweiter Klasse [)(2) apolar ist und durch die drei Punkte a, b, c 
hindurchgeht, so daB die vier Gleichungen bestehen: 

(133) [A(2)b(2)] = 0, [A(2)a2J = 0, [A(2)b21 = 0, [A(2)C2] = 0, 

so folgt durch Multiplikation der Gleichung (131) mit A(2) die Gleichung: 

(134) 

welche aussagt, daB die Kurve A(2) auch durch den Punkt d hindurchgeht. 

Darin liegt del' Satz: 

Satz 725: Umkehrung zu Satz 718. Weiteres zur vierten Lagen
beziehung zweier apolaren Polarsysteme: 1st A(2) die Potenz
form einer Kurve zweiter Ordnung, die zu einem Polarsystem 
zweiter Klasse [)(2) apolar ist und durch die drei Punkte a, b, c 
hindurchgeht, und bilden diese drei Punkte nicht gerade ein 
Polardreieck von [)(2), so geht die Kurve zweiter Ordnung A(2) 

auch durch denjenigen Punkt d hindurch, der das Dreieck abc 
zu einem Polarviereck des Polarsystems zweiter Klasse [)(2) er
ganzt. 

Weiteres tiber die erste und zweite Lagenbeziehung zweier apolaren Polar
systeme. Eine Erganzung del' Satze 671 und 680 und der zugeh6rigen Siitze 
iiber entartende Polarsysteme erhalt man, wenn man die Satze 690 und 695 
oder die ihnen dualistisch entsprechenden Satze 696 und 689 miteinander 
kombiniert und die Bedingung fiir die Apolaritat zweier Potenzformen zwei
ter Ordnung und zweiter Klasse aus Satz 701 anwendet. 

Nach dem Satze 690 stent die Potenzforll1 zweiter Ordnung: 

(135) 

eine Kurve zweiter Ordnung dar, die das Fundamentaldreieck e1 e2eS zum 
Polardreieck hat, und nach dem Satze 695 ist die Potenzform zweiter Klasse: 

(136) 

der Ausdruck einer Kurve zweiter Klasse, die dem Fundamentaldreieck e1 e2eS 

eingeschrieben ist. 

Nun war nach dem Satze 701 das Verschwinden des kombinatorischen 
Produktes: 
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die Bedingung fur die Apolaritat del' beiden Kurven (Polarsysteme) A(2) und 
1P). N ach del' Gleichung (86) abel' ist in del' Tat das Produkt: 

(137) [(all E/ + a22 E22 + aSS Es2) (1!\se2es + )BsleSt;. + lSl2ele2)J = 0, 

d. h. es ist: 

(138) 

Da endlich das Fundamentaldreieck ein ganz beliebiges eigentliches Dreieck 
ist, so hat man den folgenden Satz, del' eine Erganzung des zweiten Teils 
von Satz 671 bildet: 

Satz 726: 1st die Polarkurve eines Polarsystems zweiter Klasse 
b(2) einem eigentlichen Poldreiseit eines Polarsystems zweiter 
Ordnung . .A(2) eingeschrieben, so sind die beiden Polarsysteme 
zueinander apolar. 

Andererseits stellt nach dem Satze 696 die Potenzform zweiter Klasse: 

(139) 

eine Kurve zweiter Klasse dar, die das Fundamentaldreiseit Ej E2 Es zum Pol
dreiseit hat, und nach dem Satze 689 ist die Potenzform zweiter Ordnung: 

(140) A(2) = a2sE2ES + uslESEl + a12 E1E 2 

del' Ausdruck einer Kurve zweiter Ordnung, die dem Fundamentaldreieck 
ej e2eS umschrieben ist. 

Nach del' Gleichung (86) wird abel': 

(141) [(a2sE2ES + a31ESEl + a12EIE2)(lSuej2 + )822e22 + lSsse32)] = 0, 

das heiBt: 
(142) [A(2)b(2)] = o. 

Da endlich das Fundamentaldreiseit ein ganz beliebiges eigentliches Dreiseit 
ist, so hat man den Satz: 

Satz 727: 1st die Polkurve eines Polarsystems zweiter Ordnung 
..4(2) einem eigentlichen Polardreieck eines Polarsystems zweiter 
Klasse b(2) umschrieben, so sind die beiden Polarsysteme zuein
ander apolar. 

Das kombinatorische Produkt einer Potenzform erster Ordnung und zweiter 
Klasse und dasjenige einer Potenzform erster Klasse und zweitm' Ordnung, 
Zum Schlusse dieses Abschnitts moge endlich noch von dem kombinato
rischen Produkte, dessen Faktoren durch eine Potenzform zweiter Ordnung 
und zweiter Klasse gebildet werden, del' Ubergang zu einem kombinatorischen 
Produkte [Ua(2)J gemacht werden, von dem ein Faktor eine Potenzform 
erster Ordnung, d. h. ein Stab U, del' andere eine Potenzform zweiter Klasse 
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Ct(2) ist, und andererseits zu einem kombinatorischen Produkte [XA(2)], dessen 
einer Faktor eine Potenzform erster Klasse, d. h. ein Punkt x ist, wahrelld 
del' andere durch eine Potenzform zweiter Ordnung A(2) gebildet wird. 

Fur die erste Art del' beiden in Frage kommenden Produkte stellen wir 
die folgende Erldal'ung auf: 

Erklarung: Unter dem kombinatorischen Produkte [Ua(2)] aus 
dem Stabe U und del' Potenzform zweiter Klasse a(2) soIl der
jenige Punkt verstanden werden, del' mit jedem Stabe V del' 
Ebene auBerlich multipliziert das kombinatorische Produkt 
[( UV}a(2)] liefert, und denselben Wert soIl das Produkt [a(2)U] 
besitzen. 

Aus diesel' Erklarung folgt unmittelbar, daB das kom binatorische Pro
dukt [U a(2)] den Pol del' Geradell U in bezug auf das Polarsystem zweiter 
Klasse a(2) darstellt. Nach dem Satze 684 niimlich verschwindet das Pro
dukt [{ U V} a(2)] fUr jeden Stab V, del' zu dem Stabe U in bezug auf das 
Polarsystem a(2) konjugiert ist) und nul' fUr einen solchen Stab. Unserer 
Erkliirung zufolge muB also del' Punkt [Ua(2)] mit jedem zu U, in bezug 
auf Ct(2) konjugierten Stabe V iiuBerlich multipliziert, den Zahlwert Null 
liefern, d. h. del' Punkt [U a(2)] muB auf einer jeden Geraden enthalten sein, 
die durch einen solchen Stab V bestimmt wird. Diese Eigenschaft abel" 
kommt nul' dem Pol von U hinsichtlich des Polar systems a(2) zu. 

Ubrigens liiBt sich dies Ergebnis auch leicht anderweitig bestatigen und 
damit zugleich libel' die Masse des Punktes [U a(2)] AufschluB gewinnen. 
Nach den Gleichungen (94) und (84) ist das kombinatorische Produkt: 

(143) [{ UV} a(2)] = [Ct(2) { UV}] = a 2 { UV} = a 2 UV. 

Del' Ausdruck a2 { U V} abel' ist mit Rucksicht auf die Gleichung (65) gleich 
[V . UP], und es wird also: 

(144) [{ UV}a;(2)] = [V· UP]. 

Das kombinatorische Produkt [Ua(2)], welches denjenigen Punkt darstellen 
soUte, del' mit jedem Stabe V au~erlich multipliziert das kombinatorische 
Produkt [{ UV} a(2)J liefert, ist daher mit dem Produkte UP geradezu 
identisch und somit wirklich del' Pol del' Geraden des Stabes U in bezug 
auf das Polarsystem zweiter Klasse P, und man hat die Formel: 

(145) [UCt(2)] = UP, 

welche zeigt, da.B del' durch das kombinatorische Produkt [Ua(2)] ausge
druckte Punkt auch seiner Masse nach mit unserer bisherigen Darstellung 
UP des Pols del' Geraden U iibereinstimmt. 

Ersetzt man in del' obigen Erklarung die Potenzform zweiter Klasse (t(2) 

insbesondere durch das algebraische Produkt zweier Punkte a und b, bildet 
also das kombinatorische Produkt [U {ab }] und beriicksichtigt, daB nach 
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dem Begriff des kombinatorischen Produktes [{ UV} {ab}]: 

[(UV} {ctb}J=[lU][lV]ab, d.h.: 

(146) [( U V} {a b } ] = [a U][b V] t [b UJ[ a V] 

207 

ist, so folgt nach del' Erldarung auf S. 206 fur das Produkt [U {ab}] del' 
Wert: 
(147) [U{ab}] = [aU]bt[bU]a. 

Urn eine Probe fur dieses Ergebnis zu machen, beachte man, daB dem Obigen 
zufolge das Produkt [U{ ab}] den Pol del' Geraden U in bezug auf das 
Punktpaar ab darstellt. N ach dem Satze 432 abel' ist del' Pol einer Geraden 
U in bezug auf ein Punktpaar ab nichts anderes als derjenige Punkt del' 
Geraden Cab], del' von ihrem Schnittpunlde mit 
del' Geraden U durch das Punktpaar ab barmo
nisch getrennt wird. Und diese Bedeutung besitzt 
wirklich die re0bte Seite von (147). Denn del' 
Schnittpunkt del' Geraden Cab] und U wird nach 
del' Gleichung (27) des 4. A bscbnitts durch die 
Formel ausgedruckt: 

(148) Cab UJ = [a U] b - [b U]a, 
e1' wird also in del' Tat von dem Punkte (147) 
durch das Punktpaar ab ha1'monisch getrennt 
(Fig. 98). 

~J 

Der Erkla1'ung des kombinatoriscben Produktes [U a(2)] stebt die folgende 
Erklarung dualistiscb gegenliber: 

Erklarung: Unter dem kombinato1'ischen Produkte [x.A(2)] aus 
dem Punkte x und del' Potenzform zweiter Ordnung A(2) soIl der
jenige Stab verstanden werden, del' mit jedem Punkte y del' Ebene 
auBerlich multipliziert das kombinatorische Produkt [(xy}A(2)] 
liefeTt, und denselben "Vert soIl das Produkt [A(2)X] besitzen. 

Aus diesel' Erldarung folgt, daB das kombinatorische Produkt [XA(2)] die 
Polare des Punktes x in bezug auf das Polarsystem zweiter Ordnung A(2) 
darstellt. Nach dem Satze 672 namlich verschwindet das Produkt [{ xy} A(2)] 
fur jeden Punkt V, del' zu dem Punkte x in bezug auf das Polarsystem A(2) 

konjugiert ist, und nul' fur einen solcben Punkt. Unserer letzten Erklal'ung 
zufolge muB also del' Stab [XA(2)] mit jedem zu x konjugierten Punkte V 
auBerlich multipliziert den Zablwel't Null liefern, d. h. die Gerade des 
Stabes [XA(2)] mnE einen jeden solcben Punkt V enthalten. Diese Eigen
scbaft kommt abel' nUl" del' Polaren des Punktes x hinsicbtlich des Polar
systems A(2) zu. 

Auch hier laBt sich dies El'gebnis wieder leicht auf eine andere Weise 
gewinnen, die uns zugleich libel' die Lange des Stabes [XA(2)] AufschluB 
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gibt. Nach den GIeichungen (94), (83) und (23) ist das kombinatorische 
Produkt: 
(149) [{ xy }.A(2)] = [.A(2){xy}] =.A2 {xy} = .A2xy. 

Der Ausdruck A 2 xy aber ist der GIeichung (24) zufolge gleich [y . xp], 
und es wird also: 
(150) [{ xy}.A(2)} = [y. xp]. 

Das kombinatorische Produkt [x.A(2)], welches denjenigen Stab darstellen 
soUte, der mit jedem Punkte y auBerlich multipliziert das Produkt [f xY I A(2)] 
liefert, ist daher mit dem Produkte xp geradezu identisch und somit wirk
lich die Polare des Punktes x in bezug auf das Polarsystem zweiter Ord
nung p, und man hat die Formel: 
(151) [x.A(2)] = xp, 

welche zeigt, daB der durch das kombinatorische Produkt [XA(2)] ausgedriickte 
Stab auch seiner Lange und seinem Sinne nach mit unserer bisherigen Dar
stellung xp der Polare des Punktes x iibereinstimmt. 

Ersetzt man in der letzten ErkHirung die Potenzform zweiter Ordnnng 
A (2) insbesondere durch das algebraische Produkt zweier Stabe A und B, 
bildet also das kombinatorische Produkt [xl AB}] und beriicksichtigt, daB 
nach dem Begriff des kombinatorischen Produktes [{ xy} {AB}]: 

[{xy} lAB}] = [xL][yL]AB, d. h.: 

(152) [I xy} {AB}] = [x A] [yB] ~ [xB][yA] 

ist, so folgt nach der Erklarung auf S. 207 fur das Produkt [x {AB} ] der Wert: 

(153) [x{AB)]=fxA]Bt[XB]A. 

Man erhiilt eine Probe fur dieses Ergebnis, wenn man beachtet, daB das 
Produkt [x {AB}] dem Obigen zufolge die Polare des Punktes x in bezug 
auf das Linienpaar A B darsteUt. N ach dem Satze 420 aber ist die Polare 
eines Punktes x in bezug auf ein Linienpaar AB nichts anderes als der
jenige Strahl des StrahlbUschels mit dem Scheitel [AB], der von dem Punkte 
x durch das Linienpaar AB harmonisch getrennt wird. Und diese Bedeu-

J1 
Fig. 99. 

tung besitzt wirklich die rechte Seite 
von (153). Denn der Verbindungs
strahl des Scheitels [AB] jenes 
Strahlbuschels mit dem Punkte x wird 

JlYJ nach der zur Formel (148) dualistisch 
entsprechenden Formel: 

(154) [ABx] = [Ax]B - [Bx]A. 
Er wird also in der Tat von dem 
Stabe (153) durch das Linienpaar AB 
harmonisch getrennt (Fig. 99). 



Zw6lfter Hauptteil. 

Die ebenen Kurven dritter Ordnung. 

Abschnitt 48. 

Konische und gerade Polaren in bezug auf eine Kurve 
dritter Ordnung. 

Die terniire Luckenform dritter Ordnung. Die allgemeinste homogene Zahl
gleichung dritten Grades zwischen den Dreieckskoordinaten ~1I ~2' ~3 eines 
Punktes x liiBt sich in del' Form schreiben: 

a111 ~1 3 + Om ~/ + 0333 1;3 s 

+ 3a112~12~2 + 3011S~12~3 + 3a122~1~22 
f3(~1It:2'~3) = 3 2 3 2 3 2 = O. + . 0138 ~1 ~3 + 0223 ~2 ~3 + 0238 ~2 t:3 

(1) 

+ 6 0123 ~1 t:2 t:s 

Halt man an den Bezeichnungen des Fundamentaldreiecks aus dem 25. Ab
schnitt fest und setzt wie gewohnlich: 

(2) 
so wird: 
(3) 

Und fUhrt man diese Werte fUr die Dreieckskoordinaten ~11 t:2, ~3 des Punk
tes x in die Gleichung (1) ein, so nimmt del' Ausdruck fiir die "ternare Form 
dl'itter Ordnung" f3 (~1~2~3) die Gestalt an: 

(4) fS(~lI ~2' ~3) = 0111 [xE1] 3 + ... + 30112 [xEIJ 2 [xE2] + ... 
+ 60123 [xE1] [XE2][xES]' 

Bezeichnet man daher noch den Liickenausdruck, del' entsteht, wenn man 
auf del' rechten Seite von (4) den Punkt x uberall durch eine Punktliicke l 
ersetzt, mit As, setzt also: 

(5) As = 0111[lE1]S + ... + 30112 [lE1]2[lE2] + ... 
+ 6 0123 [lE1] [lE2J[lEs], 

so ist As ein konstanter Luckenausdruck mit 3 Punktlucken in jedem Gliede, 
del' bei Ausfiillung dieser Lucken in eine Zahl ubergeht, oder, wie wir in 

GraJlmann, Projektive Geom.trie d. Ebene II,2 14 
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Ubereinstimmung mit S. 172 sagen wollen, eine "ternare Liickenform 
dritter Ordnung", und man kann der Gleichung dritten Grades (1) auch 
die Form geben: 
(6) .A3x3 = O. 

Zugleich wird die ternare li'orm dritter Ordnung aus (1): 

(7) f3(~11 ~2' ~s) = .Asx3, 

wo mit Riicksicht auf den aus (2) folgenden Wert von x3 : 

A 3el3 fl 3 + .Ase23 f23 + .A3 e33 ~33 

+ 3A3el 2e2 f12f2 + 3A3e12e3 ~12f3 + 3Ase1 e2 2 flf22 
(8) A3X3 = + 3A3 ele32 fl~32 + 3A3 e2 2es f22fs + 3.A3e2 e32 f2f3 2 

+ 6.As el e2 e3 h f2 fs 

ist. Die Vergleichung dieses Ausdrucks fUr die ternare Form dritter Ordnung: 

Asx3=fa(fl' f2' fa) 

mit dem Ausdruck (1) liefert dann fur die Koeffizienten 0ijk in (1) die Werte: 

(9) 

Und setzt man ferner noch fest, daB sich die Werte del' Koeffizienten 0zjk 
nicht andern sollen, wenn man ihre 3 Indizes in beliebiger Weise mitein
ander vertauscht, daB also: 

(10) 

sein soil, und verfiigt endlich in Ubereinstimmnng mit S. 174 if. iiber die 
Rechengesetze eines "algebraischen Produktes {xyz} dreier Punkte x, y, z", 
mit dem die ternare Liickenform drittel' Ordnung As multiplizierl werden 
soil, und libel' seine Verknlipfung mit der Llickenform .A3 in der Weise, daB 
jede Art der Zusammenfassung und Vertauschung der Faktoren jenes alge
braischen Produktes zul1issig wird, so hat man zu setzen: 

(11) 

( 12) 

.A3(XYZ) =.Ag{x{yz}) =.Aaxyz und 

[lEl]3 xyz = [xEll[yE1][zEl] 

[lEl]2[lE2Jxyz 
= t{ [xE1] [yEl] [zE2] + [yEl] [zEd [xE2] + [zE1] [XElJ [yE2J ) 

[lE,] [lE2J[lE3Jxyz 
= _l{ [xEl] [yE2] [zEs] + [yEl] [zE21 [xEs] + [zE1] [XE2J[YEsl}. 

6 + [XEl] [ZE2] [yE3J + [yEl] [XE2] [zEs] + [zE1] [yE2J[xE3] 

Dann wird allgemein: 

(13) [lEi] [lEj] [lEkJxyz = [lEi] [lEjJ[lEk]YZX = ... , i, j, k = 1, 2, 3, 
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und auch 
(14) 

Es gelten daher wegen (10) und (14) die in (9) angegebenen Gleichungen 
auch ohne die einschrankenden Bedingungen: 

i <j< k, 
d. h., es wird: 
(16) 

vorausgesetzt, daB das Gebinde ij k irgendeine Variation mit Wiederholung 
zur dritten Klasse aus den Elementen 1, 2, 3 darstellt. 

Mit RLlcksicht auf die Gleichungen (10) kann man iibrigens den Ausdruck 
(5) flir die tern are Luckenform dritter Ordnung As auch in del' Form 
schreiben: 
(16) 

wo die Summe zu erstrecken ist liber aile Variationen mit vViederholung zur 
dritten Klasse, die sich aus den Elementen 1, 2, 3 bilden lassen. 

Begriff einer ebe1~en Kurve dritter Ordnung. Wir steilen die folgende Er
kHirung auf: 

ErkHirung: Man nennt ein Punktgebilde einer Ebene, des sen 
laufende Dreieckskoordinaten ~1' ~2' ~3 einer nicht durch jeden 
Punkt del' Ebene erfiillten, in bezug auf ~1' ~2' ~3 homogenen 
Zahlgleichung dritten Grades Gen lige leisten, eine ebene Kune 
dritter Ordnung. 

Hierfiir kann man, wie die Vergleichung von (1) und (4) zeigt, auch sagen: 
Man nennt ein Punktgebilde einer Ebene, dessen laufende 

Punkte x einer nicht durch jeden Punkt der E bene erflillten, in 
bezug auf x hOll1ogen en Zahlgleichung dritten Grades Genlige 
leisten, eine ebene Kurve dritter Ordnung. 

Auf Grund diesel' Erklarung kann man dann den Satz aussprechen: 
Satz 728: 1st A3 die durch die Gleichung (5) definierte tern are 

Llickenform dritter Ordnung und x ein Punkt der Ebene, so stellt 
die G leichung: 
(6) Asxs = 0, 

falls sie nicht durch jeden Punkt del' Ebene erflillt wird, eine 
ebene Kurve dritter Ordnung dar, und zwar die allgemeinste 
ebene Kurve dritter Ordnung, wenn die 10 Koeffizienten CIijk del' 
Luckenform (5) ganz beliebige ZahlgriiBen sind. 

In del' Tat ist ja die linke Seite del' Gleichung (1) bei beliebigen Wert en 
del' Koeffizienten CIijk del' allgemeinste Ausdruck dritten Grades, del' sich aus 
den Dreieckskoordinaten ~1I ~2' ~s des Punktes x bilden laBt, und also del' 

14* 
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nach der Gleichung (7) mit jener linken Seite der Gleichung (1) gleich
wertige Ausdruck A sx3 del' allgemeinste Ausdruck einer ternaren Form 
dritter Ordnung. 

Schnittp!tnkte einer ebenen Kurve dritter Ordnung mit einer Gemden. 
Schneidet man die Kurve dritter Ordnung (6), oder, wie wir auch sagen 
wollen, die Kurve dritter Ordnung A'll mit einer beliebigen Geraden [yz] , 
namlich mit der Verbindungsgeraden zweier beliebigen, aber fest gegebenell 
Punkte y und z ihrer Ebene, so wird sich der Ausdruck fur einen solchen 
Schnittpunkt x durch eine Vielfachensumme von del' Form: 

(17) x = Y + ~z 
darstellen lassen, bei welcher der Parameter ~ in der Weise zu bestimmen 
ist, daB del' Ausdruck (17) die Gleichung (6) del' Kurve As befriedigt. Man 
erhalt also fiir den Parameter f) eines Schnittpunktes del' Geraden [y z] mit 
der Kurve As die Gleichung: 

(18) As(Y + ~z)S = 0 

oder, falls man die Klammer auflost, die Gleichung: 

(19) AsYs + 3f)A3y2z + 3f)2Asyz2 + f)sAsZ'3 = 0, 

d. h. es ergibt sich fur die Parameter l) der Schnittpunkte eine Zahl
gleichung dritten Grades, deren 4 Koeffizienten: 

(20) AsYs, 3Asy2,Z, 3Asyz2, Aszs 

konstante ZahlgroBen sind. Wird daher die Gleichung (19) nicht fur jeden 
Wert von ~ erfiillt, d. h. vel'schwinden nicht die 4 Koeffizienten (20) gleich
zeitig, so liefert die Gleichung (19) fur die Parameter ~ der Schnittpunkte x 
der Geraden [yz] mit del' Kurve dritter Ordnung As drei Werte. Bezeichnet 
man diese drei Wurzeln der Gleichung (19) mit ~1I f)2' ~3' so findet man 
fiir die zugehorigen Schnittpunkte Xli x2 , Xs die Ausdriicke: 

(21) Xl=y+~lZ, X2=y+f)2Z, X3=Y+~3Z, 

Die Kurve dritter Ordnung As wird somit von del' Geraden [y,Z] in 3 Punk
ten geschnitten. 

In dem Falle des Verschwindens aller 4 Koeffi7.ienten (20) dagegen ge
hOrt die ganze Gerade [yz] del' Kune dritter Ordnung As an, und die Kurve 
dritter Ordnung zerfallt alsdann in diese Gerade und eine Kurve zweitel' 
Ordnung. Dieser Fall tritt ein, sob aId die Gerade [yz] mit der Kurve dl'ittel' 
Ordnung mehr als 3 Punkte gemein hat_ Man hat also den Satz: 

Satz 729: Eine ebene Kurve dl'itter Ordnung wird von einer jeden 
Geraden ihl'er Ebene, die nicht ganz del' Kurve angehol't, in drei 
Punkten geschnitten, die allel'dings auch komplex sein konnen. 
Hat eine Gerade mit einer Kune drittel' Ordnung mehl' als drei 
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Punkte gemein, so bildet die ganze Gerade einen Teil del' KUl've 
dritter Ordnung. 

Setzen wir die Koeffizienten Uijk del' Gleichung (1) und also auch die des 
Liickenausdrucks (5) als reell voraus und bezeichnen die zugeborige Kurve 
dritter Ordnung als "ree11e ebene Kurve dritter Ordnung", so sind die 
Wurzeln der Gleichung (19) entweder aIle 3reell, odeI' es ist eine von ihnen 
reell, die beiden anderen konjugiert komplex. Und Entsprechendes gilt dann 
von den Schnittpunkten der Kurve As mit del' Geraden [yz]. Es ergibt sich 
demnach als Erganzung des Satzes 729 del' speziellere Satz: 

Satz 730: Eine reelle e bene Kune dritter Ordnung wird von 
einer jeden Geraden ihrer Ebene, die nicht ganz del' Kurve an
gehoI't, in drei reellen Punkten odeI' in einem I'eellen und in zwei 
konjugiert komplexen Punkten geschnitten. 

Die Asymptoten einer Kurve driller Ordnung. Del' Satz 730 laSt sich ins
besondere auf die Schnittpunkte einer reellen ebenen Kurve dritter Ordnung 
mit del' unendlich fernen Geraden anwenden. Bezeichnet man daher eine 
nicht ganz im Unendlichen liegende Tangente, die man an eine ebene 
Kurve in einem Punkte legen kann, den sie mit del' unendlich fernen Ge
raden gemein hat, als eine Asymptote del' Kurve, so folgt aus dem 
Satze 730 ohne weiteres, daB eine reelIe ebene Kurve dritter Ordnung, del' 
nicht die unendlich ferne Gerade selbst als Teil angehort, mit del' unendlich 
fernen Geraden entweder drei reelle Punkte oder m'nen reellen Ptmkt tmdzwei 
konjugiert komplexe Punkte gemein hat. 

Wird also in dem ersten Falle die Kurve dritter Ordnung nicbt von del' 
unendlich fern en Geraden beriibrt, so besitzt sie drei reelle Asymptoten (vgl. 
die Kurve dritter Ordnung Ds in del' weiter unten folgenden Fig. 109). In 
dem zweiten Falle besitzt sie eine reelle Asymptote (vgl. die unten folgende 
Fig. 100). 

Der Ubergang zwiscben dies en beiden Fallen wird durch den Fall ver
mittelt, wo die Kurve dritter Ordnung mit del' unendlich fernen Geraden 
zwei z~tsammenfallende und einen weitel'en reellen Punkt gemein hat, wo also 
die unendlich ferne Gerade eine Tangente der Kurve bildet, dufjcl'dem aber 
noch eine reelle Asymptote vorhanden ist. 

Fallen dagegen alle dl'ei Schnittp~mkte del' Kurve dritter Ol'dntmg mit der 
nnendlich fernen Geraden in einen Punlct zusammen, so bat die Kurve die 
unendlich ferne Gerade zur Wendetangente (vgl. den fo]genden Abscbnitt) 
und besitzt keine Asymptote. 

Polaren in bezug auf eine Kurve dritter Ordnung. Urn den Begriff der 
Polaren in bezug auf eine Kurve dritter Ordnung zu entwickeln, kniipfen 
wir an den Begriff der Polare eines Punktes in bezug auf eine Kurve zweiter 
Ordnung an. Wir wiederholen dazu zunachst die auf S. 184ff. des ersten 
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Teils dieses Bandes gegebene Einfiihrung del' Polare eines Punktes y in 
bezug auf eine Kurve zweiter Ordnung mit derVeranderung, da13 wir jetzt 
die Gleichung del' Kurve zweiter Ordnung in del' auf S. 173 des vorliegen
den Teils entwickelten Form: 

(22) 

voraussetzen, in der...4.2 eine ternare Liickenform zweiter Ordnung bedeutete. 

Die Gleichung del' Polare eines Punktes y in bezug auf eine Kurve zweiter 
Ordnung ging aus del' Forderung hervor, diejenigen Punkte z der Ebene 
zu bestimmen, die vom Punkte y durch die Kurve zweiter Ordnung har
monisch getrennt werden. Nun erhii1t man die Schnittpunkte der Kurve 
zweiter Ol'dnung ...4.2 mit einer Geraden [y z], indem man in del' Gleichung 
(22) del' Kurve ...4.2 fiir x den Wert: 

(23) x = y + f) z 

einsetzt, und es ergibt sich dadurch filr die Parameter f) jener Schnittpunkte 
die Gleichung: 
(24) A2 (y + ~Z)2 = 0 

oder entwickelt die Gleichung: 

(25) 

Sind 91 und 92 die Wurzeln dieser in bezug auf 9 quadratischen Zahl
gleichung, und also: 

(26) 

die Schnittpunkte del' Geraden [yz] mit del' Kurve zweitel' Ordnung A 2 , so 
ist die ohige Forderung, daB del' PunktwuIT y zX1 X2 harmonisch sei, gleich
bedeutend mit del' V orschrift, da13 die heiden Parameter 91 und 92 del' 
Schnittpunkte (26) einander entgegengesetzt gleich seien, odeI' da13: 

(27) 

sei. Diese Bedingung abel' wil'd dann und nUl' dann erfiillt, wenn del' Ko
effizient von 9 in del' Gleichung (25) verschwindet, d. h., wenn die Gleichung 
besteht: 
(28) ...4.2 yz = O. 

Die Gleichung (28) wird also durch diejenigen Punkte z befriedigt, die del' 
obigen Forderung Geniige leisten, odel', was dasselbe ist, die Gleichung (28) 
iet die Gleichung del' Polare des Punktes y in bezug auf die Kurve zweiter 
Ordnung ...4.2' Dnd da die Gleichung (28) in bezug auf Z yom erst en Grade 
ist, so bestatigt sie den ill ersten Teil dieses Bandes bewiesenen Satz 404, 
nach welchem die Polare eines Punktes y ill bezug auf eine Kul've zweiter 
Ordllung eine gel'ade Lillie ist. 
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Nach dieser Einschaltung uber die Polare eines Punktes y hinsichtlich 
einer Kurve zweiter Ordnung kehren wir zu den Kurven dritter Ordnung 
zuruck. Wir betrachten in den Gleichungen (17) bis (19) und in den Aus
drucken (20) nur den Punkt y als fest, den Punkt saber als veranderlich, 
und fragen unter dieser Voraussetzung nach der Bedeutung des Verschwin
dens der Koeffizienten von ~2 und ~ in der Gleichung (19), d. h. nach der 
geometrischen Bedeutung der Gleichungen: 

(29) Asyz2 = 0 und 

(30) A sy2z = O. 

Man kann zunachst bemerken, daB bei fest gegebenem y der Ausdruck AsY 
ein konstanter Luckenausdruck mit nur noch zwei Punktlucken in jed em 
Gliede, und der Ausdruck Asy2 ein konstanter Luckenausdruck mit nur noch 
einer Punktlucke in jedem Gliede ist. Und da uberdies beide Ausdrucke bei 
Ausfullung ihrer Lucken in eine Zahl iibergehen, so ist der Ausdruck AsY 
eine Luckenform zweiter Ordnung und der Ausdruck A s1l eine Luckenform 
erster Ordnung. Bei veranderlichem z stent daher die Gleichung (29) eine 
Kurve zweiter Ordnung, die Gleichung (30) eine gerade Linie dar. 

Man nennt die Kurve zweiter Ordnung (29) oder, wie wir auch sagen 
wollen, die Kune zweiter Ordnung AsY die erste Polare oder auch die 
konische Polare des Punktes y in bezug auf die Kurve dritter 
Ordnung As, und die Gerade (30) oiler, wie wir auch sagen wollen, die 
Gerade Asy2 die zweite Polare oder auch die gerade Polare des 
Punktes yin bezug auf die Kurve dritter Ordnung As, den Punkt y 
den Pol jener Polaren in bezug auf diese Kurve. 

Um die geometrische Bedeutung dieser beiden Polaren zu :linden, beruck
sichtige man, daB wegen (19): 

3Asyz2 

- A z" = ~1 + ~2 + ~s und 
s 

(31) 

3AsY'z r, r, r, 
A ZS = '12'13 + '1sfh + ~1~2 

3 
(32) 

ist, wobei wir vor der Hand voraussetzen, daB: 

(33) 

sei, daB also der Punkt z nicht der Kurve dritter Ordnung As angehOrt. 
Man sieht daher, daB zugleich mit den Gleichungen (29) und (30) beziehlich 
auch die Gleichungen: 

(34) 

(35) 

~1 + ~2 + gs = 0 und 

~2~S + ~s ~1 + ~1 ~2 = 0 
befriedigt werden, von denen die Gleichung (34) der Gleichung (27) fur die 
Polare in bezug auf eine Kurve zweiter Ordnung entspricht, so daB die Be-
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zeichnung "Polare des Punktes y in bezug auf die Kune dritter Ordnuug As" 
fur die Kurve (29) gerechtfertigt erscheint. 

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen (34) und (35) aber erkennt 
man folgendermaBen. Aus der obigen Gleichung: 

(17) x = Y + lj z 

folgt durch au13eres Vormultiplizieren mit x die Gleichung: 

0= [xyJ + Ij[xz], 

also fur den Parameter lj des Punktes x der Wert: 

(36) f) = [yx]. 
[xzJ 

Sind somit y und z einfache Punkte, so ist der Parameter f) das Abstands
verhliltnis des Punktes x von den Punkten y und z. Insbesondere wird: 

'h [yX,J 'h [yx2 ] 'h [yxsJ 
(37) "ll=[X,ZJ' ':/2 = [X2ZJ' ':/s=[xsZ]· 

Die Gleichungen (34) und (35) verwandeln sich daher in: 

(38) 

(39) 

[yx,J + [yx2 ] + [yxsJ = 0 und 
[x, zj [x. z] [xs zJ 

[yx2 ] [yxsJ + [yxs] [yx1 ] + [yx,] [yx.] = 0 
[X2 z][Xg z] [xs Z][XI z] - [x, zj[x. z] • 

Riel' sind die drei Summanden der linken Seite von (38) die drei Abstands
verhaltnisse del' drei Schnittpunkte Xl' x2 , Xa der Geraden [y zJ mit der Kune 
dritter Ordnung As von den Punk ten y und z. Man kann daher die Punkte z 
del' konischen Polare (29) des Punktes y in bezug auf die Kurve dritter 
Ordnung .As auch dadurch charakterisieren, daB fUr sie die Summe dieser 
drei Abstandsverhaltnisse verschwindet, wahrend die Punkte z der geraden 
Polare (30) des Punktes y in bezug auf die Kurve dritter Ordnung As da
durch gekennzeichnet sind, daB fur sie· die Summe der Produkte zu je zweien 
aus diesen Abstandsverhaltnissen null wird. 

Da ferner die Gleichungen (38) und (39), wie man bei Beseitigung ihrer 
Nenner erkennt, in bezug auf z beziehlich yom zweiten und erst en Grade 
sind, so liefern sie eine Bestatigung dafur, daB die erste Polare (38) eines 
Punktes y hinsichtlich einer Kurve dritter Ordnung eine Kurve zweiter 
Ordnung, die zweite Polare (39) aber eine gerade Linie ist. 

Man kann noch bemerken, daB bei festgehaltenem z und veranderlichem y 
die Gleichung (29) wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren y und Z2 die 
zweite (gerade) Polare des Punktes z in bezug auf die Kurve dritter Ord
nung .As darstellt, und unter derselben Voraussetzung die Gleichung (30) 
wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren y2 und z die erste (konische) 
Polare des Punktes z in bezug auf die Kurve As. 



Abschnitt 48, Gleichungen (36) bis (42), Satz 731 217 

Aus dieser doppelten Bedeutung der Gleichung (29) kann man folgern: 
Enthalt die konische Polare .AsY eines Punktes y in bezug auf eine Kurve 
dritter Ordnung .As einen Punkt z, wird also die Gleichung (29) fiir ge
gebenes y durch den Punkt z erfiiIlt, so geht andererseits auch die gerade 
Polare .As Z2 des Punktes z in bezug auf 
jene Kurve dritter Ordnung As durch 
den Punkt '!J hindurch und umgekehrt 
(Fig. 100). 

Man hat also den folgenden Satz, del' 
einer bekannten Polareneigenschaft der ~M 
Kurven zweiter Ordnung entspricht (vgl. 
Satz 394): 

Satz 731: Geht die konische Po
lare AsY eines Punktes y hinsicht
lich einer Kurve dritter Ordnung 
.113 d urch einen Punkt z hind urch, 
so geht andererseits auch die ge
rade Polare .A3z2 des Punktes z durch den Punkt y hindurch und 
umgekehrt. 

Es ist ferner zu beachten, daB man auf die Gleichung: 

(30) 

der geraden Polare des Punktes y hinsichtlich del' Kurve dritter Ordnung .As 
auch gefiihrt wird, wenn man in bezug auf die konische Polare des Punktes y 
hinsichtlich dieser Kurve dritter Ordnung, d. h. in bezug auf die Kurve 
zweiter Ordnung: 
(29) 

die erste und einzige Polare des Punktes y bildet. 
In del' Tat braucht man nur zu beriicksichtigen, daB der Ausdruck .As y 

eine Liickenform zweiter Ordnung ist. Setzt man aber: 

(40) .AsY = .A2, 

so nimmt die Gleichung (29) die Form an: 

(41) 

und in bezug auf die Kurve zweiter Ordnung (41) lautet die Gleichung del" 
Polare des Punktes y: 
(42) .A2yz = 0, 
oder wegen (40) wie oben: 

(30) 

und man hat somit den Satz: 
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Satz 732: Die zweite odeI' gerade Polare Asy2 eines Punktes y 
hinsichtlich einer Kune dritter Ordnung As ist zugleich die 
Polare desse1ben Punktes y hinsichtlich del' erst en odeI' koni
schen Polare AsY dieses Punktes in bezug auf jene Kurve dritter 
Ordnung (Fig. 101). 

Das Auftreten eines Doppelpnnktes bei einer Kttrve dt'itter Ordnttng. Bevor 
wir in del' geometrischen Deutung del' geraden und del' konischen Polare 
eines Punktes y hinsichtlich einer Kurve dritter Ordnung fortfahren, schei
den wir noch den Fall aus, wo die Gleichung: 

(30) A sy2z = 0 

del' geraden Polare eines Punktes y hinsichtlich del' Kurve dritter Ordnung 
As dU1'ch jeden Punkt z der Ebene erfiillt wird, so daB also jene gerade 
Polare ganz unbestimmt bleibt. 

Zunachst kann man in diesem FaIle die Gleichung (30) etwas einfacher 
in del' Form schreiben: 
(43) 

in del' die linke Seite eine Llickel1form erster Ordnung darstellt. Eine solche 
Luckenform erster Ordnung werden wir namlich, el1tsprechend wie fruher 
einen extensiven Bruch, del' Punkte in Stabe uberfiihrt (vg1. z. B. S.21Sf. 
des ersten Teils dieses Bandes), dann und nur dann gleich Null setzen, wenn 
sie mit jedem Punkte del' Ebene multipliziert Null liefert. Insbesondere 
wird man also die Liickenform A,sy2 dann und nul' dann gleich Null setzen 
durfen, wenn die Gleichung (30) fur jeden Punkt z del' Ebene erfiillt wire!. 
Hieraus folgt, daB die Gleichung (43) auch die Gleichung: 

(44) AsYs = 0 

nach sich zieht, die aus (30) hervorgeht, wenn man Z = Y setzt, und welche 
zeigt, daB del' Punkt y del' Kurve As angeh5rt. 

In del' Gleichung (19) fur die Parameter lj del' Schnittpunkte del' Geraden 
[y,e] mit del' Kurve dritter Ordnung As verschwinden dann ferner unter der 
Voraussetzung des Bestehens del' Gleichung (43) wegen (44) und (30) die 
beiden ersten Koeffizienten As y3 und 3 As y2 z, und zwal' del' 1etztere (iir 
beliebige Werte von z. Die Gleichung (19) besitzt daher zwei gleiche Wur
zeIn lj = 0, und die durch den Punkt y del' Kurve As gelegte Gerade [yz] 
schneidet demnach, wie auch del' Pun7ct z liegen mag, die Kurve dritter Ord
nung A3 in zwei mit dem Punkte y zusammenfallenden Punkten (Fig. 102).1) 

1) Die obigen Figg. 102, 105, 108 und 109 der Kurven dritter Ordnung mit DoppeI
punkt oder Spitze sind, ZUlli Teil verkleincrt, dem Buche von H. Wieleitner, Theorie 
der ebenen algebraischen Kurven h6herel' Ordnung, Leipzig 1905, entnommen, in 
dem mit Recht auf sorgfintige Zeichnung der behandelten Kurven besonderer Wert 
gelegt ist. 
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Ein Punkt y, der diese Eigenschaft hat, hei.Bt "ein Doppelpunkt del' 
Kurve dritter Ordnung", und man hat den Satz: 

Satz 733: 1st As eine ternare Liiekenfol'm driUer Ordnung, so 
ist die Gleiehung: 
(43) Asy2 = 0 

eine notwendige und hinl'eichende Bedingung dafiir, da.B del' 
Punkt y ein Doppelpunkt del' Kune dritter Ordnung As sei. 

Man kann noch hinzufugen: 
Satz 734: Die gerade Polare Asy2 eines Punktes y in bezug auf 

eine Kurve dritter Ordnung As wird dann und nul' dann un-

.:I13y2 

Fig. 102. 

bestimmt, wenn ihr Pol y in einen Doppelpunkt del' Kune drit
tel' Ordnung fallt. 

Schlie.Blich sei noeh bemerkt, da~ nic7d jede Kur'lx dritter Ordnung einen 
DoppeZpunkt aufweisen wird, d. h. also einen Punkt y, der die Gleichung (43) 
befriedigt. Multipliziert man namlich die Gleichullg (43) mit den Ecken e1 , 

e2 , e3 des Fundamentaldreiecks, so erhalt man die drei Gleichungen: 

(45) Asy2e1 = 0, Asy2e~ = 0, Asy2es = O. 

U lld fiihrt man in sie fur y seinen Ableitausdruck: 

(46) 

ein, so verwandeln sie sieh in drei homogene quadratische Gleichungen in 
bezug auf ~l! ~2' ~s, deren Koeffizienten von del' Form: 

As eiejek , i,j,k=1,2,3, 

sind, also nach (15) mit den Koeffiziellten Uijk del' ternaren Liickenfol'm 
drittel' Ordnung A3 ubereinstimmen. Aus diesen drei homogenen quadra

tischen Gleichungen abel' kann man die Verhaltnisse E.!. und !h. eliminieren 
1)8 1)8 

und erhl1lt so eine Bedingungsgleiehung zwischen den Koeffizienten Uijk del' 
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ternaren Liickenform dritter Ordnung As allein. Damit abel' ist gezeigt, 
daB eine Kurve dritter Ordnung nul' dann einen Doppelpunkt aufweisen 
wird, wenn zwischen den Koeffizienten del' zugehorigen ternaren Lucken
form dritter Ordnung As eine gewisse Bedingungsgleichung herrscht. 

Die gerade Polare eines Pttnktes einer Kurve dritter 01'dnung in bezug aUf 
diese Kurve. Nach diesel' Einschaltung libel' den Doppelpunkt einer Kurve 
dritter Ordnung kehren wir zur geometrischen Deutung del' geraden und 
konischen Polare eines Punktes y hinsichtlich einer Kurve dritter Ordnung 
zuriick. Die gerade Polare gewinnt eine besonders einfache Bedeutung, 
wenn ihr Pol y selbst del' Bezugskurve dritter Ordnung angehort, ohne in 
einen Doppelpunkt diesel' Kurve zu fallen. Alsdann genligt del' Punkt y 
del' Gleichung: 
(44) A sy3 = 0, 
wahrend zugleich das Produkt: 
(47) Asy2 =F 0 
ist. 1st jetzt zein Punkt del' geraden Pol are eines solchen Punktes y, so 
besteht zusammen mit del' Gleichung (44) zwischen den Punkten y und z 
die obige Gleichung: 
(30) A sy2z = O. 

Und da diese Gleichung wegen (47) nicht mehr fiir jeden Punkt z del' Ebene 
erfiillt wird, so stellt sie eine gerade Linie dar, und diese gerade Linie ist 
wegen (44) identisch mit del' Geraden [y z ]. Nun verschwinden abel' wegen 
(44) und (30) in del' Gleichung dritten Grades (19) fur die Parameter q 
del' Schnittpunkte y + f)z del' Geraden [y zJ mit del' Kurve dritter Ordnung 
As wieder die beiden ersten Koeffizienten, und die Gleichung (19) besitzt 
daher zwei gleiche Wurzeln f) = 0, d. h. es fallen von den 3 Schnittpunkten 
del' Geraden [yz] mit del' Kurve dritter Ordnung As 2 Schnittpunkte mit 
dem Punkte y zusammen. Es ist also die Gerade [yz] oder, was dasselbe 
ist, die gerade Polare (30) des Punktes y, die Tangente del' Kurve dritter 
Ordnung im Punkte y. Damit ist del' Satz bewiesen: 

Satz 735: Die zweite oder gerade Polare Asy2 eines Punktes y 
in bezug auf eine Kune dritter Ordnung As ist, falls del' Pol y 
auf diesel' K urve dritter Ordnung liegt, ohne mit einem Doppel
punkt del' Kurve zusammenzufallen, die Tangente der Kurve 
dritter Ordnung in dem Pole y. 

Die konische Polare eines beliebigen Punktes in bezug aUf eine Kurve dritter 
Ordnung. Aus dem Satze 735 folgt dann wieder ein weiterer Satz, del' zu 
einer anschaulichen Darstellung del' konischen Pol are eines beliebigen 
Punktes y hinsichtlich einer Kune dritter Ordnung hinfiihrt, namlich 
del' Satz: 
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Satz 736: Die erste odel' konische Polare AsY eines belie bigen 
Punktes y in bezug auf eine Kurve dritter Ordnung As geht 
durch die Beriihrungspunkte der Tangenten hindurch, die man 
von dem Punkte y an die Kurve dritter Ordnung legen kann, und 
umgekehrt ist jeder Schnittpunkt einer Kune dritter Ordnung 
As mit der konischen Polare AsY eines beliebigen Punktes y 
hinsichtlich dieser Kurve, falls er nicht ein Doppelpunkt der 
Kurve dritter Ordnung ist, der Beriihrungspunkt einer Tan
gente, die man von dem Punkte y an die Kurve dritter Ordnung 
ziehen kann. 

In der Tat, ist z der Beriihrungspunkt einer Tangente, die vom Punkte y 
an die Kurve dritter Ordnung As geM (Fig. 
103), so ist diese Tangente nach dem Satze 
735 die gerade Polare des Punktes z in bezug 
auf die Kurve dritter Ordnung As' Sie geniigt 
also nach S. 215f. der Gleichung: Ali 

in der u den laufenden Punkt der Tangente be
zeichnet. Und diese Gleichung muB insbeson
dere befriedigt werden, wenn man u = y setzt, 
da die Tangente im Punkte z nach der Voraus

Fig. lOS. 

setzung durch den Punkt y gehen soil, d. h., es muB die Gleichung bestehen: 

(48) 

oder, was dasselbe ist, die Gleichung: 

(29) Asyz2 = O. 

Diese Gleichung abel' ist, wenn y als fester Punkt aufgefaBt wird, zugleich 
die Gleichung der konischen Polare des Punktes y in bezug auf die Kurve 
dritter Ordnung As' Die Gleichung (29) zeigt daher, daB der Bel'uhrungs
punkt zeiner jeden Tangente, die man von einem beliebigen Punkte y del' 
Ebene an eine Kurve dritter Ordnung ziehen kann, auf del' konischen Polare 
des Punktes y hinsichtlich del' Kurve dritter Ordnung As liegt. Und damit 
ist del' erste Teil des Satzes 736 bewiesen. 

Abel' auch die Richtigkeit del' im zweiten Teil des Satzes 736 enthaItenen 
Umkehrung leuchtet sofort ein. Denn, wenn ein Ptmkt z sowohl auf der 
Kurve dritter Ordnung As liegt, also die Gleichung: 

(49) 

befriedigt, wie auch del' konischen Polare AsY des Punktes y hinsichtlich 
del' Kurve As angehOrt, d. h. del' Gleichung (29) Geniige leistet, so erfiillt 
der Punkt y zugleich die mit (29) gleichwertige Gleichung (48); und diese 
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stellt, wenn .man den Punkt s als fest gegeben, den Punkt y aber als ver
anderlich auffaBt und ferner voraussetzt, dafi: 

(50) Asz2 =l= 0, 

der Punkt z also kein Doppelpunkt der Kurve dritter Ordnung As sei, nach 
dem Satze 735 die Tangente der Kurve dritter Ordnung As im Punkte s 
dar. Diese Tangente geht somit nach der Gleichung (48) durch den Punkt 'Y, 
den Pol der konischen Polare (29), hindurch. 

Zugleich ergibt sich ohne weiteres aus der Form der Gleichung (29) der 
konischen Pol are eines Punktes 'Y hinsichtlich der Kurve dritter Ordnung As, 
daB diese konische Polare einen etwaigen Doppelpunkt s der Kurve dritter 
Orclnung enthalten muB, wo auch der Pol y der konischen Polare liegen 
mag. Denn fiir einen Doppelpunkt z der Kurve As besteht nach dem 
Satze 733 die Gleichung: 
(51) Asz2 = 0, 

und aus dieser folgt fiir einen jeden Punkt y der Ebene die Gleichung (29). 
Mat hat daher den Satz: 

Satz 737: Die erste oder konische Polare eines beliebigen 
Punktes'Y hinsichtlich einer Kurve dritter. Ordnung geht durch 
einen etwaigen Doppelpunkt dieser Kune hindurch. 

Die Ansahl der Tangenten, die sich an eine ebene Kurve dritter Ordnung 
ohne Doppelpunkt von einem Punlcte 1·hrer Ebene legen lassen. Um aus dem 
Satze 736 weitere Folgerungen zu ziehen, setzen wir aus der alIgemeinen 
Theorie der algebraischen Kurven den Satz von Bezout voraus, namlich 
den Satz: 

Satz 738: Satz von Bezout: Zwei ebene algebraische Kurven 
von der m ten und nten Ordnung schneiden sich in mn Punkten.1) 

Dabei ist nach Analogie von S. 211 f. unter einer ebenen algebra
ischen Kurve n ter Ordnung ein Punktgebilde einer Ebene zu verstehen, 
des sen laufende Dreieckskoordinaten ~1' ~2~ ~s einer nicht durch jeden Punkt 
der Ebene erfiillten, in bezug auf ~1I ~2' ~3 homogenen, algebraischen Zahl
gleichung n ten Grades Geniige leisten. Natiirlich kann man auch sagen: 
Eine ebene algebraische Kurve n ter Ordnung ist ein Punktgebilde einer 
Ebene, dessen laufende Punkte x einer nicht durch jeden Punkt der Ebene 
erfiillten, in bezug auf x homogenen Zahlgleichung n ten Grades geniigen. 

Ferner ist zu bemerken, daB die mn Schnittpunkte des Satzes 738 nicht 
notwendig voneinander verschieden und nicht alIe reelI zu sein brauchen. 

1) Vgl. den von F. Klein herriihrenden, von F. Lindemann mitgeteilten Beweis 
dieses Satzes in Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie. Erste Auflage. 
Bd. I (Leipzig 1876). S. 281f. Zweite Auflage. Ersten Bandes erster Teil. Zweite 
Lieferung (1910). S. 502f. 
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Aus dem Satze von Bezout folgt zuniiehst, daB eine Kune dritter Ord
nung As von del' ihr zugehorenden konisehen Polare AsY eines beliebigen 
Punktes y in 6 Punkten gesehnitten wird, und hieraus ergibt sieh dann 
nach dem Satze 736 fiir den Fall, wo die Kurve dritter Ordnung keinen 
Doppelpunkt hat, daB sieh von einem beliebigen Punkte y an eine solehe 
Kurve dritter Ordnung 6 Tangenten legen lassen (vgl. die obige Fig. 103). 

Man hat daher den Satz: 
Satz 739: An eine ebene Kune dritter Ordnung, die keinen 

Doppelpunkt enthiilt, lassen sieh von einem beliebigen Punkte 
ihrer E bene 6 Tangenten legen. 

Die lwnische Polare eines Punktes einer Kurve dritte1' Ordnung in bezug 
attf diese Kurve. Das Doppelverhiiltnis einer Kurve dritter Ordnung. Ein 
besonderes Interesse bietet wiederum del' Fall, wo 
del' Pol y del' konisehen Polare hinsiehtlieh einer 
Kurve dritter Ordnung As selbst diesel' Kurve 
dritter Ordnung angehOrt. Wir konnen namlieh 
zeigen, daB in dies em Palle die konisehe Polare 
AsY des Punktes y von der Kurve dritter Ordnung 
in ihrem Pole y beriihrt wird (Fig. 104). 

Zunachst geht sieher unter del' gemaehten 
V oraussetzung die konisehe Polare des Punktes y 
du1'eh ihren Pol y selbst hindureh. Denn nach 
dem Satze 736 enthiilt sie die Beriihrungspunkte 
aller Tangenten, die man vom Punkte y an die 
Kurve dritter Ordnung As ziehen kann, insbeson

Fig. 104. 

dere also aueh den Beruhrnngspunkt derjenigen Tangente, welche die 
Ktwve dritter Ordntmg im P~tn7cte y selbst beriihrt, d. h. eben ihren eigenen 
Pol y. 

Abel' man iiberzeugt sieh aueh sogleieh, daB die Kurve dritter Ordnung 
As und die konisehe Polare: 

(29) 

eines beliebigen Punktes y del' Kune As ihre Tangente im Punkte y mit
einctnder gemein haben. Denn die Tangente der Kurve dritter O1'dnung As 
in einem ihre1' Punkte y stimmt, falls diesel' Punkt von einem Doppelpunkt 
del' Kurve dritter Ordnung ve1'schieden ist, naeh dem Satze 735 mit der 
geraden Pola1'e Asy2 dieses Punktes hinsiehtlieh del' Ku1've dritter Ordnung 
iiberein; ih1'e Gleiehung lautet also: 

(30) A sy2z = 0 

Genau dieselbe Gleiehung besitzt abel' die Polare des Punktes y hinsiehtlieh 
del' Kurve zweiter Ordnung (29), d. h. die Tangente del' konischen PolaTe' 
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des Punktes y im Punkte y. Foiglich sind beide Tangenten identisch, und 
die beiden K urven beruhren sich somit im Punkte y. Man hat daher den Satz: 

Satz 740: Die erste oder konische Polare AsY eines Punktes y 
in bezug auf eine gegebene Kurve dritter Ordnung As ist, falls 
der Punkt y auf dieser Kurve gelegen ist, eine Kurve zweiter 
Ordnung, welche die gegebene Kurve dritter Ordnung in dem 
Pole y beruhrt. 

DaB es nicht notig ist, in diesem Satze den Fall des Doppelpunktes aus
zuschlieBen, wird weiter unten gezeigt werden (vgl. den Satz 745). 

Da die konische Polare eines Punktes y einer Kurve dritter Ordnung in 
bezug auf diese Kurve nach dem Satze 740 die Kurve dritter Ordnung in 
dem Pole y beruhrt, sO fallen von den 6 Schnittpunkten, die nach S.222 
die konische Polare mit der Kurve dritter Ordnung gemein hat, zwei Schnitt
punkte in jenen Pol y zusammen. Es bleiben also nur noch 4 weitere 
Schnittpunkte ubrig. 

Nach dem Satze 736 gehen daher von einem Punkte y der Kurve dritter 
Ordnung, falls diese nicht einen Doppelpunkt aufweist, auBer der Tangente, 

Fig. 105. 

die sich in dem Punkte y selbst an 
die Kurve dritter Ordnung ziehen liiBt, 
noch 4 weitere Tangenten an diese 
Kurve. Dabei ist vorausgesetzt, daB 
die konische Polare des Punktes y mit 
der Kurve dritter Ordnung an der 
Stelle y nicht mehr als zwei Punkte 
gemein hat (vgl. unten den Satz 756). 

Besitzt dagegen die Kurve dritter 
~-~-- Ordnung As einen, aber auch nur einen 

Doppelpunkt d, so geht nach dem 
Satze 737 die konische Polare AsY 
eines Punktes y der Kurve As, del' 
von dem Doppelpunkte d der Kurve 
verschieden ist, auch durch diesen 
Doppelpunkt d hindurch (Fig. 105). 
Von den 6 Schnittpunkten der Kurve 
dl'itter Ordnung mit del' konischen Po-
lare des Punktes y fallen also 2 Schnitt
punkte in den Doppelpunkt d der Kurve 

dritter Ordnung, 2 andere, wie oben gezeigt ist, in den Pol y der konischen 
Polare. Es bleiben demnach nur noch 2 weitere Schnittpunkte iibriO' und 

0' 

dementsprechend lassen sich nach dem Satze 736 auBer der Tangente im 
Punkte y selbst nur noch 2 weitere Tangenten yom Punkte y an die Kurve 
dritter Ordnung legen. Man hat somit den Satz: 
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Satz 741: Von einem Punkte y einer Kurve dritter Ordnung ohne 

Doppelpunkt lassen sich auliler del' Tangente im Punkte y selbst 
noch 4 weitere Tangenten an die Kurve legen. Dagegen gehen 
bei einer Kurve dritter Ordnung mit einem und nur einem 
Doppelpunkt von einem Punkte y der Kurve, der von dem 
Doppelpunkt verschieden ist, auBer der Tangente im Punkte y 
selbst nur noch 2 weitere Tangenten an die Kurve. 

Aus diesem Satze folgert man leicht den weiteren Satz (Fig. 106): 
Satz 742: Sah von Salmon: Zieht man von einem Punkte y 

einer Kurve dritter Ordnung ohne Doppelpunkt die 4 au.l3er der 
Tangente im Punkte y selbst moglichen Tangenten an die Kurve, 
so bleibt das Doppelverhaltnis dieser 4 Tangenten konstant, 
wenn der Punkt y auf der Kurve fortriickt.l) 

Beweis: Sind a, b, c, d die 4 Punkte, in denen die Tangenten, von einem 
Punkte y der Kurve dritter Ordnung As an diese Kurve gezogen, die Kul've 
bel'iihren, so geht nach dem Satze 736 die konische Polal'e AsY des Punktes y 
in bezug auf die Kurve .As durch die 4 Punkte 
a, b, c, d hindurch. Nach dem Satze 740 abel' be
riihrt andel'erseits diese konische Polare As Y die 
Kurve dl'itter Ordnung .As im Punkte y. 

Bezeichnet man mit y' einen unendlich nahe an4J? 
y liegenden Punkt der Kurve .As und zieht von y' 
von neuem die 4 von der Tangente des Punktes y' -c 
selbst verschiedenen Tangenten an die Kurve dritter 
Ordnung, so sind die Schnittpunkte mit den ent
sprechenden 4 Tangenten, yom Punkte y an die 
Kurve gezogen, nichts anderes als die Punkte a, b, 
c, d, weil 2 unendlich nahe Tangenten der Kurve 
dritter Ordnung sich auf der Kurve schneiden. 

Fig. 106. 

Dabei liegen die 4 Schnittpunkte a, b, c, d der Tangenten von y und y' 
an die Kurve drittel' Ordnung mit den Punkten y und y' zugleich auf einer 
und derselben Kurve zweiter Ordnung, namlich auf der konischen Polare .Asy 
des Punktes y in bezug auf die Kurve .As. Es ist daher nach dem Satze 54 
das Doppelverbaltnis: 

y'(abcd) = y(abcd). 
Das Doppelverbaltnis der 4 Tangenten, die sich yom Punkte y an die Kurve 
drittel' Ordnung .As legen lassen, bleibt somit unverandert, wenn man den 
Punkt y auf der Kurve .As fortriicken laBt. Damit ist unser Satz bewiesen. 

Man nennt das Doppelverhaltnis y(abcd) der 4 Tangenten [ya], ['lib], 
[yc], ['lid] "das Doppelverhaltnis der Kurve dritter Ordnung .As". 

1) Vgl. G. Salmon, Theoremes sur les courbes de troisieme degre, Journal fiir die 
l·eine und angewandte Mathematik, Ed. 42 (1851), S.274. 

Grallmann, Projektive Geometrie d. Ebene II,2 15 

, 
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Man gewinnt eine Bestatigung des Satzes 740, indem man den folgenden 
Satz beweist (Fig. 107): 

Satz 743: Legt man durch einen Punkt 'Y einer Kurve dritter 
Ordnung: 
(6) 

das Buschel Sekanten, welche die Kune in den beiden weiteren 
Punkten Xl und Xli schneiden mogen, und konstruiert auf jeder 

Sekante YXlxa den vom Punkte Y durch 
die Punkte Xl und Xl! harmonisch getrenn
ten Punkt z, so liegen die so gewonnenen 

yPunkte z auf der konischen Polare AsY 
des Punktes y in bezug auf die Kune 
dritter Ordnung As' 

Ist namlich [yz] eine Sekante, die durch 
einen Punkt y einer Kurve dritter Ordnung As 
gelegt ist, wahrend der Punkt z vor der Hand 
noch beliebig in der Ebene angenommen werden 
mag, und sind Xl und Xl! die beiden Punkte, die 

Fig. 107. diese Sekante [yz] mit der Kurve As au.Ber dem 
Punkte y selbst gemein hat, so gestatten die Punkte Xl und Xl! die Dar
stellung: 

(52) {
Xl = glY + z 
xa= gaY + z. 

Dabei sind die ZahlgroBen 91 und gll diejenigen beiden W urzeln gi der Zahl
gleichung dritten Grades: 

As (giY + Z)3 = 0, 

welche diese Gleichung auBer der Wurzel g; = 00 aufweist, die dem Aus
gangspunkt Y der Sekante zugehOrt. 

Diese Zahlgleichung dritten Grades in bezug auf 9j lautet entwickelt: 

(53) g/ AsYs + 39;lIAsy2.e + 3g;Asyz2 + ASZ3 = 0. 

Und in ihr muE, da nach der Voraussetzung der Punkt y auf der Kurve As 
liegen soli: 
(54) AsYs = 0 

sein. Wegen (54) aber verkiirzt sich die Gleichung dritten Grades (53) zu 
der Gleichung zweiten Grades: 

(55) 39/Asyllz + 3g;Asyzl! + Aszs = 0, 

wobei zugleich die dem Punkte y zugehorende Wurzel 9j = 00 ausscheidet. 
Unterwerfen wir jetzt noch den bisher willkiirlich gelassenen Punkt /! der 

Bedingung, er solle vom Punkte y durch die Punkte Xl und Xli harmonisch 
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getrennt werden, so muB die in bezug auf 9i quadratische Zahlgleichung (55) 
zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln 91 und 92 besitzen, woraus folgt, daB 
in ihr der Koeffizient von 9i verschwinden muB, daB also die Gleichung 
besteht: 
(56) Asyz2 = o. 

Diese abel' besagt wirklich, daB der Punkt z der konischen Polare AsY des 
Punktes y in bezug auf die Kurve dritter Ordnung As angehort. Und das 
war die Behauptung unseres Satzes. 

Da es ferner zu einem jeden Punkttripel YX1 X 2 einer Geraden nur einen 
Punkt z dieser Geraden gibt, der durch die Punkte Xl und Xs vom Punkte y 
harmonisch getrennt wird, so gilt auch die folgende U rnkehrung des Satzes 743: 

Satz 744: Umkehrung zu Satz 743: Konstruiert man zu einem 
Punkte y einer Kurve dritter Ordnung As hinsichtlich dieser 
Kurve die konische Polare AsY, welche nach dem Satze 740 dnrch 
den Punkt y hindurchgeht und in ihm die Kurve As beriihrt, und 
zeichnet man das Sekan ten buschel, das den Punkt y zum Schei tel 
bat, so wird auf jeder Sekante der zweite Schnittpunkt z mit jener 
konischen Polare AsY durch die beiden andern Schnittpunkte Xl 

und x2 der Sekante und der Kurve dritter Ordnung As vom Schei
tel y des Sekantenbiischels harmonisch getrennt. 

Die konische Polare eines Doppelpunktes einer Kurve dritter Ordnung. Die 
konische Polare eines Doppelpunktes einer Kurve dritter Ordnung hat eine 
besonders einfache Bedeutung. Urn diese zu finden, setzen wir 

erstens voraus, der Punkt y sei ein Doppelpunkt der Kurve dritter Ord
nung As, d. h., er genuge der obigen Bedingungsgleichung des Doppel
punktes: 
(43) Asy2 = 0, 

welche, wie wir wissen, die beiden Gleichungen: 

(44) 

(30) 

AsYS = 0 und 

A sy2z = 0 

nach sich zieht, wobei die letzte Gleichung fur jeden Punkt fJ der Ebene 
erfiillt wird. 

Zweitens aber wollen wir annehmen, daB die Lage des bisher willkur
lich gelassenen Punktes fJ jetzt noch der Gleichung: 

(56) AsYzs = 0 

unterworfen werde, so daB er der konischen Polare des Doppelpunktes y 
der Kurve dritter Ordnung As in bezug auf diese Kurve angehOrt. 

15* 
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Dann verschwinden in del' Gleichung (19) wegen des gleichzeitigen Be
stehens del' Gleichungen (44), (30) und (56) die 3 ersten Koeffizienten. Die 
Gleichung besitzt daher 3 gleiche Wurzeln f) = 0, und die Gerade [yz] 
schneidet somit die Kurve dritter Ordnung As in 3 mit dem Punkte y zu
sammenfallenden Punkten. Sie beriihrt also die Kurve dritter Ordnung in 
ihl'em Doppelpunkte y (Fig. 108). 

Wenn man andererseits die Gerade [y z] festhalt, welche 
eine Tangente der Kurve dritter Ordnung im Doppel
punkte y bildet, den zu ihrer vollstiindigen Bestimmung 
benutzten Punkt z aber auf diesel' Geraden beliebig ver
schiebt, so wird doch noch immer die Gleichung (19) drei 
gleiche Wurzeln ~ = 0 aufweisen miissen, d. h. auch 
fiir den durch jene Verschiebung entstandenen Punkt z 
werden die 3 ersten Koeffizienten del' Gleichung (19) ver

Y13 Jf schwinden miissen. Insbesondere muB er daher del' Glei
chung: 

Fig. 108. (56) 
geniigen, was besagt, daB er del' konischen Polare des Doppelpunktes yan
gehort. Diese konische Polare As Y des Doppelpunktes y zerfltllt demnach 
in ein Linienpaar, dessen Scheitel del' Doppelpunkt y del' Kurve dritter Ord
nung As ist, und besteht aus den beiden Tangenten, die man im Doppel
punkte y an die Kurve dritter Ordnung legen kann. Man hat also den Satz: 

Satz 745: Die erate odeI' konische Polare AsY eines Doppel
punktes y einer Kurve dritter Ordnung in bezug auf diese Kune 
wird durch das Tangentenpaar gebildet, das man in dem Doppel
punkte y an die Kurve dritter Ordnung legen kann, 

Abschnitt 49. 

Die Hessesche Kurve einer Kurve dlitter Ol'dnung. 

Das kombinatorische Produkt dreier ternaren LUckenformen erster Ordnung. 
Sind Gu G2 , Gs drei Stabe in del' Ebene, und ist l eine Punktliicke, so sind 
die Ausdriicke [Gll], [G2 lJ, [Gs l] drei ternare Liickenformen erster Ord
nung. Und definiert man genau so wie bei del' Einfiihrung des'lkombinato
rischen Produktes del' Punkt-Punkt-Abbildungen dreier Kollineationen in 
del' Ebene l ) das kombinatorische Produkt [xyz· Gil G2l Gal] durch 
die FormeI 2): 

1) V gl. den eraten Teil dieses Bandes S. 61:1f. Siehe auch dort das Entsprechende 
fiir Reziprozitaten, S. 152:1f. 

2) Um die Zahl der Klammern einzuschranken, verleihen wi! wie Bchon bisher dem 
Zwischenraum zwischen 2 Faktoren (zum Beispiel oben dem Zwischenraum zwischen 
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(1) [xyz· Gll G2 1 Gal] 

= ~ { [G1X][G2YHGsz] + [GI y][G2Z][Gax] + [GI Z][G2X][GSY] } 
3! - [GIX] [G2 z] [GsY] - [G1 y] [G 2 X] [Gaz] - [G1 z] [G2 y] [Gsx] , 

so beweist man wie dort, daB das Produkt [xyz· Gll G21 G3 l] verschwin
det, wenn zwei von seinen 3 Punktfaktol'en x, y, z einandel' gleich werden, 
und daB es den entgegengesetzten Wert annimmt, wenn man zwei von diesen 
Faktol'en miteinandel' vertauscht. Dal'aus folgt dann wieder wie dort, daB, 
falls das Produkt: 
(2) [xyz] =F 0 
ist, del' Bruch: 

(3) [xyz·Gtl G2 1 Gsl] 
[xyz] 

unabhangig von del' Lage und Masse del' Punkte x, y, z ist, so daB, wenn 
insbesondere el , e2, es die Ecken des Fundamentaldl'eiecks sind, fiir welche 
die Gleichung: 
(4) [e1 ell es] = 1 besteht, 

wird. Man kann daher fur den Bruch (3) ein Symbol einfiihren, das nul' 
noch die ternaren Liickenformen erster Ordnung [G1 l], [G2 lJ, [GalJ ellthalt. 
Wir wahlen das Zeichell [Gll. G2 l· GalJ, setzen also: 

(6) [G l· G 1. G l] = [xyz· Gll G2 l Gol] 
1 2 3 - [xy z] , 

wo x, y, z drei ganz beliebige, abel' nicht in einer Geraden liegende Punkte 
sind, und nennen die so definierte GroBe [Gll. G2 l. G3:1J das kombina
torische Produkt del' 3 ternal'en Liickenformen erster Ordnung 
[Gll], [G21], [Gal]. Wegen (5) und (4) wird dann insbesondere: 

(7) [Gll. G2 l. G3 lJ = [el e2 eS ' G1 l G2 1 G3 lJ 
odeI' wegen (1): 
(8) [Gll. G21· Gal] 

= ~ { [G1e1][G2e2] [Gses] + [Gle2][G2esJ[GSel] + [GlesJ[G2el][Gse2J}. 
3. - [Glel][G2eS][GSe2J - [Gle2J[G2elJ[GSesJ - [GlesJ[G2e2][GSelJ 

Driickt man hier die Siabe G; durch die Grundstabe Eu E2 , Es des Funda
mentaldreiecks aus, fiihrt also fur die Siabe G; ihre Ableitausdriicke: 

(9) G; = gilEl + 9;2E2 + giaEa, i = 1, 2, 3, 

den Faktoren Gll und G2 l oder zwischen G2 l und Gs 1) sowie dem .Multiplikations
punkt zugleich die Kraft einer Klammer. W 0 der Zwischenraum und der Multipli
kationspunkt miteinander in Wettbewerb treten, soIl dem Zwischenraum der Vorrang 
eingeraumt werden, so daB die durch den Zwischenraum angedeutete n-Iultiplikation 
zuerst ausgefiihrt wird. 



230 Die Hessesche Kurve einer Kurve dritter Ordnung 

ein, aus denen fiir die in (8) auftretenden Produkte [Gjck] die Werte folgen: 

(10) l Gjck] = gw i, k = 1, 2, 3, 

so erh1ilt man fiir das kombinatoriscbe Produkt [G11 . G21. Ggl] in (8) die 
Darstellung: 

[G 1 . G 1 . G lJ = _~_ { gl1 922 933 + 912923931 + 913921932} odeI' 
1 2 s 3! 

. - 911 923 932 - 912 921 9S3 - 913922931 

(11) 
1 

[Gll. G21. G3 lJ = 3! I 9i kl, i, k = 1,2,3, 
odeI' endlich 

(12) 
1 

[G1 l. G21. Gsl] = 3! [G1 G2 Gsl 
Die Gleichung: 

[G1 l· G21· G3 lJ = 0 

besagt daher ebenso wie die Gleichung: 

[G1 G2 G3] = 0, 

daB die Geraden der 3 St1ibe G1> G2, G3 eil1en Punkt miteinander gemem 
haben, und man hat den Satz: 

Satz 746: Sind G l1 G2 , Gs 3 St1ibe, und ist 1 eine Punktliicke, so 
ist die Gleichung: 

[G1 l. G2 1· G3 lJ = 0 

dann und nul' danl1 erfiillt, wenn die Geraden del' 3 Stabe G1) G2 ) 

G3 einen Punkt miteinander gemein haben.1) 

Ferner folgt aus del' Gleichung (12), daB das kombinatorische Produkt: 

[Gll· G21· G3 lJ 

sein Zeichen wechselt, wenn man irgend zwei yon seinen Faktoren [GJ] mit
einander vertauscht. 

Da sich endlich jede ternare Liickenform erster Ordnung A17 d. h. 
jeder ternare Liickenausdruck mit je einer Punktlucke in jedem Gliede, del' 
sich bei Ausfiillul1g diesel' Lucke in eine Zahl verwandelt, in del' Form [Gl] 
darstellen 11iBt, wo del' Stab G del' Geraden A1 x = 0 angehort, so geIten, 
wenn .Ail BlI q drei solche Luckenformel1 erster Ordnung sind, fur das 
kombinatorische Produkt: 

die S1itze: 
Satz 747: Sind A 1 , B l , 01 drei ternare Liickenformen erster Ord

nung, so wird die Gleichung: 

1) Vgl. hierzll und zum folgenden: H. GraB mann, Uber zusammengehol'ige Pole 
und ihre Darstellung durch Produkte, Gottinger Nachrichten 1872, S.571£. (Ge
sammelte Werke, Ed. II, Teil I, S. 252 f.) 
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dann und nur dann erfiillt, wenn die 3 Geraden: 

At x = 0, Bl X = 0, 0 1 X = 0 

einen Punkt miteinander gemein haben. 

Und 

Satz 748: Das kombinatorische Produkt [A1 B 1 01J dreier ternarer 
Liickenformen erster Ordnung ~, Bi, q andert sein Vorzeichen, 
nicht aber seinen absoluten'Wert, wenn man irgend zwei von 
s~inen drei Faktoren miteinander vertauscht. 

N atiirlich kann man den Satz 748 auch beweisen, indem man beriicksich
tigt, daB entsprechend den Formeln (7) und (8) fiir das kombinatorische 
Produkt [.A1BI0IJ der ternaren Liickenformen erster Ordnung At, BlI 0 1 
die Formeln bestehen: 

(13) 

(14) 

[Al BlOt] = [e1 e2 es . Al Bl,OlJ und 

[..4. B 0] = ~{ AlelBle201eS+ Ale2BIeaOlel +AlesBlelQel1} 
1 II 3! -AtelB1eSOle2-Ale2Btel01es-AlesBle20lel' 

Denn da die Faktoren Al eo B1 ej , 0 1 ek der Produkte in der geschweiften 
Klammer del' rechten Seite von (14) nach dem Begriffe del' ternaren Liicken
formen erster Ordnung ZahlgroBen sind, also ohne Zeichenwechsel umge
stellt' werden konnen, so geM bei der Vertauschung von'irgend zweien del' 
3 GroBen Au Bv 0 1 ein jedes Glied jener geschweiften Klammer in ein 
anderes Glied diesel' Klammer iiber, das entgegengesetztes Vorzeichen hat; 
die geschweifte Klammer andert also bei dieser VertauschuDg lediglich ihr 
Zeichen .. Dasselbe gilt daher auch von der linken Seite der Gleichung (14), 
d. h. von dem kombinatorischen Produkte [Al BI 0 1], Das aber war die Be
hauptung des Satzes 748. 

Begriff der Hesseschen Kurve einer Kurve dritter Ordnung. Sie geM durch 
einen etwaigen Doppelpunkt dieser K~trve hindurch. Die Gleichung der konischen 
Polare des PUllktes y in bezug auf die Kurve dritter Ordnung As lautete 
nach der Gleichung (29) des vorigen Abschnitts: 

(15)' Asys2 = O. 

Damit diese konische Polare einen Doppelpunkt enthalte, er sei bezeichnet 
mit z, ist notwendig und hinreichend, daB die Gleichung besteht: 

(16) AsYz = 0, 
1st namlich die Gleichung: 

(*) A2z2 = 0, 

in del' A2 eine tern tire LUckenform zweiter Ordnung bedeutet, die Gleichung 
einer Kurve zweiter Ordnung, so findet man als Bedingung dafiir, daB diese 
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Kurve den Punkt z zum Doppelpunkt habe, daB also jeder dureh den Punkt z 
gehende Strahl [zx] zwei mit dem Punkte z zusammenfalIende Punkte mit 
der Kurve (*) gemein nabe, die Forderung, daB die Gleichung: 

As(z + gx)S = 0, 
oder entwickelt die Gleichung: 

ASZ'l + 2gA,zx + 92 Al/X2 = 0, 

fur beliebige Werte von x zwei gleiche Wurzeln 9 = ° besitze. Dies tritt 
dann und nur dann ain, wenn die beiden Gleichungen hestehen: 

(**) A2Z2 = ° und Aszx = 0, 

wie auch der Punkt x gelegen sein mag. Die beiden GIeichungen (**) wer
den aber gleichzeitig befriedigt, wenn: 

(***) As z = ° ist. 

In dem Falle der Gleichung (15) ist nun: 

As = AsY· 

Die Bedingung, daB der Punkt zein Doppelpunkt del' konischen Polare (15) 
ist, lautet daher wie oben: 
(16) AaYz = 0, 

und diese Gleichung wiederum ist gleichbedeutend mit den 3 Gleiehul1gen: 

lA syze1 = ° 
(17) Asyzes = ° 

Asyzes = 0, 

die aus ihr dureh Multiplikation mit el1 ell' es hervorgehen. Sueht man 
also den geometrisehen Ort del' Doppelpunkte alIer in ein Linienpaar zer
fallenden konischen Polaren in bezug auf die Kurve dritter Ordnung As auf, 
d. h. diejenige Kurve, die von den Doppelpunkten z der unter den konischen 
Polaren enthaltenen Linienpaare beschrieben wird, so mussen ihre Pole y, 
zusammen mit den zugehOrigen Doppelpunkten z, del' GIeichung (16) genugen 
und somit aueh den Gleiehungen (17). 

Will man aber eine Gleichung fUr den geometrischen Ort jener Doppel
punkte z allein haben, so hat man aus den Gleichungen (17) die Pole y jener 
konischen Polaren zu eliminieren. Dazu schl'eibe man die Gleichungen (17) 
in del' Form: 

(18) jAsze1 y = ° 
Aazes Y = ° 
Aszes y = 0. 

Rier sind bei gegebenem z die 3 Ausdrueke Asze1 , Asze2, A.szes 3 kon
stante Luckenausdrucke mit je einer Punktlucke in jedem Gliede, die sich 
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bei .AusfiiIlung diesel' Lucke in eine Zahl vel'wandeln, d. h. sie sind 3 ter
nare Luckenformen erster Ordnung. Jede von den 3 Gleichungen (1S) stellt 
also bei konstantem 15 und veranderlichem y eine gerade Linie dar. 

Die 3 Gleichungen (1S) sagen daher aus, daB diese drei geraden Linien durch 
einen und denselben Punkt y hindurchgehen. Nach dem Satze 747 folgt 
somit aus ihnen die Gleichung: 

(19) 

Und diese Gleichung zeigt ,!lls Zahlgleichung dritten Grades in bezug auf 
den Punkt 15, daJ3 der geometrische Ort del' Doppelpunkte 15 aller konischen 
Polaren in bezug auf die Kurve dritter Ordnung As selbst eine Kurve dritter 
01'dnung ist, wenigstens unter del' Voraussetzung, daB die Gleichung (19) 
nicht durch jeden Punkt 15 del' Ebene erfiiIlt wird. 

Da die linke Seite del' GIeichung (19), d. h. das kombinatorische Produkt: 

[Asze1 • Asz e2 • Asze3J, 

ebenso wie die Form As ZS eine ternare Form dritter Ordllung ist, die zu del' 
Form ASZ3 in einer engen Beziehung steht, so erscheint es zweckmaBig, fur 
dieses Produkt eine besondere Bezeichnung und einen Namen einzufuhren. 
Wir wahlen die Bezeichnung Hszs, setzen also: 

(20) 

und nennen die temare Form dritter Ordnung (20) "die Ressesche Form" 
del' ternaren Form dritter Ordnung A3Z8.1) 

Dabei soIl das ill del' Gleichung (20) auftretende Symbol Hs die zu del' 
Hesseschen Form HSZ3 gehorende ternare Liickenform dritter 
Ordnung darstellen, so daB also: 

(21) 

1) Sie ist der 36 te Teil der Determinante der zweiten partiellen Differentialquo
tienten der ternaren Form dritter Ordnung: 

f. (01 ,02' 3s) = A..zs, 

genommen nach 01>02,3 •. Diese Determinante wurde von O. Hesse eingefiihrt in 
seiner Arbeit: tIber die Elimination der Variabeln aus drei algebraischen Gleichun
gen vom zweiten Grade mit zwei Variabeln, Journal filr die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 28 (1844), S. 8aff. (Gesammelte Werke, Munchen 1897, S. 106ff.) In 
seiner Arbeit: tIber die Wendepunkte der Kurven dritter Ordnung, aus demselben 
Band des Journals fiir die reine und angewltndte Mathematik, S. 104 (Gesammelte 
Werke, S. 131) erweitert dann Hesse den Begriff seiner Determinante, indem er auch 
bei einer ternaren Form n ter Ordnung fn (01' IT2' 3.) die Determinante aus den zweiten 
partiellen Differentialquotienten dieser Form nach ih, 32 ,3. bildet und sie als Deter
minante der Form fn bezeichnet. Nach dem Vorschlage Sylvesters nennt man jetzt 
allgemein diese Determinanten die Hesseschen Determinanten der ternaren 
Formen f. und fn' 
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wild, und es zeigt dann die Vergleichung von (20) und (21), da.B in der 
terniiren Form dritter Ordnung Hszs die Faktoren del' Potenz Z3 als Fiill
grojJen fiir die explizite geschriebenen Lucken dm' Liickenform Hs zu dienen 
kaben, nicht etwa fur die in As steckenden Lucken. 

Wir nennen ferner die durch die Gleichung (19) dargestellte Kurve dritter 
Ordnung "die Hessesche Kurve der Kurve dritter Ordllung As" oder 
auch wohl "die Hessiane der KUl've dritter Ol'dnung As". 

1hr gehoren nach dem Obigen die Doppelpunkte z der zerfallenden koni
schen Polaren in bezug auf die KUl've As an (Fig. 109). Man uberzeugt sich 

~ 

Fig. 109. 

aber sogleich, daB auch die Pole y diesel' zel'fallenden konischen Polal'en auf 
del' Hesseschen Kurve enthalten sind. Denn, da die Gleichung (16) ihre 
Giiltigkeit nicht verliert, wenn die Faktoren y und z miteinander vertauscht 
werden, so muS auch die aus (16) gefolgerte Gleichung (19) bestehen bleiben, 
wenn man in ihr den Doppelpunkt z del' konischen Polare durch deren Pol y 
ersetzt, d. h. es muB auch die Gleichung befriedigt werden: 

(22) 

welche in del' Tat zeigt, daB auch die Pole y del' zerfallenden konischen Po
laren in bezug auf As der Hesseschen Kurve von As angehoren. Man hat 
also den Satz: 

Satz 749: Del' geometrische Ort aIler Punkte y del' Ebene, deren 
konische Polare in bezug auf eine gegebene Kurve dritter Ord
nung As in ein Linienpaar zerflillt, ist die Hessesche Kurve diesel' 
Kurve dritter Ordnung. Dieselbe enthiilt zugleich die Doppel
punkte jener konischen Polaren. Sie ist selbst eine Kurve dritter 
Ordnung und wird durch die Gleichung (22) dargestellt. 

Man kann del' Hesseschen Form (20) auch die Gestalt einer Determi
nante geben. In der Tat wird wie oben in (7) bis (12): 
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[Asz~ . Aszeg . AszesJ = [e1e2eS • Asze1 Aszes Aszesl 

1 +ASzel es As ze2 e1 As zese2 

= 3! - Asze12 Aszl1!es 

Aszel+Asze1eS A:JzegeS AszeSe1 1 
..,4Sz8se2-Asz~ e2 As ze2e1 Aszes2 , 

-Aszel 8s Asze22 As zese1 
das heiBt: 

(23) 
Asze12, 

1 
[ASzel • Aszell • Aszesl = 31 Asze2 l1., 

A S zel e2 , 

Asze22, 

Asz8sl1!, 

A Sze1eS 

A Sze28s 
Aszes2 AsZ8s el1 

Die Gleichung (19) del' Hesseschen Kurve dritter Ordnung Aa laJ3t sich 
daher auch in del' Form schreiben: 

Aszel !!, Asze1 e21 Asze1 es 
(24) A S ze2 e11 Asze22, ..,4szell es = O. 

..,4szese1 , AszeS e2, ~ Aszes2 

Auf Grund dieser Gleichung del' Hesseschen Kurve einer Kurve dritter 
Ordnung As kann man auch anderweitig den ersten Teil des Satzes 749 be
statigen, welcher aussagte, daB die Pole del' in ein Linienpaar zerfallenden 
konischen Polaren hinsichtlich del' Kurve As del' Hesseschen Kurve von 
As angehOren. Fiihrt man namlich fiir den laufenden Punkt It del' konischen 
Polate (15) eines Punktes y hinsichtlich der Kurve As seinen Ableitausdruck: 

(25) 

ein, so nimmt die Gleichung (15) del' konischen Polare des Punktes y die 
Form an: 
(26) 

oder entwickelt die Form: 

(27) Asye12 3/ + ... + 2Asye2es 323s + ... = O. 

Damit abel' die durch diese Gleichung zweiten Grades in bezug auf 311 32' 3s 
dargestellte Kurve zweiter Ordnung in ein Linienpaar zerfalle, ist nach dem 
erst en Teil dieses Bandes, S. 205 ff., notwendig und hinreichend, daB ihre 
Determinante verschwindet, d. h. daa die Gleichung besteht: 

(28) 
Asye12, Asye1 e2 , Asye1 es 
A sye2 e1 , Asye22, A 3 ye2 e3 = O. 

A sye3ell Asyese2, A3yes2 

Und diese Gleichung zeigt in del' Tat, daB del' Pol y einer zerfallenden koni
schen Polare hinsichtlich As auf del' Hesseschen Kurve (24) del' Kurve As 
enthalten ist. 
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Auch bestiitigt man leicht rein analytisch das obige Ergebnis, daB die 
konische Polare eines Doppelpunktes y einer Kurve dritter Ordnung in ein 
Linienpaar zerfallt. Die Bedingungsgleichung fur einen Doppelpunkt y del' 
Kurve dritter Ordnung A3 in (43) des vorigen Ahscbnitts, d. h. die Gleichung: 

(29) 

zieht namlich, wie schon oben auf S. 219 u. 232 gezeigt ist, die drei Glei-
chungen: 

(30) jAsy2el = 0 

Asy2e2 = 0 
Asy2es = 0 

und auch die Gleichung: 
(31) 

nach sich. Und ersetzt man in den drei Gleichungen (30) jedesmal einen 
Faktor y durch seinen Ableitausdruck: 

(32) 

so verwandeln sie sich in: 

(33) 1 ~1 Asye12 + ~2 A sye1e2 + ~3 Asye1es = 0 

~1 A sye2 e1 + ~2 Aaye22 + ~a A aye2 ea = ° 
~l Asycsc1 + ~2 Asyeae2 + ~s Aayea2 = O. 

Damit diese 3 in bezug auf ~l' ~2' ~a linearen homogenen Gleichungen (33) 
ein Losungssystem ~u 1)2' ~3 zulassen, das von dem Losungssystem t)1 = 0, 
~2 = 0, ~s = 0 verschieden ist, ist notwendig und hinreichend, daB ihre De· 
terminante verschwindet. Das ist abel' gerade die obige Determinante auf 
del' linken Seite del' Gleichung (28). Und da diese Gleichung die Bedingungs
gleichung des Zerfallens del' konischen Polare des Punktes y war, so ist auch 
durch bloBe Recbnung bewiesen, daB die koniscbe Polare eines Doppel
punktes del' Kurve dritter Ordnung A3 in ein Linienpaar zerfallt. Da ferner 
die Gleichung (28) (odeI' (24» zugleich die Gleichung del' Hesseschen Kurve 
del' Kurve dritter Ordnung As ist, so bat man iiberdies den Satz, del' iibrigens 
auch schon aus den Satzen 745 und 749 folgt: 

Satz 750: Die Hessesche Kune einer K urve dritter Ordnung geht 
durch einen etwaigen Doppelpunkt diesel' Kune hindurch. 

Man darf abel' selbstverstandlich keineswegs folgern wollen, daB jeder 
Schnittpunkt einer Kurve dritter Ordnung mit ihrer Hesseschen Kurve ein 
Doppelpunkt jener Kurve sei. Denn es folgen zwar die Gleichungen (28) 
und (31) aus del' Bedingungsgleichung (29) eines Doppelpunktes, nicht abel' 
umgekehrt die )j Zahlgleichungen vertTetende extensive Gleichung (29) aus 
den beiden Zahlgleichungen (28) und (31). 
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Das kombinatorische Produkt dreier terniiren Liic!cenformen zweiter Ordmtng. 
Neue Gleic7nmgsform der Hesseschen J(urve einer Kurve dritter Ordnung. Sind 
A 2 , B 2 , C2 drei tern are Luekenformen zweiter Ordnung, und definiert man 
das kom binatorische Produkt: 

[xyz . A 2B 2 C2] 

durch die Formel: 
(34) [xyz . A 2B 2C2] 

= :,{ [A2XB2yC2Z~ + ~A2yB2ZC2X] + [A2ZB2 XC2YJ}, 
. - [A2xB2 zC2y] - [A2yB2 xC2 Z] - [A2ZB2YC2X] 

so folgt wieder wie auf S. 61 ft'. des ersten 'reils dieses Balldes (vgl. auch 
S. 229ft'. des vorliegenden Teils), daB, falls das Produkt: 

(35) [xyz] 9= 0 
ist, del' Bruch: 

(36) 

unabhangig ist von del' Lage und Masse del' Punkte x, y, z, so daB, wenn 
insbesondere elJ e2 , es die Ecken des Fundamentaldreiecks sind: 

(37) 

wird. Man kann daher fur den Bruch (36) ein Symbol einfiihren, das nul' 
noch die Liickenformell zweiter Ordnung A 2 , B 2 , C2 enthalt. Wir wahlen 
dem Obigen entsprechend das Zeichen [A2B 2 C2], setzen also: 

(38) [A B C] = [xyz·.A2 B2 °2] 
2 2 2 [xyz] , 

wo x, y, fJ drei ganz beliebige, nicht in einer Geraden liegende Punkte sind, 
und nennen die so definierte GroBe das kombinatorische Produkt del' 
drei Liickenformen zweiter Ordnung A 2B 2 C2 • 

Wegen (37) und (4) wird dann insbesondere: 

(39) [.A2 B 2 C2J = [e1e2e3 • A 2 B 2 C2], 

oder wegen (33): 
(40) [A2 B 2 C2J 

C2 esJ + [A2e2 B 2 eS C2 e1J + [A2 eS B 2e1 

C2 e2J - [A2 e2 B 2 e1 C2 esJ - [A2 eS B 2e2 

Hieraus entspringt eine wichtige Spezialformel, wenn man: 

(41) 

setzt und fur das kombinatorische Produkt von drei gleichen ternal'en 
Luckenformen zweiter Ol'dnung A2 abgekiil'zt schreibt: 

(42) 
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Durch die Substitution (41) verwandelt sich namlich die Formel (40) m: 

(43) [A2S] = [Aael A 2e2 A 2es]' 

Denn nach dem Satze 748 sind in den 6 aus den kombinatorischen Produk
ten auf del' rechten Seite von (40) durch die Substitution (41) entstehenden 
Produkten die drei ternaren Liickenformen erster Ordnung A 2e1 , A2~' Aaes 
mit Zeichenwechsel vertauschbar. Aile diese Produkte, einschlie.l3lich ihrer 
Vorzeichen, werden daher einander gleich, so daB sich die rechte Seite auf 
die in (43) angegebene Form verkiirzt. 

Die Gleichung (43) liefert eine neue Form del' Bedingungsgleichung fiir 
das Zerfailen einer Kurve zweiter Ordnung. 1st namlich: 

(44) 

der extensive Bruch fiir das Polarsystem del' Kurve zweiter Ordnung: 

(45) A2X2 = 0, 

so gestattet die quadratische Form Aax2 die Darsteilung: 

(46) .Aaxa = [x. xp], 

und es wird daher die Liickenform zweiter Ordnung Aa: 

(47) As = [1· lp]. 

Fiir die in (43) auftretenden Faktoren A2 ej erhalt man daher die Werte: 

Age; = [l· lp]e;, i = 1, 2, 3, 

= t{[e; .lp] + [1. ejp]} 

odeI' mit Riicksicht auf die erste Grundgleichung des Polarsystems (Glei
chung (61) des 31. Abschnitts): 

A 2 e; = [1. e;p], i = 1, 2, 3. 

Wegen (44) ergeben sich also fiir jene Faktoren Alle; d,ie Wede: 

(48) Aile, = [lAi] = [Ail], i = 1, 2, 3, 

so daB sich die Gleichung (43) in del' Form schreiben liiJ3t: 

(49) [A28] = [All· A2l . AslJ 

odeI' wegen (12) in del' Form: 

(50) [AllS] = :! [Al A2 As]. 

Nun war nach der Gleichung (3) des 32. Abschnitts die Gleichung: 

(51) [~A2As] = 0 

1) Es wird zu keinen VerwechslungenAnla!l geben, wenn hier voriibergehend neben 
den fettgedruckten Buchstaben A2 und A 3 , welche bezieblich temare Liickenformen 
zweiter und dritter Ordnung darstellten, die nicht fettgeclruckten Buchstaben Al , ~ , As 
fiir Stabe verwendet sind. 
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die Bedingung des Zerfallens del' Kurve zweiter Ordnung [x . xpJ = 0 odeI', 
was nach (46) dasselbe ist, del' Kurve (45). Wegen (50) abel' kann man 
diesel' Bedingungsgleicbung (51) auch die Form verleihen: 

(52) [A3]=0 2 , 

und man hat den Satz: 

Satz 751: Eine Kurve zweiter Ordnung: 

(45) 

zel'fallt dann und nul' dann, wenn die Glflichung besteht: 

(52) 

1st jetzt die ternare Luckenform zweiter Ordnung A2 das Produkt aus 
einer ternaren Luckenfol'm dritter Ordnung As und einem Punkte y, also: 

(53) A2 = AsY, 

so verwandelt sich die Gleichung (45) in die Gleichung: 

(54) 

del' konischen Polare des Punktes y in bezug auf die Kurve dritter Ordnung 
As, und die Bedingung des Zerfallens diesel' konischen Polare erhalt man, 
indem man in die Bedingungsgleichung (52) des Zerfallens del' Kurve zweiter 
Ordnung A2 fur A2 seinen Wert (53) substituiert. Dadurch abel' entsteht die 
Gleichung: 
(55) [(AsY)S] = o. 
Diese Gleichung ist somit eine neue Form del' Gleichung del' Hesseschen 
Kurve del' Kurve dritter Ordnung .As. Sie ist durchaus gleichbedeutend mit 
del' obigen Gleichung (22), und man hat den Satz: 

Satz 752: Man kann del' Gleichung del' Hesseschen Kurve einer 
Kurve dritter Ordnung As auch die Gestalt verleihen: 

(55) 

Dieselbe driicktin diesel' Form direkt die Tatsache aus, da.B die 
Hessesche Kune del' Kurve dritter Ordnun,g As del' geometrische 
Ort derjenigen Pllnkte y ist, deren konische Polaren hinsicht
lich diesel' Kurve As zerfallen. 

AllCh bestatigt die Gleichung (55), da sie in bezug auf y eine Zahl
gleichung driUen Grades ist, den letzten Teil des Satzes 749, nach welch em 
die Hessesche Kurve einer KUl'Ve dritter Ordnung selbst von del' dl'itten 
Ordnung ist. 1) 

1) Die in der Gleichung (55) gegebene Darstellung der Hesseschen Kurve einer 
Kurve dritter Ordnung laEt sich ohne weiteres auf die He sse sche Kurve einer Kurve 
n ter Ordnung ubertragen. In der Tat kann man zunachst einer jeden ternaren Form 
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Man kann ubrigens auch leicht zeigen, daB die Hessesche Form: 

(56) Hs/yS = [Agye1 • Asye2 • AsyesJ 
del' temaren Form dritter Ordnung As yS mit der linken Seite der Glei
chung (55) geradezu identisch ist. Fuhrt man namlich.in die Gleichung (43) 
an Stelle der Liickenform zweiter Ordnung As die besondere Liickenform 
zweiter Ordnung As y ein, so nimmt diese Gleichung die Gestalt an: 

(57) [(AsY)S] = [Asye1 • Asyell • Asyesl, 
aus der durch Vergleichung mit (56) die Gleichung folgt: 

(58) HsYs = [(Asy)sJ . 
Man hat also den Satz: 
Satz 753: Die Hessesche Form Hsy3 einer ternaren Form dritter 

Ordnung AsYs gestattet die Darstellung: 

(58) HaYs = [(Asyyl] . 
Man erhalt ferner fiir die temare Liickenform dritter Ordnung Hs der 

Hesseschen Kurve einer "Urkurve dritter Ordnung" As die neue Darstellung: 

(59) Hs = [(Asl)3] , 
wobei wieder zu bemerken ist, daB dann in der ternaren Form dritter Ordnung: 

HsYs = [(Aal)B] yS 
die Faktoren del' Potenz yS als Fullgrof3en der explizite geschriebenen LUcke l 
$U dienen haben, nicht etwa fUr die in As steckenden Lucken (vgl. S.234). 

Ruckkehrpunkt und isolierter Doppelpunkt einer Kurve dritter Ordnung. 
Wenn die beiden Tangenten einer Kurve dritter (odeI' auch nter) Ordnung 

n ter Ordnung fn (!1l !2' !s) auch die Gestalt verleihen: 

fn (!1 , !2' !s) = An aP , 
in der An eine ternare Liickenform n ter Ordnung ist, d. h. ein Liickenausdruck mit 
n Punktliicken in jedem Gliede, der bei Ausfiillung dieser Liicken dmch einen be
liebigen Punkt der, Ebene in eine Zahl iibergeht. Die Gleichung einer jeden Kurve 
n ter Ordnung last sich daher auf die Form bringen: 

(*) Anxn = O. 

Definiert man ferner die erste, zweite, ... , (n - 1) te Polare eines Punktes '!J in bezug 
auf die Kurve nter Ordnung (*) entsprechend wie bei einer Kurve dritter Ordnung, 
so wird die (n - 2) te oder konische Polare eines Punktes '!J in bezug auf die Kurve 
nter Ordnung (*) durch die Gleichung: 

(**) A"yn-2 x 2 = 0 

ausgedriickt. Der geometrische Ort aIler Punkte '!J der Ebene, deren konische Polaren 
in bezug auf die Kurve n ter Ordnung (*) zerfallen, besitzt endlich, wie man sofort 
sieht, die Gleichung: ' 
(***) [(A"yn-,)s] = 0 , 

welcbe zeigt, daB die Hessesche Kurve einer Kurve nter Ordnung von (3n - 6)ter 
Ordnung iat. 
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in einem Doppelpunkte der Kurve in eine G erade zusammenfallen, so 
heiBt der Doppelpunkt ein Riickkehrpunkt odeI' eine Spitze der Kurve, 
die Tangente in ihm eine Riick- \ 
kehrtangente der Kurve (Fig. \ 
110). Ein Doppelpunkt einer 
K urve dritter Ordnung, der nicht j\ 
zugleich ein Ruckkehrpunkt der 
Kurve ist, mage ein Doppel
punkt im engeren Sinne ge-, 
nannt werden. Ein Doppelpunkt ~ 
einer K urve dritter Ordnun g, dessen \ ~ 
beide Tangenten konjugiert kom-
plex sind, heiBt ein isolieder 
Doppelpunkt del' Kune; im 
Gegensatz dazu wi I'd ein Doppel-
punkt einer Kurve dritter Ord- Fig. 110. Fig. 111. 

nung mit zwei getrennten reellen Tangenten als em Knotenpunkt del' 
Kune dritter Ordnung bezeichnet. 

vVendepunkte einer Kurve driiter Ordnung; ihre konischen Polaren in bezug 
auf die KU~'ve zerfallen in die vVendetangente 'Und die harmonische Polare des 
Wendepunktes. SchlieBen wir jetzt den Fall, wo del' Punkt y in einen Doppel
punkt im engeren Sinne odeI' in einen Ruckkehrpunkt der Kurve dritter 
Ordnung .As faUt, von del' Betrachtung aus, setzen aber immer noch voraus, 
daB del' Punkt y del' Kune .As angehOrt, so daB zwar die Gleichung: 

(31) 

nicht abel' die Gleichung (29) edullt wird, und lassen sodann den Punkt y 
seine Lage auf del' Kurve As so lange verandern, bis fUr ihn und gewisse 
Lagen eines Punktes z die beiden Gleichungen befriedigt werden: 

(60) A sy2z = ° und 

(61) 

so besitzt wegen (31), (60) und (61) die Gleichung (19) des vOl'igen Ab
schnitts 3 gleiche Wurzeln fj = 0, und es hat daher die Gerade [yzJ im 
Punkte y eine dreiptmktige Beriihrttng mit del' Kurve dl'ittel' Ordnung As' 

Man nennt einen solchen Punkt y einen Wendepunkt del' Kune dritter 
Ordnung und die Gerade [yzJ die zugeharige Wendetangente (Fig. 111). 

Aus demselben Gl'unde wie auf S.215f. geniigt dann zugleich mit dem 
zur Festlegung der Wendetangente [y zJ benutzten Punkte zein jeder Punkt z 
diesel' Wendetangente den Gleichungen (60) und (61). Man hat also den 
Satz: 

Gra.Bmnnn, Projektive Geometrie d. Ebene 11,2 16 
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Satz 754: 1st As eine ternare Luckenform dritter Ordnung, und 
geniigen 2 Punkte y und fJ den 3 Gleichungen (31), (60) und (61), 
wahrend zugleich Asy21= 0 ist, so ist der Punkt y ein Wende
punkt und die Gerade eye] die zugehorige Wendetangente del' 
Kurve dritter Ordnung As' Und umgekehrt bestehen fur jeden 
Wendepunkt y einer Kurve dritter Ordnung As und einen jeden 
Punkt fJ del' Wendetangente [yfJ] des Punktes y die 3 Gleichungen 
(31), (60) und (61). 

Um liber die konische Polare eines Wendepunktes AufschluB zu erhalten, 
bemerke man, daB nach dem Satze 735 die gerade Polare eines jeden Punktes y 
einer Kurve dritter Ordnung, der von einem Doppelpunkt dieser Kurve ver
schieden ist, durch die Tangente del' Kurve im Punkte y gebildet wird. 
Wenn also der Punkt y ein Wendepunkt del' Kune dritter Ordnung Aa ist, 
so ist seine gerade Polare Aay2 mit der Gleichung (60) nichts anderes als 
die Wendetangente W dieses Wendepunktes. Da abel' nach dem Satze 754 
fur einen jeden Punkt fJ diesel' Wendetangente zugleich die Gleichung (61), 
d. h. die Gleichung del' konischen Polare des Wendepunktes y, erfiiilt ist, 
so enthiilt die konische Polare .flaY eines Wendepunktes y dessen Wende
tangente W als Teil und zerfallt somit in ein Linienpaar, dessen eine Gerade 
diese Wendetangente Wist. 

fiber die fJweite Gerade dieses Linienpaares geben die Satze 743 und 744 
AufschluB, nach denen die konische Polare eines jeden Punktes y einer Kune 
dritter Ordnung den geometrischen Ort del' Punkte bildet, die von dem 
Punkte y durch die Kune dritter Ordnung harmonisch getrennt werden. 
Dies trifft insbesondere auch fur den Fall zu, wo jener Punkt y der Kurve 
dritter Ordnung, welcher den Pol der konischen Polare bildet, ein Wende
punkt del' Kurve dritter Ordnung ist, wo also die konische Polare in ein 
Linienpaar zerfallt, namlich in die Wendetangente W jenes Wendepunktes 
und eine zweite Gerade. Von del' Wendetangente W besitzt selbstverstand
lich jeder Punkt z die angegebene Eigenschaft, denn ein Tripel von drei zu
sammenfallenden Punkten y einer Geraden wird durch jedel1 PUl1kt z diesel' 
Geraden zu einem harmonischen Punktwurf erganzt. 

Ein groBeres Interesse gewinnt diese Eigenschaft fUr die zweite Gerade H 
jenes Linienpaares, da ja ihr zufolge jeder Punkt diesel' Geraden H von dem 
zugehOrigen Wendepunkte durch die Kurve dritter Ordnung harmonisch 
getrennt wird. Diese Gerade H heiBt daher die harmonische Polare 
des Wendepunktes. Dieselbe geht insbesondere durch die Beruhrungs
pUl1kte del' Tangenten hindurch, die man auBer del' Wendetangente von dem 
Wendepunkte y an die Kurve dl'itter Ordnung ziehen kann (Fig. 112). 

Man kann das Ergebnis auch so ausdrucken: Die Ktt1've dritter Ordnttng 
Aa geht an einem Wendepunkte und seine~' harmonischen Polare H hanno
nisch gespiegelt in sich uber. 
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Und man hat ferner den Satz: 
Satz 755: Die konische Polare AsY eines Wendepunktes y einer 

Kune dritter Ordnung As in bezug auf diese Kune ist das 
Linienpaar, das aus del' Wendetangente W und del' harmoni
schen Polare H des Wendepunktes gebildet wird. 

Urn die Anzahl del' Tangenten zu bestimmen, die man von einem Wende
punkte y einer Kurve dritter Ordnung auBel' del' Wendetangente W dieses 
Wendepunktes an die Kune dritter Ordnung ziehen kann, beachte man, 
daB hier gerade del' im Beweise des Satzes 741 ausgeschlossene Ausnahme
fall eintritt, daB die konische Polare des Punktes y mit del' Kurve dritter 
Ordnung im Punkte y 3 zu
sammenfallende Punkte ge
mein hat. Von den 6 Schnitt
punkten del' Kurve dritter Ord- ! 
nung mit del' konischen Po- ~JI 
lare des Wendepunktes y fal
len daher 3 Schnittpunkte in 
diesen Wendepunkt y hinein, 
und es bleiben somit nul' 
noch 3 weitere Schnittpunkte 
ubrig. Nach dem Satze 736 
und nach S. 242 gehen dem- Fig. 112. 

nach von einem Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung ohne Doppel
punkt auSer del' VV 8ndetangente W dieses Wendepunktes nur noch 3 weitere 
Tangenten an die Kune, und ihre 3 Beruhrungspunkte liegen nach dem 
Obigen auf del' harmonischen Polare H jenes Wendepunktes (vgl. die 
obige Fig. 11::!). 

Bei einer Kurve dritter Ol'dnung mit einem und nul' einern Doppelpunkt 
dagegen vermindert sich die Anzahl diesel' Tangenten noch urn 2, d. h. es 
geht an eine solche Kurve von einem vVendepunkte auBer del' zugehorigen 
Wendetangente nul' noch eine weitere Tangente an die Kune. Man hat so
mit den Satz: 

Satz 756: Von einem Wendepunkte einer Kune dritter Ord
nung ohne Doppelpunkt lassen sich auBer del' Wendetangente 
dieses Wendepunktes noch 3 weitere Tangenten an die Kurve 
legen, an eine Kurve dritter Ordnung mit einem und nul' einem 
Doppelpunkt nul' noch eine weitere Tangente. 

Auch jede1' Wendep~tnkt einer Kurve dritte1' Ordmtng gehort ihrer Hesse
schen Kurve an. Anzahl der Wendepunkte einer Kttrve dritter 01'dnung ohne 
Doppelpttnkt. Da nach dem Satze 749 die Hessesche Kurve einer Kune 
dritter Ordnung As del' geometrische Ort aller Punkte del' Ebene ist, deren 

16* 
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konische Polare hinsichtlieh del' Kurve A3 in ein Linienpaar zerfa,llt, und 
nach dem Satze 755 dies fiir die konische Polare eines Wendepunktes zu
trifft, so miissen die Wendepunkte del' Kurve dritter Ordnung A3 zugleich 
auf del' Hessesehen Kurve dieser Kurve gelegen seiu. Es ist abel' ganz 
besonders wichtig, daB von diesem Satze aueh eine Umkehrung gilt, daB 
namlieh aueh umgekehrt jeder Sehnittpunkt einer Kurve dritter Ordnung A3 
mit ihrer Hessesehen Kune, falls er nieht ein Doppelpunkt oder Riiekkehr
punkt del' Kurve A3 ist, einen Wendepunkt diesel' Kune bildet. 

Urn dies zu beweisen, setzell wir voraus, ein Punkt y del' Kurve dritter 
Ordnung As sei von einem Doppelpunkt und Ruekkehrpunkt del' Kurve 
verschieden, also ein einfaeher Punkt del' KUl've, er geniige somit del' 
Gleichung: 
(30) Asy3 = 0, 

wahrend zugleich A3y2 + 0 ist. Dann weiB man von del' konischen Polare 
As'!:! des Punktes y, d. h. von del' Kurve zweiter Ordnung: 

(61) Asyz2 = 0, 
nach dem Satze 740, daB sie nicht nur dureh den Punkt y hindurehgeht, 
sondern aueh die Kurve dritter Ordnung As in dem Punkte y beriihrt. 

"Venn nun abel' del' PunH y zugleich aueh del' Hessesehen Kurve (22) 
angebOrt, so zerfallt seine konische Polare (61) in ein Linienpaar, und da 
sie iiberdies die Kune dritter Ordnung A3 im Punkte y beriihrt, so muB 
eine von ihren beiden Geraden eintl Tangente del' Kurve dritter Ordnung As 
im Punkte y sein, sich also durch eine Gleichung von del' Form: 

(60) A sy2z = 0 
darstellen lassen. 

Fur die Punkte zeiner Tangente del' Kurve dl'itter Ordnung As in 
einem Punkte y diesel' Kune, der aus ihr dureh die Hessesche Kune 
ausgesehnitten wird, ohne ein Doppelpunkt oder Riickkehrpunkt del' Kurve 
zu sein, bestehen somit die Gleichungen (60) und (61), wahrend fiir den 
Punkt y zugleich die Gleichung (30) befriedigt wird. Diese 3 Gleichungen 
abel' waren nach dem Satze 754 zusammen mit del' Nebenbedingung Asy2+0 
die Bedingungsgleichungen dafur, daB del' Punkt y ein Wendepunkt del' 
Kune dritter Ordnung As ist, und zugleich stellte die Gleichung (60) die 
zugehorige Wendetangente dar. Man hat also den Satz: 

Satz 757: J eder Wendepunkt einer Kune dritter Ordnung ge
hort ihrer Hesseschen Kune an, und umgekehrt ist jeder von 
einem Doppelpunkt und Riickkehrpunkt einer Kurve (hitter 
Ordnung verschiedene Schnittpunkt diesel' Kurve mit ihrer 
Hesseschen Kurve ein Wendepunkt del' Kune dl'itter Ordnung. 

Del' Satz von Bezout (Satz 738) gibt dann zugleich AufschluB iiber die 
Anzahl del' Wendepunkte, die eine Kurve dritter Ordnung besitzt, wenigstens 
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fur den Fail, wo die Kurve dritter Ordnung keinen Doppelpunkt und Riick
kehrpunkt enth1tlt. Da namlich nach dem Satze 749 die Hessesche Kurve 
einer Kurve dritter Ordnung ebenfalls von del' dritten Ordnung ist, und 
sich nach demBezoutschenSatze zweiKurven dritterOrdnung in 9Punkten 
schneiden, so folgt aus dem Satze 757 del' Satz: 

Satz 758: Eine Kurve dritter Ordnung, die keinen Doppel- und 
Riickkehrpunkt hat, besitzt neun Wendepunkte. 

Abschnitt 50. 

Die neun Schnittpunkte zweier Kunen dritter Ordnung. Die Wende
tangentialgleichung einer Kurve ddtter Ordnung. 

Die Anzahl der Punkte, die eine Kttrve n ter, insbesondere dritter Ordnung, 
bestimmen. Bei einer ternaren qnadratischen Form lauten die Koeffizienten: 

a11 , a12 , a13 , 

U22 , a23 , 

a 33' 

1hre Anzahl V 2 ist gleich del' Anzahl 3 .. 2 der Kombinationen mit Wieder
holung aus den 3 Elementen 1,2,3 zur zweiten Klasse 1), d. h. es ist: 

(1) v. = 3 .. 2 = :3~_~ = 6 . 
" 1·2 

Die Anzahl \132 del' Punkte, die eine Kurve zweiter Ordnung bestimmen, ist 
um 1 kleiner als die Anzahl V 2 der Koeffizienten der ternaren quadratischen 
Form, es ist also: 
(2) \132 = V 2 - 1 = 5 

Bei einer terniiren 7cubischen Form lauten die Koeffizienten: 

a ll1 , °112 , 0l1S' U122 , a 123 , a133 , 

U222 , a223 , U233 , 

a333 • 

1) Vgl. bierzu die Bezeichnungen meines Vaters Iiir die Anzahl der Kombina
tionen und Variationen ohne und mit Wiederbolung. Er bezeicbnet in Anlehnung 
an C. G. Scheibert die Anzahl der Kombinationen ohne Wiederbolung aua n Ele
menten zur pten Klasse mit n' P (gelesen n Punkt p), die Anzabl der Kombinationen 
mit Wiederholung aus n Elementen zur pten Klasse durch das Symbol n" P (gelesen 
n Punkt Punkt p), die Anzahl der Variationen ohne Wiederbolung aus n Elementen 
zur pten Klasse mit n'P (gelesen n Stricb p) und die Anzabl der Variationen mit 
Wiederholung aus n Elementen zur p ten Klasse mit n" P (gelesen n Strich Strich pl. 
Siehe H. GraBmann, Lehrbuch der Arithmetik. Stettin 1860. Nr. 406 und O. G. Schei
bert, Versuch, die Prinzipien der Kombinationslehre als einer selbstandigen Wissen
schaft festzustellen, nebst einer Bezeicbnungsmethode in derselben. Programm. Stet
tin 1834. 
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1hre Anzahl va ist gleich del' Anzahl 3·· 3 der Kombinationen mit Wieder
holung zur dritten Klasse aus den Elementen 1, 2, 3, d. h., es ist: 

3 .. 3 3·4·5 
(3) Va = = 1 . 2 . 3 = 10 . 

Die Anzahl ~s del' Punkte, die eine Kurve dritter Ordnung bestimmen, ist 
um 1 kleiner als die Anzahl Vs der Koeffizienten der ternaren kubischen 
Form, es ist somit: 
(4) ~s = Vs - 1 = 9. 
Man hat daher den Satz: 

Satz 759: Eine Kurve dritter Ordnung ist im allgemeinen durch 
9 Punkte bestimmt. 

Es ist durchaus notig, hier die Beschrankung "im allgemeinen" hinzu
zufiigen; denn es konnen, wie wir sogleich sehen werden, 9 Punkte del' 
Ebene auch so liegen, daB durch sie umendlich viele Kurven dritter Ord
nung hindurchgehen. 

Entsprechend wird bei eil1er terniiren Form n ter Ordnung die Auzahl "-'" 
ihrer Koeffizienten: 

V = 3· ." = 3 . 4 ... (n - 1) n (n + l)(n + 2) odeI' 
(5) 11 1.2 ... (n-3)(n-2)(n-1)n 

(6) v = (n + 1) (n + 2) = (n + 1) .. 2 
" 1 . 2 . 

Die Anzahl ~n del' Punkte, die eine Kurve n tel' Ordl1ung bestimmen, ist 
somit: 
(7) m = v _ 1 = ~n + 1) en + 2) _ 1 = n (n + 3) 

1-'11 n 2 2 

und man hat den Satz: 
Satz 760: Eine Kurve nter Ordnung ist im allgemeinen durch 

n(n2+ 3) Punkte bestimmt. 

Auch hier kann fiir besondere Lagen del' n(nt 3) Punkte del' Fall ein

treten, daB sie unendlich vielen Kurven n tel' Ordnung gernein sind, daB sie 
also zur Bestimmung einer solchen Kune nicht ausreichen. 

Der Pliickersche Schnittpunktsat£l fur £lwei KUlrven nter Ordnung. 1m all
gemeinen gehen aber erst durch: 

In _ 1 = n en + 3) _ 1 
1-'n 2 

PUl1kte unendlich viele Kurven n tel' Ordnung hindurch. In der Tat kann 

man auf Grund del' gegebenen nent 3) - 1 Punkte nul' ebenso viele lineare 

Gleichungen zur Bestimmung der !1'(nt 3 ) VerhiiItnisse del' Koeffizientell 

del' Kurvengleichung A"x" = 0 bilden, d. h. eine Gleichung weniger, als zu 
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deren Bestimmung erforderlich sind. Es gibt daher unendlich viele Kurven 
n ter Ordnung, welche die gegebenen Punkte enthalten. 

Man uberzeugt sich aber leicht, daB je zwei solche Kurven, wenigstens 
fur n > 2, auch noch mehr Punkte miteinander gemein haben. Sind namlich: 

(8) A",xn = 0 und B",x'" = 0 

die Gleichungen zweier Kurven ntel' Ordnung, welche durch die n(n;-3)_1 
Punkte hindurchgehen, so stellt die Gleichung: 

(9) f, A x" + fB x" = 0 "') n n , 

in der fj und f zwei konstante ZahlgroBen bedeuten, fur jedes Wertpaar 
diesel' beiden ZahlgroBen eine Kurve n tel' Ordnung dar, welche die samt
lichen Schnittpunkte der beiden Kurven (8), also auch die gegebenen 
n (n;- 3) _ 1 Schnittpunkte enthiilt. 

Die Anzahl alier Schnittpunkte del' Kurven n tel' Ordnung (8) ist abel' 
nach dem Satze von Bezout (Satz 740) = n 2• Die Anzahlo." del' weiteren 
Punkte, welche die beiden Kurven (8) auBer den gegebenen n (n -: 3) - 1 
Punkten miteinander gernein haben, betriigt daher: 

0. =n2 _n(n+3)+1 
n 2 ' 

d. h. es ist diese Anzahl: 

(10) 

Es kann abel' andel'erseits auch jede durch die gegebenen n(n: 3) -1 

Punkte gehende Kurve n tel' Ordnung durch eine Gleichung von del' Form 
(9) dargestellt werden. Denn, ist p ein beliebiger Punkt del' Ebene, der von 
den n 2 Schnittpunkten del' Kurven (8) vers~hieden ist, so kann man stets 
eine Kune (9) angeben, die auBer durch die n 2 Schnittpunkte der Kurven (8) 
auch durch den Punkt p hindurchgeht. Die Gleichung: 

(11) fjA"p" + fBr/p" = 0 

f ergibt niimlich fur das Pararneterverhiiltnis T der fraglichen Kurve den 
Wert: 

(12) 

und diesel' wird nur unbestimmt, wenn die Gleichungen: 

(13) 

gleichzeitig el'fiillt werden. Das abel' tritt nur ein, wenn del' Punkt peineI' 
von den n2 Schnittpunkten del' beiden Kurven (8) ist, was oben aus
geschlossen wurde. 
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In diesen Ergebnissen ist zunlicbst der folgende von Julius Plucker 
herruhrende Satz enthalten 1): 

Satz 761: Zweiter Satz von Plucker (Pli.tckerscher Schnittpunkt

satz): Durch 'I1(n:3) -1 Punkte der Ebene gehen unendlich viele 

Kurven nter Ordnung hindurch. AIle Kurven nter Ordnung abel', 
welche diese Punkte enthalten, haben auch noch weitere: 

(n -1) (n - 2) 
2 

Punkte miteinander gernein. 

Anwendung des Pliickerschen Schnittpunktsatzes attf Kurven dritter Ord
nung. Das Biischel von Kurven n ter, insbesondere von Kurven dritter Ord
nung. Aus dern zweiten Satze von Plucker folgt spezieil fur Kurven dritter 
Ordnung del' Satz: 

Satz 762: Durch 8 Punkte der Ebene gehen unendlich viele 
Kurven dritter Ordnung hindurch. AIle Kurven drittel' Ol'dnung 
aber, welche diese 8 Punkte enthalten, haben noch einen neunten 
Punkt rniteinander gernein. 

Bezeichnet man ferner noch die Gesamtheit der durch die Gleichung (9) 
fUr beliebige l'eelle Werte von f) und t dargestellten K urven n ter Ordnung 
als ein Buschel von Kurven nter Ordnung und nennt die beiden 
Kurven (8) seine Grundkurven, die n2 Schnittpunkte del' beiden Grund
kurven die Gl'undpunkte des Biischels, so kann man zugleich den 
Satz aussprechen: 

Satz 763: Die n 2 Grundpunkte eines Buschels von Kurven nter 
Ordnung, d. h. die n2 Schnittpunkte seiner beiden Gl'undkurven, 
gehoren samtlichen Kurven des Buschels an. Dagegen geht 
durch einen jeden Punkt del' Ebene, der von den n 2 Grund
punkten des Buschels verschieden ist, eine und nul' eine Kurve 
des Biischels hindurch. 

Insbesondere heiBt die Gesarntbeit ailel' Kurven drittel' Ordnung, die fur 
beliebige Werte der reeilen Zahlgr1:iBen "9 und t durch eine Gleichung von 
der Form: 
(14) 

1) Vgl. J. Plucker, Analytisch-geometrische Entwicklungen, Ed. I (1828), S.228f., 
ferner die Abhandlung von C. G. J. Jacobi, De relationibus, quae locum habere de
bent inter puncta intersectionis duarum curvarum vel trium superficierum algebrai
carum dati ordinis, simul cum enodatione paradoxi algf'braici. Journal fiir die reine 
und angewandte Mathematik, Ed. 15 (1836), S. 285:1f. (Gesammelte Werke, Ed. 3, 
S. 331 :If.) 
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dargestellt werden, unter As und Bs zwei ternare Luckenformen dritter 
Ordnung verstanden, ein Biischel von Kurven dritter Ordnung, die 
Kurven: 
(15) Asxs = 0 und BSX3 = 0 

heiBen die Grundkurven des Biischels und die 9 Schnittpunkte der 
heiden Grundkurven die Grundpunkte des Biischels. Fur ein solches 
Biischel von Kurven dritter Ordnung folgt aus dem Satze 763 der Satz: 

Satz 764: Die 9 Grundpunkte eines Buschels von Kurven drit
tel' Ordnung, d. h. die 9 Schnittpunkte seiner heiden Grund
kurven, gehol'en samtlichen Kurven des Biischels an. Dagegen 
geht durch jeden Punkt der Ehene, der von den 9 Gl'undpunkten 
des Buschels verschieden ist, eine und nul' eine Kul've des 
Biischels hindurch. 

Folgenmgen fur den Fall, wo eine von den Kurven eines Biischels von 
Kurven dritter Ordnung zerfallt. Wendet man den Satz 762 auf den Fall 
an, wo eine von den Kurven drittel' Ordnung in eine Kurve zweiter Ord
nung und eine gerade Linie zerfiillt (vgl. S. 212), so folgert man: 

Geht eille Kurve zweiter Ordnung durch 6 von den 9 Schnittpunkten 
zweiel' Kurven dritter Ordnung hindurch, so enthalt die gerade Verhindungs
linie zweiel' von den 3 anderen Schnittpunkten dieser Kurven dl'itter Ord
nung auch den dritten von diesen 3 Schnittpunkten. 

Und: Liegen 3 von den 9 Schnittpunkten zweier Kul'ven dritter Ordnung 
in einer geraden Linie, so geht die Kurve zweiter Ordnung, die durch 5 von 
den 6 ubrigen Schnittpunkten dieser Kul'ven dritter Ordnung hestimmt wird, 
auch durch den sechsten von jenen 6 Schnittpunkten hindurch. 

Man hat also den Satz: 
Satz 765: Liegen von den 9 Schnittpunkten zweier Kurven 

drittel' Ordnung 6 Punkte auf einer Kurve zweiter Ordnung, so 
liegen die 3 anderen Schnittpunkte in einer Geraden und um
gekehrt. 

Aus diesem Satze folgt insbesondere, da zwei gerade Linien zusammen 
eine Kul've zweiter Ol'dnung bilden, del' Satz: 

Satz 766: Liegen von den 9 Schnittpunkten zweier Kurven 
drittel' Ordnung zweimal drei Punkte in je einer geraden Linie, 
so liegen auch die letzten 3 Punkte in einer Gel'aden. 

Und aus ihm ergibt sich wiederum der Satz (Fig. 113): 

Satz 767: Sind a, a', a" dl'ei in einer Geraden liegende Punkte 
einer Kurve dritter Ordnung, b, b', b" drei weitel'e solche Punkte, 
und schneiden die Verbindungslinien ab, a'b', a"b" die Kurve 
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dritter Ordnung in den Punkten c, c', c", so liegen auch diese 
drei Punkte in einer geraden Linie. i ) 

Beweis: Man fasse die drei geraden Linien abc, a'b' c', a"b" c" zusammen 
als eine zweite Kurve dritter Ordnung auf. Dann liegen von den 9 Schnitt
punkten a, b, ... c" del' gegebenen Kurve dritter Ordnung mit jener zweiten 
Kurve dritter Ordnung zweimal drei Punkte, niimlich die Punkte a, a', a/' 
und die Punkte b, b', b" in je einer Geraden. Folglich gilt nach dem Satze 766 
dasselbe atlch von den drei Punkten c, c', c" . 

.Aus dem Satze 767 kann man noch einen Sondersatz dadurch ableiten, 
daB man die beiden Geraden aa' a" und bb'b" in eine Gerade zusammen-

Fig. 11S. Fig. 114. 

fallen IaBt und zugleich die entsprechend bezeichneten Punkte a und b, 
a' und b', a" und b" zu je einem Punkte vereinigt (Fig. 114). Dann werden 
die Verbindungslinien ab, a'b', a"b" drei Tangenten del' Kurve dritter Ord
nung, deren Beriihrungspunkte in einer geraden Linie liegen, und die 
Puukte c, c', c" werden die Schnittpunkte, welche diese Tangenten mit del' 
Kurve dritter Ordnung auBer ihren Beriihrungspunkten a, a', a" gemein 
haben, die sogenannten Tangentialpunkte jener Beriihrungspunkte a, 
a', a". Man hat also den Satz: 

Satz 768: Liegen drei Punkte a, a', a" einer Kurve dritter Ord
nung in einer Geraden, so liegen auch ihre Tangentialpunkte c, 
c', e" in einer Geraden. 

Von diesem Satze kann man eine wichtige .Anwendung auf die Wende
punkte einer Kurve dritter Ordnung machen. Ein Wendepunkt einer Kurve 
dritter Ordnung kann niimlich charakterisiert werden als ein Punkt einer 
Kurve dritter Ordnung, del' mit seinem Tangentialpunkte zusammenfiiilt. 
Sind daher Wi und w 2 zwei Wendepunkte einer Kurve dl'itter Ordnung und 
schneidet ihre Verbindungslinie die Kurve dritter Ordnung in dem Punkte'tVa 

1) Vgl. zum folgenden die Darstellung bei H. Dnrege, Die ehenen Kurven dritter 
{)rdnnng, Leipzig 1871, Nr. 229:ff. 
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(Fig. 115), so kann man zeigen, daB auch der Punkt Ws ein vVendepunkt 
der Kurve dritter Ordnung sein muB. 

In der Tat fallen ja die Tangentialpunkte der Wendepunkte Wi und W 2 

nach dem soeben Gesagten mit den Punkten W 1 und w2 zusammen. N ach 
dem Satze 768 mu.B somit auch del' Tangentialpunkt des Punktes iVa mit 
dem Punkte wa vereint liegen, d. h. auch der Punkt wa ist ein Wendepunkt 
del' Kurve dritter Ordnung. Man hat daher den Satz: 

Satz 769: Satz von De Gua: Die gerade Verbindungslinie zweier 
Wendepunkte einer K urve dri tter Ordn ung schnei-
det aus der Kurve noch einen dritten Wendepunkt 
aus.1) 

Die Glciehung ciner K~l1"ve dritter Ordnung au,sged1'iiekt 
dureh die Wendetangenten dreier in einer Geraden liegen- 0 
den Wendepunkte und durek diese Gerade. Erster Perspek
tivitiitssatfJ fur Kurven drittm' Ordnung. Aus dem Satze 
von De Gua entspringt eine wichtige GIeichungsform einer 
Kurve dritter Ordnung. 2) Sind namlich A, B, 0, D 4 Stiibe 

Fig. 115. 

aus 4 Geraden, von denen keine 3 durch einen Punkt gehen, und ist £ eine 
reelle ZahlgroBe, so stellt die GIeichung: 

(16) [Ax] [Bx] [Cx] - f[DxJs = 0 

ein BUschel von Kurven dritter Ordnung dar, dessen Grundhtrven durch das 
Geradentripel A, B, C und durch die dreifach zahlende Gerade D gebildet 
werden. Die 9 Grundpunkte dieses Buschels sind daher die 3 dreifach zahlen
den Schnittpunkte [AD], [BD], LOD] del' 3 ersten Geraden A, B, C mit 
del' vierten Geraden D. Diese dreifach ziihlenden Schnittpunkte der Geraden 
D bilden also fiir jede von den Kurven dritter Ordnung des Buschels (16) 
3 Wendepunkte und die Geraden A, B, 0 die zugehorigell Wendetangenten. 
Man hat somit den Satz; 

1) Vgl. De Gua, Usages de l'analyse de Descartes pour decouvrir sans Ie se
cours du calcul differentiel les proprietes ou affections principales des lignes geo
metriques de tous les ordres. Paris 1740. S. 225 und 315. Auf die geschichtliche 
Bedeutung von De Gua fur die Entwicklung der Kurvenlehre wies zuerst A. Brill 
hin: Siehe A. Brill und M. N oether, Die Entwicklung der Theorie der algebraischen 
Funktionen in alterer und neuerer Zeit. Jahresbericht del' Deutschen JllIathematiker
Vereinigung, Bd. 3 (1892-93), S. 132-134. Eine ausfiihrliche Darstellung del' Lei
stungen von De Gua findet man bei P. Sauerb eck, Einleitung in die analytische 
Geometrie der h6heren algebraischen Kurven nach den JllIethoden von Jean Paul 
De Gua de Th'Ialves. Leipzig 1902. Siehe ferner: H. Wieleitner, Theorie der alge
braischen Kurven hOherer Ordnung. Leipzig 1905. S. 200. 

2) Vgl. zum folgenden: J. Pliicker, System der analytischen Geometrie. Berlin 
1835, Nr. 320ff. Siehe auch H. Durege, Die ebenen Kurven dritter Ordnung. Leip
zig 1871, Nr. 352. 
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Satz 770: Dritter Satz von Pliicker: Die Gleichung: 

(16) [Ax][Bx][Ox] - f[DxJ3 = 0, 

in del' A, B, C, D 4 Stabe aus 4 Geraden sind, von denen keine 3 
durch einen Punkt gehen, und in del' f eine Zahlgro£e bedeutet, 
stellt ein Biischel von Kurven dritter Ordnung dar, welche die 
3 in der Geraden D liegenden Punkte: 

(17) Wi = [AD], W 2 = [BD], Ws = [OD] 

zu Wendepunkten und die Geraden A, B, 0 zu Wendetangenten 
haben. 

Die Gleichung (16) einer Kurve dritter Ordnung erinnert an die auf ein 
Tangentialdreieck bezogene Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung (vgl. die 
Gleichung (34) des 33. Abschnitts) und moge die Wendetangential

Fig. 116. 

gleichung einer Kurve drit
ter Ordnung genannt wer
den 

Bezeichnet man noch die den 
Seiten A, B, 0 des Wendetan
gentendreiseits ABC gegeniiber
liegenden Ecken mit a, b, c, 
setzt also etwa: 

(18) a = [BO], b = [OA], 

c = [AB], 
so laBt sich zeigen, daB die har
monische Polare eines jeden von 
den 3 Wendepunkten wl1 W 2 , ws, 
genommen hinsichtlich irgend

einer Kurve des Buschels (16), durch diejenige Ecke des Wendetangenten
dreiseits AB 0 hindurchgeht, die der Wendetangente des betrefl'enden Wende
punktes gegeniiberliegt (Fig. 116). 

Wir zeigen etwa, daB die harmonische Polare ~ des Wendepunktes 
Wi = [AD] die Ecke a = [BOJ des Wendetangentendreiseits ABC enthalt. 
Dazu setze man den del' linken Seite von (16) entsprechenden Liicken-
ausdruck: 
(19) [Al][Bl][Ol] - f[DlJ3 = As, 

so daB die Gleichung (16) unseres Biischels von Kurven dritter Ordnung in 
del' Form geschrieben werden kann: 

(20) 

Nun zerfiillt nach dem Satze 755 die konische Polare eines Wendepunk
tes einer Kurve dritter Ordnung in bezug auf diese Kurve in die harmo-
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nisehe Polare des betraehteten Wendepunktes und seine Wendetangente. Da 
aber der Punkt a als Gegenecke der Seite A des Dreiseits ABO nieht der 
Seite A, d. h. nicht der Wendetangente A des Wendepunktes W1 , angehoren 
kann, so muB er, falls er in del' konischen Polare des Wendepunktes w1 

enthaIten sein solite, auf der harmonischen Polare Hl des Wendepunktes w1 

gelegen sein. 
DaB aber del' Punkt a der konisehen Polare des Punktes Wj in bezug auf 

die Kurve (20) angehoren muB, zeigt man in folgender Weise: Die Glei
chung del' konischen Polare des Wendepunktes w1 in bezug auf die Kurve 
(20) lautet: 
(21) ASWjZ2 = O. 

Soli also der Punkt a dieser konischen Polare angehoren, so muB er die 
Gleichung befriedigen: 
(22) 

Diese Gleichung aber wird in der Tat erfiillt, denn wegen (17), (18) und 
(19) HiBt sieh ihre linke Seite in der Form schreiben: 

A3[AD][BG]2 = [A l] [Bl] [Ol] [AD] [BO]2 - f[DlJ3[ADJ[B0]2 

= + { [AAD] [BBG] [OBO] + [ABO] [BBO] [OAD] + [ABO] [BAD] [OBO] } 

- r [D AD] [D B 0)2. 

Und dieser Ausdruck wird = 0, da in jedem Gliede wenigstens eins von 
den dreifaktorigen Stabprodukten verschwindet. Damit ist die Gleichung 
(22) bewiesen. Man hat also den Satz: 

Satz 771: Erster Perspektivitatssatz filr Kurven dritter Ordnung: 
Die beiden Wendetangenten zweier Wendepunkte einer Kurve 
dritter Ordnung schneiden sich auf del' harmonischen Polare 
desjenigen dritten Wendepunktes diesel' Kune, del' mit den bei
den ersten Wendepunkten in einer geraden Linie liegt. 

Abschnitt 51. 

Dus System der neun Wendepunkte und die kanonische Form 
der Gleichung einer Kurve dritter Ordnung. 

Rechnm·ische Bezie7ntngen der dritten Wurzeln der Einheit zu gewissen ter
niiren 7cubischen Formen. 1st [; eine von den beiden konjugiert komplexen 
dritten Wurzeln del' Einheit, also etwa wie oben auf S. 26: 

(1) 
21ti +. ,/0 - 2,.; .. 2,.; -1 tv3 

[; = e 3 = cos -- + t sm - = , 
332 

so lassen die 3 dritten Wurzeln der Einheit die Darstellung zu (vgl. S.26): 

1, [;, [;2. 
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Ais Wurzeln del' Gleichung: 
1,;8 - 1 = 0 

geniigen diese dann den Gleichungen: 

(2) 1 + 8 + 05 2 = 0 und 

(3) 8 3 = 1, 

von den en die letztere Gleichung auch unmittelbar aus del' Gleichung (1) 
oder auch aus dem Begriff einer dritten Wurzel der Einheit folgt. 

Bildet man jetzt das Produkt 1): 

(~ + ~ + ~)(t + e~ + 825)(t + 82~ + e5), 

so ergibt sich durch Ausmultiplizieren auf Grund der Gleichungen (2) und 
(3) der Wert: 

d. h. man erhiilt die Gleichung: 

(4) t 3 + ~3 + ~3 - 3~~5 = (1,; + ~ + 5)(~ + e~ + e25)(~ + 821) + 85). 

Riel' ist die linke Seite eine symmetrische Funktion von ~, I), 5. Es darf 
daher auch die rechte Seite ihren Wert nicht and ern, wenn man ~ mit ~ oder 
~ mit 5 vertauscht, d. h. es gelten auch die beiden neuen Gleichungen: 

(5) ~3 + ~3 + 53 - 3t~5 = (1,; + ~ + 5)(8~ + I) + 82~)(e2~ + I) + 85), 

(6) ~3 + 1)3 + 53 - 3 t l)5 = (t + I) + 5)(8~ + c2 1) + 5)(c2~ + 81) + li). 
Substituiert man ferner in die Gleichung (4) den Wert 8~ anstatt t und 
andererseits den W ert 82~ anstatt ~, so ergeben sich nach geringen Umfor
mungen die Gleichungen: 

(7) 1,;3 + 1)3 + 53 - 3ctl)5 = c2 (c1,; + I) + 5)([ + 81) + ~)(~ + t) + eli) 

(8) tS+ 1)3 + 53 - 382~1)5 = 8(82~ + I) + 5)(~ + 821) + n)(~ + I) + 825). 

Die 12 Wendep'Unktslinien einer K'Urve dritter Ordnung. Bwe Gruppierung 
zu 4 Dreiseiten, den 4 Wendepunktsdreiseiten. N ach dem Satze 758 besitzt 
eine Kurve dritter Ordnung ohne Doppel- und Riickkehrpunkt 9 Wende
punkte. Denkt man sich zunachst von jedem diesel' 9 Wendepunkte 
die Strahlen nach den 8 iibrigen Wendepunkten gezogen, so wiirde man 
9 . 8 = 72 Verbindungsstrahlen erhalten, von denen indes immer 2 Verbin
dungsstrahlen in dieselbe Gerade fallen. Da aber nach dem Satze 769 die 
Verbindungslinie zweier Wendepunkte del' Kurve stets noch einen dritten 
Wendepunkt enthlilt, so fallen von jenen 72 an sich denkbaren Verbindungs-

1) Vgl. zum folgenden: H. Durege, Die ebenen Kurven dritter Ordnung. Leipzig 
1871, Nr. 10. 
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strahlen sogar immer 6 in eine Gerade zusammen, niimlich, wenn jene 3 
Wendepunkte wI) W 2 , Wg heiBen, die 6 Verbindungsstrahlen: 

W 2W S' WSW2' 

WSWt' WtWS , 

W l W 2' w2 wt · 

Und, da auch nicht mehr als 3 Wendepunkte del' Kurve dritter Ordnung in 
einer Geraden enthalten sein konnen, so ergeben sich im ganzen 1f = 12 
verschiedene Verbindungslinien der 9 Wendepunkte oder, wie wir sagen 
wollen, 12 vel'schiedene "Wendepunktslinien". 

Durch einen jeden von den 9 Wendepunkten gehen dabei so viele von 
den 12 Wendepunktslinien hindurch, als notig sind, um die 8 ubrigen Wen
depunkte zu erschopfen. Da abel' jede von diesen Wendepunktslinien auBer 
dem Ausgangspunkte noch zwei weitere Wendepunkte enthiiit, so gehen von 
jedem Wendepunkte 4 Wendepunktslinien aus, d. h. man hat den Satz: 

Satz 772: Die 9 Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung ohne 
Doppel- und Rii.ckkehrpunkt liegen zu je dreien in einer Gel'a
den, del' diesen 3 Wendepunkten zugehorenden Wendepunkts
linie. Und zwar gibt es 12 solche Wendepunktslinien, und von 
ihnen gehen durch jeden Wendepunkt immer 4 Wendepunkts
linien hin d ul'ch. 

Wiihlt man von den 12 Wendepunktslinien einer Kurve dritter Ordnung 
diejenigen Geraden aus, welche 3 auf einer Wendepunktslinie liegende 
Wendepunkte wll W 2, wa enthalten, so gehen auBel' del' Wendepunktslinie 
'Wt w 2 Wg selhst durch jeden von den 3 Wendepunkten wll W 2 , tVa noch 3 
weitere Wendepunktslinien hindurch. Man erhalt so im ganzen als Wende
punktslinien, die durch die 3 Wendepunkte wll w2) Ws gehen, 10 gerade 
Linien, und es bleiben also noch 2 Wendepunktslinien uhrig, die keinem von 
den 3 Wendepunkten wll W 2 , tvg zugehOren. Eine von ihnen geht daher 
durch 3 von den 6 iibrigen Wendepunkten. Da abel' nach den Siitzen 757 
und 758 die 9 Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung ohne Doppel- und 
Riickkehrpunkt die Schnittpunkte del' Kune dritter Ordnung mit ihrer 
Hesseschen Kurve sind, so liiBt sich auf die 9 Wendepunkte del' Satz 767 
anwenden. Diesel' besagt: Wenn von den 9 Schnittpunkten zweier Kurven 
dritter Ordnung zweimal 3 Punkte in einer Geraden liegen, so liegen auch 
die letzten 3 in einer Geraden. Es mussen daher auch die letzten 3 von den 
9 Wendepunkten in einer Geraden enthalten sein. 

Wenn man somit von einel' derjenigen 4 Wendepunktslinien ausgeht, 
welche einem bestimmten Wendepunkte, etwa dem Wendepunkte WI' zuge
horen, es sei die Gerade wl W 2W S , so bekommt man auf die beschriebene Art 
3 Wendepunktslinien, die zusammen aile 9 Wendepunkte enthalten. Und 
wendet man dies Verfahren auf aile 4 Wendepunktslinien an, die vom Punkte 
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W1 auslaufen, so gelangt man zu 4 Gruppen von je 3 Wendepunktslinien, 
von denen eine jede Gruppe aile 9 Wendepunkte enthalt. 

J ede von diesen 4 Gruppen von 3 Wendepunktslinien bildet also ein Drei
seit, dessen Seiten zusammen durch aile 9 Wendepunkte del' Kurve drittel' 
Ordnunghindurchgehen. Die 4 Dreiseite mogen daher die 4 Wendepunkts
dreiseite del' Kul've dritter Ordnung genannt werden. Man hat somit 
den Satz: 

Satz 773: Die 12 Wendepunktslinieu einer Kurve dritter Ord
uung lassen sich in 4 Gruppen von je 3 geraden Linien einteilen, 
in del' Weise, daB auf jeder von dies en 4 Gruppen von Wende
punktslinien aIle 9 Wendepunkte enthalten sind. Die von diesen 
4 Gruppen von Geraden gebildeten Dreiseite heiBen die 4 Wende
punktsdreiseite del' Kurve dritter Ordnung. 

vVieviel Wendepunlde einer reellen Kurve dritter Ordnnng sind reell? Man 
gelangt zur rechnerischen Bestimmung del' 9 Wendepunkte, del' 9 Wende
tangenten und del' 12 Wendepunktslinien einer Kurve dritter Ordnung, wenn 
man die Gleichung del' Kurve drittel' Ordnung auf die sag. "kanonische 
Form" bringt, namlich auf die Form: 

(9) [Et X]3 + [E2x]a + [EaX]3 - 3f[E1x][E2x][Eax] = 0, 

in del' Ell E2, Ea die Grundstabe eines neuen Fundamentaldreiecks sind, 
also del' GIeichung: 
(10) [E1E2EaJ = 1 

unterliegen, und iu del' f eine ZahlgroBe ist. Die Darsteliung (9) fur eine 
beliebig gegebene Kurve dritter Ordnung ist moglich, denn die Gleichung 
(9) enthalt auBel' del' ZahlgroBe £ noch die 9 Bestimmungsstiicke del' 3 
Grundstabe Ell E 2 , Ea des neuen Fundamentaldreiecks in bezug auf das 
alte. Zwischen diesen Grundstaben herrscht abel' noch die Beziehung (10), 
so daB im ganzen 9 ZahlgroBen verfugbar sind. Das stimmt abel' gerade zu 
del' Zahl del' Punkte, durch die nach dem Satze 759 eine Kurve dritter Ord
nung festgelegt wird.1) 

1) Die kanonische Form der Gleichung einer Kurve dritter Ordnung findet sich (in 
einer von del' Gleichung (9) wenig abweichenden Schreibung) zuerst in der ersten del' 
beiden auf S. 233 zitierten Arbeiten von He sse auf S. 90. (GesammeUe Werke, 
S.115ff.) Vgl. dazu auch die beiden spateren Arbeiten von Hesse: Uber Curven 
dritter Classe und Curven dritter Ordnung, Journal fUr die reine und angewandte Ma
thematik, Bd.38 (1849), S. 249ff. (Gesammelte Werke, S. 202ff.) und: Eigenschaften 
del' Wendepunkte der Curven dritter Ordnung und del' Riickkehrtangenten del' Curven 
dritter Classe, in demselben Band, S. 257ff. (Gesammelte Werke, S. 211ff.), Bowie die 
Darstellung von Durege, Die ebenen Kurven dritter Ordnung, Leipzig 1871, Nr. 354. 
Die oben gegebene Begriindung fiir die Moglichkeit, die Gleichung einer beliebigen 
Kurve dritter Ordnung in del' kanonischen Form darzustellen, benutzt die von PI iicker 
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Die Gleichung (9) HiBt sich auch in den folgenden drei Formen schreiben: 

(11) [fEr XJ3 + [E2X]S + LEsxJs - 3 [rEI x] [E2xJ[Esx] = (f3_1)[El xJs, 

(12) [EI xJs + [fE2 XJ3 + [Esx]3- 3[E! X] [fE2 X] [Esx] = (fB-·-1) [E2X]S, 

(13) [El xJ3 + [E2x]3 + [fE3 x]S-3[EIX][E2X][fEs x] = (tB-1)[Esx]S, 

und aus ihnen folgen, wenn man auf die linken Seiten die Formel (4) an
wendet, aus jedem der dadurch linker Hand entstehenden 9 Zahlfaktoren 
den Faktor x herauszieht und auf Grund der Gleichung (3) dafiir sorgt, daB 
die Glieder mit f von c und e2 frei bleiben, die drei neuen Gleichungen: 

(14) [(fEI + E2 + Es)x][(rEl + eE2 + e2 Es)x] [(fEI + e2E2 + eEs)x] 
= (fS - 1)[Elx]3, 

(15) [(El + fE2 + Es)x] [(e2EI + fE2 + eEs)X] [(eEl + fE2 + e2ES)X] 
= (f3 - 1)[E2x]S, 

(16) [eEl + E2 + fEs)x] [(eEl + e2E2 + fE3)X] [(e2 EI + cE2 + fEs)x] 
= (f3 - 1) [EsXJ3. 

Diese drei Gleichungen (14), (15), (16) haben die Form del' Gleichung (16) 
des vorigen Abschnitts und stellen iiberdies, da sie durch bloBe Umformung 
del' Gleichung (9) entstanden sind, aile drei eine und dieselbe Kune dritter 
Ordnung dar. Nach dem Satze 770 sind dann von diesel' Kurve die Gera
den El1 E2 , Es drei Wendepunktslinien, d. h. drei Linien, von denen eine 
jede 3 Wendepunkte del' Kurve enthalt. Ferner sind nach demselben Satze 
die 9 Faktoren in den runden Klammern del' link en Seiten jener drei Glei
chullgen, d. h. die 9 GraBen: 

(17) fEI + E2 + E s, fEI + eE2 + c2ES' fEI + e2E2 + eEs, 

(18) EI + fE2 + E s, e2 EI + fE2 + eEs, eEl + fE2 + e2 E s, 
(19) EI + E2 + fEs, eEl + e2 E2 + fEs, e2 El + eE2 + fEs, 

Stabe aus den Wendetangenten der Kurven, und zwar geh6rell, wieder nach 
dem Satze 770, die Wendetangenten (17) den Wendepullkten del' Wende
punktslinie EI zu, die Wendetangellten (18) den Wendepullkten del' vVende
punktslinie E2 und die Wendetangenten (19) den Welldepunkten del' Wende
punktslinie Es' 

Man sieht dann noch, daB unter del' Voraussetzung reeller Grundstabe 
El1 E2J Es von den 9 Wendetangenten (17), (18), (19) nUl' die 3 vVende
tangenten del' erst en Spalte, d. h. die 3 Wendetangenten: 

(20) Tl = fEI + E2 + E s, T2 = EI + fE2 + E s, Ts = EI + E2 + fEs, 
reell sind. 

mit Vorliebe angewandte Methode derKonstantenabzahlung. Vgl.J.Plucker, 
System der analytischen Geometrie, Berlin 1835, Vorrede, S. IIlf. und S. 123fl'. Siehe 
dazu auch: F. Klein, Einleitung in die hOhere Geometrie I, Gottingen 1893, S. 34f. 

GraJlmann, Projektive Geometrie d. Ebene II, 2 17 
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SchlieBlich erhalt man eine Darstellung der 9 Wendepunkte selbst, indem 
man die Ausdrucke (17), (18), (19) fur die 9 Wendetangenten beziehlich mit 
den Staben Eo E 2 , Es del' zugehOrigen Wendepunktslinien planimetrisch 
multipliziert, wo bei man nach Belieben einen von Null verschiedenen Zahl
faktor hinzufugen oder weglassen kann. Man bekommt so fur die 9 Wende
punkte die Produktdarstellungen: 

jWl = [(E2 + E s)E1], W 4 = [(.s2 E2 + Es)El], W 7 = [(cE2 + Es)El], 

(21) W 2 = [(Es + E l )E2], W5 = [(c2 Es + El)E2J, Ws = [(cEs + E l )E2], 

Ws = [(El + E 2)Es], W6 = [(c2 El + E2)EsJ, W9 = [(eEl + E2)Es]. 

Und wenn man berucksichtigt, daB die Produkte zu je zweien aus den Grund
staben Ei> E 2 , Es des Fundamentaldreiecks dessen Grundpunkte e17 e2 , es 
ergeben, daB namlich: 

(22) [E2ESJ = e1) [EsEl] = e2 , [ElE2J = e3 

ist, so findet man fiir die 9 Wendepunkte die Ausdrucke: 

jWl = e2 - e3 , w4 = e2 - .s2e3 , w7 = e2 - .ses , 

(23) w2 = es - el' W5 = es - C2 ell Ws = es - cell 
wS =el -e2 , w6 =el -.s2 e2 , w9 =el =ce2 · 

Aus diesen 9 Gleichungen entnimmt man zunachst, daB nur die 3 Wende
punkte wi> W 2 , Ws reell sind, was das obige Ergebnis iiber die Reellitat del' 
Wendetangenten bestatigt. Beachtet man ferner, daB die GraBen .s und c2 
als nicht reelle dritte Wurzeln del' Einheit konjttgiert komplex sind, was auch 
direkt aus den Formeln (18) und (22) des 40. Abschnitts hervorgeht, so kann 
man hinzufiigen, daB die Wendepunkte w4 und w7 und ebenso die Wende
punkte W5 und Ws und endlich auch die Wendepunkte W6 und 'W9 konjugiert 
komplex sind. 

Ganz besonders wichtig ist es aber, daB die Ausdriicke (23) von £ unab
hangig sind. Die Gleichungen (23) zeigen daher, daB aile 9 Wendepunkte 
dem ganzen Buschel von Kurven dritter Ordnung gemeinsam sind, das durch 
die Gleichung (9) bei veranderlichem f dargestellt wird, daB also die 9 Wen
depunkte (23) zugleich die Grundpunkte des Buschels (9) sind. Nach einem 
Vorschlage von Oremona l ) nennt man aus diesem Grunde das Buschel (9) 
ein syzygetisches Buschel von Kurven dritter Ordnung, das soli 
heiBen, ein Biischel von Kurven dritter Ordnung mit lauter gemeinsamen 
Wendepunkten. In dem zu einer Kurve dritter Ordnung geharenden syzyge
tischen Buschel von Kurven dritter Ordnung ist nach dem Satze 757 ins
besondere die Hessesche Kurve jener Kune dritter Ordnung enthalten. 

1) V gl. L. ere m 0 n a, Einleitung in eine geometrische Theode der ebenen Curven, 
deutsch von M. Curtze. Greifswald 1865. S. 228. 
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Durch Addition del' 3 Gleichungen aus del' ersten Spalte von (23) folgt 
endlich noch, daB: 
(24) 

ist; und man erhalt so eine Bestatigung des Satzes von De Gua (Satz 769), 
denn die Gleichung (24) besagt, daB die 3 reellen Wendepunkte wll w2 , Ws 

in einer geraden Linie liegen. Dabei ist mit Riicksicht auf die 3 Werte von 
'W17 W 2, Ws in (23) die ,zlt diesen 3 Wendepunkten gehOrende Wendepunkts
linie die Gerade E des Einheitsstabes des Fl~ndamentaldreiecks. Denn nach 
S. 15 f. des ersten Teiles dieses Bandes geht die Gerade E des Einheitsstabes 
durch die 3 Punkte e2 - es, es - ell e1 - e2 hindurch. 

Wieviel Wendepltnktsdreiseite einer reellen Kurve dritter Ordnung sind reell? 
Die letzte Entwicklung hat bereits 4 von den 12 Wendepunktslinien ge
liefert, namlich die 4 Geraden El1 E2 , Es und E. Von ihnen gehen nach 
den Gleichungen (21) die drei Wendepunktslinien: 

Ell 

beziehlich durch die Wendepunkte: 

hindurch, wahrend, wie soeben gezeigt ist, die Wendepunktslinie: 

E 
die 3 Wendepunkte: 

Urn auch die iibl'igen 8 Wendepunktstripel aufzufinden, die imrner einer 
und derselben Wendepunktslinie angehoren, schreibe man die Gleichung (9) 
in den folgenden 3 Formen: 

(25) [E1X]S + [E2X]S + [E3XY - 3 [E1X] [E2X] [Esx] 

= 3(t - 1) [E1X] [E2X] [Esrx] , 

(26) [Elx]a + [E2X]S + [EsxJs - 3 C[El x] [E2X] [Esx] 
= 3(t - s) [E1X] [E2X] [E3X], 

(27) [E1X]a + [E2X]S + [Esx]S - 3 c2 [El x] [E2X] [Esx] 

= 3(t - S2) [E1X] [E2 x] [Eax] 

und wende auf die linken Seiten diesel' 3 Gleichungen die 3 Forrneln (4), 
(7), (8) an, wobei man zugleich aus jedem dann linker Hand auftretenden 
Zahlfaktor den Faktor x herausziehen kann. Dadurch erhalt man die 3 nenen 
Gleichungsformen: 

(28) [(El + E2 + Ea)x] [(El + sE2 + s2Es)x][(E1 + s2E2 + sEs)x] 
= 3(t - 1) [E1X] [E2X] [Esx], 
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(29) C2[(cEl + Es + Es)x][(El + cEs + Es)x][(El + E2 + cEs)x] 

= 3(f - c) [E1X] [E2X] [Esx], 

(30) cr(c2E1 + E2 + Es)x] [(EI + cs E2 + Es)x] [(EI + E2 + c2 Es)x] 

= 3(f - C~)[EIX][E2X][Esx]. 

Dabei sind diese 3 Gleichungen als 3 neue Formen ,der Gleichung (9) del' 
betrachteten Kurve dritter Ordnung aufzufassen, und da sie erfiillt werden, 
wenn man irgendeinen der 3 in scharfe Klammern geschlossenen Faktoren 
rechter Hand und zugleich irgendeinen von den 3 in scharfen Klammern 
stehenden Faktoren linker Hand gleich Null setzt, so folgt, daB den 3 Glei
chungen (28), (29), (30) und also auch del' gIeichwertigen Gleichung (9) del' 
Kurve dritter Ordnung die Punkte geniigen, die von den Geraden del' 3 Stabe: 

(31) 

aus den Geraden del' 9 Stabe: 

\ 

E= E I+E2 +Es1 F=E1 + cE2 +c2Es, 

(32) E'= cEl +E2 +Es1 F'=E1+ EE2+ E3 , 

E"=c2E1+E2+EsI F"=E1 +c2E 2+ Es, 

G=El +c2 Es+ cEs, 

G'=E1 + E2+ EEs, 

G"=El + E 2 +c2Es 

ausgeschnitten werden. Es ergeben sich daher scheinbar 27 Punkte. Da abel' 
diese Punkte del' Kurve drittel' Ordnung (9) angehOren und zugleich den 
3 Wendepunktslinien Ell E21 Es, und diese aus del' Kul've dritter Ordnung 
(9) alle ihl'e 9. Wendepunkte ausschneiden, so miissen sich jene 27 Punkte 
auf die 9 Wendepunkte diesel' Kurve reduzieren. Und wirklich ergibt die 
planimetrische Multiplikation der Stabe (32) mit den Stab en (31) mit Riick
sicht auf die Gleichungen (3) und (21) fur die Schnittpunkte del' Wende
punktslinien Ell E 2 , Es mit den 9 Geraden (32) Ausdriicke, die mit den 
Ausdrucken (23) entweder ganz identisch sind oder sich von ihnen nul' urn 
einen del' konjugiert komplexen Zahlfaktoren E und c2 unterscheiden. In del' 
Tat wird: 

I[ EEl] = wlI [ FEl ] = E2W4 , [ GEl] = EW7 , 

[ EE2] = W2, [ FE2] = W5, [ GEs'j = ws, 

[ EEs] = W S1 [ FEs] = EW6 , [ GEs] = E2W9 , 

[E' E 1 ] = wlI [F' E1] = W7 , [ G' EI ] = EW4 , 

(33) [E' E2] = EW5 , [F' E2] = W2 , [G'Es] = WS1 
[E' Es] = W9 , [F'Es] = EW6 , [G'Es] = ws, 
[E" E l ] = WlI [F" El ] = W4 , [G" EI ] = E2W 7 , 

[E" E 2] = c2ws, [F" E2] = W 2 , [G" E2] = W 51 
[E" Es] = W6, [F" Es] = E2W 9 , [G" Es] = ws' 
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Daraus folgt dann, daB die 8 letzten Geraden (32), d. b. die 8 Geraden: 

P, G, E', P', G', E", F", G", 

die 8 uns noch feblenden vVendepunktslinien bilden. 

261 

Diese 8 Wendepunktsliniell sind, wie aus den Gleicbungen (32) hervor
geht, samtlich komplex, und zwar sind die Stabe Fund G konjugiert kom
plex, da ihre Summe mit Riicksicht auf die aus (2) folgende Beziehung: 

[; + [;2 =-1 

reell ist. Und dasselbe gilt von den Stiiben E' und E", P' und F", 
G' und G". 

Zugleich ergeben die Gleichungen (33) die Verteilung del' 9 Wendepunkte 
auf die 4 reellen und 8 komplexen Wendepunktslinien. Urn einen Uberblick 
iiber diese Verteilung zu erhalten, stellen wir die Symbole del' 9 Wende
punkte in 3 Zeilen eines quadratischen Schemas entsprecbend del' Anol'd
nung in den Gleichungen (23) zusammen, setzen dal'unter noch einmal die 
Symbole del' Wendepunkte del' beiden erst en Zeilen und verbinden immer 
die Symbole der 3 auf einer VVendepunktslinie liegellden Wendepunkte durch 
eine Gerade, del' wir die Bezeichnung del' zugehorigen Wendepunktslinie bei
fugen. Dadurch erhalten wir die folgende Zusammenstellung: 

E F G 
I I I 

El - Wi - W4 - w7 

I "'-'" I // I 
E2 - w2 - W5 - Ws 

1><1><1 
Es - W3 Ws We 

/ "'-./ ""'/ "'-(34) 

/ /,,, / "'" "'-
G" W1 w4 w7 E' 

/ / "'" "'-, // / "'- , 
E" w2 W5 Ws F' 

/ "'-
/ "'-

F" G', 

welche zunachst eine Bestatigung des Satzes 773 liefert, indem sie zeigt, daB 
die ill diesem Satze genannten 4 Wendepunktsdreiseite durch die 4 Geraden-

tripel gebildet werden: E E E' ~ <1) 2, 3' 

E, F, G, 
E', F', 
E", F", 

G', 
G". 

Hieraus folO't daB von den 4 Wendepunktsdreiseiten mtr das erste, namlich 
0' 

das Dreiseit E1E2ES vollstandig reell ist, wiihrend das zweite Dreiseit, llam-
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lich das Dreiseit E F G, nur teilweise reell ist und die beiden anderen Drei
seite Ef Ff G f und E" F" G" ganz komplex sind. 

Die Zusammenstellung (34) zeigt ferner, daB von den beiden ganz kom
plexen Wendepunktsdreiseiten Ef Ff G fund E" F" G" die entsprechend be
zeichneten Seiten beider Dreiseite, namlich die Wendepunktslinien Ef und 
E", F' und F", G f und G", welche nach S. 261 konjugiert komplex sind, 
sich beziehlich in den 3 l'eellen Wendepunkten W l1 W 2, Ws schneiden, was 
man auch durch Ausrechnung del' planimetrischen Produkte [Ef E"], 
[F' F"], [G' G 'f] unter Benutzung del' Werte (32) bestatigen kann. 

Ubrigens besteht ganz allgemein die Beziehung, daB die Geraden zweier 
konjugiert komplexen Stiibe einen ?'eellen Punkt miteinander gemein haben. In 
del' Tat, sind A + iB und A - iB zwei konjugiert komplexe Stabe, zwei 
Stabe namlich, die aus den reellen Staben A und B dul'ch die ZahlgroBen 
1, + i und 1, - i abgeleitet sind, so wird del' Schnittpunkt ihl'el' Geraden, 
d. h. ihl' planimetrisches Produkt: 

[(A + iB)(A - iB)] = i[BA] - iLAB] = - 2i[AB], 
also, abgesehen von dem rein imaginaren Zahlfaktor - 21, reell. Und ebenso 
ist die Verbindungslinie zweier konjugiert komplexen Punkte stets reell, was 
man genau entsprechend beweisen kann. 

Es muB daher auch das erste von den auf S. 261f. genannten 4 Paaren 
konjugiert komplexer Wendepunktslinien, namlich das Geradenpaar F, G, 
einen reellen Schnittpunkt aufweisen. Und es wird wirklich das Produkt: 

(35) [FG] = [(El + ;;Ez + ;;2 Ea)(El + c2 E2 + cEs)] 
= (;;2_ ;;) {el + e2 + es}, 

d. h. es ist reell bis auf den rein imaginal'en Zahlfaktor ;;2 - ;;, namlich ab
gesehen von diesem Zahlfaktor gleich dem Einheitspunkt: 

~~ e=~+~+~ 
des Fundamentaldl'eiecks e1 e2 eS ' das mit dem ganz reellen Wendepunktsdrei-

\ seit zusammenfiel. Und da nach S. 259f. 

Fig. 117. 

zugleich die Gerade del' 3 l'eellen Wen
depunkte den Einheitsstab E dieses 
Dl'eiseits bildete, so ist nach dem Satze 
285 del' Schnittpunkt del' beiden kon
jugiert komplexen Seiten Fund G des 
teil weise reellen Wendepunktsdreiseits, 
d. h. die Gegenecke seiner reellen Seite 
E, del' Hal'illonikalpunkt jenel' reellen 
Seite, also del' Harmonikalpunkt del' 
Linie del' 3 reellen Wendepunkte in be
zug auf das ganz reelle Wendepunkts
dreiseit e1 e2 eS (Fig. 117). Endlich sind 
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offen bar die den konjugiert komplexen Seiten Fund G gegeniiberliegenden 
Ecken fund 9 des teilweise reenen Wendepunktsdreiseits ebenfalls konju
giert komplex und gehBren der reenen Seite E dieses Dreiseits an. 

Man hat daher den folgenden von Pliicker herriihrenden i ) Satz: 

Satz 774: Vierter Satz von Pliicker: Von den 4 Wendepunkts
dreiseiten einer reellen Kurve driHer Ordnung ohne Doppel
und Riickkehrpunkt ist nur ein Wendepunktsdreiseit ganz reell. 
Seine Seiten sind charakterisiert als diejenigen drei Wende
punktslinien, die durch je einen von den 3 reellen Wendepunkten 
Wv W 2, wa hindurchgehen, und von denen im iibrigen jede Linie 
noch 2 konjugiert komplexe Wendepunkte enthalt. Ein zweites 
Wendepunktsdreiseit ist nur teilweise reelI. Es besitzt als ein
zige reelle Seite die Gerade der 3 reellen Wendepunkte, seine 
beiden andern Seiten sind konjugiert komplex; dagegen ist ihr 
Schnittpunkt wieder l'eell, und zwar ist er der Harmonikalpunkt 
der reeHen Seite dieses Dreiseits in bezug auf das ganz reelle 
Wendepunktsdreiseit. Die beiden letzten Wendepunktsdreiseite 
endlich sind ganz komplex. Doch sind bei ihnen wenigstens die 
Seiten des einen konjugiert komplex mit den Seiten des andern, 
und die entsprechenden Seiten beider Dreiecke schneiden sich in 
je einem von den 3 reellen Wendepunkten. 

Dieser Satz bestatigt die Entwicklungen von S. 261 ff. Denn durch jeden 
von den 3 Wendepunkten del' Wendepunktslinie Wi W 2 Wa gehen auBer diesel' 
Wendepunktslinie selbst noch 3 andere Wendepunktslinien hindurch, eine, 
die dem ganz reellen Wendepunktsdreiseit angehort, und je eine, die in den 
ganz komplexen Wendepunktsdreiseiten enthalten ist. Damit hat man also 
die 10 auf S. 261 genannten Wendepunktslinien, auf denen die 3 Wende
punkte WlI w2 ' wa liegen. Die heiden noch ubrig bleibenden Wendepunkts
linien, welche keinen von den 3 Wendepunkten wlI W 2, wa enthalten, sind die 
konjugierl komplexen Seiten des teilweise reellen Wendepunktsdreiseits. 

Zugleich kann man noch bemerken, daB das den Gleichungen (9) ff. dieses 
Abschnitts zugrunde gelegte Fundamentaldreieck mit dem reenen Wende
punktsdreiseit der betrachteten Kurve dritter Ordnung und des zugehorigen 
syzygetischen Bitschels zusammenrailt, und daB die Gerade des Einheits
stabes dieses Fundamentaldreiecks von del' l'eellen Seite des teilweise reellen 
Wendepunktsdreiseits, d. h. von del' Linie der 3 reellen Wendepunkte jener 
Kune und dieses Biischels, gebildet wird. 

Beziehung de/r 4 Wendepunktsdreiseite einer Kurve dritter Ordnung zu dem 
dieser Kurve zugeho1'enden syzygetischen Biischel. Es ist beachtenswert, daB 

1) Vgl. J. Plucker, System der analytischen Geometrie. Berlin 1835. Nr.822. 
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die 4 Wendepunktsdreiseite als zerfallende Kurven des syzygetischen Buschels 
von Kurven dritter Ordnung aufgefa£\t werden konnen, das durch die Glei
chung dritten Grades (9) bei veranderlichem f ausgedruckt wird. Schreibt 
man namlicb die Gleicbungen (28), (29), (30), welcbe die Kurve dritter Ord
nung (9) darstellten, in del' Form: 

I [Ex][Fx][Gx] = 3(£ - 1) [EIX] [Esx] [Esx], 

(37) 8 2 [E'x][F'x][G'x] = 3(f - 8) [El x] [EsX] [Esx] , 
8 [E"x][F"x][G"x] = 3(f _82) [EIX] [EsX] [Esx] , 

so Hefem sie fur £ = 00, f = 1, f = 8, f = 8S die Gleichungen: 

[EIX] [E2X] [Esx] = 0, 

(38) 
[Ex] [Fx] [Gx] = 0, 

[E'xJ[F'x][G'x] = 0, 
[E"x][F" x][G" x]= 0. 

Die Gleichung (9) ist also fur f = 00 die GIeichung des reellen Wendepunkts
dreiseits EIE2ES des Buschels (9), fur f = 1 die Gleicbung des teilweise 
reellen Wendepunktsdreiseits EFG und fur £ = 8 und f = 82 die Gleicbung 
je eines del' heiden komplexen Wendepunktsdreiseite E' F' G' und E" F" G". 
Wegen der Gleichungen (25), (26), (27) und (37) kann man den 3 letzten 
Gleicbungen (38) auch die Form verleihen: 

!
[Ef X]3 + [Esx]S + [Esx]S -:- 3 [EIX] [Es x] [Esx] = 0, 

(39) [EIX]S + [Esx]S + [Esx]S - 38[EIX][Esx][Esx] = 0, 

[EIX]S + [Esx]S + [Esx]S - 382 [EIX] [EsxJ [Esx] = ° 
und bat dam it je eine neue Form del' Gleicbung des teilweise reellen und 
der beiden komplexen Wendepunktsdreiseite. 

Den Hauptinhalt dieser Ergebnisse kann man in dem Satze zusammen
stellen: 

Satz 775: Die 4 Wendepunktsdreiseite einer Kurve dritter Ord
nung konnen als zerfallende Kurven des der Kurve dritter Ord
nung zugehorenden syzygetischen Buschels aufgefaBt werden. 
Scbreibt man die Gleichung des syzygetiscben Buschels in der 
kanoniscben Form: 

(9) [EIX]S + [Esx]S + [Esx]S - 3 f [El x) [EsxJ[Esx] = 0, 

so entsprechen den 4 Wendepunktsdreiseiten die Parameterwerte: 

f = 00, f = 1, f = 8, f = 82, 

unter c eine komplexe dritte Wurzel der Einbeit verstanden. 

Perspektive Beziehungen im System der 9 Wendepunkte einer Kurve dritter 
Ordnung. Bevor wir zur geometrischen Deutung der komplexen Wende-
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punkte und Wendepunktslinien einer Kurve dritter Ordnung iibergehen, 
schicken wir zwei Siitze iiber perspektive Beziehungen im System der 
9 Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung voraus. 

Verbindet man die Ecken el1 e2 , ea des Fundamentaldreiecks, d. h. die 
Ecken des ganz reellen Wendepunkts
dreiseits, mit dem Einheitspunkt e, der 
zugleich die reelle Ecke des teil weise 
reellen Wendepunktsdreiseits bildet (Fig. 
118), und fiihrt fur die Schnittpunkte 
diesel' Verbindungslinien beziehlich mit 
den Seiten E1 , Es, Es des Fundamental
dreiecks die Bezeichnungen PI' P2' Ps ein, ..e. 
setzt also etwa: '3 

(40) 1 
[EI . eel] = Pu 

[Es · ee2] = P2' 
[Es · ees] = Pa, Fig.llS. 

so werden die 3 Punkte Pi' Ps, Ps die 3 Zuriickleitungen des Einheitspunktes 
e auf die 3 Seiten des Fundamentaldreiecks unter Ausschluf3 ihrer Gegenecken 

. (vgl. die Gleichung (51) des 25. Abschnitts). 
Dies kann man auch durch Ausrechnung der linken Seiten der Gleichungen 

(40) bestiitigen. Denn es wird: 

[eel] = [(~ + es + eS)el] = E2 - Ea, 

also: PI = [EI • eel] = [EI(E') - Es)] = e2 + es· 

Es bestehen somit die 3 Gleichungen: 

(41) lPI = es + ea, 
P2 = ea + el , 

Ps = el + e2 , 

durch die in der Tat die Punkte Pu Ps, Ps ebenfalls als die oben genannten 
Zuriickleitungen charakterisiel't werden (vgl. S. 41 f. des eraten Bandes). 

Jetzt verbinde man weiter je zwei von den 3 Punkten Pl1 P2' Ps mitein
ander und bilde, urn die Verbindungslinien als Vielfachensummen der Ein
heiten zweiter Stufe Ell E 2, Es darzustellen, zuniichst etwa das Produkt 
[P2PS]. Man erhiilt: 

fp2PS] = [(es + el)(el + es)] = [es~] + [eS e2] + [el e2] = - E1 + E2 + Es· 

Bezeichnet man daher noch die 3 Produkte: 

beziehlich mit: 
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so wird: 

(42) I
P ! = [P2PSJ = - El + E2 + Es, 

P2 = [PSPI] = El - E2 + Es' 

P s = [PIP2] = El + E2 - Es' 

Endlich findet man fur die Schnittpunkte del' Geraden P lI P2 , P s mit den 
entsprechenden Seiten Ell E2 , Es des Fundamentaldreiecks durch Ausmul
tiplizieren und mit Rucksicht auf die Gleichungen (23) die Werte: 

j[PIEI] = e2 - es = WI' 

(43) [P2E2J = es - el = W 2 , 

[PsEsJ = el - e2 = wS' 

Man hat also den Satz: 

Satz 776: Zweiter Perspektivitiitssatz fur Kurven dritter Ord
nung: Bildet man die Zurilckleitungen del' reellen Ecke des teil
weise reellen Wendepunktsdreiseits einer Kurve dritter Ordnung 
auf die Seiten des ganz reelIen vVendepunktsdreiseits unter Aus
schluB del' Gegenecken dieses Dreiseits, so gehen die Verbin
dungslinien je zweier yon diesen Zuriickleitungen durch die 3 
reellen Wendepunkte del' Kurve hindurch. Und zwar enthiilt 
jedesmal die Verbindungslinie del' Zuriickleitungen auf irgend 
zwei Seiten des reelIen Wendepunktsdreiseits denjenigen Wende
punkt, welcher del' dritten Seite dieses Dreiseits angehort. 

Eine andere Perspektivitatsbeziehung fiir das System del' 9 Wendepunkte 
einer Kurve dritter Ordnung ist in dem folgenden Satze enthalten: 

Satz 777: Dritter Perspektivitiitssatz fill' Kurven dritter Ord
nung: Die harmonischen Polaren del' 3 reelIen Wendepunkte 
einer Kune dritter Ordnung gehen durch diejenigen Ecken des 
reelIen Wendepunkts dreiseits hindurch, welche del' den betref
fenden Wendepunkt enthaltenden Seite dieses Dreiseits gegen
uberliegen. 

Wir beweisen, daB die harmonische Polare des Wendepunktes WI del' Kune 
dritter Ordnung (9), deren Gleichung wir abgekilrzt in del' Form schreiben: 

(44) 

durch die Ecke el des reelien Wendepunktsdreiseits hindurchgeht, und zeigen 
dazu zunachst, daB der Punkt el auf del' konischen Polare des Wendepunktes 
WI hinsichtlich jener Kurve dritter Ordnung entbalten ist. Nun lautet die 
Gleichung del' konischen Polare des Wendepunktes wl in bezug auf die 
Kune (44): 
(45) A3WIZ2 = O. 
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Man hat also den Nachweis zu erbringen, da13 diese Gleichung fur z = el 

erfiillt wird, daB somit die Gleichung besteht: 

(46) A 3wl e12 = 0. 

Es ist abel', wie die Vergleichung von (44) und (9) zeigt: 

(47) A3 = [EIW + [E2lJ3+ [Esl]3- 3 f[El l][E2l] [Esl], 
ferner ist: 

(48) WI = [EEl]' 

Es wird daher die linke Seite von (46): 

(49) A S wl el 2 = As [EEIJe1 2, 

d. h. wegen (47): 

2 _ {[EllJS[EEl]e12 + [E2l]3[EEl ]e] 2 + [Esl]3[EEI ]e12} 
ASw1e1 - _ 3f[EIlJ[E2l][Esl][EEl]e12 . 

Hier verschwindet abel' l'echter Hand jedes einzelne Glied; denn es wird: 

[EI W[EE1]e12 = [E1EE1][E1 e1J2 = 0, 

[E2l]S[EE1]eJ2 = [E2EEIJ [E2el]2 = 0, 

[EslJ3[EE1]e12 = [EsEEl] [ES el J2 = 0, 

[E1l] [E2 lJ [Esl] [EElJ e12 

=+ {[EIEE]] [E2c1J[Ese1J + [Ej c1J[E2e1J[EsEEIJ + [El e1J[E2EE] ] [ESel i I =0. 

Die Gleichung (46) wird also wil'klich befriedigt, und del' Punkt e1 gehort 
somit del' konischen Polal'e des Wendepunktes WI an. Dabei gilt dies Er
gebnis fiir jeden beliebigen liVert des Parameters f. 

Die konische Polare eines Wendepunktes zerfallt abel' nach Satz 755 in 
die Wendetangente und die harillonische Polare dieses Wendepunktes. Kann 
man daber noch zeigen, daB del' Punkt e1 nicht auf del' Wendetangente: 

(50) 

des Wendepunktes WI gelegen ist, so muB er notwendig auf del' hal'moni
schen Polare des Wendepunktes WI enthalten sein. 

Abel' man ubel'zeugt sich leicht, daB, falls nicht gerade f = ° ist, das Produkt: 

(51) 

ist. Denn es verschwinden in del' Entwicklung von ASwl2el aile Glieder mit 
Ausnahme eines einzigen, das = t wil'd. In del' Tat wil'd wegen (47) und (4R): 

2 _ {[El W[EEl ]2 e1 + [E2lJ3[EEl ]2el + [Esl]S[EE1J2e1} 
Asu\ el - _ 3 f[El l1[E2 lJ[EslJ[EEl ]2 el 

=-f {[El EEl] [E2EEl] [ESel ] +[El EEl] [E2 e1J [EsEEl] 

+ [Elel ] [E2EEI ] [E3 EEl] } = f. 
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Falls daher f von Null verschieden ist, kann del' PUllkt el nicht del' Wende
tangente (50) angehoren, sondern muS auf del' harmonischen Polare des 
Wendepunktes Wi liegen. 

Abel' auch del' Fall f = ° brauchte in dem Satze 777 nicht ausgenommen 
zu werden. Fur dies en Fall reduziert sich namlich die Liickenform dritter 
Ordnung As in (47) auf die Luckenform: 

(52) Bs = [EIW + [E2l]S + [EslJs, 

und die ihr zugehorende Kurve dritter Ordnung: 

(53) Bsxs = ° 
ist ebenso wie die 4 Wendepunktsdreiseite in dem syzygetischen Buschel 
(9) enthalten und besitzt in ihm eben den Parameter f = O. 

Die konische Polare des Wendepunktes Wi in bezug auf die Kurve (53) 
abel' hat, wie man sich leicht uberzeugt, den Punkt el zum Doppelpunkt. 
Denn ihre Gleichung lautet: 

odeI' wegen (48): 
(54) 

Und damit diese konische Polare an del' Stelle el einen Doppelpunkt auf
weise, ist nach del' Gleichung (16) des 49. Abschnitts notwendig und hin
reichend das Bestehen del' Gleichung: 

(55) B s[EEI ]ei = 0, 

oder, was wegen (52) dasselbe ist, das Bestehen del' Gleichung: 

(56) [E1W[EEi ]el + [E2l]B[EEI ]ei + [EslJ3[EEI Jel = 0. 

Diese Gleichung abel' wird in del' Tat erfiillt, da jedes eillzelne Glied ihrer 
linken Seite verschwindet; denll es ist: 

[EIlJS[EElJel = [EI EEi ] [EI elJ [Ell] = 0, 

[E2l]S[EElJei = [E2EEI][E2eIJ[Esl] = 0, 

und ebenso verschwindet auch das dritte Glied del' linken Seite von (56). 
Als Doppelpunkt del' konischen Polare des Wendepunktes w1 gehort endlich 
del' Punkt el insbesondere auch del' harmonischen Polare des Wendepunktes 
WI an (vgl. wieder Satz 755). 

Bezeichnet man noch die harmonischen Polaren del' Wendepunkte Wu W S1 

Ws in bezug auf die Kurve dritter Ordnung (9) mit HlI ~, Hs (Fig. 119), 
so gehen nach dem Satze 777 die Geraden HI, ~,Us beziehlich durch die 
Punkte el , es, ea hindurch. 

Bringt man ferner die harmonischen Polaren~, H2 , Hs del' 3 reellen 
Wendepunkte wlI w21 Ws ZUlli Schnitt mit del' Wendepunktslinie E diesel' 
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3 reellen Wendepunkte in den Punkten h1' h2' ks, so wird nach dem Begriff del' 
harmonischen Polare eines Wendepunktes der Punkt h1 vom Punkte w1 durch 
die Punkte wll und Ws harmonisch getrennt, ebenso der Punkt h2 vom Punkte 
wI! durch die Punkte Ws und w1 und der Punkt hg vom Punkte Ws durch die 
Punkte W 1 und w2• Und da diese Beziehun- Y1a 
gen fur jeden Wert des Parameters f geIten 
(vgl. S. 258), so folgt noch, daB die har
monischen Polaren ~,~,Hs del' 3 Wende
punkte wlI wll ' Ws samtlichen Kurven des 
syzygetischen Buschels gemeinsam sind. 
Man hat also den Satz: 

Satz 778: Die 3 reellen Wendepunkte 
eines syzygetischen Biischels von 
Kurven dritter Ordnung haben hin
sichtlich samtlicher Kurven des Bii
schels dieselbe harmonische Polare. 

]ffan kann noch hinzufugen: 
Satz 779: Ein syzygetisches Biischel 

von Kunen dritter Ordnung geht 
Fig. 119. 

bei del' harmonischen Spiegelung an irgendeinem seiner 3 reellen 
Wendepunkte und dessen harmonischer Polare kurvenweise in 
sich iiber. 

Man bestatigt endlich jetzt leicht den Satz 777 und zeigt zugleich, daB 
die harmonischen Polaren der 3 reellen Wendepunkte einer Kurve dritter 
Ordnung durch die reelle Ecke e des teilweise reellen Wendepunktsdreiseits 
dieser Kurve hindurchgehen, wenn man berucksichtigt, daB nach dem 
Satze 778 die harmonische Polare eines jeden reeHen Wendepunktes, z. B. 
die harmonische Polare HI des Wendepunktes W 1 in bezug auf diese Kurve, 
zugleich die harmonische Polare dieses Wendepunktes in bezug auf das reelle 
Wendepunktsdreiseit ist, das ja als entartende Kurve dritter Ordnung in dem 
zur Kurve gehiirenden syzygetischen Biischel enthalten ist. Daraus folgt 
namlich, daB sie 

erstens dmch den Schnittpunkt e1 der Seiten Ell und Es des Fundamen
taldreiecks geht, und daB sie 

zweitens den Punkt e enthalten muB; denn dieser wird als Harmonikal
punkt del' Geraden E del' 3 reellen Wendepunkte hinsichtlich des reeHen 
Wendepunktsdreiseits von dem Wendepunkt w! durch die beiden Seiten 
Ell und Eg dieses Dreiseits harmonisch getrennt (vgl. S. 48 des erst en Teils 
dieses Bandes). Man hat daher den Satz: 

Satz 780: Vierter Perspektivitatssatz einer Kune dritter Ord
n ung: Die harmonischen Polaren del' 3 reellen Wendepunkte 
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einer Kurve dritter Ordnung gehen durch den Harmonikalpunkt 
der Linie dieser 3 Wendepunkte in bezug auf das reelle Wende
punktsdreiseit hindurch. 

/ 

Fig. 120. 

~z 

Zugleich erhiilt man fur die harmonischen Polaren ~, H s, Hs der 3 
reellen Wendepunkte die folgende analytische Darstellung (vgl. S. 258): 

(57) IHl = [eel] = E2 - Es, 

HI = [ee2] = Es - Ell 

Hs = Celis] = El - E 2 • 
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Geometrische Deutung de'¥' konjugiert komplexen Wendepunkte und Wende
punktslinien einer Kwrve dritter Ordn~£ng. N ach dem Satze 532 Bind die 
3 Punktpaare Wl1 hll WI' hI, ws, hs drei Punktpaare einer Involution. 
Denn in dem vollstandigen Viereck el e2eSe bilden die 3 Geradenpaare: 

die 3 Paare von Gegenseiten, und diese schneiden aus der Geraden E die 
3 Punktpaare: 

aUB. DieBe Involution aber kann nach S. 28 if. zugleich als die Doppelpunkts
involution derjenigen zyklischen Projektivitiit charakterisiert werden, die den 
Punkten W l1 W ll , w, die Punkte Ws, WS, Wl zuordnet, und diese Doppelpunkts
involution ist, wie dort gezeigt ist, eine elliptische Involution. Mit dieser 
elliptischen Involution aber hangen die konjugiert komplexen Wendepunkte 
und Wendepunktslinien des syzygetischen BuschelB von Kurven dritter Ord
nung eng zusammen. 

Projiziert man namlich die elliptische Involution mit den Punktpaaren: 

(58) 

von der reellen Ecke e des teilweise reellen Wendepunktsdreiseits aus auf 
die Seiten Ell Es, Es deB ganz reellen Wendepunktsdreiseits und bezeicbnet 
die den 6 Punkten (58) entsprechenden Projektionen auf die Seiten E I , Ell, 
Es beziehlich durch Hinzufugung eines zweiten Index 1,2,3, so erbalt man 
auf den 3 Geraden E l , Ell, Es drei elliptische Involutionen mit den Punkt-
paaren: 
(59) W ll , hll , W2l! hSll W Sl ' h sl ' 

(60) W l !!, hIli' W 1I2 ' hils, WSII' hS2' 

(61) 'telS ' h ls , w2S ' hils, wss, hss 

(Fig. 120), und man kann zeigen, daB die konjugiert komplexen Doppel
punkte dieser 3 elliptischen Involutionen beziehlich die konjugiert kom
plexen Wendepunkte: 

des syzygetischen Buschels Bind. 
Da namlich dem Obigen entsprechend die Doppelpunkte der elliptischen 

Involution (59) zugleich die Doppelpunkte der zykliscben Projektivitat sind, 
die den Punkten Wll , Wll ' WSl die Punkte W IiH W SlI Wu zuweist, und nacb 
s. 26ft'. die Doppelpunkte dieser zyklischen Projektivitat dadurch gekenn-



272 Das System d. 9 Wendepunkte u. d. kanon. Form d. Gleich. einer Kurve 3. Ordnung 

zeichnet sind, daB sie die 3 Punkte wll , W21 • W Sl zu einem Punktwurf er
ganzen, dessen Doppelverhaltnis gleich einer der beiden konjugiert kom-

plexen dritten W urzeln 7J und ~ aus der negativen Einheit sind, so hat 
'Il 

man nur zu zeigen, daB das Doppelverbaltnis (Wll W 21 WSl w,) einen von diesen 
beiden Werten besitzt, wahrend dem Doppel verhaltnis (Wll W 21 W Sl w7) der 
andere von dies en beiden Werten zukommt. 

Es wird aber nach (23) und (36): 

(62) 

(63) 

(64) 
ferner nach (23): 
(65) 

W ll = wl = e2 - es; 

w21 = IEl . ew2] 

= [El . (el + e2 + es)(es - ~)] 

= [El (El - 2E2 + Es)] 

= - 2 es - ~, d. h.: 

W 21 = - (e2 + 2es); 

WSI = [El . ews] 

= [El . (el + e2 + eS)(el - e2)] 

= [EICEI + E2 - 2Es)], somit: 

WSl = es + 2e2 ; 

Also erhalt man fiir das gewiinschte Doppelverhaltnis den Wert: 

(w w W w) = [Wll W S1 ] • [Wll w41 
11 21 31 4, [WSl w 21 ] • [W4 w21 ] 

_ [(6, - 68) (6a + 2e,)] . [(e, - e8 ) (e, - a'es)] 
- [(es + 2 ell) (e, + 2e3)] • [(e2 - E'ea) (e, + 2es)] 

2 + Et 1- a 1 1 
= 1- E'l = 1 - &' = 1 + & = 71' 

das letztere nach der Gleichung (2) des vorliegenden und der Gleichung (20) 
des 40. Abschnitts. Es wird daher: 

(66) 

und da nach (23) der Wendepunkt w 7 : 

(67) 

also wegen (65) zu w4 konjugiert komplex ist, so kann sich das Doppelver-
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hiiltnis (WllWUWSlW7) von dem Doppelverhiiltnis (66) nur durch das Vor
zeichen von i unterscheiden, d. h., es wird: 

(68) (WllW21WSlW7) = 'YJ. 
Damit ist aber wirklich unsere obige Behauptung bewiesen, daB die kon

jugiert komplexen Wendepunkte w, und w7 die Doppelpunkte der ellip
tischen Punktinvolution (59) sind, und ebenso beweist man, daB die konju
giert komplexen Wendepunkte W5 und Ws die Doppelpunkte der elliptischen 
Punktinvolution (60) und die konjugiert komplexen Wendepunkte W6 und 
W9 die Doppelpunkte der elliptischen Involution (61) sind. 

Daraus folgt weiter: Die Doppelstrahlen der Strahlinvolution, durch 
welche die elliptische Punktinvolution (58) von e aus projiziert wird, sind 
die konjugiert komplexen Seiten Fund G des teilweise reellen Wendepunkts
dreiseits, wobei nach dem Schema (34) die komplexe Gerade F den 3 kom
plexen Wendepunkten W" W 5, W S1 und die zu ihr konjugiert komplexe Ge
rade G den 3 komplexen Wendepunkten W 7 , W S1 U'9 zugehort. 

Man kann diese Zusammengehorigkeit der komplexen Wendepunkte W4.I 

W 5 , Ws mit der komplexen Geraden F, und andererseits diejenige der kom
plexen Wendepunkte w77 ws, W9 mit der zu F konjugierten Geraden G da
durch veranschaulichen, daB man nach dem Vorgange v. Staudts je eines 
von den beiden konjugiert komplexen Doppelelementen einer elliptischen 
Involution mit einem bestimmten Durchlaufungssinn dieser Involution ver
knfipftl), was nach dem Satze 164 und dem entsprechenden Satze fiber eine 
Strahlinvolution moglich ist. 

Man kann also etwa dem komplexell Doppelpunkte w, den Durchlaufungs
sinn W l1 , W SD WS1 der Involution (59) zuordnen und dem zu w, konjugiert 
komplexen Doppelpunkt w7 den umgekehrten Durchlaufungssinn w1U W Sll 

W 217 und entsprechend bei den Wendepunkten W 5 , w7 und ws, W9 verfahren 
(siehe Fig. 120, S. 270) und endlich auch bei der elliptischen Strahlinvo
lution mit dem Scheitel e. Und man kann die mit einem bestimmten Sinn 
begabte Involution geradezu als das greifbare Abbild des zugehOrigen kom
plexen Doppelelements betrachten. Danach ware also insbesondere der mit 
dem Sinne wlI W2 , Ws begabte, yom Punkte e aus genommene Schein der 
Involution (58) das greifbare Abbild der komplexen Geraden Fund der mit 
dem entgegengesetzten Sinn begabte Schein dieser Involution das Abbild 
der zur Geraden F konjugiert komplexen Geraden G. 

Ebenso kann man auch den konjugiert komplexen Geraden E' und E" 
eine reelle Figur, namlich eine sinnbegabte Strahlinvolution eindeutig-um-

1) Vgl. Chr. v. Staudt, Beitrage zur Geometrie der Lage, erstes Heft, Nurnberg 
1856, Nr. 116ft'. Siehe auch J. Luroth, Das Imaginare in der Geometrie und das 
Rechnen mit Wiirfen, Math. Ann. Bd. 8 (1875), S. 145ft". und E. Study, Vorlesungen 
liber ausgewahlte Gegenstande der Geometrie, erstes Heft, Leipzig und Berlin 1911, 
S.3ft'. 

Grallmann, Projektive Geometrie d. Ebene I1,2 18 



274 Das System d. 9 Wendepunkte u. d. kanon. Form d. Gleich. einer Kurve 3. Ordnung 

kehrbar zuordnen. Nach dem Schema (34) enthii.lt namlich die komplexe 
Gerade E' die Wendepunkte wlI W5, W9 und die zu ihr konjugiert komplexe 
Gerade E" die Wendepunkte Wu W G, wS' Es ist abel', wie bereits oben an
gedeutet wurde, das Abbild des komplexen Wendepunktes W5 die eUiptische 
Punktinvolution (60) versehen mit dem Sinn: 

(69) 

und das Abbild des komplexen Wendepunktes tu9 die elliptische Punktinvo
lution (61) versehen mit dem Sinn: 

(70) 

Sollen nun die Punkte W5 und W9 mit dem Punkte wl in einer komplexen 
Geraden liegen, so bedeutet .das: Die beiden mit dem angegebenen Sinn be
gabten eUiptischen Punktinvolutionen (60) und (61) sind einschlie.Blich dieses 
Sinnes perspektiv aufeinander bezogen durch eine siimbegabte elliptische 
Strahlinvolution yom Scheitel Wl' U nd dies ist in del' Tat del' Fall. Denn 
es treft'en sich nicht nur die Geraden WlllWlS und w22 WSS im Punkte Wll son
dern es geht auch die Verbindungslinie der Punkte hSlI und h2S ' welche den 
Punkten W S2 und W liS beziehlich in den Involutionen (60) und (61) zugeordnet 
sind, durch den Punkt Wl hindurch, wol'aus wegen: 

(W12W1I2hs2WS2) = - 1 und (wlswsshllSWlIS) = -- 1 

noch folgt, da.B auch die Verbindungslinie der Punkte W Sli und wliS dul'ch 
den Punkt wl hindurchgehen mu.B. 

Es ist also eine jede von den beiden involutorisch gepaarten Punktreihen 
der Involution (60) yom Zentrum wl aus perspektiv bezogen auf die durch 
die Zuweisung der Punkte: 

und der entsprechendenPunktehik bestimmte Punktreihe del' Involution (61), 
oder, was dasselbe ist, die beiden Involutionen (60) und (61), behaftet mit 
dem dul'ch die Folgen (69) und (70) angegebenen Sinn, werden von Wl aus 
durch eine und dieselbe Strahlinvolution projiziert, wo bei diese Strahlinvo
lution versehen ist mit dem der Folge (69) entsprechenden Sinn: 

Wl(Wll/, wllS , WSlI), 

der wiederum mit dem der Folge (70) entsprechenden Sinn: 

wl (wlS ' W SS ' WlIS) 

iibereinstimmt. Die mit diesem Sinn begabte Strahlinvolution ist daher das 
Abbild der komplexen Geraden E', und dieselbe Strahlinvolution in ent
gegengesetztem Sinn genommen das Abbild der zu E' konjugiert komplexen 
Geraden E", odeI' was dasselbe ist, das Bild der komplexen Verbindungs-
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linie des l'eellen Wendepunktes wl mit den komplexen Wendepunkten Ws 

und W S . l ) 

Ebenso zeigt man, da13 die konjugiert komplex en Geraden F' und F" 
die sinnbegabten Involutionen ws, w7 und W 4 , W9 von w2 aus projizieren, 
also als sinnbegabte Strahlinvolutionen vom Scheitel w2 anzusehen sind, und 
daB die konjugiert komplexen Geraden G' und G" die sinnbegabten Invo
Intionen W 4, tus und w5 , w7 von Ws aus projizieren und somit als sinnbegabte 
Strahlinvolntionen vom Scheitel Ws aufgefaBt werden konnen. 

1) V gl. hierzu H. Wi e n er, Die Einteilung der ebenen Kurven und Kegel d.ritter 
Ordnung in 13 Gattungen, Halle 1901, S. 30ff. 



Dreizehnter Hauptteil. 

Die ebenell Knrven dritter Klasse. 

Abschni tt 52. 

Konische ulld punktueUe Pole in bezug auf eine Kurve 
dritter Klasse. 

Die ternare Liickenform dritter Klasse. Begriff einer ebenen Kurve dritter 
Klasse. Die allgemeinste homogene Zahlgleichung dJ.·itten Grades zwischen 
den Dreieckskoordinaten Uv U2, Us eines Stabes U lal3t sich in del' Form 
schreiben: 

(1) ~a(Ul' U2 , us) = m:l11 U13 + ... + 3m:112 U1 2 U2 + ... + 6~123UIU2U8 = O. 

Halt man an den Bezeichnungen des Fundamentaldreiecks aus dem 25. Ab
schniUe fest und setzt wie gewohnlich: 

(2) 
so wird: 
(3) 

Und fiihrt man diese Wede fiir die Dreieckskoordinaten ulJ Uv Us des Stabes 
U in die Gleichung (1) ein, so nimmt del' Ausdruck fiir die "ternare Form 
dritter Klasse" ~s (UlJ U2, ua) die Gestalt an: 

(4) ITis(uu u2 , us) = ~ll1[el Ur + ... + 3m:112 [e1 UJ2[e2 UJ + ... 
+ 6~123[el UJ[e2 UJ[es UJ. 

Bezeichnet man daher 110ch einen Liickenausdruck, del' entsteht, wenn man 
auf del' rechten Seite von (4) den Stab D iiberall durch eine Stabliicke L 
ersetzt, mit as, fiihrt also die Bezeichnung ein: 

(5) aa = ~111[elL]3 + ... + 3m:112[elL]~[e2L] + ... 
+ 6 ~12S [e1 LI [e2 L] [esL], 

so ist as ein konstanter Liickenausdruck mit 3 Stabliicken in jedem Gliede, 
del' bei Ausfiillung diesel' Lucken in eine Zahl ubergeht, oder wie wir in 
Ubereinstimmung mit S. 183 sagen wolien, eine "ternare Liickenform 
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dritter Klasse", und man erhalt fUr die terniire Form dritter Klasse 
~3 (uo U2 , us) die Darstellung: 

(6) ~3 (u1 , u2, us) = a3 Us 

und fiir die allgemeinste homogene Gleichung dritten Grades (1) zwischen 
den Dreieckskoordinaten ull U2 , u3 eines Stabes U die Gestalt: 

(7) as Us = O. 

N ennt man ferner ein Tangentengebilde einer Ebene, dessen Tangenten U 
einer nicht durch jeden Stab U del' Ebene erfiillten, in bezug auf U homo
genen Zahlgleichung dritten Grades Geniige leisten, eine "ebene Kurve 
dritter Klasse", so hat man den Satz: 

Satz 781: 1st a3 die durch die Gleichung (5) definierte ternare 
Liickenform dritter Klasse und U ein Stab del' Ebene, so stellt 
die Gleichung: 
(7) 

falls sie nicht durch jeden Stab del' Ebene erf'iillt wird, eine ebene 
Kurve dritter Klasse dar, und zwar die allgemeinste ebene Kurve 
dritter Klasse, wenn die 10 Koeffizienten 5[;jk del' Liickenform (5) 
ganz beliebige ZahlgroBen sind. 

Endlich verfiige man wie beim Dualistischen (vgl. S. 210) iiber die Rechen
gesetze eines algebraischen Produktes ( UVW} dreier Stabe U, V, W, mit 
dem eine ternare Liickenform dritter Klasse as multipliziert werden solI, und 
iiber seine Verkniipfung mit del' Liickenform a3 in del' Weise, daB jede Art 
del' Zusammenfassung und Vertauschung del' Faktoren dieses algebraischen 
Produktes zulassig wird. 

Die Tangenten, die sich an eine ebene KUfve dritter Klassevon einem 
Punkte ihrer Ebene legen lassen. Zieht man an die Kurve dritter Klasse (7), 
odeI' wie wir auch sagen wollen, an die Kurve dritter Klasse a3 , die Tan
gent en von einem beliebigen Punkte [V W] ihrer Ebene, namlich von dem 
Schnittpunkte del' Geraden zweier beliebig abel' fest gegebenen Stabe V, W 
ihrer Ebene, so wird sich del' Ausdruck fiir eine solche Tangente U durcb 
eine Vielfachensumme von del' Form: 

(8) 

darstellen lassen, bei welcher del' Parameter 9 in del' Weise zu bestimmen 
ist, daB del' Ausdruck (8) die Gleichung (7) del' Kurve a3 befriedigt. Man 
erhalt also fiir den Parameter ~ einer vom Punkte [V WJ ausgehenden Tan
gente del' Kurve as die Gleichung: 

(9) as(V + 9 W)3 = 0 odeI' 

(10) Cts va + 39aa V2 W + 392as VW2 + fj3as WS = 0, 
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d. h. es ergibt sieh fur die Parameter 9 del' gesuchten Tangenten eine Zahl
gleichung dritten Grades, deren 4 Koeffizienten: 

(11) a3 V3, 3as V2 W, 3as VW2, a3 W 3 

konstante ZahlgroBen sind. Wird daher die Gleichung (10) nieht fur jeden 
Wert von [J erfiillt, d. h. verschwinden nicht die 4 Koeffizienten (11) gleich
zeitig, so liefert die Gleiehung (10) fur die Parameter ~ del' gesuchten Tan
genten yom Punkte [V W] an die Kurve dritter Klasse as drei Wede. Be
zeiehnet man diese 3 Wurzeln der Gleiehung (10) mit ~u ~2' 9s, so findet 
man fur die 3 zugehorigen Tangenten Up U2 , Us die Ausdrueke: 

(12) U1 = V + 91 W, U; = V + ~2 W, Us = V + ~3 W. 

An die Kurve dritter Klasse as lassen sieh somit yom Punkte [V W] 3 Tan
gent en legen. 

In dem FaIle des Versehwindens alier 4 Koeffizienten (11) dagegen gehort 
das ganze Strahlbusehel mit dem Scheitel [V W] del' Kurve dritter Klasse 
an, und die Kurve drittel' Klasse zerfiillt alsdann in dieses Strahlbusehel und 
in eine Kurve zweitel' Klasse. Diesel' Fall tl'itt ein, sobald von einem Punkte 
[VW] mehr als 3 Tangenten an die Kurve dritter Klasse gehen. Man hat 
also den Satz: 

Satz 782: An eine ebene Kurve dritter Klasse lassen sieh von 
einem jeden Punkte ihre1' Ebene dl'ei Tangenten legen, die aller
dings auch komplex sein konnen. Gehen von einem PUllkte mehr 
als drei Tangentell an eine Kurve dritter Klasse, so gehol't das 
ganze Strahlbusehel, das jenen Punkt zum Scheitel hat, del' Kurve 
dl'itter Klasse an. 

Setzen wir die Koeffizienten mijk del' Gleiehung (1) und also aueh die des 
Luckenausdrueks (5) als reeli voraus und bezeichnen die zugehorige Kune 
dritter Klasse als "l'eelle ebene Kul've dl'itter Klasse", so sind die 
Wurzeln del' Gleiehullg (10) entweder aile 3 l'eell, oder es ist eine von ihnen 
ree11, die beiden andern konjugiert komplex, und Entsprechendes gilt dann 
von den Tangenten, die man yom Punkte [V lIV] an die Kurve as ziehen 
kann. Es ergibt sieh also als Erganzung des Satzes 782 del' speziellere Satz: 

Satz 783: An eine reelle nieht zerfallende ebene KUl've dritter 
Klasse lassen sieh von jedem Punkte ihrer Ebene drei reelle odel' 
eine reelle und zwei konjugiel't komplexe Tangenten legell. 

Pole einer Geraden in bezug auf eine Kurve d1'itter Klasse. Betrachten wil' 
in den Gleichungen (8) bis (10) und in den Ausdriicken (11) nul' den Stab 
V als fest, den Stab Wabel' als veranderlich, so kann man llach del' Be
deutung des Vel'sehwindens del' Koeffizientell von 92 und 9 in del' Gleichung 
(10), d. h. naeh del' geometl'ischen Bedeutung del' Gleichung: 

(13) a3 VW 2 = 0 
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und del' Gleichung: 

(14) as V2W = 0 

fragen. Zunachst bemerke man, daB bei fest gegebenem V del' Ausdruck 
as Vein konstanter Liickenausdruck mit nul' noch zwei Stabliicken in jedem 
Gliede und del' Ausdruck as V2 ein konstanter Luckenausdruck mit nul' noch 
einer Stabliicke in jedem Gliede ist. Und da uberdies beide Ausdrucke bei 
Ausfiillung ihrer Liicken in eine Zahl iibergehen, so ist del' Ausdruck as V 
eine Luckenform zweiter Klasse und der Ausdruck as V2 eine Liickenform 
erster Klasse. Bei veranderlichem W stellt daher die Gleichung (13) eine 
Kurve zweiter Elasse, die Gleichung (14) einen Punkt dar. 

Wir nennen die Kurve zweiter Klasse (13) oder, wie wir auch sagen wollen, 
die Kurve zweiter Klasse as V den ersten Pol oder auch den konischen 
Pol del' Geraden V in bezug auf die Kurve dritter Klasse as und 
den Punkt (14) oder, wie wir auch sagen wollen, den Punkt as V2 den 
zwei ten Pol oder auch den punktuellen Pol del' Geraden V in bezug 
auf diese Kurve dritter Klasse und ferner die Gerade V die Polare 
jener Pole in bezug auf diese Kurve. 

Es ist noch zu beachten, da13 bei festgehaltenem W und veranderlichem 
V die Gleichung (13) wegen del' Vertauschbarkeit der Faktoren V und W2 
den zweiten (punktuellen) Pol del' Geraden Win bezug auf die Kurve dritter 
Klasse as ausdriickt und unter derselben Voraussetzung die Gleichung (14) 
wegen del' Vertauschbarkeit von 
y 2 und W den ersten (konischen) 
Polder Geraden W in bezug auf 
die Kurve as' 

Aus diesel' doppelten Bedeutung 
del' Gleichung (13) kann man 
folgel'll: Enthiilt del' konische Pol 
as V einer Geraden V in bezug 
auf eine Kurve dritter Klasse as 
eine Gerade W als Tangente, wi I'd 
also die Gleichung (13) fur ge
gebenes Y durch eine Gerade W 
erfullt, so liegt andererseits auch 
del'. punktuelle Pol as W2 del' Ge- "a V 
raden W in bezug auf die Kurve 3 

dritter Klasse as auf der Geraden 
V und umgekehrt (Fig. 121 ). Man Fig. 121. 

hat also den Satz: 
Satz 784: Enthiilt del' konische Pol as V einer Geraden V hin

sichtlich einer Kurve dritter Klasse as eine Gerade W als Tan-
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gente, so liegt andererseits aueh der punktuelle Pol as WlI der 
Geraden W auf der Geraden V und umgekehrt. 

Man kann ferner bemerken, daB man auf die Gleichung: 

(14) as V2W = 0 

des punktuellen Pols del' Geraden V hinsiehtlich einer Kurve dritter Klasse 
as aueh gefiihrt wird, wenn man in bezug auf den konisehen Pol der Gera
den V hinsichtlieh dieser Kurve dritter Klasse, d. h. in bezug auf die Kurve 
zweiter Klasse: 
(13) as VWlI = 0, 

den Pol der Geraden V bildet. Man hat somit den Satz: 

Satz 785: Der zweite oder punktuelle Pol einer jeden Geraden V 
hinsichtlieh einer Kurve dritter Klasse ist zugleieh der Pol der
selben Geraden V hinsiehtlieh des ersten oder konischen Pols 
dieser Geraden in bezug auf jene Kurve dritter Klasse. 

Das Auftreten einer Doppeltangente bei einer Kurve dritter Klasse. Bevor 
wir in der geometrisehen Deutung des punktuellen und konisehen Pols einer 
Geraden V hinsiehtlich einer Kurve dritter Klasse fortfahren, seheiden wir 
den Fall aus, wo die Gleichung: 

(14) as va W = 0 

des punktuellen Pols einer Geraden V hinsiehtlieh einer Kurve dritter Klasse 
as durch jede Gerade W der Ebene befriedigt wird, so daB also jener punk
tuelle Pol ganz unbestimmt bleibt. 

Zunachst kann man in dies em FaIle die Gleiehung (14) etwas einfaeher 
in der Form schreiben: 
(15) 

in del' die linke Seite eine Liiekenform erster Klasse darstellt. Eine solche 
Liiekenform erster Klasse werden wir namlich dann und nur dann gleieh 
Null setzen, wenn sie mit jedem Stabe der Ebene multipliziert Nullliefert. 
Insbesondere wird man also die Liickenform as VlI dann und nur dann gleieh 
Null setzen diirfen, wenn die Gleichung (14) fiir jeden Stab W der Ebene 
erfiillt wird. Hieraus folgt, daB die Gleiehung (15) auch die Gleiehung: 

(16) 

nach sieh zieht, die aus (14) hervorgeht, wenn man W = V setzt, und welche 
zeigt, daB die Gerade V eine Tangente der Kurve as ist. 

In der Gleichung (10) fiir die Parameter 1) der Tangenten, die man von 
dem Punkte [VW] an die Kurve dritter Klasse as legen kann, versehwinden 
dann ferner unter der Voraussetzung des Bestehens der Gleiehung (15) 
wegen (16) und (14) die beiden ersten Koeffizienten as VS und 3as Vi W, 
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und zwar fiir beliebige Werte von W. Die Gleichung (10) besitzt daber zwei 
gleicbe W urzeln 9 = 0, und von dem Punkte [V W] der Tangente V der 
Kurve its lassen sich, wie auch die Gerade W 
liegen mag, zwei mit der Geraden V zusammeu- czu 
fallende Tangenten an die Kurve as legen (Fig. 
122). Eine solche Tangente V beiBt "eine Dop
peltangente der Kurve dritter Klasse", 
und man hat den Satz: 

Fig. 122. 

Satz 786: 1st as ellle ternare Liickenform dritter Klasse, so ist 
die Gleichung: 
(15) 

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Ge
rade V eine Doppeltangente der Kurve dritter Klasse as ist. 

Man kann noch hinzufugen: 
Satz 787: Der punktuelle Pol einer Geraden V in bezug auf eine 

Kurve dritter Klasse wird dann und nur dann unbestimmt, wenn 
seine Polare V in eine Doppeltangente der Kune dritter Klasse 
fallt. 

Ganz wie beim Dualistischen kann man endlich wieder zeigen, daB nicht 
jede Kurve dritter Klasse eine DoppeUangente auf weist, da das Besteben der 
Gleichung (15) eine Bedingungsgleichung zwiscben den Koeffizienten del' 
Liickenform dritter Klasse as nach sich zieht. 

Der pttnktuelle Pol einer Tangente einer Kurve dritter Klasse. Nach diesel' 
Einschaltung libel' die .Doppeltangente einer Kurve dritter Klasse kebren 
wir zul' geometrischen Deutung des punktuellen und konischen Pols einer 
Geraden V hinsichtlicb einer Kurve dritter Klasse zuriick. Der punktuelle 
Pol gewinnt eine besonders einfache Bedeutung, wenn seine Polare V selbst 
eine Tangente der Bezugskurve dritter Klasse bildet, ohne mit einer Doppel
tangente dieser Kurve zusammenzufallen. A.Isdann geniigt die Gerade V 
der Gleichung: 
(16) as VB = 0, 
wiihrend zngleich das Produkt: 

(17) its V 2 9= 0 

ist. 1st jetzt W ein Strahl des Strahlblischels, dessen Scheitel del' punk
tuelle Pol einer solchen Tangente V ist, so besteht zwischen den Stiiben V 
und W zusammen mit der Gleichung (16) die obige Gleichung: 

(14) its P W = O. 

Und da diese Gleichung wegen (17) nicht mehr fur jede Gerade W der 
Ebene erfullt wird, so stellt sie einen Punkt dar, nnd dieser Punkt ist, wenn 
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die Gerade des Stabes W von del' des Stabes V verschieden ist, identisch 
mit dem Punkte [VW], denn die Gleichung (14) wird wegen (16) auch 
durch den Stab Verfiillt. 

Nun verschwinden abel' wegen (16) und (14) in del' Gieichung dritten 
Grades (10) fiir den Parameter ~ del' Tangenten V + ~ tv; die von dem 
Punkte [VW] an die Kurve dritter Klasse as gehen, die beiden ersten Koef
fizienten, und die Gleichung (10) besitzt daher zwei gleiche Wurzeln ~ = 0, 
d. h., es fallen von den 3 Tangenten, die man vom Punkte [VW] an die 
Kurve dritter I{lasse legen kann, 2 Tangenten mit del' Gerftden V zusammen. 
Del' Punkt [VW] odeI', was nach dem Obigen dasselbe ist, del' punktuelle 
Pol (14) del' Tangente V, ist also del' Beriihrungspunkt del' Kurve dritter 
Klasse a3 mit del' Tangente V. Damit ist del' Satz bewiesen: 

Satz 788: Del' zweite oder punktuelle Pol as V2 einer Geraden V 
in bezug auf eine Kurve dritter Klasse ets ist, falls die Gerade V 
die Kurve dritter Klasse beriihrt, ohne mit einer Doppeltangente 
del' Kurve zusammenzufallen, del' Beriihrungspunkt del' Kurve 
clritter Klasse mit ihrer Tangente V. 

De'}" konische Pol eine1' beliebigen Geraden in bezug auf eine Kurve dritter 
Klasse. Aus dem Satze 788 foIgt dann ein weiterer Satz, del' zu einer a11-
schaulichen Darstellung des konischen Pols einer heliebigen Geraden F hin
sichtlich einer Kurve dritter Klasse fiihrt, namlich del' Satz: 

Satz 789: Del' erste oder konische Pol a 3 Feiner beliebigen Ge
raden V in bezug auf eine Kurve dritter Klnsse lta beriihrt die 
Tangenten, die man in den Schnittpunkten del' Geraden Vmit del' 
Kurve dritter Klasse as an diese Kurve legen kann, und umge-

'iff kehrt beriihrt eine jade ge-

Fig. 123. 

AX/V' 

meinsame Tangente einer 
Kurve dritter Klasse eta und 
des konischen Pols et3 V einer 
belie bigen Geraden Vhinsicht-
lieh diesel' Kurve as, falls sie 
nieht eineDoppeltangente del' 
Kurve dritter Klasse ist, diese 
K urve in einem Sehni ttpunkte 
mit del' Geraden V. 

In del' Tat, ist W eine Tangente, 
die man in einem Schnittpunkte del' 

__ Geraden V mit del' Kurve dritter 
Klasse a3 an diese Kurve Iegen 
kann (Fig. 123), so ist ihr Be
riihrungspullkt mit del' Kurve (t3 
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nach dem Satze 788 der punktuelle Pol a3 W2 der Geraden W in bezug 
auf a 3 • Nach S. 279 lautet also seine Gleichung: 

a3 W 2 X= 0, 

wo X den laufendeu Strahl des Strahlbiischels bezeichnet, das den Be
ruhrungspunkt der Geraden W mit der Kurve as zum Scheitel hat. Dnd 
diese Gleichung muB insbesondere auch befriedigt werden, wenn man X = V 
setzt, da der Beriihrungspunkt del' Geraden W mit der Kurve a3 nach der 
Voraussetzung der Geraden V angehoren soll, d. h. es muB die Gleichung 
bestehen: 
(18) 

oder, was dasselbe ist, die Gleichung: 

Diese Gleichung abel' ist, wenn V als feste Gerade aufgefaBt wird, zugleich 
die Gleichung des konischen Pols der Geraden V in bezug auf die Kurve as' 
Die Gleichung (13) zeigt daher, daB die Tangente W, die man in einem 
Schnittpunkte einer beliebigen Geraden V mit der Kurve dritter Klasse a 3 

an diese Kurve ziehen kann, eine Hiillgerade des konischen Pols der Geraden 
V hinsichtlich der Kurve et3 ist. Damit ist der erste Tail des Satzes 789 
bewiesen. 

Aber auch die Richtigkeit del' im zweiten Teil dieses Satzes enthaltenen 
Umkehrung leur-htet sofort ein. Denn, wenn eine Gerade VV Bowohl die 
Kurve (t3 beriihrt, also die Gleichung: 

(19) 

befriedigt, wie auch eine Hiillgerade des konischen Pols a 3 V der Geraden V 
hinsichtlich del' Kurve as ist, d. h. der Gleichung (13) Geniige leistet, so er
fullt die Gerade V zugleich die mit der Gleichung (13) gleichwertige Glei
chung (18). Diese aber stellt, wenn man die Gerade Vals fest gegeben, die 
Gerade W aber als veranderlich auffaBt, und ferner Yoraussetzt, daB: 

(20) 

ist, daB also die Gerade W von einer Doppeltangente der Kurve as ver
schieden ist, nach dem Satze 788 den Beriihrungspunkt der Kurve a3 mit 
del' Geraden W dar. Diesel' Beriihrungspunkt liegt somit nach del' Gleichung 
(18) auf del' Geraden V. 

Zugleich ergibt sich ohne weiteres aus del' Form del' Gleichung (13) des 
konischen Pols a3 V einer Geraden V hinsichtlich einer Kurve dritter Klasse 
(ts , daB diesel' konische Pol eine etwaige Doppeltangente del' Kurve as als 
Hiillgerade enthalten muB, wie auch die Polare V des konischen Pols ge-
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legen sein mag. Denn fiir eine Doppeltangente W der Kurve as besteht 
nach dem Satze 786 die Gleichung: 

(21) (ta W 2 = 0, 
und aus dieser folgt fiir jeden Stab V der Ebene die Gleichung (13). Man 
hat daher den Satz: 

Satz 790: Del' erste oder konische Pol einer beliebigen Geraden 
V hinsichtlich einer Kune driUer Klasse hat eine etwaige Dop
peltangellte diesel' Kurve zur Hiillgeraden. 

AnfJahl der Punkte, in denen eine ebene Kurve dritter Klasse ohne Doppel
tangente von einer Geraden ihrer Ebene geschnitten wird. Wir setzen aus del' 
allgemeinen Theorie del' algebraischen Kurven den Satz voraus, der das 
dualistische Gegenstiick des Satzes von Bezout bildet, namlich den Satz: 

Satz 791: Zwei ebene algebraische Kurven 'Inter und nter Klasse 
haben mn gemeinsame Tangenten. 

Dabei ist unter einer ebenen algebraischen Kurve n tel' Klasse ein Geraden
gebilde einer Ebene zu verstehen, dessen laufende Hiillgeraden U einer nicht 
durch jeden Stab der Ebene erfiillten, in bezug auf U homogenen Zahl
gleichung n ten Grades Geniige leisten . 

.Aus dem Satze 791 ergibt sich dann genau so wie beim Dualistischen del' 
Satz: 

Satz 792: Eine Kurve dritter Klasse, die keine Doppeltangente 
enthalt, wird von einer jeden Geraden ihrer Ebene in 6 Punkten 
geschnitten. 

Der konische Pol einer Tangente einer Kurve dritter Klasse. Ein besonderes 
Interesse bietet wiederum del' Fall, wo die Polare V des konischen Pols hin
sichtlich einer Kurve dritter Klasse ((3 eine Tangente dieser Kurve ist. Wir 
konnen namlich zeigen, daB in diesem Falle der konische Pol (ts V der Ge-

Fill". 124. 

raden V die Kurve (t3 in dem 
Beriihrungspunkte seiner Polare 
V mit dieser Kurve ebenfalls 
beriihrt (Fig. 124). 

Zunachst beriihrt sicher unter 
der gemachten V oraussetzung 

:.as '2/ der konische Pol as V der Ge
raden V seine Polare V. Denn 
nach dem Satze 789 beriihrt er 
eine jede Tangente, die man in 
den Schnittpunkten del' Kurvea3 

mit del' Geraden V an diese 
Kurve legen kann, insbesondere 
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also auch die Gerade V selbst, die ja nach del' V oraussetzung die K urve as 
beriihren soli. Abel' man iiberzeugt sich sogleich, daB die Kurve drittel' 
Klasse aa und del' konische Pol: 

(13) 

einer beliebigen Tangente V del' Kurve as ihl'en Bel'iihrungspunkt an del' 
Geraden V miteinander gemein haben. Denn der Beriihrungspunkt der K~trve 
as mit einer ihrer Tangenten V stimmt, falls diese Tangente von einer Dop
peltangente del' Kurve dritter Klasse verschieden ist, nach dem Satze 788 
mit dem punktuellen Pol as V2 diesel' Tangente hinsichtlich del' Kurve dritter 
Klasse iiberein. Seine Gleichung lautet also: 

(14) 

Genau dieselbe Gleichung besitzt abel' del' Pol del' Geraden V hinsichtlich 
del' Kurve (13), d. h. der Beriihrungspunkt des konischen Pols der Geraden V 
mit dieser Geraden. Foiglich fallen die Beriihrungspunkte, die diese beiden 
Kurven mit del' Geraden V gernein haben, in einen Punkt zusammen. In 
dies em Punkte beriihren sich somit auch die beiden Kurven untereinander. 
Man hat daher den Satz: 

Satz 793: Del' erste odeI' konische Pol as V einer Geraden V in 
bezug auf eine gegebene Kurve drittel' Klasse as ist, falls die Ge
rade V diese Kurve bel'iihrt, eine Kurve zweiter Klasse, welche 
die gegebene Kurve dritter Klasse as in ihrem Beriihruugspunkt 
mit del' Geraden V ebenfalls beriihrt. 

Auch hier ist es wiederum uicht notig, den Fall del' Doppeltangente aus
zuschlieBen (vgl. das Dualistische). 

Da del' konische Pol einer Tangente V einer Kurve dritter Klasse in be
zug auf diese Kurve nach dem Satze 793 die Kurve dritter Klasse in dem 
Beriihrungspunkte del' Tangente V beriihrt, so fallen von den 6 Tangenten, 
die del' konische Pol nach dem Satze 791 mit del' Kurve dritter Klasse ge
mein hat, zwei gemeinschaftliche Tangenten in jene Polare V zusammen. 
Es bleiben also nul' noch 4 weitel'e gemeinsame Tangenten iibrig. Nach dem 
Satze 789 hat daher eine Tangente V einer Kurve dritter Klasse mit diesel' 
Kurve, falls diese nicht eine Doppeltangente aufweist, auBel' ihrem Be
riihrungspunkte noch 4 weitere Punkte mit del' KUl've dl'ittel' Klasse gemein. 
Dabei ist vorausgesetzt, daB del' konische Pol mit del' Kurve dritter KIasse 
an del' Beriihrungsstelle del' Geraden V nicht mehr als zwei Tangenten ge
meinsam hat (vgl. unten den Satz 805). 

Besitzt dagegen die Kurve dritter Klasse as eine und nul' eine Doppel
tangente D, so hat nach dem Satze 790 del' konische Pol as V einer Tan
gente V von as, die von del' Doppeltangente D verschieden ist, diese Doppel-
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tangente D zur Hiillgeraden (Fig. 125). Von den 6 gemeinsamen Tan
genten der Kurve dritter Klasse as und des konischen Pols as V der Gera
den V fallen also 2 gemeinsame Tangenten in die Doppeltangente D der 
Kune as, 2 andere, wie oben gezeigt worden ist, in die Polare V des konischen 
Pols, der von dieser Polare in ihrem Beriihrungspunkte mit der Kurve as 
eben falls beriihrt wird. Nach dem Satze 789 hat somit die Gerade VauBer 
ihrem Beriihrungspunkte mit der Kurve as nur noch 2 weitere Punkte mit 
dieser Kurve gemein, und man hat den Satz: 

Satz 794: Eine Tangente V einer Kurve dritter Klasse ohne Dop
peltangente hat mit der Kune auBer ihrem Beriihrungspunkte 

Fig. 125. Fig. 126. 

noch 4 weitere Punkte gemein. Besitzt dagegen eine Kurve drit
ter Klasse eine und nur eine Doppeltangente, so hat eine von 
dieser Doppeltangente verschiedene Tangente V der Kurve mit 
dieser Kurve auBer ihrem Beriihrungspunkte nur noch 2 weitere 
Punkte gemeinsam. 

Man gewinnt eine Bestatigung des Satzes 793, wenn man den folgenden 
Satz beweist (Fig. 126): 

Satz 795: LaBt man einen Punkt eine Tangente V einer Kurve 
dritter Klasse as durchlaufen und legt von ihm die heiden wei
teren Tangenten U1 und Us an die Kurve und konstruiert bei 
jedem so erhalte!J.en Strahltripel VU1 Ug den von dem Strahle V 
durch das Strahlpaar U1 Us harmonisch getrennten Strahl W, so 
umhiillen die so gewonnenen Strahlen W den konischen Pol as V 
der Tangente V der Kurve as in bezug auf diese Kurve. 

1st namlich V eine Tangente einer Kurve dritter Klasse ((,3 und [V WJ 
ein beliebiger Punkt dieser Tangente, indem vor der Hand der Stab W ganz 
beliebig in der Ebene angenommen werden mag, so lassen die beiden Tan-
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genten U1 uud ~, die man vom Punkte [V W] auBer der Tangente V 
selbst an die Kurve as legen kann, die Darstellung zu: 

{ U1 = 91 17+ W 
(22) 

U~ = 92 V + w. 
Dabei sind die ZahlgroBen g1 und 92 diejenigen beiden Wurzeln 9i der Zahl
gleichung dritten Grades: 

welche diese Gleichung auBer del' Wurzel gi = 00 aufweist, die del' 'rangente 
V zugehort, auf welcher del' Punkt [V W] gelegen ist. 

Diese Zahlgleichung dritten Grades in beiug auf 9; lautet entwickelt: 

(23) 9/as VB + 39/as V2 W + 39;(ts V W 2 + as W3 = 0; 

und in ihr muLJ, da die Gerade V die Kurve a3 beriihren soll: 

(24) (ts Vs = 0 

sem. Die Gleichung (23) verkitrzt sich daher zu der GIeichung zweiten 
Grades: 
(25) 

wobei zugleich die der Tangente V zugehOrende Wurzel 9i = 00 ausscheidet. 
Unterwerfen wir jetzt den bisher willkitrlich gelassenen Stab W del' Be

dingung, er solle von del' Tangente V durch die Tangenten ~ und U2 har
monisch getrennt werden, so muB die in bezug auf 9; quadratische Gleichung 
(25) zwei entgegengesetzt· gleiche Wurzeln 91 und 92 besitzen, woraus folgt, 
daB in ihr del' Koeffizient von 9; verschwinden muB, daB also die Gleichung 
besteht: 
(26) (ts VW2 = o. 

Diese aber besagt wirklich, daB die Gerade W eine Tangente des konischen 
Pols (ts V del' Tangente V der Kune as in bezug auf diese Kurve bildet. 
Und das war die Behauptung unseres Satzes. 

Da es ferner zu einem jeden Strahltripel VUl ~ eines Strahlbitschels nur 
einen Strahl W dieses Strahlbiischels gibt, del' durch die Strablen Ul und 
U2 vom Strahle V harmonisch getrennt wird, so gilt auch die folgende Um
kehrung des Satzes 795: 

Satz 796: Umkehrung zu Satz 795: Konstruiert man zu einer 
Tangente V einer Kurve dritter Klasse et3 hinsichtlicb dieser 
Kurve den konischen Pol as V, del' nach dem Satze 793 die Gerade 
V in ihrem Beriihrungspunkte mit del' Kurve as ebenfalls be
rithrt, und legt von einem beliebigen Punkte del' Tangente V die 
beiden andern Tangenten ~ und U2 an die Kurve dritter Klasse 
a3 und die zweite Tangente Wan den konischen Pol (~3 V, so wer· 
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den die beiden Tangenten U1 und U2 der Kune ((s von den beiden 
Tangenten V und W des konischen Pols harmonisch getrennt. 

Der konische Pol eincr Doppeltangente eine)' Kurve drifter Klasse. Del' 
konische Pol einer Doppeltangente einer Kurve dritter KIasse hat eine be
sonders einfache Bedeutung. Urn diese zu finden, setzen wir 

erstens voraus, die Gerade V sei eine Doppeltangellte del' Kurve dritter 
Klasse as, das heiJ3t, Sle geniige der obigen Bedillgungsgleichung del' 
Doppeltangente: 
(15) aj V2 = 0, 

welche, wie wir wissen, die beiden Gleichungen: 

(16) a3 va = 0 und 

(14) (ts V2W = 0 

nach sich zieht, wobei die letzte Gleichung fur jeden Stab W der Ebene 
erfuUt wird. 

Zweitens aber wollen wir annehmen, daB die Lage des hisher willkur
lich gelassenen Stabes lIV jetzt noch del' Gleichung: 

(26) 

unterworfell· werde, so daB seine Gerade eine Hullgerade des konischen 
Pols del' Doppeltangente V del' Kurve a 3 in bezug auf diese Kurve bildet. 

Dann verschwinden in del' Gleichung (10) wegell des gleichzeitigen Be-
stehens del' Gleichungen (16), (14) und (26) die 3 ersten Koeffizienten. Die 
Gleichung besitzt daher 3 gleiche Wurzeln 1) = 0, und es gehen somit von 
dem Punkte [VWJ drei mit del' Geraden V zusammenfallende Tangenten 

___ 4.] an die Kurve ((s' Del' Punkt [V W] liegt also mit 
einem Beruhrungspunkte del' Doppeltangente V zu
sammen (B'ig. 127). 

Wenn man andererseits den Punkt [V lIV] festhiilt, 
----"'"1>"''---.::::-;;;......- welcher einen Beruhrungspunkt del' Kurve dritter 

0/ Klasse mit del' Doppeltangente V bildet, den zu seiner 
vollstiindigen Bestimmung benutzten Stab Waber das 
Strahlbuschel mit dem Scheitel [VWl durchlaufen 
Hi-Bt, so wird die Gleichung (10) doch immer noch 3 Fig. 127. 

gleiche W urzeln 1) = 0 aufweistm mussen, das beiBt, es werden fur jeden 
Stab W jenes Strahlbiischels die 3 erst en Koeffizienten del' Gleichung (10) 
verschwinden mussen. Insbesondere muB daher diesel' Strahl}V der Gleichung: 

(26) asVW2 = 0 

genugen, was besagt, daB er eine Hullgeracle des konischen Pols del' Doppel
tangente V bildet. Diesel' konische Pol zel'fiillt demnach in ein Punktpaal', 
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dessen Trager die Doppeltangente V der Kurve driUer Klasse ist, und er 
beste~t aus den beiden Beriihrungspunkten, welche die Doppeltangente V 
der Kurve dritter Klasse mit dieser Kurve gemein hat. Man hat also den 
Satz: 

Satz 797: Der erste oder konische Pol einer Doppeltangente 
einer Kurve dritter Klasse in bezug auf diese Kurve wird durch 
das Punktpaar gebildet, in welchem die Doppeltangente von der 
K urve dritter Klasse b eriihrt wird. 

Abschnitt 53. 

Die Hessesche Kurve einer Kurve dritter Klasse. 
]Jas kombinatorisahe Produkt dreier terniiren Liickenformen erster Klasse. 

Sind S11 S2' Ss drei Punkte in del' Ebene, und ist L eine Stabliicke, so sind 
die Ausdriicke [s1L], [S2L], [saL] drei ternare Liickenformen erster Klasse. 
Und definiert man genau ebenso wie bei der Einfiihrung des kombinatori
schen Produktes del' Stab-Stab-Abbildung dreier Kollineationen del' Ebene 1) 

das kombinatorische Produkt: 

[UVW· s1L s2L ssL] 
durch die Formel: 

\ 
[UVW· s1L S2L ssL] 

(1) =~ { [S1U][SjlV][ss WJ+[S1V][S2W][SSU] + [S1 W ][S2 U][SSV]} , 
31 - [S1 U] [S2 W] [ss V] - [S1 V] [SliD] [S3 W] - [S1 W][S2 V] [sa U] 

so beweist man wie dort, daB das Produkt [UVW· s1L s2L ssLJ ver
schwindet, wenn zwei von seinen drei Stabfaktoren U, V, W einander gleich 
werden, und daB es entgegengesetzten Wert annimmt, wenn man zwei von 
diesen Faktoren miteinander vertauscht. Daraus folgt dann ferner wie dort, 
daB, falls das Produkt: 
(2) [UVW] =1= 0 
ist, der Bruch: 

(3) 
[UVW·s1 L s!L SaL] 

[UVW] 

unabhangig von der Lage, der Lange und dem Sinn del' Stabe U, V, Wist, 
so daB man fiir ihn das Symbol: 

(4) [s1L,s2L·ssL] 
einfiihren kann. Und es wird, wenn Ell Ell, Ea die Einheiten zweiter Stufe 
sind, fiir welche: 
(5) [EIE2EaJ = 1 ist, 
(6) [s1L. ssL· SaL] = [E1EsEs' s1 L S2 L SaL] 

1) VgI. den ersten Teil dieses Bandes S. 75ff. Siehe auch dort das Entsprechende 
iiber Reziprozitaten S. 159 if. 

Gra.lImann, Projektive Geometrie d. Ebene II, 2 19 
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oder wegen (1): 

J [sIL. s2 L . ssL] 

(7) = ~ J [SIEl][S2~][SsEs]+[SIE2][S2Ea][S3EJ+[SlEs][S2EI][S3E2]}, 
1 3! \ - [slE1] [S2 ES] [SSE2]-[SIE2] [S2E I] [ssES]-[SlEa] [S2E 2] [SSEI] 

und man beweist, wie beim Dualistischen, daB: 
1 

(8) [s1 L . s2 L · saL] = 3! [SI S2S3] 

ist. Die Gleichung: 

besagt daher ebenso wie die Gleichung: 

[SIS2SS] = 0, 

daB die 3 Punkte Su 82, S3 in einer geraden Linie liegen, und man hat den 
Satz: 

Satz 798: Sind 811 82 , Sa drei Punkte, und ist L eine Stabliicke, so 
ist die Gleichung: 

dann und nur dann erfiillt, wenn die drei Punkte SI' S2' 8a in einer 
geraden Linie liegen. 

Ferner folgt aus der Gleichung (8), daB das kombinatorische Produkt 
[8I L. S2L· ssL] sein Zeichen wechselt, wenn man irgend zwei von seinen 
Faktoren [SiLJ miteinander vertauscht. 

Da sich endlich jede ternare Liickenform erster Klasse all das 
heiBt jeder ternare Liickenausdruck mit je einer Liicke in jedem Gliede, der 
sich bei Ausfiillung dieser Liicke in eine Zahl verwandelt, in der Form [8 L] 
darstellen laBt, wo 8 den Scheitel des Strahlbiischels a1 U = ° bildet, so 
geIten, wenn all bu cl drei solche Liickenformen erster Klasse sind, filr 
das kombinatorische Produkt: 

die Satze: 
[al bl c1J 

Satz 799: Sind all btl cl drei ternare Liickenformen erster Klasse, 
so wird die Gleichung: 

dann und nur dann erfiillt, wenn di e drei Punkte: 

a 1 U = 0, bl U = 0, C1 U = 0 

in einer Geraden liegen. Und 
Satz 800: Das kombinatorische Produkt [al b1cl ] dreier ternaren 

Liickenformen erster Klasse au bll c1 andert sein Vorzeichen, 
nicht aber seinen absoluten Wert, wenn man irgend zwei von 
seinen drei Faktoren miteinander vertauscht. 
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N aturlich kann man fur den Satz 800 auch eine Begriindung geben, die 
dem zweiten Beweise des Satzes 748 in del' dualistischen Entwicklung ent
spricht. 

Begriff der Hesseschen K~trve einer Kurve dritter Klasse. Sie beruhrt eine 
et'Waige Doppeltangente dieser Ktwve. Die Gleichung des konischen Pols 
eines Stabes V in bezug auf eine Kune dritter Klasse as lautet nach del' 
Gleichung (13) des vorigen Abschnitts: 

(9) aaVW2=0. 

Damit diese1" konische Pol in ein Punktpaar zerfalle, dessen Trager die 
Gerade des Stabes Wist, ist notwendig und hinreichend, daB die Gleichung 
besteht: 
(10) aaVW= 0. 

(V gl. die ausfiihrliche Begriindung beim Dualistischen.) Die Gleichung (10) 
abel' ist wiedel' gleichbedeutend mit den 3 Gleichungen: 

(11) 
I Cta VWE1 = 0, 

l Cta VWE2 = 0, 

as VWE3 = 0, 

die aus ihr durch J\lIultiplikation mit Eu E2 , Es hervorgehen. Sucht man 
also die Hulikurve del' Trager liV alier in ein Punktpaar zerfallenden koni
schen Pole in bezug auf die Kurve dritter Klasse Cts , so miissen ihre Polar en 
V zusammen mit den zugehorigen Tragel'll W jener Punktpaal'e del' Glei
chung (10) genugen und somit auch den Gleichungen (11). 

Will man abel' eine Gleichung fur die Hiillkurve jener Trager W allein 
haben, so hat man aus den Gleichungen (11) die Polaren V jenel' konischen 
Pole zu eliminieren. Dazu schreibe man die Gleichuugen (11) in del' Form: 

(12) I as WEI 
a S WE2 
aS WE3 

V=O, 
V= 0, 
V=O. 

Hier sind bei gegebenem W die 3 Ausdrucke Cts WE; 3 konstante Lucken
ausdriicke mit je einer Stabliicke in jedem Gliede, die sich bei Ausfullung 
diesel' Lucke in eine Zahl verwandeln, das hei.Bt, sie sind 3 tern are Lucken
formen erster Klasse. J ede von den 3 Gleichungen (12) stellt also bei kon
stant em W und verandm'lichem Veinen Punkt dar. Die 3 Gleichungen (12) 
sagen daher aus, daB diese 3 Punkte in einer und derselben Geraden Vliegen. 
Nach dem Satze 799 folgt somit aus ihnen die Gleichung: 

(13) [Cta liVEl . Cts WE2 · a3 WEs] = 0. 

Und diese Gleichung zeigt als Zahlgleichung dritten Grades in bezug auf 
den Stab W, daB die Hiillkurve del' Trager aIlel' in ein Punktpaar zel'fallen-

19* 
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den konischen Pole hinsichtlich der Kurve dritter Klasse as selbst eine 
Kurve dritter Klasse ist, wenigstens unter der Voraussetzung, daB die Glei
chung (13) nicht durch jeden Stab W der Ebene erfiillt wird. 

Wir bezeichnen die ternare Form dritter Klasse auf der linken Seite von 
(13) mit ha W3, setzen daher: 

(14) hs WS= [as WE1 • as WE2 • as WEs], 
und nennen die ternare Form dritter Klasse (14) "die Hessesche Form 
der ternaren Form dritter Klasse as WS". Dabei solI das in der Glei
chung (14) auftretende Symbol hs die zu der Hesseschen Form Its WS 
gehorende tern are Luckenform dritter Klasse darstellen, so daB also: 

(15) hs = [asLEl • asLE2 • asLEs] 
wird. Und es zeigt dann die Vergleichung von (14) und (15), daB in der 
ternaren Form dritter Klasse Its WS die Faktoren der Potenz WS als Fiill
gro/3en fiir die explizite geschriebenen Lucken del" Liickenform hs zu dienen 
haben, njcht etwa fur die in as steckenden Lucken. 

Wir nennen ferner die durch die Gleichung (13) dargestellte Kurve dritter 
Klasse hs "die Hessesche Kurve der Kurve dritter Klasse as" oder 
auch wohl "die Hessiane der Kurve dritter Klasse as". 

Ihr gehOren nach dem Obigen die Trager W der in ein Punktpaar zer
fallen den konischen Pole as V in bezug auf die Kurve as als Hullgeraden an 
(Fig. 128). Man uberzeugt sich aber sogleich, daB auch die Polaren V diesel' 
zerfallenden konischen Pole Tangenten der Hesseschen Kurve bilden. Denn, 
da die Gleichung (10) ihre Giiltigkeit nicht verlien, wenn die Faktoren V 
und W miteinander vertauscht werden, so muB auch die aus (10) gefolgerte 
Gleichung (13) bestehen bleiben, wenn man in ihr den Trager W des zel'
fallenden konischen Pols durch dessen Polare V ersetzt, das heiBt, es muB 
die Gleichung befriedigt werden: 

(16) [as VEl' as VEs' as YEs] = 0, 
welche in der Tat zeigt, daB auch die Polaren V del' zerfallenden konischen 
Pole in bezug auf as die Hessesche Kurve hs von as beriihren. Man hat 
also den Satz: 

Satz 801: Die Hullkurve aller Geraden V der Ebene, deren ko
nische Pole in bezug auf eine gegebene Kurve dritter Klasse as 
in je ein Punktpaar zerfallen, ist die Hessesche Kurve dieser 
Kune dritter Klasse. Dieselbe hat zugleich die Tl'iiger W del' in 
ein Punktpaar zerfallenden konischen Pole als Hiillgeraden. Sie 
ist selbst eine Kurve dritter Klasse und wird durch die Gleichung 
(16) dargestellt. 

Aus den 8iitzen 797 und 801 folgt noch der Satz: 
Satz 802: Die Hessesche Kune einer Kune dritter Klasse be

ruhrt eine etwaige_ Doppeltangente dieser Kurve. 
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Riickkekrtangenten einer Kurve dritter Klasse; ihre koniscken Pole zerfallen 
in den Riickkekrpunkt und den karmoniscken Pol der Riickkekrtangente. 
Schliellen wir jetzt den Fall, wo die Gerade V in eine Doppeltangente del' 

Fig. 128. 

Kurve dritter Klasse as ralIt, von 
del' Betrachtung aus, setzen abel' 
immer noch voraus, daB die Ge~ 

rade V eine Tangente der Kurve as 
hildet, so daB zwar die Gleichung: 

W (17) as vs= 0 
-a/I!' erfiillt wird, abel' andererseits die 

Ungleichung: 

(18) as V' =1= 0 
besteht, und lassen sodann die Tan
gente V ihre Lage an der Kurve as 
solange veraqdern, bis fiir sie und 

Fig. 129. 

fiir gewisse Lagen einer Geraden W die beiden Gleichungen befriedigt 
werden: 
(19) 

(20) 

asV2W=0 und 

asVW9= 0, 

so besitzt wegen (17), (19) und (20) die GIeichung (10) des vorigen Ab
schnitts 3 gleiche W urzeln ~ = 0, und es gehen daher yom Punkte [V W] 
3 mit del' Geraden V zusammenfallende Tangenten an die Kurve dritter 
Klasse as' Die Gerade V ist also eine "Riickkehdangente del' Kurve 
as" und del' Punkt [VW] del' zugehOrige "Riickkehrpunkt r" (Fig. 129). 

Aus demselben Grunde wie auf S. 241 f. geniigt dann zugleich mit dem 
zur Festlegung des Riickkehrpunktes r = [VW] benutzten Stabe W ein 
jeder Stab "JiTT des Strahlbiischels, das den Riickkehrpunkt r zum Scheitel 
hat, den Gleichungen (19) und (20). Man hat daher den Satz: 

Satz 803: 1st as eine ternare Liickenform dri tter Klasse, und ge
niigen 2 Stabe V und W den drei Gleichungen (17), (19) und (20), 
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wahrend zugleich die Ungleichung (18) besteht, so ist die Gerade 
V eine RUckkehrtangente und del' Punkt [V TYJ del' zugehorige 
Riickkehrpunkt 1" del' Kurve dritter Klasse a3 • Und umgekehrt 
gelten fUr jede Riickkehrtangente V einer Kurve drittel' Klasse as 
und einen jeden Stab W des Strahlbiischels, das den zugehorigell 
Riickkehrpunkt r zum Scheitel hat, die 3 Gleichungen (17), (19) 
und (20). 

Um libel' den 7conischen Pol einel' Riic7c7cehrtangente AufschluB zu erlialtell, 
bemerke man, daB nach dem Satze 788 derlJun7cittelle Pol einer jeden Tan
gente V einer Kurve dritter Klasse, die von einer Doppeltangente diesel' 
Kurve verschieden ist, durch den BerUhrungspunkt del' Tangente V mit del' 
Kurve gebildet wird. Wenn also die Gerade V eine Riick7cehrtangente 
del' Kurve dritter Klasse a3 ist, so ist ilw plm7ctueller Pol a 3 V2, mit del' 
Gleichung (19), nichts anderes als del' diesel' H,iickkehrtangente zugehorende 
Riickkehrpunkt 1'. Da abel' nach dem Satze 803 fUr jede Gerade}V des 
Strahlbiischels, dessen Scheitel jener Riickkehrpunkt l' ist, zugleich die 
Gleichung (20), das heiBt die Gleiclnmg des konischen Pols del' Riickkehl'
tangente V, erfiillt ist, so enthiilt der konische Pol a3 V cineI' Riick7cehrtan
genie V den zugehorigen Riicklcelw}Junkt r als Teil und zerf5.Ilt somit in ein 
Punktpaa1', dessen cincr Punlct dieser Riickkeh1"punkt l' ist. 

Dber den zweiten Punkt dieses Punktpaars geben die Satze 795 und 796 
AufsehluB, naeh denen del' konisehe Pol einer jeden Tangente V einer 
Kurve dritter Klasse die Hullkurve derjenigen Geraden bildet, die von der 
Geraden V dUl'ch die Kurve dritter Klasse harmonisch getrennt werden. 
Dies trifft insbesondere aueh fur den Fall zu, wo jene Tangente V del' Kurve 
dritter Klasse, welche die Polare des konischen Pols bildet, eine Rlickkehr
tangente del' Kurve dritter Klasse ist, wo also del' konisehe Pol in ein Punkt
paal' zerfallt, namlich in den Riickkehrpunkt l' und einen zweiten Punkt. 
FUr den RUckkehrpunkt l' besitzt selbstverstandlich jede durch ihn gehende 
Gerade W die angegebene Eigensehaft; denn ein Tripel von drei zusammen
fallen den Strahlen V eines Strahlbuschels wird dureh jedell Strahl "JIV dieses 
Strahlbiischels zu einem harmonischen Strahlwurf ergiinzt. 

Ein groBeres Interesse gewinnt diese Eigenschaft fUr den zweiten Punkt h 
jenes Punktpaars, da ja ihr zufolge jeder Strahl W des StrahlbUschels, das 
diesell Punkt h zum Scheitel hat, von del' zugehol'igen Ruckkehrtangente V 
dureh die Kurve dritter Klasse, das hei.Bt dureh die beiden andern yom 
Punkte [V WI ausgehenden Tangenten U1 und U2 del' K urve, harmonisch 
getrennt wird (Fig. 130). Diesel' Punkt h heiBt daher del' harmonische 
Pol del' Ruckkehrtangente. Derselbe gehort insbesondere denjenigen 
Tangenten an, die man in den Punkten an die Kurve dritter Klasse ziehen 
kann, welche die Riickkehrtangente auBer ihrem Riickkehrpul1kte mit del' 
Kurve gemein hat. Denn fUr jec1en von dem Rilckkehrpunkte l' verschiedenen 



Abschnitt 53, Satz 804 und 805 295 

Schnittpunkt s der Riickkehrtangente mit der Kurve as fallen die beiden 
von ihm ausgehenden Tangenten der Kune as in eine einzige Gerade zu
sam men. Die Gerade W, welche von der Riickkehrtangente V durch jene 
beiden zusammenfallenden Tangenten harmonisch getrennt wird, muB also 
ebenfalls mit jenen beiden Tangenten identisch sein. 

Man kann das Ergebnis auch so ausdriicken: Die Kurve dritter Klasse as 
geht an einer Ruckkehrtangente und ihre;m harmonischen Pole h' harmonisch 
gespiegeU in sick iiber. Und man hat ferner den Satz: 

Satz 804: Der konische Pol as V einer Riickkehrtangente Veiner 
Kurve dritter Klasse as in bezug auf diese Kune ist das Punkt
paar, das aus dem Riickkehrpunkte r und dem harmonischen Pole 
h der Riickkehrtangente gebildet wird. h 

Man beweist ferner genau so wie beim 
Dualistischen den Satz: 

Satz 805: Eine Riickkehrtangente 
einer Kune dritter Klasse ohne Dop
peltangente hat auBer dem Riickkehr
punkte diesel' Riickkehrtangente noch 
3 wei tere Punkte mi t der K urve gemein, 
(von denen natiirlich auch zwei Punkte 
konjugiert komplex sein konnen), da
gegen !pit einer Kurve dritter Klasse, 
die eine Doppeltangente aufweist, nur 
noch einen weiteren Punkt. 

Auch jede Ruckkehrtangente einer Kurve.a 
dritter Klasse ist eine Hiillgerade der Hesse- 3 

scken Kurve dieser Kurve. A.nzakl der Ruck
kehrtangenten einer Kurve dritter Klasse ohne 
Doppeltangente. Da nach dem Satze 801 die 

Fig. 130. 

HessescheKurve einer Kurve dritter Klasseas das Hiillgebilde aHer Geraden 
der Ebene ist, deren konischer Pol hinsichtlich der Kurve as in ein Punktpaar 
zerfallt, und nach dem Satze 804 dies fiir den konischen Pol asR einer 
Riickkehrtangente R der Kune as zutrifft, so miissen die Riickkehrtangen
ten R der Kurve dritter Klasse as zugleich auch Tangenten del' Hesseschen 
Kurve dieser Kune sein (Fig. 131). 

Es ist aber ganz besonders wichtig, daB von diesem Satze auch eine Um
kehrung gilt, daB namlich auch umgekehrt jede gemeinsame Tangente einer 
Kune dritter Klasse as und ihrer Hesseschen Kurve, falls sie nicht eine 
Doppeltangente del' Kune as ist, eine Riickkehrtangente dieser Kurve bildet. 

U m dies zu beweisen, setzen wir voraus, eine Tangente V del' Kurve 
dritter Klasse as sei von einer Doppeltangente der Kurve verschieden, also 



296 Die Hessesche Kurve einer Kurve dritter Klasse 

eine einfache Tangente der Kurve, sie geniige somit del' Gleichung: 

(17) as VS= 0, 
wahrend zugleich die Ungleichung besteht: 

(18) asVS=l=O. 

Dann weiB man von dem konischen Pol as V der Geraden V, das heiBt von 
der Kurve zweiter Klasse: 
(20) 

nach dem Satze 793, daB er nicht nur die Gerade V beriihrt, sondern 
daB der Beriihrungspunkt, den er mit der Geraden V gemein hat, mit 
dem Beriihrungspunkte dieser Geraden V und der Kurve as zusammen-

A fallt, so daB diese Kurven as V und as sich 

Fig. lS1. 

selbst in diesem Punkte beriihren (vgl. die 
obige Fig. 124). 

Wenn nun aber die Gerade V auch 
eine Hiillgerade der Hesseschen Kurve 

Fig. 132. 

(16) bildet, so zerfallt diesel' konische Pol (20) in ein Punktpaar, und 
da er ubel'dies die Kurve dl'itter Klasse as in ihrem Beruhrungspunkte 
mit der Geraden V beriihrt, so muB einer von den beiden Punkten des Punkt
paars der Beruhrungspunkt der Kurve dritter Klasse as mit der Geraden V 
sein, also mit dem punktuellen Pol der Geraden V,hinsichtlich as zusammen
fallen, das heiBt, der Gleichung: 

(19) a3 PW = 0 
Geniige leisten. 

Fur die Strahlen liV eines Strahlbuschels, das den Beriihrungspunkt der 
Kurve as mit einer gemeinsamen Tangente V dieser Kurve dritter Klasse as 
und ihrer Hesseschen Kurve hs zum Scheitel hat, ohne daB dabei Veine 
DoppeItangente del' Kune as ware, bestehen somit die Gleichungen (19) 
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und (20), wahrend fiir die Gerade V zugleich die Gleichung (17) und die 
Ungleichung (18) befriedigt wird. Die 3 Gleichungen (17), (19) und (20) 
zusammen mit der Nebenbedingung (18) waren aber nach dem Satze 803 
die Bedingungsgleichungen dafiir, daB die Gerade V eine Riickkebrtangente 
der Kurve as ist, und zugleich stellte die Gleichung (19} den zugehorigen 
Riickkehrpunkt dar (Fig. 132). Man hat daher den Satz: 

Satz 806: Jede Riickkehrtangente einer Kurve dritter Klasse as 
beriihrt auch ihre Hessesche Kurve, und umgekehrt ist auch jede 
von einer Doppeltangente einer Kurve dritter Klasse as verschie
dene gemeinsame Tangente dieser Kurve und ihrer Hesseschen 
Kurve eine Riickkehrtangente der Kurve as' 

Der Satz 791 gibt dann Aufschld iiber die Anzahl der Riickkehr
tangenten, die eine Kurve dritter Klasse besitzt, wenigstens ffir den Fall, 
wo die Kurve keine Doppeltangente enthiilt. Da namlich nach dem Satze 801 
die Hessesche Kurve einer Kurve dritter Klasse ebenfalls von der dritten 
Klasse ist, so folgt aus dem Satze 806 der Satz: 

Satz 807: Eine Kurve dritter Klasse, die keine Doppeltangente 
hat, besitzt neun Riickkehrtangenten. 

Abschnitt 54. 

Die nenn gemeinsamen Tangenten zweier Kurven dritter Klasse. 
Die Rfickkehrpunktsgleichnng einer Knrve dritter Klasse. 

Die Ansahl der Tangenten, die eine Kwrve n ter, insbesondere drifter Klasse, 
bestimmen. Man beweist genau so wie beim Dualistischen (im 50. Abschnitt) 
die Satze: 

Satz 808: Eine Kurve dritter Klasse ist im allgemeinen durch 
9 Tangenten bestimmt. Und 

Satz 809: Eine Kurve nter Klasse ist im allgemeinen durch n(n: 3) Tangenten bestimmt. 

In beiden Satzen kann es eintreten, daB es fiir besondere Lagen der 9 oder n(n:- 3) Tangenten unendlich viele Kurven dritter oder n ter Klasse gibt, 

den en jene Tangenten gemeinsam sind, daB diese Tangenten also zur Be
stimmung einer sol chen Kurve nicht ausreichen. 

1m allgemeinen aber gibt es erst zu nen -: 3) - 1 gegebenen Geraden un

endlich viele Kurven n ter Klasse, welche diese Geraden berfihren, und man 
beweist wieder ehenso wie beim Dualistischen, daB diese Kurven noch 
(n-l)(n-2) T .. d . hb dB" 2 weitere angenten mlteman er gemem a en, so a Sle 1m 

ganzen n2 gemeinsame Tangenten aufweisen. Sind: 

(1) an un = 0 und b" Un = 0 
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.,. n(n+3) 1 b dIe GIelchungen zweler Kurven n ter Klasse, welehe 2 - gege ene 

Tangenten rniteinander gernein haben, so kommt dieselbe Eigenschaft aueh 
samtliehen Kurven des Systems von Kurven n tel' Klasse: 

(2) 

zu, und aile diese Kurven haben naeh dem Obigen auBerdem noch: 

(n-l)(n- 2) 
2 

weitere Tangenten miteinander gernein, im ganzen also n2 gemeinschaftliehe 
Tangenten. 

1st T ein Stab einer Geraden del' Ebene, die von den n2 gemeinsamen 
Tangenten der Kurven (1) versehieden ist, so kann man stets eine Kurve (2) 
al1geben, die auBer den n2 gerneinsamen Tangenten del' Kurven (1) aueh 
noeh die Gerade T beriihl't. Die GIeiehung: 

(3) 

ergiht namlieh fur das PararneterverhaItnis : der fragliehen Kurve den 

Wert: 

(4) 

und diesel' wil'd nur unbestimmt, wenn die Gleiehungen: 

(5) an Tn = 0 und bnTn = 0 

gleiehzeitig erfiillt werden. Das abel' tritt wiedel'urn nul' ein, wenn T eine 
von den n2 gemeinsamen Tangenten der Kurven (1) ist, was oben ausge
sehlossen wurde. 

In diesen Ergebnissen ist zunaehst der folgende Satz enthalten: 
Satz 810: Es gibt unendlieh viele Kurven nter Klasse, welche 

n(n + 3) 
2 -1 gegebene Geraden del' Ebene zu Tangenten haben. 

Aber diese Kurven nter Klasse haben noeh (n-l~(n-2) weitere 

Tangenten rniteinander gernein. 
Aus diesern Satze folgt ferner spezieil fur Kurven dritter Klasse der Satz: 
Satz 811: Es gibt unendlieh viele Kurven dritter Klasse, welche 

8 gegebene Geraden der Ebene zu Tangenten haben, aber aIle 
diese Kurven dritter Klasse haben noch eine neunte rrangente 
miteinander gemein. 

Bezeiehnet man ferner noeh die Gesamtheit del' durch die Gleichung (2) 
fiir beliebige Werte von '9 und f dal'gestellten Kurven n tel' Klasse als eine 
Schar von Kurven nter Klasse und nennt die beiden Kurven (1) die 
Grundkurven del' Schar, die n2 gemeinsamen Tangenten ihrer beiden 
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Grundkurven die Grundgeraden der Schar, so kann man zugleich den 
folgenden Satz aussprechen: 

Satz 812: Die n2 Grundgeraden einer Schar von Kurven nter 
Klasse, d. h. die n2 gemeinsamen Tangenten ihrer beiden Grund
kurven, beruhren die samtlichen Kurven der Schar. Dagegen 
wird eine jede Gerade del' Ebene, die von den n2 Grundgeraden 
del' Schar verschieden ist, von einer und nUl' von elUer Kurve 
del' Schar beriihrt. 

Insbesondere heiBt die Gesamtheit aller KUl'ven dritter Klasse, die fur 
beliebige Werle del' reellen ZahlgroBen ~ und f durch eine Gleichung von 
del' Form: 
(6) 
dargestellt werden, unter as und bs zwei ternare Luckenformen dritter Klasse 
verstanden, eine Schar von Kurven dritter Klasse, die Kurven: 

(7) as Us = 0 und bs Us = 0 

hei.Ben die Grundkurven del' Schar und die 9 gemeinsamen Tangenten 
del' beiden Grundkurven die Grundgeraden del' Schar. Fiir eine solche 
Schar von Kurven dritter Klasse foIgt aus dem Satze 812 der Satz: 

Satz 813: Die 9 Grundgeraden einer Schar von Kurven dritter 
Klasse, d. h. die 9 gemeinsamen Tangenten ihrer beiden Grun'Cl
kurven, beruhren samtliche Kurven del' Schar. Dagegen wird 
eine jede Gerade del' Ebene, die von den 9 Grundgeraden der 
Schar verschieden ist, von einer und nur einer Kurve der Schar 
b eruhrt. 

Folgerungen attS dem Satze 811 fur den Fall, wo eine von den Kurven einer 
Schar von Kurven dritter Klasse zerfiillt. W I'Jndet man den Satz 811 auf 
den Fall an, wo eine von den Kurven dritter KIasse dieses Satzes in eine 
Kurve zweiter KIasse und in ein Strahlbiischel zerfallt (vgl. S. 249f.), so 
folgert man: 

Hat eine Kurve zweiter Klasse mit zwei Kurven dritter KIasse 6 Tangen
ten gemein, so geht durch den Schnittpunkt zweier von den 3 andel'll ge
meinsamen Tangenten del' beiden Kurven dritter Klasse auch die dritte von 
diesen 3 gemeinsamen Tangenten hindurch. 

Und 
Schneiden sich 3 von den 9 gemeinsamen Tangenten zweier Kurven dritter 

Klasse in einem Punkte, so beruhrt die Kurve zweiter KIasse, die durch 5 
von den 6 andern gemeinsamen Tangenten del' beiden Kurven dritter Klasse 
bestimmt wird, auch die sechste von jenen gemeinsamen Tangenten: 

Man hat also den Satz: 
Satz 814: Beriihren 6 von den 9 gemeinsamen Tangenten zweier 

Kurven dritter Klasse eine Kurve zweiter Klasse, so gehen die 
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3 andern gemeinsamen Tangenten durch einen und denselben 
Punkt hindurch, und umgekehrt. 

Aus diesem Satze folgt insbesondere, da zwei Strahlbiischel zusammen eine 
Kurve zweiter Klasse hilden, der Satz: 

Satz 815: Schneiden sich von den 9 gemeinsamen Tangenten 
zweier Kurven dritter Klasse zweimal 3 Tangenten in je einem 
Punkte, so schneiden sich auch die letzten 3 Tangenten in einem 
Punkte. 

Und aus ihm ergibt sich wiederum der Satz (Fig. 133): 

Satz 816: Sind A, A', A" drei durch einen Punkt gehende Tan-

Fig. 133. Fill. 134. 

genten einer Kurve dritter Klasse, B, B ', B" drei weitere solche 
Tangenten, und legt man von den Punkten [AB], [A' B'], [A" B"J 
an die Kune dritter Klasse die dritten Tangenten 0, 0', 0", so 
schneiden sich auch diese drei Tangenten in einem Punkte. 

Beweis: Man fasse die drei Scheitel der drei Strahltripel ABO, A'B'O', 
A" B" 0" zusammen als eine zweite Kurve dritter Klasse auf. Dann gehen 
von den 9 gemeinsamen Hiillinien A, B, ... , 0" del' gegebenen Kurve 
dritter Klasse mit jener zweiten Kurve dritter Klasse zweimal drei Hiill
linien, niimlich die Geraden A, A', A" und die Geraden B, B', B" durch 
je einen Punkt. Folglich gilt nach dem Satze 815 dasselbe auch von den 
Geraden C, 0', 0". 

Aus diesem Satze 816 kann man noch einen Sondersatz dadurch ableiten, 
daB man die heiden Punkte AA' A" und BB' B" in einen Punkt zusammen
riicken liiat und zugleich die Geraden A und B, A' und B', A" und B" zu 
je einer Geraden vereinigt (]i~ig. 134). Dann werden die Punkte [AB], 
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[A' B,], [A" B"] die Beriihrungspunkte dreier Tangenten A, A', A" del' 
Kurve dritter Klasse, die durch einen Punkt gehen, und die Linien 0,0',0' 
gehen iiber in die drei Tangenten del' Kurve dritter Klasse, die man von 
den Beriihrungspunkten del' drei Tangenten A, A', A" auBel' diesen Tan
genten selbst an die Kurve ziehen kann. Wir nennen sie die Tangen tial
gel' aden jener Tangenten A, A', A". Man hat also den Satz: 

Satz 817: Schneid en sich 3 Tangenten A, A', A" einer Kurve 
dritter Klasse in einem Punkte, so schneiden sich auch ihre Tan
gentialgeraden 0, 0', 0" in einem Punkte. 

Von diesem Satze kann man eine wichtige Anwendung auf die Riickkehr
tangenten einer Kurve dritter Klasse machen. 
Eine Riickkehrtangente einer Kurve dritter 
Klasse kann namlich charakterisiert werden als 
eine Tangente del' Kurve dritter Klasse, die mit 
ihrer Tangentialgeraden zusammenflilit. Sind 
daher Rl und Rs zwei Riickkehrtangenten einer 
Kurve dritter Klasse, und legt man von ihrem 
Schnittpunkte die dritte Tangente Rs an die 
Kurve (Fig. 135), so kann man zeigen, daB auch 
die Tangente Rs eine Riickkehrtangente del' 
Kurve dritter Klasse sein mul3. In del' Tat 
fallen die Tangentialgeraden del' Riickkehrtan
genten Rl und R2 nach dem soeben gesagten 

Fig. 135. 

mit den Geraden Rl und R2 zusammen. Nach dem Satze 817 muB somit 
auch die 'fangentialgerade del' Tangente Rs mit del' Geraden Rs vereint 
liegen, d. h.: Auch die Gerade R3 ist eine Riickkehrtangente del' Kurve 
(hitter Klasse. Man hat daher den Satz: 

Satz 818: Durch den Schnittpunkt zweier Riickkehrtangenten 
einer Kune dritter Klasse geht noch eine dritte Riickkehrtan
gente hindurch. 

Die Gleichung eine'r Kurve dritter Klasse ausgedriickt durch die Riickkehr
p~mkte dreier in einem Punkte sich schneidender Riickkehrtangenten und durch 
diesen Schnittpunkt. Erster Perspektivitiitssats fUr Kurven dritter Klasse. Aus 
dem Satze 818 entspringt eine wichtige Gleichungsform einer Kurve dritter 
Klasse. Sind namlich a, b, c, d 4 Punkte, von denen keme 3 in einer Ge
raden Hegen, und ist f eine reelle ZahlgroJ3e, so stellt die Gleichung: 

(8) [a U][b UJ[c UJ - tEd U]S = 0 
eine Schar von Kurven dritter Klasse dar, deren Grundkurven durch das 
Punkttripel a, b, c und durch den dreifach zahlenden Punkt d gebildet wer
den. Die 9 Grundgeraden diesel' Schar sind die 3 dreifach zablenden Ver
bindungslinien [adJ, [bd], [cd] del' 3 ersten Punkte a, b, emit dem vierten 
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Punkte d. Diese dreifach zahlenden, sich im Punkte d schneidenden Ge
!'aden bilden also fur jede von den Kurven dritter Klasse (8) 3 Ruckkeh,
tangenten, und die Punkte a, b, c sind die zugehOrigen Ruckkehrpunkte 
(Fig. 136). Man hat somit den Satz: 

Satz 819: Die Gleichung: 

(8) [a U][b U][c U] - f[d Dr = 0, 

in del' a, b, c, d 4 Punkte sind, von denen keine 3 in einer Gera
den liegen, und in der £ eine Zahlgra.Be bedeutet, stellt eine Schar 

~ 

Fig. 136. l!'ig. 137. 

von Kurven dritter Klasse dar, welche die 3 durch den Punkt d 
gehenden Geraden: 

(9) R1 = [ad], R2 = [bd], R3 = [cd] 

zu Ruckkehrtangenten, den Punkt d also zum Riickkehrtangen
tentreffpunkt haben, und von denen die Punlde a, b, c beziehlich 
die Ruckkehrpunkte diesel' Riickkehrtangenten sind. 

Die meichung (8) mage die Riickkehrpunktsgleichung del' Kune 
dritter Klasse genannt werden. 

Bezeichnet man noch die den Rcken a, b, c des Ruckkehrpunktsdreiecks 
gegenuberliegenden Seiten mit A, B, 0, setzt also etwa: 

(10) A=[bc], B=[ca], 0= [ab] 

(Fig. 137), so la.Bt sich genau so wie beim Dualistischen zeigen, daB del' 
harmonische Pol einer jeden von den 3 Ruckkehrtangenten Rv R 2 , R 3 , ge
nommen hinsichtlich irgendeiner Kurve del' Schar (8), auf derjenigen Seite 
des Riickkehrpunktsdl'eiecks abc gelegen ist, die dem Riickkehrpunkte del' 
betreffenden Ruckkehrtangente gegeniiberliegt. Man hat also den Satz: 

Satz 820: Erster Perspektivitatssatz fur Kurven dritter Klasse: 
Die Vel' bindungslinie del' Riickkehrpunkte zweier Ruckkehrtan-
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genten einer Kurve dritter Klasse geht durch den harmonischen 
Pol derjenigen dritten Ruckkehrtangente diesel' Kune, die sich 
mit den beiden ersten Ruckkehrtangenten in einem Punkte 
schneidet. 

A bschnitt 55. 

Das System del' neun Riickkehrtangenten und die kanonische Form 
del' Gleichung einer Kune dritter Klasse. 

Die 12 Treffpunkte der Riic7c7cehrtangenten einer Kurve dritter Klasse. Ihre 
Gruppierung zu 4 Dreiec7cen, den Treffpunktsdreiec7cen der Riic7c7cehrtangenten 
der Kurve. N ach dem Satze 807 besitzt eine Kune dritter Klasse ohne 
Doppeltangente 9 Riickkehrtangenten. Man beweist dann wieder wie beim 
Dualistischen den Satz: 

Satz 821: Die 9 Ruckkehrtangenten einel' Kurve chitter Klasse 
ohne Doppeltangente gehen zu je dreien durch einen Punkt, den 
Treffpunkt diesel' 3 Rtlckkehrtangentell. Und zwar gibt es 12 
solche Ruckkehrtangententreffpunkte, und VOll ihnen gehol'en 
einer jeden Ruckkehrtangente immer 4 derartige Treffpunkte an. 

Wiihlt man von diesen 12 Treffpunkten del' Ruckkehl'tangenten diejenigen 
Punkte aus, welche in 3 durch einen solchen Treffpunkt gehenden Ruck
kehrtangenten RII R2, Rs enthalten sind, so liegen auSer dem Treffpunkte 
Rl R2R S 8elbst auf jeder von den 3 Riickkehrtangenten Rl , R2l Rs noch 3 
weitere Treffpunkte von Ruckkehrtangenten. Man el'hiilt so im ganzen als 
Treffpunkte, die auf den 3 Ruckkehrtangenten Rll R 2 , Rs liegen, 10 Treff
punkte, und es bleiben also noch 2 Treffpunkte ubrig, die keiner von den 
3 Rtlckkehrtangenten Rll R 2 , Rs angehoren. Einer von ihnen ist daher 
der Treffpunkt dreier von den 6 ubrigen Riickkehrtangenten. Da.aber nach 
den Siitzen 806 und 807 die 9 Ruckkehrtangenten einer Kurve dritter Klasse 
ohne Doppeltangente die gemeinsamen Tangenten del' Kurve dritter Klasse 
und ihrer Hesseschen Kune sind, so lii13t sich auf die 9 Ruckkehrtangen
ten del' Satz 816 anwenden. Diesel' besagt: Wenn von den 9 gemeinsamen 
Tangenten zweier K urven dritter Klasse zweimal 3 Tangenten sich in einem 
Punkte schneiden, so treffen sich auch die letzten 3 von den 9 gemeinsamen 
Tangenten in einem Punkte. 

Wenn man somit von einem derjenigen Treffpunkte del' Ruckkehl'tangen
ten ausgeht, welche einer bestimmten Riickkehrtangente, etwa del' Riickkehr
tangente R l , zugehoren, es sei del' Treffpunkt Rl R2 Rg , so bekommt man 
auf die beschriebene Al't 3 Tl'effpunkte von Ru.ckkehrtangenten, dUTch die 
zusammen aile 9 Riickkehl'tangenten hindurchgehen. Und wendet man dies 
Verfahren auf aile 4 Treffpunkte von Ruckkehrtangenten an, die in der Ge
raden Rl enthalten sind, so gelangt man zu 4 Gruppen von je 3 Treffpunkten 
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von Riickkehrtangenten, von denen jede Gruppe die Eigenschaft hat, daB 
mit den 3 Tripelll von Riickkehrtangenten, die in ihnen zusammenlaufen, 
aIle 9 Riickkehrtangenten erschopft sind. 

Die von den 4 Gruppen von je 3 Treffpunkten del' Riickkehrtangenten 
gebildeten 4 Dreiecke mogen die 4 Treffpunktsdreiecke del' Riickkehr
tangenten der Kurve dritter Klasse genannt werden. Man hat somit 
den Satz: 

Satz 822: Die 12 Treffpunkte del' 9 Riickkehrtangenten einer 
Kurve dritter KlasBe lassen sich in 4 Gruppen von je 3 Treff
punkten einteilen, in del' Weise, daB eine jede von diesen 4 Grup
pen von Treffpunkten 3 Punkte enthalt, welche die Scheitel von 
3 Strahltripeln hilden, deren Strahlen zusammen aIle 9 Riick
kehrtangenten del' Kurve darstellen. 

Wie viele Riickkehrtangenten einer reellen Ktwve drittf:l' Klasse sind reell? 
Man gelangt zur rechnerischen Bestimmung der 9 Riickkehrtangenten, del' 
9 Riickkehrpunkte und del' 12 Treffpunkte del' Riickkehrtangenten einer 
Kurve dritter Klasse as, wenn man die Gleichung del' Kurve dritter Klasse 
auf ihre "kanonische Form" bringt, namlich auf die Form: 

in del' ell e2, es die Ecken eines neuen Fundamentaldreiecks sind, also del' 
Gleichung: 
(2) eel e2 eS] = 1 

unterliegen, und in del' Sf eine reelle ZahlgroBe ist. Die Moglichkeit einer 
solchen Darstellung del' Kurve zeigt man genau so wie beim Dualistischen. 
Die Gleichung (1) laSt sich auch in den folgenden drei Formen schreiben: 

(3) [.\'rei U]3 + [e2 U]3 + [e3 U]3 - 3[stel U][e2 UHe3 UJ 

= (SP - l)[el [1]3, 

(4) [el U]3 + [~e2 Up + [e3 U]3 - 3[el U][5te2 UJ[e3 UJ 
= (Sf3 - 1)[e2 UJ3, 

(5) [el U]3 + [e2 Ur + [sre3 Uls - 3 eel U][e2 UJ[~e3 UJ 

= (SIS - l)[es Ur. 
Aus ihnen folgen, wenn man auf die linken Seiten die Formel (4) des 51. Ab
schnitts anwendet und aus jedem del' dadurch linker Hand entstehenden 
9 Zahlfaktoren den Faktor U herauszieht, die drei neuen Gleichungen: 

(6) [(S~el + e2 + es) U][(stel + Ee2 + C2 e3 ) U][(~el + E2e2 + u 3) UJ 

= (~3 - 1) [el UJ3, 
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(7) [eel + ~e2 + es) U][(82el + ~~ + Ees) U] [(8 el + ~e2 + E2es) U] 
= (~S _ 1)[e2 U]S, 

(8) [(el + ell + ~ea) U][(u1 + E2el! + ~ea) U][8l!el + E~ + ~es) U] 
= (~3 _ l)[ea U]s. 

Die drei Gleichungen (6), (7), (8) haben die Form der Gleichung (8) des 
vorigen Abschnitts und stellen iiberdies, da sie durch bloBe Umformllng der 
Gleichung (1) entstanden sind, alle 3 eine und dieselbe Kurve dritter Klasse 
dar. Nach dem Satze 819 sind dann von dieser Kurve die Punkte eu ell, ell 
drei TreffpunTde von Riickkehrtangenten, d. h. drei Punkte, in deren jedem 3 
Riickkehrtangenten der Kurve zusammenlaufen. Ferner sind nach demselben 
Satze die 9 Faktoren in den runden Klammern der linken Seiten jener drei 
Gleichungen, d. h. die 9 GroBen: 

(9) ~el + ell + lls, ~l1. + Eell + E2ea, ~el + 8l1es + Eea, 
(10) el + ~el! + es, 8 11 e1 + ~e2 + Eea, 8el + ~ell + ElIes, 

(11) el + ell + ~es, Eel + E2~ + ~es, ESe! + Ees + ~es, 
die Riickkehrpunkte der Kurve, und zwar gehOren wieder nach dem Satze 819 
die Riickkehrpunkte (9) den Riickkehrtangenten mit dem Treffpunkte l1. zu, 
die Riickkehrpunkte (10) den Riickkehrtangenten mit dem Treffpunkte ~ 
und die Riickkehrpunkte (11) den Riickkehrtangenten 
mit dem Treffpunkte es. 

Man sieht dann noch, daB, unter der Voraus- ,ee"'=:---=-fft-~ 

setzung reeller Treffpunkte ev;es, ea, von den 9 Riick-
kehrpunkten (9), (10), (11) nur die 3 Riickkehr- .!7i" 
punkte der ersten SpaIte, d. h. die 3 Riickkehr
punkte: 

(12) r l = ~t; + ell + es, r ll = el + stell + ea, 
rs = e1 + ell + ~ea, 

Teell sind (Fig. 138). 
SchlieBlich erhiilt man noch eine Darstellung der 

9 Riickkehrtangenten selbst, indem man die Aus
driicke (9), (10), (11) fur die 9 Riickkehrpunkte R., 

mit den zugehOrigen Treffpunkten ell ~, es der Fig.1S8. 

entsprechenden Riickkehrtangenten liuJ3erlich muItipliziert, wobei man nach 
Belieben einen von Null verschiedenen Zahlfaktor hinzufiigen oder weg
lassen kann. Man bekommt so fiir die 9 Riickkehrtangenten die Produkt
darstellungen: 

1
Rl = [(e2 + eS)e1], R4 = [(ElIel! + eS)el], 

(13) R2 = [(es + el)eS] , R5 _ [(E:es + el)e2], 

Rs = [eel + ell)es], Rs - [(E el + es)es], 
G r .. Jl m .. n n, Projektlve Geometrie d. Ebene II, l! 

Rr = [(E~ + ea)el], 
Rs = [(us + el)~]' 
R9 = [(Eel + ell)es]. 

20 
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Und wenn man berucksichtigt, daB die Produkte aus je zweien von den 
Ecken ev e2 , es des Fundamentaldreiecks dessen Grundstabe Eu E 2 , Es e1'
geben, da!\ namlich: 

(14) [e~aes] = Ell [eSe1] = E 2 , [el e2] = Es 

ist, so findet man fur die 9 Riickkehrtangenten die Ausd1'iicke: 

IRI = E2 - E s, R4 = E2 - s:EIl , R7 = E2 - sEs, 

(15) R2 = Es - E I , R5 = Es - S Ell Rs = Es - sEu 

Rs = El - E 2 , R6 = EI - S2 E 2 , R9 = EI - S E 2 • 

Aus diesen 9 Gleichungen entnimmt man zunachst, daB nul' die 3 Ruck
keh1'tangenten R l , R2 , Es reell sind, was das obige E1'gebnis iiber die Re
ellitat del' Riickkehrpunkte bestatigt. Ferner zeigen sie, daB die Ruckkehr
tangenten R4 und R7 und ebenso die Ruckkehrtangenten R5 und Rs und 
endlich auch die Riickkehrtangenten R6 und R9 konjugiert komplex sind. 

Ganz besondel's wichtig ist es abel', daB die Ausdrlicke (15) von sr unab
hangig sind. Die Gleichungen (15) zeigen daher, daB aile 9 Riickkehrtan
genten del' ganzen Schar von Kurven dritter Klasse gemeinsam sind, die 
durch die Gleichung (1) bei veranderlichem sr dargestellt wird, daB also die 
9 Riickkehrtangenten (15) zugleich die Grundgeraden del' Schar (1) sind. 
Wir nennen deshalb die Schar (1) eine syzygetische Schar von Kurven dritter 
Klasse, das solI heiBen, eine Schar von Kurven dritter Klasse mit lauter 
gemeinsamen Riickkehrtangenten. In del' zu einer Kune dritter Klasse ge
horenden syzygetischen Schar ist insbesondere die Hessesche Klll've jener 
Kurve dritter Klasse enthalten, da sie ja nach dem Satze 806 ihre Ruck
kehrtangenten mit del' Kurve (1) gemein hat. 

Durch Addition del' Gleichungen aus del' ersten Spalte von (15) folgt 
ferner noch die Gleichung: 

(16) 

durch welche bestatigt wird, daB sich die 3 reeilen Riickkehrtangenten del' 
Kurve dritter Klasse (1) in einem Punkte schneiden. Zugleich ergeben sich 
aus den Gleichungen del' ersten Spalte von (13), falls man in ihnen den 
ersten Faktor del' rechten Seiten beziehlich um el , e2, es vermehrt und 

(17) el + e2 + es = e 
setzt, die Gleichungen: 

(18) RI = [eel]' R2 = [ee2 ], Rs = [ees], 

welche zeigen, daB del' Einheitspunkt e des Fundamelltaldl'eiecks del' zu den 
3 reellen Riickkehrtangentell RlI R2 , Rs gehOl'ende 1'1'effpunkt ist (vgl. 
wieder die obige Fig. 138). Zugleich bestatigen sie das fl'iihere Ergebnis, daB 



Abschnitt 55, Gleichungen (14) bis (19) 307 

diese Riickkehrtangenten B l , B ll , Rs beziehlich durch die Ecken e e e 
1, ll' 3 

des Fundamentaldreiecks hindurchgehen. In der Tat folgte dies ja schon 
aus der Entwicklung auf B. 305ff. (vgl. auch die erste Bpalte der Gleichungen 
(13) und (15)). 

Man zeigt dann wieder wie beim Dualistischen, daB auf3er dem gang re
ellen Treffpunktsdreieck der Riickkehrtangenten, das mit dem Fundamental
dreieck el elleS zusammenfallt, nur .Il, 
nooh ein teilweise reelles Treffpunkts-
dreieck vorhanden ist, von dem nur AI, 
eine Ecke reell ist, die durch den 
Einheitspunkt e des Fundamental
dreiecks gebildet wird, wahrend 
auBerdem die beiden andern Ecken 
konjugiert komplex sind, und nur 
ihr Trager, das heiBt die Gegenseite £" ~..-!l'fJ--/;I+*!T----; 

der reeIlen Ecke e, reeIl ist und 
durch die Harmonikale E des Punk-
tes e in bezug auf das Fundamental-
dreieck dargestellt wird. 

.a3 

Perspe7ctiveBeziehungen imSystem (ff. 

der 9 Biick7cehrtangenten einer Kurve I 

dritter Klasse. Bringt man die Bei
ten E l , Ell, Es des Fundamental
dreiecks, das heiBt die Beiten des 
ganz reeilen Treffpunktsdreiecks, £3 Fig. 139. 

zum Bchnitt mit der Geraden des Einheitsstabes E, die zugleich die reeIle 
Beite des teilweise reeIlen Treffpunktsdreiecks bildet, und fiihrt fiir die 
Verbindungslinien dieser Bchnittpunkte hll h2' hg beziehlich mit den Gegen
ecken ell ell' es des Fundamentaldreiecks die Bezeichnungen Ql' Q2' Qs ein, 
setzt also etwa: 

(19) I [el . EEl] = Ql' 
[ell' EE2] = Q2' 
[es ' EEs] = Qs, 

so werden die 3 Geraden Qu Q2' Qs die 3 ZuriickZeitungen des Einheitsstabes E 
auf die 3 Ecken des Fundamentaldreiecks unter AusschZuf3 der Gegenseiten 
(Fig. 139). 

Man kann dies auch durch Ausrechnung der linken Beiten der Gleichungen 
(19) bestatigen. Denn es wird: 

[EEl] = [(El + Ell + Es)El] = ell - Ca, 

also: Ql = [el • EEl] = [e1(el/- es)] = E2 + Es' 
20* 
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Bezeichnet man daher noch die 3 Produkte: 

beziehlich mit: 

so wird: 

(21) (
ql = [Q2QS] = - e1 + ell + ea, 

q2 = [Qs Ql] = el - e2 + ea, 

qS=[QlQ2]= e1 +e2 -eS • 

Endlich findet man fur die Verbindungslinien der Punkte ql1 qll' qs mit 
den entsprechenden Ecken ell ell' es des Fundamentaldreiecks und mit Ruck
sicht auf die Gleichungen (15) die Werte: 

( 
[ql el ] = E2 - Es = R l , 

(22) [qllell] = Es - El = R ll , 

[qses] = El - E2 = Rs· 

Es bestehen somit die 3 Gleichungen: 

(
Ql = Ell + E s , 

(20) Q2=Es +El , 

Qs= El + E 2 , 

durch die in der Tat die Stiibe QlI Q2' Qs ebenfalls als die oben genanntel1 
Zuruckleitungen charakterisiert werden (vgl. S.43f. des ersten Bandes). 

Jetzt bringe man weiter je zwei von den 3 Geraden Ql' Q2' Qs miteinan
der zum Schnitt und bilde, um die Schnittpunkte als Vielfachensummen del' 
Ecken ell ell' es des Fundamentaldreiecks darzustellen, zuniichst etwa das 
Produkt [Q2 Qs] . Man erhiilt: 

[Q2 QsJ = [(Es + El)(El + E2)] = [EsEll + [EsE2J + [ElEll] 

Man hat also den Satz: 

Satz 823: Zweiter Perspektivitiitssatz fur Kunen dritter Klasse: 
Bildet man die Zuruckleitungen QlI Q2' Qs del' reellen Seite E des 
teil weise reellen Treffp unkts drei e cks d er R uckkehrtan gen ten 
einer Kune dritter Klasse as auf die Ecken ell e2 , es des ganz 
reellen Treffpunktsdreiecks unter AusschluB del' Gegenseiten 
Ev E2 , Es dieses Dreiecks, so gehoren die Schnittpunkte qu q2' qs 
del' Zuruckleitungen auf irgend zwei Ecken des reellen Treff
punktsdreiecks derjenigen Ruckkehrtangente an, welche durch 
die dritte Ecke dieses Dreiecks hindurchgeht (vgl. die obige 
Fig. 139). 
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Bine andere Perspektivitatsbeziehung fiir das System del' 9 Riickkehr
tangenten einer Kurve dritter Klasse ist in dem folgenden Satze enthalten, 
del' ebenso wie beirn Dualistischen be wiesen werden kann: 

Satz 824: Dritter Perspektivitatssatz fiir Kunen dritte1' Klasse: 
Die harmonischen Pole hi, h2' hg del' 3 ree11en Riickkehrtangenten 
Rv R 2 , Rg eine1' Kurve dritter Klasse as liegen auf denjenigen 
Seiten des 1'ee11en Treffpunktsdreiecks e1 e2 es del' Riickkehrtan
genten, welche, del' die betreffende Riickkehrtangen te enthalten
den Ecke des Dreiecks gegeniiberliegen, und gehoren iiberdies 
del' Harmonikale E des Treffpunkts e del' 3 ree11en Riickkehr
tangenten hinsichtlich des reellen Treffpunktsdreiecks an. 



Vierzehnter Hauptteil. 

Das Kegelschnittnetz, das Kegelschnittgewebe nnd die zngehorigen 
Knrven dritter Ordnnng nnd dritter Klasse. 

Abschnitt 56. 

Das Kegelschnittnetz und seine Hessesche Kurve. 

Begriff eines Kegelschnittnetzes. 1m siebenten Hauptteil behandelten wil' 
die linearen Systeme "zweiter Sture" von Kurven zweiter Ordnung odel' 
zweitel' Klasse, das heiBt diejenigen Systeme von Kurven zweiter Ordnung 
oder zweiter Klasse, deren Polarsysteme sich beziehlich als Vielfachensum
men zweier linear unabhangigen Polarsysteme zweiter Ordnung oder zweiter 
Klasse darstellen lassen, und gelangten so zu zwei wesentlich voneinandel' 
verschiedenen Kegelschnittsystemen zweiter Sture, namlich dem Kegelschnitt
biischel odel' der Kegelschnittschal', je nachdem wir von zwei Polarsystemen 
zweiter Ordnung oder von zwei Polarsystemen zweiter Klasse ausgingen. 

1m folgenden sollen die linearen Systeme "drifter Sture" von Kurven 
zweiter Ordnung oder zweiter Klasse untersucht werden, das heiBt die Sy
sterne von Kurven zweiter Ordnung oder zweiter Klasse, deren Polarsysteme 
beziehlich die Vielfachensummen d1'eier linear unabhangigen Polarsysteme 
zweiter Ordnung oder zweiter Klasse sind. Wir werden dabei geradeso 
wie bei den Kegelschnittsystemen zweiter Stufe, den Kegelschnittbiischeln und 
Kegelschnittscharen, zu zwei wesentlich verschiedenen Kegelschnittsystemen 
dritter Stufe gelangen, je nachdem wir die Vielfachensummen VOll Polar
systemen zweiter Ordnung oder von Polarsystemen zweiter Klasse bilden. 
Wir bezeichnen diese heiden Arten von Kegelschnittsystemen dritter Stufe 
beziehlich als "Kegelschnittnetz" und "Kegelschnittgewebe".l) 

Es_ seien also p, q, 'f' die extensiven Briiche fiir drei Polarsysteme zweiter 
Ordnung, die linear unabhangig voneinander sind 2) odeI', was dasselbe ist, 
die nicht einem und demselben Biischel von Polarsystemen angehoren, und 

(2) (3) 

1) Vgl. zum Folgenden: S. Gundelfinger, Vorlesungen aus der analytischen Geo
metrie der Kegelschnitte, herauBgegeben von F. Dingeldey, Leipzig 1895, S.218if. 

2) Uber den Begriff der linearen Unabhangigkeit projektiver Abbildungen vergleiche 
S. 256 des ersten Bandes und S. 293 des ersten Teiles des vorliegenden Bandes. 
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Es soll die Gesamtheit der Polarsysteme zweiter Ordnung untersueht werden, 
die sieh unter del' Form: 

gp + f)q + fr 

darstellen lassen, vorausgesetzt, daB g, f), f drei reelle ZahlgroBen sind. Wir 
nennen die Gesamtheit dieser Polarsysteme zweiter Ordnung "ein N etz 
von Polarsystemen", so wie wir bereits oben die Gesamtheit der Polkurven 
diesel' Polarsysteme als "ein Kegelsehnittnetz" bezeiehnet haben. 

Man kann dann ein Kegelschnittnetz aueh als die Gesamtheit del' Kurven 
zweiter Ordnung charakterisieren, die sich durch eine Gleichung von del' 
Form: 

g[x· xp] + f)[x· xq] + f[x . xr] = 0 

ausdriicken lassen, unter g, f), f 3 reelle ZahlgroBen, unter p, q, l' 3 linear 
unabhangige Polarsysteme zweiter Ordnung verstanden. 

Die Hessesche Kurve eines Kegelschnittnetzes. Urn einen Uberblick iiber 
die Kurven eines Kegelschnittnetzes zu gewinnen, bemerke man, daB einem 
beliebigen Punkte z in der Ebene im allgemeinen durch die drei "Grund
kurven" p, q, l' des Netzes drei gerade Linien zp, zq, zr als Polaren zu
gewiesen werden, die ein eigentliches Dreiseit bilden. 

Von besonderem Interesse fiir den Aufbau des N etzes sind indes solche 
Punkte x der Ebene, deren Polaren xp, xq, xr hinsichtlich del' drei Grund
kurven p, q, r durch einen und denselben PU71kt gehen, die also der Gleichung 
geniigen: 
(4) [xp . xq· xr] = O. 

Diese Zahlgleiehung dritten Grades in bezug auf den PunH x steilt, da sie 
wegen del' linearen Unabhangigkeit der drei Polarsysteme p, q, r nieht 
durch jeden Punkt x der Ebene befriedigt werden kann, genau so wie die 
Zahlgleichung dritten Grades: 

A sx3 = 0 

(vgl. Satz 728), eine Kurve dritter Ordnung Hs dar und zeigt somit, daB 
die Punkte x der Ebene, deren Polaren hinsichtlich del' drei Polarsysteme 
p, q, r durch einen und denselben Punkt gehen, auf einer Kurve driUer 
Ordnung liegen. 

Diese Kurve dritter Ordnung heiBt die "Hessesche Kune des Kegel
schnittnetzes" oder auch wohl die "Hessiane des Netzes".l) 

Bezeichnet man noch den Punkt, in dem die drei Polaren xp, xq, xr 

1) O. Hesse ver6ffentlichte seine Untersuchungen tiber die nach ihm benannte 
Rurve in der zweiten auf S. 233 zitierten Arbeit, S. 104 ff. (Gesammelte Werke, S. 132 ff.) 
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eines Punktes X der Hesseschen Kurve Hs hinsichtlich del' drei Grund
kurven p, q, r des N etzes sich schneid en, mit x', so wird: 

(5) x'= [xq· xr] = [xr· xp] = [xp· xqJ. 

Ferner geniigt der Punkt x', da er einer jeden von den drei Polaren Xl), 
xq, xr angehort, den drei Gleichungen: 

(6) [x'. xp] =0, [x'·xq] =0, [x'.xr]=O, 

aus denen man zunachst durch lineare Verkniipfung folgern kann, daB auch 
die Gleichung besteht: 

(7) [x'· x(gp + 9q + fr)] = 0, 

daB also auch die Polare: 

x(gp + 1)q + fr) 

des Punktes x hinsichtlich eines beliebigen Polarsystems: 

gp + 9q + fr 
des Netzes durch den Punkt x' hindurchgeht. Daraus folgt, daB die drei 
Grundkurven p, q, '}' des Netzes in bezug auf die Hessesche Kurve des 
Netzes keine ausgezeichnete Stellung einnehmen. 

Dies IaBt sich noch in folgender Weise bestatigen: Man suche die Be
dingung dafiir auf, daB sich die Polaren eines Punktes x hinsichtlich irgend 
dreier linear unabhangigen Kurven des N etzes in einem Punkte schneiden. 
Es seien die Vielfachensummen: 

(8) 
J g1P + 91 q + f1 r, 
1 g2P + 92q + f2 r, 

g3P + 9sq + far 

die A.usdriicke fur drei linear unabhangige Polarsysteme des Netzes: 

gp + 9q + fj., 

so werden die Polaren eines Punktes x in bezug auf die drei Polarsysteme 
(8) durch einen und denselben Punkt hindurchgehen, wenn die Gleichung 
besteht: 

[X(g1P + 91q + f1r)· X(g2P + 92,q + f2'}')' x(gsp + 9sq + fs'}')] = ° 
odeI' 

[(g1 XP + 91 xq + f1 xr) (92 XP + 92 xq + £2 Xl") (93XP + 9sxq + fs xr)] = 0 

odeI' 

(9) 
9191 f1 
9292f2 [xp'Xq'XT]=O 
9393 fa 
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Hier ist die Determinante: 

(10) 

313 

da nach unserer Voraussetzung die 3 Polarsysteme (8) linear unabhangig 
voneinander sind. Folglich verkiirzt sich die Gleichung (9) zu: 

(4) [xp . xq· x'r] = 0, 

das heiBt zu der obigen Gleichung der Hesseschen Kurve des Netzes. Da
mit ist aber in der Tat gezeigt, daB die Hessesche Kurve des Netzes zu 
allen Kurven des Netzes dieselbe Stellung einnimmt, wodurch dann zugleich 
der Ausdruck Hessesche Kurve des Netses gerechtfertigt iet; denn die 
Kurve kann nach dem soeben bewiesenen auch als der geometrische Ort 
derjenigen Punkte aufgefaBt werden, deren Polaren hinsichtlich samtlicher 
Kurven des N etzes durch einen Punkt gehen, oder auch als geometrischer 
Ort der Punkte, deren Polaren hinsichtlich irgend dreier linear unabhangigen 
Kurven des Netzes durch einen Punkt gehen. 

Man kann aber aus den Gleichungen (6) noch eine andere Folgerung ab
leiten. Wendet man namlich auf die linke Seite der Gleichungen (6) die 
erste Grundgleichung des Polarsystems an (vgl. Gleichung (61) des 31. Ab
schnitts), so sieM man, daB die drei GIeichungen (6) auch die drei Gleichungen 
nach sich ziehen: 

(11) [x·x'p] =0, [x·x'q] =0, [x· x''r] =0. 

Darin aber liegt das Ergebnis: Wenn die Polaren eines Punktes x der 
Hesseschen Kurve Hs eines Kegelschnittnetzes, genommen hinsichtlich der 
Kurven des N etzes, sich in einem Punkte x'schneiden, so schneiden sich auch 
umgekehrt die Polaren des Punktes x' hinsichtlich dieser Kurven in einem 
Punkte, namlich in jenem Punkte x. Hieraus folgt nach dem Begriffe der 
Hessescheu Kurve eines Netzes, daB ihr auch der Punkt x' angehort. Und 
in der Tat ergibt sich ja aus den drei GIeichungen (11) durch Elimination 
von x die Gleichung: 
(12) [x'p· x'q· x''r] = 0, 

welche zeigt, daB auch der Punkt x' der Gleichung der Hesseschen Kurve 
des N etzes Geniige leistet. 

Do. die Punkte x und x' zufolge der Gleichung (7) hinsichtlich einer jeden 
Kurve des Netzes konjugiert sind, so bezeichnet man sie als konjugierte 
Punkte des N etzes oder auch als konjugierte Punkte der Hesse
schen Kurve des N etzes. Auch sagt man, das Punktpaar x, x' sei 
hinsichtlich des N etzes oder hinsichtlich der H esseschen Kurve 
des N etzes konjugiert. 

Man kann die gewonnenen Ergebnisse in dem Satze zusammenfassen: 
Satz 825: Erster Satz von Hesse: Der geometrische Ort aller 

Punkte x der Ehene, deren Polaren in bezug auf samtliche Kurven 
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eines Kegelschnittnehes durch einen und denselben Punkt gehen, 
ist eine Kurve dritter Ordnung, welche nach ihrem Entdecker 
als die Hessesche Kurve des N etzes bezeichnet wird. Der Punkt x', 
durch den alIe jene Polaren hindurchgehen, gehort selbst der 

Fig. 140. 

Hesseschen Kurve des Netzes an und heiBt dem Punkte x hin
sichtlich der Hesseschen K urve (oder a uch hinsichtlich des N etzes) 
konjugiert (Fig. 140). 

Die in einem Kegelschniftnetz enthaltenen Kegelschnittbiischel. Einem Kegel
schnittnetze: 
(13) 9P + ~q + fr 
gehOren 002 raumlich verschiedene Kurven zweiter Ordnung an; denn jedes 

von den beiden Verhiiltnissen t und t kann aUe 001 Werte von - 00 bis + 00 

durchlaufen. Aber das Neb enthalt auch 00' verschiedene Kegelschnitt
biischel. Wir schicken dem Beweise dieser Behauptung zwei weitere Eigen
schaften des N etzes voraus. 

Sind zunachst: 
91P + ~lq + t1r und gsp + ~2q + t,r 

die Polarsysteme zweier voneinander verschiedenen Kurven zweiter Ordnung 
des Netzes (13), so stellt die Vielfachensumme: 

(14) {f1(glP + ~lq + t1r) + f,(IhP + ~llq + f,r) 
= (f1g1 + f!9s)P + (f1~1 + fll~2)q + (f1 t1 + fllt,)r 

bei veranderlichem ft und fa ein Kegelschnittbiischel dar, dessen Kurven 
mit Riicksicht auf die rechte Seite der GIeichung (14) dem Netze (13) an
gebOren. 
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Sind ferner: 

9sP + 9sq + fsp und 94P + 9,q + f,t' 

die Pola.rsysteme zweier weiteren Kurven des N etzes, so ist die Vielfachen-
summe: 

(15) 
{ fs(9aP + 9sQ + fat') + f,(9,P + 9,Q + l,t') 

= (fa9s + f,9,)P + (fs9s + f,9,)Q + (fa fa + f4f,)t' 

bei veranderlichem fa und f, der Ausdruck eines zweiten in dem Netze (13) 
enthaltenen Kegelschnittbiischels. 

Man iiberzeugt sich dann leicht, da.6 die beiden Kegelschnittbiischel (14) 
und (15) des Netzes (13), falls sie nicht miteinander identisch sind, eine und 
nur eine Kurve f4weiter Ordnung miteinander gemein haben. Damit namlich 
die fiir bestimmte Werte der Koeffizienten r. durch die Ausdriicke (14) und 
(If>) dargestellten Kurven zweiter Ordnung identisch seien, ist notwendig 
und hinreichend, daB die Koeffizienten der reehten Seiten jener beiden 
Gleichungen proportional sind, das heiSt, da6 drei Gleichungen von der 
Form bestehen: 

f191 + f292 = ufs9s + Uf49" 
f191 + f1l92 = ufs9a+ uf,94' 
flfl + flits = ufala + Uf4 t" 

in denen u der Proportionalitatsfaktor ist. Diese drei in den vier Zahlgro6en 
fl1 flU ufa, uf4 linearen homogenen Gleichungen bestimmen die Verhaltnisse 
dieser vier Gro.6en eindeutig, so lange nicht samtliche Determinanten der 
Matrix: 

verschwinden. l ) Dies aber tritt gerade nur in dem oben ausgeschlossenen 
Ausnahmefall ein, wo die beiden Kegelschnittbiischel iiberhaupt identisch 
sind. Man hat also den Satz: 

Satz 826: Zwei in einem Kegelschnittnetz enthaltene voneinan
der verschiedene Kegelsehnittbiischel haben stets eine aber aueh 
nur eine Kurve zweiter Ordnung miteinander gemein. 

Aus diesem Satze la6t sich ein weiterer Satz folgern, wenn man bedenkt, 
da6 die Kurve zweiter Ordnung, die zwei einem Kegelschnittnetz entnomme
nen Kegelschnittbiischeln gemeinsam ist, durch die vier Grundpunkte eines 
jeden der beiden Kegelschnittbiischel hindurchgehen mu.6. Man erhalt so 
den Satz: 

1) Vgl. zum Beispiel: P. Gordan, Vorlesungen tiber Invariantentheorie, heraus
gegeben von G. Kerschensteiner. Erster Band: Determinanten. Leipzig 1885, Nr. 103. 
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Satz 827: Die acht Grundpunkte zweier aus einem Kegelschnitt
netz entnommenen Kegelschnittbiischel liegen auf einer Kurve 
zweiter Ordnung.1) 

Es bleibt noch die obige Behauptung zu beweisen, daB in einem Kegel
schnittnetz 00 2 Kegelschnittbiischel enthalten sind. Dazu denke man sich 
die 00 2 Kurven des N etzes auf die 00 2 Punkte einer Ebene abgebildet, indem 
man den Grundkurven p, q, r des Netzes die Grundpunkte eines Funda
mentaldreiecks dieser Ebene entsprechen Hi.l3t, und einer jeden Kurve gp 
+ ~q + f1' des Netzes denjenigen Punkt der Ebene zuordnet, der in bezug 
auf jenes Fundamentaldreieck die Dreieckskoordinaten g, ~, f besitzt. Dann 
entsprechen den Kurven eines Kegelschnittbiischels die Punkte einer Ge
raden jener Ebene und umgekehrt, und es gibt in dem Netz ebensoviele 
Kegelschnittbiischel, wie Geraden in der Ebene enthalten sind. Das sind 
aber 002 Geraden. Folglich enthaIt auch ein Kegelschnittnetz 00 2 Kegel
schnittbiischel. 

Die Hessesche Kurve eines Kegelschnittnetses als geometrischer Ort fur die 
Doppelpunkte der in dem Netz enthaltenen Linienpaare. Das Polarsystem 
einer jeden Kurve zweiter Ordnung des Kegelschnittnetzes (13), insbeson
dere also auch das Polarsystem zeiner in ein Linienpaar zerfallenden Kurve 
des N etzes, liiBt sich als Vielfachensumme von p, q, r, das heiSt in der Form 
darstellen: 
(16) z=Vp+qq+u', 

in del' V, q, r drei ZahlgroBen sind. 
Del' Doppelpunkt (Trager) t einer in ein Linienpaar zerfallenden Kurve 

zweiter Ol'dnung ist nun abel' nach dem Satze 420 zugleich der Nullpunkt 
des Polarsystems z dieses Linienpaars, das hei.Bt, er geniigt der Gleichung: 

(17) tz = 0, 

die man wegen (16) auch in der Form schreiben kann: 

(18) V tp + q tq + r tr = 0; 

und diese Gleichung zieht die Gleichung nach sich: 

(19) [tp· tq· tr] = 0, 

welche zeigt, daB der Doppelpunkt t eines jeden Linienpaars z des Kegel
schnittnetzes (13) auf der Hesseschen Kurve Ha des Netzes liegt (Fig. 141; 
in ihr ist t' der zu t konjugierte Punkt der Hesseschen Kurve des Netzes). 
Umgekehrt folgt fiir jeden Punkt t, welcher der Gleichung (19) der Hesse
schen Kurve des Netzes Geniige leistet, auf Grund dieser Gleichung 

1) Vgl. H. Schrater, Die Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung, auf syn
tbetisch-geometrischem Wege abgeleitet. Leipzig. 1888 
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zugleich das Bestehen einer Gleichung von der Form (18), also auch das 
Bestehen einer Gleichung von der Form (17), in der z die Bedeutung (16) 
hat. Die Gleichung (17) ist aber auch eine hinreichende Bedingung fur das 
Zerfallen der Kurve zweiter Ordnung z. Es ist somit bewiesen, daB auch 
umgekehrt jeder Punkt t der Hesseschen Kurve des Netzes der Doppelpunkt 
eines in dem Netze enthaltenen Linienpaars ist, und man hat aomit den Satz: 

~? 
Fig. 141. 

1/ 
/~~, 

---==t,---/~ ~ 

Satz 828: Zweiter Satz von Hesse: Die Hessesche Kurve eines 
Kegelschnittnetzes ist der geometrische Ort fur die Doppel punkte 
aller in dem Netze enthaltenen Linienpaare. 

Eigenschaften kon}u.qierte1· Punkte der Hesseschen Kurve tines Kegelschn£tt
netzes. Man gelangt zu neuen Satzen uber die Hessesche Kurve eines Kegel
schnittnetzes, wenn man den siebenten Satz von Chr. v. Staudt (Satz 705) 
auf die drei Grundkurven des Kegelschnittnetzes anwendet.1) 

Es seien also x und x', y und y' zwei Paare konjugierter Punkte der 
Hesseschen Kurve eines Kegelschnittnetzes; dann sind nach S. 313ff. die 
Punkte dieser beiden Punktpaare hinsichtlich der drei Grundkurven p, q, r 
des Netzes, und damit uberhaupt hinsichtlich samtlicher Kurven des Netzes, 
konjugiert. Und konstruiert man sich das vollstiindige Vierseit, das die PUllkte 
x und x' und ebenso die Punkte y und y' zu Gegenecken hat, clessen Seiten 
also die Seiten des einfaehen Vierecks xyx' y', d. h. die Geraden: 

1) Vgl. zum Folgenden die Arbeit von O. Hesse: Uber Kurven dritter Ordnung 
und uber die Kegelschnitte, welche diese Kurven in drei verschiedenen Punkten be
riihren, Journal fUr die reine und angewandte Mathematik, Bd. 36 (1848), S. 147ft'. 
(Gesammelte Werke, S. 160ft'.) 
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[xy], [yx'], [x' y'], [y' x J 
sind, so folgt nach dem sieben ten Satze von C hr. v. Sta ud t, daB auch die 

Punkte: 
(20) z = [xy· x'y'] und , [ , '] z = yx . y x, 

des dritten Paares Gegenecken dieses volIstandigen Vierseits hinsichtlich 
samtlicher Kurven des Netzes konjugiert sind, woraus hervorgeht, daB 

erstens die Punkte z und z' auf der Hesseschen Kurve 
des N etzes liegen, und daB sie 

zweitens auch als konjugierte Punkte der Hesseschen 
Kurve bezeichnet werden durfen (Fig. 142). 

Satz 829: Sind zwei Paare Gegenecken eines voll
oX' standigen Vierseits konjugierte Punkte der Hesse

schen Kune eines Kegelschnittnetzes, so liegen auch 
die Punkte des dritten Paares Gegenecken dieses 
vollstandigen Vierseits auf der Hesseschen Kurve 
des N etzes und bilden auf ihr ebenfalls ein Paar 
konjugierte Punkte. 

Konstruktion einzelner Punkte der Hesseschen Kurve eines 

Flg.H2. 
Kegelschnittnetzes. Man kann auf Grund der entwickelten 
Satze jetzt von der He sse schen Kurve eines durch drei 

Kurven zweiter Ordnung p, q, l' als Grundkurven bestimmten Kegel
schnittnetzes 9P + ~ q + f1' ziemlich leicht eine ganze Reihe von Punkten 
finden. 

Erstens namlich erhalt man jedesmal drei Punkte der Hesseschen 
Kurve des N etzes, wenn man von irgend zweien der drei Grundkurven 
p, q, l' des Netses, z. B. von den Kurven q und 1', die vier Schnittpunkte 
aufsucht und in dem durch sie bestimmten vollstiindigen Viereck die Neben
ecken konstruiert, d. h. die drei Paare Gegenseiten dieses volIstandigen 
Vierecks zum Schnitt bringt. Dann bilden diese Schnittpunkte, sie mogen 
heiLlen a, b, c, die Ecken des gemeinsamen Polardreiecks des dem Netze 
angehorenden Kegelschnittbuschels ~ q + f 1'. N ach S. 301 ff. des erst en 
Teils dieses Bandes sind aber die Ecken des gemeinsamen Polardreiecks 
des Buschels ~ q + f1' zugleich die Doppelpunkte der drei in dem Buschel 
enthaltenen, in ein Linienpaar zerfalIenden Kurven zweiter Ordnung, und 
diese Linienpaare sind nichts anderes als die drei Paare Gegenseiten des 
zur Konstruktion des gemeinsamen Polardreiecks des Buschels benutzten 
vollstandigen Vierecks. Da endlich die zerfallenden Kurven des Buschels 
~q + f1', wie alIe Kurven dieses Buschels, a.uch dem Netze gp + ~q + f1' 
angehOren, so hat man in den drei Punk ten a, b, c zugleich die Doppel
punkte dreier in dem Netze enthaltenen Linienpaa1'e und dam it nach Sate 828 
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drei Punkte de:r Hessesehen Kurve des Netzes. Auf dieselbe Weise erhalt 
man in den Ecken d, e, fund g, h, i der gemeinsamen Polardreiecke der 
Kurven '1', p und p, q sechs weitere Punkte der Hesseschen Kurve des 
Netzes und gewinnt also durch dreimalige Konstruktion eines vollstan
digen Vierecks gemeinsamer Punkte von zwei Grundkurven des N etzes 
und Hinzufiigung seiner Nebenecken im ganzen neun Punkte: 

a, b, c, d, e, t; g, h, i 

der Hesseschen Kurve des Netzes.1) 

Zweitens kann man leicht zu einem jeden von den neun Punkten a,b, . .. , i 
der Hesseschen Kurve des Netzes die konjugierten Punkte dieser Kurve 
bestimmen. Da namlich die neun Punkte: 

a, b, c, d, e, (, g, h, i 

die Ecken der gemeinsamen Polardreiecke der Kurvenpaare: 

q, '1', r,p, p, q 

bilden, so lassen sich die ihnen konjugierten Punkte a', b', ... , i' ent
sprechend den Formeln konstruieren: 

(21) !
a' = [ap . be], 
b' = [bp . ca], 
c' = [ep . ab], 

d' = [dq . ef], 
e' = [eq· rdJ, 
f' = rrq· de], 

g' = [gr . hi], 

h' = [hr· ig], 
i' = [ir . gh], 

indem ja z. B. der zu a konjugierte Punkt a' sowohl auf der Polare ap 
des Punktes a hinsichtlich der Kurve p wie auch auf der gemeinsamen 
Polare [be] von a hinsichtlich der Kurven q und r liegen mull 

Auf diese Weise hat man bis jetzt drei Tripel von Paaren konjugierter 
Punkte der Hesseschen Kurve des Netzes gewonnen, namlich: 

(22) !daS Tripel a, a', b, b', e, e', 
das Tripel d, d', e, e', f, f', 
das Tripel g, g', h, h', i, i'. 

Man hat also bereits 18 Punkte der Kurve. 

ferner 

und endlich 

IJrittens endlich liefern dann je zwei Poor konjugierter Punkte der He sse
schen Kurve des Netzes nach dem Satze 829 noch ein weiteres Paar konju
gierter Punkte. Konstruiert man namIich in einem vollstandigen Vierseit, 
in welchem zwei Paare konjugierter Puukte der Hesseschen Kurve des 

1) BoUten 2 von den 3 Grundkurven des Netzes sich nicht in 4, reellen Punkten 
schneiden, aber dafiir 4, reelle gemeinsame Tangenten besitzen, so kann man nach 
dem Batze 520 zur Bestimmung der 3 Ecken des gemeinschaftlichen Polardreiecks 
(Poldreiseits) beider Kurven auch das vollstandige Vierseit der 4, gemeinsamen Tan
genten dieser beiden Kurven benutzen und deBsen N ebendreiseit konstruieren. 
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N etzes zwei Paare Gegenecken bilden~ das dritte Paar Gegenecken, so 
sind nach dem genannten Satze diese Gegenecken, ebenso wie die beiden 
ersten Paare Gegenecken dieses Vierseits, nicht nur iiberhaupt Punkte der 
Hesseschen Kurve des Netzes, sondern auch konjugierte Punkte dieser 
Kurve. 
Dabei muB man freilich die beiden Paare konjugierter Punkte, durch die 

man ein neues Paar konjugierter Punkte der Hesseschen Kurve bestimmen 
will, zwei verschiedenen von den drei unter (22) aufgefiihrten Tripeln von 
Paaren konjugierter Punkte entnehmen, weil zwei Punktpaare eines und des
selben Tripels eben nur das dritte Punktpaar dieses Tripels und somit kein 
neues Punktpaar ergeben wiirden. 

Will man etwa dasjenige Paar konjugierter Punkte k, k' ermitteln, das 
durch die beiden Paare konjugierter Punkte a,a' und d,d' der Hesseschen 
Kurve des N etzes bestimmt wird, so konstruiere man zuniichst die vier Sei
ten des vollstandigen Vierseits, das die Punkte a und a', d und d' zu Gegen
ecken hat, dessen Seiten also die Seiten des einfachen Vierecks ada'd', d. h. 
die Geraden: [ad), [dal, [a'd'], [d'a] 

sind. Dann bildet das dritte Paar Gegenecken dieses vollstandigen Vierseits, 
d. h. das Punktpaar: 

(23) k=[ad·a'd'] und k'=[da'.d'a] 

{vgl. S. 318), das gesuchte dritte Paar konjugierter Punkte der Hesseschen 
Kurve des Netzes.1) 

Weiteres iiber konjugierte Punkte der Hesseschen Kurve eines Kegetschnitt
netzes. Von dem Satze 829 liiBt sich leicht die folgende U mkehrung be
WeIsen: 

Satz 830: Umkehrung von Satz 829: Verbindet man einen Punkt 
z der Hesseschen Kurve eines Kegelschnittnetzes, von der wir 
voraussetzen wollen, daB sie nicht zerfiillt, mit zwei konjugier
ten Punkten x und x' dieser Kurve, so schneiden die Verbindungs
linien [zx] und [.ex'] die Kurve in je einem weiteren Punkte y und 
y', und diese Punkte y und y' sind ebenfalls hinsichtlich der Kurve 
einander konjugiert, und auBerdem treffen sich die Geraden [xy'] 
und [yx'] in dem zu z konjugierten Punkte z' der Hesseschen 
Kurve des N etzes. 

Aus dem Satze 730 folgt niimlich, daB die Verbindungslinie zweier reellen 
Punkte der Hesseschen Kurve eines Kegelschnittnetzes sicher noch einen 

1) Vgl. hierzu: H. Schroter, Dber eine besondere Curve 3ter Ordnung und eine 
einfache Erzeugungsart der allgemeinen Curve 3 ter Ordnung, Mathematische Annalen, 
Ed. 5 (1872), S. 68. 
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dritten ree11en Punkt mit der Kurve gemein haben muB. Denkt man siel! 
daher die Punkte z und x der Hesseschen Kurve dureh eine Gerade ver
bun den und bezeichnet den dritten Punkt, in welehem die Verbindungslinie 
die Hessesche Kurve sehneidet, mit y (Fig. 143) und den zu dem Punkte y 
konjugierten Punkt einstweilen mit y", so muB naeh dem Hauptsatze (Satz 829) 
die Verbindungslinie von x' und y" 
sich mit der Geraden [xy] in einem 
Punkte der Hesseschen Kurve trefl'en. 
Dieser Punkt aber kann kein anderer 
sein all! der Punkt zi denn, da die 
Hessesehe Kurve nach der Voraus
setzung nicht zerfi111en soli, so hat die t~ 

Gerade [XV] auBer den Punkten x und 
y nur noch den Punkt z mit der 
Hesseschen Kurve gernein. 

Da aber die Punkte x', y", z in 
einer Geraden liegen und zugleich der 
He sse sehen Kurve angeh6ren, und 
dasselbe naeh der im Satze 830 ange
gebenen Konstruktion aueh von den 
Punkten x', V', z' gilt, und endlieh die 
Kurve als nicht zerfa11ende Kurve drit
ter Ordnung mit der Geraden [x'z] 
nur drei Punkte gemein hat, so muB 

der Punkt y" mit dem Punkte y' zu
sammenfallen, d. h.: Aueh die Punkte 

Fig. 143. Fig. 144. 

y und y' sind konjugierte Punkte der Hessesehen Kurve des Netzes. Und 
dasselbe gilt dann naeh dem Hauptsatze aueh von den Punkten z und z'. 
Damit ist die U mkehrung bewiesen. 

LiiBt man in dem Satze 829 den Punkt y unendlieh nahe an den Punkt x . 
heranriieken, so riiekt auch del' Punkt y' unendlieh nahe an den Punkt x', 
und man erhiilt aus dem Satze 829 den folgenden Sondersatz: 

Satz 831: Die Tangenten in zwei konjugierten Punkten x und :1" 

der Hessesehen Kurve eines Kegelschnittnetzes an (liese Kurve 
sehneiden sieh in einem Punkte z der Hesseschen Kurve, und 
zwar ist dieser Punkt der Hesseschen Kurve konjugiert zu dem 
dritten Sehnittpunkt z' del' Geraden [xx'] mit der Kurve (Fig. 144). 

Da ferner zu jedem Punkte del' Hesseschen Kurve eines Kegelschnitt
netzes sein konjugierter Punkt eindeutig bestimmt ist, so gilt auch die Um
kehrung: 

Satz 832: Umkehrung zu Satz 831: Sind x und x' zwei konjugierte 
Punkte der Hesseschen Kurve eines Kegelschnittnetzes, ist wei-

Grallmann, Projektive Geometrie d. Eben. II 2 21 
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ter z' der dritte Punkt, den die Gerade [xx'] mit der Hesseschen 
Kurve des N etzes gernein hat, und ist endlich s der zu z' konju
gierte Punkt der Hesseschen Kurve, so sind die Geraden [xz] und 
[x' z] die Tangenten dieser Hesseschen Kurve in den Punkten x 
und x'. Man kann dies auch so ausdriicken (vgl. S. 250): Die Tangential
punkte zweier konjugierten Punkte der Hesseschen Kurve eines 
Kegelschnittnetzes fallen in einen und denselben Punkt dieser 
Kurve zusammen, und dieser Punkt ist konjugiert zu dem dritten 
Schnittpunkt, den die Verbindungslinie jener beiden konjugier
ten Punkte mit der Hesseschen Kurve gemein hat. 

Die Hessesche Kurve eines Kegelschnittnetzes und einer Kurve dritter Ord
nung. Urn endlich noch den Zusammenhang der Hesseschen Kurve eines 
Kegelschnittnetzes mit der Hesseschen Kurve einer Kurve dritter Ordnung 
zu entwickeln, zeige man zuniichst, daB die konischen Polaren samtlicher 
Punkte der Ebene in bezug auf eine Kurve dritter Ordnung ein Kegelschnitt
netz bilden. 

Man stelle dazu die Gleichung der Kurve dritter Ordnung wie im 48. Ab
schnitt in der Form: 
(24) Asxs = 0 

dar, in der As eine ternare Liickenform dritter Ordnung bedeutet, und bilde 
zunachst die 3 konischen Polaren der 3 Ecken el , l1!, es des Fundamental
dreiecks in bezug auf die Kurve dritter Ordnung (24). Dieselben lassen sich 
durch die 3 Gleichungen ausdriicken: 

(25) 

1st dann h ein beliebiger Punkt der Ebene, und sind ~11 ~2' ~s seine Dreiecks
koordinaten, ist also: 

(26) h = ~lel + ~2l1! + ~ses, 
so lautet die Gleichung der konischen Polare des Punktes h in bezug auf 
die Kurve (24): 
(27) A shx2 = 0 
oder wegen (26): 

(28) ~lA3elx2 + 92Ase2xll + ~SAse3x2 = o. 
LiiBt man aber in dieser Gleichung die GroBen ~11 ~2' 9s aUe moglichen 
reeilen Zahlwerte durchlaufen, so stellt die Gleichung (28) das Kegelschnitt
netz dar, das die 3 linear unabhiingigen Kurven zweiter Ordnung (25) zu 
Grundkurven hat. 

DaB namlich die 3 Kurven zweiter Ordnung (25) linear unabhiingig sind, 
leuchtet sofort ein. Denn den Punkten: 

~y + 3z 
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einer Geraden [ye] entsprechen als konische Polaren hinsichtlich der Kurve 
dritter Ordnung As die Kurven zweiter Ordnung: 

t).Asyx2 + 3Aszx2 = 0, 

und diese bilden bei festgehaltenen Punkten y und z und veriinderlichen 
Zahlwerlen ~ und 3 ein Kegelschnittbiischel. Und damit umgekehrt 3 ko
nische Polaren hinsichtlich einer Kurve dritter Ordnung As einem Kegel
schnittbuschel angehBren, mussen ihre Pole in einer Geraden liegen. Diese 
Bedingung aber wird durch die 3 Ecken eu es, es des Fundamentaldreiecks 
nicht erfullt. Die konischen Polaren t25) konnen daher nicht in einem und 
demselben KegelschnittbuBchel enthalten sein und sind somit linear unab
hiingig voneinander. 

Man hat also wirklich den Satz bewiesen: 
Satz 833: Die konischen Polaren siimtlicher Punkte der Ebene 

in bezug auf eina Kurve dritter Ordnung bilden zusammen em 
Kegelschnittnetz. 

Bei der Begriindung dieses Satzes ergab sich ferner der Satz: 
Satz 834: Die konischen Polaren der Punkte einer Geraden hin

sichtlich einer Kurve dritter Ordnung bilden ain Kegelschnitt
buschel, und umgekehrt gehBren allenKurven einasKegelschnitt
b iischels, das in dem N ehe der konischen Polaren hinsichtlich 
einer Kurve dritter Ordnung enthalten ist, als Pole die Punkte 
einer Geraden zu. 

Man kann jetzt aber weiter zeigen, daB die Hessesche Kurve des Netzes 
(28) der konischen Polaren einer Kurve dritter Ordnung (24) mit der Hesse
schen Kurve dieser Kurve dritter Ordnung selbst identisch ist. 

Die Gleichung der Hesseschen Kurve des Netzes (28) ergibt sich, wenn 
man nach solchen Punkten y der Ebene fragt, deren Polaren in bezug auf 
die 3 Grundkurven (25) des Netzes durch ainen und denselben Punkt z 
gehen. Nun besitzen die 3 Polaren eines festen Punktes y in bezug auf die 
3 Grundkurven (25) des Netzes die Gieichungen: 

(29) Ase1yz = 0, As~yz = 0, Asesyz = 0, 

wobei eden laufenden Punkt dieser Polaren bedeutet. Sollen also diese 
3 Polaren dwrch denselben Punkt: 

(30) z = 31 e1 + a2 es + ases 

hindurchgehen, so mussen die 3 Gleichungen (29) durch diesen Puukt e 
gieichzeitig befriedigt werden. Diese Gleichungen (29) nehmen aber bei Ein
fiihrung des Ableitausdruckes (30) die Form an: 

j1l1ASye12 + 32Asye1 e2 + 3s A sye1 es = 0, 
(31) 31 .A.sye2 e1 + 3sAsye22 + 3sAsyeses = 0, 

31Asyese1 + 32Asyese~ + 3sAsyes2 = 0. 
21~ 
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Und damit diese 3 Gleichungen ein von dem Losungssystem: 

31 = 0, 32 = 0, 3s = ° 
verschiedenes Losungssystem 8ufweisen, ist notwendig und hinreichend, daB 
die Determinante der Gleichungen (31) verschwindet, daB also die Gleichung 
besteht: 

(32) 

A 3 yet ', Asye1 ell' 
As yes el1 As ye./, 
Asyes el1 As ye3 e2 , 

Asyel l1J 

A sye2 es = 0. 

A 3 Yl1J2 

Diese Gleichung ist somit die Gleichung der Hesseschen Kurve des Netzes 
(28). Nach der Gleichung (24) des 49. Abschnitts ist aber" die Gleichung 
(32) zugleich die Gleichung der Hesseschen Kurve der Kurve dritter Ord
nung As. Man hat daher den Satz: 

Satz 835: Die Hessesche Kurve eines Kegelschnittnetzes, das 
von den konischen Polaren einer Kurve dritter Ordnung gebildet 
wird, ist zugleich die Hessesche Kurve dieser Kurve dritter 
Ordnung selbst. 

Man kann noch hinzufiigen: Wie die Vergleichung der Gleichungen (29) 
mit den Gleichungen (17) des 49. Abschnitts zeigt, ist die Zuordnung kon
jugierter Punkte auf der Hesseschen Kurve des Netzes der konischen Po
laren einer Kurve dritter Ordnung As identisch mit der Zuordnung zwischen 
den Doppelpunkten der in ein Linienpaar zerfallenden konischen Polaren 
der Kurve As und ihren Polen hinsichtlich dieser Kurve. 

Die eindreideutige Beziehung zwischen einer Kurve dritter Ordnung und 
ihrer Hesseschen 'Kurve. Die Gleichung der Hesseschen Kurve Hs einer 
Kurve dritter Ordnung As lautet nach (32), wenn man den laufenden Punkt 
der Hesseschen Kurve statt wie bisher mit y jetzt mit x bezeichnet: 

ASxe1' ASxe1 e2 As xet es 

(33) ASxe,e1 A 3xe2 2 Aa xesl1J =0. 
As xe3e1 As xe;je2 A sxes2 

Diese Gleichung zeigt, daB die Hessesche Kurve Hs einer "Urkurve" As 
durch diese Urkurve eindeutig bestimmt wird. Zugleich ist aber durch An
gabe der Urkurve As auf der Hesseschen Kurve Hs auch eine Zuordnung 
konjugierter Punkte festgelegt, die man etwa dadurch gewinnen kann, daB 
man zu jedem Punkte x der Hesseschen Kurve denjenigen Punkt x' auf
sucht, der zu x hinsichtlich irgend zweier konischen Polaren von As (und 
damit hinsichtlich alIel· dieser konischen Polaren) konjugiert ist. Dieser 
Punkt x' gehOrt dabei nach dem Satze 825 wieder der Hesseschen Kurve 
Hs an. 
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Es bleibt aber noch zu untersuchen j ob auch umgekehrt, wenn eine Kurve 
dritter Ordnung Hs vorliegt, welche die Hessesche Kurve einer Urkurve 
dritter Ordnung As bilden soll, diese Urkurve durch die angegebene For
de rung bereits eindeutig festgelegt ist. l ) Nach S. :!58f. stimmen die Wende
punkte der Hesseschen Kurve Hs mit den Wendepunkten ihrer Urkurve 
As iiberein. Durch die Hessesche Kurve Hs sind also insbesondere die 4 
Wendepunktsdreiseite der zugehOrigen Urkurve As mit gegeben. Bezieht 
man daher die Gleichung der gesuchten Urkurve As auf das ganz reelle 
Wendepunktsdreiseit ElE2ES der Hesseschen Kurve Hs und wiihlt zu
gleich die reelle Ecke des teilweise reellen Wendepunktsdreiseits zum Ein
heitspunkt (vgl. S. 263), so erhiilt diese Gleichung die oben im 51. Abschnitt 
in Gleichung (9) zugrunde gelegte kanonische Form: 

(34) [EIX]S + [E2X]S + [Esx]S - 3f[El x] [E2X] [Esx] = o. 

Die jener Urkurve zugehorige Liickenform As lautet somit: 

(35) As = [El W + [E2W + [EalJs - 3f[Ell] [E2 lJ[EslJ. 

U m auf Grund dieser Darstellung der Liickenform As die Gleichung (33) 
der Hesseschen Kurve Hs der Urkurve As zu entwickeln, beachte man, daB: 

[E,l]Sxe/ = [E,x] [E;e;]2 = [Eix], i = 1,2,3, 
und 

[Ell][E2l][Esl]xe2eS = -HE1 x][E2e2] [Eses] = t[E1x], ... (zykL) 

ist, daB dagegen alIe iibrigen Produkte verschwinden, die sich bei Ausrech
nung der Elemente der Determinante auf del' linken Seite del' Gleichung (33) 
ergeben. Es wird demnach: 

f Asxe12 = [E1x), A axe2es = - 2-[El1 x], 

f 
Asxe22 = [E2X], Asxeae1 = - 2-[E2x], 

f Asxe/ = [Esx), A axe1e2 = --2- [Esx). 

Und die Gleichung (33) der Hesseschen Kurve Hs der Urkurve As ver
wandelt sich in: 

[EIX], f -~ [E2X] -[E x] 2 a , 

(36) f 
-2" [Esx], [E2X], 

f 
-2"[E1x] = 0, 

f 
- 2 [E2 x], 

f 
-2[E1x], [Esx] 

~-------

1) V gl. ZUlli Folgenden die erste der beiden auf S. 256 zitierten Arbeiten von 
O. Hesse aus Bd. 38 des Journals fUr die reine und angewandte Mathematik (1849), 
S. 249ff. (Gesammelte Werke, S. 202ff.) 
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oder in: 

(37) [Et X]8 + [E2X]S + [Esx]S - -4,-tZ fS [Et x] [E2 x] [Eax] = 0, 
oder, wenn man: 

(38) 

setzt, in: 
(39) [Et XJ3 + [E2X]S + [E3X]3 - 3~[Etx][E2X][Esx] = 0. 

Damit ist auch die Gleichung der Hesseschen Kurve Hs del' Urkurve (34) 
in der kanonischen Form dargestellt. Ihr Parameter gist dabei mit dem 
Parameter f der zugehorigen Urkurve durch die Gleichung (38) verbunden. 
Und da diese Gleichung in ~ linear und in bezug auf f vom dritten Grade 
ist, so bestatigt sie zuniichst das obige Ergebnis, daB die Hessesche Kurve 
einer Urkurve dritter Ordnung durch diese Urkurve einde.utig hestimmt wird. 
Zweitens aber zeigt sie, daB es umgekehrt zu einer gegebenen Hesseschen 
Kurve dritter Ordnung Hs drei im allgemeinen verschiedene Urkurven .As', 
As", As'" gibt, die den 3 aus der Gleichung (38) bei gegebenem ~ ent
springenden Werten von f, sie mogen heiBen f', f", f", zugehoren. U nd da einer 
jeden von den 3 Urkurven auch ein Netz von konischen Polaren entspricht, 
und jedes solche Netz auf del' Hesseschen Kurve Hs eine Zuordnung kon
jugierter Punkte bestimmt, so erhiilt man auf del' Hesseschen Kurve Hs 
auch drei im allgemeinen verschiedene Zuordnungen konjugierler Punkte, 
die man als konjugiert in Riicksicht auf die Urkurve As' oder auf 
die Urkurve As" oder endlich auf die Urkurve .As'" bezeichnen kann. 

Dieses Ergebnis wird dadurch bestatigt, daB auch die Umkehrung del' 
dem Satze 831 entsprechenden Konstruktion dreideutig wird. Nach dies em 
Satze schneiden sich die Tangenten, in zwei konjugierten Punkten x und x' 
del' Hesseschen Kurve Hs an die Kurve gezogen, in einem weiteren Punkte 
z del' Hesseschen 'Kurve. Zieht man aber umgekehrt in x die Tangente an 
die Hessesche Kurve Hs und bestimmt den Tangentialpunkt z des Punktes 

x, d. h. (vgl. S .. 250) denjenigen Punkt z, den 
die Tangente des Punktes x auBer ihrem Be
riihrungspunkte x mit der Kurve gemein hat, 
so lassen sich nach dem Satze 741 vom Punkte 
z aul3er der Tangente im Punkte x und der 
doppelt zu zahlenden Tangente im Punkte z 

"'~------==~3 selbst noch drei weitere Tangenten an die 
Hess e sche Kurve legen; ihre Beriihrungspunkte 
mogen bezeichnet werden mit x', x", x'" (Fig. 
145). Und je nachdem man den Punkt x' oder 
den Punkt x" odeI' endlich den Punkt x'" 
als konjugierten Punkt des Punktes x auffaBt, 
rrhalt man auf der Hesseschen Kurve H 
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drei verschiedene Systeme konjugierter Punkte. Denn man kann ja nach dem 
im Satze 830 angegebenen Verfahren zu jedem weiteren Punkte y der 
Hesseschen Kurve den konjugierten Punkt y' (oder y" odeI' y"') konstruie
ren, sohald ein Paar zugeordneter Punkte x und x' (oder x und x" oder x 
und x"') gegeben ist. 

Weitere geometrische Beziehungen zwischen einer Kurve dritter Ordnung 
und ihrer Hesseschen Kurve. Nach dem Satze 749 zerf1illt die konische 

~ 
Fig. 146. 

Pol are eines Punktes der Hesseschen Kurve H3 einer Kurve dritter Ord
nung As genommen hinsichtlich dieser Urkurve As in ein Linienpaar. Ins
besondere sind also die konischen Polaren A3x und Asx' zweier konjugier
ten Punkte x und x' der Hesseschen Kurve H 3 , genommen hinsichtlich der 
Urkurve As, zwei Linienpaare, und zwar hat nach S. 324 die konische Po
lare des Punktes x den Punkt x' zum Doppelpunkt, und umgekehrt die ko
nische Polare des Punktes x' den Punkt x zum Doppelpunkt. 

Die vier Schnittpunkte, welche die beiden Linienpaare Aax uud A3x' 
miteinander gemein haben, bilden dann die Grundpunkte des nach dem 
Satze 834 der Geraden [xx'] zugeordneten Buschels: 

(40) ~A3x + {A3X' 
von konischen Polaren der Kurve As' Bezeichnet man diese 4 Schnittpunkte 
mit k, l, m, n in der Verteilung, daB das Linienpaar [kl], [mn] den Punkt x 
zum Doppelpunkte hat und zugleich die konische Polare Aax' von x' dar
steilt, wahrend das Linienpaar [len], [lm] den Punkt x' zum Doppelpunkte 
hat und die konische Polare Asx des Punktes x bildet (Fig. 146), so ent-
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sprechen nach dem Satze 834 den samtlichen konischen Polaren des Kegel
schnittbiischels, das die 4 Punkte klmn zu Grundpunkten hat, als Pole hin
sichtlich der Kurve As die Punkte der Geraden [xx} 

Nun ist aber in diesem Kegelschnittbiischel auBer den beiden genannten 
Linienpaaren noch ein drittes Linienpaar, namlich das Linienpaar [k m], [In]. 
enthalten. Sein Doppelpunkt!! gehort somit nsch dem Satze 749 der Hesse
schen Kurve Hs an, und dasselbe gilt von dem Pole l dieses Linienpaares 
hinsichtlich der Kurve As. Dieser aber ist als Pol einer Kurve des Biischels 
(40) nach dem Satze 834 zugleich auf der Geraden [xx'] enthalten, und ist 
also, da er von den Punkten x und x' verschieden sein muB, der dritte 
Schnittpunkt, den die Hessesche Kurve Hs mit der Geraden [xx'] gemein 
hat. Zugleich ist der Punkt !!', als Pol der in ein Linienpaar zerfallenden 
konischen Polare mit dem Doppelpunkt !!, zum Punkte z in bezug auf die 
Hessesche Kurve Hs konjugiert; und als konjugierter Punkt zum Punkte l 
ist nach dem Satze 832 der Punkt!! der gemeinsame Tangentialpunkt der 
Punkte x und x' der Hesseschen Kurve H s, das heiBt, die Geraden [X!!] 
und [x'!!] sind die Tangenten der Hesseschen Kurve Hs in den Punkten x 
und x'. 

Die Geraden [x'!! J und [xe 1 haben nun aber auch eine Bedeutung fiir die 
U rkurve As. Es ist namlich die Gerade [x' s] die gerade Polare des Punktes x 
in beeug auf die Kurve dntter Ordnung As und die Gerade [xs] die gerade 
Polare des Punktes x' in ber;ttg auf dieselbe Kurve. Denn die gerade Polare 
des Punktes x hinsichtlich der Kurve As ist zugleich die Polare des Punktes x 
in bezug auf die konische Polare Asx des Punktes x hinsichtlich As, das 
heiI3t in bezug auf das Linienpaar [kn], Elm]. Und die Polare des Punktes x 
in bezug auf dieses Linienpaar geht nach dem Satze 420 durch den Doppel
punkt x' des Linienpaars hindurch und wird von dem Punkte x durch dieses 
Linienpaar harmonisch getrennt. Sie ist also nach dem Satze 298 identisch 
mit der Geraden [x's]. Ebenso beweist man, daB die Gerade [X!!] die gerade 
Polare des Punktes x' hinsicbtlich der Kurve As ist, und man hat den Satz: 

Satz 836: Die gerade Polare eines Punktes x der Hesseschen 
Kurve Hs einer Kurve dritter Ordnung As in bezug auf die Ur
kurve As beriihrt die Hessesche Kurve in demjenigen Punkte X, 
der dem Punkte x der Hesseschen Kurve Hs in Riicksicht auf die 
Urkurve As konjugiert ist (S.313). 

Diesen Satz wende man insbesondere auf einen Wendepunkt w. der Kurve 
dritter Ordnung As, zum Beispiel auf den Wendepunkt Wu an. Nach dem 
Satze 735 ist die gerade Polare eines jeden Punktes einer Kurve dritter 
Ordnung (der nicht gerade mit einem Doppelpunkte der Kurve zusammen
faUt), die Tangente der Kurve in diesem Punkte. Die gerade Polare Asw1s 
des Wendepunktes w1 der Kurve As in bezug auf diese Kurve wird also durch 
die Wendetangente der Kurve As im Punkte w1 gebildet (Fig. 147). Anderer-
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seits zerfiHlt die konische Polare As wl des Wendepunktes WI in bezug auf 
die KurveAs nach dem Satze 755 in die Wendetangente und die harmonische 
Polare Hl dieses Wendepunktes Wl . 

Nun gehort der Wendepunkt wl der Kurve As zugleich ihrer Hesseschen 
Kurve Hs als Wendepunkt an, und del' zu ihm in Riicksicht auf die Urkurve 
As konjugierte Punkt ki der Hesseschen Kurve Hs ist der Doppelpunkt 
der konischen Polare As WI des Wendepunktes wl hinsichtlich As, das heiBt 
derjenige Punkt, in welehem die Wendetangente des Wendepunktes wl 

~ 

~ 
Fig. 147. 

del' Kurve As von der harmonischen Polare Hl dieses Wendepunktes ge
schnitten wird. 

Da abel' nsch dem Satze 836 die gerade Polare eines jeden Punktes x der 
Hesseschen Kurve Hs in bezug auf die Urkurve As die Hessesche Kurve 
Hs in dem zu x in Riicksicht auf die Urkurve As konjugierten Punkte x' 
der Knrve Hs beriihrt, so muB auch die gerade Polare des Wendepunktes Wl 
der Kurve As, das heiBt eben die Wendetangente del' Kurve As im 
Punkte Wu zugleich eine Tangente del' Hesseschen Kurve Ha sein, und 
ihr Beriihrungspunkt muB mit dem Doppelpunkte kJ der konischen Polare 
ASwt des Wendepunktes wt hinsichtlich As zusammenfallen. Mit andern 
W ort.en: Die Hessesche Kurve Hs muB die zum Punkte Wt gehorende 
Wendetangente der Kurve As in demjenigen Punkte kt beriibren, in welchem 
sie von der harmonischen Polare Hl des Wendepunktes wl geschnitten wird. 
Man hat also den Satz: 

Satz 837: Die Hessesche Kurve Hs einer Kurve dritter Ordnung 
As beriihrt die Wendetangenten diesel' Kurve in denjenigen Punk
ten, in denen sie von den harmonischen Polaren der zugehorigen 
Wendepunkte geschnitten werden (vgl. die obige Fig. 147). 

Aus dem Beweise des Satzes 836 kann man noch eine andere Folgerung 
ziehen. N ach dies em Beweise sind die geraden Polaren der Punkte x und x' 
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hinsichtlich der Kurve As beziehlich die Geraden [x' s] und [xe]. Diese ge
raden Polaren enthalten also beide den Punkt s. Nach dem Satze 731 muB 
dann umgekehrt die konische Polare des Punktes e durch die Punkte x und 
x' hindurchgehen. Da aber der Pol z dieser konischen Polare der Hesse
schen Kurve Hs von As angehort, so zerfiUlt diese konische Polare in ein 
Linienpaar, und der Doppelpunkt dieses Linienpaars wird durch den zu z 
konjugierten Punkt z' der Hesseschen Kurve Hs gebildet. Da ferner der 
Doppelpunkt s' mit den Punkten x und x' in einer Geraden liegt, so ist die 
Gerade xi x' die eine Gerade dieses Linienpaars (vgl. die obige Fig. 146). 
Damit ist der Satz bewiesen: 

Satz 838: Die Verbindungslinie [xx'] zweier in Rucksicht auf eine 
Urkurve dritter Ordnung As konjugierten Punkte x und x'ihrer 
Hesseschen KurveHs ist zugleich der eine Teil eines Linienpaars, 
das die konische Polare eines weiteren Punktes der Hesseschen 
Kurve in bezug auf die U rkurve bildet, namlich desjenigen Punk
tes z der Hesseschen Kurve, der dem dritten Schnittpunkte z' 
dieser Kurve mit der Geraden [xxl in Riicksicht auf die Urkurve 
As konjugiert ist. 

Den andern Teil des Linienpaars Asz findet man, indem man einen nicht 
auf der Geraden [xx'] liegenden Beriihrungspunkt t einer Tangente, yom 
Punkte z an die Kurve As gezogen, mit dem Doppelpunkte z' des Linien
paars verbindet. (Die Konstruktion des Punktes t und seine Verbindungs
linie mit z' ist in der Figur 146 weggelassen.) 

Abschnitt 57. 

Das Kegelschnittgewebe und seine Hessesche Kune. 

Begriff eines Kegelschnittgewebes. Es seien P, Q, R die extensiven Bruche 
fur drei Polarsysteme zweiter Klasse, die linear unabhiingig voneinander 
sind, die also nicht einer und derselben Schar von Polarsystemen angehOren, 
und es sei: 

(3) R = Cl1 c~, \ . 
El1 E" Es 

Es soll die Gesamtheit der Polarsysteme zweiter KIasse untersucht werden, 
die sich unter der Form: 

darstellen lassen, vorausgesetzt, daB g, 9, f drei reelle Zahlgro..Ben sind. Wir 
nennen die Gesamtheit dieser Polarsysteme zweiter Klasse "ein Gewebe 
von Polarsystemen", sowie wir bereits oben (S. 310) die Gesamtheit der 
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Polarkurven dieser Polarsysteme als "ein Kegelschnittgewebe" bezeich
net haben.I ) 

Die HessescM Kurve eines Kegelschnittgewebes. Urn einen Uberblick fiber 
die Kurven eines Kegelschnittgewebes zu gewinnen, bemerke man, daB einem 
beliebigen Stabe W irn allgemeinen durch die drei "Grundkurven" P, Q, B 
des Gewebes drei Punkte WP, WQ, WB 
als Pole zugewiesen werden, die ein CZL 
eigentliches Dreieck bilden. 

Von besonderem Interesse fiir den Auf
bau des Gewebes sind indes solche Ge
raden U der Ebene, deren Pole UP, 
UQ, UB hinsichtlich der drei Grund
kurven P, Q, B auf einer und derselben 
Geraden liegen, die also der Gleichung 
geniigen: 

(4) [Up· UQ· UB] = 0. 
Diese Zahigieichung dritten Grades in 
bezug auf den Stab U stellt, da sie wegen 
der Iinearen Unabhangigkeit der drei 
Polarsysteme P, Q, B nicht durch jeden 
Stab U der Ebene befriedigt werden kann, 
eine Kurve dritter Klasse dar und zeigt 

Fill US. 

sornit, daB die Geraden U, deren Pole hinsichtlich der Polarsysteme P, Q, B 
auf einer und derselben Geraden liegen, eine Kurve dritter KIasse urnhiillen. 

Diese Kurve dritter Klasse hei.6t die "Hessesche Kurve des Kegel
schnittgewebes" oder such wohl die "Hessiane des Gewebes".2) 

Bezeichnet man noch die Gerade, auf der die drei Pole UP, UQ, UB 
der Tangente U der Hesseschen Kurve hinsichtlich der drei Grundkurven 
P, Q, B des Gewebes liegen, mit V', so wird (Fig. 148): 

(5) V' = [UQ· UB] = [UB . UPJ = [UP· UQ]. 
Ferner geniigt der Stab V', da seine Gerade durch jeden von den drei Polen 
VP, UQ, UB hindurchgeht, den drei Gleichungen: 

(6) [V'· VP] = 0, [U'· UQ] = 0, [V'. UB] = 0, 

1) Die Bezeichnung "Kegelscknittgewebe" riihrt von H. Schroter her. Vgl. deBsen 
Arbeit: Ueber eine besondere Curve 8ter Ordnung und eine einfache Erzeugungsart 
der allgemeinen Curve ater Ordnung, Mathematische Annalen, Bd. 5 (1872), S. 72. -
Th. Reye nennt das Kegelschnittgewebe eine "Kegelschnittscharschar". Vgl. seine 
Geometrie der Lage, erste Abteilung, vierte Auflage, Leipzig 1899, S. 278 if. 

2) Sie tritt zum eraten Male auf in der Arbeit von O. Hesse: !tber Curven dritter 
Classe und Curven dritter Ordnung, Journal fUr die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 88 (1849), S.246 (Gesammelte Werke, S. 198). 
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aus denen man zunachst durch lineare Verkniipfung folgern kann, daB auch 
die Gleichung besteht: 

(7) [U'· U(gP+ ~Q + fR)] = 0, 
daB also auch der Pol: 

U(gP+ ~Q + fR) 

des Stabes U hinsichtlich eines beliebigen Polarsystems: 

gP+~Q+ fR 

des Gewebes auf der Geraden des Stabes U' liegt. Daraus folgt, da6 die 
drei Grundkurven des Gewebes in bezug auf die Hessesche Kurve des 
Gewebes keine ausgezeichnete Stellung einnehmen, wodurch dann zugleich 
der Ausdruck He sse sche Kurve des Gewebes gerechtfertigt ist. 

Natiirlich kann man zur Begriindung der Gleichwertigkeit ailer Kurven 
des Gewebes gegeniiber seiner Hesseschen Kurve auch den zweiten Beweis 
dualistisch iibertragen, der auf S. 312ft'. fur die entsprechende Eigenschaft 
der Hesseschen Kurve eines Netzes gegeben ist. 

Man kann aber aus den Gleichungen (6) noch eine andere Folgerung ab
leiten. Wendet man namlich auf die linke Seite der Gleichungen (6) die 
zweite Grundgleichung des Polarsystems an (Gleichung (118) des 31. Ab
schnitts), so sieht man, dafl die drei Gleichungen (6) auch die drei Glei
chungen nach sich ziehen: 

(8) [U· U'P] = 0, [U· U'Q] = 0, [U· U'R] = 0. 

Darin aber liegt das Ergebnis: Wenn die Pole einer HiilIgeraden U der 
Hesseschen Kurve eines Kegelschnittgewebes hinsichtlich der Gruud
kurven des Gewebes (und damit hinsichtlich ailer Kurven des Gewebes) 
auf einer Geraden U' liegen, so liegen auch umgekehrt die Pole der Ge
raden U' hinsichtlich dieser Kurven auf einer Geraden, niimlich auf jener 
Geraden U Hieraus folgt nach dem Begriff der Hesseschen Kurve eines 
Gewebes, dafl auch die Gerade U' eine HiiIlgerade der Hesseschen Kurve 
des Gewebes bildet. Und in der Tat ergibt sich ja aus den drei Gleichungen 
(8) durch Elimination von U die Gleichung: 

(9) [U'p· U'Q. U'R] = 0, 

welche zeigt, daB auch die Gerade U' der Gleichung der Hesseschen Kurve 
des Gewebes Geniige leistet. 

Da die Geraden U und U' zufolge der Gleichung (7) hinsichtlich einer 
jeden Kurve des Gewebes konjugiert sind, so bezeichnet man sie als kon
jugierte Geraden des Gewebes oder auch als konjugierte Hiillge
raden der Hesseschen Kurve des Gewebes. Auch sagt man, das Ge
radenpaar UU' sei hinsichtlich des Gewebes oder hinsichtlich 
der Hesseschen Kurve des Gewebes konjugiert. 
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Man kann die gewonnenen Ergebnisse in dem Satze zusamrnenfassen: 
Satz 839: Dritter Satz von Hesse: Die Hiillkurve alIer Geraden U 

del' Ebene, deren Pole in bezug auf samtliche Kurven eines Kegel
schnittgewebes auf einer und derselben Geraden liegen, ist eine 
Kurve dritter Klasse, welche nach ihrem Entdecker als die Hesse
sehe Kurve des Gewe bes bezeichnet wird. Die Gerade U', auf del' 
aIle jene Pole liegen, ist selbst eine Hiillgerade del' Hessesehen 
Kune des Gewebes und heiBt der Geraden U hinsichtlich del' 
Hesseschen Kllrve (oder aueh hinsiehtlieh des Gewebes) kon
jugiert (vgl. Fig. 148, S.331). 

Die in einem Kegelschnittgewebe enthaltenen Kegelschnittscharen. Einem 
Kegelschnittgewebe: 
(10) gP + gQ + fR 

gehoren 00 2 raumlieh versehiedene Kurven zweiter Klasse an. Abel' es ent
halt aueh 00 2 versehiedene Kegelsehnittscharen, was man ebenso wie bei dem 
Dualistischen beweisen kann. 

Ferner ergeben sieh wieder wie auf S. 315ff. die Satze: 
Satz 840: Zwei in einem Kegelsehnittgewebe enthaltene vonein

ander verschiedene Kegelschnittscharen haben stets eine abel' 
aueh nur eine Kurve zweiter Klasse miteinander gernein. Und 

Satz 841: Die acht Grundgeraden zweier aus einem Kegelsehnitt-
gewebe entnornmenen Kegelschnittseharen sind Tangenten einer 
un d derselben K urv e zweiter Klasse. 

Die Hessesche Kurve eines Kegelschnittgewebes als Hiillkurve de,. Trager 
der in dem Gewebe enthallenen Punktpaare. Das Palm·system einer jeden 
Kune zweiter Klasse des Kegelsehnittgewebes (10), insbesondere aueh das 
Polarsystem Zeiner in ein Punktpaar zerfallenden Kune des Gewebes, laRt 
sieh in der Form darstellen: 

(11) z=pP+qQ+rR, 

in der p, q, r drei Zahlgrof.len sind. 
Der Trager T einer in ein Punktpaar zerfallenden Kurve zweiter Klasse 

ist nun aber nach dem Satze 432 zugleieh die Nullinie des Polarsystems Z 
dieses Punktpaars, das heiSt, er geniigt del' Gleiehung: 

(12) TZ=O, 

die man wegen (11) aueh in del' Form schreiben kann: 

(13) P TP + q TQ + rTR = 0; 

und diese Gleiehung zieht die Gleiehung naeh sieb: 

[14] [TP· TQ· TR] = 0, 
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welche zeigt: Der Trager T eines jeden in dem Kegelschnittgewebe (10) 
enthaltenen Punktpaars Z ist eine Tangente der Hesseschen Kurve des 
Gewebes. Umgekehrt folgt fiir jede Gerade T, die der Gleichung (14) der 
Hesseschen Kurve des Gewebes Genuge lei stet, auf Grund dieser Gleichung 
zugleich das Bestehen einer Gleichung von der Form (13), also auch das 
Bestehen einer Gleichung von der Form (12), in der Z die Bedeutung (11) 
hat. Die Gleichung (12) ist aber auch eine hinreichende Bedingung fiir das 
Zerfallen der Kurve zweiter Klasse Z. Es ist somit bewiesen, daB aueh 
umgekehrt jede Tangente T der Hesseschen Kurve des Gewebes der Trager 
eines in dem Gewebe enthaltenen Punktpaars ist, und man hat somit den. 
Satz: 

Satz 842: Vierter Satz von Hesse: Die Hessesche Kurve eines 
Kegelschnittgewebes ist die Hiillkurve der Trager aller in dem 
Gewebe enthaltenen Punktpaare. 

Eigenschaften konjugierter Hiillgeraden der Hesseschen Kurve eines Kegel
schnittgewebes. Man gelangt zu neuen Satzen iiber die Hessesche Kurve 
eines Kegelsehnittgewebes, wenn man den aehten Satz von Chr. v. Staudt 
(Satz 717) auf die drei Grundkurven des Kegelsehnittgewebes anwendet. 

Es seien also U und U', V und V' zwei Paare konjugierter Hiillgeraden 
der Hessesehen Kurve eines Kegelschnittgewebes; clann sind die beiden 
Geradenpaare hinsiehtlieh der drei Grundkurven P, Q, R des Gewebes und 
damit iiberhaupt hinsichtlieh samtlieher Kurven des Gewebes konjugiert. 
Und konstruiert man sieh das vollstandige Viereck, das die Geraden U und 
V' und ebenso aueh die Geraden V und V' zu Gegenseiten hat, dessen 
Eeken also die Eeken des einfachen Vierseits V VV' V' sind, d. h. die Punkte: 

[UV], [VU'], [V' V'], [V'UJ, 

so folgt nach dem Satze 717, daB aueh die Geraden: 

W = rVV· U'V'] und W' = [VU' · UV'] 

des dritten Paars Gegenseiten dieses vollstandigen Vierecks hinsiehtlich 
samtlicher Kurven des Gewebes konjugiert sind, woraus hervorgeht, daB 

erstens die Geraden W und W' zwei Hiillgeraden der Hesseschen 
Kurve des Gewebes sind, und daB sie 

zweitens aueh als konjugierte Hiillgeraden der Hesseschen Kurve be
zeichnet werden diirfen (Fig. 149). 

Man hat also den Satz: 

Satz 843' Sind zwei Paare Gegenseiten eines vollstandigen Vier
eeks konjugierte Hiillgeraden der Hesseschen Kurve eines Kegel
schnittgewebes, so sind auch die Geraden des dritten Paars Ge
genseiten dieses vollstandigen Vierecks zwei Hiillgeraden dieser 
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Hesseschen Kurve, "and zwar ebenfalls ein Paar konjugierte Hiill
geraden der Kune. 

Konstruktion eineelner Hiillgeraden der Hesseschen Kurve eines Kegel
schnittgewebes. Man kann auf Grund der entwickelten Siitze von der Hesse
schen Kurve eines durch drei Kurven zweiter Klasse P, Q, R als Grund
kurven bestimmten Kegelschnittgewebes gP + ~Q + fR jetzt ziemlich 
leicht eine ganze Reihe von Hiill-
geraden finden. 

Erstens namlich erhalt man 
jedesmal drei Hiillgeraden der 
Hesseschen Kurve des Gewebes, 
wenn man an irgend fJwei von 
den drei Grundkurven P, Q, R ---~~=-+---==~7L--=--:::-
des Gewebes, s. B. an die Kurven 
Q und R, die vier gemeinsamen 
Tangenten legt und in dem so be
stimmten volli;tiind£gen Vierseit die 
Nebenseiten 7construiert, d. h. die 
drei Paare Gegenecken dieses 
vollstandigen Vierseits verbindet. 
Dann bilden diese Verbindungs
linien, sie mogen heiBen A, B, 0, 
die Seiten des gemeinsamen Pol

Fig. 149. 

dreiseits der dem Gewebe angehorendenKegelschnittschar~ Q+fR. Nach 
S.332ft'. des ersten Teils dieses Bandes sind aber die Seiten des gemeinsamen 
Poldreiseits der Schar ~ Q + fR zugleich die Trager der drei in derScbar ent
baltenen, in ein Punktpaar zerfallenden Kurven zweiter Klasse, und diese 
Punktpaare sind nichts anderes als die drei Paare Gegenecken des zur Kon
struktion des gemeinsamen Poldreiseits der Schar benutzten vollstandigen 
Vierseits. Da endlich die zerfallenden Kurven der Schar ~ Q + lR wie alIe 
Kurven dieser Schar auch dem Gewebe gP+ ~ Q + fR angehiiren, so hat 
man in den Geraden A, B, V fJugleich die Trager dreier in dem Gewebe ent
haltenen Pltnktpaare und damit nach Sate 842 drei Hiillgeraden der Hesse
schen Kurce des Gewebes. Auf dieselbe Weise erhalt man in den Seiten 
D, E, Fund G, H, J der gemeinsamen Poldreiseite der Kurven R, P 
und P, Q secbs weitere Hiillgeraden der Hesseschen Kurve des Gewebes 
und gewinnt also durch dreimalige Konstruktion eines vollstandigen Vier
seits gemeinsamer Tangenten an zwei Grundkurven des Gewebes und Hin
zufiigung seiner Nebenseiten im Ganzen neun Hiillgeraden: 

A, B, V, D, E, F, G, H, J 
der Hessescben Kurve des Gewebes. 
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Zweitens kann man leicht zu jeder von den neun Hiillgeraden A, 
B, ... , J der Hesseschen Kurve des Gewebes die konjugierten Hull
ge;raden dieser Kurve bestimmen. Da namlich die nenn Hullgeraden: 

A, B, 0, D, E, F, G, H, J 

die Seiten der gemeinsamen Poldreiseite der Kurvenpaare: 

Q, R, R, P, P, Q 

bilden, so lassen sich die ihnen konjugierten Hiillgeraden A', B', ... , J' 
entsprechend den Formeln konstruieren: 

(15) 
JA' = [AP· BG], 

IB' = [BP· GA], 
0' = [GP· AB], 

D' = [DQ . EF], 

E' = [EQ· FD], 

F' = [FQ . DE], 

G' = [OR. HJ], 

H' = [HR· JO], 

J' =' [JR· OR], 

indem ja z. B. die zu A konjugierte Hiillgerade A' durch den Pol AP 
von A hinsichtlich P und durch den gemeinsamen Pol [BG] von A hin
sichtlich der Kurven Q und R hindurchgehen mutt 

Auf diese Weise hat man bis jetzt drei Tripel von Paaren konjugierter 
Hiillgeraden der Hesseschen Kurve des Gewebes gewonnen, namlich: 

1 
das Tripel A, A', B, B', 0, 0', ferner 

(15) das Tripel D, D', E, E', F, F', und endlich 

das Tripel G, G', H, H', J, J'. 

Man hat also bereits 18 Hiillgeraden der Kurve. 
Drittens endlich liefern dann je swei Paare konjugierter Hiillge;raden 

der Hesseschen Kurve des Gewebes nach dem Satze 843 nock ein weite;res 
Paar konjugierter Hiillgeraden. Konstruiert man namlich zu einem voU
standigen Viereck, von dem zwei Paare konjugierter Hiillgeraden der 
Hesseschen Kurve des Gewebes zwei Paare Gegenseiten hilden, das 
dritte Paar Gegenseiten, so sind nach dem genannten Satze diese Gegen
seiten ebenso wie die beiden ersten Paare Gegenseiten nicht nur iiber
haupt Hiillgeraden der Hesseschen Kurve des Gewebes, sondern auch 
konjugierte Hiillgeraden dieser Kurve. 

Dabei mu1\ man freilich die beiden Paare konjugierter Hiillgeraden, durch 
die man ein neues Paar konjugierter Hiillgeraden der Hesseschen Kurve 
des Gewebes hestimmen will, zwei versckiedenen von den drei unter (15) 
aufgefiihrten Tripeln von Paaren konjugierter Hiillgeraden entnehmen, weil 
zwei Geradenpaare eines und desselben Tripels eben nur das dritte Geraden
paar dieses Tripeis und so mit kein neues Geradenpaar Hefern wilrden. 

Will man etwa dasjenige Pasr konjugierter Hiillgeraden K, K' ermitteln, 
das durch die heiden Paare konjugierter Hiillgeraden A, A' und D, D' der 
Hesseschen Kurve des Gewebes bestimmt wird, so konstruiere man zunachst 
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die vier Ecken des vollstandigen Vierecks, das die Geraden A und A', D 
und D' zu Gegenseiten hat, dessen Eeken also die Eeken des einfaehen 
Vierseits ADA'D', d. h. die Punkte: 

[AD], [DA'], [A'D'], [D' A] sind. 

Dann bildet das dritte Paar Gegenseiten dieses vollstandigen Vie reeks, 
d. h. das Geradenpaar: 

(16) K = [AD· A'D'J und K' = [DA' . D' AJ 

(S. 334), das gesllehte dritte Paar konjugierter Hiillgeraden der Hessesehen 
Kurve des Gewebes. 

Weiteres iiber konjugierte HiiUgeraden der Hesseschen Kurve eines Kegel
schnittgewebes. Von dem Satze 843 laSt sieh genau so wie bei dem Duali
stischen die folgende Umkehrung beweisen (vgl. die obige Fig. 149): 

Satz 844: U mkehrung von Satz 843: Bringt man eine Hiillgerade 
fV der Hessesehen Kurve eines Kegelschnittgewebes, von der wir 
voraussetzen wollen, daB sie nicht zerfiiJlt, zum Sehnitt mit zwei 
konjugierten Hiillgeraden U und U' dieser Kurve, so geht von 
den Sehnittpunkten [WV] und [WU'] noch je eine weitere Hiill
gerade Vund V' an die Kurve, und diese Hiillgeraden V und V' 
sind ebenfalls hinsiehtlich der Kune einander konjugiert, und 
auBerdem ist die Verbindungslinie W' der Punkte [UV'] und 
[VV'] die zu der Hiillgeraden W konjugierte Riillgerade der 
Hesseschen Kurve des Gewebes. 

Aus dem Satze 843 ergibt sieh endlich noeh ein Sondersatz, wenn man die 
beiden Hiillgeraden V und V und damit dann auch die beiden Hiillgeraden V' 
und V' in je eine einzige Hiillgerade U und U' zusammenriieken HiSt. Dann 
verwandeln sieh die Ecken [VV] und [U' V'] des in dem Satze 843 genannten 
voUstandigen Viereeks in die Beriihrungspunkte der Hiillgeraden U und V' 
mit del' Hessesehen Kurve des Gewebes, und man erhalt den Satz: 

Satz 845: Verbindet man die Be-
riihrungspunkte zweier konju-
gierten Hiillgeraden V und V' 
de r Hess es chen K u rv e em es ---~-'=~--t-==-#--=--c-. 
Kegelsehnittgewebes, so ist die 
Ver b indungslinie W wiederum 
eine Hiillgerade der Hessesehen 
Kurve, und zwar ist diese Hiill
gerade konjugiert zu der dritten 
Tangente W', die sich vomPunkte 
[V V'] an die Hessesche Kune des 
Gewebes legen laSt (Fig. 150). 

Gra8mann, Projektive Geomctrie d. Ebene 1I,2 

Fig. 150. 
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Da ferner zu einer jeden Hiillgeraden der Hesseschen Kurve eines Kegel
schnittgewebes ihre konjugierte Hiiilgerade eindeutig bestimmt ist, so gilt 
auch die Umkehrung: 

Satz 846: Umkehrung zu Satz 845: Sind U und U' zwei konju
gierte Hiillgeraden der Hesseschen Kurve eines Kegelschnitt
gewebes, ist we iter W' die dritte Tangente, die sich von dem 
Schnittpunkte [UU'] jener beiden Hiillgeraden an die Hessesche 
Kurve des Gewebes legen HiBt, und ist endlich W die zu W' kon
jugierte Hiillgerade der Hesseschen Kurve, so sind die Punkte 
[UW] und [U' W] die Beriihrungspunkte dieser Hesseschen Kurve 
mit ihren HiiUgeraden U und U'. Man kann dies auch so ausdriicken 
(vgl. S.301): Die Tangentialgeraden zweier konjugierten Hiill
geraden der Besseschen Kurve eines Kegelschnittgewebes fallen 
in eine einzige Biillgerade dieser Kurve zusammen, und diese 
Biillgerade ist konjugiert zu der dritten Tangente, die sich von 
dem Schnittpunkte jener beideu konjugierten Biillgeraden an 
die Hessesche Kurve legen liiBt. 

Die Hessesche Kurve eines Kegelschnittgewebes und einer Kurve dritter 
Klasse. 1st die Gleichung einer Kurve dritter Klasse wie im 52. Abschnitt 
in del' Form gegeben: 
(17) as Us = 0, 

wo as eine tern are Liickenform dritter Klasse ist, und ist: 

(18) 

ein Stab einer beliebigen Geraden der Ebene, so lautet die Gleichung ihres 
konischen Pols in bezug auf die Kurve (17): 

(19) asG U2 = ° 
oder wegen (18): 

(20) 91 asEl U2 + 92asE2 U 2 + 9sasEa U2 = O. 

LiiBt man in dieser Gleichung die ZahlgroBen gu 92' gs aile moglichen 
reellen Zahlwerte durchlaufen, so stellt die GIeichung (20) das Kegelschnitt
gewebe dar, das die Kurven zweiter Klasse: 

(21) asE1 U2 = 0, aS E2 U2 = 0, asEs U2 = 0, 

d. h. die konischen Pole der Seiten des Fuudamentaldreiecks, zu Grundkurven 
hat, und man hat den Satz: 

Satz 847: Die konischen Pole sam tlicher Geraden der Ebene in 
bezug auf eine K urve dritter Klasse bi1den zllsammen ein Kegel
schnittgewe be. 
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Ferner beweist man wie beim Dualistischen den Satz: 
Satz 848: Die konischen Pole der Geraden eines Strahlbiischels 

hinsichtlich einer Kurve dritter Klasse bilden eine Kegelschnitt
sch ar, und umgekehrt gehoren zu allen Kurven einer Kegelschnitt
schar, die in einem Gewebe konischer Pole hinsichtlich einer 
Kurve dritter Klasse enthalten sind, als Polaren die Geraden 
eines Strahlbuschels. 

Man kann jetzt aber weiter zeigen, daB die Hessesche Kurve des Ge
webes (20) der konischen Pole einer Kurve dritter Klasse (17) mit der 
Hesseschen Kut've dieser Kurve dritter Klasse selbst identisch ist. 

Die Gleichung der H esseschen Kurve des Gewebes (20) ergibt sich, wenn 
man nach solchen Geraden V der Ehene fragt, deren Pole in bezug auf die 
3 Grundkurven (21) des Gewebes in einer und derselben Geraden W liegen. 
Nun lauten die Gleichungen der 3 Pole einer festen Geraden V in bezug 
auf die 3 Grundkurven (21) des Gewebes: 

(22) aS EI VW = 0, aaE2 VW = 0, asEs VW = 0, 

wobei W den laufenden Strahl der Strahlbiischel bedeutet, die diese 3 Pole 
zu Scheiteln hahen. Soilen also diese 3 Pole in derselben Geraden: 

(23) 

enthalten sein, so mussen die 3 Gleichungen (22) durch diese Gerade W 
gleichzeitig befriedigt werden. Diese Gleichungen (22) nehmen aber bei 
Einfiihrung des Ahleitausdrucks (23) die Form an: 

lttJl a s VEl2 + ttJ2 Us VEI~2 + ttJsas VEIES: 0, 
(24) ttJlaS VE2 E I + ttJ2 Us VE2 + ttJsas VE2ES - 0, 

ttJI Us VEsEl + ttJ2a S VEsE2 + ttJsas VES2 = O. 

Und damit <liese 3 Gleichungen ein von dem Losungssystem: 

ttJ! = 0, ttJ2 = 0, ttJs = ° 
verschiedenes Losungssystem aufweisen, ist notwendig und hinreichend, daB 
die Determinante der Gleichungen (24) verschwindet, daB also die Gleichung 
bestehe: 

as VE1 2, as VE1 E2 , as VEIEs 

(25) as VE2 E I, as VE22, (ta VE2 E S = O. 

as YE.~ElI Us VEsE2' as VEs2 

Diese Gleichung ist somit die Gleichung der Hesseschen Kurve des Ge
webes (20). Sie ist aber mit der Gleichung (16) des 53. Abschnitts fiir die 
Hessesche Kurve der Kune dritter Klasse Us gleichbedeutend, wie beim 
Dualistischen ausfiihrlich bewiesen worden ist. Man hat daher den Satz: 

22* 
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Satz 849: Die Hessesche Kurve eines Kegelschnittgewebes, das 
von den konischen Polen einer Kurve dritter Klasse gebildet 
wird, ist zugleich die Hessesche Kurve dieser Kurve dritter 
Klasse selbst. 

Man kann noch hinzufiigen: Wie die Vergleichung del' Gleichungen (22) 
mit den Gleichungen (11) des 53. Abschnitts zeigt, ist die Zuordnung kon
jugierter Hiillgeraden der Hesseschen Kurve des Gewebes konischer Pole 
einer Kurve dritter Klasse as identisch mit der Zuordnung zwischen den 
Triigern der in ein Punktpaar zerfallenden konischen Pole der Kurve as und 
ihren Polaren hinsichtlich diesel' Kurve. 

Die eindreideutige Beziehung zwischen einer Kurve dritter Klasse und ihrer 
Hesseschcn Kurve. Wie oben auf S. 306ft'. gezeigt ist, besitzt eine Kurve 
dritter Klasse as mit ihrer Hesseschen Kurve hs dieselben Riickkehrtan
genten und somit auch dieselben Treft'punktsdreiecke ihrer Riickkehrtangen
ten. Die kanonischen Formen del' Gleichungen beider Kurven konnen sich 
daher nur durch ihren Parameter unterscheiden. Bezeichnet man den Para
meter der kanonischen Form del' Kurve as mit~, denjenigen del' kanonischen 
Form der Hesseschen Kurve hs mit ~, so lauten die kanonischen Formen 
del' Gleichungen beider Kurven: 

(26) [el U]S + [e2 UJs + [cs U]S - 3~[el U][e2 UJ[es U] = 0, 

(27) [el U]s + [e2 UJs + [es U]3 - 3~[el UJ[~ UJ[es U] = 0, 

und man beweist dann wieder wie beim Dualistischen, daB zwischen den 
Parametern ~ und ~ del' Kurven as und hs die Beziehung herrscht: 

4, - Si'3 
(28) --st! = 3~, 

d. h. eine Gleichung, die in bezug auf ~ linear und in bezug auf ~ yom 
dritten Grade ist. Es wird also wieder die Hessesche Kurve hs durch die 
Urkurve dritter Klasse as eindeutig bestimmt, wiihrend es umgekehrt zu einer 
gegebenen Hesseschen Kurve dritter Klasse hs drei im allgemeinen verschie· 
dene Urkurven as', as" as'" gibt, die den 3 aus del' Gleichung (28) bei ge
gebenem ~ entsprechenden Werten von ~ zugehoren. Und da einer jeden 
von den 3 Urkurven ein Gewebe von konischen Polen entspricht, und ein 
jedes solche Gewebe auf del' Hesseschen Kurve hs eine Zuordnung konju
gierter Tangenten bestimmt, so erhiilt man auf del' Hesseschen Kurve hs 
auch drei im allgemeinen verschiedene Zuordnungen konjugierter Tangenten, 
die man als konjugiert in Riicksicht auf die Urkurve aa' odeI' auf 
die Urkurve as" oder endlich auf die Urkurve as'" bezeichnen kann. 

Dieses Ergebnis wird dadurch bestiitigt, daB auch die U mkehrung der 
dem Satze 845 entsprechenden Konstruktion dreideutig wird. Nach dies em 
Satze ist die Verbindungslinie der Beriihrungspunkte zweier konjugierten 
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Hiillgeraden U und U' der Hesseschen Kurve eine weitere Hiillgerade W 
der Hessesehen Kurve. Markiert man aber umgekehrt den Beriihrungs
punkt einer Hiillgeraden U der Hesseschen Kurve und bestimmt die Tan
gentialgerade W der Tangente U, d. h. (vgl. S. 301) diejenige Tangente W 
der Hessesehen Kurve, die sieh von dem Beriihrungspunkte der Tangente 
U auBer dieser Tangente U selbst an die Hessesche Kurve ziehen laBt, so 
schneidet nach dem Satz 794 die Tangente W die Hessesche Kurve auBer 
in dem Beriihrungspunkte der Geraden U und dem doppelt zu zahlenden 
Beruhrungspunkte der Geraden W selbst 
noeh in 3 weiteren Punkten. Die Tan
genten in diesen 3 Punkten an die 
He sse sche Kurve mogen bezeichnet 
werden mit U', U", U'" (Fig. 151). 
Und je nachdem man die Tangente U' 
oder die Tangente U" oder endLich die 
Tangente U'" als konjugierte Hiillgerade 
der Tangente U auffaBt, erbiilt man 
auf der Hesseschen Kurve drei ver
schiedene Systeme konjugierter HiiUge
raden. Denn man kann ja. nach dem im 
Satze 844 angegebenen Verfahren zu 

9L 

Fig. 151. 

jeder weiteren Tangente V der Hesseschen Kurve die konjugierte Tangente V' 
(oder V" oder V"') konstruieren, sobald ein Paar zugeordneter Tangenten U 
und U' (oder U und U" oder U und U''') gegeben ist. 

Weitere geometrische Beziehungen zwischen einer Kurve dritter Klasse und 
ihrer Hesseschen Kurve. Nach dem Satze 801 zerfallt der konische Pol 
as U einer Hiillgeraden U der Hesseschen Kurve hs einer Kurve dritter 
Klasse as hinsichtlich dieser Urkurve as in ein Punktpaar. Insbesondere 
sind also die konischen Pole as U und as U' zweier konjugierten Hiillgeraden 
U und U' der Hesseschen Kurve hs hinsichtlich der Urkurve a3 zwei 
Punktpaare, und zwar hat nach S. 340 der konische Pol as U der Geraden 
U die Gerade U' zum Trager, und umgekehrl der konische Pol as U' der 
Geraden U' die Gerade U zum Trager. 

Die 4 Verbindungslinien, welche die Punkte des Punktpaars as U mit denen 
des Punktpaars as U' verbinden, bilden dann die Grundgeraden der nach dem 
Satze 848 dem Strahlbiischel mit dem Scheitel [UU'] zugeordneten Schar: 

(29) uas U + u' as U' 
von konischen Polen der Kurve lis. Bezeichnet man diese 4 Verbindungs
linien mit K, L, H, N in der Verteilung, daB das Punktpaar [NM], [KL] 
die Gerade U' zum Trager hat und den konischen Pol as U der Geraden U 
darstellt, wahrend das Punktpaar [NK], [LM] die Gerade U zum Trager 

1J/ 
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hat und den konischen Pol as U' der Geraden U' bildet (Fig. 152), so ent
sprechen nach dem Satze 848 den samtlichen konischen Polen (29), d, h. 
den Kurven der Kegelschnittschar, welche die 4 Geraden K, L, M, N zu 
Grundgeraden hat, als Polaren hinsichtlich der Kurve all die Strahlen des 

Strahlbiischels mit dem Schei
tel [UU']. 

Nun ist aber in dieser Kegel
schnittschar auBer den beiden 
genannten Punktpaaren noch 
ein drittes Punktpaar, namlich 
das Punktpaar [NL], [MK], 
enthalten. Sein Trager Z ist 
also nach dem Satze 801 eine 

AZa 'U Tangente der Hesseschen 
Kurve h31 und dasselbe gilt 
von der Pol are Z' dieses Punkt
paars hinsichtlich der Kurve as' 
Diese aber gehort als Polare 
einer Kurve der Schar (29) 
nach dem Satze 848 zugleich 
auch dem Strahlbiischel mit 
dem Scheitel [U U'] an, und ist 
also, da sie von den Geraden U 
und U' verschieden sein md, 
die dritte Tangente, die man 
vom Punkte [U U'] an die 
Hessesche Kurve hs ziehen 
kann. Zugleich ist die Gerade 
Z', als Polare des in ein Punkt
paar zerfallenden konischen 
Pols mit dem Trager Z, zu der 

it' !;7c..YJ Geraden Z in bezug auf die 
Hessesche Kurve hs konju-

Fig. 152. 
giertj und als konjugierte Ge

rade zur Geraden Z' ist nach dem Satze 846 die Gerade Z die gemeinsame 
Tangentialgerade der Hiillgeraden U und U' der Hesseschen Kune hs, 
d. h. die Punkte [UZ] und [U' Z] sind die Beriihrungspunkte der Hesse
schen Kurve hs mit den Hiillgeraden U und U'. 

Die Punkte [U' Z] und [UZ] haben nun aber 3uch eine Bedeutung fur 
die Urkurve as' Es ist namlich der Punkt [U' Z] der punktuelle Pol as UJ 
der Geraden U in bezug auf die Kurve as und der Punkt [U Z] der punk
tuelle Pol a,s U'i der Geraden U' in bezug aufdieselbe Kurve. Denn der 
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punktuelle Pol der Geraden V hinsichtlich der Kurve as ist zugleich der 
Pol der Geraden U in bezug auf den konischen Pol as U der Geraden U 
hinsichtlich as, d. h. in bezug auf das Punktpaar [NM], [KL], und del' 
Pol der Geraden U in bezug auf dieses Punktpaar liegt nach dem Satze 432 
auf dem Trager U' des Punktpaars und wird von der Geraden U durch 
dieses Punktpaar harmonisch getrennt. 

In dem vollstandigen Vierseit KLMN bilden nun aber die Geraden: 

V=[NK.LM], 

Z=[NL.MK], 

U'= [NM· KL] 

die 3 Nebenseiten, und nach dem Satze 302 werden in diesem vollstandigen 
Vierseit die von der Nebenecke [VZ] ausgehenden Nebenseiten U und Z 
durch die auf der gegeniiberliegenden Nebenseite V' gelegenen Ecken [N M] 
und [K L] des Vierseits harmonisch getrennt. Folglich ist del' Punkt [ U' Z] 
der Pol der Geraden U in bezug auf das Punktpaar [NM] und [KL], also 
auch der punktuelle Pol as U2 del' Geraden U in bezug auf die Kurve all' 
Man hat daher den Satz: 

Satz 850: Der pun ktu elle Pol as U2 einer Hiillgeraden U der Hes
seschen Kurve hs einer Kurve dritter Klasse as in bezug auf die 
Urkurve as ist der Beriihrungspunkt der Hesseschen Kurve Its mit 
derjenigen Tangente U', die der Tangente U der Hesseschen Kurve 
in Riicksicht auf die Urkurve as konjugiert ist (vgl. die obige 
Fig. 152). 

Diesen Satz wende man insbesondere auf eine Riickkehrtangente R. der 
Kurve dritter Klasse as, z. B. auf die Riickkehrtangente R2 an. l ) Dazu be
darf es noch einiger Vorbereitungen: Nach dem Satze 788 ist der punktuelle 
Pol einer jeden Tangente einer Kurve dritter Klasse (die nicht gerade mit 
einer Doppeltangente der Kurve zusammenfallt), der Beriihrungspunkt dieser 
Tangente mit der Kurve. Der punktuelle Pol a S R22 der Riickkehrtangente R2 
der Kurve as in bezug auf diese Kurve wird also durch den Riickkehrpunkt 
k2 der Riickkehrtangente R2 gebildet 2) (Fig. 153). Andererseits zerfallt der 
konische Pol a S R2 der Riickkehrtangente R2 in bezug auf die Kurve as nach 
dem Satze 804 in den Riickkehrpunkt k2 und den harmonischen Pol h2 
dieser Riickkehrtangente R2 . Nun gehOrt nach dem Satze 806 die Riickkehr-

1) Vgl. zum Folgenden: H. Wieleitner, Theorie der ebenen algebraischen Kurven 
h5herer Ordnung, Leipzig 1905, S. 232ff. 

2) Wir bezeichnen von jetzt ab mit Riicksicht auf eine spater zu entwickelnde Be
ziehung der Kurve dritter Klasse as zu einer gewissen Kurve dritter Ordnung (vgl. 
Satz 872), die bieher mit r 1 , r j , rs bezeichneten reellen Riickkehrpunkte der Kurve an 
mit ku kj' k., wodurch da.nn die Buchstaben ru r 2 , rg fur die Riickkehrpunkte der 
Heseeschen Kurve hg von as frei werden. 
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tangente R2 der Kurve as zugleich ihrer Hesseschen Kurve hs als Ruck
kehrtangente an, llnd die zu dieser Ruckkehrtangente in Riicksicht auf die 
Urkurve as konjugierte Tangente T2 der Hesseschen Kurve hs ist der 
Trager des konischen Pols aS B2 der Riickkehrtangente R'j hinsichtlich as, 
d. h. diejenige Gerade, welche den Riickkehrpunkt k2 der Riick
kehrtangente R2 der Kurve as mit dem harmonischen Pole h2 

dieser Ruckkehrtangente in be
zug auf as verbindet. 

Nunmehr greifen wir auf den 8atz 
850 zuruck. Nach ihm ist der punk
tuelle Pol einer jeden Hiillgeraden U 
der Hesseschen Kurve Ils in bezug 
auf die Urkurve as der Beruhrungs
punkt der Hesseschen Kurve hs 
mit derjenigen Tangente U' der 
Kurve ha, die der Tangente U der 
Hesseschen Kurve in Riicksicht auf 
die Urkurve as konjugiert ist; es 
muB also auch der punktuelle Pol 
der Ruckkehrtangente R'j der Kurve 
as in bezug auf diese Kurve, d. h. 
eben der Ruckkehrpunkt k2 der Ruck
kehrtangente Ri von as, zugleich 
ein Punkt der He sse schen Kurve 

Vis sein, und die Tangente im Punkte 
k2 an die Hessesche Kurve hs 
muB mit dem Trager T'j des ko-

"3 nischen Pols as R'J der Riickkehrtan-
Fig. 153. gente R j hinsichtlich a.s zusammen-

fallen. Mit andern Worten: Die Hessesche Kurve hs geht nicht nur durch 
den zur Riickkehrtangente R2 gehOrenden Riickkehrpunkt k, der Kurve as 
hindurch, sondern sie beriihrt in ihm zugleich diejenige Gerade T'J' die 
dies en Riickkehrpunkt k2 mit dem harmonischen Pol hi der Riickkehr
tangente R2 verbindet. Man hat also den Satz: 

Satz 851: Die Hessesche Kurve hs einer Kurve dritter Klasse aa 
geht durch die Riickkehrpunkte dieser Kurve hindurch und hat 
in ihnen diejenigen Geraden zu Tangenten, die diese Riickkehr
punkte mit den harmonischen Polen der zugehorigen Ruckkehr
tangenten verbinden (vgl. wieder die obige Fig. 153). 

Aus dem Beweise des 8atzes 850 kann man noch eine andere SchluB
folgerung ziehen. Nach dies em Beweise sind die punktuellen Pole der Ge
raden U und Ut hinsichtlich der Kurve as beziehlich die Punkte [U' Z] und 
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[UZ]. Diese punktuellen Pole liegen somit beide auf der Geraden Z. Nach 
dem Satze 784 muS dann umgekehrt der konische Pol der Geraden Z die 
Geraden U und U' zu Hiillgeraden haben. Da aber die Po]are Z dieses ko
nischen Pols eine Tangente der Hesseschen Knrve hs von as bildet, so zer
taUt dieser konische Pol in ein Punktpaar, und der Trager dieses Punkt
paars ist die zu Z konjugierte Tangente Z' der Hesseschen Kurve. Da. 
ferner der Trager Z' des Punktpaars mit den Geraden U und U' durch einen 
Punkt geht, so ist der Punkt UZ' U' der eine Punkt dieses Punktpaars (vgl. 
die obige Fig. 152). Damit ist der Satz bewiesen: 

Satz 852: Der Schnittpunkt [UU'] zweier in Rucksicht auf eine 
Urkurve dritter Klasse as konjugierten Hiillgeraden U und U' 
ihrer Hesseschen Kurve hs ist zugleich der eine Teil eines Punkt
paars, das den konischen Pol einer weiteren Hullgeraden der 
Hesseschen Kurve hs in bezug auf die Urkurve as bildet, niimlich 
derjenigen Hiillgeraden Z der Hesseschen Kurve hs, die in Riick
sicht auf die Urkurve as konjugiert ist zu der dritten Tangente 
Z', die sich von dem Punkte [UU'] an die Hessesche Kurve hs 
legen 1313t. 

Den andern Punkt des Punktpaars asZ findet man, indem man eine nicht. 
durch den Punkt [UU'] gehende Tangente T eines Schnittpunktes der Ge
raden Z und der Kurve as mit der Geraden Z' zum Schnitt bringt. 

Abschnitt 58. 

Apolare Gebiete von Polarsystemen. 

Die Gebiete sechster Sture alZer Potenzformen zweiter Ordnung unil zweiter 
Klasse. Die Begriffe Kegelschnittnetz und Kegelschnittgewebe gestatten es,. 
die oben entwickelten Eigenschaften apolarer Polarsysteme nach verschie
denen Seiten hin zu erganzen. N ach S. 177 la13t sich jede Potenzform zwei
ter Ordnung A(9) als Vielfachensumme der sechs "Einheiten zweiter Ordnung": 

Ell, E .. l, Es!, EJES' EsEl1 ElE, 
d. h. durch eine Summe von der Form darstellen: 

(1) A(2) = OUElI + Q2JE29 + ossEs' + 2n2sEI Es + 2nS1ESEl + 2oU E 1 E 2 " 

Und diese Potenzform war der analytische Ausdruck fur diejenige Kurve 
zweiter Ordnung, deren Gleichung lautet: 

(2) [A(')x'] = 0 

oder in Dreieckskoordinaten ~11 ~2' ~s: 

(3) ~1~11 + n!t~211 + ass~sll + 2oJs~J~S + 2os1ts~1 + 2~1~1~2 = O. 
Nun wollen wir eine Potenzform zweiter Ordnung A(2) dann und nur

dann gleich Null setzen, wenn sie mitjedem Punktquadrat Xl kombinatorisch 
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multipliziert die ZahlgroBe 0 liefert, wenn also fiir sie die Gleichung (2) 
identisch, d. h. fiir jeden Wert von x, erfiilIt wird, oder was auf dasselbe 
hinauskommt, wenn die Gleichung (3) fiir jedes Wertsystem ~l' ~2' ~s be
friedigt wird. Do. dies aber nur dann eintritt, wenn aIle sechs Koeffizienten 
aik der Gleichung (3) = 0 sind, so darf die Sum me auf der rechten Seite 
von (1) auch nur dann =- 0 gesetzt werden, wenn aile sechs GroJ3en Qn, 
i, k = 1, 2, 3, verschwinden. Daraus folgt, daB zwischen den sechs Einheiten 
zweiter Ordnung: 

Ell!, E2i, ES2, E 2 Es, EsElI E1E, 
keine lineare Beziehung herrscht, daB diese seehs Einheiten sweiter Ordnung 
also linear unabhangig voneinander sind. 

Und da nach der Gleichung (1) jede Potenzform sweiter Ordnung als Viel
fachensumme der seeks voneinander linear unabhiingigen Einheiten zweiter 
Ordnung darstellbar ist, und entsprechend sichjede Potenzform sweiter Klasse 
als Vielfachensumme der seeks voneinander linear unabhiingigen Einheiten 
zweiter Klasse: 

e1', e,', est, e,les' esell e1eS 
ausdriicken laBt, so hat man den Satz: 

Satz 853: Die Gesamtheit alIer Potenzformen zweiter Ordnung 
und ebenso die Gesamtheit alIer Potenzformen zweiter Klasse in 
der Ebene bildet ein Gebiet sechster Stufe. 

Wir sagen namlich in Einklang mit Bd. I, S. 290f. von der Gesamtheit 
aller GraBen, die sich als Vielfachensummen von n linear unabhangigen 
GraBen darstellen lassen, sie bilden ein Gebiet n ter Stufe. 

Das Gebiet {un{iel" Sture von Potens{ormen sweiter Klasse und die su ikm 
apolare Potens{orm sweiter Ordnung. Sind (unf voneinander linear unab
hangige Potenzformen zweiter Klasse gegeben, d. h. fiinf Potenzformen 
Hweiter Klasse: 

a(2) = 5ll11 e1' -+- ~lle1l2 + ~3Se32 + 2~2Se2e3 + 25lls1 ese1 + 2~12e1e2' 
b(t) = \Bu l1. 2 + \B'2 e,2 + \Bss es 2 + 2 ~,1S e2 es + 2 \Ba1 es e1 + 2 ~12 el ell 

(4) C(2) = ~u el 2 + ~2,e,~ + (£ss13s2 + 2~l!Se,eS + 2~31 eSe1 + 2~12e1 el" 

d(') = i>11 e1' + i>22 e22 + ~3SeS' + 2i)llse213s + 2~SleSel + 2 i)llI el ell' 

e(ll) = ~l1ell! + ~2lIe2' + ~sses2 -+- 2~'3e2eS + 2~SleSel + 2~HIt;e" 
von denen sich keine als Vielfachensumme der vier andern darstellen liiBt, 
so wird eine Potenzform sweiter Ordnung: 
(5) A(2) = QllE~ + Q,2E1 + Qss~ + 2 QSSE2ES + 2 QuESE1 + 2 QU E1E2 

bis auf einen Zahlfaktor durch die Forderung bestimmt, sie solle zu den 
fiinf Potenzreihen zweiter Klasse (4) apolar sein 1). 

1) Vgl. zum Folgenden: Rosanes, tlber Systeme von Kegelschnitten, lIa.thematische 
Annalen, Bd. 6 (1873), S. 264ft". 
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In del' Tat laBt sich ja diese Forderung durch die fiinf Gleichungen aus· 
driicken: 

(6) [.A(2)a(2)] = 0, [A(2)b(2)] = 0, [A(!)C<2)] = 0, [A(2)d(2)] = 0, [A(2)e(2)] = 0, 

und diese wiederum lassen sich nach del' Gleichung (69) des 47. Abschnitts 
ir der Form schreiben: 

rou ~11 + 0 22 ~22 + OS3 ~S3 + ~ OS3 ~!23 + : OSI ~31 + 2 012 ~12 = 0, 
ou ~1l + 022 \822 + 0 33 )S3S + 2 0'3 )S23 + 2 031 )S31 + 2 012 ~12 = 0, 

(7) ) all ~u + 022 (£22 + 0 33 (£S3 + 2 023 ~2S + 2 OSI (£31 + 2 ou ~12 = 0, l °11 ~u + °221)22 + OS3 ~33 + 2 023 ~23 + 2 081 ~31 + 2 012 ~12 = 0, 
ou ~u + 022 ~1I2 + 03~ ~33 + 2 023@23 + 2 031 ~31 + 2 012 ~12 = O. 

Wegen del' linear en Unabhangigkeit der fiinf Potenzformen zweiter Klasse 
a(2), b(2), C<'), d(2), e(2] aber bestimmen die fiinf in bezug auf die sechs Gl'oBen 
Ot k Unearen homogenen Gleichungen (7) die Verhii.ltnisse del' sechs GroBen 
ai k eindeutig und dam it die Potenzform .A(2) bis auf einen Zahlfaktor. Man 
hat also den Satz: 

Satz 854: Eine Potenzfol'm zweiter Ordnung ist bis auf einen 
Zahlfaktor eindeutig bestimmt, sobald fiinf lineal' unabhangige 
Potenzformen zweiter Klasse gegeben sind, zu denen sie apolar 
sein solI. Oder: Eine Kune zweiter Ordnung wird durch fiint' 
lineal' unabhangige Kurven zweiter Klasse, zu denen sie apolar 
sein solI, eindeutig festgelegt. 

Dabei Bollen n Kurven zweiter Ordnung oder zweiter Klasse als linear 
unabhangig voneinander bezeichnet werden, wenn sich keine von den n zu
gehol'igen Potenzformen (oder quadratischen Formen) als Vielfachensumme 
der n - 1 iibrigen darstellen HiBt. 

Aus den Gieichungen (6) folgt durch line are Verkniipfung, daB die Potenz· 
form zweiter Ordnung A(2), die zu den fiinf Potenzformen zweiter Klasse (4) 
apolar ist, zugleich zu siimtlichen Potenzformen zweiter Klasse apolar ist, 
die sich aus jenen Potenzformen zweiter Klasse (4) numerisch ableiten lassen. 

Abel' es bleibt noch zu zeigen, daB auch umgekehrt, wenn die Potenzform 
zweiter Ordnung .AJ2) zu irgendeiner sechsten Potenzform :t.weiter Klasse f(2) 

apolar ist, d. h. wenn neben den Gleichungen (6) die Gleichung: 

(8) [.A(2)f(2)] = 0 

besteht, daB daun die Potenzform P2) sich als Vielfachensumme der fiint' 
Potenzformen (4) ausdriicken laBt. 

In del' Tat tritt dann ja zu den fiinf Gleichungen (7) noch die sechste 
Gleichung hinzu: 

(9) Oll iJu + 022 iJ22 + aS3 iJS3 + 2 02S iJ2S + 2 OSI iJSl + 2 Ou iJj2 = O. 
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Die sechs in bezug auf die sechs GraBen llik linearen homogenen Gleichungen 
(7) und (9) aber ergeben fiir diese sechs GraBen llik nur dann ein nicht ver
schwindendes Losungssystem, wenn die Determinante des Systems der Glei
ehungen (7) und (9) versehwindet, d. h" wenn die Determinante: 

(10) 

~11 m-22 m-S3 2{2S 2{Sl ~12 

mn m22 mss m2S m31 m12 

~11 ~22 ~S3 ~23 ~31 ~12 
~11 ~22 ~3S $b23 $D31 SDl2 

&11 &22 ~3S ®23 ~Sl ®12 

g:1l g:22 ~3S g:23 g:Sl g:12 

ist. Diese Gleiehung aber laBt sieh, da die ffinf Potenzformen a(2}, b(2), C(2), 

d('J}, e(ll} linear unabhangig voneinander sind, nieht anders befriedigen, als 
wenn: 
(11) i, k = 1, 2, 3, 

oder, was dasselbe ist, wenn: 

(12) 1(2) = aa(2) + vb(ll} + ee(ll} + bd(2) + ee(2) 

ist. Darin liegt der Satz: 
Satz 855: 1st eine Potenzform zweiter Ordnung A(2) zu funf linear 

unabhiingigen Potenzformen zweiter Klasse a(2}, b(2), e(2), dIll), e(2) 

apolar, so ist sie auch zu jeder Potenzform zweiter Klasse apolar, 
die sieh aus jenen fiinf Potenzformen zweiter Klasse numerisch 
ableiten la.8t, und auBer den Potenzformen des auf diese Weise 
bestimmten Gebiets fiinfter Stufe von Potenzformen zweiter 
Klasse gibt es keine weiteren Potenzformen zweiter Klasse, die 
zu der Potenzform zweiter Ordnung A(2) apolar waren. 

1st 1(2) eine Potenzform zweiter Klasse, die dem Gebiete fiinfter Stufe von 
Polarsystemen zweiter Klasse angehort, das dureh die ffinf .Potenzformen 
zweiter Klasse: 

bestimmt wird, ist also wie oben: 

(12) 

so kann man nach den in dem Gebiet fiinfter Stufe (12) enthaItenen Potenz
formen [(2) fragen, die einfach oder zweifach entarten. 1st A(lI) diejenige 
Potenzform zweiter Ordnung, die zu den Potenzformen zweiter Klasse jenes 
Gebietes fiinfter Stufe apolar ist, so genugt eine jede Potenzform zweiter 
Klasse [(2) dieses Gebietes der Gleiehung: 

(13) [A(2) 1(2)] = o. 
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SoIl nun die Potenzform zweiter KlasBe /(9) einfach entarten, BO muB sie 
sich alB algebraiBches Produkt zweier Punkte '!I und s, d. h. in der Form: 

(14) 1(2) = ys, 

darstellen lassen. Die GIeichung (13) nimmt also die Form an: 

(15) [A(2) (ys}] = ° 
und besagt, daB die Punkte '!I und s in bezug auf die Kurve A(2) konjugiert 
sind. Nun gibt es auf einer jeden Geraden der Ebene 001 solche Punkt
paare, die einander hinsichtlich einer Kurve zweiter Ordnung konjugiert 
sind. Dieselben bilden auf ihrer Geraden eine Involution, dpren Doppelpunkte 
die Schnittpunkte der Geraden mit der Kurve ..4.(2) sind. Und da eine Ebene 
00 2 gerade Linien enthalt, so sind im ganzen in der Ebene OOS Punktpaare 
vorhanden, die in bezug auf die Kurve A(2) konjugiert sind. Es kommen 
also unter den 004 raumlich verschiedenen Kurven zweiter Klasse des Ge
biets fiinfter Stufe (12) OOS einfach entartende, d. h. in ein Punktpaar zer
fallende Kurven zweiter Klasse vor. Man hat daher den Satz: 

Satz 856: In einem Gebiet fiinfter Stufe von Polarsystemen 
zweiter Klasse sind OOS Punktpaare enthalten. Dieselben sind 
identisch mit denjenigen Punktpaaren, die in bezug auf das zu 
j enem Gebiet apolare Polarsystem zweiter Ordnung A(2) konju
giert sind. Auf einer jeden Geraden der Ebene bilden daher die 
Punktpaare jenes Ge biets eine Involution, und die Doppelp ankte 
dieser Involution sind die Schnittpunkte dieser Geraden mit der 
Kurve A(2). 

Ebenso erledigt sich die Frage nach den sweifach entartenden Polarsyste
men des betrachteten Gebiets fiinfter Stufe. Da namlich die Potenzform/(2) 
eines solchen Polarsystems zweiter Klasse sich als Punktquadrat, also in der 
ji-'orm: 
(16) 

muB darstellen lassen, so nimmt fiir sie die Gleichung (13) die Form an: 

(17) [A(2)X2] = 0, 

woraus hervorgeht, daB die Punkte x, welche doppeltzahlend dem Gebiet 
fiinfter Stufe angehOren, nichts anderes sind als die Punkte der Kurve zweiter 
Ordnung A(2), die zu dem Gebiet fiinfter Stufe apolar ist. Es gibt also 001 

solche Punkte, und man hat den Satz: 
Satz 857: In einem Gebiet fiinfter Stufe von Polarsystemen 

zweiter Klasse gibt es 001 zweifach entartende, d. h. einen dop
peltzahlenden Punkt bildende, Kurven zweiter KlaBBe. Der geo
metrische Ort dieser Punkte ist diejenige Kurve zweiter Ordnung 
..4.(2), die zu jenem Gebiet fiinfter Stufe apolar ist. 
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Das Gebiet vierter Stute von Potenztormen zweifer Klasse und das zu ~hm 
apolare Kegelschnittbiischel. Sind nur vier linear unabhangige Potenzformen 
zweiter Klasse a(2), b(2), C(2), ([(2) gegeben, und wird nach der Gesamtheit der 
Potenzformen zweiter Ordnung gefragt, die zu ihnen apolar sind, so nehme 
man zunachst noch eine fiinfte Potenzform zweiter Klasse e(2) hinzu, die von 
den vier gegebenen Potenzformen zweiter Klasse linear unabhangig ist. Dann 
ist nach dem Satze 854 durch die funf Potenzformen zweiter Klasse a(2), 

b(2), C(2), d(2), e(2) eine zu ihnen apolare Potenzform zweiter Ordnung A(2) bis 
auf einen Zahlfaktor eindeutig bestimmt. 1st ferner [(2) noch eine sechste 
Potenzform zweiter Klasse, die wiederum von den funt Potenzformen a(2), 

b(2), C(2), d(2), e (2) linear unabhangig ist, so ist nach dem Satze 855 die Po
tenzform zweiter Klasse [(2) sicher nicht zu der Potenzform zweiter Ordnung 
A(S) apolar. Und da nach dem Satze 854 auch die fUnf Potenzformen 
zweiter Klasse a(2), b(2), C(2), d(2), [(2) eine zu ihnen apolare Potenzform zwei
ter Ordnung B(2) bis auf einen Zahlfaktor bestimmen, so muS diese von der 
Potenzform A(2) wesentlich, d. h. nicht nur urn einen Zahlfaktor, verschieden 
sein; denn B(2) ist zu f("2) apolar, A(2) dagegen nicht. 

Stellt man schlieSlich die acht Gleichungen zusammen, welche aussagen, 
daB die beiden Potenzformen zweiter Ordnung A(2) und B(2) zu den vier 
urspriinglich gegebenen Potenzformen zweiter Klasse a(2), b(2), e(2), d(2) apolar 
sind, so erhalt man das Gleichungssystem: 

{
[A(2)a(2)] = 0, [A(2)b(2)] = 0, [A(2)e(2)] = 0, [A(2)d(2)] = 0, 

(18) [B(2)a(2)] = 0, [B(2)b(Z)] = 0, [B(2)e(2)] = 0, [B(2)d(2)] = 0. 

Und multipliziert man je zwei solcher Gleichungen, welche dieselbe Potenz
form zweiter Klasse enthalten, mit zwei beliebigen reeilen ZahlgroBen g 
und 9 und addiert, so ergeben sich die vier neuen Gleichungen: 

(19) {reg A(2) + 9 B(2») a(~)] = 0, 
[(g A(2) + 9 B(2») C(2)J = 0, 

[(g A(2) + 9 B(S») b(2)] = 0, 
[(g A(2) + 9 B(2»)d(2)J = 0, 

welche zeigen, daB es ein ganzes Buschel 9 A(2) + 9 B(2) von Potenzformen 
zweiter Ordnung giht, die zu den vier linear unabhangigen Potenzformen 
zweiter Klasse a(2), b(2), C(2), d(2) apolar sind. 

Man iiberzeugt sich ferner leicht, daB mit den Potenzformen des Buschels: 

(20) 

auch die samtlichen Potenzformen zweiter Ordnung erschopft sind, die diese 
Eigenschaft haben. 

In der Tat, ist 0 2) eine Potenzform zweiter Ordnung, die sich von einer 
jeden der beiden Potenzformen A(S) und B(2) nicht nur urn einen Zahlfaktor 
unterscheidet, und die wie diese zu den Potenzformen a(2), b(2), e(2), d(2) 

apolar ist, und ist andererseits g(2) eine Bowohl von a(2), b(2), 0(2), d(2), e(2) 
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wie von a(2), b(2), 0(2), d(2), f(2) lineal' unabhangige Potenzform zweiter Klasse, 
welche ebenso wie die Potenzformen a(2), b(2), C(21, d(2) zu 0(2) apolar ist, so 
wird: 
(21) [0(2) g(2)] = 0, 
wiihrend zugleich: 

(22) [A(2) g(2)] + ° und [B(2) g(2)] 9= ° 
ist, und es wird auBerdem nach Satz 854 die Potenzform 0(2) durch die fiinf 
zu ihr apolaren und voneinander linear unabhangigen Potenzformen zweiter 
Klasse a(2), b(2), 0(2), d(2), g(2) bis auf einen Zahlfaktor eindeutig bestimmt. 
Es sei jetzt etwa: 
(23) [A(2) g(2)] = a und [B(2) g(2)] = 0, 

wo a und 0 zwei Zahlgro13en bedeuten, die nach (22) von Null verschieden 
sind. Man sieht dann, da13 die Potenzform 0'2) die Darstellung gestatten 
mu13: 
(24) 0(2) = 9 A(2) + f) B(2)j 

denn es HiBt sich leicht ein Wertepaar g, f) angeben, fur das die Gleichung 
(21) zugleich mit den Gleichungen: 

(25) [0(2) a(2)] = 0, [0'2) b(2)] = 0, [0(2) C(2)] = 0, [0(2) d(2)] = ° 
erfiillt wird, wenn man in sie fur 0(2) den Wert (24) einsetzt. 

Zunachst werden die Gleichungen (25) durch den Ausdruck (24) fur jeden 
Wert del' ZahlgroBen 9 und f) befriedigt. Die Substitution des Ausdrucks 
(24) in die Gleichung (21) abel' ergibt fill' 9 und 1) die Gleichung: 

9 [A(2) g(2)] + f) [B(2) g(2)] = ° 
ode}" wegen (23) die Gleichung: 

ga + f)o = 0, 

aus del' fur die Zahlfaktoren 9 und f) die Proportion folgt: 

(26) g: f) = b: - a. 

Damit abel' ist bewiesen, da13 jede Potenzform zweiter Klasse, die zu den 
vier Potenzformen zweiter Klasse a(2), b(2), C(2), d(2) apolar ist, dem Buschel 
9 A (2) + f) B(2) angehort, und man hat den Satz: 

Satz 858: Erster Satz von Smith: Sind zwei voneinander linear 
unabhangige Pol"arsysteme zweiter Ordnung A(2) und B(2) zu vier 
voneinander linear unabhangigen Polarsystemen zweiter Klasse 
a(2), b(2), C(2), d(2) apolar, so gilt dasselbe auch von allen Polarsyste
men des Buschels gA(2) + f)B(2), und es gibt auBer den Polar
systemen dieses Buschels keine weiteren Polarsysteme, welche 
die angegebene Eigenschaft haben. 
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Aber man kann zu diesem Satze noch eine wichtige Erganzung entwickeln. 
Sind wieder vier linear unabhangige Potenzformen zweiter Klasse a(2), b(2l, 

C(2), d(2) zu zwei linear unabhangigen Potenzformen zweiter Ordnung ..4.(2) 

und B(2) apolar und damit nach Satz 856 auch zu samtlichen Potenzformen 
zweiter Ordnung apolar, die in dem Bi,ischel 9 A(2) + f) B(2) enthalten sind, 
so gilt dasselbe auch von allen Potenzformen zweiter Klasse, die dem Ge
biet viertel' Stufe von Potenzformen zweiter Klasse: 

(27) 

angehoren; denn aus den Gleichungen (19) folgt durch Multiplikation mit 
ganz beliebigen ZahlgroBen cr, 0, c, b und Addition die Gleichung: 

(28) [(9 A(2) + f) B(2»)(cra(2) + 11 b(2) + c C(2) + b d(2»)] = O. 

Anderel'seits sind mit den Potenzformen des Gebiets vim'ter Stufe (27) 
von Potenzformen zweiter Klasse auch die samtlichen Potenzformen er
schopft, die zu den Potenzformen des Biischels 9 A(2) + f) B(2) apolar sind. 
Denn ware eine Potenzform zweiter Klasse e(2), die nicht in jenem Gebiete 
viertel' Stufe enthalten ist, die also von den Potenzformen a(2J, b(2), C(2), d(2) 

lineal' unabbangig ist, zu den Potenzformen des Biischels 9 A(2) + f) B(2), 

insbesondere also auch zu dessen "Grundformen" A(2) und B(2) apolar, so 
miiBten die beiden Potenzformen ..4.(2) und B(2) nach dem Satze 798 bis auf 
einen Zahlfaktor identisch sein, waren also gegen unsere V oraussetzung 
nicbt linear unabhangig voneinander. 

Man hat daher den Satz: 

Satz E59; Zweiter Satz von Smith: Sind vier voneinander linear 
unabhangige Polarsysteme zweiter Klasse a(2), b(2), C<2), d(9) zu zwei 
voneinander lin ear unabhiingigen Polarsystemen zweiter Ord
TIung apolar, so gilt dasselbe auch von allen Polarsystemen des 
Gebiets viertel' Stufe von Polarsystemen zweiter Klasse: 

(l a(2) + 11 b(2) + c C(2) + b d(2), 

und es gibt auBer den Polarsystemen dieses Gebiets viertel' Stufe 
keine wei tel' en Polarsysteme, welche die angegebene Eigenschaft 
haben. 

1st e(2) eine Potenzform zweiter Klasse, die dem Gebiet viertel' Stufe von 
Polarsystemen zweiter Klasse angehort, das durch die vier Potenzformen 
zweiter Klasse: 

bestimmt wird, ist also: 

(29) e(2) = a a(2) + 0 [)(2) + c C(2) + b d(2), 

so kann man wieder nach denjenigen Potenzformen zweiter Klasse e(2) fragen, 
die einfach oder zweifach entarten. 
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Nach den Slitzen 858 und 859 wird durch das Gebiet viertel' Stuf'e: 

a a(2) + 1i b(2) + c C(2) + b d(2) 

ein Kegelschnittbiischel: 9 A(2) + 1) B(2) 

eindeutig bestimmt, dessen samtliche Potenzfol'men zu denen jenes Gebiets 
viertel' Stufe apolar sind, so daB also eine jede Potenzform e(2) dieses Ge
bietes fiir beliebiges 9 und ~ del' Gleichung Geniige leistet: 

(30) [(g A(2) + ~ B(2») e(2)] = O. 

Soll nun die Potenzform zweiter Klasse e(2) einfach efl,tarten, so muB sie 
sich als algebraisches Produkt zweier Punkte y und z, also in del' Form: 

(31) 

darstellen lassen. Die Gleichung (30) nimmt daher die Form an: 

(32) [(g A(2) + 1) B(2» {y z} ] = 0 

und besagt, daB die Punkte y und fJ in bezug auf samtliche Polarsysteme 
des Kegelschnittbiischels 9 A(2) + 1) B(2) konjugiert sind. Durch das Kegel
schnittbiischel gA(2) + 1) B(2) wi I'd abel' nach S. 377 if. des ersten Teils dieses 
Bandes eine Steinersche Punkt-Punkt-Abbildung in del' Ebene festgelegt, 
indem einem jeden Punkte y del' Ebene derjenige Punkt fJ zugeordnet wil'd, 
del' ihm hinsichtlich del' heiden Grundkurven A(2) und B(2) des Biischels und 
damit hinsichtlich samtlicher Kurven des Biischels konjugiert ist. Und da 
durch die Steinerscbe Abbildung einem jeden Punkte y del' Ebene, del' 
nicht gerade mit einer Ecke des gemeinsamen Polardreiecks des Biischels 
9 A (2) + 1) B(2) zusammenfallt, ein und nul' ein Punkt z zugewiesen wird, so 
gibt es 002 in ein Punktpaar zerfallende Kurven zweiter Klasse, die in dem 
Gebiet viertel' Stufe: 

a a(2) + 1i b(2) + C c(2) + b d(2) 

enthalten sind. Man hat also den Satz: 
Satz 860: In jedem Ge biet viertel' Stufe von Polarsystemen zwei

tel' Klasse gibt es 00 2 einfach entartende, d. h. in ein Punktpaar 
zerfallende, Kurven zweiter Klasse. 1st: 

9 A(2) + 9 B(2) 

das Kegelschnittbiischel, das zu dem Gebiet vierterStufe von 
Polarsystemen zweiter Klasse apolar ist, so erhalt man zujedem 
Punkte y der Ebene denjenigen Punkt z, del' den Punkt y zu einem 
Punktpaar jenes Ge biets viertel' Stufe erganzt, indem man hin
sichtlich zweier Kurven des Kegelschni"ttbiischels g...4(2) + 1)B(2) 
zu dem Punkte y die Polaren konstruiert; dann ist ihr SchIiitt
punkt del' gesuchte Punkt fJ. 

Gra..Gmann, Projektive Geometrie d. Ebene II,2 23 
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Bewegt sich der Punkt y auf einer Geraden U, so besehreibt naeh dem 
Satze 550 der vermoge der Gleichung (32) ihm zugeordnetePunkt z den Pol-
7cegelschnitt der Geraden U hinsichtlich des Kegelschnittbiischels 9 A(2) + ~ B(2). 

Man kann aber auch leicht die in dem Gebiet viertel' Stufe von Kurven 
zweiter Klasse enthaltenen oo~ Punktpaare anders gruppieren. Es HiBt sich 
namlich nicht nur zu jedem Punkte y del' Ebene ein PunH fJ :linden, derihn 
zu einem Punktpaar jenes Gebiets erganzt, sondern es ist auch in jeder Ge
raden U del' Ebene das Paar der Schnittpunkte, das diese Gerade mit ihrem 
eigenen Polkegelschnitt hinsichtlich des Kegelsehnittbuschels 9 A(2) + 9 B(2) 

gemein hat, ein solches Punktpaar (vgl. die Fig. 158 auf S. 373 des ersten Teils 
dieses Bandes, wo die Punkte °1, 02 der Geraden U ein derartiges Punktpaar 
bilden). Oder anders ausgedriickt: Auf jeder Geraden sind die Doppelpunkte 
derjenigen Involution, die das Kegelschnittbiischel 9 .,4.(2) + ~ B(2) auf diesel' 
Geraden hervorruft, zwei Punkte del' verlangten Art (vgl. Fig. 149 S. 350 
des ersten Teils dieses Bandes, wo die Punkte d1 und d2 del' Geraden V fur 
das dort gezeichnete Kegelschnittbiischel den gestellten Bedingungen ent
sprechen). 

Man kann endlich noch hinzufiigen: Ein zweifach entartendes Polarsystem 
zweiter Klasse, d. h. ein doppeltzahlender Punkt, gehort dann und nurdann 
einem Gebiet viertel' Stufe von Polarsystemen zweiter Klasse an, wenn er 
mit einem del' vier Grundpunkte desjenigen Kegelschnittbuschels gA(2) + ~ B(2) 

zusammenfallt, das zu jenem Gebiet vierter Stufe apolar ist. Denn diese 
vier Grundpunkte sind die einzigen Punkte x der Ebene, die del' Gleichung: 

[(g .,4.(2) + 9 B(2») X2] = 0 

fiir beliebige Werte von g und 9 Genuge leisten. 
Del' erste Satz von Smith (Satz 858) liefert eine Bestatigung des obigen 

Satzes 725, nach welehem aIle Kurven zweiter Ordnung, die zu einer Kurve 
zweiter Klasse apolar sind und durch 3 feste Punkte gehen, die nieht die 
Ecken eines Polardreiecks diesel' Kurve zweiter Klasse bilden, auch noch 
einen vierten festen Pun7ct miteinander gemein haben. 

In der Tat braucht man nur von den 4 KUl"ven zweiter Klasse des ersten 
Satzes von S mit h 3 Kurven durch 3 doppeltzahlende feste Punkte zu ersetzen. 
die nicht die Ec7cen eines Polardreiec7cs der vierten Kwrve sind, clann gehen 
alIe Kurven zweiter Ordnung, die zu den 4 Kurven zweiter Klasse apolar 
sind, durch jene 3 Punkte hindurch. Da sie aber nach dem erst en Satze 
von Smith zugleich einem Kegelschnittbiischel angehOren, so enthalten sie 
noch einen vierten festen Punktl). 

Dabei ergibt sieh die oben aus dem Begriff des Polarvierecks einer Kurve 

1) Vgl. hierzu und zum folgenden: E. Muller, Uber Kriimmungseigenschaften der 
Kegelschnitte samt .A.nwendungen auf bestandig gleichartig gekrummte Kurven. 
Monatshefte fur ~Iathematik und Physik. XXVIII. Jahrgang, 1917. S. 53. 
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zweiter Klasse abgeleitete Konstruktion des vierten fest en Punktes (S. 202f.) 
auch aus den Eigenschaften des Kegelschnittbiischels. Nach Seite 308 des 
ersten Teils dieses Bandes enthalt namlich ein Kegelschnittbiischel mit den 
Grundpunkten a, b, e, d 3 Geradenpaare, von denen die Geraden des ersten 
Paars dUl"ch die Punktpaare bc und ad, die des zweiten durch die Punkt
paare ca und bd, die des dritten durch die Punktpaare ab und cd hindurch
gehen. Da abel" die Kurven des Kegelschnittbuschels auch zu der gegebenen 
Kune zweiter Klasse apolar sind, so sind die Geraden der 3 Geradenpaare 
hinsichtlich dieser Kurve zweiter Klasse konjugiert. Das besagt, daB die 
zweite Gerade des ersten Geradenpaars den Pol at der Geraden [be] hin
sichtlich jener Kurve zweiter Klasse enthalt, die zweite Gerade des zweiten 
Geradenpaars durch den Pol b1 der Geraden [ea] geht und die zweite Gerade 
des dritten Geradenpaars durch den Pol c1 der Geraden [abJ. Sind also von 
den 4 Grundpunkten a, b, c, d des Kegelschnittbiischels nur die 3 Punkte 
a, b, c gegeben, so findet man den vierten Punkt daIs gemeinsamen Schnitt 
der Geraden [aa1], [bb1], [cct ], was mit der Konstruktion auf S. 203 uber
einstimmt. 

Das Kegelschnittgewebe und das zu ihm apolare KegeZschnittnetz. Sind jetzt 
weiter nur drei linear unabhangige Potenzformen zweiter KlasBe a(2), b{2>, C(2) 

gegeben, und fragt man wieder nach der Gesamtheit der Potenzformen 
zweiter Ordnung, die zu ihnen apolar sind, so nehme man zunachst noch 
drei weitere Potenzformen zweiter Klasse d{2>, e(2J,f{2) hinzu, die zusammen 
mit den Potenzformen a(2),lP), C(2) ein System von sechs linear unabhangigel1 
Potenzformen zweiter Klasse bilden. Dann bestimmen nach Satz 854 die 
flinf Potenzformen zweiter Klasse: 

a(2), b(2), C<2), d{~), e(2) 

eine zu ihnen apolare Potenzform zweiter OTdnul1g: 
A(2), 

und ebenso die funf Potenzfonnen zweiter Klasse: 

a(2), b(2), C(2),f(2), d(2) 

eine zu ihnen apolare Potenzform zweiter Ordnung: 
B(2), 

endlich die fiinf Potenzformen zweiter Klasse: 

a(2), b{2J, C(2), e(2),f(2) 

eine zu ihnen apolare Potenzform zweiter Ordnul1g: 
0 2). 

Und diese drei Potenzformen zweiter Onlnung A(2), B(2), 0 2) sind wieder 
linear unabhangig voneinandel'; denn die Potenzformen A(2) und B(~) sind 

2B* 
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sicher nicht nul' urn einen Zahlfaktor von einander verschieden, weil sonst 
nach Satz 855 die Potenzform zweiter Klasse [(2) von den fiinf Potenzformen: 

a(ll), bell), e(l!), d(2), e(2) 

linear abhangen iniiBte, indem ja dann aIle sechs Potenzformen zweiter 
Klasse: 

zu einer und derselben Potenzform zweiter Ordnung (A(2) = B(ll») apolar 
waren. 

Abel' es kann auch nicht etwa die Potenzform O(ll) dem durch die 
Potenzformen A(ll) und B(ll) bestimmten Buschel angehOren. Da namlich 
die beiden Potenzformen zweiter Ordnung A(ll) und B(ll) zu den vier Potenz
formen zweiter Klasse: 

apolar sind, so gilt dasselbe nach Satz 858 auch von allen Potenzformen 
jenes Biischels. Wenn dahel' 0(2) in dem Buschel enthalten ware, so miiBte 
auch 0(2) zu diesen vier Potenzformen zweiter Klasse apolar sein, insbe
sondere auch zu dell). Dann abel' ware auBer den fiinf nach del' Vol'aus
setzung zu 0(2) apolal'en Potenzformen zweitel' Klasse: 

a(ll), bIll), cCll), e(ll),[(ll) 

noch die sechste Potenzform zweiter Klasse dIll) zu C(2) apolar und somit 
nach dem Satze 754 gegen die Voraussetzung die Potenzform zweiter 
Klasse dell) von den fiinf Potenzfol'men: 

a(2), bell), e(2), e(ll),[(2) 

linear abhangig. Also sind aIle drei Potenzformen zweiter Ordnung 
A(2), B(ll), C(2) linear unabhangig von einander. 

Zwischen diesen drei Potenzformen zweiter Ordnung A(ll), B(ll), O(ll) und 
den sechs Potenzformen zweiter Klasse: 

a(2), b(ll), C(ll), dell), e(2),[(2) 

b!:'stehen nun nach dem obigen die 15 Gleichungen: 

j[A(2)a(2)] = 0, [A(2) bIll)] = 0, rA(2) e(2)] = 0, [A(2)d(ll)] = 0, [A(ll) e(ll)] = 0, 

(33) [B(ll) a(2)] = 0, [B(ll) lP)J = 0, [B(ll) e(2)] = 0, [B(2) [(2)] = 0, [B(ll) d(ll)J = 0, 

[0(2) a(2)] = 0, [0(2) b(2)] = 0, [O(ll) c(~) J = 0, [0(2) e(2)] = 0, [02) [(2)J = o. 

Und aus den neun Gleichungen der drei ersten Spalten folgen durch 
Multiplikation mit drei beliebigen Zahlfaktoren g,~, t und Addition die 
drei weiteren Gleichungen: 

(34) [(gA(ll) + ~B(ll) + WIll») a(2)] = 0, [(gA(ll) + gB(ll) + tOll» b(ll)] = 0, 

[(gA(2) + gB(2) + r02» C(2)] ~ o. 
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In ihnen stellt die Gesamtheit del' Potenzformen gA(2) + gB(2) + f02) ein 
Netz von Polarsystemen dar; die Gleichungen (34) zeigen also, daB es ein 
ganzes N etz von Polarsystemen zweiter Ordnung gibt, die zu drei gege
benen, voneinander linear unabhangigen Polarsystemen zweiter Klasse 
apolar sind. 

Abel' man beweist wieder eben so wie auf S. 225 :If., daB mit den Polar
system en dieses Netzes auch samtliche Polarsysteme erschopft sind, die 
diese Eigenschaft haben. Man nehme dazu eine beliebige Potenzform 
zweiter Ordnung D(2) an, die ebenso wie die drei Potenzformen zweiter 
Ordnung A(2), B(2), 0 2) zu den drei Potenzformen zweiter Klasse a(2), lPl, C(2) 

apolar ist, die also die drei Gleichungen befriedigt: 

(35) 

Diese Potenzform zweiter Ordnung D(2) kann man sich dadureh festgelegt 
denken, daB man noch zwei weitere Potenzformen zweiter Klasse g(2) und 
h(2) angibt, die von ihr gestiitzt werden, so daB also neben den Glei
chungen (35) noch die beiden Gleichungen besteheu: 

(36) lD(2) g(2)] = 0 und' [D(2) h(2)] = O. 

Dabei wird man die Auswahl del' beiden Potenzformen zweiter Klasse 
g(2) und h(2) so zu treft'en habel1, daB 

einmal del' triviale Fall ausgeschlossen wird, wo die Potenzform D(2) 

mit einer del' drei Potenzformen A(2), B(2);02) bis auf einen Zahlfaktor 
iibereinstimmt, und daB 

andererseits die fiinf Potenzformen zweiter Klasse a(2), b(2), C<2), g(2), h(2) 

die Potenzform zweiter Ordnung D(2) abgesehen von einem Zahlfaktor 
auch wirklich bestimmen. 
Del' ersten Forderung wird man gerecht, wenn m~m dafiir sorgt, daB 

wenigstens eine yon den beiden Potenzformen zweiter Klasse g(2) und h(2l, 
etwa die Potenzform g(2), sowohl von den funf Potenzformen zweiter Klasse: 

a(2), b(2), C<2), d(2), e(2) 

linear unabhangig ist, zu denen die Potenzform zweiter Ordnung A(2) 
apolar ist, wie auch yon den fiinf Potenzformen zweiter Klasse: 

a(2), b(2), C(2),!(2), d(2), 

die auf del' Potenzform zweiter Ordnung B(2) ruhen, wie endlich zu den 
fiinf Potenzformen zweiter Klasse: 

a(2), b(2), C(2), e(2),f(2), 

die von del' Potenzform zweiter Ordnung ( 2) gestiitzt werden. 
Diese Verfiigung iibel' die Potenzform g(2) bedingt es dann, daB die Un

gleichungen bestehen: 

(37) 
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Um auch die zweite der oben gestellten Forderungen zu erfiillen, entnehme 
man die Potenzform h(2) dem Gebiete funfter .stufe yon Potenzformen 
zweiter Klasse, das sich aus den funf Potenzformen: 

a(2), b(2), C(2), d(2), g(2) 

numerisch ableiten laBt, setze somit: 
(38) h(2) = ~a(2) + qb(lI) + rc(2) + Sd(2) + tg(II), 

wobei noch die Bestimmung hinzugefugt werden mag, daB wel1igstens die 
beiden letzten Ableitzahlen S und t von Null verschiedel1 seien, daB also 

(39) s+O und t+O 

sei. Alsdann wird durch die fiiuf Potenzfo~men zweiter Klasse a(2), be;!,), 
d 2), g(2), h(2) eine beliebige zu den Potel1zformen a(2), b(2), C(2) apolare und 
von den Potenzformen zweiter Ordnung A(2),B(2), C(2) verschiedel1e Potenz
form zweiter Ordnung D(2) bis auf einen Zahlfaktor festgelegt, und man 
kaun beweisen, daB sich drei ZahlgroBen g,~, f finden lassen, fUr die: 

(40) D(2)=gA(2)+~B(2)+fC(2) 

ist. 
Zunachst befriedigt der Ausdruck (40) nach (34) die drei Gleichungen 

(35) fur beliebige Werte von g, 9, f. Es bleibt nm noch zu zeigen, daB 
sich die drei ZahlgroBen g,~, f so bestimmen lassen, daB durch den Aus
druck (40) auch die Gleichungen (36) erfullt werden. Die Substitution des 
Ausdrucks (40) in die Gleichungen (36) ergibt fur die Ableitzahlen g,~, f 
von D(2) die Gleichungen: 

J 9 [A(2) g(2)] + 9 [B(2) g(2)] + f (02) g(2)] = 0, 
(41) 1, 9 [A(S) 11,(2)] + fj [B(2) h(2)] + f [C(2) h(~)] = 0. 

Und bezeichnet man die in diesen Gleichungen auftretenden kombina
torischen Produkte del' Reihe nach mit: 

setzt also: 

(42) 

a, 0, 
&, )B, 

c, 
Q::, 

{ 
[...4.(2) g(2)1 = a, [B(II) g(2)] = 0, [0<2) g(2)] = C, 

[...4.(2) h(2)] = &, [B(II) h(lI) J =)B, [0<11) h(2)] = Q::, 

wo wegen (37) die drei ZahlgroBen a, 0, C von Null verschieden sind, so 
lassen sich die Gleichungen (41) auch durch die Gleichungen ersetzen: 

{ 9 a + fj 0 + f c = 0, 
(43) gm:+fj)B+fQ; =0, 

aus denen fur die Ableitzahlen g, fj, f von D(2) die laufende Proportion folgt: 

(44) \oC\licallaoj 9:9: f = ~Q:: : ~2{ : &~. 



Abschnitt 58, Gleichungen (38) bis (46), Satz 861 359 

Und diese Proportion wiirde die Verhaltnisse der drei Zahlgro.l3en g,~, t 
nur dann unbestimmt lassen, wenn sich verhalten wiirde: 

(t) 
Das Bestehen dieser Proportion (t) aber ist durch die Ungleichungen (39) 
ausgeschlossen; denn es wird wegen (42) und (38) 

l
~= [A(2) h(lI)] = [A(ll) (pa(2) + qb(ll) +tc(lI) + ild(ll) + tg(ll»)], 

~= [B(ll) h(2)] = [B(2) (pa(2) + qb(lI) + te(lI) + Sd(2) + tg(lI»)] , 

~ = [0(2) hell)] = [C(2) (pa(2) + qb(2) + tC(ll) + Sd(ll) + tg(ll»)] 

oder wegen (33): 

1
2r = t [A(2) g(lI)] , 

~ = t [B(ll) g(ll)], 

~ = s [0(2) dell)] + t [0(2) y(2)] 

oder endlich wegen (42): 

(45) j511= to, 
~= tb 
~ = 15 [0(2)d(2)] + tc: 

Und diese Gleichungen zeigen, da nach (39) die ZahlgroBen ~ und t von 
Null verschieden sind, und wegen der linearen Unabhangigkeit der sechs 
Potenzformen zweiter Klasse: 

auch: 
a(ll), b(2), C(ll), d(2), e(1I),f(2) 

(46) 

ist, daB die Proportion (t) mit den gemachten Voraussetzungen unver
einbar ist. Man hat daher den Satz: 

Satz 861: Dritter Satz von Smith: Sind drei voneinander linear 
unabhangige Polarsysteme zweiter Ordnung A(2),B(2),0(2) zu drei 
voneinander linear unabhangigen Polarsystemen zweiter Klasse 
a(2),b{ll),c(1l) apolar, so gilt dasselbe auch von allen Polarsystemen 
des Kegelschnittnetzes: 

gA(2) + ~B(2) + tOll), 

und es gibt auSer den Polarsystemen dieses Netzes keine wei
teren Polarsysteme, welche die angegebene Eigenschaft haben. 

Abel' auch hier wieder gilt zu diesem Satze eine wicbtige Erganzung. 
Sind namlich abermals drei linear unabhangige Potenzformen zweiter Klasse 
a(2), bell), C(ll) zu drei linear unabhangigen Potenzformen zweiter Ordnung 
A(2), B(ll), 0(2) apolar und damit nach dem Satze 861 auch zu samtlichen 
Potenzformen zweiter Ordnung apolar, die in dem Netze gA(2) + ~B(2) + to(2) 
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enthalten sind, so gilt dasselbe auch von allen Potenzformen zweiter 
Klasse, die dem Gewebe: 

(47) Va(2) + q b(2) + rc(2) 

angebOren; denn aus den Gleichungen (34) folgt durch Multiplikation mit 
drei gallz beliebigen ZahlgroBen V, q, r und Addition die Gleichung 

(48) [(gA(2) + 1)B(2) + fC(2») (p a(2) + q b(2) + rc(2»)] = o. 
Andererseits sind mit den Potenzformen des Gewebes (47) auch die 

samtlichen Potenzformen erschopft, die zu den Potenzformen des N etzes: 

(49) 

apolar sind. Denn ware eine Potenzform zweiter Klasse d(2), die nicht in 
jenem Gewebe enthalten ist, die ali'iO von den Potenzformen a(2l, b(2), C(2) 

linear unabhangig ist, zu den Potenzformen des Netzes (49), insbesondere 
also auch zu dessen "Grnndformen" A(21, B(2), 0(2) apolar, so miiBten nach 
dem Satze 858 die drei Potenzformen A(2l, B(2), 0(2) einem und demselben 
Buschel allgehoren, waren also gegen unsere Voraussetzung nicht linear 
unabhangig voneinander. Man hat daher den Satz: 

Satz 862: Vierter Satz von Smith: Sind drei voneinander linear 
unabhangige Polarsysteme zweiter Klasse a(2),b(2l,c(2) zu drei 
voneinander linear unabhangigen Polarsystemen zweiter Ord
nung apolar, so gilt dasselbe von allen Polarsystemen des 
Kegelschni ttQ'ewe bes: 

~ lJa(2) + q b(2) + rc(2), 

und es giht auBel' den Polarsystemen dieses Gewebes keine 
weiteren Polarsysteme, welche die angegebene Eigenscbaft 
haben. 

Dieser Satz bildet zugleich das dualistische Gegenstuck des Satzes 861. 

Die Kegelschnittschar ttnd das zu ikr apolare Gebiet vierter Stufe von 
Potenzformen zweiter Ordnung. Die Potenzform zweiter Klasse und das 
zu ihr apolare Gebiet fiinfter Stufe von Potenzformen zweiter Ordnung. Man 
kann schlieBlich auch die Siitze 858 und 859 und ebenso die Siitze 854 
und 855 dualistisch iibertragen. Man erhiilt so aus den Siitzen 858 und 
859 den Satz: 

Satz 863: Sind zwei voneinander linear unabhangige Polar
systeme zweiter Klasse a(2) und b(2) zu vier linear unabhangigen 
Polarsystemen zweiter Ordnung A(2),B(2),CC2),D(2) apolar, so gilt 
dasselbe auch von allen Polarsystemen del' Schar: 

9 a(2) + l) b(2), 

und es gibt auSer den Polarsysternen dieser Schar keine wel
teren Polarsysteme, die die angegebene Eigenschaft haben. Um-
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gekehrt sind dann auch alle Polarsysteme des Gebiets vierter 
Stufe von Polarsystemen zweiter Ordnung: 

aA.(2) + OB(2) + c02) + bD(2) 

und nur diese Polarsysteme zweiter Ordnung zu den Polar
systemen jener Schar apolar. 

Und ebenso ergibt sich aus den Satzen 854 und 855 del' Satz: 

Satz 864: Eine Potenzform zweiter Klasse ist bis auf einen 
Zahlfaktor eindeutig bestimmt, sobald ffinf linear unabhiingige 
Potenzformen zweiter Ordnung gege ben sind, zu denen sie apo-
1ar sein solI. Oder: Eine Kune zweiter Klasse wird durch funf 
linear unabhangige Kurven zweiter Ordnung, zu denen sie apo
lar sein soll, eindeu tig festgelegt. U mgekehrt: 1st eine Potenz
form zweiter Klasse a(2) zu funf linear unabhangigen Potenz
formen zweiter Ordnung A.(2),B(2),C(2),D(2),E(2) apolar, so ist sie 
auch zu allen Potenzformen des Gebiets fiinfter Stufe von 
Polarsystemen zweiter Ordnung: 

aA.(2) + bB(2) + c02) + bD(2) + eE(2) 

apolar, aberauch nur zu diesenPolarsystemenzweiter Ordnung. 

Abschnitt 59. 

Die Cayleysche Kurve eines Kegelschnittnetzes und Kegelschnitt
gewebes. 

Das Doppelverhiiltnis eines Punktw~wfes einer Geraden, dessen Punkte aus 
2 Gnmdpnnkten dieser Geraden dnrch die ZahlgrofJen 1 nnd gil i = 1,2,3,4, 
abgeleitet sind. Auf S. 54 des ersten Bandes wurde das Doppelverhaltnis 
eines Punktwurfes a, b, e, d einer Geraden bestimmt, von dem die beiden 
letzten Punkte c und d durch die heiden ersten Punkte a und b vermoge 
der Gleichungen: 
(1) 

ausgedriickt sind. 
W urfes del' Wert: 
(2) 

Es ergab sich fur das Doppelverhaltnis (abed) jenes 

(abcd)=t-

Es ist abel' noch von Interesse, auch den Wert des Doppelverhaltnisses 
von 4 Punkten ai' i = 1,2,3,4, einer Geraden zu bestimmen, die mit Hilfe 
der ZahlgroBen 1 und gi' i = 1,2,3,4, aus 2 beliebigen Punkten a und b 
dieser Geraden, "ihren Grundpunkten." abgeleitet sind, falls man also fUr 
diese 4 Punkte ai die Darstellung hat: 

(3) 
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Es wird dann das Doppelverhiiltnis (al all as a,,): 

das heiBt: 
(4) 

(a a a a) _ Cal as] .ral a4 ] 

1 l! S '" - [aS a2l" [a4 a2 ] 

[(a + 91 b) (a+ 93 b)] [(a + 91 b)(a+ !l4 b)] 
= [(a + gab) (a+ 9!b)J: [(a + g4 b)(a+ 92 b)]' 

(a a a a ) = 98 - 91 : 94 - 91 • 
1 2 3 4 92-9a 92-94 

Die Bedingung dafiir, dar& der Punktwurf (al as/lsa4) harmonisch 
daB also sein Doppelverhiiltnis den Wert 1 annehme, lautet somit: 

(5) 9a-1l1 + g4-!l1 =0, 
92-93 112 - 94 

eine Gleichung, der man auch die Form geben kann 1): 

(6) 91 9s-t(91 + 92) (9a + 94) + 9s94 = 0. 

Man hat daher den Satz: 

sei, 

Satz 865: Damit 4 Punkte einer Geraden ab, namlich die Punkte 
ai=a+gib, i= 1,2,3,4, einen harmonischen Punktwurf aH a2 ,aS ,a", 
bilden, ist notwendig und hinreichend, daB zwischen ihren 
4 Parametern 90 die Beziehung herrsche: 

(6) 9192-} (91 + 92) (9a + gJ + gs94 = O. 

Die Geraden der Linienpaare eines Kegelschnittnetses als Trager konju
gierter Punkte seine1' Hesseschen Kurve. Durch irgend zwei Kurven eines 
Kegelschnittnetzes: 
(7) 9..4.(2) +~B(l!)+ to'lI), 

etwa durch die beiden ersten Grundkurven ..4.(2) und B(2) des Netzes, wird 
auf einer jeden Geraden V der Ebene eine Punktinvolution bestimmt, nam
lich diejenige Punktinvolution, die nach dem Satze von Desargues
Sturm (Satz 531) durch das in dem Netz enthaltene Kegelschnittbiischel: 

(8) 9..4.(2) + ~B(2) 
aus der Geraden V ausgeschnitten wird. Die Doppelpunkte nl und n2 

dieser Punktinvolution sind dann, - inogen sie nun reell oder konjugiert 
komplex sein, - in bezug auf die Kurven ..4.(2) und B(lI) konjugiert. 

GehOrt insbesondere die Gerade V einer in ein Linienpaar zerfallenden 
Kurve L(2) des Netzes als Teil an, so sind die Doppelpunkte n1 und n2 

jener PUllktinvolution auch hillsichtlich dieser zerfallenden Kurve L(2) ein
ander konjugiert; denn auf einer Geraden V eines solchen Linienpaares L(2) 

sind uberhaupt je 2 beliebige Punkte hinsichtlick dieses Linienpaares L(i) 

1) Vgl. hierzu: O. Hesse, Vorlesungen aus der analytiechen Geometrie der geraden 
Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene. Zweite Auflage. Leipzig 1873. S. 29. 
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konjugiert. Da namlich ein jeder Punkt x einer Gel'aden V dieses Linien
paars die Gerade V selbst zur Pol are hinsichtlich des Linienpaars bat, 
so muB wirklieh jeder Punkt x der Geraden V zu jedem Punkte x' dieser 
Geraden in bezug auf das Linienpaar L<2) konjugiert sein (vgl. Fig. 154). 
Die Doppelpunkte n1 und n2 der betraehteten Punktinvolution sind also 
fiir eine Gerade V, die einem Linienpaar L(2) des Kegelsehnittnetzes (7) 
angebort, binsiehtlich der 3 Kurven 
A(2),B(2), D2) des Netzes konjugiert. 1st 
daher das Linienpaar L(2) nicht gerade 
in dem durch die Kurven A..<2) und B (2) 

bestimmten Kegelschnittbiischel (8) ent
halten, sind so mit die 3 Kurven zwei
tel' Ordnung .11(2), B(2), L(2) linear unab
hangig voneinander, so sind die Punkte 

Fig. 154. 

n 1 und n2 ilberhaupt hinsichtlich siimtlicher KU1"Ven des Netzes (7) kon
jugiert, insbesondere auch in bezug auf die dritte Grundkurve 0(2) des 
Netzes. 

Naeh dem ersten Satze von Hesse (Satz 825) gehoren somit die Punkte 
111 und n2 aueh beide der Hesseschen Kurve des Netzes an, und zwar sind 
sie konjugierte Punkte dieser Kurve. Man kann iibrigens auch leieht 
den dritten Punkt angeben, den die Hessesche Kurve des Netzes (7) mit 
del' Geraden V gemein hat. Denn, da naeh dem Satze 828 die Hessesehe 
Kurve eines Kegelschnittnetzes del' geometrische Ort der Doppelpunkte 
alier Linienpaare ist, die in dem Netze enthalten sind, so muB die Hesse
sche Kurve des Netzes (7) insbesondere auch durch den Doppelpunkt d des 
Linienpaars L<2) hindurchgehen, welehem nach del' Voraussetzung die Ge
rade Vangehort.1) 

Bedingungsgleichung fii1" ein Punktpaar, das clie Verbindungslinie zweier 
7conjugierten Punkte eines Kegelschnittnetzes bestimmt. Sind y und z zwei 
Punkte einer Geraden, die zwei konjugierte Punkte 121 und n2 eines Kegel
schnittnetzes, odeI' was nach S. 313f. dasselbe ist, zwei konjugierte Punkte 
del' Hessesehen Kune des Netzes, miteinander verbindet, so bekommt man 
fUr die Sehnittpunkte der Geraden [yzJ mit den Grundkurven A(2), B(2), C(2) 
des N etzes die Gleichungen: 

(9) 1 
[A(2)(y + ~z)2J = 0, 

[B(2)(y + tZ)2] = 0, 

[C(2)(y + uz)2] = 0, 

1) Vgl. iibrigens auch die obige Fig. 146, in der die Punkten1 n2 durch die 
Pllnkte x, x' vertreten werden und der Punkt it durch den Punkt z'. 
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in denen ~, t, U drei ZahlgroBen sind, die jenen Schnittpunkten als Para
meter angehoren. Diese GIeichungen (9) lassen sich aber auch in der Form 
schreiben: 

(10) I [A(S)y2] + 2~[A(2) {yz}] + s2[A<S)z2] = 0, 
[B(2)jl] + 2t [B(2) {yz} ] + t2 [B(2)Z2] = 0, 
[C(2)y2] + 2U[C(2) {yz}] + U2[C(2)Z2] = 0. 

Bezeichnet man daher die Wurzeln dieser in bezug auf~, t, U quadratischen 
Zahlgleichungen mit ~u S2' tl1 tll , Up U2 , so bestehen fiir die Produkte 
und Summen dieser 3 Wurzelpaare die Beziehungen: 

(11) 

[A(!)yl] 1 [A(2) {yz)] 
~l ~2 = [A(I) zi], - "2 (~1 + S2) = -[A(') ZIJ' 

r B(2)y'] 
tlt2 = [B('!z'] , 

[O(2)y') 
UI u2 = [C(j)z'] , 

und setzt man noch: 

(12) 
18t = y + ~IZ, 
Itt = Y + t1 z, 
u1 = Y + U1 z, 

82 = Y + ~lIz, 
t2 = Y + t2 z, 
Us = Y + u2z, 

so sind 81 , 82, t1) t2 , Uv u2 die Punktpaare, welche die Gerade [yz] aus 
den Grundkurven A('l), B(2l, C(2) des Netzes ausschneidet (Fig. 155). 

Fig. 155. 

1st endlich 

(13) n l = Y + ulz, 

dasjenige Punktpaar der 
Geraden [y z] , das zu 
den Punktpaaren 8t , 8, 

lInd t1 , tll harmonisch 
liegt, so ist es mit Riick

sicht auf die Bedeutung der Geraden [yz] auch harmonisch zu dem Punkt
paar U l1 us, und es werden nach dem Satze 865 gleichzeitig die 3 Glei
chungen befriedigt: 

lUI Us - 21t (u! + U2)(SI + ~2) + Sl S2 = 0, 
(14) () ( ) \ UI U2 - 2" UI + U2 tl + t2 + tl t2 = 0, 

UI U2 - t(UI + U2)(UI + U2) + UI Us = ° 
oder wegen (11) die Gleichungen: 

u l ul/[A(2)Z2] + (ul + u2)[A(2){yZ)] + [A(2ly!] = 0, 
(15) UI U2 [B(2)Z2] + (ut + U,)[B(2) {yz)] + [B(l/ly'] = 0, 

ul US [C(2)Z2] + (ul + 112) [C(2) r yz}] + [C(2)y2] = 0. 
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Diese 3 in bezug auf die 3 GroBen u1 u!' u1 + nll und 1 !inearen homogenen 
Zahlgleicbungen (15) konnen aber nicbt anders zusammen bestehen, als 
wenn ibre Determinante verschwindet, d. h., als wenn die Gleichung be
friedigt wird: 

(16) 

[.A(Il)y2] , 

[B(!)y!], 

[C(ll)yll] , 

[A(ll) {ys}], 
[B(ll) {ys}], 
[ C(2) { Y s } ], 

[ACS)z2] 

[B(2)z!] 

[C(II)Zll] 
=0. 

Schattenzahlen una Schattenstiibe. In der Gleichung (16) kann man die 
9 quadratischen und bilinearen Formen [A (2) yll], [A (2) { Y s } ], ... noch etwas 
anders 8chreiben. Setzt man namlich wie gewohnlich: 

(17) {y = ~lel + ~2e2 + t)ses , 

z = 31 e1 + all e2 + 3s es, 

so erhiilt man wegen der Grundgleichungen der algebraischen Produkte: 

(18) 

fur das algebraische Produkt yz den Wert: 

(19) yz = t)131 ell! + ... + (~2a3 + t)S02)e2eS + .. " 
also fiir die in (16) auftretende bilineare Form [A(S) {yz} ] den Ausdruck: 

(20) (A(2){yS)] = [A(I!)e12]~l31 + ... + [A(2){e2eS}](~las + ~302) + ... 

oder wegen der Gleichungen (90) und (91) des 47. Abschnitts die Darstellung: 

(21) [A(2) {ys} ] = 0111:Jt01 + ... + allS(~20S + ~SOll) + .. " 
aus der sich, wenn man y = z setzt, fiir die quadratischen Formen: 

[ACll)y2] und [A(2)Z2] 

in (16) die Werte ergeben: 

(22) [AC2ly2] = 01l~12 + ... + 202S t)2t)S +"', 
(23) [A(2)ZIl] = all 01 2 + ... + 2028 3, Os +"', 
und entsprechende Ausdriicke findet man fiir die Elemente del' zweiten und 
dritten Zeile der Determinante auf der linken Seite von (16). 

Jetzt setze man noch: 

1 
[A(I)y2J = [&yJ2, 

(24) [B(2)y!] = [ffiy]2, 
[0(2)y2] = [@y]2, 

[A(2){yzjJ == [&y] [&z], 
[BCll) {yz}] = [ffiy][ffiz], 
[C(ll){yZ}] = [@y][@z], 

[A(ll)Z!] = [&Z]3, 
[B(1l)z2l = [ffiz]S, 
[0(2)Z9] = [@Z]2, 

man fiihre also 3 GroBen &, ffi, @ ein, die, wie schon durch ihre Bezeich
nung mit grollen lateinischen Buchstaben angedeutet ist, zwar insofern den 
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Charakter von Stab en haben, als sie sich als eine Art von Vielfachensummen 
der Grundstii.be Eu Ell, Es, namlich in der Form: 

la = aIEl + oj!Ej! + oaEs, 
(25) ffi = bi EI + Iij!E2 + bsEs, 

@ = fl El + rsE2 + fsEs, 

darstellen lassen, die aber doch nur in uneigentlichem Sinne als Stabe zu 
betrachten sind und darum auch durch Anwendung von Rundschrifttypen 
von gewohnlichen Stii.ben unterschieden sind, weil die 9 Ableitzahlen: 

ai' bi' c., i = 1, 2, 3 

der Vielfachensummen (25) keine eigentlichen Zahlen, sondern nur symbo
lische Zahlen sind, die wir in Anlehnung an ein Kunstwort von Sylvester 
als "SchattenzahZen" bezeichnen wollen und als solche durch Anwendung 
fetter Buchstaben kenntlich gemacht haben. 

Jede einzelne von diesen 9 Schattenzahlen ai' bi) Cil i = 1,2, 3, fiir sich 
genommen stellt namlich gar keinen Zahlwert dar; sondern erst die Produkte 
aus je sweien mit demselben Buchstaben bes eichneten und mit gleichem oder ver
schiedenem Index versehenen Schattenzahlen sollen einen Zahlwert besitzen, 
indem diese Produkte entsprechend den Gleichungen (21) bis (24) durch die 
Gleichungen definiert werden: 

(26) 0iak = aka; = Ow bib" = bkli. = bw fiC" = fkr; = Ci'" 

In der Tat wird dann, wenn sonst mit den Schattenzahlen wie mit gewohn
lichen Zahlen gerechnet wird, wegen (17): 

(27) ray] = Bt~l + a2~2 + oa~s, [&z] = Bt~l + 02~2 + a3~3' 
also: 

[&yJlI = Bt'l~12 + ... + 2a20S~2~3 + ... 
oder wegen (26): 

[&y]! = al1~12 + ... + 2a2S~2~S + .... 
Mit Riicksicht auf (22) ist somit wirklich: 

(28) [ay]2 = [A(j!)y2J. 

Andererseits wird wegen (27): 

[&YJ[&z] = (01~1 + a2~2 + a3~S)(01~1 + 02 32 + I1S33) 

d. h. wegen (26): 
= 012~1~1 +. . + a2a3(~233 + ~S~2) + .. " 

[&y] [&z] = ~1~t31 + ... + a23(~23s + ~S32) + .. '. 
Mit Riicksicht auf (21) ist daher auch: 

(29) [ay][az] = [A(2) {yz}]. 
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Endlich beweist man wie oben bei (28), daB ebenso: 

(30) [az)2 = [A(2)Z2] ist. 

367 

Die Gleichungen (28), (29), (30) stimmen aber mit den Gleichungen der 
ersten Zeile des Systems (24) iiberein, und die Gleichungen der beiden 
anderen Zeilen von (24) ergeben sich auf dieselbe Weise. Es ist also ge
zeigt, daB sich die 9 Gleichungen (24) vermoge des Ansatzes (25) erfallen 
lassen, vorausgesetzt, daE die U GraBen Il" bi' Ci , i = 1, 2, 3, den Gleichungen 
(26) unterworfen werden. 

Die durch die Gleichungen (25) mit Hilfe del' 9 Schattenzahlen no flo fi 

aus den 3 Grundstaben Ei abgeleiteten uneigentlichen Stiibe a, 8?" ~ 
kannen dann endlich als "Schattel1stiibe" bezeichnet werden. 

Die Oayleysche Kurve eines Kegelschnittnetzes. Auf Grund del' Gleichungen 
(24) nimmt nun abel' die Gleichung (16) die Form au: 

(31) 

[a y] 2, 

[8?,.lf] 2, 

[@y]2, 

Cay] [az], 
L8?,y] [8?,z] , 
[~yJ[~z], 

=0. 

Und diesel' Gleichung kann man auch die Gestalt verleihen 1): 

(32) \ 
Cay], [az] 1.1 [ay], [azJ 1.\ [8?,yJ, [ffizJ 1=0 
[ffiy] , [8?,z] [~y], l~zJ [~y], [~z] . 

In del' Tat liefert das Produkt der 3 Determinanten zweiten Grades auf del' 
linken Seite von (32) gerade die Determinante dritten Grades auf del' linken 
Seite von (31); denu es wird: 

([ay] [ffizJ - [az ][8?,y ])([ay][~zJ - [az] [~y])([ffiy][~z] - [8?,z] [@y]) 

= { [ay]2[ffiz] [~z] - [ay][az] [ffiYl[~z ] - [ay][az] [ffiz ][~yJ 

+ [EX-z]2[ffiyJ[~y]l' ([8?,yJ[~zJ-[ffiz][~y]) 
= [ay]2[ffiyJ[ffizJ[~z ]2_ [ay] [Etz][ ffiyJ2[~.~J2 

- Cay] [EX-z] [8?, y] [ffizJ[~y][~z] + [az]2[ffiyJ2[~y] [~z] 
- [ayJ2L8?,zJ2[~y][~z] + [Ety] [az][ffiz]2[~y]2 

+ [ay][az][8?,y][ffiz][~yJ[~z] - [az]2[ffiy][ffizJ[~yJ2. 

Von diesen 8 Gliedern heben sich diejenigen beiden Glieder gegellseitig 
auf, die in den 6 GraEen Cay], [Etz], [ffiy], [8?,z], [~yJ, [~z] linear sind, 
und die 6 uhrig bleibenden Glieder stimmen gerade mit den 6 Gliedern 

1) Vgl. hierzu: Rosanes, Uber Systeme von Kegelschnitten. llfath. Ann. Bd.6-

(1873), S. 274. 
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iiberein, die man erhalt, Wenn man die Determinante auf der linken Seite 
von (31) entwickelt. 

Der Gleichung (32) aber kann man nach Sat:r. 26 aueh die Gestalt geben: 

(33) [&$. yz][&@· y~J[$@. yz] = 0, 

die, wenn man noeh: 
(34) [y~] = U 
setzt, die Form annimmt: 

(35) [&$ U][&@ U][ffi@U] = O. 

Fiihrt man endlieh fiir den Stab U seinen Ableitausdruck: 

(36) U = ulEl + ~E'J + usEs 
ein, so wird das Produkt [&$ U]: 

(37) 

U1 , U2 , Us 

und entspreehende Werte ergeben sich fiir die Produkte [&@U] und 
[$@ UJ. Da aber naeh (26) nur die Produkte zweier mit demselben Bueh
staben bezeiehneten Sehattenzahlen Oil Ok oder lii' lik oder cil 'k wirkliehe 
Zahlgro!3en sind, 'so gibt eS keinen Sinn, wenn man eins von den Produkten 
[&ffi UJ, [&@ U], [$@UJ auf der linken Seite von (35) fiir sieh gleieh 
Null setzt, da diese Produkte ja sowohl in bezug auf die Schattenzahlen Ili' 

wie in bezug auf die Sehattenzahlen li, und ci linear sind; sondern man muS 
zuerst die genannten 3 Produkte oder die naeh (37) mit ihnen gleiehwer
tigenDeterminanten miteinandermultiplizieren, wodureh man eine Gleiehung 
erhalt, die so wohl in bezug auf die Il, wie in bezug auf die lii und c, homo
gen vom zweiten Grade ist, so daB bei Benutzung der Gleichungen (26) aus 
(35) eine Gleichung entsteht, die sowohl in bezug auf die a,k wie auf die bik 

und e;k linear und homogen ist, wahrend sie in bezug auf die ui homogen 
yom dritten Grade ist. Die Gleiehung (35) zeigt daher, daB die ihr geniigen
den Stabe U eine Kurve dritter Klasse umhullen. 

Diese Kurve dritter Klasse heiBt die Cayleysche Kurve des Kegel
sehnittnetzes. Die Cayleysehe Kurve eines Kegelschnittnetzes ist somit 
das Hiillgebilde der Verbindungslinien aUer Paare konjugierter Punkte der 
Hessesehen Kurve des Netzes. Und man hat den Satz: 

Satz 866: Die Hiillkurve der Verbindungslinien alIer Paare 
konjugierter Punkte der Hesseschen Kurve eines Kegelsehnitt
netzes ist eine Kurve dritter Klasse. Sie heiBt die Cayleysehe 
Kurve des Kegelsehnittnetzes.1) 

1) Dieser Satz Bowie der dUlLlistisch entsprechende Satz findet sich zuerst bei 
Hesse in der schon mehrfach zitierten Arbeit aus dem Journal fur die reine und 
angewandte lVlathematik Ed. 38 (1849) auf S. 252 (Gesammelte Werke, S. 205). Nach 
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Beziehung zwischen der Cayleyschen Kurve eines KegelschnittnetrJes und 
dessen Urkurve. N ach del' Entwicklung auf S. 362 ff. gehoren del' Cay 1 e y
schen Kurve eines Kegelschnittnetzes als Tangenten alie Geraden del' Linien
paare an, die als entartende Kurven zweiter Ordnung in dem Netze enthal
ten sind (vgl. auch den Satz 838). Man hat daher den Satz: 

Satz 867: Die Cayleysche Kune eines KegelschniHnetzes ist 
zugleich die Hiillkurve alIer Geraden del' Linienpaare des N etzes. 

Auf Grund dieses Satzes kann man die Gleichung del' Cayleyschen Kurve 
eines Kegelschnittnetzes in del' kanonischen Form darstelien, wenn man von 
de1:ienigen Kurve dritter Ordnung ausgeht, die das Kegelschnittnetz zum 
Netz del' konischen Polaren hat, und dabei die Gleichung diesel' Kurve 
dritter Ordnung aUf die kanonische Form bringt. 1st zunachst die Gleichung: 

~~ ~~=O 

die Gleichung del' beschriebenen Kune dritter Ordnung in bezug auf ein 1Je
liebiges Fundamentaldreiec7c, so lautet die Gleichung del' konischen Polare 
eines Punktes y in bezug auf die Kurve (38): 

(39) Asyx2 = 0. 

Ersetzt man in ihr den Punkt x durch seinen Ableitausdl'uck: 

(40) x = ~lel + ~2e2 + ~3e3' 
so nimmt die Gleichung (39) die Form an: 

(41) ~12 A 3 ye1 2 + ... + 2b~3 A sye2 es + ... = o. 
Um von diesel' Gleicbung zu del' Gleichung del' Cay leyschen Kune des 

N etzes del' konischen Polal'en del' Kurve (38) zu gelangen, frage man nach 
del' Kurve, die von den Geraden der in ein Linienpaar zerfalienden konischen 
Polaren (41) del' Kurve .A3 umhiilit wil'd. Man suche daher die Bedingung 
auf, unter del' die Gleichung (41) die Form: 

(42) [Ux] [Vx] = 0 

annimmt. Diese Gleicbung HiBt sicb, wenn man noch: 

(43) { U = ulEl + u2E2 + UsEs, 

Y = \:llE! + \:l2E2 + \:l3Es 

setzt, wo Ul1 U2 , us, tJ l1 \:l2' \:l3 die Linienkoordinaten del' SHibe U und Y 
sind, auch in del' Form schreiben: 

(44) (Ul~l + U2~2 + U3~3)(\:)1~1 + tJ2~2 + tJ3~3) = 0, 

ihm beschartigte sich A. Cayley mit der Kurve in seiner Al'beit: A memoir on cur
ves of the third order, Phil. Trans. Ed. 147, Teil II, (1857), S.415ff. (The collected 
mathematical papers, Bd. II, Cambridge 1898, S. 381:ff.) Auf Cremonas Vorschlag 
wird die Kurve die Cay 1 e y sche Kurve des N etzes genannt (vgl. das auf S. 258 zitierte 
Werk Cremonas, S. 215). 

Gra.6mann, Projektive Geometrie d. Ebene 11,2 24 
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oder endlich in der Form: 

(45) 

Die beiden Gleichungen (41) und (45) werden nun aber sicher dieselbe 
Kurve darstellen, wenn 

(46) A.aye/ = Ul b17 ••• und 2Asye2ea = U2 bs + US lJ2 , ••• isU) 

Denkt man sich jetzt die Liickenform dritter Ordnung As auf die kano
nische Form gebracht, also auf das reelle Wendepunktsdreiseit als Funda
mentaldreieck bezogen und zugleich die reeile Ecke des teilweise reellen 
Wendepunktsdreiseits zum Einheitspunkt genommen (vgl. S. 256ff., ins
besondere S. 263), so erhalt man fur die Liickenform A3 die Darsteilung: 

(47) As = [EIlJs + P?2lJS + [EslJs - 3f[El lJ[BglJ[EslJ, 
und es wird: 

[EJJSye/ = ~i> i = 1, 2, 3, 

[EllJ[B2lJ[EslJye2es = }~17 '" (zykl.), 

wahrend die iibrigen Produkte, die sich bei Ausrechnung der linken Seiten 
von (46) ergeben, siimtlich verschwinden. Es wird daher: 

(48) l
A.syel 2 = ~l' 
A.sye2 2 = ~2' 

A.syes2 = ~3' 

2Asye2 es = - f~l> 

2Aayesel = - f~2' 

3Aayel e2 = - f~s' 

Die Gleichungen (40) nehmen somit die Form an: 

Eliminiert man 
ordnet die sich 
Gleichungen: 

(49) 

~l = Ulbl , - fl;h = u2 t1a + Usbs, 

~2 = u2 tl2' - f ~2 = Us til + ul tis , 

~s = Us tla, - f ~3 = ul tl2 + U2 l.J1 • 

abel' aus diesen 6 Gleichungen die GraBen ~u ~2' ~s und 
ergebenden Gleichungen nach tlu tl2' l.Ja, so findet man die 

/fUl tl1 + USb2 + U2 t1S =O, 

I us l.\ + f U2 b2 + . Ul bs = 0, 
U2 l.J1 + Ul tl2 + tUsbs = 0, 

aus denen durch Elimination von tlu lJ2, lJs die Gleichung folgt: 

(50) I
' f::: 

U2 , 

1) Ygl. hierzu: H. vYieleitner, TheOl'ie der eben en algebraischen Kurven hOherer 
Ordnung, Leipzig 1905, S.230f. 
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oder 
(51) 
Diese Gleichung ist also die Gleichung der Cayleyschen KUl've des betrach
teten Kegelschnittnetzes. Schreibt man die Gleichung (51) in del' Form: 

2+f3 

(52) lel U]S + [ell U]3 + res U]3 - 3 "Sf [el U][e2 U] [es U] = ° 
und vergleicht sie mit del' kanonischen Form del' Gleichung einer beliebigen 
KUl've driUer Klasse del' zugehOrigen syzygetischen Schar, d. h. mit del' 
Gleichung: 
(53) [et U]3 + [~ U]S + res UlS - 3 (£[et U][el! U][ea UJ = 0, 

in del' (£ den Parameter del' Kurve bezeichnet, so kann man aus ih1' folgern: 
Erstens: Die kanonische Form der Gleichung del' Cayleyschen Kurve 

Cs eine!:! Kegelschnittnetzes ist auf dasselbe Fundamentaldreieck und den
selben Einheitspunkt bezogen wie die kanonische Form del' Gleichung del' 
Kurve dl'ittel' Ordnung As, deren konische Polaren das betrachtete Kegel
schnittnetz bilden. Das besagt, daJ3 die Ecken des ganz reellen und teil
weise reellen Treffpunktsdreiecks der Riickkehrtangenten der Oay1ey
schen Kurve Cs mit den Ecken des ganz reellen und teilweise reellen 
Wendepunktsdreiseits del' Kune As iibereinstimmen. 
Und daraus folgt dann insbesondere noch, wenn man die Ausdrucke (57) 

des 51. Abschnitts fur die harmonischen Polaren der 3 reellen Wendepunkte 
einer Kurve dritter Ordnung mit den Ausdriicken (15) des 55. Abschnitts 
fiir die reellen Riickkehrtangenten del' Cay ley schen Kurve eines Kegel
schnittnetzes zusammenhii.lt, daB die 3 reellen Riickkehrtangenten del' Oay
leyschen Kurve Cs eines Kegelschnittnetzes mit den harmonischen Polal"en 
del' reellen Wendepunkte derjenigen Kurve dritter Ordnung As zusammen
fallen, die das Kegelschnittnetz zum N etz der konischen Polaren hat, und 
daB andererseits die harmonischen Pole del' reellen Riickkehrtangenten del' 
Oayleyschen Kurve mit den reellen Wendepunkten der Kurve As vereint 
liegen. Man hat also den Satz: 

Satz 868: Die 3 reellen Riickkehrtangenten del' Oayleyschen 
Kurve Cs eines Kegelschnittnetzes fallen zusammen mit den ha1'
monischen Polaren der 3 reeHen Wendepunkte de1'jenigen Ku1've 
dritter Ordnung As, die das Kegelschnittnetz ZUlli Netz der ko
ni schen Pola1'en hat, und die harmonischen Pole del' reellen 
Riickkehrtangenten der Oayleyschen Kurve Cs liegen vereint mit 
den reeHen Wendepunkten der Kune As' 

Zweitens zeigt die Vergleichung der Gleichungen (52) und (53), daB 
der Parameter (£ del' Oayleyschen Kurve Cs des Netzes zu dem Parame
ter f von dessen Urkurve As in del' Beziehung steM: 

(;;4) 2 + fS 
OJ (£= -gt-' 

'!4 * 
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Mit Riicksicht auf diese Beziehung bezeichnen wir im folgenden die 
Cayleysche Kurve drittel' Klasse Cs des Netzes del' konischen Polaren del' 
Kurve dritter Ordnung As allch kul'z als die Oayleysche Kurve der Kurve 
dritter Ordnung As. Dieselbe kann charakterisiert werden als die Hiillkurve 
ailer Geraden del' Linienpaare, die unter den konischen Polaren del' Kurve 
As enthalten sind. 

Beziehung zwischen der Oayleyschen Kurve eines Kegelschnittnetzes und 
der Hesseschen Kurve des zu dem Netze apolaren Kegelschnittgewebes und das 
Dualistische. Sind X und x', y und y', z und z' drei Paare konjugierter 
Punkte del' He sse schen Kurve eines Kegelschnittnetzes: 

(55) gA(2) + lj B(2) + to(2), 

so sind die Punkte eines jeden diesel' 3 Punktpaare zu allen Kurven des 
Netzes (55) konjugiert, o del', was dasselbe ist, die 3 Punktpaare sind, auf
gefaBt als zerfaUende Kurven zweiter Klasse, zu allen Kurven dieses Netzes 
apolar. 

Bilden ferner die 3 Punktpaare xx', yy', z z' nicht gerade die 3 Paare 
Gegenecken eines vollstandigen Vierseits, so bestimmen sie ein Kegelschnitt
gewebe, das sieh als Vielfachensumme jener 3 Punktpaare, d. h. in del' Form: 

(56) ~ xx' + t) yy' + ~ zz', 

darstellen laBt, und dessen siimtliche Kurven zweiter Klasse zu allen Kurven 
zweiter Ordnung des Netzes (55) apolar sind. Insbesondere sind also auch 
die in dem Gewebe enthaltenen Punktpaare apolar zu allen Kurven des 
Netzes (55). 

Man kann daun zeigeu, daB die Cayleysche Kurve des Netzes (55) mit 
der Hesseschen Kurve des Gewebes (56) identisch ist. Die Cayleysche 
!Curve des Netzes (55) war nach dem Satze 866 die Hiillkurve derVerbin
dungslillien aller Paare konjugierter Punkte des N etzes (55), und diese 
konjugierten Punkte des N etzes gehoren zugleich der He sse schen Kurve 
des Netzes au. Die Hessesche Kurve eines Kegelscbnittgewebes ist abel' 
nach dem Satze 842 die Hulikurve del' TI'ager alier in ein Punktpaar zer
falienden Kurven des Gewebes. Und cia diese Punktpaare des Gewebes, 
wie schon oben erwahnt, zu allen Kurven des Netzes (55) apolar sind, so 
failen sie mit den Paaren konjugierter Punkte des Netzes zusammen, und 
demgemaB ist aueh die Cayleysche Kurve des Netzes (55) identisch mit 
der Hesseschen Kurve des Gewebes (56). Man hat daher den Satz: 

Satz 869: Die Cayleysche Kurve eines Kegelsehnittnetzes fallt 
zusammen mit der Hesseschen Kurve des zu dem Netz apolaren 
Kegelscbni ttgewe b es. 

Definiert man andererseits die Cay ley s ehe K une eines Kegelsehni tt
gewe bes als den geometrischen Ort del' Schnittpunkte ailer Paare konju-
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gierter Geraden des Gewebes, so ergibt sich wie auf S. 369ff. der zu dem 
Satze 867 dualistisch entsprechende Satz: 

Satz 870: Die Cayleysche Kurve eines Kegelschnittgewebes ist 
zugleich der geometrische Ort alIer Punkte der Punktpaare des 
Gewebes. 

Man beweist ferner ebenso wie auf S .. 372 ff. den zum Satze 869 dualistisch 
entsprechenden Satz: 

Satz 871: Die Cayleysche Kurve eines Kegelschnittgewebes faUt 
zusammen mit der Hesseschen Kurve des zu dem Gewebe apola
ren Kegelschnittnetzes. 

Auch hier kann man wieder wie auf S. 372 die Ausdrucksweise verein
fachen, indem man die Cayleysche Kurve eines Kegelschnittgewebes zu
gleich als die Cayleysche Kurve derjenigen Kurve dritter Klasse 
as bezeichnet, deren konische Pole die Kurven jenes Kegelschnittgewebes 
sind. Die Cay Ie ysche Kurve Cs einer Kurve dritter Klasse as ist also 
diejenige Kurve dritter Ordnung, die den geometrischen Ort aller Punkt
paare bildet, die unter den konischen Polen der Kurve dritter Klasse vor
kommen. 

Die Kurve dritter Klasse, deren Hessesche Kurve mit der Cayleyschen 
Kurve einer Kurve dritter Ordnung zusamm(fflfiillt, und deren Oayleysche 
Kurve zugleich mit der Hesseschen Kurve dieser Kurve dritter Ordnung 
'iibereinstimmt. Ihre Ruckkehrpunkte. Geht man von einer nicht zerfallenden 
Kurve dritter Ordnung As aus und bestimmt zu ihr ihre Hessesche Kurve 
Hs und ihre Cayleysche Kurve Cs und fragt sodann nach derjenigen Kurve 
dritter Klasse as, deren Hessesche Kurve hs mit der Cayleyschen Kurve 
Cs von As zusammenfallt, und deren Cayleysche Kurve Cs zugleich mit der 
Hesseschen Kurve Hs von As ubereinstimmt, so kann man den Parameter 
~ diesel' Kurve as durch den Parameter f der Ausgangskurve As aus
druckeil.1) 

Man stelle dazu zunachst die Beziehungen zusammen, die zwischen den 
Parametern einer Urkurve dritter Ordnung As, ihrer Hesseschen Kurve Hs 
undihrer Cayleyschen Kurve Cs geIten, und ebenso die Beziehungen zwischen 
den Parametern einer Urkurve dritter Klasse as, ihrer Hesseschen Kurve 
hs und ihrer Cayleyschen Kurve Cs' Nach der Gleichung (38) des 56. Ab
schnitts (S. 326) besteht zwischen dem Parameter f einer Urkurve dritter 
Ordnung.As und dem Parameter ~ ihrer H e sse schen Kurve Hs die Gleichung: 

(57) -\2 fS = 3~, 

1) Vgl. zum Folgenden wieder: H. Wieleitner, Theorie der ebenen algebraischen 
Kurven hOherer Ordnung, S. 234f. 
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und ebenso herrscht nach der Gleichung (28) des 57. Abschnitts (S. 340) 
zwischen dem Parameter ~ einer Urkurve dritter Klasse as und dem Parame
ter S) ihrer Hesseschen Kurve hs die Gleichung: 

4_Sj'S 
(58) ~ = 3Sj. 

Zu diesen Gleichungen kommt noch die obige Formel (54) zwischen dem 
Parameter f der Urkurve dritter Ordnung As und dem Parameter ~ ihrer 
Cayleyschen Kurve C3, die man auch in der Form scbreiben kann: 

(59) 2+f3 = 3 IT 
f ~. 

Und bezeichnet man endlich noch den Parameter der Cay1eyschen Kune 
Cs der Kurve dritter Klasse as mit c, setzt also deren Gleichung in del' 
Form vomus: 

(60) [E1xJs + [E2x]3 + [Esx]3 - 3 C [E1X] [E2X] [Es x] = 0 

(vgl. die Gleichung (39) des 56. Abschnitts), so gilt fUr den Parameter c nach 
Analogie von (59) die Formel: 

(61) 
2 + Sj'" 
-Sj'- = 3c. 

Nun stimmt nach dem Sabe 869 die Cayleysche Kurve Cs der Urkurve 
As eines Kegelschnittnetzes mit del' Hesseschen Kdrve as des zu dem 
Netze apolaren Kegelschnittgewebes iiberein. Es mussen also die Parameter 
~ und ~ von Cs und hs einander gleich sein, d. h. es muB wegen (58) und 
(59) die Gleichung bestehen: 

(62) 

wo f den gegebenen Parameter del' Ausgangskurve dritter Ordnung As und 
~ den gesuchtell Parameter del' Kurve dritter Klasse as bedeutet. Da diese 
GIeichung in bezug auf den gesuchten Parameter se yom dritten Grade ist, 
so ist diesel' Parameter ~ bei gegebenem f durch die Gleiehung (62) noeh 
nicht eindeutig bestimmt. Man kanu abel' den Parameter sr von as voll
standig festlegen, wenn man berucksichtigt, daB naeh dem Satze 871 aucb 
umgekebrt die Cayleysche Kurve Cs der Urkurve as des Gewebes mit del' 
Hesseschen Kurve Hs der Ul'kurve As des zu dem Gewebe apolaren Netzes 
zusammenfiillt. Es mussen also auch die Parameter c und 1) von Cs und Rs 
einander gleich sein, d. h., es mnB wegen (61) und (57) aueh die GIeichung 
bestehen: 

(63) 4 - f" 2 +.lrs 
-r-' - = -Sj'_. 

Man iibel'zeugt sich leicht, daB die beiden so fiir den Parameter Sf; von as 
gewonnenen Gleichungen (62) und (63) miteil1ander vertraglich sind, und 
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da13 sie zugleich zusammen nur einen Wert des Parameters ~ Hefern. Denn 
beseitigt man in ihnen die Unbekannte sr aus dem Nenner und ordnet die 
entstehenden Gleichungen nach fallenden Potenzen von ~, so nehmen sie 
die Form an: 

(64) ~s + 2 + fS ~2 _ 4 - 0 und f -

(65) ~s _ 4; fS ~ + 2 = O. 

Die linken Seiten dieser beiden Gleichungen besitzen aber den gro.Bten ge

meinschaftlichen Teiler ~ + : ' wovon man sich durch das bekannte Divi

sionsverfahren iiberzeugen kann. Die Gleichungen (64) und (65) haben also 
die gemeinsame Wurzel: 

(66) 

und iiberdies nur diese eine gemeinsame Wurzel. 

Die dem Parameter sr = - f zugehorende und auf dassel be Fundamental

dreieck und denselben Einheitspunkt wie die Kurven A3 , Hs und Cs be
zogene Kurve dritter Klasse ist also die gewunschte Kurve as' 

Man kann auf Grund del' Gleiehung (66) ziemlieh leicht den Beweis 
dafur erbringen, da.B die reellen Riiekkehrpunkte ?"11 ?"" 1's der Kurve dritter 
Klasse as mit den Schnittpunkten kl , k" ks der reallen Wendetangenten 
Tl1 T2 , Ts der Kurve dritter Ordnung As und der harmonisehen Polaren 
~, H2 , Hs ihrer reellen Wendepunkte zusammenfallen, die zugleich die 
Beriihrungspunkte del' Hesseschen Kurve Hs von As mit jenen Tangenten 
bilden. 

Naeh den Gleiehungen (20) des 51. Abschnitts lautet der Ausdruck T1 fur 
die Wendetangente der Kurve dritter Ordnung As im Wendepunkte WI: 

(67) T1 = tEl + E2 + E s, 

wahrend sieh fiir die harmonisehe Polare ~ des Wendepunktes 'W1 in den 
Gleichungen (57) desselben Abschnittes der Wert ergab: 

(68) 

Fur den Sehnittpunkt k1 beider Geraden erhalt mail also den Ausdruck: 

7;;1 = [T1H1], 
d. h. wegen (67) und (68): 

(69) 

= [(tEl + E, + Es) (E, - ~3)] oder 

kl = - 2e1 + t(e!) + es)· 

Andererseits fanden wir in den Gleiehungen (12) des 55. Abschnitts (S. 305) 
fur den Ruekkehrpunkt ?"1 der Kurve dritter Klasse as mit dem Parameter 
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~ den Ausdl'uck: 
(70) 1'1 = ~el + e2 + es' 

In unserem Falle, wo nach (66) 

~ = - + ist, wird also 

(71) 
2 

r l = - Tel + e2 + es, 

was mit (69) bis auf den Zahlfaktor f iibereinstimmt. Man hat also den Satz: 

Satz 872: Die Kurve dritter Klasse as, deren Hessesche Kune 
Its mit der Cay Ie yschen Kurve c3 einer nich t zerfallenden Kurve 
dritter Ordnung As iibel'einstimm t, und deren Cayleysche Kune 
Cs zugleich mit der Hesseschen Kurve Hs jener Kurve As zu
sammenfiillt, hat ihre reellen Riickkehrpunkte in denjenigen 
Punkten 7cll k2 ,ks, in denen die reellen Wendetangenten del' Kurve 
.As von den harmonischenPolaren del' zugehorigen Wendepunkte 
geschnitten werden. 

Die Lagenbeziehung zwischen der Hesseschen und der Oayleyschen Kurve 
einer nicht zerfallenden Kurve dritter Ordnttng. Nach dem Satze 837 bel'lihrt 
die Hessesche Kurve Hs einer Kurve dritter Ordnung.As die reellen Wende
tangenten del' Kurve .As in den im letzten Satze charakterisierten Punkten 
leu k2' les' Und aus der Entwicklung von S. 368 folgt ferner, da.B die reellen 
Wendetangenten [Wl lel ], [W2le2], [wsks] diesel' Urkurve .As zugleich Tangen
ten ihrer Cayleyschen Kurve Cs sind. Denn nach dem Begriff del' Cayley
schen Kurve Cs von .As ist diese Kurve Cs das Hiillgebilde del' Verbindungs
linien ailer Paare konjugierter Punkte del' Hesseschen Kurve Hs von .As. 
Solche Paare konjugierter Punkte del' Resseschen Kurve Hs sind abel' 
nach S. 329 die Punktpaare 2011 leu W2, k2' Ws, ks, und diese Verbindungs
linien sind eben die reellen Wendetangenten [Wllel], [w2 k2J, [WSk3J del' 
Urkurve As. 

Da endlich die Oayleysche Kurve c3 einer nicht zerfallenden Kurve 
dritter Ordnung As mit del' Hesseschen Kurve hs del' im Satze 872 ge
kennzeichneten Kurve dritter Klasse as iibereinstimmt, und diese nach dem 
Satze851 durch die Riickkehrpunkte von as hindurchgeht, die wieder nach dem 
Satze 872 mit den Punkten lev k2' ks iibel'einstimmen, so Ia.Bt sich erwarten, 
daB die Beriihrungspunkte del' Geraden [wIkl ], [w2k2], [wsks] mit del' Cay
leyschen Kurve c3 von .As eben die Punkte leu k2' les sind. 

Dies HiBt sich abel' auch leicht durch Rechnung beweisen. Schreibt man 
namlich die Gleichung (52) del' Cayleyschen Kurve Cs in del' Form: 

(72) 
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und bezeichnet die linke Seite dieser Gleichung mit ~,so wird die Gleichung: 

o~ OlY olJ 
(73) oUI \:)1 + OU! \:)9 + oUs \:)3 = 0 

die Gleichung des Beruhrungspunktes einer beliebigen Hiillgeraden: 

(74) U = ulEl + u2 E 2 + usEs 

der Kurve (72), wobei \:)11 \:)2' \:)s die laufenden Linienkoordinaten des Be
ruhrungspunktes sind. Nun wird mit Riieksieht auf die Bedeutung von ~: 

OlY _ 9 2 +18 
OU! - 3ul - -r-UaUs, 

OlY _ 2 2 + fS 
OU! - 3u,I - -r-USUl ' 

OlY 2 2 + fS 
oUs = 3us - -r- UI U2 • 

Und ist jetzt die Hullgerade U der Cayleysehen Knrve (72) von As die 
Wendetangente: 
(67) Tl = fEl + E,l + Es 

von A 3 , besitzen also die Linienkoordinaten von U die Werte: 

(75) 

so wird: 

ul=f, u2 =1, us =l, 

oiS" = 3fll- ~+~ = 2 fS-1 
oUl f f' 

OlJ = OlY = 3 _ 2 + fS • f = 1 _ fS 
OUll OUs f ' 

die Gleichung (73) verwandelt sieh also in: 

(76) 

Das ist daher die Gleiehung des gesuchten Beruhrungspunktes. Und diese 
Gleichung vereinfacht sieh, da fUr eine nieht zerfallende Kurve dritter Ord-

nung As: f3=f= 1 

ist (vgl. S. 264:1f.), zu der Gleichung: 

(77) 

und der Ausdruck fur den Beriihrungspunkt del' Wendetangente Tl von As 
mit der Cayleyschen Kurve cs von As ist somit: 

(78) 
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Dieser aber unterscheidet sich nur urn eineu konstanten Zahlfaktor von dem 
Ausdruck (69) fur kt . 

Damit ist die Richtigkeit unserer oben ausgesprochenen Vermutung be
wiesen. Und faI3t man das Ergebnis mit dem obigen Satze 837 zusammen, 
so erhiilt man den Satz: 

Satz 873: Auch die Cayleysche Kune Cs einer nicht zerfallen
den Kune dritter Ordnung A.s beriihrt die reellen Wendetan
genten dieser Kurve As in ihren Schnittpunkten mit den har
monischen Polaren der zugehorigen Wendepunkte, und sie wird 
aomit auch von der Hesseschen Kurve Hs jener Kurve dritter 
Ordnung A.s in dies en Punkten beruhrt. 



Filnfzehnter Hauptteil. 

Beziehungen zum Kreispunktpaar. 

Abschnitt 60. 

Das Kreispunktpaar bezogen auf ein schiefwinkliges 
Fundamentaldreieck. 

Projektive Geometrie, Parallelgeometrie, Rechtwinkelgeometrie. In den bis
herigen Entwicklungen dieses Bandes beschrankten wir uns dem Titel des 
Buches entsprechend 

in erster Linie auf projektive Eigenschaften der Gebilde, d. h. auf 
solche Eigenscbaften, die bei einer beliebigen Zeutralprojektion umer
andert bleiben, und die im Grunde immer darauf hinauslaufen, daB 
3 Pun7cte in einer geraden Linie liegen, oder daB 3 Linien durch einen und 
denselben Punkt gehen, und daB 4 Punkte einer Geraden oder 4 Straklen 
eines Strahlbiischels ein bestimmtes Doppelverhalinis hallen. 

Auf solche Beziehungen, die sich gegenuber einer jeden Zentralprojektion 
invariant verhalten, waren die von uns benutzten Dreieckskoordillaten zu
gescbnitten. Denn nach den Satzen 279 und 287 sind die 3 Yerhaltnisse 
del' 3 Dl'eieckskoordinaten eines Punktes odel' eines Stabes gewissen Doppel
verhiiltnissen gleich; und Doppelverbiiltnisse werden bei del' Zentralprojektion, 
ja sogar bei einer beliebigen kollinearen oder reziproken Abbildung, nicbt 
geandert. Dasselbe gilt also auch von allen homogenen Gleichungen zwischen 
den Dreieckskoordinaten eines Punktes oder Stabes. 

In zweiter Linie, und mehr nebenbei, haben wir auch parallel
geometrische Eigens chaften del' Figuren in den Kreis unserer Betrach
tungen gezogen, oder wie wir vom projektiven Standpunkte sagen konnen, 
Beziehungen der Figuren zu del' unendlich fernen Geraden. In del' Tat 
lassen sich ja parallele Gel'aden projektiv als solche Geraden definieren, 
die sich auf del' unendlich fe1'11e11 Geraden schneiden. Derartige Be
ziehungen zur unendlich fernen Geraden behandelten wir bei del' Einteilung 
del' nicht zerfallenden Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse in 
Ellipsen, Pm'abeln und Hyperbeln, beim Begriff del' Flucbtlinie und Ver
schwindungslinie einer beliebigen Kollineation, bei der Einfiihrung der 
Affinitiit, bei der Betrachtung der Mittelpunkts- und Durchmessereigen
scbaften einer Kune zweiter Ord11ung und zweiter Klasse, bei der Unter-
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suchung des Scharbiischels homoasymptotischer Hyperbeln oder Ellipsen, 
und beim Ubergange von einem Stabe zu seiner Strecke. 

Die Moglichkeit, auch die Parallelgeometrie in die Behandlung mit ein
zubeziehen, wurde dadurch geboten, daB bei der Darstellung der Punkte und 
Stabe auf Grund unseres Dreieckskoordinatensystems ein jeder Punkt der 
unendlich fern en Geraden sich als Differenz zweier gleichmassigen, mit ihm 
in einer Geraden liegenden Punkte ausdriicken lieS, und daB die Linien
koordinaten der unendlich fernen Geraden dztrch die JJ1assen der 3 Ecken des 
Fundamentaldreiecks gebildet wurden. 

Dagegen haben wir, abgesehen von einigen Stellen bei der Einflihrung 
der Dreieckskoordinaten, wo wir der leichteren FaBlichkeit halber den Ab
stand eines Punktes von einer Geraden benutzt baben, und abgeseben von 
gelegentlichen vorbereitenden Bemerkungen tiber die Hauptachsen eines 
Polarsystems, es bisher dttrchaus vermieden, Fragen zu erortern, bei denen das 
Senkrechtstehen eine Rolle spielt, unrl, was damit· zusammenhangt, die Lange 
der Linien und die Grof3e der Winkel. DemgemaB muBten der Kreis, die 
gleichseitige Hyperbel, die konfokalen Kurven zweiter Klasse, die Normalen 
und die Kriimmungsmittelpunkte einer Kurve und verwandte Fragen von 
der Untersuchung ausgeschlossen bleiben. 

Wir begreifen solche Eigenschaften der Figuren unter dem Namen 
"Rechtwinkelgeometrie", wahrend wir die Paralleigeometrie und Recht
winkelgeometrie unter dem Namen "metrische Geometrie" zusammen
fassen und sie damit in Gegensatz zur projektiven Geometrie stellen. 

Will man jetzt, wie es im folgenden geschehen soli, auch die Rechtwinkel
geometrie im Rahmen der projektiven Geometrie und Parallelgeometrie ent
wickeln, also dabei die in diesen beiden Geometrien gewonnenen Ergebnisse 
und Methoden verwerten, so muB man zunachst irgendwie einen rechten 
Winkel einfiihren, den man sich als Halfte eines gestreckten Winkels defi.
niert denken kann. Dabei hat man zur Vergleichung der beiden Teilwinkel 
des Gestreckten von einem Anfeinanderlegen Gebrauch zu machen, also den 
Begriff del' Kongruenz zu benutzen, welcher der projektiven Geometrie und 
der Parallelgeometrie fremd ist. Man kann daun entweder von vornherein 
ein rechtwinkliges Achsenkreuz der Untersuchung zugrunde legen, oder, 
was des Anschlusses an die projektive Geometrie wegen vorzuziehen ist, ein 
Fundamentaldreieck einfiihren, in dem rechte Winkel auftreten. Am vorteil
haftesten ist es dabei, das Fundamentaldreieck selbst schiefwinklig zu lassen 
und auch seinen Einheitspunkt nicht zu spezialisieren, dafiir aber zur Fest
stellung der Bedingung des Senkrechtstehens zweier beliebigen Geraden die Hohen 
des Fundamentaldreiecks zu benutzen. 

Wir verwenden in dem vorliegenden Abschnitt das letzte Verfahl'en, 
werden abel' in den beiden folgenden Abschnitten, in denen die Achsen del' 
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Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse eine besondere Bedeutung ge
winnen werden, aueh auf ein rechtwin7cliges Cartesisches Koordinatensystem 
zuriiekgreifen. 1) 

Der extensive Bruch fur das Polarsystem des Kreispun7ctpaars unter der 
Voraussetzung eines schiefwinkligen Fundamentaldreiec7cs und eines beliebigen 
Einheitspun7ctes. Man stelle sieh die Aufgabe, einen extensiven Brueh zu bil
den, del' einem jeden Stabe del' Ebene eine mit ihm gleichlange und von 
ihm in vorgeschriebenem Sinne um einen reehten Winkel abweichende Strecke 
zuweist. Dazu Buche man zun1tehst die analytischen Ausdriieke fiir 3 Streeken, 
die mit den Seitenst1tben des Fundamentaldreieeks gleiehlang sind und von 
ihnen in gleiehem Sinne um einen reehten Winkel abweiehen. Diese Streeken 
werden die Riehtung del' Hohen des Dreieeks haben miissen. Man bilde also 
zun1tehst die Ausdrueke fur 3 St1tbe, die den Linien del' 3 Hohen des 
Fundamentaldreieeks angehoren. Dabei setze man noeh voraus, daB dieses 
Dreieek ganz im Endliehen gelegen sei. 

Bezeiehnet man den Hohensehnittpunkt des Fundamentaldreiecks (mit be
liebiger Masse genommen) mit h, seine Dreieckskoordinaten in bezug auf 
das Fundamentaldreieek und einen beliebig gelegenen Einheitspunkt mit 
~}lt), ~2(h), ~3(h), so daB also: 

(1) 

wird, so HiBt sieh ein Stab del' vom Punkte e1 ausgehenden Hohe dureh das 
planimetrisehe Produkt darstellen: 

[hell = [(~/')el + ~2(h)e2 + 6S(h)es)e1], 

das man aueh in del' Form sehreiben kann: 

(2) 

Man erh1tlt also, wenn man noeh die Gleiehungen: 

[e2 eS ] = E l , reA] = E 2 , [el e2] = Es 

verwertet und zugleich die Ausdriieke fUr [he2] und [hesJ hinzufiigt: 

(3) 
J [hel ] = ~a(h)E2 - 6/!t)Eg , 

\ 
[he2] = ~1(")E3 - 6s(lt)ElI 

[hea] = ~2(1)El- i;1(lt)E2 • 

1) V gl. zur Gegem'iberstellung der projektiven Geometrie mit der Parallelgeometrie 
und der Rechtwinkelgeollletrie (Orthogonalgeollletrie): Heffter und Kohler, Lehr
buch der analytischen Geometrie, Bd. 1, Leipzig und Berlin 1905, und lieHter, 
Analyse und Synthese in der Geometrie, Jahresbericht der deutschen Mathematiker
Vereinigung, 27. Bd., S. iff. Leipzig 1918. Vgl. ferner F. Klein, Nicht-Euklidische 
Geometrie I, Zweiter Abdruck. Gottingen 1893, S. 2 f. 
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Aus dies en Darstellungen der 3 Stabe [hei ] entwickelt man nach Satz 161 
die A.usdriicke fur die jenen Stab en zugehorenden Strccken, indem man diese 
Stabe mit der Feldeinheit: 
(4) 

nachmultipliziert. Dadurch findet man fur die erste von diesen Strecken den 
Ausdruck: 

oder wegen (4): 

[helSJ = ~S(")[E2 (mlEl + m2E2 + l11sEs)] - ~l)[Es(mlEl + nt2E2 + msEs)], 

d. h. wegen: [E2EsJ = eu [EsEl] = e2, [ElE2J = es: 

[hel~] = ~3(1t)(m3el- m1eS ) - ~2(")(mle2- m2 el)· 
Es wird also: 

! [hel ~J = (m2~2(") + ms ~S(h» el - ml (~2(h)e2 + ~S(")e3)' 
(5) [he2~J = (ms);s(h) + ml );1(lt»e2 - m2();s(lt)es + h(h)el ), 

[he3~] = (ml~I(") + 1112t:2(/'»eS - ms();/')e1 + );2(h)e2)· 

In diesen 3 Gleichungen sind die mi =F 0, da das Dreieck e1 e2 es ganz im End
lichen liegt, und der Einheitspunkt nach S. 1 des ersten Teils dieses Bandes 
keiner von den Seiten des Fundamentaldreiecks angehort. SchlieJ3en wir 
ferner noch den Fall aus, daB irgend zwei von den A.bleitzahlen ~P) des 
Hohenschnittpunktes h gleichzeitig verschwinden, d. h. den Fall, wo der 
Hohenschnittpunkt h mit einer Ecke des Fundamentaldreiecks zusammen
fam, wo also das Fundamentaldreieck rechtwinklig ist, und berucksichtigen 
wir ferner, daB auch die in den 3 ersten Klammern der rechten Seiten von 
(5) enthaltenen Vielfachensummen der t:i(lt) nicht verschwinden konnen, wei I 
sonst einer der drei HohenfuJ3punkte des Fundamentaldreiecks ins Unend
liche fallen wiirde, also auch das Dreieck selbst nicht ganz im Endlichen 
liegen konnte, so kann man die erste von den 3 Gleichungen (5) auch in del' 
Form schreiben: 

(6) [he~]=(m);(h)+m);("»m -l.._O' 2 033 • { 
e ,.(h) e + ,.(h)e } 

1 2 2 S Simi ~~')m2 + ~~h)m3 
Hier sind die Bruche in der geschweiften Klammer einfache Punkte, denn 
ihre Nenner sind nach der Gleichung (28) des 25. Abschnitts gerade die 
:Massen der Zahlerpuukte. Dabei ist del' Subtrahendus: 

);~h) e2 + l;~h) es 
);~') m. + l;~h)ms 

der FuBpunkt der von der Ecke el des Fundamentaldreiecks ausgehenden 
Hohe, und der Minuendus ist der mit dieser Ecke e1 zllsammenfallende 

einfache Puukt fl = i.. Die Differenz ill der geschweiften Klammer stem 
1111 
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also die Strecke jener Hohe dar, gereehnet von ihrem FuBpunkte aus bis 
zu der Ecke e1 des Fundamentaldreieeks, von der sie gefailt ist. Be
zeichnet man daher noeh die Strecken del' 3 Bohen, gerechnet von ihren 
FuBpunkten bis zu del' sie begrenzenden Eeke des Dreiecks, mit hll h2' hs' 
so entnimmt man aus der Gleichung (6) und den zyklisch entsprechenden 
Gleichungen fiir diese 3 Hohenstrecken des als schiefwinklig vorausge
setzten Fundamentaldreiecks die Darstellung: 

(7) 

h =.5... _ );~") e2 + l;f') es 
1 m1 ,.(")m +,,(h)m ' 

~2 2 t':;g s 

(h) + (h) h =~_);3 es );, e1 

2 m2 ,.(")m +,,(h)m ' 
~s 8 "1 1 

e ,.(h) e + ... (h) e hs = _8. _ ~l 1 "2 2 

lIls !f')m, +l;V')1Il2 ' 

Damit hat man bereits die Ausdrlicke fijr 3 Strecken gewonnen, die von 
den Seiten des Fundamentaldreiecks in demselben Sinne um einen rechten 
-Winkel abweichen und die Langen der 3 Hohen des Pundamentaldreiecks 
haben. Es war aber oben gefordert, die Ausdriicke fiir 3 Strecken zu 
ermitteln, die erstens von den zugehorigen Seiten des Fundamentaldreiecks 
in einem vorgesch1-iebenen Sinne um einen rechten Winkel abweichen und 
zweitens mit ihnen gleich lang sind. 

Die zweite Forderung erfiillt man, wenn man die Ausdriicke (7) mit den 

Briichen ::::' i = 1, 2, 3, multipliziert, in denen die Zahler I~il die absoluten 
Werb:! der Langen $; del' Seiten des Fundamentaldreiecks und die N enner 
19i1 diejenigen del' Langen 9i der zugehorigen Hohen desselben bedeuten. 

Aber man kann auch leicht der ersten Forderung gerecht werden. Rechnet 
man einen Winkel positiv, wenn sein Sinn demjenigen des ·Winkels 
«CSc1I CSc2) der Blatteinheit entspricht, im andern Falle negativ (vgl. S. 27 
des erst en Bandes und S. 2 if. des erst en Teils des vorliegenden Bandes), 
und bezeichnet die mit den Ecken des Fundamentaldreiecks zusammen
fallen den einfachen Punkte wie oben mit f17 f2' fs, so sieht man, daB man 
bei einem Fundamentaldreieck, fiir welches: 

[fl f2 Ts] > 0, 

dessen Umlaufssinn also demjenigen der Blatteinheit entspricht, von den 
Seiten: 

des Fundamentaldreiecks um einen positiven l'eehten Winkel abbiegen muB, 
um die zugehOrigen H6henstrecken (7) zu erhalten, wahrend man bei einem 
Fundamentaldreieck, fur welches: 

[fl t2 ts] < 0 

ist, um einen negativen rechten Winkel abbiegen mnE. 
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Erinnert man sich abel' weiter, daB nach S. 8 und 12 des ersten Teils 
dieses Bandes die V orzeichen der SeitenHingen $; und der H6henlangen q, 
so gewahlt waren, daB die Briiche ~ dasselbe V orzeichen besitzen wie das 

planimetrische Produkt [fl fa fa], so wird: 

S; ISil· hd If f f] > 0 . t ~ = ± Il!il' Je nac em 1 2 a < 0 IS . 

Multipliziert man daher die Strecken (7) anstatt mit :::: mit den Briichen 

~, so wird durch diese Multiplikation neben del' angegebenen Langenande

rung der Strecken (7) in dem Faile, wo [fl fa fa] < 0 ist, der Sinn diesel' 
Strecken umgekehrt; wenn dagegen [fl fa fa] > 0 ist, so bleibt e1' erhalten. 
Daraus folgt: Sowohl in dem Falle, wo [fl fa fs] > 0 ist, wie auch in dem 
FaIle, wo [fl f2 fs] < 0 ist, weichen die Strecken: 

(8) g2 = h. ~= (-.2_ !~h) eg + ~~h) el ) ~ 
- ~2 m2 !~h) mg + "&~h) mt 1)2 ' 

go = ha ~ = (~_ rf') e1 + ~.~~ e2 ) ~ 
o ~3 ms !~h)ml +~~h)m2 ~g 

beziehlich von den Staben: 

(9) 

in positivem Sinne urn einen rechten Winkel ab (vgl. Fig. 156). 

Fig. 156. 

Setzt man daher noch: 

(10) 

so ist K eine Stabpunktreziprozitat, die 
wenigstens die 3 Seitenstabe 81) S21 83 

des Fundamentaldreiecks in 3 Strecken 
ii berflihrt, die mit ihnen gleich lang 
sind und aus ihnen durch eine Drehung 
urn einen positiven rechten Winkel 
hervorgehen. 

A ber man iiberzeugt sich leicht, daB 
del' Bruch K auch bei jedem belie-
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bigen im Endlichen llegenden Stabe U der Ebene eine entsprechende Um
wand lung hervorruft. In der Tat, ist: 

(11) U = ~El + u2E 2 + usEs 
ein beliebiger Stab, so laBt er sich als Vielfachensumme der N enner von 
Ii. in der Form darstellen (vgl. die Gleichungen (18) des 25 . .Abschnitts): 

(12) U = u1 m2 ms8 1 + u2mSm1S2 + uSml ttJ28s; 

die ihm durch den Bruch K zugeordnete Strecke besitzt daher den Wert: 

(13) UK = u1 m2msg1 +u2msm1 g2 + usm1m2gS ' 

Da aber die Strecken gl und g2 aus den Stab en 81 und 82 durch Drehung 
um einen positiven rechten Winkel hervorgehen, so gilt dasselbe auch von 
den Summierungsparallelogrammen, die den Summen: 

u1 m2 msg1 +u2 mS 1nt gll und 

ut m2 mS Sl +uSmS m1 S2 

zugehoren, also auch von diesen Summen selbst, und dann wieder aus dem
selben Grunde von den Summen (13) und (12) (vgl. die Fig. auf S. 24 des 
ersten Teils dieses Bandes). Dabei ist vorausgesetzt, daB die Summe (12) 
uberhaupt einen im Endlichen liegenden Stab und nicht etwa ein Feld 
ergibt (vgl. S.7 des ersten Teils dieses Bandes). Man hat daher den Satz: 

Satz 874: Die durch die Gleichungen (8) bis (10) definierte 
Reziprozitat zweiter Klasse K weist einem jeden im Endlichen 
liegenden Stabe U der Ebene eine mit ihm gleich lange und von 
ihm um einen positiven rechten Winkel abweichende Strecke zu. 

Sieht man von der in diesem Satze enthaltenen Beziehung zwischen der 
Lange und dem Sinn des Stabes U und seiner Bildstrecke UK ab, so kann 
man ihm auch die folgende Fassung geben: 

Satz 875: Die durch die Gleichungen (8) bis (10) definierte 
Reziprozitat zweiter Klasse K ordnet einem jeden im Endlichen 
liegenden Stabe U den gemeiusamen unendlich fernen Punkt 
aller Geraden zu, die auf der Geraden des Stabes U senkrecht 
stehen, 0 der nach der A usdrucksweise von Gundelfinger1) "das 
N ormalenzentrum der Geraden des Stabes U". 

Wenn aber das Produkt UK fur jeden im Endlichen liegenden Stab U 
eine mit ihm gleich lange und von ihm um einen positiven rechten Winkel 
abweichende Strecke darstellt, so wird das Produkt [U· UK] gleich dem 
Quadrat del' Lange dieses Stabes. Bezeichnet man daher den absoluten 
Wert del' Lange des Stabes U mit u, so wird: 

(14) [U.UK] = u2, 

und man hat den Satz: 

1) Vgl. S. Gundelfinger, Vorlesungen aua der analytischen Geometrie der Kegel
schnitte, herausgegeben von F. Dingeldey, Leipzig 1895, S.13. 

GraSmann, Projektive Geometrio d. Eben. II,2 25 
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Satz 876: Die durch die Gleichungen (8) bis (10) definierte 
Reziprozitat zweiterKlasse K hat die Eigenschaft, daB die ihr 
zugehorende quadratische Form CU· UK] fur jeden im End
lichen liegenden Stab U das Q nadrat seiner Lange darstellt. 

Abel' auch ein Produkt von del' Form [V. W K] besitzt eine einfache 

\ 
" geometrische Bedeutung. Denn sind b und ttJ 

" die absolut genommenen Langen zweiel' im 

Fig. 157. 

Endlichen gelegenen Stabe V und W, so wird 
(vgl. Fig. 157): 

[V· W K] = I)ttJ sin « (VW) +~) oder 

(15) [V· W K] =bttJ cos (VW) 

Man hat somit den Satz: 
Satz 877: Fur die durch die Gleichungen (8) bis (10) definiede 

Reziprozitat zweiter Klasse Kist die bilineal'e Form [V·WK] 
das Produkt del' absolut genommenen Langen b und ill del' 
Stabe V und W m ultipliziert mi t dem cos des von diesen Sta ben 
eingeschlossenen Winkels. 

Aus diesem Satze folgt insbesondere noeh, daB 

(16) [W· VK]=[V·WK] 

ist. Diese Gleichung abel' charakterisiert naeh S. 194 des el'st~n Teils dieses 
Bandes die Rezipl'ozitat zweiter Klasse K als ein Polarsystem. Von diesem 
Polarsystem zweiter Klasse hnn man noeh aussagen, daB es einfach ent
artet, daB also seine Polarkttrve ein Punlctpaar ist; denn das auBere Produkt 
del' 3 Zahler von K versehwindet naeh Satz 21 als Produkt dl'eier Strecken, 
wahrend die 3 Produkte zu je zweien von ihnen als Pl'odukte nieht par
aUeIer Strecken von Null vel'sehieden sind (vgl. S. 221 des ersten Teils dieses 
Bandes). Man hat daher den Satz: 

Satz 878: Die durch die Gleichungen (8) bis (10) definierte Rezi
prozitat zweiterKlasseKist ein einfaeh entartendes Polarsystem 
zweiter Klasse. 

Man kann aber auch leicbt die Zahlbeziehung angeben, die zwischen den 
Zahlerstrecken gvg2,g3 des PolarsystemsKherrscht (vgl. die Gleichung (78) 
des 32. Abschnitts). Denn da die N ennerstabe 811 82,83 von K stetig an
einandel' liegen und ein gesehlossenes Dreieck bilden, so muB man aueh 
ein gesehlossenes Dl'eieck el'halten, wenn man die mit den Staben 81 ,82,83 

gleich langen und gegen sie urn einen positiven l'eehten Winkel gedrehten 
Stl'ecken gl' g2' gs stetig aneinander setzt, woraus hel'vorgeht, daB sie del' 
Gleichung: 
(17) Yl + g2 + gs = 0 



Abschnitt 60, Gleichungen (16) bis (25), Satz 876 bis 879 387 

Geniige leisten mussen. Denn aus dem Satze 2 folgt ohoe wei teres der 
Satz: 

Satz 879: Erge ben drei Strecken, wenn man sie unter Bei behal
tung ihrer Lange, ihrer Richtung und ihres Sinnes stetig anein
anderlegt, einen gesc hlossenen Linienzug, so ist ihre Summe=Ol). 

Man kann weiter auch leicht den Bruch K so umformen, daB seine N enner 
anstatt durch die Seitenstabe S1I 82 , Sa des Fundamentaldreiecks durch die 
Einheiten zweiter Stufe E1 , Ell, Es gebildet werden. In der Tat hangen ja 
diese mit jenen Seitenstaben durch die Gleichungen zusammen: 

(18) El = mll mS S1 , Ell =mSml Sll' Es = m1 m28s, 

und man braucht daher nur die ersten, zweiten, dritten Zahler und N enner 
des Bruches (10) beziehlich mit den Produkten: 

zu multiplizieren und erhiilt so fur den Bruch K die gewiinschte neue Form: 

(19) 

oder, wenn man: 

(20) 

setzt, die Darstellung: 

(21) 

Und wegen (20) liiBt sich dann die Gleichung (17) auch in del' Form schreiben: 

(22) 

oder, wenn man mit dem Produkte m1m2 n1S multipliziert, in der Form: 

(23) 

Diese Gleichung zwischen den Zahlerstrecken des extensiven Bruches (21) 
zeigt (vgl. S. 221:1f. des ersten Teils dieses Bandes), daB der Stab, dessen 
Ableitzahlen die Koeffizienten mll m2, ms der Zahlbeziehung (23) sind, das 
heiBt der Stab: 
(24) ~=mlEl +m2 E ll +ms.bs 

(vgl. Gleichnng (4)), zu dem Polarsystem K apolar ist, oder wie wir das 
auch ausdriickten, die Nullinie des Polarsystems K bildet. Das besagt, daB 
der Stab ~ del' Gleichung genugt.: 

(25) ~K=O. 

1) Ein entsprechender Satz gilt iibrigens offen bar auch fur beliebig viele Strecken. 
25 * 
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Die Gerade dieses Stabes s: ist abel' nach S. 6 des ersten Teils dieses Bandes 
die unendlich ferne Gerade. lhr gehOrt daher nach Satz 432 das Punktpaal' 
an, das die Polarkurve des einfach entartenden Polarsystems zweiter Klasse 
K bildet. Man uberzeugt sich ferner auch sofort, daB dieses Punktpaar del' 
unendlich fernen Geraden konjugiert komplex ist. Denn, da die Strecke UIC, 
welche einem beliebigen Stabe U durch den Bruch K zugewiesen wird, auf 
dem Stabe U senkrecht steht, so gibt es keinen reellen Stab U, del' seiner 
zugeordneten Strecke UK parallel ist, also durch den zu diesel' Strecke 
gehOrenden unendlich fernen Punkt hindurchgeht. Die Stabgleichung del' 
Polarkurve des Bruches K, das heiBt die Gleichung: 

(26) CU· UK] =0, 

wird somit durch keinenreellen Stab U befriedigt; das durch die Gleichullg 
(26) dargestellte Punktpaar ist daher wirklich konjugiert komplex. 

Nach dem Satze 433 kann man weiter eine in ein Punktpaar zerfallende 
lCurve zweiter Klasse als das Doppelelementenpaar derjenigen Punktinvolu
tion ansehen, die das zugehorige Polarsystem auf seiner N uHinie hervorruft. 
Das konjugiert komplexe Punktpaar, das die lCurve zweiter Klasse (26) 
darstellt, mBt sich daber als das Doppelelementenpaar derjenigen Punkt
involution auffassen, die das Polarsystem K auf del' unendlich femen Ge
raden s: erzeugt, also als das Doppelelementenpaar del' Punktinvolution, 
durch welche dem Schnittpunkte del' Geraden eines jeden Stabes U mit del' 
unendlich fern en" Geraden S:, das heiBt dem unendlich fern en Punkte (der 
Strecke) [U~J des Stabes U, die zu diesem Stabe senkrechte Strecke UIC 
zugewiesen wird, oder, wenn man will, als das Doppelelementenpaar der
jenigen Punktinvolution, die eine beliebige Rechtwinkelinvolution aus del' 
unendlich fernen Geraden ausschneidet (vgl. Bd. I, S. 217 f.), oder kiirzer 
ausgedrlickt als das Doppelelementenpaar "del' Involution senkrechter 
Ri cb tungen". 

Genau dieselbe Involutionszuordnung auf del' unendlich fern en Geraden 
bewirkt nun abel' jeder beliebige Kreis del' Ebene. In del' Tat, faBt man 
die Gesamtheit del' Geraden ins Ange, deren Pole binsicbtlich eines beliebig 
gegebenen Kreises auf del' unendlich fel'llen Geraden liegen, das heiBt das 
Strahlblischel seiner Durcbmesser, so wird einem jeden von dies en Durch
messern als Pol in bezug auf diesen Kreis das Normalenzentrum jenes 
Durchmessers zugeordnet, das hei13t: del' Kreis l'uft wirklich auf del' unend
lich fern en Geraden die Involution des konjugiert komplexen Pllnktpaars: 

(26) [U. UK] = ° 
hervor. Man p:£legt dies kurz in der Weise auszudriicken, daB man sagt: 
Jeder Kreis del' Ebene geht durch die Punkte des konjugiel't komplexen 
Punktpaars (26) hindurch. Und man nennt aus diesem Grunde das konju
giert komplexe Punktpaar (26) "das Kl'eispunktpaal'" und das Polar-
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system K "das Polarsystem des Kreispunktpaars", endlich die oben 
definierte "Involution senkrechter Richtungen", derenDoppelpunkte die Kreis
punkte bilden, auch "die Involution des Kreispunktpaars". 

Man frage ferner nach del' Bedeutung del' Gleichung: 

(27) [V. WK] = 0, 

in del' Y und W zwei im Endlichen liegende Stabe sind. Da das Produkt 
WK eine zum Stabe W senkrechte Strecke, oder wie wir auch sagten, 
"das Normalenzentrum von lV" darstellt, so muB ein Stab V, welcher del' 
Gleichung (27) geniigt, del' also die Richtung del' Strecke W K hat, auf 
dem Stabe W senkrecht stehen. Die Gleichung (27) sagt somit aus, daB 
die Geraden del' Stabe Y und W aufeinander senkrecht stehen. 

Und umgekehrt: Wenn die Geraden zweier Stabe Y und W aufeinander 
senkrecht stehen, so geht jede von ihnen durch das Normalenzentrum der 
andern, die Stabe geniigen daher del' Gleichung (27), und man hat den Satz: 

Satz 880: Dami t zwei Stabe Y und W aufeinander sel1krecht 
stehen, ist notwendig und hinreichend, daB sie einan del' hin
sichtlich des Kreispunktpaars konjugiert sind, oder, was das
selbe ist, daB sie del' Gleichung: 

(27) [V· WK] = 0 

Geniige leisten, unter K den extensiven Bruch flir das Polar
system des Kreispunktpaars verstanden. 

Man kann noch hinzufiigen, daB auch umgekehrt eine Kurve zweiter 
Ordnung notwendig ein Kreis ist, wenn sie die unendlich ferne Gerade ~ in 
dem Kreispunktpaar: 
(26) CU· UK]=O 

schneidet, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn sie auf del' unendlich 
femen Geraden ~ die Punktinvolution [V~J, [W~J hervorruft, welche aus 
ihr ausgeschnitten wird durch zwei veranderliche Stabe V und W, die del' 
Gleichung 
(27) [Y·WK]=O 
unterliegen. 

In der Tat hat keine andere Kurve zweiter Ordnul1g als del' Kreis die 
Eigenschaft, daB er in seinem Mittelpunkt, dem Pole del' unendlich femen 
Geraden, eine Involution senkrechter Strahlen erzeugt (vgl. den Satz 409). 

Wir stellen zu del' Bedingungsgleichung (27) des Senkrechtstehens noch 
die Bedingung des Parallelismtts del' Geraden zweier Stabe V und W. Die
selbe lautet offenbar: 
(27a) [YW~] = 0; 

denn sie hat ja nul' auszudriicken, daB derSchnittpunkt [VW] del' Geraden 
V und W del' unendlich fernen G emden ~ angehort. 
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Die Bedingungsgleichung des Parallelistnus enthiilt also wie aile :F'ormeln 
del' ParaIlelgeometrie die unendlich ferne Gerade ~, nicht abel' wie die 
Formeln del' Rechtwinkelgeometrie den extensiven Bruch K des Kreis
punktpaars. 

Die 9 Ableifzahlen ~IU; des Folarsystems If: des Kreispun7ctpaars. Bezeichnet 
man die Ableitzahlen del' Zahler ft des Bruches K mit S'tt'" setzt also: 

(28) jk1 = ~11 e1 + S't12 e2 + ~13e3' 
7c2 = ~21 e1 + S't22 e2 + ~23 es, 

ka = ~Sl e1 + S'tS2 e2 + S'fs3 e3 , 

so wil'd mit Riicksicht auf die Gleichung (116) des 31. Abschnitts und die 
Gleichungen (18) und (14) des vorliegenden Abschnitts: 

S't11 = [El . E1 K] = (m2 ms)2 [81.81 K] = (m2 ms)2 1312, 

odel' da nach den Gleichungen (33) des 25. Abschnitts: 

1 1 m2 ms !31 = --, h' 
m "1 

ist, so el'halt man fur ~11 und die entsprechenden Ableitzahlen ~22 und ~sa 
die Werte: 

(29) 
1 1 

stll = m"t\'" 
1 1 1 1 

~22 = ~ h'2' S'fS3 = ---.--. 11 '2 • 
111 "2 m "3 

G-allZ ahnlich gebaute Ausdriicke findet man auch fur die Ableitzahlen 
~tu' t+?t. Es wird namlich nach den Gleichungen (116) des 31. Abs'chnitts 
und den Gleichungen (18) und (15) de>; vol'liegenden Abschnitts: 

~2S = [Es ' E2K] = m1 m2 • m3m1 [8s ' 82K] = tn11n2 ' Jnstn1 1132 11 !3s l cos (82 8s)' 

Nun sind nach S. 8 des el'sten Teils dieses Bandes die GraBen 132 und ~3 
positiv odeI' negativ, je nachdem die Produkte [f82] und [f8s], in denen f 
den mit dem Einheitspunkt e zusammenfaIlenden einfachen Punkt bezeichnet, 
positiv odeI' negativ sind. 

Danach ist, falls del' Einheitspunkt e in einem del' "Vierecksraume" liegt 
(vgl. S. 3 des erst en Teils dieses Bandes), welche an die Seiten 82 und 8a 
anstoBen, die eine von den beiden GrofJen ~2 und ~s positiv, die andere negativ, 
und zwar sowohl, wenn del' Umlaufssinn des Dl'eiecks [f1 f2 fs] positiv ist 
(vgl. Fig. 158), wie wenn er negativ ist (vgl. Fig. 159). Gleichzeitig abel' 
wil'd in diesem Faile, wenn man wie auf S. 9 if. des ersten Teils dieses 
Bandes die (absolut genommenen) Abstande des Einheitspunktes von den 
Seiten des Fundamentalcll'eiecks mit fJ/, fJ2', fJs' bezeichnet: 
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Und dasselbe gilt ebenso nicht nul' hinsichtlich del' Vorzeichen von ~2 und 
~a, sondern auch hinsichtlich des cos (S2 Ss) fii.r den Fall, wo del' Einheits
punH e in einem del' auBeren "Dreiecksraume" liegt, die sich an die Ecken 
ell und ea anschlieBen. 

Andererseits sind die Grof3en S2 und $s beide positiv oder beide negativ, 
wenn del' Einheitspunkt in dem Vierecksraum liegt, del' an die Seite 81 

anstoBt, und elann ist wiederum gleichzeitig; 

cos (828a) = + COS (lJ9'P3'). 
Und dasselbe gilt wieder nicht nul' hinsichtlich del' Vorzeichen von $2 und 
~a, sondern auch hinsichtlich des cos (82 8s) fiir den Fall, wo del' Einheits-

~'/~~' 
;y/ 

--e ~I 
Fig. 158. 

punkt in dem inneren Dreiecksraum liegt oder in demjenigen auBeren 
Dreiecksraum, der sich an die Ecke ej anschlieBt. 

In jedem Falle wird also: 

I §;211 ~al cos (82 8a) = $2 $s cos (Ps' .pa') , 

und del' obige Ausdruck fiir sts3 verwandelt sich daher in: 

~2S = m1 m2 • ma m1 $2 $s cos (tJ2' Pa')· 

Und da nach den Gleichungen (33) des 25. Abschnitts: 
1 1 1 1 

mam1 $2 = --h'- und m1 m2$S=-'-' m 1"'2 m Va 

ist, unter m' die Masse des Einheitspunktes e verstanden, so erhalt man fUr 
~2a und die zyklisch entsprechenden GraBen ~S1 und stI2 die Werte: 

(30) 

st __ 1_ cos (.p{ .p.:J 
2a - m' 2 .p2' .pa· , 

st __ 1_ cos (.pB' .p/) 
31- m'2 .pB'.p/ ' 

st _ 1 COS (.pl '.p, ') 
12-m'2~~-' 
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Auf Grund dieser Formeln kann man leicht die Dreieckskoordinaten des 
Hohenschnittpunktes h des Fundamentaldreiecks mit den Ableitzahlen ~tu 
des Bruches K in Beziehung setzen. Dazu drucke man zunachst den Ab
stand hes des Hohenschnittpunktes h von der Ecke es des Fundamental
dreiecks durch die Abstiinde pl') und l'l) des Punktes h von den Seiten 

£2 El undE2 des Fundamentaldreiecks 
aus, wobei diese Abstande mit 
demjenigen V orzeichen versehen zu 
denken sind, das der Bestimmung 
auf S. 8 des ersten Teils dieses 
Bandes entspricht. Bezeichnet man 
dazu noch die Innenwinkel des 
Fundamentaldreiecks mit ill i2 , is, 
und setzt fur den Augenblick voraus, 
daB sowohl der Hohenschnittpunkt 

CG"7 wie der Einheitspunkt im Innern 
des Fundamentaldreiecks liegt (Fig. 

160), so erhalt man fur den absolut genommenen .Abstand hes der Punkte h 
und es die beiden Ausdrucke: 

Fig. 160. 

II (It) .p (h) 
he = _1 - = 1 und 

3 cos i2 - COS (Vs' ll/) 

111 (It) .p2 (I,) 
hey, = Cos-i~ = - cos (V2'1ls') • 

Aus ihnen folgt die Gleichung 

111 (It) V, (It) 
COB (lls'Pt') = cos (p,'ll/) , 

die man auch in der Form der folgenden Proportion schreiben kann: 

~ (h) • ~ (It) _ 1 . 1 • 
1"'1 • 1"'2 - COS (VI' Ps') . COS (lls' PI') 

Und da entsprechende Proportionen fii;r je zwei Abstiinde des Hohenschnitt
punktes von den Seiten des Fundamentaldreiecks henschen, so gilt auch die 
laufende Proportion: 

(31) ~ (It) • ~ (It) • ~ (It) _ 1 . 1 . 1 
1'1 • 1"'2 • 1"'8 - COB (V,' Vs') • COS (lls' Vt') • COB (Vt'.pl ')' 

und diese Proportion bleibt auch bestehen, wenn der Hohenschnittpunkt 
oder der Einheitspunkt oder beide auBerhalb des Fundamentaldreiecks liegen. 

Nach der Gleichung (35) des 25. Abschnitts geniigen andererseits die 
Dreieckskoordinaten ~1(h), ~2(1t), ~S(A) des Hobenschnittpunktes h del' Proportion: 

(It) (i) (It) 
r (1.) • r (It) • r (A) _ ~ • h..- . ~ 
~1 • ~2 • ~3 -.pI'· Pt' • Va'· 
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Bei Anwendung der Proportion (31) lii.Bt sich aber dieser Proportion auch 
die Form verleihen: 

(I.) • (I.). (I.) = __ 1 _ _ . 1 . 1 
~1 • ~1I • ~s .p/ cos (.p.' .ps') • .p2' cos (.p3' .p/) • .p:-3" c-o-s -:-:(.p'1 ';-:.p-2T.:') , 

oder wenn man das laufende Verhaltnis der rechten Seite mit dem Produkte 
V/ Vs' Vs' erweitert, die Form: 

(32) 1; (II) • ~ (I.) • ~ (I.) _ .p:' .ps'_. .ps' .p/ • _~. 
1 • II • S - COB (.p/ .ps") • COS (.ps' .p/) • cos (P1' P2') 

Wegen (30) verhiilt sich daher: 
1 1 1 

(33) 1; (A). r (")'1; (I.) = -' - '-. 
1 • 2 • 3 .R'2S • .R'81 • Sf12 

SchlieBlich kann man noch aus der Stabgleichung (26) des Kreispunkt
paares auf Grund des Satzes 447 die Gleichung des Kreispunktpaares 
in Linienkoordinaten ableiten. Dieselbe lautet: 

(34) ~l1U12 + sr22~2 + SfssuS2 + 2 Sfl/Su2 uS + 2 SfS1 uSU1 + 2 sr12 U1 U2 = 0, 

und ihre linke Seite ist nach der Gleichung (11) des 33. Abschnitts zugleich 
der Ausdruck fur die quadratische Form [U· UK], d. h., es ist!): 

(35) [U· UK] = srllu1 2 + ~22U22 + srssul + 2 Sf2SuSuS + 2 srS1 USu1 

+ 2 ~12UIU2' 

1) Die quadratische Form [U· UK] ist nur um einen konstanten Zahlfaktor ver
schieden von der bei del' Behandlung des Kreispunktpaares von S. Gundelfinger 
eingefithrten Funktion: 

(*) 00(1', u) = 0011 U1 2 + Oln U.! + Olss Us 2 + 2 /l)2S U. Us + 2 OlSl Us Ul + 2 /l)12 U1 U •• 

In der Tat besteht die Beziehung: 

(**) 00(", u) = In" [ U . U.K], 

wo m' die Masse des Einheitspunktes bedeutet. 
Da die quadratische Form [U· UK] stets das Quadrat del' Lange des Stabes U 

darstellt, wie auch das Bchiefwinklige Fundamentaldreieck beschaffen sein, und wie 
auch der Einheitspunkt gelegen sein mag, wahrend nach der Gleichung (11) des 25. 
Abschnitts die Masse 'In' des Einheitspunktes von der Beschaffenheit des Fundamental
dreiecks Bowie von der Lage des Einheitspunktes abhlingt, so gilt nach del' obigen 
Formel (**) dasselbe auch fiir die Gundelfingersche Funktion Ol(c, u)' Und diese 
Abhiingigkeit hat gelegentlich llistige Rechnungen zur Folge. Es schien mil' daher 
geboten, eine geringe Xnderung in der Bezeichnung einzufiihren, die ubrigens die 
meisten Gundelfingerschen Formeln fast unveranderl laBt, da wegen (**) die Koef
fizienten Olr 8 der Funktion 00(1', u) mit den Ableitzahlen ~r. der quadratischen Form 
[U . UK] prop01'tional sind, indem allgemein: 

(**~) 

ist. Vgl. S. Gundelfinger, Vorlesungen aua der analytischen Geometrie der Kegel
schnitte, herausgegeben von F.Dingeldey, Leipzig 1895, S.6ff. 
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Aus der linken Seite der GIeiehung (34) ergibt sieh zugleieh naeh Satz 694 
del' Ausdruek fur die Potenzform zweiter Klasse lrP) des Kreispnnktpaars, 
indem man die laufenden Linienkoordinaten Uu U21 Us der Gleichung dureh 
die Grundpunkte ell e2 , en des Fundamentaldreieeks ersetzt. Man erhlilt so 
fill' die Potenzform k,(2) des Kreispunktpaars die Darstellung: 

(36) k(2) = ~l1e12 + ~22e22 +5r3s e32 + 2 St2s e2eg +25rs1 eg e1 + 2~12e1 ell' 

Die einem Dreieck 7tmschriebenen gleichseitigen Hyperbeln. Die Proportion 
(33) ermoglicht die Ableitung einer wichtigen Eigensehaft der gleichseitigen 
Hyperbel. Zunachst liefert sie fiir die Prodnkte zu je zweien aus den Dl'ei
eekskool'dinaten ~1 (1t)'?;2 (II)'?;3 (It) des H5henschnittpunktes h die weiterePl'opol'tion: 

111 t (It)t (h).),; (It)?; (It).),; (It)t (It)= __ " __ • __ 
2 S "g 1 • 1 2 st'31 .\l'12 " ~12 St'28 ".\l'2S .\'rS1 ' 

die man aueh in der Form sehreiben kann: 

(37) 

Um aus diesel' Proportion die gewunschte Eigenschaft einer gleichseitigen 
Hyperbel zu entwickeln, beaehte man, daB nach dem Satze448 in del' Gleichung: 

all t12 + a)l2 t2 2 + 03sl;s 2 + 2023 62 ts + 20g1 l;sl;1 + 2012 [d2 = 0 

einer Kurve zweiter Ordnung ill Dreieckskool'dinatell del' Koeffizient 0i; 

eilles Quadrates till einer Koordinate des laufendell Punktes der Kurve dann 
und nUl" dann versehwil1det, wenn die Kune zweiter Ordnung dureh die 
jenem Quadrate entspreehel1de Ecke des Fundamentaldreiecks hindurchgeht. 
Damns folgt ohne weiteres del' Satz I dessen erster Teil bereits auf S. 178 
erwahnt ist: 

Satz 881: Sind t1)l;2,l;g die Dl'eieckskoordillaten eines Punktes 
in bezug auf em beliebiges Fundamelltaldreieck, so ist die 
Gleiehung: 

(38) 023l;2 ~3 + QS1 t3l;1 + 012 l;1 l;2 = 0 

die Gleiehung einel' Kune zweiter Ordnung, die dem Fundamen
taldreieck umschrieben ist, und umgekehrt laBt sich eine jede 
Kune zweiter Ordnung, die dem Fundamenhldreieck um
sehrieben ist, d urch eine Gleich ung von del' Form (38) ausdrucken. 

Wil' stell en dies em Satze aueh sogleich den dualistisch entspl'eehenden 
Satz an die Seite, auf den ubrigens auch schon oben (auf S. 185) Bezug 
genommen wul'de, namlich den Satz: 

Satz 882: Sind Ull U2 ,1tS die Dreieckskoordinaten eines Stabes 
in bezug auf ein beliebiges Fundamentaldreieck, so ist die 
Gleich u ng: 

(39) W2S lt2113 + ~31 U3 111 + m12lt11l2 = 0 
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die Gleichung einer Kurve zweiter Klasse, die dem Fundamen
taldreieck eingeschrieben ist, und umgekehrt HUH sich eine jede 
Kurve zweiter Klasse, die dem Fundamentaldreieck einge
schrieben ist, durch eine Gleichung von del' Form (39) darstellen. 

Jetzt frage man weiter nach del' Bedingung dafiir, daB die dem Funda
mentaldreieck umschriebene Kurve zweiter Ordnung (38) eine gleichseitige 
Hyperbel sei. Eine Kurve zweiter Ordnung ist als gleichseitige Hyperbel 
dadurch charakterisiert, daf3 erstens wie bei jeder Hyperbel ihre Schnitt
punkte mit del' unendlich femen Geraden ree11 sind, und dall zweitens ihre 
Asymptoten, d. h. die Tangenten in jenen Schnittpunkten mit del' unendlich 
fernen Geraden an die Kurve, aufeinander sen krecht stehen. 

Die Schnittpunkte einer gleichseitigen Hyperbel mit del' unendlich fernen 
Geraden werden also zugleich aus del' unendlich fern en Geraden von den 
Schenkeln eines rechten Winkels ausgeschnitten und bilden somit nach 
S. 388 ein Paar del' Involution, die das Kreispunktpaar auf del' unendlich 
fernen Geraden hervorruft. Nach dem Satze 683 ist daher das Polar
system peineI' gleichseitigen Hyperbel zu dem Polarsystem K des Kreis
punktpaars apolar, d. h. es besteht zwischen den beiden Polarsystemen p 
und K die Beziehuug: 
(40) [PK]=O. 

Und umgekehrt, wenn ein Polarsystem zweiter Ordnung p del' Gleichung 
(40) Genuge leistet, so ist seine Polkurve eine gleichseitige Hyperbel. Man 
hat somit den Satz: 

Satz 883: Die Polkurve eines Polarsystems zweiter Ordnung p 
ist dann und nul' dann eine gleichseitige Hyperbel, wenn dasselbe 
zumKreispunktpaar K apolar ist, d.h. wenn die Gleichung besteht: 

(40) [pK]=O. 

1st nun iiberdies, wie oben vorausgesetzt wurde, die gleichseitige Hyperbel, 
welche die Polkurve des Polarsystems p bildet, dem Fundamentaldreieck 
umschrieben, genugen ihre laufenden Dreieckskoordinaten ~1' ~2' ~3 also del' 
Gleichung (38), so Hillt sich nach dem Satze 670 die Gleichung (40) mit 
Rucksicht auf die Gleichungen (38) und (35) fUr die Pol- und Polarkurve 
del' Polarsysteme p und K auch in del' Form schreiben: 

(41) 

Die Gleichung (41) abel' zieht infolge del' Proportion (37) die Gleichung 
nach sich: 
(42) U23 ~2(h)~3(") + n31~8(h)~1(lt) + U12 ~1(h)~2(h) = 0, 

welche zeigt, da£\ die Koordinaten ~1(")' ~l'), ~3(ll) des Hohenschnittpunktes 
des Fundamentaldreiecks die Gleichung (38) einer jeden dem Fundamental-
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dreieck umschriebenen gleichseitigen Hyperbel befriedigen, daB somit eine 
jede dem Fundamentaldreieck umschriebene gleichseitige Hyperbel auch 
durch dessen Hohenschnittpunkt hindurcbgeht (Fig. 161). Man hat also 
den Satz: 

Satz 884: Jede einem Dreieck umscbriebene gleichseitige Hy
perbel geht auch durch des sen Hohenschnittpunkt hindUl·cb. 

Es ist namlich nicht notig, in dem Satze 884 die oben auf S. 392 gemachte 
Beschrankung auf ein schiefwinkliges Dreieck aufrecht zu erbalten, da fiir 
ein rechtwinkliges Dreieck der Hohenschnittpunkt mit dem Scheitel des 
rechten Winkels des Dreiecks zusammenfallt, so daB der Satz auch fur ein 
rechtwinkliges Dreieck noch giiltig bleibt, wenn er auch Freilich in diesem 
FaIle trivial wird. 

Da iibrigens die Gleichung (42) unter der Voraussetzung eines schief
winkligen Fundamentaldreiecks auf Grund der Proportion (37) auch riick
warts die Gleichung (40) nach sich zieht, so gilt von dem Satze 884 auch 
die folgende Umkebrung: 

Satz 885: Umkehrung von Satz 884: Geht eine einem schief
winkligen Dreieck umschriebene Kurve zweiter Ordnung durch 
dessen Hohenschnittpunkt hindurch, so ist sie eine gleichseitige 
Hyperbel. 

Man kann den Satz 884 auch ohne Rechnung begriinden. Dazu wende 
man die SchluBweise von S. 354 auf den Fall an, wo die benutzte Kurve 
zweiter Klasse das Kreispunktpaar ist. Dann werden die Kurven des zu 
jener Kurve zweiter Klasse und den doppelt zahlenden Punkten l1. 2, e,l, e./ 
apolaren Kegelscbnittbiischels zu Kurven zweiter Ordnung, die zum Kreis
punktpaar apolar sind und durch die Punkte eu e2 , es hindurchgehen, d. h. 

./ 

Fig. 161. 

zu gleicbseitigen Hyperbeln, die dem Dreieck 
e1 e2 es umscbrieben sind. Sie muss on daher, 

~ da sie ein Kegelschnittbiischel bilden, noch 
einen vierten festen Punkt enthalten, und 
dieser vierte feste Punkt kann kein anderer 
sein als der Hohenschnittpunkt h des Dreiecks 
el e2eS' Denn die in dem Buschel gleich
seitiger Hyperbeln auftretenden Geraden
paare bestehen aus je einer Seite des Dreiecks 
e1 e2eS und ihrer hinsichtlich des Kreispunkt
paars konjugiertel1 Geraden durch die Gegen-

ecke des Dreiecks, d. h. aus del' zu jener Seite gehorigen Rohe des Dreiecks 
el e2eS ' Diese drei Geradenpaare abel' haben auBer den drei Ecken des 
Dreiecks dessen Rohenschnittpul1kt h miteinander gemein (vgl. die obige 
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Fig. 161). Der vierte Grul1dpunkt des Hyperbelbiischels ist somit der 
Hohenschnittpunkt h des Dreiecks e1 e2eS 1). 

Aus dem Satze 884 kanll man leicht eine Tangenten7construktion de)· 
gleichseitigen HyperbeZ folgern (Fig. 162). Schl'eibt man namlich einer gleich
seitigen Hyperbel ein l'echtwinkliges Dreieck abc ein, das seinen l'echten 
Winkel bei a hat, so failt auch der Hohenschnittpunkt h des Dreiecks, der 
nach dem Satze 884 ebenfalls auf der gleichseitigen Hyperbel enthaltell 
ist, mit dem Punkte a zusammen. Und da del' Hohenschnittpullkt h zu
gleich del" Hypotellusenhohe ad angehort, so ist diese Hypotellusenhohe 

Fig. 162. Fig. 163. 

ad die Tallgente der gleichseitigell Hyperbel im Punkte a. Man hat also 
den Satz: 

Satz 886: Man findet die Tangente eines beliebigen Punktes 
einer gleichseitigen Hyperbel, illdem man der Kune ein l'echt
winkliges Dreieck einschreibt, das jenen Punkt zum Scheitel des 
l'echten Winkels hat; dann ist die Hypotenusenhohe dieses Drei
ecks die gesuehte Tangente. 

Eine zweite Begriindung dieses Satzes findet man, wenn man zwei Ecken 
a und b eines sehiefwinkligen, einer gleiehseitigen Hyperbel eingeschriebenen 
Dl'eiecks abc in einen Punkt zusammenriicken 11iBt (Fig. 163). Dann fallen 
die HohenfuBpunkte d und e der beiden Hohen ad und be mit den vereint 
liegenden Punkten a und b ebenfalls zusaml1len, und die von c auf ab ge
failte Hohe cf trifft die gleichseitige Hyperbel il1l Hohenschnittpunkt h des 
Dreiecks abc. Wegen des Zusammenfallens der 4 Punkte abde ist dann 
das Dreieek cah rechtwinklig bei a, und seine HypotenusenhOhe af ist die 
Tangente der gleichseitigen Hyperbel im Punkte a. 

Das zu dem Polarsystem K des Kreispttnktpaars adjungierte Polarsystem 
k. Es ist noeh von Interesse, den Ausdruck fur das zu dem Polarsystem 
zweiter Klasse K des Kreispunktpaars adjungierte Polarsystel1l zweiter 

1) Vgl. hierzu und zum Folgenden die schon oben auf S. 354 zitierte Arbeit von 
E. Miiller, Monatshefte flir Mathematik und Physik, XXVIILJahrgang, 1917, S.53f. 
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Ordnung zu bestimmen. Es wil'd wegen (10): 

(43) 

Setzt man dann noch: 

(44) F= [(f1- fs) (f2 - fl)J = [T2 faJ + [fs f1J + [f1 f2J = [(f2- fl) (fa - f2)] 
= [(fa- f2) (f1- fa)], 

wo wie bisher fv f2' fs die mit den Ecken ell e2 , es des Fundamentaldreiecks 
zusammenfallenden einfachen Punkte sind, 80 ist g: ein Feld, das nach GroBe 
und Sinn mit dem Blatte [f1 f2 fsJ ubereinstimmt. Nun sind abel' die 3 St1'ecken: 

fs-fe, f1-fs, f2-f1 
die Stl'ecken del' 3 Seiten: 

Sl' S2. Ss 
des Fundamentaldreiecks, und aus ihnen gehen die Strecken 911 92' 93 durch 

eine Drehung um einen positiven 1'ech
ten Winkel hervor (Fig. 164). Dal'aus 
folgt, daB die Produkte aus je zweien 
del' Strecken g1l g2) g3 denselben Wert 
besitzen wie die Produkte aus je zwei 
entsprechenden Streck en fs - f2' f1- fa, 
f2- fu d. h., es wird auch: 

k)ll---c."'---:::-:::---.......:~ Bezeichnet man ferner noch das dem 
8:i t: Felde F zugehorige Blatt [f1 f2 fa], das 

sich nach (44) aus dem Felde F durch 
Fig. 164. planimetrische Multiplikation mit dem 

einfachen Punkte fl ableiten laBt, mit dem Buchstaben tr, setzt also: 

(46) 

so ist g: diejenige ZahlgroBe, deren absolute1' Wert gleich dem doppelten 
Flacheninhalt des Fundamentaldreiecks ist, und welche positi v odeI' negativ 
ist, je nachdem del' Umlaufssinn des Blattes [f1 fe fa] demjenigen del' BlaU
einheit entspricht odeI' nicht (vgl. Bd. I, S. 126), und es wird: 

[82 Ss] = [fs f1 . f1 T2J = [fs T1 f2J fl = [fl f2 fs] f1 = tr Ttl also; 

(47) [S2 SaJ = g:fl' [Sa S1J = iH2' [Sl S2] = g:Ts' 
Da ferner g: die Flachenzahl des Feldes Fist, und die in Ed. I, S. 27 

eingefuhrte Feldeinheit mit del' oben in (5) benutztel1 GroBe ~ idel1tisch 
ist, so wi1'd: 

(48) 

(49) 

d. h. 
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Die Gleichungen (45) lassen sich daher auch in der Form schreiben: 

(50) [g2gs]=~3, [g3g1]=~3, [glg2]=~~' 

Substituiert man aber die Werte (47) und (50) in die Gleichung (43) und 
kurzt dann den Bruch rechter Hand mit~, so erhalt man fiir das zu dem 
Polarsystem K des Kreispunktpaars adjungierte Polarsystem k die neue 
Darstellung: 

(51) 

oder wenn man den ersten, zweiten, dritten Zahler und N enner beziehlich 
mit m1, m2 , ms multipliziert, die Form: 

(52) 

Ein beliebiger Punkt: 
(53) 

k mIS, m2 S, ma 3 
el , e2 , es 

der Ebene wird daher durch den Bruch k ubergefuhrt in den Stab: 

(54) xk=(m1 };1 +m2};2+ ms!s) 3. 

Fur die dem Bruche k zugehorende quadratische Form [x· x k] erhalt man 
somit die Darstellung: 

(55) 

Nun folgt aber ferner aus del' Gleichung: 

(4) 

durch planimetrische Multiplikation mit x fur das Produkt [a:~] der Wert: 

(56) [x3J =m1};1 + m2~2 + tns!s' 

Die Gleichung (54) nimmt daher die Form an: 

(57) [x.xk]=[X~]2, 

durch die zunachst bestatigt wird, daB das zu dem Polarsystem zweiter 
Klasse K des Kreispunktpaars adjungierte Polarsystem zweiter Ordnung k 
die doppelt zahlende unendlich ferne Gerade 3 zur Polkurve hat. 

Beriicksichtigt man ferner, daB: 

(58) 

ist, unter ~u die Unterdeterminanten del' Elemente ~tu del' Determinante: 

jSl'tuj, t,~t=1,2,3, 

des Kreispunktpaars verstanden, und daB: 

(59) [X3]2= m12};12+ .. + 2m2mS!2!S+" 
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ist, so hat man die Gleichungen: 

(60) 
Da endlich: 

ist, und ebenso die zyklisch entsprechenden Gleichungen gelten, so folgen 
aus (60) die Beziehungen: 

(61) 

(62) 

1 ~1 = .\ll22 Sl'S3 - S'r23 2 = m19, 

f22 = .\llss ~11 - 5l'31 2 = m22, 

fss = ~11 ~22 - S'r12 2 = ms 2, 

I r;-s = ~12 ~Sl - S'r23 S'ru = m2 ms, 

~1 = St 23 ~12 - 5l'31 S'r22 = ms m1 , 

f12 = ~31 ~2S - 5l'l2 S'r33 = ml mg. 

Das algebraische Produkt eler beiden konjugiert komplexen Pwnkte des K1'eis
pun7ctpaars.Flir manche Fragen ist es wlinschenswert, das Kreispunktpaar 
als algebraisches Produkt seiner beiden konjugiert komplexen Punkte dar
zustellen. Man suche dazu zunachst den Ausdruck fii?' ein Punktpaar der 
lnvolntion des KreispunktpaMs, indem man etwa von dem Einheitsstabe E 
erstens seine Strecke [E~] bildet durch Multiplikation des Stabes Emit 
dem unendlich fernen Stabe (del' Feldeinheit) ~ (vgl. den Satz 161), und 
indem man zweitens die mit ihr gleich lange, zu ihr senkrechte und von ihr 
urn einen positiven rechten Winkel abweichende Strecke EK bestimmt 
durch Multiplikation des Stabes Emit dem extensiven Bruche K des Kreis
punktpaars (vgl. den Satz 874). 

Die Sum me del' algebraischen Quadrate dieser beiden Strecken, d. h. die 
Summe: 
(63) 

ist dann nach S. 187 f. del' Ausdruck flir das Doppelpunktpaar deljenigen 
elliptischen Involution auf der unendlich fernen Geraden ~, die die Strecken: 

[E~] und EE 
und ebenso die Strecken: 

[E~] + EK und - [E~] + EK 

zu Strecken eines Pam'es der Involution hat. Da aber die letzten Strecken 
ebenfalls gleich lang sind und aufeinander senkrecht stehen, und die zweite 
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Strecke von del' erst en wieder um einen positiven rechten Winkel abweicht 
(Fig. 165), so ist die elliptische Involution auf del' unendlich fernen Geraden, 
deren Doppelpunktpaar durch die Summe (63) ansgedriickt wird, nichts 
anderes als die Involution des Kreispunktpaars, dic Summe (63) also cine 
Darstellung des Kreispunktpaars. 

Will man es vermeiden, daB del' 
Ausdruck fiir das Kreispunktpaar 
von del' Lange des Einheitsstabes E 
abhangig werde, so kann man noch 
die Summe (63) <lurch das Quadrat 
del' Lange von E, d. h. durch den -[(§'jJ 
Ausdruck [E·EK], dividieren' und 
erhalt so fiir das Kreispunktpaar 
den neuen Ausdruck: 

(64) [Esr+(EK)! 
[E,EK] 

Fig. 165. 

Aus ihm ergibt sich ohne weiteres die gewiinschte Darstellung des Kreis
punktpaars als algebraisches Produkt der beiden Kreispunkte; denn es wird: 

(65) 
rESl'+(EK)~ [ESJ+i EK[E~l-i EK 
--pi;. Elt-] - = VUE. EI(] lifE. lE-KJ -, 

wo bei die Quadratwurzel positiv genommen werden mag. Setzt man daher noch: 

(66) l l~Sl. + il!J~ = . V [E-:-Elt]- J, 

[ESJ-i EK ., 
-Vl1flFKt- = J , 

so winl der obige Ausdruck (65) fiir das Kreispunktpaar: 

(67) 

und man iiberzeugt sich zugleich durch Ausrechnung del' link en Seite von 
(67) unter Benutzung del' Formeln (24), (35), (36), (61) und (62), daB die
selbe nur eine ande1'c Darstellttng fiir die Potenzform zweitcr Klassc 71,(2) de8 
Krcispunktpaars ist, so daB also die Gleichung besteht: 

(68) k(2) = ji'. 

Dabei sind die Kreispunkte j und jf analytisch durch die Gleichungen (66) 
bestimmt. 

Das System kOl1zentr£selter Kreise aUfgefa(Jt als Scharbiiscliel odeI' Biischel
schar von Kurt'en zweitel' Ordnung oda zweiter Klasse, 1st In del' Mittel
punkt eines Kreises, x del' laufende Punkt des IU'eises, und sind beide Punkte 

GraSmann, Projcktiyc Geomotric d. Ebene 11,2 26 
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einfacke Pun7cte, so stellt das auBere Produkt [mx] den Stab eines beliebigen 
Radius des Kreises dar. Bezeichnet man daher noch die Lange des Radius 
mit r, so wird nach dem Satze 876 das Produkt: 

(69) [mx· mxI(] = r2, 

und die Gleichung (69) ist somit die Gleichung des Kreises mit dem Mittel
punkt m und dem Radius r unter der V oraussetzung, daB die Punkte m und 
x einfache PunIde sind. 

Abel' man kann auch leicht die Gleichung des Kreises mit dem Mittel
punkt m und dem Radius r fUr den Fall angeben, daB die Punkte m und x 
vielfache Pun7cte sind. N ach S. 27 des ersten Teils dieses Bandes verwandelt 
namlich die auBere Multiplikation mit der Feldeinheit ~ einen einfachen 
Punkt in die Zahleinheit. Daraus ergibt sich ohne weiteres, daB die auBere 
Multiplikation mit der Feldeinheit ~ einen vielfachen Punkt in seine Masse 
iiberfiihrt. Die Produ7cte [m~] una [x~] stellen daker die Massen der Pun7cte 
m und x dar. 

Hieraus folgt: Man wird fur den Fail vielfacher Punkte m und X aus dem 
Ausdruck: [mx· mxK] 

auf der linken Seite von (69) das Quadrat del' Lange r des Abstandes der 
Punkte m und x erhalten, wenn man diesen Ausdruck mit dem Produkt aus 
den Quadraten der Massen der Punkte m und x, d. h. mit dem Produkte: 

[m~]2[x~J2, 

dividiert. Fiir zwei vielfache Punkte m und x ist demnach die Formel (69) 
durch die Formel zu ersetzen: 

( ) [mx·mxIi:] 2 
70 [m~]f[xm2 = r . 

Die Punktgleichung des Kreises mit dem lVIittelpunkt m und dem Radius r 
lautet demgemaB unter der Voraussetzung vielfacher Punkte m und x: 

(71) [mx· mxK] - r2[m~]2[x~]2 = o. 
Und diese Gleichung (71) steilt, wenn man den Radius r aile Werte von 

Obis 00 durchlaufen IaBt, das System ailer konzentrischen Kreise mit dem 
Mittelpunkt m dar. 

Zugleich aber zeigt sie, daB dieses System konzentrischer Kreise als ein 
Scharbiischel von Kurven zweiter Ordnung aufgefaBt werden kann, das durch 
den mit dem Mittelpunkt des Systems zusammenfallenden Kreis yom Radius 
o mit del' Gleichung: 
(72) [mx· mxI:l:"] = 0 

und durch die doppeltzahlende unendlich ferne Gerade mit del' Gleichung 

(73) [X~]2 = 0 
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bestimmt wird. Dabei kann die Gleichung (72) (vgl. die Gleichung (137) 
des 31. .A.bscbnitts) auch als die Gleicbung der konjugiert komplexen Doppel
strahlen derjenigen Kreisinvolution (Rechtwinkelinvolution) angesehen wer
den, die ein beliebiger Kreis des Scbarbuschels (71), oder auch das in diesem 
Scharbiiscbel nicht enthaltene Kreispunktpaar K in dem gemeinsamen Mittel
punkte m des Scharbiischels konzentrischer Kreise hervoITuft. 

Man kann ferner auch leicht die Stabgleichung des Kreises mit dem Mittel
punkte m und dem Radius r aufstellen. 1st namlich U ein Stab einer Tan
gente dieses Kreises, so wird das auBere Produkt [m UJ del' mit der Masse 
des Mittelpunktes m und der Lange des Stabes U multiplizierte positiv oder 
negativ genommene Abstand des Mittelpunktes m von der Tangente U, d. h. 
der mit jenen Faktoren multiplizierte positiv oder negativ genommene Radius 
des Kreises. Und da das Quadrat der Lange des Stabes U gleich [U . UK] 
und das Quadrat der Masse des Punktes m gleich [m ~]2 ist, so wird der Bruch: 

[11~ up 2 
(74) [m~]2[U. UK] = r . 

Die Stabgleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt m und dem Radius r 
lautet daher: 
(75) [m Up - r2[mS:]2[U· UK] = O. 

Sieht man in ihr wieder den Radius r als veranderlich an, so stellt die Glei
chung wieder das System konzentrischer Kreise mit dem gemeinsamen Mittel
punkte m dar und zeigt zugleich, daB dieses System konzentrischer Kreise 
sich auch als eine Biischelschar von Kurven zweiter Klasse auffassen laBt, 
deren Grundkurven durch den doppelt zahlenden gemeinsamen Mittelpunkt 
m der Buschelschar mit der Gleichung: 

(76) [mUp=O 
und durch das Kreispunktpaar: 

(26) [U·UK]=O 

gebildet werden. Diese beiden Grundkurven sind dabei gleichzeitig die in 
der Biischelschar enthaltenen zerfallenden Kurven zweiter Klasse. 

Das Kreispunktpaar und die Schar konfokaler Kurven zweiter Klasse. Zu 
weiteren rechtwinkelgeometrischen Satzen gelangt man, wenn man eine Kegel
schnittschar betrachtet, der das Kreispunktpaar ala zel"fallende Kurve zweiter 
Klasse angehort. Am einfachsten verwendet man zur Darstellung einer 
solchen Schal" das Kreispunktpaar selbst als eine Grundkul"ve, und daneben 
als zweite Grundkul"Ve eiD reelles Punktpaar, etwa das Punktpaar der beiden 
Ecken e1 und e2 des Fundamentaldreiecks. Das Polarsystem F dieses Punkt
paars gestattet nach S. 250 des erst en Teils dieses Bandes die Darstellung: 

(77) 
26* 
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Wir stellen uns daher die Aufgabe, die Schar der Polarsysteme zu unter
suchen, die durch die Differenz: 

(78) 

ausgedriickt wird, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Kegelsehnitt
schar, deren Gleichung lautet: 

(79) [u· U(K - ~.F)] = o. 
Nach S.361 des ersten Teils dieses Bandes gehen bei einer jeden Kegel

schnittschar von einem beliebigen Punkte 'Y ihrer Ebene 2 reelle oder kon
jugiert komplexe Strahlen Dl und D2 aus, die in dem Punkte y von je einer 
Kuxve del' Schar berlihrt werden; und diese beiden Tangenten sind liberdies 
nach dem Satze 539 hinsichtlich einer jeden Kurve del' Schar konjugiert. 

In dem vorliegenden FaIle, d. h. bei der speziellen durch die Gleichung 
(79) dargestellten Kegelschnittschar, sind also jene beiden Tangenten Dl 
und D2 insbesondere auch hinsichtlieh des Kreispunktpaars K und des 
Teellen Punktpaars .F konjugiert. Als konjugierte Geraden hinsichtlich des 
Kreispunktpaars K stehen sie abel' nach dem Satze 880 aufeinander senk
Techt. Und als konjugierte Geraden hinsichtlich des reellen Punktpaars ell e2 
gehoren sie derjenigen hyperbolischen Strahlinvolution all, welche die beiden 
Strahlen [yel ] und [ye2] zu Doppelstrahlen hat, die man vom Punkte y nach 
den beiden Punkten el und e2 des reellen Punktpaars F ziehen kann. 

Dureh diese beiden Eigenschaften sind abel' l1ach Satz 169 die beiden 
'fangel1ten Dl und D2 eindeutig bestimmt, und zwar sind sie nach dem 
Satze 170 nichts anderes als die HalbieTungslinien der von den heiden 
Strahlen [yel ] und [ye2] gebildeten Winkel (Fig. 166). InsbesondeTe sind 
also die beiden Tangenten Dl und D2 bei del' Schar (73) flir jeden PunH y 
del' Ebene reell. 

Hieraus folgt noeh: Durcb jeden Punkt y del' Ebene gehen 2 Kurven der 
Schar (79) hindurch, schneiden sich in ihm senkrecht und halbieren die 
Winkel zwischen den Strahlen [yel ] und [ye2J. Dies kann man aueh so 
ausdriicken: Jade Kurve del' Kegelschnittschar (79) reflektiert die Strahlen, 
die von einem Punkte des Punktpaars e1 , e2 ausgehen, in del' Weise, daB sie 
nach dem andern Punkte des Punktpaars hinstreben, odeI' von ihm herzu
kommen scheinen. 

Aus diesem Grunde heiBen die Punkte el und e2 des Punktpaars .F die 
(reelIen) Brennpunkte del' Kurven der Kegelschnittschar (79) und 
die Strahlen [yel ] und [ye2] von einem beliebigen Punkte y einer solchen 
Kurve nach den Brennpunktenel unde2 die Brennstrahlen des Punktesy. 
Da ferner die Brennpunkte e1 und e2 allen Kurven del' Schar gemeinsam sind, 
so nennt man die Kurven del' Schar k onf 0 kal. Man kann daher die obigen 
Ergebnisse in den Satz zusammenfassel1: 
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Satz 887: Durch ein reelles Punktpaar und das Kreispunktpaar 
wird eine Schar konfokaler Kurven zweiter Klasse bestimmt, 
deren Brennpunkte die Punkte des reellen Punktpaars sind. 
Durch jeden Punkt der Ebene gehen zwei K urven der konfokalen 
Schar hindurch, schneiden sich in ihm senkrecht und hal hieren 
die Winkel zwischen den beiden Brennstrahlen jenes Punktes. 

Die in dies em Satze ausgesprochene Beziehung zwischen je zwei sich 
scbneidenden Kurven einer konfokalen Kegelscbnittscbar und den Brenn-

Fig. 166. Fig. 167. 

strablen ihres Schnittpunktes '!J IaEt sich iibrigens auf Grund des Satzes 539 
obne weiteres noch verallgemeinern, wenn man an die Stelle der Brenn
strablen des Punktes '!J die heiden von ihm an irgend eine Kurve der Scbar 
gelegten Tangenten setzt. Denn nach dem Satze 539 sind die beiden Tan
genten Dl und D2 • die sich in dem Punkte '!J an die durch ihn bindurch
gehenden Kurven der Schar legen lassen, auch konjugiert hinsichtlich jeder 
Kurve der Schar. Sie trennen also insbesondere die beiden von dem Punkte '!J 
an irgend eine Kurve der Schar gelegten Tangenten Tl und T2 harmonisch 
(Fig. 167). 

Nun kann man den Hauptinhalt des Satzes 170 auch in der Form aus
sprechen: 

Satz 888: Stehen in einem harmoniscben Strahlwurf zwei zuge
ordnete Strahlen aufeinander senkrecht, so halbieren sie die 
'Winkel zwischen den beiden andern zugeordneten Strahl en. 

N ach diesem Satze miissen dann die beiden Tangenten D1 , D9 , im Punkte '!J 
an die durch ihn hindurchgebenden Kurven der konfokalen Schar (73) ge
zogen, die beiden Winkel halbieren, welche die beiden yom Punkte '!J an 
eine beliebige Kurve der Schar gezogenen Tangenten Tl und T2 miteinander 
bilden. Man hat daher den Satz: 
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Satz 889: Die beiden Tangenten, die man in irgend einem Punkte 
del' Ebene an die beiden durch ihn gehenden Kurven einer kon
fokalen Kegelsehnittschar legen kann, halbieren die Winkel 
zwischen den beiden Tangenten von demselben Punkte an eine 
beliebige Kurve del' Schar. 

Die Involution, die eine ](urve fJl,oeiter Iilasse in e/;nem ihrer Brennpunkte 
hervorrttft. Man kann aus unserer Darstellung (79) einer konfokalen Kegel
schnittschar leieht eine wichtige Eigensebaft del' Brennpunkte einer Kurve 
zweiter Klasse ableiten. Das Polar system P des Brennpunktpaars e1 , e2 

ordnet einem jeden Strahle eines del' beiden Strahlbuschel, die einen von den 
beiden Brennpunkten e1 und e2 zum Scheitel haben, als konjugierten Strahl 
einen jeden beliebigen Strahl dieses Strahlbusehels zu. Dureh das Polar
system If des Kreispunktpaars abel' wird demselben Strahl del' zu ihm 
senkl'eehte Strahl dieses Strahlbiischels zugewiesen. 

Jede Vielfaehensumme: 

des Kl'eispunktpaars K und des Brennpunktpaars F, d. h. jede Kurve zweiter 
Klasse, die das Punktpaar ell e2 zu Brennpunkten hat, ordnet daher jedem 
Strahle V, V'", del' beiden Strahlbiischel mit den Scheiteln e1 und e2 als 
konjugierten Stab den in diesem Stl'ahlbuschel zu ihm senkrechten Strahl 
W, W',·· zu, mft somit in den beiden Brennpunkten e1 und ell eine Recht
winkelinvolution hel'vor (Fig. 168). 

Fig. 1(38. Fig. 170. 

Abel' man kann aueh zeigen, daB auBer den beiden Brennpunkten e1 und 
ell kein anderer Punkt del' Ebene diese Eigenschaft hat. In jedem andel'll 
Punkt y del' Ebene erzeugt namlich das Punktpaar ell e2 eine bestimmte, 
von der Rechtwin7celinvolution verschiedene Involution. Dieselbe ist parabolisch, 
wenn del' Punkt y auf del' Geraden [e1 ell] liegt, ohne mit einem del' Punkte 
e1 und ell zusammenzufallen; denn sie ordnet alsdann samtlichen Strahlen 



Abschnitt 60, Gleichungen (80) bis (82), Satz 889 u. 890 407 

V, V')·· des Strahlbuschels mit dem Scheitel y in diesem Strahlbuschel 
lauter Strahlen Tv, W') .. zu) die mit del' Geraden [el e2J vereint liegen (Fig.l69). 
Sie ist ferner hyperbolisch) wenn del' Punkt y nicht in del' Geraden [el e2J 
enthalten ist; sie hat namlich dann die beiden getrennten Shahlen [yell 
und [yc2J zu Doppelstrahlen (Fig. 170). Die Vielfachensumme I~ - f).F 
kann also unmoglich in einem Punkte y, der von e! und e2 verschieden ist) 
die Rechtwinkelinvolution hervorrufen. Man hat somit den Satz (vgl. die 
obige Fig. 168): 

Satz 890: Satz von De la Hire!): Eine Kune zweiterKlasse 
erzeugt in jedem von ihren beiden (reellen) Brennpunkten und 
in keinem andern Punkte del' Ebene eine Rechtwinkelinvolution. 
Oder speziell ausgesprochen fUr den Fall einer reellen Kurve zweiter Klasse: 
Verbindet man einen reellen Brennpunkt einer reellen Kurve 
zweiter Klasse mit dem Schnittpunkte zweier Tangenten del' 
Kurve) deren Beruhrungssehne durch den Brennpunkt geh t) so 
steht die Verbindungslinie auf del' Beruhrungssehne senkrecht 
(vgl. Satz 908). 

Die Hohenstiibe) die Hohenfu{3pttnkte und die Verbindttngslinien je zweier 
HOhenfu{3punlde des Fundamentaldreiec7cs. Die Harmoni7cale des Hohenschnitt
ptm7ctes in bezug auf dieses Dreiec7c. Da die Masse des Hohenschnittpunktes h 
des Fundamentaldreiecks beliebig gelassen ist) so kann man in der Propor
tion (34) den Proportionalitatsfaktor = 1 annehmen. Alsdann erhalt man 
fur die 3 Ableitzahlen des Hohenschnittpunktes die Werte: 

(80) 
111 t; (It) = - ! (It) = ~ t; (It) = -

I Sl'23) 2 Sl'81) 3 Sl'12 • 

Del' obige Ausdruck fUr den Hohenschnittpunkt h des Fundamentaldl'eiecks 
verwandelt sich also in: 

(81) 

wahrend die Gleichungen (3) fUr die Stabe [hel ]) [he2]) [heal aus den 
3 Hohen die Form annehmen: 

(82) 

1) Siehe Del a Hi r e, Sectiones conicae, Paris, 1685, S. 189 ff. 
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Fiir die 13 HohenfuBpunkte ergeben sich somit die Werte (Fig. 171): 

1 1 [El • hel ] = B> e2 + res, 
Jl.S1 12 

1 1 [E2 ·he1l1 ="fiI es + F~' .neu 2S 
(83) 

Endlich findet man fiir die Verbindungslinie der beiden letzten HohenfuB
punkte [Ell· he2] und [Es · kes] den Ausdruck: 

[Ell he2 ·Es ke3J=[(~2 es + ~s e1) (R~28 e1 + Sf:1 e2)] 

=_",1", El+_1_E2+-~Es. 
"'S1 Jl.12 sen ~2S ~!S .n;Sl 

Wenn man also noch mit dem Produkt ~2SstSl~12 multipliziert, das Produkt: 

st2S StSl Stlll [Ell kea· Es kes] = B;s 

setzt und die zyklisch entsprechenden Ausdriicke fiir RSl und HIli hinzufiigt, 
so bekommt man fiir die Verbindungslinien Ells, RSi' ~1I der 3 HohenfuB-

-t"" punkte die Ausdriicke l ): 

\ 
Fig. 171. 

J Hss = - S'r2S El + stSI E2 + stIli E s, 
(84) l Hal = S'rllsE1- S'rSI Ell + stIl1 E s, 

HIli = S'r2S El + S'rSl E2 - ~12 Es . 
Auch findet man leicht die geome

trische Bedeutung derjenigen Summe, 
die man erhalt, wenn man auf den rech
ten Seiten der Gleichungen (84) das 

:e, Minuszeichen durch ein Pluszeichen 
ersetzt. Zunachst ergeben sich fiir die 
3 Punkte ql' q2' Q3, die von den 3 
HohenfuBpunkten (83) durch die End-

punkte der Beiten des ~'undamentaldreiecks, auf denen sie liegen, harmonisch 
getrennt werden, die Ausdriicke: 

1 1 
Ql =T e2 -files, 

81 "'"u 

(85) 1 1 q2 =T es -fi) ei 
It "'"IS 

1 1 
qS=Fel -fi)e2 • 

28 "'"S1 

1) Vgl. hierzu: Gundelfinger-Dingeldey, Kegelschnitte, Leipzig 1895, Anhang, Nr.24. 
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Diese 3 Punkte ql' Q2' Qs sind abel' nach dem Satze 283 in einer Geraden 
enthalten, welche die Harmonikale des Hohenschnittpunktes h bildet. U nd 
man bekommt fiir einen Stab [Q2QS] diesel' Harmol1ikale H des Punktes h 
die Darstellung: 

[Q2 Qs] = [(se1 es -;- et ) (se1 e1 -.! e2)], 
12 29 28 .ncSl 

111 
=~El +Sf"TE2 + 1m ... Es, 

sll 12 12 U ""23 ""31 

1 
= se se SP {~2sEl + ~Sl E 2+ ~2E3} . 

28 81 12 

Die Harmonikale H des Hohenschnittpunktes h des Fundamentaldreiecks 
in bezug auf dieses Dreieck liiBt sich also durch die Summe ausdriicken: 

(86) H = ~23El +S'rs1Es+ ~12Es, 
und man hat den Satz: 

Satz 891: Bezeichnet man mit S'rtu , t, U= 1,2,3, die Ableitzahlen 
des Polarsystems K des Kreispunktpaars, so gestatten die Ver
bindungslinien ~3' HSlI ~'J del' HohenfuBpunkte des Fundamen
taldreiecks die Stab darstell ung (84) und die Harmonikale des 
Hohenschnittpunktes des Fundamentaldreiecks in bezug auf 
dieses Dreieck die Darstellung,(86). 

Die Dreieckskoordinaten fur den Mittelpunkt des dem Fundamentaldreieck 
eingeschriebenen Kreises und fUr die Mittelpunkte der 3 ihm angeschriebenen 
Kreise. Bezeichnet man den Mittelpunkt des dem Fundamentaldreieck ein
geschriebenen Kreises, diesen Mittelpunkt mit beliebiger Masse genommen, 
mit m, diejenigen del' ihm angeschriebenen Kreise, wieder mit beliebiger 
Masse genommen, mit mll m21 mSI und die zugehorigen Dreieckskoordinaten 
mit ~1 (711), ~2(m), ~s(m), ~1 (mi), !2(771i), ~s(mi), i = 1, 2,3, so bestehen nach del' Glei
chung (35) des 25. Abschnitts die Proportionen: 

(87) 
( ~ ~ ~ 
l' (m)·r (m).'\"(m)=L. ~.~ 
e:1 • e:2 • es 1'/ . .\>2' • .\>s' , 

(mi) (mi) (771i) 
l' (7'11;).1' (mi)''\" (mi)=L.~.~ 
e:l • e:2 • e:s 1'/ . .\>2' • .\>8' , 

wo die GroBen p/, ~2" .ps' die absolut genommenen Abstande des Einheits
punktes von den Seiten des Fundamentaldreiecks sind, wiihrenrl die GroBen: 

.pl(m), ~2(m), ps(m), Pl(m;), fl2(m;), fla(m;) 

die mit einem gewissen V orzeichen versehenen Abstande del' Punkte m und 
m; von den Seiten des Fundamentaldreiecks bedeuten, namlich die positi v 
oder negativ genommenen Abstande, je nachdem del' Punkt model' mi auf 
derselben oder del' entgegengesetzten Seite del' Seiten Ell E2, Es des Fun
damentaldreiecks liegt wie del' Einheitspunkt. 
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Nimmt man also den Einheitspunkt im Innern des Fundamentaldreiecks 
an, so wird (Fig. 172 und 173): 

(88) 

I V1(m) = V2(m) = .pa(m), 

- V1 ("'1)= V2(nt1 ) = .pa(7111 \ 

I V1 (rn2) = -.p2 (';'2) =.pa (m2), 

lJt"3)=lJ2(ma)=-lJS(m3) 

Mit Riicksicht auf diese Beziehungen nehmen die Proportionen (87) die 
Gestalt an: 

j 1 1 1 
~ (m) • ~ (m) • ~ (11'1) = _. __ . _ 

1 • 2 • S .p," .lJ2'·1:'8" 

1 1 1 
'r (rn1)''\' (mtl·'\' (ml) = __ . _ ._ 
t:l ·t:2 'e:3 .p,' '1:'2' '1:';' 

1 
1 1 1 

'r (m2)''\' (m2)''\' (m2) = _ . __ ._ 
t:1 • e:2 • e:s .p,' . 1:'2' . 1:'8" 

1 1 1 
'r (ms)·,\, (ma)·,\, (ms) = _. _ . __ 
t:1 • e:2 • e:3 .p/ . .lJ2' • 1:'8' • 

(89) 

'Wegen (29) erhalt man also die Proportionen: 

(90) 

'r (m). '\' (m). '\' (m) = ,/~.,m- .,/~ 
t:l • t:2 • t:3 II J1.11· II ~~22' II Mas' 

'r (m,). '\' (m,).," (m,) = _ ,/~. ,/~. ,/~ 
e:l • e:2 • e:3 r J[n • II M22 • II M33' 

'" (m2 ). '\' (m2). '\' (m,)= .;~ • _ ,/~. ,/fi\ 
e: 1 • e:2 • t:a II J\.1l • " M22 • " ~33' 

'r (m,) • '\' (m,). '" (m,) = ' /7if]""" • l/~ . _ ' /~ 
e:l • t:2 • e:a II J[ll' J\.22 • V Ma3' 

in denen die Quadratwurzeln absolut zu nehmen sind. Man hat somit den 
Satz 1): 

Satz 892: Liegt der Einheitspunkt im Innern des Fundamental
dreiecks, so stehen die Dreieckskoordinaten ~1(m), ~2(m), ~a(m) des 

-..e 

£" 

]~ig. 172. Fig. 173. 

Mittelpunktes m des dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen 
Kreises und die Dreieckskoordinaten ~1(m;), ~2(mi), ~3(mi) der Mittel-

1) V gl. hierzu und zum Folgenden: Gun del fi n g e r -DiD gel dey, Kegelschnitte, 
Leipzig 1895, Anbang, Nr. 16, 18, 28, 29, 73, 75, 140, 164. 
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punkte mi del' dem Fundamentaldreieck angeschriebenen Kreise 
zu den Ableitzahlen ~ii des Kreispunktpaal's in den Be
zi eh ungen (90). 

Die Dreieckskoordinaten fur den JjIittelpunkt des dem Fundamentaldreieck 
umschriebenen Kreises. Bezeichnet man den Mittelpunkt des dem Fundamen
taldreieck umschriebenen Kreises, mit beliebiger Masse genom men, mit n 
und seine Dreieckskoordinaten mit ~l(nl, ~2(n), };s(n), den Radius des Kreises 
mit t, so besteht wiedel' nach del' Gleichung (35) des 25. Abschnitts die 
Proportion: 

(91) 
(n) (n) (n) 

-r (n). ,. (n). -r (n) =L.£~.~ 
~1 • 1:2 . 1:3 ~/ . lJ2' • lJ3' , 

in del' die GroBen ~/, .p2', ~3' dieselbe Bedeutung haben Wle auf S. 409, 
wahrend die GroBen ~1 (n), V;(n), ~3(n) die 
positiv odeI' negativ genommenen Ab
stan de des Punktes n von den Seiten 
des Fundamentaldreiecks sind, je nachdem 
del' Punkt n auf derselben odeI' auf del' 
entgegengesetzten Seite del' Seiten Ell 
E 2 , E3 des Fundamentaldreiecks liegt wie 
del' Einheitspunkt. 

1st nun zunachst das Fun dam ental
dreieck spitzwinklig, und liegt zugleich 

Fig. 174. 
del' Einheitspunkt im 1nDel'll dieses Drei
ecks (Fig. 174), und bezeichnet man die 
Innenwinkel des Fundamentaldreiecks mit 
umschriebenen Kreises mit t, so wird: 

ill 12, i3, den Radius des ihm 

Es verh1ilt sich also: 

(92) 
und da: 

~1 (n) = t cos i1 , 

~2(n) = t cos is, 

~3(n) = t cos 13 , 

«~2'~S') =:rt - iu «~3'~1') =:rt-i2 , «~/~2') =n- l3' 

so folgt aus (92) auch die Proportion: 

(93) ~1 (n): ~2(n) : .ps(n) = cos (~2'~3'): cos (~3' .p1'): cos (~/~2')' 

Diese Proportion (93) abel' hat VOl' del' Proportion (92) den Vorzug, daB 
sie auch bestehen bleibt, wenn das Fundamentaldreieck stumpfwinklig oder 
rechtwinklig ist, und auch wenn del' Einheitspunkt eille beliebige Lage 
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hat. Auf Grund der Proportion (93) aber nimmt die Proportion (91) die Ge
stalt an: 
(94) (n) • • (n). (n) = cos (V.' .lJs') . cos (VS'Vl') . cos (Pt' .lJ2') 

61 • 62 . ~3 ,. h ' • h ' , Pl ¥2 ¥s 

odeI' wenn man die Glieder des rechten laufenden Verhaltnisses mit. dem 
Produkte p/ V2' Vs' di vidiert, die Form: 

• (n) • (n). (n) _ ~_ cos (V,' .lJa') • ..-!_ cos (Vs' Vt'). _1_ cos C.lJ/ .lJ2') 
h . 62 • 63 - '2 h 'h ' ',,'2 h ' h' • \1 '2 " ." , 

.p1 1"'2 1"'8 ..... 2 1"8 1"1 1"8 1"'1 1"2 
(95) 

oder endlich wegen (29) und (30) die Form: 

(96) 61 (n) : 62(n): ~3(n) = st:11 ~23 : ~22 ~31 : st:S3 st:12 • 

}\IIan hat also den Satz: 
Satz 893: Die Dreieckskoordinaten ~l(n), ~2(n), ~3(n) des Mittel

punktes n des dem Fundamentaldreieck umschriebenen Kreises 
st ehen zu den A bleitzahlen st:tu des Kreispunktpaars in der Be
ziehung (96). 

Die Gleichung der Kurve zweifel' Ordnung, die dem Fundamentaldreieck 
~tmschrieben ist und einen gegebenen Pun7ct zum Mittelpunkte hat. Die Glei
chung einer Kurve zweiter Ol'dnung, die dem Fundamentaldreieck um
schrieben ist, lautet nach dem Satze 881: 

( 38) a23 ~2 ~3 + US1 ~s ~1 + 012 61 62 = O. 
Es sollen die Koeffizienten U23 , U311 012 fur den Fall ermittelt werden, daB 
die Dreieckskoordinaten ~1' ~2' ~3 des Mittelpunktes y der Kurve gegeben 
sind 1). 

Del' l\Ettelpunkt y der Kurve (38) kann dadurch charakterisiert werden, 
daB seine Pol are yp hinsichtlich del' Kurve (38) mit del' unendlich femen 
Gel'aden: 
(97) ~ = UtI E1 + m2 E2 + msEa 
zusammenfallt, daB also die Gleichung besteht: 

(98) yp=g~=g(UtIEl+m2E2+Ut3E3)' 
unter 

(99) 

das Polarsystem del' Kurve zweiter Ordnung (38) und unter g einen Zahl
faktor verstanden. Es wird daher wegen (38) 

(100) jAI = U12 Ez + olsEs, 
A 2 =an El + a2s E s , Uki=Uw 

As = u31 El + U32 Ez, 

1) Diese und die folgende Aufgabe (auf S. 413) geh1iren eigentlich dem Gebiete der 
Parallelgeometl'ie an. Sie sind aber hier eingeschoben worden, da ihre Behandlung 
fUr die Losung der dann folgenden Aufgaben aus der Rechtlcinkelgeometrie als Vor
bereitung dienen soIl. 
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und die Huke Seite der Gleichung (98) verwandelt sich in: 

YP = (1)1 e1 + 1)2 e2+ ~3e3)p = ~1 A.1 + 1)2 A2+ ~3A3 
odeI' wegen (100) in: 

(101) YP = (~2a21 + 1)3031) E1 + (~3032+ ~1012) E2 + (~lal3+ ~2a23) E 3 • 

Die Vergleichung mit (98) liefert dahel' fur die Koeffizienten °23 , Ow 012 

del' Gleichung (38) die 3 linearen Gleichungen: 

(102) 1 
1)2 021 + ~3 a31 = 9 m1, I 
1)3 0S2 +~la12 = gm2' 0H=OW 

1)1 013 + t)2 a23 = 9 ma, 

deren Aufiosung fur diese Koeffizienten die Werte el'giht: 

J ~ °2a = 1)1 ~ - m1 ~1 + m2 t)2 + ma t)s), 

(103) 1 ~031 = 1)2 ( m1 ~1- m2 1)2 + ma 1)3) 

~ 012 = 1)3 ( m1 ~l + m2 1)2 - ma 1)3)' 

in denen die ZahlgroBe ~ einen Pl'oportionalitl1tsfaktor bedeutet. Man hat 
daher den Satz: 

Satz 894: Damit die dem Fundamentaldreieck umschriebene 
Kune zweiter Ordnung (38) den Punkt mit den Dl'eieckskoor
dinaten ~11 ~2' ~s zum Mittelpunkte habe, ist notwendig und hin
reichend, daB die Koeffizienten a23 , 0S11 012 die Wel'te (103) be
sitzen, in denen die Zahlgl'oBe f) einen Proportionalitatsfaktor 
bezeichnet, wahrend mp nt2 , ma die del' Lage des Einheitspunktes 
zugehorigen Massen del' Ecken des Fundamentaldl'eiecks sind. 

Die Gleichung de?' K~trve zweiter Klasse, die dem Fundamentaldreieck ein
geschrieben ist und einen gegebenen Pun7ct zum Mittelpun7cte hat. 1st P das 
Polarsystem einel' beliebigen dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen 
Kurve zweiter Klasse, so hat ihre Gleichung die Form: 

(104) 0= [U· UP] = 2 (~23U2Ua+ 5US1 USU1 + )li12U1 u2), 

wahrend ihr Polarsystem P die Bl'uchdal'stellung besitzt: 

(105) 

Del' Mittelpunkt: 
(106) 

del' Kurve zweiter Klasse (104) faUt nun abel' mit dem Pol del' unendlich 
fernen Gel'aden hinsichtlich diesel' Kurve zusammen, und es wil'd daher, 
wenn 9 eine ZahlgroBe bedeutet, 

(107) gy = SP= (mlEl + m2 E2 + msEs) P 



414 Das Kreispunktpaar bezogen auf ein schiefwinkliges Fundamentaldreieck 

odel' wegen (105): 
g y = m1 (2'f12 e2 + 2(1s es) + m2 (2(21 e1 + ~{2S es) + ms (2(Sl et + 2'f32 ell), 

oder endlich, wenn man behufs Vergleichung mit (106) rechter Hand nach 

ell e2 , es ordn et : 

(108) gy = (mll 2'f21 + ms2(sl) e1 + (ms 2'fs2 + ll11 2(12) ez + (ml ~13 

+ m2 2(23) es , 2'fki = 2'fi k' 

Fur die Dreieckskoordinaten ~lI ~2' ~3 des Mittelpunktes y del' Kurve zweiter 
Klasse (104) erge ben sich also die Wel'te: 

1 
gYl = ills ~31 + m2 2(12' 

gY2=m3 2(2S +ml 2(12' 

gys = m2 2(23 + ill] ~31' 
(109) 

FaBt man in diesen 3 Gleichungen die Koordinaten ~1' ~2' lis des Mittel
punktes del' Kurve als gegeben und die Koeffizienten 2(23' ~{311 ~12 del' Kurve 
(104) als unbekannt auf, so liefern die 3 Gleichungen flir diese Koeffizienten 
die Proportion: 

2'f2s : 2'(sl : 2(12 = m1 ( - m1 lil + m2 ~2 + Uts ~3) 

(110) :m2 ( illlli1-m2~2+mS~3) 

:ms ( ill1lJl +m2~Z-m393)' 

Die Gleichung (104) nimmt daher die Form an: 

1 
ml (- m1 ~1 + m2 lJ2 + ills ~s) U2 Us) 

(111) + m2 ( m1 91 - m2 lJ2 + ills ~3) Us u1 = 0, 

+ I1ls ( lUI 9I + m2lJ2 - mS~3) UI Uz 

und man hat den Satz: 
Satz 895: Eine Kurve zweiter Klasse, die dem Fundamentaldrei

eck eingeschrieben ist, und deren Mittelpunkt die Dreiecks
koordinaten lJlI lJ2' ljs hat, besitzt die Gleichung (111), vorausge
setzt, daB lUll m2, rns die del' Lage des Einheitspunktes zugehi::irigen 
Massen del' Ecken des Fundamentaldreiecks sind. 

Die Gleichung des dem Fundamentaldreieck wnschriebenen Kreises in Drei
ec7cs7coordinaten. Wei tel' frage man nach del' Bedingung daflir, daB eine dem 
Fundamentaldreieck ulllschriebene Kurve zweiter Ordnung ein Kreis sei. 
Nach dem Satze 881 lautet die Gleichung einer beliebigen dem Fundamen
taldreieck umschriebenen Kurve zweitel' Ordnung: 

(38) 0 \ 02S~2~S+a31~S~1 +012 );1);2= . 

Sollnun del' Mittelpunkt diesel' Kurve zweitel' Ordnung mit dem Mittelpunkt 
des dem Dl'eieck umschriebenen Kreises zusammenfallen, so miissen nach 
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dem Satze 893 die Dreieckskoordinaten th, ~2' ~3 des Mittelpunktes der 
Kurve der Proportion genugen: 

(112) ~l : ~2 : ~3 = ~11 S'r2S : ~22 ~3l : sr33 srl2 • 

Andererseits bestehen nach dem Satze 894 fur die Koeffizienten 023, 03l! 012 

einer jeden Kurve zweiter Ordnung, die durch die Ecken des Fundamental
dreiecks geht und den Punkt mit den Dreieckskoordinaten ~17 92' ~3 zum 
Mittelpunkte hat, die Gleichungen: 

1
9023 = ~l (- m1 ~1 + m2 ~2 + ms ~s), 

(103) 9aSl=~2( m1~1-m2~2+mS~S)' 

~a12 = ~s ( m 1 ~1 + m2~2 - m3~3)' 

Und diese nehmen bei Einfiihrung del' zu ~1' ~2' 1)3 proportionalen Produkte 
der rechten Seite von (112) die Form an: 

(113) 
f 9 °23 = srll sr23 (- m 1 ~11 sr2S + m 2 sr22 sr3l + ms ~SS ~12)' 

1 9 a3I : S1:22 srSl ( m l ~1'11 ~2S ~ m 2 sr22 srSl + ms ~ss S'r12) , 

9 a12 - srS3 srl2 ( m t S'rll ~2S T m 2 sr22 srS1 - ms S'rss ~12) . 

Hier lassen aber die Klammersummen del' rechten Seite eine erhebliche 
Vereinfachung zu. Nach S. 387 besteht namlich zwischen den 3 Zahlern ki 

des extensivell Bruches K die lineare Beziehung (23), und diese nimmt bei 
Einfuhrullg del' Werte (28) fur die lei die Form an: 

(114) ml (~11 e1 + sr12 e2 + St13 es) + m2 eSt2l el + sr22 e2 + sr2S es) 

+ ms csrSl el + S'r32 e2 + srsses) = O. 

Diese extensive Gleichung abel' zerfii.llt in die 3 Zahlgleichungell: 

(115) 
J m1 ~11 + m2 sr2l + m3 S'r31 = 0, 

l ml~12+m25t22+mS~S2=0, wo (116) 5rut =S'rtu ' 

m I sr13 + m 2 sr23 + mS~33 = 0. 

Urn nun die erste Klammersumme von (113) zu erhalten, multipliziere man 
die 3 Gleichungell (115) beziehlich mit - ~2S' stSl ' srl2 und addiere; man erhiilt 
so unter Berucksichtigung von (116) fur diese Klammersumme den Wert: 

- m 1 ~11 5r23 + m 2 sr22 ~3l + ms S'r3S stu = - 2 m 1 sta1 ~12' 

und entsprechende Werte ergeben sich fur die beiden andern Klammer
summen aus (113), so daB die Gleichungen (113) die Form allnehmen: 

J 9 °23 = - 2 m 1 S'rll .\i:23 ~Sl sr12 , 

I 9 °Sl = - 2 m 2 S'r22 ~2S Sl31 srl2 , 

I 9 012 = - 2 m3 ~3S ~23 st3! sr12 • 
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Diese 3 Gleichungen abel' kann man durch die laufende Proportion ersetzen: 

(117) 

Die Gleichung (38) fur cine dem Fundarnentaldreieek umschriebene Kune 
zweiter Ordllung nirnmt also fur den Fail, wo diese Kurve del' dem Dreieek 
umsehriebene Kreis ist, die Form an: 

(118) 

und man hat daher den Satz: 
Satz 896: Die Gleichung des dem Fundamentaldreieck umschrie

benen Kreises Iau tet in Dreieekskoordinaten: 

(118) 

wo die m; und seii dieselbe Bedeu tung haben wie bisher. 

Der Mittelpnnkt, die Gleichung nnd der Radins desjenigen K1'eises, del'das 
F~tndamentaldreiseit znm Poldreiseit hat. Die auf ein Poldreiseit bezogene 
Gleiehung einer Kune zweiter Klasse besitzt naeh S.245 des ersten Teils 
dieses Bandes die Form: 

(119) Wll ll12 + W22 U2 2 + 2{ss US2 = O. 

Andererseits lautet die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkte y 
naeh (75): 
(120) [y Up-r2[y~J2 [U· UI{] =0, 

odeI' wenn man das Produkt [y UJ entwickelt und die quadratische Form 
(U· UK] durch ihren Wert aus (35) ersetzt: 

(121) (91 u1 + l)2U2 + 93US)2- r2 [y~J2 (Si'llu12+ .. + 2~23U2US + .. ) = O. 

Soil jetzt die Gleichung (119) denselben Kreis darsteilen wie die Gleichung 
(121), so darf sie sich von del' Gleichung (121) nul' um einen konstanten 
Zahlfaktor unterscheiden. Insbesondere mlissen also die Koeffizienten del' 
Produkte u2 up Us ull U1 U2, die sieh beirn Ordnen del' Gleiehung (121) ergeben) 
versehwinden) d. h. es miissen die Gleichungen bestehen: 

(122) 
J 92 93 = r 2 [y~J2 se2S ' 
19391 = r2 [y~J2seSl1 

9192 = r2 [y ~J2 sel2 

Dureh Multiplikation je zweier von dies en 3 Gleiehungen abel' erhalt man 
die 3 neuen Gleichungen: 

1
919293 . 91 = r4 [y ~J4 st'S1 ~12' 
919293' 92 = r4 [y~J4se12~23' 
919293 . 93 = 1;4 [y ~J4 st'2S ~S1' 
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aus denen die laufende Proportion folgt: 

(123) 1)1 : 1)2 : 1)3 = ~31 ~12 : ~12 ~2S : ~23 ~Bl 

oder auch die Proportion: 
1 1 1 

(124) 1)1: 1)2: t)s = ~: F:"" 
28 81.n;12 

Die Vergleichung dieser Proportion mit der Proportion (33) zeigt dann, 
da~ der Mittelpunkt des Kreises, der das Fundamentaldreiseit zum Poldrei
seit hat, der Hiihenschnittpunkt dieses Dreiseits ist. Und da das Fundamen
taldreiseit ein ganz beliebiges schiefwinkliges Dreiseit war, so hat man den 
Satz (Fig. 175): 

Satz 897: Der Mittelpunkt eines Kreises, der ein schiefwinkliges 
Dreisei t zum Poldreiseit hat, ist der Hohenschnittpunkt dieses 
Dreiseits. 

Setzt man die 3 andern Koeffizienten der Gleichungen (119) und (121) 
einander proportional, so erhii,lt man die Proportion: 

5l11 : 5l22 : \2{ss = 1)12- t 2 [y~]2~11:'" (zykl.), 

oder da nach (122): 
t2[y3]2= t)2t)S. 

~2S 
ist, die Proportion: 

~l : \2{22: \2{ss = 1)12 - lJ~ lJs ~1l : ••• (zykl.), 
28 

die sich wegen (123) auch in del' Form schreiben lii~t: 

5U:11 : 5l22 : \2{ss = St'S1 ~12 (~81 ~12 - ~11 Si'2S) : ••• (zykl.). Fig. 175. 

Hier ist nach (62) die Klammer gleich der zu dem Elemente ~23 gehorenden 
Unterdeterminante k28 der Determinante I ~tu I, t, U = 1, 2, 3. Die obige 
Proportion nimmt daher die Form an: 

(125) \2{1l : 5U:22 : 5U:ss = ~31 ~12k23: ~2~2skBl : ~2S~Sl kl2 , 

oder wegen (60) die Form: 

(126) 

Die Gleichung des Kreises, der das I!'undamentaldreiseit zum Poldreiseit hat, 
lautet somit wegen (119): 

(127) ~31sr12m2m3u12 + ~n~SmSml ~2 + ~2S~Sl mlmSus2 = 0, 

und man hat den Satz: 
Satz 898: Del' Kreis, del' das als schi(>fwinklig vorausgesetzte 

Fundamentaldreiseit zum Poldreiseit hat, besitzt, aufgefaBt als 
Kurve zweiter Klasse, die Gleichung (127), in del' die ~tu und mj 
dieselbe Bedeutung haben wie bisher. 

GraJlmann, Projektive Geometrie d. Eben. n,2 27 
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Aus der Gleichung (127) folgt noch, daB das dem Kreise (127) zugehorige 
Polarsystem zweiter Klasse P die Bruchdarstellung zuliiBt: 

(128) P _ ~l ~12 m. m._s ' Si:u st •• m. m1 e., Si: •• .It'Sl ml m. e. 
- E 1 , E., E.· 

Ferner laBt sich auch del' Ausdruck fur das zum Polarsystem zweiter Klasse 
P adjungierte Polarsystem zweiter Ordnung p ebenfalls sofort hinschreiben. 
Er lautet nach der Gleichung (37) des 31. Abschnitts: 

(129) 

und die Gleichung des Kreises (127) in Punktkoordinaten heiBt daher: 

(130) ~2a m) ~12 + ~al m2~22 + Sf12 ma~a2 = o. 
Man hat also den Satz: 

Satz 899: Der Kreis, der das als schiefwinklig vorausgesetzte 
Fundamentaldreieck zum Polardreieck hat, besitzt, aufgefaBt 
als Kurve zweiter Ordnung, die Gleichung: 

(130) ~2Sml~l2+ ~3l m2~22 + ~l2ma~32 = o. 
Um den Radius r des betrachteten Kreises zu berechnen, benutze man 

die erste Gleichung (122) und ersetze in ihr das Produkt [y~] durch 
seinen Wert: 
(131) 

Dadurch nimmt diese Gleichung die Form an: 

t)2 ~s = r2 (~l ml + ~2 m2 + ~3 ma)2 ~23 

oder bei Anwendung der Proportion (123) und Division mit Si'23 die Form: 

(132) ~12Sf2S~31 = r2 (ml ~a) ~l2 + m 2 ~12~2a + mS~23~al)2. 
Diese Gleichung Hi.Bt sich noch dadurch vereinfachen, daB man rechter Hand 
die Summe der Glieder in der Klammer mit den Koeffizienten ml und m2 

durch ma ausdruckt. Nach del' dritten Gleichung (115) ist: 

ml Sf'l3 + m2 Sf'23 = - ms Sf'S3' 

woraus durch Multiplikation mit ~l2 folgt, daB: 

m l Sf'sl ~l2 + m2 Sf'12 Sf23 = - msSf'12 Sf'ss 

ist. Die Gleichung (132) verwandelt sich daher in: 

~2a Sf'Sl ~l2 = t 2 ma 2 (sr23 ~3l - Sf'12 Sf'SS)2 

oder wegen der dritten Gleichung (62) in: 

(133) Sf'23Sf'3l~12 = r2m12m22ms2. 
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Hieraus ergibt sich fur den Radius r des Kreises del' Wert: 

(134) 

oder mit Rucksicht auf die Werte del' GroBen Sttu in (30): 

(135) r = -VCDS (vi'lls') cos (lls' ll/) cos (.\)/ ll2') 
m'S m1 ml ms .\)/ .\)S'.\)8' 

Liegt nun der Einheitspunkt im Innern des Fundamentaldreiseits, und be
zeichnet man wie oben auf S. 411 die Innenwinkel des Fundamentaldreiseits 
mit 11, is, is, so wird: 

f cos (Vs'Va') = - cos i1 , 

(136 ) l cos (VS'Vl') = - cos tlH 

cos (Vl'VS') = - cos is, 

und die Gleichung (135) verwandelt sich in: 

(137) r = V - cos i1 cos ii cos is . 
m'sm1 m! msll/ .\)2'.\)s' • 

Diese Gleichung zeigt, daB der Radius r des betrachteten Kreises nur dann 
reell ist, wenn einer von den 3 Innenwinkeln 11 , is, is des Fundamental
dreiseits stumpf oder aber ein rechter Winkel ist, das Fundamentaldreiseit 
also stumpfwinklig oder rechtwinklig ist (vgl. die obige Fig. 175). Fur den 
letzten Fall reduziert sich, ein gang im Endlichen liegendes Fundamental
dreiseit vorausgesetzt, fur das nach S. 2:1f. des ersten Teils dieses Bandes aile 
3 Massen mi=i=0 sind, die Gleichung (137) auf: 

(138) r=O. 

Der Kreis, del' dieses rechtwinklige Dreiseit zurn Poldreiseit hat, schrumpft 
also in einen Punkt zusarnmen, der mit dern Scheitel des rechten Winkels 
des Dreiseits zusammenfailt. Fur den Fall eines spitzwinkligen Dreiseits 
dagegen ist der Radius des Kreises, der dieses Dreiseit zurn Poldreiseit hat, 
imaginar. Man hat somit den Satz: 

Satz 900: Ein Poldreiseit eines reellen Kreises ist notwendig 
stumpfwinklig oder rechtwinklig. 1st das Poldreiseit recht
winklig und zugleich ganz im Endlichen gelegen, so zieht sich 
der Kreis, dem es zugehort, in einen Punkt zusammen, narnlich 
in den Scheitel des rechten Winkels dieses Dreiseits. 

Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller einem Dreieck eingeschriebenen 
gleichseitigen Byperbeln. N ach S. 413 lautet die Gleichung einer Kurve 
zweiter Klasse, die dern Fundamentaldreieck eingeschrieben ist: 

(104) 0= CU· UP] = 2 (2(ss usus + 2(31 USu1 + ~SUl us), 
27* 
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wo P das zu del' Kune gehorige Polarsystem zweiter Klasse bedeutet, also 
durch den Bruch (105) dargestellt wird, und wo die Determinante 5}{ del' 
Kurve den Wert besitzt: 

o ~12 ~13 

(139) ~= ~21 0 ~23' ~ki= ~ik' 
~31 ~32 0 

Soil nun die Km-ve (104) eine gleichseitige Hyperbel sein, so muB nach 
del' GIeichung (40) die GIeichung bestehen: 

(140) [pK] = 0, 

in del' p das zu dem Polarsystem zweiter Klasse P adjungierte Polarsystem 
zweiter Ordnung bedeutet, woraus folgt, daB die .A.bleitzahlen a' k vonp die 
Unterdeterminanten del' Determinante (139) sind. Es ist somit insbesondere: 

(141) 
~ 10 ~121 - -
U23 = - (If ~ = ~31 ~12' aS1 = ~12 ~23' a12 = ~23 ~31' 

~31 32 

Die GIeichung del' Kune zweiter Klasse (104) in Punktkoordinaten, d. h. 
die Gleichullg del' Polkurve des Polarsystems zweiter Ordnungp, lautet daher: 

(142) ~2321,;12 + &312 1,;2 2 + 2t122~32- 2 &31 &121,;2 ~3 -2 2(12 ~231,;31,;1 

- 2 ~23 ~311,;11,;2 = 0, 

und die Gleichung (140) nimmt also nach dem Satze 670 die Form an: 

(143) 2(2s2~11 + &312~22 + ~122~SS - 2 ~(31 &12~2S - 2 2(12 ~2SSl'31 

- 2 ~23 2fsl Sl'12 = O. 

Nun stehen abel' auBerdem die Koeffizienten ~23' ~Sll ~12 del' Gleichung 
einer dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen Kurve zweiter Klasse zu 
den Dreieckskoordinaten ~1I ~2' ~3 ihres Mittelpunktes in del' Beziehung 
(110), die man, wenn man noch: 

1
- ml~1 + m2~2+ m3~3= t y , 

(144) ml~l- m2~2 + m3~3 = ~Y' 

m1 ~1 + m2 ~2 - ms t)s = ty 
setzt, auch in del' Form schreiben kann: 

(145) &2S : ~SI : 2(12 = ml ry : ms Sy : m3ty' 

Fur die Koeffizienten del' GroBen ~tu in del' Gleichung (143) ergibt sich so
mit die Proportion: 

~;3 : ~;1 : ~~2 : ~1 ~12 : &12 ~s : 2(23 ~1 

= m12t/: m22~/: ws2t/: m2ms?5yty: msmltytv: m1m2ry~y' 
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Die Gleichung (143) nimmt daher die Form an: 

(146) { m12ry2~11 + m22s/~22 + ms2t/~ss } 
- 2m2mSSytY~2S -2m3mltyrY~Sl -2mlm2rysY~12 = 0. 

421 

Aus diesel' abel' lassen sich noch die GraBen ~ii mit Hilfe del' linearen Re
lationen (115) eliminieren, und man el'hlilt so die Gleichung: 

m2m3(~y+ty)2~ + m3ml(ty+ry)2~ + m1 m2 (ry +SYst'12 = 0, 

del' man endlich, da wegen (144): 

(147) 

ist, auch die Gestalt verleihen kann: 

(148) 

welche mit del' Gleichung (130) des Kreises ubereinstimmt, del' das Funda
mentaldreieck zum Polardreieck hat. Die Gleichung (148) zeigt also, daB 
die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, die dem Fundamentaldreieck 
eingeschrieben sind, diesem Kreise angehoren. 

Da iibrigens nach S.419f. diesel' Kreis nul' reell ist, wenn das Funda
mentaldreieck stumpfwinklig odeI' rechtwinklig ist, so hat man den Satz: 

Satz 901: Nul' einem stumpfwinkligen odeI' rechtwinkligen 
Dreieck la.Bt sich eine gleichseitige Hyperbel einschreiben. Del' 
geometrische Ort del' Mittelpunkte alIer gleichseitigen Hy
perbeln, die einem stumpfwinkligen Dreieck eingeschrieben 
sind, ist del' Kreis, del' dieses Dreieck zum Polardreieck hat. 
Einem ganz im Endlichen liegenden rechtwinkligen Dreieck 
HiBt sich nul' die eine gleichseitige Hyperbel einschreiben, die 
durch die Katheten des Dreiecks als Asymptoten und die Hypo
tenuse als weitere Tangente bestimmt wird. 

Der geometrische Ort der Mittelpunkte aZZer einem Dreieck umschriebenen 
gleichseitigen Hyperbeln. Man kann auch leicht den geometl'ischen Ort del' 
Mittelpunkte aIler einem Dreieck umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln 
angeben.1) Dazu wende man die Eigenschaften des PolkegelschniUs einer 
Geraden hinsichtlich eines Kegelschnittbiischels insbesondere auf den Pol
kegelschnitt del' unendlich femen Geraden in bezug auf das Biischel gleich
seitiger Hyperbeln an, das einem Dreieck umschrieben ist (vgl. S. 396f.). 
Man gelangt dadurch zu dem Mittelpunktskegelschnitt jenes Biischels gleich
seitiger Hyperbeln. Diesel' geht nach S. 374 des ersten Teas dieses Bandes 
durch die Doppelpunkte del' Involution hindurch, die das Hyperbelbuschel 

1) Vgl. hierzu wieder die auf S. 354 zitierte Arbeit von E. Miiller, Monatshefte 
fur Mathematik und Physik, xxvnr. Jahrgang, 1917, S.53f. 
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auf der unendlich fern en Geraden hervorruft, d. h. durch die heiden Kreis
punkte. Eine Kurve zweiter Ordnung aher, die das Kreispunktpaar auf sich 
enthli1t, ist nach S. 389 ein Kreis. Damit ist hewiesen: Del' geometrische Ort 
del' Mittelpunkte 0 aller gleichseitigen Hyperbeln, die einem Dreieck um
schrieben sind, ist ein Kreis. Dnd dieser Kreis ist offenbar del' Feuerbach
sche Kreis des Dreiecks; denn er muB ja auch die Mittelpunkte del' in ein 
Linienpaar zerfallenden Kurven des Biischels, also ihre Doppelpunkte, ent
haIten, und das sind die RohenfuBpunkte des Dreiecks (vgl. S. 396). Del' 
Kreis durch die H6henfuBpunkte eines Dreiecks abel' ist des sen Feuer
bachscher Kreis. Man hat daher den Satz (Fig. 176): 

Fig. 176. Fig. 177. 

Satz 902: Del' geometrische Ort del' Mittelpunkte alIer gleich
seitigen Ryperheln, die einem Dreieck umschrieben sind, ist 
del' Feuerbachsche Kreis dieses Dreiecks. 

Die Kriimmungskreise einer gleichseitigen Hyperbel. Da der Feuerhach
sche Kreis eines Dreiecks auch mit den Krummungskreisen einer gleich
seitigen Hyperbel in el1gem Zusammenhange steht, so stellen wir VOl' der 
Rand einige aus del' Elementargeometrie bekannte Eigenschaften des 
Feuerbachschen Kreises zusammen (Fig. 177). 

Satz 903: In jedem Dreieck liegel1 die Mittelpunkte del' 3 Seiten, 
die FuBpunkte der 3 Rohen und die Mittelpunkte del' 3 an den 
Ecken liegenden Hohenabschnitte auf einem und demselben 
Kreise. Diesel' Kreis heiBt del' Kreis del' 9 Punkte odeI' del' 
Feuerbachsche Kreis des Dreiecks. Sein Mittelpunkt fist die 
Mitte desjenigen Linienstucks, das den Rohenschnittpunkt h des 
Dreiecks mit dem Mittelpunkte n des umschriebenen Kreises 
verbindet, und sein Radius ist halh so groB wie del' Radius r des 
umschriebenen Kreises. 

Satz 904: Del' H6henschnittpunkt h eines Dreiecks ist del' auBere 
Ahnlichkeitspunkt, del' Schwerpunkt s des Dl'eiecks del' inn ere 
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Ahnlichkeitspunkt fur den Feuerbachschen Kreis und den um
schriebenen Kreis des Dreiecks (vgl. die obige Fig. 177 und Fig. 178). 

Dabei ist unter dem iiu/3eren Ahnlich7ceitspunkt zweier Kreise derjenige 
Punkt zu verstehen, in dem sich die Verbindungslinien del' Endpunkte alier 
gleichlaufigen 1) Radien beider Kreise treffen, wahrend del' innere Ahnlich7ceits
punkt del' Punkt sein soli, in dem sich die Verbindungslinien del' Endpunkte 
alier gegenliiufigen 1) Radien beider Kreise schneid en. 

Satz 905: Del' Schwerpunkt und del' H5henschnittpunkt eines 
~ 

n 

Fig. 178. Fig. t79. 

Dreiecks teilen den Abstand del' Mittelpunkte des umschriebenen 
und des Feuerbachschen Kreises innerlich und auBerlich, also 
harmoniscb, im Verha,ltnis 2: 1. 

Auf Grund diesel' drei Satze lassen sich aus den Satzen 884 und 902 einige 
weitere Folgerungen ziehen.2) LiiBt man namlich aile 3 Ecken eines einer 
gleichseitigen Hyperbel eingeschriebenen Dreiecks abc in einen Punkt, den 
Punkt a, zusammenrucken (Fig. 179), so wird nach dem Satze 884 sein 
Hohenschnittpunkt h zum zweiten Schnittpunkt del' N ormale des Punktes a 
mit del' gleichseitigen Hyperbel, und del' dem Dreieck abc umschriebene 
Kreis wird del' Kriimmungskreis del' gleichseitigen Hyperbel im Punkte a, 
sein Mittelpunkt n wird daher del' Krummungsmittelpunkt del' gleichseitigen 
Hyperbel fur den Punkt a. Del' Schwerpunkt s, del' immer ein innerel' 
Punkt des Dreiecks ist, falit mit a zusammen. Del' Mittelpunkt f des Feuer
b achschen Kreises ferner liegt auf derVerHingerung del' Normale ns = na 
und zwar so (vgl. Satz 905), daB at = t na wird. Und da del' Radius des 
Feuerbachschen Kreises halb so groB wie del' des umschriebenen Kreises 

1) GleichHiufig = parallel und von gleichem Sinn, gegenlaufig = parallel und von 
entgegengesetztem Sinn. 

2) Ygl. auch hier wieder: E. Miiller, Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 
XXVIII. Jahrgang, 1917, S. 54f. 
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ist (vgl. Satz 903), so ist fa der Radius des Feuerbachschen Kreises. Der 
Feuerbachsche Kreis des in den Punkt a zusammengeschrumpften Dreiecks 
beriihrt also den Kriimmungskreis des Punktes a in a von auBen. 

Nach dem Satze 902 geht er weiter durch den Mittelpunkt 0 der Hyper
bel, und nach dem Satze 903 halbiert er den an der Ecke a des Dreiecks 
liegenden Hohenabschnitt ah; der Halbierungspunkt heiBe m. Da endlich 
wieder nach dem Satze 903 der Radius des umschriebenen Kreises eines 
Dreiecks gleich dem Durchmesser des Feuerbachschen Kreises ist, so ist: 

an=ma 

oder, was nach dem obigen dasselbe ist: 

an = tha. 
Man hat somit den Satz: 
Satz 906: Man findet den Kriimmungsmittelpunkt n eines be

liebigen Punktes a einer gleichseitigen Hyperbel, indem man 
in diesem Punkte a die Normale der gleichseitigen Hyperbel er
richtet his zum zweiten Schnittpnnkt h mit der Kurve; dann eI·
halt man den Kriimmungsmittelpunkt n jenes Punktes a, indem 
man die Hyperbelsehne ha liber a hinaus um ihre Halfte ver
langert. 

Der analytische Charakter der Formeln der Rechtwinkelgeometrie und 
Parallelgeometrie. Uberblicken wir die in diesem Abschnitt gefundenen 
rechnerischen Ergebnisse, so bemerken wir, daB alle von uns gewonnenen 
Formeln der Rechtwinkelgeometrie entweder den extensiven Bruch K des Kreis
punktpaars oder seine Ableitzahlen ~tu, t, U = 1, 2, 3, enthalten, zu denen 
gelegelltlich noch der Stab 3 der unendIich fernen Geraden oder die Linien
koordinaten ml1 mID ms dieser Geraden hinzutreten, die ja den Trager des 
Kreispunktpaars bildet. Damit hangt es zusammen, daB sich diese Linien
koordinaten ml1 m2, IDs der unendlich fernen Geraden, d. h. die Massen der 
Ecken des Fundamentaldreiecks, auch durch die Ableitzahlen ~tu des Kreis
punktpaars ausdriicken lassen (vg1. die Formeln (61) und (62»). Dagegen 
kommen in den Gleichungen, welche parallelgeometrische Eigenschaften der 
Gebilde darstellen 1), nur der Stab 3 der unendlich fernen Geraden oder 
dessen AbleitzahleI!- IDv m2, ms vor, nicht aber der Bruch K und seine Ab
leitzahlen srtu • Es ist also bewiesen, daB die von uns entwickelten beson
dere:n Eigenschaften der Rechtwinkelgeometrie als Beziehungen der betrach
teten Gebilde zum Kreispunktpaar K aufgefaBt werden konnen, wahrend die 
parallelgeometrischen Eigenschaften der Figuren sich als Beziehungen zur 

1) Vgl. S. 379 bis 381 und die friiheren Entwicklungen im eraten Bande, S. 229f., 
ferner im ersten Teil dieses Bandes, S. 82:fi., S. 253ft'. und S.278:fi., und aus dem 
vorliegenden Teil dieses Bandes S. 412 bis 414. 
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unendlich femen Geraden schlechthin (ohne .Auszeichnung des Kreispunkt
paars) erweisen. 

In den folgenden beiden Abschnitten tritt die analytische Abhangigkeit 
del' Rechtwinkelgeometrie yon dem Kreispunktpaar nicht so deutlich her
VOl', weil hier die .Ableitzahlen des Kreispunktpaars spezielle Werte, nam-

lich die Werte: srtt = 1 und ~tu = 0, (t =l= u), 

besitzen, die sich naturgemaB in den Formeln nicht augenHLllig bemerkbar 
machen. 

1m AnschluB him'an moge noch eine andere Bemerkung Platz finden. Die 
projektive Geomet1'ie del' Ebene war dadurch ausgezeichnet, daB sich jedem 
ihrer Satze ein dualistisch entsprechender Satz an die Seite stellen lief3, den 
man dadurch erhielt, ·daB man die Begriffe Punkt und Gerade miteinander 
vertauschte. Diese Moglichkeit fiillt in der Parallelgeometrie und Rechtwin7cel
geometrie, d. h. in den beiden metrischen Geometrien, fort. Denn es gibt in del' 
Ebene keinen ausgezeichneten Punkt, welcher del' unendlich fern en Geraden 
dualistisch entsprache, und man kann auch kein konjugiert komplexes Linien
paar angeben, das dem Kreispunktpaar dualistisch gegenuberst1:inde. Da abel' 
die metrischen Satze entweder eine Beziehung del' Gebilde zur unendlich 
femen 'Geraden schlechtweg odeI' eine solche zum Kreispunktpaar darstellen, 
so konnen die metrischen Satze eine dualistische Ubertragung nicht zulassen. 

Abschnitt 61. 

Das Kreispunktpaar 
bezogen auf ein rechtwinkIiges Koordinatensystem. 

Der extensive Brt~ch ~tnd die Gleichung des Kreispunktpaars unter der 
Voraussetzung eines rechtwin7cligen Koordinatensystems. Der Ausdruck fur 
das Polarsystem K des Kreispunktpaars wurde bisher fur den Fall ent
wickelt, daB das Fundamentaldreieck ein im Endlichen liegendes schiefwink
liges Dreieck sei. Fur manche Zwecke, z. B. fUr aIle Fragen, die mit den 
Hauptachsen del' Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse zusammen
hangen, ist es indessen vorteilhafter, statt dessen ein rechtwinldiges Carte
sisches Koordinatensystem zugrunde zu legen, odeI' was nach dem Satze 297 
auf dasselbe hinauskommt, ein Fundamentaldreieck, von dem eine Ecke e3 

ein im Endlichen lie gender einfacher Punkt ist, del' mit dem Anfangspunkt 
des Cartesischen Systems zusammenfltllt, wahrend seine beiden andern Ecken 
e1 und e2 unendlich fern liegen, und zwar zwei zueinander senkrechte Strecken 
von del' Lange 1 bestimmen, fur die' del' Winkel < (e3 ell e3 e2) ein positiveI' 
rechter Winkel wird, 

Da die Massen m! und m2 der unendlich fernen Punkte e1 und e2 als 
Massen zweier Strecken verschwinden, und die Masse rn3 nach del' Voraus-
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setzung = 1 ist, so wird zufolge del' Gleichung (4) des vorigen Abschnitts 
der mit del' Feldeinheit identische unendlich ferne Stab 3: 
(1) 
Versteht man also unter K nach wie vor einen extensiven Bruch, del' die 
Stiibe der Ebene in gleich lange und von ihnen urn einen positiven rechten 
Winkel abweichende Strecken iiberfiihrt, so nimmt die Apolaritatsgleichung 
(25) des vorigen Abschnitts die Form an: 

(2) E3K = O. 

Und da andererseits die Stiibe E j und E2 durch das Polarsystem K in die 
mit ihnen gleich langen und von ihnen um einen positiven rechten Winkel 
abweichenden Strecken e1 und e2 iibergefiihrt werden (Fig. 180), so fil1det 
man fiir das Polarsystem K des Kreispunktpaars die Darstellung: 

(3) 

die wir als die Normalform des extensiven Bruches fiir das Kreis-

Fig. 180. 

punktpaar bezeichnen wollen. 
1------"., In del' Tat fiihrt del' Bruch (3) nicht 

qJJ£ nul' die Grundstabe El und E2 in die mit 

W-""""""!,~~---' 

Fig. 181. 

ihnen gleichlangen und yon ihnen urn 
einen positiven rechten Winkel ab-
weichenden Strecken e1 und e2 iiber, son
dern er ruft eine entsprechende Um
wandlung bei jedem durch den Punkt e3 

gehenden Stabe: 
(4) V = u1 E1 + b2 E2 
hervor, da das ganze Summierungs

rechteck, welches del' Gleichung (4) entspricht, durch eine Drehung urn 
einen positiven rechten Winkel in das Summierungsrechteck del' dem Stabe V 
entsprechenden Strecke: 

(5) VK = b1 e1 + b2 e2 

verwandelt wird (Fig.1Sl). Und da endlich jeder beliebige Stab U del' Ebene 
aus einem durch es gehenden und mit dem Stabe U streckengleichen Stabe 
V durch Hinzufiigung eines Vielfachen yon Es erzeugt werden kann, also 
durch eine Summe von der Form: 

(6) 

darstellbar ist, so wird wegen (3): 

(7) UK= VK, 

d. h. es wird iiberhaupt jeder Stab U del' Ebene bei del' Multiplikation mit 
.dem Bruche (3) in eine Strecke von gleicher Lange verwandelt, die von dem 
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Stabe U urn einen positiven l'echten Winkel abweicht. Del' Bruch (3) ent
spricht also den an den extensiven Bruch des Kreispunktpaars gestellten 
Forderungen. 

Setzt man jetzt wie gewahnlich: 

U = u1E1 + u2 E 2 + u3Es = Us (~El + ~E2 + E3) 
US Us 

oder wegen del' Gleichungen (121) des 25. Abschnitts: 

(8) U = Us (UEl + 'rJE2 + E s), 

wo nach Satz 297 die GraBen u, 'rJ die Hesseschen Linienkoordinaten in 
bezug auf das rechtwinklige Achsenkreuz [eSe1], [eS e2] sind, so nimmt die 
Gleichung: 
(9) CU· UK] = 0 

des Kreispunktpaars bei Einfiihrung jener rechtwinkligen He sse schen 
Linienkoordinaten die Form an: 

(10) 
Man hat daher den Satz: 

Satz 907: Die Gleichung des Kreispunktpaars in rechtwinkligen 
Hesseschen Linienkoordinaten lautet: 

(10) 

Die Haupfachsen einer Kurve zweite1' Klasse. Die N ormalform des Bruches 
fur das Kreispunktpaar erweist sich z. B. als nutzlich, wenn man die Sym
metrieachsen einer Kurve zweiter Klasse aufsuchen will. Es sei also P das 
Polarsystem einer Kurve zweiter Klasse bezogen auf ein Fundamentaldreieck 
del' auf S. 425 beschriebenen Art, und zwar mage insbesondere del' Anfangs
punkt es mit dem Mittelpunkt m del' Kurve zusammenfallen. Die Stabpunkt
zuordnung P des Polarsystems diesel' Kurve wird dann in diesem, wie uber
haupt in jedem Koordinatensystem, durch einen Bruch von del' Form: 

(11') 

dargestellt werden, wahrend das Polarsystem des Kreispunktpaars, wie oben 
gezeigt ist, durch einen Bruch von del' besonderen Form: 

(3) 
ausgedriickt wird. 

1st jetzt T ein Stab, des sen Gerade durch den Mittelpunkt m des Polar
systems P hindurchgeht, so wird sein Pol T P hinsichtlich des Polarsystems 
P ein unendlich ferner Punkt (eine Strecke), und man kann nach denjenigen 
Durchmessern Ti des Polarsystems P fragen, fUr welche die Strecke TiP 
auf dem zugehOrigen Durchmesser T; senkrecht steht, fiir die also abgesehen 
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von einem Zahlfaktor die Strecke TiP mit del' Strecke TiK ubereinstimmt. 
Zwischen den beiden Strecken TiP und T;K wird dann eine Gleichung 
von del' Form bestehen: 
(12) 

(13) 

TiP=t~i T;K odeI' 

T;(P- uiK) = 0, 

unter Ui einen Zahlfaktor verstanden. Nun sei: 

(14) T,=tnEl +t'.2 Es· 

Bei Einf'lihrung dieses Wenes verwandelt sich die Gleichung (13) in: 

tuEl (P-u;K) + till Ell (P-u,K) = 0 

odeI' wegen (11) und (3) in: 

(15) til (al - u;e1) + tiS (all - u;e2) = 0, 

eine Gleichung, die man auch durch die in u. quadmtische Gleichung 
ersetzen kann: 
(16) 

Sind Ul und US! ihre beiden Wurzeln, und sind diese voneinander verschieden, 
so liefert die Gleichung (15) die Verhiiltnisse del' Ableitzahlen der zuge
bOrigen Werte Tl und Ts von T;. Aus (15) folgen namlich fur diese A.b
leitzahlen tl17 tlll , tsu t2S die Proportionen: 

(17) { 
tll: tn = - (all - ul ell) : (a1 - ut et ), 

tllt: tll!! = - (a2 - u2 ell) : (al -u2 e1)· 

Was die geometrische Bedeutung del' beiden so bestimmten Durchmesser 
To del' Kurve zweiter Klasse P anlangt, so iiberzeugt man sich sogleich, 
da.B diese Durchmesser T, zwei Symmetrieachsen del' Kurve zweiter Klasse 
P bilden. Nach del' Grundeigenscbaft des Poles VP einer Geraden V hin
sichtlich einer Kurve zweiter Klasse P (vgl. Satz 412) trennt namlich das 
Tangentenpaar, yon einem beliebigen Punkte '!J jener Geraden Van die Kurve 
P gezogen, die Gerade V von ihrem Pole VP harmonisch. Wendet man 
diese Grundeigenschaft des Pols insbesondere auf einen del' beiden oben 
erwahnten Durchmesser T; an, deren Pol :ZiP eine zu T; senkrechte Strecke 

0,9 bestimmt, d. h., das Normalenzentrum des 
~ Durchmessers T; bildet (vgl. S. 385), so folgt: 

Fur einen jeden Punkt '!J eines diesel' beiden 
Durchmesser T; werden die beiden vom 
Punkte '!J ausgehellden Tangenten durch den 
Durchmesser T. und das auf ihm in '!J er

~::---i~----+~Jf richtete Lot harmonisch getrennt (Fig. 182). 
!!i Nach dem Satze 888 halbiert also del' 

Fig. 182. Durchmesser To den Winkel zwischen den 
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beiden yom Punkte y ausgehenden Tangenten oder, was dasselbe ist, 
diese beiden Tangenten sind die Spiegelbilder voneinander in bezug auf den 
Durchmesser T;. Und da dies Ergebnis fur jeden Punkt y del' Geraden Ti 
gilt, so kann man sagen: Die Kurve zweiter Klasse P geht, an dem Durch
messer T; gespiegelt, in sich fiber. Jeder von den beiden Durchmessern T. . , 
ist somit eine Symmetrieachse del' Kurve zweiter Klasse P. 

Um endlich die Lage del' beiden Symmetrieachsen Tl und T2 zueinandel' 
zu bestimmen, stelle man die De:finitionsgleichung (12) del' Stabe T; fur 
jeden einzelnen von den beiden Staben Tl und T2 auf, bilde also die beiden 
Gleichungen: 

{ T1P=Ul1~ X, 

T2 P=u2 T 2 K, 

und multipliziere sie beziehlich auBerlich mit T2 und T1 , wodurch sich die 
Gleichungen ergeben: 

[T2 . Tl P] = ttl [T2 . Tl K], 
[Tl ·.T2P] =u2 [Tl . T 2 KJ. 

Aus ihnen abel' folgt, wenn man auf die Polarsysteme P und K die zweite 
Gl'undgleichung des Polal'systems anwendet (Gleichung (118) des 31. Ab
schnitts), durch Subtraktion die Gleichung: 

(18) 

die sich, da oben vOl'ausgesetzt wurde, daB: 

(19) 
ist, auf die Gleichung l'eduziert: 

(20) [Tl ·T9K]=0. 

Und diese sagt aus, daB unter del' Vora'Ussetzung (19) die beiden Sym
metrieachsen Tl und T2 del' KUfVe zweitel' Klasse P aufeinander 
senkrecht stehen. 

In Ubereil1stimmung mit del' auf S. 284 if. des ersten Teils dieses Bandes 
fur ein Polarsystem zweiter Ordnung eingefiihrten Bezeichnung nennt man 
diese beiden aufeinander senkrechten Symmetrieachsen einer K urve zweiter 
Klasse "die Hauptachsen del' Kurve zweitel' Klasse", oder auch 
kUl'zer "die Achsen diesel' Kurve". 

Die Schar 7confokaZer Mittelpun7ctskurven zweiter Klasse auf ihre Haupt
achsen befJogen. Wiihlt man den Mittelpunkt einer reellen Ellipse odeI' 
Hyperbel ZUlli Anfangspunkt es eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
und die groBe A.chse del' Ellipse odel' bei del' Hyperbel diejenige Achse del' 
Kurve, welche die Hyperbel schneidet, ZUl' Achse [eSel]' die andere Achse 
del' Kurve zur Achse [es e2] des rechtwinkligen Kool'dinatensystems und be
zeichnet das Polarsystem del' Ellipse odeI' Hypel'bel, diese Kurve aufgefaBt 
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als Kurve zweiter KIasse, mit p, wahrend K wieder das Polarsystem (3) 
des Kreispunktpaars darsteilt, so mBt sich zeigen, daB die Gleichung: 

(21) CU· U(gK + ~P)] =0 

eine Kegelschnittschar ausdriickt, die mit del' Kurve zweiter KIasse P kon
fokal ist. Es genfigt dazu der Nachweis, daB in der Schar (21) das Brenn
punktpaar del' Kurve Pals entartende Kurve zweitel' KIasse enthaIten ist. 

Nach S. 290 des ersten Teils dieses Bandes lautet der Bruch fiir das 
Polarsystem sweiter Ordnung Pl einer Ellipse mit den Halbachsen a und 6, 
die den Koordinatenachsen [esel] und [eaej ] angehOren:. 

(22) 

und der Bruch ffir das Polarsystem sweiter Ordnung P2 einer Ryperbel mit 
den Halbachsen a und i 6, die auf denselben Koordinatenachsen enthalten 
sind: 

(23) 

Die Briiche ffir die adjungierten Polarsysteme sweiter Klasse P1 und P2 
besitzen daher die Werte: 

1 1 1 

(24) P I = 
-bT e1 ' - Q2 e2, - a!{)2 es 

und 
E17 E 2 , Es 

1 1 1 

(25) P 2 = 
fi2 ell - (12 e2 , - a 2{)! es 

E17 Ei , Es 

Steilt man zu dies en beiden Polarsystemen zweiter Klasse den Bruch: 

(3) 

fiir das Kreispunktpaar, so sieht man, daB die drei Polarsysteme P 1 , P" K 
das Fundamentaldreiseit EIE2ES zum gemeinsamen Poldreiseit besitzen. 
Nach dem Satze 521 miissen also die drei in der Schar gK + fj PI oder in 
del' Schar gK + fj P 2 enthaltenen Punktpaare den drei Seiten Ej) E2 , Es 
dieses Dreiseits angehOren. Insbesondere ist nach S. 388 das Kreispunkt
paar K auf der unendlich fernen Geraden Es gelegen. Um die beiden in 
der Schar gK + 9 PI auBer dem IU'eispunktpaar K vorkommenden Punkt
paare zu finden, multipliziere man die Gleichungen (3) und (24) mit Bolchen 
Faktoren, daB bei del' Addition einmal der erste Zahler des entstehenden 
Bruches und dann del' zweite Zahler verschwindet, so daB das durch diese 
lineare Verkniipfung gewonnene Polarsystem das eine Mal ein Punktpaal' 
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del' Seite El des Fundamentaldreiecks, das andere Mal ein Punktpaar del' 
Seite E2 zur Polarkurve hat. Dazu eignen sich die Faktoren all und a21i2 
und andererseits die Faktoren 1i2 und a21i2• Man erhalt so die Polarsysteme: 

(26) 

(27) 

Die Gleichungen del' zugehorigen Polarkurven lauten dann: 

(a2 _1i2)tJ2 =_1 und 

(1i2 _ a2) u2 = - 1. 

Aus ihnen folgt, wenn man noch berucksichtigt, daB del' obigen Voraus
setzung zufolge bei der Ellipse: 

(28) a> 1i 

sein solIte, daB fUr das Punktpaar (26): 

(29) 

und fur das Pl1nktpaar (27): 

(30) 

wird. 

1 
tJ=+~ =q/a2 _b 2 

Die letzte Gleichung stellt ein reelles Punktpaar der grofJen Achse [ea el ] 

der Ellipse P l mit den Halbachsen a und b dar, dessen Punkte vom Mittel
punkte ea del' Ellipse den Abstand: 

(31) e=Va2-b2 

haben (vgl. S. 34 des ersten Teils dieses Bandes). Uud da die Kegelschnitt
schar gK + l)Pl auch durch das Kreispul1ktpaar K und das reelle PunH
paar If in (27) als Grundkurven bestimmt wird, so ist nach dem Satze 887 
das Punktpaar F' das Brennpunktpaar nicht nur del' Ellipse (24) mit den 
Halbachsen a und b, sond~rn auch aller Kurven del' Schar gK + 1) Pl' Diese 
Schar ist also, wie oben behauptet wurde, mit del' Ellipse (24) konfokal. 

Aus del' Gleichung (31) folgt ferner noch, daB man das reelle Brenn
punktpaar Feiner Ellipse erhalt, indem man um einen Endpunkt ihrer 
kleinen Achse mit ihrer groBen Halbachse a den Kreis schlagt, dann schneidet 
diesel' aus del' groBen Achse das reelle Brennpunktpaar F' del' Ellipse aus 
(Fig. 183). Del' Abstand e del' beiden reellen Brennpunkte vom Mittelpunkte 
del' Ellipse heiBt die "lineare Exzentrizitat del' Ellipse". 

Das in del' konfokalen Schar enthaltene und der kleinen Achse [ea ell] der 
Ellipse P l angehorende Punktpaar ist, wie die Gleichung (29) zeigt, kon-
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jugiert komplex, und seine Punkte haben dieser Gleichung zufolge von dem 
Mittelpunkt der Ellipse den rein imaginaren Abstand: 

(32) i e = i yall - bll . 

Man nennt die Punkte dieses Punktpaars die konjugiert komplexen 
Brennpunkte der Ellipse mit den Hal bachsen a und v. 

Aus den Formeln (29) und (30) ergeben sich die Gleichungen fiir die 
beiden Punktpaare, die in der durch das Kreispunktpaar K und die Hy
pel'bel P s bestimmten Kegelschnittschar gK + ~P2 auBer dem Kreispunkt

-t',., 

~----~v~------~ g;-
Fig. 183. Fig. 184. 

paar K selbst enthalten sind, indem man in ihnen b2 durch - vll ersetzt. 
Dadurch erhl:Llt man fiir die beiden Punktpaare die Gleichungen: 

(33) t!=± 1 
und 

iVa2 +li 2 

(34) 
1 u-± 

Va 2 + li 2 

Die zweite von diesen Gleichungen stellt das reeIle, die erste das konjugiert 
komplexe Brennpunktpaar dar. Das reelle Brennpunktpaar liegt auf der
jenigen Achse del' Hyperbel, welche die Kune schneidet, o del', wie man 
auch sagt, auf del' "inneren Achse der Hyperbel", im Abstande: 

(35) 

von ihrem Mittelpunkte es. Man erhalt es, indem man auf del' inneren Achse 
[eSel ] der Hyperbel in einem Scheitel der Kune das Lot errichtet bis zum 
Schnitt mit einer Asymptote in c und um den Mittelpunkt es del' Hyperbel 
mit dem Radius esc = e den Kreis schlagt. Dann schneidet dieser aus del' 
Achse [eSel] das reelle Brennpunktpaar F der Hyperbel aus (Fig. 184). Auch 
hier heiBt wieder der Abstand der beiden reeilen Brennpunkte vom Mittel
punkt der Kurve die "lineare Exzentrizitat der Hyperbel". 

Das konjugiert komplexe Brennpunktpaar der Hyperbel gehort der die 
Kurve nicht schneidenden Achse [es ell] an, und seine Punkte haben yom 
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Mittelpunkte der Hyperbel den rein imaginaren Abstand: 

(36) 

433 

Die in (Jer Schar konfokaler Mittelpunktskurven zweiter Klasse enthaltenen 
imaginaren Ellipsen. Um aIle in der Schar: 

vorkommenden Kurven zweiter Klasse iiberschauen zu konnen, frage man 
zuniichst noch nach den Brennpunkten einer imaginaren Ellipse mit den 
Halbachsen in und ib, die beziehIich den Koordinatenachsen [es el ] und 
[eS e2] angehOren. Man wird die Gleichungen der beiden Brennpunktpaare 
dieser imaginaren Ellipse erhalten, indem man in den Gleichungen (29) und 
(30) fiir die beiden Brennpunktpaare der zugehorigen reellen Ellipse mit 
den Halbachsen Il und D die GroBen Il und D durch die GroBen ia und iIi 
ersetzt. Dadurch bekommt man fiir die beiden Brennpunktpaare jener ima
ginaren Ellipse die Gleichungen: 

(37) 

(38) 

_ 1 

tJ=+ya2 _1i 2 

1 U=+ . 
-"~ t"a-- .r 

und 

Die imaginare Ellipse mit den Halbachsen ia und iIi, die beziehlich den 
Koordinatenachsen resell und [esell] angehoren, hat somit - immer unter 
der V oraussetzung, daB a> Ii ist, - ihre reellen Brennpunkte auf del' 
[ese2]-Achse in der Entfernung: 

(31) e=yn2-Ii2 

vom Mittelpunkte es, und ihre konjugiert komplexen Brennpunkte auf der 
Achse [eSel] in dem rein imaginaren Abstande: 

(32) 
vom Mittelpunkt es. 

Will man also erreichen, daf3 die Brennpunkte einer imaginiiren Ellipse 
von den Halbachsen i a und i Ii mit denen der oben betrachteten reellen Ellipse 
P l von den Halbachsen a und n $usammenfallen, so muB man die Halbachse 
ia der imaginaren Ellipse auf die Koordinatenachse [CSe.2] verlegen und die 
Halbachse i Ii auf die Koordinatenachse [es el ]. 

M an hat daher in dem Ausdruck (118) des 34. Abschnitts fiir das Polar
system der imaginaren Ellipse mit den Halbachsen ill und in, die den Koor
dinatenachsen [e8~] und [eSe2] ZUgehOren, die Langenfaktoren Il und Ii del' 
imaginaren Halbachsen miteinander zu vertauschen und erhalt so fur das 
Polarsystem zweiter Ordnung ps del' imaginaren Ellipse, deren Halbachsen 

Grallmann, Projektlve Geometrie d. Eben. II,S 28 
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beziehlich auf den Koordillatenachsen [eS e2] und [eSel] enthalten sind, die 

Darstellung : 1 1 
- b2 E" -(i2E2 , - Es 

(39) Ps = e ' e1 , e2 , 3 

fiir das zugehorige Polarsystem zweiter Klasse also den Ausdruck: 

1 1 1 
it' e1 , b2 e2 , a2b' es 

(40) Ps= E E E 
l' 2' S 

Andererseits geht das Polarsystem zweiter Klasse Ps' der zugehorigen reellen 
Ellipse aus dem Polarsystem Pi in (24) ebenfalls durch Vel'tauschung von 
a und 6 hervor und besitzt daher den Wert: 

(41) 

Das Polarsystem zweiter Klasse P s del' betrachteten imaginaren Ellipse liiBt 
sich also durch das Folgeprodukt darstellen: 

(42) 

in welchem ~ "die Spiegelung am Punkte es" bedeutet, namlich diejenige 
Punkt-Punkt-Kollineation: 

(43) ~=-e1> -e2 , es 
e1 , e2 , es 

ausdriickt, die einen jeden Punkt del' Ebene in sein Spiegelbild in bezug auf 
den Punkt es vel'wandelt. Man sieht daher, daB man zu einer beliebigen 
Geraden V ihren Pol V P s hinsichtlich des Polarsystems P s del' imaginaren 
Ellipse (40) finden kann, indem man zunachst den Pol VPs' del' Geraden V 
in bezug auf das Polarsystem PS' del' zugehorigen reellen Ellipse bestimmt 
und diesen Pol am Mittelpunkte es del' reellen Ellipse spiegelt. Del' Pol 

\ 
\ .9?J 

\ , 03 

Fig. 185. 

einer Geraden V in bezug auf die imaginare 
Ellipse P s falit daher zusammen mit dem 
"Antipol" del' Geraden V in bezug auf die 
zugehorige reelle Ellipse PS' (vgl. S. 292 des 
ersten Teils dieses Bandes). 

Geht insbesondere die Gerade V durch einen 
reellen Brennpunkt f der imaginaren Ellipse 

;{!7 P s hindurch, so steht nach dem Satze von 
De la Hire (Satz 890) die Verbindungslinie 
des Brennpunktes f mit dem Pole V P s der 
Geraden V hinsichtlich del' imaginaren Ellipse 
senkrecht auf del' Geraden V (Fig. 185). Mar 
hat also den Satz: 
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Satz 908: Konstruiert man zu einer Geraden V, die durch einen 
reellen Brennpunkt f einer imaginaren Ellipse P 3 geh t, den Pol 
VPs hinsichtlich diesel' Ellipse und verbindet ihn mit jenem 
Brennpunkte f, so steht die Verbindungslinie senkl'echt auf del' 
Geraden V. 

Aus den Formeln (31) und (32) und aus den Formeln (35) und (36), 
sowie aus den Bemerkungen auf S. 431f. geht noch hervor, daB fiir aile 
Kurven einer konfokalen Schar von Mittelpunktskurven zweiter Klasse nicht 
nul' die reeilen Brennpunkte, sondern ebenso auch die konjugiert komplexen 
Brennpunkte ubereinstimmen. 

Legt man in dem Ausdruck: 

(44) gK+9Pl 

fur die mit del' reellen Ellipse PI konfokale Kegelschnittschar in Uberein
stimmung mit den Gleichungen (26) und (27) dem Parameter 9 den Wert 
0 2 ])2 bei, ersetzt somit die Vielfachensumme (44) durch den Ausdruck: 

(45) 

so stelit derselbe, falls man g von - 00 bis + co variieren HiBt, noch immer 
die ganze Schar konfokaler Kurven zweiter Klasse dar, und zwar ergibt 
sich fur: 

eine reelle Ellipse, deren gro£e Achse auf die Gerade [es e1] falit, fur: 

g=02 
das reelle Brennpunktpaar, fiir: 

02<g<a2 

eine Hyperbel, deren innere Achse auf del' Geraden [eSel] liegt, fur: 

9=a2 

das 7conjugiert komplexe Brennpun7ctpaar, fiir: 

02<g < 00 

eine imaginare Ellipse, deren zugehorige reeile Eilipse ihre groBe Halbachse 
auf del' Geraden [eSe2] hat, endlich fur: 

g=±oo 
das Kreispunktpaar. 

Die zu einer. JYIittelpunktskurve zweiter Klasse und item Kreispunktpaar 
gehorige harmonische Kurve £weiter Ordnung. N ach dem sechsten Satze von 
ChI'. v. Staudt (Satz 544) gehOrt ein Punkt dann und nul' dann del' har
monischen Kune zweiter Ordnung h zu einer Mittelpunktskurve zweiter 

28* 
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Klasse P und dem Kreispunktpaar If. an, wenn die von dies em Punkte aus
gehenden Tangenten del' Kurve P hinsichtlich des Kreispunktpaars kon
jugiert sind, d. h. aufeinander senkrecht stehen. Die harmonische Kurve 
zweiter Ordnung: 
(46) h=[PK] 

del' Mittelpunktskurve zweiter Klasse P und des Kreispunktpaars Kist 
also del' geometrische Ort del' Scheitel aller rechten Winkel, deren Schenkel 
die Kurve ,p berlihren. Man erhalt daher 4 auf den .A.chsen del' Kurve P 
gelegene Punkte del' harmonischen Kurve h, indem man an die Kurve P 

die 4 Tangenten legt, welche die Achsen unter dem Winkel i- schneiden. 

Die harmonische Kurve zweiter Ordnung h geht somit durch die 4 Ecken 
..£,;1-

Fig. 186. Fig 187. 

des Quadrats hindurch, das seine Ecken auf den Achsen del' Kurve P hat 
und diesel' Kurve umschrieben ist. Und da die Kurve h zugleich aus Sym
metriegriinden mit del' Kurve P die Achsen gemein hat, so ist sie del' Kreis, 
del' jenem Quadrat umschrieben ist (vgl. die Fig. 186 und 187). 

1st die Kurve zweiter Klasse Peine Hyperbel, so kann man insbeson
dere 4 Punkte des Kreises h dadurch finden, daB man an die Hyperbel die 
4 Tangenten legt, die auf den Asymptoten del' Hyperbel senkrecht stehen; 
dann sind die Schnittpunkte y diesel' 4 Tangenten mit den zugehorigen 
Asymptoten 4 Punkte des Kreises h. 

Das gewonnene Ergebnis laSt sich in dem folgenden Satze zusammell
stellen: 

Satz 909; Die harmonische Kurve zweiter Ordnung zu einer 
Mittelpunktskurve zweiter Klasse P und dem Kreispunktpaar 
ist ein K'reis, del' dem Quadrat umschrieben ist, das seine Ecken 
auf den .A.chsen del' Kurve P hat, und dessen Seiten diese Kune 
b eriihren. 
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Man bestatigt und vervollstandigt dies Ergebnis leieht dureh Ausrech
nung des kombinatorischen Produktes [PK]. Nach den Gleichungen (24) 
und (25) lautet der Ausdruck P fiir das Polarsystem einer Mittelpunkts
kurve zweiter Kiasse, bezogen auf das dort beschriebene Koordinatensystem: 

1 1 1 
(47) p= + f2 eJ ' -(lie2 , ± a2 l)2 en 

E J , E2 , Es 

wo die obel'en Vorzeichen einer Ellipse, die unteren einer Hyperbel zuge
horen, wahrend naeh (3) del' Bruch K fiir das Kreispunktpaar in demselben 
Koordinatensystem die Form besitzt: 

(3) 

Es wird also nach del' allgemeinen Formel fiir das kombinatorische Produkt 
zweier Reziprozitaten zweiter Klasse (vgl. die Formel (70) des 30, Abschnitts): 

h = [PK] = H[a2 bnJ - [as b21 }, H [a8 bJ ] - [a1 bsJ}, ~ {[aJ b2]- [a2 b1 J} 
e1 , e2 , en 

in der fiir den Augenblick die Buehstaben all a2 , as und bll b2, bs die Zahler 
von P und K bezeiehnen. Es wird also mit Riicksicht auf die Werte (47) 
und (3): 

odeI' 

(48) 

wo immer noch das obere VOl'zeichen del' Ellipse, das untere del' Hyperbel 
zugehOrt, Del' Ausdruck (48) stellt aber mit Riicksieht auf (22) in 
der Tat das Polarsystem eines Kl'eises dar um den Mittelpunkt es del' 

{ Ellipse oder} hI b' hI' h 't d R d' Hyperbel ,gese agen eZIe Ie mI em a lUS: 

t = yu2 ± b2• 

Man nennt ihn den Direktorkreis diesel' Kurven, und man hat den Satz 

Satz 910: Del' geometrische Ort fiir die Scheitel aller rechten 
Winkel, deren Schenkel eine Ellipse odeI' Hyperbel beriihren, 
ist der sogenannte Direktorkreis diesel' Kurven, d. h. del' um 
den Mittelpunkt del' Kurven beziehlich mit dem Hadius ya2 +b2 

odeI' ya2 - b2 geschlagene Kreis, unter a und b odeI' U und to die 
Halbachsen del' Ellipse odeI' Hyperbel verstanden, 

Die hat'monische K~trve zweiter Oydnung Zlt einer Parabel und dem Kreis
pnnktpnar. Scbreiben wir die auf die Symmetrieachse als );-Aehse und die 
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Scheiteltangente als ~-Achse bezogene Gleichung einer ParabeI 1): 

~2 = 2.):l~ 

in Dreieckskoordinaten in bezug auf das durch die Symmetrieachse Lesel ], 

die Scheiteltangente [eSe2] und die unendlich ferne Gerade [e1 e2 ] gebildete 
rechtwinklige Fundamentaldreieck, fur das wir die Bestimmungen von S.425 
festhalten, so nimmt die Gleichung der Parabel die Form an: 

(49) t22 - 2.):l ~1 ~3 = O. 

Hieraus folgt, daB ihre Gleichung in Linienkoordinaten III bezug auf das
selbe Fundamentaldreieck lautet 2): 

(50) _p2U22+2.):lU1US=O, 

wahrend man fur das Polarsystem zweiter Klasse P dieser Parabel den 
Bruch erhalt: 

(51) 

Stellt man zu diesem Bruch den Bruch (3) fiir das Kreispunktpaar, d. h. 
den Bruch: 

(3) 

so findet man fur das Polarsystem h = [PK] del' hal'monischen Kune 
zweitel' Ordnung von P und K den Ausdruck (vgl. die Entwicklung auf 
S.437): 
(52) h=-tlJEs' 0, 

e1 , e2 ~ 

Die harmonische Kul've zweiter Ol'dnung h zerfiillt also in ein Linienpaar, 
dessen Doppelpunkt nach S. 277, des ersten Teils dieses Bandes del' unend
lich ferne Punkt e2 del' Scheiteltangente ist, so daB seine Linien durch den 
unendlich fernen Punkt del' Scheiteltangente hindurchgehen. Dies wil'd be
statigt dul'ch die Gleichung der Kul've h, welche lautet: 

(53) 

Die Kurve zerHillt dahel' in die unendlich ferne Gerade: 

(54) ~S= 0 
und die Gerade: 
(55) t.):lts + ~l = 0, 

1) Vgl. S.277 des erst en Teils dieses Bandes. 

2) Etwas weiter unten (auf S. 440) ist das Verfahren zur Bildung der Gleichung 
einer Kurve zweiter Ordnung in Linienkoordinaten aus derjenigen in Punktkoordinaten 
ausfiihrlich auseinandergesetzt. 
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deren Gleichung man, wenn man wieder Cartesische Koordinaten in bezug 
auf die Achsen [eae1] und [eae2] eillfiihrt, auch in del' Form schreiben kann: 

(56) ~ = --tV. 
Das ist abel' die Gleichung del' Leitlinie L del' Parabel. 

Man hat somit die Satze: 
Satz 911: Die harmonische Kurve zweiter Ordnullg zu einer Pa

rabel und dem Kreispunktpaar zerfiillt in die Leitlinie del' Para
bel und die unendlich ferne Gerade. Und 

Satz 912: Die Tangenten von einem Punkte del' Leitlinie einer 
Parabel an die Kurve stehen aufeinander senkl'echt. Und um-

£74 

Fig. 188. Fig. 189. 

gekehrt: Man erhalt die Leitlinie einer Parabel, indem man zwei 
im Endlichen gelegene Scheitel zweier rechter Winkel mitein
ander verbindet, deren Schenkel die Parabel beriihren. (Fig. 188). 

Die Schar konfokaler Parabeln. Transformiert man die auf die Symmetrie
achse als ~-Achse und die Scheiteltangente als t)-Achse bezogene Gleichung 
einer Parabel mit dem Parameter ~, d. h. die Gleichung: 

~2 = 2n;, 
auf ein zweites rechtwinkliges Achsenkreuz t, ~', dessen (-Achse wiedel' 
mit derSymmetrieachse del' Parabel zusammenfallt, und dessen t)'-Achse im 
Brennpunkte f del' Kune auf del' Symmetrieachse senkrecht steht, wiih
rend del' positive Sinn del' neuen Achsen mit dem del' alten iibereinstimmt 
(Fig. 189), benutzt man also die Transformationsformeln: 

(57) I~=(+-¥ 
l~ = ~', 
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so nimmt die Parabelgleichung die Form an: 

~'2 = 2 V (t' + n oder 

(58) 

Fiihrt man sodann noch die entsprechenden Dreieckskoordinaten ;);01;2' ~3 ein 
mittelst der Transformationsformeln: 

(59) 

bezieht die Parabel also auf ein sich ins Unendliche erstreckendes Funda
mentaldreieck, das den Angaben des Satzes 297 geniigt, von dem namlich 

--t'.. die Ecke es im Endlichen liegt und mit dem Anfangs-
punkt des Systems ~', 1)', d. h. mit dem Brennpunkte f 
del' Parabel, zusammenfallt, wahrend die beiden Ecken 
e1 und e2 unendlich fern liegen, und zwar zwei zu
einander senkrechte Strecken von del' Lange 1 sind, die 

~a-----~.-e-r nach Richtung und Sinn beziehlich mit del' 1;'- und 

Fig. 1£10. 

1)'-Achse iibereinstimmen (Fig. 190), so nimmt die 
Gleichung del' Parabel die Form an: 

(60) 

Urn aus diesel' Gleichung der Parabel die zugehorige GIeichung in Linien
koordinaten abzuleiten, hat man die Determinante ° del' GIeichung (60) zu 
bilden, welche lautet: 

all' °12 , °13 0, 0, -V 
a= a21 , ° 22 , °23 0, 1, 0 

a3l , °32' °33 -.p, 0, - V2 

und zu ihren Elementen 0ik die Unterdeterminanten ~ik zu bestimmen. Es 
wird: 

~22 = - +>2, ~23 = 0) 

W33 = O. 

Die GIeichung del' Parabel (60) in Linienkoordinaten Ul , u2 ) u3 in bezug auf 
dasselbe Fundamentaldreieck lautet daher: 

(61) 

(62) 

- V2U12 -V2U2 2 + 2u3 U1 V = ° oder 

- V (U12 + U22) + 2u1 Us = O. 
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Bezieht man andererseits auf dieses Fundamentaldreieck auch die Gleichung 
des Kreispunktpaars, indem man in die Gleichung (10) des Kreispunktpaars 
fur u und tJ die Werte einsetzt: 

(63) u = Ut 

U ' 3 

(vgl. die Gleichungen [121], des 25. Abschnitts), so nimmt die Gleichung 
des Kreispunktpaars die Form an: 

(64) 

Und verknupft man diese Gleichung linear mit del' Parabelgleichung (62), 
subtrahiert namlich etwa ihr g-faches von der Gleichung (62), so erhiilt man 
fUr die durch die Parabel (62) und das Kreispunktpaar (64) bestimmte Kegel
schnittschar die Darstell ung: 

(65) 

Diese Gleichung (65) stimmt abel' ihrer Form nach mit del' Parabelglei
chung (62) genau uberein, nul' daB an die Stelle des Parameters.):J der P~ra
meter V + g getreten ist. Sie ist daher bei fest gegebenem g ebenfalls die 
Gleichung einer Parabel, und zwar einer Parabel, die mit del' Parabel (62) 
den Brennpunkt es und die Symmetrieachse [eSe!] gemein hat, deren Para
meter abel' = V + gist, und deren konkave Seite somit, falls V + g > 0 ist, 
nach derselben Seite weist wie die Strecke e1, falls dagegen .p + g < 0 ist, 
nach del' andem Seite. Bei veranderlichem g stellt die Gleichung (65) also 
eine Schar von Parabeln mit demselben Brennpunkte und derselben Sym
metrieachse dar, die man als "Schar konfokaler Parabeln" bezeichnet, 
indem man den unendlich femen Punkt e1 der Symmetrieachse als zweiten 
gemeinsamen Brennpunkt del' konfokalen Schar auffassen kann. 

In del' 'fat wird in der elementaren analytischen Geometrie gezeigt, daB 
eine Ellipse (odeI' Hyperbel), bei del' man einen Brennpunkt und den be
nachbarten Scheitel festhalt, in eine Parabel ubergeht, wenn man den Mittel
punkt und also auch den andel'll Brennpunkt ins Unendliche dicken HiEt. 
Man kann daher wirklich den unendlich fernen Punkt del' Achse einer Pa
rabel als zweiten Brennpunkt del' Kurve ansehen. 

Fur eine Schar konfokaler Parabeln gelten die auf S. 403 bis 406 ent
wickelten allgemeinen Eigenschaften einer konfokalen Kegelschnittschar. 
Insbesondere hat man die folgenden Satze: 

Satz 913: Durch eine beliebige Parabel und das Kreispunktpaar 
wird eine Schar konfokaler Parabeln bestimmt. Durch jeden PunH 
del' Ebene gehen zwei Parabeln del' konfokalen Schar, schneiden 
sich in ihm senkrecht und halbieren die Winkel zwischen dem 
Brennstrahl und dem Durchmesser j enes Punktes (Fig. 191). Und: 
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Satz 914: Die beiden Tan
genten, die man in irgend
einem Punkte der Ebene an g; 
die beiden durch ihn gehen
den Kurven einer konfokalen 
Parabelschar legen kann, hal
bieren die Winkel zwischen 

Fig. 191. Fig. 192. 

den beiden Tangenten von demselben Punkte an eine beliebige 
Parabel der Schar (Fig. 192). 

Abschnitt 62. 

Die Steinerschen Parabeln und die .A.pollonischen Hyperbeln einer 
Mittelpunktskurve zweiter Klasse. 

Begriff der Steine'Tschen Pa'Tabel eines Punktes hinsichtlich einer Mittel
punktskurve eweiter Klasse. Man gelangt zu weiteren metrischen Beziehungen, 
wenn man die allgemeinen Ergebnisse des 38. Abschnitts uber den Polar
kegelschnitt eines Punktes hinsichtlich einer Kegelschnittschar auf den Fall 
anwendet, wo diese Schar eine Schar konfokaler Mitte7;punktskurven eweiter 
Klasse ist.1) Ist also P das Polarsystem einer beliebigen Mittelpunktskurve 
zweiter Klasse und K das Polarsystem des Kreispunktpaars, und bezeichnet 
man mit U die laufende Tangente des Polarkegelschnitts eines Punktes x 
hinsichtlich der konfokalen Schar K - 9 P, so lautet nach Satz 565 die 
Gleichung dieses Polarkegelschnitts: 

(1 ) [x· UK· UP] =0. 

1) Vgl. zu diesem Abschnitt: S. Gundelfinger, Vorlesungen aua der analytischen 
Geometrie der Kegelschnitte, herausgegeben von F. Dingeldey, Leipzig 1895, S.201ft'. 
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Wie in dem allgemeinen FaIle enthii.lt der durch diese Gleichung darge
stellte Polarkegelschnitt als Tangenten die Verbindungslinien der 3 Punkt
paare, die in der Schar enthalten sind, also 

erstens die unendlich ferne Gerade J, welcher ja die eine Grundkurve 
del' Schar, niimlich das Kreispunktpaar K, angehOrt. Wenn aber der Polar
kegelschnitt von der unendlich fernen Geraden beriihrt wird, so ist er eine 
Parabel. 

Zweitens hat der Polarkegelschnitt der konfokalen Schar auch die 
Hauptachsen der Kurve P zu Tangentell, denn in ihnen sind nach 
S. 430ff. die beiden andern Punktpaare, namlich die beiden gemeinsamen 
Brennpunktpaare der konfokalen Schar, enthalten. 

Beides folgt iibrigans auch direkt aus der Form der Gleichung (1). Denn 
da nach der Gleichung (25) des 60. Abschnitts: 

(2) JK= 0 

ist, so verschwindet fur U = J in dem Produkte auf der linken Seite von 
(1) der zweite Faktor und somit das ganze Produkt; die unendlich ferne 
Gerade bildet also aine 
Tangente des Polarkegel
schnitts (1). 

Setzt man andererseits 
den Stab U einem Stabe 
der beiden Hauptachsen 
der Kurve P gleich, so 
wird der dritte Faktor 
U Pjenes Produktes, d. h. 
der Pol von U hinsicht
lich P, eine zu U senk
rechte Strecke und unter
scheidet sich somit hach
stens um einen Zahlfaktor 
von dem zweiten Faktor 

Fig. 193. 

UK. Die linke Seite von (1) verschwindet daher auch in diesem FaIle, und die 
Parabel, welche den Polarkegelschnitt bildet, hat also die Hauptachsen del' 
Kurve P zu Tangenten. 

Zwei weitere Tangenten dieser Para bel sind diejenigen beiden Tangenten 
der konfokalen Schar, die sich im Punkte x an die beiden durch ihn gehenden 
Kurven der Schar legen lassen (vgl. auch S. 389 des ersten Teils dieses Bandes). 
Dieselben stehen nach Satz 887 aufeinander senkrecht und sind die Hal
bierungslinien der Winkel zwischen denBrennstrahlen desPunktes x (Fig. 193). 

Damit hat man auBer der unendlich fern en Geraden 4 Tangenten del' be
tracbteten Parabel, wodurch die Parabel eindeutig bestimmt ist. Ubrigens 
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kann man, falls der Punkt x im Endlichen liegt, auch die Leitlinie der Pa
rabelleicht konstruieren; denn man braucht nur den Mittelpunkt 0 der Kurve 
zweiter Klasse P mit dem "Pole x der Parabel hineichtlich der Schar" zu 
verbinden, so ist nach dem Satze 912 die Verbindungslinie die gesuchte Leit
linie, da die Punkte 0 und x die im Endlichen liegenden Scheitel zweier 
rechten Winkel sind, deren Schenkel die Parabel beriihren. 

Wir nennen mit S. Gundelfinger den eo charakterisierten, durch die 
Gleichung (1) dargestellten Polarkegelschnitt des Punktes x in bezug auf die 
konfokale Schar K - ~p auch die Steinersche Parabel des Punktes x 
in bezug auf die Kurve zweiter Klasse PI) und den Punkt x den Pol der 
Steinerschen Parabel in bezug auf die Kurve P, wobei freilich zu 
bemerken ist, daB die Steinersche Parabel ebenso gut auch jeder andern 
Kurve jener konfokalen Schar zugehort. In der Tat kann man die Gleichung (1) 
ja auch in der Form schreiben: 

(3) [x· UK· U(X - fJP)] = 0, 

wo ~ eine nicht verschwindende ZahlgroBe bedeutet. Diese Gleichung aber 
zeigt, daB zu einem gegebenen Punkte x in bezug auf samtliche Kurven der 
konfokalen Kegelschnittschar dieselbe Steinersche Parabel gehort. 

Die Gleichungsform (3) del' Steinerschen Parabel ergibt noch leicht eine 
Bestatigung des oben aus den allgemeinen Eigenschaften des Polarkegel
schnitts einer Schar hergeleiteten Ergebnisses, daB die Tangenten, die sich 
in dem Punkte x an die beiden durch ihn gehenden Kurven der Schar 
X - 9P ziehen lassen, zugleich Tangenten der Steinerschen Parabel sind. 
Denn bezeichnet man die Parameter der beiden durch den Punkt x gehen
den Scharkurven mit fJ1 und 92 und bezieht die Gleichung der Steinerschen 
Parabel auf eine von diesen beiden Kurven, schreibt sie also in der Form: 

(4) [x· UK· U(K-f)iP)] =0, i=1,2, 

so wird fur eine Gerade U, welche eine der beiden durch x gehenden Kur
ven der konfokalen Schar in x beruhrt, der dritte Faktor U(X - fJiP) des 
Produktes auf der linken Seite von (4) nichts anderes als der Pol der Ge
raden U in bezug auf die Kurve zweiter Klasse K - g;P, d. h. der Be
riihrungspunkt der Geraden U mit dieser Kurve. Dieser Faktor ist also dem 
ersten Faktor jenes Produktes sicher bis auf einen Zahlfaktor gleich, wo
raus in der Tat folgt, daB dieses Produkt den Wert Null hat, daB also die 
Gerade U eine Tangente del' Steinerschen Parabel ist. 

Konstruktion beliebig vieler Tangenten de]' Steiner schen Parabel. In allen 
bieher betrachteten Failen verschwand das Produkt auf der linken Seite der 

1) Vgl. das soeben zitierte Werk von Gundelfinger, S.202 l<'erner J. Steiner, 
Dber algebraische Kurven und Flachen, Journal fUr die reine und angewandte Mathe
matik, Bd. 49 (1854), S.339. Gesammelte Werke, Ba. II, S. 629. 
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Gleichungen (1), (3) und (4), weil ein extensiver Faktor crleich Null war o , 
oder zwei extensive Faktoren dieser Produkte bis auf einen Zahlfaktor ein-
ander gleich waren. Aber auch in dem allgemeinen Falle, wo erst das Pro
dukt aller drei extensiven Faktoren null wird, besitzt die Gleichung (1) und 
die allgemeine Gleichungs
form (3) eine einfache geo
metrische Bedeutung. Denn 
da UK eine zum Stabe U 
senkrechte Strecke und so- Jf-j.!P 
mit das Produkt [x. UK] ~ 
das yom Punkte x auf die Ug'J---+~---:::::?'\-r,\--
Gerade des Stabes U gefiillte 
Lot darstellt, ferner UP der 
Pol der Geraden U hinsicht
lich des Polarsystems P ist, 
und U(K - gP) der Pol 
der Geraden U hinsicht
lich eines beliebigen Polar
systems der Schar K - ~ P, 

Fig. 194. 

und da endlich die Gleichungen (1) und (3) fur jede beliebige Tangente U 
der Steinerschen Parabel erfiillt werden, so enthalten diese Gleichungen 
den Satz (Fig. 194): 

Satz 915: Das Lot von einem Punkte x auf eine beliebige Tan
gente U seiner Steinerschen Parabel hinsichtlich einer Mittel
punktskurve zweiter Klasse P geht durch den Pol UP dieser 
Tangente U in bezug auf die Kurve P hindurch und zugleich 
durch den Pol in bezug auf jede beliebige Kurve der mit del' 
Kurve P konfokalen Schar K - gPo 

Dem ersten Teil dieses Satzes kann man auch die Fassung geben: 
Satz 916: 1st U eine Tangente der Steinerschen Para bel eines 

Punktes x hinsichtlich einer Kurve zweiter Klasse P, und kon
struiert man zu dieser Tangente den Pol in bezug aufdie Kurve P, 
so steht die Verbindungslinie [x· UP] des Punktes x mit jenem 
Pole UP auf der Tangente U senkrech t. 

Aber zugleich liest man aus del' Gleichung (1) auch die Umkehrung ab: 
Satz 917: (U mkehrung von Satz 916): J ede Gerade U, welche senk

recht steht auf der Verbindungslinie eines festen Punkte s X mit 
dem Pole UPder Geraden Uhinsichtlich einer Mittelpunktskurve 
zweiter Klasse P, ist eine Tangente der Steinerschen Parabel des 
Punktes x in bezug auf die Kurve P. Oder anders ausgedruckt: 
Die Steinersche Parabel eines Punktes x hinsichtlich einer Mit
telpunktskurve zweiter Klasse P ist die Hiillkurve alIer derjeni-
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gen Geraden U, welche auf der Verbindllngslinie ihres Poles UP 
mit dem Punkte x senkrecht stehen. 

Aus diesem Satze kann man leicht die Konstruktion einer beliebigen Tan
O"ente der Steinerschen Parabel herleiten. Man bezeichne einen durch x 
'" gehenden, sonst aber willkiirlich angenommenen Strahl mit V (Fig. 195). 
Soil dann dieser Strahl V den Pol UP einer Tangente U der Steinerschen 
Parabel enthalten, so muS nach dem Satze 410 auch umgekehrt diese Tan· 
gente U durch den Pol V P der Geraden V hindurchgehen. Da aber iiber· 
dies nach Satz 916 die Tangente U auf der Geraden V = [x . UP] senk-

Fig. 195. Fig. 196. 

recht steht, so kann man die Gerade U finden, indem man von dem Pole V P 
del' Geraden V auf die Gerade V das Lot mIlt. Dann ist dieses Lot die ge· 
suchte Tangente U der Steinerschen Parabel. Man hat daher den Satz: 

Satz 918: Man findet beliebig viele Tangenten del' Steinerschen 
Parabel des Punktes x einer Mittelpunktskurve zweiter Klasse P, 
indem man durch den Punkt x beliebig viele Strahlen V legt, zu 
jedem von ihnen den Pol VPin bezug auf die Kurve P konstruiert 
und von diesem Pole VP das Lot auf die Gerade V falIt. Jedes so 
gewonnene Lot i st dann eine Tangente U der Steinerschen Parabel. 

Die Beziehung der Steinerschen Parabeln einer Mittelpunktskurve zweiter 
Klasse P zu den N ormalen und Kriimmungsmittelpunktcn der Kurve P. Die 
gewonnenen Satze gestatten eine Anzahl geometriseher Folgerungen. Denkt 
man sieh, der Pol x der Steinersehen Parabel hinsiehtlieh der Kurve P 
liege auBerhalb dieser Kurve (oder auch auBerhalb der Kurve K - ~ P), 
und wahlt als Strahl V des Strahlbiischels mit dem Scheitel x eine der beiden 
Tangentell, die man von x an die Kurve P ziehen kann, und bezeichnet sie 
mit T, ihren Beriihrungspunkt, del' ja zugleieh ihr Pol in bezug auf P ist, 
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mit h, so ist h = T P. Nach dem Satze 918 erhalt man daher eine Tan
gente der Steiner schen Parabel, indem man in h das Lot auf der Tan
gente T errichtet (Fig. 196). Man hat also den Satz: 

Satz 919: Die Steinersche Parabel eines Punktes x hinsichtlich 
einer Mittelpunktskurve zweiter Klasse P beriihrt die beiden 
N ormalen, die man in den Beriihrungspunkten der beiden vom 
Punkte x an die Kurve P gelegten Tangenten auf diesen Tangen

Fig. 197. 

ten errichten kann. 
Dieses Ergebnis aber bleibt, wie 

schon oben angedeutet wurde, auch 
dann noch giiltig, wenn man an die 

X 
Fig. 198. 

Stelle del' Kurve Peine beliebige Kurve der konfokalen Schar K - ~ P treten 
liiJ.\t, insbesondere auch, wenn man die Kurve P durch ihr Brennpunktpaar 
ersetzt. Man wird daher z. B. auch 2 Tangenten der Steinerschen Parabel 
erhalten, wenn man in den Brennpunkten der Kurve P auf den Brenn
strahlen des Punktes x die Lote errichtet, d. h. man hat den Satz (Fig. 197): 

Satz 920: Die Lote, in den Brennpunkten einer Mittelpunkts
kurve zweiter Klasse P auf den Brennstrahlen eines belie bigen 
Punktes x errichtet, beriihren die Steinersche Parabel des Punk
tes x hinsichtlich der Kune P. 

Es geIten aber auch die Umkehrungen der beiden Siitze 919 und 920, 
namlich zunachst der Satz: 

Satz 921: (Umkehrung von Satz 919): Eine Parabel, welche die 
Achsen und zwei N ormalen einer Mittelpunktskurve zweiter 
Klasee P beriihrt, ist in bezug auf diese Kune die Steinersche 
Parabel desjenigen Punktes x, in dem sich die Tangenten schnei
den, welche die FuBpunkte der beiden N ormalen zu Beriihrungs
punkten haben (Fig. 198). 
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Denn nach Seite 443 und Satz 919 gehoren der Steinerschen Parabel 
des Punktes x die Achsen del' Kurve P und ihre N ormalen Nl und N2 in 
den Beriihrungspunkten b1 und ba der von x an die Kurve P gezogenen 
Tangenten Tl und T2 an. Die Parabel des Satzes 921 hat daher mit del' 
Steinerschen Parabel des Punktes x 4 von del' unendlich fernen Geraden 
verschiedene Tangenten gemein und ist also mit ihr identisch. 

Aus denselben Griinden gilt auch die Umkehrung des Satzes 920, niim
lich der Satz: 

Satz 922: (Umkehrung von Satz 920): Legt man an eine Parabel, 
welche die Hauptachsen einer Mittelpunktskurve zweiter Klasse 
P beriihrt, von den Brennpunkten diesel' Kurve aus die zweiten 
Tangenten und errichtet auf ihnen in den Brennpunkten die Lote, 
so schneiden sich diese in einem Punkte x, dessen Steinersche 
Parabel hinsichtlich der Kurve P jene Parabel bildet (vgl. Fig. 197 
auf S. 447). 

Der Satz 919 liefert noch einen wichtigen Spezialsatz, wenn man den 
Pol x der Steinerschen Parabel hinsichtlich einer Mittelpunktskurve zweiter 
Klasse P auf diese Kurve P selbst riicken liiI3t. Alsdann fallen niimlich die 
beiden Tangenten, die man von x an die Kurve P legen kann, in eine ge

Fig. 199. 

rade Linie, und ihre Be
riihrungspunkte mit der 
Kurve P in einen Punkt 
zusammen, namlich in den 
Pol x der Steinerschen 
Parabel. Die in den bei
den (zusammenfallenden) Be
riihrungspunkten errichteten 
N ormalen, welche nach dem 
Satze 919 Tangenten der 
Steinerschen Parabel bil
den, sind daher unendlich 
benachbarte N ormalen der 
Kurve P. 1hr Schnittpunkt 

mist somit der Kriimmungsmittelpunkt der Kurve P fiir den Punkt x. Ais 
Schnittpunkt unendlich benachbarter Tangenten del' Steinerschen Parabel 
abel' ist der Punkt m zugleich ein Punkt dieser Parabel, niimlich der Be
riihrungspunkt der beiden zusammenfallenden Tangenten, und man hat also 
den Satz (Fig. 199): 

Satz 923: Liegt der Pol x der Steinerschen Parabel einer Mittel
punktskurve zweiter Klasse P auf der Kurve Pselbst so beriihrt , 
die N ormale dieser Kurve, im Punkte x errichtet, die Steinersche 
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Parabel in dem zum Punkte x gehorenden Kriimmungsmittel
punkte m der Kurve P. 

Denkt man sich an die Mittelpunktskurve zweiter Klasse P und die 
Steinersche Parabel eines beliebigen Punktes x hinsichtlich dieser Kurve 
die 4 gemeinsamen Tangenten U gelegt, so muB nach dem Satze 915 das 
Lot vom Punkte x auf irgendeine von diesen gemeinsamen Tangenten U 
durch ihren Pol UP in 
bezug auf P, d. h. durch 
den Beriihrungspunkt 
der gemeinsamen Tan
gente U mit der Kurve 
P hindurchgehen. Man 
hat daher den Satz: 

Satz 924: Die 4 ge
meinsamen Tangen
ten, die man an eine 
Mittelpunktskurve U,g:; ~ AY 

Z wei ter Klas se Pu n d \=-~=t::::::-x;;:;:::'"...c:.*---=::".,.::::::::~c::::::==--

ihre Steinersche Pa-
rabel hinsichtlich .g;-fi 
eines Punktes x le Fig. 200. 

gen kann, beruhren die Kune P in den 4 FuBpunkten der 4 N or
malen, die sich yom Punkte x auf die Kurve Pfiillen lassen (Fig.200). 

Die Apollonischen Hyperbeln einer nicht zerfallenden Mittelpunktskurve 
zweiter Klasse. Es ist noch von Interesse, die FuBpunkte a, b, c, d del' 
4 Normalen etwas direkter zu ermitteln. Dies gelingt durch Angabe einer 
gleichseitigen Hyperbel, die aus der Kurve zweiter Klasse P das FuBpunkt
viereck des Punktes x ausschneidet. Da namlich nach Satz 924 die 4 Nor· 
malenfuBpunkte a, b, c, d des Punktes x auf den 4 gemeinsamen Tan
genten U del' Steinerschen Parabel und der Kurve P gelegen sind, und zwar 
die Beriihrungspunkte dieser gemeinsamen Tangenten U mit der Kurve P 
darstellen, so sind diese NormalenfuBpunkte die Pole jener 4 Parabeltan
genten hinsichtlich der Kurve P und muss en als solche auf derjenigen Kurve 
zweiter 01'dnung liegen, welche den geometrischen Ort fiir die Pole 5 del' 
Parabeltangenten U hinsichtlich del' Kurve P bildet (vgl. wieder die obige 
Fig. 200). 

Urn ihre Gleichung zu finden, d. h. die Gleichung, welcher die Pole ~ 

del' Parabeltangenten U, genommen hinsichtlich der Kurve P, genugen 
(Fig. 201), beriicksichtige man, daB eine jede Gerade U mit ihrem Pole ~ 
hinsichtlich P dUl'ch die Gleichung verbunden ist: 

(5) ~ = UP, 
GraUmann, Projektive Geometrie d. Eben. II, 2 29 
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aus der, falls P nicht zerrallt, - und das solI vorausgesetzt werden, da der 
Fall einer zerfallenden Kune P nur triviale Ergebnisse liefert -, die Glei
chung folgt: 

(6) 
1 

U=~p' 

Man wird daher die Gleichung jener Kurve zweiter Ordnung erhalten, wenn 

I 
I 

\ man in die Gleichung (1) der 
Steinerschen Parabel fur 

den Stab U und seinen Pol UP 

die soeben angegebenen Werte 
1 

3p und 

einsetzt. Dadurch findet man 
die GIeichung: 

[x. 3 ~ K· ~ ] = 0, 

fur die man wegen: 

A$f--===~ff~~~~2f==~~~~~~ 1 P (7) p = a 

Fig. 201. 

(vgl. die Formel (54) des 31. Ab
schnitts) auch schreiben kann: 

(8) 

Dabei bedeutet p dasjenige Polarsystem zweiter Ordnung, dessen adjun
giertes Polarsystem das Polarsystem zweiter Klasse P bildet. Die Glei
chung (8) aber stellt, aufgefaBt als Gleichung mit der Veranderlichen 3, wie 
ihre Form zeigt, in der Tat eine Kurve zweiter Ordnung dar. 

Man kann von dieser Kune leicht eine ganze Anzahl Punkte angeben: 
Erstens namlich geht sie zufolge der 0 bigen Entwicklung durch die 4 FuB

punkte a, b, c, it der 4 Normalen, die man vom Punkte x auf die Kune P 
rallen kann. 

Urn weitere Punkte del' Kurve zu finden, frage man sodann wieder wie 
oben bei der Steinerschen Parabel, ob die GIeichung (8) dadurch befriedigt 
werden kann, daB einer von den drei extensiven Faktoren der linken Seite 
fur sich, oder doch das Produkt zweier von diesen Faktoren verschwindet, 
so daB sich der eine extensive Faktor von dem andern nur urn einen Zahl
faktor unterscheidet. 

Dcr einzige extensive Faktor, der fur sich verschwinden konnte, ist der 
Faktor 3pK, und zwar wird er offenbar (vgl. die Gleichung (2») dann und 
nur dann null werden, wenn die Polare ~p des Punktes 3 hinsichtlich p mit 
der unendlich fernen Geraden ~ zusammenrallt, wenn also der Punkt 3 selbst 
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in den Mittelpunkt 0 der Kurve p zu liegen kommt. Der Mittelpunkt 0 der 
Kurve p gehort somit der Kurve (8) an. 

Von den 3 Produkten aus je zweien der 3 Faktoren der linken Seite von (8) 
kann sicher daB Produkt [x· 3pK] nicht verschwinden, solange die Strecke 
3pK =l= 0 ist, und der Punkt x im Endlichen liegt, was wir voraussetzen 
wollen. Denn daB Produkt einer von Null verschiedenen Strecke und eines 
im Endlichen liegenden Punktes (mit nicht verschwindender Masse) ist von 
Null verschieden. Wohl aber konnen die beiden andern Produkte ver
schwinden, da der Punkt 3 
sowohl mit x wie mit der 
Strecke 3pK zusammenfallen 
kann. 

Zuniichst verschwindet daB 
Produkt [x3] und damit auch 
die linke Seite von (8), wenn 
der Punkt 3 auf den Punkt x 
fallt; folglich liegt der Punkt 
x, d. h. der Pol der Stei-

nerschen Parabel, auf dev6l"""""'::::::~~~~~~~~~:;;:;:::::5""~ 
Kurve (8). 

Soli andererseits das Pro
dukt [3pK· 3] verschwinden, 
zwischen seinen Faktoren also Fig. 202. 

eine Zahlbeziehung herrschen, d. h., eine Gleichung von der Form: 

(9) 

bestehen, in der 9 eine ZahlgroBe bedeutet, so mu~ 
einmal die GroBe 3 ebenso wie die GroBe 3pK eine Strecke sem. Fur 

diese Strecke 3 aber stellt dann die Gleichung (9) 
weiter die Forderung, ihre Polare 3P, d. h. der ihr konjugierte Durch

messer der Kurve p, solIe auf der Strecke 3 senkrecht stehen, eine Forde
rung, der die unendlich femen Punkte il und j2 der Hauptachsen der Kurve P 
Genuge leisten (Fig. 202). Die Kurve (8) geht daher durch die unendlich 
femen Punkte j1 und j2 der Bauptachsen der Kurve p hindurch, woraus 
folgt, daB die Kurve zweiter Ordnung (8) zwei zueinander senkrechte Asymp
toten hat, die den Achsen der Kurve p parallel laufen. Die Kurve (8) ist 
somit eine gleichseitige HyperbeZ. Dieselbe mage nach dem Vorschlage von 
F. Dingeldeyl) als die Apollonische Byperbel des Punktes x hinsichtlich 
der Kurve zweiter Ordnung oder zweiter KIasse p, P bezeichnet werden. 
Der Punkt x moge der Pol der Apollonischen Byperbel in bezug 

1) Vgl. F. Dingeldey, Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, Bd. ill, 
Teil 2, Heft 1 (Leipzig 1903), S. 62. 

29* 
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auf die Kurve p, P heiBen. Man kann dann die gewonnenen Ergebnisse 
in dem folgenden Satze zusammenfassen: 

Satz 925: Das polare Abbild einer jeden Steinerschen Parabel 
einer nich t zerfallenden Mittelpunktskurve zweiter Klasse, ge
nommen hinsichtlich dieser Kurve selbst, ist eine gleichseitige 
Hyperbel, die durch den Pol x der Steinerschen Parabel und den 
Mittelpunkt 0 jener Kune zweiter Klasse geht, und deren Asymp
toten den Achsen dieser Kune parallellaufen. Dieselbe schneidet 
auBerdem a us der Kurve zweiter Klasse die FuBpunkte der 4 N or
malen aus, die man von dem Pole x der Steinerschen Para bel auf 
die Kurve fallen kann, und heiBt die Apollonische Hyperbel des 
Punktes x hinsichtlich jener Kurve zweiter Klasse. 

SchlieBlich bleibt noch die geometrische Bedeutung des allgemeinen Falles 
anzugeben, wo weder ein einzelner Faktor des Produktes in (8) noch auch 
das Produkt von zweien derselben verschwindet, sondern wo eben erst das 
Produkt aller 3 Faktoren = 0 wird. Man sieht sogleich, daB sich fur diesen 
Fall die Gleichung (8) durch die Beziehung ersetzen laBt: 

(10) [x~] -.1. ~p. 

Diese Beziehung aber trifft auch fur die samtlichen vorweg behandelten 
Spezialflille zu, wenigstens falls man die unendlich ferne Gerade als senko 
recht zu jeder Geraden der Ebene ansieht, und man erhalt daher den folgen
den Satz, der zugleich dazu dienen kann, die Apollonische Hyperbel UJ1-

abbangig von der Steinerschen Parabel zu charakterisieren: 

Satz 926: Der geometrische Ort alIer derjenigen Punkte 3 der 
Ebene, deren Polaren 3P hinsichtlich einer Mittelpunktskurve 
zweiter Ordnung P auf der Verbindungslinie des Punktes 3 mit 
einem festen Punkte x senkrecht stehen, ist eine gleichseitige 
Hyperbel, die durch jenen Punkt x, den Mittelpunkt 0 der Kurvep 
und die unendlich fernen Punkte der Achsen dieser Kurve p hin
durchgeht. Diese gleichseitige Hyperbel schneidet aus der 
Kurve p die FuBpunkte der 4 Lote aus, die man von dem Punkte x 
auf die Kurve p fallen kann, und heiBt die Apollonische Hyperbel 
des Punktes x hinsichtlich der Kurve p, jener Punkt x ihr Pol ill 
bezug auf die Kune p (vgl. Fig. 202 auf S. 451). 



Sechzehnter Hauptteil. 

Projektives uud Metrisches. 

Abschnitt 63. 

Projektives nnd Metrisches zur Erzeugung der Kurven zweiter Ord· 
nung durch zwei projektive Strahlbiischel. 

Ruckblick auf die allgemeine Erseugung einer Kurve zweiter Ordnung durch 
ZlCei projektive Strahlbu8chel. Wir gehen aus von der im eraten Bande auf 
S. 92ft'. gegebenen Erzeugung einer Kurve zweiter Ordnung: 

(1) [xaBhDex] = 0 
durch 2 projektive Strahlbiiachel, ersetzen aber in der Gleichung (1) die 
Buchstaben: a, B, D, e 
durch die Buchstaben: 81, Hu Hs, 81H 

so daB die GIeichung (1) die Form annimmt: 

(2) [x81H,.hHss2x] = O. 
Die Kurve zweiter Ordnung (2) ist dann das Erzeugnis zweier projektiven 
Strahlbuschel mit den Scheiteln SI und ss, welche perspektiv bezogen sind auf 
z wei Hilfspunktreihen beziehlich mit den Tra- I CSZL 
gern ~ und ~, wahrend diese wiederum 
einander perspektiv zugeordnet sind durch ein 
Hilfsstrahlbiischel mit dem Scbeitel h (Fig. 203). 

Dabei sind die Hilfsgeraden HI und H2 nur 
der Bedingung unterworfen, daB ~ nicht 
durch 81 und lIs nicht durch 82 geben darf. 1) 

£ 

Es ist auf S. 94f. des ersten Bandes gezeigt, I 
daB auBer den Scheiteln 81 und 82 der beiden Fig.20S. 

die Kurve erzeugenden projektiven Strahlbiischel aucb die 3 Punkte: 

c = [H;.H2], b = [sI hH2] , d = [s2h~] 

der Kurve zweiter Ordnung angehoren. 
Will man auf einem beliebigen Strahle U1 des Strahlbiischels mit dem 

Scheitel SI den zweiten auf ihm gelegenen Punkt x der Kurve (2) bestimmen, 

1) Der Fall, wo der Punkt h auf der Geraden H1 oder der Geraden H, Iiegt, 
braucht nicht unbedingt ausgeschloBsen zu werden. Er lieferl eine in ein Linien
paar zerfallende Kurve zweiter Ordnung, nli.mIich beziehlich das Linienpaar [81 h], 
[81 . H1 Hs] oder das Linienpaar [8sh], [81 . ~ HI]' 
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so bringe man den Strahl U1 zum Schnitt mit dem Trager ~ der ersten 
Hilfspunktreihe in Xli verbinde Xl mit dem Scheitel h des Hilfsstrahl
biischels und schneide diese Verbindungslinie U mit dem Trager ~ der 
zweiten Hilfspunktreihe in X 2 , verbinde endlich 82 mit x2 durch die Ge
rade Uj , so ist diese Gerade U2 des zweiten Strahlbiischels zu der Ge
raden U1 des erst en Strahlbiischels projektiv zugeordnet und schneidet da
her aus der Geraden U1 den gesuchten zweiten auf U1 liegenden Punkt X 

der von den beiden projektiven Strahlbiischeln erzeugten Kurve zweiter Ord
nung aus. Zugleich ist nach S. 96f. des ersten Bandes die Gerade U oder 

x1hx2 die Pascalsche Gerade 
des einfachen der Kurve einge
schriebenen Sechsecks X81 bcd82• 

LiiBt man den laufenden 
Punkt X der Kurve zweiter 
Ordnung unendlich nahe an den 

-6 Scheitel 81 des ersten von den 
Fig. 204. beiden erzeugenden projektiven 

Strahlbiischeln heranriicken, so verwandelt sich der den Punkt x von 81 aus 
projizierende Strahl U1 dieses Strahlbiischels in die Tangente im Punkte 81, 

wiihrend der dieser Tangente U1 zugeordnete Strahl ~ des Strahlbiischels 
mit dem Scheitel 82 in die Verbindungslinie [8281] der Scheitel der beiden 
erzeugenden Strahlbiischel iibergeht (Fig. 204). 

Die Tangente ~, im Punkte 81 an die Kurve zweiter Ordnung gezogen, 
kann also gefunden werden, indem man die Verbindungslinie [8281] = U2 der 
Scheitel 81 und 8 2 der beiden erzeugenden Strahlbiischel mit dem Trager ~ 
der zweiten Hilfspunktreihe zum Schnitt bringt in X2, den Scheitel h des 
Hilfsstrahlbiischels mit X2 verbindet und die Verbindungslinie U, d. h. die 
Pascalsche Gerade des auf ein Fiinfeck reduzierten einfachen Sechsecks 
X81 bcd82 , mit dem Trager HI der ersten Hilfspunktreihe schneidet in Xl; 

dann ist die Gerade [81 Xl] = U1 die Tangente der Kurve zweiter Ordnung 
im Punkte 81 • 

Ebenso findet man die Tangente im Punkte 82 als denjenigen Strahl des 
Strahlbiischels mit dem Scheitel 82, der zu der Verbindungslinie [81 8~] zu
geordnet ist, diese Verbindungslinie aufgefaBt als Strahl des Strahlbiischels 
mit dem Scheitel 81 . Man hat somit den Satz: 

Satz 927: Erzeugt man eine Kurve zweiter Ordnung durch 2 pro
jektive Strahlbiischel, so sind die Strahlen, welche in den beiden 
Strahlbiischeln der Verbindungslinie ihrer Scheitel zugeordnet 
werden, die Tangenten der Kurve in diesen Scheiteln. 

Be80nderer Fall dieser Erzeugung einer Kurve zweiter Ordnung. Eine er
hebliche Vereinfachung erfahrt die in der Fig. 204 enthaltene Konstruktion 
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der Tangente einer Kurve zweiter Ordnung in einem Scheitel der beiden er
zeugenden Strahlbiischel, wenn man die Lage der Trager H1 und Hs der 
beiden Hilfspunktreihen zu den Scheiteln Sl und 8s der beiden die Kurve 
erzeugenden Strahlbiischel spezialisiert. Wie schon oben auf S. 453 erwiihnt 
wurde, darf die Gerade ~ der ersten Hilfspunktreihe nicht durch den 
Scheitel 81 des ersten der beiden die Kurve erzeugenden Strahlbiischel hin
durchgehen, und die Gerade ~ der zweiten Hilfspunktreihe nicht durch 
den Scheitel 82 des zweiten er
zeugenden Strahlbiischels. W ohl 
aber darf der Punkt Sl in der 
Geraden H,. und der Punkt 82 in 
der Geraden ~ enthalten sein. 
Wit- 8pezialisieren also die 0 bige 
Fig. 203 dahin, daB wir die Ge
rade ~ der ersten Hilfspunktreihe 
durch den Scheitel Ss des zweiten 
von den beiden die Kurve erzeu

Fig. 206. 

genden Strahlbiischeln hindurchlegen und die Gerade Ell der zweiten Hilfs
punktreihe durch den Scheitel 81 des ersten erzeugenden Strahlbiischels 
(Fig. 205). 

Bei der Konstruktion eines beliebigen Punktes x der Kurve zweiter Ord
nung tritt gegeniiber dem aligemeinen Fall (in Fig. 203) infolge der be
sonderen Lage der Geraden ~ und Hs keine VeriiJnderung ein, wie die 
Fig. 205 zeigt. Dagegen vereinfacht sich die Konstruktion der Tangenten in 
den Punkten 81 und S2' 

N ach dem Satze 927 sind diese beiden Tangenten diejenigen heiden Strahlen 
der Strahlbiischel mit den Scheiteln 81 und Sll' die der Verbindungslinie 
[S182] der beiden Scheitel zugeordnet werden. Will man daher in dem Strahl
biischel mit dem Scheitel Sl den entsprechenden Strahl zu dem Strahle [S281] 

des Strahlbiischels mit dem Scheitel 8t konstruieren, so hat man nach dem 
allgemeinen Verfahren den Strahl [8281] mit dem Trager H2 der zweiten 
Hilfspunktreihe zu schneiden. Der Schnittpunkt ist aber jetzt der Punkt 81 

selbst. Diesen Punkt hat man mit dem Scheitel h des Hilfsstrahlbiischels 
zu verbinden und die Verbindungslinie [Sl h] mit dem Trager H1 der ersten 
Hilfspunktreihe zum Schnitt zu bringen in dem Punkte [81 hI4]. Diesen 
Schnittpunkt endlich hat man mit 81 zu verbinden. Dadurch aber kommt 
man wieder auf die Gerade [81 h] zuriick. Diese ist also die gesuchte Tan
gente im Punkte Sl' Man hat daher den Satz: 

Satz 928: Erzeugt man eine Kurve zweiter Ordnung durch 2 pro
jektive Shahlbiischel mit den Scheiteln Sl und 82 und stellt deren 
projektive Beziehung dadurch her, daB man sie perspektiv auf 
2 Hilfspunktreihen mit den Tragern H1 und Hll bezieht, von denen 
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H2 durch Sl und ~ durch S2 geht, wahrend diese beiden Punkt
reihen wieder perspektiv zu einem Hilfsstrahlbiischel mit dem 
Scheitel It liegen, so sind die Geraden [slh] und [silh] die Tan
genten der Kurve zweiter Ordnung in den Punkten SI und S2. 

Ubrigens kann man den Satz 928 auch beweisen, indem man in der Fig. 203 
den Punkt Sl mit dem Punkte b zusammenriicken liiilt und den Punkt 82 mit d. 
Dann werden die beiden Geraden [S1 b] und [sild], die in jener Figur den 
Scheitel It des Hilfsstrahlbiischels bestimmten, zu Tangenten der Kurve in 
den beiden Punkten 81 = b und 82 = d und die Fig. 203 geht in die Fig. 205 
iiber. 

Gleichung der so erseugten Kurve sweiter Ordnung in Dreieckskoordinaten. 
Fiir die Ableitung der Gleichung der bettachteten Kurve zweiter Ordnung 
in Dreieckskoordinaten erscheint es bequem, die Bezeichnung ein wenig zu 
andern. Wir machen niimlich die Punkte: 

81) S2' C 

zu Ecken: e1 , e2 , es 
des Fundamentaldreiecks (Fig. 206) und bezeichnen dementsprechend die 
bisher mit Hl und H2 benannten Geraden mit El und Ell und die Gerade 
eel e2] mit Ea. Der bisher mit h benannte Tangentenschnittpunkt moge mit t 
bezei(jhnet werden. Die Gleichung (2) nimmt alsdann die Form an: 

(3) [xel E l tE2 e2 x] = O. 

Will man aus dieser Gleichung eine Gleichung zwischen den Dreiecks
koordinaten ~11 ~2' ~3 des Punktes x in bezug auf das Dreieck e1 e2 es als 
Fundamentaldreieck und einen beliebigen Punkt als Einheitspunkt ent
wickeln, so setze man: 

(4) x = ~lel + ~2e2 + ~3Cs, t = tIel + t2e2 + taea. 

Dann wird: [xel ] = - tilEs + ~3E2' 
[xe l E I ] = - t2~ - ~Se3 = - (~2e2 + ~3ea), 

[xel Elt] = - [(t2 e2 + 6S eS) (tl el + t2e2 + tses)] 
= (~3t2 - ~2ts)El - ~3tlEll + t2 tlE s, 

[xel E 1 tEll] = (t3 t2 - ~2t3) es - ~2t1el1 
[xel E l tE2 eJ = (~2t3 - ~st2) El - t2 tlEs, 

[xe1 E l tE2 e2 x] = ~1~2t3 - ~1~3t2 - ~2~3tl' 
Die GIeichung (3) Iailt sich also in der Form schreiben: 

(5) tl~2~S + t2~3~1 - t8~1~2 = 0. 1) 

') Vgl. hierzu 1<'. Dingeldey, Intorno aHa generazione delle coniche secondo 
Braikenridge e Maclaurin. Atti del IV. CongresBo Internazionale dei Materna
tici. Vol. II, S. 2i8fi'. Rorna 1909. Und derselbe, Zur Erzeugnng der Kegelschnitte 
nach Braikenridge und Maclaurin. Jahresbericht der Deutschen Mathernatiker
Vereinigung. Bd. 18 (1909), S. 99ff. 
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Man kann diese Gleichung aber auch leicht auf einem anderen Wege ge
winnen, wenn man sich die Aufgabe stellt: 

Aufgabe: Es soIl das Polarsystem: 

(6) 

und die Gleichung in Punktkoordinaten fiir diejenige Kurve 
zweiter Ordnung ermittelt werden, die d urch die 3 Ecken el1 e2 , Cs 

Fig 206. Fig 207. 

des Fundamentaldreiecks hindurchgeht, und deren Tangenten, in 
den Ecken e1 und e2 gezogen, sich in einem gegebenen Punkte: 

treffen (Fig. 207). 

Die erste F(iTderung liefert fUr die Ableitzahlen 0ik der 3 Zahlerstabe Ai 
des Bruches p die 3 Gleichungen: 

(7) 

Man erhalt also fur diese 3 Zahlerstabe die Ausdriicke: 

J Ai = °12E2 + 013 E s, 

lA2 = °21E l + assEs, 0ki = 0", 

As = a31 El + 0S2E2 • 

(8) 

Urn der zweiten Forderung gerecht zu werden, hat man die Gleichungen 
zu erfullen: 

(9) {O = [AI t] = [(012..z:2 + olsEs) (tl e1 + t2 e2 + taes)] = 012 t2 + alS ts , 
0= [A2t] = [(ainEI + 02sEs)(tll1. + t2 e2 + taes)] = 021 tl + a2s ts ' 

d. h. man erhalt die Proportionen: 

(10) { 0IS ~ 012 = t2 ~ - ts , 

02S' 021 - t1 ·- ts , 

aus denen wegen Ok; = aik die laufende Proportion folgt: 

(11) 
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Die gesuchte Gleichung der betrachteten Kurve zweiter Ordnung lautet da
her wie oben: 
(5) 
Man hat so mit den Satz: 

Satz 929: Die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung, die dem 
Fundamentaldreieck e1eS eS umschrieben ist, und deren Tangenten, 
in den Ecken e1 und e2 dieses Dreiecks gezogen, durch den Punkt t 
mit den Dreieckskoordinaten tl1 t 2 , ts hindurchgehen, lautet: 

(5) t1 ~2 ~s + ts ~3 ~1 - ts ~1 ~2 = O. 

Der Kreis, die gleichseitige Hyperbel, die Parabel und das Linienpaar als 
Kurve zweiter Ordnung, die durch 3 Punkte und die Tangenten in zweien von 
ihnen bestimmt wird. 

Lage des zugehorigen Tangentenschnittpunktes. Man kann weiter die Frage 
stellen: Wie muS bei einer dem Fundamentaldreieck umschriebenen Kurve 
zweiter Ordnung der Schnittpunkt t der beiden Tangenten gelegen sein, 
die man an die Kurve in den Ecken e1 und e2 des Fundamentaldreiecks ziehen 
kann, damit die Kurve ein Kreis, eine gleichseitige Hyperbel, eine Parabel 
oder ein Linienpaar werde? 

Fiir den Kreis Hi-Bt sich die Frage sofort beantworten. Denn da ein Kreis 
durch die Forderung, er solle dem Fundamentaldreieck umschrieben sein, 
eindeutig bestimmt ist, so gibt es auch nur einen Punkt t, fiir den die 
Kurve zweiter Ordnung (3) oder (5) ein Kreis wird. 1st namlich n der 
Mittelpunkt des dem Fundamelltaldreieck e1 e2 eS umschriebenen Kreises, so 
ist der Punkt t nichts anderes als der Schnittpunkt der Lote, die man in 
den PUllkten e1 und e2 auf den Geraden ne1 und ne2 errichten kann (Fig. 208). 

SolI zweitcns die Kurve zweiter Ordnung (5) eine glcichseitige Hyperbcl 
sein, so muB nach dem Satze 883 ihr Polarsystem p der Gleichung: 

(12) [PK] = 0 
gelliigen, in der K das Polarsystem des Kreispunktpaars ist. 

Nach dem Satze 670 nimmt aber die Gleichung (12) mit Riicksicht auf 
die Gleichung (5) in diesem und die Gleichung (35) des 60. Abschnitts die 
Form an: 
(HI) 

Diese Gleichung aber stellt eine Gerade dar, namlich die Gerade, deren 
Stabdarstellung lautet: 

(14) ~2= st2s E1 + ~slEi- st12 Es' 
Und das ist nach der letzten Gleichung (84) des 60. Abschnitts der Aus
druck fur die Verbindungslinie der FuSpunkte der beiden von den Ecken e1 

und es ausgehenden Hohen des Fundamentaldreiecks (Fig. 209). Man hat 
daher den Satz: 
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Satz 930: Erster Satz von Dingeldey: Eine einem Dreieck um
schriebene Kurve zweiter Ordnung, deren Tangenten, in 2 Ecken 
dieses Dreiecks gezogen, sich in einem Punkte t schneiden, ist 
dann und nur dann eine gleichseitige Hyperbel, wenn der Punkt t 
auf der Verbindungslinie der FuBpunkte.der beiden Hohen liegt, 
die man von jenen heiden Ecken des Dreiecks auf ihre Gegen
seiten fallen kann.1) 

Wir fragen drittens: Wie muB der Tangentenschnittpunkt t der im Satze 929 
beschriebenen Kurve zweiter Ordnung ;t;' I 
gelegen sein, wenn diese Kurve eine 721 
Parabel werden solI? Damit eine nicht 
zerfallende Kurve zweiter Ordnung p 

Fig. 208. Fig. 209. 

eine Parabel sei, ist nach dem Satze 464 notwendig und hinreichend, daB 
die Gleichung: 
(15) [~.~P] = 0 

erfullt werde I in welcher S einen Stab der unendlich fernen Geraden be
deutet, namlich denjenigen Stab, der durch die Gleichung (4) des 60. Ab
schnitts definiert ist, und in der P das zu dem Polarsystem zweiter Ord
nung p adjungierte Polarsystern zweiter Klasse ist. Urn aber zu untersuchen, 
ob die Bedingung (15) fur die Kurve (3) oder (5) erfullt werde, hat man 
zunachst die Ableitzahlen der Zahler des Bruches P zu ermitteln, das sind 
die Unterdeterminanten zu den Elementen der Determinante It der Kurve (5), 
d. h. die Unterdeterminanten der Determinante: 

0, - ts ' t2 

(16) It= - ts, 0, t1 

t2 , 4, 0 
Es wird: 
(17) {2l"11=-t12, 2l"22=-t22, ~SS=_ts2, 

2l"2S = - ts ts, 5l{sl = - ts tv ~12 = + t1 t2· 

Die Gleichung der K urve zweiter Ordnung (5) in Linienkoordinaten lautet also: 

0= CU· U PJ = - 42u12- t22u22- ts2us2 - 2 t2tSU2 Us - 2tst1 USu1 + 2 t1 t2U1 u2· 

1) Vgl. zu diesem und dem folgenden Satze die beiden auf S. 456 zitierten Arbei
ten von F. Dingeldey. 
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Insbesondere wird daher wegen der Gleichung (4) des 60. Abschnitts der 
Ausdruck [3· 3 P] : 

[3· 3P] = - t12m12- t22m22-ts2ms2- 2 tll ts m2mS- 2tstl mSm1 + 2 tl t2m! m21 
d. h.: 
(18) [3· 3P] = 4t1 t2m1 m2 - (t1 m1 + t2 m2 + tsms)2 

oder wegen (4) und der Gleichung (4) des 60. Abschnitts: 

(19) [3· 3P] = 4 t1 t2 m1 m2 - [t3]2. 

Die Bedingung (15), welcher die Koordinaten des Punktes t geniigen mussen, 
damit die Kurve (3) oder (5) eine Parabel werde, lautet demnach: 

(20) 

(21) 

4 t1 t2m1 m2 - (tl m1 T t2 m2 + tsms? = 0 oder 

4t1 t2m1m2 - [t3]2= O. 

J ede von diesen beiden Gleichungen stellt eine Kurve zweiter Ordnung dar, 
die dem Scharbiischel von Kurven zweiter Ordnung angehort, welches das 
durch die Geraden t1 = 0 und t2 = 0 oder, was dasselbe ist, durch die 

Fig. 210 

Seiten E1 und E2 des Fundamentaldreiecks und 
die unendlich ferne Gerade 3 gebildete Dreieck 
zum Tangentialdreieck hat, und zwar die Seiten El 

-p-,g> und E2 zu Tangenten und die unendlich ferne 
Gerade zur Beriihrungssekante. Sie ist also eine 
Hyperbel, welche die Seiten El und E2 des Funda
mentaldreiecks zu Asymptoten hat (Fig. 210). 
Man bnn aber leicht noch ein fiinftes Bestim
mungsstiick dieser Hyperbel angeben. Dazu frage 
man nach den Schnittpunkten der Hyperbel mit 
der dritten Seite Es des Fundamentaldreiecks. Man 

findet dieselben, indem man in del' Gleichung (20) der HyperbpI: 

~~ ~=O 

setzt, wodurch sich diese verwandelt in: 

4 il t2ml ms - (t1 m1 + t2 m2)2 = 0 oder in 

(23) (t1m1 - t2 m2)2= O. 

Hieraus folgt, daB die beiden Schnittpunkte in einen Punkt zusammenfallen, 
daB also die Gerade Es eine Tangente der Hyperbel ist. Der Beriihrungs
punkt b ist dann nach Satz 126 der Mittelpunkt del' Seite e1 e2 des Funda
mentaldreiecks. Dies ergibt sich aber auch aus den Gleichungen (23) und 
(22). Denn nach der Gleichung (23) besteht fUr die heiden ersten Ableit
zahlen t; des Punktes b die Proportion: 

il : t2 = m2 : mll 
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wahrend nach (22) zugleich seine dritte Ableitzahl ts verschwindet. Es wird 
also: 
(24) b = m2e1 + ml c2 oder 

(25) b = m m (_ei_ + -~'-) . 
1 2 Ini nt, 

Das ist abel' da ~i_ und -~, einfache Punkte sind del' Ausdruck fur den 
'illi m, ' 

Mittelpunkt del' Seite cl e2 des Fundamentaldreiecks. 
Man hat somit den Satz: 
Satz 931: Zweiter Satz von Dingeldey: Eine einem Dreieck um

schriebene Kurve zweiter Ordnung, deren Tangenten, in 2 Ecken 
dieses Dreiecks gezogen, sich in einem Punkte t schneiden, ist 
dann und nul' dann eine Parabel, wenn del' Punkt t derj enigen 
Hyperbel angehort, welche die jenen beiden Ecken gegenuber
liegenden Seiten des Dreiecks zu Asymptoten und die dritte Seite 
e benfalls zur Tangen te hat. 

Wir fragen endlich 'riertens: Wie muS del' Punkt t mit den Dreiecks
koordinaten t1> tv ts gelegen sein, wenn die durch die Gleichung (3) odeI' 
(5) dargestellte Kurve zweiter Ordnung in ein Linienpaar zerfallen soil? 

Nach S. 205ft'. des ersten Teils dieses Bandes (vgl. auch den Satz 446) 
gilt del' Satz: 

Satz 932: Eine nicht identisch erfullte Gleichung zweiten Gra
des zwischen den Dreieckskoordinaten ~v ~2' ~s eines Punktes, 
d. h. eine Gleichung von del' Form: 

011 ~12 + 022 t;/ + 0S3ta2 + 2 023~2 ~s + 2 0Sl ~S~l + 2012~1 ~2 = 0 

stellt dann und nul' dann ein Linienpaar dar, das auch zu einer 
Doppellinie entarten kann, wenn die Determinante del' Koeffi-
zienten: 

°11' °12' °lS 

0= °211 °22' a2S =0 

°3]) °32' aS3 

ist, wobei wie stets bei einem Polarsystem 0k;= O,k gesetzt ist, 
i, k = 1, 2, 3. 

Bei del' Kurve zweiter Ordnung (5) wird nun abel': 

01I = 022 = 03S = 0, 023 = t17 aSl = t2 , 012 = - ts' 

Die Bedingung des Zerfallens del' Kurve (5) lautet daher: 

0, - ts, t2 
(261 -ts, 0, tl =0, 

t2 , t17 ° 
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oder was dasselbe ist: 
(27) 

Und diese Gleichung zeigt, daB die Kurve zweiter Ordnung (5) dann und nur 
dann in ein Linienpaar zerfallt, wenn der Punkt t auf einer der 3 Seiten des 
Fundamentaldreiecks liegt. Aber dieses Linienpaar kann auch nicht etwa in 
eine Doppellinie iibergehen, denn eine solche kann ja unmoglich dem Fun
damentaldreieck umschrieben sein. Auch hiervon iiberzeugt man sich leicht 
analytisch. 

Nach S. 214:ff. des ersten Teils dieses Bandes ist die Polkurve eines Polar
systems zweiter Ordnung: 

dann und nur dann eine doppeltziihlende Gerade, wenn die Produkte zu je 
zweien aus den Zahlem von p gleichzeitig verschwinden, ohne daB aIle 
3 GroBen .Ai selbst null sind, d. h., wenn die Gleichungen bestehen: 

(28) [.A2 .AS] = [.A S A.1] = [A.1 .A2] = 0 

(vgl. die Gleichungen (37) des 32. Abschnitts), ohne daB zugleich alle Ab
leitzahlen Ilik der GroBen .Ai null sind. 

Nun sind aber die Ableitzahlen der 3 Produkte in (28) die Unterdeter
minanten 51rik der Determinante: 

a111 °12 , alS 

(29) 

aSlI OS2' oss 

Die Gleichungen (28) konnen daher nur erfiilIt werden, wenn aIle Unter
determinanten mik der Determinante (29) gleichzeitig verschwinden. Mit RUck
sicht auf Satz 446 kann man also den Satz aussprechen: 

Satz 933: Eine nicht identisch erfiillte Gleichung zweiten Gra
des zwischen den Dreieckskoordinaten ~11 ~2' ~3 eines Punktes: 

al1~12 + 022!22 + aS3~s2 + 21l2S !2!S + 2aS1~S~1 + 2 oll! !1 !2 = 0 

stellt dann und n ur dann eine doppelt zahlende Gerade dar, wenn 
die samtlichen Un terdeterminan ten mik der Determinan te (29) ihrer 
Koeffizienten aik gleichzeitig versch winden. 

Bei del' Kurve zweiter Ordnung (5) wird nUll die Determinante (29): 

1011' a12 , alS 0, - ts, t21 
0211 a22 , a2S = - ts , 0, t1 i, 

a311 a32 , ass ts , t11 0 I 

ihre Unterdeterminanten ~ik besitzen daher nach (17) die Werte: 

(17) { ~111 = - t12, ~22 = - ts2, msa = - ts2, 

m23 = - t 2tS' ~Sl = - t3 tl1 m12 = + t1 t2 • 
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Diese 6 GroBen aber verschwinden nur gleicbzeitig, wenn aile 3 GroBen 
ti = 0 sind, was ausgescblossen ist, da es sonst keinen Punkt t gabe, fur den 
die Gleichung (5) bestebt. Man hat somit den Satz: 

Satz 934: Eine einem Dreieck umscbrie bene Kurve zweiter Ord
nung, deren Tangenten, in 2 Ecken des Dreiecks gezogen, sich in 
einem Punkte t schneiden, zerfallt dann und nur dann in ein Li
nienpaar, wenn der Punkt t auf einer Seite dieses Dreiecks ge
legen ist. Dabei kann das Linienpaar nicbt etwa in eine Doppel
linie ii bergehen. 

Man kann iibrigens auch leicht das Linienpaar angeben, das man erhalt, 
wenn das Dreieck, dem ein solches Linienpaar umschrieben ist, wieder wie 

[X-<', $,] -4 

Fig. 211. Fig. 212. 

oben das Fundamentaldreieck e1 e2eS ist, und der Tangentenschnittpunkt t 
der Tangenten in den Ecken e1 und l1! an das Linienpaar einer Seite 
Ell E 2, Es des Fundamentaldreiecks angehort. 

1st der Punkt t etwa in der Geraden E2 enthalten, so zerflillt die Kurve 
zweiter Ordnung: 
(3) [xe1E 1tE2e2x] = 0 

in die Geraden [te2] und E 2 • 

In der Tat wird in diesem Faile fUr einen Punkt x der Geraden [te2J 
(Fig. 211) das Produkt der 5 ersten Faktoren der linken Seite von (3) kon
gruent mit dem Punkte t. Die Gleichung (3) wird somit ffir jeden Punkt x 
der Geraden [te2] erfiillt. 

Liegt andererseits der Punkt x auf der Geraden E 2 , so wird das Produkt 
der 4 ersten Faktoren der linken Seite von (3) kongruent mit E 2• Das Pro
dukt ihrer 5 ersten Faktoren verschwindet also bereits, so daB fUr einen 
solchen Punkt x die Gleichung (3) ebenfalis befriedigt wird. 

Genau so erledigt sich der Fall, wo der Punkt t der Geraden E1 angehort. 

Ist dagegen der Punkt t in der Geraden Es = [e1 e2J enthalten (Fig. 212), 
so zeri:tllt die Kurve: 
(3) [xe1E1tE2e2x] = 0 
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in die Gerade Es = [t;~] und in diejenige durch die Ecke es des Fundamen
taldreiecks gehende Gerade, welche yom Punkte t durch die Beiten El und 
EJ des Fundamentaldreiecks harmonisch getrennt wird. 

Fiir einen Punkt x der Geraden Es namlich wird das Produkt der 5 ersten 
Faktoren der linken Seite von (3) kongruent mit dem Punkte ell woraus 
folgt, daB fiir einen solchen Punkt:e die Gleichung (3) eniillt wird. 

Urn in diesem FaIle die zweite Gerade des Linienpaars zu erhalten, be
stirnme man auf einem beliebigen durch el gelegten Strahle denjenigen Punkt x, 
der der Gleichung (3) Geniige leistet. Man bringe also entsprechend der 
Gleichung (3) diesen Strahl [xel ] zum Schnitt mit der Geraden E1 im Punkte 
[xel E l ], verbinde den Schnittpunkt mit t durch die Gerade [:eel El t], schneide 
diese Gerade mit der Geraden E2 im Punkte [xe1 El tE2] und verbinde end
lich den Bchnittpunkt mit dem Punkte e2 durch die Gerade [xel El tE2e,], 
so muB diese aus dem Strahle [xel ] den ihm, auBer dem Punkte t;, ange
hOrenden Punkt x der in ein Linienpaar zerfallenden Kurve zweiter Ord. 
nung (3) ausschneiden, 

Wendet man aber auf die Seite ~ tel des vollstandigen Vierecks e1 eJesx 
den Satz 299 an, so sieht man, daB seine Nebenecke d, welche den Schnitt
punkt der Gegenseiten [eax] und [e1 e:tJ jenes vollstandigen Vierecks bildet, 
vom Punkte t durch die Ecken e1 und ~ harmonisch getrennt wird. 
Es wird daher auch der Punkt x durch die Beiten El und E, vom 
Punkte t harmonisch getrennt, und aUe Punkte x, welche diese Eigen
schaft haben, liegen auf der Geraden read]. Foiglich ist diese Gerade [esd] 
die gesuchte zweite Gerade des Linienpaars, in das die Kurve zweiter Ord
nung (3) zerf'allt. 

Die durch die A8ymptoten und einen im Enalichen liegenden Punkt be
stimmte Hyperbel a18 Erzeugnis zweier projektiven Strahlbii8chel. Wir haben 
oben auf S. 453ft'. die allgemeine Ereeugung einer Kurve zweiter OrdnuDg 
durch 2 projektive Strahlbiischel mit den Scheiteln 81 und 8, behandelt, 
Dabei wurde die projektive Beziehung der beiden Strahlbiischel dadurch 
hergestellt, daB man die Strahlbiischel mit den Scheiteln 81 und 82 perspek
tiv auf 2 Hilfspunktreihen beziehlich mit den Tragern H1 und H, bezog, 
die wieder perspektiv zu einem Hilfsstrahlbiischel mit dem Scheitel h lagen 
(vgl. Fig. 203 auf S. 453). 

In dem Satze 930 wurde alsdann de:r: besondere Fall betrachtet, wo del' 
Trager HI der zweiten Hilfspunktre'ihe durch den Scheitel 8 1 des ersten er
zeugenden Strahlbiischels geht und der Trager H1 der ersten Hilfspunktreihe 
durch den Scheitel 82 des zweiten erzeugenden Strahlbiischels. Dieser Fall 
war dadurch ausgezeichnet, daJ3 die erzeugte Kurve zweiter Ordnung nicht 
nur wie im aUgemeinen Fall durch den Schnittpunkt c = [Hl Hs] der 
Trager ~ und ~ der beiden Hilfspunktreihen und durch die beiden Scheitel 
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SI und Sj der beiden erzeugenden Strahlbiischel hindurchgeht, sondern dafJ 
sie iiberdies die Verbindungslinien [hsl ] und [hslll des Sclteitels It des Hilfs
strahlbiischels mit den Scheiteln SI und S2 der beiden erzeugenden Strahlbiischel 
Z~t Tangenten in den Punkten SI und S2 hat (vgl. Fig. 205 auf S. 455), so daB 
die erzeugte Kurve zweiter Ordnung durch die 3 Punkte c, SI' S2 hindurch
geht und in denbeiden 
letzteren Punkten von 
den Geraden [hs1] und 
[hs2] beriihrt wird. I ) 

Wir spezialisieren 
jetzt weiter die so be
stimmteKurve zweiter ..:t;. 
Ordnung dadurch, daJ3 
wirdieScheitelsl unds!! 
der beiden erzeugenden 
Strahlbiischel durch 
2 getrennt liegende 
Punkte jl und jll der 
unendlich femen Ge-

Fig. 213. 

raden J, oder was dasselbe ist, durch 2 Strecken von verschiedener RichtUllg 
ersetzen. Dann wird die von den beiden projektiven Strahlbiischeln erzeugte 
Kurve zweiter Ordnung die
jenige Hyperbel, die durch den 
Punkt c geht und die Geraden 
[hjl] 7tnd [hjll] IOU Asymptoten, 
den Punkt h also zum Mittel
punkte hat (vgl. die Figg. 213 
u. 214). Die Trager ~ und 
HlI der beiden Hilfspunkt
reihen ferner, die in diesem 
Faile beziehlich durch die 
unendlich femen Punkte jll 
und jl der Asymptoten hin
durchgehen und sich wie bis

Fig. 214. 

her im Punkte c schneiden, gestatten jetzt die Darstellullg: 

(30) 

sie laufen also beziehlich den Asymptoten: 

[hjll] und [hjI] 

1) Die Fig. 206 kann dabei als die Figur eines auf ein Viereck reduzierlen Pascal
schen Sechsecks aufgefaJ3t werden (vgL Band I, S. 98f.). 

GraJlmann, Projektive Geometrie d. Ebene II,2 30 
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parallel. Und die Gleichung (2) der erzeugten Kurve zweiter Ordnung geht 
in die Hyperbelgleichung iiber: 

(31) [xjl~hH2j2XJ = 0, 

der man wegen (30) auch die Form geben kann: 

(32) [Xjl (cj2)h( Cjl)j2X] = O. 

Man erhalt endlich den laufenden Punkt x der Hyperbel (31) oder (32), 
indem man durch den Mittelpunkt h dieser Hyperbel einen beliebigen Strahl U 
legt, ihn mit den zu den Asymptoten [hj2J und [hjl] parallelen Tragern Hl 
und Hs der beiden Hilfspunktreihen schneidet in Xl und x2 und durch die 
Schnittpunkte Xl und Xs zu den Asymptoten [hjl] und [hjs] die Parallelen Ut 

und Us zieht. Dann schneiden sich diese Parallelen in einem Punkte x der 
Hyperbel. 

Die Fig. 213 auf 8.465 erlautert den Fall, wo der Strahl U in demjenigen von 
den Asymptoten gebildeten Scheitelwinkelpaar liegt, das den gegebenen 
Punkt c und also die ganze Hyperbel enthalt, und die Fig. 214 den Fall, 
wo der Strahl U in dem andern 8cheitelwinkelpaar gelegen ist. In dem 
erst en FaIle liefert die angegebene Konstruktion Punkte X desjenigen Hyper
belzweiges, der durch den Punkt c geht, in dem letzten FaIle Punkte x 
des andern Hyperbelzweiges. 

Unsere Konstruktion ergibt noch auf Grund des Satzes von Jen "Ergan
zungsparallelogrammen" eine Bestatigung des Satzes 484, nach welchem 
alle Parallelogramme, die sich an die Asymptoten einer Hyperbel anlehnen 
und jedes Mal einen Punkt der Hyperbel zur Ecke haben, denselben FIachen
inhalt besitzen. Von ihm bildet der folgende Satz, der die Ergebnisse der 
gewonnenen Konstruktion des laufenden Punktes x der Hyperbel zusammen
faBt und eine Erzeugungsweise einer Hyperbel durch 2 projektive Strahl
biischel mit unendlich fernen Scheiteln darstellt, eine Umkehrung: 

Satz 935: Umkehrung des Satzes 484: Erste Fassung: Lehnt sich 
ein veranderliches Parallelogramm an 2 feste Geraden Hl und Hs 
an, die sich in einem im Endlichen liegenden Punkte c schneiden, 
und dreht sich die nicht durchc gehendeDiagonale dieses Para lle
logramms um einen festen Punkt h, so beschreibt die der Ecke c 
gegeniiberliegende Ecke x eine Hyperbel, namlich diejenige Hy
perbel, die durch den Punktc geht, den festen Punkt h zum Mittel
punkt hat, und deren Asymptoten den festen Geraden II, und ~ 
parallellaufen. 

Man kann diesem Satze auch die Fassung geben: 
Satz 935: Zweite Fassung: Dreht sich die Grundseite eines ver

anderlichen Dreiecks urn einen festen Punkt h, und gleiten zu
gleich ihre Endpunkte auf 2 festen Geraden Hl und H 2 , die sich 
in einem im Endlichen liegenden Punkte c schneiden, wiihrend 
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die dies en Endpunkten gegenuberliegenden Schenkelseiten des 
Dreiecks jenen festen Geraden parallel bleiben, so beschreibt die 
Spitze des Dreiecks eine Hyperbel, namlich diejenige Hyperbel, 
die durch den Punktc geht, den festen Punkt h zum Mittelpunkt 
und die Geraden zu Asymptoten hat, die durch den Punkt h gehen 
und den festen Geraden HI und H2 parallellaufen. 

Abschnitt 64. 

Projektives und Metrisches zur Erzeugung der Kurveu zweiter Klasse 
durch zwei projektive Punktreihen. 

Riickblick auf die allgemeine Erseugung einer Kurve sweiter Klasse durch 
zwei projektive Punktreihen. Ganz analoge Untersuchungen lassen sich auch 
an die dualistisch entsprechende Darstellung der Kurve zweiter Klasse kniip
fen. Wir gehen dabei aus von der im ersten Bande auf S. 101 if. gegebenen 
Erzeugung einer Kurve zweiter Klasse: 

(1) [UAbHdE1I] = 0 

durch 2 projektive Punktreihen, ersetzen aber in der Gleichung (1) die Buch
staben: 

A, b, d, E 
durch die Buchstaben: 

Gl , hll hs, Gs, 

so daB die Gleichung (1) die Form annimmt: 

(2) [UGl h1Hh2 G2 U] = O. 

Die Kurve zweiter Klasse (2) ist dann das Erzeugnis der beiden projekti1,'en 
Punktreihen mit den Triigern Gl und Gs, I 
welche perspektiv bezogen sind auf zwei I as 
Hilfsstrahlbiischel beziehlich mit den 
Scheiteln hI und hs, wahrend diese wie
derum einander perspektiv zugeordnet 
sind durch eine Hilfspunktreihe mit dem 
Trager H (Fig. 215). 

Dabei sind die Scheitel hi und h2 der 
beiden Hilfsstrahlbiischel nur der Be
dingung unterworfen, da.B hi nicht auf 
G l und h2 nicht auf G2 Hegen darf.1) 

I 
Fig. 215. 

Es ist auf S. 102f. des ersten Bandes gezeigt, da.B auBer den Tragern 
G1 und Gs der beiden die Kurve erzeugenden Punktreihen auch die 

1) Der Fall, wo die Gerade H durch den Punkt h1 oder durch den Punkt hi geht, 
braucht wieder nicht susgeschlo8sen zu werden. Er liefert eine in ein Punktpaar zer
fallende Knrve zweiter KIssBe. 

30* 
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3 Geraden: 
C = [h l h2], B = [Gl Hh2], D = [GiHkl ] 

zu den Hiillgeraden der Kurve zweiter Klasse gehBren. 
Will man zu einem beliebigen Punkte Xl der Punktreihe mit dem Trager 

Gl die zweite von ihm ausgehende Hiillgerade U der Kurve (2) bestimmen, 
so verbinde man den Punkt Xl mit dem Scheitel hI des ersten Hilfsstrahl
biischels dUl'ch die Gerade VI' schneide die Gerade VI mit dem Trager R 
der Hilfspunktreihe im Punkte x, verbinde den Punkt x mit dem Scheitel h2 
des zweiten Hilfsstrahlbiischels durch die Gerade U2 , schneide endlich die 
Gerade V2 mit dem Trager G2 der zweiten erzeugenden Punktreihe im 

\ 
Puukte x2 , so ist die 

:;;g ser Punkt x2 der zwei-

!7d 1:' ~:.x:, 9L ten Punktreihe dem 13' ~"'" [5", 5'.J Ponide :" der ~",wn 
13 " Punktrmhe proJektIv 

, zugeordnet, seine Ver-
A1 ff) :§ bindungslinie U mit 

'\ 2 dem Punkte Xl ist also 
die gesuchte zweite 

Fig. 216. 
yom Punkte Xl aus-

gehende Tangente der von den beiden projektiven Punktreihen erzeugten 
Kurve zweiter Klasse. Zugleich ist nach S. 102f. des ersten Bandes der 
Punkt x, d. h. der Schnittpunkt der Geraden Uil H, U21 der Brianchonsche 
Punkt des einfachen der Kurve umschriebenen Sechsseits UG l BCDG2• 

LaBt man die laufende Tangente U der Kurve zweiter Klasse mit dem 
Trager Gl der erst en von den beiden erzeugenden Punktreihen in eine Ge
rade zusammenriicken (Fig. 216), so verwandelt sich der Schnittpunkt Xl 

des Strahles U mit der Geraden Gl in den Beriihrungspunkt der Tangente 
GlI wahrend der dem Beriihrungspunkt Xl zugeordnete Punkt x2 der Punkt
reihe mit dem Trager G2 in den Schnittpunkt [G l G2] der Trager der beiden 
erzeugenden Punktreihen iibergeht. Del' Beriihrnngspunkt Xl der Tangente 
G1 der Kurve zweiter Klasse kann daher gefunden werden, indem man den 
Schnittpunkt [Gl G2] = x2 der Trager G l und G2 der beiden erzeugenden 
Punktreihen mit dem Scheitel h2 des zweiten Hilfsstrahlbiischels verbindet 
durch die Gerade U2 , den Trager H der Hilfspunktreihe mit der Verbin
dungslinie U2 zum Schnitt bringt in X und den Punktx, d. h. den Brianchon
schen Punkt des auf ein Fiinfseitreduzierten einfachen Sechsseits UG1 BOD G21 

mit dem Scheitel hI des ersten Hilfsstrahlbuschels verbindet durch die Ge
rade Ul ; dann ist der Schnittpunkt [G 1 U1 ] = Xl der gesuchte Beriihrungs
punkt der Tangente Gl der Kurve zweiter Klasse. 

Ebenso findet man den Beriihrungspunkt del' Tangente G2 als denjenigen 
Punkt del' Punktreihe mit dem Trager G2 , der zu dem Schnittpunkte [Gl G2] 
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zugeordnet ist, diesen Schnittpunkt aufgefaBt als Punkt der Punktreihe mit 
dem Trager G1• Man hat somit den Satz: 

Satz 936: Erzeugt man eine Kurve zweiter Klasse durch 2 pro
jektive Punktreihen, so sind die Punkte, welche in den heiden 
Punktreihen dem Schnittpunkte ihrer TraO"er zuO"eordnet werden 

~ b , 

die Beriihrungspunkte der Kurve mit diesen Tragern. 

Besonderer Fall aieser Rrzeugung einer Kurve zweiter J(lasse. 
liche Vereinfachung erfahrt die 
in der Fig. 216 enthaltene Kon
struktion des Beriihrungspunk-
tes eines der beiden Trager der 
erzeugenden Punktreihen, wenn 
man die Lage der Scheitel hi 
und h2 der beiden Hilfsstrahl
biisehel zu den Tragern G1 und h, 
G2 der beiden erzeugenden Punkt
reihen spezialisiert. Wie schon 
auf S. 467 erwahnt wurde, darf 
der Seheitel hi des ersten Hilfs

/;& 
I 

Fig. 217. 

Eine erheb-

strahlbiisehels nicht auf dem Trager G1 der erst en der beiden die Kurve er
zeugenden Punktreihen liegen und der Scheitel h2 des zweiten Hilfsstrahl
biischels nicht auf dem Trager G2 der zweiten erzeugeudenPunktreihe. W ohl 
aber darf die Gerade G1 dureh den Punkt h2 hindurchgehen und die Gerade 
G2 dureh den Punkt hi' lYir spezialisieren also die Fig. 215 dahin, d~B wir 
den Scheitel hi des ersten Hilfsstrahlbiischels auf den Trager G~ der zweiten 
von den beiden die Kurve erzeugenden Punktreihen verlegen und den Sehei
tel 112 des zweiten Hilfsstrahlbiisehels auf den Trager GI der erst en erzeugen
den Punktreihe (Fig. 217). 

Bei der Konstruktion einer beliebigen Hiillgeraaen U der K urve zweiter 
Klasse tritt gegeniiber dem allgemeinen Faile (vgl. Fig. 215 auf S . ..j 67) in
folge der besonderen Lage der Scheitel hi und h2 der beiden Hilfsstrahl
biischel keine Veriinderung ein, wie die Fig. 217 zeigt. Dagegen vereinfarht 
sich die Konstruktion der Beruhr~mgspunkte aer Tangenten GI una G2 der 
Kurve. 

N aeh dem Satze 936 sind diese beiden Beriihrungspunkte diejenigen beiden 
Punkte der Punktreihen mit den Tragern G1 und G2 , die dem Schnitt
punkte [G1 G2] der heiden Trager zugeordnet sind. Will man daher in der 
Punktreihe mit dem Trager G1 den entsprechenden Punkt zu dem Punkte 
[G1 G2] der Punktreihe mit dem Trager G2 konstruieren, so hat man nach 
dem allgemeinen Verfahren den Punkt [G1 G2] mit dem Scheitel h2 des 
zweiten Hilfsstrahlbiiscbels zu verbinden. Die Verbindungslinie ist aber 
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jetzt die Gerade G 1 selbst. Diese Gerade hat man mit dem Trager H der 
Hilfspunktreihe zu schneiden und den Schnittpunkt [GIB] mit dem Scheitel h1 
des ersten Hilfsstrahlbuschele zu verbinden durch die Gerade [G 1 Hhl ], die 
Verbindungslinie endlich mit der Geraden Gt zu echneiden. Dadurch aber 
kommt man wieder auf den Punkt [GIR] zuruck. Dieser Punkt ist also der 
gesuchte Beruhrungspunkt bt der Geraden G1 mit der Kurve. Ebenso ist 
der Punkt [GtH] der Beruhrungspunkt b, der Geraden G2 mit der Kurve. 
Man hat daher den Satz: 

Satz 937: Erzeugt man eine Kurve zweiter Klasse durch 2 pro
jektive Punktreihen mit den Trag-ern Gl und G2 und stellt deren 
projektive Beziehung dadurch her, daB man- eie 'perspektiv auf 
2 Hilfsstrahl b iischel mit den Schei teln hI und h2 bezieht, von denen 
h, auf G1 und hI auf G2 gelegen ist, wahrend diese beiden Strahl
buechel wieder perspektiv zu einer Hilfspunktreihe mit dem 
Trager B liegen, so sind die Punkte bl = [GIH] und b, = [G,H] die 
Beruhrungspunkte der Kurve zweiter Klasse mit den Geraden G1 

und G2 • 

Gleichung der so erseugten Kurve sweiter Klasse in Dreieckskoordinaten. 
Fiir die Ableitung der Gleichung der betrachteten Kurve zweiter Klasse in 
Dreieckskoordinaten moge wieder die Bezeichnung ein wenig geandert 
werden. Wir machen namlich die Geraden: 

GlI Gi , 0 
zu Seiten: Ell E" Es 
des Fundamentaldreiecks (Fig. 218) und bezeichnen dementsprechend dann 
die bisher mit h1 und, h, benannten Punkte mit e1 und e, und den Punkt [E1 E2] 

Ig-, 

I 
Fig. 'Us. Fig. 219. 

mit es' Die bisher mit H benannte Verbindungslinie der Beriihrungspunkte 
der Tangenten El und E2 moge mit T bezeichnet werden. Die GIeichung (2) 
fur die durch die beiden projektiven Punktreihen erzeugte Kurve zweiter 
Klasse nimmt alsdann die Form an: 
(3) 

Will man aus ihr eine Gleichung zwischen den Linienkoordinaten ul1 us, Us 

des Stabes U in bezug auf das Fundamentaldreiseit El E,Es und einen be-
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liebigen Stab als Einheitsstab ableiten, 80 setze man: 

(4) U= ulEI + u2Es + usEs, T= tiEl + tsEs t tsEs' 
Dann wird: 

[UEI ] = - uses + uS e2 , 

[UEle1] = - u2E s- usEs = - (utEst usEs), 
[UEI el TJ = - [(usE2 + Us ES)(tIEl + t2 E S + tsEs)] 

= (us t2 - u2 ts) el - Us tl e2 + u2 tl es, 
[UEI e1 Te2] = (Ust2 - u2ts) Es - u2t1E1, 

[UEl e1 Te2 E 2] = (u2ts- us t2)el - ust1es, 

[U El el T e2 E2 U] = llt u2 ts - Ul Us t2 - u2 Us 4 . 
Die Gleichung (3) HiBt sich daher in der Form schreiben: 

(5) 

Man hat also den Satz: 
Satz 938; Die Gleichung einer Kurve zweiter Klasse, die dem 

Fundamentaldreieck eingeschrieben ist, und deren Beriihrungs
punkte mit den Seiten El und E2 dieses Dreiecks durch die Ge
rade des Stabes T mit den Dreieckskoordinaten t1 , t2 , ts ausge
schnitten werden, lautet: 

(5) tl u2 Us + t2 Us u1 - ts ul u!! = 0. 1) 

Die Darstellung spezieller Kegelschnittbiischel und Kegelschnittscharen durch 
Gleichungen. 1m 41. Abschnitt haben wir die Polarsysteme eines Schar
biischels von Kurven zweiter Ordnung und einer Biischelschar von Kurven 
zweiter Klasse durch extensive Briiche dargestellt, insbesondere auch die 
Polarsysteme eines Scharbiischels homoasymptotischer Hyperbeln oder Ellip
sen. 1m 61. Abschnitt ergab sich uns ferner del' extensive Bruch fiir eine 
Schar konfokaler Kurven zweiter Klasse. Es mogen im folgenden noch 
einige Gleichungen zusammengestellt werden, durch die sich die genannten 
Kurvensysteme ausdriicken lassen. 

Sind R, S, T die Stabe dreier festen Geraden, die ein Dreieck mite in
ander bilden, und ist x ein veranderlicher Punkt, so ist die Gleichung: 

(6) f [xR] [xS] + 9 exT]!! = 0 

die Gleichung des hyperbolischen Scharbiischels von Kurven zweiter Ord
nung, dessen Kurven sich in den Punkten [RT] und EST] beriihren, und 
in ihnen die Geraden der Stabe R und S zu gemeinschaftlichen Tangenten 
und daher die Gerade des Stabes T zur gemeinsamen Beriihrungssekante 
haben (Fig. 219). 

') Vgl. hierzu wieder die beiden auf S. 456 zitierten Arbeiten von F. Dingeldey. 
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Sind andererseits r, s, t drei feste Punkte, die ein Dreieck miteinander 
bildeD, und ist U ein veranderlicher Stab, so ist die Gleichung: 

(7) f[Ur] [Us] + 9 [Ut]2 = 0 

die Gleichung der hyperbolischen Biischelschar von Kurven zweiter Klasse, 
welche die Punkte r und s zu gemeinschaftlichen Beriihrungspunkten und 
den Punkt t zum Schnittpunkt der beiden gemeinsamen Tangenten in diesen 
Punkten haben (Fig. 220). 

1st ferner p ein Polarsystem zweiter Ordnung und T ein fester Stab, so 
stellt die Gleichung: 
(8) f[x.xp] + 9 [xT12= 0 

das Scharbiischel von Kurven zweiter Ordnung dar, das durch die Polkurve 
von p und die doppeltzahlende Gerade T bestimmt wird (vgl. die Figg.221 

-7'" 
Fig. lIliO. Fig. 221. Fig. 222. 

u. 222), d. h. die Gesamtheit alier Kurven zweiter Ordnung, welche der Ge
raden T denselben Pol zuweisen wie die Kurve p, und auf ihr dieselbe In
volution hervorrufen wie diese Kurve (vgl. S. 57). 

1st andererseits P ein Polarsystem zweiter Klasse und t ein fester Punkt, 
so stellt die Gleichnng: 
(9) f[U·UP]+g[UtJ 2 =0 

die Biischelschar von Kurven zweiter Klasse dar, die durch die Polarkurve 
von P und den doppelt zahlenden Punkt t bestimmt wird, d_ h. die Gesamt
heit alier Kurven zweiter Klasse, welche dem Punkte t dieselbe Pol are zu
wei sen wie die Kurve P und in ihm dieselbe Involution hervorrufen wie 
diese Kurve. 

Aus den Gleichungen (6) und (8) folgt we iter durch metrische Speziali
sierung, indem man den Stab T durch den Stab: 

3 = mlEl + m2 E 2 + maEa 
der unendlich fernen Geraden ersetzt, die Gleichung: 

(10) f[xR][xSJ + 9 [X~J2= O. 

Sie ist die Gleichung des Scharbiischels homoasymptotischer Hyperbeln (vgl. 
S. 60ft'.), welche die Geraden R und S zu Asymptoten haben. Und ist p 
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das Polarsystem zweiter Ordnung einer Ellipse oder Hyperbel, so ist die 
GIeichung: 
(11) f[x·xp] + g[X~]2= ° 
die lHeichung desjenigen Scharbiischels homoasymptotischer Ellipsen oder 
Hyperbeln, das durch die Polkurve von p und die doppelt zahlende unend
lich ferne Gerade 3 bestimmt wird. 

Die Gleichung (79) des 60. Abschnitts zeigt endlich, daB die Gleichung: 

(12) f [U· UK] + g[Ur] [Us] = 0 

die Gleichung der Schar konfokaler Kurven zweiter Klasse ist, welche die 
Punkte r und s zu gemeinsamen Brennpunkten haben. 

Wan'n ist eine nicht entartende Kurve 14 wei t e r Kl ass e eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel, wann eine reelle oder imaginiire Ellipse? Es sei die 
Gleichung einer nicht entartenden Kurve zweiter KIasse in der Form ge
geben: 
(13) 
wo wie gewohnlich: 

(14) 

(15) 

CU· UP] = 0, 

und 

Ial=~lel+~12e2+ ~lSeS' 

1 a2 = ~21 e1 + ~22e, + 5HlIs es, 

as = mS1 e1 + ~32 ell + ~S3 es 
ist, und wo der Potenzwert des Bruches P (seine Determinante) nicht ver
schwinden darf, wo also: 

(16) [PS] = la1aSaS] = i ~ik i = ~ =1= 0 
i,k = 1, 2S 

ist. Dann lautet die Gleichung der zur Kurve zweiter Klasse (13) adjun
gierten Kurve zweiter Ordnung: 

(17) [x·xp] = 0, 

wo p der zu P adjungierte Bruch ist, d. h., wo: 

(18) 

ist. Nun folgt aus der dualistischen Entwicklung zu S. 203f. des ersten 
Teils dieses Bandes der dem Satze 418 dualistisch entsprechende Satz: 

Satz 939: Unter der Voraussetzung, daB der Potenzwert (die De
terminante) ~ eines Polarsystems zweiter Klasse Pvon Null ver
schieden ist, falIt seine Polarkurve mit der Polkurve des zu P 
adjungierten Polar systems zweiter Ordnung Ii zusammen. 
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Urn daher zu erfahren, ob die durch die Gleichung (13) ausgedriickte 
nicht entartende Kurve zweiter Klasse eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
ist, wird man das in dem Satze 464 fiir eine Kurve zweiter Ordnung ange
gebene Kriterium auf die Kurve (17) anwenden konnen und hat damit 
dann zugleich ein Kriterium fiir die Kurve zweiter Klasse (13). 

In dem Kriterium des Satzes 464 fiir eine Kurve zweiter Ordnung kommt 
nun aber das zu dem Polarsystem dieser Kurve zweiter Ordnung adjungierte 
Polarsystem zweiter Klasse VOl'. Man hilde also zu dem Polarsystem zweiter 
Ordnung p in (18) das adjungierte Polarsystem zweiter Klasse P, setze 
somit: 

(19) 

Es wird dann nach 
sicht auf (18): 

dem Begriff des adjungierten Polarsystems mit Riick-

(20) 

d. h. wegen (16): 

oder wegen (14): 
(21) 

P= [as at . at as], rat as . as as), [a2 a._~s a, ] 
E" E s ' Es 

oder 

P=~P, 

eine Formel, die der Formel (38) des 31. Abschnitts genau entspricht. 
Nun lautet nach dem Satze 464 das Kriterium fiir die Kurve (17): Die 

nicht zerfallende Kurve zweiter Ordnung (17) ist eine 

Hyperbel, ) I < 0 
Parabel oder je nachdem das Produkt [~. ~P] = 0 
Ellipse, > 0 

ist. Und hierfiir kann man nach dem Satze 939 und nach der Formel (21) 
auch schreiben: 

Die nicht zerfallende Kurve zweiter Klasse (13) ist eine 

Hyperbel, ) 
Parabel oder je nachdem das Produkt 5H [~. ~P] 
Ellipse, 

ist. Dabei "ann man die Bedingung fur die Parabel wegen (16) auch ein
facher in der Form schreiben: 
(22) [~. ~P] = O. 

Man hat daher den folgenden dem Satze 464 dualistisch entsprechenden Satz: 
Satz 940: Eine Kurve zweiter Klasse: 

[U. UP] = 0, 
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deren Potenzwert (Determinante): 

[P3] = 5l{ 

nicht verschwindet, stellt eine 

Hyperbeloder}d . hd d P d kt m[~ Cl(p]{negativ oder 
Ell ' ar, Je nac em as ro u «.\5'''' .. 

Ipse POSltlV 

ist, und eine Para bel, wenn das Produkt: 

ist, unter ~ einen Stab der unendlich fernen Geraden verstanden. 

Man kann aber jetzt auch leicht ein Unterscheidungsmerkmal zwischen 
einer reellen und imaginiiren Ellipse hinzufugen. Da eine jede Ellipse, so
wohl eine reelle wie eine imaginare, von der unendlich fernen Geraden 3 
nicht in reellen Punkten geschnitten wird, so kann man Satz 465 anwenden. 
Dabei hat man wieder an die Stelle der Kurve zweiter Klasse (13) die nach 
dem Satze 939 mit ihr identische Kurve zweiter Ordnung (17) treten zu 
lassen. Nach dem Satze 465 hat dann fur jeden Punkt g der unendlich fernen 
Geraden die quadratische Form [g. gp] dasselbe V orzeichen. Man hat 80-

mit den Satz: 

Satz 941: 1st P ein Polarsystem zweiter Klasse, p das zu ihm 
adjungierte Polarsystem zweiter Ordnung und ~ der Potenzwert 
(die Determinante) von P, ist ferner das Produkt: 

(23) ~ [3 . ~ Pl > 0, 

unter 3 einen Stab der unendlich fernen Geraden verstanden, so 
hat das Produkt: [g. gp] 

fur jeden Punkt 9 del' unendlich fern en Geraden dasselbe Vor
zeichen. 

Und hieraus folgt nach Satz 473 del' weitere Satz: 

Satz 942: Raben die Buchstaben P, p, 5l{ und 3 dieselbe Bedeu
tung wie im vorigen Satze, und ist wieder das Produkt: 

(23) m[3·~p] > ° 
und zugleich fur irgendeinen Punkt 9 der unendlich fernen Ge
raden auch das Produkt: 
(24) [g.gp] > 0, 

so ist die Polarkurve des Polarsystems Peine imaginare Ellipse. 
1st dagegen wieder unter der Voraussetzung (23) das Produkt: 

(25) [g·gPJ<o, 

so ist diese Kune eine reelle Ellipse. 
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Der Kreis, die gleichseiiige Hyperbel, die Parabel und das Punktpaar als 
Kurve zweiter Klasse, die durch 3 Tangenten und die Beriihrungspunkte zweier 
von ihnen bestimmt wird. Lage der zugehOrigen Verbindungslinie der beiden 
Beriihrungspunkte. Nach diesel' Zwischenuntersuchung kniipfen wir wieder 
an die mit Satz 937 abgebrochene Untersuchung iiber eine dem Fundamental
dreieck eingeschriebene Kurve zweiter Klasse an und stellen die Frage: 

Wie muB bei einer dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen Kurve 
zweiter Klasse die Verbindungslinie T del' beiden Punkte gelegen sein, in 
denen die Kurve von den Seiten El und Es des Fundamentaldreiecks be
riihrt wird, damit die Kurve ein Kreis, eine gleichseitige Hyperbel, eine Pa
rabel oder ein Punktpaar werde? 

Wir fragen also zuerst: Was filr eine Lage muB die Gerade T haben, da
mit die K urve zweiter Klasse (3) oder (5) ein Kreis werde? Da del' Kreis 
die 3 Seiten des Fundamentaldreiecks beriihren soIl, so kann er nul' ent
wedel' del' eingeschriebene Kreis (im engeren Sinne) oder einer von den 3 
angeschriebenen Kreisen des Fundamentaldreiecks sein. Die Gerade T muB 
daher eine von den 4 Geraden bilden, welche die Beriihrungspunkte eines 

,/ 
Fig. 223. Fig. 224. 

dieser 4 Kreise mit den Seiten El und E2 des Fundamentaldreiecks verbinden 
(vgl. die Figg. 223 u.224). Die 4 Geraden T, die man auf diese Weise er
halt, bilden die Seiten eines Rechtecks; denn zwei von ihnen stehen senk
recht auf del' Halbierungslinie des Innenwinkels des Fundamentaldteiecks 
bei ea, die beiden andel'll auf denen der AuBenwinkel bei es (Fig. 225). 

Zweitens frage man: Welche Lage muB die Gerade T haben, damit die 
Kurve zweiter Klasse (3) oder (5) eine gleichseitige Hyperbel werde? 

Wir bemerken vorweg, daB sich nach dem Satze 901 nur einem stumpf
winkligen oder rechtwinkligen Dreieck eine gleichseitige Hyperbel ein
schreiben laBt, und zwar einem ganz iill Endlichen liegenden rechtwinkligen 
Dreieck nur die eine gleichseitige Hyperbel, welche die Katheten des Drei
ecks zu Asymptoten und die Hypotenuse zur weiteren Tangente hat. In 
dem FaIle eines im Endlichen liegenden rechtwinkligen Fundamentaldreiecks 
gibt es also iiberhaupt nul' eine Gerade T, fUr welche die Kurve zweiter 
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Klasse (3) oder (5) eine gleichseitige Hyperbel wird, und diese Gerade T 
ist die unendlich ferne Gerade ~. Man kann daher die folgende Untersuchung 
auf e£n stumpfwinkliges Fundamentaldreieck beschriinken. 

Nach dem Satze 883 IaEt sich eine gleichseitige Hyperbel als eine Kurve 
zweiter Ordnung charakterisieren, die zum Kreispunktpaar apolar ist, deren 
Polar system zweiter Ordnung p also der Gleichung: 

(26) [pKJ = 0 
Geniige lei stet, unter K das Polarsystem zweiter Klasse des Kreispunktpaars 
verstanden. Um daher die Bedingungsgleichung dafiir zu finden, daB die 

Fig. 225. 

Kurve (3) odeI' (5) eine gleichseitige Hyperbel werde, hat man zunachst aus 
del' Gleichung (5) die Gleichung der Kurve (5) in Punktkoordinaten abzu
leiten. 

Bezeichnet man die Determinante del' Koeffizienten der Kurve zweiter 
Klasse (5) mit ~, setzt also: 

~11' ~12' ~13 0, - ts , t2 

~ = ~211 ~22' ~23 - t 3 , 0, t1 

~Sl , ~32' ~33 t2 , t1 , ° 
so werden die Unterdeterminanten Qik der Elementc ~ik von ~ Wle in den 
Gleichungen (17) des vorigen Abschnitts: 

{
ciU = - t12, 022 = - t2 2, 

023 = - t2 t3 , Ci31 = - t3 tll 

US3 = - t3 2 

012 = + t1 t2 • 
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Die Gleichung der Kurve (5) in Punktkoordinaten lautet dsher: 

(27) t12~12 + t22~22 + ts2ts 2 + 2 tll t3~2!"S + 2 ts tl ts t1 - 2 tl t2 ~1!"2 = O. 

Soil diese Kurve zweiter Ordnung eine gleichseitige Hyperbel, also zurn 
Kreispunktpaar K apolar sein, so muB ihr Polarsystem zweiter Ordnung p 
der Gleichung (26) geniigen, d. h., es muB nach dem Satze 670 die Glei
chung bestehen: 

(28) ~11 t12 + ~2l! t2 2 + ~S8 ts 2 + 2 ~lIS tll ts + 2 ~Sl ts tl - 2 ~12 tl t2 = 0 oder 

(29) [T· TK] - 4~12 Eel T] [ellT] = O. 

Diese Gleichung hat ganz die Form der Gleichung (12). Eine Gerade T, 
die als Bestimmungsstiick der Kurve (27) (oder (5)) bewirkt, daB diese Kurve 
eine gleichseitige Hyperbel wird, ist somit notwendig eine Tangente einer 
gewissen Kune zweiter Klasse (29) aus derjenigen konfokalen Schar, welche 
die Ecken el und ell des Fundamentaldreiecks zu Brennpunkten hat, und urn
gekehrt hat jede Tangente der Kurve (29) die angegebene Eigenschaft. 

Urn die Kurve (29) vollstandig zu charakterisieren, bestimme man noch 
ihre Gleichung in Punktkoordinaten. Dazu hat man zunachst die Unter
deterrninanten atu der Determinante: 

srll , -Sfl~' ~lS 
(30) m = - ~2V Sl'22' ~2S 

~Sll Sl'311' ~ss 

zu bilden. 1) Dieselben werden mit den Unterdeterminanten ktu der Deter
minante: 

(31) 
'~1l' 

~= ~21' 

~3l' 

in engem Zusammenhang stehen. In der Tat wird: 

(32) ol1=ku , 022=k'J1I' ass=kss . 

Ferner ist: a tro R> + RI fi\ 12 = J\.21 Jl;S3 Jl;2S .nS1 , 

wahrend andererseits: 

(33) k12 = - 5r2l Sl'3s + 5r2S~sl 
ist. Die Vergleichung der Werte von a12 und kill zeigt, daB zwischen diesen 
beiden Unterdeterminanten die Beziehung herrscht: 

(34) 012 = kll! + 2Sl'215rSS' 

1) EB wird zu keinen Verwechslungen Anlall geben, wenn wir die bieher fiir die 
Determinante der Gleichung (0) und ihre Unterdeterminanten benutzten Bezeich
nungen 2{ und atu von jetzt ab fiir die Determinante der Gleichung (28) und ihre 
Unterdetenninanten verwenden. 
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Ebenso findet man fur aS1 und kSI die Werte: 

a31 = - ~12~23 - ~13~22' 

k31 = + ~12 ~3 - Sl'lS ~22' 
und es besteht somit die Beziehung: 

(35) 
Endlich wird: 

023 = - ~11 ~32 - ~l2~Sl 

k23 = - ~11 ~32 + Sl'l2 Sl'Sl> 

so daB sich die Gleichung ergibt: 

(36) 
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Die GIeichung der Kurve (28) oder (29) in Punktkoordinaten lautet also: 

(37) {kl1~12+ k22!22 + k3s~32+ 2k2S~2!3 + 2k31~3~1 + 2kl2~1~2} = O. 
- 4 ~l2 (~Sl ~2 ~3 + ~23!3 h - st'S3 h ~2) 

Hier ist die Summe der 6 ersten GIieder gleieh der quadratischen Form 
[x·xk], und diese ist naeh der Gleichung (57) des 60. Abschnitts = lXJ]2. 
Die Gleichung (37) IaBt sieh daher auch in der Form schreiben: 

(38) [xJ]2 - 4~l2(~31~2~3 + ~23!3!1 - st'33~l~2) = o. 
Diese Gleichung zeigt, daB die Kurve zweiter Klasse (28) oder (29), aufge
faBt als Kurve zweiter Ordnung, zugleich dem Seharbiischel angehort, das 
durch die Hilfskurve: 

(39) 

und durch die doppelt zahlende unendlich ferne Gerade bestimmt wird. Das 
aber besagt nach S. 60ff., daB sie mit der Hilfskurve (39) homoasymptotisch 
ist. Und diese Angabe genugt, um die Kurve (38) oder (29) eindeutig festzu
legen. 

Die Hilfskurve (39) ist namlich, wie die Form ihrer Gleichung zeigt, dem 
Fundamentaldreiecke el e2 eS umschrieben. Sie geht also jedenfalls auch durch 
die Brennpunkte el und e2 der Kurve (29) hindureh. Wenn aber die mit der 
Kurve (29) homoasymptotische Kurve (39) durch die Brennpunkte von (29) 
geht, so ist sie mit ihr nicht nur homoasymptotisch, sondern, bestimmter 
ausgedriickt, mit ihr konzentrisch, iihnlich und iihnlich gelegen. Sie hat somit 
die Verbindungslinie der Brennpunkte el und e2 der Kurve (29) ebenfalls 
zur Achse der reellen Brennpunkte und die Punkte el und e2 selbst zu Sehei
teln dieser Achse. 

Daraus geht schon hervor, daB die Hilfskurve (39) eine Ellipse oder Hy
perbel sein wird, je nachdem die Winkel des Fundamentaldreiecks bei e1 und 
e2 beide spitz sind oder einer von Ihnen stumpf ist (vgl. die Figg. 226 und 
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227). Und dasselbe gilt dann auch von der mit der Kurve zweiter Ordnung 
(39) iibnlichen Kurve zweiter Ordnung (38), die, als Kune zweiter Klasse 
aufgefaBt, die Hiillkurve der Trager der Berilhrungspunkte der Seiten El 
und E2 mit der dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen gleichseitigen 
Hyperbel darstellt. 

Man kann iibrigens die Unterscheidung der beiden Faile, wo die Gleichung 
(29) eine Ellipse oder eine Hyperbel darstellt, auch rein analytisch auf Grund 

Fig. 226. Fig. 227. 

des Satzes 940 geben, nach welchem eine nicht entartende Kurve zweiter 
Klasse: cu· UP] =0 
eme 
(40) {Ellipse Oder}.. hd d P d k <lY[ 'I { > 0 oder 

Hyperbel 1St, Je nac em as ro u t ~ J. J P J < 0 

ist, unter ~ die Determinante des PolarsJstems P und unter J einen Stab 
del' unendlich ferrien Geraden verstanden. Man hat also zunachst die Deter
minante ~ des Polarsystems zweiter Klasse P zu berechnen, das die Kurve 
zweiter Klasse (28) zur Polarkurve hat. Es wird: 

Sfll , - Sl'12' Sf13 
(41) ~= -Sf21 , Sf22 , Sfss , Sfut=Sl'tu, 

Sfsu Sl'Sll' Sfss 
Bei der Berechnung dieser Determinante kann man beriicksichtigen, daB 

die Determinante ~ des Kreispunktpaars, d. h. die Determinante: 

(42) 
~11' ~12' 

Sf = Sfw ~22' 

Sf1S 

~llS , Sf"t = Sft", 
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verschwindet. Nun 
die Darstellung: 

gestattet aber die Determinante ~ des Kreispunktpaars 

~ = St'llkll + St'lll k 12 + RlSkls , 

wo k11' km klS wie oben die zu den Elementen St'lU Stm St'l3 der Determi
Dante ~ gehOrenden U nterdeterminanten sind. Es besteht daher die G leichung: 

(4~) 

Bezeichnet man ferner wieder die Unterdeterminanten der Determillante ~ 
mit il, kl so wird: 
(44) 

Bier stehen nach (32), (34), (35) und (36) die Unterdeterminanten 0tu mit 
den Unterdeterminanten kt" in den Beziehungen: 

(45) {ilU = kll' au = kn, 
Q23 = k2s - 2 ~12 St'SI' 

wiihrend zugleich allgemein: 

aS3 = k33 

aSI = kSl - 2 Sl'2s St'm 

kut = letu und u- =;; ut "tu 

ist. Wegen (44) erhiiJ.t man dann fiir die Determinante ~ den Wert: 

~ = ~llkll - ~12(kl2 + 2.R'2l~S3) + ~l3(kJ3 - 2~23St'lll) 

oder wegen (43): 

5l( = - 2 R12 ku - 2 ~l~ ~33 - 2 St'13 ~2S ~12 

oder endlich wegen (33): 

(46) ~ = - 4~2S~Sl~12' 

Andererseits wird, da P das Polarsystem zweiter KIasse sein soUte, das 
die Kurve (28) oder (29) zur Polarkurve hat, wegen (29): 

(47) [J·JP] = [J·JK] -- 4~12[elJJ[e2J], 

oder ds wegen der Gleichung (25) des 60. Abschnitts: 

[J·JK] = 0 

und wegen der Gleichung (24) desselben Abschnitts: 

[e1J] = mIl [e2J] = m2 

ist, so verkiirzt sich die GIeichung (47) zu: 

(48) [J·JP]=-4~12mlm2' 

Fiir das iiber den Charakter der Polarkurve von P entscheidende Pro
dukt ~[J·JP] findet man demnach die Darstellung: 

(49) ~[J·JP] = + 16~llS~31srl:mlmi' 
G r a B man n, Projekti ve Geometrie d. Eben. II, 2 31 
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Legt man jetzt den noch verfiigbaren Einheitspunkt ins Innere des Funda
mentaldreiecks, so sind nach S.2:ff. des ersten Teils dieses Bandes die Massen 
m1 und rn,l der Ecken e1 und ~ des Fundamentaldreiecks entweder beide 
positiv oder beide negativ, und man kann das Kriterium (40) fur eine Ellipse 
oder Hyperbel auch in der Form schreiben: 
Die Polarkurve von P, d. h. die Kurve (28) oder (29) wird eine 

(;;0) {Ellipse Oder} . P d k ii' fi\ {> 0 oder 
v Hyperbel, Je nachdem das ro u t .nllS.nSI < 0 ist. 

1m Falle einer HyperbeZ miissen also die beiden GroBen ~28 und stat ent
gegengesetzte V orzeichen haben, und da nach den Gleichungen (30) des 60. Ab
schnitts: 

(51) 

ist, und die Winkel < (Vll'~S') und < (~8'~/) fiir den Fall, wo der Einheits
punkt im Innern des Fundamentaldreiecks liegt, den AuBenwinkeln llt und 
all an den Ecken e1 und ell des Fundamentaldreiecks gleich sind, so sieht 
man, daB von diesen beiden AuBenwinkeln a1 und aJ bei einer Hyperbel der 
eine stumpf, der andere spitz dein muB; und dasselbe gilt dann auch von den 
beiden entsprechenden Innenwinkeln il und ill (vgl. Fig. 227 auf S. 480). 

In dem Falle einer Ellipse dagegen, d. h. in dem FaIle, wo das Produkt: 

~ilS~Sl > 0 

ist, miissen die beiden Faktoren st,s und ~SI negativ sein. Denn waren beide 
positiv, so wurden die beiden A uBen winkel a1 und all spitz, die beiden Innen
winkel 11 und i2 also stumpf sein muss en, was unmoglich ist. 1m FaIle einer 
reellen oder imaginaren Ellipse sind daher notwendig die beiden Innen
winkel 11 und i2 spitz. 

Nun ist ferner nach dem Satze 942 eine durch die Gleichung (38) darge
stellte Ellipse reell oder imaginar, je nachdem das Produkt [g. Up] negativ 
oder positiv ist. Dabei bedeutet p den zu dem Polarsystem zweiter Klasse 
P der Kurve (28) oder (29) adjungierten Bruch. Es geht somit das Pro
dukt [g. gp} aas der linken Seite von (38) dadurch hervor, daB man in ihr 
anstatt des Punktes x und seiner Ableitzahlen tl' til' ~s einen Punkt 9 der 
unendlich femen Geraden und seine Ableitzahlen gl' g2' gs einsetzt. Man 
wahle etwa fur den Punkt 9 den unendlich fernen Punkt der Seite Es des 
Fundamentaldl"eiecks, d. h., man setze: 

(52) 
oder was dasselbe ist, 

9 = mll e1 - m1 e~" 

Die Ableitzahlen gl1 g21 ga von 9 besitzen alsdann die Werte: 

(53) 
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Fiihrt man aber diese Werte anstatt ~17 t:2' ~s in die Gleichung (38) ein und 
zugleich g anstatt x und beriicksichtigt, daB wegen (52): 

(54) [gJ] = 0 

ist, so erhltlt man fiir das Produkt [g. gp] den Wert: 

(55) [g. gp] = - 4 Sf12 Sfss m1m2 . 

Da aber auf der rechten Seite die Faktoren m1 und m2 entweder beide po
sitiv oder beide negativ sind, weil del' Einheitspunkt innerhalb des Funda
mentaldreieeks angenommen ist, und ferner nach del' dritten Gleichung (29) 
des 56. Absehnitts der Faktor 

(56) 

also positiv ist, so ist das Vorzeichen der rechten Seite von (55) mit dem 
von ~12 entgegengesetzt, und man kann daher sagen: 

Sobald die beiden an der Seite Es des Fundamentaldreiecks liegenden 
Innenwinkel i1 und 12 dieses Dreiecks spitz sind, ist die Kurve zweiter Klasse 
(28) eine 

reelle oder imaginare Ellipse, 

je nachdem der Koeffizient ~12 

positiv oder negativist. 

Nun ist abel' nach der dritten Gleichung (30) des 60. Absehnitts: 

(57) ~ - _L ~_o~ (lJ/ v~] 
12 - m' • lJl' v/ ' 

wo wieder < (V/V2') = Os, dem AuBenwinkel des Fundamentaldreiecks bei 
e3 ist. Bezeichnet man daher noch den zugehorigen Innenwinkel des Drei
ecks mit ls, so kann man auch sagen: 

Sind die Innenwinkel i1 und 12 des Fundamentaldreieeks spitz, so ist die 
Kurve (28) oder (29) eine 

reelle oder imaginare Ellipse, 

je nachdem der Winkel is 
stumpf oder spitz ist 

(vgl. Fig. 227 auf S. 480). 
Das damit gewonnene Ergebnis, daB die Kurve (28) imaginal' wil'd, wenn 

das Fundamentaldreieck spitzwinklig ist, bestatigt von neuem den Satz 901, 
nach welehem sich einem spitzwinkligen Dreieck eine gleiehseitige Hyperbel 
iiberhaupt nieht einschreiben liiBt, und man hat die folgenden Satze: 

Satz 943: Drittel' Satz vonDingeldey: Schreibt man einem stumpf
winkligen Dreieck aIle moglichen gleichseitigen Hypel'beln ein 
und verbindet jedesmal die Beriihrungspunkte derjenigen beiden 
Dreiecksseiten miteinander, die den stumpfen Winkel des Drei
ecks einschlieBen, so umhiillen die Vel'bindungslinien eine El-

31* 
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lipse, welche die Scheitel der beiden spitzen Winkel zu Brenn
punkten hat und iiberdies mit derjenigen Ellipse ahnlich ist, die 
jene Brennpunkte zu Scheiteln der groBen Achse hat und zugleich 
durcb den Scheitel des stumpfen Winkels hindurchgeht. Umge
kehrt schneidet jede 'fangente der erstgenannten Ellipse aus den 
Schenkeln des s-tumpfen Dreieckswinkels die Beriihrungspunkte 
einer gleichseitigen Hyperbel aus, die dem Dreieck eingeschrie
ben istl). Und: 

Satz 944: Vierter Satz von Dingeldey: Schreibtman einem stumpf
winkligen Dreieck aIle moglichen gleichseitigen Hyperbell1 ein 
und verbindet jedesmal die Beriihrungspunkte zweier Dreiecks
seiten, die einen spitzen Winkel des Dreiecks einschlieBen, so 
umhiilIen die Verbindungslinien eine Hyperbel, welche die Schei
tel der beiden andern Dreieckswinkel zu Brennpunkten hat und 
iiberdies mit derjenigen Hyperbel ahnlich ist, die diese Brenn
punkte zu S cheiteln hat und auBerdem durch den Scheitel jenes 
spitzen Winkels hindurchgeht. Umgekehrt schneidet jede Tan
gente der erstgnannten Hyperbel aus den Schenkeln des zuge
horigen spitzen Winkels die Beriihrungspunkte einer gleichsei
tigen Hyperbel aus, die dem Dreieck eingeschrieben ist. (Vgl. 
Fig. 227 auf S. 480). 

Wir stellen jetzt weiter drittens die Frage: Wie muB bei einer dem Funda
mentaldreieck eingeschriebenen Kurve zweiter Klasse (3) odeI' (5) die Ver
bindungslinie T del' Beriihrungspunkte der Seiten E1 und E2 des Funda
mentaldreiecks gelegen sein, damit diese Kurve eine Parabel werde? Die 
Antwort lautet: Dies wird dann und nur dann eintreten, wenn diejenige 
Gleichung befriedigt wird, die aus der Gleichung (5) bervorgeht, falls man 
die in ihr auftretenden laufenden Koordinaten ull us, Us durch die Linien
koordinaten m1 , m2 , ms der unendlich fernen Geraden J ersetzt, d. h., wenn 
die Gleichung besteht: 

(58) t1 m2mS + t2m3 ml - ts ml m2 = O. 
Dieselbe nimmt bei der Division mit ml m2 rns die Form an: 

(59) -~~ +t. __ ~ = O. 
m, m. ms 

Man erhltlt also zwischen den Linienkoordinaten tll t2, t3 der Geraden T 
eine Gleichung erst en Grades. Eine solche aber stent ein Strahlbiischel dar, 
und speziell die Gleichung (59) das Strahlbiischel, dessen Scheitel die Punkt
koordinaten : 

1 1 

1) Vgl. auch zu dies em und den heiden folgenden Siitzen die auf S. 456 zitierten 
Arbeiten von F. Dingeldey. 
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besitzt. Nun sind die Punkte: 

die mit den Ecken ell eB1 eg des Fundamentaldreiecks zusammenfallenden 
einfachen Punkte. Der Punkt: 

s = !l!_ +e2 + !jJ- = f" + 1: + t" 
Inl tn2 m3 1 2 g 

ist daher der geometrische Schwerpunkt des Fundamentaldreiecks, und die 
Bruche: 

1 1 1 

sind somit die Dreieckskoordinaten dieses Schwerpunktes. Die GruBen: 

1 1 1 

~'ni~' rns 

sind also die Dreieckskoordinaten desjenigen Punktes eo auf der von eg aus 
gezogenen Schwerlinie, der durch die Ecke eg und die gegenliberliegende 

Fig. 228. 

...eo 
Fig. 229. 

Seite Eg des Fundamentaldreiecks von dessen Schwerpunkt s harmonisch 
getrennt wird, d. h. desjenigen Punktes eo, den man erhiilt, wenn man die von 
der Ecke eg ausgehende Schwerlinie liber die gegenuberliegende Seite Eg 

hinaus urn sich selbst verliingert, oder was auf dasselbe hinauskommt, die 
vierte Ecke des Parallelogramms, das die Seiten El und E2 des Funda
mentaldreiecks zu anstoBenden Seiten hat (vgl. Figg. 228 und 229; diese 
beiden Figuren veranschaulichen die beiden Falle, wo die Parabel in dem 
bei eg liegenden Innenwinkel des Fundamentaldreiecks oder in einem der 
beiden AuBenwinkel bei eg gelegen ist). Man hat daher den Satz: 

Satz 945: Funfter Satz von Dingeldey: Schreibt man einem Drei
eck aIle moglichen Parabeln ein, so bilden die Verbindungslinien 
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der Beriihrungspunkte dieser Pal'abeln mit zwei Seiten des Drei
ecks ein Stl'ahlbiischel, dessen Scheitel man erhalt, wenn man 
die nach der dritten Seite gezogene Schwerlinie des Dreiecks iiber 
die Mitte dieser Seite hinaus urn sich selbst verlangert. Und um
gekehrt entspricht jedem Strahle dieses Strahlbiis chels eine Pa
rabel del' angegebenen Art. 

Wir fragen endlich 'U'iertens: Was fiir eine Lage muB die Gerade T haben, 
welche den Trager del' Beriihrungspunkte del' Seiten E1 und E2 des Funda
mentaldreiecks mit del' ihm eingeschriebenen Kurve zweitel' Klasse (3) oder 
(5) bildet, wenn diese Kurve zweiter Klasse in ein Punktpaar zerfallen soil? 
Die Bedingung des Zerfallens einer beliebigen Kurve zweiter Klasse: 

~11 U12 + 2(22 U2 2 + \l(ss Us 2 + ;;l2(23 Us Us + 2 \l(31 Us ul + 2 2(12 u1 u2 = ° 
in ein Punktpaar lautet: 

I ~11' 
\l( = I ~21) 

i ~311 

W13 

2(23 = 0, ~ki= 2(ik' 

2(33 

Die Bedingung dafiir, daB die dem Fundamentaldreieck eingeschriebene 
Kurve zweitel' Klasse (5) zerfallt, besitzt daher wie in der Gleichung (26) 
des vorigen Abschnitts die Form: 

0, - ts , 

-ts, 0, 
i 2, t}1 

oder was dasselbe ist, die Form: 

(60) t1 t2 is = 0. 

t1 = 0, 

° 
Diese Gleichung zeigt, daB die Kurve zweiter Klasse (5) in ein Punktpaar 
zerfaUt, wenn die Gerade T durch eine von den 3 Ecken des Fundamental
dreieclcs hindurchgeht; und dieses Punktpaal' kann auch nicht in einen doppelt 
zahlenden Punkt iibergehen, da ein solcher nicht dem Fundamentaldreieck 
eingeschrieben sein kann. Man hat also den Satz: 

Satz 946: Eine einem Dreieck eingeschriebene Kurve zweiter 
Klasse, deren Beriihrungspunkte mit 2 Seiten des Dreiecks 
auf einer Gera-den T liegen, zerfii.llt dann und nur dann in ein 
Punktpaar, wenn die Gerade T durch eine Ecke dieses Drei
ecks hind urchg eh t. 

Man kann abel' auch leicht die Punktpaare angeben, die man erhalt, wenn 
das Dreieck, dem ein solches Punktpaar eingeschrieben ist, wieder wie oben 
das Fuooamentaldreieck e1 e2 es ist, und der Trager T del' Beriihrungspunkte 
der Seiten El und E2 dieses Dreiecks mit jenem Punktpaar durch eine Ecke 
ell e2 , es des Fundamentaldreiecks hindurchgeht. 
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Enthiilt die Gerade T die Ec7ce e2 dieses Dreiec7cs (Fig. 230), so zerfallt die 
Kune zweiter Klasse: 

(3) 

in die Punkte [T E 2 ] und e2 • 

In der Tat wird in diesem FaIle fiir eine Gerade U des Strahlbuschels mit 
dem Scheitel [T E 2] das Produkt der 5 eraten Faktoren der linken Seite von 
(3) kongruent mit der Geraden des Stabes T. Die Gleichung (3) wird somit 
fiir jeden Stab U des Strahlbiischels mit dem Scheitel [T E 2] erfiillt. 

Geh6rt andererseits die Gerade U dem Strahlbiischel mit dem Scheitel e2 

an, so wird das Produkt der 4 ersten Faktoren der linken Seite von (3) 

Fig. 2S0. Fig. 231. 

kongruent mit e2 • Das Produkt der 5 erst en Faktoren verschwindet also be
l'eits, so daB auch fiir eine jede solche Gel'ade U die Gleichung (3) befrie
digt wird. 

Genau ebenso erledigt sich der Fall, wo die Gerade T den Punkt e1 enth1ilt. 
Geld dagegen die Gerade T durch die Ecke e3 des Fundarnentaldreiec7cs hin

durch (Fig. 231), so zertallt die Kurve: 

(3) [UE1e1 Te2 E 2 UJ = 0 

in den Punkt es und in denjenigen auf der Seite E3 des Fundamentaldreiecks 
liegenden Punkt, der von del' Geraden T durch die Ecken e1 und e2 dieses 
Dreiecks harmonisch getrennt wird. 

Fiir einen Strahl U des Stl'ahlbiischels mit dem Scheitel e3 namlich wird 
das Produkt del' 5 ersten Faktol'en der linken Seite der Gleichung (3) kon
gruent mit der Geraden des Stabes E1 , woraus folgt, daB fiir einen solchen 
Strahl U die Gleichung (3) erfullt wird. 

Urn in diesem FaIle den zweiten Punkt des Punktpaars zu el'halten, be
stimme man fiir einen beliebigen auf El gelegenen Punkt denjenigen durch 
ihn hindurchgehenden Strabl U, welcher der Gleichung (3) Geniige lei stet. 
Man verbinde also entaprechend der Gleichung (3) diesen Punkt [U E1J mit 
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dem Punkte e1 durch die Gerade [UE1 l1.], schneide die Verbindungslinie mit 
der Geraden T in dem Punkte d = [U El e1 T], verbinde diesen Punkt mit 
dem Punkte e2 durch die Gerade [UEl l1. Tes] und schneide diese Verbindungs
linie mit der Geraden Es in dem Punkte [U Ell1. TesEs] , so muB dieser Punkt 
mit dem Punkte [UEl1 verbunden denjenigen Strahl U der Kurve (3) er
geben, der in dem Strahlbiischel mit dem Scheitel [UE1] auBer dem Strahle 
El enthalten ist. 

Wendet man aber auf die Ecke El T Es des vollstandigen Vierseits El EsEs U 
den Satz 303 an, so sieht man, daB seine Nebenseite D, welche die Verbin
dungslinie der Gegenecken [Es U] und [El Es] bildet, von der durch die gegen
iiberliegende Nebenecke d gehenden Geraden T durch die Seiten El und Es 
harmonisch getrennt wird. Es wird daher auch die Gerade U durch die Ecken 
e1 und es von dem Punkte [Es T] harmonisch getrennt, und aile Geraden U, 
welche diese Eigenschaft haben, gehen durch den Punkt [EsD] hindurch. 
Polglich ist dieser Punkt [Ea.D] der gesuchte zweite Punkt des Punktpaars, 
in das die Kurve zweiter Klasse (3) zerfiillt. 

Die durch die Asymptoten und eine weitere Tangente bestimmte Hyperbel 
als Ereeugnis sweier projekti't:en Punktreihen. Wir haben auf S. 467:1f. die 
allgemeine Erzeugung einer Kurve zweiter Klasse durch 2 projektive Punkt
reihen mit den Tragern G1 und G2 behandelt. Dabei wurde die projektive 
Beziehung del' beiden Punktreihen dadurch hergestellt, daB man die Punkt
reihen mit den Tragern G1 und G1 perspektiv auf 2 Hilfsstrahlbiischei be· 
ziehlich mit den Scheiteln hI und hs bezog, die wieder perspektiv zu einer 
Hilfspunktreihe mit dem Trager H lagen (vgl. Fig. 215). 

In dem Satze 937 wurde alsdann der besondere Fall betrachtet, wo der 
Scheitel hI des zweiten Hilfsstrahlbiischels auf dem Trager G1 der ersten 
erzeugenden Punktreihe liegt, und der Scheitel hI des ersten Hilfsstrahl
biischels auf dem Trager Gs der zweiten erzeugenden Punktreihe. Dieser 
Fall war dadurch ausgezeichnet, daB die erzeugte Kurve zweiter Klasse nicht 
nUl wie im allgemeinen Falle die Verbindungslinie 0 = L hI hll ] der Scheitel 
hI und hI der beiden Hilfsstrahlbiischel und die Trager G1 und Gs der beiden 
erzeugenden Punktreihen zu Tallgenten hat, sondern dafJ iiberdies die Schnitt
punkte bl = [GIB] und bl = [GsH] des Triigers H der Hilfspunktreihe mit 
den Triigern Gl und G1 der beiden erzeugenden Punktreihen die Beriihrungs
punkte der Tangenten G1 una G, bilden (vgl. Fig. 217), so daB die erzeugte 
Kurve zweiter Klasse die 3 Geraden 0, Gl1 Gs zu Tangenten hat und von 
den beiden letzten Tangenten in den Punkten b1 = [GIR] und bll = [GsH] 
beriihrt wird.1) 

1) Die Fig. 217 bnn dabei als die Figur eines auf ein Vierseit reduzierlen 
Brianchonschen Sechsseits aufgefallt werden (vgl. Bd. J, S. 106). 
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Wir spesialisieren jetzt weiter die so bestimmte Kurve zweiter Klasse da

durch, daB wir den Trager H der Hilfspunktreihe in die unendlich ferne 
Gerade ~ verlegen. Dann wird die von den beiden projektiven Punktreihen 
erzeugte Kurve zweiter Klasse diejenige Hyperbel, welche die Gerade 0 zur 
Tangente und die Geraden Gl und Gs zu Asymptoten, den Punkt m = [Gl G2] 

also zum Mittelpunkte hat (vgl. die Figg. 232 u. 233). 
Die Gieichung dieser Hyperbel ergibt sich aus der Gleichung (2) einer 

beliebigen Kurve zweiter KIssse, wenn man in ihr H = ~ setzt, wodurch 
die Gleichung hervorgeht: 

(61) [UGlhl~h2 Gs U] = 0, 

oder wenn man fur die Punkte hI und hI ihre Werte: 

(62) hl = [CGa] und hs = [OGll 
setzt, die Gleichung: 
(63) [UGl (CG,) ~(CG1) G2 U] = 0 

als Gleichung der Hyperbel mit den Asymptoten Gt und G, und der weiteren 
Tangente C = [hl h2]. Dabei bedeutet 3 einen Stab der unendlich fernen 
Geraden. 

Die laufende Tangellte U der Hyperbel (61) oder (63) erhalt man, wenn 
man beriicksichtigt, daB in dem durch die Fig. 217 dargestellten Falle einer 
Kurve zweiter Klasse, bei 
welcher der Trager H der 
Hilfspunktreihe noch im End
lichen lag, der Brianchon
sche Punktx des auf ein Vier
seit reduzierten Brianchon
schen Sechsseits auf dem Tra
ger H jener Hilfspunktreihe 
ganz beliebig gewahlt werden 
konnte, und daB jeder Punkt 
x dieser Geraden eine Tan
gente U der Kurve zweiter 
Klasse lieferle. In der Tat er

Fig. 232" 

gab sich in diesem Falle eine Tangente U der durch die beiden projektiven 
Punktreihen erzeugten Kurve zweiter KIasse, indem man einen beliebigen 
Punkt x des Tragers H der Hilfspunktreihe mit den Scheiteln hl und ha 
der beiden Hilfsstrahlbuschel durch die Geraden: 

v;. = [hlX] und Us = [hsx] 

verband und die Verbindungslinien mit den Tragern Gl und Gs der beiden 
erzeugenden Punktl"eihen zum Schnitt brachte in den Punkten Xl und x2• 

Dann war die Verbindungslinie U == [Xl Xj] dieser beiden Schnittpunkte eine 
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Tangente del' von den beiden projektiven Punktreihen erzeugten Kurve 
zweiter Klasse. 

Bei del' Hyperbel (61) odeI' (63) hat man also durch die Schnittpunktehlh, 
del' gegebenen Tangente () mit den Asymptoten Gs und Gl zwei Linien Ul 
und U2 zu ziehen, die nach einem beliebigen Punkte x del' unendlich fernen 
Geraden 3 laufen, d. h. man hat durch die Punkte hl und h2 in beliebiger 
Richtung zwei parallele Linien Ul und 'Us zu legen und sie mit den Asymp
toten Gl und Gs zu schneiden in Xl und XI und schlieJ.Uich Xl und X, zu 
verbinden. Dann ist die Verbindungslinie U = [Xl X2] eine neue Tangente 
del' Hyperbel (61) odeI' (63). 

Die Fig. 232 erHiutert den Fall, wo die beiden Parallelen Ul und U2 nul' 
diejenigen Asymptotenhiilften schneid en, welche auch von del' Tangente 0 
getroffen werden, die Fig. 233 den Fall, wo sie auch die andern Asymptoten
hiilften schneid en. 1m ersten Falle liefert die angegebene Konstruktion 
eine Tangente U, die demselhen Hyperbelzweige angehOrt wie die Tan
gente 0, in dem letzten Falle eine Tangente U des anderen Hyperbelzweiges. 

Unsere Entwicklung enthiilt die folgende Erzeugungsweise einer Hyperbel, 
aufgefallt als Kurve zweitel' Klasse: 

Satz 947: E rste Fassung: Veran d ert sich ein einfaches Trapez, 
von dem eine Schenkelseite festliegt, in del' Weise, daE seine 
4 Ecken stets auf 2 festen Geraden bleiben, so umhiillt die 

andere Schenkelseite 
diejenige Hyperbel, 
deren A symp toten die 

] 
heiden festen Geraden 

oX sind, und del' auch die 
festliegende Schen-

1~:::::~-q/-~~~"':---- k e I s e i tea 1sT a n g e n t e 
~ 'U;. angeh 0 rt. 1) 

Fig. 233. 

Man kann dies em Satze 
auch die Fassung gehen: 

Satz 947: Zweite Fas-
sung: Man erzeugt eine Hyperbel, die durch ihre Asymptoten Gl 
und G, und eine weitere Tangente 0 bestimmt wird, mittels 
zweier projektivenPunktreihen, die denAsymptoten angehoren, 
indem man die Tangente 0 mit den Asymptoten G l und Gg zum 

I) Wir nennen ein einfaches Viereck, von dem 2 Gegenseiten parallel sind, ein 
einfaches Trapez, die beiden parallelen Seiten seine Grundseiten, die beiden anderen 
Seiten seine Schenkelseiten. Das einfache Trapez kann auch uberschlagene Form 
haoen. In dem obigen Satze handelt es sich um das einfache Trapez hi Xl X, h!, 
dessen Seiten die Geraden U1 UU! 0 bilden. In der Fig. 232 ist also das Trapez 
iiberschlagen. 
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Schnitt bringt bzw. in den Punkten h2 und hll durch diese Punkte 
in beliebigerRichtung 2Parallelen U2 und Ul zieht bis zum Schnitt 
mit den Asymptoten G2 und G1 in den Punkten x2 und Xl' Dann 
ist ihre Verbindungslinie U = [X1X2] eine Tangente der Hyperbel. 

Da in den Figg. 232 u. 233 die Dreiecke x2 h2 Xl und x2 h2 hl gleichen 
Flacheninhalt haben, und aus beiden Dreiecken durch Addition (Fig. 232) 
oder Subtraktion (Fig. 233) des absoluten Werts des Dreiecks mx2 h2 die 
Dreiecke x2mxl und hl mh2 hervorgehen, so haben auch diese beiden Drei
ecke gleichen Flacheninhalt, und man hat den Satz: 

Satz 948: Die Dreiecke, die sich an die Asymptoten einer Hy
perbel anlehnen und jedesmal eine Tangente der Hyperbel ZUl' 
Seite haben, besitzen gleichen FUicheninhalt. 

Die Parabel als Erzeugnis zUicier nicht perspektiven iihnlichen Pun7ctreihen. 
Da nach S.253 u. 275 des ersten Teils dieses Bandes (vgl. auch Satz 940) eine 
Parabel als eine nicht zerfallende Kurve zweiter Klasse charakterisiert werden 
kann, welche die unendlich ferne Gerade ~ zur Tangente hat, so gelangt 
man von der auf S. 469ft'. betrachteten, dem Satze 937 entsprechenden, Er
zeugung einer Kurve zweiter Klasse (Fig. 217) zu der Erzeugung einer 
Parabel, wenn man nicht wie bei der soeben betrachteten Erzeugung einer 
Hyperbel durch zwei projektive Punktreihen ihrer Asymptoten den Trager H 
del' Hilfspunktreihe ins Unendliche riicken laBt, sondern eine Tangente, etwa 
die Tangente C der Kurve, durch die unendlich ferne Gerade ~ ersetzt. Die 
Scheitel h! und 1.2 del' beiden Hilfsstrahlbuschel gehen dann in die unend
lich fernen Punkte: 
(64) jl=[G2~] und j2=[Gl~] 

del' Trager G2 und G l del' beiden erzeugenden Punktreihen uber, und die 
obige Gleichung (2) del' von den beiden projektiven Punktreihen erzeugten 
Kurve zweiter Klasse nimmt die Fonn an: 

(65) 
Damit die durch diese Gleichung zweiten Grades in U ausgedruckte Kurve 
zweiter Klasse nicht in ein Punktpaar zerfalle, durfen 

erstens die drei Tangenten GlI G2 , ~ sich nicht in einem Punkte schnei
den, odeI' was dasselbe ist, die Trager G l und G2 del' heiden erzeugenden 
Punktreihen durfen nicht einandel' parallel sein. 

ZUieitens abel' darf auch die Beriihrungssekante H del' beiden Tal1gel1ten 
Gl und G2 wedel' durch den Schnittpunkt r = L Gl G2J noch durch einen 
der beiden unendlich fernen Punkte j2 und jl diesel' Geradel1 hindurch
gehen. 
SchlieBen wir beides aus, so stellt die Gleichung (65) eine Parabel dar. 
Denkt man sich die beiden Tangenten G1 und G2 , d. h. die Trager der 

beiden erzeugenden PUl1ktreihen, und ihre Beruhrungspunkte bl und b2 mit 
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der Parabel gegeben (Fig. 234), so ist der Trager H del' Hilfspunktreihe 
die Verbindungslinie jener Beriihrungspunkte bl und b2, und man findet eine 
weitere Tangente U der Parabel, indem man auf der Geraden Heinen be
liebigen Punkt x annimmt, ihn mit den unendlich fernen Punkten jl und js 
der Geraden G2 und G1 verbindet durch die Geraden Ul und Us, und die 
Verbindungslinien bzw. mit den Tragern G1 und G2 der erzeugenden Punkt
reihen schneidet in den Punk ten Xl und x2 • Dann sind die Punkte Xl und x2 

zwei zugeordnete PunkLe der beiden projektiven Punktreihen, und ihre Ver
bindungslinie U = [Xl X2] ist somit eine weitere Tangente del' Parabel. 

Darin liegt die folgende Erzeugungsweise einer Parabel: 
Satz 949: G leiten die Ecken eines veranderlichen Dreiecks auf 

3 festen Geraden, und bleiben dabei 2 Seiten des Dreiecks zweien 

Fig. 234. Fig. 235. 

von dies en festen Geraden parallel, so umhiillt die dritte Seite 
eine Parabel. Dieselbe hat die beiden festen Geraden, denen jene 
zwei Seiten des veranderlichen Dl'eiecks parallel bleiben, eben
falls zu Tangenten und die dritte feste Gerade zur Beriihrungs
sekante diesel' beiden Tangenten. 

Ein Interesse bietet noch diejenige Tangente U = [XI .T2] del' Parabel, die 
der Beriihrungssehne bl b2 der beiden Tangenten GI und G2 parallel lauft 
(Fig.235). Da fur diese Tangente nicht nul' das Viereck XXI rX2 ein Parallelo
gramm ist wie bei jeder Tangente der Parabel (vgl. die obige Fig. 234), 
sondel'll dasselbe auch von den beiden Vierecken xbl Xl x2 und xb2 xS X 1 gilt, 
so halbiert in diesem Falle die Tangente U = [Xl X2] in den Punkten Xl und 
x2 die Tangenten rbl und rb2 • Ferner halbiert der Punkt X die Beriihrungs
sehne bl b2 der beiden Tangenten rbl und rb2 , und endlich ist die Tan
gente xt x2 halb so groB wie diese Beriihrungssehne. 

Man kann aber auch leicht noch den Beriihrungspunkt der Tangente U 
angeben. Nach dem Satze von Brianchon fUrs Dreiseit (Satz 70) erhiilt 
man den Beriihrungspunkt b del' Seite U des der Parabel umschriebenen 
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Dreiseits GI G. U, indem man von den Beriihrungspunkten bl und h, der 
Seiten GI und G, dieses Dreiseits die Linien nach den gegeniiberliegenden 
Ecken X2 und Xl des Dreiseits zieht und den Schnittpunkt s der beiden Ver
bindungslinien, d. h. den Brianchonschen Punkt dieses Dreiseits mit der , 
dritten Ecke r des Dreiseits verbindetj dann schl1eidet diese Verbindullgs-
linie aus der dritten Seite U des Dreiseits ihren Beriihrungspunkt b mit der 
Parabel aus (Fig. 236). Nun sind 
aber die beiden erstgenal1nten 
Verbindungslinien bl x, und b,xI 

zwei Schwerlinien des Dreiecks 
rbl b!, der Punkt s ist also der 
Schwerpunkt dieses Dreiecks.? =_=-----2f:::::--~~IF---=~ 7'

Die Verbindungslinie rs bildet 
daher ebel1falls eine SchwerIinie 
des Dreiecks und geht somit 
durch den Mittelpunkt X der 
Seite hi b2 hindurch, Daraus wie
derum foJgt endlich, daB auch 
der Beriihrungspunkt h der Mit
telpunkt von Xl Xll ist. Fig '36. 

Man kann noch hinzufiigen, daB die Gerade rbx ein Durchmesser der 
Parabel ist. Nach S. 275 des ersten Teils dieses Bandes bezeichnet man als 
Durchmesser einer Parabel eine jede Gerade, die von einem im Endlichen 
liegenden Punkte b der Kurve nach dem Beriihrungspunktj der Parabel mit 
der unendlich femen Geraden ~ fiihrt, und jener Punkt b heiBt der Scheitel 
dieses Durchmessers. Wendet man aber auf das einfache, der Parabel um
schriebene Vierseit ~ G I U G,l mit den Beriihrungspunkten j und h der Gegen
seiten ~ und U den Satz von Brianchon fiilrs einfache Vierseit (Satz 68) 
an, so sieht man, daB der Parabeldurchmesser bj durch den Brianchon
schen Punkt x dieses Vierseits, d. h. durch den Schnittpunkt del' Diago
nalen xljl und x,j, des Vierseits geht, und daraus folgt in der Tat, daB die 
Gerade rbx ein Durchmesser der Parabel ist, und dabei ist 1'b = bx, weil 
der Punkt b der Diagonalenschnittpunkt des Parallelogramms xX1 rX2 ist 
(vgl. die obige Fig. 236). Man hat also den Satz: 

Satz 950: Legt m an von einem Punkte r a uBerhal b ein er Pa
rabel die beiden Tangenten rbl und rb2 an die Kurve mit den 
Beriihrungspunkten hi und bs und zieht auBerdem zwischen 
i hnen diej enige d r i tte Tangen te, die der B erii h rung sse h n e hi b2 

der beiden ersten Tangenten parallel ist, so halbiert diese 
Tangente die heiden ersten Tangen ten rhl und rbll ist halb so 
groB wie deren Beriihrungssehne bib, und wird selbst durch 
ihren Beriihrungspunkt b halbiert. Ferner geht der Durch-
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messer del' Parabel, von dem Ausgangspunkte r del' beiden 
erst en Tangen ten aus gezogen, d urch den Beriihrungspunkt b 
del' dritten Tangente hindurch und halbiert die Beriihrungs
s e h n e bl b2 del' b e ide n e l' s ten Tan g e n ten. End 1 i c h w i l' d d a s 
Stuck des Durchmessers zwischen dem Ausgangspunkt del' 
beiden ersten Tangenten und dem Schnittpunkt x mit ihrer 
Beruhrun gssehne durch den Scheitel b des Durchmessers hal

b ied. 
Konstruiert man zu beliebig vielen Punkten x, x', x", ... des Tragers H 

del' Hilfspunktreihe die zugehorigen Punkte Xl' Xl" x/" . . . del' ersten er

Fig. 237. 

zeugenden Punktreihe, indem man 
durch jene Punkte x, x', x", . .. del' 
Hilfspunktreihe die Parallelen UI , 

UI ', ut, ... zum Trager G2 del' 
zweiten erzeugenden Punktreihe zieht 
bis zum Schnitt mit dem Trager GI 

del' erst en erzeugenden Punktreihe 
in den Punkten Xl' Xl" xt, ... , und 
konstruiert man ebenso die zugeho
rigen Punkte X 2 , x2', x2 ", • •• del' zwei
ten erzeugenden Punktreihe mittels 
del' Parallelen U2 , U2 ', U2", ••• , durch 
die Punkte x, x', x", ... del' Hilfs
punktreihe ZUlli Trager (}l del' ersten 
erzeugenden Punktreihe gezogen bis 
ZUlli Schnitt mit dem Trager G2 del' 

zweiten erzeugenden Punktreihe, so sind die Geraden: 
U [ ] v, [ , '] TT" [""] = Xl X 2 , = Xl X 2 , U = Xl X 2 , ••• 

Tangenten del' Parabel (Fig. 237). 
Nennt man daher noch zwei Punktreihen zweier Geraden ein

and e I' a h nli c h, wenn sich die Abschnitte zwischen den Punkten del' einen 
Punktreihe verhalten wie die entsprechenden Abschnitte auf del' andel'll, so 
ist wegen des Parallelismus del' Geraden Ull UI ', ut, ... 
die Punktreihe Xl' x/, x/" ... auf GI ahnlich mit del' Punktreihe x, x', x", ... 

auf H 

und wegen des Parallelismus del' Geraden U2 , U2', U2", ••• 

die Punktreihe X 2 , x 2', x2", ••• auf G2 ahnlich mit del' Punktreihe X, x', x", ... 
auf H. 

Folglich ist auch drittens 

die Punktreihe Xli Xl" x/', ... auf GI ahnlich mit del' Punktreihe x2 , x;, xt, ... 
auf G2 • 
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Da iibrigens die Punktreihen Xu Xl" x/" ... und x2, x2', xt, ... der Ge
raden G1 und G2 z Rei projektive Punktreihen sind, die nur der Bedingung 
unterliegen, daB ihre unendlich fernen Punkte einander entsprechen, so hat 
man zugleich den Satz bewiesen: 

Satz 951: Sind in zwei projektive·n Punktreihen die unend· 
lich fernen Punkte ihrer Geraden einander zugeordnet, so 
sin d die Pun k t rei hen a h nl i c h. 

Ferner hat man fur die Parabel die Beziehung: 
Zwei projektive Punktreihen, welche eine Parabel erzeugen, sind einander 

ahnlich. 
Und von diesem Ergebnis gilt auch die folgende Umkehrung: 
Je zwei iihnliche Punktreihen einer Ebene, die nicht perspektiv liegen, 

erzeugen eine Parabel. 
Da die Parabel als eine nicht zerfallende Kurve zweiter Klasse charakteri

siert ist, welche die unendlich ferne Gerade zur Tangente hat, und das Er
zeugnis zweier perspektiven Punktreihen in ein Pnnktpaar zerfallt, so ist es 
klar, daB fiir die Erzeugung einer Parabel der .Fail perspektiv ahnlicher 
Punktreihen ausgeschlossen werden muB, und zwar fiir die heiden moglichen 
Faile, wo 

erstens die Trager der heiden ahnlichen Punktreihen parallel sind, wo 
also die heiden ahnlichen Punktreihen ein im Endlichen liegendes oder 
ein unendlich fernes Perspektivitatszentrum haben. (Letzteres wird zu
treffen, wenn die beiden parallelen ahnlichen Punktreihen gleichsinnig 
kongruent sind.) Das Erzeugnis der beiden ahnlichen Punktreihen zer
failt dann in das im Endlichen oder Unendlichen liegende Perspektivitats
zentrum und den unendlich fernen Schnittpunkt der heiden Trager. 

Der zweite Fall der Perspektivitat ahnlicher Punktreihen ist der, wo 
die Trager der beiden ahnlichen Pnnktreihen sich im Endlichen schnei
den, das Perspektivitatszentrum aber unendlich fern liegt. Auch in dies em 
Faile zerfallt das Erzeugnis der beiden ahnlichen Punktreihen in ein 
Punktpaar, und zwar in ein Punktpaar, von dem ein Punkt unendlich 
fern, der andere im Endlichen liegt. 
SchlieBen wir aber den Fail der perspektiven Lage ahnlicher Punktreihen 

aus und beriicksichtigen, daB in zwei ahnlichen Punktreihen ihrem Begriffe 
zufolge die unendlich fernen Punkte ihrer Trager einander entsprechen, so 
kann man in der Tat umgekehrt folgern, daB das Erzeugnis zweier nicht 
perspektiven ahnlichen Punktreihen notwendig eine Parabel ist. 

Denkt man sich namlich von den ahnlichen Punktreihen 7.weier Geraden 
G1 und G2 auBer den einander entsprechenden unendlich fernen Punkten 
ihrer Trager zwei Paare zugeordneter Punkte Xl' x2 und x/, x2' gegeben, so 
kann man zu jedem weiteren Punkte x/' der ersten Punktreihe den ent
sprechenden Punkt xt der zweiten Punktreihe nach dem Vorbilde der Fig. 237 
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durch mehrfache Anwendung der Perspektive gewinnen. Die ahnlichen 
Punktreihen sind also sicher auch projektiv. 

Ihr Erzeugnis ist somit, falls diese Punktreihen nicht perspektiv liegen, 
eine nicht zerfallende Kurve zweiter Klasse, der die unendlich ferne Gerade 
aI ~ Tangente angehort, d. h. eine Parabel. 

FaSt man dies mit dem oben auf S. 494 gefundenen Ergebnis zusammen, 
so hat man den Satz: 

Satz 952: Zwei projektive Punktreihen, die eine Parabel er
zeugen, sind einander iihnlich, und umgekehrt ist das Erzeugnis 
zweier nicht perspektiv liegenden iihnlichen Punktreihen mit 
zwei verschiedenen Tragern derselben Ebene eine Parabel. 

Man kann iibrigens die Erzeugung einer Parabel anstatt an die Fig. 217 
eines auf ein Vierseit reduzierten Brianchonschen Sechsseits auch an die 
Fig. 215 des allgemeinen Brianchonschen Sechsseits anlehnen, indem man 
auch in ihr eine Seite des Sechsseits ins Unendliche verIegt. Halt man also 
in dieser Figur die Tangenten Gl und Gs, d. h. die Trager der beiden er
zeugenden Punktreihen, und ebenso die Tangenten B und D del' von jenen 
Punktreihen erzeugten Kurve zweiter Klasse fest, und damit daun auch den 
Trager H der Hilfspunktreihe, der ja die Punkte [G1B] und [GsD] mit
einander verbindet, IaEt aber die fiinfte Tangente a in die unendlich ferne 
Gerade ~ iibergehen, so daS die Scheitel hl und hs der beiden Hilfsstrabl
biischel auf den Tangenten D und Bins Unendliche riicken, so treten an 
die Stelle der Punkte hl und hs die Punkte 

(66) j1 = [D3] und js = [B3], 

und die Gleichung (2) nimmt die Form an: 

(67) [UG1 (D3) H (B~) Gs U] = O. 

Der Kurve zweiter Klasse (67) gehort dann die unendlich ferne Gerade 3 
als Tangente an. 

Setzen wir daher noch voraus, daB keine 3 von den 5 Tangenten GlI Gs, 
B, D, ~ der Kurve zweiter KIasse (67) sich in einem Punkte schneiden, oder 
was auf dasselbe hinauskommt, daB von den 4 im Endlichen liegenden TaD
genten GlI G2 , B, D keine 3 sich in einem Punkte schneiden und keine 2 
einander parallel sind, so kann die Kurve zweiter KIasse (67) auCh nicht in 
ein Punktpaar zerfallen. Denn von 5 Erzeugenden eines Punktpaares gehen 
notwendig mindestens 3 Erzeugende durch einen Punkt dieses Punktpaares 
hindurch. 

Eine nicht zerfallende Kurve zweiter KIasse aber, welche die unendlich 
ferne Gerade zur Tangente hat, ist eine Parabel. Die Gleichung (67) stellt 
somit unter den gemachten Voraussetzungen diejenige Parabel dar, welche 
die Trager G1 und Gs der beiden erzeugenden Punktreihen und die Geraden 
B und D zu Tangenten hat. 
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Will man, daB in der Gleichung der ParabeI nur diese 4 Tanaenten G G 
b l' 2, 

B, D und die unendlich ferne Gerade S auftreten, so hat man den Trager 
H der Hilfspunktreihe durch jene 4 Tangenten auszudrlicken. Es wird: 

(68) H = [Gl B· G2 D], 

und die Gleichung (67) nimmt bei Einfiihrung dieses Wertes die Gestalt an: 

(69) [VGI (D'J)(GIB. G2 D) (BS)G2 VJ = O. 

Fiir die laufende Tangente V del' Parabel (67) oder (69) ergibt sich die 
folgende Konstruktion: 

Man nehme auf dem Trager H der Hilfspunktreihe einen Punkt x beliebig 
an, ziehe durch ihn die Parallelen VI und U2 zu den Tangenten D und B, 

Fig. 238. Pig: 239. 

welche die Trager G1 und G2 der beiden erzeugenden Punktreihen beziehlich 
in den Punkten Xl und x2 schneiden mogen; dann ist die Gerade U = [X1X2] 

eine Tangente der Parabel (65). 
Die Figg. 238 u. 239 erliiutern die beschriebene Erzeugung fiir die beiden 

Fiille, wo von den Punkten [G1B] und [G2 D] aus gerechnet die Geraden B 
und D nach derselben Seite konvergieren wie die Geraden Gl und G2 oder 
nach der anderen Seite. Man liest aus ihnen den Satz ab: 

Satz 953: Bewegen sich die Ecken eines veranderlichen Dreiecks 
auf 3 festen Geraden, die ein im Endlichen liegendes eigentliches 
Dreieck hilden, in der Weise, daB 2 Seiten des Dreiecks zu zwei 
festen Geraden von verschiedener Richtung parallel bleiben, so 
umhiillt die dritte Seite eine Parabel. 

Gra.8mann, Projektive Gcometrie d. Ebene II, 2 32 
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Abschnitt 65. 

Projektiv oder metrisch ausgezei(' hnete Kegelschnittnetze und-Gewebe. 
Das GeU'ebe von Kurven zU'eiter Klasse, die zwei Tangenten gemein haben. 

Es soll das Kegelschnittgewebe untersucht werden, dessen Kurven samtlich 
zwei feste Geraden Tl und T2 zu Tangenten haben.l) Fur ein solches Ge
webe kann man zuniichst zwei ihm angehorende Kurven zweiter Klasse a(2) 

Fig. 240. 

und b(2), die die festen Geraden Tl und T2 beruhren, beliebig annehmen. 
Diese beiden Kurven bestimmen eine Kegelschnittschar: 
(1) ga(2) + ~b(2). 
Sind Ql und Q2 die beiden gemeinsamen Tangenten, welche die Kurven a(2) 
und b(2) noch auBer den dem ganzen Gewebe gemeinsamen Tangenten Tl 
und T2 aufweisen (Fig. 240), und schneiden sich die Tangenten Tl und T2 
im Punkte a, die Tangenten Ql und Q2 im Punkte b, so ist ab ein Punkt
paar, das der Schar (1) als zerfallende Kurve zweiter Klasse angehOrt. 
Ebenso ist das Punktpaar [Ql Tl], [Q2 T2] und ferner auch das Punktpaar 
[Ql T2], [Q2 Tt ] in dieser Schar enthalten. 

Urn das Kegelschnittgewebe vollstiindig festzulegen, kann man noch einen 
Punkt c in der Ebene belie big wahlen, der zusammen mit dem Punkte a 
eine zerfallende Kurve des Gewebes bilden soIl. Dann gehort auch jede Kurve 
zweiter Klasse der Schar gab + f)ae dem Gewebe an. Die Kurven dieser 
Schar aber zerfallen samtlich in je ein Punktpaar; denn es ist: 

(2) gab + f)ae = a(gb + f)c). 

1) Vgl. hierzu: E. Miiller, Zur Theorie der linearen Systeme von Kurven und 
Flachen zweiten Grades. Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung, Bd. 12, 
1903, S. 108ff. 
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Die Kurven del' Schar (2) bestehen also aus den 001 Punktpaaren, von denen 
immer ein Punkt del' Punkt a = [T1T2] ist, wahrend der andere Punkt durch 
einen beliebigen Punkt gb + l)c del' Geraden: 

(3) [be] = U gebildet wird. 

Der Fall dreier voneinander linear unabhiingiger Punktpaa1-e von del' Form 
(lb, ae, ad, wo wieder a = [T1T2J ist, und wo die Punkte b, c, d nicJd in 
einer Geraden liegen, kann von der Betrachtung ausgeschlossen bleiben. Denn 
er liefert nur ein entartendes Kegelschnittgewebe, das soll heiI3en, 
ein Kegelschnittgewebe, dessen siimtliche Kurven in ein Punktpaar zerfallen. 
In der Tat wird ja: 

(4) gab + l)ae + fad = a(gb + l)e + fd). 

Das Gewebe (4) besteht also aus denjenigen 00 2 Punktpaaren, die man er
halt, wenn man den Punkt a = [Tl T2] mit irgendeinem beliebigen Punkt 
gb + l)c + fd del' Ebene zu einem Punktpaar vereinigt. Ubrigens werden 
die durch die Gleichung (4) dargestelIten Punktpaare auch nicht nul' speziell 
von den Geraden T) und T2 "beriihrt", sondern iiberhaupt von jeder G eraden 
die durch den Punkt a geht. 

Nach AusschlieBung dieses entartenden Kegelschnittgewebes kehren wir 
zu dem auf S. 498f. betrachteten Gewebe zuruck. 1st in ihm del' Punkt c 
beliebig angenommen, so kann man von ihm die beiden Tangenten R1 und 
R2 an die Kurve b(2) legen (vgl. die obige Fig. 240). Dann bestimmen diese 
Tangenten R1 und R2 zusammen mit den gemeinsamen Tangenten Tl und 
T2 des ganzen Gewebes eine weitere Schar des Gewebes, der in del' Fig. 240 
die Kurve C(2) angehort, und so liefert jeder Punkt gb + l)e del' Gel'aden U 
eine neue Schar des Gewebes. 

Ein jedes gemeinsame Tangentenvierseit, das irgend zwei Kurven des Ge
wehes zugehOrt, enthalt in seinen 3 Paaren Gegenecken 3 Punktpaare des 
Gewebes. Zwei von ihnen haben einen von ihren Punkten auf del' Geraden 
T 1 • den andern auf del' Geraden T2 ; von dem dritten Punktpaar falIt del' 
eine Punkt in den Punkt a = [T] T2], del' andere liegt auf del' Geraden U 
Man hat also den Sah: 

Satz 954: In einem nic ht en tartenden Kegelschnittgewe be, dessen 
Kurven zwei feste Geraden T1 und T2 beriihren, liegen die Punkte, 
die zusammen mit dem Schnittpunkte a = [T1 T2] der beiden festen 
Geraden ein Punktpaar des Gewebes bilden, auf einer Geraden U. 
Dieselbe wird bestimmt, wenn man zu zwei Scharen des Gewebes 
das Vierseit del' gemeinsamen Tangenten konstruiert und in jedem 
von ihnen die Gegenecke b oder c zu del' Ecke a aufsucht. Die 
Verbindungslinie [beJ diesel' beiden Ecken ist dann die gesuchte 
Gerade U. Die andern Punktpaare des Gewebes haben einen 
ihrer Punkte auf del' Geraden Tl1 den andern auf der Geraden T2 • 

32* 
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In dies em Satze ist insbesondere der von Plucker l ) herriihrende Satz 
enthalten (Fig. 241): 

Satz 955: Fiinfter Sah von Pliicker: Wenn 3 Kurven zweiter 
Klasse zwei feste Geraden beriihren, und die 3 Kurven nicht 
gerade in 3 Punktpaare zerfalleu, von denen immer ein Punkt 
den Schnittpunkt der beiden festen Geraden bildet, so liegen 
die 3 Schnittpunkte der ubrigen 3 mal 2 gemeinsamen Tan
genten der 3 Kurven in einer Geraden. 

Er ist eine Verallgemeinerung des Pas e a I schen Satzes furs Geradenpaar 
TI , T2 (Fig. 242) und verwandelt sieh in ihn, wenn man die 3 Kurven zweiter 

Fig. 241. Fig. 242. 

Klasse a(2), b(2), C(2) des Pluckerschen Satzes in je ein Punktpaar ubergehen 
liiBt, von dem immer ein Punkt der Geraden TI , der andere der Geraden Ti 
angehOrt. 

Sind die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 die Eeken des Pasealsehen Sechsecks, 
und liegen die Punkte 1, 3, 5 auf der Geraden TlI die Punkte 2, 4, 6 auf 
der Geraden T2 , und sind die Punkte: 

1= [12 . 45], 
II = [23 . 56], 

III = [34. 61], 

die drei ausgezeiehneten Punkte der Pasealsehen Geraden P, so kann man 
etwa setzen: 

a(2) = 5, 2, 
b(2) = 1, 4, 
c(S) = 3, 6, 

und es entspreehen daun den Punkten b, c, d der Geraden U der Fig. 241 
die Punkte I, III, II der Pascalschen Geraden P in der Fig. 242. 

1) V gl. J. PI ii c k e r, Dber eine neue Art, in der analytischen Geometrie Punkte 
und Kurven durch Gleichungen darzustellen. Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik, Bd 6, 1830, S. 131, ode]': Gesammelte Abba.ndlungen, S. 202f. Nr.51. 
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Aus dem Satze 954 kann man ferner noch die Form del' Cay leyschen 
Kurve des hetrachteten Gewebes entnehmen. Da dieselbe namlich nach dem 
Satze 870 der geometrische Ort der Punkte alier Punktpaare des Gewebes 
ist, so besteht sie aus den Geraden TI und Ts und der durch die Gleichung 
(3) bestimmten Geraden U. Man hat also den Satz: 

Satz 956: Die Cayleysche Kurve eines nicht entartenden Ge
webes von Kurven zweiter Klasse, die samtlich zwei feste 
Geraden TI und T2 beriihren, ist das Dreiseit TITs U, das von 
den beiden festen Geraden Tl und Ta und derjenigen Geraden 
U gebildet wird, auf del' die Gegenecken des Punktes a=[TITs] 
in den gemeinsameu Tangentenvierseiten liegen, die den 
Scharen des Gewe bes zugehoren. 

Metriseher Sonderfall: Das Gewebe monofokaler Kurven sweiter Klasse. Zu 
den Geweben mit zwei gemeinsamen Tangenten TI und Ts gehort aucn das 
Gewebe, das man erhalt, wenn man von einem reellen Punkte a die Geraden 
TI und T2 nach den 
heiden Kreispunkten 
j,j' zieht (vgl. S.401), 
dieses Kreispunkt
paar ji' als eine 
Grundkurve des Ge
wehes auffa.6t, und 
den Punkt a durch 
Hinzunahme je eines 
reellen Punktes b und 
c zu den Punktpaaren 

Fig. 24S. 

ab und ae erganzt, die dann zusammen mit dem Kreispunktpaar jj' das Ge
webe bestimmen. In diesem Gewebe sind nach dem Satze 887 die beiden 
konfokalen Kegelschnittscharen enthalten, die die beiden Punktpaare ab und 
ac zu reellen Brennpunkten haben, und jeder Punkt gb + ~e del' Geraden: 

(3) [be] = U 

ergibt zusammen mit dem Punkte a das reelie Brennpunktpaar einer neuen 
in dem Gewehe enthaltenen konfokalen Schar (Fig. 243). Mit den Kurven 
del' so gewonnenen oc1 konfokalen Scharen sind dabei die Kurven des Ge
wehes erschOpft. 

DaB die Kurven zweiter Klasse des auf diese Weise erzeugten Gewebes 
die heiden konjugiert komplexen. Geraden: 

(5) T1 = raj] und Ta = [aj'] 

zu gemeinsamen Tangenten hahen, kann man sich so klar machen: J ede von 
den 001 konfokalen Scharen des Gewebes hat die 4 Geraden, von ihren reellen 
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Brennpunkten nach den konjugiert komplexen Kreispunkten gezogen, zu ge
meinsamen Tangenten. AIle diese 00 1 Tangentenquadrupel haben abel' die 
Linien Tl und T2 , von dem gemeinschaftlichen Brennpunkte a nach den Kreis
punkten j und j' gezogen, miteinander gemein. 

Man kann das so gewonnene Gewebe von 00 2 Kurven zweiter Klasse als 
ein Gewebe monofokaler Kurven zweiter Klasse bezeichnen. Dasselbe umfaBt 
abel' nicht etwa aile Kurven zweiter Klasse, die den Brennpunkt a gemein 
haben, denn das wiirden ja 00 3 Kurven sein. Diese Kurven wiirden also ein 

.-6 r"l.l lineares System viertel' Stufe von Kurven 

Fig. 244. 

zweiter Klasse zusammensetzen, indem ja 
schon die Brennpunkte dieser Kurven allein 
das auf S. 353f. betrachtete entartende Ge
webe von 002 Kurven zweiter Klasse bilden 
wilrden. SonderD das monofokale Gewebe 
enthalt eben nul' die konfokalen Scharen, 
deren erster Brennpunkt der Punkt a ist, 

wiihrend die zweiten Brennpunkte durch die Punkte der Geraden U in (3) 
dargestellt werden. 

Fiir die reeilen Punktpaare dieses Gewebes gilt dann der Satz 954. N ach 
ihm gehoren aile diejenigen Punkte b, c, d, e, . . . einer festen Geraden an, 
die zusammen mit dem allen Kurven des Gewebes gemeinsamen Brennpunkte 
a ein Punktpaar des Gewebes bilden. Diese Gerade ist bestimmt durch irgend 
zwei solche Punkte, z. B. also durch die beiden oben zur Festlegung des 
Gewebes neben dem Punkt a benutzten Punkte b und c, d. h. sie ist iden
tisch mit del' in der Gleichung (3) eingefiihrten Geraden U. 

Sind sam it b(2) und C(2) zwei Kurven des Gewebes, die beziehlich das Punkt
paar ab und das Punktpaar ac zum reeilen Brennpunktpaar haben, und be
sitzen die beiden Kurven b(2) und C(2) zwei reelle gemeinsame Tangenten mit 
dem Schnittpunkte d, so liegen die Punkte b, c, d in einer Geraden. Man 
hat daher den Satz (Fig. 244): 

Satz 957: Baben zwei Kurven zweiter Klasse eineD Brenn
punkt miteinander gemein, und besitzen sie iiberdies zwei 
reelle gemeinsame Tangenten, so liegen die beiden zweiten 
Brennpunkte beider Kurven mit dem SchnittpuDkte diesel' 
beiden gemeinsamen Tangenten in einer Geraden. 

Das Kegelschnittgewebe mit einem Doppelpunkt. Sind a(2), b(2), C(2) drei 
linear unabbangige Potenzformen zweiter Klasse, so ist die Vielfachensumme: 

ga(2) + ~b(2) + fC(2) 

del' Ausdruck fiir das durch jene drei Potenzformen bestimmte Kegeischnitt
gewebe. Wir betrachten insbesondere den Fall, wo das Gewebe unter seinen 
zerfallenden Kurven einen und nur einen doppelt ziihlenden PUDkt d ent-
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halt.1) Wirwollen es einKegelschnittgewebe mit einem Doppel
pun k t nennen. Es gestattet die Darstellung: 

(6) ga(2) + l)b(2) + fd 2, 

in der die Kurven a(2) und b(2) nicht derselben Biischelschar angehoren, sich 
also nicht in zwei getrennten reellen, zwei zusammenfallenden reellen oder 
in zwei konjugiert komplexenPunkten beriihren diirfen (vgl. S. 35f. u. S.40f.); 
denn waren sie in einer Biischelschar enthalten, die den Punkt d zum Doppel
punkt hat (vgl. S. 35), so wiirden die 3 Kurven a(2), b(2), dS! nicht linear un
abbangig voneinander sein, also gar kein Gewebe bestimmen; gehorten aber 
die Kurven a(2) und b(2) einer Biischelschar an, die einen yom Punkte d ver
schiedenen Punkt zum Doppelpunkt hat, so wiirde das Gewebe (6) gegen 
die Voraussetzung zwei Doppelpunkte besitzen. 

Nun bestimmt das Punktquadrat d 2 mit jeder Kurve C(lI) der Kegelschnitt
schar: 
(7) 

wieder eine Kegelschnittschar, die in dem Gewebe (6) enthalten ist, und zwar 
die Biischelschar von Kurven zweiter Klasse: 

(8) 

Es gibt also in einem Kegelschnittgewebe von der besonderen Form (6) 00 1 

Biischelscharen, und die Kurven dieser (X)1 Biischelscharen umfassen iiber
dies siimtliche Kurven des Gewebes (6); denn jede Kurve (6) laSt sich nach 
dem Vorbilde der Gleichung (8) als Kurve einer jener 001 Biischelscharen 
darstellen. Es kann daher auch umgekehrt eine jede von diesen (X) 1 Biischel
scharen bestimmt werden durch den doppelt zahlenden Punkt d 2 und eine 
beliebige von ihm verschiedene Kurve des Gewebes. 

Nun haben aber nach dem Satze 840 zwei in einem Kegelschnittgewebe 
enthaltene voneinander verschiedene Kegelschnittscharen eine Kurve zweiter 
Klasse miteinander gemein. Insbesondere haben zwei Biischelscharen des 
Gewebes (6) dessen Doppelpunkt gemeinsam. Eine von diesen (X)1 Biischel
scharen verschiedene Kegelschnittschar des Gewebes ferner hat mit einer 
jeden Biischelschar des Gewebes eine jedenfalls nicht zweifach entartende 
Kurve zweiter Klasse gemein. Man hat somit den Satz: 

Satz 958: Besitzt ein Kegelschnittgewebe unter seinen Kur
ven einen und n ur einen doppel t zahlenden Punkt d ll, und sind 
a(SI) un d b(2) z wei von e ina n d e r v e r s chi e den e K u r v end e s G e
webes, die nicht derselben Biischelschar angehoren, so daB 
also das Gewebe die Darstellung gestattet: 

ga(2) + l)b(2) + fd 2, 

1) Vgl. ZUlll folgenden wieder die auf S. 498 zitierte Arbeit von E. Miiller im 
Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung, Bd. 12, 1903, S. 107f. 



604 Projektiv oder metrisch ausgezeichnete Kegelschnittnetze und -Gewebt 

so enthiilt das Gewebe 00 1 Biischelscharen, und es gibt in 
jeder Schar des Gewebes, die von dies en Biischelscharen ver
schieden ist, z. B. in der Schar ga(2) + ~b(2), eine Kurve zweiter 
Klasse C(2), die mit einer im Gewebe beliebig angenommenen 
Kurve zweiter Klasse e(2) in dersel ben Biischelschar liegt, die 
aomit jene Kurve C(2) in zwei getrennten reeIlen, zwei zu
aammenfallenden reellen oder in zwei konjugiert komplexen 
Pun k ten b e r ii h r t. Dab e i i a t d e r Pol d e r B e r ii h run g sse h n e S 
in bezug auf die beiden sich an zwei Stellen beriihrenden 
Kurven der in dem Gewebe enthaltene doppelt zahlende 
Punkt d (Fig. 245). Insbesondere gibt es in jener Schar eine 

(:<J 

Fig, 245. 

Kurve C(2), die durch ein belie big 
gegebenes Punktpaar fg des Ge
we b es hind urchgeh t, wo bei dann 
der Pol des Tragers S des Punkt
paars fg in bezug auf die Kurve C(2) 

der D oppelpunktd des Gewebes ist. 

Fig. 246. 

Ein Kegelschnittgewebe mit einem Doppelpunkt ist schon bestirnrnt, 80-

bald von ihm zwei Kurven zweiter Klasse a CS) und b(2), die sich nicht an 
zwei Stellen beriihren, und eine dritte Kurve h(2) gegeben ist, die mit einer 
Kurve der Schar ga(2) + gb(2), z. B. mit der Kurve a (2), zwei getrennte 
reeIle, zwei zusarnmenfallende reelie oder zwei konjugiert komplexe Be
riihrungspunkte gernein hat, indem ja der gemeinsame Pol des Tragers T 
dieser Beriihrungspunkte in bezug auf die beiden sich beriihrenden Kurven 
a(2) und h(2) den Doppelpunkt d des Gewebes bildet (Fig. 246). 

Ersetzt man weiter die Kurve h(2), welche die Kurve a(2) an zwei Stellen 
beriihrt, durch ein auf a (2) liegendes Punktpaar ik, so ergibt dies Punkt
paar ik zusammen mit dllr Kurve a(2) wieder den Doppelpunkt d des Ge
webes als Pol der Geraden [ik] in bezug auf die Kurve a(2) (Fig. 247). Da
gegen bestimmt das Punktpaar ik zusammen mit der Kurve b (2) eine von 
einer Biischelschar verschiedene Schar des Gewebes, und das gemeinsame 
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Tangentenvierseit diesel' Schar wird gebildet aus den beiden Tangenten
paaren, die man von den Punkten i und k an die Kurve b(2) legen kann. In 
diesel' Schar muB dann nach dem Satze 958 eine Kurve zweiter Klasse n(2) 

enthalten sein, die mit einer beliebig angenommenen Kurve des Gewebes in 
derselben Blischelschar liegt. Als diese beliebige Kurve des Gewebes wahlen 
wir ein Punktpaar lm del' Schar ga(2) + ~ b(2), d. h. ein Paar Gegenecken lm 
des gemeinsamen Tangen
tenvierseits diesel' Schar. 
Alsdann verwandelt sich n/-Z) 

del' Satz 958 in den Satz: 
Satz 959: Satz von 

Darboux 1): Sind a(2) 

und b(2) zwei Kurven 
zweiter KlaBse, die 
nicht derselben Bii
Bchelschar angeho
ren, und sind i und 
k zwei Punkte del' 
Kurve a(2), ist ferner 
d del' Schnittpunkt 
del' beiden 'l'angenten, 

Fig. 247. 

in den Punk ten i und k an die K urve a(2) gezogen, so geht 
durch jedes Paar Gegenecken lm des den Kurven a(2) und b(2) 

gemeinsamen Tangentenviel'seits eine Kurve zweiter Klasse 
n(2) hindurch, die dem Vierseit eingeschrieben ist, das durch 
die beiden Tangentenpaare bestimmt wird, die man von den 
Pun k ten i un d k and i e K u I' v e b(2) z i e hen k ann. Die B e K u I' v e n(2) 

wird zugleich in den Punkten lund m von den Geraden [ld] 
und [md] beruhrt, welche die Punkte lund m mit dem Punkte 
d verbinden. 

Um von diesem Satze eine Anwendung auf zwei konfokale Kurven zweiter 
Klasse zu machen, schicken wir die folgende Bemerkung voraus (vgl. S. 50lf.): 
Die 4 gemeinsamen Tangenten alIer Kurven einer konfokalen Schar von 
Kurven zweiter Klasse mussen auch durch die Punkte der in ein Punktpaar 
zerfalIenden Kurven del' Schar, insbesondere durch die heiden reellen Brenn
punkte fl und f2 del' Schar und durch die Punkte j, j' des Kreispunktpaares 
hindurchgehen, das ja ebenfalIs in del' konfokalen Schar enthalten ist. Jene 
gemeinsamen Tangenten Bind also die 4 Geraden, die von den beiden reelIen 

1) Vgl. das Werk von G. Darboux, Sur une cIa sse remarquable de courbes et 
surfaces etc. Paris 1872, S. 203. Der oben gegebene Beweis riihrt von E. ~I tiller 
her. Siehe die auf S. 498 zitierte Arbeit, Jahresbericht der deutschen Mathematiker
vereinigung, Bd. 12, 1903, S. 108fl'. 
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Brennpunkten fl und f2 nach den beiden komplexen Kreispunkten j und j' 
flihren, und sind somit im allgemeinen selbst komplex, und zwar sind die von 
einem und demselben Brennpunkte ausgehenden gemeinsamen Tangenten 
konjugiert komplex. 

N ur in dem Faile konfokaler Parabeln wird das von dem unendlich fernen 
Brennpunkte ausgehende gemeinsame Tangentenpaar zusammenfallend rcell; 
es rallt nii.mlich mit der unendlich fernen Geraden, dem Trager des Kreis
punktpaars, zusammen. 

In jedem Faile aber gehOren zu den 3 Paaren Gegenecken des gemein
samen Tangentenvierseits der konfokalen Kurven zweiter Klasse die beiden 

Fig. 248. 

Kreispunkte. 
Wendet man daber den Satz von Dar

b oux auf den Fall an, wo die beiden Kur
yen a(2) und b(2) konfokale K urven zwei
ter Klasse sind, und wo die beiden in 
diesem Satze benutzten Gegenecken l, m 
des gemeinsamen Tangentenvierseits der 
Kurven a(2) und b(2) die beiden Kreis
punkte j und j' sind, so wird die durch sie 
hindurchgehende Kurve zweiter Klasse 
n(2) jenes Satzes ein Kreis, und dabei wird 
der Schnittpunkt d der Tangenten, in den 
Punkten i und k an die Kurve a(2) gezogen, 
da er zugleich den Pol der unendlich 

fernen Geraden [ir] in bezug auf den Kreis n(2) bilden muB, zum Mittel
punkt dieses Kreises (Fig. 248). Der Satz von Darboux geht also liber in 
den Satz: 

Satz 960: Satz von Chasles 1): Sind a(2) und b(2) zwei konfokale 
K u r v e n z wei t e r KIa sse, von den end i e K u r v e a(2) die K u r v e b(2) 

e ins chI i e B t, un d sin diu n d k z wei Pun k ted e r K u r v e a(2), so 
lii.Bt sich dem Vierseit, das von den 4 Tangen ten ge bildet 
w i r d, die sic h von den Pun k ten i u n d k and i e K u r v e bill) 1 e g e n 
lassen, ein Kreis einschreiben. Der Mittelpunkt dieses 
Kreises ist dabei der Schnittpunkt d der beiden Tangenten, 
in den Punkten i und k an die Kurve a(2) gezogen. 

1) Der Satz wurde von Chasles ohne Beweis veroffentlicht in den Comptes Ren
dus de l'Acad. Roy. des Sciences, 23. Oct. 1843, Bd. XVII, S. 838 fr. Einen synthe
tischen Beweis gab Th. Reye in der Festschrift der naturforschenden Gesellschaft, 
Zurich 1896. II. Teil, S. 65 ff. Siehe auch R eye, Geometrie der Lage, Vierte Auflage 
1899, S. 179ft·. und fiinfte Auflage 1909, S. 173f. und S. 241:ff. Der obige analytische 
Beweis auf Grund der Eigenschaften der Kegelschnittgewebe stammt von E. M iiller. 
Siehe die bereits mehrfach zitierte Arbeit aus dem Jahresbericht der Deutschen 
Mathematikervereinigung, Bd. 12, S. 108. 
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Die Punktpaare einer hyperbolischen oder elliptischen Punktinvolution als 
Kurven einer entartenden Kegelschnittschar. Sind in dem Ausdrucke: 

(9) 

die GroBen a und b zwei veranderliche reelle ZahlgroBen und a und b zwei 
fest gegebene reelle Punkte, so stellt derselbe diejenige hyperbolische Punkt
involution dar, welche die Punkte a und b su Doppelpunkten hat. Dabei ent
spricht einem jeden Werte des Verhaltnisses a : b ein Paar dieser hyper
bolischen Involution; denn, wie die rechte Seite der Gleichung (9) zeigt, 
stellt der Ausdruck (9) bei festgehaItenen Werten von a und b ein Punkt
paar mit dem Trager [ab] dar, das durch die Punkte a und b harmonisch 
getrennt wird. 

Mit Rucksicht auf die linke Seite der Gleichung (9) kann man aber die 
Gesamtheit aller Punktpaare der hyperbolischen Involution (9) als die in ein 
Punktpaar zerfallenden Kurven zweiter Klasse einer entartenden Kegelschnitt
schar auffassen, deren Grundkurven die doppeltzahlenden Punkte a2 und b2 

sind. Die Gleichung (9) enthalt also eine Bestatigung des Satzes 524, nach 
welchem eine Kegelschnittschar, deren Grundkurven durch zwei doppelt 
zahlende Punkte gebildet werden, identisch ist mit derjenigen hyperbolischen 
Punktinvolution, deren Doppelpunkte jene doppelt ziihlenden Punkte sind. 

Unter denselben Voraussetzungen fiber die GroBen 11, b, a, b ist das alge
braische Produkt: 
(10) (aa + bb)(ab - ba) 

der Ausdruck fiir diejenige elliptische Punktinvolution, von der die Punkte a 
und b und ebenso die von ihnen harmonisch getrennten Punkte b + a und 
b - a ein Paar bilden. 

Denn der Bruch: 

(11) 
b, -a e = -~-
a, b 

ist nach der Gleichung (38) des 15. Abschnitts der Ausdruck der elliptischen 
Punktinvolution, die die Punkte a und b und ebenso die Punkte b + a und 
b - a zu Punkten eines Paares hat. Und diese Involution e weist zugleich 
dem laufenden Punkte aa + bb der Punktreihe mit dem Trager [ab] den 
Punkt ab = b a dieser Punktreihe zu, womit bewiesen ist, daB die Faktoren 
des algebraischen Produktes (10) die Punkte eines Paares der beschriebenen 
elliptischen In vohition bilden. 

Die Doppelpunkte dieser elliptischen Punktinvolution sind die beiden 
konjugiert komplexen Punkte 

(12) a + ib und a - fb, 

was ebenso wie beim Dualistischen bewiesen werden kann (vgl. S. 156f.). 



508 Projektiv oder metrisch ausgezeichnete Kegelschnittnetze und -Gewebe 

Auch hier kann man wieder die Gesamtheit aUer Paare der elliptischen 
Punktinvolution (10) als die in ein Punktpaar zerfallenden Kurven zweiter 
Klasse einer entartenden Kegelschnittschar auffassen. In der Tat folgt aus 
(10) durch Ausmultiplizieren die Gleichung: 

(13) (aa + bb)(ab - ba) = (a9 - ( 9)ab + ab(bl - a2), 

durch die ein beliebiges Punktpaar der elliptischen Punktinvolution (10) als 
Vielfachensumme der Punktpaare ab und (b + a)(b - a) dargestellt ist, d. h. 
als Vielfachensumme zweier solchen Punktpaare dieser eUiptischen Involution, 
die einander harmonisch trennen (vgl. Satz 118). 

Entsprechendes gilt von den Quadraten der beiden konjugiert komplexen 
Doppelpunkte (12) der elliptischen Involution (10); denn es wird: 

{(a + ib)2= (a ll _ b2) + 2iab, 
(14) 

(a - ib)! = (a2 - b9) - 2iab. 

Ans diesen Gleichungen folgt noch, daB: 

(15) ! b2 - as = - {- { (a + i b)9 + (a - ib)I}, 

ab=-1 {(a+ib)2-(a-ib)2} 

ist. Nach der Gleichung (13) HHlt sich daher auch jedes Paar der elliptischen 
Punktinvolution (10) als Vielfachensumme der doppelt zahlenden konjugiert 
komplexen Doppelpunkte dieser Involution ausdriicken. Es wird: 

(16) (aa + bb)(ab - ba) = - 2nb +4i (b!-a l
) (a + ib)2 

und man erhalt, wenn man in Ubereinstimmung mit Bd. I, S. 224 die Punkte 
a und b als die Komponenten der konjugiert komplexen Punkte a + ib und 

- ib bezeichnet, den folgenden Satz, der ein Gegenstiick des Satzes 524 ist: 

Satz 961: Eine Kegelschnittschar, deren Grundkurven durch 
zwei doppelt zahlende konjugiert komplexe Pun kte darge
stellt werden, ist identisch mit derjenigen elliptischen 
Punktinvolution, von der die Komponentenjener konjugiert 
komplexen Punkte und die Summe und Differenz dieser Kom
po nen ten j e e in Paar bil den. 

Aus den Satzen 524 und 9tH folgt noch der weitere Satz: 

Satz 962: Eine Kurve zweiter Klasse, die von einem jeden 
Punktpaar einer hyperbolischen oder elliptischen Punkt-
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involution verschieden ist, ist von den doppelt zahlenden 
Doppelpunkten dieser Involution linear unabhangig. 

Die Apolaritiit als Mittel sur Einfuhrung projektiv oder rechtwinkelgeome
trisch ausgezeichneter Kegelschnittnetze. N ach dem dritten Satze von S mit h 
(Satz 861) bilden alle zu 3 linear unabhangigen Kurven zweiter Klasse 
apolaren Kurven zweiter Ordnung ein Kegelschnittnetz. 

LiiBt man von den 3 linear unabhangigen Kurven zweiter Klasse 2 Kurven 
in je einen reellen doppelt ziihlenden Punkt oder auch in zwei konjugiert 
komplexe doppelt zahlende Punkte iibergehen, so erhalt man den Satz: 

Satz 963: Die Gesamtheit aIler Kurven zweiter Ordnung, die 
zu den doppelt zahlenden Doppelpunkten einer hyperbo
lischen oder elliptischen Punktinvolution und iiberdies zu 
einer solchen Kurve zweiter Klaase apolar sind, die von einem 
jeden Punktpaar dieser Involution verschieden ist, bilden 
ein Kegels chni ttnetz. 

Ersetzt man die Doppelpunkte der elliptischen Involution durch die beiden 
Kreispunkte und beriicksichtigt, daB nach dem Satze 702 eine Kurve zweiter 
Ordnung, die zu einem doppelt zahlenden Punkte apolar ist, diesen Punkt 
auf sich enthalt, und daB eine Kurve zweiter Ordnung, die durch die beiden 
Kreispunkte hindurchgeht, ein Kreis ist, und daB umgekehrt jeder Kreis die 
beiden Kreispunkte auf sich enthiilt, so ergibt sich der besondere Satz l ): 

Satz 964: 1st eine Kurve zwei ter Klasse von ein em jeden 
Punktpaar der Involution senkrechter Richtungen verschie
den, so bild end i e 7. u i hr a polare n K re i se ein Kegel s c h ni ttnetz. 

Man nennt ein Kegelschnittnetz, das aus lauter Kreisen besteht, ein 
Kreisnetz. 

Elementargeometrisches iiber Kreisnetze. Wir entnehmen aus del' elemen
taren Geometrie einige Eigenschaften der Kreisnetze.~) Dieselben griinden 
sich auf den Begriff der Potenz eines Punktes in bezug auf einen 
Kreis. Man versteht bekanntlich unter der Potenz eines Punktes c in be
zug auf einen Kreis, falls der Punkt c au.6erhalb des Kreises liegt, das Pro
dukt aus einer ganzen Sekante cd, die man vom Punkte c aus durch den 
Kreis legen kann, und ihrem iiuBeren Abschnitte ce, dieses Produkt posititl 

1) V gl. hierzu und zum folgenden die schon mehrfach zitierte Arbeit von E. 
Miiller, Monatshefte rtir Mathematik und Physik, XXVIlI. Jahrgang, 1917, S.56. 

2) Vgl. J. Steiner, Journal fUr die reine und angewandte Mathematik, Ed. 30, 
1846, S.271f. Gesammelte Werke, Ed. II, S. 342. ]!'erner J. Wellstein in Weber 
und Wellstein, Enzyklopadie der Elementarmathematik, Bd. H, dritte Auflage 1915, 
S. 37ff 
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genommen (Fig. 249). Falls dagegen der Punkt c innerhalb des Kreises liegt, 
so versteht mau unter seiner Potenz in bezug auf den Kreis das negativ ge
nommene Produkt aus den absolut gerechneten .Abschnitten einer Sehne de 
des Kreises, die dul'ch jenen Punkt c gelegt ist (Fig. 250). 

Man kann die Potenz des Punktes c auch fiir beide Falle durch diesclbe 
Formel ausdriicken. Dazu braucht man nur an den Linienstiicken cd und 
ce ihren Sinn festzuhalten und etwa die sinnbegabten Linienstiicke durch 

---+ ~ 

die Symbole cd und ce zu bezeichnen. Fiigt man dann noch die Bestim-

d 

/ 4 

Fig. 249. Fig. 250. 

mung hinzu, es solIe eine Verschiedenheit des Sinnes diesel' Linienstiicke 
durch entgegengesetzte Vorzeichen ausgedrlickt werden, so daB, wenn: 

~ 

cd = + ! cd I gesetzt wird, 
-+ . 
ce = + ice I 

---+ ~ 

genom men werden muB, je nachdem ce mit cd denselben oder den ent-
gegengesetzten Sinn hat, so wird sowohl flir den Fall eines auBeren wie 
eines inneren Punktes c die Potenz ~ des Punktes c in bezug auf den Kreis: 

---+ ---+ 
(17) jfS=cd·ce, 

indem fiir den Fall eines iiuBeren Punktes c: 

(18) 
~ --+ 

~ = cd. ce = I cd 1·1 cel 

and fiir den Fall eines inneren Punktes c: 

---+ ~ 
(19) ~ = cd . ce = - I cd I . I ce I = - I de I . I ee I wil'd. 

Will man die Potenz jfS als positiv oder ne.qativ genommenes Quadrat dar
stellen, so ziehe man bei einem iiuBeren Punkte c von ihm eine Tangente ct 
an den Kreis. Dann ist das Quadrat ihrer Lange die Potenz des Punktes e 
in bezug auf den Kreis. Denn nach dem Sekanten -Tangentensatze flir den 
Kreis ist (Fig. 249): 
(20) 

(21) 
Icdl'lcel = ct2, also wegen (18): 

jfS = ct2• 
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Bei einem inneren Punkte e verbinde man den Punkt emit dem Mittelpunkt 
m des Kreises und erriehte in e auf der Verbindungslinie em das Lot naeh 
irgendeiner Seite bis zum Sehnitt mit dem Kreise in s (Fig. 250). Dann wird 
die Potenz ~ des Punktes e in bezug auf den Kreis naeh (19): 

~=-ldel·lee:. 

Da aber nach dem Sehnensatze fur den Kreis: 

(22) I de I . I ee I = cs2, 

so wird die Potenz ~ des Punktes e: 

(23) \l5 = - es2• 

Schliigt man in dem Falle eines auBeren Punktes e urn e den Kreis mit 
der Tangente et (Fig. 249), so sehneidet dieser Kreis den urspriinglichen 
Kreis senkrecht. SchIagt man dagegen in dem Falle eines inneren Punktes e 
um e den Kreis mit dem Lote es auf em errichtet, so wird dieser Kreis 
(Fig. 250) von dem ursprunglichen Kreise in zwei "Gegenpunkten" s 
und s', d. h. in den Endpunkten eines Durchmessers, geschnitten. 

Man zeigt nun in der Elementargeometrie: Jedes Kreisnetz wird aus der 
Gesamtheit der Kreise gebildet, die in einem und demselben Punlde dieselbe 
Potenz haben. 

1st diese Potenz positiv, so sind die Tangenten von dies em Punkte an die 
Kreise des Kreisnetzes gezogen gleich lang und von Null verschieden. Der 
Kreis um jenen Punkt mit der Lange dieser Tangente geschlagen scbneidet 
also die Kreise des Netzes senkreeht, und das Netz besitzt somit einen 
Or t bog 0 n a I k rei s mit nicht verseh windendem Radius. 

1st diese Potenz null, so zieht sich der Orthogonalkreis in einen Punkt zu
sammen, und alle Kreise des N etzes gehen durch diesen Punkt hilldurch. 
Umgekehrt gehBren aIle Kreise, die einen und denselben Punkt enthalten, 
einem Kreisnetze an. 

1st endlich jene Potenz negativ, so gibt es einen Kreis, durch dessen Gegen
punktpaare die Kreise des Netzes hindurchgehen, der also von den Kreisen 
des Netzes in den Endpunkten eines Durchmessers gesehnitten und deshalb 
als derDiametralkreis des Netzes bezeicbnet wird. Man sagt in diesem 
Falle aueh, der Orthogonalkreis des Netzes sei imaginar und werde durch den 
Diametralkreis vertreten. 

1st vor der Hand der Orthogonalkreis 0 eines Kreisnetzes reell, ist 0 sein 
Mittelpunkt, ist ferner sein Radius r von Null versehieden, und soil man 
einen Kreis des Kreisnetzes konstruieren, der durch einen gegebenen Punkt 
p geht, so bestimme man zunachst denjenigen Punkt p', der zu dem Punkte 
p in bezug auf den Orthogonalkreis 0 in v e r s ist, das soli heiBen, den
jenigen Punkt p', der auf der Geraden op liegt, und fur den das Produkt: 

(24) 
-+ -+ 
op· op' = rll 
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ist. Man ziehe dazu, wenn p auf3erhalb des OrtllOgonalkreises 0 liegt, von p 
an den Orthogonalkreis eine Tangente pt mit dem Beruhrungspunkt t und 
falie von t das Lot tp' auf op, so ist p' der zu p inverse Punkt in bezug auf 
den Kreis 0 (Fig. 251). 

Bei der Aufsuchung des inversen Punktes p' zu einem inneren Pun7cte p 
des Orthogonalkreises hat man nur die Reihenfolge der einzelnen Konstruk
tionsschritte umzukehren. 

In beirlen Fiillen aber schneidet ein jeder durch p und p' gelegte Kreis, 
d. h. ein jeder Kreis N, der durch p geht und seinen Mittelpunkt m auf dern 

CJ0 

Fig. 251. Fig. 252. 

Mittellote von pp' hat, den Orthogonalkreis 0 sen7crecht. Denn eine Tan
gente T vom Mittelpunkte 0 des Orthogonalkreises 0 an den Kreis N ge
zogen hat nach del' Gleichung (24) die Lange r. Del' Orthogonalkreis 0 
geht also durch den Beriihrungspunkt b der Tangente T hindurch und wird 
somit von dem Kreise N senkrecht geschnitten. Der Kreis N ist daher wirk
lich ein Kreis des Kreisnetzes, woran auch die Bezeichnung N (Netzkreis) 
erinnern soll. 

1st dagegen der Orthogonalkreis 0 eines Kreisnetzes imaginiir, ist also der 
Punkt 0, in welchem die Kreise des N etzes dieselbe Potenz hahen, ein innerer 
Punkt diesel' Kreise, so besitzt das Netz einen Diametralkreis D mit dem 
Mittelpunkt 0, sein Radius heiBe r' Soil man auch hier wieder einen Kreis 
des Netzes bestimmen, der durch einen gegebenen Punkt p geht (Fig. 252), 
so zeichne man zunachst den zu dem Punkte p in bezug auf den Diametral
kreis D inversen Punkt p, fur den nach der Vorschrift del' GIeichung (24): 

~ ---... 
{25) op.op=r'2 

wird. Urn sodann die Tatsache zu verwerten, daB fur eiDen inneren Punkt 0 

Jes gesuchten Netzkreises die Potenz negativ wird, suche man die Formel 
(25) so urnzugestalten, daB auf del' rechten Seite das negativ genommene 
Quadrat - r' 2 auf tritt, und spiegele dazu den Punkt p an dem Mittelpunkte 
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odes Diametralkreises D, der Spiegelpunkt heiBe p'. Man ersetze also den 
Punkt p durch denjenigen Punkt p' der Geraden op, fur den: 

(26) 
-+ ~ 

op' = - op 

ist. Dann nimmt die Gleichung (25) die Gestalt an: 

(27) 
-+ -+ 
op· op' = - t'2. 

Dieser Gleichung zufolge abel' schneidet jeder Kreis N, del' durch die Punkte 
p und p' hindurchgeht, den Diametralkreis in zwei Gegenpunkten (vgl. S. 511) 
und gehOl't somit dem Kreisnetz mit dem Diametralkreis Dan. 

Ubrigens kann der Punkt p' auch aufgefaBt werden als der inverse Punkt 
zum Punkte p in bezug auf einen imaginaren Kreis, der mit dem Diametral
kreis konzentrisch ist, dessen Radius aber rein imaginar ist, namlich aUB 
dem Radius r' des Diametralkreises durch Multiplikation mit i hervorgeht, 
so daB also: 
(28) r = ir' 

ist. Bei Einfuhrung dieses Kreises mit rein imaginiirem Radius t nimmt die 
Gleichung (27) die Gestalt an: 

(29) 

die genau die Form (24) hat, nur daB in (29) eben r rein imaginal' ist. Man 
sagt daher, die Punkte p und p' seien zueinander invers in bezug auf den 
imaginiiren Kreis mit dem Mittelpunkt 0 und dem rein imaginaren Radius 
t = i r', und nennt diesen imaginaren Kreis geradezu den imaginiiren Ortho
gonalkreis des Netzes. 

Der Diametralkreis des N etzes ist dann "der zu dem imaginiiren Ortho
gonalkreis gehOrende reelle Kreis", das soll heiBen, derjenige Kreis, dessen 
Mittelpunkt mit dem des imaginaren ~rthogonalkreises zusammenfallt, und 
clessen Radius r' der Langenfaktor des rein imaginaren Radius t = it' des 
Orthogonalkreises ist. 

Der Orthogonalkreis und der Diametralkreis des zu einer Kurve zweiter 
Klasse apolaren Kreisnetzes. Nach dieser Einschaltung iiber Kreisnetze 
gehen wir zu Anwendungen des Satzes 964 liber und setzen zunachst wieder 
VOl'aus, der Orthogonalkreis 0 des zu einer Kurve zweiter Klasse a(2) apo-
1aren Kreisnetzes sei reell und sein Radius von Null verschieden. Dann ist 
dieser Orthogonalkreis zugleich der geometrische Ort der in dem Netze ent
haltenen Nullkreise oder, was dasselbe ist, der geometrische Ort der Scheitel 
s der in dem Netze auftretenden konjugiert komplexen Linienpaare. Da 
aher diese Linienpaare als entartende Kreise aufzufassen sind, und aIle Kreise 
der Ebene durch die Kreispunkte hindurchgehen, so lauren die Geraden eines 

GraBmann, Projektlve Geometrie d. EII.ne II,2 33 
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jeaen von diesen konjugiert komplexen Linienpaaren von seinem Scheitel s nach 
aenKreispunktenj una}' (vgl. S. 388 f.). Ais entartender Kreis des zur Kurve at!) 
apolaren Kreisnetzes ist aber das Linienpaar [sj], [sj'] zu der Kurve zweiter 
Klasse at!) apolar, oder, was nach dem Satze 675 dasselbe ist, die konjugiert 
komplexen Geraden [sJ1 una [sj'] sind in bezug auf aie Kurve at!!) konjugiert. 
Und das besagt nach S.389ff.: Es gehen von dem Scheitel s des Linien
paars [sJ1 und [sj1 zwei reeIle Tangenten Tl und Ts an die Kurve a(S), die 
ein Paar der elliptischen Strablinvolution bilden, deren Doppelstrahlen die 
beiden konjugiert komplexen Geraden [sj] und [sj'] sind. Diese elliptische 
Strahlinvolution ist aber die in Bd. I, S. 217 f. behandelte Rechtwinkelinvolu
tion mit dem Scheitel s. Die beiden Tangenten Tl und Ts, yom 
P unkte s an die Kurve a(S) gez 0 gen, stehen somi t au feinander 
senkrech t. 

Der Orthogonalkreis 0 des N etzes ist also der sogenannte Direh"torkreis 
der Kurve zweiter Klasse a('l) (vgl. S. 437). Derselbe hat bei einer Ellipse 
mit den Halbachsen a und b den Radius: 

(30) 

und bei einer Hyperbel mit den Halbachsen a und ib den Radius: 

(31) 

Urn einen Kreis des Netzes vollstandig festzulegen, kann lllan noch zwei 
Punkte p und q, durch die er gehen soll, und die nicht zueinander hinsicht
lich des Direktorkreises von ali) invers sind, beliebig annehmen. Denn durch 
den Punkt p und den hinsichtlich des Direktorkreises von a(S) inversen 
Punkt p' geht noch ein ganzes Kreisbiischel des Netzes hindurch; durch den 
Punkt q und den zn q inversen Punkt q' geht ein zweites Biischel des Netzes. 
Zwei Biischel des N etzes aber haben nach Satz 826 einen und nur einen 
Kreis miteinander gemein. 

Nimmt man ferner die beiden Punkte p und q, die zur Bestimmung dieses 
Kreises dienen soilen, auf der Kurve zweiter Klasse at!: an und UiBt sie auf 
ihr in einen Punkt zusammenriicken, so erhii.lt man den dem N etze ange
horenden und daher zur Kurve a(S) apolaren Kreis, der zugleich die Kurve 
a(S) im Punkte p beriihrt. Man findet seinen Mittelpunkt m, indem man den 
gemeinsamen Mittelpunkt 0 der Kurve at!!) und ihres Direktorkeises mit p 
verbindet (Figg. 253 u. 254) und auf der Verbindungslinie den zu p in bezug 
auf den Direktorkreis inversen Punkt p' aufsucht; dann schneidet das Mittel
lot von pp' die im Punkte p errichtete N ormale der Kurve at!) in dem Mittel
punkte m des zu der Kurve a(S) apolaren und zugleich diese Kurve in p be
riihrenden Kreises. 

Ist die Kurve zweiter Klasse a(S) eine Ellipse, so liegt der Punkt p inner
halb des Direktorkreises 0 (Fig. 253). Man bestimmt dann den zu p hin-



Abschnitt 65, Gleichungen (30) u. (31), Satz 965 515 

sichtlich des Direktorkreises inversen Punkt p', indem man auf op in p das 
Lot errichtet bis zum Schnittpunkte t mit dem Direktorkreise und dann in 
t die Tangente an den Direktorkreis legt, so schneidet diese aus der Geraden 
op den zu p inversen Punkt p' aus. 

1st dagegen die Kurve zweiter Klasse a(2) eine Hyperbel mit spitzem .Asym
ptotenwinkel (vgl. Fig. 254 und die Bezeichnung auf S. 514), so daB also 
a> 0 und somit nach (31) der Direktorkreis 0 reell und sein Radius t von 
Null verschieden ist, so liegt der Hyperbelpunkt p auBerhalb des Direktor
kreises 0, und man findet den zu p hinsichtlich des Direktorkreises inversen 

Fig. 253. Fig 254. 

Punkt p' durch Umkehrung des oben bei der Ellipse angewendeten Ver
fahrens, wie auch auf S.512 ausfiihrlich angegeben iRt. 

1st die Kurve zweiter Klasse a(2) eine gleichseitige Hyperbel, so schrumpft 
der Direktorkeis in den Mittelpunkt 0 der gleichseitigen Hyperbel zusammen. 
Die zu ihr apolaren Kreise gehen also durch den Mittelpunkt 0 der Hyperbel 
hindurch, und umgekehrt ist jeder Kreis, der den Mittelpunkt 0 der gleich
seitigen Hyperbel enthalt, zu dieser Hyperbel apolar. 

Da ferner nach Satz 902 der Feu e r b a c h sche Kreis eines Dreiecks, das 
einer gleichseitigen Hyperbel eingeschrieben ist, durch den Mittelpunkt der 
gleichseitigen Hyperbel hindurchgeht, so ist insbesondere auch der Feuer
bachsche Kreis eines jeden Dreiecks, das einer gleichseitigen Hyperbel ein
geschrieben ist, zu dieser Hyperbel apolar, vorausgesetzt, daB sie als eine 
Kurve zweiter Klasse aufgefaBt wird. Man hat daher den Satz: 

Satz 965: Der Feuerbachsche Kreis eines jeden einer gleich
seitigen Hyperbel eingeschriebenen Dreiecks ist zu der als 
Kurve zweiter Klasse aufgefaBten gleichseitigen Hyperbel 
apolar. 

Dies gilt insbesondere auch von dem in der obigen Fig. 179 kODstruier
ten, die gleichseitige Hyperbel beruhrenden Feu e r b a c h schen Kreise (vgl. 
S. 423f.), und man hat den Satz: 

33* 
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Satz 966: Jed ere i neg lei c h s e i t i g e H y per bel be r ii h r end e 
Kreis, der auf der entgegengesetzten Seite der Kurve liegt 
wie der Kriimmungskreis seines Beriihrungspunktes, und 
dessen Radius halb so groB ist wie der Radius dieses Kriim
mungskreises, ist zu der als Kurve zweiter Klasse aufgefaB
ten gleichseitigen Hyperbel apolar. 

Und da es nur einen eine gleichseitigc Hyperbel in einem gegebenen 
Punkte beriihrenden und zu ihr als einer Kurve zweiter Klasse apolaren 
Kreis gibt, so gilt auch die Umkehrung: 

Satz 967: Umkehrung von \ 
Sat z 966: D ere i neg lei c h -
seitige Hyperbel in einem 
gegebenenPunkte der Kune 
beriihrende und zu ihr als 
einer Kurve zwei tel' Klasse 
apolare Kreis hat ainen 
halb so groBen Radius wie 
der Kriimm ungs kreis dieses 
Punktes und liegt auf del' 
anderen Seite der Kurve 
(Fig. 255). 

Pig. 255. Fig. 256. 

Man findet den Mittelpunkt m des eine gleichseitige Hyperbel in einem 
gegebenen Punkte p beriihrenden und zu ihr als einer Kurve zweiter Klasse 
apolaren Kreises, indem man die Normale des Punktes p der gleichseitigen 
Hyperbel mit dem Mittellote des Leitstrahls op schneidet, der von dem Mittel
punkte 0 der gleichseitigen Hyperbel nach dem Beriihrungspunkte p fiihrt. 

Es bleibt endlich noch in dem Falle einer Hyperbel mit stumpf em Asym
ptotenwinkel der die Hyperbel in einem gegebenen Punkte p beriihrende und 
zu ihr als einer Kurve zweiter Klasse apolare Kreis zu konstruieren (Fig. 256). 
Man hat alsdann an Stelle des hier wegen Ii > a imaginar gewordenen 
Direktorkeises der Hyperbel (vgl. Gleichung (31)), der zugleich den Ortho
gonalkreis des zur Hyperbel apolaren Kreisnetzes biIdete, den Diametral-
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kreis D des Netzes ZUt· Konstruktion zu verwenden. Dieser ist nach S.511 
der zu dem imaginar gewordenen Orthogonalkreis (Direktorkeis) gehorende 
reelle Kreis. Da aber der Direktorkeis den Radius: 

(32) r = Val - bll = i Vb ll _ all 

hat, wo JIb l - all reell ist, so besitzt der Diametralkreis den Radius: 

(33) r' = yb2 - all, 

wahrend sein Mittelpunkt mit demMittelpunkt 0 der Hyperbel zusammenfiillt. 
In der Fig. 256 ist der Formel (33) entsprechend der Radius r' des Diame

tralkreises als zweite Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks konstruiert, 
dessen Hypotenuse = b und dessen erste Kathete = a ist. Sodann wird der 
Kreis, der mit dem Radius r' um den Mittelpunkt 0 der Hyperbel geschlagen 
werden kann, der Diametralkreis D des zur Hyperbel als einer Kurve zweiter 
Klasse apolaren Kreisnetzes. Man findet endlich den die Hyperbel in einem 
gegebenen Punkte p beriihrenden Kreis dieses N etzes, indem man zuniichst 
nach der Vorschrift von S. 512f. zu dem Punkte p den hinsichtlich des 
Diametralkreises D inversen Punkt p konstruiert und diesen Punkt p an 
dem Mittelpunkte 0 des Diametralkreises D spiegelt. Dann ist der Spiegel
punkt p' zugleich zum Punkte p in bezug auf den imaginar gewordenen 
Orthogonalkreis des N etzes invers, und das Mittellot von pp' schneidet aus 
der Hyperbelnormale des Punktes p den Mittelpunkt m des die Hyperbel in 
p beriihrenden und zu ihr als einer Kurve zweiter Klasse apolaren Kreises aus. 

Fiir eine Parabel zerfiillt der Direktorkreis in die Leitlinie L der Parabel 
und die unendlich ferne Gerade (vgl. die Satze 911 u. 912), und die zur 
Parabel als einer Kurve zweiter Klasse apolaren Kreise haben auch ihre 
Mittelpunkte auf der Leitlinie L; denn die um einen beliebigen Punkt der Leit
linie geschlagenen Kreise schneiden die Leitlinie senkrecht (Fig. 2:'>7). Der die 
Parabel in einem gegebenen Punkte p beriihrende und zu ihr ala einer Kurve 
zweiter Klasse apolare Kreis wird also in der Weise gewonnen, daB man in 
dem Punkte p die N ormale der Parabel errichtet und sie mit der Leitline L 
schneidet Dann ist der Schnittpunkt der Mittelpunkt m des gesuchten Kreises. 

Fiir ein Punktpaar pq ist der Kreis, der die Punkte p und q zu Gegen
punkten hat, der Direktor
kreis 0, da ja die von 
einem beliebigen Punkte x 
dieses Kreises an das Punkt
paar pq gezogenen Tangen
ten aufeinander senkrecht 
stehen (Fig. 258). Dagegen 
kann von einem zum Punkt
paar pq apolaren und das
selbe etwa in p im Sinne Fig. 257. Fig 258. 
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von S.514 beriihrenden Kreise nicht die Rede sein. Aber as ist die Ge
sarntheit aller Kreise, die die Gerade [pq] in einern der Punkte p und q be
ruhren, zu dem Punktpaar pq apolar, denn sie schneiden den Direktorkreis 
Odes Punktpaars senkrecht. 

Der aie Kurven einer parabolischen Biischelschar von Kurven sweiter Klasse 
im Doppelpunkte der Schar beriihrende und su ihr apolare Kreis_ 1st a(2) eine 
beliebige nicht entartende Kurve zweiter KI"sse und at ein doppelt zii.hlen
der Punkt auf ihr, so bestimmen die beiden Kurven zweiter KIasse a(S) und 
as eine Kegelschnittschar: 
(34) a('J) + fdll, 
und zwar nach S. 53f. eine parabolische Buschelschar von Kurven zweiter 
KIasse, die sich, soweit sie nicht entarten, in dem Doppelpunkte a der 
Biischelschar vierpunktig beriihren.l) Die nicht entartenden Kurven dieser 
Biischelschar sind idantisch mit den nicht entartenden Kunen des adjungier
ten parabolischen Scharbuschels, das dann auBer diesen Kurven als ent
artende Kurve die doppeltziihlende gemeinsame Tangente D jener Kurven 
im Punkte a enthalt (vgl. S.54). 

1st A(2) die zu der Potenzform zweiter Klasse a(S) zugehorige Potenzform 
zweiter Ordnung, so gestattet dieses parabolische Scharbuschel die Dar
stellung: 
(35) ,.4(2) + gDl!. 

Unter den Kurven dieses Scharbiischels ist eine gleichseitige Hyperbel: 
(36) H(S) = A(!!) + ~Ds 
enthalten, die dadurch charakterisiert ist, daB sie zurn Kreispunktpaar apolar 
ist, deren Parameter ~ sich also aus der Gleichung bestimmt: 
(37) [H(H)k(!)] = [(A(!!) + ~D!!)k(2)] = 0, 

in der k(2) die Potenzform zweiter KIasse des Kreispunktpaars bedeutet. 
Betrachtet man die auf diese Weise als Kurve eweiter Ordnung eingefiihrte 

gleichseitige Hyperbel H(B) jetzt als Kurve zweiter Klasse und bezeichnet 
sie in dieser Auffassung durch das Symbol he!), so gebOrt die Kurve he!) der 
Biischelschar (34) an. Da sich nun aile Kurven der parabolischen Buschel
schar (34) im Punkte d vierpunktig beruhren, so haben sie auch ihren Kriim
mungskreis im Punkte a miteinander gemein. Es ist aber andererseits der 
zu a(S) apolare und die Kurve at!) in d beriihrende Kreis C(2) nach dem Satze 
672 auch zu dem doppelt ziihlenden Punkte dB und damit dann auch zu der 
ganzen Biischelschar (34) apolar, insbesondere also auch zu der gleichseitigen 
Hyperbel he!), und er beriihrt auch diese Hyperbel h(2) in a. Nach dem Satze 

1) Vgl. zum folgenden wieder die schon mehrfach zitierte Axbeit von E. Mii.ller 
in den Monatsheften fur Mathematik und Physik. 28. Jahrgang (1917), S. 57. 
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967 hat er somit einen halb so groBen Radius wie der Kriimmungskreis der 
gleichseitigen Hyperbel im Punkte it und liegt auf der anderen Seite der 
Kune. 

Da endlich der Kreis C(2) zu jeder Kurve del' Biischelschar (34) apolar ist 
und sie in it beriihrt, und ebenso auch del' Krummungskreis des Punktes it 
allen nicht entartenden Kurven der Biischelschar (34) gemeinsam ist, so gilt 
die in dem Satze 967 ausgesprochene Eigenschaft der gleichseitigen Hyperbel 
auch fiir jede nicht entartende Kurve del' Schar (34), insbesondere also fur 
die zur Festlegung der Schar benutzte Kurve fffr~) 

a(2) selbst, und man hat den Satz: ~' ----
Satz 968: Satz von Steiner l ): Eine 

nicht entartende Kurve zweiter 
Klasse a(2) wi I' d d ann und nur dann 
von einem zu ihr apolaren Kreise 
C(2) beriihrt, wenn sein Radius hal b 
so groB ist wie der Kriimmungs
r a diu s de r K u I' v e a(2) i m B e r ii h run g s -
punkte, und wenn er zugleich auf del' 
entgegengesetzten Seite der Kurve @ 

Ii egt wie de r Krii m mung skrei s. Fig. 259. 

Man kann leicht eine Bestatigung des S t e in e I' schen Satzes dadurch ge
winnen, daB man die in ihm fiir eine jede nicht entartende Kurve zweiter 
Klasse ausgesprochene Eigenschaft speziell fiir den Kreis auf andere Weise 
entwickelt. Dazu wende man die auf S. 514f. gegebene Konstruktion des eine 
Ellipse beriihrenden und zu ihr als einer Kurve zweiter Klasse apolaren 
Kreises auf den Fall an, wo die Ellipse in einen Kreis C(2) vom Mittelpunkt 
o und dem Radius Q ubergegangen ist (Fig. 259). 

Nach del' Gleichung (30) wird der Radius t des Dil'ektorkreises eines 
Kreises mit dem Radius 1;1: 

(38) 

Man schlage also mit dem Radius taus (38) den zu dem gegebenen Kreis 
C(2) vom Radius Q konzentrischen Kreis, so ist dieser Kreis del' Direktorkreis 
Odes Kreises C(2). Damit dann ein den Klassenkreis c( ) in einem gegebenen 
Punkte p beriihrender Ordnungskreis C(2) zu dem Klassenkreis c (2) apolar 
sei, muB er den Direktorkreis () senkrecht schneiden. Man hat daher nach 
dem Vorbilde von S. 512 den zu p in bezug auf den Direktorkreis 0 inver
sen Punktp' aufzusuchen, indem man in p auf op das Lot errichtet bis zum 
Schnitt mit dem Direktorkreis 0 in t und in dem Punkte t die Tangente an 

1) V gl. J. S t e i n e r, Uber eine Eigenschaft der Kriimmungshalbmesser der Kegel
schnitte, Journal fUr die reine und angewandte Mathematik, Ed. 30 (1845), S. 271£., 
Gesammelte Werke Bd. If, S. 341£. 



520 Projektiv oder metrisch ausgezeichnete Kegelschnittnetze und -Gewebe 

den Direktorkreis zieht. Diese schneidet die Verlangerung von op in p'. 
Dann wird hier, weil op zugleich die Normale des Kreises c(lI) ist, der ge
suchte Mittelpunkt m des Kreises 0(1) direkt der Mittelpunkt von pp'. Der 
geforderle Kreis 0(1) ist also der urn m mit dem Radius mp = 91 geschlagene 
Kreis. 

Nun soIl nach dem Satze von Steiner der Radius ffi des Kreises e(2): 

9l = tQ 
sein. Dies folgt aber sofort aus der soeben angegebenen Konstruktion. Denn, 
da das Dreieck opt wegen (38) gleicbscbenklig rechtwinklig ist, so gilt das
selbe auch von dem Dreieck otp', und es ist daher pp' = op =~, so daB 
der Radius 9l des Kreises e(2) in der Tat = t~ wird. Und damit ist wirk
lich der Satz von S t e in e r fur den Fall bestiitigt, daB die in ihm vorkom
mendeKurve zweiter Klasse ein Kreis ist. Zugleich hat man den Sondersatz: 

Satz 969: E i n e in en Klassenkre i s c(S) beruhrend er 0 rdn ungs
kreis e(2) ist dann und nur dann z u dem Klassenkreis C(2) apolar 
wenn sein Radius ffi halh so groB ist wie der Radius ~ des 
Klass enkreis e s, und sich b ei de K reise von a uBen b erii hren. 
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