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Yorwort.

1. Fiir den werdenden Maschineningenieur.

Das vorliegende Werk bestrebt sich, einzufiihren in die Vorstellungs-
welt, in der die Kenntnisse und Fahigkeiten der Formgebung im
Maschinenbau wurzeln. Die darstellende Geometrie hat ihren Platz im
Studienprogramm des Maschineningenieurs von jeher eingenommen
wegen der Moglichkeit, den Unterricht in hohem Mafle geeignet zu
machen, die rdumliche Vorstellung der Hérer zu entwickeln, zu prézi-
sieren und anzuregen. Dabei ist freilich immer mehr die Erkenntnis
durchgedrungen, daB die Vorstellungswelt des Technikers grundver-
schieden ist von derjenigen des Mathematikers. KEs geniigt daher nicht,
sich auf ,,Theorien‘‘ zu beschrinken, so wertvoll sie an und fiir sich
sein mogen, sondern der Unterricht an einer technischen Hochschule
muB, auch in den grundlegenden Vorlesungen durchtrinkt sein von
Vorstellungen, welche das Leben des Technikers beherrschen sollen.

Die darstellende Geometrie eignet sich in besonderem Mafle dazu,
diesem Ziele nahezukommen. Sie soll nicht nur lehren, Konstruktionen
der rdumlichen Geometrie in ebenen Abbildungen zu erledigen, im Stu-
dierenden die wichtigsten geometrischen Begriffe anschaulich zu machen,
sondern sie soll, dariiber hinausgehend, seinen Geist anregen zu schépfe-
rischer Tétigkeit. Kein Gebiet des vorbereitenden Studiums an einer
technischen Hochschule eignet sich so sehr zur Erreichung dieses, wie
mir scheint, obersten Studienzieles. Fiir viele junge Leute, wenigstens
in unseren Landen, bilden die Grundbegriffe und Methoden der Algebra
und der Analysis eine unsichere Grundlage, sei es, dall es an der er-
forderlichen Abstraktionsfihigkeit fehlt, sei es, daBl andere Ursachen
vorliegen, die einer Bildung klarer und stets gegenwértiger Begriffe
hinderlich sind. Die darstellende Geometrie aber beruht auf wenigen,
unmittelbar einleuchtenden Hauptsétzen der Raumlehre (Stereometrie)
und wendet sich bei ihren Entwicklungen unmittelbar an die rdumliche
Vorstellung, die weniger das Ergebnis eines folgerichtigen Denkpro-
zesses ist, als dafl sie unbewuBt und spontan vor dem geistigen Auge
steht. Zudem wird, nach meiner vielfaltigen Lehrerfahrung, der An-
fanger auf keinem anderen Unterrichtsgebiet so rasch selbstéindig und
schopferisch, wie gerade in der darstellenden Geometrie. Freilich, die
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schopferische Tatigkeit auf geistigem Gebiet hat ihre eigenen Gesetze
und 1aBt sich nicht durch eine geschiftsmafBige Betriebsamkeit er-
zwingen, sondern es gilt hier der Ausspruch Spittelersl): , Echte
Gedanken féangt man nicht auf der Treibjagd, sondern mit Netzen.
Wenn man diese aufspannt und sich nicht weiter darum kiimmert und
leise in der Néhe davon herumschlendert, so ist es kaum zu glauben,
was fiir eine Fiille leckeren Wildes in den Maschen hingen bleibt.* Dazu
gehort allerdings, um im Bilde zu bleiben, dal der junge Mensch, der
den Anspruch darauf erhebt, dereinst auf die Gedankenjagd zu gehen,
friith lerne, haltbare, gutgekniipfte Netze zu spannen. Ein Gedanken-
komplex muf} von allen Seiten angegriffen werden, damit er schlieBlich
allgegenwiértig sei und Friichte heranreifen kénnen.

2. Fiir den Fachmann.

Wer darstellende Geometrie lehrt, weill, daBl &uBere Bedingungen
es erschweren, didaktische Uberzeugungen im Unterricht zu verwirk-
lichen. Insbesondere an kleineren oder mittleren technischen Hoch-
schulen pflegt der Horerkreis bunt zusammengewiirfelt zu sein, besteht
er doch zumeist aus kiinftigen Architekten, Bau- und Vermessungs-
ingenieuren, Maschineningenieuren, Mathematikern und Physikern,
deren Bediirfnisse stark voneinander abweichen. Das vorliegende Buch
gibt denn auch keine Hochschulvorlesungen wieder, sondern bietet
eher ein Spiegelbild des gesamten Unterrichtes, wie ich ihn seit 1907
den Maschineningenieuren an der Eidg. Technischen Hochschule in
Ziirich geboten habe.

Das Ziel des Buches bestimmte Stoffauswabl und Darstellungs-
methode. Mancherlei Kapitel und Fragen, die herkémmlich in den Lehr-
biichern der darstellenden Geometrie behandelt werden, konnten in
diesem Zusammenhang weggelassen werden. Auch wurde dem Umstand
Rechnung getragen, daB die mathematische Bildung des einzelnen eine
Einheit sein soll und daB somit keine Veranlassung vorliegt, auf sog.
Reinheit der Methode Gewicht zu legen oder sich zu scheuen, Anleihen
zu machen bei Kenntnissen aus andern Wissensgebieten. Neigt doch
der Anfinger nur zu sehr zu ,,Schubladenwissen®; ist die eine Schub-
lade offen, so sind die andern zu.

Konnte infolge dieser Beschrinkung der Umfang des Buches in
méfBigen Grenzen gehalten werden, so wurde diesem Bestreben weiter
Vorschub geleistet durch den grundsétzlichen Verzicht auf allen ge-
lehrten Apparat, auf historische Nachweise und Bemerkungen. Nicht
aus Geringschitzung der Zwecke, die man mit einer solchen Verbreite-
rung und wohl auch Vertiefung der vermittelten Erkenntnisse gewthn-

1) Spitteler, Carl: Gustav. Roman. Ziirich: Albert Miiller.
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lich zu erreichen beabsichtigt, sondern aus didaktischen Erwigungen
heraus. Interesse an historischen Zusammenhéngen zeigt sich, wenn
iberhaupt, zumeist erst in reiferen Jahren; in der Jugend tberwiegt
das rein sachliche Interesse, und es ist gut so. Erwacht das historische
Verstindnis, so gibt es, gerade auch auf dem Gebiete der darstellenden
Geometrie, Werke. die diesem Bediirfnis historischer Belehrung gerecht
werden; ich nenne etwa die Vorlesungen von Emil Miiller in Wien
und Georg Scheffers in Berlin. Dazu kommt, daB ich die Uber-
zeugung habe. der Personlichkeitswert eines Menschen, sein ganzes
»Kaliber, habe tiefere Quellen als historische Kenntnisse, ja als
Wissen und Bildung iiberhaupt.

Was ich in der Folge bringe, ist entweder Gemeingut der Wissen-
schaft oder Eigenes oder, sofern es von andern stammt und zum ersten-
mal in einem Lehrbuch aufgefiihrt wird, bibliographisch nachgewiesen.

Ieh war froh iiber die verstindnisvolle zeichnerische Mitarbeit einiger
ehemaliger Horer. welche die Reinzeichnungen nach meinen Entwiirfen
ausfithrten und denen ich fir ihre Sorgfalt zu Dank verpflichtet bin.
Es sind dies vor allem die Herren cand. ing. Adolf Egli und
Hermann Glutz. Die vermessungstechnischen Zeichnungen zu
Kap. VIII hat Herr cand. ing. Max Frei ausgefiibrt. Einzelne Zeich-
nungen hat auch Herr cand. ing. Charles Lalive bereitgestellt.

Dafi die Verlagsbuchhandlung Julius Springer in Berlin alles getan
hat, was zu einer sachgemiflen und schonen Ausstattung gehort,
erwahne ich nur der Vollstindigkeit halber; ist doch die Fiirsorge dieser
Firma fiir ihre Verlagswerke seit vielen Jahren wohlbekannt.

Zirich, im Februar 1927,

M. Grofimann.



Inhaltsverzeichnis.

Einleitung

I.

II.

IIT.

Iv.

NormalprOJektlon

. Rechtwinklige PrOJektlon . . .

Die Normalprojektion der geraden Linie . .
Umlegung einer Geraden in die PrOJektlonsebene .

. Differenzendreieck einer Strecke . . .
Projektion und wahre Lénge einer Strecke .
Stellung und Lage der Projektionsebene .
Neigungswinkel und Neigung einer Geraden

. Darstellung der Ebene .

. Spurparallelen und Spurnormalen einer Ebene
Winkel einer Ebene mit der Projektionsebene

. Neigung einer Ebene . .
. Normalprojektion und wahre Gestalt ebener Fi 1guren
. Umklappung einer Ebene um eine Hauptgerade .

. Affine Figuren . . . .

. Flacheninhalte affiner Flguren

. Normalprojektion des Kreises .

. Zeichnen von Kurven . .

. Normalprojektion von Winkeln

. Normalstellung .

. Normalprojektion eines Wiirfels . . .

. Eingeschriebene Kreise der Wiirfelfliche .

. Darstellung des Dreikantes

23. Darstellung eines Vierkantloches in einer und in zwei
Normalprojektionen

DD et bt et ot ot e et e o

DO DO
DO =

Zugeordnete Normalprojektionen

24. Das Zweitafelsystem .

25. Zusammenlegen der beiden PrOJektlonsebenen

26. Kreuzril3

27. Konstruktion der wahren Entfernung zweier Punkte im
Zwei- und Dreitafelsystem ..

28. Weglassen der Projektionsachsen . .

29. Wahre Gestalt und GroBe ebener Flguren

30. Zugeordnete Normalprojektionen eines Kreises

31. Der Zusammenhang zweier zugeordneter Normalpro]ek
tionen einer ebenen Figur. . e

32. Eigentliche und uneigentliche Raumelemente .

33. Geometrie der Lage und Geometrie des Mafles .

34. Konstruktionsaufgaben .

35. Normalstellung . . .

36. Anzahl und Anordnung der Prolektlonen .

Neue Projektionen

37. Umprojizieren .

38. Lésung von Konstruktlonsaufgaben ‘durch Umprolektlon
39. Losung von Darstellungsaufgaben durch UmprOJektlon .
40. Vereinfachte Bezeichnung der Projektionen . .

Axonometrische Projektion

41. Zweck der Axonometrie

42. Die Grundaufgabe der Axonometrie . .

43. Die axonometrischen Verkurzungsverhaltmsse .

44. Die Beziehung zwischen den drei axonometrischen Ver-
kiirzungsverhéltnissen

Seite

o et
O WWSI~ICCUE W W -~

o
et

DO bl ot bl e et
CO=A Ot WD

DO b
N =

DO O O
O W

[ 0}
3

WWK b
NSO W W

Wwwe
et S RV

N Tt
OCOHIWW®

(o3
—

[ S W W
O OO b=

=2
—

[z =1 ¥=2]
[ SR

(=23
(=2}



VI.

VII.

VI1lI.

IX.

X.

Inhaltsverzeichnis,

45. Axonometrische Darstellungen

46. Axonometrisches Bild der Kugel .

47. Axonometrische Kurvenbilder . .

48. Achsenbild fiir gegebenes Verhéltnis der Verkuuungen .

49. Konstruktion der Achsen fiir gegebenes Verhaltnis der
drei axonometrischen Verkiirzungsverhéltnisse

50. Vereinfachte axonometrische Darstellungen .

. Kurven und Fliachen

51. Bahnlinie eines hewegten Punktes .

52. Ebene Kurven

53. Raumkurven .

54. Flachen .

55. Tangentlalebencn

56. Abwickelbare Flichen

57. Umril der Flachen .

58. Kriimmung der Kurven . . .

59. Algebraische Kurven und Flichen . . . .
60. Ebene Schnitte und Durchdringungen krummer Flichen .

Kreiszylinder und Kreiskegelflachen. .

61. Kreise als Leitkurven von Zylinder- und Kegelflachen

62. Ebener Schnitt und Abwicklung eines geraden Kreis-
kegels . . .

63. Die (xattungen der Kegelschmtte

64. Durchdringungen an einem Kondensator

65. Muffenstiick mit Muffenabzweig . .

66. Durchdringungskurven im Maschinenbau .

67. Durchdringungen und Abwmklungen an einem Ayhndm-
schen Kessel

68. UmrilBmantellinien eines geladen Krelbkegels .

69. Feuertiirrahmen an einem stehenden Kessel mit konischer
Feuerkiste .

70. Durchdringung eines geraden I\rmszyhnders mit einer r ihn
beriithrenden Kugel

Graphische Flachen. .

71. Gestaltliche hlgena]t kmmmer Fl@chen und 1hle Dar-
stellung . . .o

72. Graphische Flachen

73. Schiffskorper

74. Peltonbecher .

Topographische Flachen
75. Darstellung der Erdoberfliche
76. Erdbauten und ihre Abbéschung

77. Abbéschung aus Querprofﬂen .
78. Situationsplane

Allgemeine I\egelflachen .

79. Darstellung der allgemeinen Kegelﬂache .
80. Kegelflachen bestimmt durch ebene Leitkurven .
81. Ebene Schnitte von Kegelflichen

82. Abwicklung allgemeiner Kegelfldchen .

Rotationsflachen . .

83. Kinfachste Darstellung

84. Darstellung einer Rotatlonsflache bei schiefer Aehsenlage
85. Bestimmung des Meridians einer Rotationsfliche . .
86. Ebener Schnitt einer Rotationsfldche ..

87. Durchdringungen von Rotationsfldchen miteinander

VII
Seite
67
69
71
74

76
77

78
78
78
82
86
89
92
96
98
99
100

102
102

103
106
107
110
111

112
119

120

122
123

123
124
124
126

129
129
135
144
146
146
146
148
148
150

151
151
153
154
156
161



VIII

XI.

XII.

XTII1.

XIV.

XV.

XVI.

XVII.

XVIII.

Inhaltsverzeichnis.

Das Rotationshyperboloid .
88. Drehung einer Geraden um eine zu ihr windschiefe Achse
89. Hyperboloidrader

Regelflichen zweiten Grades. .

90. Allgemeines einschaliges Hype1b0101d e

91. Windschiefes Sechskant von Erzeugenden des Hyper-
boloides .

92. Zwei verbundene Regelschalen .

93. Ordnung, Klasse und Grad des einfachen Hypelbolmdes

94. Das hyperbolische Paraboloid

Windschiefe Regelfldchen .
95. Bestimmung der Regelfléichen durch drei Leitkurven .
96. Das Verhalten der Tangentialebene: windschiefe und ab-
wickelbare Regelflachen e e e
97. Grad einer Regelfldche
98. Durchdringungen von Regelflachen mit ebenen und
krummen Flachen .

Propeller . . .
99. Ein Luftpropeller .
100. Ein Schiffspropeller .
101. Ein zweiter Sehlffspropeller

Schraubenlinien

102. Schraubenlinien als Bahnkurven einer Schraubung

103. Geodétische Linien

104. Schraubung um eine Achse

105. Kriimmung der Schraubenlinie .

106. Abwicklung der Schraubenlinie mit ihrer Tangenten-
flache

Schraubenregelflachen . .

107. Ubersicht tiber die Schraubenflichen . .

108. Die flachgéngige, geschlossene Schraubenregelflaehe .

109. Die scharfganglge, gesehlossene Schraubenregelflidche .

110. Schrauben . e

111. Kugelabschlul} einer seharfganglgen ‘Schraube

112. Offene Schraubenregelflachen . .

113. Leitkurven der Schraubenregelflaehen ..

114. Spindel eines Drillbohrers als offene Schraubenregel-
flache . e

Nichtgeradlinige Schraubenflachen . .
115. Erzeugung der allgemelnen Schraubenfliche .

116. Spiralbohrer .

117. Rundes Schraubengewmde N

118. Archimedisches Schlangenrohr

119. Spitzen der scheinbaren UmnriBkurve einer Fliche

Schlagherzen . .

120. Zweck, Anordnung und erkungswelse der Schlag
vorrichtung am mechanischen Webstuhl .

121. Schlagherz mit abwickelbarer Flanke .

122. Darstellung eines Schlagherzens fiir eine komsche
Schlagrolle . .

123. Schlagherz fiir eine zylmdrlsche Schlagrolle

Bezeichnungen.

Berichtigungen.

Scite
166
166
170

173
173

174
175
177
178

179
179

181
182

183

185
185
190
192

197
197
201
202
206

207

208
208
209
209
213
214
216
219

220

221
221
222
226
227
227

228

228
230

234
235
236
236



Einleitung.

Der Maschinenbau entwirft und verwirklicht Raumgebilde, deren
besondere Zweckbestimmung Baustoff und Form bestimmt. Die Dar-
stellung und Veranschaulichung der Form, sowie der Anordnung der
einzelnen Teile erweisen sich als unentbehrlich beim Entwurf, bei der
Herstellung und bei der schlieBlichen Verwertung des Raumgebildes.
Die anschaulichste Darstellung. das Modell, ist in den meisten Fallen
unzweckméiBig, kostspielig und entbehrlich. Gebrauchlich sind Zeich-
nungen zur Darstellung geplanter oder fertiger technischer Raum-
gebilde.

Es ist die Aufgabe der darstellenden Geometrie, von
technischen und allgemeiner von geometrischen Gebilden
Zeichnungen auf ein ebenes Zeichnungsblatt zu entwerfen
und zu zeigen, wie man auf Grund solcher Zeichnungen
AufschluBl gewinnen kann iiber die Abmessungen und geo-
metrischen Kigenschaften des dargestellten Raumgebildes,
sowie iber die Anordnung seiner einzelnen Teile.

Die in der Technik gebrduchliche darstellende Geometrie erhélt
die Abbildungen der Raumgebilde durch den Projektionsvorgang.

Die Projektion eines Raumgebildes auf eine Projektions-
oder Zeichnungsebene entsteht, wenn durch die Ecken des
abzubildenden Gegenstandes Projektionsstrahlen gesetz-
malig gezogen und mit der Projektionsebene geschnitten
werden.

Das Projektionsgesetz, das den Projektionsvorgang beherrscht,
kann — grundsétzlich und theoretisch — sehr verschiedenartig gewéhlt
werden. Im Maschinenbau kommt fast ausschlieSlich die rechtwink-
lige Projektion oder Normalprojektion zur Verwendung, bei
der die (geradlinigen) Projektionsstrahlen die Projektionsebene recht-
winklig (,,normal*‘) treffen. Seltener bedient man sich der schiefen
Parallelprojektion, deren Projektionsstrahlen, unter sich gleich-
gerichtet, die Projektionsebene in schiefer (nicht zu ihr rechtwinkliger)
Richtung treffen. Die Zentralprojektion, deren Projektionsstrahlen
alle durch einen festen Punkt, das Projektionszentrum, gehen,

Grossmann, Geometrie, 1
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ist in jhrer Anwendung nur iiblich bei den sog. perspektivischen
Abbildungen, die besser nur fiir gré68ere Bauwerke (Gebdude,
Briicken u. &.) verwendet werden. Es dréngt sich eben die Perspek-
tive bei der Darstellung der Projekte des Architekten und des Bau-
ingenieurs auf wegen der groBen Anschaulichkeit, die perspektivischen
Bildern gegeben werden kann und die insbesondere am Platze ist, wenn
sich die Abbildung meist erst geplanter Bauwerke an Laien wendet,
welche technische Zeichnungen nicht oder nicht geldufig ,,lesen‘ kdnnen.
Denn die perspektivischen Abbildungen geplanter Bauwerke gleichen
in ihrem geometrischen Aufbau und in ihrer Wirkung den Photogra-
phien bestehender Bauten. Ist doch der photographische Vorgang
mit groBer Anndherung eine Zentralprojektion, und auch das
Sehen ist mit einer solchen zu vergleichen.

Da die zueinander parallelen Projektionsstrahlen bei der Parallel-
projektion aufgefafit werden koénnen als Strahlen, die sich in unend-
licher Ferne schneiden, begreift man, daB auch die Parallelprojektion
eines Gegenstandes aufgefalt werden kann als ein Sehbild, gesehen
aus unendlicher Ferne, in der Projektionsrichtung.

Auch als Lichtstrahlen lassen sich die Projektionsstrahlen, die
einen Gegenstand abbilden, auffassen. Sind diese Lichtstrahlen parallel
zueinander, so entwerfen sie in der Projektionsebene einen Schatten,
wie ihn (mit groBler Annédherung) Sonnenlicht erzeugen wiirde. Die
Zentralprojektion andererseits entspricht der Beleuchtung aus einer
im Endlichen liegenden Lichtquelle. Die Schattenlehre ist so
ein Teil der darstellenden Geometrie, spielt aber bei den Darstellungen
aus dem Hochbau eine viel groBere Rolle als bei jenen aus dem Ma-
schinenbau.

Die darstellende Geometrie hat aber, tiber diese Darstellungs-
aufgabe hinausgehend, einzufiihren in die Kenntnis der wichtigsten
geometrischen Formen. Nicht nur im engeren Maschinenbau
wo die schépferische Formgebung Formenkenntnisse verlangt,
sondern auch in der Mechanik, der Physik und in weiten Gebieten
der angewandten Mathematik spielen die Form und die geometrischen
Begriffe und Eigenschaften von krummen Linien und Flichen eine
wichtige Rolle. Diese geometrischen Kenntnisse sollen im folgenden
im engen Anschlull an die Vorstellungswelt des Maschineningenieurs
entwickelt und veranschaulicht werden, auf daB sie lebendig werden
an den technischen Raumgebilden, denen sein Interesse gilt.



. Normalprojektion.

1. Rechtwinklige Projektion. Das einfachste Darstellungsverfahren
fir Raumgebilde zeichnet deren rechtwinklige Projektion auf eine
Ebene. Es ist fiir den Anfanger vorteilhaft, sich vor allem vertraut zu
machen mit dieser einfachen Abbildungsmethode, deren Grundgesetze
das Verstindnis sichern fiir gebréuchlichere, aber weniger einfache
Darstellungsmethoden (Kap. 1I—III)%).

Die rechtwinklige Projektion 4’ eines Punktes 4 auf eine Projek-
tionsebene 7 entsteht, indem man aus ihm den Projektionsstrahl
rechtwinklig zur Projektionsebene zieht und 4
den Spurpunkt desselben bestimmt (vgl. die T
anschauliche Darstellung dieses Projektions-
vorganges in Abb. 1). Bequem ist es auch, '
zu sagen, man ziehe von 4 die Normale 4 4’ l

4

a

auf die Projektionsebene 7 2). Es gehort so
zu jedem Punkte 4 des Raumes eine wohl- A
bestimmte Normalprojektion auf eine z

Ebene 7. Nicht aber umgekehrt: Wird ein "'~ Behiyinklige Projektion
Punkt 4’ der Projektionsebene aufgefafit als

Normalprojektion, so gibt es unendlich viele Raumpunkte 4, die zu-
gehorig sein konnen, namlich alle Punkte des Projektionsstrahles durch
A’, das ist der Normalen, die man in A’ rechtwinklig zur Projektions-
ebene errichten kann. Will man daher einen dieser Punkte durch
seine Normalprojektion festlegen, so mull man seine Entfernung von
der Projektionsebene hinzufiigen und festsetzen, welches Vorzeichen

1) Siehe auch die ausfiihrlichere Darstellung der Anfangsgriinde der hier
behandelten Wissenschaft in des Verfassers: Einfiihrung in die darstellende
Geometrie, 3. A. Basel: Helbing & Lichtenhahn, 1917; Darstellende
Geometrie I = Teubners Technische Leitfaden, Bd. 2, 2. A. Leipzig:
B. G. Teubner 1922.

%) Im Interesse einwandfreier sprachlicher Ausdrucksweise empfiehlt es
sich, die Ausdriicke ,,lotrecht‘, ,,senkrecht‘‘, ,,ein Lot féillen‘‘ nur zu ver-
wenden, wenn es sich wirklich um gerade Linien handelt, deren Richtung
durch die Erdschwere gegeben ist, in anderen Fallen dagegen zu sagen,
die Gerade sei ,,rechtwinklig®® oder ,,normal® zu einer Ebene.

1
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man dieser Strecke A’ A4 geben will, je nachdem der Raumpunkt A
auf der einen oder anderen Seite der Projektionsebene liegt. Wihlt
man eine Einheitsldnge zur Messung dieser Entfernungen, so erhilt
man als Ergebnis der Messung eine reine Zahl a, die MaBzahl der Ent-
fernung A4’A, die man, mit Vorzeichen versehen, als die Kote a des
Punktes 4 bezeichnet. Fiigt man diese Zahl der Normalprojektion A’
eines Punktes A4 hinzu, so entsteht dessen kotierte Normal-
projektion.

Ein Raumpunkt A ist seiner Lage nach durch seine
kotierte Normalprojektion auf eine Ebene eindeutig be-
stimmt.

Die kotierte Normalprojektion eines Punktes 4 sei bezeichnet mit 4,

2. Die Normalprojektion der geraden Linie. Soll eine gerade Linie g
auf eine Ebene 7 projiziert werden, so hat man durch ihre einzelnen
Punkte 4, B, ¢, D, ... die Projektionsstrahlen rechtwinklig zur
Projektionsebene zu ziehen und die Schnittpunkte 4’ B', ¢', D', ...
derselben mit der Projektionsebene zu ermitteln (vgl. die Veranschau-

g lichung durch die Abb. 2). Da diese
Y Projektionsstrahlen alle zur ndmlichen
\5\\ Ebene 7 normal, also unter sich gleich-

4 gerichtet sind?!), so liegen sie in einer

Ebene, die zur Projektionsebene recht-
winklig steht und die man die proji-
zierende Ebene der Geraden
nennt. Es ergibt sich also, dafl die
Punkte A’, B', ', D’, ... sowohl in
der Projektionsebene als auch in der
projizierenden Ebene liegen, somit in
ihrer Aufeinanderfolge die Schnittgerade ¢’ beider Ebenen bilden.
Zusammenfassend 148t sich sagen:

Die Normalprojektion einer Geraden auf eine Ebene ist
eine Gerade, ndmlich die Schnittgerade der projizierenden
Ebene der Geraden mit der Projektionsebene.

Weiterhin ergibt sich an Hand der Abb. 2:

Der Spurpunkt einer Geraden mit einer Ebene ist der
Schnittpunkt der Geraden mit ihrer Normalprojektion auf
die Ebene.

So ist in Abb. 2 der Punkt S der Spurpunkt (oder kurz die Spur)
der Geraden g mit der Ebene 7 und liegt im Schnittpunkt der Geraden g
und ihrer Normalprojektion ¢’ auf die Ebene 7.

Abb. 2.
Rechtwinklige Projektion der Geraden.

1) Zur Einfithrung in die elementare Raumlehre, welche die Grundlage
der darstellenden Geometrie bildet, empfiehlt sich z.B.: Biitzberger,
F.: Lehrbuch der Stereometrie, 3. A. Zirich: Art. Institut Orell Fufli 1916.
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Der Winkel einer Geraden ¢ mit einer Ebene ist der
Winkel, den die Gerade mit ihrer Normalprojektion auf die
Ebene bildet.

So zeigt Abb.2 den Winkel der Geraden g mit der Ebene 7, als
Winkel, den die Gerade g mit ihrer Normalprojektion ¢’ auf die Ebene 7
einschliefit. —

Zu beachten sind die besonderen Lagen, welche die Gerade zur
Projektionsebene einnehmen kann 5 n
und die ihre Auswirkung beim
Projektionsvorgang haben:

a) Ist die Gerade zur Projektions-
ebene rechtwinklig (wie z. B. die
Gerade = in Abb. 3), so fallen
die Projektionsstrahlen aller ihrer
Punkte mit ihr zusammen und die

Normalprojektion der Geraden ist EN
ein Punkt, ibr Spurpunkt N mit
der Projektionsebene. Abb. 3. Besondere Lagen der Geraden.

b) Ist die Gerade zur Projek-
tionsebene parallel (wie z. B. die Gerade h in Abb. 3), so werden
alle Koten DD, EE’. . .. gleich lang, und die beiden Geraden & und %’
werden parallel.

Man hat also die beiden Satze:

Steht eine Gerade zu einer Ebene normal, so ist ihre
Normalprojektion auf diese Ebene ein Punkt, ihr Spur-
punkt mit der Projektionsebene.

Wenn eine Gerade zu einer Ebene parallel ist, so ist
sie auch zu ihrer Normalprojektion auf diese Ebene parallel.

3. Umlegung einer Geraden in die Projektionsebene. Die Abb. 1—3
stellen Veranschaulichungen rdumlicher Verhéltnisse dar, wie das in
der Raumgeometrie (Stereometrie) iiblich ist. Im Gegensatz dazu soll
nun Abb. 4 eine Darstellung sein, wie solche in der darstellenden Geo-
metrie gebréuchlich sind: man zeichnet die geometrischen Gebilde, die
in der Projektionsebene liegen.

Man wahlt die kotierten Normalprojektionen A, und Bj zweier
Raumpunkte 4 bzw. B. Die Verbindungsgerade ¢’ der Punkte A" und B’
ist die Normalprojektion g’ der Verbindungsgeraden g der beiden
Punkte 4 und B.

Man kann nun iiber die Lage der Geraden im Raum Aufschluf} ge-
winnen, indem man ihren Spurpunkt mit der Projektionsebene und
ihren Winkel mit dieser konstruiert. Es geschieht dies, indem man
die Gerade ¢ mit ihrer projizierenden Ebene umlegt in die Projektions-
ebene. Drehachse ist dabei die Normalprojektion ¢’, um welche die
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Umlegung der projizierenden Ebene wie um ein Scharnier erfolgt.
Der Drehungswinkel bei dieser Umlegung ist ein rechter, und alle
Punkte 4, B, . .. der Geraden g beschreiben bei der Umlegung Viertels-
kreise, deren Ebenen rechtwinklig stehen zur Drehachse, deren Mittel-
punkte in den Normalprojektionen 4’, B’, ... liegen und deren Halb-
messer gleich sind den Koten 4’4, B'B, ... . Nach Durchfithrung
der Umlegung kommen also die
Punkte 4 und B in die Normalen
zu liegen, die man in 4’ bzw. B’ in
S der Projektionsebene auf ¢’ errichten
kann, und zwar in Entfernungen 4'[4]
bzw. B'[B], welche durch die Ko-
ten @ und b gegeben sind.
Ve Die Yerbi.ndungsgerade der Punkte
Abb. 4. Umlegung der projizierenden [A] [B] ist die Umlegung [g] der Ge-
Ebene einer Geraden, raden ¢ mit der projizierenden Ebene
in die Projektionsebene. Sie bestimmt
im Schnittpunkt mit der Geraden ¢’ den Spurpunkt § der Geraden g mit
der Projektionsebene, wie aus (2) folgt, wie man aber auch unmittelbar
wieder erkennt und sich vorstellt: der Spurpunkt S zeichnet sich da-
durch vor allen anderen Punkten der Geraden g aus, daB er die Kote
Null hat, bei der Umlegung also fest bleibt.
Der Winkel 8 der Geraden g mit der Projektionsebene ergibt sich
in der Umlegung als Winkel der Geraden [g] und ¢
Die Strecke I = [A][B] gibt die wahre Léinge der Strecke 4 B.
4. Differenzendreieck einer Strecke. Man kann die wahre Liinge einer
Strecke sowie den Winkel, den sie .mit der Projektionsebene bildet,
noch auf andere, einfachere
Art bestimmen. Man denke
sich durch den einen der beiden
Endpunkte der Strecke, z. B.
durch den Punkt B, die Ebene
parallel zur Projektionsebene
gelegt und die projizierende
Ebene der Geraden in diese
Ebene umgelegt. Drehachse
’ wird dabei die Parallele BC
zu ¢’ (vgl. die anschauliche
Darstellung in Abb. 5). Der
Drehradius ¢4 des Punktes 4 wird gleich der Kotendifferenz
der Punkte 4 und B. Das rechtwinklige Dreieck 4 BC nennt man
das Differenzendreieck der Strecke A B. Nach der Umlegung liegt
dieses Dreieck in einer Parallelebene zur Projektionsebene, so daB sich

A ’
%

Abb. 5. Differenzendreieck einer Strecke.
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die Projektion seiner Seiten in wahrer GroBe darstellt (vgl. hieriiber
auch (5)).

Man kann also die Konstruktion, die aus dieser Uberlegung folgt,
in der Projektionsebene folgendermaflen ausfithren (Abb. 6):

Man errichtet in der Projektionsebene im Punkte 4’ die Normale
auf die Projektion der Strecke und macht ihre Linge gleich der Koten-
differenz der beiden Punkte. Dann ist die

Strecke [4]B’ gleich der wahren Linge ! der 2
Strecke 4 B. Diese Konstruktion ist nicht nur

einfacher als jene von (3), sondern sie bleibt oft L o
auch durchfithrbar, wenn jene — vermdge grofer N
Koten der Punkte 4 und B — Punkte [A] und g P 7
[B] ergibt, die auflerhalb der zur Verfigung . - Umiegung des
stehenden Zeichnungsfliche fallen. Differenzendreiecks.

Auch der Winkel 3 der Geraden g mit der
Projektionsebene erscheint im Differenzendreieck in wahrer GroSe
bei B’

Man nennt die Parallelebene zur Projektionsebene, in welche man
das Differenzendreieck umlegt, eine Hauptebene.

5. Projektion und wahre Léinge einer Strecke. Wenn eine Strecke 4 B
gegen die Projektionsebene geneigt ist, also einen Winkel mit ihr
bildet, der von einem rechten verschieden ist, so erfiahrt sie beim
Projektionsvorgang eine Verkiirzung. Denn im rechtwinkligen
Differenzendreieck der Strecke ist diese die Hypotenuse, ihre Normal-
projektion aber die dem Winkel B anliegende Kathete. Es ist somit

A" B'= AB-cosj.

Die Normalprojektion einer Strecke ist gleich ihrer
wahren Linge multipliziert mit dem Kosinus des Winkels,
den sie mit der Projektionsebene bildet.

Die Verkiirzung erfolgt also im Verhéltnis 1: cos /3.

Wenn der Winkel 7= 0 ist, so ergibt dieser Zusammenhang, dafl
die Gerade, die zur Projektionsebene parallel ist, keine Verkiirzung
erfahrt (s. auch die Gerade DE der Abb. 3).

Ist eine Strecke zur Projektionsebene parallel, so er-
fahrt sie beim Projizieren keine Verkiirzung.

6. Stellung und Lage der Projektionsehene. Die Projektionsebene
kann im Raum willkiirliche Stellung und Lage haben. Verlegt man sie
parallel zu sich selbst. so &ndert man ihre Lage, nicht aber ihre Stellung.
Verdreht man sie. so dndert man ihre Stellung.

Ausgezeichnete und gebriuchliche Stellungen der Projektionsebene
erhalt man. wenn man sie entweder wagrecht (horizontal) oder senk-
recht (vertikal) stellt. Eine wagrechte Projektionsebene wird auch
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GrundriBebene genannt, eine senkrechte Projektionsebene Aufrif3-
ebene; die Normalprojektionen auf solche Ebenen heiflen Grundrif3
bzw. Aufrif.

7. Neigungswinkel und Neigung einer Geraden. Man nennt den
Winkel 3, den eine Gerade mit der Projektionsebene oder Projektions-
tafel bildet, gelegentlich auch ihre Tafelneigungswinkel. Man
bleibt aber mit der Bedeutung des Begriffes ,,Neigung* im Sprach-
" schatz besser im Einklang, wenn
man vom ,,Neigungswinkel*einer
Geraden nur dann spricht, wo es
gich um ihren Winkel mit einer
wagrechten Projektionsebene
handelt. = Von Wichtigkeit ist
daneben der Begriff der ,,Neigung*

der Geraden: man versteht darunter
Abb. 7. Verkiirzung einer Strecke bei die trigono metrische Tan-
Normalprojektion. . .
gente des Neigungswinkels.
So hat in der anschaulich gedachten Abb. 7 die Gerade g den Nei-
gungswinkel 2, somit die Neigung

z
tgﬂ:*!
X

wo z der Kotenunterschied der Punkte 4 und B ist, « die Lénge der Pro-
jektion der Strecke A B. Man driickt die Neigung hdufig in Bruch-
form so aus, daBl der Zahler oder der Nenner gleich 1 wird, z. B. 1: 2,
1:5,1:20,1:';=3:1, usw. Auch in Hundertteilen 148t sich die

Vi Neigung ausdriicken ; so

- bedeutet die Neigung

./.__}_ T 1:2, daB die Gerade

a=75 / ~ o mit 50 vH geneigt ist
b=53 o~ | l_~ Yy 8 oder im anderen Sinne
e R ansteigt. 100 vH Nei-
E;JL ‘. 7 {47’5 gung bedeuten fiir eine
’ ; L Gerade einen Neigungs-

winkel von 45°.
N | . L ' Die Neigung einer
0 7 7 7 4 2 Geraden 148t sich kon-
Abb. 8. Neigungswinkel der Geraden im Differenzendreieck. struktiv ermitteln, wie
in (4), indem man das
Differenzendreieck der Strecke A B, die in der Geraden enthalten ist, um-
legt in eine zur Projektionsebene parallele Ebene. Der Neigungswinkel £
erscheint dann im Differenzendreieck (Abb. 8), und die Neigung ist

a—2b
tgﬂ: z




Intervall der Geraden. 9

wenn o und b die Koten der Punkte 4 bzw. B sind und x die Lénge der
Normalprojektion der Strecke 4 B ist; die MaBeinheit, mit der diese
Strecken gemessen werden, ist in der Abbildung ebenfalls angegeben.

Man kann aber die Neigung einer Geraden auch noch anders be-
stimmen: man denke sich auf der Geraden g der Abb. 8 die Punkte
mit den ganzzahligen Koten 6, 7, ... eingetragen. Die Normal-
projektionen zweier solcher Punkte, deren Kotenunterschied 1 ist,
werden eine gewisse (gleichbleibende) Entfernung ¢ haben, die man das
Intervall der Geraden nennt und deren GréBe maBgebend ist fiir
die Neigung der Geraden. Je kleiner ¢ ist, um so stirker ist die
Gerade geneigt. Es ist eben, wie die Abb. 8 zeigt,

1
tgl@: o,
1

d.h. Neigung und Intervall einer Geraden sind reziprok.
Kennt man daher das Intervall einer Geraden, so kennt man auch
ihre Neigung. So ist in Abb. 9 der GrundriB ¢’ einer Geraden g gegeben
und diese im iibrigen festgelegt durch —— i
die Angabe des Grundrisses von ¢ 7 2 3 4« s
Punkten, deren Kotenunterschied je- -~
weilen 1 ist. Dabei ist zu bemerken,
dall die Gerade schon durch die An- , o
gabe zweier Punkte aus dieser Auf- ’
einanderfolge bestimmt wire. Mit Abb. 9. Intervall einer Geraden.
dem der Abb. 9 beigefiigten Einheits-
malfistab ergibt sich, daBl das Intervall ¢ die Linge 4 = 2,5 hat. Daher
kann man, ohne umlegen zu miissen, schlieBen, daf die Neigung
der Geraden

26

gl 12
87" T a5 5
ist.

Kennt man das Intervall einer Geraden, ist daher die Aufeinander-
folge von Punkten mit dem Kotenunterschied 1 angebbar, so sagt
man, die Gerade sei graduiert.

8. Darstellung der Ebene. Eine Ebene ¢ mége durch drei ihrer Punkte
gegeben sein, von denen man in Abb. 10 die kotierten Normalprojek-
tionen A5, B, und C's kennt. Um niheren AufschluB iiber Stellung
und Lage der Ebene 4 B(' zu gewinnen, denke man sich die Punkte
4. B und ' durch Gerade miteinander verbunden. Das Dreiseit,
das so entsteht, liegt ganz in der Ebene. Durch Umlegung der normal-
projizierenden Ebenen zweier Seiten, z. B. der Seiten 4 und BC in
die Projektionsebene (oder auch in eine Parallelebene dazu) kann man
diese Seiten graduieren (7), d.h. aufeinanderfolgende Punkte mit
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ganzzahligen Koten bestimmen. Verbindet man nun zwei dieser Punkte,
die gleiche Koten haben, so wird diese Verbindungsgerade ganz in der
Ebene 4 BC liegen, und sie ist zur Projektionsebene parallel, da alle ihre
Punkte die gleiche Kote haben wie die zwei sie bestimmenden Punkte.
Eine solche zur Projektionsebene parallele Gerade einer Ebene
nennt man eine ihrer Hauptgeraden. Zu jeder Kote gehért eine und
Vi nur eine Hauptgerade
der Ebene (in Abb. 10
sind die Projektionen
von Hauptgeraden
mit dem Kotenunter-
schied 1 eingetragen).
Die  Hauptgeraden
kénnen auch aufge-
faBt werden als
Schnittgeraden der
Ebene mit einer
Schar zur Projek-
tionsebene paralleler
Ebenen,sog. Haupt-
Abb. 10. Hauptlinien einer Ebene. ebenen. Es findet
sich unter den Hauptgeraden einer Ebene auch eine, deren Kote 0
ist; diese liegt ganz in der Projektionsebene, ist also die sog. Spur-
gerade der Ebene mit der Projektionsebene.
Aus dem Umstand, daB die Hauptgeraden einer Ebene ihre Schnitt-
geraden mit einer Schar (unter sich paralleler) Hauptebenen sind, folgt:
Alle Hauptgeraden einer Ebene sind unter sich und zur
37 Spurgeraden der Ebene parallel. Man

y:; Py nennt sie daher auch Spurparallele.
% 9. Spurparallelen und Spurnormalen -einer
ny Ebene. Eine Ebene ist bestimmt, d. h. ihrer

Stellung und Lage nach bekannt, wenn man
% die kotierten Normalprojektionen zweier ihrer
Hauptgeraden kennt. Oder man gibt, wie in
Abb. 11, in der Normalprojektion die Auf-

/ einanderfolge von Hauptgeraden an, deren
Jal .. Kotenunterschied 1 ist.

Abb. 11, Neigung der Dann kann man jede Gerade g’, die man in

Geraden einer Ebene. Abb. 11 durch die Parallelenschar hindurchzieht,

auffassen als den Grundrif} einer Geraden g, die in der durch die Haupt-
geraden bestimmten Ebene liegt. Durch ihre Schnittpunkte mit den
kotierten Hauptgeraden ist sie selbst unmittelbar graduiert. Man kennt
ihr Intervall ¢ (s. die Abb. 11) und kennt also auch ihre Neigung 1: 7.
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Das Intervall ¢ wird den kleinsten mdglichen Betrag erhalten,
wenn die Normalprojektion dieser Transversalen zur Normalprojektion
der gegebenen Hauptgeraden rechtwinklig steht (Gerade f* in Abb. 11).
Denkt man sich durch diese Gerade f' die normal projizierende Ebene
gelegt, so steht diese zur Projek-
tionsebene und zu allen den
Hauptgeraden rechtwinklig (vgl.
die anschaulich gedachte Abb. 12).
Ihre Schnittgerade mit der durch
ihre Hauptgeraden bestimmten
Ebene gehort als Originalgerade f
zu der Normalprojektion f'. Diese
Gerade f steht also auch recht-
winklig zur Spur s der Ebene
und somit zu allen Spurparallelen oder Hauptgeraden. Die Gerade
wird eine Spurnormale der Ebene genannt und es gilt der Satz:

Jede Spurparallele einer Ebene bildet mit jeder Spur-
normalen einen rechten Winkel, dessen Normalprojektion
wieder ein rechter Winkel ist.

10. Winkel einer Ebene mit der Projektionsebene. Die normal proji-
zierende Ebene einer Spurnormalen steht also (9) zur Spur s der Ebene
mit der Projektionsebene rechtwinklig, ist also eine sog. Neigungs-
winkelebene beider. Der Winkel & beider Ebenen wird in ihr durch
die beiden Schenkel f und f* gebildet. X /

Das heillt es gilt die Feststellung: '

Der Winkel einer Ebene mit
der Projektionsebene ist der
Winkel einer ihrer Spurnorma-
len mit der Projektionsebene.

Wenn daher eine Ebene dar-
gestellt ist, z. B. wie in Abb. 13
durch Angabe von zwei kotierten /f/
Hauptgeraden %, und kj, so findet .
man ihren Winkel & mit der Projek-
tionsebene, indem man eine Spurnormale f einzeichnet und ihren Winkel
mit der Projektionsebene bestimmt. Ks geschieht dies bekanntlich
durch Umlegung der normalprojizierenden Ebene der Geraden f.

11. Neigung ciner Ebene. Ist die Projektionsebene wagrecht, so
bestimmt der Winkel einer Ebene mit ihr ihre Neigung. Die Spur-
normalen der Ebene heiflen dann Fallgeraden der Ebene. Denn wiirde
aus einem Punkt der Ebene eine Kugel, der eigenen Schwere folgend,
herabrollen. so wiire ihr Weg durch die Spurnormale des Ausgangs-
punktes gekennzeichnet.

Abb. 12, Spurparallele und -normale.

Fallgerade einer Ebene.
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Aus (10) folgt:

Die Neigung einer Ebene ist gleich der Neigung einer
ihrer Fallgeraden.

Legt man durch einen Punkt 4 des Raumes alle Gerade gleicher
Neigung, so bilden sie die Mantellinien eines geraden Kegels, den
' manalsNeigungskegel be-
zeichnen kann (vgl. Abb. 14).
Der Punkt 4 ist die Spitze
des  Neigungskegels, die
Achse steht senkrecht zur
Projektionsebene und die
kreisférmige - Grundfliche
liegt in der Projektionsebene.

Legt man durch einen

Abb. 14. Neigungskegel. Punkt 4 alle Ebenen gleicher

Neigung, etwa der ndmlichen

Neigung, wie sie vorhin fiir die Geraden kennzeichnend war, so umhiillen

diese Ebenen denselben Neigungskegel und ihre durch den Punkt 4
gehenden Fallgeraden sind die Mantellinien dieses Kegels (Abb. 14).

12. Normalprojektion und wahre Gestalt ebener Figuren. Die wahre

Gestalt einer ebenen Figur erfihrt beim Projektionsvorgang eine Ver-

Vi dnderung. So werden die

Seiten eines ebenen Viel-

H a ecks bei Normalprojektion

a verkiirzt nach dem Projek-

tionsgesetz von (5), die

Gestalt des Vielecks wird

/B r verzerrt, sein Flacheninhalt

verkleinert nach einem

w7 Gesetz, das sich in der

Folge ergeben wird (15).

Ja Man kann nun die wahre

s r . . v GréBe und Gestalt einer
Abb. 15. Spur und Neigung einer Ebene. . .

ebenen TFigur ermitteln,

durch darstellend -geometrische Konstruktionen finden, wenn man

ihre Normalprojektion kennt und wenn die Ebene bekannt ist, in

der die Figur lhegt. In Abb.15 sei die kotierte Normalprojektion

der Ecken 4, B und C eines Dreiecks gegeben. Durch Umlegung der

Seiten 4 B und A4 C mit ihren projizierenden Ebenen in die Projektions-

ebene kann man die Spurpunkte S bzw. U dieser zwei Seiten bestimmen.

Damit hat man die Spurgerade (oder kurz ,,Spur®) s der Ebene mit der

Projektionsebene als Verbindungsgerade der beiden Spurpunkte S und U.

Die Spurnormale f durch den Punkt 4 hat als Projektion f’ die Normale aus
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dem Punkt 4" auf die Spur s. Durch Umlegung ihrer projizierenden Ebene
erhilt man den Winkel & der Dreiecksebene mit der Projektionsebene.

Die Konstruktion der wahren Gestalt des Dreiecks ist nun in Abb. 16
durchgefiihrt; sie geschieht durch Umklappung der Ebene um
den Winkelxin die Projektionsebene. Dabei beschreibt der Punkt 4
einen Kreishogen, dessen Mittelpunkt M der FuBpunkt der Normalen
aus der Projektion A’ auf die Drehachse s ist, dessen Ebene zur Dreh-
achse normal steht und dessen Radius die wahre Entfernung der Punkte
M und 4 ist. Letztere ergibt sich durch Umlegung des Differenzen-
dreiecks der Strecke M 4. Dannist (4) die Umklappung des Punktes 4,
wobei M [A] = M (4) ist.

Da alle Punkte der Drehachse bei der Umklappung fest bleiben,
so wird der Spurpunkt S der Seite 4 B — es ist dies der Schnittpunkt

fA)

Abb. 16, Umklappung ciner Ebene in die Projektionschene.

von A’ B’ mit der Spur S — fest bleiben. Die Verbindungsgerade der
Punkte (4) und S ist somit die Umklappung der Seite 4 B und enthilt
die Umklappung (B) des Punktes Bin der Normalen aus der Projektion B’
zur Drehachse s. Man kann also zusammenfassen in die Sitze:

Umklappung und Normalprojektion eines Punktes liegen
in einer Normalen zur Drehachse.

Umklappung und Normalprojektioneiner Geraden schnei-
den sich auf der Drehachse.

Man findet daher die Umklappung der Dreieckseite 4 C als die Ver-
bindungsgerade der Punkte (4) und U, wo U der Schnittpunkt der
Projektion A’("”" mit der Drehachse s ist. Auf dieser Umklappung liegt
der umgeklappte Punkt (C) in der Normalen aus der Projektion €’
zur Drehachse. Damit hat man auch die Umklappung (B)(C) der Drei-
eckseite B(' und kann die Konstruktion der Genauigkeitsprobe
unterwerfen. wonach Projektion B'C’ und Umklappung (B)(C) der
Dreieckseite 5 (' sich auf der Drehachse s schneiden miissen.

13. Umklappung einer Ebene um eine Hauptgerade. Die Umklappung
einer ebenen Figur zur Bestimmung ihrer wahren Gestalt muf3 nicht
notwendig um ihre Spurgerade in die Projektionsebene erfolgen. Man
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kann die Ebene auch umklappen um eine Hauptgerade als Dreh-
achse, bis sie parallel wird zur Projektionsebene. Die Umklappung
erfolgt also in eine Hauptebene und um den gleichen Winkel wie in (12).
In Abb. 17 ist das Verfahren durchgefiihrt. Ein Dreieck 4 BC
ist durch die kotierten Normalprojektionen seiner Ecken gegeben. Die
Umklappung erfolge um die Hauptgerade %, welche durch die Ecke C
geht. Um diese Hauptgerade % in der Projektion zu bestimmen, gilt
es, in der Ebene des Dreiecks einen zweiten Punkt D zu bestimmen,
der die ndmliche Kote ¢ hat wie der Punkt €. Man findet einen solchen
- Punkt D auf der Ge-

2 < raden 4 B, deren normal
4 e ] projizierende Ebene man
umlegt. Die Verbindungs-

gerade der beiden Punkte

C und D ist eine Haupt-

gerade der Ebene, weil

Bre Z # die beiden Punkte gleiche
o & e : . Kote ¢ haben.
A G a o z % Der Winkel «, den die

Dreiecksebene mit der
Hauptebene — oder also
mit der Stellung der Pro-
jektionsebene — bildet,
ergibt sich aus der Koten-
differenz der Punkte 4
und C durch Umlegung
Abb. 17. Umklfzpung einer Ebene in eine Hauptebene. des Differenzendreiecks
des Drehradius M 4, der
in der Projektion in die Normale aus dem Punkt A’ zur Drebachse h
fallt. Damit kennt man gleichzeitig die wahre Lange M A dieses
Drehradius. In Abb. 17 geschieht die Umklappung um den stumpfen
Winkel 180° — . Dabei ist also M'(4) = M'[A4].

Die Umklappung der Ecke B findet man am einfachsten durch
Anwendung der beiden Sitze in (12), welche den Zusammenhang von
Normalprojektion und Umklappung der Punkte bzw. Geraden einer
Ebene regeln. Danach liegt die Umklappung (B) des Punktes B ein-
mal in der Normalen, die man aus der Projektion B’ auf die Dreh-
achse h fillen kann, und dann treffen sich die Projektion 4'B’ der
Seite A B und ihre Umklappung (4)(B) auf der Drehachse im fest-
bleibenden Punkt D'.

14. Affine Figuren. Die beiden Dreiecke 4’ B’'C’ und (4)(B)(0),
Normalprojektion bzw. Umklappung des ndmlichen Dreiecks 4 BC,
gehen also gesetzmaBig, den beiden Sétzen in (12) entsprechend, aus
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einander hervor. Die geometrischen Eigenschaften der einen Figur
spiegeln sich, wenn auch etwas entstellt, in den geometrischen Eigen-
schaften der anderen. Hat z. B. die eine Figur drei oder vier oder
n Ecken, so ist auch die andere ein Dreieck bzw. Viereck oder n-Eck.
Wenn man im Dreieck 4’ B’ € die Seitenmitten miteinander verbindet,
so zerlegt man es in Teildreiecke, deren wahre Gréfe und Gestalt
man erhilt, wenn man in der anderen Figur (4)(B)(C) auch wieder
die Seitenmitten verbindet. Kurz, die beiden Figuren sind geome-
trisch verwandt. Da die geometrischen Verwandtschaften zwischen
Figuren mannigfaltigen Gesetzen geniigen kénnen, hat die in Abb. 17
vorliegende Verwandtschaft den besonderen Namen perspektivische
Affinitat. Es gilt also die Definition:

Zwei Figuren einer Ebene heilen perspektivisch affin,
wenn den Punkten der einen die Punkte der anderen so
zugeordnet sind, daB ent- |
sprechende Punkte paral-
lele  Verbindungsgeraden
haben und wenn den Ge-
raden der einen Figur die
Geraden der anderen so
zugeordnet sind, daB sich
entsprechende (eraden in
Punkten einer festen Ge-
raden treffen. 8

In Abb. 18 sind zwei affine Abb. 18, Affine Dreiecke.
Figuren gezeichnet. Die feste
Richtung der Verbindungsgeraden entsprechender Punkte, wie 4, 4,,
B, B,, C,C,, ... heiflt die Affinitdtsrichtung, die feste Gerade s,
die der geometrische Ort der Schnittpunkte S, U, ... entsprechender
Seiten, wie 4, B; und 4,B,, B,C; und B,C,, ... ist, heilt die Affini-
tatsachse. Im allgemeinen Fall, wie er in Abb. 18 dargestellt ist,
steht die Affinitatsrichtung schief zur Affinitdtsachse; man sagt dann,
die beiden Figuren seien schiefaffin. Dagegen sind die beiden ent-
sprechenden Figuren der Abb. 17 normalaffin, weil hier die Affini-
tatsrichtung mit der Affinitdtsachse einen rechten Winkel bildet.

Man kann also feststellen:

Normalprojektion und Umklappung einer ebenen Figur
sind normalaffin.

15. Flidcheninhalte affiner Figuren. Aus Abb. 18 ergibt sich sofort
das Affinitatsverhéaltnis

A4 BB GO
4,4  ByB (,C
wo A, B, C. ... die Punkte sind, in denen die Ordnungsstrahlen
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A14,, BB, C,C,, ... der affinen Verwandtschaft die Affinitats-
achse treffen.

Dieses Affinitatsverhaltnis hat in Abb. 17 den Wert

m4a wa

M) MIA
also die Bedeutung coso, wobei & der Winkel der Ebene der Figur
gegen die Projektionsebene ist.

Diese Zahl erweist sich auch als maBgebend bei der Flachenver-
kiirzung, die mit dem Projektionsvorgang verbunden ist. Die Fliche F
der wahren Gestalt des Dreiecks 4 BC 1aBt sich leicht in Beziehung
setzen zur Fliche F’ seiner Normalprojektion 4’ B’C’ (Abb. 17). Dazu
fasse man das Dreieck 4’ B’C’ auf als Differenz der beiden Dreiecke
A'D'C’ und B'D'C": :
NA'"B'C'=4A4'D'C'"— /\BDC. (1)

Ebenso ist aber
AN A)(B)(O) = A\ (A)(D)(C)— N\ (B)(D)(C) . 2

Nun berechnen sich aber die Flicheninhalte der Teildreiecke, wie
folgt, aus ihren Abmessungen:

NAD'C=4%-CD-MA uwd /NA)D)OC)=%-CD-M4).

Die beiden Fliachen verhalten sich also zueinander wie

M A" M'(4),
ein Verhaltnis, das oben gleich cosx gefunden wurde.

Die Teildreiecke A’ D’C" und (A4){D)(C) stehen also im Verhiltnis
cosa:1, und das ndmliche gilt fiir die beiden anderen Teildreiecke
B'D'C" und (B)(D)(C). Also stehen vermoge der Beziehungen (1)
und (2) auch die Dreiecke A’ B’C" und (4)(B)(C) im Verhéltnis coso : 1.
Es gilt also die Proportion:

F':F = coso:1
oder
F'=F - cosx .

Diese Beziehung zwischen Normalprojektion und Umklappung eines
Dreiecks 1a8t sich sofort ausdehnen auf Vielecke, die sich ja in Drei-
ecke zerlegen lassen. Und die némliche Beziehung gilt auch fiir den
Fall, daB die ebene Figur, deren Flicheninhalt man mit dem ihrer
Projektion vergleicht, krummlinig begrenzt ist. Denn der Flachen-
inhalt der Figur kann stets durch ein Vieleck mit sehr groBer Seiten-
zahl beliebig genau angenéhert werden. Es besteht somit der allgemeine
Satz:

Der Flicheninhalt der Normalprojektion einer ebenen
Figur ist gleich der wahren Fliche multipliziert mit dem
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Kosinus des Winkels, den die Ebene der Figur mit der
Projektionsebene bildet.

16. Normalprojektion des Kreises. In (12) und (13) ist gezeigt,
wie man die wahre Gestalt und Grofle einer ebenen Figur aus ihrer
Normalprojektion bestimmen kann. Ebenso wichtig, ja wohl wichtiger
ist es, die dabei aufgedeckten Zusammenhinge zu benutzen, um die
Normalprojektion einer ebenen Figur zu finden, wenn diese ihrer Ge-
stalt, Gr6Be und Lage nach gegeben ist.

Es soll als Beispiel fiir das Vorgehen ein XKreis projiziert
werden, von dem man die Ebene. den Mittelpunkt und den Radius
kennt.

Der Mittelpunkt M des Kreises sei in Abb. 19 gegeben durch seine
kotierte Normalprojektion. Die Ebene des Kreises sei bestimmt
durch den Punkt M und die kotierte Normalprojektion einer Haupt-
geraden h. Der Radius r des Kreises sei ebenfalls bekannt.

Zur Bestimmung der Projektion
des Kreises denke man sich seine
Ebene umgeklappt, z. B. um die
gegebene Hauptgerade h in die
Hauptebene ihrer Kote. Dabei
wird die Umklappung (M) des
Kreismittelpunktes M in die Nor-
male zu liegen kommen, die man
aus seiner Projektion M’ auf die
Drehachse fallen kann. Der Dre-
hungsmittelpunkt N fiir den Punkt
M ist der FuBpunkt dieser Nor-
malen. Der Drehradius des Punk-
tes M ist die wahre Lénge der
Strecke M N, bestimmt aus dem \ |

. . 4
Differenzendreieck derselben. v )
. . . "
Damit kennt man hinreichend r 4]
Bestimmungsstﬁcke des affinen Abb. 19. Normalprojektion des Kreises.

Zusammenhanges (14) von Projek-

tion und Umklappung des Kreises. Denn die Affinitit zweier
Figuren ist bestimmt, wenn man die Affinititsachse (hier
ist es die Drehachse ), die Affinitédtsrichtung (hier handelt es
sich um normale Affinitit) und ein Paar entsprechender Punkte
kennt (hier sind es die Punkte M’ und (M)).

Schlagt man daher in der Umklappung den Kreis (k) um den um-
geklappten Mittelpunkt (M), so hat man nur die entsprechende Figur
in der vorhin bestimmten Affinitit zu finden, um die Projektion k'
des Kreises zu erhalten.

Grossmann, Geometrie. 2
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Ist somit (P) die Umklappung eines beliebigen Kreispunktes P,
so liegt die Normalprojektion P’ dieses Punktes einmal in dem Ord-
nungsstrahl der Affinitidt, das ist in der Normalen, die man aus (P) zur
Drebachse &’ ziehen kann, und dann schneiden sich die Umklappung
(M)(P) des Kreisdurchmessers und die Projektion M'P’ in einem
Punkte S der Drehachse.

Ist @ der andere Endpunkt des ausgewihlten Durchmessers, sind
also die Strecken (M)(P) und (M)(Q) gleich lang, so werden auch
die Projektionen M’'P’ und M'Q’ gleich lang sein. M’ ist also (da
PQ ein beliebiger Durchmesser des Kreises ist) Mittelpunkt der
Kreisprojektion, und die Durchmesser P des Kreises projizieren sich
als die Durchmesser der Kreisprojektion.

Aber nicht nur Punkte, sondern auch Tangenten der Kreis-
projektion k£’ liefert das Konstruktionsverfahren. Denn weil eine Kreis-
tangente eine Gerade ist, die den Kreis in einem und nur einem Punkte
trifft, oder wie man sich ausdriickt, beriihrt, so gehen die Tangenten
der Projektion hervor aus den Tangenten des Kreises, entsprechen
also in der Affinitit den Tangenten des umgeklappten Kreises. Ist
somit (f) die Kreistangente in (P) und trifft sie die Affinitétsachse
in T, so ist die Verbindungsgerade der Punkte 7' und P’ die Pro-
jektion ' dieser Tangente und als solche die Tangente in P’ an die
Kreisprojektion.

So lassen sich beliebig viele Punkte und Tangenten der Kreispro-
jektion bestimmen, und damit kann der Verlauf der Kurve zeichnerisch
festgelegt werden. Dabei beachte man, daB8 man in der Raumlehre
(Stereometrie) zeigt, daB die Normalprojektion eines Kreises
eine Ellipse sei. ‘

Will man den Verlauf dieser Ellipse durch eine Mindestzahl von
Konstruktionen hinreichend festlegen, so empfiehlt es sich, statt Punkte
und Tangenten der Kurve willkiirlich verteilt zu bestimmen, folgende
Ausfithrungen zu beachten:

Ist U V der Kreisdurchmesser, der zum Durchmesser P@ rechtwinklig
steht, so geht er iiber in einen Durchmesser U’ V' der Ellipse, der im
allgemeinen schief stehen wird zum Ellipsendurchmesser P'Q’ (18);
man beachte auch, daBl, wenn sowohl der Winkel der Kreisdurchmesser
PQ und UV ein rechter wire als auch der Winkel der Ellipsendurch-
messer P'Q’ und U’ V', dann die Punkte (M) und M’ auf einem Kreise
liegen miiBten, der seinen Mittelpunkt auf der Affinitétsachse hétte,
wag im allgemeinen nicht zutreffen wird.

Der Durchmesser U’ V'’ ist aber parallel den Ellipsentangenten in
den Punkten P’ und @', da der Kreisdurchmesser UV parallel ist zu
den Kreistangenten in den Punkten P und @ und aus parallelen Geraden
parallele Normalprojektionen hervorgehen. Es ergibt sich also:
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Zwei zueinander rechtwinklige Durchmesser des Kreises
geheniiberinzweisog. konjugierte Durchmesser der Ellipsel?).

Es gibt zwei und im allgemeinen nur zwei zueinander rechtwinklige
Kreisdurchmesser, die iibergehen in zwei zueinander rechtwinklige
konjugierte Durchmesser der Ellipse. (Nach den sofort verstdndlichen
Ausfiihrungen von (18) hat ein rechter Winkel dann und nur dann
eine ebenfalls rechtwinklige Normalprojektion, wenn seine Schenkel
Hauptgerade und Fallgerade in seiner Ebene sind.) In Abb. 19 hat
man durch den Kreismittelpunkt M den Kreisdurchmesser 4 B ge-
zogen zu denken. der zur Hauptgeraden A parallel ist, und den dazu
rechtwinkligen Durchmesser CD. In der Projektion wird der Winkel
der beiden konjugierten Ellipsendurchmesser 4’ B’ und ¢’ D’ ein rechter
sein, so daf} diese beiden Durchmesser die Achsen der Ellipse werden.
Und zwar ist 4’ B’ die grole Achse der Ellipse, denn da der Kreis-
durchmesser 4 B in eine Spurparallele fallt, wird er parallel zur Pro-
jektionsebene und erfahrt beim Projizieren keine Verkiirzung, wihrend
alle anderen Kreisdurchmesser verkiirzt werden. Der Kreisdurch-
messer C'D, der in die Spurnormale fillt, wird dagegen, verglichen mit
den ibrigen Kreisdurchmessern, am starksten verkiirzt (18), und
¢’ D" wird so zur kleinen Achse der Ellipse.

Auch die Lange der beiden Halbachsen M'4" und M'C’
ergibt sich unmittelbar. Es wird

o=MA=r, b=MC=r cosx,

wenn o der Winkel der Kreisebene gegen die Projektionsebene ist.
Ferner folgt aus (15), daBl der Flacheninhalt der Ellipse sich aus
dem Flacheninhalt des Kreises durch Multiplikation mit cosa ergibt;
es ist also
F'=F-cosx =mr2-coso=m-a-b.

Die Symmetrieeigenschaften des Kreises spiegeln sich in ge-
wissen Symmetrieeigenschaften der Kreisprojektion; genauer ge-
sprochen kann man sagen, dal} die Symmetrieeigenschaften des Kreises
iibergehen in verallgemeinerte Symmetrieeigenschaften der Ellipse.

So ist jeder Kreisdurchmesser P eine Achse normaler
Symmetrie fir den Kreis; U/ und V sind symmetrische Punkte in
bezug auf diese Achse. Allein in der Normalprojektion werden die
Ordnungsstrahlen der Symmetrie zwar immer noch parallel zueinander
sein, aber mit dem Ellipsendurchmesser keinen rechten Winkel mehr
bilden, sofern P @ ein beliebiger Kreisdurchmesser ist. Damit wird
jeder Ellipsendurchmesser zu einer Achse schiefer Sym-
metrie fir die Ellipse. Fillt die Symmetrieachse des Kreises aber

1) Zwei Durchmesser einer Ellipse heilen bekanntlich konjugiert, wenn
die Tangenten in den Endpunkten des einen parallel sind zum anderen.

Pid
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zusammen mit einem der Kreisdurchmesser 4 B ode. CD, so bleibt,
wie oben gezeigt, der rechte Winkel zwischen Symmetrieachse und
Symmetrierichtung erhalten, und die Hauptachsen der Ellipse
werden zu Achsen normaler Symmetrie fiir sie.

17. Zeichnen von Kurven. Krumme Linien oder Kurven treten in
der Geometrie und in allen Teilgebieten der theoretischen und prak-
tischen Technik auf. Das einwandfreie, geschickte und geschmack-
volle Zeichnen von Kurven aller Art vermag den graphischen (zeich-
nerischen) Darstellungen einen hohen Grad von Anschaulichkeit, sach-
licher Richtigkeit und Geschmack zu verleihen. Auch stellen die gra-
phischen Vervielfdltigungsverfahren grofie Anforderungen an genaue,
deutliche Abbildungen. Es empfiehlt sich daher, namentlich fiir den
Anfinger, eine Reihe von Fehlern vermeiden zu lernen, in die er leicht
verfillt. Man geht am besten vor, wie folgt:

An Hand des Konstruktionsverfahrens, das zur Kurve fiihrt oder
an Hand der Versuche, die im Priifungsstand oder im Laboratorium
zur Kurve (Diagramm) fiihren, ermittelt man einige Kurvenpunkte,
die gut iiber den darzustellenden Kurvenzug verteilt sind. Oft gelingt
es, in den ermittelten Kurvenpunkten auch die Tangente anzugeben,
sei es, daBl sich eine geometrische Konstruktion fiir sie angeben 1aBt,
sei es, daB sie das Ergebnis physikalischer oder mechanischer Zusammen-
hénge ist. Man soll die Miihe nicht scheuen, die Kurventangenten zu
ermitteln, geben sie doch in jedem Punkte die Richtung des Kurven-
verlaufes an. Auch empfiehlt es sich, ausgezeichnete Kurven-
punkte, wie oberste und unterste Punkte, Wendepunkte u. i.,
wenn moglich, zu ermitteln.

Erst jetzt soll man, den gefundenen Punkten folgend und die ge-
fundenen Tangenten benutzend, die Kurve in ihrem Verlauf einzeich-
nen. Der Anfinger macht es meist nicht so. Er zeichnet die Kurve,
den Punkten folgend ein und konstruiert nachtréglich einige Tan-
genten. Dieses Vorgehen ist sachlich unbefriedigend und durchaus
schiilerhaft.

Eine widerspruchsfreie Darstellung des Verlaufes einer Kurve,
die keine sachlich unbegriindeten Unstetigkeiten enthilt, ergibt sich
nur, wenn das Bild der Kurve mit freier Hand und einem weichen
ReiBblei entworfen wird. Auch das Nachziehen mit Tusche verstehen
manche Zeichner vortrefflich mit freier Hand auszufiihren. Es ist
dies eine Kunst, welche eine sichere Hand, sowie friihzeitig begonnene,
langjihrige Ubung erfordert. Wer sich aber dieses Kénnen erworben
hat, der vermag viel bessere und geschmackvollere Kurvenbilder zu
bieten als jener, der auf die kduflichen Kurvenlineale angewiesen ist.
Denn verwendet man beim Ausziehen oder gar beim Entwerfen (!)
von Kurven Lineale und flickt man die Kurve schlecht und recht
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aus deren Bogen zusammen, so wird der Kenner immer Unstetigkeiten
im Verlauf, sei es hinsichtlich seiner Richtung (Tangente!), sei es hin-
sichtlich seiner Kriimmung entdecken. Man zeichnet dann eben nicht
eine bestimmte, geometrischen oder physikalischen Gesetzen ge-
horchende Kurve, sondern eine lose Aufeinanderfolge willkiirlicher
Kurvenbégen, wie sie dem Zeichner der Zufall in einer Papierwaren-
handlung in die Hénde gespielt hat.

18. Normalprojektion von Winkeln. In der anschaulich gedachten
Abb. 20 ist eine Ebene dargestellt und einer ihrer Punkte, 4, aus-
gewithlt., Durch den Punkt A sind in der Ebene die Spurparallele £
und die Spurnormale f sowie eine beliebige Gerade g gezeichnet. Von
diesen Geraden seien die Normalprojektionen ', " und ¢’ auf die Pro-
jektionsebene = eingetragen. Die Spurpunkte G und I der Geraden g
bzw. /| mit der Projektionsebene liegen auf der Spur s der Ebene
mit der Ebene =. Aus den beiden rechtwinkligen Dreiecken 4A4'G
und A A'F, welche die Kote ¢ = 4 A’ als gemeinsame Kathete haben,
wihrend die anderen Katheten ungleich sind (4'@ > A4'F), ergibt sich

sofort, daf} der
JAFA’ > JAGA’

ist, d. h. die Spurnormale bildet unter all den Richtungen
in der Ebene den groBten Winkel mit der Projektionsebene.

Man betrachte nun die —
spitzen Winkel, welche die
beliebige Gerade g mit der
Spurparallelen £ einerseits
und mit der Spurnormalen f
anderseits bildet. Der letz-
tere, also der Winkel der 7=
Geraden ¢ und f, ist kleiner
als seine Projektion, das ist
der Winkel der Geraden g’
und f” weil die Strecken von Abb. 20. Neigung von Geraden einer Ebene.

4 bis ¢ und F grofer sind
als ibhre Projektionen, die Strecken von A’ bis G bzw. F. Es zeigt
sich also:

Der Richtungsunterschied einer Geraden in einer Ebene
mit der Spurnormalen dieser Ebene erscheint in der Nor-
malprojektion groBer als in Wirklichkeit.

Anderseits erginzt der Winkel der Geraden g mit der Spurparallelen A
den eben betrachteten Winkel zu einem rechten, denn Spurparallele
und Spurnormale bilden einen rechten Winkel. Und auch in der Normal-
projektion bilden die Geraden f und %’ einen rechten Winkel. Es gilt
also der weitere Natz:
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Der Richtungsunterschied einer Geraden in einer Ebene
mit der Spurparallelen dieser Ebene erscheint in der Nor-
malprojektion kleiner als in Wirklichkeit.

Denkt man sich in Abb. 20 die neue Gerade k in der Ebene durch
den Punkt 4 gezogen, die mit der Geraden g einen rechten Winkel
bildet, so folgt aus den beiden Sétzen, die eben ausgesprochen wurden,
daB von den vier rechten Winkeln mit dem Scheitel 4 die von den
beiden Geraden g und k gebildet werden, jene beiden Scheitelwinkel,
in deren Winkelraum die Spurnormale f fillt, beim Projektionsvorgang
vergrofert werden, wihrend die beiden anderen Scheitelwinkel, in deren
Winkelraum dann die Spurparallele & fillt, beim Projizieren ver-
kleinert erscheinen. Alles zusammenfassend kann man daher sagen:

Ein rechter Winkel hat dann und nur dann einen rechten
Winkel zur Normalprojektion, wenn seine Schenkel Spur-
parallele bzw. Spurnormale seiner Ebene sind.

19. Normalstellung. Steht eine Gerade rechtwinklig (normal) zu
einer Ebene, so splegelt sich das in der Normalprojektion der Geraden.
In der anschaulich gedachten
Abb. 21 stehe die Gerade n recht-
winklig zur Ebene &. Denkt
man sich durch die Gerade n die
projizierende Ebene gelegt (2), so
steht sie zur Ebene ¢ und zur
Projektionsebene 7 rechtwinklig,
also auch, wie die Stereometrie
lehrt, rechtwinklig zur Schnitt-
geraden beider, zur Spur s der
Ebene mit der Projektionsebene.
Somit steht auch die Projektion n’
rechtwinklig zur Spur s. Man
hat also bewiesen:

Steht eine Gerade zu
einer Ebene rechtwinklig, so steht die Normalprojektion
der Geraden rechtwinklig zur Spur der Ebene mit der
Projektionsebene.

In Abb. 22 sei eine Ebene gegeben durch die kotierten Normalpro-
jektionen dreier Punkte 4, B und C und ein Punkt P auBlerhalb dieser
Ebene durch seine kotierte Normalprojektion. Man ermittle die wahre
Entfernung des Punktes von der Ebene.

Die Projektion »’ der Normalen, die man von dem Punkte P auf
die Ebene fillen kann, steht nach dem vorhin bewiesenen Satz recht-
winklig zur Normalprojektion der Hauptgeraden % der Ebene; diese ist
also zuerst zu ermitteln.

Abb. 21. Normalstellung von Gerade und Ebene.
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Hierauf legt man die projizierende Ebene der Geraden % um in die
Projektionsebene und kann in der Umlegung die Normale aus dem
Punkte P auf die Schnittgerade D E der projizierenden Ebene mit der
Ebene 4 BC féllen und erhélt damit zugleich die wahre Entfernung
PF in der Umlegung. —

Es sollen nun in der Folge einige Korperdarstellungen in
Normalprojektion ge- Y/l o
geben werden. —

20. Normalprojektion
eines Wiirfels. Ein Wiirfel
mit der Seitenkante a sei
so gestellt, dafl eine Ecke
A in der Projektionsebene
liegt und eine Korper-
diagonale 4 £ zur Projek-
tionsebene normal steht
(s. die Bezeichnung der
Wiirfelecken in Abb. 23).

Um den Wirfel in
Normalprojektion darzu-
stellen, denke man sich
durch die Korperdiago- g A
nale 4% und eine der Abb.22, Konstruktion einer Normalen auf eine Ebene.

drei durch A gehenden

Kanten, z. B. durch die Kante 4 B, die Ebene gelegt. Da diese Ebene
die Korperdiagonale AE enthilt, diese aber zur Projektionsebene
normal steht, so steht sie selbst zur Projektionsebene normal. Derartige
Ebenen nennt man Profilebenen. Thre Spur mit der Projektions-
ebene sei die Gerade 4’ B’ (Abb. 24). Um diese 0

ihre Spur werde die Profilebene in die Projek-
tionsebene umgelegt. Dabei bleibt die Ecke 4 4 a
an Ort und Stelle, wihrend die Ecke F in die

Normale aus dem Punkt A zur Drehachse fallt, ’
und zwar in eine Entfernung. die gleich ist der e
Korperdiagonalen A E = a- |3 des Wiirfels mit

der Kantenlange a. Diese Liange ist in Abb. 25 H
planimetrisch aus der Kantenldnge a konstruiert. Abb. 23.delslc‘1§9tr_llr1;§lz:ichnung
Die eben umgelegte Profilebene enthélt ndmlich

vier Wiirfelecken 4. B. K und F, die ein Rechteck bilden, dessen
Seiten 4 B = EF -= a sind als Wiirfelkanten und A¥ = BE = a - }/2
als Wiirfelflichendiagonalen: somit hat die Diagonale des Rechtecks,
eben die Wiirfeldiagonale 4 £, die Lange a- }/3. Man kann also in
Abb. 24 die Umlegung [A][B][E][F] des Rechtecks zeichnen. Dabei
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findet man die Umlegungen [B] und [¥] der Ecken B und F durch
Kreisbogenschnitt, denn die Winkel an diesen Ecken sind rechte.
Damit sind auch die Koten z; und 2z, der Ecken B bzw. F ermittelt.

a Da nun die drei von 4 aus-
gehenden Wiirfelkanten 4 B,
AC und AD gleich lang und
zur Projektionsebene gleich
stark geneigt sind, werden sie
sich beim Projektionsvorgang
gleich stark verkiirzen. Die
Ecken C'und D werden daher
Projektionen ¢” und D’ haben,
die auf dem Kreise liegen, den
man mit dem Mittelpunkt 4
durch den Punkt B’ ziehen
kann. Das gleiche gilt fir
die drei von E ausgehenden
Wiirfelkanten, die ja zu den
von A ausgehenden parallel
sind. Es liegen also die Pro-
jektionen der drei Ecken F,
G, H auf dem namlichen
Kreis. Die Projektionen der
Ecken B, C, D; F, G, H bilden somit ein regelméfiges Sechseck, wie
man unmittelbar erkennt. Damit lassen sich alle Kantenbilder des
Wiirfels in der Zeichnung eintragen, wobei zu beachten ist, dafi die
drei von der Ecke 4 ausgehenden Kanten in der
Projektionsrichtung E —> 4 unsichtbar sind,
weil sie durch den undurchsichtig gedachten
Wiirfel verdeckt werden. Solche unsichtbar ge-
dachten Kanten werden in den Zeichnungen der
darstellenden Geometrie entweder weggelassen
oder gestrichelt angedeutet. '

21. Eingeschriebene Kreise der Wiirfelfléichen.
a| Um auch die Kreise abzubilden, die in den in
der Ecke E zusammenstoBenden Wiirfelflichen
/J liegen und diesen Quadraten eingeschrieben sind,

Abb. 24. Normalprojektion des Wiirfels.

ez

a denke man sich z. B. die Wiirfelflaiche G BH um
Kante’AE’?ﬁ’%‘cﬁiﬁ_ wna  ©ine Hauptlinie umgeklappt in eine Hauptebene,
Kérperdiagonale. um den Zusammenhang von Normalprojektion

und Umklappung einer ebenen Figur zu verwerten (16). Da die Punkte
G und H gleiche Kote z, haben, ist ihre Verbindungsgerade eine Haupt-
gerade der betrachteten Wiirfelfliche. Im Interesse einer iibersicht-
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lichen Anordnung der Abb. 26 liegt es aber, als Drehachse die Haupt-
gerade b des Punktes B zu wéhlen, die ja zur Geraden G'H parallel ist.
Die Umklappung (£) der Ecke E fallt dann in die Normale aus der
Projektion £’ auf die Drehachse und der Drehungsmittelpunkt B des
Punktes £ liegt im FuBpunkt dieser Normalen auf der Drehachse .
Die Konstruktion der wahren Grofle des Drehradius BE ergibt sich
aus der seitlichen Umlegung seines Differenzendreiecks, wobei der
Kotenunterschied z der Punkte B und E der Abb.24 entnommen
werden kann.

Weil man nun die Drehachse 2 und ein Paar entsprechender Punkte
E" und (E) der Projektion und der Umklappung der Wiirfelfliche
kennt, so kennt man hinreichend Bestimmungsstiicke der Affinitdt (16),
welche beide Systeme verkniipft. (E)
Daher kann man zur Darstellung
des dem Quadrat EGBH einge-

schriebenen Kreises schreiten. a7 | a
Zu dem Ende wird man einmal (@ 1 ) )
die Umklappung (£)(G)(B)(H) der | a ‘ a

Wiirfelflaiche, dann den eingeschrie- ‘
benen Kreis zeichnen und die ganze ‘ \

Figur zuriickklappen, indem man da- 2 } g

bei die beiden Grundgesetze des J | N )

affinen Zusammenhanges benutzt (14). g - H

Man wird insbesondere auch die vier N P

Beriihrungspunkte des Kreises mit T ]
Abb. 26

den Wiirfelkanten eintragen, sowie
die Hauptachsen der Ellipse (16).

22. Darstellung des Dreikants. Kennt man geniigend Bestimmungs-
stiicke eines Dreikants, so kann man es darstellen und die noch feh-
lenden Stiicke konstruieren. Es seien zwei Bestimmungsfille heraus-
gegriffen:

a) Vom Dreikant kennt man eine Seite b und die beiden
anliegenden Winkel &« und y. In Abb. 27 sei die bekannte Seite b
in die Projektionsebene gelegt, der Punkt O sei der Scheitel des Drei-
kants. Rechtwinklig zu den Schenkeln m und » des Winkels b lege
man Neigungswinkelebenen, welche die Winkel &« und y des Drei-
kants enthalten und mit ihnen umgelegt werden moégen. Dann kann
man in der Umlegung zwei Punkte 4 und ¢ bestimmen, die in den
beiden unter den Winkeln &« bzw. y gelegten Ebenen die némliche
Kote z haben. Man kann somit durch diese Punkte 4 bzw. C die Haupt-
geraden / bzw. k in den erwihnten Ebenen ziehen. Thr Schnittpunkt P
ist ein Punkt, welcher auf der Schnittgeraden dieser zwei Ebenen,
also auf der zu bestimmenden dritten Kante des Dreikants liegt.

Eingeschriebene Kreise der Wiirfelflichen.
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Zur Bestimmung der noch fehlenden Stiicke des Dreikants seien
zuerst die Seiten @ und ¢ konstruiert. Dazu hat man die beiden Seiten-
flachen, die sie enthalten, um die Winkel 180° —« und 180° —y umzu-
klappen in die Ebene der dritten Seite b. Die Kantenpunkte 4, und C,
mogen dabei nach (4,) bzw. (Cy) kommen, so daB die Geraden O(4,)
und O(C,) die Umklappungen der Kante OP sind und die gesuchten
Seiten a bzw. ¢ begrenzen.

Um den dritten Winkel 8 des Dreikants zu konstruieren, denke
man sich eine ihn enthaltende Neigungswinkelebene gelegt, etwa die

Abb. 27. Darstellung des Dreikants.

durch den Punkt P gehende. Um den rechten Winkel, den sie mit der
Kante O P bildet, benutzen zu kénnen, werde die projizierende Ebene
dieser Kante umgelegt in die Projektionsebene, wobei der Punkt P
nach [P] zu liegen kommt, in die Normale aus dem Punkt P’ zur Dreh-
achse OP' und in die Entfernung P'[P]=z. Zieht man dann im
Punkte [P] die Normale zur Geraden O[P], so erhélt man auf der Dreh-
achse einen Punkt £ der Spur e der Neigungswinkelebene, und diese
selbst ist rechtwinklig zur Projektion O P’ (19). Die Spur e treffe die
anderen Kanten des Dreikants in den Punkten M und N, so dal} die
Verbindungsgeraden dieser beiden Punkte mit dem Punkte P die
Schenkel des gesuchten Winkels £ sind. Kommt bei der Umklappung
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der Neigungswinkelebene in die Projektionsebene der Punkt P nach
(P). so ist der Winkel M (P)N die wahre GroBe des Winkels.

b) Vom Dreikant kennt man die drei Seiten. In Abb. 28
seien die drei Seiten a, b und ¢ aneinander mit dem gemeinsamen
Scheitel O angetragen. Die Schenkel % und » konnen dann aufgefaBt
werden als die Umklappungen der der Seite b gegeniiberliegenden Kante

Abb. 28. Dreikant aus den drei Seiten.

in die Ebene dieser Seite. Wahlt man daher einen Punkt P dieser Kante
in beiden Umklappungen, so dall O(P)= O{P} ist, so laBt sich die
Projektion P’ desselben finden als der Schnittpunkt der beiden Nor-
malen aus den Punkten (P) und {P} auf die Drehachsen m bzw. n.
Die Gerade O P’ ist dann die Projektion der |
dritten Kante des Dreikants. |

Die noch fehlenden Winkel «, 3 und y
des Dreikants ergeben sich durch nahe-
liegende Konstruktionen, die man am besten
an Hand der Abb. 27 sich zurechtlegt. —

23. Darstellung eines Vierkantloches in
einer und in zwei Normalprojektionen. In
Abb. 29 sei ein Vierkantloch in normaler
Projektion dargestellt, so zwar, daf} die Pro- |
jektionsstrahlen in der Kantenrichtung ver- _ Abb. 29,

. . . . . .. Grundri3 eines Vierkantlochs.

laufen. Diese eine Projektion gentigt zur
Erkenntnis der Abmessungen des Koérpers, wenn man den Kotenunter-
schied der beiden Endflichen. also die Hohe h, angibt.

Aufschlufireicher fiir das Aussehen des Gegenstandes ist es, wenn
man in Abb. 30 noch eine andere Normalprojektion gibt. Sie ist auf
eine Profilsehene gedacht, die in Abb. 29 durch ihre Spur 4 B gegeben




98 Zugeordnete Normalprojektionen.

ist. Abb. 30 wird vorteilhaft als Schnitt 4 B des Gegenstandes ge-
deutet. In dieser Projektion erscheint die Hohe A unmittelbar.

| Noch zweckméaBiger ist es, einen Zusam-
; menhang dieser beiden Normalprojektionen
| % herzustellen (s. Abb. 31). Die beiden Normal-
} projektionen sind gedacht auf zwei zu-
i einander rechtwinklige Projektions-
|
|
|
|
1

ebenen, die namlichen, die schon in den

Abb. 29 und 30 ihrer Lage nach verwendet

wurden. Die zweite Projektion oder der

Aufrifl ist dabei umgelegt gedacht in die

| Ebene der ersten Projektion oder des

__Abb, 30. Grundrisses. Drehachse ist die Projek-

Aulrif eines Vierkantlochs 4 onsachse x der Abb. 31. In dieser gegen-

seitigen Lage heiflen die beiden Normalprojek-

tionen einander zugeordnet. Sie geniligen zusammen, um dem Be-

schauer ein vollstindiges Bild des dargestellten Gegenstandes zu

vermitteln, lassen die Abmessungen ent-

»  weder unmittelbar erkennen oder gestatten
ihre geometrische Konstruktion.

Die kotierte Normalprojektion, die den
Gegenstand dieses ersten Kapitels gebildet
hat, eignet sich vortrefflich als Einfiihrung
des Anféngers in die darstellende Geometrie.
Allein fiir zusammengesetztere Darstellun-
gen und Konstruktionen wird das fort-

77 wahrende Umlegen von Profilebenen léstig.
Es ist aber nétig, entweder um bekannte
Koten zu verwerten oder aber um unbe-
kannte Koten zu bestimmen. Auch ist

1 es leichter, sich aus zwei zugeordneten

&4 Normalprojektionen eine klare Vorstellung

des dargestellten Raumgebildes zu machen,

1 als wenn man einer Projektion in der

! Vorstellung immer die Koten der Punkte

hinzufiigen muB.
Mit diesen zugeordneten Normalprojek-
tionen befaflt sich das zweite Kapitel. —

/]

2r

|
|
!
'
]
|
T
]
]
|
I
]
1
|
|
1
!

5
\

r

Abb. 31.
Zugeordnete Normalprojektionen.

II. Zugeordnete Normalprojektionen.

24. Das Zweitafelsystem. Man wihlt zwei zueinander rechtwinklige
Projektionsebenen oder Projektionstafeln. Die erste Projektionsebene
wird héufig, namentlich wenn sie wagrecht gedacht wird, GrundriB}-
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ebene genannt, die zweite Projektionsebene, die dann senkrecht wird,
Aufrifliebene. Fallt man dann von einem Punkte A4 des Raumes aus
die beiden Normalen auf die Projektionsebene (vgl. die anschauliche
Darstellung dieser Raumfigur in Abb. 32), so treffen diese die beiden
Projektionsebenen in den beiden Projektionen des Punktes 4, ndmlich
die erste Projektionsebene 7 in der ersten Projektion A" (dem Grund-
riB) und die zweite Projektionsebene =, in der zweiten Projektion A"
(dem AufriBl) des Punktes 4.

Die Ebene durch diese beiden Projektionsstrahlen steht recht-
winklig zu den beiden Projektionsebenen. also auch rechtwinklig zu
ihrer Schnittgeraden, der
Projektionsachse. Somit ent-
halt diese Ebene den (rech-
ten) Winkel, den die beiden

Projektionsebenen  bilden. \ﬂ
Ist also X der Punkt, in
welchem die  betrachtete
Ebene der beiden Projek- A
tionsstrahlen die Projek- A’
tionsachse trifft, so ist der
~JA'X A" ein rechter. Das o,

Viereck 4.A4'X A" enthilt
somit drei rechte Winkel
bei den Ecken A’, A” und
X, so daB der vierte Winkel
bei der Ecke A4 auch ein
rechter ist, das Viereck also Abb. 32. Zweitafelsystem.

ein  Rechteck. Aus der

Gleichheit der gegeniiberliegenden Seiten 44’ und A” X bzw. 4 A"
und A’X ergeben sich die Sitze:

Die Entfernung eines Punktes von der Grundrifiebene
ist gleich der Entfernung seines Aufrisses von der Pro-
jektionsachse.

Die Entfernung eines Punktes von der Aufriflebene ist
gleich der Entfernung seines Grundrisses von der Pro-
jektionsachse.

Man kann die beiden Projektionen 4’ und A" eines Punktes 4
im Zweitafelsystem nicht vollig willkiirlich wéhlen, denn tdte man
es und wiirde man in den beiden gew#hlten Punkten A" und A" die
beiden Projektionsstrahlen normal zur ersten bzw. zweiten Projektions-
ebene errichten, so wiirden diese beiden Geraden einander immer dann
nicht treffen, windschief sein, wenn die beiden gewahlten Projektionen
A" und A" nicht in einer zur Projektionsachse rechtwinkligen Ebene
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liegen wiirden (vgl. eine derartige unzuldssige gegenseitige Lage der
beiden Punkte A’ und 4" in Abb. 33; es gibt keinen Raumpunkt 4,
dessen beide zugeordneten Normalprojektionen die Punkte 4’ und 4"
dieser Figur wéren).

Dagegen konnen zwei Punkte 4’ und A’ in den beiden Projek-
tionsebenen 7; bzw. 7, und in einer Normalebene zur Projektions-
achse liegend in dem Sinne
als zugeordnet betrachtet
werden, als es dann stets einen
Raumpunkt 4 gibt, dessen beide
Wz ‘ zusammengehorige Projektionen
sie sind. Und aus der Lage
der beiden zugeordneten Nor-
malprojektionen schlieft man
sofort auf die Lage des durch
4 sie dargestellten Raumpunktes:
dieser liegt einmal in der durch
die beiden Projektionen be-
stimmten Normalebene zur
Projektionsachse und dann in
den beiden sich schneidenden
Projektionsstrahlen, die man
in den gegebenen Punkten
normal zu den Projektions-
ebenen errichten kann.

25. Zusammenlegen der beiden Projektionsebenen. Es wire miih-
sam und umsténdlich, mit dem Zweitafelsystem in dieser Aufmachung
zu konstruieren. Man miifite ja in zwei zueinander rechtwinkligen
Ebenen zeichnen.

Daher zieht man es vor, sich zwar ein Zweitafelsystem zu
denken,abernur in einer der Projektionsebenen zu zeichnen.
Diese Anordnung 148t sich dadurch treffen, dafl man die eine der beiden
Projektionsebenen mit allem, was darinnen ist, umlegt, bis sie
mit der anderen zusammenfallt.

Dabei ist es unentbehrlich, sich iiber gewisse Annahmen zu verstin-
digen, den Sinn betreffend, in welchem diese Umlegung stattfinden soll.

Durch die beiden Projektionsebenen wird némlich der Raum in
vier Raumteile oder Quadranten zerlegt (vgl. die Abb. 34), die
folgendermaflen bezeichnet seien:

I. Quadrant: iiber der GrundriBebene und vor der Aufrilebene ;
1I1. v iiber der GrundriBebene und hinter der Aufrifiebene;
I1T. ), unter der Grundrifiebene und hinter der AufriBebene;

IV. " unter der Grundriflebene und vor der AufriBlebene.

N§|

N

Abb. 33. Windschiefe Projektionsstrahlen.
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Man kann nun, um Mifiverstdndnissen vorzubeugen, festsetzen, daB
das Zusammenlegen der beiden Projektionsebenen stets so geschehen
soll, daB dabei der 1. Quadrant gedffnet wird (s. die Angabe dieses
Umlegungssinnes in Abb. 34). PR

Nach der Zusammenlegung
der beiden  Projektionsebenen
werden die beiden zur Projek-
tionsachse normalen Seiten X A’
und X A” des in Abb. 32 be-
trachteten Rechtecks in eine zur
Projektionsachse normale Gerade ||
fallen, und man kann sagen: ‘

‘
i

Die beiden zugeordneten
Normalprojektionen  eines
Punktes fallen in eine Nor- V.
male zur Projektionsachse.

Solche Normalen zur Projek- Vi w
tionsachse nennt man Ordnungs-
linien der Zuordnung. Man kann
daher auch sagen:

Grund- und Aufriff eines —

. . . Abb. 34. Ineinanderlegen der beiden
Punktes liegen in einer Ord- Projektionsebenen.
nungslinie.

Abb. 35 enthilt die zugeordneten Normalprojektionen von Punkten
4, B, ¢ und D, die im I., IL, III. bzw. IV. Quadranten liegen,
wie sie nach der Zusammenlegung der Projektionsebenen zu liegen
kommen, wenn dabei, wie o4"
abgemacht, der I. Qua-
drant gedffnet wird.

Abb. 36 enthalt die
Projektionen von Punk- B : , x
ten, die besondere Lage
zZum Zweitafelsystem
haben, namlich

Punkt I liegt in der
Grundrifiebene.

Punkt F liegt in der o4’ o”
AufriBebene, Abb. 35. Punkte in den vier Quadranten.

Punkt G liegt in beiden Projektionsebenen, also in der Projek-
tionsachse; seine beiden Projektionen fallen zusammen.

Da die Entfernungen der Projektionen eines Punktes von der Pro-
jektionsachse gleich sind den Entfernurigen des Punktes von den
Projektionsebenen (24), so erkennt man, dall, wenn die beiden Projek-

EYY
oL’
51

01

or”
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Fr=F tionen des Punktes von der
Projektionsachse gleich weit
entfernt sind, der dargestellte
Punkt von beiden Projektions-
ebenen gleich weit entfernt sein
f'; G=6"6 muB, also in einer der beiden
' F x Halbierungsebenen der
Quadranten liegen muB.
So liegen in Abb. 37 die
Punkte
Fref H und J in der Halbierungs-
Abb. 36. Punkte in den Projektionsebenen.  ebene des I. bzw. des III. Qua-
dranten, und die Punkte
Ki=p" K und L in der Hal-
o bierungsebene des II. bzw.
oH" : des IV. Quadranten. Ins-
besondere ergibt sich also:
Die Raumpunkte
D B = z Mmit zusammenfallen-
den zugeordneten Nor-
malprojektionen liegen
S in einer Ebene, der Hal-
0J” bierungsebene des II.
und IV. Quadranten
by (Koinzidenzebene).
Abb. 37. Punkte in den beiden Halbierungséb:feu. . Das Ebenenbus?hel,’ das
die beiden Projektions-
T, ebenen 7, , 7, und die beiden Winkel-
halbierungsebenen 17,, 1, derselben
T 4 bilden und dessen Scheitelkante die
Projektionsachse ist, wird in
Abb. 38 dargestellt, gesehen (oder
450 projiziert) in Richtung der Projek-
T, 7, tionsachse.
26. KreuzriB. Es empfiehlt sich
in vielen Fillen, noch eine dritte
Projektionsebene einzufiihren,
/A YA rechtwinklig zu den beiden
ersten Projektionsebenen, also
Abb‘frzs . auch rechtwinklig zur Projektions-

Projektionsebenen und Halbierungsebenen.

achse, die man die KreuzriBebene
nennt. Durch die drei Projek-

tionsebenen wird der Raum in acht Teile (Oktanten) zerlegt, von denen
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einer, im I. Quadranten liegend, links von der Kreuzrilebene, als der

erste bezeichnet wird (s. die Numerierung der Oktanten in der anschau-

lich gedachten Abb. 39). Beim Zusammenlegen der drei Projektions-

ebenen in eine moge wieder der

erste Oktant geoffnet werden.

Dann zeigt Abb. 40, wie die drei z

Projektionen. 4’ (der Grundri$3), !

A" (der AufriB) und A" (der 7 i o
|

P

Kreuzril}) eines Punktes 4 zu 7
liegen kommen. Die Strecken / it
a, b und ¢ sind dabei die Ent- / I
fernungen des Punktes von den y.v i Y
|
|
|

Projektionsebenen.

Das Projektionssystem ist
dann ein Dreitafelsystem. /

Die Anordnung zeigt die /
enge Verkniipfung. die zwischen d
den Grundlagen der darstellen-
den Geometrie einerseits und
der analytischen Geometrie Abb. 30.
des Raumes anderseits besteht. Die acht Oktanten des Dreitafelsystems.
Man kann das Dreitafelsystem
auffassen als Koordinatensystem: die drei Projektionen sind die
Koordinatenebenen. die drei Projektionsachsen sind die drei zu-
einander rechtwinkligen Ko- PL
ordinatenachsen. und die 7#T
Entfernungen «. / und ¢
eines Punktes von den Pro- S|
jektions- oder Koordinaten- A 10
ebenen sind die drei Ko- *
ordinaten des Punktes,
durch die seine riumliche
Lage zahlenméfBlig bestimmt
ist.

27. Konstruktion  der
wahren Entfernung zweier L S
Punkte im Zwei- und Drei- A ¢ c o
tafelsystem. Es sei eine b, 40 ¥
Strecke 4 B gogeben durch Projektionen eines Punk.tes ‘im Dreitafelsystem.
ihre  beiden zugeordneten
Projektionen, den Grundriff 4’8" und den AufriB A4” B"”. Es ist
die wahre Linge der Strecke zu konstruieren.

Verschiedene Konstruktionsvorginge stehen zur Verfiigung.

F

¥4

Grossmann, (Geometric, 3
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Abb. 41 enthilt die Umlegung der ersten projizierenden Ebene
der Strecke in die GrundriBebene; die benétigten Koten @ und & der

Punkte entnimmt man dem Aufrifi.

ﬂn

A

Abb. 41. Umlegung der ersten
projizierenden Ebene einer Strecke.

A

A

Abb. 42. Umlegung der zweiten
projizierenden Ebene einer Strecke.

Abb. 42 zeigt dasselbe Vorgehen, aber mit Vertauschung der Rolle
der beiden Projektionsebenen: man legt die zweite projizierende Ebene
der Strecke um in die Aufriebene und entnimmt die dabei benétigten

Koten ¢ und d dem GrundriBl. —
Man kann aber auch die eine
oder andere projizierende Ebene
drehen, bis sie parallel wird zu
derjenigen Projektionsebene, auf
der sie nicht rechtwinklig steht:
Abb. 43 zeigt die Drehung der
ersten projizierenden Xbene der
Strecke 4 B um die zur GrundriB-
ebene normale Drehachse 4 A’ bis
zum Parallelismus mit der Aufrifi-
ebene. Dabei beschreibt der End-
punkt B einen Kreisbogen, der
sich im Grundrif} in wahrer Gestalt

/4»

G/

Vi 8’

Abb. 43. Drehung der ersten
projizierenden Ebene einer Strecke.

als der Kreisbogen zeigt, der durch den Punkt B’ geht und den Mittel-
punkt A’ hat, im AufriB aber als die Parallele durch B’ zur Pro-
jektionsachse. Damit kann man die beiden Projektionen der Endlage (B)
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des gedrehten Punktes B angeben.
Strecke 4B in der Lage .4(B) zur Aufrilebene parallel und er-
scheint mithin im Aufrif als 4" (B)"" in wahrer Linge.

Abb. 44 enthilt die Dre-
hung der zweiten projizieren-
den Ebene der Strecke 4 B
bis zum Parallelismus mit
der Grundrilebene.  Dreh-
achse ist dabei die Gerade
AA".

Abb. 45 endlich bestimmt
die wahre Liénge der Strecke
AB durch Umlegung ihres
auf die XreuzriBebene be-
zogenen Differenzendreiecks
[vgl. die Auseinandersetzung
dieser Methode in (4)].

28. Weglassen der Projek-
tionsachsen. Alle Konstruk-
tionen der darstellenden Geo-
metrie lassen sich im Zwei-
und Dreitafelsvstem durch-

"

35

Nach der Drehung ist die

! (8 ¥4 A
Bll
x
BI
8’
/ql
Abb. 44, Drehung der zweiten projizierenden

Ebene einer Strecke.

fithren. Allein es ist fiir viele Konstruktionen auf dem Zeichenbrett,
namentlich aber fiir die Anwendungen der darstellenden Geometrie,

zZ
/7” T /q///
5// 5/// x
l
X
7
(A)
/ .4
A Y
Abb, 45, Umlegung der dritten projizierenden Ebene einer Strecke.

vorteilhaft, das Projektionssystem noch etwas beweglicher zu ge-
stalten, damit es den dargestellten Raumgebilden noch zweckméBiger

angepafit werden kénne.

3*
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In Abb. 46 ist eine Strecke 4B durch ihre beiden zugeordneten

V)

Y,
A% l
4 2

N B8”

x

o A7
Y Z
» A

B

Abb. 46.

Differenzendreiecke einer Strecke.

P J&
B

Abb. 47.
Neigungswinkel einer Strecke.

Normalprojektionen dargestellt. Durch
Umlegen der beiden Differenzendreiecke
der Strecke ist ihre wahre Linge ! und
sind die Winkel 3, und f, ermittelt, die
sie ‘'mit den Projektionsebenen bildet.
Man kennt also vermdge dieser Kon-
struktionen alles, was die Lage der
Strecke im Raum kennzeichnet: Liange
und Neigungswinkel. Dabei beachte
man, dal man im Verlaufe dieser Kon-
struktionen keinen Gebrauch hat machen
miissen von der Lage der Projektions-
achse x; hitte diese eine andere, zur
ersten parallele Lage z* gehabt, so hitte
sich nichts gedndert, weder am Resultat,
noch an den XKonstruktionen selbst.
MaBgebend ist demnach nur die Rich -
tung der Projektionsachse, nicht ihre
Lage. Die Richtung der Projektions-
achse aber ist rechtwinklig zur Richtung
der Ordnungslinien. Man hétte also un-
beschadet die Projektionsachse ganz weg-
lassen konnen. Die so entstehende Abb. 47
148t sich leicht deuten.

Verzichtet hat man mit dem Weglassen
der Projektionsachse auf die Festlegung
und Kenntnis der Entfernungen der End-
punkte 4 und B der Strecke von den
beiden Projektionsebenen. Es lafit sich
allgemein sagen:

Ist in den-Zeichnungen der dar-
stellenden Geometrie die Projek-
tionsachse nur ihrer Richtung nach
(durch Angabe der Richtung der
Ordnungslinien) bestimmt, so sind
die Projektionsebenen nur ihrer
gegenseitigen Stellung nach, nicht
aber ihrer Lage nach festgelegt.
Die gegenseitige Lage der einzel-
nen Teile und die Abmessungen
der dargestellten Raumgebilde

lassen sich durch geometrische Konstruktionen ermitteln.
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Unbestimmt bleibt nur die Entfernung der dargestellten
Punkte von den Projektionsebenen.

Und dieser zuletzt erwihnte Umstand stellt die erhohte An-
passungsfahigkeit dieses weniger starren Projektionssystems an
die darzustellenden Raumgebilde und in bezug auf die zu losenden Auf-
gaben dar: da die beiden Projektionsebenen nur ihrer Stellung nach,
nicht aber ihrer Lage nach bestimmt sind, kann man sie parallel zu
sich selbst verschiebbar denken und dem dargestellten Raumgebilde
anpassen. Man hat keine festen, sondern bewegliche Projektionsebenen,
die man, je nach Bediirfnis, bald mit dieser, bald mit jener Parallelebene
zusammenfallen lassen kann.

Darum sollen in der Folge die Grundaufgaben der darstellenden
Geometrie gelost werden, ohne dal} eine feste Projektionsachse voraus-
gesetzt wird. Man kennt nur die Richtung der Ordnungslinien; da-
durch «ind die Projektionsebenen ihrer gegenseitigen Stellung
nach, nicht aber ihrer Lage nach, festgelegt.

29. Wahre Gestalt und GroBe ebener Figuren. Die Konstruktions-
methode, die hier zur Anwendung kommt — das Umklappen der
Figur mit ihrer Ebene um eine Hauptgerade in eine Hauptebene —
ist schon in (13) auseinandergesetzt worden. Die Durchfithrung
dieses Konstruktionsgedankens im System der zugeordneten Normal-
projektionen gibt Abb. 48. Da ist ein Dreieck 4 BC gegeben
durch seine beiden zugeordneten Normalprojektionen, den Grund-
rif A'B'C’ und den Aufri 4" B”C"”. Als Drehachse wihle man
in der Ebene eine erste Hauptgerade %, also eine in der Ebene
des Dreiecks liegende Gerade, die zur ersten Projektionsebene parallel
ist. Man wahlt sie, indem man ihren Aufrifl A" wihlt, parallel zur
Projektionsachse, also rechtwinklig zu den Ordnungslinien. Da nun
diese Hauptgerade ~ ganz in der Ebene des Dreiecks 4 BC liegen soll,
so wird sie dessen Seiten in Punkten schneiden miissen, die mit U,
V und W bezeichnet seien und deren Aufrisse U’'', V" und W'’ man
kennt als die Schnittpunkte des Aufrisses &” der Hauptgeraden mit den
Aufrissen der Dreieckseiten. Die Grundrisse U’, V' und W’ dieser
Schnittpunkte finden sich in den Ordnungslinien aus den Aufrissen
und auf den Grundrisssen der betreffenden Dreieckseiten. Die Zeichnung
mull dann die Genauigkeitsprobe aushalten, wonach die drei
Punkte U’, V' und W’ in einer Geraden, eben dem GrundriB A’ der
Hauptgeraden, liegen miissen. Damit kennt man die Richtung aller
ersten Hauptgeraden oder Spurparallelen der Ebene.

Um diese erste Hauptgerade h erfolgt nun die Drehung der Drei-
eckebene 4 BC bis zum Parallelismus mit der Grundrifiebene oder
also bis sie in die durch die Gerade & gehende erste Hauptebene
fallt. Dabei kommt die Umklappung (A4) des Punktes 4 in die
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Normale zu liegen, die man aus dem Grundrif 4’ zur Drehachse 4 fillen
kann. Der Drehungsmittelpunkt M des Kreisbogens, den der Punkt 4
beschreibt, ist der FuBpunkt dieser Normalen ; die Lénge des Drehradius
ist die wahre Lange der Entfernung der Punkte 4 und M und wird er-
mittelt durch seitliche Umlegung des Differenzendreiecks der Strecke 4 M .

Ist die Umklappung (4) eines Punktes bekannt, so ergeben sich die
Umklappungen der iibrigen Ecken und der Seiten des Dreiecks durch
Verwendung der normalen Affinitat, die zwischen Projektion und
Umklappung des Dreiecks besteht.

30. Zugeordnete Normalprojektionen eines Kreises. Abb. 49 gibt
eine Durchfiihrung der umgekehrten Aufgabe, aus der wahren Gestalt

A und Lage einer ebenen
Figur, hier eines Krei-
ses, die zugeordneten
Normalprojektionen zu
finden.

Der Mittelpunkt M
des Kreises sei gegeben
durch seine beiden zu-
geordneten Normalpro-
jektionen, die Ebene des
Kreises durch zwei in
ihr  liegende Gerade,
etwa durch die erste
Hauptgerade 2 des Punk:
tes M, und durch eine
zweite,siein Mschneiden:
de Gerade g. ,,(Gegeben‘
heifit in diesem Zusam-
menhange: gegeben je
durch ihre beiden zu-
geordneten Normalpro-
jektionen. Die GroéBe
des Kreises sei bestimmt

Abb. 48. Umklappung eines Dreiecks um eine Hauptlinie. durch den gegebenen
Radius 7.

Die Konstruktionsmethode ist schon einmal im Eintafelsystem
auseinandergesetzt (16). In Abb. 49 sei als Drehachse s eine erste
Hauptgerade der Ebene gewéhlt. Dann bestimmt sich der GrundriBl
des Kreises durch Umklappung seiner Ebene um die. Gerade s unter
Verwendung des affinen Zusammenhanges (16) zwischen Umklappung
und Normalprojektion. Aus dem GrundriB des Kreises 146t sich der
AufriB unmittelbar ableiten. Ist P’ der GrundriBl eines Kreispunktes,

N
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s0 bestimmt man den zugehorigen Aufrif P mit Hilfe der beiden
zugeordneten Projektionen einer Geraden, die in der Kreisebene liegt
und durch den Punkt P geht, etwa des Kreisdurchmessers M P. Trifft
nimlich der Grundril M’ P’ dieser Geraden die Gerade s’ im Punkte U’,
so liegt der zugehorige Aufrif (7" auf der Geraden s” und in der durch
U’ gehenden Ordnungslinie. Dann ist MU' der Aufri} des herange-
zogenen Kreisdurchmessers und enthélt den Punkt P”’. Auch Tangenten
der Aufriflellipse lassen sich in dhnlicher Weise ermitteln.

31. Der Zusammenhang zweier zugeordneter Normalprojektionen
einer ebenen Figur. Kennt man die zugeordneten Normalprojektionen
dreier Punkte ciner ebenen #
Figur, so ist damit die Lage
der Ebene bestimmt und ist
die Zuordnung der Projek-
tionen aller iibrigen Punkte
der Ebene bestimmt. Es 146t
sich dann das Konstruktions-
verfahren, das in (30) ange-
wendet worden ist. um aus
dem Grundrif des Kreises
den Aufril zu finden. ver-
allgemeinern.

Das Verfahren kommt
daraut hinaus. Punkte in
den beiden zugeordneten Nor-
malprojektionen darzustel-
len, dieim Raume eine Ebene
erfiillen.

In Abb. 50 wsei diese
Ebene durch die Projektio-
nen der Punkte 4, B und C
gegeben. Da die Projektions-
achse fehlt (27) und nur
mittelbar durch die Rich-
tung der Ordnungslinien ge-
geben ist, hat es keinen Sinn.
nach der Lagc des Dreiecks — app. 49. Zugeordnete Normalprojektionen eines Kreises.
A B(' in bezug auf feste Pro-
jektionsebenen zu fragen, z. B. die Spurgerade der Ebene 4 BC mit der
einen oder anderen Projektionsebene bestimmen zu wollen. Unbestimmt
bleiben die Entfernungen der Punkte A, B und C, sowie der iibrigen
Punkte ihrer Verbindungsebene von den Projektionsebenen, da diese
keine feste Lage haben.

(Z
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Bestimmt ist dagegen der Stellungsunterschied der Ebene A4 BC
gegeniiber den Projektionsebenen und bestimmt ist auch die gegen-
seitige Lage aller iibrigen Punkte der Ebene, so dal man die Zuordnung
der beiden Normalprojektionen der Punkte der Ebene treffen kann.

57 Ist P’ der Grundrif§

eines Punktes P der

Ebene A BC, so findet

man den zugehorigen

v _g Aufrif P”, indem man

4 2 gich in der Ebene und

i Z - durch den Punkt eine
v Gerade g gezogen denkt,
T deren GrundriB man

¢” durch den Punkt P’ be-
liebig zieht. Da diese

Gerade in der Ebene

ABC liegen soll, mull
sie die Seiten des Drei-
ecks A BC schneiden in
¢ Punkten U, V und W,
Abb. 50. Zugeordnete Normalprojektionen von Punkten deren Grundrisse man
in einer Ebene. kennt und deren Auf-
risse daher angegeben
werden konnen. Diese drei Aufrisse U”, V' und W’ miissen in einer
Geraden ¢ liegen (Genauigkeitsprobe!), und auf dieser liegt auch
der AufriB P’ des Punktes P. Unter Umstidnden kann man oder muf3
man auf die obener-
wihnte Genauigkeits-
probe verzichten und nur
mit zweien der drei
Punkte U, V und W ar-
beiten.

Abb. 51 zeigt diesen
Zusammenhang zwischen
AufriB und Kreuzri} einer
ebenen Figur. Abb. 52
wendet ihn an zur Be-
stimmung der zugeordne-

o o” ten Normalprojektionen
Abb. 51. Zugeordnete Normalprojektionen von Punkten ejnes ebenen Fiinfecks.

in einer Ebene.
Um den Zusammen-
hang zweier zugeordneter Normalprojektionen einer ebenen Figur
noch besser entwickeln, in Worte fassen und konstruktiv verwerten

%
W}

gl
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zu konnen, werde zunidchst ein Sonderfall der Abb. 52 betrachtet.
Es sei namlich in Abb. 53 angenommen, die Ebene 4 BC sei so ge-
geben, dafl die zugeordneten Projektionen dieser drei Punkte jeweilen
zusammenfallen. BEs sei
also A= A", B B” und
¢’'= C". Fihrt man dann
die Konstruktion durch,
die den beiden vorher-
gehenden Abbildungen zu-
grunde liegt, so ergibt
gich, daB fiur das Vieleck
ABCDE, dessen Grundril3
gegeben und dessen Aufrifl
abgeleitet wird, die beiden
zugeordneten Projektionen
aller Ecken zusammen-
fallen, daB also auch
D'=D" und E' E" ist.
Und was die Konstruktion
fur diese zwei Punkte der
Ebene ABC ergibt, das
gilt fiir alle ihre Punkte.
Und wire anderseits ein
Punkt X durch zusammen-
fallende Projektionen ge-
geben, so wiirde sich ergeben, dafl er mit den Punkten A BCDE
in einer Ebene liegt. s zeigt sich also:

Im Zweitafelsystem bilden alle Punkte des Raumes,

c=c”

Abb. 52. Zugeordnete Normalprojektionen eines
ebenen Vielecks.

AR

= V4

B'= B f’f [//

Abb. 53. Vieleck in der Koinzidenzebene.

deren zugeordnete Normalprojektionen zusammenfallen,
eine Ebene, die sog. Koinzidenzebene.

Man kann leicht die Neigung dieser Koinzidenzebene gegen die
beiden Projcktionsebenen ermitteln: die erste und zugleich zweite
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Hauptlinie der Ebene % und k steht rechtwinklig zu den Ordnungs-
linien, und die zu ihr rechtwinklige Spurnormalef bestimmt als Winkel
mit der ersten und zugleich mit der zweiten Projektionsebene 3;= 8,
= 45° (Abb. 54). Denkt man sich die horizontale Grundriebene

von vorn nach hinten gehend,
\/ die vertikale AufriBlebene von

oben nach unten, so verlauft

A=A’ (A) die Koinzidenzebene von hin-
ten oben nach vorn unten.

V32487 Jede andere Ebene, z. B.

die Ebene ABCDE der

A Abb. 50, schneidet die Koin-

o r" Ve #=p’  zidenzebene in einer Geraden,
der Koinzidenzgeraden der

Ebene, deren Punkte alle die

f_if” Eigenschaft haben, daf} ihre
zugeordneten Normalprojek-
tionen zusammenfallen (koin-
zidieren). Man ermittelt fiir
eine gegebene Ebene diese Gerade s, deren beide Projektionen natiirlich
zusammenfallen, indem man zweimal Grund- und Aufri von Geraden
der Ebene zum Schnitt miteinander bringt. In Abb. 55 ist s diese Koin-
4 zidenzgerade der Ebene 4 BC.

An Hand dieser Abbildung

erkennt man den Zusammenhang

der beiden Projektionen einer
ebenen Figur. Zwischen dem

8 Grund- und dem Aufrif einer
solchen Figur besteht eine Zu-
ordnung in dem Sinn, daf den
Punkten A4’, B’,... der einen

die Punkte A", B"”,... der
anderen entsprechen und ent-
sprechende Punkte parallele Ver-
~§’=s* bindungsgeraden haben und daf}

Abb. 54. Stellung der Koinzidenzebene.

a ™ ferner den Geraden 4'C’, B'C’,

... der einen die Geraden 4" C"’,

g B”(C”, ... der anderen so ent-

Abb. 55. Koinzidenzgerade einer Ebene. sprechen, daB die Schnittpunkte
V', U, ... in einer Geraden s’ liegen. Nach den in (14) eingefiihrten

Benennungen heilt dies, daB die beiden Figuren (schief)affin sind.
Die beiden zugeordneten Normalprojektionen einer
ebenen Figur sind affin. Affinitdtsrichtung ist die Rich-
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tung der Ordnungsstrahlen, Affinitédtsachse ist die Koin-
zidenzgerade der Ebene.

32. Eigentliche und uncigentliche Raumelemente. Die Bausteine oder
Elemente, aus denen die geometrischen Figuren zusammengesetzt
werden, sind die Punkte, Geraden und Ebenen. Die Geometrie
der Alten kannte nur den Punkt als selbstindigen Baustein der geo-
metrischen Figuren. Geraden. Ebenen, krumme Linien und Flichen
dachte man sich aus Punkten zusammengesetzt. Die neuere Geometrie,
die vom 19. Jahrhundert an entwickelt wurde, hat mit dieser Uber-
lieferung mit Nutzen gebrochen, indem sie auch Geraden und Ebenen
als selbstindige Bestandteile der Figuren heranzog. Aber schon einige
Jahrhunderte vorher gelang es, durch Erweiterung der Begriffe
Punkt, Gerade und Ebene Ausnahmen zu beseitigen, die den Aussagen
der Elementargeometrie anhaften.

Parallele Geraden haben einerlei Richtung, durch jeden Punkt des
Raumes 1aBt sich eine einzige Gerade vorgegebener Richtung ziehen,
lehrt die euklidische Geometrie. Es empfiehlt sich daber zu sagen,
daB parallele Geraden einen uneigentlichen Punkt gemein haben,
der in ihrer gemeinsamen Richtung in unendlicher Ferne liege.

Parallele Ebenen haben einerlei Stellung, durch jeden Punkt des
Raumes kann man eine und nur eine Ebene vorgegebener Stellung legen.
s empfiehlt sich wieder, eine Erweiterung des Begriffes ,,Gerade
vorzunehmen und zu sagen. dafl parallele Ebenen eine uneigentliche
Gerade gemein haben, die unendlich-fern liegt und aus nur uneigent-
lichen Punkten besteht. Denn jede Stellung enthalt unendlich viele
Richtungen. Und als Schlulstein dieses erweiterten Begriffsystems
spricht man von der uneigentlichen (unendlich-fernen) Ebene,
die alle uneigentliche Punkte und Geraden des Raumes enthalt. Diese
perspektivische Raumanschauung beseitigt alle Ausnahmen, die
in der euklidischen Elementargeometrie der Verkniipfung der Raum-
elemente zu Figuren anhaften.

33. Geometrie der Lage und Geometrie des MaBes. Was diesen Auf-
bau der geometrischen Figuren anbetrifft, so hat man zwei Moglich-
keiten zu unterscheiden. Spielen beim Aufbau MafBverhiltnisse eine
Rolle, wie gleiche Strecken, gleiche Winkel, rechte Winkel u. .,
g0 gehort die Figur der Geometrie des Malles an, wie dies bei den
Figuren der Elementargeometrie fast ausschlieflich der Fall ist. Wird
hingegen beim Aufbau der Figur abgesehen von metrischen Begriffen
oder Forderungen. so gehért die Figur, die aus der Verkniipfung der
Raumelemente entsteht, der Geometrie der Lage an. Es seien in
der Folge einige Beispiele solcher Figuren gegeben und einander gegen-
iibergestellt. welche Gegeniiberstellung ein Grundgesetz wird erkennen
lassen, das dic Geometrie der Lage beherrscht.
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Es seien zundchst in der Geometrie der Ebene (Planimetrie)
ein vollstdndiges Viereck und ein vollstdndiges Vierseit be-

trachtet.
Vollstandiges Viereck.

Ein vollsténdiges Viereck wird
gebildet durch wvier Punkte einer
Ebene, von denen keine drei in einer
Geraden liegen.

In Abb. 56 seien die Punkte 4, B,
C und D die Ecken des Viereckes.
Dann hat dieses sechs Seiten,
némlich die sechs Verbindungsge-
raden der Ecken zu je zweien. Die
sechs Seiten lassen sich zu drei

Paaren von Gegenseiten anordnen,
die je einen Diagonalpunkt be-
stimmen: X, Y und Z.

Vollstandiges Vierseit.

Ein vollstandiges Vierseit wird ge-
bildet von vier Geraden in einer
Ebene, von denen keine drei durch
einen Punkt gehen.

In Abb. 57 seien die Geraden a, b,
¢ und d die Seiten des Vierseits.
Dann hat dieses sechs Ecken, ndm-
lich die sechs Schnittpunkte der
Seiten zu je zweien. Die sechs
Ecken lassen sich zu drei Paaren von
Gegenecken anordnen, die je eine
Diagonalgerade bestimmen: z, ¥
und z.

\ o/

67\ | \

Abb. 56. Vollstandiges Viereck.

Die Gleichartigkeit des Eintretens der
Punkte und Geraden in die eine Figur,
der Geraden bzw. Punkte in die andere
ist in die Augen springend und nicht N
zu iiberhoren.

Sowie Punkte und Geraden die Ele-
mente der ebenen Figuren sind, bei denen die Ebene als Trager
der Figur auftritt, so kann man auch den Punkt als Tréger geo-
metrischer Figuren betrachten und die durch ihn hindurchgehenden
Geraden und Ebenen als Elemente nehmen, aus denen sich die
Figuren dieser Biindelgeometrie zusammensetzen. So leiten sich
z. B. aus den beiden Figuren, die in den Abb. 56 und 57 dargestellt
sind, zwei Gebilde der Biindelgeometrie ab, indem man von einem
Punkte 7, der auBerhalb der Ebene v der Figuren liegt, den Schein
derselben bildet, d.h. den Punkt durch Geraden und Ebenen mit
den Punkten bzw. Geraden jener Figuren verbindet. Die beiden

Abb. 57. Vollstindiges Vierseit.
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Gebilde der Biindelgeometrie. die dann entstehen, seien einander
gegeniibergestellt :

Vollstdndiges Vierkant. Vollstdndiges Vierflach.

Dieses hat vier Kanten, die nach | Dieses hat vier Flachen, die
den vier Ecken des vollstdndigen , nach den vier Seiten des vollstdn-
Viereckes gehen, sechs Flachen, | digen Vierseits gehen, sechs Kan-
nach den sechs Seiten der ebenen = ten, nach den sechs Ecken der
Figur gehend, und drei Diagonal- | ebenen Figur gehend und drei
kanten, nach den drei Diagonal- ‘ Diagonalfldchen, nach den drei
punkten gehend. Diagonalgeraden gehend.

7

Abb. 58. Vollstdndiges Vierkant. Abb. 59. Vollstdndiges Vierflach.

Hier erkennt man sofort, dafl Geraden und Ebenen gleichwertige
Elemente sind, aus denen sich die Figuren der Biindelgeometrie auf-
bauen. Und wie die ¥iguren der Biindelgeometrie durch Schein-
bildung aus denen der ebenen Geometrie hervorgehen, so kénnten
umgekehrt diese letzteren durch Schnittbildung aus den ersteren
erhalten werden.

Auch in der Geometrie des Raumes (Stereometrie) lassen sich
leicht durch die Verkniipfung der geometrischen Elemente Raum-
gebilde angeben, bei denen eine Gegeniiberstellung erkennen 1a6t,
dafl Punkte und Ebenen einerscits, Ebenen und Punkte anderseits
gleichartig in sie eintreten. Zwei der einfachsten derartigen Ge-
bilde sind

das vollstindige Viereck und das vollstandige Vierflach.

Vier Punkte, die nicht in einer | Vier Ebenen, die nicht durch einen
Ebene liegen und von denen keine | Punkt gehen und von denen keine
drei in einer Gieraden liegen, haben | drei durch eine Gerade gehen, haben
vier Verbindungsebenen zu je | vier Schnittpunkte zu je dreien,
dreien, sechs Verbindungsgeraden zu | sechs Schnittgeraden zu je zweien.
je zweien.
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Man nennt den Zweitakt, der in diesen Gegeniiberstellungen steckt,
die Dualitédt, die Figuren, die einander gegeniibergestellt sind, duale
Figuren. Wie man sieht, sind

in der ebenen Geometrie . . Punkt und Gerade,
in der Biindelgeometrie . . . Gerade und Ebene und
in der Raumgeometrie . . . Punkt und Ebene

duale Elemente.

Aber diese Dualitét beherrscht nur einen Teil der Geometrie. Es
gelingt nicht, z. B. zur Figur des Kreises der ebenen Geometrie oder
zur Figur des geraden Kreiskegels der Biindelgeometrie oder zur Figur
der Kugel der Raumgeometrie ein duales Gebilde anzugeben. TUnd
zwar kommt es in diesem Zusammenhange darauf an, ob bei der Bil-
dung des Raumgebildes, bei der Verkniipfung der geometrischen Ele-
mente Gebrauch gemacht worden ist oder nicht von Mafverhéltnissen.
Ist dies nicht der Fall — und dem war so bei den Figuren, die eben
einander gegeniibergestellt worden sind — so gehért die Figur der
Geometrie der Lage an, und es laBt sich eine ihr gegeniiber-
stehende duale Figur angeben. Wurde aber bei der Bildung des
Raumgebildes Gebrauch gemacht von MaBverhiltnissen oder MaB-
begriffen — und dies ist der Fall beim vorhin erwahnten Kreis,
beim geraden Kreiskegel und bei der Kugel — so gehort die
Figur der Geometrie des MaBes an, und es existiert keine duale
Figur.

Die Geometrie der Lage oder projektive Geometrie ist jiingeren
Datums als die Geometrie des MaBes oder metrische Geometrie.
Die uns von den Alten iiberlieferte Elementargeometrie enthilt
fast ausschlieBlich Raumgebilde, bei denen Maflverhéltnisse eine

. wesentliche Rolle spielen, die also der Geometrie des MaBes ange-
héren. _

34. Konstruktionsaufgaben. Wie die Raumgebilde entweder der
Geometrie der Lage oder der Geometrie des Mafles angehéren, so zer-
fallen auch die Konstruktionsaufgaben, die sich auf sie beziehen, in zwei
Gruppen, in deskriptive Aufgaben, d.h. in solche, wo abgesehen
wird von MaBverhiltnissen und nur die weitere Verkniipfung der Be-
standteile der Figur verlangt wird, und in metrische Aufgaben,
bei denen auch MaBverhiltnisse eine Rolle spielen. So ist z. B. die
Aufgabe, den Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene zu kon-
struieren, deskriptiver Natur. Die Richtigkeit der Konstruktion kann
visuell, d. h. mit dem Auge iiberpriift werden. Dagegen ist die Auf-
gabe, die wahre GroBe eines Winkels zu bestimmen, metrischer Natur;
zur Uberpriifung der Richtigkeit der Durchfiihrung miiBte der
Zirkel benutzt werden, um die MaBverhaltnisse der Figur nachzu-
priifen.
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Ist eine Konstruktionsaufgabe der rdumlichen Geometrie ge-
stellt und soll sie durch Konstruktion in den Projektionsebenen
nach den Methoden der darstellenden Geometrie geldst werden, so
hat man zwei Schritte scharf auseinanderzuhalten: den Kon-
struktionsgedanken und seine zeichnerische Durchfiihrung.
Erst mufl man sich dariiber klar sein, welche Verkniipfung der ge-
gebenen geometrischen Elemente vorzunehmen ist. Dann erst
kann man konstruieren, d. h. in den Projektionen durchfiihren,
was sich im Raum abspielen soll. Der Anfinger hiite sich davor,
sofort und aufs Geratewohl zeichnen zu wollen, bevor er sich im
klaren ist, was er eigentlich will. Dieser Grundsatz gilt nicht nur
fiir die darstellende (feometrie. sondern fiir alle konstruktiven Wissen-
schaften.

Aus den vorhergehenden Abbildungen geht hervor, daf}, wenn sich
zwei Gerade im Raum schneiden, die Schnittpunkte zugeordneter
Normalprojektionen in einer Ordnungs-
linie liegen miissen.  Demgegeniiber
stellt Abb. 60 zwei Geraden ¢ und !
dar,die nicht in einer Ebene, sondern wind-
schief liegen.

|
Z/ «r / /
Abb. 60. Projektionen windschiefer Geraden. Abb. 61. Schnittpunkt einer Geraden
und einer Ebene.

a) Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene. ZEine
Ebene sei in Abb. 61 gegeben durch die zugeordneten Normalprojek-
tionen zweier sich schneidender Geraden g und /. Eine gegebene Gerade &
soll mit ihr geschnitten werden.

Konstruktionsgedanke: man legt durch die Gerade % eine Hilfs-
ebene, bestimmt ihre Schnitt gerade s mit der gegebenen Ebene
und bringt die beiden Geraden %k und s zum Schnitt. Dieser
Schnittpunkt D liegt ja sowohl in der Geraden k£, wie auch in
der gegebenen Ebene, denn er liegt auf der Geraden s.

Abb. 62 zeigt die zeichnerische Durchfithrung dieses Konstruk-
tionsgedankens bei Verwendung der ersten projizierenden Ebene
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der Geraden % als Hilfsebene.
der Geraden s mit dem Grund-
riB k' zusammen. Die Ge-
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Abb. 62. Schnittpunkt einer Geraden
und einer Ebene.
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Abb. 64. Durchdringung zweier ebener Vielecke.

/

Dann fillt niamlich der Grundrif} s’

Abb. 63. Schnittpunkt einer Geraden und einer
Ebene.

raden kund s heilen Deckgerade.
Den AufriB s’ der Schnitt-
geraden s findet man aus den Auf-
rissen der beiden Punkte Uund V,
in denen die projizierende Hilfs-
ebene die Geraden g bzw. [ schnei-
det. Damit kennt man den Aufrifl
des gesuchten Schnittpunktes D
und findet in der Ordnungslinie

" durch diesen Punkt auch den

GrundriB.
In Abb. 63 ist die zweite pro-
jizierende Ebene der Geraden k

, verwendet.

b) Schnittgerade zweier
Ebenen. Zwei Ebenen seien
durch die Dreiecke A BCund DEF
gegeben; man bestimme ihre
Schnittgerade s.

In Abb. 64 sind die Schnitt-
punkte X und Y der Geraden
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DE und DF der einen Ebene mit der anderen bestimmt. Die ge-
suchte Schnittgerade ist dann die Verbindungsgerade dieser beiden
Punkte.

35. Normalstellung. Es sei eine metrische Aufgabe angefiigt, die
Normalstellung einer Geraden zu einer Ebene betreffend. Mit dieser
Aufgabe erledigen sich grundsitzlich auch alle tbrigen, die Normal-
stellung von geometrischen Elementen angehend.

In Abb. 65 sei eine Ebene gegeben durch zwei sich in einem
Punkt 4 schneidende Geraden g und /. Von einem Punkte P werde
die Normale » zu dieser
Ebene gezogen.

Der Grundgedanke fiir
die Losung ist  bereits
in (19) gegeben, es gilt,
den dort erkannten Satz
anzuwenden auf das Zwei-
tafelsystem. So kommt
man zu dem Ergebnis:

Ist eine rerade
rechtwinklig zu einer
Ebene, so ist ihr
GrundriB rechtwinklig
zur ersten. ihr Auf-
riB rechtwinklig zur
zweiten Hauptgeraden 4
der Ebene.

Man hat also in Abb. 65
zuerst die beiden Haupt-
geraden % und & der Ebene
ihrer Richtung nach zu ,
konstruieren; dann ist n’ /
rechtwinklig zu 7" und »'" ) 65
zu k.

36. Anzahl und Anordnung der Projektionen. Zwei zugeordnete Nor-
malprojektionen bestimmen die gegenseitige Lage der Eckpunkte des
dargestellten Korpers, bestimmen die Anordnung seiner Teile, seine
Form. Aber nur dann — und diese Bedingung wird in den Maschinen-
zeichnungen nur selten erfilllt —, wenn die zusammengehérigen
Projektionen der Punkte kenntlich gemacht sind, etwa
durch Buchstabenbezeichnungen. So kann man sich zum Beispiel
die Form des Gegenstandes. der durch die beiden Projektionen der
Abb. 66 dargestellt ist, leicht zusammenreimen. Trotz dieser Moglich-
keit und um Buchstabenbezeichnungen tunlichst vermeiden zu kénnen,

2

Normale von einem Punkt auf eine Ebene.

Grossmann, Geometric, 4
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zieht man es im Maschinenbau vor, weitere Projektionen und Schnitte
hinzuzufiigen, also etwa den Gegenstand der Abb. 66 darzustellen durch
die drei Projektionen der Abb. 67. Nur mufl man dabei Festsetzungen

ya

ET:

!:/—\

[ -

8

Abb. 66.
. Bezeichnung zugeordneter

Normalprojektionen der Ecken.

Abb. 67.
Drei zugeordnete Normalprojektionen.

iiber die Anordnung der Projektionen treffen, um Unklarheiten
und Irrtiimer iiber die Begriffe Links und Rechts, Oben und Unten,
Vorn und Hinten zu vermeiden. Diese Festsetzungen sind mehr oder

S & G

v J

weniger willkiirlich, wech-
seln auch von einem Lande
zum anderen, sind aber

2 617

7 3 . .
d in neuerer Zeit innerhalb
der Landesgrenzen der

“A1Z_ 8 meisten Kulturlander nor-

L} . B 7«

Y 3 5

7 2

Abb. 68. Anordnung der Projektionen nach deutschen dustrienormen
und schweizerischen Normen.

miert. In Deutschland sind
es die Deutschen In-
(DIN),
in der Schweiz die Normen

des Vereins Schweizerischer Maschinenindustrieller (VSM-
Normalien), welche neben den Abmessungen der wichtigsten Maschinen-
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Abb. 69. Anordnung der Projektionen

nach amerikanischen Normen.

elemente auch die Anordnung und
Ausfiihrung der technischen Zeich-
nungen regeln.

Abb. 68 zeigt diese Anordnung.
Sie ist die némliche fiir die beiden
genannten Normalienausschiisse. Ein
Quader, dessen Ecken mit den Ziffern
1—8 bezeichnet seien, sei so gestellt,
dafl seine Flachen parallel sind der
Grund-, Auf- und Kreuzriiebene (26).
Dann zeigt die Abbildung die gegen-
seitige Anordnung der sechs Haupt-
ansichten des Quaders.

Verschieden davon ist die Anord-

nung der Projektionen, wie sie in Amerika tblich ist. Abb. 69
zeigt dieses Verfahren, das ein folgerichtiges Abwicklungsverfahren
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ist. Die Quaderflichen seien mit Buchstaben bezeichnet und vom
Quader ein Netz gebildet, wie es die Abbildung zeigt.

ITI. Neue Projektionen.

37. Umprojizieren. Ein Gegenstand ist durch zwei seiner zugeord:
neten Normalprojektionen vollig bestimmt. Wohlverstanden, dabei
miissen die beiden Normalprojektionen der einzelnen Punkte einander
wirklich (etwa durch eine Buchstabenbezeichnung) zugeordnet sein (36).
Weitere Projektionen miissen mit den zwei gegebenen im Einklang
stehen, koénnen aus ihnen abgeleitet werden. So wiederholt sich in

D

|
j

Ahbo70. Anordnung der Projektionen (Gleitschuh).

Abb. 70 der Kotenunterschied zweier Punkte beziiglich der Aufrif-
ebene, der im Grundrif3 erscheint, in der dritten Projektion, im Kreuz-
riff.  Dies erscheint jedem, der bei Betrachtung von Projektionen die
dargestellten Gebilde im Raum sieht, als selbstverstandlich. Es ent-
steht aber die allgemeine Aufgabe, aus zwei zugeordneten Normal-
projektionen eines Gegenstandes weitere Normalprojek-
tionen abzuleciten, eine Umprojektion vorzunehmen, zu trans-
formieren.

Leiten wir dic Regeln fiir dieses Umprojizieren ab.

In Abb. 71 sei von dem Wiirfel 4 BODEFGH ein neuer Grundrify
gezeichnet, so zwar, daf3 die neuen Ordnungslinien die Richtung 4" 4"
haben. Es kommt dies darauf hinaus, dafi man die Stellun g der Grund-

4%
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rilebene abéndert. Sie steht nach der Transformation nicht mehr
rechtwinklig zu den Ordnungslinien 4’4", sondern zu den Ordnungs-
linien 4" A"

Da bei dieser Transformation der Stellung der GrundriBlebene die
Stellung der Aufriebene ungeéindert bleibt, so bleiben auch die Koten-
unterschiede y beziiglich der Stellung dieser Aufrilebene ungeéndert,
d. h. sie miissen in der dritten Projektion so gut erscheinen wie in der
ersten.

Dieses Wiedererscheinen der Kotenunterschiede beziiglich der fest-

ﬂ 4 0// B” cl/
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Abb. 71. Umprojizieren eines Wiirfels.

gehaltenen Projektionsebene ist die einzige Transformationsregel. Es
folgt daraus, dal man in der dritten Projektion, die man abzuleiten
hat, ein Ausgangsniveau, z. B. dasjenige des Punktes C, beliebig
wihlen darf. Die neue, dritte Projektionsebene ist eben auch nur ihrer
Stellung, nicht ihrer Lage nach, bestimmt.

Das Umprojizieren wird also beherrscht durch die Regel:

Andert man' die Stellung einer Projektionsebene, so
bleiben die Kotenunterschiede in bezug auf die andere un-
gedndert.

Abb. 72 zeigt die Konstruktion eines neuen Aufrisses des Wiirfels
ABCDEFGH bei Beibehaltung der Stellung der Grundrifiebene. Hier
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sind es die Kotenunterschiede z, der Punkte beziiglich der Stellung
der Grundrifiebene, die ungedndert bleiben. —

f’”
£l Fig" 1
F///
/q v/
N o
B Y/
AD" H//C// G\///
A B 7"
C”
7
OH’ o6’

Abb. 7

2. Umprojizieren eines Wiirfels.

38. Losung von Konstruktionsaufgaben durch Umprojektion. Eine
Aufgabe der darstellenden Geometrie wird um so einfacher lésbar,

I

je besser das Projek-
tionssystem den gege-
benen Gebilden ange-
paBt ist. Ist eine An-
ordnung der Projek-
tionsebenen denkbar,
die besser ist als die
gegebene, so kann sie
durch  Umprojektion
erreicht werden.

a) Es soll der Liir-
zeste Abstand von zwei
windschiefen Geraden
der wahren Liange und
der Lage mnach be-

v
Abb, 73, Kiirzester Abstand windschiefer Geraden durch

Umprojizieren.

stimmt werden. Die beiden windschiefen Geraden g und [ seien durch
zwei zugeordnete Normalprojektionen gegeben (Abb. 73).

4
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Wire nun die eine der beiden Geraden, etwa g in Abb. 74, zu einer
Projektionsebene rechtwinklig, so wére der kiirzeste Abstand der beiden
Geraden zu dieser Projektionsebene parallel, wiirde also in wahrer
Lénge erscheinen.

Diese ausgezeichnete Lage des Geradenpaares kann man aber durch
Umprojizieren herstellen: man transformiert, so dafl die eine der beiden
Projektionsebenen, z. B. die Grundriflebene, zur Geraden g rechtwinklig
wird.

Das Einfithren einer neuen Grundriflebene erfordert aber zwei
Schritte; vorbereitend mufl auch die Aufrifiebene in ihrer Stellung
abgedndert werden, denn die beiden Projektionsebenen miissen
immer rechtwinklig zueinander stehen.

Dieser Forderung wird Rechnung getragen, wenn man zuerst die
AufriBebene in ihrer Stellung so abéndert, daB sie parallel wird zur
Geraden ¢, d. h. die neuen Ordnungslinien 4’4"’ miissen zu g’ recht-
winklig stehen. Man hat die neuen, dritten Projektionen g’’’ und 7'
der beiden Geraden g und ! zu bestimmen, indem
man je zwei ihrer Punkte umprojiziert und dabei
die Regel fiir das Umprojizieren beachtet. Das
Ausgangsniveau, z. B. des Punktes 4, kann be-
liebig gewédhlt werden.

Zweitens stellt man nun die GrundriBebene
rechtwinklig zur Geraden g, indem man die
Ordnungslinien parallel zu ¢'"" wihlt.

In der neuen, vierten Projektion haben dann
die beiden Geraden die besondere Lage gegen
das Projektionssystem, die in der Abb. 74 vor-
ausgesetzt wurde.

g In Abb. 73 ist der kiirzeste Abstand d = X ¥
Ab&gégcﬁﬂ{:fs&"gr;ﬂ“:ﬁ“d der beiden Geraden in die urspriinglichen Pro-
jektionen zuriickgefithrt worden. —

b) Es ist die wahre Gréfie und Gestalt einer ebenen Figur zu be-
stimmen.

Waire die ebene Figur parallel zu einer der beiden Projektionsebenen,
so wiirde sie in wahrer Gréfe erscheinen.

Da dies in Abb. 75 nicht der Fall ist, so wird man diese aus-
gezeichnete Lage durch Umprojizieren herstellen, z. B. machen, dafl
die Grundriebene zur Ebene der Figur parallel wird. Auch dies
erfordert zwei Schritte. Vorbereitend muB die Aufriebene recht-
winklig zur Ebene des Vielecks gestellt werden, was dadurch gelingt,
daB man eine erste Hauptlinie » der Ebene des Vielecks bestimmt
und die neuen Ordnungslinien A4’A’’ parallel zum Grundrif A’

anordnet.

”

e
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Ot

In dieser neuen, dritten Projektion mull das Vieleck als Strecke
erscheinen, denn seine KEbene ist projizierend.

Nun kann man die GrundriBlebene parallel zur Ebene des Vielecks
legen. zu welchem Endzweck man die neuen Ordnungslinien recht-
winklig zur eben crhaltenen. dritten (geradlinigen) Projektion des
Vielecks anordnen muB.

}L//

C/V

0/!/

01

Abb. 75, Umprojizieren eines ebenen Vielecks zur Bestimmung seiner wahren Gestalt.

Die neue. vierte Projektion des Vielecks zeigt dessen wahre GroBe
und Gestalt.

39. Losung von Darstellungsaufgaben dureh Umprojektion. Auch die
Darstellung von Gegenstinden kann oft durch Umprojektion verein-
facht werden. Einige Beispiele mogen auch hier das Vorgehen zeigen.

a) Darstellung eines Krimmers. Eine Rohrleitung habe die
Achse a und erfahre an der Stelle O eine Knickung (Anderung der Rich-
tung und des Gefilles), so dall weiterhin & die Achse sei (Abb. 76).
Die beiden zylindrischen Rohre mit den Achsen @ und b und gleichen
Lichtweiten werden eine Durchdringungskurve haben, die es darzu-
stellen gilt.

Auch hier wendet man mit Vorteil eine Umprojektion an. Die Durch-
dringungsellipse der beiden Rohre erscheint als gerade Strecke, wenn die
beiden Achsen zur Projektionsebene parallel sind.

Man wird also die Stellung der Projektionsebenen so transformieren,
dal} die eine von ihnen zur Ebene der beiden Achsen a, b parallel wird.
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Da ist es zunichst notig, die andere Projektionsebene zur Ebene beider
Achsen rechtwinklig zu stellen.

In Abb. 76, wo die Achse b horizontal verliuft, wurde eine neue
AufriBebene rechtwinklig zur Achse b eingefiihrt. Dann erscheint diese
Achse b in der dritten Projektion als Punkt, und man hat die dritte
Projektion der Achse a zu finden, indem man die dritte Projektion 4"
eines ihrer Punkte 4 bestimmt, der zusammen mit dem Knickpunkt O
die Achse bestimmt.

Die vierte Projektion der Achsen erhélt man, indem man die neuen
Ordnungslinien 0’0V rechtwinklig zur Geraden a”’ legt. Die Achse b
VAl

Abb. 76. Kriimmer.

erscheint in dieser vierten Projektion als Gerade 'V = 0"’0' und die
Gerade a!¥ wird gefunden durch Transformation des Punktes 4.

In dieser vierten Projektion kann man nun, unter Benutzung der
bekannten lichten Weite der beiden Rohre, deren Umrilimantellinien
zeichnen. Man erhilt damit die vierte, geradlinige Projektion der
Ellipse, die beiden Rohren gemeinsam ist. Diese Kurve gilt es nun
zurlickzutransformieren.
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Es sei z. B. P ein Punkt dieser Durchdringungsellipse, gegeben
durch seine vierte Projektion PI¥. Es ist nun in erster Linie die Kote v
dieses Punktes P iiber der Achsenebene zu bestimmen. Dazu legt
man z. B. durch den Punkt O einen Normalschnitt des einen Zylinders,
z. B. des Zylinders mit der Achse 6. Trifft die Mantellinie des Punktes P
diesen Normalschnitt im Punkte . so erhdlt man in der Umlegung
des Normalschnittes die Kote v = @"[@] der Punkte @ und P. Da
diese Kote v die Entfernung des Punktes P von der Achsenebene ist,
so erscheint sie in dritter Projektion als Kotenunterschied der Punkte O
und P, erlaubt also die Angabe der dritten Projektion P’’’ des Punktes P.

Aus der dritten und vierten Projektion des Punktes P findet man
nun, unter Beachtung der Grundregel fir das Umprojizieren, die erste
Projektion P’ dieses Punktes und endlich auch die zweite Projektion P'’.
Es muB also der Kotenunterschied w der Punkte P und O, wie er in der
vierten Projektion erscheint. wieder auftreten als Kotenunterschied der
nédmlichen Punkte in der ersten Projektion, das eine Mal gemessen in
Richtung der Ordnungslinien 0'’@'", das andere Mal in Richtung 0'0""".

Um die Tangente ¢ im Punkte P an die gemeinsame Ellipse der
beiden Rohre zu bestimmen, hat man die Tangentialebene an den einen
der beiden Zylinder zu schneiden mit der Kurvenebene. In Abb. 76
wurde die Tangentialebene im Punkte P an den Zylinder mit der Achse b
gelegt. Diese beriihrt den Zylinder lings der Mantellinie P @, ihre Spur s
mit der Achsenebene (vierte Projektion!) kann also als parallel zur
Achse b gefunden werden durch den Spurpunkt S der Tangente in @
an den Normalschnitt des Zylinders (Umklappung!). Die vierte Pro-
jektion TV des Spurpunktes der gesuchten Tangente ¢ mit der Achsen-
ebene liegt dann im Schnittpunkt der Spuren beider Ebenen, die in der
Geraden 4 zum Schnitt zu bringen sind. Die dritte Projektion 7"
des Spurpunktes 7' liegt auf der Geraden a'”’, denn diese stellt die dritte
Projektion der projizierenden Achsenebene dar. Aus 7" und 77V
findet man durch Anwendung der Grundregel fiir das Umprojizieren
die Projektionen 7" und 7" des Spurpunktes der Tangente ¢ und
damit auch die Projektionen ¢ und ¢’ dieser Tangente.

Bei der Darstellung einer Kurve, wie hier der Durchdringungs-
ellipse der beiden Rohre, empfiehlt es sich, nicht nur das Konstruk-
tionsverfahren fiir einen allgemeinen Kurvenpunkt und
seine Tangente anzugeben, sondern auch ausgezeichnete Kurven-
punkte, deren Kenntnis fiir den Verlauf oder die Sichtbarkeit der
Kurvenprojektionen aufschlufireich ist, zu bestimmen. Solche Punkte
sind hier die 8 UmriBpunkte U, die Punkte, wo die Kurve im
Grund- oder Aufrif} eine Umrimantellinie des einen oder des anderen
Zylinders iiberschreitet. Nicht alle 8 Punkte sind einzeln zu be-
stimmen, denn ihre Lage ist nicht unabhingig voneinander.
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Erldutern wir die Konstruktion des Punktes U,, des UmriBpunktes
der Mantellinie des Zylinders b, auf der der Punkt 1 liegt. Man trans-
formiert zuerst den Punkt 1, damit man in der vierten Projektion seine

Abb. 77. UmriBpunkte fiir die Durchdringung zweier Zylinder.

Mantellinie angeben kann. Diese bringt man in U’V zum Schnitt mit
der Kurvenebene und transformiert den Punkt zuriick. Seine erste
Projektion U; hat Bedeutung als die Stelle, von wo fiir den Grundriff

ein Bogen — U,U, — der Durchdringungsellipse

den Umrif3 bildet.
/LS\ In dieser Weise kénnte man alle 8 UmriBlpunkte
L i i1 bestimmen. Allein man beachte, dafl die Punkte
! U, ... U, (und ebenso, im AufriB, U} ... U;) Be-
rithrungspunkte paarweis paralleler Tangenten der
Ellipse sind, also erstens paarweis in den End-
punkten von Ellipsendurchmessern liegen (U} U, und
ebenso U, U, gehen durch den Mittelpunkt 0" der
1 o1 GrundriBellipse), und daBl zweitens die 4 Punkte
U,U,U, U, ein Parallelogramm von leicht angeb-
barer Lage bilden. Abb. 77 gibt eine markantere
Skizze dieser Verhiltnisse und zeigt auch, welches
fir die erste Projektion die Umrifiverhéltnisse des Kriimmers sind.
b) Bei der Abbildung technischer Gegenstdnde bevorzugt man die
Gebrauchslage und wird dadurch oft gendétigt, mehr als zwei Pro-

D

/
-

Abb. 78.
Kugelkipplager.



Vereinfachte Bezeichnung der Projektionen. 59

jektionen des Gegenstandes zu zeichnen,
also weitere Projektionen aus zweien ab-
zuleiten.

Durch die beiden zugeordneten Pro-
jektionen der Abb.78 ist ein Kugel-
kipplager gegeben: in der Gebrauchs-
lage ist es auf der schiefen Fliche eines
Betonblockes befestigt und sein Kugel-
abschnitt entspricht der Kugelpfanne
einer auf diesem Auflager ruhenden Eisen-
konstruktion.

Aus den beiden Projektionen Nr. 1
und 2. deren MaBe aus der Abb. 78 er-
gichtlich sind. leitet man nun Abb. 79,
eine Draufsicht. ab. indem man sich '

von der Regel fiir das Umprojizieren

T

leiten laf3t.
40. Vercinfachte Bezeichnung der Pro-
jektionen. Im vorhergehenden sind die
zugeordneten  Nor-
malprojektionen in Abb. 79.  Umprojizieren
der herkémmlichen cines Kugelkipplagers.
Weise der darstellen-
den Geometrie be-
zeichnet: Ist z. B.
ein Punkt mit A4 be-
zeichnet, so ist seine
erste Projektion .4’
seine zweite Projek-
tion 4", weitere Pro-
jektionen A’ AV
usw. Allein diese Be-
zeichnungsweise  ist
im allgemeinen nicht
eingedrungen in das
Maschinenzeichnen.

]

Lo - —&--—
}
[ )

Dort werden, wie
schon crwihnt, cher
iiberschiissige Projek-
tionen oder Schnitte
eingefiihrt, als die Zu-
sammengehorigkeit
der Projektionen an-

Abb. 80. Herkémmliche Zuordnung. U’
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gegeben. Man kann nun aber einen Mittelweg einschlagen, der in der
Folge vielfach betreten werden wird. Man bezeichnet die Punkte und
Linien in den Projektionen wie die abgebildeten Originale und fiigt
ein fiir allemal durch Beschriftung hinzu, um welche Projektion des
Raumgebildes es sich handeln soll (,,GrundriB* oder ,,Aufri* oder
., KreuzriB‘‘ oder ,,Seitenri*“). Es kommt namlich in den Konstruktions-
figuren und Darstellungen der darstellenden Geometrie nicht vor, da@
ein Punkt und die eine
" seiner  Projektionen
gleichzeitig in einer
Zeichnung vorkémen.
Auch gelingt es leicht,
abgesehen von weit-
laufigen, abstrakten
Darstellungen, die hier
keine Rolle spielen, die
zwei oder mehr Pro-
jektionen eines Raum-
gebildes  auseinander
zu halten, so daB sie
sich nicht iiberdecken.
Die Abb. 80 und 81
geben die Gegeniiber-
% stellung der beiden Be-
schriftungsarten, der
herkémmlichen  und
der vereinfachten. Es
handelt sich um die
Konstruktion der Lage
des kiirzesten Abstan-
des XY zweier wind-
Abb. 81. Vereinfachte Zuordnung. schiefer Geraden g und
I. Nach der bekannten
Konstruktion der Stereometrie wahlt man auf der einen der beiden
Geraden, etwa auf ¢, einen Punkt A und legt durch ihn die
Parallele % zur anderen Geraden. Von einem Punkte E der
Geraden ! zieht man die Normale n auf die Ebene, die von den
Geraden g und % gebildet wird, und bestimmt ihren Schnittpunkt D
mit dieser Ebene. Dann hat man noch die Strecke D parallel
zu sich selbst zu verschieben, bis sie in die Lage X Y kommt, wo
sie die Geraden ¢ und ! schneidet.

Grundri
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IV. Axonometrische Projektion.

41. Zweck der Axonometrie. Die meisten zu technischen Zwecken
geformten Gegenstdnde weisen Kanten in drei zueinander rechtwink-
ligen Richtungen auf. Kanten, die in der Léngsrichtung, nach der Tiefe
und in die Hohe verlaufen. Es ist daher empfehlenswert, die drei
Projektionsachsen (29) so zu wiahlen, daf sie parallel zu diesen Haupt-
kantenrichtungen des darzustellenden Korpers verlaufen. Die ent-
stehenden drei Normalprojektionen (Grundrifl, Aufrifl und KreuzriBi)
zeichnen sich dann durch besondere Einfachheit aus, denn in jeder
dieser Normalprojektionen werden einzelne Kanten als Punkte, ein-
zelne Flachen als gerade Strecken erscheinen, dann namlich, wenn sie
zur betreffenden Projektionsebene rechtwinklig stehen, wenn sie proji-
zierend sind.

Aber diese Einfachheit wird erkauft durch erschwerte Ubersichtlich-
keit. Zwar der Fachmann wird solche technische Zeichnungen ,lesen‘
konnen, auch wenn es sich um verwickelter geformte und zusammen-
gesetzte Dinge handelt; es wird ihm gelingen, die rdumlichen Formen
sich aus den gegebenen Projektionen und Schnitten zusammenzu-
reimen. Aber immer dann, wenn auch dem Laien und Kéaufer ein
anschauliches Bild des Gegenstandes vermittelt werden soll oder wenn
den ausfiihrenden Arbeitern eine Unterstiitzung ihres Raumvorstellungs-
vermdbgens geboten werden soll, entsteht das Bediirfnis nach der
Herstellung besonders anschaulicher Bilder. Zwar, wenn
der darzustellende Gegenstand fertig vorliegt, wird ein photogra-
phisches Bild diesem Bediirfnis geniigen kénnen; ist aber der Gegen-
stand erst geplant. so versagt dieses Vorgehen. Auch empfiehlt sich
die Herstellung axonometrischer Zeichnungen und namentlich Skizzen
zu Studienzwecken. weil diese Téatigkeit den Studierenden zwingt,
sich den Gegenstand in allen seinen Teilen richtig vorzustellen, da
ein widerspruchsfreies axonometrisches Bild sonst nicht hergestellt
werden kann. ‘

Die Axonometrie lehrt die Herstellung solcher anschau-
licher Bilder von Gegenstidnden, wenn diese auf ein recht-
winkliges Projektions- oder Koordinatensystem (29) be-
zogen sind.

Die Methode der Axonometrie besteht darin, daf} sie lehrt,
von ecinem Gegenstand, von dem man die drei Risse oder auch die
MaBe in den Achsenrichtungen kennt, eine neue vierte Projektion
auf eine zu den drei Hauptprojektionsebenen schiefe Ebene herzu-
stellen. Diese vierte Projektion wird am besten wieder rechtwinklig
vorgenommen, weil dieses Projektionsverfahren Bilder liefert, die nicht
als ,,verzerrt” empfunden werden.
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42. Die Grundaufgabe der Axonometrie. Ein Gegenstand kann axo-
nometrisch abgebildet werden, wenn man es versteht, Kanten, die
einer der drei Hauptachsen parallel sind, abzubilden. Diese Aufgabe
aber gelingt, sobald man einen Punkt axonometrisch abbilden
kann, der durch seine drei Hauptprojektionen oder also auch durch
seine Koordinaten %, v und w seiner Lage nach im Projektions- oder
Koordinatensystem gegeben ist, welches wir zunichst fest voraus-
setzen, wihrend spéiter natiirlich auch in diesem Projektionsverfahren
eine Befreiung von festen Projektionsebenen und -achsen eintreten
muB, die auch hier nur ihrer Stellung bzw. Richtung nach gegeben
sein miissen.

Abb. 82 gibt die Lage der Bildebene 7 im Projektionssystem
durch Angabe der Punkte X, ¥ und Z, in denen sie die drei Projek-

2 tionsachsen schneidet, also auch
p AZK - durch Angabe ihrer Spuren
NG W 8y, Sy und s; mit den drei Pro-
. jektionsebenen. Der abzubil-
2 R v dende Punkt A sei durch seine
z drei Hauptprojektionen 4’, A"

x*! 0 \y und 4"’ gegeben.
T~ v Man wird vorerst dazu
5 oy schreiten, das Achsenkreuz,
g d. h. die drei Achsen x, y und
\’Z%y z, die sich im Anfangspunkte
Abb. 82, Bildebene in Dreitafelsystem. 0 schneiden, auf die Ebene 7

zu projizieren. Dazu hat man
nur den Projektionsstrahl, das ist die Normale n vom -Anfangs-
punkte O auf die Projektionsebene 7 zu féllen und den DurchstoB-
punkt O dieser Normalen mit der Ebene 7 zu bestimmen. Dann sind
die Geraden 0X, 0Y und OZ bzw. die axonometrischen Bilder der
drei Achsen x, y und z.

Allein die Abb. 82 enthélt nicht, worum es bei der Herstellung
axonometrischer Bilder zu tun ist. Soll das axonometrische Bild des
Achsenkreuzes und das Bild weiterer Gegenstédnde, die auf das Achsen-
kreuz bezogen sind, den anschaulichen Zwecken geniigen, fiir die sie
hergestellt werden, so ist eine Zeichnung zu entwerfen, fiir welche
die Ebene 7 die Zeichnungsebene ist, bei der also alles in wahrer
GroBe erscheint, was in dieser Ebene liegt. Das ist in Abb. 83 geschehen.
Der Abb. 82 wurden die Mafle entnommen, also die wahren Léngen
der Seiten des Dreiecks X YZ. Da nun (vgl. Abb. 82) die Geraden =’
und »’’ auf den Spuren s; bzw. s, rechtwinklig stehen, so sind die Punkte
Z*und Y* im Dreieck X Y Z HohenfuBpunkte (s. Abb. 83). Das axono-
metrische Bild O des Anfangspunktes O ist daher der Schnittpunkt
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der beiden Hohen ZZ* und Y Y* im Dreieck X YZ, und die dritte
Héhe geht durch den Hohenschnittpunkt O und ist axonometrisch das
Bild X X* der dritten 5
Achse. Man erkennt 1-
also:

Das axonome-
trische Bild des An-
fangspunktes  ist
der Hohenschnitt-
punkt im Spuren-
dreieck der Bild-
ebene, die axono-
metrischen Bilder
der Achsensind die
Hoéhen in diesem
Spurendreieck. /_/

Um nun den Punkt Y
A, derin Abb. 82 durch
seine drei Projektionen gegeben ist, axonometrisch abzubilden, sei in
Abb. 84 das Bild des Achsenkreuzes wiederholt (der Abb. 83 entnommen)

z

Z

&i

Abb. =3, Bild des Achsenkreuzes.

Abb. 34, Die Fundamentalaufgabe der Axonometrie.
angegeben. Die Abbildung des Punktes 4 wird am besten iiberblickt,
wenn man das Augenmerk auf den Quader 4 4°A4” A"'OU V W richtet
(Abb. 82), dessen Kanten die Koordinaten u, v, w des Punktes 4 sind.
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Diese Kanten werden in der axonometrischen Projektion verkiirzt er-
scheinen, und um diese Verkiirzung richtig anzugeben, wird man Um-
klappungen der Achsen z, y und z in die axonometrische Bild-
ebene vornehmen miissen. Klappt man eine der Projektionsebenen
in die Bildebene um, so kann man die Umklappungen zweier Achsen
benutzen. So ist in Abb. 84 die GrundriBlebene 7, umgeklappt worden.
Drehachse dieser Umklappung ist die Spur XY der GrundriBebene mit
der Bildebene. Nach der Umklappung wird der Punkt O in die Nor-
male zu liegen kommen, die man von seinem axonometrischen Bild O
auf diese Drehachse s, fillen kann ; diese Normale ist das axonometrische
Bild der z-Achse. Zu beachten ist ferner, dal der Winkel X0 Y der
beiden Achsen ein rechter ist, also in der Umklappung als rechter er-
scheinen muB8. Somit liegt die Umklappung (O) des Anfangspunktes O
auch auf dem Kreis iiber dem Durchmesser X Y, ist also einer der
Schnittpunkte dieses Kreises mit der vorhin erwihnten Normalen.
Die Geraden (0)X und (0) Y sind dann die Umklappungen der Achsen x
und y, denn die Punkte X und Y bleiben als Spurpunkte der Achsen z
bzw. y fest. Auf den umgeklappten Achsen (z) und (y) kénnen nun
die Quaderkanten OU = u bzw. OV = v (der Abb. 82 entnommen)
aufgetragen werden, und aus den Umklappungen (U) und (V) ihrer
Endpunkte findet man die axonometrischen Bilder U bzw. V.

Um endlich die letzte Quaderkante O W abzubilden, kénnte man in
gleicher Weise die Auf- oder Seitenrilebene in die Bildebene umklappen.
Es kann aber auch eine andere, durch die 2-Achse gehende Ebene um-
geklappt werden, am besten ihre projizierende Ebene. Dabei fallt der
Punkt O in die Normale aus dem Bild O zur Drehachse z, und zwar
auf den Kreis iiber dem Durchmesser ZZ*, denn der Winkel ZOZ*
ist ein rechter. Auf der umgelegten z-Achse [0]Z kann dann die Quader-
kante w abgetragen werden, und aus ihrem Endpunkt [W] findet
man dessen Bild W .

Kennt man die axonometrischen Bilder O U, O V und O W der drei
in O zusammenstoBenden Quaderkanten, so 148t sich leicht das axono-
metrische Bild des ganzen Koordinatenquaders des Punktes 4 ergiinzen,
da parallele Kanten parallele Bilder haben. Die Ecken 4’, 4" und 4"
im Quaderbild sind der axonometrische Grund-, Auf- bzw.
KreuzriBl des Punktes 4.

Hat man in dieser Weise einen Punkt 4 abgebildet, so lassen sich alle
iibrigen Punkte des Raumes leicht abbilden. Man hat nur zu beachten,
daB sich parallele Strecken parallel und gleich stark verkiirzt abbilden.

Dann ist zunéchst zu sagen, daB es nicht nétig ist, vorerst eine Abb. 82
zu entwerfen, welche die Lage der axonometrischen Bildebene 7 im
Dreitafelsystem gibt. Man kann unmittelbar in der Bildebene zeichnen,
und zwar kann man wahlen
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entweder das Spurendreieck X YZ der axonometrischen Bild-
ebene, wobei dann dessen Hohen die Achsenbilder sind,

oder aber diese Achsenbilder.

Allein weder die eine noch die andere Wahl ist véllig willkiirlich.

Das Spurendreieck der axonometrischen Bildebene ist
spitzwinklig.

Es lafit sich diese Beschrénkung in der Wahl des Spurendreiecks
der Bildebene an Hand der Abb. 82 leicht beweisen.

A7
z
VA

M7 L7
#
0 /\/2// \

L \
MZ T 2 T 2
#
W3
M I

Abb. 85. Proportionalwinkel.

43. Die axonometrischen Verkiirzungsverhilltnisse. Kennt man im
axonometrischen Bild das Achsenkreuz, so sind die Winkel, unter denen
die Projektionsachsen gegen die Bildebene geneigt sind, bestimmt,
und mit ihnen sind auch die Verkiirzungen bestimmt, welche Strecken,
die auf den Projektionsachsen oder parallel zu diesen liegen, bei der
axonometrischen Abbildung erfahren. Denn das Verkiirzungsver-
héltnis zwischen Normalprojektion einer Strecke und ihrer wahren Lange
ist bekanntlich der Kosinus des Winkels, den die Strecke mit der Bild-
ebene bildet (5).

In Abb. 85 sei das Bild des Achsenkreuzes gewahlt. Dann ist das
Spurendreieck der Bildebene zwar seiner Form, nicht aber seiner Grofle

Grossmann, (eometrie. 5
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nach bestimmt. Denn die axonometrische Bildebene kann parallel zu
sich verschoben werden, ohne daB sich die Neigung der Projektions-
achsen zu ihr andert, ohne daB sich also das axonometrische Bild
des Achsenkreuzes dndert. Die Lage der Bildebene im Achsenkreuz wird
erst festgelegt, wenn einer der Spurpunkte der Achsen mit der Bildebene
angenommen wird. Es sei z. B. der Spurpunkt X der z-Achse gewahlt
(auf dem Bild z). Dann gehen durch diesen Punkt die Spuren s, und s,
der Bildebene mit der Grund- bzw. AufriBebene, und zwar rechtwinklig
zu den Achsenbildern z bzw. y. Damit sind dann auch die Spurpunkte
Y und Z der beiden anderen Achsen bestimmt und die Spur s; der
KreuzriBebene als deren Verbindungsgerade, und sie mull der Probe
gentigen, rechtwinklig zu sein zum Achsenbild z.

Eine Strecke, die auf einer der Achsen liegt, wird nun um so stirker
verkiirzt werden, je groBer der Winkel ist, den die Achse mit der Bild-
ebene bildet. Man kann die Verkiirzungsverhiltnisse der Achsen am
besten iiberblicken und vergleichen, wenn man die Verkiirzungen
ermittelt, welche eine Einheitsstrecke e erfihrt, die man sich auf allen
drei Achsen aufgetragen denkt. Man denkt sich wieder, wie in (42), die
GrundriBebene um die Spur s, in die Bildebene umgeklappt und etwa
die projizierende Ebene der z-Achse um ihre Spur z in die Bildebene
umgelegt und erhilt so die axonometrischen Bilder 0U, OV und O W
der Einheitsstrecke.

Nennt man die Winkel der drei Achsen mit der Bildebene &, 8 und y,
so sind die Verkiirzungsverhaltnisse

oU N4 ow
Z - =cosx, -—=cosf}, ——=co8y.
e e e

Q!

44. Die Beziehung zwischen den drei axonometrischen Verkiirzungs-
verhiiltnissen. Die drei Verhiltnisse cosx, cos @ und cosy sind nicht
unabhiingig voneinander; zwei von ihnen bestimmen das dritte. Um
dies zu erkennen, beachte man, daBl in Abb. 85 die Winkel &, 8 und y
der Achsen mit der Bildebene erscheinen oder leicht konstruiert werden
konnen. Der Winkel 0Z[0] ist der Winkel y, den die z-Achse mit der
Bildebene einschlieBt. Ebenso kénnten die Winkel & und 3 gefunden
werden, indem man die projizierenden Ebenen der Achsen x bzw. y
umlegen wiirde. Auch erkennt man in der Abb. 85 den Winkel y*
der GrundriBebene mit der Bildebene, und man sieht, daB

x+a*=190° pB-4 p*¥=900% y+y*=90" (1)

Die drei Winkel &*, 8* und y* haben aber noch eine andere Bedeutung,
die man wieder in der Abb. 85 erkennt; es sind die Winkel des Strahles 0O
mit den Achsen (s. den Winkel y* = 0[0]Z).
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Statt also nach der Abhédngigkeit zu fragen, die zwischen den drei
Winkeln &, 3 und y besteht, die von der Bildebene mit den drei Achsen
gebildet werden, kann man auch nach der Beziehung fragen, die zwischen
den drei Winkeln a*, #* und y* besteht, gebildet von einem durch den
Anfangspunkt des Achsenkreuzes gehenden Strahl mit den Achsen.

Diese Beziehung zwischen den Richtungswinkeln einer Richtung

spielt in der analvtischen Geometrie des
Raumes und in der Mechanik eine grund- <C

a
im Achsensystem (s. die anschaulich ge-

legende Rolle und moge hier in Erinnerung
dachte Abb. 86). Dann erkennt man, dal
Abb. 86. Beziehung zwischen den

?

O auf die Bildebene fillen kann. KEs seien
a, b und ¢ die Koordinaten des Punktes O

gerufen werden.
Der Punkt O ist also der Fulpunkt der
Normalen, die man von dem Anfangspunkt
im Koordinatenquader des Punktes O a, b gy (o R ehtung.
und ¢ die Kanten. d =00 die Korper-
diagonale ist. dall also

d? = a® 4 b2+ ¢? (2)
ist.

Da nun; wie die Abbildung zeigt,

, b
cos X * == Z ,  cosd* = i cosy* = :l (3)

ist, so hat man nur die Gleichung 2) durch d? zu dividieren, um zu

erhalten
cos2x* — cos? 3% + cos?y* =1 (4)

oder also, mit Benutzung der Beziehungen 1)

sin2« - sin?f + gin?y = 1
oder endlich
cos2x - cos2F - cos2y = 2,

d.h. die Summe der Quadrate der drei axonometrischen
Verkiirzungsverhéaltnisse ist gleich 2.

45. Axonometrische Darstellungen. FEin Gegenstand, z. B. die
Sohllagerplatte der Abb. 87, soll axonometrisch dargestellt werden.

Man wird zuerst das Bild des Achsenkreuzes zu wihlen haben.
Dabei hat man zu beachten, dall das Spurendreieck der Bildebene,
dessen Hohen die Achsenbilder sind, spitzwinklig wird (42). In Abb. 88
sei das namliche Achsenbild vorausgesetzt wie in Abb. 85. Man kennt
also die drei axonometrischen Verkiirzungsverhiltnisse.

5¥*
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Dann sind immer noch zwei Voraussetzungen beziiglich der Lage
des Achsenkreuzes im Raum moglich. Ist d der Abstand O O des An-
fangspunktes von der Bildebene (Abb. 85), so kann angenommen
werden, daB der Anfangspunkt in diesem Abstand vor oder
hinter der Bildebene liege. Im ersten Falle sieht man die (hori-
zontale) GrundriBebene X0Y von unten, sieht also jede Horizontal-
ebene von unten, d. h. man sieht die dargestellten Gegenstinde von
unten. Im zweiten Falle ist es umgekehrt; alle Gegenstédnde erscheinen

iz im Bild als von oben ge-
I , sehen. Die Auswahl unter

o t— - I*O” ‘ diesen zwei Moglichkeiten

! I wird man treffen, indem

< man die Gegenstidnde so
.—x darstellt, wie sie dem Be-

© schauer in der Ge-

i brauchslage  erschei-

Abb. 87. Sohlplatte. nen. Hé’mgela.ger, Wellen-

kupplungen u. 4. wird man

von unten gesehen darstellen, FufBllager, Fundamentalplatten u. i.
dagegen von oben gesehen.

Dementsprechend werde die Sohlplatte Abb. 87 als von oben ge-
sehen dargestellt.

Fiir den Anfinger ist es empfehlenswert, einen bestimmten Punkt
des Gegenstandes als zusammenfallend mit dem Anfangspunkt O sich
vorzustellen (s. Abb. 87). Dabei ist es zweckmaBig, den Anfangspunkt
moglichst zusammenfallen zu
lassen mit einem Symmetrie-
zentrum des Gegenstandes, weil
dann das Auftragen der richtig
verkiirzten Kantenlingen Vor-
teile gewdhrt. '

Bei Gegensténden, die nur ge-
radlinige Kanten aufweisen wie
die Sohlplatte Abb. 87, handelt
es sich nun nur darum, die Kantenléngen, die in die Achsenrichtungen
fallen, im axonometrischen Bild richtig verkiirzt darzustellen. Da die
Verkiirzungsverhiltnisse fiir das Achsenbild der Abb. 88 bekannt sind
aus der Abb. 85, bleibt nur noch anzugeben, wie sich diese zahlreichen
Verkiirzungen konstruktiv am besten, das ist am genauesten und am
raschesten durchfiihren lassen. Es geschieht dies durch die Einfiihrung
sog. Proportionalwinkel. In Abb. 85 ist fiir jede der drei Ver-
kiirzungen einer, w,, w, und w;, ermittelt. Man ziehe, um z. B. w, zu
konstruieren, um einen Mittelpunkt M, einen Kreisbogen mit dem

Abb. 88. Axonometrisches Bild der Sohlplatte.
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Halbmesser e. d. h. einen Bogen des Einheitskreises. In diesen trage
man als Sehne L, K,, die nach dem Bild der y-Achse verkiirzte Ein-
heitsstrecke ab, also die Strecke O V. Dann ist der Winkel w, = <
LyM,K, der gesuchte Proportionalwinkel fiir die y-Achse.

Ist nun irgendeine Kante des Gegenstandes, z. B. seine halbe Breite b,
richtig verkiirzt anzutragen, so wird man, da diese Kante zur y-Achse
parallel ist, mit dem Radius b einen Kreisbogen K| L, um den Scheitel M,
des Proportionalwinkels w, schlagen. Die Sehne K;L; ist dann die
richtig verkiirzte Strecke und kann bei der Herstellung von Abb. 88
verwendet werden.

Der zeichnerische Vorteil der Einfiihrung von Proportionalwinkeln
(bei allen Arten von Verkiirzungen) besteht darin, da nur der Zirkel,
nicht auch das Lineal. verwendet werden mull beim Messen und Auf-
tragen der Mafle.

Es erhoht die Anschaulichkeit der axonometrisch dargestellten
Maschinenelemente oder -einzelheiten, wenn der Gegenstand ge-
schnitten dargestellt wird, wenn also z. B., wie es in Abb. 88 ge-
schehen ist, ein Viertel @ Oy herausgeschnitten wird.

Zu sagen ist ferner, dall sich die Axonometrie nur als anschauliche
Darstellungsmethode fiir Gegensténde von nicht zu gewaltiger GroBe
eignet, also eben fiir Maschinenelemente, Einzelheiten der Anordnung,
Apparate u. dgl.. nicht aber fiir groBe Maschinen, Bauten usw. Werden
derartige groBle Gegenstinde axonometrisch dargestellt, so entsteht
im Beschauer leicht das Gefiihl, es handle sich um ein kleines Modell
jenes Gegenstandes. Es macht sicb eben das Fehlen der eigentlichen
perspektivischen Wirkungen fiihlbar, die namentlich darin be-
stehen, daf} parallele Kanten im Bild zusammenlaufen sollten im sog.
Fluchtpunkt ihrer Richtung (man denke an photographische Bilder!).

46. Axonometrisches Bild der Kugel. An Gegenstinden, die man
axonometrisch darstellen soll, treten héufig Kreise, ganz oder als
Bogen von solchen, auf. Um das Wesentliche iiber ihre Abbildung
zu sagen, werde eine Kugel dargestellt, deren Mittelpunkt 3 z. B.
im Koordinatenanfangspunkt liege, ohne daBl diese Wahl eine Be-
sonderheit bedeuten wiirde. Als Bild des Achsenkreuzes werde in
Abb. 89 dasjenige der Abb. 85 iibernommen, so daB auch deren
Verkiirzungsverhéltnisse und Proportionalwinkel {ibernommen werden
kénnen.

Die Normalprojektion einer Kugel ist ein Kreis, dessen Radius
gleich dem Radius R der Kugel ist. Mit dem Kugelradius hat man
also um das axonometrische Bild M des Kugelmittelpunktes einen
Kreis zu ziehen, der den scheinbaren KugelumriB 4 bedeutet; der
wirkliche Kugelumrifl ist der KugelgroBkreis w, welcher in der durch
den Kugelmittelpunkt gehenden Parallelebene zur Bildebene liegt.
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Nun bestimmt man am besten die Bilder der sechs Punkte, in
denen die Kugel die drei Achsen x, y und z trifft. Sie seien mit 4, und 4,,
B, und B,, C, und C, bezeichnet. Um ihre Bilder zu finden, hat man
den Kugelradius nach den drei Achsen zu verkiirzen, etwa mittels der
Proportionalwinkel der Abb. 85.

Die Kugel wird von der Grundrifiebene in einem GroBkreis ge-
. schnitten, der sich im axonometrischen Bild als Ellipse darstellt.
Alle Durchmesser des Kreises verkiirzen sich bei der axonometrischen
Normalprojektion, mit Ausnahme des zur Bildebene parallelen Durch-
messers A B, der unver-
kiirzt bleibt und die groBe
Achse der Ellipse liefert.

Dje Ellipsentangenten
in den beiden Punkten
A, und A4, sind parallel
zum Achsenbild y, denn
die Kreistangenten sind
parallel zur Achse y.
Ebenso sind die Ellipsen-
tangenten in den Punkten
B, und B, parallel zum
Achsenbild z. Die Durch-
messer 4,4, und B, B,
sind also konjugierte
Durchmesser der Ellipse.

Um weitere Punkte
und Tangenten dieser El-
lipse zu finden, kann man

Abb. 89, Axonometrisches Bild der Kugel. nun den affinen Zusam-

menhang benutzen, der

zwischen Normalprojektion und Umklappung einer ebenen Figur be-

steht (16). Dabei wird der Kreis am besten umgeklappt in die durch

den Punkt M gehende Bildebene, so daf seine Umklappung zusammen-
fallt mit dem Umril «.

Festzuhalten ist insbesondere:

Liegt ein Kreis in einer der drei Hauptprojektions-
ebenen oder iiberhaupt in einer ersten, zweiten oderdritten
Hauptebene, so ist die grole Achse seiner Bildellipse als
Parallele zur Bildebene zu einem der Achsenbilder recht-
winklig.

Abb. 89 enthilt auch noch die Konstruktion eines Parallelkreises
der Kugel, eines Kleinkreises in einer ersten Hauptebene. Sei V das
axonometrische Bild des Mittelpunktes dieses Kleinkreises. Dann ist

Nt
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zuerst der Radius des Parallelkreises zu bestimmen, was durch eine
Umklappung der projizierenden Ebene der z-Achse geschehen konnte.
Um aber die Abb. 89 nicht durch zu viele Linien zu belasten, wurde
s0 vorgegangen: mit Hilfe des Proportionalwinkels w,; wurde die wahre
Lénge des Mittelpunktabstandes h = MV der Kleinkreisebene be-
stimmt und dann in einer Abb. 90 der Radius des Kleinkreises er-
mittelt, der zu diesem Mittelpunktsabstand gehért. Dieser Radius ist 7.
Somit kann durch den Mittelpunkt ¥ rechtwinklig zum Achsenbild 2 die
grofle Achse der Bildellipse gezogen werden. Hierauf bestimmt man die
Kleinkreispunkte 4;4,B;B,, die auf den Durchmessern parallel zu
den Achsen x und y liegen; dazu hat man den Radius » mit den Propor-
tionalwinkeln w, bzw. w, zu verkiirzen. Weitere Punkte und Tangenten
konnten wieder mittels der Affinitiat bestimmt werden, die zwischen
axonometrischem Bild und Umklappung des Kreises besteht; dessen

Ebene wiirde dabei am besten in die durch den c
Mittelpunkt }° gehende Bildebene umgeklappt.
Leicht lassen sich auch die UmriBBpunkte x

U, und U, konstruieren, in denen der Klein-
kreis von der sichtbaren Halbkugel zur unsicht- [
baren iibergeht. Sichtbarkeitsgrenze ist der Um- M
riBgrofkreis u der Kugel. Man hat also jene
Punkte des Kleinkreises zu ermitteln, die auch
auf dem Umrill der Kugel liegen, die also in
der Schnittgeraden s der beiden Kreisebenen
liegen. Somit ist die durch den Anfangspunkt M
gehende Bildebene zu schneiden mit der Parallelkreisebene. Die drei
Spuren der ersteren gehen durch M und sind rechtwinklig zu den Achsen-
bildern, zwei Spuren der letzteren sind die Geraden 4;4, und B;B,.
Dies liefert die beiden Spurpunkte S, und S; der gesuchten Schnitt-
geraden s, deren Schnittpunkte (s ist rechtwinklig zu z ) mit dem UmriB-
kreis die gesuchten UmriBpunkte des Kleinkreises sind.

47. Axonometrische Kurvenhilder. An einem Beispiel moge gezeigt
werden, wie man andere Kurven als Kreislinien abbildet, z. B. Durch-
dringungskurven, die an darzustellenden Gegenstinden auftreten. Als
Beispiel sei die Schalenkupplung gewihlt, von der Abb. 91 Grund-
und Aufril, Abb. 92 einen Normalschnitt enthalt.

Als Bild des Achsenkreuzes sei in Abb. 93 die ndmliche Anordnung
getroffen wie in Abb. 85, nur werde vorausgesetzt, der Gegenstand
erscheine im Bild als von unten gesehen (45).

Die Abbildungsaufgabe bietet nur in der axonometrischen Darstellung
der Nischen fiir die Schrauben Neues. Diese zylindrischen Nischen
durchdringen die Schale in Kurven, die sich leicht durch Punkte und
Tangenten bestimmen lassen.

.

B

Abb. 90. Radius des Klein-
kreises der Kugel (verkleinert).
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Es handelt sich darum, den naheliegenden Konstruk-
tionsvorgang umzusetzen in die axonometrische Dar-
stellung. Er sei deswegen zuerst in Abb. 91 im Grund- und Aufri
durchgefiihrt. Um Punkte der Durchdringungskurve k der Nische
mit der Schale zu finden, denkt man sich Hilfsebenen  gelegt, die zu
beiden Zylinderachsen, zu derjenigen der Welle und zu derjenigen der
Nische, parallel sind, da eine solche Ebene beide Zylinder in Mantel-

. . |

7

Abb. 92.
Normalschnitt der Schalenkupplung.

i linien schneiden wird, deren
Schnittpunkte Punkte der
] Durchdringungskurve  sind.
! ) ; Die Ebene E schneidet die
= 7 1 4= Schale in der Mantellinie m,
deren Aufril m’ unmittelbar
durch die Wahl der Ebene ge-
‘ ‘ , ~ geben ist und deren Grund-
l L | 72" 1iB m’ ermittelt wird, indem
: h%l 2 : Zt1p,’  man durch eine Umlegung des
71/ Normalschnittes der Schale
Abb. 91. Grund- und AufriB einer Schalenkupplung. die Kote y eines Punktes P
der Mantellinie m bestimmt.
Wo die Gerade E=m" den Grundkreis der Nische trifft, sind
Punkte 1” und 2” des Aufrisses k£’ der Durchdringungskurve, und
ihre Grundrisse 1’ und 2’ liegen auf dem Grundril m’ der Mantel-
linie m.
Diese Konstruktion hat man nun durchzufithren im axonometrischen
Bild (Abb. 93). Ist z die Hohe der in Abb. 91 gewiahlten Hilfsebene £,
so verkiirzt man diese Kote mit Hilfe des Proportionalwinkels w,
der Abb. 85 und erhiilt so die axonometrischen Bilder zweier Spuren
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€' und C, der Hilfsebene £. Wo die Spur (; das Bild des Normalschnittes
der Schale trifft, ist das Bild des Punktes P. Wollte man diesen Punkt
genau ermitteln, so miifite man seine Kote y mit Hilfe des Proportional-
winkels w, verkiirzen. Nun kann auch das axonometrische Bild m der
Mantellinie m angegeben werden und kénnen die Strecken vom Punkte P
bis zu den Punkten I"und 2, die man der Abb. 91 entnimmt, mit Hilfe
des Proportionalwinkels w; verkiirzt werden.

Um nun auch die Tangente ¢ an die Kurve &£ im Punkte 1 zu be-
stimmen, beachte man, daB sie in den Berithrungsebenen beider Zy-
linder liegen muf}. deren Durchdringungskurve die Kurve k ist. In
Abb. 91 kann man ohne weiteres die Spur s, der Tangentialebene im

y
Abb. 93, Axonometrisches Bild der Schalenkupplung.

Punkte 1 an die zylindrische Nische angeben, denn es ist die Tangente
im Punkte 1" an den Grundkreis der Nische. Damit findet man auch
die Umlegung [s;] der Spur s, dieser Tangentialebene mit dem Normal-
schnitt der Schale. Anderseits ist die dritte Spur [u,] der Tangential-
ebene an die Schale lings der Mantellinie m die Tangente im Punkte [P]
an den umgelegten Normalschnitt der Schale. Der Schnittpunkt 7'
der beiden dritten Spuren ist ein Punkt der gesuchten Tangente ¢,
dessen Wiederaufklappung unmittelbar den Aufrif 7" ergibt und
auch den Grundrill 7" durch die Kote 7"'[T]. Durch 7" geht der
Grundrifl ¢ der gesuchten Tangente ¢.

Es ist nun nicht nétig, diese ganze Konstruktion im axonometrischen
Bild (Abb. 93) zu wiederholen. Es gentiigt, das Resultat, den Punkt 7'
der Tangente ¢ abzubilden. Dieser Punkt liegt in der AbschluBebene
der Schale, und sein Bild 7' kann bestimmt werden, indem man der
Abb. 91 seine beiden Koordinaten entnimmt und diese mit Hilfe der
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Proportionalwinkel w, und w; verkiirzt. Durch den Punkt 7' geht
dann das axonometrische Bild ¢{ der Kurventangente ¢. —

Ganz allgemein lassen sich krumme Linien axonometrisch abbilden,
indem Punkte und Tangenten derselben abgebildet werden. Dazu hat
man Koordinaten der Punkte zu messen und mit Hilfe der Proportional-
winkel richtig verkiirzt darzustellen. Die Tangenten der Kurve aber
stellt man dar, indem man auBler ihrem Berithrungspunkt einen
weiteren Punkt derselben darstellt.

48, Achsenbild fiir gegebenes Verhiiltnis der Verkiirzungen. Es wire
nicht zweckméifig, die Verkiirzungsverhaltnisse vorzuschreiben und
das Bild der drei Achsen dementsprechend zu konstruieren. Denn da
die dreiVerkiirzungsverhéltnisse nicht unabhéngig voneinander sind (44),
kénnten nur zwei von ihnen gewahlt werden, das dritte miilte gemiB
der Beziehung

cos?a 4 cos2f + cos?y = 2 (1)
bestimmt werden. Gibt man z. B.
1 1
COSX — — , cosff = —,
2 3

so wird

cosy — [/2— L L _1/%®
V 4 9 36

also behaftet mit einer unbequemen Irrationalitit.

ZweckmaBiger ist es, zwar abzusehen von einer Festlegung der Ver-
kiirzungen selbst, dagegen vorzuschreiben, wie sie sich gegenseitig zu
verhalten haben. Man kann fordern, dafl sich die drei Verkiirzungs-
verhéltnisse cosx, cos@ und cosy fiir die drei Achsen verhalten wie
einfache ganze Zahlen, z. B.

cosx:cosf:cosy=a:b:c
=2:1:2 oder 2)
=3:1:3 oder
=5:4:6.

DieVerkiirzungsverhéltnisse selbst lassen sich dann mit Gleichung (1)
und den beiden Gleichungen, die in der Proportion (2) enthalten sind,
bestimmen.

Es entsteht nun die Konstruktionsaufgabe :

Welches Bild des Achsenkreuzes entspricht einem ge-
gebenen Verhédltnis der drei axonometrischen Verkiirzungs-
verhaltnisse?

In Abb. 94 sei X Y Z das Spurendreieck der Bildebene, X*, Y* und Z*
seien die FuBpunkte seiner drei Hohen, O deren Schnittpunkt, also das
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Bild des Anfangspunktes. Nun sei M der Mittelpunkt der Strecke
X Y = 2s. Da der Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Halbmesser s
die beiden Fullpunkte X* und Y* enthilt, so ist

MX*=MY*=s.

Daher sind die Dreiecke X M X* und Y M Y* gleichschenklig, und
zieht man durch den Punkt O die Parallelen 0 X, und 0 Y, zu X*M

Z
53
*
X
S
/
///
// J
//
/
G 1
4 5
— v >l
S5

Abb. 94, Achsenbild.

bzw. Y*M, so werden auch die Dreiecke X X,0 und Y ¥,0 gleich-
schenklig. # und v seien die Strecken O X, bzw. 0 Y, w sei die Strecke
X, Y,, so daB
-+ v+ w=2s
ist.
Dann gelingt es leicht, in der Figur ein MaB zu gewinnen fiir die
Quadrate der Verkiirzungsverhéltnisse. Es ist

u:s=0X: X*X.
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Dieses Verhéltnis aber 148t sich deuten in der projizierenden Ebene
der x-Achse. Abb. 95 enthilt das rechtwinklige Dreieck, das in dieser
Ebene liegt, sowie den Winkel &, den die x-Achse mit der Bildebene
einschlieft. Da erkennt man die Beziehungen

cosax = 0X:0X,

g
cosx == 0X : X X*,
also findet man durch Multiplikation die-
ser beiden Gleichungen
cos?x = X0 : X X*,
%k 0 . .
X ¢ A Somit ist
Abb. 95. e — eog2
Dreiecke in der projizierenden U8 = Ccos"u
Ebene der x-Achse. und ebenso

v:s=cos2f3.
Auch fiir das dritte Quadrat 148t sich ein Mafl gewinnen. Es ist ja
. 98wy
cos?y = 2 — cos?x — cos2ff = g M _ v _sSTu—v v
s s s s

Es ergibt sich also, daB sich im Dreieck X,0 Y, die Seiten %, v und w
verhalten wie die Quadrate der axonometrischen Verkiirzungsverhalt-
nisse?).

49. Konstruktion der Achsen fiir gegebenes Verhiltnis der drei axono-
metrischen Verkiirzungsverhiltnisse. Aus den Beziehungen der Abb. 94

y K¥ oy K o? P Hal x

Abb. 96, Konstruktion des Achsenbildes fiir gegebenes Verhiltnis a : b : ¢ der
Verkiirzungsverhiltnisse.

folgt, daB sich das Bild des Achsenkreuzes fiir ein gegebenes Verhéltnis
der Verkiirzungsverhéltnisse in Abb. 96 so konstruieren 148t:
Es sei
cosx:cosf:cosy=a:b:c.

1) Pasternak: Note sur l'axonométrie orthogonale. Ens. math.
XXI1V, 1924—25.
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Dann trage man auf einer Geraden von einem Punkte Y Strecken
ab, die proportional sind den Quadraten der gegebenen Verhiltnis-
zahlen ¢, b und c. Es sei also YY, =k b2 Y, X, =k-c? und
X, X=Fk-a2

Hierauf konstruiere mandurch
Bogenschnitt den Punkt 0,sodaB l—t::_’m
0X,=%k-a? und OY,= k- b2 ’
wird. Dann ist 0X das Bild

der z-Achse, 0Y das Bild der !
y-Achge, die Normale aus O l
zur Geraden X Y das Bild der |
z-Achse. Will man also in der |
axonometrischen Zeichnung eine !
vertikale z-Achse erhalten, so %L -

hat man nur die Gerade XY -

— —

horizontal anzunehmen. B _Tgy
50. Vereinfachte axonometri- ‘
sche Darstellungen. Als erstes ‘
Beispiel sei die Druckplatte |
gewahlt, die in Abb. 97 gegeben {

ist. Das Achsenkreuz wurde

nach (49) entsprechend den Ver- x
. A Abb. 97. Druckplatte.
héaltnissen
cosx: cos Breosy=a:bic=2:1:2 (1)
konstruiert.

Man kann sich nun die axonometrische Darstellungsarbeit in Abb. 98
wesentlich vereinfachen, wenn man darauf verzichtet, die richtigen
Verkiirzungen der MaBe vorzunehmen und nur Gleichung (1) beachtet.

Abb. 93, Axonometrisches Bild cos«:cosficosy =1:1/,:1.

Es heiBit dies, dall man die MalBle, die man der Abb. 97 entnimmt,
unverkiirzt abtragt, wenn sie parallel der z- oder z-Achse verlaufen,
dagegen auf die Hélfte reduziert, wenn sie der y-Achse parallel sein
sollen. Das hat freilich zur Folge, dal das axonometrische Bild eines



78 Kurven und Fléchen.

etwas grofleren Gegenstandes, als er durch die Abb. 97 gegeben ist,
entsteht. Allein dieser Umstand ist bei vielen axonometrischen Abbil-
dungen ohne Bedeutung.

Abb. 100 gibt nach der ndmlichen Methode das axonometrische Bild
der Schleifscheibe, die durch
die Abb. 99 gegeben ist.

|

Abb. 99. Schleifscheibe. Abb. 100. Axonometrisches Bild der
Schleifscheibe.
Besonders empfehlenswert ist dieses vereinfachte Verfahren beim
axonometrischen Skizzieren (mit freier Hand).

V. Kurven und Flichen.

51. Bahnlinie eines bewegten Punktes. Bewegt sich ein Punkt, so
ist seine Bahn geradlinig, wenn die Bewegung nur der Trégheit folgt,
dagegen krummlinig, wenn Kréfte auf den Punkt einwirken und seine
Bewegungsrichtung beeinflussen. Die krummlinigen Bahnen heiflen
auch Kurven. Erfolgt die Bewegung nach Gesetzen, so wird auch
die Bahnkurve gesetzméBig sein. Die gesetzméaBigen Kurven konnen
auch aufgefaBt werden als geometrische Orter ihrer Punkte, Orter,
die bestimmten (einfachen oder verwickelteren) geometrischen Eigen-
schaften geniigen. So ist z. B. die Wurfbahn im luftleeren Raum eine
Parabel, hat also die geometrischen Eigenschaften dieses Kegelschnittes.

Wenn nun alle Lagen des bewegten Punktes in einer Ebene liegen
(wie im Beispiel der Wurfparabel), wenn also die Bahnkurve ganz in
einer Ebene liegt, so heiflt sie eben, andernfalls raumlich oder Raum-
kurve.

52. Ebene Kurven. Liegt die Bahnkurve eines Punktes vor, so wird
man in jedem Zeitpunkt nicht nur die Stelle angeben kénnen, an der
er sich eben befindet, sondern im allgemeinen auch die Richtung,
nach der er sich gerade bewegt. Die Gerade, die den Punkt mit dem
unmittelbar folgenden verbindet, enthdlt das Bahnstiickchen der
augenblicklichen Bewegung und heiit die Beriihrungsgerade oder Tan-
gente der Bahnkurve an der betreffenden Stelle. Man kann die Tangente
auch auffassen als die Grenzlage einer Geraden, welche die Kurve
auller im betrachteten Punkte noch an einer anderen Stelle schneidet,
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wenn man diesen zweiten Punkt dem ersten immer néher riicken 14.8t,

bis er mit ihm zusammenfallt. Ist die Kurve eben, so liegen die Se-

kanten PQ, PQ,, ... (Abb. 101) alle in der Kurvenebene und haben

als Grenzlage die Tangente ¢, vorausgesetzt, dall die Kurve die in den

Anwendungen einzig in Betracht kommenden Stetigkeitseigenschaften

hat und der Punkt ein ,,gewohn-

licher* Kurvenpunkt ist, also

nicht unter die Ausnahmefille

fallt, die noch zu erértern sind. g
Solchergestalt ist mit der Be-

wegung eines Punktes auch die

Bewegung einer Geraden ver-

kniipft, eben der Kurventa,ngent(m; Abb. 101. Tangente einer ebenen Kurve.

die Kurve kann aufgefalit wer-

den nicht nur als beschrieben durch ihre Punkte, als geometrischer

Ort eines Punktes, sondern auch als umhillt durch ihre Tan-

genten, als geometrischer Ort einer Geraden. Und wie die Tan-

gente einer Kurve durch einen Grenziibergang abgeleitet werden

konnen, so ergeben sich die Beriihrungspunkte einer sich bewegenden

seraden mit der von ihr 7. P

umbhiillten Kurve ebenfalls

durch einen Grenziiber- %

gang. Es sei in Abb. 102

eine ebene Kurve als Um- Z\

hillung einer sich bewe-
genden Geraden angedeu-
tet. Ist nun p eine der
Tangenten und ist ¢ eine &
zweite, so bewege man

diese Gerade in immer ¢ — \ \

neue Lagen gegen die feste
Tangente hin, bis sie mit ihr
zusammenfallt. Die Grenz-
lage des Schnittpunktes der bewegten Tangente mit der festen ist dann
der Beriihrungspunkt der Geraden p mit der umhiillten Kurve.

Diese beiden Auffassungen stehen einander dual gegeniiber (32).
Dies tritt besonders in folgender Gegeniiberstellung hervor:

Abb.102. Kurve als Geradenort.

Die Tangente an eine Kurve in !  Der Berithrungspunkt einer Kurve
einem ihrer Punkte ist die Verbin- | mit einer ihrer Tangenten ist der
dungsgerade des Kurvenpunktes mit | Schnittpunkt der Tangente mit der
dem benachbarten Kurvenpunkt. | benachbarten Kurventangente.

Die Kurventangente wird nicht mehr eindeutig durch einen Grenz-
iibergang bestimmbar, wenn der Kurvenpunkt auBergewdhnlich ist.
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Darunter versteht man solche Stellen der Ebene, durch die der bewegte
Punkt mehrmals hindurchgeht, die demnach mehrfache Kurven-
punkte sind (s. die Abb. 103, die einen Doppelpunkt, Abb. 104, die
einen dreifachen Punkt veranschaulicht). An diesen Stellen kann
man offenbar nicht mehr eindeutig von einer ,,Bewegungsrichtung*
des Punktes sprechen. Ubrigens geniigt es fiir die Zwecke, welche diese
Darstellung verfolgt, Doppelpunkte zu betrachten, da drei- und mehr-
fache Punkte in der darstellenden Geometrie, namentlich aber in
ihren Anwendungen, nicht auftreten.
Zieht man durch den Doppelpunkt D in Abb. 103 eine Gerade C,
so trifft sie die Kurve, auler im Punkte D, noch an einer Stelle E.
Ja, diese Gerade C muB als eine solche aufgefalit werden, die drei
Punkte mit der Kurve gemeinsam
2 hat, kannsie doch betrachtet wer-
= den als die Grenzlage einer Gera-
den f, die ganz nahe am Doppel-
punkt vorbeigeht und deren drei
Schnittpunkte mit der Kurve
offenkundig sind (s. Abb. 103).

(2]

b

&1
C

Abb. 103. Doppelpunkt einer ebenen Kurve. Abb. 104. Dreifacher Punkt

einer ebenen Kurve.

Nun werde wieder ein Grenziibergang vorgenommen: die durch
den Doppelpunkt gehende Gerade C werde um diesen gedreht, so daf
der dritte Schnittpunkt F immer néher an den Doppelpunkt D riickt
und endlich mit ihm zusammenféllt. Die Grenzlage, a oder b, die dann
entsteht, ist eine der Haupttangenten der Kurve im Doppelpunkt D;
sie hat mit der Kurve an der Stelle D drei Punkte gemein. Der Winkel,
den die beiden Haupttangenten ¢ und b miteinander bilden, steht in
Beziehung zur Schleife, die sich im Knotenpunkte D schiirzt. Wird
das geometrische Gesetz, das zur Kurve mit Knotenpunkt fiihrt, in
den Konstanten, die es enthilt, leicht abgedndert, so kann man die
Form der Kurve, insbesondere auch die Schleife, und mit ihr den
Winkel der beiden Haupttangenten ¢ und b abdndern. Die Abb. 105
zeigt den Formenwandel, den man der Kurve geben kann. Fallen dabei
die beiden Haupttangenten zusammen (Fall ¢ der Abb. 105), so schrumpft
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die Schleife in eine Spitze zusammen. FEinen solchen Punkt
nennt man auch einen Riickkehrpunkt der Kurve, wie unmittel-
bar einleuchtet, wenn man ecinen Punkt die Kurve durchlaufend
sich vorstellt. Aber noch eine dritte Erscheinungsform des Doppel-
punktes ist moglich. Wenn die Abénderung der Konstanten, von

a=b

2 O

(c) - (d) (e)

Abb. 105. Formenwandel des Doppelpunktes einer ebenen Kurve.

denen die Kurve abhidngt und die vom Fall a iiber den Fall b zum
Fall ¢ gefilhrt hat, fortgesetzt wird, wird es eintreten, dafi die
beiden Haupttangenten ¢ und b, die zuerst reell und voneinander
verschieden waren, dann reell aber zusammenfallend, imaginir werden.
Dieser Fall, d in Abb. 105, siecht dann so aus, daf} sich der auBlerge-
wohnliche Punkt vom iibrigen

Kurvenzug losgelost hat, zum r
Einsiedlerpunkt oder iso-

lierten Doppelpunkt ge-

worden ist. Man hat sich das

so vorzustellen, dall dem geo-

metrischen Gesetz, das der

Kurve zugrunde liegt, einmal 4 a
die Punkte auf dem Kurven-
zug und dann der einzeln lie-
gende Punkt D geniigen. Dal}
der Punkt D auch in diesem
Falle d noch als Doppelpunkt
angesprochen werden kann,
erhellt, wenn man sich diesen
Fall durch Formenwandel  Abb.106. FuBpunktkurve des Kreises (1. Fall).
hervorgegangen denkt aus

dem Fall e, wo an Stelle eines Doppelpunktes ein kleines Oval
erscheint. Hier ist klar, dall eine durch das Oval hindurchgehende
Gerade zwei nahe beieinander liegende Punkte mit der Kurve gemein
hat, die zusammenfallen, wenn das Oval zu einem Punkte zusammen-
schrumpft.

Grossmann, Geometrie. 6
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Es gibt also drei Arten von Doppelpunkten:

1. Knotenpunkte mit reellen und voneinander verschiedenen Haupt-
tangenten,

2. Spitzen mit reellen, aber zusammenfallenden Haupttangenten,

3. Einsiedlerpunkte mit imagindren Haupttangenten.

Diese drei moglichen Fille finden sich in den Abb. 106—108 dar-
gestellt bei einer Kurve, der FuBBpunktkurve eines Kreises fiir einen
Punkt 0. Die Kurvenpunkte sind die FuBpunkte der Normalen, die
man vom Punkte O auf die Tangenten des Kreises fillen kann. Drei
Fille sind mdoglich:

1. der Punkt O liegt auBerhalb des Kreises, dessen Mittelpunkt M
ist; dann wird er zum Knotenpunkt der Kurve und die beiden Haupt-

P
n
W 0
! w0
P
Abb. 107. Abb. 108.
FuBpunktkurve des Kreises (2. Fall). FuBpunktkurve des Kreises (3. Fall).

tangenten @ und b sind rechtwinklig zu den beiden Tangenten, die man
vom Punkte O aus an den Kreis ziehen kann;

2. der Punkt O liegt auf dem Kreis; dann entsteht eine FuBlpunkt-
kurve, die im Punkte O eine Spitze hat;

3. der Punkt O liegt innerhalb des Kreises; er wird zum Einsiedler-
punkt.

Die Konstante, deren Abénderung in diesem Beispiel den Formen-
wandel der Kurve hervorbringt, ist die Entfernung des Punktes O
vom Mittelpunkt M des Kreises.

53. Raumkurven. Liegen die Punkte einer Kurve nicht alle in einer
Ebene, so ist die Kurve rdumlich. Abb. 109 stellt das axonometrische
Bild einer Raumkurve dar. Durchlauft ein Punkt diese Bahnkurve,
g0 gehért zu jedem Zeitpunkt eine Stelle, an der er sich eben befindet.
Die Lage des Punktes ist abhingig vom Zeitpunkt. Man kann also
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die Koordinaten w, y und z eines Kurvenpunktes auffassen als
Funktionen eines Parameters u. etwa der ablaufenden Zeit

r==fi(u),
Yy == fa(u)
z = fy(u).
Eliminiert man den Parameter « aus zweien dieser Gleichungen,
so entsteht eine Gleichung, die nur zwei der drei Punktkoordinaten
z

Abb. 109. Raumkurve.

enthilt und erfiillt ist von den Koordinaten aller Kurvenpunkte. Die
drei so mdéglichen Gleichungen lassen sich geometrisch deuten als die
Gleichungen ebener Kurven, die in »
den Projektionsebenen liegen, den Pro- ¢ \
jektionen der Raumkurve.

Seiin Abb. 110 P ein (gewohnlicher)
Kurvenpunkt, ¢ ¢in anderer Punkt.
Die Verbindungsgerade PQ zweier
Punkte der Kurve ist dann eine ihrer
Bisekanten. wihrend eine Gerade
wie n, welche die Raumkurve nur in
einem Punkte schneidet, Sekante
heiffit. Bewegt sich nun der Punkt @
auf der Kurve in neue Lagen @,, ...
gegen den festen Punkt P hin, 80  Abb.110. Sekante, Bisekanten und
dreht sich die Bisekante PQ um den fangente einer Raumkurve.
Punkt P, und sie wird, immer vorausgesetzt, daB der Punkt P
ein gewohnlicher Kurvenpunkt sei und auch die Kurve keine Be-

6%
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sonderheiten biete, von denen man in diesem Zusammenhang absehen
kann, einer Grenzlage ¢ zustreben, welche die Tangente der Kurve
an der Stelle P ist. —

Die Tangente ist die Gerade, welche sich der Kurve an der Stelle P
am besten anpalt; aber auch eine Ebene kann im allgemeinen angegeben
werden, die sich der Kurve an der Stelle P am besten anschmiegt.
Sie kann ebenfalls durch einen Grenziibergang erhalten werden. Legt
man durch die Tangente ¢ und den Kurvenpunkt ¢ die Ebene, so erhilt
man eine Ebene, von der man sagen kann, daB sie die Kurve an der
Stelle P beriihrt, weil sie eben die Tangente ¢ des Punktes P enthilt.
Riickt nun wieder der Punkt ¢ dem Punkte P auf der Kurve immer
niher, um endlich mit ihm zusammenzufallen, so dreht sich die Ver-
bindungsebene der Tangente ¢
mit  dem wandernden
Punkte @ um die Gerade ¢
und wird einer Grenzlage zu-
streben, welche man die
Schmiegungsebene der
Kurve an der Stelle P nennt.
Da die Kurventangente? auch
bei den Raumkurven zwei
benachbarte Punkte enthilt,
enthalten auch die Beriih-
rungsebenen der Kurve an
der Stelle P zwei benach-

Abb. 111. Schmiegungsebenen einer Raumkurve. barte Kurvenpunkte und

aullerdem schneiden sie die

Kurve noch in einem Punkte ¢. Bei der Schmiegungsebene fillt

aber dieser dritte Punkt auch mit dem Punkte P zusammen. Somit
findet man:

Die Schmiegungsebene hat mit der Raumkurve drei be-
nachbarte Punkte gemein.

Oder anders ausgedriickt:

Die Schmiegungsebene verbindet drei benachbarte
Kurvenpunkte.

Der folgende vierte Punkt tritt aus dieser Ebene der drei voran-
gehenden Punkte im allgemeinen heraus. —

Denkt man sich die (Gesamtheit der Tangenten einer Raumkurve,
so bilden sie eine Fliche, die Tangentenfldche der Raumkurve.
Abb. 111 enthélt eine rohe Versinnlichung der Verhéltnisse. 1,2,3,4,...
mogen benachbarte Punkte der Raumkurve vorstellen, zu je zwei be-
nachbarten durch Kurventangenten ¢,, f,, ¢35, ... verbunden. Die
Ebene durch je drei benachbarte Kurvenpunkte, das ist die Ebenen
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123,234,345, ... sind benachbarte Schmiegungsebenen der Raum-
kurve. Sie enthalten je zwei benachbarte Tangenten ¢,7,, ty05, t38,, . . . .

Die Schmiegungsebene enthédlt zwei benachbarte Tan-
genten der Raumkurve.

Oder auch:

Je zwei benachbarte Tangenten einer Raumkurve
schneiden sich; ihre Verbindungsebene ist Schmiegungs-
ebene der Raumkurve.

Die Tangentenfliache einer Raumkurve kann abgewickelt werden.
Die Abwicklung erfolgt durch die Schmiegungsebenen: man dreht
die Schmiegungsebene 2; oder

c . k’ c’
123 um die Tangente ¢, als
Scharnier um den kleinen Win- /—\ \ &
kel zweier benachbarter Schmie- £
gungsebenen, bis sie zusammen- p 8" P
fallt mit der benachbartenSchmie- — |0

gungsebene 234 oder Z,. Nach
der Drehung liegen also die vier
Punkte 1, 2, 3 und 4 in einer
Ebene Z,.und diese wird um die
Tangente ¢; gedreht, bis sie mit
der folgenden Schmiegungsebene
345 oder X, zusammenfallt usw.

Wird also eine Raumkurve
abgewickelt mit ihrer Tangenten-
fliche, so wird sie verebnet.
Ihre Ladnge bleibt ungeén-
dert; denn sie setzt sich zusam-
men aus den Bogenstiickchen
12’ 23, 34’ .. .. die bei der Ab- Abb. 112. Projektionen einer Raumkurve.
wicklung unveréndert bleiben. —

An der Projektion einer Raumkurve kénnen Besonderheiten der
Raumkurve selbst erkannt werden. In Abb. 112 erkennt man aus
Besonderheiten des Grundrisses &’ der Raumkurve k:

1. Der Punkt A’ ist eine Spitze (52) des Grundrisses, woraus man
folgert, daf3 die Raumkurve £ im Punkte 4 eine projizierende Tangente
hat. In der Tat. hat eine Raumkurve in einem Punkte A eine pro-
jizierende Tangente, so hat ihre Projektion eine Spitze. Denn denkt
man sich durch die Tangente cine Ebene gelegt, so hat diese mit der
Raumkurve an der Stelle 4 zwei benachbarte Punkte gemein und mage
sie an einer anderen Stelle E treffen. Die erste Spur e der Ebene wird somit
den Grundrifl £° treffen an der Stelle A’ (dieser Schnittpunkt zéhlt fiir
zwei) und auBlerdem an einer weiteren Stelle £’. Nun werde diese Ebene

/3/
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um die projizierende Tangente a gedreht, wobei der Punkt E auf der
Kurve dem Punkt 4 immer néher riickt und endlich mit ihm zusammen-
fillt. Die Spur e wird den GrundriB &’ der Kurve stets in drei Punkten
treffen, von denen zwei in den Punkt A4’ fallen. Dieser Punkt 4’ muf3
daher ein auBergewohnlicher Punkt, ein Doppelpunkt sein, und zwar
ein Riickkehrpunkt, da nicht zwei, sondern eine einzige Haupttangente
das Resultat des Grenziiberganges ist, die Spur der Schmiegungsebene
der Raumkurve an der Stelle 4. Denn wenn der Punkt F mit dem
Punkt 4 zusammenféllt, so wird aus der Beriihrungsebene, die sich
um die Tangente dreht, die Schmiegungsebene, deren Spur die Riick-
kehrtangente ist. Man hat also bewiesen:

Hat eine Raumkurve eine projizierende Tangente, so
hatihre Projektion an der entsprechenden Stelle eine Spitze.

2. Im Punkte B’ hat der Grundrif} einen Wendepunkt, d. h. drei
benachbarte Punkte der Kurve liegen in der Wendetangente; dann
liegen die zugehorigen drei Punkte der Raumkurve in einer projizieren-
den Ebene, und es folgt:

Hat die Raumkurve eine projizierende Schmiegungs-
ebene, so hat die Projektion an der entsprechenden Stelle
eine Wendetangente.

3. Ein Doppelpunkt der Projektion weist nicht notwendig auf einen
Doppelpunkt der Raumkurve; dies wire nur der Fall, wenn auch in
einer zweiten Projektion sich der Doppelpunkt an der ndmlichen Stelle
wiederholen wiirde. In Abb. 112 ist dies bei C'—=_ D’ nicht der Fall,
(" und D" sind verschieden. CD ist eine projizierende Bisekante.

Hat die Raumkurve eine projizierende Bisekante, so hat
die Projektion einen Doppelpunkt.

54. Flichen. Eine krumme Fliache entsteht, wenn sich eine Linie
bewegt; diese Erzeugende kann wéhrend ihrer Bewegung die Form
wechseln oder auch beibehalten.

Es seien im axonometrischen Bild der Abb. 113 k,, k,, ks, ks, &y, ...
verschiedene Lagen der erzeugenden Kurve angedeutet, etwa den Zeit-
punkten 0, 1, 2, 3, 4, ... entsprechend, geziahlt vom Anfangsmoment
der Bewegung an. Diese Zeitpunkte seien auch einfach dadurch ange-
deutet, daB die Zahlwerte v =0,1, 2, 3,4, ... an die entsprechen-
den Kurven geschrieben seien. Jede Kurve selbst ist der Trager einer
Skala von Parametern v (53). Wenn man nun auf allen Kurven
u=0,1,2,3,... die Punkte mit dem ndmlichen Werte des Para-
meters v miteinander verbindet, so wird ein zweites Kurvensystem ent-
stehen, wo jede Kurve der geometrische Ort ist der Punkte von dem
némlichen Werte v. Die beiden Kurvensysteme % = const und v = const
iiberdecken die krumme Oberfliche, und deren Gestalt erscheint durch
die iiberdeckenden Kurven modelliert. Die beiden Zahlen » und v sind
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krummlinige Koordinaten auf der Flache, ihre Angabe reicht hin
zur Ortsbestimmung auf der Fliche. Die einzelnen Punkte P der Flache
werden im Raume ihrer Lage nach festgelegt sein, wenn man die rdum-
lichen Koordinaten x, ¥ und z der Punkte als Funktionen der krumm-
linigen Punktkoordinaten kennt:

x = fi(u,v),
Y= folu,v), 1)
2= fylu,v).

Die verschiedenen Arten krummer Oberflaichen unterscheiden sich
nun sowohl hinsichtlich der Art der erzeugenden Linie, wie auch hin-
sichtlich der Art ihrer Fortbewegung.

Abb. 113, Krumme Fliche.

Eine Regelflidche entsteht, wenn die erzeugende Linie eine Gerade
ist. Wird dabei ein Punkt der erzeugenden Geraden bei der Bewegung
festgehalten, so wird die Flache zur Kegelfldche, deren Spitze der
festgehaltene Punkt ist. Liegt diese Spitze zudem unendlich-fern, sind
also alle Erzeugenden parallel, so entsteht eine Zylinderfldche. Die
Abb. 114—116 veranschaulichen diese drei Fille. Die Regelfliche ist
gegeben, wenn man die Bewegung der erzeugenden Geraden durch An-
gabe dreier Leitkurven leitet; die Erzeugende miissen alle drei Leit-
kurven treffen. Die Kegelfliche ist bestimmt, wenn man auller ihrer
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Spitze S noch eine Leitkurve gibt, die von allen Erzeugenden oder
Mantellinien geschnitten werden mufB. Die Zylinderfliche gibt man
durch Angabe der gemeinsamen Richtung der Erzeugenden und einer

e

U
Abb. 114. Regelfiiche.

Leitkurve. Die Leitkurven kénnen in allen drei Fallen eben oder raum-
lich sein. —

Eine Rotations- oder Drehfldche wird erzeugt durch die
Rotation einer Linie um eine Achse
(Abb. 117). Dabei beschreibt jeder

S

e
Abb. 115. Kegelfldche. Abb. 116. Zylinderflache.

Punkt der erzeugenden Linie einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf der
Rotationsachse liegt, dessen Ebene rechtwinklig zu ihr steht und dessen
Radius gleich ist der Entfernung des drehenden Punktes von der Achse.
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Diese Kreise heifien die Parallelkreise der Flache. Legt man einen
ebenen Schnitt der Fliche durch die Achse, so nennt man die
herausgeschnittene Kurve einen Meridian der Rotationsfliche. Die
Meridiane einer Rotationsfliache gehen durch Drehung -ausein-
ander hervor, sind also kongru-

ent. Jede Drehfliche kann insbe- |2

sondere durch Drehung ihres Me-
ridians erzeugt werden. Rotations- ll

flichen sind ihrer Eigenschaften
und ihrer einfachen Herstellung
\

wegen sehr verbreitet, insbesondere

im Maschinenbau. /
85. Tangentialebenen. Ist P ein

(gewdhnlicher) Flachenpunkt und \

trifft eine durch ihn hindurchge-

hende Gerade ¢ die Fliche noch in

einem anderen Punkte ) (Abb. 118), § )

so moge der Punkt @ dem Punkte P
auf der Fliche immer niher riicken
und endlich mit ihm zusammen- |

fallen. Dann wird sich die Gerade ¢ Abb. 117. Rotationsflache.

einer Grenzlage ndhern, die zwei

benachbarte Flachenpunkte verbindet und eine Tangente der
Flache ist. Die Tangente ¢ der Fliche beriihrt auch die Kurve k,
den Weg des Punktes ¢. Und da man auf der Fliche durch den
Punkt P unzdhlig viele Kurven ziehen kann, gibt es auch un-
zéhlig viele Tangenten, welche die
Flache im Punkte P berithren. Es gilt
nun der Satz:

Alle Tangenten in einem
gewdhnlichenPunkte einer krum-
men FKlache liegen in einer
Ebene, der Tangentialebene an
die Flache in diesem Punkt.

Um diesen Satz in voller Allge-
meinheit zu beweisen und gleichzeitig
eine Vorstellung davon zu vermitteln, AbD. 118,
wie eine krumme Flache in der Tangente einer krummen Fliche.
Umgebung eines ihrer Punkte be-
schaffen ist, sei die Abb. 119 entworfen. Eine Rotationsfliche mit
der Achse a und der Meridiankurve m sei zugrunde gelegt, ohne dafl
dieses besondere Beispiel die Allgemeingiiltigkeit der Beweisfiihrung
berithren wiirde.
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Auf der Flache denke man sich (Abb. 119) einen Punkt P gewahlt,
etwa gerade auf dem Meridian m. Durch diesen Punkt P ziehe man
auf der Fliche zwei Kurven, einmal den Meridian m und dann den
Parallelkreis und lege an beide Kurven im Punkte P die Tangenten &,
an die erste, ¢, an die zweite. Die erste fillt in die Ebene des Meridians m,
die zweite steht dazu recht-

a” winklig. Nun lege man durch
diese beiden Tangenten ¢, und
£ o ¢, die Ebene v und bringe sie

o
77 zum Schnitt mit der Rotations-

fliche. Punkte dieser Schnitt-

m' .
kurve £ wird man erhalten,
LR zur Rotationsachse rechtwink-
- a”b” lig stehen, verwendet. Eine
24 solche Hilfsebene schneidet aus

der krummen Fliche einen Pa-
/2 9" 1 rallelkreis p heraus, aus der
Ebene ¢ beider Tangenten eine
Gerade s. Die beiden Punkte 1
und 2, in denen sich diese bei-
den Linien treffen, gehéren bei-
den Flichen, also ihrer Schnitt-
kurve, an. Die Konstruktion
148t erkennen, daf die Schnitt-
kurve k im Punkte P einen
Doppelpunkt hat. Allein
diese Erfahrung aus dem Zeich-
nen muBl bewiesen werden,
und in der Tat 148t sich sofort
erkennen, daB der Punkt P
kein gewohnlicher Punkt der
Abb. 119. Schngggﬁ(}qilérazl;lg%ggklébene mit der sie Kurve % sein kann. Denn die

’ durch P gehenden und in der
Ebene 7 liegenden Geraden £, und ¢, haben mit der Rotationsfldche, also
auch mit der Schnittkurve k£ an der Stelle P zwei unendlich benachbarte
Punkte gemein, so dafl es zwei Geraden durch P von dieser Eigenschaft
gibt, die sonst bei einem gewohnlichen Kurvenpunkt nur der Tangente
zukommt. Somit ist der Punkt P in der Tat Doppelpunkt der Schnitt-
kurve k. Jede Gerade ¢, in der Kurvenebene gelegen und durch den
Punkt P gehend, hat somit an der Stelle P mit der Kurve k, also
mit der Fldche, zwei unendlich-benachbarte Punkte gemein, ist also
eine Tangente der Fliche. Damit ist zunéchst bewiesen:

l
|
|
|
! wenn man Hilfsebenen ¢, die
|
|
|
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Legt man durch zwei Tangenten, die eine krumme Ober-
flache in einem Punkte berithren, die Verbindungsebene,
g0 ist jede Gerade in ihr und durch den Punkt eine Tan-
gente der Flache.

Zum Schluf} ist nun zu zeigen, daf im allgemeinen, d. h. wenn der
Punkt P kein aullergewShnlicher Flichenpunkt ist, eine Gerade g, die
nicht in der Ebene 7 liegt, keine Tangente der Fliche sein kann. Um
diesen Beweis zu fiihren, werde einmal das Gegenteil angenommen,
also vorausgesetzt, daf} eine Gerade g, die nicht in der Ebene 7 liegt
(s. Abb. 119), Tangente der Fliache sei. Wire diese Voraussetzung zu-
lissig, so konnte man beweisen, dafl jede Gerade ! durch P Tangente
an die Fliche sei: man denke sich die Verbindungsebene der beiden
seraden g und !, sowie ihre Spur ¢ mit der Ebene v. Die Ebene durch
die beiden Geraden g und ! enthdlt dann zwei Tangenten der Fliche:
die Gerade ¢ nach Voraussetzung und die in der Ebene v liegende Ge-
rade ¢, so dafl nach dem eben bewiesenen Satz auch die beliebige Ge-
rade [ Flachentangente wire. Dies ist aber bei gewohnlichen Flichen-
punkten sicher nicht der Fall. Man hat also bewiesen:

Die simtlichen Tangenten an eine Fldche in einem ge-
wohnlichen ihrer Punkte liegen in einer Ebene, der sog.
Tangentialebene an die Fliache in diesem Punkte.

Ferner:

Der Schnitt der Tangentialebene mit der Fliache, die sie
beriihrt, hat im Beriihrungspunkte einen Doppelpunkt.

Freilich braucht dieser Doppelpunkt kein Knotenpunkt zu sein,
sondern es konnen auch seine anderen Abarten (53) auftreten. Wenn
man den Flachenpunkt in Abb. 120 in einem Wendepunkt des Meri-
dians m wihlt, so hat die Schnittkurve % der Tangentialebene t mit
der Fliche im Punkte P eine Spitze. Wahlt man dagegen (Abb. 121)
den Punkt P an einer Stelle, wo der Meridian m derRotationsachse seine
konkave Seite zukehrt, so wird der Beriihrungspunkt P ein isolierter
Doppelpunkt der Kurve %.

Diese Fille konnen unterschieden werden. Man sagt:

Ein Punkt einer Fliche kann hyperbolisch, parabolisch
oder elliptisch sein, je nachdem seine Tangentialebene die
Fliche in einer Kurve schneidet, die im Berithrungspunkt
einen Knoten, eine Spitze oder einen Einsiedlerpunkt hat.

Aus diesen Entwicklungen folgt weiter:

Die Tangentialebene in einem Punkt an eine Flache ist
bestimmt durch zwei Tangenten der Flache.

Da man erkannt hat, daB alle Tangenten an Kurven, die auf
der Fliche liegen. in der Tangentialebene der Fliche liegen, so
schliet man:
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1. Die Tangente an den ebenen Schnitt einer Flache in
einem seiner Punkte ist die Schnittgerade der Kurvenebene
mit der Tangentialebene an die Fliche in diesem Punkte.

2. Die Tangente an die Durchdringungskurve zweier
Flachen in einem ihrer Punkte ist die Schnittgerade der
Tangentialebenen an die beiden Flichen in diesem Punkte.

Aufrig ‘la
mo
2 |
| h
| I
¢ s |
72 I
t/s 1 7
7
| )____%7__. a’._ —_— ] 0____ —_—— -
P
\ ]7/ ]L
s .
GrundriB GrundriB
2
Abb. 120. Tangentialebene in einem para- Abb. 121, Tangentialebene in einem elliptischen
bolischen Flichenpunkt. Flichenpunkt.

Errichtet man in einem Punkte einer krummen Oberfliche die Nor-
male auf die Tangentialebene des Punktes, so erhilt man die Flachen-
normale, die rechtwinklig steht zu allen Flachentangenten des Punktes.

56. Abwickelbare Flichen. Im allgemeinen bilden die Tangential-
ebenen einer Fliche eine ebenso méchtige Mannigfaltigkeit wie die
Flachenpunkte: zu jedem Punkt gehort eine Tangentialebene und zu
jeder Tangentialebene ein Berithrungspunkt. Und da es zweifach un-
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endlich viele Flichenpunkte gibt, gibt es auch zweifach unendlich viele
Tangentialebenen der Flache.

Es ist aber des Ausnahmefalles der abwickelbaren Flichen zu
gedenken.

Die abwickelbaren Flachen werden umhillt durch die
Bewegung (das ,,Abrollen) einer Ebene, wenn diese Be-
wegung mit einem Grade der Freiheit erfolgt.

,.Ein Grad der Freiheit” bedeutet, daB die Bewegung in jedem
Augenblick ein ., Vorwérts'* und ein ,,Ruckwarts® erkennen laB8t, daB
die Lage der sich bewegenden Ebene von einem einzigen Parameter
abhéngt.

Betrachten wir das entstehende Gebilde. In Abb. 122 sei die Ebene ¢,
die sich bewegen soll, auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem be-

Abb. 122, Abwickelbare Fliche.

zogen. Da sich diese Ebene ¢ mit einem Freiheitsgrad bewegen soll,
werden sich auch ihre Spuren mit den Projektionsebenen mit einem
Freiheitsgrade bewegen, also ebene Kurven umhiillen. Diese Kurven
sind die Spurkurven der umhiillten Fliche mit den Koordinatenebenen ;
sie seien mit k,, k,, ks bezeichnet. Eine Ebene gehért der Umbhiillung
an, wenn ihre Spuren ¢;, ¢,, e; Tangenten dieser Spurkurven sind (und
sich im tibrigen auf den Projektionsachsen treffen). Denkt man sich nun
die Ebene ¢ mit der unendlich-benachbarten, die in der Bewegung auf sie
folgt, geschnitten, so entsteht eine Gerade ¢, die man eine Erzeugende
der umhiillten Fliche nennt, weil sie ihrer ganzen Ausdehnung nach auf
ihr liegt. Diese Erzeugende verbindet den Beriihrungspunkt der Spur e;
mit der Spurkurve £, mit dem Berithrungspunkt der Geraden e, mit
der Kurve k,. Daf dicse Glerade ganz auf der Fliche liegt, crkennt man
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durch Einfithrung eines Schnittes, z. B. mit einer neuen Grundrif-
ebene 7¥. Die Spuren ¢ und e der Ebene ¢ mit der neuen Grundrif3-
ebene sind bzw. parallel zu den Spuren e; und e, der Ebene & mit der
alten Grundrilebene. Die Spuren e* werden eine Kurve k¥ umbhiillen.
Da sich nun in der Geraden e zwei unendlich-benachbarte Ebenen
schneiden, werden sich im Beriihrungspunkt der Spur e mit der Kurve k*
zwei benachbarte Spuren treffen, so dall der Berithrungspunkt E* der
Fliache angehort. Die Kurve k¥ ist die Spurkurve der Fliche mit der
neuen GrundriBebene. Nun kann man folgenden Satz beweisen:

Die umhiillenden Ebenen beriihren die Fliche in allen
Punkten der Erzeugenden, die sie enthalten.

Denn die Ebene ¢ erweist sich sofort als die Tangentialebene der
Flache im beliebigen Punkte E* der Erzeugenden. Denn nach (55) be-
stimmt man in einem Punkte einer krummen Fldche die Tangential-
ebene, indem man der Fliche durch den Punkt zwei Kurven aufschreibt
und deren Tangenten ermittelt. Diese Kurven durch den Punkt E*
mogen einmal die Erzeugende e und dann die Spurkurve k¥ sein. Erstere
deckt sich mit der eigenen Tangente, letztere hat die Tangente ¢, die
Verbindungsebene beider ist also die Ebene ¢.

Es gehort so zu jeder Erzeugenden eine einzige Tangentialebene,
die die Fliche léngs derselben beriihrt. Die abwickelbaren Fldchen
sind Regelfladchen (54), weil sie unzéhlig viele geradlinige Erzeugende
enthalten; sie unterscheiden sich aber im Verhalten der Tangential-
ebenen von den allgemeineren, sog. windschiefen Regelflachen (Kap. XT)
Wihrend hier, bei den abwickelbaren Regelflichen die Tangentialebene
in allen Punkten der Erzeugenden die Fliche beriihrt, ist das dort nicht
mehr der Fall, sondern jeder Punkt der Erzeugenden hat eine andere
Tangentialebene.

Seien ¢, &, &; drei unendlich-benachbarte Tangentialebenen der ab-
wickelbaren Fliche, e, , und e, ; seien die Schnittgeraden der Ebene ¢, &,
bzw. &5, &5, also zwei unendlich-benachbarte Erzeugenden der Fliche.
Diese miissen sich schneiden, denn beide liegen in der Ebene ¢,. Man
erkennt also:

Zwei unendlich-benachbarte Erzeugende einer abwickel-
baren Regelfliche schneiden sich.

Bei den windschiefen Regelfachen gilt dieser Satz nicht; dort sind
zwei unendlich-benachbarte Erzeugende im allgemeinen windschief.

Wenn nun die Ebene ¢ abrollt und die Flache umhiillt, so wird sich
auch die Erzeugende e bewegen, und auch ihr Schnittpunkt B mit
der unendlich-benachbarten Erzeugenden wird sich bewegen und seine
aufeinanderfolgenden unendlich vielen Lagen werden eine Kurve, im
allgemeinen eine Raumkurve bilden, die sog. Riickkehrkurve der
abwickelbaren Flache.
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Abb. 123 enthilt eine rohe Versinnlichung dieser infinitesimalen
Zusammenhinge. ¢, ey, €3, ... seien benachbarte Erzeugende der
abwickelbaren Flache; ihre Verbindungsebenen &;,, € 45, &,, ...sind
dann benachbarte Tangen-
tialebenen, wahrend die
Schnittpunkte R, ,,. Bysy.
Ry,, ... je dreier benach-
barter ~ Tangentialebenen
oder auch je zweier be-
nachbarter  Erzeugenden
Punkte der Riickkehrkurve
sind. Vergleicht man das
entstandene Gebilde mit
der  Raumkurve (53,
Abb. 111), so erkennt man
die Gleichartigkeit beider.
Die Tangentenfléche einer
Raumkurve ist eine ab-
wickelbare Flache. umhiillt von den Schmiegungsebenen der Raum-
kurve, und jede abwickelbare Flache hat eine Raumkurve als Riick-
kehrkurve.

Die abwickelbare Fliache hat zwei Mantel, die beschrieben werden
von den beiden Halbstrahlen ¢, und ¢, der Tangente ¢ der Riickkehrkurve,
die im Beriihrungspunkt zu-
sammenstoBen (Abb. 124). Die
beiden Méntel stollen in der
Riickkehrkurve schneiden-
artig zusammen, wie man
leicht erkennt, wenn man sich
folgende Dinge tiberlegt:

Eine (erade moge die
abwickelbare Fliche schnei-
den, und zwar gehe sie nahe
an der Riickkehrkurve vorbei.
Sie verbinde einen Punkt 1
des vorderen Mantels mit H
einem Punkt 2 des hinteren i Abb. 124,

(Abb 124). Uberfﬁhrt man Zur Riickkehrkurve der abwickelbaren Fliche.
nun die Gerade 1,2 durch einen Grenziibergang in eine Gerade £,
welche die Raumkurve schneidet, so riicken die beiden Punkte 1 und 2
zusammen, in den Schnittpunkt mit der Raumkurve. Also:

Trifft eine Gerade die Riickkehrkurve einer abwickel-
baren Fldache. so fallen von den Schnittpunkten der Ge-

[2
1
Abb. 123, Riickkehrkurve der abwickelbaren Fliche.




96 ‘Kurven und Flichen.

raden mit der abwickelbaren Flache zwei in den Schnitt-
punkt mit der Riickkehrkurve.

Wenn daher ein ebener Schnitt einer abwickelbaren Fliche ge-
legt wird, so wird der Schnittpunkt E der Ebene mit der Riickkehr-
kurve notwendig ein Doppelpunkt der Schnittkurve sein, da jede
Gerade g durch ihn die Kurve in R zweipunktig schneidet. Und zwar
mul} der Punkt R eine Spitze sein. Denn legt man durch die Gerade g
und die Tangente 7 der Raumkurve eine Ebene, so kann man ohne
weiteres als Schnittpunkte derselben mit der ebenen Kurve angeben: den
Punkt R (zweipunktig) und den Punkt P, in dem die Gerade die ab-
wickelbare Flache trifft. Dreht man nun diese Ebene um die Gerade ¢
bis sie zur Schmiegungsebene (53) der Riickkehrkurve wird, so wird
der Punkt P in den Doppelpunkt R riicken, und zwar wird diese Grenz-
lage eine eindeutige sein, auf welchem der beiden Mantel auch der
Punkt P liegt. Der Punkt B muB somit zusammenfallende Haupt-
tangenten haben (52), er ist eine Spitze und kein Knotenpunkt.

Der ebene Schnitt einer abwickelbaren Fldche hat in
den Schnittpunkten mit der Riickkehrkurve Spitzen.

Da dies fiir jeden ebenen Schnitt gilt, ist der Ausdruck ,,schneiden-
artig® fiir das ZusammenstoBen der beiden Mintel einer abwickelbaren
Flache sachgemal.

57. UmriB der Flichen. Soll eine krumme Fléche dargestellt werden,
so empfiehlt sich die Projektion zweier Kurvensysteme, die auf der
Fliche liegen, sowie die Bestimmung des
scheinbaren Umrisses der Fliche im
Bild. Die Fliache wird in der Projektion
im allgemeinen umrissen durch eine Kurve,
die folgendermafBen entsteht. Man denkt
sich in der Projektionsrichtung die Tan-
genten der Fliche gezogen. Diese bilden
in ihrer Gesamtheit eine Zylinderflache (54),
den UmriBzylinder der Fliche. Dieser
Abb. 125, Wahrer und sohembarer PerUDrt die Fliche laings einer Kurve u

UmriB einer Fliche. (s. Abb. 125), dem wahren Umrif}, der

auf der Flache diein der Projektionsrichtung

sichtbaren Punkte von den in dieser Richtung unsichtbaren scheidet.

Die Spurkurve nun dieses Zylinders in der Projektionsebene, d. h. die

Projektion %’ des wahren Umrisses ist der scheinbare UmriB. Man
kann auch sagen :

Der wahre UmriB} ist der Ort der Beriihrungspunkte der
projizierenden Tangentialebenen.

Es gilt nun der fiir die Darstellung krummer Oberflichen wich-
tige Satz:

T
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Die Projektion einer Kurve, die auf einer krummen Fliche
verlduft, beriithrt den scheinbaren UmriB der Fliche.

Ist k' (Abb. 126) die Projektion einer Kurve, die auf der Fliche ver-
lauft, deren scheinbarer Umrif} «’
ist, so sei U der Punkt, wo die
Kurve £ den wahren Umrif =
durchsetzt, wo sie also vom sicht-
baren Teil der Fliche zum un-
sichtbaren iibergeht. Da sich der UmriBpunkt einer Kurve auf einer Fliche
Punkt U auf dem wahren Umrif3 Abb. 126. ;
befindet, ist seine Tangentialebene
projizierend, enthalt anderseits die Tangente ¢ der Kurve k im Punkte
U (55). Die Projektion ¢’ dieser Tangente deckt sich also mit der
Spur dieser projizierenden Tangentialebene, die ihrerseits Tangente an
den scheinbaren Umrifl u’ ist, denn der scheinbare
Umrifl wird eingehiillt von den Spuren der proji-
zierenden Tangentialebenen.

Der scheinbare Umril} einer Fliche umhiillt (be-
rithrt) daher die Projektionen aller Kurven, die auf
der Fliache liegen {und den wahren Umrif} iiber-
schreiten).

Abb. 127 zeigt das Bild einer Geraden g, die auf
einer Fliche mit dem UmriBl u’ liegt. Daraus folgt, Abb. 127,
daB der scheinbare UmriB u’ einer Regelfliche, das G¢rade Linicauf ciner
ist einer durch die Bewegung einer Geraden erzeugten
Flache, die Umhiillungskurve der Projektionen aller Erzeugenden ist
(Abb. 114). Nur wenn die Regelflache zu den abwickelbaren gehort,
wird die zur einzelnen Erzeugenden gehdrige Tangentialebene im all-
gemeinen nicht projizierend sein. Es

wird nur einige Erzeugende geben oder é

geben kénnen. fir welche die Tan-

gentialebene projizierend wird; deren

Projektionen bilden dann den Umri 6
R —

2

(vgl. die Abb. 115 und 116, in denen
der Umrifl der Zylinder- bzw. Kegel-
fliche aus Mantellinien besteht).

Die  Bestimmung des Umrisses
einer Fliche verlangt also die Be-
stimmung eines Tangentenzylin- w
ders, dessen Mantellinien die Pro- ra ngemenkﬁ;}{' o er Tliche.
jektionsrichtung cinhalten.

Abb. 128 veranschaulicht einen Tangentenkegel, umhiillt von
allen Tangentialebenen der Flache, die durch einen Punkt 7' gehen.

Grossmann, Geowmetric, 7
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Tangentenzylinder, Tangentenkegel, UmriBbestimmung krummer
Flachen lassen sich auch anschaulich als Schattenbestimmung bei
der Belichtung krummer Oberflichen deuten. Fallt auf eine krumme
Oberfliche Licht in der Projektionsrichtung ein, so wird der wahre
Umrif zur Eigenschattengrenze, welche den belichteten Teil der
Flache trennt von dem im Schatten liegenden (Abb. 128). Der schein-
bare UmriB aber wird zum Schlagschatten, den die Flache auf die
Projektionsebene wirft. Liegt die Lichtquelle im Endlichen, sind also
die Lichtstrahlen nicht parallel, sondern gehen sie von einem im End-
lichen gelegenen Punkt aus, so bilden die Lichtstrahlen, welche die
Fliche streifen, einen Kegel, den Tangentenkegel, den man von der
Lichtquelle aus an die Fliche legen kann.

58, Kriimmung der Kurven. Denkt man sich im Beriihrungspunkt
der Tangente einer ebenen Kurve die Gerade rechtwinklig zur Tan-
gente und in der Kurven-
ebene gelegen, errichtet, so
erhilt man die sog. Normale
der Kurve. Diese ist der
geometrische Ort der Mittel-
punkte von Kreisen, welche
die Kurve im Beriihrungs-
punkt mit der Tangente be-
rithren (Abb. 129). Jeder
solche Kreis hat mit der
Kurve an der Beriihrungs-
stelle zwei unendlich-benach-
barte Punkte gemein. Ist
z. B. in Abb. 129 %k ein
: Kreis, der die Kurve an der
Abb. 129. Tangig;gdeeb euxiled Ko;l;ggerender Kreis an Stelle P beriihrt und an der

Stelle @ schneidet, so kann
man sich einen Grenziibergang denken, bei dem sich der Radius
des Kreises verdndert, der Mittelpunkt O auf der Normalen ver-
schiebt, so zwar, daB sich der Punkt ¢ dem Punkte P auf der
Kurve immer nahert, bis er in ihn hineinfdllt. Dann wird der
Beriihrungskreis £ iibergegangen sein in den Kriimmungs- oder
Oskulationskreis &y der Kurve an der Stelle P. Radius ¢ und Mittel-
punkt O des Beriihrungskreises ergeben den Kriimmungsradius g,
und den Krimmungsmittelpunkt O,. Aus diesem Grenziibergang
ergibt sich:

Der Krimmungskreis einer ebenen Kurve hat mit ihr
an der Berithrungsstelle drei unendlich-benachbarte Punkte
gemein.
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Die Oskulation ist also eine Berithrung, verbunden mit einem
Schneiden. Der Kriimmungskreis berithrt und durchsetzt die Kurve
(Abb. 129). —

Drei unendlich-benachbarte Punkte einer Raumkurve liegen in
der Schmiegungsebene der Stelle (53). Der Kreis durch sie bestimmt
die erste Krimmung oder Flexion der Raumkurve. Der folgende,
vierte unendlich nahe gelegenc Punkt wird im allgemeinen aus der
Schmiegungsebene heraustreten, wenn die Kurve rdumlich ist. Die
Differentialgeometrie mift den Grad dieses Heraustretens, indem sie
den (unendlich-kleinen) Winkel bestimmt, den zwei unendlich-benach-
barte Schmiegungsebenen miteinander bilden. Dieses Mall ergibt die
zweite Krimmung oder Torsion der Raumkurve. Daher nennt
man die Raumkurven auch doppelt-gekrimmt oder gewunden
(tordiert). Wird eine Raumkurve mit ihrer Tangentenfliche verebnet,
s0o bleibt dabei die gegenseitige Lage dreier unendlich-benachbarter
Punkte unangetastet, da ja dic Abwicklung erfolgt, indem die un-
endlich-benachbarten Schmiegungsebenen ineinandergeklappt werden.
Die abgewickelte Raumkurve hat daher an jeder Stelle eine Kriimmung,
die gleich ist der ersten Krimmung der Raumkurve. Die zweite
Kriimmung der Raumkurve dagegen wird durch die Abwicklung mit
der Tangentenfliche aufgehoben; die abgewickelte Kurve ist nicht
mehr gewunden. sondern eben.

59. Algebraische Kurven und Flichen. Die analytische Darstellung
der Kurven und Flichen gibt die Moglichkeit einer Einteilung dieser
Gebilde. Treten z. B. in der Parameterdarstellung der Kurven oder
der Flachen (52, 53. 54) nur algebraische Funktionen auf, so nennt man
auch die sc bestimmten (lebilde algebraisch, dagegen transzendent,
wenn transzendente KFunktionen in die analytische Darstellung der
Gebilde eintreten.

Die Begriffsbestimmungen und Eigenschaften der algebraischen Ge-
bilde beruhen auf der Theorie der algebraischen Funktionen und
Gleichungen. Hier sei nur zusammengestellt, was in der Folge davon
benétigt wird.

1. Die Anzahl der Schnittpunkte einer ebenen algebra-
ischen Kurve mit eciner Geraden ihrer Ebene ist konstant
und heifit die Ordnung der Kurve.

Die Anzahl der Tangenten, die man an eine algebraische
Kurve von einem Punkte ihrer Ebene aus ziehen kann, ist
konstant und heilit die Klasse der Kurve.

Ordnung und Klasse einer algebraischen Kurve sind im allgemeinen
verschieden voncinander.

2. Die Ordnung ciner algebraischen Raumkurve ist die
konstante Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer Ebene.

7*
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Die Klasse einer algebraischen Raumkurve ist die kon-
stante Anzahl ihrer Schmiegungsebenen durch einen Punkt.

3. Ordnung und Klasse einer algebraischen Fliche nennt
man die konstante Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer
Geraden bzw. ihrer Tangentialebenen durch eine Gerade.

Die Anzahlder Schnittpunktezweierebeneralgebraischer
Kurven von den Ordnungen m und # ist m+n, wenn sie in
der namlichen Ebene liegen.

Die Anzahl der gemeinsamen Tangenten zweier alge-
braischen Kurven einer Ebene und von den Klassen
m und n ist m-n.

4. Der ebene Schnitt einer algebraischen Fliche m!r Ord-
nung ist eine algebraische Kurve m! Ordnung.

Der Tangentenkegel von einem Punkt an eine algebra-
ische Fliche n' Klasse ist einalgebraischer Kegel n'" Klasse.

5. Die Normalprojektion einer ebenen oder gewundenen
algebraischen Kurve m'" Ordnung ist im allgemeinen — d. h.
bei willkiirlicher Projektionsrichtung — eine ebene Kurve
m" Ordnung.

6. Zwei algebraische Flachen m* und 2! Ordnung haben
eine Durchdringungskurve von der Ordnung m- ».

Denn legt man eine beliebige Ebene durch das Gebilde, so schneidet
sie aus den beiden Fldchen algebraische Kurven von den Ordnungen m
bzw. n heraus, die m - n Schnittpunkte haben. In jeder Ebene liegen
also m - n gemeinsame Punkte beider Flachen.

60. Ebene Schnitte und Durchdringungen krummer Flichen. 1. Soll
man den ebenen Schnitt einer krummen Fliche konstruieren, so hat
man eine hinreichende Zahl, iiber den Kurvenzug gut verteilter Punkte
der Schnittkurve zu ermitteln. Ein allgemeines Konstruktionsver-
fahren ergibt sich im einzelnen Fall aus der Regel:

Um Punkte der Schnittkurve einer krummen Fléche mit
einer Ebene zu ermitteln, legt man eine Schar von Hilfs-
ebenen. Die Schnittpunkte der aus der Flache herausge-
schnittenen Kurven mit den aus der Schnittebene heraus-
geschnittenen Geraden sind gemeinsame Punkte der Flache
und der Schnittebene (s. Abb. 130).

Es handelt sich nur darum, die Hilfsebenen der Natur der Fliche
zweckmiBig anzupassen, d. h. so, daf ihr Schnitt mit der Flache eine
moglichst einfache Kurve sei (womdglich Gerade, Kreis od. &.).

Zur besseren Kenntnis des Verlaufes der Schnittkurve wird man in
den ermittelten Punkten auch die Tangenten bestimmen, gemédfl dem
Satz (1) in (55). Denn die Tangente gibt fir jede Stelle die Richtung an,
in der die Kurve zu zeichnen ist.
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Zur Ubersicht iiber den Kurvenzug trigt es auch bei, ausgezeichnete
Punkte (UnriBpunkte, hochste und tiefste Punkte u. dgl.) zu bestimmen.

Allgemein gesprochen ist es empfehlenswerter, sich eher zu beschrén-
ken auf eine kleine Zahl gut verteilter Punkte allgemeiner Konstruktion
samt Tangenten. so-
wie  ausgezeichneter
Punkte, als mechanisch
die allgemeine Kon-
struktionsregel immer
wieder durchzufiihren
und so zu einer groflen
Zahl von Kurvenpunk-
ten zu kommen. die

/
/ ,\\" Hilfsebere H

Schrnttebene &

sich — war der Kon- /
strukteur nicht sehr
genau — oft genug 4., 130, Schnitt einer Ebene mit einer krummen Fliche.

widersprechen. -

2. Handelt es sich dagegen darum, die Durchdringungskurve
zweier Flichen zu bestimmen, so wird man allgemein Punkte ermitteln
nach dem Verfahren:

Um Punkte der Durchdringungskurve zweier Flachen
zu konstruieren. legt man Hilfsflachen, die aus beiden
Flichen Kurven schneiden. deren Schnittpunkte gemein-
same Punkte beider
Flachen sind (s. Abb. 131).

Es handelt sich darum.
im Einzelfall die Auswahl
der Art und der Lage der
Hilfsflachen (evtl. Hilfsebe-
nen) den beiden gegebenen
Flachen mdoglichst  zweck
méfig anzupassen. damit
einfache Kurven aus den
beiden Flachen geschnitten

Hilfsfldicke

werden. \bb. 131. Durchdringung zweier krummer Flédchen.

Auch hier wird man sich
nicht auf Punktce beschrinken, sondern in den ermittelten Punkten
auch die Tangenten der Durchdringungskurve ermitteln nach dem
Satz (2) von (55).

Ausgezeichnete Punkte soll man auch hier nicht auBler acht lassen, da
ihre Kenntnis das Zeichnen der Kurve erleichtert.

AuschluBireich iiber den Verlauf und die Eigenschaften einer Schnitt-
oder Durchdringumgskurve ist auch die Kenntnis der Art der Kurve.
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VI. Kreiszylinder- und Kreiskegelfliichen.

61. Kreise als Leitkurven von Zylinder- und Kegelflichen. Zu den
einfachsten und am héaufigsten verwendeten krummen Flédchen gehdren
die Zylinder- und Kegelfldchen, deren Leitkurven Kreise sind. Diese
Flachen gehéren zu den
algebraischen  Fléchen,
und zwar sindes Flachen
zweiter Ordnung und
zweiter Klasse. Um
dies einzusehen, denke
man sich eine Gerade ¢
(Abb. 132) durch die
Flache gelegt und be-
stimme ihre Verbindungs-
ebene mit der Spitze §
des Kegels. Ist dann I
Abb. 132. Schnitt einer Geraden mit Zylinder und Kegel di_e Spur dieser Ebene

zweiter Ordnung. mit der Ebene der Leit-

kurve, so wird diese die

Leitkurve in zwei Punkten 4 und B treffen, die freilich imaginér sein

konnen. Auf den Mantellinien m und #» durch diese beiden Schnitt-

punkte liegen die zwei Schnittpunkte P und @ der Geraden ¢ mit

der Kegelfliche. Abb. 132 enthalt auch die Linien, die diesem
Beweisverfahren bei der Kreiszylinderfliche entsprechen.

Soll anderseits die
Klassenzahl dieser
Kreiskegel- oder -zylin-
derflichen  bestimmt
werden, so hat man zu
fragen, wie viele Tan-
gentialebenen  durch
eine (Gerade gehen,
welche ibrerseits durch
die Spitze geht. Dazu
Abb., 133. Tangentialebenen an einen Kegel zweiter Klasse. bestimmt man ( Abb.

133) den Spurpunkt ¢
dieser Geraden g mit der Ebene der Leitkurve und kann von diesem
Punkte aus zwei Tangenten an den Leitkreis ziehen. Diese sind die
Spuren der beiden durch die Gerade gehenden Tangentialebenen. Sie
berithren die Kegelfliche in den Mantellinien, die von den beiden
Beriihrungspunkten der Spuren mit dem Leitkreis ausgehen.

Aus diesen Eigenschaften der betrachteten Flichen folgt:
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Die ebenen Schnitte der Kreiskegel- und -zylinder-
flachen sind Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse
oder kurz zweiten Grades, wie man zusammenfassend sagt.

Diese Kurven zweiten Grades sind die aus der elementaren und
analytischen Geometrie bekannten Kegelschnitte, wie der gemein-
same Name fiir Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel heift.

62. Ebener Schnitt und Abwicklung eines geraden Kreiskegels. Ein
Kreiskegel heifit gerade, wenn seine Spitze in der Normalen zur Ebene
des Grundkreises, errichtet in dessen Mittelpunkt, liegt.

PNy
/o

/"/r‘“\ \\ Aufrig

, F// | //// | \\\ o

Abb. 134. Kegelschnitt.

Ein solcher gerader Kreiskegel werde in Abb. 134 von einer Ebene E
abgeschnitten. Unbeschadet kann vorausgesetzt werden, daB die
Achse a des Kegels zur Grundrifiebene rechtwinklig stehe (vertikal sei,
wenn diese horizontal ist) und daB die Aufriebene zur Schnittebene £
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rechtwinklig stehe, der Schnitt also in der zweiten Projektion als gerade
Strecke erscheine. Durch die Einfiihrung neuer Projektionsebenen
(Kap. IIT) konnte man diese Anpassung der Projektionsebenen an das
zu behandelnde Gebilde erzielen, wenn man es nicht voraussetzen wiirde.

Man erhilt nun Punkte der Schnittkurve, in dem man Mantel-
-linien des Kegels mit der Schnittebene zum Schnitt bringt. Ist z. B.
die Verbindungsgerade P,8 eine solche Mantellinie, so erkennt man im
Aufri unmittelbar ihren Schnittpunkt P mit der Ebene E und kann
damit in der Ordnungslinie auch den Grundrifl dieses Punktes P an-
geben. So ist in Abb. 134 der Grundkreis des Kegels in 24 gleiche Teile
geteilt worden, um eine Folge gleichméfBig verteilter Mantellinien be-
nutzen zu kénnen.

Tangenten der Schnittkurve sind die Schnittgeraden der Tan-
gentialebenen des Kegels mit der Schnittebene. Schneidet die den
Kegel lings PS berithrende Tangentialebene die Spur e der Schnitt-
ebene mit der Leitkreisebene im Punkte 7', so ist die Verbindungs-
gerade T'P die Tangente an die Schnittkurve im Punkte P.

Soll der abgeschnittene Kegel verwirklicht werden, so hat man
seine Abwicklung zu zeichnen. Dazu denkt man sich den Kegel lings
einer Mantellinie, z. B. derjenigen des Punktes 12, aufgeschnitten und
den Mantel ausgebreitet. Dann wird er zu einem Kreissektor werden,
dessen Radius die Seitenlinie s des Kegels ist, die im Aufri} der Abb. 134
in wahrer Lange erscheint. Man hat nun auf der Abwicklung des Grund-
kreises des Kegels in Abb. 135 den Umfang des Grundkreises aufzu-
tragen. In Abb. 135 ist dies geschehen, in dem der 24. Teil des Grund-
kreises 24mal auf der Abwicklung aufgetragen wurde. Ein kleiner
Fehler ist bei einer solchen Naherungskonstruktion unvermeidlich, da
dabei in zwei Kreisen von verschiedenem Radius die Sehne an Stelle
des Bogens abgemessen und aufgetragen wird. Allein der begangene
Fehler kann beliebig verkleinert werden durch Erhchung der Zahl der
Teile, in die man den Grundkreis des Kegels teilt. GroBere Genauigkeit
lieBe sich erzielen, indem man zunichst den Zentriwinkel w der Ab-
wicklung berechnet. Er ist, in Bogenmal} ausgedriickt,

w=2nr:s,

wo r der Radius des Grundkreises des Kegels ist, s die Seitenlinie des-
selben. Dieser Winkel w, am besten in GradmalB} verwandelt, 148t sich
aufzeichnen, ebenso sein 24. Teil bestimmen, so daf man auch die Ab-
wicklung der 24 Mantellinien des Kegels erhalt.

Um nun die Schnittkurve abzuwickeln, hat man die wahre Lénge der
abgeschnittenen Stiicke zu bestimmen, etwa durch Drehung der Mantel-
linie §P um die Achse a des Kegels, bis sie zu einer zweiten Haupt-
geraden wird. Sie fallt dann zusammen mit der &duBersten Mantellinie
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des Kegels, und der sich drehende Punkt P &ndert seine Kote beziiglich
der Ebene der Leitlinie nicht, so dal} sich sein Aufrif} in einer Parallelen
zur Ebene des Leitkreises bewegt nach der Stelle (P). Dann ist die
Strecke S(P) die wahre Lange des abgeschnittenen Stiickes S P und
kann in Abb. 135 angetragen werden. Gemaf der Numerierung, die
in Abb. 134 eingefithrt wurde, fallt das langste der abgeschnittenen
Stiicke in die Mantellinie 12, das kiirzeste in die Mantellinie 0, so daf
der Punkt XII der abgewickelten Schnittkurve ein tiefster, der Punkt 0
ein hochster Punkt der Kurve wird, beides beurteilt von der Abwicklung
des Grundkreises aus.

Tangenten der abgewickelten Kurve bestimmt man nach einem Ver-
fahren, das bei der Abwicklung einer Kurve, die auf einem geraden

Abb. 135, Abwicklung des Kegelmantels.

Kreiskegel verlduft, immer durchgefithrt werden kann. Erhalten bleibt
bei der Abwicklung der Winkel, den die Kurve mit der Mantellinie des
Kegels bildet. Soll also die Tangente ¢ bestimmt werden, welche die
abgewickelte Kurve im Punkte P beriihrt, so hat man den Winkel ¢
zu ermitteln, den dic Kurve, also ihre Tangente mit der Mantellinie des
Kegels, in Wirklichkeit, im Raum, bildet. Das konnte auf verschiedenen
Wegen gelingen. Am zweckmiBigsten ist es, den Winkel ¢ einzu-
spannen in das rechtwinklige Dreieck P Py T, von dem in Abb. 134 der
Grundrif3 erscheint. Denkt man sich, die Abwicklung des Kegels sei in
die Tangentialebene erfolgt, die lings der Mantellinie S P, beriihrt, so
wird das erwihnte rechtwinklige Dreieck auch in der Abwicklung er-
scheinen, denn es liegt in der Tangentialebene des Kegels, und die Tan-
gente im Punkte P an den Grundkreis geht iiber in die Tangente im
entsprechenden Punkt an dessen Abwicklung. Nun crscheint aber die
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Kathete P,P des Dreiecks P PyT in Abb. 135 in wahrer Linge und die
andere Kathete P, T in Abb. 134, so daf} das Dreieck in der Abwicklung
in wahrer Gréfe erscheint, der Winkel @ mithin auch, so daB die Ge-
rade PT in Abb. 135 die Kurventangente ¢ darstellt.

Die abgewickelte Kurve kann zwei Wendepunkte haben. Ein
solcher wird entstehen, wenn am Kegel Tangentialebenen vorkommen,
die zur Ebene der Schnittkurve rechtwinklig stehen. Um zu priifen,
ob es in Abb. 134 solche Tangentialebenen gibt, werde aus der Kegel-
spitze S die Normale auf die Schnittebene gefillt; der Punkt F sei ihr
FuBpunkt in ihr, der Punkt N der Schnittpunkt mit der Leitkreisebene.
Liegt ersterer Punkt auferhalb der Schnittfigur oder, was ebensoviel
heiflen wird, liegt letzterer Schnittpunkt auBlerhalb des Leitkreises, so
lassen sich durch die Gerade SF zwei Tangentialebenen legen, die zur
Schnittebene rechtwinklig stehen. Ihre Spuren mit der Leitkreisebene
sind die Tangenten NV, und NV, des Leitkreises. Die zugehorigen
Berithrungsmantellinien bestimmen die Punkte W, und W, der Schnitt-
kurve, die iibergehen in Wendepunkte der Abwicklung. Die entsprechen-
den Wendetangenten kénnen ebenso bestimmt werden wie die Tan-
genten in beliebigen Punkten der Abwicklung.

63. Die Gattungen der Kegelschnitte. Die Schnittebene ist in Abb. 134
so angeordnet; daB alle Mantellinien des Kegels von ihr geschnitten
werden. Die Schnittkurve ist daher eine geschlossene Kurve zweiten
Grades, eine Ellipse.

In Abb. 136 sind nun die verschiedenen mdoglichen Lagen
der Schnittebene dargestellt. Durch eine Gerade, die zur Aufrif-
ebene rechtwinklig angeordnet ist, geht ein ganzes Biischel von
Schnittebenen.

Die Ebenen 4, B und I treffen alle Mantellinien des Kegels, geben
also geschlossene Schnittkurven, Ellipsen a, b und ¢. Punkte P dieser
und der anderen Schnittkurven erhdlt man durch Hilfsebenen normal
zur Kegelachse. Die Ebene B insbesondere ist rechtwinklig zur Kegel-
achse und bestimmt daher einen Kreis. Die Ebene 4 ist zu einer
Tangentialebene des Kegels parallel, so daB auch eine Beriihrungs-
mantellinie SU zur Schnittebene parallel wird, sie erst in unendlicher
Ferne trifft. Die Schnittkurve d ist erst in unendlicher Ferne geschlos-
sen, sie ist eine Parabel. Die Schnittebene E endlich ist zu zwei
Mantellinien, « und » des Kegels parallel, gelegen in der Parallelebene £%*,
die man durch die Spitze S zur Schnittebene E legen kann. Diese
beiden Mantellinien % und v werden daher erst in unendlicher Ferne
getroffen; sie geben die Richtungen der Asymptoten der Hyperbel
an. Die Asymptoten selber sind die Hyperbeltangenten in den unendlich-
fernen Schnittpunkten U und V der erwéhnten Mantellinien, also (55)
die Schnittgeraden, der lings der Mantellinien % und v bertihrenden
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Tangentialebenen des Kegels mit der Schnittebene Z. Die Hyperbel
besteht aus zwei Asten, von denen in Abb. 136 nur der eine gezeichnet
ist. Der andere ist s
der Schnitt der Ebene 4

F mit dem in der 7 |
Spitze des Kegels
ansetzenden zweiten
Manteldes Vollkegels.

64. Durchdringun-
gen an einem Kon-
densator. Abb. 137
zeigt einen zylindri-
schen Kondensator
mit der Achse a mit
beiderseitigem  Ab-
schluB durch eine
Kugelschale. Die Zu-
leitung des Dampfes
erfolgt durch das zy-
lindrische Rohr mit
der Achse b, die Ab-
leitung des Kondens-
produktes durch das
Rohr mit der Achse e,
das Kiihlwasser tritt
durch das Rohr mit
der Achse ¢ ein und |
durch dasjenige mit Abb. 136. Gattungen der Kegelschnitte.
der Achse d aus.

a) Durchdringung der beiden dufleren Zylinder mit den Achsen a
und b. Da der Zylinder mit der Achse a rechtwinklig gestellt ist zur
KreuzriBlebene, gelingt es leicht, Mantellinien des anderen Zylinders
mit ihm zu schneiden. Es handelt sich nur darum, solche Mantellinien
in den beiden Projektionen, dem Auf- und Kreuzri}, einander zuzu-
ordnen. Ks gelingt dies durch Umlegung eines Normalschnittes des
Zylinders b. In beiden Umlegungen muB dann der Abstand y der
Mantellinie von der Symmetrieebene in die Erscheinung treten. Im
Kreuzril kann dann der Punkt P angegeben werden, wo die Mantel-
linie m des Zylinders b in den Zylinder a dringt. Aus dem KreuzriB
des Punktes P ergibt sich der Aufri. Die Tangente ¢ an die Durch-
dringungskurve im Punkte P ist die Schnittgerade der beiden Tan-
gentialebenen an die zwei sich durchdringenden Zylinder. In Abb. 137
ist sie aber mit Hilfe der Flachennormalen (55) der sich durch-
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dringenden Flichen konstruiert. Da namlich die Flichennormale in
einem Punkt einer Fliche die Normale ist zur Tangentialebene dieses
Punktes, so steht die Schnittgerade der beiden Tangentialebenen recht-
winklig zur Ebene der beiden Flichennormalen. Und da die Flichen-
normale einer krummen Fliche sich in vielen Fillen leichter angeben
148t als die Tangentialebene an die Fliche, so empfiehlt sich in solchen
Fillen die Bestimmung der Ebene beider Flachennormalen und die An-
wendung des eben bewiesenen Satzes:

Die Tangente an der Durchdringungskurve zweier Fla-
chen in einem ihrer Punkte ist rechtwinklig zur Ebene der
beiden Fliachennormalen dieses Punktes.

Die Flichennormalen des Punktes P bez. der beiden Zylinder a
und b der Abb. 137 lassen sich aber sofort angeben und durch je einen
zweiten Punkt bestimmen. Die Fliachennormale n, des Punktes P fiir

Aufri KreuzriB
Abb. 137. Durchdringungen an einem Kondensator.

den Zylinder a stellt sich im Aufri dar als die Normale aus P zur
Achse a. Der FuBpunkt N, dieser Normalen auf der Achse a ist ein
zweiter Punkt zur Bestimmung der Flachennormalen #,. Ebenso stellt
sich im AufriB die Flichennormale n, des anderen Zylinders dar als
die Normale aus dem Punkt P auf die Zylinderachse b. Der Fullpunkt N,
dieser Normalen bestimmt mit dem Punkte P zusammen die Gerade 7n,.
Da nun die gesuchte Tangente an die Durchdringungskurve im Punkte P
rechtwinklig steht zur Ebene der beiden Normalen 7, und 7,, so hat
man, um ihren AufriB zu bestimmen, eine zweite Hauptlinie dieser Ebene
zu bestimmen. Eine solche ist die Verbindungsgerade der beiden FuB-
punkte N; und N,, denn sie liegt in der Ebene der beiden Achsen a
und b. Somit ist der AufriB der Tangente ¢ rechtwinklig zur Ge-
raden N;N,. Da die Durchdringungskurve im Kreuzrifi als Kreis-
bogen erscheint, eriibrigt es sich, in dieser Projektion die Tangente an
die Durchdringungskurve anzugeben.
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Der Aufril der Durchdringungskurve der beiden Zylinder mit den
Achsen @ und b ist eine Doppelprojektion. Denn es gibt zur Mantel-
linie m des Zylinders b, deren Abstand von der Ebene beider Achsen a
und b die Lénge y hat, eine symmetrische bez. der Ebene ab. Diese
Ebene beider Achsen ist eben eine Symmetrieebene beider Flichen,
mithin auch ihrer Durchdringung, und der im AufriB der Abb. 137 ge-
zeichnete Kurvenzug hat doppelte Bedeutung; er stellt die vordere
und die hintere Halfte der Durchdringungskurve dar.

Da nun die beiden sich durchdringenden Zylinder von der zweiten
Ordnung sind (61). wird ihre Durchdringungskurve eine Raumkurve
vierter Ordnung sein (59). Sie besteht aus zwei gewundenen Ovalen,
einem oberen und einem gleichen unteren, wobei aber diese Austritts-
kurve hier am Kondensator ohne Bedeutung ist. Eine Raumkurve
vierter Ordnung wird aber in Doppelprojektion von zweiter Ordnung,
als Kegelschnitt erscheinen, und zwar erkennt man hier die beiden Aste
einer Hyperbel, entsprechend der Eintritts- und der Austrittskurve des
Zylinders b. Denn denkt man sich durch die Figur eine zweite pro-
jizierende Ebene gelegt, so wird sie die Durchdringungskurve in vier
Punkten schneiden (die freilich imaginér werden konnen), und da eine
solche Schnittebene normal steht zur Symmetrieebene, so werden die
vier Schnittpunkte paarweise im Aufriff zusammenfallen, so daf} die
Spur der Ebene den Aufril der Kurve nur an zwei Stellen schneiden
kann.

b) Eindringung des Rohres mit der Achse ¢. Wie aus dem Aufrify
in Abb. 137 ersichtlich ist, dringt dieses Rohr so in den Kondensator
ein, dall sowohl das Ende des Zylinders mit der Achse a, als auch die
Kugelschale (Kugelmittelpunkt Ng) durchdrungen werden. Die Kurve,
in der der (dullere) Zylinder ¢ eindringt, besteht daher aus zwei Stiicken,
von denen das eine auf dem Zylinder @, das andere auf der Kugel liegt.
Diese beiden Stiicke héngen zusammen in den zwei Punkten £ und F,
in denen der AbschluBkreis des Zylinders ¢ den Zylinder ¢ trifft. Die
beiden Punkte kénnen im Aufril angegeben werden, sind also auch im
Kreuzrill bekannt.

Das eine Stiick der Durchdringungskurve, die Durchdringung der
beiden Zylinder @ und ¢, erscheint in beiden Projektionen als Kreis-
bogen, da beide Zylinder projizierend sind.

Ferner zeigt der Aufril, dafl der Zylinder ¢ die Kugel in einem
Punkte D beriihrt. Nun gilt aber der Satz:

Wenn sich zwei einander durchdringende Fldchen an
einer Stelle berithren, so ist der Berihrungspunkt ein Dop-
pelpunkt ihrer Durchdringungskurve.

Denn da die beiden Flichen an der Beriithrungsstelle die ndmliche
Tangentialebene haben, wird die Tangente an die Durchdringungskurve
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in diesem Punkte unbestimmt, der Punkt kann kein gewéhnlicher
Punkt sein, dessen Tangente wohlbestimmt wére. Im allgemeinen wird
die Durchdringungskurve an der Beriihrungsstelle einen Doppelpunkt
und keine hohere Besonderheit aufweisen.

Um nun einen beliebigen Punkt @ der Durchdringungskurve zu be-
stimmen, lege man eine Hilfsebene d rechtwinklig zur Achse a. Eine

~solche schneidet den Zylinder ¢ in zwei Mantellinien, die Kugelkappe
in einem Kreise ¢, dessen Radius man dem Aufri entnehmen kann
und dessen Projektion man im Kreuzril in wahrer Grofie und Gestalt
zeichnen kann. Aus dem KreuzriB eines Punktes der Durchdringungs-
kurve findet man so den AufriB3.

Die Tangente in einem Punkte ¢ an die Durchdringungskurve er-
mittelt man wieder am besten nach der Methode der Fldchennormalen.
Denn da die eine Flache eine Kugel ist, fillt ihre Flichennormale n, in
den Kugeldurchmesser Q Ng. Die Zylinderflichennormale n, ergibt sich
auch sofort in beiden Projektionen. Hier handelt es sich nun darum,
die dritte Projektion der Kurventangente ¢ zu bestimmen. Man wird
also im Aufrif} eine dritte Hauptlinie & in der Ebene beider Flichen-
normalen wihlen und ihren Kreuzrif bestimmen, zu dem dann der Kreuz-
ril der Tangente #, normal steht.

c) Eindringung des Kiihlwasserrohres mit der Achse d in die Ab-
schlufkugelkappe. Hier wird man Ebenen 0 rechtwinklig zur Achse
des Zylinders legen, die aus der Kugel Kleinkreise £ schneiden, deren
Radius man dem Aufril entnimmt und deren Kreuzrifl man in wahrer
Gestalt man zeichnen kann. R seiim KreuzriB ein Punkt, wo ein solcher
Kreis £ in den Zylinder d dringt; dann liegt R im Aufril auf der Hilfs-
ebene 0.

65. Muffenstiick mit Muffenabzweig. Abb. 138 gibt die Durchdrin-
gung zweier gerader Kreiszylinder, deren Achsen @ und b sich in einem
Punkte 0 schneiden. Da beide Rohre, somit auch ihre Durchdringung,
symmetrisch sind bez. der Ebene beider Achsen, kann eine Normal-
projektion auf diese Symmetrieebene hinreichen, um das Gebilde dar-
zustellen und konstruktiv zu beherrschen.

Zur Bestimmung von Punkten der Durchdringungskurve verwendet
man am besten Hilfskugeln mit dem Schnittpunkt der Achsen als
gemeinsamen Mittelpunkt. Eine solche Hilfskugel schneidet némlich
beide Zylinder in Kreisen (£, und %, in Abb. 138), die sich in Normal-
projektion auf die Achsenebene als gerade Strecken darstellen. Die
zwei Schnittpunkte dieser auf der Hilfskugel liegenden Kreise sind
gemeinsame Punkte beider Zylinder. Da die beiden Schnittpunkte
symmetrisch zur Ebene beider Achsen liegen, haben sie zusammen-
fallende Normalprojektionen auf die Ebene beider Achsen, so dafl der
Punkt P der Abb. 138 zwei symmetrische Punkte der Durchdringungs-
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kurve darstellt, diese also in Doppelprojektion erscheint. (Der gezeich-
nete Teil der Kurve ist ein Bogen U, U, des einen Astes einer Hyperbel.)
Tangenten der Durchdringungskurve ergeben sich wieder am einfach-
sten mit Benutzung der beiden Flichennormalen n, und n,, wo dann
N, N, die Schnittgerade ihrer Verbindungsebene mit der Ebene beider
Achsen ist, so daf die Normalprojektion der Tangente ¢ rechtwinklig
ist zu dieser Spur. Dieses Verfahren mit Benutzung der Flichen-
normalen bleibt auch noch durchfithrbar fiir die Punkte U; und U,
der Durchdringungskurve, das ist die Schnittpunkte der dulersten Man-
tellinien beider Zyvlinder. Da die Zylindertangentialebenen fiir diese

Abb. 138. Muffenstiick.

Punkte projizierend sind, ist es auch ihre Schnittgerade, die Kurven-
tangente der Punkte U; bzw. U,, wie ja auch aus der Symmetrieeigen-
schaft der Kurve hervorgeht. Die Punkte U, und U, sind also eigent-
lich Spitzen der Projektion der Kurve (53), nur daBl dieser Umstand
nicht in die Erscheinung tritt, weil die Projektion der Kurve eine
doppelte ist. Wenn also das Flachennormalenverfahren fiir die Punkte U,
und U, durchfithrbar bleibt, so heiBt dies, dafl das Resultat, die Tan-
gente £, in U, an die Projektion der Kurve die Spur der Schmiegungs-
ebene der rdumlichen Durchdringungskurve fiir den Punkt U, ist (53).

66. Durchdringungskurven im Maschinenban. Da die Maschinen-
elemente und die Maschinen zweckentsprechend aus krummen und
ebenen Flichen verschiedenster Art zusammengesetzt sind, werden
dort, wo diese Flachen zusammenstoBen, Durchdringungskurven ent-
stehen. Um sich die geometrischen Formen, die im Maschinenbau auf-
treten, vertraut und geldufig zu machen, gibt es kein besseres Mittel,
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als diese Kurven durchzukonstruieren, um sich zu zwingen, sie sich
richtig vorzustellen. Abgesehen von dieser erzieherischen Bedeutung
im Unterricht spielen Durchdringungskurven im Maschinenbau eine
sehr verschiedenartige Rolle, je nach der Herstellungsweise des Gegen-
standes, an dem sie auftreten. Entsteht die Kurve auf der Drehbank
oder beim Frisen, so ist es nicht nétig, sie in der Zeichnung vorher genau
zu konstruieren. Es geniigt, wenn der Konstrukteur eine geniigende
Kenntnis ihres Verlaufes hat, um sie in der Zeichnung anzudeuten und
um Uberraschungen bei der Herstellung zu vermeiden. Das gleiche gilt
bei Durchdringungskurven, die beim Gielen entstehen; dort ist es die
Aufgabe des Arbeiters, der die GubBform herstellt, Durchdringungs-
kurven einzelner Flichen, die am GuBstiick auftreten, zu modellieren.
In Fillen dagegen, wo das rdumliche Gebilde durch Schablonenbildung
aus der Entwicklung hergestellt wird, wie im Kessel- und Behilterbau,
miissen auftretende Durchdringungskurven vorher konstruiert werden,
um sie in der Abwicklung angeben zu kénnen, da von ihrem Verlauf die
Form des abgewickelten Stiickes abhingt.

67. Durchdringungen und Abwicklungen an einem zylindrischen
Kessel. Die Abb. 139 stellt einen kombinierten Cornwallkessel dar, an
AufriB. Kreuzrif3,

T
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Abb. 139. Kombinierter Cornwallkessel.

"
|
N
I Y
.
|
||
N
|

dem mehrfach Durchdringungen auftreten und Abwicklungen her- .
zustellen sind. Einige davon seien in der Folge besprochen.

a) Mannloch mit Verstdrkungsring. In der Abb. 139 ist die
Stelle, die herausgegriffen wird, mit ,,A° bezeichnet. Abb. 140 gibt die
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Verhiltnisse vergrofert wieder. Man konstruiert zuerst die Durch-
dringungskurve £ (das ,,Mannloch*), wie in (64). Hierauf denkt man
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Abb, 140. Mannloch,

sich den Kessel abgewickelt, ausgehend etwa vom Normalschnitt 4—4 ,
der sich in eine Gerade ausbreitet. In der Abb. 141 zeichnet man die
Abwicklungen der Mantellinien,

wobei man die wahren Léngen der % 4

Bogen des Normalschnittes dem i A
Kreuzril der Abb. 140 entnimmt. & P

Auf diesen Mantellinien trdgt man

die dem Aufril der Abb. 140 ent- , A %
nommenen Léngen derselben ab. 4 YRAY m 7 A

Bei derartigen Abwicklungen emp-
fiehlt sich die Tangentenkonstruk-
tion besonders, da sie nicht nur
gestattet, die Abwicklung des Mann- 7
loches riChtig zu ZeiChnen’ sondern Abb. 141. Abwicklung des Mannlochs mit.
auch niitzlich sein wird, um in der dem Oberkessel.
Abwicklung die Breite des Ver-

stirkungsringes einzuhalten. Man hat zunéichst in Abb. 140 die Tan-
gente in einem Punkte P der Durchdringungskurve % zu konstruieren;

4

Grossmann, Geometrie. 8
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es geschieht dies als Schnitt der Tangentialebenen der beiden sich
durchdringenden Zylinder, deren Spuren r und s den Spurpunkt 7' der
gesuchten Tangente ¢ ergeben. Dann verwendet man das rechtwinklige
Dreieck P PyT, dessen Ecken der Kurvenpunkt P, seine Projektion P,
auf den Normalschnitt 4—A4 und der Spurpunkt 7', der Tangente ¢
mit dieser Normalschnittebene sind. Dieses rechtwinklige Dreieck ent-
hilt bei der Ecke P den Winkel ¢, den die Kurve % mit der Mantel-
linie m des einen Zylinders bildet. Die Kathete P P, erscheint in der
Abwicklung unmittelbar, die Lange P,7, der anderen Kathete ent-
nimmt man dem Kreuzril. Die Kurve &, die Abwicklung des Mann-
lochs, ist damit in Abb. 141 durch Punkte und Tangenten bestimmt.

Der Verstarkungsring, der um das Mannloch angebracht wird, soll
nun aus Festigkeitsgriinden unverinderliche Breite & erhalten. Um
dieser Forderung gerecht zu werden, kann man die Randkurve, bis zu
welcher auf dem Kessel der Verstirkungsring reicht, nicht etwa als
Durchdringungskurve des Kessels mit einem, dem Dampfdom koaxialen
Zylinder erhalten; diese Kurve wiirde keinen Ring unverdnderlicher .
Breite mit dem Mannloch einschlieBen. Man muB, um einen Ring kon-
stanter Breite zu erhalten, von der Abwicklung ausgehen. Man zeichnet
die Abwicklung der Randkurve k, als Umbhiillung der Kreise mit dem

Radius I; deren Mittelpunkte auf den Normalen des abgewickelten

Mannlochs k& liegen. Die Kurve k; ist also eine Parallelkurve zur
Kurve k im Abstand 6. Sie kann daher durch Punkte und Tangenten
in ihrem Verlaufe gezeichnet werden, wenn man Punkte und Tangenten
der Kurve k kennt. '

Nun gilt es, die Randkurve wieder auf den Kessel aufzuwickeln.
Man verwendet dazu die Mantellinien m, des Zylinders mit der Achse a,
auf denen Punkte P; der Kurve k, liegen, indem man im Kreuzril
die Stelle sucht, die dieser Mantellinie m, entspricht und im Aufri3 die
Entfernung des Punktes P; vom Normalschnitt 4—A4 abtrigt.

b) Verbindungsstutzen. In Abb. 142 wird der Verbindungs-
stutzen zwischen den beiden Kesseln dargestellt (Stelle ,,B° in Abb. 139).
Er hat die Form eines geraden Kreiszylinders, dessen Achse b schief
steht zu den Achsen der beiden liegenden Kessel, aber in ihrer Ebene
liegt. Denkt man sich von jedem der beiden sich durchdringenden
Zylinder einen Normalschnitt in die Symmetrie- (Aufri3-) Ebene gelegt,
so kann man fiir beide Mantellinien angeben, welche den némlichen
Abstand y von der Symmetrieebene haben, sich also in einem Punkte P
der Durchdringungskurve schneiden. Die Tangente ¢ an die Durch-
dringungskurve in ihrem Punkte P ist als Schnittgerade der Tangential-
ebenen an beide Zylinder gefunden worden. Die Spuren s und % dieser
Ebenen mit der Symmetrieebene bestimmen sich mit Hilfe der um-
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gelegten Normalschnitte der beiden Zylinder. Die Spuren s und u
treffen sich im Spurpunkt 7' der Tangente ¢.

Die Konstruktion laft erkennen, dal3 der in Abb. 142 gezeichnete
Aufri3 der Durchdringungskurve eine Doppelprojektion ist, also nach
einem Kegelschnitt gekriimmt ist (das Oval der Raumkurve 4. Ordnung
projiziert sich in den Bogen UV des einen Astes einer Hyperbel, deren
anderer Ast die Austrittskurve des (verlangert gedachten) Stutzens mit
dem oberen Teil des Oberkessels
darstellen wiirde).

Aus der Konstruktion geht ;
weiter hervor, dal die Projek- 1
tion der Achse b eine Achse
schiefer =~ Symmetrie fiir den t
Aufriff Durchdringungskurve wird ; '
Symmetrierichtung ist die Rich- i
tung, in der der Oberkessel ver- l
lauft. Es fillt also ein Durch- ;
messer des Kegelschnittes in die L—ﬁ
Gerade b.

Abb. 142. Verbindungsstutzen.

Wenn der Unterkessel, wie das in Abb. 139 vorausgesetzt ist, gleichen
Durchmesser hat wie der Oberkessel, so wird seine Durchdringungskurve
mit dem Stutzen schief-symmetrisch sein zur eben konstruierten Kurve,
wobei die Achse b des Stutzens die Symmetrierichtung gibt.

Die Durchdringung des Stutzens mit dem Ober- oder Unterkessel
veranlaf3t nun zwei Abwicklungen. Einmal ist die Abwicklung des
Ober- bzw. Unterkessels zu bestimmen, um auf dem Blech, aus dem
dieser Kessel gekriimmt wird, die Durchdringungskurve aufzeichnen zu
konnen; dann ist der Stutzen selber mit den beiden Durchdringungs-
kurven mit dem Ober- und Unterkessel abzuwickeln.

8*
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Die Abwicklung des Oberkessels mit der Durchdringungskurve k
ist in Abb. 143 so konstruiert worden wie in Abb. 141. Der Flansch zur
Befestigung des Stutzens auf dem Oberkessel ist dann die Parallel-
kurve k, zur Kurve & im Abstand b, wenn b die Flanschbreite ist. Aber
in Abb. 143 wurden nur Punkte der abgewickelten Durchdringungs-
kurve bestimmt, die Tangenten
dagegen aus Abb. 142 nicht
mit iibernommen. Dann ver-
zichtet man darauf, Punkte
der Parallelkurve zu bekommen
(mit Ausnahme der ausgezeich-
neten Punkte U,;, V,, X;, ¥)),
kann aber die Parallelkurve £,
konstruieren als Umbhiillungs-
kurve der Kreise, deren Mittel-
punkte die Punkte der Kurve
k sind und deren Halbmesser

Abb. 143, Abwicklung. die Flanschbreite b ist.

Die Abwicklung des Ver-
bindungsstutzens ist in Abb. 144 ermittelt. Man zeichnet die Abwick-
lung des in Abb. 142 gelegten Normalschnittes des Stutzens und
trigt auf den abgewickelten Mantellinien die der Abb. 142 ent-
nommenen Stiicke PP, ab. Die Tangenten der abgewickelten
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Abb. 144. Abwicklung des Verbindungsstutzens.

\

Kurve k ergeben sich wieder aus dem rechtwinkligen Dreieck P PyT,
dessen Kathete P,7, der Abb. 142 entnommen werden kann,

¢) Gallowayrohr. An Flammrohrkesseln werden konische Quer-
sieder oder Gallowayrohre vorgesehen, um die Heizoberfliche zu ver-
groflern (Stelle ,,C° in Abb. 139 zeigt einen solchen Quersieder). In
Abb. 145 sind die Verhéltnisse in groBerem MaBstab dargestellt.
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Der Aufril in der Abbildung kann unmittelbar gezeichnet werden,
wenn man die Schiefe der Kegelachse b der Abb. 139 entnimmt. Da die
Spitze M des Kegels nicht mehr in der Zeichnung liegen wird, hat man fiir
die Konstruktion der Umrillmantellinien des geraden Kreiskegels im
Kreuzril zwei dem Kegel eingeschriebene Hilfskugeln mit den Mittel-
punkten M, und M, zu verwenden (s. auch Abb. 147). Die zur Kreuz-
riBebene parallelen GroBkreise £, und k, dieser Kugeln K; bzw. K,
werden den Kegelumrif} in der dritten Projektion beriihren, denn sie
sind die Kugelumrisse in dieser Projektion. Gemeinsame Tangenten der
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Aurri Hrelveri§
Abb. 145. Quersieder.
beiden Kugelumrisse k, und k, sind also die Umrimantellinien « und
v des Kegels in dritter Projektion.

Eingetragen ist in Abb. 145 ein zur Kreuzrilebene paralleler Schnitt
des Kegels, die Ellipse, deren groBie Achse 4 B ist. Punkte P derselben
stellt man dar, indem man sie im Aufrifl annimmt und durch Umlegung
eines Normalschnittes des Kegels die Kote P(P) iiber der Symmetrie-
ebene ermittelt. Die Ellipsentangente im Punkte P ist die Schnitt-
gerade der Schnittebene mit der Tangentialebene des Kegels in P.
Deren Spur s mit der Symmetrieebene kann mit Hilfe der Umlegung
des den Punkt P enthaltenden Normalschnittes gefunden werden, so-
fern die Kegelspitze zugénglich ist.

Der Kegel wird nun zwei Durchdringungsovale mit dem Zylinder
ergeben, die miteinander die gesamte Durchdringungskurve 4. Ordnung
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ausmachen. Bei der Anordnung der Abb. 145, wo der Zylinder zur
AufriBebene rechtwinklig steht, handelt es sich einzig darum, Mantel-
linien des Kegels in beiden Rissen darzustellen. Im AufriB werden die
Mantellinien als Geraden durch die Kegelspitze sich projizieren als
Strahlen, welche entsprechende Punkte der beiden &hnlich liegenden
Kreise K, und K,, deren Ahnlichkeitszentrum die Kegelspitze ist. Sind
also @; und @, zwei solche dhnlich liegende Punkte der Kreise K; und
K, (d. h. Endpunkte von Radien, die unter dem namlichen Winkel w
verlaufen), so stellt ihre Verbindungsgerade m eine Mantellinie des
Kegels dar. Um sie auch im KreuzriBl zu bestimmen, wurde sie zum
Schnitt gebracht mit den beiden Kreisen, in denen die zwei Hilfs-

=

£
Abb. 146. Abwicklung des Quersieders.

kugeln den Kegel berithren. Von diesen Schnittpunkten kann man
durch Umlegung jener Kreise die Koten iiber der Symmetrieebene
bestimmen und damit die Kreuzrisse der Punkte angeben. Die
Mantellinie m schneidet nun den Zylinder in zwei Punkten X und Y,
deren Aufrisse man unmittelbar angeben kann und deren Kreuzrisse
man damit auch kennt.. Die Tangenten der Durchdringungskurve
lieBen sich hier, wo die Kegelspitze unzuginglich ist, mit den Flichen-
normalen besonders zweckméBig ermitteln (in Abb. 145 nicht durch-
gefithrt). Die UmriBipunkte der auf dem Kegel verlaufenden Schnitt-
und Durchdringungskurven liegen jeweilen auf seinen UmriSimantel-
linien % und w.

d) Abwicklung des Mantels des Gallowayrohres. Die Ab-
wicklung des Zylinders, auf dem die Durchdringungskurven mit dem
Kegel liegen, bietet keine neuen Gesichtspunkte und mége daher hier
nicht durchgefiihrt werden. Dagegen gibt Abb. 146 die Abwicklung des
Gallowayrohres. Man zeichnet zuerst die Abwicklung eines Normal-
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schnittkreises des Kegels, etwa desjenigen mit dem Durchmesser RS
(s. Abb. 145). Dann koénnen unmittelbar die Punkte C', D, £ und F der
beiden Durchdringungskurven an den Enden des Gallowayrohres an-
gegeben werden, da die duflersten Mantellinien C £ und DF des Kegels
in Abb. 145 in wahrer Lange im Aufril} erscheinen. Ist aber m eine
beliebige Mantellinie und trifft sie den betrachteten Normalschnitt RS
im Punkte @, so hat man die wahren Langen der Strecken @ X und Q Y
erst zu bestimmen, wo X und Y die Schnittpunkte mit dem Zylinder
sind, um sie in der Abwicklung antragen zu kénnen. Diese Bestimmung
geschieht durch Drehung der Mantellinie m um die Kegelachse in die
Symmetrieebene (Aufrilebene).

68. UmriBmantellinien eines geraden Kreiskegels. Die Bestimmung
der Umrimantellinien eines geraden Kreiskegels hdngt ab von der
Stellung seiner Achse zur Projektionsebene.

Ist die Achse zur Projektionsebene parallel (Aufri in Abb. 147),
so hat man an die Projektion a der Achse nur den halben Offnungs-

Aufrig

Grundriff

Abb. 147. Umril eines geraden Kreiskegels mit schiefgestelliter Achse.

winkel & des Kegels anzutragen, um die beiden UmriBmantellinien zu
finden.

Ist dagegen die Achse geneigt gegen die Projektionsebene (Grund-
riBl in Abb. 147), so sind die UmriBBmantellinien zu konstruieren. Es
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geschieht dies am raschesten und genauesten durch Verwendung einer
dem Kegel eingeschriebenen Kugel, die ihn lings eines Parallelkreises
beriihrt. Sei p dieser Normalschnitt des Kegels in Abb. 147. Dann
kann man mit Hilfe der Flichennormalen in seinem duflersten Punkte
den Mittelpunkt N der Hilfskugel angeben, und zwar, da er auf der
Achse a liegt, in beiden Projektionen. Da sich Kegel und Kugel lings
eines Normalschnittes beriihren, haben sie in dessen simtlichen Punkten
die namliche Tangentialebene. Statt also diejenigen Punkte dieses
Kreises zu ermitteln, die im Kegel eine projizierende Tangentialebene
haben, kann man auch die Kugelpunkte mit dieser Eigenschaft bestim-
men. Nun liegen aber alle Kugelpunkte, die eine projizierende Tan-
gentialebene haben, auf einem Grofikreis k, den man in beiden Pro-
jektionen angeben kann. Es ist der zur Projektions- (hier: Grundrif-)
Ebene parallele GroBkreis. Schneidet dieser GroBkfeis & ‘den Parallel-
kreis p in Punkten U, und U,, so hat man damit die UmriBpunkte
dieses Parallelkreises gefunden, die Punkte also, deren Tangentialebene
projizierend ist. Dann geben die Mantellinien M U; und M U, dieser
Punkte fiir den Grundril die scheinbaren UmriBmantellinien wu,
und u,.

Nach dieser Methode der Verwendung von Beriihrungskugeln sind
in Abb. 145 die UmriBmantellinien % und v des Kegels im Kreuzrif3
bestimmt worden.

69. Feuertiirrahmen an einem stehenden Kessel mit konischer Feuer-
kiste. In Abb. 148 sind zwei Projektionen des Kessels gegeben, und sind
vorerst die Durchdringungen zu bestimmen, die auf der zylindrischen -
Umrahmung der Tiire liegen. Es geschieht dies am besten, indem man
in beiden Projektionen zugeordnete Projektionen von Mantellinien m
dieses Zylinders ermittelt durch zweimalige Umlegung eines Normal-
schnittes des Zylinders. Ist im Grundrif§ y die Entfernung einer Mantel-
linie m von der Symmetrieebene, so 1aBt sich mit Benutzung dieser
Ordinate der AufriB der nimlichen Mantellinie bestimmen. Man erhalt
damit unmittelbar Punkte ¢ der Durchdringungskurve der beiden
Zylinder. Um auch Punkte der Durchdringung des Zylinders mit dem
Kegel zu finden, schneidet man die Mantellinie m mit dem in gleicher
Hoéhe liegenden Parallelkreis p des Kegels. Die Konstruktion laBt die
Symmetrieeigenschaften der zwei Durchdringungskurven erkennen: die
Symmetrieebene der ganzen riumlichen Anordnung ist auch Sym-
metrieebene beider Durchdringungskurven. Die Aufrisse geben daher
Doppelprojektionen, Kegelschnitte, da sie Raumkurven 4. Ordnung
sind. Die erste Spur aber der Symmetrieebene wird zur Symmetrie-
achse des Grundrisses. Tangenten der Durchdringungskurven ergeben
sich wieder als Schnittgeraden der Tangentialebenen beider Flichen
ooder als rechtwinklig zur Ebene beider Flichennormalen.
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Aufrip

Grundri

Abb. 148, Feuertiirrahmen.

Abb. 149 gibt die Abwicklung des zylindrischen Feuertitrahmens.
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Abb. 149. Abwicklung zum Feuertiirrahmen,
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70. Durchdringung eines geraden Kreiszylinders mit einer ihn be-
riilhrenden Kugel. Wie schon in (64) auseinandergesetzt, wird der Be-
rilhrungspunkt zweier Flachen zum Doppelpunkt ihrer Durchdringungs-
kurve, da deren Tangente an dieser Stelle unbestimmt wird.

In Abb. 150 wird also der
Beriihrungspunkt D der Kugel
mit dem Zylinder zum Doppel-
punkt ihrer Durchdringungskurve,
die eine auf dem Zylinder (und
der Kugel) verlaufende Raum-
kurve 4. Ordnung ist. Punkte die-
ser Kurve lassen sich auf mannig-
fache Weise bestimmen. In der
Abb. 150 wurden als Hilfsebenen
E zweite Hauptebenen gelegt.
Eine solche még