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Vorwort. 

1. J!'iir den werdenden ll'Iaschineningenieur. 

Das vorliegende Werk bestrebt sich, einzufuhren in die Vorstellungs
welt, in der die Kenntnisse und Fahigkeiten der Formge bung im 
Maschinenbau wurzeln. Die darstellende Geometrie hat ihren Platz im 
Studienprogramm des Maschineningenieurs von jeher eingenommen 
wegen der Moglichkeit, den Unterricht in hohem MaBe geeignet zu 
machen, die raumliche Vorstellung der Horer zu entwickeln, zu priizi
sieren und anzuregen. Dabei ist freilich immer mehr die Erkenntnis 
durchgedrungen, daB die Vorstellungswelt des Technikers grundver
schieden ist von derjenigen des Mathematikers. Es genugt daher nicht, 
sich auf "Theorien" zu beschranken, so wertvoll sie an und fur sich 
sein mogen, sondern der Unterricht an einer technischen Hochschule 
muB, auch in den grundlegenden Vorlesungen durchtrankt sein von 
Vorstellungen, welche das Leben des Technikers beherrschen sollen. 

Die darstellende Geometrie eignet sich in besonderem MaBe dazu, 
diesem Ziele nahezukommen. Sie solI nicht nur lehren, Konstruktionen 
der raumlichen Geometrie in ebenen Abbildungen zu erledigen, im Stu
dierenden die wichtigsten geometrischen Begriffe anschaulich zu machen, 
sondern sie soll, dariiber hinausgehend, seinen Geist anregen zu schopfe
rischer Tatigkeit. Kein Gebiet des vorbereitenden Studiums an einer 
technischen Hochschule eignet sich so sehr zur Erreichung dieses, wie 
mir scheint, obersten Studienzieles. Fiir viele junge Leute, wenigstens 
in unseren Landen, bilden die Grundbegriffe und Methoden der Algebra 
und der Analysis eine unsichere Grundlage, sei es, daB es an der er
forderlichen Abstraktionsfahigkeit fehlt, sei es, daB andere Ursachen 
vorliegen, die einer Bildung klarer und stets gegenwartiger Begriffe 
hinderlich sind. Die darstellende Geometrie aber beruht auf wenigen, 
unmittelbar einleuchtenden Hauptsatzen der Raumlehre (Stereometrie) 
und wendet sich bei ihren Entwicklungen unmittelbar an die raumliche 
Vorstellung, die weniger das Ergebnis eines folgerichtigen Denkpro
zesses ist, als daB sie unbewuBt und spontan vor dem geistigen Auge 
steht. Zudem wird, nach meiner vielfaltigen Lehrerfahrung, der An
fanger auf keinem anderen Unterrichtsgebiet so rasch selbstandig und 
schopferisch, wie gerade in der darstellenden Geometrie. Freilich, die 
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schOpferische Tatigkeit auf geistigem Gebiet hat ihre eigenen Gesetze 
und laBt sich nicht durch eine geschaftsmaBige Betriebsamkeit er
zwingen, sondern es gilt hier der Ausspruch Spi ttelers1): "Echte 
Gedanken fangt man nicht auf der Treibjagd, sondern mit Netzen. 
Wenn man diese aufspannt und sich nicht weiter darum kummert und 
leise in der Nahe davon herumschlendert, so ist es kaum zu glauben, 
was fiir eine Fulle leckeren Wildes in den Maschen hangen bleibt." Dazu 
gehort allerdings, um im Bilde zu bleiben, daB der junge Mensch, der 
den Anspruch darauf erhebt, dereinst auf die Gedankenjagd zu gehen, 
friih Ierne, haltbare, gutgeknupfte Netze zu spannen. Ein Gedanken
komplex muB von allen Seiten angegriffen werden, damit er schlieBlich 
allgegenwartig sei und Friichte heranreifen konnen. 

2. FUr den Fachmann. 

Wer darstellende Geometrie lehrt, weiB, daB auBere Bedingungen 
es erschweren, didaktische "Oberzeugungen im Unterricht zu verwirk
lichen. Insbesondere an kleineren oder mittleren technischen Hoch
schulen pflegt der Horerkreis bunt zusammengewurfelt zu sein, besteht 
er doch zumeist aus kiinftigen Architekten, Bau- und Vermessungs
ingenieuren, Maschineningenieuren, Mathematikern und Physikern, 
deren Bediirfnisse stark voneinander abweichen. Das vo.rliegende Buch 
gibt denn auch keine Hochschulvorlesungen wieder, sondern bietet 
eher ein Spiegelbild des gesamten Unterrichtes, wie ich ihn seit 1907 
den Maschineningenieuren an der Eidg. Technischen Hochschule in 
Zurich geboten habe. 

Das Ziel des Buches bestimmte Stoffauswahl und Darstellungs
methode. Mancherlei Kapitel und Fragen, die herkommlich in den Lehr
buchern der darstellenden Geometrie behandelt werden, konnten in 
diesem Zusammenhang weggelassen werden. Auch wurde dem Umstand 
Rechnung getragen, daB die mathematische Bildung des einzelnen eine 
Einheit sein soIl und daB somit keine Veranlassung vorliegt, auf sog. 
Reinheit der Methode Gewicht zu legen oder sich zu scheuen, Anleihen 
zu machen bei Kenntnissen aus andern Wissensgebieten. Neigt doch 
der Anfanger nur zu sehr zu "Schubladenwissen"; ist die eine Schub
lade offen, so sind die andern zu. 

Konnte infolge dieser Beschrankung der Umfang des Buches in 
maBigen Grenzen gehalten werden, so wurde diesem Bestreben weiter 
Vorschub geleistet durch den grundsatzlichen Verzicht auf allen ge
lehrten Apparat, auf historische Nachweise und Bemerkungen. Nicht 
aus Geringschatzung der Zwecke, die man mit einer solchen Verbreite
rung und wohl auch Vertiefung der vermittelten Erkenntnisse gewohn-

1) Spitteler, Carl: Gustav. Roman. Ziirich: Albert Miiller. 
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lieh zu erreiehcn beabsiehtigt, sondern aus didaktischen Erwagungen 
heraus. Intere;.;se an historisehen Zusammenhangen zeigt sich, wenn 
uberhaupt, zumeist erst in reiferen Jahren; in del' Jugend uberwiegt 
das rein ;.;achliehe IntereHse, und es ist gut so. Erwacht das historische 
Verstandnis, so gibt es, gerade auch auf dem Gebiete del' darstellenden 
Geometrie, Werke. die diesem Bediirfnis historischer Belehrung gerecht 
werden; ich 1H'1lI1t' etwa die Vorlesungen von Emil Muller in Wien 
nnd Georg :-\('h,dfers ill Berlin. Dazu kommt, daB ieh die Uber
zeugung habe. del' Pprsi5nliehkeitswert eines Menschen, sein ganzes 
"Kalihe!"', ha be tiefe!'e Qudlen als historische Kenntnisse, ja als 
WiflRen und Bild ung ii bel' ha u pt. 

WaH ich in (leI' Folge bl'inge, ist entweder Gemeingut del' Wissen
schaft odeI' Eigencs oder, sofern es von andel'n stammt und zum ersten
mal in einem Lehl'bueh aufgefiihrt wird, bibliographiseh nachgewiesen. 

Ieh war hoh iilwr die verstiindnisvolle zeiehnerisehe Mitarbeit einiger 
ehemaliger H6n'r. welche die Reinzcichnungen nach meinen Entwurfen 
ausfiihrten lind denen ieh fiir ihre Sorgfalt zu Dank verpfliehtet bin. 
Es Hind die,; VOl' alkm die Herren eand. ing. Adolf Egli und 
H erm ann G 1 u t 'h. Die vermessungstechnischen Zeichnungen zu 
Kap. Vln hat Herr caw!. ing. 2\lax Frei ausgefiihrt. Einzelne Zeich
TIlmgPl1 hat aueh Herr eand. ing. Charles Lalive bereitgestellt. 

DaB die Verlag:-;buchhandlung Julius Springer in Berlin anes getan 
hat, wa;.; zu einer sachgemaBen und flch6nen Ausstattung geh(irt, 
erwahne ich rmr del' Vollstiindigkeit halber; ist doch die Fiirsorge diesel' 
~Firma fUr ihrp Vpr]agswerkp ~eit vi den .Jahren wohlbekannt. 

Zurich, im Fehl'uar 1927. 

)1. Gl'o:t3mann. 
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Einleitung. 
Der Maschinenbau entwirft und verwirklicht Raumgebilde, deren 

besondere Zweckbestimmung Baustoff und Form bestimmt. Die Dar
steHung und Veranschaulichung der Form, sowie der Anordnung der 
einzelnen Teile erweisen sich als unentbehrlich beim Entwurf, bei der 
HersteHung und bei der schlieBlichen Verwertung des Raumgebildes. 
Die anschaulichste Darstellung, das Modell, ist in den meisten Fallen 
unzweckmaBig, kostspielig und entbehrlich. Gebrauchlich sind Zeich
n ungen zur Darstellung geplanter oder fertiger technischer Raum
gebilde. 

Es ist die A ufga be der darstellenden Geometrie, von 
technischen und allgemeiner von geometrischen Ge bilden 
Zeichnungen auf ein ebenes Zeichnungsblatt zu entwerfen 
und zu zeigen, wie man auf Grund solcher Zeichnungen 
AufschluB gewinnen kann iiber die Abmessungen und geo
metrischen Eigenschaften des dargestellten Raumgebildes, 
sowie ii ber die Anordn ung seiner einzelnen Teile. 

Die in der Technik gebrauchliche darstellende Geometrie erhalt 
die Abbildungen cler Raumgebilde durch den Projektionsvorgang. 

Die Projektion eines Raumgebildes auf eine Projektions
oder Zeichnungsebene entsteht, wenn durch die Ecken des 
a bzu bildenden Gegenstandes Projektionsstrahlen gesetz
maBig gezogen und mit der Projektionse bene geschnitten 
werden. 

Das Projektionsgesetz, das den Projektionsvorgang beherrscht, 
kann - grundsatzlich und theoretisch -- sehr verschiedenartig gewahlt 
werden. Im Maschinenbau kommt fast ausschlieBlich die rechtwink
lige Projektion oder Normalprojektion zur Verwendung, bei 
der die (geradlinigen) Projektionsstrahlen die Projektionsebene recht
winklig ("normal") treffen. Seltener bedient man sich der schiefen 
Parallelprojektion, deren Projektionsstrahlen, unter sich gleich
gerichtet, die Projektionsebene in schiefer (nicht zu ihr rechtwinkliger) 
Richtung treffen. Die Zentralprojektion, deren Projektionsstrahlen 
aIle durch einen festen Punkt, das Projektionszentrum, gehen, 

GrOSSlnann, Ueolllf'trit'. I 
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ist in ihrer Anwendung nur iiblich bei den sog. perspekti vis chen 
Abbildungen, die besser nur fiir groBere Bauwerke (Gebaude, 
Briicken u. a.) verwendet werden. Es drangt sich eben die Perspek
tive bei der Darstellung der Projekte des Architekten und des Bau
ingenieurs auf wegen der groBen Anschaulichkeit, die perspektivischen 
Bildern gegeben werden kann und die insbesondere am Platze ist, wenn 
sich die Abbildung meist erst geplanter Bauwerke an Laien wendet, 
welche technische Zeichnungen nicht oder nicht geHtufig "lesen" konnen. 
Denn die perspektivischen Abbildungen geplanter Bauwerke gleichen 
in ihrem geometrischen Aufbau und in ihrer Wirkung den Photogra
phien bestehender Bauten. 1st doch der photographische Vorgang 
mit groBer Annaherung eine Zentralprojektion, und auch das 
Sehen ist mit einer solchen zu vergleichen. 

Da die zueinander parallelen Projektionsstrahlen bei der Parallel
projektion aufgefaBt werden konnen als Strahlen, die sich in unend
licher Ferne schneiden, begreift man, daB auch die Parallelprojektion 
eines Gegenstandes aufgefaBt werden kann als ein Seh bild, gesehen 
aus unendlicher Ferne, in der Projektionsrichtung. 

Auch als Lichtstrahlen lassen sich die Projektionsstrahlen, die 
einen Gegenstand abbilden, auffassen. Sind diese Lichtstrahlen parallel 
zueinander, so entwerfen sie in der Projektionse bene einen S c hat ten, 
wie ihn (mit groBer Annaherung) Sonnenlicht erzeugen wiirde. Die 
Zentralprojektion andererseits entspricht der Beleuchtung aus einer 
im Endlichen liegenden Lichtquelle. Die Schattenlehre ist so 
ein Teil der darstellenden Geometrie, spielt aber bei den Darstellungen 
aus dem Hoch bau eine viel groBere Rolle als bei jenen aus dem Ma
schinenbau. 

Die darstellende Geometrie hat aber, iiber diese Darstellungs
aufgabe hinausgehend, einzufiihren in die Kenntnis der wichtigsten 
geometrischen Formen. Nicht nur im engeren Maschinenbau 
wo die schopferische Formge bung Formenkenntnisse verlangt, 
sondern auch in der Mechanik, der Physik und in weiten Gebieten 
der angewandten Mathematik spielen die Form und die geometrischen 
Begriffe und Eigenschaften von krummen Linien und Flachen eine 
wichtige Rolle. Diese geometrischen Kenntnisse sollen im folgenden 
im engen AnschluB an die Vorstellungswelt des Maschineningenieurs 
entwickeIt und veranschaulicht werden, auf daB sie lebendig werden 
an den technischen Raumgebilden, denen sein Interesse gilt. 



L. N ormalprojektion. 
1. Rechtwinklige Projektion. Das einfachste Darstellungsverfahren 

fUr Raumgebilde zeichnet deren rechtwinklige Projektion auf eine 
Ebene. Es ist fur den Anfiinger vorteilhaft, sich vor allem vertraut zu 
machen mit dieser einfachen Abbildungsmethode, deren Grundgesetze 
das Verstandnis sichern fur gebrauchlichere, aber weniger einfache 
Darstellungsmethodcn (Kap. II-III)I). 

Die rechtwinklige Projektion A' eines Punktes A auf eine Projek
tionsebene 7r entstcht, indem man aus ihm den Projektionsstrahl 
rechtwinklig zur Projcktionsebene zieht und 
den Spurpunkt desselben bestimmt (vgl. die 
anschauliche Darstellung dieses Projektions
vorganges in Abb. 1). Bequem ist es auch, 
zu sagen, man ziehc von A die N or male A A' 
auf die Projektionsebene 7r 2). Es gehort so 
zu jedem Punkte A des Raumes eine wohI
bestimmte N ormalprojektion auf eine 

~Il 
I 

a 

A' a 

Ebene 7C. Nicht abel' umgekehrt: Wird ein Abb. 1. R~~~t~~~n~~~~. Projektion 

Punkt A' der Projektionsebene aufgefaBt als 
Normalprojektion. so gibt es unendlich viele Raumpunkte A, die zu
gehorig sein konnen, namlich alle Punkte des Projektionsstrahles durch 
A', das ist del' Normalen, die man in A' rechtwinklig zur Projektions
ebene errichten kann. Will man daher einen diesel' Punkte durch 
seine Normalprojektion festlegen, so muB man seine En tfern ung von 
del' Projektionsebene hinzufUgen und festsetzen, welches Vorzeichen 

1) Siehe aueh die ausfiihrlichere Darstellung der Anfangsgrunde der hier 
behandelten Wissenschaft in des Verfassers: Einfiihrung in die darstellende 
Geometrie, 3. A. Basel: Helbing & Lichtenhahn, 1917: Darstellende 
Geometrie I ~c Teubners Teehnische Leitfaden, Bd. 2, 2. A. Leipzig: 
B. G. Teubner 1922. 

2) 1m Interesse einwandfreier spraehlieher Ausdrucksweise empfiehlt es 
sieh, die Ausclrueke "lotreeht " , "senkreeht", "ein Lot fallen" nur zu ver
wenden, wenn es sieh wirklieh urn gerade Linien handelt, deren Riehtung 
dureh die Erclsehwere gegeben ist, in anderen Fallen dagegen zu sagen, 
die Cerade sei .,reeht.winklig" odor "normal" zu einer Ebene. 

1* 
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man dieser Streeke A' A geben will, je naehdem der Raumpunkt A 
auf der einen oder anderen Seite der Projektionsebene liegt. Wahlt 
man eine Einheitslange zur Messung dieser Entfernungen, so erhalt 
man als Ergebnis der Messung eine reine Zahl a, die MaBzahl der Ent
fernung A'A, die man, mit Vorzeiehen versehen, als die Kote a des 
Punktes A bezeiehnet. Fiigt man diese Zahl der Normalprojektion A' 
eines Punktes A hinzu, so entsteht dessen kotierte Normal
projektion. 

Ein Raumpunkt A ist seiner Lage naeh dureh seine 
kotierte Normal proj ektion auf eine Ebene eindeutig be
stimmt. 

Die kotierte Normalprojektion eines Punktes A sei bezeiehnet mit A~. 
2. Die Normalprojektion der geraden Linie. SolI eine gerade Linie g 

auf eine Ebene 11: projiziert werden, so hat man dureh ihre einzelnen 
Punkte A, B, 0, D, . .. die Projektionsstrahlen reehtwinklig zur 
Projektionsebene zu ziehen und die Sehnittpunkte A', B', 0', D', ... 
derselben mit der Projektionsebene zu ermitteln (vgl. die Veransehau-

8 liehung dureh die Abb. 2). Da diese 
Projektionsstrahlen aIle zur namliehen 
Ebene 11: normal, also unter sieh gleieh
geriehtet sind l ), so liegen sie in einer" 
Ebene, die zur Projektionsebene reeht
winklig steh t und die man die pro j i -
zierende Ebene der Geraden 
nennt. Es ergibt sieh also, daB die 

Abb.2. Punkte A', B', 0', D', ... sowohl in 
Rechtwinklige Projektion der Geraden. der Projektionsebene als aueh in der 

projizierenden Ebene liegen, somit in 
ihrer Aufeinanderfolge die Sehnittgerade g' beider Ebenen bilden. 
Zusammenfassend laBt sieh sagen: 

Die Normalprojektion einer Geraden auf eine Ebene ist 
eine Gerade, namlieh die Sehnittgerade der projizierenden 
Ebene der Geraden mit der Projektionsebene. 

Weiterhin ergibt sieh an Hand der Abb. 2: 
Der Spurpunkt einer Geraden mit einer Ebene ist der 

Sehnittpunkt der Geraden mit ihrer Normalprojektion auf 
die Ebene. 

So ist in Abb. 2 der Punkt S der Spurpunkt (oder kurz die Spur) 
der Geraden g mit der Ebene 11: und liegt im Sehnittpunkt der Geraden g 
und ihrer Normalprojektion g' auf die Ebene11:. 

1) Zur Einfiihrung in die elementare Raumlehre, welche die Grundlage 
der darstellenden Geometrie bildet, empfiehlt sich z. B.: Biitzberger, 
F.: Lehrbuch der Stereometrie, 3. A. Ziirich: Art. Institut Orell Fiif3li 1916. 
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Der Winkel einer Geraden g mit einer Ebene ist der 
Winkel, den die Gerade mit ihrer Normalprojektion auf die 
Ebene bildet. 

So zeigt Abb.2 den Winkel der Geraden g mit der Ebene 7r, als 
Winkel, den die Gerade g mit ihrer Normalprojektion g' auf die Ebene 7r 

einschlieBt. -
Zu beachten sind die besonderen Lagen, welche die Gerade zur 

Projektionsebene einnehmen kann h 

und die ihre Auswirkung beim 0 

Projektionsvorgang haben: 
a) 1st die Gerade zur Projektions

ebene rechtwinklig (wie z. B. die 
Gerade n in Abb. 3), so fallen 
die Projektionsstrahlen aller ihrer 
Punkte mit ihr zusammen und die 
Normalprojektion der Geraden ist 
ein Punkt, ihr Spurpunkt N mit 
der Projektionsebene. Abb.3. Besandere Lagen der Geraden. 

b) 1st die Gerade zur Projek-
tionsebene parallel (wie z. B. die Gerade h in Abb.3), so werden 
alle Koten DD', EE' . ... gleich lang, und die beiden Geraden h und h' 
werden parallel. 

Man hat also die beiden Satze: 
Steht eine Gerade zu einer Ebene normal, so ist ihre 

Normalprojektion auf diese Ebene ein Punkt, ihr Spur
punkt mit der Projektionsebene. 

Wenn eine Gerade zu einer Ebene parallel ist, so ist 
sie auch zu ihrer Normalprojektion auf diese Ebene parallel. 

3. Umlegung einer Geraden in die Projektionsebene. Die Abb. 1-3 
stellen Veranschaulichungen raumlicher Verhaltnisse dar, wie das in 
der Raumgeometrie (Stereometrie) ublich ist. 1m Gegensatz dazu soIl 
nun Abb. 4 eine Darstellung sein, wie solche in der darstellenden Geo
metrie ge brauchlich sind: man zeichnet die geometrischen Ge bilde, die 
in der Pro j ektionse bene lie gen. 

Man wahlt die kotierten Normalprojektionen A~ und Bt zweier 
Raumpunkte A bzw. B. Die Verbindungsgerade g' der Punkte A' und B' 
ist die Normalprojektion g' der Verbindungsgeraden g del' beiden 
Punkte A und B. 

Man kann nun uber die Lage der Geraden im Raum AufschluB ge
winnen, indem man ihren Spurpunkt mit der Projektionsebene und 
ihren Winkel mit diesel' konstruiert. Es geschieht dies, indem man 
die Gerade g mit ihrer pl'ojiziel'enden Ebene umlegt in die Pl'ojektions
ebene. Drehachse ist dabei die Normalprojektion g', um welche die 
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Umlegung der projizierenden Ebene wie um ein Scharnier erfolgt. 
Der Drehungswinkel bei dieser Umlegung ist ein rechter, und aile 
Punkte A , B, ... der Geraden g beschreiben bei der Umlegung Viertels
kreise, deren Ebenen rechtwinklig stehen zur Drehachse, deren Mittel
punkte ill den Normalprojektionen A', B', ... liegen und deren Halb
messer gleich sind den Koten A' A, B' B, . . .. Nach Durchfiihrung 

der Umlegung kommen also die 
Punkte A und B in die Normalen 
zu liegen, die man in A' bzw. B' in 
der PJ:ojektionsebene auf g' errichten 
kann, und zwar in Entfernungen A I [A] 
bzw. B'[B], welche durch die Ko
ten a und b gegeben sind. 

Die Verbindungsgerade der Punkte 

Abb.4. Umlegung der projizierenden [A][B] ist die Umlegung [g] der Ge-
Ebene einer Geraden. raden g mit der projizierenden Ebene 

in die Projektionsebene. Sie bestimmt 
im Schnittpunkt mit der Geraden g' den Spurpunkt S der Geraden g mit 
der Projektionsebene, wie aus (2) folgt, wie man aber auch unmittelbar 
wieder erkennt und sich vorstellt: der Spurpunkt S zeichnet sich da
durch vor allen anderen Punkten der Geraden g am, daB er die Kote 
Null hat, bei der' Umlegung also fest bleibt. 

Der Winkel P der Geraden g mit der Projektionsebene ergibt sich 
in der Umlegung als Winkel der Geraden [g] und fl'. 

Die Strecke l = [A][B] gibt die wahre Lange der Strecke AB. 
4. DiHerenzendreieck einer Strecke. Man kann die wahre Lange einer 

Strecke sowie den Winkel, den sie ,mit der Projektionsebene bildet, 
A noch auf andere, einfacbere 

Abb. o. Differenzendreieck einer Strecke. 

Art bestimmen. Man denke 
sich durch den einen der beiden 
Endpunkte der Strecke, z. B. 
durch den Punkt B, die Ebene 
parallel zur Projektionsebene 
gelegt und die projizierende 
Ebene der Geraden in diese 
Ebene umgelegt. Drehachse 
wird dabei die Parallele B 0 
zu g' (vgl. die anschauliche 
Darstellung in Abb. 5). Der 

Drehradius 0 A des Punktes A wird gleich der Kotendifferenz 
der Punkte A und B. Das rechtwinklige Dreieck ABO nennt man 
das Differenzendreieck der Strecke A B. Nach der Umlegung liegt 
dieses Dreieck in einer Parallelebene zur Projektionsebene, so daB sich 
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die Projektioll seiner Seiten in wahrer GroBe darstellt (vgl. hieriiber 
auch (5)). 

Man kann also die Konstruktion, die aus dieser Uberlegung folgt, 
in del' Projektionsebcne folgendermaBen ausfiihren (Abb. 6): 

Man errichtet in del' Projektionsebene im Punkte A' die Normale 
auf die Projektion del' Strecke und maeht ihre Lange gleich der Koten
differenz del' beiden Punkte. Dann ist die 
~trecke [A]H' gleich del' wahren Lange l del' n(4} 
Strecke A B. Diese Konstruktion ist nicht nur 
einfacher als jene von (3), sondern sie bleibt oft \ "T 
auch durchfiihrbar, wenn jene -- vermoge groBer tJ 

Koten del' Punkte A und B - Punkte [..:1] und B' . A' 

[B] ergibt, die auBerhalb del' zur Verfiigung 
Allb. 6. Fmlegung des 

stehenden Zeichn ungsflaehe fallen. llifferenzendreierks. 

Auch del' Winkel (3 del' Geraden g mit del' 
Projektionsebenp ('rseheint 1m Differenzendreieek 111 wahrer GroBe 
bei B'. 

~Ian nennt die Parallelebene zur Projektionsebene, in welehe man 
das Differenzendreieek umlegt, eine H a u pte ben e. 

5. Projektion lInd wahre Lange einer Strecke. Wenn eine Streeke A B 
gegen die Projektionsebenc geneigt ist, also eincn Winkel mit ihr 
bildet, del' \'on einem rcehten versehieden ist, so erfahrt sie beim 
Projektionsvorgang eine Vel' kiirzung. Denn im rechtwinkligen 
Differenzendreieek del' Streeke ist diese die Hypotenuse, ihre Normal
projpktion ahpl' dip dem Winkel j3 anliegendl' Kathete. Es ist somit 

A' B' = A B . cos /1 . 

Die Normalprojektion einer Streeke ist gleieh ihrer 
wahren Lange multiplizicrt mit dem Kosinus des Winkels, 
den sie mit dn Projektionsebene bildet. 

Die Verkiirzung erfolgt also im Verhaltnis 1: cos i1. 
vVenn del' Winkel /1,= 0 ist, so ergibt diesel' Zusammenhang, daB 

die (jeradp, die zur Projektionsebene parallel ist, keine Verkiirzung 
erfahrt (s. aueh dip Gerade J) E del' Abb. 3). 

1st einp Streeke zur Projpktionse bene parallel, so e1-
£ahrt sie beim Projizieren keine Verkiirzung. 

6. SteHlIng lInd Lage der Projl1ktionsebenc. Die Projektionsebene 
kann im Raum willkiirliehe Stellung und Lage haben. Verlegt man sie 
parallel zu sieh selb"t, so andert man ihreLage, nieht abel' ihre Stell ung. 
Verdrcht man sie, so andert man ihre Stellung. 

Ausgezeiehncte und gebrauehliehe Stellungen del' Projektionsebene 
er-halt man, wenn man sil' l'ntweder wagreeht (horizontal) odeI' senk
reeht (vertikaI) stellt. Eine wagreehte Projektionsebcne wird aueh 
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GrundriBe bene genannt, eine senkrechte Projektionsebene AufriB
e ben e; die N ormalprojektionen auf solche Ebenen heiBen G run driB 
bzw. AufriB. 

7. Neigungswinkel und Neigung einer Geraden. Man nennt den 
Winkel j3 , den eine Gerade mit der Projektionse bene oder Pr 0 j e k t ion s
tafel bildet, gelegentlich auch ihre Tafelneigungswinkel. Man 
bleibt aber mit der Bedeutung des Begriffes "Neigung" im Sprach-

B schatz besser im Einklang, wenn 

Abb. 7. Verkiirzung einer Strecke bei 
N ormaiprojektion. 

man yom "N eigungswinkel" einer 
Geraden nur dann spricht, wo es 
sich urn ihren Winkel mit einer 
wagrechten Projektionse bene 
handelt. Von Wichtigkeit ist 
daneben der Begriff der "N eigung" 
der Geraden: man versteht darunter 
die trigono metrische Tan
gente des Neigungswinkels. 

So hat in der anschaulich gedachten Abb. 7 die Gerade g den Nei
gungswinkel j3, somit die Neigung 

z 
tgj3 = -, 

x 
wo z der Kotenunterschied der Punkte A und B ist, x die Lange der Pro
jektion der Strecke A B. Man driickt die Neigung haufig in Bruch
form so aus, daB der Zahler oder der Nenner gleich 1 wird, z. B. 1 : 2, 
1: 5, 1: 20, 1: 1/3 = 3: 1, usw. Auch in Hundertteilen laBt sich die 

8' I 
s,J 10<1 <0------+----, 

o z 

Neigung ausdriicken; so 
bedeutet die Neigung 
1 : 2, daB die Gerade 
mit 50 vH geneigt ist 
oder im anderen Sinne 
ansteigt. 100 vH Nei
gung bedeuten fUr eine 
Gerade einen Neigungs
winkel von 45°. 

Die Neigung einer 
Geraden laBt sich kon-

Abb.8. Neigungswinkel der Geraden im Differenzendreieck. struktiv ermitteln, wie 
in (4), indem man das 

Differenzendreieck der Strecke A B, die in der Geraden enthalten ist, um
legt in eine zur Projektionsebene parallele Ebene. Der Neigungswinkel j3 
erscheint dann im Differenzendreieck (Abb. 8), und die Neigung ist 

a-b 
tgj3 = ---, 

x 
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wenn a und b die Koten der Punkte A bzw. B sind und .r die Lange der 
Normalprojektion der Strecke A B ist; die MaBeinheit, mit der diese 
Strecken gemessen werden, ist in der Abbildung ebenfalls angegeben. 

Man kann aber die Neigung einer Geraden auch noch anders be
stimmen: man denke sich auf der Geraden g der Abb. 8 die Punkte 
mit den ganzzahligen Koten 6,7, ... eingetragen. Die Normal
projektionen zweier solcher Punkte, deren Kotenunterschied 1 ist, 
werden eine gewisse (gleichbleibende) Entfernung i haben, die man das 
Intervall der Geraden nennt und deren GroBe maBgebend ist fiir 
die Neigung der Geraden. .Je kleiner i ist, urn so starker ist die 
Gerade geneigt. Efl ist eben, wie die Abb. 8 zeigt, 

I 
tg(3 = . , 

I 

d. h. Neigung und Intervall einer Geraden sind reziprok. 
Kennt man daher das Intervall einer Geraden, so kennt man auch 

ihre Neigung. :::10 ist in Abb. 9 der GrundriB g' einer Geraden g gegeben 
und diese im iibrigen festgelegt durch I I I === 
die Angabe des Grundrisses von 0 2 3 'I S 

Punk ten , deren Kotenunterschied je- 27 

weilen 1 ist. Dabei ist zu bemerken, 
daB die Gerade schon durch die An- g! 

gabe zweier Punkte aus dieser Auf
einanderfolge bestimmt ware. Mit 
dem der Abb. 9 beigefiigten Einheits-

Abb.9. Interval! eincr Gerallcn. 

maBstab ergibt sich, daB das lntervall i die Lange i = 2,5 hat. Daher 
kann man, ohne umlegen zu miissen, schlieBen, daB die Neigung 
der Gerade)] 

I 2 
~-

2,5 5 
ist. 

Kennt man das Intervall einer Geraden, ist daher die Aufeinander
folge von Punkten mit dem Kotenunterschied 1 angebbar, so sagt 
man, die Gerade sei graduiert. 

8. Darstellung der Ebene. Eine Ebene c moge durch drei ihrer Punkte 
gegeben sein, von denen man in Abb. 10 die kotierten Normalprojek
tionen A~, B2 und U'3 kennt. Urn naheren AufschluB iiber Stellung 
und Lage der Ebene A Be zu gewinnen, denke man sich die Punkte 
.4, B und (' durch Gerade miteinander verbunden. Das Dreiseit, 
das flO entsteht, liegt ganz in der Ebene. Durch Umlegung der normal
projizierenden Ebenen zweier Seiten, z. B. der Seiten A C und BC in 
die Projektionsebene (oder auch in eine Parallelebene dazu) kann man 
diese :::Ieiten graduieren (7), d. h. aufeinanderfolgende Punkte mit 
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ganzzahligen Koten bestimmen. Verbindet man nun zwei dieser Punkte, 
die gleiche Koten haben, so wird diese Verbindungsgerade ganz in der 
Ebene ABO liegen, und sie ist zur Projektionsebene parallel, da aIle ihre 
Punkte die gleiche Kote haben wie die zwei sie bestimmenden Punkte. 

Eine solche zur Projektionsebene parallele Gerade einer Ebene 
nennt man eine ihrer Hauptgeraden. Zu jeder Kote geh6rt eine und 

Abb. 10. Hauptlinien einer Ebene. 

foJ nur eine Hauptgerade 
der Ebene (in Abb. 10 
sind die Projektionen 
von Hauptgeraden 
mit dem Kotenunter
schied 1 eingetragen). 
Die Hauptgeraden 
k6nnen auch aufge
faBt werden als 
Schnittgeraden der 
Ebene mit einer 
Schar zur Projek
tiollsebene paralleler 
Ebenen, sog. Ha u pt
e benen. Es findet 

sich unter den Hauptgeraden einer Ebene auch eine, deren Kote 0 
ist; diese liegt ganz in der Projektionsebene, ist also die sog. Spur
gerade der Ebene mit der Projektionsebene. 

Aus dem Umstand, daB die Hauptgeraden einer Ebene ihre Schnitt
geraden mit einer Schar (unter sich paralleler) Hauptebenen sind, folgt: 

AIle Hauptgeraden einer Ebene sind unter sich und zur 
-~-~-J7 Spurgeraden der Ebene parallel. Man 

nennt sie daher auch Spurparallele. 

~'------+--36 
9. Spurparallelen und Spurnormalen einer 

Ebene. Eine Ebene ist bestimmt, d. h. ihrer 
Stellung und Lage nach bekannt, wenn man 

35 die kotierten Normalprojektionen zweier ihrer 
Hauptgeraden kennt. Oder man gibt, wie in 

-f-------l--_-J'I Abb. 11, in der Normalprojektion die Auf

Abb.11. Neigung der 
Geraden einer Ebene. 

einanderfolge von Hauptgeraden an, deren 
Kotenunterschied 1 ist. 

Dann kann man jede Gerade g', die man in 
Abb.11 durch die Parallelenschar hindurchzieht, 

auffassen als den GrundriB einer Geraden g, die in der durch die Haupt
geraden bestimmten Ebene liegt. Durch ihre Schnittpunkte mit den 
kotierten Hauptgeraden ist sie selbst unmittelbar graduiert. Man kennt 
ihr Intervall i (s. die Abb. 11) und kennt also auch ihre Neigung 1 : i. 



Neigung einer Ebene. 11 

Das Intervall i wird den kleinsten moglichen Betrag erhalten, 
wenn die Normalprojektion dieser Transversalen zur Normalprojektion 
der gegebenen Hauptgeraden rechtwinklig steht (Gerade I' in Abb. ll). 
Denkt man sich durch diese Gerade I' die normal projizierende Ebene 
gelegt, so steht diese zur Projek- f 

tionse bene und zu allen den h 

Hauptgeraden rechtwinklig (vgl. 
die anschaulich gedachte Abb. 12). 
Ihre Schnittgerade mit der durch 
ihre Hauptgeraden bestimmten 
Ebene gehOrt als Originalgerade f 
zu der Normalprojektion 1'. Diese 
Gerade f steht also auch recht
winklig zur Spur 8 der Ebene 

h' 

Ahb.12. ;;purparallele und ·normale. 

und somit zu allen Spurparallelen oder Hauptgeraden. Die Gerade 
wird eine Spurnormale der Ebene genannt und es gilt der Satz: 

Jede Spurparallele einer Ebene bildet mit jeder Spur
normalen einen rechten Winkel, dessen Normalprojektion 
wieder ein rechter Winkel ist. 

10. Winkel einl'r Ebene mit der Projektionsebene. Die normal proji
zierende Ebene einer Spurnormalen steht also (9) zur Spur 8 der Ebene 
mit der Projektionsebene rechtwinklig, ist also eine sog. NeigungE!
winkelebene beider. Der Winkel IX beider Ebenen wird in ihr durch 
die beiden Schenkel fund I' gebildet. If' 
Das heiBt es gilt die Feststellung: b 

Der Winkel einer Ebene mit 
der Projektionse bene ist der 
Winkel einer ihrer Spurnorma
len mit der ProJ' ektions e bene. 

h' 
Wenn daher eine Ebene dar- a 

f' [f} [IiJ 

gestellt ist, Z. B. wie in Abb. 13 
durch Angabe von zwei kotierten 
Hauptgeraden It:l und k~, so findet 
man ihren Winkel IX mit der Projek

Abb. 13. Fallgerade einer Ehenf'. 

tionsebene, indem man eine Spurnormale f einzeichnet und ihren Winkel 
mit der Projektionsebene bestimmt. Es geschieht dies bekanntlich 
durch Umlegung der normalprojizierenden Ebene der Geraden f. 

11. Neignng einer Ebene. 1st die Projektionsebene wagrecht, so 
bestimmt der Winkel einer Ebene mit ihr ihre Neigung. Die Spur
normalender Ebene heiBen dann Fallgeraden der Ebene. Denn wiirde 
aus einem Punkt der Ebene eine Kugel, der eigenen Schwere folgend, 
herabrollen. so ware ihr Weg durch die Spnrnormale des Ausgangs-
punktes gekennzpichnet. 
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Aus (10) folgt: 
Die N eigung einer Ebene ist gleich der N eigung elller 

ihrer Fallgeraden. 
Legt man durch einen Punkt A des Raumes aIle Gerade gleicher 

Neigung, so bilden sie die Mantellinien eines geraden Kegels, den 
man als N eigungske gel be
zeichnen kann (vgl. Abb. 14). 
Der Punkt A ist die Spitze 
des Neigungskegels, die 
Achse steht senkrecht zur 
Projektionsebene und die 
kreisformige Grundflache 
liegt in der Projektionsebene. 

Jt: Legt man durch einen 
Abb. 14. Neigungskegel. Punkt A aIle Ebenen gleicher 

Neigung, etwa der namlichen 
Neigung, wie sie vorhin fUr die Geraden kennzeichnend war, so umhiillen 
diese Ebenen denselben Neigungskegel und ihre durch den Punkt A 
gehenden Fallgeraden sind die Mantellinien dieses Kegels (Abb. 14). 

12. Normalprojektion nnd wahre Gestalt ebener Figuren. Die wahre 
Gestalt einer ebenen Figur erfahrt beim Projektionsvorgang eine Ver

anderung. So werden die 
Seiten eines ebenen Viel
ecks bei Normalprojektion 
verkiirzt nach dem Projek
tionsgesetz von (5), die 
Gestalt des Vielecks wird 
verzerrt, sein Flacheninhalt 
verkleinert nach emem 
Gesetz, das sich in der 
Folge ergeben wird (IS). 

Man kann nun die wahre 
GroBe und Gestalt einer 
ebenen Figur ermitteln, 

durch darstellend-geometrische Konstruktionen finden, wenn man 
ihre Normalprojektion kennt und wenn die Ebene bekannt ist, in 
der die Figur hegt. In Abb. 15 sei die kotierte Normalprojektion 
der Ecken A, B und 0 eines Dreiecks gegeben. Durch Umlegung der 
Seiten A B und A 0 mit ihren projizierenden Ebenen in die Projektions
ebene kann man die Spurpunkte S bzw. U dieser zwei Seiten bestimmen. 
Damit hat man die Spurgerade (oder kurz "Spur") 8 der Ebene mit der 
Projektionse bene als Ver bindungsgerade der beiden Spurpunkte S und U. 
Die Spurnormale t durch den Punkt A hatals Projektiont' die Normale aus 

S--~S~--~~r~--------------~U~--

Abb.15. Spnr und Neigung einer Ebene. 
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dem Punkt A' auf die Spur 8. Dureh U mlegung ihrer projizierenden Ebene 
erhiilt man den Winkel IX del' Dreieeksebene mit der Projektionsebene. 

Die Konstruktion del' wahren Gestalt des Dreieeks ist nun in Abb. 16 
durehgefiihrt: sie geschieht durch Umklappung der Ebene um 
den Winkel IX in die Pro j e ktionse bene. Dabei besehreibt del' Punkt A 
einen Kreisbogen. des sen Mittelpunkt .1l1 der FuEpunkt der Normalen 
aus del' Projektion A' auf die Drehachse 8 ist, dessen Ebene zur Dreh
achse normal Hteht und deRsen Radius die wahre Entfernung del' Punkte 
}/l1 und A ist. Letztere ergibt sich durch Umlegung des Differenzen
dreieeks del' t-ltreeke M A. Dann ist (A) die Umklappung des Punktes A, 
wobei M[A]", ill (A) ist. 

Da aIle Punktf:' del' Drehachse bei del' Umklappung fest bleiben, 
so wird del' t-lpurpunkt 8 del' Beite A B -- es ist dies del' Sehnittpunkt 

(A) 

A\,I), Iii. I T mklul)}H1ng eiIH'l' Eh(,ll(' in <lit' ProjektioIlHPlH'nr. 

von A' B' mit del' Spur 8 - fest bleiben. Die Verbindungsgerade del' 
Punkte (A) und 8 ist somit die' Umklappungder Seite A B und enthiilt 
die Umklappung (B) des Punktes Bin der Normalen aus del' ProjektionB' 
zur Drehacluw 8. :vIan kallll also zusammenfasscn in die Siitze: 

Umklappung und Normalprojcktion cines Punktes liegen 
in einer Normalen zur Drehachsc. 

Umklappung lind Normalprojf:'ktion cineI' Geraden schnei
den sich auf dt-r Drehaehse. 

Man findd dahC'r die "Cmklappung del' Dreieckseite A C als die Ver
bindungsgerade del Punkte (A) und U. wo U del' Schnittpunkt del' 
Projektion A' (" mit del' Drehachse 8 ist. Auf diesel' Umklappung liegt 
del' umgeklappte Punkt (C) in del' Normalen ans del' Projektion 0' 
zur Drehachsp. Damit hat man auch die Umklappung (B)(O) del' Drei
eckseite Be lind kanIl die Konstruktion del' Gena uigkeitspro be 
unterwerfen. wonach Projektion B' C' und Umklappung (B) (0) der 
Dreieckseite B(' sieh auf del' Drehaehse 8 schneiden mussen. 

1:3. Umklappnng' einer Ebene um cine Hauptgerade. Die Umklappung 
einer ebenen Figur zur BeRtimmung ihrer wahren Gestalt muE nieht 
notwendig um ihn- Spurgerade in die Projektionsebene erfolgen. Man 



14 Normalprojektion. 

kann die Ebene auch umklappen urn eine Hauptgerade als Dreh
achse, bis sie parallel wird zur Projektionsebene. Die Umklappung 
erfolgt also in eine Ha u pte bene und urn den gleichen Winkel wie in (12). 

In Abb.17 ist das Verfahren durchgefiihrt. Ein Dreieck ABC 
ist durch die kotierten Normalprojektionen seiner Ecken gegeben. Die 
Umklappung erfolge urn die Hauptgerade h, welche durch die Ecke C 
geht. Urn diese Hauptgerade h in der Projektion zu bestimmen, gilt 
es, in der Ebene des Dreiecks einen zweiten Punkt D zu bestimmen, 
der die namliche Kote chat wie der Punkt C. Man findet einen solchen 

(;' 
c 

Abb.17. Umklappung einer Ebene in eine Hauptebene. 

Punkt D auf der Ge-
raden A B, deren normal 
projizierende Ebene man 
umlegt. Die Verbindungs
gerade der beiden Punkte 
C und D ist eine Haupt
gerade der Ebene, weil 
die beiden Punkte gleiche 
Kote c haben. . 

Der Winkel <x, den die 
Dreiecksebene mit der 
Hauptebene - oder also 
mit del' Stellung der Pro
jektionsebene - bildet, 
ergibt sich aus der Koten
differenz der Punkte A 
und C durch Umlegung 
des Differenzendreiecks 
des Drehradius M A, der 

in del' Projektion in die Normale aus dem Punkt A' zur Drehachse h 
fallt. Damit kennt man gleichzeitig die wahre Lange M A dieses 
Drehradius. In Abb. 17 geschieht die Umklappung urn den stumpfen 
Winkel 180o-<x. Dabei ist also M'(A) = M'[A]. 

Die Umklappung der Ecke B findet man am einfachsten durch 
Anwendung der beiden Satze in (12), welche den Zusammenhang von 
Normalprojektion und Umklappung der Punkte bzw. Geraden einer 
Ebene regeln. Danach liegt die Umklappung (B) des Punktes B ein
mal in der Normalen, die man auS der Projektion B' auf die Dreh
achse h fallen kann, und dann treffen sich die Projektion A' B' der 
Seite A B und ihre Umklappung (A)(B) auf der Drehachse im fest
bleibenden Punkt D'. 

14. Affine Figuren. Die beiden Dreiecke A' B'C' und (A) (B) (C) , 
Normalprojektion bzw. Umklappung des namlichen Dreiecks ABC, 
gehen also gesetzmaBig, den beiden Satzen in (12) entsprechend, aus 
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einander hervor. Die geometrischen Eigenschaften der einen Figur 
spiegeln sich, wenn auch etwas entstellt, in den geometrischen Eigen
schaften der anderen. Hat z. B. die eine Figur drei oder vier oder 
n Ecken, so ist auch die andere ein Dreieck bzw. Viereck oder n-Eck. 
Wenn man im Dreieck A' B' C' die Seitenmitten miteinander verbindet, 
so zerlegt man es in Teildreiecke, deren wahre GroBe und Gestalt 
man erhalt, wenn man in der anderen Figur (A) (B) (C) auch wieder 
die Seitenmitten verbindet. Kurz, die beiden Figuren sind geome
trisch verwandt. Da die geometrischen Verwandtschaften zwischen 
Figuren mannigfaltigen Gesetzen geniigen konnen, hat die in Abb. 17 
vorliegende Verwandtschaft den besonderen Namen perspektivische 
Affinitat. Es gilt also die Definition: 

Zwei Figuren einer Ebene heiBen perspektivisch affin, 
wenn den Punkten der einen die Punkte der anderen so 
zugeordnet sind, daB ent- s 

sprechende Punkte paral
lele Ver bind ungsgeraden 
ha ben und wenn den Ge
raden der einen Figur die 
Geraden der anderen so 
zugeordnet sind, daB sich 
entsprechende Geraden in 
Punkten einer festen Ge
raden treffen. 

In Abb. 18 sind zwei affine 
Figuren gezeichnet. Die feste 

Abb. 18. Affine Dreiecke. 

Richtung der Verbindungsgeraden entsprechender Punkte, wie A 1 A 2 , 

B 1 B 2 , C1 C2 , •.• heiBt die Affinitatsrichtung, die feste Gerade 8, 

die der geometrische Ort der Schnittpunkte S, U, . . . entsprechender 
Seiten, wie AIBI und A 2 B2, BICI und B 2C2, ... ist, heiBt die Affini
tatsachse. 1m allgemeinen Fall, wie er in Abb.18 dargestellt ist, 
steht die Affinitatsrichtung schief zur Affinitatsachse; man sagt dann, 
die beiden Figuren seien schiefaffin. Dagegen sind die beiden ent
sprechenden Figuren der Abb. 17 normalaffin, weil hier die Affini
tatsrichtung mit der Affinitatsachse einen rechten Winkel bildet. 

Man kann also feststellen: 
Normalprojektion und Umklappung einer ebenen Figur 

sind normalaffin. 
15. FHicheninhalte aUiner Figuren. Aus Abb. 18 ergibt sich sofort 

das Affinitatsverhaltnis 

AlA RIB Cl_C = ... 
A2A B2B C2C 

wo A, B, C .... die Punkte sind, in denen die Ordnungsstrahlen 
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A1Aa, B1Ba, OlOa, ... der affinen Verwandtschaft die Mfinitats
achse tre££en. 

Dieses Mfinitatsverhaltnis hat in Abb. 17 den Wert 

M'A' M'A' 
M'(A) - M'[A] , 

also die Bedeutung cos tX: , wobei tX: der Winkel der Ebene der Figur 
gegen die Projektionsebene ist. 

Diese Zahl erweist sich auch als maBgebend bei der Flachen ver
kiirzung, die mit dem Projektionsvorgang verbunden ist. Die Flache F 
der wahren Gestalt des Dreiecks ABO laBt sich leicht in Beziehung 
setzen zur Flache F' seiner Normalprojektion A' B' 0' (Abb. 17). Dazu 
fasse man das Dreieck A' B' 0' auf als Di££erenz der beiden Dreiecke 
A'D'O' und B'D'O': 

6A' B'O' = LiA' D'O'- 6B' D'O'. (1) 

Ebenso ist aber 

6 (A)(B)(O) = 6 (A)(D)(O) - 6 (B)(D)(O) . (2) 

Nun berechnen sich aber die Flacheninhalte der Teildreiecke, wie 
folgt, aus ihren Abmessungen: 

6A'D'O'= {-. 0' D'· M' A' und 6 (A)(D) (0) =!. O'D'· M'(A). 

Die beiden Flachen verhalten sich also zueinander wie 

M' A' : M'(A), 

ein Verhaltni8, das oben gleich costX: gefunden wurde. 
Die Teildreiecke A' D' 0' und (A)(D)(O) stehen also im Verhiiltnis 

cos tX: : 1, und das namliche gilt ffir die beiden anderen Teildreiecke 
B' D' 0' und (B) (D) (0) . Also stehen vermoge der Beziehungen (1) 
und (2) auch die Dreiecke A' B' 0' und (A) (B) (0) im Verhaltnis costX:: 1. 
Es gilt also die Proportion: 

F' : F = costX: : 1 
oder 

F'=F· costX:. 

Diese Beziehung zwischen Normalprojektion und Umklappung eines 
Dreiecks laBt sich sofort ausdehnen auf Vielecke, die sich ja in Drei
ecke zerlegen lassen. Und die namliche Beziehung gilt auch ffir den 
Fall, daB die ebene Figur, deren Flacheninhalt man mit de~ ihrer 
Projektion vergleicht, krummlinig begrenzt ist. Denn der Flii,chen
inhalt der Figur kann stets durch ein Vieleck mit sehr groBer Seiten
zahl beliebig genau angenahert werden. Es besteht somit der allgemeine 
Satz: 

Der Flacheninhalt der Normalprojektion einer ebenen 
Figur ist gleich der wahren Flache multipliziert mit dem 
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Kosinus des Winkels, den die Ebene der Figur mit der 
Projektionsebene bildet. 

16. Normalprojektion des Kreises. In (12) und (13) ist gezeigt, 
wie man die wahre Gestalt und GroBe einer ebenen Figur aus ihrer 
Normalprojektion bestimmen kann. Ebenso wichtig, ja wohl wichtiger 
ist es, die dabei aufgedeckten Zusammenhange zu benutzen, um die 
Normalprojektion einer ebenen Figur zu finden, wenn diese ihrer Ge
stalt, GroBe und Lage nach gegeben ist. 

Es soIl als Beispiel fiir das Vorgehen ein Kreis projiziert 
werden, von dem man die Ebene. den Mittelpunkt und den Radius 
kennt. 

Der Mittelpunkt M des Kreises sei in Abb. 19 gegeben durch seine 
kotierte Normalprojektion. Die Ebene des Kreises sei bestimmt 
durch den Punkt M und die kotierte Normalprojektion einer Haupt
geraden h. Del' Radius r des Kreises Sel ebenfalls bekannt. 

Zur Bestimmung der Projektion C' 
des Kreises denke man sich seine 
Ebene umgeklappL z. B. um die 
gegebene Hauptgerade h in die 
Hauptebene ihrer Kote. Dabei 
wird die Umklappung (M) des 
Kreismittelpunktes M in die Nor- ( 

male zu liegen kommen, die man I ~~~~~~/L--+-----'~#-
. p. k . M' f d· k~~ aus semer . rOJe tlOn 1 au Ie 'I. 

Drehachse fallen kaml. Der Dre- \ 
hungsmittelpunkt N fur den Punkt 
1l!f ist der FuBpunkt dieser N 01'

malen. Der Drehradius des Punk
tes Mist diE' wahre Lange del' 
Strecke M N. bestimmt aus dem 
Differenzendreieck derselben. 

Damit kennt man hinreichend 
Bestimmungsstiickp des affinen Aul). 19. Xormaiprojektion des Kreises. 

ZusammenhangeR (14) von Projek 
tion und 1:mklappung des Kreises. Denn die Affini tii t z weier 
Figuren ist bestimmt, wenn man die Affinitatsachse (hier 
ist es die Drehachse h), die Affinitiitsrichtung (hier handelt es 
sich urn normale Affinitat) und ein Paar entsprechender Punkte 
kennt (hier Rind es die Punkte M' und (M)). 

Schlagt man daher in der Umklappung den Kreis (k) um den um
geklappten Mittelpunkt (M), so hat man nur die entsprechende Figur 
in del' vorhin bestimmten Affinitat zu finden, um die Projektion k' 
des Kreises Zll erhalten. 

Grm;sntann, (~{'OBlf'trj{', 2 
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1st somit (P) die Umklappung eines beliebigen Kreispunktes P, 
so liegt die Normalprojektion P' dieses Punktes einmal in dem Ord
nungsstrahl der Affinitat, das ist in der Normalen, die man aus (P) zur 
Drebachse h' ziehen kann, und dann schneiden sich die Umklappung 
(M) (P) des Kreisdurchmessers und die Projektion M' P' in einem 
Punkte S der Drehachse. 

1st Q der andere Endpunkt des ausgewahlten Durchmessers, sind 
also die Strecken (M) (P) und (M) (Q) gleich lang, so werden aucb 
die Projektionen M' P' und M'Q' gleich lang sein. M' ist also (da 
PQ ein beliebiger Durchmesser des Kreises ist) Mittelpunkt der 
Kreisprojektion, und die Durchmesser PQ des Kreises projizieren sich 
als die Durchmesser der Kreisprojektion. 

Aber nicht nur Punkte, sondern auch Tangen ten der Kreis
projektion k' liefert das Konstruktionsverfahren. Denn weil eine Kreis
tangente eine Gerade ist, die den Kreis in einem und nur einem Punkte 
trifft, oder wie man sicb ausdriickt, beriihrt, so gehen die Tangenten 
der Projektion hervor aus den Tangenten des Kreises, entsprechen 
also in der Affinitat den Tangenten des umgeklappten Kreises. 1st 
somit (t) die Kreistangente in (P) und trifft sie die Affinitatsachse 
in T, so ist die Verbindungsgerade der Punkte T und P' die Pro
jektion t' dieser Tangente und als solche die Tangente in P' an die 
Kreisprojektion. 

So lassen sich belie big viele Punkte und Tangenten der Kreispro
jektion bestimmen, und damit kann der Verlauf der Kurve zeichnerisch 
festgelegt werden. Dabei beachte man, daB man in der Raumlehre 
(Stereometrie) zeigt, daB die Normalprojektion eines Kreises 
eine Ellipse sei. 

Will man den Verlauf dieser Ellipse durch eine Mindestzahl von 
Konstruktionen hinreichend festlegen, so empfiehlt es sich, statt Punkte 
und Tangenten der Kurve willkiirlich verteilt zu bestimmen, folgende 
Ausfiihrungen zu beachten: 

1st U V der Kreisdurchmesser, der zum Durchmesser PQ rechtwinklig 
steht, so geht er iiber in einen Durchmesser U'V' der Ellipse, der im 
allgemeinen schief stehen wird zum Ellipsendurchmesser P' Q' (18); 
man bea.chte auch, daB, wenn sowohl der Winkel der Kreisdurchmesser 
PQ und U Vein rechter ware als auch der Winkel der Ellipsendurch
messer P' Q' und U' V', dann die Punkte (M) und M' auf einem Kreise 
liegen miiBten, der seinen Mittelpunkt auf der Affinitatsachse hatte, 
was im allgemeinen nicht zutreffen wird. 

Der Durchmesser U'V' ist aber parallel den Ellipsentangenten in 
den Punkten P' und Q', da der Kreisdurchmesser U V parallel ist zu 
den Kreistangenten in den Punkten P und Q und aus parallelen Geraden 
parallele Normalprojektionen hervorgehen. Es ergibt sich also: 
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Zwei zueinander rechtwinklige Durchmesser des Kreises 
gehen iiber in zwei sog.konjugierte Durchmesser derEllipse 1). 

Es gibt zwei und im allgemeinen nur zwei zueinander rechtwinklige 
Kreisdurchmesser, die iibergehen in zwei zueinander rechtwinklige 
konjugierte Durchmesser der Ellipse. (Nach den sofort verstandlichen 
Ausfiihrungen von (18) hat ein rechter Winkel dann und nur dann 
eine ebenfalls rechtwinklige Normalprojektion, wenn seine Schenkel 
Hauptgerade und Fallgerade in seiner Ebene sind.) In Abb. 19 hat 
man durch den Kreismittelpunkt M den Kreisdurchmesser A B ge
zogen zu denken. fier zur Hauptgeraden h parallel ist, und den dazu 
rechtwinkligen Durchmesser 0 D . In der Projektion wird der Winkel 
der beiden konjugierten Ellipsendurchmesser A' B' und 0' D' ein rechter 
sein, so daB diese beiden Durchmesser die Achsen der Ellipse werden. 
Und zwar ist A' B' die groBe Achse der Ellipse, denn da der Kreis
durchmesser A B in eine Spurparallele fall~, wird er parallel zur Pro
jektionsebene und erfahrt beim Projizieren keine Verkiirzung, wahrend 
alle anderen Kreisdurchmesser verkiirzt werden. Der Kreisdurch
messer 0 D, der in die Spurnormale fallt, wird dagegen, verglichen mit 
den iibrigen Kreisdurchmessern, am starksten verkiirzt (18), und 
0' D' wird so zur kleinen Achse der Ellipse. 

Auch die Lange der beiden Hal bachsen M' A' und M' 0' 
ergibt sich unmittelbar. Es wird 

a = M' A' = r , b = M' 0' = r' cos IX , 

wenn IX der Winkel der Kreisebene gegen die Projektionsebene ist. 
Ferner folgt aus (15), daB der Flacheninhalt der Ellipse sich aus 

dem Flacheninhalt des Kreises durch Multiplikation mit COSIX ergibt; 
es ist also 

F' = F . coslX = 7rr2 • COSIX = 7r • a • b . 

Die Symmetrieeigenschaften des Kreises spiegeln sich in ge
Wlssen Symmetrieeigenschaften der Kreisprojektion; genauer ge
sprochen kann man sagen, daB die Symmetrieeigenschaften des Kreises 
iibergehen in verallgemeinerte Symmetrieeigenschaften der Ellipse. 

So ist jeder Kreisd urchmesser P Q eine Achse nor maier 
Symmetrie fiir den Kreis; U und V sind symmetrische Punkte in 
bezug auf diese Achse. Allein in der Normalprojektion werden die 
Ordnungsstrahlen der Symmetrie zwar immer noch parallel zueinander 
sein, aber mit dem Ellipsendurchmesser keinen rechten Winkel mehr 
bilden, sofern P Q ein beliebiger Kreisdurchmesser ist. Damit wird 
jeder Ellipsendllrchmesser zu einer Achse schiefer Sym
metric fiir die Ellipse. FaUt die Symmetrieachsc des Kreises aber 

1) Zwei Durchmesser einer Ellipse heif3en bekanntlich konjugiert, wenn 
die Tangenten in den Endpunkten des einen parallel sind zum anderen. 

2* 
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zusammen mit einem der Kreisdurchmesser A Bode: G D, so bleibt, 
wie oben gezeigt, der rechte Winkel zwischen Symmetrieachse und 
Symmetrierichtung erhalten, und die Hauptachsen der Ellipse 
werden zu Achsen nor maier Symmetrie fur sie. 

17. Zeichnen von Kurven. Krumme Linien oder Kurven treten in 
der Geometrie und in allen Teilgebieten der theoretischen und prak
tischen Technik auf. Das einwandfreie, geschickte und geschmack
volle Zeichnen von Kurven aller Art vermag den graphischen (zeich
nerischen) Darstellungen einen hohen Grad von Anschaulichkeit, sach
Hcher Richtigkeit und Geschmack zu verleihen. Auch stellen die gra
phischen Vervielfaltigungsverfahren groBe Anforderungen an genaue, 
deutliche Abbildungen. Es empfiehlt sich daher, namentlich fur den 
Anfanger, eine Reihe von Fehlern vermeiden zu lernen, in die er leicht 
verfallt. Man geht am besten vor, wie folgt: 

An Hand des Konstru~tionsverfahrens, das zur Kurve fUhrt oder 
an Hand der Versuche, die im Prufungsstand oder im Laboratorium 
zur Kurve (Diagramm) fUhren, ermittelt man einige K urven punkte, 
die gut uber den darzustellenden Kurvenzug verteilt sind. Oft gelingt 
es, in den ermittelten Kurvenpunkten auch die Tangente anzugeben, 
sei es, daB sich eine geometrische Konstruktion fUr sie angeben laBt, 
sei es, daB sie das Ergebnis physikalischer oder mechanischer Zusammen
hange ist. Man soIl die Muhe nicht scheuen, die Kurventangenten zu 
ermitteln, geben E'ie doch in jedem Punkte die Richtung des Kurven
verlaufes an. Auch empfiehlt es sich, ausgezeichnete Kurven
punkte, wie oberste und unterste Punkte, Wendepunkte u. a., 
wenn moglich, zu ermitteln. 

Erst jetzt solI man, den gefundenen Punkten folgend und die ge
fundenen Tangenten benutzend, die Kurve in ihrem Verlauf einzeich
nen. Der Anfanger macht es meist nicht so. Er zeichnet die Kurve, 
den Punkten folgend ein und konstruiert nachtraglich einige Tan
genten. Dieses Vorgehen ist sachlich unbefriedigend und durchaus 
schiilerhaft. 

Eine widerspruchsfreie Darstellung des Verlaufes einer Kurve, 
die keine sachlich unbegriindeten Unstetigkeiten enthalt, ergibt sich 
nur, wenn das Bild der Kurve mit freier Hand und einem weich en 
ReiBblei entworfen wird. Auch das Nachziehen mit Tusche verstehen 
manche Zeichner vortrefflich mit freier Hand auszufUhren. Es iE't 
dies eine Kunst, welche eine sichere Hand, sowie fruhzeitig begonnene, 
langjahrige Ubung erfordert. Wer sich aber dieses Konnen erworben 
hat, der vermag viel bessere und geschmackvollere Kurvenbilder zu 
bieten als jener, der auf die kauflichen Kurvenlineale angewiesen i:;>t. 
Denn verwendet man beim Ausziehen oder gar beim Entwerfen (!) 
von Kurven Lineale und flickt man die Kurve schlecht und recht 
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aus deren Bogen zusammen, so wird der Kenner immer Unstetigkeiten 
im Verlauf, sei es hinsichtlich seiner Richtung (Tangente I), sei es hin
sichtlich seiner Kriimmung entdecken. Man zeichnet dann eben nicht 
eine bestimmte, geometrischen oder physikalischen Gesetzen ge
horchende Kurve, sondern eine lose Aufeinanderfolge willkiirlicher 
Kurvenbogen, wie sie dem Zeichner der Zufall in einer Papierwaren
handlung in die Hande gespielt hat. 

18. Normalprojektion von Winkeln. In der anschaulich gedachten 
Abb. 20 ist eine Ebene dargestellt und einer ihrer Punkte, A, aus
gewahlt. Durch den Punkt A sind in der Ebene die Spurparallele h 
nnd die Spurnormale t sowie eine beliebige Gerade g gezeichnet. Von 
diesen Geraden seien die Normalprojektionen h', f' nnd g' auf die Pro
jektionsebene r: eingetragen. Die Spurpunkte G und F der Geraden g 
bzw. t mit der Projektionsebene liegen auf der Spur 8 der Ebene 
mit der Ebene r:. Ans den beiden rechtwinkligen Dreiecken AA'G 
nnd AA' F, welche die Kote a = AA' als gemeinsame Kathete haben, 
wahrend die anderen Katheten ungleich sind (A'G> A' F), ergibt sich 
sofort, daB del' 

4AFA' > 4AGA' 

ist, d. h. die Spurnormale bildet nnter all den Richtungen 
in der Ebene den groBten Winkel mit del' Projektionsebene. 

Man betrachte nun die _________ 
spitzen Winkel, welche die 
beliebige Gerade g mit del' 
Spurparallelen h einerseits 
lind mit del' Spurnormalen f 
anderseits bildet. Del' letz
tere, also del' Winkel del' 
Geraden g und f. ist kleiner 
als seine Projektion, das ist 

F 

h 

If del' Winkel der Geraden g' 
lind f', weil die Strecken von 
A bis G und F groBer sind 

.-\lJb.20. Neigung von Geraden einer Ebene. 

als ihre Projektionen, die Strecken von 
sich also: 

A' bis G bzw. F. Es zeigt 

Der Richtungsunterschied einer Geraden in einer Ebene 
mit der Spurnormalen dieser Ebene erscheint in der Nor
malprojektion groBer ala in Wirklichkeit. 

Anderseits erganzt der Winkel der Geraden g mit der Spurparallelen h 
den eben betrachteten Winkel zu einem rechten, denn Spurparallele 
und Spurnormale bilden einen rechten Winkel. Und auch in der Normal
projektion bilden die Geraden f' und h' einen rechten Winkel. Es gilt 
also der weitere Satz: 
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Der Richtungsunterschied einer Geraden in einer Ebene 
mit der Spurparallelen dieser Ebene erscheint in der Nor
malprojektion kleiner als in Wirklichkeit. 

Denkt man sibh in Abb. 20 die neue Gerade k in der Ebene durch 
den Punkt A gezogen, die mit der Geraden (J einen rechten Winkel 
bildet, so folgt aus den beiden Satzen, die eben ausgesprochen wurden, 
d'LB von den vier rechten Winkeln mit dem Scheitel A die von den 
beiden Geraden (J und k gebildet werden, jene beiden Scheitelwinkel, 
in deren Winkelraum die Spurnormale t falit, beim Projektionsvorgang 
vergroBert werden, wahrend die beiden anderen Scheitelwinkel, in deren 
Winkelraum dann die Spurparallele h faUt, beim Projizieren ver
kleinert erscheinen. Alles zusammenfassend kann man daher sagen: 

Ein rechter Winkel hat dann und nur dann einen rechten 
Winkel zur Normalprojektion, wenn seine Schenkel Spur
par allele bzw. Spurnormale seiner Ebene sind. 

19. Normalstellung. Steht eine Gerade rechtwinklig (normal) zu 
einer Ebene, so spiegelt sich das in der Normalprojektion der Geraden. 

Abb.21. Normalstellung von Gerade und Ebene. 

In der anschaulich gedachten 
Abb. 21 stehe die Gerade n recht
winklig zur Ebene e. Denkt 
man sich durch die Gerade n die 
projizierende Ebene gelegt (2), so 
steht sie zur Ebene e und zur 
Projektionsebene 7r rechtwinklig, 
also auch, wie die Stereometrie 
lehrt, rechtwinklig zur Schnitt
geraden beider, zur Spur 8 der 
Ebene mit der Projektionsebene. 
Somit steht auch die Projektion n' 
rechtwinklig zur Spur 8. Man 
hat also bewiesen: 

Steht eine Gerade zu 
einer Ebene rechtwinklig, SO steht die Normalprojektion 
der Geraden rechtwinklig zur Spur der Ebene mit der 
Projektionse bene. 

In Abb. 22 sei eine Ebene gegeben durch die kotierten Normalpro
jektionen dreier Punkte A, B und 0 und ein Punkt P auBerhalb dieser 
Ebene durch seine kotierte Normalprojektion. Man ermittle die wahre 
Entfernung des Punktes von der Ebene. 

Die Projektion n' der Normalen, die man von dem Punkte P auf 
die Ebene fallen kann, steht nach dem vorhin bewiesenen Satz recht
winklig zur Normalprojektion der Hauptgeraden h der Ebene; diese ist 
also zuerst zu ermitteln. 
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Hierauf legt man die projizierende Ebene der Geraden n um in die 
Projektionsebene und kann in der Umlegung die Normale aus dem 
Punkte P auf die Schnittgerade DE der projizierenden Ebene mit der 
Ebene A Be fallen und erhiilt damit zugleich die wahre Entfernung 
P F in der l'mlegung. -

Es sollen nun in der 
Normalprojektion ge
geben werden. -

20. Normalprojektion 
eines Wiirfels. Ein Wiirfel 

/1.' mit der Seitenkante a sei '.J 

so gestellt, daB eine Ecke 
A in der Projektionsebene 
liegt und eine KCirper
diagonale A E zur Projek
tionsebene normal steht 
(s. die Bezeichnung der 
Wiirfelecken in Abb. 23). 

Um den Wiirfel in 
Normalprojektion darzu
stellen. denke man sich 
durch die Korperdiago

n 

einige Korperdarstellungen in 

8.' '2 h' 'J 

o 

[oj [CJ 

t I! I I 

23'1567 

nale A E und eine der ALb. 22. Konstruktion einer :Xormalen anf eine };;bene. 

drei durch rei gehenden 
Kanten, z. B. durch die Kante A B, die Ebene gelegt. Da diese Ebene 
die Korperdiagonale AE enthiilt, diese aber zur Projektionsebene 
normal steht, so steht sie selbst zur Projektionsebene normal. Derartige 
Ebenen nennt man Profile benen. Ihre Spur mit del' Projektions-
ebene sei die Gerade A' B' (Abb.24). Urn diese D 
ihre Spur \Verde die Profilebene in die Projek
tionsebene umgelegt. Dabei bleibt die Ecke A 
an Ort und Stelle. wiihrend die Ecke E in die 
Normale aus dem Punkt A zur Drehachsc fallt, 
und zwar in eirw Entfernung. die gleich ist del' 

Korperdiagonalen A E = a' p des Wiirfels mit 
der Kantenlange a. Diese Lange ist in Abb. 25 H 

planimetriseh aus del' Kantenliinge a konstruiert. Abb. 23. Eekenbezeichnnng 
des Wiirfels. 

Die eben ulllgf~legte Profilebene enthalt niimlich 
vier Wiirfeleeken A. B. foJ und F. die ein Rechteck bilden, dessen 

Seiten A B =cc E F -= a sind als Wiirfelkanten und AF = BE = a' V2 
als Wiirfelflachendiagonalen: somit hat die Diagonale des Rechtecks, 

eben die Wiirfeldiagonale A E, die Lange a' V3. Man kann also in 
Abb.24 die Fmlegung [A][Bl[EJrF] des Rechtecks zeichnen. Dabei 
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findet man die Umlegungen [B) und [F) del' Ecken B und F durch 
Kreisbogenschnitt, denn die Winkel an diesen Ecken sind rechte. 
Damit sind auch die Koten Zl und Z2 del' Ecken B bzw. F ermittelt. 

a 

Abb. 24. Normalprojektion des Wiirfels. 

Da nun die drei von A aus
gehenden Wiirfelkanten A B, 
A 0 und AD gleich lang und 
zur Projektionsebene gleich 
stark geneigt sind, werden sie 
sich beim Projektionsvorgang 
gleich stark verkurzen. Die 
Ecken 0 und D werden daher 
Projektionen 0' und D' haben, 
die auf dem Kreise liegen, den 
man mit dem Mittelpunkt A 
durch den Punkt B' ziehen 
kann. Das gleiche gilt fiir 
die drei von E ausgehenden 
Wiirfelkanten, die ja zu den 
von A ausgehenden parallel 
sind. Es liegen also die Pro
jektionen der drei Ecken F, 
G, H auf dem namlichen 
Kreis. Die Projektionen del' 

Ecken B, 0, D; F, G, H bilden somit ein regelmaBiges Sechseck, wie 
man unmittelbar erkennt. Damit lassen sich aIle Kantenbilder des 
Wurfels in del' 

a 

a 

Zeichnung eintragen, wobei zu beachten ist, daB die 
drei von del' Ecke A ausgehenden Kanten in del' 
Projektionsrichtung E -~ A unsich t bar sind, 
weil sie durch den undurchsichtig gedachten 
Wiirfel verdeckt werden. Solche unsichtbar ge
dachten Kanten werden in den Zeichnungen del' 
darstellenden Geometrie entweder weggelassen 
oder gestrichelt angedeutet. 

21. Eingeschriebene Kreise der Wiirfelflacl1en. 
a Urn auch die Kreise abzubilden, die in den in 

del' Ecke E zusammenstoBenden Wiirfelflachen 
liegen und diesen Quadraten eingeschrieben sind, 
denke man sich z. B. die Wiirfelflacbe EG BH urn 

Kante,~l~·C~~~- und eine Hauptlinie umgeklappt in eine Hauptebene, 
Kiirperdiagonale. urn den Zusammenhang von Normalprojektion 

und Umklappung einer ebenen Figur zu verwerten (16). Da die Punkte 
G und H gleiche Kote Z2 haben, ist ihre Verbindungsgerade eine Haupt
gerade del' betrachteten Wurfelflache. 1m Interesse einer ubersicht-
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lichen Anordnung del' Abb. 26 liegt es abel', als Drehachse die Haupt
gerade h des Punktes B zu wahlen, die ja zur Geraden G H parallel ist. 
Die Umklappung (E) del' Ecke E falIt dann in die Normale aus del' 
Projektion E' auf die Drehachse und del' Drehungsmittelpunkt B des 
Punktes E liegt im FuBpunkt diesel' Normalen auf del' Drehachse h. 
Die Konstruktion der wahren GroBe des Drehradius BE ergibt sich 
aus del' seitlichell Umlegung seines Differenzendreiecks, wobei del' 
Kotenunterschied z del' Punkte B und E del' Abb.24 entnommen 
werden kann. 

Weil man nun die Drehachse h und ein Paar ent&prechender Punkte 
E' und (E) del' Projektion und del' Umklappung del' Wurfelflache 
kennt, so kennt man hinreichend Bestimmungsstucke del' Affinitat (16), 
welche beide Systeme verkniipft. (EJ 

Daher kann man zur Darstellung 
des dem Quadrat EG BH einge
schriebenen Kreises schreiten. 

Zu dem Ende wird man einmal (8)k-+--+-~'-------+f-~ 

die Umklappung (E) (G) (B) (H) del' 
Wurfelflache, dann den eingeschrie
benen Kreis zeichnen und die ganze 
Figur zuruckklappen. indem man da-
bei die beiden Grundgesetze des 
affinen Zusammenhanges benutzt (14). 
Man wird insbesondere auch die vier 
Beruhrungspunkte fles Kreises mit 

h'~-~~~~~-~--

(EJ 

den Wurfelkanten eintragen, sowie Eingeschriebene i~e~~e2~'er Wiirfelflachen. 

die Hauptachsen del' Ellipse (16). 
22. Darstellung des Dreikants. Kennt man genugend Bestimmungs

stucke eines Dreikants, so kann man es darstellen und die noch feh
lcnden Stucke konstruieren. Es seien zwei Bestimmungsfalle heraus
gegriffen: 

a) Yom Dreikant kennt man eine Seite b und die beiden 
anliegenden Winkel iX und y. In Abb. 27 sei die bekannte Seite b 
in die Projektionsebene gelegt, del' Punkt 0 sei del' Scheitel des Drei
kants. Rechtwinklig zu den Sehenkeln m und n des Winkels b lege 
man Neigungs\vinkelebenen, welche die Winkel iX und y des Drei
kants enthalten unci mit ihnen umgelegt werden mogen. Dann kann 
man in der lTmlegung zwei Punkte A und C bestimmen, die in den 
beiden unter den Winkeln iX bzw. I' gelegten Ebenen die namliche 
Kote z haben. Mall kann somit durch dief'le Punkte A bzw. C die Haupt
geraden h bzw. k in den crwtihnten Ebenen ziehen. Ihr Schnittpunkt P 
ist ein Punkt, welcher auf del' Hchnittgeraden dief-ler zwei Ebenen, 
also auf der Zll bc:-;tinnnendcn dritten Kante des Dreikantf-l liegt. 
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Zur Bestimmung der noch fehlenden Stucke des Dreikants seien 
zuerst die Seiten a und c konstruiert. Dazu hat man die beiden Seiten
flachen, die sie enthalten, um die Winkel 180o-(X und 180o-r umzu
klappen in die Ebene der dritten Seite b. Die Kantenpunkte A 0 und 0 0 

mogen dabei nach (Ao) bzw. (0 0 ) kommen, so daB die Geraden O(Ao) 
und 0(00 ) die Umklappungen der Kante OP sind und die gesuchten 
Seiten a bzw. c begrenzen. 

Um den dritten Winkel P des Dreikants zu konstruieren, denke 
man sich eine ihn enthaltende Neigungswinkelebene gelegt, etwa die 

o 

(/101 

Abb. 27. Darstellung des Dreikants. 

durch den Punkt P gehende. Um den rechten Winkel, den sie mit der 
Kante 0 P bildet, benutzen zu konnen, werde die projizierende Ebene 
dieser Kante umgelegt in die Projektionsebene, wobei der Punkt P 
nach [P] zu liegen kommt, in die Normale aus dem Punkt P' zur Dreh
achse OP' und in die Entfernung PI[P] = z. Zieht man dann im 
Punkte [P] die Normale zur Geraden O[P], so erhalt man auf der Dreh
achse einen Punkt E der Spur e der Neigungswinkelebene, und diese 
selbst ist rechtwinklig zur Projektion 0 p' (19). Die Spur e treffe die 
anderen Kanten des Dreikants in den Punkten M und N, so daB die 
Verbindungsgeraden dieser beiden Punkte mit dem Punkte P die 
Schenkel deE; gesuchten Winkels p sind. Kommt bei der Umklappung 



Darstellung eines Vierkantloches. 27 

cler Neigungswinkelebene in die Projektionsebene del' Punkt P nach 
(P), so ist der Winkel M(P)N die wahre GroBe des Winkels. 

b) Vom Drcikant kennt man die drei Seiten. In Abb. 28 
scien die drei Sci ten a, b und c aneinander mit dem gemeinsamen 
Scheitel 0 angctragen. Die Schenkel u und v konnen dann aufgefaBt 
werden als die Umklappungen der der Seite b gegenuberliegenden Kante 

o 

/ 

/ 
u 

m 
Abb.28. Dreikant au, den drei ~eiten. 

in die Ebene dieser Seite. Wiihlt man daher einen Punkt P dieser Kante 
in beiden Umklappungen, so daB O(P) = O{P} ist, so liiBt sich die 
Projektion pi desselben fiuden als der ~chnittpunkt der beiden Nor
malen aus den Punkten (P) nnd {P} auf die Drehaehsen m bzw. n. 
Die Gerade 0 pi ist dann die Projektion der 
drittcn Kante des Dreikants. 

Die noch fehlenden Winkel IX, /1 nnd y 
des Dreikants ergeben sich durch nahe
liegende Konstrnktionen, die man am best en il 
an Hand der Abb. 27 sich zurechtlegt. -

23. Darstellung cines Vierkantloches in 
einer und in zwei Normalprojektionen. In 
Abb. 29 sei ein Yierkantloeh in nor maIer 
Projektion dargestellt, so z\var, daB die Pro-
jektionsstrahlen in der Kantenriehtung ver- Abb. 29. 

GrundriB cines Yierkantlochs. 
laufen. Diese eine Projektion genugt zur 
Erkenntnis del' Abmessnngen des Korpers, wenn man den Kotenunter
i-ichied der beidell Endfliiehen. also die Hohe h, angibt. 

AufschluBreicher fur das Allsschen des Gegenstandes ist es, wenn 
man in Abb. 30 noch eine andere Normalprojektion gibt. Sie ist auf 
eine Profilsebplw geclacht, die ill j.bb. 29 dmch ihre Spur A B gegehcn 
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ist. Abb. 30 wird vorteilhaft als Schni tt A B des Gegenstandes ge
deutet. In dieser Projektion erscheint die Rohe h unmittelbar. 

h 

Noch zweckmaBiger ist es, einen Zusam
menhang dieser beiden Normalprojektionen 
herzustellen (s. Abb. 31). Die beiden Normal
projektionen sind gedacht auf zwei zu
einander rech t winklige Proj ektions
e benen, die namlichen, die schon in den 
Abb. 29 und 30 ihrer Lage nach verwendet 
wurden. Die zweite Projektion oder der 
AufriB ist dabei umgelegt gedacht in die 
Ebene der ersten Projektion oder des 

Abb.30. Grundrisses. Drehachse ist die Projek-
AufriB eines Vierkantlochs. 

tions achse x der Abb. 31. In dieser gegen-
seitigen Lage heiBen die beiden Normalprojek

tionen einander zugeordnet. Sie geniigen zusammen, um dem Be
schauer ein vollstandiges Bild des dargestellten Gegenstandes zu 

vermitteln, lassen die Abmessungen ent-

r----r--,----+--...--,e," 

h 

X-4-4-~-+--~~p~" 

weder unmittelbar erkennen oder gestatten 
ihre geometrische Konstruktion. 

Die kotierte Normalprojektion, die den 
Gegenstand dieses ersten Kapitels gebildet 
hat, eignet sich vortrefflich als Einfiihrung 
des Anfangers in die darstellende Geometrie. 
Allein fUr zusammengesetztere Darstellun
gen und Konstruktionen wird das fort
wahrende Umlegen von Profilebenen lastig. 
Es ist aber notig, entweder um bekannte 
Koten zu verwerten oder aber urn unbe
kannte Koten zu bestimmen. Auch ist 
es leichter, sich aus zwei zugeordneten 
Normalprojektionen eine klare Vorstellung 
des dargestellten Raumgebildes zu machen, 
als wenn man einer Projektion in der 
Vorstellung immer die Koten der Punkte 

zugeordnete"W~~~~iproiektionen. hinzufiigen muB. 
Mit diesen zugeordneten Normalprojek

tionen befaBt sich das zweite Kapitel. -

II. Zugeordnete Normalprojektionen. 
24. Das Zweitafelsystem. Man wahlt zwei zueinander rechtwinklige 

Projektionsebenen oder Projektionstafeln. Die erste Projektionsebene 
wird haufig, namentlich wenn sie wagrecht gedacht wird, GrundriB-
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ebene genannt, die zweite Projektionsebene, die dann senkrecht wird, 
AufriBebene. Fallt man dann von einem Punkte A des Raumes aus 
die beiden Normalen auf die Projektionsebene (vgl. die anschauliche 
Darstellung dieser Raumfigur in Abb. 32), so treffen diese die beiden 
Projektionsebenen in den beiden Projektionen des Punktes A, namlich 
die erste Projektiom,ebene 7[1 in der ersten Projektion A' (dem Grund
riB) und die zweite Projektionsebene 7[2 in der zweiten Projektion A" 
(dem AufriB) de~ Punktes A. 

Die EbCll(' durch diese beiden Projektionsstrahlen steht recht
winklig zu den beiden Projektionsebenen. also auch rechtwinklig zu 
ihrer Schnittgeraden. der 
Projektionsachse. Somit ent
halt diese Ebene den (rech
ten) Winkel, den die beiden 
Projektionsebenen bilden. 
1st also X der Punkt, in 
welchem die betrachtete 
Ebene der beiden Projek
tionsstrahlen die Projek
tionsachse trifft, so ist der 
4A' X A" ein rechter. Das 
Viereck AA' XA" enthalt 
somit drei rechte Winkel 
bei den Ecken A'. A" und 
X, so daB der vierte Winkel 
bei der Ecke A auch ein 

II 

rechter ist, das Viereck also Abb.32. Zweitafelsystem. 

em Rechtcck. A us der 
Gleichheit der gegeniiberliegenden Seiten A A' und A" X bzw. A A" 
und A I X erge ben Hich die Satze: 

Die Entfernung eines Punktes von der GrundriBebene 
ist gleich der Entfernung seines Aufrisses von der Pro
jektionsachHe. 

Die Entfernung eines Punktes von der AufriBe bene ist 
gleich der Entfernung seines Grundrisses von der Pro
jektionsachHe. 

Man kann die beiden Projektionen A' und A" eines Punktes A 
im Zwpitafplsystem nicht vollig willkiirlich wahlen, dpnn tiite man 
es und wiirck man in den heiden gewahlten Punkten A' und A" die 
beiden Projektionsstrahlen normal zur ersten bzw. zweiten Projektions
ebene errichten, so wiirden diese beiden Geraden einander immer dann 
nicht treffen. windschief sein, wenn die heiden gewahlten Projektionen 
A' und A" nicht in einer zur Projektionsachse rechtwinkligen Ebene 
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liegen wiirden (vgl. eine derartige unzulassige gegenseitige Lage der 
beiden Punkte A' und A" in Abb. 33; es gibt keinen Raumpunkt A, 
dessen beide zugeordneten Normalprojektionen die Punkte A' und A" 
dieser Figur waren). 

Dagegen konnen zwei Punkte A' und A" in den beiden Projek
tionsebenen 7rl bzw. 7r2 und in einer Normalebene zur Projektions

Abb. 33. Windschiefe Projektionsstrahlen. 

achse liegend in dem Sinne 
als zugeordnet betrachtet 
werden, als es dann stets einen 
Raumpunkt A gibt, dessen beide 
zusammengehorige Projektionen 
sie sind. Dnd aus der Lage 
der beiden zugeordneten Nor
malprojektionen schlieBt man 
sofort auf die Lage des durch 
sie dargestellten Raumpunktes: 
dieser liegt einmal in der durch 
die beiden Projektionen be
stimmten Normalebene zur 
Projektionsachse und dann in 
den beiden sich schneidenden 
Projektionsstrahlen, die man 
in den gege benen Punkten 
normal zu den Projektions-
ebenen errichten kann. 

25. Zusammenlegen der beiden Projektionsebenen. Es ware miih
sam und umstandlich, mit dem Zweitafelsystem in dieser Aufmachung 
zu konstruieren. Man miiBte ja in zwei zueinander rechtwinkligen 
Ebenen zeichnen. 

Daher zieht man es vor, sich zwar ein Zweitafelsystem zu 
denken, abernur in einer der Projektionse benen zu zeichnen. 
Diese Anordnung laBt sich dadurch treffen, daB man die eine der beiden 
Projektionsebenen mit allem, was darinnen ist, umlegt, bis sie 
mit der anderen zusammenfallt. 

Dabei ist es unentbehrlich, sich iiber gewisse Annahmen zu verstan
digen, den Sinn betreffend, in welchem diese Dmlegung stattfinden solI. 

Durch die beiden Projektionsebenen wird namlich der Raum in 
vier Raumteile oder Quadranten zerlegt (vgl. die Abb.34), die 
folgendermaBen bezeichnet seien: 

I. Quadrant: iiber der GrundriBebene und vor der AufriBebene; 
II. iiber der GrundriBebene und hinter del' AufriBebene; 

III. " unter der GrundriBebene und hinter der AufriBebene; 
IV. unter der GrundriBebene und vor der AufriBebene. 
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Man kann nun, urn MiBverstandnissen vorzubeugen, festsetzen, daB 
das Zusammenlegen der beiden Projektionsebenen stets so gesehehen 
soIl, daB dabei der 1. Quadrant geoffnet wird (s. die Angabe dieses 
Umlegungssinnes in Abb.34). ___ 

Naeh der Zm:ammenlegung 
der beiden Projektionsebenen 
werden die beiden zur Projek
tionsaehse normalen Seiten X A' 
und XA" des in Abb. 32 be
traehteten Reehteeks in cine zur 
Projektionsaehse normale Gerade 
fallen, und man kann sagen: 

Die beiden zugeordneten 
Normalprojektionen eines 
Punktes fallen in eine N or-
male zur Projektionsachse. 

Solche Normalen zur Projek
tionsaehse nennt man Ordnungs
linien der Zuordnung. Man kann 
daher auch sagen: 

Grund- und AufriB eines 
Punktes liegen in einer Ord
n ungslinie. 

II I 

111 

--Abb. 34. Ineinanderlegen der beiden 
Projektionsebencn. 

Abb. 35 enthiilt die zugeordneten Normalprojektionen von Punkten 
A, B, C und D, die im I., 11., III. bzw. IV. Quadranten liegen, 
wie sie naeh der Zusammenlegung der Projektionsebenen zu liegen 
kommen, wenn dabei, wie Ill! 

abgemacht, der I. Qua-
drant geoffnet wird. 

Abb. 36 enthiilt die 
Projektionen von Punk
ten, die besondere Lage 
zum Zweitafelsystem 
haben, niimlich 

Punkt E liegt m der 
GrundriBe bene. 

Punkt F liegt m der 
AufriBe bene, 

B" 
C" 

B' 

---+~~------~~~------~-------rr---X 
V 

D' 
C" 

D" 
Abb. :35. Punkte in den vier Quadranten. 

Punkt G liegt in beiden Projektionsebenen, also in der Projek
tionsachse; seine beiden Projektionen fallen zusammen. 

Da die Entfernungen der Projektionen eines Punktes von der Pro
jektionsaehse gleieh sind den Entfernungen des Punktes von den 
Projektionsebenen (24), so erkennt man, daB, wenn die beiden Projek-
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E" 

tionen des Punktes von der 
Projektionsachse gleich wei t 
en tfern t sind, der dargestellte 
Punkt von beiden Projektions-

--~q-------~------~~-----X 

ebenen gleich weit entfernt sein 
muB, also in einer der beiden 
Hal bierungse benen der 
Quadranten liegen muB. 

F' 

['=E 
Abb.36. Punkte in den Projektionsebenen. 

I('-=/(" 

J' 
( H" 

So liegen in Abb. 37 die 
Punkte 

H und J in der Halbierungs
ebene des I. bzw. des III. Qua
dranten, und die Punkte 

K und L in der Hal
bierungsebene des II. bzw. 
des IV. Quadranten. Ins
besondere ergibt sich also: 

Die Ra um punkte 
- ---..f">-.<.l. _____ -+I-\.:...i. -------1.:.":\"---------,-,,,.-- x mit z usa m men fall e n -

::J 

H' 
J" 

den zugeordneten Nor-
malprojektionen liegen 
in einer Ebene, der Hal
bierungse bene des II. 
und IV. Quadranten 
(Koinzidenze bene). 

Das Ebenenbiischel, das L';;L" 
Abb.37. Punkte in den beiden Halbierungsebenen. 

die beiden Projektions
e benen 1r 1 , 1r 2 und die beiden Winkel
halbierungsebenen 1)1' 1)2 derselben 
bilden und dessen Scheitelkante die 
Projektionsachse ist, wird in 
Abb.38 dargestellt, gesehen (oder 
projiziert) in Richtung der Projek

.n; -----.....,IjE-,-I--*-------.;Z; tionsachse. 

.7[2 

Abb.38. 
Projektionsebenen und Halbierungsebenen. 

26. KreuzriB. Es empfiehlt sich 
in vie len Fallen, noch eine d r itt e 
Pro j ektionse bene einzufiihren, 
rechtwinklig zu den beiden 
ersten Pro j ektionse benen, also 
auch rechtwinklig zur Projektions
achse, die man die KreuzriBe bene 
nennt. Durch die drei Projek

tionsebenen wird der Raum in acht Teile (Oktanten) zerlegt, von denen 
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einer, im 1. Quadranten liegend, links von der KreuzriBebene, als der 
erste bezeichnet wird (s. dic Numerierung der Oktanten in der anschau
lich gedachten Abb. 39). Beim Zusammenlegen 
ebenen in eine mogp wieder dpr 

der drei Projektions-

erste Oktant ge(iffnet werden. 
Dann zeigt Abb. 40, wie die drei 
Projektionen. A' (der GrundriB), 
A" (der AufriB) und A'" (der 
KreuzriB) eines Punktes A zu 
liegen kommen. Die Strecken 
a, b und c sind dabei dip Ent
fernungen des Punktes yon den 
Projektionse ben en . 

Das Projektionssystem ist 
dann ein Dreitafelsystem. 

Die Anordnung zeigt die 
enge Verkniipfung. die zwischen 
den Grundlagen der darstellen-
den Geomctrie einerseits und 

,-------
I 

I 
I 

I 
II 

I'll 

lJ1 

]I!Il 
~ 

IV 

Abb.39. der analytischen Geometrie 
des Raumes anderseits besteht. 
Man kann das Dreitafelsystem 

Die acht Oktanten des Dreitafelsystems. 

auffassen als Koordinatpnsystem: die drei Projektionen sind die 
Koordinatenpbenen. die drpi Projektionsachsen sind die drei zu-
einander rechtwinkligen Ko
ordinatenachfwn. lind die 
Entfernungen a. h und f 

eines Punktes von den Pro
jektions- oder Koordinaten
ebenen sind die drei Ko _ oX 

ordinaten d~ Punktet!. 
durch die seinc riiumliche 
Lage zahlenmii!3ig bestimmt 
ist. 

27. Konstrnktion d{'r 

t:l 

"'" 

1/" 

( 

1/' 

z 

£0 

(. 
a IP" 

c 
y 

Abb.40. 

wahren Entfernung zwei('l' 
Pnnkte im Zwei- nnd Dr{'i
tafelsystem. Es sei einc 
Strecke A B gegeben durch 
ihre beiden zugcordneten 

Projektionen eines Punktes im Dreitafelsystem. 

Projektionen, den GrundriB A' B' und den AufriB A" B". 
die wahre Lange der Strecke zu konstruieren. 

Verschie<iPne Konstruktionsvorgange stehen zur Verfiigung, 
GrOSSlnann, fil'ollletrit'. 3 

Es ist 
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Abb.41 enthalt die Umlegung der ersten projizierenden Ebene 
der Strecke in die GrundriBebene; die benotigten Koten a und b der 
Punkte entnimmt man dem AufriB. 

4" 

~-L4-______ ~_J-___ ,x 

Abb. 41. Umlegung der ersten 
projizierenden Ebene einer Strecke. 

-.-~L------~-.---x 

/l' 

Abb. 42. Umlegung der zweiten 
projizierenden Ebene einer Strecke. 

Abb.42 zeigt dasselbe Vorgehen, aber mit Vertauschung der Rolle 
der beiden Projektionsebenen: man legt die zweite projizierende Ebene 
der Strecke um in die AufriBebene und entnimmt die dabei benotigten 
Koten c und d dem GrundriB. -

Man kann aber auch die eine 
oder andere projizierende Ebene 
drehen, bis sie parallel wird zu 
derjenigen Projektionsebene, auf 
der sie nicht rechtwinklig steht: 

Abb. 43 zeigt die Drehung der 
ersten projizierenden Ebene der 
Strecke A B um die zur GrundriB
ebene normale Drehachse AA' bis 
zum Parallelismus mit der AufriB
ebene. Dabei beschreibt der End
punkt B einen Kreisbogen, der 
sich im GrundriB in wahrer Gestalt 

8" 
(8)" 

--4---------~--4----X 

8' 

/l' (~' 
Abb. 43. Drehung der ersten 

projizierenden Ebene einer Strecke. 

als der Kreisbogen zeigt, der durch den Punkt B' geht und den Mittel
punkt A' hat, im AufriB aber als die Parallele durch B" zur Pro
jektionsachse. Damit kann man die beiden Projektionen der Endlage (B) 
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des gedrehten Punktes B angeben. Nach der Drehung ist die 
Strecke A B in der Lage A (B) zur AufriBebene parallel und er
scheint mithin im AufriB als A" (B)" in wahrer Lange. 

Abb. 44 enthiilt die Dre--________ 
hung der zweiten projizieren-
den Ebene del' Strecke A B 
bis zum Parallelismus mit 
der GrundriBe bene. Dreh
achse ist dabpi die Gerade 
AA". 

Abb. 45 endlich bestimmt 
die wahre Lange der StreckE> 
A B durch Umlegung ihres 
auf die KreuzriBebene be· 
zogenen Differenzendreiecks 
[vgl. die Auseinandersetzung 
diesel' Methode in (4)J. 

28. Wcglasscn del' Pl'ojek
tionsachsen. AIle Konstruk· 
tionen der darstellenden Geo· 
metrie lassen sich im Zwei
und Dreitafel,.;.vstem durch

(8)" 

.\bb. H. 
II' 

Drehung der zweiten projizierenden 
Ebene einer Strecke. 

fiihren. Allein es ist fUr viele Konstruktionen auf dem Zeichenbl'ett, 
namentlich abel' £iiI' die Anwendungen del' darstellenden Geometrie, 

IZ 

i 
II" 

x_I· 
8" 8"' 

0 
(/I) 

I 8' 

I 

II' Y 
Ahi>. ,1;" Umlegung der dritten projizierenden Ebene einer Strecke. 

vorteilhaft, das Projektionssystem noch etwas beweglicher zu ge· 
staltcn, damit ps den dargestellten Raumgebilden noch zweckmaBiger 
angepaBt werc!PIl konne. 

3* 
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In Abb.46 ist eme Strecke A B durch ihre beiden zugeordneten 
/ill Normalprojektionen dargestellt. Durch 

Umlegen der beiden Differenzendreiecke 
der Strecke ist ihre wahre Lange lund 
sind die Winkel fil und fi2 ermittelt, die 
sie . mit den Projektionsebenen bildet. 
Man kennt also vermoge dieser Kon
struktionen alles, was die Lage der 
Strecke im Raum kennzeichnet: Lange 
und Neigungswinkel. Dabei beachte 
man, daB man im Verlaufe dieser Kon-

~------------~Bn 

x __ +-______________ +-__ 

Abb.46. 
Differenzendreiecke einer Strecke. 

l 

Abb.47. 
N eigungswinkel einer Strecke. 

struktionen keinen Gebrauch hat machen 
miissen von der Lage der Projektions
achse x; hatte diese eine andere, zur 
ersten parallele Lage x* gehabt, so hatte 
sich nichts geandert, weder am Resultat, 
noch an den Konstruktionen selbst. 
MaBgebend ist demnach nur die Rich
tung der Projektionsachse, nicht ihre 
Lage. Die Richtung der Projektions

achse aber ist rechtwinklig zur Richtung 
der Ordnungslinien. Man hatte also un
beschadet die Projektionsachse ganz weg
lassen k6nnen. Die so entstehende Abb. 47 
laBt sich leicht deuten. 

Verzichtet hat man mit dem Weglassen 
der Projektionsachse auf die Festlegung 
und Kenntnis der Entfernungen der End
punkte A und B der Strecke von den 
beiden Projektionsebenen. Es laBt sich 
allgemein sagen: 

1st in denZeichnungen der dar-
stellenden Geometrie die Projek
tionsachse nur ihrer Richtung nach 
(durch Angabe der Richtung der 
Ordnungslinien) bestimmt, so sind 
die Pro j ektionse benen n ur ihrer 
gegensei tigen Stellung nach, nich t 
a ber ihrer Lage nach festgelegt. 
Die gegenseitige Lage der einzel
nen Teile und die Abmessungen 
der dargestellten Raumge bilde 

lassen sich durch geometrische Konstruktionen ermitteln. 
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Unbestimmt blcibt nul' die Entfernung del' dargestellten 
Punkte von den Projektionse benen. 

Und diesel' zuletzt erwiihnte Umstand steUt die erhohte An
passungsfahigkeit dieses weniger starren Projektionssystems an 
die darzustellenden Raumgebilde und in bezug auf die zu 16senden Auf
gaben dar: da dic beiden Projektionsebenen nur ihrer Stellung naeh, 
nieht abel' ihrer Lagc nach bestimmt sind, kann man sie parallel zu 
sieh selbst versehiebbar denken und dem dargesteUten Raumgebilde 
anpassen. Man hat keine festen, sondern bewegliehe Projektionsebenen, 
die man, je naeh Bedilrfnis, bald mit diesel', bald mit jener Parallelebene 
zusammenfallen lassen kann. 

Darum sollen in del' Folge die Grundaufgaben del' darstellenden 
Geometrie gelost werden, ohne daB eine feste Projektionsachse voraus
gesetzt wird. Man kennt nur die Richtung del' Ordnungslinien; da
dureh "ind die Projektionsebenen ihrer gegenseitigen Stellung 
naeh, nieht abel' ihrer Lage nach, festgelegt. 

29. Wahre Gestalt und GroBe ehener Figuren. Die Konstruktions
methode, die hier zur Anwendung kommt - das Umklappen del' 
Figur mit ihrer Ebene urn eine Hauptgerade in eine Hauptebene -
ist schon in (13) auseinandergesetzt worden. Die Durchfii.hrung 
dieses Konstruktionsgedankens im System del' zugeordneten Normal
projektionen gibt Abb. 48. Da ist ein Dreieck ABO gegeben 
durch seine beiden zugeordneten Normalprojektionen, den Grund
riB A' B'O' und den AufriB A" B"O". Als Drehachse wahle man 
in del' Ebene cine erste Hauptgerade h, also eine in del' Ebene 
des Dreiecks liegende Gerade, die zur ersten Projektionsebene parallel 
ist. Man wahlt sie, indem man ihren AufriB h" wahlt, parallel zur 
Projektionsachse. also reehtwinklig zu den Ordnungslinien. Da nun 
diese Hauptgerade h ganz in del' Ebene des Dreieeks A Be liegen solI, 
so wird sie dessen Seiten in Punkten sehneiden miissen, die mit U, 
V und W bezeiehnet seien und deren Aufrisse U", V" und W" man 
kennt als die Schnittpunkte des Aufrisses h" del' Hauptgeraden mit den 
Aufrissen del' Dreieekseiten. Die Grundrisse U', V' und W' diesel' 
Sehnittpunkte finden sich in den Ordnungslinien aus den Aufrissen 
und auf den Grundrisssen del' betreffenden Dreieckseiten. Die Zeichnung 
muB dann die Cenauigkeitsprobe aushalten, wonach die drei 
Punkte U', V' und W' in einer Geraden, eben dem GrundriB h' del' 
Hauptgeraden, licgen miisRen. Damit kennt man die Richtung aller 
ersten Hauptgeraden odeI' Spurparallelen del' Ebene. 

Urn diese erste Hauptgerade h erfolgt nun die Drehung del' Drei
eckebene ABO bis zum Parallelismus mit del' GrundriBebene odeI' 
also bis sie in die dureh die Gerade h gehende erste Hauptebene 
fiillt. Dahei kommt die Umklappung (A) des Punktes A in die 



38 Zugeordnete Nonnalprojektionen. 

Normale zu liegen, die man aus dem GrundriB A' znr Drehachse h fallen 
kann. Der Drehungsmittelpunkt M des Kreisbogens, den der Punkt A 
beschreibt, ist der FuBpunkt dieserNormalen; die Lange des Drehradius 
ist die wahre Lange der Entfernung der Punkte A und M und wird er
mittelt dnrch seitliche Umlegung des Differenzendreiecks der Strecke AM. 

1st die Umklappung (A) eines Punktes bekannt, so ergeben sich die 
Umklappungen der iibrigen Ecken und der Seiten des Dreiecks dnrch 
Verwendung der normalen Affinitat, die zwischen Projektion und 
Umklappung des Dreiecks bestebt. 

30. Zugeordnete Normalprojektionen eines Kreises. Abb.49 gibt 
eine Durchfiihrung der umgekehrten Aufgabe, aus der wahren Gestalt 

II' und Lage einer e benen 
Fignr, hier eines Krei
s e s , die zugeordneten 
Normalprojektionen zu 
finden. 

Der Mittelpunkt M 
V" des Kreises sei gege ben 

=------I-'-'-----+----::::;..to'=------t-~ dnrch seine heiden zu-
geordneten Normalpro
jektionen, die Ebene des 
Kreises durch zwei in 
ihr liegende Gerade, 
etwa dnrch die erste 
Hauptgeradehdes Punk~ 
tes M, und durch eine 
zweite,sieinMscbneiden
de Gerade g. "Gege ben" 
heiBt in diesem Zusam
menhange: gegeben je 
durch ihre beiden zu
geordneten Normalpro
jektionen. Die GroBe 
des Kreises sei bestimmt 

Abb.48. Umklappung eines Dreiecks um eine Hauptlinie. dnrch den gegebenen 
Radius r. 

Die Konstruktionsmethode ist schon einmal im Eintafelsystem 
auseinandergesetzt (16). In Abb.49 sei als Drehachse 8 eine erste 
Hauptgerade der Ebene gewahlt. Dann bestimmt sich der GrundriB 
des Kreises dnrch Umklappung seiner Ebene urn die. Gerade 8 unter 
Verwendung des affirien Zusammenhanges (16) zwischen Umklappung 
und Normalprojektion. Aus dem GmndriB des Kreises laBt sich der 
AufriB unmittelbar ableiten. 1st P' der GrundriB eines Kreispunktes, 
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so bcstimmt man den zugehorigen Aufri13 p" mit Hilfe der beiden 
zugeordncten Projektionen ('iner Geraden, die in der Kreisebene liegt 
und durch den Punkt P geht, ctwa des Kreisdurchmessers M P. Trifft 
nilmlieh der Grundril3 JJf' P' dieser Geraden die Gerade 8' im Punkte U', 
so liegt der zugehorige Aufril3 {!II auf del' Geraden 8" und in der durch 
[I' gehenden Ordnungslinie. Dann ist Mil U" del' Aufri13 des herange
zogenen Kreisdurdllnessers llnd enthiiJt den Punkt P". Auch Tangenten 
der Aufril3ellipse lassen sich in iihnlicher Weise ermitteln. 

31. Del' Zusammenhang zweier zugeordneter Normalprojektionen 
cineI' obenen Figur. Kellllt man die zugeordneten Normalprojektionen 
dreier Punkte einer ebenen 
Figur, so ist damit die Lage 
del' Ebene bestimmt und ist 
die Zuordnullg del' Projek
tionen aIler ii brigen Punkte 
del' Ebene bestimmt. Es 1a13t h" 

8ieh dann das KOllstruktions
verfahren, das ill (30) ange
wendet worden ist. urn aus s" 

dem Grundril3 des Kreises 
den Aufri13 zu fincien. ver-
allgemeineI'll. 

Das Verfahren kommt 
daranf hinans. Punkte in 
d('n beiden zugeordneten N 01'

malprojektionen darzuste1-
len, die im Ranme eine EbelH' 
('rfiillel1 . 

In Abb. 50 I'P[ die~p 

Ebene durch die Projektio
nen del' Punkte ~-l , B und C 
gegeben. Da die Pr().iektion~
achse fehlt (27) und nur 
mitte1bar durch dil' Rich-

s' 

1\ g" 

r --- ------1 

tung del' Ordnungslinien ge
geben ist, hat (Os keinen Sinn. 
nach del' Lage des Dreiecks 
ABC in bezug auf feste Pro

Abo. 49. Zugeordnetc Norlllalprojektionen eines Krcises. 

jektiom;ebenen Zll fragen, z. B. die Spurgerade del' Ebene A BC mit del' 
eincn odeI' anderen Projektionsebene bestimmen zu wollen. Unbestimmt 
bleiben die Entfernungen del' Punkte A, B und C, sowie del' iibrigen 
Punkte ihrer Yerbindnngtw]wne yon den Projcktionsebenen, da diese 
keine feste Lage ha ben. 
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Bestimmt ist dagegen der Stellungsunterschied der Ebene ABC 
gegeniiber den Projektionsebenen und bestimmt ist auch die gegen
seitige Lage aller iibrigen Punkte der Ebene, so daB man die Zuordnung 
der heiden Normalprojektionen der Punkte der Ebene treffen kann. 

8" 

8' 

P' V' g' 

Abb.50. Zugeordnete Normalprojektionen von Punkten 
in einer Ebene. 

1st P' der GrundriB 
eines Punktes P der 
Ebene ABC, so findet 
man den zugehorigen 
AufriB P", indem man 
sich in der Ebene und 
durch den Punkt eine 
Gerade g gezogen denkt, 
deren GrundriB man 

cn durch den Punkt P' be
lie big zieht. Da diese 
Gerade in der Ebene 
ABC liegen solI, muB 
sie die Seiten des Drei
ecks ABC schneiden in 

C' Punkten U, V und W, 
deren Grundrisse man 
kennt und deren Auf-
risse daher angege ben 

werden konnen. Diese drei Aufrisse U", V" und W"-miissen in einer 
Geraden g" liegen (Genauigkeitsprobe I), und auf dieser liegt auch 
der AufriB pIt des Punktes P. Unter Umstanden kann man oder muB 
/1" /1'" man auf die obener

C" C'" 
Abb. 51. Zugeordnete Normalprojektionen von Punkten 

in einer Ebene_ 

wahnte Genauigkeits
probe verzichten und nur 
mit zweien der drei 
Punkte U, V und War
beiten. 

Abb. 51 zeigt diesen 
Zusammenhang zwischen 
AufriB und KreuzriB einer 
ebenen Figur. Abb. 52 
wendet ihn an zur Be
stimmung der zugeordne
ten Normalprojektionen 
eines ebenen Fiinfeckf. 

Um den Zusammen-
hang zweier zugeordneter Normalprojektionen einer ebenen Figur 
noch besser entwickeln, in Worte fassen und konstruktiv verwerten 
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zu konnen, werde zunachst ein Sonderfall der Abb. 52 betrachtet. 
Es sei namlich in Abb.53 angenommen, die Ebene ABO sei so ge
geben, daB die zugeordneten Projektionen dieser drci Punkte jeweilen 
zusammenfallen. Es sei 
also A'-- A", B' 8" und 
C'- e". Fuhrt, man dann 
die Konstruktion durch, 
die den beiden vorher-

1/" --~~ 
gehenden Abbildungen zu- I 

grunde liegt, so ergibt 
sich, daB fUr das Vieleck 
ABC DE, dessen GrundriB 
gege ben und dessen AufriB 
abgeleitet winl, die beiden 
zugeordneten Projektionen 
alIer Ecken zusammen
fallen, daB also auch 
D'e=- D" und E' E" ist. 
Und was die Konstruktion 
fUr diese zwei Punkte del' 
Ebene ABC crgibt, das 
gilt fUr aUc ihre Punkte. 
Und ware anderseits ein 

e" ~ ___ ---oo.-J:D" 

/1 
B" 

8' 

Punkt X durch zusammen- Abb.02. Zugeordnete Normalprojektionen eines 
ebcnen Vielecks. 

fallende Projektionen ge-

E' 

geben, so wiirde sich ergeben, daB er mit den Punkten ABODE 
in einer Ebene liegt. Es zeigt sich also: 

1m Zwpitafelsy"tcm bilden aIle Punkte des Raumes, 
C',C" 

/ 1'011r 

1/ "Il"~:--____ --I---------~O/.[)" 

2"2/1 

8'=8" E''''E'' 
.-\1Jb. ;':3. Yiell'ek ill dPr Koillzidenzebene. 

deren zugeordnete Normalprojektionen zusammenfallen, 
eine Ebene, die sog. Koinzidenze bene. 

Man kann leicht die Neigung dieser Koinzidenzebene gegen die 
beiden PY'oj{'ktionspbcl1cn t'rmitteln: die erste Ilnd zuglcich zweite 
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Hauptlinie der Ebene h und k steht rechtwinklig zu den Ordnungs
linien, und die zu ihr rechtwinklige Spurnormale f bestimmt als Winkel 
mit der ersten und zugleich mit der zweiten Projektionsebene PI = (32 
= 45 0 (Abb. 54). Denkt man sich die horizontale GrundriBebene 

k'ek" IV'eN" 

Abb. 54. Stellung der Koinzideljzebene. 

von vorn nach hinten gehend, 
die vertikale AufriBebene von 
oben nach unten, so verlauft 
die Koinzidenzebene von hin
ten oben nach vorn unten. 

Jede andere Ebene, z. B. 
die Ebene ABODE der 
Abb.50, schneidet die Koin
zidenzebene in einer Geraden, 
der Koinzidenzgeraden der 
Ebene, deren Punkte alle die 
Eigenschaft haben, daB ihre 
zugeordneten Normalprojek
tionen zusammenfallen (koin-
zidieren). Man ermittelt fUr 

eine gegebene Ebene diese Gerade 8, deren beide Projektionen natiirlich 
zusammenfallen, indem man zweimal Grund- und AufriB von Geraden 
der Ebene zum Schnitt miteinander bringt. In Abb. 55 ist 8 diese Koin-

/I" zidenzgerade der Ebene ABO. 

8" 

An Hand dieser Abbildung 
erkennt man den Zusammenhang 
der beiden Projektionen einer 
ebenen Figur. Zwischen dem 
Grund- und dem AufriB einer 
solchen Figur besteht eine Zu-
ordnung in dem Sinn, daB den 
Punkten A', B',... der einen 
die Punkte A" , B",... der 
anderen entsprechen und ent
sprechende Punkte parallele Ver-

~'ESV bindungsgeraden haben und daB 
'-........ ferner den Geraden A' 0', B' 0', 

. . . der einen die Geraden A" 0" , 
B" 0", . .. der anderen so ent-

Abb. 55. Koinzidenzgerade einer Ebene. sprechen, daB die Schnittpunkte 

V', U', ... in einer Geraden 8' liegen. Nach den in (14) eingefiihrten 
Benennungen heiBt dies, daB die beiden Figuren (schief)affin sind. 

Die beiden zugeordneten Normalprojektionen einer 
e benen Figur sind affin. Affinitatsrichtung ist die Rich-
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tung der Ordnungsstrahlen, Affinitatsachse ist die Koin
zidenzgcrade der Ebene. 

32. Eigentliche und uneigentlichc Raumelemcntc. Die Bausteine oder 
Elemente. aus denen die geometrischen Figuren zusammengesetzt 
werden, sind die Punktc, Gcraden und Ebenen. Die Geometrie 
der Alten kannte nm den Pnnkt als selbstandigen Baustein der geo
metrisehen Figuren. Geraden, Ebcnen, krumme Linien und Flaehen 
dachte man sieh aus Punkten zusammengesetzt. Die neuere Gcometrie, 
die yom 19. Jahrhundert an entwickelt wurde, hat mit dieser Uber
lieferung mit Nlltzen gebrochen, indem sie aueh Geraden und Ebenen 
als selbstandige Bestandteile der Figuren heranzog. Aber schon einige 
Jahrhunderte vorher gclang es, durch Erweiterung der Begriffe 
Punkt, Gerade und Ebene Ausnahmen zu beseitigen, die den Aussagen 
der Elementargeometrie anhaftcn. 

Parallele Geradcn haben einerlei Richtung, durch jeden Punkt des 
Raumes HiBt sich eine einzige Gerade vorgegebcner Richtung ziehen, 
lehrt die euklidische Geometrie. Es empfiehlt sich daher zu sagen, 
daB parallele Geraden einen uneigen tlie hen Punkt gemein haben, 
der in ihrer gemeinsamen Riehtung in unendlieher Ferne liege. 

Parallele Ebenen haben einerlei SteHung, dureh jeden Punkt des 
Raumes kann man eine und nur einc Ebene vorgegebener SteHung legen. 
Es ompfiehlt sich wieder, cine Erweiterung des Begriffes "Gerade" 
vorzunehmen Ulld zu sagen. daB parallele Ebenen einc uneigentliohe 
Gerade gemein hallen, dip unendlich-fern liegt und aus nur uneigent
lichen Punkt.Pn besteht. Denn jPde SteHung enthalt unendlich viele 
Riehtungen. Pnd aLs SchluBstein dieses erweiterten Begriffsystems 
sprieht man von der uneigentLichen (unendlich-fernen) Ebeno, 
die alle uneigentlichp Punkte und Geraden des Raumes enthalt. Diese 
perspektivisehe I{aumanschauung beseitigt aIle Ausnahmen, die 
in del' cuklidisehen Elementargeometrie del' Vcr kn u pfung del' Ra um
elemente zuFiguren anhaften. 

33. Geometric drr I,age und Geometrie des lUaBcs. Was dies en Auf
bau der geometrisehcn Figuren anbetrifft, so hat man zwei Moglieh
keiten zu unterseheiden. Spielen beim Aufbau MaBverhaltnisse eine 
Rolle, wie gil'ieh!' Strecken, gleiehe Winkel, reehte Winkel u. ii., 
so gehort die Fignr del' Geometrie des MaBes an, wie dies bei den 
Figuren der Elcllwntargeometrie fast aussehlieBlich der Fall ist. Wird 
hingegen beim Allfbau der Figur abgesehen von metrisehen Begriffen 
odeI' Forderungell. :-iO gehort die Figur, die aus der Verknupfung der 
Raumelementc entt;tcht. der (ieometrie del' Lage an. Es seien in 
der Folge einige Beispiele soleher Figuren gegeben und einander gegen
ubergestellL wdehe Gegenuber:-1tellung ein Grundgcsetz wird erkennen 
lassen. das <lil' (i('ometrie del' Lagfe' belwrn,cht.. 
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Es seien zunachst in der Geometrie der Ebene (Planimetrie) 
ein vollstandiges Viereck und ein vollstandiges Vierseit 00-
trachtet. 

Vollstandiges Viereck. 

Ein vollstandiges Viereck wird 
gebildet durch vier Punkte einer 
Ebene, von denen keine drei in einer 
Geraden Hegen. 

In Abb. 56 seien die Punkte A, B, 
o und D die Ecken des Viereckes. 
Dann hat dieses sechs Seiten, 
namHch die sechs Verbindungsge
raden der Ecken zu je zweien. Die 
sechs Seiten lassen sich zu drei 
Paaren vonGegenseiten anordnen, 
die je einen Diagonalpunkt be
stimmen: X, Y und Z. 

Abb. 56. Voilstindiges Viereck. 

Vollstandiges Vierseit. 

Ein vollstandiges Vierseit wird ge
bildet von vier Geraden in einer 
Ebene, von denen keine drei durch 
einen Punkt gehen. 

In Abb. 57 seien die Geraden a, b, 
e und d die Seiten des Vierseits. 
DannhatdiesessechsEcken, nam
Hch die sechs Schnittpunkte der 
Seiten zu je zweien. Die sechs 
Ecken lassen sich zu drei Paaren von 
Gegenecken anordnen, die je eine 
Diagonalgerade bestimmen: :1:, y 
und z. 

Die Gleichartigkeit des Eintretens der 
Punkte und Geraden in die eine Figur, 
der Geraden bzw. Punkte in die andere 
ist in die Augen springend und nicht 
zu iiberhoren. 

Sowie Punkte und Geraden die Ele- Abb.57. Vollstandiges Vierseit. 

mente der eOOnen Figuren sind, bei denen die Ebene als Trager 
der Figur auf tritt, so kann man auch den Punkt als Trager geo
metrischer Figuren betrachten und die durch ihn hindurchgehenden 
Geraden und Ebenen als Elemente nehmen, aus denen sich die 
Figuren dieser Biindelgeometrie zusammensetzen. So leiten sich 
z. B. aus den beiden Figuren, die in den Abb.56 und 57 dargestellt 
sind, zwei Gebilde der Biindelgeometrie ab, indem man von einem 
Punkte T, der auBerhalb der Ebene 7: der Figuren liegt, den Schein 
derselben bildet, d. h. den Punkt durch Geraden und Ebenen mit 
den Punkten bzw. Geraden jener Figuren verbindet. Die beiden 
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Gebilde der Biindelgeometrie. die dann entstehen, seien einander 
gegeniibergestellt : 

V ollstandigeH Vi e1' kan t. Vollstandiges Vierflaeh. 

Dieses hat vier Flaehen, die 
naeh den vier Seiten des vollstan
digen Vierseits gehen, seehs Kan
ten, naeh den seehs Eeken del' 
ebenen Figur gehend und drei 
Diagonalflachen, nach den drei 

Dieses hat vier Kanten, die naeh 
den vier Eeken des vollstandigen 
Viereekes gehen. seehs Flaehen, I 

naeh den seehs Seiten del' ebenen 
Figur gehend, und drei Diagonal
kanten, naeh den drei Diagonal
punkten gehend. I Diagonalgeraden gehend. 

~A\ 
fli!\ 

/1 ;/.\ 
1/ 'I. \ 

1;1 ! i \ ' II, , \ 
a';! , d. , . ! Ie I \ 

I 'I 

'. "'", / 

"------'--'-/,._---./ 

Abb. 58. Vollstandigcs Vierkant. 

T 

Abb. 59. Vollslandiges Vierflach. 

Hier erkennt man sofort, daB Geraden und Ebenen gleichwertige 
Elemente sind, aus denen sich die Figuren der Biindelgeometrie auf
bauen. Dnd wie die :Figuren der Biindelgeometrie durch Schein
bildung aus denen der ebenen Geometrie hervorgehen, so k6nnten 
umgekehrt diese letzteren durch Schnittbildung aus den ersteren 
erhalten werden. 

Auch in del' Geometrie des Raumes (Stereometrie) lassen sich 
leicht durch die Verkniipfung der geometrischen Elemente Raum
gebilde angeben, bei denen eine Gegeniiberstellung erkennen liiBt, 
daB Punkte und Ebenen einerseits, Ebenen und Punkte anderseits 
gleichartig in sie eintreten. Zwei der einfachsten derartigen Ge
bilde sind 

das vollstanflige Viereck und das vollstandige Vierflach. 

Vier Punkte, die nicht in einer 
Ebene liegen unrl von denen keine 
drei in einer Geraden liegen, haben 
vier Verbindnngsebenen zu je 
dreien, sechs Verbindungsgeraden zu 
je zweien. 

Vier Ebenen, die nicht durch einen 
Punkt gehen und von denen keine 
drei durch eine Gerade gehen, haben 
vier Schnittpunkte zu je dreien, 
seehs Schnittgeraden zu je zweien. 
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Man nennt den Zweitakt, der in diesen Gegeniiberstellungen steckt, 
die Dualitat, die Figuren, die einander gegeniibergestellt sind. duale 
Figuren. Wie man sieht, sind 

in der ebenen Geometrie 
in der Biindelgeometrie 
in der Raumgeometrie . 

duale Elemente. 

Punkt und Gerade, 
Gerade und Ebene und 
Punkt und Ebene 

Aber diese Dualitat beherrscht nur einen Teil der Geometrie. Es 
gelingt nicht, z.B. zur Figur des Kreises der ebenen Geometrie oder 
zur Figur des geraden Kreiskegels der Biindelgeometrie oder zur Figur 
der Kugel der Raumgeometrie ein duales Gebilde anzugeben. Und 
zwar kommt es in diesem Zusammenhange darauf an, ob bei der Bil
dung des Raumgebildes, bei der Verkniipfung der geometrischen Ele
mente Gebrauch gemacht worden ist oder nicht von MaBverhaltnissen. 
1st dies nicht der Fall - und dem war so bei den Figuren, die eben 
einander gegeniibergestellt worden sind - so gehOrt die Figur der 
Geometrie der Lage an, und es laBt sicb eine ihr gegeniiber
stehende duale Figur angeben. Wurde aber bei der Bildung des 
Raumgebildes Gebrauch gemacht von MaBverhaltnissen oder MaB
begriffen - und dies ist der Fall beim vorhin erwahnten Kreis, 
beim geraden Kreiskegel und bei der Kugel - so gehort die 
Figur der Geometrie des MaBes an, und es existiert keine duale 
Figur. 

Die Geometrie der Lage oder projektive Geometrie ist jiingeren 
Datums als die Geometrie des MaBes oder metrische Geometrie. 
Die uns von den Alten iiberlieferte Elementargeometrie enthiilt 
fast ausschlieBlich Raumgebilde, bei denen MaBverhji.ltnisse eine 

. wesentliche Rolle spielen, die also der Geometrie des MaBes ange
horen. 

34. Konstruktionsaufgaben. Wie die Raumgebilde entweder der 
Geometrie der Lage oder der Geometrie des MaBes angehoren, so zer
fallen auch die Konstruktionsaufgaben, die sich auf sie beziehen, in zwei 
Gruppen, in deskriptive Aufgaben, d.h. in solche, wo abgesehen 
wird von MaBverhiiltnissen und nur die weitere Verkniipfung der Be
standteile der Figur verlangt wird, und in metrische Aufgaben, 
bei denen auch MaBverhaltnisse eine Rolle spielen. So ist z. B. die 
Aufgabe, den Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene zu kon
struieren, deskriptiver Natur. Die Richtigkeit der Konstruktion kann 
visuell, d. h. mit dem Auge iiberpriift werden. Dagegen ist die Auf
gabe, die wahre GroBe eines Winkels zu bestimmen, metrischer Natur; 
zur Vberpriifung der Richtigkeit der Durchfiihrung miiBte der 
Zirkel benutzt werden, um die MaBverhiiltnisse der Figur nachzu
priifen. 



Konstl'uktionsaufgaben. 

1st eme Konstruktionsaufgabe der raumliehen Geometrie ge
steUt und solI sie dureh Konstruktion in den Projektionsebenen 
naeh den Methoden der darstellenden Geometrie gelOst werden, so 
hat man zwei Schritte scharf auseinanderzuhalten: den Kon
struktionsgedanken und seine zeiehnerisehe Durehfuhrung. 
Erst muB man sieh daruber klar sein, welehe Verknupfung der ge
gebencn geometrisehen Elemente vorzunehmen ist. Dann erst 
kann man konstruieren, d. h. in den Projektionen durehfuhren, 
was sieh im Raum abspielen solI. Der Anfanger hute sieh davor, 
sofort und anfs Geratewohl zeiehnen zu wollen, bevor er sieh im 
ldaren ist, was er eigentlieh wIll. Dieser Grundsatz gilt nieht nur 
fur die darstellende (~rometrie. sondel'll fur alle konstruktiven Wissen
sehaften. 

Aus den vorhergehendcn Abbildungen geht hervor, daB, wenn sieh 
zwei Gerade im Raum sehneiden, die Sehnittpunkte zugeordneter 
Normalprojektioncn in einer Ordnungs
linie liegen miiRspn. Demgegenuber 
stellt Abb. 60 zwei Geraden g und l 
dar, die nieht in cineI' Ebene, son del'll wind
schief liegen. 

A bb. tiO. PrujpktioTlPTl win(lschidc'r (:eradt·n. 

s" 

s' 

Ahh.61. Schnittpnnkt einer Geraden 
nnll einer Ehene. 

a) Sehnittpunkt elller Geraden mit einer Ebene. Eine 
Ebene sei in Abb. 61 gegeben dureh die zugeordneten Normalprojek
tionen zweier sieh sehneidender Geraden g und l. Eine gege bene Gerade k 
solI mit ihr gesehnitten werden. 

Konstruktionsgedankc: man legt durch die Gerade k eine Hilfs
ebene, bestimmt ihre Sehnitt gerade 8 mit der gegebenen Ebene 
und bringt die beiden Geraden k und 8 zum Sehnitt. Dieser 
Sehnittpunkt D liegt ja sowohl in der Geradcn k, wie aueh in 
cler gegebenen Ebene, denn er liegt auf der Geraden 8. 

Abb. 62 zcigt die zeiehnerisehe Durehfiihrung dieses Konstruk
tionsgcdankens bei Verwenclung der ersten projizierenden Ebene 
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der Geraden k als Hilfsebene. Dann falIt namlich der GrundriB 8' 

der Geraden 8 mit dem Grund
riB k' zusammen. Die Ge-

s" 

/ 
/ 

Schnittpunkt einer Geraden 
und einer Ebene. 

Abb. 63. Schnittpunkt einer Geraden und einer 
Ebene. 

8n radenkund 8 heiBen Deckgerade. 

8' 

Den AufriB 8" der Schnitt
geraden 8 findet man aus den Auf
rissen der beiden Punkte U und V, 
in denen die projizierende Hilfs
ebene die Geraden g bzw. 1 schnei
det. Damit kennt man den AufriB 
des gesuchten Schnittpunktes D 
und findet in der Ordnungslinie 

e" durch diesen Punkt auch' den 
GrundriB. 

In Abb. 63 ist die zweite pro
jizierende Ebene der Geraden k 
verwendet. 

b) Schnittgerade zweier 
Ebenen. Zwei Ebenen seien 
durch die Dreiecke ABC und DE F 
gege ben; man bestimme ihre 
Schnittgerade 8. 

Abb. 64. Durchdringung zweier ebener Vielecke. 

In Abb. 64 sind die Schnitt
punkte X und Y der Geraden 
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DE und DF der einen Ebene mit der anderen bestimmt. Die ge
suehte Sehnittgeradp ist dann dip Verbindungsgerade dieser beiden 
Punkte. 

35. NormalstellulIg·. Es sei cine metrische Aufgabe angefUgt, die 
Normalstellung cineI' Geraden zu einer Ebene betreffend. Mit dieser 
Aufgabe erledigen t'ieh grundsatzlich aueh aIle ubrigen, die Normal
stellung von geoIlletrisehen EleIllenten angehend. 

In Abb. (j5 sei pine Ebene gegeben durch zwei sich in einem 
Punkt A schneidende Geraden g und l. Von einem Punkte P werde 
die Normale 1/ Zll dieser 
Ebene gezogen. 

Der Grundgedanke fUr 
die Losung jtit bereits 
in (19) gegeben, e,; gilt, 
den dort erkannten Satz 
anzuwenden auf dat< Zwei
tafelsystem. So kommt 
man zu dem Erge bnis : 

1st ellle Gerade 
reehtwinklig zu einer 
Ebene, so ist ihr 
GrundriB reehtwinklig 
zur ersten. ihr Auf
riB reehtwinklig zur 
zweiten Hauptgeraden 
der Ebene. 

Man hat also in Abb. 65 
zuerst die beiden Haupt
geraden h und k der Ebene 
ihrer Richtung Hach zu 
konstruieren; dann i,.;t n' 
reehtwinklig zu Ii' lind nil .\bb.6;;. Nonllale Yon rinem Punkt auf cine Ebene. 

Zu k". 
36. Anzahl und Anordnung der Projektionen. Zwei zugeordnete Nor

malprojektionen bestimmen die gegenseitige Lage der Eckpunkte des 
dargestellten Korpers, bestimmcn die Anordnung seiner Teile, seine 
Form. A ber n u r dann - und diese Bedingung wird in den Maschinen
zeichnullgen n11r ,wlten erfiillt --, wenn die zusammengehorigen 
ProjektioIlt'1l deT' Punkte kenntlieh gemacht sind, etwa 
durch Buehstaben bezeiehnungen. So kann man sich zum Beispiel 
die Form des Gegenstandcs. der durch die beiden Projektionen der 
Abb. 66 dargestellt ist, leicht zusammenreimen. Trotz dieser Moglich
keit und um Bueht'tabenbezeichnungen tunlichst vermeiden zu konnen, 

Grossmann. (;t'l)llld rit'. 4 
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zieht man es im Maschinenbau vor, weitere Projektionen und Schnitte 
hinzuzufiigen, also etwa den Gegenstand der Abb. 66 darzustellen durch 
die drei Projektionen der Abb. 67. Nur muB man dabei Festsetzungen 

8' 
Abb.66. Abb.67. 

. Bezeichnung zugeordnetcr Drei zugeordnete N ormaiprojektionen. 
N ormaiprojektionen der Ecken. 

iiber die Anordnung der Projektionen treffen, urn Unklarheitim 
und Irrtiimer iiber die Begriffe Links und Rechts, Oben und Unten, 
Vorn und Hinten zu vermeiden. Diese Festsetzungen sind mehr oder 

0 3 

8 7 

Oil 02 0105 

7 'I 3 8 'I 7 8 

J 06 

1 2 
Abb. 68. Anordnung der Projektionen nach deutschen 

und schweizerischen Normen. 

weniger willkiirlich, wech
seln auch von einem Lande 
zum anderen, sind aber 
in neuerer Zeit innerhalb 
der Landesgrenzen der 
meisten Kulturlander nor-
miert. In Deutschland sind 
es die Deutschen In
dustrienormen (DIN), 
in der Schweiz die N ormen 

des Vereins Schweizerischer Maschinenindustrieller (VSM
Normalien), welche neben den Abmessungen der wichtigsten Maschinen
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elemente auch die Anordnung und 
Ausfiihrung der technischen Zeich
nungen regeln. 

Abb. 68 zeigt diese Anordnung. 
Sie ist die namliche fiir die beiden 
genannten Normalienausschiisse. Ein 
Quader, dessen Ecken mit den Ziffern 
1-8 bezeichnet seien, sei so gestellt, 
daB seine Flachen parallel sind der 
Grund-, Auf- und KreuzriBebene (26). 
Dann zeigt die Abbildung die gegen
seitige Anordnung der sechs Haupt-

Abb. 69. Anordnung der Projektionen 
nach amerikanischcn Normen. ansichten des Quaders. 

Verschieden da von ist die Anord
nung der Projektionen, wie sie in Amerika iiblich ist. Abb. 69 
zeigt dieses Verfahren, das ein folgerichtiges Abwicklungsverfahren 
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. t Dl'e QuaderfHichen seiel1 mit Buehstaben bezeichnet und vom IS . 

Quader ein X ct z gebildet, wie etl die Abbildung zeigt. 

III. X~ne Projektionen. 

37. rmprojizieren. Ein Uegenstand ist dureh zwei seiner zugeord~ 
neten Normalprojektioncn yollig bestimmt. Wohlverstanden, dabel 
ll1ussen die beiden .Normalprojektionen der einzelnen Punkte einander 
wirklieh (etwa durch ('ine Buehstabenbezeichnung) zugeordnet sein (36). 
Weiterc ProjektiOlwn mussen mit den zwei gegebenen im Einklang 
stehen, kOIllWIl au,; ihncll abgeleitet werden. So wiederholt sich in 

G·G-

o ·0 

.lld,. 70. Anonlnung der Projpktionen (G1eitschuh). 

Abb. 70 der Kotenunterschied z\vcier Punkte bezuglich der AufriB
ebene, der im GrundriB erscheint. in der dritten Projektion, im Kreuz
riB. Dies rrschrint jedem, del' bpi Betraehtung yon Projektionen die 
dargestelltPll Gebilde im Raul1l Nield, als selbstyerstandlieh. Es ent
steht aber die allgemeine ~-\'ufgabe, a us z\vei zugeordnpten N ormal
projektioncn pines (iegenstandt's weitere Normalprojek
tioncn abzu[(·itcn. cinc Fmprojektion vorzunehmen, zu trans
formierell. 

Leitcn wir die Regeln fUr dirses Vmprojizieren abo 
In Abb. 71 sci von dem Wlirfcl A BOnh'h'GH ein neuer GrundriB 

gezeiehnet, 0-;0 Z\nlJ'. daB die Heuen Ordnungslinien die Riehtung A" A'II 
haberl. E:,; kommt dies damuf hinaus, daBl1lan die Stellung del' Grund-

4* 
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riBebene abandert. Sie steht nach der Transformation nicht mehr 
rechtwinklig zu den Ordnungslinien A' A", sondern zu den Ordnungs
linien A" A'''. 

Da bei dieser Transformation der Stellung der GrundriBebene die 
St'ellung der AufriBebene ungeandert bleibt, so bleiben auch die Koten
unterschiede y beziiglich der Stellung dieser AufriBebene ungeandert, 
d. h. sie miissen in der dritten Projektion so gut erscheinen wie in der 
ersten. 

Dieses Wiedererscheinen der Kotenunterschiede beziiglich der fest-

fI" 0" B" e" 
~--~~~~--~ 

0''''11' 
Abb. 71. Umprojizieren eines WiirfeJs, 

gehaltenen Projektionsebene ist die einzige Transformationsregel. Es 
folgt daraus, daB man in der dritten Projektion, die man abzuleiten 
hat, ein Ausgangsniveau, z. B. dasjenige des Punktes 0, belie big 
wahlen darf. Die neue, dritte Projektionsebene ist eben auch nur ihrer 
Stellung, nicht ihrer Lage nach, bestimmt. 

Das Umprojizieren wird also beherrscht durch die Regel: 
Andert man' die Stellung einer Projektionse bene, so 

bleiben die Kotenunterschiede in bezug auf die andere un
geandert. 

Abb. 72 zeigt die Konstruktion eines neuen Aufrisses des Wiirfels 
ABODEFGH bei Beibehaltung der Stellung der GrundriBebene. Hier 
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sind es die Kotenunterschiede z, der Punkte bezuglich der SteHung 
der GrundriBebene, die ungeandcrt bleiben. -

£''fi'' F"S" 
.---~-------------, 

Lt-fI'l,--,'DL'-j' f-""""::',...;. _____ ~BI/Cl/ 6 111 

fI'E' ~--------I1B'F' 

o'H' CIS' 
A lib. ,2. l'mprojizieren cines Wiirfels. 

3S. Losung von Konstruktionsaufgaben durch Umprojektion. Eine 
Aufgabe der darstcHcnden Geometrie wird urn so einfacher 16sbar, 
je besser daR Projek
tionssystem den goge
benen Gebilden ange
paBt ist. 1st eine An
ordnung del' Projck- g" 

tionso benen denk bar. 
die besser ist ais die 
gegebene, so kann sip 
durch lTmprojektion 
erreicht werden. 

a) Es soll der kur
zeste Abstand von zwei 
windschiefen Gcraden 
del' wahren Lange und 
der Lage naC'h be

g' 

I' 

u 

Kiirzestcr Abstand wind schiefer Geraden dnrch 
Umprojizieren. 

stimmt werden. Die beiden windschiefen Geraden g und l scien durch 
zwei zugeordnete Normalprojektionen gegeben (Abb. 73). 
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Ware nun die eine der beiden Geraden, etwa gin Abb. 74, zu einer 
Projektionsebene rechtwinklig, so ware der kiirzeste Abstand der beiden 
Geraden zu dieser Projektionsebene parallel, wiirde also in wahrer 
Lange erscheinen. 

Diese ausgezeichnete Lage des Geradenpaares kann man aber durch 
Umprojizieren herstellen: man transformiert, so daB die eine der beiden 
Projektionsebenen, z. B. die GrundriBebene, zur Geraden g rechtwinklig 
wird. 

Das EinfUhren einer neuen GrundriBebene erfordert aber zwei 
Schritte; vorbereitend muB auch die AufriBebene in ihrer Stellung 
abgeandert werden, denn die beiden Projektionse benen miissen 
immer rechtwinklig zueinander stehen. 

Dieser Forderung wird Rechnung getragen, wenn man zuerst die 
AufIiBebene in ihrer Stellung so abandert, daB sie parallel wird zur 
Geraden g, d. h. die neuen Ordnungslinien A' A"' miissen zu g' recht
winklig stehen. Man hat die neuen, dritten Projektionen gil' und lIt' 

L" gn 

y" 
x' 

y' 

l' 

der beiden Geraden g und 1 zu bestimmen, indem 
man je zwei ihrer Punkte umprojiziert und dabei 
die Regel fUr das Umprojizieren beachtet. Das 
Ausgangsniveau, z. B. des Punktes A, kann be-
liebig gewahlt werden. 

Zweitens stellt man nun die GrundriBebene 
rechtwinklig zur Geraden g, indem man die 
Ordnungslinien parallel zu gil' wahlt. 

In der neuen, vierten Projektion haben dann 
die beiden Geraden die besondere Lage gegen 
das Projektionssystem, die in der Abb. 74 vor
ausgesetzt wurde. 

In Abb. 73 ist der kiirzeste Abstand d = X Y 
Abb.74. Kiirzcster Abstand 

windschiefer Geraden. der beiden Geraden in die urspriinglichen Pro-
jektionen zuriickgefUhrt worden. -

b) Es ist die wahre GroBe und Gestalt einer ebenen Figur zu be
stimmen. 

Ware die ebene Figur parallel zu einer der beiden Projektionsebenen, 
so wiirde sie in wahrer GroBe erscheinen. 

Da dies in Abb. 75 nicht der Fall ist, so wird man diese aus
gezeichnete Lage durch Umprojizieren herstellen, z. B. machen, daB 
die GrundriBebene zur Ebene der Figur parallel wird. Auch dies 
erfordert' zwei Schritte. Vorbereitend muB die AufriBebene recht
winklig zur Ebene des Vielecks gestellt werden, was dadurch gelingt, 
daB man eine erste Hauptlinie h der Ebene des Vielecks bestimmt 
und die neuen Ordnungslinien A' A"' parallel zum GrundriB h' 
anordnet. 
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In dieser neuen, dritten Projektion muG das Vieleck als Strecke 
erscheinen, denn seine EbenI' ist projizierend. 

Nun kann man die GrundriGebene parallel zur Ebene des Vielecks 
legen, zu welchI'm Endzwppk man die neuen Ordnungslinien recht
winklig zur ('ben prhaltenpn. driHen (geradlinigen) Projektion des 
Vielecks anordnen mull. 

8" 

~L'------~T-----~r-----~~---

0' 
Abb.7;'. Umprnjiziercu eiues ehenen neleeks zur Bestimmung seiuer wahreu Gestalt. 

Die neue. vierte Projektion des Vielecks zeigt dessen wahre GroBe 
und Gestalt. 

39. Losung von Darstellungsaufgaben durch Umprojektion. Auch die 
Darstellung ,on Gegenstanden kann oft durch Umprojektion verein
facht werden. Einige Beispielp mogen auch hier das Vorgehen zeigen. 

a) Darstpllllng eines Kriimmers. Eine Rohrleitung habe die 
Achse a und erfahrp an der Stelle 0 eine Knickung (Anderung der Rich
tung und dp" Gpfalles), so daB weiterhin b die Achse sei (Abb.76). 
Die beiden z.vlindrisehen Rohrp mit den Achsen a und b und gleichen 
Lichtweiten werdt'll pinp Durchdringungskurve haben, die es darzu
stellen gilt. 

Auch hier wendet man mit Vorteil eine Umprojektion an. Die Durch
dringungscllipse dpr heiden Rohre crscheint als gerade Strecke, wenn die 
beiden AchSP!1 zur Projektionsehene parallel sind. 

Man wird ahm die fltdlung del' Projcktionsebencn so transformieren, 
d<1/3 die eine YOll ihnPlI zur ";berw (leI' heiden Aehsen a., b parallel wird. 
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Da ist es zuniichst notig, die andere Projektionsebene zur Ebene beider 
Achsen rechtwinklig zu stellen. 

In Abb.76, wo die Achse b horizontal verliiuft, wurde eine neue 
AufriBebene rechtwinklig zur Achse b eingefiihrt. Dann erscheint diese 
Achse b in der dritten Projektion als Punkt, und man hat die dritte 
Projektion der Achse a zu finden, indem man die dritte Projektion A'" 
eines ihrer Punkte A bestimmt, der zusammen mit dem Knickpunkt 0 
die Achse bestimmt. 

Die vierte Projektion der Achsen erhiilt man, indcm man die neuen 
Ordnungslinien 0'" OIV rechtwinklig zur Geraden a'" legt. Die Achse b 

iT' 

Ii" 

Abb. 76. Kriimmer. 

erscheint in dieser vierten Projektion als Gerade bIT' = 0'" arv und die 
Gerade aIV wird gefunden durch Transformation des Punktes A. 

In dieser vierten Projektion kann man nun, unter Benutzung der 
bekannten lichten Weite der heiden Rohre, deren UmriBmantellinien 
zeichnen. Man erhiilt damit die vierte, geradlinige Projektion der 
Ellipse, die beiden Rohren gemeinsam ist. Diese Kurve gilt es nun 
zuriickzutransformieren. 
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Es sei z. B. P ein Punkt diesel' Durehdringungsellipse, gegeben 
dureh seine vierte Projektion pH'. Es ist nun in erster Linie die Kote v 
dieses Punktes P iiber del' Achsenebene zu bestimmen. Dazu legt 
man z. B. dureh den Punkt 0 einen Normalsehnitt des einen Zylinders, 
z. B. des Zylinders mit del' Achse b. Trifft die Mantellinie des Punktes P 
diesen Normalschnitt im Punkte Q, so erhalt man in del' Umlegung 
des Normalschnittes die Kote v = Qlv[Q] del' Punkte Q und P. Da 
diese Kote v die Entfernung des Punktes P von del' Achsenebene ist, 
so erscheint sie in dritter Projektion als Kotenunterschied del' Punkte 0 
und P, erlaubt also die Angabe del' dritten Projektion P'" des Punktes P. 

Aus del' dritten und vierten Projektion des Punktes P findet man 
nun, unter Beachtung del' Grundregel fiir das Umprojizieren, die erste 
Projektion P' dieses Punktes und endlich auch die zweite Projektion P". 
Es muB also del' Kotenunterschied w del' Punkte P und 0, wie er in del' 
vierten Projektion erscheint, wieder auftreten als Kotenunterschied del' 
namlichen Punkte in del' ersten Projektion, das eine Mal gemessen in 
Richtung del' OrdnungslinienO"'Q1v, das andere Mal in Richtung 0'0"'. 

Um die Tangente tim Punkte P an die gemeinsame Ellipse del' 
beiden Rohre zu bestimmen, hat man die Tangentialebene an den einen 
del' beiden Zylinder zu schneiden mit del' Kurvenebene. In Abb.76 
wurde die Tangentialebene im Punkte P an den Zylinder mit del' Achse b 
gelegt. Diese beriihrt den Zylinder langs del' Mantellillie P Q, ihre Spur 8 

mit del' Achsenebene (vierte Projektion!) kann also als parallel zur 
Achse b gefunden werden durch den Spurpunkt S del' Tangente in Q 
an den Normalschnitt des Zylinders (Umklappung I). Die vierte Pro
jektion TIV des Spurpunktes der gesuchten Tangente t mit del' Achsen
ebene liegt dann im Schnittpunkt del' Spuren beider Ebenen, die in del' 
Geraden A zum Schnitt zu bringen sind. Die dritte Projektion T'" 
des Spurpunktes T liegt auf der Geraden a"', denn diese stellt die dritte 
Projektion der projizierenden Achsenebene dar. Aus T'" und TIV 
findet man durch Anwendung del' Grundregel fiir das Umprojizieren 
die Projektionen T' und Til des Spurpunktes der Tangente t und 
damit auch die Projektionen t' und til diesel' Tangente. 

Bei der Darstellung einer Kurve, wie hier der Durchdringungs
ellipse del' beiden Rohre, empfiehlt es sieh, nicht nur das Konstruk
tionsverfahren fiir einen allgemeinen Kurvenpunkt und 
seine Tangente anzugeben, sondern auchausgezeiehnete Kurven
punkte, deren Kenntnis flir den Verlauf odeI' die Sichtbarkeit del' 
Kurvenprojektionen aufschluBreich ist, zu bestimmen. Solche Punkte 
sind hier die 8 UmriBpunkte U, die Punkte, wo die Kurve im 
Grund - oder AufriB eine UmriBmantellinie des einen odeI' des anderen 
Zylinders iibersehreitet. Nicht aIle 8 Punkte sind einzeln zu be
stimmen, denn ihre Lage ist nicht unabhangig voneinander. 
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Erlautern wir die Konstruktion des Punktes U l' des UmriBpunktes 
der Mantellinie des Zylinders b, auf der der Punkt 1 liegt. Man trans
formiert zuerst den Punkt 1, damit man in der vierten Projektion seine 

Abb.77. Umrif3punkte fiir die Durchdringung zweier Zylinder. 

Mantellinie angeben kann. Diese bringt man in Ultzum Schnitt mit 
der Kurvene bene und transformiert den Punkt zuriick. Seine erste 
Projektion U~ hat Bedeutung als die Stelle, von wo fiir den GrundriB 

Abb.7S. 
K ugelkipplager. 

ein Bogen - U1U4 - der Durchdringungsellipse 
den UmriB bildet. 

In dieser Weise konnte man aIle 8 UmriBpunkte 
bestimmen. Allein man beachte, daB die Punkte 
U~ ... U: (und ebenso, im AufriB, U~' ... U~') Be
riihrungspunkte paarweis paraIleler Tangenten der 
Ellipse sind, also erstens paarweis in den End
punkten von Ellipsendurchmessern liegen (U~ U; und 
ebenso U~ U~ gehen durch den Mittelpunkt 0' der 
GrundriBellipse), und daB zweitens die 4 Punkte 
U~ U; U~ U: ein Parallelogramm von leicht angeb
barer Lage bilden. Abb.77 gibt eine markantere 
Skizze dieser Verhaltnisse und zeigt auch, welches 

fiir die erste Projektion die UmriBverhaltnisse des Kriimmers sind. 
b) Bei der Abbildung technischer Gegenstande bevorzugt man die 

Gebrauchslage und wird dadurch oft genotigt, mehr als zwei Pro-
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jektionen des GegenRtandeR zn zeiehnen, 
also ~weitel'e Pl'ojektiollen all" zweien ah
zuleiten. 

Durch die beiden zngeordncten Pl'o
jektionell del' Abh.78 ist ein Kugel
kipplagel' gegclwJl: in del' Gebrauchs
Jage ist es auf del' ~chiefen Fliiche cines 
Betonblockes beft,titigt unci Rein Kugel
abschnitt entflpricht clef Kugelpfanlle 
einer auf clieRclll AnflagC'r ruhelldt'll Eisell
konstruktion. 

Aus dC'n beiden Projektionell Nr. 1 
unt! 2, dCfcn ~laBe aUfl del' ALb. 78 ef
sichtlieh sind. leitet man nun Abb. 79, 
eine Draufsicht. ab. indt'fII man sich 

fii]' das l:mpfojiziel'en von del' Regel 
leiten liiJ3t. 

40. Y {'rrinfachtf, Bezrichnung del' Pro
jrktiOIH·u. I 1tI yorhergehendell sind die 
zugeol'dnett'u Nor-
malprojektiorwn ill 
del' hel'kommliclwll 
Weise del' darstellell-
den Geonwtrie 
zeichuet: bt 

J It' ~ 

z. B. 
eill Punkt mit .-I bt,
zeichnet, so ist seine 
erste Projektion A'. 
seine zweite Projek- k;' 
tiou A". weitt'fC' Pro
jektionen A"'. AIl 

WlW. Allein diese 13e-
zeichnungsweis(, ist 
jIll allgemeinen nieht 
eingedrungen in das 
Maschinenzeiehllell. I 

Dort werden. wie k/~~ 

Ahb.7f). TTmprojiziercn 
l'inl's Kug('lkipplagers. 

g" 

n" 

n' 

k' 

~.chon t:~W:illllt. (:her ~~ 
uberschussIge ProJek- --V 'f-!--=~:~~!: 

tiorlCn odeI' Schnitte 
eingefuhrt, al~ die Zu-

sammengeh(irigkei t 
der Projektiol1PIl HIl-

Ahh.80. Herkonllnlichc Zuordnung. 
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gegeben. Man kann nun aber einen Mittelweg einschlagen, der in der 
Folge vielfach betreten werden wird. Man bezeichnet die Punkte und 
Linien in den Projektionen wie die abgebildeten Originale und fiigt 
ein fUr allemal durch Beschriftung hinzu, um welche Projektion des 
Raumgebildes es sich handeln solI ("GrundriB" oder "AufriB" oder 
"KreuzriB" oder "SeitenriB"). Es kommt namlich in den Konstruktions
figuren und Darstellungen der darstellenden Geometrie nicht vor, daB 

ein Punkt und die eine 
seiner Projektionen 
gleichzeitig III einer 
Zeichnung vorkamen. 
Auch gelingt es leicht, 
abgesehen von weit
laufigen, abstrakten 
Darstellungen, die hier 

hI keine Rolle spielen, die 

k 

Abb. 81. Vereinfachte Zuordnung. 

Konstruktion der Stereometrie wahlt 
Geraden, etwa auf g, einen Punkt 
Parallele k zur anderen Geraden. 

zwei oder mehr Pro
jektionen eines Raum
gebildes auseinander 
zu halten, so daB sie 
sich nicht iiberdecken. 

Die Abb. 80 und 81 
geben die Gegeniiber
steHung der beiden Be
schriftungsarten, der 
herkommlichen und 
der vereinfachten. Es 
handelt sich um die 
Konstruktion der Lage 
des kiirzesten Abstan
des X Y zweier wind
schiefer Cottlraden g und 
l. Nach der bekannten 

man auf der einen der heiden 
A und legt durch ihn die 
Von einem Punkte E der 

Geraden l zieht man die Normale n auf die Ebene, die von den 
Geraden g und k gebildet wird, und bestimmt ihren Schnittpunkt D 
mit dieser Ebene. Dann hat man noch die Strecke DE parallel 
zu sich selbst zu verschieben, bis sie in die Lage X Y kommt, wo 
sie die Geraden g und l schneidet. 
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(Y. Axonometri8elte Projektion. 
41. Zweck der .txonomctric. Die meisten zu teehnisehen Zweeken 

geformten Gegem;tiimie weisen Kanten in drei zueinander reehtwink
ligen Riehtungen auf. Kantrn. die in der Langsriehtung, naeh der Tiefe 
und in die Hohe wrlaufen. Es ist daher empfehlenswert, die drei 
Projektionsaehsrn (2H) so zu wahlen, daG sie parallel zu diesen Haupt
kantenriehtungrn des darzusteJlenden Korpers verlaufen. Die ent
stehenden drpi Normalprojcktionen (Grundri/3, Aufril3 und Kreuzril3) 
z"iehnen sieh dann dureh besondpre Einfaehheit aus, denn in jeder 
dieser Normalprojektionen werden einzelne Kanten als Punkte, ein
zelne Flaehen a1::; gerade Streeken erseheinen, dann namlieh, wenn sie 
zur betrcffcnden Projektionscbene reehtwinklig stehen, wenn sie proji
zierend sind. 

Aber diese Einfachheitwird erkauft dureh ersehwerte Ubersiehtlieh
keit. Zwar der Faehmann wird sole he teehnisehe Zeiehnungen "lesen" 
konnen, aueh ,,:enn es sieh um verwiekelter geformte und zusammen
gesetzte Dinge handclt; es wird ihm gelingen, die raumliehen Formen 
sieh aus den gegebenen Projektionen und Sehnitten zusammenzu
rClmen. Aber immer dann, wenn aueh dem Laien und Kaufer ein 
ansehauliehes Bild des Gegenstandes vermittelt werden soll oder wenn 
den ausfiihrendrn Arbeitern eine Unterstutzung ihres Raumvorstellungs
vermogens gebokn werden soIL entsteht das Bed urfnis naeh der 
Herstellung betlOnders ansehaulieher Bilder. Zwar, wenn 
der darzustellende Gegenstand fertig vorliegt, winl ein photogra
phisehes Bild dietlem Bedurfnis genugen konnen; ist aber der Gegen
stand erst geplanL flO versagt (lieses Vorgehen. Aueh empfiehlt sieh 
die Herstellung axollometrischcr Zcichnungcn und namentlieh Skizzen 
zu Studicnzwcekell. weil diese Tatigkeit den Studierenden zwingt, 
sich den Gegenstand in allen seinen Teilen riehtig vorzustellen, da 
ein widerspru('hsfrpies axonometrisehes Bild sonst nieht hergestellt 
werden kann. 

Die Axonometrie lehrt die Herstellung soleher ansehau
heher Bildpr von Gegenstanden, wenn diese auf ein reeht
winkliges Projrktions- oder Koordinatensystem (29) be
zogen sind. 

Die Methode der Axonometrie besteht darin, daG sie lehrt, 
von einem Gegenstand, yon dAln man die drei Risse oder aueh die 
MaGe in dpl1 Aehsenriehtungen kennt, eine neue vierte Projektion 
auf cine zu den drei Hauptprojrktionsebenen sehiefe Ebene herzu
stellen. Die-se' vierte Projektion wird am besten wieder reehtwinklig 
vorgcnommen. weil dieses Projcktionsverfahrpn Bilder licfert, die nieht 
als "verzerrt·· empfunden wprden. 
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42. Die Grundaufgabe der Axonometrie. Ein Gegenstand kann axo
nometrisch abgebildet werden, wenn man es versteht, Kanten, die 
einer der drei Hauptachsen parallel sind, abzubilden. Diese Aufgabe 
aber gelingt, sobald man einen Punkt axonometrisch a b bilden 
kann, der durch seine drei Hauptprojektionen oder also auch durch 
seine Koordinaten u, v und w seiner Lage nach im Projektions- oder 
Koordinatensystem gegeben ist, welches wir zunachst fest voraus
setzen, wahrend spater natiirlich auch in diesem Projektionsverfahren 
eine Befreiung von festen Projektionsebenen und -achsen eintreten 
muB, die auch hier nur ihrer Stellung bzw. Richtung nach gegeben 
sein miissen. 

Abb. 82 gibt die Lage der Bilde bene 7r im Projektionssystem 
durch Angabe der Punkte X, Y und Z, in denen sie die drei Projek-

II"·,------",L--JI-:'..-~A"' 

tionsachsen schneidet, also auch 
durch Angabe ihrer Spuren 
81 , 8 2 und 83 mit den drei Pro
jektionsebenen. Der abzubil
dende Punkt A sei durch seine 
drei Hauptprojektionen A', A" 

---"7f'%~:=--t,,-----\------j~~---'+4:L und A'" gegeben. 
x Man wird vorerst dazu 

schreiten, das Achsenkreuz, 
A' d. h. die drei Achsen x, y und 

z, die sich im Anfangspunkte 
Abb. 82. Bildebene in DreitafeJsystem. 0 schneiden, auf die Ebene 7r 

zu projizieren. Dazu hat man 
nur den Projektionsstrahl, das ist die Normale n vomAnfangs
punkte 0 auf die Projektionsebene 7r zu fallen und den DurchstoB
punkt 0 dieser Normalen mit der Ebene 7r zu bestimmen. Dann sind 
die Geraden OX, 0 Y und OZ bzw. die axonometrischen Bilder der 
drei Achsen x, y und z. 

Allein die Abb.82 enthalt nicht, worum es bei der Herstellung 
axonometrischer Bilder zu tun ist. Soll das axonometrische Bild des 
Achsenkreuzes und das Bild weiterer Gegenstande, die auf das Achsen
kreuz bezogen sind, den anschaulichen Zwecken geniigen, fiir die sie 
hergestellt werden, so ist eine Zeichnung zu entwerfen, fiir welche 
die Ebene 7r die Zeichn ungse bene ist, bei der also alles in wahrer 
GroBe erscheint, was in dieser Ebene liegt. Das ist in Abb. 83 geschehen. 
Der Abb.82 wurden die MaBe entnommen, also die wahren Langen 
der Seiten des Dreiecks X YZ. Da nun (vgl. Abb. 82) die Geraden n' 
und n" auf den Spuren 81 bzw. 82 rechtwinklig stehen, so sind die Punkte 
Z* und Y* im Dreieck X YZ HohenfuBpunkte (s. Abb. 83). Das axono
metrische Bild 0 des Anfangspunktes 0 ist daher der Schnittpunkt 
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der beiden Hohen ZZ* lmel Y y* illl Dreieek X Y Z, und die dritte 
Hohe geht durch den H6henschnittpunkt 0 und ist axonometriseh das 
Bild X X* der drittel1 l-iZ 
Achse. :;VIan erkl'nnt 

also: 
Das axotlOll1P-

trische Bild deRAn
fangspunkteR i,;t 
der Hohenschnitt
pnnkt im t-;purcll
dreieek del' Hi Id
e bene. die axono
metrischen Hilder 
der Achsen sind die 
Hohen in die spm 
Spurpndreicc k. 

Dm nun den Punkt 
A, cler in Abb. 82 <lurch 

/ 
/§ 

Iz 

v* 

x 

A"t>. ,;:j. Bild des Achsenkreuzes. 

seine drei Projekt,ionen gegcben ist. axonometrisch abzubilden, Sel m 
Abb. 84 das Bild det-; AchsPIlkreuZeR wiederholt (der Abb. 83 entnommen) 

z 

,\l>lJ. 'J. flit' FHn<lamentalaufgabc der Axonometrie. 

angegeben. Die Abbildung des Punktes A wird am besten iiberblickt, 
wenn man das Augenmerk auf den Quader A A' A" Alii 0 U V W richtet 
(Abb. 82), <lessen K~1nten die Koordinaten u, v, w des Punktes A sind. 
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Diese Kanten werden in der axonometrischen Projektion verkiirzt er
scheinen, und urn diese Verkiirzung richtig anzugeben, wird man Um
klappungen der Achsen x, y und z in die axonometrische Bild
e bene vornehmen miissen. Klappt man eine der Projektionsebenen 
in die Bildebene urn, so kann man die Umklappungen zweier Achsen 
benutzen. So ist in Abb. 84 die GrundriBebene lT1 umgeklappt worden. 
Drehachse dieser Umklappung ist die Spur XY der GrundriBebene mit 
der Bildebene. Nach der Umklappung wird der Punkt 0 in die Nor
male zu liegen kommen, die man von seinem axonometrischen Bild 0 
auf diese Drehachse 8 1 fiHlen kann; diese N ormale ist das axonometrische 
Bild der z-Achse. Zu beachten ist ferner, daB der Winkel XO Y der 
beiden Achsen ein rechter ist, also in deT Umklappung als rechter er
scheinen muB. Somit liegt die Umklappung (0) des Anfangspunktes 0 
auch auf dem Kreis iiber dem Durchmesser X Y, ist also einer der 
Schnittpunkte dieses Kreises mit der vorhin erwahnten Normalen. 
Die Geraden (0) X und (0) Y sind dann die Umklappungen der Achsen x 
und y, denn die Punkte X und Y bleiben als Spurpunkte der Achsen x 
bzw. y fest. Auf den umgeklappten Achsen (x) und (y) konnen nun 
die Quaderkanten 0 U = u bzw. 0 V = v (der Abb.82 entnommen) 
aufgetragen werden, und aus den Umklappungen (U) und (V) ihrer 
Endpunkte findet man die axonometrischen Bilder U bzw. V. 

Urn endlich die letzte Quaderkante 0 W abzubilden, konnte man in 
gleicher Weise die Auf- oder SeitenriBebene in die Bildebene umklappen. 
Es kann aber auch eine andere, durch die z-Achse gehende Ebene um
geklappt werden, am besten ihre projizierende Ebene. Dabei fallt der 
Punkt 0 in die N ormale aus dem Bild 0 zur Drehachse z, und zwar 
auf den Kreis iiber dem Durchmesser ZZ*, denn der Winkel ZOZ* 
ist ein rechter. Auf der umgelegten z-Achse [O]Z kann dann die Quader
kante w abgetragen werden, und aus ihrem Endpunkt [W] findet 
man dessen Bild W. 

Kennt man die axonometrischen Bilder 7J u, 0 V und 0 W der drei 
in 0 zusammenstoBenden Quaderkanten, so laBt sich leicht das axono
metrische Bild des ganzen Koordinatenquaders des Punktes A erganzen, 
da parallele Kanten parallele Bilder haben. Die Ecken A', A" und A"' 
im Quaderbild sind der axonometrische Grund-, Auf- bzw. 
KreuzriB des Punktes A. 

Hat man in dieser Weise einen Punkt A abgebildet, so lassen sich aIle 
iibrigen Punkte des Raumes leicht abbilden. Man hat nur zu beachten, 
daB sich parallele Strecken parallel und gleich stark verkiirzt abbilden. 

Dann ist zunachst zu sagen, daB es nicht notig ist, vorerst eine Abb. 82 
zu entwerfen, welche die Lage der axonometrischen Bildebene IT im 
Dreitafelsystem gibt. Man kann unmittelbar in der Bildebene zeichnen, 
und zwar kann man wahlen 
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entweder das tlpurendreieck X YZ der axonometrischen Bild-
ebene, \yobei dann dessen Hohen die Achsenbilder f:iind, 

oder aber diesp Achsen bildcr. 
Allein weder die eine noch die andere Wahl ist vollig willkurlich. 
Das tlpurendreieck der axonometrischen Bilde bene ist 

spitzwinklig. 
Es liWt sich diese Beschriinkung in der Wahl des Spurendreiecks 

der Biklebcne an Hand del' Abh. 82 leicht beweisen. 

if7 

z 

Abb. ~". l'ro!,ortionalwinkel. 

43. Die axonometrischen Verkiirzungsverhliltnisse. Kennt man im 
axonometrischen Bild das Achsenkreuz, so sind die Winkel, unter denen 
die Projektionsachsen gegen die Bildebene geneigt sind, bestimmt, 
und mit ihnen sind auch die Verkurzungen bestimmt, welche Strecken, 
die auf den Projcktionsachsen oder parallel zu diesen Hegen, bei der 
axonometrischen Abbildung erfahren. Denn das Verkurzungsver
hiiltnis zwischen Normalprojektion einer Strecke und ihrer wahren Lange 
ist bekanntlieh del' Kosinus des Winkels, den die Strecke mit der Bild
ebene bildet (5). 

In Abb. 85 sei das Bild des Achsenkreuzes gcwahlt. Dann ist das 
Spurendreieck der Bildebene zwar seiner Form, nicht aber seiner GroBe 

Gro:;smaOll, ficomdrk. 5 
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nach bestimmt. Denn die axonometrische Bildebene kann parallel zu 
sich verschoben werden, ohne daB sich die Neigung der Projektions
achsen zu ihr andert, ohne daB sich also das axonometrische Bild 
des Achsenkreuzes andert. Die Lage der Bildebene im Achsenkreuz wird 
erst festgelegt, wenn einer der Spurpunkte der Achsen mit der Bildebene 
angenommen wird. Es sei z. B. der Spurpunkt X der x-Achse gewahlt 
(auf dem Bild x). Dann gehen durch diesen Punkt die Spuren 81 und 8 2 

del" Bildebene mit der Grund- bzw. AufriBebene, und zwar rechtwinklig 
zu den Achsenbildern z bzw. y. Damit sind dann auch die Spurpunkte 
Y und Z der beiden anderen Achsen bestimmt und die Spur 83 der 
KreuzriBebene als deren Verbindungsgerade, und sie muB der Probe 
geniigen, rechtwinklig zu sein zum Achsenbild x. 

Eine Strecke, die auf einer der Achsen liegt, wird nun um so starker 
verkiirzt werden, je groBer der Winkel ist, den die Achse mit der Bild
ebene bildet. Man kann die Verkiirzungsverhaltnisse der Achsen am 
besten iiberblicken und vergleichen, wenn man die Verkiirzungen 
ermittelt, welche eine Einheitsstrecke e erfahrt, die man sich auf allen 
drei Achsen aufgetragen denkt. Man denkt sich wieder, wie in (42), die 
GrundriBebene um die Spur 81 in die Bildebene umgeklappt und etwa 
die projizierende Ebene der z-Achse um ihre Spur z in die Bildebene 
umgelegt und erhalt so die axonometrischen Bilder 75 U, 75 V und 0 W 
der Einheitsstrecke. 

Nennt man die Winkel der drei Achsen mit der Bildebene (X, P und r, 
so sind die Verkiirzungsverhaltnisse 

OU 
--= cos (X , 

e 
OV 
--= cosP, 

e 
ow 
--= cosr· 

e 

44. Die Beziehung zwischen den drei axonometrischen Verkiirzungs
verhaltnissen. Die drei Verhaltnisse cos (X, cos p und cos r sind nicht 
unabhangig voneinander; zwei von ihnen bestimmen das dritte. Um 
dies zu erkennen, beachte man, daB in Abb. 85 die Winkel (X, P und r 
der Achsen mit der Bildebene erscheinen oder leicht konstruiert werden 
konnen. Der Winkel 75Z[O] ist der Winkel r, den die z-Achse mit der 
Bildebene einschlieBt. Ebenso konnten die Winkel (X und p gefunden 
werden, indem man die projizierenden Ebenen der Achsen x bzw. y 
umlegen wiirde. Auch erkennt man in der Abb. 85 den Winkel r* 
der GrundriBebene mit der Bildebene, und man sieht, daB 

Die drei Winkel (X*, P* und r* haben aber noch eine andere Bedeutung, 
die man wieder in der Abb. 85 erkennt; es sind die Winkel des Strahles 0 (j 
mit den Achsen (s. den Winkel r* = 75 [0] Z). 
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Statt also nach der Abhiingigkeit zu fragen, die zwischen den drei 
'Vinkeln LX, fJ und r beHteht, die von der Bildebene mit den drei Achsen 
gebildet werden, kann man aueh nach der Beziehung fragen, die zwischen 
den drei Winkeln l'X*, fi* und y* besteht, gebildet von einem durch den 
Anfangspunkt de>: AchsenkrellzeK gehenden Strahl mit den Achsen. 

Diese Beziehung zwischen den Richtungswinkeln einer Richtung 
spidt in del' analytischen Geometrie des 
RaumcH und in (ler }'fechanik eine grund
legende Rolle und mage hier in Erinnerung 
gerufen werden. 

Del' Punkt 0 ist also del' FuJ3punkt del' 
Normalen, die man von dem Anfangspunkt 
o auf die Bildebene fallen kann. Es seien 
a, b und c die Koordinatell des Punktes 0 
iIll Achsensystem (s. die ansehaulich ge
dachte Abb.86). Dann erkenllt man, daB 
im Koordinatenquader des Punktes 0 a, b 
lind c die Kanter!. cl = 00 dip Korper
diagonalc itlt. daB also 

isL 
Da nun,. WIP die Abbildung zeigt, 

a b 
('as ,1* = --

cl d 

c 

AbL. ~(i. Beziehung zwischen den 
Richtungswinkeln einer Richtung. 

c 
cosy* = 

cl 

(2) 

(3) 

ist, tlO hat man ll1lr die Gleichung 2) durch cl 2 zu dividieren, urn zu 
erhalten 

odeI' also, mit Bellutzung del' Beziehungen 1) 

sin 2 LX + sin 2 fJ + sin 2 y -= 1 
oder endlich 

(4) 

d. h. die Summe del' Quadrate der drei axonometrischen 
Yerkurzungsverhiiltnisse ist gleich 2. 

45. Axonometrisch(' Darstellungen. Ein Gegenstand, z. B. die 
f-;ohllagerplatte del' Abb. 87, soIl axonometrisch dargestellt werden. 

::\Ian wird zuer:-;t das Bild de,.; Achsenkreuzes zu wahlen haben. 
Dabei hat man Zll beachten, daB das Spurendreieck der Bildebene, 
defOsen HCihen die Achsenbilder sind, spitzwinklig wird (42). ]n Abb. 88 
sei das niimliche Achtwnbild vorausgesetzt wie in Abb. 85. Man kennt 
also die drei axollometrischen VerkurzungsverhiUtnisse. 

5* 
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Dann sind immer noch zwei Voraussetzungen beziiglich der Lage 
des Achsenkreuzes im Raum moglich. 1st d der Abstand 0 0 des An
fangspunktes von der Bildebene (Abb.85), so kann angenommen 
werden, daB der An£angspunkt in diesem Abstand vor oder 
hinter der Bilde bene liege. 1m ersten Falle sieht man die (hori
zontale) GrundriBebene XO Y von unten, sieht also jede Horizontal
ebene von unten, d. h. man sieht die dargestellten Gegenstande von 
unten. 1m zweiten Falle ist es umgekehrt; alle Gegenstande erscheinen 

Abb. 87. Sohlplatte. 

im Bild als von 0 ben ge
sehen. Die Auswahl unter 
diesen zwei Moglichkeiten 
wird man treHen, indem 
man die Gegenstande so 
darstellt, wie sie dem Be
schauer in der Ge -
bra uchslage erschei
nen. Hangelager, Wellen
kupplungen u. a. wird man 

von unten gesehen darstellen, FuBlager, 
dagegen von oben gesehen. 

Fundamentalplatten u. a. 

Dementsprechend werde die Sohlplatte Abb.87 als von oben ge
sehen dargestellt. 

Fiir den Anfanger ist es emp£ehlenswert, einen bestimmten Punkt 
des Gegenstandes als zusammenfallend mit dem Anfangspunkt 0 sich 
vorzustellen (s. Abb. 87). Dabei ist es zweckmaBig, den Anfangspunkt 

moglichst zusammenfallen zu 
lassen mit einem Symmetrie
zentrum des Gegenstandes, weil 
dann das Auftragen der richtig 
verkiirzten Kantenlangen Vor-
teile gewahrt. . 

Bei Gegenstanden, die nur ge
Abb. 88. Axonometrisches Bild der Sohlpiatte. 

radlinige Kanten aufweisen wie 
die Sohlplatte Abb. 87, handelt 

es sich nun nur darum, die Kantenlangen, die in die Achsenrichtungen 
fallen, im axonometrischen Bild richtig verkiirzt darzustellen. Da die 
Verkiirzungsverhaltnisse fiir das Achsenbild der Abb. 88 bekannt sind 
aus der Abb. 85, bleibt nur noch anzugeben, wie sich diese zahlreichen 
Verkiirzungen konstruktiv am besten, das ist am genauesten und am 
raschesten durchfiihren lassen. Es geschieht dies durch die Einfiihrung 
sog. Proportional winkel. In Abb. 85 ist fiir jede der drei Ver
kiirzungen einer, Wl' W 2 und W 3 , ermittelt. Man ziehe, um z. B. w 2 zu 
konstruieren, um einen Mittelpunkt M2 einen Kreisbogen mit dem 
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Halbmesser e. d. h. einen Bogen des Einheitskreises. In diesen trage 
man als Sehne L2K 2, die nach dem Bild der y-Achse verkiirzte Ein
heitsstrecke ab, also die Strecke 0 V. Dann ist der Winkel W 2 = <):: 

L2M2K2 der gesuchte Proportionalwinkel fUr die y-Achse. 
1st nun irgendeine Kante des Gegenstandes, z. B. seine halbe Breite b, 

richtig verkiirzt anzutragen, so wird man, da diese Kante zur y-Achse 
parallel ist, mit dem Radius b einen Kreisbogen K~ L: um den ScheitelM2 

des Proportionalwinkels w 2 schlagen. Die Seh~e" K~L~ ist dann die 
richtig verkiirzte Strecke und kann bei der Herstellung von Abb. 88 
verwendet werden. 

Der zeichnerische Vorteil der Einfiihrung von Proportionalwinkeln 
(bei allen Arten von Verkiirzungen) besteht darin, daB nur der Zirkel, 
nicht auch das Lineal, verwendet werden muB beim Messen und Auf
tragen der MaBe. 

Es erhoht die Anschaulichkeit der axonometrisch dargestellten 
}laschinenelemente oder -einzelheiten, wenn der Gegenstand ge
schnitten dargestellt wird, wenn also z. B., wie es in Abb.88 ge
schehen ist, ein Viertel x 0 y herausgeschnitten wird. 

Zu sagen ist ferner, daB sich die Axonometrie nur als anschauliche 
Darstellungsmethode fiir Gegenstande von nicht zu gewaltiger GroBe 
eignet, also eben fiir Maschinenelemente, Einzelheiten der Anordnung, 
Apparate u. dgl., nicht aber fiir groBe Maschinen, Bauten usw. Werden 
derartige groBe Gegenstande axonometrisch dargestellt, so entsteht 
im Beschauer leicht das Gefiihl, es handle sich um ein kleines Modell 
jenes Gegenstandes. Es macht sich eben das Fehlen der eigentlichen 
perspektivischen Wirkungen fiihlbar, die namentlich darin be
stehen, daB parallele Kanten im Bild zusammenlaufen sollten im sog. 
:Fluchtpunkt ihrer Richtung (man denke an photographische Bilder !). 

46. Axonometrisches Bild der Kugel. An Gegenstanden, die man 
axonometrisch darstellen soIl, treten haufig Kreise, ganz oder als 
Bogen von solchen, auf. Um das Wesentliche iiber ihre Abbildung 
zu sagen, werde eine Kugel dargestellt, deren Mittelpunkt .111 Z. B. 
iIll Koordinatenanfangspunkt liege, ohne daB diese Wahl eine Be
sonderheit bedeuten wiirde. Als Bild des Achsenkreuzes werde in 
Abb. 89 dasjenige der Abb. 85 iibernommen, so daB auch deren 
Verkiirzungsverhaltnisse und Proportionalwinkel iibernommen werden 
konnen. 

Die Normalprojektion einer Kugel ist ein Kreis, dessen Radius 
gleich dem Radius R der Kugel ist. Mit dem Kugelradius hat man 
also um das axonometrische Bild .111 des Kugelmittelpunktes einen 
Kreis zu ziehen, der den scheinbaren KugelumriB u bedeutet; der 
wirkliche KugelumriB ist der KugelgroBkreis u, welcher in der durch 
den Kugelmittelpunkt gehenden Parallelebene zur Bildebene liegt. 
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Nun bestimmt man am besten die Bilder der sechs Punkte, in 
denen die Kugel die drei Achsen x, y und z trifft. Sie seien mit Al und A 2, 
Bl und B 2 , 0 1 und O2 bezeichnet. Um ihre Bilder zu finden, hat man 
den Kugelradius nach den drei Achsen zu verkiirzen, etwa mittels der 
Proportionalwinkel der Abb.85. 

Die Kugel wird von der GrundriBebene in einem GroBkreis ge· 
schnitten, der sich im axonometrischen Bild als Ellipse darstellt. 
Aile Durchmesser des Kreises verkiirzen sich bei der axonometrischen 
Normalprojektion, mit Ausnahme des zur Bildebene parallelen Durch-

z messers A B, der unver· 

Abb. 89. Axonometrisches Bild der Kugel. 

kiirzt bleibt und die groBe 
Achse der Ellipse liefert. 

Dje Ellipsentangenten 
in den beiden Punkten 
Al und A2 sind parallel 
zum Achsenbild y, denn 
die Kreistangenten sind 
parallel zur Achse y. 
Ebenso sind die Ellipsen· 
tangenten in den Punkten 
B 1 und B2 parallel zum 
Achsenbild x. Die Durch· 
messer AIA2 und )31 132 

sind also konjugierte 
Durchmesser der Ellipse. 

Um weitere Punkte 
und Tangenten dieser EI· 
lipse zu finden, kann man 
nun den affinen Zusam· 
menhang benutzen, der 

zwischen Normalprojektion und Umklappung einer ebenen Figur be. 
steht (16). Dabei wird der Kreis am besten umgeklappt in die durch 
den Punkt M gehende Bildebene, so daB seine Umklappung zusammen· 
fiillt mit dem UmriB u. 

Festzuhalten ist insbesondere: 
Liegt ein Kreis in einer der drei Hauptprojektions· 

ebenen oder iiberhaupt in einer ersten, zweiten oderdritten 
Hauptebene, so ist die groBe Achse seiner Bildellipse als 
Parallele zur Bildebene zu einem der Achsenbilder recht· 
winklig. 

Abb. 89 enthiilt auch noch die Konstruktion eines Parallelkreises 
der Kugel, eines Kleinkreises in einer ersten Hauptebene. SeiV das 
axonometrische Bild des Mittelpunktes dieses Kleinkreises. Dann ist 
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zuerst der Radius des Parallelkreises zu bestimmen, was durch eine 
Umklappung der projizierenden Ebene der z-Achse geschehen kannte. 
Um aber die Abb.89 nicht durch zu viele Linien zu belasten, wurde 
so vorgegangen: mit Hille des Proportionalwinkels W3 wurde die wahre 
Hinge des Mittelpunktabstandes h = MV der Kleinkreisebene be
stimmt und dann in einer Abb.90 der Radius des Kleinkreises er
mittelt, der zu diesem Mittelpunktsabstand gehOrt. Dieser Radius ist r. 
Somit kann durch den Mittelpunkt V rechtwinklig zum Achsenbild z die 
groBe Achse der Bildellipse gezogen werden. Hierauf bestimmt man die 
Kleinkreispunkte A3A4B3B4' die auf den Durchmessern parallel zu 
den Achsen x und y liegen; dazu hat man den Radius r mit den Propor
tionalwinkeln WI bzw. (jJ2 zu verkiirzen. Weitere Punkte und Tangenten 
kannten wieder mittels der Affinitat bestimmt werden, die zwischen 
axonometrischem Bild und Umklappung des Kreises besteht; dessen 
Ebene wiirde dabei am besten in die durch den 
Mittelpunkt r gehende Bildebene umgeklappt. 

Leicht lassen sich auch die UmriBpunkte 
U1 und U2 konstruieren, in denen der Klein
kreis von der sichtbaren Halbkugel zur unsicht
baren iibergeht. Sichtbarkeitsgrenze ist der Um
riBgroBkreisu der Kugel. Man hat also jene 
Punkte des Kleinkreises zu ermitteln, die auch 
auf dem UmriB der Kugel liegen, die also in 

r: 

d S h ·tt d db· d K· b Abb. 90. Radius des Klein-er c nl gera en 8 er e1 en relse enen kreises der Kugel (verkleinert). 

liegen. Somit ist die durch den Anfangspunkt M 
gehende Bildebene zu schneiden mit der Parallelkreisebene. Die drei 
Spuren der ersteren gehen durch M und sind rechtwinklig zu den Achsen
bildern, zwei Spuren der letzteren sind die Geraden A3A4 und B 3B4. 
Dies liefert die beiden Spurpunkte S2 und S3 der gesuchten Schnitt
geraden 8, deren Schnittpunkte (8 ist rechtwinklig zu -i) mit dem UmriB
kreis die gesuchten UmriBpunkte des Kleinkreises sind. 

47. Axonometrische Kurvenbilder. An einem Beispiel mage gezeigt 
werden, wie man andere Kurven als Kreislinien abbildet, z. B. Durch
dringungskurven, die an darzustellenden Gegenstanden auftreten. Als 
Beispiel sei die Schalenkupplung gewahlt, von der Abb. 91 Grund
und AufriB, Abb. 92 einen NormaIschnitt enthalt. 

Als Bild des Achsenkreuzes sei in Abb. 93 die namliche Anordnung 
getroffen wie in Abb.85, nur werde vorausgesetzt, der Gegenstand 
erscheine im Bild als von unten gesehen (45). 

Die Abbildungsaufgabe bietet nur in der axonometrischen Darstellung 
der Nischen fUr die Schrauben Neues. Diese zylindrischen Nischen 
durchdringen die Schale in Kurven, die sich leicht durch Punkte und 
Tangenten bestimmen lassen. 
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Es handelt sich darum, den naheliegenden Konstruk
tionsvorgang umzusetzen in die axonometrische Dar
steHung. Er sei deswegen zuerst in Abb. 91 im Grund- und AufriB 
durchgefiihrt. Um Punkte der Durchdringungskurve k der Nische 
mit der Schale zu finden, denkt man sich Rilfsebenen E gelegt, die zu 
beiden Zylinderachsen, zu derjenigen der Welle und zu derjenigen der 
Nische, parallel sind, da eine solche Ebene beide Zylinder in Mantel-

Abb.92. 
N ormalschnitt der Schalenkupplung. 

linien schneiden wird, deren 
Schnittpunkte Punkte der 
Durchdringungskurve sind. 
Die Ebene E schneidet die 
Schale in der Mantellinie m, 
deren AufriB m" unmittelbar 
durch die Wahl der Ebene ge
geben ist und deren Grund
riB m' ermittelt wird, indem 
man durch eine Umlegung des 
Normalschnittes der Schale 

Abb. 91. Grund- und AufriB einer Schalenkuppluug. die Kote y eines Punktes P 
der Mantellinie m bestimmt. 

W 0 die Gerade E m" den Grundkreis der Nische trifft, sind 
Punkte 1" und 2" des Aufrisses k" der Durchdringungskurve, und 
ihre Grundrisse I' und 2' liegen auf dem GrundriB m' der Mantel
linie m. 

Diese Konstruktion hat man nun durchzufiihren im axonometrischen 
Bild (Abb. 93). 1st z die Rohe der in Abb. 91 gewahlten Hilfsebene E, 
so verkiirzt man diese Kote mit Rilfe des Proportionalwinkels W3 

der Abb.85 und erhalt so die axonometrischen Bilder zweier Spuren 
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C1 und C3 der Hilfsebene E. Wo die Spur 03 das Bild des Normalschnittes 
der Schale trifft, ist das Bild des Punktes P. Wollte man diesen Punkt 
genau ermitteln, so miiBte man seine Kote y mit Hilfe des Proportional
winkels W 2 verkiirzen . Nun kann auch das axonometrische Bild m der 
Mantellinie m angegeben werden und konnen die Strecken yom Punkte P 
bis zu den Punkten t und 2, die man der Abb. 91 entnimmt, mit Hilfe 
des Proportionalwinkels WI verkiirzt werden. 

Urn nun auch die Tangente t an die Kurve k im Punkte 1 zu be
stimmen, beachte man, daB sie in den Beriihrungse benen beider Zy
linder liegen muB, deren Durchdringungskurve die Kurve kist. In 
Abb.91 kann man ohne weiteres die Spur 82 der Tangentialebene im 

~ 
" To 

r~:'lJ 
/ " 

/ 
,\"10. ~;J. ,~xonollletrische" BUd der Schalenkupplung, 

Punkte 1 an die zylindrische Nische angeben, denn es ist die Tangente 
im Punkte I" an den Grundkreis der Nische. Damit findet man auch 
die Umlegung [8aJ der Spur 83 dieser Tangentialebene mit dem Normal
schnitt der Schale. Anderseits ist die dritte Spur [uaJ der Tangential
ebene an die Schale liings der Mantellinie m die Tangente im Punkte [PJ 
an den umgelegten Normalschnitt der Schale. Der Schnittpunkt T 
der beiden dritten Spuren ist ein Punkt der gesuchten Tangente t, 
dessen Wiederaufklappung unmittelbar den AufriB T" ergibt und 
anch den Grundri13 T' durch die Kote Tf/[TJ. Durch T' geht der 
GrundriB t' der gesuchten Tangente t. 

Es ist nun nicht notig, diese ganze Konstruktion im axonometrischen 
Bild (Abb. 93) zu wiederholen. Es geniigt, das Resultat, den Punkt T 
der Tangente t abzubilden. Dieser Punkt liegt in der AbschluBebene 
cler Schale, und sein Bild T kann bestimmt werden, indem man der 
Abb.91 seine beiden Koordinaten entnimmt und diese mit Hilfe der 
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Proportionalwinkel W 2 und W3 verkiirzt. Durch den Punkt T geht 
dann das axonometrische Bild t der Kurventangente t. -

Ganz allgemein lassen sich krumme Linien axonometrisch abbilden, 
indem Punkte und Tangenten derselben abgebildet werden. Dazu hat 
man Koordinaten der Punkte zu messen und mit Hilfe der Proportional
winkel richtig verkiirzt darzustellen. Die Tangenten der Kurve aber 
stellt man dar, indem man auBer ihrem Beriihrungspunkt einen 
weiteren Punkt derselben darstellt. 

48. Achsenbild fUr gegebenes Verhaltnis der Verkiirzungen. Es ware 
nicht zweckmaBig, die Verkiirzungsverhaltnisse vorzuschreiben und 
das Bild der drei Achsen dementsprechend zu konstruieren. Denn da 
die dreiVerkiirzungsverhaItnisse nicht unabhiingig voneinandersind (44), 
konnten nur zwei von ihnen gewahlt werden, das dritte miiBte gemaB 
der Beziehung 

COS 2 IX + cos 2 /1 + cos 2 ?" = 2 

bestimmt werden. Gibt man z. B. 

1 
cos IX = -, 

2 

1 
cos/1=-, 

3 
so wird 

cosy = l/;=~--~= 1/59 , 
V 4 9 V 36 

also behaftet mit einer unbequemen Irrationalitat. 

(1) 

ZweckmaBiger ist es, zwar abzusehen VOn einer Festlegung der Ver
kiirzungen selbst, dagegen vorzuschreiben, wie sie sich gegenseitig zu 
verha1ten haben. Man kann fordern, daB sich die drei Verkiirzungs
verhaItnisse cos (X, cos /1 und cos y fUr die drei Achsen verhaIten wie 
einfache ganze Zahlen, z. B. 

cos IX : cos /1 : cos y = a : b : c 

= 2: 1: 2 oder 

= 3: 1: 3 oder 

= 5:4: 6. 

2) 

Die VerkiirzungsverhaItnisse selbst lassen sich dann mit Gleichung (1) 
und den beiden Gleichungen, die in der Proportion (2) enthalten sind, 
bestimmen. 

Es entsteht nun die Konstruktionsaufgabe: 
Welches Bild des Achsenkreuzes entspricht einem ge

gebenen Verhaltnis der drei axonometrischen Verkiirzungs
ver hal tnisse? 

In Abb. 94 sei X YZ das Spurendreieck der Bildebene, X*, Y* undZ* 
seien die FuBpunkte seiner drei Hohen, (5 deren Schnittpunkt, also das 
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Bild des Anfang8punktes. Nun 8ei .it! der :\tIittelpunkt der Strecke 
X Y = 28. Da der Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Halbmesser 8 

die beiden :FuBpunkte X* und y* cnth1iJt, so i8t 

JvI X*.c~ Jl1 y* = 8 . 

Daher sind die Dreiecke X 111 X* und Y lvI y* gleichschenklig, und 
zieht man durch den Punkt 0 die Parallelen 0 Xl und 0 Yl ZU X* M 

z 

/ 

I 

k--~~~ V ~~--?>k-~~- 7V~~~-*«-.-~~ 

k--~~~~-S~~~~~)~I(~~~~- ~------~ 

,\!J h. g.!. A chscnl!ilu. 

bzw. y* M, 80 werden auch die Dreiecke X Xl) und Y YiJ gleich
schenklig. It und v seien die Strecken () Xl bzw. 0 Yl , w sei die Strecke 
Xl Yl , so daB 

11 + v + W= 28 
i"t. 

Dann gelingt eR leicht, in der :Figur ein MaD zu gewinnen fUr die 
Quadrate cler Verkurzungsverhiiltnisse. Es ist 

11 : 8 = 0 X : X* X . 
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Dieses Verhaltnis aber laBt sich deuten in der projizierenden Ebene 
der x-Achse. Abb.95 enthalt das rechtwinklige Dreieck, das in dieser 
Ebene liegt, sowie den Winkel .x, den die x-Achse mit der Bildebene 
einschlieBt. Da erkennt man die Beziehungen 

o 

Abb.95. 
Dreiecke in der projizierenden 

Ebene der x·Achse. 

cos.x = OX: OX, 

cos.x = OX: XX*, 

also findet man durch Multiplikation die
ser beiden Gleichungen 

cos 2 .x = XO: XX*. 

Somit ist 
u: 8 = cos2 .x 

und ebenso 
v: 8 = cos 2 f3. 

Auch fur das dritte Quadrat laBt sich ein MaB gewinnen. Es ist ja 

. U v 28-1/.-V W 
cos 2 y = 2-cos2.x-cos2 f3 = 2 - -~-= - = -. 

888 8 

Es ergibt sich also, daB sich im Dreieck Xl) Y1 die Seiten u, v und W 

verhalten wie die Quadrate der axonometrischen Verkurzungsverhalt
nisse1 ). 

49. Konstruktion der Achsen fUr gegebenes Verhliltnis der drei axono
metrischen Verkiirzungsverhliltnisse. Aus den Beziehungen der Abb. 94 

Abb. 96. Konstruktion des Achsenbildes fiir gegebenes Verhiiltnis a: b : c der 
V er kiir zungsver hal tnisse. 

folgt, daB sich das Bild des Achsenkreuzes fur ein gegebenes Verhaltnis 
der Verkurzungsverhaltnisse in Abb.96 so konstruieren laBt: 

Es sei 
cos.x : cos f3 : cos y = a : b : c . 

1) Pasternak: Note sur l'axonometrie orthogonale. Ens. math. 
XXIV, 1924-25. 
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Dann trage man auf einer Geraden von einem Punkte Y Strecken 
ab, die proportional sind den Quadraten der gegebenen Verhiiltnis
zahlen a, b und (", Es sei also YY1 =k·b2 , Y 1 X 1 =k'c2 und 
XIX = k· a2 . 

IZ Hierauf kOllstruiere mandurch 
Bogenschnitt den Punkt 0, so daB 
OXI = k· a2 und 0 Yj = k· b2 

wird. Dann ist 0 X das Bilci 
cler x-Achse, 0 Y das Bilel der 
y-Achse, dip Normale aus 0 
zur Geraden X Y das Bild der 

r1t;:sssssa~~zs~;1fJ 

z-Aehse. Will man also in der 
axonometrischen Zeiehnung eine 
vertikale z-Achse erhalten, so 
hat man nur die Gerade X Y 
horizontal anzunehmen. 

50. VereinIaehte axonometri
sehe Darstellnngen. Als erstes 
Beispiel sei die Druckplatte 
gewiihlt, die in Abb. 97 gegeben 
ist. Das Aehsenkreuz wurde 
naeh (49) entspreehend den Ver
hiiltniHHen 

Ahh.97, Druckplatte. 

C:Ot<'X: cos (i: cos ,= a: b: c = 2: 1 : 2 
konstruiert. 

(1) 

Man kann sieh nun die axonometrische Darstellungsarbeit in Abb. 98 
wesentlich vereinfachen, ,venn man darauf verzichtet, die richtigen 
Verkiirzungen cler MaBe vorzunehmen unci nur Gleiehung (1) beaehtet. 

vU 

Abb, 9,-<, Axonomctrisehes Bild cos Ii: cos ,9: ros;' ~ 1 : ", : L 

Es heiBt dies, daB man die MaBe, die man der Abb.97 entnimmt, 
un v e r k ii r z t a btriigt, wenn sie parallel der x- oder z-Achse verla ufen, 
dagegen auf die Hiilfte reduziert, wenn sie der y-Achse parallel sein 
sollen. Das hat freilich zur Folge, daB das axonometrische Bild eines 
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etwas groBeren Gegenstandes, als er durch die Abb.97 gegeben ist, 
entsteht. Allein dieser Umstand ist bei vielen axonometrischen Abbil
dungen ohne Bedeutung. 

Abb. 100 gibt nach der namlichen Methode das axonometrische Bild 
der Schleifschei be, die durch 
die Abb. 99 gegeben ist. 

Abb. 99. Schleifscheibe. Abb.100. Axonometrisches Bild der 
Schleifscheibe. 

Besonders empfehlenswert ist dieses vereinfachte Verfahren beim 
axonometrischen Skizzieren (mit freier Hand). 

V. Kurven und FUlchen. 
51. Bahnlinie eines bewegten Punktes. Bewegt sich ein Punkt, so 

ist seine Bahn geradlinig, wenn die Bewegung nur der Tragheit folgt, 
dagegen krummlinig, wenn Krafte auf den Punkt einwirken und seine 
Bewegungsrichtung beeinflussen. Die krummlinigen Bahnen heiBen 
auch Kurven. Erfolgt die Bewegung nach Gesetzen, so wird auch 
die Bahnkurve gesetzmaBig sein. Die gesetzmiWigen Kurven konnen 
auch aufgefaBt werden als geometrische Orter ihrer Punkte, Orter, 
die bestimmten (einfachen oder verwickelteren) geometrischen Eigen
schaften genugen. So ist z. B. die Wurfbahn im luftleeren Raum eine 
Parabel, hat also die geometrischen Eigenschaften dieses Kegelschnittes. 

Wenn nun alle Lagen des bewegten Punktes in einer Ebene liegen 
(wie im Beispiel der Wurfparabel), wenn also die Bahnkurve ganz in 
einer Ebene liegt, so heiBt sie eben, andernfalls raumlich oder Raum
kurve. 

52. Ebene Kurven. Liegt die Bahnkurve eines Punktes vor, so wird 
man in jedem Zeitpunkt nicht nur die Stelle angeben konnen, an der 
er sich eben befindet, sondern im allgemeinen auch die Richtung, 
nach der er sich gerade bewegt. Die Gerade, die den Punkt mit dem 
unmittelbar folgenden verbindet, enthalt das Bahnstiickchen der 
augenblicklichen Bewegung und heiBt die Beruhrungsgerade oder Tan
gen te der Bahnkurve an der betreffenden Stelle. Man kann die Tangente 
auch auffassen als die Grenzlage einer Geraden, welche die Kurve 
auBer im betrachteten Punkte noch an einer anderen Stelle schneidet, 



Ebene Kurven. 79 

wenn man diesen zweiten Punkt dem ersten immer naher riicken !aBt, 
bis er mit ihm zusammenfaIlt. 1st die Kurve eben, so liegen die Se
kanten PQ, PQI' ... (Abb. 101) aIle in der Kurvenebene und haben 
als Grenzlage die Tangente t. vorausgesetzt, daB die Kurve die in den 
Anwendungen einzig in Betracht kommenden Stetigkeitseigenschaften 
hat und del' Punkt ein "gewohn-
licher" Kurvcnpunkt ist. also g 
llicht untef die' AusnahmefaIle 
fallt, die noeh zu mortern sind. ----:7eL-----_____ ~>=--_ 

Solehergestalt ist mit der Be'
wegung eine's Punktes auch die 
Bewegung emer Geraden ver-
kniipft, eben der Kurventangente: .~hb. 101. Tangcnte einer ebenen Kurve. 

die' Kurve kaml aufgefaBt wer-
d81l nieht nur als besehrieben durch ihre Punkte, als geometrischer 
Ort eines PunkteR. sondern auch als umhiillt dureh ihre Tan
genten. als geometrischer Ort einer Geraden. Und wie die Tan
gente einer Kurve durch einen Grenziibergang abgeleitet werden 
konnen, so ergeben Rich die Beriihrungspunkte einer sieh bewegenden 
Geraden mit del' \-on ihr ~ P 
umhiillten Knrw' ebenfaIls 
dnreh einen Gfenziiber- % 
gang. "Es sci in Abb. 102 
cine ebene Kurve als Fm
hiillung einer sieh bewe
gcnden Geraden angedeu
tE't. 1st nun p cine del' 
Tangenten und ist q eine 
zweite, so bewege man 
diese Gcrade m Immel' 
neue Lagen gegen die feste 
Tangente hin, bis sie mit ihr 
zllsammenfiillt. Die Grenz-

Abh. 102. Kurvc als Geradenort. 

lage des Sehnittpunktes del' bewegten Tangente mit der festen ist dann 
del' Beriihrungspunkt der Geraden p mit der umhiillten Kurve. 

Diese beiden Auffassungen stehen einander dual gegeniiber (32). 
Dies tritt besonders in folgender Gegeniiberstellung hervor: 

Die Tangent(~ an eine Kurve in 
einem ihrer: Punkte ist. die Verbin
dnngsgemde de" KUl'venpunktes mit 
d(m1 benachbartr'll Kllrvenplmkt. 

Der Beriihrungspunkt einer Kurve 
mit. einer ihrer Tangenten ist der 
Schnittpunkt der Tangente mit der 
benachbarten Kurventangente. 

Die Kurventangeiltc wird nieht mehr eindeutig dureh einen Grenz
iibergang bestimmbar, wenn der Kurvenpunkt auBergewohnlieh ist. 
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Darunter versteht man solehe Stellen der Ebene, dureh die der bewegte 
Punkt mehrmals hindurehgeht, die demnach mehrfache Kurven
punkte sind (s. die Abb. 103, die einen Doppelpunkt, Abb. 104, die 
einen dreifachen Punkt veranschaulicht). An diesen Stellen kann 
man offen bar nicht mehr eindeutig von einer "Bewegungsrichtung" 
des Punktes sprechen. Ubrigens geniigt eS fUr die Zwecke, welche diese 
Darstellung verfolgt, Doppelpunkte zu betrachten, da drei- und mehr
fache Punkte in der darstellenden Geometrie, namentlieh aber in 
ihren Anwendungen, nieht auftreten. 

Zieht man durch den Doppelpunkt D in Abb. 103 eine Gerade C, 
so trifft sie die Kurve, auBer im Punkte D, noeh an einer Stelle E. 
Ja, diese Gerade C muB als eine solche aufgefaBt werden, die drei 

Punkte mit der Kurve gemeinsam 
f hat, kannsie doch betraehtetwer

f 

b 
c 

Abb. 103. Doppelpunkt einer ebenen Kurve. 

den als die Grenzlage einer Gera
den t, die ganz nahe am Doppel
punkt vorbeigeht und deren drei 
Sehnittpunkte mit der Kurve 
offenkundig sind (s. Abb. 103). 

Abb. 104. Dreifacher Punkt 
einer ebenen Kurve. 

Nun werde wieder ein Grenziibergang vorgenommen: die durch 
den Doppelpunkt gehende Gerade C werde urn diesen gedreht, so daB 
der dritte Schnittpunkt E immer naher an den Doppelpunkt D riickt 
und endlich mit ihm zusammenfallt. Die Grenzlage, a oder b, die dann 
entsteht, ist eine der Haupttangenten der Kurve im Doppelpunkt D; 
sie hat mit der Kurve an der Stelle D drei Punkte gemein. Der Winkel, 
den die beiden Haupttangenten a und b miteinander bilden, steht in 
Beziehung zur Sehleife, die sich im Knotenpunkte D schiirzt. Wird 
das geometrische Gesetz, das zur Kurve mit Knotenpunkt fiihrt, in 
den Konstanten, die es enthalt, leicht abgeandert, so kann man die 
Form der Kurve, insbesondere auch die Schleife, und mit ihr den 
Winkel der beiden Haupttangenten a und b abandern. Die Abb. 105 
zeigt den Formenwandel, den man der Kurve geben kann. Fallen dabei 
die beiden Haupttangenten zusammen (Fall c der Abb. 105), so schrump£t 
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die Schleife in cine Spi tze zusammen. Einen solchen Punkt 
nennt man auch einen Riickkehrpunkt del' Kurve, wie unmittel
bar einleuchtet, wenn man einen Punkt die Kurve durchlaufend 
sich vorstellt. Abet' noch einc dritte Erscheinungsform des Doppel
punktes ist moglich. Wenn diE' Abanderung del' Konstanten, von 

tZ=b a D 

(a) (b) (d) (e) 
ALL. 10i). FOl'menwandel des Doppeipunktes ciner cbenen Kurve. 

denen die Kurve abhangt und die yom Fall a iiber den Fall b zum 
Fall c gefiihrt hat, fortgesetzt wird, wird es eintreten, daB die 
beiden Haupttangenten a und b, die zuerst reell und voneinander 
verschieden waren, dann reell abel' zusammenfallend, imaginal' werden. 
Diesel' Fall, d in Abb. 105, sieht dann so aus, daB sich del' auBerge
wohnliche Punkt yom iibrigen 
Kuryenzug 10sgE'lOst hat, zum 
Einsiedlcrpunkt odeI' iso
liertcn Doppelpunkt ge
worden ist. Man hat sich das 
so vorzustellen, daB dem geo
metrischen Gesetz, das del' 
Kurve zugrunde liegt, einmal 
die Punkte anf dem Kurven
zug und dann der einzeln lie
gende Punkt D geniigen. DaB 
del' Punkt D aueh in diesem 
FaIled noch al" Doppelpunkt 
angesprochen wE'rden kann, 
erhellt, wenn man sich diesen 
Fall dureh Formenwandel AbL.106. l'ul3punktkurve des Kreises (1. Fall). 

hervorgegangen dt'nkt aus 
dem Fall e, ,YO an Stelle eines Doppelpunktes ein kleines Oval 
erseheint. Riel' ist klar, daB eine durch das Oval hindurchgehende 
Gerade zwei nahe bE'ieinander liegende Punkte mit del' Kurve gemein 
hat, die zusamrnenfallen, wenn das Oval zu einem Punkte zusammen
schrumpft. 

Grossmann, Gt'oHlciric. 6 
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Es gibt also drei Arten von Doppelpunkten: 

1. Knotenpunkte mit reellen und voneinander verschiedenen Haupt-
tangenten, 

2. Spitzen mit reellen, aber zusammenfallenden Haupttangenten, 

3. Einsiedlerpunkte mit imaginaren Haupttangenten. 

Diese drei moglichen Falle finden sich in den Abb. 106-108 dar
gestellt bei einer Kurve, der FuBpunktkurve eines Kreises fur einen 
Punkt o. Die Kurvenpunkte sind die FuBpunkte der Normalen, die 
man vom Punkte 0 auf die Tangenten des Kreises fallen kann. Drei 
Falle sind moglich: 

1. der Punkt 0 liegt auBerhalb des Kreises, dessen Mittelpunkt M 
ist; dann wird er zum Knotenpunkt der Kurve und die beiden Haupt-

P 
Abb.107. 

FuBpunktkurve des Kreises (2. Fall). 
Abb.108. 

l!'uBpunktkurve des Kreises (3. Fall). 

tangenten a und b sind rechtwinklig zu den beiden Tangenten, die man 
vom Punkte 0 aus an den Kreis ziehen kann; 

2. der Punkt 0 liegt auf dem Kreis; dann entsteht eine FuBpunkt
kurve, die im Punkte 0 eine Spitze hat; 

3. der Punkt 0 liegt innerhalb des Kreises; er wird zum Einsiedler
punkt. 

Die Konstante, deren Abanderung in diesem Beispiel den Formen
wandel der Kurve hervorbringt, ist die Entfernung des Punktes 0 
vom Mittelpunkt M des Kreises. 

53. Raumkurven. Liegen die Punkte einer Kurve nicht alle in einer 
Ebene, so ist die Kurve raumlich. Abb. 109 stellt das axonometrische 
Bild einer Raumkurve dar. DurchHiuft ein Punkt diese Bahnkurve, 
so gehort zu jedem Zeitpunkt eine Stelle, an der er sich eben befindet. 
Die Lage des Punktes ist abhangig vom Zeitpunkt. Man kann also 
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die Koordinatcn .r, 11 unci z eines Kllrvenpunktes auffassen als 
Funktionen ei11('S Parameten; II. dwa der ablaufenden Zeit 

.re 11 (11.) . 

if ~= t2(U) , 

Z= i:l(U) . 

Eliminiert man den Parameteru aus zweien dieser Gleichungen, 
so entsteht eine Gleichllng. die nur zwei der cirei Punktkoordinaten 

z 

x 

~lbh. 109. Raulllknrve. 

10 
2 

1 

15 

enthiilt und erfiillt i8t von den Koordinaten aller Kurvenpunkte. Die 
drei 80 moglichen Gleichungen lassen sich geometrisch deuten als die 
Gleichungen ebeIH'l' Kurven, die in 
den Projektionsebenen liegen, den Pro
jektionen der Haumkurve. 

Seiin Abb. 110 P ('in (gewohnlieher) 
KurvenpunkL Q cin andel'er Punkt. 
Die Verbindungsgcrade PQ zwelCr 
Punkte der Kurn' ist dann eine ihrer 
Bisekanten. wiihrelHI eille (ierade P 
wie n, welche die Raumkurve nur in 
em em Punkte schneidet, Sekante 
heiBt. Bewegt sieh nUll der Pllnkt Q 
auf del' Kurvt' ill neue Lagen Qr, ... 
gegen den festen Punkt P hin, so Abb. llO. Sekante, Bisekanten und 

Tangentc einer Raumkllrve. 
cll'eht sich die Bisekante PQ um den 
Pllnkt P, und sie wircl, immer Yoransgesetzt, daB der Punkt P 
ein gewohnliehel' KUl'venpunkt sei und aueh die Kurve keine Be-

6* 
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sonderheiten biete, von denen man in diesem Zusammenhang absehen 
kann, einer Grenzlage t zustreben, welche die Tangente der Kurve 
an der Stelle P ist. -

Die Tangente ist die G era de, welche sich der Kurve an der Stelle P 
am besten anpaBt; aber auch eine E ben e kann im allgemeinen angege ben 
werden, die sich der Kurve an der Stelle P am besten anschmiegt. 
Sie kann ebenfalls durch einen Grenziibergang erhalten werden. Legt 
man durch die Tangente t und den Kurvenpunkt Q die Ebene, so erhalt 
man eine Ebene, von der man sagen kann, daB sie die Kurve an der 
Stelle P beriihrt, weil sie eben die Tangente t des Punktes P enthalt. 
Riickt nun wieder der Punkt Q dem Punkte P auf der Kurve immer 
naher, um endlich mit ihm zusammenzufallen, so dreht sich die Ver

t 

Abb.1ll. Schmiegungsebenen einer Raumkurve. 

bindungse bene der Tangente t 
mit dem wandernden 
Punkte Q um die Gerade t 
und wird einer Grenzlage zu
streben, welche man die 
Schmiegungse bene der 
Kurve an der Stelle P nennt. 
DadieKurventangentet auch 
bei den Raumkurven zwei 
benachbarte Punkte enthalt, 
enthalten auch die Betiih
rungsebenen der Kurve an 
der Stelle P zwei benach
barte Kurvenpunkte und 
auBerdem schneiden sie die 

Kurve noch in einem Punkte Q. Bei der Schmiegungsebene fallt 
aber dieser dritte Punkt auch mit dem Punkte P zusammen. So mit 
findet man: 

Die Schmiegungsebene hat mit der Raumkurve drei be
n ach barte Punkte gemein. 

Oder anders ausgedriickt: 
Die Schmiegungsebene verbindet drei benachbarte 

Kurvenpunkte. 
Der folgende vierte Punkt tritt aus dieser Ebene der drei voran

gehenden Punkte im allgemeinen heraus. -
Denkt man sich die Gesamtheit der Tangenten einer Raumkurve, 

so bilden sie eine Flache, die Tangentenflache der Raumkurve. 
Abb. III enthalt eine rohe Versinnlichung der Verhaltnisse. 1, 2, 3, 4, ... 
mogen benachbarte Punkte der Raumkurve vorstellen, zu je zwei be
nachbarten durch Kurventangenten tl , t2 , t3 , ••• verbunden. Die 
Ebene durch je drei benachbarte Kurvenpunkte, das ist die Ebenen 
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1 2 3, 2 3 4, 3 4 .) .... sind benachbarte Schmiegungsebenen der Raum
kurve. Sie enthalten je zwei benachbarte Tangenten t1t2, t2t3, t3t4' .... 

Die Schmiegungsebene enthiiJt zwei benachbarte Tan
gen ten der RIL 11 III kurve. 

Oder auch: 
.Je zwei benachbarte Tangenten einer Raumkurve 

schneiden sieh: ihre Verbindungsebene ist Schmiegungs
e bene der Raumkurve. 

Die Tangentenflaehe einer Raumkurve kann abgewickelt werden. 
Die Abwicklung erfolgt durch die Schmiegungsebenen: man dreht 
die Schmiegungsebene 2:1 oder 
123 urn die Tangente t2 als 
Scharnier um den kleinen Win· 

/I" 
kel zweier benachbart,er Schmie· 
gungsebenen, bis sic zusammen· 
faUt mit der benach bartenSchmie
gungsebene 2 3 4 mkr 2:2, Nach 
der Drehung liegen also die vier 
Punkte 1, 2, 3 und 4 in ciner 
Ebene 2: 2 ,und diese wird urn die 
Tangente t3 gedreht. bis sie mit 
der folgenden Schmiegungsebene 
345 oder 2:3 zusamrnenfallt usw. 

Wird also eine Raumkurve 
abgewickelt mit ihrer Tangenten
flache, so wird sit' vere bnet. 
Ihre Lange bleibt ungean
dert; denn sie setzt "ich zusam
men aus den Bogenstiickchen 
12,23,34, .... die bei der Ab-
wicklung unverandert bleiben. -

k"~_-_~C" 

t" 

t' 

.\bb. 112. Projektionen ciner Raumkurve. 

An der Projektion einer Raumkurve kannen Besonderheiten der 
Raumkurve selbst erkannt werden. In Abb. 112 erkennt man aus 
Besonderheiten des Grundrisses k' der Raumkurve k: 

1. Der Punkt A' ist eine Spitze (52) des Grundrisses, woraus man 
folgert, daB die Raumkurve kim Punkte A eine projizierende Tangente a 
hat. In der Tat. hat eine Raumkurve in einem Punkte A eine pro
jiziert'mle Tangente, so hat ihn' Projektion eine Spitze. Denn denkt 
man sich durch diE' Tangente eine Ebene gelegt, so hat diese mit der 
Raumkurve an der Stelle A zwci benachbarte Punkte gemein und mage 
sit' an einer anderen Stelle Etreffen. Die erste Spur e der Ebene wird somit 
den GrundriB k' treffcn an der :-;telle A I (dieser Schnittpunkt zahlt fiir 
z"\vei) nnd allBerdem all einer wpiteren :-;telle E'. Nun wenk diese Ebene 
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um die projizierende Tangente a gedreht, wobei der Punkt E auf der 
Kurve dem Punkt A immer naher riickt und endlich mit ihm zusammen
faUt. Die Spur e wird den GrundriB k' der Kurve stets in drei Punkten 
treffen, von denen zwei in den Punkt A' fallen. Dieser Punkt A' muB 
daher ein auBergewohnlicher Punkt, ein Doppelpunkt sein, und zwar 
ein Riickkehrpunkt, da nicht zwei, sondern eine einzige Haupttangente 
das Resultat des Grenziiberganges ist, die Spur der Schmiegungsebene 
der Raumkurve an der Stelle A. Denn wenn der Punkt Emit dem 
Punkt A zusammenfallt, so wird aus der Beriihrungsebene, die sich 
um die Tangente dreht, die Schmiegungsebene, deren Spur die Riick
kehrtangente ist. Man hat also bewiesen: 

Hat eine Raumkurve eine projizierende Tangente, so 
hat ihre Projektion an der entsprechenden Stelle eine Spitze. 

2. Im Punkte B' hat der GrundriB einen W endepunkt, d. h. drei 
benachbarte Punkte der Kurve liegen in der Wendetangente; dann 
liegen die zugehorigen drei Punkte der Raumkurve in einer projizieren
den Ebene, und es folgt: 

Hat die Raumkurve eine projizierende Schmiegungs
ebene, so hat die Projektion an der entsprechenden Stelle 
eine W endetangen teo 

3. Ein Doppelpunkt der Projektion weist nicht notwendig auf einen 
Doppelpunkt der Raumkurve; dies ware nur der Fall, wenn auch in 
einer zweiten Projektion sich der Doppelpunkt an der namlichen Stelle 
wiederholen wiirde. In Abb. 112 ist dies bei 0' =- D' nicht der FalL 
0" und D" sind verschieden. 0 D ist eine projizierende Bisekante. 

Hat die Raumkurve eine projizierende Bisekante, so hat 
die Projektion einen Doppelpunkt. 

54. Fliichen. Eine krumme Flache entsteht, wenn sich eine Linie 
bewegt; diese Erzeugende kann wahrend ihrer Bewegung die Form 
wechseln oder auch beibehalten. 

Es seien im axonometrischen Bild der Abb. 113 ko, kl' k2' k3' k4' ... 
verschiedene Lagen der erzeugenden Kurve angedeutet, etwa den Zeit
puukten 0, 1, 2, 3, 4, ... entsprechend, gezahlt yom Anfangsmoment 
der Bewegung an. Diese Zeitpunkte seien auch einfach dadurch ange
deutet, daB die Zahlwerte u = 0, 1, 2, 3, 4, ... an die entsprechen
den Kurven geschriebenseien. Jede Kurve selbst ist der Trager einer 
Skala von Parametern v (53). Wenn man nun auf allen Kurven 
u = 0, 1,2, 3, ... die Punkte mit dem namlichen Werte des Para
meters v miteinander verbindet, so wird ein zweites Kurvensystem ent
stehen, wo jede Kurve der geometrische Ort ist der Punkte von dem 
namlichen Werte v. Die beiden Kurvensysteme u = const und v = const 
iiberdecken die krumme Oberflache, und deren Gestalt erscheint durch 
die iiberdeckenden Kurven modelliert. Die beiden Zahlen u und v sind 
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krummlinige Koordinaten auf der Flache, ihre Angabe reicht hin 
zur Ortsbestimmung auf der Flache. Die einzelnen Punkte P der Flache 
werden im Raume ihrer Lage nach festgelegt sein, wenn man die raum
lichen Koordinaten x, y und z der Punkte als Funktionen der krumm
linigen Punktkoordinaten kennt: 

x = 11 (1l, v) , 

y = I?(u, v) , (1) 

z = l:l(u, v). 

Die verschiedenen Arten krummer Oberflachen unterscheiden sich 
nun sowohl hinsichtlich der Art der erzeugenden Linie, wie auch hin
sichtlich der Art ihrer Fortbewegung. 

z 

8L---~--~--~~ 

u=o 

z 

o 

x 

Abb.113. Krumme Fliiche. 

5 

Eine Regelflache entsteht, wenn die erzeugende Linie eine Gerade 
ist. Wird dabei ein Punkt der erzeugenden Geraden bei der Bewegung 
festgehalten, so wird die Flache zur Kegelflache, deren Spitze der 
festgehaltene Punkt ist. Liegt diese Spitze zudem unendlich-fern, sind 
also aIle Erzeugenden parallel, so entsteht eine Zylinderflache. Die 
Abb. 114-116 veranschaulichen diese drei FaIle. Die Regelflache ist 
gegeben, wenn man die Bewegung der erzeugenden Geraden durch An
gabe dreier Lei tkurven leitet; die Erzeugende miissen aIle drei Leit
kurven treffen. Dit:- Kegelflachp ist bestimmt, wenn man auJ3er ihrer 
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Spitze S noch eine Leitkurve gibt, die von allen Erzeugenden oder 
Mantellinien geschnitten werden muB. Die ZylinderfHiche gibt man 
durch Angabe der gemeinsamen Richtung der Erzeugenden und einer 

e 

~1 
Abb. 114. Regelftache. 

Leitkurve. Die Leitkurven k6nnen in allen drei Fallen eben oder raum
lich sein. -

Eine Rotations- oder Drehflache wird erzeugt durch die 
Rotation einer Linie um eine Achse 
(Abb. 117). Dabei beschreibt jeder 

.J' 

Kegelfiache. Abb. 116. Zylinderflache. 

Punkt der erzeugenden Linie einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf der 
Rotationsachse liegt, dessen Ebene rechtwinklig zu ihr steht und dessen 
Radius gleich ist der Entfernung des drehenden Punktes von der Achse. 
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Diese Kreise heiBen die Parallelkreise der Flache. Legt man einen 
ebenen Schnitt der Flache durch die Achse, so nennt man die 
herausgeschnittene Kurve einen Meridian der Rotationsflache. Die 
Meridiane einer Rotationsflache gehen durch Drehung ·ausein-
ander hervor, sind also kongru
en t. Jede Drehflache kann insbe
sondere durch Drehung ihres Me
ridians erzeugt werden. Rotations
flachen sind ihrer Eigenschaften 
und ihrer einfachen Herstellung 
wegen sehr verbreitet, insbesondere 
im Maschinenbau. 

55. Tangentialebenen. 1st P ein 
(gewohnlicher) Flachenpunkt und 
trifft eine durch ihn hindurchge
hende Gerade g die Flache noch in 
einem anderen Punkte Q (Abb. 118), 
so moge der Punkt Q dem Punkte P 
auf der Flache immer naher riicken 
und endlich mit ihm zusammen-

la 

fallen. Dann wird sich die Gerade g Abb.117. Rotationsflache. 

einer Grenzlage nahern, die zwei 
benachbarte Flachenpunkte verbindet und eine Tangente der 
Flache ist. Die Tangente t der Flache beriihrt auch die Kurve k, 
den Weg des Punktes Q. Und da man auf der Flache durch den 
Punkt P unzahlig viele Kurven ziehen kann, gibt es auch un
zahlig viele Tangenten, welche die 
Flache im Punkte P beriihren. Es gilt 
nun der Satz: 

AIle Tangenten in einem 
ge\yohnlichenPunkte einer krum
men Flache liegen in einer 
Ebene, der Tangentiale bene an 
die Flache in diesem Punkt. 

"Cm diesen Satz in voller Allge
meinheit zu beweisen und gleichzeitig t 
eine Vorstellung da von zu vermitteln, 
wie eine krumme Flache in der 
Umgebung eines ihrer Punkte be-

Abb.118. 
Tangente einer krummen Flache. 

schaffen ist, sei die Abb. 119 entworfen. Eine Rotationsflache mit 
der Achse a und cler Meridiankurve m sei zugrunde gelegt, ohne daB 
dieses besondere Beispiel die Allgemeingiiltigkeit der Beweisfiihrung 
beriihren wurde. 
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Auf der Flache denke man sich (Abb. 119) einen Punkt P gewahlt, 
etwa gerade auf dem Meridian m. Durch diesen Punkt P ziehe man 
auf der Flache zwei Kurven, einmal den Meridian m und dann den 
ParalIe1kreis und lege an beide Kurven im Punkte P die Tangenten t1 

an die erste, t2 an die zweite. Die erste fallt in die Ebene des Meridians m, 
die zweite steht dazu recht
winklig. Nun lege man durch 
diese beiden Tangenten t1 und 

e t2 die Ebene r und bringe sie 

l" 

g" 

zum Schnitt mit der Rotations
£lache. Punkte dieser Schnitt
kurve k wird man erhalten, 
wenn man Hilfsebenen 8, die 
zur Rotationsachse rechtwink
lig stehen, verwendet. Eine 
solche Hil£sebene schneidet aus 
der krummen Flache einen Pa
ralIelkreis p heraus, aus der 
Ebene r beider Tangenten eine 
Gerade 8. Die beiden Punkte I 
und 2, in denen sich diese bei
den Linien treffen, gehoren bei
den Flachen, also ihrer Schnitt
kurve, an. Die Konstruktion 
laBt erkennen, daB die Schnitt
kurve k im Punkte P einen 
Doppelpunkt hat. Allein 
diese Erfahrung aus dem Zeich
nen muB bewiesen werden, 
und in der Tat laBt sich sofort 
erkennen, daB der Punkt P 
kein gewohnlicher Punkt der 

Abb. 119. Schnitt der Tangentialebene mit der sie Kurve k sein kann. Denn die 
beriihrenden Fliiche. 

durch P gehenden und in der 
Ebene r liegenden Geraden t1 und t2 haben mit der Rotationsflache, also 
auch mit der Schnittkurve k an der Stelle P zwei unendlich benachbarte 
Punkte gemein, so daB eS zwei Geraden durch P von dieser Eigenschaft 
gibt, die sonst bei einem gewohnlichen Kurvenpunkt nur der Tangente 
zukommt. Somit ist der Punkt P in der Tat Doppelpunkt der Schnitt
kurve k. Jede Gerade t, in der Kurvenebene gelegen und durch den 
Punkt P gehend, hat somit an der Stelle P mit der Kurve k, also 
mit der Flache, zwei unendlich-benachbarte Punkte gemein, ist also 
eine Tangente der Flache. Damit ist zunachst bewiesen: 
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Legt man durch zwei Tangenten, die eine krumme Ober
flache in einem Punkte beriihren, die Verbindungsebene, 
so ist jede Geradp in ihr und durch den Punkt eine Tan
gente der Flilche. 

Zum SchluB ist nun zu zeigen, daB im allgemeinen, d. h. wenn der 
Punkt P kein auBergewohnlicher Flachenpunkt ist, cine Gerade g, die 
nicht in der Ebene T liegt. keine Tangente der Flache sein kann. Urn 
diesen Bewei" zu flihren, werde einmal das Gegenteil angenom,men, 
also vorausgesetzt. daB eine Gerade g, die nicht in der Ebene T liegt 
(s. Abb. 119), Tangente der :b~lache sei. Ware diese Voraussetzung zu
lassig, so konntp man beweisen, daB jede Gerade l durch P Tangente 
an die Flache sei: man denke sich die Verbindungsebene der beiden 
(}eraden g und I , sowie ihre Spur t mit der Ebene T. Die Ebene durch 
die beiden Oeraden g und I enthalt dann zwei Tangenten der Flache: 
die Gerade IJ nach Voraussetzung und die in der Ebene 't: liegende Ge
rade t, so daB nach dem eben bewiesenen Satz auch die beliebige Ge
rade l Flachentangente ware. Dics ist aber bei gewohnlichen Flachen
punkten sieher nicht der Fall. ~an hat also be wiesen : 

Die samtliehen Tangentpn an eine Flache in einem ge
wohnlichen ihrer Punkte liegen in einer Ebene, der sog. 
Tangentiale bene an die Flaehe in diesem Punkte. 

Ferner: 
Del' Schnitt del' Tangentialebene mit del' Flache, die sie 

beriihrt, hat im Beriihrungspunkte einen Doppelpunkt. 
Freilich braucht dieser Doppelpunkt kein Knotenpunkt zu sein, 

,;ondern es konnen auch seine anderen Abarten (53) auftreten. Wenn 
man den FHichenpunkt in Abb. 120 in einem Wendepunkt des Meri
dians m wiihlt, ';0 hat die Schnittkurve k del' Tangentialebene T mit 
del' Fliiche im Punkte P einp Spitze. Wahlt man dagegen (Abb. 121) 
dpn Punkt Pan einer Stelle, wo del' Meridian m derRotationsachse seine 
konkave Seitp zukehrt, so wird del' Beriihrungspunkt P ein isolierter 
Doppelpunkt del' Kurve k. 

Diese FaIle konnen unterschieden werden. Man sagt: 
Ein Punkt piner Flache kann hyperbolisch, parabolisch 

odeI' clliptisch sein, je nachdem seine Tangentialebene die 
Flaehe in ciner Kurvp schncidet, die iID Beriihrungspunkt 
einen Knotpn, pine Spitze oder einen Einsiedlerpunkt hat. 

Au" diCfiPIl Entwicklungen folgt weiter: 
Die Tangen tiale bene in einem Punkt an eine Flache ist 

bestimmt durch zwei Tangenten der Flache. 
Da man erkannt hat, daB aUe Tangenten an Kurven, die auf 

del' Flache liegPIL in del' Tangentialebene dm Flache liegen, so 
schlieBt man: 
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1. Die Tangente an den ebenen Schnitt einer Flache in 
ein-em seiner Punkte ist die Schnittgerade der Kurvenebene 
mit der Tangentiale bene an die Flache in diesem Punkte. 

2. Die Tangente an die Durchdringungskurve zweier 
Flachen in einem ihrer Punkte ist die Schnittgerade der 
Tangentiale benen an die beiden Flachen in diesem Punkte. 

Aufri13 
m ( 

I 

I 
I 
I 

Aufri13 

la 

p-Ll- ___ 10 _______ -11_ 
Grundri13 

Abb. 120. Tangentialebene in einem para
bolischen Fliichenpnnkt. 

p a 

GrundriB 

Abb. 121. Tangentialebene in einem elliptischen 
Flachenpnnkt. 

Erricbtet man in einem Punkte einer krummen Oberflache die Nor
male auf die Tangentialebene des Punktes, so erhalt man die Flacben
normale, die rechtwinklig steht zu allen Flachentangenten des Punktes. 

56. Abwickelbare FIachen. 1m allgemeinen bilden die Tangential
ebenen einer Flache eine ebenso machtige Mannigfaltigkeit wie die 
Flacbenpunkte: zu jedem Punkt gehort eine Tangentialebene und zu 
jeder Tangentialebene ein Beriihrungspunkt. Dnd da es zweifach un-
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endlich viele Fliichenpunkte gibt. gibt es auch zweifach unendlich viele 
Tangentialebenen del' Flache. 

Es ist abel' des Ausnahmefalles del' a bwickel baren Flachen zu 
gedenken. 

Die abwickelbaren Flachen werden umhullt durch die 
Bewegung (das "A brollen") einer Ebene, wenn diese Be
wegung mit einem Grade del' Freiheit erfolgt. 

"Ein Grad del' Freiheit" bedeutet, daB die Bewegung in jedem 
Augenblick ein .,Vorwarts" und ein "Ruckwarts" erkennen laBt, daB 
die Lage del' sich bewegenden Ebene von einem einzigen Parameter 
abhangt. 

Betrachten wir das entstehende Gebilde. In Abb. 122 sei die Ebene e, 
die sich bewegen solI, auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem be-

z 

y* 

y 
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ALL. 122. Abwickelbarc Flache. 

zogen. Da sich diese Ebene emit einem Freiheitsgrad bewegen soll, 
werden sieh auch ihre Spuren mit den Projektionsebenen mit einem 
Freiheitsgrade bewegen, also ebene Kurven umhullen. Diese Kurven 
sind die Spurkurven del' umhullten Flaehe mit den Koordinatenebenen; 
sie seien mit k1 • k2' k3 bezeiehnet. Eine Ebene gehort del' Umhullung 
an, wenn ihre Spuren e1 , e2 , e3 Tangenten diesel' Spurkurven sind (und 
sich im ubrigen auf den Projektionsachsen treffen). Denkt man sich nun 
die Ebene e mit del' unendlich-bcnachbarten, die in del' Bewegung auf sie 
folgt, geschnitten, so cntsteht eine Gerade e, die man eine Erzeugende 
del' umhullten Flachc nennt, weil sie ihrer ganzen Ausdehnung nach auf 
ihr liegt. Diese Erzeugende verbindet den Beruhrungspunkt del' Spur e1 

mit del' Spurkurvc k1 mit dem Beruhrungspunkt del' Geraden e2 mit 
del' Kurve lc2 • Da13 diese Goracle ganz auf del' Fliiche liegt, erkennt man 
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durch Einfiihrung eines Schnittes, z. B. mit einer neuen GrundriB
ebene ni. Die Spuren ei und ei der Ebene f mit der neuen GrundriB
ebene sind bzw. parallel zu den Spuren e1 und e2 der Ebene f mit der 
alten GrundriBebene. Die Spuren e~ werden eine Kurve k~ umhiillen. 
Da sich nun in der Geraden e zwei unendlich-benachbarte Ebenen 
schneiden, werden sich im Beriihrungspunkt der Spur et mit der Kurve k~ 
zwei benachbarte Spuren treffen, so daB der Beriihrungspunkt E* der 
Flache angehOrt. Die Kurve kj ist die Spurkurve der FHiche mit der 
neuen GrundriBebene. Nun kann man folgenden Satz beweisen: 

Die umh iillenden Ebenen beriihren die Flache in allen 
Punkten der Erzeugenden, die sie enthalten. 

Denn die Ebene f erweist sich sofort als die Tangentialebene der 
Flache im beliebigen Punkte E* der Erzeugenden. Denn nach (55) be
stimmt man in einem Punkte einer krummen Flache die Tangential
ebene, indem man der Flache durch den Punkt zwei Kurven aufschreibt 
und deren Tangenten ermittelt. Diese Kurven uurch den Punkt E* 
mogen einmal die Erzeugende e und dann die Spurkurve ki sein. Erstere 
deckt sich mit der eigenen Tangente, letztere hat die Tangente e;, die 
Verbindungsebene beider ist also die Ebene f. 

Es gehort so zu jeder Erzeugenden eine einzige Tangentialebene, 
die die Flache langs derselben beriihrt. Die abwickelbaren Flachen 
sind Regelflachen (54), weil sie unzahlig viele geradlinige Erzeugende 
enthalten; sie unterscheiden sich aber im Verhalten der Tangential
e benen von den allgemeineren, sog. windschiefen Regel£lachen (Kap. XI) 
Wahrend hier, bei den abwickelbaren Regel£lachen die Tangentialebene 
in allen Punkten der Erzeugenden die Flache beriihrt, ist das dort nicht 
mehr der Fall, sondern jeder Punkt der Erzeugenden hat eine andere 
Tangentialebene. 

Seien fl' f2' f3 drei unendlich-benachbarte Tangentialebenen der ab
wickelbaren Flache, el 2 und e23 seien die Schnittgeraden der Ebene fl' f2 

bzw. f2' f3' also zwei unendlich-benachbarte Erzeugenden der Flache. 
Diese miissen sich schneiden, denn beide liegen in der Ebene 1: 2 , Man 
erkennt also: 

Zwei unendlich-benachbarte Erzeugende einer abwickel
baren Regelflache schneiden sich. 

Bei den windschiefen Regelfachen gilt dieser Satz nicht; dort sind 
zwei unendlich-benachbarte Erzeugende im allgemeinen windschief. 

Wenn nun die Ebene f abrollt und die Flache umhiillt, so wird sich 
auch die Erzeugende e bewegen, und auch ihr Schnittpunkt R mit 
der unendlich-benachbarten Erzeugenden wird sich bewegen und seine 
aufeinanderfolgenden unendlich vielen Lagen werden eine Kurve, im 
allgemeinen eine Raumkurve bilden, die sog. Riickkehrkurve der 
abwickelbaren Flache. 
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Abb. 123 enthalt cine rohe Versinnlichung diesel' infinitesimalell 
Zusammenhange. e1 , e2 , e3 , •.• seien benachbarte Erzeugende del' 
a bwickelbarell Flache; ihre Verbindungse benen C1 2' C 23' c34' ... sind 
danll benachbarte Tangen-
tialebenen, wahrend die 
Schllittpunkte Rl 2 ;j' R2 3 4' 

R345 , •.• je dreier benach
barter Tangentialebencn 
odeI' auch je zweier be-
nachbarter Erzeugendcn Z,6 
Punkte del' Riickkehrkurve ~5--~==--==---'S~4L---r--+-----

sind. Vergleicht man das 
entstandene Gebilde mit 
del' Raumkurve (53, 
Abb. lIl), so erkennt man 
die Gleichartigkeit beider. 
Die Tangentenflache einer 
Raumkurve ist eine ab

[3 

L.f 
Abb. 123. RiickkehrkurYe der abwickelbaren Flachc. 

wickelbare Flache. umhiillt von den Schmiegungsebenen del' Raum
kurve, und jede abwickelbareFlache hat eine Raumkurve als Riick
kehrkurve. 

Die abwickelbare Flachc hat zwei Mantel, die beschrieben werden 
von den beiden Halbstrahlen t1 und t2 del' Tangente t der Rilckkehrkurve, 
die im Beriihrungspunkt 'zu
sammenstoBen (Abb. 124), Die 
beiden Mantel stoHen in del' 
Riickkehrkurw schlleiden
artig zusammen, wie man 
leicht erkennt. wenn man sich 
folgende Dinge iiberlegt: 

Eine Gerade mcige die 
abwickelbare Flach(' schnei
den, und zwar gehc sie nahe 
an der Riickkehrkurve vorbei. 
Sic verbinde eillen Punkt 1 
des vorderen Mantels mit 
einem Punkt 2 des hillteren 
(Abb. 124). Uberfiihrt man 

Abb. 12J. 
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Zur RiickkchrkUTY8 der abwickelbaren ]·liiche. 

nun die Gerade 1, 2 durch einen Grenziibergang in eine Gerade k, 
wclchc die Raumkurvc schneidet, so riicken die beiden Punkte 1 und 2 
zusammen, in den Schnittpunkt mit del' Raumkurve. Also: 

Trifft eine Gerade die Riickkehrkurve einer abwickel
baren Flache, ,,0 fallen von den Schnittpunkten del' Ge-
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raden mit der abwickelbaren Flache zwei in den Schnitt
punkt mit der Riickkehrkurve. 

Wenn d~her ein ebener Schnitt einer abwickelbaren Flache ge
legt wird; so wird der Schnittpunkt R der Ebene mit der Riickkehr
kurve notwendig ein Doppelpunkt der Schnittkurve sein, da jede 
Gerade g durch ihn die Kurve in R zweipunktig schneidet. Und zwar 
muB der Punkt Reine Spitze sein. Denn legt man durch die Gerade g 
und die Tangente r der Raumkurve eine Ebene, so kann man ohne 
weiteres als Schnittpunkte derselben mit der ebenen Kurve angeben: den 
Punkt R (zweipunktig) und den Punkt P, in dem die Gerade die ab
wickelbare Flache trifft. Dreht man nun diese Ebene um die Gerade t 
bis sie zur Schmiegungsebene (53) der Riickkehrkurve wird, so wird 
der Punkt P in den Doppelpunkt R riicken, und zwar wird diese Grenz
lage eine eindeutige sein, auf welchem der beiden Mantel auch der 
Punkt P liegt. Der Punkt R muB somit zusammenfaUende Haupt
tangenten haben (52), er ist eine Spitze und kein Knotenpunkt. 

Der e bene Schni tt einer a bwickel baren Flache hat in 
den Schnittpunkten mit der Riickkehrkurve Spitz en. 

Da dies fiir jeden ebenen Schriitt gilt, ist der Ausdruck "schneiden
artig" fiir das ZusammenstoBen der beiden Mantel einer abwickelbaren 
Flache sachgemaB. 

57. UmriB der Flachen. SoU eine krumme Flache dargesteUt werden, 
so empfiehlt sich die Projektion zweier Kurvensysteme, die auf der 

.Flache liegen, sowie die Bestimmung des 
scheinbaren Umrisses der Flache im 
Bild. Die Flache wird in der Projektion 
im allgemeinen umrissen durch eine Kurve, 
die folgendermaBen entsteht. Man denkt 
sich in der Projektionsrichtung die Tan-

~ 
genten der Flache gezogen. Diese bilden 
inihrer Gesamtheit eine Zylinderflache (54), 

31: den UmriBzylinder der Flache. Dieser 

Abb. 125. Wahrer und scheinbarer beriihrt die Flache langs einer Kurve u 
UmriB einer Flache. (s. Abb. 125), dem wahren UmriB, der 

,auf der Flache die in der Projektionsrichtung 
sichtbaren Punkte von den in dieser Richtung unsichtbaren scheidet. 
Die Spurkurve nun dieses Zylinders in der Projektionsebene, d. h. die 
Projektion u' des wahren Umrisses ist der schein bare UmriB. Man 
kann auch sagen: 

Der wahre UmriB ist der Ort der Beriihrungspunkte der 
projizierenden Tangentiale benen. 

Es gilt nun der fiir die Darstellung krummer Oberflachen wich
tige Satz: 
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Die Projektion einer Kurve, die auf einer krummen Flache 
verla uft, beriihrt den schein baren UmriB der Flache. 

Ist k' (Abb. 126) die Projektion einer Kurve, die auf der Flache ver-
lauft, deren scheinbarer UmriB u' tI, 

ist, so sei U der Punkt, wo die (1)' 
Kurve k den wahren UmriB u 1/ 
durchsetzt, wo sie also vom sicht- ,/ 

k ' u' baren Teil der Flache zum un-

t' 

sichtbaren iibergeht. Da sich der 
UmriJ3punkt einer Kurve auf einer Fliiche. 

Punkt U auf dem wahren UmriB Abb.126. 

befindet, ist seine Tangentialebene 
projizierend, enthiilt anderseits die Tangente t del' Kurve k im Punkte 
U (55). Die Projektion t' dieser Tangente deckt sich also mit der 
Spur dieser projizierenden Tangentialebene, die ihrerseits Tangente an 
den scheinbaren UmriB u' ist, denn der scheinbare 
UmriB wird eingehiillt von den Spuren der proji
zierenden Tangentiale benen. 

Der schein bare CmriB einer Flache umhilllt (be
riihrt) daher die Projektionen aller Kurven, die auf 
der Flache liegen (und den wahren UmriB iiber
schreiten). 

Abb. 127 zeigt das Bild einer Geraden g, die auf 
einer Flache mit dem UmriB u' liegt. Daraus folgt, Abb.127. 

daB der schein bare U mriB u' einer Regelflache, das Gerade Linie auf einer 
krummen Fliiche. 

ist einer durch die Bewegung einer Geraden erzeugten 
Flache, die Umhullungskurve der Projektionen aller Erzeugenden ist 
(Abb.114). Nur wenn die Regelflache zu den abwickelbaren gehOrt, 
wird die zur einzelnt'n Erzeugenden gehorige Tangentialebene im all
gemeinen nicht projizierend sein. Es 
wird nur einige Erzeugende geben oder 
geben konnen. fUr welche die Tan
gentialebene projizierend winl; deren 
Projektionen bilden dann den UmriB 
(vgl. die Abb. 115 und 116, in denen 
der UmriB der Zylinder- bzw. Kegel
flache aus MantelliniPll besteht). 

Die Bestimmung des Umrisses 
einer Flache verlangt also die Be
stimmung eiuPR Tangentenzylin
ders, dessen Mantdlinien die Pro
jektionsrichtung einhalten. 

Abb.128. 
Tangentenkegel an einer Fliiche. 

Abb.128 veranschaulicht einen Tangentenkegel, umhiillt von 
allen Tangentiaiebent'll del' Fliiche, die durch einen Punkt T gehen. 

Grossmanu, GeOlllE'tl'ic. 7 
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Tangentenzylinder, Tangentenkegel, UmriBbestimmung krummer 
Flachen lassen sich auch anschaulich als Schattenbestimmung bei 
der Belichtung krummer Oberflachen deuten. Fallt auf eine krumme 
Oberflache Licht in der Projektionsrichtung ein, so wird der wahre 
UmriB zur Eigenschattengrenze, welche den belichteten Teil der 
Flache trennt von dem im Schatten liegenden (Abb.128). Der schein
bare UmriB aber wird zum Schlagschatten, den die Flache auf die 
Projektionsebene wirft. Liegt die Lichtquelle im Endlichen, sind also 
die Lichtstrahlen nicht parallel, sondern gehen sie von einem im End
lichen gelegenen Punkt aus, so bilden die Lichtstrahlen, welche die 
Flache streifen, einen Kegel, den Tangentenkegel, den man von der 
Lichtquelle aus an die Flache legen kann. 

58. Kriimmung der Kurven. Denkt man sich im Beriihrungspunkt 
der Tangente einer e benen Kurve die Gerade rechtwinklig zur Tan

Abb. J 29. Tangierende und oskulierender Kreis an 
eine ebene Kurve. 

gente und in der Kurven
ebene gelegen, errichtet, so 
erhalt man die sog. N ormale 
der Kurve. Diese ist der 
geometrische Ort der Mittel
punkte von Kreisen, welche 

l die Kurve im Beriihrungs
punkt mit der Tangente be
riihren (Abb. 129). Jeder 
solche Kreis hat mit der 
Kurve an der Beriihrungs
stelle zwei unendlich-benach· 
barte Punkte gemein. 1st 
z. B. in Abb. 129 k ein 
Kreis, der die Kurve an der 
Stelle P beriihrt und an der 
Stelle Q schneidet, so kann 

man sich einen Grenziibergang denken, bei dem sich der Radius 
des Kreises verandert, der Mittelpunkt 0 auf der Normalen ver· 
schiebt, so zwar, daB sich der Punkt Q dem Punkte P auf der 
Kurve immer nahert, bis er in ihn hineinfallt. Dann wird der 
Beriihrungskreis k iibergegangen sein in den Kriimm ungs· oder 
Oskula tionskreis ko der Kurve an der Stelle P. Radius l! und Mittel· 
pUnkt 0 des Beriihrungskreises ergeben den Kriimmungsradius l!o 
und den Kriimmungsmittelpunkt 0 0 • Aus diesem Grenziibergang 
ergibt sich: 

Der Kriimmungskreis einer e benen Kurve hat mit ihr 
an der Beriihrungsstelle drei unendlich-benach barte Punkte 
gemein. 
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Die Oskulatioll ist also cine Beriihrung, verbunden mit einem 
Schneiden. Del' Kriimmungskreis beriihrt und durchsetzt die Kurve 
(Abb. 129). -

Drei unendlich-benachbarte Punkte einer Ra umkurve liegen in 
der Schmiegungscbene der Stelle (53). Der Kreis durch sie bestimmt 
dic erste Kriimmung oder Flexion der Raumkurve. Der folgende, 
vierte llncndlich nahe gelegclll' Punkt wird im allgemeinen aus der 
Schmiegungsehene Iteraustreten. wenn die Kurve raumlich ist. Die 
Differentialgeometrip miHt den Grad dieses Hnaustrctens, indem sic 
den (unendlich-klt'inen) Winkel bestimmt, den zwei unendlich-benach
barte Rchmiegungsebenen mitpinander bilden. Dicses Mail ergibt die 
zweite Kriimmung odeI' Ton3ion del' Raumkurve. Daher nennt 
man die Raulllkurwll auch doppclt-gekriimlllt oder gewunden 
(tordiert). Wird ('inl' Raumlmn-e mit ihrer Tangentenflachc verebnet, 
80 bleibt dabei die gegenseitige Lage dreier llnendlich-benachbarter 
Punkte llnangdast!'!, (1<, ja die Abwicklung erfolgt, indem die un
endlich -benach bart ell ~chllliegullgse benen ineinanclergekla ppt werden. 
Die abgewickeltl' !{.aumkurve hat daher an jeder Stelle eine Kriimmung, 
clie gleich ist dn l'rstnl Kriil1lmung del' Raumkurve. Die zweite 
Kriillll1lung dt'\' ]{aumkun-e dagegen wircl durch die Abwicklung mit 
der TangentellfliidH' aufgehobpll; die ahgewickelte Kurve ist nicht 
mehr gewUndt'll. NOIHlern Cbell. 

59. AIgcbraischc l(urHll umi 1<'liichen. Die analytische Darstellung 
der Kurven und Fliiclwn gibt dip .vloglichkeit einer Einteilung dieser 
Gebilde. Trekn 't. B. ill del' Parameterdarstellung der Kurven oder 
der Flachen (52 .. 3;j .. 34) nur algebraiRche Funktionen auf, so nennt man 
aueh die so bestimmtl'll <fcbilde alge braisch, dagegen transzenden t, 
wenn transzen<lente FllllktiOlwlI in die analytische Darstellung del' 
Gebilde cintrete!l. 

Die Begriffsbpstimmungen und Eigenschaftpn der algebraischen Ge
bilde beruhen auf der 'fheorie der algebraischen Funktionen und 
Gleichungen. Hiel' "pi !lur zusammcngestellt, was in del' Folge davon 
benotigt ,vird. 

1. Die Anzahl der Schnittpunkte einer e benen alge bra
ischen Kurve mit piner Geraden ihrer Ebene ist konstant 
und heiilt die Ordnung dn Kurve. 

Die Anzahl der Tangenten, die man an eine algebraische 
Kurve von einem Punktc ihrer Ebene a us ziehen kann, ist 
konstant un(l heiBt die Klassc dpr Kurve. 

Ordnung und Kla",;e einer algebraischen Kurve sind im allgemeinen 
verschieden VOIwi nail (leI'. 

2. Die Ordnung einer alge braischcn Raumkurve ist die 
konstantc Allzahl ihrer Rchnittpunkte mit einer Ebene. 

7* 
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Die Klasse einer algebraischen Raumkurve ist die kon
stante Anzahl ihrer Schmiegungse benen durch einen Punkt. 

3. Ordnung und Klasse einer algebraischen Fliiche nennt 
man die konstante Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer 
Gerade'n bzw. ihrer Tangentiale benen durch eine Gerade. 

Die Anzahl der Schnittpunkte zweier e bener alge braischer 
Kurven von den Ordnungen m und n ist m' n, wenn sie in 
der niimlichen Ebene liegen. 

Die Anzahl der gemeinsamen Tangenten zweier alge
bra is chen Kurven einer E bene und von den Klassen 
m und n ist m' n. 

4. Der e bene Schnitt einer alge braischen Fliiche mter Ord
nung ist eine alge braische Kurve mter Ordnung. 

Der Tangentenkegel von einem Punkt an eine alge bra
ische Fliiche nter Klasse ist ein alge braischer Kegel nter Klasse. 

5. Die Normalprojektion einer ebenen oder gewundenen 
algebraischen Kurve mter Ordnung ist im allgemeinen - d. h. 
bei willkiirlicher Projektionsrichtung - eine e bene Kurve 
mter Ordn ung. 

6. Zwei alge braische Fliichen mter und nter Ordnung ha ben 
eine Durchdringungskurve von der Ordnung m' n. 

Denn legt man eine beliebige Ebene durch das Gebilde, so schneidet 
sie aus den beiden Fliichen algebraische Kurven von den Ordnungen m 
bzw. n heraus, die m' n Schnittpurikte haben. In jeder Ebene liegen 
also m' n gemeinsame Punkte beider Flachen. 

60. Ebene Schnitte und Durchdringungen krummer Fliichen. 1. SolI 
man den e ben enS c h ni t t einer krummen Fliiche konstruieren, so hat 
man eine hinreichende Zahl, iiber den Kurvenzug gut verteilter Punkte 
der Schnittkurve zu ermitteln. Ein allgemeines Konstruktionsver
fahren ergibt sich im einzelnen Fall aus der Regel: 

Um Punkte der Schnittkurve einer krummen Fliiche mit 
einer Ebene zu ermitteln, legt man eine Schar von Hilfs
ebenen. Die Schnittpunkte der aus der Fliiche herausge
schnittenen Kurven mit den aus der Schnittebene heraus
geschnittenen Geraden sind gemeinsame Punkte der FHiche 
und der Schnitte bene (s. Abb. 130). 

Es handelt sich nur darum, die Hilfsebenen der Natur der Fliiche 
zweckmaBig anzupassen, d. h. so, daB ihr Schnitt mit der Fliiche eine 
moglichst einfache Kurve sei (womoglich Gerade, Kreis od. ii.). 

Zur besseren Kenntnis des Verlaufes der Schnittkurve wird man in 
den ermittelten Punkten auch die Tangenten bestimmen, gemiiB dem 
Satz (1) in (55). Denn die Tangente gibt fUr jede Stelle die Richtung an, 
in der die Kurve zu zeichnen ist. 
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Zur Ubersicht tiber den Kurvenzug triigt es auch bei, ausgezeichnetc 
Punkte (UmriBpunktc, hochste und tiefste Punkte u. dgl.) zu bestimmen. 

Allgemein ge:-;prochen ii'lt ei'l empfehlenswerter, sich eher zu beschriin
ken auf eine kkine Zahl gut verteilter Punkte allgemeiner Konstruktion 

It\. H/!fsebene H 

samt Tangenten. ~()

WlO ausgezeichlletn 
Punkte, als mechalli~ch 
die allgemeine Kon
struktionsregel illlnH'T' 
wieder durchzufiihl'en 
und so zu einer groBen 
Zahl von Kurvenpllnk
ten Zll kommen. die 
sich -- war del' KOIl-

;-'7/ '\_~-,------, 
I C Schm!!ebene ,p 

/ -," p _ _~J_----------- ______ _ 
/ ,----~~----r 
/,' . P Cchniffkurve k' L,' / \, J' 

strukteur nieht s('hl' 

genau - oft gcnug Abb. 1311. Schnitt einer Ebene mit einer krummen FUiche. 

widersprechen. --
2. Handelt Ctl sieh dagegen darum, die Durchdringungskurve 

zweier Fliichen zu bestimmen, so wird man allgemein Punkte ermitteln 
nach dem Verfahrell: 

Um Punkte del' Durchdringungskurve zweier FHichen 
zu konstruiel't'll. lcgt man Hilfsflachen, die aus beiden 
FI aehen K 11 1'\' (' It s chne id ell. dt'ren S ehni tt p un k te ge mein
same Punkt(, beider 
Fliichen sind (N. Abh, 131). 

Es handelt "ieh dal'um. 
im Einzelfall die "-\uswahl 
del' Art und del' Lage cil'l' 
Hilfsflachcn (eytL Hilf"t'be
nen) den beiden gq!:t,hencll 
Bliichen moglich"t 7,wt'ck 
ma13ig anzupassell. damit 
einfache Kurv(,11 am' dl'11 

beiden Fliichell~e"chllitte]) 

werden. 
Aueh hier \vinl man ::;ich 

.\111,. I :ll. Uurc-i)(jringung zweier krummer Flachen. 

nicht auf Punkt(, beschrankcll, "uJl(icl'Il in den ermittelten Punkten 
auch die Tangentell del' Durchdringungskurve ntnitteln nach dem 
~atz (2) ,-on (5fi). 

Ausgczeichnet{' Punkte solI mall nuch hier nicht auf3er acht lassen, da 
ihre Kcnntnis da" Zeiehnen dcr Knrve erleichtert. 

Au::;chluBreich iil)('r den Verlauf und die Eigenschaften einer Schnitt
oder DurchdringullgHkmvp i"t anch die KenntniH del' Art del' Kurve. 
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VI. Kreiszylinder- und KreiskegelfUichen. 
61. Kreise als Leitkurven von Zylinder- und KegeInachen. Zu den 

einfachsten und am haufigsten verwendeten krummen Flachen gehoren 
die Zylinder- und Kegelflachen, deren Leitkurven Kreise sind. Diese 

J' Flachen gehoren zu den 
algebraischen Flachen, 
und zwar sindes Flachen 
zweiter Ordnung und 
zweiter Klasse. Um 
dies einzusehen, denke 
man sich eine Gerade g 

(I (Abb. 132) durch die 
Flache gelegt und be
stimme ihre Verbindungs
ebene mit der Spitze S 

l des Kegels. 1st dann l 
die Spur dieser Ebene 

Abb. 132. Schnitt elner Geraden mit Zylinder und Kegel 
zweiter Ordnung. mit der Ebene der Leit-

kurve, so wird diese die 
Leitkurve in zwei Punkten A und B tre£fen, die freilich imaginar sein 
konnen. Auf den Mantellinien m und n durch diese heiden Schnitt
punkte liegen die zwei Schnittpunkte P und Q der Geraden g mit 
der Kegelflache. Abb. 132 enthalt auch die Linien, die diesem 
Beweisverfahren bei der Kreiszylinderflache entsprechen. 

J' Soli anderseits die 
Klassenzahl dieser 
Kreiskegel- oder -zylin
derflachen bestimmt 
werden, so hat man zu 

~----=-..L.-~(J fragen, wie viele Tan

Abb. 133. Tangentialebenen an einen Kegel zweiter Klasse. 

gentialebenen durch 
eine Gerade gehen, 
welche ihrerseits durch 
die Spitze geht. Dazu 
bestimmt man (Abb. 
133) den Spurpunkt G 

dieser Geraden g mit der Ebene der Leitkurve und kann von diesem 
Punkte aus zwei Tangenten an den Leitkreis ziehen. Diese sind die 
Spuren der heiden durch die Gerade gehenden Tangentialebenen. Sie 
beriihren die Kegelflache in den Mantellinien, die von den beiden 
Beriihrungspunkten der Spuren mit dem Leitkreis ausgehen. 

Aus diesen Eigenschaften der betracbteten Flachen folgt: 
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Die ebenen Schnitte der Kreiskegel- und -zylinder
flachen sind Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
oder kurz zweiten Grades, wie man zusammenfassend sagt. 

Diese Kurven zweiten Grades sind die aus der elementaren und 
analytischen Geometrie bekannten Kegelschnitte, wie der gemein
same Name fur Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel heiBt. 

62. Ebener Schnitt und Abwicklung eines geraden Kreiskegeis. Ein 
Kreiskegel heiBt gerade, wenn seine Spitze in der Normalen zur Ebene 
des Gnmdkreisps, prrichtet in dessen Mittelpunkt, liegt . 

.1' 

AufriB 

E 
E* 

N T 

N T , , , 
"-

"-

e 

(J 

Abb. 134. K egeJsclmitt. 

Ein solcher gerader Kreiskegel werde in Abb. 134 von einer Ebene E 
abgeschnitten. Unbeschadet kann vorausgesetzt werden, daB die 
Achse a des Kegels zur GrundriBebene rechtwinklig stehe (vertikal sei, 
wenn dipse horizontal ist) und daB die AufriBebene zur Schnittebene E 
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rechtwinklig stehe, der Schnitt also in der zweiten Projektion als gerade 
Strecke erscheine. Durch die Einfiihrung neuer Projektionsebenen 
(Kap. III) konnte man diese Anpassung der Projektionseben.en an das 
zu behandelnde Gebilde erzielen, wenn man es nicht voraussetzen wiirde. 

Man erhalt nun Punkte der Schnittkurve, in dem man Mantel
linien des Kegels mit der Schnittebene zum Schnitt bringt. 1st z. B. 
die Verbindungsgerade PoS eine solche Mantellinie, so erkennt man im 
AufriB unmittelbar ihren Schnittpunkt P mit der Ebene E und kann 
damit in der Ordnungslinie auch den GrundriB dieses Punktes P an
geben. So ist in Abb. 134 der Grundkreis des Kegels in 24 gleiche Teile 
geteilt worden, urn eine Folge gleichmaBig verteilter Mantellinien be
nutzen zu konnen. 

Tangen ten der Schnittkurve sind die Schnittgeraden der Tan
gentialebenen des Kegels mit der Schnittebene. Schneidet die den 
Kegel langs P S beriihrende Tangentialebene die Spur e der Schnitt
ebene mit der Leitkreisebene im Punkte T, so ist die Verbindungs
gerade T P die Tangente an die Schnittkurve im Punkte P. 

SolI der abgeschnittene Kegel verwirklicht werden, so hat man 
seine Abwicklung zu zeichnen. Dazu denkt man sich den Kegellangs 
einer Mantellinie, z. B. derjenigen des Punktes 12, aufgeschnitten und 
den Mantel ausgebreitet. Dann wird er zu einem Kreissektor werden, 
dessen Radius die Seitenlinie 8 des Kegels ist, die im AufriB der Abb. 134 
in wahrer Lange erscheint. Man hat nun auf der Abwicklung des Grund
kreises des Kegels in Abb. 135 den Umfang des Grundkreises aufzu
tragen. In Abb. 135 ist dies geschehen, in dem der 24. Teil des Grund
kreises 24mal auf der Abwicklung aufgetragen wurde. Ein kleiner 
Fehler ist bei einer solchen Naherungskonstruktion unvermeidlich, da 
dabei in zwei Kreisen von verschiedenem Radius die Sehne an Stelle 
des Bogens abgemessen und aufgetragen wird. Allein der begangene 
Fehler kann beliebig verkleinert werden durch Erhohung der Zahl der 
Teile, in die man den Grundkreis des Kegels teilt. GroBere Genauigkeit 
lieBe sich erzielen, indem man zunachst den Zentriwinkel w der Ab
wicklung berechnet. Er ist, in BogenmaB ausgedriickt, 

w=2nr:8, 

wo r der Radius des Grundkreises des Kegels ist, 8 die Seitenlinie des
selben. Dieser Winkel w, am besten in GradmaB verwandelt, laBt sich 
aufzeichnen, ebenso sein 24. Teil bestimmen, so daB man auch die Ab
wicklung der 24 Mantellinien des Kegels erhliJt. 

Urn nun die Schnittkurve abzuwickeln, hat man die wahre Lange der 
abgeschnittenen Stiicke zu bestimmen, etwa durch Drehung der Mantel
linie SPurn die Achse a des Kegels, bis sie zu einer zweiten Haupt
geraden wird. Sie faUt dann zusammen mit der auBersten Mantellinie 
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des Kegels, und del' sich drehende Punkt P andert seine Kote beziiglich 
del' Ebene del' Leitlinie nicht, so daB sich sein AufriB in einer Parallelen 
zur Ebene des Leitkreises bewcgt nach del' Stelle (P). Dann ist die 
Strecke S (P) dil' \'o'ahrc Lange des abgeschnittenen Stiickes S P und 
kann in Abb. 135 angetragen werden. GemaB del' Numerierung, die 
in Abb. 134 eingefiihrt wurde, £alIt das langste del' abgeschnittenen 
Stucke in die Mantellinie 12, das kiirzeste in die Mantellinie 0, so daB 
del' Punkt XII del' abgewickelten Schnittkurve ein tiefster, del' Punkt 0 
ein hochster Punkt <In Kurve wird, beides beurteilt von del' Abwicklung 
des Grundkreises aus. 

Tangenten del' abgewickelten Kurve bestimmt man nach einem Ver
fahren, das hei del' Abwicklung emer Kurve, die auf einem geraden 

\ hI,. 135. Abwicklllng des Kegelmantels. 

Kreiskegel verlauft, immer durchgefiihrt werden kann. Erhalten bleibt 
bei del' Abwicklung del' Winkel, den die Kurve mit del' Mantellinie des 
Kegels bildet. SolI also die Tangente t bestimmt werden, welche die 
abgewiekelte Kurw iIll Punktp P beriihrt, so hat man den Winkel IJ! 
zu ermitteln, den dip Kurve. also ihn' Tangente mit del' Mantellinie des 
Kegels, in Wirklichkcit, im Raulll, bildet. Das konnte auf verschiedenen 
Wegen gelingt'll. _.\Jll zweckma13ig8ten ist es, den Winkel IJ! einzu
spannen in das rechtwinklige Dreieck P Po '1', von dem in Abb. 134 del' 
GrundriB erscheint. Denkt man sich, die Abwieklung des Kegels sei in 
die Tangentialebene erfolgt, die langs del' Mantellinie S Po beriihrt, so 
wird das erw~ihnk rechtwinklige Dreieck auch in del' Abwicklung er
scheinen, delln es lit·gt in del' Tangentiale bene des Kegels, und die Tan
gcnte im Punktp Po an den Grundkreis geht iiber in die Tangente im 
entsprephenden Pllnkt an dpssen Abwicklung. Nun erscheint abel' die 



106 Kreiszylinder- und Kreiskegelflachen. 

Kathete PoP des Dreiecks P PoT in Abb. 135 in wahrer Lange und die 
andere Kathete PoT in Abb. 134, so daB das Dreieck in der Abwicklung 
in wahrer GroBe erscheint, der Winkel cp mithin auch, so daB die Ge
rade P T in Abb. 135 die Kurventangente t darstellt. 

Die abgewickelte Kurve kann zwei Wendepunkte haben. Ein 
solcher wird entstehen, wenn am Kegel Tangentialebenen vorkommen, 
die zur Ebene der Schnittkurve rechtwinklig stehen. Um zu priifen, 
ob es in Abb. 134 solche Tangentialebenen gibt, werde aus der Kegel
spitze S die Normale auf die Schnittebene gefallt; der Punkt F sei ihr 
FuBpunkt in ihr, der Punkt N der Schnittpunkt mit der Leitkreisebene. 
Liegt ersterer Punkt auBerhalb der Schnittfigur oder, was ebensoviel 
heiBen wird, liegt letzterer Schnittpunkt auBerhalb des Leitkreises, so 
lassen sich durch die Gerade SF zwei Tangentialebenen legen, die zur 
Schnittebene rechtwinklig stehen. Ihre Spuren mit der Leitkreisebene 
sind die Tangenten N VI und N V 2 'ties Leitkreises. Die zugehOrigen 
Beriihrungsmantellinien bestimmen die Punkte WI und W 2 der Schnitt
kurve, die iibergehen in Wendepunkte der Abwicklung. Die entsprechen
den Wendetangenten konnen ebenso bestimmt werden wie die Tan
genten in beliebigen Punkten der Abwicklung. 

63. Die Gattungen der Kegelschnitte. Die Schnittebene istin Abb. 134 
so angeordnet; daB aIle Mantellinien des Kegels von ihr geschnitten 
werden. Die Schnittkurve ist daher eine geschlossene Kurve zweiten 
Grades, eine Ellipse. 

In Abb. 136 sind nun die verschiedenen moglichen Lagen 
der Schnittebene dargestellt. Durch eine Gerade, die zur AufriB
ebene rechtwinklig angeordnet ist, geht ein ganzes Biischel von 
Schnittebenen. 

Die Ebenen A, B und r tre££en aIle Mantellinien des Kegels, geben 
also geschlossene Schnittkurven, Ellipsen a, b und c. Punkte P dieser 
und der anderen Schnittkurven erhiUt man durch Hilfsebenen normal 
zur Kegelachse. Die Ebene B insbesondere ist rechtwinklig zur Kegel
achse und bestimmt daher einen Kreis. Die Ebene .d ist zu einer. 
Tangentialebene des Kegels parallel, so daB auch eine Beriihrungs
mantellinie S U zur Schnittebene paralIei wird, sie erst in unendlicher 
Ferne trifft. Die Scbnittkurve d ist erst in unendlicher Ferne geschlos
sen, sie ist eine Para bel. Die Schnittebene E endlich ist zu zwei 
Mantellinien, u und v des Kegels parallel, gelegen in der Parallelebene E*, 
die man durch die Spitze S zur Schnittebene E legen kann. Diese 
beiden Mantellinien u und v werden daher erst in unendlicher Ferne 
getro££en; sie geben die Richtungen der Asymptoten der Hyperbel 
an. Die Asymptoten seIber sind die Hyperbeltangenten in den unendlich
fernen Schnittpunkten U und V der erwiihnten Mantellinien, also (55) 
die Schnittgeraden, der liings der MantelIinien u und v beriihrenden 
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Tangentialebenen des Kegels mit der Schnittebene E. Die Hyperbel 
besteht aus zwei Asten, von denen in Abb. 136 nur der eine gezeichnet 
ist. Dcr andere ist Y'!1 

der Schnitt del' EbclW 
T'; mit dem in der 
Spitze des Kegel", 
ansetzenden zweiten 
Mantel des Vollkegels. 

AufriB 

64. Durchdringun
gen an cinem Kon
densator. Abb. 137 
zeigt einen zylindri
schen Kondensator 
mit der Achse a mit 
beiderseitigem Ab
schluB durch eine 
Kugelschale. Die Zu
leitung des DampfeR 
erfolgt durch das zy
lindrische Rohr mit 
del' Achse b, die Ab
lei tung des Kondem;
produktes durch das 
Rohr mit der Achse e, 
das Kiihlwasser tritt 
durch das Rohr mit 
der Achse c ein und 

L---~----~~--~--~----------~U 

GrundriB 

durch dasjenige mit Abb.136. Gattungen der Kcgelschnitte. 

del' Achse d aus. 
a) Durchdringung del' beiden auBeren Zylinder mit den Achsen a 

und b. Da dcr Zylinder mit der Achse a rechtwinklig gestellt ist zur 
KreuzriBebene, gelingt es leicht, Mantellinien des anderen Zylinders 
mit ihm zu schneiden. Es handelt sich nur darum, solche Mantellinien 
in den beiden Projektionen, dem Auf- und KreuzriB, einander zuzu
ordncn. Es gelingt dies durch Umlegung eines Normalschnittes des 
Zylinders b. In beiden Umlegungen muB dann der Abstand y der 
Mantellinie von der Symmetrieebene in die Erscheinung treten. 1m 
KreuzriB kann dann der Punkt P angegeben werden, wo die Mantel
linie m des Zylinders b in den Zylinder a dringt. Aus dem KreuzriB 
des Punktes P ergibt sich der AufriB. Die Tangente t an die Durch
dringungskurve im Punkte P ist die Schnittgerade der beiden Tan
gentialebenen an die zwei sich durchdringenden Zylinder. In Abb. 137 
ist sie aber mit Hilfe der Flachennormalen (55) der sich durch-
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dringenden Flachen konstruiert. Da namlich die Flachennormale in 
einem Punkt einer Flache die Normale ist zur Tangentialebene dieses 
Punktes, so steht die Schnittgerade der beiden Tangentialebenen recht
winklig zur Ebene der beiden Flachennormalen. Und da die Flachen
normale einer krummen Flache sich in vielen Fallen leichter angeben 
laBt als die Tangentialebene an die Flache, so empfiehlt sich in solchen 
Fallen die Bestimmung der Ebene beider Flachennormalen und die An
wendung des eben bewiesenen Satzes: 

Die Tangente an der Durchdringungskurve zweier Fla
chen in einem ihrer Punkte ist rechtwinklig zur Ebene der 
beiden Flachennormalen dieses Punktes. 

Die Flachennormalen des Punktes P bez. der beiden Zylinder a 

und b der Abb. 137 lassen sich aber sofort angeben und durch je einen 
zweiten Punkt bestimmen. Die Flachennormale n1 des Punktes P fur 

,b 

-c 
i 

_n~l_ 
a ! 

d- -e 

H 

AufriB KreuzriB 
Abb.137. Durchdringungen an einem Kondensator. 

den Zylinder a steIlt sich im AufriB dar als die Normale aus P zur 
Achse a. Der FuBpunkt Nl dieser Normalen auf der Achse a ist ein 
zweiter Punkt zur Bestimmung der Flachennormalen n1 • Ebenso stellt 
sich im AufriB die Flachennormale n2 des anderen Zylinders dar als 
die Normale aus dem Punkt P auf die Zylinderachse b. Der FuBpunktN2 

dieser Normalen bestimmt mit dem Punkte P zusammen die Gerade n2 • 

Da nun die gesuchte Tangente an die Durchdringungskurve im Punkte P 
rechtwinklig steht zur Ebene der beiden Normalen n1 und n2 , so hat 
man, um ihren AufriB zu bestimmen, eine zweite Hauptlinie dieser Ebene 
zu bestimmen. Eine solche ist die Verbindungsgerade der beiden FuB
punkte N 1 und N 2' denn sie liegt in der Ebene der beiden Achsen a 
und b. Somit ist der AufriB der Tangente t rechtwinklig zur Ge
raden Nl N 2 • Da die Durchdringungskurve im KreuzriB als Kreis
bogen erscheint, erubrigt es sich, in dieser Projektion die Tangente an 
die Durchdringungskurve anzuge ben. 
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Der AufriB der Durchdringungskurve der beiden Zylinder mit den 
Achsen a und b ist eine Doppelprojektion. Denn es gibt zur Mantel
linie m des Zylinders b, deren Abstand von der Ebene beider Achsen a 
und b die Lange y hat, eine symmetrische bez. der Ebene abo Diese 
Ebene beider Achsen ist eben eine Symmetriee bene beider Flachen, 
mithin auch ihrer Durchdringung, und der im AufriB der Abb. 137 ge
zeichnete Kurvenzug hat doppelte Bedeutung; er stellt die vordere 
und die hintere Hiilfte del' Durchdringungskurve dar. 

Da nun die beiden sich durchdringenden Zylinder von der zweiten 
Ordnung sind (61). wird ihre Durchdringungskurve eine Raumkurve 
viertel' Ordnung Rein (59). Sie beRteht aus zwei gewundenen Ovalen, 
einem oberen und einem gleichen unteren, wobei aber diese Austritts
kurve hier am Kondensator ohne Bedeutung ist. Eine Raumkurve 
vierter Ordnung wird aber in Doppelprojektion von zweiter Ordnung, 
als Kegdschnitt erscheinen, und zwar erkennt man hier die beiden A.ste 
einer Hyperbel, elltsprechend der Eintritts- und der Austrittskurve des 
Zylinders b. Denn denkt man sich durch die Figur eine zweite pro
jizierende Ebenp gelegt, so wird sie die Durchdringungskurve in vier 
PlInkten schneiden (die freilich imaginar werden konnen), und da eine 
solchc Schnittl'bene normal steht zur Symmetrieebene, so werden die 
vier Schnittpunkte paarweise im AufriB zusammenfallen, so daB die 
Spur del' Ebelw den AufriB del' Kurve nur an zwei Stellen sehneiden 
kann. 

b) Eindringung des Rohres mit der Achse C. Wie aus dem AufriB 
in Abb. 137 ersichtlich ist, dringt dieses Rohr so in den Kondensator 
ein, daB sowohl da8 Ende des Zylinders mit der Achse a, als auch die 
Kugelsehale (Kugelmittelpunkt N 3 ) durchdrungen werden. Die Kurve, 
in del' del' (auBere) Zylinder c eindringt, besteht daher aus zwei Stucken, 
von denen das pine auf dem Zylinder a, das andere auf der Kugelliegt. 
DieRe beiden Stucke- hangen zusammen in den zwei Punkten E und F, 
in denen der AbsehluBkreiR des Zylinders a den Zylinder c trifft. Die 
beiden Punkte ki5nuell im AufriB angegehen werden, sind also auch im 
KreuzriB bekallnt. 

Das eine Sttiek del' Durchdringungskurve, die Durchdringung der 
beiden Zylinder a und c, erscheint in beiden Projektionen als Kreis
bogen. da beid" Zylinder projizierend sind. 

Ferner zeigt dC'l" AufriB, daB der Zylinder c die Kugel in einem 
Punkte D bertihrt. ~un gilt abel' del' Satz: 

\Venn sich zwei einander dnrchdringende Flachen an 
einer i")telle beruhren, so ist del' Beruhrungspunkt ein Dop
pelpunkt ihr('r Durchdringungskurve. 

Denn da die beiden Wlachen an der Beruhrungsstelle die namliche 
Tangl'ntialebenp hal)('n, wird die Tangente an die Durchdringungskurve 
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in diesem Punkte unbestimmt, der Pnnkt kann kein gewohnlieher 
Punkt sein, dessen Tangente wohlbestimmt ware. 1m allgemeinen wird 
die Durehdringungskurve an der Beriihrungsstelle einen Doppelpunkt 
und keine hohere Besonderheit aufweisen. 

Urn nun einen beliebigen Pnnkt Q der Durehdringungskurve zu be
stimmen, lege man eine Hilfsebene b reehtwinklig zur Aehse a. Eine 
solehe sehneidet den Zylinder c in zwei Mantellinien, die Kugelkappe 
in einem Kreise q, dessen Radius man dem AufriB entnehmen kann 
und dessen Projektion man im KreuzriB in wahrer GroBe und Gestalt 
zeiehnen kann. Aus dem KreuzriB eines Punktes der Durehdringungs
kurve findet man so den AufriB. 

Die Tangente in einem Punkte Q an die Durehdringungskurve er
mittelt man wieder am besten naeh der Methode der FIaehennormalen. 
Denn da die eine Flaehe eine Kugel ist, fallt ihre Flaehennormale n3 in 
den Kugeldurehmesser QN3 • Die Zylinderflaehennormale n4 ergibt sieh 
aueh sofort in beiden Projektionen. Hier handelt es sieh nun darum, 
die dritte Projektion der Kurventangente t zu bestimmen. Man wird 
also im AufriB eine dritte Hauptlinie h in der Ebene beider Flaehen
normalen wahlen und ihren KreuzriB bestimmen, zu dem dann der Kreuz
riB der Tangente tl normal steht. 

e) Eindringung des Kiihlwasserrohres mit der Aehse d in die Ab
sehluBkugelkappe. Hier wird man Ebenen 0" reehtwinklig zur Aehse 
des Zylinders legen, die aus der Kugel Kleinkreise k sehneiden, deren 
Radius man dem AufriB entnimmt und deren KreuzriB man in wahrer 
Gestalt man zeiehnen kann. R sei im KreuzriB ein Punkt, wo ein soleher 
Kreis k in den Zylinder d dringt; dann liegt R im AufriB auf der Hilfs
ebene 0". 

65. Muffenstiick mit Muffenabzweig. Abb. 138 gibt die Durehdrin
gung zweier gerader Kreiszylinder, deren Aehsen a und b sieh in einem 
Punkte 0 sehneiden. Da beide Rohre, so mit aueh ihre Durehdringung, 
symmetriseh sind bez. der Ebene beider Aehsen, kann eine Normal
projektion auf diese Symmetrieebene hinreiehen, urn das Gebilde dar
zustellen und konstruktiv zu beherrsehen. 

Zur Bestimmung von Punkten der Durehdringungskurve verwendet 
man am besten Hilfskugeln mit dem Sehnittpunkt der Aehsen als 
gemeinsamen Mittelpunkt. Eine solehe Hilfskugel sehneidet namlieh 
beide Zylinder in Kreisen (k} und kz in Abb. 138), die sieh in Normal
projektion auf die Aehsenebene als gerade Streeken darstellen. Die 
zwei Sehnittpunkte dieser auf der Hilfskugel liegenden Kreise sind 
gemeinsame Punkte beider Zylinder. Da die beiden Sehnittpunkte 
symmetriseh zur Ebene beider Aehsen liegen, haben sie zusammen
fallende Normalprojektionen auf die Ebene beider Aehsen, so daB der 
Punkt P der Abb. 138 zwei symmetrisehe Punkte der Durehdringungs-
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kurve darstellt, diese also in Doppelprojektion erscheint. (Del' gezeich
nete Teil del' Kurve ist ein Bogen U1 U2 des einen Astes einer Hyperbel.) 
Tangenten del' Durchdringungskurve ergeben sich wieder am einfach
sten mit Benutzung del' beiden Flachennormalen n1 und n2 , wo dann 
NIN2 die Schnittgerade ihrer Verbindungsebene mit del' Ebcne beider 
Achsen ist, so daB die Normalprojektion del' Tangente t rechtwinklig 
ist zu diesel' Spur. Diese::; Verfahren mit Benutzung del' Flachen
normalen bleibt aueh noch durchfiihrbar fiir die Punkte U1 und U2 

del' Durehdringungskurve, das ist die Schnittpunkte del' auBersten Man
tellinien heidpr Z.vlinder. DiL dip Zylindertangentialebenen fiir diese 

a. 

Abb. 1:38. }Iuffeustiick. 

Punkte projiziereml sind, ist es aueh ihre Schnittgerade, die Kurven
tangente del' Punkte U1 bzw. U2 , wie ja aueh aus del' Symmetrieeigen
schaft del' Kurve hervorgeht. Die Punkte U1 und U2 sind also eigent
lich Spitzen del' Projektion del' Kurve (53), nur daB diesel' Umstand 
nicht in die Erseheinung tritt, weil die Projektion del' Kurve eine 
doppelte ist. Wenn also das Flaehennormalenverfahren fiir die PunkteU1 

und U2 durehfiihrbar bleibt, so heiBt dies, daB das Resultat, die Tan
gente to in Ulan di!' Projektion del' Kurve die Spur del' Schmiegungs
ebene del' raumliehen Durehdringungskurve fiir den Punkt U1 ist (53). 

66. Uurchdringungskurven im llaschinenbau. Da die Maschinen
elemente und die Maschinen zweckentsprechend aus krummen und 
ebenen Flachen verschiedenster Art zusammengesetzt sind, werden 
dort, wo diese Flachen zusammenstoBen, Durchdringungskurven ent
stehen. Um sieh die geometrischen Formen, die im Maschinenbau auf
treten, vertraut und gelaufig zu machen, gibt es kein besseres Mittel, 
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als diese Kurven durchzukonstruieren, urn sich zu zwingen, sie sich 
richtig vorzustellen. Abgesehen von dieser erzieherischen Bedeutung 
im Unterricht spielen Durchdringungskurven im Maschinenbau eine 
sehr verschiedenartige Rolle, je nach der Herstellungsweise des Gegen
standes, an dem sie auftreten. Entsteht die Kurve auf der Drehbank 
oder beim Frasen, so ist es nicht notig, sie in der Zeichnung vorher genau 
zu konstruieren. Es geniigt, wenn der Konstrukteur eine geniigende 
Kenntnis ihres Verlaufes hat, urn sie in der Zeichnung anzudeuten und 
urn Uberraschungen bei der Herstellung zu vermeiden. Das gleiche gilt 
bei Durchdringungskurven, die beim GieBen entstehen; dort ist es die 
Aufgabe des Arbeiters, der die GuBform herstellt, l>urchdringungs
kurven einzelner Flachen, die am GuBstiick auftreten, zu modellieren. 
In Fallen dagegen, wo das raumliche Gebilde durch Schablonenbildung 
aus der Entwicklung hergestellt wird, wie im Kessel- und Behalterbau, 
miissen auftretende Durchdringungskurven vorher konstruiert werden, 
urn sie in der Abwicklung angeben zu konnen, da von ihrem Verlauf die 
Form des abgewickelten Stiickes abhangt. 

67. Durchdringungen und Abwicklungen an einem zylindrischen 
Kessel. Die Abb. 139 stellt einen kombinierten Cornwallkessel dar, an 

AufriJ3. KreuzriB. 

Abb. 139. Kombinierter Cornwallkcssel. 

dem mehrfach Durchdringungen auftreten und Abwicklungen her-. 
zustellen sind. Einige davon seien in der Folge besprochen. 

a) Mannloch mit Verstarkungsring. In der Abb. 139 ist die 
Stelle, die herausgegriffen wird, mit "A" bezeichnet. Abb. 140 gibt die 
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Verhaltnisse vergroBert wieder. Man konstruiert zuerst die Durch
dringungskurve k (das "Mannloch"), Wle in (64). Hierauf denkt man 

AufriB Kreuzrill 

'Jl 

l 
m y 

Abb.140. Mannloch. 

sich den Ke5sel abgewickelt, ausgehend etwa yom Normalschnitt A-A, 
der sich in eine Gerade ausbreitet. In der Abb. 141 zeichnet man die 
Abwicklungen der Mantellinien, 
wobei man die wahren Langen der 
Bogen des Normalschnittes dem 
KreuzriB der Abb. 140 entnimmt. 
Auf diesen Mantellinien tragt man 
die dem AufriB der Abb. 140 ent- To 
nommenen Langen derselben abo 1 J/ 

Bei derartigen Abwicklungen emp
fiehlt sich die Tangentenkonstruk
tion besonders, da sie nicht nur 
gestattet, die Abwicklung des Mann
loches richtig zu zeichnen, sondern 

Abb. 141. Abwicklung des Mannlochs mit. 
auch niitzlich sein wird, um in der deIll Oberkessel. 

Abwicklung die Breite des Ver-
star kungsringes einzuhalten. Man hatzunachst in Abb. 140 die Tan
gente in einem Punkte P der Durchdringungskurve k zu konstruieren; 

Grossmann, Geonletrie. 8 
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es geschieht dies als Schnitt der Tangentialebenen der beiden sich 
durchdringenden Zylinder, deren Spuren r und 8 den Spurpunkt T der 
gesuchten Tangente t ergeben. Dann verwendet man das rechtwinklige 
Dreieck P PoT 0' dessen Ecken der Kurvenpunkt P, seine Projektion Po 
auf den Normalschnitt A-A und der Spurpunkt To der Tangente t 
mit dieser N9rmalschnittebene sind. Dieses rechtwinklige Dreieck ent
halt bei der Ecke P den Winkel cp, den die Kurve k mit der Mantel
linie m des einen Zylinders bildet. Die Kathete P Po erscheint in der 
Abwicklung unmittelbar, die Lange PoT 0 der anderen Kathete ent
nimmt man dem KreuzriB. Die Kurve k, die Abwicklung des Mann
lochs, ist damit in Abb. 141 durch Punkte und Tangenten bestimmt. 

Der Verstarkungsring, der um das Mannloch angebracht wird, solI 
nun aus Festigkeitsgrlinden unveranderliche Breite b erhalten. Um 
dieser Forderung gerecht zu werden, kann man die Randkurve, bis zu 
welcher auf dem Kessel der Verstiirkungsring reicht, nicht etwa als 
Durchdringungskurve des Kessels mit einem, dem Dampfdom koaxialen 
Zylinder erhalten; diese Kurve wurde keinen Ring unveranderlicher. 
Breite mit dem Mannloch einschlieBen. Man muB, um einen Ring kon
stanter Breite zu erhalten, von der Abwicklung ausgehen. Man zeichnet 
die Abwicklung der Randkurve ki als Umhullung der Kreise mit dem 

Radius -~, deren Mittelpunkte auf den Normalen des abgewickelten 

Mannlochs k liegen. Die Kurve ki ist also eine Parallelkurve zur 
Kurve k im Abstand b. Sie kann daher durch Punkte und Tangenten 
in ihrem Verlaufe gezeichnet werden, wenn man Punkte und Tangenten 
der Kurve k kennt. 

Nun gilt es,die Randkurve wieder auf den Kessel aufzuwickeln. 
Man verwendet dazu die Mantellinien mi des Zylinders mit der Achse a, 
auf denen Punkte PI der Kurve ki liegen, indem man im KreuzriB 
die Stelle sucht, die dieser Mantellinie mi entspricht und im AufriB die 
Entfernung des Punktes PI yom Normalschnitt A-A abtragt. 

b) Verbindungsstutzen. In Abb.142 wird der Verbindungs
stutzen zwischen den beiden Kesseln dargestellt (Stelle "B" in Abb. 139). 
Er hat die Form eines geraden Kreiszylinders, dessen Achse b schief 
steht zu den Achsen der beiden liegenden Kessel, aber in ihrer Ebene 
liegt. Denkt man sich von jedem der beiden sich durchdringenden 
Zylinder einen Normalschnitt in die Symmetrie- (AufriB-) Ebene gelegt, 
so kann man fUr beide Mantellinien angeben, welche den namlichen 
Abstand y von der Symmetrieebene haben, sich also in einem Punkte P 
der Durchdringungskurve schneiden. Die Tangente t an die Durch
dringungskurve in ihrem Punkte P ist als Schnittgerade der Tangential
ebenen an beide Zylinder gefunden worden. Die Spuren 8 und u dieser 
Ebenen mit der Symmetrieebene bestimmen sich mit Hil£e der um-
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gelegten Normalschnitte der beiden Zylinder. Die Spuren 8 und u 
treffen sich im Spurpunkt T der Tangente t. 

Die Konstruktion laBt erkennen, daB der in Abb. 142 gezeichnete 
AufriB der Durchdringungskurve eine Doppelprojektion ist, also nach 
einem Kegelschnitt gekriimmt ist (das Oval der Raumkurve 4. Ordnung 
projiziert sich in den Bogen U V des einen Astes einer Hyperbel, deren 
anderer Ast die Austrittskurve des (verlangert gedachten) Stutzens mit 
dem oberen Teil des Oberkessels 
darstellen wiirde). 

Aus der Konstruktion geht 
weiter hervor, daB die Projek
tion der Achse b eine Achse 
schiefer Symmetrie fiir den 
AufriB Durchdringungskurve wird; 
Symmetrierichtung ist die Rich
tung, in der der Oberkessel ver
lauft. Es falIt also ein Durch
messer des Kegelschnittes in die 
Gerade h. 

a 

/ la 
Abb.142. Verbindungsstutzen. 

R 

--

Wenn der UnterkesseI, wie das in Abb. 139 vorausgesetzt ist, gieicben 
Durchmesser hat wie der Oberkessel, so wird seine Durchdringungskurve 
mit dem Stutzen schief-symmetrisch sein zur eben konstruierten Kurve, 
wobei die Achse b des Stutzens die Symmetrierichtung gibt. 

Die Durchdringung des Stutzens mit dem Ober- oder Unterkessel 
veranlaBt nun zwei Abwickiungen. Einmal ist die Abwicklung des 
Ober- bzw. Unterkessels zu bestimmen, um auf dem Blech, aus dem 
dieser Kessel gekriimmt wird, die Durchdringungskurve aufzeichnen zu 
k6nnen; dann ist der Stutzen seIber mit den beiden Durchdringungs
kurven mit dem Ober- und Unterkessel abzuwickeln. 

8* 
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Die Abwicklung des Oberkessels mit der Durchdringungskurve k 
ist in Abb. 143 so konstruiert worden wie in Abb. 141. Der Flansch zur 
Befestigung des Stutzens auf dem Oberkessel ist dann die Parallel
kurve kl zur Kurve k im Abstand b, wenn b die Flanschbreite ist. Aber 
in Abb. 143 wurden nur Punkte der abgewickelten Durchdringungs

Abb. 143. Abwicklung. 

kurve bestimmt, die Tangenten 
dagegen aus Abb. 142 nicht 
mit ubernommen. Dann ver
zichtet man darauf, Punkte 
der Parallelkurve zu bekommen 
(mit Ausnahme der ausgezeich
neten Punkte Ul , VI' Xl' Yl), 
kann a ber die Parallelkurve kl 
konstruieren als Umhullungs
kurve der Kreise, deren Mittel
punkte die Punkte der Kurve 
k sind und deren Halbmesser 
die Flanschbreite b ist. 

Die Abwichlung des Ver
bindungsstutzens ist in Abb. 144 ermittelt. Man zeichnet die Abwick
lung des in Abb. 142 gelegten Normalschnittes des Stutzens un[l 
tragt auf den abgewickelten Mantellinien die der Abb. 142 ent
nommenen Stucke P Po abo Die Tangenten der abgewickelten 

u 

Abb. 144. Abwicklung des Verbindungsstutzens. 

Kurve k ergeben sich wieder aus dem rechtwinkligen Dreieck P Po To, 
dessen Kathete PoTo der Abb.142 entnommen werden kann. 

c) Gallowayrohr. An Flammrohrkesseln werden konische Quer
sieder oder Gallowayrohre vorgesehen, um die Heizoberflache zu ver
groBern (Stelle ,,0" in Abb. 139 zeigt einen solchen Quersieder). In 
Abb. 145 sind die Verhaltnisse in groBerem MaBstab dargestellt. 



DUl'chdringungen und Ahwicklungen an einem zylindrischen Kessel. 117 

Der AufriB in der Abbildung kann unmittelbar gezeiehnet werden, 
wenn man die Schiefe der Kegelachse b der Abb. 139 entnimmt. Da die 
Spitze M des Kegels nicht mehr in der Zeiehnung liegen wird, hat man fUr 
die Konstruktion der UmriBmantellinien des geraden Kreiskegels im 
KreuzriB zwei dem Kegel eingeschriebene Hilfskugeln mit den Mittel
punkten Ml und M2 zu verwenden (s. auch Abb. 147). Die zur Kreuz
riBebene parallelen GroBkreise kl und k2 dieser Kugeln Kl bzw. K2 
werden den KegelumriB in der dritten Projektion beriihren, denn sie 
sind die Kugelumrisse in dieser Projektion. Gemeinsame Tangenten der 

e 

e 
IIvfriiJ 

c 

Abb. 145. Quersieder. 

I 
I 

ib 
t 

/(retrzriiJ 

beiden Kugelumrisse kl und k2 sind also die UmriBmantellinien u und 
v des Kegels in dritter Projektion. 

Eingetragen ist in Abb. 145 ein zur KreuzriBebene paralleler Schnitt 
des Kegels, die Ellipse, deren groBe Achse A B ist. Punkte P derselben 
stellt man dar, indem man sie im AufriB annimmt und durch Umlegung 
eines Normalschnittes des Kegels die Kote P(P) iiber der Symmetrie
ebene ermittelt. Die Ellipsentangente im Punkte P ist die Schnitt
geracle der Schnittebene mit cler Tangentialebene des Kegels in P. 
Deren Spur sr mit der Symmetrieebene kann mit Hilfe der Umlegung 
des den Punkt P enthaltenden Normalsehnittes gefunden werden, so
fern die Kegelspitze zuganglich ist. 

Der Kegel wird nun zwei Durchdringungsovale mit dem Zylinder 
ergeben, die miteinander die gesamte Durchdringungskurve 4. Ordnung 
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ausmachen. Bei der .Ari.ordnung der Abb.I45, wo der Zylinder zur 
AufriBebene rechtwinklig steht, handelt es sich einzig darum, Mantel
linien des Kegels in beiden Rissen darzustellen. 1m AufriB werden die 
Mantellinien ala Geraden durch die Kegelapitze sich projizieren ala 
Strahlen, welche entsprechende Punkte der beiden ahnlich liegenden 
Kreise KI und K 2 , deren Ahnlichkeitszentrum die Kegelspitze ist. Sind 
also QI und Q2 zwei solche ahnlich liegende Punkte der Kreise KI und 
K2 (d. h. Endpunkte von Radien, die unter dem namlichen Winkel (J) 

verlaufen), so stellt ihre Verbindungsgerade m eine Mantellinie des 
Kegels dar. Um sie auch im KreuzriB zu bestimmen, wurde sie zum 
Schnitt gebracht mit den heiden Kreisen, in denen die zwei Hilfs-

~----~#~------~ 

E 
Abb. 146. Abwicklung des Quersieders. 

kugeln den Kegel berwen. Von diesen Schnittpunkten kann man 
durch Umlegung jener Kreise die Koten iiber der Symmetrieebene 
bestimmen und damit die Kreuzrisse der Punkte angeben. Die 
Mantellinie m schneidet nun den Zylinder in zwei Punkten X und Y, 
deren Aufrisse man unmittelbar angeben kann und deren Kreuzrisse 
man damit auch kennt .. Die Tangenten der Durchdringungskurve 
lieBen sich hier, wo die Kegelspitze unzuganglich ist, mit den FlachEm
normalen besonders zweckmaBig ermitteln (in Abb.l45 nicht durch
gefiihrt). Die UmriBpunkte der auf dem Kegel verlaufenden Schnitt
und Durchdringungskurven liegen jeweilen auf seinen UmriBmantel
linien u und v. 

d) Abwicklung des Mantels des Gallowayrohres.· Die Ab
wicklung des Zylinders, auf dem die Durchdringungskurven mit dem 
Kegel liegen, bietet keine neuen Gesichtspunkte und moge daher hier 
nicht durchgefiihrt werden. Dagegen gibt Abb. 146 die Abwicklung des 
Gallowayrohres. Man zeichnet zuerst die Abwicklung eines Normal-
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schnittkreises des Kegels, etwa desjenigen mit dem Durchmesser RS 
(s. Abb. 145). Dann konnen unmittelbar die Punkte 0, D, E und F der 
beiden Durchdringungskurven an den Enden des Gallowayrohres an
gegeben werden, da die auBersten Mantellinien 0 E und DF des Kegels 
in Abb. 145 in wahrer Lange im AufriB erscheinen. 1st aber m eine 
beliebige Mantellinie und trifft sie den betrachteten Normalschnitt RS 
im Punkte Q, so hat man die wahren Langen der Strecken Q X und Q Y 
erst zu bestimmen, wo X und Y die Schnittpunkte mit dem Zylinder 
sind, um sie in der Abwicklung antragen zu konnen. Diese Bestimmung 
geschieht durch Drehung der Mantellinie m um die Kegelachse in ,die 
Symmetrieebene (AufriBebene). 

68. UmriBmantellinien eines geraden Kreiskegels. Die Bestimmung 
der UmriBmantellinien eines geraden Kreiskegels hangt ab von der 
Stellung seiner Achse zur Projektionsebene. 

1st die Achse zur Projektionsebene parallel (AufriB in Abb. 147), 
so hat man an die Projektion a der Achse nur den halben Offnungs-

Uz 
Abb.14i. Umrif.l eines geraden Kreiskege\s mit schiefgestellter Achse. 

winkel ex des Kegels anzutragen, um die beiden UmriBmantellinien zu 
finden. 

Ist dagegen die Achse geneigt gegen die Projektionsebene (Grund
riB in Abb. 147), so sind die UmriBmantellinien zu konstruieren. Es 
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geschieht dies am raschesten und genauesten durch Verwendung einer 
dem Kegel eingeschriebenen Kugel, die ihn langs eines Parallelkreises 
beriihrt. Sei p dieser Normalschnitt des Kegels in Abb.147. Dann 
kann man mit Hilfe der Flachennormalen in seinem auBersten Punkte 
den Mittelpunkt N der Hilfskugel angeben, und zwar, da er auf der 
Achse a liegt, in beiden Projektionen. Da sich Kegel und Kugellangs 
eines Normalschnittes beriihren, haben sie in dessen samtlichen Punkten 
die namliche Tangentialebene. Statt also diejenigen Punkte dieses 
Kreises zu ermitteln, die im Kegel eine projizierende Tangentialebene 
haben, kann man auch die Kugelpunkte mit dieser Eigenschaft bestim
men. Nun liegen aber aIle Kugelpunkte, die eine projizierende Tan
gentialebene haben, auf einem GroBkreis k, den man in beiden Pro
jektionen angeben kann. Es ist der zur Projektions- (hier: GrundriB-) 
Ebene parallele GroBkreis. Schneidet dieser GroBkreis k'den Parallel
kreis p in Punkten U1 und U2 , so hat man damit die UmriBpunkte 
dieses Parallelkreises gefunden, die Punkte also, deren Tangentialebene 
projizierend ist. Dann geben die Mantellinien M U1 und M U2 dieser 
Punkte fiir den GrundriB die scheinbaren UmriBmantellinien u1 

und u2 • 

Nach dieser Methode der Verwendung von Beriihrungskugeln sind 
in Abb. 145 die UmriBmantellinienu und v des Kegels im KreuzriB 
bestimmt worden. 

69. Feuertiirrahmen an einem stehenden Kessel mit konischer Feuer
kiste. In Abb. 148 sind zwei Projektionen des Kessels gegeben, und sind 
vorerst die Durchdringungen zu bestimmen, die auf der zylindrischen' 
Umrahmung der Tiire liegen. Es geschieht dies am besten, indem man 
in beiden Projektionen zugeordnete Projektionen von Mantellinien m 
dieses Zylinders ermittelt durch zweimalige Umlegung eines Normal
schnittes des Zylinders. 1st im GrundriB y die Entfernung einer Mantel
linie m von der Symmetrieebene, so UiBt sich mit Benutzung dieser 
Ordinate der AufriB der namlichen Mantellinie bestimmen. Man erhalt 
damit unmittelbar Punkte Q der Durchdringungskurve der beiden 
Zylinder. Um auch Punkte der Durchdringung des Zylinders mit dem 
Kegel zu finden, schneidet man die Mantellinie m mit dem in gleicher 
Hohe liegenden Parallelkreis p des Kegels. Die Konstruktion laBt die 
Symmetrieeigenschaften der zwei Durchdringungskurven erkennen: die 
Symmetrieebene der ganzen raumlichen Anordnung ist auch Sym
metrieebene beider Durchdringungskurven. Die Aufrisse geben daher 
Doppelprojektionen, Kegelschnitte, da sie Raumkurven 4. Ordnung 
sind. Die erste Spur aber der Symmetrieebene wird zur Symmetrie
achse des Grundrisses. Tangenten der Durchdringungskurven ergeben 
sich wieder als Schnittgeraden der Tangentialebenen beider Flachen 
oder als rechtwinklig zur Ebene beider Flachennormalen. 
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AufriB 
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GrundriB 

A bJI. HI'>. Fpuertiirrahmen. 

Abb. 149 gibt die Abwicklung des zylindrischen Feuertiirrahmens. 

u 
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A bb. HI). Abwieklttng zum Feuertiirrahmen. 
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70. Dnrchdringung eines geraden Kreiszylinders mit einer ibn be
riihrenden Kugel. Wie schon in (64) auseinandergesetzt, wird der Be
riihrungspunkt zweier Flachen zum Doppelpunkt ihrer Durchdringungs
kurve, da deren Tangente an dieser Stelle unbestimmt wird. 

In Abb. 150 wird also der 

Abb.150. 
Doppelpunkt einer Durchdringungskurve. 

Beriihrungspunkt D der Kugel 
mit dem Zylinder zum Doppel
punkt ihrer Durchdringungskurve, 
die eine auf dem Zylinder (und 
der Kugel) verlaufende Raum
kurve 4. Ordnung ist. Punkte die
ser Kurve lassen sich auf mannig
fache Weise bestimmen. In der 
Abb. 150 wurden als Hilfsebenen 
E zweite Hauptebenen gelegt. 
Eine solche moge den Zylinder 
in zwei Mantellinien ml und m2 

treHen, die Kugel in einem 
Kreise k, deren Schnittpunkte 
1-4 Punkte der Durchdringungs
kurve sind und im AufriB ange
geben werden konnen. Wurde 
der Punkt Q in dieser Weise mit 
Hilfe einer anderen Hauptebene 
EI erhalteri,so zeigt die Ab
bildung auch die Konstruktion 
seiner Tangente mit Hilfe der 
beiden Flachennormalen nl und 
n2 • Dabei ist die Kugel
normale des Punktes Q einfach 
sein Durchmesser Q M. Die Haupt
ebene Eo durch die Zylinder
achse a gibt eine zweite Haupt
linie Nl S der Ebene beider Nor

~alen; rechtwinklig zu ihr ist der AufriB der Tangente t. 
Von Bedeutung fiir das richtige Einzeichnen der Kurve sind ihre 

UmriBpunkte auf dem UmriB von Kugel und Zylinder, je vier an Zahl. 
Erstere, U1-U,> Hegen auf dem KugelumriB, das ist dem GroBkreis u 
der Kugel, der zur AufriBebene parallel ist. Letztere, VI-V" liegen 
auf den UmriBmantellinien des Zylinders, werden also durch deren 
Verbindungsebene Eo erhalten. 
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VII. Graphi~ch~ ]1~lachen. 
71. Gestaltliche Eigenart krummer FIachen und ihre Darstellung. 

In Kap. V wurden die krummen FUichen durch eine Kurvenschar, deren 
geometrischen Ort sie hilden, erzeugt. Dementsprechend kann man 
die Ausbreitung einer Flache, ihre gestaltliche Eigenart, am besten 
zur Veranschaulichung bringen durch eine Abbildung (durch Projek
tion), wenn man Kurven, die der Flache aufgeschrieben sind, dar
stellt. Und zwar empfiehlt es sich. die einzelnen Kurven der dar-
gestellten Kurvenschar regel- 10 

maBig aufeinanderfolgen zu 
lassen, da dann die Eigenart 
der Flache sich dem Be
schauer einpragt. So ist 111 

Abb. 151 eine Halbkugel in 

10 
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Abb. 151. Kugel mit l'arallelkreiseu. Abb. 152. Kugel mit Parallelkreisen und Meridianen. 

zwei zugeordneten Normalprojektionen gegeben. Abgebildet sind die 
ebenen Kugelschnitte, die in (ersten) Hauptebenen liegen, und zwar 

folgen sich diese Schnittebenen in unveranderlichen Abstanden (TO)' 
Noch besser kommt die Form der Flache zur Darstellung, wenn 
man sie in der Abbildung mit zwei Kurvenscharen iiberdeckt. 
In Abb. 152 ist zu den Schnitten der Kugel mit einer Schar 
paralleler Ebenen hinzugefiigt worden eine Schar von Schnitten 
mit Ebenen. welche durch den vertikalen Kugeldurchmesser ge
hen, vertikal. wenn die Schnittebenen von vorhin horizontal sind. 
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Auch hier wurden diese ebenen Schnitte in unverii.nderlichem Winkel
abstand (300) gelegt, um die GesetzmiWigkeit des Formenwandels 
des Aufrisses der Schnittkurven hervortreten zu lassen. Die Bezifferung 
der Einzelkurven der beiden Kurvenscharen gibt wieder Veranlassung 
an die krummlinigen Koordinaten der Flachenpunkte zu erinnern (54). 

Liegt eine gesetzmaBige Flache vor, wie dies in Abb. 152 der Fall 
ist, so sind die Kurvenbilder ebenfalls gesetzmaBige Kurven, da sie 
durch die Verbindung gesetzmaBiger Gebilde erhalten worden sind 
(in Abb. 152 handelt es sich um ebene Schnitte der Kugel). 

72. Graphische FIachen. Die darstellende Geometrie ist aber viel
fach anzuwenden auf nicht gesetzmaBig gestaltete Flachen, deren Form 
der Erfahrung entspringt und keine einfachen geometrischen Gesetze 
erkennen laBt. Auch diese Flachen bestimmt man, stellt man dar, durch 
ein oder zwei Scharen von Kurven, die ihnen aufgeschrieben sind und 
wird auch hier danach trachten, die Einzelkurven der Schar regel
maBig aufeinanderfolgen zu lassen. Die einzelnen Kurven selbst werden 
durch die Zeichnung, graphisch, gegeben sein. Einige Fane, die im 
Maschinenbau eine groBe Rolle spielen, m6gen zeigen, wie solche gra
phische Flachen gegeben werden und wie die Methoden der darstellenden 
Geometrie auf sie angewandt werden. 

73. Schiffskorper. Die Abb. 153 gibt den SpantenriB eines Schiffs
k6rpers. Spanten nennt man die Schnittkurven des Schiffskorpers 

KWL 

z 1 o z J 
Abb. 153. SpantenriB. 

mit parallelen Ebenen, 
8m die querschiffs verlaufen . 

. Gibt man die Spanten, 
7 etwa um die Gestalt des 
6" Schiffsrumpfes stetig her-

s 

J 

vortreten zu lassen, in 
konstanten (unverander
lichen) Abstanden der 
Schnittebenen voneinan
der, so tritt die Flache 
in ihrer gestaltlichen 

z 
~ Eigenart hervor, und es 

1 konnen nicht nur etwa 
notig werdende Darstel
lungen und geometrische 
Konstruktionen an der 
Flache ausgefiihrt wer
den, sondern auch me-

chanische Fragen, wie Verdrangung, Gleichgewicht usw., lassen sich 
erledigen, kurz alle Fragen, die sich auf die Seetiichtigkeit des 
Fahrzeuges beziehen. Die Form der Spanten ist Erfahrungssache, 
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hiingt auch ab von der Art des Schiffes (Frachtdampfer, Personen
Schnelldampfer, Kriegsschiff, Jacht usw.). In Abb. 153 wurde voraus
gesetzt, daB die Spanten in Abstiinden von 3,5: 3,5 m aufeinander
folgen. Bei der Herstellung des Schiffsrumpfes werden zuerst die 
Spanten verwirklicht und in ihrer gegenseitigen I~age festgelegt, dann 
wird die "Schiffshaut" an ihnen befestigt. 

Da der Schiffskorper zur liingsschiff verlaufenden Mittelehene (A-A) 
symmetrisch ist, geniigt es, jeweilen die eine Halfte der Spanten anzu
geben, so daB beiderseitig der Symmetrieebene "Vorderschiff" und 
"Hinterschiff" getrennt gegeben werden. Um aus den· Spanten in der 
Zeichnung zur Herstellung der Spanten in der Werkstatt iibergehen 
zu konnen, wird der SpantenriB iiberdeckt von einem Liniennetz, 
das in neuerer Zeit nicht mehr durch Unterteilung des "Konstruk
tionstiefganges" (h in Abb. 153) erhalten wird, sondern Meter
einteilung hat. Die Schnittlinien des Schiffskorpers mit horizontalen 
Ebenen heiBen "Wasserlinien". In der Tat spielen sie bei ver
anderlicher Belastung des Schiffes diese Rolle, wenigstens die mittleren 
unter ihnen. "Konstruktionswasserlinie" (KWL. in Abb. 153) 
heiBt die Wasserlinie, die einer normalen Schiffslast entsprechen solI. 

Auf Grund des Spantenrisses konnen nun weitere Darstellungen 
des Schiffskorpers gefunden werden, denn er ist durch diese Dar
stellung vollig bestimmt. 

Der "Langsri.B"' des Schiffes (Abb. 154) ist ein AufriB, dessen Pro
jektionsebene die SteHung der Symmetrieebene des Schiffskorpers hat. 
Der LiingsriB enthalt die "Liingsschnitte" des Schiffskorpers, er
halten durch Ebenen, die liingsschiffs verlaufen. Diese Schnittehenen I, 
II, III sind auch in Abb. 153 angegeben. 1m LangsriB werden dann 
zunachst die Spantenebenen 0, 1, 2, ... , 15, 16 angegeben und dann 
der Abb. 153 die Schnittpunkte P der Spanten mit den betreffenden 
Schnittebenen I, II, III entnommen und in die Abb. 154 iibertragen, 
die freilich in kleinerem MaBstab gezeichnet ist. Die gesamte Lange 
des Schiffes "zwischen den Perpendikeln", dem vorderen Perpendikel 
(VP. in Abb. 154) und dem hinteren Perpendikel (HP.) ist durch die 
Spantenebenen untergeteilt. 

Abb. 154 enthiilt als weitere Projektion den "Wasser linienriB", 
den GrundriB auf eine horziontale Projektionsehene. Die Wasserlinien, 
die in Abb. 153 in Abstiinden von je 1 m aufeinanderfolgen, gehen mit 
den Spanten Schnittpunkte Q, die man wieder aus der ersten in die 
zweite Abbildung iibertragen kann und die in ihrer Gesamtheit die 
Wasserlinien bilden. In Abb. 154 wurden der Deutlichkeit halber nur 
die Wasserlinien WL. 1, WL. 3 und WL. 5 eingetragen. Auch im Wasser
linienriB geniigt es. die eine der heiden symmetrischen Schiffshiilften 
darzuste llen. 
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Graphische Flachen. 

... 

Die andere Halfte 
des Grundrisses wird als 
"Sen tenri 6" ausge
staltet. "Senten" sind 
Wasserlinien bei schie
fer Lage des Schiffes. 
Die Kenntnis ihrer Form 
ist wichtig bei Stabili
tatsuntersuchungen. In 
Abb. 153 ist eine Senten
ebene (J angegeben (es 
kommen nur Ebenen in 
Betracht, die zu den 
Spantenebenen recht
winklig stehen). 1m 

~ Spantenri6 ist also die i Spur der Sentenebene, 
~ von vorn und von hin
~ ten gesehen, angegeben. 
gj Die Schnittpunkte R 
.~ der Sentenebene mit ! den Spanten konnen 

nun wieder aus dem ... 
lei ~ SpantenriB in den Sen-
-l!! ~ ~ tenri.B iibertragen wer-

den und bilden in ihrer 
Gesamtheit die Sente (J. 

74. Peltonbecher. Eine 
krumme Flache von in
teressanter Form wird 
von der Innenseite der 
Becher gebildet, die am 
Umfang der Tangential
rader der Peltonturbi
nen angebracht werden 
(Abb. 155). Sie werden 

von dem ausder Diise kom
menden Wasserstrahl ge
trofien, der dadurch seine 
lebendige Energie an das 
&ad abgibt. 

Abb. 156 stent zwei zugeordnete Projektionen (einen AufriB und 
einen Kreuzri.B) eines solchen Bechers dar. Die Flache ist graphisch 
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gegeben durch eine Anzahl paralleler Schnitte 0, 1, 2, .... 6 von un
veranderlichem gegenseitigen Abstand h. Es mogen nun die Schnitt
kurven der FlachI' (es kommt naturgemaB nur die Innenflache des 
Bechers in Betracht) mit einer 
Schar paralleler (dritter) Haupt
ebenen bestimmt werden. Es sind 
die Ebene I. II. III..... VII 
der Abbildung. Punkte P del' 
Schnittkurven ermittelt man, in
dem man die Niveaulinien. 
welche die Flache geben, mit den 
Schnittebenen schneidet. -

Abb. 157 cnthalt die Losung 
einer anderen Konstruktionsauf
gabe an der namlichen Flache. 
die wieder <lurch Auf- und Kreuz
riB gegeben, aber anders gestcllt 

A hh. 153. Peltonrad. 

ist. Ein aus der Diise kommender zylindrischer Wasserstrahl 
del' Achse a und dem Radius 8 treffe unter dem WinkeliX auf 
Becher. Diesel' Winkel andert sich mit del' SteHung des Rades. 

AnfrHl Krenzr i /.l 

A hh. I,,(i. I'rltonberher. 

mit 
den 
Es 

soIl nun fUr diese .,Beaufschlagung" des Bechers die Durchdringungs
kurve des Wasserstrahles mit del' ihn auffangenden Flache bestimmt 
werden, eine Kurve, welche die AusgangssteHen der auf dem Becher 
verlaufendpn Wasserfaden umschlieBen wird. 
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Eine graphisch gegebene Flache wird nun mit einer anderen ge
gebenen Flache durchdrungen, indem Kurven, die auf der graphischen 
Flache verlaufen, mit der anderen Flache zum Schnitt gebracht werden. 
Es ware unzweckmaBig, die Niveaulinien des Bechers in Abb. 157 mit 
dem Zylinder zu schneiden, da die (horizontalen) Niveauebenen 
den Zylinder in Ellipsen schneiden. In Abb. 157 wurden vielmehr 
(dritte) Hauptebenen H eingelegt. Eine solche schneidet den Becher 
in einer Kurve h, deren Punkte N man findet, indem man Niveau
linien der Flache mit der Schnittebene schneidet. Die Hilfsebene 
wird den Zylinder in zwei Mantellinien treffen, wenn ihr Abstand von 

Aufril3 Kreuzril3 

Abb. 157. Peltonbecber und Wasserstrahl. 

der Zylinderachse a kleiner ist als des Radius des Zylinders. Zur Dar
steHung einer solchen Mantellinie m sind (in beiden Projektionen) Nor
malschnitte des Zylinders umgelegt worden. Dann kann man dem 
AufriB den Abstand u der in der Hilfsebene H gelegenen ManteHinie m 
von der dritten projizierenden Ebene E der Achse a entnehmen und 
im KreuzriB benutzen, um die Projektion der gleichen Mantellinie an
zugeben. Die Punkte P, in denen diese Mantellinien die Hilfskurve h 
treffen, gehoren der Durchdringungskurve k des Bechers mit dem 
Wasserstrahl an. AuBerste Punkte U1 und U2 erhalt man fiir die 
Durchdringungskurve k, indem man die auBersten, noch benutzbaren 
Hilfsebenen Ho und Hn legt. 



Darstellung del' Erdoberfliiche. 129 

VIII. Topograpllh;elle FHiehen.1) 

75. Darstellung del' ErdoberfUiche. Eine Flache ganz andel'er Art 
als die im letzten Kapitel behandelten graphischen Flachen aus dem 
Maschinenbau ist die Erdo berflache, wie sie hervorgegangen ist 
durch das Zusammcnwirken geologischer, meteorologischer und kultur
geschichtlicher Einfliisse. Sieht man ab von kleineren Unstetigkeiten 
und halt man sich an die groBen Ziige ihres Verlaufes, so wird man, 
abgesehen von Ausnahmefallen. z. B. in schroffen Gebirgspartien, ein 
Gebilde vor sich haben, das darstellend-geometrischer Behandlung als 
"Flache" zuganglich ist. Gilt es nun, etwa im Hinblick auf eine zu 
entwerfende Erd ba u te (z. B. eine StraBen- oder Eisenbahnanlage, 
ein Wasserkraftwerk od. ahnl.) einen Uberblick zu gewinnen iiber das 
Gelande (Tf'rrain) del' betreffenden Gegend, so wil'd das Ziel sein, 
eine topographischc Kartc hf'rzusteUen. Dabei kann man sich 
in den Kulturlandern stiitzen auf dif' Ergebnisse del' Landesver
mcssung. Diese iiberdeckt das Land mit einem Dreiecksnetz, 
dessen Ecken ausgezeichnete Landespunkte sind (z. B. Bergspitzen), 
und bestimmt dicWinkel und Seiten del' Dreiecke. Diese Triangulation 
1. Ordn ung, dercn Dreieckseiten Langen von vielen Kilometern 
haben, muB Riicksicht nehmen auf die Kriimmung der Erdoberflache. 
Sie wird erganzt und verfeinert durch Triangulationen 2., 3. und 
4. Ordnung, Dreiecksnetze liefernd, welche die Netze hoherer Ordnung 
immer dichter ausfiillen. Das Ergebnis dieser Landesvermessung ist 
die Kenntnis der gegenseitigen Lage einer groBen Zahl von Landes
punkten. Von diescn \vird nun eine gewisse Anzahl in das Gebiet fallen, 
das topographiRch aufzunehmen ist. Da die topographische Karte, 
die man nun herzuRtellen hat, nur ein kleineres Gebiet umfassen wird, 
kann man von der Erdkriimmung absehen und die Gelandepunkte 
projizieren auf cine horizontale Ebene und jeweilen ihre Kote hinzu
fiigen, so daB die Gelandepunkte durch ihre kotierte N ormalproj ek
tion (Kap.l) gegeben sind. Diese von der Landesvermessung ge
lieferten DreieckRpunkte bilden das Knochengeriist, an das sich die 
topographischen Arbeiten anRchlieBen, deren Ziel die genauere Auf
nahme del' Gelandeflache im betrachteten Gebiete ist. :Mit einem 
Nivellierinstrumcnt konnen horizontale Sichten festgelegt werden und 
kann die Kote pinzelner Punkte des Gelandes bestimmt werden 
(Abb. 158). So iibcrdeckt sich das Gebiet mit einem immer dichter 
werdenden Netz von Gelandepunkten, von denen man die Normal-

1) Da die darstellende Geometrie eine del' wenigen Gelegenheiten zu sein 
pflegt. die den werden den Masehineningenieur einfiihren in die vermessungs
technischen (inmdHiitze, sei dies Kap. aufgenommen. 

Grossmann, (j-ponletrit'. 9 
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projektion auf eine horizontale Ebene und die zugehorige Kote 
kennt (Abb. 159). 

Allein man kann die so in ihrem Verlauf annahernd festgelegte 
Gelandeflache der Anschauung naherbringen und fUr Konstruktionen 
aus dem Erdbau geeigneter machen durch das Einzeichnen von 
Hohenkurven (auch Schichtenlinien,· HON2l0ntallinien, Niveaulinien 
oder Isohypsen genannt). Darunter versteht man die Kurven, welche 
Punkte gleicher Kote miteinander verbinden. Es sind also die Schnitt
kurven der Gelandeflache mit Horizontalebenen, Linien, welche z. B. die 
Gestaltung des Ufers· einer Insel bei veranderlicher Wasserhohe be
deuten wiirden. Es empfiehlt sich wieder, um in die Aufeinanderfolge 
der Hohenkurven RegelmaBigkeit zu bringen, den Abstand aufeinander
folgender Schichtebenen unveranderlich zu wahlen. Ob dieser Hi)hen
unterschied (Aquidistanz) 1 m oder 5 m oder 10 m oder mehr betragt, 
hangt yom MaBstab und dem Zweck der Karte, auch von der Gestaltung 

Jm 

z 

7 

o 

138 

o 
Abb. 158. Nivellement. 

der GeHindeflache abo In Gebieten, in denen das Gelande stark ansteigt, 
braucht man offen bar mehr Hohenkurven als im Flachland. 

Es gilt nun, in einem topographischen Plan, wie ihn Abb. 159 gibt 
und der das Ergebnis des Flachennivellements ist, Punkte mit gleichen, 
am besten mit ganzzahligen Koten miteinander zu verbinden. Die 
Schichtenhohe oder Aquidistanz sei 10 m. In der Regel wird die 
Karte keine geniigende Zahl von Punkten mit ganzzahligen Koten 
aufweisen. Es gilt, solche Punkte einzuschalten (zu interpolieren). 
Man denkt sich zu dem Ende Schnittebenen rechtwinklig zur Projek
tionsebene, sog. Profile benen, eingelegt, und zwar zwischen fest
gelegten Punkten des Gelandes. In Abb. 159 geschah dies z. B. zwischen 
den Punkten 541,4 und 612,0. Liegen nun die Punkte, durch welche 
die Profile bene gelegt wurden, nicht zu weit auseinander, so wird man, 
ohne einen zu groBen Fehler zu begehen, annehmen diirfen, das Ge
lande sei zwischen ihnen eben, das Profil also geradlinig. Man kann 
daher in Abb. 160 (im MaBstab der Abb. 159 oder groBer, insbesondere 
in den Koten iiberhoht) ein rechtwinkliges Dreieck zeichnen, dessen 
eine Kathete die der topographischen Karte entnommene Entfernung 



I 

6 

-f 
I 
I ." 
I •• ~ 
I To' .... 
I 

\ 
p. ? 

I'N 
I 

IU7 ".280 

I .••• 
." 

" 

Darstellung cler Erc1oberfliiche. 

.. 97;7' 

~ .. , 

'M 

, .. ·.NO .., 
UO 

,.-~(I 

;, 
"4"'''' 

'" 
"'7 ". 

to· 
,,~ 

-ati 
'.' 

Abb.159. Tcrrainflache mit kotierten Punkten. 

131 

9* 



132 Topographische Fliichen. 

(natiirlich in der Projektion gemessen) ist und dessen andere Kathete 
der Kotenunterschied der Punkte ist. Dieser betragt im erwahnten 
Fall 70,6 m. 1m MaBstab 1: 10000 der Abb. bedeutet dies 7,06 mm, 
so daB es sich empfiehlt, die Koten in zehnfacher Uberhohung 
zu zeichnen. Die Hypotenuse dieses Dreiecks stellt dann das (an
genaherte) Gelandeprofil zwischen den beiden Punkten dar. Man 
kann dann in der Abb. 160 die SchichtenhOhen 610, 600, ... , 550 
einzeichnen und erhalt so die gleichbezifferten Gelandepunkte im be
trachteten Profil. Diese iibertragt man dann in den Plan 159. Sie er
geben, miteinander durch stetige Kurvenziige verbunden, die Hohen
kurven (Abb. 161). Durch Begehen des Gelandes kann der VerIauf der 
Hohenkurven an Stellen, die eine Nachpriifung verIangen, sicherer 
gestaltet werden. Auch belehrt die Erfahrung den topographischen 

610 

600t-----"'' 

5901---------"'-, 

~580~------~~ 
R5mt---------t---~ 
5601----------+----~~ 

550r---------+-------~, 

61.2.0 580 

Abb.160. Interpolation von Punkten mit ganzzahligen Roten. 

Zeichner iiber die moglichen und haufigen Formen der Hohenkurven. 
So durchschneiden sich zwei Hohenkurven nie, da das Gelande im all
gemeinen nicht iiberhangend sein wird. Dagegen kann es eintreten, 
daB eine Hohenkurve einen Doppelpunkt (52) aufweist. In Abb. 162 
hat die HOhenkurve 47,3 einen Doppelpunkt D. Es bedeutet dies, 
daB die Horizontale bene 47,3 die Gelandeflache im Punkte D beriihrt (55). 
Aile Hohenkurven, die hoher liegen als diese Tangentialebene, bestehen 
aus zwei Teilen entsprechend den beiden Flanken der Berge, welche 
die PaBstelle D beherrschen. Hohenkurven dagegen, die tiefer liegen 
als die PaBhohe D, bestehen auch aus zwei Ziigen, die aber in den beiden 
Talern dies- und jenseits des Passes liegen. -

Liegt ein Punkt (A in Abb. 163) nicht gerade im hOchsten Punkt 
einer Hiigelkuppe oder an der tiefsten Stelle einer Mulde, so geht durch 
ihn eine und nur eine Kurve starksten Gefalles auf dem Gelande. 
Man konstruiert sie naherungsweise in einem Plan mit eingezeichneten 
Horizontalkurven, indem man von dem Punkte A auf der Kurve 269 
im Beispiel den nachsten Punkt B auf der Hohenlinie 268 bestimmt, 
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Abb. 161. Terrainflache mit Hohenkurven . 
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dann vom Punkte B aus den folgenden Punkt 0 auf der Kurve 267 usw. 
Denn je kleiner im GrundriB die Strecken AB, BO, OD, ... sind, 

Abb. 162. Doppelpunkt einer Hohenkurve. 
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um so groBer wird das Gefiille der Strecken A B, B 0, 0 D, . . . auf 
dem Gelande. 1st doch die 
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Projektion A B das Intervall 
(7) der im Raum liegenden 
StreckeAB. In Abb. 163 hat 
es die ungefahre Lange von 
1 m; daraus berechnet sich 
ohne weiteres, daB die lNei
gung der Strecke A B auf dem 
Gelande etwa 1: 1 ist. Die 
Linie t des starksten Gefalles 
stellt den Weg dar, den eine in 
A losgelassene Kugel auf der 
Gelandeflache einschlagen 
wiirde, wobei manfreilich ab
sehen muB vom EinfluB der 
Wucht, welche eine schwere 
Kugel im Verlaufe des Hinab-

Abb. 163. Linie starksten Gefallcs. rollens bekame. 

In Abb.l64 stellt die Linie ABODE, die in Kehren den durch 
die Hohenlinien gegebenen Hiigel hinansteigt, eine Linie un verander-
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lichen Gefalles dar. Da das unveranderliche Intervall 5 mist, wird 
die unveranderliche Steigung 1: 5 sein. 

76. Erdbauten nnd ihre Abboschung. Wird eine Brdbauteausgefiihrt, 

~f 
~ .. ~ ... " ...•. "'--/ 

,)7 

wird also dip Gestaltung del' 
Erdoberflache geanderL so sind 
Erdmassen zu bewegen, teils 
a bz u tragen, teils auf z u tra
gen. Die Kosten del' Bauten 
hangen wesentlich von del' Groile 
dieser Erdmassen ab, Howie vom 
Massenausgleich zwischen Abtrag ~ C. ____ 0 

und Auf trag. Die abgetragenen ~v'~ ~~~J6 / 

und aufgetragenen Erdkorper u ~ 
,verden gegeneinander und gegen A ~. ~=:, B 

dasGelande abgeboscht. Diese ~J~~ 

Abboschungen von Strailen und 
Eisenbahnlinien, von wagrechten 
oder geneigten Flachen hangen 

o 

Abb.lf14. 

2 3 " Sm 
I ___ . __ ~-------L_ d 

TAnh' llllYerallderten Gcfiilles. 

in ihrer Form und Lage einmal ab von del' geometrischen Be
grenzung del' abzuboschenden Flache, dann aber auch von der 
"natiirlichen Boschung" des Materials (Sand, HumnE;, Lehm usw.), die 
mit oder ohne kiinst- '\ 

~':~~e~e;:i;;e; ver- --·;;_1.tzt-~~~ 
" ~ ~ ~ ---- 212 

Geometrisch han - ~ '" ';'> '" --

gen die B 0 s c hun g;; _ ~ ·_---1211---------~ ___ -~--
fl a c hen lediglich a b ~... - U -~ Plo!7l.1mshOhe 210 

d . "- >c ~·l,so "-

~~o:en ~ige~:~~e~:; ; -~~- --'~7+, ~ n ~210~ ____ 

B I ' . ~ ~ ~ ~ ~H ~ 
egrenznngs 1I11en, /1\ 210 

:::tz~~e h:~er~~chlh:: ~ .• ~ I \ 1- -- _ r -2:o.~~~0~~~" 
Bestimmung und ihre 1\ 208 -J ~. 

"Verschne!d un - , u 1\ __ ~- -_-- - 208 

gen" unter slOh und\:, ____ -_==::-,~ 1207 

mit dem Gelande' v"------------- -f --: ___________- 207 
lassen die geplante , "I J' - 206 

Erdbaute im Plan '~, - 208~ 
erstehen und lassen ,~lIl,. 1 Ii:,. ,~ bbii,chullg pinPl' horizollLalen Stalldfliiche. 

erkennen, wieweit die 
Baute ausgreifen wird, ein Umstand, der anch wegen der Eigen
tumsverhaltnisse des Grund und Bodens, auf den die Baute zu stehen 
kommt, wichtig ist. 
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a) Am einfaehsten ist die Abbosehung einer ebenen, wag
reehten, geradlinig begrenzten Flaehe, z. B. des "Planums" 
einer wagreeht verlaufenden StraBe oder der wagrechten Standflaehe 
einer Hoehbaute. In Abb. 165 sei in einen topographisehen Plan eine 
Eeke eines solehen Planums abgebOseht. Dureh die beiden in der 
Eeke A zusammenstoBenden horizontalen Kanten, welehe die ebene 
(in der Kote 210 verlaufende) Flaehe begrenzen, legt man die B os e h ungs
ebenen, etwa mit der Bosehung 1: 1,5. Das heiBt, daB der Neigungs
winkel dieser Ebenen gegen die horizontale Projektionsebene die trigono
metrisehe Tangentel: 1,5 hat. Das Intervall i der Fallgeraden der 
Ebene (ll), die zu den Niveaulinien reehtwinklig steht, ist also 1,5 m. 
Abb. 166 laBt die GroBe des zugehOrigen Neigungswinkels fX erkennen. 
Die Hauptlinien 209, 208, 207, ... der Bosehungsebenen gehen dureh 
die gleieh bezifferten Punkte der Fallgeraden dieser Ebenen. Ihre 
Sehnittpunkte sind Punkte der Sehnittgeraden beider Ebenen. Da 

T die beiden Bosehungsebenen der in der 
Eeke A zusammenstoBenden Kanten hier 
gleiehe Bosehung (1: 1,5) haben, wird die f! 

~ 

~---L.-.4-I 
• I 

Projektion ihrer Sehnittgeraden in die 
Winkelhalbierende des hier reehten Kanten
winkels fallen. 1'--1- = 1,5 m -----, 

Diese Bosehungsebenen werden nun 
Abb.166. Neignngswinkel und 

Intervall fiir eine Gerade. V ersehneid ungen mit dem Gelande er-
geben. Punkte dieser Schnittkurven erhiilt 

man, indem man in gleieher Kote liegende Niveaulinien beider 
Flaehen miteinander zum Sehnitt bringt. Die beiden Kurven u und v, 
die man so in Abb. 165 erhaIt, treffen sieh in einem Punkte S, der 
auf der Sehnittgeraden beider Bosehungsebenen liegen muB, da er in 
allen drei Flaehen liegt (der Gelandeflaehe und den beiden Bosehungs
ebenen). 

Vberhaupt hat man sieh bei der Darstellung der Versehneidungen 
der Bosehungsflaehen unter sieh und mit dem Gelande leiten zu lassen 
von der Erkenntnis, daB, wenn zwei Versehneidungslinien in einem 
Punkt zusammentreffen, noeh eine dritte dureh ihn gehen muB, weil 
dann eben dureh den Punkt drei Flaehen gehen und somit aueh deren 
drei Sehnittlinien zu je zweien. 

1st U der Punkt, wo die Bosehungssehnittkurve u die Kote 210 
erreieht, so wird von dieser Stelle an die AuftragsbOsehung abgelost 
werden dureh eine AbtragsbOsehung. Diese habe die Bosehung 1: 1,25, 
so daB ihr Intervall i = 1,25 ist. Man hat es auf einer zur horizontalen 
Stiitzkante reehtwinkligen Fallgeraden abzutragen, um die Punkte 
211, 212, ... der Fallgeraden zu erhalten, dureh welehe die gleieh 
bezifferten Hohenlinien der Bosehungsebene gehen. Mit ihrer Hilfe 
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ermittelt man Punkte der Schnittkurve w der Boschungsebene mit 
dem GeHinde. -

In Abb. 167 sind die Boschungsschnittkurven fUr eine horizontale 
gerade StraBe eingetragen. In den Punkten A und B findet der Wechsel 
von Damm und Einschnitt statt. Es sind das die Punkte, wo die eine 
und die andere Kronenkante des Planums der StraBe in das Gelande 
eindringt. Liegt also Veranlassung vor, diese Punkte genauer zu be
stimmen, so wird man eine Profile bene (74) durch die betreffende 
Kronenkante legen. Kennt man dann (Abb. 168) das Prom, dessen Punkte 

b 

.-\ bb. 16;. Abbilschung einer horizontalen tltralle. 

man aus ihren Koten und ihren der Abb. 167 entnommenen Projek
tionen findet, so erkennt man den Punkt A und kann ihn aus der Abb. 168 
in die Abb. 167 iibertragen. 

Allein, wo ein Planum im Abtrag abgeboscht wird, sind auch 
Wassergraben vorgesehen, etwa entsprechend dem Querprofil der StraBe 
in Abb. 169. A sei in Abb. 170 der Punkt, wo die Kronenkante a der 
StraBe in das Gelande tritt, also der Schnittpunkt der Kante a mit 
der Niveaulinie 51 des Gelandes, da angenommen sei, das StraBen
planum liege in der Kote 51. Die beiden Begrenzungskanten 8 und t 
der 50 cm tiefer liegenden Sohle des Grabens konnen dann auch in den 
topographischen Plan eingetragen werden unter Beriicksichtigung der 
BoschungsmaBstabe, welche das Querprofil erkennen laBt. Sind nicht 
alle diese BORchungen einander gleich, wie in Abb. 169 angenommen, 
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so tritt eine leicht angebbare Anderung im Kurvenverlauf ein. Die 
Boschungsschnittkurve u moge nun die Sohlenkante 8 in einem Punkte B 

23 

22 

21 

20 

18 

23 22 A 21 20 19 18 
Abb. 168. Bestimmung des Eintrittspunktes der Kronenkante in das 'Geliinde. 

schneiden. Durch diesen Punkt B geht dann das kurze Kurvenstiick Be, 
in welchem die Grabensohle 
in das Geliinde eintritt. Da 
die Grabensohle horizontal (zu
meist aber schwach geneigt) 
ist, wird das Kurvenstiick Be 
die ungefahre Richtung der 

Abb, 169, Querprofil flir eine Stra13e im Einschnitt. Niveaulinien des Gelandes in 

jener Gegend einhalten. Durch den Punkt e geht dann die Schnitt
kurve v der Einschnittsboschungsebene mit dem Gelande. 

-+--- a ---/-'----51 -----:,L-----~y' 

~---7L-----~----t 

I;' I"~:~?-
o 

Abb. 170. Boschungsschnittkurven am Ende des Wassergrabens. 
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b) 1st dagegen eine g e n e i g tee bene, geradlinig begrenzte Flache 
abzuboschen, etwa das Planum der ansteigenden StraBe in Abb. 171, 
so ist die Fallgerade der Boschungsebene nicht unmittelbar gegeben 
wie in den eben betrachteten Fallen, sondern muB konstruiert werden. 
Urn die geometriRchen Beziehungen gut hervortreten zu lassen, werde 
angenommen. der Weg steige mit 20 vH an, so daB eine Steigung von 
1 m einem horizontalen Fortschreiten von 5 m entspricht. Zwei Punkte 
der Kronenkante k. deren Koten urn eine Einheit voneinander ab
weichen. werden so mit den (horizontalen) Abstand 5 m haben, gleich 
dem Intervall i der Kante k. In Abb. 171 Reien etwa die Punkte mit 
den Koten 82 uno 83 hervorgehobf'n. 

-----82~-----.------------r_--~~~ --+-k--

I 
·-a- 82- ,0--- ---- 83-·-·-·-a·-

A bh. 171. Ahboschllng <'iner geradlinigen ansteigenden Stralle. 

Die Konstruktion der Boschungsebene durch die Kronenkante k 
erfolgt nun mit Verwendung des sog. Boschungskegels. Alle 
Ebenen niimlich. die durch einen Punkt des Raumes mit unveriinder
licher Boschung gelegt werden. umhiillen einen geraden Kreiskegel 
mit vertikaler Arhse und dessen Mantellinien, die namliche Boschung 
zeigen wie sf'ine Tangentialebenen, die Boschungsebenen. Wiihlt man 
die Spitze deo; Boschungskegels auf der Kronenkante, durch die man 
die Boschungsebene legen will, so muB sie sich vorfinden unter seinen 
Tangcntialebenen. Wahlt man z. B. die Spitze des Boschungskegels 
im Punktl' 83 cler Kronl'nkante, seine Hohe gleich 1 m, seinen Leitkreis 
somit in cler Niveauebenl' 82, so wird der Leitkreis den Radius 1,5 m 
haben miissen. wenn 1: 1,5 die Boschung der gesuchten Boschungs
ebene sein solI. Die durch die Kronenkante k gehenden Boschungs
ebenen werden mit der Niveauebene 82 Spuren haben, die durch den 
Punkt 82 gehen und Tangenten des Leitkreises des Boschungskegels 
sind. Die bf'iden in Abh. 171 moglichen Losungen entsprechen den zwei 
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denkbaren Fallen der Abtrags- und der AuftragsbOschung. Die Mantel
linie, in der sich Boschungskegel und Boschungsebene beriihren, ist 
eine Fallgerade der Boschungsebene. -

Abb. 172 zeigt fUr eine mit 5 vH ansteigende StraBe die Ermittlung 
der Boschungsschnittkurven mit Verwend ung von Querprofilen 
der StraBe. Bei den im StraBen- und Eisenbahnbau gebrauchlichen 
Steigungen und BoschungsmaBstaben unterscheidet sich namlich der 

~jm 
~}W~ 

! 
Abb. 173. Querprofile. 

Winkels, unter dem im Plan (vgl. Abb.I71) die Fallgerade der Boschungs
ebene gegen die Kronenkante des Planums schief ist, nur wenig von 
einem rechten Winkel. Man begeht daher keinen groBen Fehler, wenn 
man auf die genaue Konstruktion nach Abb. 171 verzichtet und Quer
profile der StraBe einlegt. Solche Querprofile Ql' Q2' Q3 sind in Abb. 172 
gelegt durch die Punkte der StraBenachse mit den Koten 570, 570,25, 
;370,5, deren (horizontaler) Abstand je 5 mist. Der Abb. 172 entnimmt 
man Punkte des Querprofils des Gelandes, urn es in Abb. 173 zeichnen 
zu konnen. Hier ergeben sich dann die Schnittpunkte S und T des 
Querprofils der StraBe mit dem Querprofil des Gelandes, die nun in 
Abb. 172 iibertragen werden. Es sind Punkte der Boschungsschnitt-
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kurven. Die drei Querprofile Ql' Q2' Q3 betreffen Srellen, wo die StraBe 
bzw. auf einem Damm, im Anschnitt und im Einschnitt verlauft. 

c) SolI sich die Boschungsflache an einen horizontalen 
Kreisbogen anlehnen, etwa an die kreis
bogenformige Eckenbildung des horizontalen 
Planums in Abb. 174, so wird sie zum Bo
schungskegel, dessen kreisformige Hohen
kurven die Abbildung zeigt. Das gleiche wird 
eintreten bei der AbbOschung einer im Kreis
bogen verlaufenden horizontalen StraBe od~r 

Bahnlinie. 
d) rst dagegen die StraBe gekriimmt 

Abb.174. Boschungskegel. und ansteigend, so wird eine allgemeinere 
Bosch ungsflache entstehen. 

In Abb. 175 ist der Fall ,einer im Radius R = 10 m gekriimmten 
StraBe dargestellt, die mit 20 vH ansteigt. Dabei sind diese extremen 
Zahlen gewahlt, um die geometrischen Verhaltnisse deutlich werden 

Abb. 175. Boschungsfiache. 

zu lassen, wahrend in der Folge die Vereinfachungen angegeben werden, 
die im StraBen- und Eisenbahnbau eintreten konnen. 

Wir denken uns die gleichmaBig ansteigende Kronenkante der 
StraBe, deren GrundriB ein Kreis mit dem Kriimmungsmittelpunkt M 
ist, abgebOscht. Die AbbOschung der ltnderen Kronenkante erfolgt 
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nach den namlichen Grundsatzen. 1m Raum ist die Kronenkante eine 
Schrau benlinie (Kap. XV). Die Boschungsflache umhiillt die 
Boschungskegel, die man in den einzelnen Punkten del' Kronenkante 
legen kann. In Abb. 175 solll : 1,5 die Boschung sein. Es sind in den 
Punkten 28 und 29 del' Kronenkante die entsprechenden Boschungs
kegel gelegt und mit del' HorizDntalebene 27 zum Schnitt gebracht. 
Die entstehenden Grundkreise del' Kegel haben dann die Radien 1,5 m 
bzw. 3 m. Da nun die Kronenkante del' StraBe auf del' zu bestimmenden 
Boschungsflache liegen muB, so werden ihre Tangenten in den be
treffenden Tangentialebenen diesel' Flache liegen. Bestimmt man also 
die Grundrisse diesel' Tangenten t28 , t29 , • . • als die Tangenten an den 
kreisformigen GrundriB del' Kronenkante, so kann man beachten, daB 
auch diese Tangenten eine Steigung von 20 vH haben, man also ihre 
Spurpunkte T 28' T 29' . . . mit del' Horizontalebene 27 erhalt, indem 
man die Kreisbogenstiicke zwischen den Punkten 28, 29, ... und dem 
Punkt 27 abwickelt. Die Spurpunkte T 28' T 29' . . . del' Tangenten 
del' Kronenkante mit del' Horizontalebene 27 bilden also die yom 
Punkte 27 ausgehende Evolvente C27 des im GrundriB erscheinenden 
Kleises. 

Die Spurpunkte T 28' T 29' •.. sind also Punkte der Spuren 8 28 , 8 29 , ... 

del' in den Punkten 28, 29, ... beriihrenden Tangentialebenen del' 
Boschungsflache. Und da diese Flache entsteht als Umhiillung del' 
Boschungskegel, so daB zwischen del' Boschungsflache und dem Bo
schungskegel jeweilen Beriihrung langs einer Mantellinie des letzteren 
stattfindet, so ergibt sich diese Mantellinie, indem man aus den Punkten 
T 28 , T 29 , ... die Tangentialebenen an die Boschungskegel 28 bzw. 
29, ... legt. Man kann nun die Boschungsflache auch umhiillt gedacht 
denken durch diese Tangentialebenen und wil'd inne, daB es sich bei 
diesel' Bosch ungsflache um eine a bwickel bare Flache han
delt 1) (56), die durch das Abrollen einer Ebene erzeugt wird. Erzeugende 
del' Flache sind die Beriihrungsmantellinien del' Boschungskegel, langs 
deren diese Kegel von den Boschungsebenen durch die Tangenten del' 
Kronenkante und von del' Boschungsflache beriihrt werden. Del' geo
metrische Ort der Spurpunkte diesel' Erzeugenden e28 , e29 , . • • mit 
del' Horizontalebene 27 bildet somit die Spurkurve k27 del' Bo
schungsflache mit diesel' Ebene. Als Parallelkurve zu ihr verlaufen 
die Spurkurven k28 , k 29 , ... del' Flache mit den Horizontalebenen 
28 bz\\,. 29 ..... 

Diese Hohenkurven del' Boschungsflache konnen herangezogen 
werden, wenn es sich um die Konstruktion del' Verschneidungen del' 

1) Auch im allgemeillen Fall, wo e8 gilt, durch eine beliebige Raum
kurve eine Flache unveranderlichen Gefalls (eine Boschungsflache) zu legen, 
ir-;t diese eille abwickelbare Flache im Sinne von (56). 
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Flache mit dem Gelande oder mit anderen, durch ihre Hohenkurven 
festgelegten Flachen handelt. -

77. AbbOschung aus Querprofilen. Der Winkel c, unter dem die Er
zeugende der Boschungsflache im Plan (im GrundriB) gegen die Kronen
kante geneigt ist, wird in seiner GroBe abhangig sein einmal von der 
Kriimmung der abzuboschenden StraBe, dann vom BoschungsmaB
stab. Bei den im StraBen- und Eisenbahnbau iiblichen oder gegebenen 
Werten dieser GroBen wird sich'der Winkel c nur wenig von einem 
rechten Winkel unterscheiden. Man begeht keinen groBen Fehler, wenn 
man die Boschungsflache etwas anders verwirklicht, indem man den 
Querprofilen der StraBe unveranderliche Boschung gibt. 
Abwickelbar ist freilich eine solche Flache nicht, unveranderliche 
Boschung hat sie auch nicht mehr1), denn nicht ihre Linien starksten 

M m 
I 
\ 
\ 

I 
I 
I 
I 
IT 

M 

11 

,x-----.,., 

Abb.176. StraBe im Kreisbogen. 

Gefalles haben die vorgeschriebene Boschung, sondern ihre Quer
profile. Das AbbOschungsmaterial wiirde bei einem Winkel c, der 
merklich von einem rechten Winkel verschieden ist, sich nach der 
Form der natiirlichen Boschungsflache Abb. 175 setzen. 

In Abb. 176 sei eine (ansteigende oder horizontale) StraBe im MaB
stab 1: 200 dargestellt. Der Krummungsradius sei R = 500 m. Dann 
wird man den Kreisbogen, nach dem die StraBe gekriimmt ist, auch 
bei starker Verkleim;rung nicht mit dem Zirkel zeichnen konnen, sondern 
muB einzelne Punkte der StraBenachse in ihrer Lage berechnen, um 
sie auf dem Felde und im Plan abstecken zu konnen. Es seien die 
Punkte A, B, a, ... ausgewahlt, deren jeweiliger Abstand 10 m be
trage. Es gilt, die Koordinaten x und y des Punktes B bezogen auf die 
Tangente an den Kreis in A zu berechnen. Nun ergibt sich aus der 
Hilfsfigur in Abb. 176 fiir einen Kreis vom Radius R und einen Bogen 

1) Die hier verwendete Flache ist dann eine scharfgangige Schrauben
flache (109), also eine windschiefe Regelflache (95). 
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Grossmann, Gcometrk. 10 
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b 
A B = b, daB der zugehOrige Zentriwinkel p das BogenmaB R hat, 

also das GradmaB 
, b , 

P =-.(!. 
R 

Fiir b = 10 m und R = 500 m ergibt sich, da (!' = 3438' ist, 

pO = 1°08' 46" . 
Ferner ist 

x=R·sinp; y=R-R·cosp=2R·sin2 ~. 
Es werden also die Koordinaten des Punktes B, bezogen auf die Kreis
tangente in A, 

x = 9· 99 m , y = 0,071 m . 

Hat man B abgesteckt, so lii.Bt sich im Plan auch die Mittelnormale m 
der Strecke A B finden. Durch ihren Schnittpunkt T mit der Kreis
tangente in A geht auch die Kreistangente in B, und rechtwinklig 

zu dieser geht das Querprofil QB der StraBe 
durch den Punkt B. 

Die erhaltenen Resultate gestatten nun 
auch die Festlegung der folgenden Punkte 
C, D, E, ... der kreisbogenformigen StraBen
achse und das Einlegen weiterer Querprofile 
Qa, Qn, QE, .... 

Mit Hilfe dieser Querprofile kann man 
dann, wie in der Abb.l73, die Verschnei
dung der (naherungsweisen) Boschungsflache 
mit dem Gelande bestimmen. 

78. Situationspliine. Die entwickelten Dar
stellungsmethoden erlauben die Herstellung 
von Situationsplanen von Bauentwiirfen oder 

Abb.178. Querprofil. bestehenden Bauwerken und die Darstellung 
ihres Eingreifens in die Umgebung. 

Abb.l77 gibt den Situationsplan einer Talsperre wieder, deren 
Krone parabelformig geschwungen ist und deren Querprofil in Abb. 178. 
gegeben ist1). 

IX. Allgemeine KegelfUichen. 
79. Darstellung der allgemeinen Kegelflache. Bewegt sich eine 

Gerade so, daB einer ihrer Punkte festbleibt, so beschreibt sie eine 
Kegelflache. Die Bewegung der Erzeugenden kann durch eine Leit-

1) Talsperre der Jogne im Kanton Freiburg (Schweiz). 
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kurve geleitet werden. die zusam
men mit dem festbleibenden Punkt, 
der Spitze. die Kegelflaehe be-
stimmt. to 

In Abb. 17!J sei der Punkt S die 
f-lpitze, die Kurve to die Leitkurve 
der Kegelflaehe. Dann konnen Punkte 
A der Flaehe in den beiden zu
geordneten Normalprojektionen dar
gestellt werden unter Venvendung 
der Erzeugenden oder Mantel
linien der Flaehe. Gibt man etwa 
den Grundri13 emes Punktes A 
der FHiche. so ist seine Verbin
dungsgerade mit dem Grundri13 der t 
Spitze S der Grundri13 der Mantel
linie m de~ Punktes. Man wird 
daher den GrundriB ihreH Schnitt-
punkteH Ao mit der Leitkurvc 10 an-

Aufril.l 

GrundriB 

geben konnen und kann dam it auch Abb. 179. Allgemeine Kegelflache. 
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S 

den AufriB dps Punktes A o' der ~Iantellinie m und des FHichen
punktes A angebcn. 

Urn die Tangentiale bene r 
zu bestimmen. welche die Kegel
Hache im Punkte A beruhrt. wird 
man zunachst beachtcn. da13 sic die 
}lantellinie rn des Punktes enthalt. 
Dellll diese i"t eine auf der Kegel
flache verlaufende Linie, die mit 
ihrer Tangente zllsammenfiillt. Es 
ist nun aber nicht notig, eine zweite 
durch den Pnnkt A gehendc Kurve c() 
der Fliiche aufzuschreiben. um die 
Tangentialebene im Punkte A zu 
bestimmen. Denn da die Kegel
flachen Sonderfiille cler abwickel
baren Flachen sind (56), gilt fiir 
sie, daB in allen PlInkten einer Er
zeugenden die niimliche Tangen
tialebene die FHiehe beruhrt oder, 
anders ausgedruckt, daB eine Tan
gentialebene die Kegelflaehe langs 
einer Erzeugenden beruhrt. Statt 

Aufril.l 

AbL.180. Allgemeine Zylinderfliiche. 

10* 
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also die Tangentialebene im beliebigen Flachenpunkt A zu bestim
men, geniigt es, sie zu ermitteln fiir den Punkt Ao, in dem die 
Mantellinie m des Punktes die Leitkurve trifft. Fiir diesen Punkt 
muG die Tangentialebene aber die Tangente to an die Leitkurve 
enthalten und ist mithin bestimmt. 

Wird die Spitze der Kegelflache unendlich-fern ange
nommen, so werden aIle ihre Mantellinien parallel zueinander und die 
Flache wird zur Zylinderflache (Abb.180). 

80. Kegelfiiichen bestimmt durch ebene Leitkurven. Die gewundene 
Leitkurve einer Kegelflache kann stets ersetzt werden durch eine e bene 

Aufrll3 

Grundril3 

h 
Abb.181. 

Schnltt elner Geraden mit elner Kegelflache. 

.r Leitkurve, durch Schnitt 
der scheinbar allgemeineren 
Kegelflij,che mit einer Ebene. 

Konstruktive Aufgaben, 
Kegelflachen betreffend, kon
nen namlich zumeist einfa
cher durchgefiihrt werden, 
wenn man eine ebene, nicht 
aber eine doppelt gekriimmte 
Leitkurve voraussetzt. 

So ist in Abb. 181 :lie 
ebene Leitkurve lo einer Kegel
flache in einer (ersten) Haupt
ebene vorausgesetzt. Zu be
stimmen sind die Schnitt
punkte der Flache mit einer 
gegebenen Geraden g. 

Um diese Punkte zu er
halten, legt man die Verbin
dungsebene der Geraden mit 
der Kegelspitze und bestimmt 
ihre Spur h mit der Leit
kurvenebene. Trifft dann 

diese Spur h die Leitkurve in Punkten Ao, Bo, 00' ... , so werden 
die Mantellinien dieser Punkte die Gerade g in Punkten A, B, 0, ... 
treffen, sind also Schnittpunkte der Geraden g mit der Kegelflache. 

81. Ebene Schnitte von Kegelfiiichen. Zwischen zwei ebenen Schnitten 
einer Kegelflache bestehen leicht angebbare geometrische Beziehungen, 
die man mit Vorteil verwendet, um aus den Punkten und Tangenten 
des einen (etwa der Leitkurve) die Punkte und Tangenten des anderen 
abzuleiten. 

In Abb. 182 sei S die Kegelspitze, lo die ebene Leitkurve. Wir be
schranken uns auf das Zeichnen einer Projektion. 
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Urn die gesuchten Zusammenhange moglichst durchsichtig in der 
Abbildung erscheinC'll zu lassen, sei die Schnittebene gegeben durch 
ihre Spur 8 mit del' Leitkurvenebene und durch den Punkt A, in dem 
sie die Erzpugende AoS des Kpgels schneidet. 

Dann kann m<11l aufs einftlChste den Punkt B angeben, in welchem 
eine andere ;\Iantellinie BoS des Kegels von der Schnittebene getroffen 
wird. Man heachte niimlieh den Sehnittpunkt M folgender drei Ebenen: 
LeitkurvenebE'I1e. ~ehnittebpnc und Verbindungsebene der beiden 
Mantellinien ,...,' A 0 und S Bo. Dureh diesen Punkt, der im Sehnittpunkt 
der Spur 8 mit der Sehne Ao Bo der Leitkurve liegt, geht auch die dritte 
der drei Schnittgeraden der genannten drei Ebencn. Verbindet man 
also diesen ~chnitt

punkt lW mit dem 
Punkte A, :-;0 :-;chnei
det diese Gerade die 
}Iantellinie BuS im ge
suehten Schnittpunkt B. 
Diesc der Raumgeome
trie angehorige 1Tber
legung kann in jeder s 

Projektion dul'chgefuhrt 
werden und ergibt die 
zugeordneten Pro je k
tionen des Punktt'R B mit 
Probe. 

Wird in clieser Uber
legung und in del' Kon-

, 
m , 

n 
_\i>h.11-12. Zwei cuell(' tidmittc ciner Kegclflache. 

struktion, die au,; ihr flieBt. die Sehne AoBo der Leitkurve lo zu 
einer ihrer Tangenten to, so wird die Verbindungsebene der heiden 
}Iantellinien zur Tangentialebene an die Kegelflache. Aus der Tan
gente to in Ao an die Leitkurve ergibt sieh die Tangente t im Punkte A 
an die Sehnittkurve. 

Zwischen zwei ebenen Sehnitten einer Kegelflache besteht also 
folgender geometrisehe Zusammenhang: 

Die Pllnkte und T<1ngenten zv"eier ebenen Schnitte 
eincr Kegelflilche enblpI'eehcn sich beziehungsweise. Ent
Rprechende PUllkte liegen auf :\Iantellinien des Kegels, 
!'llt:-;pl'echl'l](le Oel'aden (Sehnen oder Tangenten der beiden 
~chnittkllrvl'n) treffen sieh in Punkten der Schnittgeraden 
beidcr Se h ni ttl' henelL 

Zwei derartig aufeinander bezogene ebene Kurven heil3en perspek
t i v. da sip durch Pcrspcktivitiit (Zentralprojpktion) von der Kegel
.~pitze aus au,.;einander h('l'vorgehen. 
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AufriB 

Die Perspektivitat der beiden 
Schnitte kann dann in allen Projek
tionen herangezogen werden, urn 

-----7f~L.--,t'----e die eine der Kurven, den Schnitt, 
aus der anderen, der Leitkurve, 
abzuleiten. -

-~~-,~-r----------e. 

Sind die beiden Schnitte be
nen parallel gelagert, so werden 
die Schnittkurven geometrisch 

110 

Abb.183. 
Parallele ebene Scbnitte einer KegelfUiche. 

ahnlich, denn die Schnittgerade 
der beiden Ebenen wird dann un
endlich-fern, entsprechende Sehnen 
und Tangenten werden somit pa
rallel (Abb. 183). 

82. Abwicklung allgemeiner Ke
gelflachen. Will man den Mantel 
einer allgemeinen Kegelflache in 
eine Ebene ausbreiten, so bedient 
man sich mit Vorteil einer Hilfs
kugel, deren Mittelpunkt die Ke

gelspitze ist. Die Durchdringungskurve derselben mit dem Kegel 
S breitet sich namlich 

~_--L--/JI\ 

AufriB 

(n \(m) 
\ 

aus in einen Kreis 
yom Radius der Kugel. 
In Abb. 184 sind die 
DurchstoBpunkte A 
bzw. B zweier Mantel
linien m und n des 
Kegels mit der Kugel 
ermittelt, durch Dre
hung in eine durch die 
Kegelspitze S gehende 

....-:-~-::-f-___ --'lo--_--------,*c---r.--, Parallelebene zur Auf-
(4,) (Aj riBebene. Die gedreh-

GrundriB 

Abb. 184. Abwicklung einer allgemeiueu Kegelflache. 

ten Mantellinien (m) 
und (n) treffen dann 
den KugelumriB in den 
gedrehten Schnitt
punkten (A) und (B), 
aus denen sich im Auf
riB und im GrundriB die 
Projektionen dieser 
Punkte finden lassen. 
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Nun handelt es sich darum, den Abstand diesel' Punkte A und B 
auf del' Kugel ZlI finden. da er ebenso groB als Bogen A B in del' Ab
wicklung erscheinen wird. Da die spharische Entfernung del' beiden 
Punkte auf dem sie verbindenden GroBkreis gemessen wird, gilt es, 
dessen Ebene zu beRtimmen. Die Verbindungsgerade g del' beiden Punkte 
A und B liegt in ihr. 1st 
also a del' Spurpunkt del' 
Geraden g mit del' Ebene 
des zweiten Kugelumris- 7' 

ses, so ist s odeI' die Ge- / _-------------- _-L---~n-----
J"~~--- B n 

rade sa die gesuehte 
Spur del' GroI3kreisebene. 
Urn diese Spur sci del' 
GroBkreis durch die 

Allb.185. Zur Abwicklung. 

Punkte A und B umgeklappt, bis er in den KugelumriB faUt; 
die Punkte A und B kommen dann nach A 1 und BI zu liegen, und 
del' Bogen Al B} kann in del' Abwicklung (Abb. 185) unmittelbar ver
wendet werden. Die Gesamtlange SAo und S Bo del' Mantellinien kann 
del' Drehung in Abb. 184 entnommen werden. 

Diese Konstrnktionsmethode ist nicht anwendbar im FaUe einer 
Zylinderflaehe oder, bessel' gesagt, sie geht dann libel' in die Ver
wendung einc" Normalsehnittes del' ZylinderfHtehe. 

X. Rotationsflaclten. 
83. Einfachstl' Darstellnng. SoU eine Rotationsflache III Normal

projektion dargestellt werden. so ist es am zweekmaBigsten, ihre Ro
tationsaehse rechtwinklig zur Projektionsebene anzuordnen. Die Achse 
ist dann parallel zur anderen Projektionsebene, die mit del' erst en zu
sammen ein Zweitafelsystem bildet. In Abb. 186 wurde angenommen, 
die Aehse a Rei rechtwinklig zur GrundriBebene; sie ist dann parallel 
zur Aufri13ebene, Die Rotationsflache ist dann durch Angabe ihres 
Meridians bestimmt, del' ebenen Kurve also, deren Ebene durch 
die Achse geht und deren Drehung urn die Achse die Flaehe er
zeugt. Am aufschlu13reichsten iRt es, den Nullmeridian mo del' 
Flache, dessen Ebene parallel ist zur AufriBebene, zu geben, da 
sein AufriB die wahre GroBe und Gestalt des Meridians del' Flache 
erkennen liiBt. 

Kennt man nun die eine del' beiden zugeordneten Projektionen eines 
Flachenpunktes. etwa den AufriB P, so laBt sich die andere bestimmen. 
Bei del' Rotation beschreibt namlich del' Punkt P einen ParaUelkreis p, 
dessen Ebene rechtwinklig steht zur Achse a, also, wenn diese vertikal 
gedaeht ist, horizontal ist. Somit erscheint diesel' Parallelkreis p irn 
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AufriB als gerade Strecke rechtwinklig zur Achse und laBt seinen 
Durchmesser erkennen. Der GrundriB des Parallelkreises ist ein Kreis 
mit diesem Durchmesser. 1m allgemeinen entsprechen also jedem 
Flachenpunkt P im AufriB zwei zugehorige Grundrisse, einer vor, der 
andere symmetrisch dazu hinter der Ebene des Nullmeridians. Der 
Nullmeridian, uberhaupt jeder Meridian, teilt die Flache in zwei sym-· 

:s metrische Halften. 

AufriG 

GruudriB 

Abb. 186. Rotationsflache. 

ebene, also auch auf der 
gilt also der Satz: 

Um in einem Flachenpunkte die 
Tangen tiale bene zu bestimmen, 
hat man sich durch den Punkt, auf 
der Flache, zwei Kurven gezogen zu 
denken. Als solche empfehlen sich 
bei einer Rotationsflache ohne wei
teres Parallelkreis und Meridian. Die 

iTT,) Tangente tp an den ParalIelkreis p 
des Punktes P kennt man in beiden 
Projektionen. Die Tangente tm an den 
Meridian m des Punktes findet man 
durch Drehung. Dreht man den Me
ridian m um die Achse a, bis er zu
sammenfallt mit dem Nullmeridian, 
so wird der Punkt P in den Punkt 
(P) des N ullmeridians fallen, die 
Meridiantangente aber in die Null
meridiantangente dieses Punktes. 
Dreht man sie zuruck, so wird ihr 
Schnittpunkt S mit der Drehachse a 
festbleiben, so daB die Meridian
tangente tm bestimmt ist durch die 
Punkte P und S. Die Tangential
e bene des Punktes P ist dann die 
Verbindungsebene der beidenFlachen
tangenten tp und tm . 

Abb. 186 zeigt, daB die Parallel
kreistangente tp auf der Meridian

Meridiantangente, rechtwinklig steht. Es 

In jedem Punkt einer Rotationsflache schneiden sich 
Parallelkreis und Meridian unter rechtem Winkel. 

AIle Tangentialebenen der Rotationsflache, deren Beruhrungspunkte 
einen Parallelkreis erfiillen, umhullen einen geraden Kreiskegel, den 
Parallelkreisberuhrungskegel. Es ist der Kegel, dessen Mantel
linien die Meridiantangenten in den Punkten eines Parallelkreises sind. 



Darstellullg eillP!' RotationHfJache bei schiefer Achsenlage. 13B 

Die I:-;pitze dl'H Kegels ist der Sehnittpunkt dieser Meridiantangenten 
mit der Ach,w. 

AUe Tangentialebenen, deren Beruhrungspunkte einen Meridian er
fullen, umhullen eincn (allgemeinen) Zylinder (Kap. IX), den Meridian
beriihrungKzylinder. AIlE' cliesE' Zylinder sind gleich; sie haben 
einen .Meridian aIR Leitkurn' und ihre )IanteUiniE'Tl sind rechtwinklig 
zu seinE'r EbenE'. 

Del' NuIlnwriclianberiihrungszylinder steht reehtwinklig zur AufriB
ebene, so daf3 del' Nullmeridian im AufriB die UmriBkurve ist (57). 
UmriB in erster Projektion "ind Parallelkreise, fur die der Beruhrungt;
kegel zum Zylindf'r wird. (Es Hind groBte bzw. kleinste ParaIlelkreise; 
in Abb. 186 kOll1Jllt nur ein groBtE'r ParallelkrE'is in Ji'rage.) 

Soli die F 1 ii e hen nor m a I e eine" Punktes del' Rotationsflache dar
gestellt wercif'n (.);"»). RO hat man in ihm die Normale zur Tangential
ebene zu erriehtf'll. Sie HiBt "ieh in Abb. 186 unmittelbar finden: der 
reehte Winkel del' Fliichel1normalen n und der }Ieridiantangente t", 

erseheint nach cler Drehung. die dE'n Punkt P an die Stelle (P) in 
den Nullmeridian fiihrt. in wahrer GroBe, unci die gedrehte Nor
male (n) liefert auf der Aehse a den Punkt N, cler bei der Drehung 
festbleibt, del' also auch anf der Normalen n des Punktes P 
liegt. Bei der Drehung hestimmen aile NOl'malen einen geraden 
Kreiskegel, den Xormalenkegel. der zum betreffenden Parallel
kreis gehort. Die8er PUllkt X ist auch del' Mittelpunkt der 
Par aIlel kre i 0; be r ii h rungs k uge 1. welche die Rotationsflache langs 
des Paralleikrei8eK Iwriihrt. Ihr Radius (! ist gleieh der Seitenlinie 
des Normalenkegt'k 

St. Darstellung piner RotationsfIache bei schiefer Achsenlage. Wenn 
also die AchE'P cineI' Rotationsflaehc parallel ist zur Projektionsebene 
(AufriH in Abb. lHG), ,,0 i"t rIpr emri13 ein Meridian. 1st dagegen die 
Achse zur Proj{'ktiom;ebelle gt'lleigt (GrundriB in Abb. 187), so ist 
fur dirse Projektioll d{'r l'mrif3 kein Meridian, sondern punkt
weise zu kon~truieren. .:\lan gl'ht ~o Yor, daB man die Punkte U der 
UmriBkllrvt' "ueht, die auf einelll ausgewiihlten Parallelkreis p liegen. 
Da sieh die Rotationsfliiche und die Parallelkreisberiihrungskugel (83) 
langs des ganzen Parallelkrei8es beriihren. haben sit' in allen Punkten 
desselben die niimliehe Tangentialebene. Die illl UmriBpunkt U pro
jizierende Tangentialebene der Hotationsfliiehe muB sieh also allch 
yorfinden linter den projizierenden Tangentialebenen del' Kugel. Daher 
muB ihr Beriihrllngspllllkt ill del' Ebene liegen, die durch den Kugel
mittelpunkt ).' parallel Zllf UrundriBebene gelegt werden kann. Diese 
Ebene schneidt't die Ebene des Parallelkreies p in seiner Geraden 8, 

deren Sehnittpunktt' mit clem en;ten KugelumriB die beiden UmriB
punkte U] nnd C~ des ParallelkreiKPs p sind. 
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1st S die Spitze des Beriihrungskegels fUr den Parallelkreis p, so 
sind die Geraden SUI und S U2 dessen UmriBmantellinien. In den 
Punkten U1 und U2 beriihren sich die Umrisse von Rotationsflache, 

AufriLl 

""'. 

Kugel und Kegel, da sich 
diese drei Flachen langs 
des Parallelkreises p be
riihren. 

~~~-----------'r-~-----H 
85. Bestimmung des Meri

dians einer Rotationsflache. 
1m allgemeinen wird die 
Form einer Rotationsflache 
bestimmt durch die Angabe 
ihrer Achse und ihres Meri
dians. 1st aber die Flache 
gegeben durch die Achse 
und eine nicht mit ihr in 
einer Ebene liegende Kurve 
(eben oder gewunden), so 
gilt es, den Meridian der 
Rotationsflache zu bestim
men, welche durch die Ro
tation dieser Kurve urn die 
gegebene Achse entsteht. 

u, 

_J_ 
IV 

."" 

GrundriLl 

a 

In Abb.188 sei eine all
gemeine Glo boid flache 
gegeben. Sie entsteht, wenn 
sich ein Kreis urn eine 
Achse dreht, die im all
gemeinen nicht in seiner 
Ebene liegen wird. Liegt 
im besonderen die Dreh
achse in der Ebene des 
erzeugenden Kreises, so 

Abb.187. Darstellung einer Rotationsfliiche bei schiefer wird die Rotationsflache 
Achseniage. zur Kreisringflache (86) 

oder zur Kugel, wenn die Drehachse ein Durchmesser des erzeugen
den Krei8es ist. 

Will man den allgemeinen Fall darstellen, so hat man die Achse a 
zu geben, sowie zwei zugeordnete Projektionen des erzeugenden Kreises k. 
Die Achse a stehe in Abb. 188 rechtwinklig zur GrundriBebene. Da 
es im Verlaufe der Rotation (zweimal) vorkommen wird, daB die Ebene 
des erzeugenden Kreises k zur AufriBebene rechtwinklig steht, so kann 
man die eine dieser ausgezeichneten Lagen zur Bestimmung des er-
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zeugenden Kreises k benutzen. Der AufriB ist dann eine gerade Strecke, 
ein Durchmesser A B des Kreises k. Mit Hilfe einer Umlegung [k] des 
Kreises k laBt sich sein GrundriB nach Punkten und Tangenten er
mitteln. 

Urn nun den Meridian m der Flache zu bestimmen, beachten wir, 
daB der Nullmeridian mo in der Ebene liegt, die man durch die 
Achse a parallel zur AufriBebene legen kann. 

Zur Ermittlung von Punkten Po des Nullmeridians hat man also 
beliebige Punkte P des erzeugenden Kreises k zu verfolgen, bis sie 

AufrHl 

GrundriB 

Allh. 188. Globoidflache. 

in die Nullmeridianebene fallen. was im GrundriB erkennbar wird. 
Bei der Rotation beschreibt der Punkt P einen Parallelkreis p, der im 
AufriB geradlinig, im GrundriB in wahrer GroBe und GBstalt erscheint. 

Zur Bestimmung von Tangenten to des Nullmeridians beachte man, 
daB dieser fUr den AufriB den UmriB der Flache abgibt, daB also 
aIle seine Punkte eine Tangentialebene haben, die zur AufriBebene 
rechtwinklig steht. Es geniigt also, eine Flachentangente des Punktes Po 
darzustellen, urn in ihr die Spur diesel' projizierenden Tangentiale bene 
des Punktes zu erhalten, mithin auch die Tangente des Nullmeridians. 
l' sei der Punkt, in dem die Tangente t des Punktes Pan k den Durch
messer A B trifft. Urn die Endlage to der Tangente t zu finden, hat 
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man sie so lange um die Achse a zu drehen, bis der Beriihrungspunkt P 
in die Endlage Po fallt. 1st <X der Winkel dieser Drehung, so ist der 
Punkt Tum den gleichen Winkel zu drehen. Dann ist die Verbindungs
gerade Po To =-= to die Endlage der Tangente, und ihr AufriB £allt in 
die zweite Spur der projizierenden Tangentialebene, ist also zusammen
fallend mit der Tangente des Nullmeridians im Punkte Po. -

Der Parallelkreis P ergibt einen zweiten Punkt Qo des Nullmeridians, 
hervorgegangen aus dem zweiten Punkt Q, in dem der Parallelkreis P 
den erzeugenden Kreis k trifft. 

Wenn die Drehachse, wie in Abb. 188, das Innere des erzeugenden 
Kreises nicht trifft, so entsteht als Meridian eine Kurve von nieren
formiger Gestalt. 

Die Abb. 188 enthalt Zwischenlagen kl' k2' k3' ... des rotierenden 
Kreises. Das Einzeichnen solcher verschiedener Lagen der erzeugenden 
Kurve empfiehlt sich, um die Gestalt der Flache der Anschauung 
naherzubringen, die Flache gewissermaBen zu modellieren. 

Der scheinbare UmriB der Flache wird im GrundriB gebildet von 
den Grundrissen des kleinsten Parallelkreises PI und des groBten 
Parallelkreises P2' welche den GrundriB des erzeugenden Kreises k 
eben noch von innen bzw. von auBen beriihren. 

86. Ebener Schnitt einer RotationsfIache. Punkte der Schnittkurve 
einer Rotationsflache mit einer Ebene erhalt man, indem man die Par
allelkreise oder die Meridiane der Flache mit der Ebene schneidet. 
Einige Beispiele mogen das Vorgehen zeigen. 

a) Schnitt einer Ringflache mit einer ihrer Tangential
e benen. In Abb. 189 sei eine Kreisringflache gegeben durch den Kreis mo' 
der mit der Drehachse a in einer Ebene liegt. Die Flache besteht aus 
zwei Teilen: der Wulstflache und der Kehlflache, erstere be
schrieben durch den Halbkreis des Meridians, welcher der Achse seine 
konkave Seite zuwendet, letztere durch den anderen Halbkreis. 

Auf der Kehlflache sei nun ein Flachenpunkt P gewahlt und seine 
Tangentialebene bestimmt, einmal durch die Parallelkreistangente t 
und dann durch die Meridiantangente 8. Letztere erhalt man durch 
Drehung des Flachenpunktes P um die Achse a bis in den Nullmeridian 
nach (P), wobei zu beachten ist, daB der Schnittpunkt S der Mel'idian
tangente 8 mit der Achse a festbleibt. Da der Punkt P der Kehlflache 
hyperbolischer Natur (55) ist, wird seine Tangentialebene die Flache 
in einer Kurve schneiden, die im Beriihrungspunkt P einen Knoten 
besitzt (55). 

Um nun Punkte der Schnittkurve der Tangentialebene mit del' Ring
flache zu erhalten, hat man Parallelkreise der letzteren zu schneiden 
mit der ersteren. 1st PI ein beliebiger Parallelkreis, gelegen in einer 
zur Achse a rechtwinkligen Ebene, so hat man die Schnittgerade h 
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der Schnittebene mit dieser Hilfsebene zu bestimmen und mit dem 
Parallelkreis PI zu schneiden. 1st 8 1 der Punkt, in dem die Gerade 8 

die Hilfsebene trifft, so geht die gesuchte Schnittgerade h durch den 
Punkt 8 1 und ist rechtwinklig zur Geraden 8. Die Schnittpunkte 1 und 2 
der Geraden h mit dem Parallelkreis PI sind Punkte der Schnittkurve, 
die man darstellen AufriB 

will. CL 

Die Hilfsebene I 
enthiUt noch einen 
zweiten Parallelkreis 
P2' der wiederum 
zwei Punkte 3 und 
4 der Schnittkurve 
liefert. 

Ausgezeichnete 
Punkte der Schnitt
kurve erhalt man. 
wenn man einmal 
die Hilfse bene so legt, 
daB sie den groBten 
und den kleinsten 
Parallelkreis der 
Flache enthiilt. Denn 
da diese im Grund
riB den UmriB bil
den, werden die 
Punkte 5-8, die man 
so erhalt, UmriB
punkte der erst en 
Projektion sein. wo 
die Kurve yom sicht
baren 0 beren Teil der 
Flache zum unsicht
baren unteren iiber
geht. 

Sodann wird man 
die hOchste und die 

GrundriB 

A bb. 11<9. Ebener Schnitt einer Ringfliiche. 

tiefste Lage der Hilfsebene heranziehen, urn die obersten Punkte 9 
und 10 und die untersten 11 und 12 der Schnittkurve zu finden. 

In diesen acht ausgezeichneten Punkten sind die Kurven
tangenten als die Schnittgeraden der Schnittebene mit den be
treffenden Tangentialebenen unmittelbar bekannt: sie sind recht
winklig zur Geraden 8 in den extremalen Punkten 9-12, fallen 
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dagegen zusammen mit den Tangenten des Umrisses in den UmriB
punkten 5-8. 

Die Tangente an die Schnittkurve in einem beliebigen ihrer Punkte 
bestimmt sich ebenfalls nach dem Satz in (55). 

Das Konstruktionsverfahren ergibt den allgemein fiir Rotations
flachen giiltigen Satz: 

Die Schnittkurve einer Rotationsflache mit einer Ebene 
ist normal-symmetrisch zur Schnittgeraden der Schnitt
ebene mit der zu ihr rechtwinklig stehenden Meridian
e bene. 

Diese Achse normaler Symmetrie ist in Abb. 189 die Gerade 8. 

Aus dieser normalen Symmetrie wird in der zweiten Projektion 
eine schiefe, deren Achse 8 ist. 

Die Konstruktion der Tangente der Schnittkurve versagt fUr den 
Beriihrungspunkt P, entsprechend dem Umstande, daB dieser Punkt 
ein auBergewohnlicher Kurvenpunkt (eben ein Doppelpunkt) ist. Nur 
durch eine Konstruktionsmethode, die imstande ist, auch die Kriimmung 
der Flache zu umfassen, gelingt es, die beiden Haupttangenten des 
Doppelpunktes zu ermitteln. 

Abb. 190. Holzfriiser. 

b) Schnitte an einem Holzfraser. Abb. 190 gibt einen Schnitt 
(AufriB) und den KreuzriB eines Holzfrasers, der ein Rotationskorper 
ist, dessen Meridian mo das Profil der herauszuarbeitenden Hohlkehle 
einhalt. Die Zahnrander sind die Durchdringungskurven projizierender 
Zylinder, deren Normalschnitt im KreuzriB in den Zahnliicken er
scheint. Jeder dieser sechs gleichen Zylinder besteht aus zwei verti
kalen Ebenen, die durch den Teil eines geraden Kreiszylinders ver
bunden werden. 
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Punkte der Zahnrander findet man, indem man Parallelkreise del' 
Rotationsflache einlegt. 

Der Parallelkreis p trifft im KreuzriB den ebenflachigen Zahnrand 
im Punkte P, dessen AufriB auf dem AufriB des Parallelkreises p liegt. 

Ebenso liefert der Parallelkreis q einen Punkt Q, welcher der Durch
dringungskurve des zylindrischen Teiles des Uberganges von einem 
Zahn zum anderen entspricht. 

c) Ebene Sehnitte an einem Gehause. In Abb. 191 sei ein 
Gchause dargetltellt. des sen Form einer Rotationsmiche entspricht, 
deren Achse die Gerade 
a und deren ~Iel'idiane 

die Kurve mo ist. Acht 
LiiftungslOcher. ange
bracht an den Enden 
von vier Dul'ehmessern, 
die einen Biehtungs
untersehied yon jc 45 0 

haben, sind als cbene 
Sehnitte zu konstru
leren. 

Zwei von dcn aeht 
Lochern erseheinen im 
AufriB projizierend, ge
radlinig. Man kann sie 
verwenden, urn rasch 
und genau die Knrven 
zu ermitteln. welche die 
Rander del' iibl'igen Hind. 

Unmittelbar el'gebcn 
sieh dureh Dl'ehung UIll 

die RotationsaehHp aus 
dem oberstell Punkt Ao 

und dem untel'stenPunkt 

s 

Ahh. 191. 

a 

AufriB 

a 
-- /~. 

, ". 

GruudriB 

, 
Selmitte an eiueIll Gehause. 

Bo der gel'adlinig cl'seheinenden Offnung die extremalen Punkte AI' 
BI usw. der iibl'igen Offnungen. Und projizieren sich in Po == Qo zwei 
zum Meridian mo symmetrische Punkte der Schnittkurve, so findet 
man aus ihnen durch Drehung auf dem Parallelkreis p die beiden zum 
YIeridian m1 symmdl'isehen Punkte der nachsten und ebenso der 
weiteren Offnungl>l1. .Man hat nur zu beaehten, daB die Bogen UoPo. 
und UI PI dieHes Parallelkreises gleieh lang sind und daB aueh der 
Bogen U1Ql diest' Liinge hat. -

Aueh daR eben angewandte 
anderes als cine der hcsonderen 

Konstruktionsverfahren ist nichts 
Anordnung der Schnittebenen an-
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gepaBte Durehfiihrung der Parallelkreismethode fiir die Er
mittlung des ebenen Schnittes einer Rotationsflache. -

Weniger geeignet pflegt im allgemeinen die Meridianmethode 
zu sein, die darin besteht, Punkte der Schnittkurve einer Ebene mit 
einer Rotationsflache auf ausgewahlten Meridianen zu konstruieren. 

Abb. 192 zeigt ihre Durchfiihrung und beriieksiehtigt auch die aus-
a. gezeichnetenMeridiane 
I AufriB (Nullmeridian, Sym

GrundriB 

Abb.192. Meridianmethode. 

metriemeridian), auf 
die man diese Methode 
mit besonderem Vor
teil anwenden wird. 

Die Sehnittebene 
der Rotationsflaehe 
mit der Aehse a und 
dem Nullmeridian mo 
sei in Abb. 192 gege
ben dureh die erste 
Fallgerade 8 des 
Sehnittpunktes F der 
Ebene mit der Achse a. 
Sollen nun die Punkte 
bestimmt werden, 
welche der Sehnitt
kurve angehoren und 
auf einem beliebigen 
Meridian m liegen, so 
ist zunaehst die Ebene 
dieses Meridians zu 
schneiden mit der 
Ebene des Sehnittes. 
Dazu wurdeinAbb.192 
der Punkt bestimmt, 

in welchem die Meridianebene eine Hauptgerade h der Sehnittebene 
trifft. Die gesuehte Schnittgerade verbindet dann diesen Punkt mit 
dem Schnittpunkt F der Schnittebene mit der Achse a. Um nun 
Sehnittpunkte dieser Geraden g mit dem Meridian m zu finden, 
dreht man sie mit diesem· Meridian um die Aehse a, bis beide 
in die zur AufriBebene parallele Nullmeridianebene fallen. Erstere 
fallt dann in die Gerade (g), letzterer deckt sieh mit dem ·Nullmeridian. 
(P) und (Q) seien die Schnittpunkte beider, P und Q die zuriiekge
drehten Lagen dieser Punkte. 

Man wird diese Meridianmethode insbesondere anwenden 
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1. zur Bestimmung der l'mriBpunkte U der zweiten Projektion. 
indem man die ~chllittgerade II, der Nullmeridianebene mit der Schnitt
ebcne bestimmt: 

2. zur Ermittlung extremaler (hoehster bzw. tiefster) Punkte E der 
Schnittkurve. -

87. Durchdring'ungen yon RotationsUlichen mitcinander. Die be
que me Herstellungsmoglichkeit und die kompendiose Form der Rota
tionskorper bedingt die HaufigkPit ihrer Verwendung und bringt es 
aueh mit sieh. daB sieh an den teehnisehen Raumgebilden zwei der
artige Flaehen oft durehdringen. Zumeist winl die Durehdringungs
kurve beim HenlteHungsvorgang (dem GieBen, Drehen, Frasen) mit 
erhalten werden und bedarf keiner ein-
gehenderen konRtrnktiven VorbE'reitung. 
Aber im Hinbliek auf den ZweC'k diE'ses mo 

Buehes - die Schulung einer disziplinier-
ten und einsiehtigen technischen Raum
anschauung --- mogen die yerKchiedenen 
FaIle. die bei der Dnrehdringung zweier 
Rotationsflachen auftreten konnen. kurz 
besproehen werden. 

MaBgebend fUr die Konstrnktions
methode bei der Darstellung einer solchen 
Durchdringungskurn> ist yor aHem die 
gegenseitige Lage der Achsen der 
beiden Rota t ionskiirper. Folgende 
FaIle sind moglich: 

a) Die beidell Achsen fallen zu

n 
o 

Ab1>. 193. Gemeinsamer Parallelkreis 
zweirr RotationsfHichen. 

sammen. Dallll wini dip Durchdringung der beiden :Flaehen aus 
einem (odeI' mehreren) gemeinsamen Parallelkreisen beider Flaehen 
bestehen. heryorgegangen aus einem (bzw. mehreren) gemeinsamen 
Punkten der beiden Nullmeridiane (Abb. 193). 

b) Die beidell ,.\ehsen sind parallel. In diesem FaIle kann man 
als Hilfsflaehen zur Bestimmung yon Punkten der Durehdringungs
kurve Ebenen legen. die zu beiden Aehsen rechtwinklig 
stehen, also aus lwiden Flaehen Parallelkreise sehneiden. deren Schnitt
punkte beiden Flachen angehoren. 

In Abb. 194- "il'd eine kugelformige Schale dnrehdrnngen von 
einem kegelformigen Auge. Dieser Fall kann nach der eben erlauterten 
Methode durehkonstruiert werden. Denn man kann die beiden Flachen 
als Rotationsfliiehen mit pamllelen Achsen a und b betrachten, die 
zur GrundriBebene I'cehtwlnklig angeordnet sind. M sei der Mittel
punkt der Kugel yom Radius R. yon der der Kreis k einen Absehnitt 
begrenzt. 

Gro{3wann. Gt'ollll'trit'. 11 
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1st Heine zu den beiden Achsen rechtwinklige (also zur Grund
riBebene parallele) Hilfsebene, so schneidet sie den Kegelstumpf in 
einem Kreise kb' dessen Radius man dem AufriB entnehmen kann. 
Die Kugel wird in einem Kreise ka geschnitten, dessen Radius ebenfalls 
im AufriB abgemessen werden kann. Die gemeinsamen Punkte P und Q 
dieser beiden Kreise gehoren der Durchdringungskurve an. 

Aus diesem Vorgehen ergibt sich, daB die Durchdringungskurve 
die Verbindungsebene beider Achsen a und b zur Symmetriee bene 

Aufril3 

GrundriJ3 

Abb. 194. Zwei Rotationsflachen mit paralJelen Achsen. 

hat. Man wird also den obersten Punkt 0 der Durchdringungskurve, 
sowie ihren untersten Punkt U in dieser Symmetrieebene zu suchen 
haben. Um diese Punkte zu bestimmen, denke man sich die Ebene (a, b) 
mit den beiden Flachen geschnitten und drehe diese Schnittfigur um 
die Kugelachse b, bis sie zur AufriBebene parallel wird. Aus den ge
drehten Lagen (0) und (U) der beiden gesuchten Punkte schlieBt man 
auf ihre urspriingliche Lage in der Ebene (a, b). 

Auch die UmriBpunkte U1 und U2 fiir den AufriB ergeben sich 
leicht. Sie liegen auf den UmriBmantellinien U1 und U 2 des Kegels, 
also in deren Verbindungsebene E. Diese Ebene E schneidet aus der 
Kugel einen Kleinkreis e, von dem man die Punkte El und E2 auf dem 
AbschluBkreis k des Kugelabschnittes kennt. Damit kann dem AufriB 



Durchdringungen von Rotationsflachen miteinander, 163 

der Radius r = lJ1 El des Kreises entnommen werden, und wo der 
Kreis e die UmriBmantellinien des Kegels trifft, da sind die UmriB
punkte U1 bzw. U2 der Durehdringungskurve. 

(Der in Abb. 194 dargestellte Teil der Durehdringungskurve ist 
nieht etwa ein Kreis oder eine Ellipse, sondern die Projektion des einen 
Ovals einer Raumkurve 4. Ordnung, deren anderer Teil dort liegt, wo der 
naeh unten verlangerte Kegel wieder aus der Kugel heraustritt.) 

e) Die beiden Aehsen sehneiden sieh. Kann man in diesem 
FaIle die Ebene der beiden Aehsen zu einer der Projektionsebenen 

Abh. 1 no. Zwei Rotationsfiaehen mit siPh schneidenden Achsen. 

parallellegen, dann empfiehlt es sieh, Hilfskugeln zu verwenden, 
deren gemeinsamer Mittelpunkt der Sehnittpunkt beider 
Aehsen ist. Ja, wegen der rotations-symmetrisehen Eigenart der 
beiden sieh durehdringenden Flaehen kommt man dann mit einer 
Projektion aus. 

Abb. 195 soIl diesen Fall veransehauliehen. Der Punkt 0 sei der 
Sehnittpunkt der beiden Aehsen a und b. Der UmriB einer Hilfskugel 
seiu; sie sehneidet aus den beiden Flaehen zwei Kreise ka und kb heraus, 
die in der gewahlten Normalprojektion auf die Ebene beider Aehsen als 
gerade Strecken erseheinen. Sie ergeben zwei Sehnittpunkte, deren 
Projektionen zusammenfallen in einen Punkt P, so daB eine Doppel
projektion der Durehdringungskurve entsteht, entspreehend dem Um
stande, daB die Ebene beider Aehsen eine Symmetrieebene der ganzen 

11* 
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raumlichen Anordnung ist. Die Tangente an die DUI'chdringungskurve 
ki::innte als der Schnitt der beiden Tangentialebenen der Flache gefunden 
werden, ergibt sich aber einfacher nach der N ormalenmethode (64). 
Durch Drehung des Punktes P in den Nullmeridian mb der Flache 
mit der Achse b findet man die Spitze Nb des Normalenkegels dieser 
Flache fiir den Parallelkreis kb' wahrend Na diese Spitze fiir den Zy
linder mit der Achse a und den Parallelkreis ka ist. Die Verbindungs-

AufriB gerade 8 dieser beiden 
!Q, Kegelspitzen Na und Nb 

ist dann die Spur der Ver
bindungsebene der bei
den Flachennormalen nil 

.X W und nb mit der Ebene bei-

GrundriB 

Abb.196. Durchdringungen an der Radnabe. 

der Achsen. Rechtwinklig 
zu dieser Spur steht die 
Projektion der Tangente t 
an die Durchdringungs
kurve im Punkte P. -

1st die Anordnung der 
beiden sich durchdrin
genden Rotationsflachen 
derart, daB sich zwar ihre 
Achsen schneiden, daB 
aber die Ebene beider 
Achsen zu keiner der Pro
jektionse benen parallel 
ist, so empfiehlt es sich, 
entweder umzuprojizieren 
(42) oder, noch besser, 
Umschau nach geeignete
ren Hilfsflachen zu halten. 
Uberhaupt ist die durch 
die Theorie nahegelegte 
allgemeine Methode nicht 

in jedem Einzelfall die vorteilhafteste, sondern gerade bei Anord
nungen von Durchdringungen, wie sie in Maschinenzeichnungen vor
kommen, bietet sich oft ein System von Hilfsflachen dar, das sich in 
der Durchfiihrung als einfacher zu handhaben erweist. 

Abb. 196 zeigt einen solchen Fall. Die Durchdringungskurven der 
Radnabe mit den Felgen gehi::iren zwar zwei Rotationsflachen mit sich 
schneidenden Achsen an, werden aber besser konstruiert durch Ver
wendung von Hilfsebenen, die parallel sind zu den Achsen samtlicher 
zylindrischer Felgen. 1st Heine solche Hil£sebene, so sei k der Parallel-
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kreis, den sie aut:! der Nabe sehneidet. m eine in der Ebene H liegende 
Mantellinie auf einem der Zylinder, P der Sehnittpunkt beider, welcher 
der Durehdringungtlknrve als Punkt angehort. 

Die Tangentt' im Punktc P an dit' Kurve wurde als Sehnittgerade 
beider Tangentialebent'n ermittrlt, indem deren Spuren mit der Sym
metrieebene ~. de~ ganzen Objektes bestimmt wurden. Die Tangential
ebene an den Zylinder langs der }Iantellinie m stellt sieh im AufriB 
dar als Tangentt' P'-; des Grundkreises des projizierenden Zylinders. 
Damit findet man die ~pur tl diesel' Tangentialebene mit der Symmetrie
ebene I und kann sip im <irundriB darstellen. Zur Bestimmung del' 
Tangentialebene de,; anderell Rotationskorpers bestimmt man dureh 
Drehung des Punktes P --~ 

/fi 
urn die Achse a in <ipll Null
meridian naeh (P) die 
Spur 8 2 der 1Ieridiantan
gente diesetl PUll kteH. Dann ~ -
geht die ~pur '2 der Tan
gentialebene mit der ~ym
metrieebene ~'dureh diesen 
Punkt 8 2 und ist r('eht
winklig ZlIm C;rllnclri(~ der 
Meridiantangentt'. Dip bei

den Spuren 'I llnd '2 del' 
Tangentialebenen ergeben 
den Spurpunkt T del' Tan
gente t mit del' :-Iymmetrie
E'bene I. 

d) Die beiden Aeh

Abb.197. 
Zwci \{otationsfJaehen mit windschiefcn Achsen. 

-b 

sen sind windKchief zueinander. In diesem allgemeinsten 
Falle drangt t;ieh keine allgemeine Methode zur Konstruktion 
yon Punkten der Durehdringungskurve der beiden Flachen auf, denn 
es gibt keine Folge von Hilfsflaehen, die gleichzeitig aus beiden 
_FHichen einfache Kmven sehnciden wiirden. 

Doeh kommt eH hiiufig YOI', daB die besondere Eigenart und An
ordnung der sieh durchdringenden Fliiehen die Angabe geeigneter Hilfs
fliiehen erlauht. 

In Abb. Hl7 ,,,irci einc Kreisringfliiche durchdrungen von einem 
gcraden Kreii5zylinder, detltlt)ll Achtlc b in del' Symmetrieebene ~ des 
Ringes liegt, cilll' Anordnllng, die bei Wasserkraftmaschinen haufig ist. 
Es liegt nun nahe. cine Folge von Hilfskugeln anzugeben, die aUB 

beiden Flachen Kn'ise schneiden. 
1st namlich ,ll die Ebenc cines die Durchdringungskurve schneiden

den ::\Ieridian~ 11/. so wird jede durch den Kreis m gehende Kugel ihren 
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Mittelpunkt auf der Normalen n haben miissen, die man im Mittel
punkt Z des Kreises m auf seiner Ebene errichten kann. Diese Normale 
liegt in der Symmetriee bene 1: des Ringes und trifft die Achse b des 
Zylinders in einem Punkte O. Dieser Punkt 0 ist der Mittelpunkt 
einer Kugel vom angegebenen Radius r, welche beide Flachen in Kreisen 
m und k schneidet. Der UmriB der Kugel ist der Kreis u. Beide Kreise, 
'IIi und k, erscheinen in der Normalprojektion auf die Symmetrieebene 
ala gerade Strecken, ergeben also in ihrem Schnittpunkt P die Doppel
projektion von zwei Punkten der Durchdringungskurve. 

Sehr einfach ergibt sich die Tangente des ermittelten Punktes, 
und zwar nach der Normalenmethode (64). Die Ringnormale trifft 
namlich die Symmetrieebene 1: im Mittelpunkt Z des Meridiankreises m. 
Die Zylindernormale tri££t sie im Mittelpunkt N des Normalschnittes k 
des Zylinders. Die Verbindungsgerade 8 dieser beiden Spurpunkte 
ist also die Spur der Ebene beider Flachennormalen mit der Symmetrie
ebene 1:. Rechtwinklig zu dieser Spur steht dann die Normalprojektion 
der Tangente t auf die Ebene 1:. 

XI. Das Rotationshyperboloid. 
88. Drehung einer Geraden um eine zu ihr windsehiefe Aehse. Wird 

eine Gerade um eine zu ihr windschiefe Achse rotiert, so beschreibt 
sie die einbchste aller Regelflachen, deren Eigenschaften grund
legend sind fiir das Verstandnis aligemeiner Flachen dieser Art. 

In Abb. 198 sei die Gerade a die Rotationsachse, die Gerade g die 
Erzeugende der Flache. Eine neue Lage gl der sich drehenden Ge
raden erhalt man, wenn man zwei Punkte der Erzeugenden wahrend 
der Drehung verfolgt. Sei K derjenige ihrer Punkte, welcher der Achse a 
am nachsten liegt. Er wird bei der Rotation den kleinsten alier Parallel
kreise der Flache, den Kehlkreis le, beschreiben, dessen GrundriB in 
Abb. 198 in wahrer GroBe, dessen AufriB als gerade Strecke erscheint. 
Ferner sei P ein beliebiger weiterer Punkt der Erzeugenden g, p der 
Parallelkreis, den er beschreibt. Kommt nun der Kehlkreispunkt K 
der Erzeugenden g an die Stelle K I , so wird der GrundriB der Erzeugen
den g aus der Tangente in K an den Kehlkreis zur Tangente in KI an 
diesen iibergegangen sein, und damit kann auf dem Parallelkreis p 
auch der Punkt PI angegeben werden, in den der Punkt P bei der 
Drehung iibergegangen ist. Die Aufrisse der Punkte KI und PI be
stimmen dann den AufriB der neuen Lage gl der Erzeugenden. 

Richtet man neben dem Punkte P der Erzeugenden das Augen
merk auf ihren Punkt Q, der vom Kehlkreispunkt K nach der anderen 
Seite ebenso weit weg liegt als der Punkt P, so haben diese beiden 
Punkte P und Q gleiche Entfernungen von der Achse, beschreiben also 
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zwei Parallelkreise p bzw. q mit gleichen Radien, deren Grundrisse 
sich daher deckE'n. wiihrend die Aufrisse symmetrisch liegen zum Auf
riB des Kehlkreitw~. ~olcherweise kann zu jedem Parallelkreis p der 
Fliiche ein symnwtriseher q bez. der Ebene ~ des Kehlkreises angegeben 
werden. 

Die Ebene de" Kehlkreises ist eine Rymmetrieebene des 
Rota tionshyper bo loids. 

Da die erzeugte RegelfHiche zur Ebene ~' symmetrisch ist, kann 
man zu jedem Punkt P der FHiehe einen bez. dcr Ebene ~ symmetrischen 
Punkt R angeben, del' aueh 
auf der Flache liegt. Dureh
lauft der Punkt Peine Er
zeugende g der FHiche, so 
,vird sem Spiegclbild R 
auch cine auf del' Flache 
liegende Gerack I durch
laufen. die al)('r nieht dnrch 
Rotation au;; del' Erzeu
genden g hervorgeht. aber 
ihrerseits, um clie Achse a 
rotiert. cine neue gerad
linige Schar von Erzeu
genclen der FHichco erzcugt. 
die das niimliche Rota
tionshyper boloid ergi bt. 
Die Fliiche prweist sich 
solchergestalt uherdeckt 
von zwei Systemen V(')11 Er- RP 

zeugenden, der Reg e 1-
schar g und del' Regcl
schar l. Zwei Erzeugende 
del' namlichcn Schar gehen 
durch Rotation tllll die 
Achse a useinander her VOl' . 
sind also windschief zuein
ander. wahrend man ein-

_~o 

GrnndrW 

."'-hh. t9~. Hotationshyperboloid. 

sehen kann, claB sich irgend ZWel Erzeugende verschiedener Scharen 
stets schneidcn. Betrachten wir zu dem Ende in Ahb. 198 die bei
den Erzeugenden 1ft und I. welche die Kehlkreispunkte KI bzw. K 
he sit zen und den ParallelkrciR p in den Punkten PI bzw. 8 treffen. 
AUR planimctrischen Grunden sind dic Verbindungsgeraden K Kl 
und 8 P1 parallel zllC'in<tndcr. KO daB (lie vier PUl1ktp K, K I , S und 
PI in cineI' Ebl'IW liegl'n. mithin auch diP Geraden gl und l. Die 
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Abbildung muB also die Probe aushalten, daB die beiden Projek
tionen des Schnittpunktes A dieser zwei Erzeugenden in einer Ord
nungsHnie Hegen. 

1st anderseits A ein beliebiger Punkt der Flache, gegeben durch 
seinen GrundriB (also auf aIle FaIle auBerhalb des Kehlkreises k, der 
in erster Projektion den scheinbaren UmriB der Flache darstellt), so 
kann man vom GrundriB des Punktes A stets zwei Tangenten an den 
GrundriB des Kehlkreises ziehen, und dies sind die Grundrisse der beiden 
durch den Punkt A gehenden Erzeugenden fll und l der Flache; ihre 
Verbindungsebene ist die Tangentialebene der Flache zum Beriihrungs
punkt A. Denn da die Geraden fit und l ganz auf der Flache Hegen 
und mit ihren Tangenten im Punkte A zusammenfallel1, ist die Tan
gen tiale bene durch sie bestimmt. Zusammenfassend kann man 
somit sagen: 

Das (einfache) Rotationshyperboloid ist uberdeckt VOn 
zwei Regelscharen; zwei Erzeugende der namlichen Schar 
sind winds chief zueinander, zwei Erzeugel1de ver
schiedener Scharen schneiden sich. Durch jeden Flachen
punkt gehen zwei Erzeugende, VOn jeder Regelschar eine, 
deren Verbindungsebene die Tangentialebene des Flachen
punktes ist. Die beiden Regelscharel1 gehen durch Spiege
lung an der Kehlkreisebene auseil1ander hervor. 

Fur einen Kehlkreispunkt K verbindet die Tangentialebene zwei 
zueinander symmetrische Erzeugende fI und l, eben dem Umstand 
entsprechend, daB der Kehlkreis der UmriB der Flache fUr die erste 
Projektion ist. Da die Flache eine Rotationsflache ist, deren Achse a 
zur AufriBebel1e parallel ist, so wird der Nullmeridian mo der UmriB 
fUr die zweite Projektion sein. Die Aufrisse aller Erzeugenden werden 
Tangenten an seinem AufriB (57). Will man somit Punkte U dieses 
scheinbaren Umrisses konstruieren, so hat man nur Erzeugende der 
Flache, z. B. die Gerade fit der Abbildul1g, mit der Ebene des Null
meridians zu schneiden, was sich im GrundriB sofort ausfuhren laBt. 
Der AufriB des UmriBpunktes U ist dann der Beruhrungspunkt des 
Aufrisses der Erzeugenden fit mit dem AufriB des Nullmeridians. Ein 
solcher UmriBpunkt U hat eine zweitprojizierende Tangentialebene, 
wie auch der GrundriB erkennen laBt, da vom GrundriB jedes Null
meridianpunktes zwei zur Ebene des Nullmeridians symmetrische Er
zeugende der Flache ausgehen, deren Aufrisse also zusammenfallen. 

Es steht zu erwarten, daB der Meridian eine algebraische Kurve sei. 
Um deren Ordnung zu bestimmen, denke man sich die Anzahl der 
Punkte bestimmt, welche eine in einer Meridianebene beliebig gewahlte 
Gerade k mit der Meridiankurve des Rotationshyperboloids gemein hat. 
Diese Anzahl ist gleich der Anzahl der Schnittpunkte der Erzeugenden g 
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der Flache mit delll gcradell Kreiskegel, den die Gerade k bei del' Ro
tation urn die Achse a erzeugell wiirde, also gleich 2, weil dieser Kegel 
von der 2. Ordllung it:!t (fH). Die Symmetrieverhaltnisse des Meridians 
ergeben, daB er eine Hyperhel ist. doren Nebenachse die Drehachse 
ist uud deren Hauptaehse in die Kehlkreisebene taUt. 

Die FHi.clw kann alRo allch erhalten werden durch die Rotation 
einer Hyperbel lim ihre Nebenaehse. Dabei erzeugen die beiden Hy
perbelaste daR namliehe Gebilde. woher der Name "einfaches" oder 
.,einsehalige,;·· l{otationshyperholoid riihrt, im Gegensatz zum "zwei
fachen" oder .. zweisc:haligen·; Rotationshyperboloid, das durc:h Ro
tation einer Hyperhel um ihre Hauptac:hse entsteht. Diese andere 
Flache enthalt hille geradlinigen Erzeugendcn, und es kommt ihr aus 
diesem Grunde geringere Bedeutung zu als jener Regelflac:he. 

Zu jeder Erzcugenden d('r einen Rcgelsc:har des einfac:hen Rotations
hyperboloids. z. B. WI' Geradcn g, gibt es eine parallele Erzeu
gende 72 dl'l" anderen Sc:har. 1m GrundriB projizieren sich diese beiden 
Erzeugenden als paralleIc: Tangenten des Kehlkreises. Ihr Sc:hnittpunkt 
liegt unendlic:h-fern und ist del' Bel'iihrungspunkt ihrerVerbindungsebene, 
die, wie man am; dem Grundl'iB el'sieht, dureh den Mittelpunkt 0 des 
KehIkl'eises - .. den )Iittelpunkt del' Flac:he - geht. Da die El'
zeugenden del' Fliiehe durch Rotation bzw. durc:h Spiegelung auseinandel' 
hervorgehen. 80 haben sie siimtlieh gleic:he Neigung gegen die Kehlkreis
ebene, so daB die Vel'bindungsebenen je zweier paralleler El'zeugenden 
del' beiden Regelsehal'en einen geraden Kl'eiskegel mit del' Ac:hse a um
hiillen, den 80g. Atlymptotenkegel des Rotationshyperboloids, so ge
nannt, weil die ihn umhiillenden Tangentialebenen del' Flache diese in 
unendlicher Ferne bel'iihl'en. Del' Asym ptotenkegel ist del' Tangenten
kegel del' ];'liiche yon ihrem 1fittelpunkt aus. Zwei dieser Tangential
ebenen, dip \"erbindllng8ebenen del' pal'allelen El'zeugendenpaare u, v 
bzw. Ill' VI sind zweitprojizierende Ebenen, bestimmen also im AufriB 
die Uml'iBmantellinien de" Asymptotenkegels. Die Gel'aden u·= VI 

und 111 - I.' "ind demnaeh die Asymptoten del' Uml'iBhyperbel. 
LiiJ3t man eillen Punkt des Rotationshypel'boloids auf einer El'

zeugenden wandel'n und beaehtet man, daB an jedel' Stelle die Tan
gentialebene die dol't hindnrehgehenden zwei Erzeugenden verbindet, 
so zeigt sieh, daB mit der Bewegung des .Flaehenpunktes langs einer 
Erzeugenden, sieh seine Tangentialebene urn diese El'zeugende dreh t. 
Kein{' zWl'i Punkte del' Erzeugenden haben die namliche Tangential
ebene. Wiihrend also hei rim abwiekelbal'en Regelflac:hen (56) aile 
Punkte liing8 einer El'zeugenden die namlic:he Tangentialebene haben, 
andel't sieh diese bei den windsehiefen Regelflac:hen von Stelle 
zu Stelle. Dat:! Rotationshypl'l'holoid ist die einhc:hste del' windschiefen 
Regelflaclwll (Kap. 'sIll). -
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Abb. 199 zeigt das Lichtbild eines sog. Schragschaufelgeblases 
oder Hyper boloid ven tila tors, wie solche von der Maschinenfabrik 

G. Schiele & Co. in Esch
born a. T. hergestellt 
werden. 

89. Hyperboloidrader. 
Rotationshyperboloide 

konnen verwendet wer
den, um Drehungen um 
eine Achse zu iibertragen 
auf eine andere, zurersten 
windschiefe Achse. 

In Abb. 200 seien a 
und b die beiden zuein
ander windschiefen Ach
sen. Das Projektions
system nehme eine mog
lichst einfache Lage gegen 
dieses Achsenpaar ein; 
es sei die Achse a zur 
ersten Projektionsebene 

Abb. 199. Hyperboloidventilator. rechtwinklig, die Achse b 
zur zweiten Projektions

ebene parallel. Dann erscheint der kiirzeste Abstand d der Achsen 
iIll GrundriB, der Schrankungswinkel y im AufriB. 

Nun gilt es, eine Gerade e zu finden, die beiden Flachen als Er
zeugende so dienen kann, daB die durch Rotation dieser Geraden um 
die Achsen entstehenden Flachen einander in allen Punkten der aus
gewahlten Erzeugenden beriihren. Wohlverstanden kann die Beriihrung 
nicht stattfinden, wie z. B. bei Kegelfriktionsradern; denn beim Ro
tationshyperboloid andert sich ja die Tangentialebene von Stelle zu 
Stelle. Dagegen kann erreicht werden, daB die beiden Hyperboloide 
in jedem Punkte der " Beriihrungserzeugenden" die (wechselnde) 
Tangentialebene gemeinsam haben . 

Dazu wird einmal notig sein, daB die gesuchte Gerade eden kiirzesten 
Abstand der Achsen a und bunter rechtem Winkel schneide. Dieser 
Schnittpunkt S wird der Punkt werden, den die Kehlkreise der beiden 
Flachen gemeinsam haben. 

1m AufriB wird also die Projektion der Geraden e qurch den Punkt S 
gehen miissen, der in den Schnittpunkt der Aufrisse der Achsen a und b 
falIt. 

Der AufriB der Geraden e wird den Schrankungswinkel y in zwei 
Teile lX und P zerlegen, deren GroBe abhangig ist vom Ubersetzungs-
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yer h iiI tnis der heiden Rader. Kinematische Betrachtungen, die aber 
den Rahmen del' darstellenden Geometrie iiberschreiten, zeigen, daB 
die Sinus del' beiden Teilwinkel im Yerhaltnis der Ubersetzung stehen. 
Ist also daR t'rtwrsetzungsverhaltnis p : q, so gilt 

"in:X : sin;1 = p: q . 

Dementsprechend wurde der Punkt E des Aufrisses der gesuchten 
Geraden e in Abb. 200 ermittelt. 

1st der Aufri13 der Geraden e hekannt, so ergibt sich ihr Grundri13 
aus del' Forderung, daB sieh die beiden Hyperboloide in allen Punkten 
der gerneinsamen Erzeugenden e beriihren a 

mussen. 1st also P pin beliebiger derar- e 11-

tiger Punkt, ';0 haben die beiden Hyper-
boloide in ihm die Tangentialebene und 
somit auch die Flaehennormale gemein. 
end da die Gerade e. weil rechtwinklig 0 

zum kurzesten Ah,;tand der beiden Ach-

e 

Aufril.l 

Grundrif.l 

n 

n 

p 

,,~ 

S' 
,,"" 

'd 

sen, zur Aufri13ebene parallel spin mu13, 
wird sich der rechte Winkel der Geraden e 
und der gemeinsamen Flachennormalen n 
im Aufri13 in wahrer GroBe zeigen. Sind 
Q und R die flchnittpunkte der Norma
len n mit den Achsen a hzw. b. so kann 
man aus <ien Aufrissen die Grundrisse 
diesel' Punkte angehen unci damit den 
Grundri13 der Normalen 11. Auf ihm 
liegt der GrundriB des Punktes P, nnd 
durch diesen geht. rechtwinklig zum 
kurzesten Abstand beidpr Achsen, del' 
Grundri13 del' Bcruhrungserzeugenden e 
beider Hyperholoide. 

Del' Fu13punkt 8 der Beruhrungserzeu
genden teilt den kurzestpn Abstand in 

b----~R7---------~-L-L 

Abb. 200. Konstruktion drr 
Beriihrungserzeugenden von zwei 

Hyperboloidradern. 

zwei Streeken r" unci Tb' welche die 
Kehlkreisradien der sieh heruhrenden Hyperboloide sind. Ihr Ver
haltnis ist nicht etwa gleich dem Ubersetzungsverhaltnis, 
sondern ergibt sich aus der Abb. 200 folgenderrna13en: 

E" ist 
tgiX: tgl1 = PQ: P R = Ta : Tb . 

In Ahb. 20] \vurden die Rader fUr das Ubersetzungsverhaltnis 

p:q=2:3 

konstruiert. Zur Darstellung des Rotationshyperholoides mit der 
schiefstehenden Achse b wurd(' ein Seitenri13 parallel zu seiner Kehlkreis-
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ebene eingefiihrt. Das gewahlte Ubersetzungsverhaltnis bringt es mit 
sich, daB das Rad a zwei volle Umdrehungen macht, wahrend in der 
gleichen Zeit das Rad b deren drei ausfiihrt. Urn dies in der Darstellung 
sinnfallig zum Ausdruck zu bringen, wurden auf der ersten Flache zwolf, 

SeitenriB 

Grundrif.l 

Abb.201. Hyperboloid·Rader. 

b 

auf der zweiten acht Erzeugende gleichrnaBig verteilt, und zwar beide 
Male von der Beriihrungserzeugenden ausgehend. Damit sind auf den 
beiden Flachen Erzeugende herausgehoben, die im Verlaufe der Be
wegung zur Deckung kommen. 
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XlI. Regelflacbcn zweiten Grades. 
90. Allgemeines einschaliges Hyperboloid. Es gilt nun, das Ro

tationshyperboloid, die einfachste aIler Regelflachen, zu verallgemeinern. 
Nun sind die samtlichen Geraden der einen Regelschar gemeinsame 
Transversale aller Geraden der anderen, die ihrerseits durch Rotation 
um die Achse der .Flache auseinander hervorgehen. Die Geraden der 
einen Regelschar sind schon bestimmt als Transversalen von drei Ge
raden der anderen Schar, und die Verallgemeinerung der Flache besteht 
nun darin, (laB die drei Lpitgeraden, die von allen Erzeugenden der 

\ 

\ 

Regelflache geschnitten 
werden sollen. drei belie
bige, aber zueinander 
windschief!' Gerade 
sein sollen. wahrend sip 
beim Rotationshyper
boloid durch Rotation um 
eine Achse auseinander 
hervorgehen. Diese durch 
drei zueinander wind
schiefe Lpitgerade be
stimmte Regelflache heiBt 
das allgemeine ein- !I 
f ache oder einschaligp 
Hyper boloid. 

x 
Abb.202. Erste Methode der Konstruktion einer Regelschar. 

Leicht lassen sich aus 
den drei gegebenen Leitgeraden gl' g2 und g3 Erzeugende 1 der Flache 
ermitteln, und zwar nach zwei Methoden: 

Erste Methode: Durch eine der drei Leitgeraden, z. B. durch gI, 
denkt man sich Ebenen IX, p, y, ... gelegt und mit den beiden anderen 
Leitgeraden g2 und g3 in Punkten A 2, B2, O2, ... bzw. A 3, Ba, 0a, ... 
geschnitten. Dann sind die Verbindungsgeraden der Punkte A2 und Aa, 
B2 und B3 · ('2 und 0 3 , ... gemeinsame Transversale der drei Leit
geraden, also Erzeugende der Regelflache. 

Zur Veranschaulichung dieses Konstruktionsvorganges sind in 
Abb. 202 durch die drei Leitgeraden gl' g2' g3 drei Ebenen beziehungs
weise gelegt worden, die sich in einem Punkte 0 schneiden, wahrend 
;)";, y, z ihre Schnittgeraden zu jc zwcicn seien. Dann kann die Abbildung 
als eine Projektion der raumlichen Verhaltnisse aufgefaBt werden, ja 
man kann die Darstellung als Axonometrie (Kap. IV) auffassen, auch 
wenn man in der Folge nirgends wird voraussetzen miissen, daB die 
drei durch die Leitgeraden gelegten Ebenen zueinander rechtwinklig 
stehen. Dann kann man di!' zweiten und dritten Spuren von Ebenen 
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iX, /3, Y ..• durch die Leitgerade gl eintragen; sie haben sich auf der 
z-Achse zu schneiden. Das gibt die Erzeugenden 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

la - A2 A 3 , l:~ - B2B3 ' ly = 0 20 3 , .•• 

Z 0' sei die Ebene durch gl 
I parallel zur z-Achse; sie lie-

I 

" fert die Erzeugende lo Dz 

, 
'>--

--~.? -- -....... --

D3 • Ferner sei B die 
Ebene x y; sie ergibt die 
Erzeugende l, E 2E3 • 

Zwei te Methode: Auf 
einer der drei Leitgera
den, z. B. auf gl' denkt 
man sich Punkte A, B, 
0, ... gewahlt und diese 
mit den beiden anderen 
Leitgeraden durch Ebenen 

iX2,/32'Y2"" bZW.iX3, /33' 
.:f" Ya, ... verbunden. Dann 

Abb. 203. Zweite Methodeder Konstruktion einer Regelschar. sind die Schnittgeraden 

lA iX2 , iX3; lB- /32' /33; 
10 Y2' Y3' ... gemeinsame Transversale der drei Leitgeraden, also Er-
zeugende der Flache. 

Dieser Konstruktionsvorgang ist in Abb.203 einmal durchgefiihrt. 

--
r'I _----" ~--< 

\ I Gewahlt wurde der Punkt A 
£ 

auf der Leitgeraden gl' Die 
Erzeugende 1A ist das Resul
tat der Konstruktion. 

91. Windschiefes Sechs
kant von Erzeugenden des 
Hyperboloides. In Abb. 204 
seien wieder die drei Leit
geraden gl' g2' g3 in drei be
liebigen Ebenen, die sich in 
einem Punkt 0 schneiden, 
vorausgesetzt. Wenn man 
dann die Punkte angibt, in 
denen die drei Leitgeraden 
die drei Achsen x, y und z 

Abb.204. Windschiefes Sechskant vom Erzeugenden 
des Hyperboloides. treffen, so kann man unmittel-

bar die drei Erzeugenden l1' 
12 , 13 eintragen, die in den drei erwahnten Ebenen liegen. 

Die sechs so ermittelten Geraden, die ganz auf der Flache liegen, 
bilden ein Sechskant g1 l2 g3 l1 g213' Es ist winds chief ,denn es bilden 
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zwar je zwei aufeinanderfolgende Kanten eine Ebene, aber die naehste 
Kante tritt am; dieser heraus. DiE' aufeinanderfolgenden Kanten schnei
den sich in den Ecken A. B. ('. D. E und F dC'r raumliehen Figur, 
diE' dergestalt auch Pin windschiefes Sechseck bildet. Leicht ergibt 
sich an Hand der einfachen Darstellung eine fUr die folgenden Entwick
Iungen grundlegendE'r E'infacher Zusammenhang. 

Die seehs Ecken des windschiE'fen Sechsecks gruppieren sich in drei 
Paare von Gegcnccken. S 
Solche sind 

A und D. 
B E. SOWIP 

C F. 

1hre Ver bindungsgeradE'll.l' . 
.II bzw. z gehen durch einen 
Punkt O. Man hat also hc-
wIesen: x 

Die drpi Leitgeraden Y 
E'ines einfachen Hyper. 
boloides bilden mit drei .-\IIb. ~O.:,. Parallel" Erzeugendc des Hyperboloides. 

Erzeugendcn ein wind-
schiefes Scchseck. fur welches die Verbindungsgeraden 
der drei Gcgeneckenpaare durch einen Punkt gehen. 

Dicser Satz kann besonders deutlich veranschaulicht werden, wenn 
man das windschiE'fe Sechskant aus den drei Leitgeraden ill' il2 und il3 
und aus den zu ihnen parallelcn Erzeugendcn ll' l2' l3 aufbaut. 
Wendet man namlich die zweite Methode von (90) an, indem man auf 
der GE'raden ill den unendlich-fernen Punkt U 
wahIt und vprbindet man ihn durch Ebenen E2 

und E3 mit den beiden andE'ren Leitgeraden il2 

bzw. il3' so ist <leren Schnittgerade 71 die 
zur Leitgeraden ill paralldel1:rzeugende (s. 
Abh. 205). Bestimmt man so aueh die zu den 
beiden andcren LE'itgeraden parallelen Erzeug. Abb.206. 

enden, so entstpht ein 'windschiefes Sechs- Paralleiopiped von Erzeugenden. 

kant dessen Kanten einE'm Parallelopiped angehoren (Abb. 206). Die 
VerbindungsgE'radl.n der GegenE'cken sind die Korperdiagonalen und 
flchneiden sich iIll l\fittelpunkt des Parallelopipeds. 

92. Zwei Ycrbund(mll Rcgclscharcn. Geht man aus von drei zu
einander windsehiefen Leitgeraden ill' il2' il3' so bestimmen sie eine 
Regelschar als ihre gemeinsamcn Transversalen. Greift man unter 
diesen Geraden drpi I], 12 , 73 heraus, so bestimmen sie ihrerseits eine 
Regelsehar. gpbildet aus ihren samtliehen Transversalen. Die drei Ge
raden ill' il2 und il3 gehoren jedenfalls dieser Regelsehar an, denn es 
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sind ja gemeinsame Transversale der drei Geraden l. Es solI nun die 
gegenseitige Lage zweier beliebigen Geraden g und l der beiden Regel
scharen untersucht werden. 

Wir dfmken uns in Abb.207 die beiden Regelscharen durch ein 
windschiefes Sechskant g} l2 g3l} g2I3 bestimmt, so daB diese Kanten 
einem Parallelopiped angehoren. Eine beliebige Ebene 0' durch gl sei 
bestimmt durch ihre (parallelen) Spuren 8J durch die Ecken A und F 
des Parallelopipeds und gelegen in den Seitenflachen, die in den Punkten 
A und F von der Kante gl getroffen werden. Diese Hilfsebene 0' bestimmt 
eine Erzeugende l L2L3 der einen Regelschar. Eine Ebene E durch 
die Kante I} mit den Spuren 8. durch die Ecken C und D bestimmt 
ebenso eine Erzeugende g-- G2G3 der anderen Regelschar. Es gilt zu 
priifen, welches die gegenseitige Lage der zwei Geraden g und list? 

Abb.207. Zwei verbundene Regelscharen. 

Man kann nun zeigen, 
daB sich die Geraden g 
und I in einem Punkte P 
schneiden miissen, der 
auf der Schnittgeraden 
8 UV//AF und CD 
liegen muB. Dazu hat 
man nur zu zeigen, daB 
die Geraden G3 L2 und L3G2 
parallel zueinander sind, 
so daB die vier Punkte G2 , 

L3 , G3 , L2 in einer Ebene 
liegen. Damit dies ein-
tritt, miissen die Dreiecke 

UG3L2 und VG2L3 ahnlich sein. Da die den Winkel cp bei den 
Ecken U und V einschlieBenden Seiten parallel sind, geniigt es, die 
Proportionalitat dieser Seiten zu erweisen. Nun ist aber 

(1) 

also 
G3 U: U F = C V: V L3 oder G3 U· V La = U F . C V . (I) 

Ferner ist 
(2) 

also 
L2U:UD=AV:VG2 oder L2U·VG2=UD·AV. (II) 

Die rechten Seiten der Gleichungen (I) und (II) sind aber einander 
gleich 

UF·CV= UD·AV, 
weil die Proportion 

UF:UD=VA:VC 
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am; der Kongruenz der Dreiecke D U Fund C V A folgt. Somit sind auch 
die linken Seiten der Gleichungen (I) und (II) gleich: 

G3 U· V La = L2 C· VG2 , 

woraus 

Dreht man die Ebene 0 um die Leitgerade gl' so wird ihr Schnitt
punkt P mit der Geraden 1 diese ganze Gerade durchlaufen, so daB 
jeder Punkt jeder Geraden 1 allch ein Punkt einer Geraden gist. Die 
beiden Regelschare n h eiBen ve r bun den; j ede besteh taus den gemein
samen Transversalen der anderen. Beide erfiillen die namliche Regel
fliiche, ein einschaliges Hyperboloid, das so von zwei Regelscharen iiber
deckt erscheint. Dureh jcden Punkt P gehen zwei Erzeugende g und l, 
von jeder Schar cine; ihre Verbindungsebene 7r ist die Tangentialebene 
an die Flache im Punkt P. 1rgend drei Geraden der einen Schar 
kannen als Leitgeraden zur Bestimmung der anderen Schar ausgewahlt 
werden. Der in (91) bewiesene Satz uber das windschiefe Sechskant 
von Erzeugenden gilt also fur irgmd zwei Tripel von Erzeugenden 
beider Scharen. 

93. Ordnung, Klasse und Grad des einfachen Hyperboloides. Aus 
dem Vorhergehenden folgt, daB jede Ebene dureh cine Erzeugende des 
Hyperboloides noch eine Erzeugende J'1 k J'z 
der anderen Regelschar enthalt, au Bel' 
den auf diesen beiden Erzeugenden 
liegenden Punkten abel' keine weiteren 
Flachenpunkte. Damit kann man nun 
auch die Zahl del' Punkte bestim
men, welehe cine die .Flache schnci
dende Gcrade mit ihr gemein hat. 
Es sei (Abb. 208) 8 1 ein Schnitt

Abb.208. 
Grad des einfachen Hyperboloides. 

punkt del' beliebigen Geraden k mit dem Hyperboloid. Durch ihn gehen 
zwei Erzcugende, gl und ll' von jeder Regelschar eine. Dann sind zwei 
FaIle maglich: 1. die beiden Erzeugenden gl und II liegen mit der das 
Hyperboloid schneidenden Geraden k in e i n e r Ebene, del' Tangential
ebene (gl' il) del' ]i'lache im Punkt S1' Die Gerade k beruhrt dann die Flache 
'n 81> hat also (54) an del' Stelle SI zwei unendlich-benachbarte Punkte 
mit ihr gemein. 2. Dip Verbindungsebenen del' Geraden k mit den beiden 
Erzeugenden gl und 'I fallen nicht zusammen. Die Verbindungsebene 
del' Geraden k und gl enthalt noch eine Gerade 12 des Hyperboloides, 
welche die Gerade k im Punkte S2 treffen mage, dureh den noch eine 
Erzeugende g2 geht, die ihrerseits 11 schneidet. 1st also k cine Gerade, 
die nicht Erzeugende des Hyperboloides ist und die Flache schnei
det, so geschieht dies in z Wf' i Punkten 81 und 8 2 , Es gilt also der Satz: 

Gros!:mmnn, (jpometrjp. 12 
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Das einfache Hyperboloid ist eine Regelflache zweiter 
Ordnung. 

Die Schnittpunkte TI und T2 der vorhin in Abb.208 eingefiihrten 
Geraden gll2 bzw. g2l1 sind die Beriihrungspunkte ihrer Verbindungs
ebenen 'C1 bzw. 'C2 mit dem Hyperboloid. Also gehen durch die Gerade k, 
welche die Flache (reell) schneidet, zwei Tangentialebenen an sie: 

Das einfache Hyperboloid ist eine Regelflache zweiter 
Klasse. 

Da Ordnung und Klasse des einfachen Hyperboloides gleich zwei 
sind, kann man sagen, sein Grad sei gleich zwei. 

94. Das hyperbolische Paraboloid. Ein bemerkenswerter Sonderfall 
des einfachen Hyperboloides ist in Abb. 209 dargestellt. Er ist dadurch 

z 

00 . gs In yZ. 

Abb. 209. Das hyperbolische Paraboloid. 

gekennzeichnet, daB die eine der drei Leitgeraden in unendlicher 
Ferne vorausgesetzt wird, so daB aIle Erzeugenden der anderen Schar 
einer Ebene, der Richtungsebene, parallel sind, deren Stellung durch 
die unendlich-ferne Leitgerade bestimmt wird. In Abb.209 wurde 
vorausgesetzt, daB die Leitgerade ga unendlich-fern in der Ebene yz 
liegen moge, so daB die Ebene yz zur Richtungsebene (!l der Flache wird 
Die beiden anderen Leitgeraden gl und (12 mogen in den Ebenen x y 
bzw. xz angenommen werden. 

Will man dann die erste Methode von (90) anwenden, um Erzeu
gende l zu bestimmen, so hat man etwa Ebenen IX durch die unendlich-
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ferne Leitgerade g3 zu legen, Ebenen also, die zur yz-Ebene parallel 
sind. Trifft eine solehe Ebene IX die Leitgeraden gl und g2 in den Punkten 
Al bzw. A 2, so ist ihre Verbindungsgerade eine Erzeugende la del' Flaehe. 
Sind l" und 1)' weitere Erzeugende der namliehen Schar, welehe die 
Punkte Bl und B2 bzw. C1 und C2 der Leitgeraden verbinden, so er
kennt man ohne weiteres, daB 

Al C\: Bl C\ = A 2 C2: B 2C2 
ist. Man hat also eingesehen, daB der Satz gilt: 

Die Erzeugenden der einen Regelsehar des hyperboli
sehen Para boloides sehneiden auf zwei Erzeugenden del' 
anderen RC'gelsehar ahnliehe Punktreihen heraus. 

Wiirde man also die Streeke Al C1 halbieren und ebenso die Streeke 
A 2C2 , so ware die VerbindungsgC'rade dieser zwei Mittelpunkte eine 
weitere Erzeugende der Schar l. 

Da die unendlieh-ferne Ebene eine Gerade g3 der ersten Regelsehar 
enthalt, muB sie aueh eine Gerade der anderen Regelsehar, sie sei 
mit l3 bezeiehnet, enthalten. Es werden also aueh aIle Gerade g von 
einer unendlieh-fernen Geraden [3 gesehnitten, so daB aueh aIle Er
zeugenden g eine Riehtungsebene (12 haben. Zur Bestimmung ihl'el' 
Stellung hat man nur dureh einen Punkt die Parallelen zu zwei Ge
raden g zu ziehen. In Abb.209 wurde dazu der Punkt U gewahlt, in 
welehem die Erzeugende g2 die Gerade x trifft. n sei die Parallele zur 
Erzeugenden gl. Die Stellung der zweiten Riehtungsebene (12 wird 
dann dureh die Verbindungsebene der Geraden g2 und n eingehalten. 
Trifft (liese Ebene die Geraden y und z in den Punkten V bzw. lV, so 
weist die Gerade VlV naeh dem unendlieh-fernen Punkt, in dem die 
unendlieh-ferne Ebene die Flaehe beriihrt, denn in dieser Riehtung liegt 
del' Sehnittpunkt del' beiden unendlieh-fernen Geraden g3 und l3 del' 
Flaehe. Das hyperbolisehe Paraboloid ist demnaeh ein einfaehes Hyper
boloid, das die unC'ncllieh-ferne Ebene beriihrt. 

Die Kenntnis del' Stellung del' zweiten Riehtungsebene (12 gestattet, 
in einfaeher Weise Erzeugende del' Schar g zu bestimmen. Man lege eine 
Ebene E in SteHung del' Riehtungsebene (12. Trifft sie zwei Erzeugende 
II und 12 in Punkten El bzw. E 2 , so ist deren Verbindungsgerade eine 
Erzeugende g des Paraboloides. 

Das hyperbolische Paraboloid verdient wegen seiner Form aueh 
den Namen SattelflaehC'. 

XIII. Wimlscltiefe RegelfUiclten. 
95. Bestimmung der Regelfiachen durch drei Leitkurven. Wie man 

ein einfaehes Hyperboloid dureh drei zueinandel' windsehiefe Leit
gerade bestimmcn kann, so kann eine allgemeine windsehiefe Regel-

12* 
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Wiehe dureh drei Leitkurven bestimmt werden. Alle Geraden, die 
gemeinsame Transversalen dieser drei Leitkurven sind, gehoren als 
Erzeugende der Flaehe an. Oder man kann aueh sagen, eine sieh 
bewegende, Gerade besehreibe die Regelflaehe, wenn sie wahrend der 
Bewegung stets die drei Leitkurven sehneidet. Haufig ist eine Regel
£laehe dadureh bestimmt, daB das Be-wegungsgesetz, naeh dem ihre 
Erzeugenden auseinander hervorgehen, gegeben ist. Fiir die Dar
stellung und die geometrisehe Behandlung einer Regelflaehe ist es aber 
zweekmaBiger, aueh in diesen Fallen Aussehau zu halt en naeh Leit
kurven der Flache. 

Kennt man die drei Leitkurven, so lassen sieh Erzeugende der Regel
£laehe konstruieren. Man wahlt - in Verallgemeinerung der Methode, 
die in (90) fiir das Hyperboloid auseinandergesetzt ist - auf der einen 
der drei Leitkurvell einen Punkt und sucht die Erzeugenden zu be
stimmen, die dureh ihn gehen. Da diese aueh die beiden anderen Leit
kurven sehneiden miissen, werden sie vorkommen unter den Geraden, 
die vom gewahlten Punkte ausgehend die eine und die andere Leitkurve 
treffen. Sie miissen also vorkommen unter den Mantellinien der Kegel
£laehen (Kap.VI), die den ausgewahlten Punkt zur gemeinsamen Spitze 
haben und deren Leitkurven die beiden Leitkurven der Regelflache sind. 
Die gemeinsamen Mantellinien dieser beiden Kegelflaehen sind gemein
same Transversale aller drei Leitkurven, gehoren also als Erzeugende 
der Regelflaehe an. Diese Konstruktionsmethode kann aueh folgender
maBen veransehaulicht werden. Denkt man sich das Auge in dem 
herausgegriffenen Punkt der ersten Leitkurve, so sieht man von dort 
aus ein Bild jeder der beiden anderen Leitkurven. Diese zwei Bilder 
seheinen sich zu schneiden, und naeh jedem der seheinbaren Sehnitt
punkte geht vom Auge aus ein Sehstrahl, der eine gemeinsame Trans
versale aller drei Leitkurven ist. 

Die Eigenart einer Regelflache hangt ab von der Eigenart ihrer 
Leitkurven. Konnen fiir eine Regelflache keine gesetzmaBigen Leit
kurven angegeben werden, so wird sie selbst ungesetzmaBig sein (so in 
ihren Sehnitten mit Geraden und Ebenen). Konnen fiir eine Regelflaehe 
drei algebraisehe Leitkurven angegeben werden, so wird sie selb&t 
algebraiseh sein (59). Kommen unter den Leitkurven transzendente vor, 
die sieh nicht dureh algebraisehe ersetzen lassen, so wird die Flaehe 
ihrerseits transzendent sein (59). 

Es seien cl ' c2 und Cs die drei Leitkurven einer Regelflache, und zwar 
seien es algebraisehe (ebene oder doppelt-gekriimmte) Kurven von den 
Ordnungen ml , m2 bzw. ms. Dann ist es zur Beurteilung der geometri
sehen Eigensehaften der Regelflaehe von Belang, ihre Ordnung, die 
eine Funktion der Ordnungen ihrer Leitkurven sein wird, angeben 
zu konnen. Diese Aufgabe laBt sich zuriickfiihren auf die Bestim-
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mung del' Ordnung des einschaligen Hyperboloids, durchgefiihrt 
in (93). 

Denkt man sich namlich drei ganz willkurliche, zueinander wind
schiefe Gerade gl' g2 und gs, so bestimmen sie ein einfaches Hyper
boloid, also eine Regelflache zweiter Ordnung. Diese wird von del' Leit
kurve Cl del' in ihrer Ordnung zu bestimmenden Regelflache in 2· m l 

Punkten geschnitten, wenn ml die Ordnung diesel' Kurve ist. Die An
zahl diesel' Schnittpunkte folgt aus algebraischen Grunden und geht 
zuruck auf den algebraischen Satz, daB eine algebraische Gleichung 
mten Grades und einc ebensolche nten Grades m' n Wurzelpaare gemein 
haben. Eine Ceracle gl trifft also die Regelflache, die bestimmt ist durch 
die Leitgeraden g2 und gs und die Leitkurve cl in 2ml Punkten, so daB 
die Ordnung diesel' Regelflache 2ml ist. Sie ·wird von del' Leitkurve C2 , 

deren Ordnung m2 sei, in 2ml . m2 Punkten geschnitten, wieder aus den 
namlichen algebraischen Grunden. Somit "rird die Regelflache bestimmt 
aus del' Leitgeraden ga und den Leitkurven cl und c2 von einer beliebigen 
Geraden g2 des Raumes in 2ml m2 Punkten geschnitten odeI' also die 
Ordnung einer solchen Regelflache ist 2 ml m2 • Diese wird von del' 
dritten gegebenen Leitkurve Cs in 2ml m 2 • ma Punkten geschnitten, wenn 
m3 die Ordnung diesel' Leitkurve ist. Eine beliebige Gerade ga des 
Raumes trifft also die durch die drei Leitkurven Cl , C2 und Cs bestimmte 
Regelflache in 2ml m 2m 3 Punkten. Man hat somit bewiesen: 

Eine algc braische Regelflache, bestimmt durch drei 
algebraische Leitkurven von den Ordnungen mp m2 , ma hat 
ihrerseits die Ordnung 2ml m 2m3 • 

Fur ml =~" m 2 "= ma = 1 ergibt sich eine Bestatigung del' Ordnung 
des Hyperboloides. 

Das Beweisvcrfahren setzt voraus, daB sich die Leitkurven del' 
Regelflache nicht Hchneiden. Liegt diesel' Fall VOl', so tritt eine Re
duktion del' Ordnung del' entstehenden Regelflache ein [so das Beispiel 
in (98)]. 

96. Das Verhalten del' Tangentialebene: windschiefe und abwickel
bare Regelflachen. Will man in einem Punkte einer Regelflache die 
zugehorige Tangentialebene bestimmen, so hat man durch ihn, auf del' 
Flache, zwei Kurven zu ziehen und deren Tangenten zu bestimmen (55). 
Die durch den Punkt gehende Erzeugende bietet sich sofort als die eine 
diesel' Kurven an. Somi t gilt: 

Din Tangentiale bene an cine Regelflache enthalt die Er
zeugende dCH Beruhrungspunktes. 

Nun gibt es abel' zwei Arten von Regelflachen. Die abwickel
baren Regelflaehen (56) bilden die eine Art, das einfache Hyper
boloid ist ein Beispiel fur die andere Art, die windschiefen Regel
£lac h en. Del' Unterschied beider Arten hesteht in del' gegenseitigen 
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Lage je zweier unendlich-benachbarter Erzeugenden und au6ert sich 
im Verhalten der Tangentialebenen. 

Denkt man sich namlich irgend zwei Erzeugende herausgegriffen, 
so werden es im allgemeinen, im einen wie im anderen Fall, zwei zu
einander windschiefe Gerade sein. La6t man aber die eine der beiden 
Erzeugenden auf der Flaehe sieh der anderen festgehaltenen immer mehr 
nahern, bis die beiden Erzeugenden unendlieh-nahe aneinander kommen, 
so k6nnen zwei FaIle eintreten: 

1. Die beiden unendliehcnahe arieinanderliegenden Erzeugenden sind 
naeh wie vor windsehief. Zwischen ihnen liegt ein unendlich-sehmales 
windsehiefes Flachenelement. 

2. Die zwei unendlich-nahe aneinanderliegenden Erzeugenden schnei
den sieh, zwischen ihnen liegt ein unendlich-kleines e benes Flachen
elemen t. Diese Regelflachen sind abwickelbar. Die Abwicklung erfolgt, 
indem die aufeinanderfolgenden ebenen Flachenelemente ineinander um
gedreht werden (56). 

Wahrend nun bei den abwickelbaren Regelflachen die Tangential
ebene langs alier Punkte einer Erzeugenden beriihrt (56), sich also. nicht 
andert, wenn der Beriihrungspunkt sieh auf der Erzeugenden verlegt, 
andert sich die Tangentialebene der windschiefen Regelflachen mit dem 
Beruhrungspunkt und dreht sich um die Erzeugende, wenn sich der 
Punkt auf der Erzeugenden bewegt, wie dies beim Rotationshyperboloid 
(Kap. XI) erkannt wurde. 

Ein fiir die Darstellung der Regelflachen wichtiger Untersehied zeigt 
sich fiir beide Arten bei der Bestimmung des scheinbaren Umrisses 
(57). Werden die Erzeugenden einer Regelflache projiziert, so kann 
zweierlei eintreten: 

1. Die Projektionen der Erzeugenden umhullen im FaIle der wind
schiefen Regelflachen eine Kurve, die der scheinbare UmriB der 
Flache ist (s. Abb. 114). 

2. Die Projektionen der Erzeugenden umhullen im FaIle der ab
wickelbaren Flache eine Kurve, welche die Projektion der Ruckkehr
kurve der Flaehe (56) ist. Der seheinbare Umri6 dagegen besteht aus 
Geraden, namlich aus den Projektionen jener Erzeugenden, die eine
projizierende Tangentialebene haben (man denke an den Umri6 einer 
Kegelflaehe und betraehte die seheinbaren Umrisse der abwickelbaren 
Flachen in Kap. XVIII). 

97. Grad einer Regelfiache. Die folgenden Betraehtungen haben nur 
fiir alge braische Regelflaehen Sinn. Man kann namlich den Satz erweisen: 

Fur eine alge braische Regelflaehe sind Ordnung und 
Klasse einander gleich (Grad der Regelflache). 

Liegt namlieh eine Regelflache mter Ordnung vor, so wird eine be
liebige Gerade des Raumes die Flaehe (algebraiseh gesprochen) in 
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m Punkten schneiden. Durch jeden dieser Punkte geht ei~e Erzeugende 
der Flache, und ihre Verbindungsebene mit der schneidenden Geraden 
ist eine Tangentialebene der Flache (96). Somit kann man durch eine 
willkiirliche Gerade rn Tangentialebenen an die Flache legen, ihre Klasse 
ist m (59). 

98. Durchdringungen von RegelfUichen mit ebenen und krummen 
Flachen. SoIl eine Regelflache mit einer anderen Flache durchdrungen 
werden, so wird man ihre Erzeugenden mit dieser Flache schneiden. 

In Abb. 210 soIl ein sog. Zylindroid mit einer Ebene geschnitten 
werden. Diese Regelfliiche. die in der theoretischen Mechanik starrer 
Systeme eine Rolle spieIt, hat Erzeugende, die folgenden drei Bedin
gungen geniigen: 

1. Hie haben eine (in Abb. 210 vertikal gestellte) Leitgerade 11 zu 
treffen; 

2. eine zweite Leitlinie ist eine Ellipse mit den Halbachsen r und 
r' V2, deren Ebene gegen beide Projektionsebenen unter 450 geneigt ist 
und welche die Leitgerade 11 in einem Punkte T schneidet; beide Pro
jektionen diesel' Leitellipse sind also kreisfOrmig; 

3. sie haben eine horizontale Richtungsebene (94). 
Diesen Bedingungen gemaB kann man Erzeugende der Flache 

wie folgt ermitteln: man legt Ebenen in Stellung der Richtungsebene. 
Eine solche Ebenp E wird die Ellipse 12 in zwei Punkten EI und E2 
schneiden, deren Verbindungslinien e1 bzw. e2 mit ihrem Schnittpunkte E 
auf del' Achse 71 allen drei Bedingungen geniigen, also Erzeugende der 
}1'liiche sind. 

Ais ausgezeichnete Lagen solcher horizon taler Hilfsebenen wird man 
insbesondere verwerten: die oberste und die unterste Lage, welche die 
Ellipse gerade noch beriihren und die oberste Erzeugende 0 bzw. die 
unterste 'It ergeben und die durch den Mittelpunkt del' Ellipse (und durch 
den Schnittpunkt T beider Leitlinien) gehende Horizontalebene, welche 
dip beiden Erzeugenden a und b liefert. Man erkennt: die Flache besteht 
aus zwei Teilen. die sich in der Achse II durchdringen. Die mittleren 
Erzengenden a und b bilden einen rechten Winkel, und del' Winkel der 
beiden in einer Horizontalebene liegenden Erzeugenden verkleinert sich 
nach oben und nach unten, und in der obersten bzw. untersten Er
zeugenden hangen die beiden Teile del' Flache zusammen l ). 

Diese Regelflache solI nun mit einer Ebene geschnitten werden, die 
folgendermaBen bestimmt sei: man gibt ihren Schnittpunkt S mit der 
Leitgeraden 71 und die erste Fallgerade f dieses Punktes. 

1) Als "Riickenlinie" einer windschiefen Regelflache bezeichnet man 
eine ihrer Erzeugenden, wenn sich in deren Punkten die Tangentialebenen 

- ausnahmsweise verhalten, wie bei einer abwickelbaren Regelflache (96). 
() und 1f, sind Riickenlinien des Zylindroids. 



184 Windschiefe Regelflachen. 

Sollen dann die vorhin ermittelten Erzeugenden el und e2 der Flache 
mit dEtr Schnittebene geschnitten werden, so hat man den Schnitt
punkt F der Fallgeraden f mit der Verbindungsebene B beider Erzeugen
den zu bestimmen, durch den (rechtwinklig zur Fallgeraden f) die 
Schnittgerade h beider Ebenen geht und die Erzeugenden e1 und e2 in 
den gesuchten Schnittpunkten PI und P2 trifft. Nach dieser Kon
struktionsmethode bestimmt man insbesondere auch die Punkte A 
und B der Schnittkurve auf den mittleren Erzeugenden a bzw. b und 
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Abb. 210. Zylindroid. 

den obersten Punkt 0, sowie 
den untersten Punkt U. 

Es laBt sich eine Erzeugende, 
sie heiBe g, angeben, die zur 
Schnittebene parallel ist. Ihr 
GrundriB geht natiirlich durch 
den Punkt 11 und hat die Rich
tung der ersten Hauptlinie h 
der Schnittebene. Schneidet 
sie die Ellipse 12 im Punkte G, 
so erlaubt dessen AufriB die 
Angabe des (horizontalen) Auf
risses der Erzeugenden g. 
Diese ergibt somit den unend
lich-fernen Punkt Q der Schnitt
kurve. 

Entsprechend den beiden 
Fliichenteilen, die in der Leit
geraden 11 zusammenstoBen, 
wird der Schnittpunkt S der 
Schnittebene mit der Leitge
raden 11 ein Doppelpunkt der 
Schnittkurve sein. 

Es lohnt sich nicht, in all
gemein liegenden Punkten der 
Schnittkurve Tangenten an 
diese zu konstruieren. Man hatte 

zu diesem Ende fiir die betreffenden Punkte der Regelflache die 
Tangentialebene an sie zu ermitteln. 

Allein in einzelnen ausgezeichneten Punkten erkennt man die Tan
gente der Schnittkurve sofort. 

Die Kurventangente in ihrem unendlich-fernen Punkte Q wird zur 
Asymptote. Nun kann man die Existenz einer Richtungsebene fiir 
die Regelflache auch dahin deuten, daB aIle Erzeugenden die unendlich
ferne Gerade 13 der Horizontalebenen schneiden miissen. Man kann 
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also im unendlich-fernen Punkte Q auf der Regelflache zwei Gerade 
gezogen denken: die Erzeugende (J und die Leitgerade l3; ihre Ver
bindungsebene, das ist die Horizontalebene durch die Erzeugende g, 
ist die Tangentialebene an die RegelWiche im Punkte Q; ihre Schnitt
gerade ao mit der Schnittebene ist die Asymptote. 

Weil ferner die oberste Erzeugende 0 und die unterste u Riicken
linien der Regelflaehe sind, aHe ihre Punkte die namliche (horizontale) 
Tangentialebene haben, die Flaehe sich also langs dieser Erzeugen
den verhalt, wie die abwiekelbaren Regelflaehen, so sind die (spur
parallelen) Sehnittgeraden dieser Tangentialebenen mit der Sehnitt
ebene die Tangenten in den beiden Punkten 0 und U. 

Um die Natur der Regelflaehe und damit aueh ihrer ebenen Sehnitt
kurve bestimmen zu konnen, hat man einen Uberblick zu nehmen iiber 
die Leitkurven der Regelflaehe. Leitkurven des Zylindroids sind: die 
Leitgerade 11 , die Leitellipse 12 und die unendlieh-ferne Gerade l3 der 
Riehtungsebene. Man hat also eine algebraisehe Flaehe vor sieh, da 
aIle drei Leitkurven algebraiseh sind, und zwar ist in der Formel von 
(95) fiir mI = I, m2 = 2 und ma = I zu setzen, und man bekame 4 als 
den Grad der Flaehe. Allein man hat zu beaehten, daB sich die Leit
gerade 11 und die Leitellipse l2 in einem Punkte sehneiden, so daB die 
Geraden, die von diesem Punkte ausgehen und nach der dritten Leit
linie gehen, also ein Strahlbiisehel bilden, dessen Trager eine Ebene 
ist in SteHung der Riehtungebene, nieht als eigentliehe Transversale 
der drei Leitlinien zu den Erzeugenden der Regelflaehe gehoren. Es 
spaltet sieh daher eine Regelflaehe ersten Grades - ein ebener Strahl
biisehel - abo Die verbleibenden Erzeugenden bilden mithin eine 
Regelflaehe dritten Grades. 

Der in Abb.210 gezeiehnete ebene Schnitt der Flache ist somit 
eine Kurve dritter Ordnung, und zwar eine solche mit Doppel
punkt, der im Schnittpunkt 8 der Sehnittebene mit der Doppel
geraden 11 der Flache liegt. 

XIV. Propeller. 

Regelflachen werden vielfach zur Formgebung der Fliigelflachen von 
Propellern verwendet. 

99. Ein Luftpropellcr. Es sei a die Drehachse eines Propellers, 1 eine 
sie in einem Punkte 0 rechtwinklig schneidende Gerade, die "Mittel
linie" des Fliigels. Die Erzeugenden e der Regelflache, nach der der 
Propellerfliigel gekriimmt sei, mogen die Mittelgerade rechtwinklig 
schneiden und mit der Drehebene des Propellers Winkel bilden, die ab
hangig sind von der kiirzesten Entfernung der Erzeugenden von der 
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Drehachse. Ist r die radiale Entfernung einer Erzeugenden e von der 
Achse, so sei fUr den NeigungswinkellX der Erzeugenden mit der Dreh
ebene 

h 
tglX = 2nr' 

wo heine konstante Lange (die "Ganghohe" der "Luftschraube") sei. 
Es kommt III diesem Neigungsgesetz die Wirkung der einzelnen Ab-
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Ausdruck. Je kleiner der 
_-t:-J0~ __ -+ ___ a,::o Radiala bstand der Erzeu-
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genden ist, um so groBer 
muB ihre Neigung sein, 
entsprechend der kleiner 
gewordenen Umfangsge
schwindigkeit bei der Dre-
hung. Fiir r = 0 wird 
tglX = 00, IX = 90°. 

Diese Regelflache werde 
nun ihrer Natur nach unter
sucht in Abb. 211. 

~-+----~~k-+-~--

Die Drehachse a wurde 
zur AufriBebene, die Mittel
gerade l zur GrundriBebene 
rechtwinklig vorausgesetzt. 
Der "Zentralpunkt" 0 sei 
der Schnittpunkt beider. 
SoU nun eine Erzeugende e 
dargesteUt werden, so 
wahle man auf der Mittel
geraden l einen beliebigen 
Punkt P. Dann kann man 
Auf- und KreuzriB dieser 
Erzeugenden unmittelbar 

GrundriB 

Abb. 211. Erzeugende des Propellerfliigels. 

rechtwinklig zur Mittel
geraden zeichnen. Der GrundriB der Erzeugenden geht durch den 
Zentralpunkt 0 lund ist gemaB dem Radialabstand 0 P = r der 
darzustellenden Erzeugenden zu konstruieren, wobei die Ganghohe h 
als gegeben vorauszusetzen ist. Um nicht mit dem ganzen Kreis
umfang 2rrr konstruieren zu miissen, sei ein Bruchteil davon, 
etwa der zw6lfte Teil, gezeichnet als der Bogen PQ im AufriB. Aus
gestreckt sei P A die Lange dieses Bogens. Der GrundriB des Punktes A 

der Erzeugenden e liegt dann mit dem Kotenunterschied l~ gegen-
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uber dem Zentralpunkt 0, und der Neigungswinkel x erscheint im 
GrundriB, dem Radialabstand r entsprechend. 

Hat man diese Konstruktion fUr eine Erzeugende e durchgefuhrt, 
::;0 ergeben sich weitere Erzeugende einfach wie folgt. Sei PI ein anderer 
Punkt der Mittellinie 7, gelegen im Radialabstand 0 PI = r i . Dann sind 
die Bogen 2r:r und 2r:rl oder PQ und P1QI den Radien r und r1 

proportional, und das namliche gilt von den ausgestreckten Stucken 
FA und PtAl' Man findet also den Punkt A 1 , ohne nochmals 
rektifizieren zu mussen, indem man den StrahlOA mit der 
Geraden e1 sehneidet. Dann hat man von der Erzeugenden e1 den 

Punkt Al ermittelt. der die Kote /~ im GrundriB (von 0 aus gerechnet) 

hat. PI Al ist dann eine neue Erzeugende e1 der Flache. 
Aus diesel' Konstruktion kann nun aber leicht auf die Art der 

Regelflache, mit der man es hier zu tun hat, geschlossen werden. 
Man hat, urn die Eigenart einer Regelflache zu uberblicken, Ausschau 
Zll halten naeh Leitlinien der Erzeugenden. 801che sind: 1. die 
Mittelgerade 7: 2. die llnendlich-ferne Gerade del' Richtungsebene, die 
ihrerseits reehtwinklig steht zur 1'littelgeraden; 3. die Gerade li oder 
A AI' die ja konstruktionsgemiiB von allen Erzeugenden der Regel
flaehe geschnitten wird. Die Regelflache hat demnach drei zueinander 
windschiefe Leitgeraden, yon dcnen eine unendlich-fern ist. Sie ist 
f'omit ein h ,vper bolisehes Paraboloid (eine Sattelflache) (94). 

Da aber die KOllRtruktion von I<:rzeugenden e, die soeben entwickelt 
h 

wurde. fUr jeden Bruchteil der ,.Ganghohe·· h. nicht nur fur T2 durch-

fUhrbar ist, ergeben sich unendlich viele weitere, auf der Flache liegende 
Cierade. wie 11 deren eine ist. Sie bilden die zweite der beiden verbunde
nen Regelseharen (92); die Drehebene des Propellers i8t ihre Richtungs
ebene ... -

Diesen geometrischen Einsichten ent8prechend ist del' Propeller
£luge I in Ahb. 212 dargestellt. Gegeben sind die Drehachse a, die sie 
in cinem Punkte () rechtwinklig schneidende Mittellinie 1 und ~ statt 
der (ianghohc h ._- eine Erzeugende 71 , welehe die Drehachse a unter 
reehtem Winkel 8ehneidet. Dann sind zuniiehst einige, in regelmaBigen 
Abstiinden die Mittellinie schneidende Erzcugendc e dargestellt. Wegen 
del' Eigensehaft des hyperholisehen Paraboloides, daB die Erzeugenden 
der einen Rcgelsehar auf den Erzeugenden der anderen ahnliche Punkt
reihen aussehneidcll (94), lastleH sieh die Grundrisse dieser Erzeugen
den e lcicht he"timmen: sie bilden ein Strahlbuschel mit dem Scheitel 
im Punkte () I. <fa sie siimtlich Transversale del' Mittellinie 1 sind und 
diese als enlt-projizierende Gerade vorausgesetzt ist. 1st dann Q der 
t-lehnittpunkt piner Erzeugenden e mit del' Erzeugenden 11 , so geht der 
GrunrlriG yon (' d meh den GrnndriH dieser:; Punktes Q, und die gleich-
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maBig verteilten Erzeugenden e bestimmen auf der Geraden II eine 
regelmaBige Punktreihe. 

Um nun die Randkurve k des Fliigels festzulegen, werde deren 
AufriB angenommen. Er besteht in Abb.212 aus zwei durch den 
Punkt 0 gehenden Ge
raden, den Aufrissen 
zweier Erzeugenden II 
und l2 und einem zwi
schen ihnen vermit
telndenKreisbogen mit 
dem Mittelpunkt M 
und dem Radius r. 
Punkte P der Rand-
kurve k bestimmt man l1 lz 
dann in den drei Pro- 1---+---/ 

jektionen, indem man 
sie auf den Erzeugen
den e sucht, auf denen 
sie im AufriB liegen. 
Die Kurve k entsteht 
als Durchdringungs
kurve eines zur Auf-
riBebene rechtwinkli-
gen Zylinders mit dem 
hyperbolischen Para-
boloid. a 

Die Flache des Flii
gels ergibt mit dem 

I __ .---.l- __ _ 

1° 

Zylinder der Nabe eine 
Durchdringungskurve, die in Abb. 212 wenig 
ausgepragt erscheint. In Abb. 213 sind die 
beiden Flachen, das hyperbolische Pa
raboloid und der gerade Kreiszylin
der, in groBerem MaBstab herausgezeich
net und ist ihre Durchdringungskurve z, 7if!1!lO~mTl1d::tu..--.J 
dargestellt in drei Projektionen. Gegeben Q 
ist die Drehachse a, die Mittellinie l und eine 
Erzeugende lo des Paraboloides, die mittelbar 
die" GanghOhe" h gibt. Die Durchdringungs-

:a 
Grvndri8 

Abb. 212. Propellerfiiigel. 

kurve beider Flachen wird nun bestimmt, indem man Erzeugende e des 
Paraboloides mit dem Zylinder in Punkten P schneidet. Man geht aus 
vom AufriB in Abb. 213. Die Erzeugenden e projizieren sich in dieser 
Projektion als Normalen zur Mittellinie l. P und Q seien die Schnitt-
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punkte mit dem Zylinder. Trifft die Erzeugende e die Erzeugende 10 
des anderen Systems im Punkte R, so ergeben sich in den anderen beiden 
Projektionen die Bilder der Erzeugenden e, wobei im KreuzriB aUe 
Erzeugcnden e durch den Punkt 0 ~_ 1 gehen, wahrend im GrundriB der 
rechte Winkel der Erzeugenden emit der Mittellinie in wahrer GroBe 
erscheint. Auf der Erzeugenden e liegen die Durchdringungspunkte P 
und Q, wobei die Koten y brider Punkte, etwa als ihre Entfernungen 

ez 

Z I 

-0; 

6f'l.Indf'ilJ if I 

a 

Abb. ~13. 

Itf7 
/ 

Durehdringung ,les }·'iiigeis mit der Nabe. 

von der Mittelebene 7r, 

der Normalschnittebene des 
Zylinders, durch den Punkt 
0, dem KreuzriB entnom
men, im GrundriB verwer
tet werden konnen. 

Die Tangente t an die 
Durchdringungskurve k im Punkte 
P bestimmt sich als die Schnitt
gerade der Tangentialebenen der 
beiden sich durchdringenden Fla
chen. Die Spur u der Tangen-
tialebene an den Zylinder mit 

der durch die Achse a gehenden Horizontalebene 7r konstruiert sich 
sofort. Die Tangentialebene an das Paraboloid im Punkte P ist 
bestimmt als Verbindungsebene der beiden Erzeugenden e und 11 
dieses Punktes. Die erstere trifft im Punkte E die MitteUinie 1) die 
letztere im Punkte L1 die Drehachse a. Die Verbindungsgerade dieser 
beiden Punkk ist die Spur v der Paraboloid-Tangentialebene mit der 
Horizontalebene ~'. Die beiden Spuren 'U llnd v schneiden sieh im 
Spurpunkt T del' Tangente t. Zur El'mittlung des Kreuzrisses del' 
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Tangente t wurde ihr Spurpunkt U mit der zweiten Hauptebene 11: be
stimmt. 

Die Drehachse a, die mit der Zylinderachse identisch ist, gehort 
auch zu den Erzeugenden e des Paraboloides. Sie trifft den Mantel des 
Zylinders im unendlich-fernen Punkte W der Durchdringungskurve. 
Die Bestimmung der Tangente in diesem unendlich-fernen Punkte W 
wird zur Bestimmung der Asymptote der Kurve und laBt sich leicht 
durchfiihren. 

Sind 1 und 2 die beiden Punkte, in denen die Mittellinie l den Zy
linder trifft, so werden die durch diese Punkte gehenden Erzeugenden 
den Zylinder gerade noch berwen, ergeben also die Tangenten an die 
Durchdringungskurve in den genannten Punkten. 

100. Ein Sehiffspropeller. Saug- und Druckflache einer massiven 
Schiffsschraube mogen nach Flachen gekriimmt sein, die folgender
maBen bestimmt sind. Beide Flachen sind Regelflachen. Die Dreh

achse a des Propellers 
ist Leitgerade fiir beide. 

& Die Erzeugenden f 
der Druckflache haben 
Kreuzrisse, welche die 
Achse a unter einem un-

..s:: veranderlichen Winkel tjJ 
schneiden, die Kreuz
r iss e der Erzeugenden 
e der Saugfliiche tun. es 

Drehebene ~ unter einem unverander-
1-+------i!:Jlr- lichen Winkel (jJ. Ge-

Abb. 214. AbWicklung des zylindrischen Querprofils einer geben ist ferner ein Pro-
Schiffsschraube. fil, wie es Abb. 214 ver-

anschaulicht. Es besteht aus einem Parabelbogen ST und der zu
gehOrigen Parabelsehne. Es ist, in Abb. 215, aufgewickelt zu denken 
auf den Zylinder mit der Achse a und dem Radius r, so zwar. 
daB seine auBerste Mantellinie m durch die Punkte Uo Vo geht. Diese 
Aufwicklungen von Parabelbogen und Parabelsehne dienEm fiir die 
Saug- bzw. Druckflache als dritte Leitkurven. 

Der Winkel1X, den die Parabelsehne mit der Drehebene einschlieBt, 
gibt in seiner trigonometrischen Tangente die Steigung der Schiffs
schraube. Es ist 

h 
tg1X = 2nr' 

wo k die gegebene Ganghohe dieser Schraube ist. b in Abb. 214 ist 
die Breite des Fliigels, 8 die Steighohe. Der Parabelbogen ist be
stimmt, wenn man auBer den Punkten S und T die Winkel f3 und y 
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angibt, welche die Parabeltangenten in diesen Punkten mit der Parabel
sehne bilden. 

Die Darstellung des FHigels in Abb. 215 erfordert nun die Kon-

I'~---

i 
~ 

struktion der Durchdringungskurve k von Saug- llnd Druck
£lache, also des Flugelrandes. Dazu mussen Erzeugende beider 
Flachen dargestellt werden. Man wiihlt im AufriB eine (projizierende) 
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Ebene e durch die Achse a, in der zwei sich schneidende Erzeu
gende e und I der beiden Flachen liegen. Es sei n die Schnittlinie 
dieser Ebene emit dem Zylinder, auf den das Profil des Fliigels auf
gewickelt gedacht ist. Diese Mantellinie wickelt man mit dem 
Zylinder ab, indem man den Bogen w des Zylindernormalschnittes bis 
zur Mantellinie m im AufriB miBt. Schneidet dann in der Abwick
lung die Mantellinie n das Profil (oder seine Fortsetzung iiber T 
hinaus) in den Punkten U und V, so hat man diese Punkte zu iiber
tragen in den KreuzriB und kann die Kreuzrisse der beiden Er
zeugenden e und I unter dem gegebenen Winkel fJJ bzw. eft gegen die 
Achse a ziehen. Der Schnittpunkt P beider Erzeugenden ist ein Punkt 
des Fliigelrandes, das ist der Durchdringungskurve k von Saug- und 
Druckflache. 

Man sieht, daB es fiir diese Konstruktion nicht notwendig ist, die 
Aufwicklung des gegebenen Profils auf den Zylinder zu zeichnen (sie 
ist in Abb.215 fein eingetragen). 

Die Nabe sei eine Rotationsflache mit dem Meridian mo. Da die 
Erzeugenden beider Fliigelflachen die Achse a dieser Rotationsflache 
schneiden, ist es leicht (durch Drehung in denNullmeridian), die Punkte 
zu bestimmen, in denen die Erzeugenden der Fliigelflachen in die Nabe 
eindringen und die in ihrer Gesamtheit die Durchdringungskurven 
der Fliigelflachen mit der Nabe bilden. 

Die Abb. 215 enthalt auch noch die Abwicklung eines weiteren Pro
files des Fliigels, herausgeschnitten von einem koaxialen Zylinder mit 
dem Radius r i . 

Ferner sieht man im KreuzriB in der Abb. 215 ein Stiick der U mriB
kurve u der Sa ugflache, die als Umhiillung der Linien entsteht, die 
auf der Flache liegen. --

Beide Regelflachen haben zweit-projizierende Rich t ungse benen ; 
auf die Existenz solcher kommt die Forderung heraus, daB alle Er
zeugenden parallele Aufrisse haben. --

101. Ein zweiter Schiffspropeller. Abb. 216 gibt eine Schiffsschraube I ), 

deren FIiigelform untersucht werden solI. 
Man kann erkennen, daB die gesetzmaBig gestaltete der beiden 

Fliigelflachen eine Regelflache ist. Die andere entsteht aus ihr, indem 
die Wandstarke des Fliigels gemaB Zeichnung (AufriB) beriicksichtigt 
wird. 

In Abb.217 ist die Drehachse des Propellers mit a bezeichnet 
worden und rechtwinklig zur Aufri6ebene gestellt. Die beiden Leit
geraden der Regelflache, die sich in Abb. 216 erkennen lassen, sind in 

1) Das Beispiel ist eine der Schiffsschrauben, die im Buche von lng. 
C. Dreihardt: Der Schraubenpropeller, 2. A., Berlin, M. Krayn, 1921, 
betrachtet werden. 
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Abb. 217 mit e und f bezeichnet. Es sind zwei die Achse a in den Punk
ten E bzw. F schneidende Geraden, die durch Schrau bung (104) urn 
die Achse a auseinander hervorgehen. Wahrend die Verbindungsebene 
der Geraden emit der Achse a einen rechten Winkel beschreibt, gelangt 
der Schnittpunkt E der Geraden e und a an die Stelle F, so daB die 
Strecke EF gleich dem vierten Teil der GanghOhe h (102) der Schrau
bung ist. Die heiden Leitgeraden e und f hilden also mit der Achse a 
den namlichen Winkel IX. Auf den beiden Leitgeraden e und l sind, von 
den Achspunkten E hzw. F ausgehend, g lei c h e Punktreihen mit den 

Abh. 216. Sehiffsschraulw. 

Teilpunkten 1, 2, 3, . .. bzw. I. II, III, . . . gewahlt, und die Er
zeugenden l der Flache verbinden gleichbezifferte Punkte und mogen 
die namliche Zahl als Index erhalten; so verbindet z. B. die Er
zeugende l-t die beiden Punkte 4 und IV. 

Aus dieser Kom;truktion fur die Erzeugenden l folgt, daB die Regel
flache auBer den beiden Leitgeraden e und f noch eine Richtungsebene 
hat, also ein hypcrbolisches Paraboloid ist (94). Es ist diese Richtungs
ebene eine zweitc projizicrcndc Ebene parallel zu den El'zeugenden l. 

Die Achse a gehol't auch zur Schar del' Erzeugenden l, da sie die 
Nullpunkte -- E und F -- der heiden gleichen Punktreihen auf den 

Grossmann, Gromptril'. 13 
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Leitgeraden e bzw. I verbindet. Sie wird von allen Erzeugenden der 
Regelschar 9 geschnitten, und, da sie im AufriB als Punkt erscheint, 
miissen die Aufrisse alIer Erzeugenden 9 durch diesen Punkt a gehen. 
Wiihlt man einen solchen AufriB g, so findet man die iibrigen Pro
jektionen dieser Erzeugenden, indem man sie schneidet mit zweien der 
Erzeugenden l, z. B. mit den Geraden II und ls' Diese beiden Punkte G1 

und Gs lassen sich in den anderen Projektionen angeben. 

8 

~ a 

Abb. 217. Regelflache des Flngels. 

e 
a 

Um sich davon zu 
iiberzeugen, daB die Er
zeugenden 9 nich t d urch 
Schraubung auseinan
leI' und aus den Gera
den e und I hervorgehen, 
hat man nur den Winkel 
r zu bestimmen, den die 
Gerade 9 mit der sie 
schneidenden Achse a ein
schlieBt. In Abb. 217 ist 

die Bestimmung dieses Winkels durch Drehung der ihn enthaltenden 
zweiten projizierenden Ebene der Geraden 9 bis zum Parallelismus mit 
der KreuzriBebene bestimmt worden. -

Abb. 218 enthiilt nun die Darstellung eines Propellerflugels, der nach 
einem solchen hyperbolischen Paraboloid gekriimmt ist. Drehachse a 
und die beiden Leitgeraden e und f sind wieder angeordnet wie in 
Abb.217. Die Erzeugenden l sind bestimmt wie in jener Darstellung. 

Bei der Begrenzung des Fliigels durch eine Randkurve t kommen 
nun die GroBenverhiiltnisse des Schiffes in Betracht, ffir welches die 
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Schiffsschraube bestimmt ist. Man gibt den Flugeln Flacheninhalte, 
die im Verhaltnis stehen zum Hauptspant, dem mittleren Spant. 1m 
SpantenriB der Abb. 153 ist dies der Spant Nr.8. Nun sei im AnfriB 
der Abb. 218 8 eine Kurve, welche die so durch die Hauptabmessung 
des Schiffes bestimmte Flache umspannt. Dann ist der Flugelflache 
ein ebenso groBer Flacheninhalt zu geben. Das im Schiffbau gebrauch
liche Konstruktionsverfahren entbehrt einer einleuchtenden geometri
schen Begriindung,' wenn es auch ein naherungsweise richtiges Ergebnis 
gibt. Es kann ersetzt werden durch eine Konstruktionsmethode, 
welche sich leiten laBt von Grundvorstellungen der Integralrechnung 
bei der Oberflachenbestimmung. Zur bequemen DurchfUhrung werde 
ein SeitenriB des Flugels auf eine Projektionsebene parallel der Rich
tungsebene der Erzeugenden 1 gezeichnet. Dann denkt man sich das 
hyperbolische Paraboloid und den Flacheninhalt, den die Kurve 8 um
spannt, durch sehr viele, sehr nahe aneinanderliegende Hilfsebenen 
parallel zur Richtungsebene der Erzeugenden 1 zerlegt. Die Zerlegung ge
schieht fiir die gegebene Flache in sehr schmale Parallelstreifen, fUr das 
Paraboloid in sehr schmale windschiefe Flachenelemente, die zwischen be
nachbarten Erzeugenden lliegen. Erstere Streifen sind nun gleich groB 
zu halten wie die letzteren, damit auch die ganze Flugelflache gleich groB 
werde wie die von der Kurve 8 umrissene Flache. Um die so definierte 
Umrandungskurve t des Flugels zu finden, denkt man sich die einzelnen 
Erzeugenden II' l2' 13' . . . mit der "Mi ttellinie" f des FI ugels in den 
Punkten I, II, III, ... geschnitten und in ihrer zweiten projizierenden 
Ebene gedreht, bis sie zur AufriBebene parallel werden. Dann gibt man 
ihnen die namliche Lange, wie sie die entsprechende Sehne der Kurve 8 

hat, so daB man also im SeitenriB die Langen 181 , II 8 2 , III 8 3 , ... 

dem AufriB entnimmt und dann die Punkte 8 1 , 8 2 , 8 3 , ... um die 
Mittelpunkte I, II, III, ... dreht, bis sie (im SeitenriB) auf die Er
zeugenden I], I2' I3' ... in die Punkte T l' T 2' T 3' ... fallen, die in ihrer 
Aufeinanderfolge Punkte der Randkurve t bilden. Der Winkel (Pt zeigt 
im SeitenriB der Abb. 218 den Drehwinkel fur die erste Erzeugende II. 
Aus dem SeitenriB der Randkurve t ergeben sich ihre anderen Pro
jektionen. 

Nicht eingetragen ist in Abb. 218 der Ansatz des Flugels an der 
Nabe. Diese Kurve ware zu konstruieren als Durchdringungskurve des 
hyperbolischen Paraboloides mit der Nabe, die als Rotationsflache 
vorausgesetzt ist. 

Will man die Flugelflache in ihrem gestaltlichen Verlauf noch besser 
hervortreten lassen, so hat man neben den geradlinigen Erzeugenden 1 
ein zweites Kurvensystem der Flache aufzuschreiben. Besser als die 
verbundene Regelschar g eignen sich dazu die Schnittkurven m des 
Flugels mit Zylindern um die gemeinsame Achse a. Man wahlt im 
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AufriB einen solchell Zylinder, da er dort als kreisfarmiger Normal
schnitt erscheint. 1st daIm P der Schnittpunkt des Zylinders mit einer 
Erzeugenden e7 de,; Paraboloide8, so kann man diesen Punkt P aus 
dem AufriB ill die anderen PI'ojektionen hinubernehmen und erhiilt so 
die anderen Projektionen der Kurve m. Die Abb. 218 enthiilt aueh die 
Abwicklung dieser Kurve m mit dem Kreiszylinder, auf dem sie liegt. 

Die im Masehinenbau gebriiuehlichen Benennungen "Luftschraube", 
"Schiffssehraube·' ... Sehraubenpropeller·' durfen meist nieht auf die 
Form der Flugelflaehen bezogen werden, denn diese sind meist keine 
Sehrau benflaehen im Spraehgebraueh der Geometrie (Kap. XVI). 
Zutreffender Hind diese Bezeichnungen. wenn an die Wirkungsweise 
dieser "Schra u ben" gedacht win!. 

x Y. S(·hl'aubenlinieu. 
102. Schraubenlinien als Bahnkurven einer·Schraubung. Ein Punkt 

fuhrt eine Schraubung urn eine Aehse aus, wenn er sieh urn 
diese Gerade dreht und gleichzeitig in ihrer Richtung fort
bewegt, so zwar. daB die Geschwindigkeiten dieser zwei 
Bewegungen in ullveranderlichem Verhaltnis stehen1). 

Man nennt die Strecke, urn welehe sich der geschraubte Punkt langs 
der Achse fortbewegt, wenn pr gleiehzeitig eine volle Umdrehung urn 
die Achse ausfiihrt. die Ganghahe der Schraubung und auch der 
Schrau benlinie. welche die Bahnkurve des geschraubten Punktes 
ist. Die Sehraubenlinie ist bestimmt, wenn man ihren Radi us r, das ist 
die Entfernung des bewegten Punktes von der Achse und die Ganghahe h 
kennt (Abb. 2Hl). Da sieh bei cler Schraubung die Entfernung des be
wegten PunkteH nm der Achse nicht andert, bleibt der Punkt wahrend 
der ganzen Bewegung auf clem geraden Kreiszylinder, des sen Aehse die 
Aehse der Schraubung ist und des sen Radius der Radius der Schrauben
linie ist. Somit wird die Normalprojektion der Schraubenlinie in Rich
tung ihrer Achsp a ein Kreis Rein (GrundriB in Abb. 219). Da gleiehen 
Drehwinkeln rp gleiche Kotendifferenzen z entspreehen, gemessen in 
der Fortsehreitungsrichtung, so erhalt man Punkte der Projektionen der 
Sehraubenlinie. indem man den Umfang des Grundkreises und die Gang
hahe der Schrau bcnlinic in eine gleich groSe Zahl gleicher Teile teilt. 

1) Man bekomrnt haufig zu horen, eine Bewegung sei eine Schraubllng 
urn eino Admc. WOllll ~ie sioh zusamrnensetzt aus einel' gleichformigen 
Schiebung und einer gleichfOrmigen Drehung beziiglich diesel' Achse. Nun 
ist die GleichWrmigkeit der Einzelbewegungen, am; denen sich die Schrau
bung zusammensetzt. durchaus nicht erforderlich; wesentlich ist nur, daB 
.las Verhaltni" beider Geschwindigkeiten llnveranderlich sei. 
}lan denke sich z. B. eine Kugel ein archimedisches Schlangenrohr (llS) 
hinabrollend: Dl'ehllng und Schiehung des Kugelmittelpunktes werden 
heschleunigt seill. PI' winl trotzdem eine Schraubung ausfiihren. 
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S,j Abb. 219. Schraubenlinie. Grund,.//3 
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In Abb. 219 wurden so zwolf Punkte eines Ganges der Schraubenlinie 
dargestellt. Der AufriB der Schraubenlinie auf eine Ebene parallel zu 
ihrer Achse wird einc transzendente Kurve, eine Sinusoide sein, deren 
Gleichung leicht aus der Konstruktion folgt. Die Kurve wird in ihrem 
Verlaufe durch das Eintragen von Tangcnten genauer bestimmt. Zwei 
Konstruktionsmethoden bieten sich an: 

a) .Mit den Spurpunkten der Tangenten. Es sei f eine zur 
Achse normale Ebene. Dann lassen sich die Spurpunkte I, II, III, .. . 
der Tangenten an die Schraubenlinie in ihren Punkten 1, 2, 3, .. . 
leicht bestimmen. Man kennt den GrundriB der Tangente t2 z. B. des 
Punktes 2. Er fallt in die Kreistangente, weil sich die Schraubenlinie 
in den Kreis projiziert. Denkt man sich dann in Abb. 220 die Schrauben
linie mit dem Zylinder, auf dem sie liegt, abgewickelt, so entsteht ein 
rechtwinkliges Dreicck, dessen cine Kathete die Ganghohe h ist, dessen 
andere Kathete gleich dem Umfang 2 r.: r des Grundkreises und dessen 
Hypotenuse die Abwicklung der Schraubenlinie ist (in Abb. 220 ist 
nur die HaUte eineH Ganges abgewickelt). 

6 

o 

Abb. 220. Abwicklung der Schraubenlinic. 

Die Abwicklung der Schraubenlinie mit dem Zylinder, 
auf dem sie veriauft, ist eine geradc Linie. 

Bei dieser Abwicklung wird der Winkel y, den die Schraubenlinie 
mit den Mantellinien des Zylinders bildet, in wahrer GroBe erscheinen, 
und da aus der Abwicklung hervorgeht, daB aUe diese Winkel gleich groB 
sind, werden auch die Winkel der Tangenten der Schraubenlinie gegen 
die achsnormale Ebene gleich groB sein. In Abb. 220 ist dieser Winkel, 
der Steigungswinkel der Schraubenlinie, mit (3 bezeichnet. Er ist 
das Komplement des Winkels r, den die Schraubenlinie mit den .Mantel
linien des Zylinders bildet. Seine GroBe ergibt sich aus den Abmessungen, 
welche die Schraubenlinif' bestimmen. Aus Abb. 220 folgt, daB 

h 
tg/1 = :2;1' 

ist. Diese Zahl stellt die Steigung (6) der Schraubenlinie dar. Aus der 
Konstruktion ergibt sich, daB das Stuck 02' der Abwicklung gleich 
sein mu B dC'l' BogcnliingC' 0 2 de~ Grnlldri~ses un<1 glC'ieh scin mull del' 
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"Subtangente" 2 II fUr die Tangente in 2, so daB der SpurpunktII 
der Tangente des Punktes 2 gefunden wird, indem man den Kreis
bogen a 2 auf der Kreistangente von 2 bis II abwickelt. Der AufriB 
des Spurpunktes II gibt dann einen Punkt des Aufrisses der Tan
gente t2 • 

Die Spurpunkte I, II, III, ... der Tangenten in den aufeinander
folgenden Kurvenpunkten 1, 2, 3, . . . bilden die yom Kreispunkte a 
ausgehende Kreisevolvente. Diese ist somit die Spurkurve der 
Tangentenflache (53) der Schraubenlinie mit der achsnormalen 
Ebene B. Die zwei Mantel der Tangentenflache (53) zeigen sich in den 
zwei Zweigen der Evolvente und der schneidenartige Charakter der 
Riickkehrkurve der Tangentenflache (Schraubenlinie) zeigt sich im 
Riickkehrpunkt (52) der Spurkurve. 

b) Mit dem Richtungskegel. Zieht man durch einen beliebigen 
Punkt des Raumes die Parallelen zu den Tangenten einer Kurve, so 
werden sie eine Ebene erfiillen, wenn die Kurve eben, dagegen eine 
Kegelflache (Kap. VI), wenn die Kurve doppelt gekriimmt ist. Dieser 
Kegel ist der Richtungskegel der Raumkurve; er umfaBt aIle 
Richtungen, die von Tangenten der Raumkurve eingehalten werden 
konnen. 1st die Kurve eine Schraubenlinie, so ist zu beachten, daB 
man bewiesen hat: 

AIle Tangenten einer Schraubenlinie sind gegen die achs
normale Ebene gleich geneigt. 

Diese unveranderliche Neigung ist gleich der Steigung der Schrauben
linie. Somit sind auch die Winkel y = 90°- f3, unter dem die Tan
genten der Schraubenlinie gegen ihre Achse geschrankt sind, unver
anderlich. Daraus folgt: 

Der Richtungskegel einer Schraubenlinie ist ein gerader 
Kreiskegel, des sen Achse die Richtung der Schrauben
achse hat. 

In Abb. 219 ist (im AufriB) dieser Richtungskegel gezeichnet. Seine 
Spitze S soIl auf der Achse a liegen, und sein Grundkreis soIl den 
Radius r haben. Zieht man daher durch den Punkt 12 der Schrauben
linie die Gerade unter dem Winkel f3 gegen die achsnormale Ebene, so 
ist sie die auBerste Mantellinie des Richtungskegels und bestimmt auf 
der Achse dessen Spitze. 

SoIl nun mit Hilfe des Richtungskegels in einem Punkte der Schrau
benlinie, z. B. in 2, die Tangente bestimmt werden, so geht man davon 
aus, daB man ihren GrundriB als Tangente an den Grundkreis ja kennt. 
Dann kann man im GrundriB durch die Spitze S des Richtungskegels 
die Mantellinie m 2 parallel zu dieser Tangente ziehen und aus dem 
GrundriB M2 ihres Spurpunktes mit der Grundkreisebene 0 des Kegels 
den zugehorigen AufriB bestimmen. Verbindet man diesen mit der 



(}podatisehe Linien. 201 

Kegelspitze S, so gibt diese Malltellinie des Richtungskegels die Rich
tung der Tangente t2 der Schraubenlinie. 

103. Grodatische Linien. Weil die Abwicklung der Schraubenlinie 
mit dem Zylinder, auf dem sic liegt, eine gerade Linie ist und bei der 
Abwieklung die Bogenlange derselben keine Anderung erfahrt, ist die 
Schraubenlinie zwischen je zweien ihrer Punkte die kiirzeste Ver
bindungslinie. Man nennt nun die Kurve. die auf einer krummen 
Flache den kiirzesten Weg zwischen zwei Punkten darstellt. eine 
geodatische Linie. 

Die Schraubenlinie ist die geodatische Linie des geraden 
Kreiszylinders. 

Da der Begriff der geodatischen Linie der analytischen Flachen
theorie angehart. entziehen sich ihre Eigenschaften der rein-geometri
schen Behandlung. Allein eine Uberlegung, die der Mechanik angehart, 
mage hier einc Eigenschaft der geodatischen Linie anschaulich machen 
und dann an der Schraubenlinie nach-
gepriift werden. 

Abb. 221 gebe das Bild einer krum
men Flache. A und B seien zwei ihrer 
Punkte. Um eine Vorstellung yom Ver
lauf der gE'odatisehen Linie zwischen 

n 

diesen beiden Punkten zu E'rhalten, nA 

denke man sich zwischen ihnen, der 
Flache aufliegend. einen Faden ge-
t'lpannt und immE'r besser angezogen, 

AlIlI. 221. Geodatische Linie auf ciner 
krummen Flache. 

wobei man sich ja die Oberflache glatt poliert vorstellen kann. 
Der Faden wird die geodatische Linie zwischen den bciden Punkten 
veranschaulichen. welm eine \'erschiebung auf der Fliiche zwecks 
Verkiirzung nicht mehr maglich ist. 1st dann P cin Punkt des Fadens, 
80 wird die Spannung des angezogenenFadens diesen an die Oberflache 
anprcsscn mii8sen. Es heiBt dies, daB die Resultierende der beiden 
Fadenspannungen. die diesen zu zerreiBen trachten, in die Flachen
normale n del' Punktes P fallen muB. Anderseits aber liegt diese Re
tlulticrende (\vegen dem Krafteparallelogramm) in der Ebene zweier 
unendlich-benach barter Bogenstiicke der Kurve, das ist in ihrer 
Schmiegungsebellt' (53). 

Die So hmiegungsc bE'ne der geodatischel~ Linie einer 
krummen Flache cnthiilt die Fliichennormale des Kurven
punktes. 

Uberpriifen wir diesen Satz bei der Schraubenlinie, der geodatischen 
Linie des geraden Kreiszylinders. 

Urn die :-;chmicgungsebene eines Punktes der Schraubenlinie, z. B. 
des Punktes H. Z1I bestimmen (Abb.219), denke man sich durch die drei 
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benachbarten Punkte 5, 6 und 7 die Ebene gelegt. Sie enthiiJt, wegen der 
gegenseitigen Lage dieser drei Punkte, die Normale n, die man yom 
Punkte 6 auf die Zylinderachse a fallen kann. Nun denke man sich den 
GrenzprozeB, der die beweglichen Punkte 5 und 7 dem festen Punkte 6 
immer naher bringt, so zwar, daB die beiden sich nahernden Punkte 
yom festen Punkt immer gleich weitentfernt sind. Dann wird sich 
die Verbindungsebene der drei Punkte drehen um die Normale n 
und wird diese Gerade auch noch enthalten, wenn alle drei Punkte 
zusammenfallen, wenn die Ebene also zur Schmiegungsebene ge
worden ist, welche auch die Tangente an die Schraubenlinie im festen 
Punkt enthalt. 

Die Schmiegungsebene der Schraubenlinie verbindet in 
jedem Punkte der Kurventangente mit der Flachennorma
len des Zylinders. 

Beachtung verdienen die Punkte (wie 3 oder 9 in Abb. 219), deren 
AufriB in den AufriB der Achse fallt. Fiir sie ist nach obigem Satz 
die Schmiegungsebene eine zweite projizierende Ebene. Also (53) 
sind die Aufrisse der Punkte Wendepunkte fUr den AufriB der 
Schraubenlinie. Auch zeigt sich fUr diese Punkte der Neigungs
winkel (3 der Tangente der Schraubenlinie mit der achsnormalen 
Ebene in seiner wahren GroBe. 

Die Schmiegungse benen umhiillen in ihrer Gesamtheit die a b
wickelbare Tangenten£lache der Schraubenlinie. Die Spuren 
81> 8 2 , 8 3 , ••• der Schmiegungse benen der Punkte 1, 2, 3, ... mit der 
achsnormalen Ebene e gehen bzw. durch die Spurpunkte I, II, III, ... 
der Tangenten t l , t 2 , t3' .. , und sind, wegen des obigen Satzes, recht
winklig zu ihnen. -

Die in Abb.219 dargestellte Schraubenlinie ist rechtsgangig, 
erscheint sie doch, von auBerhalb des Zylinders betrachtet, als nach 
rechts ansteigend. -

104. Schraubung um eine Achse. 1st eine Schraubung um eine Achse 
gegeben, so wird jeder Punkt des Raumes als Bahnkurve eine Schrauben
linie beschreiben. Abb. 222 gibt die zugeordneten Normalprojektionen 
solcher Bahnkurven, wenn die Achse a der Schraubung zu einer der 
Projektionsebenen rechtwinklig vorausgesetzt wird. Alle diese Schrau
benlinien ha ben die namliche GanghOhe h; ihre Steigungswinkel (31' (32' 
(33' ... ergeben 'sich aus den rechtwinkligen Dreiecken der Abb.223. 
Die Steigung dieser Schraubenlinien von unveranderlicher Ganghohe 
wird um so groBer, je kleiner der Radius ist, weil die Beziehung besteht 

h = 271' • r • tg (3 • 

Vorteilhafter als die Ganghohe der Schraubung erweist sich die 
Einfiihrung und Benutzung der reduzierten Ganghohe oder des 
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Parameters p del' Schraubung. Darunter versteht man jene Strecke, 
um welche sich der Punkt in Richtung del' Achse fortbewegt, wenn 
gleichzeitig einc Drehung um den Winkel erfolgt ist, dessen BogenmaB 1 
ist. Es ist dies del' WinkeL 
fur den del' Bogen gleich 
dem RadiuR ist: senll' 
Groge ist 

(,l0 =.= 57° 17' 41)" . 

I 

Abb. 224 zeigt die Be
stimmung dieses Parame
ters p fUr die Schraubung, 
deren Ganghohe h ist unci 
die in Abb. 222 durch ihre 
Bahnkurven veranschau
licht ist. Aus del' Abbil
dung folgt, ciaf3 

..t:' 
I 
! 
I 

.'::0.::.. ' l 
3'15678910 0 

Ii p 
tg/3 = 

2r.:r r 

ist. Es ist altm 

h 
P==2rr 

Kennt man den Para
meter peineI' Sehraubung, 
so kann man unmittelbar 
zu jedem Radiu" r1 die 
Steigung /31 del' zugehorigen 

~-~ 
a 

4 

Allb. 2~2. Schraubung mit Bahnkurvcn. 

Bahnschraubenlinic angeben; Abb. 224 enthiiJt die rechtwinkligen 
Dreiecke, durch die das geschieht. Man erkennt den Vorteil gegenuber 
der Konstruktion~methode. die in Abb. 223 durchgefUhrt ist: man 

Allb. 22~. Abwh-klung yon Bahnkurven. 

verwendet die Radien r der Schraubenlinien, nicht abel' die Abwick
lungen ihrer Grundkreise. Es folgt: 

Der Parameter peineI' Schraubenlinie ist auch die Hohe 
ihres Rich tungskegels. wenn dessen Grundkreis derjenige 
dor 8ehraubenlinie i"t. 
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Ein weiterer Vorzug der Einfiihrung des Parameters einer Schraubung 
ist es, daB man zu jedem Drehungswinkel cp sofort die entsprechende 

Fortschreitungsstrecke z in Achsen
richtung angeben kann. Sie ist 

~----t--2Jr:-r'------->-I 

~ 
1098765/13210 

Abb. 224. Parameter einer Schraubung. 

die verschiedenen geometrischen 

a 

z=p·arclJ!. 

Will man daher eine Schrau
bung geben, so geniigt es, ihre 
Achse a und ihren Parameter p zu 
geben. Ob die Schraubung rechts
oder linksgangig erfolgen soIl, wird 
sich durch das Vorzeichen des Pa
rameters festlegen lassen. -

In Abb. 225 ist dargestellt, wie 
Elemente (Punkt, Gerade, Ebene) 

eiJ;ler derartig gege
benen Schraubung 
unterworfen werden. 

Die Schraubung 
eines Punktes P 
urn einen 
Winkel IJ! 
GrundriB 

gegebenen 
kann im 
unmittel-

bar ausgefiihrt wer
den; PI sei die End
lage des Punktes. Es 
handelt sich nun dar
urn, die Strecke z zu 
bestimmen, die dieser 
Drehung entspricht. 
Dazu ist in Abb. 226 
die Abwicklung einer 
Schraubenlinie vom 
Radius r = 1 dar-

t; gestellt, die als Bahn
kurve zur gege benen 
Schraubung gehort. 
Es ist also ein recht
winkliges Dreieck ge-

Abb.225. Schraubung eines Punktes, einer Geraden und einer Ebene. zeichnet, dessen eine 

Kathete gleich 1, dessen andere gleich p ist. Dann kann man die 
gesuchte Kotendifferenz z zwischen Anfangslage P und Endlage PI 
des geschraubten Punktes ermitteln: 
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1st der Drehungswinkel fJ! in BogenmaB gegeben, so hat man 
dieses mit der gegebenen MaBeinheit abzutragen auf dem einen Schenkel 
des Steigungswinkels f3 der .. Einheitsschraubenlinie". Die zugehorige 
Ordinate z der Abwicklung ist die gesuchte Strecke. 

1st dagegen rler Drehungswinkel in Gradma13 gegeben (etwa 
mit dem Transporteur in einer Zeichnung gemessen), so benutzt man 
eine Skala auf einer durch den Scheitel des Steigungswinkels f3 gehen
den Hilfsgeraden. Auf diesel' Skala der Abb. 226 ist (in beliebigem 
MaBstab) das Gradma13 der Drehwinkcl abgeteilt. Die Verbindungs
gerarle des Punkte,; 1800 dieser Skala mit dem Punkte 7r der andern 
Skala, die sich auf einem 
Schenkel des Winkels /1 be-

-~ 

i 
~I"'! 

~i 
i 

findet. gibt die }{ichtung 
rler Hilfsgeraden fUr die 
graphische Verwandlung 
von GradmaB in Bogen
maB. - OO~_-L_-*~~+-~ _____ -*~~ 

70 orcfjl m: Die flc h ra u bung einer 
Geraden erfordert die 
Schraubung zW!'ier ihrer 
Punkte. Kommt (Ahh. 225) 
der Punkt P nach der 

20 
JO 
*0 
SO 

Stelle p], AO wi I'd man be
achten. daB die verschie- 720 

denen Lagen des Grund-
risses der geschraubten Gc'- 7S0 

raden Tangenten an einen 7800 

Kreis mit dpJIl :\IIittd
punkt a sind. da sich der 

Abb. 226. Drehung und zugehorige 
Verschiebung einer Rchraubung. 

Abstand der Geraden von der Achse a bei der Schraubung nicht an
dert. 1st ahlO k dieser Kreis, der die Gerade g im GrundriB beriihren 
muB, so muB auch der CrundriB der Endlage gl der geschraubten 
Geraden ihn lwriihren. Dabei kann benutzt werden, daB die Tan
gentenlang(, p] 0] mit d('r anderen PO iibereinstimmt. 

Del' AufriG del' Endlage g] der Geraden wird gefunden, indem man 
beachtet: 

Dpr Koten lin tersc hied z weier Punkte (gemessen in Rich
tung del' Schraubenachse) ist VOl' und nach der Schraubung 
der nam liche. 

AnfangH- und Endlage des Punktes G haben also den vorhin er
mittelten Kotenunterschied z. ---

SolI die Rchraubung piner Ebene s durchgefiihrt werden, so sei 
sic in Abh. 22;) gegehen dureh die beiden sieh im Punkte P schneidenden 
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Geraden g und l. Die Ebene wird bei der Schraubung eine ab
wickelbare Schraubenflache umhiillen. Es soIl die Schrauben
linie 8* bestimmt werden, welche Riickkehrkurve dieser Schrauben
flache ist. Die sich bewegende Ebene durchlauft dann die Schmiegungs
ebene der Schraubenlinie. Nun wird der Steigungswinkel /1* der ge
suchten Schraubenlinie dem Winkel gleich sein, den die geschraubte 
Ebene mit der achsnormalen Ebene bildet. Legt man also durch die 
Spitze S des Richtungskegels die beiden Geraden m und n bzw. parallel 
zu den gegebenen Geraden g und l, so ist ihre Verbindungsebene eine 
Tangentialebene des Richtungskegels der zu bestimmenden Schrauben
linie 8*. Die Normale q von der Kegelspitze S auf die erste Spur M N 
dieser Tangentialebene bestimmt einen Punkt Q des Grundkreises des 
Kegels und, da dessen Hohe dem Parameter p gleich ist, einen Punkt des 
Grundrisses der gesuchten Schraubenlinie. Auch ihr Steigungswinkel /1* 
ergibt sich dann sofort, da diese Bahnkurve den Parameter p hat. 

Die Gerade q gibt die Richtung der ersten Fallgeraden der Ebene. 
Die Schraubung der Ebene e wird dann am leichtesten vollzogen durch 
die Schraubung der Fallgeraden f des Punktes P. Denn eine Ebene 
ist durch eine Fallgerade bestimmt. 

105. Kriimmung der Schraubenlinie. Da die Schmiegungsebene der 
Schraubenlinie die Flachennormale des geraden Kreiszylinders ent

halt (103), auf dem sie als geodatische 
Linie verlauft, kann ihre erste Kriim
mung berechnet werden. Denn die Schmie
gungsebene, welche ja drei unendlich
benachbarte Kurvenpunkte enthaIt, schnei
det aus dem Zylinder eine Ellipse heraus, 

b-7' welche an der Stelle der Anschmiegung 
an die Schraubenlinie die namliche Kriim-

Abb.227. mung besitzt wie die Schraubenlinie selbst; 
Querschnitt des Schraubenzylinders 

mit einer Schmiegungsebene der denn die beiden Kurven haben an jener 
Schraubenlinie. Stelle drei unendlich-benachbarte Punkte 

gemein, bestimmen somit den namlichen 
Kriimmungskreis (58). Die Ellipse hat aber im Anschmiegungspunkte 
den Endpunkt der kleinen Achse. Diese hat die Lange r, wenn r der 
Radius des Zylinders ist. Die groBe Achse der Schnittellipse hat die 

Lange ~fI' wenn /1 der Steigungswinkle der Schraubenlinie ist, also cos 
auch der Winkel, den die Schmiegungsebene mit der achsnormalen 
Ebene bildet (Abb.227). Eine Ellipse mit den Halbachsen a und b 
hat aber im Endpunkte der kleinen Achse den Kriimmungsradius 

a2 

q=7)' 
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I' 
Da im vorliegenden Fall a =-'1 und b = r ist, wird 

COSt' 

r 
(! =c= C08 2 /3 . 

Eine Schraubenlinie vom Radius r und der Steigung tgf1 
I' 

hat als Radius del' ersten Krummung ---2-;~' cos i' 

Dieser Krummungsradius ist also fur alle Punkte der Schrauben
linie der namliche. Abb. 228 zeigt, wie man ihn aus r und f1 konstruiert. 

Da die Schraubenlinie durch die Aufwick
lung einer Geraden auf einen geraden Kreis
zylinder entsteht, die Gerade aber in sich 
selbst verschoben werden kann, so folgt: 

Die Schraubpnlinie HUH sich in sich 
~-----r------~ 

verschie ben, f » I 
Die Schraubenlinie teilt diese Eigenschaft Abb. 22~c:;:~~~~~~~~.us einer 

nur mit ihren beiden Son derfallen , dem Kreis 
und der Geraden 1). Auf dieser Eigenschaft der Verschiebbarkeit in 
sich beruht die vielfache Verwendbarkeit der Schraubenlinie und der 
durch Schraubung abgeleiteten Flachen (s. Kap. XVI und XVII). 
Folge dieser Verschiebbarkeit in sich ist, daB neben der Unverander
lichkeit der erstcn Krummung oder Flexion auch die zweite Krum
mung oder Torsion unveranderlich ist. 

106. Abwicklung der Schraubenlinie mit ihrer TangentenfHiche. Die 
Kenntnis der erst en Krummung der Schraubenlinie erlaubt die Be
stimmung ihrer Abwicklung mit der Tangentenflache. Denn da sich bei 
dieser Abwicklung die gegenseitige Lage je dreier unendlich-benach
barter Punkte cler Schraubenlinie nicht andert (53), so wircl die Ab
wicklung ein Kreis sein. 

In Abb. 229 sei also ein Kreis vom Radius (! = ----;-~ als die Ab-cos t' 

wicklung der Schraubenlinie gegeben, gezeichnet in halber GroBe. Dabei 
seien fUr r und f1 die namlichen MaBe gewahlt wie in Abb. 219. Auf 
diesem Kreis sci ein Anfangspunkt 0 gewahlt und es werde ein Gang 
der Schraubenlinie abgewiekelt. Hierbei ist abel' zu beachten, daB die 
Abwieklung eines Rolchen Ganges die Peripherie des Kreises nicht gerade 
uberdecken wire!. Denn die Lange eines Ganges der Schraubenlinie ist 

2.7t: (Abb.220). Der Urn fang des Kmises mit dem Radius n = 1'2.'1' 
cos~ , cos t' 

2:r I' 
aber ist 2 J' also groBeI'. Urn die Abwicklungen von Punkten 1, 

cos /} 

1) Nul' del' (geradlinige) Degen und del' (kreisbogenformige) Turken
sabel kiinnen in die ebenso gekl'iimmte Scheide gestol3en werden; noch 
kriegcrischer, abel' gcometl'isch moglich, ware ein Schraubenliniensabel mit 
ebensolcher Rcheirle. 
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2, ... , 12 eines Ganges der Schraubenlinie naherungsweise zu be
kommen, miBt man in Abb. 220 auf der Hypotenuse die Lange eines 
Zwolftels des Ganges abo Die Kreistangenten in den so erhaltenen 
Punkten 1, 2, ... , 12 der Abwicklung in Abb. 229 sind dann die Ab
wicklungen tv t2 , t3 , ••• der so benannten Tangenten der Schrauben
linie. Wie aber die Abb. 219 oder 220 erkennen lassen, hat die Tan

Abb.229. 

gente tl zwischen dem Be
ruhrungspunkt 1 dem Spur-

k I d · L·· 1 2 n r . 
pun t Ie ange 12 . c08 2 !3 ,1St 

also gleich dem Bogenstuck 
0-1 der Abwicklung. Die Ab

Y wicklungen der Spurpunkte II, 
III, . . . der Tangenten erfiil
len also die yom Punkte 0 
ausgehende Evolvente des 
Kreises mit dem Radius (!. 

Abwicklung der Tangentenfiache der Schraubenlinie. 

Diese Abwicklung stellt 
auch eine Scha blone dar 
fur die Tangentenflache der 
Schraubenlinie und diese 
selbst. Denkt man sich diese 

Schablone aus starkem Papier angefertigt. und langs des Kreises, seiner 
Evolvente und der in Betracht gezogenen letzten Tangente (t6 in Abb. 229) 
ausgeschnitten, langs der ubrigen Tangenten aber geritzt, so laBt sich 
ein Stuck der Tangentenflache zusammenbiegen. -

XVI. Schraubenregelflac·hen. 
107. Ubersicht uber die Schraubenfliichen. Wird eine (ebene oder 

doppelt gekrummte) Kurve um eine Achse geschraubt, so beschreibt 
sie eine Schrau benflache, die uberdeckt wird von zwei Kurven
scharen, namlich einmal den verschiedenen Lagen der erzeugenden 
Kurve und dann von den Bahnschraubenlinien ihrer einzelnen 
Punkte. Die Schraubenflachen unterscheiden sich nach der Art der 
Erzeugenden. 1st diese eine Gerade, so erscheint die Flache uber
deckt von einer Schar von geradlinigen Erzeugenden, die durch Schrau
bung auseinander hervorgehen, sie wird zur Regelflache, zur Schrauben
regelflache. Diese zerfallen in offene und geschlossene Schrauben
regelflachen, je nach der Lage der erzeugenden Geraden gegen die 
Achse. 1m erstgenannten FaIle wird diese nicht getroffen, wahrend im 
zweiten aIle Erzeugenden die Achse schneiden. Eine Schraubenregel
flache heiBt gerade oder schief, je nachdem der Richtungsunterschied 
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der Erzeugenden und der Achse ein rechter Winkel ist oder nicht. Eine 
gerade, geschlossene Sehraubenregelflaehe wird aueh als flaehgangig 
bezeiehnet, im Gegensatz zu den seharfgangigen Schraubenregel
flachen, die sehief llnd geschlossen sind, bei den en die Erzeugenden mit 
der Aehse einen Anlagewinkel bilden, der von einem rechten Winkel 
verschiedell ist. 

108. Die flachgangige, geschlossene SchraubenregelfHiche. Wenn 
eine Erzeugende die Aehse unter reehtem Winkel schneidet, so tun dies 
aIle. Abb. 219 enthalt aueh eine Darstellung dieser Flaehe. Die Regel
flaehe. die dureh Sehraubung der Geraden lo urn die Achse a entsteht, 
ist eine derartige Flitche. Dabei sind 81 , 8 2 , 83 , .•. die Bahnsehrauben
linien der Punkte 1. :2, 3, ... der Erzeugenden. Die Tangentialebene in 
jedem Flaehenpunkte ist bestimmt dureh die Erzeugende dieses Punktes 
und dureh diC' Tangente an seine Bahnsehraubenlinie. Man kann sieh an 
Hand der Abb. 219 leicht eine Vorstellung versehaffen iiber die Drehung 
der Tangentialebene urn die Erzeugende, wenn sieh der Beriihrungs
punkt auf dieser Erzeugenden bewegt. Beim Punkt 0, der auf der 
Aehse liegt, verbindet die TangC'ntialebene die Erzeugende mit der Achse, 
diE' ja aueh eine ganz auf der Flaehe verlaufende Linie ist. Entfernt 
sieh der Beriihrungspunkt von der Aehse a und kommt er in die Lagen 
1, 2, 3, ... , BO wird die TangentialE'benE' mit der aehsnormalen Ebene 
(GrundriBeber18 in Abb. 219) einE'n immer kleiner werdenden Winkel 
bilden, da ja die Bahnsehraubenlinien der Beriihrungspunkte Immer 
flaeher verlaufC'll. 

109. Di(\ scharfglingige, geschlossene Schraubenregelflliche. Wenn 
die zu sehraubende Erzeugende mit der sie sehneidenden Aehse einen 
Anlagewinkel x hildet, der von einem reehten Winkel versehieden 
ist, so bC'Hchrl'iht diC' ErzC'ugende eine scharfgangige, geschlossene 
Schraubenflaehe. Zu ihrer Bestimmung miissen gegeben sein die 
Schraubungsach::;p a, der AnlagE'winkel ex, die Schraubung (durch ihren 
Parameter p). sm,ie ein Punkt. Dieser Punkt wird eine Bahnkurve der 
Schraubung hE'schreiben. ,vdehe die Lei tsehra u benlinie der Flaehe 
heiBe. Nimmt man in Abb. 230 dC'1l Anfangspunkt Ao der Leitsehrauben
linie in der ParallE'lebE'ne zur AufriBebene durch die Achse a an, so wird 
der Anlagewinkd ex im AufriB in wahrer GroBe erscheinen und kann zum 
Eintragen dE'r Anfangslage eo dt'r Erzeugenden herangezogen werden. 
Es erge ben sieh dann weitere Lagen e], e2 , e3 , .•• der Erzeugenden, 
indem man wl'it.l'I'(> Punkte .11 , A 2 , A 3 , ••• del' Lpitsehraubenlinie be
stimmt und fprlll'I'hin dati Grundgesetz dE'I' Schraubung (104) be
achtet, wOJ\ach ::lidl der Kotenunterschied zweiel' Punkte, gemessen in 
Richtung del' Sehl'aubcnachse, wahrend dE'r Schraubung nicht andert. 
Sind dahel' 110 , B1 , B 2 , .•. die Schnittpunkte der Erzeugenden 
eo, e1 , e2 , ... mit der Achse a, so haben die Punktc Ao und Bo, A1 und 

Grossmann, Ororn('triP. 14 
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B1 , A2 und B2 den namlichen Kotenunterschied. Oder aber, was eben
soviel bedeutet, die Punkte Bo und B haben denselben Kotenunter

AufriB 

e,t 

Il 

t 
GrundriB 

Abb. 230. UmriBpunkte von Erzeugenden der 
scharigangigen Schra u benregelflache. 

schied z wie die Punkte Ao 
und A (Abb. 230). 

Durch jeden Punkt der 
Flache geht eine Erzeugfmde 
und eine Bahnschrauben
linie. Die Tangentialebene 
des Punktes geht somit 
durch seine Erzeugende 
und durch die Tangente an 
seine Bahnschraubenlinie. 

1st, wie in Abb. 230, die 
Achse a der Flache recht-
winklig zur GrundriBebene, 
so gehen die Grundrisse 
aller Erzeugenden durch 
den Punkt a, den GrundriB 
der Achse. 

In der zweiten Projek
tion aber wird der UmriB 
der Flache umhiillt von den 
Aufrissen der auf ihr ver-
1aufenden Erzeugenden. 
Man kann aber auch 
Punkte der UmriBkurve 
ermitteln. Um in Abb. 230 
den Punkt U zu finden, wo 
die Erzeugende eden UmriB 

iiberschreitet, den Punkt also, wo der AufriB der Erzeugenden den 
scheinbaren UmriB beriihrt, lenke man die Aufmerksamkeit auf die 

u 

Bahnschraubenlinie 8 dieses Punktes U. Sie wird 
an der Stelle U iibergehen yom sichtbaren Teil der 
Regelflache zum unsichtbaren. 1m AufriB werden 
sich an der Stelle U beriihren (Abb. 231): der 
UmriB u der Regelflache, der AufriB e der Er
zeugenden und die Projektion der Bahnschrauben-

J' linie 8 des UmriBpunktes U. Von dieser Kurve kennt 
man den Parameter p und weiB, daB die Tangente 
im Punkte U einen AufriB hat, der zusammen-

Abb.231. UmriB, . 
Bahnschraubenlinie und fallt mit demjenigen der Erzeugenden e und daB 

Erzeugende. 
ihr GrundriB rechtwinklig steht zum GrundriB 

dieser Erzeugenden. Es laBt sich also durch die Spitze S des Rich-
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tungskegeis del' Leitschraub0nlinie die Parallele m zur Tangente an 
die Bahnkurve, die durch U geht, zieherl. Es sei 111 ihr Spurpunkt 
mit der achsnormalen Ebene durch den Anfangspunkt Ao der Leit
schraubenlinie. Damit ergibt sich im GrundriB del' Radius r del' 
Bahnschraubenlinie 8 des UmriBpunktes, und man kann ihn auf del' 
Erzeugenden e festlegen. 

Aus den Abmetlsungen der Abb. 230 ergibt sich fur den nachherigen 
Gebrauch leicht die Polargleic:hllng des Grundrisses del' UmriB
kurve. Sc:hneidet die ac:hsnormale Ebene durch den Punkt A die Achse a 
1m Punkte (j. und "inc! r und IJ! die Polarkoordinaten von U, so ist 

A 0 ,- 1"0' (·os IJ!; 

ferner im AufriB 

R C ,= Bo Co = r 0 • ctg IX , 

JI[ C'o: :-: Co cc, A C: BO , 

80 daB durch Einsetzen del' Werte sich ergibt 

:-{ (10= P == ro . etg IX : J.l1 Co . ro . cos IJ! . 
Da abel' 

ist, so 'wird 
c:tg IJ! 

1'= p' ---~'. 
ctgIX 

Bezeichnet man mit I?o den Radius des Grundkreises des Richtungs
kegeis der Schraubenflache (diesel' Kreis miige kurz del' Richtkreis 
heiBen), so ist 

p 
=0 ctg IX ,0 . 

AIRo wird die gesuchtf· Polargleic:hung 

I" == I?o' ctglJ! . (1 ) 

Eine andere Konstruktion del' Punkte U del' UmriBkurve kann nun 
einfach aus.der bisherigen gefunden werden. Verlangert man in Abb. 230 
den Radius S M uber den Mittelpunkt S hinaUR bis zum Schnittpunkt R 
mit dem Richtkreis, so muE die Parallele durch diesen Punkt zur 
Geraden Ao S durch den UmriBpunkt U gehen. Denn es gilt die Polar
gleichung, so daB del' Winkel IJ! im rechtwinkligen Dreieck US R 
an del' Eckp r' en,cheinen muE. 

Abb. 232 enthalt nun die Darstellung der scharfgangigen Schrauben
regelflache, und zwar bctrifft diese Darstellung einen Gang und den 
Teil des eincn .Nlantels, der zwischen del' Leitschraubenlinie 80 und 
der Achse a liegt. ~}-1 sind zunachst, mit Hilfe des Parameters p der Leit
schraubenlinie. 7-wolf gleichmaBig verteilte Punkte Ao, AI' A 2 , ••. emes 

14* 
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a 

Abb.232. UmriB einer scharfgangigen geschlossenen Schraubenregelflache. 

Ganges dieser Schraubenlinie dargestellt sowie die zugehorigen Erzeu
genden eo, ev e2 , ••• der Schraubenregelflache, deren Anlagewinkel (X 



Sch1'auben. 213 

sei. Die durch diese regelmiiBige Einteilung eines Ganges erzielte Sym
metrie vereinfacht und beschleunigt die Darstellung del' UmriBkurve. 
Man hat durch die Spitze S des Richtungskegels nul' die Parallelen m1 

und m2 zu den beiden Erzeugenden e1 und e2 zu ziehen; ihre ersten 
Spurpunkte ,J11 und 312 be"timIllell die Kreise, auf den die UmriB
punkte U1 , [[5' C'7' Uu bzw. U2 , U4 , Us, U10 liegen. Die UmriB
punkte U 0 und U 6 fallen konstruktionsgemaB in unendliche Ferne, und 
zwar in Richtung der Erzcugenden eo (und e6 ). Die zweite nachge
wiesene Konstruktion von Umril3punkten laBt erkennen, daB die zu 
diesel' Richtung parallelen rrangenten des Richtkreises die Asymptoten 
del' Umril3kurve sind. 

Leicht ergeben sich auch die Punkte, in denen die Leitschrauben
linie von del' Umril3kurve uberschritten wird. Denn soIl ein UmriB
punkt V auf der Leitschraubenlinie liegen, so muB fUr ihn r = ro sein, 
so daB aus del' Polargleichung folgt, daB diesel' Punkt aus dem Anfangs
punkt Ao durch ('ine Schraubung hervorgeht, die einem Winkel if 
entspricht, fill' den 

ist. Verbindet man also den Beruhrungspunkt R2 del' einen Asymptote 
mit dem Richtkreis mit dem Anfangspunkt Ao del' Leitschrauben
linie, so erscheint diesel' Drehwinkel if im rechtwinkligen Dreieck AoSR2 
an del' Ecke Ao. Zieht man also durch den Punkt S die Parallele zur 
Hypotenuse dieses Dreiecks. HO erhalt man einen UmriBpunkt VI 
del' Leitschraubenlinie. Es gibt vier derartiger UmriBpunkte auf del' 
Leitschraubenlinie; Hie sind im GrundriB symmetrisch verteilt bezug
Iich del' Symmetl'ieachsen AoA6 und A3A9' 1m AufriB bcruhrt die 
Leitschraubenlinie in den Punkten V den scheinbaren UmriB. 

Ubrigem: kalln diese Konstruktion von UmriBpunkten angewandt 
werden auf die Bestimmung del' UmriBpunkte irgendeiner beliebigen 
Bahnschraubenlinie. Trifft eine solche, herausgegriffen durch ihren 
kreisformigen Gnmdril3, den Radius AoS im Punkte Q, so hat man 
nur durch S die Par allele ZUI' Geraden R2 Q zu ziehen, urn auf dem 
Kreise den UmriGpunkt U Zll erhalten. Denn es besteht wieder die 
Polargleichung (1) JlU Recht. Die vier UmriBpunkte eines Ganges del' 
Schraubenlinie ,;ind hie I' ['2' U4 , Us und UIO ' -

110. Schrauben. Zur Befestigung, abel' auch zur Erzwingung be
stimmter Bewegullgeu, werden Schrauben hergestellt, die begrenzt 
Hind von Schraubenflachen, welche durch die Schraubung geradliniger, 
ebener Profile um eine in ihrer Ebcne liegende Achse entstehen. Abb.233 
erinnert an die Schrauben, die durch Profile verschiedener Art ent
stehen. DerFall a gibt cine flachgangige, del' Fall b eine scharf-
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gangige Schraube, wahrend sich an der Schraube des Falles c, einer 
Trapezschraube, beide Arten der geschlossenen Schraubenregelflachen 

ia 

I , 
I 

vorfinden werden. 
Wenn die Ganghohe h der Schraubung der 

GroBe nach iibereinstimmt mit der Periode q des 
a) geschraubten Profils, so entsteht eine einfache 

Schraube; wenn dagegen die GanghOhe (hI in 
Abb. 233) ein Vielfaches der Periode q ist, so 
wird die entstehende Schraube mehrgangig. 

b) Es beschreiben dann nur die Eckpunkte des 
Profils, die um eine Ganghohe hI entfernt von
einander liegen, die namliche Bahnschrauben-

c) linie, nicht aber jene, deren Entfernung gleich 
der Periodenlange q ist. 

111. KugelabschluJl einer scharfgangigen 

i 
i 
I 

i 

i 
i 
i Schraube. Das Prom ABO D in Abb. 234 ergibt 
Profile ~~~. ~~~~auben. bei der Schraubung um die Achse a eine scharf-

gangige Schraube; die Strecke d ist der Bolzen
durchmesser, die Strecke dk der Kerndurchmesser. Die ent
stehende Schraube werde nun nach einer Kugel abgedreht, deren 
Mittelpunkt M auf der Achse a la 
liege und die den Radius R m I 
habe (Abb. 235). 

Um nun Punkte Q der 
Durchdringungskurve k der 
Schraubenregelflache und der 
Kugel zu bestimmen, denke 

Abb.234. Abb.235. 

~/ 
... 11 __ -
/ 

Profil einer scharfgiingigen Schraube. Durchdringung von SchraubenfUiche und Kugel. 

man sich die Erzeugenden e der Regelflache geschnitten mit der Kugel. 
Dazu hat man die Erzeugende e zu drehen um die Achse a, wobei der 

u 
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Schnittpunkt S beider festbleibt und sich der Punkt P der Erzeugen
den, der auf der Leitschraubenlinie 8 liegt, in den Punkt (P) auf 
der auBersten Mantellinie m des Bolzenzylinders dreht. Die gedrehte 
Erzeugende (e) bildet dann mit der Achse den wahren Anlagewinkel IX 

der Schraubenflache. Trifft die gedrehte Erzeugende den Kugel
umriB u in einem Punkte (Q), so ergibt dieser, zurlickgedreht nach 
dem Punkte Q auf der Erzeugen-
den e, einen Punkt der Durch
dringungskurve k. 

Man wird nicht versaumen, 
auch die in einer doppelt-proji
zierenden Ebene gelegene Er
zeugende eo nach dem nam
lichen Verfahren im Punkte Qo 
mit der Kugel zu schneiden, 
ebenso die mittlere Erzeugen
de em, die zur AufriBebene par
allel ist und durch den auBersten 
Punkt Pm der Leitschraubenlinie 
geht. 

In Abb.236 ist dieses Kon
struktionsverfahren auf den Kugel
abschluB einer Schraube ange
wandt worden. Allein die Durch
dringungskurve setzt sich zusam
men aus verschiedenen Stlicken, 
entsprechend dem Eindringen der 
Kugel in die einzelnen Teile der 
Schraube. Das Stiick k1' das sich 
zwischen den Pnnkten T und n' 
erstreckt, ist die Durchdringung 
der Kugel mit dem oberen 
Mantel der Schraubenflache; die 
Punkte T und W sind die SchniU-
punkte der Kugel mit der auBeren 

Aufrili 

u 

Abb.236. 
KngelabschluJ3 einer scharfgangigen Scbranbe. 

Schraubenlinie d bzw. der inneren Schraubenlinie c. Es liegen diese 
Schnittpunkte del' Kugel mit den an der Schraube vorkommenden 
Schraubenlinien auf den Schnittkreisen 81 und 8 2 der Kugel mit dem 
Bolzen- bzw. dem Kernzylinder. 

1m Punkte W geht die Durchdringungskurve liber auf den Kern
zylinder und verbilldet als ein Bogen des Kreises 82 die Schnittpunkte V 
und W der Kugel mit den Schraubenlinien b und c. 1m Punkte V 
tritt die Durchdringungskurve auf den unteren Mantel der Schrauben-
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flache und sei mit k2 bezeichnet. Dieses Stuck geht vom Punkte V bis 
zum Schnittpunkt U der Kugel mit der auBeren Schraubenlinie a. 
Den SchluB bildet der Bogen TUdes Kreises 81 , in welchem die Kugel 
den Bolzenzylinder zwischen den Schraubenlinien a und d schneidet. 

Zur richtigen Darstellung der Durchdringung gehoren noch die 
UmriBpunkte 01 und °2 , die auf dem KugelumriB u liegen und auf 
diesem vom geschraubten Profil herausgeschnitten werden. 

Abb. 236 enthalt auch noch den Auslauf des Gewindes. Seine 
Entstehung und Darstellung ist in Abb. 237 erlautert. Wahrend das 

IMri/J Gewinde durch die Schrau
bung des Profils ABO D um 
die Achse c entsteht, solI 
dies nur bis zur Ebene a 
gelten, wahrend von da an 
die Schraubung um die ex
zentrisch liegende, zu c par
allele Achse c* erfolgen solI, 
und zwar mit der gleichen 
GanghOhe. Hat sich also 
die Profile bene a um den 

Winkel 2 n gedreht in die 
n 

neue Lage aI' so hat sich 
die Mittellinie m des Profils 
gesenkt um die Strecke 
h 
~, wenn h die Ganghohe n 
der Schraubung ist. Die 

(E,J Eckpunkte FG des Profils 
Abb.237. Auslauf der scharfgangigen Schraube. beschreiben auf dem Zylin-

der k* mit der Achse c* 
Schraubenlinien f bzw. g. Legt man das Profil in der Lage a1 um 
seine Mittellinie m1 um, so konnen seine Eckpunkte E1F1G1 H1 in der 
neuen Lage angegeben werden, wobei die Punkte El und HI stets 
auf dem Bolzenzylinder liegen und in ihrer Gesamtheit die Durch
dringungskurven e und h bilden. 1st n die gemeinsame Mantellinie 
des Zylinders k*, dessen Achse c* ist, und des Bolzenzylinders kl 
mit der Achse c, so fallen fur diese letzte Lage ao der Pro£ilebene 
die Profileckpunkte E und H in die Eckpunkte F bzw. G, und hier 
lau£t das Profil in einer Strecke EoHo aus. 

112. OUene SchraubenregeUHichen. Wenn eine Gerade urn eine 
zu ihr windschiefe Achse geschraubt wird, so beschreibt sie eine offene 
Schraubenregelflache. Da sich der kurzeste Abstand der Geraden 
von der Achse nicht andert, haben alle Erzeugenden von der Achse 
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die namliche kurzeste Entfernung. Wird in Abb. 238 vorausgesetzt, 
die Achse a sei zur GrundriBebene rechtwinklig, so werden die Grund
risse aller Erzeugendcn Tangenten an einen Kreis k sein, welcher del' 
GrundriB del' Kehlschraubenlinie del' Flache ist, das ist del' Bahn
schraubenlinip. die del' Achse am nachsten kommt. In Abb.238 sei 
die Flache bestimmt durch eine Anfangslage eo del' Erzeugenden und 
die Bahnschraubenlinie 80 eines ihrer Punkte Ao. Diese "Leitschrauben
linie" habe den Parameter p und 
dcn Radius r 0 . 

1st nun del' GrundriB eines 
Flachenpunktes P gegeben, 
so kann man "eine Erzeugende e 
und damit auch "einen AufriB 
konstruieren. Del' GrundriB del' 
Erzeugenden f i8t Tangente an 
den Kreis k, den GrundriB del' 
Kehlschraubenlinie. Die Bahn
schraubenlinie 8 des Punktes P 
treffe die Erzeugende eo im 

a , 
I 

I 

e ! 

!( 

t 

Punkte Po. Dann 8ind die Tan - /~'\ 
gentenstucke, die von den Punk - / 

ten P und Po an den Kreis k - ~__ :S ~ 
gehen, gleieh lang. KoK seien--· =~- I 

Ao' " <Zi)'. 
die Punkte del' Erzeugenden eo \f'o. tJ 
und e, die auf del' Kehlschrau- eo 

benlinie liegen. Den AufriB derr/(o' D -__ -__ -e--t'~/cf 
Erzeugenden e findd man wieder "/ _-
(104) dureh Schraubung zweier Jl-----

ihrer Punkte, etwa P und K 1). 

Die Tangen ti ale bene T an 
Abb.238. Offene Schraubenregelflache. 

die Schraubenflaclw im Punkte P ist bestimmt dureh die Erzeugende e 
und die Tangente t an die Bahnsehraubenlinie des Punktes. Von diesel' 
letzteren kennt Illall den GrundriB als Tangente an den Kreis 8, den 
GrundriB del' Bahnschraubenlinie des Punktes P; del' AufriB ergibt 
sich mit dem Richtungskegel del' Schraubenlinie 8; t ist parallel zu m. 

Die GrundrisIle aller Erzeugenden del' Schraubenregel£laehe um
hullen den Kreis k, den GrundriB del' Kehlschraubenlinie. Diesel' 
Kreis ist also fUr die erste Projektion del' schein bare UmriB del' 
Flache. IIll AufriB wird del' scheinbare UmriB del' Regelflache um-

1) Den zwei mogliohen Tangenten vom Grundri13punkt an den Kehl
kreis (dem Grundri13 der Kehlschraubenlinie) entsprechen zwei Erzeugende 
der Flache flir einen Gang, und also gibt es zwei mogliche Lagen des 
Flachenpunktes P in jedem Gang. 
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hunt von den Aufrissen der Erzeugenden. Punkte der UmriBkurve 
kann man konstruieren, indem man die UmriBpunkte von Er
zeugenden oder von Bahnschraubenlinien ermittelt. 

a) Abb.239 zeigt, wie man den UmriBpunkt U einer beliebigen 
Erzeugenden e konstruiert. Die Tangentialebene an die Flache in 
diesem UmriBpunkte U ist zur AufriBebene rechtwinklig und hat 
die zweite Projektion der Erzeugenden zur Spur, laBt also im AufriB 
den Winkel /3* erkennen, den sie mit der achsnormalen GrundriBebene 
hildet. Bei der Schraubung umhiillt diese Ebene eine abwickelbare 

a Schrauben£lache, die mit der gege
benen Schraubenflache langs der 
Bahnschraubenlinie des UmriBpunk
tes U in Beruhrung ist. Die Ruck
kehrkurve dieser abwickelbaren 
Schrauben£lache ist eine Schrauben
linie 8* mit dem Steigungswinkel /3*. 
Mit Hilfe des Parameters p der 
Schraubung bestimmt sich sofort 
der Radius r* dieser Schraubenlinie. 
Nun muB der UmriBpunkt U der 
Erzeugenden e auf dem UmriB der 

\( abwickelbaren Tangenten£lache der 
\ Schraubenlinie 8* liegen. Dieser Um

riB besteht aus den zur AufriBebene 
parallelen Tangenten der Schrauben
linie 8*, deren eine, die Gerade u, 
in Abb.239 den UmriBpunkt U der 
Erzeugenden e liefert. Die andere 
kommt, wie der AufriB zeigt, nicht 
in Betracht; denn fur den UmriB

Abb. 239. UmriBpunkt einer Erzeugenden punkt U mussen die Aufrisse der 
einer Schraubenregelflache. 

Geraden e und u zusammenfallen. 
b) Abb.240 bestimmt die UmriBpunkte einer beliebigen Bahn

schraubenlinie 8. Trifft diese die Anfangslage eo der Erzeugenden im 
Punkte Po, so ermittle man dessen Tangentialebene 'C, bestimmt durch 
die beiden Geraden eo und to' Geschraubt, beschreibt sie eine abwickel
bare Schrauben£lache, die mit der gegebenen windschiefen Regel
flache in Beriihrung ist langs der Schraubenlinie 8 und auf deren Um
riB daher auch die UmriBpunkte dieser Schraubenlinie liegen mussen. 
Den GrundriB 8* der Ruckkehrkurve dieser abwickelbaren FHiche 
findet man, wenn man durch die Spitze S des Richtungskegels der Leit
schraubenlinie die Geraden n und m parallel zu den Geraden eo und to 
legt, welche die Parallelebene 'l:* zur Tangentialebene 'l: bilden. Sind N 
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und M die ersten Spurpunkte dieser Parallelen, so wird der Kreis 8* 

die Spur M N der Hilfsebene beriihren miissen. Dann sind die zur 
AufriBebene parallelen Tangenten u und u* der Schraubenlinie 8* 

eo/ 

a 

! 

/ 
/ 

n 

A/L __________ ~N+-__ -+ ___ -L ____________ _ 

Abb.240. 
UmriLlpunkte einer Bahnscbraubenlinie einer Schraubenregelfiiche. 

UmriBerzeugende und erhalten die UmriBpunkte U1-U4 der Bahn
schraubenlinie 8. 

113. Leitkurven der Schraubenregelflachen. Als Regelflachen sind 
auch die Schraubenregelflachen durch drei Leitkurven bestimm
bar. 1m folgenden sollen diese Leitkurven angegeben werden. 

,a) Die flachgangige (oder gerade), geschlossene Schrau
benregelflache. Leitkurvensind eine Schraubenlinie und deren Achse; 
und da alle Erzeugenden die Achse unter rechtem Winkel schneiden 
miissen, hat die Regelflache eine achsnormale Rich tungse bene. So
mit ist die unendlich-ferne Gerade der achsnormalen Ebene eine dritte 
Leitlinie. 

b) Die scharfgangige (oder schiefe), geschlossene Schrau
benregelflache hat eine SchraubenlinieundderenAchse zuLeitlinien, 
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und da ihre Erzeugenden die Achse unter einem unveranderlichen 
Anlagewinkel treHen, besitzt sie einen geraden Kreiskegel als Rich
tungskegel fUr die Erzeugenden. Diese sind somit zu den Mantel
linien des Richtungskegels parallel, schneiden seinen Mantel in un
endlicher Ferne, haben also den unendlich-fernen (ebenen) Querschnitt 
des Richtungskegels zur dritten Leitkurve. 

c) Die offenen Schra u benregelflachen unterscheiden sich 
von den geschlossenen dadurch, daB an Stelle der Schraubenachse, 
die bei jenen Leitgerade ist, eine Leitspindel tritt, ein gerader Kreis
zylinder um die Schraubenachse, der von allen Erzeugenden beriihrt 
werden muB. -

114. Spindel eines Drillbohrers als oUene SchraubenregelfHiche. 
Abb. 241 erinnert an einen solchen Bohrer. Die Spindel sei eine Regel
£lache, deren Erzeugende Bisekanten (53) einer gegebenen Leitschrauben
linie seien, die durch Schraubung auseinander hervorgehen. Die An
fangserzeugende sei in Abb. 242 die Gerade eo, welche die Punkte Ao 
und Bo der Leitschraubenlinie verbindet. Zeichnet man neue Lagen 

Abb.241. Drillbohrer. 

AIBI , A 2 B 2 , ••• der geschraubten Erzeugenden ein, so umhiillen 
die Projektionen dieser Geraden die scheinbaren UmriBkurven der 
Regelflache. 

1m GrundriB der Abb. 242 umhiillen die Erzeugenden einen Kreis; 
wahrer UmriB ist die Kehlschraubenlinie der Flache. Die UmriB
kurve u fiir den AufriB bestimmt sich nach der Methode, die in Abb. 239 
auseinandergesetzt worden ist. 

Das untere Ende der Spindel gehe iiber in ein Vierkant, dessen 
GrundriB das Rechteck ODEF sei. Sichtbar ist die Schnittkurve 8 

der ersten projizierenden Ebene durch 0 D . Sie enthalt die Schnitt
punkte 8 2 , 8 3 , ••• der Erzeugenden e2 , e3 , ••• mit dieser Ebene. Die 
Endpunkte 0 und D des in Betracht fallenden Kurvenbogens be
stimmt man, indem man die Erzeugenden ermittelt, welche durch 
diese Punkte, deren Grundrisse man kennt, gehen. Uber diese Punkte 0 
und D hinaus erstreckt sich die Schnittkurve 8 beiderseitig ins Un
endliche, nach Richtungen, die man bestimmt, indem man die Er
zeugenden e und e* ermittelt, die zur Schnittebene parallel sind. Die 
Aufrisse dieser Geraden sind die Asymptoten selbst, geben nicht nur 
ihre Richtung an. Denn legt man in den durch sie bestimmten un-
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endlieh-fernen Punkten die Tangentialebene an die RegelfHiehe, so 
erkennt man, daB diese beidemal zweite projizierende Ebenen sind, 
weil sie parallel sein mussen zur entsprechenden Tangentialebene des 
Richtungskcgels del' Regelflache 
(U3). 

Die Spindel ist am oberen 
Ende (die Spindellange ist ver
kurzt dargestellt) abgeschnitten 
durch eine aehsnormale Ebene N. 
Punkte P odeI' Q del' Sc~mitt
kurven n1 bzw. n2 diesel' Ebene 
mit den beiden Manteln del' 
SchraubenfHiche erhalt man, in
dem man Erzeugende e5 bzw. eo 
del' Regelflache mit del' Ebene 
schneidet. DaB die beiden Mantel 
del' Flache "ich langs del' Leit
schraubenlinie durchdringen, so 
daB die Durchdringungsschrauben
linie zur Doppelkante del' Flache 
wird, Rpiegelt sich im Sehnitt, 
indem del' Schnittpunkt L del' 
Ebene N mit del' Leitsehrauben
linie zu einem Doppelpunkt del' 
Schnittkurve wird. Anderseits zeigt 
der stetige Chergang del' beiden 
Kurven n1 unci 112 im Punkte K in
einander, daB die beiden Mantel 
langs del' Kehlschraubenlinie stetig 
ineinander iibel'gehen. 

Man steUt sich die Form del' 
Flaehe aueh leieht VOl', wenn man 
beachtet. daB sip aueh erhalten 
werdpl1 kann durch Schraubung 
ihres Normalsehnitte~. --- Abb. 242. Schnitte am Drillbohrer. 

XVl1. NiehtgeratUinige SchraubenfHiehen. 
115. El'zeugung del' allgemeinen Schl'aubenflache. Wird eine (ebene 

oder doppelt gekriimmte) Kurve urn eine Aehse gesehraubt, so er
zeugt "ie eine allgemeine Sehraubenflache. Die Flache ist bestimmt, 
wenn die Schraubung dureh ihre Achse und ihren Parameter gegeben 
ist, und wenn man eine Anfangslage del' erzeugenden Kurve kennt. 
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Es konnen dann Bahnschraubenlinien der einzelnen Kurvenpunkte 
dargestellt werden, und es lassen sich die UmriBpunkte der Bahn
schraubenlinien genau so ermitteln wie in (1l2). 

Legt man eine Ebene durch die Achse der Schraubenflache, so 
schneidet sie aus der Flache eine Kurve, den Meridian der Schrauben
flache. 

Eine Ebene aber von achsnormaler Stellung bestimmt einen 
Normalschnitt der Schraubenflache. 

Die Schraubenflache kann insbesondere durch die 
Schraubung ihres Meridians oder, ihres Normalschnittes 
erzeugt werden. 

Als besonders einfach bieten sich Schraubenflachen dar, deren 
erzeugende Kurve ein Kreis ist. Sieht mali ab vom allgemeinsten 
Fall, wo der Kreis zur Achse der Schraubung beliebige Lage hat, so 
bleiben die Falle, wo der Kreis zur Achse besondere Lage hat. 

In der Folge moge ein Beispiel behandelt werden, in dem eine 
Schraubenflache auf tritt, deren Normalschnitt ein Kreisbogen ist. 

116. Spiralbohrer. Aus einem zylindrischen Bolzen (Abb. 243) 
wird ein "Spiralbohrer"l) herausgearbeitet, indem das Normalprofil 

BODEFGHI K geschraubt 
wird und der Bohrer zuge
spitzt wird. Das Normal
profil ist aus Kreisbogen und 
geraden Strecken zusammen
gesetzt. Die Zuspitzung er
folgt in Abb. 243 durch zwei 
gerade Kreiskegel, deren Ach
sen l und r zur Achse a des 
Bohrers parallel sind, aber ex
zentrisch und symmetrisch 
liegen. Lund R seien die 
Spitzen dieser Kegel, welche 
beide den ()ffnungswinkel120o 
haben. 

a) Der Quersteg. Die 
zwei Kegel haben als Durch-

Abb. 243. dringungskurve eine Hyperbel 
Quersteg am Splralbohrer.; 

(Jr"ndrill gemein, welche in der doppelt-
projizierenden Symmetrieebene liegt. Zur Darstellung von Punkten Q 
dieser Kurve q werden achsnormale Hilfsebenene eingelegt, die aus 

1) Der Name "Spiral"-Bohrer ist geometrisch nicht einwandfrei, da 
nichts "spiraliges" an ihm vorkommt. Man denke an die logarithmische 
oder die archimedische Spirale. "Schraubenbohrer" miil3te man sagen. 



Spiralbohrer. 223 
JillfriiJ 

den Kegeln zwei (gleich 'L ia Iii' 
groBe) Kreisp kl und k2 /~/I'''/! ~/ 
schneiden. Die im Grund- / I "" V i ~ 
riB orsichtlichen Schnitt- c, /' ;~,lfIlrJ ___ - "'~~_, _~~ c~_ 

I /IZ, 9' "'" \ < 

punktc Q diesel' zwei Hilfs- I' // ' '/ \ ": I 
kreise werden im KrouzriB lej / // "/~ri\ Ie: 

Punkte der Hypt'rbel q ergc- } .:' /1 1\\" ~,Il::: 
ben. Die auf dem Zylinder- fl' ',b / / \ ,I 

I \: I 
bolzen liegenden Punkte Qo i' / I /:9' 1,1 I 
del' Hyperbel erhiilt man, e ,~iJ-BI--hi-t t+~~ 
indem man vom (kundriB ! - i ~I'" I 

'" i ' / " ausgeht, 'wo sic bckannt / . '" ' ! 
) '.1,0 

sind; dadurch liiBt sich die 
achsnormale Hilf8cbene Co be
stimmen, in del' "ie liegen. 
Yom Quersteg kommt nur 
das Stuck, das im UrundriB 
zwischen den Punkten () nnd 
H liegt, in Betracht. Der 
Bohrer dringt bohrend und 
schabend mit dem Quersteg 
in das zu bearbeitende Ma
terial ein. 

b) Die Nuten. Die Pro
filstucke BCD und G H I er
zeugen bei del' Sehraubung 
die N uten, welchc dem Ablauf 
des SpaneR dienen, del' beim 
Bohren entsteht. .Jede Nut 

d 

---'-~--------:--

---~-

Abb.245. 

setzt sich aus zwei Teilen /'" "/ 
zusammen, entsprechend .I{· ~ 
dem Umstand, daB jedes del' '\ 
erzeugenden Sormalprofile \" '\ 
aus zwei Teilen hesteht, // C I _~\f) 
z. B. das erste aus dem ge- A'f --- /- - ~q.- -- --rR- -- f -
radlinigen Stuck CD und ) 
dem Kreisbogen BC. Die JI-~----- ----;t - V' 6Y / 
gerade Streck<' erzl'ugt hpi 
der Schraubung cine offelw, ~ 

gerade Schrau bpnregelfliiche; #OrmI7IJdlflitt;~ .", __ ././ 
del' Kreisbogen Be aber cc" =, ~ 
eine allgemeinere Schrauben- Abb.244. Bahnschraubenlinien am Spiralbohrer nnd 
miehe, deren N' ormalprofil ,"bb.245. Abwicklung einer Bahnschraubenlinie am 

Spiralbohrer. 



224 Nichtgeradlinige Schraubenflachen. 

ein Kreisbogen ist. Diese zwei Nuten ergeben an der Bohrerspitze Durch
dringungskurven mit den KegeIn, welche die Spitze bilden. Es sind dies die 
Schneidekanten des Bohrers und man trachtet, die Flachen so an
zuordnen, daB diese Kurvenstiicke moglichst flach verlaufen, sich 
tunlichst einer geraden Strecke anpassen 1). (Die fertige Darstellung 
des Spiralbohrers in Abb. 248 laSt diese Durchdringungskurven 81 und 82 

der einen Nut mit den beiden KegeIn erkennen.) Punkte dieser Durch
dringungskurven findet (Abb.244) man in achsnormalen Hilisebenen, 

AvfrilJ wie 81 eine solche ist. Stellt 8 

14 eine Anfangslage der Normal-
i profilebene dar und ist die 

-'T"'----+--4''iL--r-i'o Schraubung der Ebene 8 in 

~..,.-+---*-t--y 

Grllnt/riB 
Abb.246. 

Auslauf der Nute am 
Spiralbohrer. 

Abb.247. 
Abwicklung zur 

Konstruktlon der 
Auslaufkurve. 

die Lage 81 z. B. mit einer 
Zwolftelumdrehung verbun
den, so haben die Profil
ebenen 8 und 81 den Abstand 

l~ , wo Ii, die GanghOhe der 

Schraubung ist. Die Profil
ebene 81 schneidet aus den 
beiden KegeIn Kreise k1 und 
k2 heraus, die von dem urn 

den Winkel ~: gedrehtenNor

malprofil der Nuten in den 
Punkten 1--4 getroffen wer
den, die den betrachteten 
Durchdringungskurven ange
hOren. Gleichzeitig erhalt 
man die in der achsnormalen 
Hilfse bene liegenden Punkte 

I-IV, welchen den Durchdringungskurven U 1 und u2 des Bolzen
zylinders mit den beiden AbschluBkegeIn angehoren (s. Abb.248). 

J c) Die Fiihrungsleisten. Die Eckpunkte B, D, E, G, I und K 
beschreiben bei der Schraubung Schraubenlinien, die bzw. mit b, d, e, 
g, i und k bezeichnet seien. Abb. 245 enthalt eine Abwicklung der 
Schraubenlinien i und k mit dem Zylinder, auf dem sie liegen. Aus 
dieser Abwicklung ergibt sich der Abstand z dieser beiden Schrauben
linien, gemessen auf den Mantellinien des Zylinders. Diesen Abstand z 
haben auch die auBersten Punkte 10 und Ko dieser beiden Schrauben
linien. Der Normalschnitt 81 ergibt die Punkte B 1 , D1 , E 1 , G1 , 11 

1) Spiralbohrer, deren Nut nach einer Schrauben reg e 1 flache gekrfunmt 
ist, haben dann ein N onnalprofil, das sich nicht aus Kreisbogen zusammen
setzt. 
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und Kl del' ~chraubenlinien. Zwischen den 
Schraubenlinien d und e einerseits,i und k 
anderseits liegen die etwas uber den Bolzen
zylind{'r hinausragenden Flihrungsleisten. 

dl Auslaufkluy{' fur die Nuten. Urn 
die Kurve v zu finden, in welcher am unteren 
Ende des Spiralbohrers die Nut auslauft, denke 
man sich das Normalprofil von einer Hohen
lage J'o an um die Aehse a* geschraubt und da
mit aus dem Bolzenzylinder herausgefiihrt 
(Abb. 246). Damit kommt das Normalprofil 
aus der Anfangslage no libel' die Z""ischen
lage n1 in die Endlage na , wo es aus dem 
Bolzenzylinder Iwraustritt. 1st das Profil n i 

aus der Anfangslage no z. B. durch eine 
~chraubung hervorgegangen, die einem Dre
hungswinkel VOIl L")o (odeI' dem 24. Teil einer 
voUell Umdrehung) entspricht, so entspricht 
dcn beiden achtmormalen Ebenen l' und VI' 

welche diese Profil.. enthalten, cine Koten-

differenz von :~. Die Geradp go' die einpn 

Teil des Profils mthillt, wird bei del' Schrau
bung eine g{'rade, offene Schraubenregelflache 
beschreiben, deren Kehlschraubel1-
linie sich im GrundriH als der Kreis k(; 
darstellt, dessen Radius (! <lurch die 
Anfangslage go beHtimmt ist. Der 
Mi ttelpunkt JJ 0 (le~ Kreises ko, del' 
das Stiick Bo C' 0 deH ProfilH enthalt, k a* 

beschreibt bei del' E1chraubung urn 'l...{', 

die Achse a* eine Schl'aubenlinie, 
deren Gl'undri13 del' Kreis mist, und 
die UbergangssteUe ('0 der gcraden 
Profilstrecke go ill den Bogen ko be
schreibt eine ~chraubenlinie, deren 
GrundriG in den Kreis c £alIt. Ent
sprechend dicsen Bemerkungen kon
nen die Ileupn Lagen des Profils ge
zeichnet werden und konnen die 
Schnittpunkte B j und Dl eines sol-
chen Normalschnittes n i mit dem 
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Bolzenzylindcr bpstimmt werden. Es 
GrOSRlllUnn, Geomf'trit,. 

Abb. 248. Darstellung des Spiralbohrers. 

15 
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kann insbesondere auch die Endlage nu des Profils ermittelt werden, fiir 
welche die beiden Schnittpunkte BII und Du zusammenfallen. Dahei er
gibt sich der Kotenunterschied z der beiden achsnormalen Profilebenen 
Vo und Vu in Abb. 247 mit Benutzung der Abwicklung der Schrauben
linie c, die der Punkt 0 0 beschreibt. 1st (!' der Radius dieser Schrauben

linie, deren Ganghohe kist, so 
Ilufri/J ergibt sich der Steigungs

winkel r in der Abwicklung. 
Der Kotenunterschied der 
beiden Profilebenen Vo und Vtt 

ist gleich dem Kotenunter
schied der heiden Punkte 0 0 

und Ou und entspricht dem 
Kreisbogen, der ihre Grund-

--+----+---+-----/'1 risse verbindet. 

-If----

GrUfJo'r/IJ 
Abb.249. 

i 
Abb.250. 

Variante fiir die Spitzenbildung des Spiralbohrers. Variante fiir den N ormalschnitt 
des Spiralbohrers. 

Abb. 248 enthalt die vollstandige Darstellung des Spiralbohrers. 
Abb.249 zeigt eine andersartige Zuspitzung eines Spiralbohrers. 

Die Achsen at und a2 der beiden Spitzenkegel schneiden sich in einem 

ja 
I 

I 
I 

I 
I 

Punkte 0 der Achse a des Bohrers, und ihre 
Verbindungsebene J: geht durch die Achse a. 
Das Profil der Nuten ist ebenfalls angegeben. 

Abb.250 gibt ein Profil, bei welchem der 
Quersteg q schief steht zur Symmetrieachse 
des Profils. 

117. Rundes Schraubengewinde. Die 

I Abb.251 gibt das Profil eines solchen Gewindes; 
Abb. 251. Rundes Gewinde. es besteht aus Schraubenflachen, deren Meridian 

ein Kreis ist. In der Abbildung wurde ange
nommen, die Ganghohe h der Schraubung entspreche der Perioden
lange q des Profils. 
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118. Archimedisches Schlangenrohr. Wird eine Kugel geschra u bt, 
so wird sie von einer Schraubenflache, einer Serpentine, umhiillt. 
Um diese Flache darzustellen. wurde in Abb.252 die Leitschrauben
linie 8 des Kugelmittelpunktes gegeben. Damit konnen einzelne Lagen 
der bewegten Kugel dargestellt werden, und man erhalt auch in beiden 
Projektionen die scheinbaren Umrisse der Fliiche angedeutet, um
hiiIlt von den Kugelbildern. 

1m GrundriB der Abb.252 sind zwei Kreise die scheinbaren Um
risse, zwei Kehlschraubenlinien die wahren UmriBkurven. 

Punkte U del' zweiten UmriBkurve u 
im AufriB findet man, wenn man benutzt, 
das in jeder Lage del' Kugel Beriihrung 
zwischen ihr und der Serpentine statt
findet, und zwar langs eines GroBkreises 
der Kugel, dessen Ebene rechtwinklig steht 
zur Bahntangente der Leitschraubenlinie 
des Kugelmittelpunktes. Da sich Kugel 
lind Serpentine langs dieses GroBkreises 
beriihren, miissen die auf dieser Kugel 
liegenden UmriBpunkte UI und U2 auch 
auf dem scheinbaren UmriB der Kugel lie
gen, also auf dem GroBkreis k, der zur 
AufriBebene parallel ist. Die Schnittgerade 
der beiden GroBkreise enthalt also die ge
suchten UmriBpunkte. 

Der zweite UmriB u der Serpentine be
steht aus zwei Kurventeilen u l und u2, die 
im GrundriB als zwei ineinander ver
schlungene, geschlossene Schleifen er
scheinen. 

1m AufriB der Abb. 252 weist derschein-
bare UmriB Spi tzen auf, entsprechend dem 

Abb.252. 
Archimedisches Schlangenrohr. 

Umstand, daB der wahre UmriB 1t projizierende Tangenten hat (53), 
wie man im GrundriB erkennt. --

Der schein bare UmriB bildet im AufriB eine Parallelkurve zur 
Sinuslinie (AufriB der Leitschraubenlinie). 

"Spiralfedern" sind von Archimedischen Serpentinen begrenzt. 
119. SpitZ(\n der scheinbaren UmriBkllrve. In Abb. 253 sei der schein

bare UmriB u einer Fliiche dargestellt und weise in den Punkten A und B 
Spitzen auf. Die Flache sei abgeschnitten und lasse das geschwarzte 
Innere erkennen. Die Punkte A und B entsprechen Punkten der wahren 
U mriBkurve, deren Tangente projizierend ist; es sind Riickkehr
punkte der scheinbaren UmriBkurve, wobei aber der zweite, in der 

15* 
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Abbildung gestrichelte Kurvenzug hier keine Bedeutung fiir den Um
riB hat. Wird aber der Schnitt der Flache, wie in Abb. 254, tiefer 
gefiihrt, so bekommt auch dieser Teil der geometrisch bestimmten 
UmriBkurve anschauliche Bedeutung als Begrenzung des Durchblickes, 

Abb. 253. Spltzen der UmriJlkurve. Abb. 254. Bedeutung des Kurventeils 
beiderseits der Spitzen. 

der nun auftritt. 1m Kurventeil, der in Abb.253 ausgezogen ist, be
riihrt die projizierende Tangente die Flache von auBen, im anderen 
Teil von innen. In den Punkten A und B, die beiden Kurventeilen 
angehoren, wird somit eine Raupttangente der Rlache projizierend 
sein (54). 

xvm. Schlagherzen. 
120. Zweck, Anordnung und Wirkungsweise der Schlagvorrichtung 

am mechanischen Webstuhl. Beim Weben ist der Einschlagfaden in 
den Zettel durch den Schiitzen einzuschieBen. Beim mechanischen 
Webstuhl wird der Schiitzen, der das Webematerial tragt;das zum SchuB 
dienen soIl, durch die Schlagbewegung durch das sog. Fach getrieben, 
indem der Schiitzen durch den Schlag einen Impuls erhalt, der ihn aus 
dem einen Schiitzenkasten durch das Fach in den gegeniiberliegenden 
wirft. 

Abb.2551) zeigt eine Schlagvorrichtung. Langs der Rohe der Ge
stellwand des Webstuhls ist eine Schlagwellec gelagert, und zwar bei t 
in einem Rals-, bei i in einem FuBlager. An dieser Welle sind angebracht: 
oben der Schlagarm a, unten die Schlagrolle T. Der Schlagarm und die 
Achse der konischen Schlagrolle bilden mit der Schlagwelle rechte 
Winkel. Der Schrankungswinkel beider kann bei Bedarf abgeandert 
werden, da sich die feste Verbindung des Schlagarmes mit der Schlag
welle losen laBt und der Schlagarm sich, nach etwelcher Verdrehung, 
in anderer Lage festklemmen laBt. 

Das Schlagherz l (auch Schlagexzenter genannt) dreht sich um 
die Welle B, angetrieben von der Welle A. Die Schlagrolle solI der 
Flanke des Schlagherzens aufliegen. Sobald der konkave Teil des SChlag-

1) Abb. 255 entstammt dem "Lehrbuch der·mechanischen Weberei" von 
Franz Reh, 2. A., Wien: Carl Gerolds Sohn. 
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herzens mit der Schlagrolle in Beriihrung kommt, bewegt er diese, deren 
Achse sich zu drehen beginnt in einer horizontalen Ebene und urn einen 
Punkt, der auf der Achse der Schlagwelle liegt. Mit der Schlagrolle dreht 
sich auch die Schlagwelle c urn ihre Achse und damit auch der Schlag
arm a. 

Der Schlagarm a triigt an seinem freien Ende einen Lederriemen, 
der die Verbindung mit dem "Picker" herstellt. Der Picker ist ein aus 
Leder oder Holz hergestellter Treiber, der dem vor ihm liegenden 
Schiitzen einen Impuls ver
mittelt, sobald del' obener
wiihnte Lederriemen durch 
das Ausholen des Schlagarmes 
angespannt winl. 

Sobald die Nase des Schlag
herzens die Schlagrolle am 
weitesten gedreht hat, verliiBt 
del' Schiitzen, sich vom Treiber 
ablOsend, den Kasten und 
fliegt durch das Fach. Eine 
Schlagfeder h sorgt nun dafiir, 
daB die Schlagrolle dem 
Schlagherzen auch weiterhin 
anliegt und die Schlagrolle in 
ihre Ausgangslagl' zuriick
dreht. 

Die Schlagrolle und mit 
ihr der Schlagarm haben somit 
zwei Totpunkt slagen, die 
im GrundriB del' Abb. 255 
eingetragen sind. Die eine 
wil'd erreicht, wenn del' Schlag, 
beim Vorbeistreifen del' Nase. 
seinen groBten Ausschlag er
gibt, die andere danll. wenn 

Abl>. 255. Schlagvorriehtung. 

der Schlag beendet ist. Der entsprechende Teil del' Flanke des 
Sehlagherzem,: ist konisch. streift an der Schlagrolle, ohne sie zu 
verschie ben. 

Nun i::;t Zll erwiihnen, daB e::; au::; mehrfachen Grunden erstrebens
wert ist. die Formgebung des Schlagherzens und die Anordnung der 
Sehlagvorrichtung so zu treffen. daB Schlagrolle und Sehlagherz ein
ander stets langs einer Mantellinie der ersteren beriihren. Dadurch 
wird einmal die Verteilung del' Fliichendriicke zwischen beiden giinstig, 
sodann findet ein richtiges A h roll e n der Schlagrolle am Schlagherzen 
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statt, wodurch eine geringere Abniitzung beider entsteht und die Schlag
bewegung auch weniger Kraft erfordert. 

Da ist zunachst zu beachten, daB fiir die zweite der eben erwahnten 
Totpunktslagen der konische Teil des Schlagherzens in immerwahren
der Beriihrung mit der konischen Schlagrolle sein solI, damit eben die 
Richtung der Achse der letzteren unverandert bleibt. Wenn sich aber 
zwei gerade Kreiskegel langs Mantellinien beriihren sollen, so miissen 
sich ihre Achsen schneiden (oder parallel sein). Also muB die Horizontal
ebene, in der die Achse der Schlagrolle schwingt, durch die Achse des 
Schlagherzens gehen (oder aber die Schlagachse in der Totpunktslage 
parallel sein zur Drehachse des Schtagherzens). Diese erste Forderung 
eines glatten Abrollens wird zumeist nicht beachtet; auch Abb. 255 
laBt diesen Anordnungsfehler erkennen (s. den AufriB der Abb.). Da 
dann die Beriihrung nur punktweise stattfindet, wird vermehrte Ab
niitzung die Folge sein. 

1m Textilmaschinenbau herrscht oft die Meinung, es sei nicht moglich, 
die Flanke der Schlagherzen so zu konstruieren, daB zwischen Schlag
herz und Schlagrolle Beriihrung langs einer Linie stattfindet, "weil die 
beiden Flachen nicht aufeinander abwickelbar seien". Auch in der ein
schlagigen Fachliteratur wird diese Meinung, meines Wissens umvider
sprochen, vertreten. Sie ist aber irrtiimlich, und es solI in der Folge 
eine Schlagherzbestimmung entwickelt werden, so daB bei jeder Kurbel
stellung des Schlagherzens konstruktionsgemaB Beriihrung der beiden 
Flachen langs einer geradlinigen Erzeugenden stattfindet. 

Man hilft sich im Maschinenbau, der zudem nur mehr oder weniger 
begriindete Naherungskonstruktionen fiir die Schlagherzen kennt, da
mit, daB man die Schlagherzen ausprobiert und durch Nachfeilen 
zusieht, daB die Schlagrolle "moglichst gut" aufliegt oder nach 
naherungsweise bestimmten Modellen gieBt. 

Die Flanke des Schlagherzens ist als eine abwickelbare 
Regelflache zu konstruieren (56). Dann kann dafiir gesorgt werden, 
daB sich Schlagrolle und Schlagherz langs einer Erzeugenden beriihren, 
und da beide Flachen in die Ebene abwickelbar sind, so sind sie es 
auch aufeinander. 

121. Schlagherz mit abwickelbarer Flanke. Um die Bestimmung der 
abwickelbaren Flache zu erlautern, nach welcher die Flanke des Schlag
herzens gekriimmt sein solI, denke man sich in Abb. 256 die Form des 
Schlagherzens durch die Angabe der auBeren Schlagkurve u bestimmt1) . 

Die Ebene s dieser Kurve sei eine zweite Hauptebene. Die Achse des 

1) Da die Sehlagbewegung dem Webstuhl, fUr den sie kanstruiert wird, 
angepaBt werden mnE, ist es empfehlenswerter, zu jeder Stellung der RaUen
aehse die betr. Kurbelstellung des Sehlagherzens vorzusehreiben und danach 
beine SchlagkllTven zu kanstruieren. 
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Schlagherzens sei mit b bezeichnet und treffe die Kurvenebene im 
Punkte lYI. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt des kreisfOrmigen Teiles 
der Schlagkurve It. Ais "Nullage" der Schlagrolle werde bezeichnet 
die Stellung, wo die Rollenachse ao zur Ebene < der auBeren Schlagkurve 
rechtwinklig steht. ~: Rei die horizontale Ebene, in der die Kegelachse 
zwischen ihren beiden Totpunktlagen schwingt. und zwar um den Dreh
punkt 0, der somit in der Achse der Schlagwelle liegt. 

Um die abwickelbare Flache, um die es sich bei der Formgebung 
der Flanke de8 Schlagherzens handelt, dem Verstandnis nahe zu fuhren, 
denke man sich die Schlagkurvc 1[ um den Punkt JV! gedreht und 
die Schlagrolle an ihrem Umfang abrollend. Jeder Lage der Schlag
rolle wird dann cint' von auBcn beruhrende Kurbelstellung der Kurve 
n entsprechen. Verbindet man den Beruhrungspunkt beider mit der 
Kegelspitze, 80 ist dies eine Erzeugende der abwickelbaren Flache 
der Arbeitsflanke. Eine Naherungskonstruktion wird erkennen lassen, 
worin die im Masehinenbau herkommlichen Naherungskonstruktionen 
bestehen und welches ihr gemeinsamer Ubelstand ist. 

Man denke :-;ich eine Scha blone aus steifem Papier oder auch aus 
dunnem Blech von der Form der auBeren Schlagkurve u angefertigt 
und ihren ~ittelpunkt im Punkte lYI der Zeichnung befestigt, so daB 
die Schablone um diesen Punkt drehbar wird. 

Nun werde das Konstruktionsverfahren zunachst an der Nullage 
der Schlagrolle durchgefiihrt. In dieser Lage hat die Rolle mit der zu 
ihrer Achse ao rechtwinkligen Ebene s einen Kreis ko gemein, den man im 
AufriB zeichnen kann. Dann dreht man die Schablone um den Punkt .211, 
bis sie den Schnittkreis ko beruhrt. Es geschieht dies viermal, doch 
kommen nur zwei dieser Beruhrungsstellen in Betracht. Es sei (Uo) die 
eine von ihnen. Dieser Punkt werde um 1)![ in einem Kreisbogen zuruck
gedreht, bis erinUo auf die (in willkurlicher Kurbelstellung angenommene) 
Schlagkurve If, fallt. Dieser Punkt U 0 der Schlagkurve u ist dann der
jenige, in welchem die auBere Schlagkurve die Schlagrolle in der Null
lage beriihrt. Verbindet man (im Auf- und GrundriB) den Punkt (Uo) 
mit der Kegelspitzc So, so erhalt man die Kegelmantellinie, langs welcher 
die Schlagrollc in del' Nullage das Schlagherz beruhren soIl, also eine 
Erzeugende (eo) der I"lanke in der gedrehten Lage. Sie ist demnach 
zuruckzudrehen urn den Drehpunkt.2l1. Da sich dabei irn AufriB der 
Abstand vom Drehpunkt nicht andert und auch das Tangentenstuck 
(U 0) (To) seine Langc beibehalt, HiBt sich die Anfangslage der Erzeugen
den eo mit Genauigkeit ermitteln. 

Schneidet, man (im GrundriB) die Beruhrungserzeugende (eo) im 
Punkte (Vo) mit del' Ebene rp, die zur Ebene s parallel ist, so erhalt 
man eincn (gedrehten)Punkt der inneren Rchlagkurve v. Da die 
Ebenen beider Rehlagkurvpn parallel zueinander sind, werden die 
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Spuren der gemeinsamen Tangentialebene von Schlagrolle und Schlag
herz, das sind die Tangenten an den beiden Schlagkurven, in den 
Punkten Uo bzw. Vo auch parallel zueinander sein, so daBmannichtnur 
Punkte, sondern auch Tangenten der inneren Schlagkurve angeben 
kann. Dnd da (fUr die Nullage der Rolle) die Beruhrungserzeugende 
des Kegels zur Tangente an den Normalschnittkreis ko rechtwinklig 
steht, ist die Erzeugende eo eine Fallgerade der Flanke (75) (verdient 
diesen anschaulichen Namen aber nur, wenn die Ebenen der Schlag
kurven wagrecht gestellt werden). 

Brundriss 

s 

Abb.256. Die beiden Schlagkurven. 

e 

l/ufrisJ' 

Man kann nun die 
Flache der Flanke folgen
dermaBen umschreiben: 

Man denke sich das 
Schlagherz verwirklicht 
als eine ebene Scheibe 
von der Form der auBeren 
Schlagkurve. Der Rand 
dieser Scheibe beriihrt in 
jeder Kurbelstellung die 
Schlagrolle in einer ihrer 
Lagen. Legt man durch 

diesen Punkt die Tangentialebene des Kegels, so sei sie auch eine der 
umhiillenden Ebenen der Flanke. Bewegt sich der Beruhrungspunkt um 
die Schlagkurve herum, so wird auch diese Ebene eine Bewegung mit 
einem Grade der Freiheit ausfUhren, also eine a bwickel bare Flache 
umh ullen (56). Die Erzeugenden dieser Flachen verbinden die Punkte 
beider Schlagkurven miteinander, die parallele Tangenten haben. 

Um die beiden Totpunktslagen der Schlagrolle zu beherrschen, 
kann man folgendermaBen vorgehen. 
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Totpunktslage rechts (Ahh. 256): Fur diese auBerste Lage der Rolle 
filldet die Beriihrung mit dem Schlagherzen langs der (von oben gesehen) 
auBersten Mantellinie der Rolle statt. Ein Punkt dieser Mantellinie ist 
der auBerste Punkt Br des kreisformigen Teiles der Schlagkurve u. Nun 
umhiillen aIle Lagen der Rolle (da sich ihre Achse um einen Punkt 0 
dreht), eine Kugel K mit 0 als Mittelpunkt. Die eine der yom Punkt Br 
ausgehenden, in der Schwingungsehene L liegenden Tangenten dieser 
Kugel ist die gesuchte auBerste Beriihrungsmantellinie und bestimmt 
auf dem Kreis 8, den die Kegelspitze durchschwingt, die Spitze Sr fUr 
die eine Totpunktslage der Rolle. Die gefundene Beriihrungsmantel
lilliE' schneidet die Ehene Cf in einem Punkt OJ. der inneren Schlagkurve v 
lind ergibt damit einen Punkt ihres kreisformigen Teils. Damit ist der 
konische Teil des Schlaghcrzens hestimmt. 

Totpunktlage links (Abb. 256): In dieser zweiten auBersten Lage 
del' Schlagrolle streift die Schlagnase ehen noch die Rolle!). Es ist die 
Erzeugende e, del' Flanke zn hestimmen, langs welcher dies geschieht. 
Der auBerste Punkt Ut der Schlagkurve tl werde gedreht nach (Uz) 

in der Schwingungsehene ~'. Von diesem Punkt hat man (im Grund
riB) die betr. Tangente an die Kugel K zu ziehen und erhalt auf dem 
Kreisp 8 dip 8pitzc Sl des Schlagkegels in seiner auBersten Lage und 
damit auch den Schnittpunkt VI diesel' Beriihrungsmantellinie mit der 
Ebene cp del' inncrpn Schlagkurvc. Da die gedrehte Lage (Ul ) (VI) der 
Erzeugenden dureb den Drehpunkt M des Schlagherzens geht, tut dies 
auch die zuriickgcdrehte Erzeugendc ez und sie ist rechtwinklig zu den 
Tangenten del' beiden Schlagkurven in ihren Schnittpunkten mit diesen, 
ist also wieder eine Fallgerade der Flankenflache im Sinne von (75). 

Eine Nahel'ungskonstl'uktion fiir heliebige Erzeugende der 
Flache lal3t sioh fiir ('ine belie bige Lage del' Scblagrolle e benso durch
fUhren wie fUr deren Nullagp. Es sci S die Kegelspitze, a seine Achse. 
Da.nn schneidet del' Kegel die Ebene B del' auBeren Schlagkurve in einer 
Ellipse. deren groBe Achse AB in Abb.256 unmittelhar erkannt wird 
llnd von del' man weiterc Punkte, insbesondere auch die kleine Achse, 
leicht bestimmen konnte. Allein es lage kaum im Interesse del' Genauig
keit und Einfachheit, diese Ellipse zu zeichnen und hierauf die Schablone 
Ulll den Punkt M zu drehen, bis die auBere Schlagkurve mit ihr in Be
riihrung kommt. Zudem wird beim Hin- und Herschwingen del' Schlag
roUe del' Winkel ihrer Achse mit del' Ebene der Schlagkurve nie sehr 
stark verschieden von einem rechten, so daB die Exzentrizitat der 
Sehnittelliptlen klein bleibt. Man gelangt daher zu einer annehmharen 

1) In Abb. 2;36 ist, im Uegensatz zu Abh. 255, eine Abrundung del' 
Sl'hlagnas{' vOl'gesehen. Bei diesel' oft gebrauchlichen Anordnung wird die 
Schlagrolle clem SchlagheJ'7:en auch nnmittelbar nach clem Schlag anliegend 
hleihen. 
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Naherungskonstruktion, wenn man an Stelle der Ellipse den Kreis k 
iiber ihrer groBen. Achse AB nimmt. Dann ermittelt man die Be
riihrungserzeugende (e) fiir diesen Kegel mit dem Schlagherzen wieder 
durch Drehung der Schablone um M und erhalt, zuriickgedreht, die 
Erzeugende e der Flanke. Die Tangenten an die beiden Schlagkurven 
in ihren Schnittpunkten U und V mit der Erzeugenden e sind wieder 
parallel zueinander 1 ). 

122. Darstellung eines Schlagherzens ffir eine konische Schlagrolle. 
GemaB diesen Konstruktionen wurde in Abb. 257 ein Schlagherz dar

l' 1: 

v u 

I'i-b 

~ 
Ifr ~ 

r 1 
q 

JI 
j.-.-U 

lJ, fWluzri.r.r 

f 

e 

Brundri.r.r 
Abb. 257. Schlagherz fiir konische Rolle. 

gestellt fiir eine Schlagvorrichtung, welche den Verhiiltnissen entspricht, 
die in Abb.256 vorausgesetzt wurden. 

Zum AufriB des Schlagexzenters, der auf eine Ebene parallel zu den 
Ebenen der Schlagkurven erfolgt, ist zu sagen, daB der UmriB des Gegen
standes, wo er nicht von den Aufrissen der Schlagkurven gebildet wird, 
bestehen wird aus den Aufrissen der UmriBerzeugenden U1 und U2, die 

1) Die im Maschinenbau gebrauchlichen Konstruktionen von Schlag
herzen setzen ebenfalls Kreise an Stelle der Schnittellipsen voraus. Allein 
die meisten unter ihnen begehen leicht vermeidbare Fehler und konstruieren 
zudem die Schlagkurven als Hiillkurven der Ersatzkreise, wodurch diese, 
und insbesondere die Beriihrungserzeugenden von Rolle lind Flanke sehr 
ungenau werden, trotz komplizierter Konstruktion. Am best en scheint 
mir das Naherungsverfahren von H. Jenny zu sein (Untersuchungen am 
mechanischen Webstuhl. Diss. Ziirich, E. T. H., 1912). Allein auch dieser 
Verfasser ist der Meinung, es konne keine Formgebung der Flanke des 
Schlagherzens gegeben werden, bei welcher die Schlagrolle iiberall k 0 n -
s t r u k t ion s gem a 13 aufliegt. 
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,;ich darstellen als die gemeinsamen Tangenten der Aufrisse beider Schlag
kurven. Diese beiden Erzeugenden haben Tangentialebenen (der Flanke), 
welehe rechtwinklig stehen zur AufriBebene; fallen doch fUr jede dieser 
Ebenen im Aufrif3 die Projektion der Erzeugenden zusammen mit den 
Aufrissen der Spurpn mit den Ebenen der Schlagkurven. 

Eine abwickelbare Fliiche hat in jeder Parallel- odeI' 
Zen tralpro j e ktion (Photographic!) einen geradlinigen U m
ri 8. Diesel' wird gc'bildet von den Erzcugenden, deren Tangentialebene 
projizierend ist. Die8em Vmstand wird in Maschinenzeichnungen haufig 
nicht Rechnung gE'tragen, in clem man oft die Flanke derdargestellten 
Schlagherzen krulllllliinig umrissen sieht, als wollte cler Zeichner clamit 
ancleuten, daB es sich eben um eine krumme Oberfliiche handle. 

In Abb. 257 findet man Grund- und KreuzriB das Schlagherzens, 
indem man dip betreffenden Projektionen 
von Erzeugenden der Flanke ermittelt. Die 
Umri8mantdliniell der Flanke findet man, 
indem man an die beiden Schlagkurven 
die projizierenden Tangenten zieht. 

u "---- ",-~ ____ _____ 

11 u/ '/ 
Abb. 25~. 

I"mrillstelle am Schlaght"l"zl'll. 
(kollisehe Rolle): 

u 

~~bb. 2.58 gibt fUr den Aufri8 die Umri8stelle wieder. 
123. ~chlagh('rz fiir eilll' zylindrische Schlagrolle. Die Verwendung 

----¥-
e, 

-----/--
Ilufriss 

[ --

a 
I' 

cineI' zylindri:-;ehen Roll(' winl von Jenny (a. a. 0.) unter:-;ucht 
lind in mehrfacher Hin~icht empfohlen. Abb. 259 steUt dies en Sonder-
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fall dar. Die allgemeinen Konstruktionen sind besondere Falle der 
in (121) entwickelten. Zu beachten ist aber, daB sich die beiden 
Schlagkurven im AufriB in besonderer gegenseitiger Lage darstellen. 
Ermittelt man namlich fUr die Nullage der Rolle die beiden Beriih
rungserzeugenden (el ) und (e2) (d. h. fiir Hin- und Hergang der Rolle), 

..... v ...... 
u --'::::"::: . ..- ~ 

l 

Abb.260. 

u so erhalt man die beiden zur Ebene 
~ der Schlagkurven rechtwinkligen 

Erzeugenden e1 und e2, die sich daher 
im AufriB als Pun k t e darstellen. 

U mrillstelle am Schlagherzen, 
(zylindrische Rollen). 

Daher werden sich in diesen beiden 
Punkten die Aufrisse der zwei 

Schlagkurven beriihren und auch alle iibrigen, zu den Schlagkurven 
parallele ebene Schnitte m haben Aufrisse, die einander in diesen 
Punkten beriihren. Diesen beiden Erzeugenden e1 und e2 kommt hier 
die namliche Bedeutung zu, wie den UmriBerzeugenden u1 bzw. U 2 

der Abb.257. 
Abh.260 giht die UmriBverhaltnisse der heiden Schlagkurven.-

Bezeiclmullgell. 
Punkte mit groBen, lateinischen Buchstaben, wie, A, B, P, Q. 
Lin i e n (gerade und krumme) mit kleinen, lateillischen l::Suchstaben, 

wie g, h, k, u, v. 
Ebenen mit groJJen oder kleinen, griechischen Buchstaben, wie A,1f:,a,f. 
Winkel mit kleinen, griechischen Buchstaben, wie iX, (P, 1/). 

R e c h t e Win k e I sind als solche mit b.. bezeichnet. 

Berichtigullgell. 
1. In Abb. 105 ist der isolierte Doppelpunkt im Fane d) (beim Buchstaben 

D gelegen) irrtumlich weggekratzt worden. 
2. 1m Aufril3 der Abb. 189 ist das Stuck der Schnittkurve zwischen den 

Punkten 10-6-2-12 von vorne gesehen unsichtbar. 
3. In der FuBnote auf Seite 143 ist auf (118) zu verweisen. 
4. 1m Kreuzril3 der Abb. 212 ist der Ansatz des FlUgels an cler Nabe nur 

zur HaUte sichtbar; siehe Abb. 213. 
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