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Vorwort. 

Am 25. Januar l!:l24 tritt Profesi:lor A. Föppl in Münchcn in das 
70. Lcbensjahr. Eine Anzahl fl('iIwr engeren Schüler haben flich deflhnJb 
zUi:lammengetan, um ihrem hochverehrten Lehrer ihre Glückwünsche 
zu überbringen 1111(1 ihm, zugl('ich im Nalllell ([pr T,tUtlende, die 
während eiJ1Ps MellRchenalterR von ihm in der technischen Mechanik 
unterrichtet worden Kind, Dank zu sagen für die Belehrung und An
regung, die sie von ihm empfangen habeJl. I-lie hoffen in der augen
blieklichen ::;chweren Zpit, die sich nicht 7.um ]1'pieJ'n froher FeHk 
eignet, rlen richtigen Weg zur Darbringung ihrer Glückwünsche darin 
gdundon 7.U haben, daß sie zu der Wissenschaft, deren Neubelebung 
und deren Ausbau die deutsche Ingenieurwelt dem Jubilar verdankt, 
aus Eigenem kleine Beiträge beisteuerten, die in diesem Buch 
gesammelt sind. 

Die zwei Söhne von A. Föppl und seine 7:woi i-{chwiegersöhnp, die 
Hämtlich seine Schüler sind, habp!1 PR ühpl'llommen, die Herausgabe 
diPHl'r ]('cstgahp 7.U ])(,Horgen. Dip VprlagHbuehhn,ndlung .TuliliH R]lJ'ing\']' 
lmt Hich dankpnHwpJ't('J' \,ypiHl' mit (km Vprlag pinvPJ'Htanden eJ'klä,'t,. 

O. 1<'i;1'111, BmUllHchweig. 

1,. ~'ii'IJll, lVlüllcben. 

1,. Pmudll, GöttingOll. 

11. 'l'homlL, lVIünclH'n. 
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AUGUST FÖPPL. 

August Föppl i:,;t. geboren in Groß-Umstaclt. (Oborhe;;sen) als 
Sohn eines praktischC'1l Arzks am 25. Januar lR54. Als er 6 Jahrc alt 
war, siedelte die Familie nach dem mir wenigc Kilometer entfernten 
Höchst. im Odenwald über. Dort ])('kam A. )j'öppl Rcine Schulal1H
bildung, kils in dn DorfKChllk, teilK \'011 KPinem Vatpr, der ihn im 
Dokt.orwagcn mit anf <1ie Pn]'xiH nahm un<1 ihm unterwegK Latein 
und Griechisch heibrachte, zum Teil ,tuch von einem Pfarrer, der mit 
::;einem Vater eng befreundet. war. Die letzten 3 Jahre Keiner Gymna:-;ial
zeit. "erbrachte er <tUf dem IkalgYlllllHNiulll in Dannstadt, wo Pr dann 
auch die Hochschule lJl';.luchte. Hier wandte er sich dem Studium deR 
BallingenipurfaehoR zu. Nach den ersten Semestern wechselte er die 
Hoelmchule und ::;iedelte nach Stuttgart über, wo vor allem Otto Mohr 
ihn anzog und in ihm die Freude für Betrachtungen aus der Mechanik 
und Festigkeitslehre weckte. 

Als Mohr von Stuttgart fortging, wechsdte A. Föppl noch
IlmlK die Hochschule und ging Ilach KarIRntl1l', \\'0 er Keüw Htlldiell 
1 S74 beem]Pte. r~s wa,r damalK eim' wirtschaftlich recht ungünstige 
Zl'it, in der Kieh A. Füppl Keino AnKkllung I':U Rudwll hatte. N~~dHIeIll 

pr (,irw kurl':(, Be~ehiiftigll1lg bpi der B,tclisclll'1l Ntraßpnhnu-Dird;;:tion 
gdumlcn und I H7;) his lS76 ;.leiner militiirischen Dien;;tpfiicht genügt 
hatte, nahm er im Herhst I H7ß eine A11Ntellu11g ,]'iK Lehrer a11 der nur 
im Will tel' ulltcrhnltelwn Haugewe'rlJl'Nchuk jn Holl':lllinden und 
Ostern I R77 ei ne dauernde AnKkllung alK Leh I'er an der stiidtischen 
Gewerbc;.lehllle in LE'ipl':ig an. KUl'l':e Zeit darauf verheiratete er Nich 
dort im Alter von 24.Jahren mit 11~milie, geh. ~ehenk aUR Nic1da 
(Oberhessen), die ihn Kcitdl'm tl'culieh auf :Wil1l'lll ganzeI] Ld)('mrweg 
hegleitet hat. 1886 prolllovic'l'f,e el' an der Universität L<1ipl':ig auf 
Grund seiner Bücher "Theorie de:-; Fachwerks", Leipzig 18HO, und 
"Theorie der Gewölbe", Leipzig 1881. 

Über ]5 Jahre war A. Föppi aiR Lehrer al1 der GewerbeKchule il1 
Leipzig tätig. Manehe Nebentätigkeit brachte ihm wührel1d die::;er 
Zeit erwihmchte Abwechslung 1Iml Anregung, vor allem der Bau der 
Leipl':iger Markthalle unter Lieht, für die A. Föppl die Ei::;enkon
struktionen zu entwerfen und zu berechnen hatte. Auf Grund seiner 



VI AlIg"llst li'öppl. 

zahlreichcn wisselll-ichaftlichell Arbeiten bot sich ihm mehrfach Am;
;.;icht, eillc ProfesslIr an einer Hochschllle zn erhalten. Immer wieder 
abcr zerschlug sich die Sache, so daI3 er sich schon halb mit seiner Tätig
keit als oinor endgültigcn ahgefunden hatte. ))a erhielt er im Herbst 
1892 einen Ruf als I~xtraordillarius für landwil'tHehaftlichen Maschincn
bau an die Univorflitiit Leipzig. Mit der ihm eigenen Energie wandtc 
cl' sich dom vollstiindig nCllen Bcschäftigungsgebiet zu. EI' bereiste 
Sommer 1802 dic größercn landwirtschaftlichen Maschinenfabriken 
Deutschland;;, Ulll sich selbst <lie nötigen Kenntnisse für sein neues 
Tätigkeitsfeld zu verschaffen. Spätcr erzählte er selbst noch lachend, 
wie sonderbar er sich vorgdwl1lmen sei, aIR er seinen ersten InfonnationR
besuch bei einer lall 11 wirt:-lcha,{tlichon Maschinenfabrik machte, sich 
dabei als Pl'ofestlol' für landwirtschaHliehen Maschinenbau vorRtelltc 
und durch :-leine Fragc,;tdlllllg hald vcniet, daß das Gebiet ihm zicmlich 
fern lag. 

Die Lehrtätigkeit an der UnivcrRitiit Leipzig faßte A. Föppl VOll 

vornherein nur als vorübergehende auf. Darauf weist schon die 
Tatsache hin, daß er in jener Zeit das fern vom landwirtschaftlichen 
Maschinenbau liegende größere Werk: "Maxwell sche Theorie der 
ElpktriJlitiit" schrieb. Das Buch macMe die Fachwelt darauf aufmerk
:·mm, daß dort in Leipzig ein Lehrer für ein ne1wn;.;iichliches Fach wirkte, 
der cs verstand, die dPll Illgenieur vor allcll angchenden :Fragell mit 
einer seltenen wisscllschaftli('hl'!l GriiJldlichkeit u!ld mit gallJl hervor
ragendem Erfolge zu behandeln. So war es selbstverständlich, dar? 
A. Föppl schon sehr bald, 1894, wieder von der Universit:1t Lcipzi\,\ 
wegberufon wurde. Man bot ihm die Professur für technische Meohanik 
zugleich mit der Leitung des Festigkeitslaboratoriul11s an dcr Tech
nischen Hochsohukl in München an. 

A. Föppl zog Herbst 1894 nach München und widmete Kich fortan 
fast ausschließlich der tedmiRchen Mechanik, die durch ihn eine wesent
liche Ausbildung, namentlich in bezug aHf elpn Unterricht an (1('1\ 
technischen Hochschulen DeutschlandR, erfahren hat. EI' hat es ver
standen, wisBenschaftliche Gründlichkeit ll"lit technischem Denkel! zu 
vereinigen, wobei er niemals das Hauptziel, elen Nutzen für dic Praxis, 
aus den AUg011 verlor. So war charakteristisch für die AHfbauarbeit, 
die A. F ö P pI in der technischen Mechanik leistete, daß diese seine 
Tätigkeit nach zwei Richtungen hin befehdet wurde: clen einen wal' 
pr zu theoretisch; sie meinten, ein Ingenieur müsse mit weniger wissen
i:lcha.ftlichen Betrachtungen auskommen und dafür mehr Erfahrungen 
und Versuche heranziehen. Den anderen war er nicht exakt genug; 
sie wollten dem Ingenieur jene Strenge der Überlegungen beibringen, 
die der Mathcmatiker gewöhnt if.;t. Daß t'r aber von der großen Mengt' 
dpr Ingenieure verst,anden wurde, daß er ihnen das gab, waR sie 
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brauchten, das beweisen Jie großen Erfolge, die er mit seiner Lehrtätigkeit 
davon trug, das beweist die Aufnahme seiner gedruckten "Vorlesungen", 
die heute in annähernd 100000 Einzelexemplaren über die ganze tech
nische Welt verbreitet sind, das beweist die große Anzahl seiner einstigen 
Schüler, die heute in leitenden industriellen Stellungen und als Pro
fessoren an Hochschulen tätig sind, das beweist auch der gcwaltige 
Aufstieg der Technischen Hochschule München, die zur größten deut
schen Hochschule angewachsen ist, wa" sie Z11lll Teil wenigstens dem 
Wirken A. Föppls zu verdanken hat. 

Von Herbst 1894 bis Herbst IH21 hat A. Fiippl ununterbrochen 
an der Technischen Hochschule München gcwirkt und hier das gesamte' 
Gebiet der technischen Mcchanik allcin vertreten. Auf sein Ellleri
tieI'llllgsgmmch hin wurde die Stclle gcteilt und dcr cinc Tcil 1921 
besetzt, währcnd der andere' Teil, der hauptsächlich die Leitung 
des Lahoratoriums Ilmfaßt, Z11r Zeit noch von A. F ö P pI weiter
verwaltet wird. 

A. l"ö p pi hat eiue gl'Oße AllZ"hl von wiHselltlchaftlichen Arbeiten 
verfaßt, von dellC'1l hiC'1' 1I1Il' die griißen'll Erw<ihllllllg finden tlolkll. 
Scin erstes größeres Werk wal': "Das li'aehwerk im Raume", das 
LSH2 ersehi('nell ü;t lind in delll die Theorie des ebenen Fachwerkes 
folgel'idltig auf das räumliche li'achwerk übertragen worden ist. Er:; 
folgte IS94 "Einführung in die Maxwellsehe Theorie der Elektrizität". 
Das Buch hat in der li'achwelt großes Aufsehen erregt, (h)' die elektro
dynamischen Vorstellungen des großen englischen Phy"ikers Ma x weIl 
Zll jener Zeit in Deutschland noch kaum HodeJl gewollnen hattell. 
Geradezu bahnbrechcll(l wirktc da:-; Buch durch dic erstmalige Bc
nüt:;r, llllg ücr VOll dell EllgläJl(leT'll hegründden Vektorelldarstellung 
in einem deutschen Lchl'bnch. Das Buch war verhältnismäßig rasch 
vergriffelI. f)c), A.F ii P Tl I inzwischen in ein ctndcres Tätigkeitsgebiet 
gekolllmen wnr, übenmhlll die NeubmubeiLllng der zweitel! und allel' 
bisherigell weiteren Auflagen Ma x A l)]'alu)' 111. Zeitlich folgt dann die 
Hemllsgnbe der" VorJmmngen übel' technische lVfechmlik" in 6 Bänden, 
des bekanntesten Werkes von A. ~'öppl. Zuerst erschien Band III 
im Jahre ISH8; ihm folgten rasch Balld I, Hund lV und nach mehreren 
Jahren (1907 und IHlO) Band V ulJ(l Vr. li'Ül' die Wertschätzung, die 
das Werk erfahren hat, spricht die Tatsachc, daß einige der Bände 
bitl zu 9 Auflagen VOll besonders großem Umfang (bis 4000 Stück auf 
eine Auflage) erlebt haben. Einzelne Bände dieses Werkei'l ;lind ins 
Französische, Russische und neuerdingR auch ins Italiellische übersetzt 
worden. Nach dem Kriege (InI9j20) gab A. Föppl zusammen mit 
seinem Sohne Lud wig das zweibändige Werk "Drang und Zwang" 
und IH22 zusammen mit seinem Sohne QUo dns Buch "GI'lIndzüge 
der li'estigkeitslehre" heraus. 



VIII 

Von den lIngezähltell Abhandlullg<.)]], in denen A. Fö p pI zu Sonder
fragell Stellung nahm, ;.;ei (lie im ,Jahre 18!)i) vpröffentlichte "Theorie 
der Lavalwelle" erwähnt, die noch heute als Unterlage zur Erklärung 
<leI' kritü.;ehell SehwinguugBcl';.;ehein ullgell an nu.;eh llllllaufenden Wellen 
in allen ein~ehlägigell Lehrbüchern wiedergegeben wird. Ferner brachte 
er 190:{ die "Thporie des Sehlielu:clH'Jl SchiffHkreiBels" heraus und 
;.;tellte 1904 einen KreiKelverHlleh zur Mm.;;.;ung der Umdrehungsgeschwin
digkeit der Erde au, der ihn mit der Frage nach ab~oluter und relativer 
Bewegung vertraut machte. All;'; die~er Beschäftigung ging 1914 die 
in der ba,yeriBchpn Akademi<.e der Wissenschaften erKehieJlelle Ab
handlung" Über allHollite und relative Bewegung" hervor, iJl der sieh 
A. Föppl ;.;ehun vor Einstein, W('nll allch nicht mit Huldl halllI
brechendem Erfolg, m1t, (kr Helativitätstlworie befaßt hat. 

Die Arbeiten in (kill VOll A. Fö P pl geleiteten FestigkeitHlabora
torium sind in den Mittt'ilullgell au;.; (\Pm lllecluulisch-techJlischen Labo
ratorium der Teehnischell HochHchule München von Band 24 ab zu
sammengetragen worden. 

Diese kurzen Ausführungen können dahin zusammengefaUt werden, 
daß es ein Leben selten reich an Arbeit und persönlicher Leistung, 
~Lber ~Llleh Kelten reich an Anerkennung und Erfolgen ist, auf daR der 
,JHhihw an seinem 70. Gplllll·t,Rtagc zlIl'iiddllir,k('1l kallll. 



A. Föppl als Forscher und Lehrer I). 
Von C. Prinz, Technischc HochschuLe in Nlündwn. 

Tu :-;einelll Nachl'llfe allf B,tll"ehillgel' führte Mart.eu" IH!J4- <111": 

. "B aus chi n g er hat.tl' vielfach eigene 'Vege lwtreü'n UJld wal' i 111 

Begriffe, unsere Eim;ieht. in cli(' prakt.isch wiehtigpll. a1)(']' immer noch 
dunklen Vorgällgl' <ll'1' Material veriilldl'l'Illlgell wülll'eJ1(l dl's Gehrallches 
110ch mehr /lU enn'it('1'll. als ('1' von spin~l' Tiitigkl'it. <lurch <1(')1 Tod. 
leider vipl zn früh. ah hel'ufen wurde. Gpra<le die zllletzt. güllH.l\llt t' 
~~l'hl'it Ba usch i 11 gl' 1'" diil'fte ill Zldmllft \H'it llH'hl' Bpaehtullg findl'll. 
als e" hislll'1' ge~;ell('hell ist, ]wsomLPn; wellll p" Sl'illPIll Nachfolgl'1' ge

lingen wird. in Ba u"l'h i Ilgel''' Upi::;t for1/1uariwitl'll IIlld Sl'illl'll Wegl'lI 
mit. Gl'sehiek /lU folgeIl ... "-

Diu Antwort auf den letzt.en Sat.z gibt. A. :Fö P pI im Vorwort cle,.; 
I-lcftm; 24 der Mitteilungen, indcm er bei der Entwicklung seines Pro
grammefl ausführt: ..... Die Erwartung lind selbst das VerlangeIl. 
daß c1l'1' N a('hfolgel' eines gefeiert.en Mannes die LebellRal'hl'it "l'i 11('" 

Vorgängers einfach da fortset.ze. wo diPR('r mlfhiil'h'. "ind llH'nsehlich 
erklärlich genug, und lllall wird Hieh da1ll'i kallill der Ullgelw:htigkl'it 
hewußt. (lip in l'inl'lll solchen Yl'rlan/2:pn lil'gt. Man \"(~rgil.l{, /lll Il'icht. 
daß in (kll SICll'ken. die g,tll/l Iw"olHler" die Ciriif.k lIlHI 1<:igelHlrl eilll'l' 
hCl'vorragendl'n Malllw" allRIIHtchtell. ihn ein Nachfolger nipllln.l" l'l'
reichen kallil. Hch I illll1l geJ11Ig. welln PI' l'''; Ü lwrhaupl' \,p)'f.;ucht: 1rl'1' 
Erhoblic:hpR ll'iHlen will, darf sieh nach kpinell1 Mpi"tpr 11l1d dah('1' Hu('h 
Il i(:hl. mwh HPi IWlll Vorgäng('1' richlell ... 

. . . Ro f'dll' ich auch die ven\ ien"h'olle Wil'ksH.lllkeil B;t 11 se h i Il gel'" 
/l1l schätz eil wpiß, ll111ß ich mir do('h da" Hecht \nthl'l'll, meine eigPlll'n 
Wege einzuschlagen. Ieh hahe e~ in dcn Al'lll'it('lI, ülwl' die diese" er"tl' 
Heft <leI' neuen .Folg<' d(']' Mitteilungen jWl'iehlet, getan. Mall wird 
daraw; ersehen, uaß ieh mir eR mchr zum Ziele gesteckt habe, d~tR Ver
halten ganzer Kom;tnrldionHt('ill' oder ,tllch zwmtlllllellge:>ctzt.e1' KOll
s(·rnktioll('n aIR die Eigcm;ehaftell dPH dazu verwendetpn Mah·rittk" 
an Rieh zu ('rforschen. Ich wprdp dabpi \"011 der AbRi<:ht gdeild. ent-

') Dic folgenden Darlegungen Htlitzen ~ich in erster Linie auf die MitkilulIg('1I 
a.m; dem l1Ieehanisch-technische11l Lahoratoriulll (kurz Mitteihmg<,n) der '1'('(;11-
nischcn Hochsehuk. die früh<'!' yon Banschinger und dann yon Fiippl hpnHl~
gpgcben wurden. 

Al1f,!Ust, VÖ11pl-Fl'sts(·hrit'1. 



(:. Prill~: 

weder die ßrgebnisHe theoretischer Untersuchungen an der Haud 
beobachteter TatsachE'n zu prüfen oder auch durch Versuche erst dip 
nötige Grundlage für eine richtige Fassung der Theorie dieser Kon
,;t.ruktiollen zn gewinnen. Selbst eine V crsuchsreihe, wie die über Schwin
gungscrscheinungen an schnell laufenden Wellen, also die Erforschung: 
eines rein dynamischen Problelll';, rechne ich ganz zum Aufgabenkrei~ 
eincs meehaniRch-teehniHchen Lahoratoriums ... " 

Fö ppl spricht hier sehr klar aUI:l, daß er mit voller AUl:lieht von der 
reinen Materialprüfung dazu übergehen wolle, dat; Verhalten ganzer 
Konstruktionsteilc Zll erfon;chen; er verweist schon zu einer Zeit auf 
die Erforschung rein dyuamü.;cher Probleme, als rasch laufende Matlchüwn 
größerer AbmesHungell noch nicht in Konstruktion waren. Heutt' i~t 

nicht daran zu zweifeln - die VeT,;uehe <ler letzten 15 Jahn~ hewei~('11 
dies -, daß diese AnffaKSlll1g Jj' ü p piK, die Keinerzeit von der der anderml 
Leiter der Materia,lprüfnngHaw.;talten erheblich abwich, wirklich IlellC 
Wege cröffnet hat. Daß Füppl Heinelll Programm treugeblieben i~t 

lehrt die neue Folge der Mitteilungen, die er mit, Heft 24 begonnen hat: 
schon der erste Aufsatz über "Die Biegungselastizität der Steinbalken" 
läßt erkenncn, daß der damals 42 jährige Forscher die Versuche nnd 
ihrelj~rgehnil:li-le Zll meiKtem veri-ltand. Aw.;gE'zl'ichnete BeobachtnngK
gabe lind KtrE'ngeK Verwerten der ErgebniK:;I', Kclmrfel:l Trennen de~ 
Wcs(\ntlichcll lind Un wnwntliehcn, KichpJ"('K l'rteil. "Erkennen dpr 
I:lchwaehen Punkte, gereohf.e Hpriielüiichtigllng alkr friilwr goleiKtdl'11 
Arbeiten 1I11<l VE'rtretenell Am;ehau IIngen, Keltenc Klarheit, <lel:l Aus
druckeH sind die hervorstechendsten Merkmale in dieser wie in allen 
folgenden Arheitell Föppls. Sein strenger Gerechtigkeitssinn läßt ih11 
auch die Anerkenll1111g seiner Mitarbeiter nie vergessen. 

Die Beurteilung <les WiSHl'llRchaftüchen Wert eR der I:lämtlichell 
Arbeitcn Ii'ii p phi wird von hernfClJ('r "Feder ('rfolgen; zweifelsfrei steht 
fest, daß LI. a. >ipine Ahhandlungell über die AIIKRchläge schnell umlallfcll
rler W cllell llioht ]1ur für die Wissenschaft, Hondern auch für die Pmxi~ 
VOll größter Bedeutullg geworden sin(L Knickversuche an Winkel
eisen, Htirtcverl:luche, AlmützullgRversucht, an Hartsteinen wechseln 
mit Versuchen alll~isellbahllkllpphll1gen, ii her ElaRtizität und Fl'Ht.lg
keit VOll Gußeil-ien, Drllckfestigkpit deR Holzes in der Hichtllng qnl'r zur 
Faser 11. a.1906 kommenStauchversnche an Kupfer und FlIIßeii-ll'tl, Schlag
versuche an Steinen zur Prüfung der Zähigkeit und endlich Danervel'
>inche mit eingekerbten Stäben. Daneben läuft eine größere Zahl mehr 
nach der theoretischen Seite liegender Arbpiten, die aber nie den ZUi-lalll
nll'nhang mit dE'n Ergebnissen der praktischen Versuche vermissenla,ssen. 

So zeigt sich uns F ö p P 1 in seinen Arheiten als ein bedelltendpl' 
lforscher mit großem Scharfsinn und tiefstl'r Gründlichkeit, jederzeit 
der hohen Verantwortung bewußt, die mit den Ergebnissen von Arbeih'l1 
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verknüpft ist, deren Auswertung zu grundlegenden Formeln für die 
Berechnung von Konstruktionen führt.. Würden doch Besteller und 
Lieferer sowie die Allgemeinheit unter der Anwendung von Formeln 
zu leiden haben, die auf faJschell Voran""etzullgen oder Schlüssen 
i'tufgebaut Rind. 

Kann Rohin der Forscher J1'ö ppl auf eine gliinzende Vergangenheit. 
zurückblicken, auf Arbeiten, die dauernden Wert hesitzen, so hat sieh 
Viippl aIR Lehrer nicht minder llnvl'rgängliche Verdienste erworben. 
Ti'tllSende von angehenden Ingenieuren hahen Z11 "eincn Füßen gesessen 
und seinen in Wort und logischem Aufbau vorzüglichen Darlegungen 
gelauscht; der Mehrzahl Reiner Hörer hat er sicherlich die Grund
lagen der Mechanik vermittelt., ohne <lie ein Ingenieur nimmermehr 
arhleiteJl kmlll. Groß ist die I':ahl jener Fachgenol:lRen, die in Fö p pI 
ihren aJ]\'erehrkll Lehrer erblicken, groß aher auch <lie I':ahl jener ehe
Illaligüll Angehiirigen <1(']' TechniRellPlI H ochsellllle M ü n c hell, die 
Fii Tl pI voll Stolz ab i-W i l1(' erfolgreicheIl Schüler mmprechen kann. 

Und \\'eml llllR auch die Schwer<' seinpr PrüfllngRanfgahell oft heiß 
Zll schaffell 111 achte, \\'l'llll manchen die hange Fnrcht yor der Illün<l
liclH'1I Prüfling beschlich, so war <loch in uns allen immer ein Gefühl 
lebendig: Wir hal)(,11 einen gestrengen, aher gerechten Lehrer gehabt.. 

WiE' sehr Föppl von Gerechtigkeit und Unparteilichkeit erfüllt. 
war, möge folgende Prüfungs anekdote heweisen, die, wenn Rie alleh 
nicht wahr sein sollte, doch mindestens treffend crfunden ist: I~in.ill 

aer Prüfung völlig unwissender Kandidat <Thi1tnt !-lich gegml tlerell 
l-lehluß noeh einc weitere Frage, um <kill J)urehfa,lIell zu entgehen. 
Fii ppl, (kr <1<-n Vater (1es Pri'lflillgs I'e('ht gilt ].;:"nnte, sagte zu ihm: 
.. Teh will :lhllen 1IOdi eill<' \H'it<'re Frage g<'iH'II, Wie geht e:-; Threlll 
I-krm Va1.<'1' (. T'l'iifllllgs<'l'ge!>lIi;;: J)urchfall. 

I'~s ist 11 ieht, weiter \'enrIllHlerlidl, daß I,'ii p P I aueh <'in VOll allen 
ProfeNI:lOl'en dn Teehnise}wlI Hochsehuk sehr llOeh geschii,tzter Kollege 
iN!. fki es im fkllat, in <1(')' .\hj,eilllllg ()(kr illl Lehr<'l'rat, immer wurden 
tier Hat, IIlIll die 1~l'fahntllgell Fiippls ill{olg<' der ihllen zllkolIllllenden 
Bedeutullg mit der gehiihrelldnl Auflll<'rksamlwit gehiirt. Aueh Reinen 
Nehülern ist ('1' immer mit. Rat 1I11d Tat, an dil' Hand gegangen. 

Wahrlich, wir .\lIgchiirigell <leL' TcchniNehell Hochschule München 
haben alle Ursache, <\PlII all <leI' Nchwelle d('s S. .JahrzehnteR Rtehenden 
I,'or;;eher und Gelehrten herzlich ZlI <1anken für all daR, waR er lIns 
vermittelte an Wissen lIJ1d KiilllWll, all eigenen ArbeiteIl und Erfah
rllngen, a1l Eindrücken von seiner starkcn und gerechtell Persön
lichkeit. Mit diesem Danke v~'rhil\(le ieh den lebhaften Wunsch, daß 
di<, El'inllel'llllgcn an frühere L<,iRf,ul1geJl und Erfolge .\.Fiippl über 
<las Dunkle und Trübe unserer jetzigen schwC'rC'n I':eit hinweg helfen 
miiehkn, so daJJ wir ihn l\och recht la IIgP unter llnS sehen können. 

1* 



V(\l'suclw iibcl' den l\'lischungsdruck VOll Gasen 
und Dämpfen. 

VOll (~lIstav Balll'I·. VlIlkallw(,l'ft in Hambul'g. 

Das]) a] t.o lH\l'he Gl'HPtJl ueH~tgt. bekannt.lich, da[3 der J)!'Uek, \rddlel' 
in einem V(lll GaH- odel' UalllpfgemiHchen erfüllten Raum hern:cht. 
gleieh iHt. (kr RUIllIlW (kr Driieke jedeH eim"t'lncn dieser Bestandteile. 

DieHl'H GeHetJl wird im nl1gell1cinen [LudI für die Misehung Yllll 

Gasen und Dämpfen al:< gült ig eraehtpt. wenn Hie nicht chem iHeh 
aufpinanderwirken. 

In der Technik i-lpielt tlai-l Da] to lli-lche GCHetz eine besonclen' Rollt
uci dC'r Theorie ,1eH Kondensators: der im Kondensator herrschende 
DJ'uek Ketzt. Kie!l ami dem Dampfdruck unrl dem Druck der in den 
KoncknHatOl' pinged l'Ungpnell atmm:phiiriK-:·hl'IlLutt. ZURammen. 

I~K l'l'HC'heillt nUll ni('ht ulldenkhar. d;tß die .ErKcheinung, wdehe 
man mit. dnm N HIlll'1l deK Da I t,o 11 cWIll'1l (kHdJlPK lWJleidml'l' hat, ill 
(ler MaHehinenkdmik bJl'\'. i Il «(Pr dlelll icwlwll [nd uHtrie, \Hk: die Kt'
triebHsiehel'heit von KeHKdn oc[ei' HPilii.lü,T'll. die Dampf- oder GaR
gemülehc aufnchmen Kollen, betrifft, unerwal'kte Wirkungen ausüben 
könntc. H icl'JIU kommt man dureh folgendcn Gedankengang: 

'Wird ein J)am pfkpHHel bei gesehlossenem Absperrventil angeheizt 
und enthält clerHdue bpi l'üwm Innpndruck von 1 at. abs. z. B. Wass('l' 
von 20° und einelll Siittigungsdl'uck von 0,024 at. abs. und darüber 
Luft von 20°, :-;0 wird. \H'l1n eim' Temperatur YOll 100 0 erreicht j"t. 

die Spannung in (lelll KPHKd uotmgon: 
1. Wegen deH Rätt,igungHdl'uckeK (lcK 

(J.ono 
2. Wegen eleH Luftdrucke" 

\YaHKt'l'clftlnpfPK 1,033 at . 
. 0.024) ·373 

= ].25 at.. 

.~amJll('11 ,11so 2,25 at. abfl. oclcl' 1,2;3 ~1t. ÜbC'l'druek. 

7.U-

}'lan könnte :üeh 11un Fälk vor·:;tellen, nampntlich :-:olch<' au:-; der 
ehemischcn InduRtrip, bei welchcn in einem geschloK:-;enen Kessel außer 
Waß:-;er und Luft noch eine Anzahl anderer verdampfender Substanzen. 
(lie nieht ehpllli:-;eh ~1uf('inander wirken. absiehtlieh oder unabsichtlieJt 
zUHamlllenkommen, und daß in Kolehen Fällen durch die Addition 
der Drüeke, welche na eh dem Daltollr;chpll Ge:-;etz zu erwarten ist. 
uci Erwärmung auf höhere Temperatur (z. B. durch Heizschlangen 
und Wasserdampf) unerwartet hohe Spannungen auftreten, wolehe ein 



Zerl:!pringen deI:! Gefäßel:! verurl:!achen könnteI!. DieHer Gedanke führt,e 
den VerfaHl:!er dazu, durch Anl:!tellung VOll Verl:!uchl'n die Möglichkeit 
derartigpr YorkomnmisHe zu prüfen. 

Vel'suchseinrichtung . 
.EH war von vornherein klar, Ilaß hrauehbarc MCBHungcll nur dann 

l'I"halten werden könncn, wenn der Verl:!uchl:!apparat vollständig dicht 
ist. Es wurde deshalb 0in heHonderl:! kräftigeH Gefäß mit eingcl:!chwl'ißte1l1 
Boden und kräftigt'lll .Flan:-;ch hergcHtl'llt, auf welches ein Dec]wl mit 
Bleipackung dicht aufgl'Hl'tzt Wl'I·lh·n konnt.e. Der TheT"mol1leten~tutzen 
in der Mitte fleH GcfäßeH. wdclIPl" faKt, biH zum Boden deHHelh(\ll reiehtc, 
wurde gleiehfall,; l'ingmlehweißt, so daß nur noch zwei kleine Rohr
verHehrauhungl·n zu dicht.en wan'n. Von dl'r pilll'll fiihrk pine Kupf0J"
Ipitung zu dem Mallollwt!'r, auf welch pm dC'r \)rUl'k im Gpfäß abgeleRen 
wurde, dip andpl"(' unkr ZwiKchenHchaltung oim'K V PlltilH zur J)ruck
luftleitung dl'I" "Fahrik. Die Urul'klufi. wUI'do zur' DiehtigkeitKproup 
und zur Ein:-;tdlung dl'K gewün:-;chten Luftdrucl{K gebl·aueht. Der 
Inhalt deH Yl'l"Kul"lmkörpt'I"K pimil'hließlich \'lanoll1okrkit.ung bd,mg 
2:3,:{7 I. In dil'Kl'K Gl'fiW wm"<len hO:-;Ol1dl'l"(' Blt,e,hbt'hält.Pr von l'twa 
1 1 Inhalt zm Aufnahme der Yer:-;uch:-;:-;toffe ge:-;etzt. Da Oi'l vermie(](-n 
werden llluUte, den Deckel des Versuchsgefäßel:! öfter aL" unbedingt 
erforderlich zu öffnen. wurden auf diese Blechbehälter Hchirmadige 
Abdeckungen gesetzt, welche verhindern sollten, daß bei dOI" Ahkiihlung 
kondensierte Tropfen einel:! fremden StoffeR in dieHC'lhl'1l fiplpll und 
dadurch die verdampfende Oberfläelw bl'Il!'l"kt,l'Il. 

DpI" ganzc Apparat. war in einem heKOlHkrell, mit \\'aHHt'1" gl'fÜlltc'll 
Hcizgefäß untergebracht, und zwar KO, daß der .Flal1Hl"h uml die .NJauo
mctervl'rl:!chraulnmgell unte1' WaKRer lagen. Gehl'izt wUI'de daH \VaSKl'!' 
dureh Dampf, wl'lehl'l" ZUl'rHt eine Hl'izi'lpimk durchlil'f und am Boden 
des GefitßeH aUHt.mt" KO daß bald mwh Bl'ginn dl'K Vl'I"Hu('heK die Wa,KHl'l'
kll1peratuJ" dt'H HeizgefiißoK iihl'!'all die gleiche war. 

Dal::l Vt~J"wl'l1dl'te Manol!lptel" war' I'in hl'K011dl'rK Korgfältig he1"
gestelltel::l und gel'ichteK InKtrument, wcleht'H mit großer Skalenteilung 
versehen wal", 1::10 daß der Druek mit jedpl' in der Technik üblielwn 
Cpnauigkeit ahgpl!.Kl'n WI'1"dp11 korlllt.p. 

Versuche . 
.EH wurden vier Verl:!uchl:!reihen durchgeführt: 
1. Mischung von Wasserdampf und Luft (Abb. 1). 
2. Mischung von Benzoldampf und Luft (Abb. 2). 
:~. Mischung von Wasserdampf, Benzoldampf unel Luft (Abu. :3). 
4. MiHchung von Methylalkoholdampf. 'VaRsl'l"(lampf. Honzolrlampf 

und Luft. (Abb.4). 



Von Wasser. Benzol und Methylalkohol wurden in deu oben
erwähnten Bleehgefäßen jeweilH 11 eingebracht. Bei jedem Vt'rHueh 
wurde der Luftdruck auf einen at abs 
beHtiulluten Wcrt eingeHteIlt. Die 1" 

für die einzelnen Versuche venvcn-
deten DrückC' lagen in clen Grenzen 
zwü;chen 2 und 7 at,. 

Vel'suchsel'gebllisse. 

Die ErgC'bni:;:;p dpl' Vpl'Huehp 
sind auf <10n b0ifolg('11(len Run'en
blä ttern graphi:;C'h aufgetragen. In 
le tztcren Hincl cliP ~UJllIl1('1l aUH 
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Abb. 1. Wasserdampf und Luft. Abb. 2. BE'llzoldampf und Luft. 

<lern für dic betreffemtp Temppratur errechnete n Luftdruck und dcm 
Sä,ttigung'ldruck der ftm kichteBten i'liedenden ~ubstanz punktiert. die 
g0 messenen Hummendrüekp stark ausgezogen. Fm die Geschwindig
keit beurteilen zu können, mit der die Gemischtemperatur, wie l'ie 
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an dem in der Mitte des Gefäßes befindlichen Thermometer abgeletlen 
wurde, bitl zur Höchstgrenze während des Versuches stieg, sind Zeit
linien eingezeichnet, welche die Druckkurven in Abständen von 30 Min. 
durchschneiden, Während bis 100° auf der Abszissenachse die Tem
peraturen aufgetragen sind, ist von der konl:ltanten Höchsttemperatur 
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Abb. :1. WaRHenlltLupf, Iknzol<lalllpf und Luft. 

1200min. 

von 100° die Abszitll:lenachl:le zur Auftragung der Zeit benutzt, um 
{C'Htl:ltellen zu können, ob tatsächlich nach Erreichung der Höchtlt
temperaturen ein Beharrungszustand eingetreten ist. Alle Kurven, 
wclehe die gemessenen Gemischdrücke des Versuchc:; dal':-~tcllcll, 

geben hiK 100° selbstverständlich ein unrichtiges Bild, V<'l"ursaeht 
durch mchr oder weniger rasches Steigen der TeLllpl'mtur (ks Heiz
wasser". 



Die W'1l1eOi"l'llell EJHldrül'ke hei 100 0 Jecken "ich bei dem Venmch 
mit Luft und \Vaf'''l'l' (Ahh. I) fa"t ,ooll"billrlig mit den nach delll 
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_lbh. 4. lVIethylalkoholdampf, 'Vasserdampf, Benzoldampf und Luft. 

Daltonschen Gesetz errechneten 'Werten, bpi dem Versuch mit Luft 
und Benzol (Abb.2) nur annähernd. Es ist anzunehmen, daß in diesem 
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Falle bei längerer Am;clehnung des Venmches noch eine be;<"e1'(' Üo(']'
I,instimmung VOll Rechnung und Versuch erzielt worden wäre. Dagegen 
ist. bei dem Versuch mit Luft, Benzol und Wasser (Abb. 3) nach de]] 
Ver;;uchsergebnissen nicht anzunehmen, daß die f::Summe des Luftdruckes 
und der Sättigungsdrücke von Benzol und Wasser erreicht wird, da 
trot;,; sehr langer Versuchsdauel' bei einzelnen Meßpunkten ein An
steigen des Druckes nicht mehr erwartet werden dürfte. Es zeigte :·deh 
hierbei die Tatsache, daß im Mittel nm die Summe des Luftrlruckcs 
plui-l Sättigungsdruck des Benzoli-l erreicht wurde, während der vVtl,KRer
dampf zum Mischung;;druek anRcheinend nichts beitragen konnte. Bei 
(Len Versuchen, bei welehen auß01" Luft. Benzol und WaKRer noeh 
}l[ethylalkohol (Abb. 4) in das Meßgefäß eingebracht wurde, sehimlel1 
dil' Diilllpf(' nm WaKi-ler und Bl'll;,;ol praktisch ali-l druckerhöhend aus. 

Die kUI'YCllll1äßigc ZmlUllllllPllKtellung der Venmch;;l'rgebnisi-ll' :wigt. 
(Laß der DrudutllHtieg beim VerRueh 1 (Abh. 4) mit noel! reinen J~liiKsig
keiten gleidulliU3igej" i:;t alK bei <len ührigen VI'I"Kuehl'll, bei wdehclJ 
<tllKcheinencl doeh trotr. cleJ' Kchirmföl'Illigell Abdl'ükungPll frl'IlHle B('
Ktamltl'ik Kieh auf deJl ;\!ü,thyLalkohol niedl'rgl'Kchlagl'l] Jmbpll, ",dell(' 
die Vordampfung di(':-;eK ~t.off(':-; hint.anhaltell. 

Trotz (kr langl'll Am;dehnung der Ven;uehp kOlllÜP ('in Beha .... ullg~
druek nicht erzielt werden. Ei-l ü;t jedoeh anzunehmen, daß ein höherer 
Druek alK J:'uftdruck plu;; Sättigung;;druck de;,; MethylalkoholK llicht 
erreicht worden 'wäre, so daß also alK Ergdmi:-; dp]" bisherigen Vt'rs!wl!l' 
feRtzustellell ist: 

Bei Mischung von Gai-lell UJld ])iilll p[ell Ktellt "ieh [wi 
Te 1ll}l('L'aturstpigl'J'ung ei n Ihuük l'i ll. wetdH'l' pr;"\' kti"ü h 
dem GaKdruük plUK dplll f::Sätt.igullgKdruek dl''' i\ III l!'if'h
t,(':;tPIl siNt('nd<, 11 FliiRKigkl'it ('nt:-;pri('ht. 



Dl'ehschwingungsfestigkeit 
lind Schwingungsdämpfungsfähigkeit von Baustoffen. 

"on Otto l'iiI'I'I, TcchniHclj(' Hochschule in Braunschwl'ig, 

Tm .l<\>HtigkeitHhthorntoriulll dPI' Techn. Hochschule BraUIlHch weig 
habe ich in (ku ltetzten ,Tahren eiue neue Versuchsart für dite Gük
bestimmung von BauHtoff('1l a:uHgebilcld" dereIl prste VersuchsergebniHH(' 
im nachfolgenden mitgekilt werden Hollen. Den Versuchen lag die 
Aufgabe zugrunde, einen zahlemniißigen ·Wert. für die Drehschwingungs
fefltigkeit von Baustoffen -- vor allem von Konstruktionsstählen für 
Wellen ~ zu ermitteln. Unter Drehschwingnngsfestigkeit ist dabei 
(lie Nchnhbeanspruchung verstanden, die dat; Material eben noch bei 
1)('liehig häufigelll Bdai'itungflweelu:el aushalten kann, ohne Schaden zu 
<'rlc-idpll. Di(, hei dn Dl'ehi'idlwingung 1wftl'etendp Sehnbhe[tnspruchung 
,tlll 111l1fang dCH Vel'HU(,l!HHtaheH kann dUl'eh (len größten AUHi'ichlag 
gCllleKKt'll wenlell, der I)('i (kr ürdlKehwingullg auftritt. Mall wird 
also zuerst c,inen Versuch mit eiJ1(' 11 I kleinell Aw-:i'Jchlagwillkd begillllell. 
und wenn das Material genügend lüiufige RpnnllungHwl'chsel, ohne 
Rchaden zu erleiden, überstanden hat, den Am:,;ehlag für jede neue 
Venmehsreihc um einen kleinen Zuwachs des Ausschlages erhöhen, 
his das Matmial zn Bruch geht. Als Drehschwingungsfestigkeit wird 
der Grenzwert der Rpannung angesehen, bei dem der Baustoff die 
of1.mals wiederholte "eh wingell(!c> Hea,m:pruchul1g ühen:tanclen hat, ohne 
;-:dHtclen zu erki(lell. 

nie Yenmehsanol'(luung'. 

Die Vel'HIH'l!"anordnung (~-\bh. 1) her-;teht aUt-! einem al" V\'dIe a\l,.;
gehildeten Vel'such:-lstab a, eier an cinem Ende (b) festgehalten ist 
\lnd am anderen Ende die Schwungma:::se c trägt. Die \Velle a Ü.;t gut 
~~elagert., ,;0 daß Clie sich nicht durchbiegen, sonderll nur verwinden 
kanu. UaH ~y:::telll a, c kann Eigenschwingungen aw.;führen, deren 
Dauer Hich in bekannter vVeiHe ami clcm Trägheit.:-lmOllll'ut der Sehwung
,.;eheibe und der ElaKtlzität der Welle hcre("hnen läßt. Auf elie Schwung:
"o11Oibc c wird dureh clas Gummiband rl pin ]Jcriodü,eher Drehimpuli"< 
im Rhythmut' der Eigensch,\'ingungszahl der Anordnung a, c ausgeüht. 
Die Größe c!pr Kraft. P, cli<: (len Drehim]lulH hervorruft. wird RO geregelt; 
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daß ein bestimmter Au::;schlagwinkel j ({J 0 erhalten wird, dem eine 
Schubspannung Tmax (am Umfang des Stabes a gemessen) entspricht. 
Damit die Kraft P nicht zu klein ausfällt (bei Resonanz bringt ja schon 
ein kleiner Impuls einen großen Ausschlag hervor), wirkt auf die 
,.;chwingencle Anordnung a, c eine Bremsvonichtung ('Vasserwirbel
brclllKe) e ein, die bei jeder Schwingung einen Teil der Energie ver
nichtet. Die Größtwerte von P und 'q; sind bci Resonanz um 90° 
phaKcnver::;choben. Der Pha,K8nv8r::;chielmngswinkel wird zur Regelung 
der Periode der antreibenden Kraft r benutzt, die immer biH auf 
+ 1/2% genau gleich der ~eh wingungKperiode gehalten wird. Eine 
weit8re Vorrirhtung dient zur genallPl1 BeF;tlmmung eleK größten Auf'-

Ahh. 1. 

<sühlagwinkels --' ({Jo, und zwar kann I ({Jo bei jeder :-idl\\ ingllllg Kofort 
abgelesen werden. Die Schwankungen im Werte von L1 ({Jo Kiml wiihrm<! 
('inCK Venmches kleiner al::; + 2(~:, . 

Üher die G8Ktalt.ung der Vel'KlwhKanordllllllg ulld elie gewo/lncnt'll 
l~rgdmiKK(' im eim:dm'll wird aUKführlieh in eitler Arbeit Il1CineK AKKi
,'ikllkn. <leK Herrn Dipl.-Ing. A. B UKe nla 11 n, bcrichtet wcrden. <ler 
Kieh hOKondel'(' VCJ'diel1~te IIIll dl'l1 AUKbau dl'l' VerKueh'ia110rdnllllg. 
vor alll'1l1 durch Rdmfflll1g VOll gl'l'ignl'kn JVIeß- lind Hegelvorrichtungel1, 
('L'wor!.W!1 llat. 

Die Diilllllfuugsfiihig·keit. ('ÜWS Baustoffes. 

An anderer Stelle ("Grundllügc dei' t.Pclmi:-;chcl1 Schwingungslehrt''' , 
Berlin: J dius I::lpringl'1' 1 !l2:3, und "lkl'iuhk <leK "VerkstoffausschusSl'K 
dl'K Vereins deut.scher EiKl'uhüt.knleute", 1923) ist schon einiges über 
di.e mit der Versuch::;anonlnung gewonnenen allgemeinen Ergelmisi-ie 
lind über die Ausbildung der Brüche mitgeteilt worden. Vor allem if,t 
dort auch eine neu erkannte Bewertungsmöglichkeit für Baui:-it.off8. 
dip Dü'mpfungsfähigkeit, angegeben worden, der größen' Bedeutung 
heizulllcKKCl1 iKt. Wir müssen hier, um die im näehHt.l'll AIJKehni.tt lIIit.
goteilkll V l'l'i-mchsergebnisse bess8I' würdigen zu können. lLUf clieKt'1I 
Punkt. l10ehlllalK kurz eingehen. 



()tto Fi"'PI'I: 

\Nenn auf die Sehwingullgsanordnung .\bo. 1 em Illlpub mit eier 
Pprioclc der Eigcnschwingungi-lzahl eiml"irkt, so muß der i:-ltab a, :;0-

lange keine ];jnergie abgeführt wird (d. h. ohne \Vasserbremse), theore
tlfwh immcr größerc AUbschläge anneh lIIen, his er schließlich hl"ic·ht. 
Wie :;ieht nun <li<· Sache praktiseh ~ws? D. h. wa~ tritt ein, wenn wir 
bei der Anordnung Ahh. 1 die Brcmsc weglassen·? nie vorher genannte 
Drehzahlregelung wrgt dafür, daß clpr Impuls stets gpnau im Rhythmul' 
eier Eigenschwingungszahl eingeführt wird. Tm pul:; und Schwingung;.;
amlschlag sind um DO° phascnverilchoben und die ganze Impuh;energie 
wird flem Prohestah zugeführt. Wenn dpr Stab nicht Rchon nach 
wenigcn Schwingungen entzwei gehen soll, muß ('1" imstande S(,l!l. 

Energie aufzunchmen hzw. in \\Tärlllc umzuiletzen. 
Die Energieaufnahnwfilhigkeit von Bau:;toffen --- his jctzt :lind 

nur Konstruktiom;:-;tähle ulltersucht--- i:-;t in ihrer Größe sehr Vt'l'

:;chieden. Ein be::;1..imlllter Bau:;tahl z. B., der im näch:;t.en Ah::;elmitt 
mit 7 bezeichnet ist, gibt :;chon von Tu",,, = 17-18 kgjmm 2 an \Vä1'llIc 
in erheblichem Maße ab, und er hält bei einer Schuh spannung von 
]!J-21 kg/mm 2 noch mehrerc Millionen Schwingungen aus, ehe er 
zu BrUl'h kommt. Ein anderer Bau;;tahl dagegen - z. B. der mit 
);1'. 8 A hezeichncte III der naehfolgend(en Tabelle --- hat mit 
T = 31,5 kgjmlll 2 keine fühlbare Erwärtllung gezeigt, u11<l Cl" ist trotzdclll 
,;chon nach 50 000 ~eln,"ingunglm mit diesel: Beütstung zu Bruch ge
gangen. Vom ~tal! 7 B wurde eille :-;0 groU<> EnergienwlIge durdl 
innere Dämpfung, verhunden mit UUlHetzung in Wärme, verbraucht, 
daß bei dim;em Versuch elie vVa::;::;erbremse nicht in Tätigkeit geilctzt 
werden mußte. Stab 8 A vernichtete dagegen trotz einer um 50--60';" 
höheren Beanspruchung kaum Energie. Zur Aufrechterhaltung der 
Schwingung hätte bei ihm nur ein mit den groben MeBmethoden nicht 
beiStimmharer Bruchteil an Impulsenergie bei jeder Schwingung zu
geführt werden müs:;cn, wenn nicht die \Vasserhremse in erheblicherelll 
.\'laBe zur Vernichtung von Energie herangezogen werden wäre. Tm 
nächsten Abschnitt werden einige Zahlenangaben über die Dämpfungti
größen der beiden Stahlsortcn gegeben werden. Wir wollen zuvor noch 
eine kurze Ben1l'rkung über die Bedeutung fler Dämpfungsfähigkeit 
für flie Praxis vorausschicken. 

Die normale Beanspruchung eine:; Hauteile:; kann berechnet werden 
au:; den gegebenen Kräften und Beschleunigungen, die an ihm auf
treten. Damit :;ich nicht mit der Zeit ein Bruch cin::;tellt, muß die 
berechnete Beanspruchung auf alle Fälle niedriger sein als die Schwin
gungsfestigkeit des Baustoffes. In vielen J!'ällen der Praxis ist aber 
ein Bauteil einer nicht gewollten und in ihrer Größe nicht bestimm
baren zusätzlichen Beanspruchung unterworfen. die vor allem daml 
auftritt. wenn ein erregender TmpulR mit der EigenschwingungKzahl 



der Anordnung in Resonanz steht. Betlonders gefürchtet ist. dietler 
Fall bei Welknleitungen, bei denen Brüche in der Regel nicht auf 
die nornuüen mit der Kraftübertragung verbundenen Beanspruchungen. 
Ronclern auf die zusätzlichen von Resonanzschwingungen herrührenden 
Spannungen zurückzuführen sind. Die Größe dieser zusätzlichen 
Spannungen kann, wie wir im Voraui:lgehenden "ahen, ::;ehr wesentlich 
\Com Baustoff des Teiles, der elie elastischen Formänderungen 
ausführt, abhängen: Der eine 'Bam;toff, z. B. Nr. 7 mit cler hohen 
Dämpfungsfähigkeit., wird einen Teil deI' eingeleiteten Impulsetl in Wiirnw 
Ul11Ketzen und auf diese \\'('ise eine allzu große Materialüberam;trengung 
verhüten. Der aus die:-;em RauKt.off gefertigte Bauteil ~wird, wenn die 
Retlonanz nur zeitwei,;e und kur7. in die Erscheinung tritt., nach vielen 
Jahren mlPr .Jahrzehnten JlU Bruch kommen. Der [LUden' Baui:ltoff 
(htgegen (JI. B. Ni". S) heginnt l'!"t-:t hl'i weit höhnen Beanspn;ehungell 
Schwingungen 7.U (lämpfel1. Del' kritiKehe IlIlpub wird dell Bauteil 
<tefihalb auf sehr große Hdnl'ingungf'lLU,;schliige hringe]1, die Ncholl 
nach wenigen Stunden oder Minuten den Bruch herheiführen. Für 
diesen Fall der Bean"pruehung wird sieh al:-:o dl'j" dämpfende Hau
Ntoff (7) alN wesentlieh geeigneter erweisen alf' der llieht.clill1lpfende 
Haw-:toff (8), wiewohl Festigkeit und Streckgrenze bei ersterem 13an
,;toff im allgemeinen weit niedriger liegen werden <llR bei letzterem. 

Einige Yersuchsel'gelmisst'. 

Über die Durchführung der Ver:·mche lind ihrl'Ergehni,.;,.;e im 
einJleinen wird in der Di:,;::;ertation von HelTll "\. H 11 Ke III a llll bC'
richtet werden. "Vir wollen unK <1,11 dil'Kl'l' ~tP]k mit cl<,]' \Vipdp]'gahe 
C'iniger 11(,";011<1('1":-: wi(,htigpr V pn.;uchKergehniK";p begnügen. 

Die Baustoffe ,n'nlen mit dm' lleUC'n ])rdlK("hwingungKlllaKl'hine 
nach zwei Bichtungel1 hin untersucht: 

1. Bntweder wird die ~ehwingungsfe"tigkpit T,.; 1"1 '\\. eim'''; Bau
stoffe::; fCKtgeKtellt. Das ger;chieht in der Wci::;e, daß der ~tab Dreh
schwingungen mit dCj' Größtbeanr;pruchung To wäht'('nd einer bE'
stimmten Anzahl EinzelKch,Yingungen (7.. B. 500(00) aW-lzuführen hat. 
Dann wird der gleiche Versuch mit der Griißtbeanspruchung T O + ,I To ' 

dann mit T O + 2 . 1 T O UKW. wiederholt, biK der 8tab beim Ver::;uch 
mit der Spannung T O + n. 1 T O zu Bruch kommt. Die letztere Sp<tnnung 
gibt ein Maß für "fKchw, wohei no eh die Verfiuchsergebnisse im einzelnen, 
insber;onclere die AnJlahl eier Schwingungen, die der f4tah mit der 
Beanspruchung T O + n LI To his 7.um Bruch ausgehalten hat, für dip 
Wertung \'on T';cllw nach aufgestelltt'll Richtlinien herangezogeIl 
werden. 

2. Oder e::; wird die Dämpfungsfähigkeit einer; Baui:ltoffe" bei einer 
bestimmten Beanspruchung T" festgestellt. Dies zweite Verfahren 
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kommt zur Anwenduug. 
wenn ein Stab SChOll 
bei verhältnismäßig nie
drig('r Beanspruchung 
warm wird. Es wird 
dann der Schwingung!;
am;!;ehlag !;O groß ein
gestellt, daß die Erwär
mung der; NtaheK im Be
harrungi:lzm;tand etwa 
20 0 über die Tem pemtur 
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Tal)(']k Kind die Ergd,
ni:-;~e von Drelmchwiu
gungsversuchen an einer 
nicht odernichtnennens
wert dämpfungsfähigen 
Stahlsorte 8 und an einer 

~ besonders stark clämp
,--------------- fenden Stahlsortc 7 zu
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Hammengestellt. 
Die statistiBchen .Fe

Btigkeitszahlen in der 
Tabelle sind an Zerreiß
Ktäben ermittelt worden. 
die am; den Enden der 
DrehKeh wingungsstii be 

hergestellt worden sind. 
Die Werte für di~· 

Urehschwingung;;festig -
keit TScJny für die dn'i 
Stäbe 8 weichen nicht 
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viel voneinander ab, ein Zeichen dafür, daß das Material eine recht 
gleichmäßige Zusammensetzung hatte. (Die 3 Stäbe jeder Stahlsorte 
waren aus der gleichen Stange geschnitten.) 

Die Angabe von 1'Schw in nebenstehender Tabelle muß dahin ergänzt 
werden, daß sie sich auf e = 500 000 Schwingungen bezieht. Eigent
lich versteht man unter der Schwingungsfestigkeit (1':,;chw)o den Grenz
wert der Schubspannung, die der Baustoff bei unbegrenzt häufi
gem Belastungswechsel, ohne Schaden zu erleiden, aushalten kann. 
Um den Versuch abzukürzen, ist die Zahl der Belastungswechsel 
für eine Stufe auf 500000 bcschränkt worden. E;; soll damit nicht. 
etwa behauptet werden, daß ein Baustoff, der 500000 Belastung;;wechsel 
übersteht, auch beliebig oft die gleiche Beanspruchung aushalten könne. 
Die zum Baustoff 7 gehörigen Zahlen beweisen viehnehr das Gegenteil. 
Die Angahe von 1'~khw in der Tabelle i;;t deshalb nur einC' relative Größe, zu 
der die Angabe e = 500000 zugl'hört und die für Vergll'iehe von Bau
stoffen, die nach den gleichen H,iehtlinien auf SchwingungsfeHtigkeit unt.er
sucht worden sind, von Wert iHt. Es muß noch dureh Versuche festgeHtellt 
wC'l'den, in welchem Verhältnis unser 1'scllw, das zu e = 500000 gehört, 
;"u dem ohen genannten (1'scllw)o steht. Auf Grund der bisherigen Ver
suchsergebnisse, vor allem auch am Baustoff 7, schätze ich, daß (Tschw)o 
wonigsten;; um 20% niedriger liegt als unser Tschw. 

Der Stab 7 B ist ohne Wasserbremse gelaufen. Bei ihm ist also 
der gesamte eingeleitete Impuls in Wärme umgeHctzt worden. Dit' 
Größe von 'v konnte hier auf zwei verschiedene Weisen - nämlich 
einerseits aus den mittels Thermoelementen festgestellten ErwärlllllllgCll 
de;; StabeH mit zugehörigem AuslaufverHuch und anderseitH aUH der 
Größe des Einzclimpulses - berechnet werden. Die bei den Ermitt
lungen stimmten bis auf 5% übNcin. Bei dC'n Stähen 7 A und 7 t' 
ist die WaR;;erbremse ein wenig in Tätigkeit gesctzt worden, RO daß 
I' hier aUH der Erwärlllung ermittelt werden mußte. Für den ~ta,b 7 B 
lag die Grenze des ~chwingungHaus;;chlageH, von dem ah eine merkliche 
Dämpfung einsetzt, besonder;; tief. Der Stah weist deshalb auch einen 
hesonders großen Wert für l' auf. Trotzdem die Beanspruchung bei 
ihm etwas geringer wal' als bei 7 A (20,6 gegen 20,9 kgjmm 2), hat er 
doch bei jeder Schwingung mehr Arheit in Wärme umgesetzt al;; jener 
(;')0 gegen 43 mkgjkg). 

Von der Stahlsorte 112 ist nur ein Einzelstah untersucht wordell. 
Der Stab war aus einem federharten Baustahl mit sehr hohel' Streck
gmnze und Bruchfestigkeit hergestellt worden. Die Rehwingungs
feHtigkeit liegt trotzdem nicht sehr hoch, da der Baustoff eine geringere 
Bruchdehnung aufzuweisen hatte. 

Der zuletzt in der Tabelle aufgeführte Stab V II2 ist erst in 
jüngster Zeit, auf der neuen Drehschwingungsmaschine zum Bruch 



gebracht. worden. Die Her 13auHt.of{ hat bei T""" = 10 kgjmm2 eine 
( 111 kU" 

Dä))lrfuug~fi\higkPit von L ,0) '-' h .'" ])('i T = !;3 ein)' = 3,() 
- ,-g' • IJC ,vlngung 

und lJl'i T· -:W ('in ,'= H,i;. EH iHt. mit PÜWIl1 Ausschlag ent
Hprechend Tu"" = J2,ij kg/nlln~ gela.ufen und hat dabei auch au
nälwmd IJ Mill. ~ehwinguJlg('n bio; zum HnH'h wriickgelegt. Der 
::-ltah r 112 wäre, wip man aUN dell verhältniHllliißig hohen Werten 
fiir " bpi geringt'rt'n IkauB(Jl'uchungen sieht, "ichel' auch schon 
mit einer ::-;ehubbeanBpruchung von het.rächtlich unter JJ,i') kgjmm2 

zum Brueh zu hringen gcwcNel1. Ma,n Kieht daram:, daß dit' Ergeb
niKsc ame]'ümn iNdwl' FOl'NUher (BiP)1(' dCIl Auf Hatz von R. 1'4 tri he e k . 
Z. d. V. tl. 1. Ln~;~, 1'4. ();H), daß pin ÜherBtehen von 10 lVlilliOllell 
BelaRtlll1gf-nypchKcl gleich lH'deut.end 1lI it dauernder Haltbarkeit Heilt 
'''011, nieht. mit dpn '!'ah'achen iibpl'pin!'till1l11t. 



Übel' Spannungsmessungen an :i\'laschinenteilen 
und das hierzu verwendete Feinmeßgerät. 

Von Josef Geig'er, Maschill('nfabrik Allgsbnrg-Xiil'llhel'f( in AngsllllJ'g. 

Die Feststellung (leI' in um;eren 13auwerken, insbetlondel'e in 1\:la
sehinenteilen, auftretC'mlen Beanspruchungen bereitet oft große f-Iclnvie
I'igkeiten. Die letJlteren beNlt.Jlen nur zu häufig so verwickelt.e Formen, 
daß wir ihnen mit den :FOl'llleln der Festigkeitslehl'e anch nicht an
nii,hel'nd gcnügt'ncl IIU Leib(, rücken können. Man denke nur an doppd
wandige Gußstüd«' mit VentildurehhdidH'll, l~ippen. Angüssen u:;;f. 
Bei kleinen und nC'heni"'ächlichen Guß"tücken mag da:;; sog .. ,GdÜhl·' 
dm.; erfahrenen Konstrukteurs pille him'pielwmk Sicherheit biekn; 
auch wp]'(kn dpral'tig(' Teile au:;; Gußrück.;iehten gewöhnlich bereit:;; 
so sbtl'k. (htß Nie einp genügende Festigkeit besitzen, endlich ist auch 
der' Verlui:lt beim Bruch kleiner Teile gering, so daß man sich hier 
leichter darauf verlassen kann, derartige Stücke nach reiner Empirie 
zu bauen. Anders liegt die Sache bei großen und wichtigen Teilen. 
Hier erscheint. es dringend wünsehenswert, elie auft.retemkn Be
anspruchungen mögliehst genau kennenzulernen. 

AuC'gehencl von diesen Erwägungen enwhi<'!1 I'N mir angm;ichts der 
l(oll1plillil'l't.heit (leI' a,uft.rctenden ReallN1)j'lwlnmg<'ll aIR (la:;; :R.iehtig"t.e, 
dieNdbell nH'ßt.P(·hnisch zu verfolgen. Da p" hrmwhharn Nfnßgeriite 
für dieNell Zwcr-k nicht gab, ,,0 entwir-kplt.c ieh "C'1h"t ein Fnimneßgerät, 
da" "ich auf dpm in der ;i';('it.~.;('.hrift. dpC' VeI'C'im; deut"ehel' Ingenieure 
1!H2, H. 1;{41l, l)('~ehl'i('hpnen "Fpinlllcßgerät von Pr(' u ß aufbaut. Bevor 
ich auf dasC'pllw lIii.lwr C'ingelw. miiehtl' ieh hill"ichtlieh Vorriehtungen 
lIum Messen von Spannungen den defzeitigPll Stand der Technik 
"kizzieren. Der Ha 11 ,,(' h i ngürNdw Apparat und (tel' 1\1.arte ns- Spiegel
<tppara,t sollen nur klll'z erwä.hnt wenlen; "i(' "iml reine Laboratoriulll,,
im;t.rumente, die nur an Probestücken be:,;timmter Form verwendet 
werden können. Auch das Feinmeßgerät. von Pre uß, mit welchcJll 
clon.;elbe sehr wertvolle Reflultate erzielte, läßt sich nur an ProllP
"tücken verwenden. Ähnliches gilt für ein in England entKtamklH''' 
Gel'ii,t.. 

1m Hriiekenbau sind in den letzten Jahren mehrere Spallllullgs
lIleßvoJ'l'icht.ungen entstanden. Abgesehen von einn Ausmthme i"t 
bei ihnen die Vergrößerung eine verhältnismäßig kleinc, so daß flieh 
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diese Instrumente zwar "wohl für Brücken in solchen Fällen eignen, 
"Wo die Spannung t;ich innerhalb kurzer Strecken nicht so rasch ändert 
wie an Maschinenteilt'n. Die Ausnahme bildet der Spannungsmesser 
von Okh uizen, der u. a. in der im For:;chungsheft Nr.262 ent
haltenen Abhandlung von Dr. Th. Wyß "Beitrag zur Spannungs
untersuchung <1,n Knotenblechen ei:;erner Fachwerke" beschrieben ist. 
Auch er ist speziell für Versuche an Brücken konstruiert. Dem Ver
fas::;er erschien e:,; für seine Zweckt' angebracht, mit der Vergrößerung 
noch bedeutend "'eiterzugehcn als 0 kh uize n, so daß auch bei 
geringeren Meßlängen und insbesondere bei ganz geringen Spannungen 
noch eine genaut' Mes:-;ung möglich wn,l". Außerdem sollte dns Meßgerät 
Illöglich:-;t allgemein ganz ohne Riicksicht auf die Form c1t'l" Hauteilt' 
oder die Art der Sl'annungl'll am\"cllclbar :,;ein. AU::lgehelld '"Oll (li e"en 
Erwägungen pnt:-:blllcl das im folg('!1ckn l)('~;("hripl)('Jl(' 

F(·iumeßg'l\l'iit. 

Da::; .ii'einrnoßgeJ'ät llach Abb. 1 und 2 i::;t für Zug- bzw. Druck- und 
:-;(·h\1h~pal1nungen t'ingt'richtet. Es wird mit Yorteil an Ma:-:chinen-

A.hh. 1. 

t('ilen V01'W('I1< let, 1)('i <lenen für die Me""ung nur emlge Quadrat
zentimeter Platz zur Verfügung ::;teht oder bei Mlschinenteilen, bei 
",PIchen die Spannungl'l1 nur auf ganz kurze Rtrecken kOI1Htante Größe 
hahen. 

Das :Feinmeßgerät Abb. 3 besteht am,; einem Alumilliumgerüst a, 
welches unmittelbar die festen Körnerspitzen b und den fCfiten Spiegel c 
trägt. Eine bewegliche Körnerspitzt' d ist am Hebel g befestigt und 
überträgt die Veränderung der Meßlänge Zo auf die Spiegelachse. Die 
~-\.rt der Übersetzung ist in Abb. 3 ersiehtlieh. ~-\.lle Drehpunkte sind 
mit Schneiden und Pfannen ven,ehen, um Rpiel und Reibung zu ver
meiden. An der I)piegelaehse .t ist auf eier eineIl :'leite der lwwegliche 



Spiegel Cf befe:-;tigt, auf der anderen ist das Gt' ,üe-ht Gangebracht, 
um das Spiegelgewirht auszubalancieren. Für die beiden Körner
,.;pit.zen b werden in das Material mit,tel;; ein('~ I'igeni' dazu gemacht,en 
Uoppelkörners K kleine 
K örn er löcher ein gese-h la-
gell, damit das Meßgerät 
eine bestimmte Lage bei
behält und nieht. abrutse-hen 
kann. Das Meßgerät. selh:-;t 
wird mitt.els einer ~('hnur 
(:-;. Abb. 1) oder einer Blatt
feder (s. Abb. 2) und klE'inpll 
(iewinclestangen n,n r!Pll 7.\1 
11I1tersuchendpll Ma:;<: hineIl
teil befeRtigt. Lpt7.t(·l'C Bp
festigung h,1t :-;i<:,11 ht's,.;('r 
Iwwiihrt; E'ine ~rllllUJ' kHllll. 

wenn (' S sieh UIll ~Vles,,;ullgell 

---
Abb.2. 

in feuehkn olkr heißen l1.äUllIt'Jl oder' an \'Olll Kühlw<lHspr bestridwllen 
~t<'lkll hanrldt. dun·h c!t'1l \V('eh8e1 (\1';; F('uehtigkeit,Rgehalte:> locker 

I 
i 
I 
j 

~k _J 

c 

bl!. :t 

werden. Der Druck, den die Befestigung auf da~ i\Ießgerät ausübt, ist 
,~enau über der Mitte der drei Körnpl'i-;pitzen, so daß sich der Druek 
gleichnüißig verteilt . 

Beim Befestigen des Meßgeräte~ i~t darauf zu achten . daf.~ der 
Übertragung:,;hebel g mittels eines Fixierstiftes in der lVlittellage ge
halten wird, wie dies aus Abb. 2 ersiehtlieh ist. Erst nach erfolgter 
Befestigung und Einstellung der ~piegel ist der FixieJ'c;tift herau,;
/Iunehmen. Bei flem abgebildeten Jm;t,rument i:-:t dip l\'leßlä,nge 14,8 mm . 

. )* 
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Es i,;t kbr, daß BeanHpl'udlll11gell nur Längenveränderungen III 

der Größenordnung von l/]000111m auf diese kurze Strecke zur Folge 
haben; deshalb wird dief'e geringe L~ingenveränderung zunächst mecha-
11i:-;oh dureh die Hebel r7 und g, Hodann mit Hilfe von Spiegeln und 
.Fernrohren gewa,ltig vergrößert. .oie Vergröfkrungpn erstrecken sich 
dwa von 20000·--200 OOOfaeh. f:-;ie Kind 11,1;;0 wpitau:-; stärker als bei 
den HOl1:,;tigen helmnntC'n A pp~traten. Die Übertragung vom Spiegel 
auf da,; Fernrohr gc::;chipht nach Skizze 4: Es wird ein Maßstab be
leuchtet und Lichtstmhkn von diC'sem auf den beweglichen Spiegel 
geleitet,. Ein Fernrohr wird in gleiehem Abstande aufgcKtellt und so 
pingeKtellt. daß dip Mitt.p dpi' Ma.f.\Htabpi' zu Hehen ist. Wird nun der 

Maßstob 

Messgerät ---
rernrohr 

SpIegel __ -----
.-...... """' - --- ~ ~ __ ~_ _.t_ _ _______ _ 

L-______________ 

.\bl>. +. 

~piE'gel hewegt, ::;0 wandert scheinhar (lpr Maß"tab höher bzw. tiefl'l". 
und zwar um den doppelten Ausßchlag ale (Abb. 4). Die V('J'größel"tmg 
c!n LängPllänrlerung von 1.48 cm Längp wird mm 

1·2L 

' 1 • ' 2 

(K. Abh. :3 und 4). Di(' Litngen {, ' 1 und ' 2 i'ind in Ahh.8 enthaltell. 
Rei dem ahgebilrleten Meßgerät iHt die \\'l'gl'ößerung 13,4· L, wo 1)(' i 

T., in Millimeter zu ::;etzen ist. also z.:B. bei L = 10 III 134 000 fach . 
Ocr feste HpiogPl und der audl für diesPIl mlfgcHtellten lVIaß:,;tah mit 
Fernrohr ha1wn den Zweck, Ven;chiE'hungel1 oder YE'rdrchungen des 
.M:eßobjektei' während der Messung feRtzustellen und von den Aus
,'chlägen eleH bewegliehl'11 SpiegelK unteT" Berüeluüchtigung des Vor
z.eiehens ahzuziehen. 

Zur Eichung elCH Meßgeräte:,; wird ein Flaeheii'en::;tab, der mit 
Gewichten versohieclen belaHtet werden kann. an einem erschütterungs
freien Ort vertikal aufgehängt. und daH Meßgerät daran befestigt. 
Au;; der bekannten Zugbeanflpruchung, dem bekannten Elastizität!'
modul und der Entfernung L wird dann die Vergrößerung V allfO
gereehnet. DieRe Eiehung iKt in gewiRRen Zeitabständc'll zu wieder-



holen, je nach der Benutzung des Instrumentes, da tlich die Schneiden 
durch den Druck zwar ganz minimal abnützen, aber diese Abnützung 
doch auf die Vergrößerung V einen Einfluß haben kann. 

Um den Lichtstrahl ohne zeitraubendes Umstellen des Maßstabes 
oder Fernrohres richtig einstellen zu können, sind beide Spiegel, der 
feste und der bewegliche, nach allen Seiten hin drehbar angeordnet, 
aber etwas streng gehend, so daß sie durch et,,,aige Erschütterungen 
Hicht verrückt werden. 

Ferner sind alle bewcglichen Teile durch Gitter 
vor Berührung geschützt mit Ausnahme deR beweg
lichen Spiegels, der ja frei Kein muß. 

Bei Verwendung de:-; Imltrull1ente,.; für Rchub
,.;pannungell sind dic Köml'I" b um !JO° zu Vl'Hlctzcn 
lmd ebenfalls eine Eichung vorzunehmen, die vorteil
haft an einer glatkn "Velle, (lureh die ein hekmmteK 
Drehmoment geleitet wird, vorgenommen wird. Die 
Befestigung auf einer Welle kann nac-h Ahb.5 ge
,.;chehen, ein gutes richtign: Ritzen eleN In:4rmlll'nkN 
i:-:1, damit gewährkiKtl't. 

Bei Mc::;::;ungen von Wärmespannungen ist von 
größter Wichtigkeit, daß ::;O'.vohl die Temperaturen 
des Masehinenteiles als lmch die des Meßgerätes bei 
jeder Ablesung genau bestimmt werden. Die 
Temperatur des Meßgerätes interessiert hauptKächlich 
am Steg 'i (Abb.3). Denn es ist leicht zu erkennen, 
daß eine Wärmeausdehnung c1iC'ses AlumilliulllKkges 
. .\uKtlchläge bewirken kann, die daK l{,('Nultat "er
fälschen. 

Abb. ii. Am sicherc;ten wenlell <he Temperaturen mitteltl 
Thermoelelllenten be:-:timIl1L die einfach an die 
}Iaterialoherfläche hz\\". an den ~teg ·i deK lVleßgeriitctl angekittet 
werden; selbstv<'Y"Kttindlich iKt bei der AU::ln~dmllng deI" rcinen Wärme
(lehnung die Materialart zu herüeki:iichtigen. DaR Gehäuse a des Meß
gerätes würde am vorteilhaftesten aUK Niekehtahl von einer ::lolchen 
Zusammensetzung, daß <lie vVü.rrnedchnung vertlchwindend klein wird, 
~cin, hierbei würde et; allerdings teuerpr in elE,!: Bearbeitung ali:i aUi:i 
~\luminium. 

Meßresultate. 
E::l würde selbstverständlich viel zu weit führen, auf die tlämtlidwll 

llIit diesem Meßgerät gewonnenen Resultate näher einzugehen. Es 
kann ::lich hier nur darum handeln, einen grundsätzliehen Fall zu 
,",childern. .AIR solcher sei ein Kolbenoberteil einer 1750-PSe-DiC's('l-



maschine der :.Yl.A.K. gewilhlt (Ahb. 0). Die Berechnung der l'k-
an:,;pruchung in einem gewölbten Hoden nm verschiedener Dicke iBt 
reichlich :,;chwierig und ,;ehr langwierig. Dazu kommt die Versteifung 
durch die Kpiralförlllig gewUn(lelleJl WaKKt'rführungHrippen und jem' 
durch die zylindriRche Wand ,tm Rande. Mit dem obenbeschriebenen 
Meßgerät wurden K()\\"ol! 1 die vom Ga<4druek herriihrenden Spannungen 
gCIlleHKen a,h, alleh die \Yännc:;pannungl'Tl untcl"<4ucht. Hier sei nur 
auf die MesKung deI" Ga:-4druckspannungen eingegangen. Selbstredend 
konnte die ;\\('K,mng ni('ht 1t1ll fl'rtig zllKallllllengebautell :\[otor. Kondern 

11 a 

Tbe w. R 

RIPpe! 

'!l 

--------(";1& 

Ahb.6. 

nur aJl eiJlPl' Venme!J<4einriehtllng erfolgelL hei der die innere, al"o 
yom UrUekllH'diulll !lieht lwrührte Seite (lee; Kolhelloberteiles zugänfl'
lich war. 

Die VOl'J'iehtung ,nn' KO gebaut, daLl der 1\:ol))pn lec1iglieh dort, wo 
die Vel'hiJl(lung de:~ Ohel,teile:,; mit dem Unterteil Btattfand, gehalten 
war, Kich aüm gCllrlU wie illl Betrieb H(HlBt mwh allen Seitpn frei dehnpn 
konnte. Die Vel'tluchp wurden in der VV pise rlUl'ehgeführt, daß mit 
einer hydmulii:lchen Pl'e:-ltle vVaKtlercll'uck auf (kn Kolben gegebpn 
und der Drude alllllählieh in einer gl'ößeren Reihe von Stufen ge
,;teigert wurde. Ringi':mm wal' der Kolben mit, einer Stopfbüch,,
paekung abgedichtet. Die }!Icf;sungen wurden an acht verschiedenen 
Stellen vorgenommen und zwar 'wurden jeweils die Radial- und 
TangentialHpannungen gemeHflen, Ein Diagramm für einp Messung der 



Radialdehnungen zeigt ~~bb. 7. ein solches für die Tangentialdelmungen 
Abb.8. Das Kolbenoberteil i:-lt in Abb.6 dargestellt. Aus diesel' 

"kq/cm 2 

.0 1 
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Abh.7. 
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Abbildung i",t auch die Lage der Meß:,;tellen zu erkennen, auch Rind 
die Beanspruchungen bereits durch Strecken aufgetragen. In Abb. 9 

16e--+-~-+ 

Abb.8. 

--- {fuj'wdrt:s 

x--------- abwdrl.s 

0------ aifwdrts 

0- ---- - ----- abwdrts 

",i ud endlich die auf Grund der Dehnungen errechneten Beanspruchungen 
in Diagrammform abhängig von der abgewickelten inneren Ober
flächenlinie wiedergegeben. Des Vergleiehes wegen mit gewiRsen 



.T()~ef (kill'el': Span Illlllll'SIIIt'SSllllg'en an ~{asehinellteil(,lI. 

einfachen Bereehnungo;arten ~ind endlich die für dieselben sich ergebenden 
'Werte ehenfalb eingetragen. Während elie Rechnung als ebene Platte 
einen viel zu hohen und jene als Kugelboden viel zu niedrige Werte 
liefert, ergibt die Bereehnung~weio;e nach Schüle (s. Dinglers Polyt. 
Journal l!.lOO, Heft 42) für die Bodenmitte fa::;t den gleichen Wert . 
. \llerdillgH findet. sich ::;0 weder die größte Bean::;pnwhung noch deren 
Lrtgc oder gar der ganze Verlauf der Beanspruelnmgpn. 

900 
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{!/Jersclln/ft 
ell/r" 

lklllel'kem;wert itit, daß der Kolben bei l' eine verhältni::;llIäßig 
,;ehr hohe DmckKpannung aufweist; sie ir;t :;0 hoch, daß sich auf der 
Außem;eite, wo die Nuten für die Kolbenringe sitzen, Zug ergibt. 
\Venll man bedenkt, daß Kolben bereits an dieser Stelle durchrissen, 
wohei der niß direkt auf die selmrfe ]~inkel'bung der Nut zuging, 1'\0 

pn;dwint flieser Um,;tand im ZUl'\amlllenhang mit der scharfen Kerhe 
heachtenK\vert. E" \yürde "i<:h Plll pfdllen, let",tere ein wenig ,11,
zUl'un(\en. 



Die Schubspannungen im gebogenen I-Balken. 
Von I{al'l Huber, TechJli~ehc Hochschule in München. 

Die Berechnung der Schubspannungen im I-Querschnitt eines auf 
Biegung beanspruchten Trägers erfolgt gewöhnlich mit, Hilfe der für 
den rechteckigen Querschnitt abgeleiteten Formell) 

l' r b3 1j3' 

T,!! = b. (-) . /\ = (-.). (H - .~ ) . (1) 

Hierin ist T,!! jene Sehubi:lpanl1ung, die in Hiehtullg der vertikalen 
QuersehnittaehRe Y wirkt, wenn die Z-Richtung in der horizontalen 
Quel'flchnittachse und die X-ltichtung in der Stabachse liegt. V ist 
die in der Y-Achse wirkende Schubkraft, A das Trägheitsmoment, 
bund 11 Breite und Höhe des Querschnitts und S das statische Moment 
der Querschnittsfläche. Die Verteilung der Schubspannungen längs 
der Y-Achse erfolgt hiernach nach einer Parabellinie. Tt'!} ist in <leI' 
Mitte am größten und wird am oberen und unteren QuerschnittRnl,nd 
zu Null. 

Diese Formel ist jedoch, streng gellommen, nur eine NähcI'ung~
fOl'mel 3 ). Sie genügt weder vollfltändig den ::;tctti::;chcll Allfonknlllg('ll. 
weil die zur horizonÜtkn Z-Achse lmmllel laufenden SchubKp<tllllungt·n 
T" außer acht gdaK;.;en sind, noch dell eltlstisehen Bedingungen <leK 
Körper;.;, wie sie in den Verträglich keitsgleichungell zum Ausdl'l1ck 
kommen. Diei:le tlUS der cinfacllPll Theorie enti:lprillgende Formel ist 
um so ungenauer, je breiter dpr Qupnlchnitt gegenüber der Höhe wird. 
Sie gibt jedoch die mittlere Spttnnung über die Querschnittsbreite 
riehtig an und ist eine ::;ehr gute Annillwrung für die ttttsächliche Schub
Kpmmung, je kleiner die Breite gpgenüber der Höhe wird. Gefunden 
wurde die Gleichung (1) unter der Annahme, daß bei einer in die Y-Aelme 
fallenden Lastrichtung die seitlichen T r .,'· 0 sind und daß ferner 
die T":!J unabhängig von der Abszisse z, also der Breite nach gleich
förmig über die Fläche verteilt sind. Dadurch würde die resultierende 
Schubspannung überall vertikal sein. In der Nähe der oberen und 
unteren Kante ist sie jedoch nahezu horizontal. Die Randberlingnng: 

1) Föppl, A.: Vorlesungen über techno Mechanik. Bel. 111, S 24. 
") Love - Ti 111 pe: Elastizität. Hl07. Kapitel XV. 



2(j "'nd I ruh,,!,: 

lautet wieder, Jaß die T"!I und TI" in der H.ichtung der Tangente des 
Querschnittumfange,; laufen. DieR bedeutet, daß TI" an den vertikalen 
QuerschnittRkanten und ferner T"!I an den horizontalen QuerRchnitts
k,tntell zu Null werden muLl. 

Einfachc' Lösungen für rechteckige Quen;ehnitte und andere ähnlicher 
Formell Kind übel'haupt nur möglich, wenn man die Verträglichkeits
hedingungen unbefriedigt läßt. Bei nichtrechteckigen Querschnitten 
wird llH ferner von vornherein klar, daß Tu nicht Null sein kann. 
Nur beim sogenannten GrashofKchen Querschnitt, der begrenzt 
wird VOll zwei zur Y-AchRe parallelen Geraden und oben und unten 
durch zwei zur V-AchRe symmetrische Hyperbeläste, wird TI': = 0 . 

Die Anwendung del' Formel (1) auf den I-Querschnitt er::;cheint 
in Ilwhrfncher HinHieht aIR Kehr fragwürdig. Sie kann nur Anspruch 
a,uf ungefähre Gültigkpit erhehpll, tht :·lich die oben erwähnten An
nahmen übel' die Verteilung der Spannungen T besonders hier als viel 
unsicherer ergebOll. Für die freie Innenkante der Flanschen ergäbe sich 
ninmal für T,.y ein von Null ven;chiedellor Wert, was unmöglich ist, 
weil hierdurch diese Schubspannungen RPnkrecht zur Umfangslinie 
,;tehcn würden. Bei der Übergangsstelle Hm Steg zu Flansch steht 
Illall fernnl" vor deI' Ullgewißheit, welche Breite>, ob Stcg- oder Flansch
breik, in die Formel einzUt:letzüll i,;t. Die <tJu häufigsten vertretene 
Am;icht, (laß die Schubkraft in (kr Hauptsache vom Ntr'g zu über
tragell ist und der Spannungt:lvpl'lal1f im Steg von <!P!U Verlauf in den 
Flanschen nahezu unberührt bleibt, erRcheint als die der Wahrheit am 
Ilächsten kommende. Der Gedanke liegt d,thel' nnlll', in die EOl'mel für 
Tr!l nur das Trägheitsmoment und das statische Moment des Steges 
einzusetzen und die Flanschteile unberücksichtigt zu lassell. Dies er
gibt jedoch viel größere Werte von T als wirklich vorhanden sein können 
lind diese Annahme erscheint im ganzen als zu ungünstig. Wie sich 
"bel' die Schub,;panl1ungcl1 Tr!l gprado an der Übergangs stelle von 
Steg zu FlanRoh verhalten, darüber gibt die Formel (1) keinerlei Auf
Rchluß, ob man nun in sie Stegbreite oder Flanschbreite einsetzt, Ihr 
Wert besteht haupt::;ächlich in der schätzungswoiscn Bestimmung de::; 
Ortes der größten BeanRpruchung und darin gibt sie vermutlich einen 
genügend genauen Überblick. 

Vorher wurde schon erwähnt, daß die im I -Querschnitt in Riehtung 
der Y·Achse laufenden Schubspannungskomponenten T. y an der 
oberen und unteren Flanschaußenkante und ebenso an den freien 
Flanschinnenkanten gleich Null sein müssen. Die seitlichen Spannungs
komponenten TyZ jedoch haben hier einen von Null verschiedenen Wert, 
Sie verschwinden nur an der zur Y-Achse parallelen Querschnittkante. 
Über ihre Größe läßt sich eine Näherungsfornwl auf ähnliche Art ab
leiten, wie sie für die Tr!l gefunden wurde. 



Dip ~'khllhsl1alllllllIQ'f'n im U'f'iJOQ'('llPli I-Halkpll, 

Die T,,' " haben t'benso wie die T,,'// zugeordnete Schubspanllullgen 
Tz,<, die senkrecht hierzu in Richtung der Stabachse laufen, "Wenl1 
M das Biegungsmoment ist, so ist die mitt
lere Biegungsspannung im Flansch für eine 
Entfernung ho rmzz t .. 

10 h' h 

x '_'_l~+, 
rr':f-: 

:'z-' d 

1_: -----z 

Der Unterschied der im Abstand rJ.,t; vOll{'in
ander auftretenden BiegungRspannul1!!:en t'rgibt 

AbI>, ], 

sieh demnach au,.; 
( fi t' J.lf h,) J" 
( :1' ;i ,I: (~) (_) /io' 

Fiir einen Flallschstrpifell 

L' (h d l' o~ 
.) 

- z), t, 
wo l die :Fla.nschclicke ist, wird 

, l" I 
/dfi.dP=-- ho·d,I'(,i z)t, 

, (~ :! 

-' n der zur r -Achse parallelen :-;Chllittl'ichtung ,rirkt die :-;chuh .. 
spannung T,:,r in horizontaler Richtung, und zwar über die Fläche t, &1' .. 
die der obigen Differenz der Biegungsspannungen das Gleichgp~dcht 
gegen Verschieben hält, Danach ist 

r 'h 
Tz,/, • t cl .1' = - (..) 11" (-i- - z) l rl ,I' ' 

.Damit ist T:,r und mit, dipspl' audi dip ihr zugeurdnet!' i-\dllib
"pannung T r : !!:I'üllukn und es ist {iil' l'illP QUl'rsehnittRhälfte 

l" h 
T" 'f-) '''11 (:! - z), (:!) 

b 
.. Für z = _I.. also an dpll Zlll' }'-Äch,w l,lal'alll'len {lnel'sehnitt-KKl'itl'll. t' "'iJ 

wird T,,,' 0 lind [pistet- damit dpl' Handbedingung Gc'uüge, In dpl' 

Y-Achse muU T,r,: aus SYllllnetripgründt'll gkich Null werden, Link:,; 
und rechts der }'-Achsl' und fcrner oberhalb und unterhalb der Z-Aehsl' 
haben die Schubspallnungen verschieclpl1e Vorzeichen, 

Die Gleichung (2) ist aufgestcllt unkr dpr Annahme, daß die Schub
spannungen längs der Flani>chdicke t gleich groß sind. Außerdem ist 
dabt'i kpine Rücksicht auf die vertikalen :-;chubspannullgen T,"I/ und 
auf die Verträglichkeitsbedingungen genommen, Sie soll nur einen 
Kehätzungsweisen Überblick über die seitlichen Spannungen 7:,/,: gehen, 
.Im Steg hat T"" (für eine Breite d hier) keine Bedeutung, Im }'lallsch 
der Normalprofilträger und noch mehr der BreitflanschträgC'r wil'd sie 
jedoch schon WC'rt.e von größerer Bedeutung prreichen, 



In dem bekannten Ingenieurtaschenbuch "Hütte" findet man für 
den I-Querschnitt (Bezeichnungen in Abb. 1) noch folgende Formel für 
die größte Schubbeanspruchung, welche an der Stelle y = 0, dem Ort 
der reinen Rchubbeanspruchung, auftritt. 

(1')" (l' ., 
h· -1- "- (b - d)· ~ r 

( h )'l h' )'l b· ~-' - (b - cl) • (2 . 
(3) 

Diese :Formcl gibt etwas größere Schubspannungswerte als Formel (1), 
lIud zwar ist die Ahweiehung beim Normalprofilquerschnitt etwas 
größer als beim Breitflanschenquerschnitt. 

Zur Gewinnung eines Urteils, wie weit diese Formeln der Wirk
lichkeit mthekommen, wurden im mechanisch-technischen Labomtorium 
der Technischen Hochschule München Venmche an zwei I-Trägern ZlU' 

Bestimmung der Winkeländerullg )' und damit der Sehubspannungen T 

vorgenommen. Dem Vorstande des Laboratoriums, Herrn Geheimrat 
Professor Dr. A. Föppl, bin ich für die Genehmigung zur Ausführung 
dieser Versuche und der dabei gewährten Unten-;tiitzung zu größtem 
Danke verpflichtet. 

Der eine Trüger von :30 cm Höhe hatte eitlen von der Normal
profilform etwas abweichenden I-Querschnitt; die l11nenroeiten der
Flanschen waren nämlich Ilttmllcl zu den Außcnkantell zugehobelt. 
Außerdem waren an dem einen Ende dero 1,:W m langen Trügers, und 
zwar an Steg und Flanschen, Winkeleii-len von (j em Schenkellünge 
angenietet, die früher zum Anschrauben deR Trägerro an einer eisernen 
Platte gedient hatten; diese Abänderungen w~tren für früher damit 
ausgeführte Verdrehungsversuche vorgenommen worden. Ein anderer 
passender Träger zur Vornahme dieser Versuche stand gerade im La
boratorium nicht zur Verfügung. Der zweite Träger war ein parallel
Hansehiger I-Träger des Pein er Walzwerkei-l mit 20 em Höhe und Breite. 
Seine Länge war rund 4 m. Die Auromaße der beiden I-Querschnitte 
gehen aus den beigefügten Abb. 2 und 3 hervor. Ihre Trägheitsmomente 
betrugen 8200 und 5722 cm4 • 

Beide Träger lagen auf zwei halbkreisförmig abgerundeten Stütz
lagern auf, während in der Mitte zwischen den beiden Stützen unter 
Zwischenschaltung zweier gekreuzter Stahlwalzen die Belastung, in 
beiden Fällen 35000 kg, ausgeübt wurde. Sonach kam bei diesem 
Belastungsfall für sämtliche Querschnitte der beiden Trägerhälften 
eine Schubkraft von 17 500 kg in Betracht. Die Stützweite betrug 
beim I-Träger mit 30 cm Höhe 84 cm. Dieser war derart aufgelagert, 
daß über das eine Stützl ger ein 31 cm langes Stück und über das 
andere Stützlager ein 5 cm langes Stück hinausragte, wie es in Abb. :2 



I lip ~('hllhsJlaIIIIIIlIQ'l'11 illl ,l!'pllO!2'PIlPIl I-Balkf'lI. 

auch gezeichnet ist. Beim Peiner Träger war die Stützweite 2 111; die 
Auflagerung war symmetrisch, so daß über beide Auflager zwei 1 m 
lange Stücke hinausragten, die jedoch die an diesem Träger ausge
führten Messungen nicht behinderten. Die Versuche wurden in der 
hydraulischen SO-Tonnen-Presse des Laboratoriums ausgeführt. 

Zur Mmlsung der Schubspannungen an den verschiedenen Quer
schnittstellen wurde das neue Feinmeßgerät des Verfassers, "der Schub
mesRer", benützt 1). Mit diesem Apparat können die Winkeländerungen )', 
die ein Probestück unter einer Belastung erfährt, gemessen werden, 
die dann die Schubspannungen '[ unter Zuhilfenahme der bekannten 
Beziehung T = )' . G ergeben. Ausführlich beschriebene anderweitige 
Versuche mit dieBem TnRtrUnH'nt wurden VOl' kurzem an am[e!'pT' Stelle 
,-cröffentlicht~) . 

Bei dem I - Q.lll'l'~eh nitt. mit :30 em Hühe ('J'J'pch Iwt Kieh 1)('i einem 
SkalenabBtand von 1m und einem l'Iehubmodnl 0 = 8:30000 kgjcm 2 

für 1 rnm ~kakl1abksllng eine SchubKpannung von T ~.- H,88 kgjcm2 • 

Bei dem Peilwl' Träge!' wil'd b(>i l'im'JlI ~lmll'IJab~btncl von :3 III 

un!l einem frühel' beSO]H [Prs an einem g 11lHh;ta b tlil'K('1> Tf'iigl'l'R bl'
-;tillllllten Sehll hJllod ul G = SI;) 000 kgjell1 2 für ] JlIJl1 Slmlcnahkstll1g 
T = ü,47 kgjem 2 • 

Das Meßgerät arbeitete bei dieser neuen Allwendullgsart voll
kommen zufriedenstellend. Die bei früheren Versuehen 2) noch auf
getretenen Mängel waren in der Zwischenzeit durch VerbeRRerung ([PS 

Instruments behoben worden. 
Die Belastung der Träger erfolgte in 1 Stufen. Man giug zUllitdli:it 

auf 17 {)OO kg, sodanll auf 35000 kg, hil'nluf \\'il'de1' auf N uU. Dips 
wiederholte nUln ,1li:idanll nochnHLls. Dl'l' aus dl'lt J Sp,lnnungswPl'ten 
für die Hiiehstlast gebildt'ü· MittdweI't ~waJ' für dit' VeI'KuchsamnveJ'tung 
nHlfJgebelld. Auf dil's(' Weisp wal' man üf)('[' daN Arbeiten des Me 1.\
geräteN vollstiindig im Bildl' und deI' Hiehtigkeit der erhaltenell Ab
lesungen Hidwl'. Die bC'i <1('11 J Laststufen erhalten eil Winkeländerullgell 
waren proportiollal deli Hdastungell. F(,l'lll'l' ".:ar dip Nullablesung 
nach Entlastung wiet!1'1' die;;elbe, Koweit dies die nie vollständig zu 
vermeidenden SehätzungsfehleJ' beim ALlesPll zuließc·n. 

Die Meßstellcn ,1m Q,uPl'schnitt sind auf den Abb.2 und 3 eri:iicht
lich. Leider konnte die Größe der SchuLspannungen in den EckeIl 
zwii:ichcn Flansch und Steg nicht b('KtiJ1llllt werden, da die Bmmrt deK 
Feinmeßgerätes dies nicht ganz geHtattete. Näher an die Ecken heran, 

1) Föppl, A.: Der Schub messer, ein Heues Feinmeßgerät für J!\'stigkt'itH
vl'l'suchp. Sonderabdruck der Sitzungsbericht.e der Bayr. Akademie der \Vissell
,~ehaftell, MÜllehen 1923. 

2) H II bel', K.: Die Ermittelullg der Schllbspamumgen und des Schubmodllb 
mit Hilf(' l'ill('~ lIl'uen Feinmeßgpräts. Zpit.s('hr. d. V(,l'. dt~ch. lng. 1!J2H. 
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als in diesen Abbildungen angegeben, konnte nicht gegangen werden. 
Die an den zwei symmetrischen Meßstellen am Steg des Querschnittes 
erhaltenen Yersuchswerte w'urden zu einem Mittelwert zusammen
gezogen. In der Zahlentafel und den Diagramnwn ist immer nUT dieser 
ningetragen. Seine Einzclwerte wcichen in den mcisten Fällen nicht 
weit voneinander ab; in den übrigen Fällen ]lf,trug der Unterschied 
10-20%. In einigen Ausnahmcfällen, und zwar in der Nähe der Stütz
lager und der Lastangriffsstellen, waren die Abweichungen bedeutend 
und erreichten eine Höhe bis zu 100%. An den symmctrischen Meß
punktcn der Flam;chen wurden die Abweichungen der Einzelwerte 
,.;t,ärln>r gefunden nls am Stcg. Dies dürfte darauf zurückzuführen Hein. 
(lnß die gleichmäßigc Vertcilung der Last über den Querschnitt he
,.;onders in den Flanschen schwierigcr zu erreichen ist. Die MeRHung 
(leI' :::;ehubspannungell erfolgte ferner an beiden Trägerhälftcn. Die 
:-lchubkraft ist in den beidcn Hälften gleich groß. Dic Schuhspannungell 
yerteilen sich aber in dem l1aum zwischen der Lastangriffstelle und 
(len Stützlagern über die einzelnen Querschnittsflächen sehr verschieden. 
In der Nähe der Trägermitte und an den Trägerenden ist die Ver
teilung der Schubspannungen über den Querschnitt, dem de St. Ve na nt
,.;ehen Prinzip entsprechend, eine ganz andere als in größerer Ent
h'rnung von jenen Stellen und nur in genügencl weit yon den Lasten 
entfernten Querschnitten dürfte eine der Näherungsthcorie naho
k( )]lllnende Spallnullg:werteilung Ktattfinclcll. 

Außer der zahlenmäßigen Größe der Schuhspanllungen kOllnte mit 
dem i'lchubmesser auch noch ihre Hichtung, wie sie im Querschnitte 
wirken, festgestellt werden. Dies änßerte sich jeweils in den umge
kehrten Spiegelausschlägen des Instrumentes. Die links und rechts 
der Trägermitte befindlichen Querschnitte ergaben erwartungsgemäß 
zueinander entgegengcsetzte Richtungen der Spannungen. 

Beim I-Träger mit :30 cm Höhe wurden die Schnbspannnngen in 
den zur Trägermitte symmetrischen Querschnitten -+ 6 cm, ferner 
. - 22 cm, dann + 40 cm und schließlich - 44 und - 62 cm gemessen. 
J)aK - und + Zeichen deutet die links nnd rechts der Mitk befind
lichen Querschnitte nnd die beigefügte Ziffer die Entfernung von der 
Trägermitte an. Bei den zwei links yom linken Auflager befindlichen 
Querschnitten - 44 und - 62 cm wurde fCl:ltgestellt, wie weit sich 
clie Spannungen über den hinausragenden unbelasteten Trägerteil noch 
hemerkbar machen, da sich erfahrungsgemäß die Schubspannungen im 
Gegensatz zu den Normalspannungen auch über den von äußeren 
Kräften freien Trägerteil auf eine gewisse Länge erstrecken und dort 
erst allmählich zu Null werden. Die für eine Last von 35000 kg ent
,.;prechend einer Biegungsspannung von rund 900 kgjcm2 am Steg 
gemessenen Sehub;:.;pannungen sind aus Zahlentafell ersichtlich. Die 
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Bl,zeichnungen: 12,3, 9, 6 oben und unten geben die Entfernungen 
der MeßRtellen in cm yon der Stegmitt.e an, 

:lahlentafel L 

~chubspannungen Tin kq/"111 2 

Quersl'lmitt oben Utltl'll 

I') ., !) (; .:Imte 
(; !) 12.;J ~,.) 

--

6 I 902 1161 !J80 ß47 4:{7 361 257 
6 918 1175 !J97 öO;5 414 :H2 253 

-- 22 447 i5öO 722 720 702 Ij20 463 
-122 474 630 70l 7:38 70t! ;,48 :ml 

22{ a 466 541 :i88 1)27 ;i88 541 ,iH() 

gert'chnet b 26S ;')28 1)08 820 1);)8 :328 2ß8 
40 :W:3 334 :m3 448 58:l UOl ]]40 

+ 40 :W3 :l47 :3!J5 4!J4 ;mo 782 134:3 
-44 224 2-J.1 2:l7 I(iB laI 110 i)!IIi 
-- 62 84 80 I :l-J. i7 0 4:l 7;") 

Bei Quenlchllitt 22 ('111, dpT' 'VOII der La :;tall griffssü, IIp und dell 
Stiitzlagem kaum lI1ehr h('einflußt Rein dürfte, :;im[ 'l: Ulll V('T'gleich 

puersc!J17 +22 

_-\hb, 2, 

noch die durch Rechnung nach .Formel (1) erhaltenen SchubHpallllullgt'll 
pingctmgell. Die mit a und b bezeichneten 2 Zahlenreihe]] werden ('1'

halten, wenn man der Rechnung einmal den ganzen I-Querschnitt 
mit elell .FlallHchen oder nur den Steg allein zugrunde l<'gt, III d('Jl 
11·m; Ahl>.::2 ersichtlichen Diagrammen kommen clif'RC heidf'11 HfWhpll-



ergebniRsP in dem gefltrichelten und dem punktierten Linienzug (letz
terpr zeigt dip 'reine Parabelform) zum Ausdruck. Der gestrichelte 
Linienzug läßt den plötzlichen Knick für die Querschnittsecke er-
1,:<'1111en, je nachdem man Stegdicke oder Flanschbreite in die Formel ein
w,tzt·. Die ausgezogenen Kurvenlinien fltellen die Versuchsergebnisse dar. 

Da,rnaeh lipferte die Messung für die t-;tegmitte des Querschnitts 
22 em eine höhere ~ehubspannung als die l{eehnulJg, wenn in dieser der 
ganze I -Querschnitt berücksichtigt und eine kleinere t-;chubspannung, 
wenn dalJ0i nur der ~teg für die Lastübertragung voramlgeRetzt wird. 
Der VennwhKwert liegt ~tlRo in der Mitte zwischen diesen beiden Rech
llUllgKWNÜ'11. N,wh dpl" Formel (:~) erhält man ferner in (leI' St!'gmitte 
pine ~chuhKpn.m1Ung von H(m kg/cm2 • Dieser Wert ist hiernach von 
!ler Wahrheit noch weite I" entfernt ,t1::; die ersten zwei Annahmen. 
(kgcn die I<;c].;en zu nehmen die genwKKell(>1l Spannnngen stet.ig mwh 
pinm J30genlinie ,tl> un!l kOlllmen hei Meßpunkt. 12,3 cm der erstcn 
Annahme wieder Kehr nahe. Die übrigpn Q.\H'rRchnitte lieferten Hehr 
wichtige ErgebnisHe. Der Querschnitt () Clll erfährt in der Nähe der 
LaRtangriffsstelle eine sehr bedeutende Zunahme der Schubspannungen. 
DieKe ül)('rt.reffen die größte SchuhRplll1nUng bei Quen.;chnitt 22 cm 
noch UIll l"lmd 1/:). Auffallend an den ]~rgebnisR('ll ist., daU die größte 
~palllllll1g an Md.IKtelk n uml nicht a.n Me!3stdle U,:~ gefunden wurdp. 
Der Querschnitt 40 CIIl, <leI" nur: 2 C111 von den ~tützlag{'l"l1 cntfernt ist, 
)\eigt. wiedcr in <lel" NiUw deI· Lm;t.ii !Jertragllng:-;tltdl<:'n Kphr hohe ~pa.lIInm
gell und deI" Verbuf der NpallIlllllgKkllrvo li1L\t für dl>lI unkrell, nicht 
mehr )\u mPRRPnden Quen;ehnitt.Kteil noch größel"P NchuhRpa.1l1lUngen 
\'('rm llten. Die SpannungRabnahme in diPKem Quel'Kchnitt, geht naeh 
oben hin stetig vor sich und die Kurve läuft in der oberen J3egrenzung 
!lem Nullwel"t zu, wie es für den vorhcr behandelten Querschnitt für 
die untere Begrenzung <LUch der Fall ist. Der Querschnitt - 44 cm, 
der 2 C111 jenReitR des linken AuflagerR sich befindet, läßt gegenüber 
Hcinem Nachbarquel"schnitt 40 cm schon eine bedeutende Spannungs
almahll1l' erkennen. Noch tltärker iRt dieH der Fall bei Quen-lehnit.t 
.- (i2 cm, obwohl hier der Spannungsamlgleieh durch die angenieteten 
Winkeleisen sehr stark beeinflußt sein dürfte und dadurch daR Bild 
der reinen Sprmllungsabnahme getrüht wird. Der Mittclquerschnitt 
des Trägel"R, wo der Lastangriff erfolgt, iRt aus Symmetriegründen frei 
\'on Schubspannungen. ~eine Querschnittsfläche erfährt auch durch sie 
keine Wölhung. Bie bleibt im Gegensatz zu den übrigen Querschnitten 
vollkommen eben. Der an einer Meßstelle dieses Querschnittes an
gesetzte BchuhmoKser zeigte demgemäß keine Spannungen an. Die 
übrigen Rymmetrischpn Querschnitte der linken und rechten Träger
hälfte ergaben, wie aus Zahlentafel 1 und den Diagrammen ersichtlich 
ist, gute übereinRtimmende Werte. 
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Die von der Abszissenachse, den Kurven und ihren Endordinaten 
eingeschlossenen Flächen der drei Querschnitte 6, 22, 40 cm müssen 
einander inhaltsgleich sein, da jeder Querschnitt die gleiche Form
änderungsarbeit aufzunehmen hat. Die in den Diagrammen ersicht
lichen Flächen sind nicht ganz vollständig, da gegen die oberen und 
unteren Querschnittsbegrenzungen hin die Spannungsmessung nicht 
mehr möglich war. Das Abschätzen des Inhalts der hier vorliegenden 
Diagrammflächen läßt jedoch schon erkennen, daß diese Forderung 
auch hier erfüllt wird. 

Bei den Querschnitten 22 und 40 cm wurden außerdem noch die 
Schubspannungen an den Innen- und Außenseiten der Flanschen, und 
zwar an den Meßstellen 1,5 und 4,2 cm ermittelt; die Zahlen bedeuten 
die Entfernung vom Außenrand. Für diese Punkte errechnen sich nach 
Formel (2) die Schubspannungen zu 46 und 129 kg,lcm2 • Die Versuchs
werte sind in Zahlentafel 2 eingetragen. 

Zahlentafel 2. 

Schubspannungen in l<g!cm' 

Querschnitt Meß- Oberer Flansch I Unterer Flansch 
pUllkte Innen Aussen Innen Aussen 

links I rechts I links I rechts links I rechts I links I rechts 

-22 { 1,5 234 I 283 346 I 286 32 I 79 
I 

44 I 57 
4,2 120 584 422 191 99 179 122 

I 
120 

+22 { 1,5 87 156 144 101 17 138 63 12 
4,2 0 237 220 26 111 204 207 63 

-40 { 1,5 116 186 76 46 
4,2 70 230 105 310 

-140 { 1,5 6 18 154 259 
4-,2 43 64 543 627 

In Abb. 2 sind für die Querschnitte 22 diese Versuchswerte eben
falls graphisch aufgetragen. Die mit "J" bezeichnete Kurve entspricht 
der Innenseite und die mit "A" bezeichnete der Außenseite des Flansches. 
Die außerdem für die Mitte der Flanschaußenseiten noch gemessenen 
Schubspannungen waren bei Querschnitt - 22 oben 275 kg und unten 
10 kg/cm2, ferner bei Querschnitt + 22 oben 201 kg/cm2 und unten 
46 kgjcm2• In Wirklichkeit muß die Schubspannung in der Flansch
mitte aus Symmetriegründen zu Null werden. Nur beim unteren 
Flansch des Querschnitts - 22 trifft dies praktisch zu und die an den 
anderen Meßpunkten erhaltenen Schubspannungen stimmen mit den 
gerechneten Werten nach Formel (2) gut überein. Beim unteren Flallsch 
des symmetrischen Querschnitts + 22 ist die Übereinstimmung schon 
schlechter. Der Richtungssinn dieser Schubspannungen, der in der 
Abb.2 bei den Querschnittsprofilen durch Pfeile kenntlich gemacht 

Augnst Föppl-1<'estschrift. .) 

" 
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ist, entspricht jedoch der Thcorie. Bei den oberen Flanschen diese-l" 
zwei Querschnitte aber wurden ganz davon abweichende Werte ge
funden. Sowohl Größe- als Richtungssiun der Spannungen entsprechen 
nicht mehr der Rechnung. Die Ursache liegt darin, daß der obere 
Flansch durch dic nicht genau in der Y-Achse angreifende Belastung 
noch eine Verdrehung erlitten hat, was durch die gemessene Pfeil
richtung der Schubspannungen auch bestätigt wird. Bei den Quer
schnitten 40 wurden nur die Schubspannungen an den Flanschinnen
seiten gemessen. An de-n Flanschaußenseiten konnte der Schubmesser 
wcgen der Nähe der Auflager nicht mehr angebracht werden. Die 
gcmessel1('n Schubspannungen sind von den Stützlagern Rchon 14ark 
beeinflußt und die gefundenen Zahlenwerte wurden nur der Voll
Rtändigkeit halbe-r noch angegeben. 

Da an dicAeJll 1'riige-r dpr Versuch zur Klärung der Schubspannungell 
im FlanAch nicht gdungpn war, AO wurde noch ein zweiter Versuch 
mit einem breitflanschigen I-Träger durchgeführt, bei dem die für die
Messung in Betracht kOllllllenden Q,uerschnitte weiter von den Last-
11ngriffBBtcllell weg lagen und hierdurch keine störenden Einflüsse mehr 
von diesen zu befürchtpn waren. Bei dem hierzu benützten Peine
I-Träger mit 20 Clll Höhe und Breite- wurden die Schubspannungen 
llUr an den zwei symmet,rischpll Q,ue-rRchnittpn +;)0 cm ge-messen. 
Das Vorzeichen deutet wie-de-l" linke- und rechte 1'rägprhälftE' und die 
Zahl die Entfernung von dpr TriigE'rmittc an. Die Md3RtE'llen waren 
Ilm Steg in dE'r Mitte, fer·nel· (),~ Clll oben und untell von der Mitte, 
Hodann in der Mitte der Schmalseikn der FlanRchen und schließlie-h 
an den Innen- und Außenseiten de-r Flanschen in einer Entfernung 
von 1,5 und 7,2 cm vom ~-\.ußenrand. Die für eille- LaHt ,"on 35000 kg 
l'ntsprechend eine-r größtC'1l Biegungsspannung yon rund 1500 kgjem2 

gemessemm SehubRpallllllllgC'll sind aus Zahh-'ntafel 3 ersichtlich. 

Zahlelltafel :3. 

Schubspannungen in kg/ClH.:! 

Schmal- Meß-
Oberer Flansch Unterer Flansch Quer- mn Steg seite der puukte d. 

schnitt I Flanschen· Flansch- Innen I Außen Innen I Außen 6,2 lIfitte 6.2 mitte breit-
links[rchts. links [rchtß.:. l~nks[rchts-=--~~~rcht,: oben ~ untcn __ o~_en,J~n.!e~1 seiten 

I I I--I~-C------I -, 
-50 1037 106911040 62 5 r,5 \ 61 

164 162 12!111 19 0' 93 
7,2 149 336,294 113 296 184 39\218 

I 

r,5 33 38140 37 88 59 69 49 
+50 973 1038 1062 43 I 16 !I85 131 196 181 235 164 2081224 I 7,2 
50{ a 987 1044 987 26 {1,5 43 

ger. b 810 1300 810 i,2 202 

Die letzten zwei horizontalen Zahlenreihen sind die durch Rechnung 
ermittelten Schubspannungen. Die mit a bezeichneten Zahlenwerte-
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des Steges und der Flanschschmalseiten sind die nach Formel (1) durch 
Einsetzen des ganzen I -Querschnittes gerechneten Spannungen, während 
die mit b bezeichneten erhalten wurden, wenn man nur den Steg für 
die Lastübertragung berücksichtigt. Die bei den Flanschbreitseiten 
angegebenen Werte wurden wieder nach Formel (2) gerechnet. In 
Abb.3 stellen die gestrichelten und punktiert.en Linienzüge die nach den 
Annahmen a und b gerechneten Spannungen dar. Die ausgezogenen 
Linienzüge bedeuten wieder die aus dem Versuch erhaltenen Spannungen. 

Die gemessenen Schubspannungen am Steg zeigen gute Überein
stimmung mit den nach Annahme a errechneten "Terten, währC'nd die 

~\bb. 3. 

Annahme b schon sehr st.arke Abweichungen ergibt. Die Spannungen 
sind im Gegensatz zu dem vorher behandelten Träger längs dcr ganzen 
Steghöhe nahezu gleichgroß. Nach Formel (3) errechnet sich ferner 
für die Stegmitte nur eine Schubspannung von 961 kgJcm2• Danach 
ist die Abweichung von der Wirklichkeit größer als bei der Annahme a. 
Die Übereinstimmung der an den Schmalseiten der Flanschen ge
messenen Spannungen mit dcm gerechneten Wert erscheint zuerst 
weniger gut. Es macht sich hier die für eine Flanschdicke von 1,66 cm 
schon zu große Spitzenentfernung von 1 cm des Schubmessers in un
günstiger Weise geltend, wodurch die Versuchsergebnisse etwas ge
trübt werden. Der aus den 4 Einzelwerten gebildete Mittelwert von 
rund 31 kgJcm2 kommt dem gerechneten Wert von 26 kgJcm2 wieder 
sehr nahe und bildet hierdurch eine weitere Stütze für die Annahme a. 

Die an den Innen- und Außenseiten der Flanschen gemessenen 
Spannungen sind in Abb.3 durch Linienzug verbunden und dort 
mit "J" und "A" wieder kenntlich gemacht. Die in der Mitte der 

3* 
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Flanschaußenseiten noch gefundenen Schubspannungen waren bei Quer
schnitt -50 cm oben 45 kg/cm2 und unten 32 kg/cm2 , ferner bei Quer
schnitt + 50 cm oben H8 kg/cm2 und unten 80 kg/cm2 • Dies deutet auf 
nicht genaue Einstellung der Last in die Querschnittsmitte hin, da die 
Schubspannungen hier wieder zu Null werden müßten. Der Richtungs
sinn der auftretenden Schubspannungen entspricht in allen Fällen der 
Theorie. Aus den Diagrammen und den in den Querschnittsprofilen 
eingezeichneten Pfeilen ist dies auch zu ersehen. Hinsichtlich der 
Größe der gefundenen Werte zeigen sich jedoch beim Vergleich mit 
den nach Formel (2) gerechneten Werten größere Abweichungen. 
Gegen die Flanschmitte hin ist zwar überall Spannungszunahme zu 
verzeichnen, in einigen Fällen ist auch gute Annäherung vorhanden, 
doch überwiegen die von der Rechnung stärker abweichenden Fälle. 
Zum Teil ist dies auch auf die nicht überall genaue Querschnittsform 
zurückzuführen, zum größeren Teil wahrscheinlich auf die bei breiten 
Trägern schwieriger auszuführende gleichmäßige Lastübertragung. 
Bildet man für die beiden Meßstellen der Flanschen aus allen erhaltenen 
Versuchswerten die Mittelwerte, so erhält man für die Innenseiten 72 
und 210 kg/cm2 und für die Außenseiten 58 und 183 kg/cm2 • Die ge
rechneten Schubspannungen 43 und 202 kg/cm2 sind nur Mittelwerte für 
die ganze Flanschdicke. Bei Berücksichtigung der durch die Versuchs
schwierigkeiten bedingten Meßfehler und der Tatsache, daß Formel (2) 
nur eine Näherungsformel ist, ist die Übereinstimmung zwischen 
Rechnung und Versuch schon eine bessere. Die Mittelwerte aus den 
Versuchen sind in Abb.3 in einem besonderen Diagramm nochmals 
aufgetragen und durch Linienzug verbunden, wodurch ein deutlicheres 
Bild hinsichtlich Größe und Vorzeichen der gemessenen Schubspannungen 
entsteht. 

Das Gesamtergebnis der Versuche dürfte sein, daß die Formel (1) 
für praktische Zwecke noch genügt, wenn man in sie Trägheitsmoment 
und statisches Moment des ganzen Querschnitts einsetzt. Die Schub
spannungen im Steg nahe an den Ecken stimmen mit der Rechnung 
noch überein. Ferner gibt die Formel (2) für die seitlichen Schub
spannungen in den Flanschen gute Näherungswerte. 



Betrachtung über den Wärmeübergang in der 
Verbrennungsmaschine. 

Von o. Mader, Junkerswerke in Dessau. 

Die Kenntnis der Wärmeübertragung ist für den Bau von Ver
brennungskraftmaschinen wichtig. Wegen der sich überdeckenden 
Einflüsse von Leitung, Strahlung, Wirbelung und der physikalischen 
Eigenschaften der Gase und Wandungen, von Ort und Zeit des Wärme
überganges besteht jedoch noch keine klare Erkenntnis, die eine an
nähernd richtige Voraus berechnung und eine Abschätzung der Anteile 
der einzelnen Einflüsse ermöglicht. 

Als Beitrag zu diesem Problem sei eine, bewußt einseitige, Be
trachtung gestattet, die von Strahlung und Wirbelung vollkommen 
absieht und ihr Hauptaugenmerk auf das Maß der reinen Leitung 
bei dem periodischen Arbeitsprozeß der zeitweise mit hohen 
Drücken, Dichten und Temperaturen arbeitenden Verbrennungs
kraftmaschine richtet. 

Bei dem Wärme austausch zwischen Gas und Wandung ist kenn· 
zeichnend, daß die Temperatur der Wand nur wenig schwankt, trotz 
des großen Wärmeflusses in derselben, daß bei der Verbrennung jedoch 
die absolute Gastemperatur sehr rasch um ein Vielfaches zunimmt. 

Die üblichen Wärmolcitungsrechnungen - die von der Gleichung 
d2 T d T 

J, -- = c I' - - ausgehen - nehmen nun an, daß Dichte I' und Wärme-
dx 2 dT 

leitfähigkeit Je als gleichbleib end angenommen werden können. Dafür 
erhält man z. B. für den einfachen Fall l ) einer plötzlichen Temperatur
erhöhung im Augenblick der Zeit T = 0 von der gleichbleibenden 
Wandtemperatur T", um t" auf T o in cinem an die Wand grenzenden, 
unendlichen Gasraum nach der Zeit T = / eine Gastemperatur im 
Abstande x von der Wand von 

}, 
wobei a =-

cI' 

1) Grö bel', H.: "Die Grundgesetze der Wärmeleitung und des Wärme
überganges. S. 66, Aufg. 5. Berlin: Julius Springer 1921. 
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und eine in der Zeiteinheit durch die Wandoberfläche 0 fließende 
'Värnwmenge 

~ Q_ = __ 0 f d 1/ '" C i' . 
rlT V :rT 

Von dem Augenblicke T = 0 an ist eine Gesamtwärmemenge 

abgeflossen. 
V"'CYT (J = -2 Ofr! ---

:r 

In der Verbrennungsmaschine treten jedoch so große Temperatur
differenzen auf, daß die Anderung der Masse n verteil u ng und auch 
der Wärmeleitfähigkeit nicht mehr außer acht gelassen werden dürfen. 
Diese Anderungen sind vor allem in der Grenzschicht an der Wand 
groß. In unserem einfachen Falle z. B. wird sich die GrenzRchicht 
durch Abkühlung \"on T o auf T". zusammenziehen. Die Dichte ver-

T 
größert sich daher von ;'0 auf ),,,. = ;'0 0, das Temperaturgefälle an 

Tw 

dpr Wand wird dementsprechend größer, und für kurze Zeiten können 
wir einen Grenzwert der Wärme

" Wand Oasravm 
übertragung von 

d Q T o '-1// "'.c )'//, . = -0"1' 
dT. (T".:r T. 

vermutpn (Abb. 1). Tcchnü;ch 
rechnen wir mit dem Drucke p in 
kg!qcm. Dafür läßt ::lieh obiger 

Tm r:f-=------1---=======To Wert auch schreiben: 

o m=----------- 0 dQ = -Otr{ To 1(i;·-I/J04 ._",c1, 

dr: -x dT. T w T nR T II • 

dQ 
Ahb. 1. 1

10 VP = - 0 trI • -T- . - . CLeitUll ". 
Il,' 7: 

Die AbgaRc bestehen lllpist aUR Luft, V\'asspr und Kohlensäure mit 

. 'ttl UT ßppz. Vi!ärme cI' 8 - 10 3 D' W" PlllPlll ))11· p]'pn H erte von -- - --- - = ,D' -'. 18 arrne-
Gaskonstante R 

leitfähigkeit wird etwa i. = ß,3 . 10- 5 T, ,,"oraus sich als zu erwartender 
Zahlenwert für unsere Konstante: CJ"eitung R:i 4,2· 10 - 2 ergibt, falls alle 
'Verte außer p in m, St, kg und 0 Cels. eingesetzt werden. 

Einen ähnlichen Einfluß wie die Wandabkühlung hat eine durch 
Expansion (bzw. Kompression) oder durch örtliche Verbrennung her
yorgerufene Druckänderung. Eine Expansion zieht, die Grenz
schicht und damit das Tpmperaturgefälle an der Wand auseinander 
und vermindert dadurch den Wärmeübergang. Bei schneller Expansion 
kann RO eine rm kehrung dPR vVärmeflussps an der Wand eintreten. 
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Bei Kompression tritt das Gegenteil ein. Praktisch tritt der Haupt. 
teil der Wärme in der Zeit der langsamen Kolbenbewegung über, für die 
Totraumoberfläche zur Zeit der Verbrennung, für das Auslaßorgan während 
des Vorauspuffes. Für einen qualitativen Überschlag genügt daher, 
wie Nachrechnung von Versuchen zeigt, 

unser obiger Grenzwert, wobei dem ~ 
Expansionseinfluß durch Einsetzen des I J= 
~'ugeubliokswe,t" von p in einem ge- ~ 0 
wis~:r Ma~;l:u::~::;g ~:!rag~:t~~:~ :tll mj rmiil/il/il/iI/??i!??illlllil/??i??i1! 
mögen zwei nur ganz roh durch· Abb. 2. 
geführte Beis piele beitragen. 

1. Ungefähre Voraus berechnung des ~Wärmcübergallges im Zylinder 
einer Viertakt·Dieselmaschillc (Abb.2, 3 und 4). 

3--~lI--5 

.-\bb. :l. Abb.4. 

Daten: n = 375 i. d. Min. rrempcratur 'l'u da,bei als konstant = 1600 0 

angenommen, TI{' = :3;30°. Wärmeübergang nur während der 
Expansion 0 - 8. 

Oberfläche I: Im Totraum. 
II: Bei Kurbelstellung 3 erst freigelegte Zylinderwandstelle. 

III: Am Ventil. Die Wärmeübertragung dafür wäre in 
ähnlicher Weise unter Berücksichtigung der Gas· 
geschwindigkeit w (7: = l/w ~< Weglänge) während des 
.-\.uspuffes zu rechnen. 
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KurbelstellUngl 
T p 

Hek. k~/qclll 
:~ in WE/qm Std. 

im Totraum I I an ZylindersteIle II 
-_ .. _------------

0 0,00 35 
1 0,01 30 
2 0,02 18 
3 0,03 12 
4 0,04 8 
5 0,05 7 
6 0,06 6 
7 0,07 6 
8 0,08 

Mittlere Gesamt-Wärllleü bertragung 
(von 0-32) 

1200000 
630000 
390000 
265000 
190000 
160000 
135000 
130000 

97000 

I 

705000 
330000 
230000 
185000 
165000 

50000 

2. Ungefähre Nachrechnung zweier extremer Bombenversuche 
(Abb. 5 und 6). 
Quelle: The Pressure of Explosions-Experiments on Solid and Gaseous 

Explosives. Parts land II von J. E. Petavel (London 1905, 
Royal Soeiety). 

Daten: als Ladung: Cordit 

B= 30, x = 1,35, 
),BTu' 

PT~'" = 10000 ' T w = 291u , 

p·V 
Q = ----

42,7 (x - 1) 
teils angegeben, teils geschätzt. 

Errechnet C .JQ 
Leitung = -----==c-----

L17:.0t"l/~. T 
V 7: TI!' 

Rekord Nr. F73. 

(Zyl.-Bombe, 0,551 Inhalt, 
0,0709 qlll Oberfläche, 

Abgasdichte = 150,5 kg/cblll. 

Rekord Nr. F59. 

(Kugelbolllbe 0,5561 Inhalt, 
0,0327 qlll Oberfläche, 

Abgasdichte = 99 kg/cblll. 

. 
__ T_ I P CLeitlmg-l02 T I 

Sek. kg/qClll _~='== __ =I~_sel"._I_ 

~:~~-r~~~n~~~~~ 
0,1 I 1461 
0,15 1322 
0,2 1207 
0,3 1051 
0,5 843 
0,7 688 
0,9 579 

131 (errechnet) 

4,7 
3,7 
2,7 
3,2 
3,7 
4,7 
7,7 

11,3 

0,05 
0,10 
0,20 
0,40 
0,60 
0,80 
1,00 

p===1 C.~.eit.ung--~~02 kg~qCm 

1024 (1090) 
1062 
993 
883 
804 
746 
689 

I 
0,83 
1,5 
2,2 
2,7 
2,8 
3,8 

Die O-Werte sind extrapoliert. 
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Die vorstehende Betrachtung macht nicht den Anspruch auf Exakt
heit, Nachrechnung der verschiedenartigsten Versuche hat jedoch dem 
Verfasser die Überzeugung verschafft, daß die Wärmeleitungsvor
gänge in der Wandungsgrenzschicht des Gases prozentual den größten 

1500 

11000 

'" ~ 500 
~ 
~ 0 I 

0,5 1ß 
10 Sek 

8 

6 

t 'I 

~ 
~2 

0 

Abb. 5 u. 6. 

Einfluß bei allen zeitlich rasch verlaufenden Wärmeübergangsersehei
nungen haben und daß bei großen Temperaturunterschieden die Massen
bewegungen ins Auge zu fassen sind. Sind sie streng rechnerisch nieht 
zu erfassen, so müßten Näherungsmethoden versucht werden. Der 
Einfluß von Strahlung und Wirbelung bleibt daneben natürlich be
stehen. 



Spannungen in dünnen zylindrischen Gefäßwänden 1). 

Von D. Thoma, Technische Hochschule, München. 

Im Maschinenbau wenkn oft Kessel, Rohre oder, allgemein<.'r ge
sagt, Gefäße von kreiszylindrischer Form verwendet, die eine im Ver
hältnis zum Durchmesser kleine Wandstärke aufweisen. Besonders 
lwi den aus Blech hergestellten Gefäßen ist ein Verhältnis zwischen 
Wandstärke und Durchmesser von I: 200 und mehr nichts Außerge
wöhnliches. Die Festigkeitseigenschaften derartiger Gefäße werden 
yollständig beherrscht durch den Fmstand, daß die Widerstands
fähigkeit der Wand gegen Biegung sehr gering ist: allen Formänderungen, 
die eine Zerrung der Fläche bewirken, d. h. die Länge der Linien ver
iindern würden, die man sich auf der in der Mitte der Wandstärke ver
laufenden Mittelfläche gezogen denken kann, wird ein großer Widerstand 
entgegengestellt; gegen eine zerrungslose Yerbiegung ist eine solche 
Gefäßwand dagegen fast gar nieht, widerstandsfähig. Auch noch bei 
wrhitltnismäßig etwas grüßen>n WandstärkC'll, wie sie z. B. bei großen 
gußeisernen Gefäßen vorkommen, ist dil' 13iegungsRkifigkeit. der Gcfäß
wand für die Aufnahme der Belastung yielfach nur von untergeordneter 
Bedeutung. 

Diese Lage der Dinge winl in ganz sinnfälliger Weise durch die 
Eindrü.cke bestätigt, die wir beim Anblick eines Gefäßes der geschilderten 
_.\rt empfangen. Um ein Beispiel aus meinem engeren Arbeitsbereich 
zu nennen, möchte ich auf die ROg. Stirnkessel für große Wasserturbinen 
hinweisen: die Durchmesser gehen hier bis etwa 6 m, die Blechstärken 
his etwa 25 nlln hinauf bei einem Innendruck von einigen Atmosphären. 
"Wenn man so ein gewaltiges Gebilde in der Werkstatt vor sich sieht, 
l'mpfindet man sofort, daß die Kesselwand nur eine dünne, schwanke 
Haut ist im Vergleich zu den großen Kräften, die der vorn sichtbare 
starke Deckelflansch ahnen läßt und im Vergleich zu den großen Hebel
armen, die bei den großen Abmessungen des Ganzen für diese Kräfte 
in Frage kommen. 

Die im folgenden zugrunde gelegte _.\nnahllle, daß die Gefäßwand 
absolut biegsam sei, schließt allerdings eine Anwendung der Ergebnisse 

1) Auszug aus einem am 16. H. 1920 vor dem Ausschuß für technische Mechanik 
des Berliner Bezirksvereins Deutscher Ingenieure gehaltenen Vortrage. 
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auf diejenigen Fälle aus, in denen die Belastung ohne Inanspruchnahme 
der Biegungsfestigkeit überhaupt nicht aufgenommen werden kann. 
Die dadurch bedingte Beschränkung des Gültigkeitsbereiches der Folge
rungen ist aber nicht empfindlich. Denn die Inanspruchnahme der 
Biegungsfestigkeit yerhältnismäßig dünner Wände erzeugt stets sehr 
hohe Beanspruchungen, so daß man zum Zwecke vollkommener Aus
nutzung des Baustoffes immer bestrebt sein sollte, die Konstruktion 
derart auszubilden, daß die Belastung ohne Inanspruchnahme der 
Biegungsfestigkeit aufgenommen werden kann. Wie man solche Kon
:'ltruktionsformen findet, ~\Yird sich im Verlauf der Untersuchung VOll 
:'leIbst ergeben. 

Beyor ich mich der rechnerischen Behandlung zuwende, muß ich 
noch kurz auf einen l'mstand eingehen, der SOllSt Yielleicht zu BedenkeJl 
~.\nlaß geben ,,"ürde. Wenn ein Gefäß so gebaut, ist, daß es auch ohne 
Inanspruchnahme der Bieguugsfestigkeit der 'Vände elie Belastung 
aufnehmen kann und wenn auch sichergestellt ist, daß Biegungsbe
anspruchungen zur Auf nah me der Belast u ng nichts Wesentliche" 
lwitragen können, so ist damit noch nicht gesagt, daß tatsächlich keine 
Biegllngspannuugen auftreten. Im Gegenteil, über das ans Zug- und 
Druckspannungen bestehende Hauptspannungsbild, das im Wesent
lichen die Belastung aufnimmt, wird sich im allgemeinen noch ein 
Biegungsspannungsbild überlagern, das zwar zur Aufnahme der Be
lastung nicht merklich beiträgt, wohl aber unter l'mständen große 
Beanspruchungen des Baustoffes heryorruft. Auf den ersten Blick 
möchte es so yielleicht scheinen, daß deswegen die Vernachlässigllng 
der Biegungssteifigkeit unzulässig sei. Das i;,;t aber nicht ller Fall. 
'YelligBtellB nicht hei einem zähen BauBtoff. ,,"ie z. B. Blech: die zw,ätz
lichell Biegungsspannungen gefälmlen hier in Wirklichkeit die Halt
barkeit. der Konstruktion in den meisten Fällen nicht. Ein :Fall, bei 
dem die zusätzlichen Biegungsbeanspruchllugen rechnerisch erfaßbar 
"ind und beträchtliche Größe annehmen, liegt hei;;pielsweise bei jedem 
aus mehreren Schüssen zusallllllengenietctcn, durch Illnendruck be
lasteten Rohr yor: die Rundnähte sind Stellen geringerer Nachgiebigkeit 
und erzeugen Einschnürungen ill dem durch den Innendruck aufge
hlähten Rohr; gleich,YOhl sind erfahrungsgenüiß diese Stellen Brüchen 
nicht besonders ausgesetzt. Wenn an einer Stelle die Elastizitätsgrenze 
überschritten wird, so gibt eben der Baustoff nach, und schon ein ge
ringes "Fließen" genügt, um die betreffende Stelle von der übermäßigen 
Beam;pruchung zu entlast.en. Es ist hier wie in so vielen anderen Fällen: 
die Konstruktion hält, wenn nur auf irgend eine Weise das Gleichgewicht 
znstamle kommen kann, wenigstells sofern die dazu erforderlichen, 
bleibenden Formänderungen klein bleiben und der Baustoff zäh ist. 
Dies ist übrigens eine Tatsache, elie l11('ines Erachtens in eler Festigkeits-
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lehre allgemeiner hervorgehoben zu werden verdient, vielleicht oft 
auch nur absichtlich deswegen verschwiegen wird, weil eine kritiklose 
Anwendung der Folgerungen auf Fälle droht, bei denen ein Fließen 
des Baustoffes nicht zugclassen weruen sollte - wie z. B. bei sehr häufig 
oder außerordentlich schnell wechselnder Belastung. Sieht man von 
solchen Ausnahmefällen ab, so darf man dcswegen behaupten, daß 
dünnwandige Gefäße aus zähem Baustoff den Festigkeitsanforderungen 
genügen, wenn SIe so konstruiert sind, daß die Belastungen auch bei 

l,z 
absolut biegsam gedachter Wand mit ge
nügender Sicherheit aufgenommen werden 
können 

L1Zf
-
o
-

u

---C r D Nachdem ich die grundlegenue An-
r nahme - verschwindende Biegungsstcifig-

Ou keit uer Gefäßwände - begrünuet unu 
I gerechtfertigt habe, gehe ich zur rechne-
L __ ~_ u risehen BchamUnng der Aufgabe über. 

A l: 0------- Einen Angriffspunkt für diese gewinnt man 
Oz durch elie Betrachtung des Gleichgewichtes 

eines Elemcntes der Gcfäßwanel. In Abb. 1 
ist ein solches aus der Wandung durch 
vier Schnitte herausgetrennter:; Wandele
ment ABC D im Aufriß und Grundriß 
gezeichnet. Die Ebcnen, nach denen die 
"Seitenflächen" A-C und B-D (Länge 
= LI z) ger:;ehnitten sind, gehen durch die 
Zylinderachse; die Ebenen, nach denen 
die "Stirnflächen" A-B und C-D 
(Länge = LI u) geschnitten sind, stehen 
senkrecht auf ihr. An den Seitenflächen 

Abb. 1. greifen die in der Umfangsrichtung u 
wirkenden Normalspannungen 0u, an den 

Stirnflächen die in der Achsenrichtung z wirkenden Normalspannungen Oz 

an. Da wir nicht voraussetzen, daß 0u und Oz Hauptspannungen sind, 
treten an den Schnittflächen im allgemeinen auch noch Sehubspannungen 
auf. Wir hatten vorausgesetzt, daß keine Biegungsmomente auftreten; 
eine notwendige Folge davon ist bekanntlich, daß die Schubspannung in 
Schnittflächen, welche die Wand senkrecht durchsetzen, keine Kompo
nente senkrecht zur Wandfläche aufweist. Die an den Seitenflächen und 
die an denStirnflächen angreifendenSchubspannungen sind deswegen par
allel zurWandoberfläche gerichtet; sie sind überdies als zugeordnete Schub
spannungen einander gleich und können beide mit T bezeichnet werden. 

Wenn man zunächst das Gleichgewicht gegen Verschiebungen in 
Richtung der auf der Fläche in der Mitte des Elementes errichteten 
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Normalen N betrachtet, so ist festzustellen, daß die Schubspannungen 
keine Kraftkomponente in dieser Richtung liefern. Unmittelbar ein
leuchtend ist dies allerdings nur bezüglich der an den Seitenflächen 
AC und B Dangreifenden Schubspannungen, die senkrecht zu N stehen. 
Die Schubspannungen an den Stirnflächen AB und CD haben dagegen 
wechselnde Richtungen. Man überzeugt sich jedoch leicht, daß die 
Resultierende beim Grenzübergang auf unendlich kleines LI u und LI rp 
unendlich klein von höherer Ordnung als die übrigen Kräfte wird. 

Im Grundriß (Abb. 1) decken sich die Stirnflächen AB und CD; in je zwei 
Teilen der Stirnflächen, die in gleichem Abstande von der Mittellinie liegen, haben 
die Schubspannungen gleiche Richtung. Bezeichnet man die Schubspannung in 
der Mitte der Stirnfläche AB (u = 0, Z = 0) mit "0 und nimmt von der Taylor
sehen Entwicklung für , noch ein Glied mehr hinzu als sonst üblich ist, so ergibt 
sich, daß die Schubspannung an irgend einer durch u gekennzeichneten Stelle 
von CD um den Betrag 

(h; iJ2 , 1 ()2 , 
, , ,-- L1 Z + 1t - -- - , L1 z + - --0--- A Z2 
oZ ()u (}z 2 () Z2 

größer als an der entsprechenden Stelle von AB mit gleichem u ist. Die in die 
Richtung von N fallende Komponente der Resultierenden ergibt sich dann zu 

,I u 
+ 2--

-h ,-'- L1 z + u --' - L1 z + - -- L1 Z2 - du = - -- -~- L1 z ;j u3 f'( ur ci2 , 1 iJ2, ) u h u2 T 

(Jz ciu ciz 2 iJ z2 r 12 r UU OZ 
iJ 11 

+-2-

und wird somit beim Übergang zur Grenze (L1 u = 0, L1 z = 0) klein von vierter 
Ordnung, während die Resultierenden der anderen Kräfte nur von zweiter Ord
nung klein werden. 

Die Schubspannungen sind übrigens auch bei einer allgemeinen Fläche be
deutungslos für das Gleichgewicht gegen Verschiebungen in Richtung der Nor
malen, sofern das Flächenelement durch Hauptnormalschnitte begrenzt wird. 

Die Spannungen Oz stchcn scnkrecht zu N und crgeben keinc 
Komponentc in dieser Richtung. Die Spannungcn 0u liefern in der 
Richtung von N einc Kraftkomponente, die bis auf Größen höhcrer 

Llu 
Ordnung gleich -

r 
I Z 0" h iflt., wobci h dic Wamlstärke und r den 

Zylinderradius bczcichnen. Dic <lurch dcn inneren Überdruck p er
zeugte, in die Richtung von N fallende Kraft ist - bis auf Größcn 
höherer Ordnung - gleich p LI u LI Z • Sieht man vom Gewicht ues 
Wandelementes ab, so sind damit die wirkenden Kräfte erschöpft. 

Au 
Die Gleichgewichtsbedingung lautet also p i/ u 1'1 Z - ---- - 11 Z 0u h = 0 
oder: r pr °u = --h---' (1) 

Auf den ersten Blick mag es scheinen, als sei hiermit lediglich die 
bekannte Formel für die bei einem zylindrischen, durch inneren 
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Überdruck beanspruchten Rohre in der emfangsrichtung auftretendt' 
Spannung auf einem umställdlichen Wege hergeleitet worden; es ist 
aber zu bedenken, daß bei der üblichen ~~bleitLlng eine große Zahl eill
Bchränkender Annahmen gemacht ·wird: dpr Inuendrnek muß unver
änderlich (die :Flüssigkeit also gewichtslos) sein. da:,: Rohr muß sehr 
lang, die Wallel darf nirgends mit Ausschnitten yenwhen sein US"". 

1m Gegensatz dazu wurden bei der obigen Herleitung außer der Voraus
Ketzung, daß die \iVl"\,ud biegsam HcL keinerlei eim;chriinkende An
nahmen gcmacht; die Beziehllllg (1) gilt also ganz allgcmein. auch für 
yerwickelte Bolastllngsfälle und für Stellen der Rohrwallc1 in der Nähe 
,"on ~\ust-iehnjttpll, ,,,dehe d ie ~palllnlllgSyerteilung stören. 

Die Bedingllng, daß das \iVandelcment auch gegen YerschiebungC'1l 
in der Umfallgsrichtung und in dl'r Achsenrichtung im Gleichgewicht 
:,:ei11 1l1llß, liefert, wenn lllau wiedl'l' da:,: GC'\\"ieht des vVamlclellwnte" 
yernachlässigt, die Bl'zielmngen 

( V U GT 
011 + i' z 

"=0 (2) 

ulld 
ci (j" dT 
("Z 

1-
(~ 11 

= (). (3) 

welche gmlz den Gleichgc"'ichtsbedingllllgen für den ebellell ~pmlllung,;
jlllstand entsprechen und leicht allf delllNelhell ,rege \\"il' dil'se ahge
leitet werden können. 

Um nicht die Wanc1stiirke h dll1'ch alk, F01'l1ll'1I 11ll1'chschleppen zn 
müssen, setzt man zweckmäßig h (j/l = 8", h (j: O~ 8: lllld 11 T = {. Die 
Größen 81t , 8, und t sollen ebenfalls als "Spannullgcn" bezeichnet werdell : 
es sind die Kräfte, die auf die Längeneinheit einer entsprechenden 
Schnit.tfläche elltfallen. Man erhält dann aus Gleichungen (1) bis (3) 
die übrigens auch für vcränderliche Wandstärke gültigen Gleichungen: 

8" = pr, (1' ) 

iJ 8/1 o{ 
(:n 

ciu + dz 
= o. 

iJ 8, dt 
(:3') 

(r~ + iJ '!( 
=0. 

Der Umstand, daß die Spannung 8" nur von dem Innenclruck an der 
betreffenden Stelle, nicht aber von dcr Belastung anderer Stellen ab
hängt, erteilt dem Spannungsbild ein eigentümliches Gepräge und er
möglicht zugleich die Lösung von zuerst. recht verwickelt erscheinenden 
Aufgaben, was an einigen Beispielen gezeigt werden soll. 
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Wellil der Überdruck p als überall gleich angesehen werden kann. 
08 

ist. nach Gleichung (1') 8" konst.ant, also v: überall gleich Null. 

ot 
Aus Gleichung (2') folgt dann, daß überall auch., = 0 ist, d. h. die 

cz 
Schubspannung ist längs jeder ZylindererzeugendeIl unwränderlich: 

ot 
da dann auch ~ längs jeder Erzeugenden unveränderlich ist., folgt 

ou v 
aus Gleichung (3') dasselbe für -CI!.' ; somit ist 8, längs jeder Er-
zeugenden linear veränderlich. (, Z 

Ein Sonderfall liegt vor, wenn die zylindrische 
Wand nur als Tragkonstruktion verwendet wird, 
der Überdruck also Null ist. Als Beispiel diene 
eine Zylinderfläche, die am oberen Rande be-
fest.igt, am unteren Rande frei ist; ein Bereich 
des unteren Randes möge einer stetig vertcilten 
Belastung in achsialer Richtung ausgesetzt, seul 
(Abb. 2). Am ganzen unteren Rande ist dann 
t = 0; nach obigem ist. dann aber auch in der 

vt 
ganZ(~1l Wand t = 0 und vu = O. Aus Glei-

chung (3') folgt, daß 8" längs jeder Erzeugenden Abb. 2. 
unveränderlich ist. Von der Angriffsstelle der Be-
lastung pflanzt sich also die Spannung geradlinig, ohne sich seitlich zn 
vcrbreitern, zum oberen Rande fort.: in Abb. 3, welche den abgewiekcltl'l1 
Zylindermantel zeigt, i:;t, der Spaul111ngsverlauf durch gestrichelte 

Abb.3. Abb.4. 

Linien angedeutet. Das über dem unbelasteten Teil des Randes liegende 
Gebiet bleibt ganz spannungsfrei. Alle Spanmmgen sind statisch be
stimmt. 

Dieses Ergebnis mag überraschen, da bei einer ebenen ·Wand, welche als 
zylindrische Wand mit unendlich großem Radius angesehen werden kann, die 
Spannung sich über die ganze Wand ausbreitet (Abb. 4). In der Tat gelten die 
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im vorigen Absatz hergeleiteten Behauptungen nur unter gewissen einschränken
den Bedingungen. Eine nähere Untersuchung der Formänderungen der Wand 
zeigt nämlich, daß diese nur dann klein bleiben, wenn die Belastung des unteren 
Randes stetig verteilt und überdies nicht zu schnell veränderlich ist; wenn die 
Formänderungen groß werden, erlangt aber die geringe Biegungssteifigkeit, welche 
jede Wand aufweist, erheblichen Einfluß, und überdies würden auch bei einer 
theoretisch absolut biegsam gedachten Wand die Ergebnisse dadurch getrübt. 
daß sie dann nach dem Aufbringen der Belastung nicht mehr als zylindrisch an
gesehen werden dürfte. Als maßgebende Länge, innerhalb deren sich die Belastung 
des Randes nicht zu sehr verändern darf, ergibt sich die mittlere Proportionale 

Abb.5. Abb.6. 

7,wischen Wandstärke und Zylinderradius ; bei einem Zylinder mit unendlich großem 
Radius ist diese auch unendlich groß, die einschränkende Bedingung daher 
- außer natürlich bei gleichbleibender Belastung des Randes - niemals erfüllt. 

Aus den obigen Darlegungen lassen sich bereits einige Konstruktions
regeln ableiten. Wenn beispielsweise an den Zylindermantel eine achsen

parallele Last angehängt werden soll, ist eine Konstruk
tion nach Abb. 5 falsch; der über der Angriffsstelle lie
gende Bereich der Wandung und besonders die Ver
bindungsRtelle mit dem Deckel sind gefährdet. Die 
richtige Konstruktion ergibt sich aus Abb. 6. - Ebenso 
erhellt ohne weiteres, daß eine zylindrische Wand zur 
Aufnahme einer Belastung nach Art der in Abb. 7 an
gedeuteten durchaus ungeeignet ist. 

Im allgemeinen läßt sich die Spannungsverteilung in 
einer an einem Rande befestigten Wand für beliebige 

Abb. 7. stetige Belastungen des Mantels und des freien Randes 
aus den Gleichungen (1') bis (3') durch einfache Qua

draturen ermitteln. Auch bei Befestigung beider Ränder gelingt dies in 
vielen technisch wichtigen Fällen verhältnismäßig leicht, beispielsweif;e 
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bei freitragenden, gefüllten Rohren, die durch das Gewicht der Flüssig
keit beansprncht werden. Ich habe darüber an anderer Stelle be
richtet 1). 

Die gewonnene Einsicht gestattet aber nicht nur die Spannungen 
bei vorgegebener Konstruktion zu errechnen, sie ""ird darüber hinaus
gehend oft eine grundsätzliche Änderung der Konstruktion nahelegen. 
Der auf eine genaue Kenntnis der Festigkeitseigenschaften verhältnis
mäßig biegsamer Wände gegründete Entwurf wird gegenüber heute 
noch üblichen Ausführungsformen häufig eine Erhöhung des Sicher
heitsgrades bei gleichzeitiger sehr bedeutender Verringerung des Ball
stoffaufwandes gestatten. 

Ebenso wie bei der Belastnng eines freien Randes gewisse einschränkende Be
,lingungen zu beachten sind, bestehen hinsichtlich der Belastung des Mantels 
gewisse Ausnahmefällp. Aus dem Gleichungen (2') und (3') folgt durch Elimination 
"on t: (.2 8,. iJ2 8: 

'0 (,- 8 u 
"Wenn ('u2" längs einer Zylindererzeugenden unendlich groß wird, ergeben sich 

unendlich große Spannungen 8" d. h. die Wandung ~ermag eine derartige Belastung 
nur unter Inanspruchnahme ihrer Biegungsfestigkeit aufzunehmen. Ein Beispiel 
dafür bildet ein nur teilweise mit Wasser gefülltes Rohr mit wagerechter Achse; 

hier ist in der Höhe des Wasserspiegels ~2 ~ und damit nach Gleichung (1) auch "~2_~;. 
cu uU 

unendlich groß. "Wenn die Rohrachse schräg ist, konzentriert sich die Unstetig
-2 

keit von ~ 8: nicht auf eine Erzeugende, alle Spannungen bleiben endlich; die 
CU" 

Berechnung derselben ist ohne prinzipielle Schwierigkeiten möglich 2). 

:Einc besondere Aufgabe entsteht, wenn die Schwächung ausgf'
glichcn werdcn soll, die sich durch in die Rohrwand eingeschnittenc 
ÖfflllUlgen ergibt, die beispif.'lsweisc zum Anschluß einer seitlich ab
gf'henden Rohrlcitung dienen sollen. Die nähere Untersuchung, auf 
die hier nicht cingegangen werden kann, ergibt, daß der Ausgleich 
durch ein längs der Durchdringungskurve der bcidf'n Zylinder auf
genietetes Band erfolgen kann - die Bezeichnung "Band" ist gewählt, 
1Il1l anzudeuten, daß dieser KOllstruktionsteilnur Zugspannungen, aber 
keine Biegungswerte aufnehmen muß. Wf'J1n das Hauptrohr und der 
.\hzweig gleichen Durchmesser haben (T-Stück), läßt sich die Berech
nung auch zahlenmäßig durchführen. 

Schließlich sei noch der Fall besprochen, daß pine als Tragkonstruktion 
dienende zylindrische Fläche an dem einen Ende festgelegt, an dem 
anderen aber schräg oder irgendwie unregelmäßig abgeschnitten ist. 

J) Zeitschrift für das gesamte Turbinenwesen 1920, Heft 5. 
2) Das Ergebnis einer von mir für eine große freitragende Rohrleitung durch

geführten Rechnung ist in der Zeitschrift "Licht und Kraft" 1922, S. 114 u. f., 
\Teröffentlicht. 

August Föppl-Festschrift. 
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Ein Teil der Fläche ist in Abb. 8 in der Abwicklung gezeichnet. In 
der Nähe des freien Randes ist dann notwendigerweise ein einachsiger 
Spannungszustand in Richtung des Randes vorhanden. Die Fläche 
möge irgendeiner stetig verteilten, überall senkrecht zu ihr gerichteten 
Belastung p ausgesetzt sein, der Rand selbst sei unbelastet. Die all
gemeinen Gleichgewichtsbedingungen des ebenen Spannungszustandes 

liefern für die Stellen unmittelbar an dem 
belasteten Rande die Beziehungen 

8z = 8u tg2 IX , 

t = 8 u tg IX, 

wobei IX der Winkel zwischen der Tangente 
~%%~~~m~%%~~ an die Randlinie und der Zylindererzeu

Abb.8. genden ist. Da 8 u durch die Belastung p 
des Mantels vorgegeben ist, folgt, daß die 

Spannungen 8z und t bei steilem Verlauf des Randes groß, bei achsen
parallelem Verlauf sogar unendlich groß werden; im letzteren Falle kann 
dann die Belastung nur durch Inanspruchnahme der Biegungsfestigkeit 
aufgenommen werden. 

Dieses Rechnungsergebnis wird durch eine alltägliche Erfahrung 
bestätigt: Wickelt man nämlich irgendeinen Gegenstand von Hohl
zylinderform in Papier ein und legt dabei das Papier so, daß der Papier

<"1"""""--------., rand achsenparallel verläuft (Ahh. 9), so wird 
(l;~t:::=======7) der Rand durch die geringsten zufälligen Be

anspruchungen, z. B. einen Luftzug, sehr leicht 
ausgebogen, und dadurch wird das Zusammen

rl---...:l~:::-~eo.::-_--_-'_/ __ 3--, halten des ganzen Papieres gestört. Wickelt man 

Abb.9 u. 10. 
dagegen das Papier so, daß der übrigbleibende 
Rand eine nicht zu geringe Neigung gegen die 

Zylindererzeugenden hat (Abb.lO), so ist das Ganze viel widerstands
fähiger. Aber auch technische Anwendungen sind möglich. Handelt es sich 
beispielsweise darum, in einen Rohrkrümmer eine mittlere Führungswand 
aus Blech einzuspannen, wie dies bisweilen aus hydraulischen Gründen 
wünschenswert ist (Abb. 11), so wird die zylindrische Führungswand an 
der parallel zu einer Zylindererzeugenden verlaufenden Eintrittskante 
wenig widerstandsfähig sein, dort durch die Unregelmäßigkeit der Wasser
bewegung leicht in Vibration geraten und dadurch die Haltbarkeit des 
Ganzen gefährden. Schneidet man dagegen die Eintrittkante so aus, wie 
in dem Grundriß (Abb.12) angedeutet ist, so ist sie ungleich widerstands
fähiger, da jetzt nirgends eine Formänderung ohne erhebliche Zerrung 
der Blechmittelfläche möglich ist. 

Zum Schluß möge noch darauf hingewiesen werden, daß immer eine 
gewisse Vorsicht geboten ist, wenn verhältnismäßig dünne Bleche in 



8pannungen in dünnen zylindrischen Gefäßwänden. 51 

Druckspannung versetzt werden sollen. Eine absolut biegsame Fläche 
ist einer solchen Beanspruchung nicht gewachsen, sondern faltet sich 
zusammen. Die Sicherheit, welche gegen das Eintreten des Zusammen
faltens besteht, läßt sich auf Grund theoretischer Untersuchungen (von 
Timoschenko und anderen) hinreichend beurteilen, zumal neuere zu 
diesem Zwecke von mir veranlaßte Versuche eine gute Übereinstimmung 
mit jenen Theorien ergeben haben. Immerhin bleibt die Tatsache be
stehen, daß man die Biegungssteifigkeit der Wand in die Rechnung 
einführen muß, obgleich man sie bei der Ermittlung 
der Spannungen vernachlässigt hat; dieses Vorgehen 
ist aber nichts Außergewöhnliches; ganz ähJ?lich 
liegen die Dinge bei der Berechnung der Eisenfach
werke, zu welcher das hier dargelegte Berechnungs
verfahren auch in anderer Hinsicht starke Analo
gien aufweist. Hier wie dort geht das Bestreben 
dahin, Konstruktionen zu schaffen, welche die Be
lastungen allein durch Zug- und Druckbeanspru
chung der Konstrnktionsglieder - sei e1-l der Blech
wand, sei es der Fachwerkstäbe - aufzunehmen ver
mögen und die deswegen unvergleichlich viel wider-
1-Itandsfähiger sind als Konstruktionen, bei denen 
die Biegungsfestigkeit herangezogen werden muß; Abb. 11. 
hier wie dort vernachlässigt man zuerst die Biegungs
steifigkeit - bei den Fachwerkstäben durch die 
Annahme, daß die Stabkräfte mit den Mittellinien 
der Stäbe zusammenfallen, obgleich die Stäbe an den 
Knotenpunkten nicht gelenkig miteinander ver
bunden, sondern zusammengenietet sind; hier wie 
dort muß man sich schließlich wieder auf die Abb. 12. 

Biegungssteifigkeit verlassen - bei dem gedrückten 1!~achwerkstab 

hinsichlich der Knicksicherheit. 
Bei den FachwerkeIl 1-lind Jic Fehler, die durch Jieses Verfahren 

zugelassen werden, erfahrungsgemäß in den meisten Fällen unerheblich; 
sie verschwinden vollends im Vergleich zu den außerordentlichen Vor
teilen, welche nach dicsem Verfahren entworfene Fachwerke gegen andere, 
ohne theoretische Einsicht und mehr oder minder willkürlich zusammen
ge1-ltellte Stabverbände aufweisen; ein Gleiches darf man hinsichtlich 
ller nach dem hier dargelegten Verfahren cntworfenen Konstruktionen 
erwarten. Die Ermittlung und gegebenenfalls Berücksichtigung der 
zusätzlichen Biegungsbeanspruchungen wird - ganz wie bei den Eisen
fachwerken - einer späteren Verfeinerung des Verfahrens vorbehalten 
sein, die aber erst dann mit Erfolg in Angriff genommen werden kann, 
wenn die Grundlage nach allen Richtungen ausgebaut und gesichert ist. 

4* 



Elastiseh bestimmte und elastisch unbestimmte Systeme. 
Yon T,Ulhvig Prnmltl, Universität Göttingell. 

I. In der Tlll'orie tll'1" da"tj"dH'1l Systeme trifft lllan neben Rolchen 
FilllPn, bci denen Rich irgendein zusammengesetzter ßelaRtungsznstand 
mit völlig genügender ;\nnähernng durch Überlagerung der einfachen 
Bcla:4ungszustilndc aufhauen läßt. tl 11 " denen er besteht, auch 'Fälll' 
yon ,;olcher Art an, bei dencn ein derartiges Verfahren in keiner Weü;c 
zuläi:>"ig wäre. Ich bin mir yöllig bewußt, mit den folgenden Ausfüh
rungen nichts grundsätzlich Neues zu bringen, denn Beispiele für die 
zweite Art von Fällen sind bereits vielfach behandelt, ich nenne nur das 
Ausnahmefach"'erk, die dünne ebene Platte, den auf gleichzeitige 
Biegung llnd Knickung heanspruehten Stah. Trotzdem schien mir 
eine Behandlllng von solchen Fällen von einem gemeinsamen GeRichts
punkt au,; ,vüm;chemnvert. Xell flürfte das zweite der behandelten 
Beispiele ::;ein. 

Ein we::;entliches Merkmal dcl' hier zu behandelnden besonderen 
~y,;teme ist, daß die zu irgenclwelchen Lrtsten gehörigen Formänderllngen 
lind ~pannungen von etwa vorhandenen Vor,;pannungen (Herstellungs
spannungen, Wärmespannungen usw.) ganz wesentlich beeinflußt wer
den!). Formändernngs- nnd SpannungszuRtand bleiben also bei ge
gebenen Lasten lll1beKtimmt, wenn man über die Vorspannungen 
nicht zahlenmäßige Angaben zn machen vermag. Ich schlage deshalb 
vor, ~ysteme diei::ler Art .,ela:,;ti:;ch unbestimmt" zu nennen, im 
Gegen:;atz zu den "ela::;tü;ch bestimmten Systemen", bei denen 
eine etwa vorhandene Vorspannnng auf die durch die ~Tirknng der 
Lasten neu hinzukommenden Spannungen einen nennens,,,erten Einfluß 
nicht hat, d. h. sich den La:;tspannungen einfach überlagert. Als Bei
:;piele für die letztere Art, kann man die meisten praktisch vorkommenden 
statisch unbestimmten Bauwerke anführen (bei den statisch bestimmten 
treten keine Vorspannungen auf). Beim Zweigelenkbogen z. B. über
lagern sich die durch die Lasten hervorgerufenen Spannungen denen, 
die durch eine Entfernungsändernng der Auflager hervorgerufen werden, 
vollkommen, wenigstens innerhalb der üblichen Genauigkeitsgrenzen, 

1) Im l!'alle der "Knickungsbiegung" spielen die in der Richtung der Stab
achse wirkenden Kräfte die Rolle der "Vorspannung". 
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wobf'i alle Formänderungswege so klein vorausgesetzt werden, daß die 
Kräftezerlegung am deformierten Bauwerk durch die am undeformierten 
ersetzt werden darf. Bei endlichen Formänderungswegen hört die 
überlagerung in jedem Falle völlig auf; unsere Unterscheidung bezieht 
sich demnach ganz wesentlich auf die (praktisch meist allein vorkom
menden) kleinen Formänderungen. - Als elastisch unbestimmtes 
Gegenheispiel zum Zweigelenkbogen sei hier der gerade Balkon mit zwei 
unverrückbaren gelenkigen Auflagern genannt, bei dem die Durch
biegung und das Biegungsmoment unter senkrechter Last von der 
Längskraft abhängt, die zwischen den Auflagern je nach der Balken
temperatur vorhanden ist und die von der Dnrchbiegung mit heein
flußt wird. 

2. Um zu einem formclmäßigen :NIerkmal für die ela;;tisch bestimmten 
und die elastisch unbestimmten Systeme zn gelangen. betrachten wir 
das Verhalten der Formänderungsarbeit bzw. der mit dieser im wesent
lichen identischen elastischen Energie. Diese ;;011 hier allerdings nicht. 
wie in der Statik gewöhnlich, als }'unktion der Kräfte, sondern al:,: 
Funktion der Formänderungswege der Kraftangriffspllnkte behandelt 
werden. (Da::; er;;tere Verfahren eignet sich nur für die ela::;ti::;ch be
:;timmtell l-ly:;teme!) Da::; System sei frei YeJll ReilnmgC'n und unvel'
schieblieh gelagert. Sind n unabhängig voneinander elastisch vel'::;chieb
liche Kraftangriffsstellen vorhanden - die festgelagerten :-;tellen 
liefern keine Verschiebungen, die von anderen kinemati~rh abhiingigpn 
sind zu eliminieren -, so wirt1 die elastische Enel'gip (·iJ1(' (i'lI11ktioll (kr 

Wpge YI' Y2 ... Yn: H H( ) 1) 
= Yl'" Y" . 

Die Änderung eier ela:;ti:;chell Energie, wenn !/, 111n () y, geiindert wil"d. 
während alle anderen Y feRt bleiben Hollen. iHt llUll 

. tH 
(~H =.:l (5Yi: 

vy., 

die äußere Al'heit, die dabei gelpi;;tet wird, iHt alll'l" = Pi c5Yi. "eil alle 
übrigen Kraftullgriffsstellen in Ruhe bleibC'n: da die iiußere Arbeit 
der ~'inderung <kr aufgcspC'icherten Energie gleich :;ein muß, i:;t al;;o 

oH 
--- = T'i' o .I1i 

(1) 

Pi erscheint hier natürlich auch al:; }'lInktion der YI' .. YII' Im .Falle 
der Überlagerbarkeit (Superposition) muß es eine lineare Funktion sein. 

1) Es empfiehlt sich, für die zwei Größen .d (P1 ••• Pli) und H (Yl ..• Y.) . 
die sich allerdings höchstens um eine addith'e Konstante unterscheiden, ZW(·j 

verschiedene Buchstaben einzuführen; bl'sollders bei Rechnungen, in denen YOll 

dem einen zum anderen System übergegangen werden soll, iRt die~ zW('t"kmüßig. 
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Dann ist aber jedes 8 Pi 82 H -a- 0 8 = const. 
Yk CiYi Yk 

Dies ist die Bedingung für elastische Bestimmtheit. Um
gekehrt ist ein System elastisch unbestimmt, wenn irgendein zweiter 
Differentialquotient der elastischen Energie nach den Formänderungs-
wegen sich als stark veränderlich erwcist. ()2 H 

Genau genommen sind streng konstante -,,---" ~ fast niemals vor
UYi uYk 

handen, sobald die Wege nicht unendlich klein sind, also müßte die 
FßH 

Unterscheidung danach getroffen werden, ob die --0 --;;- - alle nur 
UYi uYk 

schwach veränderlich oder einige anch stark veränderlich sind, wenn 
man den Yl' .. Yn Werte innerhalb der zulässigen Grenzen erteilt. Daß 
wir hier auf ein "stark" oder "schwach" kommen, statt auf ein 
"ja" oder "nein", darf nns nicht wundern, da ja bei endlichen Form
änderungen, wie schon erwähnt, die Grenzen beider Gebiete ineinander
fließen. Bei der Kleinheit der Formändernngen, wie sie bei den prak
tischen Baustoffen vorkommen, E'cheiden sich die beiden Gebiete aber 
in durchaus auffälliger Weise. 

3. Zu den einfachsten Beispielen für elastisch unbestimmte Systeme 
gehört daK Celenkvicreck mit Federn an (lcn Gelcnken, dic die beiden 
durch das Gelcnk verbundenen Glieder in einem bestimmten Winkel 
zueinander zu halten streben. Elastisch unbestimmt ist ein solches 
Gelenkviereck dann, wenn drei Gelenkc nahezu in einer Geraden liegen 
und außerdem gewisse Größenordnllngsheziehnngen bezüglich der 
Federstärken bestehen. Die Federn brauchen übrigens nicht, gerade in 

11 
der erwähnten Art angeordnet zu werden; 
die Anordnung nach Abb. 1 ergibt, ohne 
die Allgemeinheit der Lösung wesentlich zu 
beeinträchtigen, besonders übersichtliche 
Verhältnisse und sei daher den folgenden 
Hechnungen zugrunde gelegt. 

Abb. 1. 

Der senkrechte Weg des Punktes B von 
der Durchschlagslage nach unten sei Y, der 
wagrechte von C nach links sei x (beide also 

in Richtung einer Verkürzung der Federn positiv). Wird, was für kleine x 
genügend genau zutrifft, eine Führung des Punktes C auf der Wag
rechten A d angenommen, so liefert der kinematische Zusammenhang 

x = 2 l - 2 l/fi --=--y2 = 2l (1 - l/~ ~l r )) . 
Wird die Wurzel binomisch entwickelt, so erhält man 

y2 1 y4 

x=--+~~+ 
l 4 l3 

(1) 
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Die beiden Federn mögen nun, für sich allein genommen, Gleichge
wichtslagen bei x = a bzw. y = bergeben; die Federkräfte seien 
=F1(x-a) und =F2(y-b) (F1 und F 2 = Federkonstanten); die 
elastische Energie ist dann, wenn die Glieder sämtlich als starr an
gesehen werden, einfach 

H = lF1(x-a)2 + -~-F2(y-b)2. 
Wir müssen hierin noch eine der beiden kinematisch voneinander 

abhängigen Größen fortschaffen; wenn wir uns für lotrechte Kräfte 
am Punkte B interessieren, werden wir daher x mittels Gleichung (I) 
durch y ausdrücken und erhalten 

y2( 2F1a) F1y4 ( a) H = const - F 2 by + 2 F 2 - ---l- + -2l2- 1- 2T + ... (2) 

und damit 

p=_°n._=F (y-b)- ~FlaY+2F}-Jt~(I ___ ~)+ (3) 
oy 2 l l2 2l" . , 

also 

d~ = d2 H =F _ 2F1 a + 6F1y2 (I_~) + 
d Y d y2 2 l l2 2l' .. (4) 

Aus Gleichung (4) ist zu erkennen, daß elastische Unbestimmtheit 
dann vorliegt, wenn das dritte Glied gegen die Summe der beiden ersten 

in Betracht kommt. Dies trifft vor allem zu, wenn F 2 - 2 ~ 1 a = 0 ist. 

In diesem Fall tritt dieselbe Wackeligkeit, auf, wie man sie durch die 
Untersuchungen von A. Föppl beim Ausnahmefachwerk kennt; 

iJp 
für y = 0 ist oy- = 0, lind im Falle b = 0 ist P der dritten Potenz 

von y proportional. 
Die elastische Unbestimmtheit tritt auch ohne genaue Einhaltung 

der Wackeligkeitsbedingnng auf, wenn die Federkonstante F 1 sehr groß 
2F a 

gegen F 2 und gegen ---l-- ist, so daß das dritte Glied in Gleichung (3) 

und (4) bereits bei mäßigen y-Werten ins Gewicht fällt (in diesem 
a 

Fall ist 2l im dritten Glied auch vernachlässigbar klein gegen 1 I). Höhere 

Glieder der Reihe (3) kommen hier wegen der angenommenen 
Kleinheit von yjl nicht mehr in Betracht, für die zu einem gegebenen 
Werte von P gehörige Gleichgewichtslage y ergibt sieh damit aus (3) 
eine Gleichung dritten Grades, die eine oder aber auch drei reelle 
Wurzeln hat, je nach dem Wert der Vorspannungen a und b. Am 
einfachsten sind die Verhältnisse für P = -F2 b (daher auch für 
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P = 0; b = 0). 
genähert 

Lntlwig' ]'rulldtl: 

Hier ü;t. eine Wurzel y = 0: die anderen lauten 

11 Z Pz Z·, y., 0 = + a --- -. 
-, u 2}i\ 

Das Verschwinden der 'Vnrzel führt wieder auf um;ere Wackelig
keitsbedingnng. Sind drei reelle Wllrzeln vorhanden, dann sind die 

(dP) (tiP) heiden äußeren stabil 1 pm;itiv, die mittlere labil _ negativ. 
cy cy , 

wie Gleichung (4) ausweist; ist nur eine reelle Wurzel vorhanden, dann 
ist diese stabil. 

Die Bedingllng für Wackeligkeit läßt sieh übrigen:; rtllch noch 
anders deuten. Die Kraft in der vorgespannten Feder }i\ ist in der 
Durchschlagslage (y = 0) = PI a; diese Kraft kann auch durch eüw 
wagrechte Drnckkraft D von gleicher Größe am Punkte C' unter Fort
lassnng der Vorspannung der ]i'eder ersetzt werden. Die 'Vackelig-

keit.sbedingung kann jetzt auch D = ]'2 l geschrieben werden. D i:;t 
2 

der Druck, der die von der Feder F 2 herrührende Steifigkeit des Ge
lenkes B aufhebt, also nichts anderes als die "Knicklast", unter der 
kleine Durchbiegnngen y in unbestimmter Größe auftret.en. Daß für 
Überschreitung dieses kritischen Wertes von D (bzw. des entsprechenden 
von a) endliche, wenn auch recht beträchtliche Werte von y gefunden 
\I'erden, entspricht auch dem Verhalten von genügend schlanken auf 
Knickung belasteten Stäben. Die Betrachtung von von Null verschiedene tl 
Kräften P in unserem Beispiel führt zu Beziehungen, die denen bei der 
Knickungsbiegung völlig analog sind; eine nähere Untersuchung mag 
hier unterbleiben. 

Setzt man beide V orspannungen a und b gleich Null (nur a ist VOll 

elastisch unbestimmten Charakter, d. h. hat wesent.lichen Einfluß auf 

dlP; b tritt in Gleichung (4) nicht auf und ist somit elastisch 
~ y 

bestimmter Natur), so wird Gleichung (3) 

2F 
P = F2y + -z/ y3: 

dies ist dieselbe Art von Zusammenhang zwischen Kraft und Durch
biegung, wie sie bei der ursprün~lich spannungslosen elastischen Platte 
in der Theorie der Durchbiegungen von der Größenordnung der Platten
dicke auftritt. Die Wirkungen von inneren Spannungen der Platten 
lassen sich im einfachsten Fall durch Hinzunahme eines positiven oder 
negativen a in unserem Beispiel veranschaulichen. Allerdings ist die 
Zuordnung der zu vergleichenden Größen wegen der ganz anderen 
geometrischen Anordnung schwer auszuführen; es soll sich hier aber aueh 
nicht um einen Ersatz für quantitative Lösungen handeln, sondern 
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l1ln eine rein qualitative Veranschaulichung (die aber immerhin dazu 
elienen kann, für die Ordnung von Versuchsergebnissen Richtlinien 
zu liefern). 

4. Für die besondere Aufgabe der Platte mit Vorspannung mag 
ein zweites Beispiel dienen, bei dem allerdings auch wieder die Verein
fachung des Mechanismus so weit getrieben wurde, als dies irgend 
möglich war. Das unbelastete Gebilde soll ein einfach statisch unbe
stimmtes Fachwerk von der in Abb.2 gegebenen Form sein, jedoch 
mit Gelenken, die eine räumliche Bewegung aus der Fachwerkebene 
heraus gestatten. Die Gelenke am mittleren ZQ----;----1:J3 

Knotenpunkt (5) sollen dabei mit Blattfedern 
au:::;gerüstet sein, die dem Eintreten einer Winkel
abweichung zwischen den Richtungen der Stäbe 
e und g und denen der Stäbe fund i wider
streben. Weiter sollen alle Stäbe elastisch dehn
bar sein, und in einem der Außenstäbe soll sich 1a----_--~'I 
ein I:-lpann:::;chloß befinden, durch das übrigen:::; 
die Dehnbarkeit clie:::;es Stabes gegenüber den 

Abh.2. 

anderen Außen:::;täben der Einfachheit halber nicht geändert sein soll. 
Dai::i HO beschriebene Gebilde wird, "wenn es außen irgendwie auf
gelagert und in der Mitte senkrecht zu seiner Ebene belastet wird. 
dureh die Wirkung der Blattfedern sich bei sehr kleinen Durch
biegungen ähnlich wie eine elastische Platte verhalten. Bei größeren 
Durchbiegungen wird es jedoch durch die Dehnung der radiakn 
:-\tiibe (wegen ihrer schrägen Lage) und die gleichzeitige Verkürzuug: 
del' lTmfangsstäbe Abweichungen vom einfachen Elastizitätsgesetz 
yon der gleichen Art wie bei den Platten zeigen. 'Vird durch 
da,; I:-lpannsehloß eine (positive oder negatiye) Vorspannung in dem 
.I!'ach\H1rk erzeugt, so zeigen sich die Dnrchbiegungen dnrch diese 
in derselben Weise beeinflnßt, wie man das bei dünnen Platten 
sehen kann, denen man dnrch ungleichmäßiges Hämmern (entweder 
vorwiegend in der l\1itte oder vorwiegend am ltandc) V orspannungen 
beigebracht hat. 

Für die Durchführllng diei::ier Anfgabe sind zunächst die kine
Iluti-ischen Verhältnisse aufzllkliiren. Die Längenänderungen der 
Stäbe abis i mögen Ja ... LI i heißell. Die Änderungen der Pro
jektionen der Stäbe auf die Fachwerksebene seien entsprechend 
I a' ... li' genannt. Um zunächst den Zusammenhang dieser letz

teren zn ermitteln (die ebene Fachwerksfigur ist einfach geome
trisch überbestimmt), sei ein Verschiebungsplan gezeichnet. Die 
Strecken la' ... Lli' können dabei bis auf eine beliebig an
gl'nolllmen werden; der Übersichtlichkeit halber ~eien sie hier 
alle ])ositiy angenommen. Geht man z. B. \'om Knotenpunkt;) aui" 



58 Lurlwig' Prandtl: 

und hält die H,ichtung des Stabes 52 = f fest, so erhält man eine 
Figur nach Abb. 3. 

Statt Ila' usw. sei dabei zur Vereinfachung a usw. geschrieben. Ver
gleicht man nun die Diagonalstrecken mit den Projektionen der senk
rechten lind wagrechten Strecken auf sie, so lassen sich aus Abb. 3 

leicht die folgenden Beziehungen ablesen: 

e + g = (a + b - k + l ) / y2', 
e + g = (c + d + n - m) / Y2, 
f + i = (b + c - l + m) / Y2, 
f + i = (a + d + k - n ) / y2 . 

L,+-Q-~:;....~;;;;;......,~T0 Addiert man diese vier Gleichungen, so 
Ir heben sich die Strecken k, l, mund n fort, 

Abb. :1. 
und es ergibt sich die gesuchte Beziehung 

e + f + g + h = (a + b + c + d)1Y2, (5) 

wobei, wie gesagt, a UHW. für 1 a,' usw. steht. Der Zusammenhang von 
.-' a' und ~I a ergibt sich nun ähnlich wie früher: es ist 

oder 
(l +'la)2 = (l + la')2 + (Yl - Y2)2 

2lla + la 2 = 2l ja' + 'la'2 + (Yl - Y2)2 

oder bei kleinem Yl - Y2' da jetzt der Unterschied von Ja und ,da' 
klein von zweiter Ordnnng ist, unter Vernachlässigung von 1 a 2 - .·1 a,' 2 

(6) 

und entsprechend für L1 b bis L1 i, wobei bei den H,adialstä ben l'V2 an 
Stelle von 2 l tritt. 

Weiter sind noch die statischen Verhältnisse der Stabspannungen 
zu klären, von denen die 1 a ... /1 i durch das Elastizitätsgesetz abhängen. 
Da wir um; auf kleine Formänderungen beschränken wollen, genügt es, 
das Gleichgewicht an dem undeformierten Fachwerk an Stelle des an dem 
räumlichen Gebilde zu betrachten. Da an den Knotenpunkten Kräfte 
in der Fachwerkebene nicht angreifen, liefert der Kräfteplan sofort, daß 

und 

ist. 
Führt man die Abkürzungen 

EIl 
k1 =T~ und 

ein (E = Elastizitätsmodul, F 1 und F 2 bzw. l und l' = l! y2 Quer
schnitte und Längen der Umfangsstäbe und der H,adialstäbe), so wird 
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Sa = k1ila USW.; Se = k2 i1e usw. Wegen der obigen Beziehungen 
über die Spannungen wird daher 

ilb = Ac = ila, (7 a) 

k ,r-
ile = Ll1 =ilg = ili = - -t-ila r2; 

2 

(7b) 

eine Ausnahme macht der Stab mit dem Spannschloß, das um den 
Betrag 8 verlängert sei; hierfür wird 

Sd = k1 (J d - 8), 
also wegen Sd = Sa 

(7 c) 

Über die senkrechten Formänderungswege der Knotenpunkte 1-5 
wollen wir, da wir nur symmetrische Belastungsfälle betrachten wollen, 
zur Vereinfachung der Rechnungen gleich solche Annahmen machen, 
daß die zu erwartende tlymmetrie darin zum Ausdruck kommt. Die 
Bezeichnungen mögen dabei gleich so gewählt werden, wie es für die 
Rechnung am zweckmäßigsten ist. Wir setzen 

Y5 = h + z. (8) 

(Mit h = 0, z 0 erhalten wir also lediglich in der Mitte eine Einsen
kung, das Gebilde deformiert sich zu einer Pyramide; mit z = 0, h + 0 
ergibt sich dagegen eine Gestalt, bei der die Knotenpunkte 1 und 3 
um ebensoviel über dem mittleren Knotenpunkt 5 liegen, wie 2 und 4 
darunter, was eine Art Sattelform ergibt.) 

Führt man die Annahmen (8) in die Gleichungen (6) ein und drückt 
vermöge der Beziehungen (7) alle ~tabdehnungen durch 1 a aus, so 
ergibt sich ans Gleichung (5) nach kurzer Rechnung: 

(9) 

Nun ist die elastischc Encrgic zu formulieren. Die Umfangsstähe 
tragen dazll 4·} k1 /1 a 2 bei, dic Radialstäbe 4· b k 2 , 1 e2 oder mit 

(7b) 4_k~ Aa2 • DiCH gibt zm;ammen, wenn (9) berücksichtigt wird, 
k2 

K (' h2 - Z2 8 )2 l' K b1" 1 f" 2 k1 kq t ht H' . - - ,wo )Cl a ,-urzene ur~-----" - se. lCrzu 
l 4 k 2 + 2 k1 

kommt noch die Energie der Blattfedern am Knotenpunkt 5. Der 
Knickwinkel zwischen den Stäben e und g ist auf 1. Ordnung durch 

Ys ---'J~_ + y~- Y3_ = ~ (h + z) 
l' l' l' 

gegeben, entsprechend ist der Winkel zwischen I und i 

Ys -~2 + Ys - Y4 = ~ (h _ z) 
l' l' l' . 
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Die Energie deI' Bh.ttfc(krn kann dctlmach 
p 

=' [(li -+- z)~ -+- (/t - zf] = PW +z~) 
2 

gei-lchriehen werden. Damit i:-;t abo die ge,;amte elastische Energie 

I! = K (li~ -~ z~ -- :r -I- P(h~ -+- z~) . (10) 

Von den mannigfaltigcll möglichen Belastungsfällcll ::;elell hier die 
folgenden IInteri-lllcht: 

a) Alle 4 Ecken aufgelagert, die Mitte mit P helaNtd. 
H ie]" iNt h = 0 lind (la1](,1" lh = :::. alKo 

p = (~7~ = z ( ~ 8 -+- 2 p) + Z3 • ~Z~ . (11) 

Der Bau dieser Gleichung i,;t völlig ana.]og zu dem yon Gleichung 
(3), es gilt daher alles dort Gesagte entsprechend. Versch,yindet die 

Klammer in (11), ist also 8 = _ ~F l, so tritt Wackeligkeitein. Wirddai-' 
K 

Spanmlchloß noch weiter ycrkürzt, so ergeben sich außer der )Iittellage, die 
jetzt lahil i:;t, noch z,vei ,,-eitere stabile GleichgewiehtNlagen des unbe· 
lasteten Gehildes hei 8l :::=±I -- 4 2K' 

(12) 

b) 2 Ecken aufgdag('l't, die ueidcn anderen gü·ich:-;tark 
hel~Lstet, Mitte frei. Hier sind hund z beide wm KulI verschieden. 
Bei der Ausführung der Differentiation ist zn heaphtell. d,tß h lind ::: 
nicht unmittelbar die Formänderungi:lwege Kind. Die Kraft in der NIitte 

ist p. = _iJ H.._ bei festgehaltenem Y2 = Y4 (Yl = Y~; wal' = 0). Dabei 
v iJY5 

ii-lt Y2 = 2 hund Y5 = lt -+- z. Man muß nun entweder \'01' dem Differen· 
zieren hund z durch Y2 und Y;; ausdrücken, oder man verfährt wie folgt: 

[H eH dlt (~H dz 
= . -+- . bei Y~ = COllst. Damit 

[Y5 (Jlt dY5 ez dy;;' 
cllt .. 

i,;t aher wegen (8) auch h ~~ const lind daher -7-- = 0; ,yelter 1st 
clz eH eH CY5 fH 
l- = I. a]:.;o. ~. Ferner ist P2 -+- P4 = 2 P2 =', bei 

GY" (y. cz (,1j. 
a v iJ z dlt cl h '. 1 

Y5 = COllst; lt -+- z = const gibt aher 'iJ = - -,- - ; ferner ist 7 
Y2 ~ Y2 f< Y2 

2 P., = ..!.(c1 H _ c~l!.). 
• 2 (~h (z, 

al;.;o wird 

cI! 
Soll die Kraft in der )litte gleich Null sein. so ist also .. - = 0 zu cz setzen, d. h. 

[
- T.' (8 4 h2 ) v] "l 4 K 

(I = z .n. -7 - -7:2 -+- 21' + z·· 12 ' (13) 
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cl. h, enbyeder z = 0 oder 

l FP 
z = ±V h2 - 84 - 2 K . (14) 

Falls diese 'Vurzel reell ist, gibt es also wieder zwei stabile Lagen. Je 

nachdem die Spannschloßverkürzung - 85E 2 F 11 K ist, wird dabei 

1 z I :; 1 h I, d. h. die verbogene Form ist unsymmetrisch Rattelförmig 
oder dachförmig oder unsymmetrisch pyramidenförmig. 

üH 
Die Kraft p? "ird wegen -;- = 0 

" ( Z 

1 (H 'I F (8 Z2 )'1 K 
P2 = 4 iJ h = h ,2 - K Al + 72 . + hL jj2 , 

.Te nachdem z den "Tert Xnll ode]' den in (1 +) angegebenen vVel't hat. 
erhäU man 

( F K4
T

Z',S) + P., = h ---
- 2 (Lia) 

oder 
(l.ib) 

also im :Falle 'T 0 (unsymmetriHche Verbiegung) P2 lIlHLblüingig von 
deI' VorspanllUl1g 8 immer gleich dem doppelten Betrag. der clnrch die 
Blattfedern allein herauskäme (cl. h. für K = 0, wobei zimmer = 0 wäre). 

Für genügend große 8 kann gemäß (15a) beim synll11l'trü.;ch wrbo
genen Gebilde P 2 = 0 wE'rrlen; dabei ist dann 

(lß) 

E,..; ergibt ,.;ieh abo ab Htabile Lage des nnhl'la,..;tt'tl'll Ge hildes 
, 2P1 

gemäß (l~) lind (Hi) für 181 < K die ehpne Lage (z = h c= 0); für 

negative 8. d. h. VerkürzlIngen eleH Spannschlosses, <lie den Betrag 
2F11 K übersteigen. ergibt sich ein Heranstreten der Mitte (z 'ie 0, h = 0); 
für positive 8, d, h. Verlängerungen des Spannschlosses. die den Betrag 
:2 F11 K übersteigen. tritt die Sattelform ein (z = 0, h 0). Dieses Ver
haUen ist in der Tat dcm eine!' dünnen Platte analog, die durch Hämmern 
in Vorspannung versetzt ist. Sie wölbt sich in der Mitte vor, wenn die 
inneren Teile durch Hiimmern hinrcichend gestreckt sind; sie wölbt 
,.;ich sattelförmig, wenn die Randpartien gestreckt sind. Die ebene Lage 
ist dann in beiden Fällen labil. Unser Modell liefert denmach wirklich 
die hallpttlächlichsten Erscheinungen bei ebenen Platten mit und ohne 
Vorspannnng in qualitativ richtiger Weise; dabei ist der Mechanismus 
der Ertlcheinnngenhier sehr durchsichtig. Es dürfte sich daher empfehlen, 
das }'Iodell zn Yorführungszwecken im Unterricht praktiRch auszuführen. 



Über ein einfaches Näherungsverfahren zur Bestimmung 
des Spannungszustandes in rechteckig begrenzten Scheiben, 

auf deren Umfang nur NOl'malspannungen wirken. 
Von Hcinri<'h HClld,y, Technische Hochschule in Delft. 

Obgleich wir in der Airyschen Spannungsfunktion ein wertvolles 
Hilfsmittel zur Bestimmung ebener Spannungs- und Verzerrungszu
stände haben, bringt es die Eigenart der Randbedingungen, welche 
praktischen Wert haben, mit sich, daß selbst bei bekannter Spannungs
funktion 1) eine brauchbare und vor allem rechnerisch bequem 
durchführbare Lösung des Spannungsproblems sehr schwer zu er
mitteln ist. 

Die Näherungsmethode, welche wir im folgenden entwickeln wollen, 
führt daH Spannungsproblem an einer rechteckig begrenzten, normal 
zu den Rändern beanspruchten Scheibe zurück auf die Berechnung 
einer an gerade aufliegenden Hündern eingespannten Platte mit ge
gebener Auflast. 

Für dieses letztere Problem stehen unH zwei gleichwertige und mit 
ganz elementaren Mitteln durehführbare Methoden zur Verfügung, 
so daß die Zurückführung auf das Problem der eingespannten Platte 
tatsächlich wesentliche Vorteile mit sich bringt. 

I. Die Spannungsfunktion und das Problem der gebogenen Platte. 

Sowohl der ebene Verzerrungszustand, der als Grenzfall eines rota
tionssymmetrischen Spannungs zustandes betrachtet werden kann, wie 
auch der ebene Spannungszustand einer Scheibe, wobei wir unter 
Spannung in diesem Fall die mittlere Spannung über die Scheibendicke 
verstehen, kann durch eine Spannungsfunktion dargestellt werden. 

Ist F diese Funktion, so sind die Gleichgewichtsbedingungen erfüllt, 
wenn 

fPF 
Oy = -(lxi; 

()2 F 
T = -- ----

Dx8y . (1) 

1) Literaturangaben finden sich in der Enzyklopädie der math. Wissenschaf
ten Bd. IV, 4. Teilband, Tedone-Timpe, 0.: S. 161, und Grüning, M.: S.462; 
vergleiche auch hinsichtlich Näherungsmethoden Föppl, A. u. L.: "Drang und 
Zwang" Bd. I, S. 321-328. 
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Die elastischen Eigenschaften in Form des Ho 0 k eschen Gesetzes 
liefern eine weitere Gleichung durch die Forderung, daß die Dilatation 
eine harmonische Funktion sein muß, d. h. in den Spannungen aus-

gedrückt ( 02 02 ) 

bx2 + oy2 (0", + Oy) = 0, 

und mit Gleichung (1) hieraus 

02 F 04 F 04 F 
--+2 +- =0. 
i)x4 ox20y2 oy4 

(2) 

02 F 
Ist am Rande der Scheibe 1: = 0, so wird --- = 0 d. h. die oxoy , 

Verwindung verschwindet am Plattenrande und es muß bei einer recht-
eckigen Scheibe tY 

oFt+--o ~---, 
ox konstant sein für x = +a , li 1JT I JIT 

i) JI' b f-- --.---j------
oy konstant sein für y = +b , 1 i I ! .lT 

wenn wir uns der Einfachheit halber auf die sym- -I.;._.--tz=--..-!" 
metrischen Fälle beschränken. Abb. l. 

Die unbekannte Funktion F zerlegen wir nun in zwei Bestandteile 

F 0 und F l' F = F o + F 1 , 

welche einzeln für sich der Differentialgleichung (2) nicht genügen. 
Wir fordern aber, daß F o für sich alle Randbedingungcn befriedigt, 

und ebenso, daß auch die Kombination F = F o + F 1 alle Rand
bedingungen befriedigt. 

Hat z. B. Fo die gegebenen Randspannungen 

Gy = cp(x) und 0" =/I'(y) 
zur Folge, so muß demgemäß F 1 die Randspannungen 0 ergeben. 

a2 F 
Also wegen iJ x 0 Y = 0 

für y=+b, 

02F 
oy21 = 0, für x =:ta. 

Wegen des stetigen Übergangs in den Ecken ist das nur möglich, wenn 

(')F1 =0 für y=±b und f)F1 =0 für x=+a. 
iJy ox 

F 1 kann also als Ordinate einer eingespannten Platte, vorläufig wenigstens 
den Randbedingungen nach, betrachtet werden. Diese Plattenanalogie 
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läßt sich noch weiter durchführen, wenn wir die Funktion F o einmal ge
wählt haben. Es muß nämlich dann sein 

oder 

()4(Fo+F1) +.) j,4(Fo + ]I") + t4(F~+.F1) = 0 
(1 :r4 - (e .1:2 i) y2 (/ y4 

Führen wir noch, dic Koordinatelltransformatioll aus; 

a 
Y 

I1 = b' 

wobei n und b die halben Rechteckseiten, so können wir die Differen
tialgleichnng (3) ('infac-h('l' "ehr('iben 

1'2 '_~+-)'P ___ ,,1 + __ 1=_ ),2 ',0+'))' , __ .~+ __ o (ah) 
(4/1' (j4F j,4p f (/4]1' (4F (4F} 

(~4 ... ~~2(jlP Oll \ (~4 ~ Nrll2 GIJ4 

und die rechte Seite als Plattenbelastung betrachten. 

11. Methoden zur angenäherten Lösung (leI' Plat.tengleielumg. 

1. Die Methode von Galerkin 1). 

Zur Abkürzung der Operation 

iJ4 14 14 
),2 __ I -) J' \-

(t ~4 -,... 0 ~2 0112 - iJ Il 
setzen wir das Zeichen r J7 , dann wird Gleichung (3b) 

JlPF1 =-J7f7Fo '" (3c) 

Als Näherungslösung setzen wir unter Beschränkung auf 4 Glieder 

(4) 

wobei In' i22' /12' /21 konstante Werte und T11' T22' T12, T21 irgendwelche 
.Funktionen, welche einzeln die Randbedingungen einer eingespa,nnten 
Platte befriedigen. 

Die Durchbiegung bei In = 1, /22 == /12 = /21 = 0, die wir Yirtuelle 
Durchbiegung nennen wollen, bringt eine virtuelle Arbeit mit sich, die 
wir auf zwei Arten ausdrücken können. Durch Gleichsetzen dieser beiden 
Ausdrücke erhalten wir eine Bedingungsgleichung für In. Da man für 
jede Konstante eine Bedingungsgleichung erhält, entspricht die Zahl 

1) Galerkin, B. G.: Reihenentwicklungen für Gleichgewichtsprobleme an 
Platten und Balken. Wjestnik Ingenerow Petrograd 1915, Xr. 19 (in russischer 
~prache). 
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der Gleichungen der Anzahl der Unbekannten. In Formeln 
11 11 

(fw J7 F 1)rrll d; dl) = - !Io r-Fo)<Pn M dry, 
() (.) 

11 

öl> 
11 

(! (17 V F 1)<PZ2 cl i; dll = -j/ (f I Fo)q 22 rli;d 11, 
Oll 00 

11 1 I 

((W r Fl)'P12dtdJI = ((WF }I'O)(P12d(dJI, 

11 11 

(fWf Fl)(1'~1dtrfll c_ -//0 1° F o)lf21 rli;dll' 
(10 Oll 

(5\ 

F o ist hier als gegebün ,1nzuHellPn und für l<\ ist der Ausdruck 
Gleichung (4) einzlll'etzen. 

Wie Galer ki n ,LIl zahlreichen Beispiekn belasteter J:>latten und 
Balken durch Vet'gleich mit deli bekannten Ergebnii'lsen der strengen 
Lösungen in der zitierten Abhandlung gezeigt hat, kann diese Methode in 
jeder Beziehung an Genauigkeit dem Ritzschell Verfahren gleichgestellt, 
werden, erfordert <ther keine so unübersichtlichen Rechnungen wie 
dicRPs letzkrc. Mathematisch ist das Verfahren von Galerkin natür
lich nichts auderes als eine Ausdehnung des Verfahrens bei Fo urie r
I'chen Entwicklungen auf beliebige Funktionenfolgen. Es eignet sich 
besonders dann, wenn die Lasten konzentriert in Linien und Pnnkten 
auftreten, sowie dann, ,,,enn die Punktionen (Pu' (1'22 . .• trigonome
trisehe Funktionen sind, wpil dann die IntegratiOllPll welliger R.echen
arbeit erforcl<'lrn. 

2. Die j\'Iethode von e. ß. ßiI'z(lI1o 1ItH[ 1. I. Roch 1). 

Uas Verfahren von Biezeno und Koch ist noch einfacher als das 
eben geRchilderte, ist oft bei Verwendung rationaler Funktionen (hl' 
({J22 usw. zweckmäßiger und eignet sich besonders für niehtkonzentrierte, 
wenn auch nicht gleichmäßig verteilte Belastungen. 

Bei diesem Verfahren teilt man die Platte oder den ~uadranten 
il\ 1 bzw. 4, 9, 16 gleiche Hechtecke. MlLl1 verzichtet nun auf die Gültig
kpit der Gleichung (3b) in unendlich kleinl'l\ und begnügt sich mit der 
Forderung, daß für jedes R,pchtcck 

a~ f1 2 ,'.! I::!. 

IIW f7F1)dt cltl = -((WI' Fo)di;dJI' (6) 
<Xl ßl .:\1 /11 

Unter Benutzung des Näherungsansatzes Gleichung (4) hat man den 
~uadranten in 4 Teile einzuteilen und erhält 4 Bedingungsgleichungen 

1) In der holländischen Wochenschrift ,.Dt" Ingenieur" vom 13. J"an. 1923, Nr.2, 
~. 25~26. 

AU!rust J?üppl-l!'estschrift. 
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nach Gleichung (ü). Auch diese Methode, verglichen mit den Ergebnissen 
der strengen Lösungen, steht den bisher bekannten Verfahren in keiner 
Weise nach, wie C. B. Bieze no und Koch in der zitierten Abhandlung an 
dem Beispiel einer freigelagerten, einer eingespannten und einer nach 
Art der Pilzdecke gelagerten Platte gezeigt haben. Seine Berechtigung 
läßt sich nach dem Äquivalenzprinzip von St. Venant auch theoretisch 
gut begründen. 

Da wir von diesem Verfahren zur Lösung eines speziellen Falles 
Gebrauch machen wollen, seien die Formeln etwas ausführlicher an
geschrieben. Wir setzen 

'f!ll = (1 -- ~2)2 (1 -- 112)2. 

'rl2 = (1 -- ~2):l '11 2 (1 -- 1):l)2 , 

'/'22 = ;21}2 (1 - ;2)2 (1 - 1)2)2, 1 
'1'21 = ~2(1. - ';2)2 (1 _ 1)2J2 . {(7) 

Uie Gleichungen (6) liefern, ausführlich angeschrieben, wobei wir mit 
römischen Ziffern das Rechteck bezeichnen wollen, über welches sich die 
Integration erstreckt, und mit df--! = d~ d'll das Flächenelement: 

in / /' 119'11 elf--! + 122 (17 17 T22 df! + /12 r F F (P12 d!, + /21/ V Fq:21 df-1 1 
j i j j 

=-1 V/I Fodp-
j 

lu) V /I (Pu elf--! + 122/ F // Cf'22 d,u -+ /12 I 1/ JI 'Pu elf--! + /21/ f V '1'21 dl' 
n II II U 

= - IV/7 Fcdp, 
II 

/n,/ V 17 Pu df-1 + 122,/ J7 JI T22 dp. + 112j' V Ji CPJ2 (lp -+ 121 f // " CP21 elp 
lIf llf IIf III 

(8) 

= - (VJI FodlJ, 
ilI 

in) V 17 Pu df-1 + 122/ V V T22 d P + /12./ // JI (('12 dp -+ 121) f! F CP21 d I/ 
Ir IV 11' IV 

= -J VVFod,lI. 
IV 

Ist das Problem unsymmetrisch, so kann man die Randbedingungen 
in einem symmetrischen und einem antisymmetrischen Teil zerlegen 
und diese Fälle besonders behandeln. 

Das Gleichungssystem (8) ist von Biezeno und Koch für alle Werte 
von l' berechnet worden. Für die quadratische Platte lautet das System 
/1' = 1) 
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+14.65/11 -0,,1.75/22 -- +.00535 /12-- +.0053;'5/21=-(rrFod/l, 
I 

U:l 111 -+- l.!lß97 122 + 35,:3m)6i5/l':! - O,Oß7S;") 121 = -{ , "'0 (l/I . 
Ilr 

-+ I,J5/11 + 7.507 122+ S,9321i)/12+ R,n321;'5/21=-(' 1<'Or1.,II. 
1 T' 

III. Anwendung der letzteren Methode auf den l!'all einer 
qua{h'atischen Scheibe, welche (lurch zwei EinzellasteIl 

zusammengellreßt winl (Abh. 2). 

Wir entfernen zunächBt die Dimf>llsionsgrößpn, indem wir die mitt.
p 

lere Spannung On =" einführen. 
Za 

Dann ""ird mit F o = (/ 0 00 und F 1 = 1/'1 On 

If ~= fJ 0 + CF1 . 

Für 'l~o wählen wir die folgende Form, von der 
Wll: nachweisen können, daß sie allen Rand
bedingungen der gestellten Aufgabe genügt: 

IPO = ] : 1 - - VI - 'I' (I - ~2) i , 
'/' 

'I' = 1 - - -~ (1 --- jJ2)4 -

p 

Abb.2. 

(Wa) 

(lOb) 

Die vierte Potenz illt nötig, damit <.uch für ~ = 0 und I/ ,~c 1- 1 
('</'0 

verschwindet.. i1tj 
Zum Zweck (kr Abkürzung tletzen wir noeh 

11" = 1 - 'j,(1 ___ ~2) . 

:Für I/ = Tl \Yirll reeht~ (ro = 1 - ~ , a];;o 

lillks (1'11 ~= 1 -/- ~ . also 

(1Oc) 
()lpo 
"""[)i'-=-I, 

." 

(j CFo 
-~I.: =+1. 
( ." 

All den Stellen ~ = 0, I/ = T 1 haben wir also eine Unstetigkeit 
im ersten Differentialquotienten, es muß an diesen Punkten gelten 

r {( ~1~)rec~~ovon - (~ ~tn~~~on } = - p . 

;)* 

(9) 



I roiuridl [[ollcky: 

Für die Differentialquotienkn der Funktion (/0 bekommen wir, wenn 
wir noch zur Abkürzung von den folgend<'n Formeln Gebrauch machen 
wollen: 

( In I/, 1 Oll' (~ In 11' I (2 11'- _ 1 (" 11' r 
( IJ (' IJ 

, 
( II~ (112 I/,~ (IJ' ' 11' 11' 

(3 In IJ' 1 (:1 11 , :{ (~ 'fl () 11' 
+ 1/~3 (~~l~r (' 1J:l 11' ( II:J 'I'~ () II~ ( IJ 

Die ersten Differl\l1tialquotiellkn werdeH 

für ~ = +1. 

( '/ 0 
_ = O. 

( '/ 
für 11 = + I. 

Für die zweitell Differpntialquoticntcll ergibt sich 

(J~'1'o 

(h)~ 

ebcllflO für die dritten 

(ll a) 

) (11 11) 

(12a) 

(12h) 

(1201 
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Wir können nunmehr dazu übergehen, die Integrale auf der rechten 
Seite der Gleichungen (9) zu berechnen, 

Ein besonderer Vorzug der Methode von Biezeno und Koch ist es, 
daß sie erlaubt, das Integral sofort in ein E'infaches Integral umzuwandeln. 

Es wird 

//:' r ~"d", 'I ~ (~~;{ u; ~'L" ( 'r" ;;'1, J 
1'It 1 /'1 ;;=//1 

(13) 

::: "'1 

Bei der Berechnung dieses Integral:-; verlangt aber der Punkt ~ = 0, 
11 = + 1 eine besondere Behandlung. Diesel' Punkt liegt in dem in 
Abb. 1 mit 111 bezeichnet(~n Intügmtion;;gehict. DiE' Integrale über I, 
J I lind 1 V können ohne weiteres gebildet werden. 

DaR Integral über 111 bilden wir zunächst VOll 

bis 

11 = ~ bis 11 = 1 - Cz , 

wobei f'J. und C2 sehr kleine, aber doch zunächst endliche Zahlei!. 
\~lir ha.ben in dem Interynll J1J 

d 11 _ :! /"( "ra 9~o ) 
~ .' (I~:!. (' J I '1 

" ':J ~ 

,d 2 - .J, + :! J~ -! .Ja' 

" 1 1-" 

,', 

,/ ~ 
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Die ersten drei Ausdrücke in Gleichung (14) ändern ihren \"Ol't für 
sehr kleine f'1und 1-'2 nicht 111('hr, so daß man hior zur Grenze "'[ = C2 --- \) 

ohne weiteres übergehen kann. 
Die beiden Integrale 1 2 und 1a la~;;Ctl sich in geschlossener Form 

auswerten und ürgE'llen beide eillon vl'n;chwindenden WC'l't für 

und f' ~= o. 
DaR Integral 11 gibt ebenfalls elen Wert Null fül' j('den endlichen, 

wenn auch 110ch so kleinen Wert von /-'2' für f'2 = 0 wird dagegen dn,. 
Integral (Xl. Dies war auch zu erwarten da ja unserc Platte bei ,~ = 0_ 
I! ,~ +1 pillen Knick hat. wdchl'l' 1lUl' dUl'ch eine Einzellnst.. und zwar 
ei.ne uncnillieh große Einzplla,st. in piner Platte erzeugt werden kann. 

Da aber diese Einzellftst sieh auf den Punkt ~ = O. I/ c_- +1 l}('
schränkt und <lit~ Platte 11m Rand f<'si, eingespannt ist, kOlllmt ihn' 
Wirkung für unseren Zweck nicht in Betracht. Wir könnten lIn~ j<t 
beispielswpise die Platte nicht quadratisch, sondprn um 1 - I! = 10- l[lOO"" 

in der + -und --Ij-R.iehtung zu kurz vorstellen, danll wären die Span
nungen o1f am R.ande bei I/ = 1 - 10 - IOOO()(l nUl: um außerordentlich 
kleine Beträge von den Spannungen eüw1' kOllzent.Üf'rten Last yel'
schieden und das Integral 11 würde doch verH0hwimlen. 

Wir erhalkn ROl1<wh für da;; Intervall Uf. wekhes (len Punkt 01 -
enthält: l , " 

I '([;~ (I U) 1:( (;:\ (j'u ) _ I :(0:1 'I ) ./ (O.Il) ~_. rl I1 - :!. _ _,' d::: -- _, ,13, (I-Ltl 
,(,,;3 ,'>] . (~"(!I/ '/ ~ . ,( 1/, 'I 

11 (I 

Die Wert.e rler dritten DifferentÜllquotientf'1l werdelI 

fül' ~ = () 

fiir ~ = 1 

für 
iJ:1 ({'li 3 (/'Cl - /1') 
(~ ~3 ~ (l -- :r'- I;') ': 

ferner für = () 
c')3 'Pli 

= 0: _ I/ r'l/ 

und 
v:l 'J 0 

0, I1 -
t) E:2 r 'J/ 

-

für I1 =c 

ra(Fo 27 [ 1105 , __ ,1 l 
(1~~7'~! = 32 ] -- 1024 (I - d J ] 

-!;H '--' 1-: - ,(1-- -") 
.31~ -. 

03 'P 
Die Ermittlung von --

fJJ7~ 

erfordert einige Hilfswerte , 

für I/ = !. ist etwas umständlicher uno! 
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Es wird für r; ~~ + 
431 1 

ljJ = 512 ' ~, = 1,18793, ,~ = 1.41118 
'1,2 ' 

OllJ_ 127 dlnw 
, -"r;' = + 1,00232 . ofJ - ,.. 32 ' u 

fJ2 11' 27 o21mjJ • ' 
16 ' "-2 = -.3,0092!:1 

fh}2 U 11 

iJ31j) 45 03 In 11' 
a 1]3 4 ' ;;-:;/3' -5,32245, 

o CfJo =! ..? hl1f' {! ,'::--:-_~' ~p (1_:-:::-_~2)_, 11 . 
rhllf' ur; [1 - 'lp(1 -- e)p r 

02 J'o = 1 02 ln 11' {.!, -ty,_(,! =l~ _ 11 
(11J~'P 0112 [1 -- 11' (1 -- ~2)F f 

iJ In'II' f 1 - ~2 Cllj' CI!fJo} 
,-j iJ 11 l4[1--ljI(1 - ~2)l' PlI -- iJr; , 

(J3 (Po 1 03 ln 11' f _ "1' 1 091 l 
o • = -, ,w' 1-- -'//,(1 "t-) -- 1 
Oll" 'I' d113 l 2 J 

. 02 ln 1/' (j IjJ f 1 2 ., _ , 1 [1 2 I ,_ I' 1 ~ 
~2 '., , 1-(I-~)--w,-" 1--'lp(I-~) /I "j '1""" 

(li/" (' r; l 4 'lf'2 , 2 - , 

IOln'ljJ{3 23(0'lf')2 _, 1 22 82 'IjJ_, 
T,,-- - (1 - ~) -- w "+ - (1 - ~) - w . 

fl} 8 iJtl 4 iJ1'}2 

-~ a2"ln.'If' IW-}(I-~'I'(1--,~2)) 11 
'I' r! Ir . 2 

". Oll' a_ln, 11_' 11 (I l (1 ) l I' - - ~2)2 U' ' '-; 1 - - 'I' (1-- ~2) /0 } I . •. 
rhl rll} 4' lf!2 2 1/,2 , 

Nach Einsetzen der Zahlenwerte ergibt sich schließlich mit 11 = ~' 

(j3 (P 1 _';2 , (1 _ ~2)2 I 

"---3 = 5,G22R2 (w ~ - 1) - 2,3fifi72 Vw, 1.00431 -' vu' 
U 1'} /I". 10 

I - ';2)3 " + 0,267587 (, w- Vw , 

wobei w = 0,158203 + 0,841797 ~2 • 

Damit finden wir nunmehr für die Integralp <leI' Gleichung (12) auf 
3 Stellen genau 

fr(03 . f '(j fao,) ~= & 
dl} = -1-0,866, 

~((j3 
/ - -CfJo) d 11 = + ° 329 :-, -'3 ,. ., 

v I:; :;=1 

o 
1 

1 ·('~3(Po.) 
iJ~3 ,==~ 

dl} = +0,500. cl/I = +0,(1),);), 



I 

/
0(" (J3 'fn) '_ , 

-" 1-2') . dl; = +0,70~ 0 

,Oc:C1Jrl'~' 

t(03 ) I qJO d 2 = --1.mn 0 

(51l 'Ie 1 

1 

/
'O( iJ:_l (P,O ) 

M = -0,413, 
("/l 'I'~ 

Ö 

= 0,866 - ~ 0 0,710 -- ],G!17 -202;)] __ 

= 0,32!:J -- 0,~66 -+-:! 0 0,70~ .... 0,413 =- +O,JIi(j 0 

Für das IntervaH III nach Gleichung (l4a) 

/
' ~7 <J'od;dr; = 1~(i)3qJo) dlJ _ 2/ 0

(- fj3(PO). dt _'_IJ('~:rpo') rl!; 
(" ';3 t \ a 1;2 a I) ~ () 11:J , ~ 

lJI i ,j 0 

= 0,;")00 -+ 2 0 0,710 -+- 1,6H7 = +3,617, 
I 1 

. f'f( fj3rpO) (' C"l(r'O) l /0'( (j3qJo) (,J3 <J' ) l ~ 
/ ' , d~dlJ = 1\ 0 -- -- '--- f d11 + 2 \ -. ~.. - ~".";-' f cl, a ",3 , I ' fj E3 ), { 2 ~2 a 11 . 1 ('J ~2 (11/ !, 

i'r i/ - ~i' ~ 
j 

0J -3' ' 03 l 
+ I \ (~:l0) - (~~o) f r{E = O.l);'ii};) - 0,5 - 2 0 O,70~ + 0,413 

or c- II . I r 11 ~--, . 
= -1.4480 

Damit ergeben die Gleichungen (8) 

;11 = +0,1191 0 

/22 = +0,2680, 
112 = -0,1236, 
in = -0,0347 , 
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Wir wollen die Spannungen ay für die Ordinat.e 1) = 0 berechnen. 
Es wird 

(02 gJo (i2 gJl ) 
(i 1/ = 0'0 -- ":;;--=9 + ~ {:'>-

, (I ~- c " -

speziell für J) = ° , 
all = "0 {- (l!2 ~2)~· + 0,4764 (B~~ ~- 1) - O,Oß94 (J - 12~2 + 15~4)} 

also in der Mitte 

a max = -1,958 ao , 

am Rande 

amin = +0,175 "r. 
(vgl. Abb. 3). 

Im Punktt> 01 1- I wied l1tLtürlich 
"1/ (X) groß. 

Da aus I::lymlllet.riegründen T = 0 
fürJ} = o. so haben wir gleich
zeit.ig den Druck auf die Unt.erlage 
gefunden, welcher ent.st,ehen würde, 
wenn eine Scheibe von Seit.enver
hältnis 1 : 2 durch eine konzentriert.e 

Ahh. :1. 

Last in der Mitte der einen Seite mit der anderen Langseit.e auf eine 
vollkommen glatte und unzmmmmemlrückbare Unt.erlage aufgepreßt 
würde. 

Da bei die::;er Art der ]{,andbedingung ein :l.ug an den Enden der 
Auflagelinie nicht übertragen werden kann, miislolen :·,joh di(' Buden etwa,c: 
abheben, was man an einem GUlllmimodellleieht bestätigen kaml. 

Ec: ist nicht nötig, daß elie Grumllö,;ung ({in als eine mit allen Diffe
rentialquot.ienten Ioltet.ige Funktion angenommen wird. Es htsc:en sich 
vielmehr noch andere Beispiele angehen, hei welchen' V gJo oder sogar 
die dritten DifferentialquotiE'llten linienförmig(e UnsietigkeitHstellen 
haben. Bemerkt sei noch, daß der dem Nähn-ungHverfahl'en von Bicze no 
und Koch zugrunde liegemte Gedanke sieh allch mit Vorteil zur Lösung 
von Aufgaben verwenden läßt" bei wekhen sich die Bedingungen am 
Hande der Platte nicht von vornherein befriedigen lassen. Zu diesen 
letzteren Problemen gehören diejenigen, bei welchen nicht nur Rand
spannungen, sondern auch RandverRehiebungen vorgeschrieben Rind. 



Über die Biegung von Stäben, die eine kleine anfänglich(' 
-Krümmung haben. 

VOll s. Timos('lwnlw, z. Z. in PittHIHlt'g. 

1. Hier wollen wir dip Biegung eiI1l'N Stabes AB betrachten, det" eilw 
anfängliche Krümmung in der Ehpne :l:J/ (Ahb. 1) der Wirknng der 
äußeren Kräfte hat, und nehmen an, daß die:;e Ebene eine dcr Haupt
achsen (kr Querschnitte deN f-ltahcN enthält. Dic anfänglichen kleinen 
Ordinaten der AchR(~ des krummen StabcN bezpichnell wir mit Yo und 
die Onlillaten nach deI" Deformation mit?J. Dip Durch biegungen 

ih = Y -.l!o 

laKsen :,<ich jetl':t aUN (iPr DifferentialgleiehulJi-! 

EI rl3 Yj = E [(' ,13 Y ___ ,[3 Yo ) = _ 11/ 
r/;(;2 rl.r2 ,l :;;2 

( I ) 
berechneIl. 

Die Lösung der Gkichung (1) iNt ::lehr cinfaeh, wenn auf dell .stab 
nur Kräfte in der RidltUIlg der y-Achse wirken, d. h. wenn Meine 

belmllnkFunktioll von x i8t. Die 
r-III c7 Aufgabe wird komplizierter, wenn 

r=:::d::::::±=====:::;::;:~8r-x längs wirkende Zug- odel' Druek-!JF= t :::r kräfte vorhanclen sind und besonders 

Abh.1. 
weml diese Kräfte unbekal1llt und 
aus den Bedingungen der Endbe-
festigungen deR Stabes zu bestimmen S r-Il- c-jP fj S' Nind. Im folgenden ist es gezeigt. 

::"-!f1~t:=~~===-t=z====~~fE~.X .-------------: J -wie man dieNe Aufgabemit Hilfe dc" 
--------e"',.,r Satzes der virtuellen Verrüekungell 

Abb.2. lÖHen kann. Indem wir die anfäng
liche Krümlllung und die Durch

biegungen mit Hilfe trigonometrischer H,eihen darstellen, können -wir 
auf diese Weise brauchbare Nähel'ungsformeln erhalten. 

2. Die Methode wollen wir mit dem einfachRten Beispiele eines 
geraden Stabes mitunten,tütztenEnden erklären (Abb. 2). Die Biegrmgs
linie läßt sidl in dieHemFalle in df'l" Form HolcllPr Hpil1Pl1 darstellen: 

.,:1" 2;;r:r 
Y=(/ll'in +02 sin + ... (2) 
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Die Koeffizienten al , a2 , ... spielen hier die Rolle der Koordinaten deB 
Systemes. 

Die potentielle Energie der Biegung wird 
l 

r EI "(d2 y)2 EI Jl4 ~ , 
T = 2 l.dx2 d~' =:Üi ,L.,; n4 a" . 

o n=l 

Geben wir jetzt einem der Koeffiziertel1 an eine kleine Vergrö!3enmg 
'la", so wird die entsprechende Durchbiegul1g clef' Stabes 

nn:l' 
I y = I a" sin l . 

Die Arbeit der Kraft P auf dieser Verrückung wird 

n Jl C 
P'la" sin Z 

und die entsprechende Anderung der potent,ielleu En81'gil' 

. liV EI;r44 
I ~ = '-:--- lall.' ---:-)-Z-;l' n a·" -'a" . 

(! Il-n 

Nehmen wir an, daß auf den Stab nur eine Kmft P lI'irln. wird di,' 
Gleichung der virtuellen Verrückungon 

und 

EI:JT4 • nnr 
n4 (( /I I (( /I = 11 I (/ /I. SIn l 

273 

a/l = EI n 4 n-l 

I )ieReR 11l (2) eingeRetzt, erhalten wir 

JI= 

'v • n )7 C • sinn_:JT ,1: 

2 pp ~sm l 

E I ;74 ,L.,; n4 
n J 

(4) 

Wirkt auf den Stab auch eine Druckkmft (Abi>. 2), ';0 müssen wil' 
die Arbeit dieser Kraft auf die virtuelle Verrückung in Betracht ziehen. 
Diese Arbeit ist gleich 8 . J Ö, wo 0 die Differenz zwischen der Längt" 
der Biegungslinie und dem Abstand der Endpunkte A und B des Stabe" 
bedeutet und LI (j die Veränderung (liPHel' Größe, die den Veränd .. -
rungen // y der Durchbiegung entspricht. 

Im Falle kleiner Durchbiegungen wird diese Differplll1 

l 

() = - ---.!L dx = 1 j'(d )2 
2 a~: 

I> 



76 

und 

Die' Gleie'hge\Yichtf'gleichung wird in diesem Fall<' 

lind 

EIn' 4 I . nnc 10 .,,2 
213 n 0" U II = P lalll-lm l -1- R n 21 .",2 0 " 

(/" 

2Pl3 sin 'f1,7 C 

EI ll'4 n4 

Die::;el-l Hl'~lIltHt. in (2) l'ingrKPt.zt, und mit der Bezeidmung 

t'rha.lt,en WB' 

Y= 

,,:!:= 
8l~ 

EI;r2 

" Kill 
2Pl3 ~' 
EI:074~ 

n=1 

8 

8"nh'" 

nnc nn;!: 
. Kill 

(6) 

(7) 

Mit. Hilft, um; ~uperpo~it.iullsgeset.zeH könllen wir jetzt Kolli' einfaeh die 
AUKdrücke für Biegungslinien in anderen Fällen bekommen. Nehmen 
wir z. B. an, daß eine gkiehförlllig verkilte LaKt q auf den Stab wirkt, 
"0 müssen wir nur qde, anstatt P in (7) einHetzen und darauf diese Reihe 
zwit.:ehen den Grenzen 0 und l integr·iereIl. Auf dil'i'«, 'Ve'isl' erhaUen 
wir 

Y= (8) 

Die Reihl'll. die die Uurchbiegungen repräsentieren, konvergieren 
".ehr schnell und in \'ielen :Fällen können wir uns bei Näherungsberech
nungen der Durehbiegungell mit. dem ersten Gliede dieser Reihen be
gnügen. Im Falle (8) z. R ist der Fehler ~oleher Annäherung für die 
Durchbiegung in der lVIitt,e und für (X2 = 0 kleiner alK 1/2%, und dieser 
Fehler verkleinert sich mit der Vergrößerung der (X2. 

Indem wir die durch die Wirkung der Querkräfte erzeugte Durch
biegung mit 10 hezeichnen, können wir jetzt die Näherullgsformel für 
die Durchbiegung I im Falle, wenn auch die Druckkraft S wirkt, in 
solcher Form c1an~tellell: 

f = 1 In • 
- (X-

(9) 

Wenn anstatt der Druckkraft eine Zugkraft wirkt, müssen wir nur in 



Über die Biegung' VOll ~täbell, dip eine kleille antällg-liehe KriilulllUllg hallf'll. 

obigen Formeln - 0.2 an,,;tatt o.~ einsetzen. Die Näherungsfol'mel 
die Durchbiegung im Falle ei11er Zugkraft wird 

1= 1 -: cx2 > 

.~..., , , 

für 

(10) 

3. Betrachten wir jctzt die Biegung eines krummen Stabe,,; e8 seI 

"x 2,,:r 
Yo = bl sin T + b2 sin 1 + (11) 

dic anfängliche Krümmung de,; StabeK und 

::T:r 2" I' 
YI = a j sin + 11 2 Hin 1 . ..L 

I • (12) 

die Durchbieglmg, die durch iiußül'c Kräfte hervorgerufen iRt. ..I!'Ür 
die potentielle Energie und für die Arbeit der trantlversalen Kräfte 
können wir die oben erhaltülwn Formeln anwenden. Die Arbeit der 
Druck- oder ZugkräHe wird in folgemlel' WciRe bcrechnet. ~ci 150 elie 
1tnfängliche Diffl'I'cnz zwiRchen der Länge <leI' krummen Aclltle ele" 
Stabes und dem AbKtand A--B deT' l~ndpullktl' lind ,~ dieselbe Diffe· 
renz naeh dcr Defol'llmt.ion, dann ist 

I , 

) = ~/'(dYD)2 1 . = ~~ ~I' 'u ? a. (X 41 n)", ... . x 
() n=l 

I 

(5 = ~/'(dYo + (!~~!)2 rl.1' 
2. d:l' tl.1' 

{) 

( , " 
.) 

::T" .-).! w) .) 

Z ~ 7/- bll +- ~ ~'J/- (//1 b" 
4, ~ ... 

\ n=- I 1/--'1 

Die Arbeit dcl' Dl'nekkraft 8, die cl(em Zu"\vachR 
entspricht, ic:t 

und die GleichgewichtRgleichung wird 

EI~4 4 _ . .' nac 
2 l3 n an j an -- P la n sm 1 + /') 

(I;~ 1 

lall deI' Koordinate ((" 

Den Koeffizienten an au,; dieser Gleichung bestimmend und in den Au,.;· 
druck (12) einsetzend, erhalten wir 

. (l-!) 



78 :->. Timoschenko: 

Die m'ste Summe eHl der rechten ~eite itlt die Durch biegung eines geradcll 
Stabes [Gleichung (7)] und die zweite Summe stellt den Einfluß auf die 
Durehbiegung der anfänglichen Krümmung dar. Dieser Einfluß ist 
von der transversalen lkla~tung unahhiingig und läßt sich sehr einfach 
berechnen, wenn die anfängliche Krümmung und die Kmft 8 be
Imnnt sind. 

N ehmpl1 wir z. H. einen krummen Stab mit paraboliRclwr Achsc: 

'.1f() = 4cx(l- :r) = 3~~ ~ I sin 
l2 ;r3 ~ n 3 

n;rx 

n:::::l ,.:.s,u, ... 

;-30 haben wir ~l2 c 
n:J ;r3 

für TI = ungerade, 

D" = 0 für n = gerade. 

Dic Durchbiegung dieses Stabes unter Wirkung einer gleichförmigen 
Belastung und einer Druckkraft 8 wird [Gleichung (7) und (14)] 

11 - 1 , ;j ~ f) •••. IL -~ 1 ) :J ~ .-) .... 

- (I -+ /1) 

Il::-.::: 1, :J, :, .... 

wo 

q l2 . 

Die Durchbiegungell Yl sind größer als diejenigc für einen geraclen Stab 
im Verhältnis 1 + ß: 1. 

Haben wir einen Stftb mit anfänglicher Krümmung 

'TX' 
Yo = b sinoli ' 

a.uf rlen nur eine Drucklast 8 wirkt, wird die Durchbiegung 

o;~ .;r X 

Yl == 1- (X2 bsm-y-

Im Falle einer Zugkraft erhalten wir 

(X2 _. a: 
y = -~--bsin 

1 1 + (X2 

4. Nun wollen wir den Fall betrachten, wo die longitudinale Kraft 
unbekannt ist. Nehmen wir z. B. an, daß im Falle der Abb. 1 die End
punkte A und B in der Richtung der x-Achse unbeweglich bleiben, 



Über die UieglUlg yon StäbelJ, die elm' kleiBt' anfängliche K.l'llYlllllUUg· haben. 79 

';0 wird die Biegung deB Stabes mit der Verlängel'illlg der Achse ver
knüpftl). Die entsprechende Zugkraft können wir aus der Bedingung 
bestimmen, daß die Diiferenz b - <50 [Gleichung (13)] gleich der Aus
dehnung der Achse des Stabes ist: 

I I 

1 /"( dy )2 'dy _ __1 dx +_ . I 
2., dx ' .I cl ,I: 

(J U 

rIYUd:lJ= 81 
d:r Ei? (15) 

Eine brauchbare Näherungslösung dieser Gleichung können wir erhalten, 
wpuu wir für die anfänglidw Krümmung den Ausdruck 

. .;rx 
l!n =c b Rm l 

und für die Durchhieguugt>ll. die nur transversale Kräfte hervorrufen, 
dl'n Ausdruek 

nehmen. 

., :r 
10 Hin l 

Der AmKlruck (14) wird dann dm'ch 

l'r:-<vtzt.. 

!n ,7r:1' 
'h =~ :-<ln , 1+(\2 Z 

(Hi) 

\Vinl (lU) in die Gleichung (15) einge,;etzt, :-;0 erhalten wir für dip 
BI',4illlllnmg (ler Größe (X2 folgende Gleichung: 

(/0 - b ('(2)2 :2 b Un ._- b (X") " .) 
_..L =~ J {\" r-

(1 + (;\.2)2 I 1 I (\ 2 ' 
(17) 

wo r = -,/ ~ den Trägheit.c;halhmesser des QuersclmitteR bedeutet, 

Wenu f [), bund r numerisch gegehen o;im[, läßt ::;ich die Gleichung (17) 
c;ehr einfach mit Rechenschiebcr ]ö>:iCll, 

5. Die Gleichullg (17) wollen wir nun auf die Ikrcdmung dcr langen 
rechteckigen PlattE'll mit untenltütztr'lI lUindem anwenden, Wird elie 
Belastung in tler ltichtung der Längt' der Platte un
veränderlich, :-;0 könllen wir im genügenc!l-n Ab"tande 
von den Quenmitell der Platte die .Biegungc;fliiche al,.; 
zylindrisch betrachten. Die Dureh biE'gungcl1 und (lie 
Spannungen lassen sich jetzt aus elE'!' Betrachtung der 
Biegung eines Streifen,; mn der Breite 1 hestinullen 
(Abb. 3). Die Gleichung (17) in diesem Falle amven-

E 
dend, müssen wir E durch 1 2' wo m = Pois-

-m 

r 
r~==:::z4i1 

Abb.3. 

h 
so nsche Zahl ist, und r durch -- ,/-' wo h die Dicke der Platte ist, 
~~~n. 2,3 

1) Wir nehmen an, daß die Durchbiegung in der Richtung der anfänglichen 
Krümmung geht. 



80 ~. TillloS .. JH'llk,,: 

Nehmen wu' z. B. an,. daß auf die ebene Platte eine gleichförmig 
verteilte Last wirkt, KO wird die Durchbiegung des Streifens, die nur 
durch diese Bc-.laRtung hervorgerufen i;.;t, gleich 

.) IL l-l(t - m 2 ) 

lu = ;32 E k l 

wo l die Breite der Platte bedeutet. Diesen Ausdruck für 10 und b = 0 
in (17) eingeRctzt, erhalten 'wir 

(I8) 

für 

l = 1200111, h ~~, 0,1-\ cm , I/ = 0,., kgjcm2 , E = 2,1;) . LOH kg/clll~. 

c1i(~ Gleichullg (18) wird 

und 

Iu (fi) eingesetzt, erhalten wir für Zug,.;pannungell 

8 
h 

Die Dmchbiegung in der :Mitte' wird 

fe 
I=l-t-'\~ 

l~,J 

9,78 

Dm; BiegungRlJ10ment in der 2\'fitte wird l ) 

IJ l2 1-\ 

I,:n cm . 

...11= .--8 (\2:r:!. 

und die enhlprechenr\P Biegungsspannung 

JJ1 ,,= IV = 778 kgJcm 2 . 

Die maximale Spanllung i1l der Platte wird 

"llIax = i7R + 7.')9 ~-~ 1.')37 kgjcm2 • 

1) Diese Nährunq:sfol'llld bekommen wir aus der genauen Formel 

1-

JI 

1 
bei Vernachlässigung des Gliedes--

('osh '\.7 
.) 

1 

cosh,.x.'"' 
2 



Übel' die Bie,!.mng· von Stäbell, die eiue kleine anfämdiche Kl'iimmllllg' haher!. ~ 1 

Nehmen wir jetzt eine anfängliche Durchbiegung b = 1 cm an und 
bezeichnen 

::;0 wird die Gleichung (17) 

.1,3 + 3,69 a;2 = 972 . 
Die Lösung wird 

x = 8.82, (\2 = 7,82 

und die' Zug::;pal1nung 

Die BiegungtlHpannung. als für Pillen geraden Stab gerechnet, wird 

Jl 
(j == 

Tl' 
J 

= 875 kgjem2 • 
W 

Infolge der anfänglichen Kl'iillllnung <lPK RtreifenK haben wir die DUl"el!
biegung [Gleichllng (16)1 

b(\~ Jl;C 
. • sin 

1+1\," 

()atl t'ntHjJrechende HipguUgtllllOIlWllt, wird 

und die Biegung;,;;,;pannung 

~Il 

W 
b ':\" "," /IJ h 

I + (\ 2 P 2 (I - m:l) 
-- .374 kg/('Ill" . 

Für die Illaxillwll' Spannullg in deI' ;v(ittl' <!Pl' kl'lllllllll.ll gd,ogl'nen 
Phtt,k ol'haltl'Jl \\'i r 

"",,,\: = li7i; + 871, -- :,74 = !)7H kg/t"Ill:l. 

d. h. ungefiihl' ;~(j(~~. wPJliger alH im FaHl' der ebeIH'n Platte. 
Diese Nähel'llngHlIlethode für die BCl'üchJlllllg rpl'hteckiger, ebener 

ulld krummer Platkn Hißt "i(·h itllüh auf <kll [,'all <(Pr eingeklemmten 
I-W,ndel' erweitel'll. 



Bestimmung der Knicklast eines Stabe~ aus 
Schwingungsversuchen. 

Von Lmlwig: Föppl~ Technische Hochschule in München. 

Ein vertikale)', am unkren Endl' cillgc~panllter Stab von (ler Länge ,. 
der am oberen, freipn Ende eine IJa~t P = .lVI g trägt, führt bei einem 
Anstoß Biegungßscbwingungcll aw-;, (\(']'C11 Frequenz wesentlich von 
der Größe der Last abhiingig ist. Die einfache Theorie dieser 
Schwingungen liefert die erste Annäherung; nämlich harmoniRchc 
Schwingungen, die der Djfferentialgleichun~ 

d2 x 
Jl~7 (". =-er (11 

genügen, worin 
()= (2) 

dit· elai-ltische Kont:itant.e des StaheR bcdeut.et, de,;sen Hiegungi-lRteifig
keit EJ ist. nil' Lösung der Gleichung (1) lautet hekalll1tlich 

:f = A ~in IX f· + B cos Oi. t (a) 
mit der Frequenz /- c 

~ = liM · 

Diet;e einfache Lö"ung der Aufgabe kann keine Gültigkeit mehr be
all,;pruchell, wcnn die Lat;t P groß ist im Vergleieh zum Gewicht def' 
Stnbpf4; denn niilwl'll wir uns (kr kritir;ehen Last, die nach Eu]pl' 

;r:l fi) J 
P - . 

k - 4 l:l (4) 

beträgt, so muß dic Sclnvingungsfrequenz immer kleiner werden und 
zugleich mit der Eulcrschen Knieklast auf Null abnehmen, da der 
Stab au;;knickt und nicht, mehr zurückschwingt. Diese Tatl:;aehe kommt 
in der obigen Differentialgleichung nicht zum Au::;dl'uck, die demnach 
nur für kleine Lasten P, die weit unter der lrriti1:lchen Last liegen und 
zu sclmellen ~chwingungen Veranlasi-lung geben, gültig i;;t. Allerding:-; 
"tellt gerade bei kleinen Lasten die Vernachlässigung der Stabmasse, 
wie sie Gleichlmg (1) zugrunde liegt, eine Näherung dar, die um so weniger 
zutrifft, je größer das Stabgewieht im Vergleich zur Last ist,. Den Einfluß 
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der Stabmasse auf die Sch ... vingung::;frcquenz hat A. SOlll merfeld in 
einer ~-\rbeit "Eine einfache Vorrichtung zur YemnRchaulichung cle" 
Knickvorganges" in der Z. cl. V. d. 1. 1905, S. 1320. herücksichtigt. 

Ist umgekehrt das St.abgewicht klein gegen die Last., ;;;0 hat ersterp" 
keinen großen Einfluß auf elen Schwingung::;vorgang, dagegen i"t alsdann 
die Druckbeanspruchung, (lcr der Stah durch die LaHt. P aUHge:-;etzt ist, 
für das Verhalten des Stabe::; maßgebend. DiPKcn 'Fall WOllC'll wir hier in 
Bet.racht ziehen und dabei zunächst die Rtabmasse ganz außp!, acht la,,;;;en. 

Nehmen wir die Achse des gentden Stabe~ zur x-Ach:;p, von wo an,.; 

wir die Ausschläge y zählen, NO laukt die' Diffe!,pntiaJgkichulIg (kr 
I'Jastischen Linie deR Stabes: 

, d~1J 
h J l '9 = (1ft - y) P. 

( ,X" 

wobC'i YI clpl' Aw.,c:dlhtg dPN frnicll Stnbc)](kf' l)('(kutd. 
Da, wir elen SclnringungNYül"gang deN Stahe~ ,-erfolgpll wollen, ,,'ohei 

außer den hpickn Grellzhedingullgen alll cingcNpallntell Ntabcllcle x = 0 
noch zwei weitere Grenzbec1ingungen für das frpie J~ndp ~'= l be::;tehen, 
müssen wir yorstehencle Diffel'PlltiaJgleichung noch :r.l\'pimal diffel'ell
t-iieren, ';0 daß Nie übergeht i1l 

rl4 t!j (l~ 'I' 
/IJ./ . + I' .:" 0 . (ü) rI X'1 rI :rJ . 

• !eI·pu angemeines Integral lauid y = "in /Jt. ::(.,;) mit 

. - ,/, '{; 

z = a sm J, T +- b cos;, T + C ,t' + d . (7) 

Darill hpdcutet, wie man i'ieh (lurch Eins(·t:r.en 111 dip ])iffen'ntialg10i-
(,hung übcl'7,C'ugt: p 

p - l~ , - , ICJ 

J )je J Int('gmt iOI1"kotlsi <lllh'n a. b. c. ({ l)(',ü i millen sich aus elen fol

genden Gl'ell:r.bcclingungl'll: für ,f C 

dara.us l'l'gibt ,.,ich 

cly 
o muß .11 = 0 und d:1' = 0 sein: 

). 
c=-(/-, 

Z 
und 

furner gilt Rll dcI' U renz<' :1' = I 

rl2 y 
= 0, 

dx2 

rl = -b : 

woraus (( sin ;, + b eos), = 0 

(9) 

(10) 

folgt.. :-lchließlich muß Hm freien Ende x = 1 Gleichgewicht :r.wischell 
der d'Alem bertschen Hilfr:<kraft 

(i* 



und der in dip y-Ach:<e 

1,IHlwi!!' l"iipl.l: 

d:~ I' 

" = - f)./ '~,' d,,'., 

fallenden KOllll'OIwllte 

,_ p. dy, 
fl.r 

de:< Dl'Ilck(':< P Le~tehell. Die~e Bedingung führt auf die Gleichung: 

\Vt'gpn !I, = :<in [lt· z, gpht dip letzte Gleichung ülwl' ill 

__ .11 [12 ;;, 0, /IJ./ ( a'ta~,) + P ( (al z, ) 
,:{" ,:t , 

odt'l', Illit Ht'l'ü('k:<i('htigung dpl.' Gh-iehllng (9) und (10): 

( - '\ 

-Ji/12(tg;, ,- ;,)a ~~ f).f -T.-)' (--IICOf.\;. + uRini.) 

;, . . + PT (a ('n" I. - h Kin I. -- (1) , 

I~'iihl't Illall dal-in nH('.h Ch'iehull,!!,' (HI) 

(( . 
-,-; -'0 , .. ('ot I. 

ein, :<0 (,l'gibt Kid, K(·hlid,\lidl 

ß~ - ~ y" 
l 

;, COK i. 
:4 ill ;. -- ;. ('0:< i. ' 

(l~) 

l)il':4plbcn überlegungen hätte Jllall audl ohne \\'e::;t'lItlil'he AlIdl'l'Hll~('1h 
für den Fall anstellen können, daß die LaKt P alll unkren Emle eiL''' 
Stabe:'\ wirkt, während das obere fest eingespamlt ist, E;;; ist zu dt'lIl 
Zweck nur nöti.g. daK VorzC'iC'hen von P in obi.gen Entwicklungell jen",,..
lIlal zu vertausehell. 

.\n St.elh' von G1<,idlllllg (ü) erhält lIIall in diesem Fall 

(HaI 

<lel'(-II Lü~mllg III it 
y =- ,;inf1t· z(,1') 

_ = • ,0;:\'\\ ) ~t~ ...;... [" {s:~t; ~I'_ (1 I' , /) 
- ."1 '-' "li'> ~I" l r ,', " ' ('ia) 

lautd: 

])ul'in be!:ltinuut !:lich i., wie Illall ;-lieh dureh Einsetzen in Gleidlung(iilt) 
ülwl·7.eugt. Vi,;,edpl' nach Gleich1lng (8). Hllfl dip GT'pl1z1)('dingnngen lHl 
den heidell Rtahenden fühT'pn auf 

.) g ; .. (1oj). 
[1- = ' - T 'Ein). - ; .. lioi ;. 



f';lpiehuug (14), die dem auf Drue];;: hpan:;pruehten i'\ehwingenden f'tah Cllt-
~ 

"'prieht, nimmt mit ;. = 2 d('n Grenzwert /1 = 0 an. Die"p Grpnze 

;!iehört nach Gleichung (8) zur EU]l']""ehen Knickla"t. Der Nchwin
~ullg"yorgang kann daher rlirekt zur experimentellen HeHtimmnng der 
JI1juJp]"::,chen Knieklast dil'nen, wOI'auf wir noch zu Hpreehlen komllJen 
\n·nlpll. Gleichung (15) für elen auf Zug beam,pruchten "chwingeu(lell 
Stah führt clagegen auf keine "I)khe Grellze. "olHlem der Fa,ktor 

), (ioj i. 

~ill i, - i. lioj i, 
',\ inl für großeK I, zu 1. "n daß Bit·lI ti a"~Tlllptoti,.;("h (km \\f'l"t 

U 
1 

ll,dl('rt oder dip Nc-]l\\'illgllng"da U('I" ctPIl \\ l'rt 

:!. .• . 1 
T= ri =:!."k-(J 

tiil" l'infadll' Pl'JH kbdl\\'illgungell mit kkillP11 ~\ Ii ",;chlägcll ullnillJ Il1t. 

l'llI die HecJmung zu prüfen, habe ich Vertluehe a11 :l.wei Ycr
,.j·hil'dC'Ill'll Nüibc11 aus Flußeisen von krei,;förmigcn Querschnitte'll mit 
J.! bzw. 10 mm Durchmesser angetitellt, und zwar Kowoh1 für dl'll Fall, 
dal3 da" Gewicht als DruckluKt wirkt, aJ" auch für den auf Zug l,can
~p]"uchten Stab. Das ErgebniC' der V cl'Kuehe i"t in (leI' folgendl']) Ta
l,dk :l.u,;anllllenge:;tellt, an,; deI" die gute lTJH'I"l'iW.;tillllllllJlg /'oll i:·wlll"lI 
1I{"Cllllllllg IIlld Ver::;lIch zu cntnehlllPll i:'it: 

L Stab L auf Druck he<tuHprllcht: 

Uil1!4l: i11 
Z('utimetern 

HO 
112 
I.J.X 

J1. Stab 

IS 
1118 

BI. Stab 
;")3,;) 

,2 
94 

IV. St a ), 

62,;) 
!12 

2 

2 

70 
.J.7 
2U 

,ud Z 11 g h l' alls pr n C' h t : 
100 lOS 

HX ,0 

nuf :Drnck henllsprllcht: 
7t, 79,4 
.!O,.J. 43,8 
l!/.:l :W 

Rl1f hllg beall 8))1'11 cht: 

7!1 83.:.) 
.,11 .j;\ 



Ludwig l<'iippl: 

Der Vergleich zwit<chell den l~rgcbni""en det' Ven;uchet< und der 
Rechnung zeigt, daß die Zahl <In ~chwingullgen in der }'Iillute in 'Wirk
lichkeit Htetc; et·wac; geringC'r iHt, ah; eH die Rechnung verlangen wünle, 
Der Grund für diese kleiIw Um,tilllmigkeit iHt in deI' Masse des Stabe" 
zu suchen, die wir bei der l{echnung außcr acht gelassen haben. Die 
Berücksichtigung der ~tabnHLo;tle zeigt, daß die Übereino:tim mung zwischen 
Theorie und Veri:luch so gut iHt, wie man eH für praktisdw Zwecke nur 
wüm;chen kann. EH Hei hipr angedeutet, wie die Berücksichtigung der 
Stahmao:o;e im Am,atz zu erfoli!:en hat, ohne in der Durchfü.hrung näher 
dantuf cinzugehen. 

Bezeichnet lIlall mit I! die auf dic Längeneinheit !)('zogPIlt' Rtah
Illasse, so tritt an Stelle von Gleichllng (6) 

( lij) 

Zur Liisllllg (lieflcr Gleichung dient ehel' AURatz 

!J = zr;;:) • Hin/lt , 
wOl'a.u" 

( l '7) 

folgt., Dip allgoilleino Li)sung diesel' I>iffpn'ntia.lgleichung -I.. OrdnuB!.! 

lautet 

vyobei )'1 und )'2 die reellen Wurzeln dcr UkichungPll 

E'],~ P ,', /", ( 
l4 1'1 - Ti "i - )" I! =) (19a) 

und 
E J J I --L P ,,' ,,) -
7' "'-' I I,:; - /;- () = () 
~ p - - - , (H1hl 

sind, \)<11'<111" ergibt "ich 

(20al 

(20b) 

Die Gl'enzheclingungen für x = 0 fordern 

B=-lJ und 
1.1 

A = -aT' 
~2 



l3estimlllun~' rler Knickla~t eillE>s Stabes aus Schwingung-sw·rsuchell. 8 i 

Am freien Ende ;<; = 1 muß erstem; das Moment ver;;chwinden, d. h. 

d2 
) (rlx~ 1 = 0 sein; das gibt 

a 

b 
)'1 COI:\ Xl + ),§ Q":oj 1.2 

},~Sin )~~ + x~ }'2 r8nJc2 
(21) 

und zweitens muß die in den Gleichungen (11) bzw. (12) aw-;gedl'ückte 
Bedingung bestehen, die man wegen Gleichung (17) 

L' J ( d4 Z ) ,., 1~. -d 4 = !J" Q Z, 
,x 1 

auch schreiben kann 

M(-~~-) + (!(d3~\) + PI.! (dZ) = o. 
rl;<:4 , rlxa 1 FJ.J ((.:r , 

Dmch Eim,etllen von Gleichung (18) 

.' b . ;'1 -' . 
Zl = ((, Sln/'l + COF; Al --- n T r:::;11l/'2 

~2 

ergibt Rich aUR Gleichung (22) 

a 
b 

111 ('" . -ur - -) l'" . , ~. ') P l' " .., . ~. ') m 10 1 CO:-i 1.1 - I.~ ~OI/'2 + ( ,. L :-:111/'1 - I.;, ~tn/'::l - JE .J \A1 ~ln/'l + 1'2 ...:::;1lt /•2 

-- l:f(~:~ 8il~)'1 -- i· t A~ 6in).2) --().~ ('()~).~ + ;'1 ~.~ ~~fi.?)-~ ~~; i.:~(~=-;.~~- ~Of)~2) . 

Darin bedeutet rn, = I!l 

(22) 

(231 

.1V1 
die Stabmasse.-- Rtellt eine gl'ofk Zahl ChLl', waR bei der Näherung;;

m 
rechnung zu berücksichtigen i::-:t. a 

Dureh Gleichsetzen der beiden Aur;drücke für "b- nach Gleichung (2l) 
.ilI 

und Gleichung (23) erhält man schließlich den folgenden Wert für 
m 

., .• "l"k' . @: r II (- .. ,") . l !S' l Pl\(l" '~")2 ( • @: fl)(Je" . "'@:")I Ji I. l +1.. 2 +,t., i 2 CO~i.l 0 /'2+ -1 '2 1.:1 - .~ Sl1~~1_~~~ Z ~ l!..!. l~il;l·l + 1. 2 ~t11I.::! + ('OS/'1'- . O'!l i COR/·1 +I.~ °1A.~ .( 24) 
111 ).l'IZ().:; + ).~:)(}.~sin}.l (I10fA2 -- i' l (,0:-:)'1 (alt}.~) 

Auf die weitere Berechnung, die I1lwh dem Vorbild der oben erwähnten 
Arbeit von A. ~ommerfeld zu erfolgen hat, Roll hier nicht näher ein
gegangen werden. Gleichung (24) ü.;t unter der VOrallRflet-zung, daß 

in ,., l 
. /J" = I-' M g 

eine kleine Größe ist, zu entwickeln, wobei Illit I-' = 0 das frühere Er
gebnis herauskommt, während die Berücksichtigung der ersten Potenz 
von s in der Entwicklung den Einfluß der Stabmasse in erster An
näherung gibt. 

Die oben wiedergegebenen Venmehsergebnisse werden auf diese 
Weise noch besser durch die Theorie erklärt, als es ohnehin schon ohne 
Berücksichtigung der Stabmasse geRchehen ist. 



Das wichtigste Ergebnis de]' 1technungell ulld Venmchl' dürfte 
darin bestehen, daß sie einen 'Veg zur Bpstimmung der Eu I (' l'fwhen 
Knieklast angeben, der gegenüber dpm üblichen Knickvenmch gpwisse 
Vorteile bietet, indem er gestattet, bei zunehmendel' Last dac; Heran
kommen an die E ulorsche Knicklaf\t )\\1 1)('obaehten. 

Schließlich sei auch auf die Möglichkl'it PÜH'I" .El'weiterung die;;er 
~ehwingungsvenmehe nach einer Richtung hingewimlen, für die die 
Eu leI'sche Knieklast. keine Gültigkeit mehr beKitzt; niimlich in dem sog. 
Tet. 111 a je l' Kehen Knickgebiet für Stäbe mit yerhältniKll1üßig großelll 
Trägheitsmoment im Vergleich zu ihrer Längp. ];'ür dpmrtige Stä.1w 
führt der Vel'Kuch mit sehwingelHlen MaHsPI1 gh-i('hbJb )\ll1' g<'lIHUell 
Bestimmung de]' Kllickla.Rl .. 



Eigenschwingungen VOll Systemen mit periodisch 
veränderlicher Elastizität. 

Von Ludwig Dreyfus, ViisteJ'{'s, i'ich\wdcn. (Allmänna Nvpnska.) 

Die häufige Beobaehtung von "Sehütteltiehwingungen" elektril:lcher 
l .. okomotiven hat das Interesse an der mathematischen Behandlung 
\"Im Systemen mit periodisch veränderliellPl' Elastizität geweckt. ~olche 

~ysteme be~;ihpll gewisse IllKtabilitätszonen, die durch ganz hel:lt,immte 
\Verte T lIlax uml T lIIill (ler PeriodendmH'l' T (kr clastiHl"hcll Kntft be
grenzt we]"(1p1I. 

Liegt T anlkrhalb di(':;cr GrenzeJL so ergibt Hich eine stabile SchwiIl
gung, dieilll allgemeinen nicht periodisch ist, deren Charakter aber 
do['h nicht allzu:-<ehl' yon einer einfachen ~inUf,,,ehwingung vPl'Hchicden 
zu sein hrallcht. 

Fällt T gerade mit einem der beidl'll Grenzwerte T lIIux oder 'L'min zu
"ammen, so ist die Eigensehwingung periodisch und ungedämpft. 

Liegt encUieh T innerhalb eine" Instabilitätsbereiches, so löst sich 
die Eigenschwingung in 2 periodische Komponenten auf, deren eine 
abklingt, während die andere ins Unendliche anwiielJst. 

In (1011 h(\ioen letzt,eu Fällen i"t die Periode dpr ("tahikl1 oder UJ1-

2T 
"tabilcll) Eigell:-<l'h "'ingung = , wobei l' eine ganze Zahl Ü.;t. Innerhalb 

T 

dBl" InstabilitM'H7\OlH'n i:-<t al"o die Pel'iodpndaupl' deI' }<~igel1sdnvillgungel1 
veränderlich. 

Die folge1ldp Bphandlung (ks Probklll:-< ist. ;!,UIlI gröl3tcn Teile neu. 
Nur die Gleichungen (4-) ])i;;; (i-I) lehncn ,;ieh 1111 pillen Aufsatz Prof. 
Meißners an l ). 

1. Diskussion der Schwingungsgleichung. 

nie Gleichung der geoämpftcn Eigenschwingung eines SYtltemes 
von der Masse m der DämpfungRkom;t.a,nte 7.: und <leI' Kom;t,ante der 
dastiHchen Kraft c lautet: 

d2 y rly 
m -+- k-- + C!f == 0 . 

dt2 elf 
(1) 

1) Über i::lchüttelerscheinungen in ~ystemen mit periodisch veränderlicher 
l\<JJa,stizität. flchweizerische Bauzeitung, Reptemher 1918. 
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Hierin sei c eine periodische.I!'unktion der Zeit, und zwar einelfunktion. 
deren Periode T und Größenänderung VOll außen, unabhän~ip: von der 
zustande kommenden Schwingung, hC'stimmt wird: 

Durch elit' :::luhstitutioll 
c(t) = (', (t + T) , 

k -- / 
y=x-e ~m 

(~) 

(3a) 

führen wir die Different.ialgleichung (1) del' gedämpften ,~igenschwin
gung in die Differentialgleichung (3) eines ungf'rlämpft.e.n SYRte.mes über: 

mit 

d2 :!" 
_L (1)2;l: = 0 

dP "1 

(' (k)2 
(J) = 1/ 'm - 2 m . 

Zur LösUllg dient. ('in Ansatz Illit 2 Funktionen 

,1" = ,1:1 (t) + :/:2 (l) 

uncl elen Nf'henbedingungen 

( d:1:1 ) = :1:;" = 0, 
. dt /, 0 

(,1'2Jt 0 - ,t"20 = 0 ' 

(3 b) 

(4) 

(4a) 

Zwischen heiden .Funktionen hest,eht eine wichtige Beziehung, D.t 
nämlich Rowohl XI als au<"h X 2 für sich al1<'in elip C+lpi('hung (3) bcfriedig<,n 

müssen, so gilt: x;' + 0)2'''1 = 0, 

Durch 1~lill1inat.ion von (1)2 folgt daraw-:: 

X1X~ - x2 Xr' = () 

oder, wenn wir diese Gleichung integrieren: 

Xl X~ - x2 x~ = const , (5) 

Wenden wir dieKe Gleichung auf die Zeitpunkte t = 0 und t = l' an, 

so folgt.: x 10 x;u = :/:1 7' X~'1' - X2 T Xl 7' , (6) 
Wil' wollen nUll untenmchen, unter welchen Bedingungen pOl'iodische 

Eigenschwingungen möglich sinel, Zu <lieKcm Zwecke vf>rsuchen wir den 
Ansatz für gedämpfte :::lchwillgungen 

;C7' = te - 1:\ l' a;u 

X7~ = -t-e-' 2' x~ 

und herechnen darauK 

ode]' 

oder 

'.' .J .' -- f- e - , T x' 1 ~~111 1- <{.I2'L' - - 1lJ' 

,.' + . .' +e-" l' -' J ,(,,01 rr .'-'~ l' =--= ;..(i2i1 

X2'l'" x~ T = e- 2<> 'l' X10 x;, -I- e- I.\T(X10 X~7' -;- ,1:17'X~t1) + ':C1Px~'r 
oder mit. RiiekRieht. auf Gleichung (6) 

1 I xlT , :t'~l' ] , «" - l' J = ~ -- -t- ,- = -;-~o1(), , 
:. ;i: lO ~, 

(7) 

(8) 
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Hieraus folgt zunächst, daß periodische Schwingungen nur .lann 
möglich sind, wenn jJI > 1. (8al 

Zeichnet man also die charakteristische Funktion J aIR Funktion eier 
Periodcndauer T der Elastizität, so schneiden die Geradcn T = + 1 
diejenigen (in Abb. 1 einfach schraffierten) Bereiche der Periodenzahl T 
ab, innerhalb deren periodische Eigenschwingungen möglich sind. Für 
die Grenzen (T max bzw. T min) einer solchen Zone ist die x-Schwingung 
ungedämpft und die y-Schwingung besitzt. die nat.ürliche Dämpfung 

- Tc.- t 
e 2m des Systemes. Zwischen T mnx und T min bestimmt. deI' Hdmitt-

Abb. 1. 

punkt der ./-J!'unktion mit der hyperholischcn 0:ai-Linie (+0:oi (\ Tl 
k 

die Dämpfung,;exponenten (+) 0.; dcr a;-fkhwingung b/\w. /1 = 0.; -I- ., - ' ~m 

der y-Schwingung. Da 0:01 o.;T für gleiche po::;itive und negative Werte 
von IX dieselbe Größc besitzt, ~ill(1 zwi::;chcll T max und T\lIin pmütiv und 
negativ gedämpfte x-Seh wingungell möglich.- Sclmci<let die :Funktion 

k 
~01 2m T die .I-Kurve, ::;0 bc,ützt auch die y-Schwingung (innerhalb 

der in Abb.l doppelt ~chraffierten AbHchnitte) eine negativ gedämpfte 
Komponente, welche bei unverändertem GeHetz der Elastizitätsschwan
kung ins Ungemessene waclulen müßte (Schütteh;chwingungen). Ge
mäß Gleichung (7) ist die volle Pcriodp der Schüttelschwingungen ent
weder ebenso groß (gleichperiodische Schwingung, J = ~ol IXT) oder 
doppelt so groß (doppeltperiodisclw Schwingung, J = -~01 o.;T) wie 
die Periodendauer der Elastizität. Doch können innerhalh dieser 
Periode Obertöne besonders stark au::;geprägt sein, ::;0 daß evtl. die 
Eigenschwingung den Charakter einer Sclnwbung erhä1t. 
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Wir \\"()lleJlllllll UJltl,],~llehon. in ,veldll'I' 13ezidnlllg die kl'iti,;ehen Periu
rll'!1zahlen der .Elao:t.lzltiit. zu!' Eigemwhwingung:-!zahl detl SYtltems ,~tphell. 

Zu dit'st'1ll Zwecke forlllen wil' Gll'iehung (a) durch Einführung eim'l' 
Ill'\ll'n Z<,itvaria bien /) tlJll. lind zw,u' ,;('i 

/) = I PI 
(D) (7t 

(1)0 

I) 

mit '( 

I 
('0 ( k )2= :!.:rr !I'){l! (Ha) (JI(J .. , 
1n :!.rn 1'0 'I' 

11 

(1'0 i~t die lIlit.t.len' l<~ig<'II,,("h\lillgulIgc'lIl'l'iode des Sy"t.PIll';). 
"ieh dalill 

(/~ :ö 

(11)~ + :!. 

dill 
(' 

d.r , 
I .:. fI)~.r = 0 . 

rf,) 
(10) 

I )aN i"t dic Gleichung eint''' ~y"tellls lIlit kOllstanter Ela"tizitioi,t. lind 
dl'1' l<:igenf!'equenz (11 0 , dORsen Dälllpfung::.;glie(l mit einplll 11111 das Null
Iliveau pul::;i('1'l'TIllcn :Faktor ll1ultiplizil'rt i:-!t. Ein :.;olehe:-; System i"t 
abo idpnti::;eh ulllit eÜH'1ll lInf!('(lämpftpl1 SYNtl'lIl \'on ]ieriodi::.;eh yel'
iillderlidll'], I<Jll1stizitäi. 

\-Vil' könneJl aus dieN!'!' TI'H.nNfol'lllatioJl l'inl' Hl'illl' JlplJ(']' 111](1 wiuh
t ig<'!' :Folgeru IIgoll ziphen. 

ZunäcJmt ist <luffalklld. daf.\ nidlt <Iil' I<Jla::.;tizität. als :Funktioll der 
Zpit, sondern ihr LogarithllluN all' Funktion (](,1' np11<'11 Zpitvariablen /J 
<ten Schwingungsyorgang bcstillllllt.. Man \\'in1 <Iah<,]' im aUgollH'inen 
eine gegl'bpme KUr\Tenform der Elastizitätssdnvankung Huf dieRen g<-~

änderten Ordinaten- und AbszissenmaBBtab umzuzeichnen haben. 
80daun Behen wir, claß dem System durch das Dämpfungsglied eine 

g('wi,,:-w ~Jnel'gie cntzogPl1 oder zugeführt wird. welche dem IntPgTal 
x n 

8= I'dllle . rI.l' 'rf;t:=_~_I'dlne (d;r;)2diJ 
. rl /) (W :!. d I~ .d /f 

I) 

Pl'oportional i:,;t .bt dieH('N Integral 7,wi::;eht'l1 <Iell Grenzell 0 und l' 
"tets posit,iv, :;0 bedeutet da::.; eine .Energieentziehung, aJ:;,o (,i11e Dämpfung. 
Dagegen hedeutet ein clurchau::; negativer Tntegralwert eine Energie
zufuhr von außen, die eine unstabile Pendelung zur Folge haben muß. 
Ist, endlich der Integralwert Null, :;0 bleibt der durchBchnittliche Energie
inhalt des schwingenden Systems unverändert; clip Sehwingung ist 
dann ungedämpft. Die Bedingung E = 0 be::.;tillllllt :;oll1it elie Grenzen 
der Instabilitätszonen . 

Denken wir uns femel' Ine = fW) in eine Fo u1'i en.,clw Reihe mit der 
Periode T entwiekelt, i'l0 ist leieht eimmRehen, rlaR (E);r im angemeinen 



einen von Null versehiedenen vVert hahen muß, wenn aueh x eine 

, (' dx )2 periodi"che Funktion von 19· ist, und wenn außerdeJl17119 diesdlw 

Frequenz wie In c oder einen Oberton von In c enthält. Periodizität ist al,,;o 
(lm; Kennzeichen der Instabilität und (lle Schüttelschwingungen ('1'

gehen "ich als eine Art ResonanwrKclwillllllg zwiRehell Gru1ld- oc!t-r 

Oherwellen der Schwingung In (' lind der l~jgPJltlehwjngu1lg c:;; r 
Nun liegt aber die Eigenfn'quenz des SYKtems stet" in der Nähe von 

1 (cl:e)~ ~ 
T ' also die Eigenfrequenz VOll f.l), in dpr Nähe VOll rn . Soll 

() ,(./ 1 0 

dahe]' diese Frequenz Illit Grund- oder Obel'\vellpl1 von In c/('o in 1{.e"OllallZ 

kommen, so müssen Rich dip kl'itif;ehpll Pprinr!plld:nlpl'll dn Ela"t.i7.itiit,.;
"chwanknng UI11 (lie vVnte 

(I 1) 

gruppieWll. 
\lVie aber kO!llnlt eN, dal~ die Instabilität der EigeJHowhwingung nicht 

auf eine orler mehrere beNtillllute F'i'equenr.ell der ElaNtlllität heKehrünkt 
ist, ,,;ouclel'll auf 11'I'l'quenr.beJ'eidw, di(, "og .. ,Nehüttdgehid.n" ~ -- Dil' 
Erklärung für dieNe auffallende En;cheinung liefert die Veränderlichkeit 
der Eigensclndngungi4claucl' Illit (kill PhaKenwinlwl r.\viNChen deI' 
Sehwingung des Sy;.;tem" und der pla"t,iNehen Kraft. Vtyrändern wir 
innerhalb eines Schüttelgebietei4 die Frcquen7. der E1aNtir.itiÜ, 140 ilmlel't 

Kich diest'l' Phasenwinkel automati:-;ch1 ) NO, daß r.wii4elH'1I deI' Frequenz 
([Cl' ElaRtillität und der System8chwingull~ dm.;"p]lH' ganr.zahlige Ver
hältIlii4 erhalteIl bleibt. Verändern wir die Fn'quenll der Elai4tillität 
so ;.;tark, daß dieNe AnpaRNung niehi; !llehr 1l1öglieh i:-;t, NO tn'lllll'Jl Nieh 
die Frequenzen dt'I' l~laBtir.itiit uml d('I' 11;igelli4ühwill!!Ung uwl damit, hört 
sofort elie ReNonanr. Huf. 

2. Integration der Schwingullgsglcichung für kleine Pulsationen 
der Elastizität. 

Wir entwickeln die Ela:;tir.itätRRehwankulI!! Inc = f(/}) 111 PIJ\(' 

]1' 0 11 rier Rehe Reihe: 

(UI 

I) Die Mögliehkeit hierzu gibt da" \"oriibergehellde der gedäilliJftell ~(Jhwil1i!lIl1)!~-
kompoTIE'TIte [K GlE'ichung (7) und (8) für pORitive IVerte nJn "l ' 
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Für die ungedärupfte x-I::'chwingung versuchen ,viI' 2 Ansätze, nämlich 
für flic "gleichperiodische" Schwingung 

oe 

.1' = 2: x,;, "in m ( ; N· -+. Vlm ) (13a) 

m.=~,4,(j 

und für die .,doppelt.p(,J'iodi,.,chc" Schwingung: 

.1' = 2::r,,, "in m(; H + "Pm). (13h) 

m=l,;J,.) 

Dureh Einsetzell ill Glciehullg (10) ergibt sich daml für eim' beliehige 
Harmonifwhe VOll der Orclnung:'izahl n: 

(l4a) 

(14b) 

Wie WH' bereit,., 'wissen, kann jedcr Oberton ,,2 r" der .Ela::;tizität,.,-
:-ehwankung zu einer Resonanzschwingung führen. wenn 

2T 
-- CX) t" T o ' . 

.Für diese Sclmillgung wird die Amplitude X,. so groß, daß hiergegell 
die Produkte XIII')' auf der rechten Seite der Gleichung (14) in erstcr An
näherung vernachlässigt wcrdcn kÖJmen. Hieraus berechnen "ich die 
Grenzen Trm"" und T,min der Instabilitätszone "r" zu 

1'0 ( ),~,.) 
T r ",,,,, ~ r 2 - ? + "4 mit 

T o ( )':JT \) T . .",- 1" -- 1 - - --
rll!lll - '2 4 

(15) 
mit 

Die Breite der Instahilitätszone beträgt 

T,.mu" -- T rmin <Xl rTo "l' , (16a) 
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und zwischen T"max und T,.min ven;ehiebt sich die Phase der x-Schwingmlg 
gegen die ElaRtizitätsschwankung um 

;T 

1" .) • (16 h) 

Für die gedämpfte y-Selmingung [Gleichung (1)] wird die lm;tabilitäts
zone mit wachsender Ordnungszahl T imnlPr tlchmiikr odcl' i>ip ver
schwindet ganz (Abb. 1). 

Da die in Resonanz befindliche Hal"IllOni:·;ehe am i>tärki>ten am;
geprägt ist, erhält man (lie übrigen Harmonischen X n mit guter An
näherung, wenn man in Gleichung (14a) (\yenigBtcns zuerst) nur x'" -, x, 
herücksichtigt. Es ergibt ~ich dann 

. f[(2T)2 .zl" (Jl, I ) .tn ) r---;'- - 11 i"'1ll n 'I' tJ TI/,,, 

J I 1[
(17) 

r :1', Tf 

± 1 (11 -+ T)),,, I ,~ill '11 ~/' /) + (n + r) 9';, , ;' r ~'r 

r),'" ""in 111 ;, /) -+ (11 r) I/I" r -+ r 1I 'r I} , J (n -

worau" Amplitude x" und Phm;e I/';, zu hendlllcn "ind. 
Für Cf'2k = 0 wird 1111('h 1/,;' =" () und dahel' Hlwhll';, = (I . 

dann 
:r~ t 

x~ '- 4 

r 

('11, -+ r))"II+1' + (il- r)/'i1l ,. 

-r2~~-)~ I~~( 1 -+ "~n) 
(lH) 

(n -+ T)),,, I r -+ (n ---- r) 1'1;, - r 

r:! (J -L J':!r) - JI:!! I + ,,:!,,--) 
(1 Ha) 

I 2 \':2 

Man sieht, danws, daß die I:'ldl\vingullgs;Hllplituden :1:;, mit delll Ab
stand ihrer OJ'dl1ung~zahl TI von dE'T' HeNonanzonlllungRzahl r schnell 
abnehmen. 

3. Kontrolle {lel' Nä.herungslöslIug für größere Pulsationen 
der ElastizWit. 

Wenngleich die Ableitungen des vorigen Absclmittei> eine kleine 
Pubation der Elastizität nun ihrem Mittelwert voraussetzen, kann die 
gefundene Lösung doch biK zu recht großen Elastizität.ssehwankungell 
mit guter Annäherung angewandt WCI'Clell. Ich will dies an 2 BeiHpielen 
zeigen, für welche sich die gen aue LÖBung angeben lä.ßt. 
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Er,.;tes Kei,.;piel. 

Die Rlaf<ti:hitätRRe!l\Htnknng gphon'h(' pilll'1ll l'E'i!l(,ll t:)im1,.;gp,.,d,z 

Dil' Lö:mng lautf't: 

mit 

a.hm : 

"" '1 • ~7, 
,I" ~= ,/ :(:" :;111 Jl '7' ,) - , 

" 
'.)'2 -I n .) I ,.' -- -' .l n - ~ ~ (n + 2),1' ,,+~ 

:3 :rJ. 

" I 2'1' 2 

,t:~ (T ) I:! (l, 

(I 

1( 2'1')~ I ;'2 
,1',) , '1'0 ,-!) = + 2 ,j ,1'51 . 

1 2'1'~ I ,1"4 (T ) ,,)(i == I 

, (I 

1( 2'l')~ I 
.f'5 '1'0 / - ~;) 

y~ I')' . " I .) _ -' ,t:! -- h,~ f) . 

" 
I 2 I'~ - I 2 . ;1':; - '.ft . 

;~') -

~ 14-,1" 2. I 

( H~) 

(:!Oa) 

C 
l),t die Kurvt' in keinl' UlJ('l'\wllcll b(>Kitzt, Kollk CK nach Ull:<Uf'l'I' 

Co 

NäherungstheoriE' nur emE' einzige IllRtahilitätszotw i!e!,pn llIit <IN 
OrdnungRzah 1 1" = 1 , 

Hierfür wird gemäß Gleichllng (20) 

!) 

~etzen wir ;'2 = 2, abu 

1n Cm"" =-! 
emin 

otler Gmu" 

( ., 
" -., ,- 12) ., .;). " 

,2 

(21 il 

= c~ = i>-/-.(i , 
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so wird nach den Näherungsgleichungen 
To 

T 1max = 2. 1,5, 

T To 0 ~ 
Imin = 2' ,0, 

T Imax - :1\min = To ·0,5, 

und gemäß der genaueren Gleichung (21) 

T Imax = .~~ . 1 55 . 
:2 ' , 

T Imin =~o .• 0,57, 

T 1max - T 1mill = To ·0,49. 

Für r = 1 stimmt alHo die Näherungslösung bi" zu sehr groUen Schwan
kungen der Elastizität ganz vorzüglich. Wir haben aber noch zu zeigen, 
daß Instabilitätszonen von höherer Ordnungszahl (r> 1) entweder 
nicht vorhanden oder nur schmal sincl. 

Nun ist gemäß Gleichung (20) für beliebige Werte von r 

( 2 Tr)2 = r2 + ~{Ir _ 2! Xlr-21 _ (r + 2) ~~} (22) 
To 2 X r X r 

mit 

und 

-)'2 X.+·, 
+-(r+2)-----

2 X r 

r(r+ 2),CiY 
._-----

(r + 2)(r + 4)· Ci r 
--- - ---_. 

(r )2 (r + 4)(r _I 6). ..:J. 
( ')1' )~ ,. ') 

(r+4F- ~Tor +. ~ (.2 T r)2 ""-'
(1 +6) - T- + ... 

± 12.(._~) ",: .. , 
~ Xr 

r(r-2) (.!fr 

n 

------------------

(
21" ),(r-;;(r~~) . (~' r -------
.~,~r -(._2)'+ ____________________ . ____ . 

(r- 4)' (r- (j) ()~> r 
(2Tr)'_(r_4)'+ ... , 

) 

l (22a) 

'1', 2Tr 2 (r-I+2)(r-l) (~' r 
(r;-) _(.-6)2+ ... (21'r)'-·· 2 y, :- Xr~'_" 

-'i; -(r-I) '1'-2 '(r-I-2)· :<r-I 
August FüppI-F'eRtschrift. 7 
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dabei ist für ungerade Ordnungszahlen r 

r-l-2=1 
und 

+~(r -l- 2) Xr-l_~ = + 
2 Xr-l 

(23a) 

dagegen für gerade Ordnungszahlen r 

r-l-2=2 
lmd 

(2:3 h) 

Für gerade Ordnungszahlen r tritt die ElastizitätsHchwankung )'2 

stets im Quadrat auf, so daß für positive oder negative Werte von )'2 

dieselbe Periodendauer T r erhalten wird. Die Instabilitätszone schrumpft 
somit zu einem Punkt zusammen, Schüttclschwingungen können nicht 
auftreten. 

Für ungcrade Ordnungszahlen r enthält Gleichung (22) )'2 in der 
ersten Potenz, ::;0 daß für positive und negative Werte von)'2 verschiedene 
Periodendauern T rlllux und T rmill erhltlten wenlen, welche eine Instabili
tätszone einschließen. EH können alw Schüttel~chwingungen von der 

C 
Ordnungszahl 3, 5 IISW. auftretcn, obwohl die K Ul've ]n- keinen ent-

Co 
sprechenden Oberton aufweif;t.Doeh sind die~e In~tabilitätc;zonen bei 
nicht zu großen Pulsationen der Ela~tizität sehr ;.;ehmal. Bereits für 
r = 3 ergibt sich 

'2 T 3)2 3 C; r 3·5 (;~l r 
(T- = 9 - (2T, ')2 -(-" ') + - (" r '" 

o 3 _ I + -'-2 5 . 7. ~ 
T ,) (? T )2 ') 

o .:..J 25 - -:: ---~ + ~ 9 

oder für Y2 = 1 

TI! 49-(2~3t+ ... 
1\1 

T 3max = 3,1· 2 ' 

To 
T 3mill = 3,085 2-' 1 

I 

(24) 

(24a) 

Das ist ein so kleiner Wert, daß praktisch nur mit der Schüttelschwin
gung erster Ordnung gerechnet werden braucht, welche unsere Nähe
rung;;;theorie genügend genau beschreibt. 
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Zweites Beispiel. 

Die Elastizität ändere sich sprungweise nach dem gebrochenen 
Linienzug der Abb. 2. Die Schwingung kann daher nach Ansatz (4) ele
mentar behandelt und die charakte-
ristische Funktion J nach Gleichung (8) 
berechnet werden. Beschränken wir uns 
dabei auf ungedämpfteSysteme (IX = 0), 
so lautet diese Gleichung für unser Bei-

( . -I/~ l~) spiel mIt C01 = m' C02 = r m Abb.2. 

(25) 

Das + -Zeichen gilt für die "gleiehperioclische", das - - Zeichen für 
die "doppeltporiodischo" Schwingung. Für letztere ergibt sich folgende 
Entwickelung 

00S(W1 t1 + w 2 (2) r} + ~(_Wl + (w!J 21-)1 
~ 4 w 2 

+ COS ( w1 t1 - w2 ( 2) [~ - -~ (~! + ~:)] = -1 , 

cos2 ~!_~1 + ~_~ fl/w1 + 1/ ~;]2 
2 l w2 (w 1 

-, w 1 t1 - (1)2 t2 r-I/r~; + V w2 J2 0 - COS" - = 
2 _ (1)2 W 1 

()dl' 1', IH'nn WH' 

einführen: 

W 1 t1 = Wo 19'1 , 

W 2 t2 = Wo t'f2 , 

2/l1 
-----=f' 
01 + {}z -

('-1 (1)1 - (1)2 I (--) ] 
cos- = - - cos _ .), - (1 - c) . 

2 w1 + (1)2 -

(26a) 

(26) 

Abb. 3 zeigt die graphische Lösung cliei'ler Gleichung. Die Instabili
tätszonen sind durch Schraffur hervorgehoben. Sie liegen zu beiden 
Reiten der Werte 

er=n, 3JT ••• rJT 

hzw. T = T o 
r 2' 

(r = 2m + 1), 

To 
. .. r 2 ' 

7* 
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wobei nach Gleichung (26a) T o die mittlere Eigenschwingungsdauer des 
System;; bodeutet. 

Die vollständige Lösung, die auch die Breite der Instabilitätszonen 
einschließt, können wir aus Abb. 3 direkt ableHen. Solange wir nämlich 
die Elastizitätsschwankung nicht allzu groß annehmen, sondern uns 
in den Grenzen 

bzw. (27) 

halten, gilt mit guter Annäherung 

t,:,\ - • ') • r (01 _. (02 er 1 )'] '.'1' -_. 1 7l -1- ~ arcSlll cos 2 ( - e 
(01 + (02 

Abb.3. 

oder, wenn WH' 

0)r 7l • 7l E 
C08-- (1- e)<Xlcosr--(1- f) = +smr .. 

2 2 2 

einführen: 

(' 2 [(0 - (0 ne ]) er = rn 1 + -arcsin 1 2 sinr-2 . 
- rn (01 + (02 

Setzen wir endlich innerhalb der durch Gleichung (27) vorgeschriebf'llPll 
Grenzen 

arcsin IX <Xl IX , 

so wird endgültig: 

(2H) 

mit 

(28a) 

und diese Lösung gilt nicht nur für die "doppeltperiodischo" Schwingung 
(r = 2 m + 1), sondern, wie sich leicht zeigen läßt, auch für die "gleich
periodische" Schwingung (r = 2 m). 
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Die vorletzte Gleichung ist identisch mit Gleichung (15) unserer Nähe
rungstheorie, An Stelle der letzten Gleichung würde unsere Näherungs
theorie 

Cl 2 . n f 
Y2r,ln- ·--smr ---

C2 rn 2 
(29) 

liefern. Nun ist abel' 

1 + W I - W 2 

Cl W l W l + W 2 
]11- = 2In-- = 2In------. 

C2 W 2 1 _ W l -- W 2 

(j)l + W 2 

Dahel' gilt auch mit guter Annähel'ung 

wumit die Brauchbarkeit der Näherungstheorie abermal;; hewieBen ist. 



Der Verdrehungswinkel von Walzeisenträgern. 
Von Constantin Weber, Duisburg. 

Zur Berechnung des VerdrehungRwinkels von Walzeisenträgern ist 
von A. Föppl einc Näherungsformel vorgeschlagen l ), die mit Zuver
lässigkeit für solche Querschnitte gilt, die aus sehr schmalen Rechtecken 
zusammengesetzt sind. Die Genauigkeit ergibt sich aus den von A. F ö P P 1 
veröffentlichten Versuchen2) mit L-, T-, [-, I- und +-Querschnitten, 
wobei eine mehr oder weniger gute Übercinstimmung mit der Formel 
festzustellen ist. In vorliegender Arbeit will ich auf theoretischem Wege 
einige Walzcisenquerschnitte genauer untersuchen. 

Die Nähe1'Ullgsformel fii1' Walzeisellque1'sclmitte. 

Dcr vcrhältnismäßige V Cl'drehungswinkel {} eines prismatischen 
Stabes ü;t: 

(1) 

(G = Gleitmaß, J d = Drillungswiderstand.) 
Ist der Querschnitt ein Rechteck von der Länge Z und Breite b, so 

wird, falls ~;;;;;. 4 ist: 
JrJ, "'" -HZ bS - 0,63 b4) • (2) 

Für sehr lange Rechtecke kann das letzte Glied vernachlässigt werden; 
man erhält (3) 

Die weitere Verwertung dieser Gleichung ergibt sich mit Hilfe des 
Prandtlschen Membranengleichnisses: Schneidet man in einer starren 
Platte eine Öffnung von der Form des Querschnittes, spannt hierüber eine 
allseitig gleichmäßig gezogene Membrane und läßt auf diese von unten 
einen gleichmäßigen Überdruck wirken, so entspricht bis auf einen 
bestimmten Beiwert bei nicht zu großer Verwölbung der Membranen
fläche die Neigung derselben der örtlichen Drehungsspannung und der 

1) Föppl, A.: Über den elastischen Verdrehungswinkel eines Stabes. Sitzungs
bericht der Bayr.llkad. d. VV. 1917. 

2) Föppl, A.: Versuche über die Verdrehungssteifigkcit der VValzeisenträger. 
Sitzungsbericht der Bayr. Akad. d. VV. 1921 und, Föppl, A.: Verdrehungsversuche 
mit Stäben von kreuzförmigem Querschnitt. V. D. 1. 1922, S. 827--828. 
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doppelte Rauminhalt unter der Membranenfläche dem Drehungs. 
momente JYId • Hierbei sind Spannungen und Moment durch die Quer
sehnittsgrößen und {} Gausgedrückt. 

Für den langen rechteckigen Querschnitt ist die Membranenwölbung 
in Abb. 1 dargestellt. Der Schnitt der Membrane nach einer Breiten· 
linie gibt eine Parabel mit der mittleren Pfeilhöhe h =1- b2 • {) G; die 
Randspannung wird b{}G, der doppelte Rauminhalt, falls die Parabel
form für die ganze Länge gilt, - -} Z b3 {} G . Da an den Enden die Wölbung 
geringer ist, so ist für jedes stumpfe Ende} . 0,315 b4 abzuziehen oder 
die Länge des Rechteckes um je 0,315 b zu kürzen. Der Rauminhalt 
läßt sich auch durch ein Rechtkant von der Höhe + b2 DG, der Länge 
Z - 0,63 b und der Breite der J b darstellen, wie st.richpunkt.iert. in Abb. 1 
angegeben ist. Nimmtmanals 
Pfeilhöhe 1 b2 , RO erhält man 
an Stelle des Moment.es den 
Drillungswiderstaml J d . 

Ist der Querschnitt aus 
langen RcchÜ'ekC'n zusam
llll'ngeset7.t, :-;0 iRt bis auf 
clio Verbinllung:-;stellen die 
Verwölbung der Membrane 
dieselbe wie in den unab

Abb. 1. 

hängigen Rechtecken. Für jeden Teil kann Gleichung (3) angewandt 
werden, und man erhält den von A. Föppl vorgeschlagenen Nähe-

rungswert Jd "'" L: t Zn b~ • (4) 

Die Abweichungen vom tatsächlichen Werte J rl entstehen zum Teil 
infolge der llngewtUen Übereinstimmung dm Querschnittsteile mit den 
Ersat.zrecllkeken, zum Teil infolge des zwlii,tzliclwn RnuminhalteR 
unter der Mcm bmne in den Gabelungs- und Kreu7.punkten der Recht
ecke. E::; ist khr, daß c:ich in <lieKen Stellen die weniger gehaltene Mem
hrane stärker dnrchwölbt. 

Dcr llllvcrzwcigtc StrcifcllquCl'schllitt. 

Ist der Querschnitt ein Streifen von ::lich allmählich ändernder 
Breite, so gibt jeder Breitensehnitt der Membrane (mit Ausnahme 
def Streifenenden) ebenfalls angenähert einen Parabelbogen mit der 
v<,ränderlichen Pfeilhöhe -1- b2• Die::; gilt auch, falls der Streifen ge
krümmt ist. 

Hiernaeh lassen sich L-, L-- und [-Querschnitte untersuchen. Abb.2 
wigt eine Hälfte des [ -Querschnittes NP 30; die Ecke zwischen Steg und 
Flansch j::lt nach dem eingeschriebenen Kreise abgerundet. Der Quer
Rchnitt ist durch Breitenlinien (Sehnen durch die Berührungspunkte der 
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eingeschriebenen Kreise) in schmalc Vierecke (bzw. Dreiecke) zerlegt. 
Diese sind durch flächengleiche Trapeze von gleicher mittlerer Breite ,eIL 
ersetzt, die aneinandergereiht den gestreckten Streifen nach Abb. 3 
geben. Hierüber sind die Werte} b3 abgetragen und an den Streifen
enden je 0,315 b von der Länge weggelassen. Der Flächeninhalt unter 

Abb.2 und 3. 

der so erhaltenen Linie gibt den 
Wert Ja = 38,2 cm4 . 

Nach Gleichung (4) berechnet, 
erhält man 

J'et =1 [2·10 . 1,63 + 26,8.13] 

= 36,3cm4 . 

Hieraus ergibt sich eme Berich
tigungsziffer 

Ja 
J'et = 1,06. 

Die Versuche mit [-Eisen ergaben die Ziffern 0,98 bis 1,25, im 
Mittel 1,09. 

Die Vergrößerung des Drillungswiderstandes infolge der Verdickung 
im Knicke des Streifens wird zum Teil durch die Abflachungen an den 

Abb.4. 

Streifenenden aufgehoben. Für Winkelquerschnitte, 
Abb. 4, mit r = b erhält man auf gleiche Weise 

J d "'" }(ll + l2 + 0,3b) b3 , 

für Hcharfkantige Winkelquerschnitte 

J rl "'" )1 (lI + l2 - 1,5b) b3 , 

während die Näherungsformel für beide 

gibt. 
Ja "" ~(ll + l2 - b)b3 

Der Kreuzquerschnitt. 

Einen größeren Einfluß auf den Drillungswiderstand haben Gabe
lungs- und Kreuzpunkte. 

Für den Kreuzquerschnitt, Abb. 5, gibt die Nährungsformel 
Ja, = -Hll + l2 - b) b3 • In Abhängigkeit vom Verhältnis des Ab
rundungshalbmessers r zur Streifenbreite b ist ein Verbesserungswert 
hinzuzufügen. 
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Die Grenzfälle des Kreuzquerl>chnittes sind in Abb. 6 (~ = (0) 
und in Abb.7 (~ = 0) dargestellt, wobei der Durchmesser des einge

schriebenen Kreises unveränderlich gleich a genommen ist. 
Im ersten Falle bleibt nur der durch die Abrundungsbogen gebildete 

Sternquerschnitt nach; im zweiten Falle erhält man den scharfwink
ligen Kreuzquerschnitt. 

Zur Untersuchung des Sternquerschnittes vergleichen wir die be
kannten Membranenhöhen hm und Drillungswiderstände Ja des einge
HC'hriebenen Kreises und Quadrates, Abb.8. Man erhält: 

Kreis hm = 0,125 a2 , 

Quadrat kill = 0,1472a2 , 

r
r=-:1: 
I - I 
I I 
I ; I 
I I 

L 
... --l1~ 

rt---- b=o I 
I I 
I 
I 
I 
I 

~' 

Ja = 0,0982 a4 "'" 6,3 h;", 
.Ir! = 0,1404 a4 ."" 6,5 h;" . 

Abb.5 bis 8. 

Auch für den Sternquerschnitt wird man J d "'" 6,5 h;" nehmen können. 
Die Membranenhöhe km wird nur wenig mehr als beim Quadrate sein. 
Man erhält näherungsweise 

(5) 

Für dcn Kreuzquerschnitt mit großen Ausrundungen i:;t folglich zum 
DrillungHwiclcr;;tand nach Gleichung (4) der Wert 0,15 a4 hinzuzuzählen. 

EtwaH eingehender werdc der Heharfwillklige Kreuzquerschnitt 
untersucht. 

Wir greifen auf daR MembranC'ngleiehniH zurück. Die Durchwöl
bung der Membrane in einern beliebigen Punkte sei F; am Querschnitts
rande ist Fr = 0; der doppelte Rauminhalt unter der Membrane ist Jr! . 

Die Differentialgleichung der Verwölbung j,;t 
o2F B2F 
-+-=-2 (6) 
iJ x 2 oy2 

mit der allgemeinen Lösung 

( x2 y2) 
F=-2 4+4- +/1(x+iy)+/2(x-iy). (7) 

Die analytischen Funktionen /1 und 12 sind so zu wählen, daß die imagi
nären Glieder fortfallen und am Rande F = ° wird. 
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Wir zerlegen die Lösung in 

und 

(8) 

(9) 

Der letzte Ausdruck bedeutet den reellen Teil einer :Funktion von 
x+ iy. 

Der erste Teil gibt am Rande des Querschnittes die Werte -~ r2 , 

die sich also verhältnisgleich dem Quadrate der Länge r des Polstrahles 
ändern. Der zweite 
Teil muß folglich am 
Rande die Werte +} r2 

geben. Trägt man übel' 
dem Rande des Kreuz
querschnittes die Werte 
F 2 ,r = tr2 ab, Abb.9, 
biegt hiernach ein Draht
gestell und spannt hier
über eine allseitig ge
spannte Membrane, so 
nimmt diese die Form 
der gmmchtcn Fläche 

Abb. 9. F 2 an. 
Die LÖRung von F 2 

läßt' sich mit Hilfe der konformen Abbildungen finden. 
Wir setzen _ _. ____ _ 

. b f11: . 11: Vrr f I 1 « . I, x + ~ y = -;; '2 + ~ '2 - arctg ~o 2" n I; + ~ I)) 

+ Wrtg V Q:of ~ ln(~ + i I})] 

!!.. f!!.- + i !!.. - arctg l/Q:of J! + i er.. 
11: 2 2 . :2 

+ I)fttg 11 Q:of VJ ~ i cP ] 

(10) 

l --- --
b 11: 11: cp - i 11' - - + i - - arctgl/cos -
n 2 2 ~ 

1/ f(J-~lP] + 2lrtg r cos ---~ . 

Hierin sind x und y die Koordinaten des Kreuzquerschnittes, ~ = eV' cos cp 
und I} = e'l' sin cp die Koordinaten des Einheitskreises, bzw. e'f' und cp 
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die Polarkoordinaten des letzteren. Jedem Punkte des Einheitskreises 
(0 ~ e'l'~ 1) entspricht ein Punkt des Kreuzquerschnittes zwischen 
den positiven Koordinatenachsen und die drei symmetrisch liegenden 
Punkte zwischen den anderen Achsrichtungen. 

Man überzeugt sich hiervon am einfachsten auf Grund der Abb. 10 
bis 13. Abb. 10 zeigt den Einheitskreis. Für 'ljJ = -00 erhält man 
den Mittelpunkt, für 'ljJ = 0 den Umfang, 
e'l' ist der Polstrahl, Cf! - der Polwinkel. 

Abb. 11 zeigt die konforme Abbildung 

]'ür 'tp = 0 erhält man das Geradenkreuz 
zwischen ~ = + 1 und ~ = -1, ~ = + i 
und ~ = - i , für 0> 'ljJ > - 00 ge-
schlossene vierfachsymmetrische Kurven, für 
1/1 = -00 einen unendlich großen Kreis. 

1f'=O 

Abb.l0. 

Auch die Lagenänderung infolge des Anwachsens der Größe Cf! von 
Obis 8 Tl ist aus der Abbildung zu ersehen. Man erhält KurvE'n 
(zum Teil Gerade für Cf! = 0, 
Tl Utlw.), die an der Kurve 
'1/) = 0 beginnen und sich 
bis 'ljJ = -00 erstrecken. 

Abb. 12 und 13 zeigen 
weiter die konformen Ab-
bildungen 

~ + i~ = -tg(IXI + ißl) 

( 0 ~ IX, 'S JT, ) 

-00~/1, ~oocv 

und 

~ + i ~ = ;tg (IX2 + i ß2) 

(
-00 ~ IX2 ~ +(0). 
-JT, < ß2 ~ 0 

//./ 

/ 
/ 

~-3Jl / J 
/ 9'l-Z.Jl 

/ 

Für jeden Punkt des Abb. 11. 

Einheitskreises, Abb. 10, 
mit 0 ~ 'tp ~ - 00, 0 ~ Cf! ~ 8 JT, erhält man vier Punkte in der 
~ ~-Ebene der Abb, 11 und durch übertragen dieser Punkte in die 
Abb. 12 und 13 je vier Werte für 

IXI + i ßl = -arctg(~ + i t») 
und IX2 + i ß2 = ~rtg (~ + i ~) . 
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Hieraus lassen sich vier symmetrisch liegende Punkte des Kreuzquer-

schnittes b (n JT ) 

X + i Y = JT "; + i 2 + IXl + i (11 + IX2 + i ß2 
bmltimmen. 

./ 
-.--/" 

Abh. 12. 

_/ 
Abb.13. 

) 

/'(J2~-;.1l 

./ 

Den Punkten der Umrißlinie des Kreuzquerschnittes entsprechen 
die Punkte auf dem Umfange des Einheitskreises. Der Mittelpunkt 
des Kreuzquerschnittes gibt den Mittelpunkt des Einheitskreises. 
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Für die Punkte der Umrißlinie wird 'IjJ = 0 und 

x.,. + i y.,. = ~ (; + i ; - arctg -V cos ~ + Wrtg V c~s ~ ), 

hieraus für 
O<<p<n 

b (n /---q; ;----;;;) 
X.,. = -;; 2 - arctg V cos 2 + \}(rtg V cos '"2 ' 

für 
n<cp<2n 

y.,. = ~(i - arctg V - cos; + ')(rtg-V - cos ~) 

Trägt man über dem Umfange des Einheitskreitle;; die Werte F 2 ,.,. ab, 
biegt hiernach ein Drahtgestell und spannt hierüber eine allseitig ge
zogene Membrane, ::-;0 nimmt dieRe wiederum die Form der Fläche F 2 

an, da (12) 

(reeller Teil einer Funktion von ~ + 'I: 1/) ic;t, wIe aus Gleichung (9) 
und (10) folgt. 

Es ist nun eine Funktion F 2 entsprechend Gleichung (12) zu finden, 
die fürvl2+ 1]2 = eil' = 1 die Randfunktion nach Gleichung (11) gibt. 
Eine solche Funktion läßt sich ohne weiteres nicht angcben. Gelingt 
e:;, die Funktion F'2,1 in eine Fo urriersche Reihe zu zerlegen 

1/2 , /" = a,o + a 1 cos <p + a2 cos 2 <p + ... , 
so wird 

2.77 

Für den Mittelpunkt insbcsondere wird F'J,o = a o = :h;;J~2,r d<p . 

o 
Eine genaue Zerlegung der Funktion nach Gleichung (11) in eine 

Fourriersche Reihe ist mir nicht bekannt; eine zahlenmäßige ange. 
näherte Berechnung der Beiwerte ao , a 1 , usw. scheitert infolge des 
Unendlichwerdens von F 2 ,.,. für <p = O. 

Es läßt sich eine Lösung auf folgendem gemischtem Wege finden: 
Wir nehmen den reellen Teil einer Funktion von ; + i 1] 

{ b2 [ (n 5 )]21 
F 3 = ffi 2 n 2 In (~ - 1 + i 1]) - '4 + 2 ln 2 f (13) 

und betrachtcn Fa als Teil der Lösung von F 2' 
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Am Rande des Einheitskreises gibt die Funktion Fa 

b2 [ Cf! (n 5) Cf! (n 5 )2 F s • = -- In2 2sin- - 2 - + -In2 .ln2sin- + - + -ln2 
• 2n2 2 4 2 2 4 2 

- (Cf! 2 nrJ· 
Diese Funktion ist für Cf! = ° von gleicher Unendlichkeit wie F2 • r • 

Der Unterschied beider Funktionen gibt 

+ [; - arctg y I cos ~ I + ~rt~ yj:s ~ I r 
[ • Cf! (n + 5 )]21 

- In 2 sm 2 - 4" 2 In 2 f • 

Diesen\Rest zerlegen wir in eine Fourriersche Reihe. 
Da~- erste Glied der geschweiften Klammer gibt nur die Unveränder

liche 

Das zweite Glied entspricht der Reihe 

b2 [n2 + (coup + ~cos21J) + ~cos3(1' + ... )]. 
2 n 2 12 22 32 

Das dritte und vierte Glied ge,;tattet eine zahlenmäßige, angenäherte 
Berechnung der Beiwerte der Fourrierschen Reihe. 

Für 10 Punkte des halben Umfanges (0"S T -"S n) erhält man: 

Cf! = ° O,ln 0,2n 0,3 n 
(lU. und IV. Glied) 

-0,0191 -0,0736 -0,1441 ----- ---~-- = -00000 
b2 ' 

2 n 2 

Cf! = 0,4n 0,5 n 0,6n 0,7 n 
(lU. und IV. Glied) 

= -0,2201 -0,3235 -0,4287 -0,5414 -- -------- .. -

b2 

2 n 2 

Cf! = 0,8 n 0,9n n 

(lU. und IV. Glied) 
= -0,6593 -0,7765 -0,8636 

b2 

2 n 2 

Wir beschränken uns auf die Bestimmung des Festwertes der Fourrier
schen Reihe, der sich als Mittelwert = -0,3618 ergibt. 
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Die Funktion F g gibt in der Mitte des Einheitskreises 

b2 (n 5)2 b2 

F g•o = 2n2 "4 + 2 ln2 = 6,342 2n2 ; . 
der Unterschied zwischen F 2 und F g wird 

(
' n2 n 2 ) b2 b2 

F 2•0 - F g•o = 2 + 12 - 0,3618 2 n 2 = 2,928 2 n 2 ' 

hieraus b2 b2 

F 2•0 = (6,342 + 2,928) 2 n 2 ~ 9,270 2 n 2 0,47 b2 • 

Hieraus folgt, daß die Fläche F, Gleichung (7), in der Mitte des Kreuzquer
Mchnittes die Durchwölbung 0,47 b2 hat, während in einer genügenden 

Abb. 14 und 15. 

Entfemung vom Kreuzpunkte die Durchwölbung m der Mitte der 
Streifen 0,25 b2 ist. 

Legt man durch Feinen wagerechten Schnitt m der Höhe 
0,25 b2, so erhält man die in Abb. 14 im Grundriß dargestellte 
Kternförmige Kurve; der Durchme:,;"er deR eingeschriebenen Kreises 
sei ao. Die Durchwölbung der Fläche F über der Schnittfläche ist 
(0,47 - 0,25) b2 0,22 b2 ; andererseits ist die:,;e Durchwölbung nach 
Gleichung (5) ,,-,0,15 ag. Hieraus ao "" 1,2 b . 

Der Rauminhalt unter dem Schnitte läßt :,;ich durch einen Körper 
clarstellen, der die Höhe 0,25 b2 und den strichpunktierten Grundriß 
hat. In Abb. 15 ist dieser Grundriß mit dem der Näherungslösung, 
Gleichung (4), verglichen. Zu letzterem kommen die zwei rechtsschraf
fierten Rechtecke von der Fläche 0 b2 und die linksschraffierten Ab
rundung:-;flächen von etwa gleicher Größe hinzu. Es ist zum Näherungs
werte Jd der doppelte Rauminhalt 2· /, b2 • 0,25 b2 = 0,22 b4 hinzu
zuzählen. Hierzu kommt noch der doppelte Rauminhalt über dem 
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Schnitte, der nach Gleichung (5) gleich 6,5 h2 = 6,5' (0,22 b2)2 = 0,32 b4 

ist. Zusammen erhält man die Verbesserung 

Ja - Ja = 0,22 b4 + 0,32 b4 = 0,54 b4 = 0,135 a4 . 

Bei scharfwinkligen Kreuzquerschnitten ist folglich 0,135 a4 , bei Kreuz
querschnitten mit großen Ausrundungen nach Gleichung (5) 0,15 a4 der 
Näherungslösung hinzuzuzählen. Allgemein kann man, besonders bei mitt-

leren Ausrundungen mit!.- = 0,5 ~ 1, den Mittelwert 0,14 a4 nehmen. 
b 

Der Drillungswiderstand wird dann bei Berücksichtigung der stumpfen 
Streifenenden 

Der Vergleich mit Versuchsergebnissen1) gibt 

I Niihrungs'l I 
J,f 

I, = I, 
r wert Jd 
b- It 

herechnet I mwlt 
.I{, Versnchell 

.- -. --- -

6,03 2 0,5. 0,25 3,24 26,7 35,6 35 
6,03 0.39 0,5 1,28 0,96 0.2:\ 0,34 0,38 
6,03 0.39 0,25 0,64 0,76 0.2:\ 0.27 0,28 

Das Ergebni;; ist recht befriedigend. 
Für Gabelungspunkte, wie "ie bei T - und I-Quel":-:c1mitten auf· 

treten, iHt, falls alle drei Zweige gleich stark ::lind, chenfallH <Xl 0,14 a4 . 

falls einer <1er Streifen Hchmäler iHt., etwac: 
-~,,z~9'1,3-o.,.Z6>r<--9'1,3----4': weniger (für I-Querschnitte schätzungs-

11 I I d 
.. , " weise 0,1 a4 ) hinznzufügen. 

hieraus 

Abb.16. 

Man erhält für den breitflanschigen 
Grey-Träger I 22 nach Abb. 16: 

1 
J I = 2 . - . 1 963 • 2 6 ( 3' , 

1 1964-0 !H4 + 4 . .' '. 9 43 + 2· ° 1.2 44 
12 1,96-0,91' " 

1 + - . ° 903 • 18 08 = 66 4 cm4 3' , , , 

nach der Näherun,gsformel Gleichung 4: 

Ja = 2· } .14,83 .22 + 1· 0,93 ·19,04 = 52,3 cmi, 

.~~ = 1,27 (nach Versuchen 1,28). 

1) Föppl, A.: Verdrehversuche mit Stäben von kreuzförmigem Querschnitt, 
a.a. O. 
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Es sei noch einiges über den genieteten Träger gesagt. Als Beispiel 
i::;t cin aus zwei T-Eisen gebildetE,r Kreuzquerschnitt, Abb.17, genommen. 
Da die Nietreihen nur eine Verbindung in den Punkten A und B her. 
stellen, so kann derselbe als Querschnitt nach Abb. 18 berechnet werden. 

AbI>. 17 llnd 1 R. 

Er be::;teht (tu" delll dicken Jtechü'ck(' ü ~ ~ 1,8 elll~, den vi('J" J{e("hteckell 
:3 X 0,9 cm 2 und den Jlwci ]{eehtecken 5,1, 0,9 cm 2 . HiC'rfür wird nach 
Gleichnng (-t) 

J" = :\ (ß· 1,1.;:1 + +·:3· O.!)3 + :2. ;3,1 .0,113) = 17,0 cm4 . 

SC'tJlt, lllttn di(, Jlu:-;<1Il111wllgeniekkn Fußl'eehteckl' auf die ganJlü Liillge 
alB ein breites RechtC'ck in HC'dmung. 1'0 C'rhält Illan 

J;t = i: 112 . 1,S:) + :2 .. "),1 ·0,1)3) = 2.3,8 C1ll4 , 

Hieraus J" Ja = 0,66. 

~\ll("h di('"el' Wert wird durch VerBuehe 1J('stütigP), 
Die tlworC'ti"ch berechneten Drillung::;widC'r"tiind(' "timll!('ll mit dell 

Versuch"ergehni""eIl durch::;chnittlieh gut übeI'pin, NO d(tß lllttll hiC'rn(tch 
auch für andere. iihnlielw Quersehnitk den DrilhmgRwiflerRtand ],e

rechnen kann. 

1) Föp pI, A.: Y pl"drPln-('l'HUchc mit f'tü /Jen von kn'lIzfi)nnigoll (lllersclmitt, 
a. a. O. 

_\ ugu~t Föppl-1Test.schl'ift. 



Die mittragende Breite. 
VOll 'fh. Y. Karman, Technische Hochschule in Aachen. 

1. Fra,gestellung. Die Theorie der BalkenbiegUllg geht von der An
nahme aus, daß die ebenen Quer~chnittc eben bleiben; sie setzt wenigstem; 
voraus, daß diese Annahme mit solcher .Annäherung zutrifft, daß dip 
Dehnung der einzcmpn Faser angenähert proportional der Entfernung VOll 
einer neutralen Ach~e angesetzt werden kann. Bei einem T-Träger wird 
also längs des Gurtes gleichmäßige Spannungsverteilung angenOml1H'll. 
Es ist indessen aus Anschauung klar, daß die Annahme der gleich
mäßigen Spannungsvcrteilung versagen muß, wpnn die Gurtbreite 
gl'Oß ist gegen die übrigen Q,uer~chnittsa.blllesHungen dps Trägers. Es 
t,ritt die Frage auf, welche Gurtbreite in solchen l!'itlJen alK "voll mit
tragend" in Rechnung gesetzt werden darf. DeI' ]'all ist durchaus 
nicht selten: ich brauche nur auf die Biegung;;bt'anKJll'uchung von 
vel'~teiften Decken, ßehälterwäneLen, Hehoten, fpl1H'1' vt\l'HteiftcJ1 Rohrpl1 
zu verweisen. Wenn ·wir die Beal1Hpruchung der Venlteifung rechnen 
wollen, so ist es offenbar zu ungiinHtig, die Last nur auf eLie ver
steifenden Träger zu verteilen und die Tragfähigkeit, der zwischen
liegenden Plattenteile überhaupt nicht zu herücksichtigen, anderer
seits ist es eine zu günstige .Annahme, die gesamte Plattenbreite 
zwischen zwei Versteifungen als Gurt in Rechnung zu setzen. 
Der aUH Träger und Gurt gebildete Balken besitzt offenbar eine ge
ringere Biegungs~teifigkeit (er zeigt z. B. größere Durchbiegung), aIR 
diese letztere ..:mnahme rechnerisch ergeben würde, weil die weiter 
außen liegenden FaHPm der durch die Biegung entstehenden Längen
änderung nur unvollkommen folgen. Man kann sich nun einen Trägel' 
mit schmälerem Gurt denken, dessen rechnerische Biegungssteifigkeit 
unter .Annahme einer der Breite nach gleichmäßigen Spannungs
verteilung der wirklichen Biegungssteifigkeit unflereK Balkens gleich 
ist. Die Gurtbreite des so bestimmten gleichwertigen Trägers nenne 
ich schlechthin elie "mittragende Breite". 

In der Praxis ist der Begriff der mittragenden Breite wohl bekannt; 
für ihre Bestimmung werden zumeist Faustformeln angewendet, welche 
die mittragende Breite als ein Vielfaches entweder der Plattendicke 
ooer der Trägerbreite (Auflagerfläche zwischen Versteifung und Platte) 
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ansetzen. :Hit den Hilfsmitteln der Elastizität;;lehre yersucMe Herr 
Bortsch1) eine Abschätzung für die mittragende Breite zu gewinnen, 
indem er folgenden, einigermaßen analogen und der exakten Bereclmung 
zugängigen Fall herangezogen hat.: eine unendlich breite, durch zwei 
parallele Geradl' begrenzte ebene Scheibe - "'elche den Gurt dar
stellt - wird in zwei gegenüherliegemlen Punkten der Begrenzungs
linien dureh zwei gleiche und entgegenge;;etzte zur Begrenzung senk
rechte Kräfte P und - P büan;;prucht. Di'e Spannungsverteilung in 
der Mitte längs eine,; zur Begrenzung parallelen Schnitter; gibt nach 
Auffassung von Bortsch ein Bild yon dem Abfall der Spmmung im 
Gurt eine;; gebogenen T-Trägel'~. \Yir können nun eine Breite b mit 
<leI' in der Mitte ]w1'1w,hümkn Höch::;tspannung "ma" gleichmäßig 
helegt denken und könnell b ~o beNtimmen. da ß die Gcsamtkraft 
b "ma" gleich ie;t dC'l" äußeren heauflprllc]lC'nden Kraft P. Die NO 

. P 
gerechnete Rrmtü b = iNt ein Maß für die mittragende Breitp. 

(jmax 

Durch Superposition erhält nun Herr Bortsch Ab,;c-hiit,zungen auch 
für verteilte Belastung des Gurte;. 

E . ., i~t ind(,N~ell eÜll'1ll ~olchen An al ogil'KcbJu:-;Nl' Nidll'r vorzuziehen, 
wenn llIall di(' SpannungwertPiJung tatsächlic-h für elen gebogenen 
Triigl'l" berechnen kann, in:-;hcsondn:-; wenn die Berechnung verhältni:-;
mäßig einfach vor sich geht. Der Zweck der folgenden kleinen Ab
handlung ist, ein Yerfahren zur Ermittlung de;; tatsächliellC'll Spannung~
abfalles zu liefern, indem ,vir in einem einfachen Falle die Berechnung 
vollständig durchführen. Wegen weiterer Amlführungpn ,;pi auf e1Jll' 
dellll1il.chst eri'lcheinende Dissertation des Dipl.-Ing. lVld7.('l' YPl"wiesPl1. 

~. n('r 'l'rägcr mit unendlich Yiekn StiitzPIl. Die im folgen<lpn dal'
gdegk Mdh()(h~ i~t yerwenrlbar für 1)('liehigc '('I'ägeranonlnung und 
beliebigp LaNtvf'l'tpilung. \\"i r wollpll inde~N(,l1 _. um dip Jdeen zu 
fixieren und die rechnpri:-;dwn Komplikationen auf ein Minimum zu 
reduzieren -- folgendell pinfaehell Fall llt'tral'ht(']): 

Der Träger :-;('i ('in dlll'ehlaufündl'l" Träger mit Ulll'lHllich vielen 
äquidistanten Stüt7.en in der Entfernung 2l; in jedem Abschnitt zwischen 
zwei benachbarten Stützen ,;pi dip identüwhp BehtHtung angebracht. 
AhJdann können wir dai:l Biegungr;lllo11wnt ab eine periodische Funktion 
der laufenden Koordinate :1' ani:letzell. V\'ir nehmen an, daß das 
Biegungsmoment in bezug auf die Trägermitte symmetrisch ist und 
in ein<;> trigonometrische Reihe sich entwickeln läßt in der folgenden 
Form: 

(1) 

') Dpl" Bauingenieur, 1921, S. 662. 
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Der Trägerquel:,;ehnitt :,;oll au:,; dem eigentliehen Trägerquen;ehnitt 
mit der ~~läC'he Fund Trilgheib;moment (bezogen auf die ~chwer
punkti:lachi:le) .1, ferner aus einem nach heideu :-;eiten ins Unendliche 
pn-:treckenekn Gurt von der gleichmäßigen Dieke (~ hestehen. Die 
l'~ntfernung der Mittellinie clC'H Gurtm; von der :-;('11 werpunktsaclme de:,; 
Träge!"H Holl mit e bezeichnet ""erden. Die Dicke () Holl "owohl gegen 
die Trägerhöhe als gegen e al" klein ange"elwll wenkll. 

Wir legen die :l:-l1ichtung in die Hiehtung deH Trägen; (Abb. 1), die 
;I/-]{iehtung HC'nkreeht dazu. Den Tritger können wir einfachheit"halher 

durch eine mathe

IY I 
I i 
. I 

=====~.:::-==~c::-_-_-:-:-~.:....=--=-~c--=:=c-=-~::_-~-c:t~.:::-=:::~ 
I" 2l "I 

er mati:,;cllt' Linie, z. H. 
durch diC' ~;-AehHe. 

ersetzen. Infolge der 
Symmetrie iHt (lanu 
genügend, wenn wir 
den SpannungHZll
"tanel des GurteH an 

Ahb. 1. der einen Seite (]e,.: 
'Triiger,; berechnen. 

und Z\n1l" für den Teil zwi"clwn zwei f-\tlitzlinil'l1 x = Ü und x = 2l. 
\lViI' venmehliisNigcn zUllüdlHt die BiegungNfitL'ifigkeit deH GurteN 

ab Platte 1) und hetrachten ihll ,tIN ehene f-\dlt'ihe, "'elche clureh die 
Verhindung Illit dem geuogellen Träger, nitllH'ntlidl dun,h die Längen
,iindel'ung derjenigen ],'a"e1"l1 in der Höhe e, an "'elche deI" Gurt an
schließt, verzerrt wird. Bei einell1 Nchma.kn Glll't wird die Lii.ngell
iinderung aller Fasern, wrlehe in gleicher HiillP iiher die neutrale Achl:'e 
liegen, als gleich angenommen; bei einem hreiten Gurt werden offenbar 
nur die benachbarten Fasern voll mitgenommen, während die weiter
liegenden nur unvollkommen in Anspruch genommen werden. 

Wir haben Nomit eine ehene Scheibe von der Dicke Ö zu betraehten, 
begrenzt durch den Teil der x·Achse zwischen 0 < x < 2 l und 

1) Die Vernauhläßsigung dur Hil'gnngssteifigkeit der Platte bedeutet so viel, 
(laß die Gesamtlast durch den allerdingR mit den Gurten nach Maßgabe der mit
tragenden Breite erweiterten Querschnitt des Versteiiungsträgels getragen wird. 
IVenn die Biegungssteifigkeit der Platte nicht vernachlässigt werden darf, so kann 
man folgendes Verfahren einschlagen: Wir denken uns zunächst die Gesamtlast 
auf die Versteifungen wirken und berechnen die mittragende Breite nach dem in 
diesem Aufsatz dargelegten Verfahren. Alsdann herechnen wir die Deformation 
der Platte, wobei wir sie als biegungssteife und durch die Versteifung elastisch 
gestützte Platte betrachten. Für die Elastizität der Versteifung ist die mittragende 
Breite maßgebend. Die Plattenrechnung liefert dann jenen Lastanteil, welcher 
auf die Versteifung in der Tat lastet. Da die mittragende Breite etwas - wie wir 
sehen werden - von der Lastverteilung abhängt, kann man sie nachher - wenn 
man will - korrigieren. 
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durch die senkrechten Geraden x = 0 und x = 21. von ?f = 0 
bis y = <Xl • 

Den Spannungszustand dieser ebenen Scheibe können wir am ein
fachsten durch eine Spannungsfunktion F angeben, deren zweite Diffe
rentialquotienten nach einem bekannten Ansatz die Spannungskompo
nenten liefern 

(12 F 
(]" = ( l y2 ' Tp/=-~. 

, uxuy 

Die Spannungsfunktion genügt der Differentialgleichung 

,1LIF=0 

( (;2 d2 ) 
J bedeutet die Operation () ~2 + i) y2 nnd IIIUß außerdem an den 

Grenzen x = 0, x = -J l gewiRRc Randhedingungen erfüllen. Man sieht 
unmittelbar aus Symmetriegründen, daß länge: der genannten Be
grenzungslinien 

a) die Winkelämlcrung, 
h) die Vere:ehiehung in der x-l=tichtung ven;chwindet. 

ßeülc Bedingungen können mit Hilfe von F ausgedrückt werden. 
Hcwichnen wir die Verschiebungen nach der x- und y-Richtung mit 
n und v, so gelten zunächst die Beziehungen zwischen Spannungen 
und Deformationsgrößen : 

f - oU -~(O _ OY') ," - ox - E ,x m' 

ou 1 ( (]") 
Ey = oy = E Oll - rn ' 

ou iJv 1 
/'./,!f = cly + a;; = G T,,,y 

(E = Elastizitätsmodul, a = Gleitmodul, rn = Poissone:che Verhältnis
zahl). 

Die erste Bedingung lautet daher: 

02j? 
T/,!/=-- =0' clx()y , 

alls der zweiten Bedingung folgt offenbar 

ou 02 U 
-~=-=O 
oy dy2 

oder, mit Berücksichtigung der ersten: 

(J2 V 
-"'_ .. _- = 0 . 
Cx (ly 
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Nun ist aber (; v 1 (' (J,. ) 
"', = ~ (i/I -- - ~ 
cy E. . m. 

so daß wir erhalten 

oder 

(21) _ 1 (dON _~ d,Or) =0 
() x (j y -}IJ r :r m d .r 

Da/!' 

i'x:! 

1 (PF 
=0. 

m. 0Y~ ~; .. r 

Man sieht unmittelbar, daß ,VIr beiden Bedingungen 

d~ F da F 1 (J3 F 
=~ 0 = 0 

(.:v ci y i! .r:1 in ji?p (' :1' 

genügen, wenn wir f'f'tJlel1: 
.v 
--, '11 ,.., .i' 

r = ..2 fu(Y) co:; 1 
11 I 

(:n 

l,'ührell wu' diesPll AnHatz. in dip DifferentialgleidlUng J LlF = 0 
ein, HO erhalten "'ir die Lii;mng mit. "i('r KOllHtanien All, Rn, C", D,,: 

_".711 ( n;ry) _.".7!1 11 .711 ) 1/·"1 

f"(.1I)=A,,e t +8" 1+ 7' e 1+0,,1' IjJ),,(I+ n7Y e I (3) 

~OllCll im lJm'ndlicheil alle ~panllllllg(,1l l'lHllil,h bkibpll. HO IlIÜHHl'Il C" 
und Dn Vl'r:;ehwinden, HO dalJ Il'ir nur die (,l'Hten 1)('i<ll'll Glieder hei
behalten lmu schreiben: 

F(x1 y) = .i: [AI/e-",;!I+ßI/(I +11'7.11)1' "'-;!lJ cofi 'll7'l' (3a) 
1/~1 

Die Aufgabe besteht lediglich darin, bei gegebenem :YIoment, d. h. hei 
gl'gobenen 1111 , 1112 , .•• , elie Koeffizienten An, Bn zu hereoh1H'1l. 

:t Da~ Prinzip dpl' Idrinsf.rn Formänderullgsarbcit. Wf'nn wir dell 
JlUlll Träger zugf'fÜgtf'll Gurt alt; elastische Stützung betrachten, "CI 

kiinnen wir den Träger alt; :;tatiKch unbestimmten Balken auffassl'll. 
'wobei alt; fitatische Unhekannte die Koeffizienten der 8pannung,.;
funktion An, B" auftreten. ER iI"t allerdings zu beachtf:'n, daß da" 
'Yloment .LI! nur bifi auf eine Kom;tante bestimmt ist, so daß wir 
noeh 1110 als statiseh unbestimmte Größe anzUf,ehell haben. Zur Be
:;tilllIDung der Unbekannten wenden wir da:; Prinzip der kleinsten 
Formänderungsarbeit in folgender Weise an: wir erfüllen die Gleich
gewichtsbedingungen und betrachten die :Formänuerungsarbeit all' 
Funktion der statisch un he;;tillllllten Größen. Die letJlteren müssen 
a!;;dann jene Werte annehmen, welc·he die FOl'mändE'l'ungRarbeit znm 
}finimum machen. 
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Wir berechnen also die Formänderungsarbeit für beide Teile des 
Systems: 

a) Die ebene Scheibe, Die Formänderungsarbeit einer ebenen 
Scheibe von der Dicke b ist bekannt; sie ist gegeben durch die Summe 
ZWeIer Doppelintegrale (E = Elastizitätsmodul, G = Gleitmodul) 

(4) 

oder, ausgedrückt durch die Spannungsfunktion : 

b (f b f'([(' [,2 Jj' '2 EP Jj' (;2 FI L = --- i.IF2 dxdy + _... .,) = ""'-:- '--". dxdy, 
2 E . 2 G.. , a x (' y (X2 a y2 

Das erste Integral läßt sich für um;eren Am;atz leicht bercchnen. 
Zunächst erhalten wir: 

Das Glied mit AI/, trägt zu 'IF nicht" hci, 
Wenn wir dcn Ausdruck quadrieren und zunüch"t nach x z\"ischell 

den Grenzen x = 0 und x = 2l intq~ri{'ren, ,,0 erhalten ,viI' 

2n;ry 

und dal'aui> 
'-l 2l 

Das zweite Integral kann durch partielle Integration leicht in ein 
Linienintegral verwandelt werrIen, Wir erhalten 

(([(t! f- ~2:(~2~]dXdy=J.~F(_()2~ rla;+ ~2~dY), 
. cx u y, u X" (, Y . r (I x r X u y u y , 

wobei das Linienintegral im Sinne des Uhrzeigers längs der ganzen 
Begrenzung zu nehmen ist. Nun ist für die Linicnzüge x = 0, x = 2l 

iJF 
und x = (Xl, ;; = 0, so daß nur das Integral 

rx 

2l 
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läng:; der Ach:;e y = 0 übrigbleibt. Für y = 0 haben WIr zu setzen: 

(' F '" n]l; n ]I; x 
ux = - '2 l (An + Rn) sin Z ' 

n=l 

so daß WIr da:; Integral 

zu ermitteln haben. Nun tragen bekanntlich zu diesem Integral nur 
die Produkte mit gleichen Indize:; bei, so daß man erhält: 

'Vir können daher für die Energie der Scheibe :;chroiben 

(5) 

d. h. eine quadrati:;chc Form in den Koeffizienten An und B u · 
b) Der Träger. Die Belastung des Triigers kC:.nnen wir ZUOlammell

gesetzt denken aus einer axialen Last X und aus dem Biegung:;
moment M', welche sich in folgender Weise bestimmen lassen. Wir 
legen durch den Gesamtbalken (Träger + Gurte) einen Schnitt 
x = konst. Alsdann müssen die Normalspannungen Oa; die Resul
tierende Null und das Moment M liefern, wobei die letztere Größe 
da:; Moment der La:;ten (einschließlich Stützkraft. und Stützllloment) 
hedeutct. Es müssen daher die Beziehungen gelten 

1 (6) o 

J.11' - 2 ÖelOxdY = M(x), J 

wobei da:,; Integral über den Gurtquerschnitt läng:,; der Linie x = kon:;t. 
zu nehmen ist. Der Faktor 2 stammt von der zweiseitigen Anordnung 
von Gurten. Die Gleichungen stellen die Gleichgewichtsbedingungen 
dar, deren Erfüllung Voraussetzung für die Anwendung des Prinzipes 
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von der kleinsten Formänderungsarbeit in der yon uns gewählten 
Form ist. Nun ist 

und wegen 

00 

oF 
--- = 0 für oy y = oe 

/
' 1- iJF] "" n:n n:nx 
a",dy = - -8-- = ~ - AIIc,os --- . 

. ' _ r y y=O ~ l l 
u n=l 

Wir bezeichnen die Größe 2 ö n? An mit X" lUld ~chreibl'll 

I ~ ~ n:nx 
X = - .:::. Xncos l ' 

n~1 

'" J I "'.., n:n:1; 
..11. = JJ1. + e ~ XII cos---,,-- . 

n=l 

Die Formällderung!:!energie des Träger!:! ist bekanntlich: 
2l 2l 

L2 = 2~E fX 2 dX + 2~E fMI 2 d X 

o 0 

oder, wenn wir die obigen Werte einführen: 
2l 

L 2 = 2~E (rl2Xnsin-~~-X lJ2dx 
iJ 1/.~1 

~t 

+ 2~Eör{Mo+ ~M"eos ni-~ ~ n:nx 12 
+ e ~ XnCOS -l-r dx. 

n=1 

(6a} 

Nach Ausführung der Integration erhalten wir - indem wir die 
Orthogonalität der trigonometri!:!chen Funktionen wieder berück
Hichtigen -

L - l ~X2 l M2 l ~{M2 2 M X + 2 X 2 \ (7) 2-2FE~ II+-;ij o+2JE~ 11+ n e n e 111' 

n=l 

Die gesamte Formänderungsenergie beträgt daher, wenn wir in dem 
Anteil LI ebenfalls statt An die Größen X" einführen und in analoger 

Weise 2 (~ '1\1!. B" mit Y n bezeichnen, 
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"" (E E' 
L = LI + L~ = ,;~ ~ n ,Y~ + 27) X n Y n + 'Fr} X;, ) I 

n~ 1 (8) 

~_ l_ ~X~ + l 'I{'~ + l ~ ( 'I{'~ + .) "I{ X + x2 2) '2FEL. " JE 1rJIl 2GEL. lrJ" ~JI'j,""'lIe "e. 
n=l 

Zunächst Hieht man, daß 1110 nur als llf~ vorkommt, so daß die Minimal
bedingung für alle Fälle 1110 = 0 liefert. Alsdann merken wir, daß 
die Größen Y" nur in dem en-:ten Anteil LI vorkommen, während L2 

nur eine Funktion der X" ist. Wir erhalten daher universelle, von 
der Lastverteilung unabhängige Bezichungen zwiRchpll XII und YI/' 

oL 
indem wir 0 Y = 0 bilden: 

" 
iJL n ( Je . ' 
o = ",~ 2YIl + ~(j ... I(I/,) = 0 () YlI ,)E, ' ::. 

oder 
}_ E ,r 

"=-4G"i.,,· 

E 2(m-Ll) 
Bprücktliehtigen wir die Beziehung ~ = I (= POiSS(lllSehc Vl'l'-

(J 111 

hältniswhl), so künnen wir schreiben 

1- = __ 1n +] \-
" " 1/ 2m 

(n) 

oder 
1 m+lA '31/=- . ',,,. 

2m 
(!Ja) 

Diese Beziehung hat eine einfache sinngemäße Bedeutung, so daß 
wir sie im vorhinein hätten hinschreiben können. Wenn wir nämlich 
die Bedingung, daß die Verschiebung v in der y-Richtung, d. h. senk
recht zum Träger, längs der Linie y = 0 verschwindet, mittels deI' 
Spannungsfunktion ausdrücken, so erhalten wir die Relation 

2m + 1 [J3F o3F 
m [ix2 ay + oy3 = 0 

,veldlO unmittelbar auf die obige Beziehung zwischen An und R" 
führt_ 

Die Formänderungsenergie wird mit llfo = 0 und mit Hilfe 
lklation (9) 

L = n 3m2 + .2_m .=-!.. ~ nX2 -L --"--- ~ X 1 
2 (jE 4m2 L. "I 2FE L. n 

n=l n~l 

+ 2~ E .2 (.L"ll;, + 21vl11 X n e + X; e2 ) • J 
n=1 

der 

(10) 
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Die Bedingungen des Minimums lauten 

oder daraus 

oL 
--=0 
AX" 

l 
- JE lvI" 

X ------ -- --
n - JT 3 m 2 + 2 m - 1 l e2 l 

rfif -~- 4m2 -n + fit + FE 

1 
oder 

x = _111" 
n e 

_. - - -~--

J n JT J 3 m2 + 2 m - 1 
1 + F e2 + l Ö e2 4 m2 
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(11) 

(lla) 

4. Einfach hal'lllollische Momentverteilung. Zur Diskussion des 
Resultates betrachten "ir zuerst den Fall, daß das Moment eine ein-
fache Kosinusfunktion der Länge ist, etwa 

n;;: 
1.1 = 1.1] cos l . 

Alsdann hahen wir nur die eine Unbekannte Xl und für diese 
erhalten wir dcn Ausdruck: 

1.1] 1 
(12) ~tl = -

e J nnJ 3m2 + 2m-1 1+ +---Fe2 lo e2 4m2 

/I JT, x 
Der Anteil des Gurtes an dem Moment ist 1.1 = - Xl e cos-l~' d. h. 

1 
111" = 1.1 

J n J 3 m 2 + 21'n - 1 . 
1 + F e2 + Zr) e2 - 4;;'2 

(13) 

Wir denkün um; einen Balken, der aus dem Träger mit dem Quer
schnitt ]? und Trägheitsmoment J, ferner aus einem Gurt von der 

. Breite }, und der Dicke 0 besteht, und bezeichnen wieder mit M' den 
Anteil des Monwnte:-;, welchc,; auf df'll Trägpr, mit lVI" den Anteil, 
welcher auf den Gurt fällt. 

Die Spannung in der Höhe e solllllit Oe, die Spannung in der Schwer
punktachse des Trägers (welche für den Gesamtbalken naturgemäß 
Hicht mehr die neutrale Achse darstellt) mit 00 bezeichnet werden. 
Abdann gilt offenbar nach der gewöhnlichen Biegungslehre 

1.1' 
0" = 00+ -e. 

J 

Anderen.;eits lauten die Gleichgewichtsgl(>ichungen 

2}.(5oe+oe F =0, } 
2 ;. (~ 0 n e = J11" . 

(14) 

(15) 
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Wir haben daher für die beiden Anteile 

,.J .J( 21cU) 
lvi = e ((je - (jo) = e 1 + i· (je , 

und für den relativen Anteil de;; Gurte;; am Moment 

MI! 

M 
lJ1' 

.111[' + MI! 

1 

.J 
1+~+ 

l' e" 

.J 

(lö) 

Wenn die beiden Balken -der wirkliche mit dem unendlich breiten Gurt, 
aber ungleiehmäßiger Spannung;;verteilung, und der gedachte mit dem 
Gurt von der Breite 2 J" aber mit gleichmäßiger 8pannungsverteilung -

gleichwertig Olein Hollen, ,,0 mü;;;;en die heidell Au"drücke für 
identi;;ch !-lein, d. h. man erhält 

.J ;r J 3 m 2 + 2 rn - 1 
l ()e2 4m2 

und die mittragende Breite (eim;eitig gerechnet) }. zu 

2l m 2 
},=------

n 3 m 2 + 2 rn - 1 
oder ,2l 1 

/.= - ----
3n 2 1 

1 + 3m - m2 

Für rn = \;0 erhalten WIr 

oder i. 
2l = 0,0907. 

MI! 

(17) 

Die mittragende Breite beträgt an jeder Seite etWet 9% der 
Spannweite. 

Die Spannungsverteilung längs des Gurtes ist durch folgende Formt'! 
gegeben: 

(je = (~2F = A (_~)2 e - -'zu (.3rl! ~t_1 __ m +1 lT}f) cos nx. (18) 
. oy2 l, 2m 2m l l 
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Die Spannung an der Stelle y = 0, d. h. an der Anschlußstelle an den 
Träger, beträgt 

(n)2 3m + 1 na; 
Oy = T Al - 2 m cos - -Z ' 

oder, wpnn wir Xl einführen: 

n (nx) 
Oy = 2Td Xl cos l-

3m+ 1 
2m 

(19) 

Andererseits wollen wir die Beanspruchung des Trägers nach
rechnen. Wir erhalten [vgl. die Gleichungen (6) und (14)] für eine Faser 
in der Entfernung e von der neutralen Achse die Spannung 

X 111' e 
O,/'t= -F + .J ' 

wobei X die axialc> Belastung und 111' der auf den Träger fallcndp 
_\nteil deR lV[ollwnteR bezeiehnpt. Nun ist. [vgl. Gleichung (Ga) und (12)1 

,\T ,\T ;;r:/: 
",,- = -"''-1 COS i ' 

, "( n ,r 
111 = 111- Jl1 = Mt - Xle) cos l 

und mit Berücksichtigung der Gleichung (12) 

1 nx 
O",t = 21 t5 Xl cos ~l- . 

Führt man für }, seinen 'Wert aus Gleichung (17) ein, so Kieht mau, daß 
o,/'y und 0",/, cl. h. die Spannung im Gurt und die Spannung im Träger, 
nicht I-Itetig ineinander übergehen, daß vielmehr daR Verhält,niK 

",/,'I 3m2 + m, 

","t :3 m2 + 2 m - 1 

beträgt. Z. TI. l'I'giht sich fiir m, = 1::0 daR Verhii.lt.niK zu 

"x(j 330 . 0 fl4 . 
",rt 351 ,-

:-;tatt 1. Dies ist offensichtlich ein ~chönheitsfl'lller der Theorie. 
Er entspringt daraus, daß für den Träger in der üblichen BiegungR
t,heorie, deren Ansätze wir benutzen, angenommen wird, daß die Quer
dehnung frei erfolgen kann und die Querspannung verschwindet, 
während dies an der Stelle, wo der Träger in den Gurt übergeht, sicher 

nicht richtig ist. Dementsprechend wird das Verhältnis (J:r.rl nur für 
O,l't 

m = (X), d. h. bei verschwindender Quenlehnung, gleich 1. 
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Die Splwnungtlverteilung i:,;t schematiHch in Abb. 2 dargestellt. In 
der Wirklichkeit wird statt des Sprungps ein allmählicher Übergang 

Abb.2. 

bereits innerhalb c!Pf' Trägerquerschnitt.es 
Hta ttfinden . 

5. Einzellast in dcr J\'litte. Wenn die 
Momentenkurve a]::; Summe mehrerer har
monischer Glieder darge::;tcllt winl, so ist 
die mittragende Breit<" streng genommen, 

bngH deI> Trägers veränderlich. Die mittragende Breite' jHt definicJ,t 
durch die Gleichung 

1 J}[" 

J .J 0.11 
, 

1 
, 

-I--\ ~ 

}11 e'!. 2 X b e2 

wobpi Jl" den auf die Gurk elltfalknden Momentenanteil bedeukt. 
XUIl i"t (ln letzterp offenbar gleich 

vrenn wir die aw, dem l\linilllalprinzip gewonncnPIl \ferte für die X", 
einfiihren. HO crgibt :-lieh 

J J 
_ ..... -; 111 11 n ,/: .• 

"' COH - ~ jl1 J J 
1 -+- f-, F e2 - 2;, (5 e2 

Ir 1 + -I;" + ~ 1 e- 2 X Ir () e2 

wobei wir für 2 rn2 

;r n 3 rn 2 + 2 m - 1 

die Bezeichnung ;'n einführen. )'n ist die mitt.ragende Breite für da!:' 
nte harmoniHchc Glied der Momentenkurve; }'n nimmt mit wach,;('n-

1 
dem n wie ab. 

n 
In vielen Bällen 

Trägheitsmoment deH 

wird da:-; Trägheitsmoment J groß gegen da" 

GurtteileK von der Breite X, HO daß wi1' 1 + L~'> 
.1.1 e-

gegen das letzte Glied im Nenner vernaohlässigen könnell. Für diese 
Fälle kömw!1 ,,-ir flchreiben 

'- JJln nx'JT 
;, = .2 }'II iT cos-

11=1 

:Nehmen ~\Yir z. B. den einfachen Ball einer Latlt P in der Mitte 
jeden TrägerabHchnittes. Dieser Lastverteilung entspricht eine ziekzack-
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artige Momentenlinie, welche aus Geraden besteht. Das Moment ist nach 
dem absoluten Betrage in den Stützpunkten und in den Angriffspunkten 

Pl 
der Lasten gleich: es beträgt +. 4. . Die Momentenlinie kann als Summe 

ein!'r Fourierreihe geschrieben werd!'n in der :Form 

.1l1= 8 j>l~. 1 cos(2k+ l)x:r 
.n2 4 ..:::... (2 k + 1)2 l 

k-O 

Wir wollen z. B. die mittragende Breite für x = 0 (Stützpunkt) 
],p]"echnen. Man erhält. für cli!'selbe dPll Betrag 

ü({Pr mit 

1 . l 
~-. =(Ul;)-

;') m'J + 211/ - 1 ...;;;.... (2 k -:- 1)·3 '.1:3 m:!. + 21U - 1 
k- 0 

c:ta,tt :2 -rn2 

,renn Illan nur da" er,.;te Ulipd berück:,ichtigt. :'I1an sieht, daß die 
mittragende Breite durch die späteren harmonischen Glieder nicht 
unerheblich vermindert werden kann. 

Die Berechnung der mittragenden Breite kann Juteh u(,)llselbel1 
oder iihnIichem Verfahren für endliche Gurtenbreite und für andere 
:-;tützbedingungen erfolgen. Diesbezüglich sei nuf dip demnächst 
en;chcinendc Metzerschc Arbeit verwici'lcn. 

In dm' Praxis wird die mittragende Breite noch Yielfaeh dadurch 
vermindert, daß die Gurk, fmweit sip auf Druek heansprucht werden, 
ausknicken können. Die Knicln;iclH'rheit deB mittragenden Gurtes ist 
"in Prohlem für sich, "'delle::; beC'ondp]"s behandelt werrkn muß. 



~ euzeitliche Hydrodynamik und praktische Technik. 
Von Hans Thoma in München. 

Betrachtet man die Entwicklung der modernen 'J'c(·.hnik. HO finclpt, 
man, naß die Anwendung nnd 'Vertschätzung der Hydrodyna,mi k 
seiten::; der in der Praxis tätigen Ingenienrwelt in einer ersten, etwa 
bis zur letzton .Jahrhllndertwende Hich erHtreckenden Epoche verhiilt
nismäßig gering war. W'ohl haben Hchon früher praktisch tiitige In
genieure den Versuch unternommen, die l .. ehrcn der damaligen iilteren 
HydrodYllitll1ik. welche Strahlbildung und Wirbelerscheinungen 
noch nicht handgerecht zn erfasNen vermochte, znr Lösung auf dem 
Gehiete der Strömung:4echnik Jiegpn(](']' Aufgalwn heranzuziehen. Da 
allC'r der VerHuch zeigt, daß wi l' k li e 11 e FlüHsigkpikn meist ga n z 
;['lIclpr(' Ntriilllllngdol"lllPll aufwpiHPll, als llIall auf Grund der älteren 
ForHchungHarbeiten, welche sieh im wCHcntlichen mit den J!Jigcnschaften 
der i cl ea Jp n, d. h. 1'('i h u n gsfr(' i (' 11 FI ü ;;si g kp i te n lwfaßtell, ('1'

warten durfte, hat es die natürliehe Entwicklung 111 it Hieh gebracht. 
(laß die praktisehe Technik (len Arheitsgebietpn, wdche genau(' Kenntnis 
und Vorausberechnung der StrömungsformE'n voraussetzten, fern blieb. 
Wo die ältere Ingenieurpraxis solche Fragen gewissermaßen notge
drungen behandeln mußte, kamen meist nnr recht unvollkommenc 
Lösungen zustande. Da ferner zwischen den seinerzeit theoretisch 
gerechneten Strömungsformen und den praktisch bei den 
einfach,;ten Vcr:-lllchen zu beobachtenden Strömungsbildern oft die 
größten Gegensiitze fm,;tzustellen waren, so wendete sich die 1n
geniclIl'wclt immer mchr von elen Kreisen ab, welche sich dic WISSe]]
schaftliche Erforschnng der Hydrodynamik zum Ziel gesetzt hatten. 
Tn clie,;er Wei:-;e entstand eine klaffende Lücke zwischen der wissen
schaftlichen Hydrodynamik lind der praktü;chen Technik. Nur so i,;t 
es erklärlich, daß z. B. noch in dief-iem Jahrhundert es in der 'iVasser
banpraxis strittig war, ob strömendes Wasser in sanft erweiterten Röhren 
oder Kanälen einen Druckgewinn ermögliche, und nur so ist es möglich, 
daß noch hellte hei vielen Wasserkraftanlagen Wasflergef-ichwindigkeiten 
in Rohrleitnngen und Stollen zum Zwecke der Einschränkung der 
Reibungs- und damit Gefällsverluste peinlich genau bestimmt werden, 
dabei aber übersehen bleibt, daß Eintrittskontraktion und Austritts-
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verluste oft wesentlich größere Gefällsverluste als die eigentliche Rohr
und Wandreibung mit sich bringen, obwohl diese durch einfache, bei 
Betonbauten stets leicht vorzusehende Ausgestaltung der Querschnitts
formen sich fast ganz vermeiden ließen. Dabei ist die Beseitigung 
dieser, durch Strahlablösung und damit bedingte nur teilweise 
Ausfüll ung des verfügbaren Kanal-, Stollen- oder Rohr-Querschnittes 
durch das strömende Wasser bedingten Verluste nicht nur in Anbetracht 
des dauernden Leistungsausfalles der Wasserkraftanlage wichtig. 
sondern auch für den praktischen Betrieb zur Beseitigung störender 
Schlammablagerungen außerordentlich bedeutungsvoll. Die Beobach
tung zeigt, daß z. B. die bei unvermitteltem Austritt von Stollen oder 
Kanälen in die Wasserschlösser von Wasserkraftanlagen sich ergebenden 
Toträume in kürzester Zeit ein Sammelpunkt für Schlamm und Geschiebe 
werden, die den Betrieh dcr Anlage erheblich stören und gefährden. 

Ähnlich lagen die Verhältnisse seinerzeit auf anderen Gebieten. 
Der praktische WasKerturhinenbau bestand z. B. hartnäckig auf 
der Vorstellung, Laufräder mit möglichst dünnen Stahlblechschaufeln 
zu verwenden, weil man diesen die geringsten Verluste zuschrieb, und 
sträubte sich lange gegen die Einführung keulenförmiger, gegossener 
Schaufelprofile, obwohl diese die für die Praxis ßO sehr gewünschte 
Verbesserung der Turbinenwirkungsgrade bei Teillast und Dberlast 
gestatteten, wie dies erst durch mehrere in allerneuester Zeit angestellte 
Versuche nachgewiesen wurde. Wie wenig die Praxis solche aus wissen
schaftlichen Erwägungen heraus gemachte Vorschläge schätzte, geht 
z. B. daraus hervor, daß eine Turbinenfirma, welche auf sachverstün
<ligen Rat hin schon vor etwa einem Jahrzehnt, einen durchgreifcnden 
Patentschutz auf die oben erwähnten Schaufelprofile mit verstärkten 
gerundeten Eintrittskanten erlangte, sich nicht einmal zu einer Ver
Kuchsausführung al1fRchwingen konnte, und seinerzeit die Ren Schutz 
wieder fallen ließ. 

Der Mangcl an BeJ'eehn ungHlllethoden, (lie einerseits in prak
tische Formen gegossen waren, und andereri:>eiti:> der wissenschaftlichen 
Begründung nicht entbehrten, hat vielfach dazu geführt, daß allerlei 
anf willkürlichen Annahmen beruhende Rechnungsverfahren aufkamen, 
die aber nicht nur bedenklich, sondern vielfach dem Fortschritt sogar hin
derlich waren. Es sei daran erinnert, daß es beispielsweise üblich war, 
Gefällsverluste bei Einläufen von Wasserkraftkanülen 
nach Formeln zu berechnen, die sich auf Rechnungen oder Versuche 
über die Gefällsverluste an eingebauten Schwellen oder Wehren in 
Flußläufen stützten. Dabei haben diese beiden strömungstechnischen 
Probleme fast nichts miteinander gemein, und solche Rechnungen 
müssen naturgemäß nicht nur zu Irrtümern führen, sondern auch die 
technische Entwicklung in falsche Bahnen drängell. 

August Föppl-FestschTift. 9 
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Ähnlich ging es auf anderen Arbeitsgebieten zu, welche technische 
Rechnungen über Strömungserscheinungen erforderten. Im Wa:·;r.lPl'
turbinenbau herrschte z. B. die Wasserstraßentheorie vor, welche 
(laf; Vorhandensein einer rotationssymmetrischen Strömung und ällll
liches voraussetzte, eine Annahme, die zum al bei schnellaufenden 
vVmlserturbinen auch nicht angenühert zutrifft, und n1lr den Konstruk
t.eur dazu verleitet., bei der Auswert.ung von Versuchsresultaten in 
einseitiger, durch die yorerwähnte Theorie bestimmter l{ichtung fort
zuarbeit.en, wobei sich dann unmöglich zweckentsprechende Lösungen 
ergeben können. Auch hier hat die Praxis gezeigt, daß eH besser ist. 
gar keine Rechnungen anzustellen, als solehe, die auf derart.ig schwankell
dem Grund, wie die oben erwühllt.e Wasserstraßentheorie aufgelmut 
sind. Tat:;aehe Ült, daß in der ült.eren Zeit., d. h. etwa bi:; zum ,Jahre] !lLJ 
oft. die beRten nnd erfolgreiehRten Wasserturbinenkonstruktionen teils 
anf zufälligen Änderungen der Werkst.at.tRausführungen älterer :;Ol'g:

fültig berechneter Modelle oder auf rein gefühlsmäßig gefundenell 
](ollstrnkt.ionen beruhten, welche sich nicht auf das Dogma der älteren 
Theorie klammerten, sondern vC'rsuchtell, :;olche Schaufelformen zu 
suchen, die dem A nge einen ebenmäßig geformten Eindruck machtell. 

Eine Abkehr von diesen jedenfalls nicht. auf dem sclmellstell Wege 
zum Ziele fiihremlC'n Methoden trat zuerst. in eineIII SOllclerzweige der 
Teehnik. niimlich in der neu in Erseheinung trctenden Fl ugtec:h ni k 
;t.uf, alK hier Aufgabeu ge:-;tellt wurden, die ohne lUiekkehr zu plall
mäßigen Versuchen und ohne Wiederaufnahme aller 7.U Gebote :;tehen
den wissenschaftlichen Hilfsmitt.el keine:;fallK zu einer überhaupt brauch
haren Lösung, d. h. zu einem flugfähigen ]j'ahrzeug geführt. hät.ten. 
~.\llsgehend von den neuartigen Aufgaben, welche die Flugt.echnik 
stellte, wurde :;owohl der experimentellen Erforschung der Strömungs
lehre in zahlreichen Versuchsstät.ten, vor allen Dingen auch in der 
neugeschaffenen aerodynamischen Versuchsanstalt in Göttingen eill 
erhöhtes Interesse zugewandt, als auch die wissenschaftliche Amlwel'tung 
lind Vertiefung der gewonnenen Versuchsresultate erneut. in Angriff 
genommen. Insbesondere ü;;t es der von Pra nd tl in:; Leben gerufenen 
Theorie der Grenzschichten sowie der daranf folgenden Entdeckung 
üher den Zusammenhang von Wirbelstärken an Tragprofilen und 
deren A uftrie b sowie anderen ]i'orschungen zu danken, daß die neu
zeitliche Flugtechnik ein strömungst.echnisches Rüstzeug besitzt. 
welches eine außerordentlich weitgehende Auswert.ung und Anwendung 
verschiedenartiger Versuchsresultat.e, sowie zuverlässige Vorausberech
nung bei zahlreichen strömungstechnischen Fragen gestattet. E:-; 
unterliegt keinem Zweifel, daß die Entwicklung der Flugtechnik im 
weflentlichen durch diese von wissenschaft.lichem Geist getragene Ver
suchs- und Forschungstätigkeit bestimmt wird. 
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Die Ergebnisse dieser neueren Forschungen auf dem Gebiete der 
Strömungstechnik haben nun aber, wie im folgenden an Hand einzelner 
Beispiele erläutert werden soll, auch andere mit der Flugtechnik nicht 
in unmittelbarem Zusammenhang stehende Gebiete der praktischen 
Technik befruchtet und daselbst zu neuartigen Konstruktionen den 
Grnnd gelegt. Wenden wir uns zunächst den Aufgaben zu, die der Bau 
von Wasserkraftanlagen und besonders der damit zusammenhängen
den Wasserbauten mit sich bringt, so wird man vielleicht zuerst 
an die wasserbauliche Aufgabe denken, aus einem Flußlauf einen 
Wasserkraftkanal derart abzuzweigen, daß bei mäßigen Baukosten 
ein möglichst geringer Gefällsverlust entsteht und andererseits Geschiebe, 
Sand- und Sehlammassen dem Kanal möglichst fern bleiben. 

Was zunächst die Ccfiillsverluste im Kanaleinlauf angeht, so 
ist es im Lichte der hentigen Strömungstechnik eigentlich selbstver
ständlich, daß eine winkelrechte Abzweigung des Kanals vom Flußlauf 
größere Gefälhwerluste mit sich bringt, als eine in der Stromrichtung 
schräggelegte, weil im letzteren Falle die Eintrittskontraktion erheblich 
geringer ausfallen muß. Erwägungen die sich auf den Impulssatz 
stützen, führen leicht zu der Erkenntnis, daß bei senkrechten Kanal
einläufen die GcfäUsverluste mit steigender Wassermenge im Flußlauf, 
/-!:Ieiehbleibende Kanalwassermenge vorrausgesetzt, sich nicht wesentlich 
iindern können, bei schräg gestelltem Einlauf dagegen abnehmen müssen. 
Durch umfangreiche vergleichende Modellversuche wurde dies beispiels
weise für verschiedene für die Mittlere Isar projektierte Kanaleinläufe 
nachgewiesen. 

Wenn man nun im Gegensatz zu den meisten Ausführungen dl'r 
iiJteren Wasserbaupraxis einen schräg gestellten Kanaleinlauf 
wählt, so wird es sich fragen, ob bei diesem oder bei dem älteren senk
rechten Einlauf die Abhaltung dcs Geschiebes vom Kanaleinlauf 
besser gelingt. Auch hier zeigt ein Modell vers uch, daß der schräg 
gestellte Einlauf wesentlich günstiger ist als der senkrechte, obwohl 
dies den Lehren (les älteren Wasserhaus widerspricht, welche beweisen 
wollten, daß in Stromverzweigungen Geschiebe in gerader Richtung 
fortgetragen werde. Vergleichsversllche an einfachen Gerinnen, wie sie 
in Abb. 1 und 2 wiedergegeben sind, zeigen nun das für den älteren 
Wasserbau jedenfalls überraschende Ergebnis, daß die Hauptmengl' 
des Geschiebes in Stromverzweigungen stets in den abgehenden 
Ast hineingeschleppt werden. Die Erklärung hierfür ist leicht zu finden. 
J)as Geschiebe wird in der am Boden langsam entlang gleitenden B 0 den
schicht, die man mit Prandtl auch Grenzschicht nennen könnte, 
mitgeschleppt. In der Stromverzweigung bildet sich ein seitliches 
J)ruckgefälle aus, wie dies nötig ist, um die Wassermassen wenigstens 
teilweise in den abgehenden Stromzweig hinüberzuleiten. Eine genauere 

9* 
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Abb. 1 u. 2. "Wasserströmung und Geschiebebewegung in verzweigten Gerinnen. 
]las Wasser wird an den durch Pfeile bezeichneten Stellen zugeführt und an den beiden abzweigenden Enden 
<ler Gerinne mittels eingebauter. auflerhalb des Bildes liegender Überfallwehre gleichmäßig entnommen. 
Das Geschiebe bewegt sich bei Billt 1 vornehmlich an der inneren ::;eite der Krümnlung, während die gerade
aus liegende Abzweigung größtenteils geschiebefrei bleibt. Bei Bild 2 geht das Geschiebe fast restlos mit 
der Bodenströmung in den winkelrecht.en Abzweig hinein, während in den geradeaus liegenden nur einige 

YOm Hundert· (kr gp~~nntf'll Geschieberncnge hineingeh'agen werden. 
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Untersuchung (leI' Bodenströmung bestätigt dies lind zeigt, daß dic 
Bodenschicht fast restlos in den abgehenden Stromzweig eingezogen 
",-ird und daß aus diesem Grunde auch der größte Teil cles Geschiebes 
dorthin wandert. Die oben skizzierte Betrachtung der Grenzl'lchicht
erschei nungen führt ungezwungen zu dem Schluß, daß an denjenigen 
~tellen der Strombahn, an welchen sich die Grenzschicht loslöst nnd zu 
Wirbeln und Totwassergebilden aufstaut, in wirklichem Fluß oder Kanal 
Schlamm- und Geschiebeablagerungen zu erwarten sind. Gelingt es, 
derartige Totwasser zu beseitigen, so wird auch die Schlammablagerung 
entfallen. Nun hat Prandtl gezeigt, daß die TotrltUme, die sich z. B. 
an der Rückseite eines im Was~;erstrom I'ltehenden Kreiszylinden; an
sammeln, dadurch zu beseitigen sind, claß man mittcls einiger verhältnis
mäßig kleiner Öffnungen an der IWckseite cle::; Zylinders danemd die 
geringen Mengen (kr in der Grcnz::;chicht langHam heranströmcllden 
Flüssigkeitsvolnmen ablaufen läßt. DieseH Lahorntoriulllscxperiment 
ist nun in größten AUHmaßen bei den geH pül te n Ei n tri tt~;;.;e h welle Jl 

mehrerer WasRerkrafti'lanlagen, z. B. der Mittleren "h;ar, mit Erfolg 
angewendet. Verhältnismäßig geringe vVassermengen, welche man 
rlllrch Spülkaniile, die in den Eintrittssch wellen der Tnrbinenkammern 
IIml Kanaleinläufe vorgesehen sind, entwerter ablaufen läßt oder be
i'lonclcrs gestalteten kleinen Kläranlagen zuführt, gestatten es, die am 
Kanal- oder am Flnßboden heranziehende Bodenströmung abzuzapfen 
und gleiehzeitig Totwassergebilde nnd Sehlammablagerungen zu he
seitigen. 

l<Jr.; braucht nicht darauf hingewiesen zu werden, daß Holehe und 
iihnliche Versuche und Erwägungen für die Konstruktion (leT' \VaRser
kraftanlagen nicht bloß bei der vorerwähnten .\ nfgahp, :-:ondern allch in 
vielen anclen>n wichtigen Punkten von grundlegpmkr HerlPlltlll1g' flind. 
Die BemeHHlIng der Ströl1lungsquerschnitte beim Ein- lind Au;;tritt 
von Stollen, Rohrlei tungen, Kanalübel' brüe kungen, welche 
ans wirtschaftlichcn Gründen eine Verengung dc:-: ProfileH verlangen. 
hei Verzweigung der Htromlmhn in \Vas:-:erRchliisKPrn und (lergleichen, 
wird am besten durch zweckentHprechcJl(l allsgeführte Venmche an 
kleinen Modellen festgestellt, wobei sich nicht 11m' erhebliche Ersparnisse 
al1 Gefälle, sondern auch lllci::;t bet,rächtliche ;\Jinderung der Baukosten 
prgeben, wenn es nämlich gelingt, solche Teile der bei der Baukonstrllk
ti on sich ergebenden Strombahn, die später in \Virklichkeit nur ZIlL' 

Am;ammlung von an der Strömung nicht teilnehmenden \Vassermenge!1, 
:-:og. Totwassern, führen, von vornherin wegzula;;sen. 

Auch bei der Abbildung von Leerschüssen und anderen Aufgaben 
ergibt der Modellversuch so wertvolle Anhaltspunkte, daß der WasRe)'
baukon::;trukteur, welcher sich einmal an dieses Hilfsmittel gewohnt hat, 
,.:eine wirtschaftliche Unentbehrlichkeit bald erkennt. Es ist (lam it 
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ohne weiteres erkenntlich, daß hier nicht nur die f:!inngemäßc Aus
gestaltung der Grenzschichtentheorie, Hondern auch die Vel'
Huchsmethoden der Göttinger Modellversuchsanstalt und ähnlicher 
.l!'orschungsinstitute für die Praxis außerordentlich bedeutungsvoll 
geworden sind. 

Wie weit bei der Konstruktion der Waf:!scrkraftm!1schinen selbst 
die neuere 'hydrodynamische Erkenntnis mitgewirkt hat und noch 
weiter mitzuwirken bernfen ist, wurde bereits in den einleitenden Be
merkungen erläutert, so daß es nicht nötig ist, hierauf weiter einzugehen. 

Bemerkenswert ist nun, (laß nie ncuzeitliche Strömungslehre nicht. 
bloß :;olche Zweige der Technik im allgemeinen und des Maf:!chinenbau(.'H 
im be:;ondercn zu befruchten vcrmag, bei welchen die ~trömung:;vOl'
gänge den wesentlichen Inhalt hilden, :;ondern daß f:!ie CH erlaubt, aueh 
anderen f:!cheinbar ganz cntlegenen Arbeitsgebieten der Technik nellt' 
Anregungen zu bringcn und ihnen zu ncnen Fortschritten zu verhelfen. 
Bcü;pielswei:;e hat beim Bau von f:!elb:;ttätigen, mit Preßöl bctrie
henen Rcgh'r n, wie f:!ie in früherer Zeit ausschließlich zur Regelung d(')" 
Drehzahl von Dampf und Wasserturbinen dienten, die Beachtung der 
Strömungser:;cheinungen an Stcuerkolben und V cntilen dazu geführt. 
die:;e nicht nur von dem sbtischen l~ückdruck des Preßöles zn hefreien, 
sondern auch die VOll den ~trölllllngserHChcimll1gen herrührenden Rüek
drücke zn beHeitigcn. Ho ist es gelungen, selb:;t große Öldruckrcgler 
mit ta,lIsend muL mehl" Kilogrammeter Arheit:;vcrmügcll zu haut'll. 
hei welchen die Rückdrücke an (leI' Stellerung anf verschwindenr\(' 
Beträge, jedenfalls auf Bruchteile eincH Gramll1eH, beschränkt "im\. 
Daraus ergiht sich nicht nur eine Vervollkolllmnung der Drehzahl
regler, sondern auch die Möglichkeit, solche Regler unmittelbar von 
clektri:;chen Steuerorganen, etwa entsprechend ausgebildeten elek
trischen Spannungs- oder Strommessern betätigen zu lassen, wie dies 
hpispü·hnvei:;c für die selbsttätige Regelung des Elektrodenstromes 
in elektrochemischen Werken nötig ist. Auch eine unmittelbare Rchnell
regelung von elektrischen Rtromerzeugern in der Weise, daß durch 
Einflußnahmc auf Leistung und Drehzahl der Kraftmaschine unmittel
haI' die Klemnmpannnng des Stromerzeugers bei allen Belastung~gradcll 
konstant gehaltcn wird, ist eine praktisch bedeutungsvolle Aufgabe, 
welche sich mit Hilfe der vorerwähnten elektrischen Prcßölregler lÖf:!en 
ließ. 

Ein andereH Beispiel für den weitgehenden Einfluß, den hydrodyna
mische Erwägungen auf die Konstruktion von Maschinen ha,ben können, 
bietet z. B. das Preßölgetriebe, welches die Magdeburger Werk
zeugma:;chinenfabrik in erster Linie für den Antrieb von Werkzeug
maschinen, dann auch für anderc Zwecke herstellt., bei denen ein stufen
frei einstellbares, veränderliches DherRetzungsgetriebe verlangt 
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wird, welches bei mäßigen Abmessungen und gutem Wirkungsgrad das 
einmal eingestellte Übersetzungsverhältnis nahezu unabhängig von dem 
Belastungsgrad beibehält. Ein derartiges Getriebe besteht im wesentlichen 
ans einer vielzylindrigen Kolbenpumpe mit veränderlichem Hub, die 
Preßöl einem genau gleichartig ausgeführten Kolbenmotor zuführt, 
der die im Preßöl zugeführte hydralllü.;che Energie in mechanische 
Energie zurückverwandelt. Die Verändernng der Übersetzung wird 
dabei durch Veränderung eler Hubgrößell erreicht. Bemerkenswert 
i::;t nun, daß im Gegensatz zn früheren Versuchen auf diesem Gebiet 
schon bei den ersten Amifühnmgen dieRes Getriebes Wirkungsgrade von 
mehr als 90% erreicht wnrden, was nur möglich war unter Berück
sichtigung der Anregungen, die die neueren Arbeiten nnd ForRchllngs
ergebnisse der Hydrodynamik gebracht hatten. 

In diesem Falle ergab flich einerseitfl die Aufgabe, }1~hisfligkeits
::;trömungen in Kanälen unel f..:chieberstellerungen rechnerisch zu 
erfassen, wOflclbst die l1'liissigkeit überkritisch strömt, d. h. Flüs::;igkeits
reibung hauptsächlich an den Wandungen auftritt. was (lem Wesen nach 
/In dem;elhen Prohlemen führt. wie Rie allCh hei clen für elie ohenerwähnten 
\l'<lsRcrbaulichen Zwecke angestcllten VeHmchen vorliegen und für 
welche daher ähnliche Untersuchllngs- und Rechnungslllethoden in 
"Frage kommen. Danehen galt, er-; aber noch, die Strömung des Öles 
in engen Spalten in dem Sinne günRtig zu gestalten, daß gleichzeitig 
Reibllngs- und Leckölverluste möglichst gering ausfallen. Dabei ergibt 
,lich ein Vielerlei von Rücksichten, zumal auch noch werkstattechnische 
Anforderungen weitgehend zu beachten sind, und es bedarf daher keines 
hPKonderen Beweises, um zu erhärten, daß gerade hei derartig kOlllpli
;/,ierten Aufgaben elie heutige StrömungRtechnik Vorbedingung für eine 
erfolgreiche LÖ::;Ullg ist. 

Ähnliche Strömungserscheiullngen, wie sie elie Ölf.;tröl1Illng in Arheit;.;
flächen lmd DichtllllgRspalten dcr Preßölgetriehe mit sich bringt, treten 
auch bei elen gewöhnlichRten Maschincnteilen, nämlich bei gewöhnlichen 
Wellenlager 11 n gen anf. Erst in neuerer Zeit ist es bekannt geworden, 
daß ein im Danerbetrieb branchbares Lager an das Zm;tandekommen 
einer ordnungsgemidJcn Öl:-; trö III Ullg zwü;ehen Zapfen 11lld Lagerschale 
oder an die EntRtehnng eineR ::;ogenannten ÜlfilmR gebunden i:>t, 
wie dies unter anderem in den zweifeIloR anch für die Praxis bedeutungs
vollen Arbeiten Gümbel::;l) näher erörtert wird. Aus diesen Erkennt
nissen heraus ergab sich auch erRt eine wirklich hrauchbare Konstruktion 
von Lagern für die Übertragung größerer axialer Drücke, sog. Spur
lager. Dem älteren Maschinanbau wollte ja bekanntermaßen die Kon
~t,rukt,ion solcher Spurlager nie recht gelingen, und erst die neuerel1 

1) Vgl. Thoma: HochleistungskE'sscl. Bcrlin 1921. 
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Forschungen haben die Wege gezeigt, wie man auch in Spurlagel'll, 
bei denen der oben erwähnte Ölfilm im Gegensatz zu Radiallagel'll nicht 
ohne weiteres entsteht, durch Anwendung beweglicher Gleitflächen 
und ähnliche Mittel die richtige Strömung des Schmierstoffes und 
damit, einen einwandfreien Betrieb erzielt. Heute bereitet es keine 
Schwiprigkeiten, Spllrlager selbst für anßerol'clc>ntliph große Lasten 

Abb. 3. Luftstl'ömuug im Modell eines H eizapparates. 

herzu::;tellen und damit z. B. im Wasserturbinenbau zu den aus hydrau
lischen und baulichen Gründen oft vorteilhaften yertikalen Turbinen
anlagen zurückzukehren. 

Überraschenderweise läßt sich nun aber die Hydrodynamik auch 
mit Nutzen auf Erscheinungen der Wär melehre und Wärmetechni k 
anwenden. Abb.3 gibt das Bild VOll der Luftströmung in dem Modell 
eines Wasserröhrenkessels wieder. Dieses Bild zeigt in der Richtung 
der im Schnitte als schwarze Kreise erscheinenden Rohrmodelle gesehen, 
die Strömung innerhalb eines Röhrenbündels. Die Grenzschicht ist 
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mittels eines besonderen, hier nicht näher zu beschreibenden Verfahrens 1 ) 

weißl:ch gefärbt. Man bemerkt, daß diese Grenzschicht, welche doch 
sicherlich im Dampfkessel nahezu die Temperatur der Wasserrohre 
annimmt, sich um jedes nachfolgende Rohr herumschlingt, und somit 
den Wärmeübergang wesentlich beeinflussen muß. Eigentlich bedarf 
es keiner Erläuterung, um zu beweiOlen, daß die Kenntnis der Strömungs
formen, welche Heizgase in Rohrbündeln und anderen wärmeaustauschen
den Apparaten annehmen, grundlegend ist für die Beurteilung und 
Berechnung des Wärmeübergangs und damit für die Leistung von 
Dampfkesseln nsw. Aus der Kenntnis und Untersuchllng vieler Strö
mungsbilder werden sich daher Fingerzeige für den praktisch tätigen 
Ingenieur oder meist sogar Richtlinien für die Konstruktion der Heiz
apparate ergeben. Beispielsweise ist es möglich, aus der Untersuchung 
derartiger Strömungsformen auf einen einfachen Zusammenhang 
zwischen Druckverlust in Wärmeaustauschapparatell und deren Wärme
aufnahme zu kommcn, was für dic praktische Verwcndung natürlich 
außerordentlich wertvoll ist. Damit ist es z. B. möglich, die wirtschaft
liche Grenze der LeiOltungssteigerung bei Großdampfkc~Reln. 

die mit Gebläsen ausgerüstet sind, zu errechnen. 
Eine nähere Untersuchung der StJ'ömungsvorgänge in Heizkörpel'

modellen lehrt aber außerdem noch, daß es möglich ist, an Hand :,lolchel' 
Modelle in einfachster Weise die Wärmeübergangszahlen dnrch 
chemische Methoden zu ermitteln. Bildet man nämlich ein derartigeR 
Modell, wie das in Abb. 3 gezeigte, als Diffusionsapparat aus, indem 
man etwa die wärmeaustauschenden Rohrwandungen im Modell am; 
einem porösen Körper herstellt, der mit geeigneten Chcmikalien getränkt 
mit der durchströmenden Luft in eine genügend Rchnell verlaufende 
chemische Heaktion tritt, so läßt sich aw; dem Grade der Umsetzllng 
ein I{ückschluß auf die Eigenschaften des Modell:.; ;tl:.; Difftmionsapparat 
ziehen. Da nun aber die Differentialglcichllng für die Diffusion nnd für 
den Wärmeübergallg bi:.; auf gewisse Abmessungen von Modell und 
wirklichem Heizkörper, sowic bis auf einc die Diffllsionskonstante und 
die Wärmeleitzahl enthaltende Konstante übereinstimmen, läßt sich 
unmittelbar aus dem DiffusionsverslIch die Eigenschaft des Modells 
und des wirklichen Heizkörpers als Wärmeallstanschapparat erreichen 
und zwar ohne daß man genötigt wäre, willkürlichc Vergleichskonstantcn 
in die Rechnung einzuführen. Damit ergibt sich die Möglichkeit, ver
gleichende Modellversuche über die wärmetechnischen Eigenschaften 
verschiedener Heizkörper-Anordnungen auszuführen, was außerordent
lich wichtig ist, weil Versuche im großen Maßstabe aus naheliegenden 
Gründen in den seltensten ,F'ällen in planmäßiger W'eise dnrchgeführt 

1) Vgl. Thoma: Hocbleistungskessel. Berlin 1921. 
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werden können. Über den vorliegenden Einzelfall hinaus hat aber 
nur eine planmäßig durchgeführte Versuchsreihe \Vert. Nur sie allein 
läßt l1,ückschlüsse über den Rahmen der vorliegenden Einzelaufgabe 
hinallH zu uncl ermöglicht es, allgemein gültige Gesichtspunkte für den 
\Värmeü bergang im allgemeinen und die Konstruktionen von Heiz
apparaten im besonderen zn finden. 

Luft- 1111(1 Wärme"trömung, deren inniger ZU::-lammenhang 
durch die oben gestreiften Untersllehungen erwiesen wurde, sind übrigem; 
auch VOll grundlegender Bedeutllng für die Berechlllll1g elektrischer 
:\1aschinen Howohl ab alleh für die Konstruktion beispielsweise VOll 

Ülmotoren, beide::-l :NhLKehinengattungen, bei denen \Viirmeübertragung 
Imd Luft- oder Gasströmungen (lie Konstruktion erheblich heeinfl11sRen. 

Überhaupt ist festz1lstellen, daß das heutige Rüstzeug der tee h-
1lischen Hydrodyn~tmik m; gestattet, in vielen Fällen wesentlich 
weitergehende und allgemeinere Schlüsse über die Lösung zahlreichfT 
technischer Probleme zu gewinnen, als die heutige Praxis allgemeill 
annimmt. Damit, i"t zn hoffen, daß allmählich die technische Strö
nnmgslehre in weiteren Kreisen Freunde 11nd Gönner für die Förderung 
ihrer FOl'Rchungsarbeit,en 11nd ihrer nnter wis8cn:,;chaftlicher Kontrolk 
Kehenden Versnche finden wird, und daß dieser Zweig der technischen 
:\fcchanik in seiner Auswirkung für WirtschaJt lind FortRehritt zn jener 
hedentnllgsvollen Stellung gelangen wird, zu der er kraft (leI' fuudamell
talpl1 He<ll'ntung der theorci-i::;chen 1111<1 dcl' technic:chen HydrodymtIllik 
berufen ist. Allzu oft wird vergessen, <laß der Hydrodynamik ins bc-
801H1(>1'e auch außerhalh des Rahmcns der hier skizzimt.en Theorie <kr' 
reibenden Flüssigkeiten eine allumfas;.;ende Bedeutung zukommt. 
Ich brauche nicht daran zn erinnern, daß beispielsweise neben der 
:'Ichon lange bekannten elementaren Berechnung elektrischer Maschinen, 
"'elche zahlreiche einfache, im Grunde St.römungsvorgänge betreffende 
Hechnnngen mit sich bringt, auch der heutige Elektromaschinenbau 
noch seine ::-lchwierigsten und erfolgreichsten Arbeiten aus der Bereeh
llllllg verwickelter magnetischer und elektrischer Felder, sowie aus der 
Berechnung der innig zusammenhängenden Luft- und Wärmmltrömung 
;,;ehöpft., wozu die theoretische Hydrodynamik die Grundlagen liefert.. 
~~nch die Probleme der elektrischen Fernübertragung und zahlreiche 
andere Fragen lassen sich hellte U11r noch dann einfach und klar erfassen, 
wenn die Wellennatur der elektrischen Erscheinungen mit ihren elek
trischen und magnetischen Feldern als Grundlage der Betrachtung dient 
und mit den Hilfi:lmitteln der Hydrodynamik der räumliche und zeitliehe 
Verlauf der elektrischen nnd magnetischen Felder erforscht wird. Da
rüber hinaus läßt ferner bekanntermaßen die neuere Physik bei der 
Erforschung der Zusammensetzung der Materie und zahlreicher dahin 
gehöriger allgemeiner und grundlegender Fragen die Bedeutung der 
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Hydrodynamik in immer neuem Lichte erscheinen. Aus diesem Grunde 
ist es nicht erstaunlich, wenn heute auch der praktisch tätige Ingenieur 
sich in immer steigendem Maße mit den Hilfsmitteln dieser Disziplin 
nnd namentlich deren handgerechter Anwendung vertraut machen muß. 
Die hier gebrachten Beispiele sowohl als die daran geknüpften allgemei
neren Überlegungen sollen die heutige Ingenieurwelt davon überzeugen, 
daß man diese neuere Entwicklung nicht bloß mißtrauisch beobachten 
darf, sondern sie tatkräftig und opferbereit unterstützen sollte, in der 
Erkenntnis, daß jede Mühe, die zur Erforschung der neuen in praktische 
Formen gegossenen Wege der technischen Hydrodynamik im besonderen 
und der technischen Mechanik im allgemeinen aufgewendet wird, sich 
in kurzer Zeit durch handgreifliche Erfolge bezahlt machen muß. 



t'ber Sta.bilität symmetrisch aufgebauter Raumfachwerke. 
Von "v. Schlink, Technische HoehRchnlp in Darmstadt. 

A. Föppl führte für die von ihm angegebene Netzwerkkuppel 
(Abb. 1 und 2) einen Stabilitätsbeweis, der zeigt, daß derartige Raum
fachwerke über einem regelmäßigen Vieleck mit gerader Seitenzahl 

a 

d~----~~~----~b 

c 

ALb. I. 

nicht stabil sind, wohl aber solche mit un
gerader SeitenzahP). Unter Zugrundelegung 
des Hennebergschen Satzes 2), daß ein 
räumlicher Fachwerksträger, der die Mohr
sche Gleichung 8 + 1" = :3 k 3 ) erfüllt, dann 
stabil ist, wenn beim Fehlen von äußeren 
Lasten alle Stahkräfte und Lagerreaktionen 
eindeutig den Wert Null besitzen, läßt sich 
der F ö p pI sche Stabilitätsnltc h weis folgc>ndcl"
maßen darstellpll: 

An genOmllH' 11 , in AB herl"Kelw eine be
liebige Kraft 8; diese kann in B mit dCIl 

:3 Kräften Be, Bd, Be ins Gleichgewicht 
gesetzt werden, dlLnn Be eindeutig mit OD, 
Oe, Oa, weiter 0 D mit DE, Da. Db, und 
dann DE mit EA, Eb, Ec. Am Punkte A 
müßte dann Gleichgewicht bestehen zwischen 
AE, Ac,A d undA B; das ist aber nur möglich, 

wenn die Resultante der Kräfte in AB und AE in dieselbe Linie fällt wie 
diejenige von Ac, Ad, also in die Schnittlinie der Ebenen cAd undBAE. 
Das heißt: Wenn bei beliebig angenommener Kraft 8 in AB sich in 
}J A eine solche Kraft ergibt, daß die Resultierende aus AB und AE 
in die erwähnte Schnittlinie fällt, dann erhalten Ac und A d eindeutige 
Stabkräfte dann würde also für jede beliebige Stabkraft 8 in allen 
Stäben eine bestimmte Stabkraft auftreten, d. h. beim Fehlen von 
äußeren Lasten würden in allen Stäben von Null verschiedene Kräfte 
entstehen können, das System wäre demgemäß nicht starr. 

1) Föppl, A.: Das Fachwerk im Raume. Leipzig 1892. 
2) Henneberg, 1,.: Die graphische Statik des starren Systems. Leipzig Wll. 
:l) Es bedeutet 8 die Zahl der Stäbe, k der Knotenpunkte und r der Lager-

unbekannten (Fesseln). 
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Bei einer regelmäßigen Netzwerkkuppel mit ebenem Ring wird 
die Kraft in BOgleich der willkürlich gewählten Kraft S in AB, aber 
mit entgegengesetztem Vorzeichen; dann diejenige inO D wieder gleich 
+ S, DE gleich - S usw. Bei gerader Seitenzahl (Abb. 2) haben dann 
AB und FA verschiedenes Vorzeichen, ihre Resultierende fällt in die 
Schnittlinie der Ebenen BAF und cAd, das System ist verschieblicll. 
Liegt dagegen eine regelmäßige Kuppel mit 
ungerader Seitenzahl vor, so bekommt der 
letzte Ringstab EA (Abb. 1) eine gleichgroße und 
gleichgerichtete Kraft wie AB, die Resultierende 
dieser beiden Ringstäbe fällt nicht in die e 

Schnittlinie der Ebene BAE und cAd, und die 
Stabkräfte in A d und Ac können nur dann 
mit der Resultierenden von BA und EA Gleich
gewicht halten, wenn diese Null ist, d. h. Gleich
gewicht ist beim Fehlen von äußeren Kräften 

Ahh.2. 

nur möglich, wenn die ursprüngliche Kraft S mit der Größe Null ein
geführt wird, und dann werden alle Stabkräfte eindeutig Null. Also 
ist eine Netzwerkkuppel mit ungerader Seitenzahl immer stabil. 

Naturgemäß werden nicht nur regelmäßige Netzwerkkuppeln mit 
gerader Seitenzahl, sondern auch andere Formen von Netzwerkkuppelll 
labil sein können. Hierfür läßt sich ein sehr bequemes Untersuchungs
verfahren angeben, wie unten gezeigt wird. 

Wenn der Ring ABO ein ebenes Stabeck ist, liegt die Resultierende 
je zweier in einem Ringpunkt zusammenlaufenden Gratstä.be, z. B. Ac 

RB 

Abh.3. Ahh.4. 

Ad, immer in einer horizontalen Geraden (RA)' Der Stabilitätsbeweis 
kommt also im wesentlichen auf die Untersuchung eines ebenen Systems 
heraus (Abb. 3). 

Amherseits kann man die Gratstäbe cA, dA ... auch als Stützungs-
stäbe auffassen; die von festen Erdpunkten a·, b . .. auslaufen, so daß 
dann die Netzwerkkuppel angesehen werden kann als ein in Rollen
lagern gestützter Stabring, wobei die Bewegungsrichtung der Lager 
jeweils senkrecht geht zur Ebene je zweier Gratstäbe (cA, dA) ... Der 
auf einer horizontalen Ebene gelagerte Ring (Abb.4) C'l1tf;pricht C'üwr 
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Netzwel'klmppel, Lei der die Gmtstab-ELenen cA d, ... senkrecht stehen. 
}flan erkennt sofort daß ein in Rollenlagern gestützter, ebener regel
mäßig vieleckiger Ring, bei dem die Rollenlager in radialer Richtung 
geführt Rind, nur dann stabil ist, wenn tein Vieleck mit ungeraekl" 
Seitenzahl vorliegt, dagegen labil bei gcrader Seitenzahl. 

Auf Grund dieser Überlegung ist die Untenmcllllllg einer Netz
wel"kkuppcl auf diejenige f'ines in Rollenlagern geführten R,ingeR zurück-

2/ führbar. t-:lolange eher t-:lta,Lring in 

Abi>. ;). 

einer Ebene liegt, ist es ganz gleich
gültig, ob die Wände der Grat-

__ 17_ stäbe bzw. der StiitzungKstähe :-;ehid 
oder senkrecht stehe]], da in heiden 
Fällen dieSehnittlinien derSt iitzungR
::-;täbe-Ebenen mit der H,ingebell(' 
horizontale Geraden sind. Man 

kanl! ;;ieh den ~ta,hzug einfach festgelegt denken durch Fesseln in der 
Hingebene und hat dann lediglich zu untersuchen, ob ein derartigf'l" 
('bener ~tabträgpr ;;tabi] i:-;t. DieR ist, wie' ohen erwähnt, dann dpl" 
Fall, WCHn Leim Fehlen von tiu/kren KrMkn in allen Stiihen die Spann
kraft Null eindeutig auftritt; dagegl'[) i:-;t daN ~ystem lahil, wenn bei 
dieser speziellen Belastung in alle]] oder einzelnen Ntäbell von Null 
verschiedene Kräfte auftreten kÖnl1len. DieRe!.' letztero Spannungs
zustand (Ahh. ;» iRt aber dalln \"l)rhandon, wenll die Kridtc 1,2,3 ... 

I 

IT7 

Abl>.O. 

nach belie biger Größemtll-
nahme VOll ellH'l" unter ihnen 
im Gleichgewicht unterein
ander stehen, cl. h. wenn ihr 
Krafteck, zu dem dann das 
Vieleck I, II, III 0 •• als Seil
eck gehört, geschlossen ist. 
Man zieht also zur Prüfung 
der Stabilität durch einen be-
liebigen Punkt, M Parallele 

zu den Ringseiten I, II, III . und stellt fest, ob zwischen diesen Pol
strahlen durch Parallelverschiebung der Wirkungslinien 1, 2, 3 ... ein 
ge::lchlossem':-; Krafteck entsteht. Sofern fieses der :Fall, ist das t-:lystem 
labil, also der Ring nicht unverschieblich gelagert; ergibt sich dagegen 
ein offenes Krafteck (Abb. 6), so liegt ein stabiles Gebilde vor. 

Dies Verfahren zur Untersuchung eines gelagerten ebenen Ringes 
und damit auch verschiedener Kuppeln erscheint wesentlich einfacher 
als dasjenige nach der kinematischen Methode, wie es z. B. von Geuse n I ) 

1) Geusen: Zur Bcrf'chnnng von Fachwerksträgern. Zcntralbl. d. Bauver\\". 
Ui2l. 
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yerwendet wurde. Unter Zugrundelegung der Beziehungen von Kraft
und Seileck zueinander lassen sich dann auch verschiedene Sätze ab
leiten, die für die Stabilität von Kuppeln wertvoll sind. Die hier an
gestellte Betrachtung gilt naturgemäß auch für den Fall, daß der ge
lagerte Ring bzw. der obere Stabzug der Netzwerkkuppel ein räumliches 
Vieleck ist; nur tritt dann an Stelle de;; ebenen Kraftecks ein räumliches. 

Netzwerkkuppel und Schwedlerkuppel können aufgefaßt werden 
als Sonderfälle eines allgemeineren Raumfachwerks, das entr;tanden 
ist durch Erweiterung eines von Saviotti für ebene Fachwerke mit
geteilten Bildungsgesetzp~: ein stabiles, ebenes Fachwerk kann dadurch 
gebildet werden, daß man an ein bestimmtes ebenes Fachwerk einen 
nseitigen, ebenen Stabring durch je einen Stab nach seinen Eckpunkten 
anfügt. Henneberg hat dies Gesetz für räumliche Fachwerke er
weitert: Ein heRtimmteR räumliches Fachwerk kann da(lurch ge-

Abb.8. 

wunnen werden, daß man die n Ecken eines räumlichen oder ebenen Stab
polygons durch je 2 Stäbe mit Knotenpunkten eines bestimmten Raul1l
fachwerkes verbindet. Ob ein derartiges System tatsächlich unverschieb
lieh, also bestimmt ist, läßt sich leicht nachprüfen, wenn man den oben 
angegebenen Stabilitätsnachweis für Netzwerkkuppeln verwendet. 

Faßt man die festen Erdpunkte als Knotenpunkte eines die Erde 
ersetzenden bestimmten Fachwerkes (Erdfachwerk) auf, so erkennt 
man sofort, daß die Schwedler- und Netzwerkkuppeln nach dem Henne
berg-Saviottischen Gesetze aufgebaut, indem die Ringpunkte .A , B, 
Cf • • . durch je 2 Stäbe angeschlossen sind. 

Soll ein offener Stabzug mit n Ecken gegenüber einem J:I'achwerk 
bzw. der Erde räumlich festgelegt werden, so benötigt man (2 n + 1) Ver
bindungsstäbe ; ist der Stabzug an das betreffende Fachwerk angeschlossen 
(Abb. 7), so sind zur Gewinnung eines unverschieblichen System<) nur 
(2n - 1) Stäbe einzuziehen. Will man einen offenen Stabmantel, 
bei dem die Stäbe in lauter Dreiecken angeordnet sind und der an ein 
festes räumliches Fachwerk angeschlossen ist (Abb. 8), mit diesem zu 
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einem unverschieblichen Stabgebilde verbinden, so benötigt man 
(m + n - 3) Fesseln, wenn mund n die Zahl der freien Eckpunkte der 
beiden begrenzenden Polygone des Stabmantels ist. Mit Anwendung 
dieses Gesetzes lassen sich verschiedenartige Raumfachwerksträger 
bilden, die Müller-Breslau Halbkuppeln nenntl). 

Geht man von Erdpunkten verschiedener Höhenlage aus, so kann 
man mittels des Saviotti-Hennebergschen Bildungsgesetzes anders

B 

11 

Ahb. fJ. 

c 

artige Raumfachwerke angeben. So ist z. B. das 
System der Abb. 9 dadurch entstanden, daß man von 
8 festen Erdpunkten a, al , b, bl ... ausgeht und an 
diese den vierseitigen Ring durch je 2 Stäbe in einer 
lotrechten Ebene anschließt. Bezüglich der Stabilität 
verhält sich das vorliegende Stab system wie ein 
ebener Ring, der durch Fessehl in seiner Ebene an 
die Erde angeschlossen ist. Man erkennt sofort, daß 
eine regelmäßige Kuppel nach dieser Bauweise mit 
gerader oder ungerader Seitenzahl labil, da ja das 
oben erwähnte Krafteck geschlossen ist. Nimmt 
man je einen Stützungsstab fort und zieht dafür in 

den Trapezfeldern Diagonalen ein, so entsteht die Schwedlerkuppel. 
Schließt man (Abb. 10) an n Erdpunkte einen höhergelegenen hori

zontalen Stabring mit 2 n Ecken in der gezeichneten Weise an, so 
entsteht ein nfach labiles System; man erk('nnt dies sofort, wenn 
man in einem Ringstab eine beliebige Kraft annimmt und Gleich-

.\bo. 10. AbI,. 11. 

gewichtszustand herzustellen versucht. Fügt man den 2 n-seitigen Ring, 
ähnlich wie in Abb. 9, durch je 2 Schrägstäbe in derselben Vertikal
ebene, z. B. Punkt Al durch aAl und a l Al (Abb. 11) an, so sieht man, 
wie leicht bei symmetrischer Ausbildung ein verschiebliches Gebilde 
entsteht. 

Durch Anschließung eines neuen Ringes statt an feste Erdpunkte 
an die Knotenpunkte eines bestimmten Fachwerksträgers kann man 

1) Müller - Breslau: Neuere Methoden zu Festigkeitslehre. 3. Auf I. Leipzig 
IU04. 



Über Stabilität symmetrisch aufgebauter Raumfachwerke 145 

verschiedenartige räumliche Stabsysteme gewinnen. In Abb.12 ist 
der Ring an eine ScheibenkuppeI1), also ein bestimmtes System, an
gefügt. Bei regelmäßiger Ausbildung ist das neue Stab gebilde labil, 
sowohl bei gerader wie auch ungerader Seitenzahl, obwohl die Scheiben
kuppel selbst stabil ist. 

Selbstverständlich können immer weitere Stabringe angeschlossen 
und damit Kuppelformen erhalten werden, bei denen an den Graten 
ebene Fachwerke angeordnet, deren Knotenpunkte durch Ringstäbe 
verbunden sind. In Abb. 13 ist das Ausgangssystem aA, bB, cO, dD 
eine regelmäßige, vierseitige Schwedlerkuppel, an die zunächst der 

~ 
a 11m d b on c 

======~d 
ijtK~====::::::;;::::;;;:;;:1·c 

Abb.13. 

Hing IXl tl1 )'1 151 durch Abstützungsstäbe angeschlossen ist, dann weiter 
der Hing C<2 (1 2 )'2 Ö2 und so fort. Gegenüber einer gewöhnlichen mehr
geschossigen Kuppel weist diese hier den Unterschied auf, daß statt 
der vollwandigen Grate gegliederte Scheiben eintreten, deren Knoten 
durch horizontale StäLe verbunden sind, während aber die Trapez
diagonalen in den Mantelfläehen fehkn mit Ausnahme derjenigen 
in den inneren, untersten .Feldern A a b B, B b cO. .. Falls die einzelnen 
Ringe regelmäßige Vielecke bilden, ist das ganze Fachwerk labil, und 
zwar ist jeder Ring an den vorhergehenden verschieblieh angeschlossen,
ein zunächst vielleicht überraschendes Ergebnis, da die Schwedlerkuppel 
auch bei regelmäßiger Ausbildung stabil ist. 

Die Berechnung derartig aufgebauter Systeme macht keine Schwie
rigkeiten, da man, ausgehend vom obersten Ring, nur den Berechnungs
gang der Netzwerkkuppel anzuwenden braucht; sie läuft für die Grat
fachwerke auf die Berechnung ebener Fachwerke hinaus. 

1) Schlink: Statik der Raumfachwerke. Leipzig 1907. 
AUgLlst l!'öP111-Festsehrift. 10 
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Man kommt beim Anschauen der Stabanordnung von Abb. 13 auf 
den Gedanken, die Füllungsstäbe der Gratfachwerke fortzunehmen 
und dafür Diagonalen in verschiedenen Tl'apezfeldern des inneren und 
äußeren Mantels einzuziehen. Führt man dies für alle Trapezfelder aus, 
so erhält man ein einen doppelt zURammellhängenden Raum um
schließendes Flechtwerk, das als freies Fachwerk der Bedingung 8 = 3 k 

Abb. 14. Abb.15. 

genügt, also im Gegensatz zu dem einf,whcn Föpplsehen Flechtwerk 
6faeh unbestimmt ist. Eine einfache Form eines solchen doppelten 
Flechtwerkes ist in Abb. 14 dargestellt. Lagert man ein solches 

c 

Flechtwerk in n Ringpunkten mittels je 
zweier Fesseln, so entsteht ein 2 n-fach 
unbestimmter l~aumträger; um es be
stimmt zu machen, müßten also 2 n Stäbe 
entfernt werden. 

Während die Röhren-Ringfläche, deren 
Mantel mit Stäben in Dreiecken überdeckt 
ist (Abb. 14), scchsfach unbestimmt, ist die 
entsprechende ebene Ringfläche (Abb. 15) 
ein 3fach unbestimmtes ebenes Fachwerk. 

b,~---=r-<Jf :r--7"-~d Bei ihrer ebenen Lagerung in n Fesseln er

a 
Abb.16. 

hält man die richtige Zahl von Unbekannten, 
wenn man n Diagonalen entfernt. Führt m,1n 
dies bei Abb. 15 aus, so hat man ein Fach
werk, bei dem zweimal das S a viotti sehe 
Bildungsgesetz angewendet ist, und man er
kennt leicht, wenn ein labiles Ge bilde vorliegt. 

In entsprechender Weise ist die Kuppel nach Abb. 16 unter Ver
wendung des Saviotti-Hennebergschen Gesetzes gebildet. Bei 
ihr sind die oben erwähnten 2 n Stäbe des Mantels entfernt, indem die 
Diagonalen in den 4 Trapezfeldern A 1X ß B, ... und in den 4 Feldern 
n 1X /1 b , ... fehlen. Der Fachwerksträger erfüllt die Bedingung 8 + r = 3 k, 
da ja beim doppelten Flechtwerk die Stabzahl gleich 3 k ist und man 
211, Rtäbe fortgenommen und dafür 2 n Stützungsstäbe eingezogen hat. 
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Man erkennt allgemein, daß eine entsprechende Kuppel mit meh
reren Zonen, die eine Röhren-Ringfläche umschließt und 2 n Fesseln 
aufweist, dadurch die richtige Stabzahl erhält, daß die Diagonalen in 
allen Feldern, mit Ausnahme derjenigen von 2 Zonen, entfernt werden. 
Wenn ein solches System stabil, ist mit Hilfe der oben gemachten 
Angaben leicht nachzuprüfen. Auch hier liegt wieder ein labiles Ge
bilde vor, wenn die einzelnen Ringe regelmäßige Vielecke bilden; durch 
Stabvertauschung kann man leicht ein unverschiebliches Fachwerk 
erhalten. 

Die beschriebenen Raumfachwerke haben kaum wesentliche prak
tische Bedeutung, jedoch tragen sie dazu bei, das Verständnis für 
räumliche Kraftwirkungen zu heben, insbesondere räumliche Dach
fachwerke besser zu übersehen. Im übrigen bietet das hier benutzte 
Saviotti-Hennebergsche Gesetz die Möglichkeit, weitere Formen 
von Raumfachwerken anzugeben. Darauf im einzelnen einzugehen, 
bleibt einer besonderen Arbeit vorbehalten. 

10* 



Eine Kreiselmessung zur Bestimmung der Erdachse. 
Von M. SchIller in Göttingcll. 

Im folgenden Kapitel soll über Messungen berichtet werden, dip vom 
Verfasser mit einem Kreisel zur Bestimmung der Erdachse in Kiel ,ms
geführt wunlt'l1. Zu diei:lcm Zwecke wurde ein Kreisel mit horizontaler 
Rotationsachse verwendet, der sich um die vertikale Achse möglichst 
reibungsfrei drehen konnte. Ein solcher Kreisel schwingt, wie schOll 
Foucault erkannt hat, um den Meridian als Gleichgewichtslage. Di(\ 
mit dem Kreisel bestimmte Meridianrichtung wurde verglichen mit dem 
astronolllisch gepeilten Meridian. um fURtzu:-;tl'llen, ob sich irgendwelehp 
Abwcichungen naehweiscn ht:-;::;un. 

Angeregt wurden die'sc Veri:luche durch frühere Messungen von 
A. FörpP), und es ist dl'shalb diesel' Gcdenkband wohl die geeignetste 
Stelle, Ulll die Ergebnü-ise dic:;er neuen Vl'l"suche zum ersten Male zu 
veröffpntliehcn. F ö Tl r 1 hatte einen elektrisch angetriebenen Kreisel 
an dn'i Torsiom:drühten so aufgehällgt, <laU die Hotn.tiom;acllSu hori
zontal lag, und vergliuh nUll die Gleichgewichtslagen bei hmfendem 
und nichtlaufendem Kreisel. ~teht die Kn'isel,tchsC' in der Nord-Süd
Richtung, so müssen beide Lagen ühereini:ltillllllell. ~teht dagegen die 
Kreiselachse in der Ost-West-Hichtung, so mü::;sen foiich Abweichungen 
ergeben, welche der Erddrehung in der Ost- Wost-Ebene proportional 
sind. Föppl kam bei seinen Versuchen zu dem Ergebnis, daß die mit 
dem Kreisel gemessene und die astronomisch bestimmte Erddrehung 
nach Ch·öl.\e lind Richtung sicher auf zwei vom Hundert übereinfltimmoll. 
Doch scheinen sich systemntische Abweichungen hinsichtlich der Rich
tung der vVinkelgoschwindigkeit von etwa 1/2 Grad aus den Versuchen 
herauslesen zu la:;sen. Da nun auch die Fallversuche anderer Beobachter 
außer den Ablenkungen nach Osten häufig geringe Ablenkungen nach 
Süden ergaben, obwohl dies mit der klassischen Mechanik im Wider
spruch steht, so schien es dem Verfasser zweckmäßig, die Kreiselver
suche mit den modemen Hilfsmitteln zu wiederholen und ihre Genauig 
keit soweit wie möglich zu steigern, um so festzustellen, ob die VOll 

Föppl bestimmten einseitigen Abweichungen auf systematische Fehkr 
zurückzuführen sind. 

1) .I!'Öppl, A.: Über einen KreiHelycrSlleh zur j\l[ü~S\lllg Jer Umclrelnmgsg,>
schwindigkeit der Erde. München 1904. 
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Nach der Theorie sucht sich der Kreiselimpuls in die Richtung der 
Rotationsachse der Erde zu stellen oder, relativistisch ausgedrückt, 
in die Richtung des Gesamtimpulses der Welt, wie er von einem Beob
achter auf der Erde bestimmt wird. Die Gleichgewichtslage eines 
Kreisels mit horizontaler Rotationsachse ist also die Projektion der 
Erdachse auf die Horizontalebene. In diese Lage wird der Kreisel mit 
einem Moment hereingedreht, das sich nach folgender Gleichung be-
rechnet: R ~ (-:J. w . u • cos (p • ::;in IX • (1) 

Dabei bedeutet: R = Richtmolllent defl Kreisels in der Horimnt.alebene. 
(-) = Trägheitsmoment des Kreisels. 
«) ~ vVinln'lgeschwindigkeit des Kreisels. 
u ,"-, WinkclgeHchwindigkeit der Erde. 
'!' _"_e gl'ographiHche Breite des Bl'ohachtungsortcs. 
('( ~ \Vinkel zW;flehen KrdselaehHl' und Gleichw'wichtslage. 

Der Kreisel führt, wenn er angestoßen wiru, Schwingungen um diese 
Gleichgewichtslage aus, bis er durch die Dämpfung zur Huhe kommt. 
Die Rotationsachse der Erde und damit uie Gleichgewichtslage des 
Kreisel::; weicht aber von dem mittleren veflnessenen Meridian um kleine 
Beträgl' ab, was auf folgenue Ursachen zurückzuführen ist: 

I. Die Erdachse macht durch die Anziehung von Sonne und Mond 
lLuf den Äquatorring im Jahre eine Präzessionsbewegung von 50,3", 
dies ergibt im Tag 0,138/1. Dieser Bewegung entspricht ein kleiner 
Drehvektor, der senkrecht zur Ekliptikebene steht und sich graphisch 
zu dem Vektor der Erddrehung addiert. Da die Ekliptikebene in einem 
Sterntage einmal umläuft, so beschreibt auch die resultierende Dreh
achse im Tag einen kleinen Kegelmantel um die mittlere Erdachse. 
Füt, dio geographische Breite von Kiel, wo uie VerHuche stattfanden, 
berechnet sich daraus eine Schwankung uer RotationHachse gegenüber 
dem Mpridia11 VOll -I 0,01:)" im Tag. Dabei fällt die größte Abweichung 
in den Äquinoktien auf Mittag 1111d Mitternacht, an den Sonnenwend
tagen auf MorgPll und Ahl'lI(P). 

2. Die Nutation lIm' Erdachse wirkt ebenso wie die Präze::;~.;ion, nur 
sind die Winkel viel kleiner. Dafür gehen aber die Schwankungen 
schneller vor sich, so daß im ungünstigsten Falle, wenn sich alle Störungs
glieder addieren, die Fehler doch etwa so groß werden wie bei der Prä
zession. Es ergibt sich für Kiel eine tägliche Schwankung von maximal 
t- 0,019/1. 

3. In dem Erdkörper entstehen kleine Polschwankungen, die haupt
sächlich auf meteorologische Einflüsse zurückzuführen sind und eine 
Periode von 12-14 Monaten haben: die Chandlersche Periode. Ihre 

1) Die Rechnungen sind nicht völlig durchgeführt, sondern es sind nur die 
Endwerte kurz angegeben, damit sich der Leser ein Bild der Größen machen kann. 
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Amplitude beträgt im Maximum etwa + 0,2/1, und dies ergibt für die 
Breite von Kiel eine Meridianschwankung von + 0,3/1 im Jahre. 

4. Durch die Einwirkung des Schwerefeldes von Sonne und Mond 
auf die Erde wird diese in Richtung des Feldes ein wenig elliptisch aus
einandergezogen, und dadurch entstehen Schwereschwankungen, die 
aueh die Flutwellen des Meeres verursachen. Schwankungen in dm' 
Ost-West-Ebene können die Weisung des Kreisels nicht beeinflussen. 
Dagegen entspricht jeder Richtungsschwankung in der Nord-Süd-Ebene 
ein kleiner Drehvektor in der Ost-West-Richtung, der sich zu dem Vektor 
der Erdrotation addiert. Die dadurch entstehenden Schwankungen 
der Krei'3clweisung durchlaufen zweimal im Tage die volle Periode. 
Ihre größte Amplitude ist bei Neumond und rp = 45°. Sie beträgt 
etwa-+:: 0,06". 

5. Bedeutend größere Kreiselfehler entstehen durch Schwankungen 
des Erdbodens, die von Erschütterungen und Erdbeben verursacht 
werden. Dabei können natürlich Neigungen des Bodens und vertikale 
Schwingungen die Weisung des Kreisels llicht beeinflussen. Dagegen 
werden durch Verschiebung des Erdbodens in der Horizontalebene Be
schleunigungen ausgelöst, welche Schwankungen in der Richtung der 
Schwere zur Folge haben. Schwankungen in der Ost-West-Ebene sind 
unschädlich; dagegen vE'rursachen Schwankungen in der Nord -Süd -Ebene 
Präzessionsbewegungen und damit erzwungene Schwingungen des 
Kreisels. Aus den Aufzeichnungen der Bodenbewegung im Geophysi
kalischen Institut von Göttingen kann man die Störungen berechnen, 
die ein Kreisel am gleichen Aufstellungsorte erleiden würde. Es ergibt 
sich, daß Kreiselfehler von + 0,5/1 etwa jeden Monat einmal vorkommen. 
Größere Erdbeben, auch wenn sie sehr weit entfernt sind, können aber 
noch mächtige Ausschläge des Kreisels hervorrufen. Z. B. würde das 
große Erdbeben, durch das Messina im Jahre 1908 zerstört wurde, 
einen Kreiselapparat in Göttingen zu + 7" Schwingungen angeregt 
haben. Und zwar würden diese Störungen mehrere Stunden lang an
gehalten haben. Die Periode der Kreiselschwingung ist gleich der Periodp 
des Bebens, al 0 in diesem Falle etwa 18 sec. Doch gilt diese Rech
nung nur für einen bestimmten Kreiselapparat, da der Fehler von der 
Konstruktion des Kreisels abhängt. Deshalb sei hier nicht weiter darauf 
eingegangen. 

Damit sind alle Fehlerursachen erschöpft, welche die klassische Me
chanik liefert, und man sieht aus den mitgeteilten Zahlen, daß die 
Kreiselweisung praktisch genau mit dem astronomischen Meridian zu 
sammenfallen muß; denn die Abweichungen sind so klein, daß gar keine 
Möglichkeit besteht, sie zu erkennen. Nur die Bodenbewegungen können 
größere Fehler verursachen. Doch wenn man eine genügende Anzahl 
von Kreiselschwingungen beobachtet, so wird es sehr unwahrscheinlich, 
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daß die Fehler bei jeder abgelesenen Umkehr stets nach derselben Seite 
gehen, und man kann also durch eine genügend lange. Beobachtungs
dauer auch diese Fehler auf das gewünschte Maß herunterdrücken. 

Es fragt sich nun, ob nach der Relativitätstheorie größere Ab
weichungen möglich sind. Der Kreisel sucht sich danach in die Richtung 
des Gesamtimpulses der Welt einzustellen, wie er von einem Beobachter 
auf der Erde bestimmt wird. Dies entspricht eben für die sichtbaren 
Sterne dem astronomischen Meridian. Allerdings wird dabei die Aber
ration des Lichtes verbessert. Jeder Stern im Pole der Eklyptik be
schreibt im Jahre einen Kreis von 20,4" Radius infolge der jährlichen 
Aberration. Die im folgenden mitgeteilten Kreiselmessungen beweisen 
aber sicher, daß der Kreisel Schwankungen von solcher Größe nicht 
macht. Es wäre auch nach der Relativitätstheorie unwahrscheinlich. 
Dagegen verlangt diese, daß die Sternbewegungen durch die Licht
aberration wie reelle Bewegungen bei Bestimmung des Impulses ge-

wertet werden. Dies ergibt eine Geschwindigkeit -:61-· 20,4" = 0,35" 

pro Tag und daraus für Kiel eine Meridianschwankung : ± 0,04" im Tag. 
Dies ist aber leidcr eine so kleine Größe, daß vorderhand gar keine Aus
sicht besteht, sie nachzuweisen. 

Man könnte sich aber vorstellen, daß dunkle Massen vorhandeln 
wären, welche eine etwas andere Bewegung hätten als die sichtbaren, 
wodurch die Impulsrichtung der Welt verändert wird gegenüber der 
astronomisch bestimmten. Wenn diese Annahme auch nicht sehr 
wahrscheinlich ist, so sind kleine Abweichungen immerhin möglich, 
und nur eine Kreiselmessung kann den Beweis erbringen, wie die Ver
hältnisse wirklich liegen. So sind die Messungen in dieser Beziehung 
doch von allgemeiner, grundlegender Bedeutung. Es ist allerdings not
wendig, ihre Genauigkeit so hoch wie irgend möglich zu steigern, da, 
wenn überhaupt, so nur kleine Abweichungen zu erwarten sind. 

Deshalb hat der Verfasser einen besonderen Kreiselapparat kon
struiert, der bei der Firma Anschütz & Co. in Kiel gebaut wurde. Er 
ist in Abb. 1 im Aufriß dargestellt. Auf dem Dreifuß F ist ein Gefäß B 
befestigt, das durch zwei Arme senkrecht zur Schnittebene getragen wird. 
Es ist mit Quecksilber gefüllt, und es schwimmt darin eine Hohlkugel A, 
die durch zwei Bügel 0 und 0' die darunterliegende Kreiselkappe D 
trägt. Hierin vollständig eingeschlossen rotiert der Kreisel K. L und L' 
sind die Kugellager, die auf das sorgfältigste hergestellt sind; E ist der 
Stator eines Drehstrommotors, der zum Antrieb dient. Der Kreisel 
ist glockenförmig über den Stator des Drehstrommotors herübergezogen 
und trägt innen eingepreßt den Kurzschlußanker . Das ganze System 
wird zentriert durch einen Stift G, der gleichzeitig in Quecksilber taucht, 
um eine Strom phase zu vermitteln. Die zweite Phase wird durch den 
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Schwimmer A zugeführt, während die dritte Phase durch einen weiteren 
Kontaktstift .J übertragen wird, der unten am Bügel C befestigt ist und 
ebenfalls in Quecksilber taucht. So ist dureh schwimmende Aufhängung 
die Reibung auf das geringste Maß heruntergedrückt. Die Kreiscl
aehse wird dureh die große Tieferlage des Schwerpunktes unter 

dem AuHriebspunkt des 
SchwillllnerR möglich;;t 
genau in der Horizontal
ebene gehalten. Zur Ju
stierung dient eine Li

M belle und ein l~egulier

gewieht. Um eine große 
Genauigkeit der Weisung 
zu erhalten, muß die 

/'(/ 

o Tourenzahl des Kreisel;; 
so hoeh wie irgend mög
lich gesteigert werden. 
Die Grenze ist gegeben 
durch diE' Festigkeit des 
KreisdnHtterials, das sich 
unter den rie:-;igen Zentri
fugalkriiftell dehnt, wo

JIl! dlll eh die Genauigkeit der 
L' Messung wieder beein-

trächtigt wird. Bei dl'll 
Versuchen lief der Kreülel 
mit 19000 Umdrehungen 
in der Minute, was als 
das [ünstigste erkannt 
wurdei). Um die Itich
tung der KreiselacllRc ab
zulesen, ist ein Spiegel S 

"""''777C;~~~77:r777;-77;'7777'7.,.......k~--.1;.-;;;~~k"777~'77>, an dem eill eil .End e der 
Abb. 1. Kreiselapparat im Aufriß. Kreiselkappe D a,nge-

bracht und möglichst ge
nau senkrecht zur Kreiselachse ausgerichtet. Der KüllilllatiollRfehlcr 
zwischen Spiegel und Kreiselachse läßt sich dadurch ausschalten, daß 
man die Kreiselkappe mit dem Spiegel um die B.ütatiol1sachse des 
Kreisels 180 0 durchschlägt. Der ganze Apparat ist in eüwl1l luftdichten 
Gehäuse M eingeschlossen. Ein Fenster N getltattet die Ablesung 
des Spiegels. Um jeden Fehler durch nicht planparallelen Schliff 

1) Näheres siehe: Schuler, M.: Die theoretischen Grundlagen des VCl'

messungskreisels, Mitt. a. d. Markseheidewesen. 1922. 
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auszuschalten, läßt sich das Fenster auch um 180 0 durchschlagen. Da 
das Gehäuse M aus weichem Eisen hergestellt ist, wird das magnetische 
Erdfeld größtenteils abgeblendet und sind Fehlmessungen durch ma
gnetische Einwirkungen auf die Eisenteile des Apparates nicht zu fürchten. 
Versuche mit kräftigen Magnetfeldern, in die der Apparat gebracht wurde, 
haben dies bestätigt. 

Trotzdem stellte sich bei den ersten Messungen heraus, daß noch 
irgendwelche Fehlerursachen vorhanden sein mußten. Nach langem 
Suchen wurden sie in folgendem ermittelt: Bei der hohen Rotations
geschwindigkeit erwärmt sich der Kreisel und die Kreiselkappe auf etwa 
80 0 - 90 0 • Die Wärme wird an die umgebende 
Luft abgegeben, und dadurch entstehen Luft-
strömungen, welche auf das System zurück
wirken und so kleine Weisungsfehler hervor
rufen. Selbstverständlich ist die Kreiselkappe D 
vollständig geOlchlossen, so daß direkte Luft
strömungen durch den umlaufenden Kreisel 
nicht entstehen können. Leider ist es nicht 
möglich, den ganzen Apparat in Vakuum zu 
setzen, da dann die entstehende Wärme nicht 
mehr genügend abgeleitet würde und sich der 
Kreisel viel zu sehr erhitzen würde. Deshalb 
wurde das Gehäuse M bei den Versuchen mit 
Wasserstoff gefüllt. Weil dieser vierzehnmal so 
leicht ist als Luft, so können bei entstehenden 
Strömungen die Rückwirkungen auf das System 
rLuch nur den vierzehnten Teil von Luft be-

tragen. Abb. 2. Anordnung der 
Die Stellung des Kreiselspiegels wurde mit Messung_ 

einem Fernrohr an einer über dem Fernrohr 
angebrachten Skala abgelesen; die Anordnung war also ebenso ge
troffen wie bei einem Spiegelgalvanometer. Um diese Ablesungen in 
Beziehung zu bringen zu dem astronomischen Meridian, wurde folgende 
Anordnung getroffen, die in Abb. 2 dargestellt ist: In einem eben
erdigen Laboratorium mit starkem durchgehenden Betonboden wurde 
ein Betonfuß C für den Theodoliten errichtet und im Norden und 
Süden in der gleichen Entfernung von 11,1 meine Betonsäule A und B, 
von denen jede eine Meridianmarke trug. Es war dies ein in ver
silbertem Messing eingravierter Doppelstrich, in dessen Mitte das Faden
kreuz des Fernrohrs eingestellt wurde. Die Marke B fiel allerdings 
außerhalb des Raumes an eine angebaute starke Hausmauer und konnte 
durch ein Fenster angepeilt werden. Ferner war in dem Dach eine Klappe 
angebracht, dureh die man von der Säule C aus mit dem Theodoliten 
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direkt den Polarstern anpeilen konnte. Selbstverständlich wurde nur 
in ungeheiztem Raume gearbeitet und dieser vor jeder Messung gut 
gelüftet, um Lichtbrechungen möglichst zu vermeiden. Durch Polar
sternpeilungen, die mit einem Theodoliten von Repsold1) ausgeführt 
wurden, ist zuerst die Abweichung der Verbindungslinie AB gegen 
den astronomischen Meridian bestimmt worden. Dann wurde ein 
kleinerer Theodolit von Bam berg 2) auf die Säule C ge'setzt, da mit dem 
großen Instrument von Re psold die Ablesung des Kreiselspiegels nicht 
möglich wal'. Das Instrument von Bamberg hatte ein exzentrisch('s 
Fernrohr. Seine Stellung wurde durch Bodenmarken neben dem Fußc (' 
ein für allemal in der Linie A-B festgelegt. Auch wurden zwei Hilfs
marken östlich lind west lieh von den H,tuptmarken A und B angdJl'acht, 
welche um die Exzcntrizität des Fernrohres verschoben waren. ZwiHch(,lI 
o und A wurde auf einem Tische D der Kreiselapparat so aufgesteJJt" 
daß die Entfernung von dem Fernrohr zu dem Kreiselspiegel halb HO 
groß war wie die Entfernung: Fel'llrohr-Marke A. So erschien das Bild 
einer Skala, die übcr dem Fel'llrohr angebracht wal', in dem Kreis('l
spiegel scharf, ohne daß die Einstellung dos Fernrohrs geändert wer
den mußtc, wenn dieses vorher seImrf auf die Meridianmarke A ein
gestellt wal'. 

Bei den Messungen wurde nun folgendermaßen vorgcgangen: Das 
Fcrnrohr wurde genau über die Bodenmarke () geßtellt, dann die Marke 
bei A eingcschnitten, das Rohr durchgeschlagen und die Marke bei 
B geprüft. Die Einstellung auf Marke A wal' imnH'r maßgebend. Bei 
Marke B, die zur dauernden Überwachung der Rohrrichtung diente, 
ergaben sich kleine Differenzen durch die Kollimation des Fernrohres, 
die aber immer unter 10" blieben. Dann wurde der Kreiselapparat auf 
den Tisch D dazwischengeschoben, der laufende Kreisel etwas ange
stoßen, so daß er Schwingungen von + 10' bis 20' ausführte, und nun die 
Drehungen des Spiegels mit dem Fernrohr aufgenommen. Da die volle 
Schwingungszeit je nach der Tourenzahl des Kreisels zwischen 20 und 
24 Minuten lag, so konnten die Umkehrpunkte sehr genau beobachtet 
werden. Aus dem ~chwingungsbild wurde die Gleichgewichtslage berech
net. Dann wurde die ganze Messung wiederholt mit durchgeschlagenem 
Kreiselspiegel, 180 0 verdrehtem Fenster des Kreiselgehäuses und durch
geschlagenem Maßstab am Fernrohr. Das Mittel aus beiden Messungen 
war dann die Kreiselweisung, die mit dem astronomischen Meridian 

1) Universalinstrument von Repsold vom Jahre 1857; Vergrößerung 86fach; 
Mikroskopablesung; ein Teil des Okularmikrometers = 2". Das Instrument wurde in 
liebenswürdigster Weise von der Kieler Sternwarte zur Verfügung gestellt. 

2) Theodolit von Bamberg; Vergrößerung 25fach; Noniusablesung von 10": 
die Teilung wurde bei dcm Meßverfahren nicht gebraucht und der Kollimations
fehler des Fernrohres schied aus. 
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zusammenfallen sollte. Stand also das Fernrohr mit seiner optischen 
Achse genau in Richtung des Meridianes, so mußte die mittlere Kreisel
weisung mit dem Nullpunkt des angebrachten Maßstabes zusammen
fallen. 

Abb. 3 zeigt eine aufgenommene Schwingungskurve. Man sieht, 
daß eine regelmäßige Dämpfung nicht vorhanden ist. Die Flüssigkeits
reibung ist also so gering, daß sie praktisch den schwingenden Kreisel 
überhaupt nicht beeinflußt. Im Gegenteil läßt sich manchmal ein An
wachsen der Schwingungen erkennen, was auf kleine Anstöße schließen 
läßt. Diese werden wahrscheinlich durch Tourenschwankungen oder 
geringe Verschiebungen des Kreisels in seinen Lagern verursacht. Die 

'I'I--4--++---+~--~+-4-+---jI----- ---e-- --I-I-I--+--+--I---!----I--1 

~ 

Abb. 3. Schwingungskurve des Kreisels. 
Zwi~e1H'n linker und rechter Kurve wurde Krciselk:.l.ppe mit. Spip!!e! dUJ'('!Jgesrhlagoll. 

Genauigkeit der Fernrohreinstellung betrug 0,1 mm auf 11 m Marken
abstand, dies entspricht ungefähr + 2". Dip Gpuauigkeit der Spiegel
ablesungen war etwa nur die Hälfte davon, da in folge der Kreiselrotation 
der Spiegel immer kleine Vibrationen ausführte und dadurch die Skalen
striehe etwas verbreitert wurden. 

Aus zwei aufeinanderfolgen den Umkehrpunkten erhält man einen 
Mittelwert. Das arithmetische Mittel aller Mittelwerte bildet die Gleich
gewichtslage. Es deckt sich mit dem arithmetischen Mittel aller Umkehr
punkte, wenn der erste und letzte Umkehrpunkt nur halb bewertet 
wird. Dies ist logisch auch völlig richtig, weil man die Fortsetzung der 
Schwingungskurve hier nicht kennt und deshalb Störungen nicht so 
gut beurteilen kann. Eine geringe Dämpfung, solange sie geradlinig ist, 
bpeinflußt dabei die errechnete Gleichgewichtslage nicht. Aus den 
Abweichungen der einzelnen Mittelbildungen gegenüber dem Gesamt-
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mittel wird der mittlere Fehler einer Beobachtung und der mittlere 
Fehler des gesamten Mittelwertes in bekannter Weise berechnet. 

Die Messungsergebnisse sind in Tab. I und II zusammengestellt 
und in Abb. 4 abhängig von der Zeit graphisch aufgetragen. Tab. I 
gibt die astronomischen Messungen des Meridianes und Tab. II die 
Kreiselmessungen. In der Abb. sind die astronomischen Messungen 
als Kreise eingetragen; die Kreiselmessungen sind durch Kreuze be
zeichnet, wobei die Länge der vertikalen Linie dem mittleren Fehler 

3q"r---------~-------------,------------,_----------~r_----, 
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Abb. 4. Das Ergebnis der Messungen. 
o Meridianbestimmung mit dem Polarstern, + Meridianbestimmung mit dem Kreisel. 

der Messung entspricht, wie er aus der Schwingungskurve ermittelt 
wurde. Die Messungen erstrecken sich vom März 1920 bis März 1922. 

Sämtliche astronomischen Meridianbestimmungen wurden mit dem 
Polarstern ausgeführt. Die mitteleuropäische Zeit, die zur Berechnung 
des Azimuts notwendig war, wurde durch Uhrvergleich mit der Kieler 
Sternwarte oder dem Chronometerobservatorium der Marine bestimmt. 
Die Länge und Breite des Laboratoriums wurde durch eine Anschluß
peilung iJ,n Katasterpunkte der Stadt Kiel erhalten. Die erste Gruppe 
von Beobachtungen wurde im März 1920 ausgeführt. Sie ergab eine 
Übereinstimmung des Meridians mit den Marken im Laboratorium 
auf 4,1". Als die Kreiselmessungen zeigten, daß dic Differenz gegen die 
Marken ständig wuchs, wurden im November 1921 die Polsternpeilungen 
wiederholt, und es zeigte sich, daß die Wandmarken in der Zwischenzeit 
sich etwa 10" verschoben hatten. Da das ganze Laboratorium massiv 
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gebaut ist und die Fundamente mit dem großen Fabrikgebäude zu
sammenhängen, auch Sprünge sich nirgends in den Mauern zeigten, so 
ist nur möglich, daß die ganze Fabrik mit dem Boden, auf dem sie ge
baut ist, sich um 10/1 verdreht hat. Unter dem oberen festen Boden liegt 
nämlich in größerer Tiefe eine Moorschicht. Diese scheint die Wande
rung veranlaßt zu haben, trotzdem die Betonpfeiler, auf denen die 
Mauern stehen, dureh das Moor hindurchgetrieben sind. Sobald dies 
erkannt war, wurden die Polsternpeilungen so oft wiederholt, als es 
das schlechte Winterwetter überhaupt gestattete. Bei der Auswertung 
der Versuche ist eine lineare Interpolation für die Meridianrichtung 
zugrunde gelegt. Es ergibt sich nach der Methode der kleinsten Qua
drate für den astronomischen Meridian: 

" 1,74" "F 111 = ~3,8 ~ -100 . t + 0,3 m. '. (2) 

(t in Tagen). 
Dabei berechnet sich der mittlere Fehler des Mittels zu + 0,3/1 und 

der mittlere Fehler ein<:'r Messung zu + 0,9". Dies entspricht etwa der 
Ablesegenauigkeit des Th<:'odoliten mit + I". Das Minuszeichen in 
Gleichung (2) bedeutet, da/3 der Meridian gegen die Marken im Links
sinne verdreht ist. Es kann allerdings kein Beweis erbracht werden, 
daß die Drehungen des Gebäudes gleichmäßig erfolgten; es werden 
sicher die Temperatur und der Wasserstand des benachbarten Meeres 
von Einfluß gewesen sein. Daß aber in erster Annäherung die lineare 
Mittelung stimmt, zeigt der kleine mittlere Fehler von 0,3". Ein Beweis 
für die Richtigkeit der Annahme kann auch darin gesehen werden, daß 
die letzten 8 Beobachtungen allein, die in der Zeit vom 23. XI. 1921 bis 
17. III. 1922 angestellt wurden, bei linearer Mittelung .eine Wanderung 

1.60" 
der Markell von ~ 10-6-' t ergeben. Dies iI-;t aber faKt der gleiche Wert, 

der oben aus allen Beobachtungen errechnet wurde. 
In Tab. II sind die Kl'eiselmei:isungen zusammengestellt, und zwar 

gibt Spalte 1 und 2 den Tag der Beobachtung an. In Spalte 3 ist der 
astronomische Meridian eingetragen, der nach der Interpolationsformel 
[Gleichung (2)] berechnet ist. Spalte 4 gibt die aufgenommene Kreisel
messung gegen die Marken des Laboratoriums und Spalte 5 die Ab
weichung der Kreiselweisullg von dem astronomischen Meridian. In 
Spalte 6 ist der mittlere Fehler jeder Messung angegeben, wie er aus den 
beiden aufgenommenen Schwingungskurven bestimmt wurde. Die 
Messungen erstrecken sich über ein ganzes Jahr, und es fällt sofort auf, 
daß sie sämtlich auf einer Seite des Meridians liegen. Dabei sind sie von 
verschiedenen Beobachtern ausgeführt, um persönliche Fehler mög
lichst auszuschalten. Unter den 14 Beobachtungen sind 3 Ausreißer, 
nämlich am 11. Y. 1921; 29. VI. 1921 und 28. VII. 1921. Es scheint hier 
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bei der Justierung der Instrumente ein Fehler begangen zu sein. Sie 
werden deshalb bei den folgenden Betrachtungen ausgeschieden. Eben
so wird die erste Beobachtung gestrichen, obwohl sie gut mit den übrigen 
zusammenstimmt, da bei clem Einrichten des Theodoliten schlechte 
Beleuchtung herrschte und für Fehlerfreiheit nicht gebürgt werden kann. 
Es bleiben so gerade 10 bewertete Messungen übrig. 

Bildet man den Mittelwert, so erhält man - 10,7" Differenz zwischen 
Kreiselweisung und astronomischem Meridian, d. h. das Nordende der 
Kreiselachse ist um 10,7" gegen Westen verdreht. Der mittlere Fehler 
dieses Wertes ist + 1,5", und der mittlere Fehler einer Messung beträgt 
J 4,6". Bildet man dagegen das arithmetische Mittel von Spalte 6, 
so erhält man -I- 2,9", cl. h. der Fehler, auf den die Schwingungskurven 
schließen lassen, ist kleiner als der mittlere Fehler einer Messung, und 
man sieht daraus, daß die Justierungsfehler des Theodoliten größer sind 
als die Fehler der Kreiselweisung. Wenn man in Spalte 7 die Werte /1, 
d. i. die Abweichungen vom Mittel, überblickt, so fällt auf, daß die ersten 
Werte (bis 23. IV. 1921) alle negatives Vorzeichen und die später ge
messenen fast alle positives Vorzeichen tragen. Es liegt deshalb nahe, die 
Messungen in zwei Gruppen zu spalten, und man erhält dann: 

Mittellage . 
.Mittlerer Fehler der Gruppe 
Mittlerer Fehler einpr M"SSllllg 

Zahl der Messungen . 

I u L"Uvve I. : nl'Uppl: ~, 
YOll' I G. I. 1!l~1 i VOll~ 1::. v. I n21 
his 2:1. IY. 1 "21 bis~. 1. 1 !l22 

(j ')11 - ,~ 

1- 1,2" 
+2,:3/1 

4-

-1:3,/;" 
+ 1,1" 
+ 2,W' 

G 

Bei dieser Zusammenstellung fällt auf, wie gleichmäßig die mitt
leren Fehler verteilt sind. Auch deckt sich jetzt der mittlere Fehler 
einer Messung gut mit dem mittleren :Fehler, der aus den Schwingungs
kurven errechnet wird. Allerdings ist ein Unterschied der beiden 
Mittellagcl1 von 7,6" vorhanden. Dieser ist wahrscheinlich darauf zu
rückzuführen, daß ab 13. V. 1921 ein neuer Maßstab verwendet wurde, 
der konzentrisch zu dem Fernrohr lag, wie nebenstehende Abb. 5 zeigt. 
Es wurde nämlich gefürchtet, daß der Nullpunkt des alten Maßstabes 
nicht gut mit der optischen Achse des Fernrohres zusammenfiele und 
dadurch die einseitigen Abweichungen kämen. Die Versuche bewiesen 
aber das Gegenteil: bei dem neuen Maßstab sind die Abweichungen 
etwa doppelt so groß, obwohl er besonders sorgfältig hergestellt war. 
Da der Maßstab beim Durchschlagen um die mechanische Achse des 
Fernrohres gedreht wurde, so wäre es doch noch möglich, daß diese 
nicht genau mit der optischen Achse zusammenfiele; deshalb wurde 
am 30. VIII. 1921 eine besonders sorgfältig durchgeführte Doppelbeobach
tung gemacht, wobei jede Messung einmal mit normal aufgestelltem 
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Fernrohr und dann mit durchgeschlagenem Fernrohr ausgeführt wurde. 
Es wurden also nicht nur zwei, sondern vier Schwingungskurven auf
genommen, und daraus wurde das Mittel gebildet. Auch wurde das 
Fernrohr nicht über den Fußpunkt C gestellt, sondern nur auf die Marken 
AB eingerichtet. Kollimationsfehler des Fernrohres mußten sich bei 
dem Durchschlagen des Fernrohres herausheben. Diese Beobachtung 
(leckt sich aber auf -V' genau mit dem Mittelwert der zweiten Gruppe. 
Gleichzeitig ist dies ein Beweis dafür, daß der Fußpunkt C nicht während 
(les Jahres aus der Verbindungslinie AB herausgerückt ist. Wir können 
also die Werte, wie sie für die zweite Gruppe berechnot sind, wahr
scheinlich als die richtigsten betrachten. Die um 7,6" andere Gleich
gewichtslage der ersten Gruppe dürfte durch ungenaue Justierung der 
ersten Ableseskala verursacht sein. Die einseitige Abweichung des 
Kreisels vom Meridian läßt sich aber in keiner Weise durch systematische 
Peilungsfehler erklären. Sie kann auch nicht zufällig sein, da sie den 
mittleren Fehler um mehr als das zehnfache übersteigt. 

f 

Alter Maßstab. Abb. G. Nencr Maßstab. 

Zusammenfassend kommt man also zu folgendem Schlusse: Die 
Gleichgewichtslage des geprüften Kreisels weicht mindestens 10,7", 
wahrscheinlich 13,8" von dem astronomisch bestimmten Meridian ab, 
so daß das Nordende der Kreiselachse nach Westen verdreht ist. Es 
ist ausgcschlossen, daß diese Abweichung eine zufällige ist. 

Die Ursache der Abweichung konnte !licht bestimmt ermittelt 
werden. Es wäre immerhin möglich, daß hier ein Gesetz vorliegt, das 
bisher noch unbekannt ist. Es ist aber wahn;cheil1licher, daß es eine 
Eigenart des Kreiselapparates ist, mit dem die Bcobndltungen allRgeführt 
wurden, da nur ein einziger Apparat für die Versuche zur Verfügung 
stand. Nimmt man dies an, so liegt es am nächsten, elie Schuld des 
Fehlers auf Konvektionsi:ltrömungcn des Wasscrstoffes zu schieben, 
mit dem der Apparat gefüllt war. Denn elie Abweichungen gehen nach 
derselben Seite wie in Luft, nur daß sie hier etwa zehnmal so groß waren. 
Obwohl der Apparat ganz symmetrisch gebaut war, scheinen sich doch 
irgcndwelche einseitigen Gaswirbel bei der Erwärmung gebildct zu 
haben. Bei der Feinheit der Messung reichen schon ganz geringe 
Kräfte aus, um solche Fehler zu verursachen. 

Jährliche oder tägliche Schwankungen der Kreiselweisung konnten 
nicht beobachtet werden. Die theoretisch berechneten Schwankungen 
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Tabelle I. Astronomische Meridianbestimmungen. 

Meridian 
Datum Tag beob- I berechnet, 

1 DifVrellzen : 
(M berechnet - beobachtet) 

aehtpt =M ," I" 

10. IH.20 11. 4,3" 4,0" +0,3" I 0.09 
13. HI. 20 14. 4,1" 4,0" +0,1" 1 0,01 
22. IH.20 23. :3,3" 4,2" -0,9" 0,81 
23. IH. 20 24. 4,7" 4,2" +0,5" 0,25 
23. XI. 21 634. -15.8" -14,8" +1,0" 1,00 
24. XI. 21 635. -15,7" -14,9" +0,8" 0,ß4 
25. XI. 21 636. -13,6" -14,9" -1,3" 1,6!) 
28. XI. 21 639. -15,5" -14,9" +0,6" 0,36 

2. XII. 21 643. -14,0" -15,0" -1,0" 1,00 
28. 
15. 
17. 

1. 22 700. ---15,8" -16,0" -0,2" 0,04 
IH.22 746. -15,6" -16,8" -1,2" 1,44 
IH. 22 748. -17,0" -16,8" + 1,1" 1,21 

8,54 = ~ ;12 

( I 74 die<) 
Daraus ergibt sich als wahrscheinlicher Meridian: M = - 3,8" + {OO -. t . 

Mittlerer ~'ehler einer Beobachtung: + V8~)4 =:+:0,92". 

0<)9 
Mittlerer Fehler des Mittels: -\- ,. ~ = +0,:l7". 

1/12 

Ta belle H. EI'g'ebnisse dei' lüeiselmessung'cn. 
(Vorzeichen negativ = Nordpllde der Kl'8:sclachse n:I('11 Wl~sten verrlreht.) 

AstT'OIlO- KrPisclweisung .i\1it~1. FdJler Alm::~~l\nl1lg 
Datum Tag mischrr gegen Ige~en :lstro- na~h der ., . 

. Mcritlian Laboratoriums- nomis('hen SChwlnglll1gs- Ml1tc1v.er1. 
___ mar !.::P 11 1 Mcndiun kurve I I 12 

24. XII. 201300.1 =-~:~~II- -13.9"? 4.9"? + 3,1)" I fragh,'ch 
15. I. 21 322. - 9,4" -15,2" 5,8" 2,:3" -4,9" I 24.0 
12. III.21178. -10,4" -13,5" 3,1" 2,9" 1-7,6" i 57,7 
8. IV. 21 405. -10,8" -18,1" 7,3" 2,5" -3,4"1 11,6 

23. IV.21 420. -11,1" -19,5" 8,4" 3,4" -2,3" i 5,3 
11. V.21438. -11,4" -66,7"? -55,:3"? 5,l" fraglich 
13. V.21 HO. -11,5" --26,1" I -14,6" 4,7" +3,9" I 15,2 
18. V.21 445. -ll,6" - 28,0" : -16,4" 3,4" + 5,7" I 32,[; 
29. VI. 21 -le87. - 12,3" - 62,8"? I - 50,5"? 4,8" fraglich 

2. VII.21 490. -12,3" -21,5" 1- 9,2" 3,2" -1,5" I 2,3 
28. VU.21 516. -12,8" -55,6"? 1-42,8"? I 6,6" fraglich 
30.V1II.2154!)·1- 13.4" -27,7" 1-14,3" 2,:3" +:3,6": 12,9 
22. XII. 21 663. -15,3" -30,9" -15,6" 2,7" +4,9"1' 24,0 

4. I. 22: 676. -15,6" - 28,2" -12,6" I 1,7" + 1,9" 3,6 

Mittelwert ohne fragliche Werte: -10,7" I +2,9" I 1189,1=2:'L12 
Daraus ergibt sich ohne Berücksichtigung der fraglichen Werte: 

Abweichung der Kreiselweisung vom astronomischen Meridian: - 10,7" 

Mitttierer Fehler einer Beobachtung: :+-VI8:,I =+4,6". 

+ ~,-_ö_· = + 1 45". Mittlerer Fehler des Mittels: -nO 
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sind so klein, daß die Genauigkeit der Messung noch lange nicht hin
reicht, um diese zu erkennen. 

Nach diesen Versuchen steht sicher fest, daß die mit dem Kreisel 
bestimmte und die astronomisch gemessene Drehungsachse der Erde 
auf 20" übereinstimmen. Die genauesten Messungen, die bisher vor
liegen und von A. Föppl 1904 veröffentlicht sind, geben die Überein
,;timmung von Kreiselweisung und astronomischem Meridian auf etwa 
20'. Durch die neuen Messungen ist es nun gelungen, die Genauigkeit 
auf das sechzigfache zu steigern. Die einseitigen Abweichungen, die 
Föppl bei seinen Versuchen festgestellt hat, sind, wie er selbst in seiner 
Arbeit von 1904 als das Wahrscheinlichste angibt, damit als Beobach
tungsfehler bewiesen. 

Welche Arbeit nötig war, um das jetzige Ergebnis zu erhalten, er
sieht man am besten daraus, daß es durch die Beobachtung, Auswertung 
und Mittelung von 236 Schwingungsbögen bestimmt wurde. Die Ge
nauigkeit weiter zu steigern und auch die Ursachen des Restfehlers zu 
suchen, war nicht aussichtsreich, da das Laboratorium von Anschütz 
& Co. hierzu nicht genügend gut fundamentiert war. Es wäre nötig, 
einen ganz sicheren Aufstellungsort, z. B. eine Sternwarte, zu wählen, 
wo die Meridianrichtung durch entfernte Marken genauestens festgelegt 
werden kann. Wie der mittlere Fehler bei den Kreiselablesungen zeigt, 
ist es möglich, mit dem vorliegenden Kreiselapparat eine Genauigkeit 
von + 3" m. F. für einen Beobachtungssatz zu erreichen. Da nun die 
Genauigkeit der Mittelbildung, auf die es allein hier ankommt, mit der 
Anzahl der zugrunde gelegten Schwingungen wächst, so läßt sich bei 
fortlaufender photographischer Registrierung eine sehr große Genauig
keit erreichen, die fast nur durch die Fehler des verwendeten Spiegels 
und Theodoliten begrenzt wird. Jedenfalls müßte es bei einer zwei 
Monate lang ununterbrochen fortgesetzten Registrierung der Kreisel
weisung in einem sehr stabilen Versuchsraum möglich sein, die Ursache 
der restlichen Abweichung von 14" gegen den astronomischen Meridian 
einwandfrei festzustellen. 

. .-\ lI:,.!.m.t F(1)pl-]i'l:'stsehl'ift. 11 



Das Verhalten des Schlickschen Schiffskreisels bei großen 
Ausschlägen des Kreiselrahmens. 

(Beitrag zur graphi:::chen Lösnng gleichz(·it.igl'l' 
Differentialgleichungen zweit2I' Ordnung.) 

Von R. DiilI, Tt'chni~cll(' Hochschule in Braullsch\\'eig. 

Wiewohl dn Schiffbauer nach der erfolgreichen Binfiihrlillg dpr 
Fra,h mschen Schlingertank" elen Schiffskreisel zur Ahdülllpfung der 
Schiffsrollbewegungen wohl kaum mehr in Anwendung bringen wird, 
möchte ich doch in nachfolgendem ein VOll mir ausgearbeitete:-< Ver
fa,hren znr graphülchen Integration gleivhzeitiger DifferentialgleichUllgell 
zweiter Ordnung1) zunäclu.;t w'rade an dem Schlickschen Schiffs
krei"d näher erläutern, 1l1ll zu zeigen. daß die zeiehneri::;che Behand
lung:-<weise bei clynami::;clwn PrnblpllH.'1l auell ill Fällen Kchwierigerer 
Art mit Erfolg Anwendung findell kaml und dazu berufe1l i"t. lwlJell 
der rein tnathematiRchpll Bl'hanrilungKwei"l'. delll Ingenit'ur (li<, \\'(,1't

vollKtcn Dienste zu ki"tpl1. 
A. Föppl ii.ußel't "ich in :-<einl'lll Buche "Die wiehtig~ten Lehren 

der höheren Dynamik" über die von ihm aufge:;tellte rrheorie 
des Schiffskreisels, die der Er,,;tausfiihrung eine,,; mit Kreisel au:;gl'
rüsteten Schiffes voranging, dahin, daß zweifellos erhebliche ~\b

weichungen in dem wirklichen Verhalten des mit Kreisel aus
geriii'lteten Schiffes gegenüber der Theorie, die auf der Vorau:;::;etzung 
unendlich kleiner Schwingungen aufgebaut ist, eint,reten könnpn, vor 
allem am; dem Grunde, weil man den Kreispl stets so verwcmkt. daß 
er ziemlich große Ausschläge macht. Die graphische Behandlung. dic 
die tatsächliche Einwirkung des Kreisels auf da:; Schiff auch bei groJkll 
AUHKchlägen mit stet::; au,,;reichender Genauigkeit zu ermitteln ge
"tattet, unn bei der sich auch weitere Einwirkungen mehr npbensäch
licher Art, wie Dämpfung der Rollbewegungen de:; f-iehiffm; durch den 
Wasserwider::;tancl usw .. berücksichtigen la,,;sen, i"t daher in yorliegemlplU 
Falle von großem Werte. Die zeichnerische Lö:;ung läßt auch ähnlich 
der analytisehen den Einfluß cl(']' einzelnen Glieder der Gleichungen 
erkennen, erleichtert die Über.-;ieht und kann, \H'nn "ie auf 2-3 ye1'-

1) Das Verfahren soll an anderer Stelle noch au~führlichl'r Z1ll' Y l'J'öffentlichung 
gelangen. 



schiedene Fälle angewandt, wird, ein ähnlich allgemeines Bild liefern 
wie die mathematische Behandlungsweise, (lie ihr in dieser Hinsicht 
nur in einfacher gelagerten Fällen überlegen iiolt. 

Selbstverständlich muß der Ingenieur, der ein iolchwierigeres dyna
mischel:i Problem graphisch bearbeitet, von vornherein auch Über
legungen mehr allgemeiner Art am;t.ellen. welche Punkte von bedeuten
dem Einfluß sein werden, und welche Einflü:;se mehr zurücktreten. 
um die Aufgabe nicht zu unübersichtlieh zu machen und die ausschlag
gebenden Umstände in elen Vordergrund zu rückel!. Ieh kann mich 
nun im vorliegenden Falle in dieser Hinsicht allerdingr-; recht kurz 
fassen, da in den ausgezeichneten Arbeiten Föpp!:; hierüber :;ehr 
eingehende Betrachtungen angetltellt sind, denen man sieh in allen 
Punkten restlos anschließen kann. 

Ich gehe davon aus, daß die günstigste Brems\Yirkung dann erzielt 
wiro, wenn Kreiselrahmen und Sehiff in gleicher Phase schwingen, so 

b-c----i 

Ja; 
ßoclrbord 

a 

Abb.la. Abb. 1 b. 

(htß beide zu gleicher Zeit ihre Bewegungsrichtung umkehren. Ieh 
Se1,ze also den in obensteheneler Abb. la uno 1 b nälwJ' erläuterten 
Anfang::<zuRtand voraus, bei dem oie Kreiselachse, gdwllllzpiclmct durch 
den Pfeil a-b, mit einer durch die LängHachsü cle;o! Sehiffes laufenden 
Vertikalebene elen Winkel - f{J einschließt (Ab b. 1 a) und ,.ndererseits mit 
einer senkrecht auf der Längsachse c1('s ~ehiffel:i errichteten Ebene 
(Abb. 1 b) den Winkel -ljJ bildet. Der Pfeil a-b bildet dann gleich
zeitig ein Maß für den Drall J 0) fleH Kreisds, welch letzterer von oben 
ge:;ehen im Uhrzeigersinn umlaufen soll. 

Die durch den Kreisel bei der später noch näher zu erläuternden 
Abbrem:mng hervorgerufene Stampfbewegung des Schiffes soll als un
erheblich außer acht gelassen werden, und ebenso soll auch die Dämpfung 
der Schiffsrollschwingungen durch den Wasserwiderstand unberück
sichtigt bleiben, damit das durch dieselbe hervorgerufene, die Kreil:iel
wirkung unterstützende Moment (das im übrigen von verhältnismäßig 
geringem Einfluß if;;t) nicht die Wirkung des Kreisels verdeckt. 

Der Kreiseldrall hat, wie aus den Abb. 1 a und 1 b leicht hergeleitet 
werden kann, in der augenblickliehen Lage eine senkrecht nach oben 

11* 
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gerichtete Komponente im Betrage von J w . cos cp • cos '!jJ . Auf das 
Vorzeichen von cp und '!jJ kommt es dabei nicht an, da weder der Winkel 
({' noch '!jJ je den Betrag von 90° erreicht. 

Durch die Bewegung des Schiffes um + dcp von - cp nach der 
Mittellage hin erfährt der Kreiseldrall einen nach der Backbordseite hin-

d (/' 
gerichteten horizontalen Zuwachs von der Größe J w· cos cp • cos v' . -d t ' 

der bewirkt, daß der Kreisel mit einem Moment gleicher Größe den 
Kreiselrahmen nach dem Heck hin zu bringen sucht, woran er durch 
eine Bremse nach Art einer Flüssigkeitsbremse gehindert wird, die 

ein bremsendes Moment = - k· ~~ ausübt. 

Bezeichnet man mit p das Gewicht des Kreisels samt Rahmen, 
mit r den Schwerpunktabstand von der Drehachse, so ist das durch 
die Gewichtswirkung bedingte Moment = - pr' cos cp • :;in 1/', wobei 
das Vorzeichen für positive und negative Winkel zutreffend ist. Hat 
das Trägheitsmoment des Kreisels samt Rahmen in bezug auf seine 
Aushängeachse den Wert {), so gilt nach dem Flächensatz für die 
Relativbewegung des Kreiselrahmens zum Schiff 

~~ dcp d'!jJ 
/1 . -- = J w • cos Cf! • cos V' • -- - pr· COH Cf! • sin '!jJ - k· --d-t-' (1) 

dt2 dt 

~v; ist im Umkehrpunkt 0 und im weiteren Verlauf für die nach dor 

Schiffskielseite hin einsetzende Bewegung +, so daß durch eine Änderung 
des Winkels '!jJ um + d'lfJ der KreiHeldrall einen VektorzuwachH 

J w . cos cp • cos'!jJ' ~ ~ erfährt, der nach dem Bug des Schiffes gerichtet 

ist. Dieser Vektmzuwachs bewirkt, daß die Bewegung des Schiffes 
in Richtung nach der Mittellage hin durch ein Moment gleicher 
Größe verzögert wird, was ja der Zweck des Kreiseleinbaues ist. 

Bezcichnet e das Trägheitsmoment des Schiffes um seine Läng:-;
achse, Q das Gewicht des Schiffes, s seine metazentrische Höhe, so 
kann nunmehr unter Berücksichtigung der Gewichtswirkung des 
Schiffes die Bewegungsgleichung für das Schiff in der Form ge
schrieben weeden 

~q d'!jJ e· -- = -J w· coscp· cosl/" -- - Qs· sing'. (2) 
dt2 dt 

Gleichung (1) und (2) geben die Bewegungsgleichungen für Rahmen und 
Schiff auch für endliche Au:;schläge ({' und '!jJ genau richtig wieder; 
beachtet man, daß cp stets klein bleiben wird, der Mittelwert VOll 
cos cp also nur wenig von 1 abweicht und daß aus dem gleichen Grumte 
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sin cp = cp gesetzt werden kann, so kann man an Stelle der Gleichungen (1) 
und (2) die nachfolgenden vereinfachten Gleichungen (3) und (4) setzen. 

{} d2'IjJ dcp. d'IjJ 
. -- = +JW'COS'II)' - - pr,sln w - k·- (3) 

dt2 't dt 't' dt ' 

d2 cp d'IjJ e· dt2 = -J (jJ. cos 'IjJ' Tl - Q8' cp. (4) 

Hierbei wirkt in Gleichung (3) Glied 1 der rechten Seite, sofern man 
zunächst nur die Schwingung des Rahmens nach dem Heck hin ins Auge 

faßt, beschleunigend, k· ~~ verzögernd und Glied pr' sin'IjJ bis zum 

Durchgang des Rahmens durch die Mittellage (so lange also 'Ij) negativ) 
beschleunigend und dann verzögernd ein. 

In Gleichung (4) wirkt für die Schwingung des Schiffes von -rp 
nach + cp hin Glied 1 der rechten Seite stets verzögernd ein und Glied 
Q8' cp bis zur Mittellage des Schiffes beschleunigend und dann ver
zögernd. 

Die Gleichungen (3) und (4) bilden nunmehr die Grundlage für die 
nachfolgende graphische Lösung. 

Zunächst müssen für die einzelnen in der Gleichung vorkommenden 
Werte passende Größen angenommen werden. Hierbei habe ich mich 
nun, um eine gewisse Vergleichsgrundlage mit der Rechnung zu schaffen, 
im großen und ganzen an das Zahlenbeispiel gehalten, das seinerzeit 
von Föppl in der Zeischrift des Vereines deutscher Ingenieure 1905, 
S.482, gegeben wurde. Nur hinsichtlich der Aufhängung des Kreisel
rahmens habe ich mich in etwas an spätere Ausführungen des gleichen 
Verfassers an anderer Stelle gehalten. Die der zeichnerischen Be
arbeitung zugrunde gelegten Zahlenwerte sind nachfolgender Zu
sammenstellung zu entnehmen: 

Schiffsgewicht Q = 6000000 kg. 
Metazentrische Höhe = 0,45 m. 
e Trägheitsmoment des Schiffes um die Längs-

achse = 15,4 . 106mkg . sec2 . 

J W Kreiseldrall = 407700 mkg . sec . 
cp = Schüfsausschlag in der Anfangsgrenzlage = - 6 0 • 

'IjJ = Kreiselrahmenausschlag in der Anfangslage = - 60 0 • 

pr = 1000 mkg . 
{} Trägheitsmoment des Rahmens mit Kreisel um 

die Aufhängeachse = 3000 mkg· sec2 • 

k Stärke der Bremse = 30 000 mkg . sec. 

Das graphische Verfahren, das ich seit vielen Jahren mit Erfolg 
m schwierigen Fällen bereits angewandt habe, ist grundsätzlich ähn-
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lieh dem Verfahren von Gümbd, Z. cl. V. (1.1.1919, Nr. 33 und 34, 
betreffend: "Die graphische Lötmng von Differelüialgleichungen zweiter 
Ordnung in Anwendung auf die Schwingungslehre'·, wiewohl seine 
Entwicklung mit dieser Arbeit in gar keinem Zut;ammenhange steht. 
Die erste Anregung. eine graphische Dynamik mit. Hilfe des Seilpolygons 
auszuarbeiten, erhielt ich vielmehr zur Zeit meiner Assistentent.ät.igkeit 
an der Münchener Hochschule in den Jahren 1903-05 durch A. Föppl, 
der schon zu jener Zeit. die ungedämpfte Schwingung eines Pendels mit 
endlichen Ausschlägen in Übungen zur Dynamik mit Hilfe des Seil
polygon:,; behandeln ließ. 

Den Beobachtungen Gü Jll bels, daß die Genauigkeit der LÖ:';Ullg 
yon Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit Hilfe des Scilpolygont; 
eine äußerst. befriedigende ist, auch wenn die einzemen FlädwnRtreifen 
nicht allzu sehmal genommen werden, kann ich auf Grund von llwlu· 
als 15jährigen Erfahrungen nur zustimmen, ebenso möehte ich hier 
die Erfahrung Gü 1ll bds, daß man fast stets den Schwerpunkt eines 
Belastungsstreifem;, ohne die Genauigkeit zu beeinträchtigen, auf der 
Mitte des Streifens annehmen darf, bestätigell. Auch ich habe bei 
meinen bi:,;herigen Arbeiten ausnalllllRlos gefunden, daß dies au~

reiehend ist: will man genauer arbeiten, so genügt minde:,;tens Schätzung 
des Schwerpunkte:,;, wie man das ja bei der Bestimmung der elaRtischen 
Linie gewöhnlich auch als clurehaus hinreichend ansieht. 

Soweit die Lö:-mng einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit Hilfe des Seilpolygom; in Frage kommt, kann das Verfahren ab 
durch die Arbeiten Gü 111 bels bekannt geworden vorausgesetzt werden. 
Hier soll daher lediglich auf solche Vereinfachungen hingewiesen werden, 
die die Zeichenarbeit wesentlich erleichtern, und weiter sollen alle 
diejenigen Gesichtspunkte näher besprochen werden, die zu beachten 
,;ind, wenn es sich um die Lösung gleichzeitiger Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, hier speziell der Differentialgleichungen für die Be
wegung de::; mit Krei::;el ausgerüsteten Schiffes, handelt. 

Die Hauptschwierigkeit jeder graphischen Lösung besteht zunäch::;t 
in der Wahl geeigneter, die Zeichenarbeit vereinfachender Maßstäbe, 
und muß meines Erachtens die Behandlung dieser Frage stets an die 
Spitze deJ· Lösung gesetzt werden. Zu diesem Zwecke hat man sich 
zunäch",t klarzumachen, was man eigentlich darzustellen beabsichtigt. 
Die Antwort hierauf ist stet", dier-;elbe: Dit' Integralkurve der Diffe
rentialgleichungen, in unserem Falle al130 (p als Funktion von t und 'lj/ 

a,ls Funktion von t. 
Die zweite Frage geht dahin: in welchem Bereich ",ind die Funktionen 

darzustellen? Hierüber gibt die Stellung der Aufgabe Aufschluß. 
cp soll dargestellt werden zwischen cp = - 6 0 und cp = + 6 0 , 

lj' soll dargestellt werden zwischen 1j' == - 60 0 undlj! = + 60'" , 
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denn wir wollen annehmen, daß das Schiff zu Anfang - 6 0 Ausschlag 
habe und der Kreiselrahmen = - 60 0 • 

Da wir zunächst eine halbe Schwingung des Schiffes darzustellen 
wünschen, ergibt sich näherungsweise die Dauer einer halben Schiffs-

schwingung zu T /2 = ;r '11' e = 7,5 see, da der Schiffskreisel die Zeit 
, Qs 

einer Vollsdnvingung nicht allzusehr zu beeinflussen imstande sein 
wird. Nun wählen wir den Zeitmaßstah 1 Hec = 4 cm . 

Bei der Darstellung werden wir T als Funktion von t über die 
Dan;tellung lp als Funktion t setzen (s. Abb. 6 links), damit zusammen
gehörige Werte von rp und/I' stets in einfachster Weise sich feststellen 
lassen. Wir machen den Bogen q', der bei 6 0 für den Radius 1 = 0,105 
ist, gleich 10..5 ('111, mes::;en ihn also auf einem Radius a = 100 cm, 
und ebenso !'ltellen wir den Bogen !j', der bei 60° für den Radius 
1 = 1,05 i~t, durch 10.5 C111 dar, messen diesen also auf einem Radius 
b = 10 cm . 

Nach einer einmaligen Integration kann an Stelle der Differential
gleichung (4) die nachfolgende Gleichung (5) gesetzt werden: 

t=t 

f) d Cf /'( a /j' ) - ·a· - = -Jw·cos1.fJ· - Qs.tp, ·dt, 
a dt, dt 

./ 
t ,0 

und ebenso die Gleichung (6) an Stelle der Gleichung (3): 
t=t 

!9 d1.fJ /"( drp . d'lj') b·b. -at = Jw·cos1.fJ' dt -pr'Sill'lj'- k· it ·dt. 

1=0 

(5) 

(i ) 

Angenollllllen, die Glieder der Gleich ullgen (5) und (6) seien als Funktion 
der Zeit bekannt, so ist die Lösung der Differentialgleichungen mit 
Hilfe des Seilpolygons in bekannter Weise zu bewerkstelligen. Unsere 
Hauptaufgabe besteht also darin, die Größe der einzelnen Glieder von 
einem gewissen Ausgang~punkt aus schrittweise zu ermitteln. Dies 
ist bei gleichzeitigen Differentialgleichungcn zweiter Ordnung aber 
stets möglich, wenn die Anfangsbedingungen der Aufgabe ge
geben Bind, wie nunmehr an dem Beispiel des Schiffskreiseis gezeigt 
werden soll. 

Setzen wir zunächst einmal voraus, daß in der Gleichung (5) der 
Verlauf der unter dem Integralzeichen stehenden Funktionen QS(P und 

J (r) • cos 'Ij' • dl/' für die 1. Sekunde gegeben sei (vgl. Abb. 2), so gelangen 
di 

wir zu einer besonders einfachen Anordnung, wenn wir uns das 
Glied QSlf' mkg in Abhängigkeit von der Zeit durch die gesuchte 
arp-Kurve zur Dar,;tellung gebra('ht denken, was möglich ist, da Qs 
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ebenso wie a konstant ist. Wir müssen nur dafür Sorge tragen, daß 
Qs mkg durch a cm, also 6000000'0,45 mkg durch 100 cm abgebildet 
werden. Es muß also 1 cm = 27 000 mkg gemacht werden. Im gleichen 

dV' 
Maßstab denken wir um; auch das Glied Jw· co;; 11" it; aufgetragen, 

das ebenso die Dimem;ion mkg hat. Nun kann QS(f! - J W· COS'lp' ~I!, 
unmittelbar abgelesen werden. d d t 

Man erhält nun gemäß Abb. 3 den Differentialquotienten a '-~ = tgC\ 
dt 

zur Zeit t = } sec, wenn man in einem Kräftepolygon den Horizontal
e 

zug =- macht und auf der Lastlinie die in Abb. 2 Rchraffierte :Flächt', 
a t=.~.sec 

die das Integral {(QSqJ - Jwcos 'tp. ~~). dt veranschaulicht, ah

. t= 0 see e 
trägt. Es muß dann auch - eine Fläche darstellen, was, wie man sich 

a 

arp4'ft) 
/ t;srp4'(t) 

<f~=--.-fK--'--I-
k-1sek~ 

Abb.2. Abb. :1. 

e mkg. sec2 

leicht überzeugt, der Fall ist, denn -, das die Dimension 
a cm 

hat, wird dargestellt durch Quadratzentimeter, da wir sowohl Meter
kilogramm wie Sekunden durch Zentimeter zur Darstellung bringen. 

e. 15400000 16 2 
Der t~ ert von a wIrd = 27000 . 100 = 91,30 cm und das Inte-

gral j"(QSqJ - JWCOS'IjJ' ~~). dt bei den gewählten Maßstäben etwa 

t=O 
20 cm2, da einerseits die QSqJ-Kurve zunächst ungefähr so verlaufen 
muß, wie in Abb. 2 angegeben (was daraus hervorgeht, daß im ersten 
Zeitabschnitt = -~ sec sich der Winkel qJ nur wenig ändern wird), 

und andererseits auch das Glied Jw· cos 'IjJ • ~~, das zur Zeit t = 0 ist, 

nicht plötzlich auf sehr große Werte anwachsen kann. 
Wählen wir den Flächenmaßstab so, daß die Belastungsfläche 

durch die mittlere Höhe km des Belastungsstreifens oder einen Bruch
tei1 der mittleren Höhe zur Darstellung gebracht wird, so entsprechen 
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bei einer Breite von 2 cm der Belastungsstreifen 
1 

oder es sind 2 cm2 darzustellen durch - cm. 

169 

e 913 x . 
Es wird also - = -'- cm und der erste Belastungsstrmfen (in 

a 2x 
20 

Abb.2 schraffiert) etwa 2x cm. Wir müssen nun verlangen, daß beide 

Größen scharf abgetragen werden können, damit der Differential

quotient a· dd~ genau zur Darstellung gebracht ist. Im vorliegenden 

Falle wurde für die Bearbeitung der Aufgabe x = 3 entsprechend 
e 

einem -- = 15,2 cm 7.ugrunde gelegt, wodurch sich hinreichende Ge-
a 

nauigkeit ergibt. Die Fläche des einzelnen Belastung~~treifens läßt. 
sich nun leicht in der Weise in den Kräfteplan eintragen, daß man 
mit Hilfe des Zirkels einfach -~ hm aus dem Belastungsstreifen abgreift; 
man hat dann gar keinc Flächenberechnung auszuführen, was von 
Vorteil ist, da dadurch Maßstabablesungsfehler und Flächenberechnungs
fehler vermieden werden. Auch bedeutet es an sich schon einen Vor
teil, wenn ein graphisches Verfahren soweit als möglich von Neben
rechnungen, bei denen Irrtümer unterlaufen können, freibleibt. 

Bevor ich näher darauf eingehe, wie nun die Kurven Qs cp und 

J d'!jJ. l' h h I d . h h ro ° cos '11' Te mgent lC er a ten wer en, müssen WIr zunäc st auc 

die Gleichung (6) näher ins Auge fassen, bei der in prinzipiell ähnlicher 
Weise wie für die Gleichung (5) das Integral der rechten Seit.e der 
Gleichung (6) zur Darstellung zu bringen ist. d cp 

Zunächst müssen wir sehen, wie wir das Glied J ()) 0 co~ '1/' 0dt: be

stimmen können. Für 
Jw ° 0,01 = 4077 mkg. 

dcp 
d-t = 0,01 und cos lfJ = 1 wird vorerst 

~~ = 0,01 entspricht 1m Kräfteplan Abb.3 einer Neigung von 

1 : 4, da ~ ~ = 1 bei den angenommenen Maßstäben für a ° cp und 

gleich 100: 4 ist; was einer 25fachen Vergrößerung gleichkommt. 

Da ~~ ungefähr = 0,01 schon nach Auftragen des ersten Belastungs

streifens ist, wird für J w . cos 'Ij-' 0 ~ ~ zweckmäßig der Maßstab derartig 

gewählt, daß 1000 mkg = 1 cm gemacht werden, damit diese Größe 

graphisch genau zu ermitteln ist. Um die Vergrößerung von ddCP wieder 
4 t 

auszugleichen, tragen wir zunächst 100' Jro ° COS'lf' über der Achse b b 
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nach links im MaßRtabe 1000 mkg . sec = ] cm auf (Kurw 4,. J (I)' eos '1' 
d ) 100 

Zllr BeRtimmung \1'on Jw (,OR'~" 'aq; in Abb. 6 und können dann mit 
t 

Hilfe deR Kräfteplanes Abb. 3, der den Anfang deR Kräft,eplane:,; 1 in 
dq; 

Abb. 6 darstellt, den Wert von Jw . cOS1/" d' dadurch erhalten, daß 
4 t 

\\"ir vom PolO aus 100 J w • COt:i '1' auftragen und im Endpunkt dieser 

Streeke eine Ordinate errichten hiR auf der zum Winkel '1' gehörigen 
d fJ rl (j' 
l - Linie, wodurch J UJ cos '1' dt im Maßstab 1000 IIlkg = 1 cm abc, t 

gelei:len werden kann. 

Dat:i Glied pr' sin1jJ kann wegen dei:l erheblichen Ausschlage;:; '1' = {io° 
nicht unmittelbar durch pr' "1' erset.zt werden. Wir können also die 
yereinfacht.e Darstellungsweise wie bei Gleichung (5) hier nicht anwenden, 
i'ondern müssen uns damit begnügen, pr' ;:;in 1/', das für den Winkel 
'1' = 60° elen Betrag 1000· 0,866 = 866mkg ausmacht, zunächst als 
Funktion von 1jJ aufzutragen, wie ee; in Abb. 6 von der Achse bb aus 
geschehen ist. Man erkennt sofort., daß das Glied pr· sin 1/' nur kleinere 
V"-erte anllimmt, also ;;cinem Einfluß nach von geringerer Bedeutung 
sein wird. 

WÜ' sind nunmehr in die Lage ven;et,zt, über den Aufang eleH Funk
tiom;verlaufes der zwei ersten Glieder der Gleichung (6) schon etwas 
Bestimmteres auszusagen. Im ersten Zeitabschnitt = ,~sec wird die 
pr' sin lI'-Kurve, wie sich am; Abb. 4 ergibt, nur wenig von der 
Horizontalen abweichen, weil eler Winkel 1/' sich anfangs nur sehr 

dq; 
langsam ändern wird. Von der J w • cos 1jJ . Ti -Kurve kennen wir 

auch ;;chon ziemlich genau den Verlauf im ersten Zeit.abschnitt. 

J (I) • cOS1/" ~~ ist. ,[.Ur Zeit t = 0 Null und zur Zeit t = };;ec haben 

\\lr ::;einen Wert au::; dem Kräfteplan Abb.3 festgestellt.. Da beide 
Glieder beschleunigend auf den Winkel 1jJ einwirken, sind ;:;ic in Abb. 4 
von der Achse nn au::; im entgegengesetzten Sinne aufgetragen, so 
daß ihre SUlllme ohne weiteres entnommen werden kann. d 

Die zwei eniten Glieder geben zusammen mit dem Gliede k ·-d'J.' , 
, t 

das negativ wirkt, die Belastungsfläche für das erste Zeitteilchen 
= -} sec zur Gewinnung der b 'll'-Kurve in Abb. 6. 

Angenommen, k· ~1~' sei am Ende des ersten Zeitabschnittes = q - x 

(für t = 0 ist es 0), dann können wir ohne weiteres den Kräfteplan 
~\ bb. 5 für das erste Zeitteilchen zeichnen. 
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t9 3000 ·16 
E" wird zunächst b = 1000.10 = 4,8 cm 2 und die Belastungs-

2 S 11 1 GI' l 7 •• ~J' fläche in Abb. 4 ;.:cluaffiert = (p + x) 0111. 0 (a" lee I" dt aus 

dem Kräfteplan Abb.5 in ähnlicher Weise entnommen werden wie 

früher das Glied Jw' cos'l.f" ~~ aus dem Kräfteplan Abb. 3, so müssen 
d'l" 

wir bedenken, daß q - x = le '1ii im Maßstab 1000 mkg = 1 Clll 

a,ufgetragen werden muß. Daher wird für 
dll' 'a- = 0,1 das Glied 

t 
dV' 30000·0,1 . dip 

1.;' 'd-'t ",-- = 3 cm, daR heIßt k· dt kann im AbRtande 12 cm 
1000 .. dIp 

vorn Pol abgelei:1en werden, da fur'at = 0,] clip Nei.gung im Kräft.e-

plan 1:4 ist. /) 
Setzen wir nun den Maßstab für b derartig fest, daß 1 C1112 = 2,5 cm 

{} 
gemacht wird, ::;0 wird b durch 4,8' 2,5 = 12 cm zur Darst.ellung ge 

f-c--:- -~- ------168mm---- --------~l 

k-- _ .. _~ -f~120111111-, '- - - "1 I 
I Jwcosp 'tt[-

Polo 1 p 
JtuCOS !V, at; 

Abb.4, Abb.5. 

'15flrX

; 

~ flrt{ 

3,5 (fI'r:r~ 
~t{'-(k 9_1'') 
1 dt, 

bracht, und wir müssen auch die Flächen der einzelnen Belastung::;. 
streifen im gleichen Maßstabe 1 cm2 = 2,5 cm auftragen. Wir können 
also an Hand der Abb. 4 folgende Beziehung an::;chreiben: 

dV' 
k . dt = (p + x)· 2,5 = q - X 

1 

oder 
q - 2,5p 

x= 
3,5 

das heißt die Endordinate des schraffierten BelaHtungsstreifens 1llld 

k . ~ i "läßt sich ermitteln, wenn lediglich der zu Anfang des Zeitabschnittes 
1 d'l.f' 

gültige Wert für k· Tt' z1lllächst bekannt ist, was für die Lösung 

der Aufgabe von ausschlaggebender Bedeut1lllg ist. Wir müssen jetzt 

unsere Aufmerksamkeit noch darauf richten, wie der 'Wert k. d1f1 für 
dt l 

da:,: Ende des Belastungsstreifens auf einfachste Art gefunden wird. 
Es ergibt sich, daß 

3,5 ' (p + x) = p + q. 

Tragen wir Abb. 5 nun die Belastungsfläche 3,5' (p + x), die uns 
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12·35 
bekannt ist, da p und q gegeben, im Abstande ----~ = 16,8 cm [an 

, 
Stelle der Belastungsfläche 2,5· (p + x) im Abstande 12 cm] auf, so 
werden wir dadurch auf denselben Seilstrahl geführt und auf der 

Ordinate im Abstand 12 cm vom Pol kann k· .dd'l/I mit dem Zirkel ab-
t1 

gegriffen und in die Abb.4 übertragen werden. Hierdurch ist die 
Anfangsordinate x = pi der folgenden Belastungsfläche gewonnen. 

Setzen wir nun weiterhin vorläufig voraus, daß pr· sin V' und 

J w • cos '!jJ • ddCfJ auch für das Ende des zweiten Zeitabschnitte:; bcka1mt 
t d 

sei, dann können wir die pr· sin 'ljl-Kurve und J W· cos lj'. d~ -Kurve 

auch für das zweite Zeitteilchen eintragen, die geometrische Summe 
beider sei q'. 

Da die Belastungsordinate zu Beginn des zweiten Zeitteilchens 
x = pi ist und zu Ende desselben = x', so gilt für den Zuwachs z, 

den das Glied k· !!:.dY während des zweiten Zeitteilchens erfährt: 
t1 

( ' , 'k d '1/' , z = 2,5 . P + x) = q - . d t -:C, 
1 

woraus 
" d l/' 35 x = q - k·~ - 2,5p' , dt1 

folgt. 
Es wird also: 

( I ') I k d 'P I q' (dljl ,) 3,5. P + x = q - . -_. + p = - k· - - p . 
dt l dt1 

Tragen wir den letzten Wert, der sich leicht mit Hilfe des Zirkels 
ermitteln läßt, auf der Lastlinie des Kräfteplanes 5 vom Endpunkt 

d'!jJ 
p + q aus ab, so erhalten wir den Zuwachs z bzw. k· a:t am Ende 

des zweiten Zeitteilchen:; auf der k.: i-Linie im Abst:nde 12 CIn 

vom Pol. 2 

Für das dritte und die folgenden Zeitteilchen gelten dieselben 
Beziehungen. Um die Änderung der Belastungsfläche bildlich auch in 
größerem Maßstabe vor Augen zu haben, sind die gefundenen Werte der 
einzelnen Belastungsstreifen im Maßstab des Kräfteplanes 2 Abb.6 als 
mittlere Höhen in jedem Belastungsstreifen aufgetragen, wodurch sich 

die Kurve (J W· cos'!jJ· ~~ -Ir sin ljl - k· ~~) in Abb.6 ergibt. 

Auch das Glied Jw.cos'!jJ·-d~' das wir zur Lösung der Gleichung (5) 

brauchen, kann auf zeichnerischem Wege aus dem Kräfteplan Abb. 5, 
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der dem Anfang des Kräfteplanes 2 Abb. 6 entspricht, gewonnen wer

d1jJ. M ß b elen. Wir bedenken, daß wir das Glied J cu· cOS'lf!"dt Im asta e 

27000 mkg = 1 cm aufzusuchen haben, weshalb wir ähnlich wie früher 
dcp 

bei dem Gliede J cu· cOS'lf)' fit zunächst hier -11() J cu· cos'1jJ über der 

Achse b b in Abb. 6 eintragen, diesmal im Maßstabe 27000 mkg. sec = 1 cm . 
Wir crhalten so die Kurve -1,1(,- J cu • cos 'If' zur Bestimmung von 

dll' 
J cu· cos'lj' 'a,t' 

Die Ermittlung von J cu • eOH'Ij! . ddljJ geschieht nun, wenn die zusammen-
d t 

gehörigen Werte ''I) und -- d ~' bekannt sind, in der Weise, daß im Kräfte-

plan Abb. 5 auf der vom PolO aml abgetragenen Strecke -rIo J cu • cos ljJ illl 
Endpunkt ein Lot errichtet wird bis zu dem zu ''I' gehörigen Scil:;trahl. 

Nach all den vorausgegangenen Vorbereitungen kann nunmehr 
die Methode, wic sich in durchaus planmäßiger Weise die einzclnen 
Glieder der Gleichungen (5) und (6) gewinnen lassen, an Hand der Abb. 6 
näher beschrieben werden, wobei ich von vornherein bemerken möchte, 
daß bei der graphischen Methode der erste Belastungsstreifen in der 
Regel die meiste Mühe verursacht, während bei den folgenden daml 
rein mechanisch vorgegangen werden kann, weshalb ich mich hier 
auch darauf beschränke, die Beschreibung des Verfahrens nur bis zur 
Erledigung des zweiten Belastungsstreifens durchzuführen. 

Ich beginne mit der Lösung der Gleichung (5). Bekannt ist dip 

Anfangstangente der Qscp-Kurve (~~ = 0 zur Zeit t = 0); von der 

.f (I) • ('os 1jJ • ~d7 -Kurve ist auch bereits bekannt, daß sie mit Null ansc-tr.t 

und allmählich ansteigen wird. Die Bclastungsfläche ü;t also näherung:;
weise bekannt, man versucht nun den wahren Wert möglichst nahe 

h 
cinzuschätzen und trägt das vermutctc -:f in den Kräfteplan 1 Abb. 6, 

ein. Hat man in der Schätzung einen Fehler gemacht, so zeigt sich 
daR bald, und die erforderliehc V cl'besserung läßt, sich ohne Schwierig-

h 
keit anhringen. Ich nehme jedoch hier vorläufig an, daß ; ungefähr 

richtig angenommen sei. Wir erhalten dann zunächst ddCP am Ende dPH 
t d 

ersten Zeitteilc-hens und können nunmehr J w • cm; 1jJ' d cP = c in dei' 
})('reits besprochenen Weise aufsuchen. t 

Nun gehen wir zunächst zur Gleichung (6) über, tragen um; pr' sin '1' 
im Maßstab 1000 mkg = 1 cm über der Achse nach untl'll ab und 
bedenken, daß flieh clieHeH Glied im ersten Zeitteilchen kaum ändert. 
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vVeml wir genclupr schätzen wollen, kann alll Endp des ersten Zeit
teilchens pr· sin '11' um ellleKkinigkeit kleiner angenommen werden, 
denn daß dü'ses Glied etwaK ahnehmen muß, wi"e;p11 wir. EbenDo 

(1 ((! 
t,ragen wir c = .J 0) • COKIj! . :- ein, zur Zeit t = 0 i"t (lieses Glied 0, 

dt 
und zur Zc,it t = ~ c:ec haben wir es aus dem Kräfteplan 1 vorläufig 

dl/' 
festgestellt. Da::; GJi.ecl 1.:. dt' wird nun auf die im vorKtehenclen bereite; 

~tU::;führlich beschriebem' Art ermittelt und dadurch x = p' für rlaK 
Ende des er::;ten Bplastungsstreifens gefunden. Dann ,mchen wir auch 

clIp 
noch da,s Glied J w . co::; 1/' • dt = e, das uns zur Kontrolle unscrer 

früheren Annahme für hm in Gleichung (5) dient, auf und tragen es im 
Belastungsstreifen 1 der Gleichung (5) ein. Wir sehen nun, wie der 
Bela::;tungsstreifen 1 von Anfang an hätte angenommen werden müssen. 
Fiel unsere erste Schätzung mit dem gewonnenen Ergebnis zu::;ammen, 
NO wäre das erste Zeitteilchen bereits erledigt, was allerdings gerade 
beim ersten Zeitteilchell ::;elten der Fall sein wird. 

Wir wiederholen nun mit der vorläufigen Lösung für Belastung::;
,;treifen 1 da" heNc'hriebl'ne Verfahren, erhalten einen yerbesserten 

drp d '/' \Vert c = J (I) • coe: 'I' . , <tue; dem ::;ich ein genauerer vVert, für fpst-
dt dt -

c;tellen läßt. Die Abweichung de:-; neuen Werte,; vun üelll 1\llCrst. ge
fundenen wird in deI" l~egel nur unerheblich "ein, wt'clhalb auc·h dacl 

(l '1/' 
nunmehr gleichfalb erneut. C'rmittelte e = .J co • CO" 11'· ... kaulll \'on 

dt1 

dem erstgefundenen abweicht. Die Unterlage für elie Ermittlung 
dIp 

von -d wal' eben schon weit genauer als die erste nur auf Schätzung 
t d 

heruhende für d,cf, i"0 daß sich die rasche Annäherung an den tatsäch-
,t 

lichen Wprt erklärt. Sollte auch die zweite Durchführung de:-; Ver
fahrens noch nicht volle Übereinstimmung ergeben, so müßtp das 
Verfahren noch ein drittp;;mal durchgeführt werden, wac; a,ber nur 
in den :-:;eltensten Ausnahmefällen notwendig sein wird. Dip Möglich
keit, daß die graphische Lösung hierdurch gewisc;ermaßen am Ende 
jedes Zeitteilchens auf ihre Richtigkeit gepritft werden kann, bedingt 
ihre ganz außerordentlich hohe Gewmigkeit. 

Nun kann man zum zweiten Belat:itung::;element fort::;chreiten, für 
das die Verhältnisse bereits weit günstiger gelagert i-'ind. Wir wist:ien 
zunächst., daß sich die Qs cp - Kurve nach abwärts krümmt, uncl von der 

d'ljJ 
J (I) • eos lp . -- - Kurve können wir zunächst einfaeh annehmen, daß 

dt 
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einschätzen, wodurch die Umständlichkeit einer nachfolgenden Kor
dcp 

rektur vermieden wird. Tragen wir J co . cos 1/' . -- = d das wir nun 
dt ' 

für das Ende des zweiten Zeitteilchens feststellen können, in die ent
Bprechende Kurve der Gleichung (6) ein, verlängern hier auch die Bc
lastungskurve P' r . sin V' entsprechend dem übersehbaren Verlauf, so 
erhalten wir das Gewicht des BelastungsBtrcifcnB 2, wenn wir die 

geometrische Summe der Glieder q' - (k • ~r - p') bilden. Damit 
d~ 1 

wird nun Tl für das Ende des zweiten Zeitteilchens gefunden und 
dVJ 

damit auch das Glied J co . cos V' . - = t das zur Kontrollc dient., 
dt 2 ' 

ob die Annahme der Form des zweiten Belastungsstreifens dcr Gleichung (5) 
vollständig korrekt war. Bei Unstimmigkeit kann die notwendige 
Abänderung festgestellt werden, was aber vom dritten Zeitteilchen 
ab nur noch selten der Fall sein wird, da man schon erkennen kann, 
in welchem Sinne sich die einzelnen Funktionen ändern, nachdem für 
jede 3 Punkte festgelegt sind. Das Verfahren ist. in Abb. 6 in der an
gegebenen Weise nunmehr weiter durchgeführt bis zu dem Augenblick, 
in dem Cf' und '11-' zur Umkehr gelangen. 

Auf einen wichtigen Punkt soll hier noch kurz hingewiesen werden. 
t:lowohl bei der a' Cf'- wie bei der b· lp-Kurve kehrt sich von einem ge
wissen Punkte die beschleunigende Wirkung der Glieder in eine ver
zögernde um, so daß die a' (f!- und b· ~I' -Kurve einen Wendepunkt 
erhält. In den Kräfteplänen zeigt sich (las in der Weise, daß von 
diesen Punkten ab die Belastungen nach entgegengesetzter Richtung 
aufzutragen sind. Will man Irrtümer vermeiden, BO tollt man gut, 
auch diese negativen Belastungen von oben nach unten abzutragen, 
indem man die Pole der Kräftepläne von 0 nach 0' verlegt. Man kann 
auf diese Weise die einzelnen Seilstrahlen in bequemster Weise schärf
stens aUicleinanderhalten, wodurch die Übersicht ganz außerordentlich 
erleichtcrt wird, wic aus Abb. 6 hervorgeht. 

Aus dieser Tafel ist auch zu entnehmen, daß die Dauer der Schiffs
schwingung ungefähr gleich ist der Dauer der Kreiselrahmenschwingung, 
da die Umkehr fast zu gleicher Zeit erfolgt. Der Winkel V' kehrt seine 
Richtung allerdings etwas früher um, weil der Rahmen trotz seiner 
geringen Gewichtswirkung die beschleunigende Wirkung durch das Glied 

J co· COiclV' . ~t dann übertrifft, wenn ~~ bei der Umkehr der t:lehiffs

;:chwingung sehr klein geworden ist. Annähernd gleichzeitige Umkehr 
wird noch besser erreicht, wenn Kreisel mit Rahmen sich um den 
gemeinsamen Schwerpunkt dreht, weshalb ich diese Aufhängung als 
<lie günstigste anBehe. Bei größeren Ausschlägen kann es überdies 
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erforderlich werden, daß man zu große Ausschläge des KreiseIrahmens 
durch eine Bandbremse beschränkt. 

Auf den Einfluß der anderen Glieder der Gleichungen näher ein
zugehen, muß ich mir hier leider versagen, da ich hierzu teilweise eine 
nochmalige Durcharbeitung der GleichungE'n, die bei andE'rer Annahme 
von k durchgeführt wurde, mit heranzuziehen hätte; nicht versäumen 
darf ich es jedoch, noch darauf aufmerksam zu machen, daß sich für 
die Genauigkeit der graphischen Lösung ganz vorzügliche Proben 
ergeben, die ich, da sie gleichzeitig zu einer vertieften Auffassung des 
ganzen Vorganges führen, nun zunächst besprechen möchte. 

Wir ersehen aus Abb.6, daß das Schiff nach der ersten halben 
Schwingung nur noch 1 ° 50' ausschlägt an Stelle der ursplünglichen 6°; 
die bei der einmaligen Umlegung des Kreisels abgebremste Energie 
des Schiffes beträgt also Qs' (cos 1 ° 50' - cos 6°) = 13400 mkg . 

Der gleiche Wert muß sich natürlich ergeben, wenn wir die je
d'll' 

weiligen Werte von k· dt über den zugehörigen 'IfJ -Werten auftragen 

und die Arbeitsfläche ermitteln, was in Abb. 6 geschehen ist. 
, d )' 
(Fläche eingeschlossen zwischen Achse bb und Kurve k· dr . 

. d'IfJ 
Da WIT k· Te im Maßstab 1 cm = 1000 mkg aufgetragen haben 

und den Winkel 'IfJ im Maßstab 1 cm = 0,1, erhalten wir für 
1 cm2 = 100 mkg. Die Planimetrierung lieferte imge~amt 13770 mkg. 

Bedenken wir, daß neben der Schiffsschwingungsenergie durch die 
Bremse auch ein Teil der potentiellen Energie des Kreisehahmens 
aufgezehrt ist pr' (cos32°20' - cos600) = 345 mkg, so ist die Über
einstimmung eine fast vollkommene; da insgesamt nur noch 15 mkg 
Differenz best(~hen = 0,1 %. 

Weiterhin muß die Änderung des KreiseldraUes, die in der Längs
richtung des Schiffes vor sich geht, 

'1',= +32°20' 

jJ W ·coS'IfJ' ~~. dt, gleich sein J W (sintpl + Eimp2) = 571000 mkg.sec. 

lPl= -60 0 

d1/' 
Die Planimetrierung der zwischen der J W • cOS'IJ' . aT -Kurve und der 

Zeitachse gelegenen Fläche liefert 565000 mkg . sec, also auch ganz 
vorzügliche Übereinstimmung. 

Daß ferner 
'I =+1"00' '1'=+32°20' 

/ ' d'IJ' I'" dcp JW,coSII'·--·dcp = JW,cos II'·--·d'l' 
,dt dt ' 

; = -6~ 

August. l<'Cippl-],'estschrift_ 12 
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zeigt die Planimetrierung der beiden diesbezüglichen Flächen, für erstere 
ist der Maßstab 1 cm2 = 270 mkg und für letztere 1 cm2 = 100 mkg. 
Beide Flächen ergeben das Äquivalent der abgebremsten Schiffs
energie, was selbstverständlich ist. Die von der Achse aa und Kurve 

./0) cos tp. ~ tp eingeschlossene Fläche beträgt 13 420 mkg, und die von 
t d 

der Achse bb und der Kurve J w . costp· ~ eingeschlossene Fläche 
ergibt 13430 mkg. dt 

Die Änderung des Kreiseldralles in horizontaler Richtung läßt sich 
rechnerisch nicht ermitteln, da der Einfluß des Gliedes cos tp die Auf
gabe erschwert, graphisch bringt auch die Beantwortung dieser Frage 
keine Schwierigkeiten mit sich, es findet sich 

rp::::: +1 Q 50' 

.J~ w • costp· ~~ . dt = 47100 mkg. sec. 

lp= -6° 

Endlich muß noch sein für eine halbe Schwingung 

t=-7,75 

.J~' ~~ ·dt = k'('Pl +'1/12) =30000·(1,047 +0,564) = 48100cmkg.sec; 

t=O 

die Planimetrierung der diesbezüglichen Fläche in Abb. 6 liefert den 
gleichen Wert. 

Das Ergebnis der vorstehenden Untersuchung deckt sich in fast 
allen Punkten mit den Betrachtungen, die Föppl der Behandlung der 
Schiffsschwingungen vorausschickt und die er als besonders wertvoll 
für den Entwurf ansieht. Die graphische Behandlung liefert ein an
schauliches Bild der Schwingungsvorgänge des mit Kreisel aus
gerüsteten Schiffes und gibt uns das Mittel in die Hand, auch dann 
Bestimmtes über das Verhalten des Schiffes vorauszusagen, wenn der 
Schiffskreisel große Ausschläge ausführt. 

Das Verhalten eines mit Schlingertanks ausgerüsteten Schiffes 
kann in der gleichen Weise graphisch behandelt werden; ich habe 
jedoch vorgezogen, hier den Schiffskreisel zu behandeln, weil mir dieses 
Beispiel ganz besonders Gelegenheit gegeben hat, die Leistungsfähig
keit der graphischen Methode beweiskräftig darzutun. 



Übel' die Anwendung der Differenzenrechnung auf 
technische Anheiz- und Abkühlungsprobleme. 

Von Ernst Schmidt, Forschungsheim für vVärmeschutz in München. 

1. Einleitung. 

Die Kenntni" des Verlauf" von Anheiz- und Abkühlung"vorgängen 
ist in vielen Fällen für elie Technik von Bedeutung. Von den örtlich 
und zeitlich veränderlichen Temperaturfeldern hängt z. B. die Größe 
der Wärmespannungen beim Anheizen und Abschrecken eines Körpers 
und damit die Bruchgefahr ab. In der Heiztechnik macht der Anheiz
vorgang Zuschläge bei der Dimensionierung erforderlich, welche bisher 
nur roh geschätzt werden konnten. Besonders wichtig ist die Kenntnis 
des Verlaufs der Temperaturschwankungen bei intermittierend arbei
tenden Wärmespeichern, wie Winderhitzern, Regeneratoren usw. 

Die Theorie dieser Vorgänge ist seit Fo urier ausgiebig behandelt 
und auf viele Beispiele angewandt worden Besonders der einfachste 
und wichtigste Fall des Verlaufs der Abkühlung einer ebenen Platte 
ist geradezu ein Muster beispielfür die Theorie der F 0 ur i e I' sehen Reihen . 
.Für bestimmte Grenzbedingungen, vor allem bei konstanter Tempe. 
ratur oder bei wärmedichtem Abschluß der Oberflächen läßt die 
Theorie auch an Einfachheit und Übersichtlichkeit nichts zu wünschen 
übrig. Nicht viel umständlicher ist die BehamUung periodisch veränder
licher Oberflächentemperaturen. Unbequem wird die Rechnung aber 
für den Fall der :,;og. Am;Htrahlung:,;bcdingung, bei welchem die Wärme
abgabe der Übertelllperatur der Oberfläche proportional ist. In der 
Sprechweise der Technik würde man diese Bedingung als ,,""ärme
abgabe bei konstanter \Värmeübel'gangszahl" bezeichnen. Die Er
höhung des RechenaufwancleB in diesen Fällen i::;t bekanntlich dadurch 
bedingt, daß die Glieder der Fouriersehen Entwicklung nicht mehr 
nach der Reihe der natürlichen Zahlen, sondern nach den irrationalen 
Wurzeln einer transzendenten Gleichung fortschreiten. Noch undurch
sichtiger wird die Rechnung, wenn die Platte aus mehreren Schichten 
mit verschiedenen thermischen Konstanten besteht, was in der Heiz
technik bei Gebäudewänden oft vorkommt. Gar nicht mehr durch
führen läßt sie sich, wenn die Wärmeleitzahlen des Plattenmaterials 
lind die Wärmeübergangszahlen stark von der Temperatur abhängen. 

1:2* 
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Dieser Fall ist besonders bei hohen Temperaturen die Regel, wo die mit 
der vierten Potl"nz der Temperatur ansteigende Strahlung die Wärme
abgabe wesentlich bedingt. Außerdem ändern sich häufig nicht nur die 
Wärmeübergangszahlen, sondern auch die Temperaturen des umgeben
den Mediums in bestimmter, durch den Verlauf des Prozesses und durch 
die Betriebsart bedingter Weise. Ein weiterer Nachteil des Fonrier
sehen Verfahrens für den nicht an mathematische Abstraktionen ge
wöhnten Praktiker ist seine geringe Anschaulichkeit. Im folgenden 
soll daher die Methode der Differenzenrechnung auf die Differential
gleichungen der Wärmeleitung angewandt werden. Der Rechmauf
wand ist geringer, und die nötigen Operationen sind so einfach, daß :·lie 
nach einem festgelegten Schema von untergeordneten Hilfskräften 
ausgeführt werden können. Außerdem läßt sich das Verfahren auch 
graphisch in anschaulicher Weise durchführen. 

2. Ableitung einer Rekursionsformel aus der Differenzengleichung. 

Zur Darstellung des Verfahrens gehen wir aus von der Differential
gleichung der Wärmeleitung in isotropen Medien ohne innere Wärme
q nellen, welche bekanntlich für den eindimensionalen Fall lautet: 

ao f)2,?, 

-ai = a iFx2 

Darin bedeutet: 

Je 

{} die Temperatur in 0 C, 
t die Zeit in Stunden, 
x die Längenkoordinate in m, 

a = --- die Temperaturleitfähigkeit in m2jStd. 
c'e kc~ 

Je die Wärmeleitzahl in m. Std .. 0 C ' 

c die spezifische Wärme in kcaljkg, 
e das spezifische Gewicht in kgjm3 • 

Als Differenzengleiehung geschrieben lautet die Gleichung: 

(1) 

Ll t {} = a LI_t - LI" {} . (2) 
(LI X)2 '" 

Dabei ist dem LI der betreffende Index zur Kennzeichnung des par
tiellen Charakters der Differenzenbildung beigefügt. Unter LI t und LI x 
sind feste, kleine, aber endliche 'Verte zu verstehen, welche als Einheit. 
des Zeit- und Längenmaßstabes dienen. Wird mit. {)n,k die Temperatur 
an der Stelle n· cl x zur Zeit k· LI t bezeichnet werden, so ist: 

Llt {} = {}n,k+l- {)'n,k' 

"Jx {} = {}n+l,k -19'n,/';' 

iI~19' = {}'Hl,!: + 19'n--l,k- 2 /}n,k. 
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Durch Einsetzen dieser "\Terte geht die Differenzengleichung über in 
Gie Rekursionsformel : 

Llt 
{}n,k+l - {}n,k = a (LI X)2 (I}'n+l,k + {}n-l,k - 2 ~9n,k)' (3) 

Ist die Temperaturverteilung zur Zeit k· LI t durch die Reihe der 'Werte 

B'l,k, B'~,k' ... {}n,k ... 

für jeweils um LI x auseinanderstehende Punkte der Achse gegeben, 
so erlaubt Gleichung (3) die Berechnung der Verteilung 

{}l,k+l, /}2,k+l' ... {}n,k+l ... 

zu der um Llt späteren Zeit. Sind diese Werte errechnet, so kann man 
in gleicher Weise um,j t fortschreiten und so schließlIch den ganzen 
zeitlichen Verlauf der Temperatur ermitteln. 

Die Formel (3) läßt i:lich sehr anschaulich geometrisch deuten: 
In Abb. 1 soll die Linie n - 2, n -1, n, n + 1, n + 2 eine Tempe

raturverteilung zur Zeit k·.d t darst.ellen; ihre Ordinaten sind also die 
Werte ·19',,-2,k, .,9'n-l,k, ,011.1.:, '19'n+l,k, 

·19',,+2,k. Verbindet man die Punkt.e 
n - 1 und n + 1 durch eine Ge- t 
rade, welche die f-lcnkrechte durch 

{). 
n in n' schneidet, RO iRt, wie 
man leicht einsicht, die Strecke 

nn' = t ('!9"+1,'" + 19,,-1,k - 2 ün ,,,,) 

und der Zuwachs der Temperatur 
an der Stelle n in der Zeit LI t wird 
erhalten durch Multiplikation dieser 
Strecke mit. dem konstanten Faktor 

Llt 
a --. Geht man in gleicher 

(Ll X)2 

Lix Lix 

n-2 frl-1) 
""'_~oI' 

L1x 

Abb. 1. 

Weise für alle Punkte vor, i:lO ergibt sich der Temperaturverlauf zur 
Zeit (k + 1) /1 t, und so kann lIlan, jeweils um LI t fortschreitend, die 
aufeinanderfolgenden Temperaturkurven zeichnen. 

Bei der praktischen AUi:lführung des Verfahrens ii:lt E'S zweckmäßig, 
die Werte von LI t und A x HO zu wählen, daß 

/1 t 1 
a---=-

(LI X)2 2 (4) 

wird. 
Das ist ohne Einschränkung Ger Allgemeinheit immer möglich. In 

diesem Falle gibt der Punkt n' unmittelbar die Temperatur ~')n,k+1 der 
nächsten Kurve an und die Rekursionsformel vereinfacht. sich zu: 

(5) 
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Man kann also allein mit Hilfe eines Lineals aus einer gegebenen An
fangsverteilung schrittweise den ganzen zeitlichen Verlauf der Tempe
raturkurven ermitteln. Wird mit fortschreitendem Ausgleich das 
Liniengewirr zu groß, so braucht man nur die A x-Teilung zu vergrößern, 
also z. B. jeden zweiten Punkt ausfallen zu lassen. Soll der Faktor 

At 
a (A x )2 trotz dieser Verdoppelung von A x den Wert } behalten, so 

muß At und damit der zeitliche Abstand aufeinanderfolgender Tempe
raturkurven vervierfacht werden. 

3. Randbedingungen beim Wärmeübergang an freien Oberflächen. 

Das Vorstehende erlaubt die Ermittlung der Temperaturkurven 
für das Innere einer Platte. Für die Anwendung auf technische Fragen 
muß noch eine Vorschrift für die Behandlung des Wärmeüberganges 
an der Oberfläche hinzutreten. Hierbei wird der Vorteil unseres Ver
fahrens besonders hervortreten, denn es erlaubt die Anpassung an 
beliebige, auch zeitlich veränderliche Randbedingungen. 

Wir wollen, wie üblich, den Wärmeübergang von einem festen 
Körper an eine Flüssigkeit oder ein Gas durch die Wärmeübergangszahl 

kcal 
~ in m2 • Std .. 0 C und die Temperatur der Flüssigkeit '&j kennzeichnen. 

Ist }, die Wärmeleitzahl des Körpers und 'I'} 0 die Temperatur seiner 
Oberfläche, HO muß an der Oberfläche bekanntlich die Bedingung 

Je(-~{}) =~({}o-{}j) (6) 
(jX 0 

erfüllt sein. Stellt man die Temperaturverteilung als Kurve über der 
x-Achse dar (Abb. 2), so bedeutet diese Bedingung, wie man leicht ein-

t 

sieht, daß die Tangente an die Temperatur-
,tI kurve in der Oberfläche A-A durch einen 

.4 
Abb.2. 

x----

.() Richtpunkt R gehen muß, dessen Ordinate 
{}j und dessen Abstand von der Oberfläche 

Je . 
8 = - 1st. 

~ 

Die Wärmeübergangszahl hängt im all
gemeinen in komplizierter Weise von der 
Temperatur und Beschaffenheit der Ober
fläche, der Art und Temperatur des be
spülenden Mediums, sowie von seiner Ge
schwindigkeit ab; dabei können diese 
Einflüsse noch mit der Zeit in vorgegebener 

oder erst durch den Verlauf des Ausgleichsvorganges bedingter Weise 
schwanken. Geometrisch kann man diese Veränderlichkeit durch eine 
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Verschiebung des Richtpunktes R längs einer Kurve darstellen. In 
,.,olchen Fällen dürfte der Versuch einer Lösung nach Fourier aus
sichtslos sein. Unserem Lösungsverfahren erwachsen dadurch, wie wir 
nun zeigen wollen, keine neuen Schwierigkeiten. 

In Abb. 3 denken wir uns den Körper von der Oberfläche A - A 
an in Schichten von der Dicke Llx geteilt, in deren Mitte jeweils die 
Temperatur gegeben sein soll. Der Temperaturverlauf zur Zeit t ist 
also durch den gebrochenen Linienzug 0, 1, 2, 3 . .. dargestellt. Die 
Anderung der Temperaturkurve in der 
Zeit LI t ergibt sich für die Punkte 2, 
3 usw. wie bisher. Den Punkt 2' z. B. 
erhält man als Schnittpunkt der 
Linie fa mit der Ordinate von 2 usw. 
Um die Änderung des Punktes 1 zu 
ermitteln, zeichnen wir eine Parallele 

Llx 
zur Oberfläche im Abstande -2 und 

verbinden den die Temperatur der 
Oberfläche kennzeichnenden Punkt 0 
mit dem durch Flüssigkeitstempera-
t.ur und Wärmeübergangszahl be- ,LI 

stimmten Richtpunkt R. Der Schnitt- Abb. 3. 
punkt dieser beiden Linien ergibt 
den Hilfspunkt a, welcher die Anfangstemperaturverteilung über die 
Oberfläche hinaus fortsetzt. Der Punkt l' ergibt sich nun als Schnitt
punkt der Verbindungslinie a2 mit der Ordinate durch 1. Ziehen 
wir noch die Verbindungslinie R 1', welche die Körperoberfläche in 
0' schneidet, so ist 0', 1',2',3' ... die gesuchte Temperaturkurve zur Zeit 
t + LI t. In dieser Weise setzt man die Konstruktion fort, wobei der 
Richtpunkt R entsprechend zu verschieben ist, wenn sich \Värme
übergangszahl und FlüssigkeitRtemperatur ändern. 

4. Bedingungen an der Berührungsfläche zweier Körper mit 
verschiedenen thermischen Konstanten. 

Besteht die zu untersuchende Wand aus zwei Schichten mit ver
::lchiedenen Werten von a und A, die wir mit aI, AI bzw. an, An 
bezeichnen, so läßt die vorstehende Konstruktion sich nicht ohne weiteres 
über die Trennstelle hinaus fortsetzen. Bei der Behandlung dieses Falles 
ist es zweckmäßig, wenn der zeitliche Abstand zweier Temperatur
kurven in beiden Medien derselbe bleibt. Zu der bisherigen Bedingung 

(LI th (LI t)n 1 
aI (LI x)) = an {Llx)h = 2' 
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die für beide Medien erfüllt sein muß, kommt dann noch die weitere 

aI 

(.1 x)} 
oder (7) 

Die d x in beiden Medien müssen sich also wie die Wurzeln aus den 
'l'emperaturleitzahlen verhalten, wenn der zeitliche Abstand aufein
anderfolgender Temperaturkurven der gleiche bleiben und damit eine 
illlmittelbare Fortsetzung über die Berührungsstelle hinweg möglich 
sein soll. 

An der Berührungsstelle muß weiter die aus einem Medium am;
tretende Wärmemenge gleich der in das andere eintretenden Wärme
menge, also 

(aB) _. (0"9) 
)'I -'l - )'II "l-

ux I ox II 
(8) 

sein, d. h. die Neigungen der Temperaturkurven in beiden Medien an 
der Berührungsstelle müssen sich umgekehrt wie die Wärmeleitzahlen 

verhalten. In Abb. 4 seien A-A die 

*~~F*>lL1xn .:ib
.' Z A.ß 

-- ... ' .~ 
~- --:: . .-:::~c 

-To--
3 ~-+---f->;' 

li/XI 

/I 
Abb.4. 

Berührungsfläche zweier Platten ver
:-;chiedener ),- und a-Werte und 2, 3, 4, 
5 Punkte der Tcmperaturkurvc. Die 
LI x auI beiden Seiten der Berührung:-;
fläche seien der Bedingung (7) ent
sprechend gewählt. Dio Verbimlullgs
linie der Punkte 3 und 4 darf jetzt 
nicht mehr geradlinig gezeichnet werden, 
sondern muß aus zwei Stücken, deren 
Neigungsverhältnis nach Bedingung (8) 

A 
gleich ~ ist, zusammengesetzt werden. 

AI 
Man erhält diese gebrochene Linie am einfachsten geometrisch 

nach Abb. 4 in folgender Weise: Nimmt man einen Hilfspunkt c auf 
ilxn )'I 

der Horizontalen durch 4 im Abstande -2-· -,- von der Linie A-A 
"ll 

an illld zieht 3 c, so schneidet diese Linie die Trennebene A-A in einem 
Pilllkte 0, und der Linienzug 3, 0, 4 ist die gesuchte Temperaturkurve, 
deren Teile, wie sich leicht zeigen läßt, das gewünschte N eigung;-;-

A 
verhältnis -A~ haben. 

Die Änderung der Punkte 2 und 5 in der Zeit I t ergibt sich wie bisher. 
Die Änderilllg von 3 wird erhalten, indem man die Linie 3 0 um sich 
selbst über 0 hinaus bis b verlängert und b mit 2 verbindet. Diese Ver
bindungslinie schneidet auf der Senkrechten durch 3 den gesuchten 
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Punkt 3' ab. In entsprechender Weise erhält man 4', und die neue Tem
peratur 0' gibt sich wieder durch Einlegen des geknickten Linienzuges 
zwischen 3' und 4'. 

o. Anwendungsbeispiel. 

Die Anwendung des Verfahrens soll an einem nicht zu komplizierten 
Beispiel gezeigt werden, das noch der genauen Rechnung nach Fourier 
zugänglich ist und so eine Kontrolle der Genauigkeit der Rechnung mit 
endlichen Differenzen zuläßt. 

Eine Betonwand von der Dicke 2· X = 0,4 m, der Wärmeleitzahl 
kcal kcal . 

J, = 1,0---S d --"--c' der spezifischen Wärme c = 0,25 -k und DIChte 
m· t .' g 

I! = 2000 kg/m3 soll eine gleichmäßige Temperatur von 20° haben 
und werde plötzlich in einen Raum von 0° gebracht, wobei die 
Wärmeübergangszahl IX = 5 sein soll. Die Temperaturleitzahl iflt 

Je . 
a = -- = 0,0020. Der Abstand des RIchtpunktes R von der Ober-

c·(! Je 
fläche ist dann 8 = - = 0,2 m. Die Wand soll in 8 Schichten von 

1X 

der Dicke .J x = 5 cm unterteilt werden. Der zeitliche Abstand zweier 
aufeinanderfolgender Temperaturkurven ist dann nach Gleichung (4) 

J t = j."Jxl = 0,002~ = 5 Std. 
2a 2·0,002 8 

Die graphische Konstruktion ist in Abb.5 durchgeführt, wobei 
wegen der Symmetrie nur etwas mehr als eine Hälfte der Mauer gezeichnet 
ü;t. Die Linienzüge geben die Temperaturverteilung nach den an
geschriebenen Zeiten ~-,L \", + ... bis 5 Stunden. Von hier an ist Ix 
verdoppelt worden, der zeitliche AbBtanrl J t also vcrvicrfacht, und es er
geben sich die Kurven für 7,5,10,12,5,15, 17,5 und 20 Std. wiegezeichnet. 
Nun wurde1x noch einmal verdoppelt, It also auf 16· Q = 10 Std. 
gebracht und die Tcmperaturvcrteilung nach 30, 40, 50 Stunden ge
zeichnet. 

Bei dem Übergang auf größere J x-Teilung wird zweckmäßig nicht 
von den Punkten der Kurve der bisherigen Teilung ausgegangen, sondern 
von einen Linienzug der größeren Teilung, welcher mit der ersteren 
gleichen Flächeninhalt hat und ::lich ihr möglichst gut anpaßt, wie es 
Abb. 5 zeigt. 

Die rechnerische Durchführung der vorstehenden Konstruktion 
zeigt Tabelle 1, welche ebenso wie dic Zeichnung wegen der Symmetrie 
nur um einen Punkt über die Mitte hinaus ausgeführt ist. Die Spalten 
19'1 bis '19'5 geben die Temperatur im Innern der Wand, Spaltel~'o gibt diE' 
Oberflächentemperatur, und Spalte 19 a enthält die dem äußeren Hilf,,-
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punkte entsprechende Temperatur. {}o ergibt sich der geometrischen 
Konstruktion gemäß nach der Formel 

und für den Hilfspunkt gilt 

,;Ix 

2 

Llx 
8--

Oa = {Ja 2 _. 
8 

Abb.5 . 

. Jede Ziffer der Tabelle wurde erhalten als Mittelwert der benach
barten in der darüberstehenden Zeile nach der Rekursionsformel (5). 

Die Fouriersche Lösung der gestellten Aufgabe ist bekannt; sie 
lautet: 

# = FJ 2: Dke-"katcos(nk x ). 
k=l 
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Tabelle 1. 

I Zeit in l I I Llt I Std. {). -Oa -0, 
-~.- --

0 0 20 17,50 20 20 20 20 20 

1 
Jx = 5 em 1 - 16,67 14,59 18,75 20 20 20 20 

dt=-§-Std. 2 1,25 15,38 13,46 17,30 19,38 20 20 20 

f} 17,5{} 
3 - 14,60 12,78 16,42 18,65 19,69 20 20 

-l a =22,5 1 4 2,50 13,98 12,23 15,72 18,06 19,33 19,85 19,85 
5 - 13,47 11,78 15,15 17,53 18,96 19,59 19,59 

20,0 {} 6 3,75 13,02 11,39 14,66 
17'06 118'56 19'28 119'28 -D. = 22,5 1 7 12,65 11,08 114,23 16.61 18,17 18,92 18,92 

8 5,00 12,31 10,77 13,85 16,20 17,77 18,55 18,55 

L1x'=2L1x= 10em 8 5,0 12,31 9,23 15,30 18,42 18,42 

At' = 4,1 t = 2,5Std. 12 7,5 11,06 8,30 13,83 16,86 16.86 

15 16 10,0 10,06 7,54 12,58 15,33 15,33 
-Da = 25 {}1 20 12,5 9,16 6,87 11,44 13,96 13,96 

24 15,0 8,34 6,25 10,42 12,70 12,70 
20 28 17,5 7,59 5,68 9,48 11,56 11,56 -Do = 25 {}1 

32 20,0 6,90 5,18 8,62 10,52 10,52 
-

Ax"=4L1 X = 20em 
1t" = 16,1 t= 1OSdt. 32 20 6,90 ·,~I 10,17 10 ,17 

,81 
,54 
,03 

10 48 30 4,54 2,27 6,81 6 
{}a = 30 {}1 64 40 3,02 1,51 4,54 

I 
4 

20 80 50 12,02 1,01 3,03 3 
{}o = 30 {}1 I 

Darin ist e der konstante Anfangswert der Wandtemperatur, die nk 
:,lind die Lösungen der transzendenten Gleichung 

n",X 
cotg(n",X) = h.X' 

wobei X die halbe Wanddicke und 
1 IX 

h=-=-
8 J.. 

ist. Die Koeffizienten D k der Reihe sind gegeben durch die Gleichung 

D",=--- 2 sin(n", X) __ 
sin (nkX) cos (n",X) + n",X 

Setzt man die Werte ein, so ist die Lösung bei Beschränkung auf 5 Glieder 

der Reihe 1,12 e- O,0370t. cos( 4,30 x) 1 
-0,1494 e- O,5844t. cos(17,1 x) 

{) = e +0,0453 e- 2,064t • cos(32,15 x) , 

-0,0208 e-4,524t • cos(47,6 X)j 
+0,01412e- 8,OOt • cos(63,25 x) 

wobei die x von der Wandmitte aus gezählt sind. 
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Zur Beurteilung der Genauigkeit der Differenzenmethode wurde die 
Temperaturverteilung nach 1 Std. und nach 5 Std. bereehnet; es 
ergab sich: 

Tabelle 2. 

X= 0,10 1_ (J,Hi 0.20 

nach J Std. -,---fi-
5" 17,= 

19,67 
16,94 

-1- 18,40 
15,12 

15,40 
12,30 

Die Punkte ;:;ind in der Abb. 5 als kleine Kreise eingetragen. Die 
Übereinstimmung mit der graphischen Lösung ist überraschend selbst 
für die Tcmperaturknrve nach 1 Std., wo erst 3 Streifen If x von der 
Abkühlung betroffen sind. 

Außerdem wurde noch der zeitliche Verlauf der Temperatur der 
Mitte und der Oberfläche der Platte nach Fo urier gerechnet. Die er
haltenen Werte sind mit den aus Tabelle 1 entnommenen Ergebnissen 
der Differenzmethode in Tabelle 3 zusammengestellt und ebenfalls als 
Kreise in die Abb. 5 eingetragen. Auch hier ist die Übereinstimmung 
bis zur Kurve für 20 Stel. sehr gut. 

Wandmitte { I 
, Oberfläche { I 

Tabelle 3. 

Zeit in Std. I " " _L!~J.2" __ I=o _1::0 I~LijO 
Fourier "\2()~6() 'I 197() 1 18,46 1 15,48 1 12,86T10,68 17,36 15:09 13,52 

Diff. Verf. 20,00 19,85 18,42 115,33 12,70 i 10,52 6,81 4,54 3,03 

Fourier '\-i5:36113,981 12,301 10,081 8,38-1 --6~9614:80r3:5212,30 
Diff. Verf. 15,38 i 13,98 12,25 10,06 8,34 ' 6,90 4,5413,02 2,02 

Die Temperaturen der Oberfläche stimmen fast mathematisch genau; 
die der Mitte liegen etwas über dem geknickten Linienzug, gerade 
da, wo eine in möglichst guter Anpassung an letzteren gezeichnete 
Kurve die Mitte schneiden würde. Erst von der 20. Stunde ab, wo elie 
Differenz LI x gleich der halben Plattendicke ist, die Platte also nur 
durch 2 wärmespeichernde Ebenen ersetzt wird, ist die Abweichung 
merklich. 

6. Übertragung auf zwei-dimensionale Temperaturfelder. 

Das Rechnungsverfahren läßt sich natürlich ohne Schwierigkeit 
auf Temperaturfelder, welche von 2 Raumkoordinaten abhängen, über
tragen. 

Teilt man den gegebenen Temperaturbereich in quadratische Felder 
von der Seitenlänge 'Ix = dy und bezeichnet mit {}n,m,k die Tempe-
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ratur an der Stelle n' LI x, m . LI y zur Zeit Je. LI t, so nimmt die Rekur
sionsformel, wie man leicht erkennt, die Form 

Llt 
{}-{} =a--({}' .+11 .+{} .. 11,?n,k+1 11,?n,k (Llx)2 11+1,"",k n-1,m,k n,?nT1,k (9) 

+ 1'Jn ,?n-1,k - 417'n ,111,k) 

Llt I 
Wählen wir a (Llx)2 = '4' so vereinfacht sich (9) zu an. 

{}n,?n,k+l = i ({}n+1,?n,k + {}n-l,m,k + {}n,m+1,k + {}n,m-l,,,). (10) 

Die Temperatur nach LI t ist also wieder durch den Mittelwert der 
Temperaturen der benachbarten Punkte zu Beginn von LI t gegeben. 
Die graphische Lösung ist natürlich nicht mehr so einfach wie im ein
dimensionalen Fall. Bei der rechnerischen Lösung, wo die Anfangs
verteilung durch eine Tabelle gegeben ist, welche die Tempera~uren 
an Punkten eines zwei-dimensionalen Bereiches enthält, benutzt man 
am besten aufeinandergelegte Pauspapierblätter zum Eintragen der 
Temperaturverteilung nach den einzelnen Zeitelementen. Die Berück
sichtigung des Wärmeübergangs an die Oberfläche erfolgt wie beim 
eindimensionalen Fall. 

Am besten eignet sich das Verfahren zur Anwendung auf Quer
schnittsformen, welche sich aus quadratischen Elementen zusammen
setzen lassen, wobei auch einspringende Ecken (z. B. Winkelprofile) 
zulässig sind. Aber auch Querschnittsformen anderer Gestalt kann 
man behandeln, wenn man sie durch einen aus Quadraten zusammen
setzbaren Umriß ersetzt. Für kreisförmige Querschnitte kann man 
auch eine Differenzengleichung aus der Differentialgleichung in Polar
koordinaten ableiten; aber die zugehörige Rekursiontlformel ist nicht 
so einfach, da sie ein Glied enthält, welches von der Krümmung abhängt. 



Das Diagramm zu dem Atmen des Maschinengewehrlaufes 
und der Patronenhülse beim Schuß, eine Vorstudie zum 

Problem der Fertigung eiserner Patronenhülsen. 
Von F. Schwer(1, Technische Hochschule in Hannover. 

Die Fertigung der eisernen Patronenhülse, insbesondere derjenigen 
für Gewehr und Maschinengewehr, ü;t eine der schwierigen Aufgaben 

der Waffentechnik. 
Sorgfältige Fertigungen ergeben eine große 

Anzahl brauchbarer Hülsen, aber immer wieder 
treten daneben die bekannten Klemmer, Längs
reißer und Querreißer (Abb. 1) auf. Der Längs
reißer zeigt eine vom Pulver geschwärzte Bruch
stelle. Der Querreißer tritt im Maschinengewehr 
auf und ist gekennzeichnet durch die vom Pulver 
geschwärzte Kontraktionsstelle lind die niehtge
schwärzte Bruchstelle. Hieraus geht hervor, daß 
der Bruch beim Querreißer erst naeh der Feuer
wirkung eintritt, also bei der Hülsenentfernung 
aus dem Lauf. 

r::=::::::l Das Problem der Fertigung besteht darin, 
~ eine Hülse zu fertigen, welche so wenig spröde 

Abb. 1. ist, daß sie nicht längs reißt, und so elastisch, 
daß sie nieht klemmt, d. h. daß naeh ihrer Weitung 

durch den Schuß eine genügende elastische Zusammenziehung erfolgt. 
Der Außendurchmesser der Hülse muß kleiner werden als der Innen
durchmesser des umgebenden Patronenlagers. Sonst treten Klemmer 
und bei schwerer Klemmung Querreißer auf. 

Die Bildung von richtigen Vorstellungen über das Verhalten der Hülse 
beim Schuß wurde erschwert durch die kurze Zeit, in welcher sich der 
Vorgang abspielt; die sonderbarsten Vorstellungen waren anzutreffen. 
Z. B. konnte man die Ansicht hören, daß durch die Einschaltung eines 
Luftpolsters zwischen Hülse und Patronenlager (Taillenhülse) die Ab
lösung der Hülse vom Lauf begünstigt werde. Aus der nachfolgenden 
Studie wird man sehr bald erkennen, daß das unter Umständen günstigere 
Beschußergebnis von Taillenhülsen eine höchst einfache Erklärung hat. 
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Als im Kriege zur Durchführung des Hindenburg-Programmes 
ausreichende Messingvorräte nicht mehr zur Verfügung gestellt wurden, 
war es unerläßlich, zunächst einmal klare Vorstellungen über das Ver
halten der eisernen Hülse gegenüber derjenigen aus Messing beim Schuß 
herauszuarbeiten. Zu diesem Zweck wurde das im folgenden erläuterte 
Diagramm (Abb. 2) von mir entworfen!). 

Obwohl es sich um einen dynamischen Vorgang - eine gedämpfte 
Schwingung - handelt, hat der zeitliche Verlauf zunächst weniger 

s 11171717 

~Jple/raum zw/w;en Lol!!' und lIuMe ""'o,I0mm--~-I7lmU'!9' des Ldtt/ks bei qOOO/lIm~f!(}I5.fm. 
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Abb.2. 

251717 

t 

Interesse als die Beanspruchung und die Formänderung der Hülse. Die 
Erwärmung der Hülse ist gering und ohne merklichen Einfluß. Abge
feuerte Hülsen kann man erfahrungsgemäß noch in der Hand haltel1-

Die Beanspruchung und Formänderung des Laufes wurde zunächst 
berechnet, und zwar nach den bekannten Formeln für dickwandige 
Röhren (Föppl, Vorlesung über technische Mechanik Bd, III): 

a2 
( b2 

') u=p- ---;- (m-l)x+(m+l)---, 
mE(b2 - a2) x 

a2 x2 -t- b2 

°t = P b2 _ a2 • --x-2-- . 

Darin ist: 
'u die Längenänderung des Radius x, der nach irgendeillem 

Teilchen der Rohrwand gezogen ist, in cm; 

1) Der Verfasser war in seiner Eigenschaft als Berater des Inspekteurs für die 
Infanteriebewaffnung des Heeres beauftragt worden, die Fertigung eiserner Patro
llenhülsen mit allen Mitteln zu fördern. 
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a 
b 

b-a 

F. Schwl'l'o: 

der Halbmesser des Patronenlagers im Laufe in cm; 
der Außenhalbmesser des Laufes an der betreffenden Stelle 
in cm, also 
die Wand stärke des Laufes; 

m = Jl der reziproke Wert der Poissonschen Konstanten; 
E das Elastizitätsmaß in kg/cm2 ; 

die Atmosphärenzahl, welche dem Explosionsdruck ent
spricht; 
die tangentialc Spannung an der dem Radius x entsprcchenden 
Stelle der Wandung. 

Für x = a erhält man somit aus der ersten Formel u die Zunahme des 
Radius des Patl'Onenlagers und aus der zweiten Formel Gt die zugchörige 
im Laufe in der Innenfläche des Patronenlagers herrschende Tangential
spannung. 

Setzt man die entsprechenden Zahlen ein, so ergibt sich für 

p = 4000 Atm. (Druck der Versuchsmunition) : 

0,52 1-( 10 ) ( 10 ) 1,52 J 11 = 40001 ------ -- -- --- -1 0,5 + -- + 1 0--
_~ 02000000 (1,52 _ 0,52) - 3 3 0,5 

= 0,00155 cm = 0,0155 mm ; 

0,52 0,52 + 1,52 
(}t = 4000 --- - - - . --- = 5000 kg/cm2 = 50 kg/mll12 . 

1,52 - 0,52 0,52 

Nach den Abnahmebedingungen für die Maschinengewehrläufe soll die 
Proportionalitätsgrenze 55 kg/mm übersteigen. Selbst bei 4000 Atm. 
atmet der Lauf vollkommen elastisch. 

Im Diagramm (Abb.2) ist dieses Atmen des Laufes graphisch dar
gestellt. Vor dem Schuß befindet sich der Punkt x = a der Innenfläche 
des Patronenlagers in A. Unter dem Einfluß des Explosionsdruckes 
beim Schuß weicht die Fläche bis zum Punkte B zurück, die Längen
änderung u des Radius x = a ist also durch die Strecke AB = 0,0155 mm 
dargestellt. u ist cine lineare Funktion von p. Die Längenänderungcll 
in obiger Formel wachsen proportional der Atmosphärenzahl p. Das 
Atmen des Laufes er~olgt nach der Geraden AS. 

Unter wesentlich anderen Bedingungen atmet die Hülse, und zwar 
infolge ihrer Materialart sowie ihrer geringen Wandstärke. Jede Hülse 
platzt ohne weiteres, wenn sie mit fest eingesetztem Geschoß im Freien 
abgefeuert wird. 

Mit Hilfe des Diagramms (Abb. 2) gelingt es in einfacher Weisc, die 
Bedeutung der elastischen und der bleibenden Dehnung des Hülsell
materials vor Augen zu führen und die Mindestwerte festzulegen, bei 
denen weder ein Reißen noch ein Klemmen der Hülse eintritt. 



Das Diagramm zu dem Atmen des Maschinengewehrlaufes. 193 

Im Patronenlager des Laufes (Abb.4) hat die Hülse Spiel. Dieses 
Spiel LI beträgt nach der "Maßtafel der Patronenhülse S" für den 

Durchmesser im vorderen Ende des Patronenlagers : 
des Laufes 11,00 + 0,10 mm} . 
der Hülse 10,95 - 0,10 mm LI = 0,05. 0,25 mm. 

Durchmes,wr <lm hinteren Ende des Pulverraumes : 
des Laufes 12,00 + 0,10 mm} 
I /] ··1 1195 010 LI = 0,05 -:- 0,25 mm. (pr ~ u sc , -, mm 

Das ~pi('l 'ist also vorn und hinten im Patronenlager gleichgroß. 

Dast Oel7nung der Eis. -Ifiilse 

·--·~i Spielraum zWlsclien Laif lind Iflllsf"=410mm 

Abb.3. 

IIlmllag des Laifese40(!5mm. _ _ __ .. 
~---~ 

I 

WOO 
111m. 

11 0 8 

Für LI = 0,20 mm, also für ein ziemlich großes Spiel, ergibt sieh nach 

Ahb.4 die erforderliche Mindestdehnung zu ~ = -~i~o = = 2%. 2% 

Dehnung muß also die· Hülse besitzen, um sich zunächst einmal bis 
zur Anlage am Lauf ohne Längsreißen zu weiten. 

Trägt man im Diagramm (Abb. 2 vgl. auch Abb. 3) das auf den 

Abb.4. 

j 
Halbmesser bezogene Spiel, also 2 = 0,10 mm, nach links von A auf, 

so erhält man den Punkt A' der Außenwand der Patronenhülse,welcher 
dem Punkte Ader Innenwand des Laufes gegenüberliegt. 

ZUllii.chst sei der Einfachheit halber eine Dehnungskurve voraus
gesetzt, wie sie in erster Annäherung einem ,veichen Kohlenstoffstahl 
entspricht (Abb. 5). Proportionalitätsgrenze und Streckgrenze fallen 
hier ZUS<tIl111JeIl und werden mit 30 kg pro qmm der Aufzeichnung des 
Diagramms zugrunde gelegt. 

Beim Abfeuern dehnt sich das Hülsenmaterial nach dieser Kurve 
(Abb. 5) zunächst elaHtiHch, sodann bleibend aus. Genauer genommen 

AU!(URt J;'öppl-Festschl"ift 1:3 
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steigt nach dem Beginne der bleibenden Dehnung auch die elastische 
Dehnung noch und zwar in demselben Maße, in welchem die Spannung 
weiter zunimmt. Auf diese weitere Zunahme der elastischen Dehnung 
während der bleibenden Dehnung werde ich am Schlusse der Be
trachtung zurückkommen. 

Die Wand stärke der Hülse beträgt erfahrungsgemäß an der Stelle 
des Klemmens, d. h. nahe dem vorderen Ende, etwa 1/2 mm. An dieser 
Stelle sei ein Ring von 1 mm Höhe der Hülse entnommen (Abb. 5). 

1"""--11mm-"'!i 

t:_1omm_ ... .rf1mm 

Oehmll7g 

Abb. 5. 

Da die beiden Querschnittshälften 
des betrachteten Ringes zusammen 
gerade 1 qmm betragen, so wird bei 
300 Atm. Innendruck , die Streck-
grenze von 30 kg/mm2 des Materials 
ebC'n erreicht und dieser entspricht 
eine Vergrößerung des Hülsendurch-

30 ·10 
messers von :2.20000 = 0,0075 mm, 

sofern E = 20000 kgjmm2 angenom
men wird. 

0,0075 mm beträgt also der Zuwachs des Hülsenhalbmessers bis 
zur Erreichung der Streckgrenze, d. h. bis zum horizontalen Ver
hLufe der Dehll1111gskurve. Trägt man die diesem Wert entsprechende 
dastii'lchc Dehnullgslinic AB' B in das Diagramm ein, so C'l'kennt man, 
daß nur etwa der 13te Teil des Spieh; biK zum Beginn der bleibenden 
Dehnung zurückgelegt wird (vgl. Abh. 211.3). Die DehnungKkurve der 
Hülse verläuft nunmehr horizontal bis zu dem Moment, in welchem das 
Spiel zurückgelegt ist, und darüber hinaus bis B'J:, solange als die Hülse, 
dicht am Inneren des Laufes anliegend, dessen Ausschwingung mit
llIaeht. Tritt nach Erreichung des Maximaldruckes der Pulvergase die 
Druckabnahme und damit eine Durchmesserabnahme des Laufes ein, so 
Illacht die Hülse dieselbe ohne weiteres unter elastischer Entspannung 
mit, da sie ja zwar gedehnt, aber auch elastisch gespannt blieb. Die 
chlstischc Entspann \lug erfolgt parallel der Linie AB~ nach der Linie B'J: o. 

Im Punkte 0 ist die Hülse völlig entspannt. Der Lauf aber zieht 
sich weiter zusammen und beginnt auf die Hülse zu pressen. Der Preß
druck wächst solange, bis die Hülse ihm zn widerstehen vermag. Dies 
tritt ein, wenn der Preßdruck des Laufes und der Widerstand der Hülse 
gleich groß geworden sind, d. h. im Punkte C'. Dann herrscht Gleichge
wicht, die Zusammenziehnng des Laufes hört auf. Die Hülse ist fest
geklemmt. 

Greift man die zugehörige Atmosphärenzahl im Diagramm ab, 
so erhält man bei einem Sehuß mit 4000 Atm. Gasdruck etwa 260 Atm. 
Preßdruck. 
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Den Widerstand gegen das Herausziehen der Hülse erhält man 
als Produkt aus dem Preßdruck mal der aus der Beobachtung fest
zustellenden Reibungsfläche mal dem Reibungskoeffizienten. 

Beträgt z. B. die Reibungsfläche 9 cm2, der Reibungskoeffizient 0,1, 
so ergibt sich der Widerstand zu 

w = 260·9·0,1 = 234 kg. 

Das ist ein Widerstand, den der Schütze beim Öffnen des Gewehr
verschlusses mit der Hand zu überwinden nicht imstande ist (Klemmer). 
Man erkennt den großen Einfluß des Reibungskoeffizienten, der im 
Maschinengewehr bei der Erwärmung des Laufes und der Verschmut
zung durch Längsreißer einen noch weit ungünstigeren Betrag annimmt 
als im Gewehr. 

Nur so erklärt sich der Querreißer, der in einem Querschnitt von 
im lllerhin 1O.:n. 0,75 = 23 mm2 

auftritt, denn in diesem Querschnitte beträgt die Wandstärke etwa 
0,75 mm. 

Der schwere Klemmer also ist es, welcher den Querreißer verur
sacht. Die Ladehemmung ist die Folge. 

Im Diagramm ist ferner das Atmen der Eisenhülse bei 2500 Atm. 
(Explosionsdruck der normalen Munition) eingetragen. Der Preßdruck 
erreicht hier nur etwa 60 Atm. 

Auch das Atmen der Messinghülse ist, und zwar mit durch Doppel
punkt unterbrochenen Linien, zum Vergleiche eingetragen. Dabei 
ist als Streckgrenze für derartig gezogenes Messing 25 kgjmm2 und als 
Elastizitätsmaß 10 000 kgjmm2 zugrunde gelegt worden. Für 4000 Atm. 
erreicht der Preßdruck hier nur etwa den Wert, welcher im Falle dcr 
eisernen Hülse bei 2500 Atm. Druck erreicht wird, nämlich 60 Atm. Bei 
2500 Atm. gibt es keine negative Ordinate mehr, die Hülse löst sich vom 
Laufinnern ab, geht also frei, und zwar um den im Diagramm abzu
greifenden Betrag AC. 

Soll also die Hülse bei einem bestimmten Exklosionsdruck gerade 
noch freigehen, so muß die Spannung in der Hülsenwand einen Wert 
<'ITeichen, welcher sich als Schnittpunkt der Ordinaten im Endpunkt 
der Hülsenweitung mit der Parallelen durch A (Abb. 2) zur Linie der 
t'laHtiHehen Dehnung ergibt. Im Diagramm ist diese Spannung für die 
Ei::;ellhülse mit 2500 Atm. Explosionsdruck zu 370 Atm. bestimmt wor
den. nie zugehörige Spannung in der Hülsenwand beträgt 37 kgjmm2. 

Für die::;e Spannung wird die bleibende Dehnung im Umfang der Hülse 
gleich dcm Quotienten aus Spiel der Hülse dividiert durch den Hülsen
durchmesser. 

Das Hauptergebnis dieser Untersuchung ist demnach die Feststel
lung des Einflusscs VOll Atmosphärenzahl, Elastizitätsmaß, Reibullgs-

13* 
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koeffizient und Reibungsfläche, der Spannung und Dehnung, sowie 
schließlich des Spiels, also der Passung, auf Längsreißen, sowie auf 
Klemmen und Querreißen der Hülse, und die Bestimmung des Mindest
maßes von Spannung und Dehnung zu 37 kg/mm2 und 2% für die fertige 

11 
Eisenhülse und ein Spiel -2- = 0,10 mm. Den bisherigen Betrachtungen 

war die in erster Annäherung gezeichnete Dehnungskurve (Abb. 5) 
eines weichen Eisens zugrunde gelegt worden. Die daraus gefertigte Eisen
hülse klemmt. In Wirklichkeit aber verläuft die Dehnungskurve des 
weichen Eisens und mehr noch diejenige des Eisens von 0,15-0,200;.) 

Dehl7t/l7g -::-

Abb.6. 

Kohlenstoff nicht horizontal, flondern 
steigt infolge der Kaltreckung nach 
Überschreiten der Streckgrenze noch 
erheblich an. Mit diesem Steigen der 
Spannung nimmt erfahrungsgemäß 
auch die elastische Dehnung zu, und 
zwar um einen Betrag, welcher allS 
Abb. 6 entnommen werden kann. Die 
verlängerte Proportionalitätsgerade 
teilt nämlich die Gesamtdehnung in 

zwei Teile, von denen der linke Teil a der elastischen, der rechte Teil b 
der bleibenden Dehnung entspricht. Sobald man also durch Kalt
reckung oder durch Vergütung einem solchen Material, z. B. einem 
Material von 0,15-0,20% Kohlenstoffgehalt, eine größere Festigkeit 
verleiht, erhöht man zugleich auch die elastische Zusammenziehung 
der Hülse nach dem Schuß. Begrenzt ist dieses Hinaufgehen in 
der Festigkeit durch die Forderung nach genügender bleibender 
Dehnung, damit die Hülse das erwähnte Spiel im Lauf ohne Längs
reißen zurücklegen kann. 

Ein erfolgreicher Beschuß von Taillenhülsen mit ausreichender 
bleibender Dehnung erklärt sich aus Vorstehendem ohne weiteres. 

Die Fertigungsschwierigkeit, allerdings die größte des Problems, 
besteht darin, den Herstellungsprozeß so zu leiten, daß die durch das 
Diagramm bestimmte Festigkeit und Dehnung für jede Hülse erreicht 
wird. Bei der Aufstellung des Fertigungsganges der Hülse stößt man 
auf den Einfluß der Rückkristallisation, der Kornverfeinerung durch 
Kaltrecken bzw. Vergüten und vor allem auf den großen Einfluß, den 
ein Unterschied im Kohlenstoffgehalt schon von 5/100 % ausmacht. 

Das Diagramm leistet nur die Bestimmung der Festigkeitszahlen, 
also der Grenzwerte, welche für jede Hülse bei gegebenem Spiel nicht 
unterschritten werden dürfen. Wie weit man sich von diesen Grenz
werten noch fernzuhalten hat, lehrt allein die Erfahrung. 



Gleichgewichtsprofile für Seilbahnen. 
Von w. Bäseler, München. 

Der "richtige" Längemlchnitt einer Seilbahn hat die Literatur viel 
he::;chäftigt. Die Aufgabe besteht darin, eine Bahnkurve zu finden, 
auf der zwei gleich ::;chwere :Fahrzeuge, die an eincm offenen Seile pendeln, 
in jeder Stellung im Gleichgcwicht sind. 

Offenbar ist die Lösung weitgehend willkürlich. Betrachtet man in 
gröbster Annitherung das Seil als gewichtslos, so müssen beide Fahr
zeuge in jedpr Stellung gleiche 
Seilzüge, al::;o gleichp Bahnkom
ponenten, ergcbpn, cl. h. in glei
cher Neigung stehen. Die Pro
filklITve wird also punkt::;ymme
trisch zum Mittelpunkt (siehe 
Abb.l). Kommt nun das im !?L-_____ -+ ______ -'--_ 
allgemeinen nicht unerhebliche ---------1---------

Gewicht des Seiles hinzu, so Abb. 1. 

ändert sich in der Nähe der 
Mitte nichts, weil das Seil für sich im Gleichgewicht ist; nach den 
Enden zu macht sich jedoch auf dcr Scite dcs tiefer stehenden Fahr
zeuges ein übergewicht dc::; Seile::; bemerkbar; um dieses auszu
glpichen, muß der ob(,1e Wagen steiler stehen als der untere; die 
Bahn wird also im obcren Teile allmählich relativ steiler - oder 
illl unteren flacher. Augenscheinlich kann man eine Hiilfte beliebig 
annehmen und die andere dazu bestimmen. Als Ganzes wird das Profil 
notwendig konkav; die Mitte liegt immer unter der Verbindungslinie 
der Endpunkte. 

Es tlei - in Abb. 2 -- P das Gewicht de::; Wagens, p das des Seiles 
pro Meter, Hincx die Neigung der Bahn am oberen Wagen bei a in der 
Entfernung -+ 8, sinß am unteren "Vagen bei b in der Entfernung - ,<; 

von der Mitte, h der Höhenunterschied der beiden Wagen. Das Gewicht 
eines Seilelementes ist p d8; seine Bahnkomponente p d8 . sin des Nei-

gungswinkels = p d8 - dy = p dy; mithin der Zug dOfl Seilstückes 
d8 
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zwischen a und b bei a aus seinem Gewicht allein 
a 

!PdY=Ph. 

b 

Die Gleichgewichtsbedingung heißt also 

oder 

P sin,x = P sinß + pli 

. . ß P h SIn,x - SIn = p- . 

s%tL 
-t 

~-~~ ___ J 11] 

~'b ---------11--

~!C~-----------L' ----------------~~~i 

Abb.2. 

Betrachtet man die Mitte als Koordinatenanfangspunkt und setzt 
dementsprechend h = Y(+s) - Y(-s), ersetzt man ferner das vorgegebene 

Verhältnis i> zur Abkürzung durch 'V, so kann die Gleichung auch ge

schrieben werden: 

(1) 

oder dy dy 
-d- - 'V Y(+s) = -d-- - 'V Y( -8) . 

8( +s) 8( -8) 
(la) 

Diese an sich einfache Aufgabe ist in der Literatur mit wenig Über
sichtlichkeit behandelt worden. Die Freiheit der Profilgestaltung, von 
der jeder Ingenieur in der Praxis mehr oder weniger Gebrauch macht, 
ist gewöhnlich gar nicht beachtet. Die Bestrebungen zielen immer auf das 
"richtige" Profil. Um ein solches überhaupt zu finden, müssen noch be
sondere Bedingungen hinzugenommen werden. Dazu dient seit Va u t ie r 
die Reibung. Nimmt man, genügend genau, einen in jeder Stellung kon
stanten Gesamtwiderstand von Wagen und Seil an, so würde, wenn man 
diesen durch eine motorische Kraft überwindet, das Profil noch eben 
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so unbestimmt sein wie vorher. Wählt man aber als Triebkraft Wasser· 
ballast, wobei der talwärts gehende Wagen außer dem Ausgleichballast 
auch noch ein gewisses Wasserübergewicht als "Treibballast" fassen 
muß, so wird die Aufgabe bestimmt. Die Bahnkomponente des Treib· 
ballastes, also die Triebkraft des Systems, ändert sich mit der wechseln
den Neigung, und es gibt nur einen Fall, bei dem sich die Bahnkompo· 
nenten der Wagen und der Einfluß des Seiles gerade um solche Beträge 
ändern, daß sie ihr zusammen mit den konstanten Reibung stets das 
Gleichgewicht halten. Als Lösung ergibt sich als Grundkurve eine 
Gerade, also die gewöhnliche "schiefe Ebene", auf welcher bei gewichts
losem Seil der "Treibballast" mit der konstanten Reibung stets in 
Gleichgewicht wäre; wegen des Seilgewichtes ist der Geraden eine Höh· 
lung aufgeprägt, und diese erhält, da nun der Treib ballast keine konstante 
Triebkraft mehr abgibt, nochmals eine kleine Korrektion. Das End· 
ergebnis ist schließlich eine Zykloide, auf deren praktische Benutzung 
v. Reckenschuss viel Mühe verwendet hat; Vautier hat sie 
- nicht sehr genau - angenähert als Parabel bestimmt. 

Die Lösung hat wenig praktischen Wert, weil man nur für eine 
bestimmte Wagenbesetzung - Vautier nimmt Vollast - Gleich
gewicht herstellen kann; in Wirklichkeit schwankt P um 30-50%. 
Es ist richtiger, einen Mittelwert zugrunde zu legen, und nachdem man 
solchergestalt, doch auf volles theoretisches Gleichgewicht verzichtet 
hat, auch von der oben genannten ]!'reiheit der Profilgestaltung an
gemessenen Gebrauch zu machen. 

Eine einfache Lösung der GI. (1) ist die Exponentialfunktion 

Y = Cl (eVS - 1) , 

eine andere die algebraische Funktion 

Y = a1 8 (1 +;- 8) . 
Die Exponentialfunktion erweist sich als die Kurve konstanter 

Maximalseilspannung, also der günstigsten Seilausnützung. Die andere 
ergibt bei einem gewissen Wert des Koeffizienten die Va utiersche 
Kurve. Beide lassen sich in rechtwinkligen Koordinaten streng inte· 
grieren, die zweite ergibt hierbei Zykloiden. 

Die gesuchte allgemeinste Lösung der Aufgabe wird dargestellt 
durch den Ansatz 

y=a1 8(1 +; 8)+a3 83(1 + :8)+a585(1 + ~ 8)+ ... 
Die Koeffizienten a1 , aa, as usw. sind bis auf einen willkürlich, und 

man kann für die Profilkurve, indem man sie mit der nötigen Anzahl 
von Potenzen ansetzt, jede beliebige Bedingung vorschreiben. Die 
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Exponentialfunktion ist ein Sonderfall der allgemeinen Lösung; denn 
G\ (eVS _ 1) ist gleich 

und die Koeffizienten müssen mithin lauten: 

(~f V 

a1 = '1 If ' usw. 

Die Kurven mit höheren Potenzen lassen sich im allgemeinen nicht 
in rechtwinkligen Koordinaten darstellen; sie werden aber für die 
Praxi;; vollauf genau erhalten, wenn man ein schiefliegencles Koor
dinaten;;ystem ~, I) wählt., wobei ds gleich d~ gesetzt wird!). 

1) Näheres in dem Aufsatz des Verf. "Über Längenprofile von Seilbahnen' 
111 dEr Zeit.schr. f. Bauwesen, 73. Jahrgang, 1923, 4.-6. Heft. 



Wirtschaft, Technik und ihre Schule. 
Von .J. Schenk, Technische Hochschule in Breslau. 

Die Ursache der Arbeit sind die Lebensbedürfnisse, und ursprünglich 
bestand die Arbeit im Schaffen von Nahrungsmitteln und Gebrauchs
gegenständen für die Lebensführung. Die Arbeit, welche der einzelne 
Mensch zu leisten hatte, als er für seine Lebensbedürfnü;se allein sorgen 
mußte, wurde durch Teilung nach Erzeugnissen und durch nachfolgenden 
gegenseitigen Austausch der Erzeugnisse verringert und die Arbeit 
selbst vereinfacht. Es entstand eine Gemeinarbeit, sie befreite den Men
schen vom Übermaß der Arbeitslast und war eine wichtige Kulturtat, 
sie ermöglichte Zeitersparnis und wurde so die erste Rationalisierung 
der produktiven Arbeit, es gebührt solcher Gemeinarbeit bereits die 
Bezeichnung: "Wirtschaft". Die Gemeinarbeit bewirkte eine allmähliche 
Besserung der Qualität der Erzeugnisse, führte eine Hebung der Lebens
ansprüche herbei und damit wieder eine Erweiterung der Gemeinarbeit 
selbst. Die Gemeinarbeit löste selbst Bedürfnisse und diese wieder 
Arbeiten aus, die nicht direkt mit produktivem Schaffen von Nutz- und 
Gebrauchsgegenständen für die Lebensführung zusammenhängen, z. B. 
Verwaltungs-, Ordnungsarbeiten, sie brachte die Einführung eines 
Austauschmittels, des Geldes und das Entstehen der Handelsarbeit. 
Durch Weiterbildung, durch Vervollkommnung und durch Ausbau 
entstand der heutige Wirtschaftsorganismus. Einen Nachteil hatte die 
Gemeinarbeit, die Wirtschaft, für die Menschen zur Folge, die Menschen 
wurden voneinander abhängig. Dieser Umstand verdient besondere 
Beachtung. 

Der Kern der Gemeinarbeit, der Wirtschaft, aber war und blieb die 
"schöpferisch produktive Arbeit", wie wir sie in der Tätigkeit des 
Bauern, des Handwerkers in einfachster Form vor uns haben. Wir 
wollen die schöpferische Arbeit noch näher betrachten. 

Die schöpferische Arbeit hat, wie bereits erwähnt, ihre Ursache 
in den menschlichen Bedürfnissen; sie hat den Zweck, diese Bedürfnisse 
zu stillen, und zwar die Bedürfnisse unserer Mitmenschen und zugleich 
unmittelbar oder mittelbar die eigenen-mittelbar, wenn die Erzeugnisse 
schöpferischer Arbeit zum Eintausch anderer benötigter Erzeugnisse 
dienen. Die schöpferische Arbeit ist somit ein Schaffen füreinander, 
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bedeutet bereits selbst ein Zusammenarbeiten und ist damit eine Brücke, 
die uns zu unseren Mitmenschen führt. Im schöpferischen Schaffen 
erleben wir am eindringlichsten die Bedingungen für das Zusammen
leben und Zusammenarbeiten der Menschen. Wir erfahren das Bestehen 
der Interessen anderer, lernen sie achten und ausgleichen durch gleich
mäßige Berücksichtigung der Interessen aller an der Zusammenarbeit 
Beteiligten. Der schöpferisch Schaffende wird durch die Erkenntnis 
des Zusammenhanges der Interessen veranlaßt, in sein Erzeugnis sein 
Bestes, seinen Persönlichkeitswert hineinzulegen; er erwartet allerdings, 
daß auch die anderen, von denen er Erzeugnisse im Austausche entgegen
nimmt, das gleiche tun. Er dient den anderen bestmöglich, um sich 
selbst so zu dienen, um an solchem Dienst an anderen, an der Gemein
schaft, eine Bereicherung des inneren Menschen und äußere Gewinne 
zugleich zu erzielen. Schöpferische Arbeit ist eine den Menschen in allen 
seinen geistigen und sittlichen Fähigkeiten erfassende und fördernde 
Tätigkeit. In der den Menschen zur Bestleistung anspornenden Eigen
arbeit liegen die Quellen der Persönlichkeit. Schöpferische Arbeit 
erhebt zum Menschen; je hochwertiger das schöpferische Schaffen ist, 
um so bedeutender die Höhe des Menschentums, auf der der Schaffende 
wandelt. 

Beis piel: "Es gibt heute noch HäusCl", in denen die Treppe hinaufzusteigen 
ein Genuß ist. Man ermüdet nicht, auch wenn man von unten auf gleich bis unters 
Daeh steigen muß. Breite und Höhe der einzelnen Stufen, die Folge der Podeste, 
die Handlichkeit des Geländers - alles atmet Ruhe, Würde und Bequemlichkeit. 
Wundervolle Harmonie von Kopf· und Handarbeit! Der Meister, der sie errechnet, 
und die Gesellen, die sie ausgeführt, das waren ganze Menschen! Glücklich, wer 
in einem solchen Hause hat aufwachsen dürfen und die Erinnerung an das Gefühl 
dieses Treppensteigens nicht verloren hat; sie muß ihn immer wieder auf den 
rechten Weg bringen." (Aus der Zeitschrift "Der Bergfried".) 

Aus dem Handwerk hat sich dann durch Erweiterung des Arbeits
feldes und durch geistige Vervollkommnung schöpferisch produktiver 
Tätigkeit die "Te c h ni k" entwickelt, und die Technik hat demnach 
die gleiche, im Hinblick auf ihre Hochwertigkeit sogar erhöhte kul
turelle und wirtschaftsmäßige Bedeutung wie das Handwerk, wie die 
Arbeit des Bauern. 

Diese aus der gesunden Selbsterhaltung entspringende gegenseitige 
Hilfeleistung in Form der Gemeinarbeit, der Wirtschaft, wird wesentlich 
beeinflußt durch einen menschlichen Trieb: durch das Streben, das 
berechtigte Maß eigener Interessen zu übertreiben, durch die Selbstsucht. 
Zwar bleiben auch unter dem Einfluß der Selbstsucht die Lebens
bedürfnisse Ursache der Arbeit, ebenso ist die Teilung der Arbeit ganz 
im Sinne der Selbstsucht. Die Art der Arbeitsteilung aber wird durch die 
Selbstsucht völlig verändert. Die Selbstsucht will die Arbeit stets so 
teilen, daß auf ihre Seite der angenehmere, leichtere, bessere, der mehr 
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gewinnbringende Teil, der Vorteil, fällt. Die Tendenz zu solch ein
seitiger Bereicherung gehört zum Wesen der Selbstsucht und scheint 
immer mehr den größten Einfluß auf das Wirtschaftsleben zu gewinnen. 
Ist die Wirtschaft ohne Selbstsucht ein segensreiches System, das allen 
gleich dient, ein Kulturfaktor von größter Bedeutung, so kann sie unter 
dem Einfluß der Selbstsucht für die Mehrzahl der Menschen zur Qual 
werden, und die Wirtschaft hat dann nur noch zivilisatorischen Wert, 
während ihr Kulturwert verlorengeht. Die Selbstsucht braucht Arbeits
sklaven, sie lebt von anderen, und sie ist darum der Feind des wahren 
Menschentums bei anderen, der Feind der Kultur. Um die für sie vor
teilhafteste Arbeitsteilung zu erreichen, scheut sie kein Mittel: List, 
Gewalt, selbst Verbrechen müssen ihr dienen. Die Selbstsucht ist in 
der Regel kurzsichtig, da sie aus Übersorge um die ihr nächstliegenden 
Interessen, befangen in ihrer Engheit, oft den Blick in die Weite zu 
richten versäumt. Beim Zusammenbruche ihrer Machenschaften in
folge ihrer Kurzsichtigkeit versteht sie es allerdings meisterhaft, sich 
dem Verhängnisse zu entziehen und ihren Opfern die verderblichen 
Folgen ihrer Handlungen zu überlassen. Wie ich oben erwähnt habe, 
hat die Weiterentwicklung der Wirtschaft zu einem Austauschmittel, 
dem Gelde, geführt und hat dadurch eine wesentliche Erleichterung des 
wirtschaftlichen Verkehrs gebracht; die menschliche Selbstsucht hat 
aber das Geld über diesen ursprünglichen Zweck hinausgehoben und 
zum Angelpunkt der Wirtschaftsbewegung gemacht. Um die Bedeutung 
des Geldes im modernen Wirtschaftsleben darzulegen, greife ich zu einem 
der Energetik OstwaIds entnommenen Bilde: Das Weltall durch
flutet die Sonnenenergie, sie ist die Ursache der Entfaltung des orga
nischen Lebens, unserer Nahrung und unserer damit zusammenhängenden 
körperlichen und geistigen Arbeit. Geld ist nun im energetischen Ablaufe 
des Erdengeschehens potentielle Energie. Jederzeit kann Geld durch 
Kauf von Kohle, Nahrung, Arbeit usw. in Energie und umgekehrt 
Energie in Geld umgewandelt werden. Es gibt aber bei der Bewertung 
des Geldes noch Unterschiede; ein Zwanzigmarkstück stellt potentielle 
Energie dar, dagegen ist zinstragendes Geld, wie wir es z. B. auf der 
Bank kaufen können, mehr als potentielle Energie. Zinstragendes Geld 
vermag Energie auszustrahlen, ohne daß es an Energie verliert, es ist 
energetisch ein Perpetuum mobile. Das Perpetuum mobile, nach dem 
auf dem Gebiete der Natur immer noch Tausende vergeblich jagen, 
ist also im Wirtschaftsleben vorhanden; das zinstragende Geld ist für 
seinen Besitzer unleugbar ein solches. In der Eigenschaft des Zins
tragens des Geldes liegt hauptsächlich der meist unbewußte, unwider
stehliche Zauber des Geldes. Die Erscheinung steht zum energetischen 
Prinzip der Erhaltung der Energie, dem alles Erdengeschehen unterliegt, 
durchaus nicht im Widerspruche. Das zinstragende Geld ist ein Perpe-
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tuum mobile für den Einzelnen, nicht für die Allgemeinheit; seine 
'Virkung ist relativ; auch in der Natur gibt es solche Perpetua mobilia. 
Der Elektromotor z. B., der mechanische Arbeit abgibt, ist in bezug' 
auf die mechanische Arbeit ein relatives Perpetuum mobile. Der Sach
kundige weiß, daß für den Elektromotor eine andere Energieumwand
lungsstelle Vorbedingung ist, und eine solche Vorbedingung besteht 
auch für das zinstragende Geld, nämlich das produktive Schaffen. 
Der Unterschied beider Erscheinungen im Wirtschaftsleben und in der 
Natur ist: In der Energiewirtschaft der Natur hat das Relative, weil es· 
nur eine Seite der Wirkung ist, keine Bedeutung; im Wirtschaftsleben, 
da es dem Einfluß menschlicher Triebe unterliegt, dagegen sehr wohl. 
Die Selbstsucht kennt nur das Relative, sie hat ja das zinstragende 
Gold geschaffen. Aristoteles lehrte einst, es sei unnatürlich, daß Geld 
Geld gebäre. Heutzutage wird es niemand mehr verstehen können, 
wenn jemand Geld, ohne Zinsen zu nehmen, ausleihen würde. Das 
Zinsennehmen ist allgemeine Sitte, es ist Recht geworden. Es liegt mir 
fern, gegen das Zinsennehmen anzukämpfen. Die Erkenntnis der Selbst
,;ucht als ein zum Menschen gehöriges Laster, die Beachtung der Wirkung 
der Selbstsucht auf die Wirtschaft zeigt, daß ich der Wirklichkeit 
Rechnung tragen will. Auch hat das Zinsennehmen nicht allein üble· 
I:-leiten für die Allgemeinheit, es bringt dem Wirtschaftsleben auch Vor
teile. Die Flüssigkeit des Geldes und die damit zusammenhängende 
:Freiheit des Schaffens verdanken wir hauptsächlich dem Zins, der für 
das ausgeliehene Geld gefordert werden kann. Die Selbstsucht, welche 
früher Geld in Truhen anhäufte und das Schaffen lahmlegte, wurde 
wieder durch Selbstsucht besiegt. Nach dieser Betrachtung über das. 
Geld können wir den Einfluß des Geldes auf die Wirtschaft ermessen. 

Für die Wirtschaft ist die Eigenschaft des Zinstragens, die dem Gelde 
den Charakter einer "überenergie" gibt, richtunggebend. Durch den 
überragenden Wert eines Gutes im Austausch der Güter muß der Schwer
punkt der ganzen Wirtschaft sich einseitig verschieben. Der Kaufmann, 
der Geldmann rechnet nur mit zinstragendem Gelde, Geld ohne Zins. 
i,;t für ihn "totes Kapital", und es ist ganz selbstverständlich, daß 
planmäßiger, rationeller Gütererwerb das zinstragende Geld als das. 
wirksamste Mittel betrachtet und sich seiner hauptsächlich bedient. 
Unsere moderne Wirtschaft ist also im Grunde ihres Wesen8 
"Wirtschaft" des zinstragenden Geldes. Die Geldleute haben 
selbstverständlich erkannt, daß schaffende Arbeit die Voraussetzung 
für das zinstragende Geld ist, und daher ihr Bestreben, neue Unter
nehmungen zu gründen und die Produktion zu heben. Dagegen ist 
nichts einzuwenden. 

Die Technik und das Geld wurden aber auch von der Selbstsucht 
im vollen Sinne des Wortes mißbraucht und dadurch Gefahren herauf-
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-beschworen, die den Bestand der Menschheit in Frage stellen. Arbeit 
hat oft nicht mehr die Geltung: Bedürfnisse zu befriedigen. Geltung hat 
häufig nur di e Arbeit, welche die unmittelbare Notlage der Bedürf
tigen - Konjunktur genannt - ausnützen läßt. Und solche Konjunk
turen werden künstlich zu schaffen gesucht; Arbeit wird ein Speku
lationsobjekt der Selbstsucht. Den für die Wirtschaft verderblichsten 
Mißbrauch erleben wir heutzutage in Deutschland und anderen ebenso 
unglücklichen Ländern. Das Geld, das Austauschmittel, verlor durch 
selbstsüchtige Machenschaften, durch Verbrechen am Geiste der Ge
meinarbeit seine Wertbeständigkeit. Die Folgen sind unabsehbar: 
Die Dinge sind auf den Kopf gestellt, das Sparen des Geldes wird zum 
Unsinn, man jagt dem Gelde nach, um es im Augenblicke des Besitzes 
rasch wieder abzustoßen. Treu und Glauben werden zerstört, die 
Verderbnis der Sitten könnte nicht planmäßiger betrieben werden. 
Wir haben keine Gemeinarbeit, keine Wirtschaft mehr. Vom Standpunkt 
der Menschheit aus betrachtet, haben wir die denkbar schlimmste 
Verkehrung dessen, was für die Menschheit als gesund und förderlich 
angesehen werden kann. Eine Organisation, die ursprünglich helfen 
.sollte, das Menschentum aufzubauen und zu fördern, ist bis zur Un
kennthchkeit ihres ursprünglichen Zieles entartet und verelendet und 
zerstört die Menschheit. Die Erkenntnis der wahren Lage fehlt beim 
Volke. Die wenigsten wissen, was Wirtschaft wirklich bedeutet, wissen, 
daß Wirtschaft, Gemeinarbeit, uns alle verpflichtet, daß wir mitein
ander und füreinander arbeiten müssen. Es würde hier zu weit führen, 
all den Quellen dieser furchtbaren Entartung der Wirtschaft nachzu
spüren. Die Urquelle ist die Selbstsucht, und das Mittel, um einen 
der schlimmsten Mißbräuche zu unterbinden, die Wirtschaft der Ge
sundung entgegenzuführen, ist das wertbeständige Geld; bei der Furcht
barkeit der Lage muß es um jeden Preis errungen werden. Es würde 
.aber wieder ein Verkennen der Sachlage bedeuten, wollte man fordern, 
daß kapitalkräftige Wirtschaftsgruppen selbstlos Opfer bringen, um der 
·deutschen Wirtschaft zu helfen. Wie könnte man erwarten, daß bei 
dieser Orgie der Selbstsucht gerade dort, wo in den meisten Fällen die 
Selbstsucht am ungezügeltsten war, sich plötzlich Selbstlosigkeit ein
stellen sollte? Auch hier muß wieder Selbstsucht durch Selbstsucht 
vertrieben werden. Durch Aussicht auf Gewinn muß der Anreiz gegeben 
werden, die notwendigen Beträge zur Ordnung des Finanzwesens der 
-deutschen Wirtschaft zur Verfügung zu stellen. 

Freilich müssen dann, wenn in der Weltwirtschaft die Ordnung 
hergestellt ü;t, Maßnahmen getroffen werden, die solche Zustände 
wie die jetzigen, derartige Verirrungen der Wirtschaft für immer aus
schließen. Es gibt Mittel genug. Das sichertse ist, daß die führenden 
Männer in den einzelnen Staaten stets das wahre Verständnis für Wirt-
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schaft haben und keine Maßnahmen zulassen, die gegen den Geist 
gesunder Wirtschaft verstoßen. Die Schule aber hat die schwierige und 
unabweisbare Pflicht, junge Männer zum schöperischen Schaffen zu er
ziehen; ihre Erfüllung ist die Voraussetzung zum geforderten Führertum. 

Der Mißbrauch der Arbeit und des Geldes beweist nichts gegen die 
Notwendigkeit der Technik und des Geldes. 

Max Eydt schreibt in "Wort und Werkzeug": Die Technik, wird gesagt, 
und häufig genug auch geglaubt, führe die Menschen dem Materialismus in die 
Arme. Als ob die Ar bei t den Menschen jemals materialistischer gemacht hätte, 
als er seiner Natur nach ist und sein darf. Der Müßiggang tut dies, der Genuß, 
das Spekulieren und Spintisieren. 

Die Technik allein kann bei den jetzigen Lebensformen, bei der 
Zusammenballung großer Menschenrnassen noch Kultur ermöglichen, 
und das Geld ist ein unentbehrliches Wirtschafts- und Kulturmittcl 
geworden, dem wir den leichten Wirtschaftsverkehr, die Möglichkeit 
einer gerechten Bewertung der Arbeit und· die Freiheit des Schaffens 
danken. 

Wenn wir aber die Jugend für das Wirtschaftsleben erziehen wollen, 
können wir die Gefahren, die der Mißbrauch der Technik und des Geldes 
gebracht hat, gar nicht erm;t genug einschätzen. Wir müssen alles 
daran setzen, damit nicht die Jugend unvorbereitet, ohne Verständnis 
für Mem;chentnm ins moderne Wirtschaftsleben eintritt. Wir müssen 
der Jugend das Wesen gesunder Wirtschaft zeigen, und die Menschheits
pflichten, welche sie uns auferlegt, ihr unauslöschlich einprägen. Es 
steht uns auch nicht mehr frei, uns für oder gegen die Gemeinarbeit 
zu entscheiden. Die Arbeitsteilung ist zu weit fortgeschritten, die 
Wirtschaft ist da; und jeder ist verpflichtet, den Erfordernissen einer
ersprießlichen Gemeinarbeit sich zu fügen. 

Eine Hochschule für Wirtschaft hat die Lehre so zu gestalten und 
die Lehrmittel so zu wählen, daß sie einer Wirtschaft im Sinne einer 
Zusammenarbeit mit kulturellem Ziele, daß sie dem Gemeinwohle 
dient. Für eine mit dem Menschen so eng verbundene Materie gibt es 
nur einen Weg, nämlich den, der der natürlichen Entwicklung folgt, 
und dieser Weg läßt die schöpferisch produktive Arbeit als Wirtschafts
zelle, als Ausgangspunkt für die Lehre erkennen. 

Bei solchem Aufbau der Lehre wird dem Studierenden das Elementare,. 
das Grundsätzliche der Wirtschaft vor allem eingepflanzt, er kann 
durch Eigenarbeit es selbst erleben. Die schöpferisch produktive Arbeit 
erfaßt alle seine Fähigkeiten und gestaltet im Studierenden den Menschen 
heraus; die Mühen positiver Eigenarbeit bilden jene Eigenschaften 
heran, die das Fundament zur Persönlichkeit werden. 

"Hat die Jugend an einem noch so winzigen Punkte sich die Beherrschung 
des Lebens zu eigen gemacht, so wird sie in der verwirrenden Mannigfaltigkeit. 
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späterer Eindrücke nie die innere Haltung verlieren. Sie wird auch ohne gewaltigen 
Wissensapparat mehr echte Lebens- und Menschenkenntnis gewinnen als der 
moderne "Gebildete", der jedem Schlagwort und jeder Pressemache hoffnungslos 
ausgeliefert ist. Und vor allem wird sie das gewinnen, was heute kaum noch zu 
finden ist: Demut und Ehrfurcht." (Aus dem dritten Heft der Zeitschrift "Der 
Bergfried"). 

Durch die beschriebene geistige und sittliche Bildung der für die 
Wirtschaftsberufsstände in Frage kommenden Jugend beeinflußt 
die Hochschule die Wirtschaft selbst in kulturellem Sinne. Die Hoch
schule weckt und entwickelt restlos die schöpferische Kraft, den wert
vollsten Schatz des Volkes, der letzten Endes über die wirtschaftliche 
Leistungsfähigkeit entscheidet. 

Auf die grundlegende Wirtschaftsschule soll dann die Lehre und 
Pflege der erweiterten, jetzigen Wirtschaftsformen, besonders der 
Privatwirtschaft, folgen. 

Die Erziehung zum Wirtschafter, zum vollwertigen Mitarbeiter 
in der Gemeinarbeit, zum ganzen Menschen, erfordert demnach vor 
allem Anleitung zur schöpferischen Arbeit. 

Die Durchführung dieser Bildungsaufgabe bedingt Betrachtungen 
über den Aufbau einer Lehre schöpferischer Arbeit und Betrachtungen 
über die schöpferische Arbeit, die dieser Lehre als Lehrmittel dienen soll. 
Die 1. Gruppe der Betrachtungen iRt die Pädagogik, die Kunst der 
Herangestaltung zum Menschen. Mit Rücksicht auf den für diese Ab
handlung gegebenen Rahmen wird darauf nicht eingegangen. 

Als Lehrmittel ist nicht jede schöpferische Arbeit gleich geeignet, 
je vollendeter und hochwertiger die Arbeit, je beziehungsreicher sie 
zu den Menschen ist, um so günstiger ist sie als Lehrmittel, um so größer 
i8t der Lehrerfolg. Auch die Möglichkeit, bei der schöpferü;chen Arbeit 
in der Schule die Wirklichkeit zu wahren, ist von Bedeutung. Da die 
Technischen Hochschulen für den technischen Beruf heranzubilden haben, 
ist es naheliegend, das Schaffen der Techniker selbst, die Technik, auf 
ihre Eignung zur Anleitung für schöpferisches Schaffen zu prüfen. 

Die Technik hat sich ans dem Handwerk, also aus schöpferisch 
produktiver Arbeit, durch Erweiterung des Betätigungsfeldes, durch 
geistige Vervollkommnung der Arbeit entwickelt. Technik ist nunmehr 
aufzufassen als hochwertige schöpferisch produktive Arbeit, haupt
sächlich zur Ausbeutung und Nutzbarmachung der Natur und ihrer 
Kräfte, zur Überwindung von Hindernissen, welche die Natur dem Ver
kehr der Menschen entgegenstellt; Technik ist aufzufassen als hoch
wertige schöpferisch produktive Arbeit, wie sie uns beispielsweise ent
gegentritt als deutsche Technik, als Werke deutscher Schaffensgabe 
und Schaffenskunst auf den verschiedenen Gebieten der Energiegewin
nung und -umwandlung, des Hochbau-, Tiefbau-, Maschinenbau-
wesens, des Land- und Seeverkehrs. 



208 .f. Sehenk: \ViJ·tsehaft, 'reehnik und ihre Schule. 

Im Sprachgebrauche finden wir noch eine andere Anwendung des 
Wortes "Technik" als Fertigkeit, als Komplex von Methoden und 
Kunstgriffen bei den verschiedenen Tätigkeiten. Die Anwendung 
erscheint in den Wortbildungen: Operationsteehnik, Vortragstechnik, 
Maltechnik, Bautechnik, Fabrikationstechnik. Der tiefere Sinn dieses 
Begriffes ist die Schaffung von Möglichkeiten, die eine Zeit ökonomie 
im weitesten Sinne gestatten. 

Für die grundlegende Erziehung der Techniker, die eine Erziehung 
zum ganzen Menschen, zum Wirtschafter sein soll, hat die Technik der 
Technik, die vollkommenste aller Fertigkeiten, keinen Belang, sie ist 
hierfür nicht nur unbrauchbar Ronclern sogar irreführend, in der Lehre 
über die Sondergebiete kommt ihr aber die größte Bedeutung zu. 

Die Technik als schöpfcrisch produktive Arbeit ist dagegen ein 
geeignetes Lchrmittel für die Anleitung zur schöpferischen Arbeit. 
Kein anderes schöpferisches Schaffen dürfte so vielseitig und so eng mit 
dem Menschen und seinen Interessen verknüpft sein wie das Handwerk 
und besonders wie die Technik. Die Bedürfnisse, die Befriedigung durch 
Erzeugmsse tlchöpferisch produktiver Arbeit und endlich der Austausch 
dieser Erzeugnisse haben ja, wie ich schon darlegte, zu einer Zusammen
arbeit der Menschen, zu einer Gemeinarbeit geführt von weltumspannen
der Größe: zur Wirtschaft. In der Technik als schöpferisch produktiver 
Arbeit muß diese Zusammenarbeit vom Schaffenden im voraus durch
gedacht werden, und den Überlegungen entRprechend werden die 
Maßnahmen für das zu schaffende Werk getroffen. Gut und billig soll 
das Werk werden bei eigenem Nutzen des Schaffenden und des in den 
meisten Fällen mitbeteiligten Geldgebers. Die Interessen des Empfän
gers des Werkes und die des Schaffenden bzw. des Unternehmers werden 
bei der Arbeit mit aller Gründlichkeit und Sachlichkeit geprüft, abge
wogen und entschieden. Technik ist ein Vorbild für schöpferisch pro
duktives Schaffen, für ehrliche Zusammenarbeit, für gesunde Wirtschaft, 
und dank dieser Eigenschaft ein hervorragendes Lehrmittel bei der 
Anleitung zur Rchöpferischen Arbeit, bei der Erziehung zum ganzen 
Menschen. 

Spamersche Buchdruckerei in Leipzig, 




