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Yorwort.

Das vorliegende kleine Buch verfolgt ein doppeltes Ziel. Ver-
anlassung zu seinem Entstehen war in erster Linie der Wunsch,
den Physikern eine kurzgefalite Einfithrung in die Probleme der
Astrophysik zur Verfiigung zu stellen. Es schien andererseits mog-
lich, daB ein solches Buch auch in der astronomischen Literatur
eine Liicke ausfiillen kénnte. Deshalb richtet es sich auch an
diejenigen Astronomen, welche sich mit astrophysikalischen An-
wendungen der Physik beschiftigen.

Wegen des kleinen Umfanges des Buches ist es unmdéglich ge-
wesen, Vollstindigkeit anzustreben, und manche wichtigen Pro-
bleme sind fast unerwiahnt geblieben. Hier sind vor allem die
mit dem Sonnenmagnetismus zusammenhidngenden Probleme zu
nennen. Die diesbeziigliche Anwendung des Zeeman-Effektes ent-
hilt aber keine Ziige, die dem Physiker fremd sind. Andererseits
sind die vorliegenden Hypothesen iiber den Ursprung des Sonnen-
magnetismus wohl noch zu unreif, als daBl eine einheitliche Dar-
stellung derselben aktuell sein diirfte. Das Manuskript wurde
wiahrend der ersten Monate dieses Jahres abgeschlossen, und die
Literatur nach 1929 konnte nur teilweise beriicksichtigt werden.

Den Herren Herausgebern und Herrn Dr. HECKMANN, Got-
tingen, bin ich fiir sorgfiltige sprachliche Abrundung des Textes
zu grofBem Dank verpflichtet. Auch ist es mir eine angenehme
Pflicht, Herrn B. Box von der Harvard-Sternwarte fiir wertvolle
Ratschlige zu danken, dem Verlag aber fiir wohlwollendes Ent-
gegenkommen bei der Drucklegung, die infolge &uBlerer Umstéande
sehr verzégert wurde.

Oslo, den 25. November 1930.

Universititssternwarte.

SVEIN ROSSELAND.
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I. Astrophysikalische Beobachtungstatsachen.

Bei der Erforschung des physikalischen Zustandes der Sterne
stehen die spektroskopischen Methoden im Vordergrund des
Interesses. Man bestimmt die effektive Temperatur eines Sternes
aus der Energieverteilung im Spektrum leichter als aus der
Gesamtstrahlung. Aus Linienverschiebungen, Verbreiterungen,
Verdopplungen usw. lassen sich wichtige Schliisse auf den Be-
wegungszustand der Sterne ziehen. Die Intensititen der Linien
sind mit der Temperatur, der Schwerebeschleunigung, der Dichte
und der relativen Haufigkeit der Elemente in den Sternatmo-
sphéren eng verkniipft. Die Rolle der hellen Linien, die in einigen
Sternspektren vorkommen, ist freilich noch nicht geklirt; aber die
wenigen bisher gewonnenen Erkenntnisse versprechen wichtige
Resultate fiir die Zukunft. Neben der Spektroskopie spielen auch
andere Zweige der Astronomie eine groBe Rolle. Rein astro-
metrische Daten iiber Parallaxen, Eigenbewegungen und Doppel-
sternbahnen neben rein photometrischen Daten sind nétig, um
absolute Helligkeiten, Massen und Dimensionen der Sterne zu
bestimmen.

1. Die Spektralklassen.

Nach internationaler Ubereinkunft teilt man die eigentlichen
Sternspektren (die Spektren der Nebelflecke also ausgenommen) in
10 Hauptklassen, von denen jede wieder in 10 Unterklassen
geteilt wird. Jede Hauptklasse wird mit einem groBen Buch-
staben bezeichnet. Die Reihenfolge der Klassen nach gewissen
empirischen  Gesichtspunkten ist O—B—A—F—G-—K—M,
R—N, 8. Die Unterklassen werden durch nebengestellte Zahlen
von 0 bis 9 bezeichnet. So steht ein Spektrum A5 etwa in der
Mitte zwischen A0 und FO. Diese Klassifizierung der Stern-
spektren verdankt man besonders den Astronomen der Harvard-
Sternwarte, vor allem Frl. CANNoN, die den groBen ,,Henry Draper
Catalogue of Stellar Spectra‘ gemacht hat. Die etwas merkwiirdige
Reihenfolge der Buchstaben ist nur historisch verstindlich als Rest

Rosseland, Astrophysik. 1
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einer urspriinglich rein phinomenologisch gebildeten alphabetischen
Folge. Streng genommen verlauft die Reihe bilinear; jede Klasse
zerfillt in Riesen- und Zwergsterne, die frithesten Klassen (O und B)

ausgenommen. Diese Zweiteilung wird durch vorgestellte Buch-
staben g (giant) und d (dwarf) gekennzeichnet. So bedeutet
gK3 ein K-Spektrum der 3. Unterklasse des Riesenastes, und
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dK3 das entsprechende Spektrum des Zwergastes. Emissions-
linien werden durch ein angehéingtes e angedeutet, sonstige
Besonderheiten durch p (peculiar). Weiter ist zu bemerken, dafl
die Klassen R, N und S zwar mit den K- und M-Sternen eng
verwandt, aber doch nicht stetig an diese Klassen anzureihen sind.

Klasse O. Die ersten Unterklassen von O umfassen Sterne,
deren Spektren aus breiten, hellen Banden auf einem schwach
leuchtenden Untergrund bestehen (Wolf-Rayet-Sterne). In den
letzten Unterklassen treten an die Stelle der hellen Banden
meist Absorptionslinien, die wesentlich ionisiertem Helium und
Stickstoff entstammen.

Klasse B. Die Linien des neutralen Heliums herrschen vor.
Daneben sind auch Wasserstofflinien vorhanden, sowohl in Ab-
sorption wie in Emission, und mehrere Funkenlinien von Silizium,
Kohlenstoff und Sauerstoff. Die hellen Wasserstofflinien sind
in etwa 5% der B-Spektren vorhanden.

Klasse A. Die Balmerlinien des Wasserstoffs erreichen ihre
Maximalintensitiat. Die Heliumlinien verschwinden in der Klasse A 2.

Klasse F. Die Wasserstofflinien nehmen an Intensitit ab,
sind aber noch ein wesentliches Charakteristikum der Klasse.
Viele neue Linien, die neutralen Metallatomen angehéren, und
die ersten Spuren von Molekiilbanden treten auf.

Klasse G. Die Metallinien sind vorherrschend, Wasserstoff-
linien nicht auffallend. Die Resonanzlinien A und K des einfach
ionisierten Kalziums sind sehr intensiv, Molekiilbanden deutlich.

Klasse K. Die Ca*-Linien erreichen ihre Maximalintensitit.
Die in G aufgetauchten Bandensysteme sind kraftiger geworden.
Die Unterklasse KO gibt das typische Spektrum der Sonnen-
flecke wieder.

Klasse M ist besonders durch Banden des Titan-Monoxyds
ausgezeichnet.

Klasse R. Die Spektren der ersten Unterklassen von R wiren
ihren Hauptziigen nach etwa zwischen G5 und KO einzuordnen.
Sie unterscheiden sich aber von den G- und K-Spektren durch
das Auftreten von neuen Bandensystemen, die Kohlenstoffver-
bindungen entstammen.

Klasse N. Volle Entwicklung der Bandensysteme der R-Klasse.

Klasse S ist durch das Auftreten von Bandensystemen des
Zirkonoxyds gekennzeichnet.

1*
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Diejenigen Spektren der letzten 5 Spektralklassen — K, M, R,
N, 8 —, die langperiodisch veridnderlichen Sternen angehéren,
weisen helle Linien auf, vorwiegend Linien des Wasserstoffs,

daneben aber auch des FEisens, des Magnesiums und des
Kalziums.

Diese Ubersicht zeigt, daB die Reihenfolge der Spektren der
Harvard-Reihe im wesentlichen durch abnehmende Anregung der

(Harvard College Observatory.)

Aufnahme einer Himmelsgegend mit Objektivprisma, die zur Klassifikation der Spektren verwendet
wurde.

Abb. 2.
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Atome in den Sternatmosphéren bestimmt ist. Denn die in den
,,Spaten‘ Spektraltypen (G bis S) vorherrschenden Linienfolgen
sind fast simtlich leicht anregbare Bogenlinien oder Linien und
Banden neutraler Atome und Molekiile, wihrend die Linien der
,friihen Spektralklassen (O bis F) schwer anregbare Funken-
linien sind.

2. Effektive Temperatur.

Dieser Anregungsreihe fast genau parallel verlaufen die effek-
tiven Temperaturen der Sterne, was darauf hindeutet, dal die
beobachtete Anregung thermischen Ursprungs ist. Die Messung
der effektiven Temperatur erfolgt in der Praxis nach zwei ver-
schiedenen Prinzipien. Man leitet die Temperatur entweder mittels
des STEFAN-BorTzZMANNschen Gesetzes aus der Gesamtstrahlung
pro Flacheneinheit des Sternes ab oder aus der spektralen Ver-
teilung der Strahlungsenergie, die man so gut wie moglich einer
Praxcokschen Kurve anpafit. Die erste Methode setzt die Kenntnis
des Sterndurchmessers voraus, ist also praktisch nur auf die
Sonne und die wenigen Sterne anwendbar, deren Durchmesser
interferometrisch bestimmt werden konnten. Die zweite Methode
kann in zwei verschiedenen Formen angewandt werden; ent-
weder milit man wirklich die relativen Intensititen in verschie-
denen Spektralbereichen und vergleicht sie mit denen des schwar-
zen Koérpers, oder man bestimmt die Lage des Maximums der
Energieverteilung, dessen Wellenlinge nach dem WrgNschen Ver-
schiebungsgesetz umgekehrt proportional der Temperatur ist. Da
dieses Maximum nur bei den mittleren Spektraltypen in den
beobachtbaren Bereich fillt, wird man im allgemeinen bei der
Bestimmung effektiver Temperaturen auf das Praxcksche Gesetz
zuriickkommen miissen.

Nur wenige Forscher haben bisher versucht, die Energie-
verteilung in Sternspektren direkt zu messen (WiLsing, ROSEN-
BERG, SAMPSON, AsBor, H.H.PrLASkETT), um den Grad der
Anndherung an die PraNcksche Verteilung zu priifen. Im all-
gemeinen hat man sich damit begniigt, Temperaturen unter Vor-
aussetzung der Giiltigkeit des PLaNCKschen Gesetzes aus gewissen
Integralwerten der Sternstrahlung (Farbenindex, effektive Wellen-
linge) abzuleiten. Man muf} natiirlich in allen Fallen die Extink-
tion der Strahlung in der Erdatmosphire beriicksichtigen. Da
die Atmosphire jede Strahlung mit Wellenliingen kiirzer als etwa
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2900 A abschirmt, werden die obenerwihnten Methoden zur Be-
stimmung der Temperatur immer unempfindlicher, je mehr sich
das Energiemaximum jenseits 2900 A verschiebt (7' > 10000°).

Damit man sich eine Vorstellung von dem Verlauf der effek-
tiven Temperaturen und von der Abweichung zwischen den
Resultaten verschiedener Beobachter bilden kann, stellen wir
einige Resultate von WILSING!, SEARES 2 und SAMPSON 3 zusammen
(Tab.1). Die erste Kolonne dieser Tabelle gibt die Spektral-
klasse. Die zweite entspricht WILSINGs visuellen spektralphoto-
metrischen Beobachtungen in der Darstellung von Brirn!. Die
dritte Kolonne gibt Temperaturen aus Farbenindizes von SEARES.
Die vierte Kolonne entspricht SaMpsoNs Messungen der Energie-
verteilung in den Spektren einiger individueller Sterne, deren
Namen und Spektralklassen beigefiigt sind. Die fiinfte Kolonne
gibt Mittelwerte, die BRILL* aus allen bisherigen Bestimmungen
abgeleitet hat.

Tabelle 1. Effektive Temperaturen der Sterne.

Sp.-Typ ‘WILSING SEARES | SAMPSON BRILL
BO 12300 10500 | 16900 (y Cas) 22000
A0 10250 9230 11200 (« Lyr) 13500
Fo 7950 7000 10000 (& Aql) 8550
Go 5980 5300 8800 (B Cas) 5980
KO 4570 3860 5100 (s Cyg) 4370
MO 3500 3080 | 3500 (8 And) 3240

Man sieht, dal die von verschiedenen Beobachtern gegebenen
Temperaturen schlecht iibereinstimmen. Sie zeigen lediglich den-
selben allgemeinen Gang: eine Abnahme in der Richtung B,A ... M,
d. h. die Harvard-Einteilung ist eine ausgesprochene Temperatur-
klassifikation. Die Temperaturen der O-Sterne sind noch hoher
als die der B-Sterne, aber die genannten Methoden sind ungeeignet,
um Auskiinfte tiber die Temperatur dieser Sterne zu geben.
Um zu einer endgiiltigen Temperaturskala der Harvard-Klassen
zu gelangen, ist ein eingehender Vergleich zwischen den verschie-
denen MeBmethoden notwendig, wie ihn BriLL¢ durchgefiihrt

1 Siehe A. Brirr, Astron. Nachr. Bd. 219, S. 353, 421. 1923.
2 Astrophys. Journ. Bd. 55, S. 198. 1922.

3 Month. Not. Bd. 83, S.174. 1923.

4 Z8. f. Phys. Bd. 52, S.767. 1929.
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hat. Damit die angegebenen Temperaturwerte auch denselben
physikalischen Verhiltnissen entsprechen, mufl auflerdem die
Zweiteilung der Sterne in Riesen und Zwerge beachtet werden,
da die Zwerge einer gegebenen Spektralklasse hohere Temperatur
haben als die Riesen der gleichen Klasse. Diesen Unterschied
zeigt die folgende Tabelle:

Tabelle 2. (Nach Russerr, Ducan und STEWART: Astronomy.)

Temperatur
Sp--Typ Riesen Zwerge

GO 5500 6000
G5 4700 5600
KO0 4100 5100
K35 3300 4400
MO 3050 3400
N 2200 —

3. Die Helligkeit der Sterne.

Die Kenntnis der Energiestrahlung der Sterne ist von grund-
legender Bedeutung sowohl fiir das Verstindnis der inneren
Struktur der Sterne wie fiir die Energetik der Sternentwicklung
im allgemeinen. Wenn man den Weltraum als vollkommen durch-
sichtig annimmt, kann man die absolute Helligkeit eines Sternes
aus seiner scheinbaren Helligkeit und der Parallaxe nach dem
Gesetz der inversen Quadrate berechnen. Fiir die nichsten
Sterne ist die Annahme der vollkommenen Durchsichtigkeit des
Weltraums sicher zutreffend, dagegen nicht fiir Sterne in den
fernsten MilchstraBenwolken, deren Licht durch deutlich nach-
gewiesene dunkle Nebel teilweise geschwiicht wird. Man hat
gute Griinde zu der Annahme, daBl aber auBerhalb dieser Nebel-
regionen die allgemeine Durchsichtigkeit des Raumes praktisch
vollkommen ist.

Wegen der beschrinkten Reichweite der Methoden zur
Parallaxenbestimmung ist die Kenntnis der absoluten Hellig-
keiten individueller Sterne sehr lickenhaft. Erst zu Anfang
dieses Jahrhunderts hatte man wenigstens so viel Material bei-
sammen, daB man etwas iiber den Zusammenhang zwischen
absoluter Helligkeit und anderen Eigenschaften der Sterne aus-
sagen konnte. Die erste Arbeit in dieser Richtung verdankt
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man HERTZSPRUNG!, der darauf hinwies, daB die roten Sterne
deutlich in 2 Gruppen von verschiedener absoluter Helligkeit
zerfallen. Die Sterne der einen Gruppe, die Riesensterne, sind
durchschnittlich 1000 mal heller als die Sonne. Die Sterne der
anderen Gruppe, die Zwerge, haben kleine absolute Helligkeiten,
die in extremen Fallen nur ein Zehntausendstel der Sonnenhellig-

-40 _ o
o
C°
b 0 °
-5 ] ] 2 T
bo g} ° o
° i o ° ° o
o © ° g |o q
° Po ° 3°
0,[7 . o @ o °
. o %o
+25 35 @ 3 8 ¢
! he °3¢ ‘e
8 *, B0l °Te
250729, .
x) °3
#50 o LY,
’ o gt Bis. i'
M ‘g“ "O..‘.
;B
75 R R 7 S
in
s o o
L -
+700 C R 2
I e,
4 Qe
®e
+125 ‘e
e
» ...
[}

60 A0 Fo 60 n Mo

Abb. 8. Zusammenhang zwischen Spektraltypen und absoluten Helligkeiten der Sterne

niher als 65 Lichtjahre (schwarze Punkte). Die offenen Kreise bezeichnen Sterne, die

heller als die dritte Sterngrofe und weiter als 65 Lichtjahre entfernt sind (nach RUSSELL,
DUGAN, STEWART: Astronomy).

keit betragen. Diese Zweiteilung ist besonders ausgesprochen fiir
die Sterne, die am Ende der Spektralreihe stehen; sie ist weit
weniger ausgeprigt fiir die Sterne der Klassen G und F, und
verschwindet allméihlich fiir A- und B-Sterne.

Es ist kein Zweifel, daB die Zwerge den Riesen an Zahl auBer-
ordentlich iiberlegen sind. Wir kennen mehrere hundert Sterne,

1 Z8. {. wiss. Photogr. Bd. 4, S. 43. 1906.
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die nsher als 65 Lichtjahre sind. Unter diesen sind aber nur
4 oder 5 typische Riesen. Wenn man Sterne betrachtet, deren
individuelle Parallaxen unbekannt sind, kann man mittels sta-
tistischer Methoden, unter Heranziehung plausibler Annahmen,

Farbeninaex
=03 92 91 _0+87 02 93 0% 45 06 47 48 49 10 17 32

3 .

>
b
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Fhotograplische Sterngrofe
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73 5 e

74
Abb. 4. TFarbenhelligkeitsdiagramm der Plejaden (nach HERTZSPRUNG). Wachsender

Farbenindex entspricht abnehmender Temperatur. Man sieht, daB die Plejadensterne
ausnahmslos der Hauptreihe angehoren.

die relative Haufigkeit von Sternen verschiedener Leuchtkraft

an einer Stelle im Raum bestimmen. Dabei zeigt sich, daB die

eigentlichen Riesen fiir diese Verteilungsfunktion keine Rolle

spielen; je schwicher die Sterne sind, desto gréBer ist ihre relative

Hiufigkeit. Nur weil die Riesen so hell sind, finden wir sie unter
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der Unzahl der Zwergsterne, denn man sieht sie bis in viel gréfere
Entfernungen. Es ist daher irrefiihrend, Riesen und Zwerge als
vergleichbare Gruppen zu betrachten, und wir nennen nach dem
Vorbilde HerrzspruNGs! die Zwerggruppe die Hauptreihe
und betrachten die Riesensterne als eine Nebengruppe, die ent-
weder das Resultat eines von wenigen Sternen durchlaufenen
(d. h. sehr seltenen) oder eines von allen Sternen sehr rasch
durchlaufenen Prozesses der Sternentwicklung ist.

Eine weitere Nebengruppe bilden die sog. weillen Zwerge.
Eine charakteristische Eigenschaft dieser Sterne (von denen wir
allerdings erst 3 kennen) ist wahrscheinlich die Verbindung von
auBergewoshnlich kleinen Helligkeiten, grofien Dichten und kleinen
Durchmessern. Bis jetzt ist aber unser positives Wissen von diesen
Sternen sehr beschriankt (siehe Tab. 4).

4. Masse, Dichte und Dimensionen.

Unsere Kenntnis der Massen und Dichten der Sterne ist sehr
begrenzt, weil diese Grofen nur in ganz vereinzelten Fillen be-
stimmt werden kénnen. Jede direkte Massenbestimmung beruht
auf der Anwendung der fir das Zweikorperproblem geltenden
Gesetze; es ist deshalb bisher nicht die Masse eines isolierten
Sternes hypothesenfrei zu erhalten.

Tabelle 3. Massen von visuellen Doppelsternen.

Stern Abs. Hell. l Sp. ‘ Masse Stern Abs. Hell. ‘ Sp. Masse
« Aur. —0,2 GO 4,2 & CMa, 1,3 A0 | 2,44
0,1 F5 3,3 11,3 FOo | 0,96
¢ Hydr 0,2 } 8 0,2 & UMa 5,2 F9 | 0,7
1,7 1,7 5,7 G2 | 0,7
85 Peg 5,7 } Qo 0,35 o Cen 4,7 GO 1,10
11,2 0,65 6,1 K5 | 0,94
¢ Her 3,2 } Go 1,1 70 Oph 5,7 KO0 | 0,9
6,7 0,5 7,4 K6 | 0,8
« CMi 3,0 } 5 1,1 & Boo 5,9 G6 | 0,53
15,5 0,4 7,8 K4 | 0,47
p 416 7,2 } K2 0,4 0, EriBC 11.4 A0 | 0,44
9,2 0,3 12,9 M6 | 0,20
« HerBC 10,2 } M2 0,5 7 Cas 5,0 F8 | 0,8
11,2 0,4 8,7 KO0 | 0,6
Kriiger 60 11,8 0,27 ¢ CrB 4,2 1,7
13,4 }M3 0,18 5,1 } Go 0,8

1 Publ. Astrophys. Obs. Potsdam Bd. 22, S. 34. 1911.



Masse, Dichte und Dimensionen. 11

Tab. 3 gibt die zuverldssigsten Massenwerte, die aus Doppel-
sternbeobachtungen berechnet worden sind. Die Tatsache, dal}
diese Massen innerhalb der Grenzen 0,18 bis 4,2 Sonnenmassen
liegen, deutet auf eine sehr grofle Gleichférmigkeit der Massen
hin. Man muf} indessen bedenken, daB die Tabelle vielleicht
durch Auswahl entstellt ist: die Massen der visuellen Doppelsterne
brauchen nicht typisch zu sein fiir die Massen der Mehrzahl der
Sterne. Ob dies der Fall ist oder nicht, ist schwer zu sagen. Die
Statistik der spektroskopischen Doppelsterne scheint nicht fiir
eine Sonderstellung der visuellen Doppelsterne zu sprechen. Man
darf aber nicht allzu grofes Gewicht legen auf diese Gleichformig-
keit der Massen. So hat J.S. PLASKETT! einen Doppelstern ge-
funden (B.D.6°1309), dessen Gesamtmasse von der GréBen-
ordnung 150 Sonnenmassen ist, und vor kurzem hat O. STRUVE?
einen 4fachen Stern (27 Canis Majoris) mit einer Gesamtmasse
von 950 Sonnenmassen entdeckt.

Es scheint nicht ausgeschlossen, da man in Zukunft die Be-
rechnung der Massen aus den miihsam erhaltenen Daten der
Doppelsterne vermeiden kann. Wenn man némlich die bekannten
Massen gegen die absoluten Helligkeiten in einem Diagramm
auftrigt, kommt eine sehr enge Korrelation zum Vorschein, die
auf einen funktionalen Zusammenhang zwischen Masse und
Leuchtkraft hindeutet. Wenn diese Relation sich als allgemein-
giiltig erweisen sollte, wire die Massenbestimmung auf Messung
von Parallaxen und scheinbaren Helligkeiten zuriickgefiithrt. Wir
kommen auf diese Frage spiter zuriick.

Die Durchmesser der Sterne kénnen mit miBiger Sicherheit
aus der absoluten Helligkeit und der effektiven Temperatur be-
stimmt werden. Die absolute Helligkeit gibt namlich die Gesamt-
emission des Sternes, wihrend die Emission pro Fliacheneinheit
durch die effektive Temperatur bestimmt ist. Daraus bekommt
man durch eine einfache Rechnung die Oberfliche des Sternes.
Fiir den Spezialfall der Verfinsterungsverinderlichen kann man die
Durchmesser aus dem Verlauf der Lichtkurve berechnen. Theo-
retisch kann man auch die Durchmesser aus den Massen und
der EmnstEINschen Rotverschiebung der Spektrallinien erhalten.
Diese Methode konnte bisher nur auf den Siriusbegleiter ange-

1 Publ. Domin. Astrophys. Obs. Victoria Bd. 2, Nr. 4. 1922.
2 Astrophys. Journ. Bd. 65, S. 273. 1927.
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wandt werden. Die wenigen bisher iiber die Durchmesser vor-
liegenden Daten lassen auf eine verhiltnismafig geringe Streuung
innerhalb der Hauptreihe schlieflen. Dagegen scheint fir die
Durchmesser der Riesen — von denen einige Dimensionen von
der GroBenordnung des Radius der Marsbahn besitzen — fast
keine obere Grenze vorhanden zu sein. Andererseits sind die
Dimensionen der weiflen Zwerge etwa von der GréBenordnung
der Erde. Hieraus folgt, wenn man sich der Gleichférmigkeit
der Massen erinnert, dafl die mittleren Dichten der Sterne der

Tabelle 4. Physikalische Daten einiger Sterne.

| Tempe- | Radius | Masse | pritiere
Spotyp | i | (ool [ (B | i
(abs.) radius) masse) |(g-cm—3)
BCentauri . . . .| B1 | 21000 11 | (25) 0,018
y Scorpii. . . . . B3 17000 3,2 | (52) 0,16
p Aurigae A . . . A0 11200 2,4 2,2 0,13
o |aLyrae . . . . . A0 | 11200 2,4 (3,0) 0,11
S |aCan.maj. A . .| A0 11200 1,8 2,4 0,42
Z)aAquilae . . . .| A5 8600 L4 (L7 0,6
2l Can. min. . . .| dF5 6500 1,9 1,1 0,16
@ laCentauri A . . .| dGoO 6000 1,0 1,1 1,1
T |70 Ophiuchi A . . dKO0 5100 1,0 0,9 0,9
61 CygniA . . .| dK7 3800 0,7 (0,45) | 1,3
Kriiger 60 A . . . dM3 3300 0,34 0,26 9
Barnards Stern . . dM4 31007 0,16 (0,18) 45
o Aurigae A . . .| gGO 5500 12 4,2 0,0024
4 [ Bootis . . . . .| gKO 4100 30 (8) 0,0003
OjaTauri . . . . . ¢gK5 3300 60 (4) 2-10-°
L 1BPegasi . . . . .| gM5 2900 | 170 (9) 2-10-¢
M|« Orionis . . . .| cMO 3100 | 290 (15) 6-10-7
o ScorpiiA. . . . cMO 3100 480 (30) 3-10-7
S %faCan.maj.B. .| F 7500 0,034 | 0,76 | 27000
> 140 Eridani B . . A0 11000 0,019 0,44 64000
BS van Maanens Stern F 7500 0,007 | (0,14) 1 400000

Die eingeklammerten Massenwerte sind aus dem Masse-Leuchtkraftgesetz
gewonnen. Mit vorgesetztem ,,c‘‘ bezeichnet man allgemein Sterne mit un-
gewohnlich scharfen Linien. Wahrend die Unterscheidung zwischen ,,g%-
und ,,d*“-Sternen vor FO sinnlos wird, kann der ,,c*“-Charakter bei allen
Spektralklassen von B bis M auftreten. In den Spektren der c-Sterne
sind die Funkenlinien der Metalle (Fe, Ti) ungewohnlich intensiv und
scharf. Die Leuchtkraft der c-Sterne ist abnorm hoch. Man nennt sie
deshalb auch Ubergiganten.
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Hauptreihe nicht sehr von der mittleren Dichte der Sonne ver-
schieden sind, wihrend die Dichten der Riesen bis auf 10-7 (gcm~3)
abnehmen, die der weillen Zwerge aber auf 10% (gcm ~3) ansteigen.
Tabelle 4 gibt die wichtigsten physikalischen Daten typischer Ver-
treter der drei Sterngruppen (nach RUSSELL-DUGAN-STEWART).

I1. Physikalische Grundlagen zum Problem des
Sterninnern.

5. Allgemeine Gesichtspunkte.

Der Ausgangspunkt fiir die Theorie des Sterninnern ist das
Vorkommen von Sternen mit extrem kleiner Dichte, das un-
zweifelhaft dahin zu deuten ist, daB diese Sterne sich weder in
festem noch in flissigem Zustand befinden. Wenn die Stern-
substanz aber den gewohnlichen Gesetzen der idealen Gase ge-
horcht, muf3 die Innentemperatur dieser Sterne wenigstens mehrere
Millionen Grade betragen, damit der Gasdruck grof3 genug sei, um
der Gravitationskraft der Sternmasse das Gleichgewicht zu halten.
Dieses Resultat ist von grundsitzlicher Bedeutung fiir eine der
wichtigsten Fragen der Astrophysik, die nach dem Ursprung der
Strahlungsenergie der Sterne. Es liegt nédmlich in der Natur
der Sache, dafl man ein Temperaturgefille von innen nach auflen
in einem Stern nicht aufrechterhalten kann, ohne dafB3 den zen-
tralen Teilen des Sternes irgendwie Warme zugefiihrt wird; denn
durch Erwérmung der Oberfliche kann man niemals die Innen-
temperatur liber diejenige der Oberfliche erhéhen. Die kaum
zu bezweifelnde SchluBfolgerung, daB es Sterne gibt, deren Innen-
temperatur tausendmal {iber die Oberflichentemperatur anwéchst,
zeigt, daBl jedenfalls bei diesen Sternen die Energiezufuhr im
Innern stattfindet. Dadurch erscheinen alle mit duBeren Ein-
fliisssen arbeitenden Hypothesen, wie etwa die Meteoreinsturz.-
hypothese von MAYER, unmittelbar als unhaltbar. Da auch die
Hermaorrzsche Hypothese, daf die Strahlung auf Kosten der
durch Kontraktion freigewordenen Schwereenergie gedeckt wird,
als unzureichend erkannt wurde, ist man, wenigstens was die
Riesensterne betrifft, auf die Annahme unbekannter Energie-
quellen subatomarer Natur angewiesen. Dabei driingt sich natiir-
lich die Vermutung auf, daB Ahnliches auch fiir alle iibrigen
Sterne gelten muB.
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Der Weg zum Verstindnis des Sterninnern geht also iiber
die Theorie der Eigenschaften hochtemperierter Materie und ist
daher eine reine Frage der Molekularstatistik, die nur mathe-
matische Schwierigkeiten enthilt. Ein wesentlicher Unterschied
gegeniiber irdischen Verhaltnissen liegt in dem Umstand, daB
die hohe Temperatur des Sterninnern zu einer weitgehenden
Beriicksichtigung der Strahlungserscheinungen bei der Behand-
lung des Energie- und Impulstransportes zwingt.

6. Die Zustandsgleichung der Sternsubstanz.

Eine Hauptaufgabe in der Physik des Sterninnern ist die Er-
mittelung der fiir die Sternsubstanz giiltigen Zustandsgleichung,
denn die relativen Dimensionen der aus inkompressibler Substanz
gebauten Sterne werden vollstindig durch die relativen Massen-
werte bestimmt, wihrend man fiir gasférmige Sterne noch weitere
Bestimmungsstiicke benétigt, um die Dimensionen zu berechnen.

Triher hat man vielfach geglaubt, dafl die meisten Sterne in
fliissigem Zustand seien. Dies wurde im besonderen in der LANE-
RusserLschen Theorie der Sternentwicklung angenommen, welche
den Ubergang eines Sternes aus dem Riesenast in den Zwergast
durch einen Ubergang der Sternsubstanz aus einer kompressiblen,
gasformigen Phase in eine inkompressible, flissige Phase be-
griindete. Dieser Gedankengang war um so natiirlicher, als die
mittleren Dichten der Zwerge etwa von der GréBenordnung der
Dichten terrestrischer Fliissigkeiten sind, wahrend die Riesen ja
eine um GroBenordnungen kleinere Dichte besitzen.

Allmahlich erkannte man aber, daB eine naive Ubertragung
der in irdischen Laboratorien erhaltenen Resultate iiber die Kom-
pressibilitat der Korper auf stellare Verhaltnisse nicht ohne weiteres
gestattet ist. Die in den Sternen herrschenden extremen Tem-
peratur- und Druckverhéltnisse schlieBen einen direkten Ver-
gleich mit terrestrischen Experimenten ganz aus, und zwingen
uns dazu, bei jedem Schritt direkt auf die Atomtheorie und die
Molekularstatistik zuriickzugreifen. Die Zweifel an der Moglich-
keit einer unmittelbaren Anwendung der terrestrischen Gasgesetze
in der Astrophysik wurden zuerst ernstlich besprochen gelegent-
lich der ersten Arbeit EppineTONs iiber das Strahlungsgleich-
gewicht der Sternel. Es wurde von verschiedenen Seiten (LINDE-

1 Siehe The Observatory Bd. 40, S. 41. 1917.
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MANN, NEWALL, JEANS) hervorgehoben, daf3 der Druck in einem
Stern durch Ionisationserscheinungen wesentlich beeinfluf3t werden
miisse, da nach der kinetischen Gastheorie alle freien Teilchen
den gleichen Druck ausiiben. Also miissen auch freie Elektronen
zum Gasdruck beitragen, und es ist klar, dafl bei geniigend groBer
Ionisation der eigentliche Gasdruck neben dem Elektronendruck
praktisch zu vernachléssigen ist. Aus dieser Tatsache folgt, daB
die Kenntnis des Atomgewichtes der Sternmaterie fiir die Theorie
des hydrostatischen Gleichgewichts des Sternes ziemlich un-
wesentlich ist, im Gegensatz zu dem, was man fiir den Fall elek-
trisch neutraler Gase erwarten wiirde. Wir wissen nédmlich, daf
die Atomgewichte ungefihr zweimal so grof3 sind wie die Zahl
der Elektronen im neutralen Zustande des Atoms. Wenn man
die Temperatur des Gases so weit steigert, daf} alle Elektronen
der Atome vollig abgespalten sind, wird das mittlere Atomgewicht,
d. h. die mittlere Masse pro freie Partikel, fast unabhéngig von
der speziellen Wahl des Elements und liegt in der Nahe von 2.
Die einzige groBlere Ausnahme ist Wasserstoff mit 0,5 als Grenz-
wert des mittleren Atomgewichts im jonisierten Zustand. Wenn
es erlaubt ist, jedem freien Teilchen denselben Druck zuzuschreiben,
wird bei derselben Temperatur und Dichte der Druck fiir alle
Elemente derselbe sein, Wasserstoff speziell ausgenommen. Die
verschiedenen Gase sind deshalb in diesem Zustand dynamisch
nicht zu unterscheiden. Praktisch werden die Verhiltnisse nicht
ganz so giinstig sein, weil das Atomgewicht doch etwas rascher
ansteigt als mit dem Zweifachen der Atomnummer und weil
die Ionisation fiir den Fall der schwereren Elemente nicht voll-
standig sein wird. Man kann sich aber eine Vorstellung von der
Bedeutung der Ionisation bilden aus der Tatsache, dal} ein Ballon,
mit ionisiertem Helium gefiillt und in ionisiertem Quecksilber
freigelassen, einen fast dreimal so kleinen Auftrieb erfahren
wiirde wie ein gewohnlicher Heliumballon in unserer Atmo-
sphére.

Auf dem Wege der Beriicksichtigung der Ionisation hat man
zunichst nur diesen ersten Schritt getan. EDDINGTON hat die
Theorie der Zwergsterne auf dem Boden der RussrLLschen
Theorie zu entwickeln versucht, indem er geeignete, durch die
Raumerfiilllung der Atome hervorgerufene Abweichungen der
Sternsubstanz von den idealen Gasgesetzen einfithrte. Erst
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7 Jahre spiater hat er erkannt?, dafl auch fiir diese Frage eine
naive Ubertragung der terrestrischen Erfahrungen unzulissig ist,
da die Atome durch den Verlust der duBleren Elektronen so stark
verkleinert werden, daB man zweifeln muB, ob es iiberhaupt
einen Sinn hat, die Raumerfiillung, sogar bei den dichtesten
Zwergsternen (die weillen Zwerge natiirlich ausgenommen), zu
beriicksichtigen.

Den obigen Uberlegungen liegt die Auffassung zugrunde, dafl
der TonisationsprozeB als ein fast diskontinuierlicher zu betrachten
ist; d. h. ein Elektron ist entweder fest an ein Atom gebunden
und iibt keinen selbstindigen Druck aus, oder es ist ganz frei
und gibt den vollen Beitrag %7 zum Druck. Diese Auffassung
ist aber sicher nicht streng richtig, da man nicht so scharf zwischen
gebundenen und freien Elektronen unterscheiden kann. In Wirk-
lichkeit ist es richtiger, den Ionisationsprozef} als eine Auflockerung
der Elektronenhiille aufzufassen, wodurch die Druckwirkung eines
Elektrons allmihlich von Null im gebundenen Zustand auf &7
im freien Zustand ansteigt. Es ist praktisch vorteilhaft, alle
Elektronen, die nicht in den tiefsten Quantenzustinden gebunden
sind, als frei zu bezeichnen und ihnen die volle Druckwirkung
zuzuschreiben. Die Wechselwirkung zwischen freien Elektronen
und Kernen bringt andererseits eine gesonderte Druckwirkung
mit sich, die wir den elektrischen Druck nennen wollen.
Es ist vielleicht niitzlich, qualitativ zu beschreiben, wie die
elektrischen Krifte zwischen den Teilchen zu einem Druck-
effekt AnlaB geben. Betrachten wir ein individuelles Teilchen
auf seiner Wanderung durch das ionisierte Gas. Das Teilchen
wird dann auf benachbarte Teilchen Krafte ausiiben; entgegen-
gesetzt geladene Teilchen werden angezogen und gleichgeladene
abgestoBen. Dies hat eine Polarisation des umgebenden Mediums
zur Folge, wodurch sich das Teilchen mit einer entgegengesetzt
geladenen elektrischen Wolke umgibt, in der die Elektrizitits-
dichte Funktion der Temperatur und der Massendichte ist. Wenn
diese GroBen raumlich konstant sind, wird die elektrische Polari-
sation in der Umgebung des Teilchens symmetrisch sein und
keine resultierende Kraft auf das hervorgehobene Teilchen aus-
iiben, Sobald aber Temperatur und Dichte riumlich verinderlich
sind, wird die Polarisation unsymmetrisch, und wird eine Riick-

1 Month. Not. Bd. 84, S. 311. 1924. '
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wirkung auf das polarisierende Teilchen ausiiben, und zwar in
der Richtung der stidrksten Polarisation, d. h. in Richtung fallen-
der Temperatur oder wachsender Dichte. Da Temperatur und
Dichte in einem Stern in der gleichen Richtung wachsen, kann
der elektrische Druck den Gasdruck sowohl verkleinern als ver-
groBern. Es zeigt sich aber, dal die Wirkung der Dichte so
viel gréBer ist als die der Temperatur, daf der elektrische Druck
in den Sternen immer zu einer Druckverminderung Anlaf gibt.

Wie vorsichtig man in allen astrophysikalischen Anwendungen
der Physik sein mufl, wird besonders klar durch die quanten-
theoretische Umdeutung der Raumerfiillung der Atome, die auf
dem sog. Pauli-Verbot fuit. Es ist sicher, dafl die Gruppen-
teilung der Elektronen im Atom wesentlich durch das Pauli-
Verbot bestimmt ist und nicht allein durch die zwischen den
Elektronen und den Kernen wirkenden elektrischen Krifte. In
der gleichen Weise ist das Auseinanderstieben zweier in Zusammen-
stoB geratenen Atome auch als eine Folge des Pauli-Verbots auf-
zufassen. Es kommt hier der unmechanische Charakter der Quan-
tentheorie klar zum Ausdruck. Die folgerichtige Analyse zeigt
nun, daf3 diese unmechanische Raumerfiillung fiir punktformige
freie Teilchen, und also auch fiir freie Elektronen, nicht auf Null
herabgeht. Hierdurch muB8 ein bisher unerkannter Druckeffekt
entstehen, der fiir groe Dichten die Hauptrolle iibernehmen
diirfte. Wieviel Vertrauen man zu solchen, vielleicht etwas ge-
wagten Folgerungen der Atomphysik hegen soll, bleibt natiirlich
dahingestellt. Immerhin sieht man, wie nétig es ist, in der Astro-
physik mit abschlieBenden Urteilen zuriickzuhalten und alle
Méoglichkeiten griindlich abzuwégen.

Wegen der Bedeutung der Frage fiir das Problem des Stern-
innern im besonderen und fiir die Astrophysik im allgemeinen
wollen wir im folgenden die Ionisationstheorie der Sternsubstanz
in ihrer vollen Breite entwickeln, obgleich wir dabei vielleicht
Gefahr laufen, den Leser durch Allgemeinheiten und Abschwei-
fungen zu ermiiden.

7. Statistische Grundlagen.

Wir nehmen allgemein an, dall das Ionisationsgleichgewicht
im Innern eines Sternes lediglich durch die Temperatur und die
Zahl von Atomen und Elektronen pro Volumeneinheit bestimmt

Rosseland, Astrophysik. 2
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und von der Anderung dieser GroBen im Raume unabhingig
ist. DafB dies zuldssig ist, erfordert natiirlich eine besondere
Untersuchung?.

Die kinetische Theorie des Dissoziationsgleichgewichts wurde
zuerst von BoLTZMANN2 entwickelt. Die Borrzmannsche Theorie
ist spéter von verschiedenen Autoren, wie TETRODE, SACKUR,
STERN und im besonderen EERENFEST und TRKAL3, durch quanten-
theoretische Betrachtungen erginzt worden. Eine systematisch-
kritische Ubersicht dieser Theorie wurde von FOwLER¢ gegeben,
auf Grund der speziellen Methode Mittelwerte in mikrokanonischen
Systemen zu bilden, die DaRwWIN und FowLEr® in die sta.
tistische Mechanik eingefiihrt haben.

Die obengenannten Autoren haben die statistischen Eigen-
schaften von Systemen betrachtet, deren Gesamtenergie konstant
ist, wahrend die iibrigen Eigenschaften in jeder moglichen Weise
gedndert werden. Im folgenden werden wir uns aber der von
GiBBs® eingefilhrten formalen Methode bedienen, in der die
Gesamtenergie von System zu System verdnderlich ist. Diese
Verallgemeinerung ist natiirlich fiir eine allgemeine kinetische
Begriindung der Thermodynamik, und es scheint, als ob auch viele
spezielle Probleme der Molekularstatistik nach dieser Methode am
-einfachsten zu behandeln wiren. Die GiBBssche Theorie war natiir-
lich urspriinglich entwickelt, ohne irgendwelche Beriicksichtigung
der Quantentheorie. Es zeigte sich aber, daf} die Statistik von
quantenhaften Systemen sich einfach nach der GiBBSschen
Methode durchfiihren 148t. Sogar das Pauli-Verbot bereitet keine
Schwierigkeiten, da es nach einer von GIBBS gegebenen Erweiterung
der Theorie zu behandeln ist?. Vorlaufig beziehen wir uns aber
auf die GiBBssche Theorie in ihrer gewohnlichen Form, wobei
also das Pauli-Verbot nicht beriicksichtigt ist.

Wir betrachten in groBter Allgemeinheit irgend ein mechanisches
System von s Freiheitsgraden, dessen instantaner Zustand durch

1 P, A. M. Dirac, Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 22 1T, S. 132. 1924.

2 Ges. Abh. Bd. 3, S. 66; Vorlesungen iiber Gastheorie Bd. IT, S. 179,

3 Ann. d. Phys. Bd. 65, S. 608. 1921.

4 Phil. Mag. Bd. 45, S.1. 1923; siche auch sein Buch: Statistical
Mechanics.

5 Phil. Mag. Bd. 44, 8. 450. 1922.

8 W. Gisss, Statistical Mechanics, 1902.

7 Theorie der ,,Grand Ensembles“ am Ende des Gisesschen Buches.
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generalisierte Lagekoordinaten g;, g,, ..., ¢, und durch generali-
sierte Impulse Py, Py, ..., P, bestimmt ist. Die Bewegung des
Systems ist dann bekanntlich durch die Hamruronschen kano-
nischen Gleichungen

p,,:-—%; de = jfk E=1,2,...,5 (1)
bestimmt, wo E die Gesamtenergie des Systems ist und wo ein
Punkt iiber dem Funktionszeichen die Ableitung nach der Zeit
bedeutet. Wir betrachten jetzt rein gedanklich eine unendliche
Zahl von mechanischen Systemen derselben Art, aber mit ver-
schiedenen Phasen (dies ist gerade das Charakteristikum der
GieBsschen Methode). Wir nehmen dabei an, dal die Systeme
kontinuierlich im Phasenraum verteilt sind, so da3 wir den Bruch-
teil von Systemen, deren Koordinaten und Impulse sich in den
Intervallen ¢, bis ¢, + dgy; g, bis g, + dg,, .. ., p, bis p, + dp,
befinden, durch einen Ausdruck der Form

dW = Pdw; do=dq, ... dp,

darstellen kénnen. Die GréBe P wird Wahrscheinlichkeitskoeffi-
zient genannt, und das Integral
W= f Pdw

fiir willkiirliche Integrationsgrenzen nennt man Phasenwahr-
scheinlichkeit, was natiirlich ist, da es die relative Wahrscheinlich-
keit miBt, daB ein willkiirlich hervorgehobenes System innerhalb
des gegebenen Volumens des Phasenraums gefunden wird. Der
numerische Wert dieses Integrals ist also definitionsgem#f un-
abhingig von der Zeit, falls die Integrationsgrenzen sich mit
der Geschwindigkeit der angrenzenden Systeme bewegen. Hieraus
folgt unmittelbar, dal P die mehrdimensionale Kontinuitits-

gleichung 9P
+Z{ap (5:P) + 5o (@ P)} = 0 (2)
befriedigen mu8. Fur konstantes P geht diese Gleichung in
9r aqk}
iiber, welche auf Grund der kanonischen Gleichungen (1) identisch

erfiillt ist. Hieraus folgt also direkt, daB das Integral

w={[dg ...dp, (4)
PAJ
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iiber einen willkiirlich vorgegebenen Teil des Phasenraums ge-
nommen auch konstant ist, falls die Integrationsgrenzen sich mit
der Geschwindigkeit der angrenzenden Systeme bewegen. Dies
ist der Inhalt des sog. LiouviLLEschen Theorems.

Im statistischen Gleichgewicht ist natiirlich 6P/dt gleich Null,
und Gleichung (2) reduziert sich, unter Benutzung der kanonischen
Bewegungsgleichungen (1), auf:

SUinge +as}=o0. (5)
)
Um diese Gleichung zu befriedigen, ist es notwendig, dal P eine
solche Funktion der Koordinaten und Impulse ist, die nicht
geindert wird wahrend der natiirlichen Bewegung des Systems.
Solche Funktionen sind fiir alle konservativen Systeme die Energie,
der lineare Impuls und der Drehimpuls. Da die Thermodynamik
die explizite Voraussetzung macht, daB die Gleichgewichts-
bedingungen nicht von speziellen Eigenschaften des betrachteten
Systems abhéngen, miissen wir voraussetzen, dal der Wahr-
scheinlichkeitskoeffizient eine Funktion der Energie und der
Impulse ist. P muB eindeutig, endlich und reell sein und die
Bedingung erfiillen, daB die Gesamtwahrscheinlichkeit gleich
Eins ist:
alle
[Pdw=1. (6)

Phasen

Im iibrigen ist P willkiirlich. GiBBs zeigte, daB fiir ein ruhendes
System die sog. kanonische Verteilung

Y—E&

L (7)
sich in einfacher Weise fiir eine statistische Deutung der Thermo-
dynamik eignet und auch die obigen mehr trivialen Forderungen
befriedigt. Dabei ist T' die absolute Temperatur und % die Gaskon-
stante pro Atom. ¥ entspricht der freien Energie, die nach (6)
und (7) durch die Gleichung

logP =

alle

v _E
e kT:fe T g (8)

Phasen

bestimmt wird. Ferner entspricht der Mittelwert von klogP
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der Entropie, wahrend der Druck durch

p=—3p (9)
gegeben ist, wo V das Volumen bedeutet. Wenn die Zahl der
Freiheitsgrade des Systems sehr groB ist, wie dies fiir ein aus
vielen Atomen bestehendes System tatsidchlich der Fall ist, 148t
sich einfach zeigen, daBl die kinetische und potentielle Energie
jede fiir sich fast konstante Werte behalten, die nur um GroéBen
von der Ordnung k7T schwanken. Hierdurch sind die Hauptziige
der GiBBsschen Statistik gegeben.

8. Dissoziationsgleichgewicht einer Gasmischung.

Wir gehen jetzt dazu iiber, die GiBBssche Theorie auf Gase
anzuwenden. Wir nehmen also an, es sei eine Mischung von r
verschiedenen Elementen im Gaszustand in einem Volumen V
gegeben. Diese Atome kénnen sich in sehr verschiedener Weise
chemisch verbinden, sagen wir zu p verschiedenen chemischen
Kombinationen. Es sei z;, die Zahl der Molekiile der kten Sorte,
und m} die Zahl der Atome iter Art in einem Molekiil kter Sorte.
Es bestehen dann offensichtlich 7 Gleichungen der Form

Domi=X;; 1=1,2,...,r, (10)
7

wo X, die Gesamtzahl der Atome iter Art ist.

Durch diese Definitionen und Annahmen ist der funktionellen
Abhingigkeit der Systemenergie von den Teilenergien der Atome
eine gewisse Beschrankung auferlegt. Damit der Begriff ,,Molekiil“
einen eindeutigen Sinn habe, ist es notwendig anzunehmen, dafB
die zwischen den Molekiilen wirkenden Krafte die Bewegung
eines Molekiils um seinen Schwerpunkt im allgemeinen nicht
stéren (d. h. abgesehen von schnell voriibergehenden Zusammen-
stoBen) oder, was dasselbe ist, dafl die interne Bewegung eines
Molekiils unabhéngig von seiner Schwerpunktsbewegung erfolgt.
Diese Forderung wird in allen praktisch interessanten Fillen
erfiillt sein; sie hindert nicht, daB} groBe Abweichungen von den
idealen Gasgesetzen im System vorkommen kénnen. Durch die
Gleichungen (10) ist ferner die FErRMI-DIrACsche Quantenstatistik
von unseren Betrachtungen ausgeschlossen, die nach PAULI! eine

1 Z8. . Phys. Bd. 41, S. 81. 1927.
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kanonische Verteilung der Atomzahlen fordert. Wir kommen
auf diese Frage spater zuriick.

Wir betrachten Molekiile derselben Art, aber in verschiedenen
Quantenzustinden durchweg als dieselben Molekiile, so daB a, sich
auf einen bestimmten Atomkomplex bezieht. Die momentanen
Werte der Zahlen #;, sind im allgemeinen nicht beobachtbar, da
sie von Augenblick zu Augenblick wechseln. Beobachtbar sind
nur die Mittelwerte, die offenbar durch

alle
Y-E

= [ 2e *T do (11)
Phasen

gegeben sind, wo die Integration tiber denjenigen Teil des Phasen-
raums zu erstrecken ist, der die Gleichungen (10) nicht verletzt.

Wir wollen jetzt versuchen, obiges Integral auf eine solche
Form zu bringen, daf} die Mittelwerte der x, durch makroskopisch
mefBbare GroBen ausgedriickt werden. Zu diesem Zwecke sei
zuerst bemerkt, daf das gegebene Integral sich als eine Summe
von Teilintegralen schreiben l4Bt, jedes tiber einen solchen Teil

des Phasenraums genommen, in dem die x, gewisse konstante
Werte haben. Also
¥-B

% =2xkfe77dw, (12)
x

wo der Index # am Integralzeichen andeuten soll, dafl die Inte-
gration sich auf konstante x,-Zahlen bezieht, und wo die Summe
iiber alle mit den Gleichungen (10) vertriigliche Kombinationen
der x, zu erstrecken ist. In der gleichen Weise ist die freie Energie
des Systems durch die Zustandssumme

N _E
e kT:Zfe ETdw (13)
x
bestimmt.

Um die Ausdriicke weiter zu vereinfachen, miissen wir auf
die funktionale Form der Energie eines Molekiils zuriickgreifen.
Es seien m die Masse und u, v, w die rechtwinkligen Komponenten
der Schwerpunktsgeschwindigkeit eines Molekiils, & seine innere
Energie und &* seine potentielle Energie in dem von der Gesamt-
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heit aller Molekiile herrithrenden Kraftfelde. Die Systemenergie
ist somit

E=2{%(u2+vz—l—w2) 4 gi+gz}, (14)

wo die Summation iiber alle Molekiile zu erstrecken ist. Wegen
der frither auferlegten Beschrinkung muB & unabhingig sein
von den Schwerpunktskoordinaten des Molekiils, wihrend ¢ von
den inneren Koordinaten unabhingig ist. Also laBt sich jedes
Integral

_E
szfe kT 4 g (15)

in unabhéngige Faktoren aufspalten. Es kommt zuerst fiir jedes
Molekiil ein Faktor von der Form

S e vty s
f=/e i AR }m3dudvdwdw, (16)

wo dw sich auf den Phasenraum der inneren Bewegung des Mole-
kiils bezieht. Die Integration iiber die Koordinaten und Ge-
schwindigkeitskomponenten des Schwerpunkts 148t sich einfach
ausfiihren. Es ist ja nach der Theorie des Fehlerintegrals

m3fe BTV e — 2amkT)E. (17)

Also ist
= QamkT):f, (18)

wo ein Strich am Funktionszeichen andeuten soll, dal die Zu-
standssumme sich nur auf die innere Bewegung des Molekiils
bezieht.

Es kommt weiter ein Faktor, der sich auf die Schwerpunkts-
koordinaten bezieht,

fe T aedy . Er = X, (19)

wo also B” die Wechselwirkungsenergie der Molekiile bedeutet.
Die Zustandssumme F 148t sich einfach durch die mittlere
intermolekulare Wechselwirkungsenergie ausdriicken. Es ist

= JeETEsge.

B — — LT alogF

S Fhrdg. ., or
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also > Nk

logF = —f o logV* (20)
T

wo die Integrationsgrenzen sich aus der Forderung ergeben, daB
die mittlere Wechselwirkungsenergie fur unendhch grofle Tem-

peratur verschwinden und F sich auf V’c * reduzieren muf.
SchlieBlich miissen wir bedenken, daBl wir durch Vertauschen

von Atomen, die in verschiedenen Molekiilen sitzen, neue und

bisher unberiicksichtigte Zustinde des Systems erhalten. Die

Zahl der Permutationen aller Atome ¢ter Art ist X;! Wenn man

also die Atome innerhalb jeder Art vertauscht, bekommt man

im ganzen JJX,! Permutationen. Hierbei sind solche Permuta-

[

tionen, die innerhalb einer homogenen Klasse von Molekiilen
vorgenommen sind, iiberzahlig. Thre Anzahl setzt sich zusammen
erstens aus allen Permutationen gleichartiger Molekiile, d.h.
ka' , und zweitens aus allen Permutationen von Atomen gleicher

Sorte innerhalb jedes Molekiils, d. h. II ¥ly. Die richtige
Zahl der fraglichen Permutationen ist also
X!
ik mel (min)™
Somit ist die vollstindige Zustandssumme des Systems fiir ein
gegebenes System der Molekiilzahlen N:

W= [T 55 (L)r. e

Bisher haben wir keine spezielle Voraussetzung iiber die
Molekiilzahlen x;, gemacht. Wir interessieren uns aber besonders
fir den Fall, wo die #, groBe Zahlen sind, entsprechend den
Verhiltnissen in einer Gasmischung. Die Berechnung der Mittel-
werte x;, mittels Formel (11) 148t sich dann sehr vereinfachen,
weil Ausdriicke wie (21) fiir ein gewisses System der 2, ein sehr
scharfes Maximum besitzen. Dies hat zur Folge, daB die Zu-
standssumme des Systems grofenordnungsmiig durch das groBte
Glied der Reihe (13) gegeben ist, und dall die Mittelwerte der x;
mit denjenigen Werten zusammenfallen, fiir die W, ein Maximum
ist. Einen niaheren Beweis dieser Behauptung wollen wir hier
nicht geben, sondern nur bemerken, da} er wohl am' einfachsten
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durch Anwendung des CaucHYschen Theorems in der von FowLER
und DARWIN' angegebenen Weise zu fithren ist. Statt dessen
gehen wir gleich daran, den Maximalwert von W, zu berechnen.
Wir betrachten also die Anderung, die W, erfihrt, wenn jedes
z;, durch z; + 0w, ersetzt wird. Da die x, groBe Zahlen sind,
ist die StirLiNgsche Formel

logx! = zlogx — =«

anwendbar. Hierdurch erhalten wir aus (21)

dlog W, =2{log% + uk} Sz, (22)
wo
. f 1 0F
fk' = ————;lf' und Uy, = T m (23)

ist. Die Variationen dx;, miissen aber der Bedingung der Konstanz
der Atomzahlen geniigen:

2midx, =0, i=1,2,...,s.
2

Diese Relationen miissen wir also mit LacrANGmschen Multi-
plikatoren 1, multiplizieren und zu (22) addieren, damit die Varia-
tionen Oz, als unabhéngig betrachtet werden kénnen. Dadurch
erhalten wir

T
OlogW, = 2{log% + uy - me /1,-} Sy .
k i=1

Die Forderung, dal 6W, Null sein soll fiir alle méglichen Varia-
tionen dx;, gibt dann folgendes Gleichungssystem :
}:‘, mflt + Uy
;= fre*=! , k=12 ...,s, (24)
das zusammen mit den Relationen (10) gentigt, um die Werte
der z; zu bestimmen. Diese x;,-Werte sind also jetzt mit den
Mittelwerten z; zu identifizieren. Es ist sehr einfach, die Rechnung
so zu modifizieren, dafl man auch die Dampfdruckformel erhilt,
aber dies hat hier kein besonderes Interesse.
Die Theorie ist soweit rein klassisch gehalten, und es fragt
sich, was fiir Anderungen nétig sind, um den Forderungen der

1 Siehe R. H. FowLER, Statistical Mechanics.



26 Physikalische Grundlagen zum Problem des Sterninnern.

Quantentheorie zu geniigen. Wenn man keine Riicksicht auf
ein etwa geltendes Pauli-Verbot nimmt, bestehen die vorzu-
nehmenden Anderungen lediglich darin, da8 nian die Zustands-
integrale iiber den Phasenraum als Summen iiber die Quanten-
zustinde auffaBt. Dabei verfiigt jeder Quantenzustand iiber ein
gewisses Volumen o des Phasenraums, das Quantengewicht, das
fiir jeden Zustand eines nichtentarteten Systems eine charakte-
ristische Konstante ist. Man schreibt also die Zustandssumme

wie folgt: =

__P
fp=2l0p-¢ ¥, (25)
7

wo die Summe iiber alle Quantenzustinde zu erstrecken ist.
Alle nichtentarteten Zustiande haben dasselbe Gewicht, und zwar

o=H, (26)

wo h die Prancksche Konstante und f die Zahl der Freiheits-
grade des Systems ist.

Man sieht, daB in den Dissoziationsgleichungen die Zustands-
summen der Molekiile iiberall mit H m?! dividiert sind. Diese

Zahlen sind aber an dieser Stelle mehr von ornamentaler als
reeller Bedeutung, indem sie alle durch Eins zu ersetzen sind,
sofern man in der Berechnung der Gewichte die durch die Gleich-
heit aller Elektronen hervorgerufene Entartung vernachlissigt.
Der Ansatz (26) fiir das Quantengewicht ist durch Experimente
fiber die spezifische Wérme von Gasen und festen Korpern und
auch durch Dampfdruckmessungen gestiitzt.

9. Temperaturionisation von Atomen.

Die Anwendung der Dissoziationstheorie in der Theorie des
Sterninnern besteht hauptsichlich in der Berechnung des durch
reine Temperaturwirkung erbaltenen Ionisationsgleichgewichts.
Um den Gleichgewichtszustand mittels der Formeln (24) wirklich
berechnen zu kénnen, braucht man neben den aus der Atom-
theorie als bekannt vorauszusetzenden Energiekonstanten der
Atome auch die Kenntnis der mittleren Wechselwirkungsenergie
der Molekiile. Diese Energie haben wir noch nicht berechnet,
und wir sind deshalb nicht imstande, eine exakte Berechnung
des Gleichgewichtszustandes durchzufithren. Bei dieser Sach-
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lage ist es bequem, nach sukzessiven Naherungen fortzuschreiten.
Wir wollen fiir die erste Naherung voraussetzen, daf die Wechsel-
wirkungsenergie zu vernachlissigen:ist. Molekulare Verbindungen
kommen hochstens in den Atmosphéren von Sternen der spite-
sten Spektraltypen vor; in den meisten Féllen haben die Atome
sogar mehrere Elektronen verloren. Die Gleichungen (24) zeigen,
daB das Ionisationsgleichgewicht wesentlich von der Ionisierungs-
energie der Elektronen abhéngt. Nun wissen wir, daBl im Atom
eine ausgesprochene energetische Gruppenteilung der Elektronen
vorherrscht. Dies hat offenbar zur Folge, dal die Elektronen
auch gruppenweise von den Atomen abgespalten werden.

Betrachten wir die Ionisation von Atomen eines einzigen
Elements der Atomnummer N. Die Zahl der freien Elektronen
sei #, und die Zahl der Atome mit p gebundenen Elektronen
sei ,, beide fiir die Volumeinheit berechnet. Die Zustandssummen
des Systems seien in gleicher Weise numeriert. Die Dissoziations-
gleichungen reduzieren sich jetzt auf die Form

xe=feele; xp:fpeﬂle-i-lk; p=0,1,2, “ ey .N, (27)

wo sich 4, auf Elektronen und 4; auf Kerne bezieht. Da die freien
Elektronen keine verdnderliche innere Energie besitzen, ist ihre
Zustandssumme nach (17) einfach

fo= @rpkT)t, (28)

wo u die Masse eines Elektrons ist. Die den Atomen zugeordneten
Zustandssummen sind andererseits von der Form

Ek

fp = @aMET) X gbe *7, (29)
k

wo M, die Masse eines Atomkerns ist. Wir nehmen die Masse
aller Atome als gleich an, vernachlissigen also die Masse eines
Elektrons im Vergleich zur Masse eines Atomkerns.

Die Energie eines Atoms in einem gewissen Quantenzustand
nehmen wir numerisch gleich der Arbeit, die aufgewandt werden
muB, um die Elektronen des Atoms in unendliche Ferne von-
einander und vom Kern zu bringen, aber mit negativem Vor-
zeichen versehen. Mit dieser Normierung ist die Energie eines

wasserstoffahnlichen Atoms in ihrer Abhingigkeit von der
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Hauptquantenzahl » bekanntlich durch

2
B =D 42,3, (30)

n2

gegeben, wo E, die Ablésungsarbeit eines Elektrons aus dem
Grundzustand des Wasserstoffatoms ist. Dieser Ausdruck ent-
spricht niherungsweise auch dem Fall eines Atoms, das aus
einem relativ unverinderlichen Atomrumpf und einem #uBeren
Leuchtelektron besteht.

Es ist nun eine unangenehme Tatsache, daB mit diesem
Ausdruck fir die Energie die Zustandssumme (29) divergiert.
Diese Divergenz ist durch eine Vernachlassigung entstanden und
bedeutet keine prinzipielle Schwierigkeit der Theorie. Denn die
auf Grund der Annahme eines nach aullen abgeschlossenen
Systems gewonnene Energieformel (30) kann nicht fiir groBe
Werte der Quantenzahl giiltig sein, da die Atomdimensionen
ja mit n2 ansteigen. Damit ist auch die Loésung der Schwierig-
keit angedeutet, weil von einem gewissen Wert von n ab die
Wechselwirkung zwischen dem Leuchtelektron und den um-
gebenden Teilchen von solcher GroBle wird, dal man das fragliche
Elektron richtiger als frei ansieht. Gliicklicherweise braucht man
zur Fixierung von n keine genaue Kenntnis des Wechselwirkungs-
mechanismus. Es gentigt im allgemeinen anzunehmen, daB die
Maximaldimensionen des angeregten Atoms nicht sehr groB sind,
verglichen mit dem mittleren Abstand benachbarter Teilchen im
Gase. Eine instruktive, aber vielleicht nicht ganz einwandfreie
Weise, sich den Wechselwirkungsmechanismus zu veranschau-
lichen, ist die folgende. Um einen oberen Grenzwert von =z zu be-
rechnen, sehe man ganz von der Wechselwirkung des Leucht-
elektrons mit den Gasatomen ab und beriicksichtige nur die
polarisierende Wirkung des Atomrumpfes. Wie an anderer Stelle
gezeigt! ist, wird die Polarisationswirkung das den Kern um-
gebende Kraftfeld so d&ndern, daB das CouLomMBsche Potential einen
Exponentialfaktor e~*" erhilt, wo » eine von der Dichte und
der Temperatur abhingige GréBe, r der Abstand des Elektrons
vom Kern ist. Die Rechnung zeigt, daBl ein solches System eine
beschrinkte Zahl von diskreten Quantenzustinden besitzt, wo-
durch die Konvergenz der Zustandssumme gesichert ist.

1 Siehe S. 32 u. f.
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Uber die GroBenordnung der iibriggebliebenen Terme der
Zustandssumme ist zu bemerken, dafl die Energie des Grund-
zustandes so viel kleiner ist als die Energie benachbarter Zu-
stainde, daB man in erster Naherung angeregte Zustinde neben
dem Grundzustand vernachlissigen darf. Diese Naherung wiirde
fiir den Fall sehr verdiinnter Sternatmosphiren oder Gasnebel
vielleicht unzureichend sein. Unter solchen Umsténden ist aber
auch jede auf die Annahme thermodynamischen Gleichgewichts
gegriindete Theorie hinfillig. Wir setzen also

_E
fo = QM kT)oye *7, (31)
wo ¢, und E, sich auf den Grundzustand beziehen. Hierdurch
folgt allgemein aus (24)
PR 2 Skl L2
Ty _ Op e 4o 5T

Zp+1 Op+1
oder durch Heranziehung von (27) und (28)
Ep—Ep+1

x, :(2ﬂ[lkT)%. % 7 T

Tpi1 Ze Op41

g N
x,+2pr, =X, und Da,=X,.
»=0 =0

mit

Fiir eine vorlaufige Ubersicht kann man mit geniigender Genauig-
keit nach (26) und (30)
(N — p)*E,

n2

[+
1 _ g3

= und E,—E =
o, » p+1

ansetzen. Die endgiiltige Ionisationsformel ist also

(N -p)* E,

%, 1 2:1[470{1’)37 ST
e A ®)
Um eine Vorstellung von der Ionisation in den Sternen
zu erhalten, betrachten wir als Beispiel die Ionisation von
Kupfer bei einer Temperatur 7' = 5 - 106 K und einer Elektronen-
dichte x, = 1022 cm~3. Die Werte der Konstanten £y, K, » und m
sind im Anhang gegeben. Die Ausrechnung gibt folgende Tabelle:

Tabelle 5. Ionisation von Kupfer.
p= 0 1 |2 |3 4 5 6 | 7 8
pfps1 | 5,9-108 | 7,9-107 | 0,76 | 0,44 ] 0,30 | 0,20] 0,14 0,10 | 0,07
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Die Tabelle zeigt, daB die iiberwiegende Mehrzahl der Kupfer-
atome ein K-Elektron, und daB fast drei Viertel der Atome
beide K-Elektronen behalten. Auch sind L-Elektronen durch-
aus nicht selteu, und die Verhiltnisse liegen offenbar so, dal bei
einer geringen Erniedrigung der Temperatur die meisten Atome
auch alle L-Elektronen behalten wiirden. Man rechnet leicht nach,
daB die obigen Verhiltnisse einer Dichte ¢ = 0,06 gem ™3 ent-
sprechen.

Es ist auch von Interesse, sich einen Begriff von der Anderung
der Ionisation bei wachsender Atomnummer zu bilden. Indem
Temperatur und Dichte wie oben an-

Tabelle 6.

genommen werden, kommt man zu
¥ Pr ¥ ___ nebenstehender Tabelle (6) fiir die
15 0, 1,9  vorherrschenden Elektronengruppen.
20 2, 2,1 Die erste Spalte der Tabelle enthilt
gg gl g’g die Atomnummer, die zweite gibt die
35 21, 2, 2:5 mittlere Zahl der gebundenen Elek-
40 2, T, 2,8 tronen. Dabei bedeutet das Sym-
45 2,, 8, 2,9 bol p,, dafl p Elektronen in der nten
50 25, 8, 29  Hauptgruppe vorhanden sind. Die
‘Zg gi: S:’ 5, g,? letzte Spalte gibt das mittlere Mole-

kulargewicht. Man sieht, daB dies
mit wachsender Atomnummer viel langsamer anwichst als das
wirkliche Atomgewicht. Wir werden spiter sehen, daf die Ioni-
sation im Sterninnern wahrscheinlich noch weiter getrieben ist als
im obigen Beispiel. Dies rithrt hauptsiichlich daher, daBl wir
die Temperatur zu niedrig gewihlt haben. Immerhin sieht man
klar, wie die Individualitit der Atome, was die Druckwirkung
anlangt, durch die Erhitzung gleichsam latent geworden ist.

10. Die Wechselwirkungsenergie.

Die Bedeutung der elektrischen Wechselwirkung der Atome
fiir das Dissoziationsgleichgewicht ist durch das Vorkommen der
GréBen u, in der Fundamentalgleichung (24) gegeben. Diese
GroBen sind durch (23) und (20) in einfacher Weise mit der mitt-
leren potentiellen Energie der Wechselwirkungskrifte verbunden.
Wir wollen jetzt nachsehen, wie diese Energie den Gasdruck be-
einfluBt. Hierzu bediirfen wir des Ausdrucks fiir die freie Energie
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des Systems, die nach (13), (15) und (21) durch
W = kT - konst. -—IcTprlogV TfE" + IcTZx,,logf

gegeben ist. Bei der Berechnung des Druckes nach der Formel

—_or mubBl man die Bedeutung der eingehenden Ableitungen

v
genau beachten. Man findet
kT
P=7 2%t TaV/Ez T (33)
»

wo die Ableitung nach ¥V unter Konstanthalten der Molekiil-
zahlen vorzunehmen ist. Der erste Term rechts in dieser Glei-
chung gibt den gewohnlichen Gasdruck, wihrend der letzte
Term den elektrischen Druck darstellt.

Was die exakte Berechnung der Wechselwirkungsenergie E®
betrifft, so zeigt Gleichung (33), daf das Problem im Prinzip
gelost ist, sobald man den Beitrag der Wechselwirkungskrifte
zu der freien Energie des Systems berechnet hat. Eine im Prinzip
mit diesem Verfahren gleichwertige Berechnung hat MirLNER!
versucht, gelegentlich der Frage der elektrolytischen Disso-
ziation. Es scheint aber, daBl ein brauchbares Resultat nach
diesem Verfahren noch nicht erhalten worden ist. Statt dessen
hat man versucht, vereinfachende Hypothesen zu Hilfe zu nehmen,
die wenigstens fiir gewisse Grenzfille plausibel erscheinen. Es
kommt hier fast nur der von DEBYE und HCKEL? eingeschlagene
Weg in Frage, der freilich ernster Kritik unterzogen worden ist,
der aber doch unzweifelhaft einen groBen Fortschritt gegeniiber
fritheren Versuchen darstellt.

Es ist hier niitzlich, sich zu vergegenwirtigen, daf die in
Frage stehende Wechselwirkung ein rein atomistischer Effekt
ist, der verschwindet, sobald man die Feinstruktur der Materie
vernachlissigt. Um die Wechselwirkungsenergie in sukzessiven
N#herungen zu berechnen, wird man daher natiirlich so verfahren,
daBl man einen typisch atomistischen Zug des Problems beibehilt,
und sonst von der Feinkornigkeit der Materie absieht. Dies ist
der der DEBYE-Ht'cKELschen Theorie zugrunde liegende Gesichts-

1 Phil. Mag. Bd. 23, 8. 551. 1912. 2 Phys. ZS. Bd. 24, S. 1. 1923.
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punkt. Nachtraglich 146t sich dann das Verfahren durch Be-
rechnung der vernachlissigten, durch die Feinstruktur der Materie
verursachten Schwankungen erginzen.

Um eine erste Niaherung zu erhalten, verfihrt man nach
DeBYE-HUOREL wie folgt. Bei der Berechnung der mittleren
Wechselwirkungsenergie eines einzigen Teilchens relativ zu allen
tibrigen Teilchen des Systems beriicksichtigt man nur die atomare
Natur dieses einen Teilchens und nimmt Elektrizitit und Masse
aller iibrigen Teilchen als stetig im Raume verteilt und den
gewdhnlichen Gesetzen der makroskopischen Hydrodynamik und
Elektrodynamik unterworfen an. Das hervorgehobene Teilchen
betrachten wir als ruhend. Wegen der polarisierenden Wirkung
des Teilchens wird sich in seiner Umgebung ein elektrisches
Potential » und eine elektrische Raumdichte ¢ herausstellen, die
durch die Porssonsche Gleichung

[721/) = —4x ) (34)
miteinander verbunden sind. Zweitens gilt fiir das Gleichgewicht
der Teilchen ster Art die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung

Vpi = —oiVy, (35)
wo p;, 0; der hydrostatische Druck und elektrische Dichte der
Teilchen ster Art sind. Man hat offenbar, mit den fritheren

Bezeichnungen

kT x;
Ui =T Qi=7Z¢e, (36)

wo Z;e die Ladung eines Teilchens iter Art ist. Hieraus folgt
i = 0:kT|Z;e,

was in (35) eingetragen und nach Ausfilhrung der Integration

_Ziey
— 0
0;i = oje *T

ergibt, wo ¢} eine Konstante ist. Man hat weiter
_Zsey

e=20=2¢dle *
(2 1

zu setzen, was in (34) eingetragen die folgende Gleichung zur Be-
rechnung von v ergibt:

Ziey

2y = —4n2926 kT (37)
7
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Um diese Gleichung zu lsen, wieder in erster Niherung, ent-
wickelt man die Exponentialfunktionen rechts nach TAyLor und
behalt nur die linearen Teile bei. Das Potential v wollen wir
in unendlicher Entfernung von dem hervorgehobenen Teilchen
zu Null normieren, wodurch ZQ die Nettodichte der Elektrizitit

im Unendlichen wird. Dlese muBl Null sein, damit das System
makroskopisch betrachtet elektrisch neutral wirkt. Also bekommt
man, indem man auch Gleichung (36) beriicksichtigt,

Viy = x?y,
wo et
7T e
"= T %:Z;(1 + Z;) (38)

1

ist. In diesem Ausdruck ist nur iiber die positiven Teilchen zu
summieren. Die um das Teilchen zentralsymmetrische Lésung
dieser Gleichung ist w = FEe *"/r, wo K die Ladung des Teilchens
ist und wo r den Radiusvektor, vom Tejlchen aus gezihlt, bedeutet.
Wenn wir von diesem Ausdruck das Eigenpotential E/r abziehen,
den Rest mit & multiplizieren und 7 gleich Null setzen, bekommen
wir die gesuchte Wechselwirkungsenergie eines Teilchens:

. 1 — e
U=—1lm Ez(—r—)= — B2 . (39)
Wenn die Teilchen nicht punktférmig, sondern undurchdringliche
Kugeln vom Radius ¢ sind, darf man nicht mehr die Ladung
des hervorgehobenen Teilchens mit £ identifizieren. Statt dessen
mull man die innerhalb der Kugel vom Radius @ befindliche
Elektrizitit

a
=/4n972d7 = —azg—% = H(1 + xa)e*2
0

nehmen. Hierdurch wird das Eigenpotential

E
e =2 (1 + na)era (40)
und die Wechselwirkungsenergie
" EE B2
U=FEW — =0 = p e—"a"‘:l—_l_—:g- (41)

Fiir mehrere verschiedene TeilchengroBen wiirde sich die Rech-
nung ziemlich kompliziert gestalten.

Rosseland, Astrophysik. 3
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Die totale potentielle Energie des Systems fiir den Falla = 0 ist

_ 1 2
Br— EZE% = —%Z%Zi(l + Z), (42)
4

oder, nach Einsetzen des Wertes (38) von z,

= l/v”% [Zx,-z,.(l + zi)r. (43)

Hieraus bekommt man nach (33) und nach Ausfilhrung der
Integration als Ansatz fiir den elektrischen Druck

pp = — %l/;}f {Z%zm +2)], (44)

wahrend die fiir das Jonisationsgleichgewicht maBgebenden
Grofien u, durch

- 2 1+ 2, /med QO o,
Up =g Ly kTZ Zi(1+ Zy) (45)

gegeben sind. Man sieht ohne weiteres, da3, wenn der elektrische
Druck klein ist im Verhiltnis zum Gasdruck, auch die GréBen %,
klein gegen Eins sind, wodurch der Ionisationszustand von der
Wechselwirkung in éhnlicher Weise wie der Druck beriihrt wird.

11, Zweite Niherung.

Die Rechnung, die wir durchgefithrt haben, leidet an einer
inneren Schwiche, weil wir bei dem Linearisierungsprozel Z,e/kT
als durchaus klein gegen Eins voraussetzten, was mit dem Null-
setzen der TeilchengrdBe in der Berechnung der Wechselwirkungs-
energie offenbar unvereinbar ist. Es ist andererseits zu bedenken,
daB die TeilchengroBe fiir den Fall von Kernen mit gebundenen
Elektronen nicht allgemein vernachlissigt werden kann. Diese
Inkonsequenzen, die zuerst von EppINGTON! einer griindlichen
Diskussion unterworfen wurden, miissen wir jetzt in Ordnung
bringen.

Es ist in diesem Zusammenhang wichtig, genauer zu ana-
lysieren, was wir unter der Gr6Be eines positiven Atomrumpfes
zu verstehen haben, denn diese GréB8e ist wahrscheinlich auch
von dem Teilchen abhingig, mit dem das Atom in Wechselwirkung

1 Month. Not. Bd. 86, S. 2. 1925.
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tritt. Wenn zwei positive Ionen zusammenstoflen, ist es wahr-
scheinlich berechtigt, den quantenhaften Charakter der Wechsel-
wirkung durch abstoflende, etwa elastische Krifte zu beschreiben.
Fir Elektronen und Atome ist dies nicht mehr formal méglich.

Statt dessen muB man spezielle Bindungen einfiihren, damit die
Quantenbedingungen nicht verletzt werden. Man muB namlich
fordern, dafB3 keine freien Elektronen vorhanden sind, deren
Gesamtenergie relativ zu einem hervorgehobenen Ion negativ ist.

In der strengen Fassung der DEBYE-HUokELschen Fun-
damentalgleichung (37) wire sicher eine erhebliche Zahl von
solchen Fillen mitgeschliipft. Hs zeigt sich aber, daB dieser
Fehler groftenteils durch den LinearisierungsprozeB wieder auf-
gehoben wird, da3 die Naherungsgleichung in dieser Hinsicht
physikalisch besser ist als die ,,strenge” Gleichung. DaB diese
Behauptung richtig ist, kann man wie folgt einsehen. Nach
dem MaxwerLschen Geschwindigkeitsgesetze ist die Zahl der
Elektronen pro Volumeinheit, deren Geschwindigkeit v im
Intervall v bis v + dv liegt, durch

§ (Lo e

dn = 4an, (ﬁ) e kT\2 )'02 dv (46)

gegeben, wo n, die Zahl der Elektronen pro Volumeinheit an

einer Stelle =0 ist. Um die volle Zahl der Elektronen in der

Volumeinheit zu erhalten, muB3 dieser Ausdruck iiber alle zu-

lassigen Werte der Geschwindigkeit integriert werden. Also ist
"

o 1
3 P K N
n = 47”&0(27:[21’)2/6 ’“T(zv w)vzdv

VZew
1

die gesuchte Elektronendichte, oder indem wir

-
setzen: -
n= n0—2: x -+ e"’/e‘z’dz 47)
]/-7'5 x /
Die folgende von EppiNgTow (1. c.) gegebene Tabelle 7 zeigt den

Unterschied zwischen dieser und der unkorrigierten Formel
n = nyet¥ET,

3*



36 Physikalische Grundlagen zum Problem des Sterninnern.

Man sieht aus dieser Tabelle, daB n/n, fast linear mit ey/kT
ansteigt, und noch langsamer als in der Niherungsrechnung
) angenommen wurde.

;[;a:ﬁlf ]';.lelz,iitle(illlluﬁgnl ve(i)g Fir die positiven Teilchen wirkt

positives Ion. die Linearisierung sich mnicht so

gliicklich aus wie die fiir Elektronen.
eylkT niny e WIkT . !
Die groflen Werte der positiven
0 1 L0 Ladungen haben némlich zur Folge,
A 1,32 1,65 =N
1 156 272 daB die Naherung
2 1,93 7,39 _Ziey Zew
3 2,24 | 20,09 e T ool
4 2,51 54,60

einen sehr geringen Giltigkeits-
bereich hat, und sogar zu groBen fiktiven negativen Ionen-
dichten in der Nahe des gegebenen Ions Anlaf} gibt. EDDINGTON
schligt vor, die lineare Naherung nur so weit zu gebrauchen,
als die Ionendichte positiv herauskommt und sie von da an
gleich Null zu setzen.

Die Rechnung lafit sich weiter vereinfachen durch die An-
nahme, dafl die Elektronendichte raumlich konstant ist. Dies
ist durchaus zuléssig, weil selbst in der unkorrigierten Rechnung
die rdumliche Anderung der Elektronendichte nur einen sehr kleinen
Beitrag zur Wechselwirkungsenergie liefert. Wenn wir diese ver-
schiedenen Korrektionen beriicksichtigen, gestaltet sich die Rech-
nung wie folgt. Es sei 7y der Abstand vom Kern des hervor-
gehobenen Ions, der der Relation

Z ey,
e =1 (48)

entspricht, wo y, den entsprechenden Wert des Potentials be-
deutet. Die elektrische Ladung innerhalb 7, ist

, 4
E =Ze— = rimge. (49)
AuBlerhalb der Kugel r, gilt dieselbe Potentiallésung wie im
vorigen Fall, vorausgesetzt, da man, um die jetzige Konstanz
der Elektronendichte zu beriicksichtigen, Z;(1 4 Z;) durch Z2
in dem Ausdruck fiir » ersetzt. Also ist nach (40)

E =Ze— %’noerg = H(1 + xry) e=*" = rgyw(l + %7,)
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oder nach (48) b
—_— [}

E Ze L+ %75). (50)
DaB heilit, x = =ry befriedigt die kubische Gleichung
Bfa + (@ + )b =1, (51)
wo
_ 3Zx® _ Z%ex

S (52)

Wenn die Losung dieser Gleichung bekannt ist, bekommt man
die potentielle Energie des Atoms relativ zu den auBerhalb von
7, befindlichen Teilchen einfach aus (41), wenn @ durch 7,
ersetzt wird. Hierzu mufl man aber noch die potentielle Energie
des Atoms relativ zu den innerhalb r, befindlichen Elektronen
addieren. Man findet durch eine einfache Rechnung, daB diese

—2me2Z nyre (563)
ist. Also findet man schlieBlich fiir die Wechselwirkungsenergie
den Ausdruck

U= —Z%x (

Wir werden spiter sehen, daBl diese korrigierte Formel in den
uns interessierenden Fillen einen etwa dreimal kleineren Wert
ergibt als die unkorrigierte Formel (39).

a =
drny’

1 2nn0'rg) ) (54)

1+ 7o Zx

12. Forthewegung der Energie im Inneren eines Sterns.

Es ist unser Ziel, eine vollsténdige Theorie des dynamischen
Zustandes der Sterne zu entwickeln. Im vorigen Kapitel haben
wir als Vorarbeit die Theorie der Zustandsgleichung extrem hoch-
temperierter Materie betrachtet. Der nichste Schritt ist offenbar,
diejenigen physikalischen Verhiltnisse ausfindig zu machen, die
die Temperatur- und Dichteverteilung regeln. Erzeugung und
Transport von Energie spielen hierbei die Hauptrolle.

Aus ganz allgemeinen Betrachtungen kann man, wie friiher
bemerkt, nur schlieBen, dall der Ursprung der Strahlungsenergie
im Innern der Sterne zu suchen ist. Um der Verteilung der
Energiequellen im Sterninnern niherzukommen, braucht man
offenbar eine genaue Kenntnis des Mechanismus des Energie-
transportes im Stern, und dieser Frage wollen wir uns jetzt zu-
wenden.
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Man hat im allgemeinen zwischen drei verschiedenen Arten
von Energietransport zu unterscheiden: 1. molekulare Leitung;
2. Konvektion von thermischer und makroskopischer kinetischer
Energie; 3. Transport durch Strahlung.

Wir wollen vorlaufig die Frage der Konvektionsstréme aufler
acht lassen, und die zwei iibriggebliebenen Transportmoglich-
keiten betrachten.

a) Molekulare Leitung. Wir wollen die Stromdichte bei mole-
kularer Leitung wie gewohnlich durch

F,=—y VT (55)
bezeichnen, wo y, der sog. Warmeleitungskoeffizient ist. Um

einen Grenzwert von y, zu erhalten, geniigt die gaskinetische
Formel von MAYER in der Form

Yo =3 kniv, (56)

wo =, 4 und v die mittlere Zahl pro Volumeinheit, freie Weglinge
und Geschwindigkeit der leitenden Teilchen bedeuten, und wo
der Strich iiber iv Mittelwertbildung anzeigt.

Als leitende Teilchen kommen fiir hochionisierte Sternsubstanz
wesentlich nur freie Elektronen in Betracht. Um einen oberen
Grenzwert der freien Weglinge zu erhalten, vernachlissigen wir
die Wirkung von ZusammenstéBen zwischen den Elektronen
selbst, beriicksichtigen also nur die Wechselwirkung der Elektronen
mit den Atomen. Um das Problem noch weiter zu vercinfachen,
beriicksichtigen wir ferner nur solche ZusammenstéBe, in denen
die Elektronen um einen rechten Winkel oder mehr abgelenkt
werden. Der Ablenkungswinkel @ ist in erster Naherung durch

@] Ze?
8y = ouwt (67)
gegeben, wo Ze die effektive Ladung und p der Abstand des
Atoms von der Richtung der Anfangsgeschwindigkeit des stoBen-

den Elektrons ist. Indem wir @ = g, also tgg =1 setzen,

bekommen wir als Ausdruck fiir den effektiven Querschnitt des
Atoms wZ2ed

— 2
0 = NTPye = it ?

(58)
oder, da 1

Ty’
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wo n, die Zahl von ablenkenden Atomen pro Volumeinheit ist:
_ ute

v = ngwZiet”
Durch Verwendung des MAaxwEeLLschen Geschwindigkeitsgesetzes
findet man

— 12 2ETYG

® == (25

V:t 4

und also schlieflich, indem wir beriicksichtigen, dafl n = Zn, ist,

ye = 3 kniv = o (——2"7 Ts)%. (59)

T Zé

a3 u

b) Transport von Strahlung durch ein absorbierendes Medium.
Wir beschrénken uns im folgenden auf die Betrachtung ruhender
Materie. Es sei E,dvd®@dV die Strahlungsenergie im Frequenz-
intervall » bis » + dv im Raumwinkel d@, die pro Zeiteinheit
von der Materie im Volumenelement dV an der Stelle z,y, 2
und zur Zeit ¢ emittiert wird. Es sei ferner x, der Absorptions-
koeffizient der Materie, der so definiert ist, daB x,ds die relative
Schwiichung eines linearen Strahlungsbiindels auf der Strecke ds
angibt. Das statistische Verhalten des Strahlungsfeldes be-
schreiben wir durch die Forderung, daf3

Idvdwdo (60)

die Strahlungsenergie im Frequenzintervall » bis » 4 dv und
innerhalb des réumlichen Winkelelements d@ ist, die pro Zeit-
einheit senkrecht durch das Fldachenelement d¢ hindurchgeht.
Also sind ¥, und I, Funktionen von z, y, z, ¢, » und der Rich-
tungskosinusse «,,, «,, &, der Normalen von d ¢, in der Bewegungs-
richtung des Strahlungsquants gerechnet. Die GréBe I, wollen
wir die Intensitit der Strahlung und E, die Emissionsfahigkeit
oder die Ergiebigkeit der Materie nennen.

Betrachten wir die Bewegung eines individuellen Strahlungs-
elements I,dvd®dg, das sich in der Richtung des Linienelementsd s
mit Lichtgeschwindigkeit ¢ bewegt. Nach einem kurzen Zeit-
intervall d¢ hat sich die Strahlung um eine Strecke ds = cd¢
verschoben. Auf dieser Strecke hat die Energie des Strahlungs-
elements durch Emission der Materie den Zuwachs

E,dvdwdocdt
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erhalten; aber gleichzeitig ist die Intensitéit durch Absorption um
Idvd®dox,cdt

herabgesetzt worden. Also besagt der Satz von der Erhaltung
der Energie, daB3

%(I,dvdwdo) = (B, —x,I,)dvd@ doc (61)

ist, was wir die Bewegungsgleichung der Strahlung nennen wollen.
Das Symbol d/d¢ bezieht sich auf ein Koordinatensystem,

das sich mit der Geschwindigkeit ¢ des Strahlungsquants bewegt.

Relativ zu einem ruhenden Koordinatensystem hat man

d 0 17}

zu setzen, wodurch schlieSlich die Bewegungsgleichung der Strah-

lung die Form

dI, 1 6L, | oI, _
g_aT—!__%——‘Ev'—xvlv (63)

ds ¢

annimmt.
¢) Der StrahlungsfluB. Als monochromatischen Strah-
lungsfluB wollen wir einen Vektor bezeichnen, dessen Kom-

ponenten durch 7, = / I,0,d5 usw. (64)

gegeben sind, oder vektoriell geschrieben F, = f Ind®, wo n
ein Einheitsvektor in Richtung von I, ist. Die Integration ist
itber die ganze Oberfliche der Einheitskugel zu erstrecken. Offen-
bar ist F, dv der Nettostrom der Strahlung im Frequenzintervall dv,
die pro Sekunde eine senkrecht zur Stromrichtung gestellte Ein-
heitsflache passiert.

Durch Verwendung der Bewegungsgleichung der Strahlung (63)
1laBt sich dieser Vektor auf eine andere Form transformieren,
die fiir das Folgende von wesentlichem Nutzen sein wird. Wir
kénnen ja Gleichung (63) wie folgt schreiben

=Yg 400 0L 0L, 134l
LV g % Oz Ydy L c at|?

Ty
was in (64) eingetragen

z, F,, =vaoc,d’c‘o‘ — %fl,ocidm' — %fhx,(xydﬁ

1 8Py, (65)

¢c Ot

— %/I,, Kg O, AT — usw.
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ergibt. Durch Einfiihrung des durch

Pik= /I,,ociockdﬁ‘)‘ (66)
definierten Strahlungstensors P schreibt sich das Gleichungs-
system (65) in vektorieller Form:

L ap, = /Evnd’o? — DivP. 67)

Das erste Glied rechts in dieser Gleichung ist im allgemeinen
von Null verschieden, weil die von dem StrahlungsfluB induzierte
Ausstrahlung sich nicht gleichférmig auf alle Richtungen ver-
teilt, sondern in der Richtung des Strahlungsflusses selbst liegt.
Also wird dieser Term proportional zu F, und kann weggelassen
werden. Wir miissen nur fiir das folgende verabreden, die Defi-

nition von z, entsprechend abzuindern. Wenn die Betrachtung

ferner auf stationdre Zustinde beschrinkt wird (6&1? = 0), er-

scheint «, F, einfach als negative Divergenz des Tensors P.
Diesen Tensor wollen wir jetzt in 2 Teile zerlegen, wie dies
bei den hydrodynamischen Spannungen einer Flissigkeit gemacht
wird. Zu diesem Zwecke zerlegen wir I, in 2 Teile I/, und I},
wo I, als der lineare Mittelwert von I, nach der Gleichung

4nl, = [ I,d© (68)

definiert ist. Es ist also %Iﬁ, gleich der Energiedichte des

Strahlungsfeldes. I, gibt andererseits die Abhangigkeit der
Strahlungsintensitéit von der Richtung wieder. Dementsprechend
zerlegen wir jetzt den Tensor P, indem wir schreiben:

P§k=/120¢i'0¢kd"07= 5¢k%ﬁ, O = {(l)’zzllz,
’ (69)
Pg',c:]z;'a,..akda.

Der Tensor P’ entspricht also etwa einem hydrostatischen Druck,
wihrend P’ den schiefen Spannungen entspricht.

Die relative GroBenordnung der Tensoren P’ und P fiir den
Fall des Sonneninnern kénnen wir in folgender Weise abschétzen.
Offenbar ist der Strahlungsflu ein quantitatives Mal der Asym-
metrie der Strahlungsintensitét. Es ist nicht wahrscheinlich, daf
dieser Nettostrom wesentlich ansteigen wird, wenn man von der
Oberfliche in das Innere der Sonne eindringt. Hochstens kann
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der FluB in den &uBeren Schichten umgekehrt mit dem Quadrat
des Abstands vom Sonnenmittelpunkt anwachsen. Irgendwo muf
der FluB ein Maximum erreichen, um wieder im Sonnenmittel-
punkt zu Null herabzufallen, etwa in derselben Weise, wie dies
fiir die Schwerebeschleunigung der Fall ist.

Dies ist also der ungefihre Verlauf der Komponenten des
Tensors P’’. Ganz anders wird dagegen der Tensor P’ verlaufen.
Aus der Definition von I, folgt ndmlich, daBl bei angendhertem
Temperaturgleichgewicht diese GroBe proportional mit der
Praxcrschen Funktion ansteigen muB, also, iiber alle Frequenzen
gemittelt, proportional der vierten Potenz der Temperatur nach
dem STEFAN-BorTZMANNschen Gesetz. Wenn die Temperatur
von der Oberfliche nach dem Innern etwa tausendmal an-
steigt, was wahrscheinlich ist, wichst die Strahlungsdichte also bil-
lionenmal. Man sieht leicht ein, dal an der Oberfliche die vom
NettofluB mitgefiihrte Strahlungsdichte von derselben Groéfen-
ordnung wie die totale Strahlungsdichte sein mu8, d. h. das Ver-
hiltnis I)/I;, ist von der Grofenordnung Eins. Im Innern der
Sonne wird dieses Verh#ltnis also eher von der GréBenord-
nung 10-12 oder noch kleiner sein. Ahnliches muB natiirlich
fiir alle Sterne gelten.

Man kann deshalb mit sehr groBer Anndherung den Tensor
P" neben P’ vernachlissigen und darf sich in der Berechnung
des Mittelwertes P’ auf den Mittelwert von I, beschrinken. Aus
der Grundgleichung (63) sieht man ferner, daf dieser Mittelwert
im wesentlichen durch E,/x, = B, gegeben ist, da der Mittelwert

von 01,/0s ja nur von I, abhingt. Somit gilt innerhalb dieser
Naherung

4 1,i=*k
Pu=YBou,  da={y 0 (70)
und also
4x
Fy:—‘g_vaBv. (71)

Die GréBe B, diirfte im wesentlichen nur eine Funktion der
Temperatur sein. Fiir den Fall thermodynamischen Gleichgewichts
ist ja nach den Gesetzen von KircHHOFF und Prawck:

hv -1
L1 g, = B h ekT—l) . (72)
c c? /
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Es ist aber die Frage zu erértern, in welchem Mafle dieser Aus-
druck durch Abweichungen vom lokalen thermodyna-
mischen Gleichgewicht im Sterninnern gestért wird. Wir
bemerken zunichst, daB die raumliche Anderung der Temperatur
fiir diese Frage von sehr geringer Bedeutung ist. Selbst wenn
man die Temperatur im Sonnenmittelpunkt auf 108° K schatzen
miiite, wire der mittlere Temperaturgradient nur 6° auf 100 m,
was bei der wahrscheinlich sehr groBen Undurchsichtigkeit der
Sonnensubstanz mit einem sehr hohen Grade von lokalem ther-
mischen Gleichgewicht vertriglich ist.

Von verschiedenen Seiten! ist hervorgehoben worden, daB
die in den Sternen notwendigerweise vorkommende irreversible
Erzeugung von Wirmeenergie auch zu Abweichungen von dem
idealen Zustand des thermischen Gleichgewichts AnlaBl geben
mul}. Es ist aber im allgemeinen iibersehen worden, dafB3 die
fraglichen Abweichungen wesentlich durch den speziellen Mecha-
nismus der Energieerzeugung mitbestimmt sein miissen und im
giinstigsten Fall wohl auch verschwinden konnen, soweit der dem
Problem innewohnende Zug von Irreversibilitdt vollstindig durch
die Existenz des Temperaturgradienten zum Ausdruck kommt.
Dies wiirde z. B. niherungsweise der Fall sein, wenn die Energie
durch eine langsame Schrumpfung des Sternes geliefert wird.
Man wird aber leicht einsehen, daB fiir den integralen Strahlungs-
fluB die Temperaturverteilung der Sternmaterie bei weitem die
entscheidende Rolle spielt. Um dies zu zeigen, vergleichen wir
die irreversible Emission mit der totalen Emission. Fiir die
Sonne ist die irreversible Emission 3,8 - 1033 Erg-Sek.-1. Die
totale Emission 148t sich etwa durch den Ausdruck

E=VxcaT*

reprasentieren, wo V = 1,4 - 1033 cm3 das Volumen der Sonne,
a=10-1 cgs die StTEFANsche Konstante, 7' die mittlere
Temperatur und x der mittlere Absorptionskoeffizient der Sonne
ist. Unter Berufung auf spiitere Berechnungen setzen wir
gréoBenordnungsméfBig 7' = 107° K (vgl. Tabelle 8) und x =1cm~-1
[Tabelle 8 und Gleichung (114)]. Dies gibt & ==2,5 - 105! Erg - Sek. - 1.
Man sieht, dal mit den angegebenen Zahlenwerten die irreversible

1 Siehe insbesondere JEaNs, Month. Not. Bd. 77, 8. 28. 1917;
Bd. 86, S. 574. 1926.
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Emission nur ein Trillionstel der Gesamtemission ausmacht, und
man muB zugeben, daB selbst eine radikale Anderung der ge-
brauchten Zahlenwerte nichts an diesem Schlufl #ndern kann.

Wenn der Absorptionskoeffizient #, von der Frequenz unab-
hingig ist, bekommt man aus (71) fiir den totalen Strahlungsfluf3

[

wo U die Strahlungsdichte ist, also nach dem STEFAN-BOLTZMANN-
schen Gesetz:

U=a T4 (74)
Wenn « von v abhiingt, 1486 sich die Form (73) fiir den Strahlungs-
fluB beibehalten, falls man x durch die Gleichung

(0B, dv
1§ OT @ | 9B, dv 75
= = 2aT%) 3T = (75)
Qﬁd 0
EY e
0

definiert. Wir wollen  den stellaren Absorptionskoeffi-
zienten nennen. Wenn man (74) in (73) eintragt, siecht man,
daB der Energietransport durch Strahlung formal wie gewshnliche
Wiarmeleitung behandelt werden kann, mit einem Warmeleitungs-
koeffizienten 4 caT?

3 =z

Man iiberzeugt sich an Hand der Formeln (59) und (76), daB
man, ohne der Sternsubstanz ein absurd hohes Absorptionsver-
mogen zuzuschreiben, dem Schlufl nicht entgehen kann, dafl
der Wirmetransport in den Sternen in iiberwiegendem MaBe
durch Strahlung vor sich geht. Wir werden deshalb im folgenden
die reine Wirmeleitung vernachlissigen.

. (76)

13. Theorie des stellaren Absorptionskoeffizienten.

Fiir den weiteren Ausbau der Theorie ist es von groBer Wichtig-
keit, iiber eine moglichst vollstindige Theorie des Absorptions-
koeffizienten zu verfiigen.

Wir sind in der Definition des Absorptionskoeffizienten von
der gewdhnlichen abgewichen, um die EinstrrNsche negative
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Einstrahlung zu beriicksichtigen. Wir betrachten die Strahlung,
die emittiert wird bei Ubergiingen der Atome aus einem Zustand ¢
in einen Zustand k. Die spezifische Emission der Substanz fiir
diese Strahlung ist

47 ) hy (77)

E, = Ni(Aik + Bix— 1) 4
wo N, die Zahl der Atome im iten Zustand, 4, die Wahrschein-
lichkeit der spontanen und B, die der erzwungenen Uberginge
2 —> k ist. Wir setzen jetzt voraus, daB die aus der Thermo-
dynamik der Strahlung bekannten Relationen

hy hy
N;Biy = NpBye 7, Ay = Bik@v<3kT - 1) (78)
bestehen. Hieraus erhalt man

hv( —%) hy —-;‘:—;,
E, = NiyBpi g\l —e 0+ NpBys e *0IL,,  (79)
oder, da % N, B, kv gleich dem in gewohnter Weise definierten

Absorptionskoeffizienten ¢, ist:

hv hv
E’,,:o,,(l——e M’)%—l—o,,e kT T, . (80)

Wenn dieser Ausdruck fir E, in die Bewegungsgleichung der

Strahlung (63) eingetragen wird, erhédlt man

al,
ds

Ry hv
— _ﬁ> - ( _ _ﬁ> L
-+ o, (1 e I, =o,\1 e v g (81)
Man sieht also, daB der friiher eingefiihrte Absorptionskoeffizient x,
mit dem in gewoShnlicher Weise definierten Koeffizienten ¢, durch
die Relation

hv
x, = 0, (1 — e_ﬁ) (82)
verbunden ist.

Fiir die groBen Temperaturen, die im Sterninnern herrschen,
mufl das Strahlungsmaximum ungefihr ins Réntgengebiet ge-
riickt sein. Denn das Maximum der PraNcKschen Kurve liegt bei
2=10,3+T"1, was fiir eine Temperatur von 107° K einer Wellen-
linge von etwa 3 Angstrém entspricht. Es handelt sich also im
wesentlichen darum, eine fiir stellare Verhaltnisse umgedeutete
Theorie der Rontgenabsorption zu geben. Eine direkte Uber-
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tragung der in terrestrischen Laboratorien gefundenen Absorp-
tionsgesetze geniigt nicht, weil die Sternsubstanz soweit ionisiert
sein kann, daB die fiir die Absorptionsprozesse besonders wirk-
samen Elektronengruppen weitgehend aufgelost sind. Hierzu
kommt noch die Wirkung der freien Elektronen, die wir zuerst
behandeln wollen.

a) Freie Elektronen. Der allgemeine Fall der Absorption
von Strahlung durch freie Elektronen in einem Stern wird durch
die Wechselwirkung der Elektronen miteinander und mit den
positiven Ionen sehr verwickelt. Nur die Untersuchung des Grenz-
falles verschwindender Wechselwirkungen ist einfach. Dabei
braucht man nicht auf das Problem des Compton-Effektes ein-
zugehen, so lange die Wellenlange der Strahlung oberhalb der
fir den Compton-Effekt charakteristischen Wellenlinge 2k/me
=410 cm liegt.

Ebenso kann man auch die Elektronen als ruhend ansehen,
solange die Strahlung, vom bewegten Elektron aus betrachtet,
nicht einer Wellenlinge von der Ordnung 2A/mc oder kleiner
entspricht. Es geniigt deshalb, den einfachen Fall zu betrachten,
wo das streuende Elektron anfianglich in Ruhe ist, d. h. es geniigt,
die klassische Streuungstheorie von J. J. THoMsoN heranzuziehen.
Der Streuungskoeffizient ist dann bekanntlich unabhingig von
der Wellenlinge durch
. 8a et

S17 78T e
gegeben. Genau dasselbe Resultat bekommt man als erste
Niherung des entsprechenden wellenmechanischen Problems.
Die Formel ist iibrigens in verschiedener Weise experimentell
bestitigt worden. Fiir den Fall freier Elektronen, wo die wahre
Absorption neben der Streuung zu vernachlissigen ist, kann
man schwerlich die doppelten von den einfachen Streuprozessen
trennen in der Weise, wie wir es fiir den Fall reiner Absorption
gemacht haben. Man iiberzeugt sich leicht, daB die Beriick-
sichtigung dieser Prozesse auf einen Faktor (1 — e #"/T)-1 jm
Streukoeffizienten fiihrt, woraus man ohne weiteres ablesen kann,
daB diese Prozesse keine bedeutende Wirkung in dem uns interes-
sierenden Frequenzintervall haben.

Die TroMsoNsche Formel (83) setzt voraus, dafl die streuenden
Elektronen so weit voneinander entfernt sind, daB sie unabhingig

(83)
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wirken. Wenn der mittlere Abstand benachbarter Elektronen von
der GroBenordnung der Wellenlange des Lichtes ist, wird diese
Annahme hinfillig, und die Phasenbeziehungen der Elektronen-
bewegungen miissen in Betracht gezogen werden. Wie dieses
Zusammenwirken zustande kommt, sieht man durch Betrachtung
der Interferenzen der von den verschiedenen Elektronen stammen-
den Lichtamplituden. Wenn der Abstand zweier benachbarter
Elektronen, die durch dieselbe Lichtwelle in Schwingung gesetzt
sind, klein ist, verglichen mit der Wellenlange des Lichtes, super-
ponieren sich beinahe die Amplituden der von den zwei Elektronen
herrithrenden Partialfelder. Die Energie des Feldes wird dadurch
fast zweimal so grol wie fiir zwei unabhéngige Elektronen. Wenn
man sich den Abstand der Elektronen allm#hlich vergréBert
denkt, werden sich die Partialfelder hier und dort durch Interferenz
ausloschen, und schlieBlich, wenn der Abstand grof} ist, ver-
glichen mit der Wellenléinge des Lichtes, ist die totale Feldenergie
einfach gleich der Summe der Energien der Partialfelder. Aus
dieser einfachen Betrachtung sieht man, daf man sich einen
Begriff von der Bedeutung der Zusammenwirkung der Elektronen
machen kann durch Vergleich der Wellenlinge des Lichtes mit
dem mittleren Abstand benachbarter Elektronen. Nach dem
Pranckschen Gesetz ist die mittlere Energie eines Lichtquants
hv =38 kT, d. h. die Wellenlinge dieses mittleren Quants
ist 4,=04-T-1, Wenn Z die Zahl der freien Elektronen
pro Atom, A4 das Atomgewicht und ¢ die Dichte ist, so wird
der mittlere Abstand benachbarter Elektronen

= {7} (84)

i3 AH T3
BT708 o

Man sieht, dal3
(85)

ist. In dem spiter durchgerechneten Beispiel des hydrostatischen
Gleichgewichts (vgl. § 15) ist 7'3/o konstant innerhalb eines Sternes
und variiert von Stern zu Stern proportional /(1 — ), wo 8 die
durch Gleichung (153) definierte Konstante ist. Nach jener Theorie
wiirde man z.B. fir das Zentrum von Capella die Werte
Ty="12-108, 99 =0,057 haben. Mit diesen Werten von 7'y und
o und mit 4/Z 2 ist 4, = 5,5 - 10-8cm und [, =4 -10-8 cm.
Beide Werte sind also von derselben GréBenordnung. Fiir Sterne
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mit kleinerer Masse wiirde sich dieses Verhiltnis in Richtung
groBerer Streuung verschieben, umgekehrt fiir massigere Sterne.
Dieser Interferenzeffekt ist also nicht ohne weiteres aufler acht
zu lassen. Unter giinstigen Umstéinden kann die reine Elek-
tronenstreuung der Sternsubstanz ein Mehrfaches des THOMSON-
schen Grenzwertes betragen.

b) Wirkung der Zusammenstofe. Der Anschaulichkeit wegen
halten wir uns moglichst eng an die klassisch-physikalischen
Begriffe. Aus diesem Grunde ist es vorteilhaft, nicht die Absorp-
tions-, sondern die Emissionsprozesse zu betrachten, indem wir
uns auf den thermodynamisch begriindeten Zusammenhang
zwischen Absorptions- und Emissionskoeffizienten berufen.

Fiir sehr lange Wellen ist der Absorptionskoeffizient von der
Frequenz unabhingig, und durch 47x/c gegeben, wo » die Leit-
fahigkeit bedeutet. Fiir lange Wellen werden némlich wirkliche
Wechselstrome hervorgerufen, deren Stromdichte ja durch
J =xE gegeben ist, wo E die elektrische Kraft der Wellen be-
deutet. Die absorbierte Strahlungsenergie findet sich als JouLE-
sche Wirme wieder, deren Stirke bekanntlich

4w cH?

JEzlJ2=;{E2= - —
P c 4n

(86)
ist, pro Zeit- und Volumeinheit. Da cE?/47n der mit dem Strah-
lungsfluB identische PoynNTiNGsche Vektor ist, sieht man, daB
der Absorptionskoeffizient gleich 4zx/c ist. Der Anwendungs-
bereich dieser Betrachtung liegt aber weit auBerhalb des uns
interessierenden Spektralgebiets. Dasselbe gilt in viel h6herem
MaBe fiir die Thomson-Warme, die einen solchen elektrischen
Strémungsvorgang begleitet.

Wir haben bisher sozusagen die beiden Enden des Absorptions-
koeffizienten untersucht und wenden uns jetzt der Mitte zu,
die mit den Strahlungsvorgingen bei einzelnen StoBen zu tun
hat. Die ZusammenstéBe freier Elektronen miteinander kénnen
keine merkliche Absorptions- oder Emissionswirkung haben.
Zwei stoBende Elektronen erfahren ja entgegengesetzt gleiche
Beschleunigungen, weil sie dieselbe Ladung und Masse haben.
Hierdurch wird das gesamte elektrische Moment der zwei Elek-
tronen sehr nahe Null und kann also keine Ein- oder Ausstrahlung
veranlassen.
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Deshalb kommen nur Zusammenst6Be zwischen Elektronen
und Atomen in Betracht. Fiir diesen Fall wird die Superposition
der von benachbarten Atomen gestreuten Energiequanten, statt
der der Amplituden, viel eher eine gute Annaherung sein als
im Falle der freien Elektronen, wegen des viel gro8eren mittleren
Abstandes der Atome. Wir betrachten daher durchweg nur die
mit individuellen StoBprozessen verbundenen Emissionsvorginge,
deren prinzipielle Ziige uns ja aus den Experimentalunter-
suchungen und der Theorie des kontinuierlichen Réntgenspek-
trums bekannt sind. Wenn ein Stiick Metall mit einem homogenen
Elektronenstrahl von geniigender Geschwindigkeit bombardiert
wird, sendet es bekanntlich Réntgenstrahlen aus, die in ein
Linienspektrum und ein kontinuierliches Spektrum zerfallen. Nur
das letztere wird direkt durch die ZusammenstdBe erregt und
interessiert uns hier allein. Obgleich die einfallenden Elektronen
anfianglich alle dieselbe Geschwindigkeit haben, muf8 man doch
das beobachtete Spektrum als durch einen inhomogenen Strahl
erregt betrachten, denn die meisten Elektronen werden ihre
Energie nur teilweise in Strahlung umsetzen, und gréBtenteils
durch Ionisationsvorginge gebremst werden. Es bereitet aber
keine Schwierigkeit, den G(eschwindigkeitsverlust zu beriick-
sichtigen, und das reine Bremsspektrum als Funktion der Elek-
tronengeschwindigkeit darzustellen. Es scheint, daB dies im
wesentlichen aus einem Bande besteht, dessen Intensitit pro
Frequenzeinheit und fiir eine gegebene Elektronengeschwindig-
keit konstant ist, bis zu einer oberen Grenzfrequenz »,, bei der sie
plotzlich auf Null herabgeht. Dieser Grenzfrequenz entspricht
natiirlich der Fall, daB ein Elektron seine ganze kinetische
Energie in einem Strahlungsakt verliert, nach der Gleichung

IuVi=hy,.
Fiir die konstante Intensitét innerhalb des Bandes hat KrRaMERs!
den theoretischen Wert
32a%¢8 N2
0= 3]/5,142(:? v
abgeleitet, wo N die Atomnummer der Bremssubstanz, N, die
Zahl der bremsenden Atome, V und N, die Geschwindigkeit

NN, (87)

1 Phil. Mag. Bd. 46, S. 836. 1923.
Rosseland, Astrophysik. 4
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und Zahl der stoBenden Elektronen pro Volumeinheit sind. Dieser
Wert gibt im wesentlichen den experimentell gefundenen Absolut-
wert und die Abhdngigkeit von N,N,, N, und V wieder. Es
sei aber ausdriicklich bemerkt,- dal KuarLeENgKAMPF! lokale Ab-
weichungen von dieser Intensitatsverteilung dicht an der Grenz-
frequenz gefunden hat. Der Ursprung dieser Abweichungen ist
noch unklar?, und vielleicht ist auch die experimentelle Seite
des Problems nicht endgiiltig geklart. Wir sehen deshalb von
diesen Besonderheiten ab und stiitzen uns im folgenden auf die
KramEerssche Theorie.

Man muf} dann zuerst beriicksichtigen, daB die freien Elek-
tronen in einem Stern eine MaxwrLische Geschwindigkeits-
verteilung besitzen, und den obigen Intensititsausdruck ent-
sprechend mitteln. Damit ein freies Elektron ein Lichtquant Av
in einem StoBprozel emittieren kann, ohne an das Atom ge-
bunden zu werden, mul} seine kinetische Energie A» iibersteigen.
Also ist die totale, emittierte Intensitét fiir die Frequenz »

- PRV
— T, 2kT. Y2
I, _j104n<2nw) e y2av
V2hviu (88)
_ 32a%e /20 -~ %
- 3]/§M263 kNel/nkTe :

Wenn wir den Fall thermodynamischen Gleichgewichts betrachten,
miissen wir auch die EInstrEINsche negative Einstrahlung be-
riicksichtigen. Wie mehrmals bemerkt, fithrt dies mit sich, daB
die Intensitit I, mit dem Faktor

ov _ 1
(1 + Snie > = _i» (89)
a3 1—e¢e

kT
c3

multipliziert werden muB. Die totale absorbierte Energie pro
Zeit- und Volumeinheit ist andererseits z,co,. Indem wir ein
lokales Gleichgewicht der Strahlungsprozesse innerhalb jedes
unendlich kleinen Frequenzintervalls d» voraussetzen, bekommen
wir also
32 n?eb 1

z,c0, = 3”“ NN, N, ]/3 o (90)

- -1
1 Ann. d. Phys. Bd. 69, S. 548. 1922; Bd. 87, S. 597. 1928.

% Vgl. aber Y. Svuaivra, Phys. Rev. Bd. 34, 8. 858. 1929, und OPPEN-
HEIMER, ZS. f. Phys. Bd. 55, S.725. 1929.
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oder mit dem Praxckschen Wert fiir o,

6
Ty 33;72[;,,3 ]/3nkT Nsz (91)
Der Absorptionskoeffizient ist also proportional der dritten Potenz
der Wellenlinge, und ist deshalb besonders wirksam im lang-
welligen Spektralgebiet.

¢) Absorptionswirkung der Atome. Es ist hier wichtig zu
bemerken, daf3 eine endliche Zahl von scharfen Absorptions-
linien keinen merklichen Beitrag zu dem durch Gleichung (75)
definierten stellaren Absorptionskoeffizienten geben kann, weil
es nur auf die integrale Hemmung des Strahlungsflusses ankommt.
Damit Absorptionslinien einen merklichen Einflul haben, miissen
sie zusammengenommen einen Spektralbereich iiberdecken, der
etwa mit der Halbwertsbreite der Praxckschen Kurve vergleich-
bar ist.

Dafl die natiirliche Breite einer Spektrallinie fiir diese
Frage zu vernachldssigen ist, ergibt sich unmittelbar aus der
experimentell festgestellten Schirfe der Réntgenlinien aller
Spektralgebiete. Es ist indessen gut, sich eine Vorstellung von
der Entstehungsweise dieser natiirlichen Breite zu bilden, weil
weitere Ursachen der Verbreiterung sich formal auf einen #hn-
lichen Vorgang zuriickfiithren lassen. Nach der klassischen Elektro-
dynamik wiirde man die natiirliche Breite auf die Dampfung
eines die Spektrallinie reprasentierenden harmonischen Oszillators
zuriickfithren. Dies fithrt zu einem atomaren Absorptionskoeffi-
zienten von der Form

8x €t f-3

BT TS B =+ o

(92)

wo fund o Konstanten sind. Gewisse Experimentaluntersuchungen
legen nahe, die Linienbreite durch einen Abklingungsvorgang zu
erkliren. Die quantentheoretische Umdeutung des Abklingungs-
vorgangs scheint die klassische Rechnung nur insofern abzuéndern,
als die Dampfungskonstante ¢ in (92) durch die halbe Summe
der Ubergangswahrscheinlichkeiten aus den beiden der gegebenen
Spektrallinie entsprechenden Zusténden des Atoms zu ersetzen ist.

Man hat zweitens die Dopplerbreite zu beriicksichtigen.
Nach dem MaxweLLschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz ist
die relative Zahl der Atome, deren Geschwindigkeit « in der

4%
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Gesichtslinie im Intervall » bis u -+ du liegt, durch

p M
)fe 25T gy (93)

dr = (anT
gegeben, wo M die Masse eines Atoms bedeutet. Es sei v, die
Ruhfrequenz einer als vollkommen scharf gedachten Spektral-
linie des Atoms und » die Frequenz derselben Linie, wenn das
Atom sich mit der Geschwindigkeit # fortbewegt. Diese zwei
Frequenzen sind dann gemill dem DorrrErschen Prinzip durch
die Gleichung

= (94)

YTV _ %
ve e
miteinander verbunden. Also ist die relative Zahl der Atome,
deren Eigenfrequenzen einem ruhenden Beobachter nach dem
Spektralintervall » bis v 4+ dv verschoben erscheinen:

Mc? (v—v,

1 M 2
dr = f(@%ﬁ)% s v ) gy (95)
0

Mit dem richtigen konstanten Faktor versehen, gibt dieser Aus-
druck den Verlauf des Absorptionskoeffizienten innerhalb der
gegebenen Spektrallinie wieder.

Die Frequenz v,, fiir die der Absorptionskoeffizient auf 1/n
des Maximalbetrags herabgesunken ist, berechnet sich aus

Mc? (Vn—vo)’_ 1

“2kT\ v, P
e = (96)
Das ergibt
Ta— ¥ 1/ 2kT
—-v0 = l/ logn ‘M (97)

Betrachten wir z. B. Kupferatome (M = 1022 g) auf eine Tem-
peratur von 107° K erhitzt. Es folgt dann

"0 — 1,510 Jlogn. (98)
) .

Selbst fiir logn = 100 (n = 10*3%) wird dieses Verhiltnis nicht
groBer als 1,5 - 1073, Der relative Abstand der tiefsten Linien
im K- oder L-Spektrum des Kupfers und héherer Elemente ist
andererseits von der Groflenordnung Eins. Es ist deshalb wenig
wahrscheinlich, dafl die Doppler-Breite von wesentlicher Bedeu-
tung fiir unser Problem ist.
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Wir haben drittens zu untersuchen, welchen EinfluB die
Wechselwirkungen der Atome mit dem Strahlungsfelde und mit-
einander auf die Linienbreite haben. Im Falle des Strahlungs-
feldes sind die Verhéltnisse am durchsichtigsten. Denn hier
hat man es offenbar mit einer VergréBerung der natiirlichen
Breite zu tun, weil die Démpfungkonstante durch die Summe
der spontanen und der erzwungenen Ubergangswahrscheinlich-
keiten ersetzt wird. Diese sind nédmlich durch die EINsTEINsche
Relation

13 -1
Biior = Am‘(ekT - 1) (99)

miteinander verkniipft. Man erkennt daraus, daf die Bedeutung
der erzwungenen Ubergangsprozesse auf das langwellige Gebiet
beschrénkt ist, wo Av klein ist, verglichen mit £7'. Also ist
die durch das Strahlungsfeld hervorgerufene Verbreiterung un-
wesentlich.

d) Die StoBwirkung der Atome aufeinander 148t sich wohl
auch als eine vergroerte Dampfung auffassen, da die Zahl der
wirksamen St6Be zweiter Art pro Zeiteinheit an Stelle der er-
zwungenen Ubergangswahrscheinlichkeit tritt. Damit ein StoB
zweiter Art wirklich eintreten kann, scheint es notwendig, daB
die zwei Atome sich bis zur Berithrung nahe kommen. Eine auf
diese Annahme gegriindete Rechnung zeigt, daB3 die StoBwirkung
nichts Wesentliches zum Absorptionsvermégen der Sternsubstanz
beitragen kann, sofern der effektive Querschnitt der Atome fiir
solche StéBe von derselben Gréflenordnung ist wie fiir gaskine-
tische StéBe.

Neben den EinzelstéBen muB man auch die superponierte
Kraftwirkung aller Atome auf die Linienbreite untersuchen.
Diese Wirkung ist physikalisch von der StoBwirkung ganz
verschieden, indem es sich nicht um eine vergréBerte Uber-
gangswahrscheinlichkeit handelt, sondern um eine Anderung
der Eigenfrequenzen des Atoms. Betrachten wir beispielsweise
den Fall, daB ein stérendes Elektron in einem festen Abstand
vom emittierenden Atom fixiert ist. Die elektrische Kraft des
Elektrons wird dann die Energiestufen des Atoms etwas dndern
analog dem durch ein homogenes Feld hervorgerufenen Stark-
Effekt. Die absorbierenden und emittierenden Atome der Stern-
substanz sind nun stindig einer #hnlichen Wirkung der benach-
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barten freien Elektronen und positiven Ionen ausgesetzt. Also
entsteht die Frage, ob dieser innere Stark-Effekt gro8 genug ist,
um die Spektrallinien wesentlich zu verbreitern.

Es sei 0v der Frequenzunterschied der beiden duBersten Stark-
Effektkomponenten einer gegebenen Linie fiir die Feldstirke
Eins. Es sei ferner » die Zahl der verbreiternden Teilchen (Elek-
tronen oder Kerne) pro Volumeinheit und E die elektrische
Ladung eines Teilchens. Es ist ohne weiteres klar, daf3 die nichsten
Teilchen die grofite Wirkung ausiiben miissen. Nun ist der
mittlere Abstand benachbarter Teilchen in dem Gas n~%*, was
einer mittleren Feldstirke En? und einer mittleren Verbreiterung
einer von einem Atom emittierten Spektrallinie von

Ay = dv Ent (100)
entspricht. In Wirklichkeit wird das storende elektrische Feld
des Atoms um den Wert En? nach einem statistischen Gesetz
verteilt sein. Diese ganze Frage ist von HorLrsMark! diskutiert
worden. Es scheint, daBl die so hervorgerufene Intensititsver-
teilung innerhalb der Linie qualitativ von derselben Art ist wie
die innerhalb der natiirlichen Breite [vgl. (92)]. Die von HoLts-
MARK berechnete Halbwertsbreite ist dabei etwa dreimal gréBer
als nach der oben gegebenen Formel.

In den obigen Betrachtungen ist implizite angenommen, daB
die Wirkung durch die Ladung der verbreiternden Teilchen und
die Konstanten 0v bestimmt ist, ohne Riicksicht auf die nidhere
Struktur des Atoms. Fiir den Fall gleichartiger Atome kann
diese Annahme durch Resonanzwirkung hinfillig werden, und
es scheint, dal} bei gewissen irdischen Experimenten die Resonanz-
wirkung iiberwiegt. Unter stellaren Bedingungen, bei welchen die
Atome 20 bis 30 Elektronen verloren haben, diirfte aber die Reso-
nanzwirkung neben der rein elektrostatischen Wirkung zu vernach-
lassigen sein. Nach dieser Annahme ist also die ganze Wirkung durch
die obige Formel (100) gegeben. EinerechnerischeNachpriifung dieser
Formel deutet darauf hin, daB der innere Starkeffekt zu klein
ist, um den Liniencharakter des Spektrums wesentlich zu éndern.

¢) Kontinuierliche Absorptionsbanden. Die Linien einer Spek-
tralserie setzen sich gewdhnlich nach der kurzwelligen Seite
hin in einer kontinuierlichen Bande fort, deren Intensitit am

1 Ann. d. Phys. Bd. 58, 8. 577. 1919; Phys. ZS. Bd. 25, S. 7. 1924.
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groBten ist am langwelligen Ende, um fiir gréfere Frequenzen
schnell an Intensitit abzunehmen. Solche Banden sind z. B.
an der Grenze der Balmer-Serie, der Hauptserie neutraler Natrium-
atome und auch im Roéntgengebiet beobachtet worden. Da die
Strahlung im Sterninnern den Réntgenstrahlen am n#chsten
kommt, liegt es nahe, die Betrachtung der Absorptionsbanden
an die Erfabrungen iiber Rontgenstrahlen anzukniipfen.

Durch eine grole Zahl von Experimenten ist klar geworden,
dal der atomare Absorptionskoeffizient fiir Réntgenstrahlen
relativ zu einer gegebenen Elektronengruppe in ziemlich guter
Néaherung durch einen Ausdruck von der Form

3,3
Gv:{G’rv,v »>,, (101)

0 v <,
gegeben ist, wo G eine universelle Konstante, » die Zahl der
Elektronen in der Gruppe und y, die Absorptionsgrenze der ge-
gebenen Gruppe ist. Die empirische Giltigkeit obiger Formel ist
von JAUNCEY! einer griindlichen Diskussion unterworfen worden.
JauNceY fand, daf der empirische Wert von @ sich nur im Ver-
haltnis von 1 zu 1,8 &ndert, wenn die relativen ¢,-Werte
von 1 bis 9000 laufen. Es ist aber auch klar, daB diese Formel
keine exakte Giiltigkeit haben kann, weder was die Konstanz
von G noch die exakten Werte 2 und —3 der Exponenten an-
geht. Man behélt also immer die Moglichkeit, Verbesserungen
an die empirische Formel anzubringen, was fiir die Entwicklung
der Atomphysik von Wichtigkeit sein kann. Da wir in der Theorie
des stellaren Absorptionskoeffizienten meistens nur mit GréBen-
ordnungen rechnen kénnen, scheint es aber, daB eventuelle Ver-
besserungen nur geringe Bedeutung haben, und wir werden uns
deshalb mit der Formel (101) begniigen.

Um die relative Wichtigkeit der verschiedenen Arten von
Rontgenabsorptionen fiir den stellaren Absorptionskoeffizienten
abzuschatzen, ist es notig, auf die Ionisationstheorie zuriick-
zugreifen. Wir erinnern uns dabei, daB die Zahl z,.; der
Atome mit p 4 1 gebundenen Elektronen mit der Zahl x, von
Atomen mit p Elektronen und der Zahl der freien Elektronen =,
durch die Formel

T, fot1
Zp+1 @k TR Iy (102)

1 Phil. Mag. Bd. 48, S. 81. 1924,
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verkniipft ist, wo f, die Zustandssumme (oder das Zustands-

integral) der Atome pter Art ist. In geniigender Niherung ist
fris _ o, (103)

»
wo  die Energie ist, die man dem Atom mit p 4 1 Elektronen
zufiihren mufl, um das losest gebundene Elektron ganz zu ent-
fernen.

Die Hauptfrage, die wir jetzt beantworten miissen, ist folgende :
in welchem Tonisationszustand sind die Atome, deren Banden-
absorption in das Hauptgebiet der nach der Temperatur ab-
geleiteten PraNcKschen Strahlungskurve fillt?

Man sieht namlich leicht ein, daB die funktionale Abhingig-
keit des stellaren Absorptionskoeffizienten von der Dichte und
der Temperatur wesentlich von der Antwort auf diese Frage
abhingt. Wenn die am haufigsten vorkommenden Atome in
diesem Spektralgebiet absorbieren, wird der Absorptionskoeffizient
einfach proportional der Dichte und umgekehrt proportional der
dritten Potenz der Temperatur. Wenn aber die vorherrschenden
Atome im kurzwelligen Gebiete des Spektrums absorbieren, kann
es vorkommen, daB Atome mit einem zusitzlichen Elektron im
kritischen Spektralgebiet absorbieren, was nach (102) zu einer
Proportionalitit des Absorptionskoeffizienten mit dem Quadrat
der Dichte filhrt. Wenn also die Absorption im kritischen Gebiet
durch Atome hervorgerufen wird, die s Elektronen mehr als die
vorherrschenden Atome haben, so wird der Absorptionskoeffizient
proportional der (s + 1)ten Potenz der Dichte. Dieses Resultat
wird aber etwas modifiziert, sobald man angeregte Elektronen-
zustinde beriicksichtigt.

Wenn man das Verhidltnis y/A7T mittels der Formeln (102)
und (103) ausrechnet, indem man Ionisationsstufen von etwa
20—30 freien Elektronen pro Kern, Temperaturen von einigen
Millionen Grad und die mittleren Dichten von Riesen- oder
auch gewéhnlichen Zwergsternen annimmt, findet man, da8
%/kT von der Ordnung 10 ist. Die vorherrschenden Atome sind
also ganz unwirksam bei der Hemmung des Strahlungsflusses.
Wenn diese Atome beide K-Elektronen behalten, aber keine
L-Elektronen, werden also Atome der nichsten Stufe L-Strahlung
absorbieren. Die Frequenz der L-Absorptionskanten ist nun
ungefihr ein Viertel der Frequenz der K-Kanten. Hieraus folgt,



Der obere Grenzwert des Absorptionskoeffizienten. "7

daB die L-Atome im richtigen Frequenzgebiet absorbieren wer-
den, da fiir sie der Wert x/kT zu 2,5 herauskommt, also jen-
seits des Maximums von 09,/0T auf der langwelligen Seite liegt.
Wenn aber die Elemente der Sternsubstanz ein so grofles Atom-
gewicht haben, daf die L-Atome vorherrschen, dann muff man
mit der Méglichkeit rechnen, dafl man zwei Stufen aufsteigen mu8,
also bis zu N-Atomen, damit die Absorptionskanten ins richtige
Spektralgebiet fallen, was zur Folge haben wiirde, dal der Ab-
sorptionskoeffizient der dritten Potenz der Dichte proportional
wird. Man mufBl hier im Auge behalten, daBl sehr viele Kom-
binationen vorkommen kénnen.

14. Der obere Grenzwert des Absorptionskoeffizienten.

Die wirksamste Hemmung des Strahlungsflusses im Sterninnern
scheint durch kontinuierliche Kantenabsorption gegeben zu sein,
wie wir sie aus Versuchen mit Réntgenstrahlen kennen. Der exakte
analytische Ausdruck des Absorptionskoeffizienten fiir diesen Fall
ist sehr kompliziert und uniibersichtlich, und wir wollen uns deshalb
auf die Berechnung des oberen Grenzwertes des Absorptionskoeffi-
zienten beschranken. Fiir diesen Zweck wollen wir annehmen, daf3
die unstetige Verteilung der Absorptionskanten durch eine stetige
Verteilung ersetzt wird, so dafl z, als Funktion der Frequenz einen
glatten Verlauf zeigt. Der natiirlichste Weg zu dieser Glittung
besteht in einer Verallgemeinerung des frither in der Theorie der
Elektronenstreuung verwendeten halbklassischen Verfahrens, in-
dem wir zuerst den entsprechenden Emissionsprozel3 betrachten.
Die theofetischen Ausfiihrungen von KrRAMERS zeigen, daB wir auch
dieselbe GréBe I, fiir die Emission von Strahlung der Frequenz v
eines mit der Geschwindigkeit V bewegten Elektrons verwenden
diirfen, wie in der Theorie der Elektronenstreuung, wenn das
Elektron nach dem StoB frei war. Man muB3 aber jetzt beachten,
daBl Elektronen mit der Geschwindigkeit Null auch strahlen
kénnen, namlich bis zu der Maximalfrequenz v, = x/A. Um einen
oberen Grenzwert des Emissionsvermogens zu bekommen, be-
trachten wir diese Frequenz als unendlich gro8 verglichen mit
den uns interessierenden Frequenzen. Dies fithrt mit sich, daB
unser I, durch (88) gegeben ist, falls man rechter Hand » =0

setzt, also: e
Iy:KNszNeVm—. (104)
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Indem wir wieder ein lokales Gleichgewicht der Emission und
Absorption im Frequenzintervall » bis v + d» voraussetzen, be-
kommen wir

3
0wy 0= L(1+ g ) (105)
oder .
2 k4
Xy —KN NN, V2nkT o kT, (106)

Der langwellige Teil dieses Koeffizienten (kv < kT') entspricht
hauptsichlich der frither behandelten Absorption durch freie
Elektronen. Der kurzwellige Teil entspricht der Seriengrenz-
absorption aus allen Quantenzustinden des Atoms. Man be-
merke die Proportionalitit des Absorptionskoeffizienten mit der
dritten Potenz der Wellenlénge fiir lange Wellen. Der exponentielle
Verlauf des Koeffizienten im kurzwelligen Gebiet ist anderer-
seits ganz fiktiv, und nur durch die Néherungsannahmen ein-
gefithrt. Dieser Fehler hat aber nur einen kleinen Einflufl auf den
stellaren Absorptionskoeffizienten, da die Gewichtsfunktion ¢ g,/0 T
fir groBe Werte von Av/kT sehr schnell gegen Null konvergiert.

Wie frither bemerkt wurde, ist es notwendig, den oben ab-
geleiteten Wert von z, mit 1 — e #"#T zu multiplizieren, um
den negativen Einstrahlungsprozessen Rechnung zu tragen. Also
erhalten wir

@ — 2KN2N,CN3%V (107)

1 -
2akT &
und nach (75)

0 . 0
N2NkN 1/2 T laT/Q,,dvfﬁ Qf.dv]. (108)
0

Die Integrale in dieser Formel sind leicht zu berechnen. Man hat

o0 " o0
fg,dv=i§’;~3a3!_’1’4; fgi _(8”)” 61877,  (109)
0 0

WO

— -1 . =N_ " 97,
oc—zn = 1,08; ’3—2(1+n)7 =2-7.1.15 (110)
1 1

ist, was schlieBlich

N2EKc2h2a /) m
= /
ergibt. v =NeNe—g05— | s

(111)
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Wir wollen jetzt die Zahlen N, und N, durch die Dichte o
und das Atomgewicht A der Sternsubstanz ausdriicken. Wir
nehmen dabei an, daB die Sternsubstanz im wesentlichen aus
einem einzigen oder einer Reihe benachbarter Elemente besteht,
die in geniigender Naherung durch das mittlere Atomgewicht 4
und die mittlere Zahl Z von freien Elektronen pro Atom dargestellt
sind, und dafl N, die vorherrschende Ionisationsstufe reprisentiert.

Dann ist

Z o

NN, =&, (112)

so daB man den Ausdruck (111) wie folgt schreiben kann:

4 T Kerrayu

Y S
ZN*" 0 4208H2Y24% K

(113)

wo die rechte Seite der Gleichung eine absolute Konstante ist.
Wenn wir den numerischen Wert dieser Konstante einsetzen,

finden wir
inden AT

T NTE — 1,86-10%¢gs. (114)
Die Voraussetzungen, die dieser Rechnung zugrunde liegen,
weichen nun in einer Hinsicht von den wirklichen Verhiltnissen
sehr ab, indem die Rontgenversuche sich auf elektrisch neutrale
Atome beziehen, wihrend in den Sternen die Atome hoch ionisiert
sind. Wir haben keine Gelegenheit, diesen Punkt experimentell
zu prifen. Theoretisch ist aber die Frage von OPPENHEIMER!
und GAunT? diskutiert worden. OPPENHEIMER kommt zu dem
SchluB, dafl die Absorption sehr wesentlich vom Ionisationszustand
abhingen kann, und zwar im Sinne einer VergroBerung der Ab-
sorption mit fortschreitender Ionisation. In giinstigen Féllen
diirfte der stellare Absorptionskoeffizient, wie wir ihn in (114)
gegeben haben, zehnfach zu vergréBern sein. Nach GavuNT
sollen aber diese Resultate durch einen Rechenfehler vorgetduscht
sein; nach Beseitigung dieses Fehlers verschwindet auch der
angekiindigte Unterschied zwischen neutralen und ionisierten
Atomen. Wir kommen auf diese Frage spater zuriick.

1 ZS. 1. Phys. Bd. 55, S. 725. 1929.
2 Proc. Roy. Soc. London A. Bd. 126, S. 654. 1930.
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III. Hydrodynamik der Sterne.

Wir wollen jetzt die gewonnenen Kenntnisse des physikalischen
Zustandes der Sternmaterie fiir die Dynamik der Sterne ver-
werten, um Aufschliisse iiber die wirklichen Verhiltnisse im
Sterninnern zu erhalten. Wir wollen dieses Programm schritt-
weise durchfiihren, indem wir mit den einfachsten Fragen an-
fangen und zu komplizierteren aufsteigen. Es empfiehlt sich,
zuerst gewisse formale Beziehungen allgemeiner Natur zu be-
sprechen.

a) Erhaltung des Impulses. Die hydrodynamischen Bewegungs-
gleichungen sagen bekanntlich aus, daB die Anderung des inner-
halb einer festen Fliche enthaltenen Impulses durch Strémung
von Impuls durch die Flache oder durch die Wirkung #uBerer
Krifte erfolgt. Es seien V,, V,, V3 die rechtwinkligen Kom-
ponenten der Geschwindigkeit V der Materie in dem Punkte
%y, T3, T3, und @ die Massendichte. Die Impulsdichten in Richtung
der drei Koordinatenachsen sind dann oV,, oV,, 0V;, und jeder
Achsenrichtung entspricht ein Impulsstrom ¢V, + Vusw. Der Verlust
pro Zeit- und Volumeinheit an Impuls oV, ist offenbar div(oV, V),
und entsprechend fiir die anderen Achsen. Es seien f,, f5, fs
die rechtwinkligen Komponenten der duBeren Krifte pro Massen.
einheit und I7;; die Komponenten der inneren Spannungen der
Fliissigkeit. Um volle Allgemeinheit zu erzielen, nehmen wir
ferner an, dal die Masse wihrend der Bewegung nicht erhalten
bleibt und bezeichnen die pro Zeit- und Volumeinheit neu er-
zeugte Masse mit ¢. Die Forderung der Impulsbilanz innerhalb
eines infinitesimalen festen Volumelementes fithrt dann fir die
Bewegung lings der z;-Achse zu der Gleichung

0 0 d 0

En (eVi)=oh— ErS ViV — 9z, (Vi Ve) — 3z, (eV1V3)
01y 01T, 01,

0z, Oz, O + @V,

mit zwei entsprechenden Gleichungen fiir die ibrigen Achsen.
Um die Gleichung in Vektorform zu schreiben, ist es vorteilhaft,
die Strémung des Impulses durch den symmetrischen Tensor
zweiten Ranges M zu beschreiben, dessen Komponenten

(115)
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sind, und der dem Tensor IT der inneren Spannungen analog
ist. Die Bewegungsgleichungen (115) lassen sich dann in der
einen Vektorgleichung?

2 (V) = of — Div(M + 1) + QV (117)

zusammenfassen.
Die Kontinuititsgleichung der Masse wird andererseits

% 1 aivov=Q. (118)

Durch Verwendung dieser Gleichung reduziert sich die hydro-
dynamische Bewegungsgleichung (117) auf die Form

W —op—vive; LS iwn.
Es ist interessant zu bemerken, daB in dieser EvrERschen Form
der Bewegungsgleichungen der Term QV verschwunden ist, im
Gegensatz zu der MAXWELLschen Form (117). Die Beriicksich-
tigung des Massenverlustes diirfte fiir einige Probleme der stellaren
Hydrodynamik von Wichtigkeit sein.

b) Erhaltung der Energie. Gegeben sei eine feste geschlossene
Fliche §. Die Energie, die zu einem willkiirlichen Zeitpunkt ¢
in § enthalten ist, 1aft sich in 3 Teile zerlegen: 1. thermische
Energie des Strahlungsfeldes und der Materie; 2. subatomare
Energie; 3. kinetische Energie makroskopischer Vorgiinge. Die
Dichten dieser Energieformen seien mit ,, F, und LoV? be-
zeichnet. Die zeitliche Anderung der totalen Energie innerhalb
der Fliche S ist somit

f{;% (B, + E,) + %(%QW)}dr, (119a)
S

wo die Integration iiber den Raum innerhalb 8 zu erstrecken ist.
Die Energiezufuhr durch &duflere Krifte pro Zeiteinheit ist in

gleicher Weise
[etv)dz, (120)
8

wihrend Erzeugung von Masse einen Beitrag
1fQve-dr (120a)

1 Die Bezeichnung Div bezieht sich auf die Tensordivergenz und div
auf die gewdhnliche Vektordivergenz.



62 Hydrodynamik der Sterne.

ergibt. Die iibrige Energiezufuhr setzt sich zusammen aus dem
Strahlungsfluf F,, einem FluBl thermischer und innerer Energie
(B, + E,)V, und dem durch den Impulsstrom und die Druck-
krifte bedingten Energiestrom (V4 M 4 VII).

Also bekommt man fiir den gesamten Energieflu durch die
Flache 8

— [{F, + B+ E)V + Hmv) + (VID},d8,  (121)
S

wo der Index n bedeutet, dafl von den eingeklammerten Vektoren
nur die Komponenten nach der &uBeren Flachennormalen zu
nehmen sind. Das Flichenintegral 146t sich nach dem Gauss-
schen Satze als Raumintegral iiber die Divergenz des eingeklam-
merten Vektors innerhalb der Fliche 8 schreiben. Da diese Fliche
ganz willkiirlich ist, und somit infinitesimal genommen werden
kann, bekommt man als allgemeine Kontinuitidtsgleichung der
Energie:

5 Bt E) + 5 (heV?) — of¥) — Qv
+ Aiv {F, + (B, + E)V + § (MV) + (VII)} = 0.

Diese Gleichung 1aBt sich weiter vereinfachen. Wir multi-
plizieren die hydrodynamische Bewegungsgleichung (117) skalar
mit V:

(122)

V2 (o) =o(fV) — VDiv({M + I} + QVv*.  (123)

Diese Gleichung a8t sich durch einfache Transformation der
verschiedenen Glieder auf die folgende Form bringen:

o(fV) — -5 (+oV?) — div (3 VM) — VDivII + }QV2=0, (124)

wo @ wie frither die Masse bezeichnet, die pro Zeit- und Volum-
einheit erzeugt wird. Wenn wir diese Gleichung zu der Kon-
tinuitétsgleichung der Energie addieren, erhalten wir als Resultat:

2B+ B) + div{F, + (E,+ E,) V} = VDiv I — div(VII). (125)

Eine Erzeugung von Masse beeinfluit in der K'()ntinujtétsgleichung
nur die Energiedichten E, und E,.

Der negativ genommene Ausdruck rechts in der Gleichung (125)
148t sich auch als invariantes Produkt des Tensors 7 in den Tensor
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zweiten Ranges, den man aus der Geschwindigkeit ¥V durch
Ableitung nach den Raumkoordinaten bekommt, schreiben:

div(vII) — v Div IT = Z[Lk

690 . (126)
Fiir den Fall eines rein hydrodynamischen Mediums hat der
Drucktensor die Form:

av 0,i+k.
1, = 63 (p -+ pdivy) — ((9:1: -+ (%ck) 5ik={1,:ik. (127)

Hier ist p der hydrostatische Druck; x# und 1 sind zwei Viskositéts-
koeffizienten, die gewohnlich durch die Relation 1= 3y mit-
einander verbunden sind. Dies hat zur Folge, daff die Summe der
senkrechten Spannungen (Spur des Spannungstensors)

Sy =3p+ (3u — ) divy (128)
k

von der Geschwindigkeit unabhéngig wird. Durch Verwendung der
Augdriicke (127) fir die Spannungen bekommen wir als Aus-
druck fiir die Differenz (126):

div(vil) — VDivll = pdivV — D, (129)

. 3 ov. v\ IV,
= —p@vVPR+yu > (Gt + G S (130)
ik

WO

die pro Zeit- und Volumeinheit durch Reibung erzeugte Warme-
energie ist.

Wir konnen also die Kontinuitdtsgleichung der Energie in
der folgenden endgiiltigen Form schreiben !:

LB+ B) + &iv{F, + (B + B)V} + pdivv = &, (131)

¢) Hydrostatik. Wir betrachten jetzt den einfachen Fall eines
aus einem einzigen Element aufgebauten Sternes in hydrosta-
tischem Gleichgewicht. Es ist also der Gasdruck

k
Py=g,o7T, (132)

wo H die Masse eines Wasserstoffatoms, p das Molekulargewicht
(Wasserstoff = 1), ¢ die Dichte und 7' die absolute Temperatur

1 Vergleiche hier G. KircHHOFF, Vorlesungen iiber mathematische
Physik Bd. 4, S. 113. Leipzig 1894.
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ist. Die hydrodynamische Bewegungsgleichung reduziert sich jetzt
auf die bekannte Form:

Vo, = of . (133)
Die auflere Kraft f setzt sich zusammen aus der Gravitations-
kraft Ve, wo ¢ das Gravitationspotential ist und den durch Abh-
sorption von Strahlung ausgeiibten elektromagnetischen Kriften.
Bekanntlich ist der Gesamtimpuls einer ebenen elektromagne-
tischen Welle gleich der Energie der Welle, dividiert durch die
Lichtgeschwindigkeit. Also ist mit unseren fritheren Bezeich-
nungen der Impulsstrom im Frequenzintervall » bis » + d» gleich
F,dv/c. Von diesem Strom wird pro Zeit- und Volumeinheit
xz,F,dy/c absorbiert, was sich als Kraftwirkung auf die Materie
duBern mufl. Mit dem Naherungsausdruck (71) fiir F, ist diese
Strahlungskraft

~4yp (134)
und also die Gesamtkraft

— 1 VaTn. (134 a)
Diese Kraft 148t sich aus einem Potential

P = LtaT* (134 b)

ableiten, das gewohnlich als Strahlungsdruck bezeichnet wird.
Man sieht aus (67), daB die Strahlungskraft sich im allgemeinen
Fall stationdrer Verhéltnisse als Divergenz eines symmetrischen
Tensors zweiten Ranges darstellen 1aBt. Die hydrostatische
Gleichgewichtsbedingung hat somit die Form

@V(P = V(py + Ds) - (135)
Zu dieser Gleichung, die den Impulssatz ausspricht, kommt jetzt
die Gleichung (131), die den Satz von der Erhaltung der Energie
ausdriickt, und die sich im jetzigen Spezialfall auf

T | d&ivF, =0 (136)

reduziert. Von dem speziellen Mechanismus der Energieerzeugung
eines Sternes wissen wir zunichst nichts Sicheres. Wir wissen
nur qualitativ, aus der Existenz der Riesensterne, da8 die Energie-
erzeugung hauptsichlich im Innern stattfindet. Man sollte also
die Theorie so entwickeln, da man durch Vergleich mit den
Beobachtungen moglichst viel iiber die Energieerzeugung er-
fahrt. Im Falle rotationsloser Sterne ist diese Méglichkeit ziemlich
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begrenzt, da die Flichen konstanter Dichte und konstanter
Temperatur zusammenfallen, und man deshalb Funktionen der
Dichte von Funktionen der Temperatur nicht unterscheiden
kann. Rotierende oder pulsierende Sterne diirften fiir eine solche
Untersuchung viel giinstiger sein, da dort die isothermen und iso-
steren Fliachen sich schneiden kénnen.

15. EppineTons Theorie.

Eine allgemeine Diskussion der Verteilung der Energiequellen
in den Sternen liegt nicht vor. Man hat hauptsichlich den einen
Spezialfall diskutiert, dal die Energieerzeugung proportional der
Dichte verlauft und der Massenabsorptionskoeffizient eine Kon-
stante ist. Unter allen Umstéinden kénnen wir nicht umbhin,
eine bedeutende Konzentration sowohl der. Masse wie der Energie-
erzeugung gegen das Zentrum hin anzunehmen. Die Annahme
einer der Dichte proportionalen Energieerzeugung bietet anderer-
seits gewisse rechnerische Vereinfachungen, die einen guten Ein-
blick in das allgemeine Problem gewdhren. Man sieht ja ohne
weiteres, dall hierdurch die Kontinuitidtsgleichung der Energie
von derselben Form wird wie die Poissonsche Gleichung fiir die
Schwerebeschleunigung

div(—Ve) =4nGo, (137)

wo G die Gravitationskonstante bedeutet. Da sowohl der Energie-
strom F; wie die Schwerebeschleunigung — F @ im Unendlichen
verschwinden, ist ohne weiteres klar, daf3 F, iiberall proportional
—V @ sein muB. Durch Integration der beiden Gleichungen
iiber eine mit dem Stern konzentrische Kugelfliche mit dem
Radius r folgt ja

_V(p:(il‘ﬁr.

’ET
PR Fs

T 4mr?’

(138)

wo M, die Masse und £, die pro Zeiteinheit innerhalb der gegebenen
Kugelfliche erzeugte Energie bedeutet. Also ist

M, 4zcG M,
Vo= —471GE—T-F8—~——— i

Vop,. (139)

Da E, nach Voraussetzung proportional M, sein soll, ist auch
V@ proportional F;. Wir ersetzen jetzt in der hydrostatischen

Rosseland, Astrophysik. 5
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Gleichung die Schwerkraft durch den EnergiefluB nach der
obigen Relation. Dies ergibt

M,
daGo -G Vo=V (o, + p) - (140)
Man erhilt dann durch Integration

4mc@ ",
= (e — s e=3f (141)

Eigentlich hatten wir hier eine kleine Integrationskonstante von
p, subtrahieren sollen, um der Endlichkeit des Lichtdrucks an
der Sternoberfliche Rechnung zu tragen. Sobald man sich aber
eine kleine Strecke unter der Sternoberfliche befindet, ist diese
Konstante ganz zu vernachlissigen. Man bemerke, dal Gleichung
(141) auch in dem Falle giiltig ist, wenn ¢ und /g in solcher Weise
variieren, daB ¢-z/o rdumlich konstant ist. Dies ist wichtig,
da z/o nach der Theorie nicht ganz konstant sein kann. Tragt
man die Ausdriicke (132) und (134Db) fiir p, und p; in (141) ein,
so folgt als Zusammenhang zwischen Dichte und Temperatur
4xclG
€= ( sxfo

Es sei § das Verhaltnis des Gasdruckes zum Gesamtdruck;
dann ergibt (141)

H
— 1)“37 .78, (142)

4cG
&= 2l a1—-p. (143)

Durch Multiplikation dieser Relation mit der Masse M des Sternes
erhalten wir die pro Zeiteinheit vom Stern ausgestrahlte Energie:

L—dncgyu-1=F. (144)
%/e
Durch Einfiihrung der Konstante § wird die Relation zwischen
Temperatur und Dichte

aH
o=1l5 5t (145)

Der Gesamtdruck ist

1 T
P=PtP=1_ =51 (146)

was folgende Beziehung zwischen Druck und Dichte ergibt:

s . 3(1 — k3
p = Kp%, mit K:{a(uﬂmfl%}‘ (147)
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Es ist jetzt moglich, eine Gleichung fir o (oder p) allein ab-
zuleiten. Es ist nidmlich
7
1d dot de @
E%=4K'—d7 und -—Ez;z—félngrzdr. (14:8)
0
Wenn man diese Ausdriicke in die hydrostatische Gleich-
gewichtsbedingung eintragt, mit 72 multipliziert und nach r diffe-
rentiiert, erhilt man folgende Gleichung
L) =g o
oder, wenn man ¢ = u3 setzt und die Klammer auflést:
= cur =0, (150)

Die Losung dieser Gleichung mull zwei willkiirliche Konstante
enthalten, die wir als den der Dichte gz entsprechenden Radius R
und die innerhalb der Kugelfliche vom Radius R enthaltene
Masse M wihlen kénnen. Wenn gz sehr klein ist, etwa wie die
Dichte der Sonnenphotosphére, kann man R mit dem Stern-
radius und M mit der Sternmasse identifizieren.

Es ist eine Besonderheit des Exponenten 4 der Glei-
chung (147), daB die absolute Helligkeit des Sternes durch Masse,
Molekulargewicht und den mittleren Absorptionskoeffizienten des
Sternes bestimmt ist. Dies sieht man leicht ein in folgender
Weise. Die Helligkeit ist definitionsgem#fi durch

L—eM =22
/o
gegeben. Die Konstante 8 ist andererseits in der GréBe K/G ent-
halten, die in die Fundamentalgleichung (147) eingeht. Diese
letztere Konstante hat die Dimension [Masse]?, und da die Stern-
masse M die einzige verfiighare Massengrofle ist, so folgt

=0 (152)

1 —pM (151)

Durch Verwendung von (147) bekommt man fiir § die folgende
Gleichung vierten Grades:

4
1—p=0 T2 pnr, (153)
5*
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Fir die universelle Konstante dieser Gleichung hat EppiNaToN
durch numerische Auflosung der urspriinglichen Differential-
gleichung den Wert 0,00309 gefunden, wobei M in Einheiten
der Sonnenmasse ausgedriickt ist.

Es war bisher nicht méglich, die Lésung der Gleichung (150)
in geschlossener Form darzustellen. Die Gleichung ist aber von
R. EMDEN numerisch integriert worden. Die von EMDEN auf-
gesuchten Losungen sind sdmtlich singularitétsfrei, d. h. Druck,
Dichte und Temperatur behalten iiberall im Stern endliche Werte.

Ein typisches Beispiel
Tabelle 8. Typischer Riesenstern. einer solchen Rech-
WR | e T-10-5 | M/M nung ist in der neben-
teh -
0,006 | 0,1085 659 | 0000 1 enden Ta;;ne &
0,145 | 0,0678 5,64 0125  geben, wo M =1,5
0,200 | 10,0215 3,84 0,518  Sonnenmassen, R=10
0,435 0,0050 2,37 0,821 Sonnenradien  und
0,580 | 0,0010 1,38 0952 4 —28 gesotzt ist.
0,725 1,5-10 0,73 0,992 Diesen Werte %
0,870 1,93-10°° | 0,29 1,000 ” erten. ent-
1,000 _ _ 1,000 spricht eine effek-

tive Temperatur von

6500° K. Man sieht, dal die Temperatur sich nur langsam &ndert

und sich im Hauptinnern wesentlich iiber einer Million Grad halt.

Wir zitieren hier einige Formeln, die sich auf alle singu-
laritatsfreien Sterne beziehen, die nach dem Gesetz

1
p=K- QH” ;  m = konst. (154)
aufgebaut sind. Die totale Schwereenergie des Sternes ist
3¢ M2
.Q=5__n-—R—. (155)
Die mittlere Temperatur der Sternmaterie ist
_ p-uHG M
T, = KG_m & (156)

Die Mittelpunktstemperatur und Mittelpunktsdichte fiir den uns
besonders interessierenden Fall » = 3 sind
GM M

In diesem Fall ist also das Verhaltnis 7',/T,, = 1,704. Man sieht
hieraus, daB3 das Innere eines nach n ='3 aufgebauten Sternes
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sehr nahe isotherm ist. Fiir das Verhiltnis g./0, hat man keinen
einfachen analytischen Ausdruck. Man kann aber aus EMDENs
Tafeln die folgenden speziellen Werte entnehmen:

n=2, £—-114; n=25, L=241;
&m Om (158)
n=3, ¥ =545.
Om

Man bemerke besonders, daf kleine Anderungen von 7 eine
bedeutende VergréBerung der zentralen Massenkonzentration
herbeifithren. Hier ertffnet sich ein Weg, die Konstanz von
@+ T-3 zu kontrollieren, da der Grad der zentralen Massen-
konzentration die Bewegung enger Doppelsternpaare beeinfluf3tl.
a) Spezielle Beispiele. Wir wollen uns durch einige Beispiele
die Verhiltnisse im Sterninneren anschaulicher machen. Die
physikalischen Eigenschaften eines Sternes sind festgelegt durch
zwei Bestimmungsstiicke. Der Beobachtung zuginglich sind die
effektive Temperatur 7',, die Masse M und die Leuchtkraft L.
Diese 3 Gré8en sind durch die Relation (151) miteinander ver-
bunden, so dafl man die eine aus den zwei anderen berechnen
kann. Weiter berechnet man den Radius des Sternes aus der
Relation L = wac R2T?*, die mittlere Dichte aus @, = M/§7 R3,
die Mittelpunktstemperatur und die Mittelpunktsdichte aus (157)
und das Verhéltnis des Strahlungsdruckes zum Gesamtdruck
aus (153). Die Resultate einer solchen Rechnung geben wir
nach EppiNaToN? tabellarisch wieder, fiir zwei typische Riesen-
sterne (Capella und JCephei) und zwei Sterne der Hauptreihe

(V Puppis und die Sonne).

Tabelle 9.

Stern IK ;g;:’ L-10-33erg | Sp.| 7. |R-10-11cm| om e |T-10-¢|1-8
Capella 8,30 480,0 | GO 5200 9,65 0,00227| 0,1234| 9,08 {0,283
8 Cephei | 17,9 2810,0 F9| 5200 23,2 0,00034, 0,0185| 6,16 |0,451
V Puppis| 38,1 26200,0 | B1 {19000 5,28 0,0618 | 3,35 424 10,597
Sonne 1,985 3,78 | GO | 5740 0,695 |1,41 76,5 39,5 [0,0499

1 Siehe H. N. Russerr, Month. Not. Bd. 88, S. 641. 1928.
* Die effektive Temperatur ist so definiert, daB die Strahlung pro
Flicheneinheit acT'%/4 ist. Man vergleiche §33.
2 Siche ,,Der Innere Aufbau der Sterne‘, deutsche Ausgabe 8. 177ff.
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In dieser Rechnung stecken noch zwei Annahmen. Erstens
ist das mittlere Molekulargewicht durchweg gleich 2,11 an-
genommen, und zweitens ist der mittlere Absorptionskoeffizient
gewissermaBen als verfiigbare Konstante betrachtet worden,
indem man nach (114) z/o = «, * ¢/T% schreibt und x; als eine
fiir alle Sterne gleiche Konstante betrachtet. Der empirische Wert
dieser Konstante ist

x, = 8,98 - 10% CGS.

Obgleich es natiirlich dahingestellt bleiben mul, ob die Sterne
genau nach dem EpbpIiNgronschen Modell aufgebaut sind, darf
man doch mit einiger Sicherheit erwarten, dafl die obige Tabelle
eine richtige Vorstellung von den mittleren Verhéltnissen im
Sterninnern gibt. Der kleine Wert des Molekulargewichts ist
durch die Tonisationstheorie verbiirgt; die Innentemperatur mufl
im groBlen Ganzen (doch mit einigem Vorbehalt fiir die unmittel-
bare Umgebung des Sternmittelpunkts) von der angegebenen
GroéBenordnung sein, damit der Stern die beobachteten Dimen-
sionen besitzen kann. Kleine Ab#énderungen des Temperatur-
verlaufs, -oder, was damit gleichwertig ist, kleine Anderungen
der Verteilung der Energiequellen, kénnen nichts Wesentliches
an diesem Resultat &ndern.

16. Der elektrische Druck.

Um uns einen Begriff von der durch den elektrischen Druck
herbeigefiihrten Abweichung der Sternsubstanz von den idealen
Gasgesetzen zu bilden, betrachten wir zuerst den allgemeinen
Fall, wo die Dichte proportional der sten Potenz der Temperatur
ist. Wir beziehen die Betrachtungen auf den Ausdruck (43)
fiir den elektrischen Druck, weil dieser wahrscheinlich einen oberen
Grenzwert fiir die Bedeutung dieses Druckes gibt. Nach diesem
Ausdruck ist der elektrische Druck ©:7'~% proportional, was
mit @ oo 7° auf Proportionalitit des elektrischen Druckes mit
T%Gs-1 fihrt. Fir den uns interessierenden Fall s = 3 sieht
man, daBl der Exponent von T gleich 4 wird. Fiir s > 3 wird
der elektrische Druck schneller nach dem Zentrum hin wachsen
als der Gasdruck, und umgekehrt fiir s << 3.

Aus dem gliicklichen Zufall, daB der elektrische Druck fiir
s = 3 proportional dem Gasdruck herauskommt, folgt, daB die
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Beriicksichtigung dieses Druckes in der obigen Theorie des hydro-
statischen Gleichgewichts eines Sternes nur eine geringfiigige Ande-
rung der Konstanten herbeifithrt. Der totale Druck ist jetzt

Py +ps+pE: P (159)
und die Gleichung

Py T PE=71_3 f 5Ps (160)

ersetzt Gleichung (146). Wenn wir die Ausdriicke fiir die Partial-
drucke p,, p, und py in diese Gleichung einfiihren, erhalten
wir direkt die folgende Relation zwischen Dichte und Temperatur
__uHla 8 li%./ne‘*

Q#T{gl_ﬂ—l-g({ps) WZ3(1+Z)3}T3, (161)

und zwischen Druck und Temperatur

T4
p= g = (162)
Elimination der Temperatur aus diesen Gleichungen ergibt
[ 3 1—- Y,
p={awtm gy ¢ (163)

wo y das Verhiltnis des elektrischen Druckes zum Lichtdruck
bedeutet und durch die Gleichungen

B3 .27
v+ 5 =0 o= (164)
gegeben ist. Genau so wie im vorigen Fall kénnen wir schlieflen,
daB der Koeffizient von ¢f in der Relation (163) zwischen Druck
und Dichte proportional zu M sein muBl, wo M die Sternmasse
ist. Also ist die erweiterte Form von (153) durch

1—f=308-10"2u4M2(f +y(1 — H)*  (165a)

gegeben. Aus dieser Gleichung kénnen wir y mittels der Glei-
chung (164) eliminjeren. Dies ergibt

1—B=q,(8+ {31 — B} ~¥* ¢, =3,08-10"3ut M2, (165)

Alle qualitativen Folgerungen der wurspriinglichen Theorie be-
stehen natiirlich zu Recht auch in dieser erweiterten Theorie.
Nur die Konstanten fallen anders aus. Um eine Vorstellung
von den zu erwartenden Abweichungen zu bekommen, kénnen
wir z. B. annehmen, daB der elektrische Druck den Lichtdruck
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gerade aufhebt. Aus den Gleichungen (164) und (165) kann man
den entsprechenden Wert von Z berechnen. Die Auflésung der
Gleichung (164) nach Z gibt

2 1 3 27 %
Z =yl — B (rozm) (166)

Wenn wir in dieser Gleichung und in (165a) y =1 setzen und
f eliminieren, finden wir

27 ¥
Z— (m) % (167)

Betrachten wir z.B. einen Stern von 1,5 Sonnenmassen mit
dem mittleren Molekulargewicht 2,8, so finden wir Z = 65. Man
muf jetzt bedenken, dafl Atome mit 65 abgespaltenen Elektronen
auch einen hiibschen StrauBl gebundener Elektronen besitzen
miissen, und weiter, daB der von uns gebrauchte Ausdruck fiir
den elektrischen Druck 2- bis 3mal zu hoch geschitzt ist. Es
scheint deshalb sicher, dafl unter den oben gemachten Voraus-
setzungen der elektrische Druck keine groBe Rolle fiir den Stern-
aufbau spielen kann, es sei denn, dafl die im Sterninnern vorkom-
menden Elemente wesentlich gréfere Atomnummer haben als die
aus der irdischen Physik und der Astrophysik sonst bekannten
Elemente. Aus der obigen Rechnung folgt auch, daB die elektrische
Wechselwirkung der freien Teilchen fiir die Berechnung des Ioni-
sationsgleichgewichts keine wesentliche Rolle spielen kann.

17. Die Bedeutung der Oberflichenschicht fiir die innere
Struktur eines Sternes.

Wenn man in einem Stern von innen nach auflen geht, werden
die Voraussetzungen der obigen Theorie um so schlechter erfiillt
sein, je mehr man sich der Oberflaiche néhert. Im Hauptinnern
wird die Ionisation fast vollkommen sein, wihrend an der Ober-
fliche die Atome entweder elektrisch neutral sind oder doch
héchstens ein paar Elektronen verloren haben. Sofern die Sterne
nicht vorwiegend aus Wasserstoff bestehen, wird man daher
erwarten, daB das mittlere Molekulargewicht in der Oberflichen-
schicht sehr schnell anwachsen wird. Man kann auch nicht ohne
weiteres erwarten, daB unsere einfache Theorie des stellaren
Absorptionskoeffizienten auf diese Schicht anwendbar ist. Es
erhebt sich deshalb die Frage, ob es iiberhaupt moglich ist, eine
Theorie des Sterninnern zu entwickeln, wenn man die physi-
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kalischen Bedingungen bis ganz an die Sternoberfléche kennt. Diese
Frage ist in friiheren Arbeiten meist mit dem Hinweis abgefertigt
worden, daB die Oberflichenschicht zu wenig Masse enthilt, um
den Bau des Sterninnern merklich beeinflussen zu konnen, aber
eine nihere Diskussion dieser Frage ist. bisher nicht gegeben
worden.

MmNE! hat vor kurzem darauf aufmerksam gemacht, daB
man bei geeigneten Anderungen der Oberflichenbedingungen den
inneren Bau eines Sternes weitgehend #ndern kann. Stellen wir
uns z. B. vor, dafl wir den photosphérischen Absorptionskoeffi-
zienten der Sonne beliebig dndern konnten. Bei sehr starker
VergroBerung des Koeffizienten wiirde die von Innen kommende
Strahlung an der Oberflache reflektiert werden und den Stern
noch weiter erwirmen, und bei beliebiger VergréBerung des
Absorptionskoeffizienten konnte man das Sonneninnere beliebig
hoch erwirmen. Durch die Vergroferung des Gasdrucks wiirde
die Sonne sich ausdehnen, und sofern die Helligkeit unverindert
bliebe, wiirde die effektive Temperatur der Sonne sich entsprechend
verkleinern. Bei einer Verkleinerung des photosphérischen
Absorptionskoeffizienten wiirden sich die Verhéltnisse in um-
gekehrter Reihenfolge abspielen. Man versteht also, daB man
im allgemeinen die Oberflichenbedingungen nicht vernach-
lassigen darf. Es kann aber sehr wohl sein, daBl die Sterne so
gebaut sind, daBl die Oberflichenbedingungen keine grofle Rolle
spielen.

Ein Blick auf Tab. 8 zeigt, dal 99% der Masse eines Sternes,
der nach der EppiNnaTonschen Theorie gebaut ist, sich innerhalb
0,725 des Sternradius befinden und dafl die Temperatur der
Sternsubstanz an dieser Stelle auf ein Zehntel der Temperatur
im Sternmittelpunkt gefallen ist. Man findet auch, daB in diesem
Bereich die Anderung des mittleren Molekulargewichts so gering
ist, daB die EppineToNsche Theorie wahrscheinlich durch den
ganzen Innenbereich gilt. In dem #uBeren Bereich spielt sich
der ganze Abfall der Temperatur von einigen Millionen Graden
bis auf den Oberflichenwert von einigen tausend Graden ab.
Das mittlere Molekulargewicht steigt an bis zu dem Wert an
der Oberfliche. Es besteht deshalb die Moglichkeit, dafl die
eigentliche Oberflichenschicht des Sterns sich iiber einen Bereich

1 Month. Not. Bd. 90, S.17. 1929.
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von 25% des Sternradius erstreckt. Gesetzt z. B., dafl die Warme-
leitfahigkeit in dieser Schicht im Mittel 5mal grofer ist als im
Hauptinnern. Dann wiirde bei ungeénderter effektiver Tem-
peratur und Dichteverteilung die Temperatur der Trennungs-
fliche ebenso hoch sein wie die Mittelpunktstemperatur im
fritheren Fall. In einem konkreten Fall wiirden die Verhéltnisse
nicht ganz so liegen, da das mechanische Gleichgewicht durch
die Erhitzung geindert wird; aber man versteht doch, dal} der
innere Bau des Sternes durch die speziellen Bedingungen in
der Oberflichenschicht wesentlich mitbestimmt sein kann.

18. Die Korrelation zwischen Masse, Helligkeit und effektiver
Temperatur eines Sternes.

Indem wir die obigen Uberlegungen im Auge behalten, wollen
wir jetzt die von der EppinaToNschen Theorie verlangte Korre-
lation zwischen Masse, Helligkeit und effektiver Temperatur
niher betrachten. Diese Korrelation ist durch die Glei-
chungen (151), (153), (bzw. 165) dargestellt. Nach den theo-
retischen Uberlegungen in § 13 ist zu erwarten, daB der Massen-
absorptionskoeffizient ungefahr proportional ¢/73, also nach (145)
proportional §/(1 — f) sein soll, oder

2 _o f

o 1-¢8"
Wenn dies in (151) eingefithrt wird, folgt firr die Helligkeit des
Sternes der Ausdruck
47c@G (1 — )
L==" = B 2
Wenn der Absorptionskoeffizient nicht genau proportional o/7'3
verlduft, wird C von der effektiven Temperatur des Sternes ab-
héangen.

DaB eine solche Relation zwischen Helligkeit, Masse und effek-
tiver Temperatur zum Vorschein kommt, ist nicht merkwiirdig;
denn sie ist nur ein Ausdruck fiir die der ganzen Rechnung zu-
grunde liegende Idee, daB alle Sterne nach dem gleichen Modell
aufgebaut sind. Es ist ohne weiteres einleuchtend, dafl von zwei
Sternen verschiedener Masse der massigere Stern die groBere
Helligkeit hat, wenn beide Sterne dieselbe effektive Temperatur
haben und nach derselben Skala gebaut sind. Die Existenz

M. (151a)
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einer Relation dieser Art zwischen Helligkeit, Masse und Tem-
peratur fiir alle Sterne, die einem homologen Zweig angehdoren,
ist von MiLNE! allgemein diskutiert worden, Es ist daher von
groBem Interesse fiir die Theorie des Sterninnern, daB eine
solche Korrelation unter den Sternen wirklich besteht, wie zii-
erst von EDDINGTON gezeigt wurde2. Abb. 5 gibt die empirischen
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Abb. 5. Die Massenhelligkeitskurve. o Erstklassige Bestimmungen. e Bestimmungen
zweiter Klasse. X Verfinsterungsverinderliche. o Cepheiden.

(Nach EDDINGTON, Der innere Aufbau der Sterne Abb. 2.)

Daten und eine den Relationen (151) und (1563) entsprechende
Kurve, bei welcher die eingehenden Materialkonstanten so ge-
wiahlt sind, daB der Verlauf der theoretischen Kurve sich méglichst
gut den Beobachtungen anschlieBt. Offenbar ist die Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Beobachtung gut. Die auf-
fallendste Ausnahme ist der Begleiter des Sirius (m = 11,3;

1 Month. Not. Bd. 90, S. 17. 1929.
2 Month. Not. Bd. 84, S. 308. 1924.
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log M = —0,071). Da dieser Stern ein weiler Zwerg ist, haben
wir vielleicht hier eine Andeutung dafiir, daBl die weilen Zwerge
nicht mit den iibrigen Sternen homolog sind. Die weitgehende
Giiltigkeit der Masse-Leuchtkraftbeziehung deutet darauf hin,
daB die Sterne nicht nur homolog gebaut sind, sondern auch
angendhert nach demjenigen homologen Zweig, auf dem das Ver-
hiltnis von Gasdruck zum Strahlungsdruck konstant ist, wenn
die empirisch bestimmten Werte des mittleren Molekulargewichts
und des Absorptionskoeffizienten theoretisch plausibel sind. Dieser
Punkt ist noch etwas dunkel, da die frither entwickelte Theorie
des Absorptionskoeffizienten ein sehr extremes Mischungsver-
héltnis der Elemente in den Sternen erfordert, um den empirischen
Wert des Absorptionskoeffizienten darzustellen.

Das mittlere Molekulargewicht schwankt zwischen den
Werten 0,5 und etwa 3, je nach dem Gehalt des Sternes an Wasser-
stoff. Die Leuchtkraft hingt sehr empfindlich vom Molekular-
gewicht ab, da es in die Relation (153) mit der vierten Potenz
eingeht. Man kann nun fiir jedes Wertepaar Masse —Leuchtkraft
ein Wertepaar Molekulargewicht— Absorptionskoeffizient finden.
Man sieht leicht ein, daB, je groBer das Molekulargewicht ist,
der Absorptionskoeffizient um so grofler wird. Wenn man einen
mittleren Wert des Molekulargewichts wahlt, findet man den
zugehérigen Wert des Absorptionskoeffizienten im Mittelpunkt
von Capella von der Ordnung 50. Dies ist nun viel mehr, als
man nach der Theorie erwarten sollte, da der entsprechende
theoretische Wert wenigstens 10mal kleiner ist. Um diese Un-
stimmigkeit zu entfernen, ist es notwendig, das mittlere Mole-
kulargewicht zu verkleinern, was nur durch Beimengung von
Wasserstoff moglich ist, und eine Mischung nach Gewicht von
20% Wasserstoff mit 80% Eisen liefert tatsiichlich die richtige
Leuchtkraft. Ob dies auch fiir die Sterne zutrifft, steht dahin.
Freilich gibt es gute Griinde fiir die Annahme, daBl die Stern-
atmosphiren zum iiberwiegenden Teil aus Wasserstoff bestehen?;
aber wir wissen nichts Bestimmtes dariiber zu sagen, ob dies auch
fir das Innere der Sterne zutrifft.

1 Die Griinde fiir die Annahme, daB8 Wasserstoff in der Sonnenatmo-
sphére viel haufiger ist als andere Elemente, wurden besonders klar vor-
gefiihrt von W. H. McCrEA, Month. Not. Bd. 89, S. 483. 1929 und H. N.
RusseLL, Astrophys. Journ. Bd. 70, S. 11. 1929.
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In zwei Abhandlungen hat MILNE?! versucht, die EDDINGTON-
sche Theorie einer tiefgreifenden Kritik zu unterwerfen, die auch
beabsichtigte, das Dilemma des Absorptionskoeffizienten zu losen.
Als positiver Vorschlag in dieser Richtung hat er kiirzlich? den
Gedanken entworfen, die Giiltigkeit der gewohnlichen Gasgesetze
in der Nihe des Sternmittelpunktes aufzugeben. Da man hierzu
ungeheuer groBe Dichten braucht, wird die ganze innere Struk-
tur des Sternes wesentlich anders verlaufen als nach dem EpDIiNG-
ToNschen Modell. Inwieweit die Schwierigkeiten mit dem Ab-
sorptionskoeffizienten so zu lésen sind, 1aBt sich wohl erst durch
die quantitative Durchrechnung eines konkreten Beispiels be-
urteilen.

19. Innere Stromungen der Sterne.

Es liegt auf der Hand, daB einer Untersuchung der inneren
Bewegungen der Sterne sehr grofle Schwierigkeiten entgegen-
stehen. Zwar ist sie nicht aussichtslos, aber sie erfordert eine
intensivere Zusammenarbeit von Theorie und Beobachtung, als
ihr bis jetzt gewidmet worden ist. Betrachten wir z. B. unsere
eigene Sonne, die wir doch besser kennen als irgendeinen anderen
Stern. Daf} sie eine allgemeine innere Zirkulation besitzt, ist
auBer Zweifel, da sie bekanntlich am Aquator schneller rotiert
als am Pol. Die Winkelgeschwindigkeit wachst nach der Aquator-
ebene hin gemifl dem Gesetze

o = wy(l — &?sin?p + - ), (168)

wo @y und o Konstanten sind und ¢ die heliographische Breite
ist. Nach allen Erfahrungen iiber die Exdatmosphire mufl einem
Bewegungszustand dieser Art eine sehr kleine Stabilitét zukommen,
und die Sonnenflecken sind wohl als Wirbelbildungen zu be-
trachten, die diese Instabilitit periodisch ausléschen, gerade so,
wie die intermittierenden heiBlen Quellen sich von ihren Instabili-
titen durch Ausbriiche periodisch befreien. Weiter ist der Sonnen-
magnetismus zu nennen, iiber den wir freilich noch keine quanti-
tativ befriedigende Theorie besitzen; aber es diirfte keine gewagte
Vermutung sein, daff der Magnetismus, sowohl in den Flecken
wie an der Sonnenoberfliche im allgemeinen, durch innere Be-

1 Month. Not. Bd. 90, S. 17. 1929 (Erwiderung von EDDINGTON ibid.
S. 279 und S. 284. 1930), und Bd. 90, S. 678. 1930. :
2 Nature Bd. 126, S. 229. 1930; Observatory Bd. 53, S. 288. 1930.
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wegungen hervorgerufen wird. Es ist also dafiir gesorgt, dafl
die Erforschung des inneren Bewegungszustandes der Sonne eine
empirische Plattform besitzt, die zwar nur in geringem Mafle
ausgebaut ist, die aber doch der Theorie reelle Stitzpunkte
darbietet.

Bei den iibrigen Sternen sind die Verbiltnisse nicht ein-
heitlich. Am aussichtsreichsten diirfte das Studium der ver-
anderlichen Sterne sein, bei welchen der innere Zustand sich
viel weiter enthiillt als bei den iibrigen Sternen. Die Theorie
dieser Erscheinungen steht noch am Anfang.

20. Stabilitidtskriterien.

Um die inneren Bewegungen der Sterne an der Wurzel zu
fassen, wollen wir die Bedingungen fiir stabile Schichtung eines
Sternes in hydrostatischem Gleichgewicht untersuchen. Ins-
besondere ist zu erértern, inwieweit ein gasformiger Stern, der
nach dem Gesetz p ~ o* aufgebaut ist, fiir kleine lokale Schwan-
kungen der Temperatur mechanisch stabil ist. Wir betrachten eine
kleine Masse 6.M des Sternes und nehmen an, daB die Tem-
peratur dieser Masse momentan iiber die Temperatur der um-
gebenden Massen erhtht wird. Hierdurch wichst der Druck von
O M iiber den Druck der umgebenden Massen, was eine Aus-
dehnung, Verdiinnung und deshalb auch einen Auftrieb der
Masse 0 M zur Folge haben muBl. Wir wollen das Schicksal der
Masse verfolgen unter der Annahme, daf die Zustandsinderung
adiabatisch verlduft.

Dabei sind zwei grundverschiedene Fille zu unterscheiden.
Es kann sein, daB der ungestorte Temperaturgradient léngs des
Sternradius so klein ist, daB die Temperatur von 6 M, um dem
Druck der umgebenden Massen das Gleichgewicht zu halten,
schneller fallen muf als die Temperatur der Umgebung. Dann
wird aber die Dichte von 0M langsamer abnehmen als die
Dichte der Umgebung, weil das Produkt aus Dichte und Tem-
peratur innerhalb und auBerhalb von M denselben Wert des
Druckes ergeben soll. Hierdurch entsteht schlieflich eine Kraft
auf 0 M, die die Masse in Richtung der Gleichgewichtslage zu
treiben strebt. Wenn die Masse anfinglich relativ zur Umgebung
abgekiihlt wire, wiirde sie zuerst herabsinken, aber sich zu schnell
erwirmen, sich relativ zur Umgebung verdiinnen und wieder auf-
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steigen. Unter diesen Umsténden geben also kleine Schwankungen
der Temperatur (oder auch der Dichte) nur Anla8 zu stabilen
Schwingungen. Anders ist es, wenn der Temperaturgradient des
Sternes grofer ist als der adiabatische Temperaturgradient. Eine
kleine Masse wird dann beim Aufsteigen relativ zu der Um-
gebung sich immer mehr erwérmen und wird immer schneller
in die Hohe getrieben werden; oder beim Herabsinken sich immer
schneller abkiihlen als die Umgebung, und zum Sternzentrum
hin fallen. Die Schichtung ist dann instabil. Bedingung fiir
die Stabilitat ist also, daBl der vorhandene Temperaturgradient
kleiner ist als der adiabatische Gradient. Diese Gleichgewichts-
bedingung 148t sich auf eine fiir numerische Rechnung bequemere
Form bringen, wenn man die zwischen Druck und Dichte be-
stehende Relation, statt des Temperaturgradienten, betrachtet.
Der Temperaturgradient ist um so groBer, je gréBer der Expo-
nent y in der Relation

p=Kg" (169)

ist. Das obige Stabilitdtskriterium 148t sich deshalb auch so
aussprechen, daf der adiabatische Wert von y durch den ganzen
Stern gréBer als 4 sein muBl, damit Stabilitdt herrschen kann.

Um das Stabilitdtskriterium auf eine der Rechnung zuging-
liche Form zu bringen, verfahren wir wie folgt. In der Kontinui-
tatsgleichung der Energie vernachlissigen wir den Energie-
transport durch Strahlung (F, = 0), die Vernichtung oder Er-
zeugung der Masse (¢ = 0) und die Warmetonung der Viskositit
(P = 0). Die Gleichung reduziert sich dann ohne weiteres auf

dE 1do . d 0
W—@+m?mu =5 T VP, (170)

wo der Operator d/d¢ wie gewohnlich die zeitliche Ableitung
relativ zu der bewegten Substanz und E die gesamte innere
Energie bedeuten. Wenn wir hier £ als Funktion der Dichte
und des Druckes betrachten, schreibt sich die obige Gleichung

o0k 0F d
Tir=(—e% +r+5)2, (171)

oder auch
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Wenn man andererseits die Gleichung (169) logarithmisch ab-
leitet, findet man dp do
P Te
Man sieht also, dal die Stabilitit durch die Forderung
[ E OFE o\(O0E\-1_ 4
r=(+5 -5 3)e) >3 (173)
gesichert ist.

Bekanntlich ist y fiir adiabatische Vorginge gleich dem Ver-
haltnis der spezifischen Warme bei konstantem Druck zur spe-
zifischen Wirme bei konstantem Volumen.

Wenn wir den elektrischen Druck vernachlissigen, sind Druck
und Energie durch die Relationen

__ ekT a
=g 3T (174)
und 3 okT
E:Ei—H+aT4+1 (175)

gegeben, wo I die Dichte der Anregungs- und Ionisationsenergie
bedeutet.

Die Berechnung von y nach den obigen Formeln fiir irgendein
gegebenes Element erfordert ziemlich langwierige numerische
Rechnungen, die wenig iibersichtlich sind. FowLER und GUGGEN-
HEmM! haben aber eine Reihe von Beispielen durchgerechnet,
die in der folgenden Tabelle teilweise zusammengestellt sind.
Die Dichte- und Temperaturverhiltnisse sind dabei fiir einige
typische Sterne aus der einfachen Theorie des hydrostatischen
Gleichgewichts mit einer der Dichte proportionalen Energie-
erzeugung berechnet worden.

Tabelle 10. Verschiedene y-Werte (Mittelwerte).

,4=2,2| H o | we i an Br | Ag
RR Lyrae. . . . . . .. 1,48 | 1,69 | 1,60 | 1,43 | .. .. 11,46
RT Aurigae . . . . . . . 1,45 | 1,65 | 1,46 | 145 | .. .. |L375
7 Aquilae . . . . . . . . 1,435 1,63 | 1,45 | 1,43 [1,42] 1,285|1,41
Y Ophiuchi . . . . . .. 1,405 | 1,485 | 1,405 1,395|1,32| 1,31 1,375
Typischer 8 Cephei-Stern .| 1,40 | 1,50 | 1,42 ] 1,31 | .. .o L,32

Man sieht, daBl die y-Werte sich im allgemeinen weit oberhalb
des kritischen Wertes 1,33 halten. Es kommen aber auch Fille

1 Month. Not. Bd. 85, S. 961. 1925,
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vor, wo die y-Werte den kritischen Wert 1,33 unterschreiten,
was also instabilen Zustdnden entspricht. Diese kritischen Zu-
stinde der Materie sind dadurch bedingt, daB das betreffende
Element eine Elektronengruppe durch Jonisation im Begriff ist
zu verlieren, oder gerade verloren hat. Wenn bei der adiabatischen
Ausdehnung einer solchen Substanz die Temperatur etwas fillt,
so wird die Ausdehnungsarbeit groBtenteils auf Kosten der durch
Rekombination von Elektronen und Atomionen freigemachten
Energie erfolgen, und nur teilweise auf Kosten der Energie der
translatorischen Bewegungen der freien Teilchen. Dies wird so
lange dauern, bis die betreffende Elektronenschale aufgefiillt ist,
wonach y sogleich wieder auf stabile Werte steigt. Hier wird
es sich halten, bis die nichste Elektronengruppe mit ins Spiel
kommt.

Solange wir nichts Sicheres iiber die Atomnummern der Ele-
mente im Sterninnern wissen, kann man weder behaupten, daBl
die nach dem Gesetz pcoo? gebauten Sterne stabil, noch daf
gie instabil seien. Wenn man aber bedenkt, daB aller Wahr-
scheinlichkeit nach doch viele verschiedene Elemente im Stern-
innern vorhanden sind, deren kritische y-Werte bei ganz ver-
schiedenen Kombinationen der Temperatur und Dichte erreicht
werden, so wird man wohl im allgemeinen erwarten diirfen, daf
die Schichtung stabil ist.

Man muB} jedoch bedenken, dafl der Wert 4 des Exponenten
der Druck-Dichte-Relation direkt auf der vereinfachenden An-
nahme beruht, daB die Energieerzeugung pro Volumeneinheit pro-
portional der Dichte erfolgt. Wenn die Energieerzeugung noch
starker gegen das Zentrum hin konzentriert wire, so wiirde,
wenigstens in der Nahe des Sternzentrums, eine VergroBerung
des Temperaturgradienten die Folge sein. Es ist durchaus még-
lich, daB} die wirklich stattfindende Energieerzeugung lokale Kon-
vektionsstrome bedingt, selbst wenn die Sterne kein resultierendes
Impulsmoment besitzen, besonders in der Néhe der Oberfliche,
wo das mittlere Molekulargewicht schnell anwéichst. Wie wir
sogleich sehen werden, schrinkt die Rotationsbewegung die
Moglichkeit konvektionsloser Bewegungen in solchem MaBe ein,
daB man, bei der verschwindend kleinen Wahrscheinlichkeit
rotationsloser Bewegungen eines Sternes, praktisch immer mit
dem Vorhandensein von Konvektionshewegungen rechnen muB.

Rosseland, Astrophysik. 6
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21. Rotierende Sterne.

Wir vernachlissigen die Wirkungen der Reibungskrifte und
betrachten reine Rotationsbewegungen um eine feste Achse. Die
Rotationsgeschwindigkeit W darf aber dabei raumlich veréinder-
lich sein, d. h. eine Funktion des Abstandes R von der Rotations-
achse und der Hoéhe 2 iiber einer auf der Achse senkrecht stehenden
Ebene. Die Bewegungsgleichung (116) reduziert sich unter solchen

Umstéinden auf die folgende Form

[(WV]=aVp —Vd; &= % (176)

Die Geschwindigkeit V ist mit der Rotationsgeschwindigkeit und
dem Radiusvektor r des gegebenen Punktes durch die Relation
V=[Wr] (177)

verkniipft. Wenn wir das Gravitationspotential aus der Glei-
chung (176) durch kreuzweise Ableitung wegschaffen, erhalten wir!

= [VaVp]. (178)

Diese Relation, die zuerst von BJERkNES? entdeckt wurde, zeigt
folgendes: 1. Wenn die Rotationsgeschwindigkeit eine Funktion

1 Die Rechnung gestaltet sich wie folgt: Der gewohnliche Vektor-
formalismus ergibt folgende Gleichung:

10t [WV] = VdivW 4 (WP)V — (V)W — WdivV.
Es ist nun zu beriicksichtigen, daB fiir eine reine Rotationsbewegung
divV = 0 ist. Andererseits bleibt die Rotationsgeschwindigkeit W fiir ein
individuelles Teilchen wihrend dessen Bewegung erhalten, was das Ver-
schwinden von (VV)W bedingt. Also verschwinden auch die zwei letzten

Terme der obigen Gleichung. Es ist drittens zu bemerken, da W keine
Komponente in Richtung von R besitzt, was zur Folge hat, daBl die zwei

iibrigbleibenden Terme der Gleichung in der Form (%(W, V) geschrieben

werden konnen. SchlieBlich bemerkt man, da V proportional zu W,, und
sonst von z unabhingig ist was

(9W

2 w.v) =
mit sich fithrt. Hierdurch ist die linke Seite der Gleichung (178) bewiesen.
Die rechte Seite folgt einfach aus der Vektorformel

rot (x Vp) = arot (Vp) + [Va Vp],

da ja rot(Vp) identisch verschwindet.
2 Akad. d. Wiss. Norwegen: Geofysiske Publikationer II, Nr. 4. 1921.
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von R allein ist, sind die Flichen konstanten Druckes und kon-
stanter Dichte parallel zueinander. Es existiert ferner dann ein
Beschleunigungspotential Q:

(wvl=VeQ, (179)
das durch

R
Q:[Wz-R-dR (180)

gegeben ist. Man nennt die Flachen, wo
V=¢&+ 2 (181)

konstant ist, Niveauflachen, und man siecht ohne weiteres
aus der Bewegungsgleichung, daf die Niveauflichen auch zu
den Druck- und Dichteflichen parallel sind. Es ist dann erlaubt,
irgend zwei der drei Groflen p, &, ¥ als Funktion der dritten
zu betrachten. Betrachten wir nun die Energiegleichung (131).
Da der Temperaturgradient in unserem Fall proportional der
scheinbaren Kraft V% sein muB, kénnen wir F=—UVY¥
schreiben, wo U eine Funktion von ¥ ist, und weiter

so = div(UV ¥) = —UV2 W — 20 (7 wy. (182)

Wenn das System wie ein fester Korper rotiert, gilt die ver-
allgemeinerte Poissonsche Gleichung

V2W = —4aGo + 2W2. (183)
Also ist schlieBlich

c0 = — 00 (VW) + UdnGo — 2W?). (184)

Wenn ¢ eine Funktion der Dichte oder der Temperatur usw.
ist, mulB3 auch ¢ iiber eine Niveaufliche konstant sein. Wir wissen
aber, daB3 die scheinbare Gravitationskraft iiber eine Niveau-
fliche eines rotierenden Sternes, wegen der Abplattung der
isosteren Flachen, niemals konstant ist. Wenn ¢ iiber eine Niveau-
flache konstant sein soll, muB also der Koeffizient 0 U/0 ¥ in (184)
verschwinden, d. h.: U ist eine Konstante. Also ist schlieBlich

o0& = konst. (2nGo — W?2), (185)
eine Relation, die von v.ZEIPEL! entdeckt wurde. Wenn die

Energieerzeugung nicht gemif dieser Formel stattfindet, ist eine

1 Month. Not. Bd. 84, S. 665. 1924.
6%
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Bewegung mit konstanter Rotationsgeschwindigkeit unmoglich,
und es miissen allgemeinere Bewegungsformen eintretent.

Fir barotrope Rotation, d.h. wenn ein Beschleunigungs-
potential existiert, 148t sich eine Verallgemeinerung des v. ZEIPEL-
schen Theorems aufstellen?2.

a) Poincares Satz. Es ist zweckmiBig, an dieser Stelle an
einen bekannten Stabilititssatz von PoINCARE zu erinnern, der
in gewisser Weise mit dem Satz von v.Zerpern verwandt ist.
Es muB namlich offenbar die scheinbare Schwerkraft — V¥ an
der Oberfliche eines permanenten Sternes iiberall nach innen
gerichtet sein. Also muB3 auch der Mittelwert dieser Kraft tiber
die Oberfliche genommen nach innen zeigen. Nach dem GavUss-
schen Satze ist aber der fragliche Mittelwert gleich dem iiber das
Volumen des Sternes genommenen Integral iiber die Divergenz
der Kraft, dividiert durch das Oberflichenareal. Mit Riicksicht
auf Gleichung (183) erhalten wir also fiir den fraglichen Mittelwert

V), = —L (4nGg—2W?), (186)

wo ¢ die Oberfliche, V das Volumen und ¢ die mittlere Dichte
des Sternes bedeutet. Damit (V ¥), negativ wird, muB also

2
" <1 oder P> iﬁ Tage (187)
4

2xGp

sein, wo P die Rotationsperiode in Tagen, ¢ die mittlere Dichte
in Einheiten der Luftdichte bei 760 mm Druck und 0°C ist.

Man wird bemerken, daB das voN ZrrpErsche Theorem die
Moglichkeit einer konstanten Rotationsbewegung viel mehr ein-
schrankt, als das Theorem von PoiNcARf. Denn bei dem vox
ZerpELschen Theorem handelt es sich ja um eine differentielle
Beziehung, die fiir alle individuellen Massenelemente des Sternes
gelten muB, im Gegensatz zu PoINCcAREs Satz, der sich nur auf
die mittlere Massenverteilung bezieht. Man bemerke insbesondere,
daB, wenn die Dichte den Wert W2/2 5 G unterschreitet, die Energie-
erzeugung negativ wird, was die Existenz von Energiesenken in
den #uBeren Schichten der Sterne forderte. Man kann freilich

1 H. Voor, Astron. Nachr. Nr. 5342. 1925; A.S. EppingTOoN, The
Observatory Bd. 48, S.73. 1925.

2 Siehe S. ROSSELAND, Astrophys. Journ. Bd. 63, 8. 215. 1926; H. VogrT,
Versffentl. d. Univ.-Sternw. Jena Nr. 2. 1929.
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hier einwenden, daB die Annahme, der StrahlungsfluB sei pro-
portional dem Temperaturgradienten, in den Sternatmosphéren
nicht zutrifft, wodurch die ganze SchluBfolgerung auch hinfallig
wird. Dieser Einwand ist aber kaum stichhaltig, denn fiir unsere
Sonne ist der Grenzwert der Dichte schon 2+ 107° g. cm~3, liegt
also tiber der Photosphirendichte. Fiir typische Gigantensterne
mit maBiger Rotationsgeschwindigkeit (8 Lyrae z. B.) muf} die
kritische Dichte W?/2nG schon tief unter der Photosphéren-
schicht eintreten. Es ist also aus ganz allgemeinen Uberlegungen
zu schlieBen, daB wenigstens die duBleren Schichten schnell rotie-
render Sterne eine allgemeine Zirkulation besitzen.

22. Viskositit der Sternsubstanz.

Die Bedeutung, die diesen Konvektionsstromungen beizu-
messen ist, wird natiirlich in hohem Grade von der hemmenden
Wirkung der viskdsen Spannungen der Sternsubstanz abhingen.
Von verschiedenen Seiten ist hervorgehoben worden, daf3 die
Viskositit der Sternmaterie, durch den kinematischen Viskositits-
koeffizienten gemessen, grol sein mufB}, verglichen mit den in
Laboratorienversuchen fiir irdische Gase gefundenen Werten
dieses Koeffizienten. Dies wurde zuerst von CHAPMAN? gefunden,
und spiter von PERSIc02 durch feinere Rechnungen bestitigt.
Neben der der molekularen Diffusion entstammenden Viskositit
muBl man aber auch eine dhnliche Wirkung des Strahlungsfeldes
beriicksichtigen, wie zuerst von JEANS3 gezeigt wurde. Im ersten
Augenblick klingt es vielleicht merkwiirdig, daB die Strahlung
eine materielle Viskositdt hervorrufen soll, aber beim genaueren
Nachdenken wird man die Richtigkeit der Behauptung einsehen.
Auch ist es leicht, an Hand der Formeln der Gastheorie die GréBe
des entsprechenden Viskositatskoeffizienten anzugeben. Nach
der einfachen Formel von MayER ist dieser Koeffizient durch
den Ausdruck A=1ovl (188)

gegeben, wo 0, und I Dichte, mittlere Geschwindigkeit und
freie Wegldnge der fiir die Viskositdt verantwortlichen Teilchen

1 Month. Not. Bd. 82, S. 202. 1922.

2 Month. Not. Bd. 86, S. 93. 1926. Siehe auch S. ROSSELAND, Astro-
phys. Journ. Bd. 62, S. 404. 1925,

3 Month. Not. Bd. 86, S. 328. 1926.
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sind. Nun sind wir in der Physik daran gewohnt, ein Strahlungs-
feld als Gasmasse zu betrachten, wo die Atome durch Lichtquanten
reprisentiert sind. Die Massendichte der Strahlung finden wir
bekanntlich, wenn wir die Energiedichte ¢ () d» durch das Quadrat
der Lichtgeschwindigkeit dividieren. Indem wir uns auf Strahlung
des Frequenzintervalles ¥ bis ¥ - dv beschrinken, finden wir
also fiir die Massendichte:

e= ée(v)dv- (189)

Die Geschwindigkeit v der Quanten ist einfach gleich der Licht-
geschwindigkeit ¢, wihrend die freie Weglange I durch den rezi-
proken Wert des Absorptionskoeffizienten x, gegeben ist. Nach
der Gastheorie ist namlich die Wahrscheinlichkeit, daB ein Molekiil
eine freie Weglinge = beschreiben wird, proportional zu e~%/,
wihrend die Wahrscheinlichkeit, daB8 ein Lichtquant sich eine
Strecke x ohne Absorption bewegt, proportional zu e™*»* ist.
Also ist 1= x;!, wie behauptet wurde. Der Koeffizient der
Strahlungsviskositit des Frequenzintervalles » bis v 4 dv ist
daher 1

= —S‘c—m—g(v)dv. (190)

Um den totalen Viskositédtskoeffizienten zu erhalten, integrieren
wir 4, iiber alle Frequenzen. Der vollstindige Viskositdtskoeffi-

zient wird dann 1

3cx

1=

aTt, (191)

wo a die STeEFAN-BorrzManNsche Strahlungskonstante, 7' die
Temperatur und 1/x den folgenden Mittelwert des reziproken
Absorptionskoeffizienten bedeutet:

'/x;lg(v)dv
1 o

— = (192)

Je(dr

0
Also ist x nicht einfach mit dem im Ausdruck fiir den gesamten
Strahlungsstrom auftretenden Absorptionskoeffizienten zu ver-
wechseln. Wenn man aber zwischen den zwei Mittelwertbildungen
nicht zu unterscheiden braucht, kann man den Koeffizient der
Strahlungsviskositit durch den Strahlungsfluf F, die Temperatur
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und den Temperaturgradienten ausdriicken. Man hat dann

némlich 1 3F

% acTP|VT] (193)
und folglich TF

A= — 17T - (194)

JEANS hat auch genauere Rechnungen angestellt! und dabei
einen von dem obigen wesentlich verschiedenen numerischen
Faktor gefunden. Daf die von JEANS gegebene Verfeinerung
eine wirkliche Verbesserung darstellt, ist wohl zweifelhaft, da
er in der Transformation des Strahlungsfeldes nur die Aberration
der Strahlenrichtung und nicht den Doppler-Effekt der Amplitude
beriicksichtigt, der doch von derselben GréBenordnung ist2. Durch
Eintragung numerischer Werte in obiger Formel findet JEANS,
daB die Strahlungsviskositit im Sonneninnern mehrmals groer
ist als die materielle Viskositdt nach Rechnungen von Prrsico3.
Zum Vergleich sei bemerkt, dafl die Viskositat von gewshnlichem
Olivendl viermal kleiner ist als die materielle Viskositét im Innern
der Sonne. Die Sternsubstanz besitzt also eine ziemlich grofie
Zzhigkeit.

a) Turbulente Viskositit. Die obigen Rechnungen beziehen
sich auf die exakte Bewegung einer Fliissigkeit, wie sie durch die
hydrodynamischen Gleichungen definiert ist. Solche Bewegungen
lassen sich in kleinem MaBstabe in Laboratorienversuchen ver-
folgen, sofern man mit so kleinen Geschwindigkeiten arbeitet,
daB die Bewegung einem einfachen Bewegungstypus angehdrt,
wie rein laminare Strémung durch enge Rdohren, stationdre
Rotationen um eine vertikale Achse usw. Es zeigt sich aber,
daf} solche einfachen Bewegungstypen sich nur fiir kleine rdumlich
verdnderliche Geschwindigkeiten herstellen lassen. Wenn die
Stromgeschwindigkeit in einer Réhre iiber einen kritischen Wert
hinauswichst, schligt die laminare Strémung plétzlich in eine
wirbelnde Bewegung um, die sehr verwickelt sein kann, und
die turbulente Bewegung genannt wird. Die kritische Strom-
geschwindigkeit ist dem Querschnitt der Réhre umgekehrt pro-
portional, weshalb die Bewegungen der Atmosphire, der Ozeane

1 Month. Not. Bd. 86, S. 444. 1926. Siehe auch E. A, MiLNE, Ebenda
Bd. 89, S.518. 1929.

2 Siehe z. B. A. EnsteIN, Phys. ZS. Bd. 18, S. 121. 1917.
3 Month. Not. Bd. 86, S. 93. 1926.
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und noch mehr der Sterne, vorwiegend dem turbulenten und nicht
dem laminaren Bewegungstypus angehéren. Die Natur der
typisch turbulenten Bewegung ist so verwickelt, dafl es selbst
mittels der feinsten Laboratoriumsapparatur schwierig ist, die
Strémungen im einzelnen zu verfolgen; alle Messungen beziehen
sich auf Mittelwerte der Gescliwindigkeiten und Schwankungen
um diese Mittelwerte. Ein Blick auf die hydrodynamischen
Gleichungen, und insbesondere auf den Ausdruck fiir die durch
Viskositat erzeugte Warmetoénung (130), zeigt, da8 die Gleichungen
der gemittelten Bewegung den strengen Gleichungen gegeniiber
sehr wesentliche Abweichungen aufweisen kénnen. Die schnellen
Schwankungen der Geschwindigkeit spielen gewissermaBen die-
selbe Rolle, wie die ungeordnete Bewegung der Molekiile in der
Gastheorie, indem sie einen gewissen zusiitzlichen Druck einer-
seits und Viskositdt andererseits hervorrufen. Der turbulente
Druck ist durch genau denselben Ausdruck gegeben wie der ge-
wohnliche Gasdruck: Das mittlere Quadrat der Geschwindig-
keitsschwankungen ersetzt die molekulare Geschwindigkeit. Er-
fahrungsgemaf lassen sich auch, was man nicht ohne weiteres
hitte voraussagen konnen, die turbulenten Spannungen weitgehend
beschreiben durch einen Tensor von #hnlichem Bau wie bei ge-
wohnlicher Viskositdt. Der turbulente Viskosititskoeffizient
ist aber von ganz anderer und héherer Grofienordnung als der
laminare Koeffizient. Beispielsweise sei bemerkt, daf die schein-
bare Viskositit der Atmosphére und der Ozeane ungefshr
500000mal gréBer ist als die entsprechende laminare Viskosit#t!.
Natiirlich miissen wir auch mit turbulenter Diffusion und tur-
bulenter Wirmeleitung von #hnlicher GréBenordnung rechnen.
Der tiefere Grund, warum die molekularen Austauschphinomene:
Diffusion, Warmeleitung und Viskositit durch eine entsprechende
Reihe halbmakroskopischer Austauschphinomene parallelisiert
werden, und zwar nur oberhalb einer gewissen Geschwindigkeits-
schwelle, liegt noch im Dunkeln.

b) Astronomische Konsequenzen. Wie zuerst von HELMEOLTZ
gezeigt wurde, nimmt die Bedeutung der Viskositét schnell ab,

1 Siehe W. ScamipT, Der Massenaustausch in freier Luft und verwandte
Erscheinungen (Probleme der kosmischen Physik VII), Hamburg 1925, und
L. F. RicHARDSON, Weather Prediction by Numerial Process, Cambridge
Univ. Press 1922, 8. 72.
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wenn man die Dimensionen der bewegten Fliissigkeit vergroBert,
ohne den Bewegungstypus und die Natur der Flissigkeit zu &ndern.
Denken wir uns nimlich, da wir die Lingen mit &, die Zeit
mit 7, die Dichte mit s und den Viskositdtskoeffizienten mit #
multiplizieren, und verlangen wir, dafl die hydrodynamischen Be-
wegungsgleichungen durch diese Transformation nicht gedndert
werden sollen, so folgt

r=g (195)

Bei einer rein geometrischen Dehnung der Fliissigkeit (n = s = 1)
wachst also die Zeitskala wie das Quadrat der Langendimensionen.
Gesetzt z. B., dal das Absterben eines freien Wirbels in einer
ausgedehnten Wassermasse 5 Minuten dauert. Der ungefihre
Querschnitt des Wirbels sei 1 m2. Dann folgt aus der obigen
Relation, daB bei demselben Werte von ofA (s/y =1) das Ab-
sterben eines Sonnenwirbels vom Querschnitt 1014 m2 (kleiner
Sonnenfleck) tausend Millionen Jahre dauern wiirde. Durch
ganz &hnliche Betrachtungen schlieBt man, dafl unter denselben
Voraussetzungen eine merkliche Ausgleichung der #quatorealen
Beschleunigung der Sonne wohl mehr als hundert Billionen Jahre
in Anspruch nehmen wiirde. Hieraus hat man gefolgert!, dafl
das eigentiimliche Rotationsgesetz der Sonne méglicherweise ein
Uberbleibsel ihrer fernsten Urgeschichte ist. Diese SchluBweise
ist aber falsch, weil sie auf der Annahme laminarer und nicht-
turbulenter Stréomung gegriindet ist. Um die Bedeutung der
Viskositat fiir die Bewegungen auf der Sonne richtig beurteilen
zu koénnen, brauchen wir die Kenntnis des solaren Wertes des
turbulenten Viskosititskoeffizienten. Dieser Koeffizient ist uns
zwar nicht bekannt. DaB aber die Sonne in typisch turbulenter
Bewegung begriffen ist, 1aBt sich kaum leugnen angesichts der
auffallenden Erscheinung der Granulation, die unzweideutig
von einer kochenden Bewegung der ganzen Sonnenoberfliche
zeugt. Diese Turbulenz wird wohl durch die verdnderliche Rota-
tionsgeschwindigkeit ausgelost. Moglicherweise 148t sich eine
tiefgehende Analogie zwischen der Bewegung der Sonne und der
Erdatmosphiire begriinden, da in beiden Fillen eine allgemeine

1 J. WisinG, Astron. Nachr, Bd. 127, S. 233. 1891; E. T. WILCZYNSKI,
Dissert. Berlin 1897; R. A. SampsoN, Mem. Roy. Astron. Soc. Bd. 51,
S.123. 1894. Siehe auch J. H. JEANs, Astronomy and Cosmogony, S. 71.
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Zirkulation vorhanden ist, die zu der Bildung von Wirbeln und
Geschwindigkeitsschwankungen aller Art Anlafl gibt. Das Wehen
des Windes bei uns wiirde etwa der Granulation auf der Sonne
entsprechen, unsere gréBten atmosphirischen Wirbel, die Zyklone,
den Sonnenflecken. Aller Wahrscheinlichkeit nach sind jedoch
die atmosphérischen Turbulenzerscheinungen bei uns trige im
Vergleich mit den entsprechenden Bewegungen auf der Sonne.

Moglicherweise wird es gelingen, die Theorie der Sonnen-
flecken so weit zu treiben, daB hieraus der solare Viskositits-
koeffizient berechnet werden kann. DaB dort, wie hier, die
Turbulenz eine fast millionenmal vergroSerte Viskositat mit sich
bringt, diirfen wir wohl sogleich aus der kurzen Lebensdauer
der Sonnenflecken herleiten. Daraus folgt weiter der wichtige
Satz, dafl die #quatoreale Beschleunigung der Sonnenrotation
kein Uberbleibsel ihrer Urgeschichte sein kann. Denn die Aus-
gleichung dieser Bewegung wiirde in der Wirklichkeit kaum mehr
als einige Millionen Jahre in Anspruch nehmen, was kosmisch
gesprochen eine sehr kurze Zeit ist.

¢) Rotationsgesetz der Sonne. Die obige Betrachtung diirfte
fiir die kritische Beurteilung der Sonnentheorien von wesentlicher
Bedeutung sein, da hierdurch der von JEANS verfochtenen Theorie
der Strahlungsbremsung der Boden entzogen wird. Als einzige
Maglichkeit bleibt die Annahme erzwungener Konvektionsstréme
als primére Ursache der dquatorealen Beschleunigung iibrig. Be-
kanntlich hat JEANSs? darauf aufmerksam gemacht, daB die Strah-
lung des Sternes eine bremsende Wirkung ausiiben muB. Das
Vorhandensein dieser Bremsung kann kaum geleugnet werden,
da es einfach aus dem allgemeinen Satz von der Erhaltung des
Impulses der Strahlung folgt.

Die austretende Strahlung wird namlich streben, den urspriing-
lichen Rotationsimpuls zu behalten, und also die durchstrémte
Materie in einen Zustand zu versetzen, in dem der Rotations-
impuls eines Teilchens lings der Stromlinien der Strahlung kon-
stant bleibt. Diese Vorstellung fiihrt in der Tat auf eine mit der
Beobachtung vertrigliche Formel fiir die Winkelgeschwindigkeit,
wie zuerst von FAYE? von einem ganz verschiedenen Gesichts-
punkt aus gezeigt wurde. Man betrachte den einfachen Fall,

1 Month. Not. Bd. 85, S. 328. 1926.
2 C. R. Bd. 60, S. 89, 138. 1865.
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wo der Stern aus einem strahlenden Kern besteht und von einer
Gashiille umgeben ist, in der keine Strahlungsenergie erzeugt
wird. Der Kern rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w,
und habe die Form eines Rotationsellipsoids, indem die Meridiane
durch die Ellipsengleichung

a?(1 — e?
n= 1— ¢ coszzp

(196)

gegeben seien, wo a, ¢, r, und @ grofe Achse, Exzentrizitit,
Radiusvektor und Polarwinkel bedeuten. Wenn die Gashiille
durch Rotation nicht allzu abgeplattet ist, wird die Energie-
stromung in radialer Richtung stattfinden, und das Rotations-
moment r2wsing mul lings eines gegebenen Radius den kon-
stanten Wert riwysing bewahren. Insbesondere folgt hieraus,
daB auf der Oberfliche der Sonne (r = R) die Winkelgeschwindig-
keit @ durch die Gleichung

o B, 1€
W= Dopr = DoRE T eZcose
a2 (197)

e . et .
= “’oﬁ{l o @S T gy sinte }
gegeben ist, die durch geeignete Wahl der Konstanten die Beob-
achtungsresultate gut wiedergibt.

Soweit ist alles gut und schén, denn die Schwierigkeiten ent-
stehen erst, wenn wir nach der Bedeutung der Strahlungsbremsung
gegeniiber der Viskositat fragen. JeANs hat gefunden, daB fiir
Abstiande vom Sonnenmittelpunkt kleiner als $ R die laminare
Viskositiat die Strahlungsbremsung iiberwiegt. Bei millionen-
facher VergroBferung der Viskositit wird aber diese Grenze in
den Bereich der Sonnenatmosphire geriickt sein, wodurch die
ganze Grundlage der Theorie hinfillig wird. Die wahrschein-
lichste Folgerung diirfte deshalb sein, daf die Strahlungsbremsung
fiir die Rotation der Sonne und wohl auch fiir die Sterne im all-
gemeinen keine grofie Rolle spielen kann, und daB die d4quatoreale
Beschleunigung der Sonne durch Konvektionsstréme erhalten wird.

Wenn die Konvektionsstrome allein in radialer Richtungstatt-
finden, sollten wir wieder auf das Gesetz w7? = f(p) der JEANS-
schen Theorie gefithrt werden. Diese Vorstellung ist aber kaum
annehmbar, da die von der inneren Erhitzung erzeugten Kon-
vektionsstréme, wie frither bemerkt wurde, zunichst lings der
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Rotationsachse bis zum Pol aufsteigen, dann iiber die Oberfliche
hin zum Aquator laufen und dort wieder nach innen sinken
miissen. Doch gibt auch dieses Schema sicherlich ein ganz ver-
zerrtes Bild der wirklichen Verhiltnisse, da die ablenkende Kraft
der Sonnenrotation stark eingreifen und zu der Bildung von
Breitengiirteln Anlaf3 geben muf}, wie wir sie ja auf der Erde und
auf den aduBeren Planeten klar verwirklicht sehen. DaB in der
Sonne jetzt keine merklichen Vertikalbewegungen direkt vom
Mittelpunkt nach der Oberfliche stattfinden, ist iibrigens durch
die gleichmiBige Helligkeit der Sonnenoberfliche zur Evidenz
bewiesen!; also miissen die inneren Strémungen, falls sie vor-
handen sind, zum iiberwiegenden Teil einen rein rotatorischen
Charakter besitzen. Wieweit der Verlauf der Sonnenrotation in
einfacher Weise mit solchen inneren Stromungen in Verbindung
gebracht werden kann, steht noch dahin. Eine griindliche Dis-
kussion dieser Frage wire von gro8er Bedeutung fiir die Theorie
der Sterne.

23. Die Sonnenflecke.

Wie frither bemerkt, ist es natiirlich, die Sonnenflecke als
den terrestrischen Zyklonen entsprechende Wirbel zu betrachten,
die durch die allgemeine Zirkulation der Sonne erzeugt werden.
Die Argumente fiir die zyklonale Natur der Flecke sind freilich
heterogener Art, aber von einem einheitlichen Gesichtspunkt be-
trachtet, scheint die SchluBfolgerung zwingend. So stimmt diese
Ansicht schén mit dem AsBoTschen Befunde iiberein, dafl die
Sonnenstrahlung zur Zeit groSter Fleckenaktivitit auch am
groBten ist. Es handelt sich ja hier um eine von der Energie-
erzeugung der Sonne getriebene thermodynamische Maschine, und
es ist ganz klar, daB die Maschine am heftigsten arbeiten mu8,
wenn die hineingesteckte Energie am gréBten ist. Andererseits
deutet der Fleckenmagnetismus auf eine subphotosphirische
Wirbelbewegung, und HALE hat festgestellt, daB die von oben
in die Flecke hineinstrémenden Wasserstoffmassen in Wirbel-
bewegung begriffen sind.

Aus direkten Messungen der Fleckenstrahlung und aus der
Tatsache, daB das Fleckenspektrum dem Typus KO angehért,

1 Vgl. EppiNagToN, Month. Not. Bd. 90, S. 54. 1929, und S. ROSSE-
LAND, Astrophys. Journ. Bd. 63, S. 238. 1926.
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folgt, daB die effektive Temperatur der normalen Flecke um etwa
1000° K niedriger ist als die effektive Temperatur der umgebenden
Sonnenoberfliche. Die nichstliegende Frage ist nun die, wie
eine so tiefe Temperatur monatelang erhalten bleiben kann,
trotz der Erhitzung durch die von allen Seiten sich aufdréngende
Sonnenstrahlung. Es ist klar, daB die Abkiithlung nicht durch
Divergenz der Stromlinien der Strahlung zustande kommt, da die
Depression der isothermen Flichen in den Flecken eine Kon-
vergenz der Stromlinien herbeifiihrt. In den Fleckengebieten
muBl sich also Strahlungsenergie in kinetische und potentielle
Energie der Fleckensubstanz umwandeln durch expansive Vertikal-
bewegung in den Flecken.

Die Konsequenzen dieses Gedankens konnen wir an Hand
der allgemeinen Energiegleichung (131) quantitativ verfolgen.
Wir vernachlassigen die Energieerzeugung und die Degradation
kinetischer Energie durch Viskositit und Turbulenz (¢ = 0),
und schreiben die Energiegleichung in der Form

divF = V<% Vo — QVE) , (198)

wo B jetzt die thermische Energie pro Masseneinheit bedeutet.
Fiir ein ideales, einatomiges Gas (p = 30F) folgt

divF = p(V-Viego E-¥). (199)

Wenn ¢ E-% konstant ist, wird die Bewegung also keine Ver-
nichtung oder Erzeugung von Strahlungsenergie herbeifiihren,
da die Schichtung dann — wie frither gezeigt wurde — gerade
in konvektivem, labilem Gleichgewicht ist.

Es ist hier von besonderem Interesse, den Fall zu unter-
suchen, wo Q9 E", n > 4. Zwar kann eine solche Relation
keine strenge Giiltigkeit beanspruchen, weil nur in ganz speziellen
Fillen die Dichte eine Funktion der Temperatur allein sein kann.
Aber fiir eine nullte Niaherung, bei der der Zustand nicht weit
vom Gleichgewichtszustand entfernt ist, scheint die Annahme
7w — g_

n4+1
. n—3
divF =1+ (V-Vp). (200)

zuldssig. Es ist dann Flogp B -t =

-Vlogp und

Diese Gleichung integrieren wir iiber eine vertikale Siule in der
Fleckenmitte, deren Winde aus Stromlinien des Strahlungs-
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stromes bestehen und die oben und unten durch Normalfiichen
des Stromes abgeschnitten ist. Wir nehmen den Querschnitt der
Stéule so klein an, daBl der Strahlungsstrom iiber den Quer-
schnitt (Mittelwert @) konstant ist. Indem wir die obige Gleichung
iiber die Saule integrieren und dabei die Geschwindigkeit als
Konstante betrachten, erhalten wir fiir die in der Siule pro Zeit-
einheit verlorengegangene Strahlungsenergie den angenaherten
Ausdruck

QUL — Fy) =1 1@V — py), (201)
wo Fy, p;, F,, py Strahlungsstrom und Gasdruck an dem unteren
bzw. oberen Ende der Rohren sind. Wenn plausible Werte fiir
n und V angegeben werden konnen, zeigt diese Relation, wie
man den Gasdruck an der Basis des Fleckes aus der Erniedrigung
der Strahlungsintensitdt berechnen kann. Als typisches Beispiel
betrachten wir eine Temperaturerniedrigung von 1000° K. Die
Intensitéat der Fleckenstrahlung ist dann gleich der Halfte der
Intensitdt der gewdhnlichen Sonnenstrahlung. Man findet

F,— F,=31F, =4-109 g-gek-3. (202)

Die Vertikalgeschwindigkeit kann kaum mehr als ein paar Kilo-
meter pro Sekunde betragen. Wir setzen daher gréBenordnungs-
gemiB V= 105cm/sek. Fiir die Zahl » benutzen wir den friiher
gefundenen Wert n=3. Es folgt dann fiir den Druck p der
Wert 108 dyn - cm~?, was bekanntlich etwa dem mittleren Luft-
druck an der Erdoberfliche gleichkommt. Zwar hat man die
Vertikalgeschwindigkeit im Gebiete der Umbra eines Fleckes
nicht beobachten kénnen, aber daf Vertikalbewegungen wirklich
vorhanden sind, kann kaum geleugnet werden angesichts der
Entdeckung von EVERSHED, daB die Substanz der Penumbra in
expansiver Bewegung ist, und zwar mit einer Geschwindigkeit
von 2—3 Kilometern in der Sekunde.

Weiter liegt die Vermutung nahe, dafl die Einteilung eines
Fleckes in Umbra und Penumbra einem Unterschied des Be-
wegungstyps entspricht. Fiir einen Zusammenhang der Tem-
peraturerniedrigung in der Penumbra mit der Bewegung spricht
der von EveErsHED entdeckte Umstand, da8 die Ausstrémung
an der #duBleren Begrenzung der Penumbrd sehr schnell aufhéort.
Die Spektrallinien erscheinen an dieser Grenze sehr verwaschen,
offenbar infolge einer sich durch Doppler-Effekt kundgebenden
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wirbelnden Bewegung. Die dynamische Auffassung der Sonnen-
flecke wird also durch die Beobachtungen weitgehend gerechtfertigt.

Die néachste Frage ist nun, wie die aufsteigenden Bewegungen
in den Flecken entstehen. Diese Frage ist von BJERKNES! in An-
griff genommen worden, der zeigte, dafl eine mit der Hohe ver-
anderliche Rotation in den Flecken eine Vertikalverschiebung zur
Folge haben muBl. In der Tat, betrachten wir zuerst einen zirku-
laren Wirbel ohne Vertikalbewegung, und denken wir uns, daf}
die Winkelgeschwindigkeit nach oben zunimmt. Dann wird die
Temperatur zunehmen, wenn wir uns auf einer Isobaren von der
Rotationsachse entfernen, und der Wirbel hat einen kalten Kern.
Wenn man sich einfach auf die Frage der Temperatur der Flecke
beschrinken konnte, wire es formal mdéglich, die Temperatur-
erniedrigung ausschlieBlich auf eine spezielle Rotationsbewegung
ohne Vertikalbewegung zuriickzufiihren. Sobald man aber den
Energietransport beriicksichtigt, dndert sich das Bild, weil die For-
derung der Erhaltung der Energie sich nicht mit der Forderung einer
reinen Rotationsbewegung vertriagt. Ein Wirbel mit nach oben zu-
nehmender Rotationsgeschwindigkeit (kaltem Kern) ist deshalb
immer mit einer expansivenVertikalbewegung nach oben verbunden.

Ferner ist zu fragen, wie die spezielle vermutete Rotations-
bewegung der Flecke zustande kommt. Man weill hieriiber noch
wenig. Dall die Flecke irgendwie als Resultat der Auslosung
eines instabilen Bewegungszustandes der Sonnenatmosphire ent-
stehen, diirfte sehr wahrscheinlich sein; aber wir wissen nicht,
ob die Instabilitit vorwiegend dynamischer oder thermischer
Natur ist. Auf Grund der Theorie des Strahlungsgleichgewichts
wire man geneigt, die Schichtung als thermisch stabil zu be-
trachten? und also die Fleckenbildung mit der dynamischen
Labilitdt der inneren Strémungen in Verbindung zu bringen.
BierrNES scheint die andere Moglichkeit vorzuziehen. Man
kann aber in beiden Féllen kaum dem Schluf} entgehen, daf
die Fleckenbildung innig mit der Rotation zusammenhingt. Eine
Anderung des Rotationszustandes der Sonne wird also eine An-
derung der Charakteristika der Fleckentiatigkeit, z. B. der In-
tensitdt und der Periode, nach sich ziehen.

1 Astrophys. Journ. Bd. 64, S. 93. 1926.
2 A. Uns6Lp, ZS. f. Astrophys. Bd. 1, S. 138. 1930 verficht die ent-
gegengesetzte Auffassung.
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24. Flecken auf anderen Sternen.

Da wir die Fleckenbildung auf dynamische Ursachen zuriick-
gefiihrt haben, diirfen wir offenbar annehmen, daf das Vor-
kommen der Flecke nicht an die Sonne oder an Sterne einer
bestimmten Spektralklasse gebunden ist. Vielleicht sind die
Helligkeitsschwankungen der Sterne in der iiberwiegenden Mehr-
zahl der Fialle (reine Bedeckungsverénderliche ausgenommen)
durch Fleckenbildung in weitestem Sinne zu erkliren. Eine
einheitliche Diskussion der Frage von diesem Gesichtspunkt aus
steht noch dahinl, und wir konnen daher nur eine fliichtige
Skizze der vermutlichen qualitativen Ziige einer solchen Theorie
entwerfen.

Die veriinderlichen Sterne werden in mehrere Klassen ein-
geordnet.

1. Die langperiodisch veranderlichen Sterne sind typische Rie-
sensterne von niedriger effektiver Temperatur (2000° bis 3000° K)
und sehr geringer Dichte, deren Perioden zwischen den Werten
P =90° und P = 600 schwanken. Die Verinderlichkeit be-
trifft nicht nur die Helligkeit, sondern auch die effektive Tem-
peratur, die Spektralklasse und die Radialgeschwindigkeit. Der
Stern hat zur Zeit des Helligkeitsminimums die niedrigste Tem-
peratur und die kleinste Radialgeschwindigkeit. Man kann die
Helligkeitsinderungen dieser Sterne nicht in strengem Sinne
periodisch nennen, da bisweilen betréichtliche Storungen in der
Zeitdaver von einem Maximum bis zum nichsten vorkommen.

2. An die langperiodisch Verinderlichen schlieBen sich die
0 Cephei-Sterne (Perioden zwischen 2¢ und 60%) und die Haufen-
verdnderlichen (P zwischen 4% und 19) an, die zusammen die
Klasse der kurzperiodisch Verinderlichen bilden. Auch bei ihnen
andern sich, genau so wie bei den langperiodisch Verinderlichen,
neben der Helligkeit effektive Temperatur und Radialgeschwindig-
keit. Die Schwankung verlauft zwar synchron mit der Hellig-
keitsschwankung, wie fiir die langperiodisch Verénderlichen, aber
die Amplitude ist viel kleiner. Bemerkenswerterweise fillt aber
die kleinste Radialgeschwindigkeit diesmal mit der Phase groBter
Helligkeit zusammen, also gerade umgekehrt wie bei den lang-

1 Siehe aber S. RosseLanDp, Avh. Vid. Akad. Oslo, I. Mat. Nat. Klasse
Nr. 6. 1929.
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periodisch Verdnderlichen, von denen die Kurzperiodischen sich
auch durch eine sehr hohe Reinheit der Periodizitdt unterscheiden.

Zwischen die lang- und kurzperiodisch Veranderlichen schie-
ben sich die RV Tauri-Sterne ein. Die Lichtkurven dieser Sterne
erinnern an die Lichtkurven der Bedeckungsverénderlichen, in-
dem zwei verschiedene Maxima und Minima abwechseln. Wenn
man zwischen den Haupt- und Nebenmaxima usw. nicht unter-
scheidet, hat die Radialgeschwindigkeit eine doppelt so grofle
Periode wie die Lichtschwankung. Die Periode und die Licht-
kurve sind oft stark verinderlich.

3. Als dritte Hauptklasse sind die unregelm#fBig Verdnder-
lichen zu nennen. Die Veridnderlichkeit dieser Sterne ist sehr
heterogenen Charakters, von der reinen Aperiodizitit der sog.
neuen Sterne einerseits bis zur Quasiperiodizitat der RV Tauri-
Sterne andererseits.

25. Die Pulsationstheorie.

Wie kommen nun die Helligkeitsschwankungen zustande?
Will man alle Helligkeitsinderungen der Sterne einheitlich er-
klaren, so kann man die Ursache nur in der Energieerzeugung
und in der Rotation suchen. Es ist nicht sofort einzusehen, wie
dann eine Periodizitiat erhalten werden kann. Doch fehlt es nicht
an terrestrischen Anhaltspunkten. Denken wir z.B. an die
heiBen intermittierenden Quellen, wie sie auf Island oder im
Yellowstonegebiet vorkommen. Die Periodizitit dieser Quellen
kommt wohl so zustande, daBl sich durch Erwdrmung von unten
allmahlich ein instabiler Zustand herstellt, der erst durch eine
vollstindige Umwalzung der Schichtung der Wassermassen aus-
geloscht wird. Die Periode der Quelle ist dann die Summe der
Zeitintervalle, die 1. zum Aufbau und 2. zur Ausléschung der
Instabilitat notig sind.

DaBl es sinngemif erscheint, eine solche Betrachtung auf
die Fleckentatigkeit der Sonne auszudehnen, haben wir schon
mehrmals bemerkt. DaB die Helligkeitsschwankungen der Sonne
klein sind, diirfte in erster Linie mit der langsamen Sonnen-
rotation zusammenhéingen. GréBere Instabilititen brauchen aber
nicht notwendig durch schnellere Rotation oder eine empfind-
lichere Energieerzeugung hervorgerufen zu werden. Denn selbst
méBige Schwingungen konnen sehr verstirkt werden, wenn ihre

Rosseland, Astrophysik. 7
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Periode mit der Periode einer Eigenschwingung des Systems zu-
sammenfillt (Resonanz).

Es ist daher vielleicht moglich, die Verinderlichkeit der
0 Cephei-Sterne, der Mira-Sterne und der RV Tauri-Sterne formal
durch freie Schwingungen darzustellen. Bis jetzt liegt nur ein
einziger ernster Versuch in dieser Richtung vor, in der von
PruMMER, SHAPLEY und EDDINGTON entwickelten Pulsations-
theorie der ¢ Cephei-Sterne.

Die verénderliche Radialgeschwindigkeit dieser Sterne legt
den Gedanken nahe, dafl sie Doppelsterne seien. Dies trifft
aber sicher nicht zu, da Masse und Durchmesser der 6 Cephei-
Sterne so groB} sind, dal ein Satellit, der sich in der gegebenen
Periode um den Hauptstern bewegt, keinen Platz hat. Es ist
EppingTon gelungen!, sowohl die GroBe der Periode wie die
charakteristische Form der Lichtkurve durch die Annahme
symmetrischer, rein radialer Pulsationen eines isolierten Sternes
zu erkliren. Ungeklart blieb dagegen die iibereinstimmende
Phase von groiter Helligkeit und kleinster Radialgeschwindigkeit.
Man sollte nimlich erwarten, wie besonders von JEANS?2 hervor-
gehoben wurde, dal die grofite Helligkeit zur Zeit der griBten
Kompression eintritt, wenn also die Radialgeschwindigkeit ihren
mittleren Wert annimmt. Die Rechnung, die von JEANS als
Begriindung dieser Behauptung ausgefiihrt wurde, ist jedoch
durch Vernachlassigung der turbulenten Viskositét entstellt. Es
kann sein, daf die beobachtete Phasenverschiebung hierdurch
zustande kommt.

Wenn die Voraussetzungen der Pulsationstheorie zutreffen,
ist ein 0 Cephei-Stern als ein einziger periodisch wiederkehrender
,,»Sonnenfleck zu betrachten, wenn auch die duBere Verwandt-
schaft mit der bescheidenen Fleckenaktivitit der Sonne ganz
verlorengegangen ist. Eine groBere Verwandtschaft mit der
Fleckentitigkeit der Sonne liegt vielleicht vor bei den lang-
periodisch Veréinderlichen, den RV Tauri-Sternen und den un-
regelmiaBig Verénderlichen. Speziell die RV Tauri-Sterne diirften
in dieser Hinsicht interessant sein. Die doppelte Periodizi-
tit der Lichtschwankung, verglichen mit der spiegelbildlich ver-
laufenden Schwankung der Radialgeschwindigkeit, kénnte inner-

1 Siehe A. S. EppineToN, Der innere Aufbau der Sterne, Kap. 8.
2 Month. Not. Bd. 86, S. 86. 1926.
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halb einer erweiterten Pulsationstheorie erklirt werden durch
die Annahme, daBl zwei Teile der Sternoberfliche mit entgegen-
gesetzten Phasen schwingen. Solche befremdend anmutenden
Schwingungen sind kaum theoretisch auszuschlieBen, da die
Fleckenaktivitit der Sonne keinen sphérischen, sondern einen
zonalen Charakter besitzt, und bei beliebiger VergréBerung der
Aktivitat ist wohl zu erwarten, daf3 bisweilen zonale und nicht
radiale Schwingungen entstehen.

Eine tiefgehende Diskussion des Problems der veridnderlichen
Sterne ware sehr erwiinscht, besonders weil die Eigenschaften
der Energieerzeugung der Sterne gerade hier einer niheren Unter-
suchung zuginglich zu sein scheinen. Bei der weiteren Ent-
wicklung der Pulsationstheorie im obigen Sinne diirfte von
wesentlicher Bedeutung sein, die Magnetfelder der Sterne zu
kennen, da ja nach alltdglichen Erfahrungen die Bewegung stark
leitender Substanzen, wie die Sternmaterie, sehr stark durch
Magnetfelder beeinflufit und gedampft wird.

Der Gedanke, daB die Verinderlichkeit der Sterne letzten
Endes auf die Rotationsbewegung zuriickzufiithren ist, wurde
besonders von JEANS?! verteidigt. Andere Astronomen, besonders
EppingToNn und RusserLrn?, haben die Meinung vertreten, daf3
die Schwingungen direkt durch die primiren Energiequellen der
Sterne gespeist werden, indem die Ergiebigkeit durch Kom-
pression vergréBert und durch Ausdehnung verkleinert werden
soll. Eine Entscheidung zwischen diesen zwei Gesichtspunkten
ist wohl erst zu erwarten, wenn man den Mechanismus der Energie-
quellen genau kennt.

26. Verteilung der Elemente in einem Stern.

Soviel wir wissen, sind auf den Sternoberflichen nur bekannte
Elemente vorhanden, etwa in dem uns von der Erde her bekannten
Mischungsverhiltnis (s. § 41). Uber das Mischungsverhiltnis im
Sterninnern kénnen wir uns dagegen nur ziemlich vage Vor-
stellungen bilden. Wir sind geneigt, aus den téglichen Erfahrungen
auf der Erde auf eine starke Tendenz zur Konzentration der
schwereren Elemente gegen den Sternmittelpunkt hin zu schlieBen.
Diese Tendenz wird aber durch die sehr vorgeschrittene Ionisation

1 Month. Not. Bd. 85, S. 797. 1925.
2 Siehe EDDINGTON, Der innere Aufbau der Sterne, deutsche Ausg. S. 24211,

¥
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im Sterninnern weitgehend aufgehoben. Betrachten wir zwei
gleiche, benachbarte Volumina, die je ein reines gasférmiges
Element enthalten. Damit die in den zwei Volumina einge-
schlossenen Massen im Gleichgewicht seien, miissen Druck, Tem-
peratur und Dichte iiberall dieselben Werte besitzen. Also muf
auch das mittlere Molekulargewicht fiir beide Gase dasselbe

sein, oder
M+ Zu

1—+'2— = konst. (203)

fiir beide Elemente, wo Z die Zahl der von einem Atom abge-
spaltenen Elektronen ist und M und u die Masse eines Atoms
bzw. eines Elektrons bedeuten. Wir haben nun frither bei der
Berechnung des Ionisationsgleichgewichts zeigen kénnen, daB die
mittleren Molekulargewichte der verschiedenen Elemente, mit
Ausnahme des Wasserstoffs, durch die Ionisation fast gleich
werden, und diirfen also daraus auch den SchluB ziehen, daB
die Ionisation in gleichem MaBe die Trennung der Elemente
durch die Schwere verhindert. Da die Héhenverteilung der
Elemente fiir kleine Anderungen des mittleren Molekulargewichts
sehr empfindlich ist, wire immerhin eine bedeutende zentrale
Konzentration von schweren Elementen zu erwarten, sofern die
Elemente die volle Gelegenheit hitten, der Schwerewirkung zu
folgen. Das konnen sie aber sicher nicht bei einem rotierenden
Stern mit inneren Konvektionsstrémungen. Ob diese Stromungen
stark genug sind, um eine véllige Durchmischung der Sterne
herbeizufiihren, steht noch dahin. Wahrscheinlich bilden sich im
Sterninnern abgeschlossene Stromsysteme aus, die ohne wesent.-
lichen Massenaustausch wie Zahnrider ineinander greifen. Diese
ganze Frage ist ein typisches Zukunftsproblem der Hydrodynamik
der Sterne.

a) Anomalie des Wasserstoffs. Ionisierter Wasserstoff ist etwa
viermal leichter als die iibrigen Elemente in einem Stern und
wird eine entsprechend grofle Tendenz besitzen, zur Sternober-
fliche aufzusteigen. Der Vorgang entspricht ungefihr dem Auf-
trieb eines mit Helium gefiillten Ballons in unserer Atmosphére,
und es ist klar, da8 zufillig vorhandene Mengen reinen Wasser-
stoffs durch rein hydrodynamischen Auftrieb ziemlich schnell
zur Sternoberfliche transportiert werden. Diese Tendenz ist
natiirlich auch merklich bei Helium, dessen mittleres Molekular-
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gewicht 1,33 ist. Dies ist vielleicht die Erklarung der Tatsache,
daB Wasserstoff und Helium in den Sternatmosphiren stirker
vorherrschen, als nach ihrer terrestrischen Haufigkeit zu erwar-
ten wire.

27. Ausbildung elektrischer Felder durch Diffusion von
Elektronen.

Wir haben oben als gegeben hingestellt, daB die Stern-
substanz, makroskopisch betrachtet, elektrisch neutral ist, dafl
also in jedem Volumelement ebenso viele freie Elektronen wie
freie positive Elementarladungen vorhanden sind. Das kann
aber nicht streng zutreffen, wie man durch folgende Uberlegung
sieht: Wegen ihrer kleinen Masse wirkt auf die freien Elektronen
keine nennenswerte Schwerkraft, wihrend sie, aus demselben
Grunde, viel groBere thermische Geschwindigkeiten besitzen als
die Atome. Wenn die Schwerkraft allein vorhanden wire, wiirden
daher die Elektronen in kurzer Zeit von der Sternoberfliche in
den Weltraum verdampfen. Hierdurch erhalt aber der Stern
sogleich eine iiberschiissige positive elektrische Ladung, die die
Elektronen festzuhalten strebt. Die GroéBe der iiberschiissigen
Ladung, die nétig ist, um das Verdampfen der Elektronen von der
Sonnenoberfliche zu verhindern, ist winzig klein, da die elektrische
AbstoBung zwischen zwei Wasserstoffkernen die Schwerewirkung
um den Faktor 3 - 1036 tibertrifft. Also ist grofenordnungsgemis
eine iiberschiissige positive Elementarladung fiir je 1036 kom-
pensierte Elementarladungen zu erwarten, oder anders aus-
gedriickt, 5 Milligramm von iiberschiissigen Wasserstoffkernen
im Mittelpunkt der Sonne wiirden geniigen, um der Schwerkraft auf
einen freien Wasserstoffkern aulerhalb der Sonne das Gleichgewicht
zu halten. Es ist von einem gewissen Interesse, die Berechnung
dieses Feldes genauer durchzufiihren, einerseits, weil hierdurch
die Wasserstoffanomalie in verscharfter Fassung erscheint, anderer-
seits, weil dieses Feld nach CHAPMAN! vielleicht an der Ausbil-
dung des allgemeinen Magnetfeldes der Sonne mitwirken diirfte.

Wir betrachten dann den Fall des reinen hydrostatischen
Gleichgewichts eines rotationslosen Sternes, wenn die Atome
soweit wie moglich unabhéngig voneinander verteilt sind (Diffu-

1 Month. Not. Bd. 89, S.59. 1928; vgl. aber auch T. G. CowLing,
ebenda Bd. 90, S. 140. 1929.
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sionsgleichgewicht). Der Stern bestehe aus s verschiedenen Atom-
gorten, und p;, n;, m;, Ze seien Druck, Teilchendichte, Masse
und Ionenladung der Atome iter Sorte, wihrend p,, n,, @, —e
die entsprechenden Groflen fiir freie KElektronen bezeichnen.
Ferner bezeichnen ® und ¥ das Schwerepotential bzw. das
elektrostatische Potential.

Die Gleichgewichtsbedingungen des Sternes lauten dann, unter
Vernachlissigung des Lichtdruckes,

d ad a¥ ,
7’:—’ + nimiW—l-niZieW: 0; py=mkT, i=1,2,...;s.
p, do ar (204)
dy T el o Ml = 0; p.=mnkT,
oder, in integrierter Form geschrieben,
r
do aP\dr
T - f("”Er_ +Zieﬁ)ﬁ
n=mnisre ;
(205)

”
- (w0
T ‘udr dr] kT
0 0

ne:ng',j,—e

Hierzu kommen die Porssonxschen Gleichungen der Potentiale:
Ve — —4ne{2niZi — ne}; Vegd = 4nG{Znimi + ne,u}. (206)
7 7

Die Natur der brauchbaren Losungen dieser Gleichungen laBt
sich sogleich aus dem frither erwéhnten Umstand erschliefen,
daB3 der Stern sehr nahe elektrisch neutral sein mufl. Schreiben
wir die elektrische Dichte in der Form

ne = e > n;Z; — en,, (207)

so ist also » verschwindend klein, verglichen sowohl mit =,
als auch mit > n;Z;. Indem wir in diese Gleichung die Aus-
i

driicke (205) fiir », und n, einfithren, erhalten wir

. —aT/T,
e 0 = —— . (208)
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Da n und 7° neben > nlZ; vernachlissigt werden konnen,

2
ist die linke Seite der Gleichung das arithmetische Mittel der
exponentiellen Terme rechts. Da die Elektronenmasse u neben
jedem m, zu vernachlissigen ist, sieht man unmittelbar ein,
daB ¥ und @ entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, daB also
der Stern positiv aufgeladen sein muB. Fiir den Fall eines einzigen
Elementes folgt aus (208) in erster Néaherung

¢ d¥ ay

dd
MW—eW"miTZ?_’—ZieW’ (209)
oder integriert
_ m— ¢
T——————e(zi_*_l) D. (210)
Dieser Losung entspricht nach (206) eine elektrische Dichte
_ L Rl
ne = oG AR (211)

wo o die Massendichte bedeutet. Unter Vernachlissigung der
Elektronenmasse ist die totale potentielle Energie eines Ions
(relativ zum Sternmittelpunkt):

frmnd . . g mi -
U=ZieV +m®= 71 D. (212)

Wir sehen hier von neuem, wie sehr das mittlere Molekular-
gewicht fiir die Energie der Ionen mafigebend ist.
Wenn mehrere Ionensorten vorhanden sind, kénnen wir
Y = —o D schreiben, wo &« mit dem Abstand vom Sternmittel-
punkt variiert. Mit Riicksicht auf Gleichung (208) schlieBt man,
daB « der Ungleichung
M m .
(ZrD %7 et D) (213)
geniigen mull, wo M,Z,m,z dem schwersten bzw. dem leich-
testen vorkommenden Element entsprechen, und je nach der
relativen Haufigkeit der betreffenden Elemente wird sich & dem
oberen oder dem unteren Grenzwert nihern. Wir interessieren
uns hier besonders fiir den unteren Grenzwert von & und wollen,
um die allgemeinen Ziige des Problems zu beleuchten, zwei typische
Falle betrachten. Im ersten Fall bestehe der Stern vorzugs-
weise aus Wasserstoff. Die untere Grenze ist dann H/2e, und
die potentielle Energie eines Wasserstoffkernes relativ zum Stern-
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mittelpunkt ist $H@. Im zweiten Fall soll der Minimalwert
von & durch ein schwereres Element vom Atomgewicht M = AH
und der Ionenladung Z bestimmt sein:

AH
Die potentielle Energie eines Wasserstoffions ist in diesem Falle
A4—7Z—1
UH == — 7—_{:—1_ H @ )

also negativ (da 4 > 2Z ist), was eine AbstoBung des Ions
vom Sternmittelpunkt zur Folge hat. Dasselbe kann natiirlich
auch fiir Helium und andere leichte Elemente eintreffen, wenn
sie in eine geniigend schwere Substanz eingebettet sind. Dieses
Resultat entspricht, in anderer Fassung und unter etwas ver-
schiedenen Giiltigkeitsbedingungen, dem fritheren Resultat, daB
Wasserstoff und Helium eine Tendenz besitzen, sich an der Stern-
oberfliche anzureichern.

Wir haben noch die Genauigkeit der gefundenen Naherungs-
l6sung abzuschétzen. Zu diesem Zweck betrachten wir den ein-
fachen Fall, daB der Stern aus ionisiertem Wasserstoff besteht
und die Temperatur konstant ist. Wir vernachléssigen ferner
auch die Elektronenmasse neben der Masse des Wasserstoff-
kernes, und erhalten durch Division der beiden entsprechenden
Porssonschen Gleichungen (206) fiir die Potentiale

Ry e 00 2e(¥'+2£<15)/k1’
Wz—ﬁ{l—noﬂe e (215)
oder, indem wir n? H2G
7,,7}1‘21_(1_0)'59? (216)
schreiben,
2e¥ + HD 2eW + HP
2e P2¥ 2I0ES 2e e
E—mz(l—ﬁ)e kT +HTG<1—e kT ). (217)

Fir 6 =0 ist ¥+ é% ® = 0 eine Losung dieser Gleichung. In

diesem Falle ist also die allgemeine Néherungslésung (210) genau
richtig. Es kann aber sein, dal die Verdampfungsgeschwindigkeit
der Elektronen von der Oberfliche einen anderen Grenzwert
des elektrischen Potentials und also auch einen anderen o-Wert
erfordert, als dieser Losung entspricht. Man mufl nun beachten,
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daB der Koeffizient 2e2/H2G' den numerischen Wert 3 - 1038 hat,
also sehr groB ist. Dies hat zur Folge, da3 selbst winzig kleine,
von Null verschiedene o-Werte zu enormen Anderungen des
elektrischen Oberflichenpotentials Anlal geben, was zu beweisen
war. Wenn makroskopische Magnetfelder vorhanden sind, kénnen
sich die Verhaltnisse natiirlich ganz anders gestalten?.

IV. Energetik und Entwicklungsgeschichte.

Das gréBte der aktuellen Probleme der modernen Astronomie
ist unzweifelhaft die Frage nach dem Ursprung der Strahlungs-
energie. Solange dieses Problem nicht geklirt ist, muB die Astro-
physik in einem unbefriedigenden Zustand der Unsicherheit be-
harren, da wir ja die Kenntnis der treibenden Kraft der Welt-
maschine vermissen. Insbesondere kénmnen wir nicht erhoffen,
eine nur angenéhert zuverlissige Skizze einer Entwicklungs-
geschichte der Sterne zu entwerfen, solange die Natur der Energie-
quellen verborgen bleibt, wie wir im folgenden sehen werden.

28. Uber die Zeitdauer der Sternentwicklung.

Soweit die geschichtliche Forschung zuriickreicht, scheint die
Leuchtkraft der Sonne keine groBen Verinderungen erlitten zu
haben. Kosmisch betrachtet, umfaBt aber die Menschengeschichte
nur ein verschwindend kurzes Zeitintervall. Viel weiter reichen
die in den geologischen Formationen der Erdkruste aufbewahrten
Zeugnisse. Insbesondere zeigt das Mischungsverhiltnis der in
den Gesteinen vorhandenen Elemente der radioaktiven Zerfalls-
reihen, daB die Erdkruste sich eines Alters von mindestens 1600 Mil-
lionen Jahren riihmen kann, und die Paleontologen behaupten,
daf} die Leuchtkraft der Sonne in dieser Zeit nur kleinen Schwan-
kungen unterworfen gewesen sei. Diese radioaktive Altersbestim-
mung, das mufl hervorgehoben werden, bildet die Hauptstiitze
der langen Zeitskala im Kosmos. Die iibrigen geologischen
Methoden einer Kalibrierung der kosmischen Zeitskala sind viel
weniger genau und geben viel kleinere Zeitriume. So kommt
man bei Betrachtung des Salzgehaltes des Meeres und des Auf-
baues der sedimentéren Gesteine auf ein Alter der Erdkruste
von nur 100 Millionen Jahren. Um dieses Resultat mit dem

1 Vgl. T. G. Cowring, Month. Not. Bd. 90, S. 140. 1929.
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radioaktiven Befunde zu verséhnen, mul man Hilfshypothesen
machen. Man kénnte z. B. annehmen, daB wir jetzt eine Periode
abnorm groBer Erosionsgeschwindigkeit erleben.

Die radioaktive Zeitskala wird in verschiedener Weise durch
astronomische Beobachtungen gestiitzt. So ist uns in den ¢ Cephei-
Sternen ein empfindliches Mittel gegeben, die Sternentwicklung
zu verfolgen. Die Periodizitdt der Lichtvariation dieser Sterne
scheint sehr vollkommen zu sein. So ist der Prototyp der Stern-
gruppe, 0 Cephei selbst, seit dem Jahre der Entdeckung (1784)
standig beobachtet worden, ohne daB eine sichere Spur einer
Verkiirzung oder einer Verlingerung der Periode festgestellt
werden konnte. Es existiert nun eine Korrelation zwischen der
Periode und der mittleren Leuchtkraft dieser Sterne, die von
grofer Bedeutung fiir die Astronomie gewesen ist, da sie zur
Bestimmung der Abstinde der MagELLANschen Wolken (HERTZ-
SPRUNG), der kugelférmigen Sternhaufen (SHAPLEY) und der
Spiralnebel (HUBBLE) verwendet wurde!. Die Konstanz der
Perioden bedeutet daher auch die Konstanz der mittleren Leucht-
kraft der Sterne. Die Kontrolle ist so scharf, daB man mit Sicher-
heit behaupten kann, daB8 die mittlere Leuchtkraft von & Cephei
sich seit 1784 um weniger als den zehnmillionsten Teil geéndert
hat. Wenn die jetzige Entwicklungsgeschwindigkeit fiir 6 Cephei
typisch ist, so heillt dies, daf merkliche sikulare Helligkeits-
dnderungen dieses Sternes héchstens nach einigen hundert Mil-
lionen Jahren zu erwarten sind, was mit dem geologischen Be-
funde fiir die Sonne harmoniert.

Die Konstanz der Perioden der ¢ Cephei-Sterne bedeutet
wahrscheinlich noch etwas mehr als die bloBe Konstanz der
Leuchtkraft. Wenn die frither besprochene Pulsationstheorie
dieser Sterne zu Recht besteht, und wohl auch unter viel all-
gemeineren Voraussetzungen, miissen wir erwarten, daB das
Produkt der Periode P und der Quadratwurzel aus der mittleren
Dichte o konstant ist:

P ]/E = Konstante. (218)

Die zeitliche Konstanz der Periode bedeutet daher, daB die
mittlere Dichte auch konstant ist: der Stern besteht also mit

1 Siehe aber auch die Bedenken von ScHiLT gegen diese Korrelation.
Astron. Journ. Bd. 28, S. 197. 1928.
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unverianderter Dimension und Leuchtkraft weiter. Nach einigen
tausend Jahren wird man imstande sein, diese Entwicklungs-
kriterien mit unvergleichlich viel gréBerer Schirfe zu analysieren;
aber schon jetzt eréffnen uns die 0 Cephei-Sterne einen weiten
Ausblick iiber die kosmogonische Zeitskala.

29, Die Relaxationszeit.

Sehr niitzliche, obwohl weniger prizise Fingerzeige in der-
selben Richtung gibt uns das Studium der Eigenbewegungen
der Sterne und deren Verteilung im Raume. Ein individueller
Stern wird durch die gleichzeitige Anziehung aller Sterne des
MilchstraBlensystems eine pendelnde Bewegung um eine Gleich-
gewichtslage ausfithren. Die GréBenordnung der Periode dieser
Bewegung kann man durch Betrachtung eines kugelférmigen
Sternsystems konstanter Dichte ¢ abschédtzen. Fiir diesen Fall
ist die Periode bekanntlich durch
Go
gegeben. In der Umgebung der Sonne befindet sich etwa ein
Stern pro 350 Kubik-Lichtjahre, was, wenn wir die Masse des
Sternes der Sonnenmasse gleich setzen (1,95 - 1033 g), einer Dichte
von 6 - 10" gcm~? und einer Schwingungsperiode von 150 Mil-
lionen Jahren entspricht. Diese pendelnde Bewegung der Sterne
hat zur Folge, dal anfangliche UnregelmiBigkeiten in der Raum-
oder der Geschwindigkeitsverteilung allméhlich verwischt werden,
wodurch das System in einen Zustand von dynamischem
Gleichgewicht iibergeht. Es herrscht dann ein enger Zu-
sammenhang zwischen der Verteilung der Sterne im Raume und
der Verteilung der Geschwindigkeiten, und in Betracht des
symmetrischen Baues unseres Fixsternsystems scheint es plau-
sibel, daB es sich, wenigstens angendhert, in dynamischem Gleich-
gewicht befindet!. Es ist wohl ohne weiteres klar, dal die Sterne
das Sternsystem mehrmals durchquert haben miissen, ehe es
diesen Zustand erreichte, dafB also das Sternsystem als solches
wesentlich dlter ist als 150 Millionen Jahre.

P= (219)

1 Siehe jedoch die Bedenken von ScHILT gegen die Annahme, daB unser
Sternsystem sich vollstindig im dynamischen Gleichgewicht befindet.
Astron. Journ. Bd. 39, S. 150. 1929.
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Soweit haben wir uns mit unteren Grenzwerten fiir die kos-
mische Zeitskala beschiaftigt. Die Betrachtung der Sternbewegungen
ergibt aber auch einen oberen Grenzwert des Alters des Stern-
systems, durch Betrachtung der durch Sternpassagen hervor-
gerufenen Unordnung der Bewegung von benachbarten Sternen mit
parallelen und gleich groBen Geschwindigkeiten. Soweit die Indi-
vidualitdt der Sterne fiir die Bewegung unwesentlich ist, sollte
man erwarten, daB benachbarte Sterne in fast unbegrenzter Zeit
nebeneinander verweilen wiirden. Dies kann aber in Wirklichkeit
nicht so andauern, da in vereinzelten Fillen irgend zwei Sterne
s0 nahe aneinander vorbeiwandern miissen, da3 ihre gegenseitige
Anziehung viel groler wird, als die Anziehung jedes Sternes durch
das gesamte Sternsystem. Dadurch werden die Sterne in ganz
neue Bahnen geworfen. Nun sind mehrere Haufen von Sternen
bekannt, die in ihrem gesamten Leben durch Sternpassagen in
ihrer Bewegung nicht merklich beeinflufit wurden. So bilden die
hellen Sterne des groflen Béren, & und 7 ausgenommen, einen
solchen Haufen. Dasselbe gilt fiir die Pleiaden und die Hyaden
im Taurus, die Orion-, die Perseus- und die Scorpiusgruppe.

Die Haufigkeit solcher geordneten Sternschwirme zeigt un-
zweideutig, daBl das Sternsystem nicht einen Zustand des idealen
statistischen Gleichgewichts erreicht hat, was iibrigens auch aus
der Raum- und der Geschwindigkeitsverteilung der Sterne im
allgemeinen folgt. Wir wollen jetzt, wie in der statistischen
Mechanik allgemein iiblich ist, den Grad der Unordnung der
Sternverteilung im Geschwindigkeitsraum durch die erreichte An-
naherung an das ideale Aquipartitionsgesetz der Energie charak-
terisieren. Man betrachte einen Schwarm von benachbarten
Sternen, die sich anfidnglich (¢ = 0) in derselben Richtung und
mit derselben kinetischen Energie bewegen. Es sei T die von
einem Stern in der Zeit £ durch Sternpassagen verlorene kinetische
Energie, Ty der lineare und L2 der quadratische Mittelwert des
Energieverlustes. Zur Zeit ¢t = 7 werden die 7-Werte eine GATUSS-
sche Verteilung um den Mittelwert 7', aufweisen, indem die
relative Zahl der Sterne, deren 7-Werte in Intervalle 7' bis
T 4 dT fallen, durch

W(T)dT = L (%)i’ o3 g (220)

gegeben ist.
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Es ist ganz klar, daBl L mit wachsender Zeit auch wachsen
wird, wodurch, wie die obige Relation zeigt, die Bewegung der
Sterngruppe immer mehr ungeordnet wird. Solange die mittlere
kinetische Energie eines Sternes 4 m V? (Scharmittel) groB ist ver-
glichen mit L, wird der Gruppencharakter der Sterne niherungs-
weise bestehen bleiben. Wenn aber diese GréBen miteinander
vergleichbar werden, ist die Individualitit der Sterngruppe als
verloren zu erachten. Wir definieren daher die Lebensdauer =
einer solchen Sterngruppe durch die Forderung

L(t) = 4 mV2. (221)
Diese Lebensdauer kénnen wir groBenordnungsmiBig mit der
Relaxationszeit des Systems identifizieren, da sie offenbar
ein MaB der Geschwindigkeit ist, mit welcher das System sich
dem Zustande des statistischen Gleichgewichts ndhert. Wenn
die Geschwindigkeit der Sterngruppe groB ist, verglichen mit den
Geschwindigkeiten der Sterne des Feldes, findet man in erster

Néaherung!: —
2 =1-4nG*m 3 V(1 + m/M;)~2. (222)

Hier sind m und V Masse und zeitlicher Mittelwert der Geschwin-

digkeit eines Sternes der Gruppe, M; ist die Masse eines Sternes

des Feldes, und die Summe ist iiber alle Feldsterne der Volum-

einheit zu erstrecken. Also erhalten wir fiir die Relaxationszeit

des Systems: (G mV2)e
T

T 4x@mt V(L 4 m M)
i

(223)

Um hieraus die obere Grenze des Alters unseres Sternsystems
abzuschitzen, verwenden wir folgende Werte der in 7 eingehenden
GroBen: M;=m = 1,95 - 1033 g (Sonnenmasse); V=V =20 km/s
(Geschwindigkeit der Sonne); Zahl der Sterne in der Volum-
einheit N = 3,4-10-7cm~-3 (ein Stern auf 350 Kubik-Licht-
jahre = Sterndichte in der Nachbarschaft der Sonne). Wir finden

dann 7 oo 4 - 10 Jahre.

Daf Sternpassagen fiir die Ausbildung des Sternsystems eine
merkliche Rolle gespielt haben, wird nach JEaNs? durch die Ver-

1 S. RosseLaxp, Month. Not. Bd. 88, S. 208. 1928.
2 Month. Not. Bd. 85, S. 6. 1927.
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teilung der groBen Halbachsen und der Exzentrizititen der
Bahnen weiter Doppelsternpaare angedeutet. Die Rechnungen
von JEANS beruhen auf der Annahme, da8 die Doppelsterne
aus einzelnen Sternen entstehen, die aus irgendwelchem Grunde
in einen instabilen Zustand geraten und in mehrere Komponenten
aufspalten. Jeder Doppelstern bewegt sich dann urspriinglich
in einer kreisférmigen Bahn von kleinem Durchmesser, und die
grofen Exzentrizititen und Bahndimensionen solcher Sterne
wiirden groBtenteils auf die Wirkung von Sternpassagen zuriick-
zufithren sein. Hs sei hier auch auf die von HALM und SEARES?
gefundene Tendenz der Sterne, sich dem Aquipartitionsgesetz zu
fiigen, hingewiesen.

Ein besonderes Problem bilden die offenen Sternhaufen. Ein
offener Sternhaufen, wie der Schwarm in Taurus oder der Ursa-
Major-Schwarm, bei dem die Sterne sich sehr genau mit gleichen
Geschwindigkeiten bewegen, ist offenbar als ein sehr offenes mul-
tiples System aufzufassen, das wegen der grolen Separation der
Komponenten fiir dulere Stérungen besonders empfindlich ist.
Wenn die Sterne eines offenen Sternschwarmes eine ungeordnete
Geschwindigkeit von 1 km/sek. hétten, wiirden sie im Laufe von
einigen Millionen Jahren ganz auseinandergestoben sein. Dies gibt
nach (223) fiir die Lebensdauer einer solchen Gruppe, soweit sie
sich innerhalb unseres Sternsystems bewegt hat, einen oberen
Grenzwert von der Ordnung

7 = 10%° Jahre.

Die Deutung dieses Resultats ist nicht ganz klar. Wenn die
Haufen sich permanent innerhalb unseres Sternsystems bewegt
haben, und mittlere Sterndichte und Geschwindigkeit richtig ge-
schatzt sind, wiirde es heilen, daB das Alter des ganzen Stern-
systems nicht viel gréBer als 101 Jahre sein kann, wodurch
die JEaNssche Erklirung der Verteilung der Exzentrizitaten und
Bahndimensionen der visuellen Doppelsterne hinféllig wiirde. Es
ist aber vielleicht moglich, daB die offenen Sternhaufen nur die
sparlichen Uberreste viel gréBerer Systeme sind, in welchen frither
die Eigengravitation die Wirkung von Sternpassagen teilweise auf-
gehoben hat, und die nur gelegentlich die sternbesaten Teile des
Milchstrafiensystems durchqueren. In diesem Fall wiirde man

1 Astrophys. Journ. Bd. 50, S. 165. 1922.
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das Alter des Sternsystems viel hoher schétzen miissen, vielleicht
nahe an der frither gegebenen oberen Grenze. Die Korrelation
zwischen Masse, Helligkeit und effektiver Temperatur der Sterne
ist, wie wir sehen werden, am einfachsten durch eine solche lange
Zeitskala zu erklaren.

30. Energiequellen der Sterne.

Fiir die Energiequellen der Sterne kommen fast nur folgende
vier Moglichkeiten in Betracht.

1. Potentielle Schwereenergie. Dal} die Sterne in ihrer
Schwereenergie eine sehr wirksame Energiequelle besitzen, wurde
zuerst von Helmholtz erkannt. Man glaubte lange Zeit, damit
das Problem der Energiebilanz der Sterne geldst zu haben. Das
Sonnenlicht sollte also prinzipiell in derselben Weise hergestellt
werden, wie das einem Wasserfallkraftwerk entstammende elek-
trische Licht. Die durch Senkung der Sternmassen freigemachte
Schwereenergie steht aber nicht in ihrer Gesamtheit fiir Strahlung
zur Verfiigung, da sie teilweise zur Erwirmung des Sternes ver-
braucht wird. Dennoch ist die Schwereenergie so grof3, daB sie
geniigen wiirde, um die Strahlung der Sonne noch 20 Millionen
Jahre zu erhalten, ohne den Sonnenradius auf weniger als die
Hilfte zu verkiirzen. Die ganze bisherige Entwicklung der Sonne
hatte sich in einer dhnlichen Zeitspanne abspielen miissen. Dies
vertragt sich aber nicht mit den geologischen Altersbestimmungen
der Erde, die eine mindestens 100mal gréBere Lebensdauer ver-
langen. Unwahrscheinlich viel kiirzer noch wird die Lebensdauer
der Riesensterne, z. B. der Cepheiden; nach der HELMEOLTZSChen
Hypothese betrigt sie héchstens 100000 Jahre. Sofern die Pul-
sationstheorie der ¢ Cephei-Sterne zutrifft, kann man sogar die
HerLmuorrzsche Hypothese direkt als widerlegt betrachten, da
sie nach (218) eine Verkiirzung der Periode von ¢ Cephei seit
1784 von 17 Sekunden verlangen wiirde, wovon die Beobachtungen
keine Spur verraten.

2. Radioaktivitat. Als um die Wende des Jahrhunderts
die Radioaktivitdt entdeckt wurde, hat man sogleich geglaubt,
die Energiequelle der Sternstrahlung gefunden zu haben. Die
bekannten radioaktiven Elemente sind aber nicht ergiebig genug,
denn selbst, wenn die Sonne ganz aus Uran bestiinde, kénnte
die Radioaktivitit nur die Hilfte der Sonnenstrahlung ersetzen.
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Fiir die schwereren Sterne steht die Sache noch schlechter, denn
ihre Ausstrahlung tibertrifft die Sonnenstrahlung mehrere tausend-
mal. Also sind die auf der Erde bekannten radioaktiven Prozesse
fiir die Erklirung der Sternstrahlung ungeeignet.

3. Aufbau der Elemente aus Wasserstoff. Wir stehen
hier vor einem Geheimnis, dessen endgiiltige Losung wahrschein-
lich eine tiefergehende Kenntnis der Eigenschaften der Materie
erfordert, als sie uns die heutige Physik gewihrt. Wir miissen
uns mit Vermutungen iiber die Natur des unbekannten Prozesses
begniigen. Zun#chst konnte man daran denken, daB es sich um
eine Zerspaltung oder einen Aufbau der Elemente handle, also
um eine Art erweiterter Radioaktivitit. Diese Hypothese 148t
sich streng priifen, sobald man das EinsTeinsche Prinzip der
Aquivalenz von Masse und Energie zu Hilfe nimmt. Aus den
Astonschen Arbeiten iiber isotope Elemente wissen wir, daf$3
die Masseninderung bei etwaigen Umwandlungen der Atomkerne
klein bleibt, sobald es sich nicht um Anlagerung oder Abspaltung
von individuellen Wasserstoffkernen handelt. Wenn vier freie
Wasserstoffkerne und zwei Elektronen einen Heliumkern bilden,
ist das Gewicht des Kernes um 1% Kkleiner als das Gewicht des
Aggregates der freien Teilchen, und dieses Defizit wird wahr-
scheinlich als harte Gammastrahlung ausgesandt. Hier steht also
eine hypothetische Energiequelle zur Verfiigung, die den Sternen
eine Lebensdauer sichert, die héchstens der Verbrennung von
1% ihrer Masse entspricht. Eine Umwandlung der Sonne aus
Wasserstoff in Helium wiirde ungefihr 10! Jahre in Anspruch
nehmen und also den meisten Forderungen der Astronomie und
der Geologie geniigen.

Eine gewisse Stiitze fiir eine solche Annahme diirfte in dem
Umstand zu erblicken sein, daB die Quantentheorie der Radio-
aktivitat, wie sie kiirzlich von verschiedenen Verfassern auf Grund
der Wellenmechanik entwickelt wurde, die Méglichkeit eines suk-
zessiven Aufbaues von leichten Elementen durch Anlagerung von
Wasserstoffkernen unter stellaren Verh#ltnissen ergibt?.

4. Umwandlung der Materie in Strahlung. Die Idee,
daBl unter Umstéinden die Sternmaterie sich vollkommen in
Strahlung umsetzen koénne, ist unabhingig von verschiedenen

! Siehe R. d’E. ATkinsoN u. F. G. Hourermans, ZS. f. Phys. Bd. 54,
S. 656. 1929,
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Seiten ausgesprochen worden. Sie gibt wohl die gréftmdégliche
Erweiterung der kosmischen Zeitskala, die mit unseren physi-
kalischen Erfahrungen vertriiglich ist. Ihre Konsequenzen lassen
sich an Hand der Masse-Leuchtkraft-Beziehung einfach ver-
folgen.

Der sekundlichen Ausstrahlung L eines Sternes entspricht ein
sekundlicher Massenverlust

aM L

TE T T (224)

Die Masse-Leuchtkraft-Beziehung kann man in geniigender
Niherung in der Form
L~ My

schreiben, wo n konstant ist. Fir mittlere Helligkeiten ist n = 3
eine brauchbare Naherung. Die Integration von (224) gibt dann
. 2 (M M

t—to= 217 7))

Wenn die Anfangsmasse M, grol ist verglichen mit M, und
n— 1> 0, so ist das konstante Glied dieser Formel zu vernach-
lassigen. Indem wir die bekannten Werte fiir die Sonne ein-
fithren (M = 1,95-10383 g; L = 4 - 103 Erg/s) und n = 3 setzen,
findet man 7 - 10'3 Jahre als obere Grenze des Alters der Sonne.
Jeans® hat darauf hingewiesen, dafl der sikulare Massen-
verlust eine allgemeine Ausdehnung des ganzen Fixsternsystems
zur Folge hat. So dehnen sich die um den gemeinsamen Schwer-

punkt beschriebenen Ellipsen eines Doppelsternes allméhlich aus
gemiB dem Gesetze

(225)

AL My

(1 + myfmy)*
Hier sind m;, m, die Massen der beiden Komponenten des Sternes,
a, ist die der Masse m,; entsprechende groe Halbachse. Der
Beweis dieser Relation folgt einfach aus der adiabatischen In-
varianz von T/W fir ein periodisches System von mittlerer
kinetischer Energie T' und Kreisfrequenz W. Die Bewegung
des einen Sternes (Masse m,) im Zweikérperproblem laBt sich
ja auf die Bewegung eines fiktiven Sternes zuriickfiithren, dessen
trage Masse Eins ist, und der von einer im gemeinsamen Schwer-

= konst. (226)

1 Month. Not. Bd. 85, S. 2. 1925.

Rosseland, Astrophysik. 8
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punkt der beiden Sterne gelegenen Masse m, (1 + %)_2 an-
2

gezogen wird. Fir diesen fiktiven Stern ist nach bekannten
Formeln des Zweikérperproblems

r-led, o (G,
also 1 * (227)
T _ 1 . . My
W—E GMlal’ Ml_ 1_*_"_”})2’
( My,

wo a die grole Halbachse der elliptischen Bahn ist. Die bekannte
adiabatische Invarianz von T'/W fiihrt also in der Tat auf die
Invarianz von Ma.

Betrachten wir andererseits die pendelnde Bewegung eines
Sternes durch das Sternsystem. Sofern man annehmen kann, dafl
das System sphérisch und von konstanter Massendichte ¢ sei, gilt

7= 100); W=CVe; =% @+b)7e; C—konst., (228)
wo &, und b die Halbachsen der Bahnellipse sind. Da die linearen
Dimensionen der Bahn sich diesmal also umgekehrt wie die vierte
Wurzel aus der Dichte dndern, erfolgt die Ausdehnung viel lang-
samer als im Falle des Doppelsterns. An der suBleren Begrenzung
des Systems, wo die Sterne sich gewissermaBlen unter der An-
ziehung eines Massenzentrums bewegen, miissen sich die Bahnen
wieder ungefahr wie Kepler-Ellipsen verhalten. Das Sternsystem
als ganzes wird also eine Auflockerung erfahren, die im Zentrum
am kleinsten und am Rande am gréBten ist. Dieser Umstand
erfordert eine kleine Reduktion des oben gegebenen numerischen
Wertes der Relaxationszeit, um der zeitlichen Abnahme der
Hiufigkeit der Sterne pro Volumeinheit Rechnung zu tragen, die
aber fiir unsere Zwecke unwesentlich ist.

a) Die Stabilitiit der Sterne. Fernere Aufschliisse itiber die
Natur der Energiequellen lassen sich kaum aus Betrachtungen
von Sternen in hydrostatischem Gleichgewicht erhalten. Von
einer Analyse der verdnderlichen Sterne sollte man viel mehr
in dieser Hinsicht erhoffen, aber die wenigen zur Zeit vorliegenden
Untersuchungen sind nicht einmal untereinander vertriglich.

Es ist natiirlich zu verlangen, da3 die Energieerzeugung derart
ist, daB ein rotationsloser Stern in hydrostatischem Gleichgewicht
bleiben kann. Dies macht keine Schwierigkeit; man muBl aber
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die schirfere Forderung stellen, dafl die Energiequellen den Zu-
stand des Sternes so genau regulieren, daf stabile Schwingungen
des Sternes moglich sind. Wenn die Energiequellen von der
Dichte und der Temperatur abhingen, kann es vorkommen, daB
diese Forderung Schwierigkeiten bereitet, und man hat in der
Tat Miihe, ein Auseinanderstieben oder eine allzu schnelle Kon-
traktion des Sternes zu verhindern. JEANS! glaubt sogar bewiesen
zu haben, daB ein gasformiger Stern unter solchen Umsténden
in keiner Weise in stabilem Gleichgewicht sein koénne. Diese
Behauptung diirfte jedoch, wie von VoaT? hervorgehoben wurde,
wegen der vereinfachenden Annahmen der JEANsschen Rechnung
nicht zwingend sein; aber offenbar sind die Moglichkeiten sehr
beschrankt.

JEANS hat diese Schwierigkeiten so ernst empfunden, daB
er geneigt ist, eine der Grundlagen unserer ganzen Theorie des
Sterninnern fallen zu lassen, indem er sich die Sterne in flissigem
Zustande vorstellt. Die Atome im Sterninnern sollen undurch-
dringliche Volumina besitzen, die zum Teil viel grofler sind als
die Volumina elektrisch neutraler Atome, und die durch die bis-
herige Atomphysik nicht zu begriinden sind. Und noch mehr:
das Farbenhelligkeitsdiagramm wird durch die Annahme gedeutet,
daB jedem Ast ein besonderes Atomvolumen zukommt, das am
groBten ist bei den Riesensternen, und am kleinsten bei den weillen
Zwergen. Er hat auch versucht, diese Angicht durch eine feinere
Analyse des Farbenhelligkeitsdiagramms zu begriinden. Wegen
der systematischen Fehler des von JEANs zugrunde gelegten
Diagramms ist aber diesem Versuche nur eine sehr beschrinkte
Bedeutung beizumessen. Zusammenfassend kann man wohl sagen,
daB die sikuldre Stabilitit der Sterne noch einer rationellen
Begriindung entbehrt.

31. Entwicklungsgesechichte des Sternsystems.

Fiir die Aufstellung einer bestimmten Theorie der Stern-
entwicklung liegen nur sehr wenige Anhaltspunkte vor, und die
Auffassungen verschiedener Forscher gehen oft sehr auseinander.
Anhaltspunkte fiir entwicklungstheoretische Betrachtungen sind

1 Month. Not. Bd. 87, S. 400. 1925.
2 Agtron. Nachr. Bd. 232, 8. 1. 1928). Siehe auch Versffentl. d. Univ.-
Sternw. Jena Nr. 2. 1929.

8*
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enthalten in der ausgesprochenen Korrelation zwischen Helligkeit
einerseits und effektiver Temperatur, Masse und Dimensionen
andererseits. Man hat allgemein diese Korrelation als Abbild
der Entwicklung des einzelnen Sternes angesehen. Die Riesen-
sterne der ,,spatesten” M-Klassen bilden den Anfangszustand,
und die Entwicklung schreitet den Riesenast entlang bis zu den
B- und O-Sternen fort, wo die effektive Temperatur ein Maximum
erreicht. Von da ab geht die Entwicklung lings der Hauptreihe,
bis die Sterne als M-Zwerge unserer Kontrolle entschwinden.
Wenn dieser Entwicklungsgang richtig ist, muf ein Stern wihrend
seines Lebenslaufes sehr viel an Masse verlieren. Dies gibt ein
Maf fiir die Zeitdauer der Entwicklung. Man sieht unmittelbar
aus den vorhergehenden Rechnungen, dafl eine solche Ent-
wicklungsgeschichte eine Zeitskala von der Ordnung 1013 bis
1015 Jahre verlangt, sofern der Massenverlust auf Strahlung
allein zuriickzufiihren ist. Wir wissen aber, da3 die Sterne auch
noch in anderer Weise ihre Massen verdndern als durch Strahlung.
So werden die Gase in geringen Mengen direkt von der Oberfléache
eines Sternes verdampfen. Man glaubt, dal die erdmagnetischen
Storungen und die Nordlichtph&énomene von intermittierenden
Eruptionen auf der Sonne zeugen, die Massenverluste zur Folge
haben. Aber es ist nicht méglich gewesen, hierdurch einen so
groBen Massenverlust der Sonne oder der Sterne plausibel zu
machen, daBl man die Korrelation zwischen Masse und effektiver
Temperatur im Farbenbelligkeitsdiagramm auBler bei Strahlung
erklaren kann.

Man wird daher zu der Annahme gefiihrt, daB die Ausstrahlung
der Sterne direkt durch Verbrennung der Sternmasse selbst ge-
deckt wird. Im einzelnen scheint die Energieerzeugung von der
Dichte und der Schwere in dhnlicher Weise abzuhidngen wie bei
der HermuOLTZSchen Kontraktionshypothese. DaBl der Ver-
brennungsprozef von einer Kontraktion des Sternes begleitet
wird, ist ndmlich ein ebenso charakteristischer Zug des Entwick-
lungsprozesses, wie etwa die fortschreitende Reduktion der Licht-
stairke oder der effektiven Temperatur lings der Hauptreihe.
Dies ist freilich nur eine andere Weise, auf den notwendigen
Zusammenhang zwischen der Energieerzeugung und der all-
gemeinen Homologie aller Sterne hinzuweisen, worauf friiher
aufmerksam gemacht wurde.
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RusseLL® hat den Versuch gemacht, die Parallelitat so zu
interpretieren, daf} die Energie durch die Kontraktion ausgelost
wird, fast in ahnlicher Weise, wie wenn man irgendeinen Spreng-
stoff durch einen Schlag zur Explosion bringt. Solche Annahmen
lassen sich durch Stabilitdtsbetrachtungen sehr einschrinken; aber
bis jetzt ist man auf diesem Wege zu keiner befriedigenden Losung
gelangt.

Man wird einrdumen miissen, dafl es augenblicklich schwer
ist, eine bestimmte Ansicht iiber den Entwicklungsgang der Sterne
zu verfechten; und wahrscheinlich wird es auch so bleiben, so-
lange uns die Natur der Energiequellen der Sterne verborgen
bleibt.

32. Das Pauli-Verbot und die Theorie der weilen Zwerge.

Gesetzt, daf3 die Sterne sich unter fortwihrender Kontraktion
entwickeln, so wie man es sich gew6hnlich vorstellt. Wie weit
kann sich dann die Kontraktion fortsetzen, und wann horen die
gewOhnlichen Gasgesetze auf, giiltig zu sein?

Angesichts unserer Rechnungen iiber die Ionisation und den
elektrischen Druck im Sterninnern kénnte man den Eindruck
bekommen, dafl die Sternmaterie unbegrenzt kompressibel sei,
und daBl die Grenze erst bei unendlich hoher Kompression erreicht
werde. Dieses eigentiimliche Resultat diirfte nur durch die ver-
einfachenden Annahmen vorgetduscht sein. Sobald man jedoch
das Pauli-Verbot in die Gastheorie einfithrt (Fermi?, Drrac3),
kommen bei grofien Dichten ganz besondere Verhiltnisse zum
Vorschein, die die Kompressibilitit eines ‘Sternes stark herab-
setzen. FOowLER? hat zuerst auf die astronomischen Konsequen-
zen dieser Theorie hingewiesen.

Da diese Frage fiir unsere Anschauungen tiiber die Stern-
entwicklung von prinzipiellem Interesse sein diirfte, wollen wir
hier die Theorie von FErRMI und DIrac ganz kurz betrachten.

Wir denken uns N Atome eines einatomigen Gases (Masse
eines Atoms gleich M) in ein kubisches Gefil vom Volumen V =q3
eingeschlossen. Die Atome sollen keine Krifte aufeinander aus-

1 Nature Bd. 116, S. 209. 1925.

2 Z8S. f. Phys. Bd. 36, S. 902. 1926.

3 Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 112, S. 661. 1926.
¢ Month. Not. Bd. 87, S. 114. 1926.
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itben und von den GefaBwinden elastisch reflektiert werden.
Die Atome fithren also eine periodische Bewegung aus, und ihre
Energiewerte sind gemafl der Formel

e= gus (BB Emd), kIm=0,1,2,..., 0 (229)
gequantelt.

Wir kénnen uns an Hand dieser Gleichung die Wirkung des
Pauli-Verbots leicht veranschaulichen. Da keine zwei Atome
im selben Quantenzustand sitzen diirfen, kann jederzeit nur ein
Atom die Energie Null besitzen. Es ist dann £t =1 =m = 0.
In der néchsten Energiestufe konnen hoéchstens drei Atome
sitzen, entsprechend den drei Moglichkeiten £ =1, I = m = 0;
l=1,k=m=0,m=1,k=1=0usw. Wenn wirk, l und m
als rechtwinklige Koordinaten eines dreidimensionalen Raumes
aufgetragen denken, kommt im Mittel eine mégliche Lésung
pro Volumeneinheit vor. Der positive Oktant einer Kugel vom
Radius (k2 + 12 + m?2)} um den Ursprung, enthilt also nach (229)

N =2 T @M (230)
mogliche Losungen, deren zugeordnete Energiewerte im Intervall
von Null bis ¢ verteilt sind. Aus dieser Formel erhalt man durch
Differentiation die Zahl der Losungen im Energieintervall de:

dA = V3T @M)tede. (231)

Wenn alle méglichen Losungen bis zum Energiewert &, besetzt
sind, ist also die Gesamtenergie des Systems

4x

0

E,
E:/edA:V-
0

Da die Atome keine mechanischen Krifte aufeinander ausiiben,
ist der Druck des Gases durch die gewéhnliche Gasgleichung

2 K
=5 (233)

gegeben oder nach (230) und (232)

1 /6\% A% (N \}
P=35 <;) i (17) : (234)
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Der Druck ist also proportional der Dichte in die Potenz 5/3
erhoben, gerade wie fiir ein einatomiges Gas in adiabatischem
Gleichgewicht.

Da die Atome alle in den tiefsten Quantenzustinden sitzen,
gibt es keine Ausstrahlung, und die Gesamtheit der Atome hat
die Temperatur Null, obwohl alle Atome bis auf eines in Bewegung
begriffen sind. FEine vertiefte statistische Betrachtung liefert,
wenn die Bewegung sehr nahe, aber doch nicht ganz geordnet
ist, folgenden Ausdruck fiir den Druck:

1 (6)% hz(N>g- 25 M(N

p=o5(o) 2 (¥ ~I7>k2T2+---. (235)

3t B

3

Und fir den Grenzfall, wenn die Abweichungen von den

gewohnlichen Gasgesetzen klein sind:

N W N/V

p = VkT{l + Tty T } (236)
Mittels dieser letzten Formel iiberzeugt man sich, dal die durch
das Pauli-Verbot bedingten Abweichungen von den gewdhnlichen
Gasgesetzen sich bei gewshnlichen Sternen nicht bemerkbar
machen kénnen. Am ehesten sind Abweichungen bei den weillen
Zwergen zu erwarten. Fiir ionisierten Wasserstoff bei einer Dichte
100000 g/cm3 und der Temperatur Null folgt aus (234) ein Druck,
der so grofl ist, wie der nach der gewd6hnlichen Gasgleichung
mit einer Temperatur von etwa 100 Millionen Grad berechnete.
Dies mag wohl den Verhiltnissen im Mittelpunkt der weillen
Zwerge nahekommen.

a) Wirmetod? Bekanntlich hat CrLAusius versucht, auf
Grund des zweiten Hauptsatzes der Warmetheorie die SchluB-
folgerung zu begriinden, dafl das Universum als Ganzes unver-
meidlich gegen einen Zustand strebe, in dem alle Temperatur-
unterschiede ausgeglichen sind und alles in Stillstand geraten ist.

Dies setzt einerseits voraus, dal das Weltgeschehen sich inner-
halb eines abgeschlossenen Raumes abspiele. Aber selbst, wenn
dies etwa im Sinne der allgemeinen Relativititstheorie EINSTEINS
zutreffen sollte, darf man nicht behaupten, daB die Materie
nach einmal erreichtem Wiarmetod nicht wieder in einen Zustand,
wie wir ihn jetzt erleben, geraten konne. Im Gegenteil: aus der
atomistischen Begrindung der Thermodynamik folgt, daB um
jede Gleichgewichtslage Schwankungen vorkommen miissen. Das
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Universum kann daher nach erreichtem Wirmetod nicht einfach
in ewiger Ruhe verweilen, sondern ist dazu gezwungen, sich in
Richtung kleinerer Gesamtentropie zu entwickeln, und muB
schlieBlich auch Zustdnde erreichen, wie wir sie jetzt erleben.
DaBl nach allen Vorstellungen der Statistik hierzu sehr lange
Zeitrdiume notig sind, ist eine andere Sache, die uns nicht berech-
tigt, einfach auf den unvermeidlichen Wiarmetod hinzuweisen!.
Einige Forscher haben auch die Hypothese untersucht, daB} das

Weltall sich schon jetzt in einem Zustand von maximaler Entropie
befindet 2,

V. Physik der Sternatmosphire.

Wie wir gesehen haben, kommt fiir die Physik des Sterninneren
im wesentlichen nur die Grobstruktur der Atome in Betracht, d. h.
das Atomgewicht, die Atomnummer und die Zahl der von jedem
Atom abgespaltenen Elektronen. Man darf vermuten, daB fiir
die Energieerzeugung auch feinere Eigenschaften wesentlich mit-
spielen; aber bisher fehlen die Mittel, diese Spur weiter zu ver-
folgen. Um das feinere Wechselspiel der Elektronen im Atom
durch astrophysikalische Beobachtungen zu untersuchen, miissen
wir uns der Physik der Sternatmosphire zuwenden, die hierfiir
reiches Material darbietet, das in gewissen Fillen dem in irdischen
Laboratorien gewonnenen Material iiberlegen ist.

Bei der Untersuchung der Sternatmosphéren ist es oft von
groBer Bedeutung, dafl man allgemeine Folgerungen an der Sonne
nachpriifen kann, deren Atmosphére unvergleichlich viel besser
bekannt ist als die anderer Sterne. Freilich stellt die Sonne nur
einen isolierten Fall dar; aber sie hat gewisse allgemeine Eigen-
schaften, die bei allen Sternen wiederkehren diirften. Man kann
z. B.sicher die Atmosphére eines Sternes in Analogie zu der Sonnen-
atmosphére in drei Hauptschichten teilen, in welchen bei allen
Sternen sich dhnliche physikalische Prozesse abspielen. Unten liegt
die Photosphére, die ziemlich willkiirlich durch die Fest-
setzung definiert ist, daB hier der kontinuierliche Untergrund des
Sternspektrums entsteht. Die Basis der Photosphére markiert

1 Vgl. J. B. S. Haupaxg, Nature Bd. 122, S. 808, 1928,

2 Vgl. O. SterN, ZS. f. Elektrochem. Bd. 31, S. 448. 1925; R. C. ToL-
MAN, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 12, 8. 670. 1926; F. Zwicky, ebenda
Bd. 14, S. 592. 1928.
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also, wie weit man von auBlen in den Stern hineinblicken kann.
Die Photosphére geht unmerklich in die umkehrende Schicht
tiber, in der die meisten Absorptionslinien entstehen. Danach
kommt die Chromosphére, die freilich wieder nicht scharf
gegen die umkehrenden Schichten abzugrenzen ist. Thr dynami-
sches Gleichgewicht kommt durch ganz besondere Umstinde zu-
stande. Hier entstehen vermutlich auch die Emissionslinien, die
in einigen Sternspektren vorkommen. Uber diesen drei Schichten
wolbt sich wohl bei allen Sternen, wie bei der Sonne, die Korona,
die sich nach auBen in den interstellaren Raum verliert.

33. Strahlungsgleichgewicht einer Sternatmosphére.

Da unsere ganze Kenntnis der Sternatmosphéren aus den
Sternspektren gewonnen werden muB, beginnen wir mit einigen
allgemeinen Betrachtungen iiber das Strahlungsgleichgewicht der
Sternatmosphiiren. Die Kontinuititsgleichung der Strahlungs-
energie lautet wie frither

1 01,
z, Os

—B,—1I,. (237)

Diese Gleichung wollen wir jetzt allgemein integrieren. Ks sei

B
Tap = f x,ds (238)
A

die optische Lange der Strecke 4 B. Die obige Gleichung a3t
sich dann offenbar auch wie folgt schreiben:

% (1) = & B,

oder integriert
(%
(L)e = (L)ae ™4 + [ Bye~aedryo, (239)
A

wo A, B, C drei Punkte bedeuten, die auf einer geraden Linie
in der Richtung der Strahlungsintensitit liegen. Es sei nebenbei
bemerkt, daB diese Gleichung auch fiir den allgemeinen Fall
des zeitlich verinderlichen Feldes giiltig ist, sofern die Werte
der Integrationsvariablen fiir die Zeit der Passage der durch (I,),
gemessenen Energie entsprechen. Dies kann z. B. verifiziert
werden, indem man die Gleichung als partielle Differential-
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gleichung erster Ordnung in der Zeit und der einen Raumkoordi-
nate s auffaft.

Bei der Analyse des Sternlichtes von der Erde aus ist nun in
der Gleichung (239) der Punkt C' mit dem auf der Erde befind-
lichen Standorte des Beobachters zu identifizieren, wihrend A
irgendwo im Stern in der zuféllig gewihlten Blickrichtung liegt.
Es ist dann offenbar vorteilhaft und erlaubt, diesen Punkt so
weit ins Innere des Sternes zu verlegen, daf} das erste Glied rechts
in Gleichung (239), das die von dem Punkte 4 ungehindert nach
auBen gelangende Strahlung ergibt, ganz zu vernachlissigen ist.
Dies ist sicher der Fall, wenn A sich im Unendlichen, jenseits
des Sternes befindet, vorausgesetzt, daf keine Strahlung von
auBlen auf den Stern fillt. Die Gleichung (239) reduziert sich
dann auf die Form

I, = fB,,e"ds, (240)
0

wo wir aus Bequemlichkeitsgriinden die Integrationsrichtung um-
gekehrt und den Anfangspunkt in den Beobachter verlegt haben.

Wir beschrinken uns jetzt auf den Fall, wo der Sehstrahl die
Photosphére des Sternes wirklich schneidet und also die optische
Lange des Sehstrahls sehr grofi ist verglichen mit der Einheit.
Es seien ferner die Atmosphérenschichten als eben betrachtet,
und statt der optischen Lénge 7 des Sehstrahles die optische
Tiefe t = 7 - cos © eingefiihrt, wo © der Neigungswinkel zwischen
dem Sehstrahl und der Normalen zur Sternoberfliche ist. Der
Ausdruck (240) fiur die Austrittstrahlung wird also jetzt mit
@ = cos ®

- dt
= | B, et —
I, Of etk (241)

Wenn B, von ¢ unabhéngig ist (isotherme Atmosphire), folgt
hieraus direkt I, = B, nach allen Blickrichtungen, fir die der
Stern undurchsichtig ist. Der Stern emittiert dann schwarze
Strahlung, und zwar gleichméBig nach allen Richtungen, ohne
Randverdunklung. Der Frequenzverlauf des Absorptionskoeffi-
zienten spielt dann iiberhaupt keine Rolle im Problem. Sobald
aber die Temperatur riaumlich variabel ist, wird dies anders,
da dann das Spektrum der Austrittstrahlung wesentlich von der
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Natur der Extinktionsprozesse abhéngt. Der Koeffizient z, ist,
wohl bemerkt, die Summe des Absorptions- und des Streukoeffi-
zienten, und die spezifische Emissionsféhigkeit B, gibt die Summe
sowohl von primér emittiertem als von gestreutem Licht an. Wir
wollen die Verhéltnisse an einigen einfachen Beispielen niher be-
leuchten.

a) Grenzfall der reinen Absorption. Es sei der Einfachheit
halber der Absorptionskoeffizient von der Frequenz unabhingig.
Die Gleichung des Strahlungstransportes bleibt dann in unver:
dnderter Form bestehen, wenn man sie iiber alle Frequenzen in-
tegriert, und also I, und B, durch

I:O/de; B:O/Bm (242)

ersetzt. Die Transportgleichung lautet also jetzt
pudljdi — I =—B, (243)

wo wir aus Bequemlichkeitsgriinden die Richtung der Ableitung
umgekehrt haben. Sei ferner F der Strahlungsflul und J/c die
Energiedichte der Strahlung, also

F:f,u[da); J:fIdw, (244)

wo die Integrationen iiber die ganze Einheitskugel zu erstrecken
sind. Wenn wir die Gleichung (243) mit dw multiplizieren und iiber
alle Richtungen integrieren, finden wir

dF
Sy =J —4aB. (245)

Wenn wir zweitens die Gleichung (243) mit u multiplizieren und
integrieren, finden wir

d
F— %/I,uzdw. (246)

Wir haben schon frither Griinde dafiir angegeben, daB in den
Sternatmosphéren keine Energiequellen vorhanden sein kénnen.
Wenn auBerdem keine Energie durch geordnete oder ungeordnete
Bewegung der Gase transportiert wird, so folgt notwendig, dafs
F durch die ganze Atmosphére konstant sein muf. Also folgt,
mit Riicksicht auf Gleichung (245)

J =4nB. (247)
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Wir wollen jetzt die Grofien F und J in sukzessiven Néherunger.
berechnen. Als erste Néherung teilen wir das Strablungsfeld an
jeder Stelle in eine konstante Austrittsstrahlung I,(1 > x> 0)
und eine konstante Eintrittstrahlung I,(0 > u > —1). Es folgt
dann einfach

J=2x(,+1,); F=n(,—1I,); fz,ﬁdwz‘; (248)
und hieraus, bei Beriicksichtigung der Gleichung (246)
%% = 3F oder integriert J = F(2 + 3%). (249}

DaB die Integrationskonstante in der letzten Gleichung 2F sein
muB, folgt aus der Grenzbedingung, dafl auBerhalb des Sternes
keine Eintrittstrahlung vorhanden sein soll (I, = 0 fiir £ = 0).

Wir betrachten nun einen Zustand von lokalem Wérmegleich-
gewicht der Materie, d. h. 47B/c ist nach dem STEFaNschen Ge-

setze durch
428 _ (250)

gegeben. Damit hat man nun nach Gleichung (247) auch die
Energiedichte des Strahlungsfeldes, aber, wie wir ausdriicklich
bemerken, nicht als allgemeine Folgerung aus der Annahme des
lokalen Wirmegleichgewichtes, sondern als eine viel speziellere
Folgerung aus der Konstanz des Absorptionskoeffizienten. Es
gilt nun ferner angenéhert

E_ .

c 4’
wo T, die effektive Temperatur der Photosphére bedeutet. Diese
letzte Relation wird durch die Uberlegung erhalten, daB in der
Photosphire das Strahlungsfeld fast symmetrisch iiber alle Rich-
tungen verteilt ist. Die Austrittstrahlung ist dann fast dieselbe
wie die Eintrittstrahlung, und sie allein gibt einen Beitrag zu F.
Dies gibt einen Faktor } in Gleichung (251). Der andere Fak-
tor 4 rithrt von dem Integral tiber u tiber die Halfte der Einheits-
kugel her. Also folgt schlieBlich.

(251)

T =T,(%+ 40). (252)
Die Grenztemperatur der Atmosphire ist daher
7, —Te —0841.7,. (253)

V2
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Die optische Dicke der Atmosphére ist andererseits ¢ = 4, denn
dies macht T = T,.

Die obigen Resultate beruhen ganz auf der Annahme, daB der
Absorptionskoeffizient von der Frequenz unabhingig ist. Ohne
diese Voraussetzung kénnen ganz andere Resultate herauskommen.
Um die dem Problem innewohnende Willkiir zu beleuchten,
wollen wir einige einfache Beispiele untersuchen. Es geniigt,
direkt den Strahlungsaustausch an der oberen Grenze der Atmo-
sphére zu betrachten. Die pro Volumeinheit absorbierte Strah-
lung hat ndherungsweise die Intensitit x,B,(7,), und da sie
praktisch nur aus der unteren Halbebene kommt, ist sie auf
einen Raumwinkel von 27t beschrankt. Die von dem Gasquantum
in der Zeiteinheit emittierte Strahlung ist andererseits x, B,(7',)
Ppro Volumeinheit, und zwar gleichmaBig iiber alle Richtungen.
Bei Strahlungsgleichgewicht sind die absorbierten und die emit-
tierten Energiemengen einander gleich, also

2n/xVBv(Te)daz - 4nj'xva(To)dv. (254)
0 0

Diese Bedingung gilt innerhalb der betrachteten Néaherung fiir
jede mnicht zu starke Frequenzabhingigkeit des Absorptions-
koeffizienten. Wir unterscheiden drei typische Fille:

1. Die Atmosphire absorbiert nur im Infraroten, so daf
B,~v*T. Die Integrale iiber » heben sich dann weg und iibrig
bleibt die Relation

T, =27,. (255)

2. Die Absorption findet im Ultravioletten statt, und zwar ist

2, = 0 fiir » << v, und x, = konst. »~3 fiir v > »,,, wo Z—;;">> 1.

Es ist dann erlaubt, die WieNsche Naherung fiir B, zu benutzen,
und Gleichung (254) nimmt die folgende Form an
hvm hvm
T,e *Te==9T ¢ kTo. (256)

Diese Relation zeigt, daf} bei beliebig groBen Werten von v, 7T,
beliebig nahe an 7', heranriickt.

3. Der Absorptionskoeffizient ist unabhiingig von der Frequenz.
Wir kommen dann auf den friiher diskutierten Fall zuriick, da
die Bedingung (254) auf

T, = V2T, (257)
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fihrt. Dadurch wird auch gezeigt, dafl die obige Rechnung
in derselben Néaherung gilt wie in der friiheren, scheinbar ge-
naueren Theorie. Man sieht, daB durch Anderung der Frequenz-
abhingigkeit des Absorptionskoeffizienten die Extremwerte der
Grenztemperatur sich um einen Faktor 2 voneinander unterschei-
den koénnen.

Nachdem die totale Austrittstrahlung ermittelt ist, kann man
die Néaherungsrechnung weiterfiihren und die Richtungsabhéngig-
keit der Austrittstrahlung beriicksichtigen. Es geniigt, den ge-
fundenen Ausdruck der Energiedichte in Gleichung (241) ein-
zutragen, also

I(0) = [ 42 + et 22 (258)
0
oder nach Integration
F
I(p) = -2+ 3p). (259)

Ferner folgt fiir die Austrittstrahlung der Frequenz »

o0

2h e VE dt/u
L(p) = ?/ W (l+§_ )—i , (260)
1

ekTe\2 4

0

wo wir den Pranckschen Ausdruck fir B, benutzt haben. Die
nihere Diskussion dieser Formel wurde von Mrrxg! durchgefiihrt,
der feststellte, dall die Abweichungen des I, von einer reinen
Prancgschen Kurve ziemlich unwesentlich sind.

b) Grenzfall der reinen Streuung. Das Charakteristikum der
reinen Streuung ist, daB die Strahlung nur der Richtung nach
durch die Atome beeinflut wird, weil Energie und Frequenz
ungeéindert bleiben. Dies hat zur Folge, da der Strahlungsflu
innerhalb eines noch so kleinen Frequenzintervalls auch unver-
dndert bleiben mull, wenn keine Energie in anderer Weise ver-
lorengeht. Es folgt also als allgemeine Forderung fiir reine Streu-
prozesse aus Gleichung (245)

dF, d [
i _o; JV=/Bvdw wd  F, = [Lutdo. (261)

1 Month. Not. Bd. 81, S. 375. 1921.
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Durch genau dasselbe Néherungsverfahren wie friither folgt
%J’u
1+ 3¢ °
Wenn man also den Fall betrachtet, dafl eine rein streuende At-
mosphére einer schwarz strahlenden Photosphire iiberlagert ist,
besteht die Streuwirkung einfach darin, daf die Ausstrahlung der
Photosphire in jedem Frequenzintervall durch den Faktor (1 - $¢,)
herabgedriickt wird. Wenn die Streuung von der Frequenz un-
abhéngig ist, entsteht also keine Verzerrung der Energieverteilung
im Spektrum, und durch selektive Streuung entstehen nur dunkle
Gebiete, aber keine Emissionsgebiete. Es ist ferner wichtig, die
Verteilung der Streustrahlung auf verschiedene Richtungen zu
kennen. Hierzu braucht man aber eine genauere Kenntnis der
Streuprozesse. Nun ist bekanntlich die Streuung in einer be-
liebigen Richtung einfach proportional 1 -+ cos2yw, wo vy der
Streuwinkel ist, d. h. der Winkel zwischen der einfallenden und
der gestreuten Strahlung. Die Schwankung der Streuung ist so-
mit nicht sehr groB, und man wird daher als erste Naherung diese
Schwankung ganz vernachlissigen. Es ist dann nach Gleichung

(261) und (262) B, einfach durch

B, == F,2+31) (263)

J,= F,(2 + 3t,) oder auch F, —

(262)

gegeben. Wenn dies in die allgemeine Gleichung (241) eingefiihrt
wird, folgt fiir die Austrittstrahlung nach Ausfithrung der In-
tegration

L,(0, ) = L, (t,, ) e~5
+ FV{Z(I — e~ bir)y 4 3#(1 - (% + 1) e-tv/ﬂ>}. } (264)

Diese Gleichung 148t sich weiter vereinfachen, wenn beriicksichtigt
wird, daBl angenahert

1 1 1 3
L{te, 1) = 20+ 6) = 5 B3 + 36) (265)
ist. Man erhilt dann
F,
1,00, p) = 72 (2 4 3p — Bue H). (266)

Wenn die optische Tiefe der Photosphére grof ist verglichen mit
der Einheit, ist das letzte Glied zu vernachlissigen, und die Ab-
hingigkeit der Streustrahlung vom Emissionswinkel ist dieselbe



128 Physik der Sternatmosphére.

wie fiir die Gesamtstrahlung bei reiner Absorption. Dieser Um-
stand ist von wesentlicher Bedeutung fiir die Erklirung des
Sonnenspektrums, wie im folgenden gezeigt wird. Wenn man
mittels des obigen Ausdrucks den Strahlungsflul F, bildet, folgt,
dafl die Naherung um so besser ist, je groBer ¢, ist. Dieser Punkt
muB in den Anwendungen beriicksichtigt werden.

¢) Gleichzeitige Streuung und Absorption. Die Grenzfille,
die wir behandelt haben, sind nur als Vorbereitungen zum all-
gemeinen Problem der gleichzeitigen Wirkung von Streuung und
Absorption zu betrachten. Die Differentialgleichung dieses
Problems ist in der frither gebrauchten Néherung:

udl,jdz = (6, + x,)I, — 6,J,/47n — z,B,, (267)

wo ¢, und x, die Koeffizienten der Streuung und der Absorption
bezeichnen. Es sei jetzt ¢ die totale optische Tiefe einer Schicht:

t,=[(o, + x,) dz. (268)
Ferner schreiben wir
ZTy
Die Gleichung lautet dann in den neuen Bezeichnungen
ndljdt, =1, — (1 — 1)J/4x — 1B,. (270)

Um diese Gleichung néherungsweise zu integrieren, verwenden wir
dieselbe Methode wie in den fritheren Fillen. Wir leiten zuerst
in gewohnter Weise die strengen Gleichungen

dr, d
o =J,—4nB,; F, = m;/fv,ﬂdw (271)

ab.

In der letzten Gleichung ersetzen wir wie friiher x2 durch den
Mittelwert 4, so daf3

wird. Wenn dieser Wert von F in Gleichung (271) eingetragen
wird, folgt

dzJ,

dez

Wir betrachten zunichst den Fall, daBl 4 konstant ist und B,

linear von ¢ abhingt. Hierdurch wird in grober Weise das Vor-

handensein eines Temperaturgradienten beriicksichtigt. Fiir

= 3A(J, — 4nB,). (272)
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diesen Fall 188t sich die Grundgleichung fiir J, offenbar auch wie
folgt schreiben:

dZ
T (J,—4nB,)=31(J, —4nB,). (273)
Die allgeieine Losung ist

J, =4aB, + e 1 g V3t (274)
Die willkiirlichen Konstanten & und § sind aus den Grenzbedin-
gungen im Inneren und an der Oberfliche des Sternes zu be-
stimmen. So folgt aus der Forderung, daB J, im Sterninneren
praktisch gleich 47 B, sein muB (Temperaturgleichgewicht), daB

o = 0 ist. Fir die Austrittstrahlung gilt andererseits in der frither
gebrauchten Néherung J, =2F, = % il—‘t," (t,=0). Also, indem
wir B, in der Form a -- bt schreiben,

dma+ f=— Y328+ Sb (275)

oder, nach B aufgelést:

(3b—0)
1+3y31°
Diese Néaherungslosung kénnen wir jetzt dazu verwenden, um I,
in zweiter Nédherung zu berechnen, indem wir den gefundenen
Ausdruck fiir J, in die Grundgleichung fiir I, eintragen. Es
folgt dann nach Ausfiihrung der Integration

I’V(OJ IU/) = Iv(tv, lu)e—t,,/,u + (l(]_ — e—t,,/,u)

o= (14 el (277)

N tv

Bl — ;.)_{1 _ s
42 (1 4 }32p)

Fiir groBe Werte von ¢, konvergiert dieser Ausdruck gegen den

Grenzwert

L0, u) =a-+bu+

B=4dn (276)

(I—-2(Eb—a)
(14 3Y32)(1 +V31u)
Wenn A von der Frequenz nahezu unabhingig ist, kommt ein

kontinuierliches Spektrum zustande. Wenn die Absorption die
Streuung iiberwiegt (4 — 1) wird dieses Spektrum ungefihr der

(278)

Rosseland, Astrophysik. 9
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Temperaturstrahlung im optischen Niveau #, = u entsprechen.
Bei selektiven Anderungen von 4 kommen entweder dunkle oder
helle Spektrallinien zustande. Erstere treten auf fiir selektive
Streuung, letztere fiir selektive Absorption und Emission, worauf
zuerst von ScHUSTER! hingewiesen wurde. Wenn die Voraus-
setzungen, die dieser Formel zugrunde liegen, nicht erfiillt sind,
wird diese Aussage natiirlich gegenstandslos. Fiir abnorm kleine
4, also fiir dunkle Linien, konvergiert der Ausdruck fiir die In-
tensitit gegen den Grenzwert

I,=$V3ia(l + p). (279)
Das Glied mit b ist hier weggelassen, weil fiir diesen Fall b sehr
klein sein muB. Der Intensititsverlauf innerhalb der Linie ist
dann also proportional der Quadratwurzel aus A. Fiir den In-
tensititsverlauf in den Fliigeln der Linien, wo 4 gegen den fiir
das kontinuierliche Spektrum geltenden Grenzwert konvergiert,
ist natiirlich 4 beizubehalten.

d) Allgemeinere Losungen. Es ist zunichst sehr einfach, eine
allgemeine Lésung zu finden fiir den Fall, daB 4 konstant, aber
B, eine beliebige Funktion der optischen Tiefe ist. Wir schreiben
t statt }/3—},15,,, und setzen in gewohnter Weise

J=e‘fudt, (280)

wo w.eine neue Funktion bedeutet. Man findet dann, durch Ein-
setzen dieses Ausdrucks in Gleichung (272), die folgende Gleichung
fiir u

2 | 9w = —daBe, (281)

und hieraus folgt

¢
u = u({o)e % — 4ne‘2‘fB,,e’”dx. (282)
0

Somit ist die allgemeine Losung von Gleichung (272)
t z

J, = e + fe-t — 4ne‘/e‘2’dsz,,e”dw, (283)
0 0

wo o und g willkiirliche Konstanten sind. Um den entsprechenden
Néherungswert von I, zu erhalten, geniigt es nun, diesen Aus-

1 Astrophys. Journ. Bd. 21, S. 1. 1905.
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druck fir J, in die Gleichung (241) fiir I, einzutragen und die
Quadraturen zu erledigen.

Es ist ferner erwiinscht, wenigstens iiber einige Spezial-
16sungen fiir verinderliche A-Werte zu verfiigen. Denn in einer
strengen Theorie der Sternatmosphéren kann man wegen der
Anderung der Ionisation mit der Héhe kaum erwarten, mit
konstantem A auszukommen. Fiir eine vorlidufige Orientierung
geniigt es, die Lésung zu kennen im Falle, wo 4 nach innen mo-
noton zu- oder abnimmt, etwa linear mit der optischen Dicke der
Schicht. Dieses Problem ist von EpDINGTON! gelist worden.
Als unabhingige Variable wollen wir jetzt

t=173[1dt, (284)

verwenden. Die Gleichung (272) fiir J, lautet dann, noch in
voller Allgemeinheit,

d(,dd,
37(1 dt)=J7—4nB,,. (285)
Wenn nun A linear mit ¢ verlduft, ist es offenbar vorteilhaft, i
selbst als Verdnderliche anzunehmen. Um eine symmetrische
Gleichung zu erhalten, nehmen wir jedoch als neue Variable
nicht 4 selbst, sondern

y = A/b%, (286)
wo
A=a+ bt. (287)
Die Gleichung (285) schreibt sich dann
d ady
25 (v5e) = I, — 4aB,. (288)

Wir nehmen nun an, da8 B, linear mit y verlduft, was wegen der
Anderung der unabhiingigen Verinderlichen einem ganz anderen
Temperaturgradienten entsprechen kann als im fritheren Fall.
Die Integration der Gleichung erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst
macht man die Gleichung homogen, was leicht gelingt, da Glei-
chung (288) wegen der Linearitit von B, eine lineare Losung be-
sitzt. Diese lautet, wie man leicht nachpriift,
d B,

dy ) )

J, = 47t(B,, - (289)

1 Month. Not. Bd. 89, S. 620. 1929.
O*
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Da die Lésuhg keine willkiirlichen Konstanten enthilt, ist sie
singuldr. Wir setzen nun

J=J,+ J. (290)
‘Dann befriedigt J' die homogene Gleichung
, d [ dF
J= i (yd—y>. (291)

Dies ist die Gleichung einer BesseLschen Funktion nullter Ord-
nung vom Argument }—2y. Somit ist die vollstindige Lésung
bekannt.

¢) Historische Bemerkungen zurTheorie des Strahlungsgleichgewichts.
Die auf kosmische Probleme angewandte Theorie des Strahlungsgleich-
gewichts wurde zum ersten Male von R. A. SAMPSON in seiner Arbeit ,,On
the mechanical State of the Sun‘ entwickelt (Mem. R. S. Bd. 51, S. 123.
1894). Die erste klare Formulierung des Problems riihrt jedoch von
A. ScHUSTER her (,,The Influence of Radiation on the Transmission of
Heat, Phil. Mag. Bd. 5, S. 243. 1903), der seine Gleichungen in der be-
kannten Arbeit ,,Radiation through a foggy Atmosphere‘ (Astrophys. Journ:
Bd. 21, S. 1. 1905) auf kosmische Probleme angewandt hat. Es wurde
spiter von W. H. JacksoN gezeigt, dal ScHUSTERs Gleichungen sich in
der Form einer FrREDHOLMschen Integralgleichung schreiben lassen (Bull.
Amer. Soc. Mathematics, June 1910, S. 473). Sodann hat ScHWARZSCHILD
die Theorie weiter entwickelt, indem er zeigte, dal3 die Theorie des Strah-
lungsgleichgewichts die Randverdunkelung der Sonne ungezwungen er-
klaren kann (,,Uber das Gleichgewicht der Sonnenatmosphare®, Gottinger
Nachr. 1906, S.41). In dieser Arbeit hat ScEwaArzscHILD die Wirkung
der Streuung vernachlissigt. Diese Frage wurde in einer spiteren Arbeit
beriicksichtigt (,,Uber Diffusion und Absorption in der Sonnenatmosphire®,
Berl. Ber. II, math.-phys. Kl. 1914, S.1183). In dieser Arbeit wurde
tiberzeugend dargelegt, daB die FRAUNHOFERschen Linien im wesentlichen
durch Streuung gebildet werden, wie schon lange von JuLius behauptet
wurde. SCHWARZSCHILD hat jedoch nicht die Form der Linien auf Grund
der Dispersionstheorie untersucht. Die Streuung des Lichts in der Erd-
atmosphire behandelt L. V. Kine in der Arbeit ,,On the Scattering and
Absorption of Light in gaseous Media‘, Phil. Trans. Serie A, Bd. 212,
S. 375. 1912, In diese Zeit fallt auch eine Arbeit von I. BIALOBJESKY,
,»Sur I'Equilibre Thermodynamique d’une Sphére Gazeuse Libre®, Bull.
Acad. Sc. Cracovie, Mai 1913.

In allen diesen Arbeiten wird implizite angenommen, daf} der Zustand
an jedem Punkt nur wenig von einem Zustand lokalen Wirmegleich-
gewichts abweicht. Der Fall, daB das Strahlungsfeld sehr von der schwar-
zen Strahlung abweicht, wurde zuerst von C. FABrY untersucht (,,Re-
marques sur la Temperature d’Equilibre d’un Corps exposé 4 un Rayonne-
ment®, Journ. de phys. Bd. 6, S.207. 1916, und ,,Remarks on the Tem-
perature of Space, Astrophys. Journ. Bd. 45, S.269. 1917. Es sei hier
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auch an eine Arbeit von FABrY iiber Streuung des Lichtes erinnert: ,,Re-
marques sur la Diffusion de la Lumi¢re par les Gaz‘, Journ.de phys.
Bd. 7, S. 89. 1917,

Durch die neueren Arbeiten iiber Sternspektren sind mehrere dunkle
Punkte aufgeklart worden. Die genauere Theorie des kontinuierlichen Spek-
trums riihrt her von B. LinpBraDp (Uppsala Univ. Arsskr. 1920, No. 1; Nova
Acta Upsal., Ser. 4, Vol. 6, Nr. 1. 1923) und E. A. MiLNE (Month. Not. Bd. 81,
S. 375. 1921; Phil. Trans. Bd. 223, S. 201. 1922). Die Anwendung der Disper-
sionstheorie auf die Theorie der FrRaAUNHOFERschen Linien stammt von
W. H. JuLius (siehe ,,Zonnephysica‘‘, Groningen 1928), J. Q. STEWART (Astro-
phys. Journ. Bd. 59, S. 30. 1924, und A. UxsoLD (ZS. {. Phys. Bd. 44, S. 793.
1927). Siehe ferner auch E. A. MiLNE, Month. Not. Bd. 89, S. 3. 1928
und Bd. 88, S.493. 1928. Die Arbeit von A. S. EDDINGTON, Month. Not.
Bd. 89, S.620. 1929 verhilt sich sehr kritisch gegeniiber der bisherigen
Theorie der stellaren Absorptionslinien, ohne doch das Problem wesent-
lich weiter zu fordern. Doch sei bemerkt, dal in dieser Arbeit die Losung
des Problems des Strahlungsgleichgewichts fiir linear verinderliche
A-Werte gegeben wurde [vgl. d), 8. 130]. S. ROSSELAND macht in einer
Arbeit ,,On the Origin of Emission Lines in Stellar Spektra‘‘, Astrophys.
Journ. Bd. 63, S.218. 1926, einen vorliufigen Versuch, das Problem des
Strahlungsgleichgewichts einer Gasmasse im interstellaren Raum genauer
zu formulieren, als dies durch FaBrY geschah. In einer andern Arbeit
versucht er das allgemeine Problem des Strahlungstransports in beweg-
ten Medien in Angriff zu nehmen (Astrophys. Journ. Bd. 63, S. 215. 1926.
Siehe auch E. A. MinNg, Quarterly Journ. Math. Phys. Oxford, Nr. 1;
und H. Vcar, Astr. Nachr. Bd. 232, S. 1, und Veréffentl. d. Univ.-Sternw.
Jena Nr. 2. Die Idee der Strahlungsbremsung wurde von JEANS ein-
gefithrt gelegentlich einer Untersuchung iiber rotierende Sterne. (Month.
Not. Bd. 86, S. 328. 1926.)

34. Das kontinuierliche Spektrum der Sterne.

Die Spektren aller Sterne zeigen qualitativ denselben Verlauf,
insofern sie aus einem glatt verlaufenden Untergrund bestehen,
der durch dunkle oder helle Spektrallinien unterbrochen wird.
Wir wollen zuerst die Betrachtung der Spektrallinien beiseite
lassen und uns mit dem Ursprung des kontinuierlichen Unter-
grunds beschiftigen, um zu sehen, was er iiber den physikalischen
Zustand der Sternatmosphiren lehrt.

Der Energieverlanf im Sonnenspektrum und in den meisten
Sternspektren entspricht naherungsweise der Energiekurve einer
schwarzen Strahlung. Dies zeigt, daf in den Sternatmosphéren
keine groBen Abweichungen vom idealen Fall des Wéarmegleich-
gewichts vorkommen konnen. So #hnelt das kontinuierliche
Spektrum der Sonne in grofien Ziigen dem Spektrum eines schwar-
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zen Strahlers einer Temperatur von rund 6000° K. Das Maximum
der auf Wellenlingen transformierten Energickurve liegt etwa bei
4700 A, was nach dem WrENschen Gesetze einer Temperatur von
6150° K entspricht. Die Gesamtstrahlung entspricht anderer-
seits, nach dem Gesetz von STEFAN, einer Temperatur von nur
5750° K. Dieser Unterschied riihrt daher, dal die Energie-
kurve wesentlich rascher zu ihrem Maximum aufsteigt als eine
Prancesche Kurve. So entspricht dem infraroten Teil der
Energiekurve ziemlich genau eine Temperatur von nur 5600°; im
Ultravioletten ist, nach FaBry, die effektive Temperatur sehr
nahe 5900°.

Das Obige bezieht sich auf das Gesamtlicht der Sonnenscheibe.
Die Lichtstirke und die Energieverteilung im Spektrum &ndern
sich aber vom Mittelpunkt der Sonnenscheibe bis zum Rande.
Fiir die Intensitétsverteilung der integrierten Strahlung iiber die
Sonnenscheibe gilt das einfache Kosinusgesetz

I1(@)=I0)(1—u+ u-cos6), (292)

wo O den heliozentrischen Winkelabstand vom Mittelpunkt der
Sonnenscheibe bedeutet und wo der konstante Koeffizient u der
,»Randverdunkelungskoeffizient‘ genannt wird. FEr ist numerisch
etwa gleich 0,56. Dieses Gesetz gilt, wohl bemerkt, nur fiir die
integrierte Strahlung. Die Randverdunklung in den einzelnen
Wellenlingen erfolgt nach einem komplizierteren Gesetz, das sich
nicht durch eine so einfache Formel darstellen 1agt.

Wir haben frither gesehen, wie das einfache Kosinusgesetz
fiir die Randverdunklung einschlieBlich des numerischen Wertes
von #* aus der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes folgt, wenn
man einerseits lokales Wirmegleichgewicht voraussetzt und an-
dererseits der Absorptionskoeffizient nur wenig von der Frequenz
abhéngt (s. §33a). Es liegt nahe, hieraus zu folgern, da die Tem-
peraturverteilung in der Sonnenatmosphére wirklich durch ein
Gesetz von der Form (252) gegeben ist. Wenn hierdurch die
physikalischen Bedingungen fiir den Ursprung des kontinuier-
lichen Spektrums restlos gegeben sind, so folgt, dall noch zwei

* Die kleinen vorhandenen Unstimmigkeiten zwischen Theorie und
Beobachtung sind nach MirNE, The Observatory Bd. 51, S. 88. 1928 auf
das Vorhandensein der Absorptionslinien zuriickzufiihren.
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Bedingungen erfiillt sein miissen: Die Abweichungen des Sonnen-
spektrums von einer PLaNcKschen Kurve und der Verlauf der
Randverdunklung miissen sich durch denselben funktionalen
Verlauf des Absorptionskoeffizienten darstellen lassen. Diese
Frage ist von MILNE?! ndher untersucht worden mit dem Resultat,
daB es nicht méglich zu sein scheint, beiden Forderungen gleich-
zeitig strenge zu geniigen. Sofern den Beobachtungen zu trauen
ist, wird dies bedeuten, dafl unsere Theorie des Strahlungsgleich-
gewichtes durch andere Uberlegungen ergéinzt werden muB. Man
kann dann, soviel wir wissen, nur noch die Wirkung von schnellen
Helligkeitsschwankungen in Rechnung ziehen, wie sie in der
Granulation zum Vorschein kommen. Zur Zeit fehlt aber jede
systematische Untersuchung der Granulation.

Die Sternspektren im allgemeinen sind viel weniger genau be-
kannt als das Sonnenspektrum. Deshalb darf man nicht viel
Gewicht legen auf etwaige Abweichungen von einer reinen PraNck-
schen Kurve. Immerhin scheinen in mehreren Féllen wirklich
bedeutende Abweichungen vorzukommen, besonders bei gewissen
B-Sternen. Auch ist durch eine genaue Analyse der Lichtkurven
der Bedeckungsverénderlichen 2 sichergestellt, dafl die Sterne gegen
den Rand verdunkelt erscheinen.

Zusammenfassend darf man behaupten, daBl die Theorie des
lokalen Warmegleichgewichtes bei der Darstellung des konti-
nuierlichen Spektrums eine gute Anndherung an die Wirklichkeit
gibt. Die lineare Beziehung (252) zwischen der optischen Tiefe
und der vierten Potenz der Temperatur diirfte deshalb von Wich-
tigkeit sein. Um hieraus die Temperaturverteilung in verschie-
denen Hohenniveaus abzuleiten, ist es notwendig, eine Relation
zwischen der optischen und der linearen Tiefe zu kennen. Diese
wird durch die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung vermittelt.
Dabei spielt die Dichteabhingigkeit des Absorptionskoeffizienten
eine groBe Rolle, wodurch Schliisse auf den Ursprung der konti-
nuierlichen Absorption erméglicht werden. Diese Frage wird be-
sonders aktuell in dem allgemeinen Problem der stellaren Ab-
sorptionslinien, wie wir spéter sehen werden.

1 Phil. Trans., Series A, Bd. 223, S. 201. 1922.
2 H. SmaPLEY, Orbits of Ecl. Binaries, Publ. Princeton Obs. 1915.
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35. Uber die Ausbildung von dunklen Linien in den
Sternspektren.

Wir wollen nun untersuchen, wie weit die Annahme von loka-
lem Wirmegleichgewicht, das bei der Behandlung des konti-
nuierlichen Spektrums gute Dienste leistete, auch fiir die Theorie
der Absorptionslinien geniigt oder, gegebenenfalls, wie die Gleich-
gewichtsbedingungen zu modifizieren sind. Ferner ist es wichtig,
aus dem astrophysikalischen Beobachtungsmaterial selbst die rela-
tive Wichtigkeit der selektiven Absorption und Streuung im
Bereiche der Spektrallinien zu erschlieBen, da diese Frage von
atomphysikalischer Seite vielleicht nicht ganz abgeschlossen ist.
Sofern diese beiden Fragen befriedigend beantwortet werden
konnen, bieten Untersuchungen iiber Form und Intensitét -von
Spektrallinien mannigfaltige Anhaltspunkte fiir eine genaue Ana-
lyse der Sternatmosphéren, wie wir sehen werden.

Wir nehmen als gegeben an, dafl die kontinuierliche Strahlung
durch reine Absorption und Emission entsteht, ohne Mitwirkung
von Streuprozessen, und dafl niherungsweise eine entsprechende
Temperaturverteilung besteht. Wir halten aber die Méglichkeit
offen, dal} die selektive Absorption und Streuung in den Spektral-
linien dem- Fall des lokalen Warmegleichgewichtes nicht zu ent-
sprechen braucht. Auf Grund dieser Voraussetzungen wollen
wir zeigen, dafl die Spektrallinien weder durch reine Absorption
und- Emission noch durch reine Streuung entstehen. Fiir den
Fall der reinen Absorption ist das ohne weiteres klar. Die Strah-
lung in dem Bereich der Linie kommt wegen des groferen Ab-
sorptionskoeffizienten aus einer kleineren optischen Tiefe und
entspricht somit einer niedrigeren Temperatur und Intensitét als
die Strahlung auBlerhalb der Linie. Der untere Grenzwert der Rest-
intensitdt in der Mitte der Linie sollte somit der von uns frither
berechneten Grenztemperatur 7, = Te/i/g entsprechen. Die Be-
obachtungen zeigen aber viele Fille, wo die Restintensitat diesen
Grenzwert unterschreitet. Das ist besonders auffallend, wenn wir
die FraUNHOFERschen Linien am Sonnenrand beobachten. Nach
den obigen Uberlegungen wiirde man erwarten, da die Linien
am Sonnenrand verschwinden sollten, da hier ja die effektive
Temperatur des kontinuierlichen Spektrums praktisch mit der
Grenztemperatur 7', zusammenféillt. Dies ist nun gar nicht der
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Fall. Vielmehr sind die Spektrallinien am Rande ebenso stark
ausgeprigt wie in der Mitte der Sonnenscheibe und machen im
allgemeinen die Randverdunkelung des kontinuierlichen Spek-
trums mit. Es darf daher als erwiesene Tatsache gelten, daB die
Absorptionslinien der Sternspektren nicht durch selektive -Ab-
sorption allein entstehen. Dieser SchluB ist von vornherein physi-
kalisch klar, aber es ist befriedigend, das Resultat so einfach aus
astrophysikalischen Beobachtungen herauslesen zu kénnen.
Zweitens wollen wir zeigen, dafl die Spektrallinien in ihrer Ge-
samtheit auch nicht durch kohdrente Streuung allein entstehen
koénnen. Nach der Dispersionstheorie ist nédmlich der atomare
Streukoeffizient in der Néhe einer Spektrallinie der Eigenfrequenz

vy durch
2 \2

o= (ua) 5 (293
gegeben!. Hier ist f das Verhéltnis der Gesamtabsorption zu der
Absorption eines klassischen Oszillators2. f wird daher oft die
,,Oszillatorenstérke der Linie genannt oder die ,,Zabl der klassi-
schen Ersatzoszillatoren. Die iibrigen in Gleichung (293) ein-
gehenden Gréflen haben die iibliche Bedeutung (e und g Masse
und Ladung eines Elektrons, ¢ Lichtgeschwindigkeit). In der
Linienmitte gibt diese Formel eine unendlich grofe Streuung. Bei
Beriicksichtigung der Strahlungsdampfung (oder anderer Ursachen
der Dampfung) erhélt man aber ein Zusatzglied im Nenner, das
dem Quadrat der Dampfungskonstante proportional ist. Dieses
Glied macht sich aber nur in so groBer Nihe der Linienmitte
geltend, dall es fir astrophysikalische Zwecke vernachlissigt
werden kann.

Indem wir annehmen, dafl die Streuung innerhalb einer Spek-
trallinie durch die obige Formel gegeben ist, und dafl keine nicht-
kohérente Streuung oder Absorption vorhanden ist, folgt, daf
die Intensitit in der Mitte einer Linie sehr nahe auf Null herab-
sinken miite, was durchaus nicht der Fall ist. Somit folgt auch,
daB die Linien in allen sclchen Fillen durch Zusammenwirkung
von selektiver Absorption und Streuung entstehen. Man bemerkt
auch; dafl in den betrachteten Fillen Absorptionslinien ent-

1 Siehe z. B. R. MinrkowsKi, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 839. 1926.
2 DaB f sonst eine Zustandssumme bezeichnet, diirfte hoffentlich zu
keinem MiBverstindnis fiihren.
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stehen und keine Emissionslinien. Diese Folgerung ist in guter
Ubereinstimmung mit der Erfahrung, da Emissionslinien in Stern-
spektren selten sind und immer in Verbindung mit auBergewshn-
lichen Verhéltnissen vorkommen.

Es ist schwierig, iiber den selektiven Absorptionskoeffizienten
x, etwas Bestimmtes auszusagen. In der klassischen Dispersions-
theorie sind Dispersion und selektive Absorption fast identisch
oder wenigstens so innig miteinander verbunden, daBl man der
,»,Dispersionslinie‘‘ und der ,,Absorptionslinie‘ denselben Frequenz-
verlauf zuschreiben muf3. Dieser Umstand erleidet in der Quan-
tentheorie keine tiefgehende Anderung, und man mufBl darauf
achten, dal die scharfe Trennung zwischen ,,Streuung* einerseits
und ,,Absorption‘ andererseits nur aus Bequemlichkeitsgriinden
vorgenommen wird. In einer strengen Theorie wiren alle dies-
beziiglichen Prozesse als Absorptionsprozesse zu bezeichnen, da
sie alle mit Quantenspriingen der Atome verbunden sind. Wir
machen nun den Ansatz

z,=FK-o,, (294)
wo E eine von der Frequenz unabhingige GréBe ist, die wir
bis auf weiteres unbestimmt lassen.

Wir betrachten zunéchst den Fall eines raumlich konstanten
Verhéltnisses zwischen den Koeffizienten der Absorption und
der Streuung. Wihrend dies im allgemeinen nicht zuldssig ist,
diirfte es fiir eine vorliufige Orientierung geniigen. Hs gibt ja
viele Fille, wo die relative Haufigkeit eines gegebenen Atomzu-
standes durch die Anderung der Ionisation mit der Héhe nicht
wesentlich beeinflufit wird, und in solchen Fillen sollte die ein-
fache Theorie streng anwendbar sein. Wir nehmen ferner an, dafl
die Emissionsfahigkeit B, nach innen linear mit der optischen
Tiefe wichst. Damit besteht also die frither entwickelte Theorie
zu Recht [§33 c)], und die Intensitat der Austrittstrahlung ist durch
den Ausdruck (278) gegeben. Wenn das kontinuierliche Spektrum
durch reine Absorption und Emission entsteht, ist 4 = 1 auBer-
halb der Linie. Innerhalb der Linie gilt fiir 4 der Ausdruck

. z, + Ko,
P @ e (299)

Bei der Verwendung der Intensititsformel (278) muBl man
beriicksichtigen, dal der Koeffizient b innerhalb der Linie sehr
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stark von der Strahlungsfrequenz abhéngt. Es sei 7, die optische
Tiefe im Gebiet der Linie, durch den kontinuierlichen Absorptions-
koeffizienten gemessen. Wenn wir

B,=a+ ¥,

schreiben, ist & im Gebiete der Linie von der Frequenz unabhingig.
Ferner gilt offenbar

X
To= o+ (E0+ Dor ™ = {A—E(1— W}, (296)
und also

b=b(—E(l~—2). (297)

Die Intensitdtsformel (278) schreibt sich also schlieBlich in der
Form

I,,:a(l 1-1 ) I

(1 +£Y32) (1 +V3p) i (298)

v 31 —12)
= l))b<1+(1+%v3_1)(1+1/37u)>'

Hieraus erhalten wir den gesamten Strahlungsflufl

1
X —=anr
Fv=2 Iy d = 1—‘4“——_
nf undu 2na{ 1+%V31}
0

2 , (299)
T2t (A — E( — A) {1 + :1%‘_];1—;_;}
f= ;{131 —1og (1 + 32)} (300)

ist. Im erlaubten Intervall fiir 2 4ndert sich /' nur um einen Fak-
tor 2. Die Groflen a und b’ sind aus der frither entwickelten Theorie
des Strahlungsgleichgewichtes zu berechnen. Es sei wie frither T’y
die Grenztemperatur der Atmosphire; dann gilt

T = T§(1 + $7),
und hieraus folgt
orT
(550) = £ 7o (301)
Ferner gilt
(302)
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und
’__ orT 0 2hl’3/62 . 3 z-a . hy
b= 07y OT| k7 > F g1 TTpm, (303)
FT_1)|por,
und also schlieBlich
b 3 @
I RPEr (304)

Die GréBe u wachst also von rot nach violett hin, bleibt aber
fiir den Fall der Sonne im visuellen Gebiet von der Gréfenordnung
eins bis drei. Die obigen Formeln fiir die Intensitit der Austritt-
strahlung sind scheinbar sebr kompliziert. Eine numerische Dis-
kussion zeigt aber, da8 im erlaubten Spielraum fiir 4 und fiir den
Mittelpunkt der Sonnenscheibe ein rein linearer Ansatz den In-
tensitatsverlauf ziemlich gut wiedergibt, also

I, = (I,)y4, (305)
wo (I,), die Intensitit des kontinuierlichen Spektrums unmittel-
bar auflerhalb der Linie bedeutet.

Wenn die obige Theorie richtig ist, folgt, dafl wir aus dem Ver-
lauf der Linienform im Ubergang zum kontinuierlichen Spektrum
das Verhiltnis des Streukoeffizienten zum kontinuierlichen Ab-
sorptionskoeffizienten und auch die GroBe E bestimmen kénnen.
PDenken wir uns ferner, daB wir mehrere Linien derselben Ionisa-
tionsstufe eines Atems gemessen haben. Das Verhiltnis der ge-
fundenen Werte von o,/x, gibt dann néherungsweise das Ver-
héltnis der Zahl der Atome in den entsprechenden Zustéinden.
Hieraus folgt unmittelbar die Temperatur (iiber die Atmosphére
gemittelt) aus dem BoLrzManNschen Prinzip. Aus Bogenlinien
einerseits und Funkenlinien andererseits folgt der Ionisationsgrad
des Elements; und aus Messungen von Linien, die verschiedenen
Elementen angehdren, folgt die relative Haufigkeit der betreffen-
den Elemente.

Das Verhialtnis o,/xy hat eine einfache physikalische Bedeutung.
Da wir ja von vornherein 6,/x, als rdumlich konstant angesehen
haben, kénnen wir o, und x, durch die entsprechenden optischen

Tiefen ersetzen, also
(o}

v Iy
PR (306)
Es sei nun daran erinnert, daBl die Lage der Photosphére durch
die Forderung bestimmt ist, dafl die optische Tiefe im kontinuier-



Uber die Ausbildung von dunklen Linien in den Sternspektren. 141

lichen Gebiet von der Gréflenordnung eins sein soll. Es folgt also,
daB 6,/z,, bis auf eine Konstante der Ordnung eins, einfach gleich
der optischen Streutiefe ist, bis zu der Photosphire gemessen.
Wenn wir weiter diese GréBe durch den atomaren Streukoeffi-
zienten dividieren, erhalten wir die Zahl der Atome in den beiden
Quantenzustanden der Linie, die in einer vertikalen Siule vom
Querschnitt eins enthalten sind, die sich von der Photosphére bis
zur oberen Grenze der Atmosphire erstreckt. Diese Zahl wollen
wir durch N; bezeichnen, wo der Index k sich auf den unteren
Quantenzustand bezieht. Wir nennen N; die Haufigkeit dieses
Atomzustandes in der Atmosphéire (der Beitrag des oberen Zu-
standes zu dieser Zahl ist zu vernachléssigen).

a) Die Linienformen. Es ist nun zuerst wichtig nachzupriifen,
wie weit die Theorie imstande ist, den Intensitatsverlauf in den
Absorptionslinien zwanglos wiederzugeben. Es diirfte iibrigens
nicht iiberfliissig sein, darauf aufmerksam zu machen, daB die
Theorie nur auf Absorptionslinien anwendbar ist, und daB die
Emissionslinien also vorldufig von der Betrachtung ausgeschlos-
sen sind. Dies liegt hauptséchlich an dem postulierten linearen
Ansatz fir B,. Welche Anderungen fiir die Behandlung von
Emissionslinien vorzunehmen sind, wollen wir spéter unter-
suchen. Ein weiterer Grund liegt in der angenommenen Kon-
stanz von ¥, die sich aber schwerlich vermeiden 14Bt, ohne die
ganze Theorie von neuem aufzubauen. Eine weitere Verengung
des Absorptionsgebietes wiirde z. B. zur Folge haben, daf alle
Absorptionslinien zentrale Emissionslinien besitzen sollten, was
durchweg nicht der Fall ist. Eine allmihliche Verbreiterung des
Absorptionsgebietes wiirde aber schwerlich mit den Forderungen
der Atomphysik vereinbar sein. Wir halten daher an der Konstanz
von E fest.

Experimentelles Material iiber den Intensitdtsverlauf inner-
halb der FraunmOFERschen Linien im Sonnenspektrum ist von
ScEwarzscHILD!, v. KLUBER?, MINNAERT? und UNSOLD?¢ ge-
schaffen worden. Es war ScEWARzscHILD im wesentlichen nur
daran gelegen, die Wirkung der Randverdunkelung auf die Ab-

1 Sitz.-Ber. PreuB. Akad. d. Wiss. Bd. 2, S.1183. 1914.
2 Z8S. 1. Phys. Bd. 44, S. 481. 1927.
3 7ZS. 1. Phys. Bd. 45, S. 610. 1927.
4 Z8. f. Phys. Bd. 46, S.765. 1928.
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sorptionslinien klarzulegen, und er beschrinkte sich daher auf die
Untersuchung der Resonanzlinien H und K von Kalzium (3968—3934)

_‘gﬂ.

~301
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Abb. 6. Kalzium H und K (SCHWARZSCHILD). Die Intensititen sind hier in GroSen-

klassen m gegeben. Es gilt log (Intensitdt) = —0,4 - m + Konstante. Aus dieser Abbil-

dung geht klar hervor, wie die Absorptionslinien die Randverdunklung des kontinuier-
lichen Spektrums mitmachen.

im Mittelpunkt und am Rande der Sonnenscheibe. Die Abb. 6
gibt seine Messungen wieder. Unter den tibrigen Arbeiten sind
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Abb. 7. Kalzium H und K (UNSOLD).

die Messungen von UNSOLD (im EiNsTEIN-Turm) besonders zu er-
wihnen. Sie beziehen sich auch im wesentlichen auf Resonanz-
linien, und zwar auf diejenigen von Na (5896—90), Ca (4227),
Cat (3968—34), Sr (4607), Sr* (4216, 4078), Ba™ (4934, 4554) und
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Al (3962—44). Diese Messungen sind zum Teil in den Abb.7,8,9
und 10 wiedergegeben. In diesen Abbildungen (also nicht in Abb. 6)
sind nach Gleichung (295) und (298) berechnete theoretische Kurven
eingetragen (punktiert). Dabei wurde das Produkt IV; f aus der Hiu-
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Abb. 8. Wasserstoff : H & (UNSOLD). Abb. 9. Wasserstoff: HS (UNSOLD).
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figkeit N; und der Oszillatorenstirke f, ebenso das Verhiltnis £ des
Streukoeffizienten zum Absorptionskoeffizienten so gewihlt, daf
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Abb. 10. Die Natrium D-Linien (UNSOLD).

die Theorie moglichst gut mit den Messungen iibereinstimmt. Man
sieht, dafl hierdurch der Intensititsverlauf sehr gut dargestellt
wird sowohl im Mittelpunkt als auch am Rande der Sonnen-
scheibe. Eine weitere Priifung der Theorie wird durch das Vor-
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kommen der Oszillatorenstirke f in der Intensitéitsformel ermog-
licht. Diese GroBe ist in mehreren Féllen aus Messungen bekannt.
Insbesondere verhalten sich die Oszillatorenstirken zweier Dublett-
linien wie 1:2; die Breiten solcher Linien, z. B. die der Kompo-
nenten des gelben Natriumdubletts, miissen sich deshalb, an
Stellen gleicher Intensitdt, naherungsweise wie 1 :1/? verhalten.
Unsere Abbildungen zeigen, dafl diese Forderung erfiillt ist.

b) Die Restintensitiit. Es ist von verschiedenen Seitenl die
Meinung ausgesprochen worden, daf die Restintensititen durch
StoBe zwischen Atomen entstehen, und daB in einer extrem ver-
diinnten Atmosphére die Restintensitit sehr nahe auf Null herab-
sinken sollte. Diese Ansicht wird durch die Annahme begriindet,
daf3 bei Abwesenheit der St6e die absorbierte Strahlung in der-
selben Frequenz wieder ausgestrahlt wird, wodurch die reine
Streutheorie zu Recht besteht. Wie frither an Hand der Formeln
(262) und (293) bemerkt wurde, wird dann die Restintensitdt im
allgemeinen sehr nahe auf Null herabsinken miissen. Diese An-
nahme diirfte aber nicht haltbar sein, was aus beliebigen ein-
fachen Fluoreszenzversuchen folgt. Der EinfluB der StéBe auf die
stellaren Absorptionslinien liegt wohl in ganz anderer Richtung,
indem die St6Be dazu beitragen, einen Zustand lokalen Wérme-
gleichgewichtes aufrechtzuerhalten. In Abwesenheit der StéBe
herrscht das reine Strahlungsgleichgewicht, bei dem bedeutende
Abweichungen von lokalem Wirmegleichgewicht vorhanden sein
kénnen und bei dem Fluoreszenzphinomene sich geltend machen.
In diesem Fall kénnen die Restintensititen sowohl kleiner als
auch grofer sein als im Fall von lokalem Warmegleichgewicht, was
durch das Vorkommen von hellen Linien in den Spektren von
einigen Sternen wohl besonders klar gezeigt wird. Bei Beriick-
sichtigung der Fluoreszenzerscheinungen wird aber die Theorie
des Strahlungsgleichgewichtes sehr verwickelt, und wir miissen
uns mit groben Anndherungen begniigen (s. § 48). Die genaue
Theorie der Restintensititen diirfte aber nur durch eine sinngema e
Beriicksichtigung der Fluoreszenzerscheinungen zu erreichen sein.

1 K. A. MiLNE, Month. Not. Bd. 88, S. 493. 1928; A. Uns6Lp, Sommer-
feldfestschrift 1928, S.95; A.S. EppinaToN, Month. Not. Bd. 89, S. 620.
1928; R. v. . R. WooLLEY, Month. Not. Bd. 90, S. 170. 1929.
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36. Anregung und Ionisation der Elemente in der
Sonnenatmosphire.

Wie friiher bemerkt, erlaubt die Theorie eine quantitative Ana-
lyse des Anregungs- und JIonisationszustandes der Sonnenatmo-
sphiire. Besonders wichtig ist es, zu untersuchen, wie weit die
Verteilung der Atome iiber verschiedene Quantenzustinde dem
BovrrzMaNNschen Verteilungsgesetz gehorcht, weil dieses Gesetz die
Grundlage der Thermodynamik der Gleichgewichtszustédnde bildet.
Solche Untersuchungen sind von Apams und RUSSELL! einerseits
und Uns6rop? andererseits durchgefithrt worden. Wir beschéaftigen
uns hier zunéchst mit der Unsorpschen Arbeit, deren Gedankengang
unserer obigen Theorie am nichsten steht. Die von UNSOLD be-
obachteten Linien sind in der Tabelle 11 gegeben.

Tabelle 11.

Element | Wellenliinge Serienzuordnung 7 N

Cat 3933,684 | 428 — 42P;
3968,494 | 428 — 4%P,

8498,060 | 32D;— 42P; |0,0667 0,45-1018
8542,130 | 32D;— 42D; |0,600
8662,170 | 32D; — 42P; |0,333
Bat | 4554,038 | 628 — 62P;
4934040 | 628 — 62P;
5853,691 | 52D3— 62P; |0,071
6141,733 | 52D;— 62P3 |0,609 | 1,0- 1018
6496,916 | 52D;— 62Py |0,320

23,318

ot Cojro

4-1018

com osits

Die 4. Kolonne gibt die Oszillatorenstérke der Linien, in Ein-
heiten der Gesamtstéirke des Multipletts, und die 5. Kolonne gibt
die beobachteten Werte der Héufigkeiten N, multipliziert mit
der Gesamtstarke des Multipletts. Diese Werte sind freilich auf
Grund der reinen Streutheorie berechnet, also unter Vernach-
lissigung der selektiven Absorption; aber der Unterschied spielt
praktisch keine Rolle. Wenn die f-Werte genau bekannt wiren,
lieBe sich das Verhdltnis der N-Werte direkt berechnen. Die
j-Werte sind nun nicht bekannt, und Uns6LD hat sich deshalb

1 Astrophys. Journ. Bd. 68, S.279. 1928.
2 Astrophys. Journ. Bd. 69, S. 322. 1929.

Rosseland, Astrophysik. 10



146 Physik der Sternatmosphire.

damit begniigt, die Resultate fiir Kalzium und Barium mitein-
ander zu vergleichen, da der Bau der duBleren Elektronenhiille
wahrscheinlich fiir beide Atome sehr nahe derselbe ist. Die ge-
fundenen Werte stimmen mit dem Borrzmannschen Prinzip tiber-
ein, sofern man die Temperatur der Sonnenatmosphire im Be-
reiche 4700—5000° K ansetzt, was ja mit der zu erwartenden
Grenztemperatur der Sonne gréBenordnungsgemi tibereinstimmt.

37. Methode von Apams und RusseLL.

Die grole Schwierigkeit, mit der alle Arbeiten iber die ge-
naue Analyse der Sternspektren zu kimpfen haben, ist der Mangel
an genauen Messungen der Linienintensitéten. Uber diese Schwie-
rigkeit haben Apams und RusseLL! sich in folgender Weise hin-
weggeholfen. Die Gesamtintensitaten der Absorptionslinien des
Sonnenspektrums sind aus den RowrLanpschen Schitzungen nihe-
rungsweise bekannt. Es kommt nur darauf an, die von RowraND
willkiirlich festgesetzte Skala in wirkliche Energieeinheiten oder
in irgendwie physikalisch verstdndliche Einheiten umzurechnen.
Als solche Einheiten wéhlen ADAMS und RussELL das Produkt aus
der einer Linie zugeordneten Oszillatorenstirke und der Zahl N
der tiber der Flacheneinheit der Photosphére lagernden Atome, die
die betrachteten Linien selektiv absorbieren. Es liegt also dem
Verfahren die Hypothese zugrunde, dafl die Intensitit einer Linie
ausschlieBlich eine Funktion dieser Gréfle ist, was ja den Voraus-
setzungen unserer fritheren theoretischen Uberlegungen ent-
spricht, sofern die Linien innerhalb eines engeren Spektralintervalls
liegen. Fiir Multiplettlinien mit demselben Ausgangszustand sind
nun die N-Werte alle gleich, und die Intensitédten hingen nur von
den Oszillatorenstirken ab. Solange man sich innerhalb eines
engen Multipletts befindet, macht iibrigens die Anderung der N-
Werte wenig aus. Es sollte deshalb méglich sein, die ganze Row-
rAaNDsche Skala einfach mit Hilfe der Theorie der Intensitéiten von
Multiplettlinien zu kalibrieren, und dies gerade haben ApaMs und
RusseLL? getan. Das Sonnenspektrum ist so reich an Linien,
dal es keine Schwierigkeit macht, in jedem Teil des Spektrums
passende Multipletts zu finden.

1 Astrophys. Journ. Bd. 68, S. 279. 1928.
2 H. N. RussgLr, W.S. Apams und C. E. Moorg, Astrophys. Journ.
Bd. 68, S. 271. 1928.
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Nach diesen Vorbereitungen lassen sich die Intensititen der
Linien in einem Sternspektrum durch direkten AnschluB an das
Sonnenspektrum finden, indem man die beiden Spektren im
Stereokomparator vergleicht. Die Spektren miissen also alle mit
derselben Apparatur und Dispersion aufgenommen sein. Mittels
der kalibrierten Intensitétsskala folgt hiernach direkt fiir jede
Linie die Haufigkeit ¢, des entsprechenden Atomzustandes in der
Sternatmosphére relativ zu der entsprechenden Haufigkeit in
der Sonnenatmosphire. Nach dem BorLrzMANNschen Prinzip sollte
diese GroBe, logarithmisch geschrieben, durch

. 2 (1 1

logi, — T(T — T—) (307)
gegeben sein, wo y; die Anregungsenergie des Zustandes und 7', 7"
die Atmosphirentemperaturen der Sonne und des Sterns bedeuten.
Wenn es erlaubt wire, die effektive Temperatur und Teilchen-
dichte fiir alle Linien gleich anzunehmen, wiirde diese Formel ein-
fach aussagen, da logé, linear mit der Anregungsenergie der
Linien verlaufen soll. Diese Forderung haben Apams und RUssgLL
an Hand eines ausgedehnten experimentellen Materials gepriift,
das freilich nur im Auszug verdffentlicht worden ist. Was vor-
liegt, ist aber dazu geeignet, die allgemeine Richtigkeit der thermo-
dynamischen Theorie darzulegen. So wird man nach Gleichung
(307) zu erwarten haben, daB logi, mit wachsender Anregungs:
energie wachsen oder abnehmen wird, je nachdem die Temperatur
des Sterns grofler oder kleiner ist als die Temperatur der Sonne,
und diese Erwartung wird von den Beobachtungen sehr schén
erfiillt.

In der Abb. 11 sind einige Messungen wiedergegeben. Man
sieht, dafl die Punkte sich ndherungsweise geraden Linien an-
schlieflen, wie zu erwarten war, und daB die Neigung der Linien
von & Bootis zu y Cygni, Prokyon und Sirius sich monoton #ndert,
dem Verlauf der effektiven Temperaturen dieser Sterne ent-
sprechend. Solche Messungen kénnen offenbar dazu verwendet
werden, die Atmosphéirentemperaturen der Sterne zu bestimmen.

Es lassen sich aber auch Abweichungen von der reinen Lineari-
tét feststellen. Diese sind besonders deutlich fiir die roten Riesen-
sterne Beteigeuze und Antares, die fiir eine solche Untersuchung
wegen der tiefen effektiven Temperaturen besonders giinstig

10*
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sind. Die Daten fiir Eisenlinien sind in der Abb. 12 wiedergegeben.
Man sieht, daB die Punkte sich deutlich einer gekriimmten Kurve
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Abb. 11.

Priifung von BOLTZMANNS Prinzip in

Sternspektren (nach ADAMS und RUSSELL).
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Abb. 12. Intensititsverlauf der Eisenlinien in den

Spektren von o Scorpii und « Orionis (nach ADAMS

und RUSSELL).

anschlieBen. ApAmMs und
RusseLr.  haben diese
Kriimmung als Anzeichen
einer reellen Abweichung
von den Gesetzen des
idealen Wairmegleichge-
wichtes gedeutet. Daf
diese Gesetze in den
Sternatmosphéren nicht
erfiillt sind, ist an sich
ganz selbstverstindlich
und liegt unserer ganzen
Theorie zugrunde. Wie-
weit die genannte Kriim-
mung wirkliche Abwei-
chungen von den Ge-
setzen des lokalen War-
megleichgewichtes andeu-
tet, ist aber schwieriger zu
entscheiden. Man kénnte
zundchst an schnelle Tem-
peraturschwankungen als
Ursache denken, so wie
wir sie auf der Sonnen-
oberfliche in der Granu-
lation und besonders auf-
fallend in den Flecken be-
obachten. Solche Schwan-
kungen wiirden das kon-
tinuierliche Spektrum und
die Spektrallinien in ver-
schiedener Weise beein-
flussen, und zwar im
Sinne einer scheinbaren

VergroBerung der Zahl der hoch angeregten Energiestufen, was
den Resultaten von Apams und RUSSELL entspricht!. Man mufl

1 W. H. McCrEA, Month. Not. Bd. 89, S. 729. 1929.
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andererseits bedenken, wie schon frither hervorgehoben wurde,
daB die Verteilung der Atome iiber verschiedene Zustdnde in
hohem Grade durch den Intensitétsverlauf des Sternspektrums
in dem Bereich der Spektrallinien bedingt ist, und daB hierdurch
fast sicher Abweichungen von den Verteilungsgesetzen des
Warmegleichgewichtes zustande kommen miissenl.

Es diirfte nicht iiberflissig sein zu bemerken, daf3 die von
Apams und RussiELL gefundenen Abweichungen in keinem Gegen-
satz zu den Resultaten von UNSOLD stehen, da seine Messungen
sich nur iiber ein kleines Intervall von Anregungsstufen erstrecken.

38. Hiufigkeit und Anregung der Elemente auf der Sonne.

In der Tabelle 12 sind einige Resultate von Messungen UN-
sOLDs? an Linien im Sonnenspektrum wiedergegeben. Unter den
N-Werten in der Kolonne 4

dieser Tabelle finden sich nun Tabelle 12.
sowohl solche, die sich auf den EL A ’ /| Ne10-%
ionisierten Zustand eines Atoms Na [5890—96 |2-3| 0,026
als auch solche, die sich auf Al |3962—44 |%3-%| 0,070
den neutralen Zustand beziehen. Ca: 3934—68 § 5| 233
Dies ist der Fall fiir Kalzium Sr + 4078—216 E% 0,021
. D . . Ba™T|4554—934 5 -3 0,004
und Strontium. Da es sich in Ca | 4227 9 0,034
beiden Fillen um den Grund- Sr {4607 2 0,0001

zustand handelt, sehen wir so-

gleich, daB beide Elemente stark jonisiert sind. Auf jedes elek-
trisch neutrale Kalziumatom entfallen 700 ionisierte Atome. Fiir
Strontium ist die entsprechende Zahl ungefihr 200. Diese Zahlen
sind natiirlich nur Mittelwerte, da die Ionisation sich mit der
Héhe dndern muB.

Es ist nun von groBer Wichtigkeit, daB} wir aus diesen Zahlen,
unter Hinzuziehung der Gleichungen des Dissoziationsgleichge-
wichtes, den entsprechenden Mittelwert der Elektronendichte
berechnen kénnen, woraus man ein vorlidufiges MaB fiir die Dichte

1 Vergleiche zwei ganz verschiedene Versuche in dieser Richtung, von
B. P. GErasmMovic, Month. Not. Bd. 89, S. 272. 1929 einerseits und
A. 8. EppiNgToN, bei H.N. RUussgrLL, Astrophys. Journ. Bd. 70, S.15.
1929 andererseits.

2 Z8. f. Phys. Bd. 46, S. 773. 1928.
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der umkehrenden Schicht der betreffenden Spektrallinie be-
kommt. Die Ionisationsformel lautet bekanntlich

nent  foft :

= (308)
wo n, die Elektronendichte bedeutet, und n, n* sich auf sukzessive
Ionisationsstufen beziehen. Wir werden die gewdhnlichen Ver-
einfachungen dieser Formel erlauben, also das Verhiltnis der Zu-
standssummen f/f* durch h3e~#**T ersetzen. Bei vélliger Durch-
mischung der Elemente und bei konstanter Atmosphérentempe-
ratur kann man das Verhiltnis »* /n der Atomdichten durch das
entsprechende Verhaltnis N*/N der Héaufigkeiten ersetzen und

den entsprechenden Wert von n, als einen gewissen Mittelwert
der Elektronendichte betrachten. Also

n, = o CTULAN o (309)

Die in diese Formel eingehende Temperatur ist offenbar ein Mittel-
wert im Intervalle zwischen der effektiven Temperatur und der
Grenztemperatur der Sonne. Wir beziehen im folgenden alle
Rechnungen auf die effektive Temperatur (Sonne 7', = 5740) und
finden dann fiir Kalzium

n, = 8,510 cm~3 (310)

und fiir Strontium praktisch denselben Wert. Indem wir an-
nehmen, daB dieser Wert von 7, auch fiir die iibrigen Elemente
zutrifft, was streng genommen nicht der Fall zu sein braucht,
laBt sich der Ionisationsgrad

Tabelle 13. und auch die gesamte Haufig-
Bl | NNt | N*/N | NTHINT et jedes Elementes berechnen.
Na | 64,10 2460 Die so gewonnenen Resultate
.gl Zg gggg 0.0002 sind in der Tabelle 13 wieder-
& s
Sr 0,021 | 6300 | 0,0004 geg;})izlll‘;iurch ist offenbar der
Ba 0,004 0,0269

Weg zu einer systematischen
quantitativen Analyse der Sonnenatmosphire vorgezeichnet; aber
vorlaufig ist die Analyse auf ganz wenige Elemente beschrankt.
RuUsSELL! hat aber versucht, mittels der friiher besprochenen

1 Astrophys. Journ. Bd. 70, S. 11. 1929.
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Kalibrierung der RowranDschen Intensitétsskala die Analyse auf
alle Elemente zu erstrecken. Seine Resultate werden im folgenden
kurz besprochen. In der Arbeit von RUSSELL und ADAMS war nur
von der relativen Zahl der Atome in verschiedenen Quantenzu-
stinden die Rede. Um die Zahl der Atome pro Quadratzentimeter
der Photosphére aus den Rowland-Intensititen zu erhalten, mufl
eine neue Kalibrierung der Skala mittels der Theorie der Linien-
form durchgefiihrt werden. Die so gewonnene Kalibrierung der
Intensitdt kann dazu dienen, die Produkte aus den N-Zahlen und
den zugehorigen Oszillatorenstérken aller anderen Linien im
Sonnenspektrum zu berechnen. Die Oszillatorenstéirken sind
meistens nicht bekannt, so dafl die RussiELLschen Zahlen N nicht
der Zahl der Atome selbst entsprechen, sondern der Zahl der un-
abhingigen klassischen Krsatzoszillatoren iiber einem Quadrat-
zentimeter der Photosphire.

RusserLs Resultate sind in der Tabelle 14 wiedergegeben.

Unter El stehen die betreffenden Elemente; Ny und N, be-
zeichnen die Zahl der betreffenden Atome im neutralen bzw. im
einfach ionisierten Zustand pro Quadratzentimeter der Photo-
sphire. In diesen Zahlen stecken natiirlich gewisse Mittelwerte
der Oszillatorenstirken. Hieraus ist dann die gesamte Haufigkeit
der Atome Ny, = N, 4+ N; berechnet und auch die Masse M der
Elemente pro Quadratzentimeter der Photosphidre. Am Ende der
Tabelle sind die entsprechenden Zahlen fiir molekulare Verbin-
dungen angefiihrt. Die Einheit der Zahlen Ny, N; und N, ist
6 - 1012. Die Einheit von M ist dementsprechend 1,0 - 10~ 11 g/em?2.
Ein Doppelpunkt (:) nach einer Zahlenangabe zeigt an, dal die
Zahl sehr unsicher ist.

Die Zahlen in dieser Tabelle sind nun nicht ganz durch den
einfachen ProzeB der Kalibrierung der Rowland-Intensitéten ent-
standen. So hat RussELL gewisse Korrektionen fiir Abweichungen
vom idealen Fall des Wirmegleichgewichtes angebracht, die etwas
problematisch erscheinen. Diese Korrektionen beeinflussen be-
sonders die Elemente, deren Hiufigkeiten aus den Intensitéten
von Linien mit hoher Anregungsenergie abgeleitet wurden, also
vor allem H, C, N, O und S. Wenn man diese Korrektionen nicht
anbringt, werden die Haufigkeiten der betreffenden Elemente viel
groBer. Die Elemente Li, In und Rb sind nur in Sonnenflecken
gefunden, wo die Ionisation so klein ist, daB Bogenlinien
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Tabelle 14. Haufigkeit der Elemente in der Sonnenatmosphire.

[El. log N, | logN; |log Ny, |logM ElL | fogN, logNlllogNu log M

1| H j1L,5:: 57::11,5::]11,56:: | 44 | Ru| 1,0 1,6 1,7 13,7
3 | Li {—0,9:{ 20:} 20:|2,8: 45 | Rh|—0,3 0,5 0,56 12,5
4. | Be| 1,8 0,8 1,8 2,8 46 | Pd| 0,6 0,9 1,1 |3,1
6| C 74:) 44:] 7,4: | 8,5: 47 | Ag| 0,0 1,0 1,0 | 3,0
7N 7,67 1,87 7,67 | 8,77 48 | Cd| 2,1:| 1,6:| 2,2:|4,2:
8 0 9,0:1 3,3:{ 9,0: [10,2: 49 { In |—2,0: | 0,0:| 0,0:|2,1:
11 | Na| 4,0 7,2 7,2 8,6 50 | Sni{ 0,37 1,27 1,27|3,3?
12 | Mg{ 7,0 7,7 7,8 9,2 51 Sb| 0,4:, 0,7:{ 0,8:2,9:
13 | Al 4,6 6,4 6,4 7,8 56 | Ba |—0,2 3,3 3,3 (54
14 | Si 7,0 7,0 7,3 8,8 57 | La |—0,7:| 1,8 1,8 {3,9

16 | 8 57:| 3,4:| 57:|172: 58 | Ce| ... 24 | 24 |46
19 | K | 2,8:| 6,8:| 6,8: | 84: 59 | Pr| ... 0,6:| 0,6: 28:
20 | Ca| 4,6 6,7 | 6,7 | 83 60 | Nd| ... 2,0 | 2,0 |42
21 {Se| 1,9 3,6 | 36 |53 62 | Sm| ... 1,5 1,6 3,7
22 |Ti| 3,6 52 | 52 |69 63 | Eu| ... 1,4:| 1,4:|3,6:
23 |V 1,9 50 | 5,0 | 6,7 64 | Gd| ... 1,1:] 1,1:{33:
24 | Cr| 44 57 157 |74 66 | Dy| ... 1,6:/ 1,6:|3,8:
25 | Mn| 5,1 58 | 59 | 17,6 68 | Er| ... 0,1:| 0,1:|23:
26 | Fe | 6,7 71172 |90 72 | Hf 04 | 04 |26

27 | Co| 5,1 54 | 56 |74 74 | W |—0,1 |—0,1 0,2 |25
28 | Ni| 5,7 57 | 60 |78 77 | Ir |—0,57(—0,57|—0,2?7{2,1?
29 | Cu| 4,3 49 | 50 | 6,8 78 | Pt| 1,5 1,0 1,6 (3,9
30 | Zn| 49 3,8 | 49 |67 81|71 |—0,8? 1,47 1,47?|3,7?
31 | Ga| 0,2:| 2,0:| 2,0: | 3,8: 82 | Pb| 0,2 1,2 1,2 |35
32 | Ge| 2,5 2,8 | 3,0 |49

33 | As| 0,672|—0,7?7| 0,67 | 2,57 CN! 32 | ... 3,2 | 4,6
37 | Rb|—2,5:| 1,7:| 1,7: | 3,6: C! 1,3 | ... 1,3 2,7
38 |Sr | 06 33| 33 |52 CH 3,0 | ... 3,0 |41
39 | Yt| 08 26 | 26 |45 NH 21 | ... 2,1 133
40 | Zr | 09 2,5 1 25 |45 OH] 30 | ... 3,0 |42
41 | Cb |—0,2:| 1,0:| 1,0: | 3,0: BO 14 | ... 14 |28

42 | Mo| 05 | 14 | 14 |34 |

beobachtet werden konnten. Helium kommt in der Tabelle nicht
vor, da die Heliumlinien nicht im gewshnlichen Sonnenspektrum
vorhanden sind. -Dennoch wissen wir aus Untersuchungen der
Protuberanzen und des Flash-Spektrums bei Sonnenfinsternissen,
dal Helium sehr hiufig in der Sonnenatmosphére ist. Die Ele-
mente, die bisher im Spektrum der Sonne nicht nachgewiesen
wurden, sind He, B, F, Ne, P, Cl, A, Se, Br, Kr, Ma, Te, I,
Xe, Cs, II, Tb, Ho, Tu, Yb, Lu, Ta, Re, Os, Au, Hg, Bi, Po,
Rn, Ra, Ac, Th, Pa, U.
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Aus dieser Reihe kinnen die Elemente Ma, II, Tb, Ho, Tu,
Yb, Lu, Ta, Re, Th und U wegen Mangel an Laboratoriums-
daten gestrichen werden. Die Tatsache, daBl die iibrigen Elemente
im Sonnenspektrum nicht nachgewiesen werden konnten, ist in
der weit fortgeschrittenen Ionisation oder durch die hohen An-
regungspotentiale der betreffenden Linien begriindet. Mit Aus-
nahme der Balmer-Linien haben fast simtliche der beobachteten
Sonnenlinien Anregungspotentiale, die kleiner als 8 Volt sind.
Fiir die Hilfte der betreffenden Elemente sind die Anregungs-
potentiale der beobachtbaren Linien gréBer.
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Abb. 13. Hiufigkeit der Elemente auf der Sonne (nach RUSSELL).

Die Abwesenheit der Alkalimetalle Cs und Bi ist wohl durch
sehr fortgeschrittene Ionisation zuerkliren. Man braucht daher
im allgemeinen nicht anzunehmen, daf die nicht nachgewiesenen
Elemente in der Sonnenatmosphére abnorm selten sind.

Man erhilt ein klareres Bild der Verteilungsgesetze der Ele-
mente in der Sonnenatmosphire, wenn man die Daten der Ta-
belle 14 in ein Diagramm eintrégt, vgl. Abb. 13.

Charakteristisch fiir diese Abbildung ist erstens der Abfall
der Haufigkeit nach rechts — also fiir wachsendes Atomgewicht —
und zweitens der zickzackférmige Verlauf der Kurve. Der letztere
Umstand ist ein Ausdruck fiir die von der Erde her wohlbekannte
Tatsache, dal Elemente mit gerader Atomnummer durchweg viel
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haufiger sind als Elemente, die ungeraden Atomnummern ent-
sprechen. Die ,,geraden® Elemente sind im Mittel etwa zehnfach
haufiger als die ,,ungeraden®.

Wasserstoff ist das haufigste Element, sowohl dem Volumen
wie dem Gewicht nach. Dann kommen Sauerstoff, Kohlenstoff,
Stickstoff, Magnesium, Silizium und Eisen. Wenn wir zunéchst
von dem anomalen Fall des Wasserstoffes absehen, scheint die Ver-
teilung der Elemente auf der Sonne in groBen Ziigen dieselbe zu
sein wie in der Erdkruste, wie man aus der Tabelle 15 ersehen kann.

Tabelle 15. Hiaufigkeit der Elemente in der Erdkruste und auf
der Sonne (nach RUSSELL).

ElL Sonne Erde ElL . Sonne Erde

Na | 86 | 87 Fe ) 90 | 90
Mg | 92 | 86 | Co | 74 | 58
AL | 78 | 92 | Vi 78 | 68
Si 88 | 97 | cu | 68 | 63
X 84 | 87 | zm | 67 | 59
Ca | 83 | 88
Se | 53 | 3:| ®H | 115 | 83
Ti 6,9 8,1 c 85: | 174
v 67 | 69 | N 871 68
Q
S

Cr 7.4 7.1 10,2: 9,7
Mn 7,6 7,3 7,2: | 71,3

a) Die Wasserstoffanomalie. Die iiberwiegende Héufigkeit des
Wasserstoffs in der Sonnenatmosphére diirfte eines der Haupt-
resultate der quantitativen Spektralanalyse des Sonnenspektrums
sein, und es ist sehr wichtig, die genauere physikalische Begriindung
des Resultates zu kennen. Die grofile Haufigkeit von Wasserstoff
nicht nur auf der Sonne, sondern auch auf den Sternen, war schon
vor der erwihnten RusserLLschen Arbeit bekannt, besonders durch
Arbeiten von UxsorLp?, McCrEA2 (Sonne) und PAvNE3 (Sterne).

Die Bestimmung der Héufigkeit des Wasserstoffes aus den
Intensitédten der Balmer-Linien ist aber mit besonderen Schwierig-
keiten verbunden, die in der groBen Breite und der unsymmetri-
schen Form der Linien ihren Grund haben. Zwar kann man den
Intensititsverlauf der Linien durch #hnliche Ausdriicke dar-

1 ZS. 1. Phys. Bd. 46, S.765. 1928.
2 Month. Not. Bd. 89, S. 483. 1929.
2 Harvard Obs. Monographs Bd. 1, S.183. 1925.
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stellen wie die meisten anderen Linien, wie man aus den Abb. 8
und 9 ersehen kann. Die Oszillatorenstirken, die man in dieser
Weise empirisch erhilt, stimmen aber gar nicht mit den theore-
tisch zu erwartenden Werten iiberein. So konnte UNSOLD aus
seinen Messungen an H,, Hg, H, und H; die folgenden empi-
rischen Werte der Oszillatorenstirken dieser Linien ableiten :

H,: Hy : H, :Hs
f 1:0,73:091:1,0

wo fn, willkirlich gleich eins gesetzt wurde. Andererseits hat
Svaiora® nach der Wellenmechanik die folgenden Werte erhalten:

H,: Hg: H, : H
f 1:0,19:0,07:0,03

Die beobachtete Breite der hoheren Serienglieder der Balmer-
Linien ist also viel gréfer, als man nach der einfachsten Theorie
erwarten sollte.

Diese anomale Verbreiterung der Wasserstofflinien wurde von
RusseLL und STEWART? und EppiNeTON3 als Druckverbreiterung
gedeutet. Auch STRUVE? und UnsOLD5 haben kiirzlich auf die
Notwendigkeit dieser Annahme hingewiesen.

Daf} gerade die Balmer-Linien und fast keine anderen Linien
in der Sonnenatmosphire einen Druckeffekt zeigen, ist etwa das,
was man aus den Erfahrungen der Atomphysik erwarten sollte.
Die ungefahre Konstanz der Breiten aller Balmer-Linien im Sonnen-
spektrum® zeigt andererseits, daB die Verbreiterung sehr schnell
mit wachsender Hauptquantenzahl zunimmt, wie zu erwarten ist.
Man konnte sich zunichst wundern, daf3 ein Druckeffekt dieser
Starke tiberhaupt in der Sonnenatmosphire beobachtbar ist, da
wir ja gefunden haben, daB die Dichte der Sonnenatmosphire
sehr klein ist. Man muf} aber bedenken, daB die Sonnengase sehr
stark ionisiert sind, und daB also die verbreiternden Teilchen jetzt
freie Elektronen und positiv geladene Atome sind, die viel stiirker

1 Journ. de phys. Bd. 8, S.113. 1927.

2 Astrophys. Journ. Bd. 59, S.197. 1924.

3 Der innere Aufbau der Sterne, deutsche Ausgabe S. 442.
4 Astrophys. Journ. Bd. 69, S. 173. 1929.

5 Astrophys. Journ. Bd. 70, S. 54. 1929,

8 ZS. f. Phys. Bd. 59, S. 353. 1930.
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wirken als die elektrisch neutralen Atome und Molekiile, von denen
meistens bei den betreffenden terrestrischen Experimenten dieser
Art die Rede ist.

39. Hiiufigkeit und Ionisation von Kalzium in Sternatmosphéiren.

Die von UNnsOLD durchgefiihrte Analyse der Sonnenatmosphére
ist von PaAYNE und Hoea? fiir den Spezialfall des Kalziums auf
Sterne, die durch die ganze Spektralreihe verteilt sind, ausgedehnt
Jog N worden. Die Beob-
2 achtungsdaten sind
in dernach der Ori-
ginalarbeit repro-
duzierten Abb. 14

wiedergegeben.
Man sieht hier, wie
die Zahl der neu-
tralen Atome mit
wachsender effek-
tiver Temperatur

al)

9+ -

B

77

I l l I I3 . .
Al FO GO KO MO stdndig abnimmt,
wihrend die Zahl
Sternatmosphiren (nach PAYNE und H06G). von ionisierten Ato-

76 y

Abb. 14, Hiufigkeit und Anregung des Kalziums in

men zu einem fla-
chen Maximum aufsteigt, um zuletzt schroff abzufallen. Wenn
man aus diesen Daten die Gesamtzahl von neutralen und ioni-
sierten Atomen berechnet, findet man einen fast konstanten
Wert von rund 102, Die Werte zeigen jedoch einen kleinen
Gang mit der Spektralklasse. Ob dieser Gang eine wirkliche An-
derung der Haufigkeit bedeutet, steht dahin. Das auffalligste
Ergebnis der Untersuchung diirfte jedenfalls die Konstanz der
Haufigkeit sein.

Diese Daten erlauben natiirlich auch, den Gang der Elektronen-
dichte in der umkehrenden Schicht durch die Spektralklassen zu
verfolgen. Man findet dann, daBl die Elektronendichte sich fast
wie die Haufigkeit verhélt, und der Absolutwert der Dichte
stimmt in der GréB8enordnung mit dem von UNsOLD fiir die Sonnen-

1 Harvard Circular 334. 1928. Siehe auch O. Struve und C. D. Hiaas,
Astrophys. Journ. Bd. 70, S.131. 1929.
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atmosphére abgeleiteten Wert iiberein, sofern man die Daten auf
ein homogenes System von Atmosphérentemperaturen bezieht.

Es liegt nun nahe anzunehmen, daf3 diese Konstanz der Haufig-
keit und der Elektronendichte nicht auf Kalzium beschrinkt ist,
sondern fiir alle Elemente Giiltigkeit besitzt. Diese Vermutung
wird, wie. wir sehen werden, durch eine Durchmusterung der
Spektralklassen weitgehend bestétigt.

40. Die Deutung der Spektralklassen.

Die thermodynamische Theorie der Spektralklassen wurde
durch MEGH NaD SamA! begriindet als logische Folge seiner
Arbeiten iiber die Sonne, und von RussELL, FOWLER und MILNE
und einer ganzen Reihe von Forschern weiter entwickelt. Im fol-
genden werden wir die Theorie der Spektralklassen in direktem
Anschlufl an die frither gegebene Theorie der Linienintensitéiten
entwickeln.

Wenn wir die relative Intensitét innerhalb einer Spektrallinie
in der einfachen Form

I=1 (311)

schreiben, folgt fiir die Gesamtabsorption in der Linie [vgl. (293)
und (295)]

o 9 2 \2
~A=/(1_z)dy=ny(7£—’;ﬁ;; 0= () #f  (312)
0

oder, wenn wir hier wie frither die Zahl N; der absorbierenden
Atome pro cm? der Photosphére, die optische Tiefe 7z, der Photo-
sphire und die Restintensitéit  der Linie einfiihren:

A =aY(1 —r) N;6,/z,) - (313)

Die Intensitét ist somit einfach proportional der Quadratwurzel
aus der Haufigkeit der absorbierenden Atome. Um die Anderung
der Linienintensitéten durch die Spektralklassen verfolgen zu
konnen, geniigt es somit, die Haufigkeit N; als Funktion der
Temperatur und Dichte der Atmosphére auszudriicken. Um dies
zu tun, bediirfen wir aber einiger Hilfshypothesen iiber den Gleich-

1 Proc. Roy. Soc. London Bd. 99, S. 135. 1921.
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gewichtszustand der Atmosphire und iiber das Mischungsver-
hiltnis der Elemente in verschiedenen Ho6henniveaus.

Wir unterscheiden folgende Grenzfille des Mischungsverhélt-
nisses der Elemente: 1. Die Elemente sind vollstandig vermischt,
das Mischungsverhiltnis ist dasselbe in allen Héhenniveaus.
2. Jedes Element ist in der Atmosphire unabhéngig von den
iibrigen Elementen verteilt, gemidB dem Gesetz von DALTON.
Im folgenden werden wir uns hauptséchlich mit dem ersten Fall
beschiftigen. Es ist aber wichtig, auch den zweiten Grenzfall im
Auge zu behalten, um die Reichweite der Resultate beurteilen zu
kénnen. Betrachten wir den Fall, daB die Atome im Grundzustand
sind, so daB es in guter Naherung erlaubt ist, die relative Héaufig-
keit des fraglichen Atomzustandes gleich der Haufigkeit der Atome
zu setzen. Es seien p;, m;, N; Partialdruck in der Photosphire,
Atommasse und N-Wert der Atome i-ter Art. Wenn die Atome
unabhingig voneinander verteilt sind, gilt offenbar

pi = N;m;g oder N;= mL:g = :::; )
wo 7; die relative Haufigkeit des betreffenden Atoms und P den
Totaldruck (beide in der Photosphire) bedeuten. Die obige Glei-
chung sagt einfach aus, daBl dem Gewicht der Atmosphére durch
den Gegendruck der Photosphire das Gleichgewicht gehalten wird.
Wenn die Atome vollig vermischt sind, gilt diese Gleichgewichts-
bedingung nicht mehr fiir jedes einzelne Element; aber fiir das
Gesamtgewicht der Atmosphire mufBl sie natiirlich gelten:

P=Nmg, wo N=2N;; m=rim. (315)

(314)

Die relative Haufigkeit r; ist jetzt durch die ganze Atmosphére
konstant.

Es. folgt also
i P
mg "

N,,——‘T:N:

(316)

Die zwei Grenzfille unterscheiden sich somit darin, dafl bei
villiger Durchmischung das mittlere Atomgewicht m den Platz
des individuellen Atomgewichtes m; einnimmt. In beiden Fallen
gibt natiirlich das Verhiltnis zweier N;-Werte die mittlere relative
Hiufigkeit der betreffenden Elemente in der Atmosphére. Im ersten
Fall kann man auBerdem die relative Héufigkeit jedes Elements
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im Photosphérenniveau ableiten. Um an einer bestimmten Vor-
aussetzung festzuhalten, wollen wir in den folgenden Betrach-
tungen voéllige Durchmischung voraussetzen. Wieweit es méglich
ist, aus den Beobachtungen auf Abweichungen von vélliger Durch-
mischung zu schlieBen, wollen wir spater diskutieren.

Wir wollen jetzt eine Reihe von Problemen behandeln, die
uns einen Einblick in den Mechanismus der langs der Spektral-
reihe der Sterne sukzessiv verdnderlichen Intensitéten der Spek-
trallinien erdffnen werden. KEs ist notwendig, sich von Anfang
an dariiber klar zu sein, dal die Rechnungen nur als erste Néhe-
rungen zu betrachten sind, denn es ist unmdglich, die Forderung
eines konstanten Verhiltnisses zwischen dem selektiven und dem
kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten strenge zu erfiillen, be-
sonders in einem Gemisch von verschiedenen Elementen oder bei
gleichzeitiger Gegenwart verschiedener Ionisationsstufen desselben
Elements. Diesen Mangel der Theorie werden wir spéter ver-
bessern, soweit es mdoglich ist.

a) Intensitiiten von Bogenlinien. Es geniigt, in diesem Fall
nur zwei Ionisationsstufen zu betrachten, das neutrale und das
ionisierte Atom. Es seien n, und =, die Teilchendichten dieser
Stufen. und # = ny, + n; die Gesamtdichte der Atome. Die
Bedingungsgleichung des Ionisationsgleichgewichts lautet in erster
Néherung

"71: = %e‘loﬂ‘ﬂ', (317)
wo n, und y, wie gewohnlich Elektronendichte und Ionisations-
energie bedeuten. Der Anfangszustand der fraglichen Absorp-
tionslinie sei durch ¢ gekennzeichnet. Die Zahl der neutralen
Atome im ¢ten Zustand ist dann nach Borrzmanns Prinzip

Xi = %o
ni = nyo;e ¥T

(318)

oder, indem wir den Wert von », durch n mittels der Gleichung (317)
ausdriicken:

X8 = %o
kT
. no;e ‘
n"a - fe e‘ln/kT (319)
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Also ist schlieBlich die Gesamtzahl der iiber einem Quadrat-
zentimeter der Photosphire liegenden Atome im ¢ten Zustand

29
(i — 10)

one *T

N, — dz; (320)
IV Y.
ke,

0

oder, wenn wir unter %, einen gewissen Mittelwert der Elektronen-
dichte verstehen und die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung

dp = —mg ™z (321)
verwenden :
P Xi— Xo 2 -1
Ni= o0 T {1+ g emwikr) ™, (322)

wo P den Druck im Photosphérenniveau bezeichnet. Wir nehmen
den kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten proportional dem
Gesamtdruck an, machen also den entsprechenden Massen-
absorptionskoeffizienten konstant, indem wir schreiben

P
Xy = 7 - (323)
Hieraus folgt fir die optische Tiefe der Photosphére
J ,P
Ty = xofpdz =5 (324)

Es ist also schlieflich, indem wir P/mg aus (322) und (324)
eliminieren,

(i = 2)

7y 7

N,;=~;,0—Gie kT '{1+

f”e_mT}_l. (325)

Wom,

Die Haufigkeit der Atome im iten Zustand ist also in dieser
Niherung von der Schwerebeschleunigung und dem Druck der
Photosphére unabhéingig, und dasselbe gilt dann auch fir die
Intensitét der Linie, die der Quadratwurzel aus V; proportional ist.

Betrachten wir jetzt den Intensititsverlauf bei Anderungen
der effektiven Temperatur. Aus dem Ausdruck (325) ersehen wir
sogleich, daf}, sofern die Anregungsenergie des Zustands von Null
verschieden ist, die Intensitit mit. wachsender Temperatur zu
einem Maximum aufsteigt, um fiir noch héhere Temperaturen
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wieder abzunehmen. Wie zuerst von FowLER und MILNE! hervor-
gehoben wurde, ist es von groBem Interesse, festzustellen, fiir
welche Temperatur die Maximalintensitit eintritt, einerseits, weil
diese Temperatur ziemlich einwandfrei festgestellt werden kann,
und andererseits, weil man wohl annehmen darf, daB3 die maximale
Intensitit einer Linie bei dem Maximum von N; eintritt, selbst
in Féllen, wo unsere einfache Theorie der Intensititen hinfillig
wird. Bei Anderung der effektiven Temperatur miissen wir
natiirlich auch der Anderung der mittleren Elektronendichte
Rechnung tragen. Um dies zu tun, nehmen wir Proportionalitit
zwischen %, und 7T? an, wo p zunichst unbestimmt bleibt.
FowLER und MiLNE haben von Anfang an p = —1 angenommen,
so daB der Partialdruck der Elektronen der umkehrenden Schicht
in allen Sternen derselbe bleibt. Man findet durch eine ein-
fache Rechnung als Bedingung des Maximums von N;

- ot (G- PkT @QaukT)t -
n, = . 3 e .
Xo — Xs K

(326)

Diese Gleichung stellt die Temperatur im Intensitétsmaximum
als Funktion der Ionisierungsspannung des Elements und der
Anregungsspannung der betreffenden Linie dar. Der Exponential-
faktor wird iibrigens die Hauptrolle spielen und die Temperatur
verschiebt sich deshalb etwa proportional der Tonisierungsenergie.
Dies entspricht nun gerade den Hauptziigen der Korrelation
zwischen der effektiven Temperatur und den Eigenschaften der
Sternspektren. Bei einer Temperatur von 3—4000° sind die
Ionisierungsspannungen der vorherrschenden Elemente rund 6 Volt,
bei 9—10000° etwa 14 Volt (Wasserstoff) und bei 20000° etwa
25 Volt (Helium). Umgekehrt kénnen wir schlieBen, daf die
Temperatur offenbar der determinierende Faktor der Sternspek-
tren ist, und da Dichtednderungen von Stern zu Stern nur eine
nebenséchliche Rolle spielen.

Wenn die Anregungsenergie des Zustands gegen Null geht,
verschiebt sich das Intensitdtsmaximum gegen kleinere Tempera-
turen, und fiir Resonanzlinien (Anregungsenergie Null) gibt
es kein Intensititsmaximum im Endlichen. Die genaue Nach-
priifung dieser Frage bildet einen einfachen Priifstein der Theorie.

1 Month. Not. Bd. 83, S. 403. 1923; Bd. 84, S.499. 1924,
Rosseland, Astrophysik. 1
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In der Tabelle 16 sind alle Resonanzlinien der Elemente zusammen-
gestellt, soweit sie bekannt sind und im beobachtbaren Gebiet der
Sternspektren liegen.

Von fast simtlichen Linien gilt, daB sie der Erwartung gemaf
eine monotone Intensitéitsabnahme mit wachsender effektiver
Temperatur erleiden. Die wenigen Ausnahmen, die sicher vor-

handen sind (besonders

Tabelle 16. Resonanzlinien. Titan), erkldren sich aus
EL 1(A) EL 1(4) EL 2(A) der Tatsache, dafl die be-
1i 6707 4333 7n? 4496 treffenden Elemente mole-
Na 5896 Mn 4034 4392 kulare Verbindungen bil-

5890 4033 Mo 3903 den, wodurch die Zahl der
Al 3962 4031 3864  absorbierenden Atome na-

3944 Co 3454 3798 iirlich in entsprechendem
K 7699 3405 Ag 3383 . .

7665 Ni 3415 3981 MaBe vermindert wird.

Ca 4227 Cu 3274 In 4511 b) Intensitiit der Funken-
Sc 4247 4348 4102 linien. Der Intensitétsver-
- gggi ‘Ga 4(1)22 ]S;‘ 32g2 lauf der Funkenlinien dhnelt

! 5040 Rb ‘;9 48 L: gg 43 in groBlen Ziigen demjenigen

5014 7800 Pb 5058 der Nebenserienlinien neu-
V 4331 Sr 4607 3684 traler Atome, insofern beide

fir eine gewisse Tempe-
ratur eine Maximalintensitit aufweisen miissen. Dies riibrt
einfach daher, daB die Atome, um Funkenlinien absorbieren zu
konnen, zuerst durch Ionisation in den fiir die Absorption der
Linie giinstigen Zustand gebracht werden miissen, was durch
erhshte Temperatur bewerkstelligt wird. Wenn andererseits die
Tonisation der néichsten Stufe in Wirksamkeit tritt, wird die
Intensitdt schnell herabgedriickt.

Der auffallende Unterschied zwischen Haupt- und Neben-
serienlinien, der bei den Bogenlinien auftritt, bleibt aber ge-
wissermaBen auch im Funkenspektrum erhalten, indem die
Linien, die dem Grundzustand des ionisierten Atoms entstam-
men, sehr flache Maxima aufweisen, wihrend die Maxima
der Nebenserienlinien im Funkenspektrum scharf ausgeprigt
sind, Als Beispiel seien die Linien H und K des Kalziums er-
wihnt, die dem Grundzustand von Ca* entstammen. Die In-
tensitdten dieser Linien erreichen ein Maximum irgendwo in
der Klasse K, aber die Lage des Maximums ist sehr schwierig



Die Deutung der Spektralklassen. 163

zu fixieren, und die Angaben verschiedener Autoren gehen sehr
weit auseinander.

Um die Verhiltnisse quantitativ formulieren zu kénnen, miissen
wir wieder auf die Dissoziationsgleichungen zuriickgreifen. Wir
nehmen an, es handle sich um das erste Funkenspektrum und
das Atom besitze nur zwei ablosbare Elektronen. Dann gelten
folgende zwei Gleichungen:

"1ne__@, Ny 2, ___f_zﬁ
ny o’ nmo h (327)

Durch Elimination von n, und %, finden wir
mo=n{l Fnfofi'fo + n fil fofo} (328)

und hieraus wie friiher

rr, e %ET

Ny="2o——{L+nfofi'fi' + # it fafe} . (329)

Die zwei in dieser Formel vorkommenden Mittelwerte der Elektro-
nendichte sind natiirlich streng genommen etwas voneinander
verschieden, was aber in dieser nur mit Gréenordnungen rechnen-
den Theorie tibersehen werden darf. Wir wollen jetzt das Maximum
dieses Ausdrucks fir den Fall aufsuchen, daB die Linien dem
Normalzustand des jonisierten Atoms entstammen. Von solchen
sind in den Sternspektren nur die Linien Ca* 3934, 3968, Srt+ 42186,
4078 und Ba* 4934, 5354 vorhanden. Es liegt hier offenbar
der friither erwihnte Ausnahmefall vor, daB der tiefste angeregte
Zustand sich energetisch nur wenig vom Grundzustand unter-
scheidet, denn sonst kénnten die Grundlinien nicht in das der
Sternspektroskopie zugéngliche Spektralgebiet fallen. Dieser Um-
stand ist, wie zuerst von FowLrLEr! hervorgehoben wurde, von
entscheidender Bedeutung fiir die theoretische Interpretation des
Intensitdtsverlaufs dieser Linien. In diesem Fall wird ndmlich
die Verminderung der Zahl von Atomen im Grundzustand nicht
so sehr durch den Verlust des zweiten Elektrons als durch Uber-
filhrung des Elektrons in den nichsten angeregten Zustand zu-
stande kommen. Wenn dieser Effekt die Hauptrolle spielt, ist
es zuldssig, die Zahl der zweifach ionisierten Atome neben der
Zahl einfach ionisierter Atome zu vernachlissigen, sofern es sich
nur um die Berechnung des Maximums handelt, was der Unter-

1 Month. Not. Bd. 85, S. 970. 1925.
11*
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driickung des letzten Gliedes im Nenner der Intensitétsformel (329)
gleichkommt. Wir schreiben also jetzt fiir die Zustandssumme des
einfach ionisierten Atoms

fr =0 e 0T L ole-ui/kT (330)
wo die sich auf den angeregten Zustand beziehenden Gréfen
durch einen Strich gekennzeichnet sind. Fiir die Zustandsumme
des neutralen Atoms verwenden wir aber den gewohnlichen Aus-
druck h3e- /T, Ausfiihrlich geschrieben ist also jetzt die Formel
fiir die Haufigkeit N,:

—xilkT
N — _Trooe”
¢ z{)(fl""n’efo/fe)’

wihrend die entsprechende Maximumbedingung

(331)

Z;—)h
o 1t oliie kT (2amkif’)%e”*k—fi (332)
¢ 21— kT — 2o B

wird, wo wir wie sonst vorausgesetzt haben, daf} die Elektronen-
dichte proportional der pten Potenz der Temperatur verlauft.
Fiir kleine Absolutwerte von p sagt diese Formel im wesentlichen
nur aus, daB die Temperatur des Maximums linear mit (y; — ¥,)
verlaufen soll, wie zu erwarten war. Die numerische Nach-
priifung der Formel zeigt aber, daf3 die mit konstanter Elektronen-
dichte aus den Funkenlinien errechneten effektiven Temperaturen
kleiner ausfallen als die aus den Bogenlinien. Wie FowLER!
bemerkt hat, muB wohl diese Unstimmigkeit damit im Zusammen-
hang stehen, daf3 die betrachteten Funkenlinien in sehr hohen
Schichten gebildet werden, wo sowohl die Elektronendichte wie
auch die Temperatur merklich kleiner ist als in mittleren Hohen
der umkehrenden Schicht. Dies ist ein spezieller Fall eines all-
gemeinen Phinomens, das bei naherer Analyse der Sternspektren
klar zutage tritt und das Anhaltspunkte fiir eine Auswertung der
Temperatur- und Dichteverteilung in den Sternatmosphéren dar-
bietet.

¢) Intensitéitsabfall der Linien. Bei der Berechnung der
Temperatur des Intensititsmaximums geniigt es im allgemeinen,
nur zwei oder drei Ionisationsstufen in Betracht zu ziehen. Der
weitere Verlauf der Intensitét, nachdem das Maximum passiert

1 Month. Not. Bd. 85, S. 977. 1925.
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ist, wird aber in empfindlicher Weise von der Zahl der noch
ablésbaren Elektronen abhingen!. Wir wollen die Verhéltnisse
durch folgendes einfache Beispiel beleuchten. Das Atom habe ¢
ablésbare Elektronen. Die Zahl der elektrisch neutralen Atome
sei wie frither mit n, bezeichnet und die Zahl der g-fach ionisierten
Atome mit n,. Die Ionisationsgleichungen reduzieren sich dann
fir diesen Fall auf
fy = nq’;—"(’;—) (333)
¢ \fe
Wenn die meisten Atome-alle ¢ Elektronen verloren haben, ist
n, niherungsweise proportional der Dichte ¢ oder dem Druck
der Substanz. Ferner nehmen wir an

/

;9— — WMot T und my— AT, (334)

q

wo jetzt x die gesamte Ablosungsarbeit der Elektronen im Normal-
zustand des Atoms bedeutet und p und 4 Konstante sind. Also
ist schlieBlich

Ny o 9 AL TPIH/kT (335)

Man sieht aus dieser Formel, daB die Ionisation um so schneller
erfolgt, je groBer die Zahl ¢ der ablosbaren Elektronen ist.

41. Elektronendichte der umkehrenden Schicht.

In den bisherigen Untersuchungen ist von dem Absolutwert
der mittleren Elektronendichte nicht die Rede gewesen. Es ist
aber klar, daf die Bedingung des Intensitdtsmaximums (326)
eine direkte Berechnung der Elektronendichte ermoglicht. Die
so erhaltenen Werte sind in der Tabelle 17 zusammengestellt.

Die in dieser Tabelle gegebenen Werte der Elektronendichte
stimmen in der GréBenordnung mit den von PayNeE und Hoce
aus den Linienintensititen der H- und K-Linien abgeleiteten
Werten iiberein (vgl. § 39). Was uns an diesen Werten am meisten
auffillt, ist wohl die Kleinheit der Elektronendichte. Zum Ver-
gleich sei daran erinnert, dafl die Zahl der Luftmolekiile pro
Kubikzentimeter bei Normaldruck und -temperatur (2,7 - 1019)
die Elektronendichte der umkehrenden Schicht mehr als millionen-
mal iibersteigt. Es ist andererseits ziemlich sicher, dal die Klein-

1 R. H. FowrER, Month. Not. Bd. 85, S. 977. 1925.
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Tabelle 17. Elektronendichte der umkehrenden Schicht.

ElL Sp. Te Xo Ko — Xé logne
Mgt A3 9000 14,97 8,84 12,90
Ca Ma 3000 6,09 1,88 11,02
Ti K2 3500 6,80 0,85 12,12
Cr K5 3000 8,24 0,96 10,14
Mn Ko 3500 7,40 2,31 11,01
Zn Go 5600 9,35 4,04 11,91
Cat Ko 4000 11,82 0,00 11,67
Srt K2? 3500 10,89 0,00 10,62
Ba™t MO? 3000 9,96 0,00 10,05
Mg Ko0? 4000 7,61 2,69 11,51

heit der Elektronendichte nicht durch kleine Ionisation zustande
kommt, denn in den heifleren Sternen mufl die groBe Mehrzahl
der atmosphirischen Atome ein oder zwei Elektronen verloren
haben, wodurch die Zahl der freien Elektronen die Zahl der vor-
handenen Atomkerne iibersteigen mufl. Fiir die kélteren Sterne
ist es nicht ganz so, da die Atmosphéren wohl zum iiberwiegenden
Teil aus Wasserstoff bestehen, der in Sternen des Sonnentypus
oder in noch kilteren Sternen sehr wenig ionisiert ist. Dennoch
sieht man aus den errechneten Werten der Elektronendichte ganz
klar, daB die Sternatmosphéren sehr verdiinnt sein miissen. Diese
Betrachtung kann in verschiedener Weise vertieft werden, aber
es ist befriedigend, sie so unzweideutig in den Hauptziigen der
Sternspektren begriindet zu wissen.

Tabelle 18. Temperaturen aus den Intensititsmaxima.

EL 2o W Xo—Xi Sp. Temp.
He 24,48 20,88 B3 16000
ct 24,28 18,0 B3 16000
He* 54,2 48,2 0 35000
Sitt 31,7 4,8 B1—-B2| 18000
Sit++t 45,0 24,0 0 25000

Nachdem der Verlauf der Elektronendichte in der umkehren-
den Schicht bekannt ist, kann das Verfahren auch umgekehrt
und zur Bestimmung der effektiven Temperaturen von Sternen
verwendet werden. Diese Methode ist von besonderem Interesse
bei den Sternen am Anfang der Spektralreihe, wo die iiblichen
Methoden mehr oder weniger illusorisch werden. Obenstehende
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Tabelle 18 gibt eine Reihe solcher ,,Ionisationstemperaturen® der
O- und B-Sterne.

Einer derartigen Extrapolation diirfte an sich kaum viel Ge-
wicht beizulegen sein. Sobald aber eine unabhéngige Be-
stimmung der Dichte der umkehrenden Schicht dieser Sterne
moglich ist, diirfte diese Methode der Temperaturbestimmung
von wesentlicher Bedeutung fiir die Bestimmung der Tempe-
raturen der heilleren Sterne werden.

42. Hiufigkeit der Elemente in den Sternatmosphiren.

Die Betrachtungen sind bisher von der relativen Haufigkeit
der Elemente in den Sternatmosphiren unabhingig gewesen, da
die Intensitdtsmaxima nicht von dieser GroBe abhéngen, sofern
das Mischungsverhéltnis fiir alle Sterwe und in allen Héhenniveaus
dasselbe ist. Dies war gerade der Grund, warum FowLERrR und
MirNe die Theorie der Spektralklassen auf die Berechnung der
Intensitdtsmaxima begriindeten, statt wie SAHA auf die Berechnung
des Auftauchens oder Verschwindens der Linien. Es ist-némlich
ohne weiteres klar, da8 in letzterem Fall neben zufilligen instru-
mentellen und atmosphérischen Verhéltnissen auch die relative
Hiaufigkeit der Elemente eine wichtige Rolle spielen mufi. Dies
ist fiir dag Studium der Temperatur- und Dichteverhéltnisse eine
listige Komplikation. Wenn aber der Anregungszustand der
Sternatmosphéren schon bekannt ist, gibt die Persistenz der
Linien direkte Auskunft iiber das Mischungsverhéltnis der Ele-
mente. Dieser (Gedanke, der zuerst von MILNE ausgesprochen

‘Tabelle 19. Relative Héaufigkeit der Elemente in den Stern-
atmosphéren und auf der Sonne.

EL Sterne Sonne El Sterne Sonne
H 12,9 11,5 Ca 6,7 6,7
He 10,2 een Ti 6,0 5,2
Li 1,9 2,0 A\ 4,9 5,0
C 6,4 7,4 Cr 5,8 5,7
(0] 8,0 9,0 Mn 6,5 5,9
Na 7.1 7,2 Fe 6,7 7,2
Mg 7,5 7,8 Zn 6,1 4,9
Al 6,9 6,4 Sr 3,5 3,3
Si 7,5 7,3 Ba 3,0 3,3
K 5,3 6,8




168 Physik der Sternatmosphére.

wurde, ist von PAYNE! einer naheren Priifung unterworfen worden.
Die dabei erhaltenen relativen Hé#ufigkeiten der Elemente sind
in der. Tabelle 19 angegeben, neben den entsprechenden, von
RUssSELL abgeleiteten Héaufigkeiten auf der Sonne. Die Zahlen
von PAYNE stimmen mit den von RUSSELL abgeleiteten Zahlen
sehr gut iiberein, was besonders iiberraschend wirkt, wenn man
bedenkt, daf3 sie nach ganz verschiedenen Methoden gewonnen
sind und sich auf sehr verschiedene Himmelskérper beziehen.
Das Mischungsverhéltnis der Elemente ist offenbar von Stern zu
Stern viel kleineren Anderungen unterworfen, als man von vorn-
herein erwarten sollte.

43. Spektrale Unterschiede zwischen Riesen- und Zwergsternen.

In der obigen schematischen Durchmusterung der Spektral-
klassen wurde auf etwaige Unterschiede zwischen Sternen der-
selben Spektralklasse keine Riicksicht genommen. Das Haupt-
gewicht wurde auf die allen Sternen einer Spektralklasse gemein-
samen Ziige gelegt. Nun ist aber nicht zu leugnen, dal zwischen
Sternen derselben Spektralklasse erhebliche Unterschiede be-
stehen konnen, die, grob gesprochen, der zu Anfang behandelten
Zweiteilung der Sterne in Riesen und Zwerge entsprechen. Die
einfache Theorie paflt am besten auf die Sterne der Hauptserie,
so daB eine verfeinerte Theorie sich hauptséchlich mit den Riesen
zu beschéftigen hat.

Die besonderen Ziige, die die Spektren der Riesensterne von
den Spektren der Zwerge unterscheiden, kénnen wie folgt kurz
zusammengefafit werden:

Tab .
2 élle 20 1. Effektive Temperatur.
So- Riesen Zwerge Fiir Sterne derselben Spektral-
Go 5500° 6000° klasse ist die effektive Tempe-
G5 4700 5600 ratur um so kleiner, je stirker
K0 4100 5100 die Riesenmerkmale des Sterns
K5 3300 4400 ickel ind. M 1 di
Mo 3050 3400 entwickelt sind. Man vgl. die
Tabelle 20.

2. Restintensitdt der Absorptionslinien. Die Ab-
sorptionslinien sind im allgemeinen tiefer und schérfer in den
Spektren der Riesen als in denen der Zwerge.

1 Harvard Obs. Monographs Bd. 1, S.184. 1925.
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AuBlerdem sind aber auch Unterschiede im Aussehen der Linien
einzelner Elemente vorhanden:

3. Wasserstoff. Die Balmerlinien erscheinen sehr verstirkt
in den Spektren der Riesen der spiteren Spektralklassen (K—M).
In den friitheren Klassen (B und A) werden die Wasserstofflinien
schirfer mit wachsender absoluter Helligkeit. Nach ANGER!
scheint die totale Intensitit der Linien in diesen Spektren mit der
Linienbreite korreliert, so daf die Linienintensitit mit wachsender
Helligkeit auch merklich abnimmt.

4. Helium. Nach O.STRUVE? nimmt die Breite der Linien
der diffusen Nebenserie von Helium mit wachsender Helligkeit
merklich ab. In den Spektren der lichtschwachen B-Sterne tritt
die verbotene Heliumlinie 4470 A auf.

5. Kalzium. Die Linien des neutralen Kalziumatoms werden
stirker mit wachsender absoluter Helligkeit in den fritheren
K-Klassen. Die Linien des einfach ionisierten Kalziumatoms
werden deutlich tiefer in ausgepridgten Riesenspektren, ohne
wesentliche Anderung der Gesamtabsorption.

6. Strontium. Die Strontiumlinien sind sehr empfindlich
fiir Anderungen der absoluten Helligkeit, darum werden sie auch
zur empirischen Bestimmung der Leuchtkraft benutzt. Die Ver-
stirkung der Linien scheint aber bei einer gewissen Helligkeit
aufzuhoren; fiir noch gréBere Helligkeiten nehmen die Linien
an Intensitdt wieder ab.

7. Titan, Scandium, Eisen, Yttrium. Die Funken-
linien nehmen auBerordentlich stark an Intensitdt zu, wenn man
in der F-Klasse nach groBeren absoluten Helligkeiten geht.

8. Kohlenwasserstoff. Das sog. G-Band, das von CH her-
rithrt, ist kraftiger in den Spektren von Sternen mittlerer absoluter
Helligkeit als in typischen Riesenspektren oder typischen Zwerg-
spektren.

Man muBl zugestehen, daB die theoretische Erklirung dieser
Effekte der absoluten Helligkeit noch sehr liickenhaft ist. Einfach
zu verstehen ist eigentlich nur der systematische Unterschied
zwischen den effektiven Temperaturen der Riesen- und Zwerg-
sterne. Dieser Unterschied folgt nidmlich aus dem Unterschied
der Dichten der fraglichen Sterne. Die Klasse eines Spektrums

1 Harvard College Observatory Circular 1930, S. 352.
2 Astrophys. Journ. Bd. 69, S. 173. 1929; Bd. 70, S. 85. 1929.
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wird ndmlich im wesentlichen durch den Ionisationszustand
der Sternatmosphire bestimmt. Das Ionisationsgleichgewicht
ist durch effektive Temperatur und Dichte bestimmt. Bei Er-
niedrigung der Dichte muB} die Temperatur auch erniedrigt werden,
wenn das Ionisationsgleichgewicht ungedndert bleiben soll. Der
Unterschied in der effektiven Temperatur zwischen Riesen und
Zwergen gibt. daher ein unmittelbares Mafl fiir den Unterschied
der Atmosphirendichten der entsprechenden Sterne. Die theo-
retische Analyse der Sternatmosphiren ist nun lange nicht ge-
niigend fortgeschritten, um hieraus die Dichteunterschiede genau
zu berechnen ; aber die Anwendung der fritheren einfachen Theorie
der Spektralklassen wird Fingerzeige fiir die weitere Entwicklung
geben. Betrachten wir die Relation zwischen der Elektronen-
dichte und der effektiven Temperatur fiir die maximale Intensitét
einer gewissen Absorptionslinie:

3 _
N, = Zit s — +l(:_ ;:)_kﬂ_’ zf;_e‘lo/kl"
n,, T seien einander entsprechende Werte der Elektronendichte
und der effektiven Temperatur fiir einen Zwergstern, und #,, 7"
die analogen Gréfen fiir einen Riesenstern. Es folgt dann nihe-

rungsweise

—7 o {1 1
P o e_xf(F“TT’). (336)
Ein gutes Beispiel bieten die Eisenlinien, die ihre Maximalintensitat
etwa in der Klasse K 2 erreichen. Die effektiven Temperaturen 7"
und 7" diirften in diesem Fall etwa zu 7’ = 5000 und 7"’ = 4000
anzusetzen sein. Da ferner die JIonisationsenergie des Eisens
1,3 - 10-12 Erg betréagt, folgt aus (336), dal die Dichte der Zwerg-
atmosphire etwa tausendmal groBer ist als die Dichte der Riesen-
atmosphire, eine Folgerung, die groBenordnungsgemiB mit dem
Verhiltnis der auf andere Weise errechneten mittleren Dichten
dieser Sterne iibereinstimmt.

Um die Anderungen der Tiefe und Schirfe der Linien theo-
retisch zu interpretieren, ist es wahrscheinlich notwendig, die
Theorie des Strahlungsgleichgewichts auf den Fall auszudehnen,
daBl das Verhdltnis des Streukoeffizienten zum Koeffizienten der
kontinuierlichen Absorption rdumlich verdnderlich ist. Méglicher-
weise spielen auch Abweichungen von einem Zustand lokalen
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Wirmegleichgewichts eine Rolle fiir die Restintensititen. Um
den Grad der Abweichung vom Wirmegleichgewicht beurteilen
zu konnen, muB man auf das vollstdndige Problem des Strahlungs-
gleichgewichts eingehen. Die Erledigung dieser Frage darf als
die ndchste wichtige Etappe in der Theorie der Sternspektren
bezeichnet werden.

Das individuelle Verhalten der Linien verschiedener Elemente
bietet ferner ein reiches Feld fiir theoretische Forschung, das noch
nicht durchgearbeitet ist. Es diirfte sich jedoch in vielen Féllen
auch hier um eine einfache Wirkung der Dichte auf den Ionisations-
zustand handeln, die durch die Verschiedenheit der Ionisations-
energien der Atome bedingt ist. Es ist ndmlich nicht maglich,
die Wirkung einer Verringerung der Dichte auf die Ionisation
durch eine geeignet gewihlte Verringerung der effektiven Tem-
peratur genau riickgingig zu machen, nicht einmal in dem speziel-
len Fall, wenn die Atmosphére aus einem einzigen Element be-
steht. Wie hierdurch selektive Effekte auftreten, werden wir
aus folgender einfachen Betrachtung ersehen. Der wichtigste
Punkt ist der, daBl die Wirkung der Dichte auf die Ionisation sehr
empfindlich von der Temperatur abhéingt. Die Wirkung wichst
mit wachsender Temperatur. Wenn die Ionisation klein ist, spielt
die Dichte keine nennenswerte Rolle; aber in der Néhe des Inten-
sitdtsmaximums einer Linie oder gar jenseits wird die Sachlage
anders. Die Gleichungen des Ionisationsgleichgewichts geben die
einfache Regel, daBl dort, wo der Ionisationszustand von der
Temperatur stark beeinflufit wird, auch die Dichte an Bedeutung
gewinnt, und umgekehrt. Fiir die Art der Einwirkung der Dichte
1aBt sich aber keine allgemeine Regel aufstellen, denn sie kann
z. B. fir Bogen- und Funkenlinien verschieden ausfallen.

a) Verbreiterung der Linien durch Druck. Es ist ferner zu
erwarten, dafl die Form der Spektrallinien in Sternspektren Spuren
der aus irdischen Experimenten bekannten Druckverbreiterung
zeigt. Da dieser Effekt im Sonnenspektrum in der Tat vorhanden
zu sein scheint, wie schon frither bemerkt wurde, so diirfte er
auch in den Sternspektren anzutreffen sein. Die Wasserstofflinien
sind bekanntlich fir irgendwelche &duflere Stérungen besonders
empfindlich, und zwar wichst die Empfindlichkeit mit der An-
regungsenergie des oberen Zustandes schnell an. Fiir andere Ele-
mente ist der Effekt viel geringer, aber doch leicht nachzuweisen.
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O. StrUVE! versuchte die Druckverbreiterung der stellaren
Absorptionslinien von anderen Ursachen der Verbreiterung zu
trennen, indem er eine Auswahl von Spektren betrachtete, bei
welchen die Linien von C* und Sit* vollkommen scharf er-
schienen. Diese Linien sind bekanntlich ziemlich unempfindlich
fir Druckverbreiterung und Starkeffekt. Er fand dabei, da8 in
diesen Spektren die Linien der diffusen Nebenserie von Helium
merklich breiter und diffuser erschienen als die iibrigen Helium-
linien. Diese Verbreiterung ist von Stern zu Stern verinderlich
und zeigt eine deutliche Korrelation mit der Intensitit der ver-
botenen Heliumlinie 4470 und der Breite der Wasserstofflinien.

Im Fall der Sternatmosphéren dirfte die Theorie der Druck-
verbreiterung besonders einfach sein, da die wirksamen Teil-
chen in tiberwiegendem MaBe Ionen sind. Die Theorie von Hours-
MARK? gollte hinreichen. Die Halbwertsbreite der Linie ist
gemill dieser Theorie durch

Ay =3.26-c-e-nt (337)

gegeben, wo ¢ die Halbwertsbreite der Linie im Starkeffekt bei
Feldstarke Eins ist; e ist die Ladung eines verbreiternden Ions
und n die Zahl solcher Ionen pro Kubikzentimeter. Es ist mog-
lich, die GréBie 4» aus astrophysikalischen Daten zu bestimmen,
was einer Bestimmung der Ionendichte der Atmosphire dqui-
valent ist. Die Beobachtungen der Linienverbreiterung diirften
jedoch noch nicht hinreichend genau sein, um zuverldssige Werte
der Ionendichte zu ergeben. Deshalb hat STRUVE statt dessen
die Dichte aus der kleinen Verschiebung der verbotenen Helium-
linie relativ zu der berechneten Wellenlinge berechnet. Er findet
dabei die richtige GroBenordnung fir die Dichte, die aber mit
groBer Unsicherheit behaftet ist. Das Auftreten der verbotenen
He-Linie ist natiirlich auch als Folge der Ionenkréfte zu erkliren.
Dafl gerade diese Linie auftritt, entspricht der Erwartung3.

b) In einigen Fallen scheint es ziemlich sicher, daB die Effekte
der absoluten Helligkeit weder durch Unterschiede der Ionisations-
energien, noch durch Druckeffekte zu erklidren sind, sondern daf3
ganz andere Ursachen in Frage kommen. Dies gilt besonders fiir

1 Astrophys. Journ. Bd. 70, S. 85. 1929.
2 Ann. d. Phys. Bd. 58, S.577. 1919.
3 Siehe J. S. FosTER, Proc. Roy. Soc. London Bd. 114, S.57. 1927.
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die Linien von Wasserstoff, Kalzium und Strontium. Betrachten
wir z. B. den Fall des Wasserstoffs in Spektren der spéteren
Klassen. Man muf} hier die Frage der Verstirkung der Linien in
Spektren der Riesensterne als nebenséchlich betrachten neben der
Hauptfrage: warum die Linien tberhaupt sichtbar sind. Die
Zahl der Wasserstoffatome, die sich im zweiten Quantenzustand
befinden, ist dem BortzmanNschen Prinzip gemidfB fiir solche
Sterne so winzig klein, da8 selbst fiir den Fall einer reinen Wasser-
stoffatmosphire die Balmerlinien kaum sichtbar sein kénnten.
Die rein thermische Theorie der Anregungszustéinde in diesen
Sternatmosphéren ist also hinféllig, und es ist deshalb nicht zu-
lassig, diese Theorie fiir die Erklirung der Anderung dieser Linien
von Stern zu Stern zu verwenden. Das abnorme Verhalten der
Wasserstofflinien ist vielleicht nur ein Spezialfall des von RUSSELL
und ApAams gefundenen allgemeinen Phiénomens, dafl die An-
regungsverhiltnisse in Sternen der spateren Spektralklassen nicht
den einfachsten thermischen Gesetzen gehorchen.

Das abnorme Verhalten der Elemente Kalzium und Strontium
ist wahrscheinlich wenigstens teilweise auf eine von den iibrigen
Elementen abweichende Verteilung in der Atmosphére zuriick-
zufithren. So wissen wir aus den spektroskopischen Aufnahmen
des Sonnenrandes bei Finsternissen, daB3 Kalzium, Strontium,
Titan und Magnesium viel gréBere Héhen in der Sonnenatmosphéire
erreichen als die meisten iibrigen Elementet. Es lassen sich, wie
wir spiter sehen werden, Griinde dafiir anfiihren, daf diese ab-
norme Verteilung von der Schwerebeschleunigung an der Stern-
oberfliche abhingt. Dadurch ist eine Moglichkeit gegeben, das
Verhalten der betreffenden Linien zu verstehen, worauf zuerst
FowLERr? aufmerksam gemacht hat.

Obgleich die aus den rein thermischen Eigenschaften der
Atmosphiiren zu erklirenden Effekte somit vielleicht klein sind,
diirfte es doch von groBlem Interesse sein, die Folgerungen der
thermischen Theorie in Einzelheiten zu entwickeln. Dies ist be-
sonders von MiLNE3 versucht worden, und obgleich die MiLNEsche
Theorie kaum beanspruchen kann, eine endgiiltige Lésung darzu-
stellen, gibt sie doch so interessante Fingerzeige fiir die formale

1 Vgl. 8. A. MiromELL, Eclipses of the Sun, S.247. New York 1924.
2 Month. Not. Bd. 85, 8. 977. 1925.
3 Month. Not. Bd. 89, S. 17, 157. 1928.
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Weiterentwicklung der Theorie der Spektralklassen, daf sie hier
kurz besprochen werden soll.

Die weitere Entwicklung der Theorie erfordert offenbar die
Behandlung des allgemeinen Falles, daBl das Verhaltnis des Streu-
koeffizienten zum Absorptionskoeffizienten raumlich verdnderlich
ist infolge der Anderung der Ionisation mit der Héhe und der
Besonderheiten des kontinujerlichen Absorptionskoeffizienten.
Streng genommen sollte jeder Ionisationsstufe eines Elements
eine spezielle Losung des Problems des Strahlungsgleichgewichts
entsprechen, die durch den individuellen Verlauf des A-Wertes
gekennzeichnet ist. Die strenge Durchfithrung des Programms
stoBt aber auf listige Schwierigkeiten mathematischer Art, denen
MiNe aus dem Wege geht durch die Annahme, da8 auch fiir
rdumlich veranderliches 4 die Intensitidt der Linie durch eine
Formel von derselben Gestalt wie fiir konstantes 4 gegeben ist.
Die eingehenden Koeffizienten werden durch eine gewisse Schicht
linear gemittelt, was darauf hinauslauft, die Koeffizienten der
Absorption und der Streuung durch die entsprechenden optischen
Tiefen zu ersetzen. Diese Schicht kann nun nicht gut viel tiefer
reichen als bis zur Photosphédre, konnte aber vielleicht hoher
liegen und brauchte wohl auch nicht fiir alle Sterne dieselbe zu
sein. MILNE entscheidet aber fiir die Photosphire.

Um die Wirkungsweise der Theorie zu beleuchten, wollen wir
als einfaches Beispiel den Fall betrachten, dafl der Tonisationsgrad
des betrachteten Elements dem mittleren Ionisationsgrade der
iibrigen Elemente der Atmosphére entspricht und daB es sich um
Intensitéiten der Bogenlinien handelt. Um die Rechnung zu
vereinfachen, ist es bequem, statt der Elektronendichte n, den
Partialdruck der Elektronen p, =n,kT einzufithren. Es sei
ferner x der Ionisationsgrad des Elements. Die Gleichung des
Tonisationsgleichgewichts schreibt sich dann in der Form
jf—xp, = K oder auch =z = K—i{——p;’
wo K eine bekannte Funktion der Temperatur allein ist. Wegen
der Voraussetzung, daf der Ionisationsgrad im Mittel fiir alle
Elemente derselbe ist, folgt, da8 zwischen dem Gesamtdruck p
und dem Partialdruck der Elektronen p, die Relation

__xp _ Kp
P=T:%= 3% +p (339)

(338)
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besteht, oder differentiell geschrieben
2
dp =K (pe + K)dpe . (340)

Man kann nun leicht die Ausdriicke fiir die Zahl neutraler und
ionisierter Atome pro Flidcheneinheit der Photosphire hin-
schreiben. Es ist

1/o - p.dp Co 12
N, /nodz = g/ K+p — —Pe (341)
und
_ nfo - Kdp 01
N, = / nyde = — f et = S KP,, (342)

wo die Integrationen bei konstanter Temperatur vorgenommen
sind und wo C, und C; gewisse Konstanten und P, den Elektro-
nendruck im Photosphidrenniveau bedeuten. Die optischen Streu-
tiefen folgen hieraus in schon bekannter Weise durch Hinzufiigung
der entsprechenden Boltzmannfaktoren und der atomaren Streu-
koeffizienten. Um die Zahlen N, und N; als Funktionen der
Temperatur allein aufzufassen, miissen wir die optische Tiefe 7,
als Funktion von P, und 7 kennen, wodurch P, eliminiert werden
kann. Es sei z. B. der Massenabsorptionskoeffizient z,/0 durch
einen Ausdruck von der Form

2 = pTr (343)

gegeben, wo x,, s und s’ gewisse Konstanten sind. Hieraus folgt,
durch Beriicksichtigung von (340) und (341),

2, T«'{KP;Jrl P;+2}

T = T T+ s (344)

Somit ist das Problem formal gelést und eine theoretische Dis-
kussion der Spektralklassen auf einer weiteren Basis erméglicht
worden. Die neu hinzukommenden Ziige sind einerseits die Be-
riicksichtigung der Andetung der Ionisation mit der Hohe und
andererseits die Abhingigkeit des kontinuierlichen Absorptions-
koeffizienten von Druck und Temperatur.

MiLNE versucht nun auf Grund dieser erweiterten Theorie
nicht nur die allgemeine Theorie der Spektralklassen und der
Maxima der Intensititen der Absorptionslinien zu verbessern,
sondern auch alle Effekte der absoluten Helligkeiten zu erkliren,
indem er in geeigneter Weise iiber die eingehenden GréBen verfiigt.
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44. Der kontinuierliche Absorptionskoeffizient.

Es scheint, daB in der MiNEschen Theorie die Anderung der
Tonisation mit der Hoéhe unwesentlich ist, daB vielmehr das
Hauptgewicht auf der Druckabhingigkeit des Massenabsorptions-
koeffizienten x,/0 liegt. MILNE benutzt fiir diesen Koeffizienten
eine halb empirische Formel

9—? =(C.P,T-3, ( = Konstante. (345)

Diese kann aber nur als Notbehelf gelten. Um sich eine genauere
Vorstellung von der Reichweite der MiLNEschen Theorie bilden
zu kénnen, bedarf man offenbar einer physikalischen Theorie der
kontinuierlichen Absorption. Wir haben frither die Frage des
Absorptionskoeffizienten im Sterninnern besprochen und ge-
funden, dafl wahrscheinlich die an den Seriengrenzen einsetzende
lichtelektrische Absorption die grofite Rolle spielt. Fiir den Fall
des Sterninneren handelt es sich um den integralen Strahlungsflu8
in allen Wellenlingen. Das Studium der Sternatmosphire er-
fordert aber eine genauere Kenntnis der Absorptionsvorginge.
So hingt die Anderung der Intensitit einer gegebenen Absorp-
tionslinie, wenn man von einem Stern zu einem anderen geht,
gerade von dem Massenabsorptionskoeffizienten in dieser Wellen-
lainge ab. Der iiber das ganze Spektrum gemittelte Absorptions-
koeffizient geniigt dann den Anforderungen nicht mehr, und es
ist unwahrscheinlich, dal der Koeffizient sich in seiner Abhingig-
keit von Druck und Temperatur durch einfache Potenzen darstellen
1a8t. Fiir diese Abhéngigkeit lassen sich ganz allgemeine Formeln
aufstellen, die wir fiir den Spezialfall eines einzigen Elements
schon frither angegeben haben, deren Inhalt wir aber hier wieder-
holen. Die kontinuierliche Absorption sei an ein einziges Element
und eine spezielle Tonisationsstufe gebunden. Fiir den Fall, dafl
diese Stufe ihre maximale Héufigkeit erreicht hat, ist offenbar der
Massenabsorptionskoeffizient von der Dichte unabhingig. Diesist
z. B. sicher der Fall fiir die ultraviolette Absorption gew6hnlicher
Luft. Es kann aber auch der Fall eintreten, daB die fiir die Ab-
sorption maBgebende Ionisationsstufe nicht sehr hiufig ist, und
daf} also die Dichteabhingigkeit des Massenabsorptionskoeffizien-
ten eine andere wird. Nehmen wir z. B. an, daB8 der elektrisch
neutrale Zustand am héufigsten ist, wihrend das einfach ionisierte
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Atom fiir die Absorption verantwortlich ist. In diesem Fall ist
offenbar der Massenabsorptionskoeffizient proportional der Elek-
tronendichte und wir haben genau den Fall vor uns, den MILNE
allein bertiicksichtigt hat. Esist andererseits auch denkbar, da3 die
Tonen am héufigsten vertreten sind, wéhrend die neutralen Atome
fiir die Absorption verantwortlich sind. In diesem Fall wird der Ab-
sorptionskoeffizient der Elektronendichte umgekehrt proportio-
nal. Es ist offenbar nicht moglich, a priori ein Gesetz fiir die
Dichteabhingigkeit des Absorptionskoeffizienten anzugeben, da
so viel von den speziellen Umstdnden abhdngen kann.

Man kann nun andererseits entgegnen, dal3 die kontinuierliche
Absorption durch Superposition der Wirkungen einer sehr groflen
Zahl von verschiedenen Elementen und Ionisationsstufen zustande
kommt, und daBl durch Mittelwertbildung iiber alle Beitrige ein
einfaches Gesetz herauskommen wird. Es ist aber unwahrschein-
lich, daB ein solcher Mittelwert durch die ganze Spektralreihe
verwendbar ist. Zwar kann man sich vielleicht denken, daB in
Sternspektren mit so ungemein vielen Linien wie das Sonnen-
spektrum eine solche Unmenge von Absorptionskanten in Frage
kommt, daf3 bei ihrer Superposition ein kontinuierlicher Frequenz-
verlauf des Absorptionskoeffizienten herauskommt. Daf dies von
vornherein wahrscheinlich sei, darf man aber nicht behaupten
angesichts der Tatsache, da3 auBler der Seriengrenze des Wasser-
stoffs in A- und B-Spektren keine einzige Absorptionskante in
Sternspektren aufgedeckt worden ist. Da aber in den A- und
B-Spektren die Wasserstofflinien in solchem MafBle dominieren,
darf man annehmen, daBl Wasserstoff auch die kontinuierliche
Absorption veranlaBit. Dies 148t sich nun theoretisch nachpriifen,
da fast nur die Absorption jenseits der Seriengrenze der Paschen-
serie in Frage kommt. Hohere Seriengrenzen wiirden natiirlich
auch kleine Beitrige liefern, aber wegen der schnellen Abnahme
der Absorptionsfahigkeit mit wachsender effektiver Haupt-
quantenzahl sind die hoheren Quantenzustinde in erster Naherung
zu vernachlissigen. Fiir diesen Fall findet man sogleich, da3 die
Zahl N der absorbierenden Atome pro Fldcheneinheit der Photo-
sphire proportional e **T ist, wo y die Energiedifferenz zwischen
dem dritten und dem zweiten Quantenzustand des Wasserstoffs
bedeutet. Setzt man die Temperatur der A-Sterne zu etwa
10000° K, so folgt, daBB N sich um etwa e~2 &ndert, wenn die

Rosseland, Astrophysik. 12
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Temperatur von 10000 bis Unendlich geht. Der Intensititsabfall
der Balmerlinien von A nach O ist aber viel gréBer, als man nach
dieser Rechnung erwarten sollte, so daf vielleicht Wasserstoff
mit der kontinuierlichen Absorption doch nichts zu tun hat. Da
es aullerdem schwer ist, andere Elemente anzugeben, deren Ab-
sorption stérker als die des Wasserstoffs sein kann, liegt die Ver-
mutung nahe, daB die fragliche Absorption iiberhaupt nicht durch
Atomsysteme zustande kommt, sondern durch freie Elektronen.
In der Tat, wenn man das bis jetzt nur spirlich vorhandene
Beobachtungsmaterial tiber Seriengrenzenabsorption iiberblickt,
scheint es moglich, daf die Streuung der freien Elektronen
numerisch groBer sein kann als die Seriengrenzenabsorption des
Wasserstoffs. Die Frage ist aber viel zu wenig untersucht worden,
als dafl man bestimmte Aussagen dariiber machen konnte.
MiLNE hat darauf aufmerksam gemacht, dafl es moglich ist,
einen Mittelwert des Massenabsorptionskoeffizienten aus astro-
physikalischen Daten zu berechnen. Diese Moglichkeit ist ohne
weiteres klar. Wir wissen némlich einerseits, daBl die optische
Tiefe der Sternatmosphére, bis zur Photosphére gemessen, von der
Groflenordnung Eins sein mufl. Die Theorie der Linienformen
ermoglicht andererseits die Berechnung der iiber einem Quadrat-
zentimeter der Photosphére gelegenen Masse. Der mittlere Massen-
absorptionskoeffizient wird durch einfache Division der beiden
Groflen erhalten. Die von MiLNE berechneten Werte sind von
der Groflenordnung Eins. In dieser Rechnung ist aber die ab-
norme Hiufigkeit des Wasserstoffs nicht beriicksichtigt worden.
Der richtige Wert diirfte kleiner sein. Prinzipiell betrachtet
scheint es aber moglich, durch eine sinngeméfle Analyse der-stern-
spektroskopischen Resultate viele Eigenschaften der kontinuier-
lichen Absorption in den Sternatmosphiren kennenzulernen.

45. Molekulare Banden in Sternspektren.

Absorptionsspektra von Molekiilen treten erst in den spiteren
Typen der Draperklassifikation auf, und zwar sind bisher nur
folgende zweiatomige Molekiile nachgewiesen:

BO* AlO TiO* ZrO ScO
C, CH* ON*
H NH OH* MgH CaH

[
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Die Wasserstoffverbindungen der letzten Reihe kommen nur im
Spektrum der Sonne bzw. der Sonnenflecken vor. Die stellaren
Banden der mit einem Stern versehenen Molekiile entstehen durch
Absorption aus dem Grundzustand des Elektronentermsystems,
d. h. es sind Resonanzbanden. Sieht man vom Viellinienspektrum
des Wasserstoffs in den Sonnenflecken ab, so sind in den Sternen
keine Absorptionsbanden bekannt, die von angeregten Zustdnden
eines Molekiils ausgingen. Die wenigen bekannten Molekiilfunken-
spektren (CO*, NS, O) konnen thermisch gar nicht angeregt
werden und daher in Sternspektren nicht auftreten, weil die
Tonisierungsenergien dieser Molekiile viel grofler sind als ihre
Dissoziationsenergien.

Das Dissoziationsgleichgewicht der Molekiile bietet @hnliche
Probleme wie das Ionisationsgleichgewicht der Atome und héngt
in &dhnlicher Weise von den Partialdrucken der reagierenden
Substanzen ab. Die Zustandssummen der Molekiilbewegungen
sind aber von den entsprechenden Summen der Elektronenbe-
wegungen in einzelnen Atomen sehr verschieden!. Eine erste
Anwendung der Dissoziationstheorie auf stellare Molekiilverbin-
dungen versuchte ATKINSON? fiir den Fall der Titanoxydbanden
zu geben. Seine Resultate sind aber itberholt, da sie auf der
Annahme eines dreiatomigen Molekiils (TiO,) basieren. CHRISTY?
hat die Berechnung fiir das Molekiil TiO wiederholt und findet
fir den Partialdruck des Sauerstoffs in den Sternen 10-8 Atmo-
sphiren. Durch Beriicksichtigung der Anregung sowohl der Ti-
Atome wie der TiO-Molekiille wird sich diese Zahl noch etwas
erhchen, sie paBt aber gut zu allem, was man sonst iber die
relative Héaufigkeit der verschiedenen Elemente in den Stern-
atmosphiiren weill. Das Molekiil TiO besitzt zwei Systeme von
Resonanzbanden im visuellen Spektralbereich. Die Intensitéat
der Banden im Blau und Violett dient als wichtiges Kriterium
zur dezimalen Unterteilung der Spektralklasse M. KEinige neue,
von Joy im Spektrum von o Ceti gefundene Emissionsbanden
wurden von BaXANDALL? als dem Aluminiummonoxyd zuge-
horig erkannt.

1 Siehe z. B. EARENFEST u. TREAL, Ann. d. Phys. Bd. 65, S. 608. 1921.
2 R. p’E. AtrinsoN, Month. Not. Bd. 82, S. 396. 1922.

3 A. CHrisTY, Astrophys. Journ. Bd. 70, S. 1. 1929.

4 Month. Not. Bd. 88, S. 679. 1928.

12*
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MegrriLL! hat als erster aus der M-Klasse eine besondere Stern-
gruppe S ausgeschieden, deren Spektren nur schwache Titan-
banden zeigen, daneben ein anderes Bandensystem unbekannter
Herkunft. DalB} diese Banden von einer Zirkonoxydverbindung
herrithren, wurde zuerst von BAXANDALL vermutet und von
MerriLL2 durch experimentelle Untersuchungen im Laboratorium
bestatigt. Nach Analogie der Titanoxydbanden ist wohl zu ver-
muten, daB ZrO der Triger dieser Banden ist. Obgleich fast
kein Fall vorliegt, wo die Titanbanden und die Zirkonbanden im
selben Spektrum in gleicher Intensitdt vorhanden sind, gibt es
doch geniigend viele Ubergangsstufen, die die Auffassung der
S-Sterne als Seitenzweig der M-Sterne rechtfertigen.

Die Spektren der R- und N-Sterne sind durch gewisse Banden
charakterisiert, die von Kohlenstoffverbindungen herriithren, wie
man frith erkannte. Im Laboratorium wurden diese Banden von
‘WoLrasToN entdeckt, sie werden aber allgemein als ,,Swanbanden‘
bezeichnet, nach ihrem ersten Bearbeiter. Der Triger dieser
Banden ist das Molekiil C, (Dikarbon) und nicht etwa das Kohlen-
oxyd, wie es hiufig in der neueren astronomischen Literatur heifit.
Sanrorp? fand in den N-Sternen zwei schwichere Begleiter der
Swanbanden 44737,6, von denen Kine und BIRGE die eine neuer-
dings im Laboratorium auffanden und dem Molekiil C12—C13 zu-
schrieben (C'2 ist das Symbol fiir Kohlenstoffatome der Masse 12
bezogen auf O = 16, entsprechend C!3). Die andere scheint nach
MEnNzEL4 dem Molekill C13—C13 anzugehéren. Nachdem die
Bandenspektroskopie bereits zur Erkenntnis der Isotopie des
irdischen Sauerstoffs gefiithrt hat, braucht man dieser Deutung
stellarer Banden nicht mehr allzu skeptisch gegeniiber zu stehen.

Im allgemeinen schlieBt sich das Erscheinen der TiO- und
C,-Banden in Sternspektren wechselseitig aus. Doch hat STEBBINSS
im Spektrum von & Herculis (Mb) eine Absorptionsbande 4 4737,1
gemessen, die recht genau mit der (1—0)-Bande des Swan-
spektrums zusammenfillt. Auch die (0—O0)-Bande ist ange-
deutet; es konnte sich aber infolge der geringen Dispersion um

1 Astrophys. Journ. Bd. 56, S. 457. 1922.

2 Publ. Astr. Soc. Pacific Bd. 35, S. 217. 1923.
3 Publ. Astr. Soc. Pacific Bd. 41, S.271. 1929.
4 Publ. Astr. Soc. Pacific Bd. 42, S. 34. 1930.
5 Lick Obs. Bull. Nr. 41. 1903.
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ein ,,blend‘‘ mit der (0—0)-Bande des Titanoxyds handeln. Die
Trennung zwischen den M- und N-Spektren ist wohl durch Be-
trachtungen iiber die Stabilitit des Dissoziationsgleichgewichts
zwischen C,, TiO und CO zu verstehen. Zu der Annahme ver-
schiedener Haufigkeit der Elemente C und Ti in einzelnen Sternen
liegt kein Grund vor, zumal da das CN-Spektrum in beiden
Zweigen der Harvardsequenz auftritt.

Das wohlbekannte G-Band des Sonnenspektrums (die Be-
nennung rithrt von FRAUNHOFER her) ist auch in den Sternspektren
vorhanden. Sein Intensitdtsmaximum liegt in den beiden Zwei-
gen G—M und G—N bei KO und RO nach Rurus, bzw. R3
nach SHANE; es lafBt sich bis A0 verfolgen. Der Triager dieses
Spektrums ist das Molekiil CH. Da die Dissoziationsenergie
von CH nur etwa 4 Volt betragt, 1aBt die Persistenz des CH-
Spektrums bis zu den hohen Temperaturen der AO-Sterne ver-
muten, dafl in den Sternatmosphiren Wasserstoff in enormem
UberschuB iiber alle anderen Elemente vorhanden ist, und da-
durch die Dissoziation der Hydride weitgehend zuriickgedringt
wird!. RosSELAND? hatte schon frither durch Betrachtung der
elektrischen Raumladung im Sterninnern vermutet, daB der
Wasserstoff gerade in den &uBlersten Schichten des Sternes durch
Diffusion sich ansammeln miil3te.

Wichtig sind noch die Banden des CN-Molekiils bei 1 3885
und 4215. Sie lassen sich bis F8 verfolgen. In den K- und G-
Spektren ~besteht eine enge Korrelation zwischen der Intensitit
der Zyanbanden und der absoluten Leuchtkraft der Sterne.
SchlieBlich hat BIrGE? an den Zyanbanden des Sonnenspektrums
eine neue Methode zur Ermittlung der Sonnentemperatur erprobt,
indem er die Intensitétsverteilung innerhalb einer Teilbande
(BoLTzMANN-Verteilung) untersuchte. Als Resultat erhielt er
T = 4000° 4= 500°, was offenbar zu niedrig ist, aber doch die
Méglichkeit anzeigt, solche Methoden astrophysikalisch zu ver-
werten.

46. Problem der Chromosphiire.

Bisher haben wir uns gewissermaflen nur mit den normalen
Verhiltnissen der Sternatmosphéiren beschéftigt, die durch hydro-

1 Vgl. A. UxsoLp, Z8. f. Phys. Bd. 59, S. 353. 1929.

2 Month. Not. Bd. 85, S. 5541. 1925.
3 Astrophys. Journ. Bd. 55, S. 273. 1922.
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statisches Gleichgewicht unter der Wirkung von Schwere und
Gasdruck charakterisiert sind. Weiter machten wir die verein-
fachende Annahme vélliger Durchmischung der Elemente in allen
Héhenniveaus. Obgleich dies auf die Verhiltnisse in den tieferen
Schichten der Atmosphéire ndherungsweise zutreffen diirfte, muf3
man in den oberen Schichten der Sternatmosphéren, insbesondere
also in der Chromosphére und der Korona der Sonne, mit ganz
anderen Kréiften und Bewegungsverhéltnissen rechnen.

 a) Das Flash-Spektrum. Ein wesentliches Programm fast aller
Sonnenfinsternisexpeditionen besteht in Aufnahmen des sog.
. Flash“-Spektrums, das sichtbar wird, wenn der Sonnenrand ge-
rade im Begriff ist, vom Monde véllig bedeckt zu werden oder ausdem
Mondschatten herauszutauchen. Das Flash-Spektrum ist ein reines
Emissionsspektrum. Die Zahl der bis jetzt sicher erkannten Linien
des Flash-Spektrums betrigt etwa 32501, wahrend die Zahl der dunk-
len Linien im gewthnlichen Sonnenspektrum auf mehr als 10000 ge-
schatzt ist. Dieser Unterschied diirfte zu erkldren sein durch die
Schwierigkeit, gute Aufnahmen des Flash-Spektrums zu erhalten.

Wenn man das Flash-Spektrum mit dem gewohnlichen Sonnen-
spektrum vergleicht, so fillt auf, daB beim Ubergang von der
Photosphére zur Chromosphére die Funkenlinien relativ zu den
Bogenlinien verstirkt erscheinen. Dieser Umstand wurde zuerst
von SaHA? als Folge der durch kleinere Dichte hervorgerufenen
VergroBerung der Ionisation gedeutet.

Aus der Lange und Breite der Linien lassen sich Schliisse auf
die Haufigkeit der Elemente in den oberen Schichten der Sonnen-
atmosphire ziehen. Es zeigt sich, daB die meisten Elemente nur
bis zu einer Hohe von ein paar hundert Kilometern oberhalb der
Photosphire zu verfolgen sind. Damit ist also die eigentliche
Hohe der Sonnenatmosphére charakterisiert. Es gibt jedoch einige
auffallende Ausnahmen von dieser Regel: sowohl die Balmerlinien
des Wasserstoffs wie auch die Linien des einfach ionisierten
Kalziums erreichen viel! groBlere Hohen. Auf MiTcHELLs Auf-
nahmen des Flash-Spektrums wéhrend der spanischen Sonnen-
finsternis 1905 lassen sich die Linien H und K sogar bis zu Hohen
von 14000 km verfolgen 3.

1 Siehe A. M1TcHELL, Astrophys. Journ. Bd. 71, S. 9. 1930.
2 Phil. Mag. Bd. 40, S. 472. 1920.
3 Astrophys. Journ. Bd. 38, S.407. 1913.
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Problem der Chromosphire.
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Die ausgezeichnete Stellung der Linien H und K 1aBt sich
teilweise auf den Umstand zuriickfiihren, daf3 sie Resonanzlinien
sind, wihrend fast alle iibrigen Linien des Sonnenspektrums
Nebenserienlinien sind. Insbesondere haben die Balmerlinien des
Wasserstoffs eine so hohe Anregungsenergie, dall Wasserstoff bei
weitem das haufigste Element der Chromosphére sein mufl. Es
ist aber klar, dal auch Kalzium irgendwie vor den iibrigen Ele-
menten ausgezeichnet ist, und eine der wichtigsten Aufgaben der
Theorie der Chromosphédre besteht darin, die Ursache dieser Er-
scheinung aufzuspiiren.

Wenn auch die meisten Aufnahmen des Flashspektrums ohne
Spalt gemacht sind, so liegen doch einige Versuche mit Spalt-
spektrographen vor. Am gliicklichsten waren dabei HaLe und
Abams?, die mit Hilfe des groBen Sonnenteleskops der Mount Wilson-
Sternwarte die hellen Linien am Sonnenrand bei Tageslicht be-
obachten konnten. Ahnliche Versuche sind kiirzlich von UNSOLD?
und Davipson 2 gemacht worden, wahrend KieENLE4 versucht hat,
Spaltaufnahmen wihrend Sonnenfinsternissen zu erhalten.

Auf den Aufnahmen von HALE und Apawms, aber auch auf
Aufnahmen mit spaltlosem Spektrographen, zeigen die intensiven
Linien weitgehend Selbstumkehr: jede helle Linie ist in 2 Kom-
ponenten aufgespalten. Bei schwécheren Linien ist diese Erschei-
nung vermutlich auf Grund experimenteller Schwierigkeiten nicht
zu beobachten. Eine solche Aufspaltung der Linien ist nun gerade
das, was man erwarten sollte, wenn die hellen Linien vorwiegend
durch Streuung zustande kommen, wie zuerst von JULiUs® be-
merkt wurde. Der Intensitétsabfall in der Linienmitte riihrt
direkt von der entsprechenden dunklen Linie in der einfallenden
Strahlung her und deutet an, daf3 das einfallende Licht nicht voll-
stindig absorbiert und reemittiert, sondern gréBtenteils nur ge-
streut ist. UNsOLD® hat versucht, die Intensitidtsverteilung der
Linien quantitativ zu erkldren. Hier sto8t er auf die Schwierig-

1 Astrophys. Journ. Bd. 30, S.222. 1909, wo auch Literaturhinweise
auf dltere Arbeiten gegeben sind.

2 7ZS. f. Phys. Bd. 46, S. 782. 1928; Astrophys. Journ. Bd. 69, S. 207.
1929.

3 Month. Not. Bd. 88, S. 30. 1930.

4 Veroffentl. d. Univ.-Sternwarte Gottingen Heft 4, S. 17. 1928.

5 Siehe ,,Zonnephysica‘, S. 254.

6 Z8S. f. Phys. Bd.46, S.782. 1928 ; Astrophys. Journ. Bd. 69, S. 207. 1929.
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keit, daB nach seiner Theorie die Restintensitit in der Linien-
mitte auf Null herabsinken miite, im Gegensatz zu den Beob-
achtungstatsachen. Um diese Unstimmigkeit zu beseitigen, hat
UxsoLp annehmen miissen, dal die Kalziumchromosphire sich
in gewaltiger turbulenter Bewegung befindet, mit einer mittleren
ungeordneten Geschwindigkeit von 15km pro Sekunde. Diese
Geschwindigkeit ist etwa zehnmal groBer als die thermische Ge-
schwindigkeit der Kalziumatome. Die vermuteten Geschwindig-
keitsschwankungen koénnen daher nicht durch Turbulenz im ge-
wohnlichen Sinne zustande kommen; man wird daher gezwungen
anzunehmen, daf die Schwankungen direkt durch duBere Krifte
hervorgerufen werden. Diese Moglichkeit 148t sich nicht ohne
weiteres verneinen, weil die Kalziumchromosphire, wie wir sehen
werden, wahrscheinlich durch den Lichtdruck getragen wird.
Schwankungen des Lichtdrucks kénnen zustande kommen durch
Schwankungen der Intensitéit der Strahlung, wie wir sie aus der
Granulation der Sonnenoberfliche kennenl. Man muBl anderer-
seits bedenken, daBl UnsOLD auf der Grundlage der reinen Streu-
theorie arbeitet. Wenn die notwendig vorhandenen Fluoreszenz.-
erscheinungen beriicksichtigt werden, fillt die Theorie der
Restintensitat der Linienmitte anders aus, auch im Fall der
Linien im Flash-Spektrum 2,

b) Dichteverteilung der Chromosphiire. Da Wasserstoff un-
zweifelhaft den Hauptbestandteil der Chromosphire bildet, wenig-
stens wenn man die hoéchsten Schichten ausschlieBt, ist es an-
gebracht, sich zuerst auf die Behandlung der Wasserstoffchromo-
sphiire zu beschrinken. Die neuesten Beobachtungen an Wasser-
stofflinien im Flash-Spektrum rithren von DAvIDSON und STRAT-
TON 3, DAVIDSON, MINNAERT, ORNSTEIN und STRATTON4, PANNE-
KOEK und MINNAERTS und MITCHELL® her.

1 Vgl. S. R. P1kg, Month. Not. Bd. 88, S. 3. 1927.

2 J. WorLrser hat andererseits versucht, die Lichtverteilung in den
hellen Kalziumlinien als Folge einer hypothetischen radialen Bewegung zu
erklaren. Siehe Bull. Astron. Inst. Netherlands Nr. 167, 180 u. 182. 1929.
Radiale Stromungen in der Sonnenatmosphire wurden auch von ST. Jorx
angenommen, um die Aufspaltung der feinen zentralen Emissionslinien H,
und K, zu erkliren. Astrophys. Journ. Bd. 34, S. 140. 1911.

3 Mem. Brit. Astron. Soc. Bd. 64, S. 105. 1927.

4 Month. Not. Bd. 88, S. 536. 1928.

5 Verhandl. kon. Akad. Amsterdam Bd. 13, Nr. 5. 1928.
¢ Astrophys. Journ. Bd. 11, S. 1. 1930.
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Besonders wichtig sind in dieser Verbindung die Beobachtungen
von PANNEKOEK und MINNAERT, die die Intensititsverteilung in
den Wasserstofflinien fiir verschiedene Hohenniveaus ausmaBen.
Ihre Resultate sind in der Formel

I =1I,eX0-r0 K =1127, I, = 62.10%Erg/cm2sek (346)

zusammengefalt. Diese Formel gibt an, wieviel Energie im Lichte
der H,-Linie pro Sekunde und pro Einheit des raumlichen Winkels
von einem Quadratzentimeter der Chromosphére im Hohenniveau r
ausgestrahlt wird (¢ = Radius der Sonne = 695 - 108cm). Aus
der obigen Formel kann man die Zahl der Wasserstoffatome in
der Volumeinheit berechnen. Es sei E(r) die im Lichte von H,
pro Sekunde und Volumeneinheit emittierte Energie. Wenn wir
annehmen, dafl keine Reabsorption der Energie stattfindet, daB3
also die Intensitit der Austrittstrahlung einfach die Gesamt-
emission lings der Sehlinie ist, gilt die folgende Relation zwi-

schen I und E
E(r)rdr
I(ry =2 [ L (347)

‘/72 _ ,.2

wo r, den Abstand. des Sehstrahls vom Sonnenmittelpunkt be-
zeichnet. Dies ist eine Integralgleichung firr 'E, die zuerst von
ABEL gelost wurde und die eine grofle Rolle in der Theorie der
Sternhaufen gespielt hat. Die Losung vollzieht sich am einfach-
sten, indem wir

r2=u und 7j=wv (348)

schreiben, die Gleichung mit multiplizieren (w eine Kon-

dv
I/?) —w
stante) und von v = w bis v = oo integrieren. Wir vertauschen
ferner die Reihenfolge der Integration, schreiben also die Glei-

chung in der Form

v)dv .

S ]nu—v(v—m

w

(349)

Man bemerke ferner, dal

U

dv
e ek (350)
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ist. Die gesuchte Losung des Problems folgt also aus (349) ein-
fach durch Ableitung

1 d I (v)dv

Ew) =—73 dw

w

(351)

]v—w ’

In unserem Fall 146t sich die Integration in geniigender Nihe-
rung ausfithren, indem wir

v — w = x? (352)

setzen und fir I(x) den Naherungsausdruck

 w 2
logI = logI, + K{l e 2;@} (353)

verwenden. Dies gibt in erster Naherung

o )

E(r) = ] 5oz lo (354)

Die Emission kommt teilweise durch Streuung und teilweise durch
Fluoreszenz zustande. Nach den fritheren Ausfiihrungen ist zu
erwarten, dafl die Streuung die grofite Rolle spielt. Wir setzen
deshalb grofienordnungsgeméaf

E=ny-I,8/4x, (355)

wo n, die Zahl der Wasserstoffatome im zweiten Quantenzustand

oo

ist; § ist die Gesamtstreuung in der Linie (S = fo,,dv), und I,

0
ist die Gesamtintensitit der Photosphirenstrahlung, gemittelt iiber
den Bereich der H ,-Linie. Die raumliche Verteilung der Wasser-
stoffatome im zwelten Quantenzustand in der Chromosphére ist
also nach (354) und (355)

Die numerische Auswertung des konstanten Faktors in dieser
Gleichung ist von McCREA?, aber von einem etwas verschiedenen
Standpunkt aus, besprochen worden. McCrEa betrachtet die
spontane Emission der Atome im Ausgangszustand der H -Linie.
Indem er einen theoretischen Wert der Ubergangswahrschemhch-

! Month. Not. Bd. 89, S. 483. 1929,
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keit Ag, verwendet, findet er erstens die Zahl der Atome im
fiinften Zustand, und hieraus, mittels des BorTzMANNschen
Prinzips, die Zahl n, an der Basis der Chromosphére; diese ist
gleich 6200. Nach BovrrtzMaNNs Prinzip wird die entsprechende
Zahl der Wasserstoffatome im Normalzustand etwa gleich 1012,
und das Gesetz der Dichteverteilung des Wasserstoffs in der
Chromosphére wird

K(1~1)
Q= 0p¢ o/, 09 =16.10"13g/cm3. (357)

Man bemerke die Ubereinstimmung der Zahl der Wasserstoff-
atome an der Basis der Chromosphére mit der Zahl der freien
Elektronen in der umkehrenden Schicht, die wir aus den relativen
Intensititen der Bogen- und Funkenlinien von Kalzium und
Strontium ableiteten (vgl. §40). Dies deutet an, daB wir die
GroBenordnung richtig getroffen haben.

¢) Dynamik der Wasserstoffchromosphire. Die wichtigste
Frage ist nun die, wie die gefundene Dichteverteilung zu erkliren
ist. Dall die Verteilung exponentiell verlauft, deutet darauf hin,
daB die Wasserstoffchromosphére einfach in hydrostatischem
Gleichgewicht unter der Wirkung von Gasdruck und Schwere ist;
aber wir werden bald sehen, dafl dies nicht richtig sein kann. In
diesem Fall mufl ndmlich die Konstante K durch den Ausdruck

K =a-mgg/kT (358)

gegeben sein, wo g die Schwerebeschleunigung und 7' die Tem-
peratur der Chromosphéire bedeuten.

Wenn wir hier die numerischen Werte @ = 695 - 108, g = 27360
und 7" = 5000 eintragen, finden wir

K = 4600, (359)

also einen viermal zu groBen Wert. Wenn der Wasserstoff ganz
lonisiert wire, lieBe sich dieser Wert auf die Halfte herabdriicken,
da das mittlere Molekulargewicht dann auf die Halfte zu reduzieren
ware. Aber es ist zweifelhaft, ob der Wasserstoff geniigend ioni-
siert ist, um hierdurch das Molekulargewicht merklich zu beein-
flussen. Durch eine direkte Anwendung der thermodynamischen
Formeln des Dissoziationsgleichgewichts auf die Chromosphére
bekommt man das Resultat, daf} die Ionisation an der unteren
Basis der Chromosphére hochstens 10% betrigt und wahrschein-



Die Kalziumchromosphire. 189

lich viel kleiner ist. In groferen Hohen darf man zwar wegen
der kleineren Dichte mit einer stirkeren Ionisation rechnen, aber
es ist aussichtslos, hierdurch die Schwierigkeit ganz zu lésen, da
wir wenigstens noch einen Faktor 2 aus der Formel (359) ent-
fernen miissen.

Es scheint aussichtslos zu sein, die Dichteverteilung der
Chromosphére durch irgendwelche statischen Verhéltnisse zu er-
kliaren, und es liegt nahe, anzunehmen, wie von MCCREA! zuerst
bemerkt wurde, dafi die Ausbreitung der Chromosphire einfach
durch ihre inneren Bewegungen zustande kommt. In der Tat,
fiir den mittleren Druck in einem Gas spielt die turbulente Ge-
schwindigkeit ungeordneter Bewegungen genau dieselbe Rolle wie
die Geschwindigkeit der ungeordneten Bewegungen der einzelnen
freien Teilchen, die fiir den rein hydrostatischen Gasdruck maf-
gebend ist. Eine ungeordnete Geschwindigkeit, die zweimal
groBer ist als die thermische Geschwindigkeit der Atome, wiirde
somit geniligen, um den jetzigen Zustand der Chromosphire
aufrechtzuerhalten.

Allerdings hat MiLne? darauf hingewiesen, dall man nur schwer
verstehen kann, wie iberhaupt eine turbulente Bewegung zustande
kommen soll, bei der die ungeordnete Geschwindigkeit gréBer ist
als die thermische Geschwindigkeit der beteiligten Atome. Wie
diese Schwierigkeit zu beseitigen ist, ist nicht ganz klar. Mog-
licherweise kommt die ungeordnete Bewegung der Chromosphire
ausschlieflich durch die Protuberanzenaktivitit der Sonne zu-
stande. Da die Geschwindigkeit der groBeren Protuberanzen die
thermische Geschwindigkeit der Atome um GroBenordnungen
iibersteigt, wiirde eine ungeordnete Geschwindigkeit von der ver-
langten GroBlenordnung keine Schwierigkeiten darbietens3.

47, Die Xalziumehromosphiire.

Wihrend die Ausdehnung der Wasserstoffchromosphére sich
vielleicht durch ungeordnete Bewegungen erkliren 1aft, trifft
dies kaum zu fiir den Fall der Kalziumchromosphére. Die Frage
ist ndmlich, warum gerade Kalzium bevorzugt ist, und warum
nicht andere Elemente durch die ungeordnete Bewegung in die

1 Month. Not. Bd. 89, S.718. 1929.

2 Observatory Bd. 52, S. 358, 1929.
3 Vgl. W. H. McCrea, Observatory Bd. 53, S.48. 1930.



190 Physik der Sternatmosphire.

Hoéhe getrieben werden. Wasserstoff bietet hier keine Schwierig-
keit, da er wegen des kleinen Atomgewichts gerade am héchsten
steigen sollite; aber Kalzium ist eine unerwartete Ausnahme.

Es liegt nahe, mit MiLNE! anzunehmen, daB die selektive
Bevorzugung von Kalzium eine Wirkung des Lichtdrucks ist.
Die Moglichkeit einer solchen selektiven Wirkung des Lichtdrucks
ist am groBten an der Oberflache des Sterns, wo die kleine Dichte
eine selektive Auswahl der fiir Lichtdruck besonders empfind-
lichen Atome erleichtert. Die maximale Masse einer vom Licht-
druck getragenen Chromosphire ist sehr klein und 1a8t sich wie
folgt abschéitzen. Es sei L die Helligkeit des Sterns, in Erg pro
Sekunde ausgedriickt. Der von dieser Strahlung getragene Im-
puls ist Ljc. Es sei ferner m die Masse einer irgendwo aullerhalb
des Sterns gelegenen Chromosphére, die einen mittleren Abstand B
vom Mittelpunkt des Sterns haben moge. Das Gewicht der Chromo-
sphire ist dann GmmyR~2, wo m, die Sternmasse bedeutet.
Wenn die Chromosphére einen Bruchteil § des Sternlichts ab-
sorbiert, erfihrt sie den Lichtdruck fL/c, und bei Gleichgewicht
wird
S LR?

L
L _ GmmyR~-2 oder m= .
c myGe

(360)

Man bemerkt sogleich, daB bei konstant gehaltenem f die vom
Lichtdruck getragene Masse proportional R2? wichst. Selbst wenn
die Masse einer direkt auf der Photosphéire lagernden Chromo-
sphéare winzig klein ist, kann sie fiir geniigend groBle Abstdnde
betrachtliche Werte annehmen. Dieser Punkt dirfte fir die
Theorie der planetarischen Nebel von Interesse sein. An der Ober-
fliche der Sonne ist der Maximalwert von m gleich 5-1018 g
oder zehnmillionenmal kleiner als die Masse des Mondes. Von
dieser Masse fillt auf jeden Quadratzentimeter der Oberfliche nur
0,1 Milligramm. Zum Vergleich sei bemerkt, dafl die Luftmasse
pro Quadratzentimeter an der Erdoberfliche 107mal grofer ist.
Die vom Lichtdruck wirklich getragene Masse der Kalziumchromo-
sphére der Sonne diirfte aber mehrere tausendmal kieiner sein als
nach der obigen Schétzung, da die aus dem Gebiet der Linien H
und K entnommene Strahlungsenergie weniger als ein Tausend-
teil der gesamten Sonnenstrahlung ausmacht.

1 Month. Not. Bd. 84, 8. 354. 1924; Bd. 85, S. 111. 1924; Bd. 86, S. 8.
1925.
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DaB die Masse einer vom Lichtdruck getragenen Chromosphire
80 klein ist, braucht uns nicht viel zu kiilmmern, denn wir wissen
ja, daBl der Absorptionskoeffizient innerhalb einer Linie sehr gro3
ist, so daB} eine sehr kleine Zahl von Atomen geniigt, um einen
merklichen Absorptionseffekt hervorzurufen. Fir Cat wund
dhnlich gebaute Atome liegen die Verhiltnisse besonders giinstig,
da die Resonanzlinien nicht weit von dem Maximum der Energie-
kurve der Sonnenstrahlung liegen, wodurch praktisch alle im
richtigen Ionisationszustand befindlichen Atome wirksam sind.

Damit in dieser Weise eine gentigend langsame Abnahme der
Dichte mit der Hohe zustande kommen kann, ist es offenbar not-
wendig, dafl der Lichtdruck innerhalb der ganzen sichtbaren
Chromosphére die Schwere ziemlich genau aufhebt. Eine solche
Kompensation der wirkenden Krifte kann tatsichlich erreicht
werden, wie die folgenden, von MiLNE herriihrenden Uberlegungen
wahrscheinlich machen. Zwar enthalten die MinNEschen Rech-
nungen verschiedene Hirten, welche die Resultate unsicher
machen, werden aber den Hauptziigen des Problems vermutlich
doch gerecht.

Der Lichtdruck pro Atom ist allgemein durch

f:f(xv + 0,) F,dv (361)
0

gegeben, wo der Extinktionskoeffizient sich auf ein einzelnes Atom
bezieht und ¥, wie gewéShnlich den monochromatischen Strah-
lungsfluB bezeichnet. Der Strahlungsflu wird natiirlich im all-
gemeinen raumlich verédnderlich sein, und zwar wird er nach innen
anwachsen. Diese Verdnderlichkeit wird aber von MILNE ver-
nachlissigt, wodurch das Problem des Strahlungsgleichgewichts
sich formal auf den Fall kohérenter Streuung reduziert. Hierdurch
wird die Wirkung des Lichtdrucks verringert, so daB die resul-
tierende theoretische Ausbreitung der Chromosphire wenigstens
nicht durch rechnerische Vernachlissigungen vorgetduscht wird.

Da die Schwerebeschleunigung in geniigender Néherung auch
als rdumlich konstant angenommen werden kann, folgt, da das
Verhiltnis des Lichtdrucks zur Schwere dem Extinktionskoeffi-
zienten pro Masseneinheit proportional ist. An der oberen Grenze
der Chromosphéire kann dieses Verhiltnis hochstens gleich Eins
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sein, da sonst die Atome weiter nach auflen fliegen wiirden. Dies
stellt also den giinstigsten Fall dar, und es fragt sich nur, wie das
Verhaltnis in der Chromosphire selbst verliuft, wenn es oben
gleich Eins ist. Hierzu bedarf man einiger Rechnungen, die jedoch
ziemlich einfacher Art sind, und die zeigen, daB die Wirkung des
Lichtdrucks kleiner wird, wenn man nach unten geht, was ja
auch notwendig ist, um einen verniinftigen Anschlu an die
Theorie des Sterninnern zu erreichen. Daher spielt auch der Gas-
druck eine wichtige Rolle im Aufbau der Chromosphire, und der
Dichteverlauf kommt proportional (z + z,)~2 heraus, wo z, die
homogene Hbhe der Chromosphire bedeutet.

Um die zugrunde gelegten Voraussetzungen klar herauszu-
stellen, miissen wir die betreffenden Rechnungen reproduzieren.
Zuerst fragt es sich, wie die Atome iiber die verschiedenen Quanten-
zustéinde verteilt sind und wie hoch die Ionisation ist. MiLNE
macht hier die vereinfachende Annahme, daB8 die ganze Chromo-
sphire nur aus Ca*-Atomen besteht, eine Annahme, die allerdings
physikalisch kaum zu rechtfertigen ist. Ferner kann man, ohne
Wesentliches zu opfern, die Linien H und K als eine einzige ver-
schmolzene Linie betrachten.

Es seien n; und n, die Zahlen der Atome in der Volumen-
einheit, die sich im ersten bzw. zweiten Quantenzustand befinden,
und p sei die mittlere Strahlungsdichte im Gebiete der (ver-
schmolzenen) Linien H und K. Die Mittelwertbildung mége so
vorgenommen sein, dafl B,,0,, die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,
daB ein Atom im unteren Zustand in der Zeiteinheit nach dem
angeregten Zustand iiberfithrt wird. B;, ist der EinsTEINsche
Absorptionskoeffizient. Die Bedingung des Strahlungsgleich-
gewichts lautet dann, wenn B, und 4, die EixsteiNschen
Koeffizienten der Emissionsiibergiinge sind:

1y Bys 04y, = 1p(Ayy + By 04,,) - (362)

Man hat dann die bekannten Relationen

0, B, =0,B,, und A4, = B, 8ahv}c?, (363)
also
mo__ %, o0 b= O _ %
ny, 14 o, "’ WO = s @ und 0 = o (364)
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Fiir die Anderung der Strahlungsdichte mit der Héhe steht die
frither entwickelte Theorie des Strahlungsgleichgewichts zur Ver-
filgung: 1

o=—4F,(2+3-7) (365)

oder, wenn ein Strich wieder Division durch 87%»3/c3 bezeichnet,
=3 F@+3:9). (366)

Hier ist t die optische Dicke des iiber der betrachteten Stelle
lagernden Teils der Chromosphire.

Der Lichtdruck. Der durch spontane Ausstrahlung auf die
Atome iibertragene Impuls verschwindet im Mittel wegen der
Gleichwertigkeit aller Emissionsrichtungen und ibrig bleiben
nur die erzwungenen Uberginge, die einen Lichtdruck

hv hv hy 1
LG ?z‘Blev — Ny c_szva =& B, F, (”1 - 7”2) (367)
ausitben. Die Schwerkraft pro Volumeneinheit ist andererseits

M (n; 4 ny)g (368)

und das Verhaltnis des Lichtdrucks zur Schwere wird

kv F, By, n; — myfo
T Mcig m Fomy
Gesucht ist die Losung des entsprechenden hydrostatischen Pro-
blems, in der # mit unbegrenzt wachsender Erhebung iiber die
Sonnenoberfliche gegen Eins konvergiert.
Um diese Losung zu finden, betrachten wir die Gleichung
des hydrostatischen Gleichgewichts

(369)

oz

und entwickeln die rechte Seite fiir den Fall, daB n, klein ist
neben 7, was fiir die Sonne in hoher Naherung zutreffen diirfte.
Wir finden dann

dp hv F, B, o+1 m,
o L (e AR TG

wo o die Dichte ist. Nach (364) und (366) ist ferner, wenn das
Quadrat und héhere Potenzen von g, vernachlissigt werden,

0 ) 1
L = M +my)g + o F, By, (nl —m)  (370)

= = @3 (372)

Rosseland, Astrophysik. 13
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und weiter

ép hv F,B,, kv F,F,3(1 + o) By,

B8z g{l'_ My + - Mg +"'}“ (373)
Damit die Grenzbedingung dp/0z = 0 fiir = 0 befriedigt wird, muf
_ hvBy

1=20e r, (374)

sein, wodurch die GréBe des Nettostroms der Strahlung als Funk-
tion der Schwerebeschleunigung bestimmt wird. Man bemerke
ferner, dal} der mittlere Absorptionskoeffizient innerhalb der Linie

hv By,
cMAv

ist, wenn man hier die Korrektion fiir nicht verschwindendes n,
vernachldssigt und die mittlere Breite der Linie durch Av be-
zeichnet. Die hydrostatische Gleichgewichtsbedingung reduziert
sich also zuletzt auf

1 dp

%= (375)

+ 5 = 3(L+ o) F,F,Av]c2; (376)
oder integriert
p=4(1+0)c 2F,F,Av -2, (377)
Betrachtet man die Temperatur als konstant, so folgt ferner
3 B =
dv = —5 ﬁ (1+ o) F,F, -2dz, (378)
oder integriert
v =26%T/3hvB,(1 4+ o) F,F, (z + 2,), (379)

Wwo 2, eine Integrationskonstante bedeutet. Es folgt also aus (377)
und (379) schlieBlich das folgende Gesetz der Druckverteilung

2 Av kT c? 2

P=3 (1+1oF,F (hvBm(z + zo)) ’

(380)

oder, wenn wir F, und B;, durch die Grenzbedingung (374)
eliminieren:

_ 16 awhidy kT )2
P=3 0 FoF (Mg(z T 2
Die Konstante z, hat die aus der Theorie der Erdatmosphire
geldufige Bedeutung der Héhe des iiber dem Niveau z = 0 ge-
legenen Teils der Chromosphire, wenn sie auf die z =0 ent-

(381)
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sprechende Dichte reduziert wird. Es ist ndmlich nach (381)
identisch ‘

ZoPemo = [Pd2. (382)
0

Der numerische Wert der Konstanten z, gibt also einen unmittel-
baren Ausdruck fiir die mittlere Hoéhe der Chromosphire. Eine
genaue Bestimmung dieser Konstanten ist aber augenblicklich
nicht moglich. MiLNE findet fiir z, den Wert 3660 km unter der
Annahme, daB z = 0 diejenige Stelle markiert, wo die spezifische
Intensitdt der Strahlung in den vereinigten Linien H und K der
photosphérischen Temperatur entspricht. EppINGgTON® berechnet
andererseits z, aus der optischen Dicke der Chromosphire und
findet einen zweimal kleineren Wert. Der richtige Wert diirfte
somit im Intervall 2000—4000 km liegen. Angesichts des durch
(381) verlangten langsamen Dichteabfalls nach oben scheint diese
Theorie mit dem MitcEELLschen Resultat vertriglich zu sein.

Mizxe hat iibrigens die Theorie innerhalb des gesteckten
Rahmens weiter ausgebaut, indem er einerseits die Multiplizitit
der Linien H und K und das Vorhandensein des infraroten Tri-
pletts 1.D—1 P beriicksichtigt und andererseits die durch die Streu-
prozesse hervorgerufene Geschwindigkeitsverteilung der Atome
‘berechnet. Es kommt heraus, daB die Restintensititen der Kom-
ponenten des Dubletts sich wie die entsprechenden statistischen
Gewichte der Anfangszusténde der Linien verhalten sollten. Diese
Forderung ist zwar nicht mit den Beobachtungen im Einklang;
aber angesichts der Schwierigkeit, die mit der Messung von Rest-
intensitdten verbunden ist, diirfte diese Unstimmigkeit nicht
schwerwiegend sein.

a) Bemerkungen zu dieser Theorie. Wir haben friither gesehen,
daB der Intensititsverlauf der Cat-Linien sich nicht wesentlich
von den iibrigen Linien des Sonnenspektrums unterscheidet. Vom
Standpunkt der MiLNEschen Theorie, nach der das Zustande-
kommen der Ca*-Linien von den iibrigen Linien radikal ver-
schieden sein sollte, mufl dies als sehr merkwiirdig bezeichnet
werden. Die Restintensitdt ist ja gemiB (374) durch

g-ccM
= hv By,
! Der innere Aufbau der Sterne, deutsche Ausgabe, S. 457f.
13*

F, (383)
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gegeben und ist also durch den Einsteinkoeffizienten und die
Schwerebeschleunigung vollig bestimmt. Nach Rechnungen von
ZwaaN?! ist nun diese Relation groflenordnungsgeméf befriedigt.
Es diirfte aber schwer sein, zuzugeben, dall diese GroBen fiir die
Sonne ganz zufilligerweise so abgestimmt sein sollten, daB
die Ca*-Linien sich durch nichts unter den anderen Linien aus-
zeichnen. Diese Hirte der Theorie 148t sich wohl beseitigen, ohne
die zugrunde gelegte Idee einer vom Lichtdruck getragenen
Chromosphére zu verlassen. Man mul} einerseits bedenken, dafl
wir die ganze Chromosphire aus Ca*-Ionen allein aufgebaut haben.
Dies ist sicher unrichtig. Deshalb stellt die Atommasse M in (383)
in Wirklichkeit einen Mittelwert dar, der von dem Ionisations-
grad abhingig ist. Wahrscheinlich ist die Relation (383) so zu
interpretieren, daf bei gegebener Schwerebeschleunigung das
Verhéltnis M/B,, sich so anpalit, daB F, den fiir gewShnliche
Absorptionslinien zu erwartenden Normalwert annimmt.

Es ist andererseits die Stabilitdt der Chromosphére zu
beriicksichtigen. Die obigen Rechnungen beziehen sich ja auf
einen ganz bestimmten Zustand, bei dem die Dichteverteilung
in sehr empfindlicher Weise von dem Strahlungsfluf abhéngt.
In der Tat, wenn der Strahlungsflufl den durch (383) vorgeschrie-
benen Wert selbst um winzig kleine Gréfien unterschreiten sollte
(wihrend M/B,, unverindert bleibt), wiirde die Chromosphire
schnell auf die Photosphére herabsinken. Selbst wenn man die
Mboglichkeit eines speziellen Gleichgewichtszustands im Sinne der
MiLxEschen Theorie zugibt, wire ein Zweifel an der Wahrschein-
lichkeit, daB ein solcher Zustand sich von selbst einstellt und be-
stehen bleibt, berechtigt.

Dieses Bedenken diirfte aber durch Beriicksichtigung der An-
regungsprozesse beseitigt werden, ohne den Boden der MirNEschen
Theorie zu verlassen. Wenn iiberschiissige Atome der Chromo-
sphire in die Photosphére herunterfallen, werden sie némlich
durch die hohere Temperatur teilweise in den oberen Zustand
versetzt, wodurch die gesamte optische Tiefe der Ca*-Schicht
verringert, der Strahlungsdruck also vergréfert wird. Wenn die
optische Tiefe der Schicht anféinglich zu klein ist, geht es um-
gekehrt, so daB in allen Féllen der von uns oben behandelte
Grenzfall als natiirlicher Gleichgewichtszustand erscheint. Fir

1 Dissert. Utrecht 1929.
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gréBlere Storungen des Gleichgewichts diirften andererseits die
Tonisationsprozesse von ausschlaggebender Bedeutung werden.
Diese wirken im selben Sinne wie die Anregungsprozesse. Das
Auseinanderstieben einer allzu leichten Chromosphéire wird
durch Bildung von Ca*t*-Ionen, auf die fast kein Lichtdruck
wirkt, verhindert; das Herabsinken einer zu schweren Chromo-
sphire wird durch Ausscheidung von neutralen Kalziumatomen
gehemmt.

Die Zahl der Ca*-Atome in der Volumeneinheit an der unteren

Grenze der Chromosphire berechnet MILNE zu etwa 10¢. An-
gesichts dieser kleinen Dichte ist es sehr merkwiirdig, daf} iiber-
haupt Ca*-Ionen vorkommen kénnen, da man eine sehr starke
Anreicherung von zweimal ionisierten Atomen erwarten sollte.
Sofern wir iiberhaupt an dem Grundgedanken der MILNEschen
Theorie festhalten, miissen wir annehmen, daf3 die Zahl der freien
Elektronen an der Basis der Kalziumchromosphire viel groBer
als 106 pro Volumeneinheit ist. Es scheint natiirlich, mit McCrea?!
anzunehmen, daf diese Elektronen durch Ionisierung des Wasser-
stoffs geliefert werden; McCrEA konnte zeigen, daB hierdurch
eine geniigende Zahl von freien Elektronen zur Verfiigung steht.
Ubrigens hat es nicht an Vorschligen gefehlt, der Schwierigkeit
in anderer Weise zu entgehen?.
. Obgleich also der Kalziumchromosphédre als Ganzem eine
gewisse Stabilitit innewohnt, ist klar, daBl der betrachtete
Gleichgewichtszustand nicht ohne Massenverlust nach auflen be-
stehen kann. Die Atome kénnen freilich an der oberen Begrenzung
der Chromosphére im Gleichgewicht bleiben, soweit sie sich hinter
den Absorptionslinien vor der ungestorten Strahlung der Photo-
sphére verbergen kénnen. Wenn sie aber aus irgendeinem Grunde
in so groBe Bewegung geraten, daf3 sie auBlerhalb der Ca t-Linien
absorbieren, so ist das Gleichgewicht offenbar aufgehoben und die
Atome werden nach auflen beschleunigt, bis sie durch Ionisation
dem EinfluBB des Strahlungsdrucks entzogen werden. Im gliick-
lichsten Fall kénnen die Kalziumatome in dieser Weise von der
Sonne weggeschleudert werden mit einer Geschwindigkeit von
Tausenden von Kilometern pro Sekundes3.

1 Month. Not. Bd. 89, S. 483. 1929.
2 Vgl. E. A. Mi~E, Month. Not. Bd. 88, S. 188. 1928.
3 E. A. MiLxE, Month. Not. Bd. 84, S. 35. 1924,
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Es ist wohl selbstverstindlich, daB auch andere Sterne
Chromosphéren besitzen miissen, die unter Umsténden von sehr
groBer Ausdehnung sein kénnen. Man kann annehmen, dafl die
Kalziumchromosphére auf Riesensternen im allgemeinen sehr grof3
ist, denn die Wirkung der absoluten SterngréBe auf die Linien H
und K ist betrdchtlich. Dieser Umstand diirfte fiir die weitere
Entwicklung der Theorie der Kalziumchromosphére von Wichtig-
keit sein, weil hierdurch die Abhiéngigkeit des Gleichgewichts von
der Schwerebeschleunigung gepriift werden kann. So wissen wir,
daB innerhalb einer gegebenen Spektralklasse die Linien H und K
und die entsprechenden Linien von Sr* und Ba™ sich vertiefen,
wenn die anderen Riesenmerkmale der Spektren sich verstéirken,
und zwar qualitativ so, als ob das Verhdltnis M/B;, konstant
bliebe und F, proportional der Schwerebeschleunigung verliefe
[vgl. (383)]. Auf diesen Parallelismus zwischen dem Verhalten
der Linien H und K in Sternspektren mit der MiLNEschen Chromo-
sphéirentheorie wurde zuerst von FOwLER! aufmerksam gemacht.
Die genauere Interpretation dieses Umstandes diirfte jedoch einer
kiinftigen Weiterentwicklung der Theorie vorbehalten bleiben.

48. Problem der hellen Linien in Sternspektren.

Fiir die weitere Analyse der Sternchromosphiren diirfte das
Phinomen der Emissionslinien von wesentlicher Bedeutung sein.
Diese Erscheinung ist offenbar an ganz spezielle physikalische
Verhiltnisse in den &duBlersten Teilen der Sternatmosphiren ge-
kniipft. Die Himmelskorper, deren Spektren helle Linien ent-
halten, zerfallen in zwei ganz verschiedene Klassen. Zu der ersten
Klasse gehoren die Wolf-Rayet-Sterne, ein Teil der O-Sterne und
etwa 5% der B-Sterne. Weiter kénnen wohl hierzu auch die
Novae und diejenigen galaktischen Nebel gerechnet werden, die
mit Sternen der Spektralklassen frither als B1 in physischer
Wechselwirkung stehen. Zu der zweiten Klasse gehoren die lang-
periodisch verédnderlichen M-, N- und S-Sterne, deren Spektren
ausnahmslos helle Linien aufweisen.

a) Die Spektren der Wolf-Rayet-Sterne sind durch breite,
helle Banden auf schwach kontinuierlichem Untergrund gekenn-
zeichnet. Die Breite dieser Banden ist sehr gro8 und kann in
einigen Fillen mehr als 100 A betragen. Es scheint jedoch auBler

1 Month. Not. Bd. 85, S.970. 1925.
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Zweifel gestellt, daBl diese Banden nur verbreiterte Spektrallinien
sind, und zwar Wasserstofflinien, Bogen- und Funkenlinien von
Helium und Kohlenstoff, Funkenlinien von Stickstoff und Linien
der hoheren Anregungsstufen von Sauerstoff und Silizium?.

Die Farbe der Wolf-Rayet-Sterne ist so stark von den hellen
Banden beeinfluBlt, dal sie keine sicheren Schliisse auf die effek-
tive Temperatur erlaubt. In einigen der Falle, in welchen die
effektiven Temperaturen direkt aus dem kontinuierlichen Spek-
trum ermittelt worden sind, scheinen sie nicht wesentlich héher
als fiir A- und B-Sterne zu sein. Trotzdem darf man die Wolf-
Rayet-Sterne im Farben-Helligkeitsdiagramm an die Spitze der
O-Sterne stellen. Man schlieBt dies aus Ubergangsfillen, die
neben den Wolf-Rayet-Banden auch die charakteristischen Ab-
sorptionen des O-Typus zeigen. Das Vorhandensein von hoch
angeregten Funkenlinien in den Wolf-Rayet-Spektren deutet auch
darauf hin, da8 die Anregungsbedingungen hohen Temperaturen
entsprechen; fiir die Wolf-Rayet-Sterne in planetarischen Nebeln
haben WrIGHT? und ZaNsTRA® viel hohere effektive Temperaturen
abgeleitet als fiir irgendeine andere Sternklasse.

Die grofe Breite der Emissionsbanden 148t sich am einfachsten
durch Dopplereffekt erkliren. Die Intensitdtsverteilung innerhalb
einer Bande scheint ziemlich konstant zu sein, mit einem scharfen
Abfall an beiden Seiten, gerade so wie in den Spektren der Novae.
Dies entspricht einer konstanten radialen Expansion der strahlen-
den Sternatmosphére, wie von BEALS% hervorgehoben wurde. Es
sei v, die Eigenfrequenz einer gegebenen Spektrallinie und ¥V die
radiale Geschwindigkeit der Gasmasse. Die Atmosphire sei fast
durchsichtig, wodurch die Reabsorption zu vernachlidssigen ist.
Der Radiusvektor von einem kleinen Volumenelement dv der
Atmosphire nach dem Sternmittelpunkt bilde den Winkel © mit
der Sehlinie. Eine von dv nach dem Beobachter emittierte Strah.-
lung der Ruhfrequenz 7, hat die scheinbare Frequenz

Y =, (1 + 1:— 08 @) . (384)

1 Vgl. J. 8. Prasgerr, Publ. Domin. Astrophys. Obs. Victoria Bd. 2,
Nr. 16. 1924.

2 Lick Obs. Publ. Bd. 13, S. 251. 1918.

3 Nature Bd. 121, S.790. 1928.

4 Month. Not. Bd. 99, S. 202. 1929.
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Also entspricht dem Elementarwinkel d® das Frequenzintervall

dv=""5in6.d6. (385)
Wenn ¢ die Dichte und r den Radiusvektor bezeichnet, ist
dv = 2nr2dr-sin@d e = 21;:}6 dvridr (386)
(1}
und die Gesamtintensitdt im Frequenzbereich dv
K2xc KM
Ldv—=dv- 7 _/Qrzdr =S, (387)

wo K und K’ Konstante sind und M die Masse der Atmosphére
bezeichnet. Somit sollte die Intensitit I, im Frequenzbereich
v4(1 & V/c) konstant sein und auBerhalb dieses Bereichs abrupt
auf Null herabsinken. Die h#ufig beobachtete Abrundung der
Linienformen wire also auf Reabsorption oder réumlich verdnder-
liche Radialgeschwindigkeit zuriickzufiihren®. Die Breite der Linien
einer gegebenen Serie, in relativen Frequenzeinheiten gemessen,
scheint konstant zu sein, wie es das DoPPLERsche Prinzip ver-
langt. Verschiedene Elemente zeigen aber sehr verschiedene Ge-
schwindigkeiten. Dies wére gerade dann zu erwarten, wenn die
Atome durch den Lichtdruck vom Stern weggetrieben werden in
der von MILNE beschriebenen Weise; im iibrigen aber mulBl man
zugestehen, dafl die Natur des Wolf-Rayet-Phdnomens uns noch
sehr dunkel ist. Die Wolf-Rayet-Sterne sind sehr seltene Gebilde:
im ganzen sind hochstens ein paar hundert bekannt, von denen
etwa die Hilfte die Kerne der planetarischen Nebel bildet.

b) O- und B-Sterne mit hellen Linien. Die frithesten Unter-
klassen von O zeigen Balmerlinien und Funkenlinien des Heliums
in reiner Emission. Diese Balmerlinien entstammen teils gewhn-
lichem Wasserstoff, aber wie von H. H. PLASKETT 2 gezeigt wurde,
teils auch ionisiertem Helium. Es sei besonders daran erinnert,
dafl die Linien des ionisierten Heliums zum ersten Male in einem
O-Spektrum gefunden wurden (£ Puppis, 1896, von E. PICKERING).

In den B-Spektren sind die hellen Heliumlinien verschwunden,
und die Wasserstofflinien fast die einzigen, die bisweilen hell er-

! Eine eingehende Untersuchung der Absorptionslinien in den Spektren
expandierender Sterne wurde von J. A.Carrorr, Month. Not. Bd. 88,
S. 548. 1928 gegeben.

2 Publ. Domin. Astrophys. Obs. Victoria Bd. 1, S. 325. 1922.
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scheinen. Sie bevorzugen sehr deutlich die fritheren Unterklassen
von B. Nach dem Henry Draper-Katalog ist die Héaufigkeit der
Be-Sterne heller als 8,25 SterngréBen in willkiirlicher Einheit
B0—B8=1; B8=1/; B9=1,, und AOQ = 1/,,. Die Ver-
teilung der Be-Sterne am Himmel ist fast dieselbe wie die der
gewohnlichen B-Sterne. Es ist bemerkenswert, daB Be-Sterne
auch in einigen Sternhaufen vorkommen. So fallen in den Pleiaden
vier Be-Sterne auf, die in denselben Nebel eingebettet sind und
sich mit derselben Geschwindigkeit
bewegen. Die Verteilung der Be-

Sterne am Himmel ist tbrigens
sehr ahnlich der Verteilung der A
Wolf-Rayet-Sterne ; aber der tie-

fere Grund dafiir ist génzlich un- 8
bekannt. \/\/\/—

Die Form der hellen Linien in
Be-Spektren unterscheidet sich
wesentlich von der Form der ¢
Wolf-Rayet-Banden. Es handelt
sich in fast allen Fillen um sehr
breite Absorptionslinien, welchen
eine oder zwei schmalere Emis-  Abb. 16. Typische Formen der hellen
. . . . .. Linien in Be-Spektren (nach MERRILL,
sionslinien iiberlagert sind. Einige HUMASON und BURWELL).
typische Beispiele sind in der
Abb. 16 schematisch angegeben!. Der P Cygni-Typus der hellen
Linien, bei dem jede Emissionslinie an der violetten Seite von
einer Absorptionslinie begleitet. wird, bildet einen Ubergang zu
den Woli-Rayet-Sternen einerseits und den Novae andererseits,
die dhnliche Linienformen aufweisen. Die Intensitdten der zen-
tralen - Emissionslinien nehmen innerhalb der Balmerserie mit
wachsender Frequenz der Linien schnell .ab, und in der Regel
werden hochstens die drei oder vier ersten Linien in Emission
beobachtet, wihrend die hoheren Serienglieder nur in Absorp-
tion vorkommen.

In einigen Fallen treten sehr komplizierte Aufspaltungsbilder
auf. In p Cassiopeiae, f Lyrae und v Sagittarii sind die Fliigel
der breiten Absorptionslinien in Komponenten aufgespaltet, die

P Cygri-Typus

1 Nach P. MErrnL, M. L. HvMasoN u. Cora BURWELL, Astrophys.
Journ. Bd. 61, S.389. 1925.
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um eine zentrale Frequenz dquidistant angeordnet sind!. Die Skala
der Aufspaltung ist fiir alle Wasserstofflinien und in allen drei Ster-
nen dieselbe, wenn man jede Komponente des Aufspaltungsbildes
durch eine. zugeordnete Dopplergeschwindigkeit kennzeichnet?.

Die hellen Linien sind oft verdnderlich, bisweilen kurzperi-
odisch, aber meistens aperiodisch, indem sie entweder langsam ver-
schwinden oder erscheinen. Ein besonders interessanter Fall von
kurzperiodischer Verénderlichkeit wurde von MEeRRILL? auf-
gefunden. Die Emissionslinien waren in diesem Fall doppelt und
die violette Komponente von Hj zeigte periodisch veréinderliche
Intensitdt, wihrend die rote Komponente unverandert blieb
(andere Linien wurden nicht untersucht). Auf sikulire Ande-
rungen ist man meistens dadurch aufmerksam geworden, dafl die
Intensitit der Linien abnahm. So sind die hellen Wasserstoff-
linien in Pleione vor einigen Jahren verschwunden, und gleicher-
weise in u Centauri und f! Cygni. Im letzteren Stern waren die
Linien hell im Jahre 1895, verschwunden 1912 und 1918, kaum
sichtbar 1920 und deutlich sichtbar 19274

Der Ursprung der Emissionslinien in O- und B-Spektren liegt
noch vollig im Dunkeln. Die Tatsache, daB die héheren Glieder
der Balmerserie dunkel erscheinen, wihrend H, und Hp hell sind,
deutet darauf hin, daB die Emission durch Fluoreszenz zustande
kommt. Man muB sich dann vorstellen, daB8 der Stern von einer
sehr ausgedehnten und diinnen Wasserstoffhiille umgeben ist, in
der Fluoreszenzerscheinungen sich abspielen, etwa indem der
Wasserstoff vorzugsweise ultraviolette Strahlung absorbiert und
als sichtbares Licht reemittiert. Moglicherweise sind aber die
hellen Linien mit der Fleckenaktivitit verbunden, wie die feinen
zentralen Emissionslinien H, und K, des Kalziums im Sonnen-
spektrum. Eine befriedigende Theorie des Phénomens ist bisher
nicht gegeben worden.

Im Hinblick auf die Sterne des P Cygni-Typus hat Franck$
die folgende Bemerkung gemacht: Wenn die Emissionslinien in

1 Siehe J. S. PLASKETT, Month. Not. Bd. 87, S. 31. 1926; Publ. Domin.
Astrophys. Obs. Victoria Bd. 4, Nr. 4. 1927.

2 R. H. Curtiss, Month. Not. Bd. 88, S. 203. 1928.

3 Phys. Rev. Bd. 25, S. 717. 1925.

4 R. H. CurTiss, Month. Not. Bd. 88, S. 205. 1928.

5 Naturwissensch. Bd. 15, S. 236. 1927.
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sehr ausgedehnten Chromosphéren entstehen, wo die kontinuier-
liche Absorption zu vernachlissigen ist, wird vielleicht ein indi-
viduelles Quant in der gegebenen Linie so viele Streuprozesse er-
leben, daB die durch Comptoneffekt hervorgerufene Anderung
seiner Wellenlinge von Bedeutung wird. Hierdurch entsteht eine
Rotverschiebung der Emissionslinie, wie sie bei den P Cygni-
Sternen gefunden wurde. Nach Rechnungen von ORTEMANN und
PrinasEEIM!, ORTEMANN? und McCREA3 scheint es aber unmog-
lich zu sein, hierdurch die Besonderheiten der P Cygni-Spektren
zu erkléren.

¢) Die Novae. Genaue Beschreibungen der verwickelten spek-
tralen Anderungen der neuen Sterne sind an mehreren Stellen ge-
geben4. Hier sei nur auf die Entwicklung von hellen Linien in
den Nova-Spektren hingewiesen. Helle Wasserstofflinien treten
gleichzeitig mit dem Lichtausbruch auf, wéhrend die tiibrigen
Linien nur relativ kleinen Verdnderungen unterworfen sind und
meistens als Absorptionslinien verbleiben. Die Breite der Wasser-
stofflinien nimmt allméhlich zu, und Breiten von 50—100 A sind
nicht selten. Die Breiten verschiedener Linien sind der Wellen-
lange proportional, was auf Dopplereffekt hindeutet. Die Intensi-
tatsverteilung innerhalb einer Linie ist, abgesehen von kleineren
Abweichungen, ziemlich konstant, mit einem schnellen Intensi-
tatsabfall an beiden Enden, &hnlich den Wolf-Rayet-Banden.
Die Bewegung der strahlenden Substanz ist also radial vom Stern
weg gerichtet. Dies wird iibrigens durch den Umstand bekriftigt,
dal die hellen Linien an der violetten Seite von Absorptionslinien
begleitet sind; also néhert sich uns die genau zwischen uns und
dem Stern befindliche Substanz am schnellsten, so wie bei radialer
Expansion.

Nach einiger Zeit tauchen neue Emissionsbanden auf, und
zwar an den Stellen der sog. Nebellinien, die in den Spektren der
planetarischen Nebel vorherrschen (sieche Abb. 19).

Die Novae zeigen also Verwandtschaft mit den Wolf-Rayet-
Sternen (Breite und Intensitdtsverteilung der Banden), mit den

1 Z8. f. Phys. Bd. 53, S. 367. 1929.

* Z8. {. Phys. Bd. 54, S. 767. 1929.

3 Z8. {. Phys. Bd. 57, S. 367. 1929.

% Biehe besonders STRATTONs Beitrag zum Handbuch der Astrophysik
Bd. 6.



204 Physik der Sternatmosphire.

Be-Sternen (P Cygni-Typus, scharfe Absorptionslinien an der
violetten Seite der Emissionsbanden) und mit den planetarischen
Nebeln (Auftreten der Nebellinien). Somit wird man auch er-
warten miissen, dafl die genauere Aufklirung der Ursache des
Nova-Phinomens zur Loésung der Rétsel der Wolf-Rayet-Sterne
und der planetarischen Nebel beitragen wird.

d) Helle Linien in Spektren der spiiteren Spektralklassen. Man
findet sehr selten helle Linien in den mittleren Spektralklassen A,
F und G; aber in den spiteren Klassen kommen sie hdufig vor,
und zwar, wie schon bemerkt, in den Spektren der langperiodisch
verdnderlichen Sterne. Das Verhalten der hellen Linien ist in
fast allen Sternen dieser Gruppe das gleiche und 1a6t sich durch
das Verhalten des Prototyps dieser Sterne, Mira (o Ceti), be-
schreiben?.

Mira ist ein verénderlicher Stern von der mittleren Periode
3304, der mittleren GréBfe 3,5 im Maximum und 9,3 im Mini-
mum. Bei maximaler Helligkeit ist die Spektralklasse M5—M6;
im Minimum etwa M9. Die effektive Temperatur diirfte ent-
sprechend etwa zwischen 2300° und 1800° variieren. Mira ist,
wie alle langperiodisch veranderlichen Sterne, ein ausgesprochener
Riesenstern. Die absolute Helligkeit im Maximum ist etwa —0,3,
also 5 Groflenklassen heller als die Sonne (44™,83), was einer
hundertmal gréBeren Helligkeit entspricht. Der interferometrisch
gemessene Winkeldurchmesser des Sterns ist 0,056, was einem
linearen Durchmesser von 490 - 108 km entspricht. Wenn die
Sonne ebenso groll wire wie Mira, wiirde die Marsbahn gerade
in der Nahe der Sonnenoberfliche laufen. Das Spektrum von
‘Mira unterscheidet sich in den Absorptionskriterien nicht irgend-
wie aufféllig von den anderen Spektren der entsprechenden
M-Klassen. Genaue Untersuchungen haben jedoch gezeigt, daB8
die Absorptionslinien und Banden eine verdnderliche Radial-
geschwindigkeit besitzen, die mit der Anderung der Helligkeit
synchron verlduft. Die groBBte Radialgeschwindigkeit tritt gleich-
zeitig mit der groBiten Helligkeit, die kleinste Geschwindigkeit
mit dem Minimum der Helligkeit auf. Wenn es sich um eine
radiale Schwingung des Sterns handelt, trifft also die Phase der
groBten Kompressionsgeschwindigkeit mit groBter Helligkeit zu-

1 Vel. A. H. Joy, Astrophys. Journ. Bd. 63, S. 281. 1926.
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sammen, wihrend die Cepheiden sich bei gréBter Helligkeit am
schnellsten ausdehnen.

Die Emissionslinien im Spektrum von Mira wurden von
ProkeriNG (1896) entdeckt. Die auffallendsten hellen Linien ge-
horen dem Wasserstoff an. Bei kleinster Helligkeit sind, soviel
wir wissen, keine hellen Linien vorhanden; aber wenn der Stern
etwa die 7. GroBe erreicht, treten die Wasserstofflinien ziemlich
plétzlich auf, zuerst Hs; und kurz nachher H,. Nach einigen
‘Wochen haben diese Linien sehr an Intensitét zugenommen; je-
doch bleibt H; die stérkste Linie. Die gréBte Intensitit erreichen
die Linien rund einen Monat nach dem Lichtmaximum. Dann
wird zuerst Hs schwicher, so daB H, einige Zeit intensiver ist,
und beide verschwinden, wenn die GroBe auf 8,0 gesunken ist.
H, und Hg sind auch als helle Linien vorhanden, aber merk-
wiirdigerweise sind sie viel schwicher als H, und Hs, und zwar
in einem solchen Mafle, daB8 dies wirklich ein charakteristisches
Merkmal der Me-Sterne sein muB}, das nicht durch instrumentelle
Fehler vorgetduscht wird. Im allgemeinen kann man sagen, dafB}
die Intensitéit der Balmerserie am gréBten bei Hs ist und nach
beiden Seiten von Hj; abnimmt.

Die Wasserstofflinien sind. ziemlich scharf, aber nach Came-
BELL und Joy ist eine eigentiimliche Feinstruktur der Linien
vorhanden, die sich wahrscheinlich mit der Zeit indert. CAMPBELL
fand 1898, dal H, aus drei Komponenten bestand, einer kriftigen
zentralen, die von zwei schwicheren begleitet wurde, einer
starkeren auf der violetten, einer schwicheren auf der roten Seite
der Hauptlinie. In H;s schienen die beiden Satelliten von gleicher
Intensitit zu sein. Nach Jov ist die Trennung der beiden duBeren
Komponenten etwa 0,75 A. Seit CaMPBELLS Beobachtungen von
1898 mufB3 die Struktur der Linien sich veridndert haben, denn
die von Joy und MERRILL (1925) gefundene Intensititsverteilung
unterscheidet sich von der CAMPBELLSs.

Neben den Wasserstofflinien erscheint noch eine Reihe anderer
Linien hell im Spektrum von Mira. Im ganzen sind rund 50 helle
Linien beobachtet; nach Joy gehéren sie den folgenden Elementen
an: H, Mg, Si, Fe, Fe* und In(?).

Das Verhalten der verschiedenen hellen Linien ist fiir jedes
Element anders ; aber zwei Klassen lassen sich doch unterscheiden.
In der einen Klasse verhalten sich die Linien qualitativ wie die
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Wasserstofflinien, indem die grofte Intensitdt mit grofiter Hellig-
keit des Sterns zusammenfiallt (Fe*-Linien). In der anderen
Klasse hat die Intensitit ein Maximum in der Néhe des Hellig-
keitsminimums (Fe, Mg, In).

Alle hellen Linien zeigen eine verédnderliche Dopplerverschie-
bung, die mit den Helligkeitsdnderungen ziemlich parallel ver-
lauft, aber in anderer Weise als die Dopplerverschiebung der Ab-
sorptionslinien. So scheint hier die gréBte Radialgeschwindigkeit
mit der kleinsten Helligkeit zusammenzufallen, und es gibt ein
sekundéires Maximum kurz vor dem Helligkeitsmaximum. Zur
Zeit des Minimums ergeben Absorptions- und Emissionslinien die
gleiche Geschwindigkeit. Zu anderen Zeiten treten jedoch erheb-
liche Unterschiede auf, die zur Zeit des Helligkeitsmaximums
20 km/sek betragen.

Bisher liegen fiir keinen anderen langperiodisch verinderlichen
Stern so genaue spektrographische Untersuchungen vor wie fiir
Mira, aber die anderen Sterne dieser Art scheinen sich im grofien
ganzen ahnlich zu verhalten. Nach LUDENDORFF! und MERRILL?
gibt es eine ziemlich wohldefinierte Korrelation zwischen der
Periode und dem Unterschied der Radialgeschwindigkeit von Ab-
sorptions- und Emissionslinien zur Zeit des Helligkeitsmaximums :
der Unterschied nimmt mit wachsender Periode zu. Diese Kor-
relation diirfte fiir die Aufklirung des Problems der langperiodisch
Veranderlichen von Wichtigkeit sein. MERRILL3? fand auBerdem,
daB die abnorme Intensitédtsverteilung in der Wasserstoffserie der
S-Spektren um so ausgeprigter ist, je spiter die Spektralklasse
ist. In einigen wenigen Féllen kommen helle Linien in M-Spektren
vor, ohne daB die Helligkeit des Sterns verénderlich ist. Es
handelt sich dann aber um Zwergsterne, wihrend die lang-
periodisch Verdnderlichen typische Riesensterne sind.

Die wenigen Félle, wo helle Linien in Spektren der mittleren
Spektralklassen F, G und R auftreten, gehéren meistens der
Klasse der regellos veranderlichen Sterne an. So zeigt der Proto-
typ dieser Sterne, R Coronae Borealis, zur Zeit des Helligkeits-
minimums ein G-Spektrum mit hellen H- und K-Linien und
Funkenlinien des Titans. Bemerkenswerterweise zeigen die Emis-

1 Astron. Nachr. Bd. 212, S. 483. 1921.

2 Astrophys. Journ. Bd. 58, S. 215. 1923.
3 Astrophys. Journ. Bd. 65, S. 23. 1927.
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sionslinien eine kleinere Radialgeschwindigkeit als die Absorp-
tionslinien, gerade so wie bei den Mira-Sternen. Ein anderer
Stern dieser Gruppe, R Coronae Australis, weist keine hellen
Kalziumlinien auf, sondern helle Funkenlinien des Eisens und
helle Wasserstofflinien. Der U Geminorum-Stern SS Cygni,
dessen Lichtkurve an die der neuen Sterne erinnert, zeigt im
Helligkeitsminimum breite helle Wasserstoff- und Heliumlinien.
Die Linien sind etwa 20 A breit, erinnern also an die hellen Linien
im Novaspektrum. Auch in den Spektren einiger Cepheiden hat
man helle Linien gefunden (W Virginis).

Der Ursprung der hellen Linien in Spektren der mittleren und
spaten Spektralklassen liegt noch ganz und gar im Dunkel.
Wenn wir alle Sterne mit hellen Linien im Spektrum von einem
einheitlichen Standpunkt aus betrachten, so treten aber doch
gewisse gemeinsame Ziige hervor, die vielleicht eine Andeutung
zur Losung des Problems geben konnen. So handelt es sich prak-
tisch genommen in allen Fallen um ausgesprochene Riesensterne,
also um deutlich neblige Gebilde, bei welchen mdéglicherweise die
Chromosphére eine viel groflere Rolle spielt als bei den kleinen
und kompakten Sternen, wie die Sonne. In speziellen Fillen sind
die betreffenden Sterne auch mit wirklichen Nebeln physisch ver-
bunden. Dies ist sicher der Fall bei dem langperiodisch verénder-
lichen Stern R Aquarii, denn der Stern und der Nebel zeigen
Helligkeitsinderungen derselben Periode. Wahrscheinlich gilt
Ahnliches auch bei 7 Carinae und mehreren Sternen der Gruppe
der irreguldr Verénderlichen. Es ist deshalb mdéglich, dal die
hellen Linien in Sternspektren in &hnlicher Weise entstehen wie
die hellen Linien in den Spektren galaktischer Nebel, deren Theorie
im nichsten Kapitel behandelt wird.

Man bemerkt aber auch, daB die hellen Linien in Sternspektren
fast immer mit ganz abnormen Verhiltnissen in den Sternatmo-
sphiren verbunden sein miissen. Bei den Sternen der spéteren
Spektralklassen ist dies wegen der Verénderlichkeit des Spektrums
und der Helligkeit ohne weiteres klar. Die Tendenz der Verdnder-
lichkeit der hellen Linien selbst zeigt dasselbe fiir die Be- und die
O-Sterne. In den Wolf-Rayet-Sternen und den Novae entstehen
die hellen Linien offenbar in einer explosiv nach auflen geworfenen
Chromosphére. Die genauere Deutung dieser Erscheinungen steht
aber noch aus.
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VI. Das Problem der Gasnebel.

49. Die allgemeinen Eigensehaften der Nebel.

Wie wir gesehen haben, unterscheidet sich die Chromosphére
von der umkehrenden Schicht durch viel kleinere Dichte einer-
seits und durch groBere Abweichungen von dem idealen Zustand
des lokalen Wirmegleichgewichts andererseits. Hierdurch wird
wohl die Ausbildung von hellen Linien in den betreffenden Spek-
tren erleichtert. Alle diese chromosphérischen Merkmale treten in
den galaktischen Nebeln in hochster Reinheit auf. So ist in einigen
Fillen fast jede Spur eines kontinuierlichen Spektrums verschwun-
den ; die Dichte ist so klein, daB die mittlere freie Weglénge eines
Atoms Tausende von Kilometern betrigt; die Abweichungen von
dem idealen Warmegleichgewicht sind dann so grof3, daf der Tempe-
raturbegriff jede eindeutige thermodynamische Bedeutung verliert.

a) Die galaktischen Nebel. Wir beschaftigen uns hier nur mit
solchen Nebeln, die unserem MilchstraBensystem angehoren, den
sog. galaktischen Nebeln. Rein duBlerlich betrachtet, zerfallen
die galaktischen Nebel in zwei verschiedene Untergruppen: die
strukturlosen diffusen Nebel und die formvollendeten plane-
tarischen Nebel, die ihren Namen dem Umstand verdanken, daf3
sie im Fernrohr scheibenférmig erscheinen, wie Planeten. Als
charakteristisches Beispiel eines diffusen Nebels ist vor allem der
Nebel im Orion zu nennen. Weitere bekannte Beispiele sind die
Pleiadennebel und die ausgedehnten Nebelmassen bei 6 Scorpii
und o Ophiuchi und der Amerikanebel bei & Cygni. Im ganzen
diirften bis jetzt ungefihr 150 solcher Gebilde bekannt sein.

Etwa die Hilfte dieser Nebel, die wir einfach Emissionsnebel
nennen wollen, zeigt Emissionslinien auf schwach kontinuierlichem
Untergrund, wihrend die andere Hiilfte kontinuierliche Spektra mit
dunklen Linien zeigt. Die Nebel der zweiten Gruppe nennen wir Re -
flexionsnebel, da sie nur reflektiertes Sternlicht aussenden. Die
Emissionsnebel schlieflen sich eng an die Milchstrale an, wahrend
die Reflexionsnebel in sechs Gruppen zerfallen, die etwa lings eines
gegen die Milchstrafie um 20 ° geneigten Kreisesliegen. Mit den hellen
diffusen Nebeln engverwandt sind die dunklen Nebel, die fast iiber-
all in der MilchstraBle vorkommen und die in vielen Féllen in der
unmittelbaren Nachbarschaft der hellen Nebel erscheinen, beson-
ders auffallend im Bereich des Orionnebels (Pferdekopfnebel).
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Abb. 17. Der Amerikanebel im Schwan, nach Aufnahme von BARNARD (A photogr. Atlas
of selected regions of the Milky Way, MaBstab: 1 cm = 11’,4). Das Bild zeigt deutlich
die sternarmen Felder, die den Nebel fast ununterbrochen umschlieBen,

Rosseland, Astrophysik. 14
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b) Die planetarischen Nebel sind runde, scheibanférmige oder
ringférmige Gebilde, die oft eine sehr verwickelte Feinstruktur
offenbaren. IThre scheinbaren Durchmesser variieren von fast 15’
fiir die gréfiten Gebilde (N.G.C. 7293) bis herab zu winzig kleinen,
von gewéhnlichen Sternen kaum zu unterscheidenden Scheibchen
von einigen Sekunden Durchmesser. Im ganzen sind bis jetzt

c d

Abb, 18, Beispiele von planetarischen Nebeln. a) N.G.C.7009; b) N.G.C. 3242; ¢) N.G.C. 6720
(Ringnebel in der Leier); d) N.G.C. 6543. (Nach H, D, CUurTIUS, Lick Publ. Bd. 13, 1918,
Zeichnungen auf Grund photographischer Aufnahmen mit verschiedenen Belichtungszeiten).
kaum mehr als 125 solcher Nebsl bekannt; diese sind die Aus-
beute unter den 220000 Sternen des Henry Draper-Katalogs. Also
miissen die planetarischen Nebel ein auBlerordentlich seltenes
Stadium in der Sternentwicklung sein.

Die planetarischen Nebel bevorzugen die Milchstrafienebene
um so stérker, je kleiner sie erscheinen. Dies deutet darauf hin,
daB sie linear gemessen nahezu gleich groB sind und sich eng der
Milchstraflenebene anschlieBen. Die scheinbar scheibenférmige
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oder ringférmige Struktur dieser Nebel kommt durch Projektion
riumlicher Figuren zustande, die oft einfach als ellipsoidische
Schalen zu bezeichnen sind. Das charakteristischste Merkmal der
planetarischen Nebel ist jedoch die Tatsache, daf fast alle einen
Stern im Symmetriemittelpunkt besitzen. Diejenigen Objekte,
bei denen ein Zentralstern nicht gefunden wurde, sind im all-
gemeinen zu klein, um feinere Einzelheiten erkennen zu lassen;
der Stern verschwindet vielleicht auch in der Nebelmasse.

van MaANEN! hat die Parallaxen von mehreren Zentralsternen
heller Nebel trigonometrisch gemessen und kommt zu dem Schlu8,
daB die betreffenden Nebel sich in Entfernungen von der GroBen-
ordnung einiger hundert Lichtjahre befinden. Die entsprechenden
linearen Dimensionen miissen dann 10—20tausendmal gréfier sein
als der Erdbahnhalbmesser, und die absolute Helligkeit der Zen-
tralsterne bis hundertmal kleiner als die absolute Helligkeit der
Sonne. Die sehr kleinen Eigenbewegungen der Zentralsterne sind
aber schwerlich mit van MaANENs Parallaxen zu vers6hnen, da wir
aus den Radialgeschwindigkeiten wissen, dafl die Sterne sich sehr
schnell im Raume bewegen. Nach Wirrz? wiren die Parallaxen
von van MAANEN etwa durch 10 zu dividieren.

Die Spektra der planetarischen Nebel bestehen aus Emis-
sionslinien, die, soweit sie mit Linien in irdischen Lichtquellen
identifiziert werden konnten, Wasserstoff und Helium angehdren.
Sehr charakteristisch ist das kontinuierliche Wasserstoffspektrum,
das an der Grenze der Balmerserie einsetzt und sich nach kiirzeren
Wellenléingen hin erstreckt. Sonst ist dieses Spektrum in Absorp-
tion ein bekanntes Charakteristikum der A-Sterne. Schon hier-
durch erhdlt man den Eindruck, daB die Nebelsubstanz kraftig
angeregt sein muB, da die Emission dieses Spektrums wohl groflen-
teils durch Rekombination von freien Elektronen mit freien
H-Kernen zustande kommt. Dieser Eindruck wird durch das
Vorhandensein von Funkenlinien des Heliums noch weiter ver-
stdrkt. Der AnschluB der Emissionsspektren der Nebel an die
O- und B-Spektren zu Anfang der Spektralreihe ist also ganz
natirlich.

Obwohl die Linien von Wasserstoff und Helium in den meisten
planetarischen Nebeln gut entwickelt sind, werden sie doch an

1 ‘Wash. Acad. Proceed. Bd. 4, S. 394. 1918.
2 Astron. Nachr. Bd. 219, S. 165. 1923.

14*
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Intensitit und Bestindigkeit von den sog. Hauptnebellinien
N, (5006) und N, (4959) weit iibertroffen. Diese Linien, sowie ein

Abb. 19. Die Spektren einiger galaktischer Nebel.
(Nach W. H. WRIGHT, Lick Publ, Bd. 13. 1918).

anderes Paar im Ultraviolett (3726—29), kommen in fast allen
planetarischen Nebeln vor und sind als das sicherste Anzeichen
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eines solchen Gebildes zu betrachten. Diese Linien und die
iibrigen in den Nebelspektren vorkommenden Emissionslinien, die
in terrestrischen Experimenten nicht reproduziert werden konnten,
werden entweder Nebellinien oder Nebuliumlinien genannt, da
sie lange einem hypothetischen Element Nebulium zugeschrieben
wurden.

Die Linien der Nebelspektren sind scharf und wohl definiert.
Bei groBerer Dispersion kommt bisweilen eine eigentiimliche
Struktur der Linien zum Vorschein, die von CaMPBELL und MoORE!
niher untersucht wurde. Die Hauptnebellinien zeigen eine eigen-
artige Form wvon Selbstumkehr, deren Ursprung noch unklar ist,
und die bei den anderen Linien meistens nicht gefunden wurde.
In einem Fall (N.G.C. 7662) wies aber die Funkenlinie 4686 des
Heliums eine entsprechende Struktur auf, die aber merkwiirdiger-
weise der Struktur der Hauptnebellinien spiegelbildlich entspricht2.

¢) Das Nebuliumproblem. Die heute als richtig anerkannte
Erklirung der Nebuliumlinien wurde erst kiirzlich von Bowen3
gegeben, der auf Grund eigener und anderer Messungen die meisten
Nebellinien den einfach und zweifach ionisierten Stickstoff- und
Sauerstoffatomen zuordnen konnte. Es handelt sich jedoch wohl-
bemerkt nicht um eine wirkliche Erzeugung der Linien im Labora-
torium, sondern nur um eine indirekte SchluBBweise, weil den
Nebellinien gewisse ,,verbotene Uberginge‘ zugeordnet werden.
Ein Blick auf die Termschemata der betreffenden Atome, wie sie in
den Abb. 20, 21 u. 22 dargestellt sind, macht die Sachlage klar.
Man sieht, dal mehrere der tiefsten Terme metastabil sind in
dem Sinne, daB spontane Uberginge aus diesen Zustinden nur
unter Durchbrechung der bekannten Auswahlprinzipien erfolgen
konnen. Deswegen sind die entsprechenden Linien in terrestri-
schen Lichtquellen nicht beobachtet worden. Solange man nichts
Néheres iiber die Anregungsverhiltnisse in den Gasnebeln weil3,
steht die Moglichkeit offen, daB dort solche Uberginge die Haupt-
rolle spielen. Dies scheint nun in der Tat der Fall zu sein. Den
Nebellinien entsprechen niamlich gerade Ubergéinge zwischen den

1 Lick Obs. Publ. Bd. 13, S.77. 1918.

2 W. H. WricHT u. J. H. Moorg, Publ. Astr. Soc. Pacific Bd. 41,
S. 307. 1929.

® Publ. Astr. Soc. Pacific Bd. 39, S.295. 1927; Astrophys. Journ.
Bd. 67, S. 1. 1928,
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tiefsten metastabilen Zustinden der Atome, und zwar innerhalb
der Genauigkeit, mit der die Wellenlingen der Linien tiberhaupt
bekannt sind. Die Hauptnebellinien werden vom zweifach ioni-
sierten Sauerstoffatom, und das ultraviolette Dublett bei 3726
und 3729 A vom einfach ionisierten Sauerstoffatom emittiert.
Die von BowEN vorgeschlagene Zuordnung der Nebellinien ist in
den Abbildungen durch gestrichelte Pfeile angedeutet. DaB man
hierdurch praktisch die volle Aufklarung der Nebellinien erzielt
hat, sieht man am besten aus der Tabelle 21, die die Wellenlingen
aller mit Sicherheit gemessenen Nebellinien sowie deren vermut-
lichen chemischen “Ursprung angibt.

Tabelle 21. Wellenldngen der Spektrallinien der Emissionsnebel.

A Ursprung A Ursprung A Ursprung A Ursprung
3313 OIII 3889.06 Hel 4353 ? 5006,8 (V,) OIII
3342 OIIIL WONHE 4363,2 OIII 5017  Hel
3346  OIV? 3935  Call? | 43880 Hel 5411,3 Hell
3426,2 NIV? 3964,8 Hel 4416 oIl 5655 ?
3445 OIII 3967,5 ? OI1 5737 ?

He 3970,1 He 4471,5 Hel 5754,8 NII?
3704 1 Her 4009  Hel 45414 HeIl | 5875,7 Hel
3712 Hy 4026,2 Hel 4571,5 7 6302 ?
3722 Hp 4064 ? 4634,1 NIII 6313 ?
3726 oIl 4068,6  ? 4640,9 NIII 6364 ?
3729 (a1 4076,2 OII? 4649,2 OII 6548,1 NII
3734 Hi 4097,3 NIII 4658,2 2 6562,8 Ho
3750 Hx 41017 { HS 4685,8 Hell 6583,6 NII
3759 OIII *f ] NIII 47114 2 6677  Hel
3771 H. 4120,6 Hel 4712,6 Hel 6730 ?
3798 H¢ 4144,0 Hel 47255 2 7009 ?
3820  Hel 4200  Hell 4740,2 2 7065  Hel
3835 Hy 4267,1 CII 4861,3 Hp 7138 ?
3840 ? 4340.5 { Hell 49222 Hel 7325 oIl
3868,7 ? 21 Hy 4958,9 (N,) OIIL

Um die Zuordnung noch klarer zu machen, sind in den Ab-
bildungen 20, 21, 22 die tiefsten Terme der OII-, OIII- und NII-
Spektren angegeben!. Leider sind die numerischen Werte der
tiefsten Termen im allgemeinen nur mit geringer Genauigkeit be-

1 Nach F. BECKER u. W. GrRoOTRIAN, Ergebn. d. exakt. Naturwissen-
schaften Bd. 7, umgezeichnet, wo eine ausfiihrliche Diskussion dieser Spek-
tren gegeben ist.
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kannt, so da3 eine scharfe Priiffung der BowENschen Hypothese
nur in Spezialfillen moglich ist. Gliicklicherweise bietet sich ein
solcher Fall gerade in den Hauptnebellinien N, und N, dar.
Denn der Energieunterschied der entsprechenden Niveaus der
extrem ultravioletten Liniengruppen bei 395,52 und 328,34 A des
OII1-Spektrums ist sehr genau bekannt. Die Tatsache, daBl die
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Abb. 20. Ursprung der N;- und N,-Linien. Die tiefsten Therme des O III-Spektrums.

Ubereinstimmung zwischen Hypothese und Experiment hier nach
BoweN vollkommen ist, bildet einen zuverlissigen Anhaltspunkt
fiir die weitere Deutung der Nebellinien.

Uber die Haufigkeit der spontanen Ubergéinge aus meta-
stabilen Zustinden ist wenig bekannt. Deshalb lassen sich keine
zuverlissigen Aussagen iiber die Intensitdten der entsprechenden
Linien eines individuellen Spektrums machen, wenigstens so lange
nicht, als man nichts iiber den Charakter des Emissionsprozesses
der Linien weil. Wenn es sich um reine Emissionsvorginge
handelte, so miilte man erwarten, da8 Linien, die demselben
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Anfangszustand entsprechen, in verschiedenen Nebeln dasselbe
relative Intensitdtsverhiltnis besitzen. Wenn reine Resonanz-
strahlung in Frage kdme, wiirde dasselbe fiir alle Linien mit
gemeinsamem unteren Quantenzustand gelten.
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Abb. 21. Ursprung des ultravioletten Dubletts 3726—29.
Die tiefsten Terme des O II-Spektrums.

Fiir die Hauptnebellinien N, und N, und fiir das ultraviolette
Dublett 3726—29 ist diese Unterscheidung insofern belanglos, als
die Aufspaltung der Dubletts so klein ist, daBl der Energieunter-
schied der unteren Niveaus von N;, N, und der oberen Niveaus
3726 —29 unwesentlich wird. Wir sollten daher erwarten, dall das
Intensitétsverhaltnis der Komponenten der genannten Dubletts
in allen Nebeln dasselbe ist. Diese Forderung scheint nach den
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Untersuchungen WRiGHTs?! tatsdchlich erfiillt zu sein, selbst dann,
wenn das Intensitdtsverhédltnis der beiden Dubletts zueinander
groBen Schwankungen unterworfen ist. Ahnliches 148t sich von
den Intensitidtsverhéltnissen der iibrigen Nebellinien aussagen.
Es ist ferner klar, dal man,
sobald ein von der obigen Zu-
ordnung unabhéngiges Krite-
rium der Anregung bekannt ist,
bestimmte Aussagen iiber den i 59
Wechsel der Linienintensititen - Tidis
von Nebel zu Nebel machen 1 ¢
kann. Wenn wir zundchst die
Sauerstofflinien betrachten, so
ist klar, daB bei wachsender N
Anregung die Intensitdt von
N, und N, auf Kosten des ultra- woomw
violetten Dubletts wachsen
mull. Als solches unabhéngi-
ges Anregungskriterium kénnen
offenbar die Linien von Hel
und II dienen, da ihre An-
regungsenergien wohl bekannt
sind. Hier ist zuerst die von
Max Worr 2 gemachte und von
WrieHT? bestétigte Entdeckung
der sog. geschichteten Emission
der Nebel zu erwdhnen. Die
Form der Nebel erscheint nim-
lich in verschiedenen Wellen-
laingen verschieden. Die Emis-
. o Abb. 22. Die tiefsten Terme des N IT-Spek-
sion der Funkenlinien des trumsund der Ursprung einiger Nebellinien.
Heliums z. B. ist viel starker
gegen die zentralen Teile der planetarischen Nebel konzentriert
als die der Bogenlinien. Da es sich ja um dasselbe Element
handelt, kann man sich hier nicht auf eine verschiedene riaum-
liche Konzentration der Emissionstriger berufen. Die einzige

1 Lick Obs. Publ. Bd. 13, S. 242. 1918.
2 Sitzungsber. Heidelberg. Akad. Nr. 27. 1911.
3 Lick Obs. Publ. Bd. 13, 8. 255. 1918.
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zuldssige Deutung der Erscheinung ist, daB die Anregung nach
innen wichst. Diese Deutung wird durch den Umstand gestiitzt,
daB die Wasserstofflinien noch weiter nach auBlen reichen als die
Heliumlinien, entsprechend den kleineren Anregungsenergien der
ersteren Linien. KEs ist daher eine notwendige Forderung der
Bowenschen Zuordnung der Nebellinien, dafl die Linien, die dem
OTII-Atom entspringen, weiter nach aullen reichen miissen als die
OIII-Linien, was tatsidchlich der Fall ist. Auch miissen wir er-
warten, daB die Intensitit der O III-Linien relativ zu der Intensi-
tit der OII-Linien sich von Nebel zu Nebel in demselben Sinne
andert, wie dies fiir die HeII- und HelI-Linien der Fall ist, was
auch von der Erfahrung bestatigt wird.

Ubrigens wird man auch die Vollstindigkeit der BowENxschen
Zuordnung der Nebellinien als eine Stiitze fiir deren Richtigkeit
empfinden.

d) Uber den physikalischen Zustand der galaktischen Nebel.
Nun erheben sich zwei Fragen: erstens, wie kommen verbotene
Uberginge iiberhaupt zustande ; zweitens, was fiir besondere Ver-
haltnisse muBl man in den Nebeln postulieren, damit die ver-
botenen Ubergéinge die erlaubten Ubergéinge in den betreffenden
Spektren tiberwiegen? Die erste, atomphysikalische Frage ist
prinzipiell einfach zu beantworten, weil den gewohnlichen Aus-
wahlprinzipien keine absolute Giiltigkeit zukommt. Erfahrungs-
gemil stoBt man hier und da auf Fille, wo verbotene Linien
doch mit merklicher Intensitdt auftreten. Dabei geniigt oft die
Wirkung elektrischer oder magnetischer Felder, um das Verbot
aufzuheben. Ja, R. W. Woob! hat sogar einen Fall nachgewiesen,
wo das Auswahlprinzip der inneren Quantenzahl (Ubergang
j=0->j =0 verboten) im feldfreien Raum durchbrochen ist:
die Linie wird durch Fluoreszenz angeregt. Man hat auch in
mehreren Fillen die Lebensdauer der metastabilen Zustinde direkt
zu messen versucht und ist dabei auf Verweilzeiten gekommen,
die fast millionenmal groBer sind als die Verweilzeiten gewohn-
licher Atomzustinde, die zu rund 10-8 Sekunden geschitzt wer-
den. Ob man dabei die Verweilzeiten der ungestérten Atome
gemessen hat, oder nur die Zeitdauer zwischen effektiven Zu-
sammenstéfBen der Atome unter sich oder mit den GefaBwinden,

1 Phil. Mag. Bd. 4, S. 466. 1927. Siehe auch Lord RavLereH, Nature
Bd. 120, S.295. 1927.
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ist vielleicht nicht ganz sichergestellt. Jedenfalls hat man nach-
gewiesen, daBl die Lebensdauer der metastabilen Zustinde von
héherer GroBenordnung ist als die der benachbarten gewéhnlichen
Zustinde. Bei dieser Sachlage mufl man die Entdeckung der
verbotenen Linien der Nebelspektren als eine wertvolle Erginzung
der terrestrischen Experimentalphysik begriien und die Er-
forschung des physikalischen Zustands der Nebel als eine Auf-
gabe betrachten, die auch fiir die reine Physik von Wichtig-
keit ist.

Theoretisch liegt die Sache so, dafl die Auswahlprinzipien
nur ersten Naherungen entsprechen, insofern den Atomen einer-
seits ideale Symmetrieeigenschaften zugeschrieben werden, und
andererseits nur die Dipolstrahlung beriicksichtigt wird. Sobald
man hohere Naherungen beriicksichtigt, besonders die Multipol-
strahlung, tritt eine Durchbrechung der Auswahlprinzipien ein.
Diese Frage ist von A. RuBinowicz! und J. H. BARTLETT JR.2
untersucht worden. Nach RuBiNnowicz kommt bei Multipolstrah-
lung eine Durchbrechung des Auswahlprinzips der Impulsquanten-
zahl 1 zustande. Nach BARTLETT werden die gewohnlichen Aus-
wahlprinzipien der inneren Quantenzahl § durchbrochen, wenn
Multipolstrahlung beriicksichtigt wird, auBer dem Verbot j = 0 —
j = 0. BARTLETT hat auch die Wahrscheinlichkeit der verbotenen
Ubergiinge der Nebellinien berechnet. Die Berechnung der rela-
tiven Intensititen der Interkombinationslinien, zu denen die
Hauptnebellinien gehoren (N,, N,:1D,— 3P.,), gibt das er-
wiinschte Resultat, dall N, die stdrkere Linie ist. Er findet
ferner fiir die relativen Intensitédten der verbotenen 2P — 2D-
Linien

$4>3:4->3:4->3:4->3=10:5:2:1.
Im allgemeinen ist die Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Beobachtung weniger befriedigend, da mehrere Linien, die nach
der Theorie endliche.Intensitdt haben sollten, nicht beobachtet
wurden.

Zu der zweiten Frage #duBerte BowEN zunéchst die Ver-
mutung, daB die Bevorzugung der verbotenen Uberginge in den
Nebelspektren eine Folge der bei der geringen Dichte der Nebel-

1 Sommerfeld-Festschrift S. 123; Phys. ZS. Bd. 29, S. 817. 1928; ZS. {.

Phys. Bd. 53, S.267. 1929.
2 Phys. Rev. Bd. 34, S. 1247. 1929.
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substanz langen Zeitdauer sei, in der die Atome die mittlere
freie Weglinge durchlaufen. Dieser Gedanke scheint nur teilweise
den eigentlichen Sachverhalt zu enthiillen. Stellen wir uns einst-
weilen vor, daB die Linien durch spontane Quanteniibergénge
aus den oberen Niveaus entstehen, was der Wahrheit sehr nahe-
kommen diirfte. Damit die verbotenen Linien iiber gewéhnliche
Linien dominieren, miissen zwei, iibrigens miteinander eng ver-
kettete Bedingungen erfiillt sein. Erstens muB} eine grofle Kon-
zentration von Atomen in den betreffenden Quantenzustinden
vorhanden sein, und zweitens muB3 die Gesamtwahrscheinlichkeit
der erzwungenen Uberginge nach anderen Zustiinden klein sein,
verglichen mit der Wahrscheinlichkeit des betreffenden verbotenen
spontanen Ubergangs. Geringe Dichte der Nebelsubstanz ist so-
mit eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir das
Zustandekommen von verbotenen Linien. Denn selbst ein méaiges
Strahlungsfeld in einem passenden Wellenlingenbereich wiirde
geniigen, um die Atome nach héheren Niveaus zu treiben, sobald
sie in die metastabilen Zustinde gelangt sind. Daher darf auch
kein starkes Strahlungsfeld vorhanden sein, und der Zustand muf3
sich, wie zuerst von EDDINGTON! ausgesprochen wurde, durch
eine fast vollkommene Abwesenheit dullerer Stérungen aller Art
auszeichnen. Natiirlich, ein gewisses Minimum der Stérung muf}
vorhanden sein, ndmlich so viel, wie zur Aufrechterhaltung des
Tonisationszustands notig ist. Hier spielt die Dichte der Nebel-
substanz eine groBe Rolle, da die dullere Storung durch Verkleine-
rung der Dichte, und somit auch der Héufigkeit der Rekombina-
tionsprozesse, beliebig klein gemacht werden kann.

Diese Forderungen sind in der Tat erfiillt, wenn wir annehmen,
daBl die Anregung der Nebelsubstanz, sowohl bei planetarischen
wie bei diffusen galaktischen Nebeln, allein durch die in den
Nebeln liegenden heiBen Sterne erfolgt. Dieser Gedanke wird
durch die ausgezeichnete Stellung der Zentralsterne der plane-
tarischen Nebel nahegelegt. Die diffusen Nebel besitzen zwar
keine eigentlichen Zentralsterne wie die planetarischen Nebel;
aber in fast allen Fillen lassen sich absolut helle Sterne in der
unmittelbaren Nachbarschaft der Nebel nachweisen, die fiir das
Leuchten der Nebel verantwortlich gemacht werden kénnen.
Dieser Nachweis ist im Fall der Reflexionsnebel besonders leicht,

1 Month. Not. Bd. 88, S. 134. 1927.
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da das Spektrum eines solchen Nebels mit dem Spektrum des
benachbarten Sterns iibereinstimmt. Aber auch fiir die Emissions-
nebel ist die Zuordnung des verantwortlichen Sternes nicht
schwierig, da der Charakter des Sternspektrums auch hier den
Charakter des Nebelspektrums bestimmt. Die in diffuse Emissions-
nebel eingebetteten Sterne gehoren nach HussLEs Untersuchungen
mit sehr wenigen Ausnahmen den Spektraltypen Oe5 bis BO an.
Die Sterne der Reflexionsnebel haben sdmtlich Spektra spéter
als BO bis A2, wahrend die Zentralsterne der planetarischen
Nebel nach WricHT entweder reine Wolf-Rayet-Sterne sind oder
Ubergangsformen vom Wolf-Rayet-Typ nach Oe5 darstellen.
Also kann man fiir die Wechselwirkung der Sterne und der Nebel
folgende Reihe aufstellen:

Planetarische Nebel angeregt durch Sterne friiher als Oe5.
Emissionsnebel " " ,, von Oeb bis BO.
Diffuse Reflexionsnebel ,, " ' ,» Bl und spéter.

Die Natur dieser Wechselwirkung wurde zuerst von HErRTZSPRUNG!
einer quantitativen Priifung unterzogen, indem er den Helligkeits-
abfall der die Pleiadensterne umgebenden Nebel mafl. Das Spek-
trum der Pleiadennebel stimmt mit dem Spektrum der néchsten
Sterne tiberein. Es handelt sich hier also nur um eine reine Re-
flexionswirkung. HerTzsPRUNG fand, daB die Lichtintensitédt pro-
portional dem Quadrat des Abstands von den Sternen abnahm,
wie es bei vollstindiger Reflexion des einfallenden Lichtes zu er-
warten ist. Die Frage ist spater von HuBBLE? in anderer Richtung
weiter verfolgt worden, indem er sowohl Emissions- als auch Re-
flexionsnebel untersuchte. Wenn das Leuchten der Nebel durch
die eingebetteten Sterne angeregt wird, so mufl man erwarten,
daB absolut helle Nebel auch mit absolut hellen Sternen in Wechsel-
wirkung stehen. Diese Forderung fiihrt auf eine Relation zwischen
der scheinbaren Helligkeit des Sternes und der scheinbaren
Fliachenhelligkeit des Nebels. Diese wurde von HUBBLE unter
Hinzuziehung gewisser vereinfachender Annahmen in der Form
gegeben, daBl bei gleicher Belichtungsdauer das Quadrat des
scheinbaren Durchmessers o« des Nebels der scheinbaren Hellig-
keit des erregenden Sternes proportional sein soll, oder, in

1 Astron. Nachr. Bd. 195, S. 449. 1913.
2 Astrophys. Journ. Bd. 56, S. 400. 1922.



2929 Das Problem der Gasnebel.

logarithmischer Schreibweise, wenn m die scheinbare Grofe des
Sternes ist:

m + 5loga = 1109, (388)
wo « in Bogensekunden ausgedriickt ist und die Konstante rechts

durch unabhingige Messungen ermittelt wurde!. Die Abb. 23 gibt
die Beobachtungen HuBBLEs wieder. Man sieht, dal} die erwartete
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Abb. 23. Korrelation zwischen der Helligkeit des eingebetteten Sterns und der Aus-
dehnung des umgebenden Nebels. Die voll ausgezogene Linie gibt die theoretische
Korrelation nach (388).

lineare Beziehung zwischen m und logx tatsichlich erfiillt ist,
einschliefllich der numerischen Werte der Konstanten. Fiir die
planetarischen Nebel gilt die Relation (388) nicht, vielmehr ist
bei ihnen die Nebelhiille durchwegs 7—8 Groflenklassen heller
als der Zentralstern. DaB die Neigung der Linie richtig heraus-

" 1 Ein kleiner Fehler in der Berechnung dieser Konstante wurde von
ZANSTRA korrigiert. Astrophys. Journ. Bd. 68, S. 50. 1927.
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kommt, beweist die Giiltigkeit des Gesetzes der inversen Quadrate.
DaB3 die Hohenlage der empirischen Kurve mit der theoretischen
Hohe nahe iibereinstimmt, zeigt einerseits, daB3 das zu uns ge-
langende Sternlicht von den Nebelmassen nicht wesentlich ge-
schwicht wird, und andererseits, dafl die Reflexionswirkung prak-
tisch vollstindig ist. Die Ubereinstimmung ist besser als man
erwarten sollte und verbirgt daher in sich ein besonderes Problem.
Es sei ferner auch auf die frither erwéhnte Erscheinung hin-
gewiesen, daf3 die Emission der Funkenlinien des Heliums in den
planetarischen Nebeln in groBerer Nahe des Zentralsterns erfolgt
als die Emission der Heliumbogenlinien, sowie auf das dhnliche
Verhalten von N;, N, einerseits und 3726-—3729 andererseits.
Alle diese Erscheinungen zeigen unzweideutig, daB die ein-
gebetteten Sterne die Urheber der Nebelstrahlung sind.

Wenn somit die primére Ursache des Leuchtens in den Sternen
lokalisiert ist, erhebt sich die Frage, ob das gewohnliche Stern-
licht allein als Anregungsursache hinreicht, oder ob vielleicht auch
weitere Ursachen vorhanden sind, wie wir sie in der das terres-
trische Nordlicht hervorrufenden Korpuskularstrahlung der
Sonne beobachten. Die Moglichkeit ist in der Literatur er-
ortert worden; doch scheint kein hinreichender Grund vorzu-
liegen, die Hinlanglichkeit der Lichtstrahlung als Anregungs-
quelle zu bezweifeln.

Fir die planetarischen Nebel mufl man freilich, um die iiber-
wiegende Helligkeit der Nebelhiille zu erklidren, besondere Zusatz-
hypothesen zu Hilfe nehmen. DaBl der Helligkeitsunterschied
zwischen Hiille und Kern auch durch die Beobachtungsbedingun-
gen iibertrieben wird, ist sicher. WRIGHT! hat nidmlich gezeigt,
daB die Strahlung der Zentralsterne zum groften Teil in so kurzen
Wellenlangen erfolgt (kiirzer als etwa 3300), daB3 sie von der Erd-
atmosphire absorbiert wird. Um die Diskrepanz in dieser Weise
voll zu erkliren, mull man den Zentralsternen effektive Tempera-
turen bis zu 100000° K oder mehr zuschreiben, was sich anderer-
seits mit dem O-Charakter der Spektren mehrerer Zentralsterne
nur schlecht vertragt. Man mull andererseits bedenken, daBl die
Strahlung der Zentralsterne, um zu uns zu gelangen, die Nebel-
hillle passieren muf, was wohl zu einer merklichen Schwachung
durch Absorption oder Streuung Anlafl geben kénnte. Es sei hier

1 Siehe Lick Obs. Publ. Bd. 13, S. 251. 1918.
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besonders auf die Wirkung der von PANNEKOEK! und FaBry?
entdeckten, fiir die Bedeckung der Sterne durch Planeten wich-
tigen Krscheinung der inhomogenen Brechung hingewiesen, die
wegen der enormen Abstdnde der Nebel groBle Schwichungen des
direkten Sternlichts veranlassen kann, selbst wenn keine eigent-
liche Absorption in Betracht kommt. Die Frage ist aber noch
nicht als geklidrt zu betrachten.

50. Strahlungsgleichgewicht der Nebelsubstanz.

Um eine nahere Vorstellung von dem physikalischen Zustand
der Nebelsubstanz zu erhalten, betrachten wir das Gleichgewichts-
problem einer sehr verdiinnten Gasmasse, die von der Strahlung
eines entfernten Sterns beleuchtet wird. Wéhrend wir im Fall
der Sternatmosphéren mit Zustdnden zu tun hatten, die nur un-
wesentlich von dem Zustand idealen Warmegleichgewichts ab-
wichen, ist die Nebelsubstanz weit von diesem Zustand entfernt,
weil sie stiindig der nicht schwarzen Strahlung der Sterne aus-
gesetzt ist. Auch ist die Dichte so klein, dal von einer effektiven
Selbstanpassung an die Forderungen des idealen Wirmegleich-
gewichts nicht die Rede sein kann, wie bei unserer, der Sonnen-
strahlung ausgesetzten Atmosphére. Dafl hierdurch viele un-
gewohnliche Fille eintreten kénnen, wurde zuerst von Fasry3
klargelegt. Stellen wir uns vor, daB ein kleiner schwarzer Kérper,
etwa eine berufite Thermometerkugel, der Strahlung eines Sternes
atsgesetzt wird. Wenn die Kugel urspriinglich die Temperatur
Null besaB, wird sie zuerst ganz wenig erwdrmt, bis die Aus-
strahlung nach dem STEFAN-BorTzMaNNschen Gesetz der Ein-
strahlung gleichkommt, was schon bei einer Temperatur von
2—3° K eintreten wird. Diese Temperatur kann man in gewissem
Sinne die Temperatur des Weltraumes nennen. Fiir eine ver-
diinnte Gasmenge werden sich aber im allgemeinen ganz andere
Resultate ergeben; sie kann bis auf eine Temperatur erwarmt
werden, die mit der effektiven Temperatur des Sterns vergleichbar
ist. Praktisch wird jedoch die ausgestrahlte Energie auf betriacht-
lich kleinere Frequenzen verteilt sein als die absorbierte Strahlung.

1 A. PANNEKOEK, Astron. Nachr. Bd. 164, Nr. 3913. 1903.

2 Cu. FaBry, L’Astronomie 1929, S.57. Siehe auch C. R. S. 187, 627,
693, 741. 1928.

3 Astrophys. Journ. Bd. 45, S. 269. 1917.
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Es tritt eine Art Fluoreszenz ein, die dem StToxusschen Gesetze
gehorcht, indem die Ionisationsprozesse vorwiegend in einem
Sprunge, die Rekombinationsprozesse aber stufenweise erfolgen.
Dieses Prinzip der zyklischen Ketten ist wahrscheinlich von grund-
legender Bedeutung fiir das Verstdndnis der Emissionslinien nicht
nur in den Nebelspektren, sondern vor allem in den Sternspektren.
Insbesondere kann man versuchen, hierdurch die abnorme Anreiche-
rung von visuellem Licht in den planetarischen Nebeln zu erklaren.

Um den statistischen Zustand einer Nebelmasse im inter-
stellaren Raum theoretisch zu beherrschen, kann man sich nicht
mehr auf die thermodynamischen Gleichgewichtsformeln berufen.
Wir miissen vielmehr die Verteilung der Atome iiber die ver-
schiedenen Quantenzustdnde in jedem einzelnen Fall ermitteln,
um die Ergiebigkeit der Gasmasse berechnen zu kénnent.

Wir betrachten im folgenden den einfachen Idealfall des reinen
Strahlungsgleichgewichts, bei dem StoBe zwischen den Atomen
unter sich vernachldssigt werden. Den rekombinierenden StoBen
zwischen ITonen und Elektronen miissen wir jedoch Rechnung
tragen, da sie das Ionisationsgleichgewicht bestimmen. Es sei az;
die Wahrscheinlichkeit, daB ein Atom im Zustand % in der Zeit-
einheit in den Zustand ¢ {ibergehen soll. Es geht also aus k eine
Anzahl x; az; nach ¢, und der gesamte Zuwachs von «; in der Zeit-
einheit durch solche Spriinge ist > ay; 2z, wo die Summe sich iiber

z

alle Quantenzustinde, ¢ ausgenommen, erstreckt. Der zeitliche
Verlust des Zustands ¢ an Atomen ist andererseits Za@kxu so dalB3
der Nettozuwachs

d’?:Z(a“xk—aikxi), i==1,2,3... (389
k

ist. In der Summation kommt der Zustand ¢ nicht vor. Deshalb
kann man den Gleichungen groflere Symmetrie verleihen, indem
man die Bezeichnung

a;; = —Zaik (390)
%
einfithrt, wodurch (389) die Form
dz, - .
T’?:Zakixk; i=1,2,3... (391)

k

1 Vgl. fiir die folgenden Ausfiihrungen S. ROSSELAND, Astrophys. Journ.
Bd. 63, S. 218. 1926.

Rosseland, Astrophysik. 15
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erhiilt, in der jetzt der Index ¢ in der Summe vorkommt. Wenn
Gleichgewicht vorhanden ist (dxi/dt = 0), erhalten wir also das
einfache System linearer Gleichungen

Zakixk:(); 1::].,2,3.... (392)
k

Deren Losung ist nach elementaren Regeln der. Algebra
Xp = Apat™; k=1,2,3..., (393)

wo a*™ die Unterdeterminante von ay,, ist; 4,, ist eine durch die
Gesamtzahl der Atome bestimmte Konstante und m ein willkiir-
licher Index. Damit diese Losung zuldssig sei, muBl die Deter-
minante aller GroBen a;;, die wir durch a = }aik] bezeichnen,
Null sein. Wegen der Definitionsgleichung (390) von a;; ver-
schwindet die Determinante in der Tat.

Somit kénnen wir die Verteilung der Atome berechnen, sobald
die Ubergangswahrscheinlichkeiten a@;; bekannt sind. Jedes a;z
wird nun nach EiNsTEIN die Form

air = ok (1 + 0(vip) (394)
fiir Emissionsprozesse, und fiir Absorptionsprozesse die Form

ar; = %0 (Vir) %: (395)

haben, wo o; die spontane Ubergangswahrscheinlichkeit ist,
wiahrend ¢ (v;;) die dem Sprunge ¢-»k zugeordnete, durch
87hv3/c3 dividierte Energiedichte der Strahlung und w;, w; die
Gewichte der Zustinde 7 und k sind. Die Ergiebigkeit der Sub-
stanz an Strahlung ist eine lineare Funktion der Zahlen x;. Die
Ergiebigkeit in der Frequenz » in der Nahe der Eigenfrequenz
v;, einer Spektrallinie kénnen wir in der folgenden Form schreiben

E, = z;a;hv %), (396)

Die aus der Dispersionstheorie zu berechnende Grofe f&) ist
durch die Forderung eingeschrinkt, daB die Gesamtergiebigkeit
in der Linie gleich x;a;; kv sein soll, also

1
;;i;d/ fMvdv =1, (397)
0

Fir Rekombinationsprozesse, oder fiir kobhdrente Streuprozesse,
die besonders fiir den Fall freier Elektronen von Bedeutung sind,
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ist der Ausdruck der Ergiebigkeit natiirlich entsprechend ab-
zuéndern.

Da die Zahlen z; ja in verwickelter Weise von der Strahlungs-
intensitdt selbst abhidngen, versteht man, daBl der exakte Aus-
druck der Ergiebigkeit eine auBerordentlich komplizierte Funk-
tion des Strahlungsfeldes ist.

Obige allgemein gehaltene Theorie wollen wir nun im folgenden
auf zwei wichtige Spezialprobleme anwenden.

a) Die Bevorzugung verbotener Ubergiinge. Diese Frage 1aBt
sich am einfachsten fiir den Fall iibersehen, wenn nur drei Quanten-
zusténde in Frage kommen, die wir in der Reihenfolge wachsender
Energie mit 1, 2 und 3 bezeichnen. Der Zustand 2 soll voll-
kommen metastabil sein, d. h. die Ubergangswahrscheinlichkeiten
@y und a,, sind beide Null. Als Unterdeterminanten der Losung
kénnen wir

o't = ay (a5 + Agp) + Gg3 @3y,
atl = ay, (@31 + @30) + @43 @y, (398)
@t = ay3(ay + Ags) + 15 Gag
annehmen, die sich mit ay = a;, = 0 auf
all = ay a5 AP =agagn; 0 =ajay (399)

reduzieren. Also ist die Zahl der Atome im metastabilen Zustand
relativ zu der Zahl der Atome im Normalzustand

z, a* Qi3 Q39

— i T .
Ty a dg; Qg

(400)

Dies ist einfach so zu interpretieren, daBl x, sich zu x, verhilt
wie die Wahrscheinlichkeit a,; @, des Ubergangs 1 — 2 iiber
den dritten Zustand zu der Wahrscheinlichkeit a,; a5, des
inversen Ubergangs. Zwischen den Koeffizienten a,; usw. exi-
stieren noch folgende Einstrinsche Relationen

Qo3 @30 (¥a3) i3 @30 (V13)
Zos _ T8ChTe8) . a1 R A 1 401
Q39 w;(1 + 2 (rp3))° agy oy (1 + o (v13)) ( )
Also ist
Xy Wy 0(r1g) 1 + 0(vz5) (402)

£51 ®1 0(va3) 1+ e(va) °

Wenn der Stern wie ein schwarzer Kérper der Temperatur 7'
strahlt, was niherungsweise zutreffen diirfte, wird die Energie-

15*
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dichte der Strahlung der Frequenz v im Abstand r vom Stern-
mittelpunkt durch
)3 by -1 2
ot = w. 37" (eM' _ 1) , =" (403)
gegeben sein, wo W die Verdiinnungskonstante genannt wird und
R den Sternradius bedeutet. Also ist auch

hv

1—(1—Wye #T

1+o() = o (404)
1— e" ET
und schlieBlich Boras
hrﬂl T
Zy 0 g 11 —We i (403)
; w; e

Man sieht nun aus dieser Relation, daB3, sofern die dritte Energie-
stufe geniigend hoch iiber der ersten und der zweiten Stufe gelegen
ist die Zahl der Atome im zweiten Zustand der BorrzManNschen
Verteilung bei der Temperatur 7' entspricht. Wenn andererseits
die Metastabilitdit des zweiten Zustands irgendwie aufgehoben
wird, findet man das Verhéltnis wx,/x; proportional zu W. Die
Verdiinnungskonstante ist gleich dem kérperlichen Winkel, unter
dem der Stern vom Beobachtungsorte erscheint, durch 47 divi-
diert, um die Konstante gleich Eins zu machen, wenn der ganze
Himmel mit Sternen der gegebenen Temperatur bedeckt ist. Fiir
den Fall der Nebel muB3l W auBerordentlich klein sein, etwa von
der Ordnung 10-14. Man versteht also, wie enorm die Meta-
stabilitit die Atomverteilung beeinflussen kann im Sinne einer
Anreicherung von Atomen in metastabilen Zustdnden.

b) Verbotene Linien in Sternspektren. Es diirfte von Interesse
sein, an dieser Stelle daran zu erinnern, daB verbotene Linien
auch in Sternspektren gefunden wurden. Das Spektrum des frither
erwahnten langperiodisch verdnderlichen Sterns R Aquarii enthélt
nach MERRILL! neben den gewo6hnlichen Me-Banden und hellen
Wasserstofflinien auch eine Reihe der charakteristischen Linien
der Nebelspektren. Diese Linien sind in der Tabelle 22 angegeben.
Neben den Hauptnebellinien N; und N, und der Heliumlinie 4471
kommen vier weitere Nebellinien vor, deren Ursprung noch un-

1 Astrophys. Journ. Bd. 53, S. 375. 1921.
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bekannt ist. Der Stern ist in einen Nebel eingebettet. Das Vor-
kommen der Nebellinien im Spektrum des Sterns diirfte also nicht
so merkwiirdig erscheinen. Doch ist dies der einzige Fall, wo ein
leuchtender Nebel mit einem

Stern der spiteren Spektral- Tabelle 22. Helle Nebellinien im

klassen physisch verbunden Spektrum von R Aquarii.
ist. In den Jahren 1921 —1927 i Ursprung ) Ursprung
hat der Stern ein Spektrum

des P Cygni-Typus entwickeltt. gggg igé’g He
Nach MEeRRILL? ist die Nebel- 4068 49589 OTII
linjie 4658 auch im Spektrum 4363,2 OIII 5006,8 OIII

von RY Scuti vorhanden.

Der Stern n Carinae (oder # Argus) erscheint auch in einer
Gegend, die reich an Nebeln ist; wahrscheinlich ist auch dieser
Stern in Nebel eingebettet. Die Helligkeit des Sterns ist friiher
grolen Schwankungen unterworfen gewesen. Um 1843 war er
einer der hellsten Sterne des siidlichen Himmels3. Das Spektrum
ist verdnderlich und ganz eigenartig. Nach Platten, die an der
Harvard-Sternwarte in Arequipa 1892/93 aufgenommen und kiirz-
lich von Bok % ausgemessen wurden, war das Spektrum damals ¢ F 5
mit iiberlagerten Emissionslinien von Wasserstoff (sehr hell) und
ionisiertem Eisen (sehr schwach). Auf den Platten aus dem Jahre
1895 ist das kontinuierliche Spektrum sehr schwach, wihrend die
Zahl und die Intensitdt der hellen Linien zugenommen hat. Viele
der neuen Linien entsprechen nach MERRILLS verbotenen Uber-
gingen des ionisierten Hisenatoms. MERRILL hat im ganzen etwa
20 solcher Linien identifiziert.

Die meisten dieser Linien sind nach MERRILL® auch im Spek-
trum des Be-Sterns H.D. 45677 vorhanden.

SchlieBlich sei daran erinnert, daf3 die Nebellinien auch in den
Nova-Spektren gut entwickelt sind.

Die erwidhnten Sterne bilden anscheinend Ubergangsfille zwi-
schen den Gasnebeln einerseits und den Sternen andererseits.
Sie diirften fiir die weitere Aufklirung des Problems der hellen
Linien von groBer Bedeutung sein. Denn offenbar handelt es sich

1 P. MERRILL, Publ. Astr. Soc. Pacific Bd. 39, S. 48. 1927.

2 Astrophys. Journ. Bd. 67, S. 349. 1928.

* R. T. A. INNEs, Ann. Cape Obs. Bd. 9, S. 78 B. 1903.

¢ Popular Astronomy 1930.  ° Astrophys. Journ. Bd. 67, S. 301. 1928.
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sowohl bei den obigen Sternen wie bei den Nebeln um Durch-
brechung der Auswahlprinzipien unter Abwesenheit von duBeren
Stérungen, etwa durch Sté8e oder Absorption von Licht. Die
verbotenen Linien entstehen somit in sehr verdiinnten ,,Chromo-
spharen®, die relativ weit von der anregenden Lichtquelle ent-
fernt sind. Die von O.STrRUVE diskutierte verbotene Helium-
linie 4470, die in gewGhnlichen B-Spektren gefunden wurde, ist
ganz anders zu deuten: bei ihr kommt die Durchbrechung des
Auswahlprinzips durch die Felder der benachbarten Ionen und
Elektronen zustande.

¢) Das Ionisationsgleichgewicht. Wir vernachlédssigen bei der
Behandlung des Ionisationsgleichgewichts alle Atome in hoheren
Quantenzustdnden, beriicksichtigen also nur die Ionisationspro-
zesse aus dem Grundzustand, den wir mit dem Index 0 charakte-
risieren. Das ionisierte Atom sei durch den Index 1 bezeichnet.
Es bleibt also von dem System (392) nur eine Gleichung iibrig:

Ty 9,

Zo 4T

Um die Koeffizienten ag und @,y zu berechnen, brauchen wir
erstens die Kenntnis des absorbierenden Querschnitts des Atoms
im kontinuierlichen Absorptionsgebiet o,, der die Haufigkeit der
Ionisationsprozesse regelt, und zweitens die Kenntnis des emit-
tierenden Querschnittes f,(1 + ©,), der fiir die Haufigkeit der
Rekombinationsprozesse mafigebend ist. Wir haben hier die
stimulierende Wirkung des Strahlungsfeldes durch den Faktor
1 + o, direkt zum Ausdruck gebracht. Die GréBe f, 148t sich
durch 0, ausdriicken, indem man einen Fall thermischen Gleich-
gewichts betrachtet, wo statistischer Ausgleich fiir jedes unend-
lich kleine Spektralgebiet herrscht.

Es entspricht dann der Zahl der im Frequenzintervall d» ab-

sorbierten Energiequanten xog”—,f—fl’dv die Zahl der in demselben

Intervall gebundenen freien Elektronen x;f,(1 + 9,) v dn,, wo
dn, die Zahl der freien Elektronen ist, deren Geschwindigkeit »
einen Spielraum dv hat, der dem Frequenzintervall dv gemaB der
Frequenzbedingung

hy = fuv? — E, (406)
ntspricht, d. h.
entspricht, d.h dv =0 dv. (407)
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Es gelten ferner folgende thermodynamische Relationen:

no? E,

3 -t =%
dn, = ndmp® e 2ETy2dy %”c _ gek’l';
e 0 e
8xhvd/c? (408)
o=y
(7 -)
Die Gleichgewichtsbedingung
d ) —_
Tooyco() 7 = @ fu(1 + o) vdn, (409)
erhdlt dann die Form
v 2wy v?
ﬁv = (;L‘uzczovz . (410)

Dies ist gerade die gesuchte Relation zwischen f, und 6,. Wenn
kein thermisches Gleichgewicht vorhanden ist, gilt Gleichung (409)
erst, wenn sie liber alle Frequenzen integriert wird:

o0

700 [0,0(0) e = 2 [ Ao (1 + 50) v, (411)
0

o

Also sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten @, und a@,, durch
die Ausdriicke

;- dv T _
Ay = c/ g,0(v) IT: s Oy = ;%%951]01»”2 AI+omv-tdn, (412)
0

0
gegeben. Wir wollen diese Integrale fir den folgenden Fall aus-
werten: Das Strahlungsfeld besteht aus ,,verdiinnter Warme-
strahlung [vgl. (403)]; die Geschwindigkeiten der Elektronen sind
gemill dem MaxwgLLschen Gesetz fiir die Temperatur 7, ver-
teilt; der absorbierende Querschnitt eines Atoms ist Null fiir
v = v, und im iibrigen »~% proportional, was dem experimen-
tellen Befund o, ~ »~3 gegeniiber zu rechnerischen Vorteilen
fiihrt und kaum merkbare Fehler veranlassen kann. Es folgt
zuerst einfach fir agy

hvm

g = WS}ch:oleog (1 —c E"‘T'> , O, =0gv"2% ¥y >w,. (413)

Bei der Berechnung von a,, ist @ (») neben Eins offenbar zu ver-
nachlidssigen wegen der Kleinheit der Verdiinnungskonstanten.
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Indem man den Ausdruck fir dn, aus (408) iibernimmt, hat man

8w,

Ay = 7[072]‘; Xy N * k TG' . (414)

Wird beriicksichtigt, daB f. = (2aukT,)! ist, so folgt als neue
Ionisationsgleichung

Z, _W]/T

Wir sehen hieraus, dal die genaue Kenntnis der Temperatur der
Gasmasse ziemlich unwesentlich ist, da der Ionisationsgrad z,/x,
der Quadratwurzel aus T, proportional ist.

}“'m
2apukT\i )
T) 10g(1 —e ET), (415)

51. Anwendung der Ionisationstheorie auf die Nebel.

Die Formel (415) fiir das Ionisationsgleichgewicht der Nebel-
substanz ist der entsprechenden Formel des Warmegleichgewichts
in der Atmosphire des anregenden Sterns nahe analog. Wenn
nimlich kv, /kT groBer als Eins ist, folgt nadherungsweise
—log (1 — e #"kT) o ¢~#/¥T_ Dann 1aft sich eine einfache Korre-
spondenz zwischen den zwei Féllen herstellen: der Ionisationsgrad
wird in beiden Fillen derselbe sein, wenn die Elektronendichte
des Nebels um den Faktor WVW kleiner ist als die Elek-
tronendichte der Sternatmosphére.

a) Der Trifid-Nebel. Als Beispiel wihlen wir den Trifid-Nebel
im Sagittarius. Dieser Nebel ist ein sphérisches Gebilde, dessen
Durchmesser von HUBBLE auf 10’ geschitzt wurde. Der Nebel
wird wahrscheinlich zum Leuchten angeregt durch einen Oeb-
Stern der siebenten Gréfle, der im Innern des Nebels liegt. Da-
mit kénnen wir nun in folgender Weise den Abstand des Nebels
abschétzen. Die mittlere absolute Helligkeit der O-Sterne diirfte
nach Praskerr! und WILsoN? etwa M, = — 3,5 sein. Aus der
bekannten Relation

S5logp=M —m — 5 (416)

zwischen der Parallaxe p, der absoluten Sterngréfe M und der
scheinbaren GréBe m folgt in unserem Falle mit M = —3,5;
m = 7,0 also p = 0"/,001. Wahrscheinlich ist der Abstand des
Nebels also 1000 Parsec. Der mittlere Radius der O- und der

1 Publ. Domin. Obs. Victoria Bd. 2, Nr. 16. 1924.
2 Astron. Journ. Bd. 36, S. 1. 1924,
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B-Sterne betrigt wahrscheinlich 5—10 Sonnenradien. Denn hat
ein Stern z. B. die absolute Helligkeit M, = —3,5 und den Ra-
dius R =7,56-R,, so mull er eine effektive Temperatur von
30000° K besitzen, was wohl der mittleren Temperatur der

Abb. 24. Der Trifidnebel in Sagittarius.
(Nach NEWCOMB-ENGELMANN, 6. Ausg.: Populire Astronomie, S. 718.)

O-Sterne nahekommt. Wir wollen deshalb fiir unseren O-Stern
die folgenden Werte annehmen:

Radius R =75-R,; 7T,=30000°K.

Wenn der Nebel sich in einem Abstand von 1000 Parsec befindet,
entspricht einem Winkeldurchmesser von 10 ein linearer Durch-
messer von 3 Parsec. Das meiste Licht kommt aus den mittleren
Teilen des Nebels. Wir nehmen deshalb zur Berechnung der Ver-
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diinnungskonstanten den mittleren Abstand der Nebelsubstanz
von dem anregenden Stern zu 7 = 0,5 Parsec an. Hieraus erhalten
wir fir die Verdiinnungskopstante den Wert

2
W= 1 — 271071 (417)

Das Spektrum des Nebels zeigt nach HUBBLE neben den
Wasserstofflinien sowohl die Hauptnebellinien N; und N,, die
von O** herriihren, als auch das ultraviolette Dublett 3726 —29
von OF mit etwa derselben Intensitit. Wir schlieBen hieraus,
daB Of und O+ in erster Niherung mit der gleichen Hiufigkeit-
vorhanden sind. Die Tonisationsspannung von O* ist 34,94 Volt.
Fir die Temperatur 7, der Gasmasse nehmen wir die effektive
Temperatur des Sterns. Indem wir 7y =7 und 2**/nt =1
setzen, konnen wir aus (415) die Elektronendichte des Nebels be-
rechnen. Wir finden dann

n, = 470 cm~3. (418)

Dieses Resultat beansprucht nicht mehr, als die Gréflenordnung
anzudeuten. Es liBt sich bei méglichen Anderungen der ein-
gehenden Gréflen ungezwungen um einen Faktor 10 vergréBern
oder vermindern. Dennoch bekommt man einen guten Eindruck
von der extremen Kleinheit der Dichten der galaktischen Nebel,
denn diese Rechnung ist nicht speziell auf den Trifid-Nebel be-
schrainkt. Wenn man bei den anderen Nebeln dhnlich verfahrt,
kommt man zu Resultaten derselben Gréfenordnung.

In nahem Zusammenhang mit der Ionisationsfrage steht die
von HUBBLE gefundene Regel, daf3 die photographische Helligkeit
eines diffusen Nebels dieselbe ist wie diejenige des eingebetteten
Sterns. Wenn die effektiven Temperaturen der betreffenden
Sterne genau bekannt wiren, wiirde dieser Befund offenbar einen
wichtigen Anhaltspunkt fiir die physikalische Analyse der Nebel-
substanz darbieten. Ein erster grober Versuch in dieser Richtung
wurde von ZANSTRA! gemacht. ZANSTRA legt seiner Rechnung
die auch von uns verwendete Annahme zugrunde, daf} die Nebel-
atome im wesentlichen nur Strahlung auf der kurzwelligen Seite
der Seriengrenze des normalen Atoms absorbieren. Der springende
Punkt seiner Uberlegungen ist, daB diese im kurzwelligen Gebiet

1 Astrophys. Journ. Bd. 65, S. 50. 1927.
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absorbierte Strahlung vorwiegend im photographischen Gebiet
wieder ausgestrahlt wird. Diese Annahme steht in einem gewissen
Gegensatz zu dem von uns oben vertretenen Standpunkt, dal die
Ausstrahlung auch gréBtenteils jenseits der normalen Seriengrenze
stattfindet. Wenn », und », die kurzwelligen und langwelligen
Grenzfrequenzen des photographischen Gebiets sind, folgt, daB die
photographisch gemessene Strahlung des Sterns durch einen Aus-

druck von der Form v,
c  v3dy
/ W (419)
T

o/
"1

gegeben wird, wo ( eine gewisse Konstante ist. Die entsprechende,
jenseits der normalen Seriengrenze absorbierte Energie ist anderer-
seits bei vollstandiger Absorption im Nebel

~ vidy
¢ / Ty (420)

FT 1

Wenn Zanstras Hypothese, daB diese vom Nebel aufgenommene
Energie im photographischen Gebiet wieder vollstindig aus-
gestrahlt wird, richtig ist, folgt die Temperatur des anregenden
Sterns aus der Gleichung

Y

2 o0
v3dv 0 idy

/\hw - / by ’ (421)

J&T | FT

ZANSTRA hat, was wohl unwesentlich ist, nicht die obige, aus
der Energiebilanz folgende, sondern die der Gleichheit der Zahl
ein- und ausgestrahlter Quanten entsprechende Relation ver-
wendet, die aus der obigen entsteht, wenn »2 statt »3 geschrieben
wird. Diese Hypothese fordert eine ganz bestimmte effektive
Temperatur des anregenden Sterns. ZANSTRA berechnete die
folgende Tabelle 23 fiir die GréBe

oo v

2q * 2d
L=, e [ (422)
P A | KT _ 1

Vm vy

indem er sich die Nebel aus Wasserstoff gebildet dachte.
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Man sieht, daBl L = 1 einer Temperatur zwischen 30000° und
35000° entspricht, im Einklang mit unseren Vorstellungen von
den Temperaturen der Sterne am Anfang der Spektralreihe. Ich
glaube jedoch nicht, da man diesem Resultat viel Gewicht bei-
legen kann, einerseits, weil die Tabelle zeigt, daB relativ kleine

Anderungen der L-Werte

Tabelle 23. groBe Anderungen der Tem-

T I I Ea(:ragen. peratur veranlassen, und

sen andererseits, weil die von

15000° K 0,0075 5,31 ZaxstrA verwendete Hypo-

20000 0,066 2,95 these wohl noch einer ni-

25000 0,271 1,42 heren Begriindung bedarf,
30000 0,72 0,36 T ..

35000 1.42 —0.37 um phymkallsch verbiirgt

40000 2,50 —0,99 zu sein.

50000 5.4 —1,83 b) Planetarische Nebel.

70000 15,3 —2,96 Die Anwendung der Tonisa-

}ggggg 13? :22?)? tionstheorie auf die plane-

200000 185 5,68 tarischen Nebel diirfte von

besonderem Interesse sein
angesichts der herrschenden Unsicherheit in den absoluten Hellig-
keiten und Temperaturen der Zentralsterne.

Es sei zuerst darauf aufmerksam gemacht, dal die scheinbare
Helligkeit des Zentralsterns vom duferen Rande des Nebels aus
betrachtet nicht von der Parallaxe abhiangig ist, sondern durch
die scheinbare Helligkeit und den Winkelhalbmesser des Nebels
bestimmt wird. Es seien ndmlich m und p scheinbare Sterngriofe
und Parallaxe des Zentralsterns von der Erde betrachtet, und
m’, p’ die entsprechenden Grolen am Rande des Nebels gemessen.
Dann ist nach (416)

m’ + blogp’ = m + 5logp
oder, da der Winkeldurchmesser des Nebels

2p =L

) P

1st: m = m + 5logD. (423)

In der Tabelle 24 sind die so berechneten Sterngréflen in einigen
planetarischen Nebeln zusammengestellt.

Obwohl ein Vergleich mit den irreguliren Nebeln nicht gut

durchzufiithren ist, wird man doch finden, dafl die Helligkeiten
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Tabelle 24. Helligkeiten der Zentralsterne vom Rande der Nebel
gesehen. Daten nach Lick Obs. Publ. Bd. 13.

NGC| mp | D | wf | memm INGC[m | D | m (Reboh)

s0|11 |ov25/— 8| mel | 246| 9,5/ 2 |— 7| schwach
1535 | 10 0,2 | —11 s 650 | 16 0,7 |— 3 s

418 9 0,1 | —14|sehr hell§ 1747 | 14 0,1 {— 9 5y
2022 | 13 0,2 |— 8 hell 1501 | 12 0,5 |— 17 9
2149 | 12 0,1 | —11 s 2438 | 16 05 | — 3 0
2371 | 12 0,25 — 9 as 2610 | 15 0,25 — 6 ’
2329 9 0,2 | —12 v 3584 [ 12 1,5 |— 5 v
3242 9 0,2 | —12 s 4361 | 10 0,3 | —10 5s
3568 | 11 0,2 | —10 | sehr hell | 6369 | 16 0,25|— 5 5s
4593 | 10 0,1 |—13 hell 6781 | 14 1,0 | — 4| sehr schw.
6543 9,21 0,2 | —12] sehr hell | 6804 | 12 0,25 — 9| micht hell
6720 113 | 0,5 |— 6 hell 6853 | 12 3,0 | — 3|zieml. schw.
68261 9 | 0,23| —11 | sehr hell | 6894 | 16 0,3 | — 4| sehr schw.
7662 | 12 0,1 [—11| ,, . 7293 | 11 8,0 | — 2| zieml. schw.

der anregenden Sterne vom Nebel aus gesehen in den beiden
Fillen sich nicht systematisch voneinander unterscheiden. Man
bemerkt ferner, dafl im Fall der planetarischen Nebel die Hellig-
keit des Nebels mit der Helligkeit des Sterns vom Nebel aus gesehen
korreliert ist im selben Sinne, wie ihn HuBBLE fiir die irreguldren
Nebel festgestellt hat. Soweit sind keine bedeutenden Unterschiede
zwischen den beiden Arten von Objekten zu bemerken. Die Tat-
sachen, dafl die Spektren der planetarischen Nebel einem wesent-
lich hoheren Anregungsgrad entsprechen als die Spektren der
irreguldren Nebel, daBl ferner die planetarischen Nebel um viele
GroBenklassen heller sind als die Zentralsterne, sind deshalb wohl
nicht auf die absoluten Helligkeiten der Zentralsterne, sondern
vorwiegend auf die effektiven Temperaturen zuriickzufiihren.
Einem Helligkeitsunterschied von fiinf Groflenklassen, der oft
vorkommt, entspricht nach Tabelle 23 eine effektive Temperatur
von 150000° K. Die einzige Frage, die iibrigbleibt, ist also, ob
diese Temperatur mit dem beobachteten Ionisationsgrad und den
absoluten Helligkeiten in Kinklang zu bringen ist. Das scheint
aber keine grofle Schwierigkeit zu bereiten.

Betrachten wir z. B. den Nebel 7662 (siche Abb. 18), dessen
Spektrum sowohl Linien des He als He*t enthélt. Die Funken-
linien sind jedoch so viel stirker, daB man vielleicht berechtigt
ist, die Haufigkeit von Het etwa auf das Tausendfache der
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Hiaufigkeit von He zu schitzen. Indem wir den friiher fiir irregu-
lare Nebel abgeleiteten Wert der Elektronendichte anwenden und
die Temperatur gleich 150000° annehmen, folgt aus (415) fiir die
Verdiinnungskonstante der Wert W = 4 - 1017,

Wir konnen andererseits diese Konstante aus den Dimensionen
des Sterns und des Nebels nach (417) berechnen. Nach vAN MAANEN
ist der Radius des Nebels etwa 650 Erdbahnhalbmesser. Den
Sternradius kénnen wir in folgender Weise abschitzen. Der Radius
eines B-Sterns der effektiven Temperatur 25000° und der abso-
luten Helligkeit —3™,5 diirfte auf etwa 10 Sonnenradien zu schitzen
sein. Fiir hohere Temperaturen sollte die (visuelle oder photo-
graphische) Helligkeit nach dem Gesetz von RAYLEIGH etwa pro-
portional der Temperatur verlaufen. Ein Stern derselben abso-
luten Helligkeit und der Temperatur 150000° sollte also einen
1 :V@: 0,41 mal kleineren Radius besitzen. Nun ist aber die
absolute Helligkeit des Zentralsterns nach vaAxn MAANEN 9,7, also
13,2 GroBlenklassen schwicher als die des zum Vergleich heran-
gezogenen B-Sterns. Die Dimension des Sterns ist also um noch
einen Faktor, 10-%%4-132—0,0025 zu verkleinern, im ganzen
0,0011. Der Radius des Sterns ist somit rund ein Hundertstel des
Sonnenradius, oder, anders gesagt: der Stern ist von der GréfBlen-
ordnung der Erde, wie die weilen Zwerge. Die entsprechende
Verdiinnungskonstante ist 1,5 - 10~ *° oder 40mal gréBer als die-
jenige, die wir aus der Ionisationsgleichung erhielten. Wenn man
bedenkt, daB der ultraviolette Teil des Sternlichts widhrend des
Durchgangs durch den Nebel bedeutend geschwicht sein diirfte,
scheinen diese zwei Berechnungen miteinander vereinbar zu sein.
Um die grofe Helligkeit des Nebels, verglichen mit der Hellig-
keit des Sterns, in der Weise von ZANSTRA zu erkldren, muf3 man
wahrscheinlich eine wesentlich grofere Schwichung des ultra-
violetten Teils des Sternlichts voraussetzen gegeniiber der obigen
Rechnung. Dies wiirde groBere absolute Helligkeiten der Sterne
verlangen, also kleinere Parallaxen als die von vaAN MaANEN ge-
messenen, die vielleicht durch systematische Fehler entstellt sind.

Die Form der planetarischen Nebel bietet viele interessante
Probleme dar. Zunichst fragt es sich, ob die Ringnebel wirkliche
Kugelschalen sind, oder ob die Ringform durch besondere An-
regungsverhiltnisse der Nebelsubstanz vorgetiuscht wird. An-
gesichts der frither erwdhnten Worrschen Entdeckung der
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»»geschichteten Emission® im Ringnebel in der Leier ist die Vor-
stellung einer einfachen Schalenform kaum aufrecht zu halten.
Wenn man findet, dafl der Nebelring im Lichte der He-Linien
wesentlich gréBer erscheint als im Lichte der He*-Linien, so ist
damit gezeigt, dafl die Anregung neben der Massenverteilung eine
groBe Rolle spielt. Die Verteilung der Gase in den Nebeln ist
deshalb sicher viel gleichférmiger als die Lichtverteilung. Das
Vorkommen von mehreren Ringen, einer auflerhalb des anderen
(vgl. Abb. 18), zeigt andererseits, dal die Ringform nicht in allen
Fallen auf die Anregungsverhiltnisse allein zuriickzufiithren ist.

Die Behandlung des eigentlichen Problems der Struktur und
des Gleichgewichts der planetarischen Nebel ist noch kaum iiber
den Anfang hinausgekommen. Ein erster Versuch wurde von
JEANS! gemacht, indem er die Ringform als eine Wirkung des
Lichtdrucks auffafite. Offenbar besteht, wenn der Lichtdruck
viel gréfler als die Schwere ist, die Moglichkeit, daBl der Gas-
druck irgendwo ein Maximum besitzen und von dieser Stelle ab
sowohl nach innen wie nach auBen abnehmen wird. Wie von
MiLNE hervorgehoben wurde, ist das Vorhandensein eines solchen
Maximums nicht wahrscheinlich, wenn die Resonanzlinien die
Hauptrolle spielen. Die Verhéaltnisse in den Nebeln sind aber
offenbar viel verwickelter als in der Kalziumchromosphire, und
Maxima des Gasdrucks sind nicht ohne weiteres zu verneinen.
Eine weitere Bearbeitung dieser Frage ist notwendig, wenn man
die Rolle des Lichtdrucks kennenlernen will.

Wir wissen andererseits nicht mit Sicherheit, da die plane-
tarischen Nebel wirklich in hydrostatischem Gleichgewicht sind.
In einem Fall (Zirrusnebel im Schwan) wurde eine Bewegung des
Nebels nach auflen gemessen?. Die thermische Stabilitat der Nebel
diirfte auch gering sein, da die hohe Temperatur der Nebelmasse eine
sehr schnelle ,,Verdampfung‘ der freien Elektronen im Nebel her-
beiftihren muB. Dadurch werden elektrische Krifte fiir das Gleich-
gewicht von Wichtigkeit und es wird ein stdndiger radialer Strom
von Elektronen und Atomen aufrecht erhalten. Die genaue Diskus-
sion dieser Frage ist vielleicht schwer durchzufiihren, diirfte aber fiir
das Verstéandnis der Natur der planetarischen Nebel wesentlich sein.

1 Month. Not. Bd. 83, S. 481. 1923.
2 E. HuBBLE: Siehe W. 8. Apams, Publ. Astr. Soc. Pacific Bd. 38,
S. 368. 1926.
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52. Der interstellare Raum.

Die Frage, ob der Weltraum zwischen den Sternen vollkommen
leer oder von irgendeinem Substratum erfiillt ist, wurde schon
lange von den Astronomen diskutiert. Nach der Entdeckung der
galaktischen Nebel, besonders der dunklen Nebel, ist die Frage
offenbar zu bejahen, aber noch ist zu entscheiden, ob der Raum
auflerhalb der Nebel vollkommen durchsichtig ist oder nicht.

Zusammenfassend kann man wohl jetzt sagen, daf} der inter-
stellare Raum auBerhalb der dunklen Nebel in hohem Grade
optisch leer sein mufl und dafl die Anwendung des Gesetzes der
inversen Quadrate auf die Abnahme der Helligkeit mit wachsen-
dem Abstand im allgemeinen erlaubt ist. Dieses Resultat beruht
vor allem auf den Arbeiten von SHAPLEY! und vaN RH1IN 2 liber die
Abstinde der Kugelhaufen. Ein Kugelhaufen besteht aus etwa
50000 Sternen, die innerhalb eines kugelformigen Raumes dicht-
gepackt sind. Rund hundert solcher Haufen sind bekannt. Sie
finden sich sowohl innerhalb als auBlerhalb des eigentlichen Milch-
straBensystems und eignen sich deshalb sehr gut zur Unter-
suchung der Absorption im Weltraum. Bisher ist aber keine Spur
einer allgemeinen Absorption im Weltraum bemerkt worden.

Dennoch wissen wir, dal der interstellare Raum nicht voll-
kommen leer ist, und zwar aus der Existenz von selektiven
Absorptionseffekten. Die Geschichte dieser Effekte ist sehr inter-
essant. Im Jahre 1904 bemerkte HarTMaNN3, dal3 die H- und
K-Linien im Spektrum des spektroskopischen Doppelsterns d Orionis
aus zwei Komponenten bestehen, von welchen das eine Paar syn-
chron mit der Bahnbewegung hin und her pendelte, wihrend das
andere ruhig blieb, oder doch wenigstens mit viel kleinerer Am-
plitude oszillierte. Man nannte das ruhende Paar ,ruhende Kal-
ziumlinien‘‘, und nach und nach wurde von verschiedenen Astro-
nomen eine Reihe von Sternen gefunden, deren Spektren solche
Linien aufwiesen4. Friaulein HEGER® auf der Licksternwarte hat
auch ruhende Natriumlinien gefunden, aber weitere Elemente sind,

1 Harvard Bull. Nr. 864. 1929.

2 Bull. Astr. Inst. Netherlands Bd. 4, Nr. 141. 1928.

3 Astrophys. Journ. Bd. 19, S. 268. 1904.

4 Siehe z. B. R. K. Young, Publ. Domin. Obs. Victoria Bd. 1, Nr. 17,
S. 219. 1922; O. STRUVE, Astrophys. Journ. Bd. 65, S. 163. 1927; Bd. 67,
S. 353. 1928.

5 Lick Obs. Bull. Bd. 10, S. 59. 1919 u. Bd. 11, S. 141. 1924.
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soweit bekannt, nicht an diesem Phénomen beteiligt. Die betref-
fenden Sterne gehéren siamtlich den fritheren Spektralklassen an
(frither als B3) und sind von grofler absoluter Helligkeit, wie Sterne
des P Cygni-Typus, O-Sterne und Novae. In mehreren Fillen hat
man auch ruhende Kalziumlinien in Spektren von Sternen gefunden,
die nicht spektroskopisch doppelt sind, bei welchen aber der Cha-
rakter der Kalziumlinien durch abweichende Radialgeschwindig-
keiten und durch besondere Schérfe der Linien entdeckt wurde.
Solche Sterne sind besonders von J.S. PLASKETT untersucht worden.
Die Deutung dieser ruhenden Linien war zuerst nicht ganz
klar. So hat man gedacht, da3 die betreffenden Sterne in groBer
Entfernung von einer Hillle von Kalziumgas umgeben seien. Als
Stiitze fiir diese Auffassung wurde angefiihrt, daB die ,,ruhenden®
Linien bisweilen auch eine kleine Bahnbewegung zeigten. Die
Deutung dieser Beobachtung diirfte jedoch unrichtig sein. Sie ist
vermutlich einfach durch die Uberlagerung eines ruhenden und
eines bewegten Linienpaares vorgetdauscht. Denn wenn die Kal-
ziumwolke den Stern permanent umgibt, muB3 die mittlere Radial-
geschwindigkeit fiir beide Linienpaare dieselbe sein, was durch-
wegs nicht der Fall ist. Eine weitere Analyse der Radialgeschwin-
digkeiten der ruhenden Linien zeigte dann?!, daf} sie zwar nicht die
individuelle Bewegung eines Sterns, wohl aber die mittlere Bewe-
gung von Sterngruppen mitmachen. So beteiligt sich das Kalzium-
substrat nach PLASKETT und PEARCE? auch an der Rotationsbewe-
gung des ganzen Milchstralensystems. Die Rotationsgeschwindig-
keit aus den ruhenden Linien ergibt sich in guter Ubereinstimmung
mit den Resultaten von OoRrT3, ScHILT4 und PLASKETTS.
PrasgETT dachte zuerst, daB die Kalziummassen zwar ziem-
lich gleichmaBig zwischen den Sternen verteilt seien, daB aber nur
in der Néahe der heifleren Sterne die Zahl der ionisierten Atome
grof} genug sei, um sich durch Absorption bemerkbar machen zu
koénnen. Die Tatsache, daB sich die ruhenden Linien nur in
Spektren frither als B3 fanden, wiirde dadurch auch eine einfache
Erklirung erhalten. EppINgTON® hat andererseits versucht, die

1 J. 8. PraskETT, Publ. Domin. Obs. Victoria Bd. 2, S. 325. 1924.
2 Month. Not. Bd. 90, S. 243. 1930.

3 Bull. Astr. Inst. Netherlands Nr. 120. 132.

4 Proc. Wash. Nat. Acad. Sc. Bd. 13, S. 642.

5 Month. Not. Bd. 88, S. 395. 1928.

6 Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 111, S. 424.

Rosseland, Astrophysik. 16
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Ansicht zu begriinden, dafl die Absorption gleichméBig durch den
ganzen Weltraum stattfindet. Aus dieser Hypothese folgt offen-
bar eine starke Korrelation zwischen der Intensitét der ruhenden
Linien und dem Abstand der Sterne, die nach den Arbeiten von
STRUVE! und PLASKETT und PEARCE? tatsichlich bestétigt wurde.
Doch lassen sich regionale Effekte deutlich feststellen: die ruhen-
den Linien sind in der Cepheus-Gegend systematisch stirker und
im Orion systematisch schwicher als in anderen Gegenden. Dies
darf wohl als endgiiltiger Beweis der EppINGTONschen Hypothese
gelten. Die Tatsache, dal die ruhenden Linien in spéteren Spek-
tralklassen nicht gefunden wurden, ist durch die schwierigen
Beobachtungsbedingungen zu erkliren; denn die Intensitét der
stellaren Kalziumlinien in diesen Spektren ist so grof, dafl die
feinen interstellaren Linien zugedeckt werden.

Der physikalische Zustand der interstellaren Kalziummassen
muBl in sehr verstirktem Grade die charakteristischen Eigen-
schaften der galaktischen Nebel aufweisen. Die Temperatur des
Gases mufl mit der Temperatur der heileren Sterne vergleichbar
sein, die jetzt die Rolle der Zentralsterne der planetarischen Nebel
iibernehmen. Sie muf} also von der Ordnung 10000—15000° K
oder noch hoher sein. Andererseits diirfte kaum mehr als ein
Kalziumatom pro Kubikzentimeter vorhanden sein; wahrschein-
lich ist die Dichte noch geringer. Unter solchen Umsténden
wiirden nach Rechnungen von EppineToN die Kalziumatome in
der iiberwiegenden Mehrzahl beide Valenzelektronen verloren
haben, wahrend jedoch die dritte Ionisationsstufe nicht merklich
vertreten ist. In der gleichen Weise wird Natrium fast nur im
einfach ionisierten Zustand auftreten, wihrend der neutrale und
der zweifach ionisierte Zustand sehr selten sind. Vom Stand-
punkte der Ionisationstheorie erscheint es etwas merkwiirdig, dafl
Natrium iiberhaupt ruhende Linien zeigt, deren Intensitit mit
den ruhenden Ca™-Linien vergleichbar ist. Wenn beide Atom-
arten dieselbe Verteilung im Raume besitzen, scheint dies auf
eine wesentlich groBere Haufigkeit des Natriums hinzudeutens3.

1 Astrophys. Journ. Bd. 65, S. 163. 1927; Bd. 67, S. 353. 1928.

2 Month. Not. Bd. 90, S. 243. 1930.

3 Siehe B. P. GErasimovic u. O. STRUVE, Astrophys. Journ. Bd. 69,
S. 7. 1929.
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Tabelle 25. Relatives Atomgewicht der Elemente.
Die links stehende Zahl gibt die Atomnummer, die rechts stehende das

Atomgewicht.

1. Wasserstoff, H 1,008 | 41. Niobium, Nb 93,5
2. Helium, He . . . . . 4,00 42. Molybdén, Mo 96,0
3. Lithium, Li . . . . . 6,94 43. Masurium, Ma .

4. Beryllium, Be . . . . 9,01 44. Ruthenium, Ru . 101,7
5. Bor, B. . .. .. 10,82 45. Rhodium, Rh . 102,99
6. Kohlenstoff, C 12,00 46. Palladium, Pd . 106,7
7. Stickstoff, N 14,008 | 47. Silber, Ag . . . . . . 107,88
8. Sauerstoff, O 16,00 48. Kadmium, Cd . 1124
9. Fluor, F . . . . . 19,00 49, Indium, In. . 1148
10. Neon, Ne . . . . . . 20,2 50. Zinn, Sn . ... . 118,7
11. Natrium, Na 23,00 51. Antimon, Sb . . . 121,8
12. Magnesium, Mg 24,32 52. Tellurium, Te . 1275
13. Aluminium, Al 27,1 53. Jod, J . . . 126,92
14. Silizium, Si . . . . . 28,06 54. Xenon, Xe. . . . . . 130,2
15. Phosphor, P 31,04 55. Zasium, Cs . . . 1328
16. Schwefel, S ... 32,07 56. Barium, Ba . . .. 1374
17. Chlor, C1 . . . 35,46 57. Lanthan, La . . .. 138,9
18. Argon, Ar 39,88 58. Cerium, Ce . . 140,2
19. Kalium, K . . . . . 39,10 59. Praeseodymium, Pr . . 140,9
20. Kalzium, Ca .. . 40,07 60. Neodymium, Nd . 1443
21. Seandium, Se . . . . 45,1 61. Illinium, I1. . . . .

22. Titan, T1 , . . . . . 48,1 62. Samarium, Sa . . 150,4
23. Vanadium, V . . . . 51,0 63. BEuropium, Eu . . . 152,0
24. Chromium, Cr . . . . 52,0 64. Gadolinium, Gd . . 157,3
25. Mangan, Mn .. . 54,93 65. Terbium, Tb . . .. 159,2
26. Eisen, Fe . . . . . . 55,84 66. Dysprosium, Dy . 162,5
27. Kobalt, Co . . . . . 58,97 67. Holmium, Ho . . 163,5
28. Nickel, Ni . . . . . 58,68 68. Erbium, Er .. 1677
29, Kupfer, Cu . . . . . 63,57 69. Thulium, Tu . . . . . 1694
30. Zink, Zn . . . . . . 65,37 70. Ytterbium, Yb . .. 1735
31. Gallium, Ga . . . . . 69,72 71. Cassiopeium, Cp . . . 75,0
32. Germanium, Ge . . . 72,5 72. Hafnium, Hf . . . . 1790
33. Arsenik, As . . . . . 74,96 73. Tantal, Ta . . . . . . 181,5
34. Selenium, Se ... 792 74. Wolfram, W . . . 1840
35. Brom, Br . . . . . . 79,92 75. Rhenium, Rh. . . .

36. Krypton, Kr. . . . . 82,9 76. Osmium, Os . 190,9
37. Rubidium, Rb . 85,45 77. Iridium, Ir. . . . . 193,1
38. Strontium, Sr . . . . 87,63 78. Platin, Pt . . . . . . 195,2
39. Yétrium, Y . . . . . 88,7 79. Gold, Au . . . .. 1972
40. Zirconium, Zr . . . . 90,6 80. Quecksilber, Hg . . 200,6

16*
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Tabelle 25 (Fortsetznng).

81. Thallium, T1 . . . . . 204,4 87.

82. Blei, Pb . . . . . .. 207,2 88. Radium, Ra . . . . . 226,0
83. Wismut, Bi . . . . . 209,0 89. Actinium, Ac . . . . 226,0
84. Polonium, Po . . . . 210,0 90. Thorium, Th . . . . . 232,1
85. 91. Uranium X,, UX, . . 230,0
86. Niton, Nt . . . . . . 222,0 92. Uranium, U . . . . . 238,2

Periodisches System der Elemente.

Untenstehende Abbildung 25 bringt die von MENDELEJEFF
und MavEer entdeckte Periodizitét der chemischen Eigenschaften
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Abb. 25. Periodisches System der Elemente.
(Nach Handbuch d. Astrophysik III/I, S. 422, Abb. 1.)

der Atome zum Ausdruck. Die Perioden sind in Horizontalreihen
hingeschrieben, und chemisch dhnliche Elemente sind mit Strichen
verbunden, sofern sie sich in verschiedenen Reihen befinden.
Familien von chemisch &hnlichen Elementen derselben Reihe
sind mit Klammern versehen.

In den folgenden zwei Tabellen 26 und 27 geben wir nach
H. N. RusseLL (Astrophys. Journ. Bd. 70, S. 11, 1929) eine
Ubersicht der Bindungsenergien der Leuchtelektronen der Atomé
in den verschiedenen Quantenzustinden. Die Energien der
Normalzustéinde der Atome sind fett gedruckt.
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Tabelle 26. Bindungsenergie des Leuchtelektrons in neutralen
Atomen (in Volt).

is 2s 2p 3s 3p 3d | 4s 4p 4d | 5s | 5p | 54
1. H |13,54/3,38| 3,38/1,50| 1,50| 1,50|0,81| 0,81 0,81 0,54 0,54 0,54
2. He | 24,484,751 3,61{1,86! 1,57 1,5110,99 0,87|0,85|0,6110,56 0,54
3. Li 5,36| 3,40/2,01| 1,55| 1,51|1,05| 0,87|0,850,64 0,55 0,54
4. Be 9,29 | 6,57|2,86 1,621 1,32 0,90 | 0,76 0,57
5. B 8,28 3,34 1,52 | 1,49 0,87 0,57
6. C 11,22 13,78 | 2,42 1,57 1,19
7. N 14,50 | 4,20] 2,78| 1,55|1,69 0,87 10,93 0,56
8. 0 13,56 | 4,45| 2,86| 1,52(1,77| 1,32]0,86 0,95 0,55
9. F 1%,3) |i4,7) | (3,0)
10. Ne 21,47 4,93 | 3,17| 1,53|1,86| 1,41 0,86 |1,00 0,80 0,55
11. Na 511( 3,02| 1,511,94| 1,38]/0,85!1,02|0,79 0,54
12. Mg 7,61 4,92 1,88(2,52| 1,70|1,05|1,21|0,92 0,66
13. Al 5,95 | 1,95|2,83| 1,89|1,15|1,31]0,99 0,75
14. Si 8,14 3,08 1,16 | 1,37
15. P {10,5) (3,5)
16. 8 10,31 | (1,98)3,82| 2,48 |1,06|1,59 | 1,19 |0,65
17. Cl (12,9) 3,9 | 2,6
18. A 15,69 | (1,93) 4,19| 2,84 11,06 (1,69 | 1,29 0,65
19. K 1,65| 4,33 | 2,720,941 1,72 1,27 0,59
20. Ca 3,5716,09| 4,21|1,42(2,19]1,57|0,81
21. Sc 5,13 6,57 4,59 1,66 2,40
22. Ti 5,95/6,80| 4,76(1,60]2,32
23. V 6,68 | 7,04 4,92 2,35
24. Cr 8,24|17,28| 5,05 2,43
25. Mn 5,76 17,40 | 5,09|1,64|2,54
26. Fe 6,98 7,83| 5,45|1,63|2,55
27. Co 7,82 8,25 5,33 2,62
28. Ni 8,63 (8,65 5,25|1,65|2,55
29. Cu 10,41 9,02| 5,58 (1,65|2,69
30. Zn 9,36 | 5,30{1,66|2,72 1,80 {0,89
31. Ga 5,98 | 1,68 2,92 | 1,89 0,94
32. Ge ¥,89 | 1,87 3,26 1,04
33. As (9,6) 3,4
34. Se (9,4) 1,9 |34 0,8
35. Br (11,4) 3,6
36. Kr . (13,9) 3,9
37. Rb 1,76 | 4,13 | 2,60 |0,88
38. Sr 3,42 5,65 3,82 /1,34
39. Yt 5,04 | 6,40 | 4,55 1,61
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Tabelle 27. Bindungsenergie des Leuchtelektrons in einfach
ionisierten Atomen (in Volt).
| 15 | 25 | 20 | 35 | 3p | 3¢ | 45 | 4» | 42|55 | 50| 5a
2. Het | 54,1613,54|13,54| 6,02, 6,02 6,02, 3,38 3,383,38/2,16/2,16(2,16
3. Lit |80,—!16,58{14,70| 6,83| 6,24 | 6,03 | 3,72| 3,48 3,39/2,33|2,22{2,17
4. Bet 18,1314,18| 7,25 6,27 | 6,03 3,88 | 3,47 |3,40|2,41|2,21/2,17
5. BT 23,—(20,41| 9,00| 7,27} 6,43 | 4,52 3,56
6. C* 24,28| 9,90| 8,01 | 6,31 4,87 | 4,223,52|2,85 2,24
7. Nt 29,50|11,10| 8,93 | 6,45| 5,22 3,564 3,04
8. Ot 34,94(12,09| 9,76 | 6,37| 5,44 3,10
9. Ft 34,9 13,1
10. Net 40,89(13,74/10,40| 6,33 | 5,98
11. Na*t 47,02(14,31]10,83 | 6,20| 6,18
12. Mgt 14,97/10,56 | 6,13 | 6,33 5,01 {3,34|3,51!2,94(2,20
13. Al* 18,74/14,12| 8,19 7,48 5,73 (5,15|3,92|3,22|3,34
14. Sit 16,27 | 6,46| 8,24 6,253,80!4,18|3,44|2,40
15. P+ 19,81 6,95| 9,11 | 7,08 [4,07(4,58
16. St 23,32 | 6,70| 9,80 | 7,51 |4,54(4,75
17. C1* 23,9 |10,2510,56| 7,98 |4,79|5,08
18. At 27,62 (11,23 111,00 | 8,4214,90(5,16
19. K+ 31,68 11,50 11,62 | 9,07 |5,43)5,08
20. Ca™ 10,14 | 11,82 | 8,72 (4,80|5,374,35|2,84
21. Set 12,19 | 12,80 | 9,58 |5,40|5,68
22. Tit 13,45 13,60 | 9,98 [5,55(5,90
23. v+ 14,7 |14,4 10,3
24, Crt 16,6 |15,1 10,7
25. Mn*t 13,93 | 15,70 110,91 | 5,85 6,50
26. Fe™ 16,3 |16,5 [11,7
27. Co™ 19,2 |16,8 (11,7
28. Nit 18,19 17,15 11,75 7,20
29. Cut 20,34 17,62 | 12,13 6,99
30. Znt 17,89 11,79 |5,92| 6,97 5,40 3,35
31. Gat 18,8 14,00|5,68|7,14
32. Get 15,98 16,001 8,28 6,31 3,62
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Tabelle 28. Werte einiger hiufig vorkommender Konstanten.

Universelle Konstanten. Zahl Logarithmus
H Masse des Wasserstoffatoms. . . . . 1,662 -10-2¢ 24,2206
# Elektronenmasse . . . . . . . . . . . 9,01 -10-28 28,9546
¢ Elektronenladung . . . . . . . .. .} 477 -10-% | 10,6789
¢ Lichtgeschwindigkeit . . . . . . . . . 2,999 - 1010 10,4769
k Borrzmanwsche Konstante . . . . . . 1,372-10-1% | 16,1374
R Gaskonstante = k/H . . . . . . . . . 8,26 -107 7,9168
a STEFANs Konstante . . . . . R 7,64 -10-15 | 15,8832
h Prawcks Konstante . . . . . . . . . 6,55 -19-27 | 278161
G Gravitationskonstante . . . . . . . . 6,66 -10-8 8,8235
RypBERGs Konstante . . . . . . . . 109678,3 5,0401
G, Streuvermégelzl eines Elektrons,
oy = oF <_e_2) .......... 6,664-10-% | 25,8219
3 \uc
LoscemipTs Zahl (Zahl der Molekiile
pro cm?®, 0° Cund bei Standarddruck) 2,67 -101° 19,4263
Konstante des WiENschen Verschiebungs-
gesetzes AT . . . . . . . ... .. 0,289° ecm 1,4609
Ein ,Volt“=ergs . . . . . . . . .. 1,59 -10-12 12,2014
Astronomische Konstanten.
Sonne:
Masse (g) . . . . . .« . . . . .. .. 1,985 - 1033 33,3978
Radius (em) . . . . . . ... ... 6,951 - 100 10,8421
Mittlere Dichte (gem~=3) . . . . . . . 1,4109 0,1495
Schwerebeschleunigung an der Oberflache 2,736 - 10¢ 4,4371
Flachenhelligkeit (erg-cm=3) . . ., . 2,08 0,3171
Helligkeit (erg-sek=%) . . . . . . . . 3,780 - 1033 33,5775
Abs. SterngréBe (bol.) . . . . . . . . 4,85™ 0,6857
Eff. Temperatur . . . . . . . . . . . 5740° K 3,7590
Erdbahnhalbmesser (cm) . . . . . . . 1,494 - 1013 13,1744
Pargek (em) . . . . . . .. ... 3,08 -108 18,4888
Jahr (sek) . . . . . e e e e 3,156 - 107 7,4991
Lichtjahr (em) . . . . . . . .. .. .. 9,461 - 107 17,9759
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