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Vorwort.

Die sprunghafte Entwicklung, welche die Hydrodynamik in den
letzten Jahrzehnten erfahren hat, und die bereits in vielen Anwendungs-
gebieten der Stromungslehre ihren Niederschlag findet, macht eine ge-
wissenhafte Ausbildung unserer Studierenden der Technik und Physik
in diesem wichtigen Zweige der Mechanik zur unabweisbaren Not-
wendigkeit. So ist es auch erklérlich, daB — nachdem mittlerweile ein
gewisser Stillstand in der Entwicklung der Hydrodynamik eingetreten
ist und die weitere Forschung sich mehr mit den Anwendungen beschéf-
tigt — in letzter Zeit eine Anzahl hervorragender Hand- und Lehrbiicher
iiber diesen Wissenszweig entstand, welche die inzwischen gewonnenen
Erkenntnisse einer breiteren Offentlichkeit zu vermitteln suchen. In-
dessen setzen diese Darstellungen fast durchweg eine solche Beherr-
schung der mathematischen Hilfsmittel voraus, da der mehr an den
Anwendungen interessierte Leser nicht ohne ein gewisses Vorstudium
zu seinem Rechte kommt. In dem vorliegenden Buche — welches aus
Vorlesungen des Verfassers iiber angewandte Hydromechanik entstanden
ist — wird deshalb der Versuch gemacht, die grundlegenden Theorien
und Methoden auch solchen Lesern nahe zu bringen, deren Kenntnisse
in der Mathematik und Mechanik sich etwa im Rahmen dessen be-
wegen, was an den Technischen Hochschulen in der Vorpriifung ver-
langt wird, dariiber hinaus aber die wichtigsten technischen Anwen-
dungen in knapper und fiir die Praxis verwendbarer Form zu behandeln,
soweit das zur Zeit moglich ist.

Dieser Gesichtspunkt fithrt zwanglos zur Gliederung des gesamten
Stoffes in zwei Hauptteile, die aus ZweckmiBigkeitsgriinden in zwei
selbstdndigen Bénden erscheinen. Wahrend der erste Band in der
Hauptsache eine Einfiihrung in die Theorie — mit gelegentlichen
Ubungsbeispielen — darstellt, soll sich der zweite Band mit Anwen-
dungen aus der technischen Stromungslehre beschéftigen.

Die erste Abteilung des hier vorliegenden Bandes gibt einen kurzen
Abri der Hydrostatik oder Lehre vom Gleichgewicht der
Fliissigkeiten. Die zweite Abteilung dagegen behandelt die Theorie
der Fliissigkeitsbewegung und ist in drei Unterteile zerlegt:
1. Theorie des Stromfadens, 2. Allgemeine Theorie der ide-
alen Fliissigkeiten, 3. Allgemeine Theorie der zdhen Fliis-
sigkeiten. Diese Gruppierung wurde aus folgenden Griinden gewéhlt:
Einmal ist es fiir den Leser, welcher noch keine hydrodynamischen
Vorkenntnisse besitzt, einfacher, zunichst die ,.eindimensionale‘* Stré-
mung*‘ (Stromfadentheorie) kennen zu lernen, weil sie wesentlich ge-
ringere Anforderungen an das Versténdnis stellt, zweitens aber kann
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die Technik auf die Stromfadentheorie und die aus ihr gewonnenen Er-
gebnisse solange nicht verzichten, als die Methoden der dreidimensionalen
Bewegung nicht vollstandiger entwickelt sind wie das bisher der Fall
ist. Aus diesem Grunde wurde der Stromfadentheorie ein besonderer
Abschnitt eingerdumt. In diesem sind die Gesetze der ,,verlustlosen
Stromung” und der ,,Stromung mit Verlusten“ nebeneinander be-
handelt, wobei im letzteren Falle weitgehend auf die experimentellen
Ergebnisse der Versuchsanstalten Riicksicht genommen wird.

Die allgemeine Theorie dagegen wird fiir ideale und zdhe
Fliissigkeiten in zwei getrennten Abschnitten behandelt. Begriindet ist
das einmal durch die historische Entwicklung der klassischen Hydro-
dynamik, die sich zunichst nur mit idealen Fliissigkeiten beschiftigte,
andererseits aber durch das vielfach vollstindig verschiedenartige phy-
sikalische Verhalten der beiden Fliissigkeitsarten, das durch die Zahig-
keit bedingt ist. Wihrend nun die Theorie der idealen Fliissigkeiten
im Laufe der Zeit bis zu einem hohen Grade der Vollendung entwickelt
werden konnte, liegen fiir die Bewegung der zihen Fliissigkeiten — von
einigen Sonderfillen abgesehen — vorerst nur die grundlegenden An-
sitze vor, ohne daB es bislang gelungen wire, allgemeine Losungen
dafiir anzugeben. So ist es denn erklirlich, daf der letzte Abschnitt,
welcher sich mit den zdhen Flissigkeiten beschéftigt, nur einen sehr
provisorischen Charakter besitzt. Immerhin ist auch hier der Versuch
gemacht worden, den Leser mit den zur Zeit herrschenden Anschau-
ungen und Methoden bekannt zu machen, um ihm die Moglichkeit zu
geben, die weitere Entwicklung dieses wichtigen Gebietes der Mechanik
zu verfolgen bzw. an ihr teilzunehmen.

Zum SchluB méchte ich nicht versdumen, meinen Assistenten, den
Herren Dipl.-Ing. Waltking und Dipl.-Ing. Saul, fiir ihre wertvolle
Hilfe beim Entwerfen der Abbildungen und Lesen der Korrekturen,
sowie der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fiir die freundliche
Ubernahme und gute Ausstattung des Buches meinen besten Dank
auszusprechen.

Hannover, im April 1931.
W. Kaufmann.
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Einleitung.

1. Eigenschaften der Flissigkeiten und Gase.

Hydromechanik ist die Lehre vom Gleichgewicht und von der
Bewegung der Fliissigkeiten. Unter einer Fliissigkeit versteht man
einen materiellen, stetig zusammenhidngenden Kérper, welcher im
Gegensatz zum festen Korper durch leichte Verschieblichkeit seiner
Teilchen ausgezeichnet ist, bzw. einer Forménderung keinen oder doch
nur einen geringen Widerstand entgegensetzt. Dieses Verhalten der
Flussigkeit 1a8t vermuten, daB zwischen den Fliissigkeitselementen keine
oder nur geringe Tangentialkréfte auftreten, so da man zunichst zu
der Annahme geneigt ist, von solchen Tangentialkréften iiberhaupt ab-
zusehen. Die Erfahrung hat gelehrt, daB sich auf Grund dieser von
L. Euler zuerst aufgestellten Hypothese der Gleichgewichtszustand
sowie gewisse Fliissigkeitsbewegungen in guter Ubereinstimmung mit
der Wirklichkeit beschreiben lassen, andere dagegen nicht. Das ab-
weichende Verhalten im letzteren Falle fithrt man darauf zuriick, daB
tatsichlich in den Berithrungsflichen zweier Fliissigkeitselemente, die
relativ gegeneinander bewegt werden, Tangentialkrafte
oder, wie man auch sagt, Reibungswiderstdnde auftreten (ihnlich
wie bei der Gleitreibung fester Koérper), welche vom Stoff und von
der GroBe der Relativgeschwindigkeit abhingen (vgl. S.72). Sie sind
wie gesagt bei gewissen Bewegungsvorgingen ohne wesentliche Bedeu-
tung und kommen besonders fiir ruhende Flissigkeiten iiberhaupt
nicht in Frage, da hier keine Geschwindigkeitsunterschiede zwischen
den einzelnen Teilchen vorhanden sind. Bei anderen — und zwar gerade
den technisch wichtigsten — Flissigkeitsbewegungen spielt indessen die
Reibung eine groBe, ja eine entscheidende Rolle, und es bedarf dann eines
besonderen Ansatzes, um dieser Tatsache Rechnung zu tragen. Das ist
z. B. der Fall bei der Bewegung des Wassers in Rohren, Fliissen, Kanilen
usw., bei der Ermittlung des Widerstandes, den ein in eine unbegrenzte
Fliissigkeit eingetauchter Kérper der stromenden Fliissigkeit entgegen-
setzt, und bei vielen anderen Aufgaben der Hydromechanik. Eine Fliissig-
keit, welcher innere Reibung als nicht zu vernachlissigende physi-
kalische KEigenschaft beigelegt werden muB, heiBt eine zihe oder
viskose Fliissigkeit.

Tropfbar-flissige Koérper oder Fliissigkeiten im engeren Sinne
erfahren in einem entsprechend widerstandsfahigen GefiBle oder Be-
hilter selbst unter sehr hohem duBeren Drucke nur eine verschwindend
kleine Zusammendriickung, so dal man bei fast allen praktisch wich-
tigen Vorgingen der Hydromechanik die tropfbar-fliissigen Korper als

Kaufmann, Hydromechanik I. 1



2 Einleitung.

nicht zusammendriickbar (inkompressibel) ansehen kann. So be-
triagt z. B. die Raumverminderung des Wassers bei 0 Grad Celsius fiir
je 1 [kg/cm?] Druck nur etwa 50 Millionenteile (0,05°%4,) des urspriing-
lichen Volumens, bei steigender Temperatur sogar noch weniger!. Das
heiBt also, ein solcher Fliissigkeitskérper besitzt praktisch ein un-
verinderliches Volumen und demnach eine konstante Dichte (Dichte
= Masse : Volumen). Eine Fliissigkeit, welche in dem oben erlduterten
Sinne als frei von inneren Reibungen und auflerdem als unzusammen-
driickbar gelten darf, wird im Gegensatz zur natiirlichen als ideale
oder vollkommene Flissigkeit bezeichnet. Die charakteristischen
Eigenschaften einer solchen sind also Reibungsfreiheit und Raum-
bestandigkeit. Durch diese Idealisierung gelangt die ,,vollkommene**
Fliissigkeit zur ,,wirklichen* oder ,natiirlichen“ Fliissigkeit in ein ahn-
liches Verhaltnis wie der ,starre’ Korper zum deformierbaren festen
Koérper. In beiden Fillen handelt es sich um vereinfachende Annahmen,
durch die aber eine Reihe von Erscheinungen in befriedigender Weise
und mit relativ einfachen Mitteln erklirt werden kann.

Die meisten Anwendungen der Hydromechanik beziehen sich auf
das Wasser, von dem sie auch ihren Namen erhalten hat. Das spezi-
fische Gewicht (Gewicht der Raumeinheit) des Wassers ist bekannt-
lich mit dem Druck und der Temperatur etwas verdnderlich, indessen
sind diese Unterschiede so gering, daB sie fiir die meisten technischen
Anwendungen der Hydromechanik unberiicksichtigt bleiben diirfen. Bei
den in diesem Buche anzustellenden Rechnungen soll deshalb das
spezifische Gewicht des Wassers als eine konstante Grofle angesehen
und mit dem Werte y = 1000 [kg/m3] = 1 [t/m?] eingefiihrt werden.
Das gleiche gilt von der Dichte p des Wassers, welche mit dem spezi-

fischen CGewicht durch die Beziehung verkniipft ist p = —?;—, wo

g=9,81 [Eﬂ%} die Beschleunigung der Schwere bezeichnet. Seine groBte

Dichte besitzt luftfreies Wasser bei 4° C. Im iibrigen gelten fiir y und o
bei Temperaturen zwischen 0° und 100° folgende Werte?:

Temp. in °C| 0° 10° | 200 | 400 | 60° | 80° | 100°
kg } !
" [E] 1000 | 1000 | 998 | 992 | 983 | o012 | 958
2
0 [lf.gliic } 10,9 | 101,9 | 10L,7 | 10L,1 | 1002 | 991 | 978

Im Gegensatz zu den tropfbar-flisssigen Koérpern sind die Gase
(Fliissigkeiten im weiteren Sinne, z. B. Luft) nicht raumbesténdig.
Sie suchen vielmehr jeden verfiigbaren Raum unter Anderung ihrer
Dichte gleichférmig zu erfilllen und koénnen nur durch die Wirkung

1 Uber die Kompressibilitit verschiedener Stoffe vergleiche Auerbach-
Hort: Handb. physik. techn. Mechanik 5, 8.2 u. f.
2 Hiitte 1, 25. Aufl.,, S. 333.



Eigenschaften der Fliissigkeiten und Gase. 3

sauBerer Druckkrifte auf einen bestimmten Raum beschrinkt werden.
AuBerdem ist ihr Volumen bei konstant gehaltenem Drucke noch
wesentlich von der Temperatur abhingig.

3
Bezeichnet p[—];—gz} den Einheitsdruck (vgl. S.4), V= %[E’_g] den
Rauminhalt der Gewichtseinheit, T' = 273° 4 ¢° C die absolute Tem-

peratur (gerechnet vom absoluten Nullpunkt aus) und B [—(m:;gr——ﬁ:l
die sogenannte Gaskonstante, so wird der oben angedeutete Zu-
sammenhang zwischen Volumen, Druck und Temperatur fiir ideale
Gase durch das Gay-Lussac-Mariottesche Gesetz (oder die Zu-

standsgleichung) zum Ausdruck gebracht
pV=RT.

Bei gleichbleibender Temperatur (isothermische Zustands-
énderung) folgt daraus das Boyle-Mariottesche Gesetz

pV = const,

wihrend bei gleichbleibendem Drucke das Gay-Lussacsche Ge-
setz gilt, wonach das Einheitsvolumen eines idealen Gases proportional
der absoluten Temperatur ist. Die Gaskonstante R hat firr trockene

Luft den Wert R = 29,27 fiir mittelfeuchte R = 29,4 [{m@} .

Bei der Verdichtung eines Gases (Kompression) steigt seine Tempe-
peratur. Das Boyle-Mariottesche Gesetz kann demnach in solchen
Fallen nur dann giiltig sein, wenn dem Gase zugleich Wiarme entzogen
wird ; das Entgegengesetzte ist der Fall bei der Verdiinnung (Expansion).
Besteht eine solche Moglichkeit der Wérmeab- bzw. -zufithrung nicht,
so gilt nach den Lehren der Thermodynamik die adiabatische Zu-
standsgleichung

pV" = p, Vi = const,

wobei % = 52 das Verhiltnis der spezifischen Wéarmen bei unverinder-

lichem Drucke und unverinderlichem Volumen bezeichnet. Fiir Luft
vom Atmosphérendruck ist » = 1,405.

Die Erfahrung hat gelehrt, da die Dichteinderungen, welche bei
der stromenden Bewegung eines Gases relativ gegen einen festen
Korper oder bei der Relativbewegung eines festen Korpers in einem
Gase (Flugzeuge) auftreten, nur gering sind, solange es sich um Ge-
schwindigkeiten handelt, die erheblich kleiner sind als die Schall-
geschwindigkeit. So ergibt sich z. B. fiir Luft von gewohnlichem Druck
und normaler Temperatur bei einer Geschwindigkeit von 50 [m/sec]
= 180 [km/st] eine Dichtesinderung von ca. 1% (vgl. S. 122). Vernach-
lassigt man derartige Schwankungen der Dichte, so konnen die fiir
raumbestindige Flissigkeiten geltenden Bewegungsgesetze niherungs-
weise auch fiir Gase angewandt werden, wovon insbesondere bei Pro-
blemen der Flugtechnik in vorteilhafter Weise Gebrauch gemacht wird.

In dem vorliegenden Buche werden nur raumbestindige Fliissig-
keiten behandelt, was aber nicht ausschlieBt, daB an geeigneten

1*



4 Einleitung.

Stellen auf den EinfluB einer Dichfeinderung besonders hingewiesen
wird.

Fiirr das spez. Gewicht und die Dichte der Luft gelten bei
760 mm Barometerstand folgende Werte!:

Temp. in°C [ 200 —100| 00 | 100 | 200 | 400 | 60° | 80° | 100°
] ]
|
|

y[-];%] 1,30 | 1,3¢ 1,20 | 1,24 | 1,20 | 1,12 | 1,06 0,99 0,94
| | i | !
| |

2 | ‘ | l
@[kg;ic] 0142 0,137 0,182 0127 0123 0,114 0,108 | 0,101

| 0,096

2. Begriff des Fliissigkeitsdruckes.

Denkt man sich aus dem Innern einer raumbesténdigen Fliissigkeit ein
Teilchen herausgeschnitten, so miissen auf dessen Oberfldche von der es
umgebenden Fliissigkeit Krafte ausgeiibt werden, welche in Verbindung

mit den an dem Teilchen auerdem wirksamen
Massenkriften (Schwerkraft usw.) dessen Be-
wegungs- oder Ruhezustand bedingen. Diese
an der Oberfliche des Teilchens angreifenden
Krifte konnen im Falle der reibungsfreien
Fliissigkeit offenbar nur Normaldriicke sein,
ar da Schub- d. h. Tangentialkrifte nach Vor-
aussetzung ausgeschlossen sind und Zugkréafte

a0 von der Flissigkeit nicht iibertragen werden

Abb.1. Flissigkeitsdruck p gleich  knnen
Druckkraft ¢.D normal zum . . . .
Flichenelement dF durch Bezeichnet nun dF ein durch einen belie-

Flachenelement d.F. bigen Punkt 4 der Oberfliche des betrach-
teten Fliissigkeitsteilchens gehendes Flichenelement und dD die auf
dieses Element entfallende normale Druckkraft (Abb.1), so heilt der

Quotient
dD

P=ar

der auf die Flicheneinheit entfallende Flussigkeitsdruck oder kurz
der Druck an der Stelle A. Er ist seinem Wesen nach eine Spannung

und hat wie diese die Dimension B{n%] Von dem Drucke p 148t

sich zeigen, dafl seine GroéBe in einem beliebigen Punkte 4
einerreibungsfreien Fliussigkeit unabhdngig vonder Schnitt-
richtung durch diesen Punkt ist.

Um dieses zu beweisen, mache man den Punkt 4 zum Ursprung
eines riumlichen, rechtwinkligen Koordingtensystems und zeichne eine
schiefe Ebene, welche auf den Achsen die Strecken dx, dy,dz ab-
schneidet (Abb.2). Das so entstehende unendlich kleine Tetraeder
moge jetzt ein aus dem Innern herausgetrenntes Fliissigkeitsteilchen dar-

1 Hiitte 1, 25. Aufl,, S.333.
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stellen, dessen eine Ecke der Punkt 4 ist. Bezeichnen nun p,, p,, p,
die Einbeitsdriicke in Richtung der Koordinatenachsen und p denjenigen
normal zur schiefen Tetraederfliche vom Inhalte dF, so ergeben sich
die aus Abb. 2 ersichtlichen, an der Tetraederoberfliche angreifenden
Normaldriicke. AuBer diesen
greifen an dem Fliissigkeitsteil-
chen auch noch Massenkrifte,
z. B. die Schwerkraft, an. Wih-
rend die Normaldriicke den In-
halten ihrer Angriffsflichen pro-
portional sind, ist die Schwer-
kraft, wie jede andere Massen-
kraft, proportional dem Fliissig-
keitsvolumen. Sieht man nun
die Tetraederflichen als klein
von der 2. Ordnung an, so sind
alle Massenkrifte als kleine
GroBen von der 3. Ordnung ein- o . _
zufiihren, komnen also gogen A%, Drilveriiltalue am wendiich Meinon
die Normaldriicke vernachlés- den gleichen Wert; pz = py = pz =2
sigt werden. Aus dieser Uber-
legung folgt, daB die auf das unendlich kleine Tetraeder der Abb. 2
wirkenden Normaldriicke fiir sich allein die statischen Gleichgewichts-
bedingungen erfiillen miissen.

Die Winkel, welche die Normale zur Fliche dF mit den Richtungen
der Koordinatenachsen X, Y, Z bildet, seien «,f, . Dann bestehen,
wie aus Abb. 2 ersichtlich, folgende 3 Beziehungen:

P4

dF .cosa = g%dz ,
dF -cosff = dxz-dz ) 1)
dF-cosy=d—zéﬂ.[

Andererseits folgt aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir die am Te-
traeder angreifenden Krifte unter Vernachlissigung aller Massenkrifte:

0=pyfl£2'—§§~—p-dﬁ’-cosﬁ,

0 =pzdxédy —p-dF.cosy.

Somit erhilt man unter Beachtung von (1)

P = Pu = Py = Pz>

d. h. also: unter der Voraussetzung, da8 dz, dy, dz unendlich kleine
GréBen sind, wobei die Fliche d F sich dem Punkte A unbegrenzt nihert,
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herrscht in den durch die vier Tetraederflichen bestimmten, durch A4
gelegten Schnittrichtungen der gleiche Einheitsdruck p. Da aber die
Richtung der schiefen Tetraederfliche ganz beliebig wihlbar ist, so folgt,
dafBl p fiir jede durch 4 gehende Richtung denselben Wert
hat. An einer anderen Stelle A’ der Fliissigkeit herrscht im allgemeinen
ein anderer Druck p’, jedoch ist auch dieser wieder von der Richtung
unabhéngig. Der Fliissigkeitsdruck dndert sich demnach nur mit dem
Orte, er ist also eine reine Ortsfunktion.

Die vorstehenden Uberlegungen gelten nun nicht nur fiir solche
Flussigkeitsteilchen, welche aus dem Innern eines stetig zusammen-
hingenden Flissigkeitskorpers herausgeschnitten sind, sondern auch
dann, wenn ein Flissigkeitsteilchen mit einem festen Korper, etwa
einer Gefawand, in unmittelbarer Berithrung steht. Der Druck, wel-
cher auf ein Flichenelement dF der Gefiwand ausgeiibt wird, ist un-
abhingig von der Wandrichtung, steht normal zu dieser und besitzt
die GréBe dD = p-dF, wenn p den Einheitsdruck an der betreffenden
Stelle bezeichnet.

Das hier gefundene Ergebnis, wonach der Druck in einer Fliissigkeit
unabhingig von der Schnittrichtung ist, gilt fiir ideale Flissigkeiten,
gleichgiiltig, ob sie sich im Zustand der Ruhe oder der Bewegung be-
finden, fiur zahe Fliissigkeiten dagegen nur dann, wenn keine Form-
anderungen des Flissigkeitskoérpers auftreten, da nur in diesem Falle
die Tangentialkriafte verschwinden.



Erste Abteilung.

Hydrostatik.
1. Die Gleichgewichtsbedingungen von L. Euler:.

Vorausgesetzt wird eine raumbestidndige Fliissigkeit, die sich in
einem GefiBle oder Behalter in Ruhe befindet. Eine solche besitzt nach
den Ausfiihrungen auf 8.2 ein konstantes spezifisches Gewicht y und
eine konstante Dichte p, stellt also einen homogenen Korper dar. Soll
ein solcher Fliissigkeitskorper, als Ganzes betrachtet, im Gleichgewicht
sein, so miissen die an ihm angreifenden Massenkrifte (Schwere usw.)
in Verbindung mit den von den GefiBwandungen bzw. der freien Ober-
fliche her auf ihn ausgeiibten Normaldriicken die Bedingungen des
Gleichgewichts erfiilllen. Nun ist aber die GroBe und Verteilung der
Normaldriicke tiber die Gefifwandungen zunichst unbekannt. Sie kann
erst angegeben werden, nachdem der auf S.4 definierte Einheits-
druck p fiir jede beliebige Stelle des Fliissigkeitskérpers bekannt ist.
Um die gesuchte Beziehung fir p zu finden, trenne man aus dem Innern
der Fliissigkeit ein unendlich kleines Parallelepiped von den Kanten-
langen d«, dy, dz heraus, dessen
.eine Ecke der Punkt 4 mit den
Koordinaten =z, y, z sei. Der im
Punkte 4 unabhéngig von der
Schnittrichtung herrschende
Druck p ist eine Funktion des
Ortes A (z, ¥, z), also

p=1F(,y,2). (2)
Auf die untere Flache des Par-
allelepipeds wirkt der Normal-
druck p-dz-dy. Geht man in
Richtung der Z-Achse von der
unteren zur oberen Quaderfliche
iber, so andert sich z um dz, ] )
wihrend & und y unverindert 433, CIAOMevIct, om mendlih, wcinen
bleiben. Der Einheitsdruck wird X- und Y-Achse sind fortgelassen.
sich dementsprechend mit Riick-

gicht auf (2) um ggdz andern, so daB an der oberen Quaderfliche
die Druckkraft (p -+ %dz)dx-d y anzubringen ist (Abb. 3). Ahnliche

i Euler, L.: Principes généraux de 1’état de I'équilibre des fluides. Hist. de
PAcad. 11. Berlin 1755.
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Uberlegungen gelten fiir die seitlichen Flichen des betrachteten Par-
allelepipeds.

AuBer diesen Oberflichenkriften greifen an dem Fliissigkeits-
kérperchen auch noch Massenkréfte an, und zwar handelt es sich dabei
meistens nur um die Schwerkraft. Hier mége jedoch ganz allgemein
mit einer beliebig gerichteten Massenkraft gerechnet werden, deren
Komponenten — bezogen auf die Masseneinheit — mit X, ¥, Z be-
zeichnet sein mégen. Da nun die Masse des Flissigkeitsteilchens

dm = p-dx-dy-dz
betragt, so ist die in Richtung der Z-Achse wirkende Massenkraft

(Abb. 3)
Z-dm = Zpdx-dy-dz.

Im Gegensatz zu den Erlduterungen auf S.5 darf hier die Massen-
kraft nicht mehr vernachlissigt werden, da sie zwar gegeniiber den am
Fliissigkeitskorperchen wirkenden Oberflichenkriften immer noch un-
endlich klein ist, dagegen von derselben GréBenordnung wie deren
Anderung beim Ubergang von einer Quaderfliche zur gegeniiber-
liegenden.

Als Gleichgewichtsbedingung fiir die Z-Achse ergibt sich somit:

pdxdy + Zodxdydz — (p + %dz) dedy =0
oder
Zodz =124z (3)
und entsprechend fiir die beiden anderen Koordinatenachsen:

Xoda =2 da,

(4)
9p
Yody = -dy.
0Oy = H, %Y
Durch Addition der Gleichungen (3) und (4) erhélt man:
0 7} a
o(Xdx + Ydy + Zdz) = 5= da + %dy + Lz,
woraus wegen
op op op .. _
%dx + ﬁdy—l——a—;dz =dp
folgt
dp =p(Xdx + Ydy -+ Zdz) . (8)
Schreibt man die Gleichungen (3) und (4) in der Form:
op 9p op
eX =33 eY =gzg; 0Z =7, (6)
so folgt unmittelbar:
0X oY 0X 9z, Y 0z
9y~ 9z’ 9z 0w’ 9z Oy
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Das sind aber die drei notwendigen und hinreichenden Bedingungen
dafiir, daB die Komponenten X, ¥,Z der auf die Masseneinheit be-
zogenen Massenkraft ein Potential U besitzen, dergestalt, daB

oUu ou oUu
ist (konservative oder energiehaltende Krifte)l. Man erhilt somit den
wichtigen Satz: In einer idealen Flissigkeit kann Gleich-
gewicht nur dann bestehen, wenn die eingeprigten Kriafte
X, Y,Z sich aus einem Potentiale ableiten lassen.

Unter Beachtung von (7) geht (5) iiber in:

dp—-ggwdx+ +~—d@———@dU,
woraus durch Integration folgt:

p=—oU+C. (8)

Bezeichnet nun U, das Potential der Massenkraft an einer Stelle 4,
an welcher der Flissigkeitsdruck p, herrscht, so ist

o= —0Us+ C,
und man erhilt schlieBlich aus (8) nach Einfithrung des Wertes C

p=10— 0(U— Uy 9
als Druck an der Stelle A (x, y, 2).
Fiir den Druck p gilt, wie oben gezeigt, die Beziehung

p=1f(,y,2),
welche besagt, daB jeder beliebigen Stelle in der Fliissigkeit im all-

gemeinen ein anderer Druck entspricht. Denkt man sich nun alle Punkte,
fir welche der gleiche Druck p gilt, durch eine Fliche

f@,y,2)=c¢

verbunden, wobei ¢ = const., und legt der Konstanten ¢ nacheinander
verschiedene Werte bei, so erhilt man eine Schar von Flichen, die
dadurch ausgezeichnet sind, dafl jeder von ihnen ein konstanter Fliissig-
keitsdruck entspricht. Sie werden als Flachen gleichen Drucks oder
Niveauflichen bezeichnet und sind wegen der zwischen p und dem
Potential U bestehenden Beziehung (8) identisch mit den Flidchen
gleichen Potentials (Aquipotentialﬂﬁchen) Durch jeden Punkt der
Fliissigkeit geht immer nur eine Niveaufliche.

Da beim Fortschreiten auf einer Niveaufliche eine Anderung des
Druckes p nicht eintritt, demnach dp = 0 ist, so gilt fiir eine solche
Fliche unter Beachtung von (5)

Xdx + Ydy + Zdz = 0. (10)

1 Vgl. etwa W.Kaufmann: Einfiihrung in die Mechanik starrer Korper,
S. 382. Hannover 1927.
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Es bezeichne nun (Abb. 4) ® die auf die Masseneinheit bezogene Massen-

—
kraft im Punkte 4; X, Y, Z ihre Komponenten, d 3 = 4 A4, ein Lingen-
element auf der durch 4 gehenden Niveaufliche, dx, dy, dz dessen Kom-
ponenten. Dann stellt die linke Seite der Gleichung (10) das innere Pro-
dukt von & und 43 dar, und man kann dafiir schreiben

f-dg=0.

Das ist aber nur méglich, wenn die beiden Vektoren & und d3 den
Winkel ¢ = 900 einschlieBen. Mit anderen Worten heifit das: Eine
Niveauflache steht in jedem Punkte rechtwinklig zur Rich-
z tung der dort herrschenden Massen-
kraft.
R Die in den Gleichungen (6) auftreten-
den partiellen Differentialquotienten
dp Odp OJp
dx’ dy’ 9z
(Druckzunahme pro Léangeneinheit) in
Richtung der drei Koordinatenachsen an.
Da nun die Wahl des der Abb. 3 zu-
grunde gelegten Koordinatensystems hin-
z sichtlich der Achsrichtungen ganz willkiir-
Abb.4. Die Massenkraft & steht an  lich ist, so sprechen die Gleichungen (6)
jeder Stelle fecht';wmihg azur Niveau- d Sat . An einer beliebigen
fliche; ¢ = 90°. en datz aus eblg
Stelle einer ruhenden Fliissigkeit
ist der Druckanstieg nach jeder Richtung verhaltnisgleich
der in diese Richtung fallenden Komponente der Massen-
kraft.

Durch geometrische Addition der Gleichungen (6) erhiilt man:
. . _(:9p | .9p dp
Q(IX‘FIY-FfZ)‘(I%'FIa—y‘-Ff‘é?), (11)

AN
S
n
~N

&

geben den Druckanstieg

)

8

N

wenn i, j, f die den Koordinatenrichtungen entsprechenden Einheitsvektoren
bezeichnen. Die linke Seite des vorstehenden Ausdrucks stellt den Vektor o dar,
da X, Y, Z die Komponenten von § sind. Fiir den auf der rechten Seite von (11)
stehenden Vektor hat man eine besondere Bezeichnung eingefithrt und nennt
ihn den Gradienten von p. Man schreibt dafiir grad p, so daB (11) iibergeht in

"o 8® = grad p. (12)
Da nun fiir das Massenelement dm die Beziehung

dm = p-dxdydz
besteht, so ist
dm

e :dxdydz
Kdm
oR = Gdyd: — ¥

die auf die Volumeneinheit entfallende Massenkraft. Gleichung (12) lautet also
in Worten: Der Druckgradient ist gleich der auf die Raumeinheit
bezogenen Massenkraft und mit dieser gleich gerichtet:

gradp = .

und
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Als Betrag |grad p| des Druckgradienten, dessen Komponenten B_p’ ﬂ’-, op

x y z
sind (Gleichung (11)), erhalt man schlieflich

o1 - 2+ G ) 3

wenn 7 die Richtung der Normalen zur Niveaufliche angibt.

2. Druck in einer Fliissigkeit unter Einwirkung der Schwere.

Das fiir irdische Verhiltnisse wichtigste Beispiel einer Kraft, die
sich aus einem Potentiale ableiten 148t, ist die Schwerkraft. Die ihr
entsprechende Beschleunigung wird als Fallbeschleunigung oder

Beschleunigung der Schwere bezeichnet und bei technischen
Rechnungen mit dem mittleren Wert g = 9,81 [g:n?] eingefiihrt.

a) In einem beliebig gestalteten, oben offenen GefidBe befinde sich
eine homogene Fliissigkeit in Ruhe. Die auf die Flissigkeit wirkende
Massenkraft — die Schwere — kann bei
denkleinen Abmessungen des GefaBesgegen-
iber denjenigen der Erde an jeder Stelle
als eine lotrecht abwirts gerichtete Kraft
angesehen werden. Daraus folgt nach den
Uberlegungen auf Seite 10, daB die Niveau-
flachen sdmtlich horizontale Ebenen sind,
da sie normal zur Massenkraft stehen miis-
sen. Dies gilt auch fiir die ,freie Ober-
flache, den ,,Wasserspiegel, fiir wel-
chen der nahezu konstante Atmospharen-
druck p,maBgebendist. Unter derVorausset- Abb. 5. Fliissigkeit, die sich in einem
zung kleiner GefiBabmessungen bildet also ~Gef8e it . freler Oberfidcho™ im
der Wasserspiegel eine horizontale Ebene.

Das betrachtete Gefdfl sei auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz mit
lotrecht aufwirts gerichteter Z-Achse bezogen (Abb. 5). Dann ist fiir
ein beliebiges Massenteilchen im Abstande z von O

X=Y=0;, Z=—gy,
somit nach (5)
dp = —pgdz= —ydz

oder
p=—yz+C. (13)
Ist nun der Druck p’ an irgendeiner Stelle 2’ bekannt, so gilt
p=—yd+0C,
womit (13) ibergeht in
p=7p+7E—2)-. (14)

Insbesondere gilt fir 2’ = H
P ==po+Vh, (14a)
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wo p, den atmosphérischen Luftdruck und % die Tiefe unter dem Wasser-
spiegel angibt. Alle Punkte der Flissigkeit, die sich in gleicher Tiefen-
lage % befinden, erleiden den gleichen Druck p, bilden also eine Niveau-
flache.

Gleichung (14) bleibt auch dann bestehen, wenn der an der oberen
Begrenzungsfliche der betrachteten Fliissigkeit herrschende Druck
nicht durch die atmosphérische Luft, sondern etwa durch einen auf die
Fliissigkeit driickenden festen oder fliissigen Korper hervorgebracht
wird. Die aus (14a) sich ergebende Héhe

A
e
wird als ,,Druckhdéhe’ bezeichnet und liefert ein MaB fiir die Diffe-
renz der an den Enden der Flissigkeit herrschenden Driicke.
Der auf die Oberfliche einer ruhenden Flissigkeit wirkende Luft-
druck kann durch das Gewicht einer Fliissigkeitssdule von bestimmter
Hohe h, dargestellt werden. Zu diesem Zwecke setze man nur

Do = Vhy,
woraus folgt
hy = %’—.

Denkt man sich jetzt einen ideellen Wasserspiegel, auf welchen kein
Luftdruck wirkt, in der Hohe A, tiber dem wirklichen (Abb. 5), so gilt
fiir den Druck an der Stelle 4 der Wert

p=V(h+hg) =py+ 7k
in Ubereinstimmung mit (14).

Nun betriagt in der Hohe des Meeresspiegels der normale Atmo-
sphiirendruck bei 09 C im Mittel p, = 10333 [ 5] (baw. 1,0333[ ().
Mit y = 1000 [%] fiir Wasser ergibt sich also

10333
hO = V"]_OW = 10,333 [m]
als Hohe einer Wassersiule, welche durch ihr Gewicht einen Druck
von gleicher GréBe wie der Atmosphiarendruck erzeugt?!.

b) In einem beliebig gestalteten, oben offenen Gefifle mégen sich
mehrere Flissigkeiten von verschiedenem spez. Gewicht, welche sich
nicht mischen, in Ruhe befinden.

Die Erfahrung lehrt, daB in solchen Fillen die verschiedenen Fliissig-
keiten horizontale Schichten bilden, dergestalt, daB die spezifisch
schwerste Fliissigkeit zuunterst, die leichteste zuoberst liegt. Dieses
Verhalten erklirt sich ohne weiteres aus Gleichgewichtsiiberlegungen,

! Im Gegensatz zur ,,physikalischen‘‘Atmosphére 1 Atm. = 1,0333 [c]:n—ng heiBlt

lat=1 [_k_g_zJ eine ,,technische* Atmogphére.
cm
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da stabiles Gleichgewicht der ganzen Flissigkeitsmasse nur dann még-
lich ist, wenn der Gesamtschwerpunkt die tiefste Lage einnimmt, welche
bei den gegebenen Verhéltnissen iiberhaupt méglich ist. Die horizon-
talen Trennungsschichten zwischen zwei Flissigkeiten verschiedener
Dichte sind wie alle iibrigen Horizontalebenen Niveauflichen.

Abb. 6. Druckdiagramm fiir Fliissig- Abb. 7. Kommunizierendes GefaB. Ist #1 = p.,

keiten verschiedenen spezifischen so steht die Fliissigkeit in beiden Schenkeln
Gewichts im Gleichgewichtsfalle. gleich hoch.
Bezeichnen y,, 7,, . . . die spezifischen Gewichte von oben gerechnet,

(1 <725 ...), so gilt fir den Druck in der ersten Trennungsschicht
1—1 (Abb. 6)

P1= Do+ V1h1,
fiir denjenigen in der zweiten Trennungsschicht

Dy =P1+ Vahy = Do + V1h1 + V2 b

usw.

¢) Kommunizierende GefiBe. In einem kommunizierenden Ge-
faBe mit zwei nach oben offenen Schenkeln befinde sich eine homogene
Fliissigkeit in Ruhe. Dabei mége auf die freie Oberfliche des einen
Schenkels der Druck p,, auf diejenige des andern der Druck p, wirken
(Abb. 7). Auch hier miissen alle horizontalen Ebenen Niveauflichen
sein, und der Druck in der Ebene a—a laB8t sich sowohl in der Form

Pe=p1+ 7
als in der Form
Pa = P2 + 4 h2

darstellen. Aus der Gleichheit beider Werte folgt
Pr—P1=7(hy —h) =7h.

Wird insbesondere p, = p;, so folgt h = 0, d.h. bei gleichem Ober-
flichendruck stellen sich die Fliissigkeitsspiegel in beiden Schenkeln
gleich hoch ein.

1. Beispiel (Manometer). Die vorstehenden Uberlegungen finden Anwendung
bei den Fliissigkeitsmanometern (Druckmessern) zur Messung von Druck-

unterschieden. Soll z. B. der Druck p gemessen werden, welcher innerhalb eines
mit Dampf oder Gas gefiillten, allseitig geschlossenen GefiafBles herrscht, so ordne
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man gemaf Abb. 8 eine Manometervorrichtung 4— B an, welche mit Fliissigkeit
gefiillt und deren Standrohr bei B offen ist. Dann ergibt sich der auf den Fliissig-
keitsspiegel bei 4 wirkende Dampfdruck zu

P=1"D

+yh,

bzw. der Uberdruck im Behalter gegen die duBere Luft zu

Abb. 8. Manometer. Die Hohe der Fliissigkeits-
siule » gibt den Uberdruck im Behélter an.

P—Py=7h,
wo p, den Atmospharendruck und y das
spez. Gewicht der MeBfliissigkeit be-

zeichnen. Einem Uberdruck von1 [ng_:!
cm

entspricht eine Fliissigkeitssédule von

kg
! [cmz}

r kg :

L cm“}
Zur Messung kleiner Druckunterschiede
muB eine Fliissigkeit mit kleinem spe-
zifischem Gewicht y verwandt werden
(z. B. Wasser oder Alkohol).

2. Beispiel (Barometer). Abb. 9
stelle ein oben offenes, mit Fliissigkeit
gefiilltes Gefia8 G dar, welches mit einem
lotrechten, oben geschlossenen Rohre B

verbunden ist. Wire das Rohr oben ebenfalls offen, so wiirde die Fliissigkeit nach
Seite 13 beiderseits gleich hoch stehen. Denkt man sich aber die Luft aus dem

Abb. 9. Barometer. Die Hohe &,
gibt den Luftdruck an.

Abb. 10. Heberrohr. Die Fliissig-
keit stromt von 4 nach B.

Rohre R entfernt und schlieBt dieses oben ab, so steigt die Fliissigkeit in ihm um

ho Meter, so zwar, dafl

Po=7yhy oder ho=%

ist. Fiir Wasser ist nach Seite 12 &y, = 10,333 [m], fiir Quecksilber dagegen, wegen
kg kg .
7e = 13600 [W] und p, — 10333 [ Tﬁ?] (bei 0° C),

10333

ho = 13600

= 0,76 [m] .
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Andert sich der Luftdruck p,, so muB sich auch h, entsprechend indern. Auf
dieser Uberlegung beruht das Barometer.

8. Beispiel (Heber)!. In zwei oben offene Gefifle 4 und B sei gemaB Abb. 10
ein umgekehrtes U-Robr (Heberrohr) getaucht. Das U-Rohr sei (durch Ansaugen
der Fliissigkeit) vollkommen von dieser erfiillt. Denkt man sich zunichst den
oberen Horizontalschenkel durch einen Schieber abgeschlossen, so wirkt auf
diesen von links nach rechts der Druck p; == p, — yk, von rechts nach links der
Druck p, = p, — y(h + k), so daB ein von links nach rechts gerichteter Uber-
druck p, — p, = ph’ vorhanden ist. Beim Offnen des Schiebers stromt also die
Fliissigkeit aus dem Gefale 4 in das Gefa B. Damit p, > 0 ist, mul p, > yh,

d. h. die ,,Betriebshéhe des Hebers & < —%i sein, da andernfalls der Fliissig-

keitsfaden im Heberrohr abreilen wiirde.

3. Flissigkeit in relativer Ruhe gegen ein beschleunigt
bewegtes Gefil.

In Ziffer 1 dieses Abschnitts wurden die Druckverhéltnisse im
Innern einer ruhenden Fliissigkeit untersucht. An den dort gefun-
denen Ergebnissen kann sich offenbar nichts dndern, wenn das die
Fliissigkeit enthaltende GefiaB eine gleichférmige Parallelverschiebung
von konstanter Geschwindigkeit erleidet, denn auch in diesem Falle
behalten die auf Seite 8 und folgenden aufgestellten Gleichgewichts-
bedingungen unverdndert Giltigkeit.

Auch bei einer gleichférmig beschleunigten Parallelver-
schiebung des GefiBes bzw. der Fliissigkeit konnen die friiheren Uber-
legungen mit einer kleinen Ab-
dnderung zur Anwendung gelan-
gen. In diesem Falle denke man
sich an den einzelnen Flissig-
keitselementen die der Beschleu-
nigung b entsprechenden Trag-
heitswiderstdnde —mb (ne-
gative Massenbeschleunigungen)
angebracht und behandele die
Aufgabe als eine solche des re-
lativen Gleichgewichts gegen das
bewegte GefaB (Prinzip von
d’Alembert). Fir das beliebige

Fliussigkeitselement m kommen
“ s Abb. 11, Fliissigkeitsbehilter in gleichférmig be-
dann als Massenkrifte die schleunigter Parallelverschiebung. Die Niveauflichen

Schwere mg und der Trigheits- sind schriige Ebenen.
widerstand —mb in Betracht,

die zur ,,scheinbaren Massenkraft mq zusammengesetzt werden
konnen (Abb. 11). Soll sich nun die Fliissigkeit in relativem Gleich-
gewichte gegen das bewegte Gefa befinden, so miissen an jedem Fliissig-
keitselement die scheinbare Massenkraft mq und die Oberflédchenkrifte
(Normaldriicke) die Bedingungen des Gleichgewichts erfiillen. Man kann
also die Uberlegungen aus Ziffer 1 hier unmittelbar anwenden, wenn man

1 Keck-Hotopp: Vortrige iiber Mechanik, 2. Teil, 5. Aufl., S. 239.
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an Stelle der auf die Masseneinheit bezogenen Massenkraft & die Grofie q
einfiihrt. Insbesondere folgt sofort, daB nach Eintritt des Gleichgewichts
die Niveauflichen parallele Ebenen sein miissen, welche normal zur
Richtung von ¢ stehen, und zwar gilt dieses auch fiir den Fliissigkeits-
spiegel. Die vorstehenden Uberlegungen haben natiirlich nur so lange
Giltigkeit, als b und damit q von der Zeit unabhéngig sind. Bei ver-
dnderlicher Beschleunigung b kann die Gleichgewichtslage der Fliissig-
keit nicht aufrechterhalten werden, der Flissigkeitsspiegel wird also
gewissen Schwankungen unterworfen sein, da die Richtung von q sich
standig dndert.

Bezeichnen ¢, ¢,, ¢, die Komponenten von g nach drei mit dem
Gefiafle fest verbundenen Koordinatenachsen (Abb. 11, X-Achse nach
vorn), so folgt aus Gleichung (5) durch Integration

p=0of(gde+q,dy+q.,dz) +C.

Die Beschleunigung b des Geféles moge mit der Y-Achse den Winkel «,
mit der X-Achse den Winkel -721 einschliefen. Dann ist

g, =0, g, = —bcosa; q, = —bsina — g,
somit

=p{—bcosa-y — (bsina + g)2} + C.
Bei oben offenem GefiaBle herrscht am Fliissigkeitsspiegel der Luft-
druck p,. Fiir den Punkt 4 lotrecht iiber m gilt also mit den Bezeich-
nungen der Abb. 11
Py =p{—bcosa-y—bsina(t+2)—gt+z2}+C,
so daB
p— Py = g(btsina - g¥)

oder, wegen g = —Z— ,
p:p0+7t<1+25ind>, (15)
g

womnit der Druck an jeder beliebigen Stelle der Fliissigkeit bestimmt ist.

1. Beispiel. Praktische Bedeutung gewinnen die vorstehenden Uberlegungen
z. B. bei einem mit Fliissigkeit gefiillten Tankwagen, der sich in gleichférmig
beschleunigter Bewegung befindet. Mit o = 0 geht (15) iiber in

P =p+ vi;

der Druck héngt also lediglich von der in lotrechter Richtung gemessenen Tiefe ¢
unter dem Fliissigkeitsspiegel ab. Da im vorliegenden Falle b horizontal gerichtet
ist, so besteht fiir den Winkel 8, den q mit g einschlieBt, die Beziehung

b
tgf = —,
g B p

wonit gleichzeitig die Neigung der Niveaufliche gegen die Horizontale festgelegt
ist (Abb. 11). Auf die Gefallwandungen wirkt der Druck p normal zur Wandfliche;
seine Grofe ist diejenige, welche der betreffenden Niveaufliche entspricht. Da
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nun von aufBlen her auf die Wandungen noch der Luftdruck wirkt, so stellt der
Ausdruck
P —Py=yl

die GroBe des auf die GefiBwand entfallenden inneren Uberdruckes dar.

2. Beispiel. Wird ein mit Fliissigkeit gefiilltes Gefg8 lotrecht aufwirts mit
der Beschleunigung b bewegt, so ist die scheinbare Massenkraft mq lotrecht ab-
wirts gerichtet, die Niveauflichen sind also horizontal. Fiir den Druck p in der

Tiefe ¢ erhalt man wegen o = 2 aus Gleichung (15)

2
b
P:Po+7t(1+;>-
Bei einer Abwiartsbewegung mit der Beschleunigung b gilt beziiglich der Niveau-

flachen dasselbe wie vorher, der Druck dagegen wird wegen « = 57

p=p0+7t(1—§>-

Insbesondere erhilt man p = p, = const. fir b = g.

4. Fliissigkeit in gleichformiger Drehung um eine feste Achse.

In einem feststehenden zylindrischen Gefifle vom Radius r befinde
sich eine homogene Fliissigkeit in gleichférmiger Drehbewegung um
die GefidBachse. Die Bewegung denke man sich etwa dadurch erzeugt,
daB lotrechte Fliigel mit konstanter Winkelgeschwindigkeit  um die
GefiBlachse rotieren (in Abb. 12
punktiert angedeutet). Nach Ein-
tritt des Beharrungszustandes zeigt
sich, daB der urspriinglich hori-
zontale Flissigkeitsspiegel in der
Mitte abgesenkt, nach den GefaB-
wandungen zu aber angehoben ist.

Zur Untersuchung der Druckver-

hiltnisse in der Fliissigkeit bringe

man wieder — &hnlich wie in

Ziffer 3 — an jedem Flussigkeits-

element m den seiner Zentri-

petalbeschleunigung  entsprechen-

den Triagheitswiderstand (Zentri-

fugal. oder lichkraft) an und A% GHonmisotimets Mgkt
setze ihn mit der Schwere zur drehungsparaboloide.
,»scheinbaren‘ Massenkraft mq zu-

sammen. Dann kann die gleichférmige Drehbewegung behandelt wer-
den als relatives Gleichgewicht der Flissigkeit gegen das um die
Z-Achse rotierende Koordinatensystem.

Zunichst sei ein beliebiger, in der XZ-Ebene liegender Punkt 4
(Abb. 12) im Abstande x von der Drehachse betrachtet. Die ihm ent-

2
sprechende Fliehkraft ist m—;)— = mz w?, und zwar von der Drehachse

weggerichtet. Als resultierende Massenkraft erhidlt man die gegen die
Kaufmann, Hydromechanik I. 2
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Lotrechte um den Winkel « geneigte ,,Scheinkraft’ mq. Daraus folgt
zunéchst, dal das durch den Punkt A gehende, in die X Z-Ebene fallende
Langenelement der Spiegelfliche normal zu mq stehen, also gegen die
Horizontale um den Winkel « geneigt sein mufl. Gleiches gilt offenbar
fiir alle Punkte der Spiegelflidche, die sich im Abstande  von der Achse
befinden, und man erkennt, dal die Spiegelfliche eine Umdrehungs-
flache sein muB. Es geniigt also, wenn in der Folge nur noch der in der
X Z-Ebene liegende Meridianschnitt untersucht wird. Da der Winkel «
mit wachsendem z sténdig groBer wird, so folgt, daB die Meridiankurve
nach dem Rande zu immer steiler geneigt sein muB.

In der Spiegelfliche herrscht tiberall der duBere Luftdruck p,, sie
ist also eine Niveaufliche. Fiir eine solche gilt nach (10)

dp=0=Xdx+ Ydy + Zdz,
und zwar ist im vorliegenden Falle an der Stelle 4 X = z-w?, ¥ =0,
Z = —g, also
0=zw?dz — gdz.
Durch Integration folgt .daraus

22 @2

0= —gz+ 0. (16)

Diese Gleichung muB} auch fiir den Scheitelpunkt 4, gelten, d. h. es ist
mit x = 0 und z = A,

= —49 ko + O:
womit (16) tibergeht in

z’w?

=gz — hy). (17)

Damit ist die Gleichung der Meridiankurve gefunden. Sie stellt wie er-
sichtlich eine Parabel mit lotrechter Achse dar, deren Scheitel in 4,
liegt; die Spiegelflache selbst ist also das zugehorige Umdrehungs-
paraboloid.

Fiir den Druck in einem beliebigen Punkte A4’, welcher um die Héhe ¢
lotrecht unter A4 liegt, erhilt man unter Beachtung von Gleichung (5)

dp =p(xwtdx — gd2)
oder i
222

p= 9(—2— —QZ’> + 0,
wo 2" die z-Koordinate fiir A’ bedeutet. Nun gilt fiir den Druck p, an der
Stelle A die Beziehung:

z2w?

p0:Q< 3 _9z>+01

so daB
P—Po=7(—7)
oder, wegen z — 2’ =,
p=po+ 7t (18)
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Da, dieser Ausdruck nur von der Tiefe ¢ abhéngig ist, so erkennt man,
daB fiir alle Punkte in gleicher Tiefe unter der Spiegelfliche derselbe
Druck p gilt. Die Niveaufldchen sind also sdmtlich der Spiegelfliche
kongruente Umdrehungsparaboloide um die Z-Achse.

Aus Gleichung (18) folgt weiter, daB der Druck auf den Behilter-
boden am kleinsten in der Mitte ist, ndmlich p,, = py + 7k, wihrend
am Gefifirand der groBte Druck pmax = py + ¥ H herrscht. In jeder
Horizontalebene wéchst der Druck parabolisch von der Mitte nach dem
Rande zu.

Es bleibt jetzt noch die Berechnung des Wertes A, iibrig, welcher
angibt, wie tief der Flussigkeitsspiegel in der Mitte abgesenkt wird.
Dazu dient die geometrische Bedingung, daB das Fliissigkeitsvolumen
in der Ruhe dasselbe sein mufl wie wiahrend der Drehbewegung. Be-
zeichnet / die Hohe der ruhenden Flissigkeit im Geféfle, H die maxi-
male Hohe am Rande wihrend der Bewegung, so liefert der Vergleich
der Volumina:

arth=nrH — inr*(H — hy)
oder
2h=H 4 hy.

Nun folgt aber aus (17) fiir den hochsten Randpunkt mit « = » und
z=H

2
r2(;,2 —Hh,
also wird
r2w?
hy =h — i (19)

Hier wurde zunéchst vorausgesetzt, dafl die Drehung der Flissig-
keit durch die Anordnung von Fligeln bewirkt werden sollte, wihrend
das Gefdfl selbst ruht. Ebenso kénnte
man ein sich drehendes Gefdll benutzen,
in welches zur Mitnahme der Flissigkeit
Querwénde eingebaut sind. Derartige Mas3-
nahmen sind notwendig, solange es sich
umreibungsfreie Flissigkeiten handelt.

Bei den natiirlichen Fliissigkeiten ge-
niigt schon die an den GefiBwandungen
und im Innern auftretende Reibung, um
die Drehung des Gefidfles (ohne Quer-
wande) auf die Flissigkeit zu iibertragen.
Gelangt das Gefal zur Ruhe, so hort ver-
moge der Reibung nach einiger Zeit auch
die Bewegung der Flussigkeit wieder auf. o . .
Abb. 13. Gleichférmig rotierende Fliis~

a) Gleichung (19) kann benutzt werden zur sigkeit in einem oben geschlossenen
Messung der Geschwindigkeit rasch umlaufen- Gefiie.
der Wellen. Denkt man sich namlich durch ein
Vorgelege ein mit Fliissigkeit gefiilltes Gefd mit der Welle gekoppelt, so daB
deren Umdrehung auf das GefaB iibertragen wird, so kann aus der Héhe der
Spiegelabsenkung auf die Grofe von o geschlossen werden, und zwar erhilt

2%
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man nach (19) mit 2 — hy = Ab
9

Man braucht also an einem durchsichtigen Glasgefile nur eine entsprechende
Skala anzubringen und kann dann o sofort ablesen.

In dieser Form besitzt die Anordnung jedoch zwei Nachteile, namlich einmal
die quadratische Abhéngigkeit von v und A% und zweitens den Umstand, daB bei
groBen Geschwindigkeiten die SteighShe H sehr groB wird. Dieser Ubelstand
148t sich vermeiden, wenn man nach Braun das GefiB oben durch einen Deckel
abschlief3t, so dal nur ein geringer Luftraum von der Hohe 2" iiber der Fliissigkeit
vorhanden ist (Abb. 13)'. Die Spiegelfliche bleibt auch jetzt ein Umdrehungs-
paraboloid, dessen Hohe mit { und dessen oberer Radius mit ¢ bezeichnet sei.
Fir den Punkt B des Meridianschnitts der Spiegelfliche gilt nach (17)

92 w? .
2 9%;

auflerdem besteht die geometrische Bedingung
arth = }medl.
Durch Elimination von ¢ folgt daraus:

o _ & t1/y
72K = Py oder o= SV

Wwo o jetzt direkt proportional dem abzulesenden Werte { ist. Der untere Grenz-
wert von w, fiir welchen die vorstehende Gleichung gerade noch Giiltigkeit besitzt,
ergibt sich, wenn die Spiegelfliche durch den Punkt B’ geht (Abb. 13). Dann ist
£ =2FH, also

2 —
ww—;-ygh.

Fiir kleinere Geschwindigkeiten gilt Gleichung (20).
b) Abb. 14 zeigt eine Anordnung, bei welcher das Gefi} @, in dem eine Fliissig-
keit rotiert, durch ein in Richtung der GefiaBachse durch den Boden eintretendes
Rohr mit einem groferen Flissigkeits-
behilter B verbunden ist. (Ob dabei
das Gefa die Drehbewegung mit aus-
fiithrt oder nicht, sei dahingestellt; vgl.
die Bemerkung auf Seite 19.)

Solange die Fliissigkeit im GefaBe
ruht, stellt sich ihr Spiegel genau so hoch
ein wie im Behilter (kommunizierende
GefiBe). Wird ihr aber eine Drehbewegung
erteilt, so bildet sich im Gefifie eine pa-
rabolische Spiegelfliche aus. Im Punkte A
lotrecht unter A, herrscht der Druck
P =Py +vt. Im Beharrungszustande
mufl dieser Druck genau so gro8 sein
wie der an der Stelle 4 durch die

Az}). ilr;x.mRotigrengeh]fll\'tissigI;;e]i)t il‘i\: Aeribiil:dmﬁ% Druckhohe des Behilters B erzeugte, also
I A 0 Betaler B Der ekle Pkt mu A, in gleicher Hohe it dom Be-
Spiegel von B. hilterspiegel liegen. VergroBert man nun

die Winkelgeschwindigkeit @, so steigt

die Flissigkeit am Gefifirande, der Scheitel 4, senkt sich. Dadurch entsteht
aber vom Behilter her ein Uberdruck, und es stromt Fliissigkeit durch das Rohr
in das GefdB ¢. Nach Erreichung eines neuen Beharrungszustandes liegt A,
wieder in gleicher Hohe mit dem Behilterspiegel, die Fliissigkeit steht aber am

1 Lorenz, H.: Techn. Hydromechanik 1910, 373.
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Gefafirande hoher als frither, und zwar erhilt man als Steighohe nach (17) fiir
x=rund z— hy=f
PR

og = f.

Diese Vorrichtung stellt also eine Moglichkeit zum Heben von Fliissigkeit dar.

5. Druck in einer geprefiten Fliissigkeit bei Vernachlissigung
der Schwere.

In einem ringsum geschlossenen, vollkommen mit einer raum-
bestindigen Flissigkeit gefiillten Gefafie (Abb. 15) befinde sich bei 4’
eine Offnung, durch welche vermittels eines
verschiebbaren Kolbens eine Pressung p’ auf
die Flussigkeit ausgeiibt werden kann. Die
GroBe dieser Pressung sei bekannt. Bezieht
man das Gefdfl gemidB Abb. 15 auf ein
rechtwinkliges Achsenkreuz mit lotrecht
aufwirts gerichteter Z-Achse, so ergibt sich
nach Gleichung (14), Seite 11, der Druck p
an der beliebigen Stelle 4 im Innern der
Fliissigkeit zu

p=p+7E—2). (21)

In einzelnen Fiéllen der praktischen An- ﬁg}c"ils5t-Ige‘;i"l;err%gg;elgg?gﬁ‘g;ss‘ig;
wendung ist die Pressung p’ so groB, dafl  Schwere der Druck konstant.
ibr gegeniiber der EinfluB der Schwere, d. h.

also das zweite Glied der vorstehenden Gleichung, ganz unbedeutend
gegeniiber p’ ist und deshalb unberiicksichtigt bleiben kann. Man

erhilt dann fiir den Druck p einfach
p=17,
und da dieser Wert fiir jeden beliebigen Punkt 4
der Flissigkeit gilt, so ergibt sich der wichtige
Satz, daB in einer im Gleichgewicht be-
findlichen, gepreBten Flissigkeit ohne
Einwirkung der Schwere an jeder Stelle
und nach jeder Richtung der gleiche
Druck herrscht (Satz von Pascal).
Die Fliissigkeit driickt auf jedes Flichen- ,ip 16. Derresultiorende Fliis-

element dF der Kolbenoberfliche — soweit sigkeitsdruck in Richtung der

. . . . . op e Kolbenachse ist unabhingig
sie mit dieser in Beriithrung steht — mit einer von der Form des Kolbens.
Kraft p'dF. Die Form des Kolbens sei an der
Vorderseite ganz beliebig angenommen (Abb. 16). Bezeichnet nun « den
Winkel der Normalen zum Flédchenelement dF gegen die Kolbenachse,
so ergibt sich als resultierender Fliissigkeitsdruck in Richtung dieser
Achse

D, = [pdFcosa.
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Nun ist aber dFcos« = dF’ die Projektion des Flichenelements dF
auf die zur Kolbenachse normale Querschnittsebene des Kolbens. Dem-
nach wird
D,=p [dF =p'F,

wenn F den Kolbenquerschnitt angibt. Der resultierende Fliissigkeits-
druck in Richtung der Kolbenachse ist also unabhingig von der be-
sonderen Form des Kolbens; er hingt vielmehr nur vom Kolbenquer-
schnitt F ab. Bei reibungsfreier Fithrung des Kolbens mufl demnach
zur Erzeugung der Pressung p’ auf den Kolhen eine Kraft K = p'F aus-
geiibt werden.

Die vorstehenden Uberlegungen finden Anwendung bei der hydraulischen
Presse, die in Abb. 17 schematisch dargestellt ist. Wird der kleine Kolben K,
vom Querschnitt F, vermittels eines
bei O befestigten Hebels angehoben,
so schlieBt sich das Druckventil a,
dagegen offnet sich das Saugventil b,
und es stromt Fliissigkeit aus dem
Behillter B in den kleinen Zylinder
ein. Wird dagegen der Kolben K, her-
abgedriickt, so schlieBt sich b, und a
offnet sich, so daB jetzt die Fliissig-
keit in den groBen Zylinder einstrémt
und den Kolben K vom Querschnitt F
anhebt. Den groBien Pressungen gegen-
iiber, um die es sich hier handelt,
spielt das Fliissigkeitsgewicht keine
Rolle, der Druck kann also als kon-
Abb.17. Schematische Darstellung der hydrau- stant angesehen werden.
lischen Presse. Driickt man mit der Kraft P auf
Pl den Hebel, so erhilt der Kolben K, die
Axialkraft P’ = s demnach errechnet sich die Pressung in der Fliissigkeit zu

_ P;’ __ Pl

F,  aF,’
Auf den groBien Kolben wirkt von unten her der Druck

" F
D=F.p= P—a— Tl— .
Damit die Last @ angehoben werden kann, muB3 D = @ werden, also
1 F
e-prPL. Ty p_qgil:

a F, !l F-
Wird der Kolben K; um die Hohe %, herabgedriickt, so ist im Falle einer unzu-
sammendriickbaren Fliissigkeit und starrer GefiBwandungen eine Fliissigkeits-
menge Fih; in den grofen Zylinder eingetreten; dadurch wird der Kolben K
um die Hohe & gehoben, und zwar errechnet sich % aus der geometrischen Be-

dingun
ngung Fih,

F.-h=F,-h; oder h= F

Die Hoéhe £ ist also im Verhiltnis der Querschnitte % kleiner als &, . Die von den
Kriften D und P’ geleisteten Arbeiten sind

! F F,

[
Dh:Pa—Tl.Th]':P;hl
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und P’h1=P%h1,

sie stimmen also iiberein. Das gilt unter der Voraussetzung einer raumbestindigen
Fliissigkeit und reibungsloser Bewegung der Kolben in den Fiihrungen. Beide
Voraussetzungen treffen in Wirklichkeit nicht zu. Tatséchlich muB, besonders
wegen der Reibung in den Fiihrungen, die aufgewendete (effektive) Arbeit A,

groBer sein als die Nutzarbeit 4,. Das Verhiltnis beider, nimlich 5 = A" wird

als Wirkungsgrad der Presse bezeichnet.

6. Druck der ruhenden Fliissigkeit gegen Behiilterwiinde.
a) Druck auf ebene Flachen.

Ein beliebig gestaltetes, oben offenes Gefal mit ebenen Wandflichen

sei mit Fliissigkeit gefiillt. In einer unter dem Winkel « gegen die Lot-
rechte geneigten Seitenwand
sei eine Fliche F abgegrenzt.
Der Druck der Flissigkeit
auf diese Fliche F errech-
net sich als Summe der
Teildriicke, welche auf die
Flichenelemente dF ent-
fallen, deren Gesamtheit die
Flache bildet.

In Abb. 18 ist die be-
treffende Gefilwand dar-
gestellt und in die Zeichen-
ebene umgeklappt. Bezeich-
net 7] den lotrechten Abstand
des beliebigen Fliachenele- Abb. 18, Druck ruhen%elri:i E}‘gissigkeit auf eine ebene
mentes von der horizon- '
talen Spiegelfliche, so entfallt auf dF von innen der Normaldruck

p-dF = (po+yn)dF.

Im allgemeinen ist nun, wie hier angenommen sei, die gedriickte Fléche
von auBen her dem atmosphirischen Luftdruck unterworfen; dann
wirkt auf dF von auBen die Druckkraft p dF, und als resultierender
Uberdruck bleibt allein iibrig d D =y 5 dF. Durch Integration iiber die
ganze Fliche F ergibt sich daraus der Gesamtdruck

D=yfndlf’,

welcher normal zu F gerichtet sein muf, da alle Teildriicke normal zu
ihren Flichenelementen wirken. Bezeichnet nun 7, den lotrechten Ab-
stand des Schwerpunktes S der Fliche vom Fliissigkeitsspiegel, so ist

[ndF =n,F,
und demnach wird
D=yn/F, (22)
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d.h. also: der auf die Fliche F entfallende Uberdruck ist
gleich dem Produkt aus der gedriickten Fliche und dem
Einheitsdruck yn, des Flachenschwerpunkts.

Die Richtungslinie der Druckresultante D miite durch den Schwer-
punkt § gehen, falls der Fliissigkeitsdruck p iiber die Flache F gleich-
maBig verteilt wire. Da dieses aber nicht zutrifft, so wird D die Druck-
fliche in einem anderen Punkte, dem sogenannten Druckmittel-
punkte M, schneiden, dessen Lage noch bestimmt werden muB. Zu
diesem Zwecke denke man sich F auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz
in der GefdBwand bezogen, dessen X-Achse in Héhe der Spiegelfliche
liegt (Abb. 18); M sei der gesuchte Druckmittelpunkt, z,, und y,, seine
Koordinaten. Dann ist nach dem Momentensatz

Dxmzde-x; Dym=de-y,
wo
D=ynF=yFycosa; dD=yndF =vydFycosa.

Mit den vorstehenden Werten gehen die Momentengleichungen iiber in

Fysxmzfxydﬁ’; FysymzfyzdF.
Nun stellt aber fxde =2Z,, das Zentrifugalmoment der Druck-
fliche F' in bezug auf das gewihlte Koordinatensystem, f y2dF =J,
das Trigheitsmoment in bezug auf die X-Achse dar. Demnach er-
hélt man als Koordinaten des Druckmittelpunktes:
_ ny . . J:u
m_‘Fys’ ym*FyR'
Die zweite der vorstehenden Gleichungen 148t sich noch in einer fiir

die Rechnung etwas bequemeren Form schreiben, wenn man beachtet,
daB

x

(23)

® = Js + F- y.?
ist, wobei J, das Trégheitsmoment von F in bezug auf die zur X-Achse
parallele Schwerpunktsachse bezeichnet. Demnach wird
_JHFey

Un ="TF.y0 —F.g T
oder
J,
e =Yy —Ys = F’E s (24)

wo e den in Richtung der Y-Achse gemessenen Abstand von S und M .
angibt. Da J, immer positiv ist, gilt dieses auch fir e; M liegt also stets
tiefer als S.

Besitzt die gedriickte Fliche parallel zur Y-Achse eine Symmetrie-
achse, und macht man diese zur Y-Achse, so wird das Zentrifugal-
moment Z,, = 0, also auch z,, = 0; d. h. M liegt auf der Symmetrie-
achse und zwar um das MaB e unter S; es geniigt dann bereits Glei-
chung (24) zur Bestimmung von M.

Bodendruck. Der auf den Gefifboden ausgeiibte Flissigkeitsdruck
wird als Bodendruck bezeichnet. Ist nun & die Hohe der Spiegelfliche
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iiber dem horizontalen GefdBboden, so entfillt auf jedes Flachenelement
dF desselben der Uberdruck

dD =pdF =yhdF.
Demnach wird der gesamte Bodendruck
D=yhF, (22a)

wo F' den Inhalt der Bodenfliche angibt. Da hier der Flissigkeitsdruck
gleichméBig iiber die Bodenfliche verteilt ist (p = const.), so geht D
durch deren Schwerpunkt, M und 8 fallen also zusammen. Die
GroBe des Bodendruckes hingt auBer von F nur von der Druckhéhe &,

Abb. 19. Der Bodendruck ist in einem GefiBe nur von der GroBe der Bodenfliche, nicht aber von
der GefdBform abhingig.

nicht aber von der besonderen Gestalt des GefaBes iiber dem Boden ab.

So hat z. B. D fiir die simtlichen in Abb. 19 dargestellten GefiBe den

gleichen, durch (22a) gegebenen Wert (hydrostatisches Paradoxon).
Soll nicht der Uberdruck der Fliissigkeit

iiber den duBeren Luftdruck bestimmt werden,

sondern der tatsidchliche Druck auf den inne-

ren Behilterboden, so wird

D = (py+ yh) F.

1. Beispiel. Als Uberdruck auf eine recheckige,
Iotrecht stehende Fliche von der Breite b und der
Hohe %, deren Oberkante den Abstand ¢ vom Fliissig-
keitsspiegel hat (Abb. 20), erhilt man nach (22) mit

h
s =3 +1
Abb. 20. Seitendruck auf eine
h \ Rechtecksfliche. Der Druck-
D=ybh (— + t) . mittelpunktM liegt unter dem
2 Schwerpunkt S der Fliche.

Der Druckmittelpunkt M liegt auf der lotrechten Symmetrieachse; sein Abstand e
vom Schwerpunkt S ist nach (24)

b a3
12 h?

‘ bh(t-{—g) 12<t+g>.
Fallt die Oberkante des Rechtecks in die Spiegelfliche, so wird mit ¢ = 0
h? h
PR T
der Druckmittelpunkt liegt in diesem Falle im unteren Drittel der Rechteckshohe.

(25)

D=ybd
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Bezieht man den Wert fiir D auf die Breite b = 1 [m] und setzt das spezifische Ge-
wicht y =1 [%] (Wasser), so ergibt sich, wenn auch % in Metern ausgedriickt

wird, 2
D:%m

Der Wasserdruck a3t sich demnach darstellen als Inhalt eines gleichschenkligen,

rechtwinkligen Dreiecks von der Schenkellinge h. Die Richtungslinie von D

geht durch den Dreiecksschwerpunkt (Abb. 21).

2. Beispiel’. Nach (25) wird e mit wachsen-

dem ¢ bei sonst gleichen Verhiltnissen Kleiner,

d. h. bei steigendem Fliissigkeitsspiegel riickt M

niher an § heran. Ordnet man nun gemafl Abb. 22

in einer lotrechten Wand, die unter einseitigem

Wasserdruck steht, eine um die horizontale Achse

A—A drehbare, rechteckige Klappe an, so bleibt

diese geschlossen, sqlange M unterhalb der

Achse A—A liegt. Bei einem gewissen Grenz-

wert von ¢, der leicht aus (25) berechnet werden

-kann, geht die Richtungslinie von D durch

A—A4. Slt);eigtib der Wasserspiegel noch weiter, (ﬂo

. kommt oberhalb von A4—A4 zu liegen, die

3&‘;{231 'au?‘iﬁ,ﬁimﬁ‘ecﬁ%:ckﬁﬁ‘;:ﬂ; Klappe wird also geoffnet, so dal Wasser durch

bis zum Fliissigkeitsspiegel sie ausstromen kann. Bei fallendem Wasserspiegel

schlieBt sie sich selbsttéatig wieder.

3. Beispiel. Der Uberdruck auf eine lotrechte Kreisfliche (Abb.23) vom

Radius 7, deren Schwerpunkt den Abstand ¢ vom Spiegel hat, ist nach (22)

D=ytnr:.
Abb. 22. Selbsttitige Klappe zum Offnen Abb. 23. Seitendruck auf
und SchlieBen eines Durchlasses. Bei eine lotrechte Kreisflache.

steigendem Wasserspiegel 6ffnet sich die
Klappe, bei fallendem schlieBt sie sich.

Fiir die Lage des Druckmittelpunktes M lotrecht unter § erhélt man nach (24)
das Maf3
_ mrt kd
‘T dmrt &t
4. Beispiel. Eine Spundwand stehe beiderseits unter Wasserdruck; die Spiegel-
hohen seien h; und h, (Abb. 24). Auf jeden Meter Linge der Wand entfillt von
2

links der Wasserdruck D, = h2_1 [£] (s. oben), dessen Angriffspunkt von der Sohle

1 Keck-Hotopp: Vortrige iiber Mechanik, 2. Teil, 5. Aufl., S. 188.
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2 .
um h—?’l entfernt ist, von rechts der Druck D, = % [t], welcher in der Hohe h_;_

von der Sohle angreift. Beide Driicke werden durch gleichschenklige, recht-

winklige Dreiecke dargestellt.

Der resultierende Druck hat die

GroéBe
R=D,— D, =}k —h);

der Abstand a seines Angriffs-
punktes von der Sohle ergibt
sich aus der Momentengleichung
h. h
R-a=D2-—§— 1.§1

zZu
= Dyhy — Dy by
3R :
Das in Abb. 24 schraffierte Tra-

pezstellt dieresultierende Druck-
flache dar; durch ihren Schwer-

punkt geht die Richtungslinie app. o4, Spundwand unter beiderseitigem Wasserdruck

von R.

von verschiedener Druckhghe.

b) Druck auf gekrimmte Flachen.

Das in Abb. 25 gezeichnete Flichenstiick F mége einem beliebig ge-
kriimmten, oben offenen Gefifle angehdren, welches mit Flissigkeit ge-

fullt ist, wahrend auBen der
atmosphérische Luftdruck als
wirksam angenommen sei. Die
betrachtete Fliche werde auf
ein rechtwinkliges Koordinaten-
system bezogen, dessen X Y-
Ebene mit der Spiegelfliche
der Flissigkeit zusammenfallt.
Die Z-Achse ist lotrecht ab-
wirts gerichtet. Ein beliebiges
in der Tiefe z unter dem Spie-
gelliegendes Flidchenelementd F'
erfihrt einen inneren Uber-
druck, dessen GroéBe

dD = pdF =yzdF,

Abb. 25. Druck auf eine gekriimmte Flache.

und dessen Richtung durch die Normale zu dF bestimmt ist. Bezeichnen
nun 4, u, » die Richtungswinkel dieser Normalen gegen die Koordinaten-

achsen X, Y, Z, dann sind

d.Da,:yZdFCOSl; dD,,=7zchos,u;

dD,=7yzdFcosy

(26)

die Druckkomponenten in Richtung dieser Achsen. A, u,» sind aber
auch die Winkel, welche das Flichenelement mit den Koordinaten-
ebenen YZ, XZ und X Y einschlieit, so daB

dFcosA=dF,; dFcosu=4dF,;

dFcosy =dF,
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die Projektionen von dF auf die entsprechenden Koordinatenebenen
darstellen. Die Gleichungen (26) kénnen also in der Form geschrieben
werden :

dD, =7y zdF,; dD, =yzdFy; dD,=vyzdF,. (26a)

Drei analoge Ausdriicke gelten fiir jedes Flichenelement der gekriimm-
ten Fliache F. Durch Integration iiber F erhilt man demnach als Ge-
samtdriicke in Richtung der drei Achsen:

D,=7v[2dF,; D,=y[zdF,; D,=y[zdF,. @7

Bezeichnet nun F, die Projektion der Fliche F auf die YZ-Ebene und
{, den Schwerpunktsabstand von F, in bezug auf den Fliissigkeits-
spiegel (XY - Ebene), so ist
[zdF,=¢(,F,,
und
D, =y(F,. (28)

Die Richtungslinie von D, moge die YZ-Ebene im Punkte M schneiden,
{n und 7,, seien dessen Koordinaten (Abb. 25). Dann ist nach dem
Momentensatz

Dylp=[dD,-z; Dyny=[dD,y,
woraus unter Beachtung der Gleichungen (26a) und (28) folgt:
_ J#dF, Jy _JyzdF. _ 2z,

bn="FF, =&F, ™= LF, TLF,

(29)

und zwar stellt J, das Trdagheitsmoment der Fldchenprojektion F,
in bezug auf die Y-Achse, Z,, ihr Zentrifugalmoment in bezug auf die
Achsen Y und Z dar.

Unter Beriicksichtigung der unter Ziffer a) dieses Abschnitts ge-
fundenen Ergebnisse erkennt man aus (28) und (29), daf die Druck-
kraft D, genau so zu bestimmen ist, als handele es sich um eine der
YZ-Ebene parallele ebene Flache von der GroSe F,.

Ganz ahnliche Uberlegungen gelten fiir die Druckkraft D,, nur daB
an die Stelle der Projektion F, die Projektion ¥, auf die XZ-Ebene
tritt. Da aber die Richtung einer der horizontalen Koordinatenachsen
ganz beliebig gewihlt werden kann, so 148t sich das Ergebnis der vor-
stehenden Betrachtungen wie folgt zusammenfassen: Der in belie-
biger Richtung gemessene Horizontaldruck einer ruhenden
Flissigkeit auf eine gekrimmte Fldche ist gleich dem
Drucke, welchen die Projektion dieser Fliche auf eine zur
angenommenen Richtung normale Ebene erleidet.

Zeigt sich beim Projizieren, daB einzelne Flichenteile sich iiber-
schneiden, so sind diese Teile bei der Bestimmung von F, auszuschalten,
da die auf sie entfallenden Horizontaldriicke sich gegenseitig tilgen.
So kommt z. B. bei der Berechnung des Druckes D, auf die gekrimmte
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Fliche A BC in Abb. 26 als Projektion F, nur die Fliche 4'C’ in der
Y Z -Ebene in Betracht.

Als vertikale Komponente des auf das Flichenelement d F entfallen-
den Druckes d D ergab sich nach (26a):

dD, =yzdF,. (30)

Nun ist aber z-d F, gleich dem Inhalt der Flissigkeitssidule, welche auf
dF lastet; das in der dritten Gleichung von (27) auftretende Integral

f z d F, stellt also das Volumen V des ganzen
auf der Fliche F ruhenden Flissigkeits-
korpers bis zur Spiegelfliche dar, und man
erkennt, daf3 der gesamte auf F entfallende
Vertikaldruck gleich dem Gewicht dieses
Flissigkeitskorpers ist. FormelmiBig er-
gibt sich also

D,=9yV.

Die Richtungslinie von D, geht durch den
Schwerpunkt von V, womit D, nach Gréfle
und Richtung bestimmt ist.

Der Ausdruck (30) gilt auch fiir ein L
Flachenelement, We(zlchesz%r wie in Abb. 27 ﬁg?fzgféalgglfqlgé: lge;%}:inilenﬁgl.ﬁgf:
angegeben, einen aufwarts gerichteten 480 mﬁggﬁ%ﬁ;ﬁﬁﬁﬁ&? = dieser
Vertikaldruck d.D, erfahrt. Soll also der
Vertikaldruck auf die gekriimmte Fliche A B bestimmt werden, so
hat man nur das Volumen ¥V einer iiber 4 B als Druckfliche ,,ruhend
gedachten® Fliissigkeit zu bestimmen, durch dessen Schwerpunkt der
Vertikaldruck D, = y V geht.

Bei beliebiger Form der gekriimmten Flache F
gehen die drei in Richtung der Koordinaten-
achsen gemessenen Gesamtdriicke D,, D,, D,

im allgemeinen nicht durch einen Punkt, kénnen
also auch nicht zu einer Einzelkraft zusammen-
gefallt werden. Nach den Methoden der raum-
lichen Kréftezusammensetzung lassen sich diese
Driicke aber stets auf eine Einzelkraft und
ein Moment reduzieren, wobei die Wahl des
Reduktionspunktes beliebig ist. Unter den un-
endlich vielen Moglichkeiten dieser Reduktion
gibt es eine, bei welcher der Druck und der Abb.27. Der Vertikaldruck D;
Momentenvektor gleiche Richtung haben; sie i‘;ﬁ d{seth%lilghAgezonséﬁvggel
bilden zusammen eine Druckdyname?. ciner Flussigkeitsmonge, die

In gewissen Fillen ist die Zusammensetzung AB ruhend denkt.
zu einer Einzelkraft jedoch méglich, so z. B.
wenn das Fliachenstiick F einer Kugelfliche angehért, da in diesem
Falle alle Elementardriicke durch den Kugelmittelpunkt gehen miissen.

1 Vgl. etwa W. Kaufmann: Einf. in d. Mechanik starrer Korper, S. 102.
Hannover 1927.
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Auch beim ebenen Problem, bei welchem alle Teildriicke in parallelen
Ebenen liegen, kann der Gesamtdruck als Einzelkraft dargestellt
werden; es geniigt dann die Angabe seiner Vertikal- und Horizontal-
komponente.

Beispiel 1. Abb. 28 zeigt ein Kreis-Segmentschiitz 4 BC, durch welches ein
Druckstollen von der Breite b und der Hohe & abgeschlossen werden kann. Es soll
der Gesamtdruck D
auf das Schiitz an-

gegeben werden.

Der Horizontal-
druck D, ist gleich
dem Wasserdruck auf
die  Vertikalprojek-
tion der gekriimmten
Fliche AB, d. h.

Dh=y(t+ %)bh.
Seine Lage ist durch

die Strecke
B2
o —

I A\
12 (t+§)
bestimmt [Gleichung
(26)]. Der Vertikal-
druck D, ist nach

oben gerichtet und
Abb. 28. Druck auf ein Kreissegmentschiitz. hat die GroSe

Dz =9 14 >
wo V das (in Abb. 28 schraffierte) Volumen der iiber 4B ruhend gedachten Fliissig-
keitsmenge bis zum Wasserspiegel bezeichnet; er geht durch den Schwerpunkt S

dieses Volumens. Schliefllich bestimmt der Schnittpunkt E von D, und D, die
Lage des Gesamtdruckes D; seine GroBe ist:

D=YD;+ D2.
Da die Fliche AB dem Mantel eines Kreiszylinders vom Radius » angehért, so
sind alle Druckdifferentiale dD radial gerichtet, schneiden also die Zylinderachse C';
dasselbe gilt demnach auch fiir den resultierenden Druck D. Hat man nun den
Winkel 9, welchen D mit der Horizontalen einschlieBt, aus

Dz
tgd = D,

berechnet, so bestimmen ¢ und C schon die Lage von D, ohne dal es notig wire,
den Schwerpunkt S zu ermitteln.

7. Auftrieb einer ruhenden Fliissigkeit.

In eine ruhende Fliissigkeit sei ein fester Korper vollkommen ein-
getaucht und etwa durch Aufhéngen an einem Faden im Gleichgewicht
gehalten (Abb. 29). Dann wird die Fliissigkeit auf diesen Korper Driicke
ausiiben, die sich in dhnlicher Weise berechnen lassen wie im vorigen
Abschnitt die Driicke auf GefiBwandungen. Denkt man sich zunéchst

1 Streck, O.: Aufgaben aus dem Wasserbau, S. 32. Berlin 1924.
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den Korper, dessen duBere Gestalt ganz beliebig sei, auf zwei vertikale
Koordinatenebenen XZ und Y Z projiziert, so sind die auf Seite 28 mit
F, und F, bezeichneten Flichenprojektionen (unter Beachtung der Be-
merkung auf Seite 29) fiir den ganzen Korper je gleich Null; dasselbe
gilt demnach auch von den Horizontaldriicken D, und D,.

Zur Bestimmung des Vertikaldruckes
D, der Flissigkeit gegen den eingetauch-
ten Korper seien jetzt zwei lotrecht
iibereinander liegende Flachenelemente
seiner Oberfliche betrachtet. Bezeich-
nen 2z’ und 2z’ deren Abstéinde vom
Fliissigkeitsspiegel, dann sind unter
Beachtung von (26a) die Vertikalkom-
ponenten der auf sie entfallenden Driicke

dD; = (p, + 77)dF,
und
dD = (py + 77") dF,.

Aus beiden Teildriicken resultiert ein
lotrecht aufwiirts gerichteter Druck von
der GroBe

d — L - "o Abb. 29. Der Auftrieb 4 einer ruhenden
D,=dD; —dD,=y (' —#)dF,. Fliissigkeit ist gleich dem Gewicht der
Der Ausdruck (zl' _ z') d Fz stellt das Vvon dem eingetauchten Koérper verdring-

Volumen des von den beiden betrach- on Fllsslgkeltamenge.
teten Flachenelementen begrenzten vertikalen Prismas von der Hohe
2" — 2’ dar. Durch Summation iiber den ganzen Korper erhilt man
somit wegen y = const. als gesamten, auf-
wirts gerichteten Druck
D,=A4=yV,
wo V das Kérpervolumen oder das Volumen
der ,,vom Korper verdringten Flissigkeit‘
bezeichnet. Der Vertikaldruck D, = A heiBt
der Auftrieb des Kérpers durch die Fliissig-
keit. Er ergibt sich als Resultante einer aus
lauter parallelen und gleichgerichteten Krif-
ten bestehenden Kriftegruppe und muB als bei i tell
solche durch den Mittelpunkt dieser Krifte- é&‘;'ei?ﬁg;‘t‘;%"cmi‘neii‘g&‘}‘iit Qer
%r(;llﬂlzfén ;i. Ilil d}lllrch den Schwerpunkt des Auftricb gleich dem Gewieht der
gehen.

Man erhilt somit den wichtigen Satz: Der Auftrieb einer ruhen-
den Fliissigkeit gegen einen in sie eingetauchten Korper
ist seiner GréBe nach gleich dem Gewicht der vom Korper
verdrangten Fliissigkeitsmenge (auch kurz Verdridngung
genannt); er ist aufwirts gerichtet und geht durch den
Schwerpunkt des verdringten Volumens.

Der vorstehende Satz gilt auch fiir Korper, die nur teilweise in
Fliissigkeit eingetaucht sind (Abb. 30). In diesem Falle ist

dDz:dD;'_Posz:(Po‘f‘}’z)sz—Posz:Vzsz
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und somit
s=A4A=yV,

wobei V das Volumen des eingetauchten Teiles, d. h. eben die Ver-
drangung, bezeichnet. 4 geht durch den Schwerpunkt §, der Ver-
dréngung.

Zunichst moge noch einmal der in Abb. 29 dargestellte, vollkommen
eingetauchte Korper betrachtet werden. An diesem greifen als duBlere
Krifte an: im Korperschwerpunkt S; das Korpergewicht @, ferner der
durch den Schwerpunkt S, der Verdringung V gehende Auftrieb
A ==y V und schlieBlich die Fadenspannung F. Soll nun der eingetauchte
Korper in der Flissigkeit in Ruhe sein, so miissen diese drei Krifte
die statischen Gleichgewichtsbedingungen erfilllen, d.h. die Punkte
P, 8, und S; miissen in dieselbe Lotrechte fallen, und ferner muB3 sein:

F=G@—-4=G—yV. (31)

Der Wert
@=F=G—-4

wird auch als ,,scheinbares’ Gewicht des in die Flissigkeit eingetauchten
Korpers bezeichnet. Der obige Satz iiber den Auftrieb 148t sich dann in
der folgenden Form aussprechen: Ein in eine Fliissigkeit ein-
getauchter Korper verliert (scheinbar) so viel an Gewicht
als das Gewicht der von ihm verdringten Fliissigkeit (4)
betragt (Prinzip des Archimedes).

Mit Hilfe dieses Satzes ist man in der Lage, das spezifische Gewicht p; eines
homogenen Koérpers zu bestimmen, vorausgesetzt, dall y, >y ist. Zu diesem
Zwecke ermittele man zunachst das wahre Gewicht G =y, ¥, darauf durch Messung
der Fadenspannung F mittels einer Wage das scheinbare Gewicht G’. Dann wird

G’=G——yV=G—-y9—
71

oder
q
n=rg g

Fiir feine Messungen ist bei der Bestimmung von G und @&’ darauf Riicksicht zu
nehmen, dafl sowohl der Korper als auch die Gewichtsstiicke in der Luft eben-
falls einen (wenn auch geringen) Auftrieb erleiden.

Wird der von der Flissigkeit auf einen ganz oder teilweise einge-
tauchten Koérper ausgeiibte Auftrieb 4 gerade gleich dem Korper-

gewicht @, ist also

G=A4=yV, - (32
so wird die Fadenspannung F in Gleichung (31) gleich Null; man sagt
dann, der Koérper schwimmt in der Flissigkeit. Die Bedingung
(32) gentigt aber allein noch nicht zur Aufrechterhaltung seines Gleich-
gewichts. Dazu ist weiter erforderlich, daB die Krifte G und 4 kein
Moment bilden, welches eine Drehung des Kérpers zur Folge hiatte. Die
Richtungslinien dieser Krifte miissen sich also decken, und das ist der
Fall, wenn die Verbindungslinie des Kdorperschwerpunkts 8, und des
Schwerpunkts §, der Verdrangung — die sogenannte Schwimmachse
— vertikal steht.
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Ist G >V, dann sinkt der (nicht mehr aufgehingte) Kérper in
der Fliissigkeit; wenn dagegen G <y V ist, dann steigt er so lange nach
oben, bis durch entsprechende Erhebung eines Teiles seiner Oberfliche
itber den Fliissigkeitsspiegel die Verdrangung so klein geworden ist,
daB schlieBllich wieder G = 4 wird.

Beispiel. Abb. 31 zeigt einen Schiffskérper, dessen normale Schwimmlage
durch den Wasserspiegel £—E gegeben sei. Fiir diese Lage ist @ = 4 =9V, wo
V die in der Abbildung schraffierte Verdringung bezeichnet, welche der Gleich-
gewichtslage entspricht. Wird das Schiff durch irgendeine duBere Stérung seines
Gleichgewichts tiefer in das Wasser getaucht, etwa so weit, dafl jetzt E'—E’
die relative Lage des Wasserspiegels zum Schiff bezeichnet, so wird der Auftrieb
groBer als G, da ja die Verdringung groBer geworden ist. Der Auftrieb wird also
das Schiff anheben, und zwar so weit, bis wie-
der die normale Verdringung vorhanden ist.

In dieser Lage kann der Schiffskérper aber
nicht beharren, da er durch den vergréflerten
Auftrieb eine Aufwirtsgeschwindigkeit erhalten
hat; er hebt sich also iiber die normale Lage
E—E hinaus. Dadurch wird 4 < G, die Schwere
gewinnt die Oberhand und wird das Schiff nach
abwarts ziehen. Auf diese Weise entstehen
Schwingungen um die Gleichgewichtslage, die
sich niherungsweise wie folgt berechnen lassen. App. 31, Lotrechte Schwingung eines

Es bezeichne z, den als gegeben anzusehen- Schiffskorpers.
den Abstand des Schiffsschwerpunktes §; vom
Spiegel E—E, z denjenigen in bezug auf E'—E’. Nach dem Satz von der Be-
wegung des Schwerpunktes ist

, G d*z
G—A4-4= e

wo A den der Gleichgewichtslage entsprechenden Auftrieb, 4’ dagegen den in-
folge des tieferen Eintauchens entstehenden zusitzlichen Auftrieb bezeichnet.
Wegen G = A kann man auch einfacher schreiben:

d?z 9 4

2= a A (33)
Fiir die Folge sollen nur kleine Schwingungen betrachtet und auBlerdem soll
vorausgesetzt werden, daf der in die Wasserspiegelebene fallende Querschnitt F
des Schiffskorpers sich bei der Schiffshewegung nicht oder doch nur wenig éndert.
Dann wird

A,:yF(z_ZO)’

womit (33) iibergeht in

d*z _ gyF
w= g FA
Setzt man noch zur Abkiirzung
F
17— (34)
und
z—2z=10,
. d?z _ d*{ 5 .
dann wird wegen z; = const. AT und man erhilt als Bewegungsgleichung
des Schiffes
a2 ¢ .
Fr

Kaufmann, Hydromechanik I. 3
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Die Lésung dieser Differentialgleichung 2. Ordnung lautet:
= Asin(at) 4+ Bcos(at), (35)

wovon man sich durch zweimalige Differentiation leicht iiberzeugt. Nun sei fiir
t =0, z =12y, d. h. { = 0. Dann folgt aus (35) B = 0 und somit

{=Asin(at). (36)

Man erkennt also, daB es sich hier um eine einfache harmonische Schwin-
gung des Schiffskorpers um seine Ruhelage E—FE handelt. Die Dauer einer vollen
Schwingung ist unter Beachtung von (34)

_27 _, @

T

" 7 gy F
Die hier betrachtete Bewegung des Schiffes wiirde theoretisch unendlich lange
fortdauern, da mit wachsender Zeit die Werte { sich periodisch wiederholen. In
Wirklichkeit wird die Bewegung jedoch durch die auftretenden Reibungswider-
stainde an den Schiffswandungen und die Eigenbewegung der Fliissigkeit ge-
dampft und nach einer gewissen Zeit zur Ruhe kommen, sofern die sonstigen Um-
stinde dieses gestatten!.

8. Stabilitit schwimmender Korper.

Auf Seite 32 war bereits gezeigt, daB fiir das Gleichgewicht eines
schwimmenden Korpers zwei Bedingungen erfiillt sein missen, nimlich
erstens mufl das Korpergewicht G' gleich dem Auftriebe 4 =y V sein,
und zweitens mull die Schwimmachse, d. h. die Verbindungslinie des
Korperschwerpunkts S, und des Schwerpunkts S, der Verdriangung,
vertikal stehen. Damit ist aber noch nicht erwiesen, ob das Gleich-
gewicht des Korpers auch stabil sei, d. h. unempfindlich gegen kleine
duflere Stérungen, die ihn aus seiner Gleichgewichtslage herauszudriangen
suchen.

Zur Entscheidung dieser besonders fiir die Schiffstechnik wichtigen
Frage kann man wie folgt vorgehen: Man denkt sich den (als starr
vorausgesetzten) Korper durch irgend eine beliebige duBere Ursache
aus seiner Gleichgewichtslage um ein kleines Maf3 entfernt und unter-
sucht, ob die am Koérper in dieser neuen Lage wirkenden Krifte das
Bestreben haben, den urspriinglichen Gleichgewichtszustand wieder-
herzustellen oder nicht. Ist dieses der Fall, so nennt man den Gleich-
gewichtszustand stabil; haben die angreifenden Krifte dagegen das
Bestreben, die stérende Ursache zu verstirken, d. h. den Kérper noch
weiter aus der Gleichgewichtslage zu entfernen, so ist letztere als labil
zu bezeichnen. Zeigen schlieBlich bei der betrachteten kleinen Lagen-
dnderung die duBeren Kréfte weder das eine noch das andere Bestreben,
so nennt man das Gleichgewicht des Kérpers indifferent.

Ein schwimmender Kérper, der die oben genannten zwei Bedingungen
(@ = A, Schwimmachse vertikal) erfiillt, befindet sich hinsichtlich einer
Parallelverschiebung in lotrechter Richtung im stabilen Gleichgewicht
(vgl. das Beispiel auf Seite 33), hinsichtlich einer Parallelverschiebung in

1 Eine allgem. Theorie der Schiffsschwingungen ist enthalten in der Enzykl.
der mathem. Wissensch. 4, 3, S. 536ff. Ref. von A. Kriloff u. C. H. Miiller.
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Richtung seiner Léngs- oder Querachse und hinsichtlich einer Drehung
um die Schwimmachse im indifferenten Gleichgewicht, da — unter Vor-
aussetzung einer idealen Flissigkeit — in keinem dieser drei letzt-
genannten Félle die 4uBeren Kréfte das Bestreben haben, eine derartige
Lagendnderung aufzyhalten oder zu vergroBern. Mafigebend fiir die Be-
urteilung der Stabilitdt bleibt also nur eine Drehung um zwei die
Schwimmachse rechtwinklig schneidende Achsen.

Abb. 32a stelle den schwimmenden Kérper in der Gleichgewichts-
lage dar; seine Schwimmachse steht vertikal. Die Ebene K — E, in
welcher der Fliissigkeitsspiegel den Kérper schneidet, wird alsSchwimm -
ebene, die in ihr liegende Korperfliche als Schwimmfldiche be-
zeichnet. O sei der Schnittpunkt von Schwimmachse und Schwimm-
ebene, V die Verdringung. Zur Untersuchung der Stabilitit des Korpers

Abb. 32a. Abb. 32b.

Abb. 32a und b. Stabilitit schwimmender Korper. Das Metazentrum M muB oberhalb des
Korperschwerpunkts Sk auf der Schwimmachse liegen.

denke man sich ihn jetzt um die durch O gehende, zur Bildebene normale
Achse gedreht; J sei der als klein angenommene Drehwinkel (Abb. 32b).
Bezeichnet nun d F ein beliebiges Flichenelement der Schwimmfliche
im Abstande x von der Achse O, dann wird die durch die kleine Drehung
bedingte Anderung der Verdringung

AV~ [20dF =6 [xdF,

wobei das Integral iiber die ganze Schwimmfliche zu erstrecken ist.
Nun wird AV ~ 0, wenn f x-dF = 0, d. h. die Drehachse O eine Schwer-
achse der Schwimmflache ist. In diesem Falle &ndert auch der Auftrieb 4
seine Gréfe nicht. Dagegen &ndert sich seine relative Lage gegen den
schwimmenden Korper. Bezeichnet namlich in der gedrehten Lage S,
den Schwerpunkt der Verdrangung, so geht 4 jetzt durch diesen Punkt,
muf} also mit der Schwere G des Korpers ein Kréaftepaar bilden. Sofern
nun dieses Kraftepaar die dem Kdérper erteilte Drehung rickgingig zu
machen sucht (was z. B. fiir Abb. 32b zutrifft), ist die Gleichgewichts-
lage, von welcher ausgegangen wurde, stabil, im andern Falle dagegen
labil.

Der Punkt, in welchem der Auftrieb 4 die Schwimmachse schneidet,
sei mit M bezeichnet. Uber die Lage dieses Punktes M 1aBt sich eine

3*
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bestimmte Aussage machen, durch welche die Frage der Stabilitit so-
fort entschieden wird. Zu diesem Zwecke soll zunichst der horizontale
Abstand z’ des Schwerpunkts S, (in der gedrehten Lage) vom Punkte 3,
bestimmt werden. Unter der Voraussetzung, daB bei der kleinen Drehung
um den Winkel § AV &~ 0 ist (s. oben), stellt der durch &, gehende
Auftrieb 4 = y-Vol. (BOD) die Resultierende aus dem durch S, gehen-
den Auftriebe 4 =9 -Vol. (HCF), dem durch das zusiitzliche Volumen
(OF D) bedingten Auftriebe und dem durch das ausgetauchte Volumen
(OBH) bedingten Abtriebe (negativen Auftriebe) dar. Schreibt man
also den Momentensatz in bezug auf die in der Schwimmebene liegende
Achse O an, so ergibt sich mit den Bezeichnungen der Abb. 32b

—A-a; :A~w’2—7f(x(3dF)x——7f(xédF)x,
(r) ()

wobei die Integrale f und f sich iiber den rechten Keil (OF D) bzw. den
(r) ()
linken Keil (O BH) erstrecken. Da nun 4 =y V und 2] + x5 = 2/,

so folgt

Sfx2dF 7
F
und zwar bezeichnet dabei
[a2dF =J,
(F)

das Tragheitsmoment der Schwimmfliche F' des Korpers in bezug auf
die Drehachse durch O. Andererseits ist, da § als klein angenommen
wurde (Abb. 32b),

o~ MS, 0
oder, wenn zur Abkiirzung

M8, =h, und Sk—S@ =e
gesetzt wird,

2 = (h,, + ¢)0,
weshalb unter Beachtung von (37) folgt:
J
h’m = 'I_/q —e. (38)

Durch die Strecke h,, wird der Abstand des Punktes M vom Kérper-
schwerpunkt S, bestimmt. Ist nun 4, > 0, d. h. liegt der Punkt M ober-
halb des Korperschwerpunktes Sy, so bilden 4 und @ ein riickdrehendes
Kriftepaar, das Gleichgewicht ist also stabil.

Wie aus (38) ersichtlich, ist %,, bei kleinem Drehwinkel ¢ von diesem
unabhiingig; bei stirkeren Neigungen der Schwimmachse trifft das
jedoch nicht mehr zu. Andererseits hingt k,, vom Trigheitsmoment J,
der Schwimmfliche, der Verdriangung 7 und dem Abstand e der Punkte
Sy und 8, ab, wird also bei anderen Tauchtiefen als der hier voraus-
gesetzten seinen Wert éndern. Der auf der Schwimmachse im Abstande
h,, von Sy liegende Punkt M heift das Metazentrum des Korpers fiir
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die hier betrachtete Drehung um die Léngsachse; die Strecke &, wird
entsprechend als metazentrische Hdoéhe bezeichnet. Den kleinsten
Wert erreicht h,, fir das kleinste Jy; dieses ist fiir die Beurteilung der
Stabilitdit maBgebend. Handelt es sich um Kérper, die eine vertikale
Symmetrieebene besitzen, so lassen sich die Hauptachsen der Schwimm-
fliche sofort angeben, welche dann das grof8te und kleinste Trégheits-
moment J, liefern. Bei Schiffen besitzt das auf die Langsachse durch O
bezogene Tragheitsmoment J; den kleinsten Wert. Fiir die Beurteilung
der Stabilitit kommt somit die zu dieser Achse gehérige metazentrische
Hohe in Frage.

Am fertigen Schiff kann die metazentrische Hohe auch durch einen
Versuch festgestellt werden. Verschiebt man ndmlich auf dem anfing-
lich gerade schwimmenden Schiff eine schwere Last ¢ um die Strecke s
nach der Seite, so erleidet die vertikale Schwimmachse eine Neigung 6
(Kriangung), wihrend gleichzeitig G und 4 ein riickdrehendes Moment
von der GroBe

Gh,,0 = Qs

liefern. Nachdem & durch Beobachtung gefunden ist, ergibt sich die
metazentrische Hohe aus vorstehender Gleichung zu

Qs
R = a5 (39)
Die metazentrische Héhe der Schiffe ist je nach dem Zwecke, dem sie
dienen, verschieden; fiir Kriegsschiffe 0,8 bis 1,2 [m], fiir Segelschiffe
1,0 bis 1,4 [m], fiir Schnelldampfer 0,3 bis 0,7 [m].

Bei vollkommen untergetauchten Kérpern, fiir welche die Bedin-
gung G =y V erfiillt ist, verlieren die hier angestellten Uberlegungen
ihre Bedeutung, da eine Schwimmebene nicht mehr vorhanden ist. In
diesem Falle kann stabiles Gleichgewicht
nur bestehen, wenn der Kérperschwerpunkt S,
lotrecht unter dem Schwerpunkt S, der Ver-
dréangung liegt.

1. Beispiel. Eine homogene, kreiszylindrische
Walze ist gegen Drehen offenbar im indifferenten
Gleichgewicht; dreht man sie ndmlich um die Zy-
linderachse, so geht der Auftrieb nach wie vor
durch den Kérperschwerpunkt. Die Krifte G und 4
konnen also kein Kriftepaar bilden und somit die
Drehung weder verstirken nochriickgéingig machen. Abb. 83. Stabilitit einer nicht ho-

Ist die Walze aber nicht homogen, dann liegt mogenen schwimmenden Walze.
der Korperschwerpunkt S; nicht mehr in der
Zylinderachse. Bei einer Drehung der Walze geht auch hier der Auftrieb durch
die Zylinderachse, bildet also mit dem Gewicht G ein Kriftepaar (Abb. 33).
Dieses ist riickdrehend, das Gleichgewicht also stabil, wenn 8 unterhalb der
Zylinderachse liegt. Die metazentrische Hohe k,, = S; M ist hier durch den Ab-
stand des Korperschwerpunktes von der Zylinderachse gegeben.

2. Beispiel. Fiir den in Abb. 34 in der Liangs- und Seitenansicht dargestellten
homogenen Quader mit den Kantenlingen a, b, ¢ soll die Bedingung der Stabilitit

1 Neudeck, G.: Der moderne Schiffbau, S.180. Leipzig: Teubner 1912,
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ermittelt werden. Bezeichnet y, das spezifische Gewicht des Quaders und ¢ die
Tauchtiefe, so folgt aus 4 =yV =G

yabt=y,abc
oder
Y.
t—7c, (wo y1 <y).
Die kleinste metazentrische Hoéhe %, ergibt sich, wenn ¢ > b vorausgesetzt wird,
bei der Drehung um die Langsachse O. Nach (38) erhalt man dafiir

h — abd c—t B c—t
™ 12abt 2 12t 2
Stabilitét ist vorhanden, wenn
h, >0, d. h.
b? - c—1
12¢ 2
wird. Setzt man in den vor-
stehenden Ausdruck? = Y1, ein,
Abb. 34. Stabilitit eines homogenen Quaders. so geht dieser iiber in
b? ( 71
>ec(l— —>
67 ¢ 14
V4

oder
b %1 71
‘c— > V6 ? <1 — ?> .
9. Oberflichenspannung?.

Auf jedes Teilchen einer ruhenden Fliissigkeit werden von seiner
Umgebung molekulare Kohisionskrifte ausgeiibt, die aber nur innerhalb
eines sehr kleinen Wirkungsbereiches vom Radius r bemerkbar sind.
Befindet sich ein solches Teilchen mindestens um das Mal » von einer
Grenzfliche entfernt, so werden sich
diese von allen Richtungen her wirken-
den Krifte gegenseitig aufheben, das
betreffende Molekiil also unbeeinflult
lassen. Anders ist es jedoch bei einem
Molekiil, dessen Abstand @ von der
Grenzfliche kleiner als r ist. Legt man
ATD. 85. Fllssigkeitsmolckill in der Nihe namlich zu der horizontal angenomme-
?}%;brdes;s%nkrei\(ih{,cslfgrafﬁe;%‘; lg%t;il(!:l}gs nen fre}ien Obelj‘:‘ﬂgcher_[‘ ‘Z\; 1;71 (Abb 35)
iben auf das Molekill m nach unten ge- gine in bezug auf das Teilchen m sym-

richtete molekulare Krifte aus. metrische Ebene N'N’, so heben sich an
diesem die Wirkungen aller Fliissigkeitsmolekiile auf, welche zwischen
den Ebenen NN und N'N’ liegen. Dagegen werden diejenigen Fliissig-
keitsteilchen, welche — innerhalb des in Frage kommenden Wirkungs-

1 Pockels, F.: Kapillaritit, in Winkelmanns Handb. d. Physik 1. Leipzig
1908. Minkowski, H.: Kapillaritit, in der Enzykl. d. math. Wiss. 5, 1 (1907).
Gyemant, A.: Kapillaritat, im Handb. der Physik von H. Geiger u. K. Scheel
7 (1927).
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bereiches — unterhalb der Ebene N'N’ liegen, auf das Molekiil einen
Zug nach unten ausiiben.

Die Tangentialkomponenten der molekularen Anziehungskrafte er-
zeugen in der Oberfliche eine Spannung, welche — auf die Lingen-
einheit des Linienelements normal zur Spannungsrichtung bezogen —
als Oberflachenspannung -7 (auch Kapillaritdtskonstante) bezeichnet
wird. Letztere hat an allen Punkten der Oberfliche unabhingig von der

Richtung dieselbe Grofe und besitzt die Dimension [gr'GeI:iCht} Auf ihr

Vorhandensein ist das Bestreben einer Fliissigkeit, einen Kérper kleinster
Oberflache zu bilden, zuriickzufithren (Tropfenbildung).

Grenzen mehrere Medien aneinander (Fliissigkeiten, die sich nicht
mischen, oder Fliussigkeiten und Gase), so unterliegen die Molekiile in
der Néhe der Grenzfliche der Wirkung der Molekularkrifte beider Me-
dien. Die Grenzflichenspannung 7' und mit ihr die Form der Grenz-
fliche hangt dann von der Natur der beiden aneinander grenzenden Me-
dien ab. Hierauf beruht z. B. die bekannte Erscheinung, daB bei ge-
gebenen Voraussetzungen ein auf eine Fliissigkeit gebrachter Tropfen
einer leichteren Flissigkeit als Tropfen erhalten bleibt (Wassertropfen
auf Schwefelkohlenstoff), wihrend in anderen Fillen ein solcher Tropfen
infolge der Oberflichenspannung in die Linge gezogen wird und schlieB-
lich sich als diinne Haut iiber die Oberfliche der schwereren Fliissigkeit
ausbreitet (Ol auf Wasser, Wasser auf Quecksilber). In der nachstehen-
den Tabelle sind die Werte 7' fiir einige wichtige Flissigkeiten ange-

geben®:
Wasser gegen Luft . . . . 00770 [Q%@EJ
Quecksilber ,, v ... . 0470 .
Alkohol . » ... . 0,0258 .
Olivenol . ' ... . 00327 v
» » Wasser . . . 0,021 »
Alkohol » » .. . 00023 »

Auch bei der Berihrung von Flissigkeiten mit festen Korpern
spielen die Molekularkrifte eine Rolle. Eine ,,Benetzung* des betreffen-
den Korpers durch die Flissigkeit tritt nur dann ein, wenn die vom
Korper herrithrenden Molekularkrafte die Kohésionskriafte der Flissig-
keitsteilchen iiberwiegen. Die Fliissigkeit wird in diesem Falle an den
Wandungen des Korpers hochgezogen (vgl. Seite 41).

Weiter oben war gezeigt, dafl die Oberflichenspannung 7' eine in
der Oberfliche liegende, normal zu den Begrenzungslinien eines Flichen-
elementes wirkende Kraft darstellt. Ist das betreffende Flachenelement
eben, so fallen die zugehérigen Spannungskomponenten in die Ebene
des Elements und heben sich in ihrer Wirkung am Flichenelement auf.
Ist letzteres dagegen gekriimmt, so liefern die an ihm wirkenden Span-
nungskomponenten eine in die Richtung der Flichennormalen fallende
Resultierende, welche als Kriimmungs- oder Kapillardruck be-
zeichnet wird und der Kriimmung proportional ist.

! Nach G. Gehlhoff: Lehrb. techn. Pilysik 1, 107. Leipzig 1924.
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Zur Ermittlung dieses Kriimmungsdrucks werde das in Abb. 36
skizzierte, rdumlich gekriimmte Flachenelement d F betrachtet, welches
durch die — zwei normalen Hauptschnitten entsprechenden — Linien-

elemente ds; und ds, begrenzt sei. Die
zugehorigen Krimmungsradien seien mit
0, und p,, die Offnungswinkel mit #, und
%, bezeichnet. Infolge der vorausgesetzten

Abb. 36. Abb. 36a.
Abb. 36 u. 36a. Gekriimmtes Oberflichenelement unter der Wirkung von Oberflichenspannungen.

Krimmung liefern die Oberflichenspannungen 7' eine normal zur
Flache dF stehende Resultierende von der GréBe (Abb. 36a)

N =Tds, 0y +Tds; Py =T (dsy O + ds; ¥),

woraus mit

ﬁl—di; 02:d_83; N =Pds,ds,
01 Q2
folgt
1 1
P=7(-+). (40)

P ist der gesuchte Kriimmungsdruck, bezogen auf die Flidcheneinheit;

. . C . -Gewicht . oy
seine Dimension ist [gr c?:;w } P wird positiv, d. h. nach dem Innern

der Flissigkeit gerichtet, sofern das Flachenelement wie in Abb. 36
einer nach auflen konvexen Oberfliche angehért; im andern Falle sind
die Kriimmungsradien negativ einzufithren, und das Flichenelement
erfahrt einen Zug nach auBlen.

Kapillarréhren. Taucht man ein zylindrisches Kapillarrohr (Haar-
réhrchen) vom Radius R in eine benetzende Flissigkeit, so steigt letz-
tere erfahrungsgemifl um ein gewisses MafBl im Kapillarrohre in die
Hohe. Die Oberfliche der Flissigkeit im Rohre bildet dabei eine nach
innen konvexe Umdrehungsfliche (Abb. 37). Ein beliebiger Punkt 4
derselben im Abstand  von der Rohrachse mége in bezug auf das Niveau
des duBeren, normalen Flissigkeitsspiegels um die Hohe z angehoben
sein. Bezeichnen nun p, den als konstant angenommenen atmosphéri-
schen Luftdruck und y das spezifische Gewicht der Flissigkeit, so
herrscht an der Stelle 4 lotrecht unter 4 und im Niveau der duBeren
Oberflache der Druck

P4 =1po + 2+ P,
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wo P den Kriimmungsdruck darstellt. Da aber p’, gleich dem Druck p,
auf den duBeren horizontalen Flussigkeitsspiegel sein muf}, so wird
P=—yz. (41)
Nun handelt es sich hier, wie bereits bemerkt, im Kapillarrohr um eine
nach innen konvexe Oberfliche; die Krimmungsradien g, und g, sind also
unter Beachtung der obigen Bemerkung
mit negativem Vorzeichen einzufiithren.
Demnach folgt aus (40) und (41)
1 1
T(o+o)=72 (@)
Macht man jetzt die Annahme, daf} die
Oberfliche der Flissigkeit im Kapillar-
rohr sich angenihert als Kugelfliche
ausbildet und vernachlissigt ferner die
kleinen Hoéhenunterschiede der einzel-
nen Punkte A gegeniiber ihrem Mittel-
werte z, (Abb.37), so geht (42) mit
01 = 0, = ¢ und z = 7, iiber in
4 vz B Kapiiairons e Fidesikers oot im K oee.
T:?yzOZTCOSﬁ’ (43) He ’ ¢ ¢ ’
wo ¢ den ,,Randwinkel“ der Oberfliche gegen den Rohrmantel dar-
stellt. Aus dieser Gleichung kann die Kapillarkonstante 7' berechnet
werden, sobald die mittlere Erhebung z, und der Randwinkel ¢ durch
Beobachtung gefunden sind. Zur Bestimmung des letzteren kann man
die Hohe A4z des sogenannten Meniskus (Abb. 37)
messen und daraus den Randwinkel & mittels der
Beziehung

Az=p(1 —sind) = o (1 —sin®)
berechnen. Aus (43) folgt

2T
ZozﬁCOS’ﬁ,

und man erkennt, daf die Steigh6he der Flussigkeit
dem Radius R des Kapillarrohres umgekehrt pro-
portional ist. Nimmt man néherungsweise fiir sehr
enge Rohre die Oberfliche der Flissigkeit als Halb-
kugel an, so wird 4 = 0 und demnach mit d = 2R Avb. 38. Nicht be-

netzende Fliissigkeit;
als Rohrdurchmesser 4T die Flissigkeit sinkt
Zg = s im Rohre.
vd

so daB die Steighthe berechnet werden kann, wenn 7T’ bekannt ist. Nach
Seite 39 ist fir Wasser gegen Luft T = 0,077 [%} = 0,0077 | -]

Als Steighthe des Wassers in einem Rohre vom Durchmesser d [mm] er-

1 1 1 — er — _L_ __gL
gibt sich somit wegen y =1 [Cma] = 1000 [mmJ
4.0,0077 - 1000 30
W=—"7.7 " ~3q [mm].
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Bei der vorstehenden Betrachtung war eine die Rohrwandung be-
netzende Fliissigkeit vorausgesetzt, bei welcher ein Ansteigen im Kapil-
larrohr zu beobachten ist. Handelt es sich dagegen um eine das Rohr
nicht benetzende Flissigkeit (z. B. Quecksilber in Glasrohrchen), so
tritt infolge Uberwiegens der Molekularkrifte aus dem Innern der Fliis-
sigkeit eine sogenannte Kapillardepression, d. h. ein Sinken der Fliissig-
keit im Kapillarrohr ein, wobei der Meniskus nach auflen konvex ist
(Abb. 38). Die obigen Rechnungen konnen -auch auf diesen Fall sinn-
gemiBe Anwendung finden.

Ahnliche Erscheinungen, die auf der Kapillarwirkung beruhen, sind
das Emporsteigen von Flissigkeiten in porésen Kérpern sowie den
Fasern der Pflanzen.



Zweite Abteilung.

Theorie der Flissigkeitsbewegung.
YVorbemerkung.

Wihrend in der ,starren Mechanik die Lehre von der Bewegung
eines einzelnen (freien oder in bestimmter Weise gefiihrten) Massen-
punktes einen breiten Raum einnimmt und auf eine groBe Reihe tech-
nischer Probleme unmittelbar anwendbar ist, handelt es sich in der
Hydromechanik um die Bewegung ausgedehnter Fliissigkeitsmengen,
deren einzelne Teilchen in jedem Augenblick unter der Wirkung ihrer
Umgebung stehen und somit ihre Bewegung gegenseitig stindig be-
einflussen. Um also die Bewegung einer solchen Flissigkeitsmasse in
allen ihren Einzelheiten vollkommen beschreiben zu kénnen, wire es
notwendig, daf fiir jedes Element der zeitliche Verlauf der Bewegung
angegeben wiirde, etwa in der Weise, dall man seine augenblicklichen
Koordinaten =z, y, z als Funktionen der Zeit darstellt. Bei den Auf-
gaben der technischen Praxis kommt es jedoch im allgemeinen gar nicht
darauf an, die Bewegung der Flissigkeitsteilchen einzeln zu verfolgen.
Man will vielmehr wissen, wie grofl jeweilig Geschwindigkeit und Druck
an jeder Stelle der Flissigkeit sind. Dazu ist notwendig, daBl die drei
Geschwindigkeitskomponenten sowie der Druck fiir jeden Raumpunkt
des. ganzen Flissigkeitsgebietes als Funktionen der Zeit dargestellt
werden. Von dieser Vorstellung ausgehend, hat zuerst Leonhard
Euler die allgemeinen Bewegungsgesetze der reibungsfreien Fliissigkeit
entwickelt und damit die Grundlage fiir die moderne Hydrodynamik
geschaffen (vgl. S.108). Bei der Anwendung dieser Gesetze, welche
ihren Ausdruck in einer Gruppe partieller Differentialgleichungen
finden, auf natiirliche Stromungsvorginge stellen sich leider erhebliche
Schwierigkeiten ein. Sie sind z.T. rein mathematischer Natur, zum
andern Teil beruhen sie auf dem nicht idealen Verhalten der wirklichen
Flissigkeiten, so daB die dreidimensionale Behandlung gerade der tech-
nisch wichtigsten Strémungsvorgange — abgesehen von einigen Sonder-
fillen — noch wenig Aussicht auf Erfolg verheift, ja z. T. unméglich ist.

Wesentlich einfacher als bei den dreidimensionalen liegen die Ver-
hiltnisse bei den zweidimensionalen oder ebenen Strémungen,
worunter man solche Bewegungen versteht, bei welchen sich alle Flissig-
keitselemente in Ebenen bewegen, die einer festen Ebene parallel sind,
und zwar so, da3 die Strémung in jeder Ebene die gleiche ist. Sofern
dabei die Flissigkeit als reibungsfrei betrachtet werden darf, lassen
sich diese Stromungen in theoretisch recht befriedigender Weise nach
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besonderen Methoden behandeln, wovon in einem spédteren Abschnitt
noch ausfiihrlich die Rede sein wird (vgl. S.123).

Den Schwierigkeiten einer strengen mathematischen Erfassung der
verschiedenartigsten Stromungsvorginge steht die Notwendigkeit gegen-
itber, fir die in der Technik vorkommenden, dullerst mannigfaltigen
Fliissigkeitshewegungen praktisch brauchbare Gesetze zu entwickeln.
Dieser Umstand fithrt bei einer Reihe von Problemen zu einer mehr
summarischen Behandlung, indem man die dreidimensionale Darstel-
lung durch eine eindimensionale ersetzt, d. h. man betrachtet nur
die in der Hauptrichtung der Strémung auftretenden Vorginge und
beschriankt sich dabei auf mittlere Verhéltnisse. Durch Beifiigung von
experimentell zu ermittelnden Koeffizienten oder Beiwerten miissen
dann die theoretischen Uberlegungen mit den wirklichen Erscheinungen
so gut als moglich in Ubereinstimmung gebracht werden. Das umfang-
reiche Lehrgebiet, welches sich auf dieser vereinfachten, eindimensionalen
Darstellung aufbaut, wird als Hydraulik bezeichnet.

Eine wichtige Aufgabe der modernen Forschung mul} darin erblickt
werden, einen Ausgleich zwischen der mathematischen Hydrodynamik
und der technischen Hydraulik nach der Richtung herbeizufiihren, daB
letzten Endes eine Hydrodynamik entsteht, die, auf mechanisch ein-
wandfreien Gesetzen aufgebaut, die inzwischen gewonnenen Erfah-
rungen tber die physikalischen Eigenschaften der naturlichen Fliissig-
keiten beriicksichtigt, wozu das reiche Versuchsmaterial der Hydraulik
wertvolle Dienste leisten kann.

I. Theorie des Stromfadens. (Eindimensionale
Strémung.)

1. Stromlinie und Stromrohre. Stationire Bewegung.

In der obigen Vorbemerkung wurde bereits darauf hingewiesen,
daB es bei einer Fliissigkeitshewegung von besonderem Interesse ist,
fiir jeden Raumpunkt Gréfe und Richtung der Strémungsgeschwindig-
keit zu kennen. Das Gesamtbild der Geschwindigkeitsverteilung wird
besonders iibersichtlich durch die Einfithrung der Stromlinien. Das
sind Linien, die an jeder Stelle der Flissigkeit in der Rich-
tung der dort herrschenden Geschwindigkeit verlaufen.
Im allgemeinen werden sich bei einer beliebigen Flussigkeitsbewegung
die Geschwindigkeiten an allen Stellen des Raumes nach GréBe und
Richtung &ndern, woraus folgt, dafl auch die Stromlinien ihre Gestalt
mit der Zeit dndern werden. Indessen gibt es auch Stromungen, die
zeitlich konstant verlaufen, bei denen also an einem bestimmten
Raumpunkt unabhingig von der Zeit stets die gleiche Geschwindig-
keit vorhanden ist. Derartige Stromungen bezeichnet man als sta-
tionédr. Bei der stationdren Bewegung sind die Stromlinien
ihrer Gestalt nach unverdnderlich; die Bahnen der einzelnen
Fliissigkeitsteilchen fallen dann mit den Stromlinien zusammen. Bei
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nichtstationdrer Bewegung trifft dieses jedoch nicht zu. Zwei Strom-
linien kénnen sich niemals schneiden, da sonst ja an einem bestimmten
Raumpunkt (ndmlich dem Schnittpunkt) gleichzeitig zwei verschiedene
Geschwindigkeiten existieren miilten, was nicht méglich ist.

Man denke sich nun im Innern der stromenden Fliissigkeit eine
kleine geschlossene Kurve (Abb. 39) und ziehe durch jeden Punkt der-
selben die zugehorige Stromlinie. (Bei nichtstationirer Bewegung fasse
man zur Erlangung eines Augenblicksbildes einen bestimmten Zeit-
punkt ins Auge.) Die Gesamtheit der eingezeichneten Stromlinien
bildet eine sogenannte Strom-
réhre, deren flissiger Inhalt als
Stromfaden bezeichnet wird. Ist
die Bewegung stationdr, so hat
die Stromréhre unverdnderliche
Gestalt. Dann bewegt sich die
Fliissigkeit, welche sich einmal in
der Stromrohre befindet, gerade
80 wie in einem festen Rohre.

Denkt man sich schlieB8lich die

ganze Flissigkeitsmenge in lauter

Stromfiden aufgeteilt, so ist die

Bewegung der Fliissigkeit bekannt,

wenn die Bewegung jedes Strom- ;45 parsteliung der Kontinuitit in der
fadens bekannt ist. In vielen Féllen Stromrohre; v.Fy = v:Fy.

der praktlschen Anwendung (Stro-

mung in Rohren usw.) betrachtet man die ganze Fliissigkeit als einen
einzigen Stromfaden und rechnet dann mit mittleren Geschwindig-
keiten (vgl. S. 70).

Ein normal zur Mittellinie eines Stromfadens gelegter Schnitt heiflt
Querschnitt des Stromfadens (Abb. 39). Wird er hinreichend klein ge-
wihlt, so darf angenommen werden, daB alle den Stromfaden bildenden
Stromlinien — und somit die entsprechenden Geschwindigkeiten —
normal zum Stromfadenquerschnitt stehen. Des weiteren diirfen in
diesem Falle die den einzelnen Stromlinien entsprechenden Geschwindig-
keiten als nahezu gleich groB angesehen und durch eine {iber den ganzen
Querschnitt genommene mittlere Geschwindigkeit ersetzt werden.

2. Kontinuititsgleichung.

Zur Ableitung einer fiir die Folge wichtigen Beziehung sei jetzt ein
bestimmtes Stiick § einer Stromrohre abgegrenzt, welches zur Zeit ¢
die beiden (kleinen) Endquerschnitte ¥, und F, besitzen (Abb 39) und
die Flissigkeitsmasse M enthalten moge. Die FluSSngelt sei wieder als
unzusammendriickbar angenommen, auBerdem sei vorausgesetzt, daB
sie die ganze Stromréhre zu jeder Zeit liickenlos ausfiillt. Wahrend des
auf ¢ folgenden Zeitelements d¢ verschieben sich die Flissigkeitsteil-
chen, welche zusammen die Masse M bilden, um ein gewisses Stiick
innerhalb der Stromrohre, erfiillen also nach Ablauf der Zeit d¢ einen
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andern Raum 8’ als zur Zeit £. Da aber bei konstanter Dichte ¢ die
Masse M sich nicht dndern kann, so ist S = §’. Es seien nun »; und
v, die den Querschnitten F; und F, entsprechenden Geschwindigkeiten
zur Zeit ¢. Dann verschieben sich die im Querschnitt F, liegenden
Teilchen wihrend df um v, d¢, die im Querschnitt F, liegenden Teil-
chen um v, dt. Durch die Wandungen der Stromrchre kann Fliissigkeit
weder aus- noch eintreten; der Raum 8’ 148t sich also in der Form dar-
stellen:
8 =8—F,vdt+ Fyv,dt,
woraus wegen S = 8" folgt:
Fivy = Fyv,.

Da nun F, und F, zwei ganz beliebige Querschnitte des betrachteten
Stromfadens sind, so kann an Stelle des vorstehenden Ausdrucks all-
gemeiner geschrieben werden

F v = const.,

womit die sogenannte Kontinuitidtsgleichung fir den Stromfaden
gefunden ist. Sie sagt aus, daB fiir alle Querschnitte eines Strom-
fadens in jedem Augenblick das Produkt aus Querschnitt
und zugehoériger Geschwindigkeit konstant ist.
Das Produkt
-3
e=Fo|)

stellt die Fliissigkeitsmenge dar, welche in der Zeiteinheit durch den
Querschnitt F des Stromfadens flieBt, und wird als sekundliche
DurchfluBmenge bezeichnet.

3. Eulersche Bewegungsgleichungen?.

In einer reibungsfreien, nur der Wirkung der Schwere unterworfenen
Fliissigkeit denke man sich ein prismatisches Fliissigkeitselement ab-
getrennt, welches in Richtung der augenblicklichen Geschwindigkeit.
(Stromlinienrichtung) die Lénge ds, normal dazu den Querschnitt d F
haben mége (Abb. 40). Auf dieses Element wende man das Newtonsche
Kraftgesetz

K, = mb,

an, wo K, die Summe der dufleren Krifte in Richtung der Stromlinie,
b, seine Tangentialbeschleunigung und m seine Masse bezeichnen. An
dulleren Kriften kommen bei reibungsfreien Fliissigkeiten in Betracht:

der Druck pdF am oberen Querschnitt, der Druck (p -+ %ds) ar

am unteren Querschnitt und die in die Bewegungsrichtung fallende:
Schwerekomponente. Bezeichnet man noch mit ¢ den Winkel, welchen
die Schwere und die Stromlinienrichtung einschliefen, dann lautet die:

1 Vgl. hierzu die allgemeineren Ausfithrungen auf Seite 108.
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Newtonsche Grundgleichung
de—<p+?9—1;ds>dlf’+mgcosq)=mbs, (44)

wobei mit p als Bezeichnung der Dichte
m=pdsdF

zu setzen ist. Der obere Querschnitt des betrachteten Flissigkeitsteil-
chens sei durch die Hohenkoordinate z in bezug auf eine beliebige hori-
zontale Nullebene festgelegt (Abb. 40).
Dann ist

Jdz

CoS @ = —%

und demnach
mgcos ¢ = —@gddeg%.

Mit diesem Werte und nach Division
durch gdsdF erhilt man aus (44) als
Beschleunigung langs der Stromlinie

1 0p 0z dv . .

— A = oy (45) Abb. 40. Fliissigkeitselement unter der Wir-

g 0Os ds di kung der Schwere und der in die Strom-
linienrichtung fallenden Druckkrifte.

by = ~

Da die Geschwindigkeit » im all-
gemeinen eine Funktion des Ortes (s) und der Zeit (¢) ist, so gilt

ds
wegen v = ——

dt
dv dv ds dv v dv
b= = a T ="% T 3 (46)
so daf} (45) iibergeht in
v ov 1 0p dz
Vo5 T ar = " gas a5 (47)

Fir den besonderen Fall der stationdren Bewegung sind Druck und

Geschwindigkeit von der Zeit unabhingig; infolgedessen wird -g; = 0.

Beachtet man noch die Beziehung
v 9 [
v5 =37

und ersetzt, da jetzt alle GroBen nur noch Funktion des Ortes sind,
die partiellen durch gewohnliche Differentialzeichen, so erhilt man
aus (47)

1 dv® 1 dp dz

Tds T eds 9ds (48)
Zur Ermittlung der Beschleunigung quer zur Stromlinienrichtung
(Zentripetalbeschleunigung) betrachte man ein prismatisches Fliissig-
keitsteilchen von der Lange dn quer zur Stromlinie und dem in Rich-
tung der Stromlinie gemessenen Querschnitt dF (Abb. 41). Die positive
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Richtung von » sei nach dem Kriitmmungsmittelpunkt hin angenommen,
r bezeichne den Kriimmungsradius. Dann gilt in radialer Richtung
wieder das Newtonsche Kraftgesetz

Kn=’%bn:

und zwar ist die Zentripetalbeschleunigung b, mit der Geschwindig-
keit v durch die Beziehung verkniipft
7)2
bn = 7’
Unter Beachtung der aus Abb. 41 ersicht-
lichen Bezeichnungen folgt also in &hnlicher
Weise wie frither:

2
br;,:_'*__g__z_f‘ (49)

Die Ausdriicke (45) und (49) stellen die Euler-
Abb 41 Flissigkeitsclementunter SC1€R Bewegungsgleichungen fir rei-
der Wirkung der Schwere und der bungsfreie Flissigkeiten dar.
e N entom Drockhriftes Bei manchen Strémungsvorgingen ist der
EinfluB8 der Schwere ohne Bedeutung. Unter-

drickt man fiir solche Fille in (49) das Glied mit g, so folgt:

und man erkennt, dafl ein Druckabfall quer zur Stromlinienrichtung
gegen den Kriimmungsmittelpunkt hin stattfindet. Bei geraden Strom-
linien ist dieser wegen r = oo gleich Null.

4. Bernoullische Druck- oder Energiegleichung.

Da in (48) sdmtliche Glieder Differentialquotienten nach s sind
(stationdre Stromung), so laBt sich dieser Ausdruck unmittelbar inte-
grieren, und man erhalt

v? P
5+ o -+ g2z = const. (50)

oder, nach Division durch g und Beachtung der Beziehung o = %,

die Bernoullische Gleichung
.2
;—g -+ g + z = const., (50a)

welche gewdhnlich als Druckgleichung der stationdren Be-
wegung bezeichnet wird. Sie wurde erstmalig von Dan. Bernoulli
aufgestellt!, schon bevor Euler seine Theorie der idealen Fliissig-
keit entwickelt hatte und ist von grundlegender Bedeutung fiir die
ganze Hydrodynamik geworden.

1 Bernoulli, D.: Hydrodynamica. Strafiburg 1738.
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Die drei Glieder der linken Seite von (50a) stellen ihrer Dimension
nach Langen dar, und zwar ist das erste Glied die aus der Punktmechanik
bekannte Geschwindigkeitshoéhe. Das zweite Glied wird als Druck-
héhe bezeichnet (vgl. S. 12), wahrend das letzte Glied die geometri-
sche Hohe (Ortshohe) des Flussigkeitsteilchens iiber einer beliebig ge-
wahlten horizontalen Nullebene angibt. Die Summe dieser drei Hohen
heiBt die hydraulische Hohe des betreffenden Punktes. Gleichung
(504a) spricht demnach das wichtige Gesetz aus: Bei der stationédren
Bewegung einer idealen Fliissigkeit ist fiir alle Punkte lings
einer Stromlinie die Summe aus Geschwindigkeits-, Druck-
und geometrischer Hoéhe konstant. Die Grofle dieser Kon-
stanten dndert sich im allgemeinen beim Ubergang von einer Strom-
linie zu einer anderen. In dem besonderen Falle der stationdren und
wirbelfreien Stromung hat sie dagegen — wie spiter gezeigt wird —
fiir das ganze Fliissigkeitsgebiet einen unverdnderlichen Wert (vgl. S. 121).

Die Bernoullische Gleichung 148t noch eine andere fiir die Folge

wichtige Deutung zu, wenn man bedenkt, dafl % v? die kinetische

Energie und — bei alleiniger Wirkung von Schwerekriften — mgz
die potentielle Energie eines Fliissigkeitsteilchens von der Masse m

2
bezeichnen. In Gleichung (50) stellt somit % die kinetische und gz
die potentielle Energie der Masseneinheit dar. Aus Dimen-
sionsgriinden folgt dann ohne weiteres, dall auch —i;— eine auf die Einheit

der Masse bezogene Energieform sein muf}, welche hinfort als Druck-
energie bezeichnet werden soll. In diesem Zusammenhange wird der
Ausdruck (50) auch die Energiegleichung der stationidren Stré-
mung genannt. Sie sagt aus, daB die sog. Strémungsenergie,
d.h.die Summe aus kinetischer, potentieller und Druck-
energie eines Teilchens zeitlich unverdanderlich ist und fiir
alle Punkte lings einer Stromlinie denselben Wert hat.

Das vorstehend gefundene Ergebnis ist nur daraus zu erkliren, daf3
bei der Herleitung der Gleichung (50) keinerlei ,,Verluste® beriick-
gichtigt worden sind. Derartige Verluste treten aber bei den Bewe-
gungen der wirklichen Fliissigkeiten in mehr oder minder starkem MaBe
auf, wobei der Stromung Energie entzogen und zu anderen Zwecken
verbraucht wird. Um auf solche. Strémungen mit Verlusten, wie sie in
der technischen Praxis fast ausschlieBlich die Regel bilden, die Ber-
noullische Gleichung anwenden zu kénnen, bedarf es noch der Hinzu-
fiigung eines Korrektionsgliedes, worauf spéter genauer eingegangen
wird (vgl. S. 67).

Eine graphische Darstellung des durch Gleichung (50a) zum Aus-
druck kommenden Gesetzes zeigt Abb. 42, in welcher iiber den geome-
trischen Ho6hen der Schwerpunkte zweier Stromfadenquerschnitte 1
und 2 die entsprechenden Geschwindigkeits- und Druckhshen aufge-
tragen sind. Die Endpunkte dieser Streckensummen liegen in einer hori-
zontalen Ebene, dem ideellen Niveau des betreffenden Stromfadens.

Kaufmann, Hydromechanik [ 4
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Multipliziert man die Ordinaten der Abb. 42 mit y = pg¢, so erhilt
man fiir die beiden betrachteten Querschnitte die Beziehung

2 2 .
9%1——1-201—1"721:Q%’sz"‘?’zzzcons‘“'

Abb. 42. Schematische Darstellung der Ber-

noullischen Druckgleichung

2
%+£+2=const.
=g e

Bei gleichen geometrischen Hohen
2y == 2, folgt daraus

v3 v3
05 T P1= -5 - p, = const.

Der groBite Druck p, tritt dann an
derjenigen Stelle auf, fir welche
v, =0 wird (z. B. beim Stau vor
einem Hindernis). Er ist

— o 5
PL=0% T P2 (61

In der Technik wird p, gewthn-
lich als statischer Druck, 9»1-);—

als dynamischer oder Staudruck
und p, als Gesamtdruck bezeich-
net. Die Messung des Staudrucks

Py — Py = —9~v§ kann zur Berechnung der Strémungsgeschwindigkeit

2

benutzt werden (siehe unten).

Dié Druckhéhen % — und damit die Driicke selbst — lassen sich

—

Abb. 43a u. b. Oben geschlossenes
und oben offenes Piezometerrohr.

mittels sogenannter Piezometer messen.
Fithrt man némlich ein dinnes Manometer-
rohr bis an diejenige Stelle der Flissigkeit
heran, deren Druck gemessen werden soll
(Abb. 43a und 43b), so steigt die Fliissig-
keit vermoge des Druckes p im Rohre in
die Hohe. Bei Verwendung eines oben ge-
schlossenen und luftleer gemachten Rohres

gibt die Steighthe unmittelbar den Wert —g

an (Abb. 43a). Hat man dagegen, wie das
bei praktischen Wassermessungen gewdhn-
lich der Fall ist, ein oben offenes Rohr, so

liefert die Steighthe den Wert 2 ; e wo p,

den atmosphirischen Luftdruck bezeichnet,
(Abb. 43D).

Um die durch das Einbringen der Piezometer bedingten Stérungen
der Stromung moglichst gering zu halten, werden die Piezometer zweck-
maBig nach Abb. 44 ausgebildet, indem man ein diinnes, mit seitlichen
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Schlitzen versehenes Rohr in die Bewegungsrichtung legt und dieses
mit dem Manometerrohr in Verbindung bringt.

Abb. 45 zeigt ein ,,Staugerat®, d. h. eine Vorrichtung zur unmittel-
baren Messung der Stromungsgeschwindigkeit!. Ein diinnes Rohr A BC,
ein sogenanntes Pitotrohr, ist so angeordnet, dal seine Miindung 4
normal zur Richtung der Stromlinien steht. Die mittelste Stromlinie
muB sich am ,,Staupunkt 4 teilen, da im Rohre ABC keine Stro-
mung stattfinden kann; dort ist also v, =0,
wahrend auBlen die Vorrichtung (annihernd)
mit der ungestérten Geschwindigkeit v um-
stromt wird. Der dem Werte »;, = 0 im Schen-
kel 4 B entsprechende Druck ist nach (51)

’02
=03 +p,
die Flissigkeit wird also im vertikalen Schenkel
BC auf die Hohe Abb. 44. Piezometerrohr mit

horizontalem Schenkel.

PP P PP
i ¥ 57 T
steigen (p, = Atmosphérendruck). Bringt man nun mit dem Pitotrohr
ein Piezometer in Verbindung, welches ersteres gemiaf Abb. 45 umhiillt,
so steigt im Piezometer die Fliissigkeit entsprechend dem Drucke p
um die Hdohe

h, — P— Pa
4
empor. Die Hohendifferenz in beiden
Vertikalschenkeln
’ ' v?
hy —h = g

gibt also sofort die Geschwindigkeitshche

an und damit » selbst, wobei noch ein

durch -Eichung des Staugerites zu be- .\ 45 staugerst nach Prandtl sur
stimmender Berichtigungsfaktor zu be- Messungder Stromungsgeschwindigkeit.
riicksichtigen ist.

Mit Hilfe der oben besprochenen Vorrichtungen ist man imstande,
die Druck- bzw. Geschwindigkeitshéhen unmittelbar zu messen und
damit die Aussage der Bernoullischen Gleichung nachzupriifen. Dabei
zeigt sich nun, daB in fast allen praktischen Fillen eine mehr oder
weniger groBe Abweichung von der Theorie festzustellen ist, insofern
namlich, als lings einer Stromlinie die hydraulische Héhe (S.49) tat-
sichlich nicht konstant ist, sondern in der Stromungsrichtung allmah-
lich abnimmt. Die Ursache dieser Abweichung liegt, wie oben bereits.
bemerkt, in dem Umstande, daf3 die Eulersche Theorie auf die unver-
meidlichen Energieverluste infolge der Reibung keine Riicksicht nimmt.

1 Prandtl, L.: AbriB der Lehre von der Fliissigkeits- und Gasbewegung,
S. 387. Abdruck aus dem Handwdérterbuch der Naturwissenschaften 4.

4%
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In welcher Weise eine Ergéinzung der Theorie nach dieser Richtung hin
zu erfolgen hat, um zu befriedigenden Ergebnissen zu gelangen, wird
spater gezeigt werden (S. 67).

5. Einige Anwendungen der Bernoullischen Gleichung.
a) Venturirohr.

Zur Messung von Wassermengen in Rohrleitungen bedient man sich
in der Technik vielfach der sogenannten Venturischen Wasser-
messer. Diese bestehen im
wesentlichen aus einem hori-
zontalen, sich nach der Mitte
zu allmihlich verjingenden
Rohre (Abb. 46), welches in
die zu untersuchende Wasser-
leitung eingebaut wird. Be-
zeichnen ¥ den normalen, F,
den eingeengten Querschnitt,
v und v, die beziiglichen
Geschwindigkeiten, p und p, die beziiglichen Driicke, so folgt aus der
Bernoullischen Gleichung wegen z = z,

p_"m
+V 29+V'

Abb. 46. Venturirohr.

’[)2
29
AuBerdem liefert das Kontinuititsgesetz die Beziehung
Fv=Fv;, Dbzw. vlvaE,

1
wobei das ganze Rohr als eine einzige Stromréhre aufgefallt wird. Nach
Einfithrung des Wertes fiir »; geht die Bernoullische Gleichung iiber in

) -1 ="

1 Iy _ o p—p
=)~

woraus fir die sekundliche Durchflufimenge folgt

Q= F=V2 S A 4 S

Die Driicke p und p; werden mittels zweier an den betreffenden Stellen
des Venturirohrs angeordneter Manometer unmittelbar abgelesen. Die
Druckinderung ist an der allméhlichen Verengung 4 —B des Quer-
schnitts und nicht an der darauf folgenden Erweiterung B—C zu er-
mitteln, da erstere (wie spiter gezeigt wird) geringere Stromungs-
verluste bedingt als die Erweiterung. Zur Erlangung genauer Ergeb-
nisse ist eine empirische Eichung der Vorrichtung erforderlich.

oder

02F2<
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b) AusfluB aus einer kleinen Offnung.

Aus einem Gefille, dessen Flissigkeitsspiegel durch entsprechenden
ZufluB auf konstanter Hohe erhalten wird, mége durch eine im Ver-
hiltnis zum GefaBquerschnitt kleine Offnung
in der Tiefe & unter dem Spiegel Flissigkeit
ausstrémen (Abb. 47). Die Bewegung ist in
diesem Falle stationdr. Die GefiBwandung
sei an der AusfluBlstelle mit einem gut ab-
gerundeten Ansatzstiick versehen, an welches
sich die austretenden Stromlinien anschmiegen
koénnen.

Bezeichnen p, und v, die Werte fir Druck
und Geschwindigkeit in der Hohe des’ .
Spiegels, p» und o» die entsprechenden Abb'ﬁﬁ;hé‘,‘f%‘;?nsg‘;e‘“”
Werte an der AusfluBéffnung, so liefert die
Bernoullische Gleichung unter der Annahme einer idealen Flissigkeit

v Do v* 4
T LI S T
29+ Y + 29+7

woraus fir die AusfluBgeschwindigkeit folgt

v = Vvﬁ + 29(?1“;—1’ Lh) (52)

Unter Benutzung der Kontinuititsgleichung a8t sich vy durch v aus-
driicken, namlich bo :v§~, wenn F, den Spiegel- und F den Aus-
0

fluBquerschnitt bezeichnen. Ist nun, wie vorausgesetzt, F klein gegen-
iiber Fyy, dann wird v, klein gegeniiber v, so daf 3 in (52) vernachldssigt
werden darf. Grenzen auBerdem Fliissigkeitsspiegel und Ausflul3-
offnung an die Luft, so herrscht an beiden Stellen der Atmosphéren-
druck, weshalb p, — p = 0 ist, womit (52) iibergeht in

v = ]/2gh (Torricellisches Theorem). (53)
Die der Geschwindigkeit v entsprechende sekundliche AusfluBmenge ist

Q=vF=F})2gh.

Tatsédchlich zeigt sich nun bei praktischen Versuchen, dafl » immer
kleiner ist, als sich nach den obigen Formeln ergeben miite. Der Grund
dafiir ist in der Vernachlissigung der Fliissigkeitsreibung zu suchen,
durch welche ein Energieverlust der Strémung bedingt ist. Man bringt
dieses dadurch zum Ausdruck, daB man an Stelle von (53) schreibt

v=¢12gh, (53a)

wo ¢ ein Berichtigungsfaktor, der sogenannte Geschwindigkeits-
koeffizient ist, der durch Versuche bestimmt werden kann, und dessen
mittlerer Wert fiir Wasser nach J. Weisbach ¢, = 0,97 betrigt.

Mit dem AusfluB in enger Verbindung steht eine weitere Erschei-
nung, die man als Einschniirung oder Kontraktion des austreten-
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den Strahles bezeichnet. Sieht man ndmlich an der Ausfluféffnung
nicht wie in Abb. 47 ein abgerundetes Ansatzstiick vor, sondern 148t
die Fliissigkeit unmittelbar durch eine scharfkantige Offnung in der
Gefawand austreten (Abb. 48), so kénnen die Stromlinien die Aus-
fluBoffnung nicht rechtwinklig schneiden, da ja die-
jenigen, welche in unmittelbarer Ndhe der GefaB-
wand verlaufen, nicht plétzlich umbiegen konnen.
Die Stromlinien konvergieren noch beim Durch-
schreiten der GefdéBwand und laufen erst in einiger
Entfernung von dieser parallel (im Gegensatz zu
Abb. 47); der austretende Strahl erleidet also eine
Einschniirung. Bezeichnet F den Querschnitt
in der- GefiBwand und ¥, den Querschnitt des

Abb. 48. Einschniirang  eingeschniirten Strahles, so nennt man den Quo-
des AusfluBstrahles. tienten

7,
V=T

die Einschniirungsziffer (oder den Kontraktionskoeffizienten).
Mit F, = pF erhilt man demnach als sekundliche AusfluBmenge

Q=voF, =pyFy2gh.

Anstatt nun die beiden Beiwerte ¢ und ¢ getrennt zu ermitteln, ersetzt
man ihr Produkt durch einen neuen Faktor, die sogenannte Ausfluf3-
ziffer yu = @y, womit die AusfluBmenge iibergeht in

Q=uF12gh.

Der Koeffizient y ist im allgemeinen nur empirisch bestimmbar;
fir spezielle Fille 146t er sich jedoch mittels der Potentialtheorie -be-
rechnen (vgl. 8. 128). Die Frage des Ausflusses aus Gefaflen wird im
zweiten Bande unter besonderer Beriicksichtigung der technischen Be-
diirfnisse genauer behandelt werden. Hier sei nur kurz erwihnt, daf}
fir scharfkantige, kreisférmige Offnungen, die sich in groBerer Ent-
fernung von den GefdBwandungen und vom Wasserspiegel befinden,
# = 0,61 bis 0,63 betragt.

c) Saugwirkung strémender Flissigkeit.

In einem Gefafle, welches nach Abb. 49 bei F, einen stark einge-
schniirten Querschnitt besitzt, befinde sich Fliissigkeit in stationirer
Bewegung. F, sei die Ausflul6ffnung, » deren Tiefe unter dem Fliissig-
keitsspiegel. Das bei ', angeschlossene, mit dem Gefd 4 in Verbindung
stehende Rohr denke man sich zunichst entfernt. Bezeichnen nun 4,
die Tiefenlage des Querschnitts F, unter dem Spiegel, v, und p, die zu F,
gehorigen Werte fiir Geschwindigkeit und Druck, so erhilt man aus der
Bernoullischen Gleichung
v

2 Po _ Pe
5y T Th=g55+7
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oder, in etwas anderer Form geschrieben,

%—QL_@—Wg_he

y 29
Aus der Kontinuititsgleichung folgt ferner
F, F,
Ye = Va5 voZUaTO—,

womit die obige Gleichung tbergeht in

Po— P _ VIFZ/ 1 1y
o=t ) e 59
Bei sehr kleinem Werte F, gegeniiber F, darf 2.1,1—2 gegen I;l— vernach-
0o e
lassigt werden; setzt man aullerdem noch v, = ]/2 gh, so folgt aus (54)
Po—Pe _ 5, (Fa\2
—;—_k(ﬂ) h, . (55)

_Pof%l’e wird positiv, d. h. der Atmosphérendruck p, ist gréBer als p,,

wenn
Fll

2 F, b

he<h<Fe> . baw. >]/T
ist. Wiirde man in diesem Falle das GefiaBrohr bei F, anbohren, so kénnte
dort keine Flissigkeit ausstrémen; vielmehr wiirde von auflen her
durch den iiberwiegenden Atmo-
sphirendruck Luft in das Ge-
fal hineingepref3t.

Man denke sich nun an der
Stelle F, ein vertikal stehen-
des Rohr angeschlossen, welches
mit seiner unteren Offnung
in ein GefiBl A4 taucht, das
die gleiche Fliissigkeit enthilt
(Abb. 49). Vermoge des auf
dem Fliissigkeitsspiegel lasten-
den Druckes p, wird die Flissig-
keit in dem Rohre in die Hohe

steigen. Ist nun das Gewicht

: R : = Abb. 49. Saugwirkung stromender Fliissigkeit. Bei
dieser FluSSngeltssaule entsprechend kleinem Querschnitt #. wird Flissigkeit
aus dem Behilter 4 angesaugt und mit weggefihrt.

C?} < Po— Pe>
so wird durch den Uberdruck p, — p, Fliissigkeit aus dem GefiaBe 4
in das obere Gefal gedriickt, bzw. es wird durch den bei F, herrschen-
den Unterdruck Fliissigkeit angesogen und in dem horizontalen Rohre
mit fortgefithrt. Damit dieser Fall eintreten kann, muf} also

C<%—Tp”=h<F">2—hc,

d.h r
b AT

sein.
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Auf dieser Saugwirkung strémender Fliissigkeit an entsprechend
angeordneten Einengungsstellen beruht die Wirkungsweise der Saug-
strahlpumpe. Allerdings kann fiir das wirkliche Verhalten der Fliissig-
keit die vorstehende Ableitung nur in qualitativer Hinsicht einen An-
haltspunkt liefern, da infolge der praktisch vorhandenen Verluste nicht
unerhebliche Abweichungen von der Theorie eintreten.

Durch sehr starke Einengung des Querschnitts ¥, kann man es er-
reichen, daB der Druck p, = 0 wird. Bei der hier betrachteten ,,verlust-
losen®“ Stromung tritt dieser Fall ein, wenn, wie aus (55) hervorgeht,

wird. Da jetzt die Flussigkeitsteilchen jenseits des Querschnitts F, in-
folge Mangels an entsprechendem Druck nicht mehr gegen die Wan-
dungen des sich erweiternden GefiaBes gepreft werden konnen, so stromt
die Flissigkeit eine gewisse Strecke weiter, ohne das Gefil3 voll auszu-
filllen (Freistrahlbildung).

6. Die Energiegleichung fiir nichtstationire Stromungen.

Die Energiegleichung (50) der stationidren Bewegung einer reibungs-
freien Fliissigkeit war gefunden als Integral der Bewegungsgleichung
(48), in welcher das von der Zeit abhéngige Glied nicht mehr enthalten
ist. Um fiir nichtstationidre Bewegungen einen entsprechenden Ausdruck
zu finden, gehe man auf Gleichung (47) zuriick, welche auch wie folgt
geschrieben werden kann:

0 [v? P ov
5T+ +os) T3 =0

Durch Integration lings der Stromlinie folgt daraus

2 0
%_;_ %+gz+f5§ds:const. (56)
§

Die ersten drei Groflen des vorstehenden Ausdrucks haben die gleiche
Bedeutung wie die entsprechenden Werte in Gleichung (50), stellen also
wieder die kinetische, Druck- und potentielle Energie der Masseneinheit
dar. Das neu hinzugekommene Glied mufl aus Dimensionsgriinden eben-
falls eine Energieform sein, bezogen auf die Masseneinheit, und ist durch
die zeitliche Verdnderlichkeit des Strémungsvorganges bedingt.

FaBt man zwei beliebige Punkte der Stromlinie I (oberhalb) und 2
(unterhalb) ins Auge, so erhilt man

$1 S2
v? I ov _ % P v
§+'z‘+921+.fm'd8~§+Q—i—gzz‘*‘fatds
0 0
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oder U v} 8261;
§1+%+gz1—<f+%2+gz2>=f—5?ds. (57)
81

Beispiel: Schwingungen in einem offenen U-Rohr. In einem U-formig
gebogenen Rohre von konstantem Querschnitt F (Abb. 50), dessen
Schenkel oben offen sind, befinde sich eine reibungsfreie Fliissigkeit in
Ruhe. Dann steht nach dem Gesetz der kommunizierenden Réhren
(8. 13) die Fliissigkeit in beiden Schenkeln gleich hoch. Denkt man sich
durch irgendeine &uBlere Ursache das
Gleichgewicht voriibergehend gestort,
so fihrt die sich selbst iiberlassene
Fliissigkeit unter der Einwirkung der
Schwere in dem Rohre Schwingungen
aus; es liegt also der Fall einer nicht-
stationdren Bewegung vor. Die Ge-
schwindigkeit v hat mit Riicksicht auf
die Kontinuititsbedingung an jeder
Stelle des Rohres die gleiche GréBe,
ist im tbrigen aber von der Zeit ab- . o
hangig. Bezeichnet man die linke Spiegel- ~ *°* 5% Sehvingende Flissigkelt in
fliche mit 1, die rechte mit 2, so lautet
Gleichung (57) wegen v, = vy, Py =109, 2y, =h +, 2, =h—(

av
290 = |5 ds. (59)
1
Da Z—f vom Orte unabhéngig ist, so kann der Integralwert rechts auch

in der Form geschrieben werden
2
ov dv
J‘m— ds = ai -1l ,
1
wenn ! die Linge der schwingenden Wassersdule 7—2 bezeichnet, so
daB (58) iibergeht in

dv

Nun ist v = —%, da nach Abb. 50 dem positiven Sinne von » eine
Abnahme von ¢ entspricht. Man erhilt also

ar . 29

w1

Der vorstehende Ausdruck stellt die Differentialgleichung einer ein-
fachen harmonischen Schwingung dar, deren Integral mit { = 0

fir £=0 und o = V2Tg den Wert hat
{ = Asin (at),
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wovon man sich durch Ausdifferenzieren leicht tiberzeugen kann. Die
Amplitude 4 stellt den gréBten Ausschlag {r.x tiber der Ausgleichs-
lage (Ruhezustand) dar. Fir die Dauer einer vollen Schwingung erhalt

man
T:ﬂzzn]/i,
o 2¢q

wahrend 7" :% die Zeit zwischen dem groéften Ausschlag {max und

der Nullage darstellt. Theoretisch wiirde diese Bewegung unendlich lange
fortdauern. Tatsichlich wird sie jedoch durch die vorhandenen Wider-
stinde — insbesondere die Reibung an der Rohrwand — geddmpft,
so daB die Flissigkeit nach kurzer Zeit wieder zur Ruhe gelangt.

7. Die Impulssiitze.

Bei vielen technischen Stromungsvorgingen kommt es, wie schon
bemerkt wurde, gar nicht auf die Kenntnis der Bewegung jedes ein-
zelnen Flissigkeitsteilchens an, sondern es geniigt schon eine summa-
rische Angabe iiber die Stromung der ganzen Fliissigkeitsmasse. In
solchen Fillen leisten die Impulssédtze hiufig gute Dienste, die im
wesentlichen nichts anderes darstellen als den Schwerpunkts- bzw.
Flachensatz der Mechanik der Punktsysteme.

Um zu einer Formulierung dieser Sétze zu gelangen, denke man
sich eine beliebige Flissigkeitsmasse M aus der gesamten Flissigkeit
abgetrennt, welche zur Zeit ¢ einen bestimmten Raum § erfiillen moge.
Nach dem Satz von der Bewegung des Schwerpunkts ist!

o=yl I _ L gy, (59)

dt T dt
wenn > { die geometrische Summe der an der Masse M angreifenden
guBeren Krifte, v, den Geschwindigkeitsvektor des Massenmittel-

unktes 4o, also dessen Beschleunigung ), m die Masse eines beliebigen,
P a1 gung g

der Gesamtmasse M angehorigen Flissigkeitselements und v dessen
Geschwindigkeitsvektor bezeichnen. (Die inneren Krifte heben sich bei
der Summierung nach dem Wechselwirkungsgesetz gegenseitig auf.)
Das Produkt mp heiBt die BewegungsgroBe oder der Impuls J
des betreffenden Massenpunktes und hat die Richtung der zugehérigen
Geschwindigkeit v. Gleichung (59) spricht also den Satz aus: Die zeit-
liche Anderung des Impulses der Masse M = Xm ist gleich
der geometrischen Summe der an ihr angreifenden d4uBleren
Krafte. Als solche kommen in Betracht die Schwere (sofern andere
Massenkrifte ausgeschlossen sind) und die auf die Berandung der
Masse M wirkenden Krafte.

Ein analoger Satz gilt hinsichtlich der Momente. Bezeichnet 1 den
Radiusvektor von einem beliebigen Festpunkt O nach dem beliebigen
Massenpunkt m, so ist 3 [mvr] das statische Moment des Impulses

1 Vgl. etwa W.Kaufmann: Einfithrung in die Mechanik starrer Korper,
S. 494. Hannover 1927.
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in bezug auf den Punkt O. (Die eckige Klammer stellt das duBere
Produkt der Vektoren mp und t dar.) Nun lautet der Flachensatz
der allgemeinen Mechanik!

%E[MM]=29R, (60)

wobei MW die geometrische Summe der auf O bezogenen statischen
Momente aller duBeren Krifte darstellt. Gleichung (60) sagt also aus:
Die zeitliche Anderung des Impulsmomentes der Masse M
in bezug auf einen beliebig gewdhlten Momentenpunkt ist
gleich der geometrischen Summe der Momente aller an M
wirkenden duBleren Kridfte in bezug auf denselben Punkt.

Jede der Vektorgleichungen (59) und (60) kann durch drei Kompo-
nentengleichungen ersetzt werden; in vielen Fillen geniigt schon eine
Komponentengleichung zur Losung der gestellten Aufgabe.

Stationiire Stromungen. Eine raumbestéindige Flissigkeit fiithre
durch einen stetig gekriimmten Kanal eine stationire oder doch im
Mittel stationdre (vgl. S. 80) Bewegung aus. Von der P
ganzen Flissigkeit denke man sich eine Masse M b & 1
abgegrenzt, welche zur Zeit ¢ den Raum § mit den v
Endquerschnitten F; und F, erfilllen moge (Abb 51) a%r N,
und deren gesamter Impuls zu dieser Zeit  sei.
Wihrend des Zeitelements dt¢ findet eine Fort-
bewegung aller die Masse M bildenden Fliissigkeits-
teilchen in dem Kanale statt, und zwar tritt bei ¥,
die Masse ¢ F, ds, aus dem Raume § aus, bei F; da-
gegen stromt neue Flissigkeit von der Masse o F; ds;
nach. Bezeichnet man den bei F, in der Zeit dt aus-
tretenden Impuls mit J,, den bei F; eintretenden mit
31 und die dem Raume 8 entsprechende Impuls-
anderung mit A, so ist die Impulsinderung der 1

Masse M wihrend der Zeit di¢ Abb. 51. Bei stationdirer
Stréomung ist die zeit-

. o~ o~ liche Impulsinderung
($+A8+32_$1)_3'—A'\5+$2_'\51 der durch F, und F,

. . . . . abgegrenzten Fliissig-
Nun ist bei der hier vorausgesetzten stationédren keitsmasse gleich dem

(bzw. mittelstationdren) Bewegung die Impuls- E@iﬁiﬁ‘;}igefe{?bé’fh{;
menge im Raume § unverdnderlich, d.h. AJ = 0. Pel F. chiretenden
Die Impulsdnderung der Masse M im Zeitelement dt

kann also nur bestehen aus dem UberschuB8 des Impulses der bei F,
austretenden Masse o F, ds, liber den Impuls der bei F; eintretenden
Masse ¢ F, ds,. Die entsprechenden Impulse (Masse mal Geschwindig-
keitsvektor) sind aber, wenn b, bzw. v, die Vektoren der Geschwindig-
keiten bei F; bzw. F, bezeichnen und @ die sekundliche Durchflufi-
menge darstellt,

o Fydss 0y, =0 Fyv,dt v, =p0Qv,dt

und
oFids; v, =0Q0,dt,

1 Vgl. das vorhergehende Zitat, S. 588.
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womit die auf die Zeiteinheit bezogene Impulsinderung der ganzen
Fliissigkeitsmasse M den Wert annimmt

dcw
5 =0Q (v, — ). (61)

Nach (59) ist diese Impulsénderung gleich der geometrischen Summe
der an der Masse M angreifenden duBeren Krifte. Es m6gen nun be-
zeichnen: & die Schwere der Masse M, B, die Resultante der von
den Kanalwandungen auf die Masse M ausgeiibten Krifte und p,
bzw. p, die ,mittleren” Driicke bei F; bzw. F, (Abb. 51). Wird von
Tangentialkriften in den Querschnittsflichen F; und F, abgesehen,
so ist

2=+ B, +p, F1+p, F,,
und man erhilt aus (59) und (61)

&+ By 4 p1 Fr+ poFo=00Q (0 — 9y). (62)

In dhnlicher Weise ist bei der Anwendung von Gleichung (60) zu
verfahren, welche im Falle stationdrer Stromung einfach den Satz
ausspricht, daBl das Moment des aus dem abgegrenzten Bereich aus-
tretenden Impulses vermindert um das Moment des eintretenden Im-
pulses in bezug auf einen beliebigen Festpunkt gleich der Summe der
Momente der duBleren Krafte in bezug auf diesen Punkt ist. Ein Beispiel
dafiir findet sich auf S. 64.

Wie aus der obigen Darstellung ersichtlich ist, liefern die Impuls-
sitze bei stationdren bzw. mittelstationdren Stromungen bestimmte
Anhaltspunkte tiber die Verhéltnisse an den Grenzflachen einer stro-
menden Flissigkeit, ohne da dabei die Kenntnis der Vorgénge im
Innern des betreffenden Flissigkeitsgebietes erforderlich wire. Aus
diesem Grunde hat sich ihre Anwendung bei einer Reihe von Auf-
gaben der praktischen Hydraulik — und zwar auch solchen, die mit
»,Energieverlusten‘ verbunden sind (vgl. S. 67) — als besonders frucht-
bar erwiesen.

8. Einige Anwendungen der Impulssitze.

a) Druck der strémenden Flissigkeit auf die Wandungen
eines Rohrkrimmers.

Abb. 52 stelle ein einfach gekriimmtes Rohrstiick in horizontaler
Ebene dar. Am Eintrittsquerschnitt #; herrschen die Geschwindig-
keit ; und der Druck p,, am Austrittsquerschnitt ¥, die entsprechenden
Werte b, und p,. Dann gilt hinsichtlich des resultierenden Druckes ‘B,
der Rohrwandung auf die durch das Rohr strémende Flissigkeit Glei-
chung (62). Sieht man von der Schwerewirkung ab, so iibt die Flissig-
keit nach dem Wechselwirkungsgesetz auf das Rohrstiick eine Kraft
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R = — B, aus, die als Reaktion der Fliissigkeit bezeichnet wird.
Fir diese gilt nach (62)

R=00Q0,+p F1—0Q0,+ p,
oder, wegen Q = v, Fy = v, F,,
R =Fy(ev101-+ 1) + Fa(ova[— 2] + po) -

Der Reaktionsdruck der Flussigkeit gegen die Rohrwand setzt sich
demnach aus zwei Kriften F,(ov, b, + p;) und F,(o v,[—0,] + po)
zusammen, welche die Richtung der
Querschnittsnormalen beim Ein- bzw.
Austritt besitzen und beide nach dem
Innern des Rohrstiickes gerichtet sind.
Thre Betrage sind F, (ov? + p,) bzw.
Fy(ov: -+ p,), womit die Resultante R
nach GroBeund Lage sofort angegeben
werden kann (Abb. 52).

Fur den Sonderfall des kreis-
formig gekriimmten Rohres von
konstantem  Querschnitt  wird i 5t skt s ot
F,=F,=F, vy=v,=v und bei kriimmers,
,verlustloser Stromung nach der
Bernoullischen Gleichung p,=p,=p. Damit ergibt sich der Be-
trag R des Reaktionsdruckes zu

R=2F (pv®>+ p)sina,

wenn o den Neigungswinkel der Rohrsehne gegen die Normale der End-
querschnitte bezeichnet (Abb.52). (Uber die in Rohrkriimmern auf-
tretenden Verluste wird im 2. Bande besonders berichtet.)

b) Riickdruck austretender Strahlen (Strahlreaktion).

Ein Behilter von der in Abb. 53 dargestellten Form besitze eine
Ausflu6ffnung F, die um » Meter unter dem Fliissigkeitsspiegel liegt
und als klein gegen den Behélterquerschnitt angesehen werden darf.
Durch einen ZufluB von oben werde der Fliissigkeitsspiegel auf kon-
stanter Hohe erhalten, so da die Stromung stationir ist. Dann be-
trigt die ,,ideale’ AusfluBgeschwindigkeit nach (53) v = }2gh.

Die zeitliche Anderung des Impulses der den Behilter augenblick-
lich erfiillenden Fliissigkeitsmasse ist in horizontaler Richtung lediglich
bedingt durch den bei F in der Zeiteinheit austretenden Impuls
0Qv = g Fv2 Dieser Impulsinderung entspricht eine auf die Fliissig-
keitsmasse von den GefdBwandungen ausgeiibte Horizontalkraft von
gleicher GroBe und Richtung. (Der &uBere Luftdruck hilt sich an
beiden Seiten des GefiBes einschlieBlich der Offnung F das Gleich-
gewicht.) Umgekehrt iibt die stromende Fliissigkeit auf die Behilter-
winde eine Horizontalreaktion aus, welche der Ausflugeschwindigkeit
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entgegengesetzt gerichtet, und deren Grofle B = gFv? ist. Mit v2=2gh
folgt daraus
R=2Fyh,

d. h. doppelt so groB wie der hydrostatische Druck auf die Aus-
flufstfnung F.

Findet beim Austritt eine Einschniirung des Strahles statt, so
ist der austretende Impuls, wenn man noch den Geschwindigkeits-

koeffizienten_ @ beriicksichtigt, o @ (p]/2_g§, WO
Q=qyF)2gh (vgl. S.54). Demnach wird

R=2Fyh¢*py=2Fyhou.

Bei beweglicher Anordnung des Behilters kann

die Reaktion des Strahles einen entsprechenden

Widerstand tiberwinden, also zur Arbeitsleistung

herangezogenwerden. Die durch siehervorgerufene

Verschiebung des GefiBles erfolgt in entgegen-
Abb.53. Derbei Faustretends SCSCTEEET Richtung zur Ausflufgeschwindigkeit.
Fliissigkeitsstrahl fibt auf die Bezeichnet F; den Behilterquerschnitt in der
GefiBwandung ecinen Reak- - Spjegelfliche und v, die zugehorige Geschwindig-

keit, so ist die zeitliche Anderung des Impulses
in lotrechter Richtung —pQv, = —p Fyv%. In dieser Richtung wirken
auf die Flissigkeit die Schwere G und der lotrecht nach aufwirts
gerichtete Druck des Behilterbodens V. Demnach wird

—oFyd =G —7V; V=@Q+ oFyvi.

Sieht man von der Schwere ab, die auch im Ruhezustande wirksam
ist, so wird
Z = o Fyv}

der abwéarts gerichtete Reaktionsdruck der strémenden Fliissigkeit
gegen das Gefa3. Bei der hier vorausgesetzten kleinen AusfluBéffnung F
(F <€ F,) ist wegen F v = Fgv, %= 2 (%)2 ein sehr kleiner Wert,

]

so daB Z im vorliegenden Falle praktisch keine Rolle spielt.

¢) Druck eines freien Strahles gegen eine Wand.

o) Gerader Sirahldruck. Trifft ein aus einer Diise austretender
Strahl eine feste Wand, so iibt er auf diese einen Druck aus, der als
Strahldruck bezeichnet wird. Beim Auftreffen auf die Wand &ndern
die einzelnen Fliissigkeitselemente ihre anféngliche Richtung und
werden in die zur Wand parallele Richtung abgebogen, sofern die Wand
eine hinreichend grofe Ausdehnung besitzt, was hier vorausgesetzt sei.
Man denke sich nun gemi Abb. 54 einen Teil der austretenden Fliissig-
keitsmasse abgegrenzt, und zwar so, daB die Grenzfliche sowohl den
noch nicht von der Wand beeinfluBten Strahl als auch die bereits ab-
gelenkte Fliissigkeit trifft, nachdem diese ihre neue Geschwindigkeits-
richtung angenommen hat. Nach dem Impulssatze mufl dann bei
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stationdrer Stromung wieder der UberschuB des in der Zeiteinheit aus
dem abgegrenzten Bereiche austretenden Impulses {iber den eintretenden
gleich der geometrischen Summe der auf die abgegrenzte Fliissigkeits-
masse wirkenden dufleren Krifte sein. Bezeichnet man die Richtung
des Strahls als z-Richtung, so ist der austretende z-Impuls Null, da
die neue Geschwindigkeit ja rechtwinklig zum Strahle steht, der ein-
tretende dagegen p @ v, wenn v die Strahlgeschwindig-

keit an der Grenzfliche und @ die sekundliche Aus-

fluBmenge aus der Diise bezeichnet. Die einzige in

der z-Richtung auf den abgegrenzten Bereich wir-

kende duBere Kraft ist der Druck P der festen Wand.

Demnach wird

P=9Qu,

und dieser Druck ist nach dem Wechselwirkungs-

gesetz das Entgegengesetzte des Strahldrucks gegen

die Wand. (Der duBere Luftdruck p, hilt sich beider- ADY; 5. Der, Druck

eines {reien Strahles
seits das Gleichgewicht, da die Wand von rechts her gegen eine feststehende

ebenfalls unter seinem EinfluB8 steht, und der Druck lOtrEChItﬂe= ZV 5]11;‘1 ist
im ankommenden Strahle p = p, ist.)

F.Reich! hat in seiner Dissertation: ,,Umlenkung eines freien
Fliissigkeitsstrahles an einer zur Stromungsrichtung senkrecht stehenden
ebenen Platte* die Druckverhéltnisse eines aus einer Diise austretenden
Strahles experimentell untersucht und die obige Formel fiir den Strahl-
druck gut bestétigt gefunden. Danach ist der tatsichliche Wert von P
ca. 4 bis 6% kleiner als der theoretische. Reich hat auch die Platten-
grofle ermittelt, welche zur vollkommenen Umlenkung des Strahles er-
forderlich ist,”wobei ein senkrecht abwirts flieBender Strahl und eine
horizontale Platte zu Grunde gelegt wurden. Er gibt dafiir den Wert

d .
D= 5? an, wo D den Plattendurchmesser, d den Durchmesser des

n
Strahles und nd den Abstand der Platte von der Diisenéffnung be-
zeichnet.

Wird die Wand (bzw. Platte) mit der Geschwindigkeit v < v in
der Strahlrichtung bewegt, so kommt fiir die Beurteilung des Strahl-
druckes nur die relative Geschwindigkeit v —u des Strahles gegen die
Wand in Betracht, und man erhalt

P=0oQv—u).
Die Leistung des Strahldruckes ist dann
kg
L=Pu=gQu(v——u)[s“er:],
bzw. in Pferdestirken (1 PS = 75 kgm/sec)

1
N:%QQ’M(U—’M) PS.

Sie wird ein Maximum fiir g§:0=v—2u; d. h. u:%.

! Dissert. Techn. Hochschule Hannover. VDI-Verlag 1926.
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) Schiefer Strahldruck. Trifft der mit der Geschwindigkeit v an-
kommende Strahl eine gegen ihn um den Winkel « geneigte feste
Wand (Abb. 54a), so zerlege man v nach v, = vsine normal und

v, = v coso tangential zur Wand. Dann erhilt
man bei Vernachldssigung der Schwere als Nor-
malkomponente N des Strahldrucks

N=0pQv,=pQusina.

Ginge die Bewegung der lings der Wand ab-

stromenden Flissigkeit vollkommen reibungsfrei

. ‘ vor sich — was in Wahrheit natiirlich nicht der

ﬁﬁ’lf’c'k?%ie 5‘3121)95,?&1123;?;‘31 Fall ist —, dann kénnte in der Wandrichtung auf

nente (1 zur Wand) ist den abgegrenzten Flissigkeitsbereich auch keine

N =cQusina. duBere Kraft wirken. N wiirde dann den gesamten

Strahldruck auf die Wand darstellen. Tatsachlich

hat — besonders bei rauhen Wanden — der Strahldruck auch eine

Komponente nach der Wandrichtung.

Die in die Richtung des Strahles fallende Seitenkraft von N —

der sogenannte Paralleldruck — hat die GroBe

X = Nsina = pQusin?«.

d) Druck der stré6menden Flissigkeit auf einen gleichférmig
rotierenden Kanal.

Abb. 55 stelle einen durch zwei Schaufeln einer Wasserturbine ge-
bildeten Kanal dar, der sich in gleichférmiger Drehbewegung um die
feste Achse O des Laufrades befindet. v, und v, seien die relativen

Eintritts- bzw. Austrittsgeschwindigkeiten

des Wassers, u, bzw. u, die entsprechenden

Umfangs- (Fihrungs - ) Geschwindigkeiten.

Dann gilt fir die absoluten Geschwindig-

keiten ¢; = u; 4 t,, ¢, =uy, + mw,. Nach

dem Impulssatze ist das Moment des in

der Zeiteinheit bei B aus dem Kanal aus-

tretenden Impulses vermindert um das

Moment des bei A eintretenden Impulses

in bezug auf O gleich dem Moment der

duBleren Krifte, welche auf die im Kanale

augenblicklich befindliche Fliissigkeits-

*S‘cb}‘lgu?gmaﬂfisseiign‘gtS‘Qf:;';egrléﬁfbhig masse wirken. Das Moment. der auBleren

" Krifte wird — da die Schwere keinen

Beitrag in bezug auf die lotrechte Achse O liefert — nur von den

Schaufeldriicken auf das Wasser gebildet. Ein entgegengesetzt gleich

grofles Moment iibt das strémende Wasser auf die Schaufelwandungen

aus. Fiir das gesamte Reaktionsmoment, d.h. also das Drehmoment
an der Turbinenwelle, liefert der Impulssatz den Wert

My =00 (c;7r1c080; — 37508 Oy) , (63)
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wenn @ die durch die Turbine in der Sekunde strémende Wassermenge
bezeichnet. Demnach ist die Leistung der Turbine L = M3 w (w =Win-
kelgeschwindigkeit). Mit u; = r,  und %, = 7, folgt daraus

L = 0Q(c;uyc0o8d; — cyusc08 Jy) .

Wird speziell §, = 90°, d. h. fallt ¢, in die Richtung des Radius 7,
dann verschwindet das negative Glied, und man erhalt

L =pQc,u,c080; .

Gleichung (63) heifit die Eulersche Turbinengleichung (Haupt-
gleichung der Turbinentheorie) und spielt bei der Berechnung der
Turbinen eine wichtige Rolle. Threr Ableitung liegt die Voraussetzung
zugrunde, dafl die in den Schaufelkanal eintretenden Wasserteilchen
sich samtlich in Richtung der Mittellinie dieses Kanals bewegen, d. h.
also durch die Schaufeln in gleicher Weise gefithrt bzw. abgelenkt
werden. Es ist einleuchtend, dafl diese Annahme nur bei relativ geringen
Schaufelabstdnden zuléssig ist, bei gréBeren dagegen nicht, weil dann
ein eigentlicher Kanal nicht mehr vorliegt. Aus diesem Grunde ist
man neuerdings bestrebt, die Theorie der Turbinen auf einer anderen
Grundlage aufzubauen, indem man sich das Schaufelrad als ein System
diinner Fliigel vorstellt, welches in die stromende Fliissigkeit gesetzt
ist, und die Stromung um diese Fliigel untersucht. Im 2. Bande wird
iiber diesen Gegenstand genauer berichtet.

e) Wassersprung in einem offenen Gerinne.

Befindet sich in der Sohle eines offenen Gerinnes ein Knick, der-
gestalt, daB oberhalb des Knickes ein gréferes Sohlengefille und damit
eine groBere Wassergeschwindigkeit vorhanden ist als unterhalb des
Knickes (Abb. 56), so zeigt sich, dafl bei
hinreichend grofler Geschwindigkeit des | !
ankommenden Wassers ein sogenannter W
Wassersprung (Wechselsprung) auf- i :
tritt, d. hI.) eine sprunghaftg Anderung L=y, :tz —
der Spiegelhéhe von #, auf ¢,. WWW%”’WW

Zur Untersuchung dieses Vorganges i
soll wieder der Impulssatz herangezogen -
werden. Zu diesem Zwecke trenne man A‘é’égﬁ;}e"'}ﬁiﬁi"i‘i‘;‘é léegéﬂgﬁigg:;en
den durch die Linien 7—I1 und 2—2
gekennzeichneten Bereich ab, welcher den Wassersprung enthilt, und
ermittle wieder (stationire Stromung vorausgesetzt) den Uberschuf§
des in der Zeiteinheit austretenden iiber den eintretenden Impuls.
Bezeichnen b die Breite des rechteckig angenommenen Gerinnes,
v; und v, die ,,mittleren Geschwindigkeiten (vgl. S.70) im Zulauf-
bzw. Ablaufgerinne, so ist die zeitliche Impulséinderung g @ (v, —v,),
wo @ = t,bv; = t,b v, die sekundliche DurchfluBmenge darstellt. Diese
Impulséinderung muf} gleich der Summe der in der Bewegungsrichtung
auf die abgegrenzte Fliissigkeitsmasse wirkenden dufleren Krifte sein.

Kaufmann, Hydromechanik I. b
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Hinsichtlich dieser Krifte werden folgende vereinfachende Annahmen
gemacht: 1. Die in die Strémungsrichtung fallende Schwerekomponente
kann bei der relativ geringen Sohlenneigung vernachlissigt werden.
2. Desgleichen diirfen die am Gerinnerand auf das Wasser iibertragenen
Reibungskrafte aufler acht bleiben, da die Léngenausdehnung des Be-
reiches, in dem der Wassersprung erfolgt, klein ist, der Einfluf der
Wandreibung also nur von geringer Bedeutung sein kann. 3. Die
Dricke in den Querschnitten 7—17 und 2—2 werden nach der Tiefe als
,,Statisch verteilt” angenommen, mit anderen Worten heillt das, der
Druck wichst proportional mit der Tiefe (p =92, wo z vom Spiegel
aus nach unten gerechnet wird, vgl. S.11).

Auf den Querschnitt I—171 entfillt also die Druckkraft D; = ytz b s
auf den Querschnitt 2—2 D, = yt; Unter diesen Voraussetzungen
liefert der Impulssatz folgende Gleichung:

0Qvy — v) = Fb(% —13),
oder, wegen @ = v,t,b = v,%,b und v, = 'vl%,
2
ol )= V(8
9t1”1<t2 1>— tz(z 1)’
ot v} = -;— ( + 1)
Nach ¢, aufgelost folgt daraus:
__toy /8 240
COa U (i (64

Ist also fiir das Zulaufgerinne ¢, und v, bekannt, so kann aus (64) die
Tiefe ¢, im Ablaufgerinne und damit die Sprunghthe » = ¢, —¢, be-
rechnet werden.

Obwohl die Voraussetzungen, welche der Ableitung von Gleichung
(64) zugrunde liegen, nur ndherungsweise zutreffen, steht das gewonnene
Ergebnis doch in guter Ubereinstimmung mit neueren Versuchen des
»Miami Conservancy District” (Nordamerika) vom Jahre 1916,
wonach die theoretisch gewonnenen Rechnungswerte im Maximum nicht
uber 10,8% von den Versuchswerten abweichen. In der Mehrzahl der
Versuche ist der Unterschied sogar noch wesentlich geringer, womit die
praktische Brauchbarkeit der Gleichung (64) erwiesen istl.

Um zu sehen, unter welcher Bedingung ein solcher Wassersprung
iberhaupt auftreten kann, setze man in (64) ¢, = ¢,; dann ergibt sich

U = l tlg = Vgy - (65)
Solange die Geschwindigkeit im Oberwasserlauf kleiner als dieser Grenz-

wert v,, ist, kann ein Sprung sich nicht einstellen. Driickt man noch

1 Vgl. K. Safranez: Bauing. 1927, H. 49, 898ff. Flachsbart, O.: Ebenda
1929, H. 17, 297.
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die Geschwindigkeit »; durch die sekundliche Wassermenge @ aus,

ndmlich », = 75 80 erhilt man aus (65) als Grenztiefe
1
R
/ @
tyr =V gt7 - (65a)

Der aus (64) errechneten Tiefe ¢, im Ablaufgerinne entspricht eine
Geschwindigkeit v, = tQ_b . Hat nun das Ablaufgerinne gerade ein der-
2

artiges Gefille, dal sich diese Geschwindigkeit einstellen kann, so
bildet sich ein ,,stehender‘ oder ,,ruhender‘ Wassersprung an der Stelle
des Gefillsknickes aus. Bei zu kleinem Gefille und demnach zu kleiner
Geschwindigkeit v; kann die Wassermenge ¢ bei der errechneten Tiefe 2,
dagegen nicht weggefithrt werden, d. h. es wiirde mehr Wasser zu- als
abflieBen. In diesem Falle verlegt sich der Wassersprung stromauf-
warts. Das Entgegengesetzte ist der Fall bei zu groem Gefille des
Ablaufgerinnes. Auf diese Erscheinungen wird im 2. Bande bei der
Besprechung der Wasserbewegung in offenen Gerinnen noch genauer
eingegangen.

9. Ubergang zu Strémungen mit Verlusten.

Auf 8.51 wurde bereits darauf hingewiesen, daBl die unter An-
wendung der Bernoullischen Gleichung gewonnenen Rechnungs-
ergebnisse von dem tatséichlichen Verhalten der strémenden Fliissig-
keiten in vielen Fillen erheblich abweichen, und daf3 diese Unterschiede
auf Energieverluste zuriickzufithren sind, deren Ursache wesentlich
dem nicht idealen Charakter der natiirlichen Flissigkeiten zuzu-
schreiben ist.

Freilich kann von einem ,Energieverlust’ im pliysikalischen
Sinne nicht die Rede sein, denn das Prinzip von der Erhaltung
der Energie lehrt ja, daBl der in der Natur vorhandene Energievorrat
zwar in den verschiedensten Formen auftreten, in seinem Gesamt-
betrage aber weder verkleinert noch vergroflert werden kann. Bei der
Bewegung der natiirlichen Fliissigkeiten ist aber erfahrungsgemif
zur Aufrechterhaltung des Stromungsvorganges ein stindiger Aufwand
von mechanischer Arbeit erforderlich, welche nicht in mechanische
Energie, sondern in andere Energieformen (Wirme, Schall) umgesetzt
wird und deshalb fiir den rein mechanischen Vorgang der Strémung
als Energieverlust angesprochen werden muf.

Immerhin 148t sich auch in solchen Fiallen durch Einfithrung von
Zusatzgliedern in die Bernoullische Gleichung ein Ausdruck ableiten,
welcher eine summarische Beurteilung des betreffenden Vorganges ge-
stattet. Hinsichtlich der GroBe des Energieverlustes ist man dabei aller-
dings in weitgehendem Mafle auf Versuchsergebnisse angewiesen.

Nach Gleichung (50a) ist fir ideale Fliissigkeiten bei stationirer
Strémung die hydraulische Héhe, d. h. die Summe aus Geschwindig-
keits-, Druck- und geometrischer Hohe, lings einer Stromlinie konstant.
FaBt man also zwei beliebige Querschnitte I und 2 (Abb. 42) eines

5%
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reibungsfreien Stromfadens ins Auge, so wird

v3 1 . v3 P
g T, ta=g, e (66)
bzw.
v3 v}
3t o=+ g, (662)

wobei der zweite Ausdruck die Konstanz der Stréomungsenergie pro
Masseneinheit ausspricht. Tatséchlich zeigt sich nun bei der Bewegung
der natiirlichen Flissigkeiten, dafl die rechte Summe von (66) kleiner
ausfillt als die linke. Unter Beachtung von (66a) heifit das: die Stré-
mungsenergie nimmt beim Fortschreiten auf einer Stromlinie in der
Bewegungsrichtung ab. Dabei hat man sich zu erinnern, da8 die
Bernoullische Gleichung auf Grund der Eulerschen Hypothese vom
Flissigkeitsdruck gewonnen worden ist, wonach in der idealen Flissig-
keit nur Druck- aber keine Schubspannungen auftreten, was fiir die
natiirlichen Flissigkeiten in Wahrheit nicht zutrifft. Diese kénnen viel-
mehr bei auftretenden Formé#nderungen, d. h. Relativverschiebungen
der einzelnen Fliissigkeitselemente, Schubspannungen iibertragen, und
hierin ist wesentlich die Abweichung ihres Verhaltens von den Aussagen
der Gleichungen (66) und (66a) zu suchen.

Gegeniiber einem idealen Stromfaden treten bei einem wirk-
lichen sowohl an der Oberfliche als auch im Innern zwischen den
einzelnen Elementen Schubspannungen auf, sobald die dazu notwendigen
Voraussetzungen gegeben sind. Durch die Wirkung dieser Schubspan-
nungen erfihrt die hydraulische Hoéhe auf der rechten Seite von (66)
eine Anderung, die aus Dimensionsgriinden wieder durch eine Héhe dar-
gestellt werden kann. Trennt man dabei den Einfluf der Schubspan-
nungen an der Oberfldche des Stromfadens von demjenigen der inneren
Schubspannungen und bezeichnet ersteren mit A, letzteren mit A",
so kann (66) in der Form geschrieben werden

Moy P, (%P L
S T <2g+7—{—z2>_h—{—h. (67)

Durch Multiplikation der vorstehenden Gleichung mit ¢ erhédlt man un-
mittelbar die durch die Wirkung der Schubspannungen bedingte Ande-
rung der Stromungsenergie.

Fiir die Folge sollen nur solche Stromfiden betrachtet werden, die
sich entweder frei bewegen (ohne von benachbarten Stromfiden be-
einfluBt zu werden), oder solche, die vollsténdig von festen Wandungen
(Rohren oder dgl.) eingeschlossen sind. Im ersteren Falle sind an der
Mantelfléche keine Schubspannungen vorhanden. Im zweiten Falle findet
erfahrungsgeméafl kein Gleiten der natirlichen Flissigkeit lings der
festen Wandung statt (vgl. S.73); die am Stromfadenmantel auf-
tretenden Schubspannungen konnen also bei der Bewegung des Strom-
fadens keine Arbeit leisten, demnach auch keine Energieinderung her-
vorrufen. Die beobachtete Verminderung der Stromungsenergie ist also
(wenn man von dem unbedeutenden EinfluB der in den Endquer-
schnitten 1 und 2 des Stromfadens wirksamen Tangentialspannungen
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absieht) nur noch eine Folge der inneren Spannungen. Da sie fiir den
eigentlichen Bewegungsvorgang verloren ist, bezeichnet man die ihr ent-
sprechende Hohe 2" = bk, (s. oben) als Verlusthéhe, wihrend A’ = 0
gesetzt werden kann, womit Gleichung (67) ibergeht in

v3 P1 v3 P2 _
et P (e B ) =, (67a)

Durch diese Erweiterung der Bernoullischen Gleichung wird also
nur zum Ausdruck gebracht, da} bei natiirlichen Flissigkeiten die
hydraulische Hohe an der Stelle 1
gleich der Summe aus der hydrau-
lischen Hohe an der Stelle 2 und der
Verlusthéhe &, zu setzen ist (Abb. 57).

Gleichung (67a) gilt zundchst nur
fir stationdre Stromungen. Sie kann
aber auch bei solchen nicht statio-
niren Bewegungen angewandt werden,
deren zeitliche Mittelwerte als
stationdre Stromung angesehen

. : b. 57. Schematische D
werden diirfen. Derartige Bewegun. APP- 57 Schematische hf_“teuung der

gen spielen gerade in der Technik eine

groBe Rolle, worauf spéter noch genauer eingegangen wird (vgl. S.79).
Ist dieses nicht der Fall, so muBl auf Gleichung (57) zuriickgegriffen
werden, welche nach Division durch g und Hinzufiigung der Verlust-
héhe &, lautet

82

R, (% ;s _ ifﬁ

o+ 2+ <2g+y—|-zz)—hq,+g Tds.  (88)
81

Unter Beriicksichtigung der oben gemachten Voraussetzung hinsicht-
lich der Begrenzung des Stromfadens kann dieser Ausdruck als die ver-
allgemeinerte Bernoullische Gleichung fiir nicht ideale
Flissigkeiten bezeichnet werdenl.

Die hydraulische Héhe b = % -+ % -+ z stellt die auf die Ein-
heitderSchwerebezogeneStrémungsenergie dar. Bezeichnet nun
m3 . . vi | P
aQ [ge;] das sekundliche Durchfluivolumen, so gibt yd Q( 5g + " + z1>

die am Querschnitt I des Stromfadens in der Zeiteinheit zur Ver-
fiigung stehende Stromungsenergie an, und die Differenz

aol(§+ 3 +a) = G 3 +a)] - o Gias
—ydQh, — B ' (69)

l_i_efert den Leistungsverlust 8 auf der Strecke I—2, der durch die
Uberwindung der inneren Widerstinde bedingt ist.

1 Vgl. hierzu R. v. Mises: Elemente der techn. Hydromechanik 1914,
149.
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Die Gleichungen (67a), (68) und (69) gelten ihrer Herleitung ent-
sprechend nur fiir Stromfaden von sehr kleinen (theoretisch unendlich
kleinen) Querschnittsabmessungen. In der technischen Praxis werden
sie jedoch gewohnlich auch auf Stromfiden mit groBen Querschnitten
(z. B. Wasser in Rohren oder Gerinnen) angewandt. Man fa8t dann v
und p als Mittelwerte des betreffenden Querschnitts auf, fithrt z als
geometrische Hohe des Querschnittsschwerpunkts ein und an Stelle von
d@Q das sekundliche DurchfluBvolumen @.

Will man in solchen Féllen eine Verschiarfung der Rechnung durch-
filhren, so zerlege man den Stromfaden von endlichem Querschnitt ¥
in ein Biindel unendlich diinner Stromfiden, wende auf letztere Glei-
chung (69) an und integriere iiber F. Dann erhilt man:

yf[(gig+%+z1)—(§%+%+z2)]da2—%fdsf§$dcz
F) 81 (F)

=y rko”' (70)
&
Zwecks Vereinfachung des vorstehenden Ausdrucks setze man
fvde=oc62Q, (1)
(F)

wo ¢ die mittlere Geschwindigkeit des Querschnitts F bezeichnet,
@ die durch diesen stromende sekundliche Flissigkeitsmenge und o
einen zunichst unbekannten Zahlenfaktor, durch welchen die ungleich-
méBige Verteilung der Geschwindigkeit tiber den Querschnitt beriick-
sichtigt werden soll. Daraus folgt wegen dQ = vdF und @ = cF,

fwar

@
oqL = A F > (72)
wobei das Integral iiber den ganzen Querschnitt zu erstrecken ist.
Sofern nun das Verteilungsgesetz der Geschwindigkeit bekannt oder
durch Beobachtung gefunden ist, kann aus (72) « bestimmt werden.
Fiir kiinstliche Gerinne ist je nach der Rauhigkeit der Wandungen

o == 1,04 bis 1,15,

Der Integralwert g—;de in Gleichung (70) 148t sich auf die Form

)
ov . dv 10 19,
j‘a—tdQ——f’U(ﬁdF—?gz UzdF—?m(d.C F)
&) (F) (F)
oy dec _ , ¢
— o Fol = o Q5 (73)

bringen, wobei
fo2dF
f’UZdF_“-—O(.,GzF; ,‘_———cz*—p

1 v.Mises: Elemente der techn. Hydromech., S.155. Z. ang. Math. Mech.
1928, 276.
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gesetzt wurde. Auch dieser Faktor «’ soll die ungleichméBige Ge-
schwindigkeitsverteilung beriicksichtigen; fiir kiinstliche Gerinne ist
a' = 1,03 bis 1,051,

Setzt man schlieBlich fiir den Druck p ndherungsweise seinen iiber den
Querschnitt genommenen Mittelwert und fiir die geometrische Héhe 2
die Hohe des Querschnittsschwerpunktes, so erhilt man aus (70) mit
Riicksicht auf (71) und (73) den Leistungsverlust auf der Strecke
1—2

o+ )~ (5 + 5 w)) - el o

81

Nach Division mit 9@ folgt daraus die Druckgleichung

L§C;+y+zj~h+ f (75)

wo h, = y_% wieder die Verlusthéhe auf der Strecke 7—2 bezeichnet.

Fiir stationiire oder mittelstationdre Strémungen fallt in (74) und (75)
das von der Zeit abhingige Glied weg.

Bei der praktischen Anwendung der vorstehend entwickelten Glei-
chungen kommt es wesentlich darauf an, fiir die Verlusthéhe A, einen
geeigneten Ausdruck zu finden, der den tatséchlichen Verhiltnissen
mdéglichst weitgehend Rechnung trigt. Seine Ermittlung spielt bei allen
Aufgaben der praktischen Hydraulik eine wichtige Rolle und ist zur
Zeit nur unter Heranz1ehung experimenteller Ergebnisse moglich (vgl.
S. 90).

In shnlicher Weise, wie hier die Verluste infolge innerer Reibung
durch eine Verlusthshe dargestellt werden, lassen sich bei der Strémung
in geschlossenen Leitungen die durch Querschnitts- und Richtungs-
anderungen sowie Einbauten der verschiedensten Art bedingten Ver-
luste durch weitere Verlusthéhen in Ansatz bringen (siehe 2. Band,
Stréomung in Rohren).

10. Elementaransatz fiir die Flissigkeitsreibung.

Die Tatsache des Energieverlustes bzw. der Bedarf an Energie-
aufwand zur Aufrechterhaltung einer Stromung fithrt zu dem SchluB,
daB bei der Bewegung der natiirlichen Fliissigkeiten Widerstandskrifte
ausgelost werden, welche durch die den Fliissigkeiten eigene Zihig-
keit oder Viskositdt sowie die Rauhigkeit der die Fliissigkeit ein-
schlieBenden Wiande bedingt sind. Unter Ziahigkeit versteht man dabei
die Eigenschaft einer natiirlichen Fliissigkeit, Spannungen in der Be-
rithrungsfliche zweier relativ gegeneinander bewegter Flissigkeitsteil-
chen iibertragen zu kénnen; diese Spannungen werden als Fliissig-
keitsreibung bezeichnet.

1 v. Mises: Elemente der techn. Hydromech., S.176. In der techn. Praxis
werden sowohl « als auch a” gewdhnlich gleich 1 gesetzt.
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Auf Newton geht die Vorstellung zuriick, daBl die innere Rei-
bung zwischen zwei unmittelbar benachbarten Fliissigkeits-
teilchen unabhingig von dem dort herrschenden Normal-
druck, dagegen proportional der Geschwindigkeitsinde-
rung beim Ubergang von dem einen zum andern Teilchen
ist. Fat man also zwei unendlich nahe Flissigkeitsschichten ins Auge,
deren Stromung parallel einer beliebigen z-Richtung erfolgt, wihrend
die Geschwindigkeit v in der rechtwinklig zu = liegenden z-Richtung
veridnderlich ist, so 1aBt sich die auf die Flacheneinheit ent-
fallende Reibungskraft v wie folgt anschreiben

d
T=pg,; (76)

4 bezeichnet den sogenannten Zahigkeitskoeffizienten?, der auller
von den physikalischen Eigenschaften der betreffenden Fliissigkeit we-
sentlich von der Temperatur abhingig ist. Besonders zihe Flissigkeiten
sind Glyzerin und Ol, wihrend z. B. Quecksilber und Wasser nur ge-
ringe Zahigkeit besitzen (vgl. S.78). Da v eine Spannung mit der Di-
mension [kg/cm?] darstellt, so ist die Dimension des Zihigkeits-

koeffizienten
= 4]~ 2]

Von den beiden benachbarten Elementen zweier Flissigkeits-
schichten wird dasjenige, welches die grofere Geschwindigkeit besitzt,
durch die innere Reibung verzégert, das andere beschleunigt. Dabei
andern sich infolge der Wirkung von 7 die urspriinglich rechten Kanten-
winkel eines prismatischen Teilchens, es tritt also eine Deformation
desselben ein (vgl. S.111).

11. Stromung in Schichten. Gesetz von Hagen-Poiseuille.

Mit Hilfe des obigen Elementaransatzes fiir die Fliissigkeitsreibung
ist es bereits moglich, die Vorgénge bei einer gewissen Klasse von Stro-
mungen, den sogenannten Laminar- oder Schichtenstrémungen,
rechnerisch zu erfassen. Man versteht darunter solche Fliissigkeits-
bewegungen, bei denen sich alle Teilchen in geordneten, nebeneinander
laufenden Schichten bewegen, die sich weder durchsetzen noch mit-
einander vermischen. Derartige Verbiltnisse liegen z. B. vor bei der
Bewegung von Flussigkeiten in geraden Kreisrohren bzw. zwischen
parallelen Winden, sofern die GréBe der Stromungsgeschwindigkeit
unterbalb einer gewissen Grenze bleibt (vgl. S.87). Die Beobachtung
hat gelehrt, dafl die unter Einfiihrung des Ansatzes (76) aufgestellte
Theorie der Laminarbewegung sich in vollstindiger Ubereinstimmung
mit den Versuchsergebnissen befindet; mit anderen Worten heifit das,
im Falle der Schichtenstrémung ist die Giiltigkeit des Reibungsgesetzes
(76) experimentell bestitigt.

1 In der Physik wird an Stelle von p gewohnlich die Bezeichnung 5 gebraucht.
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Es sei jetzt die stationdre Stromung in einem geraden, zylindrischen
Rohre vom Radius r betrachtet, dessen Achse gegen die Horizontale
um den Winkel o geneigt sei. Unter bestimmten Voraussetzungen
ist — wie oben bemerkt — eine solche Bewegung laminar, wobei
die Geschwindigkeit jedes Teilchens parallel der Rohrachse ver-
lauft. Weiter muf3 aus allen dariiber gemachten Beobachtungen ge-
folgert werden, daBB diezdhe Fliissigkeitander Rohrwand haftet;
die Stréomungsgeschwindigkeit besitzt also dort den Wert Null. Im
iibrigen darf die Geschwindigkeitsverteilung innerhalb eines Quer-
schnitts als axial-symmetrisch angenommen werden, d. h. alle Teil-
chen im gleichen Abstand von der Achse haben gleiche Geschwindigkeit.

Man denke sich nun einen zylindrischen Flissigkeitskérper von der
Linge ! und dem Radius z herausgeschnitten, dessen Achse mit der
Rohrachse zusammenfillt (Abb. 58). Bezeichnen p, bzw. p, die ,,mitt-

leren“ Driicke auf die obere bzw. untere Querschnittsfliche, ferner m g
die Schwere des Korpers, so erfihrt letzterer in Richtung der Rohr-

achse aus Druck und Schwere eine beschleunigende Kraft von der
GroBe

. h
P=nz(py—p) +mgsina = a2 (p — po) + 7221y,
welche nach Einfiihrung des Ausdrucks

ks L -
auch in der Form geschrieben werden kann:
P=mnz2ylJ.

Setzt man in dem betrachteten Rohrstiick iiberall gleiche Verhaltnisse
voraus, so darf angenommen werden, dafl der auf die Léngeneinheit

bezogene Druckabfall &;_pz (Druckgefille) lings der Rohrachse kon-
stant, d.h. unabhingig von der Lange ! ist. Daraus folgt aber

weiter, dafl wegen JZL = sin « auch das ,,Gefélle“J des Rohres fiir die

ganze Lénge ! eine Konstante darstellt.

Auf die Mantelfliiche des betrachteten Flissigkeitszylinders wirkt
weiter infolge der vorhandenen Flussigkeitsreibung eine tangentiale
Kraft T', deren GroBe durch den Ansatz (76) unmittelbar bestimmt ist.
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Da némlich alle Punkte der Mantelfldche gleiche Geschwindigkeit haben,
so erhilt man 7' einfach durch Multiplikation der Mantelfliche 27 21
mit der Schubspannung v aus Gleichung (76), also

T=2nzl,ug—:

(positiv im Sinne der Bewegung gerichtet).

Im Falle stationdrer Strémung kénnen keinerlei Beschleunigungen
auftreten. Demnach mufl die Gesamtheit der an dem betrachteten
Flissigkeitszylinder angreifenden duBleren Krifte P 4 T verschwinden,
d.h. es mul} sein:

Jyz+2ul—o,

woraus durch Integration folgt
Jyz?

v= ~aq +—C.
.. . Jyr?
Wegen v = 0 fir z =r (vgl. S.73) wird C = v und
v = ‘” Lt —2) (78)

Man erkennt also, dafl die Geschw1nd1gke1t sich parabolischiiber
den Rohrquerschnitt verteilt; der Parabelscheitel fillt in die
Rohrachse (Abb. 58). Gewdhnlich schreibt man (78) noch in etwas

. 0
anderer Form, indem man % = “M—g = % setzt, wo

— p [om?
V= 0 [sec}
als kinematisches ZahigkeitsmafB bezeichnet wird. Damit nimmt
(78) die Form an:

v= Jg 9 r2 — 2. (78a)

Mit Hilfe dieser zuerst von Stokes aus der allgemeinen Theorie
der zahen Fliissigkeiten abgeleiteten Formel fiir die Geschwindig-
keit » 1aBt sich nun auch die sekundliche DurchfluBBmenge @ fiir
den Querschnitt berechnen. Zu diesem Zwecke betrachte man einen
Ringquerschnitt vom inneren Radius z und der Dicke dz. Durch diesen
stromt in der Zeiteinheit die Flissigkeitsmenge '

dQ =v-2mz- dz—~2ng (z7? — 28)dz;

demnach wird
=7

= nJgf(zrz — 28 dz =

Diese Gleichung, wonach die sekundliche Durchflufimenge @ pro-
portional dem Geféille und der 4. Potenz des Rohrradius ist,

(79)
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spricht das nach seinen Entdeckern benannte Hagen-Poiseuillesche
Gesetz aus!, welches 1839 von Hagen ? und spéater unabhangig davon
von Poiseuille? durch Versuche an Kapillarrohren empirisch gefunden
wurde.

Wie bereits bemerkt, bestitigt die vollstindige Ubereinstimmung
der Rechnung mit den Versuchsergebnissen die Giiltigkeit des oben
gewahlten Ansatzes (76), sofern es sich um laminare Bewegung handelt.

Nachdem @ bekannt ist, kann auch die mittlere Geschwindigkeit ¢
sofort angegeben werden. Man erhalt dafiir

Q@ _Jgr
= ar " 8y =%vmax; (80)

sie ist also halb so grol wie die Geschwindigkeit vpax in der Rohr-
achse. Fiir das Gefille J ergibt sich der Wert

J=c3 (81)

gre’

proportional mit ¢. Man erkennt daraus, daf} ein solches Gefille zur Auf-
rechterhaltung der Stromung notwendig ist, womit die vorstehende
Untersuchung sich im Gegensatz zur Idealtheorie befindet, fiir welche
wegen v, = v, die Bernoullische Gleichung J = 0 liefern wiirde.

Stromung zwischen zwei parallelen Ebenen. In dhnlicher Weise 148t sich
die stationire Laminarstrémung einer zidhen Fliissigkeit zwischen zwei parallelen
Winden vom Abstande » behandeln
(Abb. 59).

Die Fliissigkeitshewegung sei
auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz
bezogen, dessen X-Achse in Rich-
tung der Strémung mit der unteren
Wand zusammenfillt, wihrend die
Z-Achse normal zur Wandebene
steht. Von der Y-Richtung sei die ’
Stromung unabhingig. Dann sind Abb. 59. Laminare Stromung zwischen parallelen
alle Geschwindigkeiten parallel der &nden.
X-Achsegerichtet und in derX-Rich-
tung konstant. An einem Fliissigkeitsteilchen von der Linge dx, der Héhe dz und
der Breite ,,Eins* miissen sich somit die in den Seitenflichen 1.dz wirkenden
Reibungskrifte und die auf die Stirnflichen 1. dz wirkenden Driicke Gleichgewicht
halten. Daraus folgt unter Bezugnahme auf Abb. 59

—dp-dz+dr-de=0

oder unter Beachtung von (76)
dp__dv__ d*v

de —dz _ Mdz2 (82)

a) Beide Winde sind unverriickbar fest. Dann stellt sich bei der
Bewegung der Fliissigkeit gemaB der Uberlegung auf Seite 73 ein konstantes

Druckgefille — gl) ein. Bezeichnen also wieder p, und p, die Driicke zweier Quer-
x

1 Ostwald: Kolloid-Z. 36, 99 (1925).
2 Hagen: Poggendorffs Ann. 46 (1839).
3 Poiseuille: Mém. des Savants étrangers 9 (1846).
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schnitte im Abstande [, so wird

dp _ p1— Py _
T 3 = const.,

so daB die Differentialgleichung (82) die Form annimmt
dZ_” . _ DD
dz? Tul
Durch zweimalige Integration folgt daraus

DD ﬁ n "
v == _HT 5 Cz+4 C
oder wegen v = 0 fiir 2= 0 und z = h (die Stromungsgeschwindigkeit ist an der
Berandung gleich Null):

P1 (h

Als sekundliche DurchfluBmenge Q durch den Querschnitt, dessen Breite b grofi
sel gegeniiber 5, erhalt man

h h

bhip —p

_ 2 ) — 1 2

Q= bfvdz__b Tul f(hz 2)dz = 2 AT
0 0

b) Die untere Wand ruht, die obere wird in ihrer Ebene mit
der Geschwindigkeit v, bewegt. In diesem Falle mull unter dem Einfluf}
der Reibung die oberste Fliissigkeitsschicht dieselbe Geschwindigkeit annehmen
wie die bewegte Wand, wihrend die unterste Schicht an der unteren Wand haftet.
War die Fliissigkeit anfangs in Ruhe, so kann sich hier ein Druckgefille nicht

einstellen, weshalb g—g = 0 ist. Damit liefert Gleichung (82) %— = const., d. h.
die Geschwindigkeit verteilt sich linear iiber den Querschnitt:
2

V=15 (83)

Damit die obere Wand die angegebene Bewegung ausfiihrt, ist eine Kraft zur
Uberwindung der Wandreibung erforderlich, welche, auf die Flicheneinheit be-

zogen, die GroBe K = pu [3—2] = /470 hat.
=

12. Messung und Grofle des Zihigkeitskoeffizienten.

Das Hagen-Poiseuillesche Gesetz kann unmittelbar zur Mes-
sung des Zahigkeitskoeffizienten benutzt werden. Fiir diesen liefert
Gleichung (79)

_ _mdyrt .
p=ev="gy > (84)

wo J nach (77) das Gefille und @ die sekundliche Durchflumenge be-
zeichnen, welche durch Messung bestimmt werden miissen. Bei horizon-

tal gestelltem MefBrohr ist J = BL;/:ZQ Die Ermittlung des Druck-

gefilles kann mit Hilfe von Manometern erfolgen. Dabei ist darauf zu
achten, daf3 die Rohrstrecke /, an welcher die Messung vorgenommen
wird, hinreichend weit von der Ein- und Auslaufstelle des Rohres ent-
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fernt ist. Es hat sich ndmlich gezeigt!, dal die parabolische Geschwin-
digkeitsverteilung sich erst nach einer bestimmten Anlaufstrecke
einstellt, wahrend man beim Eintritt in das Rohr mit einer nahezu
gleichmiBigen Geschwindigkeitsverteilung tber den Querschnitt zu
rechnen hat, die erst allmahlich in die parabolische iibergeht. Nach
Schiller! ist die erforderliche Anlaufstrecke [ &~ 0,0288 R;-d, wo

Rdzgg die sogenannte Reynoldssche Zahl (vgl. Seite 86) und

d den Rohrdurchmesser bezeichnet.

In der Technik wird zur relativen Messung der Zahigkeit — ins-
besondere von Schmierélen — gewdhnlich der Englersche Zahig-
keitsmesser (Viskosimeter) verwendet,
welcher aus einem zylindrischen Gefiafe 4
von den aus Abb. 60 ersichtlichen Ab-
messungen besteht, an das ein enges Ver-
tikalrohrchen angeschlossen ist, welches
durch ein Ventil abgesperrt werden kann.

An dem Behilter 4 sind zwei Marken a
und b angebracht, durch welche gerade
200 cm3® der MeBflissigkeit abgegrenzt
werden. Indem man die Zeit miBt,
welche verstreicht, bis diese 200 cm? aus-
geflossen sind, erhilt man ein MaB fiir
die Zihigkeit. Der Behélter 4 kann noch
in ein Wasserbad W zur Erzeugung ver-
schiedener Temperaturen gesetzt werden.

Man nennt das Verhaltnis E der Aus- AP0, Schematischo Darstellung des
fluf3zeit ¢ der zu untersuchenden Fliissig-
keit zur Ausflullzeit ¢, der gleichen Menge Wasser von 20°C die An-

zahl der Englergrade, also ¥ = L

Der Versuch liefert nicht das ZahlgkeltsmaB selbst, sondern die An-
zahl der Englergrade. Es bedarf somit noch der Umrechnung der Engler-
grade in absolute Zahigkeit. Eine eingehende Theorie des Englerschen
Zahigkeitsmessers ist zuerst von R. v. Mises aufgestellt worden2, mit
dem Ergebnis, dafl zwischen £ und » die Beziehung besteht:

E—20,11 (2 3026 logC + Oy — 01>v,

C, = l/1+003522 0, = l/1+001985'

Als Naherungsformel setzt v. Mises fir Werte » > 1:

WO

y—0,0864 F — 208 csz ,

" E | sec
1 Schiller, L.: Z. ang. Math. Mech. 2, 96 (1922).

2 v. Mises, R.: Uber den Englerschen Fliissigkeitsmesser. Phys. Z. 1911, 812;
Techn. Hydromechanlk S. 44, 184.
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wihrend L. Ubbelohde! die davon etwas abweichende empirische
Gleichung angibt:
0,0631

7

v=0,0732 F —

Unter v = 0,01 liefert der Englersche Zahigkeitsmesser keine brauch-
baren Werte.

Die' Abweichung, welche sich nach der v. Misesschen Formel bei
Flissigkeiten mit geringer Zihigkeit ergibt, fiilhrt L. Schiller? darauf
zuriick, dafl die dem Hagen-Poiseuilleschen Gesetz entsprechende
parabolische Geschwindigkeitsverteilung innerhalb des AusfluBrohres
nicht iiberall vorhanden ist. Neuerdings haben H. Kirsten und
L. Schiller® den Schillerschen Gedanken weiter vervollstindigt,
indem sie ihr Augenmerk auf eine geeignete Abrundung der Einlauf-
stelle richteten, um dadurch eine eventuelle Kontraktion und Wirbel-
bildung bei den Zihigkeitsmessungen auszuschalten. Auf diese Weise
konnte die Theorie so weit verfeinert werden, daB die Differenzen zwi-
schen Versuch und Rechnung auf 1 bis 1,5% beschrinkt bleiben.

Tabelle des kinematischen Zahigkeitskoeffizienten.

2

Quecksilber . . . von 0°C 9= 0’001252130
., 200 0,00117 ,,

. 1000 0,00091 ,,

Wasser . . . . . . von 0°C »= 0,0178 |,
., 100 0,0131 ,,

. 200 0,0101

., 50° 0,0055 ,,

,, 1009 0,0027 ..

Luft (bei 760 mm Baro-

meterstand) . . . von 0°C »= 0,133 v
. 200 0,149 ,

,» 1000 0,245 .

Maschinenél(Deutz) von 10°C » = 7,34 .
» 200 3,82 »

» D00 0,60 »

., 100° 0,10 »

Glyzerin . . . . . von 3° C p = 3340 '
» 180 8,48 »

. 200 6,80 »

Fiir Flussigkeiten hoher Zahigkeit (Schmiercle usw.) geben Kirsten
und Schiller folgende Formel an?

v = 0,0783 5 — 2255%,

_ ta
E= 48,51

1 Tabellen zum Englerschen Viskosimeter, S. 26. Leipzig 1918.

2 Vgl. die FuBnote 1 auf Seite 77.

3 Zur Theorie u. Praxis des Englerschen Viskosimeters. Z. ang. Math. Mech.
1925, 111.
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zu setzen ist. Hierbei ist {5 = 48,51 [sec] die idealisierte AusfluBzeit,
die das Wasser haben wiirde, wenn keine Wirbelbildung usw. statt-
finden wiirde. Die Abmessungen des dabei benutzten Viskosimeters
weichen von den oben angegebenen insofern etwas ab, als hier der Ge-
fiBdurchmesser 10,68 [cm], die Linge des Ausflufirohres 2,005 [cm]
und seine Lichtweite 0,2865 [cm] betragen. Einige Zahlenwerte fiir »
enthélt die nebenstehende Tabelle. Fiir Wasser zwischen 0° und 100° C
ist nach Poiseuille?

0,0178 [ cm?
v

= 10,0837 T + 0,00022 7% | sec |’

wo 7' die Temperatur (Celsiusgrade) bezeichnet.

13. Turbulente Stromung. Erfahrungsgrundlagen?2.

Die unter Ziffer 11 besprochene laminare oder Schichtenstrémung,
fiir welche sich — wie gezeigt — eine befriedigende mathematische
Darstellung geben 148t, umfaBit leider nur eine kleine Gruppe der prak-
tisch wichtigen Fliissigkeitsbewegungen. Hierher gehért besonders die
Bewegung von Olen in MeBinstrumenten und Reguliervorrichtungen,
das Problem der Schmiermittelreibung, die Grundwasserbewegung und
anderes mehr. Die weitaus meisten Stromungsvorgéange folgen dagegen
wesentlich verwickelteren Gesetzen, welche z. Z. noch nicht einwandfrei
geklart sind, so daB man sich vielfach mit halbempirischen Ansitzen
und Rechnungsmethoden begniigen muB.

Wihrend die laminare Strémung besonders durch ihr geordnetes
Verhalten — d. h. die Bewegung in nebeneinander laufenden Schichten
— gekennzeichnet ist, unterscheidet sich die jetzt zu besprechende, in
der Folge als turbulent bezeichnete Stromungsform von ersterer
durch stindiges Durcheinanderwirbeln der einzelnen Fliissigkeits-
bahnen, wodurch der Eindruck einer unruhigen, wirbeligen Bewegung
der Flissigkeit hervorgerufen wird. Derartige turbulente Stro-
mungen lassen sich besonders bei der Bewegung des Wassers in FluB3-
laufen beobachten, bei der man aufler der vorwirts schreitenden Haupt-
bewegung (der eigentlichen Strémung) eine vielfaltige Neben- oder
Mischbewegung (Pulsation) der einzelnen Fliissigkeitsteilchen — schein-
bar ohne jegliche GesetzméBigkeit — feststellen kann, welche eben fiir
die turbulente Stromung charakteristisch ist.

Wie unter Ziffer 11 gezeigt wurde, sind die Laminarstrémungen
in Kreisrohren insbesondere durch folgende Erscheinungen gekenn-
zeichnet: Parallele Richtung der Geschwindigkeit zur Rohrwandung,
parabolische Geschwindigkeitsverteilung iber den Rohrquerschnitt,
Proportionalitit zwischen dem Gefille J und der mittleren Geschwindig-
keit. Derartige Stromungen bilden sich aber, wie die Beobachtung ge-
lehrt hat, nur aus bei kleinen Geschwindigkeiten und kleinen Rohr-

1 Mém. présentés par divers savants, S. 532. Paris 1846. Vgl. auch v. Mises:
a.a. 0. S.43.

2 Vgl. hierzu F.Noether: Das Turbulenzproblem. Z. ang. Math. Mech.
1921, 125, wo auch reichliche Literaturangaben zu finden sind.
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bzw. Kanalquerschnitten und dann um so eher, je groler die Zahigkeit
der betreffenden Fliissigkeit ist. Beim Uberschreiten eines gewissen
Grenzwertes, in dem die vorstehenden GroBen miteinander verkniipft
sind, ist die Stromung nicht mehr laminar, sondern turbulent. Es wird
dann die bereits oben erwihnte Durcheinanderwirbelung der einzelnen
Flissigkeitsteilchen beobachtet, welche neben Léangs- auch Quer-
bewegungen ausfithren. Die Geschwindigkeit besitzt — sofern die Stro-
mung als Ganzes betrachtet von der Zeit unabhéngig ist — an jeder
Stelle einen stationdren Mittelwert, welcher durch unregelmifige
Schwankungen uberlagert ist; sie ist z. B. in einem Rohre nicht mehr
parabolisch, sondern im mittleren Flissigkeitskern wesentlich gleich-
méiBiger verteilt (das genaue Verteilungsgesetz ist allerdings noch un-
bekannt) und fillt innerhalb einer diinnen Schicht am Rande schnell
auf den Wert Null ab (vgl. Abb. 61, S. 84). Zwischen dem Gefille und
der mittleren Geschwindigkeit besteht nicht mehr lineare Abhingigkeit,
vielmehr ist das Gefille J eher dem Quadrat der Geschwindigkeit ver-
hiltnisgleich, d. h. es stellen sich hier erheblich gréfiere Stromungs-
widerstdnde ein als im laminaren Bereich. Die Ursache dieser gréeren
Widerstdnde ist in den Mischbewegungen zu suchen, welche durch die
oben erwihnten Geschwindigkeitsschwankungen bedingt sind, und
einen Impulsaustausch (Impuls = Bewegungsgrole, vgl. S. 58) zwischen
den benachbarten Flissigkeitsschichten zur Folge haben.

Die charakteristischen Unterschiede der beiden Stréomungsarten
sind schon frithzeitig beobachtet worden, so von Poncelet, St. Venant,
Poiseuille und von Hagen. Die theoretische Grundlage, welche fiir
die Erkenntnis und richtige Wertung des ganzen Problems von weit-
tragender Bedeutung geworden ist, verdankt man indessen erst Os-
borne Reynolds?!. Letzterer liel Wasser durch Glasréhren von ver-
schiedener Weite flieBen und beobachtete den Verlauf einzelner ge-
firbter Faden bei verschiedenen Stromungsgeschwindigkeiten. Dabei
zeigte sich, daB die anfénglich laminare Strémung nach Erreichung
einer gewissen ,kritischen® Geschwindigkeit turbulent wurde (Zer-
reilen der gefirbten Flissigkeitsfdden), und dafl diese ausgezeichnete
Geschwindigkeit um so kleiner war, je grofler die Rohrweite gewahlt
wurde. Aus dieser Beobachtung heraus schlo Reynolds zunichst
auf die Existenz einer zahlenmiBig festzustellenden Grenze, dergestalt,
daB die laminare Strémungsform in die turbulente iibergeht, sofern die
sekundliche DurchfluBmenge (d. h. eben die Geschwindigkeit) oder die
Weite des Rohres einen gewissen oberen Grenzwert erreicht hat. Rey-
nolds sprach weiter die Vermutung aus, dafl die laminare Bewegung —
da sie mathematisch immer eine mogliche Stromungsform darstellt —
jenseits der oben angedeuteten Grenze labil sein miisse und daher zu-
gunsten der stabilen turbulenten Stromung geéindert werde. Der Nach-
weis dieser Instabilitit ist von verschiedenen Seiten und auf ver-
schiedene Arten versucht worden2, wobei insbesondere die Methode

1 Reynolds, O.: Phil. Transactions 174, 935 (1883); 186, 123 (1895).
2 Vgl. das Literaturzitat auf S.79.
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der kleinen Schwingungen herangezogen wurde. Eine véllig befrie-
digende Kldrung des Problems ist bis heute indessen noch nicht ge-
lungen.

14. Ansatz fiir die turbulente Stromung im Kreisrohr.

Im AnschluB} an die in Ziffer 11 durchgefiihrte Untersuchung iiber die
stationidre Laminarbewegung soll jetzt ein Ansatz von H. A. Lorentz?
fir die turbulente Strémung in zylindrischen Rohren besprochen
werden, der auf eine Betrachtung von O. Reynolds zuriickgeht. Auf
S. 80 war bereits gesagt, dal die Geschwindigkeit v der turbulenten
Strémung an jeder Stelle einen stationdren Mittelwert besitzt, welcher
durch unregelméifBige Schwankungen iiberlagert ist. Dieser Mittelwert,
dessen Richtung der Rohrachse X parallel lauft, sei mit v, die Ab-
weichung davon (infolge der Pulsationen) in Richtung der Rohrachse
mit ¢, in radialer Richtung mit w’ bezeichnet, so daBl in axialer Rich-
tung die wahre Geschwindigkeit

v=uv4 7,
in radialer Richtung die Geschwindigkeit
w=w

herrscht. »" und w’ sollen als Schwankungsgeschwindigkeiten
bezeichnet werden. An der Rohrwand haftet die Flissigkeit. Dort ist
v =0, aber auch v = w' = 0.

Man betrachte jetzt wieder einen der Rohrwand koaxialen Fliissig-
keitszylinder von der Lange [ und dem Radius z (Abb. 58). Dann miissen
die aus o' und w' iber die Zylindermantelfliche z = const — deren

Inhalt mit O bezeichnet sei — genommenen Mittelwerte v’ = % J‘ v d0

und W' = —(ljfw'dO verschwinden, was aus den obigen Beziehungen

folgt, wenn man dort auf beiden Seiten die Mittelwerte bildet.

Wendet man jetzt auf die Fliissigkeitsmasse, welche augenblicklich
den durch die Querschnitte 7 und 2 begrenzten Zylinder vom Radius z
erfiillt, den Impulssatz an, so sagt dieser aus, daBl die Summe der am
Zylinder in der X-Richtung wirkenden duBeren Krifte gleich dem Uber-
schul} des aus ihm in der Zeiteinheit austretenden iiber den eintretenden
X-Impuls ist, da die gesamte Impulsmenge in dem abgegrenzten Raume
nur von der Hauptbewegung abhingt, innerhalb dieses Raumes also
konstant ist (vgl. S. 59).

Soweit die duBeren Krifte vom Druck und der Schwere herriihren,
handelt es sich dabei offenbar um dieselben Werte wie bei der Laminar-
strémung, wofiir auf S. 73 der Ausdruck

P=mz2ylJ
gefunden war. Dazu tritt noch die durch die Zéhigkeit bedingte Reibung,

! Lorentz, H. A.: Abh. iiber theoret. Physik 1, 43, 66 (1907).

Kaufmann, Hydromechanik I. 6
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deren Mittelwert fiir den ganzen Zylindermantel nach (76) die Gré8e hat
dv dv

Im TFalle der stationéren Laminarstromung wére die Summe
P 4 T = 0 zu setzen, da dort eine zeitliche Impulsiénderung der den
betrachteten Fliissigkeitszylinder bildenden Fliissigkeitsteilchen nicht
vorhanden ist. Das dndert sich jedoch im vorliegenden Falle infolge der
Schwankungsbewegung, welche einen Impulsaustausch zwischen den
benachbarten Flussigkeitsschichten zur Folge hat. In der Zeiteinheit
tritt durch ein beliebiges Flachenelement dO der Mantelfliche des
Zylinders die Flissigkeitsmasse pdOw’. Da w' positiv nach auBen
gerechnet wird, entspricht dieser Masse ein austretender X-Impuls
0dOw' (v 4 v'), fir den ganzen Zylindermantel also wegen der be-
stehenden Symmetrie

0fd0w ® 4 o) = ov [w'dO + o [v'uf 4O = o [/’ dO,
) ) ) 0)
da fw’dO als Mittelwert verschwindet. Obwohl nun die iiber die Mantel-
0)

fliche (O) genommenen Mittelwerte der Schwankungsgeschwindigkeiten
v und w’ je gleich Null sind (s. oben), kann der vorstehende Integral-
wert doch von Null verschieden sein, denn es wandern ja bei der Stro-
mung in Rohren infolge der Schwankungsbewegung Teilchen der
schneller bewegten mittleren Schichten nach dem Rande zu und um-
gekehrt, so dafl fiir einen beliebigen Punkt der Zylindermantelfliche
vom Radius z < r der Mittelwert des Produktes v»w’ im allgemeinen
positiv. wird!. Setzt man noch

%jv’w' d0 = v/,
so erhdlt man fir den durch den Zylindermantel in der Zeiteinheit aus-
tretenden X-Impuls
o [vw dO = pvw 2721,
)
Durch die Endflichen des Zylinders treten auf beiden Seiten zeitlich

die gleichen Impulsmengen; eine Impulsinderung wird hierdurch nicht
bewirkt. Nach dem Impulssatze muf also sein:

nzzle—l—y(fi—anzl:gW?nzl

oder, wegen % =g und —’g =7,

ng—I—Qv—Z;:QWE?. (85)

Der Ausdruck v%z— ist seiner Dimension nach gleich —;— (vgl. 8. 72);

demnach muf auch das Glied auf der rechten Seite von (85) eine durch p

1 Lorentz, H. A.: a. a. O. S. 68.
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/
geteilte Schubspannung (—17117 = %) darstellen. Man erkennt also,

daB infolge der Schwankungsbewegung bei der turbulenten Strémung
zusétzliche Schubspannungen durch Impulsaustausch ausgelost wer-
den, welche den Charakter der Stromung in mafBgebender Weise beein-
flussen.

Aus (85) folgt

@S e (86)
oder durch Integration
z
= 1 ——".  2%gJ ;
'U—TJ‘vwdz M——i—C’,
0
wo (' wegen v = 0 fiir z = r (r = Rohrhalbmesser) den Wert hat
7
2
C= — [lfv’w' dz— 1 gJ} ,
v 4v
O J
so daB
,
— J 1 [——
v = —‘i—v (r* — 2%) — TJW'w’ dz. (87)
z

Uber den Wert 77 o/ kann zuniichst nichts anderes ausgesagt werden,
als daB v« eine Funktion von z ist, welche fiir z = r verschwindet.
Daraus erkliren sich auch die Schwierigkeiten, welche sich einer weiteren
mathematischen Behandlung des Problems entgegenstellen, so daf die
Benutzung empirischer Daten, z. Z. wenigstens, leider nicht umgangen
werden kann!.

Fir die sekundliche Durchflufmenge erhilt man (vgl. S. 74)

r 7 r r T
— " _ - dv av
Q =f02nzdz = nJ vd(2?) = nvz2] —nfzzwdz = —ﬂfz27‘l7dz,
§ § : 0 b §

49 den Ausdruck (86) ein, so

da v = O fiir 2 = r. Fithrt man hier fiir 7

ergibt sich

7

ng‘*_} __ mrigd

7
Q:—n{%fzszdz— 53 5y —%fzzv’wdz. (88)
0 0

Dabei wiirde das erste Glied rechts dem auf S. 74 gefundenen Werte ¢
der Poiseuille-Stromung entsprechen, wihrend das zweite Glied von

1 Neuerdings haben L. Prandtl u. Th. v. Kdrmén einen Ansatz fiir die
turbulente Schubspannung 7/ = — g 7w entwickelt, welcher mit Erfolg zur Ab-
leitung des Widerstandsgesetzes in einigen einfachen Fillen der Parallelstromung
benutzt werden kann (vgl. hierzu S. 99).

6*
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der Schwankungsbewegung abhingt. Wenn nun, wie oben erldutert,
r

v w tberwiegend positiv ist, so mul auch fzz v w' dz positiv sein, und
0

man erkennt aus (88) in Ubereinstimmung mit den dariiber gemachten
Erfahrungen, dal bei der turbulenten Strémung das einem bestimmten
Gefille J entsprechende DurchfluBvolumen @ kleiner ist als im laminaren
Falle, bzw. daB} hier zur Erzeugung eines bestimmten @ ein gréBeres
Gefille J aufgewandt werden mufl als dort.

Das Geschwindigkeitsgefélle wird durch Gleichung (86) dargestellt.
An der Rohrwand geht dieses mit z = » iiber in

vy __rgJ
dz Jg=r 2y’

da an der Wand v" = w' = 0 ist. Formal stimmt der vorstehende Aus-
druck mit dem entsprechenden bei der Laminarstrémung iiberein (vgl.
S. 74). Um beide miteinander vergleichen zu konnen, driicke man J
durch @ aus, dann wird:

. . dv ~_ zJgrt 4 4@
a) laminar: ;i_zi|z=r e e (GL.79)
7
_ 4 L
b) turbulent: —(szlz:r = — W(Q + %fﬂ v’w’dz) , (G1.88)
\ 0

Unter sonst gleichen Verhéltnissen tritt also bei der turbulenten Stré-

mung am Rande ein stirkeres Geschwindigkeitsgefille auf als bei der
laminaren.

Zahlreiche an Rohren vorgenommene Messungen zeigen etwa das in

Abb. 61 dargestellte Verhéltnis der laminaren zur turbulenten Ge-

schwindigkeitsverteilung. Dabei ent:

spricht das parabolische Geschwindig-

keitsdiagramm der Laminarstrémung (v;),

das andere der turbulenten Strémung (v,).

Man erkennt insbesondere bei letzterer

den starken Geschwindigkeitsabfall in

der Nihe der Rohrwand, dem ein sehr

geringer Abfall im mittleren Teile gegen-

ibersteht. Aus dieser Darstellung, die

sich in &hnlicher Form bei allen Ver-

Abb. 61 Geschwindigkeitsverteilung im  gychen wiederfindet, mufl geschlossen

KmSmhtl;ulle)ilteiag;;]%:rrﬁr(r%)ngl}nd b werden, daf die Turbulenz einen Aus-

gleich in der Geschwindigkeitsverteilung

iber den Rohrquerschnitt zur Folge hat; ausgeschlossen hiervon ist nur

eine diinne Randschicht, in welcher die Geschwindigkeit schnell auf

den Wert Null abfdllt. Hinsichtlich des Verhéltnisses der Maximal-

geschwindigkeit max v, zur mittleren Geschwindigkeit ¢ = %haben die
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Messungen gezeigt, dal dieses etwa nur 1,15 bis 1,25 betragt?, wihrend
bei der Laminarstrémung ?ﬁcﬂ = 2 gefunden wurde (8. 75).

Das exakte Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung bei der turbulenten
Strémung ist z.Z.noch nicht gefunden. Indessen sind verschiedene

Néherungslésungen entwickelt worden, welche mit der Beobachtung
gut iibereinstimmen (vgl. Ziffer 18).

15. Reynolds’ Ahnlichkeitsgesetz.

Bevor in eine weitere Besprechung der vorstehend mitgeteilten Er-
scheinungen eingetreten wird, soll zunichst die fiir die Folge besonders
wichtige Frage erértert werden: Welche Bedingungen miissen er-
fillt sein, damit zwei Flissigkeitsstrémungen o und b bei
geometrisch &dhnlichen duBleren Umstinden auch mecha-
nisch dhnlich verlaufen ? Die geometrische Ahnlichkeit verlangt,
dafB} jeder Stromlinie der Bewegung @ eine geometrisch dhnliche der Be-
wegung b entspricht. So ist z. B. bei Strémungen in Rohren und Kanilen
eine geometrische Ahnlichkeit der beiden Rohre bzw. Kanile erforder-
lich, die sich auch auf die Wandbeschaffenheit (Rauhigkeit) zu er-
strecken hat.

Die Bedingungen der mechanischen Ahnlichkeit fiir die beiden Stro-
mungen ¢ und b kénnen aus Dimensionsbetrachtungen hergeleitet wer-
den, indem man von den Bewegungsgleichungen der zihen Fliissigkeit
ausgeht. Obwohl letztere erst in einem spéteren Kapitel behandelt wer-
den (vgl. S. 198), so 148t sich doch schon hier iiber sie folgendes aussagen:
Nach dem d’Alembertschen Satz erfiillen die an einem Fliissigkeits-
element vom Volumen ,,Eins‘‘ wirkenden Druck- und Schwerekrifte (P)
mit den Reibungskriften () und den Trigheitskriften (7') (negativen
Massenbeschleunigungen) die Bedingungen des Gleichgewichts. Es ist
also fiir die Stromungen @ und b in abgekiirzter Schreibweise:

P,+ R, +T,=0; P,+ R, +T,=0;
bzw.
Pa + Ta . Pb + Tb
V Ra-k - 4"@7 ’
Sollen diese beiden Strémungen mechanisch dhnlich verlaufen, so muf
an éhnlich gelegenen Punkten

(89)

P, R, T,
P,=R "1, (80)
sein oder
T, T, ' P, P,
R =B, (904a); Z =R (90Db)

und zwar folgt (90b) sofort aus (89), wenn die Bedingung (90a) er-
fillt ist.

! v.Mises, R.: a.a. 0. 8.66. Stanton u. Pannell: Phil. Trans. Roy. Soc.
London, Series A, 214, 205. Giimbel: Jahrb. Schiffbaut. Ges. 14, 439 (1913).
Schiller: Phys. Z. 1925, 566. Kirsten: Experiment. Unters. der Geschw.-Ver-
teilung bei der turb. Rohrstrémung. Diss. Leipzig 1927.
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Mit Riicksicht auf Gleichung (46) sind die Trégheitsglieder (be-

zogen auf die Volumeneinheit) von der Form pv a—i, wobei es hier im

einzelnen nicht auf den vollstindigen Ausdruck ankommt. Fiir die Rei-
bungsglieder ergibt sich unter Beachtung des

z Ansatzes (76) und der Abb. 62 ein Ausdruck
. 4 von der Form
= ot o
! 2 T H e
13 Bezeichnet nun V irgendeine charakteristische
T=—

Geschwindigkeit (z. B. die mittlere Geschwin-
digkeit in einem Rohrquerschnitt) und L eine
charakteristische Lange (Rohrdurchmesser, Kanalbreite usw.), so wer-

Abb. 62.

2
den die Trigheitsglieder der Dimension nach durch g %— , die Reibungs-

glieder durch u —LKZ dargestellt. Bei zwei geometrisch dhnlichen Stré-
mungen @ und b verhalten sich die Tragheitskriafte wie die entsprechenden

2
Werte gg—, die Reibungskrifte wie die Werte ,u%; Sollen diese Stro-
mungen auch mechanisch dhnlich verlaufen, so mufl wegen (90) bzw.
(90a) die Verhaltniszahl

— (91)

K="=
“ »
fir beide Strémungen dieselbe sein. Die Grofe R ist als Verhaltnis zweier
Krifte eine reine Zahl (dimensionslos) und heifit nach ihrem Ent-
decker die Reynoldssche Zahl (auch Kennzahl) der betreffenden
Stromung.

Das vorstehende Ergebnis ist von groBler Bedeutung fiir die Aus-
fithrung von Modellversuchen geworden, welche an kleinen Modellen
angestellt werden, um allgemeine Schliisse auf Stromungsvorginge bei
praktischen GroBausfithrungen ableiten zu konnen. Insbesondere er-
kennt man, dafB bei Stromungen von Fliissigkeiten derselben Art (etwa
Wasser gleicher Temperatur) wegen v, = », nach (91) das Produkt L,V
fur den Modellversuch gleich L,V, fur die Hauptausfithrung sein muB.
Bei kleinen Abmessungen (Modell) mufB also die Geschwindigkeit ent-
sprechend vergréBert werden, wodurch derartige Modellversuche mit-
unter erheblich erschwert, ja teilweise unmdoglich gemacht werden.

Das Reynoldssche Gesetz leistet bei der Untersuchung
aller der Stromungsvorginge gute Dienste, welche durch
die Flissigkeitsreibung beherrscht werden, so z. B. bei der
Ermittlung des Druckverlustes in Rohren und Kanilen, der Ober-
flichenreibung an Platten, sowie der Bestimmung des Widerstandes,
den ein ruhender Kérper einer ihn vollkommen umgebenden, in Be-
wegung befindlichen Flissigkeit entgegensetzt (vgl. S.219)%.

eV uV oLV LV

* Beziiglich des vollstindigen Wertes fiir = vgl. Seite 201.

1 Bei Bewegungsvorgingen an einer freien Oberfliche —z. B. bei der Be-
wegung der Schiffe — tritt der EinfluB der Reibung gegen denjenigen der Schwere
wesentlich zuriick, da letztere besonders fiir den Verlauf der Oberflichen-
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Aus (91) folgt, daB bei sonst gleichen Verhaltnissen %t groB wird,
wenn das kinematische Zihigkeitsmafl v klein ist. Einer kleinen Zahig-
keit entspricht also im allgemeinen eine grofe Reynoldssche Zahl,
wihrend umgekehrt Strémungen sehr zaher Fliissigkeiten durch eine
kleine Kennzahl charakterisiert sind. Natiirlich hingen diese Verhéilt-
nisse, wie man aus (91) erkennt, auch wesentlich von den Langenab-
messungen und den Geschwindigkeitsgrofien ab.

16. Einsatz der Turbulenz. Kritische Geschwindigkeit.

Wie unter Ziffer 13 dieses Abschnitts bereits gesagt wurde, haben
die Versuche von O. Reynolds gelehrt, daB fiir den Ubergang einer
anfangs laminaren Strémung in die turbulente Strémungsform eine be-
stimmte zahlenméBige Grenze angegeben werden kann. Reynolds fand
als Ergebnis seiner Versuche, daB der Ubergang aus der einen Form in
die andere eintritt, sobald die Kennzahl % der Strémung einen be-
stimmten Wert

%, = (21 (92)
erreicht hat. Fiir diesen ,kritischen‘ Wert ermittelte er aus eigenen
und alteren Versuchen von Darcy fir glatte Kreisrohre vom Durch-
messer L = d und der mittleren Geschwindigkeit ¥V =¢

Ry — (cd

v
mit geringen Streuungen nach beiden Seiten. Nach neueren Messungen
von Schiller! ist R, fiir technisch glatte, gerade Rohre gleich 2320,
bei scharfkantigem Rohreinlauf gleich 2800.

In der Literatur wird die Reynoldssche Zahl fiir Kreisrohre ver-
schieden bezeichnet, je nachdem man sie auf den Durchmesser d oder
den Halbmesser r bezieht. Hier wird, dem technischen Brauche folgend,
in Zukunft immer die erste Bezeichnung gewihlt. Im zweiten Falle ist

cr l/cd
<7>k =3 <T>k = 1160 zu setzen.
Bereits Reynolds beobachtete, daB bei entsprechend vorsichtigem

Experimentieren die laminare Strémung sich wesentlich linger aufrecht

)k ~ 2000,

wellen und den durch diese bedingten Wellenwiderstand verantwortlich ist.
In solchen Fallen gilt das Froudesche Modellgesetz, wonach zwei Wellen-
systeme (fiir Modell und Hauptausfiihrung) unter der Wirkung der Schwere an-
nihernd mechanisch dhnlich verlaufen, wenn fiir beide das Verhaltnis der Trag-

2
heitskrifte % zur Schwere g g (bezogen auf die Volumeneinheit) denselben Wert

2
&F =1V—g hat, d.h. wenn entsprechende Geschwindigkeiten sich wie die Quadrat-
wurzeln aus entsprechenden Langenabmessungen verhalten. & ist ebenso wie R

eine reine Zahl, welche nach ihrem Entdecker die Froudesche Kennzahl
heifit; sie spielt bei Modellversuchen besonders im Schiffbau eine wichtige Rolle.
Der EinfluB der Reibung ist in solchen Fillen gesondert — etwa nach Erfahrungs-
werten — zu beriicksichtigen.

1 Schiller: Z. ang. Math. Mech. 1921, 436.
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erhalten 148t als dem kritischen Werte R, entsprechen wiirde. Syste-
matische Versuche verschiedener Forscher — Ekman, Schiller u. a.
— haben die Reynoldsschen Beobachtungen im wesentlichen bestitigt.
So konnte Ekman?! durch sorgféltige Versuche kritische Zahlen bis zu
50000, Schiller? solche bis zu 22000 ohne besondere Schwierigkeiten
erreichen. Letzterer? untersuchte auch den EinfluB der Einlauf-
stérung, d.h. die Beunruhigung der Flissigkeit vor dem Eintritt ins
Mefrohr, sowie durch die Form der Einlauféffnung. Er faBt das Er-
gebnis seiner Untersuchungen dahin zusammen, daB in technisch glatten
Rohren zu jeder Reynoldsschen Zahl oberhalb 2320 ein bestimmter St6-
rungsbetrag gehért, um die Turbulenz hervorzurufen, und daB dieser
Betrag um so kleiner ist, je groBer R wird. Unterhalb der kritischen
Zahl 2320 bleibt die laminare Stromung bei noch so grofien Stérungen
stabil.

Von besonderer Bedeutung fiir die experimentelle Untersuchung
turbulenter Stromungen ist die sogenannte Anlauflinge — d.h. der
Abstand der MeBstrecke vom Einlauf —, die notwendig ist, damit die
Turbulenz sich voll ausbilden kann. Diese Anlauflinge ist von Latzko?
theoretisch, von Kirsten* experimentell untersucht worden. Letzterer
kommt auf Grund seiner Versuche zu dem SchluB, da zur einwand-
freien Messung der ausgebildeten Turbulenz eine Anlauflinge von min-
destens I = 100 d (d = Rohrdurchmesser) erforderlich ist.

Entsprechend der kritischen Kennzahl %, fithrt man mitunter auch
die ,,kritische” Geschwindigkeit ¢, ein und versteht darunter jene
Geschwindigkeit, welche bei gegebenem Rohrdurchmesser und be-
stimmtem Werte » dem Ausdruck (92) entspricht, d. h. also diejenige
Geschwindigkeit, unterhalb welcher die Stromung auf jeden Fall la-
minar ist. Fir Wasser von 10°C ist nach S. 78 » = 0,013; demnach

wiirde bei einem Rohrdurchmesser d = 10 cm und %, = Gerd 2320
die kritische Geschwindigkeit den kleinen Wert
g Tty 2820:0013 g 0 [@}

g d 10 sec
annehmen. Man erkennt daraus, daf} die Strémungen in unseren Wasser-
leitungsrohren im allgemeinen turbulent verlaufen miissen, da bei

diesen wesentlich groBere Geschwindigkeiten die Regel sind.

17. Widerstandsgesetz der turbulenten Stromung.

In Ziffer 14 dieses Abschnitts wurde je ein Ansatz fiir die Geschwindig-
keit v und die sekundliche DurchfluBmenge @ der turbulenten Stré-
mung im Kreisrohr entwickelt, welche indessen zur zahlenmiBigen Er-

1 Ekman: Ark. Mat. Astron. Fysik 1911, Nr. 12, S. 5.

2 Schiller: Unters. iiber lamin. u. turb. Strémung. Forschungsarbeiten
H. 248. Berlin: VDI-Verlag 1922.

3 Latzko: Z. ang. Math. Mech. 1921, H. 4, S. 268.

¢ Kirsten: Exper. Unters. d. Entwicklg. der Geschw.-Verteilung bei der
turb. Rohrstrémung. Diss. Leipzig 1927.
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mittlung dieser Werte nicht benutzt werden kénnen, solange iiber den
Mittelwert o’«’ der Schwankungsgeschwindigkeiten nichts Naheres be-
kannt ist. Da aber die Frage nach der Grofle von @ bei gegebenem Ge-
fille J (bzw. umgekehrt) fiir die Technik von besonderer Bedeutung ist,
so mufl man versuchen, sich auf anderem Wege und unter Heranziehung
empirischer Daten einen Ausdruck fir die GréBe der sekundlichen
DurchfluBmenge zu verschaffen.

Man geht dabei von der in der Technik iiblichen Vorstellung aus,
daB an der ganzen benetzten inneren Wandfldche eines Rohres von der
Lange | als Widerstandskraft eine Oberflichenreibung wirkt, welche

2
man in Beziehung zur Geschwindigkeitshéhe g?] bringen kann (¢ = mitt-

lere Geschwindigkeit). Nimmt man ferner an, daf die Gré8e der Wider--
standskraft W in gewisser Weise von der GréBe der benetzten Wand-
fliche abhéngt und bezeichnet « den benetzten Umfang des Rohres —
also %-1 die benetzte Wandfliche — so kann man die Widerstands-
kraft in der Form

W=«puly2izg (93)

ansetzen, wobei y das spezifische Gewicht und % eine dimensionslose
GroBe (reine Zahl) ist. Fir die mittlere Schubspannung am Rande 1486
sich entsprechend setzen
w c?
W= =Yg, =Ygt (93a)

Hinsichtlich der Zahl y sei bemerkt, daf} es sich dabei nicht um eine
Konstante handelt, sondern um einen Faktor, der wieder von anderen
unbenannten Zahlen abhéingen kann, welche ihrerseits die die Stro-
mung bestimmenden GréBen (Geschwindigkeit, Querschnittsabmes-
sungen, Dichte, Zihigkeit, Wandrauhigkeit) enthalten. Durch Glei-
chung (93) soll also zunichst nicht etwa eine Proportionalitit zwischen
W und ¢? zum Ausdruck gebracht werden; das Widerstandsgesetz ist
vielmehr, wie sich spiter zeigen wird, im allgemeinen viel verwickelter
und 148t sich iiberhaupt nicht fiir alle vorkommenden Fille durch einen
einzigen Ansatz erfassen. Wie schon aus diesen Bemerkungen hervor-
geht, hingt die Losung der gestellten Aufgabe wesentlich von der Be-
stimmung der Zahl ¢ ab, welche in der Hydraulik allgemein als Wider-
standszahl bezeichnet wird.

Man betrachte jetzt die das Rohr erfiillende Fliissigkeitssiule vom
Gewichte F'ly (F = Rohrquerschnitt). Sind wieder p, und p, die mitt-
leren Driicke in den die Linge ! begrenzenden Querschnitten, so mufl
im Falle der gleichformigen Stromung die aus der Schwere und der Wir-
kung der Druckkrifte resultierende Kraft gleich der Widerstands-
kraft W sein. Man hat also in dhnlicher Weise wie auf S. 73 (Abb. 58)

h . 2
(pr—p) P+ Fyl-y=W=ypulyg,
woraus wegen (77) S. 73 fiir das Gefille J folgt:
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Der Quotient
¥ Rohrquerschnitt

w _ benetzter Umfang Tn

wird in der Hydraulik gewohnlich als hydraulischer Radius oder
auch als Profilradius bezeichnet. Er ist fiir das Kreisrohr wegen
F=nar2und u=2mnr n, :%, d. h. gleich dem halben Rohrradius.

Fiihrt man in die obige Gleichung fiir J den Wert 7, ein, so lautet diese:

2

c2

Sie wird in dieser Form gewohnlich als Widerstandsgesetz der tur-
bulenten Strémung bezeichnet, ist aber in Wirklichkeit nichts
anderes als eine Definition der Widerstandszahl ¢. Wire o bekannt, so
kénnte man aus (94) ¢ und damit die sekundliche Durchfluimenge
@ = ¢ F berechnen.

Auch iiber die in der erweiterten Bernoullischen Gleichung (S. 69
u. 71) auftretende Verlusthéhe 148t sich etwas Bestimmtes aussagen,
sobald 9 bekannt ist. Bei stationérer Stromung in einem geraden, zy-

lindrischen Rohre ist wegen ¢; = ¢, und % = O nach (75) S. 71

p_——lzpz—%—zl—zz:h,,.
Da aber nach (77)

Pr— P2 21 — %
yl + l =J,

so erhélt man fir die Verlusthéhe auf dem Wege 1—2

hy=J1= 1. (95)

LA

¥ 291

Es kommt also jetzt darauf an, bestimmte Aussagen tiber Wesen und
Grofie von p zu machen.

a) Glatte Kreisrohre.

Sollen zwei Rohrstromungen ¢ und b mechanisch dhnlich verlaufen,
so miissen sie nach dem in Ziffer 15 besprochenen Ahnlichkeitsgesetz
die gleiche Reynoldssche Zahl it haben. Es gelten dann die Gleichungen
(90a) und (90b), durch deren Verbindung man erhilt

P a P b

T =7 (96)
Die aus Druck- und Schwerewirkung zusammengesetzten Kriifte P
kénnen (auf die Volumeneinheit bezogen) nach S.81 in der Form
P =y-J dargestellt werden, wo J das Gefille bezeichnet. Da die

2
Trigheitskrifte T sich nach 8. 86 proportional dem Werte Q—Z—

so liefert (96), wenn man fiir ¥ die mittlere Geschwindigkeit ¢ und fiir L

dndern,
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den Rohrradius 7 setzt,
YadaTa _ Voo

0% 06}
oder, wegen y, = p,9 und y, = 0, ¢,
J,,ra__Jbrb

o .

c2 c;

Nach dem Widerstandsgesetz (94) ist andererseits mit 2 r, = r
rd oy

c? g’
d. h. die Widerstandsziffer y hat fiir zwei geometrisch dhnliche Strs-
mungen a und b denselben Wert, wenn diese die gleiche Reynoldssche
Zahl R besitzen. Daraus folgt aber, dall p eine Funktion von R ist.
In der Technik ersetzt man beim Kreisrohr den hydraulischen
Radius 7, gewéhnlich durch den Durchmesser d = 4 r, und schreibt
Gleichung (94) unter Einfithrung der Bezeichnung

A=4vy
in der Form

2

c'_

Zur weiteren Klarung der Frage sind in neuerer Zeit wichtige Ver-
suchsreihen an glatten Kreisrohren durchgefiihrt worden. Zunichst
stellte H. Blasius® auf Grund des reichhaltigen Versuchsmaterials
von Saph und Schoder? die Abhingigkeit der Zahl 4 von )t durch

die Potenzformel
b=y =" (98)
1%
dar (9{ = %d ; ¢ mittlere Geschwindigkeit, d Rohrdurchmesser, » kine-

matisches Zéthigkeitsmaﬁ), wonach man wegen (97) fir das Gefille J

erhilt:
0316 ¢

J= g (99)
— 2
e Y
Fiihrt man hier den Wert R = c—:g ein, so geht (99) iber in
I
0,316 ¢*
=477 g0 (992)

v

d. h. nach dem Blasiusschen Ansatz ist das Gefille proportional der
L .Potenz der mittleren Geschwindigkeit c.

! Blasius, H.: Forschungsarbeiten H.131. Berlin: VDI-Verlag 1913.
2 Saph u. Schoder: Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. 51, 253 (1903).



92 Theorie der Flissigkeitsbewegung.

Zum Vergleiche sei daran erinnert, da im laminaren Bereich
nach (81) S.75
¢ c?

B

ist, oder

My = ‘;_j‘, (100)

Neuere Versuche von Jakob und Erk! — die sich in sehr guter
Ubereinstimmung mit den etwas weiter zuriickliegenden Versuchen
von Stanton und Pannell? befinden — sowie von Hermann und
Burbach?® haben gezeigt, daB der Blasiussche Ansatz (98) kein fiir
beliebige Reynoldssche Zahlen giiltiges Gesetz ist, sondern fiir Werte
R >80000 bis 100000 seine Giiltigkeit verliert, und zwar insofern, als
die Abnahme der Zahl A bei wachsendem % langsamer vor sich geht
als der Gleichung (98) entsprechen wiirde. Auf Grund ihrer Versuche
(bis ca. i = 400000) geben Jakob und Erk das empirische Gesetz

A =4y =0,00714 + 0,6104 . R—0:35 (101)

an, wahrend Schiller? aus eigenen Versuchen und denen von Her-
mann und Burbach im Bereiche von R = 2-10% bis 2:108 die eben-
falls empirische Formel

A =0,0054 + 0,396 - R —0:3 (101 a)
ableitet <§R = %d) *,

Abb. 63 zeigt die Gesetze (98) und (100) bis (101a) im logarith-
mischen Diagramm aufgetragen (Abszissen R, Ordinaten 21).

In letzter Zeit ist das Widerstandsproblem fiir Rohre von ver-
schiedenen Seiten auch theoretisch angefallt worden. H. Lorenz5
zerlegt zu diesem Zwecke die ganze Stromung in einen Kernstrom mit
der mittleren Geschwindigkeit ¢, und eine diinne Randschicht mit
veranderlichem Geschwindigkeitsgefille. In dieser Randschicht fiihrt
er nach dem Vorbilde von Boussinesq eine turbulente Reibungs-
ziffer uy, > p ein und setzt die Schubspannung am Rande in der Form

Ty = [uo% an, wo kb die Randschichtdicke bezeichnet. Durch Vergleich

der Energie der laminaren und der turbulenten Strémung findet er
die kritische Reynoldssche Zahl R, in guter Ubereinstimmung mit
den Schillerschen Versuchen (vgl. 8. 87). Auflerdem leitet er fiir die

1 Jakob u. Erk: Forschungsarbeiten H. 267. Berlin: VDI-Verlag 1924.

2 Stanton u. Pannell: Phil. Trans. Roy. Soc. London 214, 199 (1914).

3 Hermann u. Burbach: Strémungswiderstand und Wirmeiibergang in
Rohren. Leipzig: Akad. Verlagsges. 1930.

4 Schiller: Ing.-Arch. 1, 392 (1930).

* Inder Schillerschen Schreibweise lautet diese Formel mit % = = und § — g

2
P = 0,0027 4 0,161 . {3,
5 Lorenz, H.: Phys. Z. 1925, 557; Handb. phys. techn. Mech. 5, 157.

8
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Widerstandsziffer A’ = = fiir das Kreisrohr den Ausdruck ab

DO >

PR = {1+V’1° ——1)

+m PR f o

Fiir gréBere Reynoldssche Zahlen diirften demnach die von Lorenz
gemachten Annahmen nicht mehr zutreffen.

Ein anderer Ansatz fir das Widerstandsgesetz ist in jiingster Zeit
von Th. v. Kdrmén! angegeben worden, welcher aus Ahnlichkeits-

! v. Karmén, Th.: Mech. Ahnlichkeit u. Turbulenz. Nachr. d. Ges. d. Wiss.

zu Gottingen. Mathem -phys. Kl. 1930. Berlin: Weidmannsche Buchhdlg., sowie
Verhandl. d. 3. Intern. Kongr. f. Techn. Mech. Stockholm 1930, I. S. 85.
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Tabelle der A-Werte.

%R Blasius Jakob-Erk Schiller Lorenz
(98) (101) (101a) (102)
3000 0,0427 0,0442 0,0444
5000 0,0376 0,0381 0,0401
7000 0,0345 0,0347 0,0356
10000 0,0316 0,0314 0,0315
15000 0,0284 0,0282 0,0279
20000 0,0266 0,0262 0,0260
30000 0,0240 0,0237 0,0241
40000 0,0224 0,0221 0,0231
50000 0,0211 0,0210 0,0224
70000 0,0194 0,0194 0,0218
100000 0,0178 0,0180 0,0179 0,0212
200000 0,0157 0,0156 0,0206
400000 0,0138 0,0137
500000 0,0133 0,0131 0,0202
600000 0,0129 0,0127
800000 0,0124 0,0121
1000000 0,0120 0,0117
1500000 0,0110
2000000 0,0105
betrachtungen der Schwankungsbewegung eine Beziehung fiur die
turbulente Schubspannung ¢’ = — v’ ableitet und fiir das Wider-
standsgesetz den Ausdruck
k2 —
TV?? =In(%,V¢)+C (103)

angibt (vgl. 8. 102), worin die Widerstandsziffer ¢ — abweichend von der
2
hier gewahlten Schreibweise — die Bedeutung ¢ = o cz— hat (1/) = %)

und R, = cm;,r die etwas anders formulierte Reynoldssche Zahl

bedeutet (r = Rohrradius, ¢max = Maximalgeschwindigkeit). v. Kér-
mén hat diese Formel ‘mit dem verschiedensten Versuchsmaterial in
Bereichen von ®,, = 2000 bis 1600000 verglichen und fiir die Kon-
stanten £ = 0,38 und C = 1,83 gut bestitigt gefunden. Man beachte,
daBl dieses Widerstandsgesetz kein Potenzgesetz darstellt.

b) Glatte Rohre von nicht kreisférmigem Querschnitt.

Es erhebt sich jetzt die Frage, wieweit die vorstehenden Uber-
legungen auch auf andere praktisch wichtige Querschnitte, wie Recht-
ecke, Dreiecke und Trapeze, angewandt werden kénnen, wobei zunéchst
wieder glatte Wandungen vorausgesetzt werden.

Als Grundlage dient dabei wieder die Gleichung (94), durch welche
die Widerstandszahl definiert ist. Es ist einleuchtend, dafl auch hier y
von der Reynoldsschen Zahl abhingen mufl. Da aber bei beliebig
gestalteter Querschnittsform zunéchst nicht angenommen werden darf,
daB alle Elemente des benetzten Umfanges in gleichem Mafle an der
Ubertragung der Oberflichenreibung beteiligt sein werden, so miiBte
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man 4 auch in Abhéngigkeit von den Querschnittsabmessungen brin-
gen, wodurch die weitere Formulierung des Widerstandsgesetzes we-
sentlich erschwert wiirde. Tatsdchlich haben Versuche von Schiller?
(gleichseitiges Dreieck, Quadrat, Rechteck, Wellenrohr), Fromm? (sehr
breites Rechteck) und Nikuradse?® (Dreieck und Trapez) gezeigt, daf
der EinfluBl der Querschnittsform gegeniiber demjenigen von R (we-
nigstens fiir ganz gefiillte Rohrleitungen) mehr untergeordnete Bedeu-
tung zu haben scheint, und daf man innerhalb des oben genannten
Giltigkeitsbereichs das Blasiussche Gesetz auch auf Dreieck-, Trapez-
und Rechteckquerschnitte anwenden kann, wenn man den hydrauli-
schen Radius 7, einfithrt. Mit d = 4r, geht Gleichung (98) iiber in
0,25 1

= 0,0559 — ,

p = 0,0559 ;) -
h

v
crp

wobei hier
Ty

Ry =~

die auf den hydraulischen Radius bezogene Kennzahl bezeichnet. Die
Versuche von Schiller und Nikuradse bestitigen im wesentlichen
den obigen Ansatz, wihrend Fromm seine Ergebnisse in der davon
etwas abweichenden Formel

p = 0,0705 R,~ %%
zusammenfaft.

Wesentlich firr die hier mitgeteilten Angaben iiber die Wider-
standszahlen y bzw. A ist die Tatsache, daB diese Zahlen durchweg in
Abhingigkeit von der Reynoldsschen Zahl gebracht sind, was not-
wendig ist, damit dem Ahnlichkeitsgesetz Geniige getan wird.

c) Rauhe Rohre.

Fiir die Erforschung des Wesens der turbulenten Strémung sind
die vorstehend mitgeteilten, an glatten Rohren gewonnenen Erkennt-
nisse zweifellos von Wichtigkeit. Indessen handelt es sich dabei, vom
Standpunkt der Technik gesechen, um einen selten vorkommenden
Sonderfall. Die wirklichen Schwierigkeiten entstehen erst, wenn Rohre
oder Gerinne mit rauhen Wandungen in Betracht kommen, wie sie in
der Technik die Regel bilden (Rostbildung an Eisenrohren, mehr oder
weniger rauhe Holz- bzw. Zementrohre, Gerinne aus Mauerwerk usw.).
Es erhebt sich dann die Frage: wie mull das Widerstandsgesetz formu-
liert werden, damit von Fall zu Fall der Verschiedenartigkeit der Wand-
beschaffenheit Rechnung getragen werden kann? Es liegt auf der Hand,
daB dadurch eine erhebliche Schwierigkeit in das an und fiir sich duerst
verwickelte Problem der turbulenten Strémung hineingetragen wird.
AuBlerdem ist einleuchtend, daB bei dem heutigen Stande unserer

L Schiller: Z. ang. Math. Mech. 1923, 2.
2 Fromm: Z. ang. Math, Mech. 1923, 339.
3 Nikuradse: Ing.-Arch. 1, 326 (1930).
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theoretischen Erkenntnis auch hier weitgehend Versuchsergebnisse
herangezogen werden miissen.

Als Grundlage fiir die nachfolgenden Betrachtungen gilt wieder
die Gleichung (94). Wahrend nun fiir glatte Kreisrohre die Wider-
standszahl y lediglich eine Funktion der Reynoldsschen Zahl R ist,
tritt hier die Frage nach der Abhéngigkeit der GréBe y von der Wand-
beschaffenheit neu hinzu.

Die Erfahrung hat gelehrt, daB der Widerstand bei rauhen Rohren
stets groBer ist als bei glatten. Im einzelnen bestehen aber bei sonst
gleichen Verhéltnissen je nach der Art der Rauhigkeit (GroBe und
Anzahl der Wandunebenheiten, Entfernung derselben voneinander,
Neigung gegen die Stromrichtung usw.) wieder erhebliche Unterschiede.
Rohre von geometrisch dhnlicher Form weisen bei gleicher Kennzahl
verschiedene o-Werte auf, sofern Wandbeschaffenheit oder Profil-
radius verschieden sind. Daraus folgt, dal  nicht nur Funktion von R
sein kann, sondern auch von einer andern dimensionslosen Gréfie ab-
hingen mufll, welche die Wandrauhigkeit zum Ausdruck bringt. Be-
zeichnet man diese ,,Rauhigkeitszahl® etwa mit K (auch relative
Rauhigkeit genannt), so kann ¢ in der Form

p =19 (R, K) | (104)

geschrieben werden, und es mufl nun Aufgabe der Versuchsforschung
sein, diese Funktion fiir die praktisch besonders interessierenden Wand-
rauhigkeiten innerhalb der in Betracht kommenden Bereiche von R
zu bestimmen. Die Rauhigkeitszahl K wird nach dem Vorgange von
R. v. Mises! zweckméaBig in Beziehung zu dem Profilradius 7, gebracht,
indem man k
K=— (105)
Tn
setzt, wobei der einer bestimmten Wand entsprechende Rauhigkeits-
wert k die Dimension einer Linge hat (da K eine reine Zahl sein muB).
k gibt dabei nicht unmittelbar die mittlere GroBe der Wanduneben-
heiten an, sondern kann noch von der Anzahl dieser Erhebungen,
sowie von ihrem gegenseitigen Abstand im Verhiltnis zu ihrer Héohe
abhangen?.
Bezieht man wieder die Reynoldssche Zahl auf den Protilradius r,,
setzt also or
R =7

so kann Gleichung (104) wegen (105) in der Form geschrieben werden

Y= w(%}?h, ﬁ) (106)

Zur Bestimmung der Funktion ¢ haben L. Hopf? und K. Fromms3
systematische Versuche an rechteckigen Rinnen von verschiedener

1 v. Mises, R.: Techn. Hydromech. S.49 u. 62.
2 Hopf, L.: Z. ang. Math. Mech. 1923, 329.
3 Fromm, K.: Z. ang. Math. Mech. 1923, 339.
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Hohe und unter Benutzung verschiedenen Wandmaterials (Drahtnetz,
sigeartig bearbeitetes Zinkblech, zwei Arten von Waffelblech) durch-
gefithrt. Das rechteckige Profil wurde gewéhlt, um bei exakt gleicher
Wand lediglich durch Anderung der Querschnittshohe den Profilradius
beliebig dndern zu konnen. Diese Versuche haben einige wichtige Auf-
schliisse in grundsétzlicher Beziehung geliefert.

Aus seinen eigenen und den Frommschen Versuchen sowie dem
sonst noch zum Vergleiche herangezogenen reichhaltigen Versuchs-
material der Hydrauliker glaubt Hopf den SchluB8 ziehen zu diirfen,
daB bei der turbulenten Stréomung grundsétzlich zwei Arten von Rauhig-
keiten unterschieden werden miissen, die zwei verschiedenen Ahnlich-
keitsgesetzen gehorchen, und die er als Wandrauhigkeit schlecht-
hin und als Wandwelligkeit bezeichnet.

Die Wandrauhigkeit wird beherrscht durch die Rauhigkeitszahl
K= % ; gleichzeitig zeigt sich — abgesehen von niedrigen R-Werten —,
daBl » von der Reynoldsschen Zahl unabhingig ist, d. h. das Ge-
fille J ist proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit (was von
der praktischen Hydraulik frither allgemein angenommen wurde). Diese
Art der Rauhigkeit zeigt sich bei rauhen Eisenrohren, Zement-, Waffel-
blech- und Drahtnetzwandungen. Auf Grund der Versuche von Fromm
gibt Hopf! fiir v die empirische Potenzformel

v = 10-2 <r£h>0,314

an und fiir das RauhigkeitsmaBl % die aus nachfolgender Tabelle er-
sichtlichen Werte (bei Hopf mit %’ bezeichnet):

Neues ziemlich glattes Metallrohr, asphalt. Blech . . k= 4-10~3[m]

(107)

Neues GuBleisen, Eisenblech, gut geglitt. Zement . . 7-107% ,
Alteres Eisenrohr, angerostet . . . . . . . . . .. 15.10-3 ,,
Rauher Zement, verkrustetes Eisen, rauhe Bretter . . 20.10-3 ,,

Bei der zweiten, als Wandwelligkeit bezeichneten Art ist y von
der Reynoldsschen Zahl abhiingig, dagegen bei gleicher Wand-
beschaffenheit unabhingig vom Profilradius, d. h. bei gleicher Wand-
beschaffenheit und gleicher Reynoldsscher Zahl nimmt 9 unabhiingig
von 7, denselben Wert an, der allerdings erheblich groBer ist als der
entsprechende Wert y, bei glatter Wandung. Dieses Verhalten wurde
besonders beobachtet bei Rohren aus Holz, asphaltiertem Eisen und
gewalztem Waffelblech. Hopf! gibt fiir diese Art Rauhigkeit den

Wert an
Y=y &, (108)

wo & fiir Holzrohre 1,5 bis 2,0, fiir asphaltierte Eisenrohre 1,2 bis 1,5 ist.

Wandwelligkeit scheint durch geringere Rauhigkeit oder wenigstens
durch sanftere und regelmiBigere Formen der einzelnen Rauhigkeits-
elemente bedingt zu sein.

! Hopf, L.: Handb. d. Physik, herausgegeb. v. Geiger u. Scheel, Bd. 7, Kap. 2:
Zahe Flissigkeiten, S. 146—151.

Kaufmann, Hydromechanik I. 7



98 Theorie der Flissigkeitsbewegung.

Es mufl angenommen werden, daB im allgemeinen beide Arten
von Rauhigkeit gleichzeitig wirksam sind, daB jedoch jeweils die eine
Form stirker in Erscheinung tritt als die andere. MaBgebend scheint
immer diejenige zu sein, welche den groBeren Widerstand liefert.
Im tbrigen wird es noch weitgehender systematischer Versuche be-
diirfen, um eine vollstdndigere Klidrung dieser Erscheinungen herbei-
zufithren.

Nach den Hopfschen Darlegungen mufl es als ausgeschlossen
gelten, das Widerstandsgesetz fiir beide Arten von Rauhigkeit inner-
halb eines beliebig groBen Bereichs Reynoldsscher Zahlen durch eine
einzige Formel auszudriicken. Aus diesem Grunde soll hier auch darauf
verzichtet werden, all die Widerstandsformeln zu nennen, welche im
Laufe der Jahre von den verschiedensten Autoren aufgestellt sind und
mehr oder weniger nur Teillssungen darstellen, soweit sie {iberhaupt
nach dem Stande unserer heutigen Erkenntnis noch eine Berechtigung
haben!. Lediglich die von R. v. Mises? nach Versuchen von Darcy
und Bazin entwickelte Formel fir die Widerstandszahl ¢ in zylindri-
schen Rohren sei noch erwiéhnt, da sie insbesondere den Forderungen
des Ahnlichkeitsgesetzes Rechnung trigt. Sie lautet in der hier gewihlten
Ausdrucksweise fiir Reynoldssche Zahlen, die nicht zu nahe bei dem
kritischen Wert liegen:

p = 0,0024 + 03

¥ .
V2%

27';.

+

(109)

und zwar bedeutet %' eine Linge, welche nach v. Mises der mittleren
Hohe aller Erhebungen und Vertiefungen in der Wand proportional

) ist und von ihm als ab-
Tabelle der absoluten Rauhigkeit %'. solute Rauhigkeit be-

Material 108% [em] zeichnet wird.
Zu beachten ist, daB
Glas . . . . . . . .. ... .. 0,2— 0,8 diese Formel’ da sie den
Gezogenes Messing, Blei, Kupfer 0,2— 1,0 . % .
Zement geschliffen . . . . . . . 7,5— 15 Quotienten . enthilt,
w  TOh . .. 20 — 40 . I )
Gasrohr . . . . . . .. . ... 20 — 50 offenbar in den Bereich
Asphaltiertes Blech- oder GuBrohr | 30 — 60 der oben besprochenen
GuBeisen neu . . . . . . . . .. 100 —200 »,Wandrauhigkeit*
’ gebrauchte Leitung . . | 250 —500 5 5 ahli
Genietetes Blechrohr . . . . . . 200 —500 fallt. Tajtsach}ilcllll) ste!lt
Holz glatt gehobelt . . . . . . . 95 — 50 Fromm innerhalb gewis-
» gewdhnlich . . . . .. .. 50 —100 ser Rauhigkeitsbereiche
,» Tauhe Bretter . . . . . . . 200 —400 eijne Ubereinsf,immung

seiner Versuchsergebnisse
mit der v. Misesschen Formel fest®. Der Vollstandigkeit halber ist
vorstehend noch die Tabelle der absoluten Rauhigkeit k' fiir ver-
schiedene Wandungen nach v. Mises angegeben.

1 Weitere Angaben werden im 2. Bande bei der Besprechung der Stromung
in Rohren und offenen Gerinnen folgen.

2 v. Mises, R.: Techn. Hydromech. S. 62,

3 Z. ang. Math. Mech. 1923, 357.
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18. Geschwindigkeitsverteilung.

Die Frage nach der Geschwindigkeitsverteilung im Kreisrohr war
bereits auf S. 84 . beriithrt. Insbesondere zeigte sich dort, dal bei der
turbulenten Stromung eine viel gleichméBigere Verteilung der Ge-
schwindigkeit iber den Querschnitt auftritt als bei der Laminar-
strémung, und daBl innerhalb einer schmalen Randschicht die Ge-
schwindigkeit rasch auf Null (an der Wand) abfillt. Dagegen konnte
das Gesetz dieser Verteilung nicht weiter angegeben werden, als wie
dieses durch Gleichung (87) zum Ausdruck kommt, da eben die Ab-
hingigkeit des Mittelwertes v/« der Schwankungsgeschwindigkeiten
nicht bekannt ist. Theoretische Ansétze fiir die TurbulenzgrsBe finden
sich bei v. Mises!, wo auch gezeigt wird, daf} es moglich ist, Annahmen
iiber die Verteilung des Wertes ¢/ w’ zu machen, die sich mit den Ver-
suchsergebnissen in Einklang bringen lassen. Nach v. Mises geniigen,
um die Verdnderung des Geschwindigkeitsdiagramms bei der turbu-
lenten Strémung zu bewirken, bereits Schwankungsgeschwindigkeiten
v’ und w’, deren Grofle nur wenige Prozent der mittleren Geschwindig-
keit: betragt.

In dhnlicher Richtung bewegen sich auch neuere Untersuchungen
von Prandtl?, welcher den Einflu8 der ,,Mischbewegungen‘ unter
Benutzung des Boussinesqschen Ansatzes fiir die turbulente Schub-
spannung

T=per=—ovuw

zu erfassen sucht (v = zeitlicher Mittelwert der Geschwindigkeit in
Richtung der Rohrachse, S. 81, z = Richtung 1 »), wo ¢ die gleiche
Dimension wie ¥ hat, d. h. das Produkt einer Lénge ! und einer Ge-
schwindigkeit. Bei dieser Mischbewegung treten in eine beliebige Schicht
von der einen Seite Flissigkeitsballen mit gréferer, von der anderen
Seite solche mit kleinerer Geschwindigkeit v ein. Die gesuchte Léinge !
oder ,,Mischweg® ist nun nach Prandtl der Abstand derjenigen
Schicht von der betrachteten, fiir welche der zeitliche Mittelwert der
Stromungsgeschwindigkeit gleich dem Mittelwert der v-Geschwindig-
keiten der Fliissigkeitsballen ist, mit der diese die betrachtete Schicht
durchschreiten. Diese Lénge ist im wesentlichen proportional dem
Durchmesser der Fliissigkeitsballen und nihert sich an der Wand dem
Werte Null. Hinsichtlich der Quergeschwindigkeit %’ kann man sich
vorstellen, dal sie erzeugt wird durch das Zusammentreffen zweier
Flissigkeitsballen verschiedener v-Geschwindigkeit und demnach dem

Betrage l% proportional ist. Daraus ergibt sich fiir ¢ der Wert 12%,

wenn man die unbekannten Zahlenfaktoren mit in die ebenfalls un-

1 v.Mises, R.:a.a.0. 8.70 u. 71.
2 Prandtl, L.: Z. ang. Math. Mech. 1925, 137; Hydraul. Probleme 8. 8.
Berlin: VDI-Verlag 1926.

¥
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bekannte Linge ! hineinnimmt, und somit
b} ’dii

d
dz | dz *

7= —pvw =0l K (110)

‘Wahrend nun nach der Prandtlschen Darstellung die GroSe !
nur aus den Versuchsergebnissen bestimmt werden kann, ist es neuer-
dings v. Kérmén' gelungen, durch eine Ahnlichkeitsuntersuchung
der Schwankungsbewegung den Ansatz (110) zu bestétigen, dariiber
hinaus aber noch eine Beziehung fiir die Mischlinge I anzugeben, fiir
welche er in erster Naherung den Wert

dv

dz

dz®
findet. Darin bezeichnet k eine (vermutlich universelle) Konstante, deren
GroBe v. Karman zu 0,38 bestimmt hat.

Mit Hilfe der Gleichungen (110)
und (111) ist es nun méglich, die Ge-
schwindigkeitsverteilung bei ausgebilde-
ter Turbulenz in einem glatten Kreisrohr
naherungsweise zu berechnen. Man geht
dabei von der Vorstellung aus, dal bei
wenig zahen Flissigkeiten (z. B. Wasser)
der Einflufl der Zshigkeit wesentlich auf
eine dimnne Randschicht beschrinkt

_ . bleibt, wahrend im dbrigen nur die

Aot Gostwindgrtrott dor - rbulente Schubspannung  von ma-
gebendem Einflufl ist. Unter dieser

Voraussetzung wiirde Gleichung (85) mit Riicksicht auf (110) und (111)
iibergehen in

dv\ 2
7’ dz | |dv |ds
= 9% — _ 92| 22| |%v|2v
zgd = 29 = =28\ 57 (112)
dz?
Da bei der angenommenen Richtung von z (Abb. 64) C‘li—z negativ wird,
so steht auf der rechten Seite von (112) ein positiver Wert. Man kann
., dv s du .
also mit —— = und 5 = g, Schreiben
du

zgd b -2_@?_%
2k2—<d_u? bzw. ingJ‘W’
dz>

dv

l%' ist der Betrag des Geschwindigkeitsgefilles ohne Riicksicht auf

*

das Vorzeichen.
1 Vgl. die Literaturangabe auf S. 93,
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woraus nach Trennung der Variablen durch Integration folgt

1 2k
- = j:2V—J-Vz + 0.

Die Konstante C; kann man aus der Bedingung bestimmen, dafl v = %—1;—

an der Rohrwand bei groBen Reynoldsschen Zahlen sehr gro werden
muB. Niherungsweise sei also u = co fiir z = r gesetzt. Damit wird

L )2 — )

Hier gilt fiir die Wurzel das negative Vorzeichen, da u = %Z—

negativ
9 1.2
sein muB. Man erhilt also, wenn zur Abkiirzung 2 V";—‘k] = o eingefiihrt

wird,
dz

W= =y

und durch Integration

I

v = ;{]/z — VYr4 Yrin(Yz — V) + C,.
Nun ist (Abb. 64) v = vpax fir z = 0, so dafl schliefilich

% = Umax + %i’,cl{]/: +m(1 —V?}} (113)

Beachtet man noch die Beziehungen J = ¥ (Kreisrohr) und 7, = Y 2o
gr 0 2

(S. 89), so ist gTJr = ‘fgﬂ , womit (113) ibergeht in

% = Bmax + |/ /;Zz l/— +1n(1— ]/—)} (113a)

Die Ubereinstimmung der Geschwindigkeitsverteilung nach (113a)
mit Messungen von Dénch?! und Nikuradse? ist recht befriedigend.
Abweichungen treten natiirlich am Rande auf; hier liefert (113a)
den Wert v = — co. Um diese Unstimmigkeit zu beseitigen, fiihrt
v. Kérman an der Rohrwand eine diinne Laminarschicht von der
Dicke 0 ein (vgl. auch S.104), an welche sich die errechnete Ge-
schwindigkeitsverteilung anschlieBen soll. Da d nur von 7, ¢ und »

abhingen kann, so setzt er ¢ ~cons’o] , wihrend nach (76)
0
-y ~
Tp = v@%— ist, wo v* die Geschwindigkeit am Rande der Laminar-

schicht bezeichnet. Daraus folgt v* = AV%’ (4 = const.). Somit er-

1 Doénch: Forschungsarbeiten H. 282. Berlin: VDI-Verlag 1926.
2 Nikuradse, Forschungsarbeiten H. 289. Berlin: VDI-Verlag 1929.
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hilt man nach (113a)
- 1/ T [1/r—=20 r—3\l
R R |

s -

oder, da & klein gegen 7, also —

_ . [
Vmax = A4 :[9—0— E%{l'i—lnﬂ}

Mit § — B2 (B = const.) folgt daraus

Yrolo

o I o
- ryT
S T PSR o I T (Y

2 . s 27, d
wo C; =A%k —1-+1n 5 Setzt man schliefilich ¢ = PY un

Ry = Um:‘ ’, so geht vorstehende Gleichung nach einfacher Zwischen-

rechnung in das Widerstandsgesetz (103) iiber, wo C =C; — In VQ.

Die Geschwindigkeitsverteilung in der Nédhe der Rohrwand kann
nach Prandt]l und v. Karman! durch eine Ahnlichkeitsbetrachtung
gefunden werden, sofern man fiir das Widerstandsgesetz eine Potenz-
formel zugrunde legt. Nimmt man an, dafl in Wandnéhe die Geschwindig-
keit auBer von den die Fliissigkeit charakterisierenden GréBen u und g
nur noch von dem Abstand z' = » — 2z des betreffenden Elements von
der Wand und der durch die Oberflichenreibung an der betreffenden
Wandstelle bedingten Tangentialspannung 7, abhéngt, im iibrigen aber
unabhéngig von der Querschnittsform ist, so besteht in Wandnéhe fiir
die Geschwindigkeit v der Grundstromung die Beziehung:

%= f(u. 0, 7, 7o) - (114)

Ist nun die Widerstandszahl etwa auf empirischem Wege in Form eines
Potenzgesetzes gefunden, dann kann die auf die Flacheneinheit bezogene
Reibungskraft nach (93a) in der Form geschrieben werden (¢ = mittlere
Geschwindigkeit):

2

C
=0 (115)
Bei glatten Rohren ist  nur Funktion von f = CT?, demnach wird

Ty~ cm (116)

(~ bedeutet proportional), wo n von der Form des Widerstandsgesetzes
abhingt. Setzt man weiter voraus, dal zwischen v und 7, eine dhnliche
Beziehung besteht wie zwischen ¢ und 7,, dann ist
1
v ~TY,
1 v.Kérmén, Th.: Z. ang. Math. Mech. 1921, 238; Innsbrucker Vortrige aus
d. Gebiete d. Hydro- u. Aerodyn. S. 160. Berlin 1924.



Geschwindigkeitsverteilung. 103

womit Gleichung (114) iibergeht in

1
b ’ "
v = fl(‘u’ 0 z)TO'
Die rechte Seite dieser Gleichung muf}, wenn sie in den Dimensionen
stimmen soll, eine Geschwindigkeit darstellen; sie sei in der Form
geschrieben:

1
v = Bu*of2"7g,
wo B eine reine Zahl sein soll. Da nun v = [em sec™1]; u = [kg sec cm~2];
o = %_—_' [kg sec? cm™]; 2z’ = [em]; T, = [kg cm~?] ist, so erhalt man
aus vorstehendem Ausdruck folgende Dimensionsformel:
[emsec—1] = [kg]“*l““% [sec]““f”[cm]"‘z““*/”?“%
und somit
2 2
—2«—4‘8—}—)/—7:1, a=1—=,
1 2
p= - L y=-—1.
Mit diesen Werten als Exponenten wird:
2 1 2

= -2 Xy 2 1
'U:Blu u_gn 'Z,”’ 'T%,

woraus wegen % = v folgt:

2 1
-~ i\ w—1 . ﬁ w
v—B<v) <e> (117)
Setzt man hier nach (115) und unter Beachtung von (94)
T c?
By =g, (118)

so erkennt man, daB in der Nihe der Wand, d. h. fir kleine Werte von 2’
2
v~ ! (119)
wird.
Innerhalb des Bereiches, in welchem das Blasiussche Gesetz gilt,

ist nach (99a) das Gefille J und somit 7, proportional der I Potenz

der mittleren Geschwindigkeit; wegen (116) ist also n = A

4’ n T
Damit lautet (117)
= _ p(Z\H (%)t
- n(2(3) i
und (119)
- ,l
v~ ?’ (119a)

d. h. die Geschwindigkeit v #ndert sich in Wandnihe mit der %-Potenz
des Wandabstandes z’, in guter Ubereinstimmung mit den Beobach-
tungsergebnissen?.

1 Nikuradse, J.: Forschungsarbeiten H. 281, S. 16. Berlin: VDI-Verlag 1926.
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In unmittelbarer Nihe der Wand gilt dieses Gesetz jedoch nicht
mehr, was man aus folgender Uberlegung erkennt. Zunichst stellt »
den zeitlichen Mittelwert der Geschwindigkeit dar, welcher infolge der
Mischbewegung gewisse Schwankungen erleidet. An der Wand ver-
schwinden diese Schwankungen, und die dort herrschende Schubspan-

nung ist nach (76) T = u %’7 . Unter Beachtung von (119a) wiirde diese

fir 2" = 0 unendlich grol, was dem Wesen der Fliissigkeitsreibung
widersprechen wiirde. Es mul} sich also an der Wand eine sehr diinne
Randschicht ausbilden, in welcher die Strémung laminar und der
Geschwindigkeitsanstieg linear verlauft (S. 74). An diese schlieft dann
nach dem Rohrinnern zu der Bereich an, in welchem das Potenzgesetz
beobachtet wird!.

Bei groferen Reynoldsschen Zahlen verliert — wie bereits weiter
oben bemerkt wurde — die Blasiussche Potenzformel (98) ihre Giiltig-
keit, demnach auch das hier abgeleitete Verteilungsgesetz der Ge-
schwindigkeit. Tatsdchlich haben neuere Messungen? gezeigt, daBl in
den wandnahen Schichten bei Reynoldsschen Zahlen von ca. 200000
die 1-Potenz an Stelle der # tritt; bei noch gréBeren R-Werten nimmt
ler Exponent noch weiter ab.

Fiir den Giiltigkeitsbereich des Blasiusschen Gesetzes hat v. Kar-
nan das Gesetz der 1-Potenz durch den Ansatz

% = Fmax 1 — (Ti)"]* (120)

srweitert 3, wobei 2 den Abstand von der Rohrachse, r den Rohrradius
id x% eine Zahl bedeutet, welche nach den vorliegenden Messungen
wwischen 1,25 und 2 liegt. (Uber das Verhiltnis vyax : ¢ vgl. S. 85.)

Mit Hilfe dieses Ansatzes 148t sich schliefilich auch die in (117a)
wiftretende Konstante B berechnen, wofiir v. Karman den Wert
B = 8,7 angibt%, so daB man fiir die Schubspannung an der Wand
srrhalt

7o = 0,0225 9t <Ll>? . (121)
E

Die vorstehenden Uberlegungen zeigen, daB die Frage nach der
Jeschwindigkeitsverteilung der turbulenten Strémung in glatten Rohren
sheoretisch noch nicht endgiiltig geklart ist, wenn auch Anséitze nach
rerschiedener Richtung hin vorliegen. Noch weniger ist das der Fall
sei rauhen Rohren und Gerinnen. Theoretische Ansétze sind besonders
von v. Karm4n? fir den Fall der ,Wandrauhigkeit (vgl. S. 97)
:ntwickelt worden, die sich mit den Untersuchungen von Hopf und
Fromm (vgl. S. 97) ziemlich gut decken. Neuerdings hat W. Fritsch?®

1 Prandtl, L.: Hydraul. Probleme S. 4. Berlin: VDI-Verlag 1926.

2 Dénch, F.: Forschungsarbeiten H. 282. Berlin: VDI-Verlag 1926.

3 Vgl. die Literaturangabe auf S. 102.

4 v. Karmén, Th.: Z. ang. Math. Mech. 1921, 250; Innsbr. Vortrige S. 165;
Nachrichten d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, Math. Phys Klasse 1930; Mech. Ahn.
lichkeit u. Turbulenz S. 74.

5 Fritsch, W.: Z. ang. Math. Mech. 1928, 214.
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den Einflu der Wandrauhigkeit auf die turbulente Geschwindigkeits-
verteilung in Rinnen experimentell untersucht und dabei Geschwindig-
keitsprofile fiir glatte und rauhe Rohre miteinander verglichen, bei
denen die an der Wandung tibertragene Schubspannung 7, denselben
Wert hat. Wahrend nun die Absolutwerte der Geschwindigkeiten —
wie das nicht anders zu erwarten ist — bei glatten Wanden wesentlich
groBer sind als bei rauhen, zeigt sich andererseits, daB im mittleren
Teile der Rinne die Geschwindigkeitsprofile in allen untersuchten
Fiallen fast genau dieselbe Form haben, gleichgiiltic ob es sich um
glatte oder rauhe Wande handelt. Man kann aus diesem Ergebnis wohl
folgern, daBl im mittleren Teile der Rinne die Mischlinge 7 (vgl. S. 99)
von der besonderen Wandbeschaffenheit (Rauhigkeit) ziemlich unab-
héingig ist. Andererseits zeigen die Messungen, dafl bis zur endgiiltigen
Klirung all der mit der turbulenten Strémung in rauhen Rohren zu-
sammenhéngenden Fragen noch ein gutes Stiick Arbeit geleistet wer-
den muB.

II. Allgemeine Theorie der Bewegung idealer
Fliissigkeiten.
A. Grundbegriffe und Grundgleichungen.

Vorbemerkung.

Wihrend in dem vorhergehenden Abschnitt gewisse Fliissigkeits-
bewegungen lediglich unter dem vereinfachenden Gesichtspunkt ein-
dimensionaler Strémungen behandelt wurden, wobei es im wesent-
lichen auf die Untersuchung der Hauptbewegung in der Stromungs-
richtung ankam, soll jetzt dazu iibergegangen werden, die wichtigsten
Gesetze der allgemeinen (mehrdimensionalen) Bewegung der
Flussigkeiten zu entwickeln. Thre Darstellung finden diese Gesetze
durch partielle Differentialgleichungen, bei deren Aufstellung man sich
von vornherein dariiber schliissig sein muf3, wie weit den physikalischen
Eigenschaften der natiirlichen Flissigkeiten (vgl. S. 1) Rechnung
getragen werden soll. Wie bereits in der Einleitung bemerkt wurde
(vgl. 8. 3), werden in dem vorliegendén Buche nur raumbestéandige
(d. h. in erster Linie tropfbare) Fliissigkeiten behandelt, was aber nicht
ausschlieft, daBl die gewonnenen Ergebnisse in gewissen Féllen (S. 3)
auch auf Gase anwendbar sind. Des weiteren bleibt noch die Frage
nach der Zahigkeit tbrig, die — wie aus den Betrachtungen des
vorhergehenden Abschnitts hervorgeht — bei gewissen Strémungs-
vorgéngen von maligebendem Einfluf} ist, bei anderen dagegen, beson-
ders in groBerer Entfernung von festen Wanden und dgl., keine aus-
schlaggebende Bedeutung besitzt, sofern es sich um Fliissigkeiten von
geringer Reibung (z. B. Wasser) handelt. In dem vorliegenden Abschnitt
soll zundchst vollstindige Reibungsfreiheit vorausgesetzt werden
(ideale Fliissigkeit), wogegen den zahen Fliissigkeiten spater ein be-
sonderes Kapitel gewidmet ist.
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1. Kontinuitatsgleichung. Satz von Gaub.

Die Kontinuitatsgleichung der idealen Flissigkeit ist die mathe-
matische Formulierung der Bedingung, daB durch die Begrenzungs-
flachen eines bestimmten Raumelements im Innern der Flissigkeit

zu jeder Zeit nicht mehr Flissigkeit
ein- als austreten kann. Zur Ab-
leitung dieser Gleichung denke man
sich ein unendlich kleines Fliissig-
keitsteilchen von den Kantenlingen
dx, dy, dz abgegrenzt (Abb. 65),
dessen Lage in bezug auf ein be-
liebiges rechtwinkliges Achsenkreuz
durch die Koordinaten z, y, z ge-
geben sei. Bezeichnen nun v, v,,v,
die Geschwindigkeitskomponenten in
Richtung der drei Koordinaten-
achsen, so stromt in der Zeiteinheit
durch die untere Quaderfliche (in
Richtung der Z-Achse) die Flissigkeitsmenge v, dz dy ein, wihrend

durch die obere Flache (welcher die Geschwindigkeit v, + %dz ent-

spricht, vgl. die Ausfiihrungen auf S.7) ( v, + %%dz) dx dy austritt.
\

Der UberschuB der austretenden iiber die eintretende Fliissigkeits-

menge betragt also %% dxdydz. Da gleiche Verhaltnisse fir die iibrigen

Koordinatenrichtungen bestehen, so erhédlt man als Gesamtiiberschull
des Austritts
v, dv, Jdv, .
<8z + Gt az>dxdyd~. (122)
Unter der hier gemachten Voraussetzung der Raumbesténdigkeit kann
ein solcher Uberschu8 nicht eintreten, d. h. es ergibt sich

dv, dv, ov,
Jx + dy + dz =0 (123)

als Ausdruck der Kontinuitit.

Die linke Seite der vorstehenden Gleichung ist offenbar von der Wahl
des in Abb. 65 eingefilhrten Achsenkreuzes vollkommen unabhéngig,
ist also eine invariante GroBe. v,, v,, v, sind die Komponenten des
Geschwindigkeitsvektors v . In der Vektorsprache nennt man die skalare
Summe der drei partiellen Differentialquotienten in (123) die Diver-
genz des Vektors v und schreibt dafiir

. dv, Jv, dv,
divp = ox + dy +??’

so daf} die Kontinuititsgleichung in vektorieller Schreibweise die Form
annimmt:

divo = 0. (123a)
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In dem betrachteten Fliissigkeitsbereich denke man sich einen endlichen
geschlossenen Raum R abgegrenzt. Bezeichnet nun e den Einheitsvektor der
positiv nach auBen angenommenen Normalen zu einem Oberflichenelement dF
dieses Raumes, so stellt v edF = v dF den sog. Flull (oder die sekundliche
DurchfluBmenge) durch dieses Element dar, und

fbd% =f(v¢cosa+vycosﬁ+vzcosy)dﬁ’
ist der FluB durch die gesamte Oberfliche des Raumes R, wenn «, f, y die Rich-
tungswinkel der Normalen bezeichnen. Da aulerdem im Falle konstanter Dichte ¢

der UberschuB der aus einem Element austretenden Fliissigkeitsmenge durch (122)
gegeben ist, so folgt:

0v, dv, dv, _
[ (5= + S Jizdydz = [vag,
wofiir man auch mit dxdydz = dV einfacher schreiben kann
[divoady = fn 4. (124)

Die vorstehende Gleichung wird als GauBscher Integralsatz bezeichnet. Aus
ihr folgt im Falle raumbestiandiger Flissigkeit wegen (123a) sofort:

fbd%=0,

d. h. der FluB durch die Oberfliche des abgegrenzten Raumes ist gleich Null.
Wendet man diesen Satz auf ein von zwei Querschnitten begrenztes Stiick eines
Stromfadens an (vgl. Abb. 39), so erhilt man — wie bereits frither bewiesen —

v F = const,

da durch den Mantel des Stromfadens Fliissigkeit weder aus- noch eintreten
kann. Aus dieser Tatsache kann weiter gefolgert werden, daBl in einem Punkte
einer raumbestidndigen Fliissigkeit ein Stromfaden — und demnach auch eine
Stromlinie — weder beginnen noch enden kann, wohl aber kann sie in sich zuriick-
laufen.

Trifft die Voraussetzung der Raumbestindigkeit nicht zu, so nimmt die
Kontinuitatsgleichung eine von (123) etwas abweichende Form an. Man gelangt
dazu durch folgende Uberlegung: Bezeichnet o die jetzt mit der Zeit und dem
Orte verdnderliche Dichte, so tritt durch die untere Quaderfliche des in Abb. 65
dargestellten Fliissigkeitselements in der Zeiteinheit die Fliissigkeitsmasse g v, dz dy
ein, withrend oben (v, - %Q: dz) (g + Z—de> d z dy austritt; entsprechende Aus-

z
driicke gelten fiir die iibrigen Achsrichtungen. Die gesamte Anderung der Fliissig-
keitsmasse des betreffenden Raumelements wihrend der Zeit d¢ betragt also

9(ev,) | d(ewy) | 9(ew.)
_{ R }dxdydzdt.

Sie kann nur dadurch entstehen, daB eine Dichteinderung eintritt, welche sich

in der Form%—i— dtdxdydz darstellen 1a8t. Da beide Ausdriicke dasselbe aus-

sagen, so folgt als Kontinuitdtsgleichung

do |, d(ew,) |, dlovy) | d(ev.) _
Er dy T %2 =0

welche mit ¢ = const wieder in die speziellere Gleichung (123) iibergeht.
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2. Eulersche Bewegungsgleichungen?.

Um die Bewegungsgleichungen einer idealen Flissigkeit in der
Eulerschen Form zu bekommen, verfolgt man nicht ein beliebiges
Massenteilchen auf seiner Bahn — was in Anlehnung an die Methoden
der Punktmechanik als das Gegebene erscheinen kénnte —, sondern
man faBt einen bestimmten, durch die Koordinaten x, y, z festgelegten
Raumpunkt 4 im Innern der Fliissigkeit ins Auge und untersucht die
Geschwindigkeits- und Druckverhiltnisse an dieser Stelle in Abhéngig-
keit von der Zeit. Indem man diese Betrachtungsweise auf alle Punkte
des von Flissigkeit erfullten Raumes erstreckt, erhdlt man ein Bild
iber den tatsdchlichen Stromungsvorgang. Die Komponenten des Ge-
schwindigkeitsvektors v erscheinen dann als Funktionen der Koordi-
naten z, y, z sowie der Zeit ¢, nimlich

'Ua::fl(x’ Y, 2, 1),
v, =l (2, ¥, 2, 1), (125)
vz :f:}(x: ya <, t);

und die zu 16sende Aufgabe lduft darauf hinaus, die Funktionen f,, f,, f;
zu ermitteln.

Zwecks Aufstellung der Bewegungsgleichungen betrachte man
wieder ein unendlich kleines Massenelement von den Kantenldngen
dz, dy, dz, welches sich an der Stelle A (z, y, z) befindet. Die auf dieses
Element wirkenden Krifte bestehen aus Massenkriften (Schwere)
und Normaldriicken. Es sind das dieselben Krifte, welche bereits auf
S. 8 bei der Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen eingefiihrt
wurden. Mit den dort gewihlten Bezeichnungen und unter Beachtung
der Abb. 3 erhilt man somit durch Anwendung des Newtonschen
Kraftgesetzes firr die drei Koordinatenrichtungen:

dv, op
eg —eX — 55
dv, ap
e e Y —5, (126)
dv, dp
egr —eZ — 5

wobei X, ¥, Z die auf die Masseneinheit bezogenen Komponenten der
Massenkraft (S. 8) und dv, dv, dv,

dt ’ dt’ dt
darstellen.
Nun ist mit Riicksicht auf (125)

die Beschleunigungskomponenten

dv, avx@ 0v, dy dv, dz Jv,

G T wdi Toydt Taar Tt

1 Euler, L.: Principes généraux du mouvement des fluides. Hist. de I’Acad.
de Berlin 1765.
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oder, wegen = Y% 5, =V, =,
dv, dv, v, v, dv,
Tt Vs TGy TG T (127)
Analoge Gleich lten fiir 2% und 2%
naloge Gleichungen gelten fiir —=- und —=.

dv,
Der Ausdruck ;t

der Substanz bei seiner Bewegung erleidet, und wird deshalb als substantieller
Differentialquotient bezeichnet. Er besteht, wie ersichtlich, aus zwei Teilen:
dv,
ay

verinderung (Konvektion) des Teilchens erfahrt, und der lokalen Anderung

gibt die Anderung von v, an, die ein bestimmtes Teilchen

- i}
der konvektiven Anderung vz%% + v, + vz%, welche v, infolge Orts-

v,
a E
die auch bei festgehaltenem Orte auftritt. Bei stationdren Stromungen ist die
lokale Anderung gleich Null.

dv,
dat

Fiihrt man die Beschleunigung aus (127) und die entsprechenden

Ausdriicke fir %v—t” und % in (126) ein, so gehen diese Gleichungen iiber

in die Eulerschen Bewegungsgleichungen:

0V, dv, dv, 81)1_ 10

Vagg T Uay TV, Yo =X — 5o
dv, dv, dv, av, 1 dp

Ve Ty TV T =Y — 5y, (128)
0v, v, dv, dv, 1 dp

Vg Ty TV T =2 T g o,

In Verbindung mit den Randbedingungen geniigen die Gleichungen
(123) und (128) zur Bestimmung der vier Funktionen v,, v,, v, und p;
durch sie ist somit die Bewegung der idealen Fliissigkeit vollstindig defi-
niert.

Bei den technisch wichtigen Stromungen liegen die Verhiltnisse im
allgemeinen so, daf} gewisse feste oder bewegte Winde gegeben sind,
zwischen denen die Stromung vor sich gehen soll, und freie Oberflichen,
deren Druckverhiltnisse bekannt sind. Als Rand- oder Grenz-
bedingungen kommen somit die folgenden in Betracht: Da die Fliissig-
keit nicht in die Wand eindringen kann, so muf} an einer ruhenden Wand
die zur Wandrichtung normale Geschwindigkeitskomponente ver-
schwinden, dagegen an einer bewegten Wand gleich der entsprechenden
Komponente der Wandgeschwindigkeit sein. An einer freien Oberfliche,
worunter im folgenden gewéhnlich eine an Luft grenzende Fliissigkeits-
oberfliche verstanden wird, mufl der Fliissigkeitsdruck gleich dem auf
diese Fliche wirkenden &ueren Druck sein, im allgemeinen also gleich
dem Atmosphirendruck p,. Die zur freien Oberfliche normale Kompo-
nente der Strémungsgeschwindigkeit ist auBerdem gleich der ent-
sprechenden Komponente der Oberflichenbewegung.
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Unter Beachtung der Ausfithrungen auf S. 10 kénnen die Kompo-
nentengleichungen (126) durch die Vektorgleichung
dv

1
i .@—?grad P (129)

ausgedriickt werden, wo %% den Beschleunigungsvektor bezeichnet, der
im Falle stationdrer Stromung von der Zeit unabhéngig ist. Lassen
sich ferner die Massenkréfte aus einem Potential U ableiten (vgl. S.9),
dergestalt, dal

oU oU oU
ist — was z. B. immer zutrifft, wenn es sich nur um Schwerkriafte
handelt —, so wird
. . 0U ,0U oUu
R=i1X+iY+¥fZ= —(1W+1W+f—£)= —grad U,
womit (129) iibergeht in
%% = —grad U — %gradp . (129a)

Das vorstehende Verfahren stellt nicht die einzige Moglichkeit dar, den
Bewegungsvorgang einer idealen Fliissigkeit zu beschreiben. Statt dall man
den Verlauf von Geschwindigkeit und Druck an einer bestimmten Stelle des
von Fliissigkeit erfiillten Raumes untersucht, kann man auch — wie bereits
auf Seite 43 angedeutet wurde — ein bestimmtes Fliissigkeitselement auf seiner
Bahn verfolgen, um seine Bewegung kennenzulernen. Sind dann a, b, ¢ die Koordi-
naten der Anfangslage dieses Teilchens, z, y, z diejenigen zur Zeit #, so lauft die
Aufgabe darauf hinaus, z, y, z als Funktionen der unabhingigen Veranderlichen
a, b, ¢, t darzustellen, um auf diese Weise zu einer Beschreibung des ganzen Be-
wegungsvorganges zu gelangen. Dieser letztere Weg fiihrt zu den sog. Lagrange-
schen Gleichungen, auf deren Wiedergabe hier indessen verzichtet wird, da
von ihnen in der Folge nicht weiter Gebrauch gemacht werden solll.

3. Wirbelbewegung und wirbelfreie Bewegung.

Fir die Folge ist es wichtig, die Gesamtheit der Bewegungserscheinun-
gen idealer Fliissigkeiten in zwei Hauptklassen einzuteilen, die sich
sowohl im physikalischen Sinne als auch hinsichtlich ihrer mathe-
matischen Behandlung wesentlich voneinander unterscheiden. Es sind
dieses Wirbelbewegungen und wirbelfreie oder Potentialbewe-
gungen.

Zwecks Ableitung der fur diese beiden Stromungsarten charakte-
ristischen Merkmale betrachte man einen kleinen Bereich einer in Be-
wegung befindlichen Fliissigkeit um den beliebigen Punkt O(z, y, 2),
welcher die augenblickliche Geschwindigkeit b besitzen mége. Zur selben
Zeit besitzt — Stetigkeit vorausgesetzt — der in dem kleinen Abstand
01(d,, 8y, 6,) von O befindliche Punkt P die Geschwindigkeit

o =9+db.

1 Der Leser, welcher sich mit diesen Gleichungen beschiftigen will, sei auf
das bekannte Lehrbuch der Hydrodynamik von H. Lamb, deutsch von J. Friedel
(Leipzig u. Berlin 1907). 8. 15, verwiesen.
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Deren Komponenten sind, wenn dt geniigend klein ist,

v, _u,+%’;’6 +‘9”’5 +a””§z l
vy = v, + O 8w +‘9”ya + 25, (131)
o =, +avza +6v,5 +‘9”’6z '

Setzt man hier zur Abkiirzung?!:

o= b:%”; o= (132)

=7 Ge+5 o=5GE+5) r=5(G2+3): sy
=3 (5T n=3(Fm ) t=3(GE-5) am

so konnen die Gleichungen (131) in leicht ersichtlicher Weise auch wie
folgt geschrieben werden:

v, =v,+n0z2—L0y+adzx+hdy+gdz,
vy=v,+f0x—ESz2+hdx+bdy +f0z, (135)
v,=v,+E0y —ndx+gdx+foy +cdz.

Um die Bedeutung der einzelnen Glieder des vorstehenden Aus-
druckes beurteilen zu konnen, stelle man sich ein kleines Fliissigkeits-
prisma vor, dessen einer Eckpunkt
der Punkt O, und dessen gegeniiber-
liegender Eckpunkt P sei (Abb. 66).

Dann geben v,, v,, v, die Kompo-

nenten der Translationsgeschwindig-

keit an, driicken also eine Parallel-

verschiebung des ganzen Elements

aus, wihrend die Glieder a-dz,

b-0y, ¢z unter Beachtung von

(132) die auf die Zeiteinheit bezoge-

nen Anderungen der Kantenlingen Abb. 66. Zur Deformation eines unendlich
6x, 5y’ Sz darstellen. Aus Abb. 66 kleinen Fliissigkeitselementes.

ist ferner ersichtlich, dafl die Werte 2f, 2g und 24 (133) identisch sind mit
den Anderungen der urspriinglich rechten Winkel zwischen den Kanten-
laingen dz, dy, 0z, denn unter der oben gemachten Voraussetzung

kleiner Abmessungen des betrachteten Fliissigkeitsprismas gibt z. B.

9 + 2% die Anderung des Winkels zwischen 6z und 8z an.
9z ' ow g

29 =
Denkt man sich jetzt den hier betrachteten Fliissigkeitsbereich um O

voriibergehend erstarrt, dann miissen die Lingen- und Winkeldnderungen
verschwinden, in den Gleichungen (135) wiirden also rechts nur die

1 Lamb, H.: Hydrodynamik S. 36.
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ersten drei Glieder iibrig bleiben, die dann die augenblickliche Ge-
schwindigkeit des Punktes P beschreiben.
Nun kann aber die Bewegung eines starren Korpers in jedem Augen-
blick aufgefaBt werden als zusammengesetzt aus einer Translation und
einer Rotation um eine augenblickliche Dreh-
achse!. Wahlt man also den Punkt O zum
Translationspunkt und bezeichnet u (u,,, u,, u,)
den Vektor der Winkelgeschwindigkeit um die
durch O gehende Momentanachse (Abb. 67),
dann 1aBt sich die Geschwindigkeit v’ des
Punktes P in der Form schreiben:
o' = v +[udr],
wo v die Translationsgeschwindigkeit und das
Abb. 67. Zur Rotation eines un- duBere Produkt [udr] die Geschwindigkeit der
ket Drehbewegung bezeichnen. In Komponenten-
Drehachse durch O. form erhédlt man dafiir?:
Vg = Vg + (uyaz — %, 0y),
v, = v, + (u,0x — u,02),
v, = v, + (uy 0y — u, 0x) .

Vergleicht man diese Werte mit denen von (135) und beachtet, dafl
nach den vorstehenden Erlauterungen fiir die erstarrte Fliissigkeit die
Ausdriicke (132) und (133) verschwinden, so erkennt man, dall £, 5, {
identisch sind mit den Komponenten des Drehungsvektors u, dal also
die von &, 77, { abhéingigen Glieder eine Drehung des betrachteten Fliissig-
keitsbereiches um eine durch O gehende Momentanachse zum Ausdruck
bringen.

Im ganzen ergibt sich also (wenn jetzt die Annahme der Starrheit
wieder fallen gelassen wird) folgendes Bild: Die allgemeinste Bewegung
des betrachteten Flissigkeitselements setzt sich zusammen aus einer
Parallelverschiebung, einer Drehung und einer Deformation,
welch letztere durch die drei letzten Glieder auf der rechten Seite der
Gleichung (135) zur Darstellung gelangt.

Die hier erlauterte Drehbewegung der Flissigkeitselemente be-
zeichnet man als Wirbelbewegung, nennt

u=1ié+in+1t< (136)

den Wirbelvektor und seine durch (134) zum Ausdruck kommenden
Komponenten die Wirbelkomponenten, welche gleichzeitig ein Maf3
fir die Wirbelstirke liefern. In der Vektoranalysis heiit der Vektor
21, dessen Komponenten 2&, 27, 2¢ sind, der Rotor von b, symbolisch
geschrieben rot v*, so daBl der Wirbelvektor u und der Geschwindigkeits-

1 Vgl. etwa W.Kaufmann: Einf. in die Mech. starrer Korper S. 421, 456
(1927).

2 Vgl. etwa W. Kaufmann: Einf. in die Mech. starrer Korper 8. 29.

* Mitunter auch nach Maxwell als curl v bezeichnet. Allgemein ist

04, 6A,,> . <6Az 6A,> <0A1, _ 8A1>

rot‘)[:t( dy 0z ox dy

1 0z dx
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vektor 9 durch die Beziehung
u=1Lroty (137)

miteinander verkniipft sind.
Eine Flissigkeitsbewegung, fiir welche der Wirbelvektor 1t bzw. seine
Komponenten &, 1, { verschwinden, fiir welche also nach (134)

(91), a’l),, a’l),, avz —_0- p—
Gy oz Te =% Gz "Gy =0 (139
ist, heilt wirbelfrei. Nun folgt aus den Gleichungen (138), daB sich
in diesem Falle die Geschwindigkeitskomponenten v, v,, v, als die par-
tiellen Ableitungen einer Funktion ¢ (z, ¥, 2, t) nach den Ortskoordinaten
darstellen lassen, dergestalt, daf3

dv, . v,

_99. _ 9. _ 99
Ve =G WT gy VT g, (139)
ist. Da man allgemein den Vektor, dessen Komponenten in der durch
(139) zum Ausdruck kommenden Form dargestellt werden, als den
Gradienten der Funktion ¢ bezeichnet (vgl. S. 10), so kann an Stelle
der Gleichung (139) auch einfacher geschrieben werden

b =grad¢. (139a)

Setzt man die Werte v,, v,, v, aus (139) in die Kontinuitdtsgleichung
(123) der raumbestindigen Fliissigkeit ein, so nimmt diese fiir wirbel-
freie Bewegungen die Form an:

0% 02 0?
ax‘ﬁ+%+a—554¢:o. (140)
Darin bezeichnet 4 den Laplaceschen Operator, wihrend die Dif-
ferentialgleichung (140) die Laplacesche Gleichung heif3t.

Wegen der Analogie, welche zwischen der hier eingefithrten Funktion
@ einerseits und dem Potentiale U eines Kraftfeldes andererseits be-
steht, und die durch die Gleichungen (139) und (7) (S.9) zum Aus-
druck kommt, nennt man die Funktion ¢ nach Helmholtz das Ge-
schwindigkeitspotentiall. Die Erfillung der Bedingung (138) ist
notwendig und hinreichend dafiir, dafl ein Geschwindigkeitspotential
existiert. Da nun die Gleichungen (138) einerseits die Bedingung fiir die
Wirbelfreiheit innerhalb des in Frage kommenden Flissigkeitsbereiches,
andererseits fiir das Vorhandensein eines Geschwindigkeitspotentials
darstellen, so bezeichnet man wirbelfreie Stré6mungen auch
als Potentialstrémungen.

1 Eine Abweichung vom Kriftepotential besteht insofern, als der Kraft-
vektor & = — grad U (S. 110), der Geschwindigkeitsvektor dagegen b = grade
gesetzt wird. Beim Kriftepotential ist die Wahl des negativen Vorzeichens not-
wendig, wenn das Potential U gleichbedeutend mit der potentiellen Energie des
Kraftfeldes sein soll. Ubrigens sei bemerkt, daB verschiedene Autoren (z. B. Lamb)
das Geschwindigkeitspotential ebenfalls mit — ¢ bezeichnen.

Kaufmann, Hydromechanik I. 8
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4, Zirkulation. Satz von Thomson.

Eine in Bewegung befindliche ideale Fliissigkeit erfiille vollstandig
einen in bestimmter Weise begrenzten Raum; die augenblickliche Ge-
schwindigkeit v sei an jeder Stelle des Raumes bekannt. Man verbinde

nun zwei in diesem Raume liegende Punkte 4
und B durch eine beliebige Kurve, bilde fiir
jedes Linienelement d3 das innere Produkt vd 3
(Abb. 68) und integriere iber die ganze
Kurve 4 B. Das so entstehende Linienintegral
von p heift die Stréomung lédngs des
Weges AB. Es ist (wie jedes innere Pro-
Abb, 68. Das Linienintegral der dukt) ein Skalar und hat den Wert

Geschwindigkeit vvgird aleSt;ii- B B
mung lings des Weges ¢ be-
zeichnet. fb d3 = f(vwdx + v,dy + v, dz).
A A

Fillt der Endpunkt B dieser Kurve mit dem Anfangspunkte A4
zusammen, bildet also A B eine geschlossene Linie innerhalb des be-
trachteten Flissigkeitsgebietes, so heilt das obige Linienintegral von v,
namlich

I'=4§vds=§ (vydae +v,dy + v, d?),

die Zirkulation langs der geschlossenen Linie.

Hinsichtlich des Fliissigkeitsgebietes, in welchem die geschlossene
Linie liegen soll, moge hier insofern eine Einschriankung gemacht werden,
als dieses Gebiet einen einfach zusammenhdngenden Raum dar-
stellen soll. Mit anderen Worten heifit das, die geschlossene Linie soll
nur Fliissigkeit umschlieBen ; man kann sie sich also auf jeden Punkt des
von ihr begrenzten Gebietes zusammengezogen denken, ohne dafl sie
dieses Gebiet verliBt (im Gegensatz etwa zur Strémung in einem ring-
formigen Rohre, bei dem man sich geschlossene Linien vorstellen kann,
die parallel der Rohrachse laufen, dann aber nicht nur Flissigkeit um-
schlieen).

Ist nun die betrachtete Strémung wirbelfrei, d. h. lassen sich die
Geschwindigkeitskomponenten aus einem Geschwindigkeitspotentiale ¢
ableiten, dann wird mit Riicksicht auf (139)

B
0 0 0
f(vwdx + vy dy + v, d2) =f(£dx + 5, dy + Sedz) = g5 — 94,
A 4

d. h. gleich der Differenz der Werte, welche die Funktion ¢ in den Punk-
ten B und A4 besitzt. Die Stromung zwischen den Punkten 4 und B ist
also unabhiingig vom Integrationswege und eindeutig bestimmt, so-
fern ¢ selbst innerhalb des betrachteten Fliissigkeitsbereiches einwertig
und endlich ist. In diesem Falle erhdlt man fir die Zirkulation lings
jeder geschlossenen Linie

I'=§ (vydx + v,dy + v,dz) =0,

d. h. in einem einfach zusammenhingenden Raume, in
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welchem iiberall Potentialstrémung herrscht, ist die Zir-
kulation lings jeder geschlossenen Linie gleich Null

Bei mehrdeutigen Potentialen gelangt man nach einem Um-
lauf auf der geschlossenen Linie nicht wieder zu demselben Werte ¢
wie am Anfang; fiir diese gilt also der vorstehende Satz nicht (vgl. das
Beispiel auf S. 156).

Der Begriff der Zirkulation soll nun dazu benutzt werden, einen zu-
erst von Lagrange ausgesprochenen, spiter von W. Thomson (Lord
Kelvin) genauer bewiesenen Satz zu entwickeln, welcher fiir die physi-
kalische Bedeutung der Potentialstromungen von grundlegender Be-
deutung ist. Danach bleibt eine ideale Fliissigkeit, die zu
einer beliebigen Zeit wirbelfrei war, auch weiterhin wirbel-
frei, sofern auf sie von auBBen her nur solche Massenkriafte
einwirken, die sich aus einem Potentiale herleiten lassen
(wie z. B. die Schwere).

Um diesen Satz zu beweisen, betrachte man eine innerhalb der
Fliissigkeit liegende geschlossene Linie (4 BC ... 4), welche sich mit
der Fliissigkeit so bewegen soll, daBl sie immer von denselben Fliissig-
keitsteilchen gebildet wird, und berechne die zeitliche Anderung der
Zirkulation lings dieser Linie, d. h. den Ausdruck

;tgﬁ(vwdx—l-v dy +v,dz).

Bezeichnen dx, dy, dz die Projektionen eines Linienelements d3
auf die Koordinatenachsen, so ist zunichst die zeitliche Anderung von
v, dx

?id?(vy;dx) dv, —=dx + v (A=),

””dt

worin nach (126)

zu setzen ist oder, wenn die Massenkraft & (X, Y, Z) ein Potential U

besitzt (S. 110),

dv, oU 10
vtdxz—fd — 2P gy

o Ox

Der Ausdruck ;—t(d x) stellt offenbar die auf Zeiteinheit bezogene

Anderung der Strecke dz, d. h. den Geschwindigkeitsunterschied
zwischen Anfangs- und Endpunkt dieser Strecke in der X-Richtung dar,
ist also gleich dv, . Beachtet man, daB ganz analoge Uberlegungen fiir d1e
beiden iibrigen Koordmatenrlchtungen gelten so wird

4 (pdz v, dy + v,d2) = — (30 4w+ S ay + 27 a2)

1 /9 a 7]
— ?<5£‘d76' ‘|‘5§‘d3/ +(T§d2) + vy dvy + v, dvy + v, dv,.

Durch Integration lings der geschlossenen Linie (A BC ... 4) folgt
8*
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daraus wegen v = v; + v + v} und ¢ = const. fiir raumbestindige
Fliissigkeiten als zeitliche Anderung der Zirkulation

4
4§ wpda + v, dy + v,dz) = — U+ 2 - >
Sind nun, wie hier vorausgesetzt wird, U, p und v eindeutige Funktionen
von z, ¥y, 2, so wird der Ausdruck rechts fiir eine geschlossene Kurve
gleich Null, d. h. unter der Voraussetzung, dafl die &uleren
Krifte ein Potential besitzen (konservative Krafte), ist die
Zirkulation um eine geschlossene flissige Linie von der
Zeit unabhéangig.

Dieser Satz gilt fiir jede Stromung, sofern nur konservative Kréfte
wirksam sind. War nun eine solche Stromung anfangs wirbelfrei, die
Zirkulation innerhalb des betreffenden Bereichs also gleich Null, so
bleibt sie auch im weiteren Verlauf wirbelfrei, da die Zirkulation sich
nach dem obigen Satze nicht 4ndern kann. Eine aus dem Ruhezustande
unter dem Einflufl konservativer Kriafte entstehende Bewegung einer
idealen Flissigkeit ist demnach immer wirbelfrei.

b. Satz von Stokes.

Zwecks Untersuchung der Zirkulation im Falle der Wirbelbewegung
betrachte man eine beliebig gestaltete Flache F, die vollstandig in einem
von Fliissigkeit erfiillten Raume liege, und deren Randkurve s sei.

AuBlerdem werde wieder voraus-
gesetzt, daf die Geschwindigkeit
an jeder Stelle des in Frage kom-
menden Bereiches stetige und
eindeutige Werte besitzt. Diese
Fliche F denke man sich auf
ein rechtwinkliges Koordinaten-
system bezogen und in lauter
unendlich kleine Dreiecke dF
zerlegt, von denen jedes mit drei
Parallelebenen zu den Koordi-
natenebenen ein unendlich klei-
nes Tetraeder A BCP Dbildet
(Abb. 69), dessen eine Ecke P
die Koordinaten z, y, z und die
Geschwindigkeiten wv,, v,, v,
. .. haben moge.
Abb. 69 ZutrlesBeIfiegilé]rlnlzlﬁgesd‘efBz(ﬁlfulamn fines Es soll jetzt die Zirkulation
lings des Linienzuges 4 BC 4 be-
stimmt werden!'. Zu diesem Zwecke schreibe man zunichst die Ge-
schwindigkeitskomponenten in den Seitenmitten der schriigen Tetraeder-
fliche an. Unter Beachtung der Bezeichnungen in Abb. 69 und unter
Weglassung der zu den einzelnen Seiten normalen Komponenten

1 Vgl. hierzu H. Lorenz: Techn. Hydromechanik 1910, 273.
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(welche zur Zirkulation keinen Beitrag liefern) erhdlt man in leicht
verstindlicher Weise:

a2y

vz_v+;§v,d+18v
=0, +i9””d —}—%M’dz
. +;%w e

vs:vx_’_ '1 62;

v, bis vg stellen die Mittelwerte der GeschWlndlgkeitskomponenten

langs der Tetraederkanten dar. Fiir die Zirkulation lings des Linien-

zuges 4 BC A in dem aus Abb. 69 ersichtlichen Sinne ergibt sich somit
I'= (v — vy) da + (v — v5) dy + (v, — v5) dz

1 (dv, 0,

—2~{ Ep dzdx — ay dydx +

0v, dv,
+ 7y dydz — dedz}

dv, dv,
EP dxdy — EP dzdy

oder in etwas anderer Schreibweise

=1 <?9”y ab”)d/dz+——<aaz; av’)olavdz
+ 3 (5= 5y dady.

Bezeichnen nun o, f, y die Winkel, welche die Normale zur Fliche dF
(Dreieck 4 BC A) mit den Koordinatenrichtungen bildet, dann gelten
die Gleichungen (1) S. 5, womit der obige Ausdruck iibergeht in:

dv, dv, dv, dv, dv, v, \ -

FZ{(ay az)eosoc—{—(az _6x) cos +< ——~ag>cosy}d[f'.

Hinsichtlich des Sinnes, in welchem die Zirkulation gerechnet wird,
sei festgesetzt, daB sie mit der Richtung die Flichennormalen eine
Rechtsschraubung bestimmen soll (Abb. 69, in der die Flachennormale
nach auswirts gerichtet ist). Bildet man nun die Zirkulation um alle
Dreiecke dF, aus denen die Fliche F besteht, indem man sie alle im
gleichen Sinne umfihrt, so heben sich alle Beitrige lings der inneren
Trennungslinien der Elementardreiecke paarweise auf, und es bleibt nur
die Zirkulation lings des Randes s der Fliche F iibrig. Man erhalt somit

ov, 0w, dv, v,
g(vwdx—{—vydy—l—vzdz):f{(a; di)cosoc—l—ka”z — 61;)00513

Jv, 0v,
+ (5~ ay)cosy}d[f‘. (141)
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Da nun die Differenzen in den runden Klammern rechts nach (134) bzw.
(136) die doppelten Komponenten des Wirbelvektors u bzw. die Kom-
ponenten des Rotors von b darstellen, so kann (141) auch in Vektorform
wie folgt geschrieben werden

Fds=2[udF = [rotvd5, (141a)

wo fu ay = fu edF (e = Einheitsvektor der Normalen zu dF, vgl.
S. 107).

Dies ist der berithmte Integralsatz von Stokes, welcher zur
Untersuchung der Zirkulation in einer Wirbelstrémung herangezogen
werden kann. Fir die Potentialbewegung folgt aus (141a) wegen
u = 0 sofort wieder §vd3 = 0, wie frither auf anderem Wege gezeigt
wurde.

B. Potentialbewegung.
1. Geschwindigkeitspotential.

Wie in 4, 3 gezeigt wurde, ist die wirbelfreie oder Potentialbewegung
charakterisiert durch das Vorhandensein eines Geschwindigkeits-
potentials ¢(z, v, 2, t), dergestalt, da3

vw:%%; vy:%f/—; vz:%l; (142)
ist. Denkt man sich nun alle Raumpunkte des betrachteten Flissigkeits-
bereichs, fiir welche @ zu einer bestimmten Zeit ¢ denselben Wert ¢ = C
(C = const.) besitzt, miteinander verbunden, so erhilt man eine Fliche
gleichen Potentials (Aquipotentialfliche) bzw. eine Schar solcher
Flichen, wenn man C alle mdglichen Werte beilegt; jedem anderen
Werte von C entspricht eine andere Potentialfliche. Da beim Fort-
schreiten auf einer solchen Fliche eine Anderung von ¢ nicht eintritt,
also dg = 0 ist, so gilt unter Beachtung von (142)

vedr 4+ v,dy +v,dz2 =0,

wobei dz, dy, dz die Komponenten eines Léngenelements dt der durch
den Punkt (z, y, z) gehenden Potentialfliche bezeichnen, weshalb man
an Stelle der vorstehenden Gleichung auch schreiben kann

pdr=20.

Da nun das innere Produkt zweier Vektoren nur verschwinden kann,
wenn diese rechtwinklig zueinander stehen, dt aber ein ganz beliebiges
Langenelement der betreffenden Potentialfliche ist, so folgt, daB der
Geschwindigkeitsvektor » in jedem Augenblick und an
jeder Stelle normal zur Aquipotentialfliche des betref-
fenden Raumpunktes gerichtet ist.

Wie friither bereits erkliart wurde, bezeichnet man als,,Stromlinien®
diejenigen Linien, welche in jedem Raumpunkt (z, ¥, z) der Fliissigkeit
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in Richtung der dort herrschenden augenblicklichen Geschwindigkeit
verlaufen. Sie sind demnach definiert durch die Gleichungen

Vy1vyi v, =dx:dy:dz, (143)

wobei jetzt dx, dy, dz die Komponenten eines Lingenelements d 3 der
betreffenden Stromlinie darstellen. Bei der stationéren Stromung
fallen die Stromlinien mit den Bahnlinien der Flussigkeitselemente zu-
sammen (S. 44). Aus dieser Definition der Stromlinien und unter Be-
achtung des oben iiber die Richtung des Geschwindigkeitsvektors v
Gesagten ergibt sich nun die fiir die Folge wichtige Tatsache, dafl die
Stromlinien iiberall die Aquipotentialflichen rechtwinklig
schneiden.

Bezeichnet b irgend eine Richtung im Punkte z, ¥, 2z, deren Neigungs-
winkel gegen die Koordinatenachsen «, f,y seien, so hat die Geschwindig-
keitskomponente nach dieser Richtung den Wert

v, C08 o 4 v,cos B+ v, cosy = g%cosoc + %cosﬁ =+ %%cosy = gﬁ ,  (144)
d. h. sie ist in irgend einer Richtung % gleich der auf die Léngeneinheit
bezogenen Anderung des Geschwindigkeitspotentials. Insbesondere wird,
wenn s die Richtung der Normalen zur Aquipotentialfliche bezeichnet

(wegen v, = v-cosa; v, = v-co8 f; v, = v-COSY),

V= %%7 . (144a)

Denkt man sich eine Anzahl Aquipotentialflichen konstruiert, die
simtlich den gleichen Potentialunterschied d¢ besitzen, so folgt aus
(144a), daB v umgekehrt proportional dem Abstand ds zweier benach-
barter Flichen ist. Man erkennt daraus, daB bei einem eindeutigen
Geschwindigkeitspotential zwei verschiedene Aquipotentialflichen sich
niemals schneiden kénnen, da andernfalls wegen ds =0 v = oo wiirde.

An einer festen Wand ist die zur Wand normale Geschwindigkeits-

komponente offenbar gleich Null (S. 109), also nach obigem % = 0, wenn

n die Richtung der Wandnormalen bezeichnet.

In der mathematischen Hydrodynamik wird gezeigt, dafl in einem
einfach zusammenhingenden, ganz im Endlichen liegenden Raume, der
vollkommen von Fliissigkeit erfiillt ist und fiir welchen ein eindeutiges
Geschwindigkeitspotential ¢ existiert, die Funktion ¢ — und damit die
Potentialbewegung — eindeutig bestimmt ist, sofern fiir sémtliche

Punkte der Grenzfliche entweder ¢ oder % vorgeschrieben ist oder

wenn fiir einen Teil der Grenzfliche ¢, fiir den restlichen Teil g—:ﬁ ge-

geben ist. Das gleiche ist der Fall, wenn es sich um eine unendlich aus-
gedehnte Flussigkeit (Luft) handelt, welche im Innern von einer ge-
schlossenen Fliche (fester Korper) begrenzt wird, sofern die Fliissigkeit
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im Unendlichen rubt und fiir die Begrenzung im Innern der Wert %

vorgeschrieben ist?.

Die Untersuchung der Potentialbewegung einer raumbestindigen
Fliissigkeit stellt sich somit als eine Randwertaufgabe dar, indem
sie auf die Ermittlung einer Funktion ¢ hinauslduft, welche innerhalb
eines vorgeschriebenen Bereiches der Laplaceschen Gleichung A¢ = 0
geniigt (S. 113) und gewisse Randbedingungen zu erfiillen hat. Der fiir
die Hydrodynamik wichtigste Fall dieser Randbedingungen ist der-

jenige, bei dem die Werte g—‘;—) » d. h. die Normalkomponenten der Ge-

schwindigkeiten am Rande, vorgeschrieben sind. Mit der allgemeinen
Losung dieser Aufgabe beschiftigt sich die Potentialtheorie. Fiir
den speziellen Fall der ebenen Potentialbewegung werden spiter
besondere Methoden entwickelt (vgl. S. 123).

2. Energiegleichung.

Im Falle einer wirbelfreien, unter dem EinfluB konservativer Krifte
erfolgenden Stréomung konnen die Eulerschen Bewegungsgleichungen
(128) unmittelbar integriert werden. Zu diesem Zwecke driicke man in
ihnen die Geschwindigkeitskomponenten durch das Geschwindigkeits-
potential @, die Kraftkomponenten durch das Kriftepotential U aus.
Dann wird mit Ricksicht auf (130) und (139)

dgp ¢  d¢ P9 | dg Pg ']

0 P =
ox 8x2+517.6x6y+5?8x8z dxdt —375<U+§> (145)

Zwei analoge Gleichungen gelten fir die tbrigen Koordinatenachsen.
Nun ist

dp O%¢p , 0@ o2 op FPe 10 (/0p\2 0 p\2 6(;0)2 _ 10
ax‘a—xﬁ@'axaﬁawm—ﬁml(ﬂ) +<5Ty) +(5; }“é?Z’
wo v2 = o2 + v2 + o2 das Quadrat des Geschwindigkeitsbetrages be-

zeichnet. Damit erhdlt man aus (145), wenn jetzt noch die beiden
anderen Gleichungen hinzugefiigt werden,

L= o+
(5= —5(U+3),
%(%2+%f)=—§;<l’+§)'

Durch Integration folgt daraus fir raumbestindige Fliussigkeiten
(o = const.):

v2 Jdg P
§+W+U+§~F(t), (146)

1 Vgl. etwa H. Lamb: Hydrodynamik S. 50 u. f.
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wo F'(t) eine willkiirliche Funktion der Zeit ¢ ist. Zu dieser Gleichung
gesellt sich dann noch die Kontinuitdtsbedingung (140) A¢ == 0.

Im Falle stationdrer Strémung ist ¢ von ¢ unabhingig, % mufl

also verschwinden; auflerdem nimmt die Funktion F(f) jetzt einen
konstanten Wert F'(f) = k an, so dall (146) ibergeht in:

v? P _
g U+,=4 (147)

2
Darin stellen — bezogen auf die Masseneinheit — 3)2— die kinetische

Energie, U die potentielle Energie und P die Druckenergie dar

(vgl. S.49), so daB (147) den wichtigen Satz ausspricht: In einer
stationdren, wirbelfreien Strémung ist fiir jedes Teilchen
die Summe aus kinetischer, potentieller und Druckenergie
von der Zeit unabhidngig und besitzt pro Masseneinheit fiir
jede Stelle des Raumes den gleichen Wert. Wirken als duflere
Krifte nur Schwerkrifte, so ist U = gz (Z-Achse positiv nach auf-
wirts), und (147) stimmt in diesem Falle formal vollstindig mit Glei-
chung (50) auf S. 48 iiberein. Ein Unterschied zwischen beiden besteht
insofern, als Gleichung (50) die Konstanz der Stromungsenergie lings
einer Stromlinie ausspricht, wihrend (147) fiir den ganzen Raum
gilt, vorausgesetzt, daBl die Strémung wirbelfrei ist.

Bei gewissen Stromungsvorgingen, z. B. dann, wenn ein fester
Kérper in eine unendlich ausgedehnte Flissigkeit eingetaucht ist (Flug-
zeug, Luftschiff), spielen das Gewicht der Fliissigkeit und die damit
zusammenhingenden Druckidnderungen innerhalb der niheren Um-
gebung des Korpers nur eine untergeordnete Rolle. Man kann in diesem
Falle den Wert U = g z unbedenklich streichen, so da8 (147) iibergeht in

v? P
B R A 14
F+ L=k, (148)
bzw.
—g vt p=F. (148a)

Gleichung (147) gestattet eine Beurteilung der praktisch wichtigen
Frage, wann bzw. an welcher Stelle bei entsprechend groBer Geschwindig-
keit » der Druck p gegen Null geht, was zu einem AbreiBlen der Stro-
mung an der betreffenden Stelle fiihrt. Dieser Fall spielt u. a. eine
Rolle im Wehrbau, sowie bei schnell umlaufenden Schiffsschrauben und
Wasserturbinen, bei denen infolge Kavitation (Hohlraumbildung) sehr
nachteilige Erscheinungen, wie Verschlechterung des Wirkungsgrades
und Materialanfressungen (Korrosionen) auftreten. Auf diese Vor-
ginge ist deshalb bei der Konstruktion besondere Riicksicht zu nehmen?.

! Vgl. H. Fottingerin Hydraulische Probleme, S.14. Berlin: VDI-Verlag 1926,
ferner Handb. d. Experimentalphysik, herausgegeben von Wien und Harms,
IV. 1, 8. 463. Leipzig 1931.
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Auf 8.3 der Einleitung war bereits darauf hingewiesen, da die
Dichteinderung eines Gases, welches sich relativ gegen einen festen
Korper bewegt, nur gering ist, solange es sich um Geschwindigkeiten
handelt, die wesentlich kleiner sind als die Schallgeschwindigkeit in
dem betreffenden Gase. Gleichung (148a) gestattet nun eine Abschit-
zung des Fehlers, den man begeht, wenn man in solchen Fillen mit
konstanter Dichte g rechnet. Zu diesem Zwecke denke man sich einen
festgehaltenen Korper in einen Luftstrom vom Atmosphéirendruck p,
gebracht, welcher im ungestérten Zustande (d. h. in hinreichend weiter
Entfernung vom Kérper) die Geschwindigkeit v, haben mége. Dann ist
nach (148a)

&) Vot Po=
Der groBite Druck tritt an der Stelle auf, an welcher v = 0 wird, und
hat die Grofle
Pmax = kK = @’Ua -+ Do
Fir Luft von 0° C ist in der Nihe der Erdoberfliche (vgl S. 4)

~ 0,132 [kg sec } und der Atmosphirendruck p, ~ 10333 [ £l (s.12),

Nimmt man ferner v, = 50[ ec} = 180 [——J an, so wird
0, 1‘32

+10333 = 10498[ }

Pmax =

Unter der Voraussetzung, daB innerhalb des betrachteten Strs-
mungsbereiches wesentliche Temperaturdnderungen nicht auftreten
(isothermische Zustandsinderung) — welche im Rahmen dieser
Uberschlagsrechnung wohl zulissig sein diirfte —, gilt fiir die Beziehung

zwischen dem Einheitsvolumen V:-;— (Rauminhalt der Gewichts-

einheit) und dem Druck p das Boyle-Mariottesche Gesetz

pV = % = const.,

woraus folgt
Do — Pmys~
4 Qo 9 Qmax

wenn gmax die dem Drucke pmax entsprechende Dichte bezeichnet.
Nach Einfiihrung der obigen Zahlenwerte fiir pmax und p, erhilt man
daraus pmax = 1,016 g,, d. h. eine maximale Dichteinderung von 1,6 %,
die in Wirklichkeit noch etwas geringer ausféllt, wenn man von der
hier gemachten Voraussetzung konstanter Temperatur absieht und eine
adiabatische Zustandsinderung (S. 3) der Rechnung zugrunde legt.
Bei sehr groBen Geschwindigkeiten und grofen Hohenunterschieden
sind die auftretenden Abweichungen allerdings recht erheblich und haben
dann eine wesentliche Beeinflussung der Stromungsform zur Folgel.

1 Vgl. hierzu Prandtl-Tietjens: Hydro- u. Aeromech. 1, 208 (1929);
C.Eberhard: Einf. in die theoret. Aerodynamik 1927, 25.

Pmax

bzw. Omax — —po*— Qo>
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3. Ebene Potentialbewegung.

Unter einer ebenen Fliissigkeitsbewegung versteht man eine solche,
bei welcher die Geschwindigkeit zu jeder Zeit einer bestimmten Ebene E
parallel und in allen auf einer Normalen zu dieser Ebene liegenden
Punkten dieselbe ist. Praktisch kommen solche Strémungen in idealer
Form zwar nicht vor; vielmehr treten an den Grenzen des betreffenden
Fliissigkeitsbereiches immer gewisse Abweichungen von der ebenen Stro-
mungsform auf. In vielen Fillen ist es aber — besonders wegen der
groBen Vereinfachung der mathematischen Behandlung — vorteilhaft,
von einer ebenen Stromung auszugehen und nachtriglich eine ent-
sprechende Korrektur an den Réndern des Bereiches vorzunehmen, so-
fern das erforderlich ist.

Macht man die Ebene £ zur Koordinatenebene (X, Y), so ist die
Geschwindigkeitskomponente v, = 0, da in Richtung der Z-Achse keine
Bewegung stattfindet. Es geniigt also zur Beschreibung der ganzen
Fliissigkeitsbewegung, wenn man sich auf die Vorgénge in der X Y-Ebene
beschrinkt. Von dieser ebenen Stromung soll weiter vorausgesetzt
werden, dafl sie stationdr und wirbelfrei sei. Dann bestehen fiir
die Geschwindigkeitskomponenten nach (139) die beiden Gleichungen

, 99 _0¢
Vo= 5y YT ay’ (149)
wobei wieder ¢ (z, y) das Geschwindigkeitspotential bezeichnet, wéhrend
die Kontinuitdtsgleichung (123) die einfachere Form
dv, . Ov,
dx + dy

annimmt. Durch Einfilhrung der Werte (149) in (150) folgt die La-
placesche Gleichung

=0 (150)

W+‘“’~A¢_o (151)

Da ferner v, und v, nur noch Funktionen von z und y sind, auBerdem
v, = 0 ist, so erhilt man aus (138) als Bedingung fir die Wirbel-
freiheit der Stromung

dv, du,
0x dy

welche durch (149) identisch erfiillt wird.

Die Aquipotentialflichen der Ziffer 1 (S. 118) gehen in die Aqui-
potentiallinien ¢ = C iiber, und der Geschwindigkeitsvektor v
ist in jedem Augenblick und an jeder Stelle normal zur
Aquipotentiallinie des betreffenden Punktes gerichtet. Sein
Betrag ist nach (144a)

=0, (152)

p =27 (153)

wenn s die Richtung der Normalen zur Aquipotentiallinie bezeichnet.
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Schneidet eine Aquipotentiallinie sich selbst, so ist die Geschwindig-
keit im Schnittpunkt gleich Null (da der Geschwindigkeitsvektor im
Schnittpunkt auf zwei verschiedenen Richtungen senkrecht stehen

miiflte, was nicht mdoglich ist; Abb. 70). Man nennt
eine solche Stelle einen Staupunkt. Schneiden sich
dagegen verschiedene Aquipotentiallinien, so wird
nach den Erliuterungen auf S.119 v = co; an diesen
Stellen hat ¢ keinen eindeutigen Wert; andererseits
wird mit Riicksicht auf (148) p = — oo. Ein solcher
Punkt wird als Saugpunkt bezeichnet.
Abb. 70. Die Geschwindigkeitskomponenten lassen gich auch
noch in anderer Form ausdriicken. Wie ersichtlich,
wird nidmlich die Kontinuitdtsgleichung (150) durch den Ansatz
befriedigt:

vg= 0. = O (154)

wobei die sogenannte Stromfunktion ¢ = y(x, y) ebenso wie ¢ eine
Funktion der Ortskoordinaten ist.
Als Gleichung der Stromlinie folgt aus (143) fiir die ebene
Bewegung:
v dy — v, dr=0. (155)

Setzt man hier die Werte (154) ein, so erhilt man
A2 TRRTKA 2 N

oder
p = const. (156)

Das heit also, fiir alle Punkte einer Stromlinie besitzt die Strom-
funktion denselben unverinderlichen Wert, genau so wie ¢ fir alle
Punkte einer Aquipotentiallinie.

Zwischen yp und @ bestehen aber noch weitere, fiir die Folge wichtige
Beziehungen. Fithrt man némlich die Werte v, und v, aus (154) in die
Gleichung (152) fur die Wirbelfreiheit ein, so erhélt man

Py Py _

und man erkennt, dafl auch die Stromfunktion y der Laplace-
schen Gleichung geniigen mull. Weiter folgt, wenn man v, aus
(149) mit v, aus (154) multipliziert und umgekehrt:

dp Jdy  de Ody
6—5'55_}_59_'5?_0' (158)
Diese Gleichung sagt bekanntlich aus, dafl die Kurvenscharen ¢ = const.
und 9 = const. sich an jeder Stelle rechtwinklig schneiden, d.h. eine
Doppelschar orthogonaler Linien bilden, was tiberdies auch unmittel-
bar aus den Bemerkungen auf S. 119 iber die Stellung der Stromlinien
zu den Aquipotentialflichen gefolgert werden kann (Abb. 71).
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Setzt man schlieBlich die sich aus (149) und (154) ergebenden Werte

v, bzw. v, einander gleich, so erhilt man die sogenannten Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

dg _ 0y op __ _ Oy (159)

oz oy’ dy o=z’

welche fiir die mathematische Behandlung der ebenen Potential-
strémungen von grundlegender Bedeutung sind (vgl. weiter unten).

Die Geschwindigkeit v ist durch (153) nach Grée und Richtung
bestimmt. Fithrt man voriibergehend die natiirlichen Koordinaten s
(Tangente an die Stromlinie) und 7
(Tangente an die Aquipotentiallinie) im
Punkte P ein (Abb. 71), so ist unter Be-
achtung von (153) und (159)

y 22 _0v
Jds on’ 160)
092 _9% (
n ds ’

Fiir die Stromfunktion y 1aft sich eine
einfache physikalische Deutung geben,

wenn man die DurchfluBmenge
zwischen zwei Stromlinien, bezogen Abb.71
auf die Zeiteinheit und die Tiefe ,,Eins‘,
betrachtet. Bezeichnet dn den Abstand zweier unendlich benachbarter
Stromlinien 3 und y 4 dy, so ist mit Riicksicht auf (160)

. Orthogonales Netz von Strom-
und Aquipotentiallinien,

v-0n = dyp,

woraus sich als DurchfluBmenge zwischen zwei beliebigen Strom-
linien ; und v, ergibt

Jvon =y, —y,, (161)
k

d. h. die sekundliche DurchfluBmenge (oder kurz der FluB)
ist gleich der Differenz der Werte y; und wu,, welche die
Stromfunktion lings der betreffenden Stromlinien besitzt.

Aus der ersten Gleichung (160) ergibt sich weiter eine fiir die Folge
wichtige Beziehung. Denkt man sich ndmlich eine Anzahl Potential-
bzw. Stromlinien gezeichnet, die simtlich den gleichen Unterschied d¢
bzw. 0y besitzen, so folgt aus (160), daB die Geschwindigkeit » um-
gekehrt proportional dem Abstand ds zweier benachbarter Potential-
linien bzw. dem Abstand dn zweier benachbarter Stromlinien ist.

Fir die mathematische Behandlung der ebenen Potentialstrémung
kann nun, wie nachstehend gezeigt wird, mit besonderem Vorteil die
Theorie der komplexen Funktionen herangezogen werden, welche es
ermoglicht, eine groe Anzahl technisch wichtiger Str6mungsbilder dar-
zustellen.
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Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (159) werden
erfilllt durch den Ansatz

ptiy=w=wi)=flx+iy), (162)

wenn
w=w(z)=f(x+1iy)

(mit ¢ = Y —1) eine ,,analytische* Funktion der komplexen Ver-
dnderlichen z = x 4- ¢y darstellt, wihrend @ und  nebst ihren par-
tiellen Ableitungen stetige, reelle Funktionen von « und ¥ sind. Die
besondere Eigenschaft einer solchen analytischen Funktion besteht
darin, daB sie an jeder Stelle des in Frage kommenden Bereiches diffe-

renzierbar ist; mit anderen Worten heillt das: der Quotient %% muf}

an jeder Stelle der X Y-Ebene (z-Ebene) einen von der GroBe und
Richtung des Elements dz unabhingigen Wert haben.

Nun entspricht bekanntlich die komplexe Zahl z = x 4 ¢y einem
bestimmten Punkt der z-Ebene (GauBsche Zahlenebene), den man er-
hélt, wenn man vom Ursprung O aus « auf der reellen X-Achse und y
auf der imaginéren Y-Achse auftragt (Abb. 72).

Entsprechend wird die komplexe Zahl w = ¢ 4 ¢y in der w-Ebene
dargestellt, wobei ¢ die reelle und y die imaginire Achse bezeichnen
(Abb. 73).

Die Anderung dz ist wegen dz = dz + idy durch die Anderungen

dz und dy bestimmt. Soll also — wie oben gefordert — %% von dz
unabhingig sein, so heillt das einfach, dieser Wert mul unabhingig
sein von dem Verhiltnis dx:dy. Bildet man jetzt:

o do L (Oy Iy )
dw _ dptidy _%dm+5g—/dy+@<axdx+aydy
dz  dx+idy de+idy

op .0y 1dp Oy,
<b—x+®é;>dx+<./ +(—9y>@dy

iy
de+idy

so ist die gestellte Bedingung offenbar erfillt, wenn

de Ay (1 9 | Oy 1.0 .0y
Fetige= (o + o)~ 7oy iay) (163)
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wird, da dann

dw _ d¢ .dy 1 /0 .0y
=S tigt = (4G (164)
in der Tat unabhingig von dx:dy ist. Setzt man nun in (163) noch
die reellen bzw. imaginiren Glieder einander gleich, so folgt

do _dy, ¢ Oy -
T =y oy ow (165)

in Ubereinstimmung mit (159), was zu beweisen war. AuBerdem erhalt
man durch Differentiation von (165) wieder die Laplaceschen Glei-
chungen

Pe  Po__

02 02
et ga=Ade=0 Sutia=Ay=0.

Aus dem Ansatz (162) ergibt sich somit die fiir die Folge besonders
wichtige Tatsache, daB der Real- bzw. Imaginirteil einer beliebigen
analytischen Funktion der komplexen Verdnderlichen x + 7y als Po-
tential- bzw. Stromfunktion einer ebenen, wirbelfreien Strémung an-
gesehen werden koénnen. w = @ 4 ¢y heillt das komplexe Stro-
mungspotential (mitunter auch die Strémungsfunktion).

Die Kurven ¢ = const. stellen die Potentiallinien, die Kurven
w = const. die Stromlinien dar; beide Kurvenscharen schneiden sich
wegen (158) rechtwinklig. Da aber die Gleichungen (165) unverdndert
bleiben, wenn man in (162) i(p 4 ty) = ¢p —y an Stelle von ¢ + iy
setzt, was einer Drehung des Koordinatensystems um 90° entspricht
(S. 132), so kénnen auch die Kurven ¢ = const. als Potentiallinien und
@ = const. als Stromlinien gedeutet werden. Jede analytische Funktion
f(x + ty) stellt also zwei mogliche (wenn auch nicht immer realisier-
bare) Formen einer ebenen, wirbelfreien Stromung dar. Bei der prak-
tischen Behandlung derartiger Aufgaben kommt es also darauf an,
solche Ansitze zu finden, deren Stromungsbilder

den vorgeschriehbenen Randbedingungen der Auf- Uz + 1Yy
gabe Rechnung tragen.
Fihrt man in Gleichung (164) die Geschwin- Y

digkeitskomponenten v, und v, aus (149) bzw. (154) _J Yz

ein, so erhilt man i
dw v
C=t=u,—iv, (166) o

WO i

_ _ Abb. 74. Die,,konjugierte
v =0(z) (166a) Geschwindigkeit*®
3 . 0 =0z —tVy
wieder eine analytische Funktion von 2z = & 4 4y  ist das Spiegelbild der
ist, da v ja durch Differentiation von w nach z Geschwindigkelt
. Z . . V=V + 10y
gewonnen wird. v stellt das Spiegelbild der Ge- an der reellen Achse,
schwindigkeit v, 4 iv, an der reellen Achse —
die sogenannte ,konjugierte” Geschwindigkeit — dar (Abb. 74).

Driickt man in (166a) z durch v aus und fiihrt diesen Wert in w = w(2)
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ein, so erhilt man

w=g+ip=w@)=[l,—iv), (167)

wobei jetzt ¢ und y als Funktionen von v, und v, erscheinen. Von
diesem Zusammenhange macht man nach dem Vorgange von Helm-
holtz und Kirchhoff mit Vorteil bei der Behandlung solcher Flissig-
keitsbewegungen Gebrauch, bei denen die Strémung teilweise durch
feste Wandungen begrenzt ist, teilweise eine freie Begrenzung mit kon-
stantem Druck (Luftdruck) besitzt, wie das z. B. bei den AusfluB- und
Uberfallstrahlen der Fall ist. Im 2. Bande wird in dem Kapitel ,,Aus-
fluB und Uberfall“ darauf genauer eingegangenl.

4. Konforme Abbildung.

Die durch den Ansatz (162) (S. 126) zum Ausdruck kommende Be-
ziehung zwischen der Theorie der ebenen, wirbelfreien Strémung einer-
seits und der Theorie der Funktionen komplexer Verdnderlicher anderer-
seits ermdglicht nun die Anwendung einer in der Funktionentheorie ent-
wickelten Methode auf ebene Stromungsprobleme, die sich in vielen
Fillen als duBerst fruchtbar erwiesen hat. Es ist dieses die konforme
Abbildung, welche gestattet, aus einer bekannten Flissigkeits-
stromung zwischen bzw. um gegebene Wandungen kompliziertere Stro-
mungsbilder abzuleiten.

Zur Erklarung dieses fir spitere Anwendungen wichtigen Verfahrens
denke man sich eine z-Ebene, in welcher die komplexen Gréfien
z = x + 1y dargestellt werden, und eine w-Ebene, welche die komplexen
GroBen w = ¢ + iy umfaBt; ¢ und p sind reelle Funktionen von
z und y. Ist dann w als Funktion von z gegeben, also

w=w(z),

so bedeutet dieses, daB jedem Punkte z der z-Ebene ein Punkt w (oder
mehrere Punkte) der w-Ebene zugeordnet ist, so daf} einem bestimmten
Bereiche der z-Ebene ein ganz bestimmter Bereich der w-Ebene ent-
spricht. Man sagt dann: durch die Funktion w = w(z) werden beide
Bereiche aufeinander abgebildet, der eine ist das Bild des andern.

Diese Abbildung nimmt nun einen ganz speziellen Charakter an,
wenn w = w(2) analytisch ist, d. h., wenn die Cauchy-Riemann-
schen Differentialgleichungen (165) erfiillt sind. In diesem Falle hat
— wie auf S. 126 gezeigt wurde — %z—: an jeder Stelle des in Frage
kommenden Bereichs einen bestimmten Wert, der sich mit der Rich-
tung des Elements dz nicht d4ndert. Er stellt das Verzerrungsverhaltnis
an der betreffenden Stelle dar.

Man betrachte nun das unendlich kleine Dreieck P; P, P; mit den
Seitenlingen dz;, §z,, 625, welches von drei sich schneidenden Kurven

1 Vgl. hierzu R.v.Mises: Berechnung von AusfluB- und Uberfallzahlen.
Z.V.D. 1. 1917, 447.
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1,2,3 in der z-Ebene gebildet wird (Abb. 75). dwy, dw,, w; seien
die durch die analytische Funktion w = w(z) vermittelten Abbildungen

%1:—) z. B. an der Stelle P,
einen ganz bestimmten Wert hat (vorausgesetzt, dal w’(z) nicht gleich

Null wird), so ist

von 0z;, 0z, 023 auf die w-Ebene. Da nun

Swy _ Swy
bz, ~ Oz,

d 0z3  Owy

Ba — Ow,’

d. h. die Linienelemente dz; und dz, der beiden Kurven 2 und 3 an
der Stelle P; der z-Ebene verhalten sich zueinander wie die entsprechen-

Abb. 75. Konforme Abbildung. Es besteht Ahnlichkeit in den kleinsten Teilen.

den Linienelemente dw; und dw, an der Stelle P; der w-Ebene. Be-
trachtet man den Punkt P, der z-Ebene, so gilt analog

Oz dwy
0z,  Ow,’

und man erkennt, daf} das unendlich kleine Dreieck P, P, P, der z-Ebene
durch w = w(2) in ein unendlich kleines dhnliches Dreieck Pj Pj P§ der
w-Ebene transformiert wird. Es besteht also Ahnlichkeit in den
kleinsten Teilen (endliche Bereiche brauchen nicht dhnlich zu sein,
da sich das Verzerrungsverhaltnis im allgemeinen von Punkt zu Punks
andert). Insbesondere bilden zwei sich schneidende Kurven der z-Ebene
denselben Winkel wie ihre Bilder in der w-Ebene (winkeltreue oder
isogonale Abbildung). Eine derartige Abbildung wird nach dem Vor-
gange von Gaufll als konforme Abbildung bezeichnet. Als not-
wendige Voraussetzung einer solchen besteht nach den obigen Ausfiih-
rungen die Bedingung, daf} die abbildende Funktion w = w(z) analy-
tisch ist, d. h. daB fiir sie die Cauchy-Riemannschen Gleichungen
erfilllt sind.

Stellt der Bereich (W) der w-Ebene das mittels der Funktion w = w(z)
gewonnene Bild eines Bereiches (Z) der z-Ebene dar, so kann umgekehrt
auch (Z) als konforme Abbildung von (W) angesehen werden.

Fiir die Hydrodynamik ergeben sich aus diesem Zusammenhange
mit Riicksicht auf Gleichung (162) wichtige Beziehungen. Zeichnet man
z. B. in der w-Ebene die Achsenparallelen ¢ = const. und = const.,
wobei die Differenzen d¢ und dy sehr klein und iiberall gleich gro8
gewiihlt seien (Abb. 76), so kénnen diese Linien als konforme Abbildung
der Potential- und Stromlinien einer ebenen, wirbelfreien Strémung in

Kaufmann, Hydromechanik I. 9
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der z-Ebene aufgefalit werden. Den Linien ¢ = const. der w-Ebene ent-
sprechen die Aquipotentiallinien der z-Ebene, den Linien ¢ = const. die
Stromlinien. Umgekehrt stellt die Strémung in der z-Ebene die kon-
forme Abbildung einer einfachen Parallelstrémung in der w-Ebene dar.

In der Funktionentheorie wird weiter durch den Riemannschen
Abbildungssatz gezeigt, dafl es immer moglich ist, eine beliebig ge-
staltete Kontur konform auf einen Kreis abzubilden, und zwar so, daf}
einem beliebigen Punkte der Peripherie ein Punkt der gegebenen Kontur,
dem Mittelpunkt des Kreises ein Punkt im Innern der Kontur ent-
spricht!. Dieser Satz ist in hohem MaBe geeignet, Strémungsbilder um
beliebig gestaltete Konturen (z. B. Tragfliigelprofile) zu vermitteln, in-
dem man die Stromung um die vorgelegte Kontur durch Einfithrung

Abb. 76. Konforme Abbildung einer einfachen Parallelstromung.

einer analytischen Funktion auf die bekannte Stromung um einen Kreis
zuriickfiihrt.

Allgemein kann man also so vorgehen: Ist die Strémung in der
z-Ebene bekannt, so unterwerfe man diese durch Einfithrung einer ana-
lytischen Funktion

{=E+in=1_(2) (168)

einer Transformation, wodurch die Strémung der z-Ebene samt ihrer
Begrenzung auf eine {-Ebene abgebildet wird. Fithrt man nun in das
komplexe Stromungspotential der z-Ebene w(z) = ¢ -+ 4y die inverse
Funktion z = 2({) ein, so erhilt man als neue Stromungsfunktion einen
Ausdruck von der Form

wlz(0)] =P n) +i¥(E, ), (169)

wobei dann @ (&, 1) und ¥ (&, 1) Geschwindigkeitspotential bzw. Strom-
funktion der neuen Strémung in der {-Ebene darstellen.

Es kommt also darauf an, die die konforme Abbildung vermittelnde
Funktion so zu bestimmen, dafl den vorgeschriebenen Randbedingungen
jeweils Geniige geleistet wird. In vielen Fallen ist das sehr schwierig,
in anderen, technisch nicht unwichtigen Fillen dagegen fithren schon
verhaltnisméBig einfache Ansétze schnell zum Ziele (s. Ziffer 5).

1 Vgl. etwa L. Lewent: Konforme Abbildung 1912, 76.
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Die oben besprochene Ahnlichkeit zwischen unendlich kleinen Be-

reichen der z- und w-Ebene hort in denjenigen Punkten auf, in welchen
der Differentialquotient % gleich Null oder unendlich grof wird. Solche

Punkte heilen singuldre Punkte. In der Hydrodynamik entspricht
ihnen eine Geschwindigkeit von der GréBe Null oder unendlich, wie
aus Gleichung (166) ersichtlich ist.

Bevor an die Besprechung einiger Abbildungsaufgaben herangegangen wird,
moge noch ein kurzer Uberblick iiber die geometrische Darstellung komplexer
Zahlen sowie die mit ihnen vorgenommenen Rechenoperationen gegeben werden,
der manchem Leser nicht unwillkommen sein diirfte.

Nach dem Vorgange von Gaull werden die komplexen 34 2-T+1Y
Zahlen in einer Zahlenebene, der nach ihm benannten
GauBschen Ebene, dargestellt, indem man die komplexe 7
Zahl z = z + 1y durch denjenigen Punkt P der z-Ebene ¥
deutet, dessen rechtwinklige Koordinaten x und y sind , 4

(Abb. 77). Die Gerade y = 0 (X-Achse) wird als reelle, £
die Gerade x =0 (Y-Achse) als imagindre Achse be- Y

zeichnet. Der Betrag » des Vektors (715, welcher den Punkt P P
in der z-Ebene festlegt, heilt der absolute Betrag |z| der

N z-Lbene
komplexen Zahl z, wogegen der Richtungswinkel & von OP Apb. 77. Geometrische

gegen die X-Achse als Argument (oder Arcus) von z be- Darstellung der kom-
zeichnet wird. plexen Zahl z= 2+ iy

Wegen z = rcos® und y = rsiné ist und 2=z —iy.
z=r(cos® + isind), (170)
wofiir man unter Beachtung der Eulerschen Formel
cos & -+ isin® = &?

auch schreiben kann

——s (171)

Zwei komplexe Zahlen, deren Realteile die gleichen sind, wihrend sich die ima-
gindren nur im Vorzeichen unterscheiden, also

z=x+ 1ty
und
Z=x—1y

heilen konjugiert komplex. Geometrisch stellt der die Zahl z bestimmende

Punkt P das Spiegelbild des die Zahl z bestimmenden Punktes P in bezug auf
die reelle Achse dar (Abb. 77). Den Gleichungen (170) und (171) entspricht dann

Z =r(cos® — isind), (170a)
z=re 7. (171a)
Die Addition komplexer Zahlen erfolgt, indem man die Realteile fiir
sich und die Imagindrteile fiir sich addiert, also:
2=+ 2+ = (mtiy)t(wt+iy)+ -
=@+ o+ )+t Y+ )=x+1Y,

wo
r=2+ 2%+ - y=y1+y+ - -
— -
Da komplexe Zahlen durch Vektoren OP;, OP,, ... dargestellt werden, so

ist jhre Addition identisch mit der geometrischen Addition der entsprechenden
Vektoren, wie diese durch das Parallelogrammgesetz vermittelt wird (Abb. 78).

9*
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Daraus folgt aber weiter, dal die Subtraktion nur ein spezieller Fall der Addition
ist, indem man den Vektor der zu subtrahierenden komplexen Zahl im entgegen-

gesetzten Sinne in den Streckenzug einfiihrt.
Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen bedient man sich
zweckmiBig der Gleichung (171). Dann wird

r=z2, =101y "2

=ryry e P10 — 4 0P,

wenn r =rr, und ¢ =% + I, gesetzt
wird. Man erkennt also, daBl der absolute
Betrag des Produktes 2,2, gleich dem Prc-
dukt der absoluten Betrige der Faktoren
ist, wahrend sich das Argument als Summe
der Argumente der Faktoren ergibt. Spe-
ziell ist

. s '(19 +.’L)
Abb. 78. Zur Addition komplexer Zahlen. Zt=r etV el 2=r et Tl

was einer Drehung um 90° entspricht. Die geometrische Darstellung der Multipl;-
kation ist aus Abb. 79 ersichtlich.
Fiir die Division erhilt man analog:
a_me'™ n i) _
= — ="L¢ =r
Z pret?t m

2 = ezﬂ,

wenn 7 = % und ¢ =94, — &, gesetzt wird. Insbesondere gilt fiir den reziproken

2
Wert einer komplexen Zahl z;

z_l_ 1 —1e
2 et n

_“9‘=re“$,

wobei

r= . d=—19.

Zur geometrischen Darstellung dieses Wertes benutzt man zweckmaBig den sog.

Einheitskreis, das ist der Kreis um den UrsprungO der z-Ebene, dessen Radius
r = 1 betragt. Ist nun 2, in der 2-Ebene gegeben, so kon-
struiere man gemif Abb. 80 die Tangenten an den Ein-
heitskreis und bestimme den Punkt Z, dessen absoluter

Betrag rl wird, da ja geometrisch —:—rl = 12 ist. Die ge-

1
suchte Zahl z ist dann das Spiegelbild von Z in bezug
auf die reelle Achse. Die erste Operation, nidmlich
Ubergang von 2, zu 7, heiBt Transformation durch
reziproke Radien oder auch Spiegelung am Ein-
heitskreis.

Ahnlich wie bei der Multiplikation verfihrt man
beim Potenzieren, also
n L, 2
Abb. 79, Zur Multiplikation =zl =rie " =re'”, (172)
komplexer Zahlen. wo
r=r17; P =nd,.

Sind 7 bzw. 9, hinreichend groB, so kann der Radiusvektor, welcher die komplexe

Zahl z bestimmt, bei der Uberfiihrung von 2, in z die 2-Ebene mehrfach iiberstrei-

chen. Man erhalt dann eine Fliche, die sich gleichsam schraubenférmig um den

Ursprung der z-Ebene herumwindet. Derartige Fille spielen in der Theorie der

komplexen Funktionen eine wichtige Rolle und werden nach ihrem Entdecker



Einige Anwendungen auf ebene Strémungen. 133

als mehrblattrige Riemannsche Flichen bezeichnet (vgl. das Beispiel auf
S. 138).
An Stelle des Potenzierens tritt das Radizieren, wenn » keine ganze, sondern

8=

eine gebrochene Zahl ist. Man erhilt dann mit » =

- _ %
z=2} = "i/zl = "}L/rl-el'rr?.
Da "i/Z m Wurzeln besitzt, so miissen sich geometrisch fiir z auch m verschiedene
Lagen in der z-Ebene ergeben. Das Argument &, ist nur bis auf additive Groé8en

Abb. 80. Geometrische Darstellung des Abb. 81. Geometrische Darstellung der
reziproken Wertes einer komplexen Zahl. Wurzelwerte aus einer komplexen Zahl,

2kn(k=0,1,2,3...) bestimmt, da beliebig viele volle Umdrehungen zugelassen
werden. Das heiflt, es kann

P P2k
e m —g¢g m

gesetzt werden. Daraus ergeben sich aber die m verschiedenen Argumente der
Lagen von z wie folgt:

% % 2z & 2n * 27

m’ W’{"';n"s W+2";n—,"" _7;L~+(m—1)—7'—l«_.
Zur geometrischen Darstellung von "}l/;; zeichne man also den Kreis um O mit
dem Radius 7i’/r_1A, bestimme darauf die Lage z, durch das Argument % und teile

von diesem Punkte ausgehend den Kreisumfang in m gleiche Teile; dann erhalt
man die m verschiedenen Wurzeln z,, 28, Zys o o - (Abb. 81, wo m = 4).

5. Einige Anwendungen auf ebene Stromungen.

a) Quell- bzw. Senkenstrémung.

In dem Ausdruck
w=clnz (¢c== const.) (173)

ist w eine analytische Funktion von 2, da der Differentialquotient
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einen von der Nelgung i des Elements dz unabhingigen Wert hat

(8. 126). Unter Beachtung von (171) kann der Ausdruck (173) auch in
der Form geschrieben werden:

w=clnre? =clnr + ¢ci?,

wo wieder r den absoluten Betrag und & das Argument von z bedeuten.
Da z=re&?=re@+2km j5t (£k=0,1,2,3,...), so erkennt man,
daBl einem Werte z unendlich viele Werte w,, = ¢ Inr +-c¢(? + 2kn)
entsprechen, die sich lediglich um 2¢ 4 k7 unterscheiden. In der Folge
soll nur der Hauptwert w = clnr 4 ci9 weiter betrachtet werden.
Aus diesem erhdlt man nach S.126 wegen w = ¢ + iy unmittelbar

p=clnr; p=c? (174)
als Potential bzw. Stromfunktion einer ebenen, wirbelfreien Stromung.

In Abb. 82 sind die z2-Ebene und die w-Ebene dargestellt. Den Par-
allelen zur y-Achse (der w-Ebene) entsprechen wegen ¢ =¢ « Inr = const.,
d.h. r = const., in der z-Ebene Kreise um den Ursprung 0, wogegen
den Parallelen zur @-Achse wegen y == ¢ = const. in der z-Ebene
durch O gehende Strahlen zugeordnet sind. Uberstreicht ein solcher
Strahl der z-Ebene einmal den Winkelraum von ¢ = 0 bis ¢ = 27,
so entspricht dem in der w-Ebene eine Verschiebung der Geraden ¢ =0
in die Lage = ¢+ 2. Fir » = 1 wird ¢ = 0, das heifit, dem Einheits-
kreis in der z-Ebene entspricht die y-Achse der w-Ebene. Wird r > 1,
so ist @ positiv, wihrend ¢ fiir r < 1 negativ ist. Das AuBere des Ein-
heitskreises der z-Ebene entspricht somit dem Streifen von der Breite
¢+ 27 iiber der positiven @-Achse, das Innere dieses Kreises dagegen
dem Streifen iiber der negativen g-Achse.

Fafit man die Linien ¢ = const. und i = const. der w-Ebene als
Aquipotential- bzw. Stromlinien einer einfachen Parallelstrémung auf,
so stellt diese Stromung die durch den Ansatz (173) vermittelte kon-
forme Abbildung einer Strémung in der z-Ebene dar, bei welcher die
von O ausgehenden Strablen die Stromlinien und die konzentrischen
Kreise um O die Aquipotentiallinien bilden. Der durch die Geraden
@ = const. und 9 = const. erzeugten Einteilung der w-Ebene in ein Netz
von Quadraten entspricht auch in der z-Ebene ein quadratihnliches Netz,
sofern nur die Quadratteilung der w-Ebene hinreichend klein gewahlt wird.

Da die Geschwindigkeit an einer beliebigen Stelle P in die Richtung
der Stromlinie fillt, so erhilt man ihren Betrag durch Differentiation
von ¢ nach der Richtung r, ndmlich

v=22_2° (175)

ar r
d.h. v ist dem Abstand des betreffenden Punktes P von O
umgekehrt proportional. Bezeichnet v, die Geschwindigkeit an
einer bestimmten Stelle P, und r, den zugehorigen Abstand von O, so

ist entsprechend », = ri und demnach

a

V= Ua~:—a ) (176)
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so daBl v bestimmt werden kann, wenn v, bekannt ist. Im Punkte O
ist # = 0 und demnach » = oc; O stellt also einen singulédren Punkt
dar (vgl. S.131).
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Bei der in der z-Ebene herrschenden Strémung bewegt sich die
Flussigkeit aus dem Koordinatenursprung strahlenférmig nach allen
Seiten. Eine solche Stromung wird als Quellstrémung bezeichnet
und der Ausgangspunkt O als einfache Quelle. FlieBt umgekehrt die
Flissigkeit zum Mittelpunkte strahlenférmig hin, so spricht man von
einer Senke. Beide Arten werden durch den vorstehenden Ansatz er-
faft. Damit eine derartige Stromung tatsichlich eintreten kann, ist ein
standiger Zu- oder Abflul an dieser Stelle erforderlich.

Unter der Ergiebigkeit E einer Quelle versteht man die sekund-
liche Fliissigkeitsmenge, welche aus der Léngeneinheit der Normalen
zur z-Ebene im Punkte O ausstromt. Diese ergibt sich sofort, indem
man die Flissigkeitsmenge berechnet, die in der Zeiteinheit durch den
Mantel eines Kreiszylinders (Achse O) vom Radius r und der Hohe
,»eins’ austritt. Man erhilt dann unter Beachtung von (175) bzw. (176)

m?
E=U-2nr-1=2nc:2nvara[aj, 177
(bezogen auf die Héhe eins). Bei einer Senke ist £ negativ und die
Geschwindigkeit radial nach innen gerichtet. Man kann v und ¢ auch
durch die Ergiebigkeit E ausdriicken;
aus (177) und (174) folgt namlich

E [m E m?

v= 2717[@}; = ﬂh”[géﬂ‘
Beispiel .. Die hier besprochene Sen-
kenstrémung ist nahezu verwirklicht bei
der Strémung durch den unteren Spalt
einer angehobenen Schiitztafel, sofern
— wie hier vorausgesetzt wird — dieser
Spalt 7, hinreichend klein ist gegeniiber
Abb. 85, Stromung durch den Spalt einer der Stauho6he r,des Oberwassers (Abb.83).
"~ angehobenen Schiitztafel, Es stellen sich dann im wesentlichen ra-
dial nach der Offnung gerichtete Strom-
linien ein; die Offnung selbst kann als Senke aufgefaBt werden. Be-
trachtet man nun die Wehrsohle als X-Achse und die Richtung der
Schiitztafel in der Bildebene als Y-Achse, so stimmt das Strémungs-
bild (ndherungsweise) mit der Stromung im 1. Quadranten der z-Ebene

von Abb. 82 iberein.

Es mégen bezeichnen vy, » und v, die den Punkten P,, P und P,
der Schiitztafel entsprechenden Geschwindigkeiten, r,, r, r, die zuge-
hérigen Abstinde von O. Dann liefert die Energiegleichung (147) wegen
U=gr

2 2
0—2"-+gro=%+gr—l~%,
wenn unter p lediglich der Uberdruck {iber den atmosphirischen Luft-
druck verstanden wird. Daraus folgt:
LN (178)
y 0 29
1 Kulka, H.: Eisenwasserbau 1, 127 (1928).
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An der Stelle P, ist der Uberdruck p = 0, weshalb (178) fiir die Ge-
schwindigkeit v, den Wert liefert

v3 v}

ﬁzro—ra—l—ﬂ. (179)
Andererseits gilt fir die Senkenstromung nach (176)
a = g(;.-:l) > V= EQ;—O s
womit (179) ibergeht in
2 /92
sglt —1)=r0—re
bzw.
ﬁ_ _To—Ta _ %
29 r2—13% rtr,’
wihrend

v? 02 13 73 3

29 2971 rotr, 2

Fithrt man die vorstehenden Ausdriicke in (178) ein, so erhédlt man

P, T (Z?i__)
y =T T \r T 1)

Damit ist sowohl p als auch v an jeder Stelle der Wand gefunden.
Die auf die Schiitztafel wirkende gesamte Druckkraft D, bezogen
auf die Breite ,,Eins®, ergibt sich jetzt zu

373 /1 1

ng‘pdr:y{ro(ro—ra)—%—(rﬁ— 2)+m<r—o—';"‘>

]
Frintra)

woraus nach einigen Umformungen folgt:

1 Tq
D=y(ro _ra)2<?_ro+"a>’
gegeniiber dem statischen Druck

(ro _ rn)z

D=y Rt
Die vorstehende Rechnung kann — abgesehen von der Vernach-
lassigung jeglicher Reibung — nur als eine Naherungslosung angesehen
werden, da erstens einer endlichen Spalthéhe keine reine Senken-
stromung entspricht, und zweitens am Oberwasserspiegel gewisse Ab-
weichungen von der hier vorausgesetzten Strémung auftreten werden.
Immerhin diirfte sie in solchen Féllen, bei denen die Spalthshe 7, klein
gegeniiber der Stauhshe r, ist, den tatsichlichen Verhaltnissen ziem-
lich nahe kommen. SchlieBlich sei noch bemerkt, daB die strenge Lé-
sung der vorliegenden Aufgabe in das Gebiet der Ausflufistrahlen ge-

hért, welche im 2. Bande genauer behandelt werden.
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b) Flussigkeitsbewegung in einem von zwei ebenen Wianden
gebildeten Winkelraum.

Diese Stréomung wird bestimmt durch den Ansatz:

w=cz", (180)

wo ¢ eine Konstante und o den von den beiden Wénden eingeschlossenen
Winkel bezeichnen. Setzt man wieder
z=re?,

so erhalt man
7T _10 7
a ' o 79
w=cr -e =cr (cos—

..o
+’I«Sll’l7>
oder, wegen w == ¢ + ¢y,

(p*——cr“cos%ﬁ;]
. (181)
o . TP

p =cr sin—. J

Fir 9 =0 und 9 = o« wird p = 0, d. h.
die Linien ¢ =0 und ¢ = « gehdren
derselben Stromlinie v = 0 an, kénnen
Abb. 84, Potentialstromung in enem von somit als Begrenzungslinien der hier be-
zwei Ebenen gebildeten Winkelraum. trachteten ebenen Stromung aufgefaBt
werden (Abb. 84).
1. Mit o = 5 wird:
w=c22=cr2e?t?,
Man erkennt zunichst, daB3 hier einem Werte von w immer zwei Werte
von z entsprechen, nidmlich z; =ré? und 2, = ref® + (Abb. 85),
da ja 22 =122+ = 926208 =22 jst. Den
Punkten z, oberhalb der X-Achse entspricht be-
reits die ganze w-Ebene, den Punkten z, unter-
halb der X-Achse entspricht ein zweites Rie-
mannsches Blatt, d. h. also z; und z, werden
auf zwei ibereinander liegende Punkte w einer
zweiblattriger Riemannschen Fliche ab-
gebildet (vgl. S. 133).

Aus (181) folgt mit o =

Abb, 85. ﬂ
2
@ =c12cos (29 =cr? (cos?? — sin2P) = ¢ (x® — 3?),
p=crsin(29) = 2c¢rsindcos ¥ =2czxy,
ferner
_ 99
Y= Gz

v= Y12 f o2 = JdcEa® + 4c2y? = 2cr.

=2cx; wvy=,;-=—2cy;
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Bezeichnet wieder v, die Geschwindigkeit in einem bestimmten Punkte
P,, so ist v, = 2¢r, und demnach
v =0,
Den Linien ¢ = C (C = const.) der w-Ebene entspricht in der z-Ebene
wegen x? — y? = const. eine Schar gleichseitiger Hyperbeln, deren Haupt-
achse die X-Achse ist,
den Linien ¢ = —C der
w-Ebene dagegen wegen
y2—x? = const. eine

Schar gleichseitiger Hy-
perbeln mit der Y-Achse
als Hauptachse (Abb. 86).
Weiter entspricht den
Linien 9 =C der w-
Ebene wegen2 x y=const.
im 1. und 3. Quadranten
der z-Ebene eine Schar
gleichseitiger Hyperbeln,
deren Asymptoten die
Koordinatenachsen sind,
den Linien ¢ = —( eine
Schar gleichseitiger Hy-
perbeln im 2. und 4. Qua-
dranten.

FaBt man nun die
positiven Seiten der Ko-

i Abb. 86. Darstellung der ¢@- und w-Linien fiir die
ordinatenachsen als feste analytische Funktion w = ¢z, Der 1. Quadrant zeigt
Winde auf, so erhilt die Potentialstromung in einem rechtwinkligen Knie.

man die Strémung in
einem rechtwinkligen Knie mit der Geschwindigkeit v = 2¢ », wo r den
Abstand vom Koordinatenursprung O bezeichnet. Fiir letzveren ist

wegen r = 0 die Geschwindigkeit v = 0. i
2. o = 7. Hier wird: :
p=crcosd=cx; yYy=crsind=cy; : —
_9% _ .. _% _ :
Vp =G =0 v,,-—ay—O. i
: )/
Man erhilt also eine Parallelstrémung in  4py g7, Parallelstrémunglings
Richtung der X-Achse mit der Geschwin- einer ebenen 'Wand.

digkeit v = ¢ (Abb.87), beide Winde fallen mit der X-Richtung zusammen.
3. Allgemein gilt nach (181) fiir die Geschwindigkeitskomponenten
in Richtung von 7 bzw. normal dazu:

7T
_0p = ﬁ_ os<7”9>
’Ur_ﬁr—occ CoS\ %)

1 « . [ 24
v,;=7;3——=——cr sin | — ':,
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somit - 74
_ -

v = ]/v’;—l— vy = ?cr“

Im Punkte O ist v =0, wenn o <7, dagegen v = cO, wenn « > 7.

¢) Quelle und Senke von gleicher Ergiebigkeit.

Zur Darstellung der vorstehend angedeuteten Strémung dient der

Ansatz
z-—1

z+1

Bezeichnen r; und r, die Abstédnde eines Punktes P(z, y) der z-Ebene
von den Punkten (-4 7,0) und (—1, 0) dieser Ebene und ¢, bzw. ¥,
die Richtungswinkel der von (+ I, 0) bzw. (—I, 0) nach P gezogenen
Geraden (Abb. 88), dann ist:

z—l=xg—1+iy=re",
ztl=z+1+iy=nrye?,

(¢ und ! konstant). (182)

w=cln

somit nach (182)

rlew‘ 7 . .
w=cln—= =clnr—l+07f(191'°’¢92):¢+“/’
2

r, e 02

oder
<p=cln:—:; p=c(9— 9. (183)

Den Achsenparallelen p=const.
der w-Ebene entspricht wegen
¥ — %, == const. in der z-Ebene
eine Schar von Kreisen durch die
Punkte (+1,0), deren Mittel-
punkte auf der Y-Achse liegen und
welche den Winkel &, —&, =y
als Peripheriewinkel haben. Fiir
die Radien dieser Kreise erhilt
man nach Abb. 88

1 l

T (o)
c

Abb. 88,
Den Geraden ¢ = const. der

w-Ebene entsprechen wegen (183) in der z-Ebene Punkte, fir die das
Verhéltnis
7
>

=u (184)

konstant ist, fiir welche also die Beziehung besteht:

2 2.2
ry = p2r3.
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Fiithrt man hier die Koordinaten z, y ein, so erhilt man:
(e — 02+ 92 = 2 {(o + 0 + 47}
oder nach einfacher Umformung:

14 pt

w2+y2—2lxl_ﬂz+l2=0.

Dieser Ausdruck stellt die Gleichung eines Apolloniusschen Kreises
dar, dessen Mittelpunkt auf der X-Achse liegt. Schreibt man dafiir in
bekannter Weise

(x - wo)2 + :’/2 = 92,

wo g den Radius bezeichnet, und vergleicht beide Ausdriicke mitein-
ander, so findet man

xg =le¢; o*=ak — I, (185)
also
o=Vl —R=1ye—1, (186)
wenn noch zur Abkiirzung
14t
&=,

gesetzt wird. Durch z, und g ist der zu ¢ = const. gehorige Kreis in
der z-Ebene bestimmt. Einem positiven Werte%— =In ;"— entspricht
ry > 1y bzw. p > 1; daraus folgt aber £ <0 und x, <0, d.h. der

diesem Werte %J— entsprechende Kreis liegt links von der Y-Achse; um-

gekehrt entspricht einem Werte %’- < 0 ein positiver Wert von z,. Die

Gesamtheit der den Geraden @ = const. und o = const. entsprechenden
Kreise zeigt Abb. 89.
Schreibt man (183) in der Form

g=clnr, —clnr,; p=ct —cd, (187)

und faBt wieder ¢ = const. als Aquipotentiallinien und % = const. als
Stromlinien auf, so erkennt man, dafl die Funktion (182) die Super-
position einer Quellstromung und einer gleich starken
Senkenstrémung mit der FErgiebigkeit E = 4 2;¢ ausdriickt
(vgl. S.134).
Zur Berechnung der Geschwindigkeit bilde man:
dw d(lnz~l>= 2¢l ¢ [

dz %z z 41 2B  z—1 241

und setze wieder
T 0D
z—1l=re" ztl=rye"",
so daB

dw ¢ —i9, © —id,
—e ——e

dz 71 Ty

(188)
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Nach (166) ist
dw .
‘d—z'* = Vp— 1 Vy .

|
Der absolute Betrag l?i—Z: ist offenbar gleich dem absoluten Werte v

der Geschwindigkeit, da ja
dw
dz
Man erhilt also aus (188) direkt den gesuchten Wert », wenn man den

2
=2 + 2 =2,
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absoluten Betrag der rechten Seite bildet. Dieser ist (Abb. 90)

_|dw] V_cz c? 2¢?
Sl TV T T e
wo man noch
2cosy = il Sk Ll
Y 7172
setzen kann (Abb. 88), so daB schliellich
_ /i -4+ 7 21
v—cV e = (189)

wird. Bezeichnet nun v, die als bekannt
vorausgesetzte Geschwindigkeit an einer be-
stimmten Stelle P,, so ist

21¢

Vg =

und demnach

oz (189a)

Beispiel. Die hier behandelte Transfor-
mation kann benutzt werden bei der Unter-
suchung der Geschwindigkeitsverhiltnisse an
kreiszylindrischen Wehrkérpern, die
um ein gewisses Mafl von der FluBsohle
angehoben sind. Faf3t man ndmlich in Abb. 89
einen der exzentrischen Kreise um B; als Wehrkérper auf und die Y-Achse
als Wehrsohle, dann bilden die iibrigen Kreise um B, die Stromlinien,
wihrend die durch B; und B, gehenden Kreise die Aquipotentiallinien
darstellen. (Hier sind also Strom- und Aquipotentiallinien miteinander
vertauscht, vgl. die Bemerkung auf 8. 127.) Der Radius ¢ der Walze
und das MaB A, um welches sie von der Sohle abgehoben ist (Abb. 91),
sind dabei als gegeben anzusehen. Damit ist aber auch xy = ¢ 4+ 4 und

wegen (185) I = ]/x?,—gz bestimmt, wodurch die Punkte B; und B,
festgelegt sind. Die Geschwindigkeit v des Stromungsfeldes ist durch
(189a) gegeben, sobald v, an einer bestimmten Stelle P, bekannt ist.

Zur Berechnung des Druckes auf die Walze kann man dhnlich vor-
gehen wie in dem Beispiel auf S.136. Nach (178) erhidlt man, wenn
man hier die Bezeichnungen der Abb. 91 einfiihrt,

r _ v? - v3

PR TR
wo hg die statische Druckhéhe bezeichnet. Entsprechend gilt fiir den
Punkt a (Abb. 91) wegen p = O (ndherungsweise)

Abb. 90.

e

0=hy —

(190)
woraus folgt
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oder unter Beachtung von (189a)
P e (’_aﬂ_@)z Ya
4 = by — kg 2g\ rry 29"
Da nun — wie schon aus dem Verlauf der Aquipotentiallinien ersichtlich —

2
Za

v, klein gegeniiber v, ist, so kann in (190) ohne groBen Fehler &, ~ %

gesetzt werden, womit die obige Gleichung firr p iibergeht in
2_ - . Eg_ Ta1 r(z‘.z>2
F=h )

Diese liefert den Druck an jeder Stelle der Walze. Nach Angaben von
H. Kulka! stimmen die nach der Idealtheorie berechneten Driicke (be-

Abb. 91. Stromung durch den Spalt eines angehobenen Walzenwehres.

sonders bei groBer Oberwasserhéhe) gut mit den aus Laboratoriums-
versuchen ermittelten Werten iiberein, wenn fiir 4, (Abb. 91) die Hohe
desjenigen Punktes eingefithrt wird, an dem die Ablésung des Wasser-
strahles von der Walze tatséchlich erfolgt, fiir welchen also der Druck
auf die Walze gleich Null ist. Das sich auf diese Weise ergebende Druck-
diagramm ist in Abb. 91 eingetragen. Man erkennt, daf} im oberen Teil
der Walze Druck herrscht, wihrend unten am Spalt Saugwirkungen
auftreten.

Ganz ahnlich gestaltet sich die Untersuchung, wenn die Strémungs-
verhéltnisse an einem um ein gewisses Maf3 A von der Sohle abgehobenen
Segmentwehr untersucht werden sollen (Abb. 92). In diesem Falle
bilden die durch B, und B, gehenden Kreise die Stromlinien, wihrend
die exzentrischen Kreise um B, die Aquipotentiallinien darstellen. Bei
gegebenem Radius R des Segmentes und vorgeschriebener Lage der

1 Kulka, H.: Eisenwasserbau 1, 63 u. 81.
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Achse M sind die Punkte B; und B, festgelegt, so daB jetzt wieder
mittels (189a) die Geschwindigkeit v an jeder Stelle des Stromungs-

Abb. 92. Stromung durch den Spalt eines angehobenen Segraentwehres.,

feldes angegeben werden kann. Zur Bestimmung des Druckes hat man
in &hnlicher Weise wie beim Walzenwehr zu verfahren.

d) Parallelstr6mung um einen Kreiszylinder.

Ein theoretisch unendlich langer Kreiszylinder sei in eine unendlich
ausgedehnte Fliissigkeit eingetaucht und werde von dieser normal zu
seiner Achse angestromt (Abb. 93). Ein solcher Stromungsvorgang 1a6t
sich darstellen mit Hilfe des Ansatzes

w=c(z+ﬁ‘§>, (191)

wo ¢ eine Konstante und ¢ den Halbmesser des Zylinders bezeichnen.
Wegen z = z + 1y und w = ¢ 4 ¢y wird

w=gtip=clotiy+TEY),

©? + y?
also
a?
= <1+x2+y> w:cy<1—x73r7y2>’
ferner
L 99 a? (y* — a?) _de 2ca’zy
n=g e MG oy T g (92

Den Linien ¢ = const. der w-Ebene entsprechen in der z-Ebene Kurven
dritten Grades symmetrisch zur X-Achse, den Linien ¢ = const. Kurven
dritten Grades symmetrisch zur Y-Achse. Fiir z -= 00, y =0 wird
Vgoo = €, Uy = 0, also v, =¢. In hinreichend groBer Entfernung
vom Zylinder herrscht also Parallelstrémung in Richtung
der X-Achse.

Der Geraden ¢ == 0 der w-Ebene entspricht in der z-Ebene y = 0
bzw. x? 4 y% = a?%, d. h. die zugehérige Stromlinie der z-Ebene wird
gebildet von der X-Achse und dem Kreisumfang des Zylinderquerschnit-

Kaufmann, Hydromechanik I. 10
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tes. Sie teilt sich beim Auftreffen auf den Zylinder am sogenannten
vorderen Staupunkt 4, wihrend am hinteren Staupunkt B
beide Aste sich wieder vereinigen. Fir die Staupunkte ist wegen
x=-a; y=0, v, =v,, =0, also v, =0.

Abb, 93. Parallelstromung um einen Kreiszylinder,

Konstruiert man nun mit Hilfe der fiir ¢ und ¢ gefundenen Aus-
driicke die iibrigen Stromlinien und die Aquipotentiallinien, so erhalt
man das in Abb. 93 dargestellte Strémungsbild um den Kreiszylinder.

Von besonderem Interesse ist hier mit Riick-
sicht auf eine spitere Anwendung die GroBe der
Geschwindigkeit am Umfange des Zylinderquer-
schnitts. Da dieser eine Stromlinie darstellt, so kann
die Geschwindigkeit nur tangential verlaufen. Sie
ist also bestimmt, wenn ihr Betrag bekannt ist. Fur
diesen gilt (vgl. S. 142) wegen ¢ = v, und z = aet”

idw
v = J%
woraus unter Beachtung der Abb. 94 sofort folgt:

v=0v, )1 +1—2cos29 =20v,_sind. (193)

Die hier besprochene Stromung ist stationér; das Bezugskoordina-
tensystem kann man sich dabei mit dem ruhenden Zylinder verbunden
denken. An dem Strémungsbild dndert sich offenbar nichts, wenn man

a2\ |

=vm:<1 — ;27)' =, (1l — l-e_ziﬁ)F,

Abb, 94,
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die Fliissigkeit im Unendlichen ruhend annimmt und den Zylinder mit
der Geschwindigkeit V, = —¢, V, = 0 relativ gegen sie bewegt, so-
fern nur jetzt das Bezugssystem die Bewegung des Zylinders mit aus-
fithrt. Vom Zylinder aus gesehen ist dann die Stroraung die gleiche
wie vorher. Will man also die relative Strémung einer im ungestorten
Zustande ruhenden Flissigkeit (z. B. Luft) gegen einen in ihr bewegten
Kérper (Flugzeug, Luftschiff) untersuchen, so kommt es auf dasselbe
hinaus, wenn man den Korper ruhend annimmt und die Flissigkeit
gegen ihn mit der entgegengesetzten Geschwindigkeit anstromen 148t.

Fir die Geschwindigkeit der absoluten Flissigkeitsbewegung (ge-
sehen von einem mit der ungestorten Fliissigkeit verbundenen Bezugs-
system) erhédlt man

D, =D, -+ t)f 5
wenn b, die absolute, v, die relative und v, die Fihrungsgeschwindig-

keit (durch den Zylinder) bezeichnen. Demnach sind die Komponenten
der absoluten Geschwindigkeit nach (192)

_cd? (g —a?) . _ 2ca’zy
Uy = (ch + y2)2 > Uy = — (xz + yz)z 3 (194)

wihrend Potential und Stromfunktion ubergehen in
__catx . cdy 5
A A (199

wovon man sich leicht durch Ausdifferenzieren iiberzeugt.
Den Geraden ¢ = const. der w-Ebene entsprechen in der z-Ebene
ca’x

zwei Kreisscharen z2? 4 y? — = 0 durch den Ursprung O, deren
12
Mittelpunkte auf der X-Achse im Abstand x, = %ﬁa von O liegen, den

Geraden y = const. zwei Kreisscharen durch O, deren Mittelpunkte auf
2
der Y-Achse im Abstande y, = — ;‘Zj liegen (Abb. 95). Letztere stellen

die Stromlinien der im Unendlichen ruhenden Flissigkeit dar. Eine
solche Stromung ist im Gegensatz zu der vorher betrachteten nicht
stationdr.

Das in Abb. 95 dargestellte Stromungsbild kann aus demjenigen
der Abb. 89 (Quelle + Senke gleicher Ergiebigkeit) abgeleitet werden.
Laft man némlich die beiden Festpunkte B, und B, dieser Figur
immer ndher aneinander riicken, bis sie schlieBlich nur noch den un-
endlich kleinen Abstand d« voneinander haben, und vergroBert gleich-
zeitig die Ergiebigkeit X so, daBl das Produkt Edx = M einen endlichen
Wert annimmt, so erhilt man als Potential nach (187)

d(nr) HEdx 1 dr Mcos? mcosd x

Q= e T S T s T Sar 0
* d 1 (22 2)2
gr _d@E+y)r @ — cos
dx dx Ja? - g

10*



148 Theorie der Fliissigkeitsbewegung.

wo %: m, und dieser Wert stimmt mit dem in (195) gefundenen

@-Werte iiberein, wenn man dort x = rcos®, x%- y2=r* und
ca?==m = const. setzt. In ahnlicher Weise erhilt man fiir die Strom-
funktion

Abb. 95. Strom- und Aquipotentiallinien bei der Translationsbewegung eines Kreiszylinders in
einer an sich ruhenden Fliissigkeit.

Man nennt -ein solches Stromungsbild eine Doppelquelle oder ein
Quellpaar; M = Edx heillt das Moment des Quellpaares.

Fir die Geschwindigkeit v der Doppelquellstrémung ergibt sich
nach (194)

e o ca? m
— 2 2 __ _ V" —
v = ]/’Um—{—?}”— x2+y2 o

e) Uberlagerung verschiedener Stromungsbilder.

Die oben behandelte Strémung einer unendlich ausgedehnten Fliis-
sigkeit um einen ruhenden Kreiszylinder 148t sich nach den unter
Ziffer d gegebenen Erlduterungen darstellen durch Uberlagerung einer
einfachen Parallelstrémung und einer Doppelquelle. Fiir erstere gilt
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namlich (vgl. S. 139)

P1=C%; Y1 =0Y;
fir letztere nach (195)
catx caty
Pa=ga gz Y27 T e

und man erkennt, daBl ¢ = ¢; + @, und y = y, 4 ¢, Potential bzw.
Stromfunktion der gesuchten
Strémung darstellen (vgl. S.145).

Will man nun die Strom-
linien der resultierenden Stro-
mung zeichnen, so trage man
zunédchst diejenigen der Parallel-
strémung und der Doppelquelle
auf, und zwar so, daf} die Diffe-
renzen J0y der Stromfunktion
fir beide Strémungen denselben
Wert haben. Man erhilt dann
zwei Scharen von Kurven, die
bei hinreichend kleiner Eintei-
lung lauter Parallelogramme miteinander bilden (Abb. 96). An der
Stelle P ist nach (160)

Abb. 96. Uberlagerung zweier Stromliniensysteme.

dyy Sy
= 6n1; Vs = ongy ’

woraus wegen dy; = Jy, folgt:

v; _ Ony

v Ong
Andererseits ist aber (Abb. 96)

dny 68

on; sy’
so daB

v, 0§

v 05y
und

v v v

ds;,  ds, 0s°

Die resultierende Geschwindigkeit v an der Stelle F fallt also in die
—>

Richtung der Diagonalen PR des von den Stromlinien gebildeten Par-

s
allelogramms PQRS, d.h. die Diagonale PR gibt die Richtung der
resultierenden Stromlinie an.

Auf diese Weise 148t sich aus dem Netz der beiden Stromlinien-
scharen durch Eintragung der Parallelogrammdiagonalen das neue
Strémungsbild konstruieren. Ahnlich verfahrt man mit den Aqui-
potentiallinien, wobei immer zu beachten ist, daB Strom- und Aqui-
potentiallinien sich rechtwinklig durchdringen. Das hier mitgeteilte
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Verfahren der Uberlagerung verschiedener Stromungen wird hiufig
mit Vorteil angewandt, um aus einfachen Strémungsbildern ver-
wickeltere abzuleiten (vgl. hierzu auch die Ausfiihrungen auf S. 168).

So kann man z. B. durch Superposition einer einfachen Parallel-
stromung (8. 139) mit einer Quelle und Senke gleicher Ergie-
bigkeit (S. 140) die Strémung um eine ovale Kontur (Abb. 97)
ableiten!. Das komplexe Strémungspotential ist

w=g@-+iyp= —1v2z+ clnz—;%,
wo —uv, die Geschwindigkeit der Parallelstrémung (in Richtung der
negativen X-Achse) darstellt, wihrend ¢ = % durch die Ergiebigkeit

Abb. 97. Potentialstromung um eine ovale Kontur.

der Quelle (in B;) bzw. Senke (in B,) bestimmt ist (vgl. Abb. 89)2.
Unter Beachtung der Ausfilhrungen auf S. 140 erhilt man

E 7 . E .
w= —uvyx + ’2—7,1“7;+@<“”0?/+'277>:<P+“P,
weshalb
L.
72;

E E
(pz—vox—l—ﬁln p= 0yt 7.

Der Konstanten y = 0 entspricht eine Stromlinie, die einerseits
durch die reelle Achse gebildet wird (y = 0, y = 0), andererseits durch
eine ovale Kontur (Wandstromlinie), welche der Gleichung

B
“lY =35,7

gehorcht. Man kann diese Kontur zeichnen, indem man die Schar von
Kreisen, welche durch die Punkte B; und B, gehen undy zum Peripherie-

1 Miiller, W.: Math. Stromungslehre 1928, 77.
2 Befindet sich die Quelle in B, und die Senke in B,, so liefert der Ansatz
!
w = VyZ can—év

l
die Stromung um die ovale Kontur in der entgegengesetzten Richtung.
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winkel haben, mit den Parallelen zur X-Achse im Abstande y = T4

[
zum Schnitt bringt (Abb. 97). Fur die Schnittpunkte P, der ovalen
Kontur mit der Y-Achse erhilt man die Beziechung

Yo __ YoYo T _ L
tg o = tg T BT
wihrend die Schnittpunkte P, mit der X-Achse sich aus der Bedingung
ergeben, dafl an den Staupunkten » = 0 sein muB. Demnach wird mit
Riicksicht auf (189)

2l¢
0= =%t G T 1)
bzw.
xgulzz%i
oder
; El
xo:lz—f‘;_c—v;

6. Ebene Potentialstromung in beliebig gekriimmten Kanilen.

Nach der Funktionentheorie besteht zwar theoretisch die Méglich-

keit, durch Vermittlung einer analytischen Funktion aus einer be-
kannten Strémung eine neue abzuleiten, derart, daB die Aquipotential-
und Stromlinien der gegebenen Strémung in diejenigen der gesuchten
Stréomung iibergehen, speziell die Randstromlinien bzw. die Rénder
der einen Strémung in
diejenigen der anderen.
Indessen st68t die Er-
mittlung der die kon-
forme Abbildung ver-
mittelnden analytischen
Funktion bei unregel-
méfiger Begrenzung der
Strémung, wie das z. B.
bei beliebig gekriimm-
ten Kanidlen der Fall
ist, im allgemeinen auf
derartige Schwierigkei-
ten, da man versu-
chen muB, auf anderem
Wege zum Ziele zu
kommen.

Zunichst denke man sich den zu untersuchenden Fliissigkeits-
bereich im Kanale beiderseits durch zwei Aquipotentiallinien g, und
@, abgegrenzt, wo ¢, und ¢, zwei verschiedene Konstante darstellen
sollen (Abb. 98). Da an den Kanalrindern die Geschwindigkeit keine
Normalkomponente haben kann, so sind die Rinder zugleich Grenz-
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. . . ] . .
stromlinien, und es ist dort tberall 5% = 0. In dem auf diese Weise

abgegrenzten Fliissigkeitsbereich ist ¢ — und damit die Potential-
stromung — nach S. 119 eindeutig bestimmt, wenn ¢, und @, bekannt
sind. Im allgemeinen trifft dieses allerdings nicht zu; es werden aber
andere Werte — etwa die sekundliche Durchflufmenge @ des Kanals
— gegeben sein, die eine Erforschung des Stromungsvorganges ge-
statten. Dabei kann man sich zweckmiBig eines graphischen Verfahrens
bedienen, das nachstehend kurz erliutert werden solll.

Wire ¢ an jeder Stelle des oben gekennzeichneten Fliissigkeits-
bereiches bekannt, so konnte das Netz der Aquipotentiallinien und
der diese rechtwinklig kreuzenden Stromlinien aufgetragen werden. Da
das nicht der Fall ist, wird man versuchen, dieses Netz so gut wie még-
lich nach Gefiihl zu zeichnen — wobei die Grenzstromlinien durch die
Rénder genau festgelegt sind — und nachtriglich durch entsprechende
Kontrollen zu verbessern.

Geht man dabei wieder von einer quadratihnlichen Teilung des
Netzes aus, so kann man sich dieses Netz als konforme Abbildung eines
Quadratnetzes der w-Ebene vorstellen, bei dem die Linien ¢ = const.
und y = const. Achsenparallelen sind und die Differenzen d¢ und dy
gleiche Werte haben (Abb. 76). Bei der zeichnerischen Netzkonstruk-
tion im Kanal beachte man, daB bei entsprechend kleiner Teilung die
Diagonalen eines Quadrates (bis auf GréBen héherer Ordnung) glelch
lang sind und aufeinander senkrecht stehen. Dieses ,,quadratihnliche®
Netz kann nun wie folgt verbessert werden: Nach (161) S. 125 ist der

Abb. 99. Abb. 100.

Durchflul zwischen den beiden Randstromlinien des Kanals, bezogen
auf die Zeiteinheit und die Kanaltiefe ,,Eins,

B
Q:fv-én,
A

wo dn den auf einer Aquipotentiallinie gemessenen Abstand zweier
benachbarter Stromlinien und A4, B Anfangs- und Endpunkt dieser
Aquipotentiallinie bezeichnen (Abb. 98 u. 99). Setzt man hier noch
unter Beachtung von (160)

L
v="5F, (196)

1 Vgl. A. Lauck: Z. ang. Math. Mech. 1925, H. 1, 14.
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so wird wegen d¢ = const.
B
— fla
Q@=0¢ |5 0n.
4

Man lege nun die Lange der Potentiallinie AB gestreckt auf eine
Horizontale, markiere darauf die aus dem Netz zu entnehmenden
Punkte 1,2,3,... und trage in diesen Punkten die ebenfalls dem

Netz entnommenen Werte % als Ordinaten auf, deren Endpunkte

die Kurve CD liefern (Abb. 100). Ermittelt man jetzt die Inhalte

der von CD und der Grundlinie AB bis zu den Punkten 1,2, ... ge-
1

bildeten Flichen J'alsén usw. und trigt diese Werte abermals als
4
Ordinaten in den zugehorigen Punkten auf, so erhilt man die Inte-
gralkurve AE, deren Ordinaten, mit d ¢ multipliziert, die den einzelnen
Intervallen entsprechenden DurchfluBmengen @,_,, ¢,_,, usw. dar-
stellen. Ware nun die durch Probieren gefundene Netzkonstruktion
das tatséchliche Netz der Strom- und Aquipotentiallinien, so miifite
an jeder Stelle ¢ = dy sein. Da auBlerdem die den Intervallen 4 —1,

A —2, ... entsprechenden DurchfluBmengen durch die Differenzen
der Stromfunktion y; —p, = dy, v, — p, = 2 dyp usw. bestimmt sind,
so wire allgemein m

1
Qumm =Y —Ya =mdyp = 59”[3’35"
A

m
1
m :fggén.
A

Es miilten also — Richtigkeit des Netzes vorausgesetzt — die Ordi-
naten der Kurve A¥ in den Punkten 1, 2, 3, ... die GréBen 1,2, 3, . ..
annehmen. Trifft dieses an einzelnen Stellen nicht zu, so muB das Netz
entsprechend abgeindert werden?.

0@ kann durch die sekundliche Fliissigkeitsmenge ¢, welche den
ganzen Kanal durchstromt, ausgedriickt werden, ndmlich

oder, wegen dy = ¢,

wenn k£ die Anzahl der Stromréhren bezeichnet, in die der Kanal
zerlegt ist. Damit ist aber auch » durch (196) bestimmt. Bemerkt sei
iibrigens noch, da8 fiir das Verhiltnis der Geschwindigkeiten zweier
verschiedener Punkte nach (196) die einfache Beziehung besteht:

vy 08y Omy

vy 08  Omy

1 Vgl. hierzu auch Fliigel: Ein neues Verf. der graph. Integration. Dissert.
Danzig 1914. Hinderks: Strémungsuntersuchungen an automat. Saugiiberfillen.
Dissert. Hannover 1928.
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Die nach dem vorstehenden Verfahren ermittelte Potentialstro-
mung in gekriimmten Kandlen weicht, wie die Erfahrung lehrt, von
dem Verhalten einer nicht idealen Fliissigkeit in wesentlichen
Punkten ab. Es ist das auf die Vernachlassigung jeder Reibung und der
dadurch bedingten Energieverluste zuriickzufiithren, die sich auch bei
Flissigkeiten mit geringer Zahigkeit (z. B. Wasser) besonders bemerk-
bar machen, wenn die Flissigkeit zwischen festen Wandungen stromt,
wobei die Geschwindigkeit an der Wand auf den Wert Null abfillt.

Abb. 101, Experimentelle Darstellung von Stromlinien in gekriimmten Kanilen nach Hele Shaw,

Dadurch tritt aber eine vollstindige Anderung des Stromungscharak-
ters auf (vgl. Bd. 2, Strémung in Rohrkriimmern). Dagegen kann man
das Verfahren mit Vorteil zur Untersuchung der Uberfallstrahlen iiber
ein Wehr heranziehen. Man zeichnet zu diesem Zwecke eine wahr-
scheinliche Uberfallkurve, legt also zunichst die Randstromlinien nach
Gefithl oder Erfahrung fest, konstruiert darauf wie angegeben das
Netz der Aquipotential- und Stromlinien und untersucht, ob die ge-
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wihlten Grenzkurven den Randbedingungen des Strahles geniigen!. Im

zweiten Bande wird diese Methode auf praktische Beispiele angewandt,
worauf hier verwiesen wird.

ADbb. 102. Experimentelle Darstellung von Stromlinien in gekriimmten Kanilen nach Hele Shaw,

Ein experimentelles Verfahren zur niherungsweisen Darstellung
von Stromlinienbildern in Kanilen oder um geschlossene Konturen
ist von Hele Shaw? angegeben worden, wobei die Potentialstromung

1 Vgl. hierzu das Lit.-Zitat auf S.152, sowie Fr. Prasil: Techn. Hydrodynamik
1926, 194 u. f.

2 Shaw, Hele: Inst. of Nav. Architects 40 (1898); vgl. auch H. Lamb:
Hydrodynamik S. 671.
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durch die Bewegung einer zihen Flissigkeit zwischen zwei sehr wenig
voneinander entfernten planparallelen Glasplatten ersetzt wird. Die
Stromung der zdhen Fliissigkeit, auf welche durch die Glasplatten er-
hebliche Widersténde iibertragen werden, besitzt nimlich, wie spiter
gezeigt wird (S. 205), groBe Ahnlichkeit mit einer ebenen Potential-
stromung. Fiillt man also den Zwischenraum zwischen den Glasplatten
so weit mit einem festen Material (etwa Hartgummi) aus, daB nur ein
freier Raum von der Form des zu untersuchenden Fliissigkeitsgebietes
iibrig bleibt und lafBt die Flissigkeit unter Zufithrung von Farbstoff
durch diesen Raum strémen, so kann man die sich einstellenden Strom-
linien an der Richtung der Farbstoffiden deutlich erkennen und ge-
gebenenfalls photographisch festhalten (Abb. 101 und 102)!. Man er-
hilt auf diese Weise eine brauchbare Grundlage zur Konstruktion des
Netzes der Strom- und Aquipotentiallinien2,

7. Stromung mit Zirkulation.
a) Stromung in konzentrischen Kreisen.

Durch Vertauschung der Strom- und Aquipotentiallinien bei der
auf S. 134 besprochenen Quellstrémung entsteht in der z-Ebene eine
Stromung, bei welcher die Strom-

linien Kreise um den Ursprung O,

die Aquipotentiallinien dagegen von

O ausgehende Strahlen sind (Abb. 82).

FaBt man nun einen dieser Strom-

linienkreise als Querschnitt eines

Kreiszylinders auf, so erhilt man

eine Strémung, welche von der auf

S. 145 besprochenen Parallelstromung

um einen Kreiszylinder grundsitz-

lich verschieden ist (Abb. 103). Das

komplexe Stromungspotential ergibt

sich aus demjenigen der Quell-

stromung durch Multiplikation mit

1, was einer Vertauschung der Achsen

Abb. 103. Zirkulationsstromung um einen DZW. eine Drehung um 90° entspricht
Kreiszylinder. (vgl. 8. 132). Demnach wird

w=g@+ip=1iclnz=1qiclnre? =q¢clnr —c?, (197)
<p=—ct9=—carctg%; py=clnr,

so daf} die Geschwindigkeit an einer beliebigen Stelle P des Strémungs-
feldes (auBerhalb des Kreiszylinders) den Wert annimmt
_Jdy ¢
’U——'W—?. (197&)
! Der Diss. von Hinderks entnommen (Lit.-Zitat S. 153).

2 Ein Stromlinienapparat zu Vorfiihrungszwecken wird von der Firma
Spindler u. Hoyer in Géttingen hergestellt.
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Die Geschwindigkeit hat also lings jeder Stromlinie einen konstanten
Betrag. Sie ist im Sinne des wachsenden Geschwindigkeitspotentials
gerichtet.

Die vorliegende Stromung unterscheidet sich von den bisher be-
trachteten Potentialbewegungen wesentlich dadurch, daB die Zirkulation
(S. 114) langs eines Kreises um O hier nicht Null ist. Sie nimmt viel-
mehr den Wert an:

F:évds:cgﬁ:rd0=2nc:v-2nr, (198)

ist also fiir alle Stromlinien gleich groB, da ja ¢ konstant ist. Nun war
auf S.114 gesagt, daB eine Strémung innerhalb eines einfach zusammen-
hiingenden Raumes wirbelfrei sei, sofern die Zirkulation fiir jede ge-
schlossene Linie innerhalb dieses Raumes verschwindet. Das steht aber
nicht im Widerspruch zu der vorliegenden
Stromung, bei welcher die Zirkulation einen
bestimmten Wert hat, da es sich hier um K
einen zweifach zusammenhingenden
Raum handelt. Die Stromlinien umschlie-
Ben ja nicht nur Flissigkeit, sondern auch §7
einen festen Korper, namlich den Kreis-
zylinder. AuBlerdem erkennt man, daB das
Potential vieldeutig ist, da einem beliebi-
gen Punkte P beliebig viele Werte ¢, = — c#;
pr=—c¢ @+ 2n); @r= —c(@+2k7m), abb. 104 Die Zirkulation lings
[k=1,2,3,...] entsprechen. Eine solche der geschlossenen Linie
Stromung wird als Zirkulationsstromung K LK~k

. . . gleich Null.
um den Kreiszylinder bezeichnet.

DafB sie auBlerhalb des Kreiszylinders wirbelfrei, also eine Poten-
tialstromung ist, 148t sich leicht zeigen, indem man die Zirkulation
lings einer geschlossenen Linie bestimmt, welche von zwei beliebigen
Kreisen K, und K, um O und einer zu diesen rechtwinklig stehenden
Doppellinie LL' gebildet wird (Abb. 104). Fiir jeden Kreis hat I" = 2 z¢
— absolut genommen — denselben Wert; auBBerdem hebt sich die Zir-
kulation lings L und L' gegenseitig auf. Unter Beachtung des in Abb. 104
eingetragenen Umfahrungssinnes erkennt man also, daBl die gesamte
Zirkulation lings der geschlossenen Linie verschwindet. Da letztere
auflerdem einen einfach zusammenhingenden Raum umschlieBt (man
kann sie ja auf jeden Punkt des Bereiches zusammenziehen, ohne

diesen zu verlassen), mufl die Stromung auch wirbelfrei sein (vgl. auch
S. 186).

b) Parallelstrémung und Zirkulation.

Durch Uberlagerung der in Ziffer 5d und 7a besprochenen Stro-
mungsbilder erhidlt man eine Stréomung mit Zirkulation um den
Kreiszylinder. Fir diese lautet das komplexe Stromungspotential
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nach (191) und (197)
a? .
w==¢; (z + 7) + tcylnz

I
oder, wegen ¢; = v, und ¢, = 25
w = <z - @ “wl
=S UOO p > ﬂ nz. (199)

Daraus folgt:

a? \ I a?

Q= Umx<l + ey yé) — 5519; Y= vmg/<l — x2+y5> -+ 5%11”"

Abb. 105. Parallelstrémung mit Zirkulation um einen Kreiszylinder.

Die so definierte Stromung ist in Abb. 105 dargestellt, welche nach
der auf S. 149 besprochenen Methode konstruiert wurde. Der Verlauf
der Stromlinien ist wesentlich abhéngig von der Stérke der Zirku-
lation I, insbesondere verschieben sich die Staupunkte 4 und B je
nach der Stirke von I mehr oder weniger nach abwirts. Die vorliegende
Strémung ist von besonderer Bedeutung fiir die Untersuchung der Stré-
mung um Tragfliigelprofile, wie in dem nachfolgenden Beispiel gezeigt
werden soll.

Zunachst mége aber noch eine Umformung der Gleichung (199) fiir
den Fall vorgenommen werden, daf} die aus dem Unendlichen kommende
Strémung im Gegensatz zu Abb. 93 mit der Richtung der X-Achse
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den Winkel g bildet (Abb. 106). Da die Zirkulationsstrémung hiervon
unabhingig ist, so erleidet nur das erste Glied von (199) eine Ver-
dnderung. Um diese festzustellen, zerlege man die Stromungsgeschwin-
digkeit v, nach den Achsen in v, und v, und superponiere nun
eine Stromung in der X-Richtung
mit der Geschwindigkeit v, und 4

eine solche in der Y-Richtung mit 1"’ Yoo
<

der Geschwindigkeit v, . Fir er- o
stere wird: / >
2
wlszoo<z+a7>~ g ﬂ\

z
Fir letztere 148t sich der ent- )< l /
sprechende Ausdruck w, aus w, _J/
ableiten durch Drehung um 90°
(S. 132) und Vertauschung von v,
mit v, . Setzt man also voriiber-
gehend { = z-¢, wodurch die Strémung w, auf eine {-Ebene abgebildet
wird, und fihrt diesen Wert fiir z in w, ein, so folgt

¢ a2 2

w= vy () = —ina( )

/

Abb. 106.

oder, wenn man jetzt wieder die {-Ebene mit der z-Ebene zusammen-
fallen 1af3t,
. a?
Wy = *@Uyoo<z — z’) .
Das komplexe Stromungspotential der unter dem Winkel § gegen
die X-Richtung geneigten Stromung mit Zirkulation, bezogen auf das
X Y-Koordinatensystem, lautet also

. o I
w = w; + w, —i—%}z—lnz

= (vazoo - ?:U?/oo)z + (Uxoo + i/vyoo) iij - ;iln 2, (200)
und die Geschwindigkeit an einer beliebigen Stelle P(x, y) ist ge-
geben durch

dw _ @ il

'd"z’ = Uy — 0 Vy = (vmoo —_ ’I;’L’yoo) — (1:.’1"00 —*!" iU’yOO)";VE “{’“ 2’7’_52 . (201)

c) Ebene Stromung um ein Tragfligelprofil
(Joukowskysche Abbildung).

Bei der unter Ziffer b betrachteten Stromung um den Kreiszylinder
wird durch die Zirkulation die Geschwindigkeit der Parallelstromung
auf der oberen Seite des Zylinders vergrofiert, auf der unteren Seite
dagegen verkleinert (Abb. 105). Unter Beachtung der Druckgleichung
(148) folgt also, daB auf der unteren Seite ein griéBerer Druck auf-
treten mul} als oben, so daB als resultierender (Gesamtdruck ein Auf-
trieb entsteht, der den Zylinder zu heben sucht. Bei der einfachen
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Parallelstromung der Abb. 93 ist wegen der bestehenden Symmetrie
des Stromlinienbildes ein solcher Auftrieb nicht vorhanden. Man er-
kennt daraus, daB die Zirkulation in Verbindung mit einer Parallel-
stromung den Auftrieb eines Korpers bewirkt.

Bei der Stromung der Luft um den Tragfliigel eines Flugzeuges
treten dhnliche Verhiltnisse auf wie bei der Strémung mit Zirkulation
um einen Kreiszylinder; die Unterschiede sind lediglich durch die Un-
terschiede der Konturen bedingt. Auf welche Weise dabei eine Zirku-
lation iiberhaupt entsteht, wird spéter genauer erlautert werden (vgl.
S. 216). Gelingt es also, das vorgelegte Tragfliigelprofil vermittels einer

2
Abb. 107. Durch die analytische Funktion { =z + (iz- wird der Kreis X in die Gerade B’ 4,

der Kreis K’ in den doppelt durchlaufenen Kreisbogen A4’C B’ und der Kreis K” in ein
Joukowsky-Profil (Abb. 108) iibergefiuhrt.

entsprechenden analytischen Funktion konform auf einen Kreis abzu-
bilden, so liefert die Strémung um den Kreiszylinder sofort die gesuchte
Stréomung um den Fligel, dessen Spannweite man sich dabei zunéchst
wieder unendlich groB3 vorstellen muB.

Eine solche Abbildung wird z. B. geleistet durch die Funktion

t=z4 2, (202)

wobei ¢ die Ebene des Tragfliigelprofils und z diejenige des Kreises
bezeichnet!.

In Abb. 107 stellt K einen Kreis mit dem Radius @ um den Punkt O
der 2-Ebene dar. Die {-Ebene (&, 7) ist mit der z-Ebene zusammen-
fallend angenommen, und zwar so, daBl die Koordinatenachsen sich
decken. Wendet man nun auf diesen Kreis K die Transformation (202)
an, so erhilt man wegen £ = £ + ¢7 und z = a¢'?

E_{_in:aei&—{-aemiﬂ:Zacos’l?:Qx,

1 Uber einen allgemeineren Ansatz vgl. R. v. Mises: Z. Flugtechn. 1917, 158;
1920, 68, 87.
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also E=2x; n=20,

d. h. alle Punkte des Kreises K gehen in die Gerade B’A’ iiber,
welche in die &-Achse fillt und die Lénge 4 @ besitzt. In adhnlicher
Weise 148t sich zeigen, daff der Kreis K’ mit dem Radius a’, welcher
durch die Punkte 4 (+a,0) und B(—a, 0) gelegt ist und dessen

Abb. 108. Konstruktion eines Joukowsky-P1ofils nach Trefftz.

Mittelpunkt M’ um das MaB f iiber O liegt, bei Anwendung der Trans-
formation (202) in einen (doppelt durchlaufenen) Kreisbogen A’CB’
zwischen - den Punkten (42 @, 0) und (—2a 0) von der Pfeilhshe 2 f
iibergeht (Kuttasche Abbildung).

Verlingert man nun den Radius AM’ iiber M’ um die Strecke
M'M" = § und wendet auf den um M’ mit dem Radius M4 ge-
legten Kreis K" die Transformation (202) an, so erhdlt man als Bild
dieses Kreises in der {-Ebene eine geschlossene Kurve, welche den
Kreisbogen 4'CB’ der vorhergehenden Transformation umschlie8t und
im Punkte 4’(+ 2 a, 0) eine Spitze besitzt. Die Gestalt dieser Kurve
(vgl. Abb. 108) besitzt im wesentlichen die Form eines Tragfliigelprofils
und kann iibrigens je nach der Wahl von fund § variiert werden (Jou-
kowskysche Abbildung).

Kaufmann, Hydromechanik 1. 11
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Fiir die Konstruktion dieser Abbildung hat E. Trefftz! ein graphisches Ver-
fahren angegeben, das hier kurz mitgeteilt sei. Zu diesem Zwecke unterwerfe man
den Kreis K’/ zunsichst der Transformation {; = 22z; man erhilt dann in der
{-Ebene (Abb. 108) den Kreis K, mit dem Mittelpunkt M,, welcher durch den
Punkt 4’(+ 2a, 0) der £-Achse geht. Danach wende man auf denselben Kreis K"

. . 2a? . . . .
die Transformation {, = —-an, wodurch dieser ebenfalls in einen Kreis — nam-

lich K, — iibergefiihrt wird.
Von der Richtigkeit dieser Behauptung iiberzeugt man sich leicht wie folgt:
Zunéchst ist

2a2 2a® _;5 2a® .. 202z .2a%y
CZ—E—}—zn———«-—Te ’ =——r—(cos19—1,s1n19)= o B
also
2 2

Demnach wird

4 4a4
2 2__ 2 2y
&4 (2*+ ¢?) PO
oder
494
22 2
und somit
2a%¢ 2a%7

T ==

o’ VT TR

Schreibt man nun die allgemeine Gleichung des Kreises K’ der z-Ebene in der

Form an:
22+ y?t b+ cy+di=0
und setzt hier die gefundenen Werte ein, so geht diese iiber in
4084 2a?b& —2acn +d¥(E24+92) =0,

d. h. eine Kreisgleichung in der {-Ebene.
Der Kreis K, ist durch folgende Bedingungen festgelegt: Der Punkt A der
z-Ebene geht in den Punkt 4’ der {-Ebene iiber, der Punkt D in D"/, und zwar so,
2
dal QD" = ZLD = gaD, wird. Dafernerder Winkel«, dendieTangenteim Punkte 4

des Kreises K’ mit der X-Richtung bildet, bei beiden konformen Abbildungen ¢,
und £, im Punkte A’ erhalten bleibt, so ‘muB der Mittelpunkt des Kreises K,
auf der Geraden M, A’ der {-Ebene llegen, womit K, bestimmt ist.

Dem Punkte P des Kreises K der z-Ebene entsprlcht infolge der Abbildung

¢, = 2z der Punkt P,, infolge der Abbildung {, = —— der Punkt P, der {-Ebene,

d.h. es ist .QP1 = 2z, .QP2 = 2—:-, und somit (Abb. 108) .QP3 =2 <z -+ ?> .

Halbiert man also die Strecke Q P; oder, was auf dasselbe hinauslauft, PP,
2

in @, so ist 5@ =2z 4 a_ @ stellt also einen Punkt der gesuchten Bildkurve des

Kreises K" dar. Auf d1ese Weise ist es moglich, beliebig viele Punkte dieser Kurve
zu zeichnen und damit ihre Gestalt festzulegen.

Das komplexe Stréomungspotential fiir das J oukowsky-Proﬁl 1aBt
sich nun aus demjenigen fiir den Kreiszylinder ableiten, wobei die
Luftstromung im Unendlichen gegen die + £-Achse den Winkel § bilden
mége. Das Stromungspotential fiir den Kreiszylinder, dessen Achse

1 Trefftz, E.: Z. Flugtechn. 1913, 130.
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durch O geht, ist durch (200) gegeben. Es muBl zunéchst fiir den Kreis-
zylinder K’ mit der Achse M” umgeformt werden. Setzt man in

Abb. 107 M'M"”" = Aa’, wo o’ = AM’, dann ist

OM" = — [ha—if(1+ A
auBerdem gilt fiir den Radius von K"
AM" =d Q4+ ) =0+ ) Va2 +f2.
Das komplexe Potential der Stromung um den Kreis K’ erhidlt man

—_—
jetzt aus (200) durch den Ansatz 2’ = z -+ OM"’, was einer Verschiebung
des Kreismittelpunktes aus der Lage O nach M" entspricht. Ersetzt

man auBlerdem den Radius @ durch 4M"”, dann liefert (200) mit
— —_—
z2=2 —OM" und ¢ = AM" unter Beachtung der vorstechenden Werte
W= (Vy, —1V,,)[F +Aa —if (1 + 4]

. (L + 4)2(a® + 1%
T oo T 0 00) G T A

+ I 4+ 2a—if (14 D), (203)

worin man nachtriglich wieder 2z’ durch z ersetzen kann, indem man
die z’-Ebene mit der 2-Ebene zusammenfallen 148t.
Lost man noch (202) nach z auf, also

z=£+V—§-—a2, (204)

so stellt wegen der vorgenommenen Transformation die Gleichung
(203) (mit 2’ = z) in Verbindung mit (204) das komplexe Stromungs-
potential um das Joukowsky-Profil in der [-Ebene dar (S.130)".

Fiir die konjugierte Geschwindigkeit der Strémung in der {-Ebene
erhdlt man nach (166), (168) und (169)

dw(l) dw(z) ilf

Ve T =g T g ar
wo
dw@ .
—Jz T Vs 10y

Der Betrag v (&, 1) dieser Geschwindigkeit wird also gefunden aus
o(E.y) = "5 (205)

%

(vgl. 8.127), wo v(z, y) den Betrag der Geschwindigkeit um den
Kreis K in der 2-Ebene bezeichnet. Am Kreisumfang ist v(z, ¥)
tangential gerichtet, da sowohl bei der translatorischen Stromung als

a.lm

1 Vgl. hierzu R.Grammel: Die hydrodynam. Grundlagen des Fluges
1917, 69 u. f.

11*



164 Theorie der Flissigkeitsbewegung.

auch bei der Zirkulationsstromung der Kreisumfang eine Stromlinie
darstellt. Man erhilt also mit Riicksicht auf (193) und (198)

I
+ Sa R’ (206)
wenn R = M"”A den Radius von K, I' die Zirkulation und %' den

Winkel darstellt, den der Strahl M”P mit der Richtung der trans-
latorischen Luftstrémung bildet (Abb. 109). Mit den Bezeichnungen
der Abb. 109 kann (206) wie folgt geschrieben werden:

. r
v(@,y) =2v,sin(y — f) + 55

v(z,y) = 2, sin ¥

= 2w, (sinycos f — cosysinf) -+ 27?}?

=2 v°° {(y — o) cos B — (x + =z,) sin B} + 2_:1:-13 . (207)

Uber die in diesem Ausdruck
auftretende Zirkulation I', welche
zunichst unbekannt ist, kann nach
Joukowsky wiefolgt verfiigt wer-
den: Da nach (202) der Ausdruck

ag a?

w=1—=

fir z = o verschwindet, so muB

mit Riicksicht auf (205) im

Punkte 4 (z = a) des Kreises K"

auch o(z, y) zu Null werden,

Abb. 109. wenn im Bildpunkte 4’, d. h. an

der Hinterkante des Tragfliigels,

die Geschwindigkeit nicht unendlich groB werden soll. Man erhalt
also aus (207) mit x =a, y =0

(208)

2“1; = 2, [Yocos B+ (a + o) sin f], (209)
womit (207) ubergeht in
v(x,y) = -—{ycosﬂ + (@ — @)sin B} . * (210)

Schreibt man jetzt (208) in der Form
a1 268 _ 08 o
= ﬂ(2z - 7) P2 (Seito 162),
so erkennt man leicht, daB3 J % } aus Abb. 108 durch folgenden Strecken-
quotienten entnommen werden kann:
|d¢ | _ PP,
|3z | ap,

* Blumenthal, O.: Z. Flugtechn. 1913, 126.
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Weiter ist in dem Ausdruck (210) R = M1 Py nd 2 [ycos B + (a — z)sin f]

= h, d. h. gleich dem Lote, das von P, auf die durch A’ gehende, unter
B gegen die &-Richtung geneigte Gerade gefillt wird, da in dem Kreise K,
alle Abmessungen doppelt so gro8 sind wie in dem Kreise K. Somit
erhilt man schlieBlich fir die Geschwindigkeit v (&, ) am Tragfliigel-
umfang nach (205)
2v,h QP
v(&,n) = =
(&) = M, P, P1 PP,
Der Ausdruck fiir die Zirkulation in (209) kann noch etwas verein-
facht werden, wenn man in Abb. 109 9704 M"’ = § setzt und in (209)
einfithrt. Dann wird ndmlich wegen g, = R sinéd und (2, + a) = R cos 8

I'=47v Rsin(f + 6) . *

Nachdem die Geschwindigkeit v (&, ) gefunden ist, kann mit Hilfe
der Energiegleichung (148) auch der Druck p an jeder Stelle des Trag-
fliigelprofils ermittelt werden. Die sich aus der Theorie ergebende
Druckverteilung stimmt, wie Versuche von A.Betz! gezeigt haben,
recht befriedigend mit den gemessenen Werten tiberein. Zur Ver-
wirklichung einer ebenen Stromung wurde bei diesen Versuchen ein
Tragfliigel von konstantem Profil verwendet, der beiderseits an seinen
Enden zwischen ebenen Wianden eingeschlossen war. Der theoretische
Druck ergab sich dabei durchweg etwas groBer als der gemessene, was
darauf zuriickzufiihren ist, daB durch die Reibung der Luft an der
Fligeloberfliche die Zirkulation um den Fliigel etwas vermindert wird.
Im 2. Bande wird bei der Besprechung der Tragfliigeltheorie darauf
zuriickgekommen.

8. Axialsymmetrische Potentialstromung.

Den in den vorhergehenden Paragraphen behandelten ebenen
Stréomungen nahe verwandt sind die axialsymmetrischen Stro-
mungen, bei welchen die Flissigkeitsbewegung
in Ebenen erfolgt, die sdmtlich durch eine
feste Achse gehen und bei denen die Bewegung
in allen diesen Ebenen die gleiche ist. Es ge-
niigt dann, den Stromungsverlauf in einer
Meridianebene zu verfolgen.

In der GrundriBdarstellung der Abb. 110
sei P ein Punkt dieser Meridianebene, die
senkrecht zur Bildebene durch O gehende
Achse Z die Symmetrieachse und r der Ab-
stand des Punktes P von der Z-Achse. Die Abb. 110.
Geschwindigkeit dieses Punktes sei in der
Meridianebene nach v, || Z und v, L Z zerlegt; auBerdem seien v, und

, die Komponenten von v, nach den Achsen X und Y. Dann ist mit

* v. Mises, R.: Z. Flugtechn. 1917, 160; 1920, 68.
! Betz, A.: Z. Flugtechn. 1915, 173.
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den Bezeichnungen der Abb. 110 zunichst:’

vy =wv,co8?; v,=uv,.s8nd. (211)
Weiter ergibt sich durch Differentiation von v, nach der Richtung r
a x a x
03 = 81;: s ¥ + sm 9 (212)
und entsprechend nach der Richtung ¢
dv, 8vx ,
= Gaees? + 5
woraus wegen cos®’ = — sin®; sind’ = cosﬁ und 9t = r 99 folgt
dv, 8 0,
ravﬂ . 7 35 5in ) —I— (212a)

Durch einfache Zusammenfassung der Glelchungen (212) und (212a)

erhilt man
dv, 9 — __ Ou,
ar °%8 aﬁ PR

In gleicher Weise la8t sich fiir 6—1); der Ausdruck ableiten

O0v,

dy °

Fiithrt man in diese Gleichungen fiir v, und v, die Werte (211) ein, so
erhilt man

dv, _ 0Ov, 0s? & 1 dv,

v,
—2Lcos ¥ =

ar

1
3 7= 038 ¥ sin ¢ —+——r—'vT81n ?,

9z or© T rad
v (91), 1
By = or S 819 7 vreostd.

Mit diesen Ausdriicken geht die allgemeine Kontinuitétsgleichung
(123), S. 106, fiir axialsymmetrische Stromungen iiber in

v, dv, _

r + -+ 32 0, (213)
wofiir man auch schreiben kann

a(w,) + a(rv,) —0. (213a)

Die Bedingung fiir die Wirbelfreiheit der Strémung erhilt man

sofort aus (138), S. 113, wenn man etwa die betrachtete Meridianebene

mit der YZ-Ebene zusammenfallen 1a8t. Dann reduzieren sich, wie

man leicht einsieht, die drei Gleichungen (138) auf die eine Gleichung
av, Odv,

ar "o = (214)

welche die gesuchte Bedingung der Wirbelfreiheit darstellt. Sie be-
sagt, dal v, und v, sich aus einem Geschwindigkeitspotentiale ¢
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ableiten lassen, derart, daB

0 0
v, = a—(Z, Vyp = a—q; , (215)
wovon man sich durch Einsetzen in (214) sofort iiberzeugt. Mit diesen
Werten v, und v, liefert die Kontinuitdtsbedingung (213) fiir ¢ die Diffe-
rentialgleichung

g  O%p 189

G Tz Ty ar = 0
Die Geschwindigkeitskomponenten lassen sich ganz dhnlich wie bei der
ebenen Stromung noch in anderer Form ausdriicken, nimlich

vz=%%'f~; vy = _%6_1;;, (216)
wodurch die Kontinuitédtsgleichung (213)
befriedigt wird, wahrend (214) mit die-
sen Werten v, und v, iibergeht in die
Differentialgleichung fir y
Ry 2y 10y

v heiBt die Stokessche Strom-
funktion und besitzt fiir axialsym-
metrische Stromungen eine analoge Be- Abb. 111
deutung wie die Stromfunktion der
ebenen Strémung. Insbesondere stellen die Kurven ¢ = const. wieder
die Stromlinien dar, welche die Aquipotentiallinien ¢ = const. (in der
Meridianebene) an jeder Stelle rechtwinklig schneiden (Abb. 111). Der
Beweis kann in dhnlicher Weise gefithrt werden wie auf S. 124.

Fiir die Geschwindigkeit » gilt unter Beachtung von (216)

% 1 dyp\2 dy\2 10y
— 1.2 3 _ ] —_
v_VUZ+v'_ r (67‘) (62) r dnj’

wenn wieder % die Richtung der Normalen zur Stromlinie bezeichnet.
Da andererseits v = 9% ist (s = Richtung der Stromlinie), so erhélt

17]
man
p=0% 10w
ds r dn
0=29 _9v (218)
T on 9s’

Betrachtet man nun in der Meridianebene zwei benachbarte Strom-
linien 9 und ¢ + dy und legt zur Z-Achse eine rechtwirklige Ebene,
welche diese Stromlinien in den Punkten P und P’ schneidet (Abb. 112),
so ist der sekundliche FluB durch den Kreisring, welcher durch die
Punkte P und P’ bei der axialsymmetrischen Strémung bestimmt
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wird, mit Riicksicht auf (218)
2mrdr-v,=2nroén-v=2xndyp,

demnach der FluB durch die volle Kreisscheibe vom Radius 7 unter
Weglassung der willkiirlichen Kon-
stanten auf der linken Seite:

T
2ny=2n [rérv,. (219)
0

Von dieser Gleichung wird in
dem nachstehenden Kapitel noch
Gebrauch gemacht.

9. Potentialstromung um
Rotationskorper.

Bei der TUntersuchung der
Stromung um Rotationskérper
beliebiger Gestalt, welche in eine unendlich ausgedehnte Fliissigkeit
eingetaucht sind, kann mit Vorteil eine von Rankine! begriindete
Methode angewandt werden, die auf folgender Uberlegung beruht:
Kombiniert man eine Parallelstromung mit einer Anzahl Quellen und
Senken, deren Gesamtergiebigkeit Null ist, so stellt sich — wie man zei-
gen kann — eine geschlossene Stromlinienflidche ein, in deren Innenraum
die Quellen und Senken liegen. Die Form der Flache, speziell ihr Strek-
kungsverhéltnis, hingt von der Stérke der gewéhlten Einzelstromungen
ab. Um diese Stromlinienfliche bewegt sich die Fliissigkeit wie um
einen starren Korper. Man kann also, ohne an der duBeren Stromung
etwas zu éndern, diesen Raum durch einen starren Kérper — némlich
den zu untersuchenden — ersetzen, und es kommt jetzt nur darauf an,
durch entsprechende Wahl der Stromungsstérken von Parallelstrémung
und Quell-Senk-Stromung die Gestalt der oben erwdhnten Strom-
linienfléche so zu bestimmen, daf3 sie mit derjenigen des starren Korpers
so gut wie méglich tibereinstimmt.

Bevor die Anwendung des Verfahrens an zwei Beispielen erlautert
wird, sollen erst noch einige Bemerkungen iiber rdumliche Quellen
und Senken gemacht werden (vgl. hierzu 8. 133).

Bei einer punktférmigen Quelle im Raume bewegt sich die
Flisssigkeit dhnlich wie in der Ebene vom Quellpunkte radial nach allen
Seiten des Raumes. Die Ergiebigkeit £ der Quelle ist gleich dem Flufl
durch die Oberfliche einer um den Quellpunkt gelegten Kugel vom
Radius g, also

Abb. 112.

op .
E=v-4ﬂ@2=w4n92,

woraus als Geschwindigkeitspotential folgt:

E
?=—fns- (220)

1 Rankine: On plane water-lines in two dimensions. Phil. Trans. 1864, 369.
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Entsprechend wird fiir die punktférmige Senke
__E
P=4ne-
Eine Quelle @; und eine Senke @, von entgegengesetzt gleicher Ergiebig-
keit £ und —FE erzeugen ein Stromungsfeld, fiir welches

o= _Zﬁ;lt_(}__l‘) (221)

ist, wenn g, bzw. g, die Abstéinde eines beliebigen Feldpunktes P von
der Quelle bzw. Senke
bezeichnen (Abb. 113).
L4aBt man nun ¢, und
@, bis auf den un-
endlich kleinen Ab-
stand ds aneinander
ricken (Abb. 113a),
wahrend gleichzeitig
E so vergréBert wird,
daBB E-ds = M einen endlichen Grenzwert besitzt, so erhéilt man eine
Doppelquelle, deren Potential nach (221) ist:

(220a)

Abb. 113. Quelle und Senke. Abb. 113a. Doppelquelle.

4n  ds 4mo?

wo ¥ den Winkel bezeichnet, den der nach
P gerichtete Strahl ¢ mit der Richtung s
einschlieBt. M heiBt das Moment, s die Achse
der Doppelquelle (vgl. S. 148).
Neben den hier besprochenen punkt-
formigen Quellen und Senken werden zur
Losung der oben gestellten Aufgabe auch
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