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Einleitung. 

Zwischen zwei .adjungierten Minimalflächen x (u1, u2 ) und i (111, u2 ) gelten 
folgende BeziehungenI): x und i sind aufeinander längentreu abgebildet; 
die Tangentenebenen in entsprechenden Punkten sind parallel; entsprechende 
I:inienelemente stehen aufeinander senkrecht; den Krümmungslinien von x 
entsprechen die Asymptotenlinien von i und umgekehrt. - Wir schreiben 
noch das Integral hin, das von den Minimalflächen stationär gemacht wird: 

aI Ist Xi = -., XIXX2 = :p, ; der Einheitsvektor der Flächennormalen, so ist 
au' 

dies Integral 

(Vo) Jo = H ;:p du1 du2• 

Haar [1] und Berwald [2] 2) haben die Theorie der adjungierten Minimal­
flächen ausgedehnt auf die Extremalflächen von Doppelintegralproblemen, 
die nur von den ersten Ableitungen der gesuchten Funktionen abhängen. 
Es zeigt sich, daß in diesem Falle, wenn man Unabhängigkeit von der Para­
meterwahl fordert, der Integrand nur von :p = Xl X X2, d. h. vom Flächen­
element abhängt: 

(V) J = HF (:p) du1 du2 , 

und F (:p) in :p positiv homogen erster Ordnung ist: F (k:p) = k . F (:p) für 
k > O. 

1) Siehe z. B. Blaschke, Lehrbuch der Differentialgeometrie I, ~ 118, 2, S.259 
(3. Aufl.) 

2) Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schluß 
der Arbeit. 
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Es ist eine Indikatrixfläche 1) durch F (1)) = 1 definiert und eine Figu­
ratrixfläche e als polarreziprok zu 1) bezüglich der Einheitskugel. F kann 
dann geschrieben werden 

F = ep. 

Gegenüber (Vo) ist die Einheitskugel ~ ersetzt durch die Fläche e, die im 
folgenden als Eichfläche einer Relativgeometrie im Sinne von W. Süss [3] 
benutzt wird. Die Extremalflächen sind durch das Verschwinden der mitt­
leren Relativkrümmung gekennzeichnet. 

Man ordnet nun dem Variationsproblem (V) ein Variationsproblem (V') 
zu, das man zu (V) adjungiert nennt, und das man dadurch definiert, daß 

die Figuratrix von (V) die Indikatrix von (V) ist und umgekehrt. Beim 
Problem der Minimalflächen ist die Indikatrix die Einheitskugel, fällt also 
mit der Figuratrix zusammen; man sagt, das Problem ist selbstadjungiert. 

Zu jeder Extremalfläche :t von (V) gibt es eine nur durch Quadraturen 
bestimmbare Fläche X, die adjungierte Extremalfläche zu :t heißt und folgende 

Eigenschaften hat: X ist Extremalfläche von (\7). Zwischen:t und i gibt es 
eine Zuordnung derart, daß entsprechende Linienelement~ aufeinander senk­
recht stehen und den Asymptotenlinien von X die Relativkrümmungslinien 
von :t bezüglich e entsprechen; diese sind dadurch definiert, daß längs ihnen 
die Vektoren e Torsen bilden. Den Asymptotenlinien von :t entsprechell 
die Relativkrümmungslinien von X bezüglich 1). Es läßt sich auf :t und X 
Je eme Maßbestimmung einführen 

dS2 = Gik dui duk 

dS2 = Gikduiduk 

(i, k = 1,2; über gleiche 

Zeiger ist zu summieren), 

derart, daß 1. die Abbildung von :t auf X im Sinne dieser Maß bestimmung 
längentreu ist, 2. die Maßbestimmung beim Problem der Minimalflächen das 
gewöhnliche Bogenelement liefe~t, 3. die Oberfläche bei dieser Maßbestimmung 
gerade das Variationsintegral ergibt. 

Diese Theorie ist von Haar und Berwald für den dreidimensionalen 
euklidischen Raum (E 3 ) durchgeführt worden. Koschmieder [4] hat für den 
Fall von Doppelintegralen im E 4 das adjungierte Variationsproblem, die 
adjungierte Extremalfläche und die Maßbestimmungen angegeben. Ziel der 
vorliegenden Arbeit ist, auch den Rest der oben skizzierten Theorie adjungierter 
Extremalflächen auf den E 4 bzw. En zu übertragen. Dazu gehört die Relativ­
geometrie solcher Flächen, das Entsprechen von Kurvenscharen, dann aber 
auch ein Satz von Blaschke [37], von dem sich wenigstens ein Teil übertragen 
läßt, nämlich daß die Gaußsche Krümmung der Figuratrix positiv ist, wenn 
für das Variationsproblem ein Analogon der Legendreschen Bedingung er­
füllt ist. 
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Als Rechenmethode verwende ich die Grassmannsche Ausdehnungs­
lehre [5]. Ich bevorzuge im Gegensatz zu der meist benutzten Schreibweise 
der Tensorrechnung eine vielleicht ältere, die mehr der Vektorrechnung an­
geglichen ist, weil mir scheint, daß sich dabei das Vektorprodukt, das in 
dieser Arbeit viel benutzt wird, einfach und verhältnismäßig anschaulich 
handhaben läßt. Die für unseren Zweck nötigen Definitionen und Rechen­
regeln stelle ich im 1. Kapitel zusammen. Ich halte mich dabei an den En­
zyklopädie-Artikel von Lotze [6]. Erreicht wird, daß sich die Entwicklungen 
von Koschmieder formal ähnlich denen von Berwald schreiben lassen und 
zugleich allgemein für Flächen des En gelten. (Warum eine Verallgemeinerung 
auf mehr als zweidimensionale Flächen nicht ohne weiteres möglich ist, sagt 
Fußnote 7, S. 429.) 

Um Beziehungen zwischen Kurvenscharen auf I und i zu ermitteln, 
muß man zunächst geeignete Kurvenscharen festlegen. Asymptotenlinien 
können im E a dadurch definiert werden, daß ihre Schmiegebene jeweils mit 
der Tangentenebene der Fläche zusammenfällt. Wörtliche Übertragung 
dieser Definition auf Flächen des En liefert Kurven, die ich Haupttangenten·· 
kurven nenne (da der Ausdruck Asymptotenlinien im Anschluß an Komme­
rell [18, 19] in anderem Sinne gebraucht wird), die aber nicht auf allen Flächen 
existieren, sondern nur auf solchen, die einer bestimmten Differentialgleichung 
genügen (vgl. Lane [33], § 27, S.124ff.). Zwei Scharen von Haupttangenten­
kurven existieren sogar nur auf Flächen, die auf Flächen des E3 längentreu 
abbildbar sind. Ob es möglich ist, Variationsprobleme zu finden und zu 
kennzeichnen, auf deren Extremalflächen Haupttangentenkurven existieren, 
ist eine offene Frage. 

KrümmfJ,ngslinien können auf Flächen des Es dadurch definiert werden, 
daß längs ihnen die Normalen Torsen bilden. Eine Fläche des En besitzt in 
jedem Punkte eine (n - 2)-dimensionale Normalebene (kurz: Normal-En _ 2 ). 

Eine einparametrige Schar solcher En - 2 wird man eine Torse nennen, wenn 
die Tangenten-En _ 1 an die erzeugte H yperßäche längs jeder erzeugenden 
En - 2 konstante Stellung hat. Man kann dann feststellen, daß die so definierten 
Torsen auf die En - 1 abwickelbar sind. 

Die Normal-En _ 2 ist gegeben durch einen (n - 2)-Vektor <f*, das ist 
eine Größe (n - 2)-ter Stufe im Grassmannschen Sinne. Man erhält den 
Satz: Den Kurven von I, längs denen die <f* Torsen bilden, also den <f*­
Krümmungslinien von I, entsprechen die Haupttangentenkurven von x; nur 
gibt es diese Kurven nicht immer. 

Bei der Aufstellung der Gleichungen für <f*-Krümmungslinien gelangt 
man fast von selbst dazu, Kurven zu betrachten, die nur einen Teil dieser 
Gleichungen erfüllen, deren geometrische Bedeutung dann die folgende ist: 
In jedem Flächenpunkt greife man innerhalb der E" _ 2 <f* einen Vektor e 
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heraus; er möge genügend oft differenzierbar vom Flächenpunkt abhängen -
wie ich überhaupt die nötigen Differenzierbarkeitseigenschaften stets vor­
aussetze. Als c-Krümmungslinien bezeichne man solche Kurven, längs 
denen die von c gebildete Regelfläche auf eine Fläche des En -1 abwickelbar 
ist. Diesen Kurven entsprechen dann auf der adjungierten Fläche solche, 
deren Schmiegebene zwar nicht in der jeweiligen Tangentenebene liegt, aber 
in einem En -1, der die Tangentenebene enthält. Die Schmiegebene unter­
liegt also einer Beschränkung, aber nicht einer so scharfen, wie sie für die oben 
definierten Haupttangentenkurven galt. Sie ist vielmehr so schwach, daß 
sie eine quadratische Gleichung für die Richtungen in einem Punkte darstellt, 
so daß also im allgemeinen zwei solche Kurven durch jeden Flächenpunkt 
gehen; und sie geht im Falle n = 3 in die Bedingung für Asymptotenlinien 
über. 

Die hier angedeuteten Begriffsbildungen der (gewöhnlichen) Flächen­
theorie im En sind im 2. Kapitel ausgeführt (Literatur hierzu [III.]), die der 
Relativgeometrie im Zusammenhang mit dem Variationsproblem im 3. Ka­
pitel. Den Schluß bildet das obengenannte Analogon eines Satzes von 
Blaschke. 

1. Kapitel. 

Das Rechnen mit Graßmannschen Größen. 
In diesem Kapitel werden die Grundgesetze des Rechnens mit "exten­

siven Größen", soweit sie im folgenden gebraucht werden, im Anschluß an 
den Enzyklopädie-Artikel von Lotze [6] kurz zusammengestellt. Weitere 
Literatur s. unter [II.]. 

Ein Vektor 0 des n-dimensionalen Euklidischen Raumes E n ist definiert 
mittels eines Systems von n orthogonalen Einheitsvektoren (Grundvektoren) 

n 
Cl, •.• , Cn : 0 = I a. c •. Bei Einführung neuer orthogonaler Grundvektoren 

1'=1 

transformieren sich die a" kontragredient. Addition von Vektoren und Multi-
plikation mit Skalaren werden in bekannter Weise erklärt. 

Das äußere Produkt oder Vektorprodukt (x) von r ~ n Vektoren ergibt 
eine "Größe r-tel' Stufe"; es wird definiert 

1. durch die Forderung der Gültigkeit des assoziativen und des distri­
butiven Gesetzes; 

2. durch Einführung der Produkte der Einheitsvektoren als Einheits-
größen r-ter Stufe: r 

e~)l X .•• X etJT = (f~)l'" ~r 

mit der Vertauschungsregel e~ xc" = - c"x c~. 
Dann wird 

r r 

'll = (01 X . " X or) = I: A~l'" ~r ~Vl'" ~r' 
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Zu summieren ist über die verschiedenen Kombinationen der Zahlen 1, __ ., n 
zu Je r. 

r 

Derartige Größen III = .E A" (f heißen "Größen r-ter Stufe" 
" L ••• .• ,lr !!l· .. ()r 

oder "r-Vektoren", A:" ... :Jr ihre Komponenten; diese bilden einen schief-
symmetrischen Tensor roter Stufe. 

Ich bezeichne r-Vektoren durch große deutsche Buchstaben, wenn 
r > 1, durch kleine, wenn r = l. Die Stufenzahl wird, wenn nötig, durch 
einen darübergesetzten Zeiger angegeben oder mit (J (Ill) bezeichnet. Latei­
nische Buchstaben bezeichnen Skalare. 

Ein r-Vektor heißt einfach, wenn er (wie im obigen Falle) sich als Vektor­
produkt von r I-Vektoren darstellen läßt. In diesem Falle sind die AQ1 ••• ~r 

die Determinanten der aus den Komponenten der 0" gebildeten Matrix. 
Kriterien für die Einfachheit sind ([6], S. 1448): Jeder I-Vektor ist einfach; 

2 

daraus folgt später die Einfachheit jedes (n - I)-Vektors. Ein 2-Vektor III 
2 2 

ist einfach, wenn mx III = 0 ist. Die Kriterien für die Einfachheit eines 
r-Vektors (r > 2) sind verwickelter, werden auch in dieser Arbeit nicht be­
nötigt. 

Geometrisch bedeutet ein einfacher r-Vektor das Gebiet, das von seinen 
r I-Vektoren aufgespannt wird, d. h. er gibt die Stellung eines Er an, dem 
noch eine Zahl, nämlich der Inhalt des von den Vektoren aufgespannten 
orientierten Parallelflachs zugeordnet wird. 

Es gelten die Gesetze, daß ein Produkt aus I-Vektoren verschwindet, 
wenn zwei Faktoren parallele Vektoren sind oder - allgemeiner - ein Faktor 
von den übrigen linear abhängig ist. Aus diesem Grunde würde ein Produkt 
von mehr als n I-Vektoren stets verschwinden. Grassmann wählt den Aus­
weg, daß er ein solches Produkt anders definiert. Der Weg dazu führt über 
den Begriff der Ergänzung. Geometrisch ist die Ergänzung eines einfachen 
r-Vektors ein dazu orthogonaler einfacher (n - r)-Vektor. Allgemein wird 
die Ergänzung (ich bezeichne sie durch *) so eingeführt: 

T T, 

(Ill + jß)* = Ill* + jß*; (a Ill)* = a ·Ill*. 

Dann braucht nur noch für die Einheiten (f* definiert zu werden: Ist 

T 

80 ist 
(f = e~l X • •• X e~r' 

(f* = ± e X ... xe" ' 
'.!r +- 1 'on 

wobei das Vorzeichen so zu wählen ist, daß (fx(f* = + (elx ... xen ) ist 
Dann ist 

r 
(_ 1)' (n T) 1J1. 
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Nunmehr wird das "regressive Produkt" ~ zweier Einheiten erklärt durch 
pR q 

(<f X tJ)* = <f* X IJ* (für p + q > n, also (n - p) + (n - q) < n), 

das regressive Produkt beliebiger r-Vektoren durch das distributive Gesetz. 
Bei einfachen Vektoren stellt das regressive Produkt das den beiden Vektoren 
gemeinsame Gebiet dar. Das R in der Bezeichnung kann fortgelassen werden, 
da die Art des Produkts aus der Stufenzahl der Faktoren abgelesen werden 
kann. Produkte aus mehreren Faktoren können "rein" oder "gemischt" 
sein, je nachdem nur die eine oder beide Arten der Multiplikation auftreten. 
Nur für reine Produkte gilt das assoziative Gesetz. 

Rechenregeln. 
a) (~hx ... X~m)* = ~tx .,. x~: ([6], S.I443, (4»). 
b) Zerlegungsformel ([6], S.1445): "Es sei ~ eine einfache Größe 

rn-ter Stufe, aufgebaut aus den Faktoren bI , b2 , ... , bm • G:I , cr:2 , .•• seien 
deren multiplikative Kombinationen zur r-ten Klasse (r < m), sowie :D I , :D2, ... 

diejenigen aus den jeweils noch übrigen bi und in solcher Reihenfolge, daß 
stets cr:kX:Dk = + ~, dann ist allgemein 

R 
(Z) (~x~) = .l'(~X:Dk)*·cr:k 

k 

für jede Größe ~ der Stufe n + r - m". - (~x :D k )* ist ein Skalar. 
Zur Erläuterung dieser Formel möchte ich einen bekannten Sonderfall 

angeben: Das Vektorprodukt zweier Vektorprodukte im Es. Unter dem 
Vektorprodukt der Vektoren a, b versteht man dort gewöhnlich den zu a 
und b senkrechten Vektor geeigneter Länge, das ist in unserer Bezeichnungs­
weise die Ergänzung. Wir wollen also berechnen 

(axb)*x (cXb)*)*; 

das ist nach der Definition des regressiven Produkts 
R 

= (axb)x(cXb) 
und somit nach (Z) 

= (axbXb)*c - (aXbx c)* b; 

(axbx c) ist aber di~ aus diesen drei Vektoren gebildete Determinante. 
Als Skalarprodukt oder inneres Produkt sei definiert 

a b 
(S) ~. ~ = (~x~*)* 

(statt ~x ~* bei Lotze, damit das Skalarprodukt zweier gleich stufiger Vek­
toren nicht ein n-Vektor, sondern ein Skalar wird). 

Zwischen ~~ und ~~ besteht mit einem Vorzeichen, das von der Stufen­
zahl abhängt, die Beziehung ~ ~ = ± (~~)*; nur für gleichstufige Vektoren 
ist ~~ = ~~. 
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EI; ist a (m~) = a (~) - a (~{), wenn a (~) ~ a (m), 

= n - a (m) + a (m), wenn a (m) < a (m) ist_ 

Skalarprodukte schreibe ich, wenn möglich, in solcher Reihenfolge, daß 
der erste Fall vorliegt_ In diesem Falle ist das Skalarprodukt nichts anderes 
als die gleichläufige a (m)-fache Überschiebung_ Ich zeige das hier, um die 
Schreibweise zu vereinfachen, für den Fall a (SU) = 2, a (~) = 3, also 

2 3 
m = I A ik <fik> ~ = I B zmn <f1mn-

Dann ist 
m·m = I AikBlm,,(<fikX<ftmn)*. 

Nun ist <fikx<ftmn = 0, wenn unter den Zeigern l, m, n nicht die Werte i, k 
vorkommen. Ich denke mir die Zeiger der B schon so geordnet, daß die i, k 
an erster Stelle stehen. Dann ist also 

m~ = I Ai!.: B ikn (<fikX<ftkn)* = I Ai/,; Bi/cn en . 

R 
Denn es ist (<fi/,X<ftkn) = <ftkX<fikn und das ist nach (Z) 

= (<ftkX <f i k)* . 1:'" = l'n-

Formeln für späteren Gebrauch: 

a) Sei a (~) = b < c = a ({1:); dann ist 
(8 1) (~. (1:)* = (m X (1:*)** = (- l)<n - c+ b) (c- b) (m x (1:*). 

b) Ist a (~{) + a (~) ~ a ({1:), so ist 

('Hx m) . {1: = (mx m X (1:*)* 

(die Beschränkung der Stufenzahl ist notwendig, damit hier das assoziative 
Gesetz angewandt werden darf) 

= (- l)(n-cH)(c-b)('Hx(m·{1:)*)*, 
(82) ('Hxm)·{1: = (- 1)(n-cH)(c- bJ 'H·(m·{1:). 

2. Kapitel. 

Aus der Geometrie des E n • 

I. Torsen 3). 

§l. 

Definition und Bedingungsgleichungen. 
'D (s) = (lh (S)X1J2 (s)x ... X1)r (8») 

sei eine einparametrige Schar einfacher r-Vektoren, r ~ n - 2. Längs einer 
Kurve I (s) aufgereiht erzeugen sie eine (r + 1)-dimensionale Mannigfaltig­
keit, die r-Regelfläche genannt werde: 

r 

3 (s, v,,) = I (s) + 1: V,,' 1)" (8). 
" ~=l" " 

3) Mit aus Er aufgebauten Mannigfaltigkeiten und ihren Abwickelbarkeits­
eigenschaften beschäftigen sich Segre, Bompiani, Terracini [25-31), siehe auch 
Brauner [24]. 
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Sie heiße r-Torse, wenn ihre Tangenten-Er+ 1 längs einer Erzeugenden Er 
fest sind. Die Stellung der Tangenten-Er + 1 ist gegeben durch (' bedeutet 
Ableitung nach 8): 

(1) 

Für vI,! = 0 (e = 1, ... , r), d. h. für die Punkte der Kurve X (8) selbst, ist 

2 = x'xlJ). 

Wenn x' X IJ) "\= 0 ist, so muß, damit die Stellung von 2 unabhängig von v" 
ist, jedes l)~, X IJ) dieselbe Er + 1 bestimmen, d. h. es muß l); in der von x' und ID 
aufgespannten Er + 1 liegen, also 

(Tl) x'Xt);,XID = 0 sein für e = 1, ... , r. 

Ist x' X IJ) = 0, so ist in den Punkten der Kurve x (8) die Tangenten-Er+1 
nicht bestimmt. Damit 2 dann von v:' unabhängig ist, muß für alle (l, (j' 

(T2) t)~xt)~xlJ) = 0 
sem. 

§ 2. 

Gratlinien 4). 

Als Gratlinien der Torse Fr+l seien diejenigen Kurven 
r 

X (8) = X (8) + 1: VI) (s) t),,(8) 
0=1' , 

bezeichnet, für die x' X ID = 0 ist. ' 
Es ist 

-, - '+ '\' , + '\' v' X - X ~ V~ t)~ ~ ~ t):" 

x'xID = x'xlJ) + 1:v~ (t);XIJ)). 

Nun sind nach (T 1), (T 2) die (r + l)-Vektoren x'xID und t);xlJ) Vielfache 
desselben (r + l)-Vektors 2, also etwa 

x'xID = X· 2, t);xlJ) = y~' 2, 

wobei x, y" Zahlen (Funktionen von s) sind. Also wird unsere Bedingungs­
gleichung , 

r 
x+ 1: v"yo = O. 

('=1 ..... 

Es besteht also eine lineare Gleichung für die r Größen v"' d. h. es gibt im 
allgemeinen eine (r - l)-parametrige Schar von Gratlinie~. 

4) Die Ergebnisse der § 2 und 3 werden im folgenden nicht benutzt. 
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§ 3. 

Mit einer Kurve verbundene Torsen. 
Längs einer Kurve des E 3 bilden bekanntlich die Tangenten, aber nicht 

die Hauptnormalen oder die Binormalen Torsen. In Verallgemeinerung 
hiervon fragen wir, welche von den mit einer Kurve des En in entsprechender 
Weise verbundenen r-Regelflächen Torsen sind. 

Das mit der Kurve x (s) verbundene orthogonale n-Bein bestehe aus den 
Vektoren ~I = x', ';2, ... , ';n; s sei die Bogenlänge, Xi die Krümmungen, 
so daß mit Uo = Xn = 0 die Frenetschen Formeln die Gestalt haben 5) 

,;; = - Xi-I ';i-I + Xi ';i+I' 

Dabei kann vorausgesetzt werden, daß von den ersten rn Krümmungen 
keine, aber alle übrigen identisch verschwinden (rn ~ n - 1). In diesem 
Falle liegt die Kurve in einem Em + 1. Auf diesen können wir unsere Über­
legungen beschränken, d. h. wir können einfach von vornherein alle Xl, ... , 

Xn _ 1 als =1= 0 annehmen. 
Betrachten wir zunächst den Fall r = 1, also 'D = ';i; dann wird aus (T 1) 

';IX';~X~i = - Xi-d';IX';i-IX';i)+Xi(';IX';i+1 X';i) = O. 

Damit das der Fall ist, muß wegen unserer Voraussetzungen über die X 

,; 1 X ,; i-I X ,; i = 0 und ,; 1 X ,; i + 1 X ,; i - 0 

sein; und das ist dann und nur dann erfüllt, wenn i = 1 ist. Von den Vektoren 
des eine Kurve begleitenden n-Beins erzeugen nur d1'e Tangenten eine Torse 
(vgI. Forsyth [14J). 

Sei allgemein 

'D = ';il X';i,X ... X';i,.; i l < 1'2 < _ .. <ir; r ~ n - 2. 
(T 1) liefert 

und dazu muß 

und 

sein. 
Aus diesen Gleichungen folgt 

entweder i l = 1, und dann sind alle diese Gleichungen in der Tat erfüllt; 

oder aus der zweiten i? + 1 = i Q + 1 

und dann aus der ersten für (! = 1: i l = 2, also i Q = (! + 1, 
und dann aus der zweiten für (! = r: ';1 X ';1'+2X ~2X ... X ';1'+1 _ 0; 
diese Gleichung ist aber falsch. 

5) Vgl. z. B. Duschek-Mayer, Differentialgeometrie H, S.74. 
Mathematische Zeitschrift. 46_ 27 
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Also bleibt nur die Möglichkeit i 1 = 1. In diesem Falle ist (T 2) zu 
prüfen. Daraus ergeben sich zunächst die Gleichungen: 

(e ~ 2), 
d. h. 

Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt ie + 1 = ie + l' aus der ersten 
für e = 2: i 2 = 2 oder i 2 = 3, also i p = e oder ie = e + 1. Der zweite 
Fall ergibt für e = r aus der zweiten Gleichung die falsche Gleichung: 

';2X';r+2X';1X';3X '" X';r+1- 0, 

also bleibt nur der Fall ie = e: Eine Torse kann höchstens dann vorliegen, 
wenn ID = ';1 X ';2 X ... X';r ist. Dann liegt auch eine Torse vor; denn 
(T 1) ist erfüllt, weil x' = ';1 ist, und (T 2) ist erfüllt, weil in 

';~X';~ X ';1 X ... X ~r 

entweder i oder k < r ist, etwa i, und weil dann ~i-1 und ~i+1 unter ~1, "',';r 
vorkommt. 

Das Ergebnis ist: Längs einer Kurve des En bilden jeweils die ersten 
r Vektoren (r ~ n - 2) des n-Beins eine Torse und nur diese. 

11. Flächen im E n • 

§ 4. 

Grundgrößen und Ableitungsgleichungen. 

Eine rn-dimensionale Mannigfaltigkeit des En : x (ul, ... , um), sei als 
m-Fläche Fr;:: bezeichnet. Wir werden es später meist mit 2-Flächen zu tun 
haben, die wir einfach Flächen nennen. Die Normal-En _ m der Fläche x 
werde aufgespannt von den orthogonalen Einheitsvektoren ~J.' A = 1, 2, ... , 
n - m. Im folgenden laufen lateinische Zeiger von 1 bis m, griechische von 
1 bis n - m. Bezeichnet man 

so ist 

Wir definieren gk I durch 

g.' k gk I = (j; = I 1 für i = 1 
I ° für i =j= I und setzen 

i. t 
Cik = Xikr;;;" 

Über gleiche Zeiger ist zu summieren. 
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(A 1) 

(A 2) 

Die Ableitungsgleichungen nehmen die Gestalt an: 

UA 
- Xi 

Die Integrierbarkeitsbedingungen erhält man auf folgendem Wege 
(Zeiger hinter einem Komma bedeuten Ableitung nach dem betreffenden 
Parameter): Es ist 

Iik 1 = Xr (Tt':c r;;'l + rtk, 1 - C:k c;' 1') 
I: ( A "OA rm A ) 

+ '>i. Cik,l + Cik X 7 + ikCml, 

und man erhält somit aus der Forderung Xi/cl - X ille = 0: 

(J r r rr + l~mrr rmrr i. Ar i. Ar 1) ik,l- il,k ik ml- il mk = CikCt -CUCk 

und 
J J.. ). IJ n J.. '1 () 1. rm i. rm i. 
(2) Cik,l- CiI,k + Ch X ! - CllX); + Ik CmZ- il Gmk = O. 

Es ist 
• _ ( Ar + ;.z r T .. i. ,u ,U 1") I: (~). ,ll I ~ I. ~I ~).(( i.t u) 
~l,ik - - Xr Ci,k Ci lk + Xi Ck + '>U Xi,k T Xi Xk - Ci Clk· 

Aus ~i, i k - ~)., k i = 0 ergibt sich somit 

und 

J Ar I.r llrr i.lrr I.U IIT i.tl ur 
(4) Ci, k - Ck, i + Ci I k - Ck li + Xi Ck - XI; Ci = O. 

Diese letzte Gleichung folgt aber auf dem üblichen Wege aml (.J 2). Es ist 
nämlich 

und 

so wird aus (.J 2) 

Ar Ar Ar () Ar ( ) 
Ck,tgri-CI,kgri+Ck gril-CI grik 

, IJ r I} J. tJ r 0 I. r Ä m r i. m -t- Clc Xl gri - Ci XI, gri + ikm Cl - ilm Ck = O. 

Der Faktor von c~ T ist rr 1 i + r i I r - r i lr = rr li, der Faktor von c: r ebenso 
rrki' Überschieben der Gleichung mit gim ergibt (J 4). 

§ 5. 

Asymptotenlinien. 

Im E 4 hat Kommerell [18] jedem Flächenpunkt eine "Charakteristik" 
zugeordnet, nämlich die Kurve in der Normalebene, die durch Schnitt mit 
allen benachbarten Normalebenen entsteht. Jeder Fortschreitungsrichtung 
in einem Punkt auf der Fläche entspricht somit ein Punkt der Charakteristik. 

27* 
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Sie ist eine Kurve zweiter Ordnung. Die ihren unendlich fernen Punkten 
entsprechenden Richtungen der Fläche heißen Asymptotenrichtungen, die 
aus ihnen gebildeten Kurven Asymptotenlinien. Ihre Differentialgleichung 
ist nach KommereIl 

hikiti,itk = (IIXI2XIliXI2k)itiitk = O. 

(. bedeutet Ableitung nach einem Kurvenparameter.) 
Bei 2-Flächen im En läßt sich diese Gleichung formal auch aufstellen, 

nur steht dann links nicht mehr ein Skalar (genauer: n-Vektor), sondern 

ein 4-Vektor, dessen (: ) Komponenten verschwinden sollen, so daß die hier-

durch bestimmten Richtungen (:) Gleichungen zu genügen hätten. Wir 

stellen die Frage nach ihrer Erfüllbarkeit in der Form: Lassen sich die Para­
meterkurven so bestimmen, daß 

~1l = (IIXI2XIllXI21) = 0 und ~22 = (IIXI2XI12XI22) = 0 

wird? Wir fragen also zunächst, wann es auf einer Fläche zwei Scharen von 
Asymptotenlinien gibt. 

Diese Gleichungen sind erfüllt, wenn sich die Parameterkurven so wählen 
lassen, daß auf der ganzen Fläche die Differentialgleichung 

IIXI2XI12 = 0 

erfüllt ist. Solche Kurvensysteme nennt man "Netze (konjugierter Kurven)" 
(Eisenhart [32J, Lane [33J, Guichard [34]). Nicht auf allen Flächen des E n 

gibt es Netze ([32J, S.7). 
Wenn sich andererseits die Parameterkurven so wählen lassen, daß 

~11 = ~2 2 = 0 und dabei II X I2 X I12 =1= 0 ist, so wähle ich die N ormal­
komponente von Il2 als Richtung von ~l, d. h. ich setze 

m . ~1 = 112 - ri2 I z' 

Dann werden für A =1= 1 alle c~ k = 0 und die Integrierbarkeitsbedingungen 
vereinfachen sich in folgender Weise: (J 1) geht in das Theorema egregium 
über, (J 2) für A = 1 in 

1 I rm 1 r m I 0 
Ci k, Z - Ci I, k + i k Cm I-i I Cm k = , 

das sind die Mainardi-Codazzischen Gleichungen. D. h.: Die gilc und cL 
erfüllen die für die Fundamentalgrößen einer Fläche im E 3 kennzeichnenden 
Bedingungen. Also gibt es eine Fläche im E 3 mit denselben gi/.; wie unsere 
gegebene Fläche: Unsere Fläche ist auf eine Fläche des E 3 abwickelbar. 
(In diesem Sinne wird der Ausdruck "abwickelbar" im folgenden stets ver­
wendet.) 

Wenn sich ~ I so wählen läßt, daß für }. =1= 1 alle c~ k = 0 sind, so iRt 
das von der Wahl der Parameterkurven unabhängig: denn darin kommt die 
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geometrische Tatsache zum Ausdruck, daß in jedem Flächenpunkt die fünf 
Vektoren Xl, X2, XII, X12, X2 2 und damit auch alle Vektoren X, d. h. die Schmieg­
ebenen an alle Flächenkurven in diesem Punkte einem und demselben E3 

angehören. 
Trägt man nun Xi k = c~ k ~i. + Ti k Xl in ~i k ein, so erhält man 

I c~ i> er i I 
~ik =c i .. '(XIXX2X~lX~/A) 

i C;k> C2k 

und daraus sieht man: Wenn sich ~l so wählen läßt, daß für A =\= 1 alle 
'c~ k = 0 sind, so sind alle ~i k = 0, und zwar unabhängig von der Parameter­
wahl, d. h. alle Kurven der Fläche sind Asymptotenlinien. 

Unser Ergebnis ist: Wenn es auf einer Fläche des En zwei Scharen von 
Asymptotenlim:en gibt, so bilden diese entweder ein Netz konJ'ugierter Kurven 
oder die Fläche ist auf eine Fläche des E 3 abwickelbar und in diesem Falle sind 
alle Kurven der Fläche Asymptotenlinien. Umgekehrt sind die Kurven eines 
Netzes Asymptotenlinien. 

~Wir fragen nun, wann es auf einer Fläche eine Schar von Asymptoten­
linien gibt. Dazu ist offenbar notwendig und hinreichend, daß 1. bei beliebiger 
Parameterwahl die Fläche einer Differentialgleichung der Form 

(L) 

genügt, und daß sich 2. eine Parametertransformation 

ul = U (ul, u2 ), ü2 = V (ul, u 2 ) 

angeben läßt, die (L) in eine Gleichung derselben Form mit den Koeffizienten 
A, B, C, D, E mit 0 = 0 überführt. 

Nun gibt es bei Flächen, die einer Gleichung (L) genügen, zwei Fälle: 
Entweder es ist (in einem Flächenpunkt und damit aus Stetigkeitsgründen 

In einer gewissen Umgebung) 
AC - B2 =\= 0; 

dann gibt es zwei Scharen konjugierter Kurven. 
Oder es ist A C - B2 = O. Schließen wir die Fälle aus, wo diese Gleichung 

in einem isolierten Punkte oder längs einer Kurve gilt, dann läßt sich durch 
eine Parametertransformation sogar 

C=B=O 
erreichen. so daß es eme Kurvenschar gibt, für die 

(Ht) 

ist. Diesen Gedankengang sowie den Beweis findet man z. B. bei Eisen­
hart [32], auch bei Lane [33J, und schon bei Darboux, Theorie des Surfaces, 
Bd. I, 1887, § 106. 
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Wenn die Gleichung (Ht) besteht, haben die Kurven u2 = const die 
Eigenschaft, daß ihre Schmiegebene mit der Tangentenebene der Fläche 
zusammenfällt. Wir nennen diese Kurven "Haupttangentenkurven". Jede 
Haupttangentenkurve ist Asymptotenlinie, aber nicht umgekehrt. 

Wenn es nur eine Schar von Asymptotenlinien gibt, so sind diese Kurven 
Haupttangentenkurven. Notwendig und hinreichend dafür, daß es eine Schar 
von Haupttangentenkurven gibt, ist, daß die Fläche einer Differentialgleichung (L) 
mit AC - B2 = 0 genügt. 

§ 6. 

Haupttangentenkurven. 

Wenn es zweI Scharen von Haupttangentenkurven gibt, so bestehen, 
da diese Asymptotenlinien sind, die bei den Möglichkeiten: Entweder die 
Fläche ist auf eine Fläche des E 3 ab wickel bar oder die Kurven bilden ein 
Netz. Im zweiten Falle würden die Parameterkurven als Haupttangenten­
kurven den Gleichungen genügen: 

XIXX2XXll = 0 und XIXX2XX22 = 0 

und als Kurven emes Netzes der Gleichung: 

XIXX2XXl2 = 0; 

d. h. aber: Die Fläche ist eine Ebene. 
Zwei Scharen von Haupttangentenkurven gibt es also höchstens auf solchen 

Flächen, die auf Flächen des E 3 abwickelbar sind. 
Genügt diese Abwickelbarkeitseigenschaft, um wenigstens die Existenz 

einer Schar von Haupttangentenkurven sicherzustellen? Wir untersuchen 
hierzu den Zusammenhang zwischen dem Bestehen einer Gleichung (L) und 
Abwickelbarkeitseigenschaften. 

Das Bestehen einer Gleichung (L) bedeutet, daß Xl, X2, XII, X12, X22 alle 
in einem E 4 liegen, d. h. daß sich ~l' ~2 so wählen lassen, daß für ). > 2 alle 
c: k = 0 sind. Man kann fragen, ob sich dann die Fläche auf eine Fläche des 
E 4 abwickeln läßt. Das ist im allgemeinen nicht der Fall; denn es gehen 
zwar, wie man sich ohne weiteres überzeugt, die Gleichungen (J 1), (J 2) 
in diejenigen für eine Fläche des E 4 über, aus (J 3) ergibt sich jedoch die 
zusätzliche Bedingung 

n-2 le Q~ le e2 E Xi X k - - Xk Xi O. 
Q=3 

Wir suchen nun solcheAbwicklungsprobleme, bei denen keine Bedingungen 
für die X auftreten. Ein solches ist nur das Problem der Abwicklung einer 
m-dimensionalen Fläche des E" auf eine F~: cl; denn unter den Grundgrößen 
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einer F::! + 1 treten keine " auf- Die notwendigen und hinreichenden Be­
dingungen der Abwickelbarkeit sind aus (J 1, 2) abzulesen_ Hinreichend 
ist die schon mehrfach herangezogene Bedingung, daß sich die ~l so wählen 
lassen, daß für A =!= 1 alle c: k = 0 werden. Dann nehmen die Ableitungs­
gleichungen (A 1) die Form an 

(A I') 

Durch Eliminieren von ~1 entstehen daraus m ('Ir~ + 1) - 1 Gleichungen der 

Form 
m(m+ 1) 

M = 1,2, ... , 2 - 1. 

Wenn umgekehrt m (1~ + 1) - 1 derartige Gleichungen bestehen, so kann man 

aus ihnen durch Elimination eine Gleichung der Form 

aIll + bI12 = CII I 

erhalten, allgemein das Gleichungssystem in die Form 

a(i k) Iu + bUk) Iik = C!ik) I l 

bringen; dabei ist über i, k nicht zu summieren, und ik durchläuft alle Wert­
paare aus den Zahlen 1, ... , m außer 11. Setzt man dann 

I: _ I 11 
~1--~, 

VIll I11 

so nehmen die Ableitungsgleichungen die Gestalt (A I') an. Also: 
Notwendig nnd hinreichend dafür, daß dnrch geeignete Wahl der ~. die C~k 

tür A =!= 1 zu N nll gemacht werden können, ist das Bestehen von m (n~ + 1) - 1 

Gleichungen (LM ). 

Im Falle m = 2 sind das zwei Gleichungen, die man auf folgende Form 
bringen kann: 

1 1 I 
C12 Iu - C11 I12 = C11 I l 

1 1 Cl 
-C22I12+C12I22 = 22 I I' 

Genügt das Bestehen zweier solcher Gleichungen, um die Existenz einer 
Schal' oder zweier Scharen von Haupttangentenkurven sicherzustellen? 
Dazu ist natürlich nach wie vor notwendig, daß eine bzw. zwei solche Glei­
chungen mit AC - B2 = 0 bestehen. Solche kann man sich nun durch 
Linearkombination der beiden obigen verschaffen 6). 

Man setze 

6) Diesen Hinweis verdanke ich Herrn G. Bol. 
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usw., also Im obigen Falle 
- 1 A = p. C12, 

2 B = -- p. ci 1 - q. C~2' 

c= 
und bestimme p, q so, daß 

AC-B2=O 
wird. Man erhält dafür die Gleichung 

p2 (Ci1)2 + 2 P q (ci 1 . C~2 - 2 (Ci2)2) + q2 (C~z)2 = 0; 

ihre Diskriminante ist 
4 (ci 2)2 [ci 1· C~2 - (CL)2], 

das ist bis auf einen positiven Faktor die Gaußsche Krümmung der Fi, 
auf die die gegebene Fläche abgewickelt wurde. Man sieht nun leicht ein,. 
daß eine reelle Lösung p, q reelle Haupttangentenkurven bedeutet. Also gilt: 

Notwendig und hinreichend dafür, daß es auf einer Fläche F;, zwei 
Scharen von Haupttangentenkurven gibt, ist, daß sie zwei Gleichungen (L) 
genügt. Dann ist sie auf eine F~ abwickelbar; die Haupttangentenkurven 
sind reell, wenn deren Gaußsche Krümmung negativ ist, und fallen zusammen, 
wenn sie gleich Null ist. Den Haupttangentenkurven entsprechen die ge­
wöhnlichen Asymptotenlinien auf der Fr 

Die letzte Behauptung sieht man so ein: Wählt man auf der F~ die 
Haupttangentenkurven als Parameterkurven, so ist cl1 = Ci2 = 0, und 
das bedeutet gerade, daß auf der Fi die Asymptotenlinien Parameterkurven 
sind. 

Ich fasse noch einmal zusammen: Dafür daß es auf einer F;; eine Schar 
von Haupttangentenkurven gibt, ist das Bestehen einer Differentialgleichung (L) 
mit AC - B2 = ° notwendig und hinreichend. Für die Existenz von zwei 
Scharen von Haupttangentenkurven ist Abwickelbarkeit auf eine Fi notwendig, 
hinreichend ist, daß sich durch Wahl der Normalen c: k = ° für Je =j= 1 erreichen 
läßt. 

C. Segre [25J hat auf anderem Wege gezeigt, daß eine Fläche, die zwei 
Gleichungen (L) genügt, entweder in einem E 3 liegt oder in dem Sinne ab­
wickelbar ist, daß sie ein Kegel oder der Ort der Tangenten einer Kurve ist. 

§ 7. 

Abwickelbarkeit der Torseu. 
Da wir gerade bei Abwickelbarkeitsfragen stehen, wollen wir hier nach­

rechnen, daß die in § 1 eingeführten Tarsen T;' + 1 : 

r+1 
5 (s, V") = X (s) + L v" 1)" (s) 

.. ~) = 2 ... .. 
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für die noch die Beziehungen (T 1), (T 2) gelten, auf den E r + 1 abwickelbar 
sind_ Dazu ist notwendig und hinreichend, daß die für T~ + 1 berechneten 
Größen gik' e: k , "itA den Integrierbarkeitsbedingungen für den Er + 1 genügen. 
Diese Bedingungen sind in diesem Falle, daß die linken Seiten von (J 1), 
das sind die Komponenten des Riemannschen Krümmungstensors, ver­
schwinden_ 

Wir bezeichnen die Ableitung nach 8 mit dem Zeiger 1, die Ableitung 
nach va mit dem Zeiger (!, bei den 1) trennt ein Komma die Nummer des l) 

. a 1) 

von der Ableitungsmarke: 1)0 () =,,--~ . 
... 1 uV 

" 
Es ist für (!, a = 2, ... , r + 1: 0~" = 0, also e~ 0" = O. 

Ferner: Die Gleichungen (T 1), (T 2) besagen, daß ~1" = 1)0 1 in der 
Tangenten-Er + 1 an T~, + 1 liegen, d. h. . ., 

ci ~ = 0 für e > l. 

Wählt man nun weiter den Einheitsvektor der Normalkomponente von 
011 als ~1: 

~ _ :h 1 - rl1 Xl 

1 - V(311 - r I21 X2 )2' 

dann werden alle c~ k = 0 mit Ausnahme von eIl' Geht man mit diesen 
Werten in (J 1) ein, und zwar in die als gültig vorausgesetzte Bedingung (J 1) 
für die Fläche T~ + 1 als Fläche des En , so verschwinden die rechten Seiten, 
also auch die linken Seiten. Diese linken Seiten sind aber gerade die Größen, 
deren Verschwinden wir beweisen wollten. 

§ 8. 

Ä- Krümmungslinien. Weitere Kennzeichnungen der Asymptotenlinien 
und Haupttangentenkurven. 

1. Hat man ~l (ul, u2 ) einmal für die ganze Fläche festgelegt, so kann 
man für jedes Je }.-Krümmungsradien einführen durch 

, . i . k 
Xikl;lu U 

--g- ü i ük 
ik 

und kann in bekannter Weise die Extremwerte von Ri.: R l l' R;.2 bestimmen, 
sowie die Richtungen, die diesen Extremwerten entsprechen. Es gibt in 
jedem Punkt zwei reelle derartige Richtungen. Wählt man diese ?-Krüm­
mungslinien als Parameterkurven, so gelten die den Rodriguesschen ent­
sprechenden Formeln 

;i., i = 
1 i.u - R~- Xi + %i· ~u. 
A(i) 
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(Über i ist hier nicht zu summieren, was durch Einklammern dieses Zeigers 
angedeutet ist.) Diese Gleichungen besagen: Es ist 

ci 2 = 0, wenn ü2 = ° 11.-Krümmungslinie ist, und 

c~ 1 = 0, wenn ü1 = ° ).-Krümmungslinie ist. 

Umgekehrt folgt aus d 2 = 0, daß ü2 = ° II.-Krümmungslinie ist. Die Be­
weise sind die bekannten. Dagegen bilden die ~l im allgemeinen längs der 
II.-Krümmungslinien keine Torse, dazu ist vielmehr u:'" = ° erforderlich; 
denn die Forderung (T I) geht über in 

1: U:U(liX~I'X~A) = 0 

'" und die 3-Vektoren (liX ~",x ~)J sind linear unabhängig. 
2. Sind die Kurven u2 = const gleichzeitig für alle 11. II.-Krümmungs­

linien, so sind sie Asymptotenlinien. Denn aus 
Ä 2 l 12 ). 22 ° = Cl = C11 9 + C12 9 , 

° ,u2 I! 12 « 22 = Cl = C11 9 + C12 9 
folgt 

I i. l I 
Cl 1 , C12 = ° 

I C~ 1, C~ 2 I 

und aus der Darstellung von ßi dS. 421) folgt ßll = 0. Ebenso folgt ß2 2 = 0, 
wenn für alle 11. C~ 1 = ° ist. 

3. Auf dieselben Kurven führt die Frage, längs welcher Kurven die 
Normal-En _ 2 ~ = ~lX ~2X ... X ~n-2 Torsen bilden. (T I) liefert, damit 
die Kurven u2 = const derartige Kurven sind, die Bedingungen 

11X~l, 1X~lX ... X~n-2 = ci 2 (11XX2X~lX ... X~n-2) = 0, 
d. h. 

und zwar muß diese Gleichung gleichzeitig für alle 11. erfüllt sem; die ge­
suchten Kurven sind also die Asymptotenlinien. 

4. Die Frage, längs welcher Kurven die Tangentenebenen eine Torse 
bilden, führt ebenfalls auf die Asymtotenlinien. Für ~ = 11 X X2, u1 = s, 
u2 = const ergibt (T I) den Entartungsfall Xl X ~ = 0, (T 2) ergibt 

XllXX21 X11X12 = 0= ßll. 

5. Ich führe folgende Bezeichnungen ein: 
3 

(l:ik = Xi/.,X11X12 = Xih'X~ = ~X1ik' 
Dann ist 

ßll = (l:l1 XX21, ß22 = -(l:22 XX12. 

<1:11 = ° (bzw. (l:22 = 0) kennzeichnet die Kurven u2 = const (bzw. 
u1 = const) als Haupttangentenkurven. 
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6. Die Asymptotenlinien lassen sich ferner kennzeichnen als diejenigen 

Kurven, längs denen die 2-Vektoren ll3 = dd ~ (t ein Kurvenparameter) ein­

fache 2-Vektoren sind_ Es ist nämlich 

lßi = (Ili XI2) + (I1 XI2i), 
und daraus ergibt sich 

1ß1XIß1 = - 2511, 

1ß2XIP2 = - 2522, 

(1P1XIP2) + (1ß2XIP1) = - 2512 

(es ist 521 = I1XI2XI12XI21 = 0), so daß 

5i k iti it" = - t (lPi X IPk) iti itk 

ist_ 511 = ° bedeutet also, daß der 2-Vektor 1P1 einfach ist. 

§ 9. 

Bemerkungen über Relativ-Geometrie. 

Hier ließe sich eine Relativ-Geometrie von Flächen im En nach dem 
Vorbild von W. Süß [3] anschließen. Im E 3 geht man so vor, daß man das 
sphärische Bild einer Fläche, das ja auf die Fläche durch parallele Tangenten­
ebenen bezogen ist, durch eine (konvexe) Fläche e ersetzt, die man ebenfalls 
durch parallele Tangentenebenen auf die Fläche abbildet. 

Hier bieten sich zwei Wege der Verallgemeinerung: 
1. Die Gesamtheit der Normal-En _ 2: 9I = ~lX ... X ~n-2 bildet eine 

Fläche im E( n ). Für diese gilt 9I i xlP = 0, und das kann man als Verallge-
n-2 

meinerung des Falles 

n-2=1; 91=~; ~iXIP=O 

ansehen; hier im E 3 folgt die letzte Gleichung z. B. aus den Ableitungs­
gleichungen und bringt zum Ausdruck, daß jede Tangentenrichtung des 
sphärischen Bildes in die Tangentenebene des entsprechenden Flächen­
punktes fällt. - Man hat dann 9I zu ersetzen durch eine Eichfläche (f, die 
man so auf die Fläche I abgebildet denkt, daß (fi X IP = ° ist. Die Kurven 
der Fläche I, längs denen die (f Torsen bilden, wären dann als R-Krüm­
mungslinien zu bezeichnen usw. 

2. Man betrachtet die von einem ~l gebildete Fläche, (die auf der Einheits­
kugel des E n liegt). Die Abbildung der Fläche I auf die Fläche ~i. ist jedoch 
keine Abbildung durch parallele Tangentenebenen; es ist nicht ~l,ixlP = 0, 
sondern, wenn man die Bezeichnung9Il = ~lX .,. X~l-lX~l+lX", X~n-2 
einführt, 
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Mit dieser schwächeren Eigenschaft kann man sich begnügen. Man wird 
jetzt an die Stelle der Fläche ~}. eine Eichfläche e setzen und e so auf X abbilden, 
daß mit dem oben eingeführten in, 

CiXIl3X ini. = 0 

wird. Man kann dann wieder R-Krümmungslinien einführen usw. 
Beide Wege sollen verfolgt werden; Einzelheiten werden später 1m 

Zusammenhang mit dem Variationsproblem angegeben. 

3. Kapitel. 

Adjungierte Variationsprobleme 
und adjungierte Extremalflächen bei Doppelintegralen im E n • 

I. Einführung 
der adjungierten Extremalfläche und des adjungierten Variationsproblems 

(nach Berwald und Koschmieder). 

§l. 
Allgemeine Beziehungen. 

Wir betrachten nur solche Variationsprobleme, die nur von den ersten 
Ableitungen der gesuchten Funktionen abhängen, also die Gestalt haben: 

J'ft(O_Zl ~!...I o_~ OZ2 ~~1I-2)dxd 
• ,ox' oy'iJx'oy"'" oy; y. 

Der Übergang zur Parameterdarstellung liefert als Variationsintegral 

(V) Jf F (1l3) dul du2 . 

Die Komponenten von ll3 = XrXX2 bezeichnen wir mit Pi/" den 2-Vektor 

mit den Komponenten iJiJ;k mit F!\l' ebenso den Vektor, dessen Komponenten 

die Ableitungen von F nach den Komponenten von Xi sind, mit F Xi ' 

Aus der Forderung der Unabhängigkeit von der Parameterwahl folgen 
die Homogenitätsbeziehungen 

aB' 
PikaPik = Il3.F!\l = F. 

Die Eulerschen Differentialgleichungen sind 

(E) 
(l a 

ßUl (F~I) + ifii) (F~,) = o. 
Nun ist F X1 = x2 Fr;' FX2 = - Xl . F!\l' wie man am sichersten durch Auf­
schreiben der Komponenten nachrechnet. (E) geht somit über in: 

(E ') a,J 
ifli-dr~F!\l) = (JU"(xIF~). 
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Dies sind gerade die Integrabilitätsbedingungen für die Differentialgleichungen 

(X) Xi = Xi F'll7). 

Jeder Extremalfläche des Variationsproblems (V) ist also eine Fläche x "ad­
jungiert", die durch Quadraturen bestimmt werden kann. Sie wird sich als 
Extremalfläche des jetzt einzuführenden "adjungierten Variationsproblems" 
erweisen. Dieses erhalten wir auf folgendem Wege: Wir stellen zu (V) die 
Indikatrix- und die Figuratrixfläche her und fragen nach einem solchen 
Variationsproblem, für welches diese beiden Flächen ihre Rollen vertauschen. 

§ 2. 

Die Figuratrix. 

Die Indikatrix V ist bestimmt durch die Gleichung 

(Y) F(ID) = 1, 
1 

d. h. V = F \p. 

Die Figuratrix G: wird als polarreziprok zu V bezüglich der Einheitskugel 
definiert durch die Gleichungen 

(YE) ID G: = 1, (~i = ~~). a u' 
Daraus folgt: 

G: = F'll erfüllt diese Gleichungen; die letzte folgt z. B. daraus, daß 

a:i (F 'll) = (F;)'ll und F i homogen O-ter Ordnung in \p ist. Aber G: ist dadurch 

nicht eindeutig bestimmt. Ist z. B. 

V* = thX .. , Xt)n-2, 

so erfüllt z. B. auch 
n-2 

@=F'll+ 1: YidlJiXlJd 
'i, k= 1 

mit beliebigen Zahlen Yik die Gleichungen (YE). Wir wollen das dazu be­
nutzen, um G: noch die Bedingung aufzuerlegen, daß G: einfach sein soll. Die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist (s. S.413) G:x G: = O. 
Ferner wollen wir nachher Xi = Xi . G: setzen. Dazu muß G: noch die Gleichung 
erfüllen: 

7) Daran liegt es, daß sich die hier durchgeführte Theorie nicht auf m-dimen­
sionale (m > 2) Flächen ausdehnen läßt. Die Eulerschen Differentialgleichungen 
sind dann nicht mehr die entsprechenden Integrierbarkeitsbedingungen. 
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Die Gleichungen, denen (f genügen soll, sind also (YE), (fx(f = 0 und die 
eben angeschriebene. Wir wollen zeigen, daß sich (mindestens) ein solcher 
2-Vektor (f stets finden läßt. Dazu setzen wir an 

(f = F!Il + ij). 
Dann ergeben sich für ij) die Bedingungen 

1. (fj. ~ = 0 bzw. ij).'ß = 0 oder (fjx'ß* = O. 

2. (fj. ~)i = 0, das ist = ij). 'ß 'ooui (~) + (fj. 'ßi' ~ = 0, 

also 

3. 

'Wir zerlegen die 2-Vektoren in dem Koordinatensystem Xl' X2, ~1' ••• , ~n-2 

in Komponenten nach folgendem Schema 

F!Il = FO(X1XI2) + F1~(X1X~~) +F2~(X2X~e) +F~a(;~X~(J) 9). 

Es ist 
'ß = (X1 X X2), 'ß* = Vg (~lX ... X ~n-2)' 

'ßt = (Vg)d~lX", X~"-2) + fg(~l, jX ... ) + ... + V;] ( ... X ~n-2, j), 

Für die Komponenten von (fj ergibt sich aus 1. Go = 0, 3. ist am einfachsten 
erfüllt, wenn alle G 1 e = G 2 ~ = 0 gesetzt werden, und damit ist zugleich 
auch 2. erfüllt. Wir fragen, ob sich die allein noch übrigen G" a so bestimmen 
lassen, daß (f X (f = 0 wird. ' 

(f x (f = (Xl XX2 X ~QX~(J) (Eo E~a - E 1 ~ E 2 " + E 1a E 2V ) 

+ (X1X~~X~(JX~~) (E1~E,,~ -'- E1oE~,< + EhEQa) 

+ (X2 X ~Q X ~(J X ~~) (E2 ~ EG7; - E 2 oEQ~ + E2~ E~a) 
+ (~!! X ~o X~~ X ~,.) (EvaEu - E!!~Ea 1 + E Q,. Ea~) = O. 

Da die hingeschriebenen 4-Vektoren linear unabhängig sind, müssen ihre 
Koeffizienten einzeln verschwinden. Der erste ergibt: 

1 
E"o = -E (E1"E2a - E 1a E2,,). , 0' , 

8) Aus der Definition der Ergänzung folgt 

( 0 ~.)* = o~~, 
ou' ou' 

so daß dafür ohne Bedenken ~t geschrieben werden kann. 

9) Dabei ist z. B. F1 (1 =j= FQ a für e = 1. 
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Trägt man diese Werte E~ a in die übrigen Koeffizienten ein, so verschwinden 
diese. 

Man hat nun nur noch Eo =Fo, EI ~ =F1~' E 2 Q =F2 Q' E~ ,,=F~(J + G~(J 
einzutragen; das liefert 

Damit ist m so bestimmt, daß (f die verlangten Eigenschaften hat. 

Eine weitere Frage, die für Späteres von Belang ist, ist die, ob dem 
2-Vektor (f noch die Bedingung (f X ll3 = 0 auferlegt werden kann. Es ist 

(fxll3 = E~"J(~Qx~()xr1xr2)' 

es müßten also alle E(J (J = 0 werden. Bei unserer Wahl GI e = G 2 Q = 0 er­
gibt das 

also eine Bedingung für das Variationsproblem. Die Frage, ob sich (fxll3 = 0 
erreichen läßt, wenn man nicht von vornherein GI (J = G20 = 0 wählt, bleibt 
offen. ' , 

Die Forderung, daß (f einfach ist, ist für die spätere Rechnung notwendig. 
Koschmieder geht so vor: er fordert, daß F'l3 einfach ist, und setzt (f = F 'l3. 

Für den Fall n = 4 hat H. Kneser (Fußnote 11 der Arbeit von Koschmieder) 
gezeigt, daß die Forderung F'l3 X F'l3 = 0 keine wesentliche Einschränkung 
für das Variationsproblem bedeutet, und zwar auf folgendem Wege: ll3 unter­
liegt der Bedingung ll3 X ll3 = o. Das ist im Falle n = 4 eine quadratische 
Gleichung für die Komponenten von 1l3. Deutet man ll3 als Vektor im 6-dimen­
sionalen Raume, so wird durch diese Gleichung ein Kegel bestimmt. Nun 
interessiert von F nur das Verhalten auf diesem Kegel; denn nur diejenigen 
Stücke der Lösungen 1l3, die auf diesem Kegel liegen, liefern die Extremal­
flächen des E 4 . Ist nun F (1l3) im 6-dimensionalen Raume gegeben, so läßt 
sich, wie Kneser zeigt, eine Funktion G (1l3) so finden, daß auf dem Kegel F = G 
und dort auch G'l3 X G'l3 = 0 ist; es kann also an Stelle des Variationsproblems 
mit der Integrandenfunktion F das mit der Integrandenfunktion G betrachtet 
werden. 

Auf den Fall des E n wäre das folgendermaßen zu übertragen: Il3xll3 = 0 

bedeutet jetzt N = (n)\ Gleichungen für die Komponenten des 4-Vektors 
,4 

ll3 X 1l3, die mit {1l3 X Il3tll bezeichnet seien. Jeder der Gleichungen {1l3 X Il3}M = 0 
ist eine bestimmte Gleichung {F'l3 X F 'l3hl = 0 zugeordnet, nämlich die, in 
der dieselben Pik verwandt sind. 

Man bestimme F1 so, daß auf dem Kegel {Il3XIl3}l = 0 

F1 = Fund F ~ X F ~ = 0 
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wird, dann F2 so, daß auf dem Kegel {\.ßx\.ßh = 0 

F2 = FI und F~xF~ = 0 

wird, usw. Schließlich wird FN auf dem Durchschnitt aller Kegel {\.ß X \.ß}M = ° 
mit F übereinstimmen, und es wird dort F~xF~ = 0 sein. 

§ 3. 

Das adjungierte Variationsproblem. 

1. Man kann rein formal definieren: Das Variationsproblem 

(\7) ff F (.0) d ul d u2 = Extr., 

heißt zu (V) adjungiert, wenn (F (.0) in .0 homogen erster Ordnung und) 

11'0 = 'D 
ist. Aus der Homogenität folgt 

JJ = .o.ff~ = .o·'D, 
und die Eulerschen Differentialgleichungen sind 

Wir behaupten: sie sind für 3i = Xi = I i . \!: erfüllt, d. h. I ist Extremal­

fläche von (V). 
Wir berechnen 

Nach (S) (s. S. 414) ist 
R R 

Xl \.ß = (Xl X \.ß*)* = x! X \.ß = x! X (II X I2) 

und nach der Zerlegungsformel 

= - (x! X II)* I2 + (rr X I2) II , 
.also schließlich 

Xl \.ß = (Xl I2) II - (Xl I I) Iz. 

Nach (X), S.429, und (S 2), S.415, ist 

(0) 

also 

f Xl II = II1'r = II (II \!:) = ± (II XII)\!: = ° 
und 

lxlIz = I2 Xl = (- 1)"-2 (I2XII) \!: = (- 1)n-1 \.ß \!: = (- 1)"-1 F, 

(X') Xl'D = (- 1)"-1 II und ebenso r2 'D = (- l)n -1 Iz. 

Darans folgt, daß die Gleichungen (E) erfüllt sind, w. z. b. w. 
Aus (0) folgt ferner 

Xl II = 0, Xz Iz = 0, Xl I2 + XZ II = 0, 
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d. h. auf den Flächen X und X stehen entsl;rechende Linienelemente aufeinander 
senkrecht. 

2. Es ist ferner F (Iß) = F (i.ß). 
Um das festzustellen, berechnen wir ~: 

R R 
\ß = (Xl (l;) X (r2 (l;) = [(Xl (l;)* X (:r2 (l;)*J* = [( II (l;)* X (:r2 X (l;*)]*. 

Hierauf wenden wir die Zerlegungsformel an; dazu muß (l;* als einfach voraus­
gesetzt werden; (l;* ist einfach, wenn (l; einfach ist. 

Sei 

dann ist 

also wird 

(P) 

i.ß = (-lt- 2 [((I 1 (l;)*XI2)* (l;*J*, 

~ = (- 1)n-2 (IIX(l;* XI2)* (l; = (1ß(l;) (l;, 

i.ß = F . (l;. 

Einsetzen in F (Iß) = i.ß . 'D ergibt die Behauptung. 
3. Wesentlich konkreter ist das Verfahren, das Koschmieder benutzt, um 

das adjungierte Variationsproblem zu ermitteln; es setzt allerdings (l; = F ~ 
voraus, was bisher nicht benutzt wurde. 

Koschmieder geht aus von dem Gleichungssystem ep). Die rechte Seite 
ist abhängig von Iß. Man denke nun dieses Gleichungssystem nach den Iß 
aufgelöst und erhält 

Iß = 1> (~). 

Trägt man das in F (Iß) em, so erhält man 

F(Iß) = F(1)(Iß)) = F(i.ß); 
hierdurch ist F definiert. 

Es ist zu zeigen: 

1. F (~) ist in i.ß homogen erster Ordnung. 

2. i ist Extremalfläche von JJ F (Iß) du1 du2 = Extr. 

Aus F = 1ß(l; folgt, daß (l; homogen O-ter Ordnung in Iß ist, somit folgt 

aus ep), daß Iß homogen erster Ordnung in Iß ist. Also ist 

w.z. b.w. 

Zum Beweis der zweiten Behauptung genügt es, zu zeigen, daß F~ = 'D 
ist. Der Deutlichkeit halber muß jetzt in Komponenten geschrieben werden. 

Aus (P) folgt 

Iß'D=F, d.h. PikYik=F=F, 
}\athematische Zeilschrift. ~6. 28 
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also ist 

(1 ) 

Nun war 

also ist 

(2) 

Aus CI» folgt weiter: 

(3) 

Ferner ist 

(4) 

H. Gericke. 

aif aF DPkZ 

api} = 8Pk1 rJPij 

und wegen (P) und F \ll = (f (!) 

aa: = EkZ = ;;z. 
kZ 

Trägt man dies in (4) und dann a! aus (4), ferner (3) in(2) ein, so erhält man 
aPij 

- a Y k1 
PkZ --- = 0 

DPij 

und damit aus (1) F$ = Il), w. z. b. w. 

11. Relativgeometrie bezüglich <f*. 

§ 4. 

Die "parallele" Zuordnung. 

Im E 3 ist (f* = nein 1-Vektor, und die Endpunkte der Vektoren 
n (ul, u2) erzeugen eine Fläche, die der Fläche I durch parallele Tangenten­
ebenen zugeordnet ist; das wird ausgedrückt durch die Gleichungen 

nixl.l3 = o. 
Jetzt tritt an die Stelle der Fläche n eine zweiparametrige Schar von (n - 2)­
Vektoren (f* (ul, u2 ), die man als Fläche im E( n ) deuten kann. Eine Art 

n-2 
paralleler Zuordnung zwischen I und (f* besteht darin, daß 

(f1xl.l3 = 0 
ist. Das folgt aus 

(f, . ~) = o. 
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Im dreidimensionalen Falle kann man dann n i in der Form darstellen 

ni = b: Xk -

Diese Darstellung läßt sich in der Weise verallgemeinern, daß an die Stelle 
der Skalare b~ vier (n - 3)-Vektoren ~~ treten_ Ich behaupte: Cf7 läßt sich 
darstellen in der Form 
(B) 

Sei 
Cf* = elx _ .. Xen -2' 

Es ist (Cf*x,+!)* = F =\= 0, also sind die Vektoren Xl, X2, e" ((I = 1, __ ., 
n - 2) linear unabhängig. In diesem Koordinatensystem ze;legen wir Cf7 
m Komponenten. Dazu setzen wir 

Cf~ = eIX'" xeQ_IxeQ+lx ... XCn -2, 

Cf:" = elx ... xeQ_1xeQ + IX ... XC"_IXC,,+ IX .. - XCn _2' 

Dann läßt sich mit einer nur an dieser Stelle benutzten Bezeichnungsweise Cf7 
so schreiben: 

Cft = Ei' Cf* + E;Q (Cf~XXI) + E~~ (Cf~XX2) + EiQo (Cf~uXXIXX2)' 

(Über griechische Zeiger ist von 1 bis n - 2 zu summieren.) Aus Cf7x,+! = 0 
folgt Ei = O. Wir können also z. B. 

setzen. 
Trägt man die Werte Cf7 aus (B) in die Eulerschen Differentialgleichungen 

Xl Cfz - X2 Cf l = (Cf~x Xl) - (CffxX2) = 0 

em, so erhält man 
(~l + ~i)x,+! = O. 

In dem Sonuerfall des Variationsproblems der Oberfläche von Flächen im E3 

drückt diese Gleichung das Verschwinden der mittleren Krümmung aus. 

§ 5. 

Einander entsprechende Kurven. 

1. Auf X wurden in Kap. 2, § 8, die Tensoren eingeführt 

(5;ik = Xi/'X'+! = - XiX'+!k-

Ich führe entsprechend für die Fläche Cf* ein 

Bil;; = Cf~\x'ß = - Cf7x'+!/,;. 

(Es ist (5;ik = (5;':i, Bil: = B ki .) 

28* 
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Nun ist 

also 

ausgeschrieben z. B. 
B12 = lBlx(1:12 + lBrX(1:22 

B 21 = lBix(1:11 + lB~X(1:21' 
Hieraus folgt: Ist (1:11 = (1:22 = 0, so ist 

Bl2 + B21 = 2 B l2 = (lBI + lB~)x(1:12 = (lBl + ~mxlPx X12 = 0, 

d. h. den Haupttangentenkurven auf X entsprechen auf Ci:* KUTven, die bezüglich 
der Form Bi k ii iJ,k konjugieTt sind. 

2. Für die Fläche I berechnet man die Größen (f, k = I",x"\lJ folgender­
maßen: Es ist 

Xi" = Xi k (f + Xi Ci: /; 
nach (X). 

(Xik Ci:) X~ = ;, (Xik~) X ~ = ~ [(Xik X2) Xl - (Xi kXI) X2] X(II XIz) 0; 

also ist 

Daraus ergibt sich, wie wir jetzt zeigen wollen: Den Hauptlangentenkurven 
auf I entsprechen auf X diejenigen Kurven, längs denen die (f* TOTsen bilden; 
und umgekehrt. 

Beweis. Sei (fll = 0, d. h. (XIX(fn~Ci:* = 0. Zur Vereinfachung der 
Schreibweise führe ich den Fall n = 4 durch. Sei also 

dann ist 

XIXCi:t = (XIX el, IX e2) + (XIX elx e2, I) 

und nach der Zerlegungsformel 
R 

(XIX Ci:t)x(f* = - (XIX el, IX e2X el)* e2 + (IIX elX e2, IX e2)* el, 

und da el, e2 linear unabhängig sind, folgt hieraus (T 1) für Ci:*. Die Be­
dingung (T 1) ist hier hinreichend; denn aus II X Ci:* = ° würde II Ci: = ° 
und somit X2 (Xl (f) = -1j3Ci: = - F = ° folgen. 

3. Im 2. Kap., § 8. 6. waren die Asymptotenlinien von X gekennzeichnet 
als diejenigen Kurven. liings denen die 2-Vektoren ~ einfach sind. Fragt 
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man nach denjenigen Kurven von I, längs denen die <f einfach sind, so ergibt 

sich aus (f = ~ (Xl X 12): 

2 2 ~ 
(fIX(f1 = F~ (lu xX2 X1I XI21) = - F2~U; 

aus (fl X (fl = 0 folgt also i)11 = 0, d. h. den Kurven auf I, längs denen die (f 
einfach sind, entsprechen auf i die Asymptotenlinien. 

Zu diesen Ergebnissen führt die Relativgeometrie erster Art (s. 2. Kap. 
§ 10). Sie haben den empfindlichen Nachteil, daß die hier betrachteten 
Kurven nicht immer existieren (s. 2. Kap., § 5 und 6). Wir gehen jetzt zur 
zweiten Art Relativgeometrie über. 

111. Relativgeometrie bezüglich t. 

§ 6. 

Bedingungen für (!*-Krümmungsliniell. 

(f*-Krümmungslinien gibt es nicht auf allen Flächen. Wir schreiben die 
Bedingungen dafür auf, daß längs einer Kurve der Fläche I die (f* eine Torse 
bilden, um festzustellen, ob sich auf jeder Fläche Kurven finden lassen, die 
wenigstens einen Teil dieser Bedingungen erfüllen. 

Die Richtungen der (f*-Krümmungslinien in einem Flächenpunkt sind 
nach (T 1) bestimmt durch die Gleichungen: 

(1) IX e~x (f* = 0 für alle e = 1, ... , n - 2. 

}!it I = lJJ,i, e" = eo iui wird daraus: 
< " 

(2) (li X e~. k X (f*) '1.htk = 0 

Führt man ßf~) i und }.r~) i ein durch die Gleichung 

(3) e~,k=ß~~)klz+ArQ)keU' 
so folgt aus (2) nach Kürzen durch den Faktor 

lIXl2X(f* = \l3x(f* = F, 

der stets als =!= 0 vorausgesetzt wird, 

(e = 1, ... , n - 2). 

(4) ß2 ., ß2 RI).. pI '2 . 2 0 (~) I ul ul + ( (~) 2 - f'(~) I ul u2 - (~J) 2 U U = . 
'2 

Das ist für jedes e eine quadratische Gleichung für ~ 1 ' sie liefert also für jeden 
u 

Wert von e zwei Richtungen auf der Fläche. Dann und nur dann, wenn diese 
Richtungen für alle e dieselben sind, gibt es (f*-Krünullungslinien. Wir können 
aber einen bestimmten Wert von {! herausgreifen und für diesen e,,-Krümmungs-
richtungen und damit e -Krümmun!!slinien definieren. ' . ~ , 
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Wir werden dann zu fragen haben, ob es etwa bei unserem Variations­
problem allgemein oder wenigstens bei besonderen Variationsproblemen eine 
Möglichkeit gibt, einen Vektor en innerhalb (f* auf natürliche Weise auszu­
zeichnen. Zunächst wollen wir einige geometrische Aussagen über die e,,-Krüm-
mungslinien machen. ' 

§ 7. 

Geometrische Eigenschaften der e-Krümmungslinien. 

1. Wir ändern zunächst die Bezeichnungsweise ein wenig ab. Für das 
ausgezeichnete e" schreiben wir einfach e und für die übrigen eIl: ~". Griechische 
Zeiger laufen jetzt von 1 bis n - 3. Bei der späteren Anwendung werden 
nämlich die ~a Vektoren der Normal-En _ 2 sein. Daß sie Einheitsvektoren und 
untereinander und zu e orthogonal sind, kann schon an dieser Stelle voraus­
gesetzt werden: 

e . ~(J = 0; ~()~T = baT' 

Es ist also (f* = eX ~lX ... X ~n-3' 

Gleichung (3) ist jetzt so zu schreiben: 

(3) e" = ßt Xl + J..~ ~q + /1" e. 
2. Gleichung (1) xX eX (f* = 0 besagt, daß die in einem Nachbarpunkt 

von X angebrachte Gerade der Richtung e die in X angebrachte En _ 2 der 
Stellung (f* schneidet. Um das kurz anzudeuten: Wenn man 

X (t + L1 t) = X + L1 t . x, 
e (t + L1 t) = e + L1 t . e 

setzt und weiterhin L1 t2 vernachlässigt, muß es, damit der erwähnte Schnitt­
punkt vorhanden ist, Zahlen 1, c, Y1' ... , Yn-2 geben, derart, daß 

X + L1t· x + ce + E' L1te = X + Yl~l + ... + Yn-3~n-3 + /'n-2 e 

ist, d. h. die Vektoren x, e, ~1, ... , ~n-3, e müssen linear abhängig sein, und 
das wird gerade durch (1) ausgedrückt. 

Man könnte sagen: Längs einer e-Krümmungslinie bilden die Vektoren e 
eine "Torse im schwachen Sinne". Diese Bezeichnung rechtfertigt sich noch 
durch folgende zwei Bemerkungen. 

3. Wir betrachten die Fläche, die von den Geraden e längs einer e-Krüm­
mungslinie von X gebildet wird. Die Parameter auf X seien so gewählt, daß 
diese Krümmungslinie die Gleichung u2 = const hat. Die betrachtete Fläche 
kann demnach so dargestellt werden: 

3 (u 1 , t) = r (u1 ) + t ' e (u1). 
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Ihre Tangentenebene ist gegeben durch 
oa oa 

X= (Ju1Xat =xlxe+t·(eIXe). 

Da u2 = const e-Krümmungslinie ist, folgt aus (4) 

ß'f = ° 
und (3) geht über in 

Somit wird 
x = (1 + tßf) (xlXe) + t A~ (;"xe). 

Die Stellung von X ist also (natürlich) nicht von t unabhängig, also nicht längs 
einer Erzeugenden konstant. Wir können aber zu einem (n - I)-Vektor 
konstanter Stellung kommen, indem wir mit dem von tunabhängigen (n - 3)­
Vektor 

vektoriell multiplizieren: 

Xx 91 = (1 + t ßl) (Xl X G;*). 

Dieser (n - I)-Vektor ist längs einer Erzeugenden konstant; natürlich ist es 
dann auch seine Ergänzung; diese ist ein I-Vektor in der Normal-En _ 2 der 
Fläche 3. Also: Dt'e Vektoren e längs einer e-Krümmungslinie von X bilden eine 
Regelfläche, längs deren Erzeugenden zwar nicht die N ormal-En _ 2, wohl aber 
eine Normalrichtung festbleibt. Mit anderen Worten: Die Gesamtheit der Tan­
gentenebenen längs einer Erzeugenden bildet höchstens einen E n -1 . 

Bemerkung. Dieser En - l bzw. die festbleibende Normalrichtung 

(XX 91)* = (1 + tIßl) (XIX G;*)* 

hängt nur von G;*, nicht aber von der Wahl von e ab. Es ist übrigens die 
Richtung von 

(Xl X G;*)* = Xl G; = II' 

4. Wir behaupten: Die Fläche 3 ist auf eine Fläche des E n -1 abwiekelba1'. 
Dazu sind die Integrierbarkeitsbedingungen heranzuziehen. Es wird 

vorausgesetzt, daß die Größen gi b eh, "1,lt der Fläche 3 die Gleichungen 
(J 1-3) für eine Fläche des En erfüllen, d. h. wenn }., p, (! die Werte 1 bis n - 2 
durchlaufen. Wir wollen zeigen, daß sich bei geeigneter Wahl der Normalen­
Einheitsvektoren solche Werte für die gi/o e1 b ,,~lt ergeben, daß die Glei­
chungen (J 1-3) schon für A, /,, Q = 1, ... , n - 3 erfüllt sind. Dazu müssen 
folgende Gleichungen erfüllt sein: 

Wegen (JI): c~k-2e;'-2,r - C;'1-2c~-2,r = 0, 

wegen (J 2): 

wegen (J 3): 

11 - 2 " - 2, i, _ cn,'l- 2 ~nk -- 2, l, 
Cik "I '" = 0, 

~ i., n - 2 n - 2, ,ll A l, Tl - 2 .. n - 2, ,U __ 0 
%, "k - %k %1 -, 
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Wir wählen u1 und t als Parameter auf 3 und bezeichnen die Ableitung 
nach t durch den Zeiger 2. Die Normal-En _ 2 sei 

"!lX 172 X ... X 'YJn-2 

und dabei seI 

so daß also 'YJn-2,2 = - C~-2, k Xk + X~-2, e 'YJe = 0 ist. 
C~-2,k = 0, also auch C~k2 = 0 für alle k, und X~-2,p = 

für alle (!. 

Daraus folgt 
- xg· n - 2 = 0 

Daraus folgen die obigen Gleichungen, wenn man berücksichtigt, daß i, k, l 
nur die Werte 1, 2 annehmen und in den ersten beiden Gleichungen k =j= 1, 
in der letzten i =j= k vorausgesetzt werden kann (da die Gleichungen sonst 
trivialerweise erfüllt sind). 

§ 8. 

Der. Vektor e bei speziellen Variationsproblemen. Ein Beispiel. 

1. Wir kommen zu der S. 438 erwähnten Frage, ob sich bei speziellen 
Variationsproblemen ein Vektor e in natürlicher Weise auszeichnen läßt. Das 
ist in der Tat möglich, wenn 

(1) (f;xI,ß = 0 

ist. Ob das etwa bei allen unseren Variationsproblemen durch geeignete Wahl 
von (f; (s. S. 431) erreicht werden kann, ist fraglich. Es ist z. B. der Fall, wennF 
nur von 1,ß2 abhängt: 

8lJ1 
F (I,ß) = P (I,ß2); F~ = :2 a(\j32) I,ß. 

8~;) ist ein Skalar, also (f; = F ~ einfach und sogar proportional zu I,ß. 

Ist (f; X I,ß = 0, so ist auch (f;* X I,ß* = 0, d. h. (f;* fällt entweder mit der 
N ormal-E" _ 2 von X (das ist I,ß*) zusammen - dann kann das Folgende mit be­
liebiger Wahl von ~, e durchgeführt werden - oder (f;* und I,ß* haben ein 
(n - 3)-dimensionales Gebiet gemeinsam, während sie im Falle (f;* X I,ß* =\= 0 
nur ein (n - 4)-dimensionales Gebiet gemeinsam haben. Wir beschränken uns 
auf den Fall n = 4. Dann haben (f;* und I,ß* eine Gerade gemeinsam, deren 
Einheitsvektor ~ sei. Wir setzen 

(2) (f;* = e X ~ ; ~2 = 1, e ~ = 0 

und haben dadurch einen Vektor e bestimmt. 
2. Ein Beispiel für F ~ X I,ß =j= 0 erhält man, wenn man mit einem kon­

stanten 2-Vektor .Q: F = .Q . I,ß setzt. Ein Beispiel dafür, daß (f; X I,ß = 0 ist, 
ohne daß F ~ proportional zu I,ß ist, ist das folgende: 

F 11p2 pl! p2 
= Y 1 ~ + 1:3 + 14· 
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Es ist 

F12 = 7/:2 = P~2, }i\3 = P~3, F14 = P~4, 

F 23 = F42 = F43 = 0. 
a) F'j3 ist einfach: 

F'j3xF'j3 = F IZ F 34 + F J3 F 42 + F I4 F 23 = 0, 

also kann (); = F'j3 gesetzt werden. 
b) I,pxF'j3 = 0: 

P 12 F34 + P I3 F42 + P I4 F 23 + P 34 F u + P 42 F I3 + P 23 F14 

I = F (PIZ P 34 + P I3 P 42 + P I4 PZ3 ) = o. 

c) Die Stellung von F'l-l fällt nicht mit der von ~ zusammen: Wir setzen 
~ = pxq; p = {PI,"" P4}; q = {qI,"" q4}' Dann ist z. B. die vierte 
Komponente des 3-Vektors p X F'j3: 

lp xF'l-ll4 = P2 F3I + P3 FI2 

I 
= }' [P2 (P3 qI - PI q3) + P3 (PI qz - pz qI)] 

I 
= F PI P32 =$= O. 

Wir berechnen e und ~: ~ soll die Schnittgerade von F$ und ~* angeben; 
also sind zunächst diese 2-Vektoren aufzuschreiben: Es ist 

Fi2 = F34 = 0; Fi3 = F42 = 0; Fi4 = FZ :3 = 0. 

* F.3*. = Flo = ~!~ = P34. 
.• - F F ' 

Ist ~* darstellbar durch die Vektoren 

P * * PZ*3 v* _ 42. F 
L'42 - F' 23 =},,-. 

als ~* = mx n, so kann FaJ mittels der Vektoren 

m' = {O, mz, ma, m4}, n' = {O, nz, n3, n4} 

so dargestellt werden: FaJ = ; (m'X n'). 

Man kann b) und c) hier noch einmal bestätigen: Der Rang der Matrix 

ml, m2, m3, m4 

nl, n2, n3, n4 

0, tU '2 , m3, m4 

0, '11,2, n3, n4 

ist im allgemeinen 3. 
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Die Schnittgerade von Fi{; und IP* sei bestimmt durch 

~ = fl m + v n = p' m' + 1,' n'. 

Der Vergleich der ersten Komponenten ergibt 

IlrI'!l + vnl = 0, 

und es ist leicht zu bestätigen, daß die Gleichung 

( ~ , 

Es ist dann ~ = m.) 

~ = nl m - rl'!l n = nl m' - rl'!l n' 

auch in den übrigen Komponenten richtig ist. 
In die Richtung von e zeigt der Vektor 

- F*; 1 (' ')' (' ') e= \jl·s-=Fmxn nlm-mln 

1 [( " '2)' ('2 ") '] = F nl n m - rl'!l n m - nl m - ml n m n . 

Sind m, n so gewählt, daß mn = ° ist, so folgt aus m'2 = m2 - rl'!i; 

n'2 = n2 - nf; n'm' = - nlrl'!l: 

Es ist (unter derselben Voraussetzung) 

i2 = nrm2 + mrn2. 
Aus 

1 
1P*·Fi{; = F = F (m'xn')(mxn) 

ergibt sich 

setzen wir 

so wird 
-

F* e e= \jl~=G. 

Das adj ungi ert eVa r ia tions pro b le m: Es ist 

IP erhält man aus \ß = F ·F\jl: 

P12 = P12; P13 = PI3 ; P14 = P14 ; P34 = P42 = P23 = 0. 

Also ist 
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Das ist eine Funktion derselben Form: Das Variationsproblcm ist sclbst­
adjungiert. 

§ 9. 

Weiteres über derartige Variationsprobleme. 

1. Die Gestalt des Variationsproblems. Die Ableitungsgleichungen 
für e und ~ lauten zunächst formal: 

(A 1) 

(A 2) 

ei = ß~Ik + Ai~ + Ilfe, 

~i = - C: Ik + "ie. 

Dabei ist bereits ~ i ~ = 0 berücksichtigt. Aus 1S:7 X l,f3 = 0 folgt noch Pi = O. 
Nämlich es ist 

IS:txl,f3 = (eiX~XIIXI2) + (eX~iXIIXI2) = 0, 

nun folgt aber aus (A 2) 

und aus (A 1) 

(eiX~XIIXI2) = 1';(eX~XIIXI2) = /1;(IS:*XI,f3) = ,lIi F. 

F läßt sich jetzt so schreiben: 

F = V"""'( e-x-I2-X I 2)2; 
denn es ist 

o o 
: 0 e2 eIL eI2 

F2 = (~xeXIIXI2)2 = i 0 Ile Ir III2: 

: 0 I2e I2II I~ I 

Es gilt auch die Umkehrung: Wenn F = ,/(eXIIXI2)2 ist, so ist F'ß 
·einfach, es kann also IS: = F'ß gesetzt werden, und es ist IS: X l,f3 = O. 

Es ist nämlich 
F ·F'fJ = e (exl,f3), 

was man am sichersten in der trivialen Weise prüft, daß man alles explizit in 
Komponenten hinschreibt. Mit Benutzung eckiger Klammern als Symbol 
für alternierende Zeiger läßt es sich etwa so andeuten: 

also 
F2 = c[! P k /j • Cu Pkl], 

8F 
2 F -- = 2c;·e[iPklj. 

ßPkl 

Nach der obigen Gleichung und nach emformung mittels der Zerlegungs­
formel ist 

1 
F'fJ = F [e2(II X I 2) - (eIL) (e X I~) + (02) (e XII)] 

und daraus ist F'ß X F'fJ = 0 und F'll X 'l3 = 0 sofort abzulesen. 
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2. Verschwinden der mittleren Relativkrümmung. Variieren 
wir 10) die Fläche x in 

x = x + Ene + Ern!;, 
so ist 

Xl = (1 + cnßI- Ernc{) Xl + E (ßfn - mCf) X2 + E (nI + mXl) e + E (rnl + nAl) !; 

und unter Vernachlässigung von Gliedern mit E2 wird 

exxl xx2 = (exxlXX2) [1 + En (ßf + ßi) - Ern (cf + cl)] 

+ (exxIX!;) EA + (eXX2X!;) EB, 

wobei der Wert der Faktoren A, B nicht von Belang ist. Da 

ist, ist 

(exxlxx2)2 = (exxlXXZ)2 [1 + 2 En (ßf + ßi) - 2 Ern (cf + ci)]. 

Hieraus schließt man (indem man etwa zunächst 'in = 0 setzt): Extremal­
flächen sind dadurch gekennzeichnet, daß 

ßf + ßi = 0 und cf + cf = 0 

ist. Bis auf den Faktor 2 ist cf + ci die mittlere Krümmung bezüglich der 
Normalen !;, ßl + ßi die mittlere Relativkrümmung bezüglich der Relativ­
normalen e. Diese Ausdrücke werden im folgenden Paragraphen noch näher 
erläutert. 

3. Folgerungen für das adj ungierte Variationspro blem. Wir 
setzen x und i als adjungierte Extremalflächen voraus, ferner für unser 
Variationsproblem: G: X \l3 = o. 

a) Dann gilt für das adjungierte Variationsproblem die entsprechende 
Gleichung 

'Dx iß = o. 
Denn es ist 

il3 = G:·F, 
1 

Il) = F \l3. 

Hieraus folgt zugleich, daß die Stellung der Ebenen (f* und \l3*, sowie \l3* 
und Il)* dieselbe ist. Also ist die Schnittgerade der Ebenen 'D* und iß* zu der 
Schnittgeraden !; der Ebenen \l3* und G:* parallel. Also kann man setzen 

'D* = l)X!;; il3* =!;X ij mit !;11 = 1;1) = o. 

10) Siehe z. B. W. Blaschke, Vorlesungen über Differentialgeometrie I, 3. Auf!., 
S.235. 
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b) Die Gleichungen (YE) von S.429 gehen in die entsprechenden Glei­
chungen für e, 1) über. Es ist nämlich 

1 = (S;*ID* = (ex~) (t)x~) 

und dies ist (vgI. Lotze [6], S.1451, (8)) 

_let), e~l_ _ 
- I ~ ~2 - e t) - 1. t), I 

Aus 
(S;i' ID* = (eix~) (t)x~) + (ex~i) (t)x~) = 0 

folgt ei t) = 0 und somit e t); = o. 
c) Die Gleichung I.p* = (S;* . F besagt: Die Relativnormalebene (S;* 

von I hat dieselbe Stellung wie die gewöhnliche Normalebene von x im ent­
sprechenden Punkte. Insbesondere steht e als Vektor dieser Ebene auf Xi 
senkrecht: 

Xi' e = O. 

Das kann man übrigens auch so nachprüfen: 

e . Xi = e (li' (S;) = (ex Ii)X (ex~) = o. 
Ebenso ist natürlich Ii . t) = O. 

§ 10. 

Einander entsprechende Kurven. 

Wir wollen mit Hilfe der Vektoren e, ~, 1) eine Relativgeometrie auf I 

und i aufbauen. 
1. Fundamentalformen. Jedem Punkt der Fläche x ist zugeordnet 

1. eine Normal-E2 , aufgespannt von den Vektoren 

J: __ c c_l) 
"l-~, ~2-Vl)2' 

2. eine Relativnormalebene (S;*, aufgespannt von e und ~. 

Wählen wir Il, X2, e, !; als Bezugsvektoren, so erhalten wir als Ableitungs-
gleich ungen die folgenden: 

!;i = - CikI" + vie, 

ei ßPI" + }'i~' 
IiI' = yf,.Iz + bike + Cik !;. 

Die bi k stehen mit den ßi" = ß;I z Ik = eil" nur dann in einem engen Zu­
sammenhang, wenn e I i = 0 ist, wie das z. B. bei Minimalflächen der Fall ist. 
Dann ist 
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Es ist übrigens 
bik = l"ikl) = - l"il)k = bki • 

Man kann nun auf l" die drei Formen betrachten: 

(n,l) 

(n,2) 

(n,3) 

Cik ÜiÜk, 

bi k üi ük , 

Pik iti itk • 

2. Krümmungslinien. Wir nennen 

1 c üiu·k 
ik 

R g;:iJ~k 
(K) 

die (gewöhnlichen) ~-Krümmungen einer Flächenkurve in einem Flächenpunkt ; 

die Extremwerte ~l' ~2 bezeichnen wir als die Hauptkrümmungen bezüglich~, 
die ihnen entsprechenden Richtungen definieren die ;-Krümmungslinien. 
Deren Differentialgleichung erhält man in üblicher Weise als 

- ci it,l ü1 + (cl - ci) it1 it2 + ci it2 ü2 = O. 

1 1 I 2 Insbesondere ist RI + R
2 

= Cl + C2' 

Nennt man 

r 

Relativkrümmung bezüglich c, so erhält man für die durch die Extremwerte 

von ~ bestimmten Richtungen die Gleichung r 
- P; it1 itl + (pI - ßi) itl it2 + ßi it2 ü2 = 0, 

also die Differentialgleichung der früher auf anderem Wege eingeführten 
c-Krümmungslinien [so Gleichung (4), S.437]. Es ist 

~+ ~ = ßI+Pi. rl r2 

Die Orthogonalität der ~-Krümmungslinien läßt sich in der üblichen 
Weise nachweisen: Die Extremumsforderung ergibt aus der Gleichung (K) 

( 1 )' .' 0 R g; k - Ci k u' = , 

und wenn jetzt die ~-Krümmungslinien als Parameterkurven gewählt werden 

und den Kurven u2 = const die Krümmung ~ , den Kurven u1 = const die 

Krümmung ~2 zugeordnet wird, so folgen da~aus unter anderem die Glei-

chungen 
1 

R g12 - C12 = 0, 
I 

1 
R2 gZ1 - C21 = O. 
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Da nun C12 = C21 ist, folgt daraus, wenn ~l =f= ~2 ist, 

g12 = 0 und C12 = 0, 

d. h. die ~-Krümmungslinien sind orthogonal und konjugiert bezüglich der 
Form (11, 1). 

Dasselbe läßt sich für die mittels der Form (11,2) definierten lJ-Krüm­
mungslinien nachweisen, jedoch nicht für die e-Krümmungslinien, denn es ist 
nicht bekannt, ob ß12 = ß21 ist. Dagegen läßt sich das Konjugiertsein der 
e-Krümmungslinien bezüglich (11, 3) wenigstens für unsere Extremalflächen 
beweisen: Es ist 

ß ßI 'ß2 12 = 1 gl 2 -r- I g2 2 , 

ß21 = ßigll + ß~g21' 
und wenn man die e-Krümmungslinien als Parameterkurven wählt, also wenn 
Pr = ßi = 0 ist, folgt daraus 

PI2 + ß21 = (ßl + ßi) gl2 = o. 
Es sei noch erwähnt, daß sich das Produkt der Relativkrümmungen _1_ 

r l '·2 

als Quotient von Relativ-Oberflächenelementen darstellen läßt. Das sieht 
man folgendermaßen: :Mit den e-Krümmungslinien als Parameterkurven 
erhält man 

1 

Dann ist 

also 

1 V~2~;Y 
r l r 2 V(1 l X 12 X ;)~ 

Hier ist nun der Nenner das Oberflächenelement der Fläche x, der Zähler wäre 
als Relativoberflächenelement von e bezüglich ~ zu bezeichnen. Damit ist die 
verlangte Darstellung gegeben. Man kann aber auch schreiben 

I (ei x e2 x ; x e) (ei x e2 x ; x e) 
Tl r2 (1;X-i;x; x e) --~F-----

Dieser Ausdruck kann als der Quotient der R-Oberflächenelemente von x 
und e bezüglich (f* bezeichnet werden. 

3. Asymptotenlinien. Als ~- bzw. e- bzw. lJ-Asymptotenlinien werden 
wir diejenigen Kurven bezeichnen, für die die entsprechende Form 11 ver­
schwindet. Man wird fragen, ob diese Kurven eine Eigenschaft besitzen 
ähnlich der für Flächen im E a bekannten, daß die Schmiegebenen der Asymp­
totenlinien mit den Tangentenebenen der Fläche zusammenfallen. 

Sind die Kurven u2 = const ~-Asymptotenlinien, so ist 

Cll = Xll~ = o. 
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Die Schmiegebenen der betrachteten Kurven sind durch die Vektoren Xl, XII 

bestimmt, also gilt: Die Schmiegebene der ~-Asymptotenlinien steht jeweils 
auf dem Flächennormalvektor ~ senkrecht. Sie braucht also nicht mit der 
Tangentenebene zusammenzufallen, sie fällt aber in den E 3 , der von der 
Tangentenebene und dem Normalvektor ~2 aufgespannt wird. 

Das Entsprechende gilt für die 1)-Asymptotenlinien, da diese durch die 
ähnlich gebaute Form 

Xi" 1) üi ük = ° 
definiert werden, aber nicht für die e-Asymptotenlinien. 

Auf Minimalflächen im E3 sind die Asymptotenlinien orthogonal. Das­
selbe gilt hier für die ~- und für die e-Asymptotenlinien. Setzt man z. B. die 
e-Asymptotenlinien als Parameterkurven voraus, also 

ßll = ß22 = 0, 
so ist 

ßl + ßl = (ßI2 + ß21) gI2 = 0, 

also, wenn nicht alle Koeffizienten der Form (II,3) verschwinden, gI2 = 0. 

4. Entsprechende Kurven auh und i Auf der Fläche i führen wir 
die entsprechenden Fundamentalformen ein und bezeichnen ihre Koeffizienten 
durch Überstreichen. Insbesondere ist 

Cik = Iik~' 

bi k = Ii k e. 
Wir berechnen zunächst Ii k: 

Xi = Xi' <r = (XiX <r*)* = (XiXeX~)*, 

Xik = (Xi/eX ex~)* + (XiX ekX ~)* + (XiX ex ~k)*' 

Daraus folgt 

und ebenso 

Cl1 = (XIX ex ~IX~) = Cf (XIX X2X eX~) = Cf' F, 

C22 = - ci' F, 

Cl2 = C~ . F = C21 = - cl . F; 

bll = - ß'f. F, 1)22 = ßl·F, 
- 2 - 1, bI2 = - ß2 F = b21 = ßI .} . 

Daraus liest man sofort ab: Aus Cl 1 = ° folgt Cf = ° usw. Den ~-Krümmungs­
linien von X entsprechen die ~-Asymptotenlinien t'on X; den e-Kriirnrnungslinien 
von X entsprechen die e-Asymptotenlinien von i. 

5. Entsprechende Kurven auf X und e. Solche erhalten wir nur 
mittels der Form (lI. 3): 
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Diese Form haben wir oben als Fundamentalform der Fläche x bezüglich der 
R-Nonnalen e gedeutet; wir können sie auch als Fundamentalform der 
Fläche e bezüglich der R-Normalen x deuten_ In diesem Sinne können wir ein 
oben bereits angegebenes Ergebnis auch so aussprechen: Den e-Krürnrnungs­
linien auf x entsprechen auf der Fläche e Kurven, die bezüglich der Form (II, 3) 
konjugiert sind. 

6. Die Charakteristik. Für das Folgende ist die Beschränkung auf 
den E4 wesentlich, während sie bisher hauptsächlich der Vereinfachung der 
Schreibweise diente. Die Kommerellsche Charakteristik ist aber nur für 
Flächen im E 4 definiert. 

Eisenhart ([35], S. 234) bringt den Satz, daß die Charakteristiken in ent­
sprechenden Punkten von adjungierten Minimalflächen kongruent sind. Wir 
wollen diesen Satz im folgenden auf einem Wege beweisen, der zugleich zeigt, 
an welcher Stelle die Übertragung auf allgemeinere Variationsprobleme 
versagt. 

Wir betrachten zunächst die Charakteristik in einem Punkt der Fläche i 
Sie ist definiert (vgl. S. 419) als diejenige Kurve der NOlmalebene, die von den 
benachbarten Normalebenen ausgeschnitten wird, d. h. wenn n den Vektor 
vom Nullpunkt zu einem Punkt der Charakteristik darstellt, durch die vier 
Gleichungen 
0) 

(2) 

(n - x) Xi = 0 

:t (n - x) li) = 0. 

(i = 1,2), 

Jeder (durch dt bestimmten) Richtung auf der Fläche entspricht ein Punkt der 
Charakteristik. 

Da ~* = F . ~* ist, wird unsere Normalebene von den Vektoren e und ~ 
aufgespannt. Wir können also die Gleichungen (1) durch den Ansatz be­
friedigen: 
(3) n - i = UJ = w1 e + W2~. 
Die Gleichungen (2) lauten ausführlicher 

((n - X)Iik - Ik!i)Ük = 0, 

und wenn wir hier (3) eintragen, erhalten wir 

oder 
(4) 

Hieraus erhält man 

(w1 I ik e + U·2 Xik ~ - Ik!i) ük = 0 

w1 = (~lk!~L-=--l!~ k Cl i) ü" ü i 

(blk Cd - bZk Cl;) Ü" ü) , 

,2 _ (b l d72i- b2kYU)vJ<üi u - --------~----

(ba C2; - -bn clj ) it," üi 

Mathematische Zeitschrift. 46. 

(i = 1,2). 
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Wir bezeichnen den Nenner mit H; H = ° definiert die Asymptotenlinien im 
Kommerellschen Sinne (vgl. S.419). Berücksichtigen wir ferner die Glei­
chungen (h 1 = 9 . g22 USW., so erhalten wir 

-

wl = ~ (C12 ül ü l -l- (ci - Cl) ü l ü2 - Cl ü2 ü2) H . ~ I 2. 

-

w2 = ~ (f/f ül ü l + (bi - bl) ü l ü2 - b~ ü2 ü2). 
H 

Daraus sieht man (und nur deshalb ist diese Darstellung hier angegeben): 
Den Schnittpunkten der Charakteristik mit der ~- und der e-Achse entsprechen 
die betreffenden Hauptkrümmungsrichtungen. 

Wir wollen nun dieser Charakteristik nicht die "gewöhnliche", sondern 
die "Relativcharakteristik" der Fläche x gegenüberstellen, die wir mittels der 
Relativnormalebene G":* in der gleichen Weise definieren. In ihrer Gleichung 
treten dann die Größen Cik und ßik auf, die mit den Größen cik, Oik in dem S.448 
angegebenen Zusammenhang stehen. Außerdem liegen die beiden verglichenen 
Charakteristiken in parallelen Ebenen. 

Unsere Relativcharakteristik ist also definiert durch die Gleichungen 

(m - x) G": = 0, 
d dt ((m - x) G":) = 0. 

Die erste dieser Gleichungen erfüllen wir durch den Ansatz 

m - x = 3 = Zl e + Z2 ~ 

und erhalten dann aus der zweiten 

(3 . G":k - xkG":) ük = 0, 

und wegen G":k = (ekX~)* + (ex~k)*: 
[ZI (e X ekX n* + Z2 (~X e X ~k)* - (XkX e X ~)*] ük = 0, 

(exxiX~)*' (zIßk - z2ck + oDuk = 0, 

und weil die Vektoren (e X Xl X~) und (e X X2 X~) linear unabhängig sind, 

(4') (i = 1, 2). 

Daraus ergeben sich für die zi ähnliche Ausdrücke wie oben für die wi . Trägt 
man gleich die Werte Cll = Cf F usw. (s. S. 448) ein, so erhält man 

F2(2" 2 1" 1" 
ZI = jj Cl Ul U I +(C2 -CI)UIU2_C2U2U2). 

F2 
Z2 = H (ß;ÜI 9tl + (ßf - ßl) ÜI Ü2 - ßi Ü2 Ü2). 

Daraus ergibt sich beiläufig: Den Asymptotenlinien von i entsprechen die 
"Relativasymptotenlinien" von x; das ist nur eine andere Form des Ergebnisses 
von § 5, Nr. 3, S. 437. 
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Zum Vergleich der beiden Charakteristiken ist es zweckmäßig, aus den 
Gleichungen (4) bzw_ (4') die üi zu entfernen. }lIan erhält unter Berück­
richtigung von 

aus (4): 

(5) 

ßI -t- ß2 = Cl + c2 = Cl + c2 = ° I 2 I 2 I 2 

u:1 wl (bll 622 - b12 b21 ) + w2 w2 (CIl C22 - CI2 (21) 

-+- wl w2 (611 Czz + C11 b22 - bl2 CZl -- Cl '2 b21 ) 

- wl g (bi + bg) + g = 0, 

und aus (4') 
Zl Zl (ß 1 ß 2 - ß2 ß I) -i- Z2 Z2 (c 1 c'2 - c'2 Cl) 

12 12! 1212 

+ ZIZ2(ßIC2 +ß2CI _ß2 CI - ß 1C2) -L 1 = O. 
12211221! 

)Iittels CII = ctF usw. erhält man hieraus 

ZI ZI (b11 b'22 - bl2 b:n ) + Z2 Z2 (C11e22 - CI2 (21) 
(5') + Zl Z2 (b11 C22 + b22 Cu - b12 C21 - b21 CIJ + F2 = 0. 

Wenn es sich jetzt um Minimalflächen, also um das Variationsproblem 

F = V~2, handelt, so ist die gewöhnliche mittlere Krümmung iJt + b:} sozu­
sagen zugleich mittlere Relativkrümmung und als solche gleich Null. Ferner 
ist in diesem Falle 

F2 = ~2 = (li X 12)2 = ,11, 

also sind die beiden Gleichungen (5) und (5') identisch, d. h. die beiden Charak­
teristiken kongruent, w. z. b. w. 

IV. 

§ll. 

1Iaßbestimmung. 

Für den dreidimensionalen Fall haben Haar und Berwald, für den vier­
dimensionalen Koschmieder eine Maß bestimmung eingeführt, derart, daß 

1. die Abbildung von I auf i eine Verbiegung ist; 

2. der Flächeninhalt der Maß bestimmung gleich dem Variations­
integral ist; 

3. für Minimalflächen, d. h. F = V~2, das gewöhnliche Bogenelement 
entsteht. 

29* 
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Wir übertragen die Maßbestimmung von Koschmieder in unsere Schreib­
weise und erreichen dadurch ihre Gültigkeit für Flächen im E n sowie eine 
gewisse Vereinfachung des Beweises für 3. Wir setzen 

(wegen ~i ID = ° 
Bogenelement 

auf I: 

auf I~ 

Yik = ~iIDk; [!Yik[[ = Y 

ist dann ~"ID i = - ~i k ID = ~i ID k) und definieren als 

dS2 F(\P) d i d k = VI' 'Ya, U u. 

d C2 - F (\P). d i d k 
IJ -- v;;- Yik U u. 

Daß die Abbildung von I auf I eine Verbiegung ist, folgt ohne weiteres 
daraus, daß F (~) = F (~) ist. 

Auch die zweite Eigenschaft ist leicht zu bestätigen: Setzt man 

so wird 

HVGU G22 - G;2 du1 du2 = H Fdu1 du2• 

Die dritte Eigenschaft ergibt sich folgendermaßen: Ist F = l/~2, so ist 

~ = F \l3 = ~ = ID; das Problem ist selbstadjungiert. Es ist dann 
_ \Pi· F2 - \P (\P . \Pi) 

~. - --_ .. _-----
• F3 , 

'Yik = ~i~" = (~\~~__=~2 __ _=F~~~iU3-1\Pk) . 

Führt man nun isotrope Parameter ein: 

If = Ii = 0, I1I11 = I2I22 = 0, 

so erhält man auf bekannte Weise als Differentialgleichung der Minimalflächen 

I12 = 0. 
Dann ist 

Mit Benutzung dieser Werte erhält man 'Yll = 'Y22 = 0, also 

V\P~ 
Gu = G22 = 0, G12 = -\1= 1'12 = I1 I~, 

j' 

und das sind dieselben Werte wie die der gi k. 
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Wählt man im allgemeinen Fall die Nullkurven der NIaßbestimmung als 
Parameterkurven, so wird 

Yl1 = (fl ~1 = 0, 
das ist 

und daraus folgt 
(ftlX~ = Ell = 0. 

Das ist das Analogon zu der von Berwald festgestellten Tatsache, daß im 
dreidimensionalen Fall den Nullkurven der Maßbestimmung die Asymptoten­
linien von (f* entsprechen. 

V. Die Legendresche Bedingung und die Krümmung von ~ (11 ,v). 

§ 12. 

Die Legendresche Bedingung. 

Wir beschränken uns auf den vierdimensionalen Fall. Wir schreiben 

Die quadratische Form 

(1) F;./JX;, X" 

verschwindet jedenfalls für Xl = Pl; denn aus 

ik= 12,13,14,23,42,34, 
A = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

~ . F ~ = P1F" = F 

folgt durch Differenzieren nach P,., 

F,., + P1F1 ." = F/J' 

Als Analogon der Legendreschen Bedingung bezeichnen wir hier die folgende: 
Die quadratische Form (1) soll positiv semide/init sein und nur für Xl = p;. ver­
schwinden. Das besagt: Es muß 

,F1uP1i 0 
(2) - : P~ 0 I> 

sein, der Rang der Determinante i F1 u I gleich n - 1 = 5, und die Haupt­
unterdeterminanten von I F). u i müsse~ positiv sein 11). 

Die Bedeutung dieser Bedingung für das Variationsproblem läßt sich 
so einsehen: Eine vorgelegte Extremalfläche x (u, v) mit der Randkurve 0 

11) C. Caratheodory, Variationsrechnung und partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Teubner, Leipzig und Berlin 1935, § 199 und 252. 
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bette ich in ein Feld ein. Da F nur von Iß abhängt, kann ich ein solches Feld 
durch Parallel verschiebung erhalten 

x (u, v, a, b) = x (u, v, 0, 0) + ((. a + b b 

mit konstanten Vektoren a, b, die voneinander und im allgemeinen von xu ' xt ., 

linear unabhängig, aber sonst beliebig gewählt seien. Eine Fläche t) erhalte ich 
indem ich 

a = a (u, v), b = b (u, t') 

setze. Diese Funktionen seien so gewählt, daß die Fläche t) den Rand C hat. 
Die Tangentenebene von t) ist dann 

.0 = t)uXt)v = (xu X xv) + (xu X a) av + (xuxb) bv. - (x1'X a) a" - (xvXb)b". 

Ich bilde nun das über die Fläche t) erstreckte Integral 

U = H.Q·F'll(Iß)dudv 

und behaupte, daß es von der Wahl der Fläche t) unabhängig ist. (1.l3 ist das 
Tangentenelement der durch den Flächenpunkt gehenden Extremalfläche.) 

Wegen Iß ·F'll = F, xuF'll = - F~v' x"F'll = F~u ist 

.0 . F'll = F + a (au F~u + av F~l') + b (bn F~lI + bv· F~,.). 

Nun ist H F (Iß) du dv von der Wahl der Fläche t) unabhängig. ,veillß (u, v, a, b) 
= Iß (u, v, 0, 0) ist. Ferner setze man 

a·F =R a·F =8 
~H ' ~l' ' 

dann ist 

. l a a J a" F. + av F. = Ru + Sv -t- a~- (F. ) + " (F.) ; eu cv (J U en U V ev 

die eckige Klammer verschwindet auf Grund der Eulerschen Differential­
gleichungen, also läßt sich der zweite Summand von U in ein Randintegral 
umformen, und ebenso der dritte. Somit ist U von der Wahl der Fläche l) 

unabhängig, w. z. b. w. 
Man setzt nun in üblicher Weise 12) 

E(Iß,.Q) = F(.Q) -F(I.l3) - (.Q-Iß)·F'll(Iß) 
und erhält aus 

F (.0) = F (1.l3) + (.0 -Iß)· F'll (1.l3) -+- (Qi. - PA) (Qu - Pu) .Fi.u (1.l3 + f) (.0 - ~)) 
(0 :;:;; f) :;:;; 1): 

(3) E (~,.Q) = (Qi. - Pi.) (Q" - Pu) . Fi.u (f}). 

Wegen F (Iß) = Iß· F'l3 (1.l3) wird 

HF (.0) du dv = U + fJ E du dv. 

12) Vgl O. Bolza, Vorlesungen über Variationsrechnung, Teubner, Leipzig, Berlin 
1909, S. 110. 
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Für die in dieselbe Randkurve eingespannte Extremalfläche ist 

HF(~)dudv = HIß·F\jJdudv = U; 
also ist 
(4) HF (,Q) du dv - HF (113) du dv = HE du dv. 

Aus (3) und (4) folgt: Die Legendresche Bedingung ist hinreichend dafür, 
daß die vorgelegte Extremalfläche ein Minimum liefert. 

§ 13. 

Die Krümmung der Figuratrix. 

W. Blaschke [37] hat die Legendresche Bedingung mit der Krümmung 
der Figuratrix in Verbindung gebracht. Wir betrachten als Figuratrix die 
Fläche F\jJ = (s; (u, v) im 6-dimensionalen Raum. Wegen 

1 
Cf; ID = F er; 113 = 0 

ist 113 Normalvektor dieser Fläche. Wir setzen noch 

;! = \.ß .. 
V\.ß2 

und bezeichnen die drei weiteren zu (s;i senkrechten Richtungen durch die zu­
einander und zu ;! orthogonalen Einheitsvektoren 31, 3 2 , 3 3. Dann gelten 
längs der ;!-Krümmungslinien die Gleichungen 

. l ' 
(4) ;!= R Cf+k131+k232+k333+m;!. 

Wegen 

und 

und 

Fl/AP" = 0 

wird aus (4), in Komponenten geschrieben, 

Tl - V~2 F).!, 'iu - k] Zl- k2 Z'f - k3 ZJ. - m Tl = 0, 

oder, wenn noch VIß2 in Fl,u hineingezogen gedacht wird, 

(R !5 - F ) T - R· k Zl - R· k Z2 - R· k Z:, - R· m T _ = O. 
l," I. ," ," 1 I 2 I. 3 I. I. 

Hierzu kommen die Gleichungen 

T"Z;, - k; = 0, 

Tu T" = O. 
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R erhält man durch Elimination von Tu, ki , m aus diesen Gleichungen. Das 
ergibt für R die folgende Gleichung: 

R-FI !> -FI2 , -FIH , -FI4 , -FI5 • -FI6 , T!> RZ!. RZi. RZi~ 
-F21 • R-F22 • -F2S ' -F24 • -F25 • -F26 • T 2• RZ~. RZ&, RZi 

I -F31 • -FS2 ' R-Fss • -FS4 ' -FS5 ' -FS6 ' Ts ' RZ1. RZ~, RZg 
-F4 !> -Fu • -F4S ' R-FB • -FH ,. -F46 • T 4 , RZl, R Z1. RZl 

(5) 0= 
-F5 !> -F52 , -Fon. -F54 • R-Föö • -Fo6 • T5 , RZl. RZ~. RZg 
-F6 !> -F62 , -Fos. -F64 • -F6ö • R-Fü6 • T 6 , RZJ. RZ~. RZg 
TI . T 2 , Ts , T 4 . Tö , T 6 . O. 0 . 0 . 0 
ZI 

1 
Zl 

2 ZJ Zl 
4 Zi~ . ZI 

6 . 0, 1 . 0 , 0 
Z2 

1 . Z~ . ZJ Z2 
4 , Z~ 

0 
, Z2 6 O. 0 , 1 . 0 

Z' 1 , Zg . ZJ ZS 
4 , ZJl 

0 
, zs 

6 , 0, 0 , 0 , 1 

Denkt man sich diese Determinante nach den ersten 7 Zeilen entwickelt, 
so sieht man, daß das von R freie Glied 

K = _IFlI-'T11.1 
TI-' ° , 

ist. Das Produkt der ~-Krümmungsradien ist der Quotient aus K und dem 
Koeffizienten der höchsten Potenz von R. Wir haben noch zu zeigen, daß 
dieser positiv ist. Dann ist die Bedingung (2) als gleichwertig mit positiver 
~-Krümmung der Figuratrix erkannt. 

Zu diesem Zweck subtrahieren wir in (5) die mit Zl multiplizierte erste 
Spalte, die mit Zi multiplizierte zweite Spalte usw. von der achten Spalte 
und verfahren entsprechend mit der neunten und zehnten Spalte. So er­
halten wir 

Tl, FI,aZ~, F1,u Z!' FI,,,Z! 
RIJ1/l - Fl,tt 

T6, F6uZ,~. F6,uZ,~, F6I-'Z; 
Tl, ... , T6, 0, 0, 0, ° 0. 
Zf, ... , ZJ, 0, 0, 0, ° Zr, ... , Zg, 0, 0, 0, ° zr, ... , zg, 0, 0, 0, ° 

Diese Form zeigt, daß (5) eine quadratische Gleichung für R ist. Wähle ich 
nun das Koordinatensystem so, daß die 3., 4., 5., 6. Achse in ~, 31, 32 , 33 

fallen, so bleibt bei Entwicklung nach den ersten sechs Zeilen nur übrig 

R - F ll , -FI2 , 0, F 14 , F15 , F l6 

- F2 1> R - F22 , 0, F24 , F2S , F26 

- F 3I • -F32 , 1, F 34 , F35 , F36 0. 
-F41 , - F42 , 0, F44 , F45 , F46 

- F SI , -FS2 ' 0, F54 , F55 , F56 

- F6l , - F62 , 0, F64 , F65 , F66 
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Der Faktor von R2 ist also 

F 45 , F 46 

F 55 , F 56 

F65 , F66 

> 0, 

da alle Hauptunterdeterminanten von I1 F 11 positiv sein sollten. Damit ist 
gezeigt: Wenn für unser Variations problem die Legendresche Bedingung erfüllt 
ist, ist die Gausssche Relativkrümmung der Figuratrix (f bezüglich:! positiv. 
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