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Einleitung.

Zwischen zwei adjungierten Minimalflachen x (u!, %2) und ¥ (u?, u?) gelten
folgende Beziehungenl): ¥ und % sind aufeinander lingentreu abgebildet;
die Tangentenebenen in entsprechenden Punkten sind parallel; entsprechende
Linienelemente stehen aufeinander senkrecht; den Kriimmungslinien von x
entsprechen die Asymptotenlinien von ¥ und umgekehrt. — Wir schreiben
noch das Integral hin, das von den Minimalflachen stationar gemacht wird:

Ist x; = 2411., ¥1X %2 = p, & der Einheitsvektor der Flichennormalen, so ist
u

dies Integral
(Vo) Jo = ” Ep dut due.

Haar [1] und Berwald [2] 2) haben die Theorie der adjungierten Minimal-
flichen ausgedehnt auf die Extremalflichen von Doppelintegralproblemen,
die nur von den ersten Ableitungen der gesuchten Funktionen abhingen.
Es zeigt sich, daB in diesem Falle, wenn man Unabhingigkeit von der Para-
meterwahl fordert, der Integrand nur von p = ¥;X¥s, d. h. vom Fléchen-
element abhingt:

(V) J = [[F @) awdue,

und F (p) in p positiv homogen erster Ordnung ist: F (kp) = k- F (p) fiir
k>0.

1) Siehe z. B. Blaschke, Lehrbuch der Differentialgeometrie I, § 118, 2, S. 259
(3. Aufl.)

2) Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schluf}
der Arbeit.
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Es ist eine Indikatrizfliche vy durch F (y) = 1 definiert und eine Figu-
ratrixfliche e als polarreziprok zu 1 beziiglich der Einheitskugel. F kann
dann geschrieben werden

F = ep.

Gegeniiber (Vy) ist die Einheitskugel & ersetzt durch die Fliche e, die im
folgenden als Eichfliche einer Relativgeometrie im Sinne von W. Siiss [3]
benutzt wird. Die Extremalflichen sind durch das Verschwinden der mitt-
leren Relativkriimmung gekennzeichnet.

Man ordnet nun dem Variationsproblem (V) ein Variationsproblem (V)
zu, das man zu (V) adjungiert nennt, und das man dadurch definiert, da8
die Figuratrix von (V) die Indikatrix von (V) ist und umgekehrt. Beim
Problem der Minimalflichen ist die Indikatrix die Einheitskugel, fallt also
mit der Figuratrix zusammen; man sagt, das Problem ist selbstadjungiert.

Zu jeder Extremalfliche x von (V) gibt es eine nur durch Quadraturen
bestimmbare Fliche x, die adjungierte Extremalfliche zu x heiBt und folgende
Eigenschaften hat: ¥ ist Extremalfliche von (V). Zwischen x und ¥ gibt es
eine Zuordnung derart, dal entsprechende Linienelemente aufeinander senk-
recht stehen und den Asymptotenlinien von x die Relativkriimmungslinien
von x beziiglich e entsprechen; diese sind dadurch definiert, dafl lings ihnen
die Vektoren e Torsen bilden. Den Asymptotenlinien von x entsprechen
die Relativkriimmungslinien von x beziiglich y. Es 18t sich auf ¥ und x
je eine MaBbestimmung einfithren

ds? = G, dut duk (¢, k = 1, 2; iiber gleiche

dSe = G, dul duk Zeiger ist zu summieren),

derart, da3 1. die Abbildung von ¥ auf x im Sinne dieser Mallbestimmung
langentreu ist, 2. die MaBbestimmung beim Problem der Minimalflichen das
gewohnliche Bogenelement liefert, 3. die Oberfliche bei dieser Mabestimmung
gerade das Variationsintegral ergibt.

Diese Theorie ist von Haar und Berwald fiir den dreidimensionalen
euklidischen Raum (&3) durchgefithrt worden. Koschmieder [4] hat fiir den
Fall von Doppelintegralen im E; das adjungierte Variationsproblem, die
adjungierte Extremalfliche und die MaBbestimmungen angegeben. Ziel der
vorliegenden Arbeit i8t, auch den Rest der oben skizzierten Theorie adjungierter
Extremalflichen auf den E4 bzw. E, zu iibertragen. Dazu gehort die Relativ-
geometrie solcher Flichen, das Entsprechen von Kurvenscharen, dann aber
auch ein Satz von Blaschke [37], von dem sich wenigstens ein Teil iibertragen
1a8t, namlich dafl die Gaullsche Kriimmung der Figuratrix positiv ist, wenn
fiir das Variationsproblem ein Analogon der Legendreschen Bedingung er-
fillt ist.
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Als Rechenmethode verwende ich die Grassmannsche Ausdehnungs-
lehre [5]. Ich bevorzuge im Gegensatz zu der meist benutzten Schreibweise
der Tensorrechnung eine vielleicht éltere, die mehr der Vektorrechnung an-
geglichen ist, weil mir scheint, daB sich dabei das Vektorprodukt, das in
dieser Arbeit viel benutzt wird, einfach und verhéltnisméaBig anschaulich
handhaben 1a8t. Die fiir unseren Zweck notigen Definitionen und Rechen-
regeln stelle ich im 1. Kapitel zusammen. Ich halte mich dabei an den En-
zyklopédie-Artikel von Lotze [6]. Erreicht wird, dal sich die Entwicklungen
von Koschmieder formal ahnlich denen von Berwald schreiben lassen und
zugleich allgemein fiir Flachen des E, gelten. (Warum eine Verallgemeinerung
auf mehr als zweidimensionale Flichen nicht ohne weiteres moglich ist, sagt
FuBnote 7, S.429.)

Um Beziehungen zwischen Kurvenscharen auf ¥ und x zu ermitteln,
muB man zunichst geeignete Kurvenscharen festlegen. Asymptotenlinien
kénnen im E; dadurch definiert werden, daf ihre Schmiegebene jeweils mit
der Tangentenebene der Fliche zusammenfallt. Wértliche Ubertragung
dieser Definition auf Flichen des E, liefert Kurven, die ich Haupttangenten-
kurven nenne (da der Ausdruck Asymptotenlinien im Anschlufl an Komme-
rell [18, 19] in anderem Sinne gebraucht wird), die aber nicht auf allen Flichen
existieren, sondern nur auf solchen, die einer bestimmten Differentialgleichung
geniigen (vgl. Lane [33], § 27, S. 124ff.). Zwei Scharen von Haupttangenten-
kurven existieren sogar nur auf Flachen, die auf Flichen des E; lingentreu
abbildbar sind. Ob es moglich ist, Variationsprobleme zu finden und zu
kennzeichnen, auf deren Extremalflichen Haupttangentenkurven existieren,
ist eine offene Frage.

Kriimmungslinien kénnen auf Flichen des E3 dadurch definiert werden,
daB lings ihnen die Normalen Torsen bilden. Eine Fliche des E, besitzt in
jedem Punkte eine (n — 2)-dimensionale Normalebene (kurz: Normal-E, _s).
Eine einparametrige Schar solcher E,_, wird man eine Torse nennen, wenn
die Tangenten-E,_; an die erzeugte Hyperfliche lings jeder erzeugenden
E,_; konstante Stellung hat. Man kann dann feststellen, daf die so definierten
Torsen auf die E,_; abwickelbar sind.

Die Normal-E, _, ist gegeben durch einen (n — 2)-Vektor €*, das ist
eine GroBe (n — 2)-ter Stufe im Grassmannschen Sinne. Man erhilt den
Satz: Den Kurven von ¥, lings denen die €* Torsen bilden, also den €*-
Kriimmungslinien von ¥, entsprechen die Haupttangentenkurven von ¥; nur
gibt es diese Kurven nicht immer.

Bei der Aufstellung der Gleichungen fiir *-Kriimmungslinien gelangt
man fast von selbst dazu, Kurven zu betrachten, die nur einen Teil dieser
Gleichungen erfiillen, deren geometrische Bedeutung dann die folgende ist:
In jedem Flichenpunkt greife man innerhalb der E, o €* einen Vektor ¢
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heraus; er moge geniigend oft differenzierbar vom Flichenpunkt abhiingen —
wie ich iiberhaupt die nétigen Differenzierbarkeitseigenschaften stets vor-
aussetze. Als e-Kriimmungslinien bezeichne man solche Kurven, lings
denen die von e gebildete Regelfliche auf eine Fliche des %, _, abwickelbar
ist. Diesen Kurven entsprechen dann auf der adjungierten Fliche solche,
deren Schmiegebene zwar nicht in der jeweiligen Tangentenebene liegt, aber
in einem %, _;, der die Tangentenebene enthélt. Die Schmiegebene unter-
liegt also einer Beschrankung, aber nicht einer so scharfen, wie sie fiir die oben
definierten Haupttangentenkurven galt. Sie ist vielmehr so schwach, daB
sie eine quadratische Gleichung fiir die Richtungen in einem Punkte darstellt,
so dafB also im allgemeinen zwei solche Kurven durch jeden Flachenpunkt
gehen; und sie geht im Falle » = 3 in die Bedingung fiir Asymptotenlinien
iiber.

Die hier angedeuteten Begriffsbildungen der (gewohnlichen) Flachen-
theorie im £, sind im 2. Kapitel ausgefiihrt (Literatur hierzu [IIL.]), die der
Relativgeometrie im Zusammenhang mit dem Variationsproblem im 3. Ka-
pitel. Den Schlul} bildet das obengenannte Analogon eines Satzes von
Blaschke.

1. Kapitel.
Das Rechnen mit Grafmannschen Grofen.

In diesem Kapitel werden die Grundgesetze des Rechnens mit ,,exten-
siven GroBen‘, soweit sie im folgenden gebraucht werden, im Anschluf} an
den Enzyklopidie-Artikel von Lotze [6] kurz zusammengestellt. Weitere
Literatur s. unter [IL.].

Ein Vektor a des n-dimensionalen Euklidischen Raumes %, ist definiert
mittels eines Systems von # orthogonalen Einheitsvektoren (Grundvektoren)

n
€1,... &,:a = 2 a, e, Bel Einfithrung neuer orthogonaler Grundvektoren
1

Y=
transformieren sich die @, kontragredient. Addition von Vektoren und Multi-
plikation mit Skalaren werden in bekannter Weise erkléart.

Das duflere Produkt oder Vektorprodukt (x) von r < n Vektoren ergibt
eine ,,GroBe r-ter Stufe; es wird definiert

1. durch die Forderung der Giiltigkeit des assoziativen und des distri-
butiven Gesetzes;

2. durch Einfithrung der Produkte der Einheitsvektoren als Einheits-
grofen r-ter Stufe: ,

e X ou Xey, = €,y

mit der Vertauschungsregel e xXe, = — ¢, Xe,.

Dann wird ) )

r r
A= (a.l>< s XG,—) = 2Ai’1---i‘r(?’£’1~--?r'
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Zu summieren ist {iber die verschiedenen Kombinationen der Zahlen 1, .. ., n
zu je 7.
T
Derartige Groflen A = 2’4, €, ..o» heiBlen , GroBen r-ter Stufe«
oder ,,r-Vektoren®, A,,l_.. or ihre Komponenten diese bilden einen schief-

symmetrischen Tensor 7-ter Stufe.

Ich bezeichne r-Vektoren durch groBe deutsche Buchstaben, wenn
r > 1, durch kleine, wenn 7 = 1. Die Stufenzahl wird, wenn nétig, durch
einen dariibergesetzten Zeiger angegeben oder mit o () bezeichnet. Latei-
nische Buchstaben bezeichnen Skalare.

Ein r-Vektor heiBt einfack, wenn er (wie im obigen Falle) sich als Vektor-
produkt von r 1-Vektoren darstellen 1aBt. In diesem Falle sind die A, e
die Determinanten der aus den Komponenten der a, gebildeten Matnx
Kriterien fiir die Einfachheit sind ([6], S. 1448): Jeder 1-Vektor ist einfach;

2
daraus folgt spater die Emfachhelt jedes (n — 1)-Vektors. Ein 2-Vektor A

ist einfach, wenn ‘21><‘)I = 0 ist. Die Kriterien fiir die Einfachheit eines
r-Vektors (r > 2) sind verwickelter, werden auch in dieser Arbeit nicht be-
notigt.

Geometrisch bedeutet ein einfacher 7-Vektor das Gebiet, das von seinen
r 1-Vektoren aufgespannt wird, d. h. er gibt die Stellung eines E, an, dem
noch eine Zahl, nimlich der Inhalt des von den Vektoren aufgespannten
orientierten Parallelflachs zugeordnet wird.

Es gelten die Gesetze, daB ein Produkt aus 1-Vektoren verschwindet,
wenn zwel Faktoren parallele Vektoren sind oder — allgemeiner — ein Faktor
von den iibrigen linear abhiingig ist. Aus diesem Grunde wiirde ein Produkt
von mehr als n 1-Vektoren stets verschwinden. Grassmann wihlt den Aus-
weg, daB er ein solches Produkt anders definiert. Der Weg dazu fiihrt iiber
den Begriff der Erginzung. Geometrisch ist die Ergénzung eines einfachen
r-Vektors ein dazu orthogonaler einfacher (n — 7)-Vektor. Allgemein wird
die Ergénzung (ich bezeichne sie durch *) so eingefiihrt:

(U + By* = U* + B*;, (@ W* = a- AL

Dann braucht nur noch fiir die Einheiten &* definiert zu werden: Ist

”
(E:tex"' Xe(’r’

80 1st
*
C* = 4 e” . 1 . X e?n,
wobei das Vorzeichen so zu wihlen ist, daB EX E* = + (e;X ... Xe,) ist
Dann ist

T

(glr[*)* — (__ 1)7~(n -9,
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. . R . Cy
Nunmehr wird das ,,regressive Produkt* x zweier Einheiten erkléart durch

EXP)* = ©*xF*  (fir p+g > n, also (1 —p) + (1 —g) <)
das regressive Produkt beliebiger r-Vektoren durch das distributive Gesetz.
Bei einfachen Vektoren stellt das regressive Produkt das den beiden Vektoren
gemeinsame Gebiet dar. Das R in der Bezeichnung kann fortgelassen werden,
da die Art des Produkts aus der Stufenzahl der Faktoren abgelesen werden
kann. Produkte aus mehreren Faktoren konnen ,,rein‘“ oder ,,gemischt
sein, je nachdem nur die eine oder beide Arten der Multiplikation auftreten.
Nur fiir reine Produkte gilt das assoziative Gesetz.

Rechenregeln.

a) (WX ... XU )* = AFX ... XUE ([6], S. 1443, (4)).

b) Zerlegungsformel ([6], S.1445): , Es sei B eine einfache Grofe
m-ter Stufe, aufgebaut aus den Faktoren by, by, ..., b,. €, €, ... seien
deren multiplikative Kombinationen zur r-ten Klasse (r << m), sowie D, D, ...
diejenigen aus den jeweils noch iibrigen b; und in solcher Reihenfolge, daf3
stets €, X D, = + B, dann ist allgemein

@) AXB) = T (AxD)* -6,

k
fiir jede Grofe U der Stufe n + 7 — m. — (AXD,)* ist ein Skalar.
Zur Erlduterung dieser Formel mochte ich einen bekannten Sonderfall
angeben: Das Vektorprodukt zweier Vektorprodukte im Ejs. Unter dem
Vektorprodukt der Vektoren a,b versteht man dort gewohnlich den zu a
und b senkrechten Vektor geeigneter Linge, das ist in unserer Bezeichnungs-
weise die Erginzung. Wir wollen also berechnen

((@xB)*x (cX D)*)*;

das 1st nach der Definition des regressiven Produkts

R
= (aXb)X (eXDd)
und somit nach (Z)
= (aXbXDd)*c — (axbx ¢)*d;
(aXbX¢) ist aber die aus diesen drei Vektoren gebildete Determinante.
Als Skalarproduki oder inneres Produkt sei definiert

(8) 6B — (U x B
(statt AX B* bei Lotze, damit das Skalarprodukt zweier gleichstufiger Vek-
toren nicht ein n-Vektor, sondern ein Skalar wird).

Zwischen U B und BUA besteht mit einem Vorzeichen, das von der Stufen-
zahl abhingt, die Beziehung AB = + (BU)*; nur fiir gleichstufige Vektoren
ist AB = BA.
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Es ist o (UAB) =0 (B) — o (A), wenn o (B) = o (N),
=n—0(B)+ o (A), wenn o (V) < o (A) ist.
Skalarprodukte schreibe ich, wenn moghch, in solcher Reihenfolge, daB
der erste Fall vorliegt. In diesem Falle ist das Skalarprodukt nichts anderes
als die gleichliufige o (A)-fache Uberschiebung. Ich zeige das hier, um die
Schreibweise zu vereinfachen, fiir den Fall o () = 2, ¢ (B) = 3, also

2 3
QI:ZAZ;L@”C, %:ZBlmn@lmn-

A-B =3 A By (€ X €y ) >
Nun ist €; . X €¥,, = 0, wenn unter den Zeigern I, m, n nicht die Werte ¢, k
vorkommen. Ich denke mir die Zeiger der B schon so geordnet, da die ¢,
an erster Stelle stehen. Dann ist also

AB = 2 A4, Byxs (€ X E¥X)* = 24 By, e,

Dann ist

Denn es ist (€;, X E¥.,) = (E;"k;z@ik,, und das ist nach (Z)
= (E5XE )% e, = e,
Formeln fiir spiteren Gebrauch:
a) Sel ¢ (B) = b < ¢ = ¢(€); dann ist
(S1) (B-C)* = (BXEH)** = (— 1) —c+ 0 C—b(BxE*).
b) Ist ¢ (A) + o (B) < o (€), so ist
(AXB) -C = (AxBXE*)*
(die Beschriankung der Stufenzahl ist notwendig, damit hier das assoziative
Gesetz angewandt werden darf)
— (__ 1)(11—c+b) (c~b)(%x(%,¢)*)*’
(82) AxB)-€C = (— 1)a—c+tdDc—dY.(B-C).

2. Kapitel.
Aus der Geometrie des E,.
I. Torsen3).
§ 1.
Definition und Bedingungsgleichungen.
D (s) = (01 ()X D2 (8)X ... XD, (5))
sei eine einparametrige Schar einfacher r-Vektoren, r < n — 2. Lings einer

Kurve x (s) aufgereiht erzeugen sie eine (r - 1)-dimensionale Mannigfaltig-
keit, die r-Regelfliche genannt werde:

FT+1: 5(3,?){,) = I(S) + §1vy' I)(,(S)-

%) Mit aus E, aufgebauten Mannigfaltigkeiten und ihren Abwickelbarkeits-
eigenschaften beschiftigen sich Segre, Bompiani, Terracini [25--31], siehe auch
Brauner [24].
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Sie heifle r-Torse, wenn ihre Tangenten-%,,; lings einer Erzeugenden E,
fest sind. Die Stellung der Tangenten-Z, ., ist gegeben durch (' bedeutet
Ableitung nach s):

ril . 07 33 , 4 .
1) T = (3 xa—;x...xa—&) = (¥ x9) +g§1vg(gpxg}).

Firv,=0 (¢ =1,... 1), d. h. fiir die Punkte der Kurve x (s) selbst, ist
T =3%9.

Wenn £'X 9 == 0 ist, so mull, damit die Stellung von T unabhingig von v,
ist, jedes 9, X Y dieselbe E, . ; bestimmen, d. h. es mul} v/ in der von ¥’ und 9
aufgespannten ¥, ,; liegen, also

(T1) Xy XY =0sein firp=1,...,r

Ist x' X9 = 0, so ist in den Punkten der Kurve z (s) die Tangenten-£, ,
nicht bestimmt. Damit ¥ dann von o, unabhingig ist, mul} fir alle ¢, o

(T2) DpXDe XY =0
sein.

§2.
Gratlinien 4).

Als Gratlinien der Torse F,,, seien diejenigen Kurven

B = 20 + 2 0,00 0,0)

bezeichnet, fiir die ¥ XY = 0 ist.
Es ist
Y= 4 2o,y + Ty,

IXY = XY+ 2o, (0, X D).

Nun sind nach (T 1), (T 2) die (r + 1)-Vektoren x' X 9 und 9, X9 Vielfache
desselben (r -+ 1)-Vektors ¥, also etwa

XYP=2-T, Yy XxXP=y, I,
wobel z, y, Zahlen (Funktionen von s) sind. Also wird unsere Bedingungs-

gleichung
z-+ X v,y,= 0.
F=thei s

Es besteht also eine lineare Gleichung fiir die » GréBen v,, d. h. es gibt im
allgemeinen eine (r — 1)-parametrige Schar von Gratlinien.

4) Die Ergebnisse der §2 und 3 werden im folgenden nicht benutzt.
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§ 3.
Mit einer Kurve verbundene Torsen.

Lings einer Kurve des E3 bilden bekanntlich die Tangenten, aber nicht
die Hauptnormalen oder die Binormalen Torsen. In Verallgemeinerung
hiervon fragen wir, welche von den mit einer Kurve des F, in entsprechender
Weise verbundenen 7-Regelflichen Torsen sind.

Das mit der Kurve x (s) verbundene orthogonale n-Bein bestehe aus den
Vektoren &; = ¥', &, ..., &,; s sei die Bogenlinge, »; die Kriimmungen,
so daB mit », = %, = 0 die Frenetschen Formeln die Gestalt haben 5)

&= — i1 &1+ i

Dabei kann vorausgesetzt werden, dafl von den ersten m Kriimmungen
keine, aber alle iibrigen identisch verschwinden (m < n — 1). In diesem
Falle liegt die Kurve in einem E,, ;. Auf diesen kénnen wir unsere Uber-
legungen beschrinken, d. h. wir kénnen einfach von vornherein alle »;, .
#,_1 als == 0 annehmen.

Betrachten wir zunichst den Fall r = 1, also 9) = &;; dann wird aus (T 1)

Eixéixé = — o1 (ErxE_1xXE)Fri(E1xE 4 1xE) =0

Damit das der Fall ist, muB wegen unserer Voraussetzungen iiber die »
EixE&_1xéE,=0 und &% &, 1x& =0

sein; und das ist dann und nur dann erfiillt, wenn ¢ = 1 ist. Von den Vektoren
des eine Kurve begleitenden n-Beins erzeugen nur die Tangenten eine Torse
(vgl. Forsyth [14]).

Sei allgemein

.oy

P = & xELX Xy << .<g; r=n-—2
(T1) liefert
§1><§,'0 XfiIX... x&, =0,
und dazu mul )
51,\(51'”_1 XE;-IX . XE,‘, =0
und )
§1X§i”+1X§i1X XS{TE 0
sein. )
Aus diesen Gleichungen folgt

entweder 3; — 1, und dann sind alle diese Gleichungen in der Tat erfiillt;
oder aus der zweiten 7, , ; =1, + 1

und dann aus der ersten fir o= 1: 4, =2, also i, =0+ 1,
und dann aus der zweiten fiir ¢ = 7: & X &, 20X &X ... X &1 =0;

diese Gleichung ist aber falsch.

8) Vgl. z. B. Duschek-Mayer, Differentialgeometrie II, S. 74.
Mathematische Zeitschrift. 46. 27
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Also bleibt nur die Mdoglichkeit ¢; = 1. In diesem Falle ist (T 2) zu
pritffen. Daraus ergeben sich zunichst die Gleichungen:
Sax& xEyxEyXx ..o xE =0 (0= 2),
d. h. )
§2><§z'£,;1 ><§1><5i2>< ... x&,=0 und §2><§,-0+1X§1><§i2>< e xfi,E 0.

Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt 4, + 1 =7, . ,, aus der ersten
fiir ¢ = 2: 1, = 2 oder %, = 3, also 7, = ¢ oder i, = ¢ + 1. Der zweite
Fall ergibt fiir ¢ = r aus der zweiten Gleichung die falsche Gleichung:

§2X§r+2><§1><§3>< PR ><§7‘+1 = O,

also bleibt nur der Fall 7, = ¢: Eine Torse kann hdchstens dann vorliegen,
wenn Y = &3 X EeX ... X§&, ist. Dann liegt auch eine Torse vor; denn

(T 1) 18t erfiillt, weil ¥' = &; ist, und (T 2) ist erfiillt, weil in
EXE XEX ... XE,

entweder ¢ oder k < r ist, etwa ¢, und weil dann &,_; und &, ; unter &;, ..., &,
vorkommt.

Das Ergebnis ist: Ldngs einer Kurve des E, bilden jeweils die ersten
r Vektoren (r =< n — 2) des n-Beins eine Torse und nur diese.

II. Flichen im FE,.
§ 4.
Grundgréfen und Ableitungsgleichungen.

Eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit des E,: x (4!, ..., u™), sei als
m-Flache F bezeichnet. Wir werden es spiter meist mit 2-Flachen zu tun
haben, die wir einfach Flichen nennen. Die Normal-E,_,, der Flache x
werde aufgespannt von den orthogonalen Einheitsvektoren &;,, 4 =1, 2, ..,
n — m. Im folgenden laufen lateinische Zeiger von 1 bis m, griechische von
1 bis # — m. Bezeichnet man

0x |
Pl , X . X%, =P, Y =i % =10
80 1ist

V!;'(§1><§2>< e XEn—m) = EB*.

Wir definteren ¢%! durch

gengtt = of — | L i =1
| 0 fitr ¢ =1
und setzen
0%x 9§,
Gwod T e G T e
2 1 a1
C:k =% &, Cikgkl = ¢ -

Uber gleiche Zeiger ist zu summieren.
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Die Ableitungsgleichungen nehmen die Gestalt an:
1 l
(A1) e = G &+ Tie %,
(A2) E 0= —c n+a"E mit x" = — xf
Die Integrierbarkeitsbedingungen erhdlt man auf folgendem Wege
(Zeiger hinter emnem Komma bedeuten Ableitung nach dem betreffenden
Parameter): Es ist
Yo = %, (I7x Dy + Iy — ciel’)
i 0 i
+ & (et + e #f” + Tiiem),

und man erhilt somit aus der Forderung X1 — X1 = O:

r i Ar
J1 Il — I + Doy —THT, = chel™ — ¢y dl
und
2 ol A m A mo i
(J2) Cir,1 — cllk+clk/l —chxzi IV emi— I eme = 0.
Es ist
« u ur Au Lo ou il u
ik = —1r(01, +Cz -r’lk+"z ) & (i 4wt — ¢ egp)e
Aus &, — E, ¢ = 0 ergibt sich somit
A u /n :g Ao ou It ou Al ou
(J3) / — Mg R wT — xS wT = € Cp— Cp Oy
und

(J4) cl Ck1+cL -r’lk_ck Flz_*"tz CZT_Z;;“C;”‘:O-
Diese letzte Gleichung folgt aber auf dem iiblichen Wege aus (J 2). Es ist
niamlich
it = (€ grili = 1gri + b (grik
und
Geidi= Trvi + Tiaos
so wird aus (J 2)
CIX:,TL Yri — Ctlrk gri + ¢’ (grihi — ' (9r ik

or ol or ol

im im
et w gri—¢C M Gt Ligmer” — Iimecr = 0.

Der Faktor von ci’ ist I'yy; + Iy — Iy = Iy, der Faktor von ¢} ebenso

I'.,,. Uberschieben der Gleichung mit ¢*™ ergibt (J 4).
§ 5.
Asymptotenlinien.

Im E, hat Kommerell [18] jedem Flichenpunkt eine ,,Charakteristik
zugeordnet, namlich die Kurve in der Normalebene, die durch Schnitt mit
allen benachbarten Normalebenen entsteht. Jeder Fortschreitungsrichtung
in einem Punkt auf der Fliche entspricht somit ein Punkt der Charakteristik.

27*
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&

Sie ist eine Kurve zweiter Ordnung. Die ihren unendlich fernen Punkten
entsprechenden Richtungen der Flidche heilen Asymptotenrichtungen, die
aus ihnen gebildeten Kurven Asymptotenlinien. Ihre Differentialgleichung
ist nach Kommerell
hiptt uF = (¥ XX XX ;X Xop) Ul 0f = 0.

(- bedeutet Ableitung nach einem Kurvenparameter.)

Bei 2-Flichen im E, 14Bt sich diese Gleichung formal auch aufstellen,
nur steht dann links nicht mehr ein Skalar (genauer: n-Vektor), sondern

ein 4-Vektor, dessen (z

durch bestimmten Richtungen (Z) Gleichungen zu geniigen hitten. Wir

) Komponenten verschwinden sollen, so daf die hier-

stellen die Frage nach ihrer Erfiillbarkeit in der Form: Lassen sich die Para-
meterkurven so bestimmen, daf

H11 = (B X2 X211 X%21) = 0 und  Hop = (X1 X 22X X195 X %) = 0
wird 2 Wir fragen also zunichst, wann es auf einer Fliche zwei Scharen von
Asymptotenlinien gibt.

Diese Gleichungen sind erfiillt, wenn sich die Parameterkurven so wéhlen
lassen, dafl auf der ganzen Fliche die Differentialgleichung

X1 X X9 X X192 = 0

erfiillt ist. Solche Kurvensysteme nennt man ,,Netze (konjugierter Kurven)«
(Eisenhart [32], Lane [33], Guichard [34]). Nicht auf allen Fliachen des %,
gibt es Netze ([32], S.7).

Wenn sich andererseits die Parameterkurven so wihlen lassen, dal}
H11= Ho2 = 0 und dabei x;Xx3X %0 == 0 ist, so wihle ich die Normal-
komponente von ¥;, als Richtung von &;, d. h. ich setze

W&'El :x12-f’{2xl.
Dann werden fiir 2 == 1 alle ¢/, = 0 und die Integrierbarkeitsbedingungen

vereinfachen sich in folgender Weise: (J 1) geht in das Theorema egregium
iiber, (J 2) filr A =1 in

1 1 m 1 m 1
Ciri —Cik+ Lk emi— i emr =0,

das sind die Mainardi-Codazzischen Gleichungen. D.h.: Die ¢,, und ¢},
erfiillen die fiir die Fundamentalgrofien einer Fliche im K3 kennzeichnenden
Bedingungen. Also gibt es eine Fliche im F3; mit denselben ¢;, wie unsere
gegebene Fliche: Unsere Fliche ist auf eine Fliche des Ej abwickelbar.
(In diesem Sinne wird der Ausdruck ,,abwickelbar im folgenden stets ver-
wendet.)

Wenn sich &, so wihlen 1aBt, daB fiir 2 4= 1 alle ¢/, = 0 sind, so ist
das von der Wahl der Parameterkurven unabhiingig: denn darin kommt die
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geometrische Tatsache zum Ausdruck, dal in jedem Flichenpunkt die fiinf
Vektorenxy, xs, %11, ¥12, ¥2» und damit auch alle Vektoren ¥, d. h. die Schmieg-
ebenen an alle Flichenkurven in diesem Punkte einem und demselben Ej
angehoren.

Tragt man nun %, = c' & + I}, x, in §,, ein, so erhilt man

A 7
1011, C1y
D = | 2 ~(x1><$2><§1><§.“)
I "
1 C2rs C2p

und daraus siecht man: Wenn sich & so wihlen ldBt, daBl fiir 2 == 1 alle
rf ;. = O sind, so sind alle §,, = 0, und zwar unabhingig von der Parameter-
wahl, d. h. alle Kurven der Flache sind Asymptotenlinien.

Unser Ergebnis ist: Wenn es auf einer Fldche des E,, zwer Scharen von
Asymptotenlinien gibt, so bilden diese entweder etn Netz konjugierter Kurven
oder die Fliche ist auf eine Fliche des E5 abwickelbar und in diesem Falle sind
alle Kurven der Fliche Asymptotenlinien. Umgekehrt sind die Kurven eines
Netzes Asymptotenlinien.

Wir fragen nun, wann es auf einer Fliche eine Schar von Asymptoten-
linien gibt. Dazu ist offenbar notwendig und hinreichend, daf} 1. bei beliebiger
Parameterwahl die Fliche einer Differentialgleichung der Form

(L) Axy1+ 2 Bxy3+ Cxgs + Dxy + Ex, = 0
geniigt, und dalB sich 2. eine Parametertransformation
w = U (ut, u2), wu2=7V (ul,u?)
angeben laft, die (L) in eine Gleichung derselben Form mit den Koeffizienten
A,B,C,D,E mit C = 0 tberfiihrt.
Nun gibt es bei Flachen, die einer Gleichung (L) geniigen, zwei Falle:
Entweder es ist (in einem Flachenpunkt und damit aus Stetigkeitsgriinden

in einer gewissen Umgebung)

AC — B2 == 0;
dann gibt es zwel Scharen konjugierter Kurven.

Oder esist AC — B2 = 0. SchlieBen wir die Fille aus, wo diese Gleichung
in einem isolierten Punkte oder lings einer Kurve gilt, dann a8t sich durch
eine Parametertransformation sogar

C=B=0
erreichen, so dafl es eine Kurvenschar gibt, fiir die
(Ht) Y XXX X1, = 0

ist. Diesen Gedankengang sowie den Beweis findet man z. B. bei Kisen-
hart [32], auch bei Lane [33], und schon bei Darboux, Théorie des Surfaces,
Bd. I, 1887, §106.
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Wenn die Gleichung (Ht) besteht, haben die Kurven u2 = const die
Eigenschaft, daf} ihre Schmiegebene mit der Tangentenebene der Fliche
zusammenfillt. Wir nennen diese Kurven , Haupttangentenkurvens. Jede
Haupttangentenkurve ist Asymptotenlinie, aber nicht umgekehrt.

Wenn es nur exne Schar von Asymptotenlinien gibt, so sind diese Kurven
Haupttangentenkurven. Notwendig und hinreichend dafir, dafi es eine Schar
von Haupttangentenkurven qibt, ist, dafi die Fliche einer Differentialgleichung (L)
mit 4C — B2 = 0 gendigt.

§ 6.

Haupttangentenkurven.

Wenn es zwel Scharen von Haupttangentenkurven gibt, so bestehen,
da diese Asymptotenlinien sind, die beiden Moglichkeiten: Entweder die
Fliache ist auf eine Fliche des E5 abwickelbar oder die Kurven bilden ein
Netz. Im zweiten Falle wiirden die Parameterkurven als Haupttangenten-
kurven den Gleichungen geniigen:

¥ X¥2X%1 =0 und ¥ XXX X9 = 0
und als Kurven eines Netzes der Gleichung:
XXX %12 = 0

d. h. aber: Die Fliche ist eine Ebene.

Zwer Scharen von Haupttangentenkurven ¢ibt es also hochstens auf solchen
Flichen, die auf Flichen des E abwickelbar sind.

Geniigt diese Abwickelbarkeitseigenschaft, um wenigstens die Existenz
etner Schar von Haupttangentenkurven sicherzustellen? Wir untersuchen
hierzu den Zusammenhang zwischen dem Bestehen einer Gleichung (L) und
Abwickelbarkeitseigenschaften.

Das Bestehen einer Gleichung (L) bedeutet, daB x;, x2, ¥11, ¥12, X202 alle
in einem Ej liegen, d. h. daB sich &;, &, so wihlen lassen, da} fiir 2 > 2 alle
i, = 0sind. Man kann fragen, ob sich dann die Fliche auf eine Fliche des
E, abwickeln 1i3t. Das ist im allgemeinen nicht der Fall; denn es gehen
zwar, wie man sich ohne weiteres iiberzeugt, die Gleichungen (J 1), (J 2)
in diejenigen fiir eine Fliche des £, iiber, aus (J 3) ergibt sich jedoch die
zusitzliche Bedingung

L A L
0=3

Wir suchen nun solche Abwicklungsprobleme, bei denen keine Bedingungen
fiir die » auftreten. Ein solches ist nur das Problem der Abwicklung einer

m-dimensionalen Fliche des E, auf eine F™ _,: denn unter den GrundgroBen
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einer Fp ., treten keine » auf. Die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen der Abwickelbarkeit sind aus (J 1,2) abzulesen. Hinreichend

ist die schon mehrfach herangezogene Bedingung, daf sich die &, so wihlen

2

lassen, daB fiir 2 4= 1 alle ¢;;, = 0 werden. Dann nehmen die Ableitungs-

gleichungen (A 1) die Form an

(A1) fie = &y + Tz,

Durch Eliminieren von &; entstehen daraus W#‘*"l) — 1 Gleichungen der
Form

(L) Az + Biyx, = 0; M=1,2, _”’m(m2+1)_1‘

Wenn umgekehrt @(m‘?—w — 1 derartige Gleichungen bestehen, so kann man
aus ihnen durch Elimination eine Gleichung der Form
axy1 + bxlg = lel
erhalten, allgemein das Gleichungssystem in die Form
agp i+ bay Er = Cln &

bringen; dabei ist itber ¢, k£ nicht zu summieren, und 7% durchlauft alle Wert-

paare aus den Zahlen 1, ..., m aufler 11. Setzt man dann
s I
51 — —
Ve 2,

so nehmen die Ableitungsgleichungen die Gestalt (A 1’) an. Also:
Notwendig und hinreichend dafiir, daB durch geeignete Wahl der &, die c,

fiir A == 1 zu Null gemacht werden kinnen, st das Bestehen von m—(m2+ b 1

Gleichungen (Lyy).
Im Falle m = 2 sind das zwei Gleichungen, die man auf folgende Form
bringen kann:
clz ¥y — C1 %y = Cui g

1 1 i
— Co2%12 + Ci2¥2 = Caz¥y.

Geniigt das Bestehen zweier solcher Gleichungen, um die Existenz einer
Schar oder zweier Scharen von Haupttangentenkurven sicherzustellen?
Dazu ist natiirlich nach wie vor notwendig, dal eine bzw. zwei solche Glei-
chungen mit AC — B2 = 0 bestehen. Solche kann man sich nun durch
Linearkombination der beiden obigen verschaffen 6).

Man setze
A=p-Ai+q-4

%) Diesen Hinweis verdanke ich Herrn G. Bol.
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usw., also im obigen Falle

Z: ])'C%g,
2B = -—p-ci1— ¢z,
C = Q'Ciz
und bestimme p, ¢ so, dal
AC —B2=0

wird. Man erhdlt dafiir die Gleichung
PP ein)* + 2pg(ein-caz — 2(e12)”) + ¢ (c2o)® = 0;
ithre Diskriminante ist
4 (c12)[e11- c22 — (c12)°],
das ist bis auf einen positiven Faktor die GauBsche Kriimmung der FZ,
auf die die gegebene Fliche abgewickelt wurde. Man sieht nun leicht ein,
daB} eine reelle Losung p, ¢ reelle Haupttangentenkurven bedeutet. Also gilt:

Notwendig und hinreichend dafiir, daB es auf einer Fliche F?2 zwei
Scharen von Haupttangentenkurven gibt, ist, daf sie zwei Gleichungen (L)
geniigt. Dann ist sie auf eine FZ abwickelbar; die Haupttangentenkurven
sind reell, wenn deren Gaulische Kriimmung negativ ist, und fallen zusammen,
wenn sie gleich Null ist. Den Haupttangentenkurven entsprechen die ge-
wohnlichen Asymptotenlinien auf der Fj.

Die letzte Behauptung sieht man so ein: Wahlt man auf der F7 die
Haupttangentenkurven als Parameterkurven, so ist ety = e33 = 0, und
das bedeutet gerade, daB auf der 7 die Asymptotenlinien Parameterkurven
sind.

Ich fasse noch einmal zusammen: Dafiir daf es auf einer F? eine Schar
von, Hauptiangentenkurven qibt, st das Bestehen einer Differentialgleichung (L)
mit AC — B2 = 0 notwendiqg und hinreichend. Fur die Existenz von zwer
Scharen von Haupttangentenkurven vst Abwickelbarkeit auf eine F§ notwendig,
hinreichend ist, daf sich durch Wahl der Normalen i, = 0 fiir 2 == 1 erreichen
lape.

C. Segre [25] hat auf anderem Wege gezeigt, dall eine Fliche, die zwei
Gleichungen (L) geniigt, entweder in einem Ej3 liegt oder in dem Sinne ab-
wickelbar ist, da8 sie ein Kegel oder der Ort der Tangenten einer Kurve ist.

§7.
Abwickelbarkeit der Torsen.
Da wir gerade bet Abwickelbarkeitsfragen stehen, wollen wir hier nach-

rechnen, daB die in § 1 eingefithrten Torsen T7+1:
r+1
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fiir die noch die Beziehungen (T 1), (T 2) gelten, auf den E, ,; abwickelbar
sind. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB die fiir 77 * ! berechneten
GroBen g, ., c*,, #¢* den Integrierbarkeitsbedingungen fiir den E, ,; geniigen.
Diese Bedingungen sind in diesem Falle, da} die linken Seiten von (J 1),
das sind die Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors, ver-
schwinden.

Wir bezeichnen die Ableitung nach s mit dem Zeiger 1, die Ableitung

nach v, mit dem Zeiger g, bei den y trennt ein Komma die Nummer des o

d
von der Ableitungsmarke: v, , = —3—29.
Es ist fiir p, 0 =2, ..., r 4+ 1: 300 =0, also ¢t . = 0.

Ferner: Die Gleichungen (T1), (T 2) besagen, daB 3,, =1, in der
Tangenten-E, ; an 77+ 1! liegen, d. h.

0{1,20 fir o > 1.

Wihlt man nun weiter den Einheitsvektor der Normalkomponente von
311 als &
Iy
VGi— TP 5,
dann werden alle ¢!, = 0 mit Ausnahme von ¢},. Geht man mit diesen
Werten in (J 1) ein, und zwar in die als giiltig vorausgesetzte Bedingung (J 1)
fiir die Flache 77 * ! als Fliche des E,, so verschwinden die rechten Seiten,
also auch die linken Seiten. Diese linken Seiten sind aber gerade die Grofen,
deren Verschwinden wir beweisen wollten.

& =

§8.

A-Kriimmungslinien. Weitere Kennzeichnungen der Asymptotenlinien
und Haupttangentenkurven.

1. Hat man &, (u!, ui) einmal fiir die ganze Fliche festgelegt, so kann
man fiir jedes 2 A-Kriimmungsradien einfiihren durch

e b -k Aotk
1 {ilcgzu % . CiLu

B, g,ildb g it
und kann in bekannter Weise die Extremwerte von R;: R, ;, B, , bestimmen,
sowie die Richtungen, die diesen Extremwerten entsprechen. Es gibt in
jedem Punkt zwei reelle derartige Richtungen. Wihlt man diese A-Kriim-
mungslinien als Parameterkurven, so gelten die den Rodriguesschen ent-
sprechenden Formeln

1 iu
‘S;‘.,[ = - ’R’_’”'xi + ‘E.u'
4@
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(Uber ¢ ist hier nicht zu summieren, was durch Einklammern dieses Zeigers
angedeutet ist.) Diese Gleichungen besagen: Es ist

ct? = 0, wenn w2 = 0 A-Kriimmungslinie ist, und

c%l =0, wenn w! = 0 A-Kriimmungslinie ist.
Umgekehrt folgt aus ci? = 0, daB %2 — 0 A-Kriimmungslinie ist. Die Be-
weise sind die bekannten. Dagegen bilden die &, im allgemeinen lings der
A-Kriimmungslinien keine Torse, dazu ist vielmehr x»*# = 0 erforderlich;
‘denn die Forderung (T 1) geht iiber in

Z o (1 xEaxE) = 0
"

und die 3-Vektoren (x;x &,x¢&;) sind linear unabhéngig.
2. Sind die Kurven u? = const gleichzeitig fiir alle 4 A-Kriimmungs-
linien, so sind sie Asymptotenlinien. Denn aus
0=ci” = dl1g" + cl2g”,
0 — clu2 — cu 12 cu 29
folgt 1 119 +Ci2g

i 1
C11, Ci2

3 10 l = 0
| €11, Ci2 |
und aus der Darstellung von §,;, (S. 421) folgt $;, = 0. Ebenso folgt $,- = 0,
wenn fiir alle 2 ci! = 0 ist.
3. Auf dieselben Kurven fiihrt die Frage, lings welcher Kurven die
Normal-E, ¢ 9 = &;x&X ... xX&,_, Torsen bilden. (T 1) liefert, damit
die Kurven #? = const derartige Kurven sind, die Bedingungen

10X E  XEX L xXE g =} F (XX E X L XE,_p) =0,
d. h.
o* =0,

und zwar mull diese Gleichung gleichzeitig fiir alle 4 erfiillt sein; die ge-
suchten Kurven sind also die Asymptotenlinien.

4. Die Frage, lings welcher Kurven die Tangentenebenen eine Torse
bilden, fithrt ebenfalls auf die Asymtotenlinien. Fiir 9 = %X x5, ul = s,
u2 = const ergibt (T 1) den Entartungsfall x, X9 = 0, (T 2) ergibt

X1 X X1 XX 1 XX = 0= 511.

5. Ich fithre folgende Bezeichnungen ein:

3
Cr. = X; 2 XXX Xg = IingB = inxlk

Dann ist

911 =C11X%21,  Hoa = — CaoX¥pa
€11 =0 (bzw. €5 = 0) kennzeichnet die Kurven u% = const (bzw.
u! = const) als Haupttangentenkurven.
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6. Die Asymptotenlinien lassen sich ferner kennzeichnen als diejenigen

4P

Kurven, lings denen die 2-Vektoren = =% (¢ ein Kurvenparameter) ein-

dt
fache 2-Vektoren sind. Es ist namlich
B, = (201, X %) + (£1Xxa4),

und daraus ergibt sich
PBaxPr = —2H11,
PoXPo = — 2 Hao,
(PBiXBa) + (PaXPBy) = — 2 H10
{es st Ho1 = ¥ X XX %19 X Ea7 = 0), s0 daB
Diwtuf = — 3 (P, x Py) w' ub
ist. 911 = 0 bedeutet also, daB der 2-Vektor B, einfach ist.

§9.
Bemerkungen iiber Relativ- Geometrie.

Hier lieBe sich eine Relativ-Geometrie von Fliachen im E, nach dem
Vorbild von W. Sii§ [3] anschlieBen. Im £; geht man so vor, dafl man das
sphirische Bild einer Fliche, das ja auf die Fliche durch parallele Tangenten-
ebenen bezogen ist, durch eine (konvexe) Fliche e ersetzt, die man ebenfalls
durch parallele Tangentenebenen auf die Fliche abbildet.

Hier bieten sich zwei Wege der Verallgemeinerung:

1. Die Gesamtheit der Normal-E, _o: :t = &;X ... X &,_o bildet eine
Fliche im E(HLL 2). Fiir diese gilt },xP = 0, und das kann man als Verallge-

meinerung des Falles
n—2=1; N=§& EXP=0

ansehen; hier im E; folgt die letzte Gleichung z. B. aus den Ableitungs-
gleichungen und bringt zum Ausdruck, daf jede Tangentenrichtung des
sphirischen Bildes in die Tangentenebene des entsprechenden Flichen-
punktes fillt. — Man hat dann 9N zu ersetzen durch eine Eichfliche €, die
man so auf die Fliche x abgebildet denkt, daB €, x P = 0 ist. Die Kurven
der Fliche x, lings denen die € Torsen bilden, wiren dann als R-Kriim-
mungslinien zu bezeichnen usw.

2. Man betrachtet die von einem &, gebildete Fliche, (die auf der Einheits-
kugel des E, liegt). Die Abbildung der Fliche x auf die Fliche &, ist jedoch
keine Abbildung durch parallele Tangentenebenen; es ist nicht & XP = 0,
sondern, wenn man die Bezeichnung M, = &< ... X &, 1 X & 1X ... XE& 2
einfithrt,

£ i XPxXR, = 0.
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Mit dieser schwicheren Eigenschaft kann man sich begniigen. Man wird
jetzt an die Stelle der Fliche &, eine Eichfliche e setzen und ¢ so auf x abbilden,
dafl mit dem oben eingefiihrten N,

wird. Man kann dann wieder R-Kriimmungslinien einfiihren usw.

Beide Wege sollen verfolgt werden; Einzelheiten werden spiter im
Zusammenhang mit dem Variationsproblem angegeben,

3. Kapitel.

Adjungierte Variationsprobleme
und adjungierte Extremalflichen bei Doppelintegralen im E.,.

I. Einfiihrung
der adjungierten Extremalfliche und des adjungierten Variationsproblems
(nach Berwald und Koschmieder).

§1.

Allgemeine Beziehungen.

Wir betrachten nur solche Variationsprobleme, die nur von den ersten
Ableitungen der gesuchten Funktionen abhingen, also die Gestalt haben:
(22 920 92 0z OFi_a
.‘J‘f(aii: 5@’ oz’ ay, e ey —ay—/]dxd?/.

Der Ubergang zur Parameterdarstellung liefert als Variationsintegral

(V) {7 () dut dwe.
Die Komponenten von P = x,X x5 bezeichnen wir mit P,;, den 2-Vektor

mit den Komponenten % mit F, ebenso den Vektor, dessen Komponenten

tk
die Ableitungen von F nach den Komponenten von x; sind, mit ¥, .

Aus der Forderung der Unabhingigkeit von der Parameterwahl folgen
die Homogenititsbeziehungen

9L

Pikﬁ; == m‘F\B = F
Die Eulerschen Differentialgleichungen sind
) J
(E) 5% (Fr) + 5. (Fp) =
Nun ist ¥, =%, Fy, F, = — 1, Fy, wie man am sichersten durch Auf-
schreiben der Komponenten nachrechnet. (E) geht somit iiber in:
’ a J

(E ) bfiﬁ (3'2 Fq)) == (x1 Fq}).

o u*
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Dies sind gerade die Integrabilititsbedingungen fiir die Differentialgleichungen
(X) £ = 5 FgT).

Jeder Extremalfliche des Variationsproblems (V) ist also eine Flache ¥ ,ad-
jungiert*, die durch Quadraturen bestimmt werden kann. Sie wird sich als
Extremalfliche des jetzt. einzufithrenden ,,adjungierten Variationsproblems
erweisen. Dieses erhalten wir auf folgendem Wege: Wir stellen zu (V) die
Indikatrix- und die Figuratrixfliche her und fragen nach einem solchen
Variationsproblem, fiir welches diese beiden Flichen ihre Rollen vertauschen.

§ 2.
Die Figuratrix.
Die Indikatrix 9 ist bestimmt durch die Gleichung
. 1
() F@ =1 db 9=x%

Die Figuratrix € wird als polarreziprok zu 9 beziiglich der Einheitskugel
definiert durch die Gleichungen

(YE) PE=1, 9,€=0 (9= 20).
ou
Daraus folgt:
€ = Fy erfiillt diese Gleichungen; die letzte folgt z. B. daraus, daf
% (Fy) = (F;)g und F; homogen 0-ter Ordnung in 9P ist. Aber € ist dadurch
u

nicht eindeutig bestimmt. Ist z. B.

* = P1X ..o XYy_9,

so erfiillt z. B. auch

—~ n—2

C="Fg+ 2 4u:x0)
mit beliebigen Zahlen y;, die Gleichungen (YE). Wir wollen das dazu be-
nutzen, um € noch die Bedingung aufzuerlegen, daf € einfach sein soll. Die
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist (s. 8.413) EXE = 0.
Ferner wollen wir nachher ¥, = x; - € setzen. Dazu muf} € noch die Gleichung

erfiillen:

2 (56 =

o ul

a
7) Daran liegt es, daB sich die hier durchgefithrte Theorie nicht auf m-dimen-
sionale (m > 2) Flachen ausdehnen laBt. Die Eulerschen Differentialgleichungen
sind dann nicht mehr die entsprechenden Integrierbarkeitsbedingungen.
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Die Gleichungen, denen & geniigen soll, sind also (YE), X & = 0 und die
eben angeschriebene. Wir wollen zeigen, dal sich (mindestens) ein solcher
2-Vektor € stets finden 1dBt. Dazu setzen wir an

€C=Fg+ 6.
Dann ergeben sich fiir  die Bedingungen

.69 =0 bzw. G-P=0 oder GXP* = 0.

. J 1 1
269, =0, das ist = G- % ", (F)juos.sxsi.Tm =0,

also G xPF = 08).
J a
3. Ja (1‘2 6) == m(xl 6).
Wir zerlegen die 2-Vektoren in dem Koordinatensystem x;, %o, &1, ..., &, o

in Komponenten nach folgendem Schema
F‘B = FO(xlxe) + Fl()(xleg) +F2()(x2><§g) +FQO(EQ><£0) 9)‘
Es ist B
SB = (xlxe): 5B*: Vt} (51)( ...XEn—?)’
‘B;k = (V;)z(élx x&p_2) + 1’/_q_(§1,1~><...) + ...+ V;(X En_s ).

Fiir die Komponenten von @ ergibt sich aus 1. G, = 0, 3. ist am einfachsten
erfiillt, wenn alle G o = 03, = 0 gesetzt werden, und damit ist zugleich
auch 2. erfiillt. Wir fragen, ob sich die allein noch iibrigen @, , so bestimmen
lassen, daB EXE = 0 wird. "

ExC = (x1x22x¢,%&) (Ey Eyo — E1 B2+ EigEsy)
+ (81X &, X & x&) (B1y By — E1 0By, + E1 . E,
+ (8 X &, X &, X&) (Bay Bor — By Eyr + Eg By
+ (§gx&, %% &) (ByoEry —Ey. By, + By, Es) = 0.

Da die hingeschriebenen 4-Vektoren linear unabhiingig sind, miissen ihre
Koeffizienten einzeln verschwinden. Der erste ergibt:

G
V

)
)

1
EQU = 'E—'(El QEZG - EloEZQ)-
0

8) Aus der Definition der Erginzung folgt
e3y=m

aut)  out’
so daB dafiir ohne Bedenken P geschrieben werden kann.
%) Dabei ist z. B. F, U:szoa fir o = 1.
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Trigt man diese Werte £, in die iibrigen Koeffizienten ein, so verschwinden
diese.

Man hat nun nur noch Eo=F,, B, ,=F, , B, ,=F, , E,,=F,, + Gy,
einzutragen; das liefert
1
Ggu = F’JG + F_((FIQFZU -_ FlnF2y)-
)

Damit ist G so bestimmt, dafl € die verlangten Eigenschaften hat.

Eine weitere Frage, die fiir Spateres von Belang ist, ist die, ob dem
2-Vektor € noch die Bedingung €XP = 0 auferlegt werden kann. Es ist

(EX;‘B = Ey [ (§QX EOXI1XXQ),

es miillten also alle

= 0 werden. Bei unserer Wahl G, , = ng = 0 er-
gibt das

o0 g
¢

FIQFZG_F10F2Q:O’

also eine Bedingung fiir das Variationsproblem. Die Frage, ob sich ExXP = 0
erreichen lat, wenn man nicht von vornherein G, 0 = G, 0o =0 wihlt, bleibt
offen.

Die Forderung, dal € einfach ist, ist fiir die spitere Rechnung notwendig.
Koschmieder geht so vor: er fordert, daB Fy einfach ist, und setzt € = Fy.
Fiir den Fall n = 4 hat H. Kneser (Fullnote 11 der Arbeit von Koschmieder)
gezeigt, dafl die Forderung Fyx Fyy = 0 keine wesentliche Einschrinkung
fiir das Variationsproblem bedeutet, und zwar auf folgendem Wege: P unter-
liegt der Bedingung PXP == 0. Das ist im Falle » = 4 eine quadratische
Gleichung fiir die Komponenten von . Deutet man B als Vektor im 6-dimen-
sionalen Raume, so wird durch diese Gleichung ein Kegel bestimmt. Nun
interessiert von F nur das Verhalten auf diesem Kegel; denn nur diejenigen
Stiicke der Losungen P, die auf diesem Kegel liegen, liefern die Extremal-
flachen des E,. Ist nun F () im 6-dimensionalen Raume gegeben, so liBt
sich, wie Kneser zeigt, eine Funktion G (P) so finden, daB auf dem Kegel F = &
und dort auch Gy x Gy = 0ist; es kann also an Stelle des Variationsproblems
mit der Integrandenfunktion F' das mit der Integrandenfunktion G betrachtet
werden.

Auf den Fall des E, wiire das folgendermafen zu iibertragen: B> = 0

bedeutet jetzt N = ( Z) Gleichungen fiir die Komponenten des 4-Vektors

Px P, die mit {Px P}, bezeichnet seien. Jeder der Gleichungen {Px P}y =0
ist eine bestimmte Gleichung {FyxFgjy = O zugeordnet, nimlich die, in
der dieselben P,, verwandt sind.

Man bestimme F! so, dafl auf dem Kegel {PxP}; = 0
Ft=F und FgxFg =0
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wird, dann F2 so, daB auf dem Kegel {PxP}, = 0
F?=F' und FgxFg =0

wird, usw. SchlieBlich wird #¥ auf dem Durchschnitt aller Kegel {$x P} = 0
mit F iibereinstimmen, und es wird dort F%XF% = 0 sein.

§ 3.
Das adjungierte Variationsproblem.

1. Man kann rein formal definieren: Das Variationsproblem
(V) HF(Q)dul du? = Extr., Q = 31 X34,
heiBt zu (V) adjungiert, wenn (F (Q) in Q homogen erster Ordnung und)
Fa=19
ist. Aus der Homogenitit folgt
F=Q-Fyg=9-9,
und die Eulerschen Differentialgleichungen sind

(E) a-au’i (39) = 5%(31 ).

Wir behaupten: sie sind fiir 3, = x; = x, - € erfiillt, d. h.  ist Extremal-
fliche von (V).
Wir berechnen
_ | -
09 = 7u P.
Nach (8) (s. S. 414) ist
R R
0P = (1 xP)* =3 xP = 5 X (1 x %)
und nach der Zerlegungsformel
== — (i;k Xxl)* Xo + (i;k Xxg) X,
also schliefflich
P = Ex)y — (33)5n.
Nach (X), S.429, und (S 2), S.415, ist
185 =%5% =% (%€ = + (5 xxy)E =0

Ii
(0) und
liﬂz:xzfl = (= D" 2(EXx5)E= (=11 PE=(-1)""'F,
also
(X 1Y =(—1)""1x und ebenso ¥, 9 = (— 1) —1x,.

Darans folgt, daB die Gleichungen (E) erfiillt sind, w. z. b. w.
Aus (O) folgt ferner

Y =0 5HH=0 IHn+ohy=0,
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d. h. auf den Fléchen x und x stehen entsprechende Linienelemente aufeinander

senkrecht.
2. Es ist ferner F (P) = F (P).

Um das festzustellen, berechnen wir P:

P = (5E) X (xE) = [(x,E* >f(352 C)** = [(x, ©)* f( (39 X ©)]*,

Hierauf wenden wir die Zerlegungsformel an; dazu muf§ €* als einfach voraus-
gesetzt werden; E€* ist einfach, wenn € einfach ist.

Sei
E* = e X ... Xe,_9,
dann ist
(2 €)FXe;, = x;Xe1X ... Xe,_oXe; =0,
also wird

l

(— 1) 72 [((x1 E)* X xg)* €*]¥,
(— 1)" 72 (1, X E* X x2)* € = (BE) €,
(P) F-G
Einsetzen in F (P) = B+ 9 ergibt die Behauptung.
3. Wesentlich konkreter ist das Verfahren, das Koschmieder benutzt, um
das adjungierte Variationsproblem zu ermitteln; es setzt allerdings € = F
voraus, was bisher nicht benutzt wurde.
Koschmieder geht aus von dem Gleichungssystem (P). Die rechte Seite
ist abhingig von P. Man denke nun dieses Gleichungssystem nach den P
aufgelost und erhélt

AT~ ]
I

P =2(P)
Tragt man das in F (PB) ein, so erhilt man
F(P) =F(®(P) = F(B);
hierdurch ist F definiert.
Es ist zu zeigen:
1. F (P) ist in P homogen erster Ordnung.
2. ¥ ist Extremalfliche von ” F (B) du! du2 = Extr.
Aus F = PE folgt, daB € homogen O-ter Ordnung in P ist, somit folgt
aus (P), daB P homogen erster Ordnung in P ist. Also ist
F(k-PB)=F(k-®(P) =k-F(P)=Fk-F(P), w.zbw
Zum Beweis der zweiten Behauptung geniigt es, zu zeigen, dafl Fg = 9
ist. Der Deutlichkeit halber muf jetzt in Komponenten geschrieben werden.
Aus (P) folgt
PY =F, d.h P,,Y,, =F =F,

Mathematische Zeitschrift. 46. 28
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also 1ist
oF = d0Y,
(1) = =Yij+ P =
0P, aP,
Nun war
P,
Ykl - %,
also 1st
0Y, 5 *sz 0Py, Py Py 9F
(2) T_i'PklfiF" = —
P, P, 2

Aus (P) folgt weiter:
(3) Pkl'Pkl_——Fz;
Ferner ist
(4) OF _ oF 9B,

9P,; 0Py 4P
und wegen (P) und Fy=€() )

dF Py

—=FK., = .

ap,, - " T F

Trigt man dies in (4) und dann aa_F aus (4), ferner (3) in(2) ein, so erhilt man
%)
_ 9y,

P,——=20
klaP”

und damit aus (1) Fis =9, w.z.b.w.

I1. Relativgeometrie beziiglich €+,
§4.
Die ,,parallele’ Zuordnung.

Im E; ist € = n ein 1-Vektor, und die Endpunkte der Vektoren
1 (ul, u2) erzeugen eine Fliche, die der Fliche ¥ durch parallele Tangenten-
ebenen zugeordnet ist; das wird ausgedriickt durch die Gleichungen
Jetzt tritt an die Stelle der Fliche n eine zweiparametrige Schar von (n — 2)-

Vektoren €* (ul, u2), die man als Fliche 1m E( ") deuten kann. Eine Art
n—2

paralleler Zuordnung zwischen ¥ und €* besteht darin, da8l

E*xP =0
ist. Das folgt aus
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Im dreidimensionalen Falle kann man dann n; in der Form darstellen
n, = b¥x,.

Diese Darstellung 148t sich in der Weise verallgemeinern, dafl an die Stelle
der Skalare b} vier (n — 3)-Vektoren B! treten. Ich behaupte: €* 1aBt sich
darstellen in der Form
(B) E* = Brxx,.

Sel

E* = e X .. X, 9.

Es ist (E*XP)* = F == 0, also sind die Vektoren x;, x5, ¢, (0 = 1, ...,
n — 2) linear unabhiéngig. In diesem Koordinatensystem zerlegen wir €
in Komponenten. Dazu setzen wir

@:‘,‘ =e1X ... Xe, 1 Xe, X . X,
€Y, = erX ... Xe, _Xe, X X, X, X L X e,
Dann 1aBt sich mit einer nur an dieser Stelle benutzten Bezeichnungsweise €*

so schreiben:
G} = B, - C* + B}, (€ xx) + B}, (€Fxx) + &, ,, (€F X 31X 3%5).

(Uber griechische Zeiger ist von 1 bis n — 2 zu summieren.) Aus G*xP = 0
folgt E, = 0. Wir konnen also z. B.
231 = E’}’J G‘:z‘: — Xig),

VB
B = B2, €5 + L B, ,, (€, xx)

10 100

(G

100 uo
v ¢

setzen.
Trigt man die Werte €* aus (B) in die Eulerschen Differentialgleichungen

1€ — 1€ = (€Fxx) — (CFXx) =0

ein, so erhilt man
(B + B3)XP = 0.

In dem Sonderfall des Variationsproblems der Oberfliche von Flachen im Ej
driickt diese Gleichung das Verschwinden der mattleren Kriimmung aus.

§5.
Einander entsprechende Kurven.
1. Auf x wurden in Kap. 2, §8, die Tensoren eingefiihrt
€= 1 : XP = — £ XPy.
Tch fiihre entsprechend fiir die Fliche E* ein
Bz‘k = @?kX(‘B = @?‘Xi}k-

(Es ist €, = C€,;, B, = By;.)
28 *
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Nun ist
€ = bj‘k(%ﬁ)xxl + Bixx,
u
also
B, = %fxclky
ausgeschrieben z. B.
By = B{XCy s + BEXCy,
By = BIXEy; + BEXE,;.
Hieraus folgt: Ist €;; = Gy = 0, so ist
By + Byy = 2 B1g = (B + BHXCo = (B + BHXPX 1,0 = 0,
d. h. den Haupttangentenkurven auf x entsprechen auf €* Kurven, die beziiglich
der Form B, @i u* kongugiert sind.
2. Fiir die Fliche ¥ berechnet man die GréBen €, = ¥, X P folgender-
maflen: Es ist

e =15+ 1€
nach (X).
I — . N TrurE us
EOXP = 5 (@ P)xP = 5 [(Ea B B — (55 F) BIX(E XE) = 0;
also ist

Cir = (€)X E) - F.

Daraus ergibt sich, wie wir jetzt zeigen wollen: Den Haupttangentenkurven
auf x entsprechen auf x diejenigen Kurven, lings denen die €* Torsen bilden:
und umgekehrt.
Beweis. Sei €,; =0, d.h. (xle}“);z(E* = 0. Zur Vereinfachung der
Schreibweise fiithre ich den Fall n = 4 durch. Sei also
E* = e Xeg,
dann ist
€f = (e4,1Xe2) + (01X €5 1):
B XEF = (11Xe; X eo) + (11X e1X ey )
und nach der Zerlegungsformel
R
(B X EF)XE* = — (1, e (X eaX ) ep 4 (¥1Xe1X ey X e0)* ¢y,
und da e;, e; linear unabhingig sind, folgt hieraus (T 1) fiir €*. Die Be-
dingung (T 1) ist hier hinreichend; denn aus ¥, X E* = 0 wiirde ;& = 0
und somit ¥s (x,€) = — PE = — F = 0 folgen.
3. Im 2. Kap., § 8, 6. waren die Asymptotenlinien von ¥ gekennzeichnet
als diejenigen Kurven. lings denen die 2-Vektoren P einfach sind. Fragt
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man nach denjenigen Kurven von z, lings denen die € einfach sind, so ergibt

. ) (-
sich aus € = F (% X %):
e RV 2 =
(ﬁlx(ﬁl = ﬁ(xllxxgxxlxxgl) = — Tﬂbll;

aus &, X €, = 0 folgt also 511 = 0, d. h. den Kurven auf x, lings denen die G
einfach sind, entsprechen auf x die Asymptotenlinien.

Zu diesen Ergebnissen fiihrt die Relativgeometrie erster Art (s. 2. Kap.
§10). Sie haben den empfindlichen Nachteil, daB die hier betrachteten
Kurven nicht immer existieren (s. 2. Kap., §5 und 6). Wir gehen jetzt zur
zweiten Art Relativgeometrie iiber.

111. Relativgeometrie beziiglich e.

§ 6.
Bedingungen fiir €*- Kriimmungslinien.

E*-Kriimmungslinien gibt es nicht auf allen Flichen. Wir schreiben die
Bedingungen dafiir auf, dafl langs einer Kurve der Flache x die €* eine Torse
bilden, um festzustellen, ob sich auf jeder Fliche Kurven finden lassen, die
wenigstens einen Teil dieser Bedingungen erfiillen.

Die Richtungen der €*-Kriimmungslinien in einem Flichenpunkt sind
nach (T 1) bestimmt durch die Gleichungen:

(1) iXe,XE* =0 firallep=1,...,n—2.

Mit x = %%, ¢, = ¢, ,uf wird daraus:

(2) (x:x ey X E¥) diut = 0 (o=1,...,n—2).
Fithrt man gf, ; und 2, ein durch die Gleichung

(3) €,k = ﬁiy)k X+ 1?9)1: o>

so folgt aus (2) nach Kiirzen durch den Faktor
X Ea X E* = PXE* = F,
der stets als == 0 vorausgesetzt wird,
(4) Ban1 @it 4 (Boy 2 — Bioyr) W a2 — By 2 u 2 = 0.
Das ist fiir jedes p eine quadratische Gleichung fiir Z—? , sie liefert also fiir jeden

Wert von g zwei Richtungen auf der Fliche. Dann und nur dann, wenn diese
Richtungen fiir alle p dieselben sind, gibt es €*-Kriimmungslinien. Wir konnen
aber einen bestimmten Wert von ¢ herausgreifen und fiir diesen ¢ -Kriimmungs-
richtungen und damit e(,—Kriimmungslinien definieren. )
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Wir werden dann zu fragen haben, ob es etwa bei unserem Variations-
problem allgemein oder wenigstens bei besonderen Variationsproblemen eine
Méglichkeit gibt, einen Vektor ¢, innerhalb €* auf natiirliche Weise auszu-
zeichnen. Zunichst wollen wir einige geometrische Aussagen iiber die ¢ -Kriim-
mungslinien machen. )

§7.
Geometrische Eigenschaften der ¢-Kriimmungslinien.

1. Wir dndern zunichst die Bezeichnungsweise ein wenig ab. Fiir das
ausgezeichnete e, schreiben wir einfach e und fiir die iibrigen e : &,. Griechische
Zeiger laufen je‘tzt von 1 bis n — 3. Bei der spiteren Anwendung werden
nimlich die &, Vektoren der Normal-£, _, sein. DaB sie Einheitsvektoren und
untereinander und zu e orthogonal sind, kann schon an dieser Stelle voraus-
gesetzt werden:

e & =0; £& =0,
Es ist also E* = ex & X ... X&,_3.
Gleichung (3) ist jetzt so zu schreiben:

(3) er = ﬂi X + Z/Zé_a + MU €.

2. Gleichung (1) xxX eX E* = 0 besagt, daB} die in einem Nachbarpunkt
von x angebrachte Gerade der Richtung e die in x angebrachte E,_, der
Stellung E* schneidet. Um das kurz anzudeuten: Wenn man

(it —+ At) =x + At -z,
e(t - At) =e+ At ¢

setzt und weiterhin A2 vernachlissigt, mul es, damit der erwidhnte Schnitt-
punkt vorhanden ist, Zahlen 1, &, 91, ..., ¥»_o geben, derart, daf3

x+At'i—l—ee—i—a-dté:x+y1§1+...—I—yn,3£n¥3—|—yn_2e

ist, d. h. die Vektoren x, ¢, &), ..., &,_3, ¢ miissen linear abhiingig sein, und
das wird gerade durch (1) ausgedriickt.

Man konnte sagen: Léngs einer ¢-Kriimmungslinie bilden die Vektoren e
eine ,, Torse im schwachen Sinne. Diese Bezeichnung rechtfertigt sich noch
durch folgende zwei Bemerkungen.

3. Wir betrachten die Fliche, die von den Geraden e lings einer e-Kriim-
mungslinie von x gebildet wird. Die Parameter auf x selen so gewihlt, dal
diese Kriimmungslinie die Gleichung 2 = const hat. Die betrachtete Fliche
kann demnach so dargestellt werden:

3(ul. t) = x (ul) + - e (ul).
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Thre Tangentenebene ist gegeben durch
23 a3

T = WX‘G-[ =x1><e+t-(e1><e).
Da %2 = const e-Kriimmungslinie ist, folgt aus (4)
pi =0

und (3) geht iiber in
er = Pz + A&, + e
Somit wird
T = (L + ¢B]) (51X e) + L2 (£,%¢).
Die Stellung von T ist also (natiirlich) nicht von ¢ unabhéngig, also nicht lings
einer Brzeugenden konstant. Wir koénnen aber zu einem (n — 1)-Vektor
konstanter Stellung kommen, indem wir mit dem von ¢ unabhéingigen (n — 3)-
Vektor
N = Elx an_g
vektoriell multiplizieren:
IX RN = (1 + t 1) (3, X E*).
Dieser (n — 1)-Vektor ist lings einer Erzeugenden konstant; natiirlich ist es
dann auch seine Erginzung; diese ist ein 1-Vektor in der Normal-%, _, der
Fliche 3. Also: Die Vektoren e lings einer e-Kriimmungslinie von x bilden evne
Regelfliche, lings deren Erzeugenden zwar nicht die Normal-E,_o, wohl aber
etne Normalrichtung festbleibt. Mit anderen Worten: Die Gesamtheit der Tan-
gentenebenen lings einer Erzeugenden bildet hichstens evnen E, .
Bemerkung. Dieser E,_; bzw. die festbleibende Normalrichtung

(EXRN* = (1 + 441) (21 X E*)*

hiingt nur von €*, nicht aber von der Wahl von e ab. Es ist iibrigens die
Richtung von
(leg*)* =€ = ;1.

4. Wir behaupten: Die Fliche 3 ist auf eine Fliche des E, _, abwickelbar.

Dazu sind die Integrierbarkeitsbedingungen heranzuziehen. Es wird
vorausgesetzt, daf die GroBen g,,, ci;, »}* der Fliche 3 die Gleichungen
(J 1-3) fiir eine Fliche des E,, erfiillen, d. h. wenn 2, 1, ¢ die Werte 1 bis n — 2
durchlaufen. Wir wollen zeigen, da8 sich bei geeigneter Wahl der Normalen-
Einheitsvektoren solche Werte fiir die ¢,,, ¢}z, ;" ergeben, daff die Glei-
chungen (J 1—3) schon fiir 4, ;1,0 = 1, ..., n — 3 erfiillt sind. Dazu miissen
folgende Gleichungen erfiillt sein:

2 n—29 — —
Wegen (J1): TP TR TR =0,
~2 a2 —2 n—2,1
wegen (J2): e A —ci ta PP =0,
hn—2 n—2 Ln—2 n—2,
wegen (J3): " T T Nt — k" T T x T 0 = 0.
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Wir wihlen »! und ¢ als Parameter auf 3 und bezeichnen die Ableitung
nach ¢ durch den Zeiger 2. Die Normal-E, _, sel

MX N2 X ... XNYp_g
und dabel sel

_ 4
Mh—2 = "E;;,
so daB also 9, 92 = — 8P 5 47 >¢ 7, = 0 ist. Daraus folgt
g%k =0, also auch ¢§% = 0 fiir alle %, und »3~ %% = — "2 =0

fir alle o.

Daraus folgen die obigen Gleichungen, wenn man beriicksichtigt, daf ¢, &, 1
nur die Werte 1, 2 annehmen und in den ersten beiden Gleichungen & = 1,
in der letzten ¢ # k vorausgesetzt werden kann (da die Gleichungen sonst
trivialerweise erfiillt sind).

§ 8.
Der. Vektor e bei speziellen Variationsproblemen. Ein Beispiel.

1. Wir kommen zu der 8. 438 erwihnten Frage, ob sich bei speziellen
Variationsproblemen ein Vektor ¢ in natiirlicher Weise auszeichnen ld8t. Das
ist in der Tat moglich, wenn

1) EXP =0

ist. Ob das etwa bei allen unseren Variationsproblemen durch geeignete Wahl
von € (s. S. 431) erreicht werden kann, ist fraglich. Esist z. B. der Fall, wenn F'

nur von P2 abhingt:

oV
= 2); Fg=2—==P.
F(‘B) T(“B )3 B 0(4132)13

a%‘l&%) 1st ein Skalar, also € = Fy einfach und sogar proportional zu P.

Ist EXP = 0, so ist auch E*XP* = 0, d. h. * fillt entweder mit der
Normal-E,, _» von ¥ (das ist $*) zusammen — dann kann das Folgende mit be-
liebiger Wahl von &, ¢ durchgefithrt werden — oder E* und P* haben ein
(n — 3)-dimensionales Gebiet gemeinsam, wihrend sie im Falle €*x P* == 0
nur ein (n — 4)-dimensionales Gebiet gemeinsam haben. Wir beschranken uns
auf den Fall » = 4. Dann haben €* und P* eine Gerade gemeinsam, deren
Einheitsvektor & sei. Wir setzen

2) G —exé; £2=1, e£=0

und haben dadurch einen Vektor e bestimmt.

2. Ein Beispiel fiir F;XPB = 0 erhalt man, wenn man mit einem kon-
stanten 2-Vektor Q: F = Q - P setzt. Ein Beispiel dafiir, daB EXP = 0 ist,
ohne dafl Fy proportional zu P ist, ist das folgende:

F = VP'I)z*i-Pf:z—i—P%;-
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Es 1st

a) Fy ist einfach:
FyxFg=F12F34+Fi3Fy0+ Fyy Fog =0,

also kann € = Fy; gesetzt werden.
b) PxFy = 0:

Py Fyy+ PisFyo + Py Fog+ Pyy Fis+ Py Fig + Pog Fyy
1
:'f(P12P34+P13P42+P14P23) = 0.

c) Die Stellung von F fillt nicht mit der von P zusammen: Wir setzen
B=pxaq;p={p1,.--» P} q=1{¢q1, ..., qs}. Dann ist z. B. die vierte
Komponente des 3-Vektors pXx Fy:

{pXFgly = p2Fg1 + p3F12

1

=7 (P2 (P31 — P1G3) + P3(P1q2 — P2q1)]
1

= 701 P =0

Wir berechnen ¢ und &: & soll die Schnittgerade von F§ und * angeben;
also sind zundchst diese 2-Vektoren aufzuschreiben: Es ist
FYy=F34=0; Fi3=F4=0; Ff =F,; =0.
* *

*
P12 P3s, o Py *
F:i:Flz—_—‘f*———T; Fh = Vit F23="‘F*o

Ist B* darstellbar durch die Vektoren
m = {”2'17 e, Mg, m4}7 n= {nlﬂ Ny, N3, 72’4}
als P* = mxn, so kann F§ mittels der Vektoren

m’ = {0, ma, my, my}, W = {0, na, ny, ng}

so dargestellt werden: F§ = % (m’X n').

Man kann b) und ¢) hier noch einmal bestdtigen: Der Rang der Matrix
My, My, M3, My
Ny, Na, Nz, Ny
0, ms, Mg, My

0, ny, N3y, Ny
ist im allgemeinen 3.
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Die Schnittgerade von F¥ und P* sei bestimmt durch
(Es ist dann & = i

E~=,um+vn=,u'm +»

Der Vergleich der ersten Komponenten ergibt
jtmy +vn; = 0,

und es ist leicht zu bestitigen, dafl die Gleichung
£ = AyMmM — My = nym’ — mn

auch in den iibrigen Komponenten richtig ist
In die Richtung von e zeigt der Vektor

(m X1') (mm’ — myn')

¢ =F§-& =
= 7 [(nln m —mn2)m — (nym?2 —mn' m’)n]
Sind m, n so gewihlt, da mn = 0 ist, so folgt aus m'2 = m2 — mf;
W2 =n2—nd w'm = — nym:
§ = — ¢ [om )’ + (g w2) )
Es ist (unter derselben Voraussetzung)
£2 = nim2 + min2,
Aus
Pr.Fy =F = %(m x1') (mxn)

ergibt sich )
F2 = P2 — g2
= Py + P§h + P3y =G,

setzen wir 3
£2 — P2 —

so wird
& =

Q,\fn-a

Das adjungierte Variationsproblem: Es ist

= PP.
P erhalt man aus %:F-F‘B:
Pys = Pis; pl‘B—Pl?; F14:P14; 1_)34=P42=P23——0
1o Pro+ Py Pig+ Py Py

Also 1st
PP
Pi + P, + Py, = P

H
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Das ist eine Funktion derselben Form: Das Variationsproblem st selbst-
adjungrert.
§9.
Weiteres iiber derartige Variationsprobleme.
1. Die Gestalt des Variationsproblems. Die Ableitungsgleichungen
fiir ¢ und £ lauten zunichst formal:
(A1) € = ﬂfﬁ + 48 + e,
(A2) £ = — cF x4 e
Dabel ist bereits £;& = 0 beriicksichtigt. Aus €¥ X P = 0 folgt noch u, = 0.
Nimlich es ist
EFXP = (e, X EXE X Eo) + (eX &, X 21X %) = 0,
nun folgt aber aus (A 2)
(QX ng ¥ X XQ) =0
und aus (A1)
(e, X EX X X X2) = 11 (@ X EX X X Eo) = 11, (E¥XP) = w1, F.
F 148t sich jetzt so schreiben:
F = {(exzxx?;
denn es ist

2 0 0 0 |

‘ 2 !
F2 o (Exexa Xt — 0 & ¢Fi ed
10 xe 3 X%

10 ¥oe ¥z%; X2 \
Es gilt auch die Umkehrung: Wenn F = ]/@ 11X ¥p)? ist, so ist Fy
einfach, es kann also € = Fy; gesetzt werden, und es ist EXP = 0.
Es 1st nidmlich
was man am sichersten in der trivialen Weise priift, dal man alles explizit in
Komponenten hinschreibt. Mit Benutzung eckiger Klammern als Symbol
fiir alternierende Zeiger 1af}t es sich etwa so andeuten:
F2 = e, Pyy-ey Pry,
also
oF
2F —— :‘)ei-eil). .
JPus !
Nach der obigen Gleichung und nach Umformung mittels der Zerlegungs-
formel ist

Fq;; = %k? (xy X %) — (e %) {ex o) -t (E 12) (e X %))

und daraus ist Fyx Fy; = 0 und Fx P = 0 sofort abzulesen.
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2. Verschwinden der mittleren Relativkrimmung. Variieren
wir 1) die Fliche x in
=%+ ene + emé,
so ist

n=1+enpl—emel)x,+e(Bin—mel)xs+ e (ng +mxy) e+ e(my+niy) &
und unter Vernachlidssigung von Gliedern mit &2 wird
eX ¥ X ¥ = (eXx X %) [1 + en (BT + B3F) — em (cf + ¢F)]
+ (exXx1X &) ed + (exXx2x &) eB,
wobei der Wert der Faktoren 4, B nicht von Belang ist. Da
| - . de |
(exXx;X &) (X% X%0) = l .o & =0
i . §XQ
ist, ist
(eX¥1X%2)2 = (XX X%)2[1 4+ 2em (BL + BE) — 2 em (cf + cF)].

Hieraus schlieft man (indem man etwa zuniichst m = 0 setzt): Extremal-
fliichen sind dadurch gekennzeichnet, daf

Bl + B =0 und ol +cf =0

ist. Bis auf den Faktor 2 ist ¢f + ¢ die mittlere Kriimmung beziiglich der
Normalen & Bi + p2 die mittlere Relativkrimmung beziiglich der Relativ-
normalen e. Diese Ausdriicke werden im folgenden Paragraphen noch naher
erldutert.

3. Folgerungen fiir das adjungierte Variationsproblem. Wir
setzen ¥ und x als adjungierte Extremalflichen voraus, ferner fiir unser
Variationsproblem: EXP = 0.

a) Dann gilt fiir das adjungierte Variationsproblem die entsprechende
Gleichung

PXP = 0.
Denn es ist

P=CF 9=5%

Hieraus folgt zugleich, dafl die Stellung der Ebenen €* und P*, sowie P*
und 9* dieselbe ist. Also ist die Schnittgerade der Ebenen 9* und P* zu der
Schnittgeraden & der Ebenen P* und E* parallel. Also kann man setzen

P* = px & P = EX fpmit &y = &y = 0.

10) Siehe z. B. W. Blaschke, Vorlesungen iber Differentialgeometrie I, 3. Aufl.,
S. 235.
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b) Die Gleichungen (YE) von 8. 429 gehen in die entsprechenden Glei-
chungen fiir ¢, y iiber. Es ist ndmlich
1= E*P* = (ex &) (yx &)
und dies ist (vgl. Lotze [6], S. 1451, (8))

ey, e

Tl e | T =l

Aus
EF - D* = (e, X&) (hXE) + (ex &) (X&) =0
folgt ¢; = 0 und somit ey, = 0.

c) Die Gleichung P* = E* - F besagt: Die Relativnormalebene E*
von ¥ hat dieselbe Stellung wie die gew6hnliche Normalebene von x im ent-
sprechenden Punkte. Insbesondere steht ¢ als Vektor dieser Ebene auf ¥,
senkrecht:

¥,0e=0.
Das kann man iibrigens auch so nachpriifen:
e-x; = e (% €)= (exx)X(exE = 0.

Ebenso ist natiirlich x, -y = 0.

§ 10.
Einander entsprechende Kurven.

Wir wollen mit Hilfe der Vektoren ¢, &, 1 eine Relativgeometrie auf x

und x aufbauen.
1. Fundamentalformen. Jedem Punkt der Fliche x ist zugeordnet

1. eine Normal-%., aufgespannt von den Vektoren

Bl £, £ =
1 ) .
S 2 V1)2
2. eine Relativnormalebene €*, aufgespannt von e und &.
Wihlen wir x4, 2, ¢, & als Bezugsvektoren, so erhalten wir als Ableitungs-

gleichungen die folgenden:
& = —cfx, + e,
e; = PBlx, + 4¢,
= vy 4 bge+cé.

Die b;, stehen mit den B, = Bix;x; = e¢;x; nur dann in einem engen Zu-
sammenhang, wenn e, = 0 ist, wie das z. B. bei Minimalflichen der Fall ist.
Dann ist

by =x3e = —x¢, = — i = — ;-
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Es ist ibrigens

bix = %) = — %L;Pp = by

Man kann nun auf ¥ die drei Formen betrachten:
(I, 1) Cip Ut Uk,
(IL, 2) b, . w' Uk,
(1L, 3) B i .

2. Krimmungslinien. Wir nennen

1 ¢, utuf

(K) 7= g,-:u ior
die (gewéhnlichen) &- Krﬁmmungen einer Flichenkurve in einem Flichenpunkt;
die Extremwerte T%_ T%— bezeichnen wir als die Hauptkriimmungen beziiglich &,

die ihnen entsprechenden Richtungen definieren die &-Kriimmungslinien.
Deren Differentialgleichung erhilt man in iblicher Weise als

2 g 1 2 eq - 1o -
—c u1u1+ (1 —co)ul u2 4- cou2u? =
. 1
Insbesondere ist A —}— — ==cf + ¢
1

Nennt man ik
u'

.i.k
Gip® u

1 _ P

Relativkriimmung beziiglich ¢, so erhilt man fiir die durch die Extremwerte
von % bestimmten Richtungen die Gleichung

— Brutal + (B1 — B3) wlud + By R i = 0,
also die Differentialgleichung der frither auf anderem Wege eingefiihrten
¢-Kriimmungslinien [s. Gleichung (4), S.437]. Es ist

1 1
ntn = B + Bs.
Die Orthogonalitit der &-Kriimmungslinien 148t sich in der iiblichen
Weise nachweisen: Die Extremumsforderung ergibt aus der Gleichung (K)

(%gik - cik) ut =0,
und wenn jetzt die &-Kriimmungslinien als Parameterkurven gewahlt werden
und den Kurven 42 = const die Kriimmung %1, den Kurven ! = const die
Kriimmung ft% zugeordnet wird, so folgen daraus unter anderem die Glei-

chungen |
E, g12 — €12 = 0,

1
921 — 1 = 0.
2
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. 1 1 .
Da nun ¢, = ¢y ist, folgt daraus, wenn & F 7 Ist,
1 2

g12 =0 und ¢y, =0,

d. h. die &Krimmungslinien sind orthogonal uwnd konjugiert beziiglich der
Form (11,1).

Dasselbe 1Bt sich fiir die mittels der Form (II, 2) definierten 1y-Kriim-
mungslinien nachweisen, jedoch nicht fiir die e-Kriimmungslinien, denn es ist
nicht bekannt, ob ;2 = Bz; ist. Dagegen 1at sich das Konjugiertsein der
e-Kriimmungslinien beziiglich (I, 3) wenigstens fiir unsere Extremalflichen

beweisen: Es ist
Bra = Pigie + Bigaa,
Ba1 = 311 + P21,
und wenn man die e-Kriimmungslinien als Parameterkurven wihlt, also wenn
B2 = B3 = 0 ist, folgt daraus
Bre + P21 = (B + B5) 12 = 0.

Es sei noch erwiahnt, dal} sich das Produkt der Relativkriimmungen 1%12
als Quotient von Relativ-Oberflichenelementen darstellen 1afit. Das sieht
man folgendermaBen: Mit den e-Kriimmungslinien als Parameterkurven
erhdlt man

Dann ist
1
(6g X ea X &) = = (31 X ¥ X §),
1%

also
1 Ve x e x &

"7y J(x, X gy X &2

Hier ist nun der Nenner das Oberflichenelement der Fliche x, der Zahler wire
als Relativoberflichenelement von e beziiglich & zu bezeichnen. Damit ist die
verlangte Darstellung gegeben. Man kann aber auch schreiben

1 _(e]xegxsxe)_(elxegx &ExXe)

Ty (F], X g X EX ®) F
Dieser Ausdruck kann als der Quotient der R-Oberflichenelemente von x
und ¢ beziiglich €* bezeichnet werden.

3. Asymptotenlinien. Als & bzw. e- bzw. n-Asymptotenlinien werden
wir diejenigen Kurven bezeichnen, fiir die die entsprechende Form II ver-
schwindet. Man wird fragen, ob diese Kurven eine Eigenschaft besitzen
ahnlich der fiir Flichen im K3 bekannten, daB die Schmiegebenen der Asymp-
totenlinien mit den Tangentenebenen der Fliche zusammenfallen.

Sind die Kurven w2 = const &-Asymptotenlinien, so ist

C11 = xl]_é‘ = 0.
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Die Schmiegebenen der betrachteten Kurven sind durch die Vektoren x,, ;4
bestimmt, also gilt: Die Schmiegebene der & Asymptotenlinien steht jeweils
auf dem Flichennormalvektor & senkrecht. Sie braucht also nicht mit der
Tangentenebene zusammenzufallen, sie fillt aber in den £3, der von der
Tangentenebene und dem Normalvektor &, aufgespannt wird.

Das Entsprechende gilt fiir die y-Asymptotenlinien, da diese durch die
shnlich gebaute Form

Tpnwiat =0

definiert werden, aber nicht fiir die e-Asymptotenlinien.

Auf Minimalflichen im Ej3 sind die Asymptotenlinien orthogonal. Das-
selbe gilt hier fiir die &- und fir die e-Asymptotenlinien. Setzt man z. B. die
e-Asymptotenlinien als Parameterkurven voraus, also

511 = /322 =0,
s0 ist

B+ BE = (Br2 + P21) 12 = 0,
also, wenn nicht alle Koeffizienten der Form (II, 3) verschwinden, ¢,, = 0.

4. Entsprechende Kurven auf x und x. Auf der Fliche x fithren wir
die entsprechenden Fundamentalformen ein und bezeichnen ihre Koeffizienten
durch Uberstreichen. Insbesondere ist

ik = iz’k E,

(e}

{

ik = Eipe.
Wir berechnen zunichst ¥, :
3 = %€ = (5, X E** = (x,Xex &)¥,
% = (XX exXE* F (x,X e X E)* + (x;X e X E)*.
Daraus folgt
c11 = (X eXEXE) = ¢ (3 XxXeXE) =c¢f - F,
€20 = — C21 -F,

C1o=C0Cs F =c¢9y = —ci F;
und ebenso
b= —Bi-F, byp=4p-F,
612 = —ﬂzzF = 521 = ﬂll'F-
Daraus liest man sofort ab: Aus ¢y, = 0 folgt ¢ = 0 usw. Den &-Kriimmungs-
linien von x entsprechen die &-Asymptotenlinien von x; den e-Kriimmungslinien
von X entsprechen die e-Asymptotenlinien von %.
5. Entsprechende Kurven auf ¥ und e. Solche erhalten wir nur
mittels der Form (II. 3):
Birtl b = e x, ul k.
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Diese Form haben wir oben als Fundamentalform der Fliache x beziiglich der
R-Normalen ¢ gedeutet; wir konnen sie auch als Fundamentalform der
Fliche e beziiglich der R-Normalen x deuten. In diesem Sinne kénnen wir ein
oben bereits angegebenes Ergebnis auch so aussprechen: Den e-Kriimmungs-
linien auf x entsprechen auf der Fliche ¢ Kurven, die beziiglich der Form (11, 3)
konjugiert sind.

6. Die Charakteristik. Fiir das Folgende ist die Beschrinkung auf
den E, wesentlich, wihrend sie bisher hauptstichlich der Vereinfachung der
Schreibweise diente. Die Kommerellsche Charakteristik ist aber nur fiir
Flichen im E, definiert.

Eisenhart ([35], S. 234) bringt den Satz, daf§ die Charakteristiken in ent-
sprechenden Punkten von adjungierten Minimalflichen kongruent sind. Wir
wollen diesen Satz im folgenden auf einem Wege beweisen, der zugleich zeigt,
an welcher Stelle die Ubertragung auf allgemeinere Variationsprobleme
versagt.

Wir betrachten zunichst die Charakteristik in einem Punkt der Fliche x.
Sie ist definiert (vgl. 8. 419) als diejenige Kurve der Noimalebene, die von den
benachbarten Normalebenen ausgeschnitten wird, d. h. wenn n den Vektor
vom Nullpunkt zu einem Punkt der Charakteristik darstellt, durch die vier

Gleichungen
(1) m—xx =0 (t=1,2),
2) 2 (n—-53) =o.

Jeder (durch d¢ bestimmten) Richtung auf der Fliche entspricht ein Punkt der

Charakteristik.
Da B* = F - €* ist, wird unsere Normalebene von den Vektoren e und &

aufgespannt. Wir konnen also die Gleichungen (1) durch den Ansatz be-
friedigen:
3) n—%¥=1w=wle | w2é.
Die Gleichungen (2) lauten ausfiihrlicher

(0 — %) % — B ) 0F = 0,
und wenn wir hier (3) eintragen, erhalten wir

(wl iike + ’wziiké - ikii) ut* =0

oder B
4) (Wb + w2y — gi) ut = 0 (= 1,2).
Hieraus erhilt man .

w = D1l = Gax o) 8
(big €rj— by 0y5) 0P
(élk J2s _:bﬂk §15) uk af
(b1g Ca5 — bay €y ;) kb

w2 =

Mathematische Zeitschrift. 46. 29
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Wir bezeichnen den Nenner mit H; H — 0 definiert die Asymptotenlinien im
Kommerellschen Sinne (vgl. S.419). Beriicksichtigen wir ferner die Glei-
chungen ¢;; = ¢ - 922 usw., so erhalten wir

g

w = L (GRitan - (6 — o)) itz — g uzad),
w? = L (B2t at 4 (b3 — bl)ulu® — biu2u?).

Daraus sieht man (und nur deshalb ist diese Darstellung hier angegeben):
Den Schnittpunkten der Charakierisivk mit der &- und der e-Achse entsprechen
die betreffenden Hawptkriimmungsrichtungen.

Wir wollen nun dieser Charakteristik nicht die ,,gewéhnliche*, sondern
die ,,Relativcharakteristik der Fliche x gegeniiberstellen, die wir mittels der
Relativnormalebene &* in der gleichen Weise definieren. In ihrer Gleichung
treten dann die GroBen ¢f und B} auf, die mit den GrdBen cf, b} in dem S.448
angegebenen Zusammenhang stehen. Auflerdem liegen die beiden verglichenen
Charakteristiken in parallelen Ebenen.

Unsere Relativcharakteristik ist also definiert durch die Gleichungen

m—x)€ =0,

2 ((m— 1) E) = 0.

dt

Die erste dieser Gleichungen erfiillen wir durch den Ansatz
m—x =3 =2le 4 22&

und erhalten dann aus der zweiten

GG, — £, E) k= 0,
und wegen €, = (e, X &)* + (ex &y)*:

[21 (e X epX E)F 4+ 22 (EXeX &Ep)* — (X ex E)*¥]ut = 0,
(eXx X EF - (21 — 22¢ + Op) uk = 0,

und weil die Vektoren (eX¥;X &) und (eXx2X £) linear unabhingig sind,
) (@i — 226f + 0f) ik = 0 (i =1 2.
Daraus ergeben sich fiir die z¢ ahnliche Ausdriicke wie oben fiir die w®. Trigt
man gleich die Werte ¢;; = ¢fF usw. (s. S. 448) ein, so erhilt man

2 . o o
2= % (cPutul + (c§ — ey wlu2 — chuzu?),

F2 R . 5 . . . .
2 = (Braril 4 (B — p) wrirt — B3 ).

Daraus ergibt sich beildufig: Den Asymptotenlinien von ¥ entsprechen die
,,Relativasymptotenlinien‘‘ von x ; das ist nur eine andere Form des Ergebnisses
von § 5, Nr.3, S.437.
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Zum Vergleich der beiden Charakteristiken ist es zweckmiBig, aus den
Gleichungen (4) bzw. (4') die %’ zu entfernen. Man erhilt unter Beriick-
richtigung von

Bl =cltci=cl4ei=0
aus (4):

wh by w2 ey — Gr1, Wihis - w2ers — gha!

_ =0,
wl byy + w2y — o1, Whya + WP Crz— Gan

wlw (byy byy — by2byy) + w2u? (€11 Gz — €12 C1)
(5) - 7,01?,02(511 E>)+E’11b77—b]2b21 - Z’]gb) )
—wly bl—l—b)—}—g_O

und aus (4)

21 (B B3 — BRBY) + e (cl e —

ciel)
+ 2122 (fle + prel —fPrer —Blel)+1 =0
Mittels ¢;; = cfF usw. erhilt man hieraus
) 2121 (by 1 bay — by byq) + 2222 (C1q Cos = 'c_man)
21”2(b11 Coo + boz €11 — by Gy — by ¢,) +F2 = 0.

Wenn es sich jetzt um Minimalflichen, also um das Variationsproblem

F 1/ P2, handelt, so ist die gewdhnliche mittlere Kriimmung 6{ + b5 sozu-

Pl P2
(=]
sagen zugleich mittlere Relativkriimmung und als solche gleich Null
ist in diesem Falle

. Ferner
= P2 = (3, X )2 = y,

also sind die beiden Gleichungen (5) und (5') identisch, d. h. die beiden Charak-
teristiken kongruent, w. z. b. w

IvV.
§ 11.
MaBbestimmung.

Fiir den dreidimensionalen Fall haben Haar und Berwald, fiir den vier-
dimensionalen Koschmieder eine MaBbestimmung eingefiihrt, derart, daB

1. die Abbildung von x auf x eine Verbiegung ist

9

der TFlicheninhalt der MaBbestimmung gleich dem Variations-
integral ist;

3. fiir Minimalflichen, d.h. F = VEIE, das gewdhnliche Bogenelement
entsteht.

29*
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&

Wir iibertragen die MaBbestimmung von Koschmieder in unsere Schreib-
weise und erreichen dadurch ihre Giiltigkeit fiir Flichen im F, sowie eine
gewisse Vereinfachung des Beweises fiir 3. Wir setzen

vir = €D "yzl.,“ =7

(wegen €9 = 0 ist dann €Y, = — €, Y = €, Y,) und definieren als
Bogenelement
auf x: a8z = Ii-@ v dul du,
Vv
auf x: 482 = F‘(S‘B) Viedu du®.

DaB die Abbildung von x auf ¥ eine Verbiegung ist, folgt ohne weiteres
daraus, daB F (P) = F (P) ist.
Auch die zweite Eigenschaft ist leicht zu bestdtigen: Setzt man
r

Gir = :— Yixs
[T

so wird
([V61, 6o — G2, dutduz = [ F dus due.
Die dritte Eigenschaft ergibt sich folgendermallen: Ist ¥ = 1/ ‘E, so 1ist
E=Fy= 1?,- = 9); das Problem ist selbstadjungiert. Es ist dann
G — P F2— ‘-]3(‘13 ‘13)
Vi = (, (s: (‘Bz g‘BL) Fz F:’B‘B gBiBL)
Fiithrt man nun isotrope Parameter ein:
=3 =0, X%, = XIp=0,
so erhilt man auf bekannte Weise als Differentialgleichung der Minimalflichen
Xj0 = 0.
Dann ist
x£27 ESR2)
Xo¥;, x>
PPy = — (11%2) (X2%11); PP = — (1%2) (1%22);
PiPr = — (x2%11)% P1Po = — (11%2) (¥11%22); PoBo = — (X1¥22)?
Mit Benutzung dieser Werte erhdlt man y;; = ye» = 0, also
/s
‘T(Ef Vie = B ¥,

und das sind dieselben Werte wie die der g, ;.

P2 = (11X x2) (31X x2) = = — (¥1%0)?%,

Gy =Gy =0, G2 =
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Wihlt man im allgemeinen Fall die Nullkurven der MaBbestimmung als

Parameterkurven, so wird
711 =GP =0,
das ist

1
= —-€1Y = —7611ﬂ3s

und daraus folgt
CHXP = By = 0.

Das ist das Analogon zu der von Berwald festgestellten Tatsache, dal} im
dreidimensionalen Fall den Nullkurven der Mafbestimmung die Asymptoten-
linten von E* entsprechen.

V. Die Legendresche Bedingung und die Kriimmung von € (u, v).

§12.
Die Legendresche Bedingung.

Wir beschrinken uns auf den vierdimensionalen Fall. Wir schreiben

oF _ p _ p ik=12,1314,23,4231,

9Py TR 21— 1,2 3, 4, 5, 6,
0% F

o700, = P

Die quadratische Form
(1 ) F}. n X,i X u

verschwindet jedenfalls fiir X, = P,; denn aus
P-Fy=PF, =F
folgt durch Differenzieren nach P,
F,+ P, F, =F,.

Als Analogon der Legendreschen Bedingung bezeichnen wir hier die folgende:
Die quadratische Form (1) soll positiv semidefinit sein und nur fiir X, = P, ver-
schwinden. Das besagt: Es muf

Au

2) — f;’-“ 1;‘5

I }

sein, der Rang der Determinante | F, | gleich n — 1 = 5, und die Haupt-
unterdeterminanten von | F, | miissen positiv sein 11).

Die Bedeutung dieser Bedingung fiir das Variationsproblem 148t sich

so einsehen: Eine vorgelegte Extremalfliche x (%, v) mit der Randkurve C

>0

1) C. Carathéodory, Variationsrechnung und partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung. Teubner, Leipzig und Berlin 1935, § 199 und 252.
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bette ich in ein Feld ein. Da F nur von P abhingt, kann ich ein solches Feld
durch Parallelverschiebung erhalten
x(u,v,a,b) = x (u,9,0,0)+aa+bb
mit konstanten Vektoren a, b, die voneinander und im allgemeinen von x,, x,,
linear unabhingig, aber sonst beliebig gewihlt seien. Eine Fliche y erhalte ich
indem ich
@« =a(u,v), b==>b(u,nr

setze. Diese Funktionen seien so gew#hlt, dall die Fliche y den Rand C hat.
Die Tangentenebene von y ist dann

Q= 9uXPp = (¥ X &) + (2 X ) @y + (82,XD) b, — (x.X0a) @, — (£.XD)b,.
Ich bilde nun das iiber die Flache y erstreckte Integral

U=[[Q Fg(PB)dude

und behaupte, daf es von der Wahl der Fliche y unabhéngig ist. (P ist das
Tangentenelement der durch den Fldchenpunkt gehenden Extremalfliche.)
Wegen P - Foy = F, x, Fyy = — FEU’ ¥ Fy = FEu 1st

D,F%:F+a(aqult +a@,FEv)+b(buFI’” +bLF§z)

Nun ist ” F (P) du dv von der Wahl der Fliche y unabhinglg, weil B (u, v, a, b)
=P (u, 9,0, 0) ist. Ferner setze man

a~qu = R, a-Fzr =8,

dann ist

. T 0 a
T qu -+ a'”F v T R" + Sv Ta I‘WF' (Fgu) + ov (FZU)]’

du

die eckige Klammer verschwindet auf Grund der Eulerschen Differential-
gleichungen, also 148t sich der zweite Summand von U in ein Randintegral
umformen, und ebenso der dritte. Somit ist U von der Wahl der Flache
unabhéngig, w.z. b. w.

Man setzt nun in iiblicher Weise 12)

E(,Q) =F(Q) —F(P)— Q- P) Fs(P)
und erhilt aus
F(Q) =F(P)+(Q—P) Fy(B)+(@Q:— P) (Qu — Pu)-Fr (P+9(Q—P))
0<d=<1):

(3) E(B,Q) = (@ — P2)(Qu — P)-Fiu(9).

Wegen F (P) = P Fy (P) wird

[[F(@dudo = U+ [[Edudo.

12) Vgl O. Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung, Teubner, Leipzig, Berlin
1909, S.110.
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Fiir die in dieselbe Randkurve eingespannte Extremalfliche ist

({7 (P)ydudv = [[B-Fydudo = U;
also ist

(4) [[F@dudo — [[F(p)dudv = [[Edudo.

Aus (3) und (4) folgt: Die Legendresche Bedingung tst hinreichend dafiir,
daf die vorgelegte Extremalfliche ein Munimum liefert,

§13.
Die Kriimmung der Figuratrix.
W. Blaschke [37] hat die Legendresche Bedingung mit der Kriimmung

der Figuratrix in Verbindung gebracht. Wir betrachten als Figuratrix die
Flache Fy = € (u,v) im 6-dimensionalen Raum. Wegen

€9 =7CP=0

ist P Normalvektor dieser Fliche. Wir setzen noch
Y
Ve
und bezeichnen die drei weiteren zu €, senkrechten Richtungen durch die zu-
einander und zu T orthogonalen Einheitsvektoren 3!, 32, 33. Dann gelten
lings der I-Kriimmungslinien die Gleichungen

) T g C+hB+hi k3 +nT
Wegen
€ =Fy = (F, P,)
und
B S
Ve (V) ¥
und
F,,P, =0

wird aus (4), in Komponenten geschrieben,

4, - P kZ k22K Zi—mT, =0,
oder, wenn noch 1/ ‘E in ¥, hineingezogen gedacht wird,
(Ro, —F, )T, —R-k,Z}— R-k,Z; - R-k; 2}~ R-mT, =0.
Hierzu kommen die Gleichungen
T.Zi —k =0,
T.T, = 0.
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R erhlt man durch Elimination von 7', k,, m aus diesen Gleichungen. Das
ergibt fiir R die folgende Gleichung:

iR“Fn! —Fi9, -Fiy, -Fiy, -Fy5, -Fy, Ty, RZ}, RZ}, RZ}
| -Fyyy BR=Fyy, -Fy5, -Fo,, -Foy, -Fo4, Ty, RZ}, RZ}, RZ]
| -Fyy, -Fsg, B-F33, -F34, -Fg5, -Fy4, T3, RZ}, RZ3, RZ}
' ~Fy1, -Fi9 -Fi5 B-F,,, -F,., -Fu4 T, RZ}, RZ?, RZ}
\ ~Fs1, -Fgy, -Foy -Fs5y, B-Fys, -Fyg, T5, RZ}, RZ}, RZ}

5) 0= 32 .

©) ~Foi, -Fay» -Foy, —Fos ~Fop, R-Foq, Ty, RZ}, RZ§, RZ
| T] H T2 b Ts E T4 ’ T5 E) TG s O, 0 ’ 0 ’ 0
'z, z} , Zy , zZ} , %z} , Z} , , , , 0

; 0 1 0
z} , zZy , Z¥ , Z} , Z¢ , Z} 0, o, 1, 0
zy , Z§ , Z3 , Z} , Z3} , Z% , O 0 0, 1

Denkt man sich diese Determinante nach den ersten 7 Zeilen entwickelt,
so siecht man, dafl das von R freie Glied

K— _ F, Tli

T,0
ist. Das Produkt der T-Kriimmungsradien ist der Quotient aus K und dem
Koeffizienten der hochsten Potenz von R. Wir haben noch zu zeigen, daB
dieser positiv ist. Dann ist die Bedingung (2) als gleichwertig mit positiver

T-Kriimmung der Figuratrix erkannt.

Zu diesem Zweck subtrahieren wir in (5) die mit Z{ multiplizierte erste
Spalte, die mit Z§ multiplizierte zweite Spalte usw. von der achten Spalte
und verfahren entsprechend mit der neunten und zehnten Spalte. So er-

halten wir
T, FIIMZ;, FMZ,%, A

1u™p
;R‘Sx# —F,, . . . .
T, FGMZJ, Fﬁuzf, FG#Zi
Ty, ..., Tg, 0O, 0, 0, 0 = 0.
zi, ..., Z§, 0, 0, 0, 0
Z:, ... Z&, 0, 0, 0, 0
Z3, ..., Z§, O, 0, 0, 0

Diese Form zeigt, da} (5) eine quadratische Gleichung fiir R ist. Wéhle ich
nun das Koordinatensystem so, daB die 3., 4., 5., 6. Achse in I, 3!, 32, 33
fallen, so bleibt bei Entwicklung nach den ersten sechs Zeilen nur iibrig

I,‘R_Fll! ——F127 09 F143 F157 FIG

| —Fa1, R—Fp, 0, Foy, Fp5, Fye
— F3,, —Fsp, 1, Fyy, Fsgs, Fae| _
— Fy, —Fyo, 0, Fuy, Fys, Fue .
— Fsy, —Fyss, 0, Fsy, Fy5 Fse
— Fo1, —Fgy, 0, Foy, Fo5, Foo
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Der Faktor von R2? ist also
Fyy, Fy5, Fyg
"F547 Fy5, Fsg > 0,
\Fos, Fos, Fao

da alle Hauptunterdeterminanten von | ¥ | positiv sein sollten. Damit ist
gezeigt: Wenn fiir unser Variationsproblem die Legendresche Bedingung erfiillt
ust, ist die Gausssche Relativkriimmung der Figuratriz € beziiglich T positiv.
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