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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

In diesem Lehrbuch der Trigonometrie wird auf das Rechnen
mit den natiirlichen Werten der trigonometrischen Funk-
tionen das Hauptgewicht gelegt. Der praktische Ingenieur rechnet
tatséichlich fast einzig und allein mit den numerischen Werten; zudem
ist es auch methodisch entschieden besser, die Aufmerksamkeit
des Schiilers direkt auf die trigonometrischen Funktionen zu lenken,
statt anf eine zweite Funktion, den Logarithmus, dieser Grofien.
Jeder, der die Rechnung mit den natiirlichen Werten beherrscht,
wird sich iibrigens im Gebiete ihrer Logarithmen leicht zurecht
finden.

Bei vielen Aufgaben kommt man mit Hilfe des Rechenschiebers
zu gentigend genauen Resultaten. Wird eine grifiere Genanigkeit
verlangt, dann kann man sich mit grofBem Vorteil der .ab-
gekiirzten Rechnungsarten bedienen. Da diese im Unterricht
leider immer noch zu wenig Beriicksichtigung finden, ist diesem
Buche im Anphang eine kurze Anleitung iiber die abgekiirzte
Multiplikation und Division, sowie iiber das abgekiirzte Wurzel-
ausziehen beigegeben.

Sodann wurde auch auf die graphische Darstellung der
trig. Funktionen besonderes' Gewicht gelegt. Der Verlauf der
trig. Funktionen, die Interpolation, die Auflésung goniometrischer
Gleichungen, die Kombination mehrerer Sinusfunktionen usw. lassen
sich an Hand von Kurven wohl am klarsten darlegen. Die beziig-
lichen Textfiguren sind vom Verlage in sehr verdankenswerter Weise
sorgfiltiz und maBstiblich richtig ausgefiihrt worden.

Im letzten Paragraphen wird die Sinuskurve, die fiir den
Elektrotechniker und den Maschinenbauer von besonderer Wichtigkeit



Iv Vorwort.

ist, etwas eingehender behandelt, und zwar werden hauptsiichlich
die geometrischen Eigenschaften der Kurve, im Anschluf an die
gleichfsrmige Rotation eines Vektors um eine Achse entwickelt.

Das eigentlich Theoretische bildet nur einen kleinen Teil des
Buches. Die zahlreichen Ubungsaufgaben sind fast durchweg
dem Ideenkreis des Technikers entnommen und mit Resultaten ver-
sehen. ,Das Lebendige der Mathematik, die wichtigsten Anregungen,
ihre Wirksamkeit beruhen ja durchaus auf den Anwendungen, d. h.
auf den Wechselbeziehungen der rein logischen Dinge zu allen
anderen Gebieten. Die Anwendungen aus der Mathematik verbannen,
wire ebenso, als wenn man das Wesen des lebenden Tieres im
Knochengeriist allein finden wollte, ohne Muskeln, Nerven und Ge-
fife zu betrachten.“!) Man vermift vielleicht in dem Buche eine
streng wissenschaftliche Systematik; aber man bedenke, daf es fiir
junge Leute mit geringer mathematischer Vorbildung geschrieben
wurde, fiir Leute, die oft jahrelang im praktischen Leben standen
und nun ihre Kenntnisse an einer technischen Mittelschule-oder durch
Selbststudium erweitern wollen. Solchen Leuten darf man nicht
,von Anfang an mit einer kalten, wissenschaftlich aufgeputzten
Systematik ins Gesicht springen®.?) Der Stoff ist methodisch an-
geordnet; nur wenige Kapitel sind ganz ausfiihrlich behandelt; iiberall
wird dem Studierenden reichlich Gelegenheit zu eigener, nutz-

bringender Arbeit geboten.
Winterthur, den 1. Dezember 1910.

Der Verfasser,

1) Nach Felix Klein: Elementarmathematik vom hohern Stand-
punkt aus, I. Teil, 8. 39. Leipzig.
%) Ebenda, S. 589.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Diese Auflage ist eine griindliche Neubearbeitung der ersten.
‘Wihrend 6 Jahren wurde das Buch im Unterricht erprobt, fiir den
Unterricht zurecht geschnitten, ,oft geindert, Altestes bewahrt
mit Treue, freundlich aufgefasst das Neue.* Wihrend die
Anordnung des Stoffes dieselbe geblieben ist, ist im einzelnen
manche Verinderung vorgenommen worden. Verwickelte Zahlen-
beispiele wurden durch einfachere ersetzt; manches, was sich fiir
die Schule als zu- weit gehend erwies, wurde weggelassen; zahl-
reiche neue Beispiele wurden eingeflochten.

Dabei ist der leitende Grundgedanke immer derselbe geblieben:
Dem Schiiler soll ein Lehrbuch geschaffen werden, das ihm reichlich
Gelegenheit zu selbstidndiger Arbeit bietet, dabei soll durch bestindige
Anlehnung an die Praxis der Stoff in anregender Form dargelegt,
und dadurch das Interesse wach gehalten werden. In der Schule
sollten iiberall wo es angeht, die Rechnungsergebnisse an Hand von
Zeichnungen durch Nachmessen gepriift werden; man sollte sich
auch nicht scheuen, die Linge eines Bogens durch Abpriifen mit dem
Stechzirkel zu kontrollieren, oder den Inhalt einer Fliche durch
Abzdhlen der Quadrate auf Millimeterpapier oder mittels eines
Planimeters zu priifen. Durch solche nicht zu verachtende Ubungen
wird dem Schiiler das Gefiihl der Sicherheit, das Vertrauen in die
Ergebnisse der Rechnung, der Wirklichkeitssinn, beigebracht.

Mége auch die neue Auflage manchem jungen Techniker ein
anregender Fiihrer zum selbstindigen Arbeiten werden.

Winterthur, den 1. Oktober 1916.

Der Verfasser.
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§ 1. Definition der trigonometrischen Funktionen
eines spitzen Winkels.

Wir wihlen auf dem einen Schenkel eines spitzen Winkels «
(Fig. 1) beliebige Punkte B, By, B, ... und fillen von ihnen Lote
BC, B,C,, B,C,... auf den anderen Schenkel. Die dadurch ent-
standenen rechtwinkligen Dreiecke ABC, AB,C,, AB,C,...
sind dhnlich. Daher sind die Quotienten aus den Léngen gleich-
liegender Seiten fiir alle Dreiecke gleich. s ist also

BC B,(, B,G

AB  AB, AB,

BC B,C_ ByG

AC — AC,  AC,

AC _A4Ac,  4¢, 7 TG G

AB  AB,  AB,’ Fig. 1.

Die Werte dieser Verhiltnisse sind nur abhingig von der
Form des Dreiecks, nicht aber von dem Mafstab, in dem das
Dreieck gezeichnet ist. Die Form des Dreiecks ist durch den
Winkel o festgelegt. Erst eine Anderung des Winkels bewirkt
eine Anderung jener Briiche.

Man nennt in der Mathematik jede Grosse, die von einer
andern gesetzmifig abhingig ist, eine Funktion dieser andern
Griofe. So ist z. B. der Inhalt eines Kreises eine Funktion des
Radius; die Hohe eines Tones ist eine Funktion der Schwingungs-
zahlen. Dementsprechend nennt man jene Seitenverhiltnisse 4 C: A B
usw. Funktionen des Winkels (&) oder goniometrische, auch
trigonometrische Funktionen. (Goniometrie = Winkelmessung;
Trigonometrie = Dreiecksmessung.)

In Fig. 2 ist ein beliebiges recht-
winkliges Dreieck mit den spitzen Winkeln
o und £ gezeichnet. Fiir die oben er-
wihnten Verhéltnisse der Dreiecksseiten hat
man die folgenden Bezeichnungen -einge-
fiihrt:

He8, Trigonometrie. 2. Aufl. 1




2 § 1. Definition der trig. Funktionen eines spitzen Winkels.

1. Der Sinus (abgekiirzt sin) eines spitzen Winkels ist das
Verhiltnis der diesem Winkel gegeniiberliegenden Kathete zur

Hypotenuse (Fig. 2).
. a  Gegenkathete
sing=—=——+="———"—.
c Hypotenuse

2. Der Kosinus (cos) eines spitzen Winkels ist das Verh&ltnis
der dem Winkel anliegenden Kathete zur Hypotenuse.

b Ankathete
COS @¢ = —— = —— —
c Hypotenuse

3. Der Tangens (oder die Tangente, abgekiirzt tg) eines
spitzen Winkels ist das Verhiltnis der gegeniiberliegenden zur an-

liegenden Kathete.

o= = Gegenkathete
&%= 5 = Ankathete

4. Der Kotangens (ctg) eines spitzen Winkels ist das Ver-
hiltnis der anliegenden zur gegeniiberliegenden Kathete.

b  Ankathete
‘a ~ Gegenkathete

AuBer diesen 4 Funktionen gibt es noch zwei andere, die wir aber
spiter nicht benutzen werden, ndmlich:

5. Der Sekans (die Sekante, sec) ist das Verhdltnis der Hypotenuse
zur anliegenden Kathete:

ctg a =

_ ¢ _ Hypotenuse
cosee b  Ankathete

6. Der Kosekans (cosec) ist das Verhdltnis der Hypotenuse zur
Gegenkathete:

sec a=

1 ¢ . Hypotenuse
¢cosec gl == ——— = — = - .
sine a Gegenkathete

Die GroBen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens
sind, als Quotienten zweier Léngen, unbenannte Zahlen;
sie haben, wie die WinkelgréBen, die Dimension Null
Wird daher irgend eine Grofe mit einer dieser Funktionen multi-
pliziert oder durch eine der Funktionen dividiert, so #ndert sich
die Dimension dieser Grofie nicht. So ist z. B. eine ,Kraft“
multipliziert mit dem Kosinus eines Winkels wieder eine ,Kraft“;
eine , Linge“ dividiert durch einen Sinus gibt wieder eine ,Linge“.

Ubungen.
Es bedeuten im folgenden immer: @ und & die Katheten, ¢ die
Hypotenuse. « liegt @ gegeniiber, wie in der Fig. 2.



Ubungen. Kofunktionen. 3

1. Es sei @ =4 cm; b=3 cm; berechne die trigonometrischen Funk-
tionen des Winkels a.
Man berechnet ¢ =/ 42 —l-’?F =5 cm. Daher ist
sin ¢ = 4 : 5 = 0,8000 tge=4:3=1,333
cos ¢ = 3 : 5 =0,6000 ctg « = 3:4 =0,7500
Genau die gleichen Werte erhdlt man, wenn ¢ =4 km, 6 =3 km
oder a =16 m und 5 =12 m ist.
2. Dieselbe Aufgabe fiir @ == 28; b6 =45 cm. Man findet
sin o = 0,5283; cos « = 0,8491; tg « = 0,6222; ctg « = 1,607.
3. Ist irgend ein trigonometrischer Wert eines Winkels gegeben, so kann
man den Winkel zeichnen.

Ist z B. tg &« = 0,8, dann zeichnet man ein rechtwinkliges Dreieck
mit dem Kathetenverhiiltnis @:6=0,8. Man wihlt. also z. B. a=38;
b=10cm oder a=4; b =>5 cm. Diese Dreiecke enthalten den Winkel «.

Man zeichne ¢ aus tg ¢« = 1,6 und bestimme aus der Zeichnung
sin e, cos «. Man findet sin ¢ = 0,85; cos & = 0,53.

Zeichne die Winkel « aus

tga=1; tga=02;0,4; 0,6; sina = 0,5; cos e =0,b; cos & = 1

T, sin «

=1,2! (unmdiglich).

Komplementwinkel. Kofunktionen. Die Funktionen von
Winkeln, deren Summe 900 betréigt, stehen in einem einfachen
Zusammenhange. In Fig. 2 ist # =90 —  und es ist

sihe =a:c¢=cos §=cos (90 — a)
cos ¢ = b : ¢ = sin £ = sin (90 — «)
tgae=a:b=ctg f=ctg (90 — a)
ctga=0b:a= tgf= tg(90 —a)
Unter Weglassung der Zwischenglieder erhilt man die wichtigen
Gleichungen :
sin o = ¢os (90 — «)
cos o = sin (90 — «)
tg o = ctg (90 — )
ctga= tg2(90—¢a) d. h

Sind zwei Winkel zusammen 909 d. h. sind die Winkel
komplementédr, so sind die Funktionen (sin, cos, tg, ctg) des
einen gleich den entsprechenden Funktionen (eos, sin, ctg,
tg) des andern. Man nennt ndmlich Kosinus die Kofunktion des
Sinus und umgekehrt Sinus die Kofunktion von Kosinus. Ahnlich
ist es mit den beiden andern Funktionen Tangens und Kotangens.

1%



4 § 2. Geometrische Veranschaulichung der Funktionen usw.

So ist z. B.
sin 609 — cos 300 tg 250 = ctg 65°
sin 459 —= cos 45° cos (450 — @) = sin (459 + @)

Geschichtliches.?) Die Aufstellung der Sinusfunktion ver-
dankt man den Indern. Die &lteren griechischen Astronomen, wie Hipparch
und Ptolem&us, benutzten zur Rechnung die Sehnen des Bogens, welcher
zum Winkel gehért. Die Inder gebrauchten fiir sinus und cosinus die
Worter ardhajya resp. kotijyd (jyA = Sehne). Bei den Arabern wurde aus
jyd das Wort dschiba, spiter dschaib (= Busen, Bausch, Tasche). Das
lateinische sinus ist nur eine wortliche Ubersetzung der arabischen Be-
zeichnung. Wihrend die Inder fiir den cosinus eine Bezeichnung hatten,
sucht man bei den Arabern und den Mathematikern des Abendlandes bis
zum 16. Jahrhundert vergeblich nach einer solchen. Seit Mitte des 15. Jahr-
hunderts spricht man vom sinus complementi (also vom Sinus des Komple-
ments); die Schreibart cosinus wird erst seit 1620 benutzt. Die Tangens-
und Kotangensfunktion verdankt man dem Araber Al Battani
(+ 929, Damaskus).

§ 2. Geometrische Veranschaulichung der Funktionen
durch Strecken am Einheitskreise.

Alle trigonometrischen Werte eines beliebigen Winkels lassen

sich in sehr einfacher Weise durch Strecken veranschaulichen. In

Fig. 3 sei & der gegebene Winkel; wir schlagen um den Scheitel 4

"
~—————0tg o
P XA F  Gtongenshime
< )
\ a\l \
> g ]
@y ]
Festliegender Schenkel

«—¢os 0——>C

& S—g
oo

F

einen Kreisbogen mit der Lingeneinheit als Radius, den Einheits-
kreis, und ziehen in den Punkten D und G die Tangenten. Aus
der Figur ergeben sich dann die Gleichungen:

1) Diese und alle weitern geschichtlichen Bemerkungen sind dem
II. Bande der ,Geschichte der Elementarmathematik®, Leipzig 1903, von
Tropfke entnommen. Siehe auch Felix Klein: Die Elementarmathematlk
vom hohern Standpunk’ﬁ aus. 1. Band.



Die Funktion Sinus. 5

sinaz%:%g‘:BC sina = BC
am 4G 2 AC g | s Vs | oot
tga=%=%£:DE tza=DE
ctga=v%:$=l76 ctga=GF.

In dieser Figur sind die trig. Werte durch Strecken dargestellt,
wihrend im vorhergehenden Paragraphen ausdriicklich darauf hingewieseen
wurde, daB die trig. Werte reine Zahlen sind. 1ln Wirklichkeit haben
wir es auch hier mit Verhéltniszahlen zu tun. Nur die Bruchform ist
verschwunden, weil durch die besondere Wahl der Dreiecke der Nenner
zur Einheit wurde. Wenn der Radius des Kreises 1 ist, dann stimmen
die den Strecken BC, 4C usw. zukommenden MaBzahlen mit
den entsprechenden trig. Werten #iberein. Die Strecken ver-
anschaulichen die trigonometrischen Zahlen.

Dreht man in Fig 3 den beweglichen Schenkel 4 F um A
in andere Stellungen, so indert sich der Winkel ¢ und mit ihm
dndern sich auch die trigonometrischen Werte. Jedem beliebigen
Winkel « sind vier bestimmte Funktionswerte zugeordnet, die durch
die Strecken B C, AC, D E und G F veranschaulicht werden. Wir
wollen nun an Hand der Fig. 3 den Verlauf jeder einzelnen Funk-
tion verfolgen, wenn der Winkel & von 0° bis 90° wichst.

a) Die Funktion Sinus. (Fig. 4) Der Viertelskreis der
Fig. 8 ist in Fig. 4 in etwas grioflerem MaBstabe links nochmals
gezeichnet. Die Teilpunkte auf dem Kreisbogen gehoren zu .den
Winkeln & =09, 10° 200... 909, Die einzelnen Stellungen des
beweglichen Schenkels sind nicht mehr gezeichnet, wohl aber die
den Sinus messenden Lote. Um einen klaren Einblick in die Be-
ziehungen zwischen Winkel und Sinus zu erhalten, losen wir die
Lote vom Einheitskreis los und tragen sie (rechts davon) in gleichen
Abstidnden (entsprechend einer gleichmifiigen Zunahme des Winkels
um 109 als Lote (Ordinaten) zu einer horizontalen Geraden ab.
Die Endpunkte dieser Ordinaten verbinden wir durch eine stetige
Kurve, die wir das geometrische Bild der Funktion Sinus oder die
Sinuskurve nennen. Man zeichne die Fig. 4 auf Millimeterpapier;
den Radius wihlt man passend von 10 cm Linge; die Strecken 0,
10°; 109, 209; u.s.f. mogen je die Lidnge 1 cm haben. Was lehrt
uns die Figur?



6 § 2. Geometrische Veranschaulichung der Funktionen usw.

Die Kurve steigt, d. h.: Nimmt der Winkel von 00 bis
900 zu, dann wichst auch sein Sinus, und zwar von 0 bis 1.
In der Nihe von 00 ist die Zunahme rascher als in der Nihe von
90°, Man vergleiche in der Figur die Zunahmen e und b, die

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e UNE—-" 7]
________________________ T A
[ /,4 2,9

___________________ L 177
1 as

a7
7 a6

95

~

Y. 7.1/ LN

a4
- 0
/ @

9z

a7

sinl 509

0 70° 20° 30° 40° 50° 60° 79° 80° wg

Fig. 4.
Die Funktion Sinus.

einem Wachsen des Winkels von 109 auf 200 bezw. von 70° auf
800 entsprechen. Winkel und Sinus sind nicht proportional. So
ist z. B. sin 600 nicht 2. sin 300,

b) Die Funktion Kosinus. (Fig. 5.) In Fig. 8 ist der
Kosinus des Winkels e« durch die horizontale Strecke 4 C dar-

70

~
S AN Y

cos-309

N
92

a7

g
0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 86° 90°
Fig. 5.
Die Funktion Kosinus.

gestellt. In Fig. 5 sind die Kosinuswerte im Viertelskreis wieder
fiir die Winkel von 109 zu 100 eingezeichnet und rechts davon



Tangens und Kotangens. 7

als Ordinaten abgetragen. Es entsteht auf diese Weise die Kosinus-
kurve. Die Kurve fillt, d. h. die Funktion Kosinus nimmt
von 1 bis 0 ab, wenn der Winkel von 0° bis 90° wichst.
Die Funktion Kosinus durchliuft die gleichen Zahlenwerte wie
die Funktion Sinus, nur in umgekehrter Reihenfolge; es ist ja
cos & = sin (90 — a).

Sinus und Kosinus sind immer echte Briiche, d. h. sie
konnen nur Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Diese
speziellen Grenzwerte 0 und 1 erreichen sie nur fiir 00 und 900.-
Eigentlich hat man fiir 00 und 90? gar kein rechtwinkliges Dreieck
mehr, aber man trifft doch die, auch durch die Figuren nahegelegte

Festsetzung
8in 0% =0 sin 900 =1

cos 00 =1 ¢0s 900 = 0.
¢) Die Funktionen Tangens und Kotangens. (Fig. 6)
Tangens und Kotangens werden in der Fig. 8 durch die Tangenten-
abschnitte D £ und G F gemessen. Fiir einen kleinen Winkel e

,/ \ |,

f T /
/ 18

7~ %0

™N
Pe
A
Y

/ o
23

/. \. 92

e 7
_Ng
0° 79° 20° 30° 49° 50° 60° 70° 80° 90°

Fig. 6.
Die Funktionen Tangens und Kotangens.

ist tg @ auch klein, mit wachsendem Winkel wird der Abschnitt
DE immer grofer und grofer. Fiir 90° wird D E grofer als
jede noch so grofe angebbare endliche Strecke, man sagt: tg 900
ist unendlich (o0 ). Die Kotangenswerte sind fiir kleine Winkel
sehr groff, mit wachsendem Winkel wird die Strecke G F immer
kleiner und kleiner und schlieflich fiir 909 wird ctg 900 = 0.
Triagt man die einzelnen Tangens- und Kotangenswerte wieder als



8 § 3. Einige besondere Winkel. Tabellen.

Lote zu einer horizontalen Geraden ab, so entsteht die Tangens-
bezw. Kotangenskurve. Die Figur lehrt uns:

Die Funktion Tangens nimmt von O bis oo zu, die
Funktien Kotangens von < bis 0 ab, wenn der Winkel
von 00 bis 90° wéchst. Wihrend den Funktionen Sinus und
Kosinus nur ein beschrinktes Zahlengebiet (zwischen 0 und 1) zuge-
wiesen ist, kénnen die Funktionen Tangens und Kotangens
jeden beliebigen Zahlenwert annehmen.

Jedem Wert zwischen 0 und o0 entspricht ein Tangens
eines bestimmten Winkels zwischen 0° und 90° und umgekehrt.
Den echten Briichen entsprechen die Tangenswerte fiir Winkel
zwischen 00 und 45°.

§ 3. Trigonometrische Werte fiir einige besondere
Winkel. Tabellen. Skalen am Rechenschieber.

Die trigonometrischen Werte der Winkel 809, 459, 60° lassen
sich leicht berechnen. (Fig. 7 und 8.)

N
N
3
N
Y
W)

N\ i
r T
ERY e—Z—
Fig. 7. Tig. 8.

459 Dieser Winkel kommt in jedem gleichschenklig
rechtwinkligen Dreieck vor. Wihlt man die Hypotenuse gleich
der Lingeneinheit, dann haben die Katheten die Léngen 1/,,2;
daraus folgt:

sin 450 =1/,1/2 = 0,7071 = cos 45°
tg 450 =1 = ctg 45°.

30 und 60° Diese Winkel sind vorhanden in den recht-
winkligen Dreiecken, in die ein gleichseitiges Dreieck durch
eine Hohe zerlegt wird. Wahlt man die Seite des gleichseitigen
Dreiecks als Léngeneinheit, so erhidlt man fiir die Katheten des
rechtwinkligen Dreiecks die Lingen 1/, bezw. 1/,y/3. Daher ist:
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1
8in 300 = cos 600 = —/13 =1/, = 0,500
cos 300 = sin 600 =1/, /3 = 0,8660
1
t 900 —etg 60° = b =), 5 = 0577
2
V3 _
=
[2
Diese Werte sollte man sich ins Gedéchtnis einprigen; sie
sind in der folgenden Tabelle nochmals zusammengestellt.

ﬁ

ctg 300 = tg 600 =

V3 =1,7321.

00 | 300 45°| 60° | 90°

sin | 0 | Yy (Mey2|YeyB| 1

cos | 1 |Yo3 1 ay2| Y, 0

tg 0 1/3‘/§ 1 ‘/_3‘ [0 0]

ctg | o | V3 | 1 [Ysy8| 0

Man beachte: die Sinus- und Tangenswerte nehmen mit wachsendem
Winkel zu, die Kosinus- und Kotangenswerte ab. /3 spielt nur bei den
Winkeln 30° und 60° eine Rolle. Man kann sich die Sinuswerte auch
leicht so merken: sin 0° = % V0 =0; sin30°= %\/ 1= —; ; 8in4H50 =
% V2; sin60° = —;— V3; sin900= % V4 ==1. Am besten merkt man
sich die Werte, indem man sich an die Fig. 7 und 8 erinnert.

Man priife die berechneten Werte an den auf Millimeterpapier ge-
zeichneten Kurven (Fig. 4, 5 und 6). Aus jenen Figuren kann man auch
die trigonometrischen Werte fiir andere Winkel von Grad zu Grad auf
2 Dezimalstellen genau ablesen. Man findet z. B. sin 55° = 0,82;
sin 24° = 0,407; cos 70° = 0,34 u.s.f. Diese Werte geniigen fiir genauere
Rechnungen selbstverstéindlich nicht. Am Schlusse des Buches sind Tabellen,
in denen die Werte fiir alle Winkel von 0° bis 90° von 10 zu 10 Minuten
vierstellig angegeben sind.

Gebrauch der Tabellen.
Die in § 1 entwickelten Formeln iiber Komplementwinkel
ermoglichen eine Reduktion der Tabellen auf die Hiilfte des Raumes;
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sie sind so eingerichtet, dass z. B. sin36° und cos 54° an der
n#mlichen Stelle abgelesen werden konnen. Die Sinustabelle ist
gleichzeitig eine Kosinustabelle. Will man einen trigonometrischen
Wert fiir einen bestimmten Winkel aufsuchen, so ermittelt man
die Gradzahl links fiir sin und tg, rechts fiir cos und ctg und
die Minutenzahl oben fiir sin und tg und unten fiir cos und
ctg. Im Schnittpunkt der durch die Grad- und Minutenzahl be-
stimmten Reihen steht der gesuchte trigonometrische Wert.

Beispiele: sin20° = 0,3420 cos 48° 30" = 0,6626
08200 = 0,9397 sin 870 20' = 0,9989

tg 369 40' = 0,7445 tg 649 50' = 2,128
ctg 170 10' = 3,237 ctg 799 20' = 0,1883.

Ist der Winkel auf die Minuten genau angegeben, so kann
man den zu ihm gehorigen trigonometrischen Wert mit Hilfe der
Tabellen ebenfalls finden; es ist jedoch hierfiir eine Zwischen-
rechnung, eine Interpolation, notwendig. Die folgenden zwei
Beispiele sollen das Rechnungsverfahren klar machen.

Beispiel: Wie grof ist sin 26°34‘?

sin26°30' (nach der Tabelle) = 0,4462. (a)
sin 26040 , ,  =04488. (b)

Einer Differenz von 10‘ entspricht eine Tafeldifferenz von
4488 — 4462 = 26 Einheiten der letzten Dezimalstelle.

Einer Differenz von 1 entsprechen daher 2,6 Einheiten, und einer
solchen von 4‘ somit 10,4 (rund 10) Einheiten der letzten Dezimalstelle.

Diese Korrektur (¢) von 10 Einheiten der letzten Dezimalstelle
ist zu dem Werte sin 26° 30’ = 0,4462 zu addieren, da dem groferen
Winkel 26°34‘ ein groBerer Sinus entspricht; es ist somit sin 36934/
= 0,4472.

Die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir die Funktion Tangens.

Beispiel: Wie grof ist cos 43°47‘?

cos43°40'=0,7234. (a)
c0s43°50' = 0,7214. (b)

Tafeldifferenz = 20 Einheiten der letzten Dezimalstelle; dies ent-
spricht einer Zunahme des Winkels um 10‘; fiir sieben Minuten betrigt
daher die Korrektur 7.2 =14, Diese Zahl ist aber von cos 439 40‘=0,7234
zu subtrahieren, da dem gr&Beren Winkel ein kleimerer Kosinus

entspricht. Xs ist also
cos 43047 = 0,7220.

Die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir die Funktion Kotangens.
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Die Interpolation fithrt man meist im Kopf aus oder man beniitzt
die in einigen Tabellen zur Erleichterung der Rechnung beigefiigten Pro-
portionaltifelchen, in denen die Produkte der einzelnen Minuten mit
dem zehnten Teil der Tafeldifferenzen angegeben sind.?)

Zur Erlduterung dieses Interpolationsverfahrens dienen die
Fig. 9 und 10, in denen ein Stiick einer Sinus- bezw. Kosinuskurve
in stark verzerrtem Mafstab gezeichnet ist. Den zwei aufeinander
folgenden Tabellenwerten ¢ und & mogen in den Figuren die beiden
Ordinaten ¢ und & entsprechen, ihr horizontaler Abstand entspreche
dem Intervall 10

T\ ________ —
b=
£ @fz/dwﬁ/mz ‘E .
5:’”’”*"”" ¥ Tofliferenz
< [}
8
L :3 R Fra R o b<ar
be—ax'— e 2’
PR A e 70"
Fig. 9. Fig. 10.
Sinus. Kosinus.

Aus den Figuren ergeben sich die Proportionen:

£:10' = ¢: (b —a), x:10'=c:(a—b),
b—a a—b
Korrektur ¢ = 0 * Korrektur ¢ = B x.
Interpolierter Wert=a+-c, Interpolierter Wert=a—c,
¢ wird zu a addiert (Sinus, ¢ wird von @ subtrahiert
Tangens). (Kosinus, Kotangens).

Die zu x' gehorigen trigonometrischen Werte sind aber,
genau genommen, gleich a + ¢ + f bezw. a — ¢+ f. Bei der Inter-
polation begeht man also einen Fehler f, indem man nicht die zu
x' gehorige Ordinate der Kurve, sondern die der Sehne berechnet.
Interpoliert man zwischen zwei aufeinander folgendenTabellen-
werten, so ist der Fehler f so klein, daf er sich in der 4. De-
zimalstelle meistens nicht bemerkbar macht, sondern erst in der

1) Vgl. z. B. die vierstelligen Tabellen von Gaus.
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6. u.s.f. Man darf also fiir so kleine Intervalle von 10‘ das
besprochene Interpolationsverfahren anwenden.
Ubungen.
Priife: sin 38°49‘ = 0,6269 c0s 68012 = 0,3714
sin 599 34‘ = 0,8622 cos 75952/ = 0,2441
tg 31046’ = 0,6192 gin 19015/ = 0,3297
ctg 320 54' = 1,546 otg 74° 38 = 0,2748
tg 26° 54' = 0,5073 sin 359 36/ = 0,5821

2,

3.

4.

5.

Nach der Tabelle ist sin30°=0,5000 und sin40°= 0,6428. Be-
rechnet man hieraus durch Interpolation sin 359 so erhélt man (0,5 +
0,6428):2 = 0,5714. Der richtige Wert ist aber nach der Tabelle
0,0736. Wie groB ist demnach der aus der Interpolation resultierende
Fehler /2 Warum ist der interpolierte Wert zu klein?

Berechne ebenso aus tg30°==0,5774 und tg40°=0,8391 durch
Interpolation den Wert tg 35°% Warum wird der interpolierte Wert
zu gro? (Fig. 6.)

sin 40° = 0,6428; sin 43¢ —= 0,6820. Berechne durch Interpolation
sin 41° und sin 42° und vergleiche die Resultate mit den Angaben
der Tabelle.
Beachte, daf die Sinus- und Tangenswerte fiir kleine Winkel in den
ersten Dezimalstellen iibereinstimmen. sin2°=7? tg2°=7? Begriinde
diese Higentiimlichkeit an Hand der Fig. 3.
Berechne die folgenden Ausdriicke:

a) sina 4 p.cosa, fiir u=0,1; &= 20° Resultat: 0,436

tg o " =
b) —2——, fiir « =259 9 =3° » 0,88
) et o’ ¢
U o g
) Sn 179 F peos 170 0 O u=01 » 026
) ¢= % .180°. Wie grof ist cos¢? ” 0,2975
250
@y
¢) 2.cos 63938 i 281
f) sin?500 = ? . 05868

Man ermittle mit Hilfe der Tabelle zu folgenden Funktionswerten
den zugehdrigen Winkel.
sin ¢ = 0,5150 o =31° ctgy = 0,2836 ¥y ="14°10
sin ¢ = (,9112 o = 6540’ ctg g = 1,437 B = 34050
cos o = 0,8124 o = 35°40' cos x = (0,9261 x = 22010
tg « = 3,412 o = 13940 tg 3 = 0,4557 5= 24030
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Wie man zu verfahren hat, wenn der gegebene Wert in der Tabelle
nicht enthalten ist, zeigen die folgenden zwei Beispiele.

1. Beispiel: sin ¢ = 0,7364 o="
Der niichst kleinere Wert in der Tabelle ist 0,7353; er entspricht einem
Winkel von 47°20'. Nun ist sin47°30'=0,7373. Die Differenz der
Tabellenwerte, die ,Tafeldifferenz“, betrigt somit 7873 — 7353 = 20
Einheiten der letzten Dezimalstelle. Die Differenz zwischen dem kleinern
Tabellenwert und dem gegebenen Wert, wir nennen sie ,unsere Diffe-

renz*, betrigt 7364 — 7353 — 11 Einheiten. Den 20 Einheiten entsprechen
0
10, somit den 11 Einheiten %% - 11 =55". Also ist a =47°255.
2. Beisptel : cos o = 0,4911 o="7"
Der nichst gré8ere Wert in der Tabelle ist 0,4924; ihm entspricht ein

Winkel von 60°30'. Tafeldifferenz == 4924 — 4899 == 25. "Unsere Differenz

= 4924 — 4911 = 13. Dieser entsprechen 10 13 = 5,2.  Somit ist

25

o = 60° 35

Auch hier leisten Proportionaltifelchen gute Dienste. Man
wird fiir das zweite Beispiel in der mit 25 iiberschriebenen Tabelle den
Wert (rechts) aufsuchen, welcher der Zahl 13 am nichsten kommt. Das
ist fiir 12,56 der Fall. 12,5 entsprechen (links) 5 Minuten.

Weitere Beispiele:

sinx = 0,5643 x=234°21' cos&=05647 «=D55°37

sinx = 0,8596 & =59°16' sin ¢ = 0,4793 28038/
tgx=3,000 x=71°34 sin«=0,9440 700 44
tgx=0,1350 x=36°19' sin & = 0,7000 44026
tga =9 a=50°11" etz « = 0,5000 639 26
tgx=,2 x=054%44' tga=0,2300 12057
ctg x = 2,201 x=24°26' cosx=05773 x==054°44
ctg x =0,7337 x =053%44' cosx = 0,7400 4290 16°
6. Berechne den Winkel x aus:
— —_ 0 ¢
tgsz,Z £==92038" tgdx=1 x=11°15
2 sin2 =05 =600
sin2r=1  x=45° CRE =
4sinx=3,2 x=2>53°8 Heosx=2 x=66025*
6tgx="75  x=51°20,5' | Tetgx=42 x= 9°28
(1+4sinx)4=4,5 x="1°11 0,045=0,15(1 —cosx) x=45°34*
_0,84.tg26°15 aans
= "0034.15 %=39%
7. Berechne o aus cos o = Z—I-Z fiar % =1, 2, 3, 4, 5, 10, 20.

Ergebnisse: 90°; 70032; 60°; 5398'; 48011'; 3596 250 15",
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8. Konstruktion von Winkeln mit Hilfe der Tangenswerte.
Soll ein Winkel von 35° gezeichnet werden, so entnimmt man der
Tabelle den Wert tg35°=0,7002. Nun zeichnet man ein recht-
winkliges Dreieck mit den Katheten b =10 em; @ =7 cm; dann ist
o =350 Siehe Fig. 3.

Konstruiere die Winkel 79; 12030‘; 36°; 57°.
Fir grofere Winkel wihlt man praktischer die Kosinuswerte.

Zeichne die Winkel 74°; 819; 65°20‘. In Fig. 3 wird » = 10cm gewihlt.

Logarithmen der trigonometrischen Funktionen.

Wer nicht mit Logarithmen rechnen kann, darf diesen Abschnitt
iibergehen; er wird den weitern Entwicklungen doch folgen kinnen.
Sinus und Kosinus sind echte Briiche; daher sind ihre Logarithmen
negativ. Das trifft auch zu bei Tangens bezw. Kotangens fiir Winkel
von 0° bis 45° bezw. 45° bis 90°. Die Logarithmentafeln (z. B. die
fiinfstelligen von GauB) enthalten fiir diese Winkel den um -+ 10 ver-
groferten Logarithmus. Um den wahren Wert zu erhalten, muf man
von dem Tafelwert 10 subtrahieren. Fiir die tibrigen Winkel sind die
Logarithmen vollstindig angegeben. Uber die Korrektur gelten die frithern
Bemerkungen.
1. log sin 320 28’ 36" = ?
Nach der Tabelle ist log sin 32028/ = 9,72982 — 10
Tafeldifferenz = 20. Die Korrektur fiir 30’ ist nach den Proportional-
téfelchen 10, O; fiir 6 betrdgt sie 2, also fiir 36" ist sie 12 Einheiten
der letzten Dezimalstelle. Diese Korrektur wird addiert. Daher
log sin 32° 28 36" = 9,72994 — 10.
2. log cos 500 38/ 45" =?
Nach der Tabelle ist log cos 50° 38’ = 9,80228 — 10
Tafeldifferenz = 15. Korrektur = 10 4 1,2 = ~ 11, die subtrahiert
wird; somit
log cos 50° 38/ 45" = 9,80217 — 10.

3. log sin 36° 24/ = 9,77336 — 10 log sin 65° 44 = 9,95982 — 10
log cos 28019 = 9,94465 — 10 log ctg 74°23' = 9,44641 — 10
log tg 42°41' = 9,96484 — 10 log cos 84° 39 = 8,96960 — 10
log ctg 11050 = 0,67878 log cos 8835’ = 8,39310 — 10.

4. log sin 32°19' 28" = 9,72812 — 10 log ctg 60° 28 34" = 9,75307 — 10
log sin 65° 2/44" =9,95743 — 10 log sin 28° (‘48" = 9,67180 — 10
log tg 2804427 = 9,73911 — 10 logectg 5°39’ 15 = 1,00434

log cos 27018 26 = 9,94868 — 10 log tg 14048/ 25" — 9,42216 — 10.
log sin x = 9,63636 — 10 x = 25°39’

log sin x = 9,97435 — 10 x =="70°30’

log tg x = 0,24002 x = 60° 05

&
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log ctg & = 0,00758 x = 44930

log sin x = 9,69240 — 10 x = 29°30' 16"
log sin & = 9,80000 — 10 x=39° 7'15"
log tg # = 9,74900 — 10 x = 29°17' 40"
log cos ¢ = 9,97482 — 10 a=19°19' 24"
log ctg # = 9,756180 — 10 B = 60032 52"
log tg x = 0,28344 x = 62029 44"
log cos & = 8,24600 — 10 x = 88959’ 25",

6. Aus dem Logarithmus eines trig. Wertes kann natiirlich der trig.
Wert auch gefunden werden. So folgt aus
log sin x = 9,43842 — 10 = 0,43842 — 1 sin x = 0,27442
log cos ¢ = 9,83556 — 10 cos ¢ = 0,68480

Die trigonometrischen Skalen am Rechenschieber.
Auch dieser Abschnitt kann iibergangen werden. Es mogen be-
zeichnen:

A die Teilung auf der obern Hilfte der Staboberfliche,
B » ” ” ” untern ” ” ”
L und B die zwei Ausschnitte an der Unterfliche des

Stabes, L links, R rechts.
a die Teilung auf der obern Hilfte der Zunge,
b » n » » untem ”

Stab.

} Zunge.

Es folgen also von oben nach unten die Teilungen 4, a, b, B
aufeinander. Auf der Riickseite der Zunge befinden sich die
trigonometrischen Teilungen S (Sinus) und 7 (Tangens).

Sinus und Kosinus. Es gibt so versechiedene Anordnungen der
Skalen, daf es unmdoglich ist, hier alle zu erwihnen. Immerhin sollen
die folgenden Ausfiihrungen so gemacht werden, da8 sich jeder an seinem
Rechenschieber leicht zurechtfinden kann. Man ziehe den Schieber (die
Zunge) rechts einmal so weit heraus, bis anf der Riickseite der Winkel 30°
der S-Teilung auf die obere Marke des Kinschnittes R eingestellt ist.
sin 30° = 0,5. Diesen Wert liest man nun auf & rechts iiber dem End-
strich von B ab. (Es gibt Fabrikate, bei denen man diesen Wert auf @
rechts unter dem Endstrich von 4 abliest. Wer einen solchen Rechen-
schieber besitzt, hat im folgenden stets & mit @ und B mit 4 zu ver-
tauschen.)

” n

Priife:  sin 21° = 0,358 sin & = 0,6 o = 36950’
sin 89==0,189(2) sina= 0242 o =140
sin 749 30’ = 0,964 sin & = 0,97 o« = 76°

sin 36° 40’ = 0,597 sin @ = 0,434 @ = 25° 40/
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Die S-Teilung liefert auch Kosinuswerte entsprechend der

Formel cos o = sin (90 — a).

cos 400 = sin 50° = 0,766 cos ¢ = 0,420 = sin (90 — «), also
cos 35° 40’ = sin 54° 20’ = 0,812 90 — ¢ =24°50'; a« = 65°10°
Awuch die reziproken Werte von Sinus und Kosinus, also
die Werte 1:sine und 1:cos« kénnen mit den ndmlichen Ein-
stellungen abgelesen werden. Die reziproken Werte sind natiirlich
stets grofer als 1. Stellt man die Marke bei R z. B. auf 21° der S-Tei-
lung, dann liest man auf B unter dem Anfangsstrich (links) von & den

Wert 2,79 ab.

1:5in34°=1,78 1:c0872%=1:sin 18° = 3,23 (6)
1.:sin 55° = 1,22 1:c0825% =1:5in65°=1,10
Weitere Beispiele:

1. 58,2.8in 32° ="? Nachdem sin 32° eingestellt ist, liest man iiber 58,2
von B auf & den Wert 30,8 ab.

2. 32.c0868°=?  Man stellt sin 22° ein; iiber 32 von B liest man auf
b den Wert 12 ab.

3. 84:5in28°=?  Nachdem 1:sin28° eingestellt ist, liest man unter
34 von b auf B den Wert 72,4 ab.

4. 85:58in40°="? 1:8in 40° wird eingestellt. ~Man verschiebt den
Liufer nach links iiber den Endpunkt von &; stellt
den Endstrich (rechts) von & auf diese Marke ein
und liest unter 85 von & auf B den Wert 132 ab.

Tangens und Kotangens. Fiir diese Funktionen benutzt man
die Teilung 7 und den Einschnitt L (links). Um z. B. tg16° zu er-
halten, zieht man den Schieber links so weit heraus, bis auf der Riickseite
der Winkel 16° der 7-Teilung eingestellt ist. Dann liest man anf 4 links
iiber dem Anfangsstrich von B den Wert 0,287 = tg 16° ab. Auf diese

Weise kann man alle Tangenswerte fiir Winkel von 5044’ bis 45° be-

stimmen. Da aber ctg « = 1:tg « ist, kann man mit den némlichen Ein-

stellungen auch die Kotangenswerte dieses Winkels rechts auf B unter

dem Endstrich von & ablesen. So ist z. B. ctg 160 = 3,49.

tg 38° 40 = 0,800 tg o = 0,543 o= 289 30/
tg 400 20 = 0,849 tg « = 0,435 = 23030"
ctg 2200  =2,475 ctg o = 2,56 o« =21°20'
ctg 10050’ = 5,225 ctg @ = 1,20 o = 39050’

Fiir Winkel zwischen 5°44’ und 45° liegen die Tangenswerte
zwischen 0,1 und 1 und die Kotangenswerte daher zwischen 10 und 1.
Da tg e =ctg (90 — &) und ctg ¢« =tg (90 — &) ist, findet man
leicht auch die Tangens- und Kotangenswerte fiir Winkel
fiber 45°.
tg 60° = ctg 30° = 1,732 ctg 72030 = tg 17° 30’ = 0,315.



Kleine Winkel. 17

Weitere Beispie'e:
1. tga=200 a="? ¢ ist groBer als 45°; ctg (90 — ) =2,0 liefert
90 — o = 26° 30’, daher « == 63°30".
2. ctg =028 a=7? ¢ ist groBer als 45°; tg (90 — &) = 0,28 liefert
90 — o = 15°40°, daher « = 74°20",
3. 15,2 . tg 26040’ =? Stellt man tg 26°40’ ein, dann liest man {iiber
15,2 von B auf b den Wert 7,63 ab.

4. 15,2.ctg26°40'=? Da man unter 15,2 von 6 auf B ablesen soll,
muf man zuerst den Laufer iiber den Endstrich
von 6 bringen und dann den Schieber nach rechts
ziehen, bis der Anfangsstrich von & an der durch
den Laufer markierten Stelle steht. Man findet
das Ergebnis 30 2.

Kleine Winkel. Fiir Winkel unter 5°44‘ ist auf vielen Rechen-
schiebern eine gemeinsame Teilung (S und 7)) fiir Sinus und Tangens
vorhanden. Fiir so kleine Winkel stimmen némlich die Sinus- und Tangens-
werte bis auf 3 Dezimalstellen fiberein. (Siehe Aufgabe 57, § 5. Die
Funktionswerte liegen fiir diese gemeinsame Skala zwischen 0,01 und 0,1
und werden genau wie die fibrigen Werte mit Hilfe der Skalen & und B
ermittelt. Eingestellt wird auf die untere Marke R.

sin3° = 0,0523 = tg 39 sin ¢ = 0,0345 o ="19585"
sin 106/ = 0,0192 = tg 106 tg o == 0,0204 a=1041""
ctg 880 = tg 2° = 0,0349 tg o = 0,0736 o= 4912

Auf Rechenschiebern, demen die gemeinsame Teilung (S und 7))
fehlt, ist die Sinusteilung bis zu 35’ fortgefithrt. Fiir kleine Winkel be-
nutzt man fiir die Tangenswerte dann einfach die Sinuswerte. tg «
= sin a.

Steckt man den Schieber umgekehrt in den Stab, so daf auf der
Vorderfliche des Rechenschiebers die Teilungen 4S 7T B untereinander
liegen, dann kann man, sofern die Anfangsstriche simtlicher Teilungen
aufeinander eingestellt sind, unter jedem Werte der S-Teilung auf B den
zugehrigen Sinuswert, unter jedem Werte der 7-Teilung auf B den zu-
gehorigen Tangenswert ablesen. Auf A befinden sich die Werte sin?«
und tg? a.

Geschichtliches. Die trig. Tafeln haben eine interessante Ge-
schichte.

Der griechische Astronom Ptolemaeus (um 150 n. Chr.) berechnete
eine Sehnentafel, welche von 30 zu 30' fortschreitet. Sie liefert nicht
den Sinus eines Winkels, sondern die zu seinem Bogen gehérige Sehne.
Die Tafel enthilt bereits Differenzen fiir Interpolationen.

Hel, Trigonometrie. 2. Aufl, 2
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Der Araber Al Battani (} 929) unternahm eine Neubearbeitung
der ptol. Tafeln mit Ersetzung der Sehnen durch die Halbsehnen, also
durch den Sinus selbst. Ihm verdankt man auch die #lteste Kotangenten-
tafel. Jahrhundertelang zehrte das Abendland von den reichen wissen-
schaftlichen Schitzen der indischen und arabischen Gelehrten.

Eine vollstindige Neuberechnung des trig. Zahlenmaterials unter-
nahm der hochbegabte Wiener Gelehrte Regiomontanus (1436—1476).
Er berechnete mehrere Tabellen. Die trig. Zahlen sind nicht fiir den
Einheitskreis, sondern fiir einen Kreis mit dem Radius 6000000 und in
einer spiteren Tafel fiir einen Kreis mit dem Radius 10000000 berechnet.
Diese letztere Tafel ist insofern wichtig, weil sie den Ubergang von dem
Sexagesimalsystem der Araber zum Dezimalsystem bildet. Die Tafeln
wurden erst lange nach dem Tode Regiomontanus gedruckt. In Un-
kenntnis der von Regiomontanus geleisteten Arbeit hat auch Nikolaus
Koppernikus (1473—1543) selbstandig eine kleinere trig. Tafel berechnet.
Er begeisterte seinen jiingeren Mitarbeiter Rhaeticus (1514 —1596), aus
dem Vorarlbergischen, zur Berechnung einer eigenen, auch fiir astronomische
Zwecke geniigenden Tafel. Sie enthielt die Werte der trig. Funktionen
10stellig von 10 zu 10“. In diesen Tabellen wurden zum erstenmal
die Komplementwinkel am FuBe der Seiten mit rechts am Rande an-
gegebenen Minuten angegeben. Das gewaltige Tafelwerk konnte nur
durch finanzielle Unterstiitzung des Kurfiirsten Friedrich IV. von der
Pfalz gedruckt werden und erhielt ihm zu Ehren den Titel ,,opus palatinum*“.
Rhaeticus erlebte die Herausgabe seines Werkes nicht mehr., Eine ver-
besserte Neuausgabe dieser Tafeln besorgte Pitiscus (1561—1613), der
Kaplan des pfilz. Kurfiirsten. Diese 1613 als ,Thesaurus mathematicus®
herausgegebenen Tafeln enthalten die trig. Werte von 10“ zu 10" und
15stellig. Dieses Werk bildet die Grundlage fiir alle trig. Tafeln der
Zukunft.

Um einen richtigen Begriff von der zur Berechnung der Tafeln
erforderlichen Riesenarbeit zur erhalten, muf man bedenken, daf fast alle
die genannten Tafeln mit Hilfe der Formeln

sin —g— = \/:;OS  und cos % = \/1 -|~2cos_a
und durch Interpolation berechnet wurden. Die Sinus- und Kosinus-Reihen
waren damals noch nicht bekannt und die ersten Logarithmentafeln er-
schienen erst ein Jahr nach der Drucklegung des Tafelwerks von
Pitiscus.

Die Erfindung der Logarithmen durch den Schweizer Jobst Biirgi
(1552—1632) aus Lichtensteig und den Englinder Neper (1550—1617)
fiilhrte eine vollige Umgestaltung der trig. Tafeln herbei, indem statt der
trig. Zahlen deren Logarithmen in den Tafeln aufgenommen wurden. Die




Funktionen des gleichen Winkels. 19

heutige Form der Tafeln stammt von dem Englinder Henry Briggs
(1556—1630), der die ,kiinstlichen“ Logarithmen (Basis 10) der natiir-
lichen Zahlen und der trigonometrischen Linien berechnete. Von den
zahlreichen Tafeln, die seit jener Zeit entstanden sind, sei nur noch die
beriihmteste, der ,Thesaurus logarithmorum completus“ erwéhnt, den der
osterreichische Artillerieoffizier Vega 1794 herausgab. Er enthilt die
10stelligen Logarithmehn der natiirlichen und der trig. Zahlen.

§ 4. Beziehungen zwischen den Funktionen des
nimlichen Winkels.

Bevor wir zu Anwendungen unserer bisherigen Kenntnisse
der Trigonometrie tibergehen, wollen wir noch einige wichtige Be-
ziehungen zwischen den Funktionen des nidmlichen Winkels ab-
leiten. Wir gehen dazu am bequemsten von den Linien des Ein-
heitskreises aus.

Aus Fig. 11 folgt nach dem pythagoreischen Lehrsatz

sin? ¢ 4 cos? o =1, @

le— 8417 0c—>

oS o

1

Fig. 11,
d. h. das Quadrat des Sinus und das Quadrat des Kosinus
des nimlichen Winkels geben zur Summe stets 1.
Die nimliche Figur liefert

sin o coS o
tg o= ctg o = —;
g cosa g sine ’ @

d. h. Tangens ist der Quotient aus Sinus durch Kosinus,
Kotangens ist der Quotient aus Kosinus durch Sinus.

Bildet man das Produkt der Gleichungen (2), so erhilt man

sine cosa

tga.clga= cosa  sine
tga:ctg'ot
tga.ctgoe=1 oder 1 3)
ctg o = tga.

Tangens und Kotangens eines Winkels sind reziproke
Werte, sie geben zum Produkte stets 1.
2*



20 §4. Beziehungen zwischen den Funktionen des nimlichen Winkels.

Dividiert man Gleichuug (1) durch cos? e bezw. sin? e und
beriicksichtigt die Gleichungen (2), so erhilt man

1
2=
1+tg?%e c0s’a bezw.

4
1+etg?e=gno,
Ubungen.

1. Man leite die Formeln 1—4 direkt aus einem beliebigen rechtwinkligen
Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ ab.

2. Man nehme irgendwelche Werte aus den Tabellen, z B. sin 25° und
cos 25°. Tst tatsichlich sin?25 4 cos?25 =1? tg25%=gin 25%:c0s25°?
14 tg245°=1:cos24H? usw.

3. Beweise die Richtigkeit der folgenden Formeln:

%) sin « + cos a _ tga-1 _ 1+ctga.
sin ¢ — cos « tga—1 1—ctgoa

. - sin? ¢ — cos?

b) cos @=1/ (1 4 sina) (1 —sin &), ©) B =tga—ctga.

4. In den folgenden Gleichungen bedeutet x einen zwischen 0° und 90°
liegenden Winkel Will man x bestimmen, so formt man die Gleichungen
mit Hilfe der Formeln 1—4 um, bis sie nur noch eine Funktion
enthalten, 16st dann nach dieser Funktion auf und bestimmt x mit
Hilfe der Tabelle.

Beispiel: sinx = 2. cos x; man dividiert durch cos x
tg & = 2; daher ist
x = 63" 26",
Man mache die Probe durch Einsetzen der Werte sinx und cos x
in die erste Gleichung.

Weitere Beispiele:

3sinx =4cosx Ergebnis: x == 53° 8’
45 tgx =5Hsinx » x= 0 oder x = 25°50"
Jetgx =Tcosx ” x = 90" oder x = 25923’
5. a) Berechne die Gréfien R und « aus den beiden Gleichungen
20=Recosa
21 = Rsin a.

Durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen findet man R
= 29; durch dividieren & = 46°24'.
b) Beweise: aus

P, =Rcosa | 3 5 __P,
P, — Rsin e fltR VP24 P2 und tga = P

c) Ausx:acosa}
y="bsn«

tFJF"bZ =1
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b e Zatine bt ) gy (a5
e) Lose die Gleichungen x = x, cos ¢ — ¥, sin &
y=x, sina+y cose
nach x;, und y, auf. Man findet
X = xcosa-|ysine
y,=—xsina+ycosea.

Das Folgende kann ohne Beeintrichtigung des Spiteren vor-
ldufig iiberschlagen werden.

Aus einer einzigen trig. Funktion eines Winkels
lassen sich alle iibrigen Fuuktionen dieses Winkels be-
rechnen. Will man z. B. aus sin « die Funktionen cose, tg e
und ctg e berechnen, so geht man von dem Dreieck am Einheits-
kreis aus (Fig. 3), das den Winkel o und den Sinus als Kathete
enthidlt. Entsprechend fiir jede andere Funktion.

cos ¢ =y/1—sine,

: K
tr o — sin & 1 S
E¢ = /T sin‘a i
eaVI=ia | el
sin o Fig. 12,
sin @ = /1 — cos? e T
/1 — cos? B
tga =" ¥ ’ :
oS o AN
ct,g cos e cosx ~£
a == 3
\/1 —cos®e Fig. 13.
. tg o
sin ¢ =
V1+tgle
1
cos & = g o
Vv1+tgte
- 1
ctga= tea
. 1 1
sin ¢ = ————=
V1+ctg?e ’
ctg o 7
oS ==s—————
V1+ctg?e '
(24
tr o =—o - oy «
g ctge Fig. 15.
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Ubungen.

1. Leite die obigen Formeln auch aus den Formeln 1—4 ab.
2, Berechne (ohne Tabelle) die iibrigen Funktionen

aus sinx = a) 0,6 b) 0,8 c) % d) m
, cosx= a)08 b) 0,4 c) ;g d) m
5 _
s tgx= a)07 b) 0] c) y3 d) m
und priife die Ergebnisse nachtriiglich mit Hilfe der Tabelle.
8. Beweise: Ist tg o =2 denn ist sing=-—2 b

5’ Jatror T et

§ 5. Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks.
Ein rechtwinkliges Dreieck ist bestimmt durch zwei Seiten
oder durch eine Seite und einen der spitzen Winkel. Daher gibt
es die folgenden vier Grundaufgaben. (Fig. 16.)

Fig. 16.

1. Aufgabe. Gegeben: die beiden Katheten @ und b,
Gesucht: die Hypotenuse ¢ und die beiden Winkel.
Losung: Nach dem pythagoreischen Lehrsatz ist
¢ =+/a?+b?; der Winkel e bestimmt sich aus

b
tga=%, oder £ aus tg §=—_-. e+ g=190°.

Beispiel: Fir a« =80 ecm; =50 cm wird
¢ =1/80% 502 = /8900 = 94,34 cm.

80
50 = 1,600; hieraus o« =258% #=90—«
2. Aufgabe. Gegeben: die Hypotenuse und eine Kathete z. B. a,
Gesucht: die andere Kathete und die beiden Winkel.
Losung: Es ist b=,/c?—a®. « bestimmt sich aus sine
a

___c'

tg o=
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Beispiel: Fir ¢ =8 cm; a =238 cm wird
b=/82—38% =55 =7,42 cm.
3
sin ¢ = 3= 0,3750; hieraus o =22915' und g=
670 58,5/,
3. Aufgabe. Gegeben: die Hypotenuse und ein spitzer Winkel

z. B. «,
Gesucht: die Katheten a und b.

b
Lésung: Bs ist sin ¢ = % und cos @ = - hieraus folgt durch

Multiplikation mit ¢
a=csine und b=ccos e, d. h.
eine Kathete ist gleich der Hypotenuse, multipliziert
mit dem Sinus des Gegen- oder dem Kosinus des Anwinkels.
Beispiel: Fir ¢ =573 m und = ¢ = 28° wird
= 5,78 . 8in 280 = 5,73 . 0,4695 —= 2,690 m
b==15,73 . cos 28° = 5,73 . 0,8829 = 5,059 m.
4. Aufgabe. Gegeben: eine Kathete a und ein spitzer Winkel,
Gesucht: die Hypotenuse und die andere Kathete.

Losung: Gegeben: a und e. Lésung: Gegeben: a¢ und g.
. . a . . a s
Es ist sin ¢ = -, somit ist Es ist cos ﬂ=—cv, somit ist
a 3 a 3
¢ = ———; ferner ist ¢ = —— ferner ist
sin o cos 2
b . b -
ctg o = FE hieraus folgt tg B = i somit ist
b=wactg ca. b=a.tgp

Wir erkennen hieraus:

Die Hypotenuse ist gleich einer Kathete, dividiert
durch den Sinus des Gegen- oder den Kosinus des An-
winkels.

Eine Kathete ist gleich der andern Kathete, multi-
pliziert mit dem Tangens des Gegen- oder dem Kotangens
des Anwinkels der gesuchten Kathete.
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Beispiele: Fir a =40 cm; = 500 wird
¢ =40:sin 50° = 40:0,7660 = 52,22 cm;
b=40.ctg 50°=40.0,8391 = 33,56 cm.

Fir a =40 cm; 8= 200 wird

¢ =40:cos 200 = 40:0,9397 = 42,57 cm;
b=40.tg 20°=40.0,3640 = 14,56 cm.

Man mége sich mit der Losung dieser Aufgaben und vor allem mit
den gesperrt gedruckten S#tzen recht vertraut machen. Zum leichten
Einprégen der Sitze mogen die folgenden Bemerkungen dienen.

Die Funktionen Sinus und Kosinus werden nur dann verwendet,
wenn die Hypotenuse in der Rechnung eine Rolle spielt. Sinus und Ko-
sinus sind stets echte Briiche. Multiplikation mit diesen Funktionen
bewirkt eine Verkleinerung, Division dagegen eine VergréBerung
der gegebenen Gréfen. a =c.sina; b=c.cosa; c=a:sina=2>b:cos a!
Welche der beiden Funktionen jeweils in Frage kommt, dariiber ent-
scheidet die Lage des Winkels gegeniiber der Kathete. Gegenwinkel:
Sinus. Anwinkel: Kosinus.

Wird eine Kathete aus der andern Kathete und einem spitzen
Winkel berechnet, so hat man es nur mit den Funktionen Tangens und
Kotangens zu tun. Ob man mit Tangens oder mit Kotangens multipli-
zieren muB, dariiber entscheidet die Lage des Winkels zur gesuchten
Kathete. Gegenwinkel: Tangens. Anwinkel: Kotangens.

Die Division durch Tangens oder Kotangens kann immer vermieden
?5‘36‘7 = 50 ctg 20! Die
Multiplikation ist rascher ausgefiihrt als die Division.

Die meisten Aufgaben, die an den Techniker herantreten, lassen
sich mit Hilfe der wenigen Sitze iiber das rechtwinklige Dreieck losen.
Man zeichne zur Ubung rechtwinkliche Dreiecke in allen miglichen Lagen,
mit den verschiedensten Bezeichnungen der Seiten
und Winkel, greife irgend zwei Stiicke, von denen
eines eine Seite sein muB, heraus und berechne die
iibrigen.

In Fig. 17 sei z. B. gegeben m und #. Man
schreibt unmittelbar hin s =m .cosu; r = m . sin u.

oL 1
werden; denn es ist ja tga = ctg a, also z. B.

. ¥y == tg u usf.
cos u’ g

Fig. 17. Alle Zahlenbeispiele lassen sich natiirlich

auch mit den Logarithmen berechnen. Fiir

das Beispiel in der dritten Aufgabe moge die Rechnung noch voll-
stdndig durchgefiihrt werden:

Ist s und # gegeben, so ist m =
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Es war a=csine und b= c.cos o, somit ist

log a =1log ¢ + log sin ¢ und log & = log ¢ 4+ log cos a.
Das Rechnungsschema gestaltet sich hiernach praktisch so:

Gegeben: ¢ = 5,713 m sin e | 9,67161 — 10 I
o = 280 a | 0,75815 II
Berechnet: a =2,690 m |cos | 9,94593 — 10 11T
b=15,0592 m a | 042976 1411
b | 0,70408 T4 100

Im allgemeinen gestalten sich die Rechnungen, bei einfachen

Zahlenwerten, einfacher, wenn man unmittelbar mit den Funktions-
werten und nicht mit den Logarithmen operiert, sofern man bei
den Rechnungen die ahgekiirzten Operationen verwendet. Fast
alle Beispiele des folgenden Paragraphen sind ohne Logarithmen
berechnet worden. Eine kurze Anleitung fiir die abgekiirzten Ope-
rationen findet sich am Schlusse dieses Buches.

1.

2.

§ 6. Beispiele.

Die folgenden Zahlenwerte kimnnen zu Ubungen iiber rechtwinklige
Dreiecke verwendet werden. Die Bedeutung der Griofien ist aus
Fig 16 ersichtlich. J ist der Inhalt des Dreiecks. Man greife irgend
zwei von einander unabhiingige Stiicke aus einer horizontalen Linie
heraus und berechne alle iibrigen.

a b c a B J
a) 30 cm 40 cm 50 cm 36052 5308’ 600 cm?
b) 32,14 38,30 ,, 50 40° 500 615,5 ,,
¢) 56,88 , 82,25 10 34° 40/ 55020/ 2339
d 50 60 78,1, 39048 50912 1500
e) 40 42 58 43° 36’ 46° 24/ 840
) 33 56 65 30031’ 590 29/ 924
g 24 o, 4o, 189 56 7104/ 840
h) 13 84 86 8048/ 81012 546
H 45 28 53 5806 31054/ 630

Berechne in den Beispielen f—i die zur Hypotenuse gehorige Hohe 4
des Dreiecks und zwar

in Beispiel f aus @ und o Ergebnis: 28,43 cm
” ” g » b » o ”n 22770 ”
” ” h ” 4 n o ” 12785 ”
8 » 2377,

”» ” 1 ” c ”
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3.

§ 6. Beispiele.

Jedes gleichschenklige Dreieck wird durch die zur Grundlinie @
gehorige Hohe 4 in zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke zerlegt.
Die Linge der Schenkel sei b; « sei der Winkel an der Spitze; jeder
Winkel an der Grundlinie sei B.

a)Zua=40 cm, #=230cm gehort #=>56°19'; e =67°22'; 6=236,06 cm

D), b=64 , BA=T3° | =34 ;a=3743 ;h=61,20 ,
o), k=70 , «=108° , p=36° ;a=1927 ;6=1191 ,
d) , a=842 , B=68°20" , «=43920';b=11,40 ;%=10,60 ,,
e , h=11 , b=6lcm , a=bOl;8=10°28;4=120 |,
f) ,a=24 , b=37 , , «a=371°50';8="T71°5' ;h=35

Der Anfinger hiite sich vor dem Fehler: 2h.tg%=htg ol

Es seien @ und b die Seiten eines Rechtecks; 4 sei eine Diagonale,
o der Winkel zwischen den Diagonalen.

a) Zu a =16 cm, b=17 cm gehort « =47°16'; d=17,46 cm;

J=112 em?

b) Zu d =87 dm, o = 140° gehért a = 2,975; b =817 dm;
J=2432 dm?,

¢) Zu d=4834 m, «=>55°48 gehort a =4272; b =2262 m;
J=966,2 m®.

Die Diagonalen eines Rhombus sind d =8, D =12 cm. Berechne
seine Seite s und den Winkel « zwischen den Seiten (@ < D).
Man findet s = 7,21 cm, o = 67°23".

Zu s =36 cm, « = 28°40’ berechnet man & =17,83; D = 69,76 cm.
» @="70cm, a=132°40 ” » §==8719; D = 159,7 cm.
a und b seien die Seiten eines Parallelogramms (oder be-
liebigen Dreiecks) und y sei der von diesen Seiten einge-
schlossene Winkel, den wir vorliufig als spitz voraussetzen
wollen. Man leite die folgenden Inhaltsformeln ab:

J =ab.siny (Inhalt eines Parallelogrammes),

ab

T=5

Die Formeln gelten, wie wir spiter zeigen werden, auch fiir stumpfe

Winkel y. Was wird aus den Formeln und den entsprechenden Figuren

fir y =90°? fiir a =5 und y = 60°? XKleide die obigen Formeln je

in einen Satz.

a und b seien die beiden Parallelen eines gleichschenkligen Tra-

pezes (@ >b). ¢ = Schenkel, m — Mittellinie, /# = Héthe, ¢« = < ac.
Berechne aus

a) m=20cm; ¢ =5cm; ¢ = 38°40' die Groen ¢ = 23,9; b = 16,1;

h = 3,124 cm,

sin y (Inhalt eines Dreiecks).
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b) @ =80 cm; b = 50 cm; @ = 50° die GréBen 4 = 17,88; ¢ = 23,34 cm,

¢) m=>50 cm; s=10 cm; ¢ = 65° 32‘ die GroBen @ = 54,55; b — 45,45;
¢ =10,98 cm,

d) a=20 em; 5=05 cm; ¢ =10 em den Winkel o = 41°24‘5:

8. Berechne fiir die in Fig. 18 gezeich-
neten Kegelrider, deren Achsen
aufeinander senkrecht stehen, die
GroBen o, x, y, @ und b. Ebenso
die sogenannten Ersatzradien R,
und R,.

Ergebnisse: o« = 38°40’,

x =137,5 mm,
y=119
a= 312 ,
b= 390 ,
R, =1280
R, =200,0 ,
9.1) Berechne den Inhalt J des in Fig. 18.

Fig. 19 gezeichneten Kanalquer-
schnitts, sowie den Umfang U des benetzten Querschnitts aus den
GroSen &, 2 und «.

Ergebnisse: J =4 2b — hctg a); U=2[b—{—

h
o

o (1 — cos oc)]

ol

Q

Fig. 19.

10.%) Desgleichen fiir den Querschnitt in Fig. 20 aus 4 und « oder A

und «.
Ergebnisse: ]:b“.sina(l—i—sin a.tg%):hg(&tg% -+ ctg a),
. o 1 o
U=2b(eosa+ 2sma.tg?>__2h[m+tg_2_} .

11. Steigt eine gerade Linie g (StraBe, Bischung) auf # bezw. 100 Liingen-
cinheiten in horizontaler Richtung, 1 bezw. p Lingeneinheiten in

1) Nach R. Weyrauch: Hydraulisches Rechnen. 2. Auflage, 1912.
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vertikaler Richtung, so sagt man, sie habe eine Steigung 1:# oder
eine Steigung von p 9, « heift der Steigungswinkel. Wie die
Fig. 21 zeigt, ist die Stei-

/3 gung oder das Steigungs-

verhdltnis nichts anders als

0
(P ) tg e L,
P ==L
, 8= =150
& Man schreibt das Stei-
” gungsverhiltnis gewohnlich

an die Hypotenuse des recht-

’M’Fig. a1, winkligen Dreiecks, dessen
Katheten sich wie 1:# ver-
halten. — Priife: dem Steigungsverhiltnis
1:3 entspricht der Steigungswinkel & = 18926’
1:2 ” ” ” o= 260 341
1:156 » ” o= 33042
1:1 » " » o= 45°
1:056 » " o = 63926

Priife die folgende Tabelle auf ihre Richtigkeit.

Steigung 10

in Prozenten 100

20 l 40 J 60 80 90

Steigungswinkel | 5° 43/ 1 11019 l 21048/ { 30058 | 38240 | 41°59° ’ 450

12. Die Mantellinien des in Fig. 22 gezeichneten konischen Zapfens
haben 129j, Steigung, d. h. auf 100 mm Hohe vergriSert sich der
Radius um 12 mm. Wie grof ist der Steigungs-
winkel ¢? Wie gro8 der Durchmesser D?

Ergebnisse: « = 6°51/, D = 128,8 mm.
13. Beweise, daff in dem in Fig. 23 gezeichneten Ge-
windeprofil der Kantenwinkel « = 53%8‘ betrigt.
Dem in Fig. 23a gezeichneten Gewindeprofil
liegt ein gleichschenkliges Dreieck mit dem Kanten-
Fig. 22. winkel 55° zugrunde. Beweise, daf
1, = 0,9605 % ist.

14, Ein Rohr von kreisformigen Querschnitt #, und dem Durchmesser &,
wird durch ein kegelférmiges Stiick mit einem zweiten Rohr vom
Querschnitt 7, = 2F, verbunden. Die Mantellinien des Kegels bilden
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miteinander den Winkel § = 40°. Wie lang sind die Mantellinien s des
Verbindungsstiickes? (Fig. 24.)

Ergebnis: s = 0,605 d,.

Fig. 23. Fig. 23 a.

Fig. 25.
%N :

15. Legt man ein rechtwinkliges Drei-
eck, dessen eine Kathete gleich
dem Umfang eines Zylinders ist,

um den Zylinder (Fig. 25), so

I wird die Hypotenuse zu einer

Schraubenlinie. Die beiden End-
punkte der Hypotenuse liegen auf der nimlichen Mantellinie des Zylinders.

Ihre vertikale Entfernung wird die ,Ganghohe oder Steigung A“

w4 7 A

Fd 12’




30

16.

§ 6. Beispiele.

der Schraubenlinie genannt. Der Winkel & des Dreiecks wird zum
Steigungswinkel « der Schraube. Er hiingt mit dem Durch-
messer & des Zylinders und der Ganghthe durch folgende Gleichung
Zusammen:

=T

Eine Schraube hat einen mittleren Durchmesser von 100 mm.

Die Steigung betrigt 10.n. Wie groB8 ist der Steigungswinkel?
Ergebnis: 5°43".

Der #uBere Durchmesser einer Schraube betrigt 25,4 mm, der
innere 21,3 mm. Der mittlere Steigungswinkel betrigt 2029, Wie
grof ist die Ganghtohe? Wie viel Génge gehen auf 1 (engl)?
1 Zoll (engl) = 25,4 mm.

Ergebnisse: 3,18 mm. 8 Giinge.

Uber Projektionen.
Projektion einer Strecke (Fig. 26). Fillt man von den
Endpunkten einer Strecke 4 B Lote .4 A', B B' auf eine Ebene,
so nennt man die Strecke

A
A'B* die Projektion der
Strecke 4 B auf die Ebene.
Lgﬁﬁ Der Winkel ¢ zwischen der
c—" J/@ Raumstrecke und ihrer Pro-

jektion wird der Neigungs-
A winkel « der Geraden gegen

17,

die Ebene genannt. A'B’

1ift sich leicht aus A B

und o berechnen. Aus der Figur folgt:

BC=AB.cos a, da aber BC = A'B’ ist, so ist

A’B‘=AB. cos «,

d.h. die Projektion (4’'B’) ist gleich der wahren Léinge

(AB) der Strecke multipliziert mit dem Kosinus des

Neigungswinkels gegen die Projektionsebene. Da

cos o stets kleiner als 1 ist, ist die Projektion kiirzer als die

Raumstrecke. Was wird aus der Gleichung fiir «=00?

a=90°? a=600?

Eine 12 cm lange Strecke ist gegen die Projektionsebene unter einem

Winkel & = 50° geneigt; wie lang ist ihre Projektion? (7,71 cm).
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18. Eine Strecke von 20 cm Lénge hat eine Projektion von 15 cm
bezw. 10 cm, 5 cm Linge. Wie groB8 ist in jedem Falle der Neigungs-
winkel gegen die Projektionsebene?

Ergebnisse: 41925, 60°, 75032/,
19. Projektion einer beliebigen ebenen Figur. Wir be-
rechnen zunichst die Projektion eines Trapezes, dessen Grund-

linien @ und & (Fig. 27) zur Projektionsebene parallel sind.
Dem Abstande % der beiden Parallelen ¢ und & des riumlichen

Fig. 27.

Trapezes entspricht in der Projektion der Abstand 4. a und &
werden in der Projektion nicht verkiirzt und /‘ steht senkrecht
auf den Projektionen von @ und 4. Der Winkel zwischen %
und 4’ ist der Neigungswinkel « des Trapezes gegen die Pro-
jektionsebene. Nun ist

b
F =1Inhalt des Trapezes = a_—ig-_ < h,
Eam—
atb PR .f;
F' = Inhalt der Projektion = 5 /38
' =h.cos e, somit ist
a6

F= -|2- “h-cosa=F-cose, also

F'=F.cose.
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20.

21.

22,

24.

§ 6. Beispiele.

Soll die Projektion einer beliebigen ebenen Figur berechnet
werden, so denkt man sich die Figur durch parallel zur Pro-
jektionsebene gefiihrte Schnitte in eine aufBerordentlich grofie
Zahl sehr kleiner Flichenstreifen von Trapezform zerlegt

(Fig. 28). Alle diese Flichen f, f;, fz . . . . haben die nim-
liche Neigung gegen die Projektionsebene. Somit gelten die
Gleichungen:

fi'=/fi.cose

Jo' =/ cos

Jo'=/f;.cos e

L daher ist
AT+ A+. . =+t s .- )eosa  oder
F!'=Fcose, d h

der Inhalt der Projektion einer beliebigen ebenen
Figur ist gleich dem Inhalt der Raumfigur, multi-
pliziert mit dem Kosinus des Neigungswinkels gegen
die Projektionsebene.
Ein Sechseck von 40 cm? Inhalt ist gegen eine Ebene um 25° ge-
neigt. Wie grof ist die Projektion? Ergebnis: 36,25 cm?®
Die Projektion eines Kreises vom Radius @ ist eine Ellipse mit den
Achsen 2¢ und 254. Die Achsen sind die Projektionen zweier auf-
einander senkrecht stehender Kreisdurchmesser, von denen der eine
zur Projektionsebene parallel ist. Wie groB ist cosa? Leite aus
der Inhaltsformel a?n des Kreises die Inhaltsformel /=abdn der
Ellipse ab.
Eine Ellipse mit den Halbachsen 8 und 5 cm sei die Projektion eines
Kreises. Der Radius des Kreises, der Neigungswinkel der Kreisebene
gegen die Projektionsebene, der Inhalt des Kreises sind zu bestimmen.
Ergebnisse: » = 8 cm, ¢ = 51°20¢, J=201,06 cm®.

Ein gerader Kreiszylinder habe einen Durchmesser von 50 mm. Er
wird von einer Ebene geschnitten, die mit der Grundfliche einen
Winkel von 30° bezw. 50° 60° einschlieft. Der Inhalt jedes ein-
zelnen Querschnitts ist zu bestimmen.

Ergebnisse: 2267 mm? 3055, 3927.
Ein Dach hat als Grundrif die Fig. 29. Die Dachflichen schliefen
mit der Horizontalebene den nimlichen Winkel o = 40° ein. Wie
viele m? enthilt die Dachfliche?

Ergebnis: Oberfliche = 308,1 m2.
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Zeige, daf die beiden Dicher in Fig. 30 die gleiche Oberfliche
besitzen, gleiche Dachneigung und gleiche Projektion vorausgesetzt.

v & TTU—>~
\

10 M ——>

76 m

Hm
Fig. 29. Fig. 30.

25. Zeige, daB die Grundfliche eines geraden Kreiskegels gleich ist
dem Produkt aus der Mantelfliche und dem XKosinus des Winkels
zwischen einer Mantellinie und der Grundfliche.

Zusammensetznng und Zerlegung von Kriften.

26. Man veranschaulicht eine Kraft zeichnerisch durch eine Strecke, deren
Richtung mit der Kraftrichtung iibereinstimmt und deren Linge der
GroBe der Kraft proportional ist. Sollen z. B. zwei Krifte P, =
80 kg und P, =50 kg durch Strecken dargestellt werden, so wird
man etwa eine Kraft von 10 kg durch eine Strecke von 1 cm Linge
veranschaulichen. P, wird dann durch

8 cm, P, durch 5 cm gemessen. (Fig. 31.) # {
Die Resultierende R zweier Krifte, % !
die auf den gleichen Punkt wirken, - !
geht durch den Angriffspunkt der 7
beiden Krifte P, und P, und wird Fig. 31,

in GroBe und Richtung durch die
Diagonale des aus P, und P, gebildeten Krifteparallelo-
gramms dargestellt.

Ist umgekehrt eine Kraft R nach zwei vorgeschriebenen
Richtungen in Einzelkrifte (Komponenten) zu zerlegen, so bildet man
ein Parallelogramm mit R als Diagonale, dessen Seiten die vor-
geschriebenen Richtungen besitzen. Alle folgenden Beispiele sollen
sowohl durch Zeichnung als durch Rechnung gelost werden. Uber
die Konstruktion eines Winkels siehe 8. 14 und 39.

Auf einen materiellen Punkt wirken zwei aufeinander senk-
recht stehende Kriafte P, und P,. Bestimme die Resultierende R,
sowie den Winkel R P, = o« (Fig. 31) fir

HeB, Trigonometrie. 2. Aufl. 3
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a) P, =80 b) 50 ¢) 144 d) 15 kg

P, =50 40 100 50
Ergebnisse: R = 94,34 64,03 175,3 522
o =32° 38040 34046 73018’

27, Die Kraft R soll in zwei aufeinander senkrecht stehende Komponenten
P, und P, zerlegt werden, deren Richtung gegeben ist.

Ja) R=100  b) 80 ¢) 1420 d) 56 kg

L RP,=ua=50° 440 200 720
Ergebnisse: P, = 64,28 57,54 1334 17,3 kg
P, = 76,60 55,58 4856 533

28. Auf einen Punkt wirken zwei gleich groBe Krifte P; sie schliefen
miteinander einen Winkel « ein. (Zeichnung!) Zeige, da8 die Resul-

tierende gegeben ist durch R =2P. cos %-
Fir P= 200 kg; o= 148940 wird R= 108 kg.
, P=1000 , a= 50° , R=1813
P= 50 , o = 1040 , R=6157,

”
29, Fine Kraft R soll in zwei gleiche Komponenten P zerlegt werden,
die miteinander einen vorgeschriebenen Winkel o einschliefen.
Fir R =800 kg; == 70° wird P=488,3 kg
, R=1650 , a=126° , P =716 kg.
80. Berechne fiir die in Fig. 32 gezeichnete Rolle den resultierenden
Zapfendruck R unter der Annahme P = Q = 100 kg fiir
a) a=90° b) 60° c) 40° d) 0°
Ergebnisse: R =141,4 173,2 187,9 200 kg.

R
e
|

% Lo
Fig. 82. Fig: 33.
31. An einem Triger, wie er in Fig. 33 gezeichnet ist, hingt eine Last

Q =600 kg. b ist horizontal. Berechne die Spannungen P, und P,
in den Stiben a und & fiir



32.

33.

Schiefe Ebene. Kurbelgetriebe. 35

a) «=30° b) 40° ¢) 50°
Ergebnisse: P, = 1200 933 783,2 kg
P, = 1039 715 5035 |,

In der Mitte eines Seiles, das mit seinen Endpunkten in gleicher
Héhe befestigt ist, hingt eine Last P =80 kg. Wie grof sind die
im Seile auftretenden Spannungen, wenn die Seilstiicke mit der
horizontalen Richtung je einen Winkel « =400 einschlieBen? (62,23 kg.)
Die Gerade 4 B (Fig. 34) veranschauliche eine schiefe Ebene, die
gegen die horizontale Richtung A C unter einen Winkel « geneigt
ist. Auf der Ebene liegt ein Korper vom Gewichte G. Die Reibung
zwischen Koérper und Ebene sei so klein, da wir von ihr absehen
konnen. Der Korper erfibrt von der schiefen Ebene her einen Normal-
druck NV: er bewegt sich unter dem Einflusse dieser beiden Krifte
G und N mit einer Resultierenden P lings der schiefen Ebene.
Berechne NV und P aus G und «.

Ergebnisse: N=G.cosa; P=G.sine,
Fiar G =200 kg und

a) a= 100 b) 300 ¢) 500 dy 700
wird P= 384,72 100 153,2 187.9 kg
N =197 17,2 1286 68,4

Fig. 34. Fig. 85.

. In dem in Fig. 35 gezeichneten Kurbelgetriebe bedeutet / die

Linge der Schubstange, # die Linge des Kurbelradius. Zeige, daB
der Winkel g mit dem Winkel « in dem Zusammenhange steht:

sinﬂ:Trsina. B )

Berechne fiir verschiedene Winkel « den zugehdrigen Winkel 8

fiir das Verhﬁltnis%:%- Die Werte sind in der folgenden

Tabelle zusammengestellt.
3 *
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e |0°] 10° | 20° ; 30° | 40° | 50° | 60° | 70° | 80° | 90°

11022110 32/
|

Warum erreicht 8 nach Gleichung (1) fiir « = 90° den griSten
Wert? Wie grof ist g, wenn Schubstange und Kurbel aufeinander
senkrecht stehen? (11020)

Fir ¢ =0, befindet sich der Punkt P in Q. Zeige, dafi die
Verschiebung x des Kreuzkopfes P berechnet werden kann aus

x=r(l—cosa)+I(l—cosp) . . . . . . (2

Berechne x fiir die oben gegebenen Winkel: die Kurbel habe
eine Linge von 300 mm und die Schubstange von 1500 mm.?)

B | 0 105913055 5044|7023 8049|9058 (10050

o’ 100 | 200 | 30° | 40° | 500 | 60° | 70° | 80° | 90°

x 5] 22 48 83 125 173 224 277 330
(mm)
i

Beachte, daB einer gleichmifigen Zunahme von « keine gleich-
mifige Zunahme von x entspricht.

Die Gleichungen (1) und (2) gelten, wie wir spéiter sehen werden,
auch fiir Winkel &« > 900.

Die Kolbenstange einer Dampfmaschine iibertrage auf den Kreuz-
kopf einen Druck P = 5000 kg (Fig. 36). Wir zerlegen P am
Kreuzkopf in die Schubstangenkraft S und den Normaldruck N auf
die Gleitbahn. Am anderen Ende der Schubstange wird S in den

1\ Fiir Leser, die den binomischen Lehrsatz kennen, sei hier noch
gezeigt, wie man x auch unmittelbar aus e, ohne Kenntnis von g be-

rechnen kann. Ersetzt man ndmlich in (2) cos # durchy1 —sin®2, oder
Ty e
da sin g = % sin ¢ ist, durch \/1 — (IL sin oc) und beachtet, daB dieser

2
Ausdruck mit sehr guter Anndherung durch 1 — %(% sina) ersetzt

werden kann, so findet man fiir x den Wert
2
=7 (1— cos oc)-i—%(%sina) LB

Berechne einige Werte der Tabelle nach (3).
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Tangentialkurbeldruck 7° und den Radialdruck R zerlegt. Man be-
rechne die Groflen N, S, T und R aus P, «, 5.
Ergebnisse: N=Ptgg=Ssing; S= c—ols‘iﬁ; T=Ssin (a+ B);

R = Scos (a4 B).

Fig. 36.

Berechne die einzelnen Kriifte fiir die Winkel « =09, 409;

a3 =900,

I
] S ; N T R
|
0 5000 ’ 0 0 5000
400 5042 648 3710 3414

a4+ B=90° 5099 1002 5099 0

Rechnungen am Kreise.

85. Berechnung der Sehnen; Bogenhohen (Pfeilhéhen). Das
Dreieck 4 BM in Fig. 37 ist gleichschenklig. A ist der
Mittelpunkt des Kreises. Es ist
s

5 = BD =r.sin %, somitist die

=< S >
I c i
} i
| b

8

Sehne s =2#.sin —g— 1) A

Die Bogenhthe ist CD=h=
MC—MD. Nun ist MC=r,

o
MD=r.cos 9 somit ist die

Bogenhéhe k=17 (1 —cos %) ()



38

§ 6. Beispiele.

Der Zentriwinkel ¢ kann auch unmittelbar aus s und % be-
1
rechnet werden; der Winkel C A B = 5% CMB= 7‘:— (Peri-

pherie- und Zentriwinkel). Es ist also:
2h

e )

o

w!ml&-

Hieraus folgt:
) o [»4
h=-2—-tgz und s=2hctgz N (3]

In technischen Handbiichern findet man oft Tabellen, welche
die Sehnen und Bogenhhen fiir Winkel von 09 bis 1800 enthalten,
und zwar fiir den Einheitskreis, d. h. fiir einen Kreis, dessen Radius
die Lidngeneinheit ist. Der Zusammenhang dieser Tabellen mit den
trigonometrischen Tabellen ist aus den Gleichungen (1) und (2) leicht
zu erkennen. Setzen wir in diesen Gleichungen » = 1, so erhalten wir
o
2
worin sich s, und A, auf den Einheitskreis beziehen. Durch Ver-
gleichung der Formeln (1) und (2) mit (5) erkennt man, da8 sich die
Sehnen und Bogenhthen eines beliebigen Kreises aus den entsprechenden
Sehnen und Bogenhthen des Einheitskreises einfach durch Multi-
plikation mit # berechnen lassen: daB ferner jede Sinustabelle eine
Sehnentabelle und jede Kosinustabelle eine Tabelle der
Bogenhohe ersetzen kann. So ist z. B.

o

s, = 2sin und h1=1—cos2 P (3))

lx Sehne s, o Bogenhthe 4,
fir « S 5 2 sin % €os o 1—cos —g—

36.

=500 0,4226 0,8452 0,9063 0,0937
=510 0,4305 0,8610 0,9026 0,0974
= 520 0,4384 0,8768 0,8988 0,1012

Berechne fiir die Zentriwinkel « ~ a) 229 b) 46950/, c¢) 1240,

d) 161°44‘ die Sehnenldngen fiir Kreise mit den Radien #=1

und » =44 cm.

Ergebnisse: a) 0,3816, 16,79 cm; b) 0,7948, 34,97 cm; ¢) 1,7658,
77,70 cm; d) 1,9746, 86,88 cm,

. Konstruktion eines Winkels mit Hilfe der Sehnen. Ein

Beispiel wird diese sehr praktische Konstruktion klar machen. Es
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39.

40.

41.

42.

RegelmiBige Vielecke. 39

soll ein Winkel von 359 konstruiert werden. Die zu diesem Winkel

gehérige Sehne in einem Kreise von 10 c¢m Radius (Fig. 38) hat

eine Lénge von 6,014 cm. Das Weitere

lehrt die Figur. — Zeichne auf #hn-

liche Art die Winkel 200, 400, 689,

100040/, 1490 (Supplementwinkel!) Er-

mittle umgekehrt die Grofe eines be-

liebig gezeichneten Winkels. Vergleiche L 35°

die Konstruktion der Winkel mit Hilfe 700/;7\/)4 g

der trigonometrischen Werte S. 3 und 14.

Berechne die Bogenhohen fiir die

Winkel und Radien in Aufgabe 36.

Ergebnisse: a) 0,0184, 0,81 ecm; b) 0,0824, 3,63 cm; c¢) 0,530,
23,34 cm; d) 0,8413, 37,02 cm.

6;07%

Fig. 88.

Berechne den Zentriwinkel ¢ aus dem Radius # und der Sehne s fiir

s=a) 20 cm b) 456 em ¢) 48 m d) 40 dm,
r= 40 , 28 250 30 ,,
Ergebnisse: 289 58 106957 1102 83038,

Berechne den Zentriwinkel « aus dem Spannungsverhéltnis (4 : s) fiir
h:s=a)1:5 b)1:6 ¢)1:8 d)1:10 e 1:20
Ergebnisse: 87012 73044/ 5608/ 450 14/ 22052',
Der Radius eines Kreises kann aus s und % ohne Hilfe der Trigono-
metrie berechnet werden. Aus dem rechtwinkligen Dreieck M B D

2
der Fig. 37 folgt: (r — A)® +(%> = #?; hieraus findet man

s 2
h+ (?) s R
~2n ~8mR T 2°

Regelmiflige Vielecke.

Einem Kreise vom Radius » ist ein regelmifiges s-Eck einbe-
schrieben. Berechne aus dem Radius seine Seite s und seinen
Inhalt J.

Jedes regelmiBige n-Eck 148t sich in s-kongruente gleich-

schenklige Dreiecke, mit dem Winkel§gg an der Spitze, zerlegen.

Es wird

0 o2
180 ’ J=n-7 sing—ﬁ-o-
2 n

§=27r.sin
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43.

44.

45.

46.

47,

48.

49.

§ 6. Beispiele.

Berechne die Seite und den Inhalt des regelmiBigen #z-Ecks, das
einem Kreise mit dem Radius » umbeschrieben werden kann.
1800 180
s=2r.tg n ! J-—n.r“.th-
Berechne aus der Seite s eines regelmiBigen z-Ecks seinen Inhalt /,
sowie den Radius » des umbeschriebenen, den Radius ¢ des ein-
beschriebenen Kreises. , .
J=mn. % - ctg %,
r = ___—s y — _s_ . ct _18_0? .
. 1800 =g
2 sin
Beispiele zu Aufgabe 42. Fiir » =20 cm und
n=a) b b) 6 c) 8 d) 10 e) 12
wird s= 23,51 20,0 15,3 12,36 10,35 cm
J= 9511 1039,2 11314 1175,6 1200 cm?
Beispiele zu Aufgabe 43. Fiir » =8 cm und
n=a) 4 b) 5 c) 9 d) 10 e) 12
wird s= 16 11,62 5,82 5,2 4,29 em
J= 256 232,5 209,7 207,9 205,8 em®.
Beispiele zu Aufgabe 44. Fiir s=4 cm und
n—=a) 3 b) 5 c) 12 d) 16
wird /= 6,93 27,53 179,1 321,7 cm®
r= 231 3,40 7,73 10,25 cm
o= 116 2,75 7,46 10,06 cm.
Der Inhalt eines regelmiBigen #m-Ecks betrigt 60 cm® Berechne

seine Seite s fiir #» =6, 8, 9, 10, 12. Man findet
sg = 4,81, s3=3525, s,=3,116, s,,=2,792, s,,=2,315cm.
Berechnung von n. Man berechne aus dem Durchmesser & eines

Kreises den Umfang des ein- und umbeschriebenen regelmiBigen 720-
Ecks. Nach den Aufgaben 42 und 43 wird

#y90 = 720 . d . sin 15, Upgo="720.4d .tg 15,
Da die Tabellenwerte fiir diese Rechnungen zu ungenau sind, benutze
man die folgenden genauern Angaben:

sin 15' = 0,00 436 331, tg 15 = 0,00 436 335.
Damit erhdlt man
Uy = 3,141 58 d, Upgo = 3,141 61 d.
Ist # der Umfang des Kreises, so ist
tr0 < 4 < Upgy.

Der Mittelwert der Zahlen 3,141 58 und 3,141 61 ist ungefihr gleich n.
Man findet n = 3,141 59.



Kettenrad. 41

50. Berechne aus der Zihnezahl 3 und der Teilung # (= Linge eines

52.

Kettengliedes) einer Gallschen Kette (Fig. 39) den Durchmesser D
des Teilkreises.
4

~ 180
SlIl —_—

Ergebnis: D =

Man berechne D fiir # =60 mm und
g=a) 10 b) 20 ¢) 30 d) 35 e) 80
Ergebnisse: D = 194,2 383,5 574,0 669,4 1528 mm.
51. n-Kugeln vom Durchmesser d
werden auf einem Kreise mit
dem Durchmesser D so an-
geordnet, daB sie sich be-
rithren. (Fig. 40.)
Berechne d aus D und #.

D. sm§(2

Ergebnis: d =

Fig. 39. Fig. 40.

Fir D =20 cm und # =40 wird d =1,7 cm.
Berechne d, wenn zwei aufeinanderfolgende Kugeln einen Ab-
stand @ voneinander haben.

Zwei parallele Gerade haben die Entfernung a voneinander. Es soll
der Radius des Kreises berechnet werden, der die beiden Geraden
unter dem Winkel o bezw. 2 schneidet, a) im Sinne der Fig. 41,
b) im Sinne der Fig. 42. (Unter dem Winkel zwischen Kreis und
Gerade versteht man den Winkel zwischen der Geraden und der
Tangente des Kreises im Schnittpunkt.)

Leite aus Fig. 41 die Gleichung ab: a -} ¢ cos a = g cosp,

woraus folgt:
a

®= Zos B—cosa
(mit @ ist der kleinere Winkel bezeichnet).
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53.

§ 6. Beispiele.

Was wird aus ¢ fiir g =¢a?

Zahlenbeispiele :
1. «=30°% B=20° a=10 cm. Ergebnis: ¢ = 135,7 cm.
2 «=2300 8=10% a=10 , . o= 842
3. «a=909 £=30% a=10 , ” o= 115
4. ¢ =60 p=30°% a=10 |, » o= 213 ,
A
Y \ l
AN | ¢ (7
o \ | —~
/ e\ | =4
\\ | N a
o \ { ?\\
= \‘7)1 AN /,;‘\
T |
¢ \\\@
Fig. 41. Fig. 42.

Konstruiere den Mittelpunkt des Kreises rein planimetrisch, ohne

Riicksicht auf den berechneten Wert ¢. Beweise, daf fiir Fig. 42
. a
¢~ os -+ cos B
wird.
Fir e =309 £=234° und ¢=10 cm wird ¢ =25,9 cm.
, «=30% =300 |, a=10 , » ©0=0517 cm.
Von zwei konzentrischen Kreisen mit den Radien R und » wird der
Kkleinere von einer Geraden unter dem Winkel a geschnitten (Fig. 43).
Unter welchem Winkel @ schneidet die Ge-
rade den andern Kreis? Wie lang ist das
zwischen den Kreisen liegende Stiick x?
Zeige, daB sich g aus der Gleichung
cos B = —R’; cos
berechnen lift. Warum folgt aus dieser
Gleichung, da g >« ist? Fiir x findet
man, wenn g bestimmt ist,
x=Rsing—rsina.
Zahlenbeispiel: Fiar r =5 cm, R =

10 cm, o = 20° findet man # = 61058'; x = 7,12 cm.

Wie gro8 muf R sein, damit

g =a) 40° b) 600 ¢) 900 wird?
Ergebnisse: 6,13 cm 9,40 cm @®

Fig. 43.



Bogenmas. 43

Bogenmafl eines Winkels.

54. Ist » der Radius eines Kreises, so gehort zum Zentriwinkel «®
ein Kreisbogen & von der Linge
v

—_— . 1]
b= 1800 - - o - @
Dividiert man diese Gleichung durch 7, so erhilt man
b 7T
= . 0
S =180 % - - o - )]

Man nennt diesen Quotienten das Bogenmafi des Winkels
und bezeichnet ihn mit Arcus &, abgekiirzt arc a® oder auch e
(Arcus heift Bogen). Es ist also:
Bogen & T

I 0:’\-:—- 0
Radius — 5 —aree’=a=qoo-a® . . . 3)

Das Bogenmaf ist als Quotient zweier Lingen eine reine
Zahl. Es lift sich in einfacher Weise geometrisch veran-
schaulichen (Fig. 44). Schligt man
ndmlich um den Scheitel eines
Winkels «® einen Kreis mit der
Léngeneinheit als Radius (den Ein-
heitskreis), so mifit der Bogen,
der zwischen den -Schenkeln
liegt, das Bogenmal des Win-
kels; denn fiir =1 erhdlt man

rechts in Gleichung (1) den Wertl-TS% .

Wir besitzen also zweierlei Maf zum Messen eines Winkels:
das Gradmaf und das BogenmaS.

al,

Dem GradmaB 860° entspricht das BogenmaB 22

” b 1800 ” ” » T
w
0 R
” ” 90 ” ” ” 2
7T
0 —

b ” 60 ” ” ” 3 ws. f.

27 ist der Umfang des Einheitskreises.

Dem Buche ist am Schlusse eine Tabelle beigefiigt, in der das
Bogenmaf fiir alle Winkel von 0°— 1800 auf 5 Dezimalstellen an-
gegeben ist. Mit ihrer Hilfe gestalten sich die Umrechnungen von
dem einen MaB in das andere sehr einfach, wie aus den folgenden
Beispielen zu ersehen ist.
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55.

56.

57.

§ 6. Beispiele.

o =48055'; o =72 « = 1,84236; «®="?
arc 105% = 1,83260
Rest = 0,00976

arc 480 = 0,83776 arc 33‘ = 0,00960

are 55’ = 0,01600 Rest = 0,00016

o = 0,85376 arc 33" = 0,00016
Rest= 0 , somit ist

«? = 105033 33"
Berechne das Bogenma8 der Winkel
a) @ =350 b) 34050 c) 78042’ d) 169048 28/,
Ergebnisse: @ = 0,6109  0,6079 1,3736 2,96371.
Berechne daf Gradma8 «® aus dem Bogenmaf
a) @=0,6706 b) x=0,9918 c¢) a=1,7153 d) x=23,9464
Ergebnisse: ¢a=—232042' a%=56°50" «0=98017" %=22607
Fir welchen Winkel ist das BogenmaB gleich 1, d. h. fiir welchen

Zentriwinkel ist der Bogen gleich dem Radius? Nach (3) der Auf-
gabe b4 ist

L) T
1_180 «f somit ist

@l = %0 = 570, 2958 = (o?)

Man bezeichnet 1—7;(—) oft, z. B. auf Rechenschiebern, mit 0.

k2
6
die Richtigkeit der folgenden Gleichungen:

ist gleichbedeutend mit sin 309; es ist also sin T~ L - Priife

s 8 9

T . w n n T
c0s 5 =0; sing=1; tgr=1; tg5 = on0; tgg-—-‘/fi-

Kleine Winkel. Nach den Tabellen am Schlusse des Buches ist:

a® sin ¢ tg o arca=a
10 0,0175 0,0175 0,0175
20 0,0349 0,0349 0,0349
30 0,0523 0,0524 0,0524
40 0,0698 0,0699 0,0698
50 0,0872 0,0875 0,0873
69 0,1045 0,1051 0,1047
70 0,1219 | 0,1228 0,1222
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59.

Sektor. Segment. 45

Diese Zusammenstellung zeigt, daB die Werte sin o,
tg o, arc o fiir kleine Winkel nahezu fibereinstimmen. Be-
gniigt man sich mit einer Genauigkeit von 4 Dezimalstellen, so kann
man bis zu einem Winkel -von ungefihr 30

sincx:tga:arca:&
setzen. Bis zu einem Winkel von 69 stimmen die Werte auf 3 Dezimal-
stellen iiberein. Fiir Winkel unter 5944’ ist auf den Rechenschiebern
oft eine gemeinsame Teilung (Sund 7°)
angegeben.

In Fig. 45 sind diese Verhélt-
nisse am Einheitskreis veranschau-
licht. Beachte auch Fig. 3. Je
kleiner «, desto weniger unter-
scheiden sich die drei den sin, tg,
arc messenden Linien. Die Figur
lehrt ferner, daf fiir alle Winkel
zwischen 0 und 90°

sin ¢ < arc ¢ < tg a.
Man vergleiche die oben gegebenen Werte.

Kreisausschnitt. Kreisabschnitt.

Bogenlinge. Kreisausschnitt (Sektor). Nach Gleichung (3)
Aufgabe 54 ist

b=ra . . . . . . . .. @1

d. h. der Bogen b, der in einem Kreise mit dem Radius »

zum Zentriwinkel «® gehort, wird gefunden, indem

man den Radius mit dem Bogenmafi des Winkels
multipliziert.

Der Inhalt / des Sektors ist nach der Planimetrie gleich

dem halben Produkte aus Bogen und Radius; da & = ist, ist

b.r r*~ o
J=~2—=—2'a:1'2'-2— o e e e e (2)
Der Kreisabschnitt (Segment). Jedes Segment, dessen
Zentriwinkel kleiner ist als 1809, ist die Differenz eines Sektors
und eines Dreiecks. Beachte Fig. 37.
Der Inhalt des Sektors 4 CB M ist nach Aufgabe 58

72~
—_— .

gleich ) Der Inhalt des Dreiecks A4 B M ist nach Auf-



46

60.

61.

62.

63.

64.

§ 6. Beispiele.

72

gabe 6 gleich o)

sin ¢. Somit ist der Inhalt des Segments ge-
geben durch
2 —_—
J = %(a ~— sin ). (Inhalt eines Kreissegments.)

Diese Formel gilt fiir jeden beliebigen Winkel «. Damit wir
uns im Folgenden nicht auf spitze Winkel beschrinken miissen, moge
man sich merken, daf fiir stumpfe Winkel die Formel gilt:

sin ¢ = sin (180 — «).

Den Beweis hierfiir geben wir in § 8. Es ist also z. B. sin 1200
= sin (180 — 1209 = sin 60% = 0,8660. Wir konnen dadurch den
Sinus eines stumpfen Winkels durch den Sinus eines spitzen Winkels
darstellen, ndmlich durch den Sinus des Supplementwinkels.
Berechne aus dem Radius # und dem Zentriwinkel « die Bogenlinge &
und den Inhalt / des Kreissektors fiir

r=2) 40 cm b) r =46 m c) =142 m

a= 500 o = 28035 o == 1080 56‘ 51*.
Ergebnisse: a) 34,91 em, 698,1 cm?; b) 2,295, 5,278; ¢) 270, 19171 m?®

Berechne aus # und » den Zentriwinkel «0 fiir
b=a) 24 cm b) 50 cm ¢) 50 m d) 216 m.
r= 32 , 40 20 , 142
Ergebnisse: a) % = ; daraus mit der Tabelle ¢« = 42958/,
b) 71037, c) 143014 d) 870914~
Fiir die Angaben in Aufgabe 60 wird der Inhalt des Segments
a) 85,30 cm? b) 0,217 m* ¢) 9635 m?.

Von einem Segment kennt man die Sehne s und die Pfeilhthe %;
berechne den Zentriwinkel «, den Radius #, den Bogen 4 und den
Inhalt J fiir
s=a) 20 cm b) 20 c) 20 d) 20
h= 5 , 4 3 2
Ergebnisse: a) « == 106°16; » = 12,5; b = 23,18; J = 69,90 cm?®
b) e = 87°12; r=14,5; b=22,07; J=54,99 ,
¢) a= 66048; r=18!,;b=21,17; J=40,72 ,
d) e = 45°16'; » =26; b=20,64; /=2692 ,
Beachte die Aufgaben 35 und 41.
Niherungsformeln fiir Bogenlingen und Segmente. Sind
von einem Segment %4 und s bekannt,
A 2 so kann man den Bogen und den In-
57 halt ndherungsweise nach folgenden
S Formeln bestimmen; dabei-bedeutet s,
Fig. 46. die Sehne, die zum halben Bogen

gehort, (Fig. 46.)
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— s \®
Bogen b=~ 88, —s § = \/(i> + A2
2
3
J1=~§sh oder genauer J2=~—§—sh—|-g—s .

J, liefert fiir Winkel & < 500 Resultate, die um weniger als
19, vom Inhalte abweichen; es entspricht dies einem Verhiltnis %:s
=1:9. Fiir grofere Winkel sollte man J, nicht benutzen.

Bestimme & und J fiir die Angaben der Aufgabe 63 nach den

Niaherungsformeln und vergleiche die Resultate mit den angegebenen
Werten.

65. Berechne aus @ und 4 die Linge der Wellenlinie (Fig. 47), die sich
aus zwei kongruenten Kreishogen zusammensetzt. (Wellblech.)

a) Fir a=12 e¢m, =4 cm wird /= 15,29 cm.

b , a=20cem =4 , , [=2207 ,
Berechne die Linge auch mit Hilfe der Néherungsformel in
Aufgabe 64.

66. Es ist der Inhalt der in Fig. 48 dargestellten Rihre von kreis-
férmigem Querschnitt zu be-
rechnen. Die beiden duBersten
vertikalen Linien sind parallel;
m ist eine Symmetrielinie. Es
seien gegeben a, R, r, w.
(w = lichter Durchmesser der
Rohre.)

p———l

Fig. 47. Fig. 48.

Anleitung: Berechne e; sin % =? Volumen = Linge der Mittel-

. . ~ wixg
linie mal Querschnitt = (R +#) o -

Fiir a=150 ecm; R=60cm; r=230cm; w=10 cm wird J"=13,93 dm?.

67. Zwei geradlinige Eisenbahnlinien, die miteinander einen Winkel ¢ = 70°
bilden, sollen durch einen Kreisbogen von 300 m Radius verbunden
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werden. (Fig. 49.) Berechne die Linge der Kurve ACB; die
Sehne A4 B; die Bogenhshe CD und die Strecke CE.
Ergebnisse: Kurve = 576 m; Sehne = 491,5 m;
Bogenhohe = 127,9 m; CE = 223,0 m.

<7

ﬁ&/ ___‘ @ i_,
| -\

Fig. 49. Fig. 50.
68. In Fig. 50 ist a, R, » gegeben; berechne die Linge der Kurve 4 B fiir

_

a) R=4;r=2; a=5 cm. Ergebnis: 25,13 em.
b) R=5;r=3;a=6 , ” 31,28
Leite das allgemeine Ergebnis ab: /= (R + #) (v + 2 ), wemn » < a.
b C

fo

/ /.90
¥ 8

AF
JI

B
Q¥
G
§</O
)

Fig. 51. Fig. 52.

69. Berechne den Inhalt der schraffierten Fliche (Fig. 51) a) aus # und e.
b) aus £.und e.
. r? ~ a a
Ergebnisse: j:rt——?(n—a); t:r.ctgg; r=t.tg§-
Fir a) »=10cm; e¢= 70° wird /= 46,8 cm?; 7= 14,28 cm.
b) =36 , «=150° , J= 75 , ¢t= 938 ,
¢) t=30 , a= B40 | J=201,7 , r=1529 ,
d) =20 , ¢= 40em, a= 53°8  J=3571 cm

”

n

”



Verschiedene Querschnitte. 49

70. In Fig. 52 sind @ und & parallel. Berechne aus den Angaben der

71

72.

Figur (mm) die Lénge der Linie 48 C, sowie den Inhalt der schraf-
fierten Fliche Zeichne die Figur. An-
leitung: cosa =? a="? u.s.f
Ergebnisse: /= 10,29 cm.
J=120,12 cm?® | )5r
Leite eine Inhaltsformel ab fiir den in

Fig. 53 gezeichneten Querschnitt durch o
ein Zementrohr.

Ergebnis: J= 2,3489 #2, i
Von der in Fig. 54 gezeichneten Fliche
kennt man die Spannweite s =10 m; die
Preilhohe p = 2 m und die Wandstiirke ;fg’ -

w=0,8 m. Berechne die Fliche Z.
Anleitung: Berechne #, dann «, dann # nach w . (r + %—)Zz .=9,314 m?,
Fir s=4 m; w =05 m; s:p =6 wird F=2,306 m%

Fig. 54.

In Figur 54a sind bekannt die Spannweite s, die Pfeilhdhe p,
die Scheitelstirke %2 und die Stéirke der Widerlager 2. Der Inhalt
der Fldche ist zu berechnen. Es ist

J=1, (R —ra—aS)
Man berechnet: 1. « aus p und s;
2. r aus s und « oder s und p;
3. y aus w und ¢; hieraus findet man S;
4. x aus w und «; hieraus findet man f und damit
g und R;
5, @ wird gefunden aus R, r und A.
Beispiel: s=4; p=1; w=1; Ah=05 m. (Zeichne die Figur im
Mafstab 1 :50).
Ergebnisse: « = 106°16; r =26 m; R=4,805 m; g—= 71016
a=1,_805 m; J=38,51 m*
HeB, Trigonometrie. 2. Aufl. 4



50

3.

4.

75.

§ 6. Beispiele.

In einem Kreise vom Durchmesser d =50 cm werden im Abstande

a =30 cm zwei parallele gleich groBe Sehnen gezogen. Berechne

den Inhalt und den Umfang der Fliche zwischen den beiden Sehnen

und dem Kreise.

Ergebnisse: # = 144,3 cm; J = 14,04 dm?®

Ein Rechteck A BCD hat die Seiten 4B=56=05 cm und BC=

a=15 cm. Um die gegeniiberliegenden Ecken 4 und C werden im

Rechteck Viertelkreise mit dem Radius & =5 cm geschlagen. Man

ziehe die gemeinsame innere Tangente £. ¢ beriihrt den Kreis um

A in £ und den um C in F. Berechne die Liinge der Linie B EF'D.

Ergebnisse: #=12,25 cm; /= 15,88 cm.

Ein Kreisring mit den Radien R und » wird von einer Geraden g

im Abstande @ vom Mittelpunkt in zwei Stiicke zerlegt. Berechne
den Inhalt der beiden

‘ b b Kreisringstiicke, sowie
~ gl 1
e 2 —

die im Kreisringe lie-
genden Abschnitte (x)
der Geraden g fiir R =
30 cm; 7~ = 20 cm;

a=15cm.
Ergebnisse:
Ji=462,0 cm?;
Jo:=1109 cm?;
x = 12,75 cm.

76. Ein Rechteck hat die
Seiten a = 20 cm, b=
8 cm. Um die Mittel-

punkte der Seiten &
werden durch Kreise von
dem Radius 5,8 cm auf
beiden Seiten des Recht-
ecks gewisse Flichen-
sticke  abgeschnitten.
Wie grof ist die Rest-
fliche? Ergebnis:
J="15,19 cm?®.
Fig. 56. 71.Y) Berechne aus 4 und «
den Umfang und den
Inhalt des in Fig. 55 gezeichneten Kanalprofils

Ergebnisse: % =2b (cos & + « sin a); ]:% - b sine =

b® (sin a cos & 4 ¢« sin® ).

') Nach R. Weyrauch: Hydraulisches Rechnen, 2. Aufl., 1912. S.47.
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78. Berechne ebenso Umfang und Inhalt des ,Eiprofils“ (Fig. 56) aus 7.
Ergebnisse: ¢ =36°52'; x =05 7; » = 7,930 »; Inhalt =4 +
2B+ C=4594 2. Fiir » =300 mm wird /= 41,34 dm?.

79. Berechnung der Riemenlinge.
a) Offene Riemen. (Fig. 57.) Man berechne aus den Radien
R und » zweier Riemenscheiben und dem Mittelpunktsabstand a die
Lénge L des offenen Riemens.
L setzt sich zusammen aus zwei Tangenten ¢,
aus dem groSen und kleinen umspannten Bogen B bezw. b.

L=2t4+B+4+5b. . . . . . . . .1

Wir ziehen die Beriihrungsradien und durch den Mittelpunkt

des kleinen Kreises eine Parallele zu einer Tangente. Es entsteht

ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten @, R—7, ¢ und dem
Winkel «; es ist

. R—r
sSin o =

@
Hieraus kann « berechnet werden.
Die Tangente # ist:
t=acose oder t=va®—(R—r? . . . . (3
Warum sind die Winkel zwischen den vertikalen Durchmessern
und den Berithrungsradien auch gleich «? — Die Zentriwinkel zu
den Bogen B und & sind 180 + 2«® und 180 — 2«9 oder in Bogen-
ma = 2 wnd 1w — 2;; somit ist
B=R@n+2«) wd b=rmx—2a). . . . . (4
Der Riemen hat also die Linge
L=2acosa+Rn+2a)+7 w—2a) oder
L=ng(R+# +2c(R—7r)+2acosa . . . . (B

Beispiele :
a) Fiir R =225 mm; » — 125 mm; @ = 4 m findet man
L =9105 m; o« = 1926‘; sin ¢ darf nach Aufgabe 57 gleich
gesetzt werden.
b) Fir R=40 cm; #=20 cm; ¢ =5 m wird L = 11,900 m.
4%
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Ist « sehr klein, so kann man in (5) o = sin o, und cosa=1
setzen, und (5) nimmt die Form an:

L:yr(R—]—r)—|—2-R—a——r-(R—r)+2a.l oder
(R—#p

a

L=n(R+7r+2a+2. 6)

Berechne L nach dieser einfachen Niherungsformel fiir die
beiden gegebenen Beispiele und vergleiche die Ergebnisse mit den
gegebenen Werten. Beachte, da8 in (6) der Winkel « nicht vor-
kommt.

Fig. 58.

b) Gekreuzte Riemen. (Fig. 58.) Die Linge L ist wieder gleich
L=2¢+B+b; sina:R—;‘;’;

t=va*—(R+»? oder f=wcosa;

B=R(m+2%) und b:r(n+2:x\), somit ist

L=(z+2a)(R+7+2acose . . . . . .. (D

Auch fiir gekreuzte Riemen kénnte man eine Niéherungsformel

ableiten.
(R+2......(8)

a

L=nR+n+2a+

Berechne L fiir die oben gegebenen Beispiele nach (7) und zum
Vergleiche auch nach (8). Es ist fiir a) L = 9,131 m, b) L = 11,960 m.

Zeige, daB sich fiir verschiedene Riemenscheiben die Linge des
gekreuzten Riemens nicht #ndert, solange a den gleichen Wert und
die Summe der Radien unveridndert bleibt. (Stufenscheiben.)

80. Berechne den Inhalt der Fig. 57 fiir

a) R= 4 cm b) R= 8 ecm ¢c) R= 5 cm
r— 2 ” r—=— 6 » r= 3 ”
a=12 | a=R+4tr=14 a=20 ,

Ergebnis: /= 104,4 cm? J =355 cm? J=2142 cm®



81. Fig. 59 stellt den Querschnitt durch

82.

83.

Kegelmantel.

geben: D = 1800 mm = innerer
Durchmesser des Dampfkessels; d =
800 mm = Durchmesser des Flamm-
rohres; s = 400 mm = Hdohe des
Dampfraumes. Berechne den Dampf-
raum und den Wasserraumquer-
schnitt (£, und F,) und bilde das
Verhiltnis F, : F,.

Ergebnisse:
(e =112° 307);
F, =0,421 m?;
Fy,=1,621 m?
F:F,=1:385.

Die Mantelfliche eines abgestumpften
Kreiskegels wird in eine Ebene aus-
gebreitet (Fig. 60). Man berechne
aus den beiden Durchmessern D
und 4 und der Mantellinie #2 des
Kegels die Groen y, «, i, pa Sy
Sy, # und die Fliche F° der abge-
wickelten Mantelfliche.

Fir D = 1500 mm, &= 600 mm,
m = 1200 mm, wird

md

o= D__i . 8600 = 1359,
2m

P = 494 mm,

h= 1235 ”

s, =1478

S, = 3696

x =4592

F = 3,958 m2.

einen Dampfkessel dar.

Fig. 60.

53

Ge-

Durch die Endpunkte einer Strecke s =10 cm werden zwei Kreis-
bogen @ und b mit den Radien » =6 cm und R =10 cm gelegt.
Die zu a und b gehorigen Zentriwinkel seien beide kleiner als 1809,
Berechne die zwischen den Bogen @ und & liegende Fliche 1. wenn
a und b auf der gleichen, 2. wenn sie auf verschiedenen Seiten von
s liegen. Krgebnisse: 1. 9,82 cm?; 2. 27,94 cm®



54 § 7. Definition der trig. Funktionen beliebiger Winkel.

§ 7. Definition der trigonometrischen Funktionen
beliebiger Winkel. Die Darstellung der Funktionswerte
am Einheitskreis.

1. Das rechtwinklige Koordinatensystem.

Ehe wir erkliren konnen, was man unter den trigonometrischen
Funktionen beliebiger Winkel zu verstehen hat, miissen wir uns
mit einem wichtigen Hilfsmittel der Mathematik, dem rechtwinkligen
Koordinatensystem vertraut machen. Wir ziehen auf einem
Blatt Papier zwei aufeinander senkrecht stehende gerade Linien,
von denen wir die eine der Bequemlichkeit halber horizontal wihlen.
(Siehe Fig. 61.) Wir nennen die horizontale Gerade die Abszissen-
achse oder X-Achse, die vertikale die Ordinatenachse oder
Y-Achse; beide Achsen zusammen heiffien die Koordinatenachsen;
sie schneiden sich im Nullpunkt oder Koordinatenanfangs-

punkt O. Der von O

Y nach rechts gehende Teil

der X-Achse moge die

positive, der nach links

gehende die negative

Abszissenachse  heifen.

Die positive Ordinaten-

achse geht von O nach

oben, die negative nach
unten.

Durch die Achsen
wird die Ebene in vier
Felder zerlegt, die man
Quadranten nennt und

Fig. 61. die wir im Sinne der

Figur als den I bis

IV. Quadranten unterscheiden. Dabei ist die Reihenfolge der

Nummern so gewdhlt, daf die positive X-Achse, wenn sie um O

im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigerdrehsinnes einmal

herumgedreht wird, der Reihe nach den I, IT., III. und IV. Quadranten

fiberstreicht. Den Drehungssinn von der positiven X-Achse zur

positiven Y-Achse nennen wir den positiven, den entgegengesetzten

den negativen. Der letzte stimmt also mit dem Drehungssinn des
Uhrzeigers iiberein.




Definitionen. 55

Auf beiden positiven Achsen tragen wir von O aus eine be-
stimmte Strecke als Einheitsstrecke ab, sie moge als Lingen-
einheit dienen zur Messung aller Strecken auf den Koordinaten-
achsen oder auf Geraden, die zu den Achsen parallel laufen.

Es sei nun P ein beliebig gewihlter Punkt in einem der
vier Quadranten. Er moge von der Y-Achse den Abstand x, von
der X-Achse den Abstand y haben. Diese Abstinde x und ¥ eines
Punktes von den Koordinatenachsen, oder genauer gesagt, die Mafi-
zahlen, die diesen Strecken zukommen, nennt man die Koordinaten
des Punktes P. Im besonderen heift x die Abszisse, y die
Ordinate. Je nachdem der Punkt rechts oder links von der
Y-Achse liegt, rechnen wir seine Abszisse positiv oder negativ.
Fiir die- Punkte oberhalb der X-Achse soll die Ordinate positiv,
fir die unterhalb negativ gerechnet werden. In der folgenden
Tabelle sind die Vorzeichen der Koordinaten fiir die vier
Quadranten zusammengestellt.

Quadrant I II III v

_ @)
Abszisse x | + — — +

Ordinate y + + — —

Nach Wahl eines Koordinatenkreuzes und einer Lingeneinheit
entspricht jedem Zahlenpaar ein bestimmter Punkt des Blattes,
und umgekehrt, jedem Punkte des Blattes werden zwei Zahlen-
groBen, seine Koordinaten, zugeordnet. Man nennt den Punkt P
mit den Koordinaten x, y auch etwa den Bildpunkt des Zahlen-
paares x, ¥. —_—

2. Definition der trigonometrischen Funktionen fiir beliebige
“Winkel.

Es sei e in Fig. 62 ein beliebiger Winkel; einen Schenkel
nehmen wir der Einfachheit halber wieder horizontal an. Wir
wihlen den Scheitel O zugleich zum Anfangspunkt eines Koordinaten-
kreuzes; die positive X-Achse falle mit dem horizontalen Schenkel
zusammen. Je nachdem der zweite Schenkel des Winkels durch
den I, II., IIT. oder IV. Quadranten geht, sagt man, der Winkel
liege im I, I, TII. oder IV. Quadranten.

Es sei nun P ein ganz beliebiger (von O verschiedener)
Punkt auf dem zweiten Schenkel; seine Koordinaten seien x und y,
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sein Abstand von O sei »; wir nennen » den Radius von 2 und
setzen fest, dal wir » immer positiv rechnen wollen. Die im
ersten Paragraphen gegebenen Definitionen erweitern wir nun
wie folgt:

Ordinate v

4 2 S &= padius 7’
T iy cos o — Abszisse  x
| S&="Radius '’
x L . @
<% 0 x — & ¢ . Ordinate Y
& * = Abszisse =’
ot @ = Abszisse x
Fig. 62. €= Ordinate ¢ '

Diese erweiterten Definitionen decken sich, so lange « kleiner
als 900 ist, genau mit den frither in § 1 .gegebenen. Statt An-
kathete, Gegenkathete, Hypotenuse sagen wir jetzt: Abszisse, Ordi-
nate, Radius. Ist aber a grosser als 909, so sind die Begriffe Kathete,
Hypotenuse sinnlos und die obigen Definitionsgleichungen (2) sagen
aus, was wir dann unter den trigonometrischen Funktionen zu ver-
stehen haben.

Da in den Gleichungen (2) Koordinaten vorkommen, haben
die Funktionen von jetzt an auch ein Vorzeichen und zwar
hat, da wir » ja immer positiv rechnen,

der Sinus das Vorzeichen der Ordinate y,
der Kosinus das Vorzeichen der Abszisse x.

Aufierdem hat die Funktion Tangens immer das
gleiche Vorzeichen wie die Funktion Kotangens.

Aus den Gleichungen (2) ergibt sich mit Riicksicht auf die
Tabelle (1) die folgende Tabelle der Vorzeichen der trigono-
metrischien Funktionen.

Quadrant I II IIm7 | 1v
sinee. ... | + + — —
cose. ... | + — — + 3)
tge . ... | -+ — -+ —
ctg o + — 4+ —
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So ist z. B. sin 2109 negativ; cos 2800 positiv; tg 100° negativ;
ctg 2200 positiv u. s. f.
x2 2 +
r‘a
= 7% ist (und zwar auch dann, wenn x und y negative Vorzeichen
haben), ist

Ferner ist sin? o + cos? e = 2

sin? ¢ + cos? ¢ = 1.

Man beweise ebenso, daff simtliche Formeln, die wir im
4. Paragraphen fiir spitze Winkel nachgewiesen, auch
fiir beliebige Winkel Giiltigkeit haben. In den Formeln auf
S. 21 treten zum Teil Quadratwurzeln auf. Man hat bei den
Wurzeln immer. das Vorzeichen so zu wihlen, daf die Funktion
das aus Tabelle (3) ersichtliche Vorzeichen bekommt. So ist z. B.
fiir einen Winkel & im zweiten Quadranten

sine=-+4++1—cos?a; cse=—1—sin’e;

sin o

y1—sin?e s

tgo=—

8. Veranschaulichung der Funktionen durch Strecken
am Einheitskreis.

‘Wir kehren zu den Definitionsgleichungen (2) zuriick. Die
Koordinaten x und y, die darin vorkommen, beziehen sich auf einen
Punkt P der irgendwo auf dem zweiten beweglichen Schenkel
gewdhlt werden darf. Die vier Verhéltnisse y7, 3:;, % und =
behalten ihren Wert, wenn man den Punkt P auf dem
Schenkel wandern 148t, vorausgesetzt, daf der Winkel «
nicht versindert wird. Wir wihlen nun den Punkt P, wie
frither, so, da8 die Nenner der einzelnen Briiche gleich 1 werden;
wir gewinnen dadurch ein einfaches Mittel zur Veranschaulichung
der trigonometrischen Funktionswerte durch Strecken. Wihlen
wir im besonderen den Punkt P im Abstande =1 von O, also
auf dem Umfange des Einheitskreises, so gehen die Gleichungen
sine=2y:7 und cos &« = x:7 tiber in

sine=y und cosa=ax. . . . . . (4

d. h. Sinus und ZKosinus eines beliebigen Winkels
stimmen mit den KXoordinaten des Punktes ifiberein, in
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denen der bewegliche Strahl den Einheitskreis trifft,
vorausgesetzt natiirlich, daf der erste Schenkel mit der Abszissen-
achse zusammenfillt. Siehe Fig. 63 und 64.

\

+a = festliegender Schenkel

Tangentenlinie

Fig. 63.

Auch die Werte tg « und ctg « lassen sich, wie frither, leicht
durch Strecken darstellen. Lift man den Punkt P z. B. mit dem
Schnittpunkte C zusammenfallen, in dem der Schenkel die Tangente
in A trifft, so ist weil O A =1, tga= AC. Die Koordinaten des
Punkes /" sind x = BF und y =B O =r =1, daher ist ctg e =

§=B F. Wir haben also
‘ tga=A4C ud ctga=BF . . . . . (5

Diese beiden Gleichungen bediirfen noch einer Erklirung.

Ist ndmlich der Winkel « stumpf wie in Fig. 64, so schneidet der
bewegliche Schenkel die vertikale Tangente rechts nicht mehr. In
diesem Falle wird der Tangenswert nicht von dem Schenkel, sondern
von seiner Riickverlfi.ngerung auf der Tangente in A ab-
geschnitten, denn aus der Ahnlichkeit der Dreiecke in der Figur folgt:
_sine  AC

= sa 04

Ahnlich liegen die Verhiltnisse bei der Funktion Tangens

fiir Winkel im III. Quadranten und bei der Funktion Kotangens
fir Winkel im ITI. und IV. Quadranten. Wir konnen die Glei-
chungen (5) also dahin zusammenzufassen: Fiir jeden beliebigen

=A4C.
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Winkel ¢ werden die Werte tg @ und ctg ¢ durch die Ab-
schnitte 4 C und B F dargestellt; diese Abschnitte werden
entweder von dem beweglichen Schenkel selbst oder von
seiner Riickverldngerung auf den in 4 und B gezogenen
Tangenten abgeschnitten. 4 C und B F bestimmen die Werte
tg e und ctg e auch dem Vorzeichen nach richtig. So ist in
Fig. 64 AC, weil nach unten gehend, negativ zu nehmen.

+y
3
£ clfgx(negativ) B 3 Gotangentenline
——— S
g
N
e,
A
' e— U A +X
cos e (neg,) N
~N N
N 3
)
¢

Fig. 64.

Die Gleichungen (4) und (5) und die dazu gehirigen Figuren
moge sich der Lernende besonders gut einprigen; sie ersetzen die
Definitionsgleichungen (2).

4. Verlauf der Funktionen.

Der Verlauf der trigonometrischen Funktionswerte lisst sich
an Hand der Gleichungen (4) und (5) und der Fig. 63 und 64 leicht
verfolgen. Wenn der Winkel & von 00 bis 3609 wiichst, d. h. wenn
wir den beweglichen Schenkel im positiven Sinne einmal rings
herum drehen, so dndern sich die Funktionswerte so, wie die folgende
Tabelle zeigt:

(Siehe die Tabelle auf Seite 60.)

Wir erkennen hieraus:

Sinus und Kosinus sind (abgesehen von den Grenzwerten
09, 909 . . ) stets echte Briiche.

Tangens und Kotangens konnen jeden beliebigen
Zahlenwert annehmen,
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[ sin & cos & tg e ctg
00 0 +1 0 + o
0—90° nimmt zu nimmt ab | nimmt zu | nimmt ab
900 +1 0 + o 0
—
90—1800 nimmt ab nimmt ab | nimmt zu | nimmt ab
180°¢ 0 —1 0 —
+ o
180—270° nimmt ab nimmt zu nimmt zu | nimmt ab
2700 —1 0 + 0
—
270—3600 nimmt zu nimmt zu | nimmt zu | nimmt ab
3600 0 +1 0 —
+ oo

Wichst der Winkel von 0—360° so nimmt die Funktion
tg « bestindig zu. Fiir 90° nimmt tg « zwei verschiedene Werte
an, Drehen wir némlich in Fig. 63 den beweglichen Schenkel im
positiven Drehungssinn aus der Stellung O A in die Stellung O B,
80 wichst 4 C =1tga nach oben iiber jedes endliche MaB hinaus,
und fiir 900 erreicht tg & den Grenzwert 4+ 00 (unendlich). Dreht
man dagegen in Fig. 64 den beweglichen Schenkel riickwirts in
die Stellung OB, so wandert C auf der Tangente rechts nach
unten, und in der Grenzlage 90° wird jetzt A4 C = tg 90° = — oo.
Fiir 909 ist also tg e sowohl 4 oo, als — oo. Das gleiche Ver-
halten zeigt Tangens bei 270° und Kotangens bei 0° und 180°.
Die Funktion Kotangens nimmt bei wachsendem Winkel bestindig ab.

Der Verlauf der Funktionen wird in den Fig. 65 und 66 noch
durch Kurven veranschaulicht. Der Punkt 4 der Fig. 63 und 64
ist zum Anfangspunkt O eines Koordinatensystems gewihlt worden.
Auf der Abszissenachse wurden in gleichen Abstinden die Bezeich-
nungen 00, 909 1809, 2709 3600 angebracht und als Ordinaten
die zugehorigen Funktionswerte abgetragen, wie sie aus dem links
gezeichneten Einheitskreise leicht entnommen werden kénnen. Jeder
Funktion entspricht eine besondere Kurve. Greift man irgend
einen Punkt auf einer Kurve heraus, so mifit seine
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Abszisse den Winkel, seine Ordinate den zugehdrigen
Funktionswert. In den Kurvenstiicken, die zur Strecke 0—90°
gehoren, wird man die friither erwihnten Kurven (Fig. 4, 5 und 6)

7

o N \ -
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N\ N\ £ 475
X \ \ /
S 5 £ 05
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¥ ] ' \a, /
o @ <
/ﬁ s H \‘ 7/ 0,25
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§ ~ \ S /’
S /// \‘ % ,/ g e
\UJ /
> / 0,5
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a = Sinuskurve b= Cosinuskurve -

Fig. 65.

a = langenshurve
&= Cofangenskurve
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./
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\
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\
\

\ T4
| \ 1,

i |
Fig. 66.

erkennen. Die Kurven sollten alle auf Millimeterpapier neu gezeichnet
werden. Dabei lasse man auf der Abszissenachse einem Winkel-
intervall von 20° eine Strecke von 1 cm entsprechen, den Radius
des Einheitskreises wihle man von der Léinge 5 cm.
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§ 8. Zuriickfiihrung der Funktionen beliebiger Winkel
auf die Funktionen spitzer Winkel.

Wir haben bis jetzt immer von Winkeln zwischen 0° und
8600 gesprochen. Es kann aber auch vorkommen, daf von Winkeln,
die grofer als 3600 sind, die Rede sein muB. So kann z. B. ein
um eine Welle geschlungenes Seil wohl einen Winkel, der grofier
als 360 ist, umspannen. Auch die trig. Funktionen solcher Winkel
konnen vorkommen.

Wie man nun aus der Darstellung der Funktionen am Ein-
heitskreis leicht erkennt (Gleichungen 4 und 5 des vorhergehenden
Paragraphen), kehrt jede goniometrische Funktion eines Winkels
zu ihrem urspriinglichen Werte zuriick, wenn der Winkel um 360°
oder in Bogenmafi um 27 zunimmt. Denn dreht man den beweg-
lichen Schenkel von irgend einer Stellung « aus im positiven
oder negativen Drehsinne ein- oder mehrmals rings herum, so kommt
er wieder in die Ausgangsstellung zuriick, und daher nehmen auch
die Funktionen wieder die gleichen Werte an. Somit gelten die
Formeln:

sin (¢ + n.860°) = sin «; cos(a+mn.360% =cosa (1)
tg (¢ + n.3609) = tg a; ctg (¢ + n . 3609 = ctg «,
worin » eine beliebige positive oder negative ganze Zahl sein kann.
Man driickt dies auch so aus: Die goniometrischen Funktionen
haben die Periode 360° (277), womit eben nichts anderes gesagt
sein soll, als daff sich der Funktionswert nicht verindert, wenn

man den Winkel um 860° (277) vergrofert.

Die Funktionen Tangens und Kotangens #dndern sich aber
auch dann nicht, wenn man den Winkel nur um 180° oder Viel-
fache davon vergriflert. Aus dem vorhergehenden Paragraphen
ergibt sich ja, daB bei einer Drehung des beweglichen Schenkels
um 180° die gleichen den Tangens oder den Kotangens messenden
Strecken A C bezw. BF auf den beziiglichen Tangenten abge-
schnitten werden. Es ist somit

tg (¢ +2.180Y) = tg a; ctg (o +n.180% =ctgee  (2)
‘Wir erkennen also:

Die Funktionen Sinus und Kosinus haben die Periode
8609 (27) und die Funktionen Tangens und Kotangens
die Periode 180° ().
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Hieraus folgt nun, da8 man irgend eine Funktion eines
Winkels, der griofer als 3600 ist, immer darstellen kann durch
eine Funktion eines Winkels, der in dem Gebiete von 0° bis 360°
liegt, da man ja ein beliebiges ganzes Vielfaches von 8600 sub-
trahieren kann.

Aus den Fig. 63 bis 66 ist ferner ersichtlich, daf jede
Funktion, wenn wir vom Vorzeichen absehen, alle Zahlen-
werte, die sie fiberhaupt annehmen kann, schon durch-
lduft, wenn der Winkel alle Werte von 00 bis 90° durch-
wandert. So nehmen die Funktionen sin & und cos & alle Werte
zwischen 0 und 1, tg o und ctg o alle Werte zwischen 0 und oo
bereits im 1. Quadranten an., — Unsere Aufgabe besteht nun darin,
zu zeigen, wie man die trig. Funktionen eines Winkels, der grofer
als 900 ist, durch die Funktionen eines Winkels im 1. Quadranten
darstellen kann. Hierzu dienen die Fig. 67 und 68. Der Grund-
gedanke bei der Ableitung der folgenden Formeln ist der: Man
zerlegt den gegebenen Winkel x in ein Vielfaches von 90° plus
oder minus einen spitzen Winkel ¢; also in die Formen 90 + «;
180  o; 270+ ¢; 860 — «. Man stellt die Funktionen des
‘Winkels x entsprechend den Gleichungen 4 und 5 in § 7 durch
Strecken am Einheitskreis dar und vergleicht sie mit den Strecken,
welche die. Funktionen des spitzen Winkels « veranschaulichen.
Man erhilt in den Figuren immer kongruente rechtwinklige Drei-
ecke. — Wir unterscheiden die folgenden Formelgruppen:

I. Der Winkel wird zerlegt in 180 + «; 360 — a.
Aus der Fig. 67 lesen wir dann ohne weiteres ab:
1. sin(180 —a)= sinea; denn E, D, = —ED

cos (180 —a) =—cose; , OE, =— OFE | Supplement-
tg (180 —e)=— tge; , AC =—AC winkel.
ctg (180 —a)=—ctge; , BF, =—BF

2. sin (180 + &) = —sin e; demn £; D, =—ED
cos (180 +a)=—cose; ,, OE, =—0F
tg(180 +a)= tgea; , AC = AC
ctg (180 +a)= ctge; , BF = BF

3. sin(360 —¢)=sin( - ¢)=—sine; deon EDy=—FED N
c08(360—a)=cos(—a)= cose; , OE==0F| :.ga-
t2(860—a)= tg(—a)=— tge; . ACIZ—AC[ ve
ctg (360 —a)= ctg (—a)= —ctga; , BF,=—BF) " ukel
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Fig. 67.

II. Der Winkel wird zerlegt in eine der Formen
90 + «a; 270 £ «.

Aus der Fig. 68 ergibt sich:

Fig. 68.
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4. 8in (90 — a) =cos ; denn D, E,=0F
c0s (90 —)=sine; , OFE, =DE ! Komplement-
tg(90 —a)=ctge; , AC, =BF | winkel. Siehe§ 1.
ctg(90—a)= tgea; , BF =ACJ
5. sin(@0+e)= cose; denn Dy E,= OF
cos (90 + @)=—sine; , OFE, =—ED
tg(0+a)=—ctga; , AC, =—BF
etg (0 +o)=—tga; , BF, =—AC
6. sin (270 —a)= —cos a; denn £, Dy=—OF
cos (270 —e@) = —sinee; , OFE, =—ED
tg 270 —a)= ctge; , AC, = BF
ctg (270 —a)= tge; , BF, = AC
7. sin (270 + @)= —cos a; demn £, D, =— OFE
cos 2710+ @)= sine; , OFE, = ED
tg (270 + @) = —ctgee; , AC, =—BF
etg Q10+ a)= — tgee; , BF, =—AC

Alle diese Formeln sollen auswendig gelernt werden. Das
ist nun nicht so schwierig, wie es den Anschein hat. Denn be-
trachten wir alle Formeln, so erkennen wir, daff {iberall dort, wo
in der Zerlegung des Winkels ein gerades Vielfaches von 90°
vorkommt, also (180°; 860° oder ein negativer Winkel) rechts
genau die gleiche Funktion vorhanden ist wie links. In allen
Formeln der Gruppe II dagegen steht rechts die Kofunktion der
Funktion links.

Wir konnen daher alle Formeln in folgende Regel zusammen-
fassen:

a) Abgesehen vom Vorzeichen ist jede
—
Funktion von 180 4 a}gleich der Funktion von «;
360 — o
und jede
. NV+el .. .
Funktion von{270i «f gleich der Kofunktion von c.
b) Das Vorzeichen ergibt sich aus der Tabelle (3)
des § 7.

Wie groB ist hiermach z. B. sin (180 — «)? Der Winkel ist im
zweiten Quadranten, dort ist der Sinus positiv; wegen 180° bleibt die
Funktion; es ist also sin (180 — &) = sin «.

He$, Trigonometrie. 2. Aufl. 5]
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Oder: cos (180 + «) =? Der Winkel ist im dritten Quadranten;
dort ist der Kosinus negativ; wegen 180° bleibt die Funktion; also
cos (180 4+ &) = — cos a.

Oder: tg (90 4+ &) ==? II. Quadrant; Tangens ist negativ; wegen
900 ist die Kofunktion zu setzen. tg (90 + «) = — ctg a.

Zusatz. Wir haben in den Formeln 1—7 vorausgesetzt, daf o
ein spitzer Winkel sei; dies ist auch praktisch fast allein von Wichtig-
keit. Wie man aber an Hand des Kinheitskreises leicht nachweisen
konnte, gelten alle Formeln auch’dann, wenn « ein beliebiger
(also nicht nur ein spitzer) Winkel ist.

Beispiele.
Gegeben ein Winkel; gesucht ein trigonometrischer Wert
dieses Winkels.

sin 2450 10’ = sin (180° 4 65° 10°) = — sin 65° 10 = — 0,9075
cos 3120 40' = cos (270° - 42° 40') = + sin 42° 40’ = 40,6777
tg 136° 30 = tg ( 90° 4 46° 30') = —ctg 46° 30’ = — 0,9490
ctg 220° 50° = ctg (1800 4- 40° 50) =  ctg 40° 50' = + 1,157
sin 190° 40 = — 0,1851 sin (— 32° 34) = — 0,6383
cos 218° 40’ = — 0,7808 cos (— 46° 189 = 40,6909
tg 3020 10 = — 1,590 tg (— 38° 32) = — 0,7964
ctg (— 80° 40') = — 0,1644 ctg (— 58° 52) = — 0,6040
sin (— 160° = sin 200° = — 0,3420
tg (— 2189 = tg 142° = —0,7813
sin 164° 38 = 4 0,2650
cos 218° 54’ = — 0,7782
tg 3520 13/ = — 0,1367
ctg 1670 35 = — 4,542

Gegeben ein trigonometrischer Wert; gesucht der Winkel.

Zu einem gegebenen trig. Werte gehtren im allgemeinen zwei
verschiedene Winkel zwischen 0° und 3609 wie die folgenden Bei-
spiele zeigen sollen.

1. Beispiel: sinx =0,5. x="7?

Da sin « positiv ist, kann & nur im I. oder II. Quadranten liegen
(Fig. 67). Der erste Winkel ist a, = 30°, der zweite Winkel a;, = 180
—30°=150° Nur fiir diese zwei Winkel hat die Ordinate y im Ein-
heitskreis die Linge 0,5.
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2. Beispiel: cos x = — 0,766(. x="7
Da cos & negativ ist, liegt der Winkel im II. oder III. Quadranten.
Ist « der spitze Winkel, der zu dem Werte cosx = 4 0,7660 gehort,
so ist, wie man aus Fig. 67 leicht erkennen kann,

2, =180 — ¢ und x,=1804 .
Nun ist &« = 40°; somit ist o, = 140° und x, = 220°.

3. Beispiel: tgx=1. x="?
« liegt im I. oder III. Quadranten.
x, = 49 x, = 1800 + 450 = 225°.

Der zweite Winkel kann bei Tangens und Kotangens aus dem

ersten Winkel immer durch Addition der Periode 180° gefunden werden.
4. Beispiel: ctgx = — 2145, ="

« liegt im II. oder IV. Quadranten. Ist « der spitze Winkel, der

zu dem Werte ctg « = - 2,145 gehort, so ist
x, = 1800 — «; x, = 3600 — o = o, + 180°.
Nun ist ¢ = 259 somit ist
x, = 1559; x, = 335°.
Aus diesen Beispielen erkennt man die folgende Rechnungsregel:

Das Vorzeichen des trig. Wertes bestimmt die beiden
Quadranten, in denen der Winkel liegt.
Liegt nun der zu bestimmende Winkel &

CIL 180 — o
im { . | Q‘::Ifai";s“é:r" et { 180+« |, worin
. | ’ 360 — ¢ J

o den spitzen Winkel bedeutet, dessen Funktionswert gleich
| dem gegebenen, immer positiv genommenen trig. Werte ist.

Mit dieser Regel wird man in allen Fillen auskommen. Eine rasch
entworfene Skizze des Einheitskreises wird immer gute Dienste leisten.
Sofern der Winkel & im IL oder IV. Quadranten ist, miissen wir nach
der gegebenen Regel einen Winkel « von 180° bezw. 360° subtrahieren;
die Subtraktion kénnte unter allen Umstdnden vermieden werden, wenn
man auch hier die Kofunktionen verwenden wiirde. "

Fiir den zweiten Winkel , im ersten gegebenen Beispiel wire die
Uberlegung so:

2, = 90° 4 dem spitzen Winkel, dessen Kosinus gleich 0,5 ist, also
x, = 90° - 60° = 150° (wie oben).

2, im zweiten Beispiel konnte auch so bestimmt werden:

x, = 909 4 dem spitzen Winkel, dessen Sinus gleich 0,7660 ist; also
x, = 900 4 500 = 140° (wie oben).
5*
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Fiir das vierte Beispiel wire
&, = 90° 4+ dem spitzen Winkel, dessen Tangens gleich + 2,145 ist.
x, = 2700+ » ” " ” . +2145
was zu den gleichen Winkeln a; = 1559 a, = 3350 fithrt.

Wenn man von einem Winkel & weiB, daB sin & positiv und cos x
negativ ist, so ist der Winkel & eindeutig bestimmt, denn er kann nur
im II. Quadranten liegen. Ist cosx negativ und tg a positiv, so liegt
der Winkel im III. Quadranten usw. Sobald also das Vorzeichen einer
zweiten Funktion des Winkels gegeben ist, 148t die Aufgabe nur eine
Losung zu. Warum darf die zweite Funktion nicht die reziproke der
ersten sein?

Ist der zu bestimmende Winkel & ein Dreieckswinkel, so sind
der III. und IV. Quadrant von vornherein ausgeschlossen, da ja ein
Dreieckswinkel immer kleiner als 180° sein mufB. Ein Dreieckswinkel ist
durch seinen Kosinus, Tangens oder Kotangens eindeutig bestimmt, wihrend
zu seinem Sinus zwei Winkel zwischen 0° und 180° gehdren. Der Sinus
eines Dreieckswinkels ist immer positiv.

Weitere Beispiele:

sinoz= 0,7364 x, = 479255 x,= 1329345
cosx = — 0,6450 x, = 130010 x, = 229050
tg @ = — 1,460 x, = 1240 24/ 2, = 304024
ctgz = 2,0000 x, = 26034 @, = 206034
sin & = — 0,3680 x, = 201° 36’ x, == 338024
cosz = 0,4000 x, = 66925 x, = — 66" 25
tgx=  2,0000 x, = 63°26 x, = 243026
sin == 0,1284 und cos « ist negativ a= 172037
tg o =—141 » Sine , positiv o= 125021
cose= 03000 , tge , negativ a= 2870275
ctg o« = — 1,208 , sine , positiv o= 140°23

Gegeben ein Winkel; gesucht der Logarithmus einer trig.
Funktion des Winkels und umgekehrt.

Beispiele :
log sin 153928’ = log cos 63° 28’ = 9,65003 — 10
log cos 1689 29/ 30" = log (— sin 78929 30*) = 9,99118, — 10
Das der Mantisse beigefiigte # soll daran erinnern, daf der trig.
Wert negativ ist.
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log tg 200 = log tg 20° = 9,56107 — 10

log ctg 3500 18* 40 = log (— tg 800 18 40“) = 0,767 68x
log sin 124° 28 40" = 9,91611 — 10

log cos 1640 38 42/ = 9,98421, — 10

log tg 3000 34! 28 = 0,228 56

log sin (— 569 = 9,918 57» — 10

log tg (2409 36) = 0.24913

log cos (3200 48°) = 9,88927 — 10

log tg (— 40038‘) =9,93354» — 10

log sin x = 9,80104 — 10 x, = 39013566 x, = 140046 4“
log cos & = 9,90145, — 10  a, = 142050’ 36" x, = 2170 924"
log tg & =0,70866x x, = 1019 4/ x, = 2810 4/

log ctgx = 9,90304 — 10  a, = 51920'37 a, = 281020 37~
log sin & = 9,81992 — 10 =, 4102036 x, = 138039 24

log sin & = 9,97479 — 10 x, = 70040 x, = 109020’
log cos & = 9,814 02, — 10 (sin = +-) x = 1300 40/
log tg &= 0,97234 (cos = —) x = 2639 55"
log ctg & = 9,98463 0 — 10 (sin = +) a = 133059 12

Im Altertum waren ausschlieflich rechtwinklige Dreiecke Gegenstand
der Untersuchung. Die Verallgemeinerung der damals bekannten Funktionen
auf Winkel zwischen 90° und 180° wurde von den Arabern vorgenommen
(Al-Battani [{ 929, Damaskus]). Das Verhalten der einzelnen Funktionen
in den verschiedenen Quadranten wurde von Leonhard Euler (1707—1783)
in seiner ,Introductio klar und fibersichtlich entwickelt. Die Unter-
scheidung des Richtungs- und Drehungssinnes verdankt man hauptséchlich
Mébius (1790—1868).

§ 9. Einige Anwendungen.

a) Einige Beispiele zur Wiederholung und Erweiterung des
in § 6 besprochenen Stoffes.

1. Nach § 6, Beispiel 6 ist der Inhalt eines Parallelogramms bezw.
Dreiecks gegeben durch /=absiny bezw. /=05 .absiny. Zeige,
daf diese Formeln auch noch giiltig sind, wenn der von den Seiten a
und &b eingeschlossene Winkel y stumpf ist. — Berechne und zeichne
die Dreiecke mit den Seiten @ = 8, & = 6 cm und den Winkeln y = 309;
60°; 90°; 120°; 150°. Zeichne alle Dreiecke iiber der gleichen Grund-
linie a.

2. Zeige, daB die Gleichungen 1, 2 und 3 in Beispiel 34, § 6 (Kurbel-
getriebe) auch fiir Winkel & grofer als 90° Giiltigkeit haben. Fiihre
die dort berechnete Tabelle fiir die Verschiebung a des Kreuzkopfes
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§ 9. Einige Anwendungen.

weiter bis zu 180° Trage in einem Koordinatensystem als Abszisse
den Winkel e, als Ordinate die zugehdrige Verschicbung a auf.
Zeige, daB die Formeln
s=2r. sm§, h=r(1——cosg—); _]_ (a——sma),
die wir in § 6, Beispiele 35 und 59 abgeleitet haben, fiir alle Winkel
zwischen 0° und 360° Giiltigkeit haben. Setze im besondern in die
Formeln die Werte ein o = 1809, 270° 360°. Besondere Aufmerksam-
keit verdient die dritte der obigen Formeln fiir Winkel &, die grofier
als 180° sind. Welches ist die Bedeutung der einzelnen Glieder
%-;und?smoﬁ
Die Hohe eines gleichschenkligen Trapezes miBt 15 cm, die beiden
Parallelen a und 4 haben die Lingen ¢ — 11,2 cm und 6 = 4,8 cm.
(Zeichne das Trapez.) Von der Trapezfliche werden zwei Kreis-
segmente weggenommen, die beide kleiner als ein Halbkreis sind, und
zwar ein Segment mit der Sehne @ und dem Radius R = 6,5 cm und
ein Segment mit der Sehne & und dem Radius # =3 cm. Berechne
den Inhalt der Restfiiche des Trapezes. (Ergebnis: /= 90,59 cm?)
Die Mittelpunkte zweier Kreise von gleichem Radius » haben von-
einander die Entfernung a (@ <2#). Berechne 1. den Inhalt J, des
Flichenstiickes, das beide Kreise gemeinsam haben; 2. den Inhalt J,
eines der beiden nicht gemeinsamen sichelférmigen Flichenstiickes.
3. Berechne J; fiir a=0,14d; 02d; .. .. bis a=0,9d (d= Durch-
messer eines Kreises). 4. Bestimme den Abstand e, fiir den der eine
Kreis gerade die Hilfte, oder einen Drittel usw. des andern iiberdeckt.
Ergebnisse: Die zwei Radien eines Kreises, die nach den beiden
Schnittpunkten der Kreise gehen, migen miteinander den Winkel «

. . o
einschlieBen. « kann berechnet werden aus cos — =a:2r—=a:d. Es

2
ist dann:
1. Jy=1"(c—sina) 2. Jy=1(n—a-+sina)
3. Fira=01d | 02d | 03d | 04d | 05d

wird J, =2,7487% | 2347 | 1,960 | 185 | 1,228

Fira=06d | 07d | 084 | 094

wird ;=089 | 0591 | 0327 | 011742
4. Zur Losung der vierten Aufgabe bedient man sich zweck-
méBig des Millimeterpapiers. Man trage auf einer Abszissenachse die

Werte a=0,1d; 024; ... .. 0,94 ab und errichte als Ordinaten
die zugehorigen Werte /,. Einem Intervall 0,1 ¢ moge eine Strecke
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von 2 cm, einem Intervall 0,1 #2 eine Strecke von 0,5 ecm entsprechen.

Uberdeckt nun der eine Kreis gerade die Hilfte des andern, so ist
2 ~
Ji= %71 = #% (¢ — sin &) = 1,5708 %

Aus der Figur wird man finden, daB zu diesem Werte J, der
Wert a = 0,404 d gehort, oder der Winkel o = 132020’. Wir haben
auf diese Weise die Losung der Gleichung

T - .
S = oa—Ssina

2
gefunden.
6. Beweise: Sind &, 8, y die drei Winkel eines Dreiecks, so ist
sin(¢ +p8)=siny cos(e+pB)=-—cosy tgat+p=—tgy
«t 4 coswa;_ﬂzsin% —0‘—_2}_—/94

sin

— = €08 =~

— Y
B) D) tg = ctg2

b) Berechnung der Resultierenden mehrerer Kriifte. Vektoren.

Es mogen auf einen materiellen Punkt O mehrere in der gleichen
Ebene liegende Kriifte P, P,, P; . . . . wirken; es soll die Resultierende
R der Kriifte sowohl der GrioBe als der Richtung nach bestimmt werden.

Die Losung dieser Aufgabe kann entweder durch Rechnung oder
durch Zeichnung geschehen.

a) Rechnerische Losung. Wir denken uns in der Ebene der Krifte
ein Koordinatensysten gezeichnet, dessen Anfangspunkt mit O zusammen-
fallt. (Fig. 69.) Die a-Achse
mag in irgendwelcher Richtung
gewihlt werden. Die einzelnen

Krifte P,, P,, P, .... migen e

mit der positiven a-Achse die ¢ (TN T |
Winkel o, « e . ... ein- 7 4 {
schlieBen. Unter o« ist dabei % o, J
jedesmal der Winkel zu ver- ; A

stehen, um den man die posi-

tive a-Achse im positiven }
Drehungssinn drehen mus, bis !
sie mit der Kraftrichtung zu- \I
sammenfillt. « kann also einen
Winkel von 0—360° bedeuten.

Wir zerlegen jede Fig. 69.

einzelne Kraft P nach den

Richtungen der Koordinatenachsen in zwei Komponenten X und Y, welche
man, wie man aus der Figur leicht ersehen kann, stets durch die Gleichungen

SO
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X=Pecosea
Y = Psin a S 1)
berechnen kann. Geht P z. B. durch den dritten Quadranten, so ist

sowohl X als Y negativ.
Alle in der a-Achse wirkenden Krifte setzen wir zu einer Resul-

tierenden Rz, alle in der y-Achse wirkenden zu einer Resultierenden Ry
zusammen. Es ist

Rz:Xl—f—Xg—{—Xs—l—....:Plcosocl—l—chosa2+chosoc3—|—....(2)

Ry=Y, +Y,+Y,+.... =P,sine, + Pysin gy + Pysin etz 4. ...
Die Resultierende R aus Ry und Ry ist die gesuchte Resultierende

der Krifte P,, P,, P, . ... und zwar ist, da R und Ry aufeinander

senkrecht stehen,
R=VR24+Rs . . . . . . .. @
R schlieBt mit der positiven a-Achse einen Winkel « ein, der sich
aus der Gleichung

_Ry
ga=%" . . . ... ... @

bestimmen 1d8t. Damit ist die Aufgabe gelost.
Halten sich die Krifte das Gleichgewicht, so ist die Resultierende
R =0; nach Gleichung (3) ist dann sowohl R als Ry gleich 0, d. h.

¥
_____ +y
7 5 T
| o
i Y
|
| X X X
itz T & e
N |
) Y
Y } | y
Fig. 70. Fig. 7L

wenn sich mehrere in einer Ebene wirkende Kréfte das Gleich-
gewicht halten, so miissen (nach Gleichung 2) die Komponenten-
summen nach irgend zwei zueinander senkrecht stehenden
Achsen verschwinden.

Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, daf die Krifte auf den gleichen
Punkt O wirken. Die Resultierende geht dann ebenfalls durch O. Wirken
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die Kriifte P nicht auf den gleichen Punkt, so kann man die GroSe
und Richtung der Resultierenden genau nach der gleichen Methode be-
stimmen. Unter dem Winkel ¢ ist dann der Winkel zu verstehen, unter
dem man eine durch den Angriffspunkt der Kraft gehende Parallele zur
positiven x-Achse drehen muf, bis sie mit der Kraftrichtung zusammen-
fallt. (Siehe die Fig. 70 und 71.) Die Figuren zeigen auch, da gleich-
groie und gleichgerichtete Kriifte gleiche Projektionen auf die a- bezw.
y-Achse liefern.

Wirken die Krifte nicht auf den gleichen Punkt O, so muf noch
die Lage der Resultierenden bestimmt werden. Dazu benutzt man nach
der Mechanik den Satz, daB das statische Moment der Resultierenden
gleich ist der algebraischen Summe der statischen Momente der Einzelkrifte,
bezogen auf einen beliebigen Momentenpunkt. Wir gehen hier auf diese
Dinge nicht ein.

b) Graphische Losung. In Fig. 72 sind links drei Krifte P,, P,,
P, der GroBe und Richtung nach veranschaulicht. Man erhilt ihre

Fig. 72.

Resultierende R, indem man, irgendwo beginnend, die Strecken zu einem
Linienzug zusammensetzt, wie es rechts in der Figur geschehen ist. Die
Seiten des Polygons (rechts) sind gleich und gleich gerichtet wie die
Kriifte links und alle Pfeilspitzen sind im gleichen Umfahrungssinn ge-
ordnet. Die Strecke R, die vom Anfangspunkt des Polygons nach
dessen Endpunkt gezogen werden kann, gibt die Grofe und Richtung
der Resultierenden. Das Polygon nennt man auch das Kriftepolygon
und R heifit die SchluBlinie des Kriftepolygons. Der Pfeil von R ist
immer dem Umfahrungssinne'der ibrigen Polygonseiten entgegengesetzt.
R ist unabhingig von der Reihenfolge, in der man die Einzelkrifte P,,
P,, P, zusammensetzt, d. h. vom gleichen Anfangspunkt aus kann man
verschiedene Polygone mit den Seiten P,, P,, P, bilden, man kommt
immer zum gleichen Endpunkt.

Sind mehr als drei Krifte zusammen zu setzen, so verfihrt man
genau auf die gleiche Weise.
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In den Figuren 73 und 74 sind zwei Kriftepolygone gezeichnet.
Projiziert man ein solches Polygon auf irgend eine gerade Linie, z. B.
auf die horizontale Gerade der Figuren, so erkennt man leicht, daf die
Projektion der Resultierenden gleich ist der algebraischen
Summe der Projektionen der einzelnen Krifte. Die horizontale
Gerade mdge man sich mit einem Pfeil behaftet denken, der dem Durch-
Jaufungssinn von links nach rechts entspricht.

Ist R=0, dann ist das Kriftepolygon geschlossen und
die Projektion des Polygons auf eine beliebige Gerade ist
Null. Projiziert man ein Kriftepolygon im besondern auf die Achsen
eines Koordinatensystems in seiner Ebene, so erhélt man die Gleichungen (2)
des vorigen Abschnitts, aus denen sich die (leichungen (3) und (4) wieder
ableiten lieSen.

4

N
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!

I
|
|
|
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A s Sy oy o Lo G M e —
Rcos & Reos
Fig. 73. Fig. 74.

Wie wir Krifte durch Strecken dargestellt haben, so kinnte man
jede Grofe, die eine bestimmte Richtung besitzt, durch eine Strecke ver-
anschaulichen. Man nennt Grofen, zu deren Bestimmung eine blofe
Zahlenangabe nicht geniigt, die noch eine bestimmte Richtung besitzen,
allgemein Vektoren, und man iibertrigt diese Bezeichnung auch auf
die Strecken, welche diese GroBen veranschaulichen. Die drei Vektoren P,
P,, P, der Fig. 72 konnten auch Geschwindigkeiten darstellen. R ist die
sgeometrische Summe® der Vektoren oder die resultierende Geschwindigkeit.

Beispiele :

Alle folgenden Beispiele mége man sowohl graphisch als rechnerisch
behandeln. In allen Beispielen kann eine Kraft von 10 kg durch eine
Strecke von 1 cm Linge veranschaulicht werden. In der Zeichnung
stellt man die Kriifte durch #uBerst diinne Linien dar. Uber die Kon-
struktion eines Winkels siehe § 6, Aufgabe 37 und § 3, Aufgabe 8. In
allen Beispielen nehmen wir die Richtung der ersten Kraft als die
Richtung der positiven x-Achse an; es ist also ¢, = 0. Um die rechnerische
Behandlung iibersichtlich zu gestalten, bedient man sich praktisch des
Schemas, wie es im folgenden Beispiel ausgefiihrt ist.
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1. Bestimme die Resultierende R der Kriifte: P, =65; P,= 111;
P, =40; P,="715 kg. o, =0°% a,=160° «, = 240°; «, = 310°.

Kraft Winkel X=P.cosa Y=P.sin«
+ — . -
P,= 65kg | o =0° 65,00 0
Py=111 , | o= 160° —10431| 8796
P,= 40 , | o= 240° — 20,00 — 34,64
P = 15 | oy = 310° 48,21 — 57,45
11321 | —12431] 3796 | — 92,09
Es ist also Ry = —11,10; Ry = — 54,13, somit
R=\R:+ R/ =55,26 kg; tga= z%’ii; daraus folgt

o= 258025,

2. Zu P, =170; P, =50 kg; a, == 0% a,="70° gehtrt R = 9897 kg;
o = 28°21°.

3. Zu P, =170; P,=50; P,=60 kg; o, =0° «,="70° o;=160°
gehdrt R = 74,17; « = 65°32",

4. Zu P, =100; P, =80; P, =170 kg; «, =0° o, =160°; oz = 250°
gehort R = 38/43; o = 271°20".

b. Zu P,=40; P,=50; P,=80; P,=100; P;="170; «, =00
oy =600 o5 = 150°; o, =230°; «;=300° gehirt R =635 kg;
o = 23806

¢) Rechtwinklige und Polarkoordinaten eines Punktes.

Wir nannten die Strecken x und y in Fig. 62 die rechtwinkligen
Koordinaten eines Punktes P in bezug auf die Achsen eines Koordinaten-
systems. Nun ist aber offenbar die Lage des Punktes P auch vollkommen
bestimmt, wenn man seinen Abstand » vom Nullpunkt, sowie den Winkel «
kennt, den » mit der positiven a-Achse einschlieBt. Man nennt » und «
die Polarkoordinaten des Punktes P; im besondern heisst » der
Radins oder Radiusfaktor und « der Richtungswinkel oder die
Amplitude. Die einen Koordinaten, & und y, kionnen offenbar leicht aus
den andern, #» und e, berechnet werden.

Aus Fig. 62 folgt
T =17rcos

y=rsina 1)
Durch Quadrieren und Addieren folgt hieraus
r=yaty
y e )]

und durch Division tga= 7
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In (1) werden die rechtwinkligen Koordinaten « und y aus den
Polarkoordinaten » und ¢, in (2) die Polarkoordinaten » und « aus den
rechtwinkligen & und y berechnet.

Beispiele :

1. Zux= 32 cm; y= 6,0 cm gehoren r= 68 cm; a= 61°56°
2., x=—5H ,;y= 8 ” r= 943,; a= 1220

3, , a=—5b ,;y=—3 , , r= b8, ;a= 210058
4 , a= 4 ,;y=—T , , r= 806,; a= 299045
5., r= 20 ,;a= 15 , x= 518, :y= 1932 cm
6. , r= 10 ,; a= 1600 , x=—940,; y=-+342
7., r= 8 i a= 2500 . a=—274,; y=—"152 ,
8 , r= 12 ,;a= 3190 . x=4906,; y=—"1787

d) Raumkoordinaten.

Man ziehe durch einen beliebigen Punkt O des Raumes drei auf-
einander senkrecht stehende Achsen
OX, 0Y, OZ (Fig. 15). Die senk-
rechten Abstinde eines Punktes P
von den drei Ebenen YOZ, XOZ
und XOY heifilen seine rdumlichen
rechtwinkligen Koordinaten &
bezw. y und 2. OP = r schliefe
mit den Koordinatenachsen O X, OY
und O Z die beziiglichen Winkel «,
B3, v ein; dann ist:
OA=rcose=ucx,

OB=vrcosg=y,. . (1)
OC=rcosy ==
Fig. 5. Durch Quadrieren und Addie-

ren erhélt man:
72 (cos? o 4 cos? B -+ cos? y) = x® 4 32 - 5%
Nun ist aber: L
x? + y* = OM?® und
72 = O M? - 5* und daher
x? 4yt -} 8% = #?%; daraus folgt:
cos?a+cos?B4cos?y=1 . . . . . . (2
®, B, y heiBen die Richtungswinkel von OP und ihre Kosinus

die Richtungskosinus der Geraden OP. Diese Winkel sind durch
die Gleichung (2) aneinander gebunden.
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Die Gerade O M schlieBe mit O X den Winkel ¢ und O P mit
OZ den Winkel y ein. Wird », wie frither, stets positiv gerechnet,
dann ist die Lage des Punktes P durch die Angaben der GroSen r», ¢
und y ebenfalls bestimmt. r, ¢ und v heiBen die Polarkoordinaten
des Punktes P. Der Zusammenhang zwischen den rechtwinkligen und
Polarkoordinaten ist der folgende:
OM=rsiny und £ =0 M cos ¢, somit
& = rcos ¢ .sin y,
¥y = OMsin ¢ = rsin ¢ sin v,
&= rcosy.
Sind somit 7, ¢ und v gegeben, dann findet man x, ¥ und # nach
X = 7 c0s ¢ sin v,
y=vrsingsiny . . . . . . . . . (3)
Z=rcos .
Sind dagegen x, ¥ und & gegeben, dann findet man aus der Figur
oder durch Auflosung der Gleichungen (3):

r=yx+ 3+ 2,

cosw=% S 7))
tg(p:lxu

Der Vektor OP ist die geometrische Sumine der drei Vektoren
x, ¥, 8; oder x, y, & sind die drei Komponenten von ». O P kann als
Resultierende der drei Krifte O 4, O B und O C aufgefat werden. Die
als unbegrenzt gedachten Ebenen YO Z, XOZ und XOY zerlegen
den ganzen Raum in 8 Teile oder Oktanten. Der erste Oktant sei der
in der Fig. 75 gezeichnete, also die von den Kanten 4+ X, +Y, +Z
gebildete korperliche Ecke.
Beispiele
1. Ein Vektor schliefe mit der Richtung O X den Winkel 60°, mit OY
den Winkel 40° ein und gehe durch den ersten Oktanten. Bestimme
den Winkel dieses Vektors mit der Z-Achse.
Es ist cos? 40 4 cos® 60 4~ cos? y = 1; daraus folgt:
y =66°10".
2. Die Kraft OP =R hat die drei aufeinander senkrecht stehenden
Komponenten X =20 kg, ¥ =30 kg, Z=40 kg. Wie gro§ ist R
und welche Winkel schlieft die Kraft mit den Koordinatenachsen ein?

R =1/ 20° + 30 + 40° = 53,85 kg.
X

CO8S @x =— —5~ USW.

R
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o = 68012,
B =569, Priife, ob cos® & -}- cos? g 4 cos?y = 1.
y=42°2"

3. Die Komponenten von R seien X = 250 kg, ¥ = — 100 kg, Z = 420 kg.
Berechne R, «, 8, y.
Ergebnisse: R = 498,9 kg; o« =59°56'; f#=101°34‘; y=32°40"
4, Eine Kraft von 2000 kg schlieft mit der positiven Z-Achse einen
Winkel @ =20° ein. Ihre Projektion auf die XY-Ebene bildet mit
der positiven X-Achse den Winkel ¢ == 40°. Berechne die Komponenten
der Kraft in den Richtungen der Koordinatenachsen.
Ergebnisse: X =5239 kg; Y =1439,7 kg; Z=18794 kg.
5. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes sind
x=4 cm; y=>5 cm; 2 =10 cm.
Berechne seine Polarkoordinaten.
Ergebnisse: » = 11,87 em. ¢ =51°20';  =32°38"

e) Einige Kurven.
1. Ziehe durch den Nullpunkt eines ebenen Koordinatensystems eine Reihe
von Strahlen, etwa von 10 zu 10° und trage auf den entsprechenden
Strahlen von O aus die Ldnge » ab, welche sich aus der Gleichung

ergibt: r=2a(l +cosg) fir @=25 cm (Kardioide).
2. Ebenso fir r=ay/ cos 2« fiir @ =10 cm (Lemniskate).
*y
5

N
> -Iy

Fig. 7.

+x

3. Zeige, daB sich nach der bekannten Konstruktion der Ellipse, aus dem
ein- und umschriebenen Kreis, fiir die Koordinaten eines Ellipsen-
punktes P die Gleichungen ergeben (Fig. 76):

X =acos e, y=bsina.
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Berechne die Koordinaten x und y fiir verschiedene &« unter der
Annahme: ¢ =5 cm, =3 cm und zeichne die Kurve. Zeige, daf
2

Y

2
die Koordinaten x und y durch die Gleichung%—{——bT

=1 ver-
bunden sind.

4. Wilzt sich eine Tangente eines Kreises auf dem XKreise ohne zu
gleiten (Fig. 77), dann beschreibt jeder Punkt der Tangente eine
Kurve, die man Kreisevolvente nennt. Der urspriingliche Be-
rithrungspunkt A4 der Tangente & sei nach der Drehung um den
Winkel « in die Lage A4’ iibergegangen. Zeige, daf die Koordinaten
x und y des Punktes A’ sich aus den Gleichungen

x = r(cos & + e sin «), y=r(sin ¢ — «cos &)
berechnen lassen.

5. Rollt ein Kreis I auf einer Geraden g ohne zu gleiten, dann be-
schreibt der urspriingliche Beriihrungspunkt 4 eine Kurve, die man

k4

s
<

>

+x

MY

X —]
Fig. 78.

Zykloide nennt. Leite aus der Fig. 78 fiir die Koordinaten x und y des
Punktes 4, der urspriinglich mit 4 zusammenfiel, die Gleichungen ab:

X =7 (¢ — sin ),

y=r(l—cosc)
und berechne x und y fiir beliebige Werte von «; » =4 cm.
Beachte, daf die Strecke 4B gleich dem Bogen 4'B ist.

§ 10. Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks.

Wir leiten in diesem Paragraphen zwei einfache Sitze ab,
die zur Berechnung eines beliebigen Dreiecks benutzt werden konnen.

1. Der Sinussatz.
In den Fig. 79 und 30 sind zwei beliebige Dreiecke ge-
zeichnet, ein spitz- und ein stumpfwinkliges. /%, sei die Hohe, die
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zur Seite a gehdrt. In jeder Figur ist %, die gemeinsame Kathete
zweier rechtwinkliger Dreiecke, aus denen sich die Gleichungen

ableiten lassen
hy=0bsiny und 4, =c.sin 8.

(Fiir das stumpfwinklige Dreieck ist von der Formel sin (180 — 8)

= sin @ Gebrauch gemacht worden.) Es ist also
bsiny = ¢sin g

Diese Gleichung kann offenbar auch so geschrieben werden:

b:c=sin B:siny.

Die Héhen 4, | & und %3 | ¢ zerlegen die Dreiecke in andere
rechtwinklige Dreiecke, aus denen sich in ganz gleicher Weise die
Gleichungen ableiten lassen:

a:c=sina:siny,

a:b=sin a:sin g, d. h.
in jedem beliebigen Dreieck verhalten sich irgend zwei Seiten
zueinander wie die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel.

Dieser Satz wird der Sinussatz genannt.
b

. . . a
Aus der Gleichung @ : b =sin «:sin 8 folgt: Sna — s ﬂ.
b ¢

Ebenso folgt aus &:c =sin #:siny: m=m,
a b ¢
sine” sin g siny

somit ist

Fig. 79. Tig. 80. Fig. 81.

Der gemeinsame Wert dieser drei Briiche hat eine einfache
geometrische Bedeutung, siehe Fig. 81. Ist & der Durchmesser des
Kreises, der dem Dreieck mit den Seiten @, 6, ¢ umbeschrieben

werden kann, so ist nach Fig. 81: "si;l—az d, d. h. aber: der ge-
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b

a
i r drei Briiche ——, ——— und
meinsame Wert de Sina’ sin g

: ist
sin y
gleich dem Durchmesser des Kreises, der dem Dreiecke
umbeschrieben werden kann.

Ptoleméius (zwischen 125—151 nach Christus in Alexandrien)
kannte den Sinussatz in seiner jetzigen Form noch nicht. Er zer-
legte die Dreiecke durch Hohen in rechtwinklige Dreiecke. Zum
allgemeinen Sinussatz kam erst der Perser Nasir Eddin Tusi
(1201—1274), dem die Trigonometrie die hdchste Ausbildung in
jener Zeit verdankt.

2. Der Kosinussatz.

Die Hohe 4, in Fig. 79 zerlegt die Seite @ in zwei Ab-
schnitte von den Léngen & cosy und c¢.cos . Es ist also

a=bcosytc.cosg. . . . . . . (D
Fiir das stumpfwinklige Dreieck in Fig. 80 ist
a=bcosy—ceos(180—g . . . . . (2

Nun ist aber cos (180 — #) = — cos 8, und Gleichung (2) kann
daher auch in der Form geschrieben werden:

a=bcosy-+ccosf,

was mit Gleichung (1) genau fibereinstimmt. & cosy und ¢ cos @
kann man als die Projektionen der Seiten 6 und ¢ auf die Seite a
auffassen. Die Gleichung (1) sagt aus: Jede Seite eines Dreiecks
ist die Summe der Projektionen der andern Seiten auf
sie. (Projektionssatz) Dabei werden die Innenwinkel des
Dreiecks als Neigungswinkel aufgefaBt. Durch Ziehen der Hohen 4,
und 4; kann man zwei #hnliche Gleichungen ableiten. Es ist also
fiir jedes beliebige Dreieck:

a=>bcosy+ccos B

b=ccosae+acosy (3) (Projektionssatz)

c=acos 8+ bcose.

Multipliziert man die erste Gleichung mit @, die zweite mit
— b, die dritte mit — ¢ und addiert alle drei Gleichungen, so er-
hilt man
a? — 6% — c?=—2 bccosy, oder
a?=0b2+¢c2—20b¢c cosy.
HeB, Trigonometrie. 2. Aufl. 6
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Multipliziert man dagegen die zweite der Gleichungen (3)
mit 6, die erste mit —a und die letzte mit — ¢, so erhiilt man
— a4 6*— c*=—2accos §, oder
b>=a*4c?—2accosf.

Entsprechend findet man
?=a>+b*—2abcosy.

Diese drei letzten fettgedruckten Gleichungen driicken den
Kosinussatz aus: Das Quadrat einer Seite ist gleich der
Summe der Quadrate der beiden andern Seiten vermindert
um das doppelte Produkt dieser Seiten und dem Kosinus des
von ihnen eingeschlossenen Winkels. (Kosinussatz.)

Man merke sich: Steht links im Kosinussatz a2 so schliefit
die rechte Seite mit cos c.

Andere Ableitung des Kosinussatzes: Die Katheten des
rechtwinkligen Dreiecks rechts in der Fig. 79 sind dsiny und
a—bcosy. Somit ist

¢? = (bsiny)® + (@ — b cos y)%

Entwickelt man die rechte Seite und vereinfacht, so erhilt
man die dritte der oben fettgedruckten Gleichungen.

‘Wie man den Sinus- und den Kosinussatz bei der Berechnung
beliebiger Dreiecke verwerten kann, zeigen die Beispiele des folgenden
Paragraphen.

Der Inhalt des Kosinussatzes ist durch den allgemeinen pytha-
goreischen Lehrsatz schon von Euklid gegeben. Eine erste For-
mulierung im heutigen Sinne stammt von dem franzdsischen Hofrate
Vieta (1540--1603, Paris). Er ist auch der eigentliche Begriinder
der Goniometrie.

§ 11. Beispiele zum Sinus- und Kosinussatz.

Wir halten uns immer an die Bezeichnungen der Fig. 79.
Die Gegenwinkel der Seiten a, 6, ¢ sind die Winkel «, 8, y. Sind
in einem beliebigen Dreieck drei voneinander unabhingige Stiicke
gegeben, so kann man die fehlenden Seiten oder Winkel mit Hilfe
des Sinus- oder Kosinussatzes berechnen. Es handelt sich dabei
um die folgenden vier Aufgaben:
1. Aufgabe. Von einem Dreieck kennt man eine Seite a und

zwei Winkel # und y. Man berechne die iibrigen Stiicke.
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Lésung. Der dritte Winkel wird gefunden aus
«=180—(8+7).

Die Seiten werden mit Hilfe des Sinussatzes berechnet:

a . sin
Aus b:a=sin B:sin e folgt b =—; g
sin &
a .sin
Aus ¢:a = sin y:sin e folgt c=2207,
sin &

b 2 gin 4. si
Der Inhalt ist J:isina=a_.s1nﬂ Siny.

2 2 sin &
Beispiele.
Gegeben: ’ Berechnet:
a 8 Y b ¢ J

1. 36 cm 720 550 4287cm 36,92cm 6321 cm?
2. 18 37040°  49°10° 11,02 , 1364 , 75,01 ,
3. 24 , 530 104° 49,06 , 59,60 1418
4.245 m 680 35/ 79012 | 4278 m 4514 m 51480 m?
5.432,80 m 78°39'40" 36°51‘50“ | 470,3 287,7 60960 ,,

2, Aufgabe. Von einem Dreieck kennt man zwei Seiter  und &

(a>b) und den Gegenwinkel « der gréferen Seite. Be-
rechne die iibrigen Stiicke.

Losung. B wird mit Hilfe des Sinussatzes berechnet:
bsi
sin B:sin ¢ = b:a; daher ist sin 8= —SI;—a-
Ist @ bekannt, so folgt y=180—(a+ ).
Die dritte Seite findet man mit dem Sinussatz.
asi
Aus c¢:a =siny : sin ¢ folgt c=2200,
sin o
Die dritte Seite kann auch aus
c=acosfB+bcosa

berechnet werden.

Beispiele.
Gegeben: Berechnet:
a b o B y ¢
1. 50 cm 20 ¢cm 70° 220 5 870 55! 53,17 cm
2. 36 , 28 270 30/ 2103 131027 5844
3. 20 , 8 , 1170 200 53 420 7/ 15,05
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§ 11. Beispiele zum Sinus- und Kosinussatz.

Ist statt des Gegenwinkels der groBern Seite der Gegenwinkel
der kleinern Seite gegeben, so konnen unter Umstinden zwei ver-
schiedene Dreiecke zu den gegebenen Stiicken gehdren. Aus sin ¢ =

a_szﬁs’ folgen zwei Winkel ¢, und &, zwischen O und 180° wobei
natiirlich jedes « grofer als g sein muB, weil @ > b ist.
Beispiele.
Gegeben: Berechnet:
a b B o y c

o= 749375 y,= 659225 ¢,=14,14 cm

400 1 1
0;=106022'6 y,= 349375 ¢,= 884 ,
ay= 25043' y, —144017" ¢ =20,18 ,

0
215 6 10 { 0, =164017  y,= 15943 ;= 937 ,
Man zeichne die beiden Dreiecke aus a, b, 8.

Es kann auch moglich sein, daB zu den gegebenen Stiicken nur
ein oder gar kein Dreieck gehort. Das erste ist der Fall, wenn in

sin ¢ = —a'—sbl}lﬁ die rechte Seite gerade den Wert 1 hat; « ist dann

900. Wird dagegen asin g:b griosser als 1, so kann man keinen
Winkel ¢ bestimmen. Man zeichne und berechne die iibrigen Stiicke-

eines Dreiecks aus.

1. a=15 cm, b=6 cm, B =23035"

2.a=15 , b=6 , 8 = 400,
Aufgabe. Von einem Dreieck kennt man zwei Seiten ¢ und 4
und den von ihnen eingeschlossenen Winkel y. Man be-

rechne die iibrigen Stiicke.

Liosung. Nach dem Kosinussatz ist die dritte Seite

c=ya*+b>—2abcosy.

Die Winkel o« und g konnen mit dem Sinussatz berechnet
werden. Man kann ¢ und @ auch unmittelbar aus a, b, y finden.
Man ziehe in einem Dreieck die Héhe auf & bezw. a; man wird
an Hand einer Figur leicht die Richtigkeit der folgenden
Gleichungen bestitigen konnen.

a sin b sin
tge= b—acz)’sy und tg §= a——bc();sy '

Fiir die Berechnung des Inhaltes, sieche § 6. Aufgabe 6.
Eine andere sehr einfache Berechnung der Winkel lehrt Auf-
gabe 4. § 15.



5

Halbwinkelsatz. 8H

Beispiele.
Gegeben: Berechnet:
a b y ¢ o 3
1. 10 8 700 | 10,45 6401/ 459 59’
2. 5 8 650 7,43 37035 77025/
3. 7 11 600 9,64 38057 8103/
4. 8 10 1200 | 15,62 269 20’ 330 40

Aufgabe. Man kennt die drei Seiten, man sucht die drei
Winkel eines Dreiecks.

Lisung: Alle drei Winkel konnen mit Hilfe des Kosinus-
satzes berechnet werden; so findet man z. B. aus

a? 4+ b2 — 2
?=a’+ 02— 2abcosy den Wert cosy=~%— .
Die Summe der drei berechneten Winkel muff 1809 betragen.
Beispiele.
Gegeben: Berechnet:

a b ¢ o B y
1. 4 13 15 149 15 5308’ 112037
2. 8 7 6 750313 579546 469341
3. 2 5 4 | 22020 108013’ 49027
4. 38 15 47 | 45924 16919’ 118017
5. b 7 9 | 33034/ 50042/ 950 44/
6. 3 7 8 | 21047 60° 98013/
7. 5 7 8 | 38013 60° 81047

Sind die Seiten durch mehrstellige Zahlen gegeben, so wird man
mit Vorteil ,Quadrattafeln verwenden. — Eine zweite Losung dieser

Aufgabe, die namentlich fiir logarithmische Rechnung bequemer ist,
zeigt die folgende Aufgabe.

Der Halbwinkelsatz. Die Winkel eines Dreiecks lassen sich aus
den drei Seiten auch noch auf
eine andere Weise berechnen. Ist
M (siehe Fig. 82) der Mittelpunkt
des einbeschriebenen Kreises, so
sind die von M nach den Ecken
gehenden Linien die Winkel-
halbierenden. Die Abschnitte x,
Y, % auf den Seiten haben die
Lingens—a, s—b, s—c¢, wos
den halben Dreiecksumfang be-
deutet; denn
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2@+y+3 =a+b+c=2s, somit
x4y + % =s; nach der Figur ist
¥+ 3 =a. Durch Subtraktion erhdlt man

& =35 — a. Entsprechend ergibt sich

y=s—0b
j=s—ec¢.
Ferner ist der Inhalt J des Dreiecks gegeben durch
_a b c N atb+c o s
j__? -r+7 ~r+?'r-r-—2~——_rs, somit ist
= .
s
Der Inhalt J ist gegeben durch y/s(s — @) (s — &) (s — ¢) ; daher
. 4/ s—a)s—b(s—¢)
t r= .
s V-
Aus dem schraffierten Dreieck folgt nun
s_7.
tg 2 - y )

Setzt man fiir # und y, die oben berechneten Werte ein, so erhilt man

tg%= < =\/E:L>(5_tc)

s(s—2b8)
Entsprechend tg%=s—:7=\/£_:(?£s—a_)c) N ¢
yr__r _ s—a)(s—b)
tg2_s—c'— Ls(s)i,;)

Die Formeln (1) fiihren den Namen ,Halbwinkelsatz“. Das Vor-
zeichen der Quadratwurzeln ist immer positiv zu wéahlen, weil die

Winkel %, g, % immer kleiner als 90° und daher die Tangens-

werte immer positiv sind.

Beispiel.
o, af 4,356 m r=\/(s—a)(s—b)(5—€) tg LT .
b= 5673 , s ’ 2 s—a
geben: c= 7,239
L= 689 v llog(s—a)=0,63124 I
25 = 17,268 log (s — ) = 0,47144 IT
__S= 8634 log(s — ¢)=0,14457 =
s—a= 4278 Summe = 1,24725
s—b= 2961 log s = 0,93ﬁ
s—c= 13% 2 log # = 0,31104
Probe: s= 8,634 log » = 0,15552 v




rechnet:

Probe:

Be-

Kriftezerlegung. 87
% = 1802926 log tg % = 952428 — 10| IV—~TI
% = 25047 15" | logtg 1251 = 9,68408 - 10| IV —1II
—g— =4504319"| log tg % = 0,01095 IV —III
Summe = 90Y -

6. Zwei Seiten @ und b eines Parallelogramms schlieBen miteinander

einen Winkel « ein. Berechne die Diagonalen ¢ und f.

»

Gegeben: i Berechnet:
a b o e Vi
1. 8cm 6 cm 40° 5,14 cm 13,17 em
2. 13 7T, 50° 10,05 |, 18,30
3. 16 1, 1100 ’ 2275 16,63
4. 18 12 60° | 1587 , 26,15

. Zwei Krafte P, und P, wirken unter einem Winkel ¢ auf einen
materiellen Punkt 4 (Fig. 83). Bestimme die Resultierende R durch
Rechnung "und Zeichnung. Berechne den Winkel x zwischen R und P,.

Aus Fig. 83 folgt: c
R=\ P2+ P?F 2P, P,cosua. A w0’ | g
Beachte: cos (180 — ) = — cos ¢! |§N

Dies folgt aus dem Kosinussatz A S _Aa
oder durch Anwendung des pythago- ke A > B cos x
reischen Lehrsatzes auf das Dreieck Fig. 8.

ABC. Der Winkel x wird durch
den Sinussatz oder wieder aus dem Dreieck 4 B C gefunden.

P,sin o

sinx :sin (180 — &) = P,: R oder sinx:-—r,

P, sin o
P, 4+ Pcosa’

Was wird aus diesen Resultaten fiir ¢ = 90°; « = 1809?

tgx =

Beispiele.
1. P,= 20kg; P,= 12kg; a= 40° R= 30,2 kg; x= 14°48'
2.P= 60 , P,=100 , «= 45° R=1486 , x= 28025
3. P,=250 , P,=400 , o=144°20"; R=245 , a=107°49
4. Pb= 80 , P,= 50 , «=120% R= 170 , x= 33930
5.P= 70 ,, Py,= 20 , «=150° R= 53,62, x= 10°45'



88

8.

10.

11.

§ 11. Beispiele zum Sinus- und Kosinussatz.

Eine Kraft R =100 kg soll in zwei Komponenten
P,, P, zerlegt werden, von denen die eine mit R

einen Winkel ¢ = 509, die andere einen Winkel £ %
= 20° einschlieBt. (Fig. 84.)
Ergebnisse: P, = 36,4; P, = 81,5 kg. “p
1
Fig. 84.

Weitere Beispiele:
FirR= 10kg; «=50°  g=70° wird P,=10,85; P,= 8,85 kg
s R= 16 , «=34°30'; g=80° , P,=1%3; P,= 9,96 ,
» R=120 , a=44°15; g=29°5 | P,=60,89; P,=874

”

Drei in einem Punkte angreifende Krifte P, =40 kg; P, =50 kg;
P, =— 60 kg halten sich das Gleichgewicht; welche Winkel schliefen
ihre Richtungslinien miteinander ein? Das zugehdrige Kriftedreieck
ist geschlossen.

Ergebnisse: Winkel (P, P;) = 124° 14/

s (Py Py) =138° 35

s (PyP)= 97°11

Summe = 360°.

Die nimliche Aufgabe fiir P, =70 kg, P, =30 kg, P; =55 kg.

Ergebnisse: Winkel P, P, — 131° 21

s P, P;=15b°50

s Py Py= 12049

In einer de Laval-Dampfturbine trete der Dampfstrahl aus der
Diise (4B) unter einem Winkel ¢ =20° mit einer absoluten Ge-
schwindigkeit ¢ = 1100 m/sec auf das Schaufelrad (4 C). Der Schaufel-
winkel g mift 31° Wie groB ist

die Umfangsgeschwindigkeit # des }

Rades? # ist die dritte Seite im Ge- /f///

schwindigkeitsdreieck, dessen andere Z T

Seiten die absolute Geschwindigkeit ¢

und die relative Geschwindigkeit w

lings der Schaufel sind (Fig. 85). 22
Mit Hilfe des Sinussatzes oder c

graphisch findet man Fig. 85.

% = 407 m/sec.

Berechne fiir die drei ersten Beispiele in Aufgabe 2 dieses Paragraphen
aus ¢ und ¢ den Durchmesser 4 des dem Drejeck umschriebenen
Kreises.

Ergebnisse: 1. 53,21 cm, 2. 77,98 cm, 3. 22,45 cm.
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12, Der Inbalt eines Dreiecks ist /= g2~b- sin ; ferner ist ¢:siny=4d

=27 = dem Durchmesser des dem Dreieck umschriebenen Kreises.
Leite hieraus ab:

__abe
=%y
13. Es seien @ und b die Seiten, ¢ und f die Diagonalen eines Parallelo-
gramms. Beweise:
2@+o)=e+ . . . . . ...

Anleitung: ¢ und f mogen sich unter dem Winkel o schneiden;
sie zerlegen das Parallelogramm in vier Dreiecke. Wende auf zwei
nebeneinander liegende Dreiecke den Kosinussatz an. —

‘Was wird aus (1), wenn das Parallelogramm ein Quadrat oder ein
Rhombus oder ein Rechteck ist?

14, Beweise: Sind a, b, ¢ die Seiten eines Dreiecks und ist mz4 die Ver-
bindungslinie des Mittelpunktes der Seite @ mit der gegeniiberliegenden
Ecke des Dreiecks, so kann 74 berechnet werden aus

@ma)? =20 c?) —a’
Anleitung: Ergiénze das Dreieck zu einem Parallelogramm mit den
Seiten & und ¢ und der Diagonale a und beachte Aufgabe 13.
15. Beweise: Sind ¢ und f die Diagonalen eines beliebigen Vierecks,

und schneiden sie sich unter einem Winkel &, so ist der Imhalt des
Vierecks gegeben durch
J="

=»2—sin o.
Anleitung: Ziehe durch die Ecken des Vierecks Parallele zu den
Diagonalen. Der Inhalt des Vierecks ist die Hilfte vom Inhalt des
entstandenen Parallelogramms.

16. Die Strecke der Winkelhalbierenden zwischen einer Dreiecksecke
und der gegeniiberliegenden Seite a sei mit we bezeichnet. Beweise:

csing  bsiny

. o . o

sin (»2— + ﬂ) sin (? + y)

17. Im Gelinde sei eine Basis (Standlinie) 4 B = 200 m gemessen worden.
C ist ein dritter Punkt im Gelinde, der von A B etwa durch einen
Fluf§ getrennt sein moge. Durch WinkelmeBinstrumente hat man die

Winkel CAB = « und C B A = 8 ermittelt. Es sei « = 75%; g =419,
Wie lang sind die Strecken 4 C und B C?

Ergebnisse: AC =146 m; BC =214,9 m.

W =—
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Bei den sogenannten ,Triangulationen“ in der Landesvermessung
werden von einer gegebenen, tat-
sdchlich gemessenen Basis a aus
(Fig. 86) die iibrigen Seiten der
Dreiecke berechnet. Zur Be-
rechnung ist nur noch die Messung
der Winkel erforderlich. In Fig. 86
konnen aus a und den Winkeln
alle Seiten und Diagonalen des Vielecks berechnet werden.

Fig. 86.

18. Drei Kreise mit den Radien 7, = 8 c¢cm, #, = 7 cm, #, = 6 cm beriihren
sich gegenseitig von auBen, welche Winkel schlieSen die drei Mittel-
punktslinien miteinander ein?

Ergebnisse: 5308/, 59029/, 670 23",

19. Die Mittelpunkte zweier Kreise mit den Radien » = 13 cm, K = 14 cm
sind 15 cm vonejnander entfernt. Wie lang ist die gemeinsame Sehne?
Wie grof ist das gemeinsame Flichenstiick? (Benutze zur Losung
die Resultate der vorhergehenden Aufgabe.)

Ergebnisse: s =224 cm, J=189,2 cm?.

20. Ziehe durch den Mittelpunkt eines Kreises & von 4 cm Radius zwei
aufeinander senkrecht stehende gerade Linien g und e. Durch 4 gleich
groBe Kreise von je 2 cm Radius, deren Mittelpunkte 5 cm vom Mittel-
punkte des Kreises 2 auf g und ¢ liegen, werden von %2 gewisse
Flichenstiicke abgeschnitten. Berechne den Inhalt der Restfliche des
Kreises £ (41,91 cm?)

21. Zeichne die Fig. 87 nach den eingeschriebenen Mafen (mm) und be-
rechne ihren Inhalt und Umfang.

Anleitung.  Der Mittelpunkt

eines Kreises von 125 mm Radius

25 bestimmt mit den Mittelpunkten

& " der Kreise von 15 und 25 mm Radius
ein Dreieck. Bestimme aus den
Seiten die Winkel des Dreiecks u.s.f.

Fig. 87. (J=4764 em?; U= 26,97 cm.)

22. Die Achsen zweier Kegelrider schneiden sich unter einem Winkel .
Fiir die Konstruktion der Réder ist die Kenntnis der sogenannten
Ersatzradien R, und R, von Wichtigkeit. Die Ersatzradien sind die
Mantellinien von Kegelflichen, deren Erzeugende auf den Mantellinien
der Grundkegel mit den Radien 7, und 7, senkrecht stehen. Man
berechne R, und R, aus den GrioSen #,, #, und .
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In der zweiten Figur sind die fiir die Berechnung notwendigen
Linien nochmals besonders gezeichnet. Das Viereck O ABC ist ein

Fig. 88. Fig. 89.

Kreisviereck. Daraus folgt die Gleichheit der gleichbezeichneten Winkel.
A\ ACD ist dhnlich A\ BCE; daraus folgt die Proportion: R,:7,
=a:AD. Nun ist:

a=vr2t+r2t+2r r,cose und 4D =r, 1+ 7, cos «; daher ist:

7,
R,= Tﬁf&ﬁ Vr2+72+27 7, cos e. Entsprechend findet man:
R = _h ‘/r1%+rgﬂ+2r1rgcosoc.

¥, + 7, cos &

Man kann in diese Formeln leicht die Zihnezahlen 3, und 3, ein-
fithren. Unter Teilung # eines Zahnrades versteht man den Abstand
von Zahnmitte zu Zahnmitte auf dem Bogen des Teilkreises gemessen.

Bedeutet 3 die Zdhnezahl, dann ist

Umfang =2nr=3%./=7Z4dhnezahl X Teilung.

Man wéhlt die Teilung gewdhnlich als ein Vielfaches von =» und

nennt den Faktor von 7 den Modul. Daraus ergibt sich:
Durchmesser des Teilkreises = Modul X Zahnezahl = M . 3.
Setzt man in die Formeln an die Stelle von

M3
2

und vereinfacht, so erhdlt man fiir R, und R, die Werte:

Ro—y Yo'+ +2ancose
bt acosa

. Vit + 255008 .
i o T

Siehe Bach, Maschinenelemente, 10 Aufl, S, 332.

7, den Wert

und fiir #, den Ausdruck %

b

Ry=r,
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Stehen die Achsen aufeinander senkrecht, ist also &« = 909, so wird

2 2 _____
Romr VB T8 _ 1 5oy
2 %
[22 2
szrz"al'—l-ﬁz =12_\/"12+'22-

b £

Diese letztern Gleichungen lassen sich direkt aus der entsprechenden
Figur (siche § 6, Aufgabe 8) ohne Hilfe der Trigonometrie ableiten.
Beispiel. Das eine Rad mache 50, das andere 100 Umdrehungen
pro Minute. Teilung = 10. 7, 3, = 40, 3, = 20, d; = 400, d, = 200 mm
oder », = 200 und 7, = 100 mm. ¢« =45°,
Ergebnisse: R, = 231,8 mm,

R,=1083 , .
Fiir ¢ =900 wird R, =447,2 mm und
R,=1118 .

23. Die Zweikreiskurve.!) Es soll die Sehne AB der Fig. 90 durch
eine Kurve, die sich aus
zwei tangential in ein-
ander iibergehenden
Kreisbogen zusammen-
setzt, iitberspannt werden
und zwar soll der eine
Kreis in B die Tan-
gente @, der andere in
A die Tangente b be-
rithren. Soll der Uber-
gang der Kreishogen
moglichst sanft sein,
so ist die Konstruk-
tion der Mittel-
punkte M, und M,
die folgende: Ziehe die
Winkelhalbierenden
BD und AD; damm
DM\M, | AB; AM,
1 CAuwd BM, | BC.
M, und M, sind die
Mittelpunkte der ge-
Fig. 90. suchten Kreise, )

1) ,Die #sthetische Kreisbogenkurve.“ Von C. Herbst, Dipl. Ing.
in Dortmund. Zeitschrift fiir Math. und Physik. 8. 72—73, Bd. 58, 1910.
2) D fehlt in der Figur. D liegt senkrecht fiber E.
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Begriindung: < DBM, = < BDM2=90-—%; &£ DAM, =
o

£ ADM, =90 — 3

Wir wollen die Radien #, und 7, der Kreise aunch be-
rechnen. Es sei 4B =c.

(A ABD) AD:c=sin ig:sin%;
csin-g

(ANADM,) AD =2rl.sin£, somit ist », =

Zsin—g- sin%
(A ABD) BD:c:sin—g—:sin%;
.o«
: ¢ - sin—
(ABDM, BD =2r2.sin§, somit ist 7, = __z
2sin§- sin—g—

Besondere Fille:
1. y=909; dann ist # =90 — ¢ und

¢ sin (45 — %) ¢sin =

2
n=—-"""""-""; vy, =

o . 0 . a)
\/2.8111? \/?.Sln(élf)———z—)

2. y=1800; dann ist ,9:180—0:;—‘2—:90——% und

¢ o 4 o
r1=-?ctg§ rzzg.tg_é_.

Zeichne die entsprechenden Figuren.

Begriinde die folgende zweite Konstruktion der Mittel-
punkte: Mache BF=BC—AC=a—b uwd EF=FEA; ziche
EM M, | AB.

Anleitung: Ist s=~q—+;i_—c, damn ist £E4 =s — a; BE=

s —b, somit BF =a—b5. D ist der Mittelpunkt des Inkreises des
Dreiecks ABC.

Zahlenbeispiel: Fir ¢ =10 cm; 8=30° und ¢ =1. 459, 2. 609,
3. 1509 werden 1. », = 5,55, r, = 12,14 cm; 2. », = 3,66, », = 13,66 cm;
3. r,= 1,34, », = 18,66 cm.
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§ 12. Funktionen der Summe und der Differenz
zweier Winkel.

Nachdem wir in den vorhergehenden Paragraphen einige Siitze
der Trigonometrie kennen gelernt haben, Sitze, die zum Be-
rechnen der Stiicke eines Dreiecks gebraucht werden kionnen, wollen
wir in diesem und den folgenden Paragraphen einige Formeln der
Goniometrie, der Lehre von den Beziehungen der Winkel-
funktionen untereinander, entwickeln. Insbesondere soll in diesem
Paragraphen gezeigt werden, wie die goniometrischen Funktionen
der Summe oder Differenz zweier Winkel aus den goniometrischen
Funktionen dieser Winkel berechnet werden konnen.

In den beiden Figuren 91 und 92 ist um den Scheitel des
‘Winkels (« - £) der Einheitskreis geschlagen, und zwar ist in der
Figur ilinks a4+ £<90° und in der Figur rechts « -+ 8> 909,
aber ¢ und B3.je kleiner als 90° angenommen. Man beachte zu-
nichst nur Fig. 91. Aus ihr folgt:

sin(e+)=AE=ED-+DA.

Nun ist

ED=FEC.cose und EC=sin g, somit £D = cos e sin 3.
Ebenso ist
DA=BC=0Csine und OC = cos g, also D A = sin & cos g,
daher sin (¢ + f) =sinccos §+cosasing . . . (1)

Aus der gleichen Figur folgt:
cos(e+ 8 =0A=0B—AB=0B—DC,
OB=0C.cosa=cosf.cos e,
DC=EC.sine=sindsin«
und somit
cos(e+ f)=cosacos §—sinasing . . . (2)
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Diese Formeln konnen auch aus der Fig. 92 abgeleitet werden.
In der Ableitung kommt nur eine kleine Verschiedenheit in den Vor-
zeichen vor, die Resultate werden genau gleich. Solange « und £
spitze Winkel sind, haben daher die Formeln (1) und (2) Giiltig-
keit; sie gelten aber ganz allgemein fiir beliebige Winkel
o und B.

Vergrofiert man einen Winkel, z. B. 2 um 909 so da8
£'=90+ g, dann ist

sin(e¢+ 8)=sin(90+ a4 ) =cos(a+ B =
== cos & co8 £ — sin a sin £ [nach (2)].
cos(a+p)=cos(0+a+ ) =—sin(e+p) =

= — sin & cos B — cos & sin B [nach (1)].

Nun ist

cos B = sin (90 4 B) = sin B*

sin = — cos (90 + 3) = — cos &,
daher sin (e + B) = sin « cos £ + cos e sin B
und cos (@ + £‘) = cos @ cos f' — sin e sin 8.

Das sind aber genau die Formeln (1) und (2). Gelten also
die Formeln fiir die Summe zwejer spitzer Winkel, dann haben sie
auch Giiltigkeit, wenn ein Winkel um 90° vergrofiert wird, somit
gelten sie auch fiir jede wiederholte Vergrofierung des einen oder
anderen Winkels, d. h. sie gelten allgemein.

Die Formeln fiir die Differenz zweier Winkel kénnen eben-
falls an Hand von Figuren abgeleitet werden. Einfacher gelangt
man jedoch folgendermafien ans Ziel.

Es ist
a—f=ea+(—p),

daher
sin (¢ — B) = sin [@ 1+ (— B)] = sin @ cos (— £) + cos e sin (— £) [nach (1)].
Da aber sin (— ) =—sin g
und cos (— B)=cos §
ist, erhalten wir

sin(¢—p)=sinecos g —cosasing . . . (3)

Analog findet man
cos(a—p)=cosacos f+sinesing . . . 4
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Man beachte, daf in den Formeln fiir sin (¢ -+ ) rechts immer
zwei verschiedene Fdnktionen, bei (cos o 4 3) aber zwei gleiche
Funktionen miteinander multipliziert werden. Diese Formeln (3)
und (4) haben selbstverstindlich ebenfalls allgemeine Giiltigkeit, da
sie ja aus den allgemein giiltigen Formeln (1) und (2) hergeleitet
wurden. Die Allgemeingiiltigkeit erstreckt sich auch auf die folgenden
Formeln, zu deren Herleitung wir die Formeln 1-—4 benutzen.

sin (¢ ) _sinacos f+cosasin g

t’g'(‘)‘"}"?)zcosm—}-p’)_—cosoccosp’—sinoc sin 8

Dividiert man Zahler und Nenner durch cos e cos 8, so erhilt man

tg o+t
tg(a—}-ﬂ):lfzga.%gﬂﬂ'

Analog findet man (5)
_ tgoa—tgp
O —A={Tiga.tgp
Auf ganz &dhnliche Art konnte man die, allerdings weniger

benutzten, Formeln ableiten:
_ctge.ctgf—1
otg (o + ) = ctg £+ ctg e

ctga.ctgf4+1

und ctg (¢ — B) = otg f— otg &

§ 13. Funktionen der doppelten und halben Winkel.

Setzt man in den Formeln des vorhergehenden Paragraphen
an die Stelle von £ den Wert & bezw. fir ¢ und £ je g—, 80
erhédlt man:

sin<i+i)_- _
sin (¢ 4+ &) =sin 2 = 2 g )T SRe=

= sin « cos & + cos & sin ¢, .« o ¢ . «o
== 81N | CO0S 55— COS ——SIn ——
5 008~ cos 5 sin o
. . . .« o
sin 2 = 2 sin & cos ¢, ) sma=2sm?cos?;

a o«
cos 2 = cos (¢ + &) = cosa:wS(T—i—_Z_):
= ¢os ¢ ¢0s o — sin « sin «, o o L a . o
ZCOS?COS?—SIH—Q"SIHT;
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cos 2o =cos%a —sin?a, ®) cOSa=0032%—sin2%;
2 tg%

) 3) tgo=—-

o

1— tg2§

2tg o
1—tg?a

tg2a=

Durch Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen:

1=cos’a +sin? e, 1= cos2 + sin? 2 ;
cos 2 ¢ = cos? @ — sin ¢, cos o = cosz—gi—sin‘zy;
erhélt man:
14 cos2a=2cos?e, 1—{—0050::2003'2—5—;
(4)
1—cos2a=2sin?aq, 1——005¢x=25in2%;
oder
cos:x=i\/1_tM cos—a—=i\/w.
2 2 2’
U (:]] w .
Sina:i\/l—cosza sin—:i\/l_cos“.
2 2 2
Durch Division dieser Gleichungen erhélt man:
tga_+\/1—0032a __+\/1—cosoe'
14+ cos2a’ 1+ cose

Diese Formeln zeigen, wie man die goniometrischen Funktionen
des doppelten Winkels oder des halben Winkels durch die des
‘Winkels selbst berechnen kann.

§ 14. Ubungen zu den beiden vorhergehenden
Paragraphen.

1. Setze in den Formeln (1) bis (5) des § 12 fiir ¢ und g irgend zwei
Winkel und priife die Richtigkeit durch Ausrechnen, Ist z. B.
sin 259, cos 500 4 cos 25° sin 500 = sin 759?

2. Leite aus den Formeln (1) bis (4), § 12, die entsprechenden Formeln
des § 8 ab, z. B sin (90 4 &) = cos .

3. Beweise nach § 12 die Richtigkeit der Formeln
HeB, Trigonometrie. 2. Aufl. 7
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14tge ct; 1
a) tg(45+a)=%%“—=ctg(45—a)= ctigfl,

_ctga—1 gy l1—tga
b) ctg(45+a)—+ctga+1 = tg (45 a)_*l-i-tga ,
¢) sin (e + B).sin (¢ — B) = sin? & — sin? g = cos? B — cos?® ¢,
d) cos (e~ B) . cos (& — B) = cos? & — sin? g = cos? g — sin® g,

e) tgoc—{-ctgoc:m; tgo—ctgoa=—2ctg 2 a.

4. Berechne aus & = a(cos « +- cos 8) und
Y =a(sin « —sin «) den Ausdruck ya® 4 32
Ergebnis: ay/2 [1 4 cos (« 4 g)]

5. Beweise mit Hilfe der Formeln (1) und (4) in § 18 die Richtigkeit
der Formeln:

: o« 1—cose  sine
€9 T sha T 1-4cose’
« 14cose  sine
T e  I—ocosa’
cs2a  1—tgla

14cos2¢ 2

6. Zeige: Aus x=2a (1 —cose) und
h=2a sin¢ folgtx:htg%.

7. Bestimme a und & aus den Gleichungen
asinoe—bsing=0
acosatbeosp=G.

sin 8 sin ¢

" sin (o« + B)

Resultate: a =G - Sin (@ + 7)

; =
tg o

—_05 Lt
g3 =00 00 e

2

2 q1 .
OIS gt gleichwertig mit ;—g - 8in 2 e

9. —
g

10. Aus den Gleichungen
Asine=bsin g — csiny
Acos e =0bcosp—ccos y

folgt durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen
A2 =50*4 ¢2—2beccos (B — y).
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sin o + cos « tg

11. Zeige, daf ——————=— = tg (¢ -+ @) ist.

12.

13.

cos ¢ — sin e tg &

Beweise: sin 3 ¢ = 3 sin ¢« — 4 sin® «,
cos3 ¢ =4cos®a — 3 cos a.

Anleitung: sin 3 ¢ =sin (2 « + «).

Wird an der Beriithrungsstelle zweier Korper eine Kraft iibertragen,
so steht diese im allgemeinen schief zur Berithrungsnormalen. Man
zerlegt diese Kraft in zwei Komponenten, von denen die eine (V) in
die Richtung der Normalen fillt und die andere (R) dazu senkrecht
steht (Fig. 93). Diese letzte Komponente heift die Reibung. Die

Fig. 93. Fig. 94.

Reibung ist erfahrungsgemif ziemlich genau proportional dem Normal-
druck NV zwischen den Korpern. Man setzt daher

R=uy.N. . . . . . . ... @1
Der Zahlenfaktor u wird Reibungskoeffizient genannt.

Die Figur zeigt, daf
R=N.tgo . . . . . . . .. @®

ist, wo ¢ den Winkel zwischen P und NV bedeutet. ¢ heifit der
Reibungswinkel. Aus (1) und (2) folgt

u=tgo . . . . . . .. .. @

Jedem Reibungskoeffizienten u ist also ein Reibungs-
winkel ¢ zugeordnet, dessen Tangens gleich g ist. Die
Reibungskoeffizienten werden durch Versuche bestimmt. Die Reibung
ist immer der Bewegungsrichtung entgegengesetzt.
(Fig. 94.)

7*
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14. Eine Last von G kg soll lings einer horizontalen Ebene durch

15.

eine Zugkraft P bewegt werden. Wie gro8 muf die Kraft P
mindestens sein, wenn ihre Richtung mit der Horizontalen den
Winkel ¢« einschlieBt? (Fig. 95.)

Fig. 95. Fig. 96.

Die auf den Korper wirkenden Krifte sind das Gewicht G, die
Zugkraft P und die Resultierende S aus dem Normaldruck und der
Reibung. Nach § 9, Abschnitt b mu8 sowohl die Summe aller hori-
zontalen als auch der vertikalen Komponenten gleich O sein. Das ergibt

P.cosa— Ssing=0
P.sine+ Scos o =G.
Durch Elimination von S erhdlt man
p=_Gsme g

cos (et — 9)
Entwickelt man cos (¢« — @) und beriicksichtigt, daB tg ¢ = u ist, so
kann man (1) auch die Form geben :
—_ G
T cosetusing

@)

Beachte, da§ (1) den kleinsten Wert von P liefert, wenn ¢ = g ist.
Beispiel: Ist G = 200 kg und x=0,2, so wird
fiir o =00 119 19" 300 500 700
, P=40 39,2 414 50,3 755 kg.

Auf einer schiefen Ebene (Fig. 96) mit dem Neigungswinkel g soll
ein Korper vom Gewichte G aufwirts bewegt werden. Wie grof ist
die erforderliche Kraft P unter Beriicksichtigung der auftretenden
Reibung?

Die Krifte sind wieder P, (-, S. Die Zerlegung in horizontale
und vertikale Komponenten- gibt die Gleichgewichtsbedingungen:

Pcos (¢ + )= Ssin (B + o)
Psin (a4 8)+ Scos (6 + 9) = G.
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Elimination von S liefert:

P:G_sin(ﬂ-}-@):G.sin,5’+;¢c0sﬂ T

cos (ot — o) cos o + p sin «

Fiir 8 =0 erhalten wir die Formeln (1) und (2) der vorhergehenden
Aufgabe. Wirkt die Kraft P horizontal, ist also ¢ =—g, so0
geht (1) fiber in

P=G.tgp+9o . . . . . . . . (2
Beispiel: Ist G =200 kg; u=0,2, §=35° so ist
fiir ¢ = 259 a=0° o =—235°
, P=1489 1475 209,4 kg.

Gegeben (Fig. 97) zwei konzentrische Kreise mit den Radien R und 7.
Man soll durch einen
beliebigen Punkt A4 des
grofen Kreises einen
Kreis ziehen, der den
grofen Kreis unter
dem vorgeschriebenen
Winkel «, den kleinen
unter dem Winkel 2
schneidet.  (Zentrifu-
galpumpen.)

1. Konstruktion.
Wir nehmen an, 4B
sei der gesuchte Kreis,
M, sein Mittelpunkt,
¢ sein Radius. Wir
verlingern 4 B bis C.
Die Dreiecke 4 BM, und BMC sind gleichschenklig; ferner ist
XM AM =« und <M, BM =g (Winkel mit paarweise aufein-
ander senkrecht stehenden Schenkeln). << B A4 M sei y; dann ist

Fig. 97.

u=180 —(w+y) (AAMC),
w=180— (¢« + g+ y), somit

#—=180 — 180+ (¢« + 3+ y) — 9, oder
u=ao-p.

Demnach findet man den Punkt B auf folgende Weise. Ziehe 4 M,
mache L AMC =u = a4 B. Man erhilt C. AC schneidet den
kleinen Kreis in B. Aus 4 und B und den Tangenten in 4 und B
it sich M, leicht ermitteln.
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2. Berechnung des Radius ¢.

Esist AB=2¢.cos(et4 %) (AABM),
AB=Rcosy+rcos(x+ g+ (A AMB), somit ist
2ocos(efy)=Resytreos(wat+p2+y) . . . . Q)
Nach dem Sinussatz folgt aus dem Dreieck 4 B M:
R:r=sin(a+pg+y):siny. . . . . )]

Unbekannt sind in (1) und (2) die GroBen y und ¢. Wir eliminieren .
Wir fassen « 4 £y in (1) und (2) als Summe der Winkel (« -+ B)
und y auf, und entwickeln nach den Formeln (1) und (2) in § 12;
dividieren die Gleichungen durch cosy, berechnen tgy aus (2) und
setzen den Wert in (1) ein, Die Entwicklung ist lehrreich. Man erhilt
R — o2
9:2(R cos @ — 7 cos §)

Zeichne zwei konzentrische Kreise von den Radien R = 10 cm;
r=4 cm und bestimme einen Kreis, fiir den 1. ¢« =30° g =309
2. «=35% p=20° 3. «a =45° und g =90° 4. «=p =200 ist.
Es kann vorkommen, daf C zwischen 4B zu liegen kommt. Be-
rechne fiir jedes Beispiel den Radius ¢ und priife die Richtigkeit der
Rechnung an der Zeichnung. Die beiden Beispiele in § 6, Aufgabe 52
konnen als Sonderfille des obigen Beispiels betrachtet und aus diesem
abgeleitet werden.

§ 15. Summen und Differenzen zweier gleicher
Funktionen.

Die in § 18 entwickelten Formeln bezogen sich auf Summen
und Differenzen von Win-
keln. Jetzt soll gezeigt
werden, wie man die
Summe oder Differenz
zweier gleicher Funk-
tionen umformen kann.
Von besonderer Wichtig-
keit sind die Formeln fiir
die Summe (Differenz)
zweier Sinus- oder zweier
Kosinusfunktionen.

In {Fig. 98 ist ein
Stiick des Einheitskreises
Fig. 98. gezeichnet, Es sei
LXFOC=g und <X FOH=a. Weil OH=r=1 ist, ist
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EH=sine; CF=sinf; OE=cosa; OF=cosp.
X COH=a—_.
Wir ziehen die Halbierungslinie OB dieses Winkels. In dem
Trapez FCHE ist
EFEH+FC=2.4B, oder
sina+sinﬂ=2.AB=2.0B.sina;—ﬂ;

a—f a—pf o
5 = ¢08 5 y somit ist

+ o« —
agﬂcos 2‘8 N i 1]
sine—sing=EH—FC=EH— EG=GH=
o

HC.cosg—_-zi_—é-—— 2.BH.cos—2——é’—;

OB=0H.cos

sin 4 sin §=2.sin

BH=OH.sina_ﬂ=sin a_ﬂ, somit ist

2 2

o— o+

2'8' 2’9. .. ®
cosa—{—cosﬂ:OE-i—OF:Z.OA=2,OBGOSEjﬁ=

2
=2.OCcosagﬂ-cosu;‘8

da OC=1
;ﬂcosa;ﬂ. . . (3

w8« —cos = 0E—OF = — EF=—GC=—HCsin*3 7 =

sin ¢ — sin £ = 2. sin cos

oder

o
€os & -+ ¢os 8 = 2 cos

=—2.BHsin“2<‘3;

B H = sin E‘_;jﬁ, somit ist

el I e o S 7

2 sin 2

Auch diese Formeln gelten allgemein, d. h. fiir irgend zwei
beliebige Winkel.

Um diese Formeln leicht im Gedédchtnis behalten zu kdnnen, achte
man zunichst auf den genau gleichen Bau der rechten Seiten; es sind iiberall

€os o — ¢os B == — 2 gin
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doppelte Produkte. Bei den Formeln (1) und (2) haben wir rechts je
zwei verschiedene, bei (3) und (4) zwei gleiche Funktionen.

Da eine Vertauschung der Glieder eine Summe nicht éndert, mu8
bei allen Formeln, welche die Summe zweier Funktionen enthilt, die halbe

. a—p . . . .
Differenz “—F in der Funktion Kosinus vorkommen. Der Kosinus des

2
—8
5

bei plus steht die Differenz bei Kosinus,

Winkels B—« ist ja der gleiche wie der von % Man merke sich:

2

bei minus bei Sinus.

Ubungen.
1. Setze in den Formeln 1—4 fiir 8 den Wert O und leite dadurch die
Formeln des § 13 ab. Zeichne auch die zugehirige Figur.
2. Leite die Eormeln 1-—4 auch auf folgende Art aus den Formeln 1—4
in § 12 ab.

sin (x + y) = sin & cos y - cos  sin y,
sin (x — y) =sinxcos y —cos a'sin y.  Addition liefert:

sin (x + ¥) 4 sin (x — ) = 2 sin 2 cos y.

Setzt man x4y =«
und y = t—ﬂ, somit

e+8
2 2

& —y =g, damn ist x =

sin ¢ 4- sin g = 2 sin £;_—écos; —a—;——‘g (Formel 1, oben.)

3. Beweise die Richtigkeit der folgenden Formeln:

tgo+tg = S;:S(Z jo_s‘? ] Anleitung: Ersetze
. sin (¢ — 19)
e —t8f= s cos B und bringe die Briiche

auf gemeinsamen
Nenner.

tga+tgp _ sin(e+p)
tgoe —tg g~ sm(tx—ﬂ)
sing—sing = a—g
cos ¢+ cos B g’
sinoc—i—sinp’__t a+g
cosetcsg e g !

sin & 4 sin 8

sin ¢ — sin B

} tg e durch S sw.
COS ¢t
|

CtB 0B _ et

o —é.
=tg— g 2 g = 2
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4. Tangenssatz. Sind « und g zwei Winkel eines Dreiecks, @ und &
die gegeniiberliegenden Seiten, so gilt die Beziehung:

a4 8
a-{—b_tg 2 )
T BT e—F oo
tg——z
Beweis: Nach dem Sinussatz ist
a _ sin o
b sing’

Durch korrespondierende Addition und Subtraktion folgt hieraus

a+b sine-+sing

a—b sine—sing ’

®

Die rechte Seite von (2) stimmt aber nach dem letzten Beispiel der
vorhergehenden Aufgabe mit der rechten Seite von (1) iiberein. Die
Beziehung (1) (Tangenssatz genannt) kann benutzt werden, wenn
aus zwei Seiten eines Dreiecks und dem von ihnen eingeschlossenen
‘Winkel die beiden andern Winkel berechnet werden sollen.

Beispiel: a=10 cm; b=8 cm; y="70°

Es ist a6 =18 Aus (1) folgt dann
@—b=2 “—F_ L io550—0,1587; also “F = 90 1.
o8 550 2 9 2
2 Demnach ist
2B _ gxo
2
L_;_ﬂ_— 01/
5 =901

Durch Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen erhilt
man ¢ = 64° 1’ und £ =45°59’. (Siehe § 11, 3. Aufgabe, Beispiel 1.)

5. Beweise: sin (30 + «) 4 sin (30 — &) = cos «,
c0s (30 + «) —cos (30 — @) = — sin o,
sin (45 4 &) — sin (45 — &) = /2 . sin
Asin(x+ o)+ Asin(x — «) = 2.4 cos . sin 2.

6. Beweise: sin «.cos g =1/, [sin (a4 ) 4 sin(x— B)],
cos ot . cos 8 =1/, . [cos (@ + B) 4 cos (@ — B)],
sin & . sin 2 =1/, [cos (¢ — B) — cos (¢« + B)].

Setze in allen Formeln « = 70°; #=50° und rechne sowohl die

linke als die rechte Seite jeder Formel auns. — Setze ¢ = g. — Setze
g=0.
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7. Multipliziert man die Gleichung
C=coso+cos2a-+tcosB3a--....-}cosna

- .o« .
mit 2 sin -, so erhdlt man
(13

2Csin%=2cosa.sin-g+2cos2a.sin%+...+2cosna.sin 3

Wendet man auf jedes Glied, rechts die Formel an:
2 cos x . sin y = sin (x + y) — sin (x — ¥), so erhilt man

. 1 P 1
sm(n-l—?)u—sm?

C=cosa+tcos2a+t...+cosnma=

. o
2 sin 5
In entsprechender Weise kann aus
S=sine+sin2«¢+sin3a4....+sinnea
durch Multiplikation mit 2 sin % und Anwendung der Formel

2
2sin x. sin y = cos (x — y) — cos (x4 ¥)

die Formel abgeleitet werden
(1 1
cos - — cos (n—l——2) o

S=sina+sin2«¢4...4sinna= —
2smE

8, In Fig. 99 ist ein Kettenrad gezeichnet. KEs bezeichnen: # die

Kettenteilung, & die Ketteneisenstirke, 3 die Zihnezahl. Aus diesen
drei GroBen ist der Durchmesser D = 2 # des Teilkreises zu berechnen.
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Losung: Nach der Figur ist
o
9

t—d=2r.sin % - Hieraus folgt:

t+d=2r.sin

t= r<sin%+sinﬁ) = 27r.sin aji—ﬂ - cos “—#

2 i
— r(sin® _sinf) = o8 =8
d_r(sm2 sm2>_2r.cos S
Nun ist a—]—ﬂ:g’%o, also ist
al ) 4 ———ﬂ. Demnach ist
t t a—pg
= = 27 cos ———
sina—ﬂ sin 20 4
4 [
d a . a—lg
= = 27.8in .
cosa—_ii—ﬂ congo 4

Durch Quadrieren und Addieren dieser beiden Gleichungen erhilt man

t 2 ad 2
oyl
sin — cos —
3 3
Zahlenbeispiele enthilt die folgende Tabelle:')
Ketteneisenstirke d=1. 6 mm 2. 8 mm 3. 16 mm 4. 20 mm
Innere Gliedlinge #= 18,5 ,, 225 48 62,5 ,,
Zshnezahl 3= 6 8 9 6
Teilkreisdurchmesser D = 72 mm 114 mm 275 mm 240 mm

9. Beziehungen zwischen Funktionen von drei Winkeln, deren Summe
180° betrdgt, also z. B. von Dreieckswinkeln. (Beachte § 9a,
Aufgabe 6.) Beweise:

a) sine 4sing4-siny = 4cos%cos%cos-§—-

Anleitung: sin y = sin (¢ 4- 8); entwickle sin & 4 sin g nach § 15,
Formel (1) und sin (¢ 4+ ) nach § 13, Formel (1).

b) sina—{—sinﬂ—siny:4sin%sin%cos-g~.

1) Welter, Elektrizitits- und Hebezeuge-Werke A.-G. in Céln-Zollstock.
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¢ cosa—{—cosﬂ-i—cos;/:4sin%sin§-sin%{—l.

d) cosoc—f-cosﬂ—cOSy:4cos%cos-‘§sin%—1.

e) tgattgpt+tgy=tga.tgp. tgy.
Anleitung: tg(«+p8) =—tgy. Formel fir tg(«+p) § 12,
Formel 5.

8 L2

“« s X _ B
f) ctg2 —i—ctg2 -|—ctg'2 = ctg 5 ctg

P ote .
5 ct;g'2

§ 16. Goniometrische Gleichungen.

Wer den folgenden § 17 verarbeitet, wird vorteilhaft diesen Para-
graphen erst nach § 17 studieren.

Zur Auflésung goniometrischer Gleichungen beachte man die folgende
Regel: Man formt die Gleichung um, bis sie nur eine Funktion des ge-
suchten Winkels enthélt (also z. B. nur sin , oder nur tg x usf.). Beachte
auch § 4, Aufgabe 4.

1. sin x4 cos?x = 1,09; x="7?
Anleitung: Setze cos®?x = 1 —sin?z, und 16se nach sin 2 auf.

x, =5%44'; x,=64°10'; x; =180 — x,; x, =180 — x,.

2. 3sin ¢ =4ctg a; o="?
Setze ctg « = C?Sa; sin? ¢ =1—cos®; es wird
sin &
o, = 57°39; o, = 302°21°,
3. cosx.ctgaxr=2; x="7?
Setze ctgx:cf)s x; cos?x =1—sin?x; es wird
sin &’ |
x, = 24928/, x, = 155° 32/,

4. sinx = 0,4 cos® x.
Setze cos?x =1 —sin?x; es wird
x, = 20°32'; x, = 159928,
5. 2(tgax-ctgax)="1.
Setze ctg x =1:tg « und lése nach tgx auf.
x, =12034'6; x,=252°34'5; ;=90 —x;; x, =180+ ;.
6. sin 22 = cos .
Losung: sin 22 = 2 sin & cos x;
2 sin & cos £ = cos x;
cosx (2sinx —1)=0.
Aus cos x = 0 folgt x, = 90°; x, = 270°.
» 2sinx—1=0 folgt x; = 30°; x, = 150°.
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sin 2 x = 2 cos .
x, == 90°; @, = 270°.
tg 20 =4sina. (Gesucht « zwischen 0 und 180°)
Driicke tg 2« und sin o durch tg « aus.
o, =0; o, =180 @«;=232°32'; ¢, =126°22'5,
sin (50 — x) = cos (50 4 x).
Entwickle links und rechts und 16se nach tg a auf.

x, = 135°; x, = 3159,
sin (50 — x) = cos (20 — ).
ax; = 150°; x, = 330°.

sin (x 4+ 109 4~ cos (x — 20%) = 1,2.
Setze cos ( — 20°) = sin (90° 4+ & — 209 = sin (x - 709).
Summe zweier Sinusfunktionen.
x, = 3°51‘ 18", x, = 96° 8’ 42“,
sin (x 4 15°) cos (x — 309 = 0,5.
Beachte: sin ot . cos g = % [sin (e 4 ) + sin (¢ — B)].
x, =16°1"; x,=88°59; x,=196°1'; a, = 268959"

tg « _t (@ + o) = 0. « ist unbekannt.

cos? (a - ¢) cos? &
Multipliziere mit dem Produkt der Nenner.
—450_ &
=45 )

Oft kann man zur Losung der Gleichung einen Hilfswinkel ¢ ein~
fithren. Ist z. B. eine Gleichung von der Form

asine+beosa=¢
gegeben, so dividiert man durch a.

. b ¢
sma—i——;cos:x_—a—,
setzt —ab— = tg ¢; ¢ kann hieraus berechnet werden,

. . ¢
Es ist nun sin o 4 tg ¢ cos ¢ = - oder

sin (e +(p)=% . COS @3
hieraus folgt « - ¢, daraus «.

Beispiel: sin x 4 3 cos x = 1,5.
x, = 80°7; x, = 316° 45,
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15.

16.

17.

18.

sine _ 15 Es ist sin y =sin (90 — &) = cos .
siny ' x = 56° 20,
x4y =190° Yy =33°40"
x4+ y=120°

rrJ . LY ergibt si
sin & — sin y = 0,2 } 5 ist bekannt; 5 ergibt sich aus der

Formel fiir sin & — sin y.
x="T1032",
y = 48928

ac+y=124°} x=93° 34/,
cos & 4+ cos y = 0,8 y = 300 26"

In den folgenden Beispielen ist neben einer goniometrischen
Funktion von x noch x selbst vorhanden. Dadurch wird die
Losung der Gleichung etwas schwieriger. Man wird solche
Gleichungen nach den bekannten N&herungsverfahren unter Be-
nutzung von Millimeterpapier lésen. Es sei z. B. x aus der

Gleichung cosx=12x

zu bestimmen.

Erste Losung: Es ist
cosx—12x=0 . . . . . . . @
Wir setzen y=cosx—12x. . . . . . . . . (9
(x ist in Bogenmaf einzusetzen). Man denke sich fiir x auf der
rechten Seite verschiedene Werte eingesetzt und die zugehorigen y
berechnet. Jedem Wertepaare (x, y) entspricht in einem recht-
winkligen Koordinatensystem ein Punkt, der Gesamtheit von
Wertepaaren (x, y) eine Kurve. Fiir die Schnittpunkte der
Kurve mit der Abszissenachse ist y gleich 0, also nach Gleichung (2)
0=cosx—12ux,
d. h. die Abszissen der Schnittpunkte der Kurve
y=cosx—12x
mit der x-Achse sind die Wurzeln der Gleichung (1).
Man braucht nun diese Kurve nicht zu zeichnen. Wird
ndmlich fir irgend einen Wert x; nach Gleichung (2) der zu-
gehorige Wert y, positiv, fiir einen andern Wert x, aber negativ,
so liegt der erste Punkt (x;, y,) oberhalb der x-Achse, der
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zweite Punkt (x, ¥,) dagegen unterhalb. Zwischen diesen
Punkten wird die Kurve, wenn sie stetig ist, die x-Achse
schneiden miissen, d. h. zwischen x; und x, liegt eine Wurzel
der Gleichung (1). Nun ist

fir x =0, y=cos 0°0—12-0 =+41
. x=g(90°):y=cos90°—1,2-12[-=—1,885.

Demnach liegt zwischen 0° und 90° eine Wurzel, und zwar,
wahrscheinlich, niher bei 00 als bei 90°. Wir versuchen es mit
x =300 und x = 400:

fiir x, = 30° (0,5236) wird y; =+ 0,2377 } ﬁwésiggnlizg:
yi1
n Ko = 400 (0,6981) , y,=—10,0711 § also eine Wurzel.
Wir zeichnen nun auf Millimeterpapier eine 10 cm lange
Strecke .4 B, die dem Intervall 30° bis 40° entsprechen moge
(siehe Fig. 100); errichten in 4 und B Lote von den Lingen

(4

30%2345'&%}&?
2

Fig. 100

40,2877 und — 0,0711 oder passenden Vielfachen davon;
verbinden die Endpunkte C und D durch eine gerade Linie.
Sie schneidet -die Strecke A4 B zwischen 87° und 389; demnach
liegt, wahrscheinlich, zwischen 37° und 38° eine Wurzel der
Gleichung, und zwar niher bei 389. Zwischen C und D haben
wir die Kurve niherungsweise durch die Sehne ersetzt.

Fiir x, = 879(0,6458) wird y, = + 0,0236 } ﬁzlllnn;sils;ﬁzi’ﬁ ;355?1(31&
. %o =23889(0,6632) , y,=—0,0078

380 eine Wurzel.
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Wir zeichnen auf Millimeter-
papier eine 6 cm lange Strecke I
A B, die dem Intervall 1° = 60*
(379 bis 389) entsprechen mige
(siehe Fig. 101); errichten in
A und B Lote, die den Ordi-
naten --0,0236 und — 0,0078 i
entsprechen. Die Gerade CD Al N
schneidet die Strecke 4B in 7\ 1w g s "0'\5“\3522
einem Punkte, der dem Winkel
45' entspricht. Es ist also der
gesuchte Winkel

x = 370 45",

In der Tat wird fiir diesen Winkel ¥y =0 (mit vierstelligen
Tabellen gerechnet). Das besprochene Verfahren nennt man auch
die ,Regula falsi“.

Zweite Losung: Man zeichnet wieder auf Millimeterpapier
die zwei Kurven, die den Gleichungen

(I) y,=cosx (Kosinuskurve)
(II) y,=12x (Gerade Linie)
entsprechen. (Siehe Fig. 102.)

Fig. 101.

70 < 5 0,800
AN 3 0798 1—; /
08 \f 2 % 0,796 &
/ g 0,794 \\
06 v NS 0,792 S
/ \ 0,790 3 4
o4 7 \ 0,788 /
% 0,786 b, \
02 0,78% \\
0782
a-= Vi
”a" 19° 20° 30° %° 50° 60° 70° 80° 90° %o 30" 45 38° 30’ 39°
Fig. 102. Fig. 103.

Aunf der Ordinatenachse wihle man 10 cm als Einheit; auf
der Abszissenachse moge die Linge 1 cm 0,1745 Einheiten des
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BogenmaBes, oder was das nimliche ist, 10 entsprechen. Die beiden
Kurven I und II treffen sich in einem Punkte P und fiir diesen
ist ¥, = ¥4, also cos x =1,2x. Man entnimmt der Figur, daf dies
fiir etwas mehr als 370 der Fall ist. Um das Resultat exakter
zu finden, zeichne man das in der Figur durch ein ganz kleines
Quadrat abgegrenzte Gebiet in einem griofern Mafstabe (Fig, 108);
dadurch findet man x = 379 45’ oder in Bogenmaf 0,659. Durch
wiederholte Vergroferung des Schnittpunktgebietes
kann man jede beliebige Genauigkeit des Resultates
erreichen; die Kurven miissen nur in der Nihe des Schnitt-
punktes exakt gezeichnet werden.

Weitere Beispiele:
1. tgx=05cosx+x x = (~50% =0,873
sine—154+18c=0 a=(31°15)=0,545
tgx=ux x = (2579 27y = 4,4934 (aufler x = 0).

B

. §-|- sine — e == 0. (Siehe Aufgabe 5, § 9.)

§ 17. Die Sinuskurve.

Die Konstruktion der Kurve wurde schon in § 7, Fig. 65
behandelt. In diesem Paragraphen soll diese Kurve, die in der
Technik eine wichtige Rolle spielt, eingehender besprochen werden.

Ein Vektor MP = A (Fig. 104) drehe sich in positivem

Fig. 104,

Sinne mit konstanter Gescliwindigkeit um den Punkt M. Nach

einer bestimmten Zeit # (in Sekunden gemessen) moge er sich aus

der Anfangsstelling MO um den Winkel ¢ in die Lage M P ge-

dreht haben. « ist mit der Zeit verdnderlich, also eine Funktion
HeB, Trigonometrie. 2. Aufl. 8
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der Zeit. Da der Vektor in gleichen Zeiten gleiche Winkel iiber-
streicht, so ist o der Zeit proportional. Wir setzen also

e=w.t . . . . . . ... @®
worin w den Proportionalititsfaktor bedeutet. Wir messen ¢ in

BogenmaBi. (§ 6, Aufgabe 54.) Nach Verlauf einer Sekunde ist

nach (1) e =w.1=w. Es ist demnach w der Bogen des

Einheitskreises, der von dem Vektor in einer Sekunde

fiberstrichen wird. Man nennt w die Winkelgeschwindig-

keit. Gleichung (1) sagt demnach aus: Uberstreicht der Vektor
in einer Sekunde den Bogen w, so dreht er sich in # Sekunden um

den Winkel w?.

Ubungen.

1. Wie groB ist @, wenn der Vektor in einer Sekunde 0.2; 0,5; 1; 25;
n-Umdrehungen macht? — Ergebnisse: o = 1,26; 3,14; 6,28; 157,1;
#n.2n pro Sekunde.

2. Ein Vektor hat die Winkelgeschwindigkeit w =2 pro Sekunde. In
welcher Zeit fiberstreicht er einen Bogen mit dem Mittelpunktswinkel

30°; 60°; 90°; 360°? Ergebnisse: 30° entspricht dem Bogen%;
(1) ist daher—Gn- =2.¢ somit #=0,2618 Sekunden. Fiir die iibrigen
Winkel erhilt man 0,524; 0,785; 3,14 Sekunden.

3. Die Winkelgeschwindigkeit sei w. In welcher Zeit macht der Vektor

nach

eine volle Umdrehung? Antwort: ga:l

Der Abstand y des Punktes P von dem horizontalen Durch-
messer des Kreises kann fiir jeden beliebigen Winkel e« oder fiir
jede beliebige Zeit # aus der Gleichung:

y=Ad.sine=4d.sin(wt) . . . . . (2)
berechnet werden. Der griofite Abstand y wird fiir ¢®= 90° und

3
2700 oder o= % und mzf erhalten. Fiir % wird y =+ 4, fir

8%

7wird y=—2A; also in jedem Falle gleich dem Radius des
Kreises, auf dem sich P bewegt. Fiir die Winkel « =0; m, 27
wird y = 0.

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen dem Winkel
und dem Abstand y in einem Koordinatensystem graphisch dar.
O sei der Koordinatenanfangspunkt, die von O nach rechts gehende
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Gerade sei die positive Abszissenachse, Auf ihr tragen wir den
Winkel, senkrecht dazu die Grofen y ab, die wir entweder aus (2)
berechnen oder dem Kreise links entnehmen. Wenn wir « in Bogen-
maB messen, sollten wir die horizontale Strecke OC gleich dem
Umfange des Einheitskreises, gleich 277, machen. Man kann aber
auch irgend eine Strecke der Griofie 27z oder 3600 entsprechen
lassen; es bedeutet dies einfach, da8 man die Abszissen und Ordi-
naten mit verschiedenen Lingeneinheiten mift. Der Mittelpunkt
der Strecke OC entspricht dann dem Winkel 7z oder 180° usf.
Verbindet man die Endpunkte der Ordinaten durch einen ununter-
brochenen Linienzug, so erhdlt man eine Sinuswelle. Sie ist die
graphische Darstellung der Gleichung (2), oder (2) ist die Gleichung
der Sinuswelle. Die Ordinate y eines beliebigen Punktes auf der
Kurve liefert den Abstand y, der zu dem durch die Abszisse ge-
messenen Winkel gehort. Die Kurve besteht aus einem Wellen-
berg und einem Wellental, beide zusammen bilden eine voll-
stindige Welle. Der horizontale Abstand O C heift die Wellen-
linge. A heift der Scheitelwert. Wenn der Vektor mehrere
Umdrehungen ausfiihrt, so wiirden sich rechts an den Punkt C
weitere Wellen anschliefien, die wir aber nicht weiter beachten, da
sie der ersten Welle kongruent sind.

Man kann die Sinuskurve auch noch mit der Bewegung eines
andern Punktes in Beziehung bringen. Wir projizieren den Punkt P auf
dem Kreise in jeder Lage auf den lotrechten Durchmesser B C. Die Pro-
jektion heife P’. Wir verfolgen nun die Bewegung des Punktes P’
Wihrend sich 2 von O aus auf dem Kreise einmal ringsherum bewegt,
wandert P’ auf dem Durchmesser BC von M aus nach B hinauf,
von da wieder zuriick durch M hindurch nach C hinunter und schlieBlich
wieder nach M zuriick. Man sagt, P’ fithrt eine einfache harmonische
Schwingung aus. Obwohl sich P auf dem Kreise gleichférmig bewegt,
ist die Bewegung des Punktes P’ keine gleichformige. P’ geht mit der
groBten Geschwindigkeit durch M hindurch, verzogert seine Geschwindig-
keit gegen B oder C hin und kehrt in B und C, den beiden Totlagen,
seine Bewegungsrichtung um. P’ bewegt sich ungefihr so wie der
Kolben einer Dampfmaschine.

Die gezeichnete Sinuskurve kann nun auch als graphische Dar-
stellung der schwingenden Bewegung des Punktes P‘ betrachtet werden.
P und P’ haben jederzeit den gleichen Abstand y von dem horizontalen
Durchmesser des Kreises. Die Strecke OC auf der Abszissenachse kénnen
wir jetzt der Zeit ¢ einer vollen Schwingung, der Schwingungsdauer, ent-

8*
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sprechen lassen. Wir tragen also jetzt als Abszisse die Zeit # und nicht,
wie vorher, den Winkel ab. Nach diesen Erklirungen ist es wohl ver-
stdndlich, warum man die Ordinaten 4 4 und — 4 der Kurve auch den
Schwingungsausschlag oder die Amplitude nennt.

Sowohl die Drehung des Vektors um A/, als die Schwingung
des Punktes P‘ sind periodische Erscheinungen, d. h. in jedem
folgenden Zeitabschnitt, der gleich der Schwingungsdauer ist, spielt
sich derselbe Vorgang in gleicher Weise wie im vorhergehenden
ab, Diese Periodizitit zeigt sich auch in der Gleichung (2), indem
fir jeden Winkel

y=Asin(a+2m)=Asina
ist. 'Wird # als Verénderliche aufgefaBt, so ist

y= A.sin[m(z‘-l— 27”)] = Asin(wt+ 27) = Asin(w?).

27
Man nennt 2sz, beziehungsweise o die Periode.

Wir wollen nun nach diesen allgemeinen Betrachtungen die
GroBen 4 und w der Gleichung (2) bestimmten Verdnderungen
unterwerfen und dabei zusehen, wie sich die Sinuswellen verindern.

a) Verschiedene Amplitnden. In Fig. 105 sind in ver-

2%

Fig. 105.

kleinertem MafBstabe drei Sinuswellen [, /I, II] gezeichnet, die
den Gleichungen
yy=4dsine=4sin(ws) . . . . I
Yp=8sine=8sin(ws) . . . . II
Yy=2sine=2sin(wd . . . . IIJ
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entsprechen. Die Wellen haben die gleiche horizontale Linge, aber
verschiedene Amplituden. Je grofier die Amplitude, desto hoher ist
die Welle. In jedem Augenblicke, fiir jeden Winkel ist

Y1=05y,=2y;
I7 kann aus / durch Verdoppelung der Ordinaten, //J aus / durch
Halbierung der Ordinaten erhalten werden. Vergrifert (oder ver-
kleinert) man die séimtlichen Ordinaten einer Sinuswelle im gleichen
Mafstabe, so liegen die Endpunkte der neuen Ordinaten wieder aunf
einer Sinuswelle. Ersetzt man jede Ordinate der Kurve y = A sine
durch ihren n-fachen Betrag, so hat die neue Kurve die Gleichung

y=mn.A . sine.

b) Verschiedene Wellenliingen (Perioden). In der Fig. 106
sind zwei Sinuswellen gezeichnet, die den Gleichungen

yi=5sine=5sin(ws) . . . . [
Yo=5sin2e=5sinQws) . . . II
entsprechen. Beide Kurven haben die nimliche Amplitude 5. Da

71\
AN /1N
\ \-’ / \
¥ N/ \
{ 7 \
wi \lLsaa \'fma 300
| |
\ / \ /
\ |/ \ /
\ / \l/
Fig. 106.

sich aber der Vektor /I (links in der Figur) mit der Winkel-
geschwindigkeit @’= 2w dreht, also doppelt so rasch wie der
Vektor /, so trifft es auf eine Wellenléinge von /, zwei Wellen-
lingen von //. sin o hat die Periode 2m, sin 2« dagegen schon
die Periode 7v; denn, wenn ¢ um 7 vergrofert wird, so ist fiir
jedes a: y=1>5.8in2(ax+7) =5sin Qe +27) = 5sin2«. Eine
Kurve von der Gleichung
y=5sin (ne),
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worin # eine ganze positive Zahl ist, besteht offenbar aus »-Wellen,
wenn o« von 0 bis 27 zunimmt.

¢) Horizontale Verschiebung einer Welle (Phasenver-
schiebung). Die beiden Kurven der Fig. 107 entsprechen den
Gleichungen:

y,=>5sine =>5sin(wf) . . 4
Yo —5s1n(a+¢)—5s1n(wt+go) I
¢ bedeutet einen fest gewédhlten, konstanten Winkel; fiir die

Kurve I7 ist ¢ = % (309) gewihlt. Beide Kurven haben die gleiche
Amplitude und die gleiche Wellenlinge. Aber wihrend fiir ¢ =0,

s

/® k2

9

Fig. 107.

¥, =0 wird, hat y, den Anfangswert 5sin 30°=25. Wenn wir
an irgend einer Stelle der Abszissenachse ein Lot errichten und
mit den beiden Kurven zum Schnitt bringen, so hat y, einen Wert,
den y, erst erreicht, wenn wir auf der Abszissenachse um eine
Strecke, die dem Winkel ¢ entspricht, weiter schreiten. Die
Kurve // kann aus der Kurve / durch Verschieben nach links er-
halten werden. Der Punkt B auf dem Kreise ist dem Punkte A
immer um den Winkel ¢ voraus. Man nennt ¢ den Voreil-
winkel oder die Phasenverschiebung.

Hat ¢ den besondern Wert ¢ = %—(900), so wird

y2=5sin(a+%)=5.cosa, d. h.
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die Kosinuskurve ist eine Sinuskurve mit der Phasen-

—7;—- (Siehe Fig. 65
Wir fassen die Ergebnisse von @, 6 und ¢ zusammen:
Jeder Gleichung von der Form

y=A.sin(wt+ @)
entspricht graphisch eine Sinuswelle. Es bewirkt eine
Verinderung

verschiebung

1. von 4 nur eine Verdnderung der Wellenhdhe,
2. von w nur eine Verdnderung der Wellenlinge,
3. von @ nur eine horizontale Verschiebung der Welle.

Ubungen.

Jede der folgenden Kurven moge auf Millimeterpapier gezeichnet
werden. Auf der Abszissenachse lasse man einem Winkel von 20° eine
Strecke von 1 em entsprechen. Fiir die Ordinaten sei 1 em die Einheit.
Zur Bestimmung der Funktionswerte ¥ kann die Tabelle oder auch ein
Kreis benutzt werden. In jeder Gleichung mige « von 0° bis 360°
wachsen. Die Kurven, die den in einer Nummer vereinigten Gleichungen
entsprechen, sollen auf dem gleichen Blatt Papier, im gleichen Koordinaten-
system gezeichnet werden.

1. y=4sine, y=2_8sing, y =sina.

2. y=4sing, y=4sin3 ¢, y =45in (0,5 ).

3. y=4sing, y = 4sin (a | 459), y = 4 sin (a4 180°).
4. y=4sing, y =4sin (e« 4 120°, y = 4sin(a-+2409).
5. y=>5cos (¢ — 459), y =>bsin (a4 459), ¥y =>5sin(2 & 4 909).
6. y=2-4bsing, y=4-14cos«, y=4—cos2aq.

7. Lise die Gleichung: 5sine=5sin2«, oder
sin ¢ = sin 2 «,
d. h. bestimme die Abszissen & der Schnittpunkte der Kurven 7 und I7
der Fig. 106.
Liosung: Es ist sine =2sine.cosa, oder
(2cose —1)sine =0. Aus
sin e = 0 folgt o, = 0°%; ag = 180%; @, = 360°. Aus
2cos ¢ —1 =0 folgt &, = 60%; «; = 360°— 60°= 3000,
8. Lise die Gleichung:
5 sin ¢ = 5 sin (e 4 309),
d. h. bestimme die Abszissen « der Schnittpunkte der Kurven / und 77
in Fig. 107.
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Losung: Entwickelt man die rechte Seite nach sin (« +- g), dividiert
die Gleichung durch sin «, so erhélt man

ctg « = 0,2680; somit o; = 75° und e, = 180 + «,.

Wir wollen jetzt noch einige hiufig auftretende Verbindungen
mehrerer Sinuswellen besprechen.

1. Algebraische Summen von zwei oder mehreren
Sinusfunktionen.
Es soll die Kurve

y=asin(e+ @)+ bsin(e+e,) 117 . . . (3)
gezeichnet werden. Die rechte Seite der Gleichung besteht aus der
Summe der Einzelfunktionen

yn=asin(et+e) . . II . . . . 4

Yo=bsin(et+qgy) . . I . . . . ()

Wir wihlen, um ein Beispiel vor Augen zu haben, a =4,
b=38, ¢, =380% ¢,=060° (Fig. 108) Die Kurven / und I/
haben die gleiche Wellenlinge. Nach Gleichung (3) ist fiir jedes &

Y=yt
d. h. eine beliebige Ordinate der Kurve //7 ist gleich der
algebraischen Summe der Ordinaten y, und ¥, die zum gleichen
Winkel « gehtren. Wir konnen /7/ die ,Summenkurve“ nennen.
Wie man zuniichst aus der Figur erkennt, ist sie wieder eine Sinus-
kurve. Der rechnerische Beweis hierfiir gestaltet sich so:

Wir setzen

asin(e+ ¢,) +0sin(c+ @) =Asin(e4+¢) . . . (6)
und zeigen, daf man A und ¢ tatsichlich so bestimmen kann, daf die
Gleichung (6) fiir jeden Winkel & erfiillt ist. Nach der ersten Formel
§ 12 geht (6) fiber in

asin ¢ . cos g, + a cos & sin ¢, + b sin & cos g, + b cos « sin ¢,

== A sin e cos ¢ + A cos « sin ¢,

oder
(@ cos @, - b cos @,) sin & + (@ sin ¢, 4 b sin ¢,) cos «

=Acosg.sinea -+ Asing. cosa.
Sollen nun beide Seiten der Gleichung fiir jeden beliebigen Wert « genau
die gleichen Werte ergeben, so miissen die entsprechenden Koeffizienten
von sin e bezw. cos ¢ auf beiden Seiten iibereinstimmen. Das ist der
Fall, wenn
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A sin ¢ = asin ¢, 4 b sin g, 7

Acos ¢ = acosg, + b cos ¢, @
gesetzt wird. Aus diesen Gleichungen (7) kann man 4 und ¢ berechnen.
Durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen (7) erhilt man:

A=ya@+b>+2abcos(p,—¢) . . . . . (8)
Durch Division der Gleichungen (7) ergibt sich
__asing, 4 b sin ¢, 9
T acosg, +bcosg, ©)

Setzt man diese aus (8) und (9) berechneten Werte in (6) ein, so ist (6)
fiir jeden Winkel ¢ richtig, d. h. aber, auch die Summenkurve //7 ist
eine Sinuswelle mit der Amplitude 4 und der Phasenverschiebung ¢.

‘Wir erkennen:

tg o

Zwei (oder mehrere) Sinuswellen von verschiedener
Amplitude und beliebigem Phasenunterschiede, aber von
der gleichen Wellenléinge, lassen sich durch algebraische
Addition immer wieder zu einer Sinuswelle von der
gleichen Wellenlinge zusammensetzen. Eine Ubereinander-
lagerung von Sinuswellen gleicher Wellenlinge gibt immer wieder
eine Sinuswelle.

Die Gleichungen (6) bis (9) ktnnen unmittelbar der Fig. 108
entnommen werden. Die Figur zeigt die Vektoren ¢ und b, die
mit den Kurven /7 und 7 in Verbindung stehen, in ihrer Anfangs-
stellung. Sie schliefen miteinander den Winkel ¢, — ¢, ein. Kon-
struiert man nun ein Parallelogramm mit ¢ und & als Seiten, ist
A die durch M gehende Diagonale, so ist 4 gerade der Vektor,
durch dessen Rotation die Kurve 77/, also die Summenkurve, erzeugt
werden kann. Die Gleichungen (7), (8) und (9) kann man ohne
weiteres aus der Figur ablesen. Dreht sich das ganze Parallelo-
gramm um einen beliebigen Winkeél « um M, so ist die Projektion
von A auf die Ordinatenachse gleich der Summe der Projektionen
der beiden Vektoren @ und & auf dieselbe Achse. Genau das sagt
Gleichung (6) aus. Der Vektor 4 der Summenkurve kann
somit aus den Vektoren @ und 4 der Einzelkurven genau
wie die Resultierende zweier Krifte gefunden werden.
Es ist leicht einzusehen, daf dieses geometrische Verfahren auf
mehr als zwei Einzelwellen ausgedehnt werden kann. Immer ist
der Vektor der Summenkurve gleich der ,geometrischen Summe*
der Vektoren der Einzelwellen.
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Ein hiufig vorkommender Sonderfall entsteht, wenn in der
Gleichung (6) ¢, = 0 und ¢, = % gesetzt wird. Es ist dann
y=asina+ bcosa= Asin(x+ ¢).

Nach (8) und (9) ist 4 =1/ a?+ 6% und tg @ = % - Das rotierende

Parallelogramm ist ein Rechteck mit den Seiten ¢ und &.

+y|

Fig. 108.

Ubungen.

1. Zeichne die Kurve y = 3sin & -+ 4 cos «. — Man zeichne zuerst die
einzelnen Bestandteile y, = 3 sin ¢ (rot) und y, = 4 cos ¢ (blau) und
addiere die Ordinaten. Die ,Summenkurve® (schwarz) hat die
Amplitude 4 =/ 3% 4+ 42 = 5 und die Phasenverschiebung ¢ = 53° 9/

entsprechend tg ¢ = % .- Man konstruiere die Kurve auch mit Hilfe
des Vektordiagramms.
2, Zeichne  y = 3sina — 4cosc.
3. ¥y =3cos &  4sip {4309, 4=86,08; ¢ =>5b6018"
4. Berechne 4 und ¢ der Kurve //7 (Fig. 108) aus
¥, = 4sin (e + 309),

—_ . p— ) {
3 3 ein (x 1 609), A=677; ¢=43016"
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5. Zeichne  y = Hsin (¢ 1209 4- cos .
6. Beweise: Fiir y = a sin ¢ — b sin (¢ + 120°) kann
y=va*+ b+ ab.sin («—¢) geschrieben werden;
¢ wird aus der Gleichung tg ¢ = %% berechnet. — Ist ¢ =&,
a
s0 ist ¥ = asin ¢ — a sin (@ 4 1209 = a/3 . sin (x — 309).
7. Zeige mit Hilfe des Vektordiagramms oder direkt durch Rechnung,
da8 fiir jeden Wert o die Summe
¥y = asin ¢ 4 a sin (¢ 4 120°) |- 4 sin (e |- 2409)
gleich Null ist. Die Summenkurve ist also eine gerade Linie, eine
Sinuswelle von der Amplitude 0.
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Fig. 109.

8. Lose die Gleichung; 4 sin (e 4- 309 = 3 sin (& -+ 60Y%) d. h. bestimme
die Abszissen der Schnittpunkte der Kurven I und II in Fig. 108. —
Entwickelt man die beiden Seiten nach sin (« 4 #), so findet man tg «
=10,3045 und daraus ¢, = 16°56' und ¢, = 180 + «,.

9. Haben die Sinusfunktionen ungleiche Perioden, die Wellen also

ungleiche Léngen, so ist die Summenkurve keine Sinuswelle mehr.
In Fig. 109 ist die Kurve
y=>bsine+2sin3e . . . . I
gezeichnet. I entspricht der Gleichung
Y,=bsine. . . . . I
und IT der Gleichung y, =2sin3e« . . . . IL

Fiir jedes o ist ¥y =y, +,. Die Kurve III ist wieder das
Bild einer periodischen Funktion. Die Periode von IIT stimmt
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in unserem Beispiel mit der von I fiiberein. In der Theorie der
,Fourier’schen Reihen“ wird gezeigt, wie man jede beliebige periodische
Wellenform durch eine Reihe von Sinus- und Kosinusgliedem mit
jeder wiinschbaren Genaunigkeit darstellen kann.

10. Zeichne: y = 5cos e + 2 sin 3 .
11. Ebenso: y = 5 sin (2 &) + 5 sin (3 ).

12. Lise die Gleich