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Das lokale Sternsystem.
Von FRIEDRICH BECKER, Bonn,

Mit 10 Abbildungen.
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In den neueren Vorstellungen vom Aufbau des Universums spielt der
Begriff des lokalen Sternsystems eine bedeutende Rolle, die Ansicht, da3
die Sterne in der Umgebung der Sonne im Rahmen des Gesamtsystems
eine besondere, in sich geschlossene Gruppe bilden. Eine genaue Defini-
tion des lokalen Systems sucht man aber in der Literatur vergebens,
weil fast jeder Autor etwas anderes darunter versteht. Es gibt keine
einheitliche Auffassung von seiner Struktur und Ausdehnung, ja, wir
wissen nicht einmal sicher, ob es iiberhaupt existiert. Diese Lage der
Dinge bietet AnlaB genug, das Problem des lokalen Sternsystems einmal
im Zusammenhang zu {berpriifen, um so mehr, als heute in der Stellar-
astronomie nach den Jahren raschen Vorwirtsdringens eine Zeit kriti-
scher Besinnung anzubrechen scheint.

Der Leser mdge jedoch nicht eine erschopfende Bibliographie er-
warten; vielmehr werde ich, dem Programm dieser ,Ergebnisse*
folgend, hauptsichlich solche Untersuchungen heranziehen, die fiir die
gedankliche Entwicklung der Frage besonders charakteristisch und fiir
die kiinftige Problemstellung wichtig sind.

I. Vorgeschichte. Als erster hat Joun HERSCHEL! auf eine Zone
heller Sterne aufmerksam gemacht, welche die MilchstraBe zwischen 7

r Astr. Obs. 385 (1847).
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2 FriepricH BECKER:

Argus und a Crucis kreuzt. Er glaubte diese Zone ldngs eines gréften
Kreises verfolgen zu kénnen, der gegen die Ebene der Milchstrae um
etwa 20° geneigt ist, und betrachtete sie als eine untergeordnete, streifen-
oder schichtférmige Anhdufung von Sternen, zu der auch unsere Sonne
gehort.

Ausfithrlicher hat spiter B. GouLp!® diese Erscheinung untersucht,
die nach ihm als GouLDpscher Giirtel bekannt geworden ist. Gourp fand
den Giirtel heller Sterne besonders deutlich ausgeprigt im Zuge der
Sternbilder Taurus, Orion, Canis major, Carina bis Scorpius, aber kaum
erkennbar in Ophiuchus und Herkules. Er schlo daraus, daf die Sonne
sich nicht im Mittelpunkt des Ringes befinde, sondern nahe dem Rande,
in Richtung eben dieser beiden Sternbilder. Der Giirtel schien auch kein
groBter Kreis zu sein; zieht man parallel zu ihm am Himme] einen Gro8-
kreis, so liegt die Ebene des Giirtels um nicht ganz 3° siidlich der des
gréBten Kreises. Der Nordpol des Giirtels hat nach GourLp und seinen
Mitarbeitern die Koordinaten 11" 25", 4+30°. Um zu priifen, ob auch
schwichere Sterne mit dem Giirtel verkniipft seien, zog GouLD alle Sterne
bis zur 4. GréBe heran, berechnete fiir jeden Stern seine Winkeldistanz
in Graden sowohl vom Giirtel wie von der Ebene der MilchstraBe und
bildete die Quadratsumme jeder der beiden Arten von Winkeldistanzen.
Es ergab sich:

Zahl der Sterne . . .. .. .. ... ... .. e 527
Summe der Distanzen vom Gilirtel . . ... ... . ... .. 14210°
' ' " von der MilchstraBe . . ... .. .. 14072°
” » Quadrate der Distanzen vom Girtel . . . .. 627 578°

von der Milchstralle 653602°

Aus dem Vergleich dieser Zahlen zog er den SchluB3, daB die Sym-
metrieebene der Sterne heller als 4. GroBe eher dem Giirtel als der Milch-
straBle zu neige, und daB diese Sterne innerhalb des galaktischen Systems
eine Gruppe fiir sich bilden. Die Anzahl der Sterne, die zu dieser Gruppe
gehoren, schitzt GourLp auf anndhernd 500. Die Neigung des Giirtels
gegen die MilchstraBe betragt nach der oben angegebenen Position
seines Poles rund 18°; die Schnittpunkte der beiden Ebenen liegen in
den Sternbildern Crux und Cassiopeia, ihre gréte Abweichung zwischen
5" und 6" und zwischen 17" und 18" Rektaszension.

Fast 30 Jahre spiter kam S. Newcoms? wieder auf die Sache zuriick.
Ankniipfend an die Untersuchungen GouLps iber die Verteilung der
527 Sterne bis zur 4. GroBe hinsichtlich des Giirtels und der MilchstraBBe
bestimmte er zunichst ganz allgemein die Quadratsumme der Distanzen
einer gegebenen Anzahl N zufillig verteilter Sterne von einem beliebigen
groBten Kreis am Himmel und fand fiir N =527 die Quadratsumme der
Distanzen zu 8085000. Diese Zahl ist soviel groer als beide von GouLp

1 Uranometria Argentina 355 (1879).
2 Contributions to Stellar Statistics 1. Washington 1904.
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erhaltenen Quadratsummen, dafB3 die Neigung der Sterne, sich gegen den
Giirtel oder die galaktische Ebene zu konzentrieren, deutlich hervortritt.
Dagegen hilt NEwcoMB es nicht fiir erwiesen, daf sich in der von GouLp
festgestellten leichten Bevorzugung des Giirtels eine allgemeine kosmische
GesetzmiBigkeit ausspricht; vielmehr sieht er darin die Wirkung einer
lokalen Anhdufung heller Sterne in der Oriongegend, etwas abseits der
MilchstraBe.

Sodann gibt NEWCOMB nach einer eigenen Methode eine verbesserte
Bestimmung der Hauptebenen der helleren und hellsten Sterne, fiir
deren Pole er folgende Koordinaten findet:

A.R. Dekl

alle Sterne bis 275 . .. ... ... .. . ... 1812 +174
” . O 18000 +21%
,» mit bloBem Auge sichtbaren Sterne . . 180jo +215

Zum Vergleich seien noch hinzugefiigt:

Pol der galaktischen Ebene nach NEwWCOMB 191{1 + 268
» des Gouldschen Giirtels nach Gourp . 171j2 +30°

Der Pol der mit bloBem Auge sichtbaren Sterne liegt etwa 10° vom
galaktischen Pol entfernt, aber so nahe dem Pol der Hauptebene der
Sterne heller als 375, daBl auch NEwcoMB dem Gedanken eines Zu-
sammenhanges aller helleren Sterne unter sich und einer Abweichung
ihrer Hauptebene von der galktischen Ebene Raum gibt.

Das Problem wurde nun in dieser Richtung zunichst nicht weiter
verfolgt, da in der Stellarastronomie eine Richtung aufkam, die alle Be-
sonderheiten im Aufbau des Sternsystems einer moglichst einfachen
mathematischen Darstellung zuliebe nivellierte. Einen neuen AnstoB
gaben erst wieder die Untersuchungen CHARLIERs iiber die B-Sterne,
obwohl sie urspriinglich gar nicht als Beitrag zu unserer Frage gedacht
waren. lhnen ist der nichste Paragraph gewidmet.

2. Charliers System der B-Sterne. Es sei eine Gruppe von Sternen
gegeben, die alle dieselbe absolute Helligkeit haben. Die Entfernung »
jedes einzelnen Sternes wird durch seine scheinbare Helligkeit » und
einen Parameter R bestimmt, derart, daB

y=R.1092™" (I)

Der Parameter R bedeutet nichts anderes als die Entfernung eines
Sternes von der scheinbaren Helligkeit m =o0,0; anders ausgedriickt, ein
Stern von der scheinbaren Helligkeit m wird, in die Entfernung R versetzt,
die scheinbare GréBe 0,0 annehmen. CHARLIER ging nun davon aus, daf
bei den ,,frithen Spektraltypen die Streuung der absoluten Helligkeiten
verhiltnismafig gering ist, fiir Sterne einer solchen Gruppe also unter
Annahme eines gemeinsamen mittleren Wertes fiir R die Einzelent-
fernungen » berechnet werden konnen. Besonders geeignet erschienen
ihm dafiir die Sterne der Spektralklasse B bzw. deren einzelnen Unter-

1



4 FRIEDRICH BECKER:

abteilungen B o, B 1, B 2, B 3, B 5 nach der HarvarD-Klassifizierung.
Seine Methode!, fiir jede dieser Spektralgruppen den Parameter R zu
berechnen, griindet sich auf die Sterne, deren Eigenbewegungen und
Radialgeschwindigkeiten bekannt sind.

Es seien U, V, W die Geschwindigkeitskomponenten eines Sternes
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit der Z-Achse (W) in der
Gesichtslinie, der X-Achse in der Richtung wachsender Rektaszensionen,
und der Y-Achse in der Richtung wachsender Deklinationen. Sind
u=Aacosd und v=A409 die Eigenbewegungen in Rektaszension und
Deklination, so gilt

U=7-uw und V=vr-v (2)
oder mit den Abkiirzungen #’ =10%*™- % und v’ =10%*™-9" nach Gl. (1)
U=R- -4 V=R-v (3)

Sind ferner U”, V", W' die Geschwindigkeitskomponenten desselben
Sternes in dem gewdhnlichen dquatorialen Koordinatensystems, g;; die
Richtungscosinus, so haben wir

U - gII U”+ g21 I/”+ g31 I/I/Y"
V=g.U'4+g.V"'+g. W' (4)
W=g, U"+ 823 V4 g33W”

Die Richtungscosinus hiangen nur von der Rektaszension und Deklination
der Sterne ab, kennt man aulBerdem die reduzierten Eigenbewegungen
', v" und die Radialgeschwindigkeiten W, so lassen sich mittels dieser
Gleichungen die Werte U”, V"', W”, d. h. die mittleren Geschwindig-
keiten der B-Sterne in Bezug auf die Sonne berechnen. Die beiden ersten
Gleichungen (4) liefern uns diese Werte als Funktionen von R, die dritte
in linearem MafBe; die Kombination der beiden Wertsysteme gibt also
den Parameter R. Die Rechnung liefert fiir die einzelnen Spektral-
gruppen folgende Werte des Parameters R* und der absoluten Hellig-
keit M
Bo R =267 M= —2,13

B1 7,36 —4.33
B2 7,36 - 4,33
B3 342 - 2,67
By 3,73 — 2,86

Mittels der Gleichung (1) kénnen nunmehr die raumlichen Koordi-
naten der einzelnen Sterne bestimmt werden. Es ergab sich, dal} die
damals bekannten 751 B-Sterne ein stark abgeplattetes System bilden,
dessen Pol die Koordinaten

AR 1271774 = 184.34; Dekl. + 2874
1 Meded. Lunds Astron. Obs. 1916, Nr 14.

2 Bei CHARLIER ausgedriickt in Siriometern; 1 Siriom. = 5 Parsek, ent-
spricht einer Parallaxe von o7 z2.
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hat. Die Ausdehnung des Systems ist in Richtung der Hauptebene rund
dreimal so grof wie polwirts; die Sterndichte betrigt im Zentrum 2 Sterne
pro 100000 Kubikparsek und nimmt nach auBen hin allmahlich ab. Die
Sonne selbst steht nicht weit von der Mitte des Haufens.

Zehn Jahre spiter! wiederholte CHARLIER die ganze Untersuchung
mit Beriicksichtigung der inzwischen neu hinzu gekommenen B-Sterne;
insgesamt standen diesmal 3674 Sterne zur Verfiigung. Die in einigen
Punkten modifizierte Berechnung von R ergab folgende, nach der schein-
baren Helligkeit der Sterne etwas verschiedene Werte:

m<6,0 Oo<m=80 wm>38,0

Bo 4,5 4,2 3,8
B1 7,6 7,0 6.4
B2 5,5 5,0 4,6
B3 35 3,25 3.0
B3 3,0 2,75 2,5

Die Resultate fiir Bo sind ziemlich unsicher und deuten darauf hin, daB
die in dieser Spektralgruppe enthaltenen Sterne hinsichtlich der abso-
luten Helligkeit nicht homogen sind. Im iibrigen bestitigt die zweite
Untersuchung im groflen und ganzen die Ergebnisse der ersten. Das
Zentrum des Systems liegt etwa 65 Parsek von der Sonne entfernt in
galaktischer Linge 2439 und galaktischer Breite —13,8 in Richtung
des Sternbildes Carina. Die Sonne befindet sich nicht genau in der
Zentralebene, sondern 16 Parsek nordlich davon, wobei unter Norden
diejenige Seite zu verstehen ist, auf der der galaktische Nordpol liegt.
Beiderseits der Zentralebene nimmt die Sterndichte ziemlich rasch und
gleichmiBig ab, dagegen ist der Dichteverlauf in dieser Ebene viel un-
regelmiBiger und durch mehrere lokale Hiaufungsstellen gestért. Solche
untergeordnete Sternansammlungen sind z. B. die Oriongruppe in galak-
tischer Lange 180° und 250 Parsek Entfernung, die Scorpiusgruppe in
300 Linge und 100 Parsek Entfernung und die Carinagruppe in 250°.
Beschrankt man sich auf die Sterne bis zur scheinbaren Helligkeit 870,
d. h. bis zu der Grenze, innerhalb derer alle 5-Sterne bekannt sind, so
erhilt man als Durchmesser des Svstems in der Hauptebene rund 2500
Parsek.

3. Stand der Frage um 1916. Als CHARLIER seine erste Unter-
suchung iiber die B-Sterne veréffentlichte, war in der Stellarastronomie
von einem besonderen System der helleren Sterne kaum noch die Rede.
Die damaligen Methoden, den Aufbau des Sternsystems zu erforschen,
beruhten fast ganz auf Abzahlungen der Sterne nach GroBenklassen,
weil die scheinbare Helligkeit das einzige Datenmaterial war, das fiir
schwichere Sterne zur Verfiigung stand. Das beobachtete Anwachsen
der Sternzahl mit abnehmender Helligkeit bedeutet, daB immer ent-
ferntere, daneben aber auch immer lichtschwichere Sterne erfaBt werden.

* Meded. Lunds Astron. Obs. 1926, Nr 34.
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Unter Annahme bestimmter Verteilungsgesetze fiir die Leuchtkrifte der
Sterne suchte man diese beiden Ursachen zu trennen und den Verlauf
der Sterndichte mit der Entfernung zu bestimmen. Anstatt aber das
System, dessen komplizierte Struktur sich deutlich genug in dem unregel-
miBigen Geflige der Milchstralle ausprigt, in seinen einzelnen Teilen zu
untersuchen, bemiihte man sich zunidchst, den Aufbau des ganzen
Systems in ein oder zwei Formeln zu fassen, und das war nur moglich,
wenn man an die Stelle der Wirklichkeit ein vereinfachtes Modell setzte,
in welchem die rdumliche Sterndichte eine eindeutige Funktion der Ent-
fernung und der galaktischen Breite ist. Das Ergebnis war kaum mehr
als eine Fiktion, ein ellipsoidisches System, in dem die Sterndichte vom
Zentrum, das man in die Nihe der Sonne verlegte, nach allen Seiten
gleichmiBig abnimmt, aber in Richtung der galaktischen Ebene lang-
samer als senkrecht dazu. Nimmt man als Grenze des Systems die Ent-
fernung an, in der die Sterndichte auf einen gewissen Minimalwert, etwa
ein Hundertel der Dichte im Zentrum, gesunken ist, so ergibt sich der
Durchmesser in der Mittelebene, die als identisch mit der galaktischen
Ebene gedacht ist, zu 2000—3000 Parsek. Dieses Gebilde galt als das
Sternsystem schlechthin; es sollte in sich abgeschlossen sein und alle be-
obachtbaren Sterne umfassen.

Auch CHARLIER blieb bei dieser Vorstellung; nur suchte er sich an-
statt auf summarische Sternzihlungen auf die individuellen Entfernungen
moglichst vieler Einzelsterne zu stiitzen, und dafiir boten eben die B-
Sterne das geeignete Material. Die spiter auftauchende Idee, dafl diec B-
Sterne auf die Existenz eines lokalen Untersystems hindeuten kénnten,
wird von ihm in keiner der beiden Untersuchungen erwihnt, vielmehr
sah er in der Anordnung der B-Sterne ausdriicklich eine Art Skelett des
ganzen Sternsystems, das durch dhnliche Untersuchungen an Sternen
anderer Spektralklassen zu erginzen sei. Deshalb legte er auch auf die,
freilich nicht groe Abweichung des Poles der B-Sterngruppe vom galak-
tischen Pol kein Gewicht, sondern fand im Gegenteil die Uberein-
stimmung der beiden Pole befriedigend.

Die Hypothese des lokalen Sternsystems schien also nach einem
kurzen Anlauf wieder in Vergessenheit geraten zu sein, als sie im Jahre
1918 von H.SHAPLEY, und diesmal klarer formuliert, erneut zur Er-
orterung gestellt wurde.

4. Das lokale Sternsystem nach Shapley!. Mittels der Perioden-
Helligkeitsbeziehung der 8 Cephei-Sterne war es SHAPLEY gelungen, die
Entfernungen einer gréBeren Anzahl von kugelférmigen Sternhaufen zu
bestimmen und damit die rdumliche Anordnung dieser Objekte zu stu-
dieren. Es ergab sich, daB die kugelférmigen Sternhaufen in ihrer Ge-
samtheit ein schwach ellipsoidisches System bilden mit einem groften

r Mt. Wilson Contrib. 1918, Nr 157.
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Durchmesser von annihernd 100000 Parsek. Aus der Tatsache, daf3 die
Symmetrieebene dieses Systems sehr nahe mit der galaktischen Ebene
zusammenfillt, schloB SHAPLEY, daB sich in der Anordnung der kugel-
formigen Sternhaufen die Umrisse das galaktischen Sternsystems iiber-
haupt abzeichneten, dessen Ausdehnung dann also bedeutend gréBer war,
als man bis dahin angenommen hatte. Aus der asymmetrischen Ver-
teilung der Kugelhaufen in galaktischer Lange war ferner zu entnehmen,
daB sich die Sonne weit aullerhalb des Systemzentrums befinde, welches
SHAPLEY in die Richtung verlegte, wo sich die meisten Sternhaufen zu-
sammendringen, d.h. in der sternreichen Scorpius-Sagittariusgegend
in galaktischer Linge 325°, R/ I7‘,’5, Dekl. —30°, rund 20000 Parsek
von der Sonne entfernt (Abb. 1). Die Hauptmasse der Sterne befindet
sich unregelmiBig verteilt in einem schmalen Aquatorialsegment von

etwa 3000 Parsek Dicke,
\ \ ‘X ”D

Auriga 94°

das seinerseits von Kugel-
sternhaufen nahezu frei
1st. Die MilchstraBe wird
in der Hauptsache als op- #7°
tisches Phdnomen auf-
gefalit, dessen Intensitit

Jaurus

von der Sterntiefe ab- N4

hingt ; ihre Lichtschwiche *e AN =
in der dem Zentrum ent- s §
gegengesetzten Richtung Lo L‘%Wp/; 3

zwischen go® und 1800
.. . Abb. 1. Das System der ]\ugclstcrnhaufcn, prOlemrt auf die
Lange erscheint dann galaktische Ebene. Die gal. Lange ist von 30 zu 30° markiert.

. . : Das lokale System liegt ganz innerhalb des kleinsten Kreises,
alS erkung der exzentri- dessen Radius 1000 Parsck betragt. Die gréfieren Kreise smd

schen Position der Sonne it Helbmessern die um je rooen Parsek amvachsen, am e
(Abb. 2).

Die Sterne in der Umgebung der Sonne, auf die sich die friiheren
Untersuchungen allein bezogen hatten, bilden also nach SHAPLEYs Auf-
fassung nur einen kleinen Teil des ganzen Sternsystems. Andererseits
erwiesen sich nach CHARLIERs Untersuchungen die B-Sterne in diesem
Raume als geschlossenes System um ein Zentrum, dessen Richtung von der
des galaktischen Zentrums nach SHAPLEY um fast go® abweicht. SHAPLEY
vereinigte die beiden Aspekte, in dem er die B-Sterne als Skelett eines
lokalen Sternsystems annahm, so wie CHARLIER sie als Kern des ganzen
Systems betrachtet hatte. Dieses lokale System soll aber nicht isoliert
im Raume liegen, sondern es bewegt sich als dynamische Einheit in be-
stimmter Richtung durch das gréBere System hindurch. Damit soll
gleichzeitig das Phinomen der beiden sich entgegengesetzt durch-
dringenden Sternstrome in die Theorie einbezogen werden. Die Sterne
in der Umgebung der Sonne (d. h. etwa innerhalb 1000 Parsek) zerfallen
nach dieser Vorstellung in zwei Katagorien, nimlich 1. Glieder des all-
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gemeinen galaktischen Systems, in Bewegung, Verteilung, Helligkeit usw.
von der Art, wie sie in dem Aquatorialsegment vorherrscht; diese be-
zeichnet SHAPLEY als Feldsterne; 2. Glieder des lokalen Systems. Zu
diesen gehéren fast alle B- und die Mehrzahl der A-Sterne heller als
7. GroBe, ferner ein groBer Prozentsatz der réteren Sterne innerhalb
300—400 Parsek von der Sonne.

Die Hypothese gewinnt eine Stiitze, wenn die von CHARLIER ge-
fundene, aber nicht weiter verfolgte Abweichung des Poles der B-Stern-
gruppe vom galaktischen Pol reell ist. Es gelang SHAPLEY, zu zeigen,
dafB3 die Abweichung gréBer wird und sich viel klarer ausprigt, wenn

455000 g + 20000 + 40000 +60000
L]
+40 000
+20 000 ™
.
.
N““""‘“‘_‘ o . *
- ‘.' *h e 0“0-"“\\_.\-
#7750 O LY Wi Sl B )
— 7750 .ﬁ{ Z ./' Z 6
. ..cc'. g ..:—_::__L———"—‘
'___:———— ’_'-"_‘)_— T
-20000 9 ¥
. s
=30 000

Abb. 2. Projektion des Systems der Kugelsternhaufen auf eine Ebcene senkrecht zur galaktischen

Ebene, die die Verbindungslinie von der Sonne (=) zum Zentrum des Systems enthalt. Ordinaten

sind Ksinp, Abszissen R cosficos(A— 325°); Einheit der Entfernung ist ein Parsek. (Nach H. SuarLey,
Mt. Wilson Contrib. Nr. 161.)

man sich auf die helleren, d.h. niheren B-Sterne, beschrinkt, deren
Zugehérigkeit zum lokalen System am wahrscheinlichsten ist. Faft man
die 356 Sterne nach Intervallen von je 10° galaktischer Linge zusammen
und bildet fiir jede dieser Gruppen die mittlere galaktische Breite, so
erhdlt man das Diagramm Abb. 3, in dem die Neigung der galaktischen
Ebene gegen die des Systems der B-Sterne deutlich zum Ausdruck
kommt. Fiir den Pol der Symmetrieebene der B-Sterne findet man die
Koordinaten AR 178°, Dekl. 4+ 31,2; die Neigung der beiden Ebenen
ergibt sich aus der Semiamplitude der Sinuskurve Abb. 3 zu 12°, die
Knoten liegen bei 700 bzw. 250° galaktischer Linge.

In den letzten 10 Jahren wurde besonders am HARVARD-Observa-
torium viel Miithe darauf verwendet, das eigentliche Fundament der
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SuapLEYschen Ideen, die Perioden-Helligkeitsbeziehung der ¢ Cephei-
Sterne, noch fester zu begriinden. Uber diese Arbeiten berichtet SHAPLEY
ausfiihrlich in seinem Buche ,,Star Clusters” (1930). Die aus den neuen
Daten abgeleiteten MalBverhéltnisse des Milchstralensystems unter-
scheiden sich nicht viel von den frither angenommenen Werten. Der
Durchmesser des sternerfiillten Aquatorialsegmentes in der galaktischen
Ebene wird auf 70000 Parsek geschitzt, seine Ausdehnung senkrecht
dazu auf etwa ein Zehntel dieser Strecke. Das Zentrum des Gesamt-
systems liegt 16000 Parsek von der Sonne entfernt in AR 17"20", Dekl.
—30° Die Sonne steht etwa 55 Parsek nérdlich der Zentralebene des
stark abgeplatteten lokalen Systems und go Parsek von dessen Zentrum
entfernt, das wie bisher in der Richtung des Sternbildes Carina zu
suchen ist.

galakt. Lange
o o 0 o o
L opo 340 7 760 250 340
X
X470 | o SRR
8 N I e D
Qq o2 e
X 4 Y oA
X . . .
Y- L "o :
5 i 1 e
~20 L i ° i

Abb. 3. Neigung des lokalen Sternsystems gegen die galaktische Ebene. (Nach H. SuapLEY,
Mt. Wilson Contrib. Nr. 157.)

5. Das galaktische Aquatorialsegment. Interstellare Absorption.
Die Existenz eines ausgedehnten sternerfiillten Aquatorialsegmentes,
in welchem das frither konzipierte Sternsystem nur als lokales Phinomen
erscheint, hatte SHAPLEY zunichst aus dynamischen Griinden gefolgert,
nachdem sich gezeigt hatte, daB die galaktische Ebene auch die Sym-
metrieebene der kugelférmigen Sternhaufen ist. Beobachtungstatsachen,
die zur Stiitze der Hypothese dienen konnten, waren damals nur spar-
lich vorhanden. Um diesem Mangel abzuhelfen, wird gegenwirtig von
der HARVARD-Sternwarte nach einem systematischen Plane neues
Material gesammelt, wobei das Hauptgewicht wieder auf schwachen
6 Cephei-Verdnderlichen ruht. Die vorliufige Auswertung einer Auf-
nahme der Scorpius-Sagittariussternwolke, in der SHAPLEY das galak-
tische Zentrum vermutet, hat bereits einige Aufschliisse geliefert®. Auf
der Platte, die bis zu Sternen 16,5. GroBe reicht, fanden sich 450 Ver-
dnderliche, darunter 78 ¢ Cephei-Sterne. Die mittleren scheinbaren
Helligkeiten von 64 von diesen liegen zwischen 15,1 und 16,2 mit einem
Hiufigkeitsmaximum bei etwa 1578. Setzt man die mittlere absolute
Helligkeit dieser Sterne zu 0’0 an, so entspricht dem eine Entfernung
von 14000 Parsek. Es lassen sich also in der MilchstraBie noch Sterne
bis zu Entfernungen nachweisen, die schon nahe an das von SHAPLEY

1 Proc. National Acad. Sci. 14, 825 (1928).
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geforderte galaktische Zentrum heranreichen. SHAPLEY geht noch einen
Schritt weiter und nimmt an, dal diese Verinderlichen nicht hinter,
sondern in der groen Sagittariussternwolke liegen, also die Distanz der
ganzen Wolke angeben. Die Streuung der scheinbaren Helligkeiten von
15,1—1672 kann dann als MaB fiir die Ausdehnung der Wolke in Visions-
radius angesehen werden, die sich zu meheren tausend Parsek ergibt.

Alle diese Untersuchungen setzen jedoch voraus, daBl das Sternlicht
unterwegs keine Absorption erleidet. Aus zahlreichen MilchstraBenauf-
nahmen wissen wir, daf} gerade die Sagittarius-Scorpiusgegend reich ist
an Sternleeren, die durch Abblendung des Lichtes in dunklen kosmischen
Nebelwolken entstehen. Ja, es scheint, dall das galaktische Zentrum
selber unseren Blicken durch solche Wolken iiberhaupt entzogen ist.
Indessen ist eine solche lokale Absorption weniger gefiahrlich, weil sie
sich meistens schon beim bloBen Anblick der Aufnahmen durch den
Kontrast der Sternleeren gegen die Umgebung bemerkbar macht.

Viel bedenklicher wire die Existenz einer allgemeinen interstellaren
Absorption in einem gleichmiBig verbreiteten Medium, wie sie TRUMP-
LER aus seinen Untersuchungen iber die offenen Sternhaufen gefolgert
hatt., Der von ihm errechnete Absorptionskoeffizient von 0767 auf je
1000 Parsek wiirde die Entfernungsbestimmung der Sagittariuswolke
durch ¢ Cephei-Sterne ziemlich illusorisch machen. Die Verteilung der
Kugelhaufen allein ist aber doch kein hinreichendes Argument fir eine
so grofle Ausdehnung des Sternsystems, wie SHAPLEY sie verlangt.
TRUMPLER stellt deshalb die Hypothese auf, daB3 das galaktische System
in seinen Hauptziigen durch die riumliche Verteilung der offenen Stern-
haufen umrissen wird, die unter Beriicksichtigung der Absorption ein
sehr flaches, scheibenférmiges System von 1000 Parsek Dicke mit einem
groBten Durchmesser von etwa 10000 Parsek bilden. Das galaktische
Zentrum ist nach TROMPLER nur wenige hundert, sicher nicht weiter als
1000 Parsek von der Sonne zu suchen. An dem Vorhandensein eines
lokalen Systems scheint auch TrRUMPLER festzuhalten, jedoch ohne es
ndher zu definieren.

Die Frage einer interstellaren Absorption ist aber doch noch nicht
soweit geklart, daB man schon bestimmte Schliisse daraus ziehen kénnte.
Da das Medium die kurzwelligen Strahlen stirker absorbieren soll als
die langwelligen, bietet die Bestimmung von Farbenindizes sehr ent-
fernter MilchstraBensterne mdglichst frither Spektralklassen eine ein-
wand{reie, bis jetzt aber nur wenig ausgenutzte Priifungsméglichkeit.

6. Weiterfiihrung des Problems durch Seares. SHAPLEYs Unter-
suchungen hatten zwar den neuen Rahmen gespannt, die Ausfiihrung
der Einzelheiten, namentlich soweit sie das lokale System betreffen, war
aber noch ziemlich skizzenhaft. Einen wesentlichen Fortschritt bedeuten

r Vgl. Erg. exakt. Naturwiss. g (1930).
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deshalb die SEarREsschen Arbeiten, die auf breiter empirischer Grund-
lage zu einer Bestitigung und Erweiterung des SHAPLEYschen Ideen
fihren?.

Das Beobachtungsmaterial, mit dem SEeARES arbeitet, sind Ab-
zahlungen der Sterne bis zur 18. photographischen GroBe in den Kap-
TEYNschen Eichfeldern. Die Schwierigkeit, solche Zihlungen zur Er-
forschung des Sternsystems zu benutzen, liegt, wie schon erwihnt, vor
allem darin, dal der Ubergang von der beobachteten Sterndichte pro
Flacheneinheit zur raumlichen Dichte nur unter Einschaltung eines mehr
oder weniger fragwiirdigen Verteilungsgesetzes der absoluten Helligkeiten
moglich ist. SEARES vermied diese Klippe, indem er untersuchte, ob
sich nicht schon aus den Flidchendichten allein gewisse Strukturmerk-
male des Sternsystems entnehmen lieBen. Bei fritheren Sternzihlungen
pflegte man sich auf zwei Parameter zu beschrinken, die scheinbare
Helligkeit und die galaktische Breite. Auch SEARES leitete zunichst

durch starke Glittung des Materials Tabellen ab, welche die Werte igéiN :
d. h. die durchschnittliche Anzahl der Sterne von den hellsten bis zu
einer gegebenen Grofle m pro Flacheneinheit, lediglich als Funktion der
galaktischen Breite + 0 liefern. Mit diesen Werten wurden nun die in
jedem Eichfeld wirklich beobachteten Sternanzahlen log N verglichen.

Dabei trat in den Abweichungen 4 =log N —Iagﬁ ein deutlicher Gang
mit der galaktischen Linge 4 zutage, der sich in der Form

d=a+b-cos(d—L" (5)

darstellen lieB, wo die Parameter a, 4 und L’ von der GrenzgroBe m und
der galaktischen Breite abhingen. Es ist leicht zu tibersehen, daB so
geartete Abweichungen von der mittleren Sternverteilung sich in einem
symmetrisch gebauten Sternsystem mit exzentrischer Stellung der Sonne
zeigen miiften. In diesem Falle wiirde L’ die galaktische Linge des
Zentrums, gesehen vom Beobachter aus, bedeuten; die Amplitude &
wiirde von der Verschiebung der Sonne lings der galaktischen Ebene
abhidngen, wihrend «a teils durch die Verschiebung senkrecht zu dieser
Ebene, teils durch etwa notwendige systematische Korrektionen der an-
genommenen Werte der mittleren Sternverteilung bestimmt wire.

Die theoretische Durchrechnung dieser Hypothese liefert fiir die zu
erwartenden Abweichungen 4 folgenden Ausdruck, der zugleich auf einen
etwaigen Fehler in der angenommenen Position das galaktischen Poles
Riicksicht nimmt:

A=sx+ G+ F-cos(A—L)F k-cos(2— L), (6)
wo sich das obere Zeichen auf nordliche, das untere auf siidliche galak-
tische Breiten bezieht. Hier bedeutet L die Linge des Zentrums, L, die
Léange des wirklichen galaktischen Poles relativ zu dem angenommenen

t Mt. Wilson Contrib. 1928, Nr 346 u. 347.
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Pol; diese und die dbrigen auftretenden Parameter sind durch einfache
Substitutionen mit den BeobachtungsgréBen a, b und L’ verkniipft.

Die Berechnung der Parameter fiir die Sterne bis zu verschiedenen
Grenzhelligkeiten s und Zonen von 10° in galaktischer Breite ergibt
Werte, die fiir eine bestimmte Grenzgré8e in den einzelnen Breitenzonen
ziemlich iibereinstimmen, aber, und das ist das Wichtige, die Position
des Poles und des Zentrums des Systems dndert sich je nach der Grenz-
groBe der betrachteten Sterne. Die Art der Anderung ist aus nach-
stehender Tabelle ersichtlich, in der auBer L und L, auch die Winkel-
distanz p des wirklichen Poles von dem angenommenen verzeichnet ist,
d. h. die Neigung der Symmetrieebene der jeweils betrachteten Sterne
gegen die allgemeine galaktische Ebene.

2z L 4L t L, 4L, ? 4p
9 267°  £40 ’ 275° + 68 81 £ 19
11 270 2,6 | 266 6.4 6,8 1,0
13,5 275 9,9 j 319 10,3 8,0 1,0
16 319 89 | 357 0.4 4,1 1,0
18 319 %97 | 350 + 09 2,7 + 07

Neben jeder Zahl ist noch die mittlere Abweichung der Werte fiir
die einzelnen galaktischen Zonen untereinander gegeben.

Der Sinn der Zahlen 148t sich etwa so ausdriicken: Die helleren Sterne
gruppieren sich um eine Zentralebene, die um etwas mehr als 8° gegen
die galaktische Ebene geneigt ist, aber diese Neigung wird um so ge-
ringer, zu je schwicheren Sternen man iibergeht, und die Symmetrie-
ebene der schwichsten Sterne ist fast die MilchstraBenebene selber.
Gleichzeitig verschiebt sich die Richtung zum Zentrum des Systems von
267—3190 galaktischer Lange. Man kann dies so deuten, da} wir zwei
einander durchdringende Sternsysteme mit verschiedenem Pol und Zen-
trum vor uns haben, von denen das eine hauptsichlich die Verteilung
der helleren (naheren), das andere die der schwicheren (ferneren) Sterne
beeinfluB3t. Nennen wir das eine das lokale, das andere das gréfere galak-
tische System, so ist der Zusammenhang mit dem fritheren hergestellt.
DaB es sich in der Tat um diese beiden Strukturelemente des SHAPLEY-
schen Weltbildes handelt, wird deutlich, wenn wir die entsprechenden
Zahlen heranziehen, die sich frither fiir das vermutete lokale System
ergeben hatten:

1. GouLpscher Gurtel nach Gourp. . L,

2. - - ,, NEwCOMB L,
3. Bo-By-Sterne nach SHarLey ... L,

167° p =179 hellste Sterne
210% p=11% Sterne bis 6
1600, p =12 » » 555

Diese Zahlen bilden die sinngemifBe Fortsetzung der SEarEsschen
Werte zu helleren Sternen hin, und ebenso werden die von ihm er-
haltenen Werte fiir die Linge des Zentrums eingeschlossen von den
Zahlen L =236° (helle B-Sterne nach CHARLIER) auf der einen Seite und
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L =325° (galaktisches Zentrum nach SHAPLEY) auf der anderen Seite.
Betrachten wir nur die hellsten Sterne, so haben wir also in der Haupt-
sache Glieder des lokalen Systems vor uns; die Neigung dieses Systems
gegen die Ebene der MilchstraBe kommt deutlich zum Ausdruck, und
die galaktische Linge der groBten Sternhiufigkeit fillt in die Richtung
zum Zentrum des lokalen Systems. Gehen wir zu schwicheren, also
wenigstens teilweise weiter entfernten Sternen iiber, so treten die Sterne
des lokalen Systems mehr und mehr hinter denen des groflen Milch-
straBensystems zuriick, die Symmetrieebene der Verteilung geht all-
mahlich in die galaktische Ebene iiber, und die Linge der maximalen
Sternanzahlen weist in der Richtung zum Zentrum des gréBeren Systems.
Nachstehende Abb. 4 gibt ein Schaubild der Anderungen der drei Para-
meter L, L, und p mit der scheinbaren Helligkeit der Sterne.
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190 |——H—1X Wakey - +-Hort 1 S
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Abb. 4. Anderung der Lange des Zentrums (7) und der Position des galaktischen Poles (Zo, p) mit
der scheinbaren Helligkeit der Sterne. (Nach Fr. Seares, Mt. Wilson Contrib. Nr. 347.)

Die Abbildung erméglicht auch eine rohe Abschitzung der relativen
Sterndichte der beiden Systeme in der Nihe der Sonne. Fir die Grenz-
groBe, die den mittleren Werten der drei Parameter entspricht, werden
sich die Sterne der beiden Systeme ungefihr die Waage halten. Das ist
etwa die 11.—12. GroBe. Sterne dieser scheinbaren Helligkeit sind nach
den allerdings nicht sehr zuverlissigen statistischen Parallaxen im
Durchschnitt 700—800 Parsek entfernt. In dieser Distanz ist nach
schematischer Umrechnung der Sternzahlen in Raumdichten die durch-
schnittliche Dichte in der galaktischen Ebene nur noch etwa halb so
grofl wie in der Ndhe der Sonne. Da aber der Beitrag, den das gréBere
System zur Gesamtdichte liefert, an beiden Stellen ungefihr derselbe
sein soll, miiite die Sterndichte des lokalen Systems in der Nihe der
Sonne dreimal so gro8 sein, wie die des galaktischen Systems, woraus
man ersehen kann, daB in der Umgebung der Sonne das lokale System
den dominierenden EinfluB auf die Sternverteilung ausiibt.
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Mehr spekulativ sind aus den oben erwdhnten Griinden auch die Ver-
suche, durch Ubergang von den Flichendichten zur rdumlichen Dichte-
verteilung die beiden Systeme zu entwirren. SEARES bedient sich dazu
der ScewarzscHILDschen Methode, in der die Dichtefunktion D (r) die
bequeme Form einer Gaussschen Fehlerkurve annimmt, wenn sich die
Sternzahlen N (m) pro Flicheneinheit und die Verteilungsfunktion der
Leuchtkrifte F (M), d. h. die Anzahl der Sterne pro Volumeinheit, deren

absolute Helligkeiten zwischen M — % und M 4 % liegen, in dieser Form
darstellen lassen, d. h. wenn

logF(M)=p +qM — r* ]

log N(m) = a + bm — cm® (7)
dann gilt log D () = h + kr — Ir° ]
wo die Koeffizienten %, %, [ bekannte Funktionen der durch Beobachtung
zu bestimmenden Koeffizienten p, ¢, 7 und a, b, ¢ sind. Wir wissen zwar

heute, daB die Funktion F (m) etwa von der 7. absoluten Helligkeit an
zu schwicheren Sternen keine Fehlerkurve mehr ist und, dennoch als
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Abb. 5. Mittlerer Dichteverlauf im galaktischen oystem Die obere Kurve mit einem Maximum nahe

der Sonne zeigt die raumliche Dichte (Ordinaten) in Richtung zum, Zentrum (links) und zum Anti-

zentrum (rechts). Die beiden sich iberlagernden Kurven geben die hypothensche Dichteverteilung im

lokalen (symmetrische Kurve) und im grofleren galaktischen System. Abszissen sind die Entfernungen
in Parsek. (Nach Fr. Seares, Mt. Wilson Contrib. Nr. 347.)

solche angenommen, einen unrichtigen Dichteverlauf mit der Entfernung
ergibt, aber es kommt uns hier in erster Linie auf die relative Dichte
in den beiden Richtungen zum Zentrum und Antizentrum an, und die
diirfte nicht allzusehr davon beeinflut werden. Die Koeffizienten «, 0, ¢
entnimmt SEARES seinen eigenen Sternzihlungen, die Werte p, ¢, 7
werden nach vaxn RHIJN angesetzt.

Es ergibt sich in den beiden Richtungen ein Dichteverlauf wie in
Abb. 5 (obere Kurve) dargestellt, wo die Dichte in der Ndhe der Sonne
gleich 1 gesetzt ist. Die zwei unteren Kurven sind ein Versuch, die beiden
Systeme, das lokale und das galaktische, voneinander zu trennen.
SEARES geht davon aus,daB die hellen B-Sterne sich ziemlich symmetrisch
um ein Zentrum gruppieren, das nach CHARLIER weniger als 100 Parsek
von der Sonne entfernt ist und schlieBt daraus, daBl das lokale System
als Ganzes, dessen Kern ja die B-Sterne sein sollen, durch sphiroidische,
nahezu mit der Sonne konzentrische Sternverteilung charakterisiert ist
(mittlere Kurve). Dann ist jedoch fiir das galaktische System keine
symmetrische Verteilung mehr moglich. Die gezeichnete Kurve ist mit
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Riicksicht auf moglichste RegelmiBigkeit gewihlt, sie bestimmt zu-
gleich die Dispersion der symmetrischen Kurve fiir das lokale System
so, daB gleiche Sterndichte in beiden Systemen in Ubereinstimmung mit
der fritheren Abschidtzung in etwa 400 Parsek Entfernung vorhanden
ist. Die Ausdehnung des lokalen Systems in der galaktischen Ebene
wiirde dann etwa 3000—4000 Parsek betragen.

Die Losung ist natiirlich nicht eindeutig und tberhaupt sehr un-
sicher; jedoch scheint keine Kombination mdglich zu sein, bei der das
Dichtezentrum des galaktischen Systems mehr als 2000 oder 3000 Parsek
von der Sonne entfernt ist. Das 140t sich mit SHAPLEYS Vorstellungen
einer machtigen Sternwolke in 16000 Parsek Entfernung als Zentrum
des galaktischen Systems schwer vereinbaren. Andererseits geht auch
aus unserer Kurve hervor, dafl das geometrische Zentrum des Systems
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Abb. 6. Wirkung einer interstellaren Absorption auf die raumliche Sterndichte in der galaktischen

Ebenc, links, in Richtung zum Zentrum (4= 325°), rechts fur 4= 145", Kurve 7) entspricht der oberen

Kurve in Abb. 5, die drei anderen verschiedenen Absorptions-Koeffizienten. (Nach Fr. Spares, Mt.
Wilson Contrib. Nr. 428.)

jedenfalls viel weiter als zooo oder 3000 Parsek entfernt sein mul, aber
merkwiirdigerweise im Dichteverlauf nicht die geringste Andeutung
findet. Als rettender Ausweg aus dieser unbeiriedigenden Situation
bietet sich wohl nur die Annahme einer interstellaren Absorption, die
systematisch die Sternzahlen herabdriickt. Angeregt durch TRUMPLERS
Untersuchungen hat SEARES in einer neuen Arbeit diese Moglichkeit fiir
verschiedene Absorptionskoeffizienten durchgerechnetr. Die Kurve At
(Abb. 6) entspricht der TrRUMPLERschen Annahme eines konstanten
Absorptionskoeffizienten von 0,67 je 1000 Parsek, sie fithrt in der
Richtung zum Zentrum zu einer sehr bedeutenden, wenn auch nicht
unméglichen Dichtesteigerung. Ein mit der Distanz langsam zunehmen-
der an Stelle eines konstanten Absorptionskoeffizienten wiirde das Zen-
trum in noch gréBere Entfernungen riicken. Natiirlich nimmt auch in

t Mt. Wilson Contrib. 1931, Nr 428.
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allen anderen Richtungen die Dichte zu; verhiltnism4Big wenig in der
Richtung 180°+ L, dagegen in A=90°+4 L und A=270° -+ L um Betrige,
die in diesen Richtungen ganz unwahrscheinlich sind, es sei denn, der
Absorptionskoeffizient wechselt auch mit der Richtung.

Mit einem nach Richtung und Entfernung variablen Absorptions-
koeffizienten kann man allerdings jeden gewiinschten Dichteverlauf
konstruieren, aber es fehlen uns vorldufig alle empirischen Unterlagen,
um hier das Richtige zu treffen. SchlieBlich ist zu bedenken, daB die
Annahme einer interstellaren Absorption wohl die Diskrepanz zwischen
der Entfernung des galaktischen Zentrums nach den Sternzidhlungen
einerseits und den Ergebnissen SHAPLEYS andererseits beseitigen kann,
aber zugleich den letzteren den Boden entziehen wiirde; die Entwick-
lung des Problems scheint hier in einer Sackgasse zu enden, aus der
noch kein Ausweg gefunden ist.

7. Der innere Aufbau des lokalen Sternsystems. Untersuchungen
Pannekoeks. In den vorhergehenden Paragraphen haben wir das lokale
System als Ganzes und seine Einordnung in das allgemeine Sternsystem
betrachtet. Zur weiteren Klirung des Problems ist es notwendig, auch
die innere Struktur des Systems, also die Sternverteilung in der Um-
gebung der Sonne, im einzelnen zu studieren. Eine erste Ndherung geben
hier die stellarstatistischen Methoden, die sich an die Namen SEELIGER,
KAPTEYN, SCHWARZSCHILD kniipfen. Die empirischen Grundlagen sind
stets die mittleren Anzahlen der Sterne nach den beiden Argumenten
scheinbare Helligkeit und galaktische Breite, verschieden sind nur die
Wege, die Sternzahlen in raumliche Sterndichten umzuwandeln; einer
davon, der SCHWARZSCHILDsche, ist bereits oben skizziert worden. Das
Hauptergebnis war immer, dafl die Sonne sich nahe einem Punkte maxi-
maler Sterndichte befinden miisse, von dem aus die Dichte nach allen
Seiten gleichmiBig abnimmt, aber lings der galaktischen Ebene lang-
samer als senkrecht dazu. Von den hier benutzten geglitteten Stern-
zahlen sind die wirklich beobachteten mehr oder weniger verschieden.
In den Abweichungen steckt zunichst ein systematisches, von der galak-
tischen Linge abhingiges Glied, dessen Beriicksichtigung zu den im
vorhergehenden Paragraphen besprochenen Ergebnissen fithrt. Die dann
noch verbleibenden Reste sind auf lokale Schwankungen der Sterndichte
zurlickzufithren, deren Studium das Ziel einer dritten Nadherung sein
wiirde.

Eine weit ausgreifende Untersuchung dieser Art hat PANNEKOEK ge-
liefertr. Zum Verstindnis seiner Arbeit muB zunichst ein kurzer Uber-
blick iiber die benutzten Methoden gegeben werden.

Ausgangspunkt ist das schematische Sternsystem erster Niherung,
das nach ScawarzscHILDs Verfahren (Gleichung 7) jedoch unter Ein-

1 Researches on the Structure of the Universe 1. Amsterdam 1924.
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fiihrung der Zahlen 4 (m), das ist die Anzahl der Sterne zwischen m — %

und m -+ %, anstatt der N (m) berechnet wird. Als numerische Unter-

lagen dienen die Abzihlungen der Sterne 7.—14. Gr6Be nach vax RuIj~
und die KaprEyNschen Koeffizienten der Funktion F (M), die iibrigens
im ganzen System als konstant vorausgesetzt wird. Das Ergebnis der
Rechnung ist eine Tafel, die fiir 12 galaktische Breiten die Werte der
Dichtefunktion D (p) fiir die Argumente o =7—18 gibt, wo p=5 +log»
an Stelle der Entfernungen » der Sterne von der Sonne benutzt wird.

Im wirklichen Sternsystem wird der glatte Verlauf der Dichtefunk-
tion durch UnregelmiBigkeiten gestort, nimlich értliche Ansammlungen
von Sternen und Sternleeren. PANNEKOEK untersucht zunichst theore-
tisch, wie solche Einfliisse und daneben als dritte Stérungsursache ab-
sorbierende Nebel unter vorgegebenen Bedingungen sich in den Stern-
zahlen duBern miissen. Er legt wieder Tafeln an, die unter verschiedenen
Annahmen fiir die SterngréBe m, die Entfernung und Ausdehnung der
Sternwolke, die Absorptionsfihigkeit des Nebels usw. ein numerisches
Bild der UnregelmiBigkeiten geben, die durch diese Moglichkeiten in
dem stetigen Laufe der Sternzahlen entstehen. Handelt es sich z. B. um
eine Sternwolke von mifiger Ausdehnung, so zeigt die rdumliche Stern-
dichte in der Gegend dieser Wolke ein scharfes und schmales Maximum,
wihrend die Sternzahlen infolge der gro8en Dispersion der Leuchtkrifte
nur eine unbedeutende, aber durch mehrere Gro8enklassen sich hin-
ziehende Schwellung aufweisen. Mehrere hintereinander liegende Wolken
erzeugen verschiedene solcher Anschwellungen, die sich iiberlagern und
unter Umstinden einen ganz regelmidBigen und kontinuierlichen Dichte-
abfall vortiuschen kénnen. In gewissen Fillen wird also ein cindeutiger
Ubergang von der Flichendichte auf die raumliche Dichte {iberhaupt
nicht mdoglich sein.

Als Material benutzt PaxNEkOEK die Helligkeitsschitzungen der
groBen Durchmusterungskataloge, die er nach eingehender Diskussion
auf das photometrische System der Harvarp-Kataloge reduziert. Fir
die beiden Bonner Durchmusterungen werden die Abzihlungen SEELI-
GERS libernommen, fiir die Cordobadurchmusterung fiihrt PANNEKOEK
die Zahlungen selbst durch, wobei er den Himmel in kleine Trapeze von
durchschnittlich 22 Quadratgrad Flicheninhalt zerlegt. Gezdhlt wurde
in sechs durch die Mittelwerte 5,6, 5,8, 6,9, 7,7, 8,3, 8,9 reprisentierten
Helligkeitsintervallen. Die gefundenen Sternanzahlen wurden dann in
jedem Areal mit den entsprechenden Zahlen des schematischen Stern-
systems verglichen und die Differenzen A, — A, tabuliert. Diese Diffe-
renzen bilden die Grundlage der weiteren Untersuchung.

Da die kleinen Areale von 22 Quadratgraden zu wenig Sterne ent-
halten, wurden sie zunichst in 102 gréBere Felder von je 400 Quadrat-
grad zusammengezogen. Die entsprechend neu gemittelten Differenzen

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 2
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Ai—Ag dienten dann zur Berechnung der Verbesserungen Aa, A, Ac der
Koeffizienten a, b, ¢ in der Formel fiir die Sternzahlen A4 (m). Durch
die zwischen den Koeffizienten der drei Gleichungen (7) bestehenden Re-
lationen ergaben sich die den Aa, Ab, Ac entsprechenden Verbesserungen
der Werte %, &, 7 und damit die 4 log D (p), die an die log D, (o) des
schematischen Sternsystems angebracht die Dichten log D (9) im wirk-
lichen Sternsystem lieferten. Entsprechend der Anordnung der 102 Fel-
der wurde diese Rechnung fiir die galaktischen Breiten 10°, 300, 50°,
700 und go® durchgefithrt, und zwar fiir Distanzen p, die sich aus fol-
gender Uberlegung ergaben. Die benutzten Sternzahlen 4 (m) sind zu-
verlissig nur in dem Bereich 8704 07g; damit sind auch fiir p bestimmte
Grenzen gegeben, innerhalb deren D (p) mit geniigender Zuverldssigkeit
berechnet werden kann. Die Bestimmung dieser Grenzen fiihrt auf die
Definition von g, als der Entfernung, die am meisten zu der Sternzahl
A (m,) fiir m, =80 beitrdgt. Nach den ScHwaRzscHILDschen Beziehungs-
gleichungen ist

(8)
somit Ao, = —— dm,

Der Faktor von Am, schwankt zwischen 0,54 und 0,62; da Am, =0,9,
wird Ag, =0,5 und damit g, == 0,5 die Genauigkeitsgrenze von g. Die
Werte von g, liegen in den einzelnen Feldern zwischen 10,7 und 14,0;
fiir jedes Feld wurden die Werte log D (g) fiir die beiden g, am nachsten
liegenden ganzzahligen Werte von g berechnet.

Aus dem so entstandenen System beobachteter Dichten wurden die
Entfernungen abgelesen, in denen log D die Werte 0,00, 9,95, 9,00 ----
9,5 usw. annimmt und in 5 Karten die Linien gleicher Dichte einge-
zeichnet. Zwei von diesen Karten geben Parallelschnitte zur Milch-
straBe in &+ 10° Breite, die drei anderen Polarschnitte fiir die drei Lingen-
grade 30—210°, go—270° und 150—330° Diese Karten (vgl. Abb. 7
und 8) zeigen deutlich die unregelmiBige Form des lokalen Sternsystems.
Nérdlich der MilchstraBe reichen Gebiete hoher Dichte um 1 in
Cygnus und Monoceros bis in groBe Entfernungen; die Cynusdichte setzt
sich auf der Siidseite der MilchstraBe durch Lacerta und Cassiopeia fort.
Die Dunkelnebel in Ophiuchus und Taurus verursachen tiefe Einbriiche
scheinbar geringer Dichte bei 350° Linge siidlich und 1400 nérdlich der
MilchstraBe. Nahe Gebiete groBer Dichte finden sich bei 210° (s.) und
230° (n.s.) in Canis major und Vela, ferner bei 3100 (n.) und 330° (s.) im
Scorpion. Die Linien hochster Dichte lassen sich nicht in geschlossener
Kurve um die Sonne (Zentrum der Karten) winden, wahrscheinlich
schlieen sie sich um einzelne getrennte Sternanhiufungen, die in den
Richtungen 40° und 185° in 300 und 400 Parsek, in 230° und 320° in
100 und 150 Parsek Entfernung liegen miissen.
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Natiirlich geben die Zeichnungen die Dichteverteilung nur in den
Hauptziigen wieder. Erstens werden durch die Zusammenfassung in
verhdltnismdBig groBe Felder alle kleineren Einzelheiten verwischt,
und zweitens sind durch die fiinf willkiirlichen Schnitte manche zu-
sammengehdrende Gebiete zerrissen und nicht in ihrem wahren Charakter

”fj P //
s

Abb. 7. Kurven gleicher Sterndichte (log D) in zwei Parallelschnitten zur galaktischen Ebene; oben
Zone o0 bis + 200, unten o0 bis — 20%. Sonne im Zentrum. (Nach PANNEKOEK, Amsterdam Publ, Nr. 1.)

zur Darstellung gebracht. Uber den Dichteverlauf innerhalb der Kugel
von 100 Parsek Radius um die Sonne geben die Durchmusterungskata-
loge iiberhaupt keinen Aufschluf3.

PANNEKOEK hat dann noch versucht, iiber die GréBe und Lage
einzelner Sternwolken genauere Schliisse zu ziehen, wobei er die Dichte-
verteilung in der galaktischen Ebene zugrunde legt. In eine Karte

2%



20 FrRIEDRICH BECKER:

werden die beobachteten Dichten fiir die galaktischen Lingen von 109
zu 10° und die Distanzen p=10—14 eingetragen. In diesen Zahlen
scheint sich eine radiale Struktur anzudeuten, d. h. lings der von der
Sonne ausgehenden Radiusvektoren ist der Dichteverlauf ziemlich gleich-

Abb. 8. Kurven gleicher Dichte (log /) in drei Meridianschnitten durch das lokale System.
Sonne im Zentrum. {Nach PANNEKOEK, Amsterdam Publ. Nr. 1.)

miBig, wihrend seitlich groBere Spriinge vorkommen. PANNEKOEK hilt
diese Struktur fiir nicht reell, sondern vorgetiuscht durch die oben
erwihnte Erscheinung, daB Sternansammlungen von begrenzter Aus-
dehnung in den Sternzahlen iiber einen groBen Bereich in » auseinander-
gezogen werden. Das lokale System wiirde also aus zahlreichen kleineren
Sternwolken aufgebaut sein. Mit Benutzung seiner fritheren Entwick-
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lungen, die das Anschwellen der Sternzahlen beim Vorhandensein einer
Sternwolke von bestimmter GréBe und Sternfiille aufzeigen, leitet Pan-
NEKOEK fiir einige dieser Anhdufungen die im folgenden mitgeteilten,
allerdings noch sehr unsicheren Daten ab.

Sternwolke | Entfernung Anzahl der Sterne i Sterndichte
Cygnus . . 600 . 200X 10% 3,5
Monoceros 8oo I 300 X 10* 4,3
Carina. . . | 400 ’ 18 X 10* 17
Orion . . . | 300 | 32 X 103 9
Vela . ... | 160 i 27 X 103 | 8,5
Sagittarius 170 ‘ 33 X 10° | 7

Die Entfernung ist in Parsek gegeben, die Sterndichte im Zentrum
des schematischen Sternsystems (Nahe der Sonne) gleich 1 gesetzt.

Die numerischen Ergebnisse enthalten gewil noch manches Hypo-
thetische, auch sagen sie nichts dariiber, wie es in dem Raume zwischen
den einzelnen Sternansammlungen aussieht, so daB3 das Bild in vielen
Ziigen unvollstindig bleibt. Das beeintrichtigt aber nicht den hohen
Wert der PaNnNEKOEKschen Untersuchung, der vor allem im Metho-
dischen liegt. Es werden die Wege gezeigt, auf denen die friihere, allzu
schematische Konzeption des lokalen Sternsystems iiberwunden werden
kann. PANNEKOEKs eigene Ergebnisse lassen wenigstens so viel erkennen,
daB sich in den frither vernachlissigten UnregelmiBigkeiten der Stern-
zahlen keine nebensichlichen, sondern gerade die wesentlichen Struktur-
eigenschaften des Systems ausprigen. Die Aufteilung in einzelne Stern-
wolken bedeutet noch keine Auflésung des ganzen Systems; z. B. liegt
der Gedanke nicht sehr fern, da das System wie ein Spiralnebel gebaut
ist und die einzelnen Sternansammlungen den Verdichtungsknoten ent-
sprechen, die man haufig in Spiralnebeln beobachtet. Spiralstruktur hat
sich bis jetzt allerdings in unserem lokalen System trotz mehrfacher
Versuche nicht mit Sicherheit nachweisen lassen, doch ist die Méglichkeit
nicht von der Hand zu weisen.

8. Ergebnisse aus der Statistik der Spektralklassen. Andere
Sternwolken und SzapLEvs ,,Supergalaxis‘‘. Die Zusammenfassung
der Sterne nach Spektralklassen unter gleichzeitiger Trennung der
Glieder des Riesenastes und der Hauptserie des RussELL-Diagrammes
liefert uns Gruppen mit nur geringer Streuung der absoluten Helligkeit.
Abzéhlungen der Sterne nach scheinbarer Helligkeit geben daher un-
mittelbar ihre Anzahl und Verteilung in verschiedenen Entfernungen
von der Sonne. Auf diesem Wege sind wichtige Aufschliisse iiber die
Struktur des lokalen Sternsystems zu erwarten, besonders dann, wenn
die zur Zeit an verschiedenen Sternwarten in Gang befindliche Klassi-
fizierung der Spektren schwacher Sterne in vollem Umfang zur Ver-
fiigung stehen wird. Als eine der ersten Untersuchungen dieser Art
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haben wir bereits CHARLIERs Studie {iber die B-Sterne besprochen; es
seien im AnschluB daran hier einige weitere Ergebnisse aus der Behand-
lung dieser Sterne mitgeteilt.

Die Verteilung der Bo—B 5-Sterne relativ zur MilchstraBe zeigt nach
Suaprrey und Miss CaxnonN eing deutliche Abhingigkeit von der
scheinbaren Helligkeit?. Teilt man die Sterne in vier Gruppen, nimlich

Gruppe 1 St. heller als 5,25 346 Sterne

» 2 5!26*6a25 367 ”
”» 3 6y26* 7125 564 ”
4 7’26_8r2 719 1

so ordnen sich die Sterne der ersten Gruppe lings eines gréfiten Kreises,
der um etwa 15° gegen die galaktische Ebene geneigt ist. Die Sterne der
folgenden Gruppen konzentrieren sich mit abnehmender Helligkeit
immer stirker gegen die MilchstraBenebene selber. Zwar ist die Streuung
im einzelnen ziemlich stark, die allmahliche Drehung der Symmetrie-
ebene aber unverkennbar. Dieselbe Erscheinung, die SeEares fir die
Gesamtheit der Sterne nachgewiesen hat, zeigt sich also auch fir die
B-Sterne allein. Nur die helleren von diesen sind demnach als Glieder
des lokalen Systems zu betrachten, wahrend die schwicheren, d. h. ent-
fernteren, dem allgemeinen MilchstraBensystem angehdren.

Die raumliche Verteilung der 5-Sterne hat PANNEKOEK® untersucht.
Das von thm gewonnene Verteilungsbild unterscheidet sich von dem
CuARLIERschen durch die stirkere Auflockerung in getrennte, unregel-
miBig im Raume verstreute Gruppen, von denen die groBten sich schon
bei CHARLIER angedeutet finden. Ein dhnliches Verteilungsbild erhalt
PANNEKOEK fiir die in derselben Arbeit untersuchten A- und K-Sterne
des DraPER-Kataloges. Seine Spezialuntersuchungen einzelner Spektral-
klassen fithren ihn also zu analogen Ergebnissen wie die Diskussion der
Gesamtsternzahlen.

Ein Durchschnittsbild geben die folgenden, vom Verfasser aus seiner
Klassifizierung schwacher Spektren in den Kaprevnschen Eichfeldern
des Stidhimmels abgeleiteten Zahlen3. Sie umfassen in galaktischer Lange
den Bereich zwischen 220° und 3200 und in Helligkeit die Sterne von
9,5—12,0 photographisch. Die mittleren absoluten Helligkeiten der
sechs Spektralgruppen und die daraus berechneten Entfernungen gelten
unter der Voraussetzung, da die Sterne der Hauptserie des RussgLL-
Diagrammes angehdren. Die Sternanzahlen pro Einheitsfliche (48 Qua-
dratgrad) wurden fiir die drei Helligkeitsintervalle 9,5—10,5, 10,5—1I1,5
und 11,5—712,0 ermittelt, deren entsprechende Raumvolumina sich im
Mittel wie 1: 4: 5 verhalten. Durch Division mit diesen Zahlen sind die

t Harv. Circ. 239 (1922).
2 Researches on the Structure of the Universe 2 (1929).
3 Sitzgsber. preu3. Akad. Wiss., Physik.-math. Kl. 86 (1932).
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Sternzahlen in den drei Helligkeitsintervallen fiir jede Spektralgruppe
fiir sich auf gleiche Raumteile reduziert worden.

galaktische Breite

Helligkeit } 00bis =200 | —210bis —400 ' —410bis —60® | —610bis — 800
B8—A4, Entfernungsbereich 500—r1580 Parsek
9,5—10,5 206 17 8 5
10,5—11,5 56 3 I 1
11,5—12,0 I1 1 0 0
A s—F1, Entfernungsbereich 240—;60 Parsek
9,5—10,5 86 35 18 17
10,5—11,5 56 7 5 3
11,5—12,0 18 3 I | I
F2—F8, Entfernungsbereich 100—330 Parsek
9,5 10,5 69 57 35 29
10,5—11,5 68 24 18 12
11,5—12,0 48 19 7 7
F9—G4, Entfernungsbereich 58—180 Parsek
9,5—105 45 ' 47 39 35
10,5—I1L.5 61 44 40 33
11,5—12,0 83 53 28 20
G 5—G38, Entfernungsbereich 36 bis 115 Parsek
9,5—10,5 52 45 36 34
10,5—1I1,5 37 27 22 16
11,5—I2,0 32 | 21 II 9

Man sieht auch hier wieder, daB} die Sterndichte im ganzen mit der
Entfernung abnimmt, und zwar ist die Abnahme um so deutlicher, je
grofer die Entfernung und je héher die galaktische Breite. Andererseits
prigen sich auch in diesem Durchschnittsbild schon starke lokale Ab-
weichungen von dieser Regel aus, namentlich in den sonnennahen Ge-
bieten, wo die Raumvolumina kleiner sind. In der Spektralgruppe
Fg—G4 7z B. wichst in der galaktischen Mittelzone die Sterndichte
iiber den Bereich von 58-—180 Parsek hin auf fast den doppelten Wert
an, wihrend wir in der Gruppe G5— G8 von 36—115 Parsek eine ebenso
starke Abnahme finden.

Bemerkenswert ist vor allem die Tatsache, da3 in den untersuchten
Feldern das Vorkommen der B-Sterne bei der 11. GroBe vollstandig auf-
hort, woraus erneut hervorgeht, da die helleren B-Sterne eine in sich ge-
schlossene Gruppe bilden. Bei der 12. Gré8e sind auch die 4-Sterne so
selten geworden, dall man geneigt ist, von ihnen dasselbe zu sagen.

Wenn wir das Verhalten der A-Sterne als typisch fiir das lokale Stern-
system ansehen diirfen, wird die Grenze des Systems in der Mittelebene
bei 1500—2000 Parsek praktisch erreicht sein, denn in dieser Gegend
trifft im Durchschnitt nur noch 1 A-Stern auf je 160000 Kubikparsek.
Jedoch wiirden nach SEARES immer noch die Sterne des allgemeinen
galaktischen Systems vorhanden sein und dafiir sorgen, daBl auch an
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den Grenzen des lokalen Systems die Gesamtsterndichte betrichtlich
iiber diesem Minimalwert liegt.

Daf in Richtung der Sagittariuswolke, dem vermuteten galaktischen
Zentrum, nach Uberschreiten des Minimums eine erneute Dichtezunahme
zu verzeichnen ist, wurde bereits in Abschnitt 6 dargelegt. Ahnliches
148t sich auch fir andere Sternwolken der Milchstralle nachweisen und
geht wenigstens qualitativ fiir die Scutumwolke aus einer Unter-
suchung KRIEGERs? hervor, der wir das Diagramm Abb. g entnehmen.
Es gilt fiir die Sterne der Spektralgruppen 46—F 3 und F3—G3 und
zeigt die Grenze des lokalen Systems bei 1000—1500 Parsek und das
Wiederansteigen der Sterndichte bis zu einem neuen Maximum in
etwa 2800 Parsek Entfernung. Es scheint, daBl wir hier

6000 f<, eine unserem lokalen System koordinierte, dhnlich wie
’ dieses aufgebaute Sternwolke vor uns haben, und es liegt
‘MM_‘E nahe, in anderen MilchstraBenwolken noch weitere Systeme

: dieser Art zu vermuten.
Aus diesem Gedanken hat SHAPLEY kiirzlich seine Auf-
4000~ fassung des galaktischen
o Systems erweitert®. Die
N sp001- einzigen uns bekannten
§ und dem MilchstraBen-

system sicher nicht an-

gehorenden Himmelskor-

per sind die Spirainebel.

Man hat deshalb gern un-

N ser galaktisches System
LT selbst als Spiralnebel und

7000 2000 3000 40 5000 . - i
Parsec diesen koordiniert an

Abb. 9. Verlauf der Sterndichte beim Ubergang vom lokalen gesehen' Aber mit den
System zur Scutumwolke. Ordinaten: raumliche Sterndichte : : : _
Abszissen: Entfernungen. (Nach KrieGer, Lick Bulletin 14, 95.5 Dlmen51oner1, die SHAP

LEY und SEAREs dem ga-

laktischen System geben, ist dieses wenigstens zehnmal so gro3 wie
ein normaler Spiralnebel. Um diese Diskrepanz zu vermeiden, ver-
gleicht SHAPLEY das galaktische System mit einem Nebelhaufen. Solche
Nebelhaufen, in denen mehrere Dutzend bis einige hundert Spiralnebel
zu einem System noch hoherer Ordnung vereinigt sind, kennen wir
eine ganze Anzahl. Ein System dieser Art, ,Supergalaxis nennt es
SHAPLEY, soll auch unsere MilchstraBenwelt sein; die galaktischen
Sternwolken, darunter das lokale Sternsystem bilden, den einzelnen
Spiralnebeln eines Nebelhaufens vergleichbar, seine Strukturelemente.

9. Ansidtze zur Dynamik des lokalen Sternsystems. Aus den
letzten Jahren liegen verschiedene Ansitze zu einer umfassenden

1 Lick Obs. Bull. 14, 95 (1929).
2 Harv. Circ. Nr. 350 (1930).
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dynamischen Deutung des Sternsystems vor. Die meisten Anhénger
diirfte die OorTsche Hypothese einer allgemeinen Rotation des Milch-
straBBensystems gefunden haben; ihre Erdrterung fallt jedoch nicht in
den Rahmen dieses Referates. Nur eine Schwierigkeit, die sich aus dieser
Vorstellung fiir das lokale System ergibt, mdge kurz erwidhnt werden.
Die Rotation soll in Kreisbahnen und KEePLER-Bewegung um das ga-
laktische Zentrum erfolgen; es mibBten also die dem Zentrum niheren
Teile des lokalen Systems schneller rotieren als die weiter auBen liegen-
den, d. h. das ganze System wiirde sich allmahlich auflosen, vielmehr
es wiirde sich wahrscheinlich schon aufgeldst haben. Da man aber an
den mancherlei Anzeichen fiir seine Existenz doch nicht ganz voriiber-
gehen kann, sucht man die Schwierigkeit durch die Annahme zu um-
gehen, ein solches System kénne sich unter dem Einflul} irgendwelcher
ortlich begrenzter Gravitationswirkungen neu bilden und fiir eine
gewisse Zeit von Bestand bleiben®. Dieser Ausweg ist recht un-
befriedigend, aber vorldufig auch gar nicht der einzige. Die Methoden,
nach denen die Rotation bestimmt wird, geben an sich nur deren
Winkelgeschwindigkeit; das Drehungszentrum bleibt unbestimmt, es
konnte auch eine Rotation um ein viel ndheres Zentrum, ctwa das
des lokalen Systems selber vorliegen. Solange diese Moglichkeit
nicht ausgeschlossen ist, haben die geduBerten Bedenken nur geringes
Gewicht.

Man kann das Problem aber noch von einer anderen Seite her an-
greifen. Fast alle neueren Untersuchungen uber den statischen Aufbau
des Milchstraensystems stimmen darin {iberein, daB dieses kein homo-
genes Gebilde von Einzelsternen sondern ein Konglomerat von Stern-
haufen und Sternwolken verschiedener GroBe ist. Der sehr spezielle OorT-
sche Ansatz einer Kreisbahnbewegung der einzelnen Sterne um das Zen-
trum ignoriert diese Tatsache und bedeutet einen Riuckschritt zu der
bereits aufgegebenen Vorstellung eines regelmidBig gebauten Stern-
systems. Wenn iiberhaupt eine Rotation stattfindet, was schon wegen
der starken Abplattung des Systems sehr wahrscheinlich ist, wird man
besser daran tun, die einzelnen Sternwolken als dynamische Struktur-
elemente anzunehmen und mit der allgemeineren Vorstellung zu ar-
beiten, dafB3 diese sich in exzentrischen Bahnen um den Massenmittel-
punkt bewegen.

Wir koénnen die Bewegungsverhiltnisse in einer solchen Sternwolke
mit denen eines Meteorschwarmes vergleichen, der sich in nicht kreis-
féormiger Bahn um die Sonne bewegt. Die der Sonne niheren Meteore
werden in jedem Falle eine groBere Geschwindigkeit haben als die ent-
fernteren, und ein Beobachter nahe der Mitte des Schwarmes, der die
Relativbewegungen der einzelnen Meteore miB3t, wird als Gesamteffekt

! Vgl. EppixgToN, The Rotation of the Galaxy. Halley Lecture 1930.
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eine Expansion des Schwarmes feststellen, wenn dieser sich dem An-
ziehungszentrum ndhert, dagegen eine Kontraktion, wenn er sich von
ihm entfernt. Beide Effekte wiirden aber nicht in allen Richtungen mit
dem gleichen Betrage auftreten, sondern Maximalwerte in zwei einander
entgegengesetzten Richtungen zeigen, die etwa der Richtung der augen-
blicklichen Bahntangente entsprechen wiirde; in der hierzu senkrechten
Richtung wird der Effekt bedeutend kleiner sein, vielleicht ganz ver-
schwinden.

Etwas Ahnliches wird nun, wie u.a.voN DER PAHLEX und FREUNDLICH *
gezeigt haben, tatsichlich bei der Sterngruppe beobachtet, in der wir den
Kern des lokalen Systems vermuten, ndmlich bei den B-Sternen. Das
arithmetische Mittel der Radialgeschwindigkeiten der helleren B-Sterne
ergibt nach Abzug der Sonnenbewegung einen von Null verschiedenen
positiven Wert von + 4 bis + 5 km/sec. (also eine Expansion), den seit
langem bekannten , K-Effekt”, und eine nihere Untersuchung dieses
Effektes hat ergeben, ,,dafl er einen unverkennbaren Gang mit der ga-
laktischen Linge in Form einer Doppelwelle zeigt, indem die gréBten
Werte (etwa -+ 6 bis + 10 km/sec.) in zwel entgegengesetzten Rich-
tungen (etwa beid = 10° und A = 190°) auftreten, wihrend die zwischen-
liegenden Werte sogar bis zu dem Betrag Null herabsinken®. Man kann
also die Radialgeschwindigkeiten der B-Sterne in der Form ansetzen:

v=—0g,-cos(d—Ag)+ 7 cos’(A—1,) + 7,

wo jeweils v die mittlere Radialgeschwindigkeit der in einem gewissen
Bereich galaktischer Linge liegenden Sterne ist, das erste Glied die in
der galaktischen Ebene liegende Komponente der Sonnenbewegung, das
zweite Glied den variablen und das dritte den etwa vorhandenen kon-
stanten (in der Sternatmosphire begriindeten) Term des K-Effektes be-
deuten (v, entspricht der Projektion auf die galaktische Ebene der Ge-
schwindigkeit der Sonne in Bezug auf den Schwerpunkt der betrachteten
Sterngruppe, 4, gibt die Linge des Sonnenapex an, %, und 4, die Ge-
samthéhe der Doppelwelle und die gendherte Lage ihrer Maxima).

Die Durchrechnung mittels der im zweiten VouTEschen Katalog zu-
sammengestellten Radialgeschwindigkeiten ergibt die numerischen Werte

v = - 20,91 -cos (A — 2679) + 5,76 - cos® (L — 1075) + 1,0,

wobei die Werte ., #,, A, in weiten Grenzen variiert werden kénnen,
ohne die spiteren Ergebnisse tiber die Bahn der B-Sterne im galaktischen
System wesentlich zu dndern.

Bezeichnen wir die Geschwindigkeit des in der Nihe der Sonne liegen-
den Schwerpunkts der Gruppe mit v,, die Geschwindigkeiten der bei
A= 10% bzw. 190° liegenden Teile mit v; und v, und nehmen unter Ver-

' Potsdamer Publ. Nr. 86 (1928).
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nachldssigung der Bahnkriimmung an, daf das System sich lings einer
Geraden in der Richtung A = 10° bewegt, so ist

v, =v, + 6 km/sec und v, =v, — 6 km/sec; /v =v; —v, =+ 6 km/sec.

Diese Geschwindigkeitsdnderung soll als Wirkung einer zunichst punkt-
féormig gedachten, im Mittelpunkt des galaktischen Systems nach SHaP-
LEY (also in der Richtung A = 325°) befindlichen, in einem groBen Ab-
stand 7, von uns liegenden Anziehungsquelle von der Masse M gedeutet
werden.

Die Untersuchung des K-Effektes liefert uns also die Richtung der
Bewegung und die Geschwindigkeitsinderung innerhalb der Gruppe.
Gelingt es uns noch, plausible Werte fiir die Entfernung , zum An-
ziehungszentrum, die mittlere Entfernung 4 der betrachteten B-Sterne
von der Sonne und fiir die Rotationsgeschwindigkeit v, des Schwerpunkts
der Gruppe ausfindig zu machen, so kénnen nach den gewdhnlichen For-
meln der KEpLERschen Bewegung die Bahnelemente: groe Halbachse «,
Exzentrizitit ¢ und wahre Anomalie w (der Winkel zwischen dem Ra-
diusvektor 7, und der Richtung nach dem Perihel vom Anziehungs-
zentrum aus) berechnet werden.

Da wir von allen drei GréB3en, besonders aber von v, nur eine ziemlich
vage Kenntnis haben, verwenden vox DER PAHLEN und FREUNDLICH den
Kunstgriff, die Gleichungen so umzuformen, daf nur die Verhiltnisse
a/vs, dfr, und A v/v, auftreten. Da in den beiden letzteren Briichen der
Nenner jedenfalls bedeutend groBer ist als der Zahler, kénnen die Ver-
hiltnisse in weiten Grenzen variiert werden, ohne das Resultat erheblich
zu beeinflussen. Die Rechnung wird mit folgenden Zahlenwerten durch-
gefithrt:

= 10° — 325" =45°
Av= + 6 km/sec und +- 8 km/sec (ohne konstanten Term)
d = 200 Parsek
7, = 20000 Parsek und 8000 Parsek
v, = 40 km/sec und 114 km/sec.

Fiir v, ist aus Erwigungen, denen wir hier nicht im einzelnen nach-
gehen konnen, die mittlere Radialgeschwindigkeit der Kugelsternhaufen
gegen die Sonne angesetzt. Die oben definierten Zahlenverhiltnisse sind
damit in folgende Grenzen eingeschlossen :

d/r, = 0,010 bis 0,025; /v/v, = 0,150 bis 0,05.

Die Resultate der vier Rechnungen stimmen weitgehend miteinander

iiberein und ergeben im Mittel:
alr, = 0,564; ¢=0,926; w=182°5.

Die Bewegung der B-Sterngruppe kann damit nach vox DER PAHLEN und
FrEUNDLICH folgendermaBlen charakterisiert werden:
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Die untersuchte Sternwolke beschreibt gegenwirtig um ein in Rich-
tung des Mittelpunktes des groBen galaktischen Systems gelegenes An-
ziehungszentrum eine sehr langgestreckte elliptische Bahn mit einer Ex-
zentrizitidt von etwa 0,9 und befindet sich augenblicklich in groBer Nihe
des Aphels (w nahe 1809), oder richtiger der Apogalaxie dieser Bahn, die
sie aber bereits etwas liberschritten hat (da die Bewegung zur Zeit einer
Anniherung an das Zentrum entspricht).

Eine Uberschlagsrechnung unter Annahme eines mittleren Wert-
systemes d/r, und A v/v, und der Distanz 7, = 12000 Parsek ergibt fiir
die grofle halbe Achse «, die Zentralmasse M und die Umlaufszeit 7" die
Werte

a = 6300 Parsek; M = 1,4 X 10" Sonnenmassen;
T = einhundertdreiBig Millionen Jahre.

K. OGrRODNIKOFF” hat kiirzlich gezeigt, daf3 man mit noch allgemeine-
ren Ansdtzen dhnliche Ergebnisse erhilt. Es bedarf nur der Annahme,
daf itberhaupt eine Art Strémung der Sterne in der Umgebung der Sonne
existiert, d. h. daB die Geschwindigkeitskomponenten #, v der Sterne in
Bezug auf ein rechtwinkliges, in der galaktischen Ebene liegendes Ko-
ordinatensystem stetige Funktionen ihrer Koordinaten sind, also

1 =1u(xy), v="u(x9y).

Die Sonne ist im Nullpunkt des Systems gedacht, die x-Achse weist in
Richtung des galaktischen Zentrums (1 = 325°), die y-Achse in die Rich-
tung 4 = 55° Unter der Voraussetzung, dal3 die Entfernungen der be-
trachteten Sterne klein sind gegeniiber der Entfernung des Zentrums,
ergibt sich dann, daB der von der Sonne aus beobachtete Effekt der Stré-
mung, zerlegt in seine radiale und transversale Komponente, die Form
einer Welle mit je zwei Maxima und zwei Minima hat, d. h. die Relativ-
geschwindigkeiten v,,4 und v,,,, entsprechen dem Ansatz

v, =#(B 4+ Asin2A + Ccos2 )
Vg =7(B — Csinz 4 4+ Acosz4),

wo die Parameter 4, B, B’, C von den Geschwindigkeitskomponenten
abhingen und A den Winkel zwischen der galaktischen Linge des Zen-
trums (325°) und der des Sternes bedeutet. Die beiden Wellen haben
gleiche Amplitude, aber die zweite ist gegeniiber der ersten um 45° zu
kleineren Lingen hin verschoben.

Nimmt man an, daf3 die Ursache der Strombewegung ihren Sitz in
einer Zentralkraft K hat, die nur von der Entfernung vom galaktischen
Zentrum abhingt, so 148t sich zeigen, daB die Geschwindigkeitskompo-
nenten der Stromung gegeben sind durch

B -C A-B
i = — K v:_ivK7

* Z. f. Astrophysik 4, 190 (1932).
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wo A =B+ B* — C* — A* Die Richtung der Strémung g1, = v/«
ist also vollstidndig bestimmt durch die Werte der vier Parameter. Diese
Konstanten werden mittels des fiir die B-Sterne vorliegenden Materials
berechnet, und zwar B’ nach der ersten Gleichung aus den Radial-
geschwindigkeiten, B nach der zweiten aus den Eigenbewegungen, 4 und
C nach beiden Gleichungen. Als Endwerte findet OGRODNIKOFF:

4 =0,016; B=—0,026; B =0,029; C=o0.

Abb. 10 zeigt den wirklich beobachteten Verlauf der Radial- und
Transversalbewegung mit galaktischer Linge; die obere Kurve gibt die
Radialgeschwindigkeiten nach voN DER PAHLEN und FREUNDLICH, die
untere die Eigenbewegungen (reduziert auf km/sec) nach Oort. Die
drei theoretischen Bedingungen: Doppelwelle, gleiche Amplitude und
Phasenverschiebung um 45°
sind jedenfalls soweit er- 4 | | | ‘
fiillt, daB man der ganzen st ‘ ‘ ‘
Vorstellung wenigstens den 4
Charakter einer Arbeits-
hypothese zubilligen wird.

Die Richtung der Strom- ¢
bewegung ergibt sich zu J—
3460 galaktischer Langeund -,
dararus auf dhnliche Weise
wie bei von der PAHLEN
und FrReEUNDLICH als Bahn
eine Parabel oder stark 4 -7
exzentrische Ellipse, deren

,»Apogalaktikum®die Stern- . ) o
Abb. 10. Doppelwelle in Radialgeschwindigkeit und

gruppe eben durchlaufen Rigenbewegung.

hat.

DaB Oort aus demselben Datenmaterial ein ganz anderes Bild ge-
winnt, liegt hauptsichlich, wie hier nicht im einzelnen ausgefithrt werden
kann, an einer abweichenden Interpretierung des K-Effektes. Welche
der beiden Auffassungen der Wahrheit niher kommt, 148t sich noch nicht
absehen; wir geben einstweilen dem hier besprochenen den Vorzug, weil
sie enger an den sonstigen Ergebnissen tiber die Struktur des Sternsystems
orientiert ist.

Yl i

7 607 w7 7807 1507 B0° 20° 07 200 w0 G L

10. SchluBbetrachtung. Fassen wir noch einmal die Tatsachen
zusammen, die fiir die Existenz eines lokalen Systems sprechen, so sind
es vor allem diese beiden: Die helleren B-Sterne, das Geriist des Systems,
bilden in ihrer Hauptmasse eine auf die nihere Umgebung der Sonne
beschriankte raumliche Gruppe, und die helleren Sterne im allgemeinen
konzentrieren sich mit den B-Sternen um eine andere Symmetrieebene
wie die schwicheren Sterne. Ich denke, daB3 diese Beobachtungen hin-
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reichend verbiirgt sind und vorlaufig auch am besten durch die Annahme
eines lokalen Systems interpretiert werden kénnen. Die innere Struktur
des Systems ist wahrscheinlich durch ein Nebeneinander von sternarmen
und sternreichen Gebieten charakterisiert; weitere Untersuchungen dar-
iber sollten sich an der Fragestellung orientieren, ob das System ein
Spiralnebel ist. Sicher scheint auch, dal die Sonne nicht weit von seinem
Zentrum steht.

Als Glied des allgemeinen galaktischen Systems betrachtet, scheint
das lokale System kein Einzelphdnomen zu sein, sondern eine von
mehreren Sternwolken, die zusammen das groBere System bilden. Eine
planmiBige Erforschung der galaktischen Sternwolken wiirde zur
Klarung des Problems nach dieser Richtung notwendig sein.

Ganz unsicher erscheinen im Augenblick alle Angaben tiber die Aus-
dehnung des Systems und die Entfernung des galaktischen Zentrums,
weil ihnen das Damoklesschwert der interstellaren Absorption droht.
Die Auffindung solcher Methoden, die unabhingig von einer Absorption
die Bestimmung groBer Entfernungen ermdglichen, ist deshalb heute
ein dringendes Desideratum der Stellarastronomie.
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1. Die stellarstatistischen Methoden.

Die Grundlage fiir die Erforschung des Aufbaues unseres Sternsy-
stems bildete zunichst die Stellarstatistik. Auf Grund von Sternzih-
lungen in den verschiedenen Himmelsgegenden versuchte man die
rdumliche Anordnung der Sterne vorerst ohne Riicksicht auf ihre Be-
wegungen zu bestimmen. Die Zdhlungen der helleren Sterne waren durch
die verschienenen Durchmusterungen des Himmels bis etwa zur
10. scheinbaren GroBe iiber den ganzen Himmel ausgefithrt worden.
Fir die schwicheren Sterne war wegen der grofen Zahl die Erfassung
des gesamten Materials nicht mehr moglich. Darum hatte KAPTEYN
206 Felder, die Selected Areas, die iiber den ganzen Himmel gleich-
maBig verteilt waren, herausgesucht, und man begniigte sich fur die
schwicheren Sterne mit den Stichproben aus diesen Gebieten. Da die
Sternzahlen schon fiir die hellsten, dem bloBen Auge sichtbaren eine
strenge Beziehung zur Milchstrafle zeigen, werden wir im folgenden fast
ausschliellich die galaktischen Koordinaten verwenden und nur aus-
nahmsweise die astrometrisch gebriduchliche Rektaszension und Dekli-
nation erwihnen. Da die Lage der Milchstralle, die den Himmel nahezu
als GroBkreis umspannt, wegen der vielen UnregelmiBigkeiten in ihrer
Struktur nicht genau feststellbar ist, mufl man sich auf einen bestimmten
Koordinatenanfangspunkt festlegen. Es wird hier stets der konventio-
nellste gew#hlt, dessen Nordpol bei 12" 40™ Rektaszension und + 28°
Deklination (Aquinoktium 19oo) liegt. Die Lingen werden vom auf-
steigenden Knoten, wo die MilchstraBe von der siidlichen auf die nérd-
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m

liche Hemisphire iibertritt, also 18" 40™ Rektaszension und 0,0 Deklina-
tion aus gerechnet.

Nach den ersten tastenden Versuchen von HERSCHEL, der annahm,
daB3 die absolute Leuchtkraft aller Sterne die gleiche sei und der auf
diese Weise ein in groben Ziigen linsenférmiges Bild des Systems erhielt,
wurde die mathematische Theorie der Stellarstatistik vor allem durch
SEELIGER entwickelt. Die in der Astronomie iibliche GroéBenklassen-

skalar fihrt auf die allgemeine Integralgleichung der Stellarstatistik:
a(m) = wa(;')f(D(M)d;'.

a(m) bedeutet hier die Anzahl der Sterne, die auf dem bestimmten
Himmelsareal des Einheitsraumwinkels zwischen den GréB8enklassen
m—1/, und m-+*/, liegen. D(M) bedeutet die Hiufigkeitsfunktion der
verschiedenen absoluten Helligkeiten M und D(r) die riumliche Stern-
dichte als Funktion der Entfernung », wobei in der Entfernung Null
D(o) gesetzt ist. Es ist in dieser Gleichung von einer eventuellen Ab-
sorption des Lichtes im Weltraum Abstand genommen. Die GroBen
a(m) und @(M) sind Resultate von zum Teil recht schwierigen Beob-
achtungen, und unter der Annahme, dal die Verteilungsfunktion @ (1)
innerhalb des ganzen Systems die gleiche sei, hat man seit Jahrzehnten
mit zunehmend verbessertem Material fiir die Gré8en a(m) und @ (M)
die Integralgleichung gelést, d. h. den Verlauf von D (#) bestimmt. Die
Schwierigkeit, tiber die Anzahlen der schwichsten Sterne exakte An-
gaben zu machen, ist in den letzten anderthalb Jahrzehnten iiberwunden
worden, sie beruhten auf der Schwierigkeit, fiir die schwachen Sterne eine
exakte GroBenklassenskala zu schaffen. Die Hypothese, von der Konstanz
der Funktion @ (M) iiber das ganze System und die Vernachldssigung der
Absorption oder vielmehr die Unméglichkeit, hieriiber exakte Angaben
zu machen, sind die Schwichen der stellarstatistischen Methode. Das
Rechenresultat ergibt, dafl nach allen Seiten hin die Sterndichte abnimmt,
wir uns also etwa im Mittelpunkt des Systems befinden, und daB die
Dichteabnahme in der Richtung der galaktischen Pole sehr viel rascher
erfolgt, als in der MilchstraBenebene. Wihrend sie an den Polen in
200 Parsek auf 1/¢, in 2000 Parsek auf */,,, gefallen ist, sind die ent-
sprechenden Entfernungen in der Milchstraflenebene etwa 1000 und

t Ist die zu den GréBenklassen n und m gehdrige scheinbare Intensitit

I,,und I,,, so ist nach der Definition einer GréBenklasse log 7[15 =0,4 (m—n);
m

die scheinbare GroBe in einer bestimmten Entfernung nennt man absolute
Gr6Be. Merkwiirdigerweise hat sich die Definition der absoluten GroBe auf
10 Parsek eingebiirgert, wogegen die Entfernungseinheit 1 Parsek blieb. Ist
m die scheinbare, M die absolute GréBe, so ist die Entfernung eines Objektes

o-2(m—A)+1

d =10 oder m — M = slogd — 3.
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12000 Parsek. Betrachtungen von SHAPLEY iiber die riumliche Ver-
teilung der Kugelsternhaufen und auch mehrerer anderer Objekte lieBen
darauf schlieBen, daB das Zentrum des groBen galaktischen Systems
nicht in der Nihe der Sonne, sondern in grofer Entfernung in der Rich-
tung des Sagittarius liege. Das System der Stellarstatistik, in dessen
Mitte sich die Sonne befinde, sei nur das sogenannte 6rtliche Sternsystem,
und die MilchstraBe setze sich aus vielen derartigen Systemen zusammen?,
Das Fehlen einer nennenswerten interstellaren Absorption wurde vor
allem durch SHAPLEY an den Kugelsternhaufen und auch an den Spiral-
nebeln erwiesen. Nicht ausgeschlossen aber war eine bedeutende Ab-
sorption innerhalb einer sehr engen Zone um die Mittelebene der Milch-
strale. Die Existenz dieser Absorption ist in den letzten Jahren durch
Untersuchungen von TRUMPLER und anderen fast zur GewiBheit ge-
worden. Infolge der Absorption erscheinen uns die Sterne in dieser Zone
schwiicher, und somit projizieren wir sie in zu grofle Entfernungen. Es
erscheint moglich, daf die Dichteabnahme, die wir in der Milchstrafen-
ebene selbst beobachten, gar nicht reell ist, sondern nur durch die Ab-
sorption vorgetduscht wird. Die halbe Dicke dieser Schicht wird wahr-
scheinlich 200 Parsek nicht iiberschreiten, wahrscheinlich erheblich dar-
unter liegen. Auch in der Richtung senkrecht zur MilchstraBenebene ist
das rechnerische Resultat nicht einwandfrei, obwohl hier das Licht un-
gehindert durchdringt. Denn schon in 100 Parsek Erhebung iiber der
Erde sind die absolut hellen Sterne verhiltnismiBig viel seltener als die
lichtschwicheren, wie aus Untersuchungen iiber die raumliche Verteilung
der heilen W-O-B- und der c-Sterne hervorgeht. Dadurch ist die Ver-
teilungsfunktion @ (M) schon in dieser geringen Entfernung iber den
Polen eine ganz andere, und die rechnerischen Resultate ergeben einen
langsameren Dichteabfall nach auBen, als der Wirklichkeit entspricht.
Das Sternsystem wire demnach nicht ein abgeplattetes Ellipsoid mit der
Sonne im Mittelpunkt, sondern eher eine planparallele Schicht, deren
Grenzen in der Hauptebene nicht feststellbar sind, weil unsere Sicht nur
einige tausend Parsek weit reicht. Ubrigens sind auch die Sternzahlen
nach galaktischer Linge durchaus nicht gleichmiBig verteilt, sondern
zeigen auBler vielen UnregelmaBigkeiten in der Richtung auf das hypo-
thetische galaktische Zentrum nach SHAPLEY einen gréBeren Wert als in
der Gegenrichtung, und SEARES? konnte zeigen, dall man unter Annahme
einer plausiblen Absorption einen Dichteverlauf konstruieren kann, der
nach auBen hin einen langsamen, stetigen Abfall zeigt, dagegen nach dem

t Diese Auffassung ist besonders in SHAPLEYsS neuerer Annahme der
Supergalaxy vertreten, der das MilchstraBensystem nicht etwa den Spiral-
nebeln koordinieren will, sondern es einem Haufen von Nebeln gleichsetzt.
Dieser Vorstellung, die sich schwer kontrollieren 148t, ist hier nicht beige-
treten.

2 M. W. Contr. 428 = Ap. J. 74, 91 (1931).

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 3
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Zentrum bis zu einigen tausend Parsek eine Zunahme. Die numerischen
Resultate von SEARES kénnen natiirlich noch keinen Anspruch auf Reali-
tit erheben. Man kann wohl sagen, daf die Methode der Stellarstatistik
mit Hilfe von Sternzéhlungen nur iiber die allernichste Umgebung der
Sonne etwas aussagen kann.

Nur iber Objekte, die sich betrichtlich tiber die Schicht der
starksten Absorption erheben, kann man in gréferen Entfernungen be-
stimmtere Angaben machen. Auf Grund der Cepheiden-Parallaxen?
an vielen Sternen der Kugelsternhaufen konnte SHAPLEY wahrscheinlich
machen, daB in der Sagittariusrichtung in etwa 20000 Parsek, wie er an-
nahm, ein groBes Anziehungszentrum sei, um das sich die Kugelstern-
haufen scharen. Die gendhert zentrale Stellung der Sonne wurde damit
aufgegeben, und wir befinden uns nach dieser Auffassung sogar ziemlich
nahe dem Rande des Systems.

Man konnte so Vermutungen iiber die rdumliche Anordnung der
Sterne in unserem System duBern, aber noch nichts iiber dessen Be-
wegungs- und Gleichgewichtszustand aussagen. Es ist nur anzunehmen,
daB ein so stark abgeplattetes System auch ein groBes Rotationsmoment
besitzt.

2. Die Sternbewegungen in der Umgebung der Sonne.

Die Bewegungen innerhalb des Sternsystems in unserer unmittel-
baren Umgebung, die nach den Beobachtungsmethoden in Radial-
geschwindigkeit und anguldre Eigenbewegung zerfallen, die beide nur
bei Kenntnis der Parallaxe zur wahren Raumbewegung kombiniert
werden konnen, lassen sich ihrem Wesen nach in drei Kategorien ein-
teilen. Die Doppelsternbewegungen und Achsenrotationen der Sterne
werden hier natiirlich aufler acht gelassen. Die anguldren Eigenbewegun-
gen? kénnen wir nur fiir relativ nahe Sterne bestimmen. In 1000 Parsek
Entfernung koénnen sie nur noch fiir die ausgesprochenen Schnelliufer
mit Geschwindigkeiten von iiber 100 km/sec bemerkbar werden. Der
Bereich fiir die Radialgeschwindigkeiten ist nur durch die scheinbare
Lichtstirke der zu messenden Objekte begrenzt und geht fiir manche
von diesen sehr weit, z. B. fiir die planetarischen Nebel, die Sternhaufen
und die exogalaktischen Spiralnebel. Im groBen ganzen kann man sagen,
daB nur bis auf einige hundert Parsek Entfernung die Bewegungen

T In den Kugelsternhaufen befinden sich viele Verinderliche vom 4-Ce-
phei-Typus, deren absolute Helligkeit aus der Periode des Lichtwechsels er-
mittelt wird. Aus der absoluten und scheinbaren Helligkeit 148t sich, siehe
FuBinote S. 32, die Entfernung ermitteln.

2 Die Eigenbewegungen werden in Bogensekunden pro Jahr angegeben.
Ist p die Eigenbewegung, p die Parallaxe, beide in Bogensekunden, so ist

die lineare Tangentialbewegung in km/sec T = 4,74 “

p
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einigermaBen erforschbar sind, fiir die Zwergsterne liegt diese Grenze
sogar unter 50 Parsek.

Die drei Bewegungskategorien, die wir in unserer unmittelbaren Um-
gebung beobachten, sind an die Begriffe Sonnenapex, Vertex und Asym-
metrie gebunden.

Der Apex wurde schon von HERSCHEL aus nur sieben damals be-
kannten Eigenbewegungen gefunden. Er ist der Ausdruck dafiir, daB
bei der ziemlich regellos nach Art der MaxwELLschen Verteilung der
Molekiilgeschwindigkeiten eines Gases vor sich gehenden Sternbewegung
die Sonne auch eine solche rein zufillige Bewegung besitzt, die sich in der
scheinbar entgegengesetzten Bewegung der iibrigen Sterne dulert. Der
Zielpunkt der Sonnenbewegung liegt in der Leier, und seine Koordinaten
werden hier zu 1870 + 309 oder in galaktischer Linge und Breite zu [ = 23°
und b = 4 229, die Geschwindigkeit zu 2o km/sec angenommen. Da die
Bewegung der Sonne im Sinne der Dynamik einen rein zufilligen Charak-
ter besitzt, werden wir auf diese Bewegung keine weitere Riicksicht zu
nehmen haben, als dal wir sie von den beobachteten Sternbewegungen
abzuziehen haben.

Die zweite Kategorie, die Vertexbewegung, geht auf Untersuchungen
der Eigenbewegungen zuriick. Die Untersuchung iiber die Verteilung
der Richtungen der Eigenbewegungen in den einzelnen Himmelsarealen
zeigte, daB} die allgemeine Vorzugsrichtung nicht im Positionswinkel des
Antiapex lag, wie theoretisch zu erwarten war, sondern dafl im allgemei-
nen zwei Hiufigkeitsmaxima vorhanden waren, die die Richtung zum
Antiapex einschlossen. Die Deutung dieses Phinomens geschah fast
zwangsliufig derart, dall man zwei Sternstréme annahm, die beide etwa
die gleiche Geschwindigkeitsstreuung zeigten und eine Bewegung gegen-
einander besaBen, die ungefihr von der GroBe der Streuung war. Bezog
man die Sonnenbewegung auf den Mittelwert der beiden Stréme, so er-
hielt man die oben beschriebenie Apexbewegung, und auf die Mitte der
beiden Sternstréme bezogen hatten diese natiirlich entgegengesetzte
Zielpunkte, ndmlich

Strom I Rektaszension 18h12™ Deklination — 12° oder / = 346° b = o°.
Strom II » 6hz2m ' + 12° 146° ol

Ein Teil der Sterne, und zwar vorzugsweise die absolut hellen Helium-
sterne, machen scheinbar keine der beiden Bewegungen mit, sondern
ruhen dazwischen als ein dritter Strom 0. Die Zweistromhypothese wurde
von KAPTEYN aufgestellt.

Die zweibzw. drei Strome waren nicht scharf zu trennen, und SCHWARz-
scHILD stellte anstatt der Zweistromhypothese die mathematische Hypo-
these der ellipsoidischen Geschwindigkeitsverteilung auf. In der Formel
@ (v) = Cexp (—h®v?), die die Hiufigkeit der einzelnen Geschwindig-
keitskomponenten angibt, sollte # in verschiedenen riumlichen Rich-
tungen verschiedene Werte besitzen. Die Beobachtungen konnten

3*
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zwischen beiden Hypothesen nicht entscheiden. Es sei darauf hin-
gewiesen, daBl die Vertexrichtung genau in der MilchstraBenebene
liegt. Fir die Radialgeschwindigkeiten zeigte sich natiirlich eben-
falls eine gréBere Geschwindigkeitsstreuung in der Vertexrichtung als
senkrecht dazu. Das Achsenverhiltnis der Geschwindigkeitsellipsen
betrigt etwa o,7.

Die dritte Kategorie der Sternbewegungen ist die Asymmetrie, die
schon vor lingerer Zeit von verschiedenen Autoren gefunden war, deren
Allgemeingiiltigkeit aber erst vor einem Jahrzehnt von STROMBERG auf-
gezeigt wurde. Sie beruht auf den verhiltnismiBig seltenen grofen
Geschwindigkeiten einzelner Sterne. Wihrend die Bewegung der Mehr-
zahl der Sterne von der Gréfenordnung 20 km/sec oder darunter ist,
handelt es sich hier um Geschwindigkeiten von 60—300 km/sec. Die
Zielpunkte der Geschwindigkeitsvektoren dieser Sterne liegen véllig ein-
seitig im Raume orientiert. In einer Hemisphire fehlen sie vollstindig

und zeigen auf der an-

5 4 deren Seite eine starke

2 Konzentration auf einen

Punktinder MilchstraBen-

A ebene, der go® von der Ver-

texrichtung abliegt. Zum
Teil sind diese Sterne ge-
wohnliche Zwergsterne,
die durch nichts anderes
als durch ihre groBen Ge-

Abb. 1. Die Asymmetrie der Sternbewegungen nach STREMBERG. SC‘hWIHdlgkelten auffanen'
© Sonne, 1 Normale Riesen, 2 Planetarische Nebel, 3 RR Lyrae- Sie stehen uns nahe, sodaB

S, mior remmilcher Bomegunts (o Schmarmoni. ™ die Parallaxen und damit

die vollen Raumgeschwin-
digkeiten in vielen Fallen bestimmt werden konnten. Ein anderer Teil sind
physisch auffallende Sterne, die zugleich durchweg eine groBe Radial-
geschwindigkeit besitzen und, wo meBbar, in Anbetracht der Entfernung
auch eine groBe Eigenbewegung. Die tiefroten verinderlichen Mira-
Sterne, die weiBen, ebenfalls verinderlichen Cluster- oder RR-Lyrae-
Sterne sind die Hauptvertreter dieser Kategorie. STROMBERG teilte
diese Sterne nach ihren physischen Merkmalen in verschiedene Gruppen
ein und fand, daB mit zunehmender Asymmetrie, d. h. seitlicher Ab-
weilchung gegen die Geschwindigkeitsellipse der Hauptmasse der Sterne
auch die Strenung innerhalb der Gruppe wuchs (vgl. Abb. 1).

Wihrend die Apexbewegung einen rein zufalligen Charakter besitzt,
werden die Vertexrichtung und die Asymmetrierichtung fiir die Dynamik,
des Systems vermutlich eine groBe Bedeutung haben, und es wird kein
Zufall sein, daB sie beide in der MilchstraBenebene und go® voneinander
abliegen.

O]
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KoHLSCHUTTER! hatte rein formal gezeigt, dafl man Vertex und
Asymmetrie durch zwei Sternstréme darstellen kann, die sich in der
Asymmetrierichtung gegeneinander bewegen. Man braucht nur an-
zunehmen, daf die Geschwindigkeitsstreuung in beiden Strémen von
der MaxwELLschen Geschwindigkeitsverteilung abweicht, und daB
beide Stréme verschiedene Streuungen und verschiedene Dichten be-
sitzen.

AuBer diesen drei Bewegungserscheinungen soll hier noch die vierte
erwahnt werden, die aber nicht eine Eigenschaft des Raumelementes
um die Sonne, iiberhaupt kein Streuungseffekt ist, sondern ein Ent-
fernungseffekt. Es ist dies der Gang der Radialgeschwindigkeiten in der
MilchstraBe mit galaktischer Linge, dessen Amplitude der Entfernung
der gemessenen Gestirne proportional ist. Er wurde von FREUNDLICH
und vON DER PAHLEN? an den B-Sternen entdeckt, die ihn derart deute-
ten, daB im allgemeinen Gravitationsfeld der MilchstraBe sich die ge-
schlossene Gruppe der B-Sterne in einer elliptischen Bahn vom Apo-
galaktikum?® zum Perigalaktikum bewege. Dadurch muB sie in der Be-
wegungsrichtung auseinander gezogen, in der Querrichtung aber, und
zwar in geringerem MaBe, kontrahiert werden. Dadurch wurde zugleich
der sogenannte K-Effekt erklirt, das ist die durchschnittliche Auswirts-
bewegung der B-Sterne um etwa 4 km/sec. Uber diesen Effekt, den nur
die B-Sterne zeigen, ist viel nachgedacht worden. Es scheint aber so viel
sicher zu sein, daB er nicht eine wirkliche Bewegung der Sterne, sondern
einen systematischen Unterschied gegen die Bewegung darstellt, hervor-
gerufen entweder durch systematische Messungsfehler oder durch die
relativistische Rotverschiebung im Gravitationsfeld oder durch beides*.
Die Theorie von FREUNDLICH und vVON DER PAHLEN ist kiirzlich in
mathematisch eleganter Weise durch OGORODNIKOFFS ausgearbeitet
worden.

Es liegen aber gegen diese Erklirung Bedenken vor, da sie durchaus
nur den Gang der Radialgeschwindigkeiten der B-Sterne erklirt.

Durch eine etappenweise von LixpBLAD und OortT gefundene Er-
klarung konnten aber mit einem einzigen Bilde simtliche Erscheinungen,
die Vertexbewegung, die Asymmetrie und der von FreunpricH und
PauLEN gefundene Entfernungseffekt, der jetzt den Namen Rotations-
effekt fithrt, erklirt werden.

Danach ist das ganze galaktische System um das im Abschnitt 1
genannte Zentrum von SHAPLEY im Sagittarius in starker Rotation be-
griffen, aber nicht als Ganzes, wie ein starrer Korper, sondern einerseits

' SEELIGER-Festschrift. Berlin 1924, 120.

2 AN. 218, 369 (1923), n. Publ. Potsdam 1928, Nr 86.
Entsprechend Perihelium und Aphelium einer Planetenbahn.
Z. Astroph. 2, 151.

Z. Astroph. 4, 190.
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rotieren die inneren Teile rascher als die duBleren, wie das auch im
Planetensystem der Fall ist, und auBerdem ist das ganze System gewisser-
mafen aus verschiedenen Untersystemen zusammengesetzt, die ver-
schiedene Rotationsmomente besitzen.

Die verschiedenen Rotationsmomente der einzelnen Untersysteme er-
klaren nach LiNDBLAD' die Asymmetrie der Sternbewegung. Da alle
Koérper der verschiedenen Systeme natiirlich dem gleichen Gravitations-
gesetz unterworfen sind, heilt die verschiedene Rotationsgeschwindig-
keit nur, daB die Korper der langsamer rotierenden Untersysteme sich
in stark exzentrischen Bahnen bewegen, wihrend die am schnellsten
rotierenden in Kreisbahnen oder nahezu in Kreisbahnen um das all-
gemeine Anziehungszentrum laufen. Nach LiNDBLAD entspricht die
Kreisbahn der groften Haufigkeit im Geschwindigkeitsdiagramm, also
den Sternen, gegen die die Sonne in ihrer Apexbewegung die Geschwindig-
keit von zo km/sec besitzt. Die langsamer rotierenden Sterne sind die,

deren Asymmetrie stark aus-
z geprigt ist, also die Schnell-
laufer. Sie bleiben gegeniiber
der allgemeinen Bewegung zu-
riick und sind somit eigentlich
Langsamldufer. LINDBLAD
entwarf zunichst ein rohes
Schema vom Sternsystem, das
er derart in einzelne Unter-
® - Some systeme aufléste, daB die
7 22'= folotonsactse Jangsamer rotierenden eine
Abb. 2. Das Schema des Systems nach LINDBLAD. geringere Abplattung Zeigten,
die raschest rotierenden da-
gegen eine sehr starke. Alle Untersysteme haben in diesem Schema
den gleichen Aquatorialdurchmesser und nur verschiedene Dicke. Das
entsprechende Bild ist in Abb. 2 dargestellt.

Oorrt?griff das Problem von einer anderen Seite an und versuchte den
Entfernungseffekt, die Doppelwelle in der Radialgeschwindigkeit der B-
Sterne zu erkldren. Dies ist in der Tat mit den nahezu in Kreisbahn um-
laufenden Sternen sehr leicht mdglich, wenn die Rotationsgeschwindig-
keit mit der Entfernung vom Zentrum variiert. Ist diese wie im Planeten-
system fiir die inneren Teile groBer, so beobachten wir folgendes: In der
Richtung auf das Zentrum, in der Gegenrichtung und in der Richtung
senkrecht zu diesen, in der Tangentialen, muf3 die Radialgeschwindigkeit
fiir den mitbewegten Beobachter Null sein. Aber in den dazwischen-

1 Medd. Stockholm Nr1 u. 2. In diesen beiden Arbeiten wird im wesent-
lichen alles frither Veroffentlichte zusammengefaBt.
2 B. A. N. 1927, Nr 120.
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liegenden Quadranten muf} sie abwechselnd positiv und negativ sein.
Es entsteht die beobachtete Doppelwelle von der Form a sin 2 I-+-b cos
2 1. Diese einfache Formel wird aber nur so lange gelten, als die beob-
achteten Distanzen klein gegen den Abstand vom Zentrum sind.

Bevor ich in den nichsten Kapiteln die Ableitung des Rotations-
effektes und der Asymmetrieim einzelnen bringe, soll hier eine kurze Uber-
sicht der hauptsichlich vorkommenden Bezeichnungen gegeben werden.

1. Galaktozentrische, d. h. auf den Mittelpunkt des Systems bezogene
Koordinaten:

D = Distanz.

4p galaktozentrische Linge und Breite.

R = Dcosg und Z = Dsing.

B = vektorielle Geschwindigkeit.

By B, B, deren Komponenten (entsprechend 70Z bei LINDBLAD).

Statt By und B, kann auch R und Z geschrieben werden.

V, = Geschwindigkeit der Kreisbahn.

2. Heliozentrische, d. h. auf unseren Standpunkt bezogene Koordinaten :

d = Distanz.

/ = galaktische Linge.

b = galaktische Breite.

r=dcosbund z=dsinb= 2.

W = Radialgeschwindigkeit.

T = Tangentialgeschwindigkeit, linear.

u = Eigenbewegung in Bogensekunden.

T= 4,74 pd.

3. @(x) bedeutet allgemein die Hiufigkeitsfunktion einer GroBe x:

o (x) bedeutet allgemein die Streuung oder Dispersion einer GréBe » und
ist rechnerisch mit dem mittleren Fehler identisch.

3. Die differentielle Rotation.

Y In diesem und dem nichsten Abschnitt sollen nur die Be-
wegungen der Sterne in der Hauptrotationsebene betrachtet
werden. DasSystem wird also als ein zweidimensionales angesehen
und die dritte Dimen-
sion vernachlissigt. Es
wird ein Anziehungszen-
trum angenommen, von
dem ein rotationssym-
metrischesKraftfeld aus-
geht, iiber dessen nihere
P Eigenschaften vorerst
Abb. 3. Die Ableitung des Rotationseffektes. gar nichts ausgesagt wer-

® Sonne, S Stern, C Rotationszentrum. den soll. Der Verlauf der

Kraft mit dem Radius wird von der Massenverteilung im System abhéngen.
Bezeichnet in Abb. 3 C das Zentrum, ® die Sonne, S den betrachteten
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Stern, und nehmen wir an, daB beide in exakter Kreisbahn rotieren und
daBl F =F (R) die im Abstande R wirksame Kraft sei, dann ist die Ge-
schwindigkeit in der Kreisbahn allgemein ¥ = YR F(R). Die Geschwin-
digkeit von Sonne und Stern ist nach Richtung und GréBe verschieden.
Um die Unterschiede zu bestimmen, fithren wir fiir den Augenblick ein
rechtwinkliges Koordinatensystem ein, dessen X-Achse mit O-C zu-
sammenfallt. Es sind V =}R_F(R,) und V, =}JR,F(R,). Sind

X und Y die Komponenten der Geschwindigkeit, so ist
Xy=o0 X, = VR, F(R,)sin
Yo=1R, FR,) Vi = VR4 F(Ry)cosh,

wo A die galaktozentrische Linge bedeutet. Die von der Sonne aus
beobachteten Radial- und Tangentialgeschwindigkeiten sind dann:

W= (Xy—Xg)cos | + (Y, — Y )sin/
= —(Xy— Xg)sinl + (Y, — V) cosl.

Die GréBen Aund R, kénnen aus den Gleichungen eliminiert und durch
die gewdhnliche heliozentrische galaktische Lange / und die Distanz des
Sternes von der Sonne 7 ersetzt werden. Da

sinl:y;zl, osl=E—@——:R@S—Z und Ry =JRZ+7 —2R rcosl
sind, wird
F iRy —
W={ TRt Ry — VR F(R,)|sin!
Vﬂ}i"i)- (Rgcosl—7)— YRy F(R)cosl.

Fir kleine Werte von r:R werden beide Formeln in der ersten Nihe-
rung
W = Arsin 2!
T = Avrcos 2!+ Br (1)

V.
und B =A— F@‘ sind.
Dies sind die Formeln von Oort, die nur beschriankte Giiltigkeit
besitzen
Fir die NEwtonsche Gravitationskraft, die einer vollstindigen Mas-
senkonzentration auf das Zentrum entspricht, wird

wo A — VC( R dF)

4R o "FdR

A— B 1V,
+ ZRZ{ = iR
Im Falle einer homogenen Massenverteilung und harmonischen Be-
. . 14
wegung, wenn I = R, const ist, wird A =0 und B :—,RC,, und das
©

ganze System rotiert wie ein starrer Korper.
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Da die ersten Untersuchungen ergaben, dal die Niherung an die
Newrtonsche Kraft schon recht gut sei, sollen hier die Formeln fiir diesen
Fall vorwiegend benutzt werden. In diesem Falle, wo F = const. R~2
gesetzt wird, lassen sich die Formeln fiir beliebige Entfernungen un-
schwer ausrechnen.

Es ist
3

W = V§R®<R;3—R_E)51nl

-3 v -3
T:ﬂER@[R* (cosl—R®>—R cosl}

Durch Reihenentwicklung des Ausdruckes fir R;‘VZ und unter Be-
achtung,da V= VTI; ist, erhilt man

(2)

3y _r e _
W—4VCR [smzl—f—( sin 31 Ssml) Ry "

77 4 2
+ (9651n4l— 9—651nzl)(Ro) +]

-3 . Lz -3 4

T=+% V”RO{COSZZ 3+(8°°S3l SCOSl)RO
77 28 9\ 7 \?

+ (96cos4l——§6coszl 96)(]§)+...] ,

die bei Vernachlissigung der hoheren Potenzen von r:R auf die Aus-
driicke von Oorrt fiihren.

W= Arsin 2!
T:Ar(cos 20— —;«)

A( I)
u = cos2l— —
' 4,74\ 3

3 Ve
worin A = TRy ist.

Fiir die Eigenbewegungen wird noch fiir lange Zeit die erste Niherung
ausreichen, nicht aber fiir die Radialgeschwindigkeiten. Von plane-
tarischen Nebeln und Sternhaufen kénnen wir noch auf mehrere tausend
Parsek Entfernung Radialgeschwindigkeiten erhalten, und bei der zu etwa
6000 Parsek anzunehmenden Entfernung des Zentrums geniigt diese
Niherung natiirlich nicht einmal fiir die ungenauesten Betrachtungen.
Allerdings sind sie auch bei der exakten Formel wenigstens fiir die
inneren Teile des Systems nur dann einigermaBen richtig zu erwarten,
wenn wir die Massenverteilung kennen. In der Nihe des Mittelpunktes
kann natiirlich das NEwTtoxsche Gesetz keineswegs mehr gelten, sondern
eher das harmonische. Wie groB3 aber dieser Kern mit seiner Massen-
konzentration ist, kénnen wir nicht sagen. Nur eine obere Grenze 140t
sich angeben, nidmlich, da die Breite der MilchstraBe in der Nihe des
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Kernes etwa 20° betrdgt und der Kern hinter diesen Wolken verdeckt
ist, werden wir ihm diese Breite als Maximum zusprechen miissen, was
bei der angenommenen Entfernung von 6ooo Parsek einem polaren
Halbmesser von 1000 Parsek als oberer Grenze entspricht.

In einer gewissen Umgebung des Kernes wird natiirlich das NEwToN-
sche Gesetz auch nicht mehr qualitativ gelten kénnen, sondern eher
durch das harmonische ersetzt werden miissen, auf jeden Fall wird die
lineare Umlaufgeschwindigkeit (V) dort nicht gegen den Mittelpunkt
hin zunehmen, sondern wieder bis auf Null abnehmen.

780° 270° g° 90° 80°,

T T T T 1 T T ] T T |+
#é 20

/1N . —
a5 P /,' 1) +200

igé;e@z\f/f} /

NN
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Abb. 4. Die Radialgeschwindigkeiten nach den erweiterten Rotationsformeln.
Abszisse = galaktische Langen, oben vom Zentrum aus gezidhlt; unten Lange des Zentrums 330°,
Ordinate : Radialgeschwindigkeit, links Einheit = Geschwindigkeit der Sonne, rechts diese zu 300 km/sec
angenommen. Die Zahlen an den Kurven bedeuten die Entfernungen von der Sonne in Teilen der
Entfernung Sonne—Zentrum.

Die numerische Auswertung der Formeln 2 und 3, die fiir das
NEwToNnsche Gesetz gelten, ist in Abb. 4 gegeben, worin die Radial-
geschwindigkeitskurven als Funktionen der galaktischen Linge fiir ver-
schiedene Entfernungen von der Sonne eingetragen sind. Als Einheit der
Geschwindigkeit wurde die Kreisgeschwindigkeit V', gewihlt, die gleich-
zeitig zu 300 km/sec angenommen wurde. Die beiden Skalen sind am
linken und rechten Rande der Abbildung eingetragen. Am oberen Ende
sind die Lingen vom Mittelpunkt gezihlt eingetragen und am unteren
entsprechend unserer Auffassung fir die Linge des Zentrums 330°. Es
sind die Kurven eingetragen fiir »:R = 0,1, 0,25, 0,50, 1,0, 2,0, d. h. bei
einer Entfernung der Sonne vom Zentrum fiir die Entfernungen 600,
1500, 3000, 6000, 12000 Parsek. Ein Teil dieser Kreise greift in der
Gegenrichtung des Zentrums vermutlich ins Leere. Die Grenze R =
1,5-R , = 9000 Parsek, die ungefahr der Auffassung von LINDBLAD ent-
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spricht, ist als gestrichelte Kurve in der einen Hilfte der Abbildung ein-
getragen. Fiir /R =1 und ! = o erhalten wir nach der Formel unend-
liche Werte. Dies Stiick der Kurve ist durch eine punktierte Verbindung
der beiden Aste, die durch den Nullpunkt geht, willkiirlich iiberbriickt
worden. Das Hauptcharakteristikum dieser Kurven ist, daB mit zu-
nehmender Entfernung die Nullpunkte, die nach OoRT bei +qo¢ liegen,
gegen den Mittelpunkt ricken. Fiir 7/R = 1 liegen sie bei 2609 und fir
7/R = 2 sind sie mit / = o zusammengefallen. Die Kurve ist hier nur
noch eine einzige Welle, die allerdings von der Sinusform abweicht.
Daher kommt es, daBl in den AuBenbezirken von go—270° (oder in
unserer Zihlung von 60—240°% die Vorzeichen fiir alle Entfernungen
die gleichen sein miissen, wiahrend sie in den Innenbezirken wechseln.
Fiir die kernnahen Objekte (/R nahe bei 1) ist nach der Formel bei
! = o ein Vorzeichensprung von Minus auf Plus vorhanden, wihrend
wir in Wirklichkeit einen raschen Ubergang von groBen negativen zu
groflen positiven Werten erwarten konnen, der allerdings dadurch stark
verwischt werden mag, daB3 die Bahnformen in diesem inneren Teil be-
sonders stark von der Kreisbahn abweichen werden. Bisher sind nur
bei den planetarischen Nebeln Abweichungen beobachtet worden, die
eine Anwendung der einfachen Formel OorTs nicht gestatten.

Mit dieser Ndherungsformel sind zundchst von Oorrt selbst, spiter
von PLAsKETT, LINDBLAD, REDMAN die verschiedenen Sternkategorien
auf das Rotationsglied untersucht worden. Die Ausgleichung hatte hier
in den beobachteten Radialgeschwindigkeiten nach einem Glied von der
Form A7sin 2 ({—I,) zu suchen. In diesem Rotationsglied ist meistens
fiir die Entfernung ein Mittelwert 7 angenommen und dann das Produkt
A7 als Unbekannte bestimmt worden.

Die Linge [, ergab immer in bester Ubereinstimmung mit der Hypo-
these SHAPLEYs Werte in der Nihe von 330°. Die sehr voneinander
abweichenden Bestimmungen von A zeichneten sich fast alle dadurch
aus, daB sie das gleiche positive Vorzeichen hatten, und nur die starke
Asymmetriebewegung zeigenden Mira-Sterne ergaben mit groBen mitt-
leren Fehlern behaftete negative Werte. Der Absolutbetrag von A ist
dadurch nicht leicht festzustellen, weil von den entfernten Sternen, die
den gr6Bten Rotationseffekt zeigen, selbst die mittleren Parallaxen nur
mit geringer Sicherheit bekannt sind. Nach anfinglich groBeren Werten
ergab sich spdter A =-0,017 km/sec pc. d. h. an den Stellen wosin/ =1
ist, betrdgt der Rotationseffekt in 100 Parsek Entfernung 1,7 kin/sec.

Auch die Eigenbewegungen sind von verschiedenen Seiten unter-
sucht worden®?. Es ergab sich auch hier eine doppelte Welle mit einer
Phasenverschiebung von 45° gegen die erstere, die aber viel unsicherer

t Oort: B. A. N. 120, 132.
2 Dyson: M. N. go, 233 (1929).
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bestimmbar und von betrichtlichen Stérungen iberlagert ist. Ist doch
dieser Effekt von der Entfernung unabhéngig! Es ist A” = A/4,74 =
-+ 070035 (Bogensekunden pro Jahr). Noch schwerer festzustellen ist das
konstante Glied B der Eigenbewegungen. Es ergibt sich nach Oort zu
B’ = —0j005 oder B = —0,024 km/sec pc. Aus A und B liBt sich
zundchst —II;—C = A—B = 0,0085 ableiten, d. h. die Winkelgeschwindigkeit

o

ist in unserer Gegend von diesem jahrlichen Betrage, oder die Umlaufs-
zeit der Sonne um das Zentrum betriige in einer kreisférmigen Bahn
150 Millionen Jahre. Die Bahngeschwindigkeit kénnen wir auf Grund der
Asymmetrie auf etwa 300 km/sec abschitzen, wenigstens miissen wir sie
verniinftigerweise zwischen die Grenzen 250 und 350 km/sec einschlieBen.
Hieraus ergibt sich der Umfang und somit der Radius der Sonnenbahn,
der etwa 6500 Parsek betrigt. Die Masse des Systems, soweit sie sich
innerhalb der Sonnenbahn befindet, wird so auf etwa 101 Sonnen-
massen geschitzt.

Da die Konstanten A und B von den Gradienten der Kraft %j ab-

hangen, hat OorT den Versuch gemacht, diese Kraft durch zwei Be-
standteile darzustellen, von denen der eine einer Massenkonzentration
im Mittelpunkt entspricht und fiir sich KEpLER-Bahnen erzeugen wiirde.
Der andere Teil entspricht einer Massenanordnung in einem homogenen
Ellipsoid, in dessen Innerm wir uns befinden. Die Bewegung wire har-
monisch in zentralen Ellipsen. Aus dem Ansatz F = K, R™*>+ K, R er-
gibt sich auf Grund zweier verschiedener Daten, daf die in unserer Ent-
fernung wirksame Kraft das eine Mal zu 11%, das andere Mal zu 29%
harmonisch sei, wihrend der Rest der NEwronschen Kraft entspricht.
Das Krifteverhiltnis wird natiirlich mit dem Abstand vom Zentrum
sich &ndern. Im inneren Teile wird die harmonische Komponente immer
mehr iiberwiegen, nach aulen hin die NEwTonsche. In einer gewissen
Entfernung vom System koénnte die Kraft rein als NEwToNisch auf-
gefalBBt werden.

Nach Mitteilungen des Annual Report des Mt. Wilson Observatory
1930—31 hat G. STROMBERG unter der Annahme, dall die Dichte nach
dem Gesetz 6 =0, exp (— #°#°) nach aulen abfalle, die Bahnen berechnet.
Es ergeben sich, wie zu erwarten, allgemein Schleifenbahnen, in die
durch die Grenzfille KEpLER-Bewegung und harmonische Bewegung
eingeschlossen werden. Im Falle einer geringen Abweichung von der
KepPLER-Bewegung kann man natiirlich immer mit einer Ellipsen-
bewegung mit Periastronbewegung rechnen.
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4. Die theoretischen Bewegungen in der Umgebung
der Sonne.

Wir geben die Forderungen, daB alle Bahnen im System Kreisbahnen
seien, auf, verlassen aber noch nicht die Vorstellung, daB das System ein
zweidimensionales sei. Wir werden aber die Bewegungen betrachten,
wie sie sich vom Standpunkt eines in Kreisbahn umlaufenden Sternes
aussehen miissen. Wie spiter gezeigt wird, ist die Sonne nicht genau
dieser Idealstern, sondern sie weicht um die Apexbewegung von
20 km/sec von dieser Bewegung ab. Durch diese verschiedenen Exzen-
trizitdten erhalten die verschiedenen Kérper des Systems Geschwindig-
keiten gegeneinander, die nicht wie der Entfernungseffekt der differen-
tiellen Rotation im Raumelement des Idealsternes verschwinden. Die
Streuung der Geschwindigkeiten hingt von der Hiufigkeit der ver-
schiedenen Exzentrizititen ab. Fir die Rotationssymmetrie muB nur
gefordert werden, dafl die Perigalaktika sowie die mittleren Lingen der
Sterne in ihren Bahnen keine Bevorzugung einzelner Werte zeigen. Aus
der Energiegleichung des Kegelschnittes und dem Flichensatz

L) und VRcos ) = VE&(I' — &)

2 _ (2
v _k(R .

haben FREUNDLICH und voN DER PAHLENT durch Elimination der Halb-
achse a die Gleichung

cos

2k Je? — sinz0
V= E(I + (5)

abgeleitet, die fiir den Abstand R vom Zentrum die Geschwindigkeit
nach Richtung und GréBe mit der Exzentrizitit verbindet. 6 ist hier der
Winkel, welchen die Geschwindigkeit mit der Kreisbahn bildet. Die

Kreisgeschwindigkeit ist also V? = % da hier ¢ =0 und 6 = o sind.

In Abb. 5 ist diese Gleichung ausgewertet, und die verschiedenen
Geschwindigkeiten sind mit den Exzentrizititen in Verbindung gebracht.
Es wurde R = 1 und somit V', = 1 gesetzt. Die berechneten Geschwin-
digkeiten zdhlen vom Punkte O aus und O—P ist die Kreisgeschwindig-
keit. Mit der Geschwindigkeit ist natiirlich die Bahnhalbachse gegeben.
Die Ovale um P, deren innerste in sehr groBer Niherung Ellipsen sind,
entsprechen bestimmten Exzentrizititen, deren numerische Werte bei
den Kurven eingetragen sind. Die Kreise um O entsprechen bestimmten
Geschwindigkeiten, oder Halbachsen oder Energien. Zu jedem Punkte
des Diagramms gehort eine bestimmte Halbachse und eine bestimmte
Exzentrizitat. Die kleinste in Sonnenumgebung vorkommende Halb-
achse ist a = 1/2; sie entspricht dem Punkt O und einer in eine gerad-
linige Pendelbahn entarteten Ellipse. Der Kreis um O mit dem Radius

* Publ. Potsdam 26, 69 (1928).
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V= ]/2 oder a = o0 entspricht der Entweichungsgeschwindigkeit aus
dem System.

Genau so wie vom Punkte O kénnen wir auch die Geschwindigkeiten
vom Standpunkte P, d. h. von einem in Kreisbahn umlaufenden Stern
aus betrachten. Es ergibt sich aus Formel 5 und Abb. 5, daB bei
kleiner Exzentrizitit die Relativgeschwindigkeit eines Sternes in Bezug
auf P in radialer Richtung eV, in tangentialer ¢V, /2 ist, entsprechend
den Halbachsen der Ellipsen
e = const.

Wenn wir nun im Ge-
schwindigkeitsdiagramm die
Geschwindigkeitsvektoren der
Sterne eintragen, deren Raum-
geschwindigkeiten, also Eigen-
bewegungen, Parallaxen und
Radialgeschwindigkeiten, mit
hinreichender Genauigkeit be-
kannt sind, so ist die Dichte
der Endpunkte dieser Vekto-
ren ein MaQ fiir die Hiufigkeit
bestimmter Halbachsen und
Exzentrizititen. Wiren alle
Halbachsen im System gleich
hiaufig, so wiirde die Dichte
der Punkte in der Ebene des
Diagramms nur von der Hiu-
figkeit der Exzentrizititen ab-
hingen.

Aber es ist schon wvon
vornherein unwahrscheinlich,
daB die Dichte des Systems
vom Radius unabhingig sei,

Abb. 5. Das allgemeine Geschwindigkeitsdiagramm. und auBerdem weisen die Be-

trachtungen iiber die Anzieh-
ungskraft des vorigen Abschnittes auf eine sehr starke Massenkonzen-
tration um den Mittelpunkt hin. Wenn wir die Hiufigkeit der ver-
schiedenen Halbachsen @ (a) und die Hiufigkeit der Exzentrizititen
D (¢) kennen, so konnen wir fiir die Schnittpunkte der Kurven ¢ = const
und a = const die Sterndichte als das Produkt @(a, ¢) = @ (a) D (e)
berechnen?.
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' Es zeigt sich, daB die verschiedenen gegenseitigen Abstinde der Kurven
a = const und die verschiedenen Verweilzeiten der Sterne in den verschie-
denen Teilen ihrer Ellipsenbahn sich gegenseitig aufheben, so daf die Stern-
dichte direkt das Produkt der beiden Haufigkeitsfunktionen ist.
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Fir groBere Exzentrizititen weichen die Kurven e = const. sehr
stark von der Ellipsenform ab. Die Geschwindigkeiten aller Korper, die

dem System angehéren, ist durch den Kreis V = ]frz begrenzt. Die
linke Halfte dieses Kreises, die hier nicht eingezeichnet ist, entspricht
den entgegengesetzten Rotationsmomenten, die in unserem Falle ver-
nachldssigt werden koénnen. Entweder kommen sie selten oder gar nicht
vor. Die Punkte des Diagramms links von P und innerhalb des Kreises
a = 1 entsprechen kleineren Halbachsen als dem Sonnenabstand vom
Zentrum. Hier befinden sich die Sterne also in der Nihe des Apogalakti-
kums. Die Punkte auf der Strecke O—P entsprechen dem exakten
Apogalaktikum, ebenso wie auf
der Strecke P—E nur Sterne im
Perigalaktikum sein kénnen. Da
wir nach obigem annehmen, daf 025
kleine Halbachsen hiufiger sind,
als groBe, werden auf einer Kurve
e = const auf den beiden Seiten
des Kreises a = 1 verschiedene
Sterndichten herrschen.

Die Kurven gleicher Stern-
dichte in dem Diagramm werden
also nicht mit den Kurven ¢ =
const tibereinstimmen, sondern
ihre Schwerpunkte werden gegen
O hin verschoben sein, und zwar
um so mehr, je gréBer sowohl
die Dichtezunahme gegen das
Zentrum als auch die Streuung
der Exzentrizititenist. DieAsym- , A% . Fn beenee Sommecitioarom.
metrie der Sternbewegung ist also geringen Bahnexzentrizitaten und einer geringen Kon-

. zentration gegen das Zentrum des Sternsystems; die
sowohl von der mittleren Bahn- um S einer solchen mit groBen Exzentrizitaten und

exzentrizitéit, der betreffenden einer starken zentralen Konzentration.

Sternart, als auch von der Dichtezunahme gegen den Kern hin abhingig.
Ichhabefiir zwei willkiirlich angenommene Filledie Kurven gleicher Dichte
gerechnet, die in der Tat ganz dasselbe Bild wie STROMBERGS empirische
Figuren ergeben. Das eine Mal ist die Dichte @(a) = const und @ (¢)
=1—-¢'t gesetzt, die Exzentrizititen streuen also in einem sehr engen
Bereich um den Wert Null. Das andere Mal wurde eine sehr starke
Dichtezunahme nach innen vorausgesetzt, so daB3 die Hiufigkeit @ (a)
fiir @ = 1/2 bereits das Hundertfache der Dichte fiir ¢ = 1 ausmacht
und auf dieser Strecke logarithmisch wichst, und daB @ (e) = 1—e* sel.
Fir beide Fille ist der Punkt der grofiten Dichte § = 1 und ferner die
Kurven d = 0,5 und 0,25 angegeben. Abb. 6 zeigt die vollige Gleichartig-
keit mit STROMBERGs der Beobachtung entnommenen Figur (Abb. 1).
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Die Annahme von LiINDBLAD geht nun dahin, daf3 die Mehrzahl der
Exzentrizititen klein sei, und daBl e = o gewissermaBen der haufigste
Wert seil. Wenn wir die im Sternsystem beobachteten Geschwindig-
keiten in unser Diagramm eintragen, so haben wir also eine Haufung bei
dem Punkt zu erwarten, der der Exzentrizitdt ¢ = o entspricht, bei dem
Punkt P. Nach unserer Interpretation ist also der Punkt, den wir nach
Abzug der Apexbewegung erhalten, der Punkt P, oder die Kreisbahn ist
Sonnenbewegung minus Apexbewegung, d. h. der Mittelpunkt zwischen
den beiden KapTEYNschen Sternstromen oder des SCHWARZSCHILDschen
Geschwindigkeitsellipsoides. Die asymmetrisch orientierten Sterne sind
dann diejenigen, deren Geschwindigkeiten von P aus gezdhlt in der
Richtung nach O liegen. Die Geschwindigkeit der Sonne ist unter S
eingetragen. Die Exzentrizitit der Sonnenbahn ist nicht ganz un-
betriachtlich und etwas mehr als o,1.

Wir sehen auBerdem noch etwas Besonderes. Die Ovale ¢ = const,
die bei kleinen Exzentrizititen Ellipsen mit dem Achsenverhiltnis 1/2
darstellen, erstrecken sich in Richtung nach dem Zentrum des Systems.
Die Streuung der Geschwindigkeiten ist also nicht nach allen Richtungen
hin gleichmiBig, sondern in radialer Richtung doppelt so groB als in
tangentialer. Es ergibt sich dasselbe, was wir als Vertexbewegung der
Sterne beobachtet haben. Da wir in den seltensten Fillen die Raum-
bewegung der Sterne kennen, sondern meistens die Parallaxe und auch
eine der anderen Beobachtungsgr6fen fehlt, werden wir uns fiir viele
Feststellungen mit einzelnen Bewegungskomponenten begniigen miissen.
Hierzu ist die Radialbewegung im allgemeinen am geeignetsten, weil sie
unabhingig von der Entfernung meBbar und ohne weiteres im linearen
MaBstab angebbar ist. Wir nehmen véllige Rotationssymmetrie fiir das
System an, d. h. daB keine einzelnen Werte fiir die Lingen der Sterne
in ihren Bahnen, keine Langen der Perigalaktika und auch keine Langen
der Bahnknoten (wir werden im nichsten Abschnitt von der ebenen
Betrachtung abgehen) vor anderen bevorzugt sind. Wenn die Exzentri-
zititen der Sternbahnen um den Wert ¢ = o streuen?, so werden die
Radialgeschwindigkeiten in der radialen Richtung des Systems doppelt so
stark streuen, als in der tangentialen. Das Verhiltnis der beobachteten
Streuung wird aber dem Wert 1 niher liegen als die physische Streuung
und groBer sein als diese, weil zu der reellen Streuung die Beobachtungs-
fehler hinzutreten?, die natiirlich keine Vorzugsrichtung haben werden.

t Die entgegengesetzte Annahme, daB3 die groBen Exzentrizititen be-
sonders hiufig sind, kénnen wir wohl bei Systemen mit geringer Abplattung
und geringem Rotationsmoment machen, z. B. bei den Kugelsternhaufen.

2 Man kann dabei e = o als den Mittelwert ansehen und fiir ¢ positive
und negative Werte zulassen. Dies wiirde ndmlich nur bedeuten, daf3 beie =o
die Perigalaktika und Apogalaktika vertauscht werden.

3 Zu den eigentlichen Beobachtungsfehlern kommen noch solche Falle
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Die Kurven e = const entsprechen einer bestimmten Kategorie von
Sternen mit einer bestimmten Bahnform. Betrachten wir die Gesamtheit
aller Sterne des Systems, so koénnen wir sie in den oben angegebenen
Bereich V = J/2 eingrenzen. Gibt es aber fiir die Bahnhalbachsen eine
obere Grenze, die nur selten oder gar nicht {iberschritten wird, so ist der
Bereich noch weiter durch den Kreis um O mit dem Radius fiir a,,,,
eingeengt, der kleiner als }/ 2 sein muB. In der Tat fand OORT eine solche
Grenze bei V., =V, 1,22, jenseits der sich keine einigermalBen ver-
biirgte Geschwindigkeit findet, und er interpretiert diesen beobachteten
Grenzwert dahin, daB er die Entweichungsgeschwindigkeit aus dem
System darstelle, und daB der Unterschied gegen }'2 aus der Abweichung
vom NEwTONschen Anziehungsgesetz folge. Ungeachtet dessen, daf3 eine
solche Abweichung in merklichem Grade ziemlich sicher existieren wird,
scheint mir dieser Betrag doch reichlich gro8, und ich bin mehr geneigt,
hierin eine endliche Grenze des Systems zu sehen. Beim Newtonschen
Gesetz hieBe dies, daB der Maximalwert der Bahnhalbachsen etwa 2 R
betrage. Das wire betrdchtlich gréBer als LinpBLaADS Annahme, aber
immerhin ein sehr plausibler Wert.

Fiir die Sterne, deren Geschwindigkeitsvektoren auf der Strecke
O—P liegen, die sich also in unserer Nahe im Apogalaktikum befinden,

ist die perigalaktische Distanz D, = i ; Z R; fiir R = 6000 Parsek und

e =0,9 wird D, = 300 Parsek. Der Stern dringt also wahrend seiner
Bahnbewegung in den Kern ein. Natiirlich wird hier die Bahnbewegung
keineswegs mehr durch eine KEpLER-Ellipse approximiert werden kén-
nen. Diese Bahn entspricht einer Asymmetrie von 200 km/sec der Be-
wegung, und da eine betrichtliche Zahl von Objekten, hauptsichlich
unter den Mira-Sternen eine solche Bewegung aufweist, wird man an-
nehmen koénnen, daB die extremen Schnelliufer nicht nur Tauchbahnen
in den Kern ausfithren, sondern daB sie vielleicht sogar aus dem Kern
entstanden sind.

Gehen wir von der Annahme ab, daB3 die Anziehungskraft nach dem
NewTtoNschen Gesetze wirke, so kénnen wir das Diagramm Abb. 5 nur
noch qualitativ benutzen, da sich seine Dimensionen dndern. Die Kreise
um O dndern ihren Radius, mit Ausnahme dessen fiir « = 1. Die Bahnen,
die die einzelnen Sterne beschreiben, kénnen wir noch als Ellipsen, aller-
dings mit Apsidenbewegung, betrachten. Der Punkt O entspricht nicht
mehr der Bahnhalbachse a = 1/2, sondern irgendeinem anderen Wert,

hinzu, in denen besonders bei Sternen von groBer Masse infolge einer Doppel-
sternbewegung mit sehr langer Umlaufzeit die Verianderlichkeit der Radial-
bewegung noch nicht erkannt wurde, so daB die an sich richtig gemessene
Geschwindigkeit nicht die wahre Schwerpunktsgeschwindigkeit darstellt.
Von vielen Sternen existieren heute nur wenige Messungen aus einem ver-
haltnismaBig kurzen Zeitintervall.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 4
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und die Entweichungsgeschwindigkeit ist nicht mehr J2. Die Ovale um
P andern ihr Achsenverhiltnis, das nach Ableitung von LINDBLAD! mit
dem Gradienten der Kraft zusammenhingt und den Wert - V 3+ ﬁ g_g
2
besitzt. Bei NEwToNscher Kraft ist es 0,5, bei der elastischen 1,0. Die
Beobachtung ergibt etwa 0,7. Es erscheint aber fraglich, ob dieser beob-
achtete Wert reell ist oder vielmehr durch Beobachtungsfelder iberdeckt,
so daB das wahre Achsenverhiltnis doch betrichtlich niher bei 0,5 liegt.

5. Die rdumliche Ausdehnung des Systems.

In einem dynamisch stabilen System muB die Streuung der Ge-
schwindigkeiten in der dritten zur Hauptebene der Rotation senk-
rechten Dimension der Streuung in der radialen Richtung gleichen.
Dies hat unter anderem Jeans® ausgefithrt. Nur die Streuung in der
tangentialen Richtung hat einen im allgemeinen anderen Wert, wie im
vorigen Abschnitt gezeigt wurde. Dieses Achsenverhiltnis gilt allerdings
nur dann, wenn das Gas, als das wir das Sternsystem hier auffassen,
sehr dinn ist, so daB die mittlere freie Weglinge eines Molekiils groB
gegen die Dimensionen der Bahnen ist. Wire das Entgegengesetzte der
Fall, so wire die Streuung wie in einem gewo6hnlichen Gas in allen drei
Dimensionen gleich. Die dynamisch geforderte Gleichheit der Streuung
in radialer und senkrechter Richtung ist aber im Sternsystem keineswegs
vorhanden. Die Z-Achse der Geschwindigkeitskérper fiir die einzelnen
Sterngruppen ist entschieden kleiner als die R-Achse, etwa von der
GroBe der tangentialen oder gar noch etwas kleiner. Dieser Tatbestand,
der von den Gegnern der Rotationstheorie gelegentlich angefiihrt wird,
beweist eben nichts anderes, als daB der dynamisch stabile Endzustand
in unserem Sternsystem noch nicht eingetreten ist. JEaNs? zeigte, daB
bei der in unserer Umgebung beobachteten Sterndichte ein Zeitraum
von etwa 10'®% Jahren erforderlich ist, um durch die gegenseitigen
Storungen der Sterne, entsprechend den MolekilstéBen in einem Gase,
einen Gleichgewichtszustand eintreten zu lassen. Dieser Zeitraum ist
groBer als alle unsere Vorstellungen iiber die Lebensdauer der Sterne, die
nach zwei verschiedenen Auffassungen einige 10° Jahre oder 10™ Jahre
betrigt. Wir konnen also sagen, daBl der einzelne Stern heute noch im
allgemeinen dasselbe Flichenmoment und dieselbe Energiekonstante
besitzt wie zur Zeit seiner Entstehung. Die Streuung der Geschwindig-
keiten der Sterne sagt also nur etwas (heute noch nicht Deutbares) {iber
die Entstehung der Sterne aus. Immerhin kénnen wir vermuten, daf

1 Medd. Stockholm 1928, Nr. 1.

2 M. N. 82, 122 (1922).

3 Problems of Cosmogonie and Stellar Dynamics. Cambridge 1919,
225—229.
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die in gendherten Kreisbahnen umlaufenden Sterne in ihrer heutigen
Entfernung vom Zentrum aus der Urmaterie entstanden sind, wihrend
die in stark exzentrischen Tauchbahnen den Kern durchquerenden
RR Lyrae- und Mira-Sterne dort ihre Entstehung haben. Die groBen, fiir
unsere Umgebung giiltigen freien Weglingen und Zwischenzeiten kénnen
im Kern selbst nicht existieren.

Da die Gleichheit der beiden betrachteten Geschwindigkeitsstreu-
ungen in unserem System nicht erfiillt ist, wollen wir das Verhiltnis
beider, das in der Nahe von 0,5 zu liegen scheint, mit a bezeichnen,
wobei der Wert von a noch fiir die verschiedenen Sternkategorien ver-
schieden sein mag. Es ist also ¢(Z): ¢(R) = @. Nun ist im NEwTONschen
Kriftefeld, wie weiter oben gezeigt wurde, R =V e und ferner, wenig-
stens beim Durchschreiten der Mittelebene, Z =V, sini. Wird V,= 1
gesetzt, so ist die Dispersion in R gleich der Dispersion in e, und das
gleiche gilt fiir Z und sin . Wir konnen also sagen, daB die Dispersionen
von sin ¢ und e die Gleichung ¢ (sin 7) = a o (¢) erfiillen werden.

Von vielen Sternkategorien kénnen wir die Lagekoordinate Z direkt
bestimmen, da wir die absolute Helligkeit und damit die Entfernung d
also auch Z =4 sin b kennen. Aus der beobachteten Streuung von Z
um die Symmetrieebene der MilchstraBe erhalten wir durch Multipli-

kation mit % die Streuung der gréBten Erhebung tiber diese Ebene

wahrend der Bahnbewegung, und da Z,_, = R sin ¢ ist, muB8 auch
o(sin 1) = ;%@ sein. Die Dispersion in Z ist fiir die B-Sterne etwa
50 Parsek. Bei einer Entfernung des Zentrums von 6000 Parsek ergibt
sich die Dispersion der Neigung zu 0,08, also noch etwas kleiner als fiir
die groBen Planeten des Sonnensystems. Die Geschwindigkeitsstreuung
in der Z-Komponente fiir die B-Sterne ist nicht direkt meBbar, weil diese
Sterne in héheren galaktischen Breiten fehlen und bei den kleinen Eigen-
bewegungen dieser Gruppe nur die Radialgeschwindigkeiten zuverlissige
Bestimmungen ergeben kénnen. Fiir a = 0,5 ergibt sich ¢(¢) = 0,02
und o (W) = 8 km/sec, das ist ein Wert, der mit den Beobachtungen sehr
nahe {ibereinstimmt.

Aus obigem ergibt sich allgemein, daf3 die Dispersion der am sicher-
sten zu beobachtenden radialen Geschwindigkeitsstreuung mit der
Streuung der Z-Koordinate der Lage, also der Dicke des Systems, in
folgender Beziehung steht

0(Z) = 12,800(R),
worin Z in Parsek, R in km/sec gemessen ist.

Diese Beziehung wird im folgenden Abschnitt zur Priifung des
Sternmaterials herangezogen werden.

Vor kurzem ist von RoSENHAGEN! die Frage aufgeworfen worden,

T A.N. 242, 435, 436 (1931).
4*
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ob sich die Rotationsgeschwindigkeit innerhalb des Systems mit dem
Abstand von der Mittelebene dndere. Er glaubte auf Grund einer Unter-
suchung des Radialgeschwindigkeitsmaterials eine allerdings nicht sehr
groBe und auch wenig klare Abhingigkeit von der galaktischen Breite
gefunden zu haben. Theoretisch 146t sich erwarten, daf3 die Abweichung
von der GréBenordnung 4°/2 = 1—cos 4 sei, also bei den kleinen Neigungen
von héchstens einigen Graden in der Entfernung von wenigen hundert
Parsek unmerklich bleiben muB. Da aber die am raschesten rotierenden
Untersysteme eine ganz auBerordentlich geringe Dicke haben, indem in
einigen hundert Parsek die Dichte der zu ihnen gehdrigen Sterne schon
stark abgenommen hat, wihrend die Systeme geringerer Rotations-
geschwindigkeit einen viel geringeren Dichteabfall zeigen, ist es durch-
aus moglich, daB in diesem Abstand von der Mittelebene bei Unter-
suchung eines Materials, das eine Scheidung in die Untersysteme nicht
gestattet, eine Abnahme der Rotation eintritt, weil in dieser Entfernung
der Prozentsatz der Sterne aus dem langsamer rotierenden System
schon erheblich groBer geworden ist. Immerhin ist eine Symmetrie zur
Mittelebene auch hier unbedingt zu erwarten. ROSENHAGEN fand aber
eine Andeutung fir entgegengesetztes Verhalten nérdlich und siidlich
der Symmetrieebene. Mir will scheinen, dafl dies Phinomen durch eine
nicht véllige Rotationssymmetrie des Systems erklirt werden kann,
indem in einem so kleinen Raumteil wie er fiir unsere Untersuchung von
heute zur Verfiigung steht, bedeutende UnregelmiBigkeiten der Stern-
verteilung vorkommen werden. H. MINEUR® hat alle verfiigbaren
Radialgeschwindigkeiten in Mittelwerten iiber 96 Felder des Himmels
nach Kugelfunktionen entwickelt. Eine Erklirung fir seine Unter-
suchungen zu geben, wurde vom Autor ausdriicklich abgelehnt. Wenn
auch das augenblickliche Resultat der beiden Untersuchungen noch
gering ist, so mufl doch die prinzipielle Wichtigkeit derartiger Unter-
suchungen hervorgehoben werden, da es fiir spitere Priifungen der
Rotationstheorie oder auch anderer Auffassungen unumginglich nétig ist,
sich nicht auf die MilchstraBenebene zu beschrinken. Wenn wir von der
Variation der Rotationsgeschwindigkeit mit dem Abstand von der Mittel-
ebene absehen, so lauten die Formeln Oorts, da 4 cos b = 7 ist, fiir be-
liebige galaktische Breiten

W = Adsin 2/ cos® b,

T = Adcos2lcosb -+ Bdcosbh

A B
cos2lcosbh + cos b.
4,74 4,74

oder u =

! Bull. Astr. 6, 355 (1930).
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6. Vergleich der Theorie mit dem
Beobachtungsmaterial.

Schon die eingangs erwdhnten Sternzihlungen ergaben, daB ein sehr
hoher Prozentsatz aller Sterne in einer Schicht von wenigen hundert
Parsek Dicke liegt. Noch deutlicher wird dies, wenn wir einzelne Spek-
traltypen betrachten, deren absolute Helligkeiten wir kennen oder
wenigstens einigermaBen abschitzen kénnen, gesondert betrachten, weil
wir hieraus die Entfernung und den Abstand von der Mittelebene be-
rechnen kénnen.

Die W-O-B-Sterne liegen in einer besonders engen Schicht von héch-
stens 60 Parsek Halbdicke, fiir die K-Riesen betrigt die entsprechende
Dicke etwa 150—200 Parsek, wie PANNEKOEK aus Abzihlungen nach
dem DrAPER-Katalog gefunden hat. Die A-Sterne liefern nach derselben
Quelle dazwischenliegende Werte. Fir die Mirasterne hat GYLLENBERG!
schon vor lingerer Zeit den Wert 300 Parsek abgeleitet, der aber sicher
zu klein ist, da inzwischen viele neue Sterne dieser Art in gréBeren Ent-
fernungen hinzuentdeckt wurden. Fiir die RR Lyrae-Sterne konnte ich?®
an einer Stichprobe zeigen, daB die Halbdicke etwa 1000 Parsek betragen
mul}. Fiir die Zwerge, die wir nur bis zu 50 Parsek oder noch viel ge-
ringerer Entfernung vollstindig kennen, kénnen wir eine Abnahme der
Dichte natiirlich nicht feststellen. Fiir die planetarischen Nebel, die sich
teilweise bis zu 5000 Parsek Entfernung verfolgen lassen, findet sich ein
mittlerer Abstand von etwa 350 Parsek.

Aus der oben abgeleiteten Beziehung zwischen der Geschwindigkeits-
strenung der Sterne und der Dicke des Systems kénnen wir die direkt
beobachtete Dicke mit der errechneten vergleichen, allerdings mit der
Unsicherheit des empirischen Faktors a, der die Abweichung von der
dynamischen Stabilitat angibt, dieser Faktor wurde hier allgemein zu 0,5
angenommen. Es lassen sich fiir diese Untersuchungen nur die Radial-
geschwindigkeiten benutzen, da sie allein in km/sec angebbar sind. Die
beobachtete Radialgeschwindigkeit eines Sternes setzt sich aus vier
Teilen zusammen: 1. seiner eigenen Spezialbewegung, die hier als Ab-
weichung seiner Bahn von der Kreisform gedeutet wird, 2. der Abwei-
chung der Sonnenbahn von der Kreisform, d.h. der Apexbewegung,
3. dem mit der Entfernung proportionalen Rotationseffekt, 4. dem so-
genannten K-Effekt, d. h. der noch nicht geklirten Abweichung der
mittleren Werte fiir die Gesamtheit der Sterne von Null, und der nur fiir
die B-Sterne in gesichertem MaBe auftritt. Ob er auf systematischen
Messungsfehlern beruht, oder auf der relativistischen Rotverschiebung
wegen des hohen Gravitationspotentials an der Oberfliche dieser Sterne,
oder ob es sich um eine tatsichliche Auswirtsbewegung handelt, wie

* Medd. Lund 1917, Nr. 90.
* Vgl. Z. Astroph. 5, 395 (1932).
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FREUNDLICH und VON DER PAHLENT meinen, ist nicht véllig sicher. Wie
ich aber vor kurzem gezeigt habe®, handelt es sich schwerlich um eine
reelle Bewegung, so dal3 wir diese GroBe als einen systematischen Fehler
betrachten kénnen. Von diesen 4 Effekten muf3 sich nur der erste fiir
die Gesamtheit der Sterne aufheben, so daB wir fiir die beobachteten
Radialgeschwindigkeiten die Bedingungsgleichung ansetzen kdnnen

W=K-+ Scos 4+ Adsin 2 (I — 1) cos’bh.

A ist hier der Abstand des Sternes von dem fiir die betreffende Gruppe
giiltigen Apex, S die Geschwindigkeit der Sonne gegen diesen Apex, [,
ist die Linge des Zentrums. Man kann nun entweder die Koordinaten des
Apex und S, sowie [, in der Ausgleichung mitbestimmen oder den Normal-
apex und die Geschwindigkeit S = 20 km/sec und /, = 330° als bekannt
voraussetzen. Fur die Sterne vom Bewegungstypus der B-Sterne ist dies
sogar zweckmiBig, da die Apexkoordinaten anderweitig schon sehr viel
besser bestimmt sind. Fiir die Sterngruppen mit starker Asymmetrie ist
es wiederum zweckmifig, an die beobachteten Radialgeschwindigkeiten
die Korrektion fiir die normale Sonnenbewegung schon anzubringen und
dann eine neue Apexbewegung in die Angleichung einzufiihren, die in die
Asymmetrierichtung go? von der Linge des Zentrums weist und deren
Geschwindigkeit S mitbestimmt werden soll. Soweit die Ausgleichungen
von mir ausgefiihrt wurden, ist immer dies Verfahren angewandt worden,
wobei die Linge des Zentrums zu 330° angenommen wurde.

Fiir alle untersuchten Objekte ergab sich nun mit Ausnahme der
Mira-Sterne ein positiver Rotationseffekt, der in den meisten Fillen den
mittleren Fehler bedeutend tiberschreitet. Fir die relativ nahen Sterne
ergab sich oftmals ein Wert fiir /,, der von 330° sehr stark abwich, aber
bei den nahen Sternen ist der Rotationseffekt natiirlich recht klein und
unsicher zu bestimmen, und die Abweichungen fallen nur wenig ins Ge-
wicht. DaB die Mira-Sterne mit ihrer groBen Geschwindigkeitsstreuung
und dem sehr schlechten Beobachtungsmaterial keinen Effekt erkennen
lassen, ist nahezu selbstverstindlich, zumal auch bei ihnen das allgemeine
Rotationsmoment geringer ist, als bei den meisten anderen Gruppen.

Vielfach wurde anstatt der Unbekannten A die GréBe Ad ermittelt,
indem ein mittlerer Abstand fiir alle Sterne angenommen wurde. Die
Bestimmung dieser GroBe ist sehr sicher, da aber die Distanzen der
Sterne — es handelt sich eben um entfernte Sterne, fiir die sich nur
theoretische Parallaxen angeben lassen — sehr ungenau bekannt sind,
kann der numerische Wert fiir A noch keineswegs als sicher gelten. Die
ersten Untersuchungen von OORT? ergaben Werte in der Ndhe von
A = +0,03 km/sec Parsek, die spiter in Ubereinstimmung mit Arbeiten

1 Publ. Potsdam, Nr. 86 (1928).
2 Z. Astroph. 2, 151 (1931).
3 B. A.N.Nr. 120.
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von PLASKETT und LINDBLAD® auf etwa die Halfte herabgesetzt wurden.
Ich habe fiir die W- und O-Sterne mit zuverlissig bekannten Radial-
geschwindigkeiten eine Neubestimmung unternommen. Die mittlere ab-
solute Helligkeit und Parallaxe wurde in der Weise ermittelt, dal ihr
mittlerer Abstand von der Symmetrieebene gleich dem fiir die B-Sterne
gesetzt wurde, die zu 55 Parsek bestimmt worden war®. Danach ist die
mittlere absolute Helligkeit der W-Sterne — 2,8 und der O-Sterne —3,8.
Auch wurde in den Bedingungsgleichungen nicht Ad als Unbekannte
eingefithrt, sondern es wurde fiir jeden einzelnen Stern der Abstand
d aus seiner scheinbaren Helligkeit berechnet. Hierbei wurden zwei ver-
schiedene Annahmen gemacht, das eine Mal wurde die Absorption ver-
nachlissigt, das andere Mal wurde sie gemdl einer Bestimmung von mir
mit H. SCHNELLER* zu 2™ pro 1000 Parsek angenommen. Es ergab sich
dann fiir 24 Sterne ohne Absorption A = +-0,013740,000, und mit Ab-
sorption A = -+0,030%0,014. Wenn auch die hier angesetzte Absorp-
tion etwas zu groB sein wird, ist es doch wahrscheinlich, dal der Wert
fiir A, wie er sich aus den spiteren Bestimmungen von OORT, von Pras-
KETT und von LINDBLAD ergab, zu klein ist. Der numerische Wert von
A kann also noch erhebliche Korrektionen erfahren.

Die sichersten, d. h. den mittleren Fehler am meisten iibersteigenden
Werte fir A liefern die O-B-c-Sterne, die bis zu recht groBen Entfer-
nungen Radialgeschwindigkeitsmessungen gestatten. Die planetarischen
Nebel zeigen zwar auch den Rotationseffekt mit entsprechend groBer
Sicherheit, da aber ihre absoluten Helligkeiten nur sehr schlecht bekannt
sind und umgekehrt aus der Bestimmung von A d unter Annahme des
fur die anderen Sterngattungen abgeleiteten Wertes von A ermittelt
wurden, konnen sie natiirlich nicht zur Feststellung der GréBe von A
dienen. Bei ihnen ist noch eine weitere Einschrankung nétig. Sie lassen
sich nur in dem Intervall der galaktischen Lingen von etwa 0—360°
verwenden, da in dem restlichen Gebiet sehr groBe UnregelmiBigkeiten
vorkommen, die mit der Nihe des Kernes zusammenhingen, worauf
neuerdings besonders ZANSTRA® hingewiesen hat. In dem Gebiet von
300—360° kommen abnorm hohe Radialgeschwindigkeiten vor, die zwi-
schen 3300 und 340° einen Vorzeichensprung aufweisen, wie er nach den
erweiterten Formeln fiir die Rotation (Abb. 4) zu erwarten ist. Das
Material ist aber noch viel zu diirftig, um den Versuch zu wagen, hieraus
das Kraftgesetz in der Nihe des Zentrums abzuleiten.

Aus der Ausgleichung, die zur Bestimmung des Rotationseffektes
fihrt, ergeben sich natirlich auch die Dispersionen der Radialgeschwin-

* M. N. 88, 395 (1928).

2 M. N. 9o, 503 (1930).

3 Ver6ff. Berlin-Babelsberg 8, H. 5.
4 Z. Astroph. 1, 339 (1930).

5 Z. Astroph. 2, 329 (1931).
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digkeiten. Diese fallen aber wegen der groBen Beobachtungsfehler der
einzelnen Bestimmungen der Radialgeschwindigkeiten viel groBer aus,
als der tatsichlichen physischen Streuung entspricht. Aus der Ge-
schwindigkeitsdispersion errechnet sich die Dispersion in Z, die Dicke des
Systems.

760°

250°

/ a50°

o
0 00 o 7 900 5o
I

Abb. 7. Die Schnellaufer in der Rotationsebene.
d entspricht O in Abb. 5, S entspricht P, Mittelpunkt der Lingen ist S.

In der folgenden Tabelle sind fiir eine Reihe von Sterngruppen die
GréBen A, S, K, (W), 6(Z)y, 6(Z), aus verschiedenen Quellen zu-
sammengestellt. S ist hier die nach Abzug der normalen Apexbewegung
der Sonne resultierende Asymmetriebewegung der betreffenden Stern-
gruppe. Sie ist in km/sec angegeben, und ein negatives Zeichen bedeutet
das Zurtickbleiben gegeniiber der zirkuliren Rotation der groBen Mehr-
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zahl der Sterne. ¢(Z); ist die aus der Geschwindigkeitsdispersion be-
rechnete, o(Z),;; die auf Grund von Helligkeitsparallaxen berechnete
Schichtdicke fiir die betreffende Sternart. Der eingeklammerte Wert in
der Spalte A deutet darauf hin, daB hier nicht die absolute GréBe des
Rotationseffektes angegeben wurde, sondern, wegen der unbekannten
absoluten Helligkeit und Entfernung der betreffenden Objekte eine Grée
A d,, worin d, dem Betrage nach unbekannt ist. Die beiden Spalten mit
der Systemdicke stimmen in dem Male {iberein, wie man es verlangen
kann. Bei groBen Werten von ¢ und ¢ stimmt nattrlich die Beziehung
12,8 a o(W) = ¢(Z) nicht mehr.

Die deutlichste Ubereinstimmung mit der Rotationstheorie zeigen
aber die Schnellaufer in unserer unmittelbaren Umgebung. Die Abb. 7
ist im wesentlichen von Oort! {ibernommen. Es sind nur die Schnell-
laufer eingezeichnet, deren Raumgeschwindigkeit aus Eigenbewegung,
Parallaxe und Radialgeschwindigkeit berechnet werden konnte. S be-
deutet den zirkulir laufenden Idealstern, ©® die Sonne und d den Ge-
schwindigkeitsnullpunkt, wie in Abb. 5. Die Kreisgeschwindigkeit
wurde zu 300 km/sec angenommen. Es sind alle die Geschwindigkeiten
eingezeichnet, deren Projektion in die MilchstraBenebene in Bezug auf
S den Betrag von 65 km/sec iiberschreiten, dies bedeutet fiir den Punkt E
eine Geschwindigkeit von 365 km/sec. In einem weiten Bereich um
I = 60° fehlen die Sterne vollstindig. Aber auf der Gegenseite, wo man
den Maximalwert erwarten sollte, wenn man die Hiufigkeit nach ga-
laktischen Langen auszihlt, befindet sich ein sekunddres Minimum, das
von zwei Maxima bei 1809 und 300° eingeschlossen ist. Diese Beobach-
tung wurde von FREUNDLICH und vON DER PAHLEN® gegen die Rota-
tionstheorie angefiihrt. Sie ergibt sich aber als selbstverstindlich, wenn
man bedenkt, daBl die Schnelliufer als eine Kategorie von Sternen mit
groBer Bahnexzentrizitit aufzufassen sind. Dann ist eine Abgrenzung
nicht durch einen Kreis, wie es OORT provisorisch tat, vorzunehmen,
sondern durch eine Ellipse fir e¢ = const. Ich habe hier zwei Ellipsen
eingezeichnet, das eine Mal mit dem Achsenverhiltnis 0,5, entsprechend
einer KEpLERschen Bewegung, das andere Mal 0,7, entsprechend der be-
obachteten Geschwindigkeitsellipse. Zdhlt man nun die Sterne in
Intervallen von 10° Linge aus, so verschwindet bei einiger Glattung,
die bei dem geringen Material notwendig ist, im ersten Falle das Minimum
vollstdndig, und auch im zweiten Falle ist es ziemlich bedeutungslos
geworden. In Abb. 8 sind beide Kurven sowie die von OORT ein-
gezeichnet.

Drei Sterne in Abb. 7 zeigen eine Geschwindigkeit, die 300 km/sec
etwas {liberschreitet. Wenn diese Bestimmungen richtig sind, so heiBt

1 B. A.N. 4, 273 (1928).
2 Z. Astroph. 1, 200 (1930).
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das, daB diese drei Sterne riicklaufig sind. Der Stern Cincinnaty 2018/9
bei der Linge 260° zeigt eine Geschwindigkeit von fast 1000 km/sec und
ist der einzige, der auBerhalb des Grenzkreises um d zu liegen kommt.
Seine Radialgeschwindigkeit betrigt 300 km/sec und seine Parallaxe
ist duBerst unsicher. Dieser Stern, sowie RZ Cephei und W Virginis,
die auf Grund ihrer Eigenbewegung und sehr fraglichen Parallaxen Be-
wegungen von tiber 1000 km/sec zeigen, kdnnen nicht ins Gewicht fallen®.
AuBerdem ist es natiirlich méglich, dal es vereinzelte intergalaktische
Feldsterne gebe, die nur zufillig unser System durchschreiten.

Es kann nicht die Aufgabe dieser kurzen zusammenfassenden Ab-
handlung sein, das Beobachtungsmaterial in allen Einzelheiten zu dis-
kutieren. Esist bereits eine ausfiihrlichere Darstellung hieriiber in Arbeit.

4 60 720 780 240 700 760

Abb. 8. Die Haufigkeitskurve der Schnellaufer.

----------- Die Hauﬁgkext nach Oort (Kreisbegrenzung, -0-0-o- die Hiufigkeit bei Begrenzung durch
eine Ellipse mit dem Achsenverhaltnis o.7, ~e—@—e— die Haufigkeit bei Begrenzung durch eine Ellipse
mit dem Achsenverhaltnis 1/2 (Ngwronsche Kraft),

Im allgemeinen ist die Theorie mit den Beobachtungen im gutem
Einklang. Die errechneten Dimensionen des Systems wie Abstand der
Sonne vom Zentrum, dquatorialer Durchmesser des Systems, Rotations-
dauer und Masse sind natiirlich nur mit sehr geringer Genauigkeit angeb-
bar. Am zuverlissigsten scheint mir noch die Sonnengeschwindigkeit
mit 300 km/sec und mit einem mittleren Fehler von héchstens 20%
angebbar zu sein.

Einige Einwinde, die gelegentlich gegen die Rotationstheorie erhoben
werden, sollen hier nochmals angefithrt und soweit es noch nicht ge-
schehen, diskutiert werden. Die stellarstatistisch erschlossene Dichte-
abnahme in allen Richtungen von der Sonne weg, die zur Annahme eines
ortlichen Sternensystems gefithrt hat, ist nach der hier vorgetragenen
Auffassung in der galaktischen Ebene nur scheinbar und durch die Ab-

m

* Der weile Zwerg o" 44" -+ 5° hat eine Bewegung fast senkrecht zur
MilchstraBe und hart an der parabolischen Grenzgeschwindigkeit.
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sorption des Lichtes in der galaktischen Schicht vorgetiuscht. Die
Frage nach dieser Absorption wurde nach mehreren Ansitzen anderer
Autoren in fritheren Jahren eigentlich erst von TRUMPLER richtig ge-
wiirdigtr. Er erschloB sie aus der Diskrepanz zwischen dem scheinbaren
Durchmesser und der scheinbaren Helligkeit bei galaktischen Stern-
haufen in verschiedenen Entfernungen und fand sie im Gebiet der photo-
graphischen Strahlen zu 0,67 GréBenklassen pro 1000 Parsek. Dal in
einigen eng begrenzten Himmelsarealen, und zwar fast ausschlieBlich in
der MilchstraBenebene, stark absorbierende Wolken existieren, und zwar
schon in Entfernungen von weniger als 200 Parsek, war lingst bekannt,
Aber man beruhigte sich immer damit, daB es sich um ganz kleine
Areale handelte. DaB es aufler diesen stark absorbierenden und ziemlich
scharf begrenzten noch viele diffuse und nur unscharf gegen die Um-
gebung sich abhebende Absorptionsgebiete geben werde, die darum
wenig oder gar nicht auffallen, wurde meistens iibersehen. Der stirkste
Beweis fiir das Vorhandensein einer Absorption ist aber die zunehmende
Gelbfarbung von Objekten gleichen Spektraltypus mit wachsenden Ent-
fernungen, im Sinne einer selektiven Absorption, die zwischen der photo-
graphischen und visuellen Helligkeit pro 1000 Parsek 0;3 GréBenklassen
ausmacht und als absolut gesichert gelten kann. Ein ortliches Stern-
system kann aber im Rahmen der Rotationstheorie kaum existieren,
denn in Anbetracht des abschitzbaren allgemeinen Gravitationsfeldes
miiBte die Dichte eines stabilen Haufens mindestens zwei Sonnenmassen
pro Kubikparsek betragen, wihrend die beobachtete Sterndichte in
unserer Umgebung etwa den zwanzigsten Teil dieses Wertes ergibt.
Die Annahme von Rotationssymmetrie innerhalb unseres Systems
ist natiirJich nur die erste und ganz rohe Annahme. Es wird, wie schon der
Anblick des Himmels zeigt, groBe UnregelmiBigkeiten geben. Die Frage,
ob das System ein Spiralnebel sei, kann vorliufig auf Grund der Beob-
achtungen kaum angeschnitten werden. Eine Deutung durch zufillige
oder vielleicht auch tiefergehende UnregelmiBigkeiten, die mit der
Struktur des Systems und einer Abweichung von der reinen Rotations-
symmetrie zusammenhingen, kénnte auch die beobachtete Abweichung
des Vertex von der Richtung zum Mittelpunkt erfahren. Die radiale
Richtung ist nach SHAPLEY 325° nach den Untersuchungen iiber den
Rotationseffekt etwa 330°, und einen noch etwas groBeren Wert liefern
die planetarischen Nebel mit groBen Radialgeschwindigkeiten, namlich
330—340° Demgegeniiber liegen die verschiedenen Vertexwerte bei
etwa 350° Einige Untersuchungen iiber den Rotationseffekt der mittel-
hellen Sterne, hauptsichlich der Typen A und K, zeigen fiir die Linge
des Zentrums /, dieselbe Abweichung® 3 und LINDBLAD weist darauf hin,
1 Lick: Obs. Bull 1930, Nr. 420.

2 LinpBLaD: M. N. 9o, 503.
3 ReEpmnAN: M. N. 9o, 690; 92, 107.
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dafB in dieser Richtung die Bewegung des Barenstromes vor sich gehe, der
auller den zuverlissig bekannten etwa 2o hellen Sternen anscheinend
noch eine groBe Zahl schwacher Sterne enthilt. Es mag sein, daB} eine
Art Unterstrémung aus dieser Sterngruppe den ganzen Raum unserer
Umgebung erfiillt und somit eine Uberbesetzung des Geschwindigkeits-
korpers in einer bestimmten Richtung entsteht, die eine UnregelmiBig-
keit erzeugt, die in einigen hundert Parsek Entfernung vielleicht nicht
mehr existiert und durch andere UnregelmiBigkeiten abgeldst sein kann.

Die B-Sterne sowie eine gewisse Anzahl lichtschwicherer Sterne
anderer Typen zeigen bekanntlich die Erscheinung des Vertex nicht und
iiberhaupt keinerlei ellipsoidische Geschwindigkeitsverteilung, weshalb
Harym vor zwei Jahrzehnten sie im Gegensatz zu den beiden KAPTEYN-
schen Stromen als Strom 0 bezeichnet hatte. Im Sinne der Rotations-
theorie ist es nun ganz selbstverstandlich, daf} solche Sternarten, die nur
wenig exzentrische Bahnen besitzen, eine so kleine Geschwindigkeits-
streuung zeigen, dal3 die Verschiedenheiten in den einzelnen Richtungen
durch die zufélligen Beobachtungsfehler véllig iberdeckt werden, worauf
ich schon frither hingewiesen hatte™. Zwei andere Einwinde, die beiden
Maxima der Schnellaufer und die verschiedene Geschwindigkeitsstreuung
in radialer und senkrechter Richtung, waren schon diskutiert. Die erste
Erscheinung ist eine notwendige Folge der Theorie und spricht darum
gerade fiir sie, die zweite wire nur stichhaltig, wenn wir einen stabilen
Endzustand annehmen miiBten, was aber niemals behauptet worden ist.

Wenn ich zusammenfassend das Bild, das wir uns vom Sternsystem
gegenwartig machen kénnen, in der idealisierten rotationssymmetrischen
Form noch einmal darstellen will, so kénnen wir entsprechend der Ein-
teilung von LINDBLAD in Untersysteme die Sterne in drei verschiedene
Bewegungskategorien einordnen, die in eine sehr lockere Parallele zu den
groBen Planeten, den Planetoiden und den Kometen gesetzt werden
konnen, wobei die Frage ginzlich offengelassen werden soll, ob diese
Kategorien einigermalen streng voneinander geschieden sind oder kon-
tinuierlich ineinander iibergehen.

System I, das am stirksten abgeplattete System, enthilt die Sterne
der groBen Massen, die Ubergiganten. Die Neigungen der Bahnen sind
in der Regel unter 19, die Exzentrizititen unter 0,02. IThm gehéren fast
alle W-O-B-c-Sterne und ein Teil der A-Sterne sowie die noch sehr un-
vollstdndig geklirten Calciumwolken an.

System II enthilt vorwiegend Sterne mittelgroBer Masse. Die Bahn-
neigungen liegen bei 3°, die Exzentrizititen bei 0,1. Die Dicke des
Systems ist einige hundert Parsek. Die Hauptvertreter dieser Gruppe
sind die K-Riesen, ein Teil der A-Sterne, eine sehr groBe Anzahl von

* Veroff. Berlin-Babelsberg 8, H. 5.
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Zwergen, ferner die seltenen Typen N und die planetarischen Nebel.
Wabhrscheinlich gehért auch die Majoritdt der Novae diesem System an.
System IIT weist als auffallendste Vertreter die Mira-Sterne und die
RR-Lyrae-Sterne auf, daneben aber viele Zwerge, einige R- und N-
Sterne auf. Neigungen und Exzentrizititen der Bahnen sind sehr groB.
Ein Teil der Sterne fiihrt zweifellos Tauchbahnen in den Kern aus.

Die Kugelsternhaufen mit ihrer starken Asymmetrie der Bewegung
gehéren auch zu diesem System III, miissen aber gesondert behandelt
werden.

Welche Dimensionen der Kern, der einen betrichtlichen Teil der
Gesamtmasse des Systems zu besitzen scheint, aufweist, kénnen wir
nicht sagen. Er scheint hinter den dunklen Wolken der Milchstralle ver-
borgen zu liegen. Die Milchstrae ist hier in weitem Umfange durch
diese Wolken in zwei Aste geteilt. Der polare Halbmesser des Kernes
betrigt jedenfalls weniger als die halbe Breite der MilchstraBBe, die an
dieser Stelle 10° miBlt. Bei einer Entfernung von 6000 Parsek betrigt
der Halbmesser also hochstens 1000 Parsek. Die helle groB3e Sagittarius-
wolke, die genau in dieser Linge bei — 6° Breite liegt, besitzt anscheinend
eine Entfernung von nur 2000 Parsekr, liegt also viel ndher als der Kern.

7. Die Kugelsternhaufen und die Magellanschen Wolken.

Von 18 Kugelsternhaufen und den beiden MAGELLANschen Wolken
kennen wir die Radialgeschwindigkeiten. Mit Hilfe der ebenfalls be-
kannten Bahngeschwindigkeit der Sterne unserer Umgebung um den
Schwerpunkt des Systems gegen den Punkt des galaktischen Aquators
von der Linge 60° kénnen wir die radiale Komponente der Bewegung
dieser Objekte gegen den Schwerpunkt des Systems ebenfalls bestimmen,
indem wir die Wirkung der Sonnenbewegung

V =300 cosd sin (I —330%) km/sec
abziehen. Von all den genannten Objekten kennen wir aulerdem auf
Grund der Cepheiden-Parallaxen die rdumlichen Koordinaten XY Z in
Bezug auf die Sonne und somit auch in Bezug auf den in 6000 Parsek
anzunehmenden Schwerpunkt des Systems. Aus dem Abstand vom
Zentrum koénnen wir unter der Annahme, daf} die Kreisgeschwindigkeit
in 6000 Parsek 300 km/sec betrigt und daBl ein NEwTonsches Kraftfeld
herrsche, fiir jedes Objekt die Entweichungsgeschwindigkeit berechnen,

Die gemessene und auf den Schwerpunkt reduzierte Radialgeschwin-
digkeit muB in jedem Einzelfalle unter diesem berechneten Grenzwert
bleiben. Im Mittel muf3, wenn keine der drei Komponenten bevorzugt
ist, das ngache der absoluten Radialgeschwindigkeit unter diesem
Grenzwert bleiben. Es zeigt sich bei den 18 Kugelsternhaufen, daBl alle

1 Z. Astroph. 5, 380 (1932).
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Einzelwerte unter dem Grenzwert bleiben und das grote Verhiltnis
beider in einem Falle 0,84 betrigt. Das Mittel aus allen ist 0,34, so daB3
0,34 /3 = 0,59 etwa dem Verhiltnis der Kreisgeschwindigkeit zur para-
bolischen entspricht. Es ist also sehr wahrscheinlich, daf die Kugel-
sternhaufen dynamisch unserem System angeh&ren. Das ist natiirlich
nichts Neues, aber dies Argument ist bisher noch nicht angefithrt
worden.

Fiir die beiden MaGELLANschen Wolken, die gegen die Sonne Ge-
schwindigkeiten von 4 280 und 4 170 km/sec aufweisen, reduziert sich
die absolute Geschwindigkeit auf + 20 und — 20 km/sec fiir die groBe
und kleine Wolke, wihrend die Entweichungsgeschwindigkeit nahe bei
200 km/sec liegen mu}. Wenn wir auch die transversalen Geschwindig-
keiten beider Objekte nicht nennen, so ist es doch hiernach sehr wahr-
scheinlich, daB die Raumgeschwindigkeit unter dieser Grenze liegt und
die beiden Gebilde Satelliten unseres Sternsystems sind. Aus dem Ab-
stand vom Zentrum errechnet sich unter Annahme einer Kreisbahn eine
Umlaufzeit von der GréBenordnung 10 Jahre.

Fiir den néchsten Spiralnebel, den Andromedanebel, dagegen ist
bereits die reduzierte Radialgeschwindigkeit das Doppelte der rechneri-
schen Entweichungsgeschwindigkeit. Von dem etwa 200000 Parsek ent-
fernten Objekt NGC 6822, das mit den MaGELLANschen Wolken grofBe
Ahnlichkeit hat, kennen wir keine Radialgeschwindigkeit.

Zum Schlusse gebe ich noch eine schematische Abbildung des Stern-
systems, wie man es sich nach den vor-
liegenden Erdrterungen vorstellen kénnte,
Es sind in dieser Darstellung Gebilde aus
ganz verschiedenen galaktischen Lingen
in eine Schnittebene zusammengeschoben,
das Bild ist also nur ein Schema, keines-
wegs aber eine Projektion. S. Abb. o.

—— System I

J »
C P
w (o] Kugelsternhaufen
I Sonne

2 Sagittarius-Wolke
7 Kern
& 4 Auriga-Wolke

5 GroBie | Magellan-
6 Kleine | sche Wolke

Abb. 9. Ein Schema des Sternsystems.
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Einleitung.

Die. Entdeckung der Rontgeninterferenzen durch M. v. LAUE,
W. FrRIEDRICH u. P. KNIPPING (40) ist bekanntlich der Ausgangspunkt
fiir die ErschlieBung von zwei vollstindig neuen, groBen Forschungs-
gebieten geworden: der Rontgenspektroskopie und der Kristallstruktur-
forschung. Der gewaltige EinfluB der Entdeckung — nicht nur auf die
Entwicklung der Atomphysik, und damit auf die gesamte Physik, son-
dern auch auf Mineralogie, Chemie und Technik — hat sich trotz der
intensivsten Forscherarbeit in allen Kulturlindern wihrend der 20 Jahre,
die seit der Entdeckung vergangen sind, auch heute noch nicht an-
nihernd erschopft. Die Kristallstrukturforschung, die unmittelbar im
AnschluB an die Lavesche Entdeckung von W. H. u. W. L. BrRAGG be-
griindet wurde, hat sich aus den ersten tastenden Versuchen zu einem

* Dieser Bericht wird im Hinblick auf den Abschluf des zweiten Jahr-
zehnts seit der Laukschen Entdeckung erstattet.
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reizvollen, aber sehr ausgedehnten Spezialgebiet entwickelt; ihre An-
wendungen auf die verschiedensten Gebiete kénnen noch nicht entfernt
als abgeschlossen betrachtet werdenI. Die Rontgenspektroskopie hat
wohl die Zeiten ihres gréBten Einflusses auf die Lehre vom Atombau be-
reits hinter sich; die Verfeinerung der réntgenspektroskopischen Beob-
achtungen fordert aber auch heute noch viele neue Ergebnisse zutage,
die sowohl fiir physikalische, wie auch fiir chemische Fragen, z. B. nach
dem Bau der dufBleren Atombhiille, von groBer Bedeutung sind. Auch
die rontgenspektroskopische Mefitechnik selbst hat erst in den letzten
Jahren durch die Moglichkeit absoluter Wellenlangenmessungen einen
neuen groBen Anstol bekommen.

Alle diese Fortschritte auf den verschiedensten Gebieten haben sich
organisch, fast zwangsldufig aus der im Jahre 1912 gewonnenen Er-
kenntnis heraus entwickelt, daBl das vorher schon seit vielen Jahren in
mineralogischen Hypothesen eine Art von Schattendasein fristende
Raumgitter der Kristalle zu Interferenzversuchen vorziiglich geeignet ist
fiir solche Strahlen, deren Wellenldnge noch kleiner ist als der Abstand
benachbarter Atome im Raumgitter. Das Wesentliche der Entdeckung
vom Jahre 1912 bestand ja gerade in der Feststellung, daf} die Rontgen-
strahlen beim Durchgang durch das Raumgitter eines Kristalls charak-
teristische Interferenzerscheinungen zeigen.

Eine vollkommen neue und iiberraschende Anwendung der Raum-
gitter der Kristalle hat uns aber das zweite Jahrzehnt nach der LatvEschen
Entdeckung gebracht: ndmlich den eindeutigen experimentellen Nach-
weis der Materiewellen, die nach den Uberlegungen von L. DE BROGLIE
und E. SCHRODINGER als vollkommen neue, bisher noch nicht beob-
achtete Wellenerscheinung mit jeder Art von bewegter Materie ver-
kntpft sein sollten. Zum experimentellen Nachweis der Materiewellen (21)
dienten die aus der Rontgenstrukturanalyse bekannten Kristallgitter;
auch die weitere Erforschung der Interferenzen von Materiewellen und
ihre Anwendung auf Strukturprobleme hielt sich zunichst eng an die
sicheren Ergebnisse der Réntgeninterferenzen. Wir werden zwar sehen,
daB vor allem die Interferenzen von schnellen Elektronen inzwischen
schon mannigfache Ergebnisse geliefert haben, die tber die Rontgen-
interferenzen hinausgehen; der Schliissel zum Verstandnis fiir die meisten
dieser Ergebnisse steckt aber fast stets schon in den fundamentalen
Uberlegungen, die M. v. LAUE vor 20 Jahren zur Deutung der Rontgen-
interferenzen gemacht hat.

t Im letzten Band dieser Ergebnisse hat U. DEHLINGER iiber die An-
wendungen in der Metallkunde berichtet, die allein ein groes Spezialgebiet
darstellen.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 5
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I. Die Bedeutung der LAUEschen Theorie
der Rontgeninterferenzen fiir die Elektronen-
interferenzerscheinungen in Kristallen.

Die Méglichkeit, eine Wellenstrahlung als Sonde fiir atomare Dimen-
sionen zu benutzen, beruht darauf, daB eine Wechselwirkung zwi-
schen der Strahlung und den Atomen bzw. den Bausteinen der Atome
besteht. Uber den genauen Verlauf dieser Wechselwirkung brauchen
wir zunidchst gar nicht unterrichtet zu sein; es geniigt zu wissen,
daB er bei verschiedenen Atomen gleicher Art bzw. bei den die Atome
konstituierenden Teilchen stets der gleiche ist. Aus der Erfahrung wissen
wir, dal Roéntgenstrahlen wie Elektronenstrahlen beim Auftreffen auf
Materie zerstreut werden; die Ursache fir diese Zerstreuung ist gerade
die Wechselwirkung zwischen den Strahlen und den Atomen bzw. ihren
Bestandteilen.

Die beobachtete Zerstreuung entsteht durch eine Ubereinander-
lagerung der Zerstreuung von vielen einzelnen, kleinen Streuzentren.

Wenn also eine Wellenstrahlung — wir wollen eine Kugelwelle

e — (% (sor)

=
annehmen® — auf Materie auftrifft, dann wird jeder Punkt, in dem sich
streuende Materie befindet, zum Ausgangspunkt einer Streuwelle, die
wieder die Form einer Kugelwelle haben mag, also im Abstand R vom
Strcuzentrum darzustellen ist durch

¢ — ¥ (5R)

R

Aus der Erfahrung wissen wir, da die Frequenz der uns hier inter-
essierenden Streustrahlung mit der Frequenz der Priméirstrahlung iiber-
einstimmt (d. h. & = %’); wir setzen weiter voraus, dal alle elementaren
Streuwellen mit der Primirwelle und damit auch untereinander kohdrent
sind. (Eine etwaige Phasenverschiebung zwischen Streuwelle und Pri-
mirwelle wird dadurch nicht ausgeschlossen; sie muf nur bei allen ele-
mentaren Streuprozessen die gleiche sein.) Bei der Uberlagerung der
verschiedenen Streuwellen haben wir nun genau so, wie in der gewdhn-
lichen Interferenzoptik, zu beriicksichtigen, daB einmal die verschiedenen
Streuzentren verschieden stark auf die ankommende Wellenstrahlung
ansprechen und dall zweitens die einzelnen Streuwellen entsprechend
ihren ,,Gangunterschieden‘‘ mit verschiedener Phase im ,, Aufpunkt‘ an-
kommen. Bezeichnen wir die Lage des m-ten Streuzentrums durch seinen

1 Wir bezeichnen mit $, bzw. s Einheitsvektoren, die die Richtung der

27
ankommenden bzw. gestreuten Strahlung angeben; ferner bedeutet % = -

27
bzw. k' = P
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radius vector t,, vom Anfangspunkt, dann ist der Wegunterschied der
m-ten Streuwelle gegeniiber der Streuwelle vom Anfangspunkt, wie geo-
metrisch leicht einzusehen ist, gegeben durch

(rm 5) - (r;/z E;o) = (t,,,, 6 — So).

Der zugehérige Phasenunterschied ist & (V., $—%.); jede Streuwelle
ist demnach vor der Uberlagerung mit ihrem Phasenfaktor e#@n: s—se)
zu multiplizieren. Das Streuvermdgen des m-ten Streuzentrums wollen
wir mit M. v. LAug durch den Faktor @,, charakterisieren; bei einer
kontinuierlichen Verteilung der streuenden Materie wiirde @ als Funk-
tion der Ortskoordinaten die Dichteverteilung der streuenden Materie
bezeichnen. Wenn wir schlieBlich noch beriicksichtigen, dall wir in
hinreichend groler Entfernung die Abstinde R des Aufpunktes vom
Streuzentrum fiir alle Streuwellen als gleich annehmen konnen, dann
erhalten wir als Resultat der einfachen Uberlagerung von sdmtlichen

Streuwellen :
B_MI\) ik 5—S0)
B E D, -7 T (1)

bzw. bei kontinuierlicher Verteilung der streuenden Materie:
~ikR

€ " / Dy, ,, et d (1a)

Indem wir in dieser Weise die einzelnen Streuwellen superponieren,
setzen wir voraus, daB die Primérstrahlung bei dem ganzen Streu-
vorgang nur so wenig geschwicht wird, daf wir ihre Intensitdt noch
in allen Streuzentren als praktisch gleich groB3 annehmen kénnen, und
dall die gesamte Riickwirkung aller {iibrigen Streuzentren auf das
jeweils betrachtete klein bleibt gegeniiber der Wirkung der Primér-
strahlung. Mit dieser Voraussetzung begniigen wir uns, wie es auch
M. v. LAUE in seiner grundlegenden Arbeit vom Jahre 1912 getan hat,
mit einer ,,wcllenkinematischen® Betrachtung des Interferenzvorganges;
es sei aber schon hier bemerkt, dal3 bei Kristallinterferenzen die obigen
Bedingungen fiir die Anwendbarkeit der wellenkinematischen Theorie
fir Rontgenstrahlen nicht immer und fiir Elektronenstrahlen nur unter
besonders giinstigen Versuchsbedingungen erfiillt sind. IFir Rontgen-
strahlen haben Darwin (19) und P. P. EwarLp (34) unabhingig von-
einander durch Mitberiicksichtigung der Wirkung der Streustrahlen auf
die Primdrstrahlung und die Gibrigen Streuzentren eine ,,dynamische®
Interferenztheorie der Réntgenstrahlen entwickelt, die von H. BETHE (7)
auf die Elektroneninterferenzen iibertragen wurde. Diese Theorie hat
zu einigen prinzipiell wichtigen Resultaten gefiihrt; sie gestattet z. B.
eine quantitative Erkldrung der von der SieGBanNschen Schule ge-
fundenen Abweichungen von der Bracaschen Reflexionsbedingung.
Aber als praktischer Wegweiser oder als Hilfsmittel fiir die experimen-

5*
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telle Forschung ist sie bisher — wahrscheinlich wegen ihres kompli-
zierten mathematischen Apparates — nur wenig verwendet worden;
vielleicht wird das in Zukunft anders, nachdem es M. v. LAvE kiirzlich
gelungen ist (diese Ergebnisse X, 133), ihr beziiglich der Rontgeninter-
ferenzen durch einen Kunstgriff eine einfachere und anschaulichere Ge-
stalt zu geben. Fiir die Zwecke dieses Berichtes brauchen wir auf die
dynamische Theorie nicht einzugehen, weil die hier zu besprechenden
Ergebnisse der Interferenzuntersuchungen nicht nur an Atomen und
Molekiilen, sondern auch an Kristallen fast ausnahmslos unter solchen
Versuchsbedingungen erhalten worden sind, bei denen die Anwendung
der wellenkinematischen Theorie erlaubt ist; man kann sogar umgekehrt
sagen, daBl die wichtigsten Ergebnisse gerade dadurch gewonnen
wurden, daB es gelang, die fiir die Anwendbarkeit der kinematischen
Theorie notwendigen Bedingungen experimentell zu realisieren.

Indem wir wieder den Gedankengéngen v. ILAUEs folgen, wenden wir
unsere Formel (I) zundchst auf einen Kristall an. Wir idealisieren den
Kristall durch die Annahme, daf3 sich Streuzentren nur in den Gitter-
punkten eines einfachen Translationsgitters mit den Grundvektoren a,,
a,, a, befinden. Die Lage des m-ten Streuzentrums wird dann durch den
radius vector v, =m, G, 411, A, -+, A, charakterisiert, wo m,, m,, m,
ganze Zahlen sind. Der die Superposition aller Streuwellen darstellende
Ausdruck (1) geht in eine dreifache Summe iiber, die wir, wenn wir
noch der Einfachheit halber @ fiir alle Streuzentren als gleich annehmen,
in der folgenden Form schreiben kénnen:

7 . .
R ﬁ_lkﬁ(//lu)z (),[0)2 (///3)2 pilmy dr + mode + w3 A3) ,

wobei zur Abkiirzung
A, =k(a;, 5—5.) (2)

gesetzt ist. Die Grenzen der Summation sind durch die Ausdehnung des
Kristalls bestimmt; wir nehmen mit v. LAUE an, daB die Ausdehnung
des Kristalls in den Achsenrichtungen bestimmt ist durch 2 M, a,,2M, q,,
2M,a,. Der Summenausdruck 146t sich dann als geometrische Reihe
leicht ausrechnen. (Es ist z. B.

(AT A — A1 A
+ Iy 2 Ay e+1 x4 .,
imyd — p— i A N pimpdr I S
e e Qe s . —i |
— Ay o I — + i — — I —
e ? \e 2 —e 2

Die gesuchte Intensitdt I der Streustrahlung erhalten wir als Ampli-
tudenquadrat in bekannter Weise durch Multiplikation mit dem kon-
jugiert komplexen Ausdruck:

@* sin® M, A, sin® M, A, sin® M3 A

=g 44 4, )
sin ? Sin Z s
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Dieser Ausdruck stellt die aus der Optik bekannte Interferenz-
funktion dar, erweitert auf das dreidimensionale Gitter. Er besitzt fiir
groBe M; nur dann einen von Null verschiedenen Wert (Hauptmaxi-
mum), wenn alle drei Nenner gleichzeitig verschwinden, d. h. wenn die
A; ganzzahlige Vielfache von 2 sind. Dies fithrt nach Einsetzen der
Werte von 4 auf die bekannten L.AUEschen Interferenzformeln

(a;y 5—8,) = h;- L (¢ = 1, 2, 3, I ganzzahlig). (4)

Wir wollen hier eine Bemerkung iiber die reziproken Vektoren ein-
fiigen, deren Gebrauch sich oft als niitzlich erweist. Die zu den qa,,a,, a,
reziproken Vektoren b, b,, b, sind definiert durch:

b: = (a{?aa;]])
und zwei entsprechende, durch zyklische Vertauschung sich ergebende
Gleichungen; aus der Definition folgt sofort, dal
[ =0, wenn ¢4k
' =1, , 1=k

(a;bz)

Multipliziert man jede der drei LAvEschen Gleichungen mit dem zu-

gehdrigen reziproken Vektor und addiert, so erhdlt man
$—8, = (4,0, + b, + 2,b,) - 4.

Bezeichnen wir noch den auf der rechten Seite stehenden Fahrstrahl
zum Gitterpunkt %,, ,, h, des reziproken Gitters mit ), so erhalten wir
als Zusammenfassung der drei skalaren LavEschen Gleichungen die
,,Fundamentalgleichung:

56, = A-D. (4a)

(In dieser Vektorgleichung ist natiirlich auch die Braccsche Re-
flexionsbedingung 24 - sin —; = n - A enthalten;denn$—g,steht senkrecht
auf derjenigen Ebene, an der der Strahl gespiegelt erscheint und hat den
Betrag 2 sin ; , und von b kann man leicht zeigen, daf3 sein Betrag gleich

einer ganzen Zahl # mal dem Abstand der ,,spiegelnden” Netzebenen
sein muf3!)

Schreibt man die Fundamentalgleichung in der Form
s So
A=

so 1aBt sie sich nach EwALD (5) bei Zuhilfenahme des reziproken Gitters
besonders anschaulich interpretieren. Trigt man namlich vom Anfangs-
punkt des reziproken Gitters aus in der negativen $,-Richtung die Strecke

; ab und schlidgt um den Endpunkt dieser Strecke eine Kugel mit dem

Radius ;, dann erfiillt der Fahrstrahl b = %, b, +7,b, +4,b, zu irgend-
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einem Gitterpunkt des reziproken Gitters, der von der ,,Ausbreiturigs-
kugel* getroffen wird, die Bedingung (4a). Wir erhalten also durch diese
einfache Konstruktion, die sich leicht den verschiedenen Versuchs-
bedingungen anpassen 148t (vgl. P. P. EwALD), mit einem Schlage
eine vollstindige Ubersicht iiber die zu erwartenden Interferenzrich-
tungen.

Wegen der Vektorgleichung (4a) bzw. der drei skalaren Gleichungen
(4) tritt bekanntlich bei Réntgenstrahlen mit vorgegebener Wellen-
linge ein Interferenzstrahl unter normalen Bedingungen nur bei einigen
ausgezeichneten Orientierungen des Kristalls auf, ndmlich nur dann,
wenn die Ausbreitungskugel auch wirklich einen Gitterpunkt des rezi-
proken Gitters trifft, d. h. wenn der Kristall so orientiert ist, daf die
Bracasche Bedingung erfiillt ist.

Durchgang von Elektronenwellen durch diinne Kristalle. Die
fir die Rontgeninterferenzen geltenden Folgerungen der kinematischen
Theorie darf man nun aber nicht — wie dies bisher meist geschehen
ist — schematisch auf die Elektroneninterferenzen ibertragen. Wegen
der viel stirkeren Wechselwirkung der Elektronenwellen mit den Atomen
der Kristalle (siehe hieriiber S.73) werden hier beobachtbare Inter-
ferenzintensititen auch dann erzeugt, wenn eine von den drei Atom-
zahlen M verhiltnismaBig klein bleibt, d. h. wenn die zur Interferenz-
intensitit beitragende Kristalldicke extrem gering ist. Das letztere ist
sowohl bei solchen Interferenzversuchen, in denen der Kristall durch-
strahlt wird, als auch bei solchen, in denen die Reflexion an einer
Oberfliche stattfindet, stets der Fall. Die bei Interferenzen im ,,durch-
gehenden* Licht herrschenden Verhiltnisse sind von W. L. BRAGG u.
dem Verf. (14) aufgeklart worden. Wir nehmen an, wir durchstrahlen
cin sehr diinnes Kristallblattchen senkrecht zu seiner Fliche mit Elek-
tronenstrakilen von einer Wellenlinge 4 = 0,05 A. Die a,- und a,-Achsen
liegen in der Blittchenebene und liefern als Interferenzbedingungen in
normaler Weise die beiden ersten LauEschen Gleichungen. a, moge
parallel zur Primirstrahlrichtung liegen und die Linge 1o A haben; die
Kristalldicke sei 1004, so daB in der a,-Richtung nur zehn Netzebenen
aufeinander folgen. Wenn wir fir diesen Fall den die dritte Punktreihe
enthaltenden Quotienten der I.auEschen Interferenzfunktion ausrechnen,
so ergibt sich

p . (.)2
sinz{ j— 2Mja; (1 — cos (-))} sin? (Z/T - 1045 - )

3

sin? M, A, 2
: 2 T= ] -2 (5)
. 3 S 4 | LT (
sin? > sin? a5 (1 ~ cos 6) sin?{— a5-
2 L2 | 7722

Diese Funktion hat aber (siehe Abb. 1) ein so aullerordentlich breites
Hauptmaximum, dafl darin, wie man sich durch eine einfache Rechnung
leicht iiberzeugen kann, mehrere Ordnungen der beiden ersten LAUE-
schen Interferenzbedingungen bequem Platz haben. Die Folge davon
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ist, daB der Interferenzvorgang innerhalb des breiten Hauptmaximums
genau so verlduft, als ob wir nicht ein Raumgitter, sondern ein Flichen-
gitter vor uns hitten. Die Intensitatsverteilung in einem solchen Fli-
chengitterinterferenzbild ist — solange man sich iberhaupt noch inner-
halb des breiten Hauptmaximums befindet — praktisch unabhingig von

g.a g° 7° é‘a 50 go 30 Za 7e 5?0 72 ZO 3° L 59 &2 ?-a §° _Fo

Abb. 1. Interferenzintensitiit einer 100 cm langen Punktreihe, die parallel zum Einfallsstrahl verlauft,
als Funktion des Streuwinkels (z7). (A = 0,05 4; a3 =104; 21/ = 10.)

der dritten Punktreihe und nur durch die Struktur des Flichengitters
bestimmt. Dieses Kriterium fiir , Flachengitterinterferenzen ist an
diinnen Einkristallen (Abb. 2) in Zelluloid- und Kollodiumfilmen, auf
die wir spiter noch zuriickkom-
men, mit Sicherheit erfillt; die
charakteristische  Intensitits-
verteilung bleibt an sehr din-
nen Filmen in einem gewissen
Winkelbereich praktisch kon-
stant und 148t sich an ver-
schiedenen Filmen stets wieder
leicht reproduzieren, ohne dal}
man auf die Orientierung des
Films zur Strahlrichtung beson-
ders genau achten miifite. Bei
Glimmer liegen die Verhiltnisse
weniger einfach, weil storende
Verwerfungen der bestrahlten
Kristallfliche nicht mit Sicher-
heit vermieden werden kénnen.
Wenn man mit Hilfe der Abb. 2. Flachengitterinterferenzbild, Durchstrahlung
Ewarpschen Konstruktion der eines extrem diinnen ].;LinkristaH:c, in einem Kollodium-
. . . hautchen mit 6047~ Elektronen.
Ausbreitungskugel im rezipro-
ken Gitter die groBle Breite des nullten Hauptmaximums verstindlich
machen will, mull man an die Stelle der Gitterpunkte im reziproken
Gitter diinne Stidbchen treten lassen (53), die parallel zur Normale der
Kristallfliche gerichtet sind (Abb. 3). Die Stibchen werden um so
langer, je geringer die Dicke des Kristalls; mit abnehmender Dicke des
Kristalls wird die Zahl der von der Ausbreitungskugel noch getroffenen
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Stibchen groBer. Aus der Abbildung geht auch anschaulich hervor,
welche entscheidende Rolle die Kleinheit von 4, die ja einen groBen

Radius der Ausbreitungskugel
T"ﬂ bedingt, bei der Erscheinung
e, splelt.

i Die Winkelbreite des Haupt-
1| maximums ergibt sich allgemein
| Ausbretungs-  AUS (5) als Abstand der néchst-

Kugel benachbarten Nullstellen,d.h. der-
Abb. 3. Reziprokes Gitter und Ausbreitungskugel im jenigen @-W’erte,die daSArgument

Falle eines extrem diinnen Kristalls und kleiner Wellen- . .
des Zihlers gleich @ machen:

lange (53).

Js-—_____

~2 2M;a,
2 A

: Y

=TI oder 2(90:2~V%, (6)
wobei D = 2 }Mjay die Dicke des Kristalls bedeutet. Diese Beziehung ist
aber (vgl. 53) nur bei sehr geringen Dicken (A& 107%—10-7 cm) giiltig
(z. B. in Abb. 2); bei Interferenzaufnahmen an Glimmerblittchen ist
die tatsichliche Breite des Hauptmaximums stets erheblich gréBer (vgl.

Abb. 4. Elektroncninterferenzbild eines 105 cm dicken Glimmerkristalls. Breites Hauptmaximum
nullter Ordnung in der Mitte; die zwei konzentrischen Kreise entsprechen dem Hauptmaximum 1. und
2. Ordoung (vgl. Abb. 1).

z. B. Abb. 4), als man sie nach der obigen Beziehung berechnen wiirde.
Der Grund hierfiir ist darin zu suchen, da3 schon bei einer Kristalldicke
von hochstens 107° cm die Voraussetzungen der kinematischen Theorie
(siehe S. 67) wegen der starken Wechselwirkung zwischen Elektronen
und Atomen sicher nicht mehr erfiillt sind; absolute Intensitdtsmes-
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sungen des Verf. an Glimmereinkristallen (53) haben ndmlich gezeigt,
daB die Intensitat der stirksten Interferenzstrahlen schon bei den diinn-
sten Glimmerbldttchen (< 10-% cm) von der gleichen GréBenordnung ist
wie diejenige des Primérstrahls. Bei den gleichen Messungen wurde
ferner festgestellt, da die Elektronen-
durchlissigkeit eines Einkristalls stark 7o} £
von der Orientierung des Kristalls zur " I\ xrl
Strahlrichtung abhangt (Abb. 5); da | !\ 4 )il ,’\
aber in jeder Kristallstellung eine ganze / r\)! YR'AN
Anzahl von starken Interferenzstrahlen ol f *‘J
auftritt, stellt der Extinktionseffekt der
Abb. 5 nur die Differenz von jeweils einer | l | | |
ganzen Anzahl von Interferenzintensi- “ 2 70 0o w0 200
taten dar. Daraus geht aber hervor, daBl  abb. 5. Durchlussivkeit eines Glimmer-
die gesamte Schwichung des Primir- {rlh 0 t0 um k) o Ao
strahles zu einem wesentlichen Teile (Ordinate 100 bedeutet 4,5% Durchlussig-
auf der Interferenzstreuung beruht; die keit.)
wellenkinematische Theorie ist nur solange anwendbar, als die Ge-
samtschwichung des Primarstrahles geniigend klein bleibt.
Interferenzen diffuser Strahlen. Infolge der starken Wechselwirkung
nimmt etwa von einer Kristalldicke von 5-10 ° cm an die diffuse Zer-
streuung des Elektronenstrahls so stark zu, da die vom Primirstrahl
verursachten Interferenzen sich immer weniger vom diffusen Hintergrund
abheben und schlieBlich ganz verschwinden.
In diesem Dickenbereich ist die Intensitit der
diffusen Streustrahlung schon sehr betricht-
lich; sie nimmt aber trotzdem noch bei gréfe-
ren Winkeln merklich ab. Infolgedessen re-
flektiert jede Netzebenenschar, die nur wenig
gegen den Primdrstrahl geneigt ist (Abb. 6),
aus dem diftusen Biindel die gerade unter dem
Braceschen Winkel einfallenden Strahlen selek-
tiv heraus und verursacht dadurch auf der senk-
recht zum Primirstrahl stehenden photographi-
schen Platte je eine schwarze Reflexions- (R)und AP 6- ‘I”nt:f:?(“r‘:i;}f}lll‘z:”ifu“rz;‘
eine weille Extinktionslinie (£), die wegen <€ d  selektive Reflexion aus cinem
praktisch als parallele Gerade erscheinen. Die  “ifusen n\“{‘:fiﬂ"{‘““%r Kristall).
Reflexion an der ,,anderen Seite’ der Netz- \
ebenenschar wirkt zwar diesem Effekt entgegen; wegen der Abnahme der
diffusen Streuintensitit mit zunehmendem Streuwinkel tritt aber stets nur
eine teilwcise, und niemals eine vollstindige Kompensation ein. Diese
Linien sind von KixucHr (52) zuerst an relativ dicken Glimmerblittchen
gefunden worden ; sie treten tibrigens auch hiufig bei Interferenzversuchen
in Reflexionsstellung auf. Es ist leicht cinzusehen, da man aus ihrer

&
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Lage und aus dem Abstand der schwarzen von der zugehorigen weillen
Linie sowohl die Lage als auch den gegenseitigen Abstand der reflek-
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Abb. 7. Schnitt der Netzebenen, die Kikuchilinien erzeugen, mit der Ebene der photographischen
Platte. (Auswertung von Abb. 8.)

tierenden Netzebenen leicht ermitteln kann. Die Gesamtheit der , Ki-
kuchi“-Linien und ihrer Intensitdten gibt ein ziemlich vollstindiges Bild

Abb. 8. Seclektive Reflexion eines durch Zerstreuung diffus
gewordenen Kathodenstrahlbiindels in einem 7,3 - 10=5 cm
dicken Glimmerkristall. (Auswertung in Abb. 7.}

von den Struktureigentiimlich-
keiten des Kristalls; um eine
Vorstellung von der Mannig-
faltigkeit der Linien zu geben,
sind in Abb. 7 die Schnittlinien
mit der photographischen
Platte von denjenigen Netz-
ebenen, deren Kikuchilinien
auf einer vom Verf. erhaltenen
Aufnahme (Abb. 8) sichtbar
sind, aufgezeichnet. Die Ta-
belle enthilt die aus den Ab-
stinden der Kikuchilinien er-
mittelten Netzebenenabstdnde
und zum Vergleich die aus
dem Raumgitter des Glimmers
berechneten Abstinde, ferner
die geschitzte Intensitdt der

Kikuchilinien und, soweit Messungen vorliegen, die Intensitat der ent-
sprechenden Rontgenreflexionen nach Jackson u. WEsT (48). Uber die
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Elektroneninterferenzen im Glimmer.

Netzebenenabstand Intensitat Netzebenenabstand Intensitat
der Elek- | der Rontgen- der Elck- | der Rontgen-
Ebenen- aus berechnet| ¢ onen. | interferenzen | Ebenen- aus berechnet| ¢ onen. | interferenzen
indizes | Kikuchi- aus inter- nach indizes | Kikuchi- aus inter- nach
linien Rontgen- | ferenzen Jacksox linien Rontgen- | furenzen JACKSON
analyse geschatzt u. WEST analyse geschatzt u. WasT
woz) | 124 | 127 | 5 g (264) 1,29 ‘ 1,26 6 |
(200) 2,53 | 2,58 5 4 (330 145 | 148 6 —
(400) 129 | 129 3 5 (1T0) | 433 | 448 2 —
(600) | 0,85 0,86 4 — (430) i LIO = 7,12 2 —
(402) ‘ 1,29 1,28 6 4 (331) . 1,52 | 1,49 7 —
(202) | 2,53 | 2,59 8 7 (IT1) . 4,33 | 441 | 2 —
(404) 1,27 1,29 I — (3330 1,45 1,47 I —
(606) | 0,85 0,86 | 1 — (444) 1,09 ‘ 1,10 I —
(602) | 086 . 084 | 1 — (33T) 145 148 4 3
(406) | 1,24 | 1,22 ‘ 5 3 (1T0) 4,33 | 448 2 3
(042) 2,12 . 2,18 |3 — (440) 1,10 1,12 2 —
(062) | 1,48 ‘ 1,48 | 3 2 (331) = 1,52 1,40 8 10
(00T) — ‘ 1,49 I 1 (I11) — 44T 1 5
(060) | 1,52 Lso |7 10 (333) ‘ 1,52 1,47 I 3
(061) 1,50 1,49 2 — (420) 1,21 1,24 4 —
(062) 1.48 1,49 2 — (425) ‘ 1,19 1,20 6 —
063) | — L47 1 — 1426) 1,19 1,18 4 —
(131) ‘ 2,53 2,58 3 4 (420) 1,21 ‘ 1,24 3 —
(262) 1,29 1,29 | 1 — (4251 1,21 | 1,20 6 —
(393) 0,84 08 1 — 476) 1,19 118 1 —
(130) .~ 2,58 2,58 1 — (3530 1,24 1,23 + —
1260) 1,29 1,30 5 5 (353) 1,23 1.23 6 -
(131) 2,53 2,58 4 — (313) 1,68 1,60 2 1
(2621 1,27 1,20 6 — (313) 1,69 1,66 2 —
393) ' 0,85 | 0,86 6 — (171) 1,20 1,25 2 —
(264) 1,25 1,20 6 — (171 1,24 1,25 6 —
(131 2,53 | 2,358 5 — (535) 0,07 090 5 —
(262) 1,20 1,2 1 - (535) 0,07 046 2 —
(303)| 085 086 | 2 — 193) 096 007 3 -
(130) 2,04 2,58 2 — 11031 0,90 007 | 2 —
(260) 1,27 1,29 8 — 212 )
(131) | 2,64 2,58 5 — 212 7)
(262) I 1,29 ‘ 1,29 ‘ 7 (212 5)
(395) . 0,36 1 0,86 3 — (212 7)

Ergebnisse der Auswertung? wird an anderer Stelle berichtet werden ; man
kann leicht die besonderen Eigentiimlichkeiten der Elektroneninterferenz-
bilder in dem nach der Rontgenanalyse konstruierten Strukturmodell®

T Die Auswertungder Aufnahmenhatcand.phil. GErsTHARDT durchgefiihrt.

2 Das abgebildete Modell wurde nach den Angaben von Prof. BRacGc von
K. SELMAYR im hiesigen Institut gebaut.
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Abb. ga. Anordnung der Atome im Raumgitter des Glimmers; der durch Faden abgegrenzte Teil, der

fast das ganze Modell cinnimmt, entspricht cinem Elementarbereich.

Abb. 9b. Sterecaufnahme von ga.
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(Abb. 9a und b) wiederfinden. Die dreieckssymmetrische Anordnung
(z. B. der Kaliumatome) in der in der Abb. g horizontal liegenden
Spaltfliche (oo1) entspricht der Dreieckssymmetrie des , Flichengitter-
interferenzbildes” (Abb. 4); die groBe Ausdehnung des Elementar-
bereiches in der in Abb. g vertikal verlaufenden a;-Richtung (20 A)
bestimmt den relativ kleinen Offnungswinkel der von dieser Punktreihe
verursachten ,,Lauekegel“, deren Schnitt mit der photographischen
Platte in Abb. 4 als Kreis sichtbar wird.

SchlieBlich kann man auch leicht die wichtigsten Netzebenen und
Zonenachsen der Abb. 7 im Modell wiederfinden: die Ebene (060) z. B.,
deren Schnitt in der Mitte von Abb. # von oben nach unten verlduft,
geht im Modell Abb. g vertikal von vorn nach hinten; die Ebene (200),
deren Schnitt horizontal verlaufend im unteren Teile der Abb. 7 sichtbar
ist, liegt in Abb. g parallel zur Bildebene; die Zonenachse [oo1], die
in Abb. 7 als Schnittpunkt von (060) und (200) sichtbar ist, entspricht
der in Abb. g vertikal verlaufenden a;-Achse usw.

Wir wollen jetzt noch einige Uberlegungen iiber die Breite der
Kikuchilinien und {iber die unter gewissen Bedingungen: statt der Linien
auftretenden Binder anfiigen.

Die wellenkinematische Breite der Kikuchilinien kénnen wir un-
mittelbar aus der Interferenzfunktion ablesen. Die Breite des nullten
Hauptmaximums wird allgemein durch den Abstand der ersten Null-
stellen bestimmt, d. h. durch die Bedingung:

k-2M (a,,s—8,)=.r.

Bezeichnen wir mit D wieder die Dicke des Kristalls und mit § bzw. a
die Winkel zwischen a; und Primir- bzw. Streustrahl, so geht die letzte
Bedingung iiber in

D-(cosa—cosB) = 4.

Hierfiir kdnnen wir, da wir es stets mit sehr kleinen Winkeln o und

zu tun haben, schreiben:

D e o .
S =) =1 B
(FiirdenFall § =oerhaltenwirdie frithere Bedingung 2 ¢), = 2. ]/% ! )

Fir den uns hier interessierenden Fall haben wir faa, a-+f = J und
f—a =g, zu setzen, wobei ¢ den doppelten Braceschen Glanzwinkel
und ¢, den Abstand der ersten Nullstelle bzw. die halbe Breite der

Kikuchilinie bedeutet. Wir erhalten fiir die letztere, da wegen der BrRAGG-
n- A

schen Reflexionsbedingung 4 = ~ ist:
24 27 2d
fo =P =Dty =D nD @

Die Breite der Kikuchilinie sollte also proportional dem Netzebenen-
abstand und umgekehrt proportional der Ordnung der Reflexion und der
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Dicke des reflektierenden Kristalls sein. In der Tat habe ich bei groBeren
Kristalldicken schérfere Linien erhalten als bei geringeren Dicken
(vgl. die Abb. 8); beil einem solchen Vergleich muf3 man allerdings
darauf achten, dafl die Kikuchilinien nicht schon durch eine Verwerfung
des Kristalls verbreitert sind. Die Abhingigkeit von d und » kann man
am gleichen Kristall priifen: dabei kann man in der Tat feststellen
(siche Abb. 8), daBl sowohl die Linien mit kleineren Netzebenenabstinden
als auch diejenigen der héheren Ordnungen eine merklich groBere Schirre
besitzen als die niedrigen Ordnungen groler Netzebenenabstinde. Auch
hier ist also unsere Folgerung aus der wellenkinematischen Interferenz-
theorie qualitativ in Einklang mit der Erfahrung. Quantitativ ist aber
die beobachtete Linienbreite wieder betrichtlich griBer als die nach
der Formel (7) berechnete. An einem 7,310 ° cm dicken Glimmerkristall
habe ich z.B. in der 4. Ordnung von (100) bei 25 cm
Plattenabstand eine Linienbreite von 0,6 mm gemessen,
wahrend die Rechnung nach Formel (7) eine theoretische
Linienbreite von 0,2 mm ergibt.
Von verschiedenen Beobachtern ist festgestellt worden
(z. B. 73, 90), daB in solchen Fillen, in denen stark reflek-
tierende Netzebenen parallel zur Richtung des einfallenden
Strahls liegen, statt der Kikuchilinien breite Bander auf-
treten, die den ganzen Winkelbereich zwischen denjenigen,
Linien ausfiillen, an denen die entsprechenden Kikuchi-
linien auftreten wiirden; eine Erklirung fir diese Bander
ist bisher noch nicht gegeben worden. Sie treten, wie man
an besonders dicken Glimmerblatichen leicht feststellen
I kann, auch dann auf, wenn die diffuse Streustrahlung
Bandern bei  schon eine praktisch gleichmidBige Intensitétsverteilung
g:&;“;”gﬁ)ﬁff{: zeigt. Thre Entstehung beruht darauf, daBl das Reflexions-
vermdogen der Netzebenen fiir alle Strahlen, die zwischen
den beiden BracGschen Reflexionsflichen B (Abb. 10) liegen und die
infolgedessen nach ihrer Reflexion (der Strewwinkel bleibt praktisch
konstant!; vgl. S. 101} in dem Raum II’ verlaufen, infolge der Aus-
wirkung der dritten Interferenzbedingung betrichtlich groBer ist, als
fiir diejenigen Strahlen, die aus dem Bereich IT kommen und nach der
Reflexion in dem Bereich I’ verlaufen; die Intensititsverringerung im
Gebiet I, die durch die besonders starke Zerstreuung der aus dem Ge-
biet I kommenden Strahlen verursacht wird, kann deshalb durch die
Zerstreuung der aus dem Gebiet IT kommenden Strahlen nur zum Teil
kompensiert werden. (Dies gilt um so mehr, wenn die diffuse Streu-
strahlintensitit nach auBlen abnimmt). Man muB infolgedessen auf der
photographischen Platte zwischen den beiden Schnittgeraden der
Ebenen B ein Gebiet geringerer Schwirzung bzw. in der Reproduktion
(vgl. Abb. 8) ein solches stidrkerer Schwiirzung erhalten.

Abb. ro0.
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Bei den bisherigen Uberlegungen handelte es sich stets um Inter-
ferenzen im ,,durchgehenden Licht®. Die technische Schwierigkeit sol-
cher Interferenzversuche liegt schon fiir Kathodenstrahlen, die eine Be-
schleunigungsspannung von 10—60000 Volt durchlaufen haben, in der
Beschaffung von diinnen Kristallfilmen, die fiir die Kathodenstrahlen
geniigend durchlissig sind. Die diinnsten Filme lassen sich nach den
Erfahrungen des Verf. von Zelluloid bzw. Kollodium herstellen. Mit den
diinnsten Filmen, die ich bekommen konnte und die scharfe Interferenzen
lieferten (vgl.S.97), habe ich ein Interferenzbild noch bis zu Span-
nungen von etwa 4000 Volt herunter erhalten; unterhalb dieser Spannung
verschwand selbst das sonst stark hervortretende Einkristallinterferenz-
bild (Abb. 2) im kontinuierlichen Untergrund. An Metallfilmen hat

Abb. 1z, Refleaionsaufnahme mit go47-Elektronen an (1o0) von Ve (71 (1o0)-Azimut.!

G. P. Tromsox (91) als untere Grenze der brauchbaren Spannung etwa
gooo Volt festgestellt; dieses Resultat ist mit dem obigen Befund in
Einklang in Anbetracht der Tatsache, da3 dic verwendeten Metallfilme
wahrscheinlich etwas dicker waren und auBerdem bei gleicher Dicke
starker zerstreuen als die Kollodiumfilme. Demgegeniiber stehen die
dlteren Versuche von E. RuPp (76) mit Kathodenstrahlgeschwindigkeiten
von etwa T100---300 Volt an diinnen Metallfilmen, aus denen die
Brechungsindizes der Metalle ermittelt wurden; um diese Versuche
verstdndlich zu machen, hat man besondere Annahmen gemacht,
niamlich entweder, daB in allen diesen Filmen zufillig ganz besonders
diinne Stellen in gentigend groBer Zahl vorhanden waren, deren Her-

1 Die Interferenzbilder 11—r5 und 18—21 sind von H. RAETHER im
hiesigen Institut aufgenommen.
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stellung nur selten gelingt (in diesem Falle wire aber die Berechnung der
Brechungsindizes hinfillig, wie von G.P. THOMSON (86) gezeigt worden ist),
oder daB die Filme zahlreiche Locher besaBlen, und daf3 in Wirklichkeit
kein Durchgang, sondern eine Reflexion an der inneren Umwandung der
Locher stattgefunden hat. (In diesem Falle bleibt es aber nach den
sonstigen Erfahrungen wieder unverstindlich,wieso bei der Reflexion lang-
samer Elektronen an den verschiedenen Netzebenen, die irgendwelche
verschiedenen Winkel mit der beliebig orientiertenundschlecht definierten
Oberflache der Ldcherumwandungen einschlieBen, {iberhaupt scharfe
Interferenzen [vgl. diese Ergebnisseq, S.104, Abb. 23] entstehen konnen.)

Abb. 12. Rellexionsaufnahme mit jo/%7~-Elektronen an (1oo) von Na (/; (rro)-Azimut.

Reflexion an dicken Kristallen. Wir wenden uns jetzt zu der Be-
handlung solcher Interferenzversuche, bei denen die Reflexion an der
Oberfliche eines groBeren Kristallblocks stattfindet. Die bekannten
Reflexionsversuche von DavissoN und GERMER mit langsamen Elek-
tronen an der Oktaederoberfliche eines Nickeleinkristalls nehmen hier
eine Sonderstellung ein insofern, als die Oberfliche wahrscheinlich in-
folge der sorgfiltigen thermischen Vorbehandlung und vielleicht auch
durch einen giinstigen Zufall besonders weitgehend der Oberfliche eines
idealen Einkristalls dhnlich war. Infolgedessen herrschten hier die be-
kannten {ibersichtlichen Verhaltnisse: einfache BracGsche Netzebenen-
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reflexion, nur modifiziert durch die Brechung der Elektronenwellen
beim Passieren der als eben angenommenen Grenzfliche Vakuum-—Metall.
Die Mehrzahl der von Davisson u. GERMER beobachteten Interferenz-
erscheinungen liefen sich in der Tat in dieser Weise deuten. Eine
ganze Anzahl von Beobachtungen hat allerdings einer zwanglosen Deu-
tung Schwierigkeiten gemacht; wir wollen diese aber hier unerdrtert
lassen, weil die spiteren Interferenzversuche anderer Autoren mit
langsamen Elektronen (z. B. 75, 76, 77) keine Klirung, sondern noch
groflere Schwierigkeiten ergeben haben'. FEine besonders grole Zahl
von Beugungsversuchen mit langsamen Elektronen, die die Bestimmung
des Brechungsindex als Ziel hatten, hat E. Rupp durchgefiihrt. Aus
photographischen Beugungsversuchen (76) an diinnen Folien lielen
sich aus den auf S. 79 erlduterten Griinden keine eindeutigen Schliisse
ziehen. Genauere Werte des Brechungsindex schienen spitere elektro-
metrische Messungen an einigen flichenzentrierten Metallen zu ergeben,
die im Vakuum auf eine Wolframschicht aufgedampft und nachtraglich
durch Elektronenbombardement erhitzt wurden. Bei der Auswertung
der Messungen wurde angenommen, dal} in den so hergestellten diinnen
Metallschichten, deren Dicke auf einige 4 geschdtzt wurde, eine ausge-
priagte Faserstruktur mit der (111)-Ebene parallel zur Unterlage be-
steht; da aber fiir diese Annahme keine Begriindung gegeben ist, und da
man nach den bisherigen Untersuchungen tiber die Faserstruktur diinner
Metallschichten (vgl. S. 168) eher eine Parallelitit von (10o) oder (110)
mit der Unterlage erwarten sollte, sind die erhaltenen Resultate schwer
verstandlich. Die zahlreichen Versuche von E. Rupp (77) mit langsamen
Elektronen an Ionenkristallen (NaCl, KCl u. a.) lassen schlicilich nach
einer spiteren Bemerkung von E. Rupp (774) deswegen keine Schliisse auf
den tatsichlichen Brechungsexponenten der Kristalle zu, weil bei diesen
Versuchen der isolierende Kristall wahrscheinlich zunichst Elektronen an
der Oberfliche adsorbiert hat, die dann einen Brechungsexponenten <1
vorgetiuscht haben. (Bei steigender Temperatur wurde beobachtet, da
sich der scheinbare Brechungsexponent dem Werte 1 niherte; dies wird
auf die zunehmende Leitfihigkeit des Materials zuriickgefiihrt.)

Eine sehr ernste Schwierigkeit *dieser Beugungsversuche mit langsamen
Elektronen besteht darin, daB die elektrometrisch gemessene Intensitits-
verteilung oft nur sehr mangelhaft oder gar nicht reproduziert werden
konnte. Einige Autoren (8, 18) glaubten zwar, diese Schwierigkeiten da-
durch tberwinden zu kénnen, dafl sie aus einer schr grolen Zahl von
MeBreihen diejenigen Intensititsmaxima als ,,gesichert’ ansprachen, die

* Zusatz bei dev Kory.: Gerade die neuesten Reflexionsversuche mit lang-
samen Elektronen, die von FarnsworTH (36) mit besonders groBer Sorg-
falt durchgefiihrt worden sind, zeigen sehr deutlich, welch komplizierte und
uniibersichtliche Verhiltnisse bei der Reflexion langsamer Elektronen sogar

an Metallen herrschen.
2 Auf diese Schwierigkeit hat W. Dames (I18) aufmerksam gemacht,

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 6
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in mehr als 60 oder 65% der Melreihen auftraten. Aber die Anwendung
der Statistik zur Entscheidung dartiber, ob ein Intensititsmaximum
reell ist oder nicht, ist in einem Falle, in dem man unbedingte Reprodu-
zierbarkeit verlangen muB, ein bedenkliches Mittel; wir werden uns des-
halb in diesem Bericht in der Hauptsache mit den Interferenzerschei-
nungen von schnellen Kathodenstrahlen beschiftigen, die sich reprodu-
zieren lassen.

Die Technik der Reflexionsversuche ist im allgemeinen einfacher wie
die der Interferenzversuche im durchgehenden ILicht. Man braucht nur
eine einheitliche Kristalloberfliche (z. B. eine Spaltfliche von Steinsalz),

Abb. 13. Reflexionsaufnahme mit 40 kV-Elektronen an (100) von Ca COj.

die man nach der Braceschen Bedingung in Reflexionsstellung bringt.
An guten Kristallflichen erhalt man dann bei feststehendem Kristall in
erster Linie einen ziemlich intensiven ,gespiegelten’ Strahl (siche
Abb. 12, 13); aulerdem treten aber stets noch eine mehr oder weniger
groBe Zahl von anderen Punktinterferenzen des Primirstrahls und von
Linieninterferenzen (IKikuchilinien, Abb. 11—13) der im Kristall diffus
zerstreuten Strahlung auf. Die normalerweise auftretenden Interferenzen
lassen sich aber ohne groBe Schwierigkeit indizieren!® und sind im Ein-

1 G. P. THomsoN (87) hat besonders nachdriicklich darauf hingewiesen,
daBl am Na(/ weder Interferenzen mit halben Ordnungszahlen, noch sonst
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klang mit der oben skizzierten wellenkinematischen Interferenztheorie,
sofern man den Brechungseffekt beim Ubergang Vakuum—Kristall und
umgekehrt mit berticksichtigt. Der Brechungsexponent u von Elek-
tronenstrahlen der Voltgeschwindigkeit ¥ ist nach der Wellenmechanik

(vgl. z. B. 7) mit dem mittleren Potential £ im Inneren des Kristalls

durch die Beziehung EL T

i = ,
h 1%

verknlipft; er ist also, wenn z B. I =15 Volt, bei einer Elektronen-
Voltgeschwindigkeit von 40000 Volt nur um etwa 0,000z von der Ein-

Abb. 14. Drehkristallaufnahme mit go kV-Llektronen an (roo) von N €73 (100)-Azimut.

heit verschieden. Trotzdem sind aber die Beobachtungsbedingungen fiir
den Brechungseffekt bei schnellen Elektronen besser, als z. B. mit
150 Voltelektronen, fiir die im gleichen Falle der Brechungsexponent um
0,2 von I verschieden wire; dies gcht schon aus der Tatsache hervor,
daB es bisher nicht gelungen ist, den Brechungseffekt mit langsamen
Elektronen photographisch festzuhalten!, wihrend dies mit schnellen

welche verbotenen Interferenzen auftreten, wie sie mit langsamen Elek-
tronen von E. Rupp (77) haufig gefunden worden sind.

' Man hat sich — abgesehen von den noch nicht aufgeklirten Versuchen
von E. Rupp an diinnen Metallfolien (vgl. S. 79) — bisher stets damit be-

6*
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Elektronen keine besonderen Schwierigkeiten macht. Am deutlichsten
wird der Brechungseffekt erkennbar — als Verschiebung der niedrigsten
Ordnungen in Richtung zum Primérstrahl —, wenn man eine Anzahl
von Ordnungen derselben Reflexion gleichzeitig auf die photographi-
sche Platte bringt. Dies hat YamacuTt (100) durch Reflexion an einem
gebogenen Glimmerblatt erreicht; man kann es aber auch mit jedem
beliebigen Kristall mit guter Oberfliche erzielen, wenn man eine ,,Dreh-
kristallaufnahme macht. An solchen Aufnahmen (z. B. Abb. 14, 15;

Abb. 15. Drehkristallaufnahme an (100) von Na €7 (110)-Azimut,

vgl. auch Abb. 12) kann man deutlich sehen, wie der Abstand be-
nachbarter Ordnungen (von oben nach unten!) zunimmt. AuBer den
Punktinterferenzen des Primérstrahls zeigen natiirlich auch die Linien-
interferenzen der diffusen Strahlung bei stark streifendem Austritt einen
Brechungseffekt; er dulert sich bei Kikuchilinien, die zur Kristall-
oberflache parallel sind, wieder in einer Verschiebung, und bei solchen,
die schrig verlaufen, in einer nach der Kristalloberfliche hin zuneh-
menden Ablenkung vom normalen Verlauf.

Der Sinn der Ablenkung lit nach Messungen von G. P. THOMsON
(87), Yamacut! (100) und H. RAETHER im hiesigen Institut (61) bei den

gniigt, aus elektrometrischen bzw. galvanometrischen Messungen auf den
Brechungseffekt zu schlieflen.
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bisher untersuchten Kristallen (NaCl, CaCO;, FeS,, PbS, ZnS, Cal’,,
Glimmer) stets auf einen Brechungsexponenten grifler als 1, und
zwar auf ein positives inneres Potential zwischen 5 und 15 Volt,
schlieBen, wihrend aus Untersuchungen mit langsamen Elektronen
E. Rupp u. Mitarbeiter (77, 8, 18) fiir NaCl und CaCO; auf ein negatives
inneres Potential (— 3 bis —4 Volt bzw. —#%,5; — 11,8, —13,0 Volt) und
fiir FeS, bzw. P0S auf Potentiale von 6,5, bzw. 2,6 (77) geschlossen
haben. Die besonders groBe Diskrepanz bei NeCl und CaCO; kann, wie
wir gleich sehen werden, schwerlich auf eine in beiden Ifillen verschie-
dene Eindringungsticfe zuriickgefithrt werden; es bleibt daher wohl nur
dic eine Erklarungsmoglichkeit, die gelegentlich auch schon von E. Rupp
(77a) zur Diskussion gestellt worden ist, dall ndmlich scine negativen
Potentiale durch stérende Aufladungen vorgetiuscht worden sind,
welche offenbar bei den Versuchen mit langsamen Elektronen nicht
vermieden sind.

Die Kristalloberfldche als zweidimensionales Gitter. Wir wollen
die interferenzoptischen Bedingungen, die bei der Reflexion der Elek-
tronenwellen an einem dicken Einkristall vorliegen, noch etwas nidher
betrachten. Bei Interferenzen an Einkristallen im durchgehenden Licht
hatten wir gesehen, da8 der Charakter der Interfercnzerscheinung in
erster Linie durch die Interferenz an den beiden senkrecht zur Strahl-
richtung liegenden Punktreithen bestimmt wird; bei sehr geringen
Kristalldicken erhielten wir in der Tat cin ,,Flichengitterinterferenz-
bild“, weil dann die Interferenz an der zum Strahl parallel liegenden
Punktreihe wegen der geringen Zahl der beugenden Gitterpunkte sich
praktisch gar nicht mehr bemerkbar macht. Im IFalle der Reflexion
liegen die Verhiltnisse etwas anders. Hier wirkt von den beiden
senkrecht zur Strahlrichtung liegenden Punktreihen nur diejenige mit
einer schr groflen Zahl von Gitterpunkten bei der Interferenz mit, die
parallel zur Kristalloberfliche verlduft. Von der senkrecht dazu ver-
laufenden Punktreihe dagegen wirkt nur eine kleine Zahl von Gitter-
punkten mit, weil der Strahl ja wegen seiner starken Extinktion nur
wenig tief in den Kristall eindringen kann. Denn von den Interferenz-
versuchen im durchgehenden Licht wissen wir aus elektrometrischen In-
tensitdtsmessungen (vgl. Abb. 5}, dal3ein Elektronenstrahl von 30 kV (ent-
sprechend 0,07 A) schon bei einem Durchgang durch eine 107 cm dicke
Glimmerschicht auf etwa 5% seiner Anfangsintensitit geschwicht wird.
Wenn sich nun z. B. cin dicker Steinsalzkristall mit seiner (100)-Fliche
so in Reflexionsstellung befindet, daf3 die 6. Ordnung von (100) reflek-
tiert wird, dann ist der Glanzwinkel ) innerhalb des Kristalls gegeben
durch

2-9-d,  =06-4,
also g _ 921
G = 638 0,037.
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Wenn wir also schitzungsweise annehmen, dal} diejenigen Strahlen,
die beim Durchgang durch den Kristall auf 5% ihrer Anfangsintensitit
geschwiicht werden, gerade noch zu der beobachteten Interferenzerschei-
nung beigetragen haben, dann kommen wir auf eine maximale Ein-
dringungstiefe von

1075 - 0,037 2 1077 cm

2 ?

gemessen in Richtung der Punktreihe senkrecht zur Kristalioberflache.
Das bedeutet aber, dal von dieser Punktreihe nur eine sehr geringe Zahi
von Gitterpunkten (7. B. bei einem Netzebenenabstand von 4 & nur 6!)
zur Interferenzerscheinung merklich beitridgt. Besonders gering wird die
Eindringungstiefe naturgemif dann, wenn der Kristall Atome mit hohen
Ordnungszahlen, also mit starkem Streuvermégen (prop. Z°) enthilt.

Welches Interferenzbild wiirden wir nun in dem Grenzfall erhalten,
wenn iiberhaupt nur eine einzige Netzebene bei der Interferenz mit-
wirken wiirde? Die zu betrachtende Netzebene liegt hier parallel zur

f

Abb. 16. Orienticrung“des wirksamen Flachengitters: a beim Durchsbtmhlungsversuch (s. S. 70l,
b beim Reflexionsversuch.
Oberflache des Kristalls, also wegen der kleinen Streuwinke) auch fast
parallel zur Primirstrahlrichtung (Abb. 16b), wahrend sie in dem friiher
betrachteten Falle senkrecht dazu lag (Abb. 16a). Die Punktreihe I
(Abb. 16b) verursacht genau wie im fritheren Falle ein System von scharf
definierten Interferenzkegeln, deren Schnittkurven mit einer senkrecht
zum Strahl aufgestellten photographischen Platte wegen des sehr grolen
Offnungswinkels der Kegel (1<€a,) praktisch zu parallelen Geraden ent-
arten, die in Abb. 17 von oben nach unten verlaufen. Die Breite dieser
Interferenzlinien ist sehr gering; sie ist namlich, im Verhiltnis zu ihrem
gegenseitigen Abstand genommen, nach der Interferenzfunktion (3)
direkt durch den reziproken Wert der Zahl der Gitterpunkte bestimmt.
Die Punktreihe ITI licgt annithernd parallel zum Strahl; sie gibt deshalb
AnlaB zu Interferenzkegeln, die nur geringe Offnung haben und die die
photographische Platte praktisch in Kreisen schneiden (Abb. 17). Wenn
die bestrahlte Oberfliche vollkommen eben ist, wirkt eine groBe Zahl
von Gitterpunkten der Reihe IIT bei der Interferenz mit: die Breite der
entsprechenden Interferenzmaxima sollte dann auch ziemlich gering sein.
Es zeigt sich aber, daf} dies meist nicht der Fall ist, sondern daf selbst
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die hoheren Interferenzmaxima (1. und 2. Ordnung) der Reihe ITI auf-
fallend breit sind. Aus dieser Tatsache mull man folgern, daB nur sehr
kleine Bezirke der Oberfliche kohidrent streuen; als Ursache hierfiir
kommt in erster Linie die starke Wechselwirkung der Elektronen-
wellen mit den Atomen des Kristalls in Frage, welche bewirkt, dal
das Auflésungsvermégen der Punktreihe III gegeniiber dem wellen-
kinematisch berechneten Wert stark heruntergedriickt wird (74a).
Durch Zusammenwirken der breiten Maxima der Reihe III mit
den scharfen Maximis der Reihe I entsteht nun ein typisches Inter-
ferenzdiagramm, das schematisch in Abb. 17 eingezeichnet und auf den
Aufnahmen Abb. 18—21 mehr oder weniger deutlich zum Vorschein
kommt. In den Abbildungen treten innerhalb des nullten Interferenz-
maximums der Punktreihe III nur die geraden Ordnungen (o, 2, =4
usw.) der Interferenzen an Reihe I auf, wihrend innerhalb der 1. Ordnung
von Reihe II1 praktisch nur die ungeraden Ord-
nungen (=1, &+ 3, usw.) von Reihe | auftreten.
(Besonders deutlich in Abb. 20 zu sehen, bei der
der Kristall wihrend der Aufnahme um einen
geringen Betrag um die Punktreihe I gedreht
wurde.) Es treten demnach nur solche Inter- ( f
ferenzstrahlen auf, deren Indizes #,, s, unge-
mischt, d.h. entweder beide gerade oder beide un-

hy=10+123 4 §
il | il

L

gerade sind. Dies ist aber charakteristisch fiir ein Prg=t|
zentriertes Flachengitter; und in der Tat bilden
die S,-Molekiile bzw. Pb-Atome, die wegen ihres Abb. 17.

groBeren Streuvermdgens in erster Linie fir die
Elektronenstreuung verantwortlich sind, in der
als Oberfliche dienenden 1o00-Fliche ein zen-

Schnittkurven der Interferenz-
kegel von Punktreihe Tund IIL
in Abb. 16 b mit der photogra-
phischen Platte. 2: Durchsto-
punkt des Primarstrahls.

triertes Gitter. — Zum vollen Verstindnis der
Interferenzerscheinungen ist es natiirlich notwendig, zu beriicksichtigen,
daB3 mehrere Flichengitter I, III hintereinander stehen; wir miissen
also noch den Finflul3 der Interferenzen an der Reihe II, die senkrecht
zur Kristalloberfliche verliuft, untersuchen. Die Schnittkurven der ent-
sprechenden Interferenzkegel sind praktisch Gerade, die die der Reihe I
entsprechenden Geraden senkrecht schneiden; die Breite der zur Reihe IT
gehorenden Interferenzmaxima ist aber wesentlich gréBer, weil wegen der
geringen Eindringungstiefe nur wenige Gitterpunkte an der Interferenz
teilnehmen. In solchen Fillen, wo das zu IIT gehorige Maximum geniigend
breit ist (z. B.in Abb. 19, FeS,), kann man daher aus der Breite des
zu I gehorigen Maximums bei feststehendem Kristall direkt die Zahl
der in II mitwirkenden Gitterpunkte und daraus die Eindringungstiefe
des Strahls ablesen. Aus Abb. 19 ergibt sich z. B. eine Eindringungstiefe
von 10 bis 15 A in guter Ubereinstimmung mit der auf S. 86 aus den
Schwichungsmessungen ermittelten Eindringungstiefe.
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Abb. 18. Reflexionsaufnahme mit 40 kV-Elektronen an (100) von #¢S,, Pyrit; roo-Azimut. Interferenz-
kegel nullter Ordnung der Punktreihe III (s. Abb. 16b).

Abb. 19. Reflexionsaufnahme an (100) von Pyrit; 1oo-Azimut. — o. und 1. Ordnung von III.
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Abb. 20. Reflexionsaufnahme an (100) von Pyrit; 10o-Azimut. --- 0. und 1. Ordnung von III. Kristall ist
wahrend der Aufnahme um einen kleinen Winkel geschwenkt.

Abb. 21. Reflexionsaufnahme an (100) von 74S: (100)-Azimut.
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Wir méchten {iber die Interferenzversuche mit schnellen Elektronen
abschlieBend sagen, dall auch fiir die Reflexionsversuche an Ober-
flichen von massiven Kristallen durch planmifige Untersuchungen und
durch Anwendung der bei den Interferenzen im durchgehenden Licht
gut bewihrten LAuEschen Interferenztheorie eine sichere Basis ge-
schaffen ist, von der aus vielleicht auch die jetzt noch ziemlich dunklen
Verhiltnisse bei der Reflexion langsamer Elektronen an nichtleitenden
bzw. halbleitenden Kristallen sowohl wie an Metallen aufgeklirt werden
kénnen.

Auf die Reflexion an polykristallinen dicken Blocken kommen wir
auf 5. 110 noch zurick.

I1. Interferenzintensitédt und Strukturforschung.

Wenn wir mit einem Mikroskop irgendein kleines Objekt betrachten,
dann erhalten wir, wie uns ABBE durch seine Untersuchungen tiber die
Grenzen der Leistungsfihigkeit des Mikroskops gezeigt hat, ein natur-
getreues Bild der inneren Struktur (bzw. der Form) des Objekts nur dann,
wenn in das Objektiv des Mikroskops noch geniigend viele derjenigen
Interferenzstrahlen eintreten, die durch Uberlagerung der von den ein-
zelnen Strukturelementen zerstreuten Lichtwellen entstehen. Man kann
also z. B. zwei sehr nahe benachbarte, das Licht zerstreuende Massen-
punkte nur dann im Mikroskop noch getrennt sehen, wenn auBBer dem
Primirstrahl mindestens noch das Interferenzmaximum der niedrigsten
Ordnung, das bei der Beugung an den beiden Massenpunkten entsteht,
in das Mikroskopobjektiv hineingelangt. Das, was man im Mikroskop
sieht, ist hiernach nur insoweit eine wirklichkeitstreue Abbildung, als
geniigend viele, durch die Struktur des Objekts verursachte Interferenz-
strahlen in das Bild mit ,,hineingearbeitet werden; oder anders aus-
gedriickt: das Bild ist nichts anderes als ein Inbegriff der simtlichen
Interferenzstrahlen vom Objekt, die von der Linse in der richtigen Weise
zusammengesetzt werden. Fiir ein Rontgenstrahlenmikroskop, das uns
in analoger Weise ein direktes Bild der Kristallstruktur liefern wiirde, fehit
uns nun leider eine geeignete Linse. Fiir Elektronenwellen kénnte man
zwar ein solches Atommikroskop, das uns ein direktes Bild der Atome
bzw. des Raumgitters der Kristalle liefern wiirde, im Prinzip konstruie-
ren auf Grund der Feststellung von H. Busch, dal} geeignet dimensio-
nierte Magnetspulen auf einen divergenten Elektronenstrahl genau so
wirken, wie Linsen auf einen Lichtstrahl; aber die Anspriiche, die dabei
an die Giite der ,,Magnetlinsen* gestellt werden mii3ten, sind so auBer-
ordentlich hoch, dal kaum eine Hoffnung besteht, daf3 ein solches Mikro-
skop einmal realisiert werden kann.

Wir sind deshalb nach wie vor gezwungen, das Strukturbild des
streuenden Objekts, das uns die Linse im Mikroskop durch richtige Uber-
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lagerung aller Interferenzstrahlen bzw. Streuwellen automatisch ent-
wirft, miithsam selbst aus den ,,auseinanderstrebenden‘* Interferenz-
strahlen zu rekonstruieren. Bei dieser Arbeit sind wir leider der ILinse
gegeniiber sogar noch betrichtlich im Nachteil; denn wir haben kein
Mittel, die Streuwellen in den verschiedenen Interferenzrichtungen auf
ihren Phasenunterschied, auf den es natiirlich bei der Uberlagerung an-
kommt, zu untersuchen, sondern kénnen nur die Intensititen der Inter-
ferenzstrahlen messen.

Zum Verstindnis der Auswertung der Interferenzintensititen miissen
wir noch einmal auf die LavEsche Theorie zuriickkommen.

Der Ausdruck (3) gab die Maximalintensitit im Interferenzstrahl
(Hauptmaximum!); um die insgesamt vom Kristall reflektierte Inten-
sitat zu erhalten, wenn die Divergenz des Strahlenbiindels gréBer ist als
die Breite des Hauptmaximums, miissen wir den Ausdruck (3) noch
iber denjenigen Winkelbereich integrieren, in dem er von Null ver-
schieden ist. Dies ergibt (vgl. z. B. [3I]):

8 M, M, M; (a;[a, 03] 23 — a4, s (8)

sin & g la,az))? v?sin &’

-

wobei |7 das Volumen des Kristalls, v dasjenige des Elementarbereiches
a,, a,, a, und ¢ den Winkel zwischen reflektiertem und primérem Strahl
darstellt. Die zerstreute Intensitit ist proportional dem Volumen des
Kristalls; bei welcher KristallgréBe sie mit der Primirintensitit ver-
gleichbar wird, bei welcher KristallgréBe also nach den friiheren Be-
merkungen die Grenze fiir die Anwendbarkeit der wellenkinematischen
Theorie liegt, hingt bei konstant gehaltener Wellenldnge in erster Linie
von dem Ansprechungsvermdgen @ der Streuzentren auf die verwendete
Wellenstrahlung ab.

Fiir Rontgenstrahlen erhilt man eine erste Anndherung an die tat-
sichlichen Verhdltnisse, wenn man das Streuvermdgen eines in einem
Gitterpunkt sitzenden Atoms gleichsetzt der Zahl seiner Elektronen,
multipliziert mit dem nach der klassischen elektromagnetischen Theorie
(J. J. TEomsoN) bercchneten Streuvermogen? eines einzelnen, im Gitter-
punkt lose gebundenen Elektrons, ndmlich

e?

1 4+ cos? #\ L
Op=27-° (L)

mc? 2

Die einfache Annahme der Proportionalitit von @ mit der Elek-
tronenzahl flir die Rontgenstreuung hat eine wichtige Rolle bei den ersten
grundlegenden Strukturuntersuchungen von W. H. u. W. .. BraGG (12)
gespielt. Fir die Elektroneninterferenzen kann man, wie vom Ref. (60)
gezeigt wurde, als entsprechende erste Naherung annehmen, daf3 die
Zerstreuung ausschlieflich am Kern stattfindet und daher im wesent-

T Vgl z. B. SOMMERFELD, A.: Atomb. u. Spektrall., 5. Aufl., S. 320.
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lichen durch die von der Erfahrung bestatigte RUTHERFORDsche Streu-

formel bestimmt ist. Die GroBe @ ist deshalb fur Elektronenstrahlen in

erster Ndherung zu schreiben:
Op=17-

e* I
2mot , o
10
Die einfache Annahme, daB alle Elektronen des Atoms im Gitter-
punkt selbst konzentriert sind, entspricht aber nicht den tatsichlichen
Verhiltnissen, da ja die rdumliche Ausdehnung der Atome von der glei-
chen GroéBenordnung ist, wie der gegenseitige Abstand der Atome im
Kristallgitter. In Wirklichkeit ist also die streuende Materie nicht auf
die Gitterpunkte beschrinkt, sondern erfullt zu einem betrichtlichen
Teil den Raum zwischen den Gitterpunkten. Wir haben also, wenn wir
alle Streuzentren erfassen wollen, die Summation des Ausdrucks (1a) auch
auf den zwischen den Gitterpunkten liegenden Raum auszudehnen, wo-
bei jedem Raumpunkt eine bestimmte ,,Dichte” @, , ) der streuenden
Materie zugeschrieben werden muB. Wie zuerst von W. H. BracG (11)
gezeigt wurde, stellt man zweckmiBig diese Dichte, die ja eine in x, y
und z periodische Funktion ist, als eine dreifache Fourierreihe dar in der
folgenden Form?!:
11:_4;00 h=+fow L=+ )
Dy, = Z Z Z Dy, 1, zgi'3_2’1[(&‘1‘“12“]3)7 (9)
h=—o h=—w L=—o©
wobei wir zur Vereinfachung der Schreibweise die Koordinaten x, y, z
vom Symmetriezentrum aus lings der Achsen a; in Bruchteilen von
a,, a,, @, messen. Das Volumenelement dv ist in dieser Schreibweise
gegeben durch dt = (6.[a,a;])dxdydz, das zugehdrige Ansprechungs-
vermdgen demnach durch @dr und der Beitrag des Volumenelements
zur Streustrahlung durch
8[/“15 ) Ik (t, 5 ¢q) .
p Do (a,[a.a;)dxdvdz.

Wir wollen jetzt, bevor wir die gesamte Streustrahlung iiberlagern,
den Phasenfaktor ¢#( 5—%0) noch etwas anders schreiben. Wir ersetzen

k durch 2;5 und $—$, durch 4 - f (siehe S. 69) und erhalten

¢ 2727(rh)

Die gesamte Streustrahlung im Interferenzstrahl (%, %,, &,) ist daher
nach dem Ausdruck (ra) dargestellt durch:

 Dieser vereinfachte Ansatz entspricht dem normalerweise vorliegenden
Fall, daB3 der Kristall ein Symmetriezentrum hat; im allgemeinen Fall wiirde
Dy, 1, 1) als komplexe GroBe anzunehmen, d. h. zu dem Exponenten noch
eine von /,, ,, /; abhingige Phasenverschiebung hinzuzufiigen sein (vgl.
Ewarp [35]).
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20y 00 + 0Ly )
(@[0a) [ [ [ @, "V dxdydz
A, T A, ) A
oder

[0 0] [ [ Dy, e T g0 g4y 7,

Setzen wir jetzt fiir @, seinen Wert ein, so haben wir:

5 ¥ 5)

3l 3y 0

(@laa) [ [ 222 0y 40

[ VA, J A 7 A

™ " _ o 1
. 62.71{.1 (g — &) + 34y Zgb+~(113—/3),dxdydz.

Nach Vertauschung der Reihenfolge von Integration und Summation
erhalten wir eine Summe von Integralen vom Typus:

_l_L L L
2 217 — 27—

: Tinx ¢ 2-e 2
/ g2 inx dy = —— — -2 . {u: ganze Zahl,)
2atn

2

Alle diese Integrale verschwinden demnach fiur 2 ==0 und geben den
Wert 1 fiir # =o,d. h. [, =h,, 1, =h,, I, = h,. Da wir iiber 2M,, baw.
2 M, bzw. 2 M3 Intervalle zu integrieren haben, erhalten wir N = 2 M,
2M,+2M, mal den Faktor 1 zu solchen Gliedern, deren Koeffizient
D1, 1, 70 i5t. Als Resultat der Uberlagerung der gesamten Streuwellen
ergibt sich demnach

g IRR
"R -N- (ar [az ag]) . ([)(/11,/12, Jig) (IO)

Die Intensitiat im Interferenzstrahl (%, k., k) ist demnach pro-
portional dem Quadrat des entsprechenden Koeffizienten @, , ., der
Fourierreihe (g); dieser wichtige Zusammenhang, der von ABBE bei
den schon erwahnten Untersuchungen iiber das Auflésungsvermagen des
Mikroskops klargelegt wurde, ist zuerst durch vorbereitende Unter-
suchungen von W. H. BracG, Duaxe, Havicuurst, A.H.CoMPTON
und EwaLD (29) fir die Ermittlung der Dichteverteilung in bekannten
einfachen Strukturen nutzbar gemacht worden. Neuerdings hat nun
W. L. BracG (13) gezeigt, daB die Fourieranalyse in der oben skizzier-
ten Form auch fiir die Erforschung komplizierterer Strukturen wert-
voll ist, fiir die man nach den ilteren Methoden stets auf ein um-
stdndliches und sehr mithsames Probieren der zahlreichen ,,Parameter
angewiesen war. Die praktische Verwendung des oben abgeleiteten Zu-
sammenhanges zwischen Interferenzintensitit und den entsprechenden
Fourierkoeffizienten der Reihe (9) stellt wohl die vollendetste Form
der Anwendung der wellenkinematischen Theorie dar; wir wollen sie
deshalb an Hand eines von W. L. BRAGG gegebenen Beispiels etwas niher
erldutern.
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Die Schwierigkeit, dal die Intensitdt uns keinen Aufschluf3 iiber die
Phase der Streuwellen gibt, reduziert sich fir den von uns schon oben
angenommenen Fall eines Kristalls mit Symmetriezentrum darauf, daB
die Intensitat wohl das Quadrat des Fourierkoeffizienten @ liefert, aber
nicht sein Vorzeichen; W. L. Braca zeigt, dal diese Schwierigkeit iiber-
wunden werden kann, wenn durch eine grébere ,,Voruntersuchung’ we-
nigstens die ungefihre Lage der am starksten zerstreuenden Atome inner-
halb des Elementarbereiches bekannt ist, weil durch diese — wenigstens
bei groBeren Absolutwerten von @ — das Vorzeichen von @ schon fest-
gelegt wird. Selbst wenn man aber sich iiber alle Vorzeichen von @
schlieBlich im klaren ist, wiirde man doch einer fast uniibersehbaren
Rechenarbeit gegeniiberstehen, wenn man die riumliche Dichteverteilung
unmittelbar aus der dreifachen Fourierreihe (g) berechnen wollte. Denn
wenn man lings jeder Koordinate innerhalb des Elementarbereiches
etwa 15 Punkte berechnen will, hitte man insgesamt fur 15° d. h. iiber
3000 Punkte, je eine Fourierreihe zu

Pl g berechnen, deren jede einige hundert
T 0 0 40 Glieder (entsprechend allen gemessenen
%A 0 0 Interferenzstrahlen!) enthalten mibBte.
+ BB 0 % W. L. BRaGG benutzt deshalb zur prak-
0 T tischen Auswertung nur zweifache Fou-
1 1 50 ¥ 0 rierreihen, in denen ein Index % kon-
by 7 q 7 stant gleich Null gehalten wird, und
4L o9 7 B “ berechnet auf diese Weise die Projck-

L0 5 Mo 7 tionen der gesamten Dichte auf dic

% drei Begrenzungsebenen des Elementar-
%29 parallelepipeds. Dadurch wird die Aus-

wertung wesentlich einfacher. W. L.
BraGé hat als Beispiel die Strukturanalyse von Diopsid (CaMg(S:10,),)
gegeben, dessen Elementarbereich (a, = 9,71; a, = 8,89, a, = 5,24 4,
f = 74°10") vier Molekiile enthalt. Um die Projektionen auf die drei
Fldachen (100), (010) und (001) zu ermitteln, braucht man eine méglichst
groBe Zahl von Intensititsmessungen an Ebenen (o, %,, &,), bzw. (&,
o, hy), bzw. (h,, h,, 0). Diese Intensititswerte liefern die gesuchten
Fourierkoeffizienten @, ;, s, bzw. @y, .., baw. D, ., wobei, wie
oben schon bemerkt, das Vorzeichen aus einer vorlaufigen Analyse er-
mittelt werden mul. Als Beispiel sind die aus der Messung ermittelten
D, 1, o-Werte in dem Diagramm (Abb. 22) zusammengestellt; das Dia-
gramm enthilt nur die Werte in dem Quadranten zwischen der posi-
tiven b, und bs-Achse, weil sic hier unabhingig vom Vorzeichen von
h, und %5 sind. Es sei noch darauf hingewiesen, daB schon EwALD den
einzelnen Punkten (%,, %,, h;) des reziproken Gitters die Funktion
D, 1, iy als Gewichtsfunktion zugeschrieben hat; das Projektions-
verfahren von BRAGG liuft demnach darauf hinaus, nur die Gewichts-

Abb. 22. Die Fourierkocffizienten 'l‘(/lh
fur Diopsid. (W. L. Brace 13.)
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funktionen der in den drei Ebenen %, = o, h, = o, h; = 0 des reziproken
Gitters liegenden Gitterpunkte zu ermitteln und auszuwerten.

Zur Berechnung der Dichteverteilung teilt BRAGG jeweils den Bereich
der einen Koordinate (innerhalb des Elementarbereiches) in 24, den der
anderen in 12 Intervalle, die ganze I'liche also in 288 gleichgroBle Teile.
Fiir jeden einzelnen der entsprechenden 288 Punkte wird dann die Dichte
mittels einer zweifachen Fourierreihe berechnet; als:

NT 2l (/ipy + Jigz)
Dy, =121 i 11 )

22l 2+ Ngs)

Dy = 120 1D Dy o€ T

N 2 i+ hay)
D,y =121 Dy 1) .

Die so ermittelten GroBen @ liefern dann unmittelbar die Dichtever-
teilung in den Projektionen auf die drei Seitenflichen des Elementar-
bereiches.

Ein anschauliches Bild der Dichteverteilung erhilt man, wenn man
an Hand der so ermittelten Zahlen die Linien gleicher Dichte zeichnet ;

o & _"® of
30 @0@ I
>>@® ?ym@é@
)0 @ - 0 of

Abb. 23. Rechts: Linien gleicher Dichte bei Projektion auf die oo1-Flache von Diopsid, mittels Fourier-
reihen aus den Interferenzintensitaten von (%, /%, o) berechnet. (W. L. Bracc 13.)
Links: Lage der Projektionen der Atome im Diopsidgitter auf die oor-Ebene, Parameterbestimmung
durch Probieren (44a).

diesist in Abb. 23, rechts fiir die Projektion auf die 100-Fliche geschehen.
Die Linien gleicher Dichte umschlieBen die Projektionen der verschie-
denen Atome bzw. Atomgruppen. In dem von Linien freien Teil zwischen
den einzelnen Dichtemaximis ist die Dichte praktisch verschwindend
Klein; die duBerste Linie, die jeden Dichteberg gegen dieses ,,leere* Ge-
biet abgrenzt, entspricht einer Dichte 40, die nichste 80, die dritte von
aullen 120 usw.
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Zum Vergleich mit der durch Probieren ermittelten Struktur des
gleichen Kristalls ist in der danebenstehenden Abb. 23, links die Lage der
Projektionen der verschiedenen Atome auf die (0oo1)-Flache eingezeich-
net; man erkennt deutlich die vorziigliche Ubereinstimmung schon
daran, daB jedem Dichteberg ein Atom (an zwei Stellen zwei nahe be-
nachbarte) entspricht.

Wenn die absoluten Werte der Streuintensitit und damit auch der
Fourierkoeffizienten bekannt sind, kann die Gesamtmenge der in einem
Dichteberg enthaltenen streuenden Materie berechnet werden; da die
Zerstreuung der Roéntgenstrahlen praktisch allein durch die Elektronen-
hille der Atome stattfindet, wird auf diese Weise die absolute Zahl der
in jedem Dichteberg enthaltenen Atomelektronen ermittelt, waswiederum
die Identifizierung der in den einzelnen Maximis sitzenden Atome be-
deutend erleichtert. Zuverldssige Absolutmessungen, die solche Schliisse
erlauben, verdanken wir gerade der BraGeschen Schule.

Fiir die in Abb. 23 auftretenden Berge erhilt W. L. Bragc die fol-
genden Elektronenzahlen:

Atom: Ca Mg  Si+0, O, 0,
Elektronenzahl: 16,6 12,0 19,8 9,6 8,0.

Diese Zahlen sind insofern interessant, als sie weder durchgehends
mit den Elektronenzahlen der entsprechenden neutralen Atome, noch
mit denen von zu erwartenden Ionen, tibereinstimmen; dieses nicht ein-
deutige Resultat ist dadurch verursacht, daf3 die ,,Bindungselektronen**
praktisch gar nicht an der Réntgenstreuung teilnehmen (vgl. S. 123).
Die Lagen der cinzelnen Atome, d. h. die ,,Parameter” der Struktur,
kénnen unmittelbar aus den Dichteverteilungen in den Projektionen ab-
gelesen werden. Fiir die schwereren Atome geniigt die Bestimmung des
Dichtemaximums; bei den leichteren Atomen, vor allem bei Sauerstoff,
ist dagegen die Ermittlung des ,,Schwerpunktes der Dichteberge not-
wendig. Die 14 verschiedenen Parameter der Diopsidstruktur, die W. 1.
BraGG in dieser Weise ermittelt hat, zeigen gegeniiber den frither durch
Probieren ermittelten Parametern nur eine mittlere Abweichung von
0,5% der Kantenldngen des Elementarbereiches; durch diese vorziigliche
Ubereinstimmung wird noch einmal die Brauchbarkeit der Fourier-
analyse besonders eindrucksvoll illustriert.

II1. Anwendung schneller Elektronenstrahlen
zu Strukturuntersuchungen.

Kristalle in Kollodiumfilmen. Interferenzuntersuchungenmit Elek-
tronenstrahlen sind im allgemeinen weniger zu Riickschlissen auf die
Struktur der zerstrcuenden Materie geeignet, weil die Bedingungen fiir
die Anwendung der wellenkinematischen Theorie wegen des starken
Streuvermdgens der Atome fiir Elektronen (vgl. S. 73) nur selten ge-
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geben sind. Andererseits ist aber gerade dieses starke Streuvermégen
der Grund dafiir, dafl die Elektronenwellen in Bezug auf einige beson-
dere Strukturfragen den Réntgenwellen iiberlegen sind. Es hat nim-
lich zur Folge, daB ein leicht beobachtbarer Interferenzeffekt schon durch
eine viel geringere Netzebenenzahl verursacht wird (giinstigenfalls schon
durch eine einzelne Netzebene!) wie bei den Réntgenstrahlen. Die Elek-
tronenwellen sind deshalb besonders geeignet zum Studium von diinnen
Kristallschichten bzw. von Oberflichenschichten. AuBerdem gestattet
die Verwendung eines sehr engen Strahlquerschnittes bei der Elektronen-
beugung die Auffindung und Untersuchung von vereinzelten kleinen
Kristalleinheiten, die mit der Réntgenanalyse nicht erfa3t werden.

Als Beispiel fiir den letzten
Fall betrachten wir die Struk-
tur diinner Zelluloidfilme. Nor-
malerweise erhdlt man bei der
Durchstrahlung diinner Zellu-
loidfilme nur einige verwaschene
Beugungsringe; dies war schon
aus den Untersuchungen von
G. P. THoMsoxN u. A. REID (92)
bekannt, durch die bekannt-
lich die Elektroneninterferenzen
zum erstenmal photographisch
nachgewiesen wurden. Beim ge-
naueren Studium (57) erhielt der
Ref. an einzelnen Stellen man-

cher Zelluloid- und Kollodium-  aAbb. 24. ., Pulverdiagramm®* mit scharfen Interferenzen
filme sehr scharfe Interferenz- an cinem }{.ollndiumhuutclmfl. Dieses Interferenzbild
hat man sich durch Rotation des Interferenzbildes
bilder, von denen zwei verschie- Abb. 2 entstanden 7u denken.

dene Typen in Abb. 2 und 24

wiedergegeben sind. Die Flachenteile, innerhalb deren man zuweilen
solche Interferenzbilder erhilt, sind ginstigenfalls von der GréBenord-
nung von !/,,mm?; trotzdem braucht man fiir die Interferenzaufnahme
nur eine Expositionszeit von wenigen Sekunden. Die Entstehungsbedin-
gungen fiir die das scharfe Interferenzbild verursachenden Kristalle sind
noch nicht vollstindig geklart. Zuerst schien es, als ob die Ausscheidung
durch die Kathodenbestrahlung bzw. durch die starken elastischen Span-
nungen im Film selbst verursacht wiirde; auf Grund einer neuerlichen
(bisher noch nicht veréffentlichten) Durchpriifung einer groBen Zahl von
Filmen halte ich es aber fiir moglich, daB vielleicht doch schon der Her-
stellungsprozeB fiir das Auftreten der Kristalle ausschlaggebend ist. Ich
habe niamlich besonders hiufig scharfe Interferenzbilder dann erhalten,
wenn beim Aufspannen des Films das haufig auftretende Ubereinander-
schieben einzelner Filmteile vermieden wurde; es scheint hiernach nicht

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 7
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ausgeschlossen, daf3 die groBen Kristalle von Anfang an vorhanden sind
und nur meistens durch Zusammenschieben zerstért werden. Schwer
verstindlich bliebe dabei allerdings eine Beobachtung, die ich besonders
bei den letzten Untersuchungen gemacht habe: Filmteile, die scharfe
Interferenzen liefern, finden sich besonders hdufig in der Nahe des Ran-
des, d. h. nahe den Stellen, wo der Film auf der Fassung aufliegt. (Als
Fassung dienten stets durchlochte Scheiben aus Zelluloid bzw. Kollo-
dium, also aus dem gleichen Material, aus dem der Film bestand!)

Die Vermutung, daBl man in den Kristallen die gleichen Bausteine
vor sich hat, die die Zellulose aufbauen, wird schon durch eine genauere
Betrachtung der Interferenzbilder (sieh Abb. 2) nahegelegt. Man sieht
niamlich, dal nur diejenigen Interferenzen ,,ausgeldscht sind, bei denen
der eine Index 0 und der andere ungerade ist; alle {ibrigen Interferenzen
haben eine von Null verschiedene Intensitit. Dies lif3t darauf schlieBen,
daB die Seiten des Elementarbereiches (7,2 - 4,8 A) digonale Schrauben-
achsen darstellen (vgl. 57); solche digonalen Schraubenachsen sind
auch von der Rontgenanalyse (68) fiir das Raumgitter der Zellulose fest-

’, gestellt worden. Als erste Niherung an die tat-
sdchliche Struktur des fraglichen Kristalls kann
SN TN man die Parameter fiir die Schwerpunkte der
Dichteverteilung durch Probieren zu ermitteln
suchen. Wenn man die Lage dieser Schwer-

N NN punkte (o in Abb. 25) durch die Radien-
’ vektoren:

I, = Qlal + Qzaza

NN N

a; + a,

! .= + (0.0 — 0.0,),
Abb. 235. Schematische Zeichnung o a; +a, - (Q a4 — 0,0 )
der Struktur eines Flachengitters, o 2 Ehat S22/
das die Interferenzbilder Abb. 2

und 25 erzeugt. r4 = Q, _|_ a, — (QI a, _|_ 92 az)

bezeichnet und mit diesen Koordinaten nach (I), die Intensitdt der
einzelnen Interferenzpunkte berechnet?, so erhilt man die beste Uber-
einstimmung mit der aus dem photographischen Interferenzbild

geschitzten Intensitdt, wenn man g, = 215, 0, :i% setzt. Diese relativ

geringe Verschiebung deutet darauf hin, da die Hauptmenge der streuen-
den Materie spiegelsymmetrisch zu den durch die beiden Achsen gehen-
den Ebenen liegt, und daB die letzteren nur fiir einen kleinen Teil davon
die Rolle von Gleitspiegelebenen spielen.

Zur genaueren Analyse der Struktur kann man einen analogen Weg
einschlagen, wie er auf S. g2 fiir die R6éntgenanalyse beschrieben ist;

1 Die Rechnung ist von cand. phil. E. UnL durchgefiihrt.
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dazu wiirden freilich genaue Intensititsmessungen notwendig sein. Eine
Orientierung tber die Intensititen mdgen die in die Abb. 26 einge-
setzten, aus der photographischen Schwirzung einer groferen Zahl von
Aufnahmen geschitzten Intensititswerte geben. Natiirlich gibt auch
hier die Gesamtheit der ki, %,-Intensititen nur tber die Projektion
auf die q,, a,-Ebene AufschluB, die parallel zur Filmebene liegt.

Der vorstehend behandelte Fall scheint deswegen besonders inter-
essant, weil es sich um Kristalle handelt, die mit anderen Hilfsmitteln
bisher tiberhaupt noch nicht festgestellt werden konnten. Er bietet aber
auf der anderenSeite auch .
ein Beispiel unter vielen 7 2 3 ¢ 5 6 7 & 4 W
fir die vom Ref. fest- S R R
gestellte Erfahrungstat- 79— w0 20 % 2 2 0 8 2 2
sache, daB in diinnen Kri-
stallschichten sich stets
eine bestimmte kristallo- lf‘ 3w W % 3 7 A0

20 20 50 40 20 30 5 10 2

graphische Ebene auch

ohne dulleren Zwang par- %;
allel zur Ebene der Kri- 4~ % 3% &% 3 1
stallschicht einstellt,
wenn die KorngréBe die
Schichtdicke  erheblich 7]

Abb. 26.
iiberschreitet (59) 5 Vgl F2s Intensitatsverteilung im Flachengitterinterferenzbild
S. 102! von Kollodiumfilmen (vgl. Abb. 2).

Polykristalline Filme verschiedener Substanzen. Die Anwendung
der Elektroneninterferenzen zur Strukturanalyse diinner Schichten im
durchgehenden Licht begegnete in den ersten Jahren der Schwierigkeit,
daB es nur wenige Substanzen gibt, von denen sich geniigend diinne
Schichten haltbar herstellen lassen. Seitdem aber von KIRCHNER (60)
gezeigt wurde, daB3 man mit gutem Erfolg als Triagersubstanz fiir solche
Substanzen, die nicht selbst geniigend haltbar sind, extrem diinne Kol-
lodium- oder Zelluloidhdutchen?® verwenden kann, ist der Anwendungs-
bereich der Elektroneninterferenzen zur Strukturanalyse praktisch nicht
mehr beschrankt?.

T Zusatz bet dev Kovy.: Von J. HENGSTENBERG und GARRIDO, J. (46a) sind
ahnliche Interferenzbilder wie die oben beschriebenen kiirzlich an diinnen
Paraffinschichten auf Kollodium erhalten worden.

2 Von Herrn WIERL bin ich darauf aufmerksam gemacht worden, da3
schon frither G. P. TuoMsoN (88) gelegentlich Zelluloidhdutchen zur Aufmon-
tierung von kathodenzerstiubten Platinhdutchen benutzt hat; er hatte dabei
aber keinen rechten Erfolg und ist deshalb wieder auf frei aufgespannte
Filme zuriickgekommen.

3 Von O. EiseNHUT u. E. Kaurp (33) sind als Triagersubstanz Glimmer-
hiutchen verwendet worden ; diese erméglichen zwar die Verwendung héherer
Temperaturen, haben aber den Nachteil der gré8eren Dicke (vgl. auchS. 102).

7*
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Das einfachste Verfahren, eine diinne Kristallschicht herzustellen,
besteht also darin, daBl man die betreffende Substanz auf eine geeignete
Unterlage im Vakuum verdampft oder gegebenenfalls auch bei Atmo-
sphdrendruck aufsublimiert. Bei der Verdampfung im Vakuum konnen
wir normalerweise wohl mit dem Ubergang und der Kondensation von
einzelnen Atomen rechnen. Es entsteht dann die Frage, wie der Aufbau
der Kristallschicht bei der normalen Verdampfungsgeschwindigkeit vor
sich geht. Wir nehmen die Antwort, die das Experiment auf diese Frage
gibt, gleich voraus: Der Aufbau einer diinnen Kristallschicht, die im
Vakuum aufgedampft wird, vollzieht sich stets so, daB die zuerst kon-
densierten Atome zunichst viele kleine Kristallkeime bilden, die sich
bei der weiteren Aufdampfung mehr oder weniger schnell zu gréBeren
Kristalliten auswachsen und unter giinstigen Umstédnden sich auch spon-
tan zu groBeren Kristalleinheiten vereinigen kénnen. Mit dieser ,,Sam-
melkristallisation® parallel geht eine Durchorientierung der Kristallite
derart, daB sich die Kristallkérner mit einer bestimmten kristallographi-
schen Fliche parallel zur Schichtebene, d. h. parallel zur Ebene der Unter-
lage einstellen. Bei groBeren Kristalldicken geht die Orientierung
schlieBlich wieder verloren.

Zum Verstindnis der Versuche miissen wir hier noch einige inter-
ferenzoptische Bemerkungen nachtragen. Wenn das bestrahlte Priparat
aus einer geniigend groBen Zahl von vollig desorientierten Kristall-
kérnern besteht (Pulvermethode von DEBYE-SCHERRER und Hurr),
dann findet ein ankommender monochromatischer Wellenstrahl fiir jede
»Netzebenenreflexion® (4,, h,, h;) geniigend viele Kristallkérner in allen
Azimuten, die gerade die fiir die BrRacGsche Reflexion passende Orien-
tierung haben. Infolgedessen erhdlt man auf einer senkrecht zur Primir-
strahlrichtung aufgestellten photographischen Platte ein System von
konzentrischen Ringen, deren jeder einer bestimmten Netzebenenschar
entspricht. Es sei aber gleich hier betont, daBl man bei Elektroneninter-
ferenzen nicht umgekehrt, wie dies verschiedentlich geschehen ist, aus
einem Interferenzbild von konzentrischen Ringen mit azimutal gleich-
miBiger Intensititsverteilung auf eine vollige Desorientierung der Kri-
stallkérner schlieBen darf; erst wenn man festgestellt hat, daf die azi-
mutal gleichmiBige Intensititsverteilung auch nach einer geniigend
groBen Neigung der Kristallschicht gegen die Strahlrichtung erhalten
bleibt, kann man behaupten, dall tatsdchlich eine vollig regellose Ver-
teilung der Kristallkérner vorliegt.

Die Interferenzen am Kristallpulver bieten natiirlich interferenz-
optisch nichts prinzipiell Neues; wir haben einfach die friiheren Uber-
legungen iber die Interferenzen am Einkristall auf die einzelnen Kristal-
lite des Pulvers zu iibertragen. Der auf S. 70 behandelte Unterschied
zwischen den Réntgeninterferenzen und den Elektroneninterferenzen
wirkt sich beim Kristallpulver in erster Linie dahin aus, daB bei déinnen
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Schichten der Winkelbereich, innerhalb dessen eine Netzebenenschar
noch betrichtlich reflektiert, schr groB ist; cin Kristall von 4 A Kanten-
linge und 60 A Dicke licfert z. B. auch dann noch eine starke (111)-
Reflexion (ndmlich */; der Maximalintensitit; vgl. 56), wenn die (111)-
Ebenen parallel zum Strahl liegen, also um den Glanzwinkel selbst aus
der Stellung maximaler Reflexion herausgedreht sind. Die Tatsache,
daB man trotz dieses breiten Ansprechungsvermégens der regellos ver-
teilten Kristallkérner schr scharfe Ringe (siche z. B. Abb. 31) beckommen
kann, erkldrt sich daraus, daB dic Interferenzvichtung in dicsem Ifalle
durch die beiden senkrecht zum Strahl verlaufenden Punktreihen be-
stimmt wird und durch eine Neigungsinderung dieser beiden Punkt-
reihen um Winkel von der GréBenordnung der Streuwinkel (1°) {iber-
haupt nicht merklich geéindert wird. Die Schirfe der Interferenzringe
ist aus dem gleichen Grunde in erster Linie durch die Zahl der beugenden
Gitterpunkte in den beiden Punktreihen senkrecht zum Strahl, d.h.
durch die Ausdchnung der Kristallkérner in der Ebene der Kristall-
schicht bestimmt. Zu der gleichen Folgerung kommen wir natiirlich,
wenn wir dic Formeln iiber den Zusammenhang zwischen der Breite der
Rontgen-Pulverinterferenzen und der Ausdehnung der Kristallite sinn-
gemal} auf die Elektroneninterferenzen anwenden; die von P. SCHERRER
(80) zu seinen Untersuchungen tber die GroBe kolloidaler Teilchen ver-
wendete Formel

(B: beobachtete Winkelbreite des Interferenzrings; A: Wellenlingce;
D: Dicke des Kristalls; @: Streuwinkel; b: Apparatkonstante) ver-
einfacht sich z. B. wegen des kleinen @ fiir Elektroneninterferenzen zu

B lgz 4
Bﬁ2-| - '1)+b’

wobei D die Ausdchnung des Kristalls in der Ebene der Kristallschicht
und b die durch die Ausblendung gegebene Breite des Primérstrahls be-

deutet. (Da der konstante Faktor 2 - ' lg2 annihernd gleich 1 ist, kann
s ,

man die zusdtzliche Winkelbreite auch einfach gleich p setzen; diese

Breite folgt auch unmittelbar aus der Interferenzfunktion [3] als der
Abstand der dem Hauptmaximum nichstbenachbarten Nullstellen:
_ 0 0-d )
- Yo= M = 2M,d D ) :
 O. E1seNHUT u. E. Kaupp (33) haben aus Versuchen an einer Nickel-
Schwefelverbindung den Schlufl gezogen, daB bei gleicher KorngréBe die
relative Verbreiterung der Elektroneninterferenzen stets betrichtlich geringer

ist (schon von 20 A an sollen ,,scharfe Beugungsbilder* auftreten!) als die-
jenige der Rontgeninterferenzen und daf infolgedessen die Elektroneninter-
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Eine gréBere Zahl von Strukturuntersuchungen an verschiedenen, im
Vakuum aufgedampften Substanzen, iiber deren Einzelresultate an an-
derer Stelle (59) berichtet wird, hat nun das Resultat ergeben, da3 zu
Beginn der Schichtbildung, also unmittelbar nach dem Aufdampfen
einer sehr diinnen Schicht, stets merklich verbreiterte Interferenzringe
auftreten (beobachtet an Au, Ag, Bi, T, Pb, Sb, Se, Te, Zn, Cd, CdJ,,
CdCl,, Hg,Cl,, PbCl, u.a.). Bei Gold z. B. wurde in diinnen Schichten
stets eine merkliche Verbreiterung der Ringe gefunden — und zwar auch
dann, wenn Verdampfungszeiten von nur wenigen Sekunden benutzt
wurden. Mit wachsender Schichtdicke nahm allerdings die beobachtbare
Verbreiterung betrachtlich ab (Abb. 27 und 28); diese Tatsache mag
wohl der Grund dafiir gewesen sein, daB3 es O. E1sENHUT u. E. Kavupp(33)
nicht gelungen ist, an Goldschichten, die auf Glimmer aufgedampft
waren, eine Ringverbreiterung festzustellen, obwohl sie ausdriicklich da-
nach gesucht haben. Auf Glimmer mufl man nidmlich nach den Er-
fahrungen des Ref. betrachtlich mehr Substanz aufbringen, bis die Pul-
verinterferenzen {iberhaupt sichtbar werden; dies ist der Nachteil der
verhiltnismidBig (10° cm) dicken Glimmerschicht gegeniiber den wesent-
lich dinneren Kollodiumfilmen.

Die verschiedenen Stadien der Struktur diinner Schichten kann man
am besten an einer Versuchsreihe mit CdJ, iibersehen. Unmittelbar nach
dem Aufdampfen einer diinnen Schicht hat man sehr kleine Kristall-
korner, die ein Interferenzbild mit stark verbreiterten Ringen (Abb.2g)
verursachen. VergroBert man die Schichtdicke durch weiteres Auf-
dampfen, dann wachsen einige Korner zu groferen Einheiten, und man
erhilt teilweise scharfe Ringe auf diffusem Hintergrund (Abb. 30). Das
CdJ, ist nun dadurch interessant, dal die Kristallite in einer diinnen
Schicht auch schon spontan wachsen, ohne daf3 man noch mehr Substanz
aufbringt. Die gleiche Schicht, die zuerst Abb. 29 lieferte, gab nach eini-
gen Stunden das vollkommen scharfe Interferenzbild Abb. 31, aus dem
man schlieBen muf, daf nicht nur die Kristallite zu groBeren Einheiten
zusammengewachsen sind (scharfe Ringe!), sondern daBl auch eine voll-
stindige Orientierung der Kristallite mit der Ebene oor parallel zur
Unterlage stattgefunden hat. Die Orientierung ist so vollkommen, dal3
schon eine Neigung der Schichtnormale um 59 gegen die Strahlrichtung
genligt, um eine starke Intensititsdisymmetrier auf den DEBYE-

ferenzen die Bestimmung der KristallkorngréBe bei noch kleineren Kérnern
gestatten als die Rontgeninterferenzen. Da aber nach den sonstigen Er-
fahrungen (vgl.z.B.S.78) dierelative Winkelbreite der Elektroneninterferenzen
cet. par. wohl gréGer sein kann, aber niemals kleiner ist wie die entsprechende
der Rontgeninterferenzen, wird man wohl in anderer Richtung eine Er-
klarung fiir die erwahnten Beobachtungen von EiseNnaut u. Kaurp suchen
miissen.

1 Die Intensititsdissymmetrie hat natiirlich nichts mit ,,Polarisations-
effekten’ zu tun, sondern ist gittergeometrisch begriindet.
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SCHERRER-Ringen hervorzurufen (Abb. 31b); wenn man die Schicht-
normale um 30—60° gegen den Strahl neigt, erhilt man typische
,,Faserdiagramme®. In den Abb. 32 und 33 ist je ein solches Faserdia-

Abb. 27. Pulveraufnahme von extrem diinner Goldschicht. TInterferenzringe so stark verbreitert, daB
man von kolloidalem Zustand sprechen kann. — Abb. 28. Pulveraufnahme von 1.3-r107%cm dicker
Awu-Schicht; Interferensringe trotz groBer Dicke noch merklich verbreitert,

Abb. 29. Cd.J3, dunne Schicht in kolloidaler Form, unmittelbar nach dem Aufdampfen. - Abb. 30. (/.J5,
dickere Schicht, Kristallite sind teilweise so weit gewachsen, dafi scharfe Interferenzen entstehen.

gramm von CdJ, und Bi reproduziert; aus der Winkelverteilung der
Intensitdtsmaxima kann man ermitteln (59), welche Netzebene parallel
zur Unterlage liegt.
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SchlieBlich zeigt die Abb.34 noch ein Faserdiagramm (Hg,Cl,) mit
weniger vollkommener Orientierung; in diesem Falle liegt nicht eine
Netzebene, sondern nur eine Punktreihe, nimlich die tetragonale Achse,

b

Abb. 31. CdJ3, gleiche Schicht wie in Abb. 29, cinige Stunden spiiter. a: Schichtebene senkrecht zur
Strahlrichtung; b: um 59 geneigt.

parallel zur Schichtebene. Im Interferenzbild ist dies auler an der groe-
ren Linge der verstirkten Sektoren daran zu erkennen, daBl gewisse
Ringe (z. B. der dritte von innen) eine fast gleichmifige azimutale Inten-
sititsverteilung aufweisen.
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Abb. 32. CdJ;, wie Abb. 31. Schichtebene 500 gegen den Strahl geneigt. (oo1-Ibene || zur Schicht.)

Abb. 33. Wismut, Schichtebene 500 gegen den Strahl geneigt. (11r-Ebene zur Schicht.
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Wenn die Kristallite Gelegenheit haben, durch ,,Sammelkristallisa-
tion‘“ weiter zu wachsen, erhilt man schlieBlich Interferenzbilder, die
sich in ihrem Aussehen dem Einkristallinterferenzbild ndhern. Bei
Cd]J , geschieht dies spontan bei groBeren Dicken (Abb. 35a) und besonders
leicht bei einer midBigen Erhitzung (Abb. 35b); die benachbarten Kri-
stallkérner haben sich jetzt — {iber die Parallelorientierung zur Unter-
lage hinaus — noch mit einer senkrecht zur Unterlage liegenden Netz-
ebenenschar anndhernd parallel zueinander gerichtet.

An mechanisch bearbeiteten Metallfolien sind schon réntgenogra-
phisch dhnliche Faserstrukturen wie die oben behandelten festgestellt
worden, so von W. H. BRAGG (10) an Goldfolien (1oo-Ildche | zur Folien-
ebene) und von KONEBEJEWSKI (62) an Aluminiumfolien (ebenfalls

Abb. 34. Kalomel, Schichtebene 450 gegen den Strahl geneigt. (Tetragonale Achse || zur Schicht.)

100-Fliche || zur Folienebene). Die Korngrée in solchen (relativ dicken)
Filmen kann infolge der mechanischen Bearbeitung ziemlich betricht-
lich sein; infolgedessen bringt es der sehr geringe Strahlquerschnitt, mit
dem man normalerweise bei Elektronenstrahlen arbeitet, mit sich, dal3
man an solchen Filmen hiufig Interferenzbilder erhilt, die dem zuletzt
besprochenen Ubergangstyp zum Einkristallbild entsprechen. Solche
Interferenzbilder sind zuerst von G. P. TuoMmson (89) an Aluminium-
folien beobachtet und richtig gedeutet worden. Spdter wurden sie von
verschiedenen Autoren (zuerst wohl von Tavror {837) am Blattgold er-
halten und neuerdings an Blattgold und -platin besonders ausfiihrlich
von J. J. Trirrat u. TH. v. Hirscu (93) untersucht (Abb. 36 u. 37).
Meist erhdlt man mit Blattgold Interferenzbilder, die einer — aller-
dings nur unvollkommenen — Faserstruktur (mit [1o00] || zur Unterlage)
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nach Art der Abb. 31 entsprechen. Bei Durchmusterung der Folie vor dem
Leuchtschirm kann man aber leicht Interferenzbilder vom Typus der
Abb. 36 erhalten, in denen sich eine bestimmte Orientierung der Kristal-

Abb. 35a. CdJ,, Ubergangsform von der Faserstruktur der Abb. 31 zum Einkristallinterferenzhild
{dickere Schicht).

Abb. 33h. (d.Jy, Ubergangsform zum Einkristallbild (dicke Schicht auf Glimmer, kurze Zeit auf 23500
erhitzt).

lite entsprechend Abb. 35 durch Verstirkungen auf den DEBYE-SCHER-
RER-Kreisen heraushebt; die Streuung der Kristallite ist dabei ziemlich
betrichtlich (etwa 30°!). Nach einer 2stiindigen Erhitzung auf 4200 ist
durch Sammelkristallisation und durch die damit (vgl. oben) verbundene
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weitere Parallelorientierung benachbarter Kristallkdrner ein Zustand er-
reicht, der das Interferenzbild Abb. 37a lieferte. Eine noch stirkere Ahn-
lichkeit mit einem Einkristallinterferenzbild zeigt schlieBlich Abb. 3%b,
die mit einer Platinfolie erhalten
wurde und in der die Streuung
der Kristallite um die Vorzugs-
richtung nur noch einige Grad be-
trigt. J. J.TritLAT u. TH. v. HIRSCH
haben allerdings eine abweichende
Deutung dieser Resultate gegeben.
Sie nehmen an, daf} in den gehdm-
merten Folien von vornherein ge-
nigend grofle, den Strahlquer-
schnitt ausfillende Einkristalle
vorhanden sind, die nur durch die
Bearbeitung so stark deformiert
sein sollen, daB3 statt der erwar-
Abb. 36. Blattgold, (100} parallel zur Blattchen- teten Interferenzpunkte breite Sek-
ebene (TRiLLAT und v. HIRSCH). - .

toren (Abb. 36) auftreten. Die Er-
hitzung wiirde nach dieser Annahme dann lediglich die Deformation
des betreffenden Einkristalls beseitigen. Da aber, wie oben gezeigt,
solche Ubergangstypen zum wirklichen Einkristallinterferenzbild, wie

a b

Abb. 37. a: Gleiches Plattgold wie in Abb. 36, 2 Stunden auf 4200 erhitzt (TriLLAT und v. Hirscu), —
b: Platinfolie | zum Strahl; (1r10) | zur Folienebene (IriLLAT und v. Hirsch).

wir es z. B. beim Glimmer (Abb. 4) und in der Abb. 2 vor uns haben,
auch an Kristallschichten auftreten (Abb. 335), bei denen mangels einer
mechanischen Bearbeitung kaum ein Grund vorliegt, Deformationen an-
zunehmen, wird wohl auch in dem von J. Trirrar u. Tu. v. Hirscu
untersuchten Falle die oben benutzte Vorstellung — Sammelkristalli-
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sation des polykristallinen Materials — den tatsichlichen Vorgingen bei
der Erhitzung der TFolien besser entsprechen.

SchlieBlich steht hiermit in engem Zusammenhang ein interessanter
Versuch von E1sENHUT u. Kavpp (33): auf ein Glimmerhiutchen wurden
nacheinander je eine 107°—107° cm dicke Cu- und Au-Schicht aufge-
dampft, die zundchst getrennte Pulverdiagramme lieferten. Wurde aber
die Folie auf etwa 200° C erhitzt, dann konnte an der Anderung des
Interferenzbildes bereits nach einigen Minuten der Beginn der Misch-
kristallbildung fesigestellt werden; je hoher die Temperatur, desto
rascher schreitet die Mischkristallbildung vorwirts. Bei 200° C ist sie
nach 250 Minuten, bei 350° C bereits nach 1 Minute Glihdauer beendet.

Oberflichenstrukturen. Es bestand bisher die allgemeine Anschau-
ung, daf zum Studium von Oberflichenschichten nur die , langsamen*
Elektronen (50—500 Volt) wegen ihrer besonders geringen Eindringungs-
tiefe geeignet seien. Wie wir schon auf S. 86 gesehen haben, ist aber
wegen der fiir Interferenzversuche an Kristalloberflichen notwendi-
gen, stark streifenden Beleuchtung auch bei Elektronen von 30—50 kV
die Eindringungstiefe nur auBerordentlich gering. Da andererseits diese
schnellen Elektronen beziiglich der Reproduzierbarkeit der Versuchs-
ergebnisse den ,langsamen‘ offensichtlich bedeutend {iberlegen sind,
mdchten wir glauben, daf die Entscheidung in feineren Fragen der Ober-
flachenstruktur eher von Interferenzversuchen mit schnellen Elektronen
erwartet werden kann. Die ersten Versuche, aus Interferenzbeobach-
tungen auf die Struktur der Kristalloberfliche zu schlieBen, haben Da-
vissoN u. GERMER gelegentlich ihrer bekannten Untersuchungen am
Nickeleinkristall gemacht (vgl. z. B. 42). Sie erhielten vier verschiedene
Typen von Interferenzstrahlen, von denen sie zwei dem Gitter des Me-
talls (Flichengitter- und Raumgitterinterferenzen), und zwei einer ad-
sorbierten Gasschicht zuschrieben ; bestimmte Schliisse iiber die Struktur
der Gasschicht haben sie allerdings nur mit Vorbehalt gezogen. Auf der
Metalloberfliche soll hiernach unter gewissen Umstinden eine mono-
atomare , kristalline’ Gasschicht liegen mit einer Gitterkonstanten, die
doppelt so groB ist wie diejenige des darunter liegenden Nickels; die
Natur der Gasatome wird vollstindig offen gelassen. Ahnliche Versuche
sind von E. Rupp (78) gemacht worden. Bei diesen Versuchen wurde
gefunden, daB eine Nickeloberfliche bei festgehaltenem Kristall und
Streuwinkel, aber verdnderlicher Wellenlinge zunichst normale Raum-
gitterinterferenzen gab und dafl nach dem Zulassen und Wiederab-
pumpen von Wasserstoff in der Mitte zwischen den normalen Inter-
ferenzen neue Maxima auftraten, die dem Wasserstoff zugeschrieben
wurden. Gegen diese Deutung mull man aber einwenden, dal} die beob-
achteten Intensititen des H-Gitters (etwa 10% der Interferenzintensitit
am Niz!) selbst dann noch unverstandlich groB bleiben, wenn man die
unwahrscheinliche Annahme machen wollte, daB sich wmehrere Netz-
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ebenen eines dem Nickelgitter dhnlichen Wasserstoff-, Kristalls* ber
der Nickeloberfliche befinden. Denn die Intensitit der Wasserstoff-
interferenzen wiirde ja selbst bei gleicher Atomzahl wegen ihrer Pro-
1 I 1

72~ 282~ g00
derjenigen der Nickelinterferenzen betragen kdnnen; tatsdchlich muf3
aber, wenn man keine unverniinftig dicke Schicht annebhmen will, die
Zahl der streuenden H-Atome betrichtlich kleiner sein als diejenige der
streuenden Ni-Atome, wihrend die Schwichung der Ni-Interferenzen
durch eine vorgelagerte H-Schicht ziemlich belanglos wire.

portionalitit mit Z? in den héheren Ordnungen hochstens

Ubrigens scheinen solche Versuche mit langsamen Elektronen schon
deswegen nicht zu quantitativen Schliissen geeignet zu sein, weil bei
ihnen wegen der mangelhaften Re-
produzierbarkeit statistische Metho-
den (vgl. S. 81 und 8) zur Aus-
wertung verwendet werden muBten.

Mit schnellen Elektronen hat G.
P. TroMsoN (90) die ersten Schliisse
iiber Oberflachenstrukturen gezogen.
Er erhielt an Einkristallen von Ag
und Cu bei feststehendem Kristall
und streifender Beleuchtung Inter-
ferenzbilder mit netzartiger Vertei-
lung der Interferenzpunkte (Abb. 38).
Aus der Tatsache, dall keiner der
beobachteten Interferenzpunkte eine
durch Brechung verursachte Ver-
schiebung zeigte, obwohl bei normaler
Reflexion an einer ebenen Kristall-
Abb. 38. Reflexionsaufnahme an der (100) -Flache oberfliche eine leicht beobachtbare

eines Ca-Einkristalls (G. P. THoMsoN 90). Verschiebung hitte auftreten miis-

sen, hat THOMsoN geschlossen, daB
man es hierbei nzcht mit Interferenzen in,,Reflexion’’, sondern um solche
im ,,durchgehenden Licht* zu tun hat. Solche Interferenzen im durch-
gehenden Licht koénnen aber an der Oberfliche eines Einkristalls nur
dann entstehen, wenn aus der Oberfliche Blécke oder Grate herausragen,
die zwar gittermiBig sich an den Einkristall anschliefen, aber so extrem
diinn sind, daB die verwendeten Elektronenstrahlen ohne allzu groBle
Schwichung hindurchgehen kénnen. In ganz analoger Weise muf3 man
solche Blocke oder Grate annehmen, um die von verschiedenen Autoren
(z. B.MATSUKAWA u. SINOHARA [67], MUuTO u. YAMAGUTI [72], THOMSON
[90], Ersenuut u. Kauprp [90)) bei streifender Beleuchtung von Pulvern
bzw. Metallblcken erhaltenen DEBYE-SCHERRER-Diagramme zu erkliren ;
in allen diesen Fillen hat sich ja ebensowenig ein Brechungseffekt bemerk-
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bar gemacht wie bei den oben besprochenen Versuchen von G. P.THOMSON
an Einkristallen”.

Welche Schliisse lassen sich nun interferenzoptisch aus diesen Inter-
ferenzbildern an ,,rauhen’* Oberflachen iiber die Struktur der Oberfliche
bzw. bei Pulverinterferenzen iiber diese Struktur und eventuell iiber die
KorngréBe ziehen? Nach den Uberlegungen auf S. 107 ist die Schirfe
der Interferenzen im durchgehenden Licht praktisch allein durch die
Dimensionen derjenigen interferierenden Punktreihen bestimmt, die
senkrecht zur Strahlrichtung liegen. Aus der groBen Schirfe der Inter-
ferenzpunkte in Abb. 38 miissen wir demnach schliefen, dall sowohl die
Breite, wie auch die Héhe der aus der Oberfliche herausragenden Blécke
ziemlich betrichtlich — nimlich mindestens von der GréBenordnung
10 ®cm — sein muB. Die Oberfliche eines Einkristalls, dic eine Rauhigkeit
von der GréBenordnung 10 °cm hat, kann aber auch fiir Elektronen-
wellenlingen von der Ordnung 1 A — wie sie den fiir die Bestimmung
der inneren Potentiale aus dem Brechungseffekt verwendeten langsamen
Elektronen entspricht — nicht mehr als spiegelnd angesehen werden.
Bei den zahlreichen Versuchen zur Bestimmung der inneren Poten-
tiale aus Reflexionsversuchen an Metallen, bei denen zu einem groflen
Teile sogar aufgedampfte (1) Schichten verwendet wurden (76, 78), hat man
stets spiegelnde Oberflichen angenommen; es ist sehr merkwiirdig, daB
man dabei niemals etwas von der Rauhigkeit bemerkt hat, die bei den
TroMsonschen Reflexionsversuchen an Einkristallen die ganze Inter-
ferenzerscheinung so grundlegend beeinfluBit. Bei polykristallinen Ma-
terialien ist eine Rauhigkeit der Oberfliche, wie sie nach den obigen
Uberlegungen zur Erklirung der beobachteten scharfen Interferenzen
angenommen werden mul}, durchaus verstindlich. Kiirzlich ist von
R. FRENCH (39) und unabhingig davon von H. RAETHER im hiesigen
Institut festgestellt worden, dal man an einer polykristallinen Metall-
oberfliche, die zunidchst scharfe Interferenzen zeigt, nach sorgfiltigem
Polieren verbreiterte Interferenzen erhdlt. FrENCH schlieBt aus dieser
Tatsache, daB die Kristallkérner an der Oberfliche der Schicht kleiner
geworden sind und sieht darin die experimentelle Bestitigung einer
Theorie von G. BE1LBY, nach der die Wirkung des Polierens darin be-
stehen soll, daB die Metalloberfliche mit einer diinnen ,,amorphen‘
Schicht des Metalls im Zustand einer unterkiihlten Fliissigkeit bedeckt
wird. Diese SchluBweise ist aber nicht zwingend (45); denn die Schirfe

* Anmerkung ber dev Kovr.: Wir haben inzwischen an Wismut- und
Antimonschichten mit stark ausgeprigter Faserstruktur (111 || zur Ober-
flache; vgl. Abb. 33) Interferenzbilder erhalten, die — abweichend von der
obigen Auffassung von G. P. THOMSON — nicht im ,,durchgehenden Licht*,
sondern offenbar durch ,,Reflexion‘ entstanden sind. Es muB3 deshalb auch
an Metallen moglich sein, das innere Potential aus dem Brechungseffekt
schneller Elektronen zu ermitteln.
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der Interferenzringe sagt ja nach unsern fritheren Uberlegungen gar
nichts aus iiber die GréBe der Kristallkérner, sondern gibt nur iber die
Hoéhe der aus der Oberfliche herausragenden und fiir die Elektronen-
strahlen durchldssigen Blécke bzw. Grate AufschluBl. Dal diese Hohe
durch den Poliervorgang auf jeden Fall vermindert werden mufl — ganz
unabhingig davon, wie man sich im einzelnen die Wirkung des Polie-
rens vorstellen mag® — leuchtet ohne weiteres ein. Man kann aber die
Richtigkeit der obigen Uberlegungen auch an Hand eines einfachen
und durchsichtigen Experiments nachweisen. Es wurde eine Goldschicht
von etwa 10~° cm
mittlerer  Dicke
gleichzeitig aufein
diinnes Kollodium-
hiutchen, auf eine
Glasplatte und auf
ein frisch gespalte-
nes diinnes Glim-
merblatt  aufge-
dampft. Von der
ersten Schicht er-
gab eine Aufnah-
me im ,,durch-
gehenden* TLicht
das Interferenz-
bild Abb. 39 mit
verhiltnismiBig

scharfen Ringen,

aus denen man auf
Abb. 39. Interferenzaufnahme einer Goldschicht von etwa 10—6 cm Dicke : 5 :
im durchgehenden Licht. Relativ scharfe Interferenzen. die tatsachliche

Ausdehnung der
Kristallkdrner innerhalb der Ebene der Schicht schlieBen kann. Von
der zweiten und dritten, unter denselben Bedingungen hergestellten
Schicht wurden Interferenzaufnahmen in Reflexionsstellung gemacht.
Die auf die Glasplatte aufgedampfte Schicht lieferte sehr stark ver-
breiterte, aber noch identifizierbare Interferenzringe (Abb. 40); bei der
auf Glimmer aufgedampften Schicht war die Verbreiterung so stark,
daB nur auf der Originalplatte iiberhaupt noch eine Andeutung von
Ringen zu erkennen war. Die Héhe der aus der aufgedampften Schicht
herausragenden und fiir die Elektronen durchlassigen Blécke ist dem-

* Nachivag bei der Korr.: Hier sei noch auf die interessanten Unter-
suchungen mit Réntgenstrahlen iiber die Struktur der Oberfliche geschliffener
Metallkristalle hingewiesen, iiber die W.Boas und E. ScuMip (9) kiirzlich
berichtet haben.
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nach betrichtlich geringer als die tatsichliche Ausdehnung der Kristall-
kérner in der Schichtebene, die bei derart kleinen kubischen Kristallen
sehr wahrscheinlich auch mit der Ausdehnung in Richtung senkrecht
zur Schicht identisch sein wird. Dariiber hinaus zeigt aber die Verschie-
denheit des Resultates an der Goldfliche auf Glas gegeniiber der Gold-
fliche auf Glimmer, daB3 die Elektroneninterferenzen in Reflexions-
stellung uns die Mdglichkeit eréffnen, Unterschiede im Rauhigkeitsgrad

Abb. go. Reflexionsaufnahme ciner (ioldschicht, die gleichzeitig mit der in Abb. 39 auf eine Glasplatte
aufgedampft wurde. Stark verbreiterte Interferenzen.

an solchen Oberflichen festzustellen und auszumessen, die nach allen
anderen Untersuchungsmethoden als gleich gut,,plan‘‘ befunden werden.

Die Tatsache, daB die Schirfe der Interferenzlinien normalerweise in
erster Linie durch den Rauhigkeitsgrad der Oberfliche bedingt ist,
schlieBt natiirlich nicht aus, daB auch die Korngré8e sich bemerkbar
macht; und C. A. Murisox, N. STuarT u. G. P. THoMsox (71) glauben
neuerdings einen solchen Fall gefunden zu haben. Wenn man aber aus
Reflexionsversuchen mit Sicherheit auf die KorngréBe schlieBen will,
dann muf man — das ist das Ergebnis der obigen Betrachtungen —
zeigen, daB keine Verbreiterung der Interferenzen durch die Oberflichen-
struktur vorliegt,

. . - Q
Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 8
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IV. Inneratomare Interferenzen.

Die auf S. 95 behandelte Verwendung von Intensitdtsmessungen der
Kristallgitterinterferenzen zur Ermittlung der Dichteverteilung der
streuenden Materie im Gitter schlieBt bereits die Ermittlung der zu den
einzelnen Atomen gehérigen Dichteverteilung in sich, denn die Dichte-
maxima der Abb. 23 geben uns ja gerade die Lage der verschiedenen
Atome an. Damit haben wir schon im Prinzip das wichtigste Hilfsmittel
zur experimentellen Erforschung der Atomstruktur kennen gelernt.
Es gibt noch eine zweite, prinzipiell einfachere Methode, die neuer-
dings auch verschiedentlich Verwendung gefunden hat: die Intensitéts-
messung der Streustrahlung von atomaren Dampfen oder Gasen; die
zuverldssigeren Werte, vor allen Dingen beziiglich des Absolutwertes der
Streuintensitit, liefern aber die Messungen an Kristallen. Die Zuver-
lassigkeit, die jetzt erreicht ist, hat allerdings einen sehr betrdchtlichen
Aufwand an experimenteller und theoretischer Arbeit erfordert. Vor
10 Jahren wollte es wegen der Unklarheit, ob man es im Einzelfalle mit
,,1dealen‘ Kristallen oder aus sehr kleinen Kristallindividuen aufge-
bauten Mosaikkristallen (20) zu tun habe, und wegen der damit zusam-
menhingenden Schwierigkeiten, die gewéhnlich als , Extinktion” be-
zeichnete Schwichung des Strahles durch Reflexion quantitativ zu er-
fassen, nicht gelingen, die Deutung der Intensitidtsmessungen auf eine
solide Grundlage zu bringen. (Nach DARWIN unterscheidet man eine
,primire’ Extinktion, die die Schwichung durch Reflexion im Ideal-
kristall darstellt, und eine ,,sekundire Extinktion im Mosaikkristall.)
Das Verdienst, die experimentellen Schwierigkeiten iiberwunden zu
haben, gebithrt in erster Linie der BracGschen Schule und einigen
amerikanischen Forschern (A. H.CompTON, HAVIGHURST, BEARDEN);
auf der andern Seite hat es in theoretischer Hinsicht erst die Wellen-
mechanik ermoéglicht, die Ergebnisse der Intensititsmessungen voll aus-
zuschépfen. Die oben genannten Schwierigkeiten, die mit der Extinktion
und dadurch auch mit der Frage Idealkristall-Mosaikkristall zusammen-
hingen, hat man dadurch zu umgehen gelernt, daB man die Intensitats-
messungen an sehr fein pulverisiertem Material durchfiihrt. Eine andere
Schwierigkeit, die wir bei den Uberlegungen in Abschn. IT ganz aufer
acht gelassen haben, taucht dann auf, wenn wir aus den Intensitits-
messungen auf die Dichteverteilung in einem ruhenden Atom schliefen
wollen. Die Temperaturbewegung der Atome hat ndmlich einen be-
trichtlichen Einflufl auf die Intensitit der Interferenzen; dieser Einfluf3
14 Bt sich aber sowohl experimentell, wie auch rechnerisch genau erfassen.
Die ziemlich komplizierten Rechnungen, auf die wir hier nicht eingehen
kénnen, sind zuerst von DEeBYE durchgefithrt (26) und zuletzt von
WALLER u. a. (94, 37) in eine Form gebracht worden, die mit den Ergeb-
nissen von sehr sorgfiltigen Intensititsmessungen bei hohen und tiefen
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Temperaturen gut in Einklang ist. Die Korrekturen, die man demzu-
folge an den Intensititsmessungen anzubringen hat, hdngen nun be-
merkenswerter Weise besonders bei groBen Streuwinkeln, wo sich die
Temperaturbewegung am starksten bemerkbar macht, betrichtlich da-
von ab, ob bei der Rechnung eine Nullpunktsenergie angenommen wird
oder nicht; auf diesen Punkt kommen wir unten noch zuriick (S. 117).
Die meisten Intensititsmessungen sind am Steinsalz gemacht worden.
Infolge der Struktureigenschaften — zwei symmetrisch ineinanderge-
stellte flichenzentrierte Gitter — streuen die Na  und CI™-Ionen in
gleicher oder entgegengesetzter Phase, je nachdem die Indizes der
reflektierenden Netzebenen gerade oder ungerade sind ; man kann infolge-
dessen aus den Interferenzintensititen die Summe und die Differenz der
Streuvermdgen der beiden Ionen als Funktion von -Slr;—f? ermitteln. Das
Streuvermogen des einzelnen Atoms bezeichnet man gewohnlich als den
,,Atomformfaktor“ (F), oder auch kurz als ,,Atomfaktor”, weil er in
dem allgemeinen Ausdruck fiir die Interferenzintensitit denjenigen
Faktor darstellt, der durch die Atomform, d.h. durch die Dichtever-
teilung der streuenden Materie im einzelnen Atom, bestimmt wird.
Seitdem die Wellenmechanik es ermdglicht, auf rein rechnerischem
Wege zu ziemlich zuverldssigen Schliissen iiber die Dichteverteilung im
Atom zu kommen, liuft nun die Diskussion einer Atomformfaktor-Be-
stimmung meist einfach auf einen Vergleich der gemessenen F-Werte
mit den aus der wellenmechanischen Ladungsverteilung berechneten
Werten hinaus. Die Berechnung von F aus der wellenmechanischen
Dichteverteilung wird dadurch vereinfacht, da3 nur die Dichteverteilung
im Innern des Atoms einigermaBen genau bekannt sein muf, wihrend
die duBeren Teile praktisch keinen EinfluB auf die Streuintensitdt haben.
Da man nimlich fiir das Innere des Atoms mit geniigend groBer An-
naherung die Dichteverteilung als kugelsymmetrisch annehmen kann,
erhilt man durch Anwendung der Formel (1a) auf das einzelne Atom

F=F,. /'9(7‘) LR sfsoid,l_,

wobei F,, die Streuamplitude eines die Ladungseinheit® tragenden Volum-
elements und g,y die Ladungsdichte im Abstand » bedeuten. (Fiir beide
GréBen ist es zweckmiBig, als Einheit die Elektronenladung zu wahlen.)
Fithren wir Polarkoordinaten mit ($—$.) als Achse (vgl. Abb. 44 auf
S. 121), a als Breite und g als Azimut, so haben wir
27 A oo
F = Fofd(p/nda /‘drg(,,, certRreosesnd eging,

« Wir sprechen im folgenden einfach von der Ladung als der streuenden
Materie und meinen damit die Atombhiille, weil wir wissen, daf3 der klassischen
elektromagnetischen Theorie entsprechend die Zerstreunung der Réntgen-
strahlen durch die Elektronen der Atombhiille erfolgt, wiahrend der schwere
Atomkern praktisch nichts dazu beitragt.

S*
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0

B rsin{2ksin & -7} R

F=F,4mn-| Thsingon o dr., (o)
Die Dichtefunktion g, ergibt sich fiir das unangeregte Wasserstoff-

atom aus der SCHRODINGERschen Wellengleichung zu

72?'

0 = 5°¢ 7,

wobel 7, gleich dem Radius des Bonrschen Wasserstoffatoms

4 a*me?
im Grundzustand ist. Setzt man g, in den Ausdruck (1o) ein, so 1aBt
sich die Integration ausfithren und man erhilt das bemerkenswert ein-
fache Resultat:

F,
I+ krgsin4i®

= (r1)
Fir schwerere Atome erhilt man eine erste wellenmechanische Naherung,
wenn man sie als ,,wasserstoffihnlich® annimmt; eine solche Annahme
lauft offensichtlich — wenn man nur die Winkelabhingigkeit von F be-
trachtet — darauf hinaus, daBl man in der letzten Formel statt 7, einen
dem schwereren Atom entsprechenden kleineren Radius 7/ einsetzt. In
der Wahl von 7! steckt aber eine gewisse Willkiir. Man hat deshalb die
zur Berechnung von F notwendige Ladungsverteilung in schwereren
Atomen nach anderen Methoden ermittelt, die einerseits von HARTREE
(44), anderseits von THoMAS (84) und Fermr (38) angegeben wurden.
Auf Einzelheiten dieser Methoden kann hier nicht eingegangen werden:
wir beschrinken uns darauf zu erwihnen, dall in der letzteren die ge-
suchte Ladungsdichte aus der durch Anwendung der FErRMIschen Statistik
auf das Atom sich ergebenden Differentialgleichung

a

4T — 8 T\3/,
AV = 47(6.—3h3 (2mel”)%
gewonnen wird. Die Integration dieser Gleichung liefert mit der Poten-
tialverteilung auch die Ladungsverteilung, und zwar in einer solchen
Form, dal man aus der einmal gewonnenen Losung die Ladungsver-
teilung fiir jedes beliebige Atom durch eine sehr einfache Umrechnung
erhalten kann. Die Ladungsdichte ergibt sich namlich zu:
Z N\
Qi = ;T”'j( /‘V) ’ (12>

. 047 7 .t
wobel 7, = Z"'3A’ x= _und gp=TV.__

Die Berechnung nach HARTREE muB fiir jedes Atom getrennt durch-
gefiithrt werden; sie iberlagert die einzeln berechneten Elektronendichten
in den verschiedenen ,,Schalen* des Atoms. Was den Vergleich mit
der Erfahrung betrifft, so scheint im allgemeinen das THOMAS-I'ErMIsche
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Atommodell eine vollkommen ausreichende Anniherung an die Wirk-
lichkeit darzustellen — abgesehen vielleicht von den Elementen mit
niedrigeren Ordnungszahlen, wo die HARTREEsche Berechnung bessere
Ubereinstimmung mit der Erfahrung zu geben scheint.

Aus Abb. 41 ist das Ergebnis einer besonders interessanten Unter-
suchung (19, 50) am Steinsalz ersichtlich: die gemessenen F-Werte stimmen
mit den aus der HARTREEschen Ladungsverteilung berechneten vorziig-
lich {iberein, wenn die an den MeBergebnissen angebrachte Temperatur-
korrektion unter Annahme der Existenz einer Nullpunktenergie berech-
net wurde (o); die Ubereinstimmung ist dagegen viel weniger gut, wenn
die Temperaturkorrektion ohne Nullpunktsenergie ermittelt wurde (e).
Ahnliche Untersuchungen sind noch an einer ganzen Reihe von anderen
Kristallen durchgefiihrt worden.

AR

| | | L
7 72 77 76 78 7 7 s

Abb. 41. Atomformfaktor von €/ und .V aus Intensitatsmessungen von BRAGG, Jamis und BOSANQUET (15).
o o: Messungsergebnisse nach Temperaturkorrektion mit Annahme von Nullpunktsenergie;
oe: ohne  ,, s 5

b2 bal 22 7 3 i
—: Atomformfaktor, aus der HarTrREEschen Ladungsverteilung berechnet.

Auch die Streuintensititsmessungen an einatomigen Dampfen und
Gasen haben, sicherlich fiir gréBere Ordnungszahlen, eine gute Uberein-
stimmung mit den aus der wellenmechanischen Ladungsverteilung be-
rechneten F-Werten ergeben. Als Pionierarbeit auf diesem Gebiet kann
man wohl eine Untersuchung der Winkelabhéingigkeit der Streustrahlung
von Quecksilberdampf durch SCHERRER u. STAGER (8I) ansprechen,
deren Ergebnisse, von Woo (96) und kiirzlich von BEwiLocua (4) vgl.
Abb. 42) diskutiert, in sehr guter Ubereinstimmung mit den wellen-
mechanisch berechneten Intensititen sind. Weitere Streuversuche an
einatomigen Gasen sind von HERzoG (4 ; 47), BARRETT (He, 4; 2) und
Worran (He, Ne, A; 98) durchgefithrt; meist wurde dabei allerdings
nicht der Absolutwert der Streuintensitiit, sondern nur ihre Winkelab-
hingigkeit ermittelt und mit der wellenmechanisch berechneten ver-
glichen.
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Insgesamt liegen jetzt Atomformfaktorbestimmungen schon fiir eine
so groBe Zahl von Elementen vor (vgl. [31]), daB eine Ausdehnung der
Versuche auf weitere Elemente bei dem jetzigen Stande der MeBtechnik
kaum noch neue Gesichtspunkte zutage férdern wird. Man kann das bis-
herige Ergebnis der Streuintensitdtsmessungen dahin zusammenfassen,
daB sie die wellenmechanisch berechnete Ladungsverteilung im Atom
(fir kleinere Z nach HARTREE, fiir gréBere Z sowohl nach HARTREE wie
nach THoMas-FErMI) einwandfrei bestdtigt haben und dariiber hinaus
auch gestatten, die Temperaturbewegung der Atome im Kristallgitter
quantitativ zu erfassen, da3 aber ihre Genauigkeit noch nicht zuSchliissen
auf die Feinheiten der Ladungsverteilung (z. B. auf die verschiedenen
Niveaus) ausreicht, und daB3 sie auch tber die Fragen der duferen Elek-
tronenhiille (Valenzelektronen) keine sicheren Schliisse gestatten.

170 Es sei noch erwihnt,
7 *\\ Hy (Dampf) daB in de1" letzten Zeit
\ x~——x_experimentell von verschiedenen Auto-

T \§ (ﬁei%fff’jf) ren (ARMSTRONG I, Wy-
CKOFF 99, GLOCKER und

S SCHAFER 43) eine ziem-

451 TR liche betrachtliche Ab-

hingigkeit des Atomform-
faktors von der Wellen-
linge in der Nahe der
Absorptionsgrenze festge-

_— stellt wurde ; dieser Befund
0 W@ @ w7 weist daraufhin, daB der
Abb. 42: Streufunktion des Zg-Atoms. einfache klassische Ansatz

X X: Messungen von SCHERRER und STAGER (81); . ..
——: aus der THomas-Fermischen Ladungsverteilung berechnet  VOI1 J J TromsoN fiir

(BrwILOGUA). die Streuamplitude eines
locker gebundenen Elektrons, der ja der Auswertung der Streuintensitats-
messungen stets zugrunde gelegt wurde, in der Nihe einer Absorptions-
grenze nicht mehr berechtigt ist. Durch passende Wahl der Wellenldnge
hat man es aber in der Hand, diese Schwierigkeit zu umgehen.

Wie bei den Kristallinterferenzen lassen sich auch bei den intraato-
maren Interferenzen die bei den Rontgenstrahlen bewihrten Uber-
legungen wieder auf die Elektronenstrahlen ibertragen. Ein wesent-
licher Unterschied gegeniiber den Rontgenstrahlen besteht hier nur in-
sofern, als die atomare Zerstreuung in erster Linie durch den Atomkern
verursacht (vgl. S. 91) und durch die Elektronenhiille nur bei kleinen
Winkeln modifiziert wird. Eine erste Ndherung fiir den Atomformfaktor
fiir Elektronen liefert demnach die RUTHERFORDsche Streuformel

Fp= e* zZ

T o2mv: . 9
sin? —
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Der Einflull der Elektronenhiille ist fiir das Wasserstoffatom zuerst von
WENTZEL (99), konsequenter von SOMMERFELD (&82) berechnet worden;
es ergibt sich ein dem analogen Ausdruck fiir Réntgenstrahlen ganz dhn-
lich gebauter Atomformfaktor, der sich natiirlich ebenfalls auf ,,wasser-
stoffihnliche* Atome ibertragen 1483t:

(krﬁin%)
FE“FE,O“‘\:.,’N (13)
1+ <k1’o sin Ev)

wobel
e? 1

Frop=————
21 2muvE . &
sin

fiir den Wasserstoffkern allein gilt.

SchlieBlich haben H. BETHE (7) und N. F. Morr (69) gezeigt, daB
man fiir ein beliebiges Atom den Formfaktor F fiir Elektronenwellen,
wenn der Formfaktor F fiir Rontgenstrahlen bekannt ist, folgendermaBen
schreiben kann:

e? Z—-F
Ip= EMUZ._.—Q . (14)
sin®

Der den obigen Ausdriicken entsprechende theoretische Atomform-
faktor F, fiir Elektronenwellen zeigt einen betrachtlich steileren Abfall
wie der entsprechende Faktor F fiir Réntgenstrahlen. Dies ist aus der
Abb. 43 ersichtlich, die einer Arbeit von BEwiLocua (4) entnommen
ist. (Die beiden in der Abbildung eingetragenen ,,universellen Atom-
formfaktoren @ und ¥ sind bei festgehaltenem Z unsern GréBen F und

F ; proportional; es ist namlich

F
=

I
V=g e

0,47

P A. Die als Abszisse aufgetragene GroBe ist

. 2
wobei £ = ; und 7, =
.0
sin {
proportional —, = ; es ist

.3
U = zkrzsm? .

Experimentell liegen bisher nur wenige relative Intensititsmesssungen
an Elektronenstrahlen vor, aus denen man Schliisse auf den Atomform-
faktor zu ziehen versucht hat. An diinnen Metallfolien haben G. P.
TraomsoN (91) und H. MARK u. R. WIERL (65) die Intensitit verschie-
dener Interferenzen von Au bzw. A/, Ag und Au photographisch-photo-
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metrisch gemessen. Die Auswertung ergab Ubereinstimmung mit For-
mel (14). Es ist aber nach den sonstigen Erfahrungen zweifelhaft, ob
die der Auswertung zugrunde gelegte wellenkinematische Theorie bei
den verwendeten Kristalldicken (GréBenordnung 107 cm) noch ange-
wendet werden darf — zumal bei den
Versuchen stark zerstreuende Atome
(Ag, Au) verwendet und auBerdem
besonders scharfe Interferenzen er-

3l halten wurden, die auf relativ groBe
& fir Ringenstratien Kristallkérner schlieBen lassen.
v U fir Elektronen Diesem Einwand nicht ausgesetzt

sind Streuintensitdtsmessungen an
einatomigen Dimpfen und Gasen,
wenn die Dichte des Gases geniigend
klein bleibt. Bisher liegt aber nur
eine Untersuchung von DyMOND (30)
mit langsamen Elektronen an He
vor, die zu einem Vergleich mit der
Theorie geeignet ist und gute Uber-
einstimmung zeigt (70). Altere Un-
tersuchungen von DyMOND und an-
deren Autoren haben sich als un-
haltbar erwiesen ; dies ist ein weiteres
Zeichen fiir die Schwierigkeit, bei
Messungen mit langsamen Elektro-

0 VAR TR AT, 7'0 nen gewisse, schwer kontrollierbare
4 4 4 s’ ‘& !

—x Fehlerquellen (Aufladungserschei-

Abb. 43. Vergleich der Winkelabhiingigkeit des o] -
Atomformfaktors fiir Rontgenstrahlen mit der nungen’ Storungen durch Raum

entsprechenden fiir Elektronenstrahlen (4).  Jadungen u. a.) auszuschlieBen.

V. Innermolekulare Interferenzen.

Gegeniiber der strengen geometrischen Ordnung der Atome bzw.
Molekiile in den Kristallen haben wir bekanntlich in Fliissigkeiten und
Gasen eine mehr oder weniger durch ,,den Zufall bestimmte‘* Verteilung
vor uns, die nur durch eine statistische Behandlung der Orts- und Ge-
schwindigkeitskoordinaten der Molekiile niher charakterisiert werden
kann. Bei der Anwendung der Formel (1) auf eine solche statistische
Verteilung von Streuzentren erhilt man aber, wie von P. DEBYE (22) und
unabhingig von KEESOM u. DE SMEDT (51) gezeigt worden ist, bei ge-
niigend groBer Dichte des streuenden Materials doch stark ausgeprigte
Interferenzen, weil sich die Molekiile wegen ihrer raumlichen Ausdeh-
nung nicht iiber eine gewisse Grenze hinaus gegenseitig nihern kénnen.
Diese ,,intermolekularen‘ Interferenzen pragen in der Tat bei der Durch-
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strahlung von Fliissigkeiten der ganzen Interferenzerscheinung in erster
Linie ihren Charakter auf. Man hat verschiedentlich versucht, sie vor-
auszuberechnen und zu eliminieren, um aus der dann noch verbleibenden
Streukurve auf die ,,innermolekularen‘ Abstinde im einzelnen Molekiil
zu schlieBen; hierbei st63t man aber auf Schwierigkeiten, weil die inter-
molekularen Interferenzen ja auch ihrerseits von der Gestalt und GroBe
der Molekiile abhdngen. Im einfachsten Falle einer ,,atomaren® Fliissig-
keit, beim Quecksilber, hat die Auswertung der Interferenzen (74, 27)
ergeben, dall die Haufigkeit eines bestimmten Atomabstandes in der
Fliissigkeit auch bei gréBeren Werten, als dem Atomdurchmesser ent-
spricht, keine monotone Funktion dieses Abstandes ist, sondern daf3 ge-
wisse Abstinde (am haufigsten 3,0 A, weniger haufig 5,6 und 8,1 A) von
den Atomen besonders bevorzugt werden. Ob man aus dieser Fest-
stellung den Schluf ziehen muB}, dall in der Fliissigkeit schon eine Art
von quasi-kristalliner Struktur vorliegt, wird der weitere Ausbau dieser
Versuche lehren.

Will man die innermolekularen Interferenzen studieren, die durch
Uberlagerung der von verschiedenen Atomen des gleichen Molekiils her-
kommenden Streuwellen entstehen,
so ist es nach dem Vorschlag von
DeBYE am besten, die intermoleku-
laren Interferenzen ganz ausschalten.
Dies geschieht dadurch, daB man den
zu untersuchenden Stoff im Gas- oder
DamPfZUStand als StreUkérPer be- Abb. 44. ZurBerechnung des Interferenzeffekts
nutzt, wo der mittlere Abstand der zweier beliebig gelagerter Streuzentren in

. . festem Abstand.
Molekiile voneinander sehr groB3 ge-
geniiber dem innermolekularen Abstand ist. DaB z. B. ein zweiatomiges
Gas auch dann noch beobachtbare Interferenzen liefern muf}, wenn seine
Molekiile vollig regellos orientiert sind, ist unabhingig voneinander von
DEeBYE (23) und EHRENFEST (32) gezeigt worden.

Fir das einfachste Modell eines zweiatomigen Molekiils — zwei
punktférmige Streuzentren in festem gegenseitigen Abstand und mit
gleichem Ansprechungsvermégen @ — kann man den Streueffekt durch
eine ganz elementare Rechnung ermitteln. Wéahlen wir ndmlich (siehe
Abb. 44) die Mitte zwischen den beiden Streuzentren als Koord. Anfangs-
punkt, und bezeichnen wir mit ¢ den Streuwinkel und mit ¢ den Winkel
zwischen der Verbindungslinie der beiden Streuzentren!® und der Rich-
tung des Vektors $—¢,, d. h. der Winkelhalbierenden von 180-4, so er-
halten wir als Uberlagerung der beiden Streuwellen:

1 Die beiden Streuzentren liegen im allgemeinen nicht in der durch $,
und $ bestimmten Beobachtungsebene (Zeichenebene von Abb. 44!); man
muf sich also die Abbildung als Projektion auf die Zeichenebene vorstellen.
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pikR
R

= const - @y, cos {k(r,5 — S,)}

. (D(g) . <6Z/e(t1,5—90) + ez‘/z(rn,s~so))

= const - D) cos {2 kE-t]-cosa- sin%} T
Die Intensitit der Streustrahlung des betrachteten Molekiils ergibt
sich demnach zu
.
2]’

.
S —

= abhingig, sondern

const - O* cos” {2 k7| cos o sin

. . . . t o
sie ist, wie zu erwarten war, nicht nur von |1, und 7

auch von dem Winkel a, der die rdumliche Orientierung des Molekiils
charakterisiert. Nun 148t sich natirlich nicht die Streustrahlung eines
isolierten Molekiils, sondern stets nur die von einer groBen Zahl von
gleichartigen Molekiilen beobachten. Wenn der mittlere Abstand der
Molekiile so groB3 ist, daB keine merklichen zwischenmolekularen Inter-
ferenzen auftreten, kann man den gesamten Streueffekt einfach da-
durch ermitteln, daB man die berechneten Streusntensiidten fiir alle
Molekiile addiert. Wir erhalten demnach

I
N .9

const - @fyy - Z cos® {2 k|7,|cos a, sin 2} .
I

Den Abstand 2|t,|=a nehmen wir fiir alle Molekiile als gleich an;
beziiglich des Winkels a,, setzen wir voraus, da3 die Molekdile vollkommen
regellos orientiert sind, und daB infolgedessen die Wahrscheinlichkeit
fir das Auftreten eines bestimmten Winkels zwischen a und a+da
gegeben ist durch das Verhiltnis des Flichenringes, der durch o und
a-+da auf der Kugel ausgeschnitten wird, zu der gesamten Oberfliche
der Kugel, also durch

2nsinede  sinada .

4 2

Bei geniigend groBer Zahl N der Molekiile kénnen wir demnach die
obige Summation in ein Integral
const @O, - /-cos2 <% cos oz) Sy

o

. . . .0 x
verwandeln, in dem wir zur Abkiirzung noch zkﬂyu\-sm 2 T

gesetzt haben. Das Integral liBt sich elementar auswerten und liefert
fiir die Streuintensitit in Richtung ls:

sinx)
x ) ?

I5 = const- @) - (I + (15)

. y .9
T 5—5, =)(5—8,)° =}2—2C05(5,5,) =lzu—cos#)=2sm?-
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- 1()'
X = zk-a-sm—z---

Dieses einfache Ergebnis 148t sich sofort auf den Fall eines n#-atomigen
Molekiils verallgemeinern:

l=nm=mn

Iy = const ), > @, ® sin xl’" (16)

=1 m=1 X e

wobei

.7
X = Zkalm : Sln\Z

und a;, den Abstand des m-ten vom /-ten Atom darstellt.

Wenn wir diese Formeln anwenden, nehmen wir wie auf S. g1
zunichst an, daB die gesamte streuende Materie im Atommittelpunkt
konzentriert ist. Wir kénnen dann, ebenso wie dort das Streuvermégen @

T + cos® & Ze I
] 2z Comer X
sin®
d. h. in beiden Fillen proportional der Ordnungszahl Z der Atome
setzen.

In Wirklichkeit ist aber der fiir die Zerstreuung in Betracht kom-
mende Durchmesser der Atome zwar kleiner als der gaskinetisch be-
rechnete, aber immerhin von der gleichen Groflenordnung wie der gegen-
seitige Abstand der Atome im Molekiil. Infolgedessen weicht, worauf
vor allem DEBYE (24) hingewiesen hat, die beobachtete Richtungsver-
teilung der Streustrahlenintensitdt ganz erheblich von der nach der
obigen Néaherung berechneten ab. Man kdénnte nun prinzipiell ebenso
wie wir es auf S. g2 getan haben, aus der beobachteten Streuintensitats-
verteilung mittels Fourieranalyse und unter Zuhilfenahme von plau-
sibeln Annahmen iber die Symmetrie der Atome auf die Dichtever-
teilung der streuenden Materie im Molekiil schlieBen, wobei die frithere
Fourier-Reihe durch ein FouriEr-Integral zu ersetzen wire. Statt
diesen direkten Weg zu gehen, hat man sich aber bisher stets damit be-
gniigt, fir gewisse Annahmen iiber die Dichteverteilung die erwartete
Intensitdtsverteilung der Streustrahlung zu berechnen und zu zeigen,
daB sie mit der beobachteten in Ubereinstimmung steht. Man nimmt
bei dieser Berechnung stets fiir die einzelnen Atome eine kugelsymmetri-
sche Dichteverteilung an, vernachlissigt also die die Elektronenhiillen
deformierende Wirkung der Atome aufeinander?.

in erster Niherung einfach glelch

* DaBl man trotzdem Ubereinstimmung der beobachteten mit der be-
rechneten Intensitatsverteilung erhilt, liegt wieder daran, dal der Haupt-
anteil der zerstreuenden Materie, wie wir z. B. aus Abb. 23 sehen kénnen, sich
in groBer Nihe der Atommittelpunkte befindet, wo sich die Deformation
nicht mehr bemerkbar macht.
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Wenn man mit den nach THOMAS-FERMI uniformierten Atomen
rechnet, kann man, wie P. DEBYE (24) gezeigt hat, eine fiir alle Molekiil-
interferenzen giiltige, universelle Streuformel aufschreiben:

I=n m=n Xsi
sin
A

I;) = const Z Z Z[ . Zm . CD(Z) (I)(m) 5

/=1 m=1 (2, m)

(17)

wobei Z die Ordnungszahl und @ eine in universeller Weise von

X =2kasin % abhingige Funktion bedeutet (I. c. S. 422).

Réntgeninterferenzen. Experimentelle Untersuchungen der Streu-
intensitit von Molekiilen sind mit Roéntgenstrahlen hauptsichlich von
DeBYE und seinen Mitarbeitern durch-
gefithrt worden. Die ersten ,,Molekiilinter-
ferenzen wurden am Tetrachlorkohlen-
stoff, CCl,, von DEBYE, BEWILOGUA u.
EHRHARDT (28) festgestellt. Die inzwischen
verbesserte Versuchsanordnung (6) be-
stand darin, daB3 eine ausgeblendete an-
nihernd homogene Réntgenstrahlung
(durch N¢ bzw. Zr ausgefilterte Cu bzw.
Mo-Kq-Strahlung) in eine mit dem zu
untersuchenden Dampf gefiillte Zelle ein-
trat; die von einem Volumteil von etwa 12 mm3 zerstreute Strahlung
konnte durch einen mit 1o u dicker Al-Folie oder 5 p dicker Ni-Folie
bedeckten Spalt nach

Abb. 45. Photometerkurve einer Streu-
aufnahme von CC/y (BEWILOGUA 6).

Cﬁairpen?n mf, thearet aullen .treten unq qude
(100%) auf einem zylindrisch
aor um die Zelle herum-

J J gebogenen Film photo-

T T graphiert.

0l i Der Film wurde mit
einem Registrierphoto-
meter ausgemessen; die

8 Schwarzung wurde in
LTS L - %I 1 bekannter Weise mittels
0 o4 g8 12 16 0 7 2 3 4 5§ 6 7 Schwirzungsmarken,die

Abb. 46. a Aus Abb. 46 nach Umrechnung auf Intensititen und : 3 :
nach Anbringung der Korrekturen wegen Absorption im Fenster mit einem rotierenden
und wegen der Polarisation der Streustrahlung erhalten als beob- Sektor erzeugt Wurden,
achtete Intensitatsverteilung. b Berechnete Intensititsverteilung : Int itit
(BEwiocta 6). in Intensititen umge-
rechnet. Zur quantita-
tiven Auswertung muBten kleine Korrekturen wegen des Platten-
schleiers angebracht werden; eine andere Korrektion, die bei kleinen
Winkeln wegen des schriagen Durchtritts ziemlich erhebliche Werte
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erreicht, mulite wegen der Absorption der Streustrahlung in der Spalt-
bedeckung angebracht werden. Eine Photometerkurve ist in Abb. 45
wiedergegeben. (Das sehr schmale Maximum rechts unten ist offen-
bar durch einen Plattenfehler verursacht.) Nach Umrechnung auf
Intensititen und Anbringung der erwihnten Korrekturen wurde am
CCl, die Abb. 46a erhalten, wihrend die danebenstehende Abbildung
die nach der Formel (17) auf S. 124 mittels der THoMas-FErRMIschen
Ladungsverteilung im Atom berechnete Intensitatsverteilung darstellt.
Die Kurven unterscheiden sich nur darin, daBl die gemessenen Maxima
etwas weniger scharf sind als die berechneten und daf ihre relative
Intensitdt nach auBen schneller abnimmt als in der berechneten Kurve.
(Da es sich nur um Relativmessungen handelt, sind die ersten Maxima
in beiden Kurven gleich hoch gemacht.) Dieser Unterschied ist wahr-
scheinlich in der Hauptsache auf die Temperaturbewegung der Atome,
zu einem Teil auch auf die inkohdrente Streuung im Molekiil zuriick-
zufithren, auf die wir unten noch zuriickkommen.

Sowohl die Lage der Maxima wie diejenige der Minima kann zu einer
Berechnung des Abstandes der C/-Atome im CCI,-Molekiil herangezogen
werden, so dal} eine ziemlich genaue Bestimmung dieses Abstandes mog-
lich ist. Die Ausdehnung der Versuche auf CHCI,, CH,Cl, zeigte, daBl
der Cl-Cl-Abstand mit abnehmender Zahl der Cl-Atome merklich gréBer
wird; dies ist wahrscheinlich auf eine zunehmende Spreizung der Tetra-
ederwinkel zuriickzufiihren. Das Ergebnis der Abstandsmessungen ist
in der folgenden Tabelle zusammengestellt:

. ca, | CcHa, CH,CL,
Cl—Cl-Abstand in A: ' 2.09+003 | 301 +003 | 3.23+0,1

Substanz:

Besonders interessante Resultate ergab die Untersuchung einiger iso-
merer Molekiile (25). Nach der chemischen Erfahrung gibt es z. B. zwei
verschiedene Dichlordthylene (C,H,Cl,), die man nach ihrer Struktur als

H_ cCl

C
Cisverbindung: I
C

H Nl

H C

/
NS

C
betr. Transverbindung: I
C

cl’ NH

bezeichnet. Die Ausmessung ergab in der Tat einen entsprechenden
Unterschied der CI-Cl-Abstinde, namlich 3,6 A fiir die Cis-Verbindung
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und 4,1 A fiir die Transverbindung. In analoger Weise ergab sich ein
Unterschied bei den Dichlordthanen; der CI-Cl-Abstand wurde

Cl\ /H
fir die 1,1-Verbindung CZ7O=C H zu3 44 und

N

H ~H

Cl\ /C’l
fiir die 1,2-Verbindung H - C=C%H zu 4,4 A gefunden.
H “H

An leichteren Gasen werden die Verhiltnisse dadurch kompliziert,
daf sich der Interferenzstreuung mit betrichtlicher, bei gréBeren Win-

J [y
1
\
\
\
) 7 7
0, punkitheor.
3 3+
2k - 6732 kokdrent
bl 1ol C0, experim.
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Lpp=124 Ly=024
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Abb. 47. Abb. 48.
Abb. 47. Intensititsverteilung der Streustrahlung von O, (GAJEWSKT 41).
Abb. 48. Intensititsverteilung der Streustrahlung von €O, (GAJEWSKI 41).

keln zunehmender Intensitit die inkohirente ,,ComMpTON-Streuung
iiberlagert. In Versuchen von GAJEWSKI, die ebenfalls im DEBYEschen
Institut durchgefiihrt wurden (41), macht sich dies dadurch bemerkbar,
daB die experimentellen Werte (o in Abb. 47, 48) bei gréBeren Streu-
winkeln betrichtlich iiber der theoretischen Kurve (----) liegen, wenn
die beiden Kurven bei kleinen Streuwinkeln zur Deckung gebracht wer-
den. Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment wird aber
wesentlich verbessert, wenn die inkohirente Streuung nach einer von
HEISENBERG (46) entwickelten und von BEwiLoGuA (6) auf den vor-
liegenden Fall angewendeten Theorie mit in Rechnung gezogen wird
(Abb. 47, 48; ausgezogene Kurve).
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Bei der Streuung an leichten Gasen werden wegen des steileren
Abfalls der Streuintensitit des einzelnen Atoms die der ,,Punkt-
theorie’ entsprechenden Interferenzmaxima (trotzdem die inkohérente
Streuung im entgegengesetzten Sinne wirkt) so stark heruntergedriickt,
daB sie keinen Wiederanstieg der Streuintensitit mehr verursachen,
sondern nur noch eine Verlangsamung des Intensitdtsabfalls. Die Mes-
sungsresultate an O, und CO, sind aus den Abbildungen ersichtlich. Zur
Berechnung der theoretischen Kurven wurden bei diesen Messungen die

Atomabstinde 0-0 zu 1,2.8A und C—O bzw. 2 (0—0) zu 1,1 A ange-

nommen; der erste Wert ist aus spektroskopischen Beobachtungen er-
mittelt, der letztere ist durch Probieren gefunden. In jeder Abbildung
bedeutet die gestrichelte Kurve den berechneten Winkelverlauf der ko-
hirenten Streustrahlung allein, die ausgezogene Kurve denjenigen von
koharenter und inkohirenter Streustrahlung zusammen. Man sieht, dal3
der EinfluB der inkohirenten Strahlung bei diesen leichten Atomen
ziemlich betrichtlich ist. Wegen des Fehlens von ausgesprochenen Maxi-
mis und Minimis in der Streukurve eignen sich diese Messungen weniger
gut zu genauen Abstandsmessungen der Atomschwerpunkte; GAJEWSKI
gibt bei vorsichtiger Abschitzung der Fehlergrenzen als wahrschein-
lichsten Wert fir den O—O-Abstand (im gestreckten CO,-Molekiil)
2,200,715 A an. In analoger Weise wird der S—S-Abstand im CS,-
Molekiil zu 3,05 4 0,10.A bestimmt. Untersuchungen an NH; und H,0-
Dampf liefern schlieBlich eine fast ganz monoton abfallende Streukurve,
die aber fiir diese Molekiile auch theoretisch zu erwarten ist.

Elektroneninterferenzen. Nicht lange, nachdem die ersten Molekiil-
interferenzen mit Rontgenstrahlen beobachtet waren, ist es H. MARK
und R. WIERL (65) gelungen, auch mit schnellen Elektronenstrahlen
Molekiilinterferenzbilder zu erhalten. Die Verwendung der Elektronen-
strahlen zu Streuaufnahmen an Dampfen bietet ebenso wie bei den
Kristallinterferenzen den Vorteil der um mehrere Zehnerpotenzen ge-
ringeren Belichtungszeit. Dadurch ist es méglich gewesen, mit dieser
Methode in kiirzerer Zeit eine groBere Zahl von Substanzen zu unter-
suchen, als mit Rontgeninterferenzen bisher untersucht worden sind.
Leider bringen aber die bequemer zu handhabenden Elektronenstrahlen
auch einige Nachteile mit sich. Die Elektronenanalyse verwendet einen
Dampfstrahl der betreffenden Substanz, der aus einem gesittigtem
Raum von ziemlich hohem Druck durch eine enge Diise in das Hoch-
vakuum tritt und unmittelbar nach dem Austritt aus der Dise vom
Elektronenstrahl getroffen wird. Die giinstigste Dichte im Dampfstrahl
wird durch Probieren ermittelt; iiber ihre GroBe kann man aber nur
Vermutungen anstellen. Eine andere Schwierigkeit liegt darin, daB es
bisher nicht méglich ist, wie bei der Rontgenanalyse den EinfluB der
unelastischen Streuung zu eliminieren. Erschwerend fiir eine quantita-
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tive Auswertung wirkt schlieBlich die Tatsache, dall die Streufunktion
des einzelnen Atoms fiir Elektronenwellen einen wesentlich steileren
Abfall mit zunehmendem Streuwinkel aufweist wie fiir Rontgen-
strahlen (s. Abb. 43). Die Folge davon ist, daf3 selbst in solchen Fillen,
in denen bei den Réntgenstrahlen ausgepriagte Interferenzmaxima und
-minima auftreten wie z. B. beim CCI, (Abb. 45), der Schwirzungsver-
lauf im Elektroneninterferenzbild (Abb. 49) nur eine geringe Anderung
des Schwirzungsgradienten an den Stellen der Maxima, ohne eine Aus-
bildung von Tilern, zeigt.
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Abb. 49. Llektroneninterfercnzbilder und zugehérige Photometerkurven von CC/ (links) und
CsHg (rechts). (WIERL 97.)

Trotz dieser Schwierigkeiten hat R. WIERL (97) eine ganze Anzahl
von stereochemisch interessanten Schliissen aus seinen Aufnahmen ge-
zogen. Die Ausmessung der Aufnahmen erfolgt subjektiv mit Hilfe
einer Mattglasscheibe; sie wird erleichtert durch die Tatsache, daf3 das
Auge gerade fiir die Beurteilung von Anderungen des Schwirzungs-
gradienten besonders empfindlich ist. Um physiologische Kontrastfehler
auszuschalten, wurde die subjektive Ausmessung von CC/,-Aufnahmen
mit der Ausmessung der entsprechenden Photometerkurven verglichen.
Dabei ergab sich, daf die Ringdurchmesser subjektiv um 1—2% zu
groB gemessen werden; es wird aber angenommen, daf diese Fehler
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durch den EinfluB der inkohdrenten Streuung und der Temperatur-
bewegung kompensiert wird. Allgemein wird der mittlere Fehler der
Atomabstandsangaben, von der Giite der Aufnahmen abhingend, auf
2—5% abgeschiitzt.

An tetraedrischen Molekiilen besprechen wirzunichst eine interessante
Versuchsreihe mit CCl,, SiCl,, GeCl,, TiCl, und SnCl,. Wie nach
stereochemischen Uberlegungen zu erwarten war, nimmt der gegenseitige
Abstand der Cl-Atome mit zunehmender GréBe des Zentralatoms zu,
was an einem Zusammenriicken der Interferenzerscheinung auf kleinere
Winkel erkennbar wird (Abb. 50 und 51); aullerdem macht sich dabei
der Streueffekt des Zentralatoms, der beim CCl, noch vernachlassigbar
klein ist, in immer wachsendem MaBe durch eine Anderung der Inten-
sitdtsverhiltnisse bemerkbar. Die Ausmessung einer gréferen Zahl von

Abb. so. Interferenzbild von CC/y (WrkrL 97). Abb. s1. Interferenzbild von GeCly (WiERL 97),

Aufnahmen ergab fiir den Abstand CI—C/ die in der folgenden Tabelle
zusammengestellten Zahlenwerte:
Substanz: ccy, | siCl, | Gecl TiCl, SnCl,
Cl-Cl-Abstand: 2,08 + 0,02

Tetrabromkohlenstoff wurde mit Hilfe eines Ofchens verdampft; der
Br—Br-Abstand ergab sich zu 3,354-0,04 A. Interessant ist die Be-
merkung, daB beim CBr, gelegentlich auffallend scharfe Ringe auftraten,
die auf polykristallin niedergeschlagenen CBr,-Dampf zuriickgefiihrt
werden. Diese Beobachtung diirfte wohl einer niheren Prifung wert
sein, da es ja auch nicht ausgeschlossen erscheint, dal} gelegentlich auBer
den Molekiilen auch gréBere Teilchen beim Verdampfungsprozel aus der
Flissigkeit herausgerissen werden und im Elektronenstrahl AnlaBl zu
schirferen Interferenzen geben.

An der Reihe CCl,—CHCl,—CH,Cl, wurden dieselben Resultate
erhalten, wie sie schon bei den Ergebnissen der Rdéntgenanalyse be-
sprochen wurden.

3,43 £ 0,03 3,01 & 6I)H3;81 + 0,05

3,20 + 0,03

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften, XI. 9
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Bortrichlorid ergab ein analoges Beugungsbild wie CCl, ; der Cl—Cl-
Abstand wird zu 3,03 A angegeben. Fiir PCl, wird auf eine Pyramide
mit den Abstinden Cl—Cl=3,184 0,03 und P—Cl=2,04 geschlossen.

Aufnahmen von Bromdampf ergaben fiir den Atomabstand im Br-
Molekil 2,28+ 0,04 A. Die Resultate an CS, und CO, stimmen quali-
tativ mit den bei der Rontgenanalyse erwihnten iiberein; als beugender
Abstand ergaben sich die Zahlen der folgenden Tabelle:

Substanz: | CS, ) Co, ‘ N, 0 ‘ SO0,
j 3,16 £ 0,05 | 2,26 £ 0,05 | 2,38 + 0,06 ‘ 1,37777?0?0?(
| (S~-0)

SchlieBlich wurde noch aus Aufnahmen an C¢Hs, CsH,,, C,H,,,
C¢H,, und C,H,,, von denen zwei in Abb. 53 und 52 wiedergegeben
sind, der C—C-Abstand in aromatischen Verbindungen zu 1,392 0,03
und in aliphatischen Verbindungen zu 1,514 0,03 ermittelt. Auferdem

Abb. 52. Interferenzbild von CgHy (WIERL 97). Abb. 53. Interferenzbild von Cs/F/yy (WIERL 97).

ergibt sich, daB3 das CsHs und das C,H,,-Molekiil praktisch eben sind,
das CeH,,-Molekiil dagegen gewinkelt ist.

Wegen verschiedener anderer Iragen wird auf die Originalarbeit und
auf eine zweite, wahrend des Druckes dieses Berichts erschienene Arbeit
(97) verwiesen.

Die verschiedenen Molekiilmodelle, die zur Diskussion der Inter-
ferenzen mit Erfolg verwendet sind, wurden zwar qualitativ schon von
der Stereochemie aus der chemischen Erfahrung gefolgert; die Bedeu-
tung der Interferenzversuche liegt aber gerade darin, daB sie uns in
einfacher und durchsichtiger Weise ein direktes Bild der rdumlichen
Anordnung der Atome in den Molekiilen liefern. Die physikalisch inter-
essantesten Probleme der Molekiilstruktur (Feinheiten der Ladungs-
verteilung, Bindungselektronen) harren freilich noch ihrer L.6sung; zur
entscheidenden Bearheitung dieser Probleme scheinen vorliufig die
Roéntgeninterferenzen geeigneter zu sein, weil bei ihnen die giinstigeren
Bedingungen fiir eine quantitative Auswertung vorliegen.
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Hyperfeinstruktur und Atomkern.
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Einleitung.

Erst in der letzten Zeit ist es gelungen, die seit langem bekannten
Hyperfeinstrukturen der Spektrallinien zu deuten und in ein System ein-
zuordnen. Dabei haben sich zwei Arten von Hyperfeinstrukturen ergeben.

Die eine, die sogenannte ,,magnetische Hyperfeinstruktur, auf die
PauLi (65) zum ersten Male hingewiesen hat, beruht auf der Aufspaltung
der Terme eines Atoms infolge einer magnetischen Wechselwirkung
der Elektronenhiille mit dem Atomkern. Sie hat in letzter Zeit be-
sonderes theoretisches Interesse gewonnen, weil man aus ihr am ge-
nauesten iber das mechanische und magnetische Moment des Kerns
informiert wird und dadurch vielleicht neue Kenntnis iiber den Aufbau
des Atomkerns gewinnen kann.

Die andere Art der Hyperfeinstruktur besteht darin, dafl der Energie-
inhalt eines Atoms also die Ionisierungsarbeit eines Elektrons fir die
verschiedenen Isotopen eines Elementes verschieden ist. Ein und diesel-
ben Spektralterme der verschiedenen Isotopen sind also gegeneinander
verschoben. Man bezeichnet diesen Effekt als die sogenannte Isotopie-
verschiebung. Es ist schon seit SOMMERFELDS ersten Arbeiten bekannt,
daB die Bindungsenergie eines Elektrons an ein Atom infolge der Mit-
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bewegung des Atomkerns auch noch von der Masse des Kerns abhingig
ist. Diese ,,gewdhnliche’ Mitbewegung des Kerns kann aber in den hier
zur Diskussion stchenden Fallen zur Erklarung nicht allein herangezogen
werden, denn sie wiirde bei den schweren Elementen, wo nach neueren
Untersuchungen (SCHULER u. KEYSTON, 86) der Isotopiceffekt besonders
in Erscheinung tritt, nur zu unmeBbar kleinen Verschiebungen fithren.

Das Zusammenwirken von magnetischer Aufspaltung und Isotopie-
verschiebung bedingt es, daB die Strukturen mancher Spektrallinien
auBerordentlich kompliziert werden. Ihre Entwirrung war nur durch die
genaue Untersuchung (Bestimmung der Abstinde und Intensititen der
einzelnen Hyperfeinstrukturlinien) einer ganzen Reihe von Spektral-
linien ein und desselben Elementes moglich. Auf Grund der bekannten
Gesetze der magnctischen Aufspaltung und des annihernd bekannten
Mengenverhiltnisses der Isotopen kann man die einzelnen Strukturen
deuten, indem man den Atomkernen der Isotopen bestimmte mechani-
sche Momente zuordnet. Diese Deutung wird man dann als eindeutig an-
sehen, wenn man mit ihr die Abstinde und Intensitidten der Hyperfein-
struktur aller untersuchten Spektrallinien eines Elementes erkliren kann,
Wir werden im folgenden, nachdem wir die experimentellen Grundlagen
der Hyperfeinstrukturbestimmung diskutiert haben, die beiden Hyper-
feinstruktureffekte getrennt behandeln.

I. Experimentelle Methoden
der Hyperfeinstrukturbestimmung.

Zur erschépfenden Analyse einer Hyperfeinstruktur sind bei der Wahl
der experimentellen Anordnung 3 Punkte zu beachten.

1. Die verwendeten spektroskopischen Apparate miissen ein maog-
lichst groBes Auflésungsvermogen besitzen, weil es sich hier um Linien-
abstdande bis herunter zu 1o~ cm™ ' handelt.

2. Die benutzten Lichtquellen miissen bei ausreichender Lichtstirke
geniigend scharfe Spektrallinien liefern.

3. In den Lichtquellen miissen alle diejenigen Prozesse vermieden
sein, die die Intensitdtsverteilung im Hyperfeinstrukturbilde falschen
koénnen, wie Selbstabsorption, selektive Anregung usw.

Die spektroskopischen Apparate sind im wesentlichen Interferenz-
spektroskope. Es liegt in der Art dieser Apparate, dafl sich eine Uni-
versalapparatur fiir dieses Arbeitsgebiet nicht angeben LiBt, es bleibt der
Geschicklichkeit des Experimentators iberlassen, welche Anordnung er
fir die Losung eines gegebenen Problems wihlt.

Uber die Verwendbarkeit der Interferenzspektroskope zu Hyperfein-
strukturuntersuchungen von Spektrallinien hat G. HaNSEN (37) ein-
gehend berichtet. Es sei hier auf einige prinzipielle Vervollkommnungen,
die diese Versuchsanordnung inzwischen erfahren haben, hingewiesen.
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Es ist gelungen, fiir das Fabry-Pérot-Interferometer neue halbdurch-
lassige Spiegel mit sehr hohem Retlexionsvermdgen im Violett und Ultra-
violett herzustellen, wodurch der Anwendungsbereich dieses Apparates
erheblich erweitert ist (G. HocuHEIM, 1. G. Farben, Oppau). Eine Steige-
rung des Auflésungsvermaégens ist durch das Multiplexinterferenzspek-
troskop von GEHRCKE, Lau und RITTER (20, 55) einerseits und durch
das Reflexionsstufengitter von HILGER (WILLIAMS, 95) andererseits cr-
reicht worden. Das fiir die Praxis noch ausnutzbare Auflésungsvermagen
licgt jetzt etwa bei einer Million. Die Anwendung von Gittern, dic in Be-
zug auf Lichtstirke und Auflésungsvermogen dem Fabry-Pérot unter-
legen sind, empfiehlt sich nur in besonders giinstigen Fillen.

Neben diesen Verbesserungen der Interferenzspektroskope ist es vor
allem die Ausbildung geeigneter Lichtquellen, die einen wesentlichen Fort-
schritt auf diesem Gebiet erméglicht hat. Dic durch die Temperatur
bedingte, oft sehr stérende Dopplerverbreiterung der Spektrallinien wird
bei den jetzt verwendeten Lichtquellen durch direkte Kithlung des Ent-
ladungsraumes mit Wasser, fester Kohlensiure, flilssiger Luft usw. merk-
lich herabgesetzt. Eine weitere wesentliche, an eine geeignete Lichtquelle
zu stellende Forderung besteht darin, da die Dichte der zu untersuchen-
den Atome so gering ist, da} eine gegenscitige Stérung der Atome ver-
mieden wird; denn zu groBer Dampfdruck, wie bei Bégen jeglicher Art,
kann eine Verbreiterung der Linien und eine fiir die Analyse der Struk-
turbilder recht hinderliche Intensititsverfilschung durch Absorption her-
vorrufen. Man wihlt deshalb als Lichtquelle am besten eine Glimm-
entladung. Eine gewdhnliche Glimmentladung in dem reinen zu unter-
suchenden Gas- oder Metalldampf erfiillt aber auch noch nicht die idealen
Bedingungen, denn bei ihr braucht man doch noch eine erhebliche Dichte.
Diese ist bei leichten Elementen deshalb stérend, weil sie meistens nur
bei so hohen Temperaturen erzeugt werden kann, daf3 sich der Doppler-
cffekt unangenehm bemerkbar macht. In speziellen Fillen ist diese Dichte
auch deshalb noch ungeeignet, weil bei ihr noch immer eine gegenseitige
Storung der Atome auftreten kann. Man vermeidet alle diese Schwicrig-
keiten, wenn man dic zu untersuchenden Atome als geringe Beimischung
in der Glimmentladung eines geeigneten Edelgases anregt. Mit einer
solchen Entladung erzielt man scharfe Spektrallinien bei geniigender
Lichtintensitit (Na-Resonanzlinie, SCHULER, 77).

Bei Gasen und leicht verdampfbaren Stoffen sind diese Bedingungen
durch Glimmentladungen in den {iblichen Réhren (mit Innen- oder Au3en-
clektroden leicht zu realisieren, dagegen miissen bei allen anderen Ele-
menten (und diese bilden die Mehrzahl) andere Konstruktionsprinzipicn
tir die Erzeugung der Glimmentladung (SCHULER, 76) verwendet wer-
den. Zur Untersuchung schwererer Elemente (wic 77 und Pb), wo
der Dopplereffekt bei héheren Temperaturen keine so wesentliche Rolle
spielt, sind fiir Versuche, bei denen nicht das duBerste Auflésungsver-
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mogen gefordert wird, sogar Glimmentladungen in reinen Metalldimpien
(76), verwendbar. Wegen der groBen Lichtstirke sind sie fiir das
Studium schwicherer Spektrallinien sehr geeignet. Es hat sich ferner
gezeigt, daB eine geeignete Form der Glimmentladung auch die dritte
Forderung nach der natiirlichen Intensitdtsverteilung der Spektrallinien
erfiillt, dazu ist es notwendig, den Leuchtraum der Glimmentladung
moglichst klein zu halten (Schiilerlampe) und bei madBiger Stromdichte zu
arbeiten. Die Experimente haben gezeigt, daBl unter solchen Bedingun-
gen die theoretischen Intensitdten beobachtet werden, d. h. alle Hyper-
feinstrukturterme sind gemil ihren statistischen Gewichten besetzt.

I1. Die magnetische Hyperfeinstrukturaufspaltung
der Spektralterme.

a) Elementare Theorie der Wechselwirkung zweier magnetischer
Momente. Die magnetische Aufspaltung der Spektralterme riihrt daher,
daB die Elektronenhiille am Orte (0) des Kernes ein Magnetfeld (o) er-
zeugt, indem sich das Moment des Kerns in verschiedencr Weise einstellt.
In diesem Magnetfeld besitzt das magnetische Moment u des Kernes eine
Energie von der GréBenordnung u H (0) und diese Energie ist es, die die
Aufspaltung des ungestdrten Elektronentermes bewirkt. Das Magnetfeld,
das am Ort des Kerns von der Elektronenhiille erzeugt wird, rihrt so-
wohl vom Umlauf wie von den Eigenmomenten der Elektronen her. Um
seine genaue GroéBe zu kennen, muB man es daher fiir die verschiedenen
Spektralterme einzeln ausrechnen (siehe S. 143). Seine genaue Kenntnis
ist aber nur notwendig, wenn man den Absolutwert der Hyperfeinstruktur-
aufspaltungen bestimmen oder die Aufspaltungen verschiedener Elek-
tronenterme miteinander vergleichen will. Fiir die qualitative Bestim-
mung des Aufspaltungsbildes (Intensititen und relative Abstinde der
Hyperfeinstrukturlinien) geniigt es bei bekanntem g des Kerns zundchst
zu wissen, daB das Magnetfeld am Ort des Kerns von einer dulleren
Elektronenkonfiguration herriithrt, deren gesamter mechanische Dreh-
impuls durch die Quantenzahl J bestimmt ist.

Die Kenntnis von J reicht im iibrigen nur dann aus, wenn die Wechsel-
wirkungsenergie zwischen Kern und Elektronenhtille klein ist gegen die
Wechselwirkungsenergie zwischen den einzelnen Umlaufs- und Spin-
momenten der Elektronen. Hat der Atomkern ein Drehmoment mit der
Quantenzahl I, so kann man in folgender Weise das Aufspaltungsbild der
Hyperfeinstruktur eines bestimmten Elektronenterms ermitteln (ganz
analog wie bei der Bestimmung der Kopplung zwischen L und S bei der
groben Multiplettaufspaltung) (Goupsmir und Back, 29).

Das System, das sich aus I und J zusammensetzt, wird einen Gesamt-
drehimpuls I haben, der alle um Eins von einander verschiedenen Werte
zwischen ']+ Ji und I - J annehmen kann. Es gibt also (2] -+ 1)
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(wenn [ > J) bzw. (2 I + 1) (wenn (J > I) Systeme mit verschiedenem
Gesamtdrehimpuls. Da nur Systemen mit verschiedenem F verschiedene
Energie zukommen, spaltet unser Grobterm in

(2] + 1) fir I> ] bzw. (21 + 1) fiir J>1 (1)

Komponenten auf. Ferner kann man auch die Gréfe der Energieaufspal-
tung angeben. Denkt man sich das magnetische Moment des Atomkerns
in der Mitte eines Kreisstroms, so wire die magnetische Wechselwir-
kungsenergie dieses Systems proportional dem Cosinus des Winkels, den
die entsprechenden Drehvektoren miteinander bilden. Analog ist die
magnetische Wechselwirkungsenergie des in der Mitte der Elektronen-
hiille befindlichen Kernmoments mit den Elektronen proportional dem
cos (I J). Nun sind aber diese Cosinusse quantenmechanisch durch die

Grope ZE+1 - 1(2114-]1L1] J+1 gegeben. Es wird daher der Energie-

abstand eines Terms mit dem Gesamtdrehimpuls F von der Lage
des unverschobenen Terms, der im Falle der einfachen magnetischen
Kopplung mit dem Schwerpunkt des aufgespaltenen Systems zu-
sammenfillt,

ST FiF+n-Id+1n-J({J+1D
AW = wH(0)— Y e (2)
Dabei ist u das magnetische Moment des Kerns mit dem Drehmoment 7,
H (0) der Wert des Magnetfeldes der Elektronen am Ort des Kerns. Die-
ses ist natiirlich von J und den iibrigen Quantenzahlen des Atoms ab-
hiangig. Aus (2) ergibt sich weiter, daB die gesamte Aufspaltung, d. h. der
Abstand der beiden Niveaus mit grof3tem und kleinstem F gleich

(3)

ist. AuBerdem ergibt sich aus der Formel (2), daB sich die Abstinde be-
nachbarter Terme wie

Fm . (Fm - I) : (Fm - 2) . usw. (4)

verhalten. Dabei bedeutet F,, den groBten Wert, den I iberhaupt an-
nehmen kann, also F,, =1 + J. Die Unterteilung der Aufspaltung ist
also durch (I 4 J) bestimmt. Diese sogenannte Lanpksche Intervall-
regel ist fiir die Indentifizierung der Spektren von besonderer Bedeutung
{siche S.146 unten).

Das Aufspaltungsbild einer Spektrallinie, d.h. ihre Hyperfeinstruktur,
erhidlt man aus dem Aufspaltungsbild der Terme, wenn man noch die
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Auswahlregel fiir die Uberginge zwischen verschiedenen Zustinden hinzu-
nimmt. Auber 4] =o, F 1 gilt noch in vélliger Analogie hierzu dic Regel

AF = 0, £1I
F = 0-— 0 verboten. (5)

Einen etwas tieferen Einblick in die quantenmechanischen Gesetze der
magnetischen Wechselwirkung zweier Systeme erhdlt man, wenn man von
dem Eigenwertproblem direkt ausgeht. Der einfachste Fall ist der, daf
die raumliche Bewegung der Systeme praktisch nicht von der magnetischen
Wechselwirkungsenergie beeinflult wird. Fiir den Fall, da die Systeme eine
Wechselwirkungsenergie proportional dem cos zwischen I und J besitzen
und daB3 noch ein duBeres Magnetfeld H in der Z-Richtung vorhanden ist,
ist die gesamte Stérungsenergie E folgendermallen gegeben:

E=W(o o] +0]a)+alc))—ul(H, ol) - ul(H o).

W ist die magnetische Wechselwirkungsenergie zwischen den beiden
Systemen; sie hangt von der rdumlichen Lage der Systeme zueinander ab
und ist proportional den magnetischen Momenten ¢/ und u«? der beiden

o
I J

. . h h
Systeme mit dem mechanischen Moment 127 und ]27. Oy O ... USW,

sind die Einheitsvektoren dieser Momente. Sie sind quantenmechanische
Operatoren, die nur auf die den I und J entsprechenden Spinkoordinaten
einwirken. Dabei kénnen letztere bekanntlich nur (27+1) bzw. (2] +1)
diskrete Werte annehmen. Den obigen Energieausdruck hat man auf die
Wellenfunktion des gesamten Systems, die hier nur von dem Spinkoordi-
naten abhingt, einwirken zu lassen und erhilt so Eigenwerte und Eigen-

funktionen des Systems. Fiir den Fall, daB sowohl I wie J=
man folgende Energieeigenwerte :

1
ist, erhidlt
2

E, = +W+ H(‘Ilé + ‘u’(f) S

i

E,= — W aW?+ H? (uf = ul ),
E, =+ W—H(;llé+‘L(‘é),

Il

E = - W—)4W*+ H*(u) = ul ).
Die TFigenwerte E, bis £, werden bei verschwindendem TFeld gleich W,
E, gleich — 3W. Man erhilt also einen dreifachen Eigenwert W und einen
einfachen — 3W in Ubereinstimmung mit den Gleichungen 1 bis 4.

Fiir die Eigenfunktionen ¢ erhilt man folgendes: Sie bestehen in dem

I 1
Fall I = 2 J =, nur aus den vier folgenden GréBen ¢ (+, +), der Wert
von ¢, wenn J und [/ beide in Richtung der positiven Z-Achse zeigen.
@(+,—), wenn J in Richtung + Z und [ in Richtung — 7 zeigt,

P(—,+), ., ] nach -7, 1 nach +Z
(=, =) . J " -Z 1 » -Z

2

»

Dabei gibt bekanntlich ¢ (+, +) * die Wahrscheinlichkeit an, da$ so-
wohl I wie J nach + Z gerichtet sind. Analoges gilt fiir die ubrigen GroBen.
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Fiir die obigen Eigenwerte ergeben sich folgende Werte fiir diese Eigen-
funktionen:

E; gor={p(+,+)=1 ¢(+,-)=0; ¢(—,+)=0; ¢(—,—) =0}
E,; %:[rp(+,+)=0;rp(+,-):—\ ;rp(7,+)=*——*B ;sv(—,—):O]
| | A7+ B | 42+ B? J

Ey gi={p(+.+)=0; ¢(+,-)=0; ¢(—.+)=0; ¢(—,-) =1}
—A C |
E;; = [{, +,+)=0; @(+,—)= s (=)= — p(—,—) =0y
6 Pe= ¢ (+,14) Pl+:-) e 7(=+) T’ |

A=2W
B a4 B il Hid )

C= }/4 Wwe + H? (,110’7— yé)z —H(u‘of—‘ué) .

i

Dabei sind die Eigenfunktionen schon in bekannter Weise auf eins normiert.

Aus den Eigenwerten und Eigenfunktionen ergibt sich nun das gesamte
magnetische Verhalten des gekoppelten Systems. Seine Aufspaltung im
Magnetfeld (PascHEN-Back-Effekt und ZEeman-Effekt), sein magnetisches

0E
Moment (— SH (STERN-GERLACH-Effekt), die Einstellung der einzelnen
Systeme im Magnetfeld usw.
Analoge Resultate wie fiir 7 und J = ; erhilt man, wenn I und J auch

andere ganz- oder halbzahlige Werte besitzen. Man muB dann an Stelle der
Grofen Gi. 0;’. ... nicht die PauLischen Spinmatrizen benutzen, sondern

andere mehrreihige Matrizen. [Siehe z. B. FErwm1 (17).]

Bei der Analyse der Hyperfeinstruktur handelt es sich nun darum, aus
der Struktur eines Liniengebildes die Aufspaltung der Terme zu ermitteln
und dann aus dieser mit Hilfe der obigen Gesetze (1) und (4) den un-
bekannten I-Wert des Kerns zu bestimmen. Diese Ermittlung von [
ist das hisher wesentlichste Ergebnis der Hyperfeinstrukturforschung.
Bei bekannter Termaufspaltung kann man aus der Anzahl der Kom-
ponenten eines Terms nur dann [ ermitteln, wenn J > I ist, Gl. (1).
Man muB dazu feststellen, daf3 bei einem Grobterm mit bestimmtem J
die Zahl der Komponenten kleiner als (2] + 1) ist. Aus dem Verhiltnis
der Intervalle kann man ebenfalls 7 4 J ermitteln, Gl. (4). Allerdings
wird die Intervallregel bei groflem I nur angeniherte Schliisse zulassen,
weil bei groBem [ 4 ] die Abstinde nicht sehr stark voneinander ver-
schieden sind. Als weitere Unsicherheit kommt hinzu, daBl die Beziehung
(4) nicht streng giiltig ist, sondern nur dann zutrifft, wenn eine rein mag-
netische Wechselwirkung vorhanden ist und wenn insbesondere die
Wechselwirkungsenergie zwischen Kern und Elektron sehr klein ist
gegen die magnetische Wechselwirkung zwischen den einzelnen Elek-
tronen. Im allgemeinen ist dies erfiillt und dementsprechend hat man
die Intervallregel bei der Hyperfeinstruktur in einzelnen Fillen aus-
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gezeichnet bestitigt gefunden (siehe S. 146). Bei L¢ hat sich hingegen
eine Abweichung ergeben. Hier ist die Wechselwirkung zwischen den
Elektronen (gewohnliche Multiplettaufspaltung) vergleichbar mit der
Wechselwirkung zwischen Kern und Elektronen (Hyperfeinstruktur-
aufspaltung (GUTTINGER u. PauLi, 35) ).

Man erkennt also, daBl man aus Komponentenzahl und der Intervall-
regel allein nicht immer zu absolut eindeutigen Schliissen kommt. Es
gibt aber noch zwei andere Wege, um zu Aussagen iiber I zu gelangen.
Einmal die Beobachtung der Aufspaltung eines Hyperfeinstrukturterms
in einem dulleren Magnetfeld. Es ist bekannt, da8 ein Term mit dem
Gesamtdrehimpuls F in einem duBeren Magnetfeld in (2 F + 1) Kom-
ponenten aufspaltet. Man kann also direkt aus der magnetischen Auf-
spaltung (Zahl der Komponenten) eines Hyperfeinstrukturterms seinen
I'“Wert entnehmen und damit [ ermitteln. Allerdings ist diese Methode
des ZEEMaN-Effektes nicht einfach und bisher nur in wenigen Fillen
(Bt, Tl) durchgefithrt (Back u. GoupsMIT, 3).

b) Die Intensitdtsgesetze. Die andere praktisch viel wichtigere
Methode, die zur Bestimmung von I noch herangezogen werden kann
(ScaHULER u. KEYSTON, 84), ist die Methode des Intensititsvergleichs
verschiedener Hyperfeinstrukturlinien. Betrachten wir bei einem Atom
mit einem bestimmtem ] die Aufspaltung der Linie, die einem Ubergang
zwischen zwel Termen mit den Quantenzahlen J, und J, zuzuordnen ist.
Die Zahl der Komponenten ist dann durch (1) und das Auswahlgesetz (5)
gegeben und damit ist durch [ und J das Aufspaltungsbild bestimmt.
Durch I und J, bzw. J, sind aber, wie wir sehen werden, auch die rela-
tiven Intensitdten der Hyperfeinstrukturlinien zueinander gegeben. Man
kann daher umgekehrt auch mit Hilfe der Intensitiitsgesetze aus den re-
lativen Intensitidten den I-Wert bestimmen. Die allgemeinen Intensitiits-
gesetze sind die folgenden:

fir 4] =41
« _ PEVPF-1) JF —
3 = TGET ; wenn AF =—1 (6)

~ @F+1)
ST YFJF+)

3 = 9_(F)Q(€_—I); wenn AF =+ 1

iy

P(F)Q(F); wenn 4F = o

T Anmerkung bei dev Kovvektur : Eine weitere sehr interessante Abweichung
von der Intervallregel und den einfachen magnetischen Aufspaltungsgesetzen
haben H. ScuHtLER und E. G. JoxES an den Hg-I 6'D,- und 63D,-Termen
gefunden. Hier beruhen die Abweichungen darauf, daf diese beiden Grob-
terme nur um /» = 3cm ' von einander entfernt sind, wahrend die Gesamt-
aufspaltungen der H.F.S.-Terme etwa 0,7 cm™* betragen.
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fiir 4] = o
3:(2]+1)P(F)Q(F_I); wenn A4F — 41

4aJF(J+1)
§ . @I+DeF+D
4 JF(J+1)(F+1)

R*(F); wenn 4F = o,
dabei bedeuten:
PF)y=(F—-I+)F+]J+I+1)
QUE)=(=F+I+)F—]+I+7)
RIE)=FF+1)+]J(J+1)—I(I+1).
In vielen Féllen geniigt es aber schon, die folgenden sich aus (6) ergeben-
den einfacheren Beziehungen zu benutzen. Die Summe aller Intensititen,
die von einem Hyperfeinstrukturterm mit bestimmten F, ausgehen, ver-

halten sich zu der Summe aller Intensititen eines anderen Hyperfein-
strukturterms (F=1F,,), der demselben Grobterm angehért, wie

(2F11+I):(2F7IZ+I)' (7)

Ebenso verhalten sich die Summen aller Intensititen, die in verschiede-
nen Hyperfeinstrukturtermen miinden. Es sei ausdriicklich hervorgeho-
ben, daB nur Hyperfeinstrukturterme ein und desselben Grobterms
miteinander verglichen werden diirfen. Diese einfachen Summenregeln
sind besonders dann von Bedeutung, wenn es sich um Linien handelt,
die nur in eine kleine Komponentenzahl aufspalten. Der einfachste
Fall ist der, daB es sich um einen Ubergang handelt zwischen einem
Term, der iiberhaupt nicht aufspaltet und einem Term, der zweifach auf-
spaltet. Dann hat die Spektrallinie nur zwei Komponenten und ihre Inten-
sititen verhalten sich wie (2 (I + J) 4 1): (2 ({ 4+ J) — 1). Dieser Fall
ist besonders wichtig fiir die Bestimmung von [ an den Alkalien. Thre
Resonanzlinien sind ndmlich nur zweifach, weil ihre p-Terme praktisch

. . I . . o
nicht aufspalten und die s-Terme wegen | = -~ nur zweifach sein kénnen.
2

Man kann also die Gesetze (1) und (4) hier nicht verwenden, weil nur ein
Intervall vorhanden ist, man ist also allein auf das Intensititsverhiltnis
angewiesen. Fiir J =7/,, 3/,, 3/,, 7/, ergeben sich die folgenden Inten-
sitatsverhiltnisse 3:1; 5:3; 7:5; 9:7.

Die Anwendung dieser Intensitatsgesetze wollen wir hier nicht im ein-
zelnen verfolgen. Wir wollen nur bemerken, daf3 die aus den gemessenen
Intensititen mit Hilfe von (6) bzw. (7) ermittelten /-Werte immer in
Ubereinstimmung mit den aus Komponentenzahl und Intervallregel er-
haltenen I-Werte befunden worden sind.

Man muB allerdings feststellen, dal diese Intensitdtsgesetze nur mit
einer gewissen Vorsicht angewendet werden diirfen. Erstens sind sie
thecretisch Naherungsformeln, die nur unter denselben Bedingungen (siehe
S.141) zutreffen wie die Formeln (1) bis (5). AuBerdem miissen gewisse
experimentelle Bedingungen erfiillt sein, damit diese theoretischen In-
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tensititen erhalten werden. Man mull ndmlich dafiir sorgen, dal3 die re-
lativen Intensititen nicht durch Versuchsbedingungen gefilscht werden.
Dazu gehort vor allem, daBl keine Selbstabsorption in der untersuchten
Linie vorhanden ist und dal3 die Anregung der cinzelnen Terme eine
,natirliche ist, d.h., es darf kein Feinstrukturterm bevorzugt angeregt
sein. Die bisherigen Resultate sprechen dafiir, daB3 durch geeignete Wahl
der Versuchsanordnung in der Tat diese idealen Intensitdtsbedingungen
erzielt werden kénnen (siehe S. 136).

¢) Quantitative Theorie der Kopplung zwischen Kern und Elek-
tronenhiille. Auf Grund der bisherigen Uberlegungen kann man aus der
Hyperfeinstruktur den I-Wert des Atomkerns entnchmen. Um aber auch
iber das magnetische Moment g des Kerns etwas aussagen zu konnen,
mul} man noch einen Schritt weitergehen und die Absolutwerte der Hyper-
feinstrukturaufspaltung aus Formel (2) zu Hilfe nchmen. Dann 14t sich
u bestimmen, wenn man das von der Elcktronenhiille am Kernort erzeugte
Magunetfeld H (o) kennt (GUTTINGER, 34). Es kommt also auf dic Berech-
nung dieser GréBe H (o) an. Dieses crgibt sich in bekannter Weise aus

dem der Elektronenhiille zugeordneten Strom zu Lo / 7 ‘Vi ;f} dV,wo i die

Stromdichte bedeutet, die durch die ungestorte Elektrbneneigenfunktion
gegeben ist.

Man kann zur Bestimmung des Absolutwerts der Termaufspaltung
auch so vorgehen (FERMI, 17), dafl man dirckt dic Wechselwirkungs-
energie zwischen Kernmoment und Elektron (Spin und Umlauf) zu der
SCHROPINGER-Gleichung bzw. Dirac-Gleichung (fiir s-Terme) hinzufiigt
und dann das Eigenwertproblem nach bekanntem Naherungsverfahren
16st. DasZusatzglied zur SCHRODINGER-Gleichung lautet fiir ein Elektron
folgendermalen:

V;{béﬁ w-M— ';/;’ g-u+ "7"5'” (r-o)(r-u). (8)

M ist der Bahnimpuls des Elektrons, u, sein magnetisches Moment,
o der Einheitsvektor des Elektronenspins und ¢ das magnetische Kern-
moment. Das erste Glied stellt die Wechselwirkung des Kernmoments
mit dem Umlauf des Elektrons dar, das zweite und dritte Glied die
Wechselwirkung mit dem Spin ¢ und g sind quantenmechanisch als Ope-
ratoren anzusehen, die auf die in den Eigenfunktionen enthaltenen Elek-
tronen- und Kernspinkoordinaten in bekannter Weise einwirken. Es
wird immer so gerechnet, dall nur diejenigen Elektronengruppen als
magnetisch wirksam angesehen werden, deren J nicht verschwindet. Es
sind also immer nur die dulleren nicht abgeschlossenen Elektronen-
schalen in Wechselwirkung mit dem Kern. Die abgeschlossenen Schalen
werden als magnetisch unwirksam angesehen. Sie gehen in die bisherige
Rechnung nur insofern ecin, als sie den Verlauf der Eigenfunktionen der
duBeren Elektronen beeinflusseri.
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Das qualitative Resultat, das bei dieser Rechnung fiir das Einelektro-
nenproblem herauskommt, kann man leicht iibersehen. Die Wechsel-
wirkung wird immer dann grof3 sein, wenn das Elektron méglichst nahe
dem Kern ist; dementsprechend hat man zu erwarten, da diejenigen
Elektronenterme die groBte Aufspaltung zeigen, deren Eigenfunktionen
am Kern die gréBten Werte zeigen. Das sind die S-Terme. Die ungestorte
y-Funktion des S-Terms hat in der Ndhe des Kerns einen endlichen, nicht
verschwindendenWert, wihrend die Eigenfunktionen der P-, D-usw.Terme
im Kern gegen Null gehen. Man hat also fiir S-Terme die grote Auf-
spaltung zu erwarten, weiter sollte mit wachsender Quantenzahl die
Aufspaltung abnehmen; dieses wird im groBen und ganzen durch das
Experiment, wie wir weiter unten sehen werden, bestatigt.

Die genauen Formeln der Hyperfeinstrukturaufspaltung fiir ein ein-

ziges magnetisch wirksames Elektron sind fiir S-Terme [ = %

AW = 8:!,1 o *(0) F=I+"

2
AW = — 83,77!( s 1) (0) <I+ I) F=1— v;——,

fiir P:-Terme

2

.8 T
JW:—\N{IOL; F:I—i—L
3 ” 2 (9)
. 8 1 (I+1 I
JW:—?‘u‘uo?( I ) F=I-——,
fiir Ps-Terme
sziuuo»I;; ﬁ‘uuo—I—q(L—L);
S S T A
8 (L4}, 8, (1
Tt ?+37’ e s +7

fiir die vier moglichen F-Werte.
Uo ist das Bonr-Magneton. v (0) bedeutet den Wert der y-Funktion

des duBeren Elektrons an der Stelle des Kerns. % stellt schlieBlich den

Mittelwert von%dar, gemittelt {iber die ungestdrte Eigenfunktion des

betrachteten Elektronenzustandes. Diese Formeln stimmen mit Gl. (2)

.. . . . 8m 2 8 8 1
iiberein. Die Faktoren: P - Y0, TeSP.  fo 55 TeSP. ( flor geben

H (o), den Wert des Magnetfeldes am Ort des Kernes, an. Es kommt
also fiir die Anwendung der Theorie darauf an, diese GréBen zu be-
stimmen. (o) kann man direkt aus dem Atommodell (nach der FERMI-

schen statistischen Methode) berechnen. Die GréBen % kann man aus

der Dublett-Grob-Struktur entnehmen, die ebenfalls durch diese Gréfle
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bestimmt ist. Man sieht also, daB bei S-Termen bei positivem magneti-
schen Moment des Kerns derjenige Term energetisch am héchsten liegt,
bei dem die Drehmomente von Kern und Elektron parallel gerichtet sind.
Bei den P-Termen ist es analog. Letzteres versteht man sofort, wenn
man bedenkt, daf bei ihnen die SCHRODINGERsche Ladungsverteilung
der Elektronen nicht kugel-symmetrisch ist. Die Ps-Terme haben eine

kleinere Aufspaltung als die P,-Terme; dies liegt daran, daB Umlauf und
Spin des Elektrons in dem Fall des P;-Termes mit entgegengesetztem

Vorzeichen zum Magnetfeld am Kernort beitragen.

In ahnlicher Weise lassen sich auch fiir andere nicht abgeschlossene
Elektronengruppen (Singulett- und Triplettsystem usw.) die Aufspaltung
berechnen. Auf die iibersichtliche Methode, die GoupsmiT (26) hierfiir
angewendet hat, kénnen wir hier leider nicht niher eingehen. Nur soviel
sei gesagt, dafl die Aufspaltung der Terme, deren J sich aus dem Umlauf
und Spin mehrerer Elektronen zusammensetzt, mit Hilfe der bekannten
Summenregeln auf die Aufspaltung des Einelektronproblems zuriick-
gefithrt wird. Es ergibt sich dann, dafl auch P- und D-Terme erhebliche
Aufspaltungen zeigen kénnen und zwar besonders dann, wenn die duere
Elektronengruppe ein nicht abgesittigtes tiefes s-Elektron enthilt.
SchlieBlich ist noch zu bemerken, daB die Formeln (g) nur bei kleinen
Kernladungszahlen Giiltigkeit haben. Bei hoher Kernladungszahl Z ist
in der Nihe des Kerns die Bewegung der Elektronen schon so schnell,
daB man relativistisch rechnen mufl. Die Rechnung zeigt, daB dann zu
den obigen Formeln noch ein von Z abhingiger Faktor hinzukommt
(siehe S. 1; BREIT, 8; RaAcaH, 66).

Eine Prufung dieser Formeln ist in folgender Weise moglich. Man
berechnet aus einem Term den unbekannten y-Wert des Kerns. Die an-
deren Terme sollten dann denselben u-Wert liefern. Der Vergleich mit
den Experimenten hat nun folgendes gezeigt. Aus allen Termen scheint
sich zu ergeben, daB das magnetische Moment der Kerne gréBenordnungs-

maBig etwa Y()i)?) des Elektronenmoments ist (ndheres siehe Abschnitt d).

Eine genauere Bestimmung von u scheint leider auf diese Weise unmag-
lich zu sein; es hat sich vielmehr ergeben, daBl aus den verschiedenen
Termen doch recht verschiedene y-Werte herauskommen, so dafl kein
Zweifel sein kann, daf diese Theorie in der heutigen Form noch un-
vollstandig ist (GoupsMit, 25). Es sind wohl alle Beziehungen richtig,
die allein aus der Tatsache der magnetischen Wechselwirkung folgen
(Racal, 66). Aber sobald der absolute Wert einer Termaufspaltung
ausgerechnet werden soll, treten Unstimmigkeiten hervor, auf die wir
auf S. 1 noch niher eingehen.

Esist sehr bedauerlich, dal man also entsprechende Terme verschiede-
ner Elemente mit gleicher Elektronenkonfiguration nicht miteinander in

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 10
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quantitative Beziehung bringen kann. Es entfillt so die Moglichkeit,
die Kernmomente verschiedener Elemente quantitativ miteinander zu ver-
gleichen. Auf die Versuche, die in dieser Richtung gemacht worden sind,
kommen wir noch kurz bei der Besprechung der Experimente zuriick.

Es gibt einen Fall, der verhaltnism4Big iibersichtlich ist, und der sehr
weitgehend durchgerechnet ist. Das ist der Fall, des L¢ II. Hier hat
man iiberhaupt nur zwei Elektronen und man kann das Problem daher
viel genauer berechnen. Diese Rechnungen sind von GUTTINGER und
PauLt (34 u. 35) durchgefithrt und es hat sich zufriedenstellende Uber-
einstimmung mit den Beobachtungen (SCHULER, 79) ergeben.

d) Experimentelle Ergebnisse. 1. Bestimmung von Hyperfeinstruk-
turven aus Intervallvegel und Intensitdtsgesetz. 'Wir wollen nunmehr dazu
iibergehen, die experimentellen Ergebnisse mitzuteilen und zu zeigen
versuchen, wie weit die oben gegebenen theoretischen Uberlegungen mit
den experimentellen Befunden im Einklang sind. Die Messungen er-
geben direkt die Differenzen der Schwingungszahlen zwischen den einzel-
nen Hyperfeinstrukturkomponenten einer Spektrallinie, die einem Uber-
gang zwischen zwei Grobtermen mit bekanntem J entspricht. Aus diesen
Schwingungszahldifferenzen kann man in bekannter Weise zu den Energie-
differenzen der Hyperfeinstrukturterme kommen, wenn man eine Linie
benutzt mit einem Grobterm J = o, der nicht aufspalten kann; es geben
dann die Schwingungszahldifferenzen der Hyperfeinstrukturkomponenten
direkt die Energiedifferenzen der Hyperfeinstrukturterme des anderen
Grobterms an, der wegen der Auswahlregel J = 1 besitzen muB. Aus
den Schwingungszahldifferenzen weiterer Linien, die von diesen ge-
fundenen Termen ausgehen, 1Bt sich dann suczessive das ganze Term-
system analysieren. Hat man keinen Term mit J = o zur Verfiigung,
was z. B. bei den Dublettspektren der Fall ist, so bedient man sich zur
Bestimmung der Termaufspaltungen der bekannten Methode der kon-
stanten Schwingungszahldifferenzen, d. h. man sucht festzustellen, ob
bei verschiedenen Spektrallinien, die von dem gleichen Grobterm aus-
gehen, gleiche Schwingungszahldifferenzen vorhanden sind. Diese sich
wiederholenden Schwingungszahldifferenzen geben die Energieaufspal-
tung des gemeinsamen Terms an. Hat man auf solche Weise die Auf-
spaltung der Grobterme festgestellt, so mull man nunmehr die F-Werte
der einzelnen Hyperfeinstrukturterme bestimmen, wodurch dann auch
I das mechanische Kernmoment gegeben ist. Die Bestimmung von F
geschieht wie oben bereits ausgefiihrt, mit Hilfe der Gesetze der Kom-
ponentenzahlen der Grobterme, der Intervallregel oder der Intensitits-
regeln.

Um zu sehen, wie weit man sich auf diese Gesetze verlassen kann, sei
hier als Beispiel die Hyperfeinstrukturaufspaltung des Bi-Termes 6 p>* Ds,
(Back und GoupsMiT, 29) gegeben (Abb. 1). Aus Zeemaneffekt und
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Komponentenzahl ergibtsich eindeutig fiir Bi, [ = %, danach miiB3ten also

die Energiedifferenzen der Hyperfeinstruktur des obigen Terms sich wie
7:6:5:4:3 verhalten. Die wahren Energiedifferenzen sind in der Ab-
bildung eingetragen. Man sieht, daB ihre Verhiltnisse nur um etwa
2= 5% von den erwarteten abweichen. Wie bei diesem Term findet man
auch bei anderen Termen und auch bei anderen Elementen die Inter-
vallregeln recht gut bestétigt Py, La, (WHITE 21, 96) Mn, (RiTscHL u.
WHITE 102), Cs-I (KOPFERMANN, §]).

Fir gewéhnlich ist die Sachlage allerdings so, dal man erst aus den
Intervallverhiltnissen eines Terms auf I schlieBt und dann findet, daB
die Aufspaltungsverhiltnisse der anderen Terme mit den theoretischen
Erwartungen im Einklang sind. Aus der Tatsache, dafi die Intervall-
regel in vielen Fallen so befriedigend erfiillt ist, scheint mit Notwendig-
keit zu folgen, daB es sich bei den gefundenen Hyperfeinstrukturauf-
spaltungen um eine magnetische

. F
Wechselwirkung der Elektronen- 7 N
hiille mit dem Kern handelt. 563(=7x80)
In den Fillen, wo aus Inter- 6 —— e
vallregel und Komponentenzghl Py 491(=6482) Gesamtaurspattuny
der I-Wert bestimmt worden ist, % “% 5 dv=2007- 0%
. . o 385(=5x77)
sind keine quantitativen Inten- ‘
sititsmessungen gemacht wor- 312(=4x78)
den, es findet sich lediglich in J 256(=3x85)
der Literatur die Angabe, die ex- _\3, .
. . . Abb. 1. Die Teilaufspaltungen des Bz-/-Termes 6}3‘2175/2
perimentellen Intensitaten schei- S. Goupsmrr u. E. Back (29).

nen mit den theoretisch erwar-

teten in Ubereinstimmung zu sein. Dieses relativ bescheidene Ergeb-
nis diirfte damit zusammenhingen, dafl exakte Intensititsmessungen
mit Schwierigkeiten verbunden sind und in diesen Fillen im wesent-
lichen nichts Neues zu liefern versprechen. Anders liegt es bei den
Elementen mit groBerer Isotopenzahl; hier ist die Intensitdtsmessung
unumgdinglich notwendig, um zu einer Klarung des gesamten Hyper-
feinstrukturbildes zu kommen. Dies liegt daran, daB in diesen Féllen
ein Element untersucht wird, das keine homogene Hyperfeinstruktur
zeigt; ein Teil der leuchtenden Atome weist ndmlich iiberhaupt keine
Hyperfeinstrukturaufspaltung auf (Isotopen gerader Protonenzahl), ein
anderer zeigt hingegen eine solche (Isotopen ungerader Protonenzahl).
Wir wollen diese Verhiltnisse am Beispiel des Cd, dessen Deutungen
von SCHULER u. BRUCK (79) gegeben ist, demonstrieren. Wiirde man zur
Entwirrung der Hyperfeinstrukturbilder beim Cd so vorgehen, wie auf
Seite 148 geschildert worden ist, so wiirde man sehr bald auf die krassesten
Widerspriiche mit Intervallregel- und Intensititsgesetzen stoBen. Be-
trachtet man (siehe Abb.zc) 4 4678, deren Endterm 53P, ist, so findet

10*
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man 3 Hyperfeinstrukturlinien mit den Intensititen 2:10:1. Da hier
nur der obere Term (J = 2) aufspalten kann, sind hdchstens 3 Kompo-
nenten zu erwarten, deren Intensitdtsverhiltnisse niemals gréBer als
3:2:1 sein diirfte, wobei die Intensititen in dieser Reihenfolge abfallen
miilten. Génzlich unvereinbar mit den Intensititsgesetzen der magneti-
schen Aufspaltung ist es daher, daf3 die mittelste Komponente am inten-
sivsten ist und daB ein Intensitdtsverhiltnis 1:10 auftritt. Nimmt man
also die Giiltigkeit der Intensitdtsgesetze der magnetischen Aufspaltung
an —- und wir werden sehen, daB sie nicht nur qualitativ sondern auch
quantitativ erfiillt sind —, so ist man zu dem Schlufl gezwungen, daf in

(a) (b) (c)
Asis5(5%-65) Av00(s -6°5) AU7B(578-6°5)
F Cdungerae =72 £ Cdungeraged = V4 £ (ypperade I = 7
% — % % —

i | 6 396 6% s | 6%,

% — /4

.7/3_[__
abc i cad a 6
0 @) @

wttl

E 9
% a0 5% % 23] 5% —5%

B
+
v
M
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77%+138% 77% 77%

Raot

Y
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vial.
153%

Aot it ot T Vil

l4
26% I
[ %
=300 0+9 283 =620 +1%  +336 -137 0 +258
Abb. 2. Strukturbilder des Cd-I-Tripletts 5372, = — 63S,.

0152
H. ScuuLErR u. H. BrRuck (79). H. SCHULER u. J. }i?.’KE\'STON (84).

ANAIRANAANNNNNRY,

diesem Fall das Hyperfeinstrukturbild nicht allein durch eine magneti-
sche Aufspaltung des 35, -Termes erklirt werden kann, sondern daB noch
etwas prinzipiell Neues vorliegen muB. Dieses Neue haben SCHUILER u.
Brick durch die Annahme eingefiihrt, daBl es Isotopen mit verschiede-
nen Kernmomenten gibt, und zwar sollen die ungeraden Isotopen alle das
gleiche mechanische und magnetische Moment und die Isotopen gerader
Protonenzahl ein verschwindend kleines Kernmoment besitzen. Man
kann dann sofort aus dem Aufspaltungsbild der betrachteten Linien sa-

gen, daB das Kernmoment der ungeraden Cd Isotopen I = %sein mubB,
von ihnen rithren die beiden duBeren Komponenten her. Man kann diese
Auffassung an der gleichen Linie noch weiter priifen; denn erstens ergibt

sich aus den Intensititsregeln, daB sich die beiden duBeren Komponenten
wie 2:1 verhalten miissen, und ferner soll die unaufgespaltene mittlere
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Linie im Schwerpunkt® des aufgespaltenen Systems liegen. Beide Forde-
rungen sind hinreichend erfiillt. Aber man kann noch mehr aus der Auf-
spaltung dieser Linie aussagen; haben wirklich alle ungeraden Isotopen

das Moment% und alle geraden das Moment o, dann muf3 sich die In-

tensitit der mittleren Komponente zu der Summe der Intensititen der
beiden duleren Komponenten verhalten wie der Anteil der geraden Iso-
topen zu dem Anteil der ungeraden Isotopen. Im Fall des Cd ist dieses
Verhiltnis nach anderen Methoden noch nicht bestimmt, man muB sich
daher damit begniigen, festzustellen, daB3 dieses Verhiltnis innerhalb des
Cd fiir alle Linien konstant sein muB, wie es sich auch an den bisher aus-
gemessenen Linien ergeben hat (vgl. Abb. 2a u. b). Man sieht also, da3
man schon aus der Analyse einer einzigen Linie zu sehr sicheren Aus-
sagen gefithrt wird, die dann noch dadurch bestiitigt werden, daB mit
ihrer Hilfe auch die Analyse der anderen Linie widerspruchslos gelingt.
Wir haben die Entwirrungen dieser Hyperfeinstrukturbilder so aus-
fithrlich gebracht, um zu zeigen, daB es sich nicht um Hypothesen oder
Annahmen, sondern um eindeutige Folgerungen aus den Messungen
handelt. Man erkennt zugleich, welch iiberragende Bedeutung Inter-
vallregel und Intensititsgesetze fiir die Klirung dieser Frage besitzen.

Wir méchten hier noch darauf hinweisen, daB die Intensititsgesetze
der Hyperfeinstrukturaufspaltung beim Cd genau gepriift sind und gute
Ubereinstimmung zwischen Experiment und Theorie gefunden ist, so er-
gibt sich z. B. bei 4 4678 (Abb. 2¢) das Intensititsverhiltnis a:b nach
der Theorie wie 2:1, experimentell 2,08:1. Dabei ist die Intensitits-
messung in bekannter Weise mit Intensititsmarken sorgfiltig durch-
gefithrt. In anderen Fillen, wenn es sich nur um qualitative Vergleiche
handelt, gentigt es fiir Linien mit kleineren Intensitatsunterschieden die
Intensititen aus den Verhiltnissen der Belichtungszeiten zu bestimmen
(SCHULER u. JoNEs 81).

Die gleichen Methoden der Entwirrung der Hyperfeinstrukturen, die
hier am Beispiel des Cd geschildert sind, haben auch zur Deutung der
Hyperfeinstrukturen des Hg, TI, Pb, Ba gefithrt. Hier treten allerdings
noch weitere Komplikationen auf, die darin bestehen, daf3 die nicht
aufgespaltenen Linien der geraden Isotopen nicht zusammenfallen,
sondern verschiedene Schwingungszahlen haben (dementsprechend fallen
auch die Schwerpunkte der Aufspaltungsbilder verschiedener ungerader
Tsotopen nicht zusammen). Diesen sogenannten Isotopenverschicbungs-
effekt werden wir im zweiten Teil besprechen. Trotz dieser Komplika-
tion lassen sich aber die Hyperfeinstrukturen auch dieser Elemente in

' Der Schwerpunkt eines Aufspaltungsbildes ist definiert durch Ya J=o,
wo a der Abstand der Komponente vom Schwerpunkt und J die theore-
tische Intensitat der Komponente ist. Die Lage des Schwerpunktes des
Aufspaltungsbildes ist wie aus den Aufspaltungs- und Intensititsgesetzen
(1) bis (7) hervorgeht unabhédngig von der Stirke der Kopplung.
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der oben gegebenen Weise eindeutig darstellen. DaB diese Unterschei-
dung zwischen magnetischer Hyperfeinstruktur und Isotopieverschie-
bung nicht eine willkiirliche Deutung der gefundenen Strukturen ist,
beweist die Arbeit von KOPFERMANN (52), der durch Benutzung von
verschiedenen Bleisorten (U-Pb und Th-Pb) direkt feststellen konnte,
welche Linien den einzelnen Isotopen zuzuordnen sind.

Wir haben oben gezeigt, wie gut Intervallregeln und Intensitits-
gesetze durch die Beobachtungen bestitigt sind und eine wie wichtige
Rolle diese Gesetze bei der Entwirrung der Hyperfeinstruktur {iberhaupt
spielen. Die auf diese Weise bestimmten Kernmomente sind in Tab. 4
mitgeteilt, auf ihre Diskussion soll sogleich eingegangen werden. Wir
wollen zuvor nur kurz noch die Frage besprechen, wie weit die quantita-
tive Wechselwirkungstheorie zwischen Kernmoment und Elektronen-
hiille mit den Experimenten in Einklang steht.

2. Vergleich zwischen Experiment und dev quantitativen Kopplungs-
theorie. Wir haben schon erwihnt, daf ein Vergleich nur in sehr unvoll-
kommener Weise moglich ist. Um die Verhiltnisse klar zu stellen, sind in
den folgenden Tabellen die Hyperfeinstrukturaufspaltungen aller bisher
untersuchten Terme von Hg I, T/ 1 und II, P5 I und IT mitgeteilt, und
zwar sind die Tabellen so angeordnet, daf} in jeder Tabelle die Spektren
mit gleicher Elektronenfiguration eingetragen sind und zwarin Tab. 1 Hg I
und 771I usw. Die Termaufspaltungen sind in 1073 cm™" angegeben.
Null bedeutet keine Aufspaltung, Strich heiBt nicht untersucht, | be-
deutet, daB der energetisch tiefste Term den kleinsten F-Wert besitzt,
bei S-Termen heiflt das: das magnetische Kernmoment rithrt von dem
Umlauf einer positiven Ladung her. Im allgemeinen sollten die Funken-
spektren groBere Aufspaltungen zeigen als die entsprechenden Bogen-
spektren (was auch im wesentlichen zutrifft); denn die Dichte des
Leuchtelektrons in der Ndhe des Kernes ist bei gleichen Termen fiir die
Tonen naturgemill groBer als fir die neutralen Atome. Ferner zeigen
erwartungsgemif diejenigen Terme im allgemeinen eine besonders grofie
Aufspaltung, die ein tiefes s-Elektron besitzen. Man findet das schon
bei den Resonanzlinien der Alkalien bestitigt, wo im allgemeinen der
P-Term kaum aufspaltet, dagegen der S-Term eine betréichtliche Auf-
spaltung zeigt. Das gleiche geht auch aus der Tab. 2 hervor, wo Pb 11
und Bs II1 eingetragen sind. Bei beiden Elementen hat der 7°S: -Term

eine 4-mal grofere Aufspaltung als 7°P:. Beim 771 ist der Vérgleich
nicht so gut durchzufiihren, weil der 722P£—_Term nicht gegeben ist und
der 6°P,-Term vermutlich eine anomal g;oBe Aufspaltung hat, worauf
wir weiter unten noch zu sprechen kommen. Vergleicht manden *S:-Term

mit dem *P;-Term, so sieht man, daB er auch hier wesentlich grofer ist

2
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Tabelle 1. Hgl und I7Il Termaufspaltungen fiir die Isotopen.

T
Term 199 g:ll/ 2 203 2‘? Zg: 1 Bemerkungen

6s-6s 1S, o] 0

6s-7s -1S, o o)

6s-8s -1S, o) —

6s-9s - 1S, o —

6s-7s +35; + 1070 | + 4980 (S) (M) + 2250: PHIIT (M)

6s-8s -3S; + 1045 | —

6s-9s «3S; | oo + 1030 | + 4520 (M)

6s-6p- P, —~ 181 | — 1010 (M) | Frither6s-8p-*P,jetzt 5d9-65% mp*P,

6s-7p 1P, — — 1270 (M) frither 6s-gp*P; jetzt 6s.8p - P,

(6s-8p-*Py) - 167 - siche SHENSTONE u. RUSSELL (91)

(6s-9p-*P;) ~ 386 —

6s-6p 3P, o - o

6s-7p.3P, — o

6s-6p - 3P, + 727 —

6s-7p 3P, — + 4020 (M)

6s-6p-3P, + 758 + 3210 (M) i

6s-7p- 3P, - + 3472 (5) M)

6s-6d-*D, +860 | +834(S)M)

6s-7d-*D, + 496 + 620 (M)

6s-84.1D, — + 100 (M)

6s-6d+3D, — | — 2121 (S) (M) | o

6s-7d+3D, — | — 2210 (M) |

6s-8d-3D; — | —2250 (M) |

6s-6d-3D, — 470 |+ 35350 (S) (M)

6s.7d-3D, — | + 780 (M)

6s-8d-3D, — I+ 1660 (M)

6s-6d 3D, + 3330 (M)

6s-7d 3D, - + 3390 (M)

6s5-82-3D, — + 3450 (M)

6s:5f -*Fy | — + 1480 (S) (M) |

6s-6f 1F, | — + 2950 (M)

6s-5f - 3F, — = 2477 (S) (M)

6s-6f -3F, — — 2580 (M)

6s- 5f -3F; — - 675 (S) (M)

6s.6f - 3F, — — 2240 (M)

6s-5f -3F, — + 3310 (M)

6s-6f -3F, — + 3350 (M)
X, - + 642 (S) X, Wahrscheinlich 5d%-6s2.mp,

frither irrtiimlich 6s-7p-*P;;

Y, — — 203 (S) Y: Zuordnung unbekannt

Angaben fiir:

Hgl ScHULER u. KEYSTON (88); SCHULER u. JONES (81)

ScHULER u. KEYSTON (86) . . . (S)
McLENNAN u. CRAWFORD (§9) . . . (M)

TzII{
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als der *P3;-Term. Analoges gilt, wie auch theoretisch erwartet, fiir die

Systeme mit zwei Elektronen. Hier zeigt bei Hg Iund T71I der 73S -Term
die bei weitem grofte Aufspaltung. Man scheint also diese theoretischen
Behauptungen qualitativ in den experimentellen Ergebnissen bestitigt
zu finden.

Bei einer quantitativen Betrachtung kommt man, wie in allen Ar-
beiten betont wird, zu den stirksten Widerspriichen, was wir nur an
einem besonders typischen Beispiel zeigen wollen. Das Verhiltnis der
Aufspaltung des *P,-Termes zu dem °P;-Term sollte nach der Theorie

nur wenig von der2 Kernladungszah! abhingen und unabhingig von
der Hauptquantenzahl sein. Man sollte also bei den Spektren 771, Pb11,
praktisch das gleiche Verhiltnis bekommen, welches sich unter Beriick-
sichtigung der Relativitatskorrektion fir das Elektron in der Nihe des
Kernes wie 5: 1 ergibt. Fiir Br 111 ergibt sich, weil dort I gréBer ist als
J, ein etwas anderer Wert, nimlich 10: 3. Gefunden worden ist (siehe
Tab. 2) beim 771, go: 1; Pb 11, 3,5:1und B¢ 111, 1,7: 1. Also von einer

Tabelle 2. 771, PbII, BiIIL

Term Tl PHII ‘ B 111

652 75251, + 403 + 352 (S) 1 + 2360

0s2-6p- 2Py, + 707
6s2.7p 2Py, —
6s2-8p-2Py, oo + 15
6s%-9p- 2Py, oo + 11 — —

6s%.6p - 2Py, + 8 — —
6s2-7p- 2Py, — + 22 (S) + 310
6s5%-8p - 2Py, —
6s%-gp - 2Py,
6s*.10p - *Ps,
6s?-6d - 2Dy,
6s?.6d -*Ds),
6s? - 5f .2 F
6s2-6f-2F

+ 77 (S) + 520

c|o|locoo
l

+713 (K) —

o (K) —
o (K) —

6s2.8¢-2G \ o (K) 1
6s2.9g-°G o (K)

6s-6p%-2Ds, — o + 950 (8) —
6s-6p 2D, — L 969 (K) —

6s-6p% - 13, — — + 7500
6s-6p* - 25/, — — + 12500
6s-6p* - 35, — — + 9300

I

Angaben fir:
TI!1  ScHULER u. KEYSTON (86)
PBIL {KOPFERMANN %2) . .. (K)
SCHULER u. JonNEs (82) . .. (S)
B4III FisHER u. GoupsMIT (18).
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Tabelle 3. P61 und B?IIL

Term | Pol ' Bill
65.6p° - 1S, o () | —
6s%-6p-7p 35, “ — \ — 360
6s?-6p?- 3P, \ o (K) =
652 -6p-8p 3P, o (S) —
6s2-6p-9p-3P, o (S) —
652 6p? . 3P, ~ II7W (K) —
6s2-6p - 8p- 3P, ‘ — 155 (S) — 140
6s%.6p-gp - 3P, oo — 150 (S) —
6s2-6p2 - 3P, | + 225 (K) (S) | —
6s%-6p2-2D, + 65 (S) -
6s2.6p.7p-'D, — + 780
6s2-6p-7p-3D, — o + 1020
652-6p-7p-3D, - + 2500
65*-6p-7p-D; | - T
6s2-6p-7s5-'P, f —60 (S) - 530
65%-6p-75-3P, ] o (K)(S) 0
65-6p - 75+ 3P, | + 444 (K) () + 3910
6s5%-6p-8s-3P, + 290 (S) —
6s2:6p+7s-3P, — 2180
65%-6p-6d-3D, B — - —1650
6s%-6p-6d-3D, 4255 (K) | + 2550
6s52-6p-6d-3F, —130 (K) + 1980
652 6p-6d-3F, | o +250 (K) -
65%-6p - 5f-3F, o —_ ~ 160
6s%-6p - 5f3Fs — — 700
6?67»5}‘-37637 — + 1950
6s-6p3-3D, ‘ — \ + 8200

Angaben fiir:
PbI [ KOPFERMANN (52) . . . (K)
| ScHULER u. JoNEs (82) . . . (S)

Bi Il FisHErR u. GoupsMIt (18).

Ubereinstimmung kann nicht die Rede sein, es scheint unter diesen
Umstinden fraglich, ob es cinen Sinn hat, die Hyperfeinstrukturauf-
spaltungen verschiedener Elemente miteinander zu vergleichen und auf
die entsprechenden magnetischen Kernmomente zu schlielen, z. B. die
magnetischen Momente von 797, Pb und Bz aus der Aufspaltung der
2 S-Terme von 111, Pb I1, B: III zu berechnen. Tut man dies doch, so
wiirde sich ergeben, dafl das Kernmoment des Pb wesentlich kleiner ist
als das des 77. Aus einem Vergleich der Aufspaltungen von 771 und
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TII1 mit B7 111 und BtV schlieBen Mc LENNAN, Mc LAYy und CrAWw-
FORD (60), daB T! ein etwa 3 bis 4mal groBeres magnetisches Moment
hat als Bi. Aus den Vergleichen T7II mit Pb III schlieBen sie weiter,
daB Pb ein etwa 4 bis 5mal kleineres magnetisches Moment hat als 77.

RosEe und GRANATH (70a) vergleichen T7I, Pb1 und Bz 1. Aus den
mit Hilfe der GoubsMiTschen Theorie (siche S. 10) ermittelten Auf-
spaltungen eines p;-Elektrons schlieflen sie, daf das Verhaltnis des

magnetischen zum mechanischen Moment beim Bi- und Pb-Kern an-
nihernd dasselbe ist, beim 77 hingegen 2mal groBer ist. Alle diese Be-
merkungen sind aber, wie gesagt, nur als rein qualitative anzusehen.

Wie vorsichtig man hier aber sein muB, zeigt auch der Fall der *P;-
Terme des Hg I. Der 6 "P,-Term hat die Aufspaltung — 181, die bisher
als 8 *P, und g *P, bezeichneten Terme zeigen die Aufspaltung — 167
und — 386. Im allgemeinen nimmt mit wachsender Laufzahl die Hyper-
feinstrukturaufspaltung ab. Hier findet man bei den g *P,-Term pl6tz-
lich eine 2,3 mal gréBere Aufspaltung. Dieses ist offenbar ein Zeichen
dafiir, daB es sich um gestérte Terme handelt, und in der Tat haben auch
neuerdings SHENSTONE u. RUSSELL (91) gezeigt, dal} der bisher als 8 *P,
bezeichnete Term in Wirklichkeit ein Komplexterm von der Konfigu-
ration 549 6 s>mp ist, der besonders die benachbarten Termen stort.

Die letzten in der Tabelle 2 aufgefiihrten Termaufspaltungen des
Bi 11T sind ungewdhnlich groB, es handelt sich hier auch um Komplex-
terme, deren groBe Aufspaltung wohl von einem nicht abgesittigten
tiefen s-Elektron herrithrt. Auf eine ndhere Diskussion des hier mit-
geteilten Materiales kdnnen wir im Rahmen des Berichtes nicht eingehen,
zumal auch das Ergebnis nicht sehr ergiebig wire. Das, was man aus
diesen Messungen aber qualitativ iiber die GréBe des magnetischen Mo-
mentes des Kernes aussagen kann, soll in dem nun folgenden Abschnitt
ausfiihrlich besprochen werden.

III. Fragen des Kernaufbaus.

Die bisherigen Hyperfeinstrukturmessungen liefern uns direkt drei
Bestimmungsstiicke des Kerns. Die Drehimpulsquantenzahl I des Kerns,
das Vorzeichen seines magnetischen Moments und seine ungefihre GréBe.

Denkt man sich den Kern aus Protonen und Elektronen aufgebaut
und nimmt man an, daB die Momente der einzelnen Bestandteile
(Spin und Umlauf) sich in der Weise zusammensetzen, wie wir es von
der duBeren Elektronenhiille der Atome her kennen, so sollte man
erwarten, daB wenigstens bei Kernen, die aus gerader Protonenzahl
und ungerader Elektronenzahl bestehen, ein von Elektronen herriihren-
des magnetisches Moment vorhanden ist. (Beigerader Elektronenzahl
konnten die Elektronen gegenseitig abgesittigt sein.) Es gibt vier
solcher Elemente, H2, Li6, B1o und N 14. Von diesen ist allein L7 6
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auf Hyperfeinstruktur untersucht. Man hat {iberhaupt keine gefunden.
Das magnetische Moment von L 6 ist, wie man aus dem Vergleich mit
L7 7 ausrechnen kann (GUTTINGER u. PAULI, 35), sicher wenigstens
finftausend mal kleiner als ein BoHRsches Elektronenmoment. Es
macht sich also das Elektron in diesem Kern magnetisch nicht be-
merkbar. Es wire natiirlich aus relativistischen Griinden nicht zu er-
warten, daB das magnetische Moment eines Elektrons im Kern den-
selbem Wert hat wie das eines freien Elektrons; daB es aber wenigstens
5000 mal kleiner ist, ist nach den Gesetzen, die die duBere Elektronen-
hiille beherrschen, nicht zu erwarten.

Alle iibrigen nicht radioaktiven Elemente mit ungerader Elektronen-
zahl haben auch ungerade Protonenzahl. Bei ihnen kénnte es nach
den tiiblichen Gesetzen der Fall eintreten, dal3 sich ein Proton mit einem
Elektron zu einem Gebilde mit dem mechanischen Moment Null ab-
sittigt. Ein solches Gebilde hitte dann auch kein magnetisches Moment.
Dies rithrt daher, daf} ein nicht zu starkes duBeres Magnetfeld die mag-
netische Kopplung zwischen Proton und Elektron noch nicht aufldst.
Diese Kopplung bewirkt, daB3 in einem solchen Feld das Elektron in
einem stationdren Zustand mit der Wahrscheinlichkeit 3 in Richtung des
Feldes und mit der gleichen Wahrscheinlichkeit in der entgegengesetzten
Richtung steht. Also ist der Zustand unmagnetisch. (Man kann dies
direkt aus den Eigenfunktionen auf S. 1 entnehmen.) Das Experiment
hat aber gezeigt, daB dieser Fall nicht vorliegt, denn diese Elemente
haben nicht den I-Wert Null; trotzdem macht sich bei diesen Kernen
das magnetische Moment des Elektrons nicht bemerkbar.

Nimmt man weiter hinzu, daB fiir die meisten Kerne sich das Vor-
zeichen des magnetischen Momentes so ergibt, als ob das Moment von
der Rotation positiver Ladungen herriihrt und seine GréBe sich in der
GréBenordnung eines Protonenmomentes bewegt, so wird man zu dem
SchluB3 gefiihrt, daB der Elektronenspin sich im Kern magnetisch nicht
bemerkbar macht.

In Tab. 4 sind die bisher bekannten /-Werte angegeben. Sehr viele
sind aus Hyperfeinstrukturmessungen (A) ermittelt. Die Werte, die aus
bandenspektroskopischen Messungen erschlossen sind, sind mit (B) be-
zeichnet. Wir miissen bemerken, daB3 diesen Werten eine spezielle Un-
sicherheit anhaftet. Die bandenspektroskopische Methode setzt nim-
lich voraus, daBl die Kerne eines Isotops eines Elementes alle homogen
(im gleichen Zustand) sind. Ist das nicht der Fall, so kann man aus Ban-
denmessungen keine genauen Aussagen iiber I machen (HEITLER, 40).
Bisher spricht allerdings nichts fiir eine solche Inhomogenitit der Kerne.
Die Bestimmungen aus der Hyperfeinstruktur scheinen uns verhiltnis-
miBig zuverlissig zu sein. Nur der Wert Null ist mit Sicherheit auf diese
Weise nicht zu bestimmen. Denn der Wert I = o besagt: es ist keine
Hyperfeinstruktur gefunden. Das kann bedeuten, I wirklich =o. Es
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Tabelle 4.
Zusammenstellung der bisher festgestellten Kernmomente.
Z Element ‘\ Isotopen Kernmoment Verfasser.
1 H I /.
He 4 o
3 Li 6 0 | SCHULER (A) (75); HARVEY und
7 3/, | Jenkins (B) (39)
7 N 14 1 Kronig (B) (53)
8 0 16 0
9 F 19 /, GALE und Monk (B) (19)
11 Na 23 5/, (3/,?) | ScHULER (A) (85)
15 P 31 */, Jenkins und AsHLEY (B) (50)
17 Cl 35 5/, Erviorr (B) (16)
25 Mmn 55 5/, WHITE und RirscHL (A) (102)
3 { RirscHL (A) (69); SHENSTONE
29 Cu 63, 65 /2 1 (A) (90)
31 Ga 69, 71 3/, Jackson (A) (48)
33 As 75 3/, ToLANSKY (A) (94)
3 { DE BRrUIN (A) (11); ToLANSKY
37 Rb 85, 87 3/,? Jackson (A) (49)
48 Cd 111, 113 r/ | .. ..
110, 112, 114, 116 02 ScHULER und BRrick (A) (79)
49 In 115 5/,() CampBELL und BACHER (A)(13)
51 Sb 121, 123 3/,? LOwWENTHAL (A) (56)
53 J 127 9, ToLaNnsky (A) (92)
7 { KOPFERMANN (A) (51); Jack-
55 Cs 133 /2? 1 SON (A) (44)
56 Ba 137 3, N
136, 138 02 | RirscHL u. SAWYER (A) (70) (%)
57 La 139 3/, WHITE (A) (97)
59 Py 141 5/, GiBBs, WHITE u. RUEDY (A) (21)
75 Re 187, 189 5/, GREMMER u. RITSCHL (A)(33)(¢g)
79 Au 197 3/,? RitscHL (A) (69)
fo He ;8? ;?Z | SSCSHUI;ER und Kevston (A)
198, 200, 202, 204 o J (58) ()
81 T 203, 205§ , ScHULER und BRrRUCK (A) (78)
82 Pb 207 t 1
204, 206, 208 02 ‘J KOoPFERMANN (A) (52)
83 Bz 209 9/, i Goupswmit und Back (A) (29;3)

(A) . .. Bedeutet, daB die Kernmomente aus Atomlinien bestimmt sind.

(B) ...Bedeutet aus Banden bestimmt.

(*) ...Einer der Verfasser (Scu.) und E. G. JoNEs haben die Befunde von RiTscHL und SAWYER am
Ba-1l diskutiert und mochten sie auf Grund des Schwerpunktsatzes, der angegebenen Inten-
sititen und des Vergleiches mit anderen Dublettspektren dahin deuten, dafi Baizy ein Kern-
moment + 3/, hat.

(¢) ...ZEEMAN, GisoLr und DE BRUIN (104) untersuchen den ZEEMANeffekt und bestitigen den /-Wert.

g"*) . . MurakAWA (62) untersucht den ZeemaNeffekt von 44047 und bestitigt die -Werte,

. "Anmerkung bei der Korrektur: In Phys. Rev. 4o, 1040, 1932 korrigiert CAMPBELL den Wert
in 9/, oder 1/,

kann aber auch bedeuten, da8 das magnetische Moment des Kerns nur
Bei einigen Elementen, Al, Cl, P, K (93, 78) ist in der

sehr klein ist.

Tat keine Hyperfeinstruktur gefunden worden. Trotzdem ist zu erwarten,
dal} diese Elemente ein mechanisches Moment besitzen. Aus Banden-
messungen (16, 50, 55a) hat sich auch ein solches Moment ergeben. Man
mufB} also wohl annehmen, daB diese Kerne ein besonders kleines mag-
netisches Kernmoment haben.



Hyperfeinstruktur und Atomkern. 1 5';

Die Tabelle 4 zeigt weiter, daB alle bisher untersuchten Elemente mit
gerader Protonenzahl keine Aufspaltung haben. Also entweder ist ihr /-
Wert null, oder sie besitzen ein viel kleineres magnetisches Moment als
die Elemente mit ungerader Protonenzahl. Bei den Elementen mit
groBer Kernladungszahl (Hg, Pb) folgt aus den Messungen fiir dieses hy-
pothetische Moment allerdings ein Wert von héchstens 1% des magneti-
schen Momentes der Isotopen mit ungerader Protonenzahl. Man mdéchte
daraus schlieBen, daB ihr 7-Wert wirklich null ist. Dem steht allerdings
entgegen, dafl bei N 14 aus Banden I = 1 bestimmt worden ist. Es ist
dies bisher der einzige Fall eines Elementes gerader Protonenzahl, bei
dem ein von Null verschiedener /-Wert festgestellt worden ist.

Ferner zeigt uns die Tabelle, daB die /-Werte aller Elemente un-
gerader Protonenzahl halbzahlig sind. Man mdchte dementsprechend
folgern, daB die Kerne aller Elemente gerader Protonenzahl null oder
ganzzahlige I-Werte haben. Diese Resultate sind auBerordentlich bedeut-
sam, auch wenn man sich nur auf die experimentell schon sichergestellten
Fille beschrankt. Nach der iiblichen Auffassung hitte man namlich zu
erwarten, daB nicht die Protonenzahl, sondern die Gesamizahl der Kern-
bestandteile (Protonen und Elektronen) die Ganzzahligkeit (gerade Ge-
samtzahl) bzw. Halbzahligkeit (ungerade Gesamtzahl) von I bestimmte.
Das ist offensichtlich nicht der Fall. Man erkennt dies ganz deutlich an
den Fillen des Cd, Hg und Pb. Ihre Isotopen mit ungerader Protonen-
zahl haben auch ungerade Elektronenzahl, also sollten sie ganzzahliges I
haben. Ihre /-Werte sind aber ganz sicher halbzahlig. Dieselbe Un-
stimmigkeit ergibt sich fiir N. N hat 14 Protonen und 7 Elektronen, also
eine ungerade Zahl von Bestandteilen ; trotzdem hat es einen ganzzahligen
I-Wert. Und wenn man das Fehlen einer Hyperfeinstruktur bei L6 dahin
deutet, daf3 sein I-Wert null ist, so wiirde auch hier dieselbe Unstimmig-
keit bestehen, denn Li 6 hat 6 Protonen und 3 Elektronen. Es sieht
also auch bei der Bestimmung des mechanischen Momentes der Kerne so
aus, als ob der Spin der Elektronen sich im Kern nicht bemerkbar macht.

Zu einem dhnlichen Resultat wird man gefithrt, wenn man unter-
sucht, ob die Atomkerne der Bose- oder FErmI-Statistik gehorchen.
Kerne mit ungerader Gesamtzahl von Bestandteilen sollten der FERMI-
Statistik gehorchen, mit gerader Zahl der Bose-Statistik (EHRENFEST
und OPPENHEIMER, 15). Die Bandenanalyse hat aber gezeigt, dafl der
Stickstoffatomkern, obwohl er aus einer ungeraden Zahl von Bestand-
teilen besteht, der Bose-Statistik gehorcht (HEITLER und HERZBERG, 41).
Also auch hier sieht es so aus, als ob die Elektronen in den Kernen
nicht mitzuzihlen sind.

Es haben sich also bei der Bestimmung des magnetischen Momentes,
des Spins und der Statistik der Kerne Resultate ergeben, die keinen
Zweifel daran lassen, daB die Gesetze der Kopplung von Protonen und
Elektronen auf den Kern in der iiblichen Weise nicht anwendbar sind.
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Zur Deutung der erhaltenen Resultate kann man sich auf den Stand-
punkt stellen, daf3 die Elektronen bei der Bestimmumg der obigen Kern-
eigenschaften als Individua nicht mitzuzihlen sind. Sie wirken nur als
Ganzes mit ihrer Ladung, liefern aber keinen Beitrag als Einzelwesen
zum Spin und zur Statistik. Man kann dann alle bisher bekannten Re-
sultate der obigen Art in der Tat erkliren. Man fithrt als Begriindung
fiir eine solche Anschauung im allgemeinen — etwas roh ausgedriickt —
Folgendes an: Die Eigenenergie des Elektrons ist m - ¢* = 0,5 Millionen
Volt. Die im Kern auftretenden Bindungsenergien sind schon um ein
merkliches groer. Es erscheint unter solchen Umstinden schwierig, die
Elektronen im Kern noch als einzelne Individua anzusehen.

Man kann sich aber zur Erkliarung der obigen Unstimmigkeiten auch
noch auf einen ganz anderen Standpunkt stellen. Die {iblichen Gesetze
der Kopplung von einzelnen Teilchen haben auch im Kern Giiltigkeit.
Nicht diese Gesetze sind falsch, sondern unsere Voraussetzung tiber die
elementaren Bausteine des Atomkerns. Danach soll der Kern nicht nur
aus Protonen und Elektronen bestehen, sondern noch zumindest aus
einer dritten Art von Elementarbestandteilen und zwar aus Neutronen
(PauLl); eine Hypothese, die in letzter Zeit durch die Entdeckung von
Neutronen bei der Atomzertriimmerung an Wahrscheinlichkeit gewonnen
hat. Um die oben besprochenen Resultate zu verstehen, miiBte man

allerdings annehmen, daB die Neutronen einen Spin %ZL besitzen und
T

der FErRMI-Statistik genfigen. Wir miissen unsim Rahmen dieses Be-
richtes mit diesem Hinweis auf die hier vorliegenden Méglichkeiten be-
schrianken, ohne auf die interessanten Einzelheiten dieser Fragen ein-
gehen zu kénnen. Wir mdéchten aber noch einmal betonen, dal man
nur zu einer , Erklirung“ der Unstimmigkeiten gelangt, wenn man die
Neutronen als neue Elementarteilchen ansieht. Sind sie aber aus einem
Proton und einem Elektron aufgebaut, so wiirden die obigen Schwierig-
keiten unvermindert bestehen bleiben.

Wir wollen nunmehr noch die Frage nach der Herkunft des magneti-
schen und mechanischen Kernmoments diskutieren. Die einfachste An-
nahme wire die, daB es sich aus Umlauf nnd Spin der Protonen zu-
sammensetzt. Beileichten Elementen schlagen BRYDEN (12) und WHITE
(100) in Analogie zu den duBeren Elektronenschalen fiir den Kern einen
Protonenschalenaufbau vor, fiir den ihnen die bisher bekannten I-Werte
zu sprechen scheinen. FEine Systematik aller bisher bekannten I-Werte
ist aber noch nicht gelungen. Experimentell ist folgendes festgestellt:

Es kommen mechanische Momente von Null bis % vor. Elemente mit

ungerader Protonenzahl haben, wie schon erwihnt, halbzahligen Spin.
Wir haben zur besseren Ubersicht in Tabelle 5 angegeben, wie sich
die Spinwerte auf die einzelnen Isotopen verteilen. Esist auffallend, da
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bei Elementen mit geraden und ungeraden Isotopen hohe I-Werte nicht
vorkommen und daB die ungeraden Isotopen eines Elementes immer
gleiches I haben mit Ausnahme von Hg 199 und 201. Man erkennt
sonst keine ausgeprigte RegelmiBigkeit, hat im Gegenteil, wenn man
von Element zu Element iibergeht, den Eindruck einer gewissen Un-
regelmifigkeit. Man sieht dies deutlich bei den Kernen 207 und 208.

Z = 82und 209, Z = 83. 207 hat den Spin %, 208 vermutlich den Spin
Null und 209 hat plétzlich %

Uber die magnetischen Momente ist folgendes festgestellt. Nur Kerne
ungerader Protonenzahl haben merkliche magnetische Momente. Ob
ihr Fehlen bei den Kernen gerader Protonenzahl auf einem Fehlen des
Spins liberhaupt, oder auf einer sehr geringen magnetischen Wirkung
des Drehmomentes beruht, ist unentschieden. Das Vorzeichen der magne-
tischen Momente ist meistens positiv, nur Cd 111 und 113 und Hg 201
haben ein negatives magnetisches Moment. Da diese Feststellungen an
S-Termen dieser Elemente gemacht sind, kann das umgekehrte Vor-
zeichen diese Momente nicht auf eine Anomalie in der Elektronenhiille
geschoben werden. Besondes deutlich ist dies beim Hg. Hier hat Hg 199
positives Vorzeichen, 201 negatives. Man erkennt dies experimentell
daran, daB alle Terme von 201 umgekehrt liegen wie bei 19q.

Die absolute GréBe der magnetischen Momente ist nur sehr ungenau
bekannt, weil man auf die Theorie der Wechselwirkung zwischen Kern
und Elektronenhiille angewiesen ist, die quantitativ mit Ausnahme des

Tabelle 5. Kernmomente und Isotopen.

Kernmomente Einfache Elemente Elemente mit zwei Elemente mit geraden?!
ungeraden Isotopen und ungeraden Isotopen
I=9, B17 2009 o .
J 127
I=7/, Cs 133 — _
I=5/, J Pr 141 |
i L
; i 3?2 Re 189, 187 | .
‘ Mn 53 C? 37, 35 (39)
Na 23
=3/ Sb 123, 121
— A 197 () Rb 87, 85 Hg 201
75 By 81, 79 (?) Ba 137
Ga 71, 69 Liy
i Cu 65, 63
1= r/ ‘ Pb 207
T e P 31
T? 205, 203 Hg 199
k19 H 1

1 Die geraden Isotopen haben /=o (H2; /= 0?) Erweiterung der Tabelle von SCHULER
und KEVSTON (85).

2 Anmerkung bei der Korvektur: Fiir In werden neuerdings von CampEELL (vgl. S. 156) die
Werte 9/, oder 11/, diskutiert.
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Li* unzureichend ist. Nimmt man an, daB die Theorie fiir S-Terme
wenigstens die richtige GréBenordnung liefert, so erhilt man fiir das
Kernmoment im allgemeinen Werte der GréBenordnung eines Protonen-
moments. Beim L:*, wo die Rechnung weit sicherer ist, kommt man
etwa zu dem Wert 1:600 des Elektronenmoments. In einigen Fillen
scheint man allerdings auch auf sehr kleine magnetische Momente ge-
fithrt zu werden (4, K, CI, P).

Im allgemeinen hat man den Eindruck, daB die Kerne mit groBem [
nicht etwa auch immer ein besonders groBes u haben; das wiirde darauf
hindeuten, daB die groBen I-Werte nicht auf einer Parallelrichtung des
Spins von mehreren Protonen beruhen, wofiir vielleicht auch die
Tatsache spricht, daBl gerade Isotopen bisher keine Aufspaltung ge-
zeigt haben.

Eine besondere Diskussion verlangt der Vergleich der u-Werte der
Isotopen. Es hat sich gezeigt, daB alle ungeraden Isotopen nicht nur
gleiches I, sondern auch annihernd gleiches u haben, mit Ausnahme von

Hg 199 und Hg zor. Hg 199 hat den Spin % 201 hat % aber um-

gekehrtes magnetisches Moment. Da es sich hier um den Vergleich
zweler Isotopen handelt, kann man wohl annehmen, daB ihre Elek-
tronenhiillen praktisch identisch sind und man kann daher die magneti-
schen Momente von Hg 199 und 201 miteinander vergleichen. Die Auf-
spaltung der Terme von 199 und zo1 gibt Tabelle 6.

Die Gesamtaufspaltung ergibt sich aus der Formel (4) zu

2J+1 2l +1

AdW = uHo) fir /> I bzw. uH(o) 7 fir 1> [,

hieraus kann man dann #2992 berechnen. Die so errechneten Werte sind

Uzo1

in der vierten Spalte der Tabelle 6 eingetragen. Man sieht, daB fiir alle

Tabelle 6. Gesamttermaufspaltungen des Hgl Spektrums
ScHULER und JonEs (8I).

Term Gesamttermaufspaltung 4+ in 10—3 cm—! Mo

Hgrgg (1= 1/2) Hegoy (1=73[2) 201

6 1S, bis 9 S, o) o —
73S, 1070 | — 1070 - 0,89
8 35, 1045 - 1035 —0,89
6 1P, — 181 165 — 0,08
8 *P)) — 167 172 - 0,36
(9 *P;) - 386 385 - 0,89

6 3P, e} 0 —
6 P, 727 — 725 - 0,89
6 3P, 758 — 8% - 0,86
6'D, 860 — 795 — 1,08
7 'D, 496 — 531 ~ 0,93
6 D, — 470 507 - 0,93
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Terme ungefihr “19% = 0,9 gilt. Fiir die einzelnen Terme erhilt man

Hzo1

etwas verschiedene Werte; die gefundenen Unterschiede liegen bei 6 *P,
und 6 'D, auBlerhalb der Fehlergrenze, sind also sicher reell. Man er-
kennt daran deutlich, daBl die Grundlagen der Theorie nur niherungs-
weise zutreffen®. Wichtig ist, festzustellen, daB3 die Absolutwerte von

ligo Und p,,, nahezu gleich sind, obwohl 201 den Spin 72 und 199 den
.1
Spin 5 hat.

Besonders auffallend ist das Resultat, daf bisher alle ungeraden Iso-
topen eines Elementes den gleichen Absolutwert von g haben. Man konnte

. . . . I
dies verstehen, wenn es sich immer nur um den Spin —- handelte, den
2

man dann einem Proton zuschreiben wiirde. Aber auch Isotope mit
groBerem I scheinen gleiches I und 4 zu haben. Geht man hingegen von
einem Element zu einem benachbarten {iber, so dndert sich hiufig I und,
wie es scheint, auch .

Ein Aufbau des Kernmomentes allein aus dem Spin der Protonen
scheint durch das Experiment widerlegt zu sein. Man wiirde dann nicht das
Auftreten negativer magnetischer Momente verstehen. Auch hitte man
zu erwarten, daB3 y proportional I wire, was nicht der Fall ist. Wir
wollen hier nur noch den Fall etwas niher betrachten, daB3 sich die Ro-
tation des Kernes als Ganzes mit dem Spin eines Protons zusammensetzt.

Bezeichnet man die Umlaufquantenzahl des Kerns mit ,, so méchte
man diesem Umlauf ein magnetisches Moment von der GréBe

ehZ

u ’”lk‘ = mlk, 4—HCM (IO)

zuschreiben, wo M die Kernmasse und Z die Kernladung bedeuten. Da
es sich aber um einen Umlauf von positiven und negativen Ladungen
handelt, so mufl man beriicksichtigen, daBl diese Ladungen verschieden
gegeneinander gelagert sein kdnnen. Es ist also die rechte Seite von (10)
mit einem Faktor g (I;) zu multiplizieren, der sowohl positiv wie negativ
(wenn die Elektronen sehr weit aulen liegen) sein kann. Hinzu kommt
dann noch das Moment, welches von dem Spin der Protonen herriihrt.
Dieses ist

eh

WmSy, = 2 m Sy m (II)

(sz ist die geometrische Summe der Protonenspins, M, die Masse eines
Protons). Addieren sich nun s, und /, zu einem gesamten Kern-

* Anmerkung bei dev Koyvekiur: Bei 6'D, liegt eine Storung des Termes
vor (siehe Anmerkung 8. 141), also eine Abweichung von den Gesetzen der
rein magnetischen Kopplung. Das Verhalteu von 6'P; ist noch ungeklirt.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. II
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moment I, so ergibt sich das gesamte magnetische Moment aus der

Lanpiischen g-Formel zu (12)
_ ehm é’(Z/e)Z%; (I(I+I)+l]z(ﬁc+l)—$k($/z+I))+2(I([+ 1)+Sk(SE+1)—le(la+ 1))
‘u_471M00 o 2I(I+1) o ’

Man erkennt aus dieser Formel, dafBl negative Kernmomente auch
dann auftreten kénnen, wenn g(J;) positiv, aber geniigend klein ist und
wenn aullerdem I und s, kleiner sind als /,. Anschaulich bedeutet das,
daB das Moment dann negativ wird, wenn s, entgegengesetzt gerichtet
ist wie /; und das magnetische Moment von , kleiner ist als das von s,.
Solch eine Auffassung ergibt eine Erklirungsméglichkeit fiir den Vor-
zeichenwechsel beim Ubergang von Hg 199 zu Hg 201. Man miiite dann
fiir 7, den Wert 2 einsetzen und fiir s, den Wert /.. Fiir I =3/, ergibt
sich dann ein negatives magnetisches Moment von der GroBe von */, Pro-
tonenmoment unter der Voraussetzung, dal das Moment von I, ver-
schwindend klein ist. Es mul ausdriicklich betont werden, daB solche
Versuche zur Erklarung der Kernmomente zur Zeit noch mit allergréter
Vorsicht betrachtet werden miissen. Wie man sieht, treten iiberall
Schwierigkeiten auf, wir koénnen daher obige Ausfithrungen nur als
eine Andeutung von Moglichkeiten ansehen und nicht als begriindete
Theorien.

IV. Die Isotopieverschiebung.

Wir gehen nunmehr dazu iiber, die Erscheinungen der Isotopiever-
schiebung d. h. die Tatsache, daB die entsprechenden Spektrallinien ver-
schiedener Isotopen eines Elementes, verschiedene Frequenz besitzen,
zu besprechen und geben zunichst ein Bild, Abb. 3, aus dem man er-
kennt, wie sich diese Verschiebung bei Aufnahmen einer Spektrallinie mit
dem FaBRY-PEROT ETALON bemerkbar macht. In Abb. 4 ist an einigen
typischen Beispielen von Hg- und Pb-Linien gezeigt, wie bei den analy-
sierten Strukturbildern die Linien der geraden Isotopen und die Schwer-
punkte der Aufspaltungsbilder der ungeraden Isotopen zueinander liegen.
Es gibt zur Zeit noch keine Theorie, die die Isotopieverschiebung bei
den Elementen hoher Ordnungszahl befriedigend darzustellen vermag.
Wir werden uns daher hier im wesentlichen darauf beschrinken, die
experimentelle Bestimmung der Isotopieverschiebung und ihrer Zu-
ordnung zu den einzelnen Termen mitzuteilen.

Die Tatsache, daBl eine Spektrallinie, die zu einem Ubergang zwi-
schen zwei bestimmten Zustdnden eines Elementes gehort, fiir die ver-
schiedenen Isotopen eines Elementes verschiedene Frequenzen besitzen
kann, ist seit langem bekannt. Es ist auch bekannt, daB diese Ab-
hingigkeit der Frequenz von der Kernmasse nicht allein durch die
Bonr-SomMERFELDsche Theorie der Mitbewegung des Kernes erklirt
werden kann.
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Die Isotopieverschiebung einer Spektrallinie besagt, daB die Bin-
dungsenergie eines Elektrons in einem bestimmten Zustand fiir verschie-
dene Isotopen verschieden ist. Diese Differenz der Bindungsenergie eines
Elektrons bezeichnen wir als die Isotopieverschiebung eines Terms. Diese
Bezeichnung ist nicht eindeutig, man muB eigentlich immer noch hinzu-
fiigen, welches Elektron aus dem Atomverband entfernt wird. Denn es
ist zu erwarten, dal man einen anderen Wert fiir die Isotopieverschie-

Trennung der Isotopen von Hg, T/ und Pb
durch den Isotopenverschiebungseffekt.
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Abb. 3.

bung erhilt, wenn man das lockerst gebundene Elektron loslost, als wenn
man ein fester gebundenes entfernt. Im folgenden wird unter Isotopie-
verschiebung eines Terms schlechthin immer die Differenz der Ioni-
sierungsarbeiten des lockerst gebundenen Elektrons verstanden. In TFdl-
len, wo auch noch ein anderes Elektron im Atomverband gehoben wird,
(Komplexterm), werden wir besonders darauf hinweisen. Auch die so-
eben gegebene Definition der Isotopieverschiebung ist noch nicht ganz
eindeutig. Es gibt bekanntlich Zustinde mit mehreren Ionisierungsspan-
nungen (bei ihnen kann das Ion in verschiedenen Zustinden zuriickbleiben
(z. B. Pb). Hier miite man auch noch angeben, welche Ionisierung be-

¥
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trachtet wird. In Fillen dieser Art scheint allerdings ein Unterschied in
der Isotopieverschiebung nicht zu bestehen, denn Terme mit gleichem
nund I, aber verschiedenem 7 scheinen etwa gleiche Isotopieverschiebung
zu haben.

Wie bestimmt man nun die Isotopieverschiebung eines Terms? Ihre
Bestimmung wire sehr einfach, wenn sich der Effekt nur darin bemerk-
bar machte, daB alle Energiewerte mit einem konstanten Faktor zu
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Abb. 4. Beispiele fiir die unsymmetrische Lage der Schwerpunkte der ungeraden Isotopen
zwischen den geraden Isotopen.
H. ScuiLer u. J. E. KeysTon (88).
H. ScuvLer u. E. G. Jones (82).

multiplizieren wiren (wie in der gewShnlichen Theorie der Kernmitbe-
wegung). Dann gibe die Verschiebung einer Spektrallinie sofort die Iso-
topieverschiebung aller Terme. Das ist nicht der Fall. Man muf} daher
die Tonisierungsspannungen spektroskopisch bestimmen und ihre Diffe-
renzen fiir die Isotopen feststellen. Man geht in der Praxis (SCHULER
und KEevstoN, 88) von einem Term moglichst hoher Hauptquanten-
zahl aus. Von diesem kann man schon aus theoretischen Griinden ver-
muten, daB er nur eine verschwindend kleine Isotopieverschiebung hat.
Man kann dies auch experimentell sicherstellen, indem man feststellt,
daB alle von diesem Term ausgehenden und zu anderen hohen Termen
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fithrenden Spektrallinien keinen Verschiebungseffekt mehr zeigen. Man
geht nun von diesem hohen Term sukzessive zu anderen tieferen Termen
iiber. Findet man, dall eine Spektrallinie, deren Anfangsterm unver-
schoben ist, eine Verschiebung hat, so mul3 dies die Verschiebung des
tieferen Endterms sein. Man kann von diesem Term mit nunmehr be-

5a%6sbmp bsms 6smp bsmd  Esms bsmp bs-md
—_—
S T R T 2 2

J/?é,

Abb. 5. Isotopenverschiebungseffekt. Von Hg-l.
H. Scuurer u. J. E. KEvsTON (8§8).

kannter Isotopieverschiebung zu weiteren Termen {ibergehen und so
schlieBflich die Isotopieverschiebung aller Terme bestimmen. Auf diese
Weise sind die im folgenden wiedergegebenen Tafeln gewonnen. Wir
wollen sie nunmehr im einzelnen besprechen.

Wir beginnen mit der Isotopieverschiebung des Hg I (88; 81). Hg hat
vier spektroskopisch nachweisbare gerade Isotopen 198, 200, 202 und
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204 und zwei ungerade Isotopen 199 und 2o1. In der Abb. 5 ist die
Isotopieverschiebung fiir die Terme der geraden Isotopen aufgetragen.
Man sieht, daB bei der Isotope mit der kleinsten Masse das Elektron
am festesten gebunden ist. Die in der Abb. 5 wiedergegebenen Werte
sind folgendermaBen zu verstehen: es ist angenommen, daB die 8- und
91S,-Terme keine Verschiebungen zeigen, das wiirde heiBlen, dafl fiir
die Entfernung des Elektrons aus diesen Niveaus ins Unendliche die
gleiche Energie fiir alle Isotopen gebraucht wird. Ware hier doch noch
eine Energieverschiedenheit vorhanden, so wiirde sie zu den Verschie-
bungen aller Terme als additive Konstante hinzutreten. Wir sehen,
daB bezogen auf den 915 -Term die folgenden Terme 81S,, 6- und 7-1D,,
63D,, 63P,,,,, und 61P, keine Verschiebungen haben. Da es recht un-
wahrscheinlich ist, daf} alle diese neun Terme die gleichen Verschiebun-
gen zeigen, ist man wohl berechtigt anzunehmen, dafl 915, keine Ver-
schiebung besitzt. Unter dieser Annahme ergibt sich fiir den 61S,-Term
eine Verschiebung von rund 160 - 1073 cm™". 715, und 73S, haben eine
erheblich kleinere Verschiebung als der 61S,-Term, beide etwa 30 Ein-
heiten. Man sieht also, da mit wachsender Hauptquantenzahl eine
starke Abnahme der Isotopieverschiebung eintritt. Die energetisch unter
dem 73S,-Term liegenden 61P, und 63P,,,,,-Terme zeigen keine Ver-
schiebung. Der 83S,-Term ist hier mit einer Verschiebung von ungefihr
20 angegeben, der 815, Term dagegen mit o bezeichnet; da die Verschie-
bung des 83S,-Terms nicht direkt gemessen ist, sondern nur indirekt aus
dem Schwerpunktsabstande der ungeraden Isotopen bestimmt worden
ist, so konnte ein Vergleich zwischen 81S, und 83S, innerhalb dieser
Genauigkeit vielleicht nicht angingig sein.

Es bleiben noch zwei Terme, die eine merkliche Isotopieverschiebung
zeigen, ndmlich die Terme 54°%-6s*- mp und der hochste Term in der 1P, -
Reihe. Frither wurden diese Terme mit 8- resp. 9P, bezeichnet. Es
war nun sehr auffallend, daBl diese Terme eine groBe Isotopieverschie-
bung zeigen, wihrend der 61P, keine zeigt, ein dhnliches anomales Ver-
halten dieser Terme haben wir schon auf S. 17 bei der magnetischen
Aufspaltung gefunden. Eine Erklarung hierfiir ergibt sich daraus, da8
diese Terme gestort sind. (Man wuBte dies schon seit langem, denn ihre
Energiewerte stimmten nicht mit den erwarteten Energiewerten der
1P, -Reihe tiberein.) Neuerdings haben nun SHENSTONE u. RUSSELL (91)
festgestellt, daB3 der frithere 8*P,-Term ein komplexer Term ist und der
frithere 9*P,-Term der gestorte 8:P, ist. Dementsprechend ist also die
Isotopieverschiebung dieser Terme nicht allein auf die Loslésung eines
einzigen Elektrons aus einem p-Niveau zuriickzufithren, sondern sie ist
auch bedingt durch die Uberfiihrung eines Elektrons aus der 6s°-Schale
in die 54°-Schale. Die Isotopieverschiebung dieses Termes bedeutet
also, daB man mehr Energie gebraucht, um die Isotope 198 aus
diesem Zustand in ein normales Ion zu verwandeln, als die schwereren



Hy}gerfemstruktur un(; Atomkern. 167

Isotopen. Analoges muB man fiir den benachbarten gestérten Term
annehmen.

Kann man fiir den anomalen 54°-6s*-mp-Term fiir die Entfernung
des mp-Elektrons die Isotopieverschiebung wie bei dem normalen
6P, -Term gleich o setzen, so wiirde die ganze Isotopieverschiebung
von dem Ubergang eines Elektrons aus einer 6s*-Schale in die tiefere
5d%-Schale herriihren; und zwar wiirde die dabei freiwerdende Energie
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Abb. 6. Isotopenverschiebungseffekt. Von Hg-II. H. Scuurer u. E. G. Jonks (83).
Abb. 7. Tsotopenverschiebungseffekt Von 77-I. H. ScHtLER u. J. E. KevsTon (86). D. A, JaAcksoN (47).

fiir 198 am kleinsten sein. Wir werden auf diesen Umstand bei der Be-
sprechung des Hg II noch einmal zuriickkommen.

Im allgemeinen kann man sagen, (vgl. SCHULER u. JONES; 83) daB
die Verschiebungen zwischen zwei verschiedenen geraden Isotopen bei
ein und demselben Term nahezu gleich sind. Die Schwerpunkte der
magnetisch aufgespaltenen Terme der ungeraden Isotopen liegen aber
nicht in der Mitte zwischen zwei geraden Isotopen, sondern der Term
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der ungeraden Isotopen liegt immer niher der nichst kleineren geraden
Isotopen. Allerdings ist der Abstand der Schwerpunkte der Terme der
beiden ungeraden Isotopen angenihert gleich dem Abstand zweier ge-
rader Isotopen. Man erkennt die Unsymmetrie auf der Abbildung 4,
in der an einigen Beispielen die Lage der Spektrallinien fiir die ver-
schiedenen Isotopen eingetragen ist.
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Abb. 8. Isotopenverschiebungseffekt. Von 77/II.
H., ScuULER u. J. E. KEYSTON (86).

Bei den ungeraden Isotopen ist an Stelle des magnetisch aufgespalte-
nen Liniengebildes ihr Schwerpunkt eingezeichnet.

Wir kommen nun zu dem Isotopenverschiebungseffekt von Hg 11
(83). Die vier Terme 6°S: 6°Ps, 7°S: 7°P3s haben nach experimentellem
Befund (83) nahezu die gleiche Isotopieverschiebung; man darf wohl
annehmen, daB ihre Isotopieverschiebung o ist. Die beiden anderen noch
gemessenen Terme sind Komplexterme, der tiefe Term, der eine sehr
groBBe Isotopieverschiebung zeigt, ist ein 549 6s*Term, der hohe mit
7°Ps bezeichnete Term soll nach MCLENNAN ein analoger Komplex-
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term sein. Trifft diese Deutung zu, so ergibt sich fiir die Isotopie-
verschiebung folgendes: zur Entfernung eines Elektrons aus der 6s*-
Schale braucht man wesentlich mehr Energie fiir die Isotope 198 als fiir
die schwereren, ganz analog wie bei der 6s*-Schale des Hg I. Weiter
findet man, dafB die bei der Uberfithrung eines Elektrons aus der 6s°-
Schale in die 54°-Schale freiwerdende Energie geringer ist fiir die Isotope
kleinerer Massen als fiir die mit groBerer Masse, wiederum ganz dhnlich
wie bei den vorher besprochenen Komplextermen des Hg I. Ist diese
Deutung richtig, so besagt sie, daBl zur Entfernung eines Elektrons aus
der 6s%-Schale die meiste Energie fiir die Isotope kleinerer Masse ge-
braucht wird, gleichgiiltig, ob man das Elektron auf einen héheren Term
hebt oder es in die 5d-Schale einlagert.

Abb. 7 gibt uns die Isotopieverschiebung von 7'11(86). Hier zeigen nur
die beiden 6°P;, ;-Terme eine Verschiebung und zwar annihernd die

gleiche, es ist aber zu bemerken, daB die Loslosung des Elektrons hier fiir
die schwerere Isotope die groBere Energie erfordert (umgekehrt wie beim
Hpg).

Bei dem Termschema des T71I (siche Abb. 8), dessen duBere Elek-
tronenkonfiguration identisch mit Hg I ist, findet man eine Isotopie-
verschiebung nur bei zwei Komplextermen (86). Der eine Term ist
wieder ein 5d° = 6s?. 6p-Term, also ein analoger Term wie der Kom-
plexterm des Hg I, er zeigt auch den gleichen Verschiebungssinn wie
beim Hg 1. Die Tatsache, daB beim 7/1 der Verschiebungssinn ent-
gegengesetzt ist, kénnte man vielleicht dahin deuten, daBl der Verschie-
bungssinn durch die Termkonfiguration bestimmt wird. Es ist sehr
bemerkenswert, dal sich bei den iibrigen Termen keine Verschiebungen
nachweisen lassen. Man sollte in Analogie zum Hg I mindestens fiir die
71S, und 73S, -Terme eine solche erwarten. In der GréBe derjenigen von
Hyg sind sie sicher nicht vorhanden. Falls man nicht die unwahrschein-
liche Annahme machen will, daB eine Reihe ganz verschiedenartiger
Terme die gleiche Verschiebung zeigen.

Abb. g gibt die Isotopieverschiebung des Pb I (82, 52) wieder. Hier
zeigen die Terme mit einem 6 p-Elektron die groBte Verschiebung und
zwar vier dieser Terme die gleiche (4 v = go) nur der eine *S,-Term zeigt
eine kleinere (Av =#72). Ferner haben die Terme mit einem 8 p-Elektron
noch eine Verschiebung A» = 10—15. Fiir die Terme mit einem g p-
Elektron ist die Verschiebung als Null angesetzt. Es ergibt sich dann
auch fiir die Terme mit einem 7- und 8 s-Elektron die Verschiebung o,
nur der eine Term mit einem 7 s-Elektron (7°*P,) zeigt einen kleinen
Isotopieeffekt. SchlieBlich haben auch noch die Terme mit einem 6 d-
Elektron eine Isotopieverschiebung. Beim Pb 1 ist der Sinn der Ver-
schiebung umgekehrt wie bei Hg.

Den gleichen Sinn findet man bei dem Spektrum des Pb 1T (92, 82),
das dem des 771 analog ist. Leider lassen sich genauere Vergleiche aus
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diesem Spektrum nicht ziehen, weil fiir einen Teil der Terme die Ver-
schiebung nicht absolut festgelegt werden kann, da dieser durch keinen
Ubergang bisher mit den iibrigen Termen verkniipft ist. In der Abb. 10
ist zu diesen Termen immer + x geschrieben worden. Es kommt noch
hinzu, dafl die Termbezeichnung noch vielfach unsicher ist.
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Abb. 9. Isotopenverschiebungseffekt. Von £4-1.

H. Scavrer u. E, G, Jongs (82).
H. KOPFERMANN (52).

Auch bei einer Reihe von anderen Elementen ist eine Isotopiever-
schiebung nachgewiesen: H, L7, Ne, Cl, K (vgl. 83), da aber diese Be-
obachtungen meistens nur an einzelnen Spektrallinien gemacht worden
sind, so ist eine Zuordnung zu den Termen nicht mdoglich.

Fir den Isotopieeffekt, der von den gewdhnlichen BoHR-SOMMER-
FELDschen Kernmitbewegungseffekt abweicht, gibt es eine Erklirung,
die von HUGHES u. ECKART (42) stammt. Sie beruht darauf, daB bei
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einem Mehr-Elektronenproblem sich die Mitbewegung des Kernes in
anderer Weise bemerkbar macht als beim Ein-Elektronenproblem. Zu
dem gewdhnlichen Effekt kommt noch ein Zusatz hinzu, der von dem
Zusammenwirken mehrerer Elektronen herriihrt. Die gefundene Iso-
topieverschiebung beim L7, fiir die allein HUGHES u. ECKART die Theorie
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Abb. 10. Isotopenverschicbungseffekt. Von /26-T1.
H. KOPFERMANN {52).
H. Scierer u. K. G. Jongs (82 und unveroftentlichte Messungen).

gemacht haben, scheint sich in der Tat durch diese Theorie annihernd
erkldren zu lassen. Man konnte nun vermuten, daB auch die bei an-
deren Elementen gefundenen Isotopieeffekte analog zu deuten sind. Es
ist aber insbesondere bei den schwereren Elementen keine eindeutige
Erklirung auf diese Weise bisher gelungen. Nach diesem Mitbewegungs-
effekt wiirde die Differenz der Verschiebungen eines Terms zweier Iso-
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tope proportional 777 Sein, woraus flir die schwereren Elemente ein

recht kleiner Effekt folgen wirde. Man mul} allerdings beriicksich-
tigen, daB bei den schwereren Elementen die Elektronenzahl auch er-
heblich ansteigt und nach der Theorie von HuGHES u. ECKART sollte
man erwarten, daB dieser Effekt um so gréBer wird, je mehr Elektronen
miteinander in Wechselwirkung treten. Trotzdem scheint es schwer zu
sein, zu der experimentell gefundenen GroBenordnung auf diese Weise
zu gelangen. Man sieht auf Grund dieser Theorie auch gar nicht, warum
die Schwerpunkte der ungeraden Isotopen nicht symmetrisch zu denen
der geraden Isotopen liegen, was man nach ihr eigentlich erwarten sollte.

Solche Schwierigkeiten haben vermuten lassen, da3 bei den schwereren
Elementen eine andere Ursache fiir die Isotopieverschiebung vorliegt.
Man hat daran gedacht, diesen Effekt durch die Annahme einer nicht
CouromBschen Wechselwirkung zwischen Kern und Elektronen zu er-
kliren. Bisher begegnet auch diese Erklirungsweise noch vielen Schwie-
rigkeiten und in dieser Hinsicht vorliegende Rechnungen von BARTLETT
(4) u. Racau (67) haben bisher noch zu keinem befriedigenden Ergebnis
gefiithrt.
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A. Die klassische Theorie.

1. Die Entdeckung der Dipolstrahlung. Das klassische Modell
einer Lichtquelle bildet ein quasielastisch gebundenes Elektron, das um
seine Ruhelage harmonische Schwingungen ausfithrt. — Dieses Modell
liefert die bekannte Dipolstrahlung; aber nicht nur diese, sondern auch
eine Quadrupolstrahlung, wenn die zweite Niherung beriicksichtigt wird.
Wir wollen hier kurz zunichst die Eigenschaften der Dipolstrahlung
darstellen und erst dann zur Quadrupolstrahlung iibergehen, um so die
Ahnlichkeiten und charakteristischen Unterschiede zwischen beiden fest-
zustellen.

Die folgenden Uberlegungen setzen zunichst keine spezielle Bindungs-
art des Elektrons voraus und besitzen deshalb im Rahmen der klassi-

1 Der vorliegende Bericht ist als eine Fortsetzung und theoretische Er-
ginzung des Artikels von F. BECKER u. W. GROTRIAN: Erg. exakt. Naturwiss.
7, 8 (1928) anzusehen.
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schen Theorie allgemeine Giiltigkeit. — Das elektromagnetische Feld
eines bewegten Elektrons wird durch die retardierten Potentiale, das
skalare @ und das vektorielle U, eindeutig gegeben mittels der Relationen

U
(E:—grad(lﬁ—é—‘a—t—, $H =rot A. (1)

€ und $ bedeuten die elektrische und magnetische Feldstirke, ¢ die
Lichtgeschwindigkeit.

Ist O ein fester Punkt im Raume, Q die jeweilige Lage des Elektrons
von der Ladung —e¢, P der Aufpunkt in dem wir das el.m. (= elektro-
magnetische) Feld bestimmen, v der von O nach @, t; der von Q nach P
weisende Vektor (vgl. Abb. 1) und
v = T die Geschwindigkeit des Elek-
trons (durch Punkte deuten wir die
zeitliche Differentiation an), so gibt
die klassische Elektrodynamik fiir die
retardierten Potentiale @ und A die ¢ Abb. 1.
folgenden Ausdriicke: Zur Erlduterung der retardierten Potentiale.

Alle GroBen auf der rechten Seite sind zur Latenzzeit 1=t—-%‘zu

o (P) =

nehmen. Die Dipolstrahlung erhilt man daraus, indem man voraussetzt,
daB: 1. die Schwingungsamplitude des Elektrons so klein ist, da8 der
zeitlich variable Vektor 1, durch den konstanten von O nach P weisen-
den Vektor 1, ersetzt werden kann und 2. die Geschwindigkeit v des

Elektrons so klein ist, dal3 zwar %’ nicht aber :z beriicksichtigt zu wer-
den braucht.

Wir beschrinken uns im folgenden durchwegs auf die Bestimmung
des el.m. Feldes in der Wellenzone der schwingenden Punktladung,
lassen also ohne dies besonders hervorzuheben, iiberall die Glieder fort,

die schneller verschwinden als } (r. Entfernung vom Aufpunkt zum
bewegten Elektron). !
Unter den obigen Voraussetzungen erhilt man aus (2) fiir die Dipol-
strahlung:
I 7,
¢D= — 8;05'C<D(t—?

).ro), QI,):——e—n(t—%)' 3)

Dabei ist in @ das konstante Glied——yE welches wir uns etwa durch eine

positive Ladung ¢ in O kompensint denken konnen, fortgelassen
worden. Fiir die Feldstirken erhalten wir dann durch Einsetzen von
(3) in (1):

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 12
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@D = ’"zev 'fl ) 5[7 = [fo @] ) (4)

c?7,

wobei T, die Projektion von ¥ auf die zu 1, senkrechte Ebene bedeutet.
T, ist der Einheitsvektor in der Richtung von t,. Die Abhingigkeit des
el. m. Feldes von der Beobachtungsrichtung 1, ist hier besonders einfach
und kann leicht anschaulich gedeutet werden. Fiir einen im Aufpunkte
P befindlichen Beobachter ist von der Elektronenbahn nur ihre Projek-
tion auf die zu seiner Blickrichtung senkrechte Ebene ,,sichtbar®. Die
el. Feldstiarke in P ist dann nach (4), bis auf den richtungsunabhin-

gigen Faktor % , gleich der Beschleunigung in der von P aus ,,sicht-

baren® Elektronenbahn.

Diese Richtungsabhingigkeit kommt in dem von ZEEMAN 1896 ent-
deckten und seinen Namen tragenden magnetooptischen Effekt be-
sonders anschaulich zur Geltung. Als Modell einer Lichtquelle beniitzen
wir dabei mit LORENTZ, der die im folgenden darzustellende Theorie der
Erscheinung gleich nach ihrer Entdeckung gegeben hat, ein quasiela-
stisch gebundenes Elektron. Ein solches Elektron fithrt eine harmo-
nische Schwingung aus, deren Frequenz mit » bezeichnet werde. Die
allgemeinste Bewegung eines solchen quasielastisch gebundenen Elek-
trons in einem homogenen magnetischen Felde, 148t sich dann als Super-
position dreier Eigenschwingungen darstellen, ndmlich einer linearen in
der Richtung des magnetischen Feldes und zweier zirkularer mit ent-
gegengesetztem Umlaufssinn in der zum Felde senkrechten Ebene. Die
Frequenz der linearen Schwingung wird durch das Magnetfeld nicht
beeinfluBt, ist also », wihrend von den beiden zirkularen Schwingungen,
die eine mit einer beschleunigten Frequenz v+ Av, die andere mit einer
verzogerten y—Ay verlauft. Der Umlauf des Elektrons mit der Frequenz
v+ Av bzw. »—Av erfolgt dabei um die Richtung des magnetischen
Feldes im Sinne einer Rechts- bzw. Linksschraube. Die Verschiebung
der Schwingungsfrequenz Av ist fiir die beiden zirkularen Komponenten

gleich und betrigt:
eH

47T MoC

Ay =

wenn H die (in GauB gemessene) Stirke des Magnetfeldes und m, die
Elektronenmasse ist. Ist z die Richtung des Magnetfeldes, so wird die
Bewegung des Elektrons analytisch dargestellt durch:

x=a_cos(w_{+ «.)+ a_cos(w_{+ )
y =a,sin(w,? + «,) —a_sin (w_{ + «) (5)
2 = a,cos{w,t + )
We= 27TV; wW+=27 (¥ dr),
a und « sind Phasen und Amplituden der einzelnen Eigenschwingungen.

Ein Beobachter, der das Atom in der zu den Kraftlinien entgegen-
gesetzten Richtung betrachtet (Lingseffekt), sieht also eine rechts-
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zirkulare Schwingung mit der Frequenz y—Ay und eine linkszirkulare
mit der Frequenz v+ 4. In einer Richtung senkrecht zum Felde (Quer-
effekt) sieht er dagegen die unverschobene Schwingung parallel zur Feld-
richtung (s--Kompenente) und zwei lineare Schwingungen senkrecht zum
Felde (o-Komponenten) mit den Frequenzen »-+Ay und y—A». Da sich
das el.m. Feld direkt aus den ,,sichtbaren Bahnen bestimmt, so werden
wir im Spektroskop, das ja die zusammengesetzte Schwingung in ihre
Eigenschwingungen zerlegt, im Lingseffekt zwei Linien (ZEEMan-
Dublett) mit den Frequenzen y-A» und »—Ay beobachten, von denen
die violettere linkszirkular, die roétere rechtszirkular polarisiert ist.
Transversal werden wir dagegen drei Linien mit den Frequenzen v,
v+ Ay und v— Av (ZEEMAN-Triplett) wahrnehmen: die unverschobene
Linie » ist dabei parallel (z-Komponente), die beiden anderen sind

senkrecht (o0-Komponenten) zum Feld polari-

siert (Abb. 2). Die Bezeichnung parallele (7) H N
und senkrechte (o) Polarisation bezieht sich a long. ‘
hier auf die Lage des elektrischen Vektors —

im Beobachtungsorte.
Im Spektralapparat wird also beim ZEE-
MAN-Effekt sozusagen der elektrische Dipol
direkt gesehen. Mit der Entdeckung des b fransy < gy={<ty~
ZeeEmaN-Effektes war somit auch die der P
. T mge
Dipolstrahlung gegeben.
. . . Abb. 2. Normaler ZEeman - Effekt

Allerdings stellt die hier besprochene der Dipollinien: a im Lingseffekt
Theorie nur in sehr beschrinktem MaBe, (Richtung des magnetischen Feldes

| i ) . | gegen den Beobachter), b im Quer-
ndmlich nur bei den Singulettlinien die Be- effekt (Richtung des magnetischen
obachtungen richtig dar. Die iiberwiegende Eiﬁi:;“ﬁeZhgz:x;];x::f:;":ﬁl
Mehrheit der Spektrallinien zeigt dagegen den  unten, z-Komponenten nach oben
anomalen ZEEMAN-Effekt (vgl. Ziffer g). Dies gereichnet.
hat vor allem seine Ursache darin, daB3 die Elektronen ein Eigenmoment
(Elektronenspin) besitzen.

2. Die Quadrupolstrahlung und die magnetische Dipolstrahlung.
Wir diirfen erwarten, daf auch die charakteristischen Eigenschaften der
Quadrupolstrahlung durch den ZEEMAN-Effekt erfaBt werden. Um dies
zu bestitigen, soll das el.m. Feld des Quadrupols angegeben werden.
Es ist dann in den retardierten Potentialen auch die zweite Niherung
zu beriicksichtigen. Wir kénnen nun 1, nicht mebr als konstant (=1,)

ansehen, in geniigender Niherung aber:
Yy = ¥o— ”E‘ (rro) (6)
setzen, wie man aus der Abb. 1 leicht entnimmt. Fiir die Geschwindig-

keit v zur Latenzzeit t—~%1 erhalten wir dann:

n(t—fc’-)=n<t—%)+i;b(t—~2—°)(rro)- )

12%
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Lassen wir in @ und U die Glieder fort, die eine Dipolstrahlung er-
geben, so erhalten wir:

R e da
O = — o, A= =T ), (8)
WO T=1¢— 1;_" Das el.m. Feld berechnet sich dann aus (1) und (8) zu:
d? . a?
€= g wDin), =50 g (i), 9)

wo 1, die Projektion von t auf die zum Fahrstrahl t, senkrechte Ebene
bedeutet. Es ist wieder wie bei der Dipolstrahlung:
9 = [rEl

Wir haben also auch hier ebene elektromagnetische Wellen vor uns. Um
eine physikalische Interpretation fiir die Entstehung dieser Strahlung
zu erhalten, zerlegen wir das el.m. Feld (9) in zwei Teile, mit den Poten-
tialen @, ‘IIQ und @,,, ,,, die wie wir sehen werden, einer Quadrupol-
strahlung und einer magnetischen Dipolstrahlung entsprechen. Wir
setzen:

d? dz?
¢Q == — _2—7e§’7dz (ror) QIQ = ——2‘—727% {r(ror)} (Ioa)
und
D=0, Uy= riddr Lro[rrﬂ (10D)

Fir das elektromagnetische Feld der Quadrupol- bzw. magnetischen
Dipolstrahlung erhalten wir dann:

3
€o = 2—;‘7 ;13 ()i}, Ho = [1.Cp] (112)
bzw.
€ = 282 i (r[t1]], D= 2637 dz [rn] (11Db)

Wir betrachten zunichst das Feld €,,, $,,; dieses Feld verschwindet
nur dann nicht, wenn das magnetische Umlaufsmoment:

= — - [ro] (12)
des Elektrons zeitlich veranderlich ist. Es ist ja nach (1r1b)
D= — Cz%ffua — € = [T Dl (13)

Es driickt sich hier £, genau so durch das magnetische Dipol-
moment M aus, wie der elektrische Vektor €, bei der Dipolstrahlung
durch das elektrische Dipolmoment —et. Wir erhalten das Feld €,
9 aus dem des elektrischen Dipols, wenn wir im letzteren €, § und
—eY durch §), —€ und m ersetzen. Diese Strahlung ist deshalb als ma-
gnetische Dipolstrahlung zu bezeichnen. Sie verschwindet fiir ein durch
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eine beliebige Zentralkraft gebundenes Elektron, da das magnetische
Moment dem Impulsmoment proportional und letzteres konstant ist.
Wirkt jedoch auf das Elektron ein duBeres Magnetfeld ein, so beschreibt
m um das Magnetfeld eine Prazesionsbewegung und veranlaBt daher ein
el.m. Wechselfeld von der Frequenz der Prizessionsbewegung’.

Wir gehen zur Quadrupolstrahlung, also zum Felde €, §,, iiber.
Die Richtungsabhiingigkeit des el.m. I'eldes ist hier schon etwas kom-
plizierter. Betrachten wir €, in (11a) so sehen wir, das zu dem in der
Dipolstrahlung auftretenden t, noch der Faktor (r,¥) hinzutritt. Die
Projektion der Bahn auf die zur Blickrichtung senkrechte Ebene ist hier
noch mit der Projektion der Bahn auf die Blickrichtung selbst multi-
pliziert. Die Abhingigkeit des el.m. Feldes von der Beobachtungs-
richtung 148t sich hier am besten analytisch verfolgen. Wir beniitzen
ein kartesisches Koordinatensystem x, v, 2 mit dem Ursprung in O. Die
Komponenten des Quadrupolmomentes:

2 I , 2 I . 2 I .
Qm=~—e<x —?1’>; ny":_g(y —?")’ sz="e(z—?">
Qxy:ny: —exy, sz:QZ;r: —€XZ, Q}’Z:QZJ’: —eyz ([4)

wo x, v, z die Koordinaten des Elektrons bedeuten und » = x* + y* 4 7
ist, bilden einen symmetrischen Tensor (9). Die Komponenten des el.m.
Feldes (11a) sind lineare Funktionen der dritten Ableitungen der Kom-
ponenten dieses Tensors. Wir betrachten nun das el.m. Feld im Auf-
punkte P mit den Koordinaten:

Ko = #,COSUACOS (P, Y, = ¥, COSCSINg, 2z, =7,sin¢ (15)

wo a den Winkel zwischen t, und der xy-Ebene, also die geographische
Breite und ¢, das von der positiven x-Achse gezdhlte Azimut, also die
geographische Linge bedeutet. In P fiihren wir drei zu einander senk-
rechte Einheitsvektoren i’, j’, ¥ ein. 1’ moge die Richtung des Fahr-
strahls 1, besitzen, also entgegengesetzt der positiven Blickrichtung sein,
i’ mit der Tangente des Breitenkreises und ¥’ mit der des Meridiankreises
zusammenfallen und zwar so, daB die beiden Richtungen i’ und ¥’
wachsenden @ bzw. o entsprechen. Man erhilt dann die folgende Dar-
stellung fir €p:

€o

e a’ 1 (e-2iv sin 2 e

T 1A di i | 2

(x+¢y) (i cose— it )+  (16)
. y .

+ ‘;Zi”(x—i ) (—i' cosa— it M 2) ez (x +iy) (fsine +4¥ cos 20)
+ e z(x—19) (—{'sine 4+ i¥ cos2a) + if'sinza{zQ— %(x—i—iy)(x—iy)]}
1 Ebenso ist m in (13) nicht mehr konstant, wenn dem Elektron noch ein
Spin beigelegt wird. Wegen der magnetischen Anomalie des letzteren erfolgt
namlich eine gleichférmige Prizession von m um die Achse des gesamten
Impulsmomentes (9).
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WO 1 :]/——:; ist. %, v, # sind dabei die Koordinaten des Elektrons,
wihrend 7,, «, ¢ die Koordinaten des Aufpunktes P bedeuten. Diese
komplexe Darstellung ist fiir den gleich zu besprechenden ZEEMAN-
Effekt bequem.

Zur Veranschaulichung von (16) besprechen wir den Spezialfall der
von einem linearen harmonischen Oszillator herrithrenden Quadrupol-
strahlung. Als Schwingungsrichtung wahlen wir die z-Achse (x =y = o).
In (16) tritt dann nur das letzte Glied auf. € ist nun stets linear und
zwar parallel zur Meridianrichtung polarisiert und seine Richtungs-
abhingigkeit wird durch sin 2 a gegeben. Das el.m. Feld verschwindet

. . VA . .
hier also fiir ¢ =0 und a = S Es wird von diesem Quadrupol weder

eine Strahlung in die Schwingungsrichtung noch in die dazu senk-
rechte Richtung emittiert. Das stirkste el.m. Feld tritt hier bei schrager
Beobachtung unter 45° zur Schwingungsrichtung auf. Erfolgt die
Schwingung des Oszilators mit der Frequenz », so hat das vom Quadru-
pol emittierte Licht die Frequenz 2», da ja z® mit dieser Frequenz
schwingt.

3. ZEEMAN-Effekt der Quadrupollinien. Wir wenden uns nun zur
Besprechung des ZrEMAN-Effektes der Quadrupollinien. Das magne-
tische Feld liege wie frither in der z-Richtung. Die Koordinaten des
Elektrons im Felde sind durch (5) gegeben. Da in (16) diese Koordinaten
quadratisch auftreten, so erhalten wir fiir die Quadrupolstrahlung die
Emissionsfrequenzen 2v, 2v 4+ Ay, 2v & 24y, Ay und 2 A». Von den
Frequenzen Ay und 2 Av sehen wir hier vorlaufig ab. Der elektrische
Vektor der einzelnen Schwingungskomponenten berechnet sich dann zu:

i(w,tt2e—2¢)/, .gr Sin 2
(521'+241/=7aim€{6 (]'COSO( —if 5 "‘)}

, sin 2e

(Em"zdrzyaime{g —i,cosa-—-if *_2_,,_)}

i(w5t+2a_+2(p)(
Hwytta +oe —¢) ,, . .

(§”+M=7czoa+9{e{e ¢ + (]'sma-f—zf'cosmx)} (17)
i(wyt+a_+a_+¢)

(52,._4,,:7a0a_9{e{6 ee

zia e +a )

1 iw,t .
(52,,272}%{(7612(3 °—aae ° )e Ezf'smza},

(—1i'sine + if'cos za)}

e , .. e .
WO y=— ——(271,)° und »,=—= die jeweilig als unterer Index bei
37, 2

4637,
€ angegebene Frequenz ist. Re zeigt an, daB rechts der Realteil zu
nehmen ist. Da der Koeffizient von i’ die zum Felde senkrechte und
der von ¥ die zur Meridianrichtung parallele Komponente von € angibt,
also j'a+i¥'b einer rechts- bzw. linkselliptisch polarisierten Welle ent-
spricht, je nachdem a und & gleiches bzw. verschiedenes Vorzeichen
besitzen, so ergeben sich fiir die einzelnen Komponenten folgende Pola-
risationsverhiltnisse:



Die Quadrupolstrahlung. 183

Tabelle1.PolarisationsverhiltnissederZeeman-Komponenteneiner

Quadrupollinie. Es bedeuten: r. =rechts, 1. =1links, z = zirkular

polarisiert,ell.=elliptischpolarisiert. zundobezeichnenlineare,
parallele bzw. senkrechte Polarisation zur Meridianrichtung.

| Polarisation

Frequenz ‘ Liéngseftekt
\ Quereffekt o<a<£ a:l 771<a£ a:]i
| «a=o0 4 4 4 2 2
2v+424dy I L ell ' L ell L ell. 0
2v—24dv o r.ell. | r. ell. r. ell. 0
2v+ dv T r. ell. G L. ell. 1. z.
2v—dv b4 L ell. G r. ell. r. Z.
2y 0 | b4 T T 0

Man sieht zunichst, daB im Ldngseffeks (a:%) das Aufspaltungs-

und Polarisationsbild dem bei der Dipolstrahlung gleich ist. Es treten
hier nur die beiden links- bzw. rechts-
zirkularpolarisierten Komponenten 2 v N O
+ Ay bzw. 2 v—Ay auf. a long. | '

Im Quereffekt beobachten wir dage-
gen jetzt ein fiir die Quadrupolstrahlung
charakteristisches aus vier Kompo- l I
nenten bestehendes Aufspaltungsbild. b fransy
Dabei sind die 2» + A»-Komponenten l
parallel und die 2v=+24v-Kompo-
nenten senkrecht polarisiert. Die un-
verschobene Linie mit der Frequenz 2y )

. . e schrig | ] |
fehlt sowohl im Quer- als auch im [ T T°
Lingseffekt. Sie erscheint nur bei
schriger Beobachtungsrichtung, wo ot == dp=i=dv~|
auch die einfach und doppelt verscho- tr=gilt
benen Komponenten auftreten. Das Abb. 3. Normaler Zerman-Effekt der
Aufspaltungs- und Polarisationsbild ist  Quadrupollinien: a im Lingseffekt, b im
in Abb. 3 gezeichnet. Quest, « b g Dok

Das vom Elektron als Quadrupol- n-l.{om”ponenn?n nach oben gezeichnet. Die
strahlung von der Frequenz Av bzw. Smcmaniznzt?ftailijgex;i};: T;r Fompe-
2 Av emittierte Licht besitzt die gleiche
Polarisation wie das Licht mit der Frequenz 2v+4 Ay bzw. 2v4-2 Av.
Doch ergibt sich fiir die Frequenz A» nach (13) eine magnetische Dipol-
strahlung (vgl. S. 181), die dann mitberiicksichtigt werden muB.

4. Intensitdten. Die in einer bestimmten Richtung pro Flichen-
und Zeiteinheit ausgestrahlte Energie ist durch den PovNTiNGschen
Strahlungsvektor:

¢ - € e
6=4—;[@5J=roz_{—(§ (18)
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gegeben. Setzt man (17) in (18) ein, so erhilt man nach Durchfiihrung
der Mittelung tiber die Zeit und die Phasen fiir die unter dem Winkel &
beobachteten Intensitdten I der einzelnen ZEEMAN-Komponenten einer
Quadrupolstrahlung:

4
Iz1'+AV :Iz'v—dl‘ :C(sin2a+c0822a) (19)

sin? 2
Izr+24v = lyy—oar = C<C0520¢ + — 4*)

L, =3 Csin*za,
5 p2 6
Rt
same Konstante ist, wenn wir annehmen, dal die Strahlung isotrop,
also die Summe der Intensititen der einzelnen Schwingungskompo-
nenten (fiir ein verschwindendes Magnetfeld) von dem Winkel e un-
abhangig ist. Zum gleichen Resultat gelangt man auch, wenn man
fordert, dal3 die gesamte Strahlung unpolarisiert sei*. Beobachtet man
durch einen Analysator, der nur die ¢- bzw. m-Komponenten durchlaft,
so erhidlt man gemial (17) die entsprechenden Intensititen, wenn man
in (19) nur die trigonometrischen Funktionen mit a bzw. 2a beibehilt.
Aus (19) ersehen wir, daB z. B. im Quereffekt (& = o) die vier hier
auftretenden Komponenten mit gleicher Intensitit erscheinen. Bei
schriger Beobachtungsrichtung (a = 45°), bei der alle fiinf Komponenten
erscheinen, ist dagegen das Intensitdtsverhiltnis der unverschobenen zu
den einfach und doppelt verschobenen gleich 6:2:3. Die doppelt ver-
schobenen Komponenten sind dabei elliptisch polarisiert, wobei die
Intensitit der o-Komponenten zweimal gréBer als die der z-Komponen-
ten ist. In Abb. 3 entspricht die Linge der Striche diesen Intensitits-
verhiltnissen.
Wir miissen noch darauf hinweisen, dafl ebenso wie bei der Dipol-
strahlung, durch die hier entwickelte Theorie nur der ZEEMAN-Effekt
der Singulettlinien, falls diese einer Quadrupolstrahlung entsprechen,

wo C = eine fiir alle Schwingungskomponenten gemein-

* Durch statistische Uberlegungen 148t sich zeigen, daB:

(@ a2=a’= 4

und
2

¥ at=2(a2)" at=2(a2" af=2(a2)

gilt, wo durch das Uberstreichen die Mittelwertsbildung iiber viele Atome
angedeutet wird.

(e) folgt direkt aus dem Gleichverteilungssatz, und bestimmt unter
anderem die Intensititen der ZEEmaN-Komponenten einer Dipolstrahlung.

(B) ergibt sich einfach aus einem Zusammenhang zwischen V2 und (V)*
(V = Gesamtenergie; vgl. etwa CL. ScHAFER, Einfithrung in die theoret.
Physik Bd. 2, S. 453 [1921]).

Aus () uud (8) folgt direkt, daB C in (19) fiir alle Komponenten den
gleichen Wert hat.
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wiedergegeben wird. Den anomalen ZrEeMAN-Effekt der Quadrupol-
linien werden wir erst auf Grund der Quantentheorie besprechen kénnen.

Wir wollen noch die gesamte in der Zeiteinheit von einem Quadru-
pol ausgestrahlte Energie betrachten. Man erhilt sie, indem man den
Zeitmittelwert des Poy~TiNGschen Strahlungsvektors iiber eine Kugel-
oberfliche vom Radius 7, integriert. Um die Rechnungen nicht zu kom-
plizieren, gehen wir von dem auf S. 182 betrachteten linearen harmo-
nischen Oszillator aus, der durch z=a cos (27wvt+0), x =0, y =0 ge-
geben ist. Es ergibt sich dann £, zu:

e? ", 22°7a%e%c
T 05t T e 9
30¢ 1520

Ep (20)

wobei 4o = %% die Wellenlinge des vom Quadrupol ausgestrahlten
Lichtes ist. Die bei der von uns betrachteten Schwingung des Elek-

trons, vom Dipol mit der Wellenlidnge 4= ¢ ausgestrahlte Energie ist
14

dagegen gegeben durch:

202772 2taterc . agtetc

Ep=7p2 = &= 344 a (21)
Wir sehen hier die charakteristischen Unterschiede zwischen der vom
Dipol und der vom Quadrupol ausgestrahlten Energie. Beim Dipol ist
die ausgestrahlte Energie proportional dem Quadrat der Amplitude und
umgekehrt proportional der vierten Potenz der Wellenlinge, wihrend
sie beim Quadrupol proportional der vierten Potenz der Amplitude und
umgekehrt proportional der sechsten Potenz der Wellenldnge ist. Das
Verhiltnis der vom Quadrupol ausgestrahlten Energie zu der vom Dipol

ausgestrahlten wird also im wesentlichen durch den Faktor ( 227[0‘?)2 be-

stimmt (35). Die Quadrupolstrahlung wird folglich um so stiarker zur Gel-
tung kommen, je gréBer die Amplitude der Bewegung und je kleiner die
Wellenldnge des ausgestrahlten Lichtes ist. Im Bereich des sichtbaren
Lichtes (A~5+10 ° cm) ergibt sich fiir dieses Verhiltnis, wenn wir ent-
sprechend den Atomdimensionen a ~10”% cm annehmen, die GroBen-
ordnung 10 °.

Die vom Quadrupol ausgestrahlte Energie ist also sehr klein im
Verhiltnis zu der vom Dipol emittierten. Wir koénnen daher die
durch die Quadrupolstrahlung bewirkte Strahlungsddmpfung vernach-
lissigen. Die Dimpfungskonstante wird dann allein durch das vom
Dipol ausgestrahlte Licht bestimmt. Die natiirliche Halbwertsbreite
der Quadrupolfrequenz 2v ist also dieselbe wie die der Dipolfrequenz .

Andere Verhiltnisse ergeben sich, wenn wir ein Modell betrachten,
das nur eine Quadrupol- und keine Dipolstrahlung liefert (16). Ein sehr
einfaches Beispiel dafiir ist der Fall, wo zwei Elektronen sich um ein
Zentrum O so bewegen, daB sie stets auf einer durch O gehenden Geraden
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zu verschiedenen Seiten und in gleicher Entfernung von O liegen. Die
Dipolstrahlung verschwindet fiir diesen Fall, da das Dipolmoment

Ze,/ry = 0 wird. Es bleibt dann nur eine Quadrupolstrahlung iibrig,

die eine viel geringere Strahlungsdimpfung bewirkt, so daB die Bewegung
nun viel langsamer abklingt. Demnach wird auch die natiirliche Halb-
wertsbreite des ausgestrahlten Lichtes viel kleiner.

Als Vorbereitung zu den in den nichsten Ziffern folgenden Uber-
legungen betrachten wir kurz den Fall einer mehrfach periodischen
Bewegung mehrerer Elektronen. Alle unsere Resultate gelten auch in
diesem Falle, wenn man nur in ihnen die einzelnen Quadrupolmomente
durch ihre Summen iiber alle Elektronen ersetzt.

Fiir eine s-fach periodische Bewegung lassen sich die Koordinaten
der Elektronen als s-fache Fourierreihen darstellen:

+
Xp = % > AT e nt usw, (22)

Tyeo Ty = —0©

wo x, die x-Koordinate des k-ten Elektrons bedeutet und die Kombina-
tionsfrequenzen

1/11...13=TIVI+T21,2+"'+T§1}§ (22&)

lineare Kombinationen der Grundfrequenzen », ...», mit ganzzahligen
Koeffizienten 7, ... 7, sind. Da x; reell ist, muB x3*** konjugiert-kom-
plex zu x """ sein. Fiir die Komponenten des Dipolmomentes ergibt
sich eine ebensolche Darstellung:

+ © .
Po=Seox =5 P asw (23)
k T ge = ©

mit den gleichen Kombinationsfrequenzen die in (22) auftreten. Die
Fourierkoeffizienten P,% "% usw. bestimmen dabei die Intensitit des
mit der Frequenz v,  , vom Dipol ausgestrahlten Lichtes.

Fiir die Komponenten des Quadrupolmomentes (14) ergeben sich die
Fourierreihen:

= — 0

+ oo .
I Oy~ 0y 27V ., . 4 ¢
ij/ = E XL YR =? E Qxy e ! S ousw. (24)
£ Oy« O

Sie entstehen durch Multiplikation der Fourierreihen (22). Dabei ad-
dieren bzw. subtrahieren sich die Frequenzen der Fourierkomponenten
von xz und y,. Fir jede Kombinationsfrequenz

7/61~-- ()‘s'_—or/’/x +621/2+"' + OV (243)

deren zugehoériger Fourierkoeffizient im Quadrupolmoment verschieden
von Null ist, miissen daher die o, . ..o, sich als:

o, =1+, o, =i+, o =104t (25
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so darstellen lassen, daB die zu 7%... 7% und 7/. .. v/ gehorigen Fourier-
koeffizienten im Dipolmoment nicht verschwinden .

Die Intensitit des vom Quadrupol mit der Frequenz v, ..., aus-
gestrahlten Lichtes bestimmt sich dann aus dem zu o, - - - 6, gehdrigen
Fourierkoeifizienten im Quadrupolmoment (24).

B. Die dltere Quantentheorie.

5. Bezeichnung der Spektralterme. Zunichst sei kurz an die in
der Termanalyse der Spektren verwendete Symbolik erinnert. Eine aus-
fiithrliche Darstellung findet der Leser im Artikel von BECKER u. Gro-
TRIAN”. Nach der RUsSELL-SAUNDERschen Bezeichnung sind den Termen
mit der resultierenden Impulsmomentquantenzahl des Bahnumlaufs:

L= 0 I, 2, 3, 4
die Symbole: S, P, D, F, G
zugeordnet. Die Multiplizitit » eines Terms wird durch einen Index
links oben und die innere Quantenzahl J durch einen Index rechts
unten an dem Termsymbol angezeigt. Sie bestimmt sich aus der
Spinquantenzahl S zu » =2 S+1. Die innere Quantenzahl ], die zu-
gleich mit S ganz oder halbzahlig anzunehmen ist, entsteht durch
vektorielle Zusammensetzung von L und S; sie entspricht somit dem
gesamten Impulsmoment des Atoms und ihr Zahlenwert liegt zwischen
den durch die Ungleichung:

L-S <J<L+S
gegebenen Grenzen. Die Elektronenkonfiguration eines Terms wird,
wenn noétig, vor das Termsymbol gesetzt; dabei werden die Quanten-
zustidnde der einzelnen Elektronen durch die Hauptquantenzahlen #,
sowie durch die azimutalen Quantenzahlen ! gekennzeichnet, wobei den
Werten von /

l=0,1,2 3, ...
die Symbole: s, p,d, f ...
zugeordnet werden.
Die Terme eines Atoms werden in zwei Klassen eingeteilt: in

gerade und ungerade Terme, je nachdem die iiber alle Elektronen
des Atoms erstreckte algebraische Summe:

eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. Nach einem neueren Vorschlag
(39), der sich fir unsere Anwendungen als sehr vorteilhaft erweist,

* Dabei wurden jedoch die Fille auBer acht gelassen, in denen ein zu
7., T, Ts gehoriger Fourierkoeffizient im Dipolmoment verschwindet, trotz-
dem die zu 1,,1,---7; gehorigen Fourierkoeffizienten in den einzelnen
nicht verschwinden.
2 Erg. exakt. Naturwiss. 7, 35. Im folgenden als B. u. G. zitiert.
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kennzeichnen wir die ungeraden Terme durch eine kleine Null rechts
oben am Termsymbol. Es bedeuten also S°, P, Do, ungerade Terme
und S, P, D, gerade Terme.

Die Frequenzen » der Spektrallinien eines Atoms werden durch die
Termwerte des Atoms festgelegt:
W(l

y,=T,—T, T,= — h

(26)

wo T, den Termwert und ¥, die Energie des stationiren Zustandes a
bedeutet. % ist das PLanCksche Wirkungsquantum. Die Emission der
Spektrallinie »} erfolgt bei einem Ubergange des Atoms aus dem energie-
reicheren Zustande 1 in den energieirmeren Zustand 2. Die durch die
Lichtwelle fortgefiihrte Energie v} ist gleich der Energiedifferenz zwi-
schen den beiden stationiren Zustinden 1 und 2. Die Intensititen der
Spektrallinien werden durch Wahrscheinlichkeitsgesetze geregelt. Tst
die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein im stationiren Zustande 1 befindliches
Atom spontan in den Zustand 2 iibergeht gleich A, so wird die Inten-
sitait J} dieser Spektrallinie gegeben durch:

Jo=NA ki, (27)

27

wenn N, die Anzahl der Atome im Zustande 1 bedeutet.

6. Korrespondenzprinzip und Auswahlregeln. Die Frage, ob die
bei einem bestimmten Ubergang emittierte Spektrallinie der Dipol- oder
der Quadrupolstrahlung zuzuschreiben ist, beantwortet im Rahmen der
alteren Quantentheorie das Korrespondenzprinzip und zwar in der
folgenden Weise :

Der Ubergang erfolge von einem durch die Quantenzahlen #,, n, ... #,
nach einem durch die Quantenzahlen m,, m, . ..m, charakterisierten Zu-
stande. Diese Quantenzahlen legen die Zahlenwerte der Wirkungs-
variablen J,, J, ... J, fest. Den Wirkungsvariablen J; ... J, entsprechen
in der klassischen Bewegung (22) die Grundfrequenzen »,,v, ...7%,.
Die Schwingungsfrequenzen des elektrischen Dipol- bzw. Quadrupol-
momentes sind nach (22a) bzw. (24a) durch:

Vayoooqg = Tl 0+ T (28)
gegeben.
Das Korrespondenzprinzip ordnet nun dem Quanteniibergange #—m
im elektrischen Dipol- bzw. Quadrupolmoment der klassischen Bewegung
jene Partialschwingung zu, fiir die:

Ty =My~ My, T, =N, — My, - Ts=MNg— Ml (29)

ist. Fehlt im Dipol- bzw. Quadrupolmoment der klassischen Bewegung,
die diesem Ubergange zugeordnete Partialschwingung vollstindig, so
ist dieser Ubergang fiir die Dipol- bzw. Quadrupolstrahlung verboten.
Auf diese Weise liefert das Korrespondenzprinzip die Auswahlregeln, die
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die Anzahl der méglichen Termkombinationen, die fiir die Emission der
Spektrallinien in Betracht kommen, einschranken.

Da nach (23) fiir jede Partialschwingung des Quadrupolmomentes,
die zugehorigen o, gleich sind der Summe der 7, zweier nicht ver-
schwindender Partialschwingungen des Dipolmomentes, so folgt aus dem
Korrespondenzprinzip, daBl ein mit Quadrupolstrahlung verkniipfter
Quantensprung zwischen zwei Zustdnden nur dann verlaufen kann, wenn
noch ein dritter Zustand existiert, mit dem diese beiden Zustande dipol-
midBig kombinieren® (31, 11). Dipolkombinationen sind aber nach der
empirisch gefundenen und spiter durch die Quantenmechanik streng
bewiesenen I.APorTEschen Regel (50) nur zwischen geraden und un-
geraden Termen erlaubt. Zwei Terme, die mit einem dritten dipolmiBig
kombinieren, miissen also beide gerade oder beide ungerade sein, je
nachdem der in Rede stehende dritte Term ungerade oder gerade ist.
Es sind daher mit Quadrupolstrahlung verbundene Ubergiange nur zwi-
schen zwei geraden oder zwischen zwel ungeraden Termen méglich. Ein
fiir die Dipolstrahlung erlaubter Ubergang ist demnach fiir die Quadru-
polstrahlung verboten und umgekehrt. Bei einem bestimmten Ubergang
kann also nicht gleichzeitig Dipol- und Quadrupolstrahlung ausgesandt
werden (37, 18). Insbesondere sind fiir die Quadrupolstrahlung Uber-
ginge gestattet bei denen kein einziges Elektron sein / 4ndert (Fall der
Nebellinien).

Eine weitere Auswahlregel betrifft die innere Quantenzahl J. Bei
einem Dipoliibergang muB:

d] =0, £1 (30)
sein. Betrachten wir nun einen Quadrupoliibergang vom Quanten-
zustande ¢ in den Zustand ¢,. Es muf} dann noch Quantenzsutdnde ¢’
geben, die sowohl mit ¢ als auch mit o, Dipollinien liefern. Da sich J
bei den Dipolkombinationen ¢ ¢” und ¢’ o, hochstens um 1 dndert, so
kann es sich bei einem Quadrupoliibergange o —>o, hdchstens um 2
dndern. Wir erhalten daher fiir die Quadrupolstrahlung die Auswahl-
regel:

AJ] =0, £1 oder + 2. (31)

Diese Auswahlregel fiir die Quadrupolstrahlung 148t sich ebenso wie
die analoge fiir die Dipolstrahlung, durch eine Anwendung des Satzes
von der Erhaltung des Impulsmomentes auf das System ,,Atom + aus-
gestrahltes el.m. Feld“ ableiten (vgl. 33, 34). Die besprochenen Aus-
wahlregeln gelten auch nach der Quantenmechanik (37) streng bei
beliebiger Koppelung der Elektronen im Atom, sofern keine AduBleren
Storungen durch elektrische oder magnetische Felder vorliegen (vgl.
Ziffer 13).

t Die gleiche Auswahlregel gilt auch beim Ramaneffekt.
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Aus (25) folgt, daB jede Spektrallinie, deren Frequenz sich als Summe
bzw. Differenz der Frequenzen zweier Dipollinien darstellen 148t, beim
Fehlen duBerer Stérungen als eine Quadrupollinie anzusprechen ist. Je
nachdem der den beiden Dipoliibergdngen gemeinsame Term gerade bzw.
ungerade ist, verlauft der in Rede stehende Quadrupoliibergang zwischen
zwel ungeraden bzw. zwei geraden Termen. Wiirde man also bloB die
Dipolstrahlung berticksichtigen, so wiren alle aus dem Ritzschen Kom-
binationsprinzip folgenden Frequenzen verboten. Gerade das zwar sel-
tene, aber immerhin auBer Zweifel gestellte Auftreten dieser ,,verbotenen‘
Frequenzen unter Bedingungen, die ein Durchbrechen der Auswahlregeln
durch duflere Stérungen ganz unwahrscheinlich machten, wie z. B. die
von Datrta (10) in Absorption beobachteten SD-Kombinationen der
Alkalimetalle, fithrte dazu, daB zur Erklirung dieser Linien noch die
Quadrupolstrahlung herangezogen wurde (1I).

Es sei hier noch auf die Sonderstellung des Wasserstoffatoms hin-
gewiesen. Da seine Energieniveaus von / nicht abhdngen, so ist hier
eine Unterscheidungsmdglichkeit zwischen geraden und ungeraden Ter-
men nicht gegeben. Ein Quanteniibergang zwischen zwei ins Auge
gefaBten Energieniveaus kann daher eventuell sowohl unter Aussendung
einer Dipol- als auch einer Quadrupolstrahlung vor sich gehen.

Auch fir die magnetische Dipolstrahlung ergibt das Korrespondenz-
prinzip eine Auswahlregel. Der gleichférmigen Prizession des magneti-
schen Momentes m des Atoms um die Achse des gesamten Impuls-
momentes (vgl. Anm. S. 81) (die mit der der Wirkungsvariablen 27/ ent-
sprechenden Grundfrequenz erfolgt), entspricht quantentheoretisch nach
(29) ein Sprung der inneren Quantenzahl J um - 1, wobei alle {ibrigen
Quantenzahlen ungeindert bleiben. Bei einem mit einer magnetischen
Dipolstrahlung verkniipften Ubergange muB also demnach:

A]==4+1, AL =0, 4S=0, dn=o0
sein (9).

Es handelt sich hier also um Uberginge zwischen den Niveaus eines
mehrfachen Terms. Es ist aber zu beriicksichtigen, daB diese Uber-
ginge auch fir die Quadrupolstrahlung gestattet sind, so dal} hier
eine gemischte Strahlung auftritt. Eine Linie dieser Art wurde im
Hg I1-Spektrum (*Dy,— *Ds),, 2=06646,7 A) gefunden (41a).

7. Metastabile Zustinde. Unter den Quantenzustinden eines Atoms
spielen die metastabilen eine besondere Rolle. Sie sind dadurch gekenn-
zeichnet, daB von ihnen aus keine mit den Auswahlregeln fiir die
Dipolstrahlung vertriglichen Uberginge zu tieferen Zustinden moglich
sind. Es kdnnen aber wohl von diesen Zustinden aus spontane Quadru-
politberginge stattfinden, falls sie nach den Auswahlregeln fiir die Qua-
drupolstrahlung gestattet sind. Dies muf nicht immer der Fall sein; so
sind z. B. in den Erdalkalien (mit Ausnahme des Ba) und den hdéheren
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Homologen Zn, Cd und Hg, die beiden metastabilen Terme 3P, und 3P,
ungerade, wihrend der einzige noch tiefer gelegene Term nimlich der
Normalzustand 1S, ein gerader Term ist. Die Uberginge *S,—3P, , sind
hier also nicht nur fiir die Dipol- sondern auch fiir die Quadrupolstrahlung
verbotent. Ist aber von einem metastabilen Zustande spontane Quadru-
polstrahlung méglich, so wird die natiirliche Lebensdauer dieses Zu-
standes durch die Quadrupoliibergangswahrscheinlichkeiten bestimmt.
Da nach korrespondenzmifigen Schitzungen die Ubergangswahrschein-
lichkeit fiir eine Quadrupolstrahlung im optischen Gebiet etwa 107 mal
kleiner ist, als die fiir eine Dipolstrahlung und die natiirliche Lebens-
dauer eines instabilen Zustandes d. h. eines Zustandes, von dem auch
Dipolitbergdnge nach tieferen Termen gestattet sind, von der GréBenord-
nung 10 ° Sekunden ist, so ergibt sich fiir die natiirliche Lebensdauer
eines metastabilen Zustandes von dem aus spontane Quadrupolstrahlung
moglich ist, die GréBenordnung von etwa 107 Sekunden. Es wird aller-
dings von den duBeren Umstinden abhidngen, ob diese lange Lebensdauer
tatsichlich verwirklicht wird. Bei gréBeren Dichten werden beispiels-
weise die metastabilen Zustinde noch vor Ablauf ihrer natiirlichen
Lebensdauer durch Zusammenst6Be zerstért werden. Ebenso zerstért
Lichtanregung die metastabilen Zustdnde, indem sie die Atome in andere
Quantenzustdnde iberfithrt oder ionisiert.

Als Beispiel betrachten wir die tiefen Terme des Sauerstoffatoms O I.
Wir haben hier den Vertreter eines Atoms mit sechs Valenzelektronen,
die im Grundzustande simtlich als s- und p-Elektronen gebunden sind.
Die tiefen Terme werden durch die Konfiguration 2s*2p* gebildet. Die
s-Elektronen brauchen wir nicht weiter zu beriicksichtigen, da sie eine
abgeschlossene Schale bilden. Die durch die vier dquivalenten p-Elek-
tronen (iquivalent nennen wir Elektronen mit gleichem #» und /) gebilde-
ten Terme lassen sich auf Grund des Paurischen Liickensatzes angeben.
Danach sind Zahl und Charakter der Terme, die zu einer Konfiguration
von dquivalenten Elektronen gehéren, dieselben wie bei einer Konti-
guration von Elektronen, die zusammen mit den vorhandenen Elek-
tronen eine abgeschlossene Schale bilden. Da sich in der abgeschlossenen
p-Schale nach dem PAuLI-Prinzip sechs Elektronen befinden, so fehlen
dem OI zwei 2p-Elektronen zum AbschluBl der Schale. Es muB also
2p* dieselben Terme wie 2p* liefern. Die Konfiguration 2$? entspricht
dem OTII (zweifach ionisiertes Sauerstoffatom). Die Termanalyse des

t Daf} die Linie 1S,— 3P, in Hg bei fast volliger Ausschaltung zwischen
atomerer Stérungen beobachtet wurde, scheint nach Bowen auf eine Koppe-
lung zwischen Kern- und Elektronenspin hinzuweisen, die dhnlich wie ein
starkes Magnetfeld ein Durchbrechen der Auswahlregel fiir J bewirkt, so daB
dieser Ubergang als Dipoliibergang zustande kommt. Eine Oktupolstrah-
lung, die gelegentlich vermutet wurde (18), kommt wegen der Auswahlregel
J+J' >3 (vgl. Anm. S. 205) nicht in Frage.
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OIII findet der Leser sehr genau bei B. u. G., S. 4o0ff. dargestellt. Das
in Abb. 4 gezeichnete Schema fiir die tiefen Terme des OI zeigt daher
dieselbe Struktur wie das von OIII. Nur der *P-Term ist im Gegensatz zu
5 OIII invertiert, d. h. es liegen die Ni-

708
I veaus mit groBerem [ tiefer als die mit
§~ kleinerem J. Die eingezeichneten Terme
2 sind (ebenso wie die analogen in OI1II)
l alle gerade, da sie samtlich zur Kon-
93969 Y/ : : 2 : 2,42
] l I ¢ figuration 2s*2p* (in OIII zu 25° 25°)
TS gehoren. Die entsprechenden Quanten-
E § § , zustinde sind also metastabil, da nach
19671 \L ] .n,_/fo’ ,,unten‘ nur Quadrupoliibergdnge statt-
oo *&Hf finden kénnen.
% Reich an metastabilen Zustinden

Abb. 4. Die metastabilen Grundterme des  sind die Elemente der Eisen-, Palla-
O1. Links sind die von HoPFIELD (17) korri- - - - - . .
gierten Termwerte von Frericus (12) ange-  QiuM- und Platinreihe. Dies ergibt sich

fithrt. Nur die beobachteten Quadrupollinien daraus, daB die tiefsten Terme dieser

sind eingezeichnet!, (Nach A. SOMMERFELD : .

Atombau u. Spektrallinien. 5. Aufl. [1931] Reihe durch s- und d-Elektronen ge-
5. 476.) bildet werden, denen die I-Werte o

bzw. 2 entsprechen. Die aus diesen Konfigurationen stammenden

Terme sind also alle gerade und kombinieren daher nicht dipolmaBig

Tabelle 2. Termwerte fiir die metastabilen Zustiande des Fell
nach RusseLL (38) in Wellenzahlen. Bei zwei gleichartigen Termen
bezeichnet a den tieferen, b den hoheren Term.

Termsymbol ' r Ay Termsymbol v ‘ v
R gk |we | TR ERE ) e
: : 82.8 . ) 49
332 ?22?2 ?92.93 P 22409.71 \ 597-7 )
a 4Fs 71872 6 F;/z zz Io_zI 15803
F1/2 -5 557.60 /2 939. oz.00
I2 2430.16 F3y, 23031.25
Fy, 2837.91 407.75 :
Fy, 3117.49 279.58 a S, 2331761
Gy, 8.78
D B0t sy G, Piosrar 176.30
. X ' 3
gzz ggig;g 166.35 Gs/’z 26055_35 73-94
2 . v
b 4Dry, 31483.10 | _ .
a 4%/2 §3274.C3)6 108.68 Dsy, 31387.82 - 2;21
PI/Z 3073.04 231.70 Dy, 31364.31 75
/2 13904.74 Dl/2 31368.30

1 AuBer den in der Abb. 4 eingezeichneten Ubergingen wire zwischen
den Niveaus dieser Abbildung der Quadrupoliibergang 3P,—'S, moglich; die
Quadrupoliibergange 3P, , — P, sind nach dem Zusatzverbot (56) in Ziff. 10
nicht gestattet.
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miteinander. Beobachtet wurden aber in dieser Gruppe bisher nur
Quadrupollinien, die Ubergingen zwischen den metastabilen Zustinden
des Eisenions (Fe') entsprechen. Die von RusserL (38) sehr genau
durchgefiihrte Analyse des Fe II-Spektrums ergab neun tiefe meta-
stabile gerade Terme. Die entsprechenden Termwerte sind in Tabelle 2
angefiihrt. Alle Terme bis auf 4 *D sind invertiert. Dem Normalzustand
wurde der Termwert Null beigelegt.

8. Natiirliche Linienbreite. Das Korrespondenzprinzip legt auch
die natiirliche Linienbreite der Spektrallinien fest. Die Quanteniiber-
ginge bedingen namlich eine Unterbrechung der Bewegungszustinde der
Elektronen in den stationiren Zustinden. Eine solche Unterbrechung
bewirkt eine Unschérfe der hier auftretenden Frequenzen, ganz analog
wie in der LorENTzschen Theorie der StoBdimpfung. Einer Unscharfe
der Frequenzen entspricht aber eine solche der Energieniveaus und
zwar erhilt man fiir die Halbwertsbreite der Energie des Quanten-
zustandes ¢ den Wert:

dE, =0, (32)
wo ¥, durch:
yo= 2 45, (33)
E,,;E,,l

gegeben ist. Ay bedeutet dabei die spontane Ubergangswahrscheinlich-
keit fir den Sprung ¢->g,. Die natiirliche Halbwertsbreite einer beim

Ubergange ¢->a, entstehenden Spektrallinie betrigt dann ;7[ Vo+Vo,)

Der Normalzustand ist in jedem Atom vollkommen scharf bestimmt, da
offenbar hier y, = o wird. Die metastabilen Zustdnde besitzen eine viel
geringere Unschirfe als die iibrigen angeregten stationiren Zustdnde;
von ihnen sind ja keine Dipol- also bestenfalls Quadrupoliiberginge még-
lich, die eine viel kleinere Ubergangswahrscheinlichkeit besitzen. Dem-
entsprechend sind bei Quadrupoliibergingen Spektrallinien mit einer
extrem kleinen natiirlichen Halbwertsbreite nur dann zu erwarten, wenn
sie durch einen Ubergang von einem metastabilen Zustand in einen
ebensolchen oder in den Grundzustand entstehen.

C. Die Quantenmechanik.

9. Der ZEEMAN-Effekt der Quadrupollinien nach der Quanten-
mechanik. Die iltere Quantentheorie vermochte, abgesehen von den
Auswahlregeln, keine exakfen quantitativen Angaben iiber die Inten-
sititen der Spektrallinien zu machen. Dazu waren die Aussagen des
Korrespondenzprinzips zu unbestimmt. Erst der Quantenmechanik ge-
lang es, dieses Problem erfolgreich zu 16sen (Rusinowicz [36, 37]) und
damit die Ubergangswahrscheinlichkeiten exakt zu bestimmen.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. I3
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Man gelangt in der Wellenmechanik zu den richtigen Intensititen
der Spektrallinien, wenn man vom folgenden Bilde ausgeht (21):

An Stelle des punktférmigen Itlektrons der dlteren Quantentheorie
denken wir uns bei einem bestimmten Ubergange ¢ —>o, eine kontinuier-
lich verteilte Ladungswolke, mit der orts- und zeitabhingigen Ladungs-
und Stromdichte p und J, gegeben durch:

: Y/
0 = — eUglly, , J=— 4;1.;”0 (uo grad ug, — u,, grad us)  (34)

* zeigt die Bildung des konjugiert-komplexen Wertes an, u, und u,,
sind dabei die zu den Quantenzustinden ¢ und o, gehdrigen Eigenfunk-
tionen; sie sind zeitlich periodisch:
277 —- ¢
e = o (xyz)e 17 (35)

wobei E, den Energiewert des stationdren Zustandes ¢ bedeutet®. Fir
ein bestimmtes Atomsystem lassen sich die zeitfreien Eigenfunktionen
¥, aus einem Eigenwertproblem bestimmen. Wir wollen auf diese Frage
nicht weiter eingehen. Beziiglich der formellen und prinzipiellen Seite
des Problems sei der Leser auf die Referate von H. THIRRING (Ergebn.
exakt. Naturwiss., Bd. 7, S. 384 und O. HALPERX u. H. THIRRING, ebenda
Bd. 8, S. 367) verwiesen.

Die Strom-und Ladungsdichte, die dem Ubergange ¢- >0, zugeordnet
ist, schwingt nach (34) und (35) mit der Frequenz:

o  Eo-Eq
Vg, =
! h

in Ubereinstimmung mit der Bourschen Frequenzbedingung.

Nach der Kklassischen Elektrodynamik erzeugt eine mit der Fre-
quenz » schwingende Ladungswolke im Raume ein el.m. Wellenfeld von
derselben Frequenz und strahlt daher Energie und Impulsmoment aus.
Die ausgestrahlte Energie bestimmt sich dabei aus dem Dipol- und
Quadrupolmoment der Ladungswolke®. Da wir jetzt kontinuierlich aus-
gebreitete Ladungen haben, so sind die Komponenten des Dipol- und
Quadrupolmomentes durch die Integrale:

P, = /fxgdr usw. Q. :/xygdr usw. (36)

gegeben, wo d v das Raumelement bedeutet und die Integration {iber den
ganzen Raum zu erstrecken ist. Das zu dem Ubergange ¢—>0, gehérige
P, bzw. Q,, bezeichnen wir mit P;” bzw. Q35'. Die Gesamtheit der

¥

1 Um die folgenden Uberlegungen nicht zu komplizieren, fithren wir sie
fiir ein Einelektronenproblem durch. Unsere Endergebnisse gelten aber auch
fiir ein Mehrelektronenproblem.

2 Die hoheren Momente brauchen wir nicht zu beriicksichtigen, da wir
annehmen, dafB die Dimensionen der Ladungswolke klein gegeniiber der
Wellenldange des ausgestrahlten Lichtes sind.
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P ebenso wie die der Q7)' 1Bt sich in eine Matrix anordnen. Die

Matrixelemente P bzw. Q77 bestimmen die Intensitit des bei einem
Dipol- bzw. Quadrupoliibergange ausgestrahlten Lichtes.

Zur Berechnung des el.m. Feldes bei einem Quadrupoliibergange
haben wir nur in Gl. (16) (Ziffer 2) die —e(x +¢v)? usw. durch die in (36)
angegebenen Q, 4 ;,p Usw. zu ersetzen (35).

Zunichst besprechen wir vom Standpunkte der Quantenmechanik
den ZeeEMAN-Effekt der Quadrupollinien (36).

In einem magnetischen Felde werden die Energiewerte £, des Atoms
aufgespalten. Aus einem Quantenzustande ¢ mit der inneren Quanten-
zahl | werden im Magnetfelde 2 ] -+1 Quantenzustdnde mit den Energien:

Espr=E;+goMh; M=—], —J+1,...+]. (37)

M ist die magnetische Quantenzahl, o = 4:2 - die Larmorfrequenz
(= Ay in Ziffer 2). Der Laxpgsche Aufspaltungsfaktor

g x4 LIUSDESE Y=Lty

JU+) (39)
tragt der Tatsache des Elektronenspins Rechnung. Die im ZEEMAN-
Effekt auftretenden Frequenzen bestimmen sich dann aus der Bourschen
Frequenzbedingung zu:

0. 4
IVUIJ[[l = )"71 + O(g"A[ — 8u ‘111) ) (39)
Wwo v;;l die Frequenz der unverschobenen Linie bedeutet. Fiir die ZEEMAN-
Komponenten einer Dipollinie gilt die Auswahlregel:

AMI<1. (40)

Da an Stelle eines Quadrupoliiberganges das Atom zwei aufeinander-
folgende Dipoliiberginge ausfithren kann (vgl. Ziffer 6), so gilt fiir M
bei der Quadrupolstrahlung die Auswahliregel:

|IMI<z2. (41)

Damit ist die Zahl und die Lage der Aufspaltungskomponenten bestimmt.
Um die Polarisationen und Intensititen anzugeben, miissen wir nach
(36) die Quadrupolmomente fiir die einzelnen Ubergiinge bestimmen.
Setzen wir:

L e = [ o (v + 9)* g, dv usw., (42)
so wird nach (35) und (36):

.0
a0y 27T 1z‘

5
Q?r‘-‘l— iy = —¢€ L(x +iy2€ ¢ (43)

Die L, 4, entsprechen dabei den Koeffizienten der Fourierentwick-
lung von (x-+4y)* in der klassischen Theorie (analog Gl. 24).

13%*
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Quantenmechanisch erhdlt man dann fiir das dem Quadrupoliber-
gange o—>o, entsprechende el.m. Feld aus (16) und (43):

2LV (t— 7’0) —2i

2m33 e 0y </ (e 00y ySinze

s, '["‘L(x+u j'cosa — it 7=
o

(44)
32 iy

—|—f—;—L“xﬁLU ( i'cose—if ==

sin2e —7 w7 e .
! )+e L0 i (i’ sine + it cos 2a)

60y

—|—e””L G—i(—1sine 4+ it cos2a) + i¥'sinz2a L

00y
(x+tJ)(X—Z';V)}'

Ist z die Richtung der magnetischen Kraftlinien, so entsprechen die
L{" i,y usw. direkt bestimmten Anderungen der magnetischen Quan-
tenzahl M, so daB fiir einen bestimmten Ubergang M—M, nur je eines
der fiinf Glieder in (44) von Null verschieden ist. Um dies einzusehen,
brauchen wir blo8 zu beriicksichtigen, daB nach der Quantenmechanik
(Matrizenmultiplikation) z. B.

m;cl+ly Zzo x‘f“iy Un (45)

wo 2y und (x—i—iy)Z; mit dem Dipolmoment in der nachstehenden Weise
zusammenhéingen:

4
-0 . 0
2LV 4T 2Vt

P07 = —egle 0 P 4 iP;’G‘ = —e(x+ iy)Z;e o,
P?'% entspricht nun einem Dipoliibergange bei dem die magnetische
Quantenzahl M ungedndert bleibt, wihrend Pj“‘ﬁ—in"‘ zu einem
Dipoliibergange M ->M —1 gehért. Soll ein Glied 2 (x-+1y)s in der
Summe (45) nicht verschwinden, so muBl ¢’ dieselbe magnetische Quan-
tenzahl M wie ¢ besitzen und die magnetische Quantenzahl des Zu-
standes o, muB gleich M—1 sein. Es muB daher L, ;, einem Uber-
gange M—>M —1 zugeordnet werden. Man sieht dann gleich ein, daB
L,y Lize iy bzw. Lzz,,:, (4 i5)(r —iy) dET Ubergingen von M nach
M—2, M+2 bzw. M entsprechen.

Durch die Zuordnung der L,, ;) usw. zu den einzelnen Quadrupol-
iibergidngen sind schon die Polarisationsverhiltnisse der zugehorigen
ZeEMAN-Komponenten gegeben. Man kann sie unmittelbar aus (44) ab-

lesen und findet sie in Tabelle 3 iibersichtlich zusammengestellt.

Tabelle 3. Polarisation der Aufspaltungskomponenten
beim anomalen Zeeman-Effekt. Bezeichnungen wie in Tabelle 1.
|

Polarisation

.. Langseffekt
Ubergan;
gang | Quexﬁffekt o<a<£ = f,<a<, e
| a=o 4 4 4 2 s
1 ' ‘ !
M>M-2 ¢ | lLel Lel. | lel | o
M-—>M+ 2| o ©oroell rrell. ! roell 0
M-—>M-~1| 7 I roell o [ Lell | L z.
M-—>M+1| T 1. ell. g . roell . I. Z.
M->M ' o ( 7 n | 7 | o



Die Quadrupolstrahlung. 197

Wir erhalten hier also die gleichen Polarisationsverhiltnisse wie in
Tabelle 1. Es ist aber zu beriicksichtigen, daf jetzt einer bestimmten
Anderung AM im allgemeinen mehrere Uberginge und daher auch
mehrere ZEEMAN-Komponenten entsprechen, deren Frequenzen durch
(39) bestimmt werden. Nur wenn g gleich 1 wird, fallen alle zu einem
bestimmten AM gehérigen Komponenten zusammen.

Die Intensititen der einzelnen Komponenten werden durch die
Quadrate der Absolutbetrige von L, ;. usw. bestimmt. Es gentigt
zur Angabe der relativen Intensititen sie in ihrer Abhingigkeit von
M zu berechnen. Hierzu kénnen zwei Methoden beniitzt werden. Erstens
kann man von (45) ausgehend ein Quadrupolmoment auf eine Summe
von Produkten je zweier Dipolmomente zuriickfithren, deren Abhingig-
keit von M bekannt ist (36). Die zweite Methode besteht in der Anwendung
der Gruppentheorie, die es ermdglicht, die Quadrupolmomente direkt
ohne den Umweg iiber die Dipolmomente zu berechnen (9, vgl. auch 27).
Hier sollen nur die Resultate der Rechnungen angefiihrt werden.

Wir geben statt der Intensititen die Ubergangswahrscheinlichkeiten
A :;1‘1{[1 an, die ja ebenfalls proportional zu den Quadraten der entsprechen-
den Momente sind. J, M bzw. J,, M,, bedeuten dabei die innere und
magnetische Quantenzahl im Anfangs- bzw. Endzustande des Atoms.
Die Aﬁ{,l fassen wir in drei Gruppen zusammen, die Ubergingen mit
J—J, ]—>J—1 und J- »]—2 entsprechen.

A7% =z2(@M —J[J+1)Cy (462)
ATares=3EMF 1P (J+=M)(JFM+1)C) J—17.
AT e =3(J=M)(JE=M—1)(JFM41)(JFM+2) CJ |

AT =M (=M C_, (46 b)
A arei=(JFeM+ 1P (J=M)(JE=M—1) CJ_, J—J-1.

AS = (JEM)(J=M—1)(J£M—2)(JFM+1) CJ_,

AT =6 =M (J—1]°—M? Cj_, (46¢)
A = a(P=M)(JE=M—1)(JxM—2)Cy_, J—>]—2.

A7 drge=(JEM)(JEM—1)(J£M—2)(J£M—3)C_,

Die 4, sind dabei von M unabhingig. Die Ubergangswahrscheinlich-
keiten sind in den Quantenzahlen des Anfangs- und Endzustandes
symmetrisch, d. h. es ist formell®:
J Jy M
- Ay, ar, = A7 A (47)
1 Von den beiden Ubergingen JM — J.M und J,M,~— JM kann immer
nur einer spontan verlaufen.
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Aus den obigen Formeln lassen sich deshalb unmittelbar die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten fiir /—/-+1 und J—J-+2 ablesen.

Die angefiihrten Ubergangswahrscheinlichkeiten erfiillen ebenso wie
in der Dipolstrahlung zwei Summenregeln. Man erhilt sie aus Stetig-
keitsforderungen fiir ein gegen Null konvergierendes Magnetfeld:

Es muB erstens das in einer bestimmten Richtung ausgestrahlte Licht
im ganzen unpolarisiert sein (Spektroskopische Stabilitit). Diese Forde-
rung wird erfiillt wenn:

D Ab = 2 Ay, = DA = D Al = 2 AT (48)
a7 7 173 a7 al
Die hier unwesentliche innere Quantenzahl | wurde fortgelassen.

Die korrespondenzmaBige Wurzel der zweiten Summenregel liegt in
der Tatsache, daB} die Gesamtintensitit des quadrupolmiBig ausgestrahl-
ten Lichtes ,klassisch unabhingig von der Orientierung des Atoms
gegen die Feldrichtung ist. Ihre Umdeutung ins Quantentheoretische

fiihrt zu den Relationen:

J J A J ar J M J a7 J
Ay mieo +AFar—o + Ay ar + Ay are . + Ay a0 . = Ay,

J M—2 J M —1 J A J M+ qd A +2 g
Ay i+ Ay +An e+ Ay o+ Ay = Ay,

WO Agl und Zi unabhingig von M sein miissen. Die Summe aller Uber-
gangswahrscheinlichkeiten, die sich auf ein bestimmtes A/-Niveau als
Anfangs- bzw. Endzustand beziehen, ist also von M unabhingig. Ajl
und Z}l sind miteinander verkniipft durch die Relation:

2]+ 1) A7, = (2], + 1) 4, (50)
A7 ist dabei die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die unzerlegte Linie
bei Abwesenheit des duBeren Feldes. Man {iberzeugt sich leicht durch
direktes Nachrechnen, daf} alle diese Relationen durch die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten (46) identisch erfiillt werden. In einfachen Fallen
geniigen schon diese Summenregeln zur Bestimmung der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten.

Bemerkenswert ist, da die Lanp#ische Regel, wonach der Dipol-
tibergang M = o—> M = o fiir 4] = o verboten ist, in der Quadrupol-
strahlung nicht mehr giiltig ist. Dagegen ergibt hier der Ubergang
M =o0—>M =ofir A] = 41 verschwindende Intensitét, ist also ver-
boten, ebenso wie die Uberginge M = ; M = — 3 fiir A] = o.

Die Intensititen der Zeeman-Komponenten bei einer bestimmten
Beobachtungsrichtung a ergeben sich bis auf einen Proportionalitits-
faktor aus den Ubergangswahrscheinlichkeiten durch Multiplikation mit
den entsprechenden Richtungsfaktoren:

(49)

hls sin?2 «)

J Jar 2
Iyar .00 Aprzo (COS o+ —
J A Jal -
Iyr g oo Agrr+ . (Sin° e + cos*2a) (31)

J A J A -
IJl/l[ N/{Jlﬂ[*g sin®2«.
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Fiir die o-Komponenten sind wieder {vgl. Ziffer 4) nur die trigono-
metrischen Funktionen mit ¢ und fiir die z-Komponenten die mit 2«

(2
beizubehalten. Der konstante Faktor 5 _}flix wurde in (51) fortgelassen.
167 72

Der normale ZEeMyax-Effekt ist in unseren Formeln als Spezialfall
enthalten. Fir Singuletterme verschwindet ndmlich der resultierende
Elektronenspin; es wird S = o0 und daher /] = L. Der Aufspaltungs-
faktor g wird gleich 1, also:

Kl ar
[gvon

= )':l—{—dM‘o, (52)
wo AM = -+ 2 - 1,0ist. Es fallen dann alle Komponenten mit gleichen
AM zusammen. Die beobachteten Intensititen werden daher durch die
Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten der zusammenfallenden
Komponenten bestimmt. Nach dem Summensatze (48) ist aber diese
Summe fiir alle M-Uberginge die gleiche. Wir erhalten daher in diesem
FFalle genau die von der klassischen Theorie gelieferten Polarisations-
und Intensititsverhiltnisse der Aufspaltungskomponenten.

Die Theorie des ZEeMman-Effcktes der Quadrupollinien wurde zum
erstenmal an der griinen Nordlichtlinie 2 = 5577,35 A bestitigt. Diese
schon seit langem im Nordlicht- und Nachthimmelspektrum bekannte
Linie gelang es zum erstenmal Mc LENNAX u. SHRUM 1924 (24) im Labo-
ratorium herzustellen und damit zu zeigen, daf sie dem O1 zuzuschreiben
ist. Die Termanalyse des OI-Spektrums ergab, daB es sich hierbei um
den Ubergang 1S,->1D, handelt (vgl. Abb. 4). Der von McLuNNAN (23)
und von SOMMER (#5) beobachtete longitudinale ZEeMax-Effekt spielte
dabei insofern eine entscheidende Rolle, als er zeigte, daf} die griine Nord-
lichtlinie einen normalen ZEEMax-Effekt besitzt und daher einem Uber-
gang zwischen zwei Singulettermen zuzuordnen ist. Bei der Deutung des
magnetischen Aufspaltungsbildes wurde dabei als selbstverstiandlich an-
genommen, dal es sich hierbei um eine Dipolstrahlung handelt. Da aber
Dipol- und Quadrupollinien im Iidngseffekt das gleiche Aufspaltungs-
und Polarisationsbild zeigen, ist dieser Schluf3 auch heute noch bindend.
DaB die griine Nordlichtlinie in der Tat auch unter Laboratoriums-
bedingungen durch einen Quadrupoliibergang zustande kommt, zeigte
die Untersuchung von FRERICHS u. CAMPBELL (I3), die aufs beste
die Voraussagen der Theorie bestitigte. Sie beobachteten den trans-
versalen ZEEMAN-Effekt dieser Linie und erhielten das in Abb. 3 dar-
gestellte Aufspaltungsbild mit zwel m-Komponenten im einfachen
und zwei o-Komponenten im doppelten Abstande, wobei alle Kompo-
nenten von gleicher Intensitat waren.

Die schonste Bestitigung der Theorie der Quadrupolstrahlung wurde
an den *Sy,—*Dsy,s,-Dubletts der Alkalimetalle Natrium und Kalium
durch eine sehr sorgfiltige Arbeit von SEGRE u. BAKKER (43, 44) erbracht.
Natrium zeigte dabei wegen der kleinen Dublettaufspaltung von *Ds, s,
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nur einen vollkommenen PAsCHEN-BAck-Effekt. Dagegen konnte am
Kalium der Zegmax-Effekt bei einem Felde von 7,500 GauB sehr gut
beobachtet werden. Die Lage der Aufspaltungskomponenten wird da-
durch bestimmt, daB fiir Dubletterme S = */, also:
I
J+
g=—

L+
2
wird. Die relativen Ubergangswahrscheinlichkeiten lassen sich in diesem
Falle schon aus den Summenregeln (48) und (49) angeben und sind in
Tabelle 4 angefiihrt.

Tabelle 4. Aufspaltungen und Ubergangswahrscheinlichkeiten

fur die ZEemaN-Komponenten der Dublettlinien *5S:/ —*Ds; und

*S1/,—2D3/,. Die Aufspaltungen sind in Schwingungszahlen (auf o

als Einheit bezogen) angefithrt, daneben in Klammern die rela-
tiven Ubergangswahrscheinlichkeiten.

T =5, \ T=1

M= 5y | 3, [ e | = | =% | —Ph | | o | 2|
10 2 8 1 1 11

I o | 19 )|~ 3)| @) - ) -2 @)~ T3l T
J=1, M= 5775 ; 5005 LS 5 5 5
, 14 3 2 | 4, 10 11 3 1

—a —(1)| —2)| - @)——)]——(5) | =) (3} =(2)|——(1

l j |5\ 5(} 5(3/ 5(4) 5&5) c@ Ll S< 5()

Zum Vergleich mit der Erfahrung geben wir in Abb. 5u. 6 die Photo-
meterkurven aus der Arbeit von SEGRE u. BAkkERr fiir das Kalium-
dublett:

4°Sy,— 4°Ds, L = 4642,27 002 &
4°Sy,— 4°Dy, L = 4641,77 & 0'02 A

mit einer Dublettaufspaltung Ay = 2,3254-0,015 cm * wieder. (Der
Term °Ds, s, ist verkehrt.) Abb. 5 gibt die o- und z-Komponenten
bei transversaler Beobachtung, Abb. 6 die ¢- und #-Komponenten bei
schriiger Beobachtung unter 450. Die theoretisch zu erwartenden Intensi-
titen sind unter den Aufnahmen graphisch dargestellt.

Die in (46) angegebenen Intensitdtsformeln gelten nur fiir den Grenz-
fall eines schwachen Magnetfeldes. Wird die, durch das Magnetfeld be-
wirkte Aufspaltung vergleichbar mit der Multiplettaufspaltung der feld-
freien Linien, so werden die Formeln (37) und (46) fiir die Aufspaltungen
und Intensititen ungfiltic. Fiir den Fall von Quadrupoliibergingen
zwischen Dublettermen sind die Intensititen der Aufspaltungskompo-
nenten fiir ein beliebig starkes Magnetfeld von MiL1anczUK (28) berech-
net worden. Die Lage der Aufspaltungskomponenten ist dabei durch
die Voicr-SoMMERFELDsche Formel festgelegt. Beziiglich der Inten-
sititen ist zu bemerken, daB in mittleren Feldern, dhnlich wie bei
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der Dipolstrahlung, die J-Auswahlregel {A ] [ =2 durchbrochen wird und
eine ,,magnetische Vervollstindigung der Liniengruppen durch Kom-

Uoul

] 2, 2
S~ S~y S1e~"0s
6-Kompenenten Tt - Komponenten
Abb. 5. Quereffekt der Kombination 25270 (Kalium). Dic theorctischen Intensitaten werden durch

die Strichlange wicdergegeben. Die 0-Komponenten entsprechen 37> 37+ 2-; die z-Komponenten
M > 37 £ 1-Ubergangen. (Nach SEGRE u. Baxker [44].)

-5 Sp-0 S -0
&~ Komponenten TT-Komponenten
Abb. 6. Zerman-Effckt der Kombination 252D (Kalium) bei schrager Beobachtung unter 45° gegen

das Magnetfeld. Die starksten z-Komponenten entsprechen A7-> 47- Ubergangen.
(Nach SEGRE u. Bakker [44].)

ponenten mit AJ = + 3 eintritt. Das Endresultat der Verwandlung ist
der normale ZEEMAN-Effekt der Quadrupollinien. Man wird demnach
beim vollkommenen PascHEN-Back-Effekt der Quadrupollinien trans-



202 A. Ruemwowicz und J. BLaToN:

versal ein Quartett mit 4uBeren ¢- und inneren w-Komponenten beob-
achten. Auch die Intensititsverhiltnisse sind dieselben wie beim nor-
malen ZEEMAN-Effekt, so daB z. B. transversal alle vier Komponenten
mit gleicher Intensitit erscheinen. Die Beobachtungen von SEGRE
u. BAKKER an dem nichtaufgeldsten Natriumdublett 3°5y, — 3°Ds, s,
A = 3427 A bestitigen dies vollstindig.

Die Resultate von Miriaxczuk fir mittlere Felder lassen sich ins-
besondere auf die Beobachtung des Verwandlungseffektes beim Kalium

- k o) \
- AR Wy A " v \
A 3 W
l J——‘—“ I 4|
26, 2, 2o 2p., 20 _2 20 2
7% =D % ="0g: S1p~"Dsss Sy ="Dye
o-Kompanenten T =Kamparenten

Abb. 7. Pascuen-Back-Effekt (bei transversaler Beobachtung) der Kombination 2S 2D (Kalium) fir

H=17800 Gau} “./;‘j‘;» :o,35/‘,. (Nach SecGri: u. Bakker [44].)

anwenden (vgl. Abb. 7, in der die theoretischen Intensititen nach
Miriaxczuk graphisch dargestellt sind).

Zusammenfassend kénnen wir sagen, daB im ZreMmax-Effekt die
charakteristischen Eigenschaften der Quadrupolstrahlung zutage treten,
die in der Richtungsverteilung dieser Strahlung ihren Ausdruck finden.
Die n-Komponenten im Quereffekt z. B. sind im Lingseffekt zirkular
polarisiert, wihrend sie bei der Dipolstrahlung longitudinal {iberhaupt
nicht erscheinen; die o-Komponenten im Queretfekt treten im Lings-
effekt nicht auf, wihrend sie bei der Dipolstrahlung zirkular polarisiert
sind. Es gibt Linien, die weder im Lings- noch im Quer-, sondern nur
im ,,Schrag‘-Effekt auftreten.
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Wie wir in Ziffer 13 sehen werden, kénnen zwischen Termen, die sonst
nur quadrupolméBig kombinieren, bei Einwirkung duBerer Felder auch
erzwungene Dipoliiberginge stattfinden. Der Zeeman-Effekt dieser er-
zwungenen Dipollinien ist dann aber wesentlich verschieden von dem
der Quadrupollinien. So miifiten z. B. die im Quereffekt erscheinenden
o-Komponenten (AM = =+2) im Langseffckt zirkular polarisiert sein.
Vor allem miiiten aber die M —>M-Komponenten im Quereffekt er-
scheinen, die bei einer reinent Quadrupolstrahlung nur im Schrigeffekt
auftreten (20). Der ZEEMaN-Effekt liefert also eine sichere Handhabe zur
Festlegung des Charakters der Strahlung®.

10. Normale Quadrupolmultipletts. Dic in Ziffer 6 formulierten
Auswahlregeln fiir die Quadrupolstrahlung gestatten bei einem gegebe-
nen Multiplett zu entscheiden, ob dieses beim Fehlen duBerer Stérungen
der Dipol- oder der Quadrupolstrahlung zuzuschreiben ist. Da die
Niveaus eines Terms sich nur durch j unterscheiden, also alle gerade
oder alle ungerade sind, so kann ein Multiplett nur aus Dipol- oder nur
aus Quadrupollinien zusammengesetzt sein. Die Anzahl der in einem
Multiplett auftretenden Komponenten wird durch die J-Auswahlregel
(31) bestimmt. Es handelt sich nun darum, die relativen Intensitdten
der Komponenten anzugeben. Geschlossene Formeln sind nur fiir nor-
male Multipletts (bei RusseLL-SaunDERscher Koppelung) bekannt (37).
Dann konnen nur Uberginge auftreten, fiir die

AL:O) in :":2

ist3. Der Weg zur Errechnung der Intensititen ist im Prinzip derselbe
wie beim ZeeMan-Effekt. Auch hier fithren beide dort angegebenen
Methoden zum Ziel. Wir wollen auch hier nur die Resultate der Rech-
nung wiedergeben. Die nun folgenden Formeln geben die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten der Komponenten eines normaler Quadrupol-
multipletts an. Die Intensititen erhidlt man daraus durch Multipli-
kation mit dem Gewichtsfaktor g ;= 2] + 1 des Anfangszustandes (obere
Indizes). Wir geben nur die Formeln fiir die I'dlle L—~L—2, L->L—1

1 Tritt zugleich mit der Quadrupolstrahlung eine magnetische Dipol-
strahlung (vgl. Ziff. 6, 8. 190) auf, so erscheinen im Quereffekt auch die
M > M-Komponenten und zwar senkvecht zur Feldrichtung polarisiert. Der
ZeeMmaN-Effekt eines magnetischen Dipols wird ja erhalten, wenn man an
Stelle von € und § der elektrischen Dipolstrahlung § und — ¢ setzt. Ls
sind daher bei ./M =o-Ubergingen ¢-Komponenten und bei /M =-1-
Ubergiangen #-Komponenten zu erwarten.

2 Mit Hilfe des Zrrman-Effektes haben E. SEGrE u. C. J. BAKKER
(Nature [Lond.], 128, 1076 [1931]) feststellen konnen, daB z. B. die Hg-Linie
63P,—7°P, im Vakuumlichtbogen unter dem EinfluB8 der Ionenfelder als
erzwungene Dipollinie zustande kommt.

3 Wie man aus (54c) entnimmt, sind jedoch die Uberginge I.=0>L =0
verboten (34).



204 A. Rusivowicz und J. BLATON:

und L—> L an, woraus schon die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir
L—L+2 und L— L--1 resultieren, da formell:

gJAEIgI = ngA;:I? (53)
ist, wo AZJJI die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir den Sprung L] —> L, ],
bedeutet.

Fahrt man zur Abkiirzung die Bezeichnungen:
PN=U+L(J+L+1)=5S+71
QN =SS+10—-(J-LD(U—-L+71)
R(J)=JUJ+ 1)+ L(L +1)—=S(S+71)

ein, so lauten die Ubergangswahrscheinlichkeiten:

PR P(J-3P(J-2)P(J-1) P(])
L—2J—2 — ]1]2]12]+I
g3 = PUZIRU=D P00
L—eJ—x 7% (J-1) J(J+1(2]+ 1),
PJ-1 P QN QOJ+ 1
A (Vi 1oy ey Pl P (542)
gL 7 _2£]~Q )OUJ+1)Q(J+2)
Fmedte R JUF DT+ + )
P QNAJ+nQ(J+2Q(+3)
L—od 42 J+n(J+20J+1)(=f+3)

ab_ g, = PIAPI= D PO

Lo =2 = (] Je]-nE]+1D

. P(—1) P(J) (54D)
AL—IJ*I:2(]_1):](]:1)(2]_{_1)[ ])‘(]‘*‘I)(L"*“I)]Z

P 2
e g o S L) B LARL)) g S A

( 2
b g =2 ) B SR+ )

g 7 PUADQU)QUHDOT+2)
L—xJ+2 7 (Jyn)(J+2) (2]+1)(2]+3)

_PYU-1PJ) Q-2 Q-1
J-0JeJ-1j+1)
P -
ALy =2 ST R~ ()

= ’2]— YJ(J+1) (2]+1

_2BRODERGI-D-aJU0LEanr |
’ JU+D 606+ — (54¢)

L J . ]+I Q(] 2
ALT 4 =270+ ]+2(2]+1[ (N)+7]]
_ PU+NPU+2) Q())Q(J+1)

(J+1)(J+2)@]+1)(2]+3)
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Die angefiihrten Ubergangswahrscheinlichkeiten erfiillen die nach-
stehenden Summenregeln*®:

A[,J~2+ AL1 J—1+ 411 gt 11 J+I + A[ Jte = AZ (55)
gJ—zALlJ +gJ—1AL1.[ +gJAL,J+ g.]—!-IAL,J +g./+2~4é,§+2=gJAzﬁ,

wo die AZ und AZ unabhdngig von J sind. Diese Summenregeln sind
das Analogon zu den entsprechenden Regeln von ORNSTEIN u. BURGER
fiir die Dipolmultipletts. Sie geniigen in den einfachsten Fillen schon
zur Festlegung der relativen Intensititen der Multiplettkomponenten,
So verhalten sich die Intensitdten verschiedener S—D; und S—P-
Ubergiinge einfach wie die Gewichte 2 J-4-1 der D - bzw. P,-Zustinde.

Aus den Formeln fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich,
daB die Uberginge:

1

J=0—>]=o0, ]—-~—>]~— J=12>]=0 (56)

2

verschwindende Intensitit besitzen, also verboten sind. Diese Verbote
gelten, wie BRINKMAN (9) gezeigt hat, auch allgemein bei beliebiger
Koppelung?.

Zur experimentellen Priifung der obigen Intensititsformeln liegt
leider zur Zeit noch sehr wenig Material vor. Von den im Laboratorium
bisher gefundenen ,,verbotenen Multipletts sind, wenn wir von den
Interkombinationslinien absehen, fiir die ja die obigen Intensitits- und
Summenregeln nicht gelten, nur die 251/2—2D3/2, 5/2-Dubletts der Alkali-
metalle als Quadrupolmultipletts identifiziert worden. Die Intensitits-
messungen bestitigen hier die Summenregeln, da alle gefundenen

Dubletts das Intensititsverhiltnis (2% + I) : (2% + I) = 3:2 besitzen
(32). \ '

Auch die in den galaktischen Nebeln gefundenen Quadrupolmulti-
pletts eignen sich nicht fiir die Priifung der Intensititsformeln, da sie
mit Ausnahme des O II-Multipletts 25°2p32D°—2s5223 °P°aus Interkom-
binationslinien bestehen. Fiir dieses Letztere ergibt (53) und (54b) die
nachstehende Intensitdtsverteilung3:

* Ebenso wie bei der Dipolstrahlung ist der Summensatz auch hier eigent-
lich eine Relation zwischen den Quadraten der entsprechenden Matrix-
elemente, die bei der Dipol- bzw. Quadrupolstrahlung mit »* bzw. »5 multi-
pliziert die Ubergangswahrscheinlichkeiten liefern. Daher sind bei der Prii-
fung der Summenregeln in stark aufgespaltenen Quadrupolmultipletts die
beobachteten Intensititen durch »° (analog wie bei der Dipolstrahlung
durch »4) zu dividieren.

? BRINKMAN (9) beweist auch die nachstehende Verallgemeinerung: Ein
unter Aussendung einer 2#-Polsttahlung (» = 1, 2, 3 entspricht der Dipol-,
Quadrupol- und Oktupolstrahlung) erfolgender Ubergang ist nur dann er-
laubt, wenn J + J'>#n ist.

3 Beim Vergleich der folgenden Angaben mit den Originalarbeiten ist zu
beachten, daB frither in einigen Fallen bei den Quadrupolmultipletts die
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v,
“Dy, 7324 (7) ‘ 7321 (2)
“Dy, 7335 G) | 7332 @)

Die Intensitaten wurden dabei neben die aus dem Termschema berech-
neten Wellenldngen in Klammern gesetzt. Ein Vergleich unseres Inten-
sitdtsschemas mit der Erfahrung ist noch nicht méglich, da das in Rede
stehende Multiplett nur in zwei Komponenten durch einen Gitterspektro-
graphen aufgelést wurde (26). Das ganz analoge NI-Multiplett bei
10407,3 A, welches im Absorptionsspektrum der Sonne gefunden
wurde (46), ist so verwaschen, dal eine Auflgsung in Komponenten
nicht zu erkennen ist.

Die einzige Priifungsmoglichkeit bilden die im Spektrum des Sternes
n-Carinae von MERRILL (25) entdeckten und spiter im Spektrum des
Sternes A. D. 45677 wiedergefundenen FeIl-Multipletts, die durch Uber-
gdnge zwischen den tiefen, metastabilen Termen des Eisenions zustande
kommen (angefiihrt in Ziffer 7). Da alle diese Terme gerade sind, kdnnen
zwischen ithnen nur Quadrupoliiberginge stattfinden. Gefunden wurden
im Sternspektrum finf Quadrupolmultipletts, von denen jedoch zwei,
namlich a °D—b *Pund a *D—b *F,aus Interkombinationslinien bestehen,
also bei der Priifung der Intensitdtsformeln ausscheiden. Auch das
Multiplett a *FF—0b *F eignet sich nicht zu diesem Zwecke, da fiir seine
langwelligen oberhalb 4 = 4947 A liegenden Komponenten die benutzte
photographische Platte nicht genug empfindlich war.

Zur Priifung der Intensitdtsformeln bleiben dann die beiden Multi-
pletts @ °D—a °S und a *F—-*G iibrig. Fiir a °D—a °S wurde folgendes
Intensititsbild beobachtet:

6 i 6 6 ‘ 6. 6
a Dg/rz | a /77’/2 @ [)5/2 ‘ a 175/2 a ]71/2

|
@Sy, | 4287,40(10) | 4330.34 €) | 4413.79 (5,4) \ 4452,09 (3,5) | 4474,90 (1,6)

Die beobachteten, mit dem bloBen Auge geschitzten Intensititen
sind in Klammern neben den Wellenlidngen angefiihrt. Das Fragezeichen
statt der Intensitdtsangabe bedeutet, daB die Linie von einer anderen
iiberlagert wird. Nach der Summenregel sind die theoretischen Inten-
sitditen durch 10:8:6:4:2 also etwa durch 9:7,2:5,4:3,6 : 1,8 gegeben.
Die Ubereinstimmung mit der Beobachtung ist also sehr gut.

IFiir das zweite Multiplett a *F—a *G geben wir in der folgenden Ta-
belle die aus (54b) berechneten Intensititen und in Klammern die beob-
achteten Intensititen an.

Komponenten mit </ J = 1 2, wenn sie nicht beobachtet werden konnten,
als nicht existenzfihig angesehen wurden,



Die ! Quadruporlétrﬁiun g. 7 207

i e 4Fg/ 2 @ 4F7/ 2 ‘ @ 4I%/Z : @ 4]73/ 2
a 46“/2 ‘ 279’6 (8’0) 43’0 (I’O) - _
a*Gs, 60,5 (00) | 1555 (3.4) 528 () | —
a‘Gry, | 54 | 71 (09) 99,0 (1,7) 39,5 (0.8)
atGo, | 0,1 l 6,9 | 555 (08) | 987 )

Ein Fehlen der Intensititsangaben bedeutet, daB die betreffende
Linie nicht beobachtet wurde. Es fehlen nur die Linien mit kleinsten
theoretischen Intensitéiten (6,9; 5,4; 0,1) und mit Ausnahme der schwich-
sten beobachteten Linien dndern sich die berechneten Intensititen
gleichsinnig mit den beobachteten.

11. Interkombinationslinien. Die meisten der bekannten Quadru-
pollinien sind Interkombinationslinien, d.h. Linien, die Ubergingen
zwischen Termen mit verschiedener Multiplizitit entsprechen. Hierher
gehdren fast alle von BowEN indentifizierten Nebellinien (vgl. B. u. G.,
S. 60, sowie auch 7, wo BowgN einige Nebellinien als STI-Linien an-
spricht).

Eine streng giiltige Formel zur Berechnung der relativen Inten-
sitdten in einem aus Interkombinationslinien bestehendem Multiplett
gibt es nicht. In Spezialfillen kann man oft durch Naherungsrechnungen
einne Abschiatzung der Intensititen vornehmen. Ifir die Interkombina-
tionslinien 2s*2p°*3P,,,,,—2s*2p*'D, in OIII und NII wurden solche
Rechnungen von BARTLETT (1) durchgefiihrt. Ausgehend von der PavLi-
Darwinschen Theorie des Spinelektrons berechnet BARTLETT nach (45)
die fiir die Quadrupolstrahlung maBgebenden Matrixelementc. Von den
Zwischenzustanden ¢, die in (45) auftreten, werden dabei aber nur ge-
wisse berticksichtigt. Iis resultiert dann fir 3P,—'D, die grofte Inten-
sitit, wihrend 3P, —’D, etwa halb so stark ist. Fiir die Linie 3P,—*D),
erhilt BARTLETT je nach der Wahl des Zwischenzustandes die Inten-
sitdt Null bzw. die von 3P, —'D,. Beobachtet wurden in OII1 und NII
nur die beiden ersten Linien 3P, —*D, und 3P,— "D, . Siesind in OIII
als Hauptnebellinien N, (1 = 5006,84A) und N, (1 = 4958,91 A) bekannt.
In NI entsprechen diesen Ubergingen die ebenfalls intensiven Nebel-
linien 4 = 6583,6 A und 1= 6548 A. Das beobachtete Intensititsver-
hiltnis N, : N, sowie das der entsprechenden NII-Linien ist nach
WriGHT gleich 2:1, nach CaMPBELL 1. MOORE gleich 10:3. BARTLETT
bezeichnet diese Ubereinstimmung insbesondere mit Riicksicht auf das
Fehlen der 3P, --'D,-Linie, als nicht sehr befriedigend.

Von den analogen OI-Linien (vgl. Abb.4) wurden in den galak-
tischen Nebeln ebenfalls nur die Linien 3P,,,—'D, gefunden. Nach
WRriGHT sind die relativen Intensititen fir 3P,—'D, :3P,—'D, = 3:1
(vgl. B. u. G., S. 22 die Linien A = 6302 & u. A = 6364 A; sie sind dort
mit einem Fragezeichen versehen, da sie erst spiter (8) identifiziert
wurden). Im Laboratorium wurden dagegen alle drei Linien entdeckt;
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nach PascHEN (30), der diese Linien auf élteren Platten HOPFIELDs
fand, ist die beobachtete Intensitit:
p,—*D,:*P, —'D,:*P —~'D,=5:3:1

(vgl. Abb. 4, wo diese Intensitaten durch verschiedene Strichdicke ver-
anschaulicht werden). Beachtet man, daB die in Rede stehenden roten
Sauerstofflinien zu den schwichsten Linien in den galaktischen Nebeln
gehoren, so wird es verstindlich, da die schwichste Linie 3P,—'D,
dort nicht mehr festgestellt wurde.

Beziiglich der Ubergangsverbote (56), die bei beliebiger Koppelung
gelten, ist zu bemerken, daBl in dem aus Interkombinationslinien be-
stehenden Quadrupolmultiplett a °D—b*P in Fell (vgl. Ziffer 10) die
Komponente a °Dy,—0b*Py;, (A = 4664,45 A) in Ubereinstimmung mit

dem Verbot | = % -] = % nach MERRILL nicht beobachtet wurde, ob-

zwar sie in das auf den Platten gut exponierte Gebiet fillt.

12. Absolute Intensititen und Ubergangswahrscheinlichkeiten.
Um die Frage nach dem Intensititsabfall innierhalb einer Serie bei wach-
sender Hauptquantenzahl » zu beantworten, ist es notwendig, die ab-
soluten Intensititen bzw. die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu berech-
nen. Bei Abwesenheit eines magnetischen Feldes ist die Intensitit einer
Linie durch die Summe der Intensitdten ihrer ZEeEMaN-Komponenten
gegeben. Nach den Summenregeln (48, 49) erhdlt man dann aus (18)
und (44) fiir die Gesamtintensitit E7 einer Quadrupollinie:

8 76 1’::16 e?

E()'

oy c5

oM, 0y |2

M,Ml'Lz(erz'yJ | (57)
wo die Summe {iber alle magnetischen Quantenzahlen des Anfangs- und
Endzustandes zu erstrecken ist. Die Wahrscheinlichkeit des Uberganges
o->¢, ergibt sich daraus zu:

Ao - 87"51215 e Z‘ Loﬂ[, o013 2 ( 8)

o1 hcdge MM]‘ s(x+iy) | 7 5

g, ist dabei wie in (53) das statistische Gewicht des Zustandes 0. Ex-
plizite wurden exakte Werte fiir die Intensititen ganzer Quadrupol-
spektralserien nur im Falle des Wasserstoffatoms angegeben (34, 3).

Sie zeigen, daB fiir grofe » die Intensitidtsabnahme der Quadrupollinien

ebenso wie die der Dipoliinien nach dem Gesetz ﬂ% erfolgt. Fiir die

ersten Glieder zeigt sich dagegen z. B. in der LyMaN-Serie ein etwas
anderes Bild. Die Intensititen der Quadrupollinien fallen langsamer als
die der Dipollinien ab. Setzen wir die Intensitit des ersten Gliedes in
beiden Fillen gleich 1, so ergibt sich die folgende Intensititsabnahme:
Serienglied 1 2 3 4
Dipollinien I 0,32 0,14 0,07
Quadrupollinien 1 0,58 0,33 0,21.
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Etwas kompliziertere Verhiltnisse treten bei der BALMER-Serie auf,
weshalb wir diesen Fall nicht weiter diskutieren wollen.

Die Quadrupoliiberginge 1 S—3 D (1 und 3 sind hier nicht die wahren
Hauptquantenzahlen, sondern die konventionell normierten Laufzahlen)
in den Alkalien wurden von STEVENSON (49) untersucht. Er ersetzte
die Wirkung der in den abgeschlossenen Schalen befindlichen Elek-
tronen auf das Leuchtelektron durch ein HARTREEsches Feld. Auf diese
Weise erhielt er Werte fiir das Intensitdtsverhiltnis der Quadrupollinien
1S—3D zu den Dipollinien 1 S—2 P. Umgerechnet in Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten ergibt sich fiir die verschiedenen Alkalimetalle das
folgende Bild:

Li Na K Rb H
Aif/A:§=7,3-Io‘6 3,5-10°¢%  2,5.10° 2,9.-10° 1,0-107°,

Zum Vergleich ist noch der Wert fiir Wasserstoff in der letzten Reihe an-
gefithrt. Die berechneten Ubergangswahrscheinlichkeiten stimmen ziem-
lich gut mit den aus den Dispersionsmessungen sich ergebenden iiberein
(vgl. Ziffer 14).

Wie wir sehen, sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Quadru-
poliiberginge etwa 107° mal kleiner als diejenigen fiir Dipoliiber-
ginge (vgl. Ziffer 4). Befinden sich also N Atome in einem Zustande,
von dem aus Dipol- und Quadrupoliiberginge nach tieferen Zustinden
méglich sind, so wird nur etwa der millionste Teil davon quadrupolmiBig
strahlen, wihrend die iibrigen Atome Dipollinien aussenden werden.
Die Intensitit der Quadrupollinien wird demnach in diesem Falle im
Verhiltnis zu der der Dipollinien sehr klein sein.

Ganz anders werden aber die Verhiltnisse, wenn von einem Zustand
nur Quadrupoliiberginge nach tieferen Termen mdglich sind, der Zu-
stand also metastabil ist. Stellen wir uns zunichst vor, daB3 keine duBeren
Stérungen die natiirliche Lebensdauer der Atome in einem metastabilen
Zustande beeinflussen, dann werden alle in diesen Zustand gelangenden
Atome Quadrupollinien aussenden. Die Intensitit der Quadrupollinien
wird dann unabhdngig von der Lebensdauer des metastabilen Zustandes
sein und nur davon abhdngen, wieviele Atome pro Sekunde in diesen
metastabilen Zustand gelangen.

In den Nebeln sind nun diese Voraussetzungen fast vollstandig reali-
siert (vgl. B. u. G., S. #3), so daBl die Quadrupollinien aus den metasta-
bilen Zustinden voll zur Geltung kommen, ja sogar oft intensiver als die
Dipollinien werden. Die metastabilen Zustinde liegen ndmlich sehr tief
und sind daher oft frequentierte Zwischenstationen fiir die vielen Uber-
gangsmoglichkeiten, die von den oberen angeregten Zustanden nach dem
Normalzustande fiithren.

Im Laboratorium lassen sich so ideale Versuchsbedingungen nicht
herstellen. Hier wird ja gegebenenfalls ein grofler Teil der in meta-

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 14
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stabilen Zustinden befindlichen Atome durch Zusammenstt8e mit
anderen Atomen bzw. mit den GefiBwinden in andere Zustinde {iber-
gefithrt und nur ein kleiner Bruchteil von ihnen wird spontan eine
Quadrupolstrahlung aussenden. Je groéBer die natiirliche Lebensdauer
des metastabilen Zustandes sein wird, um so weniger Moglichkeit wird
das Atom haben, von diesem Zustande aus spontan zu strahlen. Im
Laboratorium und allgemein bei groBeren Gasdichten werden demnach
die Intensititen der von metastabilen Zustinden ausgehenden Quadru-
pollinien von der natiirlichen Lebensdauer des Ausgangszustandes ab-
hingen, und zwar werden im allgemeinen die Intensititen umso ge-
ringer sein, je grofer die Lebensdauer des Ausgangszustandes ist. Alle
Quadrupollinien werden verhiltnismafBig schwach sein.

Ein sehr lehrreiches Beispiel geben in dieser Hinsicht die Spektren
der neuen Sterne (2, vgl. auch B. u. G., S. 75). In den Novae dndern sich
wihrend der Ausbildung der Nebelhiille die Dichten merklich schon im
Verlaufe einiger Wochen. Sie sind anfangs bedeutend gréBer als in den
planetarischen und diffusen Nebeln und werden dann immer kleiner.
Beobachtungen wihrend dieses Entwicklungsstadiums zeigten nun, daB3
anfangs nur diejenigen Nebellinien von OIII erscheinen, die in den plane-
tarischen Nebeln schwach sind. Spéter erscheinen erst die fiir die plane-
tarischen Nebel so charakteristischen Nebellinien N, und N, (vgl
Ziffer 11), sind aber noch viel schwicher als in den planetarischen Nebeln.
Im letzten Entwicklungsstadium werden die Intensititsverhiltnisse
dhnlich denen in den planetarischen Nebeln. So ist nach neueren Mes-
sungen PLASKETTS in den planetarischen Nebeln das Intensititsverhilt-
nis der beiden OIII-Linien 1D,—1S,: N, = 1: 20, wihrend im Spektrum
des neuen Sternes Nova Germinorum die *D,—*S,-Linie 8 Tage nach
ihrem Erscheinen intensiver war als N,, so daB fiir dieses Intensitits-
verhdltnis die GroBenordnung Io:1 gefunden wurde. Spiter wurden
die Linien NV, und N, stirker, bis schlieBlich sich das in Rede stehende
Intensitatsverhdltnis dem in den planetarischen Nebeln gefundenen
ndherte. GROTRIAN (I4) zog daraus den SchluB, daB der metastabile
1S.-Zustand eine wesentlich kiirzere Lebensdauer besitzt, als der 1D, -
Zustand, von dem die beiden Linien N, und NV, ausgehen (vgl. Abb. 11
bei B. u. G, S. 63).

Es wird so verstindlich, daB bei den anfangs in den Novae
herrschenden gréBeren Dichten die Linien N, und N, zunichst iiberhaupt
nicht erscheinen, da die linger lebenden metastabilen tD,-Zustinde ver-
nichtet werden, bevor noch ein Ubergang stattfinden kann. Vom kiirzer
lebenden 1S,-Zustande sind dagegen noch Uberginge méglich, so daB
1D,—1S,, A = 4363, 1A auftritt. Bei kleiner werdenden Dichten werden
die 1D,-Zustinde immer seltener durch &duflere Stérungen vernichtet,
es erscheinen N, und N, und werden immer stirker. Die viel gréBere
Intensitit von N, und N, gegentiber 1D,—1S_ in den planetarischen
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Nebeln ist hingegen darauf zuriickzufiihren, dal der Ausgangszustand
1D, fiir N, und N, tiefer liegt als der fiir 1D, —1S,, so daB3 den 1D,-Zu-
stand mehr Atome erreichen als den 1S -Zustand. Ahnliche Verhiltnisse
zeigen sich auch in dem analogen NII-Spektrum. Die viel lingere
Lebensdauer des 1D,-Zustandes als die von 1S, wird auch theoretisch
verstandlich, wenn man bedenkt, da3 von 1), aus nur Interkombinations-
linien méglich sind, die bei fast RussELL-SaUNDERscher Koppelung
geringere Ubergangswahrscheinlichkeiten besitzen als Quadrupoliiber-
ginge zwischen Termen von derselben Multiplizitit.

Analog sind die Verhdltnisse im OI-Spektrum (vgl. Abb. 4). In den
planetarischen Nebeln werden wir fiir die roten Sauerstotflinien 3P—1D
eine viel groBere Intensitdt als fiir die grilne Nordlichtlinie 1D, —'S, er-
warten. Da diese roten Sauerstofflinien in den Nebeln nur sehr schwach
sind, so besitzt die griine Nordlichtlinie dort keine beobachtbare Inten-
sitdt. Dafiir erscheint sie aber mit groBer Intensitit im Nordlicht- und
Nachthimmelspektrum. Da jedoch in den oberen Atmosphérenschichten,
in denen das Nordlicht zustande kommt, gréBere Dichten als in den Nebeln
herrschen, so werden wir hier umgekehrt fiir die vom lidnger lebendenD, -
Zustand ausgehenden roten Sauerstofflinien eine viel geringere Intensitit
als fiir die grilne Nordlichtlinie erwarten. Angaben, nach denen diese
roten Sauerstofflinien am Nachthimmel beobachtet wurden (47), sind in
letzter Zeit in Zweifel gesetzt worden (15). Doch ist die Diskussion dar-
iiber zur Zeit noch nicht abgeschlossen (48).

Wihrend im optischen Gebiet die Wahrscheinlichkeit fiir einen Qua-
drupoliibergang etwa 10 ¢ mal kleiner als die fiir einen Dipoliibergang ist,
dndert sich dieses Verhaltnis nach PAuL1 (1) im RONTGEN-Gebiet zugunsten
der Quadrupolstrahlung. Das Intensitdtsverhiltnis des vom Quadrupol
zu dem vom Dipol ausgestrahlten Lichte ist ja nach Ziffer 4 im wesent-

lichen durch 27; . a)2 bestimmt, wenn ¢ den Radius der Elektronenbahn

und y die Frequenz des ausgestrahlten Lichtes bedeutet. Fiir ein einen
Z-fach geladenen Kern umlaufendes Elektron ist:

1/=ZZR<—I !

— _2)' (R=RYDBERG-Konstante)
n m

wihrend diehalbe grofle Achsea der Elektronenbahnim Endzustande durch

nZ
@=doy
gegeben wird, wo @, = 0,5.10 °cm den Radius des ersten Bourschen

Kreises bedeutet. Es wird also, wenn man in ganz grober Ndherung statt
der Rontgenfrequenzen die zugehorigen Seriengrenzen v =2 2% setzt:

(271 v a)2= (2713@7)2. 72— (;‘)222~10~522,

c c

14%
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wo a die SOMMERFELDsche Feinstrukturkonstante ist. Mit wachsendem

Z steigt also (272 r a>2 wie Z? an.

Experimentell sind im RONTGEN-Gebiet eine Reihe von verbotenen
Ubergingen gefunden worden (19); nach SEGRE (434) sind sie durchwegs
als Quadrupoliiberginge zu deuten, da die durch Stérungen (dullere
elektrische Felder und magnetisches Kernmoment) erzwungenen Linien
hier eine viel geringere Intensitit besitzen miiiten als die beobachteten.

Die gleiche GréBenordnung ergibt sich auch fiir das Verhiltnis der
Intensititen einer magnetischen und elektrischen Dipolstrahlung, wenn
man die Amplitude des magnetischen Momentes in der GréBenordnung
des Borrschen Magnetons voraussetzt.

13. Erzwungene Dipolstrahlung. Die in Ziffer 6 besprochenen Aus-
wahlregeln fiir die Dipol- und Quadrupolstrahlung sind nur dann streng
giiltig, wenn die strahlenden Atome keinen duBleren, stérenden Ein-
fliissen ausgesetzt sind. Beim Vorhandensein solcher Stdérungen kdnnen
die sonst nur fiir die Quadrupolstrahlung erlaubten Uberginge auch
unter Aussendung einer Dipolstrahlung verlaufen. Als solche stérende
Einfliisse kommen in erster Linie duBere elektrische Felder in Betracht.
Die Frage nach dem EinfluB dieser Felder auf die Strahlung ist wichtig,
weil wir im Laboratorium fast immer mit mehr oder minder starken
interatomaren elektrischen Feldern zu tun haben.

Nach Pavurr (29) betrachten wir die Einwirkung eines konstanten
elektrischen Feldes auf ein Atom als Grenzfall eines periodischen Wech-
selfeldes von der Frequenz Null. Die KrRAMERS-HEISENBERGsche Dis-
persionsformel liefert dann in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
der neueren Quantenmechanik fiir das Dipolmoment *P des erzwungenen
Uberganges ¢—>o0, : '

. . [ad (€al)  aB(€al)| .aivt:

$gl=ﬁ§ <er =+ Eg' }6 a,

wo a die Amplitude des Dipolmomentes beim ungestérten Ubergang

o'—>¢ bedeutet. € ist die elektrische Feldstirke des duBeren Feldes. Die

Intensitit des beim erzwungenen Dipoliibergang ¢— o, ausgestrahlten
Lichtes ist nach der Theorie der Dipolstrahlung durch:

(59)

(271

T |‘BZ1" (60)

gegeben, wihrend die Intensitdt fiir den spontanen Quadrupoliibergang
6— 0, durch (57) bestimmt ist. Aus (59) liest man leicht ab, daB auch
hier bei den erzwungenen Dipoliibergingen dieselben Auswahlregeln wie
bei der Quadrupolstrahlung bestehen®. Es gilt nun zu untersuchen, in

' Im allgemeinen werden jedoch die Zusatzverbote der Ziffer 10 bei den
erzwungenen Dipoliibergdngen nicht mehr gelten. Ihre Durchbrechung
deutet somit auf erzwungene Uberginge hin.
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welchen Fillen die erzwungene Dipolstrahlung einen merklichen Beitrag
zu einem dipolmiBig verbotenen aber quadrupolmiBig erlaubten Uber-
gang liefert.

Die Nenner v, und », in (50) bewirken, daB schon bei relativ
kleinen Feldstarken ¢ die erzwungene Dipolstrahlung eine beobachtbare
Intensitat gewinnt, falls einer der Zwischenzustidnde ¢’ mit dem sowohl
o wie g, dipolmifig kombinieren, nahe bei ¢ (bzw. ¢,) liegt. Dann wird
vy (bzw. v;) klein, also 3 merklich werden. Zur Abschatzung geniigt es in
diesem Falle nur diesen einen Zwischenzustand ¢’ zu beriicksichtigen, so
dafl das Summenzeichen entfillt.

Die Forderung daB »° klein ist, bedingt, daB unter dem Einfluf3
eines dulleren elektrischen Feldes zunichst die hoheren Serienglieder einer
verbotenen Spektralserie erscheinen werden. Betrachtet man etwa die
S—D-Serie eines Alkalimetalls, so kommen als Zwischenzustinde nur
die Glieder der P-Termfolge in Betracht. Da die Termwerte von S, P, D
fiir die hoheren Gliednummern sich immer weniger voneinander unter-
scheiden, so wird sich tatsichlich fiir hohe Gliednummern # ein sehr
kleines #) finden lassen. Trotzdem kann aber das B nicht unbegrenzt
wachsen, da mit wachsendem 7 die Amplituden a schnell, wohl schnel-
ler als » verschwinden werden. Im allgemeinen wird man also in einer
unter dem EinfluB eines elektrischen Feldes entstehenden Serie mit
wachsender Gliednummer zunichst ein Ansteigen und dann eine Ab-
nahme der Intensitit zu erwarten haben®. Diesen Sachverhalt bestitigen
die Versuche von Kunx~ (22), wenn auch hier der Intensititsabfall in
der unter dem EinfluB eines angelegten elektrischen Feldes erscheinen-
den verbotenen Serie (S—D-Serie des Kaliums) sicherlich noch durch
andere Einfliisse bedingt wird. Der obige Tatbestand legt die Ver-
mutung nahe, dafl in den Fillen, wo nur die Anfangsglieder einer ver-
botenen Serie beobachtet werden, diese Linien im allgemeinen durch
eine spontane Quadrupolstrahlung zustande kommen.

Die Relation (59) kann auch zum Beweise dienen, daB unter ge-
gebenen Versuchsbedingungen eine beobachtete verbotene Linie un-
bedingt der Quadrupolstrahlung zuzuschreiben ist. So konnten HUFF
u. HoustoN (I8) zeigen, daBl eine erzwungene Dipolstrahlung im Falle
der griinen Nordlichtlinie (1D, —1S_ in OI) so starke elektrische Felder
erfordern wiirde, wie sie auch nicht annihernd bei den Versuchs-
bedingungen unter denen diese Linie gefunden wurde, vorhanden waren.

Bei erzwungenen Dipollinien, die durch interatomare Felder ver-
ursacht werden, ist zu erwarten, daB diese Linien im Verhiltnis zu

* Diese letztere kann unter Umstinden, wie z. B. in der von H. BARTELS
(Z. Physik 73, 203 [1932]) beobachteten (durch Ionenfelder erzwungenen)
2P°—mP°-Serie des Na, langsamer erfolgen als in den ,,erlaubten’ Serien
(vgl. auch 41).
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den erlaubten Dipollinien bei gréBer werdenden Dichten an Intensitit
gewinnen.

Fiir die durch duBere Felder erzwungenen Multipletts gelten nicht
mehr die Summenregeln (55). Fir einige Spezialfille sind die Inten-
sititen erzwungener Dipolmultipletts von SAMBURSKY (40) berechnet
worden, wobei sich teilweise erhebliche Unterschiede gegeniiber den der
Quadrupolstrahlung entsprechenden Intensititen ergaben. Die vor-
genommenen Messungen zeigten z. B., da das Silberdublett 22P—32P
ebenso wie das Kupferdublett 2°P—2°F einer erzwungenen Dipolstrah-
lung zuzuschreiben sind. Es muB jedoch betont werden, daB Linien,
die unter gewissen Bedingungen als erzwungene Dipollinien auftreten,
unter anderen Umstdnden sehr wohl unter Emission einer Quadru-
polstrahlung entstehen kénnen. Es mul daher bei der Klassifizierung des
Strahlungscharakters einer Linie in jedem Einzelfalle auf die Bedingun-
gen, unter denen diese Linie auftritt, geachtet werden. Eine endgiiltige
Entscheidung bringt in jedem Einzelfalle der Zeeman-Effekt (vgl.
Ziffer q).

14. Dispersionsformel, f-Summensatz. Die KRAMERS-HEISEN-
BERGsche Disperionsformel 148t sich auch so verallgemeinern, daf sie in
der Umgebung von Quadrupollinien giiltig bleibt (BLaton [5]). Dazu
muB die Phaseninderung des Lichtes innerhalb des streuenden Atoms
beriicksichtigt werden.

Ist z die Fortpflanzungsrichtung des einfallenden Lichtes und y
die Schwingungsrichtung des elektrischen Vektors I der Lichtwelle, so
zeigen wellenoptische Uberlegungen (4), daB der Brechungsindex # bei
Mitberiicksichtigung der Quadrupolstrahlung und der magnetischen

Dipolstrahlung durch:
47N

2
n—1I=
E

(P: + B,z) (61)
bestimmt wird, wo Pz:Zekzk die z-Komponente des Dipolmomentes
7

bedeutet und
I

B,, = 7;:6/&%2& (62)
sowohl das Quadrupolmoment als auch das magnetische Dipolmoment
zusammenfaBt. N ist die Anzahl der Atome in der Volumeneinheit.
Schwingt B, , periodisch mit der Frequenz » des einfallenden Lichtes, so
ergibt sich:

Ty

Byz = _6“ Q_yz + m. ) (63)

wo Qyz = Z ¢xY&Zk eine Komponente des Quadrupolmomentes (14) und

1 . .
M=, C'Z ex(yrzr — 22y#) die x-Komponente des magnetischen Dipol-

momentes bedeutet, das von der Umlaufsbewegung der Elektronen
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herrithrt. Wir wollen diese magnetische Dipolstrahlung hier nicht weiter
beriicksichtigen, da, wie eine nihere Untersuchung zeigt, der von m,
herriihrende Beitrag zu #*—1 frequenzunabhingig ist (4).

Auf Grund der Quantenmechanik?, berechnet sich Q. fiir ein im
Quantenzustande ¢ befindliches Atom nach:

e = ;’e/a/ﬂu,, Vezpiigdr, (64)

wo u, die Eigenfunktion des durch die Lichtwelle gestorten Zustandes ¢
bedeutet. Bestimmt man %, nach der Stérungsrechnung, so ergibt sich B,
aus (64) und (63) zu:

A{)
0 2‘ gal (r 2_’ (1)
Bjﬂ—)’ %874{ . g ”l i’"— - ,)4 ,; 27,; E7 (65)
0101 o Vy Vg 01 Yo, Vo !
I’(? >O (7 >O

wobel die Summen nur iiber jene ¢, zu erstrecken sind, die mit dem
Ausgangszustande o quadrupolmiBig kombinieren. A7 bedeutet nach
(57) die Wahrscheinlichkeit fiir den Quadrupoliibergang 6—g¢,. Die
zweite Summe enthilt die negativen Absorptionsglieder und verschwin-
det nur dann nicht, wenn o ein angeregter (eventuell metastabiler) Zu-
stand ist, von dem aus spontane Quadrupoliiberginge nach tieferen
Zustinden moglich sind.

(65) zeigt eine groBe Ahnlichkeit mit dem in (61) auftretenden
Dipolmoment, welches sich bekanntlich quantenmechanisch zu:

7y
O c3 8o, A() v 02 l
N D T P el LI L
02 Y I,o — ?

02 0y L0,

V>0 e

bestimmt, wobei die Summen jetzt nur iber jene o¢.-Zustinde zu
erstrecken sind, die mit ¢ dipolmaBig kombinieren.

Charakteristisch fiir B}, ist das Auftreten von »* vor dem Summen-
zeichen, ebenso wie die lineare Abhingigkeit vom Brechungsindex #,
der somit auch auf der rechten Seite von (61) auftritt. Da aber n im
Giiltigkeitsbereich unserer Formel sehr wenig von 1 verschieden ist, so
konnen wir auf der rechten Seite von (61) # = T setzen.

Im Falle anomaler Dispersion in der Umgebung einer Quadrupollinie
v, erhdlt man aus (65) und (61) bei Fortlassung aller Dipolglieder und
aller Quadrupolglieder bis auf jenes, das v::‘ enthdlt, in erster Naherung:

pop = ONE e 1 (67)

3 ERE:
477 g, ,,ﬁl rl =t

r Eine aus der klassischen Theorie folgende Dispersionsformel wurde von
E. SEGrE (42) angegeben.
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Dabei wurde im Zihler von (65) » durch »°* ersetzt, da ja im Falle
anomaler Dispersion beide nur sehr wenig voneinander verschieden sind.
In der Umgebung der Dipollinie »2 ergibt sich:

3 A%
n—1I= ON 8y Zo S (68)

*167'[3 022 032 o
8o Vo o v

Die beiden Formeln (67) und (68) sind gleich gebaut, unterscheiden
sich aber durch den Faktor */,, welcher bewirkt, dal #—1 in der Um-
gebung der Quadrupollinie ;' viermal so grof3 wird, als wenn diese Linie
eine Dipollinie mit derselben Ubergangswahrscheinlichkeit wire.

Messungen liegen bisher nur fiir die 12S—32D-Ubergénge der Alkali-
metalle vor. Sie wurden von PROKOFJEW (32) ausgefithrt, der daraus
auch die relativen Ubergangswahrscheinlichkeiten A3§ /A% (vgl.
Ziffer 12) ermittelte. Da die von PROKOFJEW angegebenen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten unter der Annahme einer Dipolstrahlung berechnet
wurden, missen sie, wenn wir sie einer Quadrupolstrahlung zuschreiben,
noch durch vier dividiert werden. Sie lauten dann:

Na K Rb Cs
AP ) 42 | beobachtet: 1,1-107%, 1,5-107°, 2,7.107%, 0,6-107°
15/ 7715 | berechnet: 3,5-107°, 2,5.107°, 2,9-107° —

Die theoretisch berechneten Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir: Na, K,
und Rb aus Ziffer 12 sind hier nochmals angefithrt. Die Ubereinstim-
mung zwischen den theoretischen und den experimentellen Werten ist
als ziemlich gut anzusehen, da ja die theoretischen Werte unter sehr
vereinfachenden Annahmen berechnet wurden. Die experimentellen
Werte sind bei K, Rb und Cs bis auf 5—10% genau, bei Na allerdings
ungenauer.

Fir die Quadrupolstrahlung gilt ein dem f-Summensatz ganz ana-
loger Satz, der sich ebenso wie dieser aus den Vertauschungsrelationen
der Quantenmechanik ableiten lit. Es gilt:

- 0. o
¢ My { g”l AUI A“x I 2\ 0
Sn Lo~ X Sai=207) (69)
47[452 1 g oy 4 o 4 3 o?
] o Vg (4] 1'01
Vgl >0 »e >0

wobel ebenso wie in (65) ¢, sich auf alle mit ¢ quadrupolmiBig kombi-
nierenden Zustdnde bezieht und

(), = ¢, 7 yide
eine fur den Zustand ¢ charakteristische GroBe ist. Fir ein Ein-

elektronenproblem mit Z-fachgeladenem Kern (Z =1 Wasserstoff,
Z =2 einfach ionisiertes Helium usw.) gilt (15a):

azn?

(7’2)2 =77 {5n*+1—31(0+ 1),
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2

h . .
woa,= P ~0,5-10 % cmden,,Radius‘ des ersten BourschenKreises,
n*me e

» die Hauptquantenzahl und ! die azimutale Quantenzahl bedeutet.
Gleichung (69) bildet das vollstindige Analogon zum f-Summensatz

in der Dipolstrahlung. Charakteristisch ist, daB auf der rechten Seite

von (69) nicht wie in der Dipolstrahlung 1, sondern die dem Quadrate

der Atomdimensionen im Zustande ¢ proportionale Grofe % ("), steht.

Die glinzende Entdeckung BowkNs, wonach gewisse Nebellinien
,,verbotenen‘* spontanen Ubergéngen entsprechen, begleitete ein kleiner
MiBklang. Da zunichst angenommen wurde, daf es sich um eine Dipol-
strahlung handelt (6), so muBte man daraus die Folgerung ziehen, daB die
Auswahlregeln (LarorTEsche Regel und die Auswahlregel fiir J), die
fiir die Dipolstrahlung exakte Giiltigkeit beanspruchen, doch nicht streng
erfiillt sind. Die Erklirung dieser Linien durch die Quadrupolstrahlung
zeigte, dafBl diese Liicke in der Quantenmechanik nicht besteht.
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1. Grundtatsachen.

Die Supraleitfahigkeit wurde 1911 von KAMERLINGH ONNES an
Quecksilber entdeckt (93), und zwar stellte er fest, dal bei etwa 4,29 abs.
der Widerstand des Quecksilbers innerhalb weniger hundertstel Grad
von einem durchaus meflbaren Betrag auf einen unmefbar kleinen
Wert herabsank.

Nach unserer heutigen Anschauung ist es zwar wahrscheinlich, daf
alle vollkommen reinen und vollkommen spannungsfreien, in Form von
Einkristallen vorliegenden Metalle, sofern sie nicht schon vorher supra-
leitend werden, am absoluten Nullpunkt den Widerstand Null haben.
Dieser Wert wird aber nicht plotzlich wie bei einem Supraleiter erreicht,
sondern ganz allmihlich. Abb. 1 zeigt z. B. den Widerstand verschie-
dener Goldsorten. Man sieht, daB3 der Widerstand des Goldeinkristalls
in den tiefsten Temperaturen nur noch einen Wert von etwa
3-107* R, (R, = Widerstand bei 0°C, R = Widerstand bei der MeB-
temperatur) hat. Bei einer kiirzlich (8§1) von mir untersuchten Bleiprobe
betrug der ,,Restwiderstand“ (temperaturunabhingiger Widerstand in
tiefsten Temperaturen) sogar nur 1,5:-107+ R,. Man kann nicht an-
nehmen, daf die besten untersuchten Proben schon in jeder Beziechung
ideal waren, sondern hat durchaus den Eindruck, daB man die Gréfle
des Restwiderstandes bei Aufwendung noch gréBerer Sorgfalt noch
weiter herabdriicken kann, und dafl er dementsprechend im idealen
Grenzfall den Wert Null hat. Es scheint mir vorliufig nicht not-
wendig, mit DE Haas (6) anzunehmen, daf} ein vollkommen reiner und
vollkommen spannungsfreier Metallkristall aus besonderen physikali-
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schen Griinden beim absoluten Nullpunkt noch einen Restwiderstand
besitzt. Ein solcher Grund kénnte z. B. in einer Mosaikstruktur des
idealen Kristalls liegen, wie sie neuerdings A. GOETZ nach Messungen
tiber die Susceptibilitat fiir wahrscheinlich hilt.

Aber das Auftreten eines verschwindend kléinen Widerstandes am
absoluten Nullpunkt ist etwas ganz anderes als die Erscheinung der
Supraleitfahigkeit: Erstens tritt die Supraleitfahigkeit nicht nur in einem
idealen Grenzfall auf und zweitens verschwindet bei ihrem Eintritt der
Widerstand innerhalb eines mehr oder weniger kleinen Temperatur-
intervalles oberhalb des absoluten Nullpunktes ziemlich rasch, so daB3
der Charakter der gewdéhnlichen Temperatur-Widerstandskurve vollig
verdndert wird. Abb. 2 zeigt dies beispielsweise nach Beobachtungen
von KAMERLINGH ONNEs an Quecksilber. Man sieht aus ibhr wei-

ter, daB die Ubergangskurve

a015 T T P .
————ach Messg. in Leidterr S zur Supraleitfdhigkeit von der
A’i —_— o MeBner 4
0 //
-7 a7 ]
gon——====—" : — rL2 /7(/
|
/4 qm i
/,
Y ~4mA
7 =400m A
7,
4005 ca
Aw-lrah? . q05)
0 0,
0 5 0 % Cabs 20 397 417 ‘abs
Abb. 1. Widerstand verschiedener Goldsorten. Abb. 2. Sprungkurve fiir Quecksilber.

Strombelastung abhingig ist. MiBt man im Ubergangsgebiet den
Widerstand als Quotienten aus der angelegten Spannung und der
Stromstérke, so findet man bei derselben Temperatur und verschiedenen
Strombelastungen nicht denselben Wert des Widerstandes. In dem
Gebiet, in dem die Supraleitfihigkeit eintritt, versagt also das Onmsche
Gesetz. Wie spiater noch ausfithrlicher gezeigt werden wird, ver-
schwindet beim Eintritt der Supraleitfihigkeit nicht nur der Rest-
widerstand, sondern auch der temperaturabhingige, dem idealen Metall
zuzuschreibende Widerstand. Selbst ein sehr groBer Restwiderstand,
wie wir ihn bei Mischkristallen finden, z. B. ein Restwiderstand von
0,7 R, verschwindet beim Eintritt der Supraleitfihigkeit. Im Zustand
der Supraleitfihigkeit ist der Widerstand unmeBbar klein. Nach Ver-
suchen von KAMERLINGH ONNES (98) ist er bei 4° abs. bei Blei kleiner
als 10~ '* R,.
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2. Supraleitende Metalle, Legierungen und
Verbindungen.

In Leiden wurde Supraleitfihigkeit von KaMERLINGH ONNES auBer
an Quecksilber (93, 121), an Zinn und Blei (96, 104, 121), von KAMER-
LINGH ONNEs und Tuyx an Thallium (104, 121) und Indium (179, 121),
von DE Haas und Vooep an Gallium (31, 34) entdeckt. In Charlotten-
burg wurde von MEISSNER Supraleitfahigkeit an Tantal (74, 78), an
Titan (77, 80, 84), an Thorium (78), von MEISSNER u. FRANZ an Niobium
(79, 82) festgestellt. Niobium mit dem Sprungpunkt von etwa 8,4° abs.
ist unter den bisher gefundenen supraleitenden reinen Metallen das-
jenige mit dem hdochsten, Gallium (supraleitend bei 1,1° abs.) das-
jenige mit dem niedrigsten Sprungpunkt. Die iibrigen reinen Metalle
sind, soweit erhiltlich, in Charlottenburg von MEI1ssNER u. VoicT (91)
bis herunter zu etwa 1,20 abs., zum groBen Teil schon frither auch
in Leiden von OxNNEs und Mitarbeitern auf Supraleitfihigkeit hin
untersucht worden. Bei einigen fanden sich bei den tiefsten Tem-
peraturen Andeutungen fiir das Einsetzen eines rascheren Wider-
standsabfalles, so z. B. bei Rubidium. Andere Grinde, auf die
weiter unten eingegangen ist, sprechen dafiir, da Molybdin in noch
tieferen Temperaturen supraleitend wird. Es erscheint nicht aus-
geschlossen, dafl noch mehr reine Metalle supraleitend werden, wenn man
die Temperatur geniigend erniedrigt. In Tabelle 1 sind die bisher auf-
gefundenen Supraleiter sowie ihre Sprungpunkte im periodischen System
der Elemente eingetragen. Diejenigen, bei denen vielleicht Supraleit-
fahigkeit zu erwarten ist, sind mit einem Fragezeichen versehen. Das
Kristallsystem ist von maBgebendem EinfluB. Wihrend gewdhnliches
Zinn (Gitterform tetragonal) schon bei 3,7° abs. supraleitend ist, wird
graues Zinn (Gitterform: Diamantgitter) nach Messungen von DE Haas,
S1zoo u. Vooap (28) bis herunter zu 2,5° abs. nicht supraleitend.

Die Form der Sprungkurve ist bei Metallen nicht nur von der Strom-
belastung (Abb. 2) abhingig, sondern auch von dem Reinheitsgrad und
dem Kristallzustand. Nach Messungen von DE Haas u. VooeD (39) ist
die Sprungkurve fiir Zinneinkristalle nahezu unstetig. pE Haas u. VooGp
sind der Meinung, dafl bei einem idealen und vdllig reinen supraleit-
fahigen Metallkristall das Verschwinden des Widerstandes wirklich voll-
kommen unstetig is§, also innerhalb eines unmeBbar kleinen Temperatur-
bereiches erfolgt, sofern man den Strom genitigend klein wihlt. Bei nicht
vollig reinem Material erhdlt man einen etwas grofBeren Temperatur-
bereich fiir das Ubergangsgebiet zur Supraleitfihigkeit, ebenso bei nicht
geniigend kleiner Strombelastung. Ob es hinsichtlich der Breite des
Ubergangsgebietes auch bei reguldr kristallisierenden Substanzen einen
Unterschied macht, ob man einen Einkristall oder polykristallines
Material hat, bedarf noch der nidheren Untersuchung. Nach den er-
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wihnten Messungen von DE Haas u. VooGD ist sogar die Hohe des
Sprungpunktes bei dem nichtreguldr kristallisierenden Zinn unabhingig
von der Richtung des Stromes zu den Kristallachsen. Betont werden
mag ferner, dal man genau dieselbe Sprungkurve bekommt, ob man vom
nichtsupraleitenden zum supraleitenden Zustand tibergeht oder um-
gekehrt. Dies zeigen z. B. genaue Messungen iiber die Sprungkurve von
Zinn, die MEIsSNER ausfiihrte (70).

Die ersten Feststellungen beziiglich der Supraleitfihigkeit von Le-
gierungen waren folgende: KAMERLINGH ONNES (96) fand, dafl Zinn-

Tabelle 1. Periodisches System mit unterstrichenen Supraleiterr
Anordnung der duBeren Elektrone

11 Na | 12 Mg | 134! 14‘52'
3 kub. 8 {hex.12| kub.12 | kub.4

Periode [ Gruppe

usw f Ia ‘ Ia ‘ Mla |, IVa « Va | VIa / Vila | ViIla

1H | ‘ ‘ i ‘

I \ ‘

| | ‘\

2 3L | 4Be 5B 6C | |

kub. 8 | hex.12 ? hex.3(4) ‘ ‘

ub. 4 i |

Schale | K \ L |K|L K| L |K|L \

FrAt. | 2 1 | 2] 2 2 |21 2|22 ‘ ‘

|

|

Schale| LIM|L M | L
Fr.At. | 8|1 81 2 8 | 2,1 8 12,2 !
Metall | 8 |(1)| 8 (2)?| 8 |2(1)? 1 | \
l 19K | 20Ca 21Sc | 22T¢ | 23V | 24Cr | 25 Mn 26 Fe | 27 Co | 28 Ni
4 kub.8 |kub.12 ? 1,77° kub. 8 |kub.jtetr.zz/kub. 8 hex.12|kub.1
| hex. 12 | kub. 8 kub.12/kub.12
Schale M| N 'M|N: M|N M|N M|N| M|IN/M|N M|IN/M|N/M|N
Fr.At. | 8| 1 ‘8 2 | 81| 2 |82 283285185 2 [86[2(8,7] 2 |8,8 2
Metall | 8| | 8] @] 5 |3) | 8w 81| 81]6) 82] 62 |5.4a) 85?6l
37 Rb | 38 S¥ 39Y 40 Zv §41 Nb|42Mo | 43Ma |44 Ru| 45 Rh | 46 Pd
5 kub.8 |kub.12 ? kub.8 | 8,4° 1°? hex.12/kub. 12 |kub. 1
hex.12  kub. 8| kub.8
Schale! NJO | NJO ! N | O OIN|O/'N|O! N|OIN N'O! N |C
Fr.At. | 8 2 181 2 |82|2 (841 851|861 I ‘88\ 8,10 —
Metall 8{m | 8] 8 |@| 8|w 8(s/81c) — —
6 55Cs | s6Ba | s7—71 | 72 Hf |73Tal 74 W | 75Re | 760s| 77 Ir | 78 Pt
kub.8 | kub.8 | seltene 4,38° hex. 12 hex.12|kub.12|kub.1:
Erden
hex. 12 kub 8| kub 8
Schale [N O P ‘O N |OP P PIO P I‘P ‘P Olp OIP
Fr.At. 18}8)1 ‘8 2|19-32] 8‘2 ,2 2 83 2 | 84[2 8,5/ 2 86/2 872 88 2
Metall | — — — ] = !
7 8 — | 8Ra | 8Ac |g9oTh |81 Pa| 92U
1.43°
kub. 12
Schale P | P'OQ P\Q P P |Q @
Fr.At. 812181, 2 |83 51 l
Metall — — — — — —
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amalgan bei einer etwas h6heren Temperatur supraleitend wird als
Quecksilber, und daB auch Legierungen zwischen Quecksilber und Gold,
sowie zwischen Quecksilber und Cadmium supraleitend werden. Im
Laufe der Zeit sind dann in Leiden und Toronto eine ganze Zahl von
Legierungen auf Supraleitfihigkeit hin untersucht worden. Die Supra-
leiter, die dabei gefunden wurden, sind in Tabelle 2 zusammengefaBt.
Die in Klammern zugefiigten Zahlen beziehen sich wieder auf das Lite-
raturverzeichnis. Ein L bedeutet, daf} die Messungen in Leiden, ein 7,
daB sie in Toronto angestellt wurden. Ein E zeigt an, daB eine eutek-

ihren Sprungpunkten in ° abs, kristallographischen Daten,
im freien Atom und Metallzustand.

Gruppe
o | mb | mbs | b [ R Vib VIIb vip
1 2 He
!
- I D
" 7N 80 9F 10 Ne
'L K' L Ki L K| L
2‘2,3 2 | 2,4 2\2,5 2 | 2,6
15 P 16 S 17 Cl 18 Av
LI M L'M| L | M LI M
8|23 81241 825 8|26
SR S | L o
29 Cu 30Zn 31 Ga 32 Ge 33 4s 34 Se 35 Br 36 Kr
kub. 12 |hex.6(12) 1,1° kub.4 | rhombd. | hex. 2 (6) ‘
tetr. 1 (6) 3 (6) ‘
M| N M| N M| N[  M|N| M| M| N M’N‘M!N
18 | 1 18| 2 | 18 {2,118 |2,2| 18 |2,3] 18 '2,4] 18 |2,5 | 18 |26
18 [ () | 18 [1(n] 18 |2(1) - ) 0
47 Ag 48 Cd 9In ' 508n 51 Sb 52 Te 53] 54 X
kub. 12 [hex.6(12)| 3,37° 3,69° rhombd. | hex. 2 (6) ! rthombd.
“tetr.4 (12) | tetr.6 | .3 (6) 1
NIOIN|J]O N]O [N} O N| O ’ N]O| N|O N| O
18 1 18 2 18|21 18 (2,2 18 2,3 18 |2,4 | 18 j2,5 18 |2,6
81O |8 ]im, 8 j2m|8l22) | | ] IR
79 Au 8o Hg 8171 82 Pb 83 B: 84 Po 85 — 86 Em
kub. 12 4,12° 2,38° 7,26° rhombd
hex. 6 hex. 12 kub. 12 3(6)
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Tabelle 2. Sprungpunkte von zweikomponentigen Legierungen
in °abs. nach Messg. in Leiden (L) und Toronto (T)

2. Kom-‘ 1. Komponente
ponente | Pb Sne ‘ 77 1 Au
7,26 L 3,71 2,37 -
P E 78T (56
As | E 84 T (56) E 4,1 T (56)
Sb E 66T (55) |Sb,Sn; 3,8L (1) | Sb,T7;5,2T (56)
Bi | E88T (s5) | E 38 L (21)| BisTl;6,4T (55) AugBiI,SL(fﬁg)
Zn E 3,65 L (21)
ca E 3,61 L (21) E 2,54 (21)
Hg Hg Ti,3,821L(24)
T | PbTl, 4,05L (24)
Ag | E 7.2 7T (50 E 2,67 L (24)
Au E 70 T (56) E 1,02 L (21)
Ca 7,0 T (56)
Li 7,2 T (56)

tische Legierung verwendet wurde. Wo es sich um eine intermetallische
Verbindung handelt, ist die Formel derselben eingetragen. Besonders
interessant ist, daB sich unter den Legierungen auch eine solche befindet,
an deren beiden Komponenten Supraleitfdhigkeit bisher nicht festgestellt
wurde, ndmlich die Gold-Wismutlegierung. Nach den letzten Unter-
suchungen von pE HAAS u. JURRIAANSE (26) handelte es sich dabei um
die Verbindung A#, Bt. Ob Gold oder Wismut dabei als Supraleiter auf-
zufassen ist, nur mit einem so tiefliegenden Sprungpunkt, daB er noch
nicht festgestellt werden konnte, ist nunmehr fraglich. Aus Tabelle 2
ist ferner folgendes zu ersehen: Die Sprungpunkte der Legierungen zwi-
schen Wismut und den angegebenen Supraleitern liegen wesentlich
héher als die Sprungpunkte der Supraleiter selbst. Wismut hat also die
Eigenschaft, die Sprungpunkte hinauf zu setzen. Ahnlich wie Wismut
scheint in einzelnen Fillen, nidmlich dann, wenn eine intermetallische
Verbindung vorliegt, auch Antimon sich zu verhalten. Auch Arsen be-
wirkt in zwei Fillen, Phosphor und Silber in einem Fall, eine Erhéhung
des Sprungpunktes. Dagegen weisen die Legierungen mit Cadmium,
Zink, Calcium und Lithium als zweite Komponente einen Sprungpunkt
auf, der niedriger liegt als der der supraleitenden Komponente. An Le-
gierungen mit Kupfer wurde Supraleitfahigkeit bisher iiberhaupt nicht
beobachtet bis herunter zu Temperaturen von 2,25 bzw. 1,31° abs.
AuBer den in Tabelle 2 aufgefiihrten zweikomponentigen Legierungen
wurden in Toronto von McLENNAN, ATLLEN u. WILHELM noch folgende
mehrkomponentigen Legierungen untersucht: Die RosEsche Legierung
Bi, SnPb (Sprungpunkt bei 8,5° abs.) (99), die Woobpsche Legierung
(Sprungpunkt bei 8,20 abs.) (55), eine Legierung aus Blei-Wismut-Anti-
mon (Sprungpunkt bei 8,9 abs.) (56), eine Legierung aus Blei-Arsen-
Wismut (Sprungpunkt bei 9,00 abs.) (66) und eine Legierung aus Blei-
Wismut-Antimon-Arsen (Sprungpunkt bei 9,00 abs.) (56).
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Um die Abhingigkeit des Sprungpunktes bindrer Legierungen von
der Konzentration genauer festzustellen, sind in Charlottenburg von
MEISSNER, F'RANZ u. WESTERHOFF systematische Untersuchungen ganzer
Legierungsreihen durchgefithrt worden. Untersucht wurden zunichst
(86, 87) Legierungsreihen zwischen zwei Supraleitern, und zwar die
folgenden: Die Legierungsreihe Indium-Blei, die eine lickenlose Misch-
kristallreihe bildet; die Legierungsreihe Blei-Quecksilber, bei der nach
der Seite des Quecksilbers zu ein eutektisches Gebiet vorhanden ist;
die Legierungsreihe Zinn-Thallium, bei der nach der Seite des Zinns zu
ein eutektisches Gebiet mit einem ausgezeichneten eutektischen Punkt
besteht; die Legierungsreihe Indium-Thallium, die bei mittleren Kon-
zentrationen ein eutektisches Gebiet, nach beiden Seiten zu aber Misch-
kristallgebiete besitzt; die Legierungsreihe Blei-Thallium, bei der eben-
falls ein eutektisches Gebiet in der Mitte existiert. Ferner wurde (87)
die Legierungsreihe Blei-Wismut wegen der Ausnahmestellung des
Wismuts untersucht. Bei allen Legierungsreihen wurden auch die spe-
zifischen Widerstidnde oder die Werte von R/R, bei 779, 200 und eventuell
bei 4,2° abs. aufgenommen, um einen Anhaltspunkt fir die Grenzen des
eutektischen Gebietes in tiefen Temperaturen zu erhalten. Die Ergeb-
nisse hinsichtlich der H6he des Sprungpunktes sind in den Abb. 3—10
dargestellt. Teilweise ist aus denselben auch Anfang, Mitte und Ende
des Sprungintervalles zu ersehen. Unter der Mitte ist dabei diejenige
Temperatur zu verstehen, bei der der Widerstand auf den halben Betrag
abgesunken ist. Die wichtigsten Feststellungen, die diese Untersuchun-
gen, insbesondere an Hand der Abb. 3— 10, zulassen, sind die folgenden:

Die Sprungpunkte einer Legierungsreihe mit volliger Mischbarkeit
der beiden Komponenten (Abb. 3} liegen simtlich zwischen den Sprung-
punkten der beiden Komponenten auf einer glatt verlaufenden Kurve.
In der Nihe der reinen Komponente bewirkt der Zusatz eines anderen
Metalles nur eine kleine Anderung der Sprungtemperatur. Letzteres ent-
spricht der Tatsache, dafl wenig verunreinigte Metalle allgemein nahe-
zu denselben Sprungpunkt haben wie vollkommen reine Metalle.

Hat man eine Legierungsreihe mit nur einseitiger Mischbarkeit der
beiden Komponenten (Abb. 4 und 5), so andert sich die Héhe des Sprung-
punktes in dem Mischkristallgebiet allmédhlich entsprechend der Konzen-
tration bis zu der dem Grenzmischkristall entsprechenden Konzentration.
In dem anschlieBenden eutektischen Gebiet bleibt die Héhe des Sprung-
punktes zunichst ungefihr ebenso hoch wie diejenige des Grenzmisch-
kristalls, solange dieser Grenzmischkristall eine durchgehende Phase
fiir die Strombahn bildet. Bei der Konzentration, wo dies nicht mehr
zutrifft, findet ein Ubergang der Sprungtemperatur zu derjenigen statt,
die am anderen Ende des eutektischen Gebietes vorhanden ist, bei einer
Legierung mit einseitig liegendem eutektischem Gebiet also bis zum
Sprungpunkt der zweiten reinen Komponente.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. g

I5
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Liegt das eutektische Gebiet in der Mitte (Abb. 6), so gilt fiir die
beiden, dasselbe einschlieBenden Mischkristallgebiete, Entsprechendes
wie bei einer Legierung mit nur einseitiger Mischbarkeit.
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Wihrend aber, wie schon gesagt, bei den Legierungen mit volliger
Mischbarkeit die Sprungpunkte zwischen denen der beiden Komponenten
liegen, braucht dies bei nicht volliger Mischbarkeit keineswegs mehr der
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Fall zu sein. Die Legierungsreihen Zinn-Thallium, Indium-Thallium
und Blei-Wismut sind Beispiele dafir, da man vielmehr bei diesen
Legierungen fiir die Grenzmischkristalle Sprungpunkte erhalten kann,
die erheblich héher sind als die-
jenigen der beiden reinen Kom- g
ponenten. Bei der Hohe der 1
. . 4935
Sprungpunkte dieser Grenzmisch-
kristalle spielen auch Unterkith- g
lungseffekte eine gewisse Rolle,
ohne daB die hohen Sprung- 42
punkte darauf allein zuriickzu- 2 ach dem Abschrecken
fithren sein diirften. Mit tiefer 4%
werdender Temperatur erweitern
sich ndmlich die Grenzen des
eutektischen Gebietes in dem gy
Sinne, wie das in Abb. 7 fir
die Indium-Thalliumlegierungs- 4|
reihe dargestellt ist. In tiefen , -
Temperaturen stellen sich die "3 42 3¢ 36 38 40 42°abs
Grenzen, die dem stabilen Gleich- Abb. 8. Finflu der Unterkiihlung auf die Sprung-
gewicht entsprechen, nicht mehr ™ Gre%?gsf:’t];:ni‘?y,zllih:gi‘:n“."Thani“m mit
ein wegen der geringeren Beweg- '
lichkeit der Atome. Man erhilt dann je nach der Abkiihlungsgeschwindig-
keit kleine oder gréBere Unterkiihlungen. Ruft man eine solche Unter-
kiihlung kiinstlich hervor,
so erhilt man eine Er- ¢

nun
¢/ e e —

‘\

hohung des Restwider- o, | § |
standes und des Sprung- REN i 8 /
punktes, wie Abb. 8 zeigt. 6| S% | R //

Die Legierungsreihe RIST N /
Blei-Thallium ist wegen § §§1 2 |
derverschiedenenKristall- 4 ~§ §EJ‘—~L ‘
formen, die in derselben § | x Beginn des Sprunges
vorkommen, interessant. j&%“‘x_‘x o Miffe aes Sprunges
Aus Abb ieht 2 kY o £ndle des Sprunges

us - g ersie man, ‘o/f/ Lix /7 Lesaen germesserer Wert

dal man bei Blei-Thal- o |
lium, obwohl ein eutek- - : i
tls.ches. Gebiet existie.:rt, 4 2 P 0 7 7
bei keiner Konzentration Atom %

einen Sprungpunkt erhﬁilt, Abb. 9. Sprungpunkte der Blei-Thalliumlegierungen.

der héher als der des

Bleies ist. Ob eine Erhchung des Sprungpunktes stattfindet, hingt

einerseits mit der Lage des eutektischen Gebietes zusammen. Liegt

dieses nahe an dem Metall mit niedrigem Sprungpunkt, so ist die
15%
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Erhshung iiber den Sprungpunkt des 2. Metalls nicht mdéglich. Ent-
sprechend Abb. g gibt es andererseits Mischkristalle, in denen Thallium
in kubischer Gitterform in kubischem Blei vorhanden ist. Durch Ver-
lingerung der Sprungpunktskurve fiir diese Mischkristalle, wie sie in
Abb. 9 punktiert angedeutet ist, kommt man offenbar zum Sprung-
punkt, den kubisches Thallium hitte, sofern es in tiefen Temperaturen
und nicht erst oberhalb 2310 C stabil wire. Er lige danach erheblich
tiefer als der Sprungpunkt des hexagonalen Thalliums, eventuell un-
erreichbar tief. Auf die Grinde, die diese Betrachtungsweise recht-

fertigen, kann hier nicht niher eingegangen werden.
Bei der Legierungsreihe Blei-Wismut existieren zwei eutektische
Gebiete, wie aus Abb. 10 ersichtlich ist. Das eine, etwa von 20 bis
25 Atom% Wismut rei-

0 T chende, enthilt mneben

opbs I dem Mischkristall Wismut

! (kubisch) in Blei (kubisch)

g ! o den Mischkristall Wismut

: b <8 ° (hexagonal) in Blei (hexa-

X/B": i| gonal). Das zweite, von

T of f! 35 bis nahezu 100 Atom%

S~ 33 §\ x ﬁé’gh/;’ 0’6’;&/’”@6’5 I| reichende eutektische Ge-

NSRRI Endl aks Sprunges [| Diet enthilt den Grenz-
s ﬁsz h éé I|  mischkristall Wismut

N 3 & § S Il (hexagonal) in Blei (hexa-

3 I§‘|§ NIEEE ! gonal) neben rhomboedri-

% 2 w &0 a0 8 schemWismut oder einem

Atorn % Grenzmischkristall ~ von
Abb. 10. Sprungpunkte der Blei-Wismutlegierungen. sehr Wenig Blei in rhom-
boedrischem Wismut.

SchlieBlich werde noch auf Messungen von MEISSNER, FrRANZ u.
WESTERHOFF (86) an dem System Molybddn-Kohlenstoff eingegangen.
Molybdin bildet mit Koblenstoff nach Untersuchungen von SCHENCK
und Mitarbeitern? in gewissen Temperaturbereichen Verbindungen, ins-
besondere ist die Verbindung Mo, C darstellbar. Die von MEISSNER und
Mitarbeitern untersuchten Molybdan-Kohlenstofflegierungen waren
jedoch in dem benutzten Temperaturgebiet zum groBlen Teil Misch-
kristalle. Die Sprungpunkte, die fiir die verschiedenen Legierungen
gefunden wurden, diirften jedenfalls zum groBen Teil Mischkristallen
Molybdin - Kohlenstoff zuzuschreiben sein; sie sind in Abb. 11 dar-
gestellt. Man hat hier einen dhnlichen Fall wie bei der oben erwdhnten
Gold-Wismutlegierung, namlich daB Supraleitfihigkeit vorliegt bei einer

1 ScHENCK, R., KUurzEN, F. u. H. WESSELKOCK: Z. anorg. u. allg. Chem.
203, 181 (1931).
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Legierung, an deren Komponenten selbst Supraleitfihigkeit noch nicht
festgestellt wurde. Da man es hier aber nicht mit einer Verbindung,
sondern mit Mischkristallen zu tun hat, diirfte es erlaubt sein, die Kurve
der Sprungpunkte bis zum reinen Molybdidn hin zu verlingern. Danach
miiBte (Abb. 11) das reine Molybdan bei etwa 1° abs. supraleitend werden.
Aus Abb. 11 ist ferner zu ersehen, dafl die Sprungpunkte in der Nahe
von 50 Atom% Molybdin sehr stark in die Hohe gehen. Das Gebiet
zwischen 50 und 60 Atom% Kohlenstoff ist aber noch nicht erforscht,
so dal} es fraglich ist, ob man dazwischen noch héhere Sprungpunkte
erhilt oder nicht. Eine Extrapolation auf den Sprungpunkt des reinen
Kohlenstoffes ist nicht méglich, da Legierungen mit héherem Kohlen-
stoffgehalt als 63 Atom% nicht hergestellt wurden.
Es liegt nahe, die eben erdrterte

Methode der extrapolatorischen Be- q¢ l | )}(__X |
stimmung des Sprungpunktes von 47 %wf o
reinen Substanzen durchUntersuchung 7

von Mischkristallen auch bei anderen 20

Metallen anzuwenden. MEISSNER, / \
FraNz u. WESTERHOFF haben dem- %7 / i
entsprechend (die Messungen sind 40 /

noch nicht publiziert) eine gréllere ,, /

Zahl von Mischkristallen, insbesondere ’ i //;Mﬂz 4
Grenzmischkristallen, zwischen Supra- 40 LT

leitern und solchen Metallen, an denen %7

bisher Supraleitfihigkeit nicht fest- 4

gestellt wurde, auf ihren Sprungpunkt Moow 2 A/gﬂ%ﬂ vl

hin untersucht. Eshandelt sich um die app. 11. Sprungpunkte des Systems Molybdan-
folgenden Mischkristalle: 9,8 Atom% Kehlenstoft. XBegiS“p“r; ggsf\“““r O Ende des
Zinn in Antimon, 1 bzw. 2,7 Atom %
Blei in Cadmium, 5,7 bzw. 4 Atom% Thallium in Silber, 2 Atom% Blei in
Magnesium, 6 Atom% Thallium in Magnesium, 5,6 Atom% Zinn in
Kupfer, 8 Atom% Quecksilber in Kupfer, 5 Atom% Zinn in Eisen,
6,8 Atom% Zinn in Nickel, 8,2 Atom% Zinn in Silber und 19,4 Atom%
Quecksilber in Cadmium. Leider wurde in dem erreichten Temperatur-
gebiet bis herunter zu 1,26° abs. keiner dieser Mischkristalle supra-
leitend, so daB ein SchluB auf die Supraleitfihigkeit der Metalle An-
timon, Cadmium, Silber, Magnesium, Kupfer, Eisen und Nickel aus
diesen Versuchen nicht gezogen werden konnte. Wegen des geringen
Loslichkeitsgrades des Supraleiters in diesen Metallen ist die Sprung-
punktserhéhung offenbar so gering, daB die Sprungpunkte in tieferen
Temperaturen als den erreichten liegen.

Im vorhergehenden wurden nicht nur Mischkristalle und eutektische
Legierungen, sondern teilweise auch intermetallische supraleitende
Verbindungen besprochen. Die systematische Untersuchung der inter-
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metallischen Verbindungen zwischen gut leitenden Metallen auf Supra-
leitfihigkeit hin ist noch nicht abgeschlossen. Dagegen liegen umfang-
reiche Untersuchungen von MEISSNER, FrRANZ u. WESTERHOFF iiber
Sulfide, Carbide, Nitride, Oxyde, Boride, Silicide, Arsenide, Selenide und
Telluride vor.

Das interessanteste und wichtigste Ergebnis dieser Untersuchungen
besteht wohl darin, daB3 auch Verbindungen zwischen einem Metall und
einem vdlligen Nichtleiter, wie Sulfide, Nitride, Oxyde, Boride supra-
leitend werden koénnen, und zwar auch in solchen IFillen, in denen an
dem Metall selbst bis zu den tiefsten erreichten Temperaturen keine
Supraleitfihigkeit festgestellt wurde. Das erste derartige Beispiel war CuS
(76), das bei 1,60 abs. supraleitend wird. Unter den anderen unter-
suchten Sulfiden fanden sich allerdings keine weiteren Supraleiter. Nach
Messungen in Charlottenburg, die noch nicht publiziert sind, werden
PbS und Bz,S3 bis herunter zu 1,3° abs. nicht supraleitend, nach Mes-
sungen in Toronto (57) gilt dasselbe fiir 4¢,S, Bi,S;, FeS in Tempera-
turen bis herunter zu 1,9° abs. McCLENNAN, ALLEN u. WILHELM (90)
stellten allerdings an einer Bleisulfidprobe Supraleitfihigkeit fest; doch
ergaben die Charlottenburger Messungen, daB3 nur Bleisulfid mit etwas
iiberschiissigem Blei supraleitend wird, dagegen wirklich reines Blei-
sulfid selber nicht. Die untersuchten Sulfide, insbesondere das Kupfer-
sulfid und Bleisulfid, verhalten sich auch hinsichtlich ihres Widerstands-
abfalles durchaus wie ein reines Metall. Der Abfall zur Supraleit-
fahigkeit erfolgt beim Kupfersulfid innerhalb weniger hundertstel Grad
wie bei einem reinen Metall.

Die in Charlottenburg untersuchten Nitride (83, 85), die in Tabelle 3
zusammengestellt sind, sind ebenfalls zweifellos keine Mischkristalle,

Tabelle 3. Untersuchung von Nitriden auf Supraleitfahigkeit.

. R/Rg .
Sprung- Kristallsystem (nt.terkonstanten vor dem N
Sprung- punkt in 108 cm Sprung | § ;
Substanz intervall des bzw. :: ;
Metalls der des der | Rest- Z 5
Verbin-| Metalls Verbin- des Metalls wider- 5
0 abs. 0 abs. dung ’ dung stand

[ | ! 1 !

ScN — . — ;NaCli - | 4,44 — | 0,82 } 83
. 4,2—2, Type ‘ a ¢ ca 09

LN 1,6—1,2| 1,77 }jp |lhexagonal 4,40 |2,97 4,72 1,59 0,4 | 83

TiN \|5.7—5,4 " i | 0,10 |
Kiistalldraht | 1,2 1,77 . ‘ » | 4,40 12,07 4,72 1,59 0,004 | 85

VN 32—13 — | , | korper- | 4,40

! \ ‘ zentriert |
| . kubisch | 4.28 3,04 0,7 83
Zy N 7:8—3,2| — ,, ‘hexagonall 4,63 (3,23 5,14 1,59, 0,85 | 83
Zy N | / 6 | ! i 8¢
Kris’calldrah’c} 9,45 — ” ) 4,03 13,23 5,14 Iysgi 0,035 ! 5
ZyN—TiN [53—30f — o= = — | 0,74 | 83
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sondern Verbindungen, wie rontgenographische Aufnahmen an ihnen
von BECKER u. EBERT! gezeigt haben. Sie rithrten von FrRIEDERICH
(Osram-Gesellschaft) her. Der Reinheitsgrad der Nitride war, wie Ana-
lysen von FRIEDERICH und rontgenographische Aufnahmen von Nobp-
DACK zeigten, teilweise noch nicht sehr groB. Dementsprechend war
auch der Restwiderstand vor dem Sprung zur Supraleitfihigkeit und das
Sprungintervall teilweise noch verhiltnismiBig grol.

Unter den in Charlottenburg untersuchten Oxyden (83 und un-
verdffentlichte Messungen) waren zwei Supraleiter, ndmlich SO und
NbO. Doch ist bei ihnen nicht ganz sicher, ob die Supraleitfihigkeit nicht
durch eine Beimengung an reinem Zinn bzw. reinem Niobium vor-
getduscht wurde. Die untersuchten Oxyde, die bis herunter zu 1,39 abs.

Tabelle 4. Untersuchung von Carbiden auf Supraleitfidhigkeit.

R/R,
Sprung- Gitterkonstanten vor dem s
Sprung- punkt Kristallsystem in 1078 cm Sprung | $ g
Substanz intervall des bzw. |° B
Metalls der | Rest- |5 g
der des Ver- | des Metalls wider- |~ =
Oabs. Oabs. Verbindung | Metalls bindung i stand -
! a ¢ cfa ‘
RuC — - — | hexagonal —  2,609,4.,28 1,59| 0,370, 59
Fe,C — — rhombisch | korper- | a 4,52 2,801 0,350 . 85
‘ ‘ i zentriert- | b 5,08 i :
| ; " kubisch | ¢ 6,73 ; i
|49 — ? 1 NaCl-Typ  korper- 4,30 3,04 0,69 | 83
! zentriert- \
| kubisch | |
a b c/al ;
T:C 1,17 . L77 ” hexagonal | 4,60 2,97,4,72,1,59} 0,59 | 83
iC 2 L7y " » 4,00 2,97.4,72,1,59! 0,044 85
Kristall- | i i
draht | ? ; | ‘
wcC 4,2—2,5 ' — | hexagonal | kérper- | a 2,001 3,157 10,38 83
1 zentriert- | ¢ 2,830 !
! kubisch |c:a 0,975 |
ch 3’5_2705i - - 9 - | 3,157 i 07085 59
MoC | 7,8—7,6 i — hexagonal? » — 3,138 lo76 83
Mo,C | 3,2—2,4 | —  hexagonal? ' — 3,138 10,37 83
TaC ' 95—93 44 ' NaCi-Typ » 4,49 3,27 0,35 |83
TaC | 9,576 "' 4.4 ” | ” 4,49 3.27 0,96 ' 83
Kristall- : : | |
draht | | i
NbC 10,5—10,1 84 » ‘ i 4,40 3,31 0,61 | 83
; ‘ | | a ¢ cla |
HiC | — — | — i hexagonal — 13,32, 5,d4¢, 1,64| 0,22 } 85
Kiristall- } !
draht ‘ ; ! i
ZrC  4,07—3,35 a c¢ c/a o1y |
Kristall- ‘ | |
draht —2,27 — | NaCi-Typ " ‘ 476  3.23,5,14,1,50| 0,001 ' 85

1 BECKER, K. u. F. EBErT: Z. Physik 31, 268 (1925).
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nicht supraleitend wurden, waren: WO0,, Mo,0,, Cd0, T1,0,, Pb,0,
Pb0O,, Sn,03. Nach Messungen in Toronto (97) wird bis herunter zu
1,9° abs. auch CxO nicht supraleitend.

Bei den in Charlottenburg untersuchten Carbiden (83, 85) (Tabelle 4),
Siliciden (85) (Tabelle 5) und Boriden (85) (Tabelle 6) hat man es zum
mindesten in vielen Féllen sicherlich nicht mit Verbindungen, sondern
mit Mischkristallen zu tun, wie weiter oben schon fur den Fall des
Molybdéncarbids angegeben wurde. In einzelnen Fallen aber ergab
die réntgenographische Untersuchung von BECKER u. EBERT! und von

Tabelle 5. Untersuchung von Siliciden auf Supraleitfahigkeit.

S k R/R, vor dem
Sprungintervall prungpunkt Sprung bzw. Nr. des
Substanz ° des Metalls . B
abs. 0 abs. Restwiderstand Literaturverz.
bei 1,300 abs.
Ta St 4.38—4,25 4.40 0,079 83
Cuy St — — 0,65 | noch nicht
Mo Sz, — — 0,304 | verdffentlicht
Ni—Si
mit 17 Atom9, S¢ — — 0,135 85
Fe—Si
mit 28 Atom9, S7 — — 0,421 85

WESTGREN u. PHRAGMEN® einwandfrei eine regelmifBige Anordnung,
und bei ihnen wurde auch teilweise (je nach der Herstellungsart) ein sehr
kleiner Restwiderstand und ein kleines Sprungintervall festgestellt.
McLENNAN, ALLEN u. WILHELM (59) fanden, daB W, C bei 2,059 abs.
supraleitend wird, RuC dagegen bis herunter zu 1,9° abs. nicht.

Tabelle 6. Untersuchung von Boriden auf Supraleitfdhigkeit.

R/Ry vor dem

S . all Sprungpunkt S b Nr. d
Substanz Sprunginterva des Metalls prung bzw. ovr. des
0 abs. 0 Restwiderstand Literaturverz,
abs. .

bei 1,260 abs.
ZrB 3,8—2,82 — 0,035, 8g
HfB — — 0,081 83
7% B — 1,77 0,272 85

Die rontgenographische Bestimmung der Atomabstinde bei den

Nitriden, Carbiden usw. ergibt noch das interessante Resultat, daB nicht
nur die Gitterkonstante der Verbindung im allgemeinen groBer ist als die
des reinen Metalls, sondern auch der kleinste Abstand, den zwei Metall-
atome in den beiden Fillen haben. Dies ist wichtig fiir die Vorsteilungen
iiber das Zustandekommen der Supraleit{fihigkeit.

T BECKER, K. u. F. EBERT: Z. Physik 31, 268 (1925).
2 WESTGREN, W. u. W. PHRAGMEN, Z. anorg. u. allg. Chem. 156, 27 (1925).
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In einzelnen Fallen wurde bei den Verbindungen nicht ein einmaliger
Sprung, sondern eine sprunghafte Widerstandsinderung bei zwei ver-
schiedenen Temperaturen festgestellt. Ein Beispiel hierfiir bildet Titan-
nitrid (83) (Abb. 12). Dieser doppelte Sprung kommt vielleicht dadurch
zustande, daBl das Titannitrid nicht eine durchgehende Phase in dem
untersuchten Stdbchen bildete, sondern daB das Titannitrid umgeben
war von Titan, welches in einem Temperaturbereich von etwa 1,8 bis
1,3° abs. supraleitend wird, entsprechend dem zweiten Sprungintervall

28 ) -
| / |
97 : : 1
‘ 1

95 /'
|
/odo |
23 L

;
g7 J }

i
p 1
7 75 2 25 3 35 ¢ abs. 45

Abb. 12. Sprungkurve von Titannitrid. ooo Beobachtungspunkte bei sinkender Temperatur.
XXX Beobachtungspunkte bei steigender Temperatur.

der einen untersuchten Titannitridprobe. In anderen Fillen war der
Restwiderstand der die frither supraleitend werdende Phase umgebenden
Phase so klein (z. B. bei Zirkoncarbid), daB nach dem ersten Sprung nur
noch ein sehr kleiner, erst bei tiefer Temperatur verschwindender Rest-
widerstand idbrig blieb.

In Charlottenburg wurden auch (eine Veréffentlichung liegt noch
nicht vor) die Selenide PbSe, CuSe und Bi,Se; sowie die Telluride CuTe
und Bz, Te;, die Arsenide Cuszds, MoAs,, Nids, Fe,As und die Arsen-
legierungen Ag-As, Sb-As bis herunter zu 1,3° abs. untersucht. Jedoch
wurden unter diesen keine Supraleiter gefunden.
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3. Empirische GesetzmaiBigkeiten iber Sprungpunkt
und Form der Sprungkurve.

Dem in Nr. 2 zusammengestellten Tatsachenmaterial kann man zu-
sammenfassend folgendes iiber den Sprungpunkt und die Form der
Sprungkurve der Supraleiter entnehmen:

Die Supraleitfihigkeit ist keine reine Atomeigenschaft. Dement-
sprechend besteht keine Parallelitit zwischen Atomnummer und Supra-
leitfihigkeit sowie keine einfache Beziehung zwischen Atomvolumen und
Supraleitfihigkeit. Es besteht auch keine direkte Parallelitdt zwischen
der sonst fir den elektrischen Widerstand maBgebenden GréBe der
charakteristischen Temperatur und der Héhe des Sprungpunktes wie
die Zusammenstellung (Tabelle ) ergibt. Irgendwie mitbestimmend

Tabelle 7. Sprungpunkt und charakteristische Temperatur bei
reinen Metallen.

Sprung- L. Sprung- .

Supraleiter t?:ll())e;%ts‘" Chif:if:izttls:he Supraleiter tei:l%e;itsur Ch,;r:mk;e;:::f:he
b 8,4 — Jn 337 198
Pb 7,26 92 T 2,38 140
Ia 4,38 228 I .77 342
Hg 4,12 37 Th 1,43 168
Sn 3,09 210 Ga 1,1 . —

wird aber natiirlich die charakteristische Temperatur auch bei der Supra-
leitfahigkeit sein. Bei Legierungen und Verbindungen sind die charak-
teristischen Temperaturen und eine etwaige Abhangigkeit des Sprung-
punktes von ihnen noch nicht untersucht. Fir die Supraleitfihigkeit
von Bedeutung ist das Kristallsystem, in welchem der Supraleiter kri-
stallisiert. Ein und dasselbe Metall kann je nach der Kristallform, in
welcher es auftritt, supraleitend werden oder nicht oder zum mindesten
bei sehr verschiedenen Temperaturen supraleitend werden. Es ist aber
nicht von ausschlaggebender Bedeutung, ob die untersuchte Substanz
ein Einkristall oder polykristallines Material ist.

Die Frage, ob nur eine bestimmte Reihe von Metallen, und welche,
supraleitend werden, mul} offen bleiben, bis die bis jetzt nicht supra-
leitenden Metalle bis herunter zu erheblich tieferen Temperaturen als
1° abs. untersucht sind. Die Betrachtung der Lage der supraleitenden
reinen Metalle im periodischen System erweckt allerdings bis jetzt den
Anschein, als ob gewisse Stellen des periodischen Systems bevorzugt
sind. Hierauf wird in Nr. 6 noch niiher eingegangen. Eine GesetzmiBig-
keit hinsichtlich der Hohe des Sprungpunktes innerhalb dieser Gebiete
ist aber nicht ersichtlich. .

Mischkristalle zwischen zwei Supraleitern werden supraleitend, und
zwar bewirkt die Zufiigung eines Supraleiters mit htherem Sprungpunkt
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cine Erhohung, die Zufiigung eines solchen mit niedrigerem Sprung-
punkt eine Erniedrigung des Sprungpunktes der urspriinglich reinen
Komponente. Eine Ausnahme hiervon bildet die Legierungsreihe Blei-
Wismut; doch kann diese Ausnahme viclleicht so erklirt werden, dafl
Wismut in der Legierung kubisch vorkommt, und daB kubisches Wismut,
wenn es fiir sich herstellbar wére, einen héheren Sprungpunkt hitte als
Blei. Die Sprungpunkte einer Mischkristallreihe mit vollstandiger Los-
lichkeit der beiden Komponenten liegen immer zwischen den Sprung-
punkten der beiden Komponenten. Bei Legierungsreihen mit einem
cutektischen Gebiet kann der Sprungpunkt ecines Grenzmischkristalls
erheblich hoher liegen als derjenige der beiden reinen Komponenten.
Im eutektischen Gebiet ist im wesentlichen die Héhe des Sprungpunktes
desjenigen Grenzmischkristalls maBgebend, der die durchgehende Phase
fiir die Strombahn bildet.

Ausgesprochene Verbindungen zwischen zwei Metallen oder zwischen
einem Metall und einem Nichtleiter, die insbesondere dadurch charak-
terisiert sind, dal der Restwiderstand in tiefen Temperaturen dhnlich
klein wird wie bei reinen Metallen, verhalten sich, sofern sie supraleitend
werden, ganz dhnlich wie reine Metalle. Betrachtet man das periodische
System (Tabelle 1), so ist auffillig, daB Kohlenstoff, Bor und Silicium in
derselben Gruppe liegen wie die Ubergangsmetalle, mit denen sie Ver-
bindungen mit teilweise hochliegendem Sprungpunkt bilden. — TIfiir
Mischkristalle zwischen Verbindungen und anderen Metallen gilt ganz
Ahnliches wie fiir Mischkristalle zwischen zwei reinen Metallen.

Die Breite des Sprungintervalles, d. h. die GroBe des Temperatur-
intervalles, innerhalb dessen der Ubergang zur Supraleitfihigkeit erfolgt,

Tabelle 8. Sprungintervalle bei Mischkristallen.

! . .
G Metal Sprungintervall in
Mischkristallreihe | Coiostes Metall 1} 7777

| in Atom?, mm He ‘ 0 abs. '

1 o ; 7 0,06

10 ! 18 0,10

Sn in 1! 16 ‘ 51 0,23
20,5 1 182 0,07°?

23:3 j 74 0,13

o 6 0,02

12,3 2 0,07

T/ in In 27 ‘ 55 0,17
136 59 0,18

42 17 \ 0,10

[ o) : 7 0,00

. 16,5 } 68 0,20

In in T/ i 124 | 65 ] 013
28 ‘ 74 0,13

. [ o 6 0,02
Pb in In | 8,0 176 0,25
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ist, einen sehr kleinen Belastungsstrom vorausgesetzt, wesentlich von
dem Reinheitsgrad des Metalls oder der Verbindung abhéingig. Bei einem
sehr reinen Metall oder einer sehr reinen Verbindung (z. B. CuS) erfolgt
der Ubergang zur Supraleitfihigkeit nahezu unstetig, insbesondere wenn
die gepriifte Substanz Einkristallform hat. Bei Mischkristallen aber ist
die Breite des Sprungintervalles von der Konzentration der zweiten
Komponente abhingig. Mit zunehmender Konzentration steigt die
Breite des Sprungintervalles bis zu einem Maximum, um bei Anniherung
an die zweite reine Komponente oder an den Grenzmischkristall wieder
kleiner zu werden. Tabelle 8 zeigt dies an einigen Beispielen. Wie dies
zustande kommt, kann man sich etwa folgendermalen vorstellen: In den
Mischkristallen sind, wenn auch in statistischer Verteilung, Konzen-
trationen eines gewissen um die mittlere Konzentration liegenden Be-
reiches vorhanden. Ist die Konzentration klein, hat man es also fast
mit dem reinen Losungsmittel zu tun,
so wird der vorhandene Konzentra-
tionsbereich an sich schon nicht sehr
groB sein. Ahnlich liegt die Sache
an der anderen Grenze, wo die reine
geldste Substanz oder der Grenzmisch-
kristall vorhanden ist, dessen Konzen-
tration ebenfalls kaum iiberschritten
reings Lisungsmitie/ werden kann. In den mittleren Ge-
bieten dagegen kann das Konzentra-
: tionsgebiet entsprechend der statisti-
Aonzeniration ) schen Verteilung nach beiden Seiten

Abb. 13. Schema der Sprungintervalle . . i
einer Mischkristallreihe. zu sich in vollem MaBe ausbilden,
und vielleicht ist es so, daB vollige
Supraleitfihigkeit erst eintreten kann, wenn der Zustand der Gren-
zen des Konzentrationsbereiches die Supraleitfihigkeit ermdglicht.
Prinzipiell miissen sich allerdings diese Grenzen sehr weit erstrecken.
Praktisch wird aber vielleicht eine geringe Konzentration nicht mehr
storend sein, da die schon supraleitenden Konzentrationsbereiche
schon eine durchgehende Strombahn bilden kénnen. Abb. 13 veran-
schaulicht diese Vorstellung fiir den Fall einer Mischkristallreihe mit
volliger Mischbarkeit. Die ausgezogene Kurve gibt die mittlere Sprung-
temperatur an, die beiden punktierten Kurven den Beginn und das Ende
des Sprungintervalles. Beim Punkte 4’ besteht z. B. ein Sprungintervall
von der Grofle A’ A”. Zieht man vom Punkte A’ eine Isotherme bis
zum Schnittpunkt B mit der punktierten Kurve der unteren Grenze der
Sprungpunkte, so kommt man zu der Konzentration, die bei der zur
Isothermen A'B gehorigen Temperatur supraleitend wird. Zieht man
dagegen durch A" eine Isotherme bis zum Schnittpunkt C mit der
punktierten Kurve des Beginns der Spriinge, so kommt man zu der

reine

Sprunglemperarur
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Konzentration, die bei der zur Isothermen C 4" gehérigen Temperatur
supraleitend wird. Es wiirden also zu der dem Punkte 4 entsprechenden
mittleren Konzentration im wesentlichen Konzentrationen zwischen C
und B gehoéren.

4. Versuche iiber den EinfluB eines Magnetfeldes
und einer Deformation.

Wie schon in Nr. 1 betont wurde, hdngt die Héhe des Sprungpunktes
und besonders die Form der Ubergangskurve (vgl. Abb. 2) von der
Belastungsstromstirke ab. Diese Erscheinung beruht nicht, wie KAMER-
LINGH ONNES anfinglich mit in Betracht zog (94), auf einem kleinen
Restwiderstand und einer durch ihn hervorgerufenen Erwirmung des
Supraleiters. Eingehende Untersuchungen (115, 120) zeigten, dall, wie
zuerst S1ILSBEE (107, 108) vermutet hatte, der Einflull der Stromstirke
auf den Ubergang zur Supraleitfihigkeit allein durch das von dem Strom
erzeugte Magnetfeld zustande kommt: Ein duBeres Magnetfeld, das an
der Oberflache des Supraleiters ebenso stark ist wie das durch den Strom
beim Verschwinden der Supraleitfihigkeit erzeugte Magnetfeld hat die-
selbe Wirkung wie der Strom selbst. Ist die Supraleitfihigkeit durch
einen starken Strom oder durch ein duBeres Magnetfeld vernichtet, so
kann man sie wieder herstellen, indem man die Temperatur weiter er-
niedrigt. Die Aquivalenz des Einflusses von Strom und Magnetfeld
wurde in Leiden von Tuy~N u. KAMERLINGH ONNES (120) auch noch in
folgender Weise demonstriert: Man denke sich in der Achse eines supra-
leitenden Hohlzylinders aus Zinn einen Kupferdraht. Wird die Supra-
leitfdhigkeit in dem Zinn durch Erhéhung der Stromstirke vernichtet,
so kann man sie wieder herstellen, indem man durch den Kupferdraht
einen Strom in solcher Richtung hindurchschickt, dafl das durch
den eigenen Strom des Supraleiters entstehende Magnetfeld verkleinert
wird.

Die gesamten Untersuchungen iiber den EinfluB des Magnetfeldes,
die in Leiden von KAMERLINGH ONNES, DE Haas, TuyN, S1zoo u. VOoGD
durchgefiihrt wurden (29, 30, 33, 35, 36, 37, 38, 40, 98, 99 ,100, 110, 111,
115, 116, 120), ergaben im einzelnen folgendes: Der Schwellenwert des
Magnetfeldes (das Magnetfeld, das die Supraleitfahigkeit vernichtet),
wichst mit sinkender Temperatur stark an. Die GréBenordnung des
erforderlichen I'eldes ist dieselbe, ob man ein parallel zum Strom oder
senkrecht zum Strom gerichtetes Feld wihlt. Die Art, wie das Feld die
Supraleitfihigkeit beeinfluBt, aber ist wesentlich von der Richtung des
Feldes abhingig. Abb. 14 zeigt beispielsweise nach DE Haas u. VooGp
(36) den EinfluB eines longitudinalen (parallel zum Strom gerichteten)
Feldes H auf die Supraleitfihigkeit eines Zinneinkristalles. Steigert man
bei konstanter Temperatur das Magnetfeld, so verschwindet bei einer
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ganz bestimmten Feldstirke (103 Gaufl bei 2,20 abs.) die Supraleit-
fahigkeit. Der normale Wert des Restwiderstandes tritt aber erst all-
méhlich bei einer etwas hoheren Feldstirke (104 GauB) auf. Erniedrigt
man bei konstanter Temperatur die Feldstirke, so erfolgt der Ubergang
zur Supraleitfahigkeit nicht auf derselben Kurve, auf der das Ver-
schwinden vor sich ging.

35 . . . .
vt === == vai Vielmehr tritt ein plétz-
-0 % licher Sprung bei einer
o Feldstiarke auf, die immer

unterhalb derjenigen liegt,

2 bei der beim Erhohen des

i Jt T Feldes die Supraleitfiahig-

» keit verschwindet. Sie hat
aber nicht wie die letztere

immer denselben Wert,

P sondern scheint von Zu-

123 0 95 7 05 Gaul3 170

falligkeiten abhingig zu
sein. Wesentlich anders
sind die Erscheinungen,
die ein transversales (senkrecht zum Strom gerichtetes) Feld hervorruft,
wie aus Abb. 15 ersichtlich ist. Das Verschwinden der Supraleitfihigkeit
beim Erhéhen des Magnetfeldes erfolgt in diesem Falle ganz allmihlich
(zwischen 68 und 102 Gaufl). Beim Erniedrigen der Feldstirke dagegen
erfolgt das Verschwinden des Hauptteils des Widerstandes ganz plotzlich,
und zwar immer bei nahezu derselben Feldstirke (95 GauBl). Es bleibt
aber dann noch ein sehr

70’? "_7—_(-0__‘?" kleiner Widerstand iibrig,
2 ¢ /4 der erst ganz allmahlich
20 / verschwindet, und Null
wird erst etwa bei dersel-

/ ben Feldstirke, bei der
i( auch beim Steigern des
—— | Magnetfeldes die Supra-
= —— 7 75 7 leitfihigkeit zuverschwin-
. | Gauss " den beginnt. Ob die Er-
e e rserlen Feldes st g ccheimungen auch von der
Richtung der Kristall-

achsen zum Strom und zum Magnetfeld abhingig sind, bedarf noch
genauerer Priifung. Nach den bisher vorliegenden Beobachtungen
scheint dies aber nicht der Fall zu sein. Jedoch erfolgt das Einsetzen und
das Verschwinden des Widerstandes bei polykristallinem Material im
allgemeinen nicht so plétzlich wie bei Einkristallen. Die Ubergangs-
kurven verlaufen innerhalb eines gewissen Feldstirkenbereiches. In
allen Fillen aber, die bisher untersucht wurden, z. B. bei Blei, Thallium,

Abb. 14. EinfluB eines longitudinalen Feldes auf die
Supraleitfihigkeit eines Zinneinkristalls bei 2,929 abs.
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Indium, Quecksilber, ist die Ubergangskurve beim Steigern des Magnet-
feldes eine andere wie beim Schwichen des Magnetfeldes. Es treten
immer ,,Hysteresisschleifen auf, wie die 4,
Leidener Physiker in Analogie zu den A’,
magnetischen Hysteresisschleifen diese 4
doppelten Ubergangskurven nannten. Wy
Bei polykristallinem Material ist aller-  E—
dings die Breite der Hysteresisschleife
betrichtlich kleiner als bei Einkristallen, g4
so daB das Auftreten der Hysteresis-
schleife anfinglich ganz tibersehen wurde.
Bisweilen, insbesondere bei Queck- g% ;
silber (Abb. 16) sind von S1zoo, DE HAAs A
u. KaMmerLiNGH ONNEs (40) stufenfor-
mige Ubergangskurven gefunden worden. 42
Hierbei konnte man vermuten, daB} ver-

schieden gelagerte Kristallite bei ver- 7
schiedenen Feldstirken den Widerstands- 7 4 o 7 o
sprung erleiden, daB sich also in diesem 6'm.//} -
Fall doch ein EinfluB der Kristallrich- Abb. 16. Hysteresisschleifen fur

Quecksilber bei 3,89 abs.
tung bemerkbar macht.

Wie der Schwellenwert des Magnetfeldes H, der die Supraleitfihigkeit
zum Verschwinden bringt, von der Temperatur abhingig ist, zeigt Abb. 17
nach bE Haas u. VooeD (36) wieder fiir Zinneinkristalle. Als Schwellen-
wert ist dabei bei einem longitudinalen Magnetfeld die Feldstirke ver-

720 T | i w0
sl g I |
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|
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700 \ | j Haui \ | © 7
-4 \\ ; - \
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w \\ \ \ |
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Abb. 17. Temperaturabhangigkeit des Abb. 18. Temperaturabhangigkeit des Schwellenwertes
Schwellenwertes des Magnetfeldes fiir eines longitudinalen Magnetfeldes fiir Quecksilber und
einen Zinnemnkristall. Thallium.

standen, bei der die Supraleitfihigkeit plotzlich zu verschwinden beginnt,
Fir das transversale Magnetfeld sind sowohl die Feldstirken, bei denen
das Verschwinden der Supraleitfihigkeit stattfindet, wie die Feldstirken,
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Tabelle 9. Schwellenwerte des Magnetfeldes bei Legierungen.

Legierung Temperatur Schwellenwert A 1/, Sprungtemperatur
Nr. des Literaturverzeichnisses in 9 abs. in Gau$§ ohne Feld in 0 abs.
4,23 4 080 |
BisTl, 4,04 4 360 6.4
3,87 4 680
(33) 3,59 5150
3:35 5 560
Sn—DBi (E) 3559 95 3.8
(33) 3,48 130
3:35 36 3,61
(33) 1,35 266
Sb,5n; 3,79 60
3,69 101 4,00
Au—Bi (E 1,54 95
= (38 28 147 L.80
Po—Hg (38) 4,23 6 800 ~ 6,75
mit 15,3 Atom9, Hg 2,03 10 300
Pb—T7 mit 4,23 3050 ~z8
40 Atom9, 17 (38) 2,93 5000 5
PbTil, mit 4,05 42
66,6 Atom9, 17 3,97 132 | 4,05
(35) 3,90 242 ‘
Pb—Bz
mit 7 Atom9, B 3,00 ~ 5350 7.7
» 10, B 3,06 ~ 7 400 7.0s
» 20 ” Bi 4,24 ~ 9400 8’15
(35) 3,00 ~ 12 000
» 35 ” Bi 4,22 18 450 8,7
3,36 22 050
(38) 2,04 23 450
2,43 24 300
1,93 25 700
1,88 26 250
(E) 4,24 16 000
3,35 22 000 8,7
(35 2,01 24 600
1,01 26 700

bei denen der ganze Restwiderstand erreicht wird, eingetragen (Punkte
Aund V). Man sieht, dalB in allen drei Féllen die Schwellenwerte der
Feldstarken bei Zinneinkristallen zur absoluten Temperatur in linearer
Beziehung stehen. Wie die gezeichneten Kurven bei der normalen
Sprungtemperatur (sehr kleines duBleres Magnetfeld; sehr kleine Strom-
stirke) verlaufen, bedarf allerdings noch genauerer Untersuchung. Prak-
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tisch ist es jedenfalls so, daB innerhalb gewisser Grenzen der verwendeten
Stromstirke oder des duBeren angelegten Feldes eine Anderung der
Sprungtemperatur nicht feststellbar ist, wonach anzunehmen wire, dal
die Kurven von Abb. 17 fiir H = 0 nahezu parallel zur Feldachse ver-
laufen. Der lineare Charakter der Beziehung zwischen Schwellenwert
und Temperatur ist auch nicht bei allen Substanzen vorhanden. Abb. 18
gibt z. B. die Temperaturabhingigkeit des Schwellenwertes nach DE
Haas u. Vooep (37) fiir Quecksilber und Thallium wieder.

Bei allen bisher auf den Schwellenwert hin untersuchten reinen
Metallen ist die Neigung der Kurven fiir den Schwellenwert in Abhidngig-
keit von der Temperatur gegen die Temperaturachse ungefiahr dieselbe,
so daB3 man z. B. bei 1° abs. bei allen Metallen dieselbe GréBenordnung
des Schwellenwertes hat. Da diese GréBenordnung nur einige hundert
Gaull betrédgt, ist es unméglich, mit Hilfe von supraleitenden reinen
Metallen starke Magnetfelder ohne Auftreten von Jourescher Wirme
ZU erzeugen.

Ginstiger sind in dieser Beziehung die Iegierungen, wie Unter-
suchungen von DE Haas u. VooD (33, 35, 38) gezeigt haben. Tabelle g
gibt eine Zusammenstellung der Schwellenwerte der untersuchten Le-
gierungen. H 1/, bedeutet die Feldstirke, durch welche die Hilfte des
normalen Widerstandes hervorgerufen wird. Der héchste Schwellenwert
wurde danach bei einer Blei-Wismutlegierung mit 35 Atom% Wismut-
gehalt festgestellt. Mit Hilfe einer solchen Legierung kann man bei 3°
abs. schon Magnetfelder von etwa 23000 Gaull ohne Auftreten von
JouLEscher Wirme erzeugen. Dieser giinstige Effekt beruht einerseits
darauf, daBl der normale Sprungpunkt ohne Magnetfeld bei dieser Blei-
Wismutlegierung verhiltnismdBig hoch, ndmlich bei 8,70 abs. liegt;
andererseits ist die Neigung der Schwellenwert-Temperaturkurve zur
Temperaturachse im Verhiltnis zu der bei reinen Metallen sehr groB.
Stellt man diese Kurve in der Form

H=a(T.—T)

dar, wobei H der Schwellenwert bei der Temperatur 7', T's der normale
Sprungpunkt ohne Magnetfeld und a eine Konstante ist, so erhialt man
z. B. fiir Zinn etwa a = 20, fiir die Blei-Wismutlegierung mit 35 Atom%
Bz aber etwa a = 4000.

Einen EinfluBl auf die Hohe des Sprungpunktes hat nicht nur ein
Magnetfeld, sondern auch eine mechanische Beanspruchung des Materials
Nach Versuchen von S1zoo, DE Haas u. KaMERLINGH ONNES (110, 111,
113) erhoht eine elastische Dehnung in Richtung des Stromes den Sprung-
punkt ein wenig, wobei gleichzeitig der Restwiderstand etwas zunimmt.
Eine allseitige Kompression dagegen erniedrigt den Sprungpunkt etwas.
Es handelt sich hierbei allerdings nur um geringe Betrige. Z.B. er-
niedrigt ein allseitiger Druck von 300 kg/cm?® den Sprungpunkt von

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 16
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Zinn nur um etwa */;,.%. Mit diesem Einflufl der elastischen Dehnung
hingt vielleicht die Erhdhung des Sprungpunktes zusammen, die ME1ss-
NER, FRANZ u. WESTERHOFF (86) bei einer Indium-Thalliumlegierung
durch Unterkiithlung des Mischkristalls erzielen konnten, bei der auch
starke innere Spannungen des Materials auftreten werden.

Natiirlich kann man die Effekte eines Magnetfeldes und einer ela-
stischen Dehnung kombinieren und erhilt dann besonders komplizierte
Verhiltnisse (111), worauf hier aber nicht ndher eingegangen werde.

5. Versuche iiber das Wesen der Supraleitfdhigkeit.

Gewisse Anhaltspunkte {iber das Wesen der Supraleitfihigkeit bieten
ja schon die in den vorhergehenden Abschnitten besprochenen experi-
mentellen Ergebnisse. Es sind aber im Laufe der Jahre auch eine ganze
Reihe von besonderen Versuchen angestellt worden, die das Ziel hatten,
die Natur der Supraleitfihigkeit aufzukliren. Es handelt sich dabei vor
allem um die Frage, ob der supraleitende Strom nur eine Abart des ge-
wohnlichen elektrischen Stromes ist oder ob es sich um ein ganz anderes
Phinomen handelt. In dieser Beziehung war zunichst die Frage aui-
zuwerfen, ob die Supraleitfihigkeit ein Volumeneffekt oder ein Ober-
flicheneffekt ist. Daf es sich unter Umstidnden um einen Vorgang in
der Grenzschicht zwischen Leiter und Isolator handeln kénnte, ist auch
nach den modernen wellenmechanischen Anschauungen durchaus denk-
bar. Um diese Frage zu entscheiden, wurden von MEISSNER (74) Ver-
suche angestellt, die sich an Versuche von KAMERLINGH ONNES (96) an-
schlieBen. Der Versuch von KAMERLINGH ONNES bestand in folgendem:
Eine Stahlkapillare war mit Quecksilber gefiillt. Durch die Enden der
Stahlkapillare wurde der Strom zugefithrt und in das Quecksilber tauch-
ten Platindrihte zur Potentialmessung. Es zeigte sich, daB in den
meisten Fillen die Supraleitfihigkeit des Quecksilberfadens ebenso ein-
trat, wie wenn er in Glas eingeschmolzen war. In einigen Fallen trat aber
nicht Supraleitfihigkeit ein, was KAMERLINGH ONNES darauf schob, da3
der Quecksilberfaden an einer Stelle unterbrochen war. Da nun aber
Quecksilber Stahl nicht benetzt, so war bei diesen Versuchen immerhin
die Moglichkeit vorhanden, daB eine Gashaut zwischen Stahl und Queck-
silber geblieben war. KAMERLINGH ONNES hatte seine Versuche auch
aus einem anderen Grunde, auf den gleich noch einzugehen ist, angestellt,
nicht um zu zeigen, dafBl es sich um keinen Oberflicheneffekt handelt.
Bei den Versuchen von MEISSNER war ein Zinnfaden in einem Neusilber-
réhrchen, das bis zu 1,2° abs. herunter nicht supraleitend wird, ein-
geschlossen, und es war dabei dafiir gesorgt, daB eine oberflachliche
Legierung zwischen dem Neusilber und dem Zinn stattfand. Das Zinn
wurde in dem Neusilberrohrchen supraleitend, gleich viel, ob die Poten-
tialdrihte am Zinn und die Stromdrihte am Neusilber oder umgekehrt
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angebracht waren. Analoge Versuche! mit Tantaldraht in einer Zinn-
umhiillung und mit Blei in einer Zinnumbhiillung hatten ein entsprechen-
des Ergebnis: In beiden Fillen trat Supraleitfihigkeit schon am héher
gelegenen Sprungpunkt der beiden Substanzen ein, obgleich der Supra-
leiter mit héherem Sprungpunkt im Innern des Supraleiters mit nie-
drigerem Sprungpunkt lag. Der beobachtete Sprungpunkt lag in den
besprochenen Fillen allerdings ein wenig niedriger als der des reinen
Zinns usw., was aber zwanglos auf die oberflichliche Legierung zuriick-
zufiihren ist. Man iiberzeugte sich auch ausdriicklich davon durch Auf-
schneiden des Neusilberréhrchens usw., daB3 wirklich eine innige Ver-
bindung zwischen dem Zinn und dem Neusilber usw. stattgefunden hatte.
Danach diirfte es einwandfrei bewiesen sein, daf der supraleitende Strom
nicht in einer Grenzschicht zwischen Supraleiter und Isolator flieBt, daB
es sich also um keinen ausgesprochenen Oberflicheneffekt handelt. Da-
mit ist natiirlich keineswegs gesagt, dal der supraleitende Strom gleich-
miBig tiber den ganzen Querschnitt verteilt ist. Bei dem angestellten
Versuch kénnte er sehr wohl dicht an der Oberfliche des Metalles flieBen,
dhnlich wie es bei schnellen Wechselstromen wegen des Skineffektes
der Fall ist.

Der Zweck, den KAMERLINGH ONNES im Gegensatz zu MEISSNER mit
seinen Versuchen verfolgte, war folgender: Er wollte feststellen, ob die
den supraleitenden Strom tragenden Elektronen aus einem Supraleiter
in einen Nichtsupraleiter iibertreten kénnen. In letzterem Falle wire zu
erwarten, da in zwei parallel geschalteten, miteinander verbundenen
Metallen, von denen das eine supraleitend ist, das andere nicht, immer
ein Widerstand vorhanden ist, da die Elektronen in dem Nichtsupra-
leiter ja nicht widerstandslos weiterlaufen wiirden. Da die Versuche mit
der Stahlkapillare aus den besprochenen Griinden nicht eindeutig waren,
verwandte KAMERLINGH ONNES noch ein Konstantanband, das er mit
einer diinnen Schicht von Zinn bedeckte. Auch hier trat vollige Supra-
leitfihigkeit des Zinns ein. Dies ist in vélliger Ubereinstimmung mit dem
Ergebnis der besprochenen Versuche von ME1ssNER. Man kann also aus
den Versuchen von KAMERLINGH ONNES und denen von MEISSNER weiter
den SchluB ziehen, da3 die den supraleitenden Strom tragenden Elek-
tronen nicht aus dem Supraleiter in ein mit ihm innig verbundenes
Metall treten konnen.

Versuche von KaMERLINGH ONNES und Tuyn (99, 118) zeigten aber
noch weiter, dal} der supraleitende Strom aus der Bahn, die er einmal
aus irgendeinem Grunde in dem Supraleiter eingenommen hat, solange
derselbe supraleitend ist, nicht wieder entfernt werden kann. Der Ver-
such bestand in folgendem (Abb. 19): In fliissigem Helium befand sich

1 MEISSNER, V’V. : Tatigkeitsbericht der Phys.-Techn. Reichsanstalt. Z.In-
strumentenkde 49, 166 (1929).

16%
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ein Bleiring und innerhalb desselben, konzentrisch zu ihm, eine Hohl-
kugel aus Blei. Dieselbe war an einem Faden aufgehingt, der zu einem
Glasstab mit einem Spiegel und einer Torsionsfeder mit Torsionskopf
fuhrte. In dem Bleiring und der Hohlkugel aus Blei, die sich in fliissigem
Helium befanden, wurde auf folgende Weise ein supraleitender Strom
erzeugt: Mit Hilfe eines Elektromagneten wurde ein dulleres magne-
tisches Feld hergestellt, dessen Richtung senkrecht zur Ebene des Blei-
ringes war. Das Feld war zunichst so stark, da die Supraleitfihigkeit
des Bleies vernichtet wurde. Bei dem Aus-
schalten des Feldes und Unterschreiten des
Schwellenwertes entsteht in dem Bleiring und
in der Hohlkugel aus Blei sodann ein supra-

Torsionskopf - _

L i leitender Strom, der dauernd bestehen bleibt,
Spiegel — T~ YL solange die Supraleitfihigkeit des Bleies vor-

)~ Ghein handen ist. Nach der Herstellung der Dauer-
Sobutzratr strome wurde die innere Bleikugel mit Hilfe

der Torsionsfeder um einen gewissen Winkel
IL~6asstas gedreht und nunmehr mit Hilfe des am Ge-
| hinge befindlichen Spiegels mit Fernrohr
= und Skala beobachtet, ob ein Zuriickgehen

2L Felium des anfinglichen Ausschlages stattfindet.
Nach einer anfinglichen kleinen Anderung
blieb der Ausschlag innerhalb der méglichen
Beobachtungsfehler konstant, solange Blei-
ring und Bleihohlkugel von flissigem Helium
\&b _y umgeben, solange“sie also supraleitend waren.
l glirimg Die anfingliche Anderung hingt damit zu-
\ i / sammen, daf3 der Widerstand beim Sinken
/ des Magnetfeldes am Schwellenwert nicht
plotzlich und in Ring und Hohlkugel nicht
gleichzeitig verschwindet (118, 68). Die Beob-
Abb. 19. Unverschiebbarkeit des  achtung wurde 6 Stunden lang durchgefiihrt.
Stromes in supraleitender Kugel-  Frgt nach dem Verdampfen des fliissigen
Heliums #nderte sich der Ausschlag be-

trichtlich. Dies zeigt, daB dauernd zwischen Bleiring und Hohlkugel
aus Blei, also zwischen den beiden in ihnen induzierten Strémen, eine
erhebliche Kraftwirkung vorhanden war. Diese Kraftwirkung wire un-
moglich, wenn die Strombahnen im Innern der Bleithohlkugel ver-
schiebbar wiren. Der Versuch zeigte also eindeutig, daB der supra-
leitende Strom im wesentlichen an die Bahn, die er einmal eingenommen
hat, gebunden bleibt, solange er iiberhaupt flieBt. H. A. LORENTZ (69)
leitete aus diesen Versuchen auch theoretisch ab, daB der supraleitende
Strom nicht von freien Elektronen getragen sein kénnte, sondern daB
eine von KAMERLINGH ONNES (96, 98, 99), bE Haas (15, 16) und Eix-

innere /

Hohikuge!
aus Bler
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STEIN (&) entwickelte Hypothese zutreffend sein miiite, nach der die
den supraleitenden Strom tragenden Elektronen in Quantenbahnen von
Atom zu Atom iibergehen. Allerdings waren diese Betrachtungen von
KaMERLINGH ONNES, DE Haas und EINSTEIN rein qualitativ. Rech-
nungen von KRETSCHMANN (90, §1) fithrten umgekehrt zu dem Resultat,
daB in einem Supraleiter auch ein Strom von freien Elektronen nicht
merklich verschiebbar sein miilte. Da aber sowohl die Rechnungen von
H. A. LorexTz wie die von KRETSCHMANN noch auf klassischer Grund-
lage durchgefithrt sind, von KreETscuManNN allerdings unter Hinzu-
nahme quantenmaifiger Deutung, kann man wohl die Schliisse von H. A.
LoreENTZ und von KRETSCHMANN nicht mehr als bindend ansehen.

Als Tatsache bleibt aber jedenfalls bestehen, dafl der supraleitende
Strom im Supraleiter durch magnetische Krafte nicht merklich ver-
schiebbar ist. Damit in Ubereinstimmung ist, daB3 in Supraleitern kein
Halleffekt auftritt (103).

Durch einen den beschriebenen Versuchen ganz analogen, bei dem
nur statt der inneren Hohlkugel aus Blei ein zweiter Bleiring verwandt
wurde, hatte KAMERLINGE ONNES schon frither gezeigt (98), dall der
Restwiderstand im Blei bei 4,29 abs. kleiner als 107 ** von dem bei
Zimmertemperatur ist. Die Versuche ergaben ja eine untere Grenze fiir
die Relaxationszeit. Beil Beriicksichtigung der Selbstinduktion des
Stromkreises konnte man die obere Grenze des Widerstandes aus den
Versuchen berechnen. Der Wert von 1o~ '* R, ist aber eben nur eine
obere Grenze. Ob doch noch ein Restwiderstand nachweisbar ist in einem
Supraleiter, kénnen erst weitere Versuche, vielleicht Messungen iiber
den Temperaturanstieg in einem adiabatisch abgeschlossenen, vom
Strom durchflossenen Supraleiter ergeben. Doch diirften solche Mes-
sungen vorldufig nicht von besonderer Wichtigkeit sein, da ein Wider-
stand, der kleiner als 1o~ ** R, ist, nicht nur praktisch, sondern auch fiir
jede theoretische Betrachtung wohl zu vernachlissigen ist. Man kann
es vorliaufig so ansehen, daBl der Widerstand im supraleitenden Zustand
wirklich Null ist. Ubrigens trifft dies auch fiir den Widerstand dicht
unterhalb des Sprungpunktes zu: Messungen von MEISSNER (88), bei
denen der Widerstand allerdings nur in der gewo6hnlichen Weise mit
Hilfe eines Kompensationsapparates bestimmt wurde, zeigten, dal der
Widerstand von Blei dicht unterhalb des Sprungpunktes jedenfalls
kleiner als 1079 R, ist.

Aus dem vorstehenden geht schon hervor, dal beim Eintritt der
Supraleitfahigkeit nicht nur, wie Kaprrza (44, 45) vermutete, der Rest-
widerstand sondern auch der temperaturabhingige Widerstand ver-
schwindet. Denn der temperaturabhingige Widerstand mufB fiir Blei
mit Riicksicht auf seine niedrige charakteristische Temperatur, falls es
nicht supraleitend wiirde, bei 7° und auch noch bei 4,2° abs. einen durch-
aus mef3baren Betrag haben, wie auch GRUNEISEN betonte (14). 7° abs.
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ist fir Blei dasselbe wie 27° abs. fiir Kupfer. Es ist aber auch mdglich,
direkt die Gré8e des temperaturabhingigen Widerstandes, den Blei
unterhalb des Sprungpunktes hitte, falls es nicht supraleitend wiirde,
zu bestimmen, wie MEISSNER (81) zeigte. Er untersuchte den Wider-
stand von Blei unterhalb des Sprungpunktes in Abhingigkeit von dem
Magnetfeld. Extrapoliert man die so erhaltenen Isothermen auf die
Feldstirke o, so erhidlt man offenbar den Wert des Widerstandes, der
ohne Magnetfeld und ohne den Eintritt der Supraleitfdhigkeit bei der
betreffenden Temperatur beim Feld o vorhanden wire. Diese so ge-
fundenen Widerstandswerte liegen auf einer Kurve, die sich den normalen
Widerstandswerten fiir Temperaturen oberhalb des Sprungpunktes
durchaus anschlieft. Extrapoliert man die so erhaltene Temperatur-
widerstandskurve bis zur absoluten Temperatur 7 = o, so erhilt man
den Restwiderstand des untersuchten Bleies, wie er bei 7 = o ohne den
Eintritt der Supraleitfahigkeit vorhanden wire. Das untersuchte, auBer-
ordentlich reine Blei hatte hiernach nur einen Restwiderstand von 1,5.
10~ * R,, wihrend der temperaturabhingige Widerstand dicht unterhalb
des Sprungpunktes (nach Abzug des Restwiderstandes) 6,0.10™* R, war,
also viermal so gro3 wie der Restwiderstand. Nach all diesem kann es
keinem Zweifel unterliegen, dafl beim Eintritt der Supraleitfihigkeit
nicht nur der Restwiderstand, sondern auch der temperaturabhingige
Widerstand des idealen Metalls sprunghaft verschwindet.

Stellt man sich auf den Standpunkt, dafl der supraleitende Strom von
Elektronen getragen wird, die in Quantenbahnen von Atom zu Atom
iibergehen, so 148t sich, wie KRETSCHMANN (50) zeigte, eine obere Grenze
fiir die GréBe des supraleitenden Stromes angeben, die er auf jeden Fall
mindestens haben muf, sofern die Uinlaufgeschwindigkeit der Elektronen
im festen Korper ungefihr dieselbe wie beim freien Metallatom ist.
Ein einzelner Stromfaden, der von derartigen in Quantenbahnen ver-
laufenden Elektronen gebildet wird, muB} dann, wie KRETSCHMANNX zeigte,
mindestens 0,3 Milliampere Strom mit sich fithren, und zwar gilt dies
offenbar auch dann, wenn der Strom nicht parallel zur Drahtachse oder
dergleichen, sondern zickzackférmig im Draht verlauft. Noch kleinere
Stréme sind nur in dem Fall méglich, daB der Strom diskontinuierlich
flieBt, d. h. abreil3t, wieder ansetzt am Supraleiter usw. In einem ge-
wohnlichen Galvanometer kann man das nicht merken, da die Strom-
stéBe zu schnell aufeinander folgen. MEISSNER u. ADELSBERGER (7I)
haben aber versucht, mit Hilfe von FElektronenréhrenverstirkern
solche Diskontinuititen aus Spannungsinderungen am Supraleiter auf-
zudecken. Bei diesen Messungen fithrten von den Enden des Supra-
leiters Drihte zu einem Verstirker, mit dem ein Detektorkreis mit hoch-
empfindlichem Kugelpanzergalvanometer gekoppelt war. Die Anord-
nung wurde so variiert, dafl sowohl langsame wie auBBerordentlich schnelle
Schwingungen oder Stromst6Be hitten nachgewiesen werden kdnnen.
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Der Ausschlag des Panzergalvanometers dnderte sich aber nicht, ob gar
keiner, ein sehr kleiner oder ein gréBerer Strom durch den Supraleiter
floB. Dieser Versuch zeigt also, dal die supraleitenden Elektronen, falls
sie in Quantenbahnen sich bewegen, in ihnen jedenfalls viel kleinere
Geschwindigkeiten haben als beim freien Atom, so daf von normalen
Quantenbahnen keine Rede mehr sein kann.

In Ubereinstimmung hiermit ist das Ergebnis von Versuchen, die
HorM u. MEIssNER (41, 42) iber den Kontaktwiderstand zwischen
Supraleitern anstellten. Ware ein supraleitender Kontakt zwischen zwei
verschiedenen Supraleitern moglich, so wiirde dies, wie EINSTEIN (8)
betonte, eine wesentliche Schwierigkeit fiir die Vorstellung bedeuten,
daB der supraleitende Strom von Elektronen gebildet wird, die in Quan-
tenbahnen verlaufen. Nun hatte KAMERLINGH ONNES (97) schon gezeigt,
daB man einen supraleitenden Stromschliissel aus Bleikontakten her-
stellen kann. Es war hierbei aber nicht sicher, ob nicht doch eine Ver-
schweilung der beiden Kontaktstiicke stattgefunden hat; ferner war
nicht untersucht worden, ob der Kontakt die charakteristischen Eigen-
schaften eines Supraleiters wirklich besitzt. Auch iiber Kontakte zwi-
schen zwei verschiedenen Supraleitern sind in Leiden von Tuvw (118)
Versuche angestellt worden: Es wurden Dauerstréme hergestellt in
einem Ring, der aus Stlicken von Blei und Zinn zusammengesetzt war.
Doch ist dieser Versuch in zweierlei Hinsicht auch nach Ansicht Tuyxs
nicht bindend. Einerseits waren die Blei-Zinnstiicke miteinander ver-
schmolzen, und wie weiter oben dargelegt wurde, werden ja Legierungen
zwischen Blei und Zinn ohne weiteres supraleitend. Andererseits kénnte
der Dauerstrom auch dadurch zustande kommen, daf} in den einzelnen
Teilen des Ringes geschlossene Stréme vorhanden sind. Auch in einem
aufgeschnittenen Ring wurden Dauerstréme konstatiert. Die Versuche
von Hoim u. MEeIssNErR nun wurden mit Kontakten angestellt, die
wahrend der Messung gegeneinander verschiebbar waren, so dal eine
Verschweillung, die zufolge , Fritterung auch bei verhiltnismiBig
kleinen Strémen durchaus méglich ist, sicher nicht vorlag. Ferner wurde
die Supraleitfihigkeit der Kontakte in Bezug auf ihre Abhingigkeit von
Strombelastung usw. untersucht. Es ergab sich, daf nicht nur Kontakte
zwischen gleichen Supraleitern, sondern auch solche zwischen ver-
schiedenen Supraleitern supraleitend werden und alle Eigenschaften eines
Supraleiters haben. Beim Eintritt der Supraleitfihigkeit verschwindet
nicht nur der Ausbreitungswiderstand in den beiden Kontaktmetallen,
sondern auch der Ubergangswiderstand, der erheblich gréBer ist als der
Ausbreitungswiderstand und vermutlich durch eine sehr diinne Gashaut
oder dergleichen, nicht durch Oxyd, gebildet wird. Der Sprung zur
Supraleitfiahigkeit erfolgt bei der Temperatur, bei der das Kontaktmetall
mit niedrigerem Sprungpunkt supraleitend wird. Die Abhingigkeit von
Strombelastung und Magnetfeld ist genau so wie bei einem gewohnlichen
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Supraleiter vorhanden. Esdarf danach als feststehend angesehen werden,
daB auch Kontakte zwischen zwei verschiedenen Supraleitern ohne Ver-
schmelzung wirklich supraleitend werden, trotz einer vorhandenen
Ubergangsschicht, die allerdings vielleicht als ein Mischkristall zwischen
einer Gasphase und dem reinen Metall anzusehen ist. Aber auch diese
Versuche sprechen jedenfalls dagegen, daB die supraleitenden Elektronen
in normalen Quantenbahnen von einem Atom zum anderen Atom iber-
gehen.

Andererseits scheinen es auch nicht freie Elektronen im gewthnlichen
Sinne zu sein, die den supraleitenden Strom tragen. Versuche von
McLENNAN, McLEoD u. WILHELM (63) zeigten schon, dalB schnelle
Elektronen (f-Strahlen) durch supraleitende Bleifolien nicht hindurch-
gehen. Dies war nun auch kaum zu erwarten, da derartig schnelle Elek-
tronen nach ihrem Eintritt im Innern jedenfalls Geschwindigkeiten haben,
die sehr viel groBer als die der Leitungselektronen sind. Diese schnellen
Elektronen werden sich daher ganz anders verhalten als die Elektronen,
die den supraleitenden Strom tragen. Aber MEISSNER u. STEINER (90)
stellten Versuche mit sehr langsamen Elektronen an, die auf eine supra-
leitende Zinnfolie fielen, und zwar konnte ihre Geschwindigkeit bis auf
Null herabgesetzt werden. Allerdings haben diese Elektronen nach ihrem
Eintritt ins Innere immer noch mindestens Geschwindigkeiten, die der
Austrittsarbeit der Elektronen, wie sie aus der Glithemission erschlossen
wird, plus dem inneren Gitterpotential entspricht, und eine derartige
Geschwindigkeit haben nach den modernen Elektronentheorien nach
SoMMERFELD, Broca und NORDHEIM auch bei Beriicksichtigung des
Einflusses der Metallatome im Innern des Metalls nur sehr wenige von
den vorhandenen Leitungselektronen. MEISSNER u. STEINER konnten
aber jedenfalls einwandfrei zeigen, da8 Elektronen mit Geschwindig-
keiten dieser GréBenordnung die supraleitende Zinnfolie nicht durch-
setzen, und es ist danach immerhin unwahrscheinlich, dafl die den supra-
leitenden Strom tragenden Elektronen sich ganz dhnlich bewegen wie
die freien Elektronen, die nach den modernen Elektronentheorien fiir
den gewodhnlichen Strom verantwortlich gemacht werden.

Uber die fiir die Natur des supraleitenden Stromes sehr wesentliche
Frage der Verteilung des Stroms iiber den Querschnitt liegen so gut wie
gar keine Versuche vor. In Nr. 3 wurde schon erwihnt, daf die Form
der Ubergangskurve zur Supraleitfihigkeit genau dieselbe ist, ob man
vom nichtsupraleitenden Zustand zum supraleitenden durch Temperatur-
erniedrigung iibergeht oder umgekehrt, auch wenn man inzwischen den
Strom unterbrochen hat. Dies zeigt offenbar, da die Stromverteilung
in beiden Fillen dieselbe ist und daB, wenn iiberhaupt ein meBbarer
Widerstand vorhanden ist, der Strom sich wie bei einem gewdhnlichen
Gleichstrom iiber den Querschnitt verteilt, auch wenn man vom Zustand
der Supraleitfihigkeit ausgeht. Dies besagt aber noch nicht, daB3 auch
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im supraleitenden Zustand dieselbe Verteilung vorhanden ist, selbst wenn
man vom nichtsupraleitenden Zustand ausgeht. Eins muf} aber auf
jeden Fall erfiillt sein: Bei einer Anderung der Stromverteilung muB die
vorhandene magnetische Energie des supraleitenden Stromes unverdndert
bleiben, wenn man von Ausstrahlung absieht, da keine andere Mdoglich-
keit zur Vernichtung dieser Energie vorhanden ist. Dieser Satz wird
sehr drastisch erldutert durch Versuche von Sizoo iiber die Strom-
verteilung in parallel geschalteten Supraleitern (110). Dieselben waren
folgendermalen angestellt (Abb. 20): Im fliissigen Helium waren zwei
Rechtecke aus Zinndraht (in Wirklichkeit genau gleich groB) von 0,24
bzw. 0,49 mm Durchmesser parallel zueinander geschaltet, jedoch
derart, daB sie entgegengesetzt vom Strom durchflossen wurden.
Aus dem f{lissigen Helium fiihrten zwei Stromzufithrungen heraus;
die in Abb. 20 gezeichnete Magnetnadel zeigte das insgesamt ent-
stehende magnetische Feld an, das der Differenz der beiden Stréme
in den beiden Rechtecken proportional ist. Folgendes tritt nun ein:
1. Oberhalb des Sprungpunktes gibt die Magnet-
nadel, wie es sein muB, einen Ausschlag, der dem l T g24mm?
Unterschied der parallel und entgegengesetzt flieBen- / g4ymm?

den Stréme entspricht.
2. Wird die Temperatur unter den Sprungpunkt ﬁ_'

erniedrigt, so dndert sich der Nadelausschlag, also Wayﬂe//w’e/
die Stromverteilung in den beiden parallel geschal- Abb. zo. Stromverteilung
teten Drihten nicht. i parellel geschalteten

3. Wird nunmehr der Strom auBen unterbrochen,
so andert sich der Ausschlag der Nadel wiederum nicht. Der Strom muB}
jetzt aber in den beiden Rechtecken im gleichen Sinne flieSen, also in
einem von ihnen umkehren. Er muf gleich */, (I, —I,) sein, wenn I, und
1, dieStrémein den beidenRechtecken vor der Stromunterbrechung waren.

4. Schaltet man den Strom erst unterhalb der Sprungtemperatur ein,
so erhilt die Nadel iiberhaupt keinen Ausschlag.

5. Erhéht man sodann die Temperatur iiber den Sprungpunkt, so
bekommt die Nadel den normalerweise zu erwartenden Ausschlag.

All dies erklédrt sich im wesentlichen zwanglos daraus, dal3 bei supra-
leitenden Strémen die Energie des einmal vorhandenen magnetischen
Feldes bestehen bleiben mufBl. Beim 4. Versuch kommt hinzu, daB das
geringste entstehende Feld den einen Strom schwicht, den entgegen-
gesetzt gerichteten verstirkt, so daB automatisch diejenige Stromver-
teilung, bei der das resultierende Feld Null ist, hergestellt wird.

Versuche von MCLENNAN, BUrTON, PirTu. WILHELM (62, 53, 60), sowie
von SILSBEE, SKOTT, COOK u. BRICKWEDDE (109) zeigen ferner, dali die
Supraleitfihigkeit bei Wechselstromen bis zu einer Frequenz von {iber
1000000 Hertz erhalten bleibt. Es scheint dabei eine geringe Erniedrigung
desSprungpunktesstattzufinden,derenGriinde nochnicht volliggeklart sind.
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Fir die Natur der Supraleitfihigkeit ist weiter duBerst wesentlich
die Frage, ob andere physikalische Eigenschaften beim Ubergang zur
Supraleitfihigkeit ebenfalls einen Sprung erleiden. Nach allen bisher
vorliegenden Untersuchungen trifft dies bei keiner physikalischen Eigen-
schaft zu, was die Supraleitfihigkeit besonders ritselhaft erscheinen
1aBt. Untersucht wurden von pE Haas u. Kinosaita der Torsions-
modul (27), von KaMERLINGHE ONNEs u. KEEsoM die Gitterkonstante
(99, 48), von KAMERLINGH ONNES u. Horst (102), sowie von DE Haas u.
BREMMER (25) die Wirmeleitfihigkeit, von MCLENNAN, ALLEN u. WrL-
HELM (48) die Wiarmeausdehnung und die Magnetostriktion, von KEE-
SOM U. VAN DEN ENDE (47) sowie von MENDELSOHN u. S1MON (92) die
spezifische Wirme, von MEISSNER u. STEINER (90) die Austrittsarbeit
der Elektronen, von McLENNAN, HUNTER u. McLEOD (62) die photo-
elektrische Emission, von BoreLIUs, KEESOM, JoHANSSON und LINDE
(1a) Thermokraft und THOMSON-Effekt. Man sieht hieraus, wie tief ins
Wesen des Metalls man eindringen muf, um der Natur der Supraleit-
fahigkeit auf die Spur zu kommen.

Ein wesentlicher positiver Anhalt, den diese aufgefithrten Versuche
iber andere physikalische Eigenschaften am Sprungpunkt bieten, scheint
folgender zu sein: Nach den erwihnten Versuchen von pe Haas u.
BREMMER (25) erleidet die Warmeleitfahigkeit am Sprungpunkt zwar
keinen Sprung, doch zeigt sich folgendes: Durch ein Magnetfeld wird
unterhalb der Sprungtemperatur die Warmeleitfihigkeit bei kleinen
Feldstarken zunichst nicht beeinfluf3t. Steigert man aber das dufBlere
Magnetfeld so weit (immer unterhalb der Sprungtemperatur), da die
Supraleitfahigkeit verschwindet, so steigt die Wairmeleitfihigkeit be-
trachtlich an, wahrend sie oberhalb der Sprungtemperatur durch ein
Magnetfeld ein wenig erniedrigt wird. Am Sprungpunkt ist der Einflufl
des Magnetfeldes verschwindend klein; er wichst mit sinkender Tem-
peratur. Auf diese Feststellung, die offenbar sehr bedeutungsvoll ist,
wird im nichsten Abschnitt noch zuriickzukommen sein.

Ferner ist es nach den Versuchen von BorReLIUS, KEESOM, JOHANS-
soN und LiINDE (Ja) wahrscheinlich, daBl Thermokraft und Thomson-
effekt in Blei oberhalb des Sprungpunktes ziemlich rasch, wenn auch
nicht sprunghaft, auf null abfallen. Daf} die Thermokraft in Supra-
leitern null ist, hatte schon frither MEISSNER (73) festgestellt.

In Charlottenburg sind Versuche in Vorbereitung, um die Intensitits-
verteilung der Linien von Réntgenogrammen fiir Supraleiter sowie den
kontinuierlichen Untergrund oberhalb und unterhalb des Sprungpunktes
zu untersuchen. Man hofft so feststellen zu kénnen, ob die Verteilung
der Elektronen im Metall sich bei der Sprungtemperatur dndert.
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6. SchluBfolgerungen beziiglich des Wesens der
Supraleitfdhigkeit und Ansétze zu einer Theorie
derselben.

Fragt man sich ganz allgemein, auf welche Weise die Supraleitfahig-
keit vom elektronentheoretischen Standpunkt aus zustande kommen
kann, so liegen offenbar zwei Méglichkeiten vor:

1. Der supraleitende Strom wird von denselben Elektronen getragen,
die oberhalb der Sprungtemperatur den gewdhnlichen Leitungsstrom
bewerkstelligen, oder von einem Teil derselben. Bei Eintritt der Supra-
leitfihigkeit wird die Strémung dieser gewdhnlichen Leitungselektronen
eine derartige, daB} der Zuwachs an kinetischer Energie, die sie durch
ein duBeres elektrisches Feld erhalten wiirden, nicht mehr an die Atome
abgegeben werden kann, so dafl zwischen den Enden des Supraleiters
die Potentialdifferenz o herrscht. Die Strémung mull auBerdem derart
werden, dafl der supraleitende Strom im Metall nicht verschiebbar ist.
Dariiber, wie die Energicabgabe an das Atom im einzelnen erfolgt, ob
dabei ein Austausch der Leitungselektronen mit den an das Atom, das
Molekiil oder den Kristall gebundenen Elektronen erfolgt oder nicht,
braucht dabei noch nichts festgelegt zu werden. Ein solcher Austausch
kann auch noch im supraleitenden Zustand in Betracht gezogen werden.
Wesentlich ist nur, dal im supraleitenden Zustand keine Energicabgabe
von den beweglichen Elektronen an das Atomgitter mdéglich ist.

2. Bei Eintritt der Supraleitfahigkeit werden neue Elektronen wirksam,
die etwa von den Atomresten bzw. dem ganzen Kristall neu abgegeben
werden und die widerstandslose und unverschiebbare Stromung bewirken.

Durch diesen supraleitenden Strom wird der gewdhnliche, oberhalb
des Sprungpunktes wirksame Leitungsstrom kurzgeschlossen, so dal3 er
fur die Elektrizititsleitung bedeutungslos wird.

Diese zweite Moglichkeit entspricht etwa der Anschauung, zu der
GRUNEISEN durch das Gesetz der isothermen Geraden gefithrt wurde (13).

In beiden Fillen diirfen die in Mischkristallen vorhandenen Fremd-
atome, die fiir den gewohnlichen Leitungsstrom auch beim absoluten
Nullpunkt cinen Widerstand bewirken, den Supraleitstrom prinzipiell
nicht unmdéglich machen. TFir die Erdrterung dieses letzten Punktes
geniigt es offenbar, das Metall in seinem Zustand am absoluten Nullpunkt
zu betrachten.

Tir die erste Auffassung liegt wohl cine groe Schwicrigkeit darin,
daB der thermische Widerstand sich am Sprungpunkt nicht andert.
Wenn die gewdhnlichen Leitungselektronen unterhalb des Sprungpunktes
keine kinetische Energie auf das Kristallgitter mehr {ibertragen konnen,
so konnen sie ja auch offenbar die Warme von Punkten héherer Tempe-
ratur zu solchen niedrigerer Temperatur nicht transportieren. Nach allem,
was wir wissen, kann es aber keinem Zweifel unterliegen, dal zum min-
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desten bei den guten metallischen Leitern der Wirmetransport in der
Hauptsache von denselben Elektronen bewirkt wird, die den Elektrizi-
tdtstransport bewerkstelligen. Es wire also entgegen dem experimen-
tellen Befund am Sprungpunkt ein Sprung der Wirmeleitfahigkeit zu
erwarten. Nach den beschriebenen Versuchen von DE Haas u. BREM-
MER steigt der thermische Widerstand allerdings unterhalb des Sprung-
punktes wieder allmdhlich betrdchtlich an, aber eben ohne daf} ein
Sprung erfolgt. Der allméhliche starke Anstieg kann sehr wohl auf Ver-
unreinigungen beruhen, woriiber noch weitere Versuche Aufschlufl geben
miissen. Er setzt auch schon etwas oberhalb der Sprungtemperatur ein.
Um also der Schwierigkeit betreffs der Warmeleitfahigkeit zu entgehen,
miite man bei der ersten in Betracht gezogenen Moglichkeit annehmen,
daB nur ein sehr kleiner Teil der gewohnlichen Leitungselektronen am
Sprungpunkt supraleitend wird.

Bei der zweiten aufgefithrten Moglichkeit besteht die besprochene
Schwierigkeit nicht, da die gewoéhnlichen Leitungselektronen auch ohne
Elektrizitatstransport Wiarme iibertragen. Es entsteht aber die Frage,
warum die am Sprungpunkt in Wirksamkeit tretenden Elektronen sich
anders verhalten als die oberhalb des Sprungpunktes die Elektrizitéts-
leitung bewerkstelligenden Elektronen. Eine Moglichkeit, dies zu er-
kldren, ist vielleicht die folgende: Die neu in T#tigkeit tretenden Elek-
tronen (Supraleitelektronen) sind nicht im selben Sinne als freie auf-
zufassen wie die gewohnlichen Leitungselektronen, sondern es handelt
sich bei ihnen um Elektronen, die noch dem Kristallgitter zuzuordnen
sind, sich aber am Sprungpunkt gewissermafBen im labilen Gleichgewicht
befinden, so daB sie durch die geringste duBere elektrische Kraft von
einem Atom zum anderen Atom transportiert werden kénnen. Um dem
Einwand von KRETSCHMANN Rechnung zu tragen, muB dabei an-
genommen werden, dal sie ohne #ZuBere elektrische Kraft unterhalb
des Sprungpunktes im Metall nahezu ruhen, also vielleicht ein Elek-
tronengitter bilden, wie es besonders von F. A. LINDEMANN u. HABER
in Betracht gezogen wurde. Oberhalb des Sprungpunktes konnen die
Supraleitelektronen Quantenbahnen im Kristallgitter ausfiihren. Selt-
sam bleibt dabei, daBl der labile Zustand unterhalb des Sprungpunktes
bis zum absoluten Nullpunkt hin bestehen bleibt, denn z. B. beim Blei
sind die Warmeschwingungen ja beim Sprungpunkt noch keineswegs
abgeklungen. Es finden unterhalb des letzteren noch merkliche Ande-
rungen der Atomelongation, der Gitterkonstante usw. statt. Ferner
muB erklart werden, warum die Supraleitelektronen, falls sie stromen,
durch ein Magnetfeld nicht aus ihrer Bahn abgelenkt werden konnen.
Besonders schwierig erscheint zunichst das Verstindnis der Supraleit-
fahigkeit von Mischkristallen.

Fir die zweite Anschauung spricht aber vielleicht folgendes:
Betrachtet man die Tabelle 1, so sieht man, daB unter den bisher
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aufgefundenen Supraleitern kein Element ist, bei dem im freien Atom-
zustand auler einem Valenzelektron, welches ja die gewohnliche elek-
trische Leitung zu iibernehmen hétte, nur eine voll ausgefiillte Elektro-
nenschale an der Oberfliche des Atoms vorhanden ist. Bei derartigen
Elementen wire es zum mindesten schwierig, sich vorzustellen, daB
am Sprungpunkt noch weitere Elektronen fiir die elektrische Leitung
wirksam werden sollten. Man kann zwar zunichst einwenden, daB unsere
Kenntnis iiber die Elektronenanordnung sich nur auf die freien Atome,
nicht die Atome im Verband des festen Koérpers bezieht. Doch haben
insbesondere die Untersuchungen von HUME-ROTHERY! in dieser Be-
ziehung schon erheblich weiter gefiihrt, ndmlich folgendes gezeigt: Es
besteht ein Zusammenhang zwischen dem Abstand 4 der im festen
Kérper einander nachstliegenden Atome, der Hauptquantenzahl » der
duBersten, voll ausgefiillten Elektronenschale des freien Atoms und der
Grenzfrequenz », die der Entfernung eines Elektrons aus der duBersten,
voll aufgefiillten Schale des freien Atoms entspricht.

Ist R die Rydbergkonstante und z die Atomnummer, so ist einerseits

/R = (bz)?,
andererseits
d/n = 1/(az)".

Geht man nun mit z in einer, z. B. der 3. Periode von der a-Gruppe
aus, so ist zundchst fiir die ersten Gruppen y = 2x. Wird eine dulerste
Achterschale weiter aufgefiillt, so d4ndert sich der Wert von y. Der Wert
von x aber dndert sich bei einem anderen Wert von z, offenbar ein Zei-
chen, daB im festen Korper das Auffiillen der Achterschale bei einem
anderen z-Wert beginnt, als beim freien Atom, und die Achterschale ist
danach maBgebend fiir die gesetzmaBige Anderung der GréBe von d.
Wichst z in der urspriinglichen Achterschale mit fortlaufendem z um
je 1, so gibt es auch im Metall von gewissen z-Werten an Stellen, wo wieder
y =2 x ist (mit anderen Werten von y als in den ersten Gruppen), so
daB hier wohl der Aufbau der Schale beim Metall derselbe ist wie beim
freien Atom. Diese Zusammenhinge zwischen v und d hat HuME-
RotrERY fiir die a-Gruppen der 3. und 4. Periode aufgefunden. Ferner
ist in den ersten Gruppen der ersten Periode x = 1, in denen der 2. Peri-
ode ¥ = 2z usw. bis ¥ = 4. Beim Fortschreiten in den Gruppen ist x bis
zur 6. Gruppe nahezu gleich 1/;. Auch in den b-Gruppen gilt dies an-
nihernd. Diese Zusammenhinge sind empirisch noch nicht restlos er-
forscht, und ihre theoretische Erklarung ist dunkel; aber die aufgefunde-
nen GesetzmiBigkeiten lassen zweifellos Schiiisse auf die Elektronen-
anordnung im festen Zustand zu. In Tabelle 1 sind die so erhaltenen
Zahlen fiir die in der K,- L-, M-Schale vorhandenen Elektronen unter

* HuMmE-RoTHERY: The metallic state, Oxford 1931. Philosophic. Mag.
9, 65 (1930); 11, 649 (193I).
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die fiir das freie Atom nach Huxp® geltenden eingetragen, so gut dies
moglich ist. Wo die Unsicherheit sehr groB ist, ist ein Fragezeichen hin-
zugefiigt. In Tabelle 1 sind ferner beim Kristallsystem die Koordina-
tionszahlen angegeben, die besagen, wieviel der ein Atom umgebenden
Atome den kleinsten gleichen Abstand haben; eine zweite in Klammern
zugefiigte Zahl bedeutet die Zahl der in etwas gréferer, aber unterein-
ander gleicher Entfernung vorhandenen Atome.

Aus Tabelle 1 ist nun ersichtlich, daB bei allen Supraleitern mehr als
ein Valenzelektron vorhanden ist, daB also bei ihm mehr als ein Elektron
auBerhalb der dulersten gut ausgebildeten Elektronenschale sich be-
finden. HUME-ROTHERY nimmt an, daBl in den a-Gruppen all diese
Valenzelektronen frei sind. Doch ist diese Annahme wohl nicht nétig;
es geniigt, daB diese Valenzelektronen nicht mehr den einzelnen Atomen
angehoren, und daB sie nicht mehr firr die GréBe d wesentlich sind. Sie
kénnen z. B. auch zum Teil auf Bahnen, die mehreren Atomen gemein-
sam angehéren, umlaufen. In den s-Gruppen gehéren die nicht ein-
geklammerten Valenzelektronen wahrscheinlich zum einzelnen Atom.
Besonders interessant ist, dal Nb, dessen freies Atom in der dullersten
Schale nur 1 Valenzelektron hat, im Metall deren 5 besitzt und beson-
ders leicht supraleitend wird. Bei Mo dagegen scheint die Zahl der
Elektronen in der letzten Schale nicht stirker als bei Nb zu steigen,
so dall die Zahl der Valenzelektronen von Nb zu Mo im Metall nicht
zunimmt; das diirfte von EinfluB auf die H6he des Sprungpunktes von
Mo sein. Vielleicht liegt bei T4 eine dhnliche Anderung der Elektronen-
anordnung beim Ubergang in den festen Zustand wie bei Nb vor.

Das nihere Studium der Elektronenanordnungen im Metall ergibt
also zum mindesten, wenn die Ergebnisse auch noch sehr liickenhaft
sind, bis jetzt keinen Widerspruch mit der Annahme 2. Dieses Studium
diirfte unerldflich sein, wenn man Gesetze fiir die Hohe der Sprung-
punkte aufstellen will.

Auch die starke Zunahme der Wiarmeleitfihigkeit, die ein Magnet-
feld nach DE Haas und BREMMER (25) unterhalb des Sprungpunktes her-
vorruft, scheint mir fiir die zweite der in Betracht gezogenen Mog-
lichkeiten zu sprechen: Wird die Supraleitfdhigkeit der Supraleitelek-
tronen vernichtet, so miissen sie zum Wirmetransport beitragen. Bei
der ersten Moglichkeit kénnte der Unterschied wegen der geringen
Zahl der supraleitenden Elektronen nur sehr gering sein.

Es bleibt abzuwarten, ob die Untersuchungen in noch tieferen Tempe-
raturen die zweite Moglichkeit fiir das Auftreten der Supraleitfihigkeit
bestitigen oder nicht. Z. B. fanden MEIssNER u. Voicr (91) bei Rubi-
dium in den tiefsten erreichten Temperaturen einen deutlichen Ansatz

* Hu~np, F.: Linienspektren und periodisches System. Berlin: Julius
Springer 1927.



o Supragitféhigkeit. 255

zum Widerstandsabfall. Sollten die weiteren Untersuchungen tatsich-
lich ergeben, dal Rubidium supraleitfahig ist, und daB} die Supraleit-
fahigkeit nicht auf Beimengungen beruht, so wiirde dies offenbar (Tab. 1)
eine Schwierigkeit fiir die dargelegte Vorstellung iiber die Neigung der
verschiedenen Elemente zur Supraleitfihigkeit und die Méglichkeit des
Auftretens von neuen ,,Supraleitelektronen am Sprungpunkt bilden.
Dafiir, ob solche neuen Supraleitelektronen auftreten oder nicht, kénnen
ferner die in Angriff genommenen Versuche iiber Intensititsinderung
der Réntgenlinien am Sprungpunkt von wesentlicher Bedeutung werden.

Im Zusammenhang mit dem Studium {iber die Elektronenanordnung
im festen Korper stehen Untersuchungen iber den Zusammenhang
zwischen Valenz und Konstitution des festen Korpers, wie sie FriEe-
DERICH' anstellte.

Zweifellos ist, daBl das Problem der Supraleitfihigkeit mit dem ma-
gnetischen Verhalten der Metalle eng verkniipft ist. In dieser Beziehung
ist die Hypothese von GERLACH (II) zu erwihnen, nach welcher der
Sprungpunkt mit dem ferromagnetischen Curiepunkt identisch sein soll,
eine Hypothese, die einer Durcharbeitung und einer Priifung allerdings
noch zu unterziehen ist.

Eine Schwierigkeit fiir die GErRLACHsche Idee diirfte es sein, dal am
Sprungpunkt nicht der geringste Sprung des Energieinhalts festzustellen
ist, wihrend doch am Curiepunkt eine merkliche Wirmeténung zu er-
warten sein sollte.

Kikoin u. LAsaREW (49) gaben ferner eine Zusammenstellung, nach
welcher der Koeffizient R des HarL-Effektes und besonders die GréBe
Ro (0= elektrische Leitfahigkeit) fiir Supraleiter wesentlich kleiner ist
als fiir Nichtsupraleiter. Hierbei sind allerdings die R- und o-Werte
bei Zimmertemperatur zugrunde gelegt, wihrend zum mindesten
korrespondierende Temperaturen gewihlt werden mii3ten. Ferner hingt
der Wert der Betrachtung von KikoIx u. LASAREW natiirlich véllig
davon ab, ob nicht doch noch viel mehr Supraleiter in noch tieferen
Temperaturen aufgefunden werden.

Der geringe HALL-Effekt der Supraleiter deutet auf eine geringe Ver-
schiebbarkeit der Leitungselektronen hin. Im supraleitenden Zustand
ist diese und der Harr-Effekt ja Null (103).

Von S1zoo (110) wurde ferner darauf hingewiesen, dafl die Sprung-
punkte der ersten Leidener Supraleiter dieselbe Reihenfolge wie ihre ma-
gnetischen Suszeptibilitdten haben. Doch muBte hierbei leider wieder die
Suszeptibilitit bei Zimmertemperatur zugrunde gelegt werden. Zieht
man auBerdem alle jetzt bekannten Supraleiter in Betracht und berech-
net fiir sie die Suszeptibilitdt/Mol., so sieht man, daf} keinerlei Paralleli-

1 FRIEDERICH, E. : Techn.-wissensch.Abh.a.d.Osram-Konzern 1, 335(1930).
Fortschr. chem. Phys. u. phys.Chem. 18, 713 (1926). Z. Physik 31, 813 (1925).—
FrIEDERICH, E. u. L. S1TTIG: Z. anorg. u. allg. Chem. 145, 251 (1925).
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tat zwischen der Reihenfolge der Sprungpunkte und der Reihenfolge der
Suszeptibilititen mehr vorhanden ist, so daf3 also die Bemerkung S1zoos
nicht mehr aufrecht zu erhalten ist.

Eine andere Einordnung der Supraleiter hat EpsTEIN (10) versucht.
Er berechnete fiir die Supraleiter Blei, Quecksilber, Zinn, Indium und

2/
Thallium, sowie fiir eine Reihe anderer Elemente die GréBe “—Zf (a

Ausdehnungskoeffizient, » = Kompressibilitit, v = Atomvolumen). Als
Temperatur wihlte er dabei statt eines Bruchteiles der korrespon-
dierenden Temperatur die Hilfte der Schmelzpunktstemperatur. Dieser
Quotient hat nach EpsTEIN fiir die Supraleiter Werte, die sich nur bis
zu 8% von ihrem Mittelwert unterscheiden, wihrend die Werte fiir die
anderen in Betracht gezogenen Metalle (Cd ausgenommen) erheblich
kleiner oder gréBer sind. Crusius (3) zeigte, dal auch der Wert fiir den
neu aufgefundenen Supraleiter Ga vollig herausfillt. Fir Nb, Th, T3
fehlen die Daten zur Priifung der EpsTEINschen Beziehung. EpsTEIN
versucht auch, sich eine Vorstellung von dem Zustandekommen der
Supraleitfihigkeit zu machen, durch die er die Anschauungen von
KaMerLINGH ONNES, DE Haas usw. bekriftigen und weiterentwickeln
will. Er kommt schlieBlich zu dem Ergebnis, dal die aus Niherungs-
formeln von EINSTEIN und ALTERTHUM fiir alle Metalle folgende Be-

ziehung — v = constans flir die Supraleiter wegen ihrer besonderen
%

Eigenschaften durch die obige empirische Beziehung Zf—vz/ﬁ = constans

zu ersetzen ist?.

Nach allem Dargelegten kann es nicht wundernehmen, daB eine
wirkliche Theorie der Supraleitfihigkeit auf groBe Schwierigkeiten
stoBt, da sie eben offenbar ein sehr tiefes Eingehen auf das Wesen des
metallischen Zustandes erfordert. Deshalb soll auch davon abgesehen
werden, die dltere Theorie der Supraleitfihigkeit von THOMSON (114)
sowie die interessante Theorie von KRETSCHMANN (§0) zu besprechen.
Die nach diesen Arbeiten auf wellenmechanischer Grundlage unter Be-
nutzung der FErMI-DIrAcschen Statistik im Anschlufl an SOMMERFELD
aufgestellten neuen Elektronentheorien der Metalle von BLocH, NORD-
HEIM, PEIERLS vermochten die Supraleitfihigkeit, wie die Verfasser
selbst betonten, nicht zu erfassen. Man mulBl wohl auch sagen, daB eine

t In'dem Referat des Verf. in den Physik. Ber. kommt dieser Punkt der
EpstrINschen Arbeit nicht richtig zum Ausdruck.

2 Anmerkung bei der Koyrehtur: Nach der Drucklegung des vorliegenden
Berichtes erschien eine neue Elektronentheorie des elektrischen Wider-
standes und der Supraleitfihigkeit von KRETSCHMANN (Ann. d. Phys. [5],
13, 504 [1932]). Sie hat in ithren Grundannahmen gewisse Anklinge an die
fast gleichzeitig erschienene, weiter unten behandelte Arbeit von SCHACHEN-
MEIER, unterscheidet sich aber in der Art der Durchfiihrung véllig von
der letzteren.
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Theorie der Supraleitfdhigkeit vielleicht nicht mit Hilfe der Quanten-
mechanik, sondern erst mit Hilfe der Quantenelektrodynamik moglich ist,
die ja aber noch nicht weitgehend durchgebildet ist.

Ansitze zu einer Theorie der Supraleitfahigkeit (Verfasser bezeichnet
seine Arbeit selbst als Vorstudien) sind aber kiirzlich von SCHACHEN-
MEIER (106) gegeben worden. Er legt den speziellen Fall zugrunde, daf3 das
Atom im Metall auBerhalb der 4uBersten vollen Elektronenschale ein auf
groBere Entfernung gehobenes ,,Serienelektron’ und auBerdem ein be-
wegliches Leitungselektron besitzt. Die Zahl der Leitungselektronen ist
demnach also gleich der Zahl der Gitterionen wie in der SOMMERFELD-
schen Theorie. Der Atomrest hat die effektive Ladung 2 ¢, wenn ¢ die
Elementarladung ist, da das Serienelektron auf gréfere Entfernung
gehoben ist. Unter diesen Annahmen berechnet er wellenmechanisch
die Austauschwirkungen zwischen Leitungs- und Serienelektronen. Er
macht im Laufe der Rechnung ferner die etwa der ersten EINSTEIN-
schen Theorie der spezifischen Warme entsprechende vereinfachende
Annahme, dafl im Kristallgitter aufer langsamen Wirmeschwingungen
nur eine Schwingungszahl v,, mdglich ist. Die Austauschfrequenz
zwischen Leitungs- und Serienelektronen ist abhingig von der Ampli-
tude dieser Schwingungen mit der Frequenz v,,, diese Amplitude von
der Temperatur 7. Bei der Temperatur, wo die Austauschfrequenz
gleich »,, wird, setzt zufolge Resonanzwirkung der Widerstand ein.
Unterhalb dieser Sprungtemperatur wird der Widerstand verschwindend
klein trotz Austausches von Leitungs- und Serienelektronen. Fiir die
Sprungtemperatur 7', erhdlt SCHACHENMEIER schlieBlich einen Aus-
druck, der in erster Niherung sich in der Form

T =AOlmlsa—"
schreiben 148t, wenn @ die charakteristische Temperatur, » die Atom-
masse, a die Gitterkonstante und A eine Konstante bedeutet, die nicht
willkiirlich, sondern aus fundamentalen Konstanten berechenbar ist.
Fiir Blei findet SCHACHENMEIER so T, = 1,4° abs. statt des beobachteten
Wertes 7,39 abs.

Es bleibt abzuwarten, ob die Theorie nach weiterem Ausbau den
Verlauf des Widerstandes oberhalb des Sprungpunktes, den Zusammen-
hang mit der Warmeleitung, die Unverschiebbarkeit des Supraleit-
stromes usw. wird erkliren konnen.

SchlieBlich ist noch eine ebenfalls kiirzlich erschienene Notiz von
E1sasser (9) zu erwdhnen, der die Supraleitfihigkeit auf Grund der
Diracschen Theorie des Elektrons mit einer durch die Relativitats-
theorie bedingten Korrektion in Zusammenhang bringt.

Meinem Mitarbeiter, Herrn H. Franz, danke ich vielmals fir die
Hilfe bei der Ausarbeitung der Tabellen, insbesondere der Tabelle 1 und
beim Lesen der Korrektur.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 17
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Einleitung.

Im folgenden soll versucht werden, die bisherigen Resultate der
Elektronentheorie der Metalle von einem einheitlichen Gesichtspunkt aus
darzustellen. Hierbei soll weniger Wert auf Vollstindigkeit und histori-
sche Korrektheit gelegt werden, als vielmehr darauf, die Berechtigung
und Tragweite der verschiedenen Naherungshypothesen, sowie den
Geltungsbereich der Resultate mdoglichst klar herauszustellen. Auf eine
kritische Diskussion einzelner Arbeiten wird daher fast gdnzlich ver-
zichtet werden. Ebenso macht das am Schlull gegebene Literaturver-
zeichnis keinen Anspruch auf Vollstindigkeit.

Bei der entscheidenden Rolle, die die Quantenmechanik seit den
Arbeiten von Pavrr (45) und SOMMERFELD (65) in der Metalltheorie
spielt, miissen natiirlich bei der Darstellung quantenmechanische Hilfs-
mittel und Methoden herangezogen werden, es wurde jedoch versucht,
in den Voraussetzungen nicht tiber den Rahmen des Ergebnisartikels
von HALPERN (28) hinauszugehen. Ferner wurde versucht, die SchluB3-
sitze und ihren Geltungsbereich auch formal herauszuarbeiten, um dem
Nichttheoretiker das Uberspringen mathematischer Ableitungen zu er-
moglichen.

I. Kinematik der Leitungselektronen.

1. Modell. Niherungsannahmen. Das hervorragendste Kenn-
zeichen der Metalle ist ihre hohe Leitfihigkeit. Es ist seit langem be-
kannt, daB diese Leitfihigkeit dadurch zustande kommt, dal im Innern
des Metalls bewegliche Elektronen existieren, die Elektrizitit transpor-
tieren koénnen. Diese Auffassung wird von einer grolen Zahl von ex-
perimentellen Tatsachen gestiitzt (Harr-Effekt, thermische und , kalte*
Elektronenemission, negativer Ausfall aller Experimente, die einen
Massentransport nachweisen sollten usw.). Uber die Art, wie sich diese
Elektronen bewegen, gab es jedoch in der klassischen Theorie eine Reihe
von verschiedenen Vermutungen: Die Elektronen sollten z. B. entweder
ganz frei sein und sich wie die Molekiile eines Gases bewegen; oder aber
an die Atome gebunden sein, und nur hier und da von Atom zu Atom
springen koénnen.

Alle diese Vermutungen lieflen sich nicht mit der Erfahrung in Ein-
klang bringen, erst die Quantenmechanik konnte die Widerspriiche auf-
kliaren. Sie zeigte gleichzeitig, daB alle diese klassischen Theorien etwas
Wahres enthielten. Der Unterschied zwischen ,freien und ,,gebunde-
nen‘ Elektronen, der in der klassischen Theorie wichtig ist, und fiir
den es entscheidend ist, ob die Energie des Elektrons zam Ubertliegen
der Potentialschwellen zwischen den Atomen ausreicht oder nicht, wird
in der Quantenmechanik stark verwischt. Bekanntlich kann sich nim-
lich ein Elektron auch dann von Atom zu Atom bewegen, wenn seine
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Energie niedriger ist als die Potentialschwelle (vgl. die ausfiihrlichen
Diskussionen dieser Erscheinung in [28], S. 432 und [31], S.133). Ande-
rerseits macht sich auch dann, wenn seine Energie héher ist als die
Schwelle, die Existenz dieser Schwelle, wie wir sehen werden, in charakte-
ristischer Weise bemerkbar.

Es sind aber auch in der Quantenmechanik nicht alle Elektronen
fihig, an der Leitung teilzunehmen. Der Grund hierfiir ist aber nicht,
daB die tbrigen mechanisch verhindert sind, von Atom zu Atom ftiber-
zugehen, sondern daB durch das PauLi-Prinzip ihre Bewegung derartig
gekoppelt ist, dal, wenn eines von links nach rechts liuft, ein anderes
notwendig von rechts nach links laufen muB. Die Begriffe ,,Rumpf-
elektronen’ und ,,Leitungselektronen werden daher in der quanten-
mechanischen Behandlung eine neue Interpretation erhalten.

Streng genommen hitte man das dynamische Problem des Gesamt-
systems zu behandeln, das aus den Atomkernen und simtlichen Elek-
tronen besteht. Man kann aber die folgenden Vereinfachungen vor-
nehmen: Erstens kann man diejenigen Elektronen, die in inneren ab-
geschlossenen Schalen sitzen, als fest an den Kern gebunden betrachten,
und nur ihre abschirmende Wirkung dadurch in Rechnung setzen, daB
man sich den Kern mit einer geeigneten Ladungswolke umgeben denkt.
Diese Annahme, die vollig analog dazu ist, wie man etwa in der Theorie
der Alkaliatome die Bewegung des duBersten Elektrons in einem geeig-
neten Feld als Einkorperproblem behandelt, ist sicher sehr weitgehend
zuldssig und kann hochstens geringe quantitative Ungenauigkeiten be-
dingen.

Zweitens kann man in erster Niherung die Atomkerne als unendlich
schwer und daher unbeweglich betrachten, d. h. nur die Bewegung der
Leitungselektronen in einem gegebenen Potentialfeld untersuchen, das
durch die in ihrer Ruhelage festgehaltenen Ionen erzeugt wird. Diese
Niherung ist zur Betrachtung aller Erscheinungen des thermischen
Gleichgewichts ausreichend, nur fiir die im 3. und 4. Kapitel zu behan-
delnden Strémungserscheinungen spielen gerade die geringen Bewe-
gungen der Atomkerne eine wesentliche Rolle.

Die dritte Vereinfachung, die wir machen werden, ist die Ersetzung
des nN-Korperproblems (N Zahl der Atome, » Zahl der duBeren Elek-
tronen pro Atom) durch ein Einkdrperproblem, d. h. Vernachlissigung
der Wechselwirkung der Elektronen untereinander. Diese Vernach-
lassigung ist der bedenklichste Punkt in den Grundlagen der Theorie,
sie konnte aber bisher noch nicht vermieden werden, weil ohne sie die
mathematischen Schwierigkeiten uniiberwindlich groB werden. Es
sprechen allerdings Argumente dafiir, dal sie mindestens bei der Be-
rechnung der elektrischen Leitfihigkeit gerechtfertigt ist. Es ist aber
moglich, daB die Beriicksichtigung der Wechselwirkung der Elektronen
in anderen Fillen noch eine merkliche Korrektur bedingen wiirde.
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Genauer gesagt, wird die Wechselwirkung der Elektronen nicht véllig
vernachlissigt, da die Ionen allein, ohne Leitungselektronen, eine im
Raummittel positive Ladungsverteilung verursachen, und daher das von
ihnen allein erzeugte Potential stark divergiert. Man muf also noch
die mittlere von den Leitungselektronen herrithrende Ladung hinzu-
fiilgen, und erhilt dann ein elektrisch neutrales Gebilde und ein perio-
disch verdnderliches Potential U. Untersucht man nun die Bewegung
eines Elektrons in diesem Potentialfeld, so ist seiner Wechselwirkung
mit den iibrigen Elektronen auf diese Weise schon grob schematisch
Rechnung getragen.

2. Allgemeine Sitze iiber periodische Potentialfelder. Wir haben
also die Bewegung eines Elektrons in einem periodischen Potentialfeld U
zu untersuchen. Um die statistischen Gewichte der Zustinde richtig zu
bekommen, muB man zunidchst von einem endlichen Metallstiick, z. B.
von einem N Atome enthaltenden Wiirfel mit der Kantenlinge L aus-
gehen. Dabei geniigt es aber, wenn man, statt den Rand des Wiirfels
explizit zu beriicksichtigen, fordert, daB die Eigenfunktion des Elektrons
in der Richtung jeder Wirfelkante eine Periodizitat mit der Periode L
haben soll. Dann sind ndmlich die Eigenfunktionen schon im ganzen
Raum bestimmt, wenn sie in dem Wiirfel gegeben sind, und die stati-
stischen Gewichte ergeben sich richtig.

Die genaue Form der Potentialfunktion U ist, wie aus ihrer Definition
im vorigen Paragraphen hervorgeht, nicht leicht zu ermitteln; sie ist
sogar nicht vollig eindeutig, weil man eine Willkiir darin hat, wie man
die mittlere Ladungsverteilung der Leitungselektronen ansetzen will.
Man kann zwar diese Willkiir leicht durch spezialisierende Vorschriften
beheben, aber diejenigen Resultate, die von der Form von U unabhéngig
sind, werden viel weitergehende Giiltigkeit besitzen, als diejenigen, die
man auf Grund von so speziellen Vorschriften gewinnt. Hierzu kommt,
daB selbst bei Kenntnis des Potentialverlaufs die Lésung der SCHRO-
DINGER-Gleichung nur in numerischer Form mdglich ist, und man prak-
tisch daher immer gezwungen ist, U durch weitere Vernachldssigungen zu
vereinfachen. Eine Reihe von Arbeiten (35), (39) beschiftigt sich mit
dem Studium solcher vereinfachter Potentialfelder. Es ist jedoch ein-
facher, von Anfang an nur diejenigen Eigenschaften der Losungen zu
benutzen, die von der speziellen Form von U unabhéngig sind, und die
sich durch Interpolation zwischen behandelbaren Grenzfillen leicht ge-
winnen lassen.

Nach WitMER u. RosexrFELD (63) und Brocu (9) kann man die
Periodizitat des Potentials, d. h. die Tatsache, daB3 U ungedndert bleibt,
wenn man das Gitter lings einer Gitterachse um einen Atomabstand d
verschiebt, verwenden, um eine wichtige Eigenschaft der Eigenfunk-
tionen abzuleiten. Durch eine derartige Verschiebung des Koordinaten-
systems bleiben nidmlich alle physikalischen Bedingungen ungedndert;
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die durch diese Verschiebung entstehende Eigenfunktion mu8} also eben-
falls zu einem stationdren Zustand gehoéren, und zwar mit derselben
Energie wie die urspriingliche. Da es aber zu einem gegebenen Eigen-
wert im allgemeinen nur eine Eigenfunktion gibt, so muB die neue Eigen-
funktion mit der alten im wesentlichen, d. h. bis auf einen konstanten
Faktor identisch sein. Wegen der Normierung muf} dieser Faktor den
Betrag 1 haben. Bei einer Verschiebung des Koordinatensystems in
Richtung einer Gitterachse um einen Atomabstand 4 multipliziert sich
also die Eigenfunktion mit
eihd

wo % eine reelle GroBe ist, die wegen der oben erwihnten Periodizitits-
bedingung (Randbedingungen) nur die Werte

k=" (1)

mit ganzzahligem » annehmen kann. Uberdies dndert sich ¢’#“ nicht,

. . 27 .
wenn man zu k ein ganzes Vielfaches von = addiert, man darf also

annehmen, daB % z. B. im Intervall von —m/d bis +n/d liegt.

Haben die Gitterachsen die Richtungen x, v, 2T, so kénnen wir die
Eigenfunktion auf Grund der eben bewiesenen Eigenschaft in der Form
schreiben:

Y=eWu(t); f=(ke,kpk); 1=(x2), (2)
wobei % (%, y, z) nun eine periodische Funktion von «, y, z sein muB, d. h.
beim Verschieben einer Koordinate um 4 ungeindert bleibt.

Die Eigenfunktionen sind also Wellen, die die Gitterperiodizitit haben,
im iibrigen mehr oder weniger kompliziert aussehen kénnen, deren Am-
plitude aber noch entsprechend einer griberen Wellenbewegung moduliert ist.

Erinnern wir uns daran, daf3 die Eigenfunktionen freier Elektronen
1

ebeneWellen sind, deren Wellenvektor bis auf den Faktor # (% = ﬁ;:;? .
Prancksche Konstante) mit dem Impuls identisch ist, so sehen wir,
daB3 der ,,Wellenvektor hier eine dem Impuls analoge Rolle spielt,
mit dem wichtigen Unterschied, daBl der Impuls einen unbeschrankten
Wertevorrat besitzt, wihrend die Komponenten von f nach ihrer Defini-
tion (2) nur in einem Intervall von der GréBe 2s/d variieren.

Dafiir ist aber in unserem Fall ein Zustand durch die Angabe des
, Wellenvektors  noch nicht eindeutig bestimmt, vielmehr gibt es bei
festem ¥ noch eine unendliche Reihe von Zustinden, die sich nur durch
die Gestalt der Funktion # unterscheiden. Auf Grund von Stetigkeits-
betrachtungen 148t sich leicht zeigen, daB sich die Zustdnde in solche
Gruppen einteilen lassen, daB f in jeder Gruppe alle nach (1) moglichen

 'Wir beschrinken uns der Einfachheit halber auf einfach kubische Git-
ter, vgl. hieriiber die Bemerkung auf S. 274.
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Werte je einmal durchlduft (ihre Anzahl ist tibrigens gleich der Anzahl
N der Atome) und daB Energie und Eigenfunktionen innerhalb jeder
Gruppe stetige Funktionen von f sind. Da die Energiewerte innerhalb
jeder Gruppe einen bestimmten Energiebereich fast stetig ausfiillen, so
werden wir auch von einem ,,Band‘’ von Zustinden reden.

Die nichste kinematische Frage ist nun die folgende: Wie hingt
innerhalb einer Gruppe die Energie des Elektrons von seinem ,, Wellen-
vektor” ¥ ab, und wie liegen die Energiebereiche der einzelnen Binder
zueinander? Die quantitative Beantwortung dieser Frage hingt natiir-
lich von dem genauen Verlauf von U ab, durch Studium von zwei Grenz-
fallen kdnnen wir jedoch schon eine Reihe von interessanten qualitativen
Aussagen gewinnen.

3. Schwach gebundene Elektronen. Dazu gehen wir zunichst von
dem Grenzfall aus, wo die Funktion U fast konstant ist, so daB wir die
Abweichung U, = U—U, des Potentials von seinem Raummittelwert
U, als klein behandeln kénnen. Ist zunichst U véllig konstant, d. h.
U =U,, so ist die Losung des kinematischen Problems sehr einfach.
Die Elektronen sind in diesem Falle vollig frei; um ihren Zustand zu
beschreiben, muB man daher ihren Impuls angeben, dessen Komponenten
wegen der Randbedingungen nur die Werte

pxpy?: = Z (ZI‘Az %3) (3)

annehmen kdénnen, wo x,, x,, »#; ganze Zahlen sind, deren Wertevorrat
hier aber von — 00 bis 4 o0 reicht.
Zu diesem Zustand gehért die Eigenfunktion

i
W= e;(hﬂf+1’yy+?z~*> (4)

und die Energie

E=U,+ - p*= U, + = (b3 + 5 + 1) (5)

2m

(m bezeichnet die Elektronenmasse).

Wir gehen nun einen Schritt weiter und berficksichtigen den Einfluf}
des periodischen Potentials U, = U—U, als Stérung. Dabei zeigt sich
aber, da3 U, keineswegs fiir alle Zustdnde eine kleine Stérung ist.

Gehen wir ndmlich von einer bestimmten Eigenfunktion (4) aus, so
kann unter Umstinden das Potential U, eine Ablenkung des Elektrons
in eine andere Richtung verursachen. Eine solche Streuung erfolgt je-
doch nicht fiir jede beliebige Welle (4), denn genau wie im optischen Fall
kénnen nur solche Streuwellen entstehen, fiir die die an den einzelnen
Atomen gestreuten Teilwellen gerade phasengleich sind, d. h. fiir die
die Laveschen Interferenzbedingungen erfiillt sind. Diese Bedingungen
lassen sich in unseren Bezeichnungen so formulieren: Eine Welle (4)
wird vom Gitter stark gestreut, wenn sich andere Zustinde angeben
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lassen, die die gleiche Energie, d.h. den gleichen Betrag des Impuls-
vektors p haben, und deren Impulskomponenten sich von den zum Aus-

gangszustand gehérigen nur um ganze Vielfache von 3} unterscheiden.

(Zu den beiden Zustinden gehért dann nach der Definition (2) derselbe
Vektor f.) - Fir diejenigen Zustinde, die dieser Bedingung geniigen,
und fiir die benachbarten, macht das Potential U, auch dann viel aus,
wenn es klein ist.

Aus den Eigenfunktionen, die gerade die kritischen Werte des Im-
pulses haben, entstehen durch die Stérung stehende Wellen (anschaulich
kann man sagen: die Welle kann nicht mehr vorwirts laufen, weil sie
stindig im Gitter durch Lavge-Reflexion zuriickgeworfen wird) und die
Geschwindigkeit der Wellen mit benachbarten Werten von $ wird
stark vermindert.

£
o 73
-F -5 a &
a b
Abb. 1. Energiewerte schwach gebundener Elektronen, Abb. 2. Energie als Funktion des
eindimensional. ,,Wellenvektors‘ %.

Man kann ferner zeigen (47), daBl aus den zwei ebenen Wellen, die
durch LauE-Reflexion ineinander tibergehen kénnen, durch die Wirkung
des Gitters zwei neue stationdre Zustinde gebildet werden, die beide
stehenden Wellen entsprechen, deren Energie sich aber um einen end-
lichen Betrag von der GréBenordnung der Stérungsenergie U, unter-
scheidet.

Wir erhalten also folgendes Bild: Geht man von den Zustinden (4)
freier Elektronen aus, fiir die die Energie eine stetige Funktion (5) des
Impulses ist, und schaltet ein schwaches periodisches Potential U, ein,
so bekommt die Energie dadurch Unstetigkeitsstellen iberall dort, wo
die Laugschen Reflexionsbedingungen erfiillt sind.

Dieser Vorgang ist fiir den eindimensionalen Fall in Abb. ra schema-
tisch dargestellt.

Durch Diskussion dieser Interferenzbedingungen kann man zeigen,
(13), (14), (15), daB diese Unstetigkeitsstellen die Elektronenzustinde
gerade in Gruppen von je IV zerlegen, und zwar so, daB in jeder Gruppe
die Komponenten des Vektors p/%, bis auf ganze Vielfache von 2 m/d
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betrachtet, gerade alle Werte zwischen —m@/d und m/d je einmal an-
nehmen. Diese Gruppeneinteilung ist also gerade dieselbe, die wir im
vorigen Abschnitt postuliert haben, und innerhalb jeder Gruppe ist t

bis auf additive Vielfache von ~ dﬂ identisch mit dem Wellenvektor des-

jenigen Zustandes freier Elektronen, in den das Elektron bei langsamem
Ausschalten des periodischen Feldes U, tibergehen wiirde. Wir sehen
ferner, daf3 innerhalb jeder Gruppe die Energie als Funktion von ¥ einen
Verlauf zeigt, wie er durch Abb. 2 angedeutet wird. Schon bei beliebig
kleinem U gilt hierbei, daf3 die Energiekurve (bzw. bei drei Dimensionen

Energiefliche) wie gezeichnet, an den Sprungstellen 2, = | ; usw. hori-

zontal verlduft, und daB sich die Eigenfunktionen, die zum linken Rand
der Abb. gehdren, an die am rechten Rand vollig stetig anschlieBen. Die
Gruppe hat also keinen ausgezeichneten ,,Rand".

Ferner sehen wir, daf der héchste Energiewert der einen Gruppe mit
dem tiefsten der nichsten Gruppe nicht zusammenfillt, sondern daf3 die
zu den Gruppen gehérigen Energiebdnder sich um eine Stufe unter-
scheiden, die um so héher ist, je groler U,. Im Eindimensionalen wiirde
dies bedeuten, dafl das Termspektrum im Sinne der Abb. 1b in Gebiete
zerfillt, die dicht mit moglichen Energiewerten ausgefiillt sind, und ge-
trennt sind durch solche Gebiete, die gar keine Eigenwerte enthalten.
Im Dreidimensionalen kann aber eine Uberlappung der verschiedenen
Bédnder stattfinden, so dafl es keine Liicken zwischen den mdoglichen
Energiewerten gibt. Dagegen treten solche Liicken immer dann auf,
wenn man die Richtung des Vektors  vorgibt. Anschaulich: Bei ge-

gebener Bewegungsvichtung kann die Energie des Elektrons wicht jeden be-
liebigen Werl annehmen.
Die energetische Breite des untersten Bandes wird im Grenzfall ganz

freier Elektronen 5(%)2’ die der hoheren Binder wird entsprechend

grofer, andererseits werden die Binder durch die Wirkung des Gitter-
potentials schmaler, wie man aus Abb. 1a leicht sieht. Je nach der Starke
des Gitterpotentials und nach der Art des Bandes, fiir das man sich in-
teressiert, wird man also fiir die Bandbreite Werte etwa zwischen o,1
und einigen Volt zu erwarten haben. Wir werden diese Abschitzung
spater empirisch bestitigen kénnen (Abschnitt 10.)

4. Stark gebundene Elektronen. Wir wollen nun den entgegen-
gesetzten Grenzfall sehr stark gebundener Elektronen untersuchen (9).
In der Nihe der Atomkerne unterliegen die Elektronen starker Anziehung
und wenn die hierdurch entstehenden ,, Potentialt6pfe’ hinreichend tief
sind, so werden sich die Elektronen vorzugsweise in ihnen aufhalten, und
sich in jedem von ihnen so bewegen, als ob die iibrigen Ionen gar nicht
existierten. Wir kdnnen dann zur Bestimmung der Eigenfunktionen von
den Eigenfunktionen ¢, (x) fiir die Bewegung eines Elektrons im Atom
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im s-ten Zustand ausgehen. Befindet sich das Elektron am sm-ten Ion,
so wird diese Eigenfunktion:

Psm(t) = @s(x —myd, y —my, 2 —m,d). (6)

m kann hier einen beliebigen Gitterpunkt bezeichnen, d. h. m,, m,, m;
sind beliebige ganze Zahlen. Zu allen diesen Eigenfunktionen mit ver-
schiedenen m gehort aber die gleiche Energie, sie sind miteinander ent-
artet, und wenn ein Stérungspotential hinzukommt, wird diese Ent-
artung im allgemeinen aufgehoben. Man muf zur Berechnung dieser
Aufspaltung die ,,richtigen’ Linearkombinationen aus den Funktionen
(6) suchen, die sich nur wenig von den Eigenfunktionen der gestérten
Gleichung unterscheiden (vgl. [28], Abschnitt 42). In unserem Falle be-
steht die Stérung aus der Wirkung der iibrigen Ionen auf das betrachtete
Elektron, da (6) ja nur die Bewegung unter dem EinfluB des jeweils
nichsten Tons beschreibt. Wegen der Gittersymmetrie kann man leicht
beweisen (9), daB die richtigen Linearkombinationen die folgenden sind:

lpsf = Z 6i(fm)d(psm(r) . (7)
m

Gleichung (7) 14Bt sich iibrigens auch aus unseren Uberlegungen des
Abschnittes 2 ableiten. Der Vektor ¥ hat dieselbe Bedeutung und ins-
besondere auch denselben Wertevorrat wie dort. Wir erhalten also
hier fiir jedes s, (d. h. fiir jeden Zustand des Einzelatoms) N Zustédnde,
die sich durch verschiedene Werte von I unterscheiden. Wéihlen wir
in (6) fir ¢, der Reihe nach alle Atomeigenfunktionen, — fiir das
kontinuierliche Atomspektrum versagt allerdings diese Ndherung —
so erhalten wir eine Reihe von Bandern. Die energetische Lage jedes
Bandes entspricht ungefahr dem betreffenden Termwert des Atoms,
unterscheidet sich von diesem aber durch eine Verschiebung, die von dem
Feld der Nachbarionen herriihrt und als ein Starkeffekt gedeutet werden
kann; auBerdem entsteht durch dieselbe Wechselwirkung aus dem einen
Energiewert des Einzelatoms ein Band von endlicher Breite, da zu ver-
schiedenen f in (7) verschiedene Energiewerte gehoren. Die Energie
hangt also, anschaulich gesprochen, von der Geschwindigkeit ab, mit der
das Elektron von Atom zu Atom springt. Die Abhingigkeit der Energie
von T wird hierbei wieder vom Typus der Abb. 2. Insbesondere kann
man diese Abhingigkeit z. B. fiir den Fall berechnen, daB nur die un-
mittelbar benachbarten Ionen eine Rolle spielen. In diesem Falle wird
nach Brocu (9):

E = const + #[1— cosk.d + I —cosk,d + I —cosk,d]. (8)

Hierin ist § eine Konstante, die den Einflul} der Nachbarionen beschreibt,
und deren GréBe im wesentlichen durch die GroBe der Eigenfunktion (6)
am Orte des Nachbaratoms bedingt wird. /% heiBt bisweilen Ubergangs-
frequenz, weil es die reziproke Zeit angibt, die ein aus den Funktionen
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(7) aufgebautes Wellenpaket braucht, um tber mehrere Atome zu zer-
flieBen, wenn es zu Anfang auf ein Atom konzentriert war.

5. Allgemeiner Fall. Wir finden also auch in diesem Grenzfall die-
selben Verhiltnisse vor, wie im vorhergehenden Abschnitt, und man
kann leicht den Zwischenfall qualitativ iibersehen:

Je stiarker man die Bindung macht, um so breiter werden die Stufen
zwischen den einzelnen Bindern, und um so schmaler die Biander selbst,
bis sich schlieBlich bei ganz fest gebundenen Elektronen jedes Band auf
einen einzigen Energiewert zusammenzieht, so dal das Spektrum
schlieBlich in das diskrete Atomspektrum {ibergeht.

Allgemein haben wir somit die folgenden Kenntnisse iiber die Be-
wegung von Elektronen in einem periodischen Potentialfeld gewonnen,
die wir von jetzt ab dauernd benutzen werden:

a) Die Zustinde der Elektronen zerfallen in Gruppen von je N, so
daB die zu jeder Gruppe gehorigen Energiewerte ein bestimmtes Gebiet
{Band) praktisch kontinuierlich ausfiillen.

b) Innerhalb jeder Gruppe kann man die Zustinde ordnen, indem man
jedem einen Wellenvektor zuordnet, dessen zulissige Werte durch (1)
gegeben sind, und der nach (2) fiir die Periodizitdtseigenschaft der
Eigenfunktion (Wellenlinge der , Modulation®) charakteristisch ist.
Jede Komponente von f ist nur bis auf additive ganze Vielfache von

27 .. . . . T
> definiert, und kann z. B. so bestimmt werden, daf} sie zwischen — "

und —l—% liegt.

c) Die zugehérigen Energiebereiche oder ,,Bidnder* schlieBen sich
nicht stetig aneinander an, ihre Rinder sind durch Stufen voneinander
getrennt. Trotzdem kann es vorkommen, daB sich verschiedene Binder
iberlappen. Die Breite der Bander ist um so geringer, je fester die Elek-
tronen gebunden sind; bei fast freien Elektronen wird sie von der GroBen-
ordnung einiger Volt.

d) Innerhalb jeder Gruppe ist die Energie eine Funktion des Vektors
f, die, wenn man z. B. zwei Komponenten festhilt, als Funktion der
dritten ein Bild dhnlich Abb. 2 ergibt. Dabei kann die Kurve auch um-
gekehrt liegen, d.h. f =0 muB nicht immer ein Minimum, sondern
kann auch ein Maximum der Energie sein®. Es ist iibrigens zu betonen,
daf die nach (5) und (8) naheliegende Vermutung, dic Energic sei immer

t Nach Hunp (32) gibt es sogar auch Falle, in denen das Minimum der
Energie weder bei f = onoch bei £y = ky= k= %, sondern bei irgendwelchen
Zwischenwerten liegt. Man kann sich davon iiberzeugen, daB3 auch diese
Komplikation unsere Schluformeln nicht erheblich beeinflussen, sondern
hochstens die Zahlfaktoren etwas abdandern kann.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 18
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eine Summe von Funktionen der einzelnen Komponenten von §, im all-
gemeinen nicht zutrifftr.

Wir sehen insbesondere, dafl immer, — also auch wenn die Energie
des Elektrons kleiner ist als die Schwelle zwischen zwei ,, Potentialtépfen‘
— die Bewegung des Elektrons nicht auf ein Atom beschrinkt ist,
sondern die Eigenfunktion und daher auch die Wahrscheinlichkeit, das
Elektron anzutreffen, im ganzen Metall gleichmaBig von Null verschieden
ist. Anders ausgedriickt, wird eine Wellenfunktion, bei der das Elektron
auf einen kleinen Bereich beschrinkt ist, nicht stationir sein, das Elek-
tron wird fortlaufen. Die Geschwindigkeit, mit der es das tun kann, ist
fiir die Leitfahigkeit von groBer Bedeutung.

Bauen wir uns aus den stationdren Zustanden ein ,,Wellenpaket* in
der Weise auf, daf es einerseits auf einen Bereich beschrinkt ist, der klein
gegen L ist, und andererseits die Werte von £ fiir alle einzelnen Zustinde,
die wir benutzen, sich nur wenig unterscheiden. Dann 148t sich die Ge-
schwindigkeit, mit der sich ein solches Wellenpaket fortbewegt, einfach
berechnen, sobald man den Zusammenhang zwischen ,,Wellenvektor ¥
und Frequenz E/% kennt. Bekanntlich® hat nimlich die Gruppen-
geschwindigkeit eines solchen Pakets die Komponenten:

Ow 1 0FE
vr:gk,,:?.bfr 7:x7y72. (9)

Der Mittelwert der Geschwindigkeit {iber alle in dem Paket vorkommen-
den Zustinde muf also den Wert (9) haben. Da dies unabhingig von der
Form des Paketes gelten soll, so folgt: Der Erwartungswert (Zeitmittel-
wert der klassischen Theorie) der Geschwindigkeit in jedem stationdren
Zustand ist durch die Formel (9) gegeben. In jedem stationiren Zustand
lauft also das Elektron mit im Mittel konstanter Geschwindigkeit.

Der mittlere Elektrizitatstransport wird dann

e dE Io
ev’_fék_r (10)

(¢ = Elektronenladung).

t Wir haben bisher stillschweigend vorausgesetzt, daB es sich um ein
einfach kubisches Gitter handelt. Man kann sich an dieser Stelle leicht iiber-
legen, wie sich die Verhiltnisse dndern, wenn man diese Voraussetzung fallen
laBt. Hat das Gitter eine Basiszelle, die aus b Atomen besteht, so spaltet
jede Gruppe von N Zustinden noch in b Zweige auf, deren jeder sich so ver-
hilt wie die oben untersuchten Gruppen. — Hat das Gitter ferner keine
kubische Symmetrie, so ist die Bedingung (1) dahin abzuindern, daB die
Komponenten von f nach dem durch die Gitterachsen bestimmten affinen
Koordinatensystem ganzzahlige Werte haben. Jede dieser Komponenten ist
bis auf ganze Vielfache von 27/d bestimmt, wenn 4 die Gitterkonstante fiir
die betreffende Achse ist. -

? Vgl. z. B. LamB: Hydrodynamics. 3. Aufl. Cambridge Univ. Press
1906, 361.
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6. Experimentelle Verifikation der Grundlagen. Obwohl die Re-
sultate des vorigen Abschnittes strenge Folgerungen der Theorie sind, ist
es doch an dieser Stelle niitzlich, sich zu {iberlegen, daB diese Resultate
fast unmittelbar durch das Experiment verifiziert werden.

Erstens 148t sich ndmlich die Lavugsche Reflexion der Elektronen-
wellen im Kristallgitter (d. h. die Beugung von Elektronen an Metallen)
direkt durch von auflen hineingeschossene Elektronen priifen. Eine groBe
Reihe von experimentellen Arbeiten (77) lieferte eine direkte Bestdtigung
der theoretischen Formeln (5—7), (39).

Die Tatsache, dafl die moglichen Energieniveaus im Innern eines
Kristalls durch Liicken unterbrochen sind, geht direkt aus zwei Tatsachen
hervor: Aus der Existenz von Spektralgebieten, in denen gewisse Metalle
optisch durchldssig werden (Transmissionsband des Silbers, vgl. [52]),
was bei einem ununterbrochenen kontinuierlichen Termspektrum nicht
moglich wire; und ferner die Feinstruktur der Réntgenabsorptionskan-
ten fester K&rper, die eben davon herriihrt, daB das Elektron, das die
Roéntgenstrahlen absorbiert, nicht einen beliebigen Energiebetrag auf-
nehmen kann, sondern nur einen solchen, daf} es gerade in ein vorhande-
nes Band gelangt. Insbesondere durch die Arbeiten (66) und (67) wurde
gezeigt, daB diese Feinstruktur den theoretischen Erwartungen (37) ent-
spricht.

7. Viele Elektronen. Isolator und Leiter. Handelt es sich nicht
nur um ein Elektron, sondern um viele, so macht sich dies auch dann,
wenn die Wechselwirkung der Elektronen miteinander vernachlissigt
wird, durch das PauLi-Prinzip bemerkbar, wonach sich in einem be-
stimmten stationdren Zustand héchstens zwei Elektronen befinden kén-
nen, und auch das nur dann, wenn sie sich durch die Richtung ihres Eigen-
impulsmomentes (Spin) unterscheiden. In jedem Band von N statio-
niren Zustdnden ist also nur fiir 2 N Elektronen Platz.

Suchen wir uns zunichst diejenige Verteilung der Elektronen auf,
die das Minimum der Gesamtenergie ergibt, so haben wir offenbar den
energetisch tiefsten Zustand mit zwei Elektronen zu besetzen, dann den
nichst hoheren usw. bis alle Elektronen untergebracht sind.

Wir finden nun ganz andere Verhiltnisse, je nachdem hierbei gerade
der oberste Rand eines Bandes erreicht wird, oder das letzte Band, das
wir zu fiillen begonnen hatten, noch freie Plitze aufweist. Im ersten
Fall haben die Elektronen keine Bewegungsfreiheit innerhalb des Bandes,
sie kénnen hochstens ihre Plitze tauschen, was aber wegen der Ununter-
scheidbarkeit der Elektronen kein physikalisch wahrnehmbarer Vorging
wire. Um eine Anderung im Zustand der Elektronen hervorzurufen, muf3
man mindestens ein Elektron in ein anderes Band bringen, wozu aber eine
endliche Energie gehért.

Diese Energie nimmt ein Elektron jedoch z. B. in einem schwachen
elektrischen Feld oder in einem schwachen Temperaturgradienten nicht

18%
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auf. Ein schwaches Feld kann also an einem solchen Kristall tiberhaupt
keine Anderung hervorrufen, es gibt keine elektrische und keine ther-
mische Leitfahigkeit, es handelt sich gar wicht wm ein Metall.

Im zweiten Fall dagegen geniigt eine beliebig kleine Energie, um eines
der Elektronen aus dem héchsten besetzten Zustand auf einen benach-
barten Zustand innerhalb desselben Bandes zu bringen, hierbei entsteht
im allgemeinen ein elektrischer Strom, da der von jedem Elektron her-
rithrende Strom (10) von f d. h. von der Lage des Elektrons innerhalb
des Bandes abhingt. Ebenso entsteht dabei auch im allgemeinen ein
Energiestrom. In diesem Fall liegt also elektrische und thermische Leit-
fahigkeit vor®, es handelt sich wm ein Metall.

Wir sehen, daB im allgemeinen der Unterschied zwischen Isolator und
Metall nicht darin besteht, daB die Elektronen im Metall weniger stark
gebunden sind, sondern dafl sie im Isolator keine Bewegungsfreiheit
haben, so daB} die Zahl der nach rechts laufenden Elektronen immer gleich
der der nach links laufenden ist. (Uber die Rolle von Halbleitern in
diesem Bilde vgl. Abschnitt 27.)

Fir die Frage, ob es sich in einem konkreten Fall um ein Metall oder
einen Isolator handelt, ist die friiher erwihnte Uberlappung der Binder
von groBer Bedeutung. Kimen keine solchen Uberlappungen vor, so
miiten z. B. Kérper mit zwei dufleren Elektronen pro Atom immer Iso-
latoren sein, da 2N Elektronen gerade ein Band ausfiillen. Bei energe-
tischen Uberdeckungen der Binder konnen sich aber die Elektronen
noch auf mehrere Binder verteilen, so daf§ in jedem Band noch Platz
bleibt.

Andererseits spielt auch die Gitterstruktur eine Rolle, da im Fall
einer mehratomigen Basis die Binder noch aufspalten (FuBnote auf
S. 274) und daher kleinere Binder entstehen, die schon mit weniger als
2N Elektronen abgeschlossen sein kénnen.

Trotzdem fillt es bei Betrachtung des periodischen Systems auf, daB3
Isolatoren und Halbleiter vorzugsweise gerade Ordnungszahlen haben,
was wohl auf den erwidhnten Umstand zuriickzufiihren ist.

Wir kénnen jetzt nachtriglich die Rechtfertigung dafiir erbringen,
daBl wir zu Anfang eine willkiirliche Anzahl von Elektronen als',,Rumpf—
elektronen’’ betrachteten und als fest an die Jonen gebunden annahmen,
und nur fiir den Rest der Elektronen die Bewegung untersuchten. Die

t Ist die Wechselwirkung zwischen Nachbaratomen sehr schwach, so
kann auch in diesem Falle die Leitfihigkeit so klein werden, dafl man prak-
tisch von einem Nichtleiter spricht. Der Grund hierfiir kann entweder darin
liegen, daB} in einem Salz die Atome mit nicht abgeschlossenen Schalen sehr
weit voneinander entfernt sitzen, oder daf3 die nicht abgeschlossenen Schalen
im Inneren des Atoms sitzen (seltene Erden). Diese festen Korper sind im
allgemeinen durch einen Paramagnetismus charakterisiert, der dem Gesetz
von CuriEe folgt.
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Resultate werden ndmlich, wie wir jetzt sehen, unabhingig von dieser
Annahme, denn wenn wir noch weitere Elektronen mit zu den ,,AuBeren‘’
gezihlt hitten, so wiren sie in die untersten Binder aufgenommen
worden, und hitten diese vollstandig gefiillt. Sie spielen also fiir Fragen
der Leitfahigkeit keine Rolle.

Wir wollen im folgenden als ,,Leitungselektronen nur solche be-
zeichnen, die sich in nicht vollbesetzten Bindern befinden, und daher
iiberhaupt fiir die Leitfihigkeit in Frage kommen.

II. Thermisches Gleichgewicht.

8. Fermi-Verteilung. Wir haben bisher immer nur diejenige Konfi-
guration der Elektronen betrachtet, die die kleinste Gesamtenergie liefert,
die sich also bei der Temperatur o einstellen wiirde. Um zu {iberlegen,
wie sich die Elektronen bei einer endlichen Temperatur auf die ver-
schiedenen im vorigen Kapitel diskutierten Zustinde verteilen, miissen
wir uns die Elektronen mit einem ,,Warmebad* in Verbindung gesetzt
denken. (Wie wir im nichsten Kapitel sehen werden, spielt in Wirklich-
keit die thermische Bewegung der Ionen die Rolle des Wirmebades.)
Als Wirmebad bezeichnen wir im Sinne der statistischen Mechanik ein
zweites System B, das auf das erste (4) in der folgenden Weise wirkt: Be-~
findet sich das System 4 in einem Zustand a, so kann es durch die
Wechselwirkung mit B in verschiedene andere Zustinde iibergehen. Die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, daB es in einer Zeit d¢ z. B. nach a’ iibergeht,
wenn es zu Anfang in a war, sei wd/. Dem umgekehrten Vorgang soll
die Wahrscheinlichkeit w’'d¢ entsprechen. Ist nun das System B ein
Wirmebad von der Temperatur T, so soll

Lr'— K
w = we *7 (11)

sein, worin E, E’, die Energiewerte der Zustinde a, o’ und % die Borz-
MANNsche Konstante bezeichnet. In unserem Fall kann das System A4
jedes der Metallelektronen sein.

Es sei n(fs) — wo f der im vorigen Kapitel eingefiihrte ,,Wellen-
vektor”, s die Nummer des Bandes — die mittlere Zahl der Elektronen
im Zustande f, s. Die Mittelung kann man sich hierbei entweder als
zeitliche Mittelung iiber ein kleines Intervall oder als Mittelung tiber
viele Zustinde mit benachbartem ¥ vorstellen, beides fiihrt auf dasselbe
Resultat. Dann édndert sich diese Zahl im Laufe der Zeit wegen der
Ubergiange von %, s in andere Zustinde und umgekehrt. Die Wahr-
scheinlichkeit eines bestimmten Uberganges ist dann gegeben durch die
mittlere Zahl der Elektronen im Anfangszustand mal der mittleren Zahl
der freien Plitze im Endzustand, multipliziert mit der in (11) auftreten-
den Wahrscheinlichkeit w fiir esn Elektron. Betrachten wir zunichst nur
die Elektronen mit gegebener Spinrichtung, von denen nur eines in
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jedem stationdren Zustand Platz hat, so wird die Zahl der von ¥ s nach
¥'s’ in der Zeit d¢ ibergehenden Elektronen:

w-nEs) 1 —n(¥'s")]dt (12a)
und die Hiufigkeit des umgekehrten Uberganges:
w' -t s"[1 —n(ts)]de. (12b)

Infolge der Wechselwirkung mit dem Wirmebad wird also die Zahl der
Elektronen in einem Zustand so lange wachsen, die im anderen solange
abnehmen, bis die Hiufigkeiten (12a) und (12b) gleich geworden sind,
und die Uberginge einander kompensieren. Fiir den Gleichgewichts-
zustand gilt also wegen (11):
s G e S

1—n(s) T ~n(f’s’)'e ) (13)
Diese Relation soll fiir alle Paare von Zustinden fs und ¥'s’ gelten, fiir
die die Wahrscheinlichkeit w nicht verschwindet. Wenn also die Zu-
stinde nicht gerade in solche Gruppen zerfallen, daB w immer ver-
schwindet, wenn die beiden Zustinde verschiedenen Gruppen angehéren,
d. h. wenn nicht trotz der Wechselwirkung mit dem Wirmebad noch
Integrale der Bewegungsgleichungen bestehen bleiben, so kann offenbar
(x3) nur dann allgemein gelten, wenn

nts 57
1 —ns)
fiir alle Zustinde denselben Wert hat. Hieraus folgt leicht die Grund-
formel der FERMIschen Statistik (17)

n(s) = HEE 9] fB) = — =5, (14)

1+e *7?

in der E, eine von E unabhingige, dagegen im allgemeinen temperatur-
abhingige Konstante ist, die so bestimmt werden muB, daB die Gesamt-
zahl aller Elektronen
nlN = ZZn(f,s) (15)

(Faktor 2 wegen der beiden mdglichen Orientierungen des Spins) den
richtigen Wert bekommt.

Zu summieren ist hierbei {iber alle moglichen Bewegungszustinde
in den in Betracht gezogenen Bindern.

Die , FErMische Funktion f (E) ist in Abb. 3 dargestellt. Sie ist
1, wenn E,—E>%T und o, wenn E —E,>kT. Fiir tiefe Temperaturen
nihert sich also f — wie dies nach den Uberlegungen des vorigen Ka-
pitels evident ist — der in Abb. 3 punktiert eingezeichneten Treppen-
funktion f,. Wenn wir statt mit f mit f, rechnen, so stellen wir damit
den EinfluB derjenigen Elektronen falsch dar, fiir die |E —E,|<kT.
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Diese Vernachlissigung ist erlaubt, wenn die Zahl dieser Elektronen
klein ist sowohl gegen die Zahl der im ,leitenden Band* vorhandenen
Elektronen, als auch gegen die Zahl der dort noch freien Plitze. Be-
zeichnen E, und E,, den tiefsten und hochsten Energiewert des be-
treffenden Bandes, so erfiillen die Elektronen ein Energiegebiet der
GroBe E, —E,,, noch frei ist dagegen das Gebiet E,,—E,. Man darf also
mit f, rechnen, wenn diese beiden Gebiete grol gegen &7 sind, d.h.
wenn T<€7T,, worin

E En - E,

T, der Kleinere der Werte > % und (16)

T, heiBt die Entartungstemperatur.

Abgesehen von Ausnahmefillen, in denen das leitende Band fast
besetzt oder fast unbesetzt ist, und die wir im 27. Abschnitt behandeln
werden, ist sowohl F,—FE, als E,,—F,

n n
von der GrdBenordnung der Bandbreite ok
E,,—E,. Nach Abschnitt 3 liegt diese e
aber zwischen 0,1 7 und einigen Volt 1
und daher wird T, von der GréBenord- —= £
5 1 . ) =T
nung 10° bis 10* Grad. Fir alle gewShn- }a

lichen Temperaturen bleibt also T<€T,
und f fast identisch mit f,.

Diesen Sachverhalt benutzen wir, um Integrale vom folgenden Typus
zu berechnen, die wir im folgenden dauernd benétigen werden:

Abb. 3. Fermi-Verteilung.

E,,
[p®LaE, (17)
Eﬂ
worin @ (E) eine bis auf gewisse Stetigkeitseigenschaften beliebige I'unk-
tion der Energie ist. 5—1’; ist, solange 7€ T, nur in der Umgebung des

Punktes E, von Null verschieden, man kann also ¢ in der Umgebung
dieses Punktes in eine Tavror-Reihe zerlegen, von der wir die ersten
drei Glieder benutzen:

a s
P (E) = g (E)+ (E—E)TT) + 1 (E—EF(E), -
Dementsprechend wird das Integral (17)
df de af @ daf
E) [ dF+< )J(F EyHap4! (mz) JE—Ey i,

worin alle Integrationen von — o0 bis + o0 erstreckt werden kénnen, da
afr
dE
erste Integral wird f(00) —f(0) = —1, das zweite verschwindet, weil der
Integrand ungerade ist, das dritte wurde von SOMMERFELD (55) berech-

net und liefert den Wert — "#1)° o daB (17) iibergeht in:

in einiger Entfernung von der Stelle £, sehr rasch verschwindet. Das




Fiir viele Zwecke wird uns das erste Glied von (18), das der Funktion f,
entspricht, geniigen. Wir bezeichnen es als die ,,erste Nidherung® des
Integrals (17).

9. Spezifische Warme. Die im vorigen Abschnitt besprochene Ent-
artung, d. h. die Tatsache, daB die Verteilungsfunktion fiir 7<€ T, fast
in ihrem ganzen Verlauf temperaturunabhingig wird, duert sich auch
darin, daBl die Energie der Verteilung (14) fast unabhingig von der
Temperatur, und daher die spezifische Wirme. der Elektronen sehr
klein wird.

Die Gesamtenergie der Elektronen wird:

E = ZZE(fs) n(Es).

Bezeichnen wir die Gesamtzahl derjenigen nach (1) zulidssigen ¥-Werte,
fiir die die zugehorige Energie kleiner als E ist, mit Z(E), so wird hieraus:

E=2[E-[(E)-dZ(E)=2-[S2 . E-{(B)dE

Bilden wir 2% und beriicksichtigen, da3

aT
of  0f [E~E,  dFE,
o1 T OE’ ('*  tar
so wird dies:
dE 2z rdf df
7= 7 g E—E)-E- 5 dE—ZeTT dEE*dE

Formen wir die auftretenden Integrale unter Benutzung von (18) um,
und beachten, daB == klem ist, so daB3 wir uns im zweiten Term auf die

,,erste Ndherung* beschranken koénnen, so folgt:

dE 2 [d( dZﬂ _ (kT)2

(19)

dz\ dE,
at =1 [ap\baE +2 E( )

dE E 4T '
Den Wert von ‘;%0 fir tiefe Temperaturen entnehmen wir aus der

Bedingung
amh) _ f ndz,
4T d T

die durch eine analoge Umformung iibergeht in:

_ 2 (&L wET)y az) ako
0= T'(dB)EO 3 + 2 (dE)EO dT

SchlieBlich wird also die spezifische Wirme der Elektronen:

dE az 2712
e (dE)rokT 3 (20)

0 = 2N
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Da kT- ( ) gleich der Zahl derjenigen Elektronen ist, deren Energie

sich von E, um weniger als 2T unterscheidet, und daher um etwa 7/T,
kleiner ist als die Zahl #N aller Elektronen, so erhalten wir fiir die
GréBenordnung von (20):

dE

a7 Nk WTT

Dieser Ausdruck ist zu klein, um bei gewShnlichen Temperaturen nach-
weisbar zu sein. Bei tiefen Temperaturen verschwindet er jedoch lang-
samer als die spezifische Warme des Kristallgitters (die proportional zu
T3 ist), und sollte daher bei sehr tiefen Temperaturen beobachtbar
werden. Bisher ist aber der experimentelle Nachweis dieser Elektronen-
wiarme noch nicht gelungen.

10. Magnetisches Verhalten. Eine wichtige Anwendung der Theo-
rie betrifft das Verhalten der Metalle im magnetischen Feld. Wir miissen
hier zwei Effekte unterscheiden: Die Wirkung des Magnetfeldes auf die
Bahn und auf das Eigenmoment (Spin) des Elektrons.

Die Wirkung auf den Spin hat bekanntlich zur Folge, da3 das Spin-
moment des Elektrons zwei stationire Orientierungen annehmen kann,
so daB die Komponente des magnetischen Moments in der Feldrichtung

entweder + u oder —pist. (u = E% ist das Bonrsche Magneton). Wir

wollen der Kiirze halber sagen, der Spin sei parallel bzw. antiparalell
zum Feld orientiert. Dann gilt (14) wieder fir die Verteilung der Elek-
tronen, wobel nur unter E jetzt die Gesamtenergie, einschlieBlich der
magnetischen Energie + uH zu verstehen ist. Wollen wir also mit E
wie frither nur die Bahnenergie bezeichnen, so miissen wir schreiben:
I

n(f) = L EE ~uH’ n(f) = L B EotuH’

kT RT

wobei #_bzw. n_ die Zahl der parallel bzw. antiparallel orientierten
Elektronen in einem bestimmten Bewegungszustand bezeichnet. Mit
den Bezeichnungen des vorigen Abschnittes ist also die Gesamtzahl
der parallel bzw. antiparallel orientierten Elektronen, solange die
,.erste Niaherung® von (18) erlaubt ist, d. h. solange T <€ T,:

E

7

N = [n 24F = 2(E, + uH); N_=Z(E,—uH). (21)

E

7t

1

Hieraus ergibt sich der Uberschu3 der parallel orientierten:
N —N_ = Z(E,+ uH) — Z(E, — uH) = ZUH(;ié)
und daher das magnetische Moment :

2 az
M= 2u H-(dE)EO,
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mithin die paramagnetische Suszeptibilitit:

M az
x:ﬁ~2u (dE)FO (22)
(22) gilt fur T<€ T, d. h. fiir solche Temperaturen, fiir die die Elektronen-
verteilung noch vollig entartet ist. Fiir diese Temperaturen ist die Sus-
zeptibilitit demnach unabhingig von der Temperatur.

(22) gilt ferner fiir solche Felder, bei denen es erlaubt ist, die Differenz
durch den Differentialquotienten zu ersetzen, d. h. bei denen das Moment
M noch klein gegen das Sittigungsmoment un N ist.

Zur Abschitzung der GréBenordnung bemerken wir, dal Z (£ ,,l)

Z(E,) = N ist, (Zahl der Zustinde in einem Band) und daB daher ﬁ

von der GréBenordnung ——— y N wird, falls das Band nicht gerade fast

E’ll
voll oder fast leer ist. Benutzen wir gemif3 der fritheren Abschitzung
einen Wert der Bandbreite von etwa I V, so bekommen wir fiir die molare
Suszeptibilitit etwa 3.1075 el. magn. Einh. in Ubereinstimmung mit der
empirischen Gré8enordnung fiir paramagnetische Metalle.

Wenn man jedoch dieses Resultat im einzelnen mit den experimen-

tellen Werten vergleichen will, so mul3 man erstens berticksichtigen, dal3
die Annahme 92 co — N
dE < Em — Eu
fast freien oder fast besetztem Band ganz versagen wird. Zweitens beob-
achtet man experimentell immer die Differenz aus dem Paramagnetismus
und dem spiter zu besprechenden Diamagnetismus. Hierdurch wird im
allgemeinen, solange der Paramagnetismus iiberwiegt, die Gré8enord-
nung nicht gestort, die Differenz kann aber zufillig sehr klein werden.
Beide Umstidnde wirken in der Richtung, dal} die theoretische Suszepti-
bilitdt zu groB wird. Berechnen wir umgekehrt mit Hilfe dieser Nahe-
rungsformel die Bandbreite E,,—E, aus den experimentellen Suszepti-
bilitdten, so wird sie ebenfalls zu groB. In entgegengesetzter Richtung
wirkt der Umstand, daB im Falle von mehreren nicht vollig gefiillten
Bindern jedes einen Paramagnetismus der berechneten GréBenordnung
liefert. Mit diesen Vorbehalten ist die folgende Tabelle zu betrachten,

in der die Bandbreite aus der Formel E,,— F, N

nur eine grobe Niherung darstellt, und bei

abgeschatzt wurde

(Zahlwerte von y aus [73]:

Metall: 4/ Cs Ca Cr Ir K Li Mg Mw Mo Pd
Bandbreite in V: 3,7 2,10 1,4 0,36 24 31 1,7 44 0O,I2. 1,0 O,II

Metall: Pt Rh Rb Ru Svr Th T: V W Sn Zr
Bandbreite in V: o,11 0,28 34 066 20 1,3 1,0 049 1,3 254 7,0
Die auBerordentlich hohen Werte bei S» und Zr sind wahrscheinlich durch
den Diamagnetismus vorgetduscht. Im ganzen liefert aber diese Zu-
sammenstellung eine gute Rechtfertigung dafiir, daBl wir mit einer Band-
breite zwischen 0,1 und einigen Volt und daher mit einer Entartungs-



Elektronentheorie der Metalle. 283

temperatur zwischen 10° und 10* Grad rechnen. Insbesondere unsere
Schliisse iiber die Entartung bei gewthnlichen Temperaturen und iiber
die spezifische Warme erhalten so erst ihre eigentliche Rechtfertigung.

Das Magnetfeld wirkt aber nicht nur auf den Spin der Elektronen,
sondern auch auf ihre Bahnbewegung. Es ist bekannt, da dieser Ein-
fluB bei Gasen ebenfalls einen Paramagnetismus bedingen kann, wenn
das ganze Atom im stationiren Zustand ein Bahnmoment hat, das sich
dann in die Feldrichtung einstellen kann. Im Metall wird dies jedoch
wegen der Wechselwirkung der Atome nicht mehr der Fall sein; wenn
selbst die Atome ein Bahnmoment haben, so wird dieses nicht frei dreh-
bar sein, sondern relativ zu den Gitterachsen fest orientiert. (Eine Aus-
nahme bilden die seltenen Erden, bei denen sich die nicht abgeschlosse-
nen Schalen im Innern des Atoms befinden, und fiir die daher die Wech-
selwirkung mit dem Nachbaratom besonders schwach ist. Sie liegen aber
wegen ihrer schlechten Leitfdhigkeit auBlerhalb des Rahmens unserer
Betrachtungen.)

AuBerdem lenkt aber das Magnetfeld durch die LorenTz-Kraft die
Elektronen stindig in ihrer Bahn ab, und dies hat in einem Atom eine
Prizession der Elektronen um die Feldrichtung zur Folge, die bekannt-
lich fiir den Diamagnetismus von Gasen verantwortlich ist. In unserem
Falle liegen die Verhiltnisse fiir Ionen, d.h. fiir die abgeschlossenen
Schalen, die bei Fortnehmen der Leitungselektronen iibrig bleiben, genau
wie fiir Edelgase, und wir werden daher von diesen Ionen einen Dia-
magnetismus von derselben GréBenordnung wie von entsprechenden
Atomen erwarten. Insbesondere wird auch dieser Diamagnetismus tem-
peraturunabhingig und von der mittleren GroBenordnung 5.10°7 pro
Gramm.

Bei dieser Uberlegung sind aber noch die Leitungselektronen auBer
acht gelassen, die infolge der Ablenkung durch die LoreEnTz-Kraft in
komplizierter Weise gestért werden und ebenfalls einen Beitrag zur
Suszeptibilitit liefern kénnen. In der klassischen Theorie verschwindet
dieser Beitrag (wie iiberhaupt jeder Diamagnetismus). LaNDpavU (38) hat
jedoch nachgewiesen, daB in der Quantentheorie auch freie Elektronen
einen Diamagnetismus besitzen, der gerade T/, des Paramagnetismus
kompensiert. Es ist aber natiirlich unzulissig, dieses Resultat auf wirk-
liche Metalle anzuwenden, denn der von der Bahn herrithrende Dia-
magnetismus wird fiir Elektronen in einem Kristallgitter sicher wesent-
lich von dem fiir freie Elektronen verschieden sein, im Gegensatz zum

az zum
dE

Ausdruck kommt, und der daher weniger empfindlich gegen die Form
des Potentials ist. Eine theoretische Untersuchung des Diamagnetismus
von Elektronen im periodischen Feld steht noch aus. Sie hitte u.a. die
anomalen Effekte der Wismutgruppe zu erklaren (70).

Paramagnetismus, bei dem das Potential nur in der Form von
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Fir das magnetische Verhalten der Metalle kann die in unseren
Voraussetzungen vernachlissigte Wechselwirkung der Elektronen unter-
einander von entscheidender Bedeutung sein. Bei gewissen Metallen
fiihrt sie zu dem ferromagnetischen Verhalten. Es ist moglich, dieses
Verhalten qualitativ zu verstehen, wenn man vereinfachende Annahmen
macht, die grober sind als unsere bisherigen Uberlegungen, dafiir aber
die Elektronenwechselwirkung zu berticksichtigen gestatten. Wir miissen
es uns aber hier versagen, auf diese Theorien und ihren Zusammenhang
mit den hier benutzten Methoden einzugehen.

11. Kontaktpotential. Bisher haben wir das Nullniveau der Ener-
gie, auf das wir unsere Werte bezogen, noch unbestimmt gelassen, da
wir uns nur fiir Energiedifferenzen interessierten. Fiir die in den folgen-
den Abschnitten zu behandelnden Fragen ist es jedoch wichtig, Energie-
werte von Elektronen im Innern eines Metalls mit denen von freien
Elektronen oder von Elektronen in einem anderen Metall vergleichen
zu kénnen. Zu diesem Zweck ist es also wichtig, eine unserer Konstanten,
z. B. E, absolut zu kennen, wenn man das Potential auBlerhalb des
Metalles Null setzt. Dieser Wert wird beeinflu3t:

I. Durch den Verlauf des Potentials im Innern des Metalls. Eine
Veranderung des Potentialverlaufs wiirde die Lage der Binder ver-
andern.

2. Durch das Verhalten des Potentials an der Oberfldche, d. h. durch
Anomalien der Gitterstruktur an der Oberfliche sowie durch eventuelle
an der Oberfliche auftretende Ladungsschichten (Elektronenanhiaufung
oder -verarmung) und durch Doppelschichten ; schlieBlich durch eventuell
adsorbierte Gasschichten.

3. Durch die Bildkraft, d. h. durch die Tatsache, daB3 beim Heraus-
ziehen eines Elektrons aus dem Metall die tbrigen Elektronen sich in der
Nihe der Oberfliche so anzuordnen versuchen, daB sie das von diesem
hervorgerufene Feld im Innern kompensieren (51a). Eine vollstindige
Kompensation wird hier jedoch nur méglich sein, wenn das Elektron
sich schon in einem Abstand von der Oberfliche befindet, der groB gegen
d ist. Der Verlauf der Bildkraft in dem interessantesten Gebiet nahe der
Oberfliche ist also unbekannt.

Von diesen drei Effekten ist der zweite am schwersten einer theo-
retischen Untersuchung zuginglich. Man hat daher hiufig versucht,
orientierende Abschitzungen zu erhalten, indem man die Oberfliche
durch primitive Annahmen schematisierte; z. B. kann man annehmen,
daf3 das Potential U dadurch erzeugt wird, dal man an jedem Gitter-
punkt die Ladungsverteilung eines einzelnen isolierten Atoms ansetzt,
und das Gitter an einer bestimmten Gitterebene abgebrochen denkt, ohne
es zu deformieren, und ohne die Ladungsverteilung der Grenzatome zu
dndern (7).



Unter dieser Annahme und unter Vernachlissigung der Bildkraft
kann man E, in dem in Abschnitt 4 untersuchten Grenzfall stark ge-
bundener Elektronen leicht abschitzen; bis auf die dort erwihnte Ver-
schiebung, die von der GréBenordnung der Bandbreite wird, ist E,
gleich der Ionisierungsenergie des einzelnen Atoms. Anscheinend ist dies
die praktisch brauchbarste Abschitzung, die man bisher geben kann.

Im entgegengesetzten Fall fast freier Elektronen ist die Abschitzung
viel schwerer. Man findet in der Literatur hiufig die Angabe, daB F,
mit dem Raummittelwert des Potentials U tibereinstimmt. Das ist aber
unrichtig, weil nach Abschnitt 3 fiir fast freie Elektronen der Raum-
mittelwert U, des Potentials mit dem unteren Rande des wuntersten Ban-
des zusammenféllt. Das unterste Band kann aber nicht die Leitungs-
elektronen enthalten, denn bei der allmahlichen Besetzung der Niveaus
mit Elektronen sind die untersten Binder fiir die inneren Elektronen
des Atoms (die wir mit zum Rumpf gerechnet haben) zu reservieren?.
Zwischen U, und E, besteht also auch fiir fast freie Elektronen, und
auch bei Vernachlissigung der Einfliisse 2 und 3 kein Zusammenhang.
Die Berechnung von E,, aus theoretischen Daten ist ein bisher ungeldstes
Problem.

Das gleiche gilt von der Besprechung der absoluten Gréfle von E,,
da man die Differenz £, — E,,, wie wir frither sahen, einigermaflen ab-
schitzen kann. Diese Energie E, hat nun einen sehr einfachen physi-
kalischen Sinn: sie ist ndmlich fiir T = o die Energiedifferenz zwischen
den energiereichsten Elektronen im Metall und einem Elektron, das sich
ohne kinetische Energie aufBlerhalb des Metalls befindet. E, ist also
die minimale Energie, die man braucht, um ein Elektron aus dem Metall
herauszureiBlen.

Wir haben nun zunichst eine einfache Moglichkeit zur Priifung,
zwar nicht des Wertes von E, selbst, aber seiner Differenzen fiir ver-
schiedene Metalle.

Bringen wir ndmlich zwei Metalle 4 und B an einer Stelle zur Be-
rihrung (Abb. 4), so werden die Werte von £, in beiden Metallen zu-
nichst verschieden sein. Der E,-Wert von
4 sei der hchere. Dann konnen also die 4x[— 7 T 7 1 5%
schnellsten Elektronen aus A4 nach B iber- 7
gehen, denn sie kommen dabei auf Energie-
niveaus, die im Innern von B noch nicht
besetzt sind. Umgekehrt konnen aber keine Elektronen von B nach 4
iibergehen, weil sie alle Energien haben, die kleiner sind als Ef, also
erst recht kleiner als E<'. Die ihnen zukommenden Plitze in A sind
alsoschon besetzt. B wird daher gegeniiber A negativ aufgeladen werden,

V]

Abb. 4. Kontaktpotential.

t Das heiB3t aber nicht etwa, dal U, die Austrittsarbeit fiir K-Elektronen
bedeutet, denn fiir diese ist natiirlich die Annahme schwacher Bindung nie-
mals zulassig.
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bis die sich ausbildende Potentialdifferenz ein weiteres Uberstrémen von
Elektronen verhindert. Das ist dann der Fall, wenn die Konstanten E,,
fiir beide Metalle einander gleich geworden sind. Denn nur dann gilt
Gleichung (14) fir das aus beiden Metallen bestehende System als Gan-
zes, nur dann herrscht also vollstindiges thermisches Gleichgewicht.
Betrachtet man nun den Rand 7,4, so wird die Ladungsverteilung an der
Oberfliche nicht durch die am anderen Ende stattfindende Berithrung
beeinfluBt werden, der Potentialunterschied zwischen dem Punkte P,
und den schnellsten in 4 vorhandenen Elektronen wird also nach wie vor
den Wert E4 haben. Das gleiche gilt fiir P;. Andererseits sind jetzt
die Energieniveaus der schnellsten Elektronen wie wir sahen, in 4 und
B einander gleich geworden. Zwischen den Punkten P, und P herrscht
also eine Potentialdifferenz der GréBe EZ— EZ, (Kontaktpotential)
die der Messung zugéinglich ist.

12. Gliihelektronenemission (RicuarpsoN-Effekt). Die Energie E,
spielt ferner bei jeder Art von Elektronenemission eine wichtige Rolle,
z. B. bei der thermischen Emission (RicHARDsoN-Effekt). Es kénnen
nidmlich aus dem Metall nur solche Elektronen austreten, deren Energie
gréBer als o ist. Fiir alle Temperaturen, fiir die noch 27T<€ |E,|, —
d. h. praktisch fiir alle Temperaturen — ist fiir diese Elektronen das
zweite Glied im Nenner von (14) gegeniiber dem ersten zu vernachlissigen
und die Zahl der Elektronen in jedem solchen Zustand wird daher:

E—F,
< (14a)

Es geniigt aber nicht, zu wissen, wieviel Elektronen energetisch die
Méglichkeit haben, das Metall zu verlassen, sondern man muf3 noch
wissen, wie viele von ihnen pro Zeiteinheit wirklich herauskommen.
Unter den Elektronen mit ausreichender Energie sind das nur diejenigen,
die erstens in der betrachteten Zeit auf die Oberfliche treffen, und
zweitens dort nicht wieder ins Innere reflektiert, sondern nach auBlen

durchgelassen werden. Von den 2 # (E) % Elektronen mit der Energie E

wird ein bestimmter Bruchteil P pro Zeiteinheit auf ein bestimmtes

Oberfldchenstiick von der GréBe 1 treffen. Von diesen werden noch einige

reflektiert, so daB nur ein weiterer Bruchteil D, also 2 D.P.#n. Z—gdas

Metall verlassen. Die Gesamtemission wird nun durch das Integral dieses
Ausdruckes iiber alle positiven Werte von E gegeben, wobel aber wegen
des raschen Abfalles der Funktion (14a) nur die kleinstmdéglichen Werte
von E eine Rolle spielen. Wir kénnen alle anderen Faktoren in der Nédhe
des tiefsten vorkommenden Energiewertes nach Potenzen von E ent-
wickeln. Dieser Wert wird im allgemeinen E = o sein, sofern namlich
E =0 nicht gerade in eine Liicke zwischen zwei Bindern fallt (d. h.
wenn nicht gerade Elektronen, die mit Geschwindigkeiten sehr nahe an
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Null von auBen auf das Metall treffen, LAUE-Reflexionen erleiden
wiirden). Diese M&glichkeit wollen wir als Ausnahmefall zun4chst aus-
schlieBen.
d
adE

konnen sie bei der Integration als konstant betrachten. Dagegen wird
sich D in der Ndahe von E = o im allgemeinen wie eine Potenz verhalten.
Denken wir ndmlich etwa, um die Verhiltnisse zu prézisieren, an fast
freie Elektronen und an eine vollig ,,glatte” Oberflache, so daf also das
Potential in der Ndhe der Oberfliche nur von der Koordinate senkrecht
zur Oberfliche abhidngt. Dann kdnnen nach der klassischen Mechanik
nur diejenigen Elektronen die Potentialstufe iibersteigen, fiir die allein
die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Oberfliche schon aus-
reichende kinetische Energie liefert, um die Schwelle zu iiberschreiten.
In diesem Fall wird die Durchlassigkeit D in der Nihe von £ = o pro-
portional zu E. In der Quantenmechanik gilt dieses Resultat nur, wenn
die Potentialstufe flach genug ist, d. h. wenn der Potentialanstieg auf
einer Strecke erfolgt, die groB gegen die Wellenlidnge der Elektronen ist.
Liegt aber der ganze Potentialanstieg innerhalb einer Wellenlinge, so
besteht selbst fiir senkrecht auftreffende Elektronen mit ausreichender
Energie eine merkliche Wahrscheinlichkeit, reflektiert zu werden. In
diesem Fall wird die Durchlissigkeit der Schwelle proportional E’
In Wirklichkeit ist jedoch die Ausdehnung der Potentialstufe von der
GréBenordnung des Atomabstands, d. h. von derselben Gréenordnung
wie die Wellenldnge selbst. AuBerdem ist die Idealisierung ganz freier
Elektronen und einer glatten Oberflidche sicher zu grob, so daff wir die
Durchlassigkeit D in der Form

D — (E/El)m

mit unbestimmtem Exponenten m ansetzen miissen.

Die Energie E,, d.h. diejenige Energie, die die Elektronen haben
miissen, damit die Durchldssigkeit 1 wird, ist von der GréBenordnung
des unteren Randes desjenigen Bandes, zu dem £ = o gehért. Sie kann
daher, aber muf3 nicht, mit dem frither auftretenden unteren Rand E,
des leitenden Bandes identisch sein. Nunmehr wird die Gesamtemission :

Dann sind also P und az fir E = o von Null verschieden. Wir

% —@?O m ,,,];,
z]n-W.D-%.dE:z(W%) e BT | (EE) e *T JE
[ | ,, -
az — L,”,(k[)m-i—r .
= Z(Wzi*E:)o‘g kT Ei’l 'I(m)- (23)

Zu einer sehr groben Abschitzung der GréBenordnung bemerken wir,
daB (W57
ar

Atome pro Volumeneinheit, » mittlere Geschwindigkeit eines Elektrons mit

von der GréBenordnung % ]; - v sein wird (N/V Zahl der
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der Energie 0). Setzen wir fiir E, die frither berechnete Bandbreite ein,
und fiir v die Geschwindigkeit eines freien Elektrons mit der kinetischen
Energie E,, so wird die Zahl der pro Zeit- und Flicheneinheit aus-
tretenden Elektronen:
— | £

T>m+1677' ;0 1 :%N 10%°, (239
Der hierin noch unbestimmte Exponent # ist mdglicherweise empi-
risch bestimmbar, die Genauigkeit der vorhandenen Experimente reicht
hierzu aber nicht aus, da eine sehr genaue Kenntnis des Exponential-
faktors notwendig wire. Dieser Faktor ist das Charakteristischste fiir
den Effekt und ist experimentell gut bestitigt (73). Die Konstante E,
hat die gleiche Bedeutung wie im vorigen Abschnitt. Das Kontakipoten-
tial zwischen zwes Metallen 15t also im allgemeinen gleich der Differenz der
zugehorigen thermischen Austritisarbeiten.

Die Energieverteilung der austretenden Elektronen ist nach (14a)
im wesentlichen eine MAXWELL-Verteilung; die Faktoren P und D kénnen
sie jedoch noch erheblich verzerren.

,,Im allgemeinen — muBten wir oben deshalb sagen, weil noch der
erwihnte Ausnahmefall méglich ist, in dem der Energiewert £ = o ge-
rade zwischen zwei Biander fillt. In diesem Fall ist die kleinste Energie,
mit der die Elektronen austreten konnen, groBer als Null. Von auBen
wire dies also daran zu erkennen, daB die Elektronen alle mit einer be-
stimmten Minimalenergie austreten. (Es ist freilich zu beachten, daB
diese Energie durch unelastische Sté8e an der Metalloberfliche verloren
gehen kann.) Fir die Intensitit der Emission hat dies zur Folge, da
erstens im Exponenten von (23) eine Energie auftritt, die gréBer als | E, |
ist, so daf also in diesem Fall die Beziehung zwischen Kontakipotential und
RICHARDSON-A7rbeit zevstort wird. AuBerdem kommt hinzu, daBB wir uns
nun am unteren Rand eines Bandes befinden, so dall nun zwar D als

az

i Der
Exponent / kann also in solchen Fillen einen anderen Wert haben als
bei gewShnlichen Metallen.

00 10 - T'(m) (TI

konstant behandelt werden kann, dagegen nicht mehr P und

13. Optisches Verhalten. Ein weiteres Problem der Metallphysik
ist die Wirkung von Licht auf Metalle. Wir nehmen an, daB eine ebene
Lichtweller mit dem Vektorpotential

D) (D)) SR (24)

auf das Metall wirkt, und fragen zunichst, unter welchen Umstinden das
Metall diese Strahlung absorbieren kann. Hierbei kénnen jedoch die
bisher noch nicht studierten ZusammenstéBe der Elektronen mit den ther-

t Eigentlich sollte wegen der Absorption eine gedampfte Welle angesetzt
werden. Vgl. hieriiber S. 291.
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mischen Gitterschwingungen eine Rolle spielen. Das ist bei hinreichend
kleinen Frequenzen sicher der Fall, denn wenn die Lichtschwingung so

langsam erfolgt, daf3 sich in einer Zeit, die klein gegen ' ist, schon das
w

Gleichgewicht herstellt, so wirkt die elektrische Feldstirke genau so,
als ob sie zeitlich konstant wire, im Metall flie3t der Strom ¢ E und die
Leitfahigkeit ¢ hat denselben Wert wie fiir konstante Felder. Man kann
hier also die optischen Eigenschaften nach den phinomenologischen
Gleichungen der klassischen Elektrodynamik berechnen.

Ist umgekehrt die Frequenz so groB3, daB3 im Laufe einer Periode nur
mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit eine Ablenkung des Elektrons durch
die Gitterschwingungen zustandekommt, d. h. ist @ grof3 gegen die StoB3-
wahrscheinlichkeit, die nach Ausweis der experimentellen Leitfahigkeit
die GréBenordnung 10" sec* hat, so darf man in erster Naherung von
den Zusammenst6Ben absehen. Wir wollen im folgenden annehmen, daB3
es sich um diesen Grenzfall handelt, da der entgegengesetzte fiir eine
Elektronentheorie kein Interesse bietet.

Dann wird die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Elektron aus einem
Anfangszustand ¥ s in einen anderen Zustand I’ s’ iibergeht, nach einer

allgemeinen Regel der Quantenmechanik (siehe z. B. [28], Gl. [229])

¢ .
—(E('s)—E@Es)2 2

Viee? a (25)

o

I
7.2

worin Ve das Matrixelement der Stérungsenergie ist, also in unserem
Fall die Form hat:

Vigpe =—ifi—— [y} Ugradyp.dT

4
me .
(s, sind die Eigenfunktionen ohne Licht, die wir im ersten Kapitel unter-
suchten). Durch Ausfithrung der Integration sieht man leicht, daB (25)

nur dann fiir lange Zeiten anwichst, wenn Resonanz besteht, d. h. wenn
Efs)—E{'s)+Aw =0 (27)

und daB daher die Wahrscheinlichkeit, pro Zeiteinheit, da3 der Ubergang
stattfindet, die Form annimmt:

2 Vi *O(ERS) — E(s) — hw), (28)

worin d (x) eine Funktion ist, die nur in der unmittelbaren Umgebung des
Punktes ¥ = 0 von Null verschieden ist, und dort so grol} wird, daf3

~

[d(x)dx = 1. (29)

Wegen der Ortsabhingigkeit von U und von vy (vgl. Gl. [2]) folgt ferner,
daB der Integrand von (26) sich beim Verschieben des Koordinaten-
systems lings der x-Achse um d mit

pid\kr — &, — K))

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 10
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multipliziert. Das Volumenintegral (26) kann daher nur von Null ver-
schieden sein, wenn dieser Faktor 1 ist, d. h. wenn

k,’r_ kx - Ifx - 07 i_ % ’ (303)
Entsprechend gilt natiirlich auch

by —ky— K, =0, 2%, .. (30b)

Bo—b—K =0, x", ... (30¢)

Fiir alle Uberginge, die die Auswahlregel (30) nicht erfiillen, verschwin-
det die Ubergangswahrscheinlichkeit.

Anschaulich 148t sich diese Regel so formulieren:

Es konnen nur solche Uberginge stattfinden, bei denen sich an allen
Gitterpunkten die Phase von Anfangs- und Endzustand gerade um die Phase
der Lichiwelle unterscheiden.

Fiir viele Zwecke kann man iibrigens K in (30) vernachlissigen, weil

im optischen Gebiet 434, also K <€ 2 dn— und daher fast immer K<€4 ist.

Welche Uberginge lassen die Bedingungen (26) und (30) zu? Um
dies zu untersuchen, zeichnen wir (Abb. 5) die Energie als Funktion
von { fiir alle moglichen Werte von s auf. Durch
die Beziehungen (27) und (28) wird dann eine
Gerade durch den Punkt f, E(f) definiert, die
durch den Parameter K beschrieben wird; wir

£
\ kénnen diese Uberlegung in einer Dimension an-

Fs’ stellen, wenn wir die Einfallsrichtung des Lich-
tes, d. h. die Richtung von & als gegeben be-
trachten.

%50 P Jeder Schuittpunkt der Geraden mit einer

-z 4 % der Energiekurven liefert dann eine Ldsung der
Abb. 5. Auswablregel fir ~ Gleichungen (27), (30) und damit einen mdg-
Lichtabsorption- lichen Ubergang. Wir entnehmen der Abbildung

unmittelbar: Fiir jeden Anfangszustand des Elektrons gibt es in jedem
héhergelegenen Bande einen Zustand, in den es durch Lichtabsorption
iibergehen kann. Jedes Elektron besitzt also ein diskretes Absorptions-
spektrum. Nur die Tatsache, daB diese Absorptionsfrequenzen vom An-
fangszustand abhingen (weil die verschiedenen Energiekurven in Abb. 5
einander nicht parallel sind) und daf sich die Elektronen wegen der FERMI-
Statistik in verschiedenen Anfangszustinden befinden, sorgt dafiir, daB3
das Metall ein kontinuierliches Absorptionsspektrum aufweist.

DaB in dem Gebiet sichtbaren und ultravioletten Lichts die Folge-
rungen dieser Vorstellung auf Resultate beziiglich Dispersion und Ab-
sorption des Lichtes fithren, die mit den Experimenten qualitativ im
Einklang sind, wurde von Kroxia (34) gezeigt.
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Man sieht ferner aus Abb. 5 unmittelbar, daB kein Ubergang snner-
halb eines Bandes moglich ist. Dies hat denselben Grund wie die be-
kannte Tatsache, dall wegen Energie- und Impulssatz freie Elektronen
Strahlung nicht absorbieren, sondern nur streuen kénnen.

Hieraus folgt, daB in diesem Bilde keine Uberginge moglich sind,
sobald die Frequenz o eine bestimmte Grenze unterschreitet, denn dann
reicht 7w fiir keines der Elektronen aus, um es in den ihm nach Abb. 5
zukommenden Platz des nichst héheren Bandes zu beférdern. Wir
wiirden also eine Absorptionskante erwarten. Dal} diese bei den meisten
Metallen nicht auttritt, ist dem Umstand zuzuschreiben, daf die ver-
nachlissigten Zusammenst6Be eine endliche Lebensdauer jedes an-
geregten Zustandes bedingen, und daher die Absorptionslinien jedes Elek-
trons verbreitern. Bei Frequenzen, die in der Gegend der theoretischen
Absorptionskante liegen, spielt dann diese Verbreiterung schon eine so
groBe Rolle, daB man einen kontinuierlichen Ubergang zu dem Gebiet
der zu Anfang erwahnten phidnomenologisch beschreibbaren Absorption
fiir sehr kleine Frequenzen bekommt.

Immerhin wire nach dieser Vorstellung wohl zu erwarten, dall bei
tiefen Temperaturen, bei denen die Lebensdauer der Elektronenzustinde
gegeniiber StéBen immer groBer wird, eine derartige Absorptionskante
im Sichtbaren bis nahen Ultrarot auftreten sollte. Experimentell wurde
ein solches Verhalten bisher im allgemeinen nicht gefunden. Méglicher-
weise ist hierfiir die Vernachldssigung der Dampfung verantwortlich
(vgl. S. 288, Fubnote).

Fiir gewohnliche Temperaturen wurde dieses Frequenzgebiet, in dem
die St6Be schon eine Rolle spielen, kiirzlich von KroxiG theoretisch
untersucht (36) und ebenfzlls qualitative Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment festgestellt.

14. Photoeffekt. Es kann vorkommen, daB die durch das Licht in
einen hoheren Zustand beférderten Elektronen das Metall verlassen. Fir
jedes Elektron wird hierfiir eine endliche Wahrscheinlichkeit bestehen,
sobald seine Energie zum Verlassen des Metalls ausreicht, d.h. sobald es
in einen Zustand mit E >> o iibergegangen ist. Hierzu ist eine gewisse
Minimalenergie, und folglich eine gewisse Minimalfrequenz w des Lichtes
notwendig, die wir die ,,rote Grenze des Volumphotoeffekts’® nennen
wollen. Sie ist im allgemeinen gréBer als |[F,|, d.h. groBer als die
Energie, die nétig ist, um die energiereichsten Elektronen aus dem
Metall loszureien. Denn wegen der Auswahlregel (28) konnen die
energiereichsten Elektronen nur in bestimmte Zustinde aus jedem Band
tibergehen, und diese werden im allgemeinen nicht gerade die Energie o
haben. Um andererseits energiedirmere Elektronen auf ein positives
Niveau zu bringen, braucht man entsprechend mehr Energie. Die Ver-
hiltnisse werden durch Abb. 6 a—c erldutert, in der fiir verschiedene
energetische Lagen der Binder die Austrittsarbeit E,, die Minimal-

19*




292 R. PEIERLS:

energie des Volumphotoeffekts Zw;,, und die im vorigen Abschnitt er-
wihnte ,,theoretische’ Absorptionskante 2w, eingezeichnet sind. Man
erkennt, daB die relative Lage dieser drei Gréfen je nach Lage und
Form der Bénder verschieden sein kann, abgesehen von den trivialen
Ungleichungen

hwp > |E,| Four>ho;.

AuBer dem geschilderten Volumenphotoeffekt gibt es nun aber noch
zwei weitere Ursachen fiir das Auftreten von Photoelektronen. Die Aus-
wahlregel (30) kann nimlich aus zwei Griinden durchbrochen werden.

Erstens bildet das elektrische Feld nicht streng eine ebene Welle,
wie dies bei der Ableitung von (30) vorausgesetzt worden war, sondern
eine wegen der Absorption im Metall stark gedimpfte Welle. Bertick-
sichtigt man diesen Umstand bei der Berechnung des Matrixelements

N

)

ﬁ!dy ﬁ(d4

N

c
Abb. 6. Erklarung im Text.

(26), so ergibt sich, daB dieses zwar noch immer ein starkes Maximum
fiir die Prozesse hat, bei denen (30) gilt, aber auch fiir alle anderen nicht
streng verschwindet. Insbesondere kénnen nun auch Uberginge inner-
halb eines Bandes stattfinden und die energiereichsten Elektronen kon-
nen auch direkt in Zustinde mit Iz ~ o tibergehen (falls solche existieren).
Es konnen also die in Abb. 6 punktiert angedeuteten Uberginge statt-
finden, fiir die gerade die Energie |E,| aufzuwenden ist.

Fillt, gemidB dem in Abschnitt 12 erwdhnten Ausnahmefall, E =0
gerade in ein verbotenes Gebiet, so kénnen die Elektronen immerhin in
den tiefsten existierenden Zustand mit E >> o iibergehen. In beiden
Fillen ist also die aufzuwendende Minimalenergie gerade gleich der
RicuARDSON-Arbeit.

Zweitens miissen wir beriicksichtigen, dafl die Eigenfunktionen der
Elektronen nur im Innern des Metalls die periodische Form (2) haben,
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an der Oberfliche jedoch wegen der Oberflichenkrifte einen — im all-
gemein exponentiell verlaufenden — ,,Schwanz® aufweisen. Dieser Um-
stand hat ebenfalls zur Folge, daB das Integral (26) in der Nihe der Ober-
fliche auch dann einen von Null verschiedenen Beitrag liefert, wenn die
Auswahlregel (30) nicht erfiillt ist. Dieser Beitrag ist zwar, auf den
ganzen Kristall bezogen, klein, da es aber beim Photoeffekt ohnehin nur
auf die Nihe der Oberfliche ankommt, spielt er hier ebenfalls eine er-
hebliche Rolle. Die infolge dieses Oberflachenphotoeffekts mdglichen
Uberginge sind offenbar dieselben, wie die oben fiir den Dampfungs-
effekt angegebenen; es gilt also allgemein:

Die vote Grenze des Photoeffekts v(: —}) steht mat der RICHARDSON-
T

Arbeit in der Beziehung:
hy = Lp. (31)
Die Intensitit des Photoeffekts als Funktion der Frequenz und Po-
larisation des Lichts sowie der Temperatur in dem Frequenzgebiet, in dem
der Volumeneffekt noch keine Rolle spielt, wurde fiir den Dampfungs-
effekt von WENTZEL (60), fiir den Oberflicheneffekt von FrROHLICH (26),
sowie von TAMM u. SCHUBIN (59) berechnet. J
Beide Effekte zeigen ein Verhalten, das dem
beobachteten selektiven Photoeffekt der Al- 1£ol { &
kalien sehr dhnlich ist. Welcher von ihnen z
quantitativ die ausschlaggebende Rolle
spielt, ist daher noch nicht entschieden.
Der fiir die empirische Bestimmung der roten Grenze wichtige Ver-
lauf der Intensitit in der Ndhe der Grenze hingt insbesondere von der
Wabhrscheinlichkeit ab, mit der ein Elektron, das bereits positive Energie
hat, aus dem Metall herauskommt, ohne an der Grenze zuriickgehalten
zu werden. Fiir ihn spielen also alle die Umstdnde eine Rolle, die wir
beim Ricnarpsox-Effekt diskutiert haben. Diese Frage wurde ins-
besondere von FOWLER (19) studiert. Der Einflu der Dampfungs- und
Oberflicheneffekte auf die optische Absorption und Dispersion, der auch
in dem Frequenzgebiet zweitellos vorhanden ist, in dem noch kein Photo-
effekt stattfindet, wurde bisher noch nicht theoretisch untersucht.

Abb. 7. Kalte Emission.

15. Kalte Elektronenemission. Es ist jedoch nicht immer nétig,
einem Elektron die Energie |E, zuzufithren, um es aus dem Metall
herauszubeférdern. Legt man nidmlich ein starkes elektrisches Feld F
an das Metall, so wird der Potentialverlauf in der Nihe der Oberfliche
etwa der Abb. 7 entsprechen. An der Oberfliche selbst ist zwar das
Potential noch immer héher als die Energie £, der energiereichsten Elek-
tronen, aber schon in einigem Abstand von der Oberfliche wird es wieder
kleiner als E,, so daf3 es nur ein begrenztes Gebiet gibt, in das Elektronen
mit der Energie E, nach der klassischen Mechanik nicht gelangen kénnen.
In der Quantenmechanik besteht aber in einem solchen Fall die Méglich-
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keit, die Elektronen nach einer gewissen Zeit jenseits der ,,Potential-
schwelle* vorzufinden, wobei sich nur der raumzeitliche Verlauf ihres
Durchgangs durch die Schwelle jeder experimentellen Kontrolle prinzi-
piell entzieht.

Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Durchgangs nimmt sehr rasch
mit wachsender Hohe und Breite der Schwelle ab, und zwar wird diese
Abhingigkeit durch einen Faktor

Vem fon
_7]11'—&”

in der Ubergangswahrscheinlichkeit zum Ausdruck gebracht (vgl. z. B.
die Diskussion bei HoutermaNns [31]). Hierin bedeutet E die Energie
des Elektrons, U die potentielle Energie und das Integral ist iiber das
Gebiet zu erstrecken, in dem die Wurzel reell, d. h. £ < U ist. In unse-
rem Fall wird hieraus (vgl. Abb. %)

3 Ve | B2

2 R 'a

e . (32)
Die Durchgangswahrscheinlichkeit enthilt als empfindlichsten Faktor
den Ausdruck (32). Eine genaue Durchrechnung des Potentialverlaufs
von Abb. 7 unter Zugrundelegung von freien Elektronen fiir das Metall-
innere liefert fiir den pro Flicheneinheit austretenden Strom (18)

I=6,2 1070 (Eo ;T,,Eﬁl,‘l; F?.e £
| Bl 2| £, '
Hierin sind die Energien in Volt, die Feldstirke in Volt/cm gemessen.
Diese Formel stimmt beziiglich der Feldabhingigkeit und der GroéBen-
ordnung des Stromes gut mit Versuchen von MILLIKAN u. a. (75), (76).
Eine exakte Ubereinstimmung ist nicht zu erwarten, da erstens die An-
nahme der freien Elektronen im Innern und zweitens der schematische
Ansatz des Potentialverlaufs an der Oberfliche zu grob sind und tiber-
dies die wirksame Feldstirke groBer sein kann als die gemessene, wenn die

Oberflache UnregelmiBigkeiten zeigt (Spitzenwirkung).

ITI. Strémungsvorginge. — Hohe Temperaturen.

16. Stofzahl. Wihrend es fir die bisher behandelten Gleich-
gewichtsprobleme gleichgiiltig ist, auf welche Weise das thermische
Gleichgewicht hergestellt wird, ist es fiir nichtstatische Vorginge von
entscheidender Bedeutung, welche Krifte das Gleichgewicht zu erhalten
bestrebt sind. Die wesentlichste Ursache hierfiir ist die thermische Be-
wegung der Gitteratome.

Es ist fiir das folgende bequem, diese Bewegung nach harmonischen
Eigenschwingungen zu zerlegen. Jede dieser Eigenschwingungen besteht
bekanntlich (12) in einer wellenihnlichen Bewegung der Atome, die man
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durch die Phasendifferenz je zweier in der x, v, und z-Richtung benach-
barter Atome, durch ihre Frequenz und durch die Schwingungsrichtung
der Atome (Polarisation der Welle) beschreiben kann. Die Phasen-
differenzen bestimmen einen Wellenvektor f, dessen Komponenten den-
selben Wertevorrat (1) haben, wie die des Wellenvektors f der Elek-
tronenwellen:
- % =LLL.=+ %, % = ganzzahlig.

Zu jedem solchen Wellenvektor gibt es drei Hauptschwingungsrichtun-
gen, die wir mit § = 1, 2, 3 numerieren wollen. Im Grenzfall unendlich
langer Wellen (akustische Schwingungen) sind § = 1, 2 transversale,
7= 3 eine longitudinale Schwingung. Die Frequenz w (f,]) ist eine Funk-
tion von § und §. Bei konstantem f ist sie fiir kleine f proportional f,
der maximal mogliche Wert w,, den sie erreichen kann, und der im all-

gemeinen fiir f, = fy =f, = {i[— erreicht wird, steht mit der charakteri-
stischen Temperatur @ des Kristalles in der Beziehung
Fuw, = k6. (33)

Die Elongation #n des m-ten Atoms (d.h. des Atoms mit den Koor-
dinaten m,d, m, d, m,d) hat also dann, nach Eigenschwingungen zerlegt,
die Form:

I id ) — g
Um = == Z ﬂf,/'glffe (f fjt? (34)
IN 57
worin aus formalen Griinden j auch negative Werte durchliuft und
a =ati ;5 oy=—0_j;; Wy=UA_5_, (35)

definiert wurde. Uj; ist ein Einheitsvektor, der die Schwingungsrichtung
bestimmt, a;; ist die Amplitude der betreffenden Eigenschwingung.

In der Quantentheorie unterliegt die Intensitit jeder einzelnen Eigen-
schwingung der Quantenbedingung des harmonischen Oszillators.

Ei; = (fo + %) fwg, (36)

mit der ganzzahligen Quantenzahl N; ; (E;; ist die im gesamten Kristall
von dieser Eigenschwingung herriihrende Energie). Der Schwingungs-
zustand des gesamten Gitters wird also durch die Angabe der Quanten-
zahlen sidmtlicher Schwingungen beschrieben.

Die Wechselwirkungsenergie dieses Systems mit den Elektronen laft
sich nun nach Potenzen der Elongationen entwickeln. Dabei sind die
ersten auftretenden Glieder die linearen (weil die Elektronenzustinde,
von denen wir nach Kapitel 1 ausgehen, ja gerade die strengen Ldsungen
fiir # = o sind) und es geniigt auch, sich auf diese zu beschrinken, weil
die Elongationen bei nicht zu hohen Temperaturen immer klein gegen
d sind.
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Wegen (34) ist daher die Wechselwirkungsenergie auch eine lineare
Funktion der Amplituden a;;. Andererseits hat jede von diesen als Am-
plitude einer harmonischen Schwingung nur solche Matrixelemente, bei
denen sich die zugehdrige Quantenzahl Ny um == 1 dndert und alle tibrigen
Ny, ungedndert bleiben. Dasselbe gilt auch von jeder Linearkombina-
tion der Amplituden und es folgt: Bei jedemn Wechselwirkungsprozefs
zwischen Gitterschwingungen und Elektvonen nimmt eine der Quanten-
zahlen Ni; um 1 zu oder ab, d.h. es wird ein Quant einer elastischen
Schwingung erzeugt oder absorbiert.

Ein solcher ProzeB3 sieht also so aus, daf} ein Elektron aus dem Zu-
stand s in den Zustand ¥'s’ iibergeht und ein Quant fj absorbiert. Es
geniigt, sich auf Absorptionsprozesse zu beschranken, wenn man § auch
negative Werte durchlaufen 148t, weil dann wegen (35) und mit der De-
finition

N_j_j=—1—Ny (37)
die Prozesse mit Erzeugung eines Quants mit enthalten sind.

Dieser Ubergang geht aber natiirlich nur dann vor sich, wenn die
Energie des ,,Schallquantes’ gerade die Energiednderung des Elektrons
kompensiert, d. h. wenn

E{'s’) = Ets) + Aws; . (38)

Ferner stellt die Wirkung des Schallquants auf das Elektron wegen (34)
ein periodisches Kraftfeld vor, genau wie z. B. die Wirkung einer Licht-
welle und es gilt daher wortlich die im Abschnitt 14 angestellte Uber-
legung, nach der ein derartiger Ubergang nur zwischen solchen Zustinden
moglich ist, fiir die die Phasendifferenz zwischen Anfangs- und End-
zustand an jedem Gitterpunkt gerade gleich der Phase der elastischen
Welle ist. Es sind also nur solche Wechselwirkungsprozesse moglich,
fir die die zu (30) analoge Bedingung

, 27
kx_‘kx_fx=07 i‘d’z l

(39)

erfiillt ist.

Die moglichen Ubergangsprozesse werden demnach fiir feste Rich-
tung von f und festes § durch die Schnittpunkte der zu Abb. 5 analogen
Abb. 8 gegeben. Im Gegensatz zu den Verhiltnissen bei der Licht-
absorption ist aber die Kurve £ = % w(fj) fast tberall flacher als die
Kurve E = E(f) (die Schallgeschwindigkeit ist kleiner als die Ge-
schwindigkeit der Elektronen) und man erhilt vor allem solche Schnitt-
punkte, bei denen s ungedndert bleibt, bei denen also das Elektron
innerhalb desselben Bandes bleibt. Man kann sich noch iiberlegen, daf3
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diejenigen Prozesse, bei denen sich s dndert, selbst wenn sie mdglich
sind, bei hohen Temperaturen nur eine geringe Anderung in dem Werte
der Leitfihigkeit und bei tiefen Temperaturen keine Anderung hervor-
rufen. Wir beschrinken uns daher im folgenden auf solche Uberginge,
fiir die Anfangs- und Endzustand des Elektrons im selben Band liegen,
und unterdriicken den Index s.

Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Prozesses wird nach (1za) pro-
portional zu

Wes Ny n(®)x — n(®)0(EE®) —E®) — hog,) (40)

Wys; ist hierbei ein noch abzuschitzender Koeffizient. I’ ist wegen
(39) bereits durch t und | bestimmt. Das Auftreten von Ny ; als Faktor
rithrt davon her, dall das zur Absorption ge- £
horige Matrixelement der Amplitude einer har-
monischen Schwingung proportional der Wur-
zel aus der Quantenzahl ist, und 148t sich
anschaulich so interpretieren, daBl die Wahr- 193
scheinlichkeit fir die Absorption eines Quants
proportional der Anzahl der vorhandenen Quan- i
ten ist. Ubrigens folgt aus (40) wegen (35)  Avb.s. Wechselwirkung zwi-
und (37) automatisch fiir den inversen Prozef3 ~ schen Flektronen und Gitter-

. . . . schwingungen.
die Hiufigkeit

Wi Nog—n @)1 —n@)] = Wi, (Vi + 1) - 2 @)1 —n(d)], (40)

wodurch die allgemein notwendige Giiltigkeit von (11) garantiert wird,
falls das Gitter sich im thermischen Gleichgewicht befindet, d. h. wenn
man fiir die N;; ihre statistischen Mittelwerte einsetzt.

Zur Abschitzung des Hiaufigkeitskoeffizienten Wy bemerken wir
folgendes: Nach der allgemeinen Formel der Stérungstheorie (vgl. Formel
[26]) ist er bis auf einen Faktor 1/% gleich dem Quadrat des Matrix-
elementes der Wechselwirkungsenergie. Wir miissen also diejenige
Stérungsenergie abschitzen, die auf die Elektronen wirkt, wenn man
einer Eigenschwingung gerade die Amplitude gibt, die zu esnesn Quant
gehért. Wiirde man allen Eigenschwingungen die Amplitude d geben,
d. h. alle Atome im Mittel um d verschieben, so wiirde die Stérungs-
energie offenbar von der GréBenordnung atomarer Energien. Die mitt-

' Nt;

lere Amplitude einer harmonischen Schwingung ist aber ] ST in-
Mw

7

folgedessen miiBiten alle Quantenzahlen zur Erzielung so groBer Am-
plituden Yé—m d® werden (M ist hierin die Masse eines Atoms). Ein Ver-

gleich mit (40) zeigt daher, daf im Mittel

_ U
NM(l)fjd27 (41)

worin U eine Energie von der GréBenordnung atomarer Energien.
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Ferner beachten wir, daB W fiir kleine { verschwindet. Der Grund
hierfiir ist, daB zu unendlich kleinen | unendlich lange Wellen gehéren,
bei denen groBe Bereiche des Kristalls als Ganzes schwingen. Eine Be-
wegung des Kristalls als Ganzes hat aber keine Wirkung auf die Be-
wegungsenergie des Elektrons. Aus Stetigkeitsgriinden folgt dann, daB
das Matrixelement fiir kleine f proportional |f| wird, und daher wird,
wenn man noch (41) beachtet, fiir ZusammenstéBe mit langwelligen
(akustischen) Quanten, fiir die die Wellenlinge groB3 gegen d ist:

Usfay ,
Wffj‘”m;p'(;) yor (41)

Hierin ist y; ein von der Richtung von f und von ¥ abhangiger Koeffizient
der GréBenordnung 1.
Nach (40) wird die zeitliche Anderung der Zahl der Elektronen im
Zustand f infolge der StoBe:
(42a)
(D) = X Wi (N + 1) (OO0 = (0] Ny (O €0} OB~ E o)
J

und die zeitliche Anderung der Anzahl der Schallquanten in der Eigen-
schwingung f7:

] (42b)
N; J:fZWff AW+ 1) E)1—n(®)] — Nijn @1 —nE))(E —E—%w).

In (42a) geniigt es, sich auf ein Band zu beschrinken, wenn man, wie
wir es tun wollen, die Uberginge von Band zu Band fortldBt. In (42b)
dagegen ist eigentlich tiber alle Binder zu summieren, falls es mehrere
sleitende, d. h. nur teilweise besetzte Bander gibt.
Man sieht leicht, dafl wegen (38) der folgende Zustand stationir ist:
I
e k7 — 1

n=fE); N=DN,({,)= (43)

f ist hierbei die durch (14) definierte FErRMIsche Funktion. Es ist aber
wichtig, daBl die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und den
Gitterschwingungen das Gleichgewicht auch wirklich herstellen kann,
d. h. daB (43), von trivialen Losungen abgesehen, das einzige Funk-
tionenpaar ist, fiir das die Ausdriicke (42a, b) verschwinden.

Die Untersuchung dieser Frage wird dadurch kompliziert, daf die
Auswahlregel (39) in gewissen Fillen zur Folge haben kann, daf die
GroBe J = Zkxn(f) + 2§, x N, fir beliebige Anfangswerte von # und N
zeitlich konstant bleibt, was nattirlich mit sich bringen wiirde, daB3 auBer
(43) noch unendliche viele andere Verteilungen mit verschiedenen Werten
von J stationdr wiren. In der Tat gilt dieser Erhaltungssatz fiir / dann,
wenn keine Prozesse stattfinden, bei denen die rechte Seite von (39)
von Null verschieden ist. Eine genauere Untersuchung dieser Moglich-
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keit (47), (48), (91) hat folgendes ergeben: Ist das leitende Band fast leer,
so kann es wirklich vorkommen, daBl niherungsweise ein Erhaltungssatz
fiir [ gilt; ist es fast ganz voll, so gilt ein Erhaltungssatz fiir eine analog
gebildete, aber von ] verschiedene GroBe j'. Die Verletzungen dieses
Erhaltungssatzes werden dann fiir tiefe Temperaturen exponentiell selte-
ner. Sind also alle leitenden Binder fast leer, oder alle fast voll, so rei-
chen die hier betrachteten Prozesse nicht aus, um das Gleichgewicht hin-
reichend rasch herzustellen. Die Beriicksichtigung der gegenseitigen
Stérung der Gitterschwingungen infolge ihrer Anharmonizitat hilft zwar
bei der Herstellung des Gleichgewichtszustandes, stellt diesen aber viel
langsamer her, als es nach Ausweis der elektrischen Ieitfihigkeit em-
pirisch der Fall ist. Man wiirde ndmlich theoretisch in diesem Fall einen
Anstieg der elektrischen Leitfahigkeit proportional 7-% erwarten. Da ein
solches Verhalten experimentell nie gefunden wurde?, miissen wir an-
nehmen, daf} derartige Verhiltnisse in wirklichen Metallen nicht auf-
treten, und daB (43) im wesentlichen die einzige stationire Verteilung
ist. Hierzu ist z. B. ausreichend, daf} ein Band eine mittlere Besetzungs-
zahl aufweist, oder daB ein Band fast voll und ein anderes fast leer ist.

Eine kleine Abweichung von dieser Verteilung, die durch “duBere
Stérungen des Gleichgewichts erzeugt wird, schreiben wir bequem —
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit — in der Form:

"= 10 =g T =0+ e »
] 44

. . . ON, I . 1
N(ip) = No(i7) — @) g3 0 = No + 5 O (i) e -1
C e .. . E—-E, o
Hierin sind ¢ und % Abkiirzungen fiir Y bzw. T
in (42) ein und beschrdnkt sich wieder auf die Glieder erster Ordnung in
@ und @, so folgt

Setzt man (44)

. ) W, o o (454)
= 207 e ey n PO =90 = PENIE— E~Fo)

. < I Wi ; , o (45b)
M= T AT e e w1l - 1) WO =g ® = PEOE = E=fe)
worin s':gkilsEq bedeutet und ¥ wieder aus (39) zu bestimmen ist.

Wir werden es im folgenden mit duBeren Einfliissen zu tun haben,
die nur auf die Elektronen, aber nicht auf die Gitterschwingungen
wirken. Infolgedessen gibt (45b) bereits die vollstindige zeitliche Ande-

1 Die naheliegende Vermutung, dal dieses Verhalten etwas mit der Supra-
leitung zu tun hat (vgl. z. B. §2), trifft nicht zu, da es nicht moglich ist,
unter irgendwie plausiblen Annahmen iiber die StoBwahrscheinlichkeiten den
steilen Anstieg der Leitfahigkeit am Sprungpunkt zu erkliren.
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rung von Ns; und mufl im stationiren Fall verschwinden. Daraus folgt
leicht mit der Bezeichnung

Wy, Y OB B~ & 6
Z S ( w) (46)
Wffj '
7 kT E+1E  +1E -1 {(p(f) #® (47)
1 Wf/rf]- [fP (f”) - (p(f”,)]

- y o OE" —E"—Rhw) 0(E'—E —%
U % e e+ 1) ( )} (£ w) .
Wir wollen die Rechnungen zunéchst fiir den Spezialfall durchfiihren, daB
die Temperatur groB gegen @ ist, so daBl wegen (33) Zw gegeniiber AT
vernachldssigbar klein wird. In diesem Spezialfall wird aus (47):

. 14} of T w5 ; ,
i) =L wy=2L.T. fZ_E%.Wﬁ,-{wf)—w(f) "
J
4

_ U% Z Wy /[ (€") — p(E)]O(E" — E” — ﬁw)} E —E —Fw).
J
mit Uf; = > Wi 0(E” —E" —hw),
i//

wobei der Operator W eben durch diese Gleichung definiert wird. Wie
aus (48) ersichtlich, ist

T ,
W= LD, (48

wo D ein temperaturunabhingiger Operator ist.

Wir kénnen also so rechnen, als ob die Elektronen nur elastische St83e
erfahren wiirden. Trotz dieser Vereinfachung ist aber die Gleichung (48)
noch sehr kompliziert, weil sowohl E (f) als w (f7) und folglich auch W,
anisotrope Funktionen mit komplizierter Winkelabhingigkeit sind. Fiir
viele Zwecke ist es aber ausreichend, so zu rechnen, als ob (48) ssotrop
wdre, d. h. als ob die Kristallachsen keine ausgezeichneten Richtungen
wiren. Dann laBt sich aus Symmetriebetrachtungen der folgende Satz
beweisen: Hat die Funktion ¢ speziell die Form

ve(f)e(E), (49)
worin v, eine Komponente der Geschwindigkeit (9) und ¢ nur von der
Energie, aber nicht von der Bewegungsrichtung abhingt, so nimmt der
Operator W die Form an:

W-v.c(E) = W(E) v, c(E), (50)
worin W (E) wiederum eine Funktion der Energie, von der GroBen-
ordnung _g-mal der Summe der in (48) auftretenden Koeffizienten Wy,

wird. W ist demgemiB von der GréBenordnung (41), multipliziert mit
der Zahl der f-Werte, fiir die der Ausdruck (E' — E —7% ) kleiner als d E
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ist, dividiert durch dE. Da fiir alle N méglichen Werte j-Werte dieser

Ausdruck um E,, —FE, variiert, so wird dies ungefihr Eil\f , d. h.
w = "
. TU? I T U ’
W(E) oo OMog d* Ey— E, @ Mo d*’ (507)

Insbesondere ist also nach (48’) W (E) proportional zur Temperatur.

W (E) spielt nach (50) dieselbe Rolle, die die StoBwahrscheinlichkeit
in der klassischen Theorie spielte. Die Analogie von Gleichung (50) mit
der Stofigleichung der klassischen Theorie ist der Grund, warum die
Resultate dieses Kapitels sehr dhnlich zu den klassischen werden. Sie
unterscheiden sich von diesen nur durch die FErmi-Funktion, die an
Stelle der BortzMaNNschen steht und durch die abgednderten Annahmen
iiber Z (E).

1%7. Elektrische Leitfihigkeit. Wir betrachten nun die Wirkung
eines elektrischen Feldes F in der ¥-Richtung auf die Elektronen. Welche
Uberginge das Feld hervorruft, kann man durch einen Kunstgriff sehr
einfach feststellen. Erstens kann man die Uberginge von einem Band
zum anderen vernachldssigen. Man kann nimlich leicht zeigen, dal3 dazu
das Feld dem Elektron eine Energie von der GréBenordnung des Ab-
standes zweier Biander mitteilen muB, und da8 die Wahrscheinlichkeit
hierfiir nur dann merklich wird, wenn das Feld von der GréBenordnung
atomarer Felder wird.

Betrachten wir nun ein Wellenpaket, das aus Zustidnden eines Bandes
aufgebaut ist, und dessen Schwerpunkt sich mit der Gruppengeschwindig-
keit » bewegt. Im elektrischen Feld verliert dann das Paket pro Zeit
dt¢ an potentieller Energie:

— eFuv. dt (51)

und diesen Betrag muB es an Bewegungsenergie gewinnen. Nach Ab-
lauf einer Zeit d¢ wird also das Paket aus Zustinden mit benachbartem
T bestehen, so daB die Energie ohne IFeld um den Betrag (51) zugenommen
hat. Andererseits kann man zeigen, daf} %, und %, ungedndert bleiben
miissen, und es folgt schlieBlich wegen (9):
ar 0E dkx dky
= =hv,-

@ ok at ar el

Ak I
also = —ﬁ—ef. (52)

(52) gilt zundchst nur fiir den Mittelwert von &, iiber das Wellenpaket,
da es aber von der Form des Paketes unabhingig ist, so mulB es all-
gemein fiir jeden einzelnen der (ohne Feld) stationidren Zustdnde gelten,
aus denen das Paket aufgebaut ist.

Aus (52) folgt fiir die Beschleunigung des Elektrons:

1 d0E eF O°E

Fdioke ok (53)

Uy =
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Ein Blick auf Abb. 2 lehrt aber, dafl %%b; am unteren Rande jedes Bandes

X

positiv, am oberen negativ ist; Elektronen, die sich am oberen Rande eines
Bandes befinden, werden also entgegen der Feldvichtung beschleunigt.

Ist daher ein Band vollig besetzt, so kompensiert sich die Wirkung
des Stromes auf die verschiedenen Elektronen und insgesamt ruft das
Feld keinen Strom hervor, wie wir das schon frither (Abschnitt %) aus all-
gemeinen Griinden geschlossen hatten. Ist ein Band fast besetzt, so ist
es fiir viele Zwecke bequemer anzugeben, welche Zustinde noch frei
sind, statt, welche besetzt sind. Da der Gesamtstrom Null ist, wenn das
Band ganz besetzt ist, so flieBt, wenn ein bestimmter Zustand frei ist,
der umgekehrte Strom, als wenn nur dieser Zustand besetzt wire. Durch
genauere Uberlegungen (29) kann man diese Aussagen verschirfen:

Ein Band, in dem sich nur wenige Elektronen befinden, verhilt sich
in jeder Beziehung genau so, wie ein Band, in dem nur fiir wenige Elek-
tronen noch Platz ist, mit dem Unterschied, daB den freien Plitzen
eine umgekehrte — also positive — Ladung zuzuschreiben ist. Da jedoch
die Leitfahigkeit unabhingig vom Vorzeichen der Ladung ist, wird sich
dieser Unterschied zunichst in der Leitfihigkeit noch nicht bemerkbar
machen.

Zur quantitativen Berechnung bemerken wir, daB3 die Anderung der
Zahl der Elektronen in einem bestimmten Zustand infolge des elek-
trischen Feldes und der Gitterschwingungen bis auf héhere Glieder in F
nach (48) und (52) die Form hat:

eF On of

. df
W) =g Wol) -5 7. = a8

Wegen (48') wird dies:

W) —eF o2l (59

%%D(p—ngxa%- (54")
Dieser Ausdruck muf3 bei Stationaritit verschwinden, und aus dieser
Bedingung ist ¢ zu bestimmen. Durch Multiplikation von (54') mit 1/T
erkennt man, daB ¢ und daher auch der elektrische Strom nur von dem
Verhiltnis /T abhdngen. Infolgedessen ist die elektrische Leitfdhigkest
wmgekehrt proportional der absoluten Temperatur.

Wir berechnen nun die Leitfdhigkeit speziell fiir den annihernd iso-
tropen Fall, in dem wir mit dem Ansatz (49) wegen (50) statt (54) schrei-
ben kénnen:

0 = ill) = W(E)- 5L o(E) — eF L. (54)
0E 0E
Der Ansatz (49) liefert also wirklich eine Lésung unserer Gleichung.
Setzen wir dieses Resultat fiir ¢ (E) nun in (49) und (44) ein, und berech-
nen den zu dieser Verteilung gehoérigen elektrischen Strom I,

: B L df _2e [, df _dZ
Ix:ze/vx-nthMzefuxﬁE-ch——?- e dE, (55)
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wobei wir 7/T, vernachldssigen, d.h. uns auf die ,,erste Naherung des
Integrals (18) beschranken, so folgt fiir die Leitfahigkeit I/Ft:

0= 2 G ) E)- (56)
Setzen wir in diese Formel die angegebene Gréfenordnung von W ein
(U etwa 2 Volt) und schitzen die in (56) auftretenden GroBen in der-
selben Weise wie frither ab, so erhalten wir z. B. fiir die Leitfihigkeit
von Gold bei Zimmertemperatur 3 - 105 Ohm™" cm™". Der experimentelle
Wert ist 7.105. Diese Ubereinstimmung der GréBenordnung ist natiir-
lich ebenso wie unsere Aussage iiber die Temperaturabhingigkeit un-
abhingig von der speziellen Annahme der Isotropie.

Bei dieser Berechnung der Leitfihigkeit haben wir hohere Glieder
in F vernachldssigt, uns also auf solche Feldstarken beschrinkt, bei denen
das OnMmsche Gesetz gilt. Das wird solange der Fall sein, wie die Ande-
rung der Elektronenverteilung » klein ist gegeniiber » selbst. Zu einer
Abweichung vom OnMschen Gesetz wird es nicht erforderlich sein, daf
sich # im ganzen Bande um seine eigene Gréflenordnung dndert, sondern

af _

nur, daf dies in der Umgebung von E = E,, der Fall ist, wo SE=0 und

wo daher Gleichung (54) nicht von selbst erfiillt ist. Man sieht leicht,
daB hierzu erforderlich ist, daB} ¢ (E£,)v~#kT. Die Stromstirken, bei
denen wir eine Abweichung vom OnMschen Gesetz zu erwarten haben,
liegen also in der GréBenordnung

az
IN6~(UE)EO~kT, (57)

entsprechen also dem Strom, der entstehen wiirde, wenn alle im Bereich
E—E,|<kT befindlichen Elektronen mit ihrer mittleren Geschwindig-
keit in einer Richtung laufen wiirden. Solche Stromstirken wurden
bisher nicht erreicht.

18. Thermische Leitfihigkeit. Wir setzen voraus, dal auBer einem
elektrischen Feld noch ein schwacher Temperaturgradient besteht:

ar
d7 = . (58)

Wenn sich die Elektronen mit der Geschwindigkeit v bewegen, so wird
offenbar die Zahl der Elektronen, die sich in einem bestimmten Be-
wegungszustand zur Zeit o an der Stelle x befinden, gleich der Zahl der-

* Hier und im folgenden ist zu beachten, daB im Falle mehrerer leitender
Bander jedes Band einen Beitrag zur Leitfdhigkeit liefert. Man kann dem
ungefahr Rechnung tragen, indem man eine Reihe von Ausdriicken (56)
addiert, doch ist dies nicht ganz streng, weil in (46) iiber alle Bander zu sum-
mieren ist, und daher (47) nicht in Strenge in einzelne Gleichungen fiir jedes
Band allein zerfallt.



jenigen, die sich zur Zeit —¢ an der Stelle x— v, befanden. Die hiervon

herriihrende zeitliche Anderung der Verteilung wird:
an® _~ on(f)
at ~ " ox
Unter Vernachlissigung von Gréfen héherer Ordnung in a kénnen wir
hier statt » die Gleichgewichtsverteilung f einsetzen:

dn® __ of of aT af (E- E )

dt % ax TV eT ax T T YU aE
Dieser Ausdruck ist als weiteres Glied in die Statlonarltiitsglemhung
(54) einzusetzen. AuBerdem wire eigentlich in derselben Weise die
Wirkung des Temperaturgradienten auf die Gitterschwingungen zu be-
riicksichtigen; man kann aber zeigen, daB die hiervon herrithrenden
Effekte vernachlassigbar klein sind.
Machen wir wieder die Annahme der Isotropie, so zeigt sich, da auch
hier der Ansatz (49) zum Ziel fithrt, und wir erhalten leicht:

50 )

C(E) = 5 [eF —a + 5 (59)

Wir miissen nun den zu dieser Verteilung gehérigen elektrischen Strom 7,
sowie den Energiestrom

szzﬁmfnwa_—§~dEE o(B)- . aE

berechnen. Bei der Auswertung der hierzu erforderlichen Integrale zeigt
sich aber, dal das zu a proportionale Glied in (59) weder einen Beitrag
zu I noch zu S ergibt, falls man sich auf die ,,erste Naherung* des
Integrals (18) beschrinkt. Wir miissen also die zweite Niherung mit-
nehmen und erhalten:

L LA R %kzrdz[ EACANC

6 |dEP\WdE 3
_E, 2 (nkT)?[ d2 v? dZ 2 a2k T d
S=r ol ek 6*bﬁﬁwaﬁh'§ {7**%0

E 2 (nkT) d (v?dZ 2 k2T

e I+7 3 GF[JE(WENEO_?&' dE[dE( )}
Fiir das Problem der Warmeleitung ist =0, und folglich wird die Warme-
leitfiahigkeit A = S/a bis auf hhere Glieder in T/7,:

2n?k2T (v 1 dZ
T3 (3 WdF)F (62)
Durch Vergleich von (62) mit (56):
A 2R2T
i ”—3—82‘* (63)

Gleichung (63), die unter dem Namen WIEDEMANN-FRANZsches Gesetz
bekannt ist, gilt, wie wir sehen, streng, sobald man isotrop rechnen darf,



Elektronentheorie der Metalle. 30z

und wird um so genauer erfiillt sein, je geringer die Anisotropie istf. Bei
wirklichen Metallen sollte man kleine Abweichungen im numerischen
IFaktor und kleine Variationen dieses FFaktors von Metall zu Metall er-
warten, insbesondere bei nichtreguldren Metallen, die stark anisotrop sind.

Die Tatsache, daB3 die Warmeleitfihigkeit unabhingig von der Tem-
peratur ist und ungefihr die durch (63) bestimmte GroBe hat, folgt
wiederum in aller Strenge, ohne Annahme von Isotropie.

19. Taomson-Effekt. Wir berechnen ferner den THoMsoN-Koeffi-
zienten, d. h. die Erhéhung der pro Zeiteinheit in einem von konstantem

Strom durchflossenen Leiter erzeugten Wirmemenge durch die An-

wesenheit des Temperaturgefilles a. Da die erzeugte Wirme I F — (39;

ist, und F nach (60) die Grofe hat:

1 e? 2n*k*T [dZ d [v?)]
F=tas— Luad]z (3w)JL7 (04)
so wird der zum Temperaturgefalle proportionale Anteil von I'F — %i
2k T( d V2 d [(xkT) d v dZ kT d , dZ
o1, [dE Iog(w’)]go—dﬂ‘ 30 "'EZElOg(W df)hﬁ“g,g [;zzilogdfsgo}’

wobei die Werte von ¢ aus (56) und von 62? aus (19a) benutzt wurden.

Also wird der THoMson-Koeffizient :
kT d d v?2 dZ\]
M= [Tﬁlog (W dE)JE (65)
Da die Ladung in den TroMsoN-Koeffizienten linear eingeht, so werden
wir erwarten, daB in dem friiher diskutierten Fall fast besetzter Biander
ein anderes Vorzeichen resultiert als im IFall fast freier Binder. Doch
1aBt sich ein allgemeiner derartiger Zusammenhang nicht angeben, da

zwar allgemein bl% v”am unteren Rande jedes Bandes positiv, am oberen

negativ ist, iber die Abhingigkeit der ,,StoBwahrscheinlichkeit* W von
der Energie allgemeine Angaben jedoch nicht gemacht werden konnen.

20. PeLmier-Effekt. Thermokraft. Wir betrachten ferner die Be-
rithrungsstelle zweier Leiter, die sich auf der gleichen konstanten Tem-
peratur befinden, und bilden die Differenz der Energiestrome in beiden
Leitern, die gleich der an der Berithrungsstelle pro Zeiteinheit erzeugten
Wirmemenge (PELTIER-Effekt) ist. In der ersten Niherung erhalten
wir wegen a = 0

S, — Sﬁz =0,
Es miissen ndmlich die in (6o) auftretenden Energien FE, fur beide Leiter
von demselben Niveau aus gezahlt werden, und nach den im Abschnitt 11

1 Als Kriterium hierfiir darf man aber nicht etwa die Anisotropie der
Leitfahigkeit verwenden, denn diese ist in reguliren Kristallen und solange
das Oumsche Gesetz gilt, schon aus Symmetriegriinden immer isotrop.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 20
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gemachten Bemerkungen stellt sich das Kontaktpotential zwischen den
Leitern gerade so ein, dafl die Werte von E, einander gleich werden. Wir
miissen daher bis zur zweiten Niherung gehen:

S— 1B pop TP [0 (v d7))

3 dE\3W dE)|k
1B | @kTP [d v dZ]|
*Ib+ '''' Je bﬁ%Wﬁh
Der PrrTiER-Koeffizient ist also gleich der Differenz der Werte von
(akT) v dZ
=5 e 7 (%)

fiir die beiden Metalle.
Die Proportionalitit des PELTIER-Effekts mit T, sowie die des
TuoMmson-Effekts mit 7 stimmt gut mit dem Experiment tberein (I).
Die Thermokraft hingt mit diesen beiden Effekten bekanntlich (1)
thermodynamisch durch die folgende Relation zusammen:

V = IT(T) — IL,(T,) + I1,(T,) — +/ (1) = 1 (TAT, (67)

wenn T, und T die Temperaturen der beiden Létstellen und u, u, I1, 11,
die THOMSON- und PELTIER-Koeffizienten der beiden Metalle sind. We-
gen (65) und (66) wird V proportional zu T, —7;. Uber die GréBe
der angegebenen Effekte konnen wir keine Aussagen machen, da uns die
wesentlich eingehende Abhingigkeit der ,,StoBwahrscheinlichkeit W
von der Energie unbekannt ist.

21. Havv- Effekt. Magnetische Widerstandsdnderung. Wir be-
trachten weiter die Wirkung eines magnetischen Feldes in der z-Rich-
tung auf die Elektronenverteilung. Haben wir ein Wellenpaket, das
sich mit der Geschwindigkeit 0 bewegt, so wirkt darauf im magnetischen
Feld die mittlere Kraft:

eH eH
Kx:T'U),7 Ky:—7"vx7 KZ:O.
In Analogie zur Wirkung einer elektrischen Kraft, die durch (52) be-
schrieben wird, werden wir daher erwarten, daf3

1 eH a 1 eH dks

d
Al PR T VR Ry el P

o 7 (68)

Eine strengere Untersuchung, deren Gedankengang in (50) angedeutet
und in (32a) ausfiihrlich wiedergegeben ist, zeigt in der Tat, daB3 (68)
berechtigt ist, sofern man die Effekte von der Quantelung der Bewegung
im Magnetfeld Vernachliissigt die sich im Endresultat durch Korrek-

tionen der GroBenordnung bemerkbar machen wiirden. Die folgenden

Resultate enthalten also Tehler von dieser Ordnung. Der Fall starker
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Magnetfelder bei tiefen Temperaturen, in dem diese Effekte groB wiirden,
ist bisher weder theoretisch noch experimentell untersucht. Die zitierte
Untersuchung zeigt auch, mit welchem Recht man im Magnetfeld noch
von den Bezeichnungen %, k, %k, Gebrauch machen kann, obwohl ihre
Definition durch die Periodizitit der Eigenfunktion (2) dort unzulissig
wird.

Mit Bericksichtigung von (68) lautet die Stationaritdtsbedingung
fiir den Fall eines Magnetfeldes in der z-Richtung und eines elektrischen
Feldes in der x—y-Ebene:

_ 4

H 0 0 d
We—5" (10;” vyagi_)}— A (Fyv,+ F,u,), (69)

weil der Operator

9 9
U oky T 7 Okx

angewandt auf eine Funktion, die nur von der Energie abhingt, Null
ergibt.

Wir fithren nun wieder unsere Annahme der Isotropie ein, und neh-
men ferner zur weiteren Vereinfachung an, daBl wir es entweder mit einem
fast leeren oder mit einem fast besetzten Band zu tun haben, d. h. da
E. in der Nihe eines Randes liegt. Ist dies der Rand, fiir den f=o,
so folgt aus der Isotropie, daB £ nur eine Funktion von k* = &, —|—k2 + k2

ist. In der Nihe des anderen Randes, fiir den &, =k, =k, = — " kénnen
wir einen Vektor ¥ durch die Beziehung

ikyd ik.d ik d+ )

#

e =—c¢ =e v =x,9,2 (70)

definieren. Man kann zeigen, daf (69) auch gilt, wenn man ¥ durch f
ersetzt, weil sich f und t in jedem kleinen Gebiet nur durch eine additive
Konstante unterscheiden. In der Nihe dieses Randes héngt dann E
nur von I ab. Wir nehmen der Definiertheit halber den ersten Fall an

und setzen 0]1;) E’. Gehen wir nun mit dem zu (49) analogen Ansatz
¢ = v:0(E) + vyc,(E) (71)
in (69) ein, so erhalten wir durch eine leichte Umrechnung, mit Be-

nutzung von (g) und (50):

H
W(E)(c,vs + ¢,vy) — ;z'cE (Cavy — €,0y) — e(Frvy + Fyu,) = 0. (72)
Der Ansatz (71) ist also ausreichend und wir erhalten:
W(E)¢, — fg E'c, = ¢F, (73a)

"B e+ W(E)e, = eF,. (74D)

2/;0

20%
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Experimentell untersucht man gewéhnlich den TFall, wo die Richtung
des Stromes gegeben ist; sie sei die ¥-Richtung. Dann hat man F, so
zu bestimmen, daf I, =o. Das ist sicher der Fall, wenn ¢, =o0. Es
zeigt sich nun, daB3 das Gleichungssystem (73) mit ¢, = o 16sbar ist,
sofern man hohere Glieder in 7/7, vernachlissigt. Man erhilt ndmlich
die Gleichungen:

WCI - 6F.r (74 a’)

H
’:’ﬁ';E ¢ = ey, (74D)

die einander proportional sind, solange man W/E’ in dem Energiegebiet,

. df
in dem JE

chungen ist identisch mit (54"). Bei den gemachten Annahmen iibt also
das Magnetfeld keinen Einflul auf die Leitung in der x-Richtung aus.
Die Widerstandsdnderung tm magnetischen Feld verschwindet.

Ferner bestimmt sich aus der zweiten Gleichung F, zu

=+ o ist, als konstant behandeln kann. Die erste dieser Glei-

H ., eH|[E
= mba= g (W)E * (75)

Das Vorzeichen des HarLr-Effekts hiangt also von dem Vorzeichen von
£’ ab. Am unteren Rande eines Bandes nimmt I mit wachsendem £2
zu, I’ ist also positiv, am oberen Rande ist dagegen E’ negativ. Im
letzteren Fall erhalten wir also einen HaLL-Effekt, wie ihn wenige positiv
geladene Elektronen erzeugen wiirden. Dieses Resultat war nach unserer
allgemeinen Bemerkung zu erwarten, nach der sich wenige freie Platze
in einem Band so benehmen wie wenige umgekehrt geladene Elektronen.

Driicken wir in (75) I, mit Hilfe der Leitfahigkeit (56) durch I,
aus, so finden wir:

I 2 . (VP AZ\ 2 dE ,,d7
By = RHLs gy = ek (gl = 5 oo (35 ¥ 75,

2 , AZ
= 3 ec- (k d(kQ))EO’

Berticksichtigen wir noch, da Z(k), d. h. die Anzahl der nach (1) zu-
lassigen Vektoren mit k; 4k, - k] =£* proportional &3 ist, so wird

%kz %:Z (k) —Z (0). Dieser Ausdruck ist aber gleich Z, wenn sich

Z-Elektronen in einem Band befinden (Z <€2N) und gleich —Z*, wenn
dort noch Z*-freie Pliatze sind, und Z* <€ 2N. In den beiden Grenzfillen
eines fast freien oder fast besetzten Bandes wird daher die Harr-Kon-
stante:

I I
R = — baw. R = — Zagg (76)
Hieraus sicht man leicht, da} allgemein der HarvL-Effekt als Funktion
der Zahl der Elektronen im Band den in ,Abb. g angegebenen Verlauf
hat.
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Wiederum ist GroBlenordnung und Temperaturunabhingigkeit des
Havr-Effekts unabhingig von der Annahme der Isotropie. Man ist daher
allgemein berechtigt, 1/Rec als Abschitzung der Zahl der im leitenden
Band vorhandenen Elektronen bzw. freien Plitze, zu verwenden, solange
der Hari-Effekt nicht anomal klein ist, d. h. solange man sich nicht im
mittleren Gebiet der Abb. g befindet.

Es ist niitzlich, zu bemerken, dal bei Vorhandensein mehrerer leiten-
der Biander die HavLi-Konstante den Wert

X a5 Rs
K

3 o5
bekommt, wo a,, R, die Leitfihigkeiten bzw. HarL-Konstanten der
einzelnen Binder sind. In diesem Falle ist also R nur dann ein MaB
fiir die Zahl aller Leitungselektronen oder
freien Platze, wenn die ,,Elektronenbeweg-
lichkeiten o¢,R; in allen Bindern fast
gleiche Werte und vor allem gleiches Vor-
zeichen haben. |~

Die Tatsache der strengen Proportio- [ v o
nalitit mit H sowie das Verschwinden der

magnetischen Widerstandsanderung hiangt )

. . Abb. 9. HaLL-Effekt als Funktion
mit unseren vereinfachenden Annahmen zu-  ger Zah! der Elcktronen im Band.
sammen. Es wirde zunichst naheliegen,
auch hier die Endlichkeit von 7T/7T, zu beriicksichtigen, d. h. die Tat-

af
sache, dal3 75

verschieden ist. Dann wird (74) unlésbar und wir haben nun (73) mit von
Null verschiedenem ¢, zu 16sen (59), (21), (22), (57). Diese Rechnung ist
jedoch nicht konsequent, denn wenn man die zu Anfang gemachte An-
nahme der Isotropie nicht macht, so bekommt man bereits in ,,erster
Niherung* eine Widerstandsdnderung. Ihre strenge Berechnung scheitert
an der mathematischen Komplikation ; man sieht jedoch aus (6g), da@ sie
von der folgenden Art ist: Fiir kleine A 146t sich die Losung von (69) nach
Potenzen von H entwickeln. Der Entwicklungsparameter wird dabei
das Verhiltnis des zweiten zum ersten Gliede auf der linken Seite von
(69), d. h. H/H,, wo?

noch in einer gewissen Umgebung von £ = E, von Null

Wke 02E
AN o

e

Aus Symmetriegriinden verschwinden bei der Berechnung von I, alle
ungeraden Potenzen von H, und bei der Berechnung von F, alle geraden.
Man erhilt also:

1 Anschaulich bedeutet also H; die Feldstirke, bei der die LARMOR-
Periode mit der StoBzeit vergleichbar wird.
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Hz
0:6°(I+Z‘(m) + )
. (78)
F,=LH R, +/{(I%) o).

Hierin sind %, und », numerische Konstanten von der GréBenordnung 1,
die um so kleiner sind, je kleiner die Anisotropie des Kristalls ist, und
die noch von der Richtung von Strom und Magnetfeld zu den Kristall-
achsen abhidngen konnen. Diese Formel gilt, solange das zweite Glied in
(69) eine kleine Stérung ist, d. h. solange

H<H,.

Im entgegengesetzten Grenzfall kann man das erste Glied als Stérung
behandeln. Die genauere Diskussion der Gleichung (69) zeigt dann (50),
daB in diesemn Grenzfall die Leitfihigkeit wieder feldunabhingig wird,
und sich nur durch einen Faktor von der GréBenordnung 1 von der Leit-
fahigkeit fiir H = o unterscheidet. Dieser Fak-
tor ist natiirlich gleichfalls noch richtungs-
% abhingig. Bei bestimmter Richtung des Feldes
hat also die Leitfihigkeit eine Feldabhingig-
keit nach Abb. 10. Die Abweichung vom qua-
/l,/( 7 dratischen Gesetz ist experimentell bestatigt
(72), die Sidttigung wurde aber bisher nicht
beobachtet, weil man in dem hier behandelten
Temperaturgebiet (1" <€ o) noch keine Mes-
sungen in Magnetfeldern gemacht hat, die wesentlich iiber H, hinaus-
gingen. (Die Messungen an dem in jeder Beziehung magnetisch ano-
malen Bi [71], [78] darf man, obwohl sie derartige Erscheinungen
zeigen, nicht zum Vergleich heranziehen, da fiir sie ein anderer Mecha-
nismus mafgebend sein diirfte, der mit dem anomalen Diamagnetismus
von B¢ in Zusammenhang steht.)

o

Abb. ro. Anderung der Leitfahig-
keit im Magnetfeld.

IV. Stromungserscheinungen. — Tiefe Temperaturen.

22. StoBzahl. Sinktdie Temperatur soweit, daf3 T mit @ vergleichbar
wird, so hat das zur Folge, daB es unerlaubt wird, Gleichung (47) durch

hw nicht mehr fiir alle Schwingungen als

(48) zu ersetzen, weil wir = BT

klein ansehen kénnen.
Wir miissen also mit der strengen Gleichung (47) operieren, die wir
in der symbolischen Form

n=we (79)
mit

= ¥ We, " _ W E —
ww_kT%(eE+I)(e*5'+I)(e’I—I) {(p(f) rp(f)}()(E E ﬁw) (80)
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schreibent. Im Falle eines Temperaturgradienten o und elektrischen
Feldes F gilt dann:

- df df [E -E, dr>

wp=el ve p—a Vel 27+ )

(81)

Diese Gleichungen unterscheiden sich von (48) vor allem dadurch, daB3
in der Summe iiber f,j nur noch Schwingungen vorkommen, fiir die
Fws, < kRT. (82)
Fiir positive j, (w; ;> 0) ist dies evident, denn wenn (82) nicht gilt, wird
der Faktor

sehr klein. Ist aber 7 <C o, so wird wegen (38) & <e.

en— 1
Der Ausdruck - - — ——-- - wird nur dann wesentlich von Null ver-
(et +1)(e® + 1)
schieden, wenn ¢—¢' == 1, was aber wegen (38) wieder auf (82) fiihrt.

Physikalisch bedeutet dies, daf3 bei tiefen Temperaturen keine kurz-
welligen Quanten mehr absorbiert werden konnen, weil sie im thermi-
schen Gleichgewicht in zu geringer Zahl vorhanden sind (Einfrieren der
Schwingungen), und daB sie nicht erzeugt werden kénnen, weil die Elek-
tronen keine groBen Energiebetrige mehr abgeben konnen, da sie sich
schon fast in der Konfiguration tiefster — nach dem Pauvvri-Prinzip
moglicher — Energie befinden.

Weiter unterscheidet sich (79), wenn nicht 7 3 6, noch dadurch von
(48), daB man die Energieinderung beim StoB nicht mehr vernach-
lassigen darf, so daf3 die Gleichungen nicht mehr in einzelne zerfallen, dic
nur einen Energiewert enthalten, sondern alle miteinander zusammen-
hangen.

Die Losung dieses Gleichungssystems wird dann im allgemeinen ohne
die cxplizite Kenntnis der eingchenden Funktionen £ (¥), o (f5) usw. un-
moglich. Die Verhiltnisse werden erst wieder bei sehr tiefen Tempera-
turen iibersichtlich, bei denen T <€ 6. In diesem Fall kann gerade aus
dem erwdhnten Umstand, daB nur die langwelligen Schwingungen eine
Rolle spielen, ein Naherungsverfahren konstruieren.

Wir konnen hier nimlich die Anzahl der Quanten, mit denen das
Elektron iiberhaupt noch zusammenstofen kann, folgendermaBen fest-
stellen: Fiir den ZusammenstoB kommen nur diejenigen Werte von f7
in Frage, die der Bedingung (38) gentigen. Bei festem f liegen sie auf
einer bestimmten Fliche durch den Punkt f = o. Andererseits spielen
aber, wie wir sahen, nur noch diejenigen Schwingungen eine Rolle, fiir
die (82) gilt, d. h. fiir die | innerhalb ciner Kugel um { = o liegt, deren
Radius proportional T ist. Die Anzahl der Quanten, die iiberhaupt
stoBen konnen, ist also proportional dem Flicheninhalt der Schnitt-

T Wir lassen zur Vereinfachung das letzte Glied von (47) fort, womit wir
nicht behaupten wollen, daB es klein sei, sondern weil es sich ebenso behan-
deln 148t wie das erste, und nichts Neues liefert.
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figur zwischen der Fliche (38) und der Kugel (82), d. h. proportional 7.
Andererseits ist aber die Wahrscheinlichkeit Wy;; fiir jeden cinzelnen

derartigen Stof3 nach (41') proportional LTZ ~|fl. Da die vorkommen-

den Werte von f nach (82) proportional zu 7 kleiner werden, so geht also
auch diese Wahrscheinlichkeit proportional mit 7. Insgesamt finden
wir daher, dal3 die Wahrschesnlichkeit dafiir, daf ein in cinem Anfangs-
zustand befindliches Elektron in einer bestimmten Zeit evnen Zusaminen-
stof erfdhrt, proportvonal T3 4st.

24. Elektrische Leitfahigkeit. Bei oberflichlicher Betrachtung wiirde
man hieraus den Schluf} ziehen, daf3 die Leitfdhigkeit bei tiefen Tempe-
raturen proportional zu 7-3 wird. Dieser Schluf3 ist aber unrichtig, weil
bei tiefen Temperaturen, wie wir sahen, die Wellenzahl der wirksamen
Schwingungen immer kleiner wird. Wegen (39) bedeutet dies, dafl diese
Schwingungen die Elektronen mehr und mehr nur in benachbarte Zu-
stinde befordern. (Uberginge, in denen auf der rechten Seite von (39)

-+ %Tf steht, sind fiir kleine f ebenfalls als Uberginge zu benachbarten
Zustinden zu betrachten, da ja die Komponenten von f nur bis auf
ganze Vielfache von Edz willkiirfrei definiert werden kénnen.) Stéfe,

die die Elektronen nur wenig ablenken, stéren aber die elektrische Leit-
fahigkeit entsprechend wenig. MaBgebend fiir den Widerstand wird da-
her nicht die Zahl der St68e pro Zeiteinheit sein, sondern diese Zahl, mul-
tipliziert mit dem mittleren Quadrat der Ablenkung pro StoB3. (die mitt-
lere Ablenkung selbst verschwindet natiirlich). Wir vermuten daher,
daB die Leitfahigkeit proportional 75 wird.

Diese Vermutung 148t sich bestatigen (11), (51). Wir benutzen hierzu
den Umstand, daB f und ¥ in (80) benachbarte Zustinde sind. Wire
@(t) auch fiir tiefe Temperaturen eine langsam verinderliche Funktion,
so konnten wir die Differenz g (¥')— @ (¥) durch den Differentialquotienten
ersetzen. Man sieht durch Einsetzen, daf die Gleichung (81) mit einem
solchen Ansatz unerfiillbar wird; ¢ ist also mindestens in einer Richtung
schnell veranderlich. Auf einer Fliche £ = const wird aber ¢ langsam
variieren, weil die rechte Seite von (81) langsam von der Richtung ab-
hiangt, ¢ ist also eine rasch verdnderliche Funktion der Energie, d. h.
andert sich auf einem Energiegebiet von der Gré8e 27 schon um seine
eigene GroBenordnung. Infolgedessen kann man ndherungsweise die
Differenz (') — @(f) ersetzen durch ¢ (*) — @(f), wo ¥* ein Zustand
ist, der dieselbe Energie wie f' hat, jedoch dieselbe Richtung des Ge-
schwindigkeitsvektors 0 wie f. Macht man diese Vernachlissigung, so
geht (8o) tiber in

W,

= > T () — (E'—E—%w). (80
@ kT§<ee+I><g~e’+I><w_1> [y (F) —p O] 0(E' —E—F ). (80)
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Diese Gleichung zerfillt in eine Reihe von unabhingigen Gleichungen,
deren jede nur Werte von ¢ an Stellen mit gleicher Richtung von v
enthdlt.

Der durch (80’) definierte Operator ist nun nach unserer Uberlegung
proportional 7°3. Er allein liefert aber noch keine Lésung der Gleichung
(82). Denn wenn man in (82) @° statt @ einsetzt, so existiert keine end-
liche Lésung mehr. Es hat némlich die zugehdrige homogene Gleichung

@'y = o (83)
nicht triviale Losungen. Denn (80') bedeutet ja, daB die verschiedenen
Richtungen ,,nichts voneinander wissen‘‘, und dann wird auch eine solche
Verteilung stationir sein, in der zu jeder Richtung ein anderer Wert von
E, gehort.

Die Existenz dieser Losungen besagt: Auch ohne duBeres Feld gibt
es stationire Geschwindigkeitsverteilungen, die nicht mit dem Gleich-
gewicht identisch sind. Unter ihnen gibt es, wie man zeigen kann, auch
solche, die einen von Null verschiedenen elektrischen Strom liefern.
Wenn aber ein endlicher Strom ohne Feld stationir sein kann, so ist die
Leitfihigkeit unendlich. In der Naherung (80') verschwindet also der
Widerstand.

Der Widerstand wird also erst durch die in (80’) vernachldssigten
Terme bedingt, die die Differenz @(f') — @ (f*) enthalten. Hiernach
leuchtet es unmittelbar ein, dafl der Widerstand um so kleiner ist, je
kleiner diese Terme sind; man kann zeigen, dall der Widerstand direkt
einem gewissen Mittelwert {iber diese Terme proportional ist. Jeder
dieser Terme enthilt aber die Differenz ¢ (') — ¢ (F*), die man wegen der
langsamen Verdnderlichkeit von ¢ auf der Energiefliche nach TavLor
entwickeln kann. Man bekommt hierbei Glieder proportional ¥ — ¥,
(' — 1*)” usw., d. h. proportional mit {, * usw. Bei der Mittelung iiber
die Richtungen von f fallt hierbei der zu f proportionale Term fort. Es

bleibt also ein Ausdruck, der noch einen Faktor ((—T))Z mehr enthilt als

der Mittelwert von (80"). Da dieser aber, wie wir sahen, proportional
T3 war, so wird demnach der Widerstand proportional T3.

Der Proportionalititsfaktor 148t sich zunichst sehr roh durch eine
Dimensionsbetrachtung abschitzen und man findet den folgenden Zu-
sammenhang der Leitfahigkeit bei tiefen mit der bei hohen Temperaturen.

Ist

fir T>6 o= a<(f’),

. . A%
so wird fiir T < 6 o‘:a-(z,[),

worin » ein dimensionsloser Zahlfaktor ist. Diesen Faktor berechnet
Brocu (11) fiir den Spezialfall vélliger Isotropie zu etwa 0,29 (wegen der
hohen Potenz spielt dieser Faktor jedoch fiir das Resultat eine grofe
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Rolle). Man darf wohl von hier aus auf den anisotropen Fall schlieBen,
daB » immer ein kleiner Faktor von ungefihr dieser GroBe ist, dagegen
sollte man Abweichungen von dem genauen Zahlwert, sowie Unter-
schiede zwischen verschiedenen Metallen erwarten. Die von GRUNEISEN
aufgestellte empirische Formel (69), wonach die Leitfahigkeit eine uni-
verselle Funktion von (7/60) sein soll, kann daher nur niherungsweise
Bedeutung haben (vgl. hierzu [74]).

24. Thermische Leitfdhigkeit. Anders liegen die Verhiltnisse bei der
Wirmeleitfihigkeit. Wir wollen uns zunichst wieder auf den isotropen
Fall beschranken. Dann liefert, im Gegensatz zu der elektrischen Lcit-
fahigkeit, Gleichung (83) bereits einen endlichen Wert des Wirme-
leitvermégens. Der Grund hierfiir ist der folgende: Es gibt zwar nach
(80") stationare Losungen auch ohne elektrisches Feld oder Temperatur-
gradienten. Da aber bei einer Messung der Warmeleitfihigkeit die ex-
perimentellen Bedingungen notwendig von solcher Art sind, dal kein
elektrischer Strom flieBen kann, so haben wir nur diejenigen Lésungen
zuzulassen, zu denen der elektrische Strom Null gehért. Es wiirde also
mit der Niherung (80") nur dann eine unendliche Wirmeleitfihigkeit
herauskommen, wenn es Losungen von (83) gibe, zu denen zwar ein
Energiestrom, aber kein elektrischer Strom gehért. Das ist aber nicht
der Fall, sondern es zeigt sich, daB fiir die Lésungen von (83) der Energie-
strom proportional dem elektrischen Strom ist. Die Existenz der Lé-
sungen der homogenen Gleichung stért also nicht bei der Berechnung
der Wirmeleitung. — Mathematisch driickt sich dies so aus, daBl die
rechte Seite von (81) schon automatisch auf den I.osungen der homoge-
nen Gleichung orthogonal ist, wenn man F so bestimmt, daf} kein Strom
flieft.

Physikalisch heit dies, daB in diecsem Falle die St6Be nur fiir die
Herstellung des Gleichgewichts fiir die Verteslung dey Elektronen mit ge-
gebener Richtung unier sich sorgen miissen, wihrend die notwendige
Richtungsinderung der Elektronen schon durch das dem Temperatur-
gradienten entgegenwirkende elektrische Feld bewirkt wird.

Die in (80’) vernachlassigten Terme konnen also fiir die Warmeleit-
fahigkeit wirklich fortgelassen werden, und der Warmewiderstand wird
proportional dem Operator @°. Bei der Berechnung der Wirkung der
rechten Seite hebt sich genau wie bei hohen Temperaturen die ,.erste

Nidherung® fort, weil in dieser Niherung dié tberall verschwindet, wo
nicht E = E,, und folglich (E —E,) .= 0. Infolgedessen wird die

al
rechte Seite von (81) proportional zu T und daher die Funktion ¢ und
mit ihr auch der Wdarmestrom proporizonal T*.
Durch die Anisotropie werden diese Verhiltnisse allerdings noch
kompliziert, weil im anisotropen Fall fiir die erwidhnten Losungen der
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homogenen Gleichung keine strenge Proportionalitit zwischen elek-
trischem und Wirmestrom mehr besteht. Im anisotropen Fall lassen
sich also Losungen mit I = o0, aber S == o angeben. Der Wirmestrom
wird aber fiir diese Losungen sehr klein, er verschwindet, wenn man f,
statt f einsetzt, und die hiervon herrithrende Stérung nimmt gleichfalls
mit abnehmender Temperatur ab. Wie man iiberlegen kann, fithrt dies
dazu, daB awuch tm anisotropen Fall die Wirmelestfihigkeit proportional
T wird.

Wie genau dieses Gesetz durch die Experimente bestitigt wird, ist
noch nicht entschieden (vgl. hieriiber [69)).

25. Magnetische Widerstandsanderung. Uber die iibrigen Effekte
liegt fiir tiefe Temperaturen bisher nur eine theoretische Untersuchung
der magnetischen Widerstandsidnderung bei tiefen Temperaturen vor
(50). Gegeniiber der einfachen qualitativen Uberlegung des Abschnitts 21
liegen die Verhiltnisse hier insofern komplizierter, als, wie wir sahen,
bei tiefen Temperaturen der Operator W aus zwei Teilen besteht, deren
GroBenordnungen sich um einen Faktor (7/6)? unterscheiden. Je nach
der GroBenordnung der Wirkung des Magnetfeldes gegeniiber diesen
beiden wird man also verschiedene Verhiltnisse antreffen. Es gibt
dementsprechend zwei kritische Feldstirken, von denen die eine, H,,
wie frither durch die Gleichung (77) definiert ist, wihrend die zweite
ungefihr um einen Faktor (6/T)* gréBer, d. h. nur mit 73 proportional ist.

In der zitierten Arbeit wird gezeigt, daBl die Anderung der Leitfihig-
keit

. Jo H?
fir H<H, = =D
fiir H, < H< H, fg“ — D, HHH
fiir H> H, ig'i ~D,

wird, wo D; D, D, temperaturunabhingige, dagegen im allgemeinen
richtungsabhédngige Zahlfaktoren sind.

Fir den Hair-Effekt, die thermoelektrischen und thermomagne-
tischen Erscheinungen liegt eine konsequente theoretische Behandlung
fiir das Gebiet tiefer Temperaturen noch nicht vor. Die starke Verdnder-
lichkeit der thermoelektrischen Effekte mit der Temperatur (65) 1483t
darauf schlicBen, daB hier besonders komplizierte Umstéinde eine Rolle
spielen.

V. Verallgemeinerungen der Theorie.

26. Restwiderstand. Legierungen. Die bisherige Diskussion bezog
sich auf ein ,,ideales* Metall, d. h. ein Metall, in dem der periodische Auf-
bau des Kristallgitters durch keinerlei UnregelmiBigkeit gestort wird.
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In wirklichen Metallen gibt es aber eine Reihe von Ursachen fiir
solche Storungen. Die wichtigsten sind: Verzerrungen des Kristall-
gitters und innere Spannungen infolge der Wachstumsbedingungen der
Kristalle; Einlagerungen von Fremdatomen.

Jede solche UnregelméBigkeitsstelle stort die regelmafBige Bewegung
der Elektronen und gibt daher Anlafl zu Richtungsinderungen der Elek-
tronen. Diese Streuung der Elektronen an den Storstellen kann als
elastisch betrachtet werden, weil die Stérstellen im Gitter unbeweglich
sind.

Wir haben also in den Stationaritdtsgleichungen noch weitere StoB3-
prozesse hinzuzufiigen, deren Wahrscheinlichkeit als rein geometrisch
durch die UnregelmaBigkeit des Gitters bedingt, von der Temperatur un-
abhingig ist. Fiir hohe Temperaturen fiihrt dies einfach zu einem addi-
tiven Glied in dem Ausdruck W(E), d.h. zu einem additiven Zusatz-
widerstand. In diesem Umstand finden zwei bekannte empirische Tat-
sachen ihre Erklirung, ndmlich erstens, daBl der Widerstand um so
kleiner wird, je reiner das Material ist, und zweitens finden wir so eine
Erklarung der MATTHIESSENSchen Regel (NORDHEIM [40)], [44]), nach der
die Differenz der Widerstiinde verschiedener Exemplare desselben Me-
talles unabhingig von der Temperatur ist.

EbensogroB wird der Zusatzwiderstand bei ganz tiefen Temperaturen
sein, wo der ,,ideale’ Widerstand schon ganz verschwunden ist. Denn
dann handelt es sich wiederum elastische StéBe, wie bei hohen Tempera-
turen, und die Art der Lésung der Gleichungen ist dieselbe. Im Zwischen-
gebiet 14Bt sich dagegen eine strenge Temperaturkonstanz des Zusatz-
widerstandes nicht beweisen. Er wird zwar sehr angenihert konstant
sein, denn seine GréBenordnung dndert sich nicht und iiberdies hat er
fiir hohe und tiefe Temperaturen denselben Wert. Wenn man jedoch
mit groBer Genauigkeit aus dem gemessenen Widerstand realer Metalle
durch Subtraktion des Restwiderstandes, d.h. des Widerstandes fiir
T = o0, auf den idealen Widerstand schlieBen will, so kann die Variation
des Zusatzwiderstandes kleine Fehler bedingen.

Was fiir den elektrischen Widerstand gesagt wurde, gilt mutatis
mutandis auch fiir den thermischen. Der wesentliche Unterschied ist der,
daB der thermische Zusatzwiderstand proportional 1/7 wird, weil aus
(62) zu ersehen ist, dal} eine temperaturabhingige StoBwahrscheinlich-
keit W einen zu 1/T proportionalen thermischen Widerstand bedingt.

Bei hohen Temperaturen gilt das WIEDEMANN-FRANzsche Gesetz (63)
fiir beliebiges W(E), insbesondere wegen der Additivitdt der Wider-
stande auch fiir elektrischen und thermischen Zusatzwiderstand. Ebenso
gilt es fiir tiefe Temperaturen, wo der ideale gegeniiber dem Zusatz-
widerstand verschwindet; im Zwischengebiet gilt es mit eben der Ge-
nauigkeit, mit der man den elektrischen Zusatzwiderstand als tempera-
turunabhingig ansehen kann. Es gilt dann die Regel, daB die Differenzen
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der elektrischen und thermischen Widerstinde zweier Exemplare des-
selben Metalles dem WIEDEMANN-FrRANZschen Gesetz geniigen miissen.
Dieses Gesetz der ,isothermen Geraden wurde von GRUNEISEN u.
GOENs (68) empirisch gefunden.

Riihrt insbesondere der Zusatzwiderstand von einer unregelmaBigen
Einstreuung von Atomen einer anderen Substanz her, so wird die Wahr-
scheinlichkeit des ZusammenstoBes mit einem dieser Atome proportional
zu ihrer Anzahl, der Zusatzwiderstand wird also bei kleinen Konzen-
trationen proportional der Konzentration ¢. Wichst ¢, so wichst der
Zusatzwiderstand langsamer, weil es immer haufiger vorkommt, daB
mehrere Fremdatome benachbart sitzen, so daB3 sie als Ganzes streuen.
Thre Wirkung ist dann kleiner als die Wirkung zweier getrennter Atome.
SchlieBlich gewinnen die Atome der zweiten Sorte die Uberhand und
das Gitter kann als ein Gitter aus diesen beschrieben werden, in denen
die urspriinglichen Atome Stérungen sind. Bei weiterem Wachsen der
Konzentration fillt der Widerstand wieder ab und erreicht bei ¢ =1
natiirlich den ,,idealen* Wert des zweiten Metalles. Auf die Temperatur
Null extrapoliert wird also der Widerstand einer derartigen Legierung
mit unbeschrinkter Loslichkeit der Komponenten ineinander eine Funk-
tion von ¢ sein, die fiir ¢ = o und ¢ = 1 verschwindet, und in der Nihe
dieser beiden Punkte linear verlduft. NorpuEIM hat die Interpolations-
formel

(IT = const-¢(I —¢)

fiir den Widerstand im ganzen Gebiet vorgeschlagen, die empirisch eine
gute Naherung darstellt, theoretisch jedoch nicht begriindet werden
kann.

Sind die Komponenten einer Legierung nicht unbeschrinkt 16slich,
d. h. erhidlt man in gewissen Konzentrationsbereichen Eutektika oder
feste Verbindungen, so komplizieren sich die Kurven in einer Weise, die
man qualitativ auf Grund analoger Betrachtungen verstehen kann.

Bei allen Uberlegungen dieses Abschnittes ist der Ausdruck , Extra-
polation auf T = o' nicht wortlich zu nehmen, weil bei vielen Legierun-
gen in sehr tiefen Temperaturen Supraleitung auftritt, so daB auch der
Zusatzwiderstand verschwindet. Im Falle supraleitender Legierungen
gelten die obigen Betrachtungen fiir diejenigen Grenzwerte, die man
durch stetige Extrapolation der oberhaldb des Sprungpunkts geltenden
Kurven auf T =o erhilt. Die hierdurch bedingte Unbestimmtheit
ist praktisch gewdhnlich klein.

27. Halbleiter. Eine weitere Moglichkeit, die wir bisher auBer acht
gelassen haben, besteht in folgendem: Betrachten wir ein Material, das
nach unseren allgemeinen Uberlegungen in Abschnitt # ein Isolator ist.
In der Konfiguration kleinster Energie soll also ein gewisses Band s,
noch vollig besetzt und das energetisch niachst hohere s, dagegen schon
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véllig leer sein. Die Energiestufe zwischen dem oberen Rand E, von s,
und dem unteren Rand E. von s, bezeichnen wir mit A. Erhéhen wir
nun die Temperatur so weit, daB 27 mit A vergleichbar wird, so wird
nach (14) ein gewisser Bruchteil der Elektronen in das Band s, iiber-
gehen. Diese Elektronen sind jetzt also beweglich, und ebenso entsteht
in s, wegen der freigewordenen Plitze eine gewisse Bewegungsfreiheit.
Die Substanz wird also leitend werden. Im allgemeinen spielt dieser
Effekt in Isolatoren eine geringe Rolle, weil die Energiestufen A be-
trachtlich sind, und die Leitfihigkeit bei allen Temperaturen bis zum
Schmelzpunkt noch klein bleibt. Wird aber zufillig die Stufe A klein,
so kann schon bei gew&hnlichen Temperaturen eine betrichtliche Leit-
fahigkeit entstehen. Solche Substanzen bezeichnet man als Halbleiter.
Die Zahl der Elektronen im oberen Niveau wird wegen der FrrwmiI-
Verteilung (14)

(2) X (2) _ g(2)

oz St S [ azen ey
2| gE e =e B =2 — g e,
72 s

k2

wobel man auch bis o0 integrieren darf.
Die Zahl der freien Plitze im Band s, wird:

E(I)—EJ © &
" —dZ(EW . g

L T
e BT ] ]I=—2/e —;; de.

o

Diese beiden Zahlen sollen einander gleich sein, weil die Gesamtzahl der
vorhandenen Elektronen unabhingig von der Temperatur ist. Hieraus
folgt:
E,=— (ESI,’ + E% + & Tlog é) :
2 ] 2
Die Verschiedenheit der beiden Integrale rithrt aber nur von der Ver-
schiedenheit des Verlaufs von Z—é her, sie unterscheiden sich daher nur

um einen Faktor, und das logarithmische Glied kann im allgemeinen
vernachlissigt werden. Dann wird

E,= —(EY + EV).-

Die Zahl der Elektronen im oberen Band wird also

I E(Z)_nglﬁ) 4

JoeT TR =] T w7, (84)
wobei das Integral nur einer Potenz von 1  proportional ist und die
Temperaturabhingigkeit in der Hauptsache durch den zweiten Faktor
bedingt wird. Die Temperaturabhingigkeit der Elektronenzahl ist an
der Temperaturabhingigkeit des HaLL-Effekts unmittelbar zu priifen.
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Die eitfihigkeit hat wegen der Temperaturabhingigkeit der StoBwahr-
scheinlichkeit einen komplizierteren Verlauf; in tiefen Temperaturen wird
ihre Temperaturabhingigkeit im wesentlichen durch (84) gegeben, bei
hohen Temperaturen, bei denen der Exponentialfaktor schon in die
GroBenordnung von 1 kommt, iberwiegt die Zunahme der StoBzahl mit
der Temperatur und die Leitfihigkeit nimmt wieder ab.

Die Berechnung der Leitfihigkeit und die {ibrigen Leitungseffekte
fiir Halbleiter unterscheidet sich von den fritheren Berechnungen da-
durch, dal} die Zahl der Elektronen im oberen und der freien Plitze im
unteren Band klein sind. Man hat es dann mit einem nicht entarteten
Elektronengas zu tun, fiir das die FERMI-Verteilung mit der klassischen
Statistik (BorTzmaNNn-Verteilung) identisch wird. Bei konstanter Tem-
peratur gelten also hier die Formeln der klassischen Elektronentheorie,
in denen nur die Elektronenzahl nicht als konstant anzusehen ist, sondern
durch (84) bestimmt wird.

Selbst in einem Isolator mit groBem A kann aber eine Leitfihigkeit
auftreten, wenn er Verunreinigungen enthilt, die so eingelagert werden,
daB ihre Elektronenniveaus zwischen die Binder des Isolators fallen.
Bezeichnet dann A’ die Energiestufe von dem obersten besetzten Niveau

der Stératome zum ersten freien Band der Grundsubstanz, so kénnen
mit der Wahrscheinlichkeit ¢~ /?7 Prozesse passieren, die Elektronen aus
den Storatomen in das Band s, beférdern, wo sie nun leiten koénnen,
wihrend sie in dem zu den Stératomen gehdrigen Niveau wegen des
groBen Abstands dieser Atome voneinander keinen Beitrag zur Leit-
fahigkeit geben. Die Temperaturabhidngigkeit der Leitfihigkeit einer
solchen Substanz hiangt wesentlich davon ab, ob die betreffenden Niveaus
der Stératome ganz oder nur teilweise besetzt sind. Denkt man z. B.
an eingelagerte Alkaliatome, so sind die Niveaus wegen der Spinentartung
sicher nur halb besetzt. In diesem Fall erhdlt man eine Temperatur-
abhingigkeit

g
& ?

~e
weil, wie man leicht einsieht, in diesem Falle E, fast genau mit dem
Elektronenniveau des Stératoms zusammenfillt. Ist dagegen das be-
treffende Atomniveau vollig besetzt (ein wenig wahrscheinlicher Fall),
so erhilt man wie oben Proportionalitit mit

P

e okl
Analoge Betrachtungen gelten, wenn ein nicht vollig besetztes Niveau
des Stératoms um einen geringen Betrag iber das letzte Band besetzte
zu liegen kommt. Bei wachsender Temperatur kann dieses Niveau dann
Elektronen aufnehmen und auf diese Weise freie Plitze schaffen, die
eine Leitfahigkeit bewirken. Experimentell kann man diese Moglichkeit
von der fritheren am Vorzeichen des HarL-Effekts unterscheiden, weil das
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zuletzt erwihnte Verhalten offenbar einen positiven (anomalen) HALL-
Effekt zur IFolge hat.

Wir miissen uns leider mit diesen kurzen Andeutungen iiber das inter-
essante Gebiet der Halbleiter begniigen. (Vgl. 61, 62.)

VI. Schlubemerkungen.

Uberblickt man den gegenwirtigen Stand der Metalltheorie, so ge-
winnt man den Eindruck, daB3 ihre Aufgabe, das typische Verhalten der
Metalle aus ihren molekularen Eigenschaften zu erkliren, und die exi-
stierenden quantitativen GesetzmiBigkeiten abzuleiten, zum groBten
Teil — mit gleich zu erwdhnenden Ausnahmen — geldst ist. Ungeldst
ist dagegen das Problem, etwa die Materialkonstanten aller Metalle aus
wenigen molekularen Daten zu berechnen. Nach Ansicht des Verfassers
ist dies aber weder eine interessante Aufgabe der Theorie (die Kon-
stanten sind weit einfacher auf empirischem Wege zu gewinnen), noch
bei den komplizierten Verhiltnissen des Metallinnern praktisch durch-
fihrbar.

Die Theorie bedarf jedoch, wie wir im einzelnen sahen, noch einer
Weiterfilhrung in verschiedenen Richtungen. Insbesondere fehlt eine
Untersuchung der Rolle, die die Wechselwirkung der Elektronen spielt.
Es ist zu hoffen, daB eine derartige Untersuchung unter anderem die
Ursache der Supraleitung klarstellen wiirde. Die Unmoglichkeit, die
Supraleitung zu erklaren, bildet wohl den stirksten Mangel der vor-
liegenden Theorie. — Weiter fehlt ein Ausbau der Theorie fiir die Beriick-
sichtigung der Dampfung und der Oberflichenerscheinungen bei dem
optischen Verhalten der Metalle, fiir die Untersuchung des Diamagnetis-
mus bei gebundenen Elektronen, der galvanomagnetischen Effekte in

Feldern von der GréBenordnung kT , und der thermoelektrischen Effekte

bei tiefen Temperaturen. Auch fir die Druckabhingigkeit der Leit-
fahigkeit (BrRipGMaN-Effekt) fehlt eine befriedigende Theorie.
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Der Magnetismus ist ein Erscheinungsgebiet, das bis in die neueste
Zeit so gut wie nichts beigetragen hat zu den Vorstellungen, die wir uns
vom Aufbau der Metalle und vom Wesen des metallischen Zustandes
machen. Die Griinde dafiir sind leicht zu erkennen. In den meisten
physikalischen Eigenschaften, und gerade in den sinnfilligsten, zeigen
die Metalle ein sehr einheitliches Verhalten; so war es moglich, dafl man
die Metalle lingst vor den Zeiten moderner Naturwissenschaft von den
iibrigen Erscheinungsformen der Materie unterscheiden lernte. — Fiir
den Magnetismus gilt das Gegenteil. Alle Typen magnetischen Verhaltens,
die wir iiberhaupt kennen, finden wir auch bei den Metallen. So kénnen
wir also héchstens fiir die Unterscheidung der einzelnen Metallarten vom
Magnetismus her Aufschliisse erwarten, nicht aber fiir ihre allgemeine
Charakterisierung.

Die theoretische Behandlung des metallischen Zustandes nimmt im
wesentlichen von drei Seiten her ihren Ausgang:

1. Das wichtigste Kennzeichen der Metalle ist die freie Beweglichkeit,
die die duersten (,,Valenz-)Elektronen der Atome im Metallgitter er-
langen. Hierauf baut die Elektronengastheorie der Metalle auf. Unter
Zuhilfenahme der quantentheoretisch zu fordernden FerM1-Statistik und
der Wellenmechanik erlebte diese Theorie in den letzten 5 Jahren eine

t Der Bericht entstand aus Teil I der Marburger Habilitationsschrift
1931. Teil II vgl. Lit.-Verz. (58).

21%
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entscheidende Entwicklung (vgl. z. B. 13, 21, 23a). Sie gerit bezeich-
nenderweise in Schwierigkeiten bei der Bestimmung der individuellen
Zahlenwerte elektrischer GréBen ; denn diese sind durch die Besonderheiten
der verschiedenen Metallatome bedingt, die in diese Theorie zunichst
nur in mehr oder weniger groben Naherungen eingefiihrt werden kénnen.

2. Fiir die Charakterisierung der metallischen Bindungsart gegentiber
anderen Typen von Gitterkriften konnten empirisch aus der réntgeno-
graphischen Erforschung der Gitterstruktiuren (8) im Zusammenhang mit
den RegelmifBigkeiten des periodischen Systems und anderen Eigen-
schaften der Metalle wichtige Aufschliisse gewonnen werden (BRADLEY,
BerNaL, HUME-ROTHERY u. a.).

3. Um die Besonderheiten der Einzelmetalle theoretisch erfassen zu
kénnen, wird man den AnschluBl an die bis in alle Feinheiten ausgebaute
Quantentheorie der freien Atome suchen miissen. Was aus den Elektronen-
zustinden freier Atome bel ihrem Zusammentritt zum Kristallgitter,
speziell zum Metall, wird, das zu verfolgen, liegen erst wenige, vorldufig
noch recht allgemein gehaltene Ansitze vor (z. B. SLATER, HUuND); sie
benutzen die Verfahren, die bei der quantenmechanischen Behandlung
der Molekiilbildung aus freien Atomen im Anschluff an HEITLER und
Loxpox vielfach erprobt sind. —

Die Quantentheorie des Atombaus hat ihre weitaus wichtigste Er-
fahrungsgrundlage in der Spektroskopie. Dieses feinste Instrument der
Atomforschung versagt fiir die feste kristallisierte Materie bis auf wenige
Ausnahmen (Salze der seltenen Erden und einzelner Schwermetalle), fiir
die Metalle vollkommen. Bedenkt man nun, wie viel wir iiber die
Quantenzustinde der freien Atome auch aus ihrem magnetischen Ver-
halten erfahren (STERN-GERLACH-Versuch; Magnetismus von Ionen in
Kristallgitter und Losung ; vgl.[29; 11a]), so wird man sich fragen, obnicht
auch bei den Metallen, wo uns spektroskopische Erfahrung ganz ver-
schlossen ist, gerade der Magnetismus in gewissem MaBe einspringen und
uns einige Aufschliisse iiber die Quantenzustinde der Atome im Kristall-
gitter geben kann.

Unter diesem Gesichtspunkt soll im folgenden ein Uberblick iiber das
magnetische Verhalten der metallischen Elemente gegeben werden. Da-
bei sollen auch die Uberginge der metallischen Bindung zu anderen
Bindungsarten im Gitter einbezogen werden, soweit sie sich magnetisch
auBern. Besondere Bedeutung gewinnt so das magnetische Verhalten
von Metallegierungen im Hinblick auf die mit der Legierungsbildung
verbundenen Zustandsinderungen der Metallatome; auch hierzu sollen
einzelne Beispiele besprochen werden.
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I. Gruppe 1 des periodischen Systems
(Anndherung an den idealen Metallzustand).

Die atomtheoretische Deutung des Metallmagnetismus fand lange
Zeit ein kaum zu iiberwindendes Hindernis in einem besonders hiufig
bei Metallen vorkommenden Typ magnetischen Verhaltens, der sich der
Deutung durch die vorhandenen Theorien véllig entzog: einem Para-
magnetismus, der gar nicht oder nur sehr wenig von der Temperatur
abhingt. — Paramagnetismus beruht ja nach der klassischen LANGEVIN-
schen Theorie auf einer Einrichtung von Atomen oder Molekiilen, die
ein magnetisches Eigenmoment haben in die Richtung des duBeren Ma-
gnetfeldes. Stets wird diese Einrichtung gestort durch die Warmebewe-
gung; sie mufl daher mit sinkender Temperatur zunehmen, und die An-
wendung der klassischen Statistik ergibt fiir die Massensuszeptibilitit y
das Curiesche Gesetz (y-71 = C) oder nach der Weiterfilbrung der
Theorie durch P. WEIss mindestens das WE1sssche Gesetz (y (1T-—0) = C).
Eine paramagnetische Suszeptibilitit ohne Temperaturabhingigkeit
bleibt fiir diese Theorien unverstindlich. Temperaturunabhingig ist fiir
sie allein der Diamagnetismus, der einfach den nach der klassischen
Elektrodynamik zu berechnenden elektromagnetischen Induktions-
effekt darstellt, den das Einschalten des duBeren Magnetfeldes auf die
Elektronenbahnen in Atomen und Molekiilen ausiibt; dieser Effekt wird
natiirlich von der Wirmebewegung nicht beriihrt.

Es war also ein entscheidender Schritt, als PauLt (£3) fiir den charak-
teristischsten Bestandteil der Metalle, die Lestungselektronen, gerade diesen
bis dahin unverstindlichen Typ magnetischen Verhaltens berechnete,
eine temperaturunabhingige paramagnetische Suszeptibilitit. Er gewann
dies Resultat, indem er in die Elektronengastheorie die Forderungen
der Quantentheorie einfiigte (vgl. Einleitung 1). Der Metallkristall
ist aufzufassen als ein Riesenmolekiil, in dem die Valenzelektronen
allen Atomriimpfen gemeinsam sind. Die Elektronen haben vermoge
ihres Dralls (ComproN [7], UHLENBECK u. GOUDSMIT [34]) ein magne-
tisches Eigenmoment, das infolge der Richtungsquantelung nur zweier
Orientierungen fihig ist: parallel und antiparallel zu einem &dufleren
Magnetfeld. Wie im Atom, so mull auch fiir diese Metallelektronen das
PauLl-Prinzip gelten; d. h. sie miissen sich simtlich in verschiedenen
Zustinden (Zellen des gequantelten Phasenraumes) befinden. Durch
ein Magnetfeld konnen also nur diejenigen antiparallel orientierten Elek-
tronen zum Umspringen in die Feldrichtung gebracht werden, die mit
dem Energiegewinn durch das duBlere Feld H (de = u,H) gerade in
noch unbesetzte Zellen gelangen. Ihre Zahl und damit die Magnetisie-
rungsintensitit ist, wie die auf dem PAuLi-Prinzip aufgebaute FERMI-
statistik angibt, proportional dem Feld und in erster Niherung unab-
hingig von der Temperatur.
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Diesem Paramagnetismus der Leitungselektronen {iberlagert sich eine
diamagnetische Polarisation, die von der Kriimmung der geradlinigen
Elektronenbahnen im Gitter durch dasMagnetfeld herriihrt (LANDAU [20];
TELLER [33]); zahlenmBig ergibt sich gerade ein Drittel des Paurischen
Elektronenparamagnetismus.

AuBer dem Magnetismus der Leitungselektronen enthilt die am
Metall gemessene Suszeptibilitit noch den von den positiven Atomionen
herrithrenden Anteil. DaB man experimentell die Einzelbeitrige zur
Suszeptibilitit nicht trennen kann, stellt eine groBe Unsicherheit fiir die
theoretische Auswertung der magnetischen Messungen dar. Liegt wirk-
lich der ,,ideale Metallzustand®, wie ihn die Elektronengastheorie an-
nimmt, vor, so miiBten sich die Suszeptibilititen des freibeweglichen
Elektronengases und der Metallionen in den Gitterpunkten rein additiv
iberlagern, genau so wie etwa in einer Salzldsung — entsprechend der
,, WIEDEMANNschen Regel® — die Suszeptibilitdt sich additiv aus den
Betrigen fiir Losungsmittel, Kation und Anion zusammensetzt. Fiir den
Beitrag der Metallionen kann man einigermafen bestimmte Erwartungen
haben bei den Elementen am Anfang der kleinen und groBen Perioden
des Systems, inshesondere den Alkali- und Erdalkalimetallen. Die héher-
wertigen Elemente haben teils wechselnde Valenzstufe, teils niedrige An-
regungsniveaus ihrer Ionen (Lichtabsorption im Sichtbaren), so daB aus
beiden Griinden von vornherein unsicher ist, in welchem Ionisations-
und Anregungszustand sie in das Metallgitter eingehen.

Die diamagnetische Suszeptibilitit der edelgasihnlichen Alkali- und
Evdalkalitonen ist an wdsserigen Lisungen ihrer Halogenide gemessen;
dabei ergab sich, daBl die Suszeptibilitit der Ionen nur wenig durch
Wechselwirkung miteinander und mit Wasser beeinfluit sein kann
(IKENMEYER [49]). Man wird daher ohne groBen Fehler dieselben
Werte auch fir die Metallionen im Gitter ansetzen kénnen (BITTER [4];
Voer [35]).

Ein anderer Weg (ROSENFELD [24]) zur Berechnung der diamagne-
tischen Wirksamkeit der Atomriimpfe im Metallgitter ist zwar ein Um-
weg, geht aber von wirklich am festen Metall gewonnenen Daten aus:
Das bei der Elektronenbeugung an Metallgittern wirksame ,,Gitter-
potential E, des Metalls ist nach BETHE (3) — kugelsymmetrische
Elektronenkonfiguration der Atomionen und gleichmaBige Verteilung der
Leitungselektronen im Metallvolumen vorausgesetzt — ein Maf3 fiir das
,, Trigheitsmoment @ der Elektronenverteilung in Bezug auf den Kern:

E,=2"N® (N: Atomzahl im ccm) (1)
3 ?

worin: O=[o(n)rdr

o
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fo(r) ist die wellenmechanische Ladungsdichte in Abhingigkeit vom
Kernabstand].
Fiir das Borrsche Atom mit diskreten Elektronenbahnen ist:

O = 3er* (Zeitmittel iiber alle Elektronenbahnen).

Durch diese GréBe ist nun aber auch die diamagnetische Suszeptibi-
litat eines Atoms ohne magnetisches Eigenmoment gegeben:

. .
Kiia = ¢, o NZer, (2)

wie die Anwendung der klassischen Elektronentheorie des Diamagnetis-
mus auf das Boursche Atom ergibt (Paur1 [22]).
ZahlenmiBig folgt:

%aa = E, - 0,156 - 107¢  (E, in Volt). (3)

Um nun zur Berechnung der Metallsuszeptibilitit die algebraische Ad-
dition der Ionen- und Elektronensuszeptibilitdt auszufithren, mufl man
diese Teilbetrige auf das gleiche Volumen im Metall beziehen. Als
solches empfiehlt sich das Atomvolumen, um so fiir den Vergleich
verschiedener Elemente miteinander zu einer rationellen GréBe zu
gelangen: der ,,Atomsuszeptibilitdt’ (y,). Die physikalische Bedeutung
dieser Gréfe ist: das magnetische Moment eines Grammatoms im Feld 1
GauB; sie berechnet sich als: Volumensuszeptibilitit (x) X Atomvolumen
(V) oder Massensuszeptibilitit (y) X Atomgewicht (4).

Dementsprechend ergibt sich die Elektronensuszeptibilitit (nach
PAuLI-LANDAU) bezogen auf 1 Grammatom des Metalls (,,5 ) folgender-
maBen: In Pauiis Endformel (23, S.101) % = N5 2,21 - 107** kann
man fiir N (Zahl der Leitungselektronen pro ccm) setzen:

N="2" (n = Wertigkeit des Atoms, N; = 6,06 - 10).

Unter Verminderung des Betrages auf zwei Drittel, um dem Elek-
tronen-Diamagnetismus (LANDAU) Rechnung zu tragen, ergibt sich:

Lp=mn'ls- V. 1,25-107°, (4)
Auf y, hat also seltsamerweise das Atomvolumen einen stirkeren Ein-
fluB (V ) als die pro Atom abgegebene Elektronenzahl (n's). Daher

ist y, bei den zweiwertigen Erdalkalimetallen kleiner als bei den benach-
barten einwertigen Alkalimetallen.

Abb. 1—3 zeigen die Ergebnisse dieser Berechnung der Metall-
suszeptibilitit auf Grund des Modells eines ,,idealen Metalls fir die
1. Gruppe des periodischen Systems und den Vergleich mit der Erfah-
rung. Leider zeigten bei den Alkalimetallen die gemessenen Werte noch
betriachtliche Unsicherheiten, die freilich kaum MeBfehler sein konnen,
sondern auf bisher unaufgeklirte Unterschiede in der Beschaffenheit des
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Versuchsmaterials hindeuten (4). (Uber magnetische MeBmethoden
vgl. z. B. [29a, 30]!)

Der gefihrlichste Feind bei. para- und diamagnetischen Messungen
sind ferromagnetische Verunveinigungen, die gerade bei Metallen oft
schwer zu vermeiden sind; vor allem bei schwerfliichtigen Metallen wird
man kaum je Material gewinnen kénnen, das vollstindig eisenfrei ist.
Da die Massensuszeptibilititen der Metalle vielfach < 1076 sind,
wiirde ein Fehler von 10% im Feld von 10000 GauB bereits durch einen
Eisengehalt von 1:10° bedingt sein kénnen. Zum Gliick hat man ein
cinfaches Mittel, das Vorhandensein ferromagnetischer Verunreinigung
zu erkennen und rechnerisch auszuschalten (HonpA [46]): die Messung
der Feldstirkenabhingigkeit von y in moglichst starken Feldern. Eine
der Feldstirke proportionale Magnetisierung zeigt ja nur der Dia- und
Paramagnetismus, wahrend die ferromagnetische Verunreinigung bereits
in maBigen Feldern den konstanten Sittigungswert erreicht. Die dem
reinen Dia- bzw. Paramagnetismus zukommende Suszeptibilitit y
ergibt sich demnach aus den bei Feldstarken H gemessenen Werten y,,

einfach aus:

Lo = deo + ﬁax (0: ,,Ferromagnetisierung* pro g Grundmaterial). (5)
Nur auf diesem Wege kann man zu zuverlidssigen Werten fiir die Metalle
gelangen. Im Falle der leichtfliichtigen Alkalimetalle sollte freilich eine
Befreiung von Eisen durch Destillation leicht mdglich sein, so daf die
schlechte Ubereinstimmung hier wohl andere Griinde haben muB.

In der Reihe der Alkalimetalle wird die Fehlergrenze bei Betrachtung
der Atomsuszeptibilitidt (Abb. 1) stark verzerrt (proportional dem Atom-
gewicht). Daher ist in Abb. 2z auch noch die Massensuszeptibilitat
gezeigt, die in dieser Hinsicht ein richtigeres Bild gibt. Man sieht hier,
daB der Wert fiir Lithium noch am mangelhaftesten ermittelt ist.

Aus den beiden Abbildungen sieht man klar, da3 die Suszeptibilitit
der Alkalimetalle zwar betrichtlich stdrker paramagnetisch ist, als die
Berechnung mit Hilfe der Ionenwerte aus den geldsten Salzen ergibt, daB
aber der Gang der berechneten Werte sich auch in den gemessenen an-
zudeuten scheint, wenigstens sofern es erlaubt ist, iiber die verschiedenen
Beobachtungen einfach zu mitteln. Die Abweichung zwischen Experi-
ment und Berechnung nimmt dann gleichmifBig mit der Ordnungszahl
zu fiir y ,, — ab fiir y.

Diese Abweichung der Messungen in paramagnetischer Richtung laBt
sich vielleicht deuten durch die Verfeinerung, die Brocu (§) an PAULIs
Theorie angebracht hat. Beriicksichtigt man, daf die Leitungselektronen

t Dieser Ansatz ist zu modifizieren fiir diejenigen MeBmethoden, bei
denen der Probekorper sich nicht vollstindig in Gebieten hoher Feldstdrke
befindet, sondern — wie etwa bei der ,,Zylinder-Wagungsmethode'* (Gouy)
-~ mit einem Ende auBerhalb des Magnetfeldes reicht (58).
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nicht vollig kriftefrei im Gitter sich bewegen, sondern in einem mit dem
Abstand der Gitterpunkte periodischen Kraftfeld, so ergibt sich ein
starkerer Paramagnetismus. In anderer Sprache kénnte man etwa sagen:
Die Metallatome sind im Gitter nicht vollstindig ionisiert, sondern ein
geringer Teil der Valenzelektronen hat im Zeitmittel eine Bindungs-
beziehung zu einem bestimmten Atom; der Metallcharakter ist ver-
schlechtert. Dafl dies einen paramagnetischen Effekt bedingt, leuchtet
ein, da die isolierten neutralen Alkaliatome paramagnetisch sind (STERN-
GERLACH-Versuch!).

.70‘ill.
AV ) & gi |
4 *72
+20 #1710
+48)
g *46)
* 4]
~20| +42)
Tk 0
—40— “‘1 -4z
S+
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Oramungszat/ Oratungszah/
Abb. 1. Alkalimetalle. Atomsuszeptibilitat. Abb. 2. Alkalimetalle. Massensuszeptibilitat.

Bezeichnung Abb. 1—3:
—_— e =~ Elektronen (PauLi-LanpAuv)

e e + Tonen (Lésung)
(4)-- -+ ---(+)Ionen (Gitterpotential)
©=—— - ——(®) Metall berechnet (Elektronen + Tonen)

| Metall gemessen.

In Abb. 3 sind weiterhin angegeben die drei Edelmetalle der ersten
Systemgruppe. Die Berechnung mit Hilfe der gemessenen Suszeptibilitit
des geldsten Metallions ist hier nur fiir das Silber méglich, da Kupfer und
Gold keine einwertigen Ionen in Lisung bilden. Die Suszeptibilitiat des
Silberions?, kombiniert mit der PaurLischen Elektronensuszeptibilitit,
liefert hier einen iiberraschend gut mit der Messung am Metall iiberein-
stimmenden Wert. Die Abweichung in paramagnetischer Richtung wie
bei den Alkalimetallen fehlt bei Silber; das Ergebnis spricht also fiir
,,vollkommene Ionisation im Gitter, fiir den ,idealen Metallzustand .

Fir Cu, Ag, Au sind weiterhin angegeben die Resultate der RoSEN-
FELDschen Berechnungsweise aus dem Gitterpotential. Gré8enordnungs-

T Aus Messungen, die Herr FARLENBRACH-Marburg mit einer Steighdhen-

anordnung (Ann. Physik (5) 13,265 [1932]) zu diesem Zweck an Silbernitrat-
l6sungen ausfiihrte.
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miBig ist die Ubereinstimmung mit den Messungen hier recht gut, doch
kommen die Unterschiede der drei Metalle bei dieser Berechnung nicht
geniigend zum Ausdruck.

Die Zunahme des Diamagnetismus mit steigender Ordnungszahl ist
auch bei den Alkalimetallen (Abb. 1) zu erkennen, (nur wird sie bei den
drei leichteren Alkalimetallen offenbar iibertént von der Zunahme des
Elektronenparamagnetismus). Diese Erscheinung tritt auch in anderen
Gruppen des periodischen Systems auf. Am regelmiBigsten ist die
Anderung von y , mit der Ordnungszahl bei den edelgasihnlichen Metall-
ionen (Abb. 1; Tab. 4 S. 340), auch bei den Halogenionen und den Edel-
gasen selbst; sie ergab sich linear mit der gleichen Neigung in den drei
Gruppen von Ionen (49; 19). Diese regelmiBige Zunahme des Diamagne-
tismus der kugelsymmetrischen Elektronenkonfigurationen ist bedingt
durch die VergréBerung der Elektronenzahl nach Formel (2) S.327; genaue
Proportionalitit zur Ordnungszahl wiirde danach bedeuten, daB das

mittlereKernabstandsquadrat der

Z?o_i— N Ay 4 gesamten Elektronenwolke sich
2 i | | in der betreffenden Gruppe von
’ T ~ Atomen nicht dndert. Wo ein
solcher Gang auftritt, kann man

e schliefen, daB im fibrigen das
magnetische Verhalten der der

— | | i ' \ | Gruppe angehdrenden Elemente
v Mﬂm’mﬁfyfmﬁ/jﬂ 7 % sich gleicht, daB die Elemente
Abb. 3. Edelmetalle. Atomsuszeptibilitat. sich also auch im gleichen Atom-
zustand befinden. — In der

Reihe Cu, Ag, Au dndert sich y, vielleicht von Ag zu Au weniger,
als man erwarten koénnte; das hingt vermutlich damit zusammen, da(
Gold und Silber auffilligerweise fast genau die gleiche Gitterkonstante
haben, — trotz dem verschiedenen Atomgewicht also gleichen Atom-
durchmesser, was bei anderen Elementen innerhalb einer Gruppe nicht
der Fall ist.

Wir diirfen also wohl ohne Bedenken schlieBen, daB, wie bei Silber,
so auch bei Kupfer und Gold der ,,ideale Metallzustand‘* weitgehend ange-
nahert ist, die Metalle also aus einwertigen diamagnetischen Ionen und
einem FERMI-Gas von einem Leitungselektron pro Atom bestehen.
Wenn dieser Befund auch fiir Silber nicht iiberrascht, so war er doch
fiir Gold und Kupfer keineswegs von vornherein vorauszusehen, da in
chemischen Verbindungen das Cu vorwiegend zweiwertig, das A meist
dreiwertig auftritt. Cu+" und A« haben unabgeschlossene Elektronen-
konfiguration, demgemafl Lichtabsorption im Sichtbaren und ein para-
magnetisches Moment. Im Metallgitter miiBten sie sich durch betricht-
lichen Paramagnetismus bemerkbar machen.
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Wir gewinnen hier also aus dem magnetischen Verhalten des Metalls
eine Antwort auf die Frage nach dem Iomisationszustand der Metall-
atome im Gitter, eine Frage, zu deren Beantwortung noch kaum sichere
Ansatzpunkte vorhanden sind.

Das Naheliegendste wire, aus dem elektrischen Leitvermdgen der
Metalle auf die Zahl der pro Atom abgespaltenen Leitungselektronen ()
zu schlieBen. Aber dieser Zusammenhang ist verwickelter, als man viel-
leicht denken koénnte; mit #» wichst ja die positive Ladung der Atom-
rimpfe und damit wachsen auch die Krifte, die die freie Beweglichkeit
der Leitungselektronen hindern. So kommt es, daBl nach den Formeln der
neuen Elektronentheorie die Metalleitfihigkeit sinkt mit wachsendem #,
ein zunichst vielleicht iiberraschendes Ergebnis. Dem entspricht nun
vollkommen der experimentelle Befund. Tabelle 1 zeigt den starken

Tabelle 1. Atomleitfadhigkeit® der Elemente.
(- 107%)

Gruppe

I | 11 ‘ 11 V—VII ’ VIII
Ls 18 Be ‘ 3) As ‘ 9 Fe 14
Na 120 Mg | 47 Al 53 Sb | 13 Co (14)
K 170 Ca | (39) | Bi ! 9 « N | 19

Rb (160) Sy (36) — j
Cs | (150) | ‘ \ | a1 Ry |
‘ ‘ \ i Cr | (4o) | Rr | 36
‘ ! ] Mo | (33) Pd 21

\ w36 \
Cu 110 Zn } 45 Ga 9 |— 4 T— ] 0s 21
Ag 180 | Cd | 33 In | (7o) | Mn | (33  Ir 41
du | 170 | Hg | 34 | T | (40) | PL 2s

Abfall der atomaren Leitfahigkeit beim Ubergang von den einwertigen
zu hoherwertigen Metallen. Entspricht der ,,ideale Metallzustand* véllig
freier Beweglichkeit der Leitungselektronen, so ist also offensichtlich die
Zunahme der Wertigkeit der Metallatome mit einer starken ,, Verschlech-
terung des Metallcharakters’ verbunden; nach Brocu wiirde gleichzeitig
der Paramagnetismus des Metalls wachsen.

Auch aus dem oben erwihnten Gitterpotential kann man im Rahmen
der neuen Elektronengastheorie in Verbindung mit der licht- bzw. gliih-
elektrisch gemessenen Austrittsarbeit auf die Zahl der Leitungselektronen
pro Atom schlieBen (RosENFELD u.WITMER [25]). Fiir Cu, Ag und Aw er-
gibt sich so # =2 (26), im Widerspruch zu unserem oben gezogenen
SchluB. Doch ist auf diesem Wege wegen mancher, vor allem theo-
retischer Unsicherheiten kaum mehr als die GréBenordnung zu erwarten.

! Fiir eine rationelle Definition der ,,Atomleitfihigkeit” muf3 man die
Leitfahigkeit beziehen: auf Grammatome (BENEDICKS), auf korrespondie-
rende Temperaturen (GRUNEISEN) und auf gleiche Form: einen Wiirfel

enthaltend das Atomvolumen (Simon) (27). Die angegebenen Zahlen -
aus (27) — diirften z. T. iiberholt sein.
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Erwihnt sei hier ferner, daB SLATER (28) auf dem in der Einleitung
unter 3 skizzierten Wege ebenfalls zu Schliissen auf die Zahl # gelangt.
Er baut seine Theorie genau auf den entgegengesetzten Standpunkt, wie
Paur1 und Brocu: Nicht das FErMI-Gas der Elektronen bei vollkomme-
ner Jonisation, sondern die Wechselwirkung einer groBen Anzahl freier
Atome bei Anderung des gegenseitigen Abstandes wird berechnet. Dabei
ergibt sich — scheinbar in krassem Widerspruch zu dem vorigen —,
daB nur wenige Prozent der Atome ihre Valenzelektronen abspalten.
Dieser Widerspruch ist jedoch wohl nicht unlésbar. Z. B. wiirde fiir den
Magnetismus SLATERs Modell nicht etwa den Paramagnetismus der freien
Alkaliatome ergeben; die homdopolare Bindung fithrt vielmehr zur
Kompensation benachbarter Spinmomente ebenso wie im Wasserstoff-
molekiil. Fiir das elektrische Verhalten des Metalls ist SLATERs Aussage
iiber die Zahl abgespaltener Elektronen wohl nichts anderes als die Aus-
sage der neuen Elektronengastheorie, daf der Leitungsvorgang nur von
einem kleinen Teil aller Leitungselektronen besorgt wird, nimlich von
dem in den hochsten Quantenzellen im Abfall der FErmI-Verteilungs-
kurve befindlichen (z. B. 21).

Die letzten Uberlegungen fithren auf die engen Beziehungen zwischen
metallischer und homdopolarer Bindung im Kristallgitter, ja sie scheinen
anzudeuten, daf} diese beiden Bindungsarten tiberhaupt nicht vonein-
ander verschieden sind. Diese Zusammenhinge werden besonders deut-
lich, wenn man im periodischen System die an Cu, Ag, Au sich an-
schlieBenden Elemente der sogenannten B-Untergruppen verfolgt.

. II. B-Untergruppen
(Ubergang zu homdopolarer Bindung).

Es wire verfriiht, den fiir die einwertigen Metalle ausgefiihrten Ver-
such der theoretischen Berechnung der Metallsuszeptibilitit schon auf
alle anderen Metalle auszudehnen. Mit steigender Wertigkeit wichst,
wie schon erwihnt, die Unsicherheit, welche Wertigkeitsstufe die Metall-
ionen im Gitter haben; auBerdem nehmen mit wachsender Ionenladung
die elektrostatischen Bindungskrifte zwischen Elektronen und Ionen zu,
was vermutlich unvollstindige Ionisation und damit Verschlechterung
des Metallcharakters bedingt (vgl. Tabelle 1). Wir miissen uns daher
weiterhin mit einem summarischen Uberblick begniigen, bei dem wir
nur die verschiedenen charakteristischen Typen magnetischen Verhaltens
von Metallen hervorheben wollen.

Recht einheitlich ist das Verhalten der mit Cw, Ag, Au beginnenden
Reihen der ,, B-Untergruppen’’, — d. h. also derjenigen Elemente, deren
Atom innerhalb der Valenzelektronen eine mit 18 Elektronen voll-
besetzte Schale (ns)? (np)® (nd)*® besitzt; die auBerhalb davon befind-
lichen Valenzelektronen fiillen im freien Atom die (#-+1)s- und (n--1)p-
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Zellen. Diese Metalle sind sdmtlich diamagnetisch bis hin zu den Nicht-
metallen der VI. und VII. Gruppe.

Tabelle 2 zeigt im einzelnen: einerseits die oben (S. 330) besprochene
allgemeine Zunahme des Diamagnetismus mit wachsender Ordnungs-

Tabelle 2. C
Atomsuszeptibilitdat x 10°. - 501
B-Untergruppen™ “
B e . s
% 5 S
’ -2 o —1
— e —.8 - !
c e | J f
__ Cu < Zn = Ga « Ge | As . Se ‘
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zahl bei gleichbleibender Konfiguration der duBersten Elektronenschale
— andererseits eine deutliche Stérung dieses allgemeinen Ganges inner-
halb jeder Gruppe durch Einjliisse der Kristallstrukiur. In den drei Féllen
Hg, Ga und Pb, in denen die Atomsuszeptibilitit deutlich aus dem Gang
der tibrigen Elemente der Gruppe herausfillt, liegt jedesmal auch ein
abweichender Gittertyp vor. Am klarsten tritt der Gittereintlu8 einer-
seits bei Metallen mit polymorphen Umwandlungen zutage — so ist das
tetragonale weifle Zinn schwach paramagnetisch (y , = +2,4.1076) —,
andererseits in der Anisotropie der magnetischen Suszeptibilitat, die bei
nicht reguldren Metallen auftritt (vgl. z. B. Zn, Cd und B¢ in Tabelle 2);
sie erreicht in manchen Fillen auBerordentlich hohe Werte, z. B. Graphit
y ., 10%—180; | —2,8 (48). Kubische Metallkristalle wurden, wie
theoretisch zu erwarten, magnetisch isotrop befunden (54).

Besonders auffallend sind in Tabelle 2 die hohen Atomsuszeptibili-
titen der V. Gruppe. Fiir diese Sonderstellung der Metalle Wismut und

* Uber die Quellen der in dieser Zusammenstellung und auch in Tabelle 3
angegebenen Zahlenwerte orientiert die 2. Abteilung des Literaturverzeich-
nisses am Schluf3 des Berichts. Bei Elementen, die dort nicht unter anderen
Autoren genannt sind, stammen die Zahlen allein aus den Arbeiten von
Honpa und OweN. Die Zahlen fiir Hg entstammen noch nicht verdffent-
lichten Versuchen von E. GrineisEN und E. VoarT.
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Amntimon, zu denen nach dem Gittertyp noch das Arsen hinzugehért,
hat EgrRENFEST (I0) eine sehr anschauliche Deutung vorgeschlagen:
Wollte man nach Gleichung (2), S. 327, aus dem Diamagnetismus auf
den Atomdurchmesser schliefen, so erhielte man unter extrem giinstigen
Annahmen z. B. fir Bs mehr als das Doppelte des Atomabstands
im Gitter. Der abnorm hohe Diamagnetismus soll daher nach EHrREN-
FEST ,,geliefert werden durch Elektronenbahnen, die — im Kristall-
gitter fest orientiert — mehr als ein Afom umfassen. Fiir diese
Deutung spricht auch, daB die diamagnetische Suszeptibilitit von Bi
und Sb mit steigender Temperatur abnimmt und beim Schmelzen einen
plotzlichen Sprung auf weniger als den zehnten Teil erfahrt (46 56, 59);
die fliissigen Metalle besitzen also ganz normale Werte. Das elek-
trische Leitvermdgen dagegen nimmt bei diesen Metallen abnormer-
weise beim Schmelzen zu; die im Gitter mehrere Kerne umkreisenden
Elektronen wiirden in der Schmelze anscheinend zu Leitungselektronen.

Genau die gleichen Anderungen von Suszeptibilitit und Leit-
vermdgen beim Schmelzpunkt zeigt nun auch das Gallium, dessen y ,
in Tabelle 2 auch deutlich aus den Werten seiner Nachbarelemente
herausfillt, wenn es auch nicht die hohen Betriage von Bz und Sb erreicht.
EHRENFEST vermutet daher auch hier die gleichen Bahnen um mehrere
Atome 1m Gitter, und es ist interessant, dal auch Gallium ein Schichten-
gitter besitzt, wenn auch von komplizierterer Art als Bi und Sb oder
Graphit; vgl. (8) sowie eine neue Strukturanalyse: (20a).

Ob EHRENFESTs Vorstellung in die modernere quantenmechanische
Gittertheorie eingebaut werden kann, bleibt abzuwarten. Ubrigens
glaubt Laxpavu (20), daB auch der von ihm quantenmechanisch berech-
nete Diamagnetismus der Leitungselektronen (vgl. S. 326) durch Gitter-
einfliisse so modifiziert werden kann, daB3 er den Pavurischen Para-
magnetismus {ibersteigt und unter Umstinden so abnorme Betrage
annimmt, wie die Metalle der V. Gruppe zeigen. Hiernach wiirden die
Elektronen offenbar durch das Magnetfeld auf bestimmte mehrere Atome
umfassende Bahnen gezwungen.

Fiir eine bestimmtere Theorie dieses Diamagnetismus werden ver-
mutlich auch verschiedene sehr merkwiirdige experimentelle Befunde von
Bedeutung sein, die in letzter Zeit an Wismut gemacht wurden:

DE HaAs u. vaN ALPHEN (49) fanden, daB die Suszeptibilitit von B¢
bei sehr tiefen Temperaturen eine sehr merkwiirdige Feldabhidngigkeit
zeigt. Die Magnetisierung (o) wichst nicht stindig proportional mit dem
Feld (Abb. 4), sondern zwischen 5 und 7,5 und zwischen 10 und 15 -
GauB} wird die Zunahme plétzlich schwicher, oder es erfolgt sogar Ab-
nahme (!) der Magnetisierung mit wachsendem Feld. Der Effekt ist
auBerordentlich stark von der Kristallrichtung abhingig (Abb. 5); er
steht offenbar in Zusammenhang mit entsprechenden UnregelmifBig-
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keiten im Verlaufe der Widerstandsinderung in einem longitudinalen
Magnetfeld (Abb. 4). — Im Hinblick auf diese seltsamen Befunde ist
es besonders wichtig, daB Kapitza (50) bei hoheren Temperaturen
(— 1960 und + 18° C) bis zu 300 k-GauB strenge Proportionalitdt
zwischen Magnetisierung und Feldstéirke feststellte.

Der Diamagnetismus von Sb und Bi ist auBerordentlich empfindlich
gegen Fremdmetallzusatz, der, soweit er gelost wird, schon in kleinster
Konzentration den Diamagnetismus stark herabsetzt (ENDO [39]). Mes-
sungen an Einkristallen (GoETz u. FoCKE [42]) zeigten nun, daBl dieser
Effekt auBerordentlich stark von der Kristallrichtung und von der
Temperatur abhdngt; nur parallel zur Hauptachse erfolgt die Schwa-
chung des Diamagnetismus, so dal durch die Zusitze die magnetische
Anisotropie des Bz auferordentlich ver-
grofert wird, und zwar nimmt mit 9 /\ oH = 11,0%G.
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Abb. 4. Abb. 5.

Magnetisierung 0 u. longitud. magnet. Widerstandsanderung RII/P eines Bi-kristalls bel 14,20 K. (aus
Ro
DE Haas u. vAN ALrHEN Commun. Leiden Nr. 212, 1931).

sinkender Temperatur der Effekt stark zu. Das geht nun sogar so weit,
daB ein Bi-Kristall mit 3 Atomprozent S» unter 00 C parallel zur Haupt-
achse paramagnetisch wurde, wihrend er senkrecht dazu diamagnetisch
blieb, — der Kristall zeigte ,,Metamagnetismus‘.

Nach einstweilen noch nicht niher aufgeklirten Befunden (GOETZ,
HassLER, HERGENROTHER u. a. [43]) sollen Bi-Kristalle in ihren Eigen-
schaften (insbesondere Thermoelektrizitat) dadurch beeinfluit werden,
daB man sie in einem starken Magnetfeld kristallisieren 1i8t. Réntgeno-
graphisch konnte bei Anwendung von Prizisionsmethoden kein Unter-
schied zwischen innerhalb und auBerhalb eines Magnetfeldes gewachsenen
Kristallen gefunden werden.

Auch bei Legierungen kommt ein Diamagnetismus vor, der viel zu
stark ist, um nur von den Elektronenbahnen der Atome herriihren zu
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koénnen; in den bindren Systemen von C#, Ag und A« mit mehrwertigen
Elementen wie Zn, Al, Sn zeigen ihn (39) stets besonders ausgeprigt die
sogenannten y-Phasen, deren kompliziertes kubisches Gitter stets durch
ein ganz bestimmtes Konzentrationsverhiltnis der Atome zu den Valenz-
elektronen (13:21) bedingt ist, unabhingig von der Wertigkeit der Part-
ner (vgl. z. B. [8]). Diese Phasen zeigen schlechten Metallcharakter, sie
sind sehr briichig und spréde und recht schlechte Leiter. In diesen Fillen
ist es besonders deutlich, da} der hohe Diamagnetismus kein Atom-,
sondern ein Kristallstrukturphinomen ist. Die Gitter der reinen Kom-
ponenten besitzen den gew&hnlichen schwachen Diamagnetismus oder
sogar Paramagnetismus.

Die erwihnten Eigenschaften der yp-Phasen lassen vermuten, daB
diese Gitter weniger metallischer als vielmehr homdopolarer Natur sind;
so kommt BERNAL (I) dazu, abnorm grof3en Diamagnetismus geradezu
als Hinweis auf homdopolare Bindung zu bewerten. Auch die von EHREN-
FEST vermuteten Elektronenbahnen um mehr als einen Kern sind ja nichts
anderes als eine besondere Art homdopolarer Bindung, bei der dasElektron
nicht einem Einzelatom, aber auch nicht der Atomgesamtheit des metal-
lischen Riesenmolekiils zugehdrt. DalB lokalisierte homdopolare Valenzen,
»Elektronenpaarungen'’, zwischen benachbarten Atomen gerade bei den
Elementgittern der B-Untergruppen eine entscheidende Rolle spielen,
zeigen wunderbar anschaulich ihre Gitterstrukturen (BRADLEY, BERNAL,
HuME-RUTHERY). Geht man von den Edelgasen im periodischen System
riickwirts, so nimmt die Koordinationszahlim Gitter K (Zahl der nichsten.
gleich weit entfernten Nachbarn jedes Atoms) schrittweise zu; sie ist
jedesmal gleich der Zahl der Liicken in der abgeschlossenen Achter-
schale. Durch die Elektronenpaarungen mit den Nachbaratomen wird also
die Achterschale jedes Atoms gerade aufgefiillt. Diese Entwicklung ist
zu Ende in der IV. Gruppe, wo die Zahl der Liicken die Zahl der Valenz-
elektronen erreicht. Es gilt die Beziehung:

K =8 — n=wn (n: Valenzzahl). (6)

In der III. Gruppe reichen die Valenzelektronen nicht mehr aus,
um auf diese Weise Achterschalen herzustellen. Jetzt wird eine
andere Tendenz wirksam: die Tendenz zu wmdglichst hoher Koordi-
nattonszahl, dem besonderen Kennzeichen der hochsymmetrischen
metallischen Strukturen. Die Valenzelektronen werden nicht mehr paar-
weise zwischen zwei bestimmte, sondern zwischen zahlreiche Atome auf-
geteilt, sie werden ,,freie” Metallelektronen. Auch schon in der IV. und
V. Gruppe macht sich die Tendenz zu hoher Koordinationszahl gegeniiber
der lokalisierten ,,Kovalenz“ bemerkbar, und zwar dulert sie sich mit
steigendem Atomgewicht in wachsendem MaBe, indem der Unterschied
in den Abstinden jedes Atoms zu den nichsten und zweitnichsten
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Nachbarn immer geringer wird (BERNAL). Andererseits werden die ty-
pischen Metallstrukturen dichtester Packung in der II. und III. Gruppe
noch nicht vollkommen erreicht, sondern erst bei den einwertigen
Schwermetallen; diese Tatsache (zusammen mit anderen Eigenschaften
dieser Metalle, wie der verhaltnismaBig groBe Atomabstand, der niedrige
Schmelzpunkt) veranlat HuME RUTHERY zu der Vermutung, daB in
der IL. und IIL. Gruppe die Valenzelektronen nur unvollstindig ab-
gespalten werden, daf} sie vielmehr in betrachtlichem MafBe in der ab-
geschlossenen s*Zelle von Einzelatomen verbleiben. Auch diese Kon-
figuration der Elektronen kénnte dann ebenso wie die Elektronenpaarung
zwischen zwei Nachbarn Ursache eines Diamagnetismus werden, der
bei diesen Elementen in keinem Fall vom Paramagnetismus der Leitungs-
elektronen kompensiert wird.

Die betrachteten Erscheinungen deuten bereits an, daB3 homdopolare
und metallische Bindung nicht so scharf voneinander zu trennen sind,
wie zundchst vielfach angenommen wurde. Das duBlert sich schon darin,
daB die fiir hombopolare Bindung besonders charakteristische Diamant-
struktur nicht auf Isolatoren beschrinkt ist, sondern mit wachsendem
Atomgewicht zunehmend metallischen Charakter annimmt. (Vielleicht
beruht auch die Abnahme von |y.1| beim Ubergang von Diamant zu
Silizium (Tabelle 2) auf dem beginnenden Metallcharakter infolge des
Auftretens von Elektronen-Paramagnetismus, der die normale Zunahme
des Atomdiamagnetismus iibertont.) Die quantenmechanischen Ansitze
von' SLATER (28) fithren sogar dazu, die Anteile der beiden Arten von
Bindungsenergie zu berechnen, die gleichzeitig im Gitter wirksam sein
sollen: der homdopolaren Spinvalenzen zwischen je zwei benachbarten
Atomen und der ungerichteten CouLoMBschen Anziehung bei Annihe-
rung der Atome und Durchdringung ihrer Elektronenschalen. Durch-
gefiihrt ist diese Berechnung vorerst nur fiir die Alkalimetalle, doch
versucht BERNAL (2) eine Abschitzung dieses Krifteverhiltnisses auch
fiir die anderen Klassen von Metallen, um so, zunichst qualitativ, die
Verschiedenheiten ihres empirischen Verhaltens verstindlich zu machen.

Noch ein etwas anderes Aussehen gewinnen diese Verhiltnisse bei
Huwnp (17). Hier wird untersucht, unter welchen Bedingungen gleiche
Atome zu einem isolierenden oder zu einem metallischen Gitter zu-
sammentreten. Als Bedingung fir den Nichtleiter (z. B. Diamant) er-
gibt sich: Zahl der Gitternachbarn K = Zahl der Valenzelektronen n
= Zahl der Zustandsmoglichkeiten dieser Elektronen (Entartungsgrad)
bei getrennten Atomen. In diesem Fall besetzen ndmlich die Valenz-
elektronen des Gitters die kontinuierliche Folge von Zustinden, die
durch Aufspaltung des Grundzustandes der isolierten Atome bei der
Gitterbildung entsteht, wollstindig,; hohere Zustinde folgen erst in einem
endlichen Energieabstand. Erstreckt sich das Zustandskontinuum da-
gegen ohne Liicke tiber den mit Elektronen besetzten Bereich hinaus,

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 22
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ist also die Anregungsenergie des Elektrons beliebig klein, so ist das
Gitter ein metallischer Leiter. Das kann demnach auch dann der Fall
sein, wenn die Valenzelektronen ausreichen zur Besetzung lokalisierter
Valenzstellen zwischen den nichsten Gitternachbarn (z. B. in den
metallisch leitenden Diamantgittern von Si, Ge, Sn).

HunDp gelangt daher zur Unterscheidung folgender Gitterarten (Bin-
dungstypen), wobei jedoch Ubergangsfille vorkommen: '

1. Valenzgitter (die sowohl Isolatoren wie metallische Leiter sein
kénnen; Diamanttyp).

2. Schwer fliichtige Atomgitter ohne lokalisierte Valenzen (stets
metallische Leiter; hohe Koordinationszahl).

3. Heteropolare Ionengitter (Isolatoren).

Zu diesen schwerfliichtigen Gittern kommen noch:

4. Leicht fliichtige Atomgitter (durch vax DER Waarssche Krifte
zusammengehalten; Isolatoren).

AuBer diesen Gittern mit gleichartigen Bindungskriften gibt es
Gitter, in denen gleichzeitig verschiedene der 4 Bindungstypen wirk-
sam sind, z. B. die Molekelgitter (K = 1), Fadengitter (K =2) und
Valenzschichtengitter (K =3), wie sie unter Befolgung der Regel (6)
S. 337 die B-Elemente der VII., VI. und V. Gruppe des Systems bilden.

Die oben aufgeworfene Frage nach der Zahl der pro Atomabgespaltenen
Leitungselektronen verliert hier ihren Sinn, daim Rahmen dieser Anschau-
ungen die im allgemeinen zwar an bestimmten Valenzstellen festgelegten
Bindungselektronen selbst metallische Beweglichkeit erlangen koénnen.

III. Ubergangsreihen
(Die unabgeschlossenen d4-Schalen im Metallgitter).

Die an die Alkalimetalle anschlieBenden Elemente der ,,Ubergangs-
rethen' haben im Gegensatz zu den eben besprochenen Elementen inner-
halb der Valenzelektronen eine abgeschlossene Achterschale (1s)? (np)°.
AuBerhalb dieser Schale werden beim freien Atom zunichst die beiden
(n-+1)s-Zellen aufgefillt (I. und II. Gruppe); von der III. Gruppe an
konkurrieren jedoch mit den (#-}-1) s- die nd-Zellen, wahrend die (n+41)p-
Zellen freibleiben. Die unvollstindige Besetzung der d-Schale bedingt
bekanntlich den Paramagnetismus und die Farbe der Ionen dieser
Metalle.

Im festen Zustand zeigten sich diese Elemente sdmtlich paramagne-
tisch (bzw. fervomagnetisch) bis auf zwei Ausnahmen: Cdsium ist nahezu
unmagnetisch, ob seine Suszeptibilitit schwach positiv oder negativ ist,
steht noch offen; bei Strontium fand OWEN (56) Diamagnetismus, freilich
nur durch Extrapolation wegen Eisenverunreinigung. Dieser aus der
Reihe der tibrigen Erdalkalimetalle herausfallende Befund erscheint je-
doch noch sehr fraglich, (wenn auch Owexs Wert fiir S» recht gut mit
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dem fiir das ideale Metallmodell berechneten Wert tibereinstimmt ; vgl.
Tabelle 3). Fiir das von OWEN ebenfalls diamagnetisch befundene
Zirkon ergaben namlich neue Messungen! an zuverldssigerem Material
einwandfrei Paramagnetismus. OWEN hatte in diesem Fall vermutlich
eine diamagnetische Al-Zr-Legierung in Hinden.

Um einen Uberblick iiber den Magnetismus der Ubergangselemente
zu ermdglichen, sind in Tabelle 3 die Suszeptibilititen bei Zimmer-

Tabelle 3. Atomsuszeptibilitdt x 106 Ubergangsreihen?.
| Na Mg ‘ Al
|12

+ 16
7+15,+13\ ‘ S B -
K Ca Se | 1 | v | ¢ i Mn | Fe | Co Ni ’
+ 16 s ] 4 +77 |+ 490
+ 25 l + 44 \ | + 50 ‘\ +123! +I50’ +590’ Ferromagnetlsch ‘
Rb | Sy Y Zr ‘ Nb Mo Ma | Ru | Rh Fd \
i A A N
+6 | -8 R vor | TI sl ‘+43‘+111 + 555 |
+18)~21 + 154| + 88 ’ +44‘+112 58‘
Cs | Ba | La | Ta | W | Re " 0s | Ir r |
| | Seltene\ | A A \ ‘
ciz Brd- gl oggr |, 402 +249 |4+ 156
+20 | +124 metalle‘ + 168 + 61 ! +0,0 | + 257 | +201 |
Ra 1 Ac Th  Pa U \ ‘
| : ] “a
| — 2 | 2 i+ 2 [+60 |

temperatur angegeben. Wegen der Temperaturabhingigkeit des Para-
magnetismus erscheint diese spezielle Temperaturwahl durchaus will-
kiirlich. Doch sind die durch die Temperatur bedingten Suszeptibilitdts-
anderungen bei diesen Metallen, soweit sie {iberhaupt vorhanden sind,
nicht betrichtlich ; durchgingig sind sie viel geringer, als dem CuriEschen
Gesetz 4 T = C entspricht. Zu einem GroéBenvergleich, auf den es uns
nur ankommt, reicht daher die eine Angabe véllig aus; auch diese ist,
wie die Tabelle zeigt, in vielen Fillen noch unsicher genug. Durch
Pfeile ist in der Tabelle angegeben, ob der Paramagnetismus mit steigen-
der Temperatur sinkt oder steigt. Wo diese Angabe fehlt, ist keine nen-
nenswerte Temperaturabhingigkeit vorhanden.

Da simtliche Ubergangsmetalle die hochsymmetrischen, spezifisch
metallischen Kristallstrukturen haben (&), kommt eine Anisotropie des
Magnetismus bei ihnen wohl nicht in Frage.

Die Zusammenstellung in Tabelle 3 146t nun im ganzen folgendes er-
kennen: In der ersten groBen Periode, der ,,Eisenreshe’, nimmt der Para-
magnetlsmus stindig zu, bis er bei Chrom und Mangan, die in Legierungen

1 Kremm, W. u. E. VogT (noch unveréffentlicht).
2 Vgl. Anmerkung 1 8. 333. Fiir Z» s. Anmerkung 1.

22%
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bereits ferromagnetisch sein kdnnen, iibergeht zum Ferromagnetismus
der drei Eisenmetalle. Die zweite Periode, die ,,Palladiumreihe”, zeigt
im allgemeinen viel schwicheren Magnetismus. Ferromagnetismus wird
bei den Endgliedern der Reihe nicht mehr erreicht. Die dritte Periode,
die ,,Platinreshe’, beginnt in der ersten Hélfte (Ba und 7a) mit besonders
starkem Paramagnetismus, wihrend am Ende der Reihe (Os, Ir, Pi)
der Paramagnetismus gegeniiber der Palladium- und Eisenreihe weiter
gesunken ist. Sehr charakteristisch ist am Ende der Perioden das An-
steigen in den beiden Reihen der Platinmetalle: Ru, Rk, Pd und Os, I,
Pt. Wir haben also — vor allem am Ende der Perioden — ein verhiltnis-
miBig klares, einheitliches Bild.

Fiir den Paramagnetismus der Ubergangsmetalle gibt es von vorn-
herein zwei Evkldrungsméglichkeiten : den Paramagnetismus unabgeschlosse-
ner Tonen und den PavLischen Elektronenparamagnetismus. Diese beiden
Typen sollte man eigentlich leicht unterscheiden kénnen, einerseits durch
die Temperaturabhingigkeit oder -unabhingigkeit, andererseits durch
den Betrag der sich bei PAuL1 ja als sehr klein gegeniiber dem von den
Salzen her bekannten Ionenparamagnetismus ergibt. — Damit kommt
man jedoch hier in Verlegegenheit. Wir finden bei diesen Metallen sehr
hohe paramagnetische Suszeptibilititen, die die nach PauL1 berechnete
um I—2 Zehnerpotenzen iibertreffen, ohne Temperaturabhingigkeit.
Man miilte also schon die oben erwihnte Brocusche Beriicksichtigung
des Potentialverlaufs im Gitter (5) fiir diese hohen Betrige verantwort-
lich machen.

Bei den Evdalkalimetallen und dem Aluminium, deren Ionen edelgas-
ahnlich und daher diamagnetisch sind, ist dies die néichstliegende Er-
klirung. Wie Tabelle 4 zeigt, fithrt fiir Mg und Sz sogar die Berechnung
nach dem ,,idealen Metallmodell“ zu befriedigender Ubereinstimmung
mit OWENs Messungen (Tabelle 3). Ca und Ba dagegen zeigen weit
stirkeren Paramagnetismus. Fir A4/ ergibt die Berechnung mit Hilfe
des Gitterpotentials ebenfalls eine stark diamagnetische Abweichung
gegeniiber der Messung.

; Tabelle 4.
Berechnete Atomsuszeptibilitdt. Erdalkalimetalle, Aluminium.
|
1y T { X4
Pauvri-Lanpau % berechnet
Loésung (49) |
Mg - 45 ot 93+ 48
Ca - 11,0 [ + 14,2 : + 3,2
Sy — 25,4 | + 16,2 - 9,0
Ba — 39,9 | +179 - 220
Gitterpotential (26) } 1
Al - 20,5 ! + 8,3 — 18,2
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Von den an die Erdalkalimetalle anschlieBenden eigentlichen Uber-
gangselementen wird man erwarten, dal sie auch im Metallgitter unab-
geschlossene Tonen haben und dafB davon — mindestens zum Teil — ihr
Paramagnetismus herriihrt. Das ist wohl sicher der Fall bei den beiden
Endgliedern ihrer Rethen Palladium und Platin. Diese Metalle befolgen
namlich — allerdings mit unverkennbaren Abweichungen — im groBen
ganzen doch das WEIsssche Gesetz y(T— @) = C; und die aus der
Curie-Konstante C in der iiblichen Weise berechneten Ionenmomente
haben Werte (Pd: etwa 8, P¢: 8—13 WEIsSs-Magnetonen), die wenigstens
groBenordnungsmiBig nach der Quantentheorie fiir freie Ionen verstdand-
lich erscheinen, und zwar am besten fiir die einwertigen Pd" und Pt".

Die Abweichungen vom WEissschen Gesetz (41, 44, 55) werden einer-
seits durch den (temperaturunabhingigen) Atomdiamagnetismus be-
dingt, der allgemein, also auch bei Tonen mit Eigenmoment, vorhanden
ist; andererseits treten bei tiefen Temperaturen stirkere, ihrer Natur
nach noch nicht aufgeklarte Abweichungen auf, wie sie auch bei para-
magnetischen Salzen recht hiufig sind, der sogenannte ,kryomagne-
tische Effekt. Besonders komplizierte Verhiltnisse erbrachte eine neue
Untersuchung von Platin (38).

Aber auch abgesehen hiervon sei betont, daf fiir das physikalische
Verstindnis dieses Paramagnetismus die betrdchtlichen negativen
O-Werte (,,CuriE-Temperaturen®’) einen einstweilen noch sehr dunklen
Punkt bedeuten. In der Weissschen Theorie (36) ist @ ein MaB fir das
innere Molekularfeld, unter dessen Wirkung die immer wieder durch die
Wirmebewegung gestorte Orientierung der Elementarmagnete erfolgt;
dies Molekularfeld wire bei negativem @ dem #duBeren Feld entgegen-
gerichtet. @ ist nun bei Pd: etwa —250°; bei Pt — 1000 bis — 3500°.
Es sieht eigentlich so aus, als sei dies bereits ein Ubergang zu dem
temperaturunabhingigen Paramagnetismus, den die Mehrzahl der Uber-
gangsmetalle zeigt und fiir den ® = — o0 wiirde (wie aus der tblichen
graphischen Darstellung von 1/y gegen I hervorgeht). Hierfiir versagt
die WEisssche Theorie natiirlich vollstindig. Damit erhebt sich die
Frage, ob man mnicht von einer Theorie des temperaturunabhingigen
Paramagnetismus her die physikalische Bedeutung stark negativer
O-Werte und vielleicht auch manche Abweichungen vom ‘WEgissschen
Gesetz wird aufkldren kénnen™.

Bei den vor Pd und Pt und vor Fe stchenden Ubergangsmetallen kommt
auBer dem temperaturunabhingigen sogar ein mit steigender Temperatur
wachsender Paramagnetismus vor. In beiden Fillen ist eine Bestimmung
der Ionenmomente nach dem LANGEVIN-WEISsschen Ansatz nicht mog-
lich, doch scheint es zunichst wenig befriedigend, bei diesen Metallen

* Anmerkung bei dev Korr.: Uber neuere Deutungsmoglichkeiten einer
Temperaturabhangigkeit nach dem Wgissschen Gesetz vgl. GORTER (11b).
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allein den Pavuri-Brocuschen Elektronenmagnetismus anzunehmen. Es
miiiten ja dann im Metallgitter auch simtliche Elektronen der in den
Tonen teilweise besetzten d-Schale abgespalten sein, so dafl edelgasihn-
liche Tonen mit sehr hohen Ladungen zuriickbleiben, was wenig wahr-
scheinlich erscheint.

Die Frage nach der Ionenladung und der Zahl der Leitungselektronen
ist bei diesen Metallen besonders schwer zu beantworten. HuMmEe-Ro-
THERY (13, 15) glaubt solche Schliisse ziehen zu kénnen aus gewissen
regelmiBigen Beziehungen der Atomabstdnde im Gitter zur Ordnungs-
zahl im Vergleich mit dhnlichen Beziehungen zwischen der Ordnungs-
zahl und der Lage gewisser Elektronenniveaus im freien Atom. Seine
Ergebnisse besagen, dafl im Metallgitter die d-Schale tatsichlich zwar
starker von Elektronen entbl68t ist, als im freien Atom, jedoch (von Cy bzw.
Mo an) nicht vollkommen leer bleibt. Doch bediirften diese rein empirisch
gefundenen Zusammenhinge wohl noch der theoretischen Fundierung.

Vielleicht ist aber die Frage nach der Zahl der pro Atom abgespalte-
nen Elektronen gerade bei den Ubergangsmetallen gar nicht eindeutig
zu beantworten. Wenn {iberhaupt ein Teil der d-Elektronen zu Metall-
elektronen wird, die bei diesen Strukturen hoher Koordinationszahl
sicherlich einer groBen Anzahl von Atomen gemeinsam sind, so wird eine
klare Unterscheidung zwischen den in der d-Schale der Ionen zuriick-
gebliebenen und den abgespaltenen Elektronen kaum mdglich sein.
Durch die beim Zusammentritt der Atome zum Gitter auftretende
Wechselwirkungsenergie wird dann offenbar die d-Schale der Atome
iiberhaupt gesprengt und man muf} die daraus entstehenden Elektronen-
zustinde dem Gesamtsystem des Gitters zuordnen (vgl. Huxp [17]).

So ist es dann auch nicht verwunderlich, wenn das magnetische Ver-
halten keine Schliisse auf bestimmte Jonenmomente erlaubt. Zur theo-
retischen Behandlung des Magnetismus dieser Metalle erscheint also doch
Brocus Ausgangspunkt der gegebene: Die Gesamtheit der Valenzelek-
tronen im Potentialfeld der Atomionen zu betrachten. Doch ist in diesen
Fillen hoher Tonenladung die Anderung an PauLts Ansatz fiir ein frei-
bewegliches Elektronengas sehr betrichtlich. Dem entsprechen die hohen
Suszeptibilititen, die bei diesen Metallen vorkommen.

Dal} gerade die letzten Glieder der Reihen, P4 und P#, nach ihrem
magnetischen Verhalten anscheinend einigermafBen definierte Ionen im
Gitter haben, erscheint sehr einleuchtend. Nimmt man einwertige Ionen
bei ihnen an, so ist deren d-Schale schon voll besetzt bis auf eine einzige
Liicke, und jedes Atom hat ein Elektron zum Gas der Leitungselektronen
beigesteuert.

Auch bei der Legierungsbildung der Ubergangsmetalle macht sich
in den letzten Gruppen der drei Reihen eine starke Tendenz bemerkbar,
im metallischen Zustande die d-Schale nach Moglichkeit aufzufiillen. Bei
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Palladium haben magnetische Messungen (VoGt [58]) gezeigt, dall in
Mischkristallen mit A# und P¢ die d-Schale des Pd™-Ions vervoll-
stindigt wird, wobei das wungeladene diamagnetische Pd-Atom entsteht.
Ein entsprechender Vorgang ist die Bildung des diamagnetischen PdH -
Tons bei der Wasserstoffbeladung des Palladiums. In diesen Fillen wird
eine Anderung der Quantenzustinde der Metallatome im Gitter un-
mittelbar an starken Anderungen des Magnetismus erkennbar.

Derselbe Vorgang scheint auch bei Legierungen der Eisenmetalle mit
Metallen aus den B-Untergruppen einzutreten. Es wurde (S.336) bereits
angedeutet, daB in den biniren Legierungssystemen zwischen Cu, Ag,
Aw und zahlreichen anderen Metallen (,,Metalle I1I. Art"” [§]) Phasen von
ganz bestimmtem Gittertyp bei solchen Zusammensetzungen auftreten,
bei denen die Gesamtzahl der von beiden Legierungspartnern beigesteuer-
ten Valenzelektronen zur Atomzahl in einem ganz bestimmten Verhiltnis
steht; es ist 2:3 fir die f-Phase (kubisch raumzentriert), 21:13 fiir die
y-Phase (kubische Grundzelle von 52 Atomen), 7:4 fiir die e-Phase
(hexagonal). In diese ,,HUME-ROTHERYsche Regel” (13) ordnen sich nun
seltsamerweise an Stelle von Cu, Ag, Au auch die Eisenmetalle Mn, e,
Co, Ni ein, wenn man ihnen die Valenzelektronenzahl o zuschreibt
(EckMaNN [9]; DEHLINGER [8]). Auch hier wie in den Mischkristallen
des Pd binden offenbar die Atome der Ubergangselemente ihre Valenz-
elektronen und fillen nach Mdglichkeit ihre d-Schale auf, wenn ein
Legierungspartner die fir den Zusammenhalt des Gitters erforderlichen
Metallelektronen zur Verfiigung stellt.

In den Pd-Au-Mischkristallen miissen wir ein Gleichgewicht:

Pd 4+ =Pd

param, diam.
annehmen, das mit steigender Au-Konzentration sich nach rechts ver-
schiebt. Hier sind also nicht alle Atome im Metallgitter im gleichen
Zustand (,,Elektronenisomerie‘‘ nach SwinNE [32]). Nihere Uberlegungen
(58) machen es wahrscheinlich, daB3 das nicht nur in den Mischkristallen,
sondern schon im reinen Pd-Metall der Fall ist. Auch bei ferromagne-
tischen Metallen nimmt WOLF (37) an, dafl zwei verschiedene Quanten-
zustdnde der Atome sich in einem bestimmten Gleichgewichtsverhiltnis
im Gitter befinden.

In solchen Fillen ist nun zu erwarten, daBl auch die Temperatur einen
EinfluB auf die Lage des Gleichgewichis zwischen den verschiedenen
Atomzustinden haben kann. Damit taucht nun ein ganz neuer Anlal
fiir magnetische Anderungen mit der Temperatur auf. In der LANGEVIN-
Weissschen Theorie rithrt die Temperaturabhingigkeit der Suszeptibili-
tit allein von dem von der Warmeenergie abhingigen Grad der Rich-
tungsstérung ab und die Berechnung der Ionenmomente hat als wesent-
liche Voraussetzung, dafl die Elementarmagnete und ihre Konzentration
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selbst nicht beeinfluBt werden durch die Temperatur. Gleichgewichts-
verschiebungen mit der Temperatur machen also die WEIsssche Berech-
nungsweise vollig illusorisch.

Gerade der fiir die WEIsssche Theorie unverstindliche Typ eines mit
der Temperatur wachsenden Paramagnetismus, wie thn z. B. R4 und in
schwicherem MaBe Ru, Os und Ir zeigen, deutet auf solche Gleich-
gewichtsverschiebung. Das wird besonders deutlich an Kremms Unter-
suchungen (51) iiber den Ubergang von metallischen zu Ionengittern. In
der Reihe CuS, CuO, CuBr,, CuCl,, CuSO, erfolgt dieser Ubergang vom
Metall zum heteropolaren Salz ganz allmahlich. Bei den Zwischengliedern,
vor allem C#0O und CuBr,, verstirkt nun offenbar TemperaturerhGhung
den salzartigen gegeniiber dem in tiefen Temperaturen vorherrschenden
metallischen Charakter. Das bedingt wegen des starken Ionenmagnetis-
mus einen mit der Temperatur zunehmenden Paramagnetismus.

Es bleibt noch die auffalligste Erscheinung des Metallmagnetismus zu
besprechen: der Ferromagnetismus. Dabei miissen wir uns in den Grenzen
dieses Berichtes lediglich auf die Einordnung dieses aus dem Rahmen
der tibrigen Typen magnetischen Verhaltens scheinbar so ginzlich heraus-
fallenden Phinomens beschranken.

Schon die Weisssche Theorie (36) erkannte den Ferromagnetismus
als einen Sonderfall von Paramagnetismus, der dadurch bedingt ist,
daBl die Gleichrichtung der Elementarmagnete in ferromagnetischen
Stoffen ein auBerordentlich starkes Molekularfeld hervorruft. So ent-
steht auch ohne ein duBeres Magnetfeld die ,,spontane Magnetisierung*,
die erst durch betrachtliche Wirmeenergie bei der ,,CuriE-Temperatur**
O zerstort wird. Oberhalb dieser Temperatur zeigt die Substanz gewshn-
lichen Paramagnetismus, der dem WEIssschen Gesetz y (T —60) =C ge-
horcht. Die vollkommene Gleichrichtung der Elementarmagnete bei der
ferromagnetischen Sittigung in tiefen Temperaturen erméglicht nun
ebenfalls eine Bestimmung der wirksamen magnetischen Momente, wie die
Temperaturabhingigkeit des Paramagnetismus. So erweist sich in der
Tat der Ferromagnetismus als von magnetischen Momenten derselben
GroBenordnung bedingt wie der Paramagnetismus. Eine genaue Uber-
einstimmung der Magnetonenzahlen, die ein- und derselbe Stoff im ferro-
und paramagnetischen Zustandsgebiet zeigt, herrscht freilich nicht, ist
nach der quantentheoretischen Behandlung des Problems auch nicht zu
erwarten (37).

Ratselhaft blieb nur immer wieder die physikalische Natur des von
WEeiss hypothetisch eingefithrten Molekularfeldes. Hier greift nun die
moderne Quantenmechanik erfolgreich ein. HEISENBERG (I2) hat ge-
zeigt, daB3 die quantenmechanische Wechselwirkung zwischen den Metall-
elektronen die Rolle des Molekularfeldes iibernehmen kann. Wir sahen
jaschon zu Anfang (S. 325), daB fiir die Elektronen des metallischen Riesen-
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molekiils das Pauri-Prinzip gelten muB, das den Elektronenspins nur zwei
Orientierungen zueinander erlaubt: parallel oder antiparallel. Wihrend
nun im allgemeinen fiir die frei beweglichen Leitungselektronen die anti-
parallele Orientierung die stabile ist, deren duBerst geringfiigige Stérung
durch ein duBeres Magnetfeld zum Elektronenparamagnetismus fiihrt,
zeigt HEISENBERG, wie unter besonderen Umstinden fiir eine gewisse
Gruppe von Elektronen eine Parallelstellung bei tiefen Temperaturen
stabil sein kann, was eine spontane Magnetisierung der Substanz be-
deutet. Es ist die (noch keineswegs vollstindig gelste) Aufgabe der
Theorie, im einzelnen die besonderen Bedingungen dafiir zu berechnen;
es sind ganz bestimmte Bedingungen der Gitferstruktur einerseits — Ferro-
magnetismus ist durchaus ein Kristallphdnomen —, andererseits Be-
dingungen der Elektronenkonfiguration der beteiligten Atome.

Dieser zweite Punkt enthilt die — uns hier besonders interessierende
— Frage, warum unter der groBen Zahl von Atomen nur Fe, Co, Ni
und in Legierungen auch M# und Cr Ferromagnetismus veranlassen
konnen.

SwINNE (32) versucht, diese Frage zu beantworten. Die ferromagne-
tische Wechselwirkung soll nach ihm an die ,,gebundenen Aufenelek-
tronen'‘ gekniipft sein, d. h. an diejenigen Elektronen auBerhalb der ab-
geschlossenen Schalen, die iiber die chemisch beobachtbare Maximal-
valenz des Elements hinaus vorhanden sind. Dabei hat die Maximal-
valenz (nach LONDON) auch einen quantentheoretisch scharf definier-
ten Sinn: Termmultiplizitit —1. In der Eisenreihe nimmt sie von 1
(bei K) bis 7 (bei M#n) zu, um weiterhin wieder ebenso abzunehmen:
Fe6; Cos; Ni4; Cug3. Da die Zahl der AuBenelektronen nach M#
weiter steigt (Fe 8; Co 9; Ni10), erhalten diese drei Elemente Auflen-
elektronen, die keine Valenzbetitigung eingehen kénnen und die nun
nach SwiNnxEs Vorstellung auch im Metallgitter nicht als Leitungs-
elektronen abgegeben werden kénnen. Diese mithin an die Atomriimpfe
,,gebundenen AufBenelektronen sollen allein zur ferromagnetischen
Wechselwirkung befdhigt sein; und die Sonderstellung von Fe, Co, Ni
wire damit in der Tat erkldrt. — DaB die quantenmechanische Wechsel-
wirkung bei den homologen Elementen der Palladium- und Platinreihe
nicht auftritt, begriindet SWINNE durch eine Analogie: Bei der spektrosko-
pischen Termanalyse der freien Atome hat sich herausgestellt, daB beim
Ubergang von leichteren zu schwereren Atomen innerhalb einer Gruppe
die Koppelung zwischen den Spinvektoren verschiedener Elektronen ab-
nimmt zugunsten der Koppelung zwischen Spin- und Bahnmoment esnes
Elektrons (16). Ebenso soll im Gitter die ferromagnetische Koppelung
zwischen den Elektronenspins verschiedener Atome abnehmen.

Auf Grund quantenmechanischer Rechnungen behandelt SLATER (28)
dasselbe Problem. Auch er kommt zu dem Schluf}, daf die Elektronen der
unvollstindigen d-Schale die ferromagnetisch wirksamen sind. SLATER
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berechnet die Wechselwirkung einer Anzahl von Atomen bei Anderung
ihres Kernabstandes; danach sind bei kleinem Kernabstand, wenn die
Schalen der in Wechselwirkung tretenden Elektronen sich beriihren,
stets die antiparallelen diamagnetischen Zustinde am stabilsten. Fir
die Stabilitit einer Parallelorientierung ist ein gewisser Abstand der
Elektronenschalen Vorbedingung. Das ist im Gitter nur erfiillt fiir die
Elektronen von inneren Schalen. Die Berechnung des Durchmessers der
unabgeschlossenen d-Schale in der Reihe Sc¢ bis N7 ergibt mit wachsen-
der Kernladung stidndige Abnahme, und unter Beriicksichtigung der
Gitterkonstanten folgt eine entsprechende AbstandsvergréBerung der
d-Schalen von Nachbaratomen. Auch dieser Gesichtspunkt 148t bei den
Endgliedern der Reihe die Vorbedingungen fiir Ferromagnetismus am
giinstigsten erscheinen.

SwWINNE und SLATER erwdhnen, dafB3 auch das zweiwertige Cu im
Gitter Ferromagnetismus veranlassen kénnte; danach wire moglicher-
weise am Ferromagnetismus der HEUSLERschen Legierungen nicht nur
das M#n, sondern auch das Cx mafigebend beteiligt.

IV. Metalle der seltenen Erden
(Freie Zwischenschalen-Momente).

In den Tabellen 2 und 3 fehlt noch eine dritte Klasse von Metallen, die
Metalle der seltenen Evden, die sich von den beiden besprochenen Klassen
durch eine besondere Atomstruktur unterscheiden. Innerhalb der drei
Valenzelektronen: (5d) (6s)° folgt zunichst eine abgeschlossene Achter-
schale: (55)° (5p)°, erst dann die unvollstindige 4f-Schale, die in der
Reihe Cer bis Cassiopeium sich schrittweise mit 14 Elektronen auffiillt.
Diese unabgeschlossene Schale bedingt das charakteristische optische
und magnetische Verhalten der einzelnen seltenen Erden, wihrend ihre
geringe chemische Unterscheidbarkeit durch die unverinderliche AuBlen-
konfiguration (55)” (54)°, (5d) (6s)? verursacht ist. Von den Ionen der
Ubergangsreihen unterscheiden sich die seltenen Erden durch die diskret
linienhafte Lichtabsorption und dadurch, daB ihre magnetischen Mo-
mente durch die von HuND (16) fiir freie Atome mit normalen Koppelungs-
verhiltnissen der Drall- und Bahnimpulse gegebene Theorie zu berechnen
sind. Die magnetischen Momente von Ionen der Ubergangselemente
entsprechen anderen Koppelungsverhidltnissen und deuten an, daB die
Bahnimpulse der magnetisch wirksamen Elektronen mit der Umgebung
in Wechselwirkung treten. StoNER (31) erklirt diese Verschiedenheit
iiberzeugend aus den Unterschieden im Atombau. Bei den Ubergangs-
elementen sind paramagnetisch wirksam die Elektronen der héchsten
Hauptquantenzahl, d. h. die,,Valenzelektronen, die hetero- oder homgo-
polare Bindungen bedingen; es ist leicht verstindlich, daB diese Elek-
tronen auch bei den Ionen im Salz oder in Lésung Wechselwirkungen
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nach auBlen erfahren und daher magnetisch nicht ,frei” sich betitigen
konnen. (Vgl. [11a; 29].) DBei den seltenen Erden dagegen ist die
magnetisch wirksame Elektronengruppe (4f) gleichsam abgeschirmt
durch eine abgeschlossene Schale von héherer Hauptquantenzahl [(5s)°
(5p)%; erst dann folgen die Valenzelektronen. Genauer hat Ferm1 (11)
durch Berechnung der 4f-Eigenfunktionen dieser Atome mittels einer
statistischen Methode dargetan, inwieweit die 4f-Elektronen wirklich
,innere’ sind. Ebensowenig wie sie das chemische Verhalten mit-
bestimmen, kénnen die 4f-Elektronen also in ihrem magnetischen Ver-
halten durch Wechselwirkung von auBen gestért werden. Die magneti-
schen Momente der unabgeschlossenen 4/-Schale unterliegen also in

| | | | | I |
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Abb. 6. Reziproke Massensuszeptibilitat von Cer, Praseodym, Neodym, Erbium.

L&sung und im Kristall véllig frei den konkurrierenden Einflissen eines
duBeren Magnetfeldes und der richtungstérenden Wirmebewegung; sie
sind anscheinend fre: drehbar gegen die Elektronengruppen hoherer
Hauptquantenzahl.

Es ist nun sehr interessant, daf sich offenbar dasselbe im magneti-
schen Verhalten der Elemente im metallischen Zustand duBert (Vocr
[35]). Bekannt sind nur Messungen von OWEN (§6) an vier Metallen:
Cer, Praseodym, Neodym und Erbium. OWEN fiel bereits auf, daB es
die einzigen Elemente sind, die einigermaBen gut das Curiesche Gesetz
befolgen. Trigt man nun diese Messungen?®, wie iiblich, in ein 1/y—7-
Diagramm (Abb. 6), so ergibt sich bei tiefen Temperaturen gute Linea-

1 Tabelle 5 der OwENschen Arbeit enthilt offenbar einen Druckfehler:
fiir Ce bei 00 y-10% = 12,0 fillt vollkommen heraus; aus der Zahl der folgen-
den Spalte 4398 errechnet sich riickwarts y-10% = 16,1, das fiir unsere Abb. 6
verwandt wurde.
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ritit; die @-Werte sind bei Ce und Nd unmerklich, bei Pr: + 300, bei
Er: —20° Bei héheren Temperaturen weichen alle vier Elemente vom
CURrIE-WEIssschen Gesetz ab; der Paramagnetismus bleibt stirker als
diesem Gesetz entspricht. Die Abweichung 148t sich @ibrigens nicht dar-
stellen als eine konstante temperaturunabhingige Zusatzsuszeptibilitit,
sie nimmt mit der Temperatur stark zu. Berechnet man aus der Neigung
der geradlinigen Kurventeile nach WEiss die Magnetonenzahlen, so er-
geben sich die Werte in Tabelle 5, Spalte 2. Sie stimmen bemerkenswert
gut mit den an Salzen der seltenen Erden gemessenen bzw. nach der
Huxpschen Theorie zu erwartenden Zahlen iiberein. Auffilligerweise
entsprechen sie aber nicht bei allen vier Metallen dem dreiwertigen Ion,
der in Verbindungen stark bevorzugten Valenzstufe; dies ist vielmehr
nur bei Cer und Neodym der Fall. Das Praseodymion im Metall ist
offenbar vierwertig; im metallischen Erbium scheint das sonst un-
bekannte einwertige Ion vorzuliegen, dessen Moment nach der HuxD-
schen Theorie mit dem Y?%3*-Ion tbereinstimmen muB.

Tabelle 5. Zahl WErissscher Magnetonen.

£l ¢ Metall 1 Messung ‘ Theorie
emen (OwEN) on - Salz1 | Lgsung? | von Hunp3
Ce 11,0 Ce3t ‘ 11,4 10,45 1
P ! 12,6
Pr 13,5 P 13,8 — ‘
Pr3t 17.3; 17,8 1605 | 17.8
Nd 17,0 Na3+ i 17,5; 18,0 | 17,13 ‘ 18,0
Ev Ert | 4675470 | 4742 | 48
Ey? i unbekannt i}
Tus+ ‘ 3755356 | — I ¥
18,9 Evt unbekannt i
1 . 22,4
Yo3+ 22,53 21,8 | 22,36 ‘

Die zahlenmiBige Ubereinstimmung mit den Ionenmomenten zeigt
offenbar, daB die 4f-Schale der seltenen Erden auch im Metallgitter un-
verdandert erhalten bleibt. DaB aber die einzelnen Elemente im metalli-
schen Zustand sich durch die Zahl ihrer Valenzelektronen unterscheiden,
und vor allem, daB das Erbium im Metallgitter eine sonst unbekannte
Valenzzahl zu besitzen scheint, ist héchst unerwartet.

Dieser merkwiirdige Befund findet jedoch eine iiberraschende Er-
klarung in der neuerdings von KrEmM (18) durchgefithrten Systematik
der seltenen Erden; diese beruht auf dem Vorkommen von Verbindungen

' MEYER, St.: Physik. Z. 26, 1, 478 (1925). — CABRERA, B.: C. 1. Acad.
Sci. Paris 180, 668 (1925).

> DECKER, H.: Ann. Physik. 79, 324 (1926).

3 Huwnp, F.: (16) Tabelle 78, 8. 179. Die dort angegebenen Bomrschen
Magnetonenzahlen sind mit dem Faktor 4,97 auf Weisssche umgerechnet.
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anomaler Valenzstufe (zwei- und vierwertig), wobei ganz bestimmte
Elektronenkonfigurationen der Ionen bevorzugt werden, analog dem
Edelgastyp fiir Halogen- und Alkaliionen. Nichst den ,,meistbegiinstig-
ten' edelgasihnlichen La®*-, Gd3'- und Cp3'-Konfigurationen (mit
0, 7 und 14 4f-Elektronen) * werden von den Nachbarn auch noch an-
gestrebt der Ce?'- und Y63"-Typ (mit 1 und 13 4/-Elektronen), die
wir gerade im metallischen Praseodym und Erbium finden. Das Nd3*-Ton
bleibt im Metall dreiwertig; es miilte, um den Ce3"-Typ zu erreichen,
noch zwei weitere Elektronen abgeben und fiinffach positiv werden, was
wohl unwahrscheinlicher ist, als dafl das Er3*-Ion zur Bildung einer
Yb3-Konfiguration zwei Elektronen wieder aufnimmt.

Ganz zwingend ist der Schlull vom Magnetismus auf die Wertigkeit
des Ions iibrigens nicht; es besteht prinzipiell die Mdglichkeit, daBl auch
die dreiwertigen Ionen eine andere Elektronenkonfiguration und damit
ein anderes magnetisches Moment annehmen, als in ihrem tiefsten Zu-
stand nach der Theorie von Huxp (,, Elektronenisomerie” [32]).

Bei tiefen Temperaturen lieB das magnetische Verhalten des Metalls
deswegen rein die Wirksamkeit des Ions erkennen, weil ihr gegeniiber
jeder andere dia- oder paramagnetische Effekt verschwindet. Die Ab-
weichungen der Kurven (Abb. 6) von den Geraden bei héheren Tem-
peraturen zeigen noch weitere paramagnetische Wirkungen an, offenbar
von den Valenzelektronen herrithrend. Sie iiberschreiten jedenfalls den
Pauri-Magnetismus des Elektronengases vielfach. (Dieser bliebe selbst
fiir die niedrigsten y-Messungen der vier Metalle bei hohen Temperaturen
nur in der GréBenordnung von 1%.) Sie lassen also wiederum nach
BrocH auf stirkere Bindung der Valenzelektronen schlieBen, wobei die
starke Zunahme des Effektes mit der Temperatur auffillt.

Bei den Metallen der seltenen Erden ermdglicht also das magnetische
Verhalten mit sehr groBer Wahrscheinlichkeit ganz bestimmte Aussagen
iiber den Quantenzustand der Atome im Metallgitter, freilich nur {iber
den Zustand und die Besetzungszahl der inneren 4f-Schale. Damit ergibt
sich aber gleichzeitig die Zahl der metallischen Bindungselektronen pro
Atom, iiber deren Zustand im einzelnen sich hier einstweilen noch ebenso
wenig genaueres aus dem Magnetismus entnehmen 148t, wie bei den
Ubergangsmetallen.

' DaB auch das Gd3'-Ion mit 7 4f-Elektronen eine ,,edelgasiahnliche*’
Vorzugsstellung einnimmt, ist bel KLEMM niher begriindet.
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turen nebst Erlduterungen
X. Tabelle unvollstiandig bekannter Strukturen
XI. Allgemeine Beziehungen zwischen Struktur und Eigenschaften
bei Silikaten
a) Mechanische Eigenschaften: 1. Hirte und Festigkeit. 2. Spalt-
barkeit
b) Morphologische Eigenschaften ¢) Optische Eigenschaften
d) Thermische Eigenschaften e) Folgerungen
Tabelle IV. Nachtrage zum 1. Teil
XII. Schlufbemerkung. Literaturverzeichnis zum 2. Teil
* Der Bericht iiber die Kristallstruktur der Silikate {iberschreitet den

mit dem Verfasser vereinbarten Umfang so weit, dafl ein groBer Teil da-

von (hier als zweiter Teil bezeichnet) fiir den nédchstjihrigen Band
Ergebnisse zuriickgestellt werden muf3. Der Herausgeber.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 23

der
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Erster Teil.
I. Einleitung.

Es wurde schon friithzeitig erkannt, dafl diejenige Gruppe von Mine-
ralien, die als die Salze der verschiedenen Kieselsduren angesehen werden
kénnen, die sogenannten Silikate, weitaus das groBte und interessanteste
Arbeitsgebiet der gesamten Mineralogie darstellen. Begriindet ist dies
wohl hauptsichlich darin, dall einmal rein zahlenmiBig die meisten
Mineralien dieser Gruppe angehéren, und dafl andererseits diese Miner-
alien die Hauptgesteinsgemengteile desjenigen Teiles der Erdrinde dar-
stellen, der direkt von uns erschlossen werden kann. Sie bilden den
Hauptteil der Eruptiv- und Sedimentgesteine und der kristallinen
Schiefer, von denen allein die erstgenannten 95% der festen Erdrinde
einnehmen (6).

Wihrend die Chemie der Kohlenstoffverbindungen, vor allen Dingen
durch den Ausbau der Stereochemie, auBerordentliche Erfolge errungen
und zu durchaus unbestrittenen Ergebnissen gefithrt hat, ist die Chemie
der Siliziumverbindungen noch weit von diesem Ziel entfernt. Gilt dies
schon von den Schmelzen und Lésungen und den Vorstellungen der in
Silikatschmelzfliissen enthaltenen Molekiile, so war die Frage der Kon-
stitution der festen kristallisierten Silikate bis vor kurzem noch véllig
ungeklirt (7).

Die Schwierigkeit einer klaren Erkenntnis liegt vor allen Dingen
darin begriindet, daB hier die Methoden versagen welche sonst in der
anorganischen Chemie zu giinstigen Resultaten gefiihrt haben, und in
noch héherem MaBe die Methoden der organischen Chemie. Es ist nicht
moglich, in den Silikaten 6rtlich lokalisierte Reaktionen vorzunehmen,
die fiir bestimmte chemische Gruppen charakteristisch sind, viel-
mehr tritt eine radikale Zerstérung der Verbindung ein, wenn das
Si angegriffen wird. Wie wir noch sehen werden, hingt dies eng mit
der Tatsache zusammen, daf der Charakter der chemischen Bindung
bei den Silikaten ein anderer ist als bei den Molekiilgittern der orga-
nischen Verbindungen (32). Eine Reihe von Griinden sprechen dafiir,
daB die Silikate und Alumosilikate im allgemeinen typische Ionengitter
sind. Die Silizium-Sauerstofi-Raumgebilde wirken nach auBen hin
wie komplexe Anionen, die durch die Metall-Kationen abgesattigt
werden. In erster Niherung kann man sie als aus S¢t* und O *-
Ionen aufgebaut denken, es ist aber auch eine valenzartige Verkniip-
fung moglick. (V. M. GoLpscHMIDT [I§e¢].) Zum mindesten besteht
ein Ubergang von rein polarer zu unpolarer Bindung; was man auch
daraus schlieBen kann, daB nach rontgenographischen Versuchen von
W. L. BragG dem Sz und O in der [Si0,]-Gruppe bei vielen Silikaten
weder 104 10 Elektronen, entsprechend dem vollstandig ionisierten
Zustand, noch 14 4 8 Elektronen, entsprechend dem nicht ionisierten
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Zustand zukommen, sondern dem S¢ durchschnittlich 12,47 Elektronen,
dem O 8,95 Elektronen (175)*. Mit dieser Auffassung steht auch die
Tatsache im Zusammenhang, dall die gerade bei organischen Ver-
bindungen besonders zahlreichen beobachteten Isomeriefille und poly-
morphen Modifikationen bei Silikaten nur selten beobachtet werden.

Es ist somit nicht angingig, aus den Vorstellungen iiber die Mole-
kularkonstitution von Silikatschmelzen Schliisse auf die Konstitution im
festen kristallisierten Zustand zu ziehen, ebensowenig wie durch den
chemischen Abbau von festen Silikaten (z. B. durch Behandlung mit
Gasen, Sduren und verdiinnten Lésungen) eindeutige Aussagen iiber
die vorhandenen ,,Molekiile’‘ gemacht werden konnen (G. TSCHERMAK, §).
Die Schwierigkeit der Konstitutionsbestimmung von Silikaten wird noch
dadurch vermehrt, daB sie in vielen Fillen feste Losungen nicht nur mit
analog konstituierten Silikaten bilden, sondern auch Oxyde wie 41,0,,
S10,, Ca0, MgO, FeO (bzw. Hydroxyde) aufnehmen, so daB die stéchio-
metrische Zusammensetzung bei komplizierten Silikaten in vielen Fillen
noch recht unklar ist. Daneben kénnen auch mechanische Gemenge und
hiufig Additionsprodukte auftreten, und es ist in vielen Féllen nicht
einmal klar, ob es sich um submikroskopische Verwachsungen oder um
echte Mischkristallbildung handelt. Gerade in neuester Zeit ist diese
Frage durch die wichtigen Arbeiten von J. JAKOB (24, 25) iiber die
Konstitution der Glimmer wieder aufgerollt worden, nachdem sie ja be-
reits viel frither von MALLARD aufgeworfen wurde.

Erst die Rontgenuntersuchung ermoglichte eine befriedigende Auf-
klirung der Konstitution der wichtigsten Silikate im kristallisierten Zu-
stand. Der hierbei einzuschlagende Weg ist schon wiederholt in allen
Einzelheiten in der Literatur beschrieben worden (23), so daB er hier
nur in groben Ziigen angefiihrt zu werden braucht. Infolge der nied-
rigen Symmetrie, die bei weitaus den meisten Silikaten vorherrscht, fithrt
die Pulvermethode nurin den wenigsten Fillen zum Ziel. Weitaus sicherer
und in den meisten Fillen ausreichend sind dagegen die Methoden, wie
sie von BRAGG (27) einerseits und ScHIEBOLD (28), Poranvi (29) und
WEISSENBERG (30) andererseits angegeben wurden. Der Vorzug der
Bracggschen Methode ist dabei der, daf man auller den auftretenden
Netzebenen gleichzeitig durch die absoluten Intensititsmessungen wert-
volle quantitative Aufschliisse iiber die Lage der Atome bzw. der Ionen
im Kristallgitter erhilt. Die Drehkristallmethode dagegen gestattet nur
relative Intensititsmessungen. Sie hat aber den Vorteil, daB man mit
sehr wenigen Aufnahmen eine grofe Statistik und sichere Indizierung
der vorhandenen Netzebenen erhilt. Durch photometrische Messungen
mittels geeigneter Vergleichssubstanzen (Kalkspat, Steinsalz usw.) lassen

* Nach TavLor spricht auch die Lage der ultraroten Eigenfrequenzen
der B X,-Gruppe fiir eine semi-polare Bindung (26).

23*%
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sich auch hier die relativ gefundenen Intensititen auf ein absolutes
System beziehen.

Eine vom Verf. angegebene Methode (23) der vollstindigen Struktur-
bestimmung von Silikaten sei im folgenden kurz beschrieben. Man bestimmt
zunachst nach der Schwenkmethode durch Vergleichsaufnahmen mit ge-
eigneten Vergleichssubstanzen (Kalkspat, Gips usw.) die Gitterkonstanten,
wobei eine Genauigkeit von 1—2/,, mit Leichtigkeit zu erreichen ist.
Schichtlinienaufnahmen um die Achsen [100], [o10] und [oo1] liefern dann
eine Bestitigung der Identititsperioden in Richtung dieser Achsen. Die
Ermittlung der Identititsperioden aus Schichtlinienaufnahmen um die
Achsen [110], [T01], [011] und [111] fithren zur eindeutigen Bestimmung
der Translationsgruppe. Die Raumgruppe ergibt sich dann ohne weiteres
aus den mit Hilfe des reziproken Gitters indizierten Schwenkaufnahmen.
GréBere Schwierigkeiten verursacht bei den Silikaten schon die Bestimmung
der Anzahl der Molekiile in der Elementarzelle, da hierzu eine genaue Kennt-
nis der chemischen Zusammensetzung erforderlich ist. Letztere ist aber
namentlich bei den komplizierten Silikaten mit groBer Vorsicht zu betrachten,
da die chemischen Analysen der komplexen Silikate infolge der dabei auf-
tretenden Schwierigkeiten immer noch mit Fehlern behaftet sind und die
bisherige Deutung prinzipielle Mangel aufweist. Aber auch hier sind be-
sonders in letzter Zeit durch die Arbeiten von Jakos (24, 25), Kunirz (31),
MacuaTtscHKI (32) und anderen wesentliche Fortschritte gezeitigt worden.
Aus den Intensititen der Interferenzen lassen sich dann unter Zuhilfenahme
gewisser Grundvorstellungen iber die GroBe, die Wirkungsbereiche und die
gegenseitige Beeinflussung der Gitterbausteine, wie sie von BRraca (17),
V.M. GorpscHMIDT (15), P.NI1GGLI (13/14) und anderen entwickelt worden
sind, die Lage derselben im Gitter bestimmen. Der Weg hierzu ist allerdings
noch recht miihevoll und mit zahlreichen Rechnungen verbunden, wird aber
andererseits durch die Anwendung der allgemeinen Erkenntnisse iiber die
Gitterbausteine und ihre gegenseitigen Wechselwirkungen, andererseits durch
die standige Verbesserung der Réntgenmethodik (FouriEr-Analyse usw.)
wesentlich erleichtert.

I1. Koordinationspolyeder, Grenzquotienten
und PAULINGsches Prinzip.

V. M. GoLpscHMIDT (I54) hat als fundamentales Gesetz aufgestellt,
daB die Kristallstruktur abhingig ist von der GréBe, Gestalt und Polari-
sierbarkeit der Kristallbausteine. Aus der angendherten Konstanz der
Atom- und Ionenradien und der Kugelsymmetrie der stabilen Edelgas-
konfigurationen der Ionen 146t sich folgern, daB sich die Ionen mit mdg-
lichst zahlreichen ungleichnamigen Ionen umgeben und so auch in Kri-
stallen Koordinationspolyeder bilden. Nach PauLiNG 148t sich dies auch
theoretisch verstindlich machen, insofern als bei der Entwicklung des
Gitterpotentials auf einen Gitterpunkt, z. B. ein Kation, die ersten
Glieder, welche von den benachbarten Anionen herrithren, die Haupt-
rolle spielen. Bereits durch diese Ionen wird die Ladung des Zentralions
weitgehend kompensiert. Der Ansammlung von Ionen um ein Zentralion
wird aber dadurch eine Grenze gesetzt, daB bei geniigend groBer Anzahl
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der umgebenden Ionen, z. B. der Anionen, welche ein Kation umgeben,
die AbstoBungskrifte zwischen diesen zu groB werden, wodurch auch der
Abstand Kation—Anion wichst. Geschieht dies {iber ein gewisses Mal
hinaus, so wird das Koordinationspolyeder instabil. Dafiir sind gewisse
Grenzquotienten maligebend, worauf besonders von MaGnus (33), V. M.
GoLpscumipnt, F. HUND (34) u. L. PAULING (35/36) hingewiesen wurde.

Diese Komplexbildung steht prinzipiell im Einklang mit dem von
A. WERNER in die anorganische Chemie eingefiihrten Begriff der Koordi-
nationsverbindungen (komplexe Verbindungen) (37). Es lassen sich aber
die WERNERschen Vorstellungen nicht unmittelbar auf die Konsti-
tution der entsprechenden Atomanordnungen im festen, kristalli-
sierten Zustand iibertragen. Im letzteren ist ja durch die kondensierte
Aneinanderlagerung der Atome bzw. der lonen eine viel gréBere Mog-
lichkeit zu Wechselwirkungen gegeben, die ihrerseits wieder zu grund-
legenden Umwandlungen fithren kénnen (20).

In der Tat haben die bisherigen Konstitutionsforschungen ergeben,
daB in den Kristallen der Silikate im Gegensatz zu den Kohlenstoff-
verbindungen keine abgeschlossenen Molekiile auftreten, sondern daB
sie Koordinationsgitter sind?, insofern als regulidre Baugruppen (Anionen)
von 0% (OH)™*, F~*-Ionen existieren, welche die Metallionen (Kationen)
umgeben und mit ihnen oft rdumlich eng verkniipft sind. Durch die
bekannten Untersuchungen von BrRAGG (I7) und besonders V. M. GoLp-
SCHMIDT (19) ist festgestellt, daB} diese negativen Ionen in Kristallgittern
den gréBten Durchmesser haben (etwa 2,7 A). Thr Anteil am Kristall-
volumen ist somit auBerordentlich groB.

Die einfachsten Gruppen von Anionen, welche bei der riumlichen
koordinativen Umgebung der Kationen auftreten, sind die der Tetraeder-
anordnung und die Oktaederanordnung. Diese treten in der Regel in
einfachen Verbindungen auf (73/14) und sind auch in den Silikaten
sehr haufig.

Ist das Zentralion relativ klein gegeniiber den O~*-Ionen, so wird die
Gestalt der Gruppe [RO,] im wesentlichen durch die AbstoBung zwi-
schen benachbarten O~*-Ionen bedingt. Die Form der Gruppe ist genau
tetraedrisch oder nur wenig verzerrt, die Kante des Tetraeders ist im
Mittel 2,5-—2,7 A (TAvLOR). Dies finden wir besonders bei den Ionen, wie
Si*4, Ge™, Bet?, ST, SetC, Mu“7, CI*7, Crt®, P75, As™5, V*5 und hiufig
auch bei 47%3, Zn*?, welche eine Ubergangsstellung einnehmen, und
B"3 (GOLDSCHMIDT).

Die Tonen Fe'?, Mg~?, Mn7?, Ni™, Co™?, Cu™?, Zn™?, Lit*, Ga*s,
Crt3, Tit4, Nb"3, Ta % sind groBer und bringen sowohl eine Aufwei-

* Auf die Anwesenheit von Ionen in Silikatgittern weist sowohl die
Additivitat der Brechungsindizes und der spezifischen Warme, wie besonders
die elektrolytische Leitfahigkeit und Ionenwanderung hin (5).
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tung, wie eine Verzerrung der umgebenden O *Ionen mit sich, so
daB eine oktaedrische Umgebung bevorzugt wird, doch ist auch hier der
Abstand benachbarter O~*-Ionen ziemlich konstant und etwas gréBer
als 2,7 A (170).

Bei den Tonen der Alkali- und Erdalkalimetalle wie Na*, K+, Cs+,
Rb+, (NH,)* und Ca™®, Ba'?, Sr™* usw. sowie der seltenen Erden,
welche mit dem O~*-Ion vergleichbare GroBen haben, ist die Anordnung
der O~*-Ionen um das Zentralatom nicht mehr allein durch die Ab-
stoBungskraft von O~*—0~* bestimmt, sondern wesentlich von den
Kriften zwischen Anion und Kation abhingig. Dadurch folgt eine mehr
unregelmaBige Umgebung und stédrkere Verzerrung der Koordinations-
polyeder (36). Oft treten auch bei so groBen Ionen hohere Koordinations-
zahlen, z. B. 5, 7, 8, 9 und 12 auf, wie aus den spiter zu erérternden
Strukturen ersichtlich ist. Unter Umstdnden kann auch eine betrichtliche
Polarisation der Anionen auftreten, die zu unsymmetrischer Umgebung
fiihrt. (Ketten- und Schichtengitter) (vgl. 20).

Die Isomorphie 148t sich in anschaulicher Weise so auffassen, daB ein
Ersatz von Atomen (bzw. Ionen) im Kristallgitter mit annihernd
gleicher GroBe und dhnlichem Kraftfeld eintritt, wobei die positiven
und negativen Valenzen im Gleichgewicht stehen. Die Valenzbilanz
des Kristallgebiudes beim Ersatz von Ionen ungleicher Ladung kann
auf verschiedene Weise gewahrt bleiben, was an Hand der PAauLING-
schen Regeln (36) verstdndlich wird. (Beispiele s. u.) Damit wird in
ungezwungener Weise erklart, daB sich die kleinen Ionen, wie Si'4,
AlT3, Bet?, LitF, Get*, Ga™3, Fe' 3 in Silikaten weitgehend ersetzen kénnen,
obgleich ihre Wertigkeit ganz verschieden ist (15).

Die isomorphe koordinative Vertretung des Si+4 durch 47-3 ist lange
bekannt und seit 1919 von Jakos (38) und NiGGLI (39) besonders betont
worden. MacHATSCHKI hat 1928 gezeigt, dall es auch fiir Be? gilt (40).
Der Ersatz von S7+4 durch Get+ und Gat3 ist, wie besonders V.M. GorLp-
scuMIDT in ausfithrlichen Untersuchungen dargelegt hat, von (41, 42) gro8ter

geochemischer Bedeutung, im Hinblick auf das Vorkommen dieser seltenen
Elemente.

Ebenso tritt ein Ersatz der gréBeren Ionen ein, wenn ihre Dimensionen
vergleichbar sind, so z. B. von Mg"?, durch Fe ?, Ca™ im Augit und den
Hornblenden oder von Na*, Ca*? durch K+, Cs+, Ba*?, Sr™? z. B. in den
Feldspaten, Nephelinen usw. (32, 43). Auch wird es an Hand der Tonen-
durchmesser verstdndlich, daB das Ion O~* durch Hydroxylion (OH)™*
oder F~*-Ion ersetzt werden kann, wie es besonders schon in der Topas-
struktur und Glimmerstruktur zu sehen ist.

Allerdings ist dabei zu beriicksichtigen, daB die Ionenradien keine
physikalisch exakt definierten GréBen sind, sondern wesentlich von der
Wechselwirkung der Nachbarionen, sowie von physikalisch-chemischen
ZustandsgroBen (Temperatur, Druck usw.) abhingen. Die Bevorzugung
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gewisser Koordinationszahlen ist nur bei relativ einfach gebauten Struk-
turen und bei kleinen hochgeladenen Ionen die Regel. Je niedriger die
Tonenladung ist, um so mehr wird die scheinbare GréBe des Ions durch
das umgebende Kraftfeld beeinfluBt und damit riickwirkend auch die
Art der Umgebung. So kénnen z. B. die ,,groBen’ Ionen (Na*, K+, Rb*,
Cs+, Ca*®, Sr7*, Ba™?) in Zwolferkoordination besonders dann leicht
auftreten, wo sie als Hohlraumfiillung zur Neutralisierung eines in sich
verkniipften Anionengeriistes, z. B. im Feldspat, Nephelin, Analcim und

1 i

Zeolithen dienen. Der Abstand M—O bzw. M—O kann dann bis auf
mehr als 3 A steigen. Andererseits ist es auch nicht gleichgiiltig, welche
Kationen als Partner an den Bindungen mit gemeinsamen Anionen teil-
nehmen. Bei tetraedrischer Verkniipfung mit Atomen, wie S¢¥* mit nicht
mehr rein polarer Bindung, an Sauerstoff wirkt die teilweise Abschirmung
der Elektronenwolke der O~*-Ionen auf die Bindung an das vikariierende
Metallion zuriick, welches dann ebenfalls nicht rein koordinativ gebunden
wird. So werden unter solchen Umstinden Metallionen in Vierer-
koordination eingebaut (4773, Fet3, Tu'+, Mg*?), die in reinen Koordi-
nationsgittern eine héhere Koordinationszahl (5,6) bevorzugen!. Be-
sonders hinzuweisen ist noch darauf, daB} die Bevorzugung tetraedrischer
Baunetze um S7 und A/-Ionen im wesentlichen nur bei gleichzeitiger
Anwesenheit der abstandsgroBen Kationen niedriger Ladung (Alkali-
und Kalkalkaliionen) beobachtet wird (P. NigGLl und E. BRANDEN-
BERGER, 14b). Dies 148t sich dadurch verstehen, daBl in solchen Gittern
die Si**-Ionen einen einseitigen polarisierenden Einflul ausiiben, da8
die reinen Koordinationskrifte dieser Ionen stark zuriicktreten.

Die in Silikaten auftretenden Baugruppen [S:0,], [BeO,], [410,],
[A106], [MgOs] usw. von tetraedrischer oder oktaedrischer Form werden
nun in der Weise miteinander verkniipft, da O-Atome einer Gruppe,
gleichzeitig einer anderen Baugruppe angehéren. Dies ist eine wichtige
Eigenschaft der allgemeinen Koordinationsstruktur. In den Silikaten
sind insbesondere die kleinen Ionen, welche als Zentren der Gruppen
ohne Verzerrung eintreten, so hiufig und die groBen Ionen, wie Na*,
Ca™®, R+, Fe'? relativ selten, so dall die regelmidBigen Baugruppen
durchaus vorherrschen. DaB trotzdem in der Regel die Silikatstrukturen
niedrig symmetrisch sind, beruht wohl auf der komplexen Zusammen-
setzung. Das Bestreben der einzelnen Ionen, sich méglichst regelmaBig
mit O~*Ionen zu umgeben, aber zum Teil mit verschiedenen Koordina-
tionszahlen, muf3 zu einer KompromiBstruktur fithren. Fiir diese Auf-

t Z. B. hat erst vor kurzem F. BArTH gezeigt, daBl das 7714, allerdings
nur bei hoheren Temperaturen und im geringeren Umfange in Pyroxenen
das Sz+4 ersetzen mulB, obgleich dies bei einer rein mechanischen Anwendung
der Koordinationsregeln und Ionenradien zunidchst nicht der Fall sein
sollte (44).
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fassung spricht besonders die Tatsache, daBl die meisten Silikate eine
mehr oder minder ausgeprigte Annidherung ihrer Winkel- und Dimen-
sionen an hexagonale oder kubische Werte aufweisen, also eine ,,Pseudo-
symmetrie’ besitzen, die schon Marrarp gefunden hat. In ausfiihr-
licher Weise ist P. NigGLI in seinem Lehrbuch der Mineralogie darauf
eingegangen (5). Als Beispiel sei auf die weiter unten behandelten Feld-
spatmineralien hingewiesen (43).

Versucht man nun auf Grund der strukturellen Ergebnisse eine Syste-
matik zu entwickeln, so ist es natiirlich naheliegend, von der gegenseitigen
Anordnung der Si0,-Tetraeder aunszugehen (MACHATSCHKI, 32).

Als allgemeiner Grundzug der Silikatstrukturen zeigt sich, daf3 die
positiven Ionen (Kationen) im Gitter immer soweit als moglich von-
einander entfernt liegen, und zwar ist dies um so ausgeprigter der Fall,
je hoher ihre Ladung ist. Der kleinste Abstand zweier S¢**-Ionen im
Quarz und vielen anderen Strukturen mit Tetraedernetzwerken (siehe
unten!) betrigt z. B. 3,05 A. Daraus folgt aber wiederum, daB zwei
[Si0,]-Tetraeder keine Kante oder gar Fliche gemeinsam haben kénnen,
sondern wie beim Quarz nur mit den Ecken aneinander stoBen kénnen (39).
Die negativen Ionen liegen zwischen den positiven Ionen, und zwar so,
daB die elektrische Stabilitdt immer gewahrt wird.

Geht man von derjenigen Gruppe von Silikaten aus, in der die be-
nachbarten [S70,]-Tetraeder keine O-Atome gemeinsam haben, wie dies
z. B. beim Olivin, Monticellit und anderen der Fall ist, so erhilt man die
erste Hauptgruppe von Silikaten. Die Bindung der isolierten Tetraeder
geschieht hier durch die Ionen in Sechserkoordination (z. B. Mg*?, Fe*?,
Ca*® usw.) und es entstehen wegen der Abwechslung von Tetraedern
und Oktaedern meistens dichteste Packungen der O-Atome (17b). Teile
solcher Gitter kénnen dabei als reine Koordinationsmolekiile im WERNER-
schen Sinne aufgefalit werden, wie dies auch von Jacos, WaHL,
VERNADSKI und anderen auf Grund des chemischen Befundes angenom-
men wird. Diesen Typus findet man bei den typischen Orthosilikaten
mit dem Verhiltnis Silizium : Sauerstoff < 1:4.

Der nichste Schritt zu einer Verkniipfung der [S:0,]-Tetraeder
untereinander ist die Bildung einer begrenzten Anzahl unter sich durch
S1—0—Si-Bindungen gekoppelter Tetraedergruppen. Solche Gruppen
kénnen in Kristallen wegen der vorhandenen dreifach-periodischen
raumlichen Anordnung geometrisch nur so gebildet werden, daB3 sie einer
der 32 Kombinationen von Symmetrieelementen ohne Zusatztransla-
tionen (Drehungsachsen, Spiegelebenen, Drehspiegelachsen und Sym-
metriezentrum) entsprechen. Als einfachste Gebilde dieser Art sind die
Tetraederringe anzusehen, welche z. B. durch Drehung eines Tetraeders
um eine auBerhalb liegende 2-, 3-, 4- und 6zihlige Achse erzeugt werden,
wenn man die gleichwertigen Tetraederecken verkniipft. Sie haben die
Zusammensetzung [Si, 0,17, [S2,0,17%, [S4,0,,]7°, [S150,5]7* und ent-
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sprechen in gewisser Weise den einfachsten zyklischen Verbindungen der
organischen Chemie (vgl. Abb. 1). Solche Ringe treten im Thortveitit
Sc, [51,0,], Benitoit BaTi[Si,0,], Beryll Be,Al,[Sts0,5] auf, wie bei
der Diskussion der einzelnen Strukturen spiter erlautert wird. Das
Mengenverhaltnis Si: O liegt in diesem Falle zwischen den Grenzen
2:7 bis 1: 3.

Es sind auch Ubergangsgebilde von den isolierten Ringen zu netzartig
verkoppelten Ringen denkbar, entsprechend den aromatischen Verbin-
dungen der Benzolchemie.

SchlieBlich kénnen auch raumlich isolierte komplexe Tetraederbau-
gruppen entstehen, welche die Symmetrie einer der 32 Kristallklassen
besitzen.

Die O *Ionen in einem solchen Ring sind in verschiedener Weise
gebunden. Diejenigen, welche den inneren Ecken entsprechen, sind an
je 2 Si™*-Ionen gebunden und

daher valenzmiBig abgesittigt.

Rechnen wir die Valenz wie bei V

L. PauLiNGT (36) elektrostatisch, A

so wiirde jede Bindung S¢—O

im Tetraeder der el. Valenz Y

s =4/4 = 1 entsprechen. Die /\4
auBenstehenden O~*-Ionen sind
dagegen nur mit der Halfte (2/4)
ihrer Elektrovalenz durch St be-
ansprucht und daher zur Bindung
anderer Tonen befihigt. Treten
in den ' Ring. niedrigerowerfcige ) e
Tonen m Vlererkoordlnatlon’ Abb. 1. Gekoppelte Silizium - Sauerstoff - Tetraeder-
z. B. AI™3 oder Mg"?, ein, so sind gruppen. ) [SiIO)~4. &) [ShO[—5 €] [SiOol—",
auch die inneren O=*Tonen nicht FLLAC T 0 el o e S Arome
vollig abgesittigt und koénnen sindim Schwerpunkt der Tetracder zu denken, O-Atome
weitere Metallionen binden. an den Ecken.)

Treten Schraubenachsen und Gleitspiegelebenen auf, so resultieren
durch Verkniipfung an Tetraederecken Baugruppen, die nicht mehr eine
endliche Zahl von Atomen umfassen, sondern mit 1-, 2- und 3dimensio-
naler Periodizitit ins Unendliche gehen.

1 L. PaurLinGg definiert die elektrostatische Valenz folgendermafen: Ist
ze die Ladung eines Kations und #» seine Koordinationszahl, dann wird als
Festigkeit der elektrostatischen Valenzbindung, die vom Zentrum nach jeder
Ecke des Koordinationspolyeders gerichtet ist, der Quotient s = z/n be-
zeichnet. Sein elektrostatisches Valenzprinzip besagt, daf3 in einer stabilen
Koordinationsstruktur die Ladung eines jeden Anions danach strebt, die
Summe der elektrostatischen Valenzbindungen aller Kationen an deren
Koordinationspolyedern es beteiligt ist, zu neutralisieren. Ist (— {¢) die
Ladung des Anions, so gilt danach ¢ = Y;zn; = Y;s;. (Beispiele siche unten!)
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Nach obigen Voraussetzungen diirfen die [S:0,]-Tetraeder nur
Sauerstoffecken gemeinsam haben. Soll eine eindimensional unendliche
Verkniipfung (Kette) entstehen, so miissen mindestens zwei Ecken jedes
Tetraeders zur Kette gehbren; zwei weitere stehen dann zur rdumlichen
Verkniipfung der Ketten zur Verfiigung. Die Zusammensetzung einer
solchen Tetraederkette pro Einheitslange entspricht der Formel [S70,]7?,
da ja nur 3 O-Atome zu eimem Si-Zentrum zihlen. Die regelmiBigste
Verteilung wird resultieren, wenn die Kettenrichtung eine Schrauben-
achse oder zur Gleitrichtung einer Gleitspiegelebene parallel ist (Abb. 2).
An Stelle des S¢™* kann wieder ein Ton in Viererkoordination beziiglich
Sauerstoff treten, am hiufigsten A/*3, Fet3 usw. Derartige Ketten sind
charakteristisch fiir die typischen Metasilikate, wie sie durch die Minerale
der Pyroxenreihe dargestellt werden (Diopsid, Augit usw.). Infolge der

mehr hauptvalenzartigen Bin-

dung S¢—O0—Si in der Kette

(vgl. S. 384) nehmen diese

it Kristal.le oft eine bez.eichnende

stengelige und faserige Form

an; die Faserachse verliuft

parallel zur Kettenrichtung
(vgl. Abb. 19).

Die Ketten lassen sich zu

je zweien oder mehreren unter-
einander durch ,,Hauptvalenz-
W W W bindungen‘‘ verkniipfen, indem
[Sia0r] die Sauerstoffatome an den
Abb. 2. Silizium-Sauerstoff-Tetraeder-Kette und -Band. freien Ecken einer Kette aUCh
an die Si-Zentren der anderen
Kette gebunden werden. Dieser Vorgang stellt eine Art Kondensation
vor, da bei jeder Reaktionsstufe eine Abspaltung von O~*-Ionen erfolgt.
So entsteht aus zwei Ketten [S¢,06] eine Doppelkette [S7,0,,], eine
vierfache Kette [Si30,,] usw. allgemein ein ,,Band‘’, und schlieBlich als
Endstadium des Prozesses ein , Netz* [Si,,0,,] aus Tetraedern in zwei-
dimensionaler Verkniipfung®. Die Bander [S7,0,,] sind von WARREN (85)
in den Amphibolen aufgefunden worden, es ist aber, wie unten weiter
ausgefithrt wird, nicht unwahrscheinlich, daB auch héher kondensierte
Gebilde und Uberginge zum zweidimensionalen Netz existieren (vgl.
Abb. 3).

Wenn je drei Sauerstoffatome jedes [S:0,]-Tetraeders mit den be-
nachbarten Tetraedern durch Hauptvalenzbindungen verkniipft werden,
so wird das Atomverhiltnis einer derartigen Struktur der Formel

0
<—5250—>=

1 Natiirlich bezieht sich die in [ ] angegebene Zusammensetzung immer
auf die gleiche Einheitslinge parallel zur Kette bzw. zum Band.
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[Si,0,17* entsprechen. Es gehort ja zu jedem Si-Atom nur mehr ein
O-Atom (nidmlich die freie Ecke des Tetraeders) ganz an, die anderen
3 O-Atome je zur Hilfte. Der einfachste Weg der geometrischen Ver-
kniipfung von Tetraedern in diesem Atomverhaltnis fithrt zu hexagonalen
Netzen, wie in Abb. 3a gezeichnet. Die freien Ecken kénnen dabei
samtlich nach einer Seite oder in benachbarten Tetraedern abwechselnd
nach oben oder unten gerichtet sein oder auch ein anderes Verteilungs-
gesetz befolgen. Es wird spiter gezeigt werden, da8 solche [S7,0,]-
Tetraedernetze (Bldttchen, sheets) charakteristische Bauelemente der
pseudohexagonalen blitterigen und vollkommen spaltbaren Mineralien
der Talk-, Glimmer-, Chlorit- und Kaolingruppe bilden.

AuBer diesem zweidimensional-hexagonalen Netzwerk von Tetra-
edern existiert auch ein zweidimensional-tetragonales Netz mit abwech-
selnden Vierer- und Achterringen, wie es in Abb. 3b gezeichnet und von
Narav-SzaB u. TAvLORr im Apophyllit aufgefunden wurde (45).

A_A_A

Abb. 3a. Hexagonales Netz. Abb. 3b. Tetragonales Netz,

Abb. 3. Silizium-Sauerstoff-Tetraedernetze.

Daneben lassen sich nach F.LAvVEs (46) auch isolierte [Si,0,]-Te-
traederbaugruppen (Inseln), eindimensional-unendliche Ketten und drei-
dimensional-unendliche Netzwerke der Zusammensetzung [S7,0,] kon-
struieren, die aber bisher noch nicht réntgenographisch nachgewiesen
wurden.

Denkt man sich in einem zweidimensionalen Tetraedernetz die freien
Ecken der Tetraeder abwechselnd nach oben und unten gerichtet und
legt ein zweites solches Netz dariiber, so daB die freien beiderseitigen
Tetraederspitzen zur Berithrung kommen, so entsteht ein rdumliches
Netzwerk mit der Zusammensetzung 2[5¢,0,,] — 40 = [Si30,4] bzw.
[520,],, da man ja diese Operation an den auBenstehenden Ecken beliebig
fortsetzen kann.

In diesem Falle ist jede Ecke eines Tetraeders mit je einer anderen
valenzmiaBig verkniipft, so daBl jedes O-Atom nur zur Hilfte zu einem
Si-Atom gehort entsprechend dem Atomverhiltnis 1:2. Ist das Aus-
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gangsnetz ein hexagonales, so entstehen hexagonal bzw. kubische Raum-
netze (gitterhafte Tetraederverbande), wie sie in den hexagonalen bzw.
trigonalen bzw. kubischen Strukturen von a-Quarz (W.H.Brace u.

Abb. 4. Projektion der Struktur von «-Quarz (Si0,) auf die Basisflache. (Die Hohlen der Tetraeder-
schwerpunkte (Si-Atome) sind durch die Briiche o, !/3, 2/3 in Teilen der ¢c-Achse angegeben.)

GiBBs, [47]) (Abb. 4), a-Tridymit (R. E. G1BBs [49]), a-Cristobalit (510,)
(R. W. G. WYCKOFF [48], Abb. 5) und «-Carnegieit (F. BARTH u.
Possnjak [60], Abb. 5) aufgefunden wurden. Treten an Stelle von

Abb. 5. Raumliches Bild der Struktur von @-Cristobalit und von «-Carnegieit. (Das Tetraeder an der
vorderen Ecke ist zur Einsicht ins Innere fortgelassen. Die Kreise bedeuten Vat-Ionen im Carnegieit.)

Sit+-Tonen dreiwertige oder niedrigerwertige Ionen in Viererkoordination
in das Netzwerk ein, so sind die O~*-Ionen an den Sz—O0—Sz-Briicken
nicht mehr valenzmiBig abgesittigt. Ist z. B. ein Teil des Si** — durch
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Al"3 — ersetzt, so sind die O *-Ionen, welche eine Briicke A]—0—S7
bilden, nur mit (1 - %/,) Elektrovalenz beansprucht, haben also noch die
Méglichkeit, Metallionen anzulagern (Macuarscuki, [32]). Die ver-
ketteten Tetraeder bilden dann sozusagen ein dreidimensional-unend-
liches Anionengertist, in welches die Kationen nach MaBgabe der Ladung
und IonengrdBe eingelagert werden.

Solche hexagonalen rdumlichen Netzwerke bilden die Grundlage z. B.
der Nephelin- (43 u. 43a) und Carnegieitstruktur (Nad4.5:0,) (50), tetra-
gonale aus abwechselnden Vierer- und Achterringen aufgebaute, bzw.
pseudotetragonale Netzwerke sind im Feldspat (43 u. 43b), Skapolith
(44b), Danburit (49a) und anderen vertreten, kubische Netzwerke aus
abwechselnden Vierer- und Sechserringen in den Kristallstrukturen der
Sodalithgruppe (50a) und der synthetischen Ultramarine (500); kom-
plizierter aufgebaute Netzwerke sind in den Zeolithen, z. B. Analcim
(53a), Natrolith (§44) und anderen, vorhanden (vgl. Abb. 4 und 3).

Der dreidimensionale Verband ist nicht notwendig die einzige geo-
metrisch mégliche Verkniipfung der Tetraeder im Atomverhiltnis 1: 2,
es lassen sich, wie LAVEs (46) gezeigt hat, auch ketten- und netzartige
Anordnungen auffinden. Diese Bauzusammenhinge stellen dann gleich-
sam Ubergangstypen vom Netz zum Gitter dar, indem einmal das drei-
dimensionale Netzwerk in Scharen von siulen- bzw. schlauchartigen
Tetraederbauzusammenhéngen, das andere Mal in parallel aufeinander-
folgende Schichtenpakete zerlegt erscheint, in analoger Weise, wie sich
ein einfaches Raumgitter entweder aus Parallelscharen von Gittergeraden
oder von Gitterebenen konstruieren 1aBt.

Wir konnen diese Ergebnisse der Kristallchemie der Silikate in der
folgenden Tabelle kurz veranschaulichen.

Diese Einteilung der [Si0,]-Komplexe nach Bauzusammenhingen
0-, I-, 2- und 3dimensionaler Ordnung ergibt nach W. L. BracG (17¢)
und V. M. GoLpscaMIDT (15¢) und F. MacuaTSCHKI (32) die Moglich-
keit einer Einteilung der Silikate auf kristallstruktureller Grundlage.
Praktisch ist diese Systematik zuerst von NArRAv-SzaBO (51) durch-
gefithrt worden und hat ergeben, daf eine solche Gruppierung sehr
gut geeignet ist, die beobachteten Eigenschaften der Silikate zu er-
kliren. Die Berechtigung zu einer derartigen Bevorzugung der Silizium-
Sauerstoffzusammenhédnge in Koordinationsstrukturen der Silikate ist
wohl darin zu suchen, dafl die S7—O-Bindung nicht rein koordinativ ist,
sondern mehr zum unpolaren Typ hinneigt, wie sowohl die hohe Bildungs-
wirme von Quarz (vgl. 9) als die direkte Zahlung der Elektronen im Gitter
nach der Fourieranalyse und der kleine Abstand Si—O = 1,54—1,60 A
(vgl. C—C = 1,5 A [22)) ergibt s.o0. (17b). Auch die groBe ZerreiBfestig-
keit der Fasern mit kettenférmigen Bauzusammenhingen, die derjenigen
von gutem Stahl und von organischen Fasern (Zellulose) nahekommt
und die typischen Spaltungsformen stehen damit im besten Einklang.
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Tabelle a. Der Bau von Silicium-Sauerstoffkomplexen als
Funktion des Mengenverhdltnisses Si: 0.
Nach V. M. GoLpscHMIDT (15¢).

ifrelilagl:;]i_s | Art und .Form 1 I,a;leusng Ladung Beispiele
Si 0 des Anions | 4 ;o [pert St Formel Mineral
I:4 [Si0,] -4 \ —4 \ Myg,Si0, Forsterit
Tetraeder | l |
2:7 ! [S7,0;] -6 -3 i S¢,S1,0, i Thortveitit
Doppel- |
Tetraeder
I:3 [S750,) -6 | —2 BaTiSi;0q Benitoit
Ring
1:3 [Sis0.4] | —~12 | —2 Be3 A1,5i,0,4 Beryll
Ring ‘
1:3 | [SiOy | —2n| -2 | CaMg(Si03), Diopsid
‘ Kette
4:11 | [S%,05,]). ‘ —6n| —1,5|Ca,Mg,(Si,0,,),Mg(OH),, Tremolit
’ Band ! ‘ :
2:5 | [Si,00e | 20| —1 | Mei(Si,0,,Mg(OH), Talk,
| Blatt | [ pseudohexagonal
2:5 | [S0,0sn | —2m| —1 | KF-CaySi,09,-8H,0 |  Apophyllit
Blatt | ‘ | tetragonal
1:2 | (Si0), | o | o | 50, Quarz
| Raumnetz | {

Auch durch das Eintreten von Al73-Ionen in das Tetraedergewebe
bis zu dem Verhiltnis, welches unter natiirlichen Bedingungen stabil ist
(S7: Al> 1: 1) wird die mehr kovalente Statur der Bindung nicht we-
sentlich gedndert. Dies geht unter anderem auch daraus hervor, daB der
Abstand Al-—O bei Eintreten von A" in Tetraederkoordination relativ
stark abnimmt (von 1,90 A bei Sechserkoordination auf etwa 1,70 A),
wenn die O~*-Atome gleichzeitig noch an Si-Atome gebunden sind. Dies
macht es verstindlich, daB auch in den Alumosilikaten die [A47, S¢0,]-
Tetraederzusammenhinge eine so groB8e Rolle spielen, besonders da die
in die Netzwerke eingelagerten groBen, stark elektropositiven Alkali-
ionen bzw. Ca’*-Ionen koordinativ gebunden sind und hiufig nur die
Rolle eines Fiillmaterials zur elektrostatischen Stabilisierung des An-
ionengeriistes iibernehmen, wie z. B. in den Zeolithen.

In dem MaBle, wie mehr elektropositive und daher nicht valenzméfig
gebundene Metallionen als isomorpher Ersatz von Si-Atomen in die
Tetraedernetzwerke eintreten, verlieren diese ihre selbstindige Be-
deutung im Strukturgeriist. Die Einteilung solcher Silikate miilte daher
besser nach allgemein koordinativen Gesichtspunkten durchgefiihrt
werden, wie sie in letzter Zeit besonders NIGGLI und BRANDENBERGER
ausfiihrlich diskutiert haben (14a).
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IIL. Silikate mit isolierten [SZ0,]-Tetraedergruppen.
(Verhaltinis S7:0 <1:4.)
a) Allgemeine struktur-chemische Betrachtungen.

Eine Einteilung dieser Silikate kann nach der Art der Verkniipfung
der [S¢0,]-Tetraeder durch zwischengelagerte Kationen ein-, zwei-, drei-
und vierwertiger Metalle erfolgen. Diese Metallionen kdnnen nidmlich
ihrerseits mit den verschiedenen Koordinationszahlen an die freien
Sauerstoffatome der [S¢0,]-Tetraeder gebunden sein, wodurch eine An-
zahl unterschiedlicher Kristallstrukturtypen entstehen. Die Zahl der
Koordinationspolyeder, die bei bestimmten Koordinationszahlen ge-
meinsame Sauerstoffionen mit den [S¢0,]-Tetraedern oder miteinander
besitzen, sowie die Verkniipfung im einzelnen 148t sich mit Hilfe der

Pauringschen Elektrovalenzregeln leicht iibersehen.
11

Betrachten wir z. B. ein Silikat der Zusammensetzung M,57,0,, in
11

welchem M ein zweiwertiges Metallion mit der Koordinationszahl 6
gegeniiber Sauerstoff ist. Ein O~*Ion (0O;), welches die Ecke eines

[S10,]-Tetraeders bildet, wird elektrovalenzmiBig abgesittigt, wenn
11
es auBler an 1 S¢™*-Ion noch an 3 M-Ionen gebunden ist (2 =1-%/,--

3-%/6). Gdbe es noch O *Ionen (Oy), die nicht an Si-, sondern nur an
11 1
M-Ionen gebunden sind, so miiliten sie gleichzeitig sechs [ MO4]-Ko-

ordinationspolyedern (Oktaeder) angehéren. Das wiirde aber erfordern,
daB die Oktaeder nicht nur Ecken, sondern viele Kanten gemeinsam
haben, was erfahrungsgemal keine stabile Anordnung in Silikaten ergibt
(vgl. L. PAauLIiNG [36]). Wir schlieBen daraus, daB alle O~*Ionen an Si-
Tonen gebunden sind, d. h. das Verhiltnis O : St mull < 4: 1 sein. Setzen
wir voraus, daB3 die [S¢0,]-Tetraeder keine O~*-Ionen gemeinsam haben,

so muf das Verhz’iltnis Si: O gerade 1 : 4 sein, was der Zusammensetzung
11

M,[5:0,] (AMZ B. Mg*™?, Fe'?, Mn'®) eines Orthosilikates vom Olivin-
typus entspricht.

Sind daneben noch 2’ einwertige Tonen (F, OH) vorhanden, so kénnen
11

diese bereits durch 3 M-Tonen in Sechserkoordination abgesattlgt werden.

Ist x, die Zahl der M Tonen, die an Oy, x, die Zahl der ﬂ/[ Ionen, die an
(OH, F) gebunden sind, so gilt nach der Valenzregel fiir

Or: 2%, +4y=2z=28y, (OHF): 2x,=12.
Daraus resultiert die chemische Zusammensetzung (mit x, =2y; 2 =4y,

2 =2x, = 2n)

I ot _
yM,[Si0,]- nM(OH, F), [” =953 | ganze Zanl,

\n=01,2,3...
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was den Mineralien der Humit-Chondroditgruppe entspricht. Wir werden
unten sehen, in welcher speziellen Weise diese Einlagerung der M (OH, F), -
Baugruppen im Gitter erfolgt. I 1

In einem Silikat mit der Zusammensetzung M,S3,0,, in welchem M
ein dreiwertiges Metallion in Sechserkoordination gegeniiber Sauerstoff

ist, erfordert das elektrostatische Valenzprinzip, daBl die O~*Ionen (0Oy),
I1I

welche an je 1 Si-Ion gebunden sind, auBerdem noch je 2 M-Ionen
angehéren (2 =1-%/,+ 2-3/5). Kommen daneben keine O-Ionen vor,
die nicht an S7 gebunden sind, so entspricht die chemische Zusammen-
111 111

setzung der Formel M,[S10,],, was z. B.mit M = Bi™® dem Eulytin
(B1,Si,0,,) entspricht. Nach der Strukturbestimmung sind im kubi-
schen Elementarkorper vier Molekiile vorhanden, so dal die Formel als
(B1,65%,,0,5) geschrieben werden kann (vgl. S. 375).

Sind dagegen noch O~*-Ionen vorhanden, die nicht an Si *Ionen
gebunden sind, so miissen sie gleichzeitig je vier [4/0g]-Koordinations-
oktaedern angehdren. Dann ergibt sich eine Reihe von Gliedern der
Zusammensetzung

III III

. ¥ =0,1,2,3,4 ...
x{M4513012}-y{M203} {y:o,1,2,3,4...}’

III

deren Grenzkomponenten das oben genannte Silikat {M,Si;0,,} und
111 11l
{M,0,} sind. Im Falle M = AI'3 wiren es eine Reihe von Silikaten mit

eingelagerten [M,0,]-Gruppen, die sich vom hypothetischen Silikat
{41,5¢,0,,} zum Korund {4l,0,} erstreckt. Das erste Glied der Reihe
(x =1,y = 1) entspricht der Zusammensetzung nach dem Disthen
(A416S1,0,, bzw. A1,Si0;) (vgl. unten S. 372). Das zweite Glied (v =1,

= 2) hat die Zusammensetzung [4/,57,0,,]-241,0, bzw. AlgS5i,0,3,
die gewdhnlich dem Dumortierit zugeschrieben wird (7). Dadurch findet
moglicherweise auch die Beobachtung, dafl Disthen als Umwandlungs-
hiille um Korundkristalle éfter vorkommt, eine Erkliarung (1).

Sind an Stelle der O?-Ionen einwertige Ionen (OH, F) vorhanden,
111

so werden diese bereits durch 2 M-Ionen in Sechserkoordination ab-
I1I
gesittigt. Es wird jetzt ¢, = 6 gemifl der Formel Si¢;M¢0,,(0H, F)s
111 I1I
oder vereinfacht M,(OH, F),[Si0,]. Mit M = Al entspricht dies dem

Topas {41,(0H, F),Si0,}. Allgemeiner erhalten wir Glieder einer Reihe
nr. i ¥=1,2,3..-
% (M,Si,0,0) - 2n (M(OH, )} {7~ 773
111
Ist M = Al, so erhalten wir einen Ubergang von Topastyp (# = I) zum
Hydrargillit (4/(OH),). Damit kénnte die hiufig beobachtete pseudo-
morphe Umwandlung des Topases in eine ,,Steinmarkahnliche Substanz‘*

} ganze Zahl.
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zusammenhdngen (1). Moglicherweise gehért auch der Zunyit in diese
Reihe. Legt man die von GROTH angegebene Zusammensetzung zu-
grunde?, so ergibt sich als neue Formel: [41,57,0,,]-4[AlOH, F, Cl),),
welche dem Glied x = 1, # = 4 entspricht.

Der einfachste Fall, in welchem neben Si-Atomen gleichzeitig zwei-

und dreiwertige Metallionen vorhanden sind, ist vom chemischen Typus
I 101 I

M, M,S5i.0,. Wir verstehen unter M z. B. ein Kation mit der Koordi-
1

nationszahl 6, unter M ein Kation mit der Koordinationszahl 8 gegeniiber
Sauerstoff und setzen voraus, daB nur eine Sorte von O~2Ionen vor-

handen ist. Diese miissen dann gleichzeitig je einem [SiO,]-Tetraeder,
I I

I
einem [MOg]-Oktaeder und zwei [ M O;]-Koordinationspolyedern als ge-
meinsame Ecke angehéren, damit das elektrostatische Valenzprinzip er-

fiillt ist (x-4/,4+1-3/,+ 2-°/3 =2). Dies fiihrt zu den chemischen
1T 111 I 11

Formeln MM,[Si,0s] und M, M,[S1,0,,]; erstere entspricht dem An-
orthit, letztere dem Granat. Tatsdchlich ist die Struktur koordinativ in
dieser Weise aufgebaut, wie weiter unten erértert wird. Sind noch O—*-

Tonen bzw. (OH, F)~-Ionen vorhanden, die nicht an Si-Atome gebunden
11 111
sind, sondern teils an M, teils an M oder an beide Metallionen, so ent-
stehen basische Silikate mit der Zusammensetzung
1I 111

LM, Si 0. -yl n } o i
x 1l 291, 0,1y 1 « 2 I x, Y, 2 ganzzahli
s 501 ylM( om.| 15 o, T g

deren Struktur in engem Zusammenhang mit der Granatstruktur bzw.
der Spinellstruktur steht. Zu dieser Reihe gehért wohl der Vesuvian,
der in dieser Formulierung als
. Mg. Ca)O Al,0
% {Cay AL, St 0. - { EMZ, Ca;(OH)Q } ' {Az<013r1)3 }

mit x =6, y = 2, z = 0 zu schreiben wire (vgl. S. 379) ferner (84).
Nehmen wir schlieBlich noch den Fall, daB die Sauerstoffionen
zweilerlei Sorten bilden, von denen die einen nur an Si- und die drei-
wertigen Metallionen (je zwei in Sechserkoordination) gebunden sind wie
z. B. im Cyanit, die anderen (zum Teil auch OH, F) nur an die zwei- und

dreiwertigen Metallionen, so ergeben sich basische Silikate der Zusam-
11

II
mensetzung z. B. mit M = A/, M = Fe

o\ [4LOs | _[FeO .
x{A41,51,0,,) Y12L00(0m),) | 41 Fe(0m), | (x, ¥, z ganzzahlig);
mit ¥ =1, y =1, 2 = o ergibt sich der Cyanit, die anderen Grenzfille
sind Al,0, bzw. AI{OH), und FeO bzw. Fe(OH),. Ein Glied dieser Reihe

* GroTH schreibt die Formel in Analogie zum Dumortierit
[S70,1,44,[AI(OH, F, Cl),)s.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 24
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stellt der Staurolith dar (entsprechend etwa x = 1,y =1,z = 1). Damit
steht die Tatsache im Einklang, daB bisher keine Formel der groBen
Variation der Analysenergebnisse gerecht werden konnte! (vgl. 4, 5).

In dhnlicher Weise gelangen wir zu anderen Typen von Orthosilikaten
und ihren basischen Reihen, wie z. B. Zirkon (Z7S:0,) und zum Titanit
(CaOTi-S10,), worauf hier nicht weiter eingegangen werden kann (vgl.
L. PauLing, 36).

Wenn Metallionen mit der Koordinationszahl 4 (in tetraedrischer Um-
gebung) die isolierten [S¢0,-Baugruppen verkniipfen, entsteht eine ge-
wisse Schwierigkeit der Zuordnung dieser Gittertypen, da sich die Te-
traeder zu hoheren Einheiten zusammenfiigen lassen entsprechend der
Bildung an Ketten-, Netz- und rdumlichen Netzgittern. Wie bereits oben
bemerkt, ist dies besonders bei den Alumosilikaten der Fall, weshalb
sowohl von MacuatscHKI (32), wie von W. L. BRAGG (I7¢) hier kein
Unterschied in der Bewertung der [A4l0,]- und [Si0,]-Tetraeder im
Gitterverband gemacht wird. Dies ist auch im Hinblick auf den weit-
gehenden isomorphen Ersatz von S¢7#- durch Al73-Ionen berechtigt.
Wenn dagegen Ionen wie B™3, Be™?, Znt?, Mg 2, Li* usw. in Tetraeder-
umgebung zwischen die [S:0,]-Tetraeder gelagert sind, so werden sich
in dem MaBe Unterschiede ergeben, wie der elektropositive Charakter
des Kations mehr hervortritt.

b) Orthosilikate mit hexagonaler bzw. pseudohexagonaler Packung.

Die Orthosilikate von diesem Typus haben verschiedene Strukturen,
je nach der Koordinationszahl des zweiwertigen Metalls. Ist diese z. B.
gleich 4, so erhalten wir die Gitter vom Phenacittyp, die Koordinations-
zahl 6 ergibt dagegen Strukturen vom Olivintypus.

1. Phenacitgruppe. (K.Z.4,4.)

Nach den Untersuchungen von ZACHARIASEN (99) sind die Kristalle
von Phenacit (Be,S:0,), Willemit (Zx,S:¢0,) isomorph untereinander,
wie mit den Salzen Li,BeF,, Li, WO,, Li,MoO,. C.GOTTFRIED (56)
zeigte, daB auch Troostit (Zn, Mn),Si0, und Dioptas (H,CuSi0,) dhn-
liche Gitterdimensionen aufweisen, was speziell fiir Phenacit und Dioptas
von GOSSNER (§7) bestatigt wurde.

Die Dimensionen und Winkel der rhomboedrischen Elementarzelle
sind in der Tabelle 1 angegeben. Die Struktur wurde von W.L.BRrAGG
(68) sowie W. L. BRAGG u. W. H. ZACHARIASEN (§9) auf Grund von ab-
soluten Intensititsmessungen bestimmt. Eine Projektion des rhombo-
edrischen Elementarkérpers parallel zur trigonalen Achse stellt die Abb.6

1 Nach HORNER (62) entspricht die Zusammensetzung der TFormel
AlyFe,HSi 0,y nach GrorH (§3) A!.Si,Fe0,,H, wihrend NARAY-SzABO (64)
aus seiner Strukturbestimmung die ,,ideale Formel* 47,57,0,,FeH, herleitet.
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dar®. Die Si- und Be-Atome sind tetraedrisch von O-Atomen umgeben,

so daB alle Tetraeder gemeinsame Sauerstoffecken haben. Jedes O-Atom
ist an ein Si- und an zwei Be-Atome gebunden, und befindet sich fast
genau im Zentrum eines gleichseitigen Dreiecks mit SiBeBe an den
Ecken.

Abb. 7. Olizin (nach BraGG u. BrRown).
Projektion der Basisgruppe || @ = 4,75 A.
Die Struktur setzt sich aus Teilblocken
(4, B) |l (co1) zusammen, in denen die
Tetraeder abwechselnd nach oben und
unten gerichtet sind. Die Zahlen be-
deuten die Hohe der Si-Schwerpunkte,
wenn a = 100 gesctzt wird.

Abb. 6. Phenacit (nach BRAGG und ZACHARIASEN). Pro- Q Mg in 0a @® iy in Yya

jektion der Struktur |{¢=28,16 4. Si- und Be-Atom tetra- Die horizontalen Sauerstoffecken der leeren

edrisch von O umgeben, eine Tetraederkante liegt jeweils Tetraeder liegen in der Hohe 3/4 @, die der

horizontal, die andere vertikal. Translation parallel zu schraffierten Tetraeder in 14 @, die Spitzen
den dreizahligen Schraubenachsen 2,72 A. in iy bzw. 34 a.

2. Olivingruppe. (K.Z.6,6.)

Die Mineralien der Olivingruppe Y,[S¢0,] kristallisieren simtlich
rhombisch-pseudohexagonal. Charakteristisch fiir ihre Gitterstruktur (60)
ist die Sechserkoordination der zweiwertigen Metalle (Y = Mg, Fe, Ca,

r Die Abbildungen wurden gréftenteils neu gezeichnet. Die Darstellung
weicht von den iibrigen in der Literatur dadurch ab, daB systematisch die
[S70,)- bzw. [470,]-Tetraeder usw. als Hauptbaugruppen in den Abbildungen
durch starke UmriBlinien hervorgehoben sind und wo nétig schraffiert
wurden um Héhenunterschiede deutlicher zu machen. In komplizierteren
Fallen wurden die Hohen der Tetraederschwerpunkte als Bruchteile der in
die Projektionsrichtung fallenden Identitatsperiode eingetragen. Die Tetra-
eder sind zur Erzielung eines riumlichen Eindruckes undurchsichtig ge-
dacht, die Ecken stellen O~ *-Ionen dar, in manchen Fallen auch OH™ oder
F~-Tonen, wie besonders angegeben.

24%
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seltener Mn, Zn, Nt), welche auf einer pseudohexagonalen dichtesten Ku-
gelpackung der O-Atome beruht (Abb. 7). Die beiden Metallatome (Y,
und Y,) nehmen strukturell verschiedene Lagen im Gitter ein, die eine
Hilfte liegt in Symmetriezentren (Eigensymmetrie C;), die andere Hilfte
in den Spiegelebenen (Symmetrie C)% 2. (Vgl. 62.)

¢) Pseudohexagonale Einlagerungsstrukturen.
Humitgruppe. (K.Z.6,6.)

Alle bekannten Glieder dieser basischen Reihe (vgl. Tabelle 1) bauen
sich in der Hauptsache aus einer angendhert hexagonal dichtesten Sauer-
stoffpackung auf, wie im Olivin, sie unterscheiden sich aber dadurch, daB3
zwischen die ,,Olivinteilgitter* Schichten von Mg(F, OH), gesetzmiBig
eingelagert sind, wobei die F- und (OH)-Atome an je drei Mg-Atome
gebunden sind (vgl. S. 36%). Je nach der Art des Einbaues der Brucit-
schichten [Mg(OH),] entstehen rhombische oder monokline Gitter. Nach
TavLor u. WEST (63) lassen sich die Glieder der Chondroditreihe durch
die allgemeine Formel Mg(F, OH), - n(Mg,5¢0,) als Molekiilverbindungen
darstellen {(Vgl. S. 367.)

d) Kubische bzw. pseudokubische Packungen.
1. Cyanit {41040[Si0,)}. (K.Z.6,6.)

Als wesentlicher Vertreter dieses Typus ist der Cyanit (Disthen) be-
kannt. Die Modifikationen von 47,S5¢0; sind in charakteristischer Weise
verschieden und von besonderem Interesse wegen der Art der Koordination
der Al*3-Ionen. Davon sind in jedem Gittertyp zwei verschiedene Sorten
vorhanden. Die eine Hilfte der Al-Tonen ist oktaedrisch von O-Ionen

t Als ,,Summenformel“ fiir Olivin gibt F.MacrsATsCcHKI an Y,Z(O,
OH, F),; diese Schreibweise tragt der Moglichkeit eines von verschiedenen
Autoren (B. GossNER) beobachteten Wassergehalts (als Hydroxyl) Rech-
nung. Die Summe der dem negativen Anionengeriist (O~?, OH™, F~) dqui-
valenten positiven Bestandteile wird dabei nach dem Ionenradius (R) ge-
ordnet angegeben und zwar bedeutet:

Z = Kationen mit R ~0,4 + 0,1 4,
besonders Sit*, ferner As¥5, V+5 Be*2, auch etwas AIT3.
Y = Kationen mit R~ 0,75 £ 0,15 4,
besonders Mgt2, Fet?, Fet?, A3, Tit4, Mnt2, Zyt4, Ta't3, auch Li-,
Cr'3, V+3,
X = Kationen mit R~ 1,0 + 0,1 4,
besonders Nat, Ca'?, Y-Ce-Erden; Th, U; auch Mn.
W = Kationen mit R ~ 1,3 £ 0,1 4, besonders K+ und Bat2.
Es muB dabei natiirlich stets die Summe der negativen Ladungen des
(O, OH, F)-Anionenkomplexes gleich der Summe aller positiven Ladungen
der Kationen sein, wobei innerhalb eines raumlichen Gitterverbandes eine
viel groBere Anzahl von Ausgleichsmoglichkeiten besteht als im Bereiche
eines Molekiils oder Elementarkérpers (20).

z Nach TavLor hat auch die Komponente N4,570, eine Struktur vom

Olivintyp (61).
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umgeben, so daf in allen drei Modifikationen Ketten von [470s]-Ok-
taedern parallel zur c-Achse mit gemeinsamen horizontalen Kanten vor-
handen sind, wobei die Lange der ¢-Kante fast gleich bleibt. Die anderen
Al-Tonen besitzen im Cyanit, Andalusit und Sillimanit bzw. die Koordi-
nationszahlen 6, 5 und 4.

Sillimanit und Andalusit haben nur mehr tetragonale bzw. pseudo-
tetragonale Symmetrie der Anordnung, sie kénnen auch als Ketten bzw.
Netzstrukturen aufgefal3t werden und sollen spiter besprochen werden
(S. 378 und 379).

Beim Cyanit ist die Elementarzelle triklin mit den Achsen a, = 7,094 ;
bo =7,72A; ¢, =556 A und den Winkeln a = go%5’ f = 101%2' =
105%44%/,". (64, 65, 66.)

rd LY
O Cain + oder — 0,084 ‘\ ; Caino,50 + oder — 0,084
~——

@® 7Tiin o754 (S.2.) ® 7% in o,258 (S.Z2.)

O @ in + oder — 0,194 O O in 0,50 + oder — 0,194

Abb. 8. T7itanit (nach ZACHARIASEN). Projektion der Basisgruppe {4 = 8,70 A. Die [Si04]-Tetraeder
liegen mit einer Kante horizontal, Schwerpunkte auf Digyren in der Hohe 4 oder — 0,324 (leer) und
0,50 + oder — 0,324 (schraffiert).

Wie bereits oben bemerkt, bilden die O-Ionen zwei Sorten, die einen
sind an je 15574+ 24/ 3-Tonen gebunden, die anderen nur an 4A7"3-
Ionen, so daf die in Abb. 12 dargestellte Struktur und die obige Schreib-
weise der Formel resultiert. Parallel zur Ebene (100) lassen sich die aus
[Al,0,]-Baugruppen bestehenden Schichten, dic in das Alumosilikat-
gitter eingebaut sind, erkennen. (Damit steht die vollkommene Spaltbar-
keit und die Translation ||{100} und [oo1} im besten Einklang.)

2. Titanit {Ca0TiSi0,}. (K.Z.6,7.)
Zu diesen pseudokubischen Strukturen mit relativ dichter Packung
ist auch der Titanit zu rechnen. v. FEDOROW u. P. N1GGLI (vgl. §) haben
gezeigt, daB die morphologischen Eigenschaften am besten in hypo-
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kubischer Deutung zum Ausdruck kommen. Die Struktur des Titanit
wurde von ZACHARIASEN festgestellt (67). Sie ist in der Abb. 8, bezogen
auf den gewéhnlichen monoklinen Elementarkérper (Aufstellung von DES-
CLOIZEAUX), gezeichnet als Projektion || [oto]. Die T4-Atome sind von
je sechs O-Atomen angenihert oktaedrisch umgeben, die Ca-Atome da-
gegen von sieben O-Atomen in der Weise, wie in Abb. 8 angedeutet.
Die O-Atome sind zum Teil an je 1 S¢7*, 1 74" und an 1 Ca"*-Ton,
zum Teil nur an Ca™*- und 77 *Ionen gebunden.

_

N ‘.'\\\.\ AR
N
SRR

Abb. 9. Granat (nach Menzer). Projektion der Basisgruppe |l ¢ = 11,5 A, Die [Si0y)-Tetraeder-
schwerpunkte haben die Punktlage 24 mit den Koordinaten {o y 3/8} (Hohen in Bruchteilen von ¢ an-
gegeben). Die Ca-Atome haben dic l.age 24 mit den Koordinaten {0‘/4 ‘/g} und liegen jeweils um

¢/z {iber bzw. unter den Si-Atomen. Die 16 A/-Atome licgen in den Symmetriezentren {+) (Hche o

und 1/3) und @ (IHohe 1y und 3/4). Jedes A/-Atom ist von 6 O-Atomen oktaedrisch umgeben, die Ca-
Atome von 4 + 4 O-Atomen in zwei sich durchdringenden Bisphenoiden (fiir das Ca-Atom in Hohe 3/4
gezeichnet).

3. Granatgruppe. (K.Z.6,8))

Jedes O-Atom ist bei Achterkoordination der Ca-Atome an 1 Si-,
T Al- und 2 Ca-Atome gebunden, bei Viererkoordination dagegen nur an

je 1 Ca-Atom, entsprechend der Valenzsumme (1 e +% e —}—-; e> (G.MEx-

ZER 68). In der Abb. g wurde versucht, eine Anschauung von der Gitter-
struktur des Granats durch Projektion der Elementarzelle parallel zur
Wiirfelkante zu geben. Die [Si0,]-Tetraeder sind undurchsichtig gedacht,
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diejenigen mit dem Schwerpunkt in der Hohe o sollen zu oberst liegen.
Die 24 Ca-Atome sind jeweils um ¢/, = 4 5,75 A oberhalb bzw. unter-
halb der Si-Tetraederschwerpunkte zu denken und in der Abbildung bis
auf eins fortgelassen. Ferner sind die Bindungsverhiltnisse je eines
Al3-, Ca*- und O *Ions angegeben®.

Die Glieder der Granatgruppe werden nach F. MacuaTscuKI (140)
durch die Summenformel X,Y,Z.0,, dargestellt, wo X, Y, Z die obige
Bedeutung haben. Die wichtigsten Komponenten der Reihe sind in der
Tabelle 1 verzeichnet.

4. Zirkongruppe. ZrSi0, (Zirkon). (K.Z.8,8.)

Die Struktur des Zirkons wurde im Prinzip zuerst von L. VEGARD (70)
bestimmt  (Raumgruppe D;).
Spatere Untersuchungen von W.
Binks (7I) und O. Hasser (72)
und am eingehendsten von R. W.
G. Wyckorr u. S. B. HENDRICKS
(73) Dbestitigten das Ergebnis von
VEGARD. Die Si-Atome sind nahe-
zu tetraedrisch von vier O-Atomen
im Abstand 1,62 A umgeben, wie
Abb. 10 zeigt. Die Zr-Atome er- 4
halten je acht nahe gleichweit ent- ~ APb- 0. Zirkor, m‘;i‘t?"iﬁfgifhe Ansicht des
fernte O-Nachbarn, die sich in O = Zirkon-Atome [Si0y]-Tetraeder stark
zwel tetragonal deformierte Tetra- gescichnet.
eder (Zr— O =2,05A und 2,41 A) anordnen. Eine prinzipiell dhnliche
Struktur weist Xenotim (Y PO,) auf (7).

5. Eulytin (B7,5:,0,,). (K.Z.9,9.)

Die Kristallstruktur der kubischen Modifikation von Bj 45150, ist von
G. MENZER (79) bestimmt worden. In der kubischen Elementarzelle mit
a = 10,272 + 0,004 A befinden sich vier Molekiile. Die Raumgruppe ist
mit groBer Wahrscheinlichkeit 7d° (eventuell 7°%). Die Wismutionen be-
setzen eine 16zihlige Punktlage (m, m, m) mit m = 0,083 4- 0,003, die Si-
Ionen die r2zdhlige Lage (o % %) , die 48 O-Atome eine allgemeine Punkt-
lage. Eine Projektion der Basisgruppe auf die Wiirfelflache gibt Abb. 11.
Die eingeschricbenen Zahlen in den [S:0,]-Tetraedern geben die Hohe

der Si-Schwerpunkte {iber der Zeichenebene an. Alle [Si0,]-Tetraeder
sind voneinander getrennt und werden durch die Bi-Koordinations-

' Beim Ersatz von Ca'? durch kleinere Tonen (Fe, 5In, Mg) tritt ver-
mutlich Viererkoordination auf (69).
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polyeder (mit » = g) zusammengehalten?. Jedes O~*Ion ist an 3 Bi*3-
Tonen gebunden, die ein genihert gleichseitiges Dreieck bilden, das O-Ion
liegt aber auBerhalb dieser Ebene nahe im Schwerpunkt eines aus den
3 Brt3-Ionen und 1 Si**Ion gebildeten ,,Tetraeders”, wie in Abb. 11
angedeutet.

Abb. 11, Enlytin (nach MENzER). Projektion der Basisgruppe || ¢ = 10,27 A. [S{04]-Tetraeder schraffiert,
Hoéhe der Si-Schwerpunkte in Tausendteilen der a-Kante. Wismutatome kleine leere und volle Kreise.
fiir ein Atom in der Hohe 167 sind die Bindungsverhaltnisse an O angegeben.

e) Pseudokubische Einlagerungsstrukturen.
Staurolith.

Von besonderem Interesse war das Studium der Parallelverwach-
sungen von Cyanit mit Staurolith, das besonders von E. SCHIEBOLD u.
G. M. Carposo durchgefithrt wurde und sehr interessante Beziehungen
zwischen beiden Strukturen ergab (76). Die (100)-Ebene von Cyanit und
die (010)-Ebene von Staurolith sind miteinander regelméBig verwachsen,
wobei die b, = (7,72 A)- und ¢, = (5,56 A)-Achse von Cyanit, die einen
Winkel von ¢o°s5%/," miteinander bilden, fast identisch sind mit der
a, = (7,82 A)- und ¢, = (5,63 A)-Achse vom Staurolith. Die (100)-Ebene
von Cyanit und die (010)-Ebene von Staurolith entsprechen dann der
(110)-Ebene der kubischen dichtesten Sauerstoffpackung. Die Stauro-
lithstruktur, die von NARAY-SzABS (77) sowie von E.SCHIEBOLD u.

* Nach MENZzER sind die Bs+3-Tonen von 6 O-Ionen im mittleren Abstand
Bi—0c02,6 A umgeben. Es sind aber noch 3 O-Ionen in nicht viel gréBerem
Abstand (etwa 2,9—3 A) in der Niahe, wodurch die Gruppe [B70,] entsteht.
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M. CARDOSO (66) bestimmt wurde, 148t sich als eine feinbauliche gitter-
méfige Parallelverwachsung von Fe(OH), mit 24/,5:0, auffassen, ent-
sprechend der auf S.369 abgeleiteten Formel der Staurolithreihe (Abb. 12).

O Fe in 0,25 und o,75 ¢ O @ in o und o350 ¢

Al in o} o,50; 0,25 und .
0,75 ¢ O O in o,25 und o0.75 ¢

@ 5/ in 0,25 und 0,75 ¢

Abb. 12. Staurolith (nach Nirav-Szasé). Projektion der Basisgruppe |l ¢ = 5,63 X nach W. .. BraGG.

Es sind zwei Zellen nebeneinander gezeichnet, um die Elementarzelle von Cyanit, welche in der Struktur

enthalten ist, abzuleiten (gestrichelte Linien). (Schichten der Zusammensetzung A4LSiO5 und Fe(OH ),
wechseln ] {100} [Horizontalrichtung] miteinander ab.

f) Gemischt pseudokubische bzw. pseudohexagonale
Einlagerungsstrukturen.

Topas. (K.Z.6,6.)

Wie auf S. 367 bemerkt wurde, gehort hierzu vor allem der Topas
{41,(0H, F),[Si0,]}. Seine Struktur stellt einen interessanten Uber-
gangstyp von der hexagonal-dichtesten Packung (Olivin) zur kubisch-
dichtesten Packung (Cyanit) dar (ALstonN u. WEsT, 78, L. PAULING, 79).
Dies rithrt davon her, daB in das Cyanitgitter Schichten |(oo1) einge-
lagert sind, die der Zusammensetzung AIF, bzw. A/(OH), entsprechen.
Jedes Al*3-Ton ist von 4 O™*-Ionen und 2 F, OH-Ionen oktaedrisch um-
geben; die O *Ionen sind an je 1 Si™*-4- 2 A4773-Tonen, die OH—, F—-
Ionen nur an je 2 47"3-Ionen gebunden (vgl. S. 368) (Abb. 13). Mit die-



E. ScHIEBOLD:

sem Schichtenbau steht

die vollkommene Spalt-
barkeit nach {oor] im
Einklang.

Die Topasreihe steht
im entsprechenden Ver-
haltnis zum Cyanit, wie
die  Humitreihe zum
Olivin, die erste endigt im
Hydrargillit{4/(0OH, F),},
die zweite im Brucit
(Mg(0H).).

g) Tetragonale bzw.

OAlintgma () (hAin+qs6a
®ALinasrtgnwe () (08Finasv2a0sa

Abb. 13. 7opas (nach ALsTox-WEST und Pavning). Projektion
der 'Basisgruppe || @ = 4,64 A. Zusammensetzung der Struktur
aus Teilblocken [ (co1) mit [S/O4]-Tetraedern (-, £) und zwischen-
Tetracderschwerpunkte

geschalteten [AJOH, F)]y-Lamellen (C).

'

{S7) in % 0,08 a (leere Tetraeder) und 0,50 * 0,08 @ (schraffierte

Tetraeder).

Abb. 14. Sillimanit (nach Tavior). Projcktion der
Basisgruppe |l ¢ = 35,74 . Die [SiO4]- und [AI04]-
Tetracder bilden Doppelketten || ¢ (Briickensauer-
stoffatome durch (+) bezeichnet, Hohe o und o,50 ¢).
Dic % bedeuten je zwei im Abstand ¢/, {iberein-
anderliegende 4/-Atome, dic an die freien Tetraeder-
ecken (Hohe o,25 ¢ und o,75 ¢) oktaedrisch gebun-
den sind.

pseudotetragonale
Strukturen.

1. Sillimanit.

Al[ALSI,0,,).(K.Z.4,6)

Im Sillimanit (80) ist
die Halfte der Al-Atome
tetraedrisch von O um-
geben (Abstand Al—O
= 1,7A). Die Struktur 1aBt sich
aus diesem Grunde auch so be-
schreiben, dal3 Doppelketten von
[Si0,]—[110,]-Tetraedern parallel
zur c-Achse den Kristall durchzie-
hen, dhnlich wie in Pyroxen (s.u.),
wobei die [Al0s]-Oktaeder die
seitliche Verbindung iibernehmen
(vgl. Abb. 14). Damit steht auch
die beobachtete faserige Ausbildung
der Kristalle im Einklang. Sillima-
nit stellt ein Beispiel dar fiir einen
kettenférmigen Aufbau der Zusam-
mensetzung [S¢,0,,], in dem die
Hilfte der Si-Atome durch Al-
Atome ersetzt ist, was der obigen
Schreibweise  entspricht.  Man
sollte ihn daher eigentlich zu den
Ketten- bzw. Bandstrukturtypen
stellen (vgl. S. 383).

Die Diagramme von Mullit (47:S7,0,;) zeigen groBe Ahnlichkeit mit
denen von Sillimanit (47,570;). Nach WYCKOFF (81) enthalten entspre-
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chende Zellen beider Silikate bzw. 4/,57,0,5y, und A%3S7,0,,. TAvVLOR (82)
zeigte, daB die Struktur von Mullit derjenigen von Sillimanit im Prinzip
dhnlich ist, volle Klarheit konnte aber noch nicht erzielt werden.

2. Andalusit. A47,[41,5,0,,). (K.Z.5,6.)

Die Struktur von Andalusit (83) bildet eine interessante Zwischenstel-
lung zwischen dem Bau
vonCyanit undSillimanit
insofern, als die Hilfte
der Al-Atome von flinf
benachbarten O-Atomen
im mittleren Abstand
<1,9 A umgeben sind
(vgl. Abb. 15). Der An-
blick der Abbildung
lehrt, daB die [S:0,1-
und [A!0,]-Gruppen zu
einem raumlichen Netz-
werk der Zusammen-
setzung A4/,[41,5¢,0,,]
verkniipft sind, so dal}
eine komplexe Struktur
entsteht. Diese Schreib-  abb. 15, dndatwsit (nach Tavior). Projektion der Struktur
weise legt es nahe, auch |1 Kl Moy et e Ve
an strukturelle Zusam- 7u veranschaulichen, Bezeichnung von 17 wic in Abb. 14.
menhinge mit den Glim-
mern (z. B. Pyrophyllit 4/,(OH),[Si30,,]) zu denken, zumal in der
Natur solche Umwandlungen (Glimmerhaute) auBerordentlich oft be-
obachtet werden.

h) Tetragonale bzw. pseudotetragonale Einlagerungsstrukturen.
Vesuvian.

Im engen Zusammenhang mit der Granatstruktur steht der Gitterbau
von Vesuvian {Ca,,A41,(Mg, Fe),[St,0,,](0H),}, worauf zuerst Ma-
CHATSCHKI hingewiesen hat (84). Er leitet aus einer griéeren Zahl von
Analysen eine Summenformel fiir Vesuvian ab ’\XIQY,;SiIS(O, OH, F)76)
mit X = Ca (im wesentlichen, dancben N, K, eventuell Mu; Y vor-

STOE
wiegend Al, daneben Fe, Ie, Mg, Mn, Ti). In Verfolgung cines Ge-
dankens von TscHERMAK wurde von MacHATSCHKI diese Summenformel
mit derjenigen der Granate (siche oben) X,Y,7,[0, OH],, in Verbindung
gebracht, durch die Zerlegung
X Yy3505[0,0H, Fl.6 = 60 {X,Y, 54,10, 0H],,} + Ca (OH), + Mg (OH),.

Vesuvian Granat
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Diese Schreibweise entspricht auch der auf S. 369 angegebenen Her-
leitung der Vesuvianformel als basisches Glied der Granatreihe.

Die Vermutung von MACHATSCHKI, daf in der Atomanordnung von
Vesuvian und Granat eine nahe Verwandtschaft besteht, wurde durch

neuere Untersuchungen von WARREN u. MODELL bestitigt (89) (vgl.
Abb. 16).

Abb. 16. Vesuvian (nach WARREN u, MopELL). Projektion der tetragonalen Basisgruppe |l ¢ = 11,83 A.
Der rechte obere und linke untere Quadrant entspricht der Granatstruktur {nach Drehung um 459),
in den beiden anderen Quadranten liegen die [Si»Oq]- Gruppen um die tetragonalen Achsen herum.

Al in 0,12 und o,62¢ Mg, Fe in o und o,50 ¢
2 7 2
@ Al in 0,38 und 0,88 ¢ @ Ca in 0,133 0,375 0,633 0,87 ¢

O (OH) in -4 oder —o,16¢
® (OH) in o,50 + oder —o,16¢

Uber jedem Si-Tetraederschwerpunkt liegt noch ein Ca-Atom im Abstand =13 c.

Vesuvian stellt einen Ubergangstypus von den isolierten {S:0,]-Bau-

gruppen zum Typ mit [S7, 0,]-Gruppen dar, der im folgenden besprochen
wird?®.

* Nach F. MacEATSCHKI (86) ist die von WARREN u. MODELL angegebene
Struktur als ,,Idealstruktur® zu bezeichnen, welche in der Praxis aus Griin-
den der Valenzverteilung usw. nur selten verwirklicht wird, wahrend in der
Regel ein statistischer Ersatz von 4 Ca durch 2 Ca +- 2 (Mg, Fe) stattfindet.
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IV. Silikate mit begrenzter Zahl verbundener
[S70,]-Tetraeder.

a) Typus [S7,0,]5. Thortveitit (S¢,Y),S%,0,.

W.L.Brace rechnet zudiesem Typ mit selbstdndigen [S4, O,]-Gruppen
den Thortveitit, Danburit, Melilith und andere. Nach der speziellen
Struktur und den chemischen Verhiltnissen erscheint es zweckmiBiger,
die letztgenannten Typen zu den Netz- bzw. Gitterfachwerkstrukturen
zu rechnen, so daB hier einstweilen nur der Thortveitit besprochen
werden soll.

Thortveitit, (Sc,Y),S1,0,, besitzt nach den Untersuchungen von
W. ZACHARIASEN (87) ein monoklines Gitter mit den Dimensionen
a=656A,b=28358A, c=4,74A; p=103008" (Raumgruppe C?,). Je
zwei [S10,]-Tetraeder bilden eine [Si,0,]-Gruppe (vgl. Abb. 1), jedes
Sct3 bzw. Y 3-Ton ist von 6 O~* umgeben. Die O *Ionen sind einesteils
an 2 Si- gebunden, andernteils an 1 S7 4 2 Sc-Atome.

Hemamorphat (H,Zn,510.), rhombisch-pyramidal ist wegen seines aus-
gesprochen pyroelektrischen Verhaltens ein ausgezeichnetes Beispiel fiir
eine polare Kristallstruktur. Nach T.Ito u. J. WEsT (88) liegt die
Raumgruppe C;; zugrunde. Die Struktur enthilt [Sz,0,]-Gruppen, deren
Spitzen stets nach derselben Seite gerichtet sind. Die Zun-Atome sind
ebenfalls tetraedrisch umgeben, je 4 dieser Tetraeder bilden einen Ring,
dhnlich wie die [Si¢0,]-Tetraeder in Abb. 1, dessen innere Ecken von
(OH)-Ionen nahe an den Ecken eines Quadrats gebildet werden; die
freien Ecken sind O~*Ionen. Jedes O~ *-Ion, auller denen, welche die
Briicken der {S¢, O,]-Gruppen bilden, ist an 2 Zn**Ionen und 1 Sit+-
Ton gefunden. In das Tetraedergeriist sind noch 2 H,O-Molekiile ein-
gelagert, so daf3 die Formel nach der Struktur Z»,(0OH), [S:,0,] . H,0
zu schreiben ist.

b) Typus [Si30,1-¢. Benitoit. (BaZiSi,0,).
Benitoit. (BaTiS:,0,.)

Dieses Mineral ist vom kristallographischen Standpunkt aus von be-
sonderem Interesse, da es der einzige bisher bekannte Vertreter der
ditrigonal-bipyramidalen Symmetrieklasse (D,,) ist. Diese Symmetrie
wurde an LAUE-Diagrammen von I'. RINNE (89) nachgepriift. Von B. Goss-
NER u. F. MusseNuG wurden die Dimensionen der Elementarzelle
a=16,55A; c = 4,80 A; Raumgruppe D, gefunden (90). J. J. P.VALE-
TON (91) zeigte spiter, daB diewahre Linge der c-Kante doppelt so gro8 ist,
was von W. H. ZACHARIASEN (92)_ bestétigt wurde. Als Raumgruppe
fand letzterer D},. Die Projektion der Struktur parallel zur ¢-Achse ist
in Abb. 17 dargestellt. Es befinden sich 2 Ba in den Lagen 2¢{%/, %/, O,
/335 "o}, 2T% in den Lagen zc{*/, */, O, '/, %/, */.}, die 6Si; und
6 O; liegen in den horizontalen Spiegelebenen in 6% (uv */,}, die 120y in
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allgemeiner Lage. Jedes Si ist von 207 + 20y; in Form eines nahe re-
guliren Tetraeders (Si—O; = 1,65 A; Si—0y = 1,59 A) umgeben, diese

Abb. 17. Benitoit (nach ZACHARIASEN). Projektion der Basisgruppe || ¢ = 9,71 . Die [Si0y]-Tetraeder

bilden Ringe um die Trigyren mit der Zusammensetzung {Si30g]. Si-Schwerpunkte der leeren Tetraeder

in Y4 ¢, der schraffierten Tetraeder in 3/;c. Grofie Doppelkreise stellen Ba-Atome in o und Yy ¢,

kleinere Doppelkreise 7%-Atome in o und !/, ¢ dar. Die (2 sind Sauerstoffatome an den freien Tetra-
ederecken.

Tetraeder bilden Ringe [Si,0,] um die Trigyren. Die Ti-Atome und
Ba-Atome sind von je 6 O-Atomen angenihert oktaedrisch im Abstand

Abb. 18. Beryll (nach Bracc und WEsT). Projektion der Basisgruppe |Il¢= 9,17 A. Die [Si04-
Tetraeder bilden Ringe um die Hexagyren mit der Zusammensetzung [SigOys]. Klelne Kreise stellen
Be-Atome, grofie Kreise A/-Atome dar.

Ti—0 = 1,96 A baw. Ba—O = 2,74 A umgeben. Die O; sind an je 257
gebunden, die Oy an je 1Sit*-- 1 Ti**4-1Ba**Ionen, so daBl die
PavuLiNgschen Valenzregeln erfillt sind.
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c) Typus [Sis0.s] 7 (Beryll (Be,Al,[S150s)).

Nach W. L. BracG u. J. WEST (93) kommt dem Beryll die in Abb. 18
in der Projektion #c¢ gezeichnete Struktur zu. Die Ringe [St50.s]
(vgl. Abb. 1) sind so verkoppelt, dall die Be-Ionen nahe tetraedrisch,
die Al-Tonen nahe oktaedrisch von O~*-Tonen umgeben sind. Die Struk-
tur kann auch als rdumliches Netzwerk von [S70,]- und [BeO,]-Tetra-
edern betrachtet werden, worauf spiter eingegangen wird.

V. Silikate mit ketten- und bandférmig verkniipften
[SZ0,]-Tetraedern.

Strukturen mit Si—O-Ketten liegen in den Pyroxenen und Amphi-
bolen vor. Erstere lassen sich auf pseudotetragonale, letztere auf pseudo-
hexagonale Gitter beziehen. Jede Gruppe ist wiederum in eine trikline,
monokline und rhombische Reihe aufspaltbar.

a) Pyroxen (Augit).
I. Monokline Reihe.

Die Glieder dieser Reihen waren schon frither Gegenstand réntgeno-
graphischer Untersuchungen (WYCKOFF u. MERWIN, 94, W. WASHINGTON,
95, GossNER u. MUssGNUG, 96). Die vollstindige Strukturbestimmung
wurde zuerst beim Diopsid [CaMg(S:i0,),] von W. L. BRAGG u. B. WAR-
REN (97) durchgefithrt. Neuerdings haben B.E. WARREN u. J. B1sCOE in
einer ausfithrlichen Untersuchung (98) dargelegt, daBl die monoklinen
Augite, deren charakteristische Glieder als Diopsid, Augit, Klino-En-
statit, Akmit, Jadit und Spodumen gelten kénnen, prinzipiell den glei-
chen Strukturtypus, nimlich die Diopsidstruktur aufweisen (vgl. Ta-
belle 2).

Nach MACHATSCHKI (99) kann die chemische Zusammensetzung der
monoklinen Pyroxene durch die allgemeine Summenformel

XY (Si, 41),(0,0H, F)s

ausgedriickt werden, worin X (Ca"'?, Nat (K+)), Y (Mg, Fet?, Fe's,
Al™3) darstellt (vgl.S.372 Anm. 1). Aus der réntgenographischen Ana-
lyse der Strukturen der oben genannten Pyroxene folgt eher, daB zwei
Komponenten mit etwas verindertem Strukturschema existieren. Im
ersten Typ XYZ,0¢ (Diopsid, Hedenbergit, Augit, Akmit, Jadeit) sind
X und Y Kationen mit Achter- bzw. Sechserumgebung, im zweiten
Typ YYZ,04 treten nur Kationen mit Sechserkoordination auf (Klino-
enstatit, Spodumen). Da nach den Analysen indessen auch eine grole
Zahl von Zwischengliedern vorhanden sind, so ist es zweckmiBiger, alle
Glieder in eine Summenformel zusammenzufassen

X, Y, ., [(Si, A1), (O, OH, F)g]

X = Ca, Na, K, Mn Y = Mg, Fe, Al, Ti, Mn (Li in Spodumen)
(n=2y (n =06)
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und o <m < 1, mit Bevorzugung der ganzzahligen Werte. Das S7 kann
zum Teil durch 4/ in Viererkoordination ersetzt werden.

a) Grundtypus XY[S:,04]. (K.Z.6,8.) Als Beispiel sei die Struktur
von Diopsid (CaMgSi,Og) niher erliutert (vgl. Tabelle 2). Eine Pro-
jektion der Struktur auf die (oro)-Ebene stellt Abb. 19 dar. Die [S¢O0,]-
Tetraeder bilden hauptva-
lenzartig verkniipfte end-
lose Ketten parallel zur
c-Achse mit der Periode
¢ = 5,24A. Da die Elemen-
tarzelle (oo1)-zentriert ist,
geht jedes Tetraeder mit
dem Schwerpunkt in der
Hohe o in ein translatorisch
identisches in der Hohe
+ '/, b iiber, welches in der
Abb. 19 schraffiert gezeich-
net ist. Der Abstand je
zweier iibereinander ge-
zeichneter Tetraeder be-
tragt */,b = 4,45 A. Die
koordinative Verkniipfung
der einzelnen Ketten ge-
schieht durch Cat*- und
Mg**Ionen, die auf den
zweizdhligen Drehungs-
achsen liegen. Jedes Ca't*-
Ton ist von acht benachbar-
ten O-Atomen im mittleren

Abb. 19. Diopsid (nach BrRAGG und WARREN). Proj. der Abstand C('lio = 2:4OA
Struktur || 5-Achse = 8,89 A. Ein Elementarkérper ist durch umgeben’ ]edes Mg+ 2_Ton

DD R AR von 6 0-Atomen im mitt-
und schraffierte Tetraeder liegen im Abs.tand 5/2 unterein- leren Abstand Mg_O
ander. Mg- und Ca-Atome auf Digyren || 4. ?
= 2,10 A.

Die physikalischen Verh#ltnisse stehen mit dieser Struktur in aus-
gezeichnetem Einklang. Da die Bindung Si—O0-—S7 wegen ihrer mehr
unpolaren Natur (vgl. S. 362) viel fester ist als die Bindung der niedriger
geladenen Metallionen Ca™? bzw. Mg”*, so wird eine Trennung parallel
zu den Ketten viel eher vor sich gehen als ein ZerreiBen der Ketten.
Tatsichlich weisen die Augite eine vollkommene Spaltbarkeit || {110} auf
und man iberzeugt sich leicht an Hand der Projektion parallel zur
c-Achse (Abb. 20), daBl der bekannte Spaltwinkel (93°) entsteht, wenn
die Trennung zwischen den Ketten etwa in der Richtung H.H.H,H,
verlduft.
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f) Grundtypus YY[S¢,06). (K.Z.6,6.) Die Struktur von Spodumen
und Klinoenstatit ist im Prinzip dhnlich, die ¢c-Achse von Spodumen ist
gleich derjenigen im Diopsid, so daB die Linge der Kette und die z-Ko-
ordinaten der Atome praktisch ungedndert bleiben. Der Ersatz von
Cat? - Mg+ durch das kleinere Lit* -+ A4IT3 macht sich einerseits in

O Mginag O lamg © } Symmeiriezeniren

@ My in Yzc Caintoc x| inPeund e

Abb. z0. Diopsid. Proj. der Struktur || ¢ = 5,24 A. Die Ketten sind hier in der Kettenrichtung gesehen.
Obenliegende Tetraeder sind schraffiert (Si-Schwerpunkte in o und o,50¢). Zwei Elementarkorper
Ay Ay By By bzw. Ay Ay By By gezeichnet.

einer Verkiirzung der Gitterdimensionen parallel 2 und b, andererseits
in einer gewissen Verdrehung der Ketten bemerkbar, wodurch beide
Metallionen zwar angendhert dieselbe Lage wie Ca und Mg, aber die
Koordinationszahl 6 gegentiber Sauerstoff erhalten. Abstand L:—O0 =
2,26 A; Al—0 = 2,07 A (im Mittel). Im Klinoenstatit wird das Ca™?
durch Mg** in oktaedrischer Umgebung ersetzt (98).

2. Reihe der rhombischen Pyroxene.

Die rhombischen Pyroxene (z. B. Bronzit, Hypersthen), die Misch-
kristalle von Enstatit (MgSi0,) mit Fayalit (FeS:0,) darstellen, be-

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 25
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sitzen nach B. E. WARrREN u. D. J. MopELL (100) ebenfalls Strukturen,
die aus parallel gelagerten [S¢0,]-Ketten aufgebaut sind. Die Lange der
c-Achse und b-Achse ist ganz dhnlich wie im Diopsid, wogegen die a-Achse
verdoppelt ist (vgl. B. GossNEr u. F. MusseNuG, 101). Die Projektion
parallel zur c-Achse ist beidemale die gleiche (vgl. Abb. 20 und 21).
Die Raumgruppe C¢, von Diopsid ist eine Untergruppe derjenigen von
Enstatit (V;?).

Man erhilt die Enstatitstruktur aus der Diopsidstruktur durch Gleit-
spiegelung des Elementarkorpers 4, 4,4,4, an einer (100)-Ebene (durch
A, 4, bzw. A,A,) mit der Komponente 4/2 (Abb. 19). Aus dem E.K.
E.E,EE, der Abb. zo entsteht entsprechend durch Gleitspiegelung
z. B. an der Ebene durch E,B, der E.K. des Enstatits B,B"E"E,
(Abb. z1).

—— - - ?}ﬂé’AD - =i

Abb. 21. Enstati¢ (nach WARREN und Modell). Projektion der Basisgruppe || ¢ = 5,20 A. FElementar-
zelle BI B’I E’I EI. Bezeichnung wie in Abb. 2o0.

(X = Symmetriezentren, S = digonale Schraubenachsen.)

Die beobachtete gestreckte Form der Enstatitkristalle parallel zur ¢-Achse
und die Spaltbarkeit bzw. Teilbarkeit nach {210}, {100} und {oro}, das sind
alles Flichen der Zone der c¢c-Achse, lassen sich mit der Kettenstruktur der
[Si0,]-Tetraeder in Einklang bringen. Von den zwei Mg-Atomen im En-
statit entspricht Mg, direkt dem Mg im Diopsid, wahrend Mg, nahezu die
Lage einnimmt, die vorher Ca besaB. Dabei ist eine kleine Verzerrung ein-
getreten, indem das Mg}?-Ton oktaedrisch von sechs Ot2-Tonen umgeben
wird an Stelle der acht, welche das Ca'* im Diopsid umgaben. Der mittlere
Abstand Si—O betrigt 1,58 A; Mg,—O = 2,14 A; Mg,—O = 2,23 A,

Zu den rhombischen Pyroxenen haben hinsichtlich ihrer chemischen Zu-
sammensetzung, langsdulenférmigen Gestalt und ziemlich vollkommenen
Spaltbarkeit nach dem Prisma {110} mit dem Spaltwinkel von etwa 81° die
Mineralien der Prismatingruppe eine gewisse Beziehung (vgl. I, 8. 431). Dem
Prismatin wird die Formel MgA/,Si0¢ zugeschrieben, wobei ein erheblicher
Teil des Mg™® durch Fe™ ersetzt ist und auch ein Gehalt an Alkali (0,79%,
K,O0, 2,04% Na,O) auftritt.

Ersetzen wir im Enstatitgitter die Hilfte der Si*-Atome in den [S7,06]-
Ketten durch 4773, so wird die UberschuBladung der Anionen kompensiert
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durch teilweisen Ersatz der Mg -Ionen in Sechserkoordination durch A4773-
Tonen, entsprechend der Schreibweise
Enstatit: (Mg, Fe) (Mg, Fe) [St,0;]
Prismatin: (Mg, Fe) Al[{St Al Oq].
Die Alkalien konnten in den Stellen liegen, die das Ca im Diopsid ein-
nimmt (vgl. 102).
3. Reihe der triklinen Pyroxene.

Wollastonit (CaS10,) und Pektolith (HNaCa,Si,0,), die in der Regel
zur Gruppe der monoklinen Pyroxene gerechnet werden, lassen nach der
Rontgenuntersuchung keine nahen Beziehungen zu dieser Gruppe er-
kennen (102, 98). Die Gréflenverhiltnisse der Elementarzellen weichen
stark von denen der Pyroxene ab, wie die Tabelle 2 zeigt, ferner ergibt
sich aus Schwenkdiagrammen um die b-Achse eindeutig, daB die wahre
Symmetrie von Wollastonit und Pektolith triklin ist, wenn auch eine
ausgesprochene monokline Pseudosymmetrie auftritt. Die neuen Achsen
von Pektolith lassen interessante kristallographische Beziehung zum
ebenfalls triklinen Schizolith [HNa(Ca, Mn),S5¢,0,] erkennen.

Die Struktur der eigentlichen triklinen Pyroxene, zu denen gewdhn-
lich Rhodonit (M#S70,), Bustamit (M#n, Ca)Si0, Fowlerit (Mn, Fe, Ca,
Zn)S10, und andere gerechnet werden, ist noch nicht bekannt (vgl. 103).

b) Amphibol (Hornblende).
Reihe der monoklinen Amphibole.

I. Beziehungen zum Pyroxen.

Die Struktur der monoklinen Amphibole steht in engen Beziehungen
zur Struktur der monoklinen Pyroxene, was in den kristallographischen,
optischen und physikalischen Eigenschaften zum Ausdruck kommt (5).
Als Grundtypus fiir die monoklinen Amphibole kann der Tremolit gelten,
der durch eine gute Spaltbarkeit parallel (110) mit dem Spaltwinkel von
124° ausgezeichnet und in seiner chemischen Zusammensetzung relativ
einfach ist (siehe unten). Vergleicht man die Dimensionen der Elementar-
zelle von Tremolit und Diopsid (siehe Tabelle 2 u. 3), so erkennt man, daf
a, c und < nahe gleich sind, wihrend die Kante b bei Tremolit gerade
doppelt so groB ist als die entsprechende Kante bei Diopsid? (104). Der
Elementarkorper des letzteren, bezogen auf die gewdhnlichen kristallo-
graphischen Achsen ist (001)-zentriert (Raumgruppe C¢,), wogegen die
Tremolitzelle innenzentriert ist (Raumgruppe C.,). Nach den Ergeb-
nissen der Strukturuntersuchung von WARREN ist die Diopsidstruktur als
Teilstruktur in der Basisgruppe des Tremolit enthalten, wie die Abb. 20

u. 22 zeigen, die Projektionen in Richtung der ¢-Achsen darstellen.
Der durch die Ecken A4,4,B,B, begrenzte Elementarkorper des Diopsids
ist fast unverdndert in der mit gleichen Buchstaben bezeichneten halben

* Auf die geometrischen Beziehungen zwischen Hornblende und Augit
hat bereits G. Rose aufmerksam gemacht (vgl. 1, S. 1042 u. 1186).

25%
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Elementarzelle von Tremolit vorhanden. Die andere Halfte der Tremolit-
basisgruppe kann durch eine Spiegelung des Komplexes 4,4,B,B, an einer
durch B,B, oder 4,4, gelegten (o1o)-Ebene erhalten werden. Der ,,Zwil-
lingskomplex‘“ hat dann gerade eine doppelt so lange b-Achse als die einfache
Diopsidbasisgruppe, sie entspricht der Symmetrie der Raumgruppe C3;, wie
in der Abb. 22 angedeutet ist. Dabei ist noch die Entfernung der bei B,
C',, B, befindlichen Ca-Atome notwendig.

Man kann sich die Tremolitzelle aus der Diopsidstruktur auch dadurch
hergeleitet denken, daf in der Abb. 20 der obere Teil (4,4,B, B,) der Diopsid-
zelle gegeniiber dem festgehaltenen unteren Teil (4,4, B,B,) lings einer
Ebene (o10) (B;B, oder 4.4, bzw. 4", A, in der Abb. 20) um den Betrag

(éa -+ %c) als Ganzes verschoben wird. Die in der Nihe der ,,Translations-

ebene’’ (T.E.) liegenden je zwei Ca-Atome zusammen mit zwei durch den Zu-
sammenbau der [S70,]-Ketten entbehrlichen O-Atomen werden beseitigt und
dafiir eine Mg(OH),- bzw. Fe(OH),-Gruppe an den Stellen C', 4, usw. ins Gitter
eingebaut. Mit dieser Vorstellung, die urspriinglich von WARREN (105)
stammt, kénnte die mikroskopisch hiufig beobachtete randliche Umwand-
lung der Pyroxene in faserige Hornblende (Uralitisierung, Strahlsteinbildung)
unter dem EinfluB} wisseriger Losungen oder Dampfe bei nicht zu hohen
Temperaturen und umgekehrt der Zerfall von Hornblende in ein Gemenge
von Augit und Erz (randliche Korrosion) beim Entweichen der fliichtigen
Komponente zusammenhangen (3,5). Fiir eine orientierteUmwandlung spricht
auch die vorkommende Parallelverwachsung von Augit mit Hornblende
(]l ¢, (o10) ] (010)’), welche auf einer nahen Ubereinstimmung der Gitter be-
ruht und durch den beschriebenen Umwandlungsmechanismus am einfach-
sten erklart wird (vgl. P. NIGGLI, §).

Der Ubergang von Diopsid bzw. Pyroxen in Tremolit bzw. Amphibol
stellt feinbaulich eine Art Kondensation dar, indem sich die vorher ge-
trennten [Sz, O¢]-Ketten durch Verkniipfung ihrer freien Tetraederecken
unter S¢—O0—Si-Bindung zu Doppelketten (Béandern) zusammen-
fligen. Je zwei Ketten eines Bandes stehen spiegelbildlich zueinander,
die bindenden O-Atome liegen in den Spiegelebenen (vgl. Abb. 22)

in den Abstdnden ¢ ibereinander. Die chemische Zusammensetzung

eines solchen ,,Bandes* entspricht pro Einheitslinge der Formel [Si, O, ,]~°.
Diese bandf6érmigen ,,Anionen‘ [Si4OI,]_6 werden seitlich, dhnlich wie
im Augit, durch Mg~ und Ca**-Ionen an den freien Tetraederecken
(O~*-Ionen) koordinativ verkniipft, so daBl jedes Mgt*-Ion von 6 O~*-
Tonen (an den einander zugekehrten Spitzen der Tetraeder), jedes Cat?*-
Ton dagegen von 8 O~*Ionen (in den Basisflichen der Tetraeder) um-
geben ist. Diese Verkniipfung ist in der Abb. 2z und den folgenden
durch Bindestriche angegeben.

Den beschriebenen Vorgang der Kondensation kann man durch die
Schreibweise

4 {CaMygSi, Og) = {Ca,Mg,Si50,,}
Diopsid
— 2Ca0 + Mg(OH), 2 Ca, Mg, (S5130,,] (OH),

. T lit
zum Ausdruck bringen. remot
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Die O—2-Ionen der verschiedenen Sorten im Tremolitgitter sind in etwas
verschiedener Weise an die Sit+-, Ca**- und Mg+*Ionen gebunden, wobei
die PauLiNgschen Regeln nur angendhert erfiillt sind. Dies ist so zu ver-
stehen, daB eine Anzahl von O-*-Ionen noch durch (OH)~ oder F~ ersetzt
werden kann, um den Ladungsausgleich im einzelnen zu bewirken. Sehr
schén geht aber aus der Abb. 22 hervor, daB8 es O-Atome gibt, die im Gitter
nur an je drei Mgt2-Ionen gebunden sind, so daf WARREN mit Recht an-
nimmt, daB sie an dieser Stelle durch Hydroxyl- oder F-Ionen ersetzt sind,
was der obigen Formel entspricht.
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Abb. 22. Tremolit (nach WARREN). Projektion der Basisgruppe || ¢ = 5,26 A.
Ylementarzelle A 1 A’Z A Bezeichnung wie in Abb. 20.

(mnnnn Spiegelebenen, xXxxx Gleitspiegelebenen.)

Mit dieser Struktur steht die meist faserige Ausbildung der Amphi-
bole, sowie die parallel zur c-Achse, das ist die Richtung der haupt-
valenzmiBig verketteten Binder nach dem Prisma {110} verlaufende
Spaltbarkeit in bestem Einklang. Ahnlich wie im Diopsid geht die
Spaltung danach so vor sich, daB keine Kettenbindungen zerrissen
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werden, sondern nur die koordinativen Bindungen der Ketten an die
Metallionen in Sechser- und Achterumgebung. In der Abb. 22 ist an-
gedeutet, wie eine Spaltbarkeit treppenférmig in der Richtung durch die
Punkte C.D.E,B,E,D,C, usw. verlaufen kann, wobei nur die Ca—
O-Bindungen durchschnitten werden. Die mittlere Richtung der stufen-
férmigen Spaltfliche entspricht genau der Spaltform | {110}, z. B. durch
C,C, bzw. C,CY in der Abb. 22.

Die weiteren Untersuchungen haben ergeben, daf die {ibrigen be-
kannten Glieder der monoklinen Amphibolreihe, insbesondere Aktinolith,
basaltische Hornblende, Kupferit, Griinerit prinzipiell die gleiche Struk-
tur wie Tremolit aufweisen (106, 107).

Bereits PENFIELD (108) hat mit Hilfe seiner genauen Analysen der
Aktinolithreihe gezeigt, daB den Hornblenden nicht die einfache Meta-
silikatformel, wie den Augiten, zukommt!, sondern daB sie komplexe
hydroxylhaltige Verbindungen darstellen. Als erster hat neben P. N1G6LI
(5) W. Kunrtz (109) auf Grund sehr exakter und umfassender analy-
tischer sowie kristallographisch-optischer Untersuchungen Formeln fir
die Amphibole aufgestellt, die vollkommen mit den spiter aus der
Struktur abgeleiteten Komponenten (z. B. H,Mg,5i50,, und anderen)
iibereinstimmen?.

Spdter hat WARREN (105) an Hand seiner Strukturbestimmung ge-
zeigt, daB die hdufig angenommene Formel (Calg,[S:0,],), welche auch
von MACHATSCHKI 1929 seiner allgemeinen Summenformel zugrunde
gelegt wurde (XY,(S4, 41),(0, OH, F),,; (X = Ca**, Na*, K*, Mn*"),
(Y = Mg, Fet?, Al*3, Mn*3), nicht mit der gefundenen Struktur in
Ubereinstimmung zu bringen ist. Die richtige Formel ergibt sich viel-
mehr daraus (z. B. fiir Tremolit) zu Ca,Mg,[Si30,,](0H),, was auch
vollkommen mit den neueren Analysen tibereinstimmtr.

a) Tonerde- und alkalifreie bzw. -arme Amphibole. In Analogie zu
der Summenformel der Pyroxene (S. 383), welche von WARREN aufge-
stellt wurde, kénnte man eine Summenformel fiir die alkali- und tonerde-
freien bzw. -armen Amphibole schreiben®:

Xz m Y7—2nl [(511 AZ)S (O, OHr F)zz] (OH’ F)2 .
Darin ist im wesentlichen X = Ca™® ein Ion in Achterkoordination,
Y = Mg*?, Fet?, AI'3, Fe™3, Mn*® usw. ein Ion in Sechserkoordination.
Durch die Schreibweise soll zum Ausdruck gebracht werden, daB ein
Teil des Si™* durch AI*3 ersetzt werden kann (sieche unten). Dabei
ist m auf die Werte O <<m < I beschrinkt, weil wegen der Sym-
metrie der Raumgruppe C;, nur je zwei X- oder Y-Tonen gleichzeitig

* F. MacHATsCHKI hat neuerdings auf Grund der Untersuchungen von
WaRREN die allgemeine Summenformel der Amphibole verdoppelt und
schreibt: X, . Y,(S7, A%)5(0,0H, F),, (99).

> B.E. WARREN (110) schreibt die Formel in diesem Fall (Mg, Fe, Ca . . .),
(S7, Al)30,,(0OH, F),.
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ersetzt werden, und im Gitter nicht mehr als zwei Ionen pro Elementar-
zelle in Achterkoordination eintreten koénnen. Der Parameter m strebt
nach dem Analysenbefund anscheinend ganzzahlige Werte an, dhnlich
wie in der Reihe der Pyroxene, die Endglieder sind aber nicht in reinem
Zustande beobachtet.

I. m =o. Formel: Y, [Si30,,](0H, F), mit Y = Mg*?, Fe** vor-
wiegend. Cummingtonitkristalle der Griineritreihe®.

Endglieder: Mg, [Si30,,] (OH, F), ,,Anthophyllit*, Kupferit
Fe,[5150,,] (OH, F), wesentlich Griinerit.

Nach W. Kun11z* dndern sich in dieser kontinuierlichen Mischungs-
reihe die Werte von Dichte, Brechungsindizes (%, ng, n,) vollkommen
stetig und eindeutig im Sinne einer Erhdhung mit wachsendem Fe-
Gehalt.

II. m = 1. Formel: X,Y,[5150,,](0H, F),, mit Y = Mg*?, Fe**;
X = vorwiegend Ca*?, in der Reihe Tremolit—(Grammatit) —Aktinolith
—eisenreicher Aktinolith.

Endglieder: Ca, Mg, [St30,,) (OH, F), wesentlich im Tremolit
Ca, Fe, [Si30,,] (OH, I¥), nichtim reinen Zustand bekannt.

Das diesen Formeln zugrunde liegende Verhiltnis CaO : MgO = 2 : 5 ent-
spricht sehr gut den analytischen Ergebnissen. Auch hier scheint eine
kontinuierliche Mischungsreihe zu existieren, wenigstens weisen die ver-
gleichenden, optisch-chemischen Untersuchungen von W. Kunirz stark
darauf hin.

Die Frage einer isomorphen Mischbarkeit der beiden Typen I (,,Antho-
phyllit*) und II (Strahlstein) ist in der Literatur mehrfach behandelt worden
(WINCHELL, 111, KuNI1TZ, 109). Letzterer kommt nach der Art der Verwachsung
zum SchluB, dafBl eine betrichtliche Mischungsliicke existieren muf. Dies
stimmt auch gut zu dem Strukturmodell, insofern als der Ersatz von Mgt?
in Sechserkoordination durch das viel gréBere Cat? in Achterkoordination
erhebliche Verzerrungen im Gitter bewirkt, die einer isomorphen Vertretung
in groferem Umfange entgegenstehen.

p) Tonerde- bzw. Fe, O, -reiche alkalifreie bzw. -arme Amphibole.
Wenn dreiwertige Ionen, wie 4773, Fe*3 in das Amphibolgitter eintreten,
so konnen sie entweder in Sechserkoordination die Stellen von Y (Mg*'?,
Fet?) besetzen oder in Viererkoordination an Stelle von Si-Ionen in die
bandférmigen Anionen [Si,0,,]° eintreten, was durch die Schreibweise
[(S¢, A7),0,,] zum Ausdruck gebracht werden soll.

Im ersten Falle sind bei Vorhandensein von Ca*™>-Ionen die PAULING-
schen Regeln bei der Substitution nur dann erfiillt, wenn maximal 2
Al™3-Tonen an Stelle von 3 Mg**-Ionen eintreten, also eine der Lagen

* W. Kunirz (109) weist hier auf die weitgehende Ubereinstimmung in der
chemischen Zusammensetzung mit der Antophyllitreihe hin.
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Mg,, Mg,, Mg, (Abb. 22) unbesetzt bleibt?. Es kénnen dann auch Kom-
ponenten der Formel Ca,Al,Mg,[Si50,,](0OH, F), oder allgemeiner vom
Typ:
X21;1Y7 — 2m — 3gUzq[Si8022](0H) F)z o < 2m -+ 39 < 7

auftreten, wo X ein zweiwertiges Kation in Achterumgebung, Y ein
solches in Sechserumgebung und U ein dreiwertiges Kation in Sechser-
umgebung ist. Als moégliche Komponenten ergeben sich hieraus die
Glieder:

Ia) m=o0,9=0  Typ: Y,[Si0,](0H,F),;

Ib) m =o0,g=1 o - U Y [Si50,,)(0H, F),;

Ic) m=o0,9=2 » - UY[S150,,)(0H, F),,

z. B. (41, Fe) Mg[Si30,,)(OH, F),;
ITa) m=1,9=0 Typ: X,Y,[5i50,,)(0H,F),;
Oby m=1,9=1 ,, : UAX,Y,[Si30,])(0H,F),,
z. B. Ca,Al,Mg,[Si,0,,)(OH, F), .
Die Glieder vom Typ la entsprechen wieder den Mischkristallen der
Griinerit-Cummingtonitreihe, die Glieder vom Typ IIa den Kristallen der
Tremolit-Aktinolithreihe. Die {ibrigen Komponenten sind vorlaufig hypo-
thetische Strukturtypen. Da sie aus den Analysen bisher noch nicht ab-
geleitet wurden, scheinen sie keine so grofBe Stabilitit zu haben wie die
ibrigen Glieder oder die alkalireichen Komponenten (sieche unten).
Wenn neben dem Eintritt von A/*3-Ionen an Stelle von Mg*? gleich-

zeitig auch ein Ersatz der Ca™*-Ionen durch Alkaliionen (meist Nat)
stattfindet, was anscheinend besonders hiufig vorkommt, so gilt die oben
gemachte Einschrinkung nicht mehr und es kénnen je 2z A/*3- an Stelle
von 2 Mg*, Fe**-Ionen treten, so daB Mgl* in A1} Mgl* bzw. Al Fe}’®
iibergeht. Wir erhalten auf diese Weise tonerde- und eisenreiche Horn-

blenden, und zwar stellt Na, Mg, Al,[Sis0,,](0OH), die Komponente Glau-
I III

kophan, Na, Fe,Fe,[Si50,,](0OH), das Riebeckitmolekiil dar. Allgemeiner
lassen sich die Glieder dieser Reihe in der Form
szY7—3g—fUzq[Si8022](0H7 F)2 O<3q +25<7
(Z=Na"usw.; Y= Mg", Fe™; U=AI"3 Fe™)
schreiben. Die Grenzfille mit p = o, ¢ = o, 1, 2 ergeben wieder die Typen
Ia, Ib, Ic der alkali- und tonerdefreien Amphibole, wiahrend durch die
Parameter p = 1, ¢ = 0, 1, 2 folgende Komponenten entstehen:
IlTa) p=1,9=0 Typ: Z,Y{S430,,](0OH),,
z. B. Na,(Mg, Fe)s[Si50,,(0H),;
mb) p=1,9=1 Typ: 2,U,Y,[Si:0,,)(0H),,
z. B. Na,(Al, Fe), (Mg, Fe),[S130,,)(0H), ;
Oic) p=1,9=2 Typ: Z,U[S40,,](0H),,
z. B. Na,(Al, Fe),[Si30,,)(0H), .

r Ahnlich wie im Muskowit- und Biotittyp nach L. PAULING.
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Die Mischkristalle vom Typ I1IIb entsprechen der wohlbekannten
1 Il
Reihe Glaukophan (4!, Mg)—Crossit—Riebeckit (Fe, Fe). Die Mi-

schungsverhiltnisse liegen hier nach dem Analysenbefund weit kom-
plizierter als in den bisher betrachteten Reihen, entsprechend dem Um-
stand, daB} sowohl die Substitutionen Mgt*— Fe*? als AI"3— Fet3 neben-

einander stattfinden konnen. Das System ist kein bindres, sondern ein
111

quaternires mit den Komponenten: Na,A4l, Mg,[5i30,,]1(0H),, Na,Fe,

11 1 11
Mg,[5430,,)(0H),, Na,d4l,Fe,]Si50,,](0H), und Na,Fe,Fe,[Si50,,]
(OH),. Es ist daher auch nicht verwunderlich, wenn bei der bisher
iblichen zweidimensionalen Darstellung die optischen Verhiltnisse einen
komplizierten Verlauf haben (vgl. W. Kunitz, 109).

Die Molekiile der Reihe IIla gemischt mit dem Typ IIIb scheinen
in der tonerdearmen Alkaliamphibole der Reihe Imerinit—Arfvedsonit
vorhanden zu sein, in der sich Mg*™* und Fe*? isomorph vertreten.

DieFille mit p >1, z.B. Z,Y,[5¢30,,](OH), sind nicht realisierbar,
weil im Gitter nur Platz fiir hchstens 2 + 1 Alkalilonen ist (siehe unten).

¥) Reihe der tonerdereichen Alkaliamphibole. Diese Amphibole
sind hauptsichlich in den Eruptivgesteinen verbreitet (gemeine Horn-
blende, basalt. Hornblende usw.); wahrend die vorher besprochenen
Typen charakteristisch fiir metamorphe Gesteine (kristalline Schiefer)
sind. Die beiden genetisch verschiedenen Reihen unterscheiden sich auch
morphologisch und optisch etwas voneinander (109), was durch ihre etwas
abweichende Struktur bedingt ist.

Wir hatten bereits oben bemerkt, daB die dreiwertigen (4/"3- oder
Fet3-)Tonen auBer an Stelle von Y = Mg™?, Fet? usw. in Sechserkoordi-
nation auch in die [Si,0,,]-Doppelketten selbst an Stelle von S¢™4-Ionen
isomorph in Viererkoordination eingebaut werden kénnen. Ein weit-
gehender Eingriff in die Hauptvalenzketten ist im wesentlichen an hhere
Bildungstemperaturen gebunden, wie ja iiberhaupt der isomorphe Er-
satz von AIl*3 bzw. Fet3 an Stelle von Si** von der Temperatur ab-
hangig ist (14, 109)r. Bei gewohnlicher Temperatur treten daher schon
teilweise Entmischungserscheinungen in den tonerdereichen Amphibolen
auf (vgl. 109). Aus diesem Grunde kann auch nicht von vornherein ge-
sagt werden, wieviele Si-Atome in der Kette bzw. Band maximal durch
A3 oder Fe'3-lonen ersetzt werden kénnen, aus den Analysen scheint
sich als obere Grenze das Verhiltnis A4l St =1:3 (4,0, : 50, =1:6)

1 Die Substitution ist anscheinend bei um so niedrigerer Temperatur
noch moglich, je weiter die Assoziation der [S70,}-Tetraeder zu Ketten,
Bandern, Netzen, Gittern fortgeschritten ist. Umgekehrt treten bei gleicher
Temperatur in Ketten- und Bandstrukturen c. p. schon Entmischungser-
scheinungen auf, die bei den Glimmer- und Feldspatmineralien (Netze und
Gitter) noch nicht beobachtet werden.
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zu ergeben, entsprechend der Zusammensetzung des sogenannten Syn-
tagmatitmolekiils ().

Dies wird verstandlich, wenn wir beriicksichtigen, dafl sich bei Ersatz
eines einzelnen Szt+-Ions in dem Band durch ein 4/+3-Ion die Ladung der
Anionenbinder um eins erhoht. Wegen der Beschrinkung der verfiigbaren
Gitterplatze, welche mit Kationen auBerhalb der Binder in koordinativer
Bindung an O-Ionen besetzt werden kénnen, wiirden die sehr stark aufge-
ladenen Anionenbidnder [S7544,0;.]17, [S7,A7,0,,]7* usw. nur dann elek-
trisch neutralisiert werden, wenn an Stelle der zweiwertigen Kationen
(Mgt2, Fet?, Mnt® usw.) hoher geladene positive Ionen (A7/+3, Fet3, Tyt
und andere) eingefiihrt werden. Solche Kationen bevorzugen wegen ihres
zusammengeschrumpften Radius aber wieder Lagen mit kleinerer Koordi-
nationszahl gegeniiber Sauerstoff, so dafl ein nennenswerter Betrag an so
hoch geladenen Kationen kaum in das Gitter eintreten wird.

Es ist aber denkbar, daB3 gleichzeitig ein Teil der O—*-Ionen in den
Doppelketten durch einwertige OH'- bzw. F’-Ionen ersetzt wird, welche
die Ladung der Anionenbinder entsprechend herabsetzent.

Mit dem Eintritt der niedrigerwertigen Ionen in die Béinder sind
die O-Ionen, welche jetzt Briicken S¢—O0-—A! usw. bilden, nicht voll-
kommen mehr abgesittigt und kénnen noch weitere Ionen koordinativ
binden. Wie bereits WARREN vermerkt hat, kann ein Einbau z. B. von
Alkaliionen auBer an den Stellen, die vom Ca'? besetzt sind, auch in den
Lagen erfolgen, wo die Doppelketten einander die Basis zukehren und
relativ groBe Hohlriume bilden (z. B. bei B, B, C, C, Abb. 22). Die
Alkaliionen wiren in diesen Lagen von je 12 O *Ionen umgeben im
mittleren Abstande von ca. 3 A, wie es bisher auch im Feldspat (112),
Glimmer (113), Nephelin (174) und Carnegieit (50) gefunden wurde.

Als mdgliche Anionen kdénnen nach der Formel unter Beriicksichti-
gung des Gesagten die Typen: [Si50,,]7'?, [St,410,,]73, [SicAL,0,,]7**
allgemein [Sig_,AL,0,,] abgeleitet werden, bzw. bei Eintritt von Hydroxyl
oder Fluor in die Ketten auch Anionen der Formel: [Si,410,,(0H, F),],
[S:,410,,(0H, F)] bzw. [SigAl,0,5(0H, F),] bis [Sisdl,0,,(0H, F)].
Allgemein koénnen beide Typen durch die Formel ausgedriickt werden:

[Sis (AL, Fe)y Oua (OH, F) ]~ 2=+
Dabei ist 0 <x <4, o<y <2* AuBerdem kdénnen noch maximal
2(OH, F)-Gruppen an die Kationen in Sechserkoordination gebunden
pro Formelgewicht vorhanden sein, wie oben (S. 392).

* Eine solche Substitution ist wahrscheinlich auch im Li-Glaukophan
(Holmquistit) anzunehmen.

2 Nur die zwolf freien Tetraederecken der Doppelketten kénnen nach den
PavriNgschen Regeln durch einwertige Anionen ersetzt werden. Da aber
bisher noch nie beobachtet wurde, daB Hydroxyl direkt an S:t+-Ionen ge-
bunden ist (17), so sind nur an den freien Tetraederecken, deren Zentren
Al+3 bzw. Fet3-Ionen sind, die O—2 durch Hydroxyl bzw. Fluor zu ersetzen.
Je nach der Lage der A/-Ionen in den Ketten (nimlich am Rande oder im
inneren) schwankt die Zahl der vikariierenden (OH)’ bzw. F-Ionen zwischen
I—4, wenn y < 2.
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Beriicksichtigen wir der Einfachheit halber nur den Fall, daB eine gerade
Zahl von Sit+-Ionen gleichzeitig substituiert werden?, so erhalten wir als
mogliche Strukturtypen

ZpX, YU 41,5150 22 — 2(OH,F), ) OH)z.

Darin stellt Z ein Ion (Alkaliion) in Zwélferkoordination, X ein Ion in
Achterkoordination (Cat?usw.), Y ein zweiwertiges Ion und U ein dreiwertiges
Ton in Sechserkoordination dar. Mit Riicksicht auf die méglichen Punktlagen
in der Basisgruppe gelten fiir die Zahlen ¢, q, 7, s, #, ¥, z die Beschrinkungen
0P+ g3, o0<r+s<5o0<r<4;0<y<2; oK<z 2. Ausder
Elektroneutralitit folgt ferner die Bedingung

I4+y—2x+2=p+2q+ 27+ 3s.

Da alle sechs unabhingigen Parameter innerhalb gewisser Grenzen
variiert werden konnen, erhalten wir bereits eine sehr komplexe chemische
Mannigfaltigkeit der Typen und Mischkristalle, was vollkommen mit der
Erfahrung iibereinstimmt. Damit ist noch nichts iiber die chemische Sta-
bilitat der verschiedenen Typen ausgesagt, es scheint vielmehr so, daB3 ge-
wisse Komponenten besonders haufig auftreten. WAaRREN schreibt hier die
Formel:

(Ca,Na, K, Mn). — 5(Mg, Fe, Tt, Mn, A1)4(St,A)0,,(OH, F), .

Eine spezielle Komponente stellt z. B. das bekannte Syntagmatitmolekiil
(H,Ca, Mg Al,S5750,;) bzw. in unserer Schreibweise [Sis4/,0,,(0H),]Ca. Mg,
dar. (Hier ist in der allgemeinen Formel p =0, X = Ca? mit ¢ =2, Y =
Mgt® bzw. Fe? mit » = 4, s = 0, ¥ = 2, 2 = 0 zu setzen.) Man kann nach
W. Kun11Z ,,eine iiberaus groBe Zahl* von (griinen) Hornblenden als Mi-
schungen dieser Komponente mit dem Tremolitmolekiil ( Ca,Mg;[Si50,,](OH),)
deuten (109). Es scheint dabei eine liickenlose Mischbarkeit zu existieren.
Die basaltischen Hornblenden koénnen dementsprechend als Mischglieder
der eisenreichen Komponenten (Barkevikit) {[Sic47,0,,(0H),]Ca,(Fe, Mg), }
aufgefa3t werden. Syntagmatitische Hornblenden?).

Die Pargasite, die hauptsichlich an kontaktmetamorphe Kalke ge-
bunden sind, zeichnen sich durch hohen Fluorgehalt aus (§), sie k6nnen
angendhert als Mischkristalle einer fluorhaltigen Syntagmatitkompo-
nente [SicAl, 0,,(F,0H),]Ca,(Mg, Fe), mit der Aktinolithkomponente
gedeutet werden (109).

Auch zwischen den kalk- und tonerde- bzw. eisenreichen Hornblenden
vom Typus des Barkevikits und den mehr sauren und alkalischen Arf-
vedsonittypen (vgl. S. 393) liegt eine stetige Mischbarkeit vor, wie die
Reihe Barkevikit—Hastingsit—Kataphorit—Arfvedsonit und die Ab-
hingigkeit der optischen Eigenschaften beweist (109). Nach W. Kunitz
kann dieses Verhalten auch so gedeutet werden, daB} ein gleichzeitiger
Ersatz von (CaAl) durch (NaS7) erfolgt, dhnlich wie in den Feldspaten

* Man muf} dabei annehmen, daB durch die Substitution einer geraden
Zahl von Si-Ionen pro Zelle die Raumgruppensymmetrie nur noch einer
Untergruppe von C; 7 entspricht, bei der Substitution einer ungeraden Zahl
von Ionen tiberhaupt nur C, sein kann, wenn der Ersatz nicht rein statistisch
erfolgt.

2 Diese Amphibole zeichnen sich durch einen relativ hohen Titangehalt aus.
Das T4+ tritt zum Teil an Stelle des Sit+ in die Anionenbinder ein (44).
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(109). Diese Auffassung deckt sich mit den Erérterungen, die oben iiber
die isomorphe Vertretbarkeit des Si-Ions gemacht wurden.
Summenformel der Amphibole. Man kann schlieBlich alle ge-
trennt diskutierten Fille von Typen und Mischkristallen in eine allge-
meine Formel zusammenfassen, die aus der auf S. 395 abgeleiteten her-
vorgeht.
ZﬁXqY"Us[AB—J/ByOM—x(OH; F)J/](OH; F)z .

Darin haben Z, X, Y, U, p, q,7, s, ¥, %, z dieselbe Bedeutung wie oben,
ferner stellt 4 ein vierwertiges Ion in Viererkoordination (wesentlich
Sit4, auch T17* usw.), B ein dreiwertiges Ion (4773, Fet3, T473 usw.) in
Viererkoordination dar. Dabei gelten wieder die obigen Beschrin-
kungen, insbesondere die Bedingung (S. 395). In vereinfachter Schreib-
weise erhidlt man die allgemeine Summenformel

Z,X,Y, 4 {A(0, OH, F)),,(OH, F).,
0<p+¢g<3 0<7+s<5 022
Z = Cation in Zwolferkoordination, X = Cation in Achterkoordination,
Y = Cation in Sechserkoordination, A4 = Cation in Viererkoordination,

die aber nichts iiber die Grenzen der isomorphen Vertretbarkeit aussagt
im Gegensatz zur obigen Formel.

2. Reihe der rhombischen Amphibole.

Die Struktur der rhombischen Amphibole, deren wichtigster Vertreter
derAnthophyllitist,steht nach denUntersuchungen vonWARREN u.MODELL
(119) in engsten Beziehungen zur Struktur der monoklinen Amphibole.
Ein Vergleich der Achsenlingen des Elementarkorpers mit denen von
Enstatit ergibt, daB die 5-Achse beim Anthophyllit gerade verdoppelt ist,
wogegen die a- und c-Achse nahezu gleich sind. Die Interferenzen vom Typ
{hol} entsprechensich bei Enstatit und Anthophyllit weitgehend, so daB die
Projektionender beiden Strukturen auf die (010)-Ebene praktisch identisch
sein miissen. Es lag nahe anzunehmen, daf3 die Antophyllitstruktur aus
dem Enstatit in dhnlicher Weise abgeleitet werden kann wie die Tremolit-
struktur aus der Diopsidstruktur, so daB das Gitter von Enstatit als
Teilgitter im Anthophyllitgitter enthalten ist. Damit steht in Uberein-
stimmung, daB die Raumgruppe von Anthophyllit (V;°) die Raumgruppe
von Tremolit (C},) als Untergruppe besitzt, die Raumgruppe von En-
statit (V;°) dagegen die Raumgruppe von Diopsid (C¢,). Im ersten Falle
sind Spiegelebenen vorhanden, im zweiten Fall nur Gleitspiegelebenen.
Aus der Projektion der Enstatitstruktur auf die Ebene {0o1) erkennt
man, dafl Spiegelebenen in die Enstatitstruktur nur parallel (oxo) in den
Lagen durch die Punkte E., E, bzw. B, B, oder A,, A’, eingefiihrt
werden kénnen, ohne daB der prinzipielle Aufbau der [S¢0,]-Ketten ver-
loren geht. Wenn wir also die Elementarzelle des Enstatits (B, B}E,E")
{(Abb. 21) an der Ebene durch B, B’ spiegeln, so erhalten wir den Ele-
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mentarkérper des Anthophyllits (Abb. 23) und die Symmetrie entspricht
gerade der Raumgruppe V;°.

In ganz dhnlicher Weise, wie die Tremolitstruktur aus der Diopsid-
struktur durch Translation um % +% lings einer Ebene (o10) herge-

leitet werden kann, kann auch die Anthophyllitstruktur aus der Enstatit-
struktur entstehen, wenn man je zwei Zellen lings der Ebenen E,FE’,

oder B, B, (T. E. in der Abb. 22) um den Betrag % + % verschiebt und

Abb. 23. Anthophyllit (nach WARSEN u. MobELL). Projektion der Basisgruppe [ ¢ = 5,27. Die grofien
Kreise stellen Mg+2-Tonen, die kleinen Kreise (OF/)-lonen dar. Bezeichnung wie in Abb. 2o.

dann aneinandergeheftet denkt. Dabei vereinigen sich die Einzelketten
| zur c-Achse wieder zu Bindern (Doppelketten) von der Zusammen-
setzung [S¢,0,,] unter Austritt von 8 O-Atomen pro Elementarzelle, da
jetzt die 16 freien Tetraederecken in den Translationsebenen zu je zweien
verkettet werden. Gleichzeitig fallen die in der Nihe der Translations-
ebenen liegenden 8 Mg-Atome fort. An ihre Stelle treten in die Spiegel-
ebenen 4 Mg(OH),-Gruppen ein (z. B. bei E,, E,). Dieser geschil-
derte Ubergang 148t sich chemisch durch die Schreibweise

32 (Mg, Fe)[Si0,] = (Mg, Fe),.Si,,0y — 8 MgO + 4 Mg(OH),—>

Enstatit s 0,556, 055(OH)s = 4 { Mg [Siz0,,(OH),)
Anthophyllit
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darstellen. Dem Anthophyllit kommt daher nicht die frither angenommene
Zusammensetzung nach der Formel (Mg, Fe)Si0, zu, sondern die echte
Amphibolformel (Mg, Fe), [Si50,,](0H),, entsprechend dem Kupfferit-
molekiil, was auch mit den Ergebnissen der chemischen Analyse viel
besser iibereinstimmt:.

In der Struktur sind die bandférmigen Anionen [S7,0,,] durch Mg+>-Ionen
verkniipft, so daB die Mg-Ionen (Mg,, Mg,, Mg,) von 6 O-Ionen in ange-
néihert oktaedrischer Anordnung umgeben werden. Die Mg,-Tonen sind eben-
falls oktaedrisch von 4 O—*- und 2 (OH), F-Ionen umgeben. Die O-2-Ionen
sind in etwas verschiedener Weise an je 1 Sit+- und 2 oder 3 Mgt2-Ionen
gebunden, wie aus der Abb. 23 ersichtlich ist, so daB3 die Ladungssumme
nur angendhert 2¢ ist. (1,7—2,3.) Die (OH)-Ionen sind an 3 Mg gebunden,

so daf} ihre totale Elektrovalenzsumme genau 3 X —z— = Ie ist2

Zusammenfassend kénnen die Beziehungen zwischen den monoklinen
und rhombischen Pyroxenen und Amphibolen durch das Schema

Kondens. .
Rhomb. Pyroxen —-- - — Rhomb. Amphibol
Verdoppelung
Ketten- ET lings b ET Band-
formiges | > Verdoppelung 5| Verdoppelung férmiges
Anion 1\ O |langsa’=asing S |langsa’=asing ¢ Anion
(SO | ™ & [S3,01,]
3 Kondens. ) 4l
Monokl. Pyroxen ———— > Monokl. Amphibol
Verdoppelung
lings b

In der Abb. 24 sind diese Beziehungen schematisch dargestellt. 4,4,4,4,
A A¢A,Ag ist die Elementarzelle des monoklinen Pyroxen mit 4,4, = «,
AA, =c, A;A, =0, <LA4,4,4, = B. Wenn diese Zelle durch eine Gleit-
spiegelebene || (100), etwa A,A4,4,4s mit der Gleitkomponente 5/2 in
die Zelle A7 A4,A,4',A5A¢A,A’, iibergeht, so resultiert die Enstatitzelle
mit a’= 2asin f =18, 20 A (Rhomb. Pyroxen). Wird dagegen der Ele-
mentarkorper an einer Ebene | (010) etwa A, AsA4,A4 gespiegelt, so ent-
steht die Zelle des monoklinen Amphibols (4,4,4;4,4,4:cA::4;,).
Aus dieser kann die Zelle des rhombischen Amphibols (4,4, 4,4,4,45
A’ ,A,,) wieder durch Gleitspiegelung an der Ebene (4,4,4,,4,.) er-
zeugt werden bzw. durch Spiegelung der Zelle des rhombischen Pyroxens
an der Ebene A, 4,43 A5 oder schlieBlich auch durch Kombination von
Spiegelung und Gleitspiegelung aus der Zelle des monoklinen Pyroxens.

Diese geometrischen Zusammenhinge schlieBen die Mé&glichkeit der
gegenseitigen Parallelverwachsung (c-Achsen parallel, {0oo1} von Am-

1 Diese Formel wurde bereits frither von W. Ku~irz auf Grund sorg-
faltiger analytischer Untersuchungen aufgestellt {109).

2 Interessant ist die Tatsache, daf3 sie nicht in der durch die drei ein ge-
nihert gleichseitiges Dreieck bildenden Mg-Ionen gelegten Ebene sich be-
finden, sondern etwas aus der Ebene herausgeriickt, gema8 dem Dipol-
charakter von (OH). Die Anordnung entspricht einer Schichtenstruktur wie
im Mg(OH),.
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phibol | {rox} von Pyroxen) und Umwandlung dieser Mineralien ein,
worauf bereits hingewiesen wurde. Die genetischen Beziehungen und die
Leichtigkeit der Umwandlungen beruhen offenbar darauf, daB ganze (in
sich relativ starre) Gitter- y

teile dabei erhalten bleiben

und daB nur die gegen- /

iiber den Hauptvalenzket- . 5 A

ten schwiicheren Koordina- AN ”

tionsbindungen aufgeldst ) N \
oo, b 5‘;

werden.

0%
\
»v

\\‘:x‘ \
_n\\ N =
\

T

3. Reihe der triklinen
Amphibole.

Die Struktur der tri-
klinen Amphibole ist bis-
her noch nicht bekannt.
Messungen der Gitterkon-
stanten von GOSSNER (107)
zeigen, dall der Elemen-
tarkorper von Anigmatit
und Cossyrit ein Mehr-
faches der primitiven Zelle
der monoklinen Amphibole
betragt, ohne daBl deut-

liche Bez1ehungen fEStge_ Abb. 24. Schematische Darstellung der Beziehungen zwischen

stellt werden konnten. den Elementarkorpern der monoklinen und rhombischen
Pyroxene und Amphibole. (Erklirung im Text.)

\

=

4\

N IY
\
§
7

7

V1. Silikate mit netzartig verkniipften[S70,]-Tetraedern.
(Schichtengitter.)

Hierbei sind geometrisch zwei Grundtypen zu unterscheiden: die
hexagonalen bzw. pseudohexagonalen Netze und die tetragonalen bzw.
pseudotetragonalen Netze. Erstere sind charakteristisch fiir die glimmer-
dhnlichen Silikate, letztere fiir alkali- bzw. kalkreiche Mineralien vom
Typus des Melilith und Apophyllit.

a) Reihe der pseudohexagonalen Schichtengitter.
1. Beziehungen zu den Ketten- und Bandgittern.

Eine weitere Stufe der Kondensation der [S70,]-Bénder bis zu Netzen
kann ganz analog angenommen werden, wie die Kondensation der
[Si0,]-Ketten zu [S¢,0,,]-Biandern beim Ubergang von Pyroxen in
Amphibol. Man denke sich in der Abb. 22, welche die Projektion des
Tremolitgitters H zur c-Achse darstellt, den Gitterblock E,E,E,E,, wel-
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cher der halben Basiszelle entpricht, festgehalten und die andere Hilfte
E.E,ELE’, demgegeniiber lings einer Fliche (010) (Translationsfliche

T.E., Abb.22)umden Betrag% + ?C verschoben, soentsteht eine Struktur,

in welcher die Bander [S¢30,,] zu Doppelbindern mit der Zusammen-
setzung [S¢30,,] kondensiert sind. Die Kantenlinge des neuen Ele-
mentarkdrpers betrdgt 26 (b = Kante der Tremolitzelle), die beiden an-
deren Kanten bleiben gleich. In dem neuen Elementarkérper (Raum-
gruppe C;,) sind vier Molekiile der Zusammensetzung CalM g41,[5150,,]
(OH), enthalten. Der Vorgang der Kondensation 148t sich schematisch
schreiben

2[Ca,Mg.[Sis0,.1,(0H),] — 4Ca0 + 2 Mg(OH), <> Ca,Mg,.[Sis0..], (0H),,

Tremolit

Z 4{CaMg,[Sis0,,)(OH),} ; Ubergangssilikat zum Talk.

Der nichste Schritt der Kondensation, den man sich wieder durch Trans-
lation um —Z— + -2 an den Klinogleitspiegelebenen des neuen Elementar-

korpers erfolgt denken kann, ergibt die Gleichung

2 [Ca4Mg22[Si8021]4(OI{)12} —4Ca0 +2Mg(OH), < Ca Mg [ Stg0 ,011,)s(OH) 5
28 {Cal/zll/[gss/iSig0201/2](OH)31/2}

usw. Denkt man sich diesen Kondensationsproze unendlich lange fort-
gesetzt, so strebt schlieBlich die chemische Zusammensetzung der Formel
{Mge(Si50,,)(OH),} zu, die fiir das Mineral Talk angenommen wird.
Die [Si,0,,]-Béinder sind jetzt in o0* ausgedehnte ebene Netze tiberge-
gangen, die das charakteristische Bauprinzip der glimmerdhnlichen Mi-
neralien darstellen (PAULING, JACKSON u. WEST).

Eine wichtige Folgerung ergibt sich zunidchst beim Vergleich der
Gitterdimensionen der verschiedenen Kondensationsstufen der Binder
zum Netz, wenn wir die b-Achsen betrachten. Nehmen wir die Lange
(b, = 17,8 A) der Tremolitzelle als Einheit und beriicksichtigen, daB bei
der Kondensation keine gréferen Verzerrungen auftreten (wie der Ver-
gleich von 2b, (Diopsid) =2 -8,89 = 17,78 A o 17,8 A zeigt), so er-
halten wir als Abmessungen der sukzessiv gebildeten Zellen b, = 17,8 A;
b, =356A4; by, =71,2 A; ... b, =nx178A. Die Gitterkonstante b=
d,., erreicht demnach schon bei den niedrigsten Gliedern der Reihe sehr
groffe Werte, sie wiirde fiir das Endglied sogar unendlich groB3 werden.
Da aber jede dieser Strukturen sich aus Teilblécken zusammensetzt, die
immer wieder das gleiche Bauprinzip (ndmlich das der halben Tremolit-
basis (E,E,E,E, in Abb. 22) aufweisen, was der »-Kante von Diopsid
entspricht, so wird diese Periode (b =d,,, = 8,89 A), oder eine etwas
abgeidnderte Periode als Unterperiode der Struktur stets auftreten.

Es sollten daher prinzipiell neben den Interferenzen, die den auf-
bauenden Tremolitteilblécken angehéren, noch Interferenzen mit kleinen
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Glanzwinkeln (entsprechend der Vervielfachung der 6-Periode) bei den
Ubergangsgliedern zwischen Tremolit und Talk auftreten.

Der Fall stellt das zweidimensionale Analogon der Roéntgeninter-
ferenzen an langkettigen organischen Verbindungen (Paraffine, Fett-
sduren, Zellulose, Polyoxymethylene und Derivate) dar. Es kann bei
sehr hoch polymeren Stoffen rontgenographisch die Linge der wahren
Gitterperiode parallel zur Kette nicht mehr festgelegt werden, sondern
nur Abstinde von Bauteilgruppen (z. B. bei der Zellulose, Kautschuk,
Seide). In dhnlicher Weise werden auch bei den hoher kondensierten
Zwischengliedern der Tremolit-Talkreihe die langen Abstinde {|b-Achse
nicht mehr zur Beobachtung kommen, sondern nur die viel kiirzeren
Teilabstande der Baublocke, da die Zahl der Ca-Atome, welche die
Translationsgruppe bestimmen, sich stindig verringert und bis auf Null
abnimmt. Tatsichlich wird auch beim Talk eine Identititsperiode in
der fraglichen Richtung gefunden, die etwa 9—10 A betrigt, was nahe
b = 8,89 A von Tremolit entspricht. Man iiberzeugt sich leicht an Hand
der Abb. 25, daB diese Periode die wahre Identitdtsperiode | b im Grenz-
fall ist, wo das (545 0,,)-Netz eine im Verhiltnis zum Atomabstand prak-
tisch unendliche (seitliche) Ausdehnung hat.

Da die Tremolitzelle selbst bereits durch einen Kondensationsproze$3 der
[S70,]-Ketten zu [S7,0,.]-Bandern hervorgegangen ist (vgl. S. 388), so 146t

sich natiirlich die Talkstruktur auch aus der Diopsidstruktur direkt ableiten,
wenn man sich in Abb. 2o die mit IV bezeichneten Gitterblécke parallel zu-

einander jeweils um den Betrag --Z- + % verschoben denkt und diesen Prozel3

solange fortsetzt, bis unendlich ausgedehnte [S730,,]-Netze entstanden sind.
Bei jedem Schritt wird 2 CaO entfernt und durch 1Mg(OH), ersetzt, wie
oben erlautert wurde. So erscheint Diopsid als Anfang der genannten Reihe:

Diopsid Tremolit Talk
Ca,Mg,[Si50.,41 < Ca, Mg [Siz0,,] (OH), 2 Mgy Sig0,,)(OH), .

Mit diesen in der Struktur dieser Mineralien bedingten Zusammen-
hiangen und der Mdglichkeit der gegenseitigen Umwandlung ineinander,
wie sie oben auseinandergesetzt wurde, steht die oft in der Natur beob-
achtete Umwandlung von Augit in Talk, Serpentin und Chlorit, von ton-
erdefreier Hornblende in Talk, von tonerdehaltiger in Biotit, Chlorit oder
Serpentin im Einklang, worauf besonders auch die mikroskopisch nach-
weisbaren Parallelverwachsungen hinweisen.

2. Allgemeines iber die Struktur der Glimmer bzw. dhnlichen
Mineralien.

Da die endgiiltige Strukturbestimmung des Talks noch nicht erfolgt
ist, wenn auch die angegebene Basisgruppe nach Art ihrer Herleitung
im Prinzip richtig sein diirfte, so sei hier als typischer Vertreter der
Glimmermineralien der Muskowit beschrieben. Die Kantenlingen des
Elementarkérpers hat CH. MAaUGUIN (116) in wichtigen Arbeiten bei einer

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 26
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Reihe von Glimmern ermittelt. Sie sind in der Tabelle 3 angegeben.
Als wesentliches Ergebnis seiner Untersuchungen sei festgestellt, da3 bei
allen untersuchten typischen Glimmern der kiirzeste Netzebenenabstand
| (001) etwa 10 A betragt. In den Ebenen (0o1) bilden die a- und b-Achse
ein pseudohexagonales Netz, welches durch Flichenzentrierung des Ele-
mentarkorpers entsteht. Die Struktur wurde im Prinzip in einer vor-
laufigen Notiz von L. PAULING angegeben (117). Dabei wurden eine An-
zahl von Voraussetzungen gemacht, die auf der Verwandtschaft und den
GréBenverhaltnissen der Elementarzelle von Muskowit (KA1, Si,0,,(0H),)
mit derjenigen von Brucit (Mg(OH),), Hydrargillit (41(0H),) sowie von
a-Tridymit (S70,) beruhen. Darauf soll unten eingegangen werden.
W. W. Jacksox u. WEsT (118) haben die Struktur des Muskowits ohne
die von den von PAULING gemachten Voraussetzungen gleichzeitig rein
rontgenmaBig mit Hilfe quantitativer Intensitidtsmessungen an (0o1) und
(oko) unter Anwendung der Fourieranalyse exakt hergeleitet. Die ge-
fundene Struktur stimmt im wesentlichen mit der von PAULING ange-
gebenen, oben beschriebenen iiberein, es zeigen sich aber kleinere Ver-
schiedenheiten in den Parametern.

Nach L. Pavring (117) ist der Hydrargillitkristall aus [4/(OHg)l-
Oktaedern in schichtenférmiger Aufeinanderfolge aufgebaut, wobei jedes
Oktaeder drei abwechselnde Kanten mit benachbarten Oktaedern ge-
meinsam hat, so daB jedes (OH)-Ion an je 2 Al-Ionen gebunden ist.

Der Kristall bildet ein Schichtengitter, die einzelnen Schichten werden
nur durch Restvalenzen zusammengehalten.

Zum Aufbau des Brucitgitters bildet man aus Mg(OH)s]-Oktaedern ein
ganz dhnliches Netz, dadurch aber, daB die Ladung des Mg-Ions nur 2 be-
tragt, werden die (OH)-Ionen noch nicht abgesittigt, dies geschieht erst
dadurch, daB man noch weitere Mg 72-Jonen in die noch offenen oktaedri-
schen Hohlrdume einfiigt, so daB eine dichteste Packung von Oktaedern ent-
steht (vgl. Abb. 25).

Im a-Tridymit und a-Cristobalit bilden die [SiO,]-Tetraeder hexa-
gonale Netze wie in Abb. 1. Wenn die freien Tetraederecken eines Netzes
abwechselnd nach oben oder unten gerichtet sind, kommt ein riumliches
Netzwerk [SizO,¢] zustande, wie es fiir die S70,- und die daraus abge-
leiteten Strukturen charakteristisch ist? (vgl.S. 364). Eine , tetraedrische™
Schicht mit lauter nach einer Seite gerichteten Spitzen kann man auch
ohne groBe Verzerrungen dadurch mit einer ,,oktaedrischen® Schicht
verkniipfen, daf3 ein Teil der (OH)-Ionen an den Oktaederecken (je 8 im
betrachteten Teil der Zelle) von den freien Tetraederecken der [St¢,0;,)-

1 Wenn aber die freien Tetraederecken einer Schicht [S7,0,.] alle nach
einer Seite gerichtet sind, wie in Abb. 1 angedeutet, ergibt sich die Méglich-
keit einer Verkniipfung zu Doppelschichten von der Zusammensetzung
[S730,¢] (bezogen auf eine pseudohexagonale Zelle mit a = 5,17 A; b =38,344A
und einer Schichtdicke von 2 X Tetraederhohe = 2, 2,15 = 4,30 A), worauf
noch eingegangen wird.
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Schichten besetzt wird. Diese O~*-Ionen sind dann an je 1.S5¢7 4 2.47"3-
bzw. 1574 3 Mg *-Ionen gebunden und dadurch gerade abgesittigt,
wiahrend die nichtbindenden zwei Ecken jedes Oktaeders von (OH)-
oder F-Tonen eingenommen werden. Wir erhalten danach als chemische
Zusammensetzung eines solchen Schichtenpakets aus zwei tetraedrischen
und einer mittleren oktaedrischen Schicht pro Zelle mit den Kanten
@’ =etwa 5,17; b’ = etwa 8,94 A; ¢’ = 6,58A.

I 2[Si,0,,] + 6[Mg(OH),] — 8(OH) = [Mgs(OH),[Sis0.,])
= 2{Mg,[Si,0,,)(OH),}

IL 2(5i,0.0] + 4[ALOH),) — 8 (OH) = (AL(OH),[Sis0..],
= 2(41,[Si,0,,) (OH),) .

Die Formel des ersten Kondensationsproduktes entspricht der Zu-
sammensetzung des grobblitterigen Talkes (gewShnlich Mg, H,57,0,,),
die zweite Formel des des talkahnlichen Minerals Pyrophyllit (4/HS3, O;).
Beide Mineralien sind auch morphologisch und optisch den Glimmern
ahnlich. Die so abgeleitete Struktur von Talk stimmt in ihren Grund-
ziigen vollkommen mit dem Aufbau und den Dimensionen der Struktur
iiberein, die vorangehend als Endglied der Kondensation der [5:0,]-
Binder in den Tremolitblocken zu [Si30,,]-Netzen beschrieben wurde
(vgl. Abb. 22), so daB an ihrer prinzipiellen Richtigkeit nicht gezweifelt
werden kann.

Die Abb. 25 zeigt, daB je zwel in sich abgesittigte und sehr fest ge-
bundene Schichtenpakete von der Dicke etwa 6, 6A im Talk und Pyro-
phvllit einander die Basisflachen der [S¢0,]-Tetraedernetze zukehren. Da
jedes O~ *-Ion in den Basisebenen der Tetraeder an je 2 Si-Atome ge-
bunden ist, stehen keine freien Valenzen zur Verkniipfung der Schichten-
pakete mehr zur Verfiigung, der Zusammenhalt und Aufbau der elek-
trisch-neutralen Schichten zum Schichtengitter kann also héchstens durch
relativ schwache vaN DER WaaLssche Krifte (Restvalenzen) geschehen.
Damit steht die hochst vollkommene Spaltbarkeit beider Mineralien, die
geringe Hirte (1—2 nach MoHs) und hohe Biegsamkeit im besten Einklang.

Wenn ein Teil der S¢™*-Ionen in den Tetraederschichten dhnlich wie
in den typischen Tonerde-Alkaliamphibolen durch dreiwertige Ionen
(hauptsichlich 4773, isomorph vertreten durch Fet3, Cr 3, Mn*3, V*3,
T773) in tetraedrischer Koordination beziiglich Sauerstoff ersetzt wird,
so werden die O-Tonen, welche nicht an je 2 Si-Atome gebunden sind,
nicht vollig abgesittigt und die Schichtenpakete erhalten eine negative
Ladung. Durch diesen teilweisen isomorphen Ersatz wird die Raum-
gruppensymmetrie von C¢, auf eine monokline (C{, CJ) oder trikline
Untergruppe (C;) erniedrigt, wobei die Zihligkeit der allgemeine n Punkt-
lage von 8 auf 4 oder 2 reduziert wird. Andererseits miiite man anneh-
men, daf} der Ersatz vollkommen regellos erfolgt, wogegen allerdings der
Analysenbefund mehr auf ein stochiometrisches Verhiltnis von Si: Al

26%
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hindeutet. Ersetzen wir demgemil 2 oder 4 von 8 Si-Atomen eines
Schichtenpaketes durch dreiwertige Ionen (z. B. 4/7%), so erhalten wir
Anionenschichten der Zusammensetzung?
A)
{Mgs(OH),[Si50,,]) °— (Mge(OH),[A1,Si0,0) "} — {Mge(OH) [ A1,S5,0,0] ™)
bzw. B)
{41,(0H),[St50,,]} °—> {A41,(0H),[A1,Sis0,,) 7} — {AL,(OH),[41,55,0,,] % .

Diese Ladung kann neutralisiert werden durch Einlagerung von ein-
wertigen oder zweiwertigen Ionen mit groBer Koordinationszahl gegen-

' Bpgy=19964 =

i
K in Hike 0 a, @ /. oder My in Hiite 6, O (0K Lin Hoke 20,70 " SiAL ind
Q K in Hohe Tew, ()AL oder My in e 7, O (0 in Kake Yo 2010 ﬁ 56, AL in T

Abb. 25. Muskowit (nach PAULING, JAcksoN u. WEST). Projekt der Basisgruppe || = 5,18 A.

iiber Sauerstoff, z. B. K+, Na* oder Ca'®. Es sind nidmlich nur noch

freie Plitze zwischen den Schichtenpaketen vorhanden, in welche nach

der gegenseitigen Lage der hexagonalen Tetraedernetze (vgl. Abb. 25)

Tonen entweder in Zwdlferkoordination in die groBen Hohlraume der

Sechserringe (z. B. in E,, D,, B,, B, usw.) oder an den Stellen F, F’,

G, G’ in Sechserkoordination eingefiigt werden kdnnen. Im ersten Falle
1

wiirden sie einen mittleren Abstand von M —O = 3,1 A haben, welcher
Wert bei Alkaliionen in hoher Koordinationszahl, z. B. im a-Carnegieit,
Feldspat, Nephelin und anderen bereits gefunden wurde, im zweiten Fall

* Nach dem chemischen Befund kann in den Anionennetzen maximal
die Hilfte der Si-Atome durch 4/-Atome ersetzt werden, dhnlich wie bei
den dreidimensionalen Netzgittern (Nephelin, Feldspate).
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wire der Abstand fiir Alkaliionen unwahrscheinlich klein (etwa 2,27 A),
so daB} diese Lage nicht in Betracht zu ziehen ist. In der angenommenen
Lage, die in Cj;, auf Drehungsachsen liegt, kénnen 4 Alkaliionen in
16 (574 Al)-Tetraeder, d. h. 2 K+, Nat auf ein Schichtenpaket beim
Typ A oder 2 Ca™? usw. beim Typ B der oben abgeleiteten Zusammen-
setzung eingebaut werden, welche gerade zur Neutralisierung der An-
ionenladung ausreichen. Wir erhalten somit folgende Grundtypen der
Glimmer bzw. glimmerdhnlichen Mineralien:

Typen A Typen B
I AL(OH),[Sis0,) Pyrophyllit — Mgs(OH, F),[Sis0,q] Talk
1. K,Al,(OH)[ALSis0,;) Muskowit K,Mgs(OH, F),[41,5i50,,) Phlogopit
1L Ca,AL(OH),[A1,5:,0,,) Margarit Ca,Mge(OH, F),[AL,Si,0,] hs?ﬂigi

3. Talk und Pyrophyllitreihe.

Die Reihe 1 entspricht den talkihnlichen Mineralien, sie sind weich
(Harte 1—2) und biegsam, wenig elastisch, héchst vollkommen spaltbar,
entsprechend den nichtvalenzartigen Kriften, welche die Schichtpakete
zusammenhalten. Die Glieder dieser Reihe lassen sich durch die all-

gemeine Formel
Il
U= M(Al3,Fe 3 usw.
Uz Y6— [518020](0[{ F) (O<P<2 11
P B ’ lY: M(Mg*=2,Fet? usw.
ausdriicken. p = o entspricht dem Talk, p = 2 dem Pyrophyllit, =1
stellt ein Zwischenglied mit der Zusammensetzung U, Y,[S430,,)(0OH , F),
dar, z. B. Al,Mg,[Si30,,)(OH, F),. Der isomorphe Ersatz von Mg
durch Fe'? bzw. von Al72 durch Fe*3 ist in diesen Reihen beschrinkt,
der FeO-Gehalt geht kaum iiber 5% hinaus, in der Regel liegt er beim
Talk unter 2%.

4. Gruppe der eigentlichen Glimmer.

In erster Niherung lassen sich die ersten Glimmer als bindre Mi-
schungen der beiden Komponenten vom Muskowit und Phlogopittyp
auffassen. Beriicksichtigt man den isomorphen Ersatz von Si** durch
A3, Fe's eventuell Ti%*; von AI™3 bzw. Mg*® in Sechserkoordination
durch Fet3 bzw. Fet?; von K+ durch Nat als wichtigste Fille, so ergeben
sich folgende hauptsichliche Komponenten:

111

i

(K, Na),(Al, Fe),(OH, F),[(4l, Fe),Si50,,] Typus: Muskowit-Paragonit,
il i

(K, Na),(Mg, Fe)o(OH, FF),[(Al, Fe),Sic0,,] Typus: Phlogopit-Biotit.

i
(RO-arme Glimmer) : Im Muskowittypus iiberwiegen K, A/, OH weit. Der
Gehalt an Na,Obleibt kleiner als 2%, meist 0,5% ; Fe,0,kann bis 139, anwesend
sein. Der Paragonit fiihrt vorwiegend Na* an Stelle von K+. Wird ein Teil
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des A+ durch L:+ (in Sechserkoordination) ersetzt, so miissen wegen der
Erniedrigung der Kationenladung O—*-Ionen im Anionennetz durch ein-
wertige Ionen (OH- oder F*) ersetzt werden, entsprechend etwa der Sub-
stitution 42,0, > LiF bzw. Li(OH). Tritt dazu Mangan, so resultieren
Li-reiche, F-haltige, relativ (OH)-arme Glimmer vom Typ des Lepidoliths,
wobei hiufig noch Alkali angereichert wird. Im Fuchsit ist 473 zum Teil
durch Crt3 ersetzt, im Roscoelith durch V+3,

II

(RO-reiche Glimmer): Im Phlogopit iiberwiegen Mgt2, F- weitaus die
anderen Ionen; der Na,O-Gehalt bewegt sich in den gleichen Grenzen wie
im Muskowit. Wird ein Teil des 443 durch Mn*3 ersetzt, so ergeben sich
die fluorfreien Manganophylle. Im Biotit tritt neben das Mg+ und A/ in
erheblichen Mengen Fe'* und Fe™ auf, anscheinend in liickenloser Mi-
schungsreihe bis zum FeO und Fe,O;-reichen Lepidomelan (etwa (K, Na),
Feg(OH), [(Al+ Fe), (Si, T%)¢0,0]). Das Analogon zum Lj- und F-reichen
Lepidolith stellt in dieser Reihe der Zinnwaldit (etwa K,(Fe, Mg)s(F, OH),
[Alzsz.éozo]) (5) )

Allgemein kann die gesamte Mischungsreihe durch eine Formel aus-
gedriickt werden
UL Im [ SN
Z,.2,Y, U U,St0,,_ ,(OH),J(OH, F), 4<x+y+z+1<0; 0<x<3
l x¥+y+22+43t+q = 14,

Z einwertige Jonen in Zwolferkoordination
z' » » » Sechserkoordination

oder einfacher als Summenformel (nach PauLiNg, 117)
Z,X,[Ys(0,0H, F),.)(OH,F), 4<n<6,

worin

Z = K%, Na’",Rb", Sy *, moglicherweise auch Ca*?, Kationen in Zwolfer-
koordination,

X=AI"3Fe'3,Cr'3, Mn"3, V3, Tet* Mg™, Fe™, Mn"™, Li" Kationen in
Sechserkoordination,

Y= Si* A3, Fe *, Mn"® usw. Kationen in Viererkoordination sind.

Nach dieser Formel kann # alle Werte zwischen 4 und 6 annehmen.
Dies scheint aber nach den analytischen Erfahrungen nicht der Fall zu
sein, da zwischen den eigentlichen Muskowiten und den Biotiten bzw.
Phlogopiten eine Mischungsliicke auftritt.

Die erste Formel gibt die Moglichkeit, gewisse typische Komponenten
zu unterscheiden, die offenbar besonders stabil sind!., Ferner kann man

t Der CaO-Gehalt mancher Glimmer dieser Reihe kann durch Beimi-
mischung der Komponenten vom Typ IIT (Margarit usw.) erklirt werden.

Die echten Glimmer sind in charakteristischer Weise von den Talk- und
Pyrophyllitmineralien physikalisch verschieden. Neben einer gréBeren Harte
(2—3) weisen sie in diinnen Schichten eine hohe elastische Biegsamkeit auf,
neben der héchst vollkommenen Spaltbarkeit nach (oor). Sie sind aus-
gezeichnete Isolatoren. Diese Eigenschaften sind damit im Einklang, daB
hier normale Ionenkrifte zwischen den Anionennetzen und den eingelagerten
Alkaliionen bestehen, die den Kristallen eine gré8ere Festigkeit verleihen
als die mehr edelgasidhnlichen Bindungskrifte beim Talk.



Kristallstruktur der Silikate. 407

fiir ganzzahlige Werte von «, v, 2, ¢ eine grofe Reihe von Mischgliedern
mit stéchiometrischen Verhiltnissen aufstellen und damit den zunéchst
geheimnisvoll anmutenden Ergebnissen der chemischen Konstitutions-
forschung von Jakos (25) auf die Spur kommen, woriiber aber an an-
derer Stelle berichtet werden soll.

5. Gruppe der Sprédglimmer (Chloritoide).

Die glimmeréhnlichen aber S10,-drmeren Komponenten der Reihe 111
(S. 405) gehoéren zu den Mineralien der Sprédglimmergruppe (Chloritoide).
Es sind monokline, pseudohexagonale Kristalle mit dhnlichem Achsen-
verhiltnis wie die echten Glimmer, sie sind aber nicht so leicht und
vollkommen spaltbar, relativ sprode und hirter als die Glimmer (3%/,—96)
nach Mous). Dieses Verhalten steht damit im FEinklang, daB die
Bindungskrafte der zweiwertigen Kationen (Ca™) an die doppelt
negativ geladenen Anionenpakete stirker sind, so daB diese viel fester
zusammengehalten werden als z. B. im Muskowit (117). Dies ist auch
daraus zu folgern, daB3 die Schichtenpakete in den Sprédglimmern enger
an die Ca**-Ionen herangezogen werden, indem der Netzebenenabstand
door um etwa 5% kleiner gefunden wurde (716).

Die Komponente Cadl,(OH),[A41,5%,0, ] entspricht wesentlich der Zu-
sammensetzung des Margarits (Kalkglimmer in Smirgelgesteinen und Chlo-
ritschiefern), welcher zu den Sprodglimmern im weiteren Sinne gerechnet
wird. An Stelle von Ca™* kann etwas Na* oder K+ treten. Die Kompo-
nente CaMg,(OH),[S%,Al,0,,]istimisolierten Zustand anscheinend nicht
stabil. Moglicherweise stellen die Ca-filhrenden Sprodglimmer Xantho-
phyllit, Brandisit und Clintonit Glieder einer Mischungsreihe der 47,0,-
und MgO-reichen Komponente vom Typ II1 dar. Thre chemische Zusam-
mensetzungnach der {iblichen Deutungentspricht keiner einfachen Formel.

Die echten Chloritoide fithren keine nennenswerten Mengen CaO, da-
gegen erhebliche Anteile von FeO, das meist weit iber MgO vorherrscht.
Manche Analysen deuten auf das einfache Verhiltnis S¢0, : 41,0, : FeO:
H,O0 = 1:1:1:1 entsprechend der Formel (Si,Al3Fe,H30,5) (NIGGLI
[6]). Schreiben wir die Formel [Si,41,0,,]Fe, Al (OH), 2Fe(OH),, so
kann man sie mit der Margaritformel vergleichen. Dazu miissen 2 Fe**-
Ionen an Stelle der 2z Ca™*-Ionen eingebaut werden, wobei sie durch eine
kleine Verschiebung in Lagen mit Sechserkoordination gelangen (vgl.
S. 404). Die beiden von den Ca**-Tonen frither eingenommenen groBen
Hohlrdume kénnten von komplexen Fe(OH),-Gruppen ausgefiillt werden.
Damit wiirde die deutliche Verschlechterung der Spaltbarkeit gegeniiber
den Margariten im Einklang stehen. Moglicherweise kann auch ein Teil
der Fe"*-Tonen an Stelle der A/"3-Tonen eintreten, was einer Mischung
mit der Komponente

Fe,(Fe, Mg)s[A1,51,0,,)(0OH), bzw. (Fe, Mg)s[St30,,](0H),
entspricht. Dies bedarf noch einer genaueren Untersuchung.
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Nach Pauring kénnen die Mineralien der Sprédglimmergrupe durch
die Summenformel
CaX,Y,0,(OH,F), 2<n<3

dargestellt werden, in der X und Y die obige Bedeutung haben (vgl.
S. 406).
6. Gruppe der Chlorite.

Zu den Mineralien mit glimmerdhnlichen morphologischen Eigen-
schaften gehéren die Chlorite, das sind relativ Si0,-arme, alkalifreie,
hydroxylhaltige Mg—UFe-Silikate, deren Chemismus im einzelnen noch
wenig klargestellt ist. Roéntgenographische Untersuchungen an gewissen
Gliedern dieser Gruppe hat zuerst CH. MAUGUIN vorgenommen (779). Die
Resultate sind in der Tabelle 3 angegeben. Danach weisen diese Chlorite
einen Netzebenenabstand parallel zur Spaltfliche von etwa 14 A auf, der
erheblich groBer ist als bei den Glimmern, wihrend die a- und b-Achse
ungefihr dieselbe ist. Das LAUE-Diagramm zeigt eine trigonale Pseudo-
symmetrie an, so dal MAUGUIN eine rhomboedrische Zelle mit a = 3,0 7A ;
¢ = 3x 14 = 42 A zugrunde legt. L. PAULING hat neuerdings die Struk-
tur von Pennin und Klinochlor untersucht (120). Er findet einen mono-
klin-flichenzentrierten, pseudohexagonalen Elementarkérper mit den
Dimensionen a = 5,2—5,3A; b =09,2—0,34; ¢=143—1444A; =
96%50". Raumgruppe ist C; L.

Die Ahnlichkeit der a- und 5-Werte und des -Winkels mit denen von
Glimmer, sowie die ausgezeichnete Spaltbarkeit || (0o1) legt es nahe, auch
hier wieder aus tetraedrischen und oktaedrischen Schichten aufgebaute
blattférmige Anionen als Strukturelemente zu betrachten. Da der Ab-
stand der Netzebenen parallel zur Spaltfliche aber gegeniiber d,,, der
Glimmer erheblich erhéht ist, kommt PAULING zu dem SchluB, daB zwi-
schen die Anionenpakete noch Brucitlamellen eingeschoben sind, so dal
eine periodische Aufeinanderfolge wie in Abb. 26 entsteht. Mit den iib-
lichen Ionenradien erhilt man fiir d,,, aus der Konstruktion den Wert
(2,1042,804-6,6042,80) A = 14,3 A, der ausgezeichnet mit den beob-
achteten Werten ibereinstimmt. Die Struktur gibt auch die Intensitédts-
verhiltnisse der Rontgeninterferenzen befriedigend wieder, so daBl an
ihrer prinzipiellen Richtigkeit kaum zu zweifeln ist.

Nach der Art der Herleitung aus der Kombination der aus der Glim-
merstruktur bekannten Schichtenpakete mit Brucitschichten kann die
ideale chemische Zusammensetzung dieser Mineralien leicht abgeleitet
werden, dhnlich wie es auf S. 403 fiir die Glimmer selbst geschah. Wir

1+ Dieser Elementarkérper hat als Richtungen der primitiven Transla-
tionen [110], [1T70] und [001], erstere mit einer Linge von etwa 5, 2 A bilden
ein pseudohexagonales Netz. Die MAuGUinschen Translationen a’ = 3,07
sind offenbar nur Pseudotranslationen, sie entsprechen einem Netz mit 5/3
= 3,1 A; was ahnlich wie beim Biotit durch die dichteste Packung der Mg-
Oktaeder verursacht wird.



7 Krlstallstruktur der Silikate. 409

nehmen z. B. ein Schichtenpaket, welches bezogen auf die horizontalen
Kanten a = 5,17, b = 9,2A die Dicke D = 6,60 A hat mit der Zusam-
mensetzung {[Siz0,,]Mgs(OH),} und stellen es einer Brucitschicht mit
den gleichen oder ganz &dhnlichen horizontalen Dimensionen und der
Dicke D = 2,10 A gegeniiber, entsprechend der Zusammensetzung
6 {Mg(OH),}. Ebenso gehen wir mit den Al-haltigen Schichten vor und
finden zwei mogliche chemische Typen:
'[SngQO]MgG(OH)4} +6 fﬂgg(O{{) o} <= {[S180.0)(OH) 6 Mg, =
Tuct

2 {Mgs(OH)s[S1,0,)},

Serpentin
L {[Si50,0,)41,(0H),} 4+ 4 {A{OH),) <= ([Sts0,,)(OH),sAls} =
Pyrophyllit Hydrargillit
= 2 {41,(OH)g[Si,0,,)} .

Die zuerst erhaltene Verbindung entspricht dem wohlbekannten Ser-
pentinmolekiil (H,Mg,Si,0,, abgekiirzt Sp), die zweite A/-reichste Kom-
ponente tritt anscheinend in der Natur nicht rein auf, sondern nur in
isomorpher Mischung mit dem Serpentinmolekiil. Dieses wiirde in der
vorgeschlagenen Struktur dem Blitterserpentin (Antigorit) entsprechen,
der sich morphologisch und optisch eng an die Pennine anschlieft und
zweifellos zum planaren hypohexagonalen Kristalltyp gehort.

Nun kann dhnlich wie in den Glimmern wieder ein Teil der Si**-Atome
in dem Talknetz durch 4/73- und dhnliche Ionen ersetzt werden, wodurch
die Schichtenpakete aufgeladen werden. Um diese Ladung zu kompen-
sieren, miissen wir auch die bisher neutralen Kationenschichten (Mg(0OH),
und A/(OH),) aufladen, was am einfachsten durch wechselseitigen Ersatz
von Al"3-—>Mg+? geschieht, wobei wir (immer bezogen auf das gleiche
Volumen) die Kationen [Mg, Al (0H),,]™ und [Mg, Al (OH),,]** als

- einfachste Mischungen erhalten. Es sind dann folgende Kombinationen
n16glich, die zu neutralen Verbindungen fiihren:

I1. {[Sis4L,0,,)(OH), Mge, = + (Mg, AL(OH),.} ™ = 2 ([Si,A10,,)(OH)sMg,Al}

V. ([SisAl,0,.)(OH), AL} ™ + (Mg, Al,(OH),,)"* {[Sz3Al(),O](OH Mg, AL)
V. ([Si,A1,0,.)(OH),Mge, ™ + Mg, Al,(OH),,} ** = 2 {[SizAZQOIO](OH)SMg4AZ2}
[Si,41,0,,)(OH),AL) ™ + (Mg, Al(OH),,} " = 2 {[Si,AL,0,,J(OH)sMgAL) .

Das unter IIT genannte Molekiil ist bezeichnend fiir die Zusammen-
setzung von Pennin und Klinochlor, das unter V genannte ist das so-
genannte Amesitmolekiil (At) (H,Mg, Al,SiO,). Die tonerdereichste Kom-
ponente (VI) kommt anscheinend im freien Zustand nicht vor. Gewdhn-
lich faBt man mit TscHERMAK (vgl. ) die Glieder der Chloritgruppe als
bindre Mischkristalle des Serpentin (Sp) und Amesitmolekiils (4¢) auf
(Orthochlorite), wodurch die chemischen Analysen gut dargestellt werden.
Wir sind aus rein struktur-chemischen Betrachtungen zu einem #hn-
lichen Ergebnis gelangt, wobei sich gleichzeitig noch eine weitere Ver-

VL
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allgemeinerung und Vertiefung ergeben hat. Es wire wiinschenswert,
die hier angedeuteten Beziehungen analytisch-chemisch weiter zu er-

forschen.

Aus dem Strukturschema der Abb. 26 ergibt sich die Méglichkeit, Glie-
der mit héherem Gehalt an MgO und A/,0, durch Einschaltung entspre-

(S— Y R'YY. |

| | i |
A e N A

f=—2,7 — I

:*li—— b",:&?ﬁ? =4 ooy —
28 &8 |

e————— nxf =

Abb. 26. Schema der Chlovitstrulktur (nach PAULING).

Projektion der Basisgruppe |l @ = 5,17 A.

(Bezeichnung wie in Abb. 235.) Abwechselnde Schichten von Talk bzw. Pyrophyllit mit [Mg(OH)]s
bzw. [A{OH)],.

chender Lamellen zwischen die Schichtenpakete zu erzeugen. Wenn man
z.B. in Abb. 31 die (OH)-Gruppen zum Teil durch O-Ionen ersetzt und
nach 4 A/73- bzw. 6 Mgt*-Ionen in Oktaederumgebung einfiigt, wie in

¥ / MmN N
{ 5N o : : @ i
b 34 =

Abb. 27. Strukturschema fir basische Glieder der

Chloritreihe. Projektion der Struktur || a = etwa
5,2 A. (Bezeichnung wie in Abb. 20.

Abb. 27, so entstehen Mineralien
der Zusammensetzung

Mge(OH),[Si50,,) - 12 MgO bzw.
Mge(OH),[S750,0)-241,0,-6 MgO,
die annihernd der Zusammen-
setzung von Leuchtenbergit und
Pennin entsprechen. Es sind auch
weitere Einschaltungen basischer
Lamellen denkbar(Leptochlorite).

Der hier eingeschlagene Weg
zur Herleitung der Chloritstruk-
turen zeigt auch gleichzeitig eine
Moglichkeit, dem Verstindnis
ihrer Bildung als hydrothermale
und rein wisserige Umwand-

lungsprodukte in metamorphen Gesteinen der Glimmermineralien in der
Natur niher zu kommen. Wir gelangen zu chloritdhnlichen Mineraliennach
obigem durch hydrothermale Umsetzungen mit Mg(OH), und (410H),.
a) Talkdhnliche Verbindungen liefern dabei Serpentin (Typen I). b) Die
Glimmer, besonders die Mg- und Fe-reichen (Biotit) wiirden unter Weg-
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fuhr der Alkalien zunichst in Lamellen des Typus IT bzw. IV und nach
weiterer Reaktion wesentlich in die Orthochlorite umgewandelt. c¢) Die
Sprodglimmer wiirden hydrolysiert, nach Wegfuhr der Ca™*-Ionen in
Schichten des Typus V oder VI und nach weiterer Reaktion in tonerde-
reiche Chlorite oder Chlorite mit héherem FeO- und Fe, O,-Gehalt (Lepto-
chlorite) umgewandelt. Im groBen und ganzen sprechen die Beobach-
tungen fiir dieses Umwandlungsschema, wenn natiirlich auch im ein-
zelnen bei dem komplexen und noch Kkeineswegs voéllig erforschten
Chemismus der Chlorite Abweichungen auftreten kénnen.

Man kann schlieBlich nach PAuLING die oben abgeleiteten Komponen-
ten und Mischglieder in eine allgemeine Summenformel zusammenfassen

X;11Y4010(OH)8 4<m<67

wo X wieder ein Kation in Sechserkoordination, Y ein solches in Vierer-
koordination (hauptsichlich Si™4, A3, (Fe*3)) bedeutet. Es bleibt aber
noch dahingestellt, ob die komplexen chemischen Verhiltnisse dieser
Reihe, besonders der eisenreichen Glieder (Leptochlorite) tiberhaupt
durch eine so relativ einfache Formel wiedergegeben werden kénnen.

Man kann iibrigens zu einer im Prinzip dhnlichen Chloritstruktur ge-
langen, wie die von PAULING angegebene, wenn man nicht direkt von
den Glimmern ausgeht, sondern von den Pyroxen- und Amphibolstruk-
turen (vgl. unten). DaBlauch von dieser Seite ein enger Zusammenhang be-
steht, ist ja zu erwarten, da die Chlorite haufig als pseudo-morphosenihn-
liche Bildungen von Hornblenden und Augiten in verschiedenen Stadien
der Umwandlung auftreten.

7. Kaolinreihe.

Den  chloritdhnlichen
Mineralien gehéren nach
Chemismus und Struktur
auch die wichtigen Glieder
der Kaolingruppe an. Nach
den Untersuchungen von
Ross u. Kerr (121) stellen

I(dOll”i’l, Dickit und Nakrit Abb. 28. Awolin (nach PavLiNG u. GRUNER). Projektion der
verschiedene Modifikatio- Basisgruppe || @ = 5,14 A. Polare Schichten AlL(OH)4[Si,05]

im Abstand 7,14 A. (Bezeichnung wie in Abb. zo0.)

nen der chemischen Kom-

ponente 41, 57,0, (0OH), dar. L. PAULING (120) hat eine Struktur fiir Kaolin
vorgeschlagen, die dhnlich wie bei Glimmer und Chlorit aus polaren tetra-
edrischen und oktaedrischen Schichten besteht, welche senkrecht zur
Spalt-(Schichtfliche) den Abstand 7,1 A haben (722) (vgl. Abb. 28).
Neuerdings hat J. W. GrRuNER (I23) an Hand von DEBYE-SCHERRER-
Diagrammen diese Struktur bestitigt und weitere wertvolle Hinweise
iiber die Zusammenhinge der verschiedenen Kaolinmineralien angegeben.
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Aus der Abb. 28 leitet sich die Strukturformel [S¢,0,,]Al,(OH)s bzw.
Al,(OH),[Si, 0] fiir Kaolin ab.

8. Serpentinreihe.

Wir finden den Serpentin (Antigorit) einmal als eine Komponente der
Chloritreihe mit glimmerdhnlicher Struktur, ein anderes Mal als ein
faseriges pseudomorphosenartiges Umwandlungsprodukt der Amphibole
(Hornblenden), Augite und Olivinmineralien (Chrysotil).

Diese Doppelrolle des Serpentins in der Natur 148t sich mit Hilfe
von Strukturbetrachtungen verstehen.

4> (OH)
AL H{:—HIHTHHH—-

e — —H{HM'-HIIFHH?!—

Az

Abb. 29. Chrysotil (nach WARREN u. BrRAGG). Projektion der Basisgruppe |l¢= 5,33 A.

a) Chrysotil (Faserserpentin). Die schon seidenglinzenden, ader-
artig im dichten Serpentin auftretenden Varietdten mit weiBlicher oliv-
griiner Farbe werden als Chrysotil, bzw. in besonders feinfaseriger, ge-
spinstartiger Form als Serpentinasbest bezeichnet. Die chemische Zu-
sammensetzung entspricht ungefahr der Formel 7, Mg,Si,0,. Rontgeno-
graphische Untersuchungen an solchen Fasern haben zuerst ANDERSON
u. CLARK (124), spiter R. E. WARREN u. W. L. BRAGG vorgenommen.
Letztere Autoren bestimmen aus dem Faserdiagramm eine monokline
Elementarzelle mit den Dimensionen a = 14,66 A; 0 = 18,5 A; ¢ = 5,334
und B = 93°16’. Die Raumgruppe ist wahrscheinlich C7,. In Analogie
mit der Struktur der Hornblendeasbestfasern wird die Formel so ge-
schrieben, daf die Méoglichkeit fiir [S¢,0,,]-Binder wie in der Amphibol-
struktur ersichtlich ist
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2 {HMg,Si,0,) = Mgs(OH)e[S1,0,.] - H,0.

In der Elementarzelle sind vier solche Molekiile vorhanden, die vorge-
schlagene und an den Rontgeninterferenzen im Prinzip bestitigte
Struktur ist in Abb. 29 als Projektion parallel zur c-Achse dargestellt.
Vergleichen wir sie mit der entsprechenden Projektion der Tremolit-
struktur (Abb. 22), so finden wir eine groBe Ahnlichkeit im Aufbau der
[S4,0,,]-Bénder, z. B. um die Punkte E,, E,, E,, £, herum. Die Dimen-
sionen der b- und c-Achse stimmen einigermalen {iberein

Tremolit ——> Chrysotil ——— Pennin bzw. Klinochlor
= 0,78 A a = 14,66 A a=14,3—14,4 A
178 A b=18,5 A b= 92— 9,3A
= 526A  c= 533A c= 52— 53A
p=173°58 [ =93°46 3 =96°50"

Dagegen ist die a-Achse von Chrysotil um den Betrag von etwa 4,9 A
vergroBert. Dies kommt offenbar dadurch zustande, dafl die [MgOs]-
Oktaeder nicht mehr wie im Tremolit an je zwei gegeniberliegende
[Si,0,,]-Bander gebunden sind, sondern nur noch einseitig, wobei ein
Teil der O~*-Ionen durch (OH)-Ionen ersetzt wurde und noch 4 H,O-
Molekiile in den Symmetriezentren (o) Platz finden, ferner werden die
Ca-Tonen bei E, —E, durch Mgt*-Ionen ersetzt.

Die Umwandlung des Tremolits in Chrysotil 148t sich an Hand der
strukturellen Beziehungen formulieren als

o oo
I

2 {CaQMgs[SigOzz] (OH)Q} —4Ca0 + 4 Mg0 + 10Mg(OH),+ 4H,0
Tremolit
= Mg, ,[5450,,).(0H),,- 8H,0 = 4 {Mg6(OH)6[Si‘}On} -H,0}.

Chrysotil

Die Gitteraufweitung stimmt mit der Einlagerung der Mg(OH),-
Schicht iiberein, nehmen wir fiir ihre Dicke D den PauLingschen Wert
2,10 A und fiir den Abstand der mittleren Hydroxylschichten den Wert
2,70 A (entsprechend dem Tonendurchmesser von (OH)-, so erhalten wir
fiir @ den Wert (a’ = 9,78 + 2,70+ 2,10) A = 14,58 A an Stelle des ge-
fundenen Wertes a = 14,66 A. Esist dabei zu bedenken, daB wahrschein-
lich infolge der Einlagerung der groBen (OH)-Gruppen und des (H,0)
im ganzen noch eine VergréBerung in allen Dimensionen stattfindet, und
daB ferner als Ausgangsglieder fiir die Umwandlung in der Natur in der
Regel die komplexeren Glieder der Amphibolreihe mit etwas gréferen
Gitterkonstanten (vgl. Tabelle 2) in Betracht kommen.

Diese Vorstellungen ermdéglichen auch ein gewisses Bild der struk-
turellen Vorgidnge, die sich bei der in der Natur auBerordentlich ver-
breiteten pseudomorphosenartigen Umwandlung von Augit (z. B.Bastit
als Paramorphose nach Orthaugit, Bronzit) und Olivin in Serpentin oder
serpentinartige Produkte (z. B. Webskyit, Villarsit, Iddingsit und an-
dere) vollziehen. Die Serpentinfasern und -blittchen sind maschen- und
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gitterartig mit der Ausgangssubstanz gesetzmifBig verwachsen, wie be-
sonders die eingehenden Untersuchungen von ANGEL an Stubachiten
Tirols (127) gezeigt haben.

Die Umwandlung des Orthaugits in Serpentin ist strukturchemisch
leicht zu verstehen, nachdem auf S. 398 gezeigt wurde, wie die Struk-
turen von Enstatit und Tremolit bzw. Anthophyllit ineinander iiber-
gefithrt werden koénnen (vgl. S. 399). Die Umwandlungsreihe
Enstatlt (Bronzit) ———> Anthophyllit Chrysotil —>

8 (Mg, Fo) [Si0,)) (Mg, Fe),[is0.0) (OH)) 2 | (Mg, Fo)s(OH)[Si,0,,1H,0)

———> Antigorit

2 {(Mg, Fe)s(OH )s[S1,010] |
wiirde dem strukturellen Umwandlungsschema entsprechen:

{(Mg, Fe),[Si50,,)(OH),} + 5(Mg, Fe)(OH), 4+ 2H,0 —
Anthophyllit
—> 2{(Mg, Fe)s(OH)4[Si,0,,]H,0},
Chrysotil

welches ganz dhnlich dem auf S. 413 erdrterten Schema ist. Die weitere
Umwandlung von Chrysotil — Antigorit kénnte nach dem Schema auf
S. 400 verlaufen.

Die Kette der Umwandlungsreihe wiirde geschlossen, wenn man ein
strukturelles Schema angeben kénnte, welches auf einfachem Wege den
Olivin, z. B. in die Enstatit- oder Anthophyllitstrukturen, zu iiberfithren
gestattet, wie es auch in der Natur vorkommt. An Hand der schema-
tischen Abb. 30 erkennt man die prinzipielle Méglichkeit, aus den iso-
lierten [Si0,]-Tetraedergruppen im Olivin durch Translationen von
Gitterblscken [[{oro} und {roo} Ketten-Band- bzw. Netzstrukturen her-
zuleiten. Ausder Abb. 30a,welche die Projektion des Olivingitters parallel
zur c-Achse zeigt, kann zunichst die Abb. 30b abgeleitet werden, indem
man die Mg,-Ionen fest an die [S¢0,]-Tetraeder gebunden 1iBt, so daB
Baublécke |[{o10} entstehen, aber die koordinativen Verbindungen der
Mg,-Tonen 16st*, wie ja auch die gute Spaltbarkeit ||{o1o} verlduft. Eine
Verschiebung der Baublécke um a/2 bringt siein die Stellung der Abb. 30b.
Dabei werden die auf den Translationsflichen freigelegten hydratisierten
Mgy-Tonen beseitigt und die freien Tetraederecken, die sich seitlich in
der Hohe */, und 3/, ¢ gegeniiberstehen, miteinander vereinigt (Abb. 30c).
Dadurch entstehen Ketten parallel zur c-Achse (¢ = 5,99 A), die eine
ahnliche Periode haben wie im Diopsid und Enstatit (¢ = 5,4).

Um dies zu verdeutlichen, wurde in Abb. 30d das Gitter seitlich etwas
ausgedehnt, so daB die Symmetriezentren (x) sichtbar sind. Denken wir

* Dies kann dadurch physikalisch realisiert werden, dafl ins Olivingitter
eintretende OH—, F— oder [CO,]-*>-Tonen bei der Serpentinisierung zunichst
nur die eine Halfte der Mg-Tonen, die auf den Spaltebenen || (o10) exponiert
liegen, angreifen und so durch Hydratation dieser Ionen bzw. Bildung von
Mg(OH),-, MgF,-, MgCO;-Komplexen den koordinativen Zusammenhang
mit den [S¢0,]-Gruppen lockert. (In der Abb. 30 durch o angedeutet.)
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jetzt noch eine Verschiebung der Baublécke |{1oo}, welche Ebene der
weniger guten Spaltbarkeit des Olivins entspricht, um ¢/2 verschoben,
wobei sich die Mg;-Ionen aus den fritheren Symmetriezentren heraus-
bewegen, so entsteht die Abb. 30e, die im Prinzip mit der Enstatit-
struktur dbereinstimmt*.

|
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Abb. 30. Schema der moglichen Strukturumwandlung Olivin—Diopsid usw. (Erklirung im Text.)
Projektion der Basiszelle || c.

Strukturchemisch kann dieser mogliche Vorgang etwa formuliert

werden
8 {Mg,Si0,} — 8 MgO — MgsSis0,, —> 8 {MgSi0.) .
hydrat. hydrat. Enstatit (hydrat.)

Aus den Beobachtungen muf} man schlielen, daB der Vorgang hierbei
nicht halt macht, sondern bei weiterer hydrothermaler Umsetzung unter
teilweiser Benutzung der aus dem Gitterverband geldsten hydratisierten
Mg*t*- baw. Fe'*-lonen zur Bildung von Chrysotil und Antigorit friihrt
(vgl. S. 414). Der andere Teil der in Lésung gegangenen (Mg, Fe)-Ionen

* Im einzelnen ist die Frage der Bindungsverhiltnisse der Mg;-Tonen bzw.
ihrer Hydratisierung und der dadurch erméglichten leichteren Verschieb-
barkeit der Blécke ||{100} noch zu kliren.
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kann zu Magnesit (MgCO,) oder Eisenhydroxyden hydrothermal um-
gesetzt werden.

B) Amntigorit (Blitterserpentin). Wir hatten auf S. 413 erdrtert, da3
wir bei der Umwandlung von Hornblende in Asbest (Chrysotil) zu Mg-
und Fe-reichen basischen Silikaten gelangen, deren Zusammensetzung
sich durch die Formel (Mg, Fe)s(OH)s[S¢,0,,] - H,O ausdriicken 1aBt.
Es ist nun durchaus denkbar, man dall durch einen dhnlichen Konden-
sationsprozeB3, welcher die [S7,0,,}-Bander der Amphibolstruktur in
[57,0,,)-Netze der Glimmerstruktur iiberfiihrt, von der Chrysotilstruktur
nach Brace u. WARREN ausgehend, zu einer glimmerdhnlichen Struktur
gelangt. Dazu brauchen wir nur in der Abb. 29 die Teilblécke der Chryso-
tilstruktur, z. B. mit der Basis E,E,E,E, lings der Ebenen (o10) im

Abstand 7/, b parallel um den

Betrag (a/2 4 ¢/2) gegeneinander
] zu verschieben, wie auf S. 398 im
| einzelnen beschrieben wurde. Da-
| bei gehen die in der Translations-

ebene liegenden tonen und die

H_,O-Molekiile heraus und werden

durch Mg(OH), ersetzt. Wir er-

halten eine Struktur, welche im

B . ¥ b | Grenzfall aus unendlich ausge-
A:‘ 'g ) ' ) "j;‘}.'_'k "T—}' dehnten Schichtpaketen || (100)
leitung aus der Chrysotilatrubtur (nach . Somm.  Destehtund sichvon der PAULING-

BOLD). Projektion der Basiszelle || c. schen Struktur nur dadurch

unterscheidet, dafl die Mg(OH),-

Schichten in anderer Weise zwischen die [S7, 0, ,]-Netze eingeschaltet sind
(Abb. 31). FormelmiBig 146t sich diese Transformation beschreiben

4 {Mgs(OH)¢[S1,0,,]- H,0) — 4 MgO - 4H,0 + 4 Mg(OH), <>

Chrysotil 2 4 {Mg(OH)s[S3,0..))
Serpentin bzw. Chlorit

Der Vergleich der Gitterkonstanten beider Verbindungen (S. 413)
zeigt, daB die GroBe der Chrysotil-Teilstrukturblécke bei der Umwand-
lung nur wenig abgeindert wird. Die b-Achse von Serpentin ist nur halb
so groB3 wie die von Chrysotil als primitive Translation des neuen Gitters,
ganz entsprechend wie beim Ubergang von Hornblende in Talk.

Es ist durchaus méglich, daf}, wie im genannten Falle auch zwischen
den Endgliedern Chrysotil-—Chlorit der hier beschriebenen Struktur-
veranderung, allmahliche Uberginge vorhanden sind, welche einer nur
teilweisen Umwandlung entsprechen und verschieden lange Identitits-
perioden parallel zur b-Achse haben kénnten, wihrend die Linge von a
und ¢ erhalten bleibt. Darauf deuteten auch gewisse merkwiirdige Ano-
malien der Rontgeninterferenzen in den Faserdiagrammen von Chrysotil
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hin, auf welche bereits WARREN u. BrRaGG hingewiesen haben. Gewisse
Flecke erscheinen niamlich trotz der monochromatischen Primérstrahlung
als verwaschene Bander mit einer ziemlich scharf begrenzten inneren
Randstelle, was sich durch die Annahme ,,verschieden langer Molekiile**
entsprechend den Umwandlungsstadien ungezwungen erkliaren laft.

Im iibrigen 146t die aus der Chrysotilstruktur abgeleitete Struktur
des Serpentins (bzw. Chlorits) dieselben Substitutionen zu, wie sie auf
Grund der Pavringschen Annahme auf S. 410 durchgefithrt wurden.
Von besonderer Bedeutung erscheint jedoch die Méglichkeit, aus diesen
feinbaulichen Betrachtungen ungezwungen das verschiedene Verhalten
der Faser- und der Bldtterserpentine zu erkldren. Diese erscheinen hier-
nach als verschiedene Modifikationen derselben Grundsubstanz, welche
leicht ineinander tibergehen kénnen. Tatsichlich beobachtet man fase-
rige Serpentine und blatterige Serpentine mit optisch verschiedener
Orientierung und Konstanten hiufig in ein und demselben Aggregat.
Wie WoosTER ausgefithrt hat, weisen Kettenstrukturen in der Regel
eine positive, Schichten- und Netzstrukturen eine negative Doppel-
brechung auf (728). Hiermit steht das Verhalten des Faser- und Blitter-
serpentins vollkommen im Einklang.

b) Reihe der tetragonalen bzw. pseudotetragonalen Schichtengitter.
1. Apophyllit.

Sowohl bei den hexagonalen wie tetragonalen Schichtengittern ist
parallel zur Schichtebene eine vollkommene Spaltbarkeit vorhanden.
Als Beispiel fiir eine Struktur mit tetragonalem [S¢, O,]-Netz sei hier das
Mineral Apophyllit (KFCa,Sis0,, -8 H, O) angefiihrt, das von GOSSNER u.
KRraus (129), spiter von TAYLOR u. NARAY-SzABS (130) réntgenographisch
untersucht wurde. Als Gitterkonstanten der tetragonalen Elementarzelle
und Raumgruppe finden ersterea = 12,734 ;¢ = 15,84A;D;2 . Die Periode
P,,, ist nur halb so groB gefunden als nach den angegebenen Dimen-
zionen berechnet wird, die Autoren entschlossen sich jedoch fiir die Bei-
behaltung der groBeren Zelle, da verschiedene beobachtete Interferenzen
sich sonst nicht deuten lieBen. TAYLOR u. NARAY-SzABO haben an diesen
Messungen Kritik geiibt und als richtige Zellendimensionen a = 9,00 A ;
¢ =1584, Raumgruppe Df, angenommen, eine vollkommene Auf-
klarung dieser Widerspriiche steht noch aus®. Eine Projektion der von
diesen Autoren gefundenen Struktur auf die Spaltfliche (oo1) ist in
Abb. 32 angegeben. Sie entspricht der Formel FCa,K(OH,)3[S150,,].
Das [Si30,,]-Netz ist nicht vollig eben, wie in den Glimmern, sondern
etwas gewellt, so dafl die Tetraeder in den Viererringen eine Zwischen-
stellung zwischen den in Abb. 1 gezeichneten einnehmen. In den ab-

* Moglicherweise ist die wahre Symmetrie des Apophyllits niedriger als
tetragonal.

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. XI. 27
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wechselnden Viererringen liegen die Tetraederspitzen alle nach oben oder
nach unten, was in der Abb. 32 durch die Schraffierung angedeutet ist.
Die Achterringe in der idealisierten Abb. 3 sind stark verzerrt, wie es
auch bei den Strukturen beobachtet wird, die sich aus solchen abwech-
selnden Vierer- und Achterringen als riaumliche Netzwerke herleiten
lassen (Danburit, Anorthit, Skapolith und andere). Die freien Tetraeder-
spitzen der einzelnen [Si50,,]-Schichten sind durch Schichten von Ca*e-
Ionen, welche in den horizontalen Spiegelebenen liegen, miteinander ver-

Abb. 32. Apophyllit (nach TavLorR und NARAV-SzaB0). Projektion der Basiszelle || ¢ = 15,8.
OQx&tinlfpe ) £ in o, OCatzino @ Cat2inlc
OF ino @ F'inlye, © OH bzw. F'.

kniipft; zwischen den vertikal untereinander liegenden und sich die Basis
zukehrenden Viererringen sind gro8e Komplexe {K(H,0)s}* mit K in
{00/, und */,/,0} eingelagert. Die F-Ionen liegen in den Symmetrie-
zentren {000, */,%/,/,} und sind an je 4 Ca™>-Ionen im Abstand etwa
2,5A gebunden. Jedes Ca™-Ion ist an eine Gruppe aus 7 Anionen ge-
bunden, nimlich 4 O~ >Ionen, 1 F—-Ion und an 2 ,,Wassermolekiile”, wie
die Bindungsstriche in der Abb. 32 andeuten. Von besonderem Interesse
ist die hier angenommene komplexe Baugruppe K(H,0O);. Die 8 H,0-
Molekiile umgeben die K+-Ionen angenéhert in Form eines Wiirfels mit
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der horizontalen Kante 3,5 A und der Héhe 3,0 A im mittleren Abstand
von 2,85 A. Die Autoren vermuten, daB die sogenannten ,,H, O-Molekiile‘
auch in diesem Falle dhnlich wie beim KH,PO, (131) in (OH)~ 4 (H)*
aufgespalten sind, wobei die H** in der Mitte zwischen den Hydroxyl-
gruppen und den O~ *Ionen der Tetraederspitzen liegen, was einer Bin-
dung vom Typus —OH—H—O entspricht. Dann laft sich namlich das
Verhalten des Kristallwassers verstehen, das beim Erhitzen erst zur
Hiilfte bei etwa 240° C herausgeht. Jedes Hydroxyl-Ton wire dann an
1Ca™("/,,) + 1K*("/s) + 1H*("/,) gebunden, so daB die PAuLINGsche
Regel nahe erfiillt ist. Die O *-Ionen an den freien Tetraederspitzen sind
jeweils an 2Ca™(7/,,) + 1Si74(*/;) + 1H*(’/,) gebunden, was der Va-
lenzsumme 27/,,c02 entspricht. Mit dieser Struktur steht auch die
Spaltbarkeit im Einklang, sie verlduft zwischen den Tetraederbaugruppen
wahrscheinlich durch Abtrennung der Bindungen an die K(H,O);~Kom-
plexe. Die Formel 14Bt sich auch als Komplexformel schreiben, mit
zentralem Anion F~: {FCa,[Sis0,,]} [K(H,0)s*] und zeigt eine gewisse
Analogie zur Apatitformel in der Schreibweise von M. MEHMEL (132).

2. Melilithgruppe.

Als eine Art Schichtengitter, die den Ubergang vom Anionennetz
zum riumlichen Fachwerk darstellt, kann auch die Struktur der Melilith-
mineralien aufgefaBt werden. Nach orientierenden Messungen von
GOSSNER u. MUssGNUG (133) ist neuerdings die Struktur von Melilith,
Akermanit (B. E. WARREN 134), Hardystonit (B. E. WARREN u. O. R.
Travtz 135) und von Gehlenit (F. Raaz 136) bestimmt worden (vgl.
Tabelle 3).

Der Chemismus der Melilithe ist neuerdings von H. BERMAN (137) auf
Grund von 23 Analysen als Summenformel (X,Y,0,) angegeben worden,
wobei X = Ca™2, Nat*; Y = Mg"2, Al*3, Si**. Es wird danach eine
gegenseitige isomorphe Vertretung von Si™* durch A47™3 und Mg*? an-
genommen. MACHATSCHKI (138) hilt dagegen eine isomorphe Vertretung
Si¢t* durch Mg** fiir sehr unwahrscheinlich und schlagt als Summenfor-
mel vor X,Y-Z,(0, OH), mit X = Ca"?, Na**, K¥7, Y = Mg*?, Fet?,
Fe3, Al (zum Teil), sowie Zn*?,Z = Sit4, Al1"3 (zum Teil). (Vgl.aber 145.)

Die Strukturbestimmung des Meliliths (WARREN) und des Gehlenits
(RaAz) ergibt sich in beiden Fillen im Prinzip gleichartig (vgl. Abb. 33,
welche eine Projektion der Gehlenitstruktur auf die tetragonale Basis
(0o1) darstellt). Aus der Abb. 33 geht hervor, daBl sowohl die Si-, wie
Al- bzw. Mg-Atome tetraedrisch von O-Atomen umgeben sind. Man
kann daher die Melilithstruktur auch als ein Schichtengitter auffassen,
das aus unbegrenzten Netzen von gekoppelten [4/, S70,]-Tetraedern
parallel zu {oo1} besteht, die aus Fiinferringen zusammengesetzt sind.
Diese Anionennetze haben die Zusammensetzung [A/,S4,0,,]7° bzw.
(Mg, 51, 014]“8. Die Netze sind etwas gewellt, ihre Dicke betragt etwa

27%
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3,8 A. Mitten zwischen je zwei Netze sind die Ca**-Tonen eingelagert,
so daB jedes Ca**-Ion annihernd als Schwerpunkt eines gleichseitigen
Dreiecks an drei freie Tetraederspitzen und fiinf andere Tetrdederecken
gebunden ist. Die Netze werden danach senkrecht zu {oo1} nur ko-
ordinativ durch die Ca**-Ionen verkniipft, womit der meist tafelige bzw.
kurz prismatische Kristallhabitus und die gute bzw. deutliche Spaltbar-
keit nach {0oo1} im Einklang steht.

Der Eintritt von Alkali ins Melilithgitter beweist, dal ein Teil der
O~*-Ionen, wahrscheinlich diejenigen an den freien Ecken der [410,]-
Tetraeder, durch ein-
wertige Ionen (haupt-
sichlich OH) ersetzt
werden kann.  Diese
(OH)-Ionen wiirden von
je 3 Ca'*Ionen umge-
ben, so daB sie ange-
nihert im Schwerpunkt
eines gleichseitigen Drei-
ecks liegen, dhnlich wie
die OH™- bzw. F~-Ionen
im Apatit.

Durch diesen Gitter-
bau erhilt der Melilith
eine gewisse Analogie
zum Apophyllit (vgl.
S. 418). Beide kommen
unter anderen als gut
ausgebildete Kristalle in
Drusenrdumen (Mandeln) jung-vulkanischer Gesteine vor. Melilith wan-
delt sich leicht in ein faseriges Aggregat zeolithartiger Substanzen um.

Nach ZACHARIASEN (139) lassen sich die Analysen der Mineralien der
Leukophangruppe

Abb. 33. Melilith (nach WARREN u. Raaz). Proj. der Basisgruppe
|| ¢ =3s,10A. Die kleinen Kreise stellen Cat2-Ionen dar.

Melinophan (tetrag.-bisphenoid.) a: ¢ = 0,6584
Leukophan (rhomb.-bisphen. pseudotetragonal) ; (BROGGER)
a:b:c=0,9939:1:0,6722

aus einer Komponente Ca,BeSi, O, herleiten (idealer Melinophan), die
groBe Ahnlichkeit in ihrer Formel mit dem Melilith hat. Melinophan wird
aus der reinen Komponente durch Substitution von */, des Cat® durch
Nat,*/, des Sit*durch H*3 und Neutralisierung der dadurch erniedrigten
Kationenladung durch Ersatz von O~* durch F— erhalten. Im Leuko-
phan wire die Hélfte des Ca'? durch Na* ersetzt und */, der O~*-Ionen
durch F—oder (OH)~.
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VII. SchluBbemerkung zum I. Teil.

Die vorstehende Ubersicht iiber die Struktur von gesteinsbildenden
Silikaten umfaBt nach der von W. L. Braca, F. Macuarscuki, V. M.
GorpscEMIDT und ST. NARAY-SzABO entwickelten Klassifikation die
Silikate mit isolierten, ringférmigen, ketten- und bandférmigen, sowie
schichtenartigen Silizium-Sauerstoff-Tetraederverbinden. In Erginzung
der bereits vorliegenden ausgezeichneten zusammenfassenden Darstel-
lung von W. L. BRAGG (17¢) wurde hier vom mineralogischen Standpunkt
ein Uberblick iiber die gegenseitigen Zusammenhinge der verschiedenen
wichtigsten Strukturtypen gegeben und versucht, einen Beitrag zum
Verstindnis der Bildungsweise und der gegenseitigen Umwandlungen
von Silikaten unter natirlichen Bedingungen von seiten der Struktur-
chemie und Feinbaulehre zu geben.

Im II. Teil, welcher im nichsten Band dieser Sammlung erscheinen
soll, werden die Strukturen mit dreidimensional verkniipften Tetraeder-
gruppen systematisch behandelt, denen die wichtigsten Mineralgruppen
(z. B. Feldspite, Nepheline, Zeolithe) angehdren. An Hand der tabellari-
schen Ubersicht werden die allgemeinen Beziehungen zwischen der
Struktur und den Eigenschaften der Silikate erldutert, soweit sie als
Ergianzung der physikalisch-chemischen Betrachtungsweise dienen
konnen.

Zum SchluB3 gestattet sich der Verfasser, der Redaktion der ,Er-
gebnisse’* und dem Verlag J. Springer fiir das bewiesene Entgegen-
kommen und die reiche Ausstattung mit Figurenmaterial seinen ver-
bindlichsten Dank auszusprechen.

Ferner dankt Verfasser dem Assistenten am Mineralog. Inst., Herrn
cand. chem. M. Mehmel, fiir Hilfeleistung bei der Korrektur.

Leipzig, August 1932.

Bemerkungen zu Tabelle 1—3.

In den Tabellen 1—3 wurden die Kristallstrukturen der wichtigsten
gesteinsbildenden Silikate zusammengestellt, nebst einer Anzahl physi-
kalischer und optischer Daten, die fiir die Zusammenhinge zwischen Struktur
und Kristalleigenschaften charakteristisch sind. Es wurden nur die Mine-
ralien in die Tabelle aufgenommen, deren vollstindige Strukturbestimmung
auf rontgenographischen Untersuchungen beruht (mit * bezeichnet) oder
aus Isomorphiebeziehungen und Analogien hergeleitet wurde. Dic einzclnen
Spalten enthalten Mineralnamen, chemische Formel, Koordinationszahl der
Kationen (K.Z.), Raumgruppe (R.G ), Gitterkonstanten (a,, b,, c,) und -winkel
(@, B, ), Zahl der Molekille (z) im Elementarkorper, spez. Gewicht (s), Hirte
nach der Mons’schen Skala, Volumen (V) pro 1 Sauerstoffion in A3 (Packungs-
dichte), mittlerer Brechungsindex (n,), Doppelbrechung (n,—mn,), optischen
Charakter und Spaltbarkeit. Soweit nétig, wurden Angaben iber das Vor-
kommen und die chemische Zusammensetzung gemacht; leider sind die
Untersuchungen noch recht spérlich, bei denen an ein und demselben Ma-
terial alle diesbeziiglichen Daten bestimmt wurden.

Im einzelnen wird auf diese Daten im IL Teil eingegangen werden.



Tabelle 1. Silikate mit isolierten

Mineral Chemische Formel K.Z. R.G. ;\ &t\
o o
1a. Hexagonale bzw. rhomboedrische und
Phenacitgruppe.
*Phenacit Be,Si0, 4,4 % 7,68,
*Willemit Zn,Si0, 4,4 2: 8,69
Troostit (Zn,Mn),S:0, 4,4 2; «=107°45'
8,8,
Dioptas 4,4 C3: @ =108°
Olivingruppe.
Forsterit Mg,Si0, 6,6 V6 4,77 10,26
*Olivi : 16 4,84 10,40
Ol1v1‘n (Mg, Fe),S10, 6,6 Vi { 4,05 10,21
Fayalit Fe,Si0, 6,6 V7t6 4,80 10,59
*Monticellit MgCaSiO, 6,6 V*6 4,815 11,08
1b. Hexagonale bzw. pseudohexagonale
Klinohumitgruppe
*Norbergit Mpg,Si0, - Mg(F,0H), | 6,6 Vi | 4,70 10,2
*Chondrodit 2Mg,Si0, - Mg(F,0H),| 66 C.i8 1 4,733 10,27
) 5 g =109"02'
*Humit ) 3Mg,Si0, - Mg(F,0H),! 66 Ve | 4,738 10,23
*Klinohumit 4Mg,Si0, - Mg(F,OH),| 606 C,n5 4,745 10,27
B =100"50'
*Topas (AIF,0H), - Si0, 6,6 | Vi*6, Chy 4,64, 8,785
. 2a. Kubische bzw. pseudokubische
*Cyanit (41041 Si0, 6,6 Cit 7,09 7,72
Granatgruppe. e=90%s%/,' | g=10102
*Pyrop (Mg, Fe)3A1,5i,0,, 4,6 op*° 11,510
Almandin Fe;AL,5i,0,, 4,6 Ox° 11,497
Spessartin Mn;A1,51,0,, 4,6 O*° 11,603
GroBular Ca3A1,5i,0,, 8,6 (072 11,840
Uwarowit Ca;Cr,S1,0,, 8,6 Opte 11,950
Topazolith CayFe,Si;0,, 8,6 04*° 12,026 + 0,003
*Eulytin B1,Si50,, obzw.6 T4 10,272 + 0,004
. 2b. Kubische bzw. pseudokubische
*Titanit (Ca0Ti)Si0, 7,6 ‘ Cub 6,55 8,70
B=11943'
7:34 16,52
*Staurolith 2A41,5i0, - Fe(OH), | 6,64 Vit Vi*? 7,82 16,82
78| 1650
. 3a. Tetragonale bzw. pseudotetragonale
*Sillimanit g AI[AISIO) | 64 |Va's C 7:43 7,58
*Andalusit Al[ALSi,04,) 6,5 Va2 7,90 7,90
. . . 6,58
*Zirkon Z1Si0, 8 | Dy | [ e& |
3b. Tetragonale bzw. pseudotetragonale
*Vesuvian Ca,oAl (Mg, Fe),(OH), | 866 | Du? 15,63 | 15,63
79034]
*Thortveitit (Se,Y)[91:0,] 66 | Cid 656 | 8.8
|
*Hemimorphit Zn,(OH),[51,0,]H,0 4,4 C,2%° 8,38 10,70
.. s 6,62
*Benitoit BaTi[S57,0,) 6,6 Dyy? {6,60 +0,01
*Beryll Al,Bes[Si0,) 6,4 Dz 9,21

* W.L.BracG und ZACHARIASEN (58, 59), GOTTFRIED (56).
6 NiRAY-SzABO (65), TavLor und JacksoN (64), CARDOSO (76).

WESsT (78).

Spaltbarkeit: a.=ausgezeichnet, v.=vollkommen, g.=gut,
Die mit * bezeichneten Strukturen wurden

o TAvLOR (80, 82), HEy und TavLor (83).

™ Ito und WEsT (88).

2 W.

L.BraGgG und BROWN (60).
7 MENZER (68,

1 VegarD (70), BINKS (71), WYCKOFF und
15 BRAGG und WEST (93).



[Si0,]-Tetraedern. (Inseltetraedergitter.)

A ! | Harte | { E1Optischer ’ .
o ‘ ‘ s !n. Mouns v ‘ "8 "y e gCharakterg Spaltbarkeit
pseudohexagonale Inselstrukturen.
6 | etwaz2,097 | 7,5-8| 14,1 71,0654 0,016 + {1rzo} u.d.*
6 | 3,80-4,18 | 5,5 21,8, 1,603 0,019 + jooo1} d.*
6 | 3,80~4,20 letwa 6 21,1 + {1120} d.*
20,07 1,69
5,99 4 3,216 6-7 118,3| 1,651 0,035 + foro} g., {100} u.d.?
?’5(8)5 } 41 32-36 | 76 |19,2| o0 1,68 0,036 + {o10} g., {100} U.d.*
6,16 4 4,34 6-7 |196| 1,877 | 0,051 - {o10} g., {rooju.d.?
6,37 4 | 3,12-3,27 | 5-6 |21,3; 1,646 | 0,014 + 3
Einlagerungs-Inselstrukturen.
8,72 4 17,4
7,87 2| 3,1-3,2 | 6-6,5 18,10/ 1,62 0,032 + foor} d.*
20,84 41 3,7-32 | 6-6,5(18,10, 1,60 etwa 0,038 + foo1} d.#
13,04 2| 31-35 | 6-6,5118,18) 1,670 + foo1} d. ¢
8,373 4 f 3,4-3,0 j 8 ?14,25 1,61-1,630,0104-0,0081|  + foor} a.?
Inselstrukturen.
5,56 | 4| 3,56-3,67 | 4.5-7115,05] 1,722 0,012 - {100} a., {o10} g. ¢
7 =105°44"/,’ i
K 3,732 75 15,8 1,814 {110} ud. 7
81 4235 | 7-7,5|158| 1,767 {110}
8 4,197 | 7-7,5]16,3| 1,804 {110} | manchmal
8 3,605 6,5-7 17,31 1,747 {110} ; ziemlich
8 3,358 7.5-8117,8| 1,870 {110} | deutlich 7
8 13,871 £ 0,02 118,11 1,805 {110}
4 6,83 4,5-5 | 22,5 {r10}ud.?
Einlagerungs-Inselstrukturen.
7.43 4] 352 5-5.5[18,4] 1,907 0,134 + {110} z.d. 8
5,61 f
5,63 } 4 | 3,75-3,80 | 7-7,5 15,2 letwal1,75! 0,153 + {foic} d., {rio} ud.?
Inselstrukturen.
5,74 4 | 3,03-3,24 |6-7"/,] 16,21 1,660 0,021 + {o1o} a. ™
5,55 2| 3,I-32 7-7'.]17,4| 1,640 0,000 — {110}, {100} g. *°
5,93 . etwa \ I
288 } 4 4,71 7-7%/.1 16,0 {1’924 | 0,0592 + {110} UVv.
Einlagerungs-Inselstrukturen.
11,33 4| 3,3-3.45 6,5 | 19,0 1,725 0,0049 - | {110} g., {100} Ud.
74 2! 3,55-3,57 | 6-7 |184 {110} 2.8.72
A= 10308
5,I1 4
4,86 I ]3,64-3671] ¢ 12 13
0714001 | 2 373 | 6-6,5 | 20,4 {1077} ud. ™2,
9,17 2| 2,63-2,80  7,5-8 188 1,574 0,003 - I fooor} u.v. *3

uv. =unvollkommen, d.=deutlich, ud.=undeutlich.

16ntgenographisch vollstindig bestimmt.

3 G. BRowN und Wesrt (62). 4 Tavior und WEesrt (63), 5 PauLing (79), ALsToN und
75). 8 ZACHARIASEN (67). 9 CARDOSO (76), NARAY-SzaBO (77), ScuiesoLp und CARDOSO (66).
HeNDRICHS (73).  ** GOSSNER (90), ZACHARIASEN (87). ™3 VALETON (91), ZACHARIASEN (92).



Tabelle 2. Silikate mit ketten- bzw. bandartigen [Si0,]-

Vorkommen:
Literatur:

* Boreslau (Bohmen).
6 WaARREN und MODELL
MEerwIN, WASHINGTON (94),

AMINOFF (95).

« = rhombische,

? Chiapas (Mexiko).
(200).

A = monokline,

3 Giellebekk (Oslo).
7 WARREN und BISCOE (98).

o GossNerR und MussGNUG (96).

| {
Mineral Chemische Formel J K.Z. | R.G } aA ‘ ; i;
! i 0 | 0
1. Pseudotetragonale
Pyroxengruppe ’ |
a) Typ \ ; |
« *Enstatit | Mg,[Si,04] 66 | Vi ; 1820 | 88 | 5,20
|
Bronzit (Mg, Fe),[S7,04] 6,6 | i!
Hypersthen MgFe[Si,0, 6,6 l [
3 Klinoenstatit Mg,[Si,04] | a2 l
*Spodumen LiAL[S7, Oéj L Caf 950 30 ‘ 5,24
¥ Rhodomt 2[51206] 66?2 | Cit §,77 12,45 6,74
=85°10' y=111"29'
Fowlerit (Mn, Fe, Zn,Ca),[Si,05 | 667 |
f «=103° 2;/:81,5"
b) Typ ? |
8 *Diopsid ‘ CaMg[51,0,] 86 | Cu 9,71 8,89 5,24
Hedenbergit CaFe[Si,0] 8,6 X
Schefferit Ca (Mg, Fe, Mn)[Si,0¢] 8,6 |
Augitr Ca(Mg, Fe, A)[(S7,Al),04] | 8,6 | 5,24
Aeginin, Akmit NaFe[S7,0,) 8,6 | 5,26
Jadeit Nadl{Si,0,) 8,6 ;
y Wollastonit? ﬁ Ca,[Si,0¢) 7,88 7,27 1 7,03
«=g0" y=103°25"
Bustamit (Ca, Mn)S1,0 |
Pektolith3 NaCa,(OH)[S1,04] 7,01 7,08 | 7,05
111 =90 y=103%00"
Babingtonit | CaFe[Si;04] 6,73 7,54 12,43
i «=112"22'| y=86%0’
2. Pseudohexagonale
Amphibolgruppe ‘ | |
a) Typ % ' |
« *Anthophyllit* | (Mg, Fe);[St50,,|(0H), 6,6 Vas 18,52 18,03; | 5.27
(etwa 23,87 %, MgO) | ] |
8 Kupfferit ‘ Mg,| 518022](0H )2 6,6 9,7 1 17,8 5,25
Cummingtonit 5 (Mg, Fe);[Si30,,)(OH), 6,6 | Cu3 0,57, | 18,22 5:334
(etwa 11,62 9, MgO) s
Griinerit Fe,[S1,0,,/(0H), 6,6 0.4 17,0 % 5,27
(etwa 3,929, FeO) i



Tetraederverbinden (Ketten- und Bandtetraedergitter).

|

B P [nHI\;‘;)t}is % "y — ‘8:;:‘;(}12" Spaltbarkeit
Kettenstrukturen.
l ?
8 N
0 8 { 3T .5 17, 1,051 0,008 +
% 3.39 J 55 74 5 {110} z.v.6
3-3,5 | 4-§ 1,66-1,68 o010 | * forot d.v
3435 | 570 ~169-173 |0012-0015 | —
3,28? 1,654 0,009 +
69°40" | 4 [ 16,2 1,666 0,016 + {110} V.7
04°04 | 2 | 3,4-3,7 | 5-6 1,740 0,011 —  |{110} {170} V.8
103° 1,730 0,011 +  '{110ig. {110}Vv.8
|
| |
| i
74°10" | 4 3,27 | 56 18,1 1,671 0,030 + {110} z. 8.9
etwa 5-6 1,744 0,019 + {110} d.
3:5-3,58| 56 ; ? {110} g.
etwa3,35| 5-6 | etwa1,7 | 0,020-0,030 + {110} d.7
12} 3’5 6—695 1,799 07050 - {IIO} d.7
1o 352 695_7 1,658 0,013 + {I IO} d.
_ I I i o I _
95°16' 3 ! 21,1 7
2,8—2,99‘ 4-5 etwa 1,63 | 0,012-0,015 ; — {100} {oor1} 7
95°10' | 2 |2,73-2,86 5 20,1 ? {100} {001} v.7
93°48' | 22 34 5-6 ? 1,730 0,035 +  {110}{110} *°
|
Bandstrukturen.
|
‘! | |
90" | 4 ~3,17 18,3 1,053 etwa 0,025 + 1
oo” | 2 ‘ 19,3 etwa 1,630 ,» 0,021 + ‘
102°08' 2 3,27 19,3 1,684 i 0,036 | + 2
! etwa ‘ |
2 3,56 103 | 1607 | o0 1 -
\ ‘

y = trikline Typen.

4+ Edwards (N.Y.) und Falun.
8 GossNErR und BRrockr (103).
' WARREN und MODELL (100), JOHANNSON (106).

5 Uttersvik (Socdermanland).
9 WaArRreN und W. L. Braga (97), WYCKOFF,
*> JOHANNSON (106).



Fortsetzung von

A ; !
Mineral Chemische Formel K.Z.| R.G. a b;\ }

0 o

2. Pseudohexagonale

b Typ | | |
3 *Tremolit® Ca,Mg(OH),[S150,,] 86 | Cui3 1 9,78 17,8 5,26
(31,57% MgO) | ]
Grammatit? Ca,(Mg, Fe)s(0H),[Si30,,) 86 | Coi¥3 | 9,83 18,05 | 5,26,
(28,13% MgO) j
Aktinolith Ca(Fe,Mg){(OH),[Si, l,0,,] | 86 [ o9t | 185 | 536 |
(9,8% MgO) 1 9:8 I7’9 5!27

11 |
Glaukophan?®| Na,(4/, Fe),(Mg,Fe);[Si30,,]-(OH), 1 86 | C,2® | 9,72 | 17,80 5,37
(18,41% MgO) T

Riebeckit Na,Fe,Fe;[St,0,,)(0H), 8,6 | ‘ 9,88 18,10 5,31
(0,27% MgO) ?
Arfvedsonit (Na,K,Ca),(Mg, Mn, Fe), - 8,6 0,87 18,31 5,33
(Imerinit) I i
(A2, Fe),[Stg, Al0,,](OH)
I
Hornblende, (Na,K.Ca),(Mg, Fe,Mn);(Al, Fe), | 8,6? 9,04 18,38 5,36
gemeine [(S4,41,T6)30,,](OH), o)
Hornblende, 8,6 9,88 18,10 5,31
basaltische 111
Kaersutit (Na, K, Ca),(Fe, Mg, Mn)s(Fe, Al, 9,85 18,17 5,39
[(52, 44, T1)50,,1(0H), .‘
Barkevikit | ' 992 | 1830 533
Osannit } | 998 | 180 | 533
y Aenigmatit ~ FeTi0;-6510;Fe8 ‘ 20,03 | 29,7 106 |
Cossyrit 18,3 18,3 106 |
a=96"30 y=113°30"
2b. Pseudohexagonale
Chrysotil3 Mge(OH)s- H,0(Si,0,,] 6,6 | 14,66 | 185 5,33
(Serpentin) | |

' New York. 2 Kaveltorp. 3 Zermatt. 3 Quebeck. * WARREN (110).
7 GOSSNER u. a. (107). & JarkoB und BRANDENBERGER.



Tabelle 2.

Ha Optisch .
# z K . ;;:):S r, g ny—g C}i:lrsait:‘ Spaltbarkeit
Bandstrukturen
|
06°02' | 2 3,027 5-6 18.3 L6I6 0,024 - \ 4
104°28' | 2 3,047 5-6 18,8 1,633 0,024 - {110} a.
6
105°36 { ; ] 3,302 5-6 19,8 | etwa 1,67 0,019 —? l P
104°10' | 2 3,085 6-6,5 18,8 | etwa 1,616 0,021 - {110} v.6
| 3,37 6-6,5 | ~10,2 1,693 {110} v.6
' {I IO} V.
105°45 2 3,02 6 1,650 0,015 ? { joto} d.
|
105%45' | ~3,227 5-6 19,8 1,65-1,69 | etwa 0,024 {10} a. 6
105°45' 3-3,47 | 56 1,65~1,73 0,02-0,07 {110} a.6
105°45' 3,336 1,730 0,068 6
105°45" | 3,330 etwa 1,697 0,021 7
107°34" i
Y | -
0 7 i d.”7
06" 30 3,7-3,8 5-6 | schwach | { iﬁgi d.7
Einlagerungsbandstrukturen.
93°16' | 1,512

5 JOHANNSSON (106).

4 ‘ 2,2-2,6 1 2,5-4 | 20,0
|

9 WarreN und W. L. BraGgG (126).

0,014 ‘ +? ’ {too} d ?

6 GossNER mit MussGNUG und SPIELBERGER (102, 107).



Tabelle 3. Silikate mit netzartigen [Si0,]-Tetraederverbinden

Mineral

Chemische Formel

K.Z. | R.G.

i

o

i

2

a) Talkgruppe

1. Pseudohexagonale

Pyrophyllit Al(OH),[S7,0,,]
Talk Mg(0OH),[57,0,,]
b) Glimmergruppe
*Muskowit KAL(OH),[Si3A10,) 12,6 cz;lé{ gig S’g‘;
Lepidolith * KALLN,FISi:A10. OH, i) (12,0 |C.s 520 | 805
Phlogopit? Mgy(OH, F)3[Si;Al0,,) 12,6 | C,26 5,32 9,21
Biotit 3 K(Mg,Fe 3(OH),[Si3410,,) 12,6 | C,i8 5,30 | 9,21
Zinnwaldit* K(Mg, Fe, Lz)(F OH),[Si;4%0,0H, |12,6 | C,5 5,26 0,07
F)so] |

Paragonit NaAl,(OH),[Si,410,,) - —
c) Sprodglimmer-

gruppe
Margarit 3 CaAl,(OH,)[S7,A7,0,,] 12,6 | C, 46 5,12 8,00
Chloritoid FeAl,(OH),[Si,41,0,,]-Fe(OH), ‘

2. Pseudohexagonale

d) Chloritgruppe
(Orthochlorite)
Chlorit (Ripidolith) | (Mg, Fe)s AXOH)gAiSi;0,,] 6,6 C2h3{ g; g@
Serpentin (Antigorit) | Mgy(OH)gS7,0;0] 6,6 - -
Pennin6 C..3]]52753
Leuchtenbergit? 2k { 3,07 | 92793
Grochauit?
Klinochlor — —
Amesit (Mg, Fe) ,Al,(0 H)[ A1,57,0,,] 66 — —
e) Kaolingruppe
*Kaolin 8b | AL (OH)g[S7,0,)] 6,6 | Cs* 5,14 8,00
|
3. Tetragonale bzw. pseudotetragonale
it 10 . ,00 ,00
*Apophyllit 5 [K(H,0)5)(F,0H)Ca,[Si;0,,] | 8,7 D4h6{ R ontl B
Melilithgruppe
*Gehlenit Ca,[A1,510,] 8,8 Vsl 7,69 7,69
Melilith Ca,[( Mg,Al (S1,A8),0,) 8,8 |\ 7,84 7,84
*Akermanit Ca,[MgSi,0,) 88| VB 7.73 7,73
*Hardystonit Ca,|ZnSi,0,] >l 7.86 7,86
Melinophan (Ca,Na)2[Be(Si,Al)2(O,F)7] Ve 7.83 7,89
Leukophan (Ca, Na),[BeSi,(0,0H,F),| ‘
* Maharitra. 2 Ambatoabo. 3 Tschebarkoul. ¢ Zinnwald. $ Chester.
12 MgO - 10 H,0). 8 Carter Mine (4 570,-2 A1,0;.7 MgO -6 H,0) (133). &> BROOK-

GUIN (119), PAULING
tischer Gehlenit). *+

(120).  *b PAULING (120), GRUNER (123).

WARREN (134). *5 GossNER und MUSSGNUG (133).

T Tavior und

16 WARREN



(Schichten-Tetraedergitter).

: I
i Hi \ | Optisch .
<, ¢ z ! s o ;/;;?{S 24 "3 Ry ![Cli::it: Spaltbarkeit
Schichtengitter
‘ 2,66-2,9 -2 1,588 0,048 ‘ - {oor} a.
' 2,7-2,8 | I-1,5 1,589 0,050 - {oo1} v.
| o -
20,12 | 987 36' 4} ! 2,78-3,00 | 2,0-2,5 ‘ 19,3 | 1,58-1,61 |0,035-0. 045‘ - foor} a.?
20'04 950 307 4 i 9, b 9 ’ H ’ H tl 2
20,12 [100"°48' | 4 ‘ 2,8-2,9 |2,5-4 | 19,4 | 1,55-1,60 {0,025-0,040| — {oo1} a9
20,48 |100° 12" | 4 \2,74—2,87 2,5-3 | 203 |etwa1,6| >o0040 | — |{oo1}ald
20,32 | 99°18 14 | 2,7-3,162,5-3 \ 20,4 | 1,57-1,66 | 0,03-0,05 | - {oor1} a.?
20,10 1100° |4 12,82-3,20|2,5-3 | 19,7 | 1,57-1,60 ! etwa 0,03 ‘ - |{oo1}a’
— — |4 {2,78-2,00]2,5-3 wie Muskowit |- oo1} a.9
| |
10,46 1100°48" | 4 | 2,99-3,08 | 3,5-4,5 | 18,2 1,043 0,013 7 - {oo1} v.?
\ 3,52-3,57 | 6,5 [etwaI,735 0010 | + {oor1} d.-g.
Einlagerungs-Schichtengitter
\
ij’i o6°50" |2 | 2,78-2,06 | 1-2 10,3 1,580 0,009 + {oor} a.™®
— 2| 2,2-26 | 2,5-4 1,570 0,011 - {oo1} a.
14,3 | 96°50" | 2 |2,61-2,77| 2-2,5 | 19,2 1,578 0,003 + {oo1} a.®®
42,0 ! | {oo1} a.™°
— 2,05-2,78 | 2-2,5 1,586 0,011 + {oo1} a.™
— | ‘ 2,71 2,5-3 1,597 0,015 + {oo1} a.
14,51 | 10012, 2,60 I-2 1,564 0,006 -  |{oo1} v.*ob
4,5 ~101%0| ,009 | +£0002 , .
Schichtengitter
15,8 > |2 2,0 001} a. It
1086 Go0 |4 | 2324 | 4575 ‘(22,&‘* 1534 | 0001 + §“0§ g
| ‘
5,10 2 3,048 5-6 1 22.6 1,669 0,011 _ {oor} g.-d.*3
5,06 90 1, | 2,044 5-6 1 i 1,631 0,007 foor} g. ™
5,01 2 | 2,0-3,I 5-6 | 22,5 o+ foo1} g.-d.™s
500 ¥ 3,306 34 ‘ 21,8 etwa 1,63 ‘ + {110} u.-d."6
4,99 2 \ 3,0 5-55 | etwa 1’61& 0019 | - ~{001} d. w7
296 5,5-6 | letwa1,501] o027 | —  {oor}v.
6 Zermatt (8570,-2 A42,0;-13 MgO -10 H,0). 7 Midongy (7 Si0, -3 A.,0;.

LyN N.Y. 9 MaucguiN (116), PAULING (117), JacksoNn und WEsT (118). ™ Mau-
NARAY-SzABO (130). 2 Gossner und O. Kraus (129). *3 Raaz (136) (synthe-
und TRAUTZ (135). *7 ZACHARIASEN (139). * Unter Einbeziehung der H ,0-Molekiile.
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