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Vorwort.

Die Neumann’schen Vorlesungen, deren Vorziige Herr Prof. Pape
in der Vorrede zur ,Einleitung in die theoretische Physik“ mit warmen
Worten hervorgehoben hat, verdankten einen grossen Theil ihrer
Anziehungskraft und anregenden Wirkung auf die Zuhorer dem Um-
stande, dass Neumann an der Entwickelung der vorgetragenen Dis-
ciplinen vielfach selbst einen bedeutenden Antheil hatte. Auf keinem
Gebiete — etwa die Gesetze der inducirten Strome ausgenommen —
haben die Neumann'schen Arbeiten einen so tief greifenden Einfluss
ausgeiibt, wie auf dem der theoretischen Optik, und so nabmen denn
auch unter Neumanns Vorlesungen diejenigen iiber Optik eine hervor-
ragende Stelle ein, was sich schon dusserlich durch den relativ be-
deutenden Umfang zu erkennen gab, in dem Neumann dieselben zu
halten pflegte.

Der gegenwiirtigen Herausgabe liegen hauptsichlich zwei Vor-
lesungen aus dem Sommersemester 1866 und dem Wintersemester
1866/67 zu Grunde, die ich gehort und ausgearbeitet habe; eine will-
kommene Erginzung boten die im Winter 1866/67 und im Sommer
1867 behandelten Themata des physikalischen Seminars, zu dessen
Mitgliedern ich damals zdhlte.

Die Sommervorlesung schloss ab mit der Doppelbrechung in ein-
axigen Medien, die (kleinere) Wintervorlesung beschiftigte sich mit
den optisch zweiaxigen Krystallen. Den Inhalt des ersten Seminars
bildete die Untersuchung der reflectirten und eindringenden Licht-
menge fiir einaxige Media und die Brechung durch ein Prisma aus
einem zweiaxigen Krystall, die Aufgaben des zweiten Seminars be-
zogen sich auf die Erscheinungen des Bergkrystalls.

Wie hieraus hervorgeht, ergab sich die Einordnung der in den
Seminarien behandelten Gegenstinde in die Vorlesungen von selbst.

Neumann legt in den Vorlesungen nicht die Gleichungen der

Elasticititstheorie zu Grunde, sondern setzt gewisse Resultate der-
a*



v Vorwort.

selben voraus, von denen aus dann weiter operirt wird. Insbesondere
wird bei den einaxigen Krystallen die von Huyghens gegebene Form
der Wellenfliche, bei den zweiaxigen die Fresnel'sche Construction
fir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellenebene als bekannt
angenommen.

Auf den Inhalt der Vorlesungen nidher einzugehen, diirfte im
Hinblick auf das Inhaltsverzeichniss wohl iiberfliissig sein.

Einschneidende Aenderungen im Texte der Vorlesungen habe
ich nicht vorgenommen. Jch will nur erwihnen, dass ich der Theorie
der Fresnelschen Diffractionserscheinungen die Sitze iiber die dort
vorkommenden Integrale in kurzer Zusammenfassung vorausgeschickt
habe und bei der Behandlung eines schmalen undurchsichtigen Schir-
mes zu einigen Abweichungen gentthigt wanr.

Ferner habe ich die Theorie der Combination eines rechts drehen-
den Quarzes mit einem gleich dicken links drehenden nach der Original-
abhandlung von Airy hinzugefiigt.

Die Grundlage der Theorie der Diffractionserscheinungen habe
ich im Texzte so gelassen, wie Neumann sie -~ wesentlich im An-
schluss an Fresnel — vorgetragen hat. Nach den Ausfithrungen von
W. Voigt steht aber die Unrichtigkeit der Fresnel'schen Auffassung
ausser Zweifel; ich habe daher in einem Nachtrage (2) die Theorie
der Beugungserscheinungen nach Voigt reproducirt.

Ich war anfinglich geneigt, die Newton’sche Farbentafel und die
darauf gegriindete Berechnung der Mischfarben zu unterdriicken, da
nach neueren Untersuchungen eine wesentliche Modification erforder-
lich ist. Indessen ist eine angenidhert giiltige Regel fiir die Berech-
nung der Mischfarben immer besser als gar keine, und so habe ich
mich darauf beschréinkt, in einem Nachtrage (1) anzugeben, wo der
Fehler der Newton'schen Farbentafel liegt.

Die hauptsichliche Veranlassung fiir den dritten Nachtrag war
der Nachweis des wichtigen Satzes der optischen Aequivalenz der
verschiedenen Wege zwischen conjugirten Brennpunkten.

Die Nachtrige 4, 5, 7 (Anwendung der prismatischen Zerlegung
des Lichtes auf Interferenzerscheinungen, Interferentialrefractoren,
Jamins Compensator, Babinets Compensator) geben die Theorie einiger
Instrumente und Beobachtungsmethoden, deren Wichtigkeit fiir die
theoretische Optik wohl gross genug ist, um ihre Aufnahme zu
rechtfertigen.

Neumann hat in der von mir gehorten Vorlesung die Metall-
reflexion nur sehr kurz behandelt. Der Nachtrag (8) versucht diese
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Liicke, wesentlich unter Benutzung von Neumann’s eigener Arbeit iiber
diesen Gegenstand, auszufiillen.

Die ,Farben dicker Platten“ (Newton’sche Staubringe) haben in
neuester Zeit wieder erhohte Beachtung gefunden, sodass ich glaube,
dass manchem Leser die Grundlage einer Theorie derselben nach
Stokes (Nachtrag 6) willkommen sein wird.

Die Literaturnachweise, welche den Anspruch auf Vollstindig-
keit nicht erheben, haben theils die Bedeutung von Quellenangaben,
theils sollen sie den Leser in Stand setzen, sich erforderlichen Falls
weitere Information iiber die behandelten Gegenstinde zu verschaffen.

Der Herausgeber.
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Theoretische Optik.

Vorlesung I.

Historische Binleitung. Hypothesen und Princjpien der
Undulationstheorie.

Bevor wir auf den Gegenstand der Vorlesungen selbst eingehen,
geben wir eine kurze Uebersicht der Entwickelung der Undulations-
theorie des Lichtes.

Der Begriinder derselben ist Huyghens. Er legte im Jahre 1678
der Pariser Akademie eine Abhandlung vor, welche spiiter (1690)
zu Leyden unter dem Titel ,Traité de la lumiére“ erschienen ist.
In diesem Werke sind die Principien der Undulationstheorie fast
vollstiindig enthalten, und vermdge derselben alle damals bekannten
Phiinomene erklirt. Die neue Theorie erwies sich auch sofort als
fruchtbar, indem sie zur Entdeckung der Gesetze der doppelten
Strahlenbrechung wenigstens bei den einaxigen Krystallen fiihrte.

Da erschien 1698 die Optik von Newton, worin die Emanations-
theorie aufgestellt wurde. Nach derselben sollen von einem leuch-
tenden Korper kleine Partikelchen mit sebr grosser Geschwindigkeit
fortgeschleudert werden, welche die Empfindung des Lichtes verur-
sachen, wenn sie unser Auge treffen. Diese Partikelchen bewegen
sich nach Newton geradlinig mit constanter Geschwindigkeit, bis sie
an die Grenzen ponderabler Massen gelangen, wo dann durch die
Einwirkung der Letzteren die Bahn wie die Geschwindigkeit geéindert
wird, wodurch die Erscheinungen der Reflexion, Brechung u. s. w.
zu Stande kommen. Reflexion und Brechung sind aber die einzigen
Erscheinungen, welche sich durch die Emanationshypothese erkliren
lassen, und auch hier bleibt die Erklirung unvollstindig, da die
Theorie iiber die Menge des reflectirten und eindringenden Lichtes
keinen Aufschluss zu geben vermag. Auch fiihrte Newtons Theorie
zu keinen neuen Entdeckungen. Nichtsdestoweniger verdringte sie

die Undulationstheorie auf ein Jahrhundert vollstindig, was auf
Neumann, Vorl, iiber theor. Optik. 1
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Newtons ungeheure Autoritit zurfickzufiihren ist. Einer der wenigen
Vertheidiger der Undulationstheorie im vorigen Jahrhundert war Euler.

Erst am Anfange unseres Jahrhunderts wurde Newtons Theorie
erschiittert und zwar zunichst durch Wollaston und Thomas Young.
Ersterer fand die Erscheinungen beim doppelbrechenden Kalkspath
mit derselben nicht im Einklange, wihrend sie mit der Huyghens'-
schen Auffassung aufs Beste harmonirten. Seine Abhandlung steht
in den Philosophical Transactions vom Jahre 1802. In demselben
Bande befindet sich Th. Youngs , Theory of light and colours¥, worin
derselbe die Newton’schen Farbenringe und andere Erscheinungen
durch das auf der Undulationstheorie basirende Princip der ,Inter-
ferenz” erklirte.

Malus bestiitigte in seiner Théorie de la double réfraction 1810
die Huyghens'schen Gesetze fiir die Doppelbrechung im Kalkspath.
An Malus kniipft sich noch die wichtige Entdeckung der Polarisation
des Lichtes durch Reflexion. Wihrend Huyghens eine Polarisation
des Lichtes nur durch Doppelbrechung zu erzielen vermochte, lehrte
Malus dieselbe durch Reflexion und Brechung an fast allen Korpern
hervorbringen, und zeigte dadurch die grosse Allgemeinheit und Be-
deutung dieser Modification des Lichtes. Kine kleine Arbeit iiber
diesen Gegenstand: Théorie de la lumiére réfléchie erschien in den
Mémoires de l'institut 1810.

Jetzt folgte eine schnelle und glinzende Entwickelung der Un-
dulationstheorie, vor Allem durch Augustin Fresnel (1788—1830),
dem die Wissenschaft, obwohl er jung starb, eine Reihe der werth-
vollsten Arbeiten verdankt. Fast in jeder seiner zahlreichen Abhand-
lungen ist ein neuer Gesichtspunkt erdffnet. Wir nennen von den-
selben vorldufig nur die wichtigsten.

Mémoire sur la diffraction de la lumiére (couronué par I'académie
des sciences) 1818. Abgedruckt 1826 im Recueil de l'académie des
sciences Tome V, iibersetzt in Poggendorffs Annalen Bd. 30.

Mémoire sur l'action, que les rayons de lumiere polarisée exercent
les uns sur les autres, par Arago et Fresnel 1818. Annales de
chimie et de physique Tome X, 1819.

Mémoire sur la double réfraction (Zusammenfassung dreier Ab-
handlungen aus den Jahren 1821 und 1822) Recueil de Vacadémie
des sciences T. VII. Die Gesetze der Doppelbrechung sind hier vom
mechanischen Standpunkte aus betrachtet und fiir alle Krystalle —
nicht nur die einaxigen — entwickelt.

Fresnel schrieb selbst eine elementare Uebersicht seiner Arbeiten
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unter dem Titel ,De la lumiére* als Supplement zu der franzbsischen
Uebersetzung von Thomson’s Chemie von Riffault 1822, (Uebersetzt
in Poggendorf’s Annalen 3, 5, 12.)

Neben Fresnel sind zu nennen Arago, Biot, Brewster, Fraun-
hofer.

Arago zeichnete sich besonders durch Auffindung neuer Erschei-
nungen aus; seine wichtigste Entdeckung ist die der Farbenerschei-
nungen krystallisirter Media im polarisirten Lichte.

Biot suchte die Gesetze der Erscheinungen, forderte aber die
Undulationstheorie nur mittelbar, da er sich von der Emanations-
theorie nicht lossagen konnte. Er machte sogar einen Versuch, die-
selbe wieder zur Geltung zu bringen in seinem Traité de physique. Er
entdeckte die Circularpolarisation in Bergkrystall und in Fliissigkeiten.

In iihnlichem Sinne wie Biot mit noch grosserem Erfolge wirkte
Brewster, der ebenfalls an der Newton'schen Theorie festhielt. Er
machte zahlreiche Beobachtungen tiber die Reflexion an durchsichtigen
Korpern, Metallen und Krystallen, entdeckte die Existenz der optisch
zweiaxigen Media, die Erzeugung der Doppelbrechung durch Com-
pression und ungleichmiissige Erwirmung. Seine Arbeiten sind ver-
offentlicht in den Philosophical Transactions.

Fraunhofer entdeckte eine eigene Klasse von Diffractionserschei-
nungen, welche auch nach ihm benannt sind, und brachte bei der
Beobachtung derselben eine Methode zur Anwendung, welche ,astro-
nomische“ Genauigkeit gewihrt.")

1) Seinen eigenen Antheil an der Entwickelung der Undulationstheorie hat
Neumann selbst in der Vorlesung nicht angegeben. Eine umfangreiche Abhand-
lung (Abh. d. Berliner Akademie 1835) enthiilt eine von der Fresnel'schen ver-
schiedene Theorie der Reflexion und Brechung fiir unkrystallinische wie fiir
krystallinische Media. Die Neumann'sche Theorie fihrte zu einer von der
Fresnel'schen abweichenden Definition der Polarisationsebene. Die Richtigkeit
der Formeln fiir Krystalle hat Neumann durch zahlreiche Beobachtungen be-
stiitigt (Poggendorffs Annalen 40 und insbesondere 42, 1837). Im 40. Bande
giebt Neumaun eine Ableitung der Gesetze der Reflexion und Brechung aus
der Elasticititstheorie, speciell auch fiir den Fall der totalen Reflexion, wo
Fresnel zwar auch zum Ziele gelangt war, doch auf einem Wege, der seine
Rechtfertigung nur in dem Erfolg findet. Die Reflexion an Metallen ist be-
bandelt in Poggendorffs Annalen Bd. 26, 1832. Die Gesetze der Doppelbrechung
leitet Neumann aus den Gleichungen der Elasticitatstheorie ab. Poggendorffs
Annalen 25, 1832,

Mehrere Arbeiten beschiftigen sich mit den Farbenerscheinungen kry-
stallinischer Media im polarisirten Lichte. Eine Theorie derselben fir optisch
zweiaxige Krystalle ist entwickelt Pogg. Ann. 33, 1834; die Entdeckung der

1%
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Als bedeutende Werke iiber Optik, die indessen nicht Werke
der Entdeckung sind, nennen wir noch folgende:

Schwerd, Die Beugungserscheinungen des Lichtes, 1835, ent-
haltend eine vollstindig durchgefiihrte Theorie der Fraunhofer'schen
Diffractionserscheinungen. Das Buch besitzt einen bleibenden Werth
wegen der grossen Anzahl numerischer Berechnungen.

Herschel, Vom Licht, deutsch von Schmidt, 1831, erschien vor
Fresnels Abhandlung iiber Doppelbrechung.

Beer, Hohere Optik, 1853. Die Capitel iiber Diffraction fehlen
ginzlich,

Billet, Traité d’optique physique, 1858, eignet sich wegen des
massenhaften Details besser zum Nachschlagen als zum Studium.?)

Fresnels Arbeiten erstreckten ihren Einfluss tiber das Gebiet der
reinen Optik hinaus, indem sie die Anregung gaben zu der Ent-
wickelung eines neuen Zweiges der Mechanik, der Elasticititstheorie,
welche sich zunichst die Aufgabe stellte, diejenigen Grundlagen, auf
denen Fresnel die Optik errichtet, aus allgemeinen mechanischen
Principien herzuleiten. Von Fresnels Zeitgenossen waren in dieser
Richtung vorziiglich thitig Navier, Poisson und Cauchy. In den
zahlreichen Arbeiten des Letzteren finden sich leider viele Wieder-
holungen; eine Uebersicht seiner Resultate giebt Broch in Dove’s
Repertorium der Physik, Bd. V.

Die Elasticititstheorie ist noch heute weit davon entfernt, eine
befriedigende Erkléirung der optischen Erscheinungen geben zu kénnen;
die besten Erfolge hat sie noch auf dem Gebiete der Doppelbrechung
aufzuweisen.

In der vorliegenden Vorlesung schlagen wir einen andern Weg
ein, indem wir gewisse Hypothesen und Principien zu Grunde legen
und von ihnen ausgehend mit den Hiilfsmitteln der Anpalysis weiter
operiren. Die Principien der Mechanik selbst unterliegen keinem
Zweifel, doch ist es mitunter fraglich, ob auch jedesmal die Be-
dingungen ihrer Anwendbarkeit erfillt sind. Hieriiber muss dann

Dispersion der optischen Axen beim Gyps und der Abhingigkeit ibrer Lage von
der Temperatur ist mitgetheilt Pogg. Ann. Bd. 85, 1835. Die Erscheinungen
der Doppelbrechung in comprimirten und ungleichmiissig erwirmten Glisern be-
handelt Neumann in den Abhandlungen der Berliver Akademie 1841 (Auszug
Pogg. Amn. b4, 1841).

1) Aus neuerer Zeit sei noch hinzugefiigt: Legons d'optique physique par
E. Verdet publiées par M. A. Levistal, 1869 u. 1870. Von der deutschen Be-
arbeitung durch K. Exner liegt bisher der erste Band vor.
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zuletzt die Erfahrung entscheiden, indem sie die gezogenen Folge-
rungen bestiitigt oder widerlegt.
Wir gehen zunéchst ein auf die

Hypothesen der Optik.

1) Wir setzen die Existenz eines Lichtiithers voraus, welcher alle
Réume durchdringt, sowohl die Himmelsriume wie die Zwischen-
riume der Molekiile der ponderablen Korper. Wir haben uns den-
selben vorzustellen als ein elastisches Medium von ausserordentlich
geringer Dichtigkeit, denn — abgesehen von dem spiter wieder be-
strittenen Falle des Encke'schen Kometen — hat dasselbe bisher
keine wahrnehmbare Verzogerung auf den Lauf der Himmelskorper
ausgeiibt.

Ferner miissen wir dem Lichtdther eine sehr grosse Elasticitit
beilegen. Die Quadrate der Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Im-
pulses in zwei elastischen Medien verhalten sich wie die Quotienten
der Elasticitiitsconstante durch die Dichtigkeit.') Nun betriigt in der
atmosphiirischen Luft, deren Dichtigkeit bereits gering ist, die Ge-
schwindigkeit des Schalles etwa !/; Kilometer, wihrend das Licht
etwa 300000%) Kilometer in der Secunde zuriicklegt. Das Verhiilt-
niss der Quotienten ist also etwa (900000)%, was nur unter der
doppelten Voraussetzung einer grossen Elasticitiit und einer geringen
Dichtigkeit denkbar ist.

Der Lichtither erfiilllt die Zwischenriume der ponderabeln Mole-
kiile anders als den Himmelsraum, worauf wir aus der Verschieden-
heit des optischen Verhaltens schliessen. Zur Erklirung desselben
bieten sich drei Moglichkeiten dar: eine Aenderung der Dichtigkeit
oder der Elasticitit des Lichtiithers oder endlich beider Gréssen zu-
gleich. Fresnel machte die erstgenannte Annahme, indessen giebt es
Erscheinungen, welche dieselbe als unzureichend darthun. In den
meisten Krystallen besitzt ndmlich das Licht in verschiedenen Rich-
tungen eine verschiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeit, wihrend doch
die Dichtigkeit von der Richtung nicht abhingig sein kann, was
hingegen fiir die Elasticitit sehr wohl moglich ist. Dass diese
Letztere durch die Anwesenheit der ponderablen Molekiile beeinflusst
wird, ist dem Umstande zuzuschreiben, dass diese in die Schwingungen

1) Nach W. Thomson ist die Dichtigkeit des Lichtithers wahrscheinlich

> 10", Edinburgh Transact. 21, p. 57—61. Phil. Mag. (4) 9, p. 36—40.
9) Michelson findet nach einer der Foucault'schen analogen Methode
299944 + 50 km/Sec. Sillimans J. (3) 18, p. 390— 393, 1879,



6 Theoretische Optik. Vorlesung I

der Aethertheilchen mit hineingezogen werden und dieselben dadurch
modificiren, Gegen die Auffassung Fresnels spricht auch die That-
sache, dass magnetische und electrische Krifte die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Lichtes verindern, denen man eine Einwirkung
auf die Dichtigkeit des Aethers kaum zuzuschreiben geneigt sein wird,

In den nachstehenden Vorlesungen werden wir mit der Annahme
ausreichen, dass durch die ponderablen Molekiile die Elasticitit des
Aethers geiindert wird, wihrend seine Dichtigkeit dieselbe bleibt.

2) Der Aether an sich ist vollkommen dunkel; er wird in
Schwingungen versetzt durch die von den Theilchen der leuchtenden
Korper ausgehenden Stosse, und unser Auge empfindet die Aether-
schwingungen als Licht.

3) Die Farbe des Lichtes ist bestimmt durch die Anzahl der
Stosse in der Zeiteinheit, ganz &hnlich wie beim Schalle davon die
Tonhthe abhingt. Wéihrend aber beim tiefsten wahrnehmbaren Tone
etwa 30, beim hochsten etwa 20000 Schwingungen auf die Secunde
kommen, fiihrt das &usserste sichtbare Roth 458 Billionen, das
dusserste Violett 727 Billionen Schwingungen in der Secunde aus,
sodass die relativen Unterschiede beim Lichte viel geringer sind.

Dass tibrigens noch andere Aetherbewegungen vorhanden sind,
die wir nicht als Licht empfinden, erkennen wir aus den thermischen
Wirkungen jenseits des Roth, sowie aus den chemischen und Fluores-
cenz erregenden jenseits des Violett.

4) Bei gleicher Farbe hingt die Intensitit des Lichtes ab von
der Stirke der auf unser Auge ausgeiibten Stosse. Dieselben rithren
her von der pendelnden Bewegung der Aethertheilchen, und diese
kann bei gleicher Schwingungsdauer in sehr verschiedemer Weite
(Amplitude) erfolgen.

Die zu Grunde gelegten

Principien der Mechanik
sind folgende:

1) Das Princip der gleichformigen Fortpflanzung eines
Impulses. Sobald ein Impuls in einem homogenen elastischen Medium
erregt ist, pflanzt sich derselbe mit einer Geschwindigkeit fort, welche
fiir jede bestimmte Richtung constant bleibt. Auch in einem homogenen
Medium kann aber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach verschie-
denen Richtungen verschiedene Werthe besitzen; in diesem Falle
nennt man das Medium krystallinisch (anisotrop), wihrend man es
bei einer nach allen Richtungen gleichen Fortpflanzungsgeschwindig-
keit als unkrystallinisch (isotrop) bezeichnet.
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In einer Substanz der letzteren Art befindet sich die in einem
Punkt erregte Bewegung nach einer Zeit ¢ auf einer Kugelfliche vom
Radius B = V¢, wo V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Be-
wegung bezeichnet, wihrend fiir krystallinische Medien die ent-
sprechende Fliche — die Wellenoberfliche — eine andere Gestalt
besitzt, die man nicht a priori feststellen kann. Um ein leicht mog-
liches Missverstindniss von vornherein auszuschliessen, sei ausdriick-
lich hervorgehoben, dass nicht in allen Punkten der Wellenober-
fliche die fortgepflanzte Verrtickung denselben Werth zu haben
braucht. Vielmehr wird, wenn wir uns z. B. in einem isotropen?)
Medium die Bewegung dadurch erzeugt denken, dass ein Theilchen
von @ nach « verriickt wird, auf der kugelformigen Wellenoberfliche
in der Verlingerung der Linie ae die Verriickung ihren grossten
Werth erreichen.

Eine @hnliche falsche Auffassung findet sich bei Newton?) und
veranlasste ihn zur Aufstellung seiner Emissionshypothese.

Tritt durch eine enge Oeffnung O Licht in einen dunkeln Raum,
so sollte es sich nach der Undulationstheorie ebenso verhalten, als
befiinde sich in O ein Licht aussendendes Theilchen, also sollte der
ganze Raum erleuchtet sein. Hingegen beobachtet man thatsichlich
nur einén hellen Fleck auf der O gegeniiberliegenden Wand, und
Newton wollte hieraus auf die Unrichtigkeit der Undulationstheorie
schliessen. Diese Folgerung ist nach den obigen Ausfiihrungen falsch,
denn die von O ausgehend gedachte Lichtbewegung braucht nicht
in allen Richtungen gleich stark zu sein; iibrigens finden sich, wie
schon Newtons Zeitgenosse Grimaldi®) beobachtet hatte, auch solche
Theile erlenchtet, welche innerhalb des geometrischen Schattens
liegen, ihr Licht also nicht auf geradlinigem Wege von der Licht-
quelle durch die Oeffnung O empfangen haben konnen.

2) Indem eine Lichtwelle sich ausbreitet, werden die Verriick-
ungen und die Geschwindigkeiten, mit denen sich die Aethertheilchen
bewegen, abnehmen,

Das Gesetz dieser Abnahme liefert uns das Princip der Er-
haltung der lebendigen Kraft, nach welchem die halbe Summe
simmtlicher Massentheilchen, welche durch den Impuls in Bewegung

1) und compressibeln.
2) Optice Lib. IIT, Quaestio 28.
3) noch frither Leonardo da Vinci.
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gesetzt sind, jedes mit dem Quadrate seiner Geschwindigkeit mul-
tiplicirt, constant bleibt, was wir durch die Formel

+ Zmut=c
augdriicken ktnnen.

Das Princip werde zuniichst auf einen Fall angewendet, wo die
Verriickungen auf der ganzen Wellenfliche dieselben sind. Wir
denken uns in einem unkrystallinischen Medium eine kleine Kugel
gleichmiissig comprimirt und den auf sie wirkenden Druck plétzlich
entfernt, so wird eine kugelformige Welle entstehen.

Die in Bewegung gesetzten Massenelemente werden proportional
sein den Fldchenelementen auf den successiven Kugeln; ist also
auf einer Kugel vom Radius 1 das Fldchenelement dw, die ent-
sprechende Masse ude, so wird auf dem correspondirenden Element
einer Kugel mit dem Radius » die bewegte Masse sein r2pdw, und,
wenn % die Geschwindigkeit der Bewegung eines Theilchens bedeutet
(nicht zu verwechseln mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Im-
pulses), so ergiebt das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft:

3 fu“‘r“’udm == const.
Da auf der ganzen Kugel % und » denselben Werth haben, folgt
hieraus

§utr® f pde = const.

d. h. ur constant. Es verhalten sich also die Geschwindigkeiten um-
gekehrt wie die Radien vom Ausgangspunkte der Bewegung.

Unter gewissen Voraussetzungen gilt dies Resultat auch dann,
wenn die Geschwindigkeiten nicht mehr auf der ganzen Kugel die
nimlichen sind.

Die Geschwindigkeiten seien gegeben durch

u = u,f(9, @),
wo ¥ die Poldistanz, ¢ die Lénge auf der Kugel bedeutet. Jetzt wird:

%f@ﬁrzydm =1 uo?rzfyf?(ﬂ, p)deo = const.
Ist nun f von » unabhingig, also die Vertheilung der Geschwindig-
keiten auf den successiven Kugelflichen dieselbe, so folgt wieder w,r
constant, somit in jeder einzelnen Richtung auch ur constant.

Ein von einem Punkte ausgehendes Licht haben wir anzusehen
als eine Reihe von Impulsen. Nach bhekannten Sitzen der Photo-
metrie ist aber die Lichtintensitit dem Quadrate der Entfernung
umgekehrt proportional, demnach wird die Stirke des Lichtes nicht
gemessen durch die Geschwindigkeit, mit der sich die Aethertheilchen
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bewegen, sondern durch das Quadrat derselben, oder noch besser
durch ihre lebendige Kraft.

3) Das dritte Prineip besagt, dass die Fortpflanzungsge-
schwindigkeit 7 eines Impulses V% ist, wo ¢ die Dichtigkeit
des Mediums, e eine von seinen Elasticititsverhiltnissen abhingige
Constante ist.

Fiir compressible Fliissigkeiten (in denen sich lediglich longi-
tudinale Wellen fortpflanzen) ist ¢ folgendermassen definirt: die
Fliissigkeit stehe unter einem Druck = und besitze dann die Dichtig-

keit ¢, einem Druckzuwachs AJm entspreche eine Dichtigkeitsver-

mehrung g, so ist:
dn

de
(%)
Wir wollen diese Formel anwenden zur Berechnung der Geschwin-
digkeit des Schalles im Wasser. Hier ist ¢ = 1 zu setzen; ferner nach

Colladon und Sturm fiir 47 =1 Atmosphire %g =495.10"% Da

nun 1 Atmosphire die bewegende Kraft der Schwere auf eine Queck-
silbersiiule von 1 gem Querschnitt und 76 cm Hohe ist, so ist sie
= 76. 13,596. 980,6, wenn wir cm, g, sec zu Grunde legen, und
es wird

V= V76' 13’592;)-*:80‘6' 10" e — 1431 m in der Secunde,
wihrend Beobachtungen im Genfer See 1435 m geliefert hatten.

Fir Schwingungen, welche wie die des Lichtithers transversal
sind, hat ¢ eine andere Bedeutung, welche sich so veranschaulichen
lisst: Wir denken uns einen Wiirfel des Mediums von der Seiten-
linge 1 mit seiner Basis fixirt, wihrend auf die gegeniiberliegende
Fliche, einer ihrer Kanten parallel, eine schiebende Kraft K wirkt.
Bringt diese eine Verriickung d der angegriffenen Fliche hervor, so ist

e = KJo.

4) Prineip der Coéxistenz kleiner Bewegungen®): Sind
mehrere Centra der Erschiitterung in einem elastischen Medium vor-
handen, so erzeugt jedes derselben an einer jeden Stelle eine solche
Verriickung und Geschwindigkeit, als wenn es allein vorhanden wire.
In jedem Theilchen setzen sich die einzelnen Verriickungen zu einer
resultirenden Verriickung und ebenso die Geschwindigkeiten zu einer

1) cf. W. Voigt, Crelle’s Journal, Bd. 89, pag. 322 ff. 1880.
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resultirenden Geschwindigkeit zusammen, und zwar geschieht die Ver-
einigung analog dem bekannten Parallelogramm der Krifte.

Ein Specialfall ist das sogen. Huyghens’sche Princip, das bei Ge-
legenheit der Beugungserscheinungen auseinandergesetzt werden soll.

Vorlesung IIL

Analytische Behandlung der Lichtstrahlen.

Auf Grund der vorstehenden Hypothesen und Principien unter-
suchen wir nun, in welchen Zustand ein leuchtender Punkt den Licht-
dther versetzt.

Zunichst betrachten wir die Bewegung des leuchtenden
Theilchens selbst.

Dasselbe sei durch irgend welche Krifte aus seiner Gleichge-
wichtslage herausgezogen, so fithren es die Molekularkriifte wieder
in dieselbe zuriick. Da es mit einer gewissen Geschwindigkeit an
seinem urspriinglichen Orte anlangt, so geht es nach der andern
Seite iiber denselben hinaus u. s. w., sodass es in eine pendelnde
Bewegung um seine Gleichgewichtslage gerith.

Wenn wir die Entfernung des Theilchens von seiner Gleichge-
wichtslage & nennen, so wird die Kraft, welche es zuriickzieht, eine
Function von § sein.

Diese denken wir uns nach Potenzen von § entwickelt, vernach-
lissigen hohere Potenzen der kleinen Grosse £ und erhalten als Aus-
druck der Kraft — Cg(C> 0), indem néimlich die Kraft mit § ver-
schwinden muss und stets die augenblickliche Elongation zu ver-
kleinern strebt.

Die Bewegungsgleichung des Theilchens wird somit

e
bgp = — Ct
oder, wenn Cfu = ¢® gesetzt wird:
d3E 9
W = — g

Hieraus folgt:
£ = A cos (ct + m)
und die Geschwindigkeit des Theilchens:

u=3—f‘=—Acsin(‘ct+m).

Die Integrationsconstanten 4 und m sind aus dem Anfangszu-
stande zu bestimmen. Wir rechnen die Zeit von dem Augenblicke
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an, wo das Theilchen, nachdem es nach der positiven Seite aus der
Gleichgewichtslage entfernt war, seine riickkehrende Bewegung be-
ginnt. Dann muss fiir ¢ = 0 u = 0 sein, also m = 0 und

£ = Acosct
= — Ac¢ sin ct.

Diese Gleichungen zeigen, dass die Bewegung eine periodische
ist, indem dieselben Verriickungen und Geschwindigkeiten nach einer
Zeit T = 2x/c immer wiederkehren.

Mit Einfiihrung dieser Grosse 7', welche deshalb die Schwin-
gungsdauer genannt wird, folgt:

1) §=Acos%2n:

@) u=—AE,_,1,sini;,2m

A heisst die Amplitude, denn es ist dies der grosste Betrag, um
den das Theilchen sich aus seiner Ruhelage entfernt.

Wir untersuchen jetzt den Zustand des Aethers unter der
Einwirkung des leuchtenden Theilchens, und zwar fassen wir
eine bestimmte Richtung ins Auge.

Nach dem ersten Principe der gleichmiissigen Fortpflanzung eines
Impulses wird die Verriickung A, welche zur Zeit £ =0 in P vor-
handen war, nach Verlauf von ¢ bis « fortgeschritten sein und dort
eine (kleinere) Verriickung ¢f = a erzeugt haben. Die in P etwas
spiter im Momente f, stattfindende Verriickung wird wihrend ¢ erst
bis zu dem niher an P liegenden Punkte «, gelangt sein, woher

t . . . .
dort « 8, = a cos 2 aufzutragen sein wird. Die noch spiiter von

P ausgegangenen Impulse haben noch kiirzere Strecken zuriickgelegt,
und wir iibersehen sofort, dass wir, um den Zustand des Aethers dar-
zustellen, von « aus riickwirts eine Cosinuslinie zu zeichnen haben.
Aehnlich giebt uns
eine Sinuslinie (punk-
tirt) die Geschwindig-
keiten. P
Einer ganzen
Schwingung des leuch-
tenden Theilchens ent-
spricht die  Strecke
ac’. Es ist dieses die
Wellenlinge, denn wenn wir um e’ riickwirts gehen, finden wir

Fig. L
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dieselben Werthe!) der Verriickung und Geschwindigkeit wieder.
Da, wenn V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet,
Po =Vt
Pd =Vt —T),
so wird die Wellenliinge
(3) A=ad =VT.

Vorhin hatten wir die fiir einen bestimmten Moment ¢ vorhan-
denen Verriickungen und Geschwindigkeiten dargestellt; lassen wir
¢t wachsen, so riickt einfach das ganze gezeichnete System mit gleicher
Geschwindigkeit fort, indem nur mit wachsender Entfernung die ab-
soluten Werthe etwas abnehmen.

Die so eben geometrisch abgeleiteten Resultate konnen wir auch
auf analytischem Wege erhalten,

Die Bewegung des leuchtenden Punktes war nach (1):

£ = A cos % 2.

Wenn ¢ diejenige Zeit ist, welche ein Impuls zur Zuriicklegung
der Strecke x = Pa braucht, so wird zur Zeit ¢ in « eine Verriickung
stattfinden proportional derjenigen, welche das leuchtende Theilchen

im Moment ¢ — 7 besass, also

~—Ton

£ = q cos 7 2

Da V=, so wird

£ = acos (;, — ’V?T) 2n

. <t_w>2
=acos| 7z — 7 ) 2=,

woraus noch die Geschwindigkeit folgt:
5) W=—a 311 sin (iT — 5;;) 2.

Das Argument der trigonometrischen Functionen heisst die
Phase. Die Gleichungen (4) und (5) konnen wir die Gleichungen
des Strahls nennen. Setzen wir in denselben z constant, so geben
sie uns den Zustand eines bestimmten Theilchens, und wir erkennen,
dass seine Schwingungsdauer mit der des leuchtenden iibereinstimmt.

Wird umgekehrt ¢ constant gesetzt, erhalten wir den Zustand des
Aethers in der betrachteten Richtung fiir einen bestimmten Moment.

(4)

1) Abgesehen von der kleinen Abnahme bei wachsender Entfernung.
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An die einzelnen in obigen Gleichungen vorkommenden Grossen
kniipfen wir noch einige Bemerkungen:

Die Wellenlinge 4 ist sehr genau messbar (z. B. betrigt sie
fiir die gelbe Natriumdoppellinie 0,0005889 und 0,0005895 mm). Da
ferner V, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, auf physikalischem wie
auf astronomischem Wege ermittelt ist, so konnen wir nach der
Gleichung (3) die Schwingungsdauer 7' berechnen, von der die Farbe
abhingt.

Es wird gezeigt werden, dass ¥ umgekehrt proportional dem
Brechungscoefficienten ist; es folgt hieraus, da 7' fiir eine bestimmte
Farbe unveriindert bleibt, dass auch 4 dem DBrechungscoefficienten
umgekehrt proportional ist.

Die Amplitude ¢ des Aethertheilchens hiingt in Folge des Prin-
cips der Erhaltung der lebendigen Kraft von z, der Entfernung vom
leuchtenden Theilchen, ab. Da aber 4 eine kleine Grosse ist, konnen
wir bei nicht zu kleinen z die Amplitude fiir eine grosse Anzahl von
Wellenliingen als constant betrachten.

An einer friiheren Stelle wurde ausgefiithrt, dass die Intensitit
des Lichtes proportional ist dem Quadrate der Geschwindigkeit, welche
nach (5) in einem periodischen Wechsel begriffen ist. Unser Auge
vermag diesen schnellen Oscillationen nicht zu folgen, und es wird
daher ‘der Mittelwerth des Quadrates der Geschwindigkeit fiir die
Intensitit massgebend sein.

Dieser ist aber

T
—;,—‘/Mdt——— 2”“)/ sin? ( o — —>2 Ldt= (a%)
(1]

also dem Quadrate der Amplitude proportional.

Bisher ist nur der Zustand des Aethers in einer bestimmten
Richtung betrachtet. In jeder andern herrschen aber analoge Ver-
hiltnisse, nur wird der Werth der Amplitude a ein anderer sein
kénnen.

In einem homogenen isotropen Medium befindet sich die von
einer ganzen Schwingung des leuchtenden Theilchens erregte Be-
wegung zwischen 2 Kugelflichen, welche um die Wellenlinge von
einander entfernt sind. Das zwischen ihnen eingeschlossene System
von Verriickungen ist die Lichtwelle.

Der Radiusvector der Wellenfliche heisst Lichtstrahl

Die Gleichungen des Strahles (4) und (5) bediirfen einer Modi-
fication, wenn derselbe vom leuchtenden Punkte P aus bis « 2 ver-
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schiedene Medien durchliuft. Seine Wegstrecke im ersten Medium
sei #, und werde mit der Geschwindigkeit ¥, in der Zeit 7, zuriick-
gelegt, fiir das zweite Medium sollen z,, V,, 7, die analoge Be-
deutung haben.

Die zur Zeit ¢ in « stattfindende Verriickung entspricht der des
leuchtenden Punktes im Moment ¢ — 7, — 7, und ist also

’ t—rt, — 1
& = a cos <~—- } - —") 2x,

wofiir wir wegen

Vit =z, Vot =,

schreiben konnen:

’ t
13 _aCOS<T—7IT~T’ﬁ')2n

(6)

Zusammensetzung und Zerlegung von Strahlen.

Diese Betrachtungen bilden die Grundlage fiir die Erkliirung der
Interferenz und DBeugungser- P P .
scheinungen und finden auch 3 3
sonst vielfach Anwendung. Fig. 2.

Es seien zwei leuchtende Theilchen P, und P, vorhanden; ihre
Entfernung sei 0. Sie sollen dieselbe Farbe, also dasselbe 7 und 4
besitzen und ihre Schwingungen in derselben Richtung aus-
fiilhren, Wir untersuchen, in welchen Zustand sie durch ihr Zu-
sammenwirken einen auf ihrer Verbindungslinie gelegenen Punkt p
versetzen.

Beide Theilchen mbgen ferner gleichzeitig in derselben Richtung
zu schwingen begonnen haben, also dieselbe Phase besitzen. Thre
Bewegungen sind dann dargestellt durch

t t
4, cos - 2m, A, cos 2.

Nach dem Princip der Coéxistenz kleiner Bewegungen verur-
sacht nun P, in p eine solche Verriickurg, als wiire es allein vor-
handen, also

11
E =a, cos <7 — —;c—> 2m,

und ebenso P,:
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Mit Riicksicht auf die iibereinstimmende Richtung der Ver-

riickungen sind dieselben einfach zu summiren und geben als resul-
tirende Verriickung:

() §=§1+§2=%305(~%——%> 2n + a, cos <i_ T+ Nogn

T 1

Diese konnen wir aber hervorbringen durch einen einzigen
leuchtenden Punkt @, der von P, um D riickwirts gelegen ist. Der-
selbe wiirde niimlich in p eine Bewegung erzeugen:
® gE = A cos (% — xill?—) 2m,
und der Nachweis ist gefiihrt, wenn wir 4 und D so bestimmen
konnen, dass die in (7) und (8) gegebenen Werthe von § fiir alle
¢t gleich sind. Durch Auflosung der Cosinus folgt:

§=ACOS?2RCOS (—;—,—%)2n+Asin—?2nsin(%——f—>2n

t . 0 .
={al--|—a2 cosi—?x} cos (T — f)?n—!—az sin 2nsm(%—if~>2n,

also:
D 3
) A cos ) 2m = a, + a, cos 5 2m,
(10) Asin 22n — a,sin 3 2m,
woraus zuniichst zur Bestimmung der Amplitude sich ergiebt:
(11) A? = a® + a,} + 2q, a, cos —f— 2.

D erhalten wir dann unzweideutig durch Einsetzen von 4 in (9)
und (10).

. . é . .
Die Grosse — 2x wird Verzogerungsphase genannt.

Fresnel hat fir 4 und 179275 eine elegante Construction gegeben

(Fresnels Parallelogramm): man zeichne ein Parallelogramm, dessen
Seiten @, und @, den Winkel der Ver-

" d . .
zogerungsphase +- 27 einschliessen, und

ziehe die von diesem Winkel ausgehende
Diagonale. Dieselbe stellt dann 4 dar

und schliesst mit a, den Winkel % 27 ein. Fig. 3.

Nach der Emanationshypothese sollte die resultirende Intensitit
einfach der Summe der FEinzelintensititen entsprechen, also mit
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a,? 4+ a,? proportional sein, wihrend wir hier als Maass derselben A2

gefunden haben, welches von der Verzigerungsphase abhingt.
Ueber & wollen wir noch einige besondere Annahmen machen.
Wenn 0 ein ungerades Vielfaches einer halben Wellenlinge

(6 = (2m -+ 1) 7;), so wird cos % 2% = — 1 und

A* = (a2, — a,)",
also tritt die grosstmogliche Schwichung ein und, falls @, = a,, zer-

storen sich die Strahlen ganz.

Fir 0 = 2m - erhalten wir die grosste Verstiirkung, niémlich

2
A* = (a, + @)
und unter der speciellen Annahme q, = @, : 4* = 4a,?, also die vier-
fache Intensitiit.
Der einzige Fall, in dem A% = a,* + a,% wird, ist 0 = (2m | 1)% .

Strahlen dieser Art kommen hiufig vor; fiir die Werthe 0 = i , -i—l ,

9a . . .
- sind ihre Gleichungen

t . [t
g, = o, cos (—T — f;) 2, £ = a, sin (T — %) 27,

32 71 112

hingegen fiir & = 5=, -, +

i T . t x
g = a, cos (T — T) 2z, g, = — a,sin (T — 7) 2.

Unwesentlich war die Voraussetzung gleicher Phase fiir die
beiden leuchtenden Theilchen. Hitte nimlich P, um z spiter seine
Schwingung begonnen, so wire seine eigene Bewegung dargestellt

durch 4, cos (i%l) 27 und seine Einwirkung auf P durch:

t —
ay cos( Tr —xl a)271:=az cos(»;—;— w+i—ﬂ—t—)27z.

Wir brauchen nur 8 4 V7 = 8" zu setzen, um die frithere Form
der Gleichung zu erhalten, was die Bedeutung hat, dass wir P, um V=
rickwiirts verlegen. Immer kommt es nur auf die Phasendifferenz
an, mit welcher die Strahlen in P anlangen.

Liegt irgendwo zwischen P, und P, eine Schicht der Dicke d
von einem Medium mit anderer Fortpflanzungsgeschwindigkeit, so
verlegen wir dieselbe so, dass eine ihrer Flichen durch P, geht.
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P, sendet wie frither nach p die Verriickung:

0 &
£, = a, cos T 2,
P, hingegen:

t z+0—d d
£ = a, cos (—ﬁ————lﬂ——- A> 2n
. o 9, . . <
sodass wir nur als Verzogerungsphase -5 2= einzufithren haben, wo:

A—1
61=6—|—d<7—»—7 —L)-
1’1

Wir beschiiftigen uns nun mit der umgekehrten Aufgabe, einen
gegebenen Strahl in zwei R-4 Q4P .
andere zu zerlegen. + e ——-—

Ein leuchtender Punkt ¢ Yig. 4, £
erzenge in p die Verriickung

t x
.§=acos(7———l—>27t,

und hiefiir wollen wir substituiren die Wirkung von P, welches um
0, nither an P,, und von P,, welches um d, weiter entfernt ist, also

t z— 0
£, = a, cos (T — - --L> 2z,

i
£, == a, cos (tl, — fi—_—;i‘—) 2.
Damit & = §, + &,, ist erforderlich:
t= @ cos —i»‘ 2n 4 a, cos 6; 2m,
0= —aq sin6—£2n—{—a2 sin % 2w,

welchen Gleichungen durch die vier disponiblen Grossen a,, a,, 0,, 0,
in unendlich verschiedener Weise geniigt werden kann,

Werden die Orte der Punkte, also 4, und d,, als gegeben an-
genommen, so folgen die Amplituden:

a sin —6‘;‘"/275 asini2n
al _—— a, = ——:
d, ’ 2 . 0 )
sin 9 _:_2 2n sin 4+ 9% 2

~

Fir o, 4 d, = | wird der Nenner = 1 und

3, .8
ay=acos ;-2x, ay=asn - 2%,

Neumann, Vorl. iiber theor. Optik. 2
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8, t z — 0y
£, == a cos TQm:cos(T— 7 )2n,

(12)

d, t — 4
g, =a sin —-2x sin (T——- u T ‘)2%.

Die Lage der beiden substituirten leuchtenden Punkte ist so, dass
P, dem Punkte p um 0, ndher liegt, P, von P, aus gerechnet um
A/, riickwiirts.

Nun konnen wir beliebig viele Strahlen von gleichgerichteter
Bewegung zu einem resultirenden zusammensetzen.

Auf einer Geraden mogen die leuchtenden Punkte P, P, P, .
liegen, welche alle dieselbe Farbe besitzen und ihre Schwingungen
in gleicher Richtung ausfihren sollen. Wir konnen die Phase bei
allen gleich voraussetzen, indem andernfalls die Punkte nur geeignet
zn verlegen wiren.

Jeder Strahl wird zerlegt in einen von P und einen von dem um

% riickwirts gelegenen ¢ ausgehenden, wodurch wir folgende beiden

Systeme erhalten:

i z
a cos <—1—, — 7) 2x,

J t J,

a, cos -+ 2 cos (7 — %) 2m, @, sin —* 27 sin ( ) 2x,
3, t x . 0, t

@, COS —[»271: cos (1 — T) 2m, a, sin ; 2m sin (1, — ";) 2x.

Die erste Reihe summirt sich einfach zu einem Strahl

&

(a—}—al cos%‘—?n—{—agcos%?ﬁ—l—--) cos (%—T> 27,

und ebenso die zweite zu

(al sin =+ 2% - a, sin —235 +-- ) sin (-tT— — %) 2.
Da nun die Ausgangspunkte P und @ dieser beiden Strahlen um 4/,
auseinanderliegen, erhalten wir die Amplitude des resultirenden Strahles

A cos (j—— xtD>2n

aus
2
A = (a + a, cos 9;{ 2% + a, cos 67227!—{— )
(13) .
+ (al sin i‘— 27 4 a,sin i“'r 27 4 > s
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ferner

.4 .
a, smT“ln—}—agsm %2727:-{—---

(14)  tan % 2% =

J s
a-+ a cos—}}72n+azcos%2n+-u

Resultate, die wir auch auf rein analytischem Wege hiitten ableiten
kodnnen.

Folgende Definitionen sind vorldufig rein analytisch aufzufassen:
Strahlen, welche das Aethertheilchen immer in derselben Richtung
bewegen, nennt man geradlinig polarisirte Strahlen. Zwei oder
mehrere nicht gleichgerichtete Bewegungen der eben angegebenen
Art versetzen das Aethertheilchen im Allgemeinen in eine Curven-
bewegung, die, von Specialfillen abgesehen, eine elliptische ist.
Solche Strahlen heissen elliptisch polarisirt, und wenn die Bahn-
ellipse des Aethertheilchens in einen Kreis iibergeht, circular po-
larisirt.

Die entsprechenden optischen Erscheinungen waren von Biot und
Brewster entdeckt, ehe man ihren Grund kannte, und von Letzterem
rithren auch die soeben angegebenen Bezeichnungen her.

Von den Punkten P, und P, mdgen nun zwei Strahlen gleicher
Farbe ausgehen, deren Schwingungsrichtungen aufeinander
senkrecht stehen mogen und ausserdem beide senkrecht seien zur
gemeinsamen Richtung des Strahles P, P,

Die Bewegung von P wird dargestellt sein durch

(15) g—acos( )271:

t J
(16) 1;=bcos(7 x—i— )271

Die von dem Aethertheilchen beschriebene Curve ergiebt sich
durch Elimination von £. Wir schreiben (16) so:

n—bcos( — )2ncos—2n—{—bsm (%——)27:5;111 f 27,
woraus mit Hinzuziehung von (15):
%—écos—-—27r=sm( )2nsmf2n
Indem wir diese Gleichung und
E . @& t x . 6
= 8in - 27 = cos (T — T) 27 sin - 2n
quadriren und addiren, erhalten wir:
amn f; + ZQ — ﬂcos 2@ = sin? i: 2m,

9 *
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also die Gleichung einer Ellipse. Diese bleibt fiir die verschiedenen
Punkte des Strahles unveréindert, so lange @ und b als constant an-
gesehen werden konnen; ist dies nicht gestattet, so wird fiir nicht
zu grosse 0 wenigstens das Verhdltniss a/b den gleichen Werth be-
halten, die Ellipsen also @hnlich sein.

Damit die Ellipse in eine Gerade iibergeht, die beiden gerad-
linig polarisirten Strahlen sich also wieder zu einem geradlinig pola-
risirten zusammensetzen, muss die linke Seite von (17) ein voll-
stindiges Quadrat werden und die
rechte verschwinden. Hiezu ge-

. ¢
nigh sin - 2z = 0, also

i
6‘—m?-

Je nachdem m gerade oder

. Fig. ba u. b,
ungerade, wird 8

E m__ £ n__
7'——1)*—0 Oder AE—[——b———O

und es hat die Bewegungsrichtung des resultirenden Strahles die bei-
folgend dargestellte Lage.

Umgekehrt wird ein geradlinig polarisirter Strahl sich in zwei
senkrecht zu einander polarisirte zerlegen lassen. Ist der erstere

(18) § = A cos (% — %) 2x,

so konnen wir ithn als Resultante ansehen aus den beiden zu ein-
ander senkrechten Bewegungen

(19) £ = A cos i cos (—3—,—%) 2m,

(20) 7 = A sin ¢ cos (LT - %) 2x,

wo ¢ den Winkel zwischen ¢ und & bezeichnet.

Soll die Gleichung der vom Aethertheilchen beschriebenen Curve
(17) einen Kreis darstellen, so muss der Coefficient von £ und %2
gleich sein und das Doppelproduct fortfallen, also

a=b, cosg2m=0 dh o=(m+1)+
sein.
Die componirenden Strahlen miissen somit gleiche Amplitude be-
sitzen, und ihre Urspriinge miissen um ungerade Vielfache einer
viertel Wellenlinge von einander entfernt sein.
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Die Gleichung des Kreises wird stets
B+ = a2’

und die Geschwindigkeit der Bewegung

ds dENe |, (dn)\: _ a2=n
Zﬁ‘“l/(ﬁ) "’(W) I
doch geben die beiden Reihen

0=1%4, $1, $4...

O =134, A, Pi...

wesentlich verschiedene circular polarisirte Strahlen, indem die Com-

und

ponenten:
t x

£ = a cos (— — ——) 2x,
(21) T

N == a sin (—EI—, — f;) 2x,
resp.

[4 z

£= acos (-' ———) 2m
22 T ’

7= — asin (—;,— — %) 2%
werden.

Um den Unterschied zu zeigen, gehen wir von einem Moment
aus, wo der Sinus verschwindet, wihrend der Cosinus + 1 ist, das
Theilchen sich also in

£ = -} a befindet. Wiichst /,_—5

nun £, so nimmt £ ab und */’/ ‘

im ersten Falle erhilt 5 /

einen positiven Werth, ,’I l

fiir ein dem Strahle ent- b Kl

gegengesetztes Auge ro-
tirt also das Theilchen mit dem Uhrzeiger. Strahlen dieser Art
nennt man rechts circular polarisirte.

Im zweiten Falle wird % negativ, die Bewegung des Theilchens
erfolgt gegen den Uhrzeiger und man nennt einen solchen Strahl
links circular polarisirt.

Diejenigen Aethertheilchen, welche in der Ruhelage sich auf der
Geraden des Strahles befanden, bewegen sich (bei nicht zu grossen
Entfernungen) simmtlich auf Kreisen mit dem Radius a, und liegen
also auf einem Cylinder in einer Spirallinie, welche aber fiir rechte
und linke Strahlen eine verschiedene Gestalt hat.
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In beifolgender Figur deute der Pfeil die Richtung des Strahles
an, £ gehe senkrecht nach oben und 5 nach rechts. In irgend einem
Momente betrachten wir ein Theil-
chen p, das sich gerade in der % %
g-Axe befindet, fiir welches also

der Sinus =0, der Cosinus =+ 1 PPt

ist. Wenn der Strahl ein rechter /

ist, werden nach (21) die nichst- // R
vorhergehenden Theilchen, deren |” T ]
x kleiner ist, ein positives n be- » o
sitzen, die nachfolgenden aber ein }.
negatives 5. Erstere werden also
etwa die Lage p, letztere aber
die Lage p” haben, sodass die
Spirale ebenso gewunden ist, wie ein Korkzieher.

Fir einen linken Strahl werden umgekehrt die vorhergehenden
Theilchen negative, die folgenden positive % haben, und der Sinn der
Windung wird gerade der entgegengesetzte sein.

Durch Zusammensetzung zweier in gleichem Sinne rotirender
circular polarisirter Strahlen kann sich immer wieder nur ein circular
polarisirter ergeben.

Bei entgegengesetzter Richtung der Rotation kann aber
ein geradlinig polarisirter Lichtstrahl entstehen, und hiefiir

wollen wir die Bedingungen aufsuchen.
Die beiden circular polarisirten Strahlen seien

t
g, = a, cos (T — %) 2m,

x

. (¢
7, = a, sin (T — T) 2m,

y
L/

)
'
' '
i H
'
B 4
i i

Fig. Ta u. b,

und
& = a,cos (% ———w————_;——va) 2,
Ny = — @, sin (%_x—;—&) 2z,

so werden die Verriickungen im resultirenden Strahle sein:
) . .
E=¢E + &= (al + a, cos - 27:) cos & + a, sin ? 27 sin 9,

.0 .
N =1+ n=ga;sin T 2ncos & (al — a, cos —g- 27r) sin &,
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wenn wir zur Abkiirzung setzen:

t x

Durch Auflosung der vorstehenden Gleichungen folgt:

) .
(@® — a,®) cos & = § (al — @y COS — 271) — R a, sin % 2n,

. .0
(@ — a,”) sin & = — Ea, sin - 27w + (al + a, eos%?n),

und wenn wir quadriren und addiren, die Bahngleichung:
E g
o’ + ¢’ — 2a,a, cos 27‘] + 7 [“12 + a,® 4 2a,a, cos % 27:]
— 4¢&na,a, sin % o2n = (a,2 — a?).

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass diese
eine Gerade darstelle, ist @, = a,?, denn dann wird:

E* (1 — 003—2—275 + 7 <1+ cos Af 27:) — 2&y sin %2n=0
oder:
g sin”~’~f 7w + n* cos? ; x — 2&n sin % T €OS g =0
und nach Ausziehen der Wurzel:

. 0 )
§s1n7n—ncosT7r=0.

Zwei entgegengesetzt rotirende circular polarisirte Strahlen setzen
sich also zu einem geradlinig polarisirten zusammen, wenn ihre Am-
plituden gleich sind; iibrigens geht aus der letzten Gleichung hervor,

. . . . . é .
dass seine Schwingungsrichtung mit der §-Axe den Winkel —- 7 ein-

schliesst.

Wir suchen nun umgekehrt einen geradlinig polarisirten
Strahl in zwei circular polarisirte zu zerlegen, eine Aufgabe,
die wichtig ist fir solche Medien, die entweder nur rechts oder nur
links rotirende Strahlen durchlassen oder zwar [
Strahlen beider Arten den Durchgang gewiihren, |
aber mit verschiedener Geschwindigkeit.

Der urspriinglich gegebene Strahl sei:

B

t x
AB) = acos (T — T) 2m. o .
Wir zerlegen denselben nach den beiden auf- Fig. 8.

einander senkrechten Richtungen 4D und A4C:
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AD) = a cos ¢ cos (jf — %) 2m,

AC) = a sin ¢ cos (—;, — %) 2.

Fiir AD substituiren wir einen Strahl mit einem dem Auge um

. . 1
0 ndheren Ursprung und emen andern, der seinen Ausgang um —

weiter riickwérts hat:
. ) t — 0
1) acoszcosf,?ncos(——x >2n,

T i

. .8 . t x— 3
2) acosisin--2xsin (—T~ — WA) 2z,
und fir AC die beiden Strahlen mit demselben Ursprung

- i) t x — 0 P
3) asinicos T 2w cos (—,f —= ) I,

P 3 . ¢ Tz — 0
4) asinisin —[271: sin <T — = )27,,

Wir combiniren nun 1) und 4) zu L:

. t —
§ = @ cos i cos 3 9% cos (,~, . *ﬁ) 2,
1 2 1 1
< .. 0 . t —
Ny == @ sin ¢ sin —- 27 sin (»—— —_ *}:~> 2,
und ebenso 2) und 3) zu II.:
.. 8 . —
g, =acosisin - 2 sin (i - &NQ) 2n
i i 2 1
1L
— asingcos 2 2weos (L — %) 2
Ny = [0 1] 7 08 T o .

Sollen I. und IL circular polarisirte Strahlen sein, so miissen die
Componenten gleiche Amplituden besitzen, also

. d P |
€08 ¢ €08 -~ 27 == sin ¢ sin v 2m,
. . @ .. d
€os ¢ sin -~ 27 = sin 4 cos o 2w

Durch Division folgt hieraus:

0 [
tan T 27 = cotan T 2n,
also

J T ) i
o 2m =, oder 0=
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und ebenso

t x — &
a . 3 x— 90
Ny = 3 sin (77 - ) 2z,
. t —
§2=ism( —-——)2n
(24) 1L 2N g ’
a t x AW
Ny = 5 €08 (—1; —1*> 2n
worin noch § = %‘ zu setzen ist. 1. rotirt rechts, wie durch Ver-

gleichung mit (21) hervorgeht; dass II. thatsichlich links rotirt, er-

hellt am einfachsten, wenn wir 0 = ¢" - % setzen, wodurch II
iibergeht in

« t L AW

. E= cos(f, — ) 2m,
a . (t x — 6’) 9

Ny =— 5 sin|\F — —5— ) 2m

Endlich wollen wir noch den Nachweis fiihren, dass die Ellipse
die allgemeinste Form der Bahn eines Aethertheilchens ist.

Beliebig viele leuchtende Punkte, welche in einer Geraden liegen,
aber beliebige Schwingungsrichtungen besitzen, senden ihre Erschiitte-
rungen nach einem Punkte p.

Jede einzelne der Verriickungen zerlegen wir nach drei aufein-
ander senkrechten Richtungen £, %, £ und konnen nun das System
parallel £ zu einem Strahle zusammensetzen und ebenso die beiden
andern. Die so erhaltenen Componenten der Gesammtbewegung
seien:

£ = A cos <i — acj—l) 27 = A cos (8 — p),

T i
n = Bcos (% — ﬂtj)_) 27 = B cos (& —q),

§= Ccos (t———ﬁl)4> 2n = C cos (& — 7).

Um die Bahngleichung zu finden, haben wir die Zeit zu elimi-
niren. Denken wir uns die cos. aufgelost, so konnen wir aus den
ersten beiden Gleichungen sin & und cos & bestimmen, welche linedr
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in § und 5 erscheinen. Diese Werthe in die dritte Gleichung ein-
gesetzt, ergeben zuniichst eine lineire Relation zwischen &, 7, §
woraus hervorgeht, dass die Bahncurve eine ebene ist. Ihre Pro-
jection auf die &£x-Ebene finden wir durch Quadriren und Addiren der
in § und % lineéiren Ausdriicke fiir sin & und cos # als Curve zweiten
Grades, also im Allgemeinen eine Ellipse.

Das Resultat der angedeuteten Rechnungsoperationen ist:

Lsing—n+ JeinG—p) + Lsinp— ) =0,

2 2 9 .
S+ 5 — ap cos (0 — @) = sin’(p — g).

Vorlesung IlI.

Interferenzerscheinungen.

Farben diinner Blittchen.

Alle durchsichtigen Korper zeigen bei hinreichend geringer Dicke
besonders im reflectirten Lichte glinzende Farben.

Von festen Korpern geniigend diinne Blittchen zu erhalten, ist
schwierig und gelingt am ersten noch bei Glimmer und Gyps, ferner
durch Aufblasen einer Glaskugel vor der Gebliselampe bis zum Zer-
platzen. Hierher gehort auch die farbige Oxydschicht auf anlaufen-
dem Stahl und die Farben erblindeter Fensterscheiben.

Beispiele diinner Fliissigkeitslamellen bieten Seifenblasen und auf
einer Wasserfliche sich ausbreitende Oeltropfen; diinne Luftschichten
mit sehr schonen Farben beobachtet man oft bei Spriingen in Glas
und in durchsichtigen Krystallen.

Newton hat die Erscheinung in einer mustergiiltigen Weise
untersucht?).

Dem Vorgange Hooke’s folgend, legte er auf eine Convexlinse
mit grossem Kriimmungshalbmesser eine ebene Glasfliche und erhielt
so die simmtlichen Farben mit einem Male auf concentrischen Kreisen.
Die Anordnung erlaubte ferner die Dicke, fiir welche eine gewisse
Farbe auftritt, sehr genau zu bestimmen und statt der Luft Flissig-
keiten zwischen die Glasflichen zu bringen.

Die Reihenfolge der Farben, welche man im weissen Sonnen-

lichte beobachtet, ist wichtig, da sie bei vielen Erscheinungen wie-
derkehrt.

) Newton, Optice Lib. II.
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Sie ist bel inniger Beriihrung folgende:

1) Mittelpunkt schwarz, schwach blau, ein breiter weisser Ring,
schwach gelb, orangeroth;

2) violett, blau, schwach griin, gelb, roth;

3) blau, intensiv griin, gelb, roth;

4) griin, gelbroth, roth;

5) bldulich griin, roth;

6) bliulich griin, blassroth;

7) bléulich griin, weissroth?).

Fir den ersten Ring ist characteristisch das Weiss, fiir den
zweiten ein intensives Blau und ein schwaches Griin, fiir den dritten
ein intensives Griin. Die Ringe 5) 6) 7) sind wenig unterschieden.

Man erhiilt dieselben Farben ausgedehnter und deutlicher im
Centrum, wenn man die obere Platte langsam von der Linse entfernt.

Nach Newton verhalten sich die Durchmesser der dunkelsten

Stellen 20,:20,:20,-.. wie Y0:¥2:¥4...; gemessen wurde bei
denjenigen Farben, mit denen jeder Ring in der obigen Aufziblung
begonnen ist. Die Durchmesser der hellsten Ringe 2¢,:2¢,:2¢;...
stehen im Verhiiltniss J/1: Y3 :¥5... Die betreffenden Stellen sind
hier 1) zwischen Weiss und Gelb, 2) zwischen Gelb und Roth, 3) im
Gelb, 4) zwischen Gelbgriin und Roth, 5) 6) 7) zwischen Blaugriin
und Roth.

Hieraus leitete Newton zuniichst das Verhiltniss der Dicken der
Luftschicht ab. Die Gleichung des Kreises, bezogen auf das in der
Figur angedeutete Coordinatensystem, ist 0 o .

2+ yt — 2Ry = 0. 4

Die zu einem Ringhalbmesser ¢ ge-

horige Dicke o ergiebt sich hieraus mit

Vernachlissigung des sehr kleinen Qua-

drates derselben ¥

92

2R
Folglich verhalten sich die Dicken an den
dunkelsten Stellen wie die geraden, die der
hellsten wie die ungeraden Zahlen.
Newton benutzte die Formel nun weiter, um die Dicke der Luft-
schicht fiir einen Ring wirklich zu bestimmen, woraus dieselbe dann

Fig. u.

1) Eine genauere Zusammenstellung der Farben s. bei Quincke, Pogg. Ann.
129, p. 180. 1866.
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fir alle iibrigen leicht gefunden werden kann. Es war 2R = 182
englische Zoll, ferner mass er fiir den fiinften dunklen Ring ¢ = Y

Zoll, demnach

11
Ay = 5 o =

1
107 183 — 1sa00 08k Zoll,
und also fir den ersten dunklen Ring nach den oben angegebenen
Gresetzen:

4’2=HA10=

E engl. Zoll.

1
91000

Die Anbringung einer Correction wegen der Schiefe des ein-
fallenden Lichtes und wegen der Brechung an der oberen Fliche (die
bei Newtons Versuch schwach convex war) reducirt diese Zahl auf
etwa Ygg000 €ngl. Zoll = 0,000285 mm. Wir werden spiiter sehen, dass
dieses die halbe Wellenlinge fiir Strahlen im hellsten Theile des
Spectrums (,fiir weisses Licht“) ist?).

Bei schief einfallendem Lichte wachsen die Durchmesser der
Ringe, und an einer bestimmten Stelle tritt also eine Farbe ,niederer
Ordnung® auf, d. h. eine bei senkrecht einfallendem Lichte zu einer
geringeren Dicke gehorige. Ist die aufgelegte Platte nicht mit der
Linse in inniger Berithrung, so erscheint das Centrum farbig und
dndert bei Neigung des Auges seine Farbe im Sinne abnehmender
Ordnung.

Newton mass den Durchmesser desselben Ringes fiir verschiedene
Einfallswinkel, und fand empirisch folgendes Gesetz. Ist 4 die Dicke
an der beobachteten Stelle, 4 diejenige, welche in senkrecht ein-
fallendem Licht die gleiche Farbe zeigt, so ist
() A=

cos @ ’

wo ¥ den Brechungswinkel in der Lamelle bedeutet.

Indessen bemerkte Newton ausdriicklich, dass fiir grossere Ein-
fallswinkel dies Gesetz nicht mehr gelte, und stellte eine Interpola-
tionsformel auf?). Die Theorie giebt die Dicke immer umgekehrt
proportional mit cos ¢, und spitere genaue Messungen von Provostaye
und Desains®) sind bis zu Winkeln von 85°21" hiemit in Einklang.

Auch im durchgehenden Lichte zeigen sich Farben, doch
sind sie undeutlich und verschwimmen in einer iiberwiegenden Menge

1 Quincke giebt a. a. O. fiir weisses Licht 1 = 0,0005506.
) Optice Lib. II Observ. VIL
% Pogg. Ann. Bd. 76. 1849,
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von weissem Licht. Die Farben sind complementir zu denen, welche
die reflectirten Ringe an derselben Stelle zeigen.

Bringt man andere Substanzen z B. Wasser zwischen die
Platten, so bleibt die Erscheinung in ihren Grundziigen dieselbe, nur
werden die Farben blasser und die Durchmesser der Ringe #ndern
sich. Newton fand, dass sich diese in. Wasser auf 7 reducirten.
Die gleichen Farben entsprechenden Dicken in Luft und Wasser ver-
hielten sich demnach wie 1:%%, oder nahe wie 1:%,, d. h. um-
gekehrt wie die Brechungscoefficienten.

Bisher haben wir die Erscheinungen beschrieben, wie sie sich
im weissen Sonnenlichte zeigen. Die Grunderscheinung tritt auf, wenn
wir homogenes Licht anwenden, das wir uns entweder durch pris-
matische Zerlegung des Sonnenlichtes oder durch Benutzung einer
Kochsalzflamme verschaffen konnen. Es geniigt auch, ein intensiv
gefiirbtes Glas vor das Auge zu halten.

Die Ringe sind im homogenen Lichte nicht bunt, sondern hell
und dunkel; ausserdem unterscheidet man eine bedeutend grossere
Anzahl derselben, im Natriumlicht mehrere Hundert hintereinander.
Die Durchmesser der Ringe befolgen die obigen Gesetze, sind aber
unter sonst gleichen Verhiiltnissen von der Farbe abhiingig, und

zwar nehmen sie vom B
rothen zum violetten Ende
des Spectrums ab; wie ¢ W\ VTN Violett

wir sehen werden, sind
die Dicken der Wellen- oY Y~ Y~ N Y~ N\ Jndego
linge proportional. Hie-
mit sind zugleich die fiir of” " Y VT N Blau
weisses einfallendes Licht

auftretenden bunten Far- o, YAV VA Grin

ben als Mischung der ho-

SN
mogenen erklirt, welche 0 N N N A elb

an den einzelnen Stellen

i —
sehr verschiedene relative & / \L/\/ /_\ Orange
Intensititen besitzen und \/

also 0, A\’m Lotle,

sehr verschiedene
Mischfarben geben. Fig. 10.

Folgende Construction mag dies noch verdeutlichen®). Wir tragen
die Dicken der Lamelle als Abscissen von O,, O,, ... O; aus, die

1) Newtons Construction Lib. II, Pars. 2.
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zugehdrigen Intensititen der einzelnen Farben als Ordinaten auf.
Ziehen wir nun durch das ganze System die einer bestimmten Dicke
entsprechende Linie AB, so stellen die Abschnitte derselben die
Intensititen der einzelnen Farben dar, und wir haben die Mischfarbe
nach einer von Newton gegebenen empirischen Regel aufzusuchen.

Die Gleichung der Intensititscurven wird iibrigens spiter ent-
wickelt werden.

Die Theorie der Farben diinner Bldttchen wurde zuerst
gegeben von Thomas Young?') als Anwendung des von ihm zuerst
aufgestellten Princips der Interferenz.

Von dem einfallenden Lichte wird ein Theil an der ersten Fliche
der Lamelle reflectirt, ein anderer Theil geht in dieselbe hinein und
erleidet wieder eine theilweise Re-
flexion an der zweiten Fliche u. s. 1,

sodass Strahlen in das Auge gelangen,
welche verschiedene Wege zuriick- x
gelegt haben, also interferiren kénnen. afled
Zur Orientirung behandeln wir zu- B
nichst homogenes senkrecht ein-
fallendes Licht unter der Annahme, a ﬁ\‘/
dass die Lamelle der Dicke D beider-
seits an dasselbe Medium grenze, D
HEs falle eine ebene Lichtwelle 5
W W' ein, der einfallende Strahl A B angh
besitze die Amplitude a, der reflec-
tirte BC:ar, der hineingehende
BD:ad, der an der Unterseite re-
flectirte DE : adg, endlich der an der Oberseite austretende EC : adgd.
(In der Figur sind die Strahlen nebeneinander gezeichnet.) Wir
untersuchen die Interferenz von BC und EC.
Die Werthe von r, d, ¢, d werden in der Theorie der Reflexion

entwickelt werden; hier machen wir von den spiiter nachzuweisenden
Relationen Gebrauch?)

(@) r=-—e
(3) P4 do=1.

Rechnen wir den Weg des Strahles von A aus, setzen 4B =z,
BC==y, so sind die beiden in C anlangenden Strahlen (cf. Vorl. IL, 6):

W I

~

P

G G G
Fig. 11.

1) Phil. Transact. 1802, pag. 37.
2) Vergl. Vorlesung 1X.
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14
g1=arcos<7—ml y)?n,

— t_ =ty 24
Eg—adg(?cos<T , —TI—)QQ[’

wo A die Dicke der Lamelle, 2 und 4, die Wellenlingen im Medium
der Umgebung und dem der Lamelle bedeutet.
Die Intensitit des resultirenden Strahles wird

A= [ﬂ + (dd) + 2rde0d cos 27 2:;]
oder wegen 2) und 3):

A= a? l:rg + 21 — %) — 272 (1 — 7%) cos %?27:}
Vernachlissigen wir »* (fiir Glas und Luft ist » etwa ;) so er-
halten wir:

4) A? = 2a*r* [1 — cos —21—4 2n] = 4a®r? sin? {-’« 2.

Fiele weisses Licht ein, so wire fiir jeden seiner homogenen
Bestandtheile dieselbe Betrachtung durchzufiihren, und die resultirende
Intensitidt wiirde

. ye)
A2 = 4 D'a?r?sin? -+ 2m.
1

Aus (4) folgen fiir homogenes Licht die Dicken der dunkelsten
Stellen

() d=2m (m=0,1,2..)
und die der hellsten:
(6) a=@m+ 1) (m=0,1,2.)

Hieran schliessen wir gleich die Betrachtung des durchgehenden
Lichtes. Hier interferiren zunichst die Strahlen DG und F'G, deren
Amplituden add und adg®d sind, die also, wenn DG = z gesetzt
wird, durch die Gleichungen dargestellt werden:

£’ = add cos (iT -7 -;ri — —f:) 2z,

’ ] z -z 34
== 2 ——— — =] 2
£, add @? cos (T 2 i, ) .

Die resultirende Intensitit ergiebt sich:

‘a 24, ]
A”? = (ad?d)? |:1 + o* + 2¢% cos —1.—2”._[
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= a*(1 — r%)? [1 4t 4 242 cos %ﬂ 275]
1
und mit Vernachldssigung von 7*:
) A% = a? (1 — 4% sin® {]—27v)-
1

Dieser Ausdruck besteht aus einem iiberwiegenden constanten Theile
und einem sehr viel kleineren variabelen. Hs wird daher fiir homo-
genes wie filr weisses Licht bei Newtons Farbenringen das nahe
gleichmissig erhellte Gesichtsfeld nur durch schwache Schattirungen
unterbrochen sein.

Aus (4) und (7) folgt

A? + A’2 —_ a2

also gleich der Intensitit des einfallenden Strahles. Die Erscheinung
im reflectirten und durchgehenden Lichte ist also in jeder Hinsicht
complementdr, in Beziehung auf Intensitit wie auch bei weissem
Lichte in Beziehung auf Farbe.

Diese orientirenden Betrachtungen geben zu einigen Bemerkungen
Anlass.

Da der direct reflectirte Strahl mit dem an der zweiten Fliche
reflectirten interferirt, so ist der Wegunterschied gleich der doppelten
Dicke des Blittchens. Man sollte also die grosste Verstiirkung der

, —;;, A, ..., doch giebt der Ver-
such hier gerade die Minima der Intensitit. Thomas Young machte
daher bereits die Annahme, dass bei der Reflexion, die einmal im
stirker, einmal im schwiicher brechenden Medium erfolgt, ein Weg-
unterschied von einer halben Wellenlinge eintritt. In unserer ana-
Iytischen Behandlung ist diese Hypothese eingefiihrt durch die Re-
lation » = — ¢, indem ja die Umkehrung des Vorzeichens einer Ver-
zogerung um eine halbe Wellenliinge entspricht. Dass diese that-
sichlich eintritt, zeigte Fresnel.

Das Resultat, dass fiir die Dicke 0 im reflectirten Lichte Dunkel-
heit herrschen muss, ist mit einer directen Ueberlegung im Einklang.
Da nidmlich im Centrum Linse und Platte sich berithren, verhilt es
sich so, als ob eine homogene Glasmasse da wire, durch welche das
Licht einfach hindurchgeht.

Wesentlich war die Annahme, dass die Lamelle beiderseits an
dasselbe Medium grenzt. Ist dies nicht der Fall, so kann die Er-
scheinung eine ganz andere werden, z. B. haben die reflectirten Ringe

Strahlen erwarten fiir eine Dicke O
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ein helles Centrum, wenn der Brechungscoefficient der in den Zwischen-
raum gebrachten Fliissigkeit zwischen denen von Platte und Linse
liegt, wie bei der Combination Flintglas, Sassafrastl, Crownglas.

Unsere theoretische Untersuchung setzte eine planparallele La-
melle voraus; bei Newtons Versuchsanordnung ist aber die untere
Fliche derselben gekriimmt, und es fragt sich, welche Modificationen
dieser Umstand bedingt.

Theorie und Beobachtung haben iibereinstimmend ergeben, dass
die von der Dicke abhingigen Gesetze nicht merklich geindert
werden. Der hauptsiichliche Unterschied ist der, dass die inter-
ferirenden Strahlen nicht mehr in ihrer ganzen Ausdehnung zu-
sammenfallen, sondern nur einen Punkt gemeinsam haben, in dem
sie sich kreuzen (resp. riickwiirts verlingert kreuzen wiirden). Um
die Interferenzerscheinung zu sehen, muss man ein Mikroscop auf
den Schnittpunkt einstellen, welches die durch denselben gehenden
divergirenden Strahlen auf der Netzhaut des Auges wieder vereimigt.
Das blosse Auge kann die Stelle des Mikroscopes vertreten, indem
es sich fiir den Interferenzort accomodirt.!)

Wir behandeln nun den allgemeinen Fall schief einfallenden
Lichtes unter Beriick- v
sichtigung der wieder- ' c
holten Reflexionen in

W
der Lamelle. A, . y
Es falle eine ebene o oldg?
Lichtwelle W W’ ein; &
B

AB sei derjenige Strahl,
welcher nach Reflexion

an der Oberseite der La- (’ﬂ ¢
melle in das bei C be-

findliche Auge gelangt. D

Die Amplitude der aus So*

dem einfallenden Strahle
entstehenden erhellt un-
mittelbar aus beistehen- v’
der Figur. Die an der Fig. 12.

ersten Fliche austretenden Strahlen fallen nicht zusammen, doch ge-
langen ins Auge Strahlen, welche denselben gerade entsprechen.

1) ¢f. Wangerin, Pogg. Ann. 131 pag. 497—523. 1867. Sohncke und
Wangerin, Wied. Ann. 12 pag. 1 und 201. 1881. Wied. Ann. 20 pag. 891. 1883.
S. auch Feussner, Wied. Ann. 14 pag. 570. 1881.

Neumanmn, Vorl. iber theor. Optik. 3
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Wir denken uns némlich einen anderen Strahl A4, B, so em-
fallend, dass er, nachdem er die Lamelle zweimal durchlaufen, in
der Richtung BC austritt u. s. f. Diese Operation kionnen wir nun
beliebig oft wiederholen und erhalten so unendlich viele Strahlen,
welche simmtlich in BC zusammenfallen und von einer einzigen
ebenen Lichtwelle herriihren.

Die simmtlichen Strahlen besassen nun dieselbe Phase, als sie
von W W' ausgingen, und legen verschiedene Wege im umgebenden
Medium wie in der Lamelle zurtick. Ihre Gleichungen sind:

El———arcos<i— w+y->27t,

T 1
g -+ y— BE 2BD
g, = addo cos (7_ +J1 7 >27t,
t x —2BE 4BD
g3=ad6@3cos(T— +yl — =% >271:,

Setzen wir zur Abkiirzung:

t x4y _ 2BD BE
(’T— 7 )2%—’3, ( 11*———}?—) 27 = g,

so erhalten wir als resultirende Verriickung
£ ==ar cos & + addo [cos (& — &) + @* cos (8 — 2¢)
+ o' (cos & — Be) + -]

oder, weil:

cos (& — &) + o®cos (&8 — 2¢) + o* cos (& — 3¢) + - --
cos (& — &) — o cos &
1 — 2¢%cos &} ot !

o cos (& — &) — o® cos &
E=arcosP 4 addg T Sgoos: Lot

Diesen Ausdruck bringen wir auf die Form:

E= Acos @ 4 Bsind,
worin mit Beriicksichtigung von ¢ = — »,dd =1 — 1%, 4 und B die
Werthe besitzen:

2ar(l + 7?) sin? é—

T 1 —2rfcos & + V7

A

2ar(l — %) sin —82— cos —

2
B=— 1—2rfcos e - 1+

Die Bedeutung dieser Operation ist, dass wir eine Zerlegung in
zwei Strahlen vorgenommen haben, deren Ursprung um Y, Wellen-
linge unterschieden ist. Folglich wird die resultirende Intensitiit:
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. &
40%r? gin? —
2

(8) A 4 B =

’
(1 — 9% 4 4r?%sin? —;—

wie nach einigen kleinen Reductionen sich leicht ergiebt.

Es bleibt noch der Werth von ¢ zu entwickeln. Nennen wir die
Dicke des Blittchens 4, den Einfallswinkel A BN : ¢, den Brechungs-
winkel N'BD: 4, so ist

BD =2

cos p ’

BE = BB, sin ¢ = 2.4 tan ¢ sin ¢,

241_7[i sinmpsincp]gﬂ

also:

= _éoswqp 2, 2

Nun ist aber (S. 13), wenn n und n, die Brechungscoefficienten be-
deuten,

ho_»
i owm?
und nach dem Brechungsgesetz
n _ siny
n,  sing’
folglich:
sin¢y gir} 1 @
i, 2
und
24 cos ¢
9) &= —2m

1
Die Intensitit ergiebt sich mit Einfithrung dieses Werthes

4a%r? sin® <~A--rc~;.)§ib~ 2 1:)

(10) A+ B = ' v
(1 — 1% + 4r* sin? (4 czsl 27;)
Die Minima treten ein fiir
(11) A=—£§p~l“l (m=0,1,2..)

und zwar ist bei ganz homogenem Lichte die Dunkelheit vollkommen,
die Maxima fiir

' 2 1) 1
(11°) A———%—)—T‘—(m———o,l,.?..).
Aehnlich lisst sich die Erscheinung fiir durchgehendes Licht
behandeln.

Ins Auge gelangt eine Erschiitterung, welche gegeben ist durch

. t x4z BD\,
£ — ado cos (T—*T Bt 2

3*,
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+ addg? cos (LT —zt zl—- BE __ 3IZD> 2w

+ add et cos (11 — 2k BBE_ "’f”) 2
+ee-
Es sei jetzt

withrend & dieselbe Bedeutung behilt wie oben, so wird
t = add [cos & | o cos (0" — &) + @*cos (8 — 2¢) + - -]
‘ cos (& — &) — % cos &
= add [cosﬁ + ¢° T2 coss T o ]
= A" cos & 4 B’ sin 9,
wo nach Einfilhrung von ¢ = — 7, d0 =1 — »%:
A — a(l — %) (1 — 72 cos &)
T 1 —2rtcose-trt

B — a(l—r¥)rigine
T 1 — 272 cos & -+ 7t

Die Gesammtintensitit ergiebt sich hieraus:

4 g e SOy
(1 — 792 -+ 4r? sin? -;—
Aa2r? sin~
(12) = a® —

(1 — 792 4 4% gin? %

Es wird die Summe der reflectirten und durchgehenden Inten-

sitat:
A4 B+ A? 4 B? = a2,

sodass die strenge Behandlung das bei der angeniherten erhaltene
Resultat bestitigt, wonach die beiden Erscheinungen complementiir sind.

Eine Discussion der Formeln 11) und 11)" zeigt vollkommene
Uebereinstimmung mit den S. 26 —30 angegebenen Beobachtungen.
Es ist dabei nur im Auge zu behalten, dass i, von der Farbe ab-
hiingig und mit dem Brechungscoéfficienten umgekehrt proportional ist.

Farbenzusammensetzung.

Bei den Erscheinungen diinner Blittchen bot sich die Aufgabe
dar, den Eindruck zu bestimmen, den wir empfangen, wenn unser
Auge von Strahlen verschiedener Wellenliinge, also auch verschiedener
Farbe, gleichzeitig getroffen wird.
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Das Problem ist eigentlich ein physiologisches; denn wenn
auch die vom zusammengesetzten Lichte erregte Empfindung voll-
kommen gleich ist der einer reinen Spectralfarbe, so sind die physi-
kalischen Eigenschaften doch in beiden Fillen verschieden, z. B. zer-
legt das Prisma das nicht homogene Licht stets in seine Bestandtheile.

Da wir oft Mischfarben zu
bestimmen haben werden, so ge-
ben wir hier eine von Newton
herriihrende empirische Regel.)

Man theile den Umfang eines
mit dem Radius 1 beschriebenen
Kreises in 7 Theile, DE, EF ete. «.
proportional den Zahlen Y, Y,
Yios Yor s Yher Yoo Die Yy, Yig
Yo entsprechenden Bogen sind
in Winkelmass: 60° 45, 34° 11,
D40 41",

Die 7 Theile mbgen den 7 Fig. 13.

Hauptfarben, Roth, Orange, Gelb, Griin, Blau, Indigo, Violett ent-
sprechen, sodass der ganze Umfang die siimmtlichen Farbentone des
Spectrums darstellt, und die reinste Farbe in den Mittelpunkt eines
jeden Bogens fillt.

Im Schwerpunkte eines jeden Bogens denken wir uns sein Ge-
wicht concentrirt; es reprisentirt dasselbe die Menge der betreffenden
Farbe, welche im weissen Lichte enthalten ist.

Der gemeinsame Schwerpunkt aller dieser Gewichte fillt in den
Mittelpunkt, derselbe entspricht also der Empfindung des reinen Weiss.

Es seien nun die Intensititen der Farben andere, sodass sie
nicht mehr in dem Verhiltniss stehen, wie im weissen Lichte. Im
Schwerpunkte eines jeden Bogens haben wir uns dann nicht mehr
sein gesammtes Gewicht wirkend zu denken, sondern nur %, % -+ ¥a
desselben, wenn die Strahlen Y, Y; - - ¥/, von der Intensitit besitzen,
mit der sie im weissen Lichte enthalten sind.

Von diesen Gewichten suchen wir den Schwerpunkt, der im
Allgemeinen nicht in das Centrum C, sondern etwa in S fallen wird.

Die Farbe des Gemisches wird angegeben durch das Feld, in
welchem S liegt, genauer durch die Stelle der Peripherie, welche der
durch S gezogene Radius trifft.

unyyg

1) Newton, Optice Lib. I, Pars II, Prop. VI.
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Der Farbenton wird um so geséttigter sein, je niher S an
die Peripherie fiillt, und umsomehr Weiss enthalten, je niher S an
das Centrum riickt. Nennen wir die Entfernung CS: 2, so wird der
Eindruck derselbe sein, als wiire eine Menge z der reinen Farbe mit
1 — 2z Weiss gemischt.

Diese Regel von Newton wollen wir nun noch in analytischer
Form darstellen.

Wir benutzen ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen An-
fangspunkt 1m Centrum des Kreises liegt. Als 2-Axe wihlen wir
die Trennungslinie von Roth und Violett, in Beziehung auf welche
die Figur symmetrisch ist, die y-Axe sei senkrecht dagegen und zwar
nach dem Orange gezogen.

Der Schwerpunkt eines Kreisbogens ist vom Centrum entfernt
um den Quotienten der zugehdrigen Sehne durch den Bogen : s/b,
wo letzterer in Theilen des Halbmessers gegeben zu denken ist.

Hiernach werden die Abstinde der Schwerpunkte vom Mittel-
punkte fiir

Roth, Violett, Griin 0,954,
Gelb, Blau 0,962,
Orange, Indigo 0,985,
und die rechtwinkligen Schwerpunktscoordinaten:
z Y
Roth, Violett -+ 0,823 -+ 0,482
Orange, Indigo - 0,207 -+ 0,963
Gelb, Blau — 0,514 +- 0,814
Griin — 0,954,
wo das obere Zeichen fiir die erste, das untere fiir die zweite
Farbe gilt.

Sind nun R, O ... die Infensititen der einzelnen Farben im

Gemische, so werden die Coordinaten des Schwerpunktes S:
X — (B V) 0828 + (0 +J) 0,207 — (Ge + B) 0514 — Gr 0,954
REVEXO0FTEGeF B+ Gr ,
v o (B— V) 0482 + (0 — J) 0,968 + (Ge — B) 0814
R+V+0+4+J+ Ge+ B Gr.

Der Winkel «, welchen der Radiusvector nach dem Schwerpunkt

mit der z-Axe einschliesst, folgt aus:

tan v = Y/X,
ferner der Abstand des Schwerpunkts S vom Centrum

s = YXIF YT
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und das Maass der Sittigung der Farbe
VX4 y

1—z 1 yXify

Wenn kiinftig die Mischfarbe zu bestimmen ist, werden wir dies
durch ein vor den Ausdruck der Intensitit der homogenen Farbe
gesetztes = andeuten.?)

In manchen Féllen konnen wir uns die Ausfithrung der Rech-
nung nach der Newton’schen Regel ersparen, indem wir direct die
Ordnung des Newton’schen Ringes mit gleicher Farbe angeben konnen.

Es werde daher noch einmal auf die Intensititsformel fiir die
reflectirten Ringe zuriickgegangen, welche in erster Niherung lautete

(8. 31):

. pal
A? = 4 3a%r? sin? T 2@
1

Streng genommen ist hierin » abhéingig von der Farbe, doch
sind die Aenderungen nur von der Ordnung der Dispersion und
diirfen vernachliissigt werden, sodass wir schreiben konnen

(13) A? = 49302 sin? f 2

a® bedeutet die Intensitiit, mit welcher jede Strahlengattung im
weissen Lichte enthalten ist, also nach Newtons Regel fiir Roth Y,
tiir Orange Y/, etc.

Thomas Young’'s Interferenzversuch. Fresnel's Spiegel-
versuch.
Wir behandeln nun einige Erscheinungen, bei denen nicht parallele,
sondern wenig gegeneinander geneigte Strahlen interferiren.
Zwel mit derselben Phase
schwingendeleuchtende Punkte
P, und P,, deren Abstand ge-

ring ist, mdgen ihre Strahlen P.____ ol

aufeinenweitentfernten Schirm f T T S
senden. Die in jedem Punkte =
desselbenerregten Bewegungen Pl’ =TT <

konnen wir als parallel an- i
sehen und dieselben nach den
frither entwickelten Principien
zusammensetzen. In dem von
P, und P, gleichweit entfernten Fig. 14.

1) 8. I:T-a.chtrag 1.
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Punkte « -werden die Strahlen sich am meisten verstirken, da
sie in gleicher Phase anlangen; gehen wir nach oben fort, so hat
der von P, ausgehende Strahl einen kiirzeren Weg als der von P,
ausgehende, und etwa in @, wird der Wegunterschied Y, betragen,
die Strahlen sich also zerstoren, in «, wird er A sein, und wieder
ein Maximum der Intensitéit eintreten u. s. f.

Wir erhalten so fiir homogenes Licht eine Reihe heller und
dunkler Streifen, sogen. Frangen. Bei weissem Lichte werden die
Frangen farbig.

Der erste derartige Versuch wurde von Thomas Young an-
gestellt.))

Da man die Phase zweier unabhiingiger Lichtquellen nicht be-
herrscht, so brachte Young in einem undurchsichtigen Schirme eine
feine Oeffnung an, durch weleche Licht auf einen zweiten Schirm mit
2 symmetrisch gelegenen, gleichen, engen, runden Oeffnungen fillt.

Das von ihnen ausgehende Licht erfiillb die Bedingung, dieselbe
Phase zu besitzen. Ein dritter Schirm — etwa eine matt geschliffene
Glasplatte — féingt die Interferenzerscheinung auf.

Jede der Oeffnungen erzeugh fiir sich bei homogenem Lichte ein
System von hellen und dunkeln Ringen, das man leicht beobachten
kann, wenn man die andere verdeckt. Sind beide Oeffnungen frei,
so erscheinen in dem gemeinsamen Theile des Bildes helle und
dunkle Streifen, die senkrecht gegen die Verbindungslinie der bheiden
Oeffnungen verlaufen. Dieselben verdanken ihren Ursprung also dem
Zusammenwirken beider Oeffnungen. Im weissen Lichte sind
Ringe und Streifen farbig.

Fresnel brachte fiir die Beobachtung dieser und #hnlicher Er-
scheinungen einige wesentliche Verbesserungen an. An Stelle des
feinen Loches im ersten Schirm verwendete er (als leuchtenden Punkt)
das kleine Sonnenbildchen. im Brennpunkte einer Linse kurzer Brenn-
weite und erhielt so eine erhebliche Steigerung der Lichtstirke.

Die Unebenheiten des Auffangeschirms, welche gegen die kleinen
hier in Betracht kommenden Entfernungen keineswegs verschwinden,
machen die Erscheinung undeutlich.

Fresnel zeigte, dass man den Auffangeschirm ganz entbehren
und die Erscheinung direct durch eine Lupe beobachten kann. Be-
wegt sich der Ort der deutlichen Sehweite durch die Lupe in einer

1) Lectures on natural philosophy. Dem Herausgeber im Original nicht
zugiinglich.
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Ebene, so verhilt es sich ebenso, als wiire dieselbe die Ebene des
Schirms.

Es beruht dies darauf, dass die verschiedenen Wege vom deut-
lich gesehenen Punkte bis zur Netzhaut des beobachtenden Auges in
gleichen Zeiten zuriickgelegt werden (iiquivalent sind), sodass die
Strahlen auf ihnen keine Phasendifferenz erlangen.!)

Die von den leuchtenden Punkten P, und P, nach dem deutlich
gesehenen Punkte 4 gesandten Strahlen werden also auf der Retina
des Beobachters mit derselben Phasendifferenz wieder vereinigt, die
sie in & besassen.

Fresnel brachte nun in deutlicher Sehweite vor seiner Lupe fest
mit derselben verbunden ein Fadenkreuz oder eine kleine in Glas
geritzte Scala an und machte das Ganze durch eine Mikrometer-
schraube beweglich. Diese als ,Fresnel’sche Lupe® bezeichnete
Vorrichtung eignet sich vorziglich zur Beobachtung und Messung
von Interferenz- und Beugungserscheinungen.?)

Wir wenden uns zur Berechnung des Young'schen Interferenz-
versuches.

Ein Punkt «" des Schirms, dessen Entfernungen von P, und P,
E, und E, seien, empfingt die Verriickungen:

[N
v

a cos (T — —E;_’)?:z und @ cos (% E;)‘Zm
Wir sehen dieselben als gleichgerichtet an und erhalten als
resultirende Intensitiit

A% = 2a? [1 -+ cos Zr— B £ — B, 275] 4a® cos? ﬂgji 7,
sodass also Maxima der Helligkeit fiir I, — L, = 2m i Minima fiir

2m+41) ;— auftreten. Der Mitte &, wo E, = F,, entspricht immer

ein Maximum.
Setzen wir die Entfernung des Schirms von den leuchtenden
Punkten = b, P,P, = ¢, aa’ = z, so wird:
B —8 4 (z— 40, E— b+ (@ + 40}
und mit Vernachlissigung der vierten Potenz der kleinen Grosse
(® + %o):
E,— FE = —Z— z.

1) Vgl. Nachtrag 4.
2) Fresnel, Oeuvres complétes I, pag. 67.
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Die Orte der Maxima ergeben sich hieraus

b1
r= 2m ??,

die der Minima
z = (2m + 1) (I}l,

. . b .
Die Entfernung zweier Frangen, d = - & hiingt von der Wellen-

linge ab und ist fiir rothes Licht grosser als fiir violettes; fillt also
weisses Licht ein, so lagern sich die verschiedenen Systeme iiber-
einander und es entstehen farbige Frangen.

Misst man b und ¢ und mit Hiilfe einer Fresnel’schen Lupe d,
so erhilt man die Wellenlénge
cd
b

Arago bedeckte eine Oeffnung mit einem Bliittchen einer durch-
sichtigen Substanz und beobachtete, wenn dasselbe hinreichend diinn
war, eine Verschiebung des ganzen Bildes nach der Seite der ver-
deckten Oeffnung, wihrend fiir eine zu grosse Dicke die Interferenz-
erscheinung ganz verschwand. Fresnel') gab hiefiir sofort die rich-
tige Erklirung.

A =

yi}

r E, o’
e :

Yig. 15.

<+

Y]

Verfolgen wir jetzt die Strahlen von der gemeinsamen Licht-
quelle P aus, so gelangt durch P, nach o' die Erschiitterung

t r -+ E,
@ ¢os <—,I; — ——l—) 2m,

durch P, hingegen, wenn A die Dicke des Blittchens, 4, die Wellen-
linge in demselben ist

1) Oeuvres complotes I, 75. Der Versuch wurde iibrigens zuerst bei der
Beugungserscheinung durch einen schmalen Schirm gemacht.
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Hieraus resultirt die Intensitit
o E —F 1 1
9,2 2 1 Iy
2a ‘:1 -+ cos (——l-— — A4 (_—11 — 1—)) Zn]

E, — E d(1 )
— 2 2 2 1
= 4a? cos <_—1 — (Tn —1 )n,

folglich treten Maxima ein, wenn:
L, — E — A(li——-1)=2mi
1
oder, wenn E, — E, wie oben entwickelt wird,
cx A i
T—" A(Z'— 1>=97n ‘é"
Die Lage der Minima ist bestimmt durch
cx i 4
-5 — 4 (Z——- 1) = (@2m+ 1)<
Fiir das centrale Maximum muss die Verzogerung der beiden
Strahlen O sein, also m = 0, und seine Verschiebung z, betrigt

ba | 1 ba | n
Ty =T[Tf‘ 1]= 7[7’— 1]’
wenn % und n, die Brechungscoefficienten in Luft und der Substanz

des Bliittchens bedeuten.
Fiilhren wir noch die Frangenbreite d ein, so wird

_dd | n
To="7T|mn 1)

und wir erhalten hierdurch die Verschiebung in Frangenbreiten aus-
gedriickt.

Diese Formel zeigt die ausserordentliche Empfindlichkeit der
Methode zur Erkennung geringer Aenderungen des Brechungs-
coefficienten.

Wire 4 = 1mm und nehmen Wir A in roher Nﬁherung

1 n —
At SU— o e
2000 M, SO wiirde einer Differenz . im Betrage von 2000 schon

eine Verschiebung um eine ganze Frangenbreite entsprechen.

Arago wandte dies Mittel an, um den Unterschied des Brechungs-
coefficienten feuchter und trockener Luft von gleicher Temperatur zu
bestimmen?), ferner zur Untersuchung der Aenderung des Brechungs-
coefficienten des Glases durch Dilatation und Compression.

Das Princip der Verschiebung der Interferenzstreifen benutzte

1) Arago, Oeuvres compl. X, 298, 312, XI, 718.
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auch Fizeau,') um zu zeigen, dass der Lichtither bei der Bewegung
der ponderabeln Materie mit fortgefiihrt wird. Die beiden inter-
ferirenden Strahlenbiindel durchliefen

zwei aneinandergrenzende mit plan- },_JE

parallelen Glasplatten verschlossene
Rohren, durch welche man Wasser

in entgegengesetzter Richtung stro- r
men lassen konnte. War der Sinn

der Wasserbewegung, wie in der

Figur angedeutet, und trat das Licht auf der linken Seite ein, so
zeigten sich die Frangen nach unten gegen die Lage fiir ruhendes
Wasser verschoben, woraus hervorgeht, dass der obere Strahl be-
schleunigt, der untere verzdgert war.

Bei dem Versuch von Young interferirte das durch die beiden Oeff-
nungen gebeugte Licht; dass auch nicht gebeugtes Licht der Inter-
ferenz fihig sei, suchte Fresnel durch seinen Spiegelversuch zu
zeigen.”) Werden die von einem leuchtenden Punkte P ausgehenden
Strablen von zwei einen sehr stumpfen Winkel einschliessenden

Spiegeln reflectirt, so verhiilt es sich ebenso, als wiren in den Bild-
punkten P, und P, zwei leuchtende Punkte gleicher Phase. Die Be-

=)

Fig. 16.

\ P A

Fig. 17.
rechnung des Versuches ist leicht auf das Frithere zurilickzufiihren.
Beistehende Zeichnung sei entworfen in emer durch den leuchtenden

1) Comptes rendus 83, pag. 349. Weitere Anwendungen der Verschiebungen
der Interferenzstreifen s. Jamin, C. R. T. 42, pag. 482, T. 43, p. 1191. T. 45,
pag. 892. Ann. de chimie et de phys. (3) 52, pag. 168, 171; 59, p. 282. Quincke,
Wied. Ann. 19, pag. 401. 1883.

2) Fresnel, Oeuvres complétes I, pag. 325. II, pag. 17. Dass auch bei dem
Spiegelversuch eine Beugung des Lichtes eintritt, hebt H. F. Weber, Ziiricher
Vierteljahrsschrift 1879, hervor.
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Punkt P senkrecht zur Schnittlinie der Spiegel gelegten Ebene. Die
Punkte P, und P, erhalten wir, wenn wir die von P auf die Ebene
der beiden Spiegel gefillten Lothe Pp, und Pp, um sich selbst ver-
lingern. Es wird also, wenn PS =1 und & der spitze Winkel
zwischen den Ebenen der Spiegel ist,

PS=PS=1

K PSP, =2 pSp, = 2¢

P, P,==2lsin s

Der Auffangeschirm A4A’ ist aufzustellen senkrecht gegen die
Verbindungslinie der Mitte von P, P, mit S; nennen wir L die Ent-
fernung desselben von S, so haben wir in unseren fritheren Formeln
nur zu setzen:

¢=2lsineg, FE=1cose—+ L.

Die Interferenzerscheinung tritt natiirlich nur an den Orten auf,
nach welchen von beiden Spiegeln Licht reflectirt wird, also in dem
gemeinsamen Theile derjenigen beiden Riume, welché durch die
verlingerten Linien P,S und P8, resp. P,S und P,S; eingeschlossen
werden.

Andere Modificationen des Interferenzversuches von Thomas
Young sind das Fresnel’sche Doppelprisma’) und die Billet’schen
Halblinsen ®).

Vorlesung 1V.

Diffractionserscheinungen. Allgemeines.

Wenn wir einen Theil der von einem leuchtenden Punkte aus-
gehenden Lichtwelle durch einen undurchsichtigen Korper auffangen,
so zeigen sich nahe der Grenze des geometrischen Schattens eigen-
thiimliche Erscheinungen, welche man Beugungs- oder Diffraec-
tionserscheinungen nennt®).

Dieselben treten in der vollen, sich ungehindert ausbreitenden
Lichtwelle nicht auf und verdanken daher ihre Entstehung der Be-
grenzung derselben.

1) Fresnel, Ocuvres complétes I, pag. 330. H. F. Weber berechnet a. a. O.
die Interferenzerscheinung fiir das Doppelprisma mit Beriicksichtigung der Beugung.

2) Billet, Traité d’optique phbysique T. I, pag. 67.

3) Zuerst beobachtet von Leonardo da Vinci, dann von Grimaldi, Physico-
mathesis de lumine, coloribus et iride Bononiae 1665.
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Die Lichtwelle W W’ welche in dem leuchtenden Punkte P
ihren Ursprung hat, sei unterbrochen durch den schmalen Beugungs-
schirm A B der gleichmiissigen P
Breite ¢. SS’ sei der Projektions-
schirm, auf welchem wir die
Erscheinung beobachten; nach
fritheren Auseinandersetzungen
konnten wir auch eine Fresnel-
sche Lupe anwenden, deren deut-
liche Sehweite in S8 liegt. Es
sel PA=PB und 8§ parallel
AB; ihr Abstand sei b.

Im geometrischen Schatten
CD sehen wir bei homogenem S B C D S’
einfallendem Lichte eine Anzahl Fig. 18.
heller und dunkler Streifen in gleichen Abstinden, und zwar ist die
Mitte von CD stets hell. Fiir weisses einfallendes Licht ist das
Centrum weiss und die Frangen farbig.

Die Zahl und Breite der inneren Frangen hingt ab von der
Breite des schattengebenden Korpers und seiner Entfernung vom
Schirm S§’, der Abstand der Lichtquelle ist aber ohne Einfluss.

Ferner ist beiderseits ein System von drei bis vier Frangen
ausserhalb des geometrischen Schattens vorhanden, doch sind die-
selben erheblich undeutlicher als die inneren. Thre Entfernung ist
grosser als die der inneren und ungleich, indem die dem geometri-
schen Schatten niheren schmaler sind; ihre Lage ist mit bedingt
durch den Ort des leuchtenden Punktes.

Bewegen wir den Schirm S§ normal zu sich selbst fort und
bezeichnen immer die Stellen der einzelnen Frangen, so zeigt sich,
dass die inneren nahezu gerade Linien, die #usseren Hyperbeln be-
schreiben.

Eme Erklirung des Phénomens versuchte bereits Th.. Young
auf Grund des Interferenzprincipes, die wir kurz andeuten wollen, ob-
wohl sie spiter widerlegt ist. Nach einem Punkte E ausserhalb des
geometrischen Schattens gelangt Licht einmal auf der Geraden PE,
dann aber auch nach Reflexion an der Kante bei A4, also auf dem
Wege PAE. Da die beiden Strahlen wenig gegeneinander geneigt
sind und verschiedene Wege durchlaufen haben, werden sie interferiren

konnen; betriigt ihre Wegdifferenz 5> 80 wird eine Schwichung ein-



Diffractionserscheinungen. Allgemeines. 47

treten, fiir 4 eine Verstirkung u.s. £ Um die Theorie mit der Be-
obachtung in Einklang zu bringen, musste Young einen Verlust von
einer halben Wellenlinge bei der Reflexion annehmen.

In den geometrischen Schatten hinein gelangt Licht nach Th. Young
durch ,Inflexion” an beiden Rindern in Folge einer Einwirkung des
festen Korpers auf den anstossenden Lichtdther. Es wiirden fiir die
inneren Frangen also die néimlichen Gesetze gelten miissen, wie fiir
den Young'schen Interferenzversuch mit zwei Oeffnungen, wenn ihre
Entfernung gleich der Breite des Beugungsschirmes ist. Der Abstand
der Maxima und Minima von der Mitte des geometrischen Schattens

. b 1 b .
miisste also & = 2m — - resp. (2m+ 1) % sein.

Dies Resultat wird nun allerdings durch die Beobachtung nahe-
zu bestitigt, doch fand Fresnel!) ausserhalb des geometrischen
Schattens Abweichungen von Youngs Theorie, welche durch Beobach-
tungsfehler nicht erklirbar waren.

Hiezu kommt noch ein fernerer Umstand, welcher Youngs Theorie
nicht giinstig ist. Sollten die dussgren Frangen durch Interferenz der
directen und der am Schirmrande reflectirten Strahlen entstehen, so
miisste ihre Intensitit nothwendig von der Ausdehnung und Kriim-
mung desselben abhiingen. Ein derartiger Einfluss lisst sich aber
nicht bemerken, und Fresnel hat bei einer verwandten Erscheinung,
der Beugung durch einen schmalen Spalt, gezeigt, dass dieselbe ganz
unverindert blieb, mochten die Spaltrinder gebildet sein durch polirte
Kupfercylinder, Tusche, abgerundete oder zu einer scharfen Schneide
angeschliffene Stahlplatten®). Nicht einmal eine Aenderung der In-
tensitit trat ein, obwohl eine scharfe Stahlschneide iiberhaupt Licht
nicht merklich reflectirt.

Diese und andere Ueberlegungen fiihrten Fresnel dazu, Youngs
Theorie zu verlassen und seine eigene Diffractionstheorie aufzustellen,
welche auf einer Combination von Huyghens’ Princip mit dem der
Interferenz beruht.

Das Huyghens'sche Princip besagt, dass wir eine Lichtwelle nicht
nur vom lenchtenden Punkt, sondern auch aus einem fritheren Stadium
derselben Welle ableiten konnen.

Huyghens?®) selbst wendet das Princip zunichst nur auf eine
einzelne Erschiitterung an. Sei P der Ausgangspunkt derselben, 4 A

1) Fresnel, OQeuvres compl. I, pag. 272.
2) 1. c. pag. 278.
3) Huyghens, Tractatus de lumine pag. 14.



48 Theoretische Optik. Vorlesung IV.

und BB’ die fiir ein homogenes isotropes Medium kugelformige Welle
zu zwei verschiedenen Zeiten, so nimmt Huyghens jedes Theilchen
von AA als Erschiitte- p

rungscentrum an, von dem

aus sich die Bewegung A A
wieder auf Kugelwellen
fortpflanzt. @

Die Bewegung wird B’
nach Huyghens iiberall
unmerklich sein, ausser auf
der Enveloppe der simmt-
lichen Kugelwellen, d. h.
auf der Hauptwelle in
ihrem spiiteren Verlaufe. Wir werden spiter von dem Huyghens'schen
Principe in dieser Form Gebrauch machen; Fresnel') modificirte es
dadurch, dass er nicht nur einen einzelnen Impuls, sondern
ein continuirliches, von einem Punkte ausgehendes Licht

Fig. 19.

annahm,

Wir sehen als Anfangszustand der Welle BB wieder das friihere
Stadium derselben A A" an. Irgend ein in « gelegenes Element von
AA wird seine Erschiitterungen nach allen Seiten aussenden; ein
Punkt B auf BB wird also in Bewegung gesetzt werden durch
simmtliche Elemente von AA4’, und um den Zustand in B zu be-
stimmen, haben wir alle dorthin gelangenden Strahlen zu summiren.

Die Grosse der von « P
nach § gelangenden Bewe-
gung wird ausser vonder Ent-
fernung noch von der Nei-
gung der Richtung af gegen
die Normale in « abhingig
sein und zwar mit wachsen-
der Schiefe rasch abnehmen.
Wire das Gesetz hiefiir
gegeben, so kbnnten wir
die oben angedeutete Sum-
mation sofort ausfithren;
Fresnel gelangte aber auch
ohne Kenntniss desselben
zum Ziele.

1) Fresnel, Oeuvres compl. I, pag. 206, 282 etc.
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Es sei PCD der directe Strahl vom leuchtenden Punkte P
nach derjenigen Stelle D, fiir welche wir die Bewegung suchen;
PC = a, CD =10, und zwar sei b eine grosse Zahl von Wellenliingen.
Ziehen wir nun von D aus Radienvectoren nach 44’ derart, dass je
zwei aufeinanderfolgende um eine halbe Wellenlinge verschieden sind

(also DC, =b+ %, DCy=1b + 22—1 u s. f.), so wird dadurch die
Kugelfiiche in Zonen mit der gemeinsamen Axe PD getheilt.

Wir betrachten zwei aufeinanderfolgende Zonen E,F, und E, F,.
Da b gegen A sehr gross sein sollte, so werden die Winkel E DE,
und E, DE, sehr klein sein, also die von correspondirenden Elementen
beider Zonen ausgehenden Strahlen als merklich parallel betrachtet
werden konnen. Auch die Neigungen der Strahlen gegen die Nor-
male werden sich wenig unterscheiden, sodass die Intensitiit der Be-
wegung auch nahezu dieselbe sein wird. Correspondirende Elemente
zweier aufeinanderfolgender Zonen werden also nach D Strahlen
nahezu gleicher Richtung und Intensitit senden, deren Ursprung um
eine halbe Wellenlinge differirt, und es wird sich daher, da ausser-
dem die Flichen aufeinanderfolgender Zonen nahe gleich sind, die
Wirkung zweier successiver Zonen fast vollstindig aufheben.

Es wire falsch hieraus zu schliessen, dass nach D iiberhaupt
keine Bewegung gelangt, denn die vielen kleinen Differenzen je zweier
Zonen konnen ein merkliches Gesammtresultat geben. Wir vermogen
aber leicht in einer andern Weise zu summiren.

Es lisst sich zeigen, dass die Fliche einer jeden Zone das arith-
metische Mittel der vorhergehenden und folgenden ist, ferner wird die
Intensitit der Strahlung nur um eine Grosse hoherer Ordnung sich
vom Mittel fiir die beiden angrenzenden unterscheiden. Es wird also
eine sehr viel vollstindigere Zerstorung eintreten, wenn wir die Wir-
kung der zweiten Zone combiniren mit der Hilfte der Wirkungen der
Centralzone und der dritten, die der vierten Zome #hplich mit der
halben Wirkung der beiden angrenzenden u. s. f.

Da nun die Wirkung der Zussersten betrachteten Zone wegen
der Schiefe der Strahlen unmerklich ist, so bleibt nur die halbe Wir-
kung der Centralzone ibrig.

Um noch die Fliche einer Zone zu berechnen, seien %, und
u, die Winkel, welche PC mit den Radien PE, und PE, nach
ihren Grenzen einschliesst. Ein ringformiges Element der Zone ist

2na? sinu du, also die ganze Zone:
Neumann, Vorl. iiber theor. Optik. 4
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u)
Zy = 27m2f sine du = 2ma? (cos U, -— cos uy).

Yo

Aus den Dreiecken PE,D und PE, D folgt:
7y = (@ + b)* + a® — 2a(a + b) cos u,,
7 = (a + b)? 4 a® — 2a(a -+ b)cos u, ,

72 — 1t = 2a(a + b) (cos u, — cos u,),
und die Zonenfliche:

Ta
Zo = T (7'12 - 7’02))

.
5

12
Z(,=a-’—j;"f3 (m»o+ 1—)-
Die beiden folgenden Zonen werden
312
Zy = a'n_l"_a‘g (g — ) = t{f‘g <'“"o + T) ’

512
Zy= a”——:b (rs? — 1)) = ﬁ—b <“o + T)'

sodass in der That

oder mit Riicksicht auf r, = r, 4-

Zy = 5(Zy + 7).

Die in D vorhandene Amplitude der Lichthewegung konnten wir
herleiten von dem leuchtenden Punkte P oder aus der Wirkung der
halben Centralzone.

Ist A die von P erzeugte Amplitude in der Entfernung 1, so

~Aa, in der Welle A4’ ebenso 2.
a-40b a

Die von der halben Centralzone in D erregte Bewegung wird pro-

wird sie in D nach pag. 8 sein

portional sein ihrer Fliche ZA(%?) <b/1 -+ %:—), woftir wir in geniigen-

der Niherung setzen konnen ferner der in C vorhandenen

nabl
2(a 4+ b)’
Amplitude % , endlich umgekehrt proportional dem Abstande b&.
Fiigen wir noch einen Proportionalititsfactor K hinzu, so haben
wir also

~—A~-—K- mabl 4 1

at+b T 2atd) @ B
woraus sich die eigenthiimliche Folgerung ergiebt, dass der Propor-
tionalitiitsfactor

2

K = ;T’
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somit der Wellenlinge umgekehrt proportional wird. Kine eingehen-
dere Untersuchung, welche auch auf die Phasendifferenz der Elemente
der Centralzone Riicksicht nimmt, liefert einfach

K= _i-
(cf. pag. 53.)

Bemerkt sei noch, dass thatsichlich eine Lichtwelle in einem
homogenen Medium sich in einer einfachen fortschreitenden Bewegung
befindet, und von der in einem bestimmten Stadium betrachteten
Welle keine Erschiitterung nach riickwirts fortgepflanzt
wird. Die Fresnel'sche Betrachtungsweise erlaubt dies Resultat nicht
abzuleiten, wohl aber fiilhren — wenigstens fiir die volle Welle —
die Differentialgleichungen der Elasticitit dazu.

Poisson zog aus der Fresnel’schen Theorie, in der Absicht, sie
zu widerlegen, einige Folgerungen beziiglich der Diffractionserschei-
nungen fiir einen kreisrunden undurchsichtigen Schirm und
fir eine kreisrunde Oeffnung?).

Fingt man einen Theil der von einem Punkte ausgehenden Licht-
welle durch einen runden, gegen die Richtung der Strahlen senkrecht
gestellten Schirm auf, so kann man fiir einen auf der Centrale des-
selben gelegenen Punkt eine fihnliche Zonenconstruction wie oben fiir
die volle Welle vornehmen, nur dass man jetzt vom Rande des
Schirmes beginnt. BEs wiirde wieder die Wirkung der ersten halben
Zone allein iibrig bleiben, und die Centrale stets erhellt sein miissen,
sogar fiir nicht zu grosse Schirme nahe ebenso hell wie durch die
freie Welle.

Die Beobachtung hat diesen Schluss bestitigt.

Wir wollen uns ferner durch einen Schirm mit einer geeigneten
runden Oeffnung die ganze Lichtwelle mit Ausnahme der Centralzone
verdeckt denken. Es miisste nach Fresnel sodann die doppelte Am-
plitude, also die vierfache Intensitit der fiir die freie Welle vorhan-
denen eintreten. Bliebe ausser der Centralzone noch die nichste an-
grenzende frei, so miisste fast vollkommene Dunkelheit herrschen, fiir
drei unbedeckte Zonen wieder fast die vierfache Intensitit der freien
Welle u. s. f.

Der Unterschied zwischen Randstrahl und centralem Strahl be-
triigt also fiir den Fall der Lichtminima:

r—b=2m-§—

1) Fresnel Oeuvres compl. I, pag. 365 ff.
4*
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und fiir die Maxima:

r——b=(2m—{—1)%.

Um die einschligigen Versuche zu machen, wire es nicht prak-
tisch, verschiedene Oeffnungen anzuwenden, da man dieselben nur sehr
schwer in der geforderten Grosse genaun herstellen konnte, vielmehr wird
man dieselbe Oeffnung in verschiedene Entfernungen bringen.
Wie leicht zu iibersehen, wichst die Ausdehnung der Zonen mit dem Ab-
stande (DC der Figur 21) und die Zahl der frei bleibenden nimmt ab.

Bei Anwendung homogenen Lichtes zeigt sich in der That der
Mittelpunkt des Diffractionsbildes abwechselnd hell und dunkel, und
zwar fiir verschiedene Wellenlingen in verschiedenen Entfernungen.
Fiir weisses Licht treten Farben auf, fhnlich denen der Newton'schen
Ringe im reflectirten Licht.

Wir wollen den Fall einer kreisformigen zur Richtung der Licht-
strahlen senkrechten Oeffnung durch die Rechnung noch etwas weiter
verfolgen, indem wir uns auf die

Betrachtung von Punkten der
Centrale beschrinken. -

Die Bewegung in D leiten A ¢ A
wir ab aus derjenigen Lage 4 4’ \\ N /
der von P ausgehenden Welle, ol \F
in welcher sie gerade den Rand E E'
der Oeffnung EE’ beriihrt.

Die Bewegung eines in I7 b
befindlichen Elementes do der
Oeffnung wird dargestellt sein
durch

A t a ,D
- ¢os (T - T) 27, Fig. 21.

wo A wieder die Amplitude in der Einheit der Entfernung bedeutet.
Die von do in D erzeugte Verriickung wird #hnlich wie oben sein:

Wir betrachten die von den verschiedenen do herrithrenden Ver-
riickungen bei der Kleinheit der Neigung als parallel und haben dann
einfach den obigen Ausdruck iiber den Theil der Welle ECE’ zu
integriren. Wir nehmen die Oeffnung klein genug an, um die Aende-
rungen von K vernachldssigen zu konnen, und haben also als resul-
tirende Verriickung:



Kreisrunde Oeffnung. b3

KA 1 t a-+tr
“a 7C0S<~T— >27Ed0

In Polarcoordinaten ist nun do = &®sinu dudp, wenn « und ¢
Poldistanz und ,Liinge“ bedeuten. Die Integration nach ¢ giebt 2,
also wird die Verriickung:

KAa2nJ — cos <% S —1'_ r) 27 sinu du.

Die Integration nach u ersetzen wir wie obeu durch eine solche
nach # und haben, da rdr = a(a 4 b) sinw du:

Ka2x [’ cos (% — a—?’—) 2ndr,
a+b
b

wo 7 die Entfernung von D bis zum Rande ist, und nach Ausfithrung
des Integrals:

KA, § . (¢ a—+d t a4 r
E—_i_b—l:sm<7—— )2n—sm<T————l )275}

Wir haben die in D vorhandene Bewedunrr hienach zuriickgefiihrt

auf zwei Strahlen der gleichen Amphtude + b’ deren Urspriinge um

r—>b+4 »2- verschieden sind.

Die Intensitit des resultirenden Strahles wird also fiir homo-
genes Licht:

2 - 2 ___
J=(%)2[l—cosr7b2n] =4<fi};)> sin? ” . bvz.

Hievon machen wir zunichst Anwendung zur genaueren Bestim-
mung von K. Wire gerade die Centralzone frei geblieben, so wiire

— 2 KA
r—b=? und J = 4(a+b>

oder die Amplitude = Z_Iii% Nach dem Friiheren ist die Amplitude

fir die freie Welle die Halfte hievon, also ({iili, und die Verglei-
chung mit der Amplitude der direct fortgepflanzten Welle, d% )
giebt K= -

Hienach konnen wir also schreiben

44 . or—b
J= " sin?”

(@ + ) -7 ™
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Maxima der Helligkeit treten ein fiir 7 — b= (2m 4 1) %, Minima fiir

7—b=2m % , in Uebereinstimmung mit dem oben synthetisch ge-

fundenen Resultate.

Um 7 — b durch direct messbare Grossen auszudriicken, kénnen
wir die hinreichend angeniherte Beziehung benutzen

_ ¢t (1 1

F—b=5 (5 +3)
wo ¢ den Radius der Oeffnung bedeutet. Fillt weisses Licht ein, so
haben wir die Newton'sche Summe zu nehmen

4 . oT — b
J= gy = disin® — =

Die Vergleichung mit pag. 39, (13.) zeigt, dass die Farbe dieselbe
ist, wie die einer Lamelle im reflectirten Licht von der Dicke

7 —b e (1 1
4=— =“2“<7+?>'

Allgemeine Formeln fiir die Diffractionserscheinungen.

Wir gehen nun iber zur Ableitung der allgemeinen Formel fiir
die Fresnel’schen oder mikroskopischen Diffractionserschei-
nungen,

Die vom leuchtenden Punkte P ausgehende Lichtwelle sei unter-
brochen durch einen Schirm mit der irgendwie gestalteten Oeffnung
AB. Gesucht ist die Erleuchtung in dem P
irgendwo auf der anderen Seite befind-
lichen Punkte D. Man kann das Licht
hier auf einem Projectionsschirme auf-
fangen oder ein Mikroskop benutzen, \ B
durch welches man D gerade deutlich 4 ¢ TE
sieht. Der Punkt D, der sogenannte /

D

Diffractionspunkt, liegt also auf der
entgegengesetzten Seite des Beu-
gungsschirmes wie der leuchtende Punkt.

D erhilt Licht von jedem Elemente
der Oeffnung?'), wobei festzuhalten ist,
dass dieselben von P ungleich weit entfernt sind, und demnach ver-
schiedene Phase besitzen. Die Oeffnung sei so klein, dass der von

Fig. 22.

1) Diese neue Modification der Behandlung ist zuerst eingefiihrt von Schwerd
(die Beugungserscheinungen, Mannheim 1835).
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der Schiefe der Strahlungsrichtung abhiingige Factor sich nicht merk-
lich éndert, und dass die von den einzelnen Elementen der Oeffnung
nach D gelangenden Strahlen als parallel angesehen und einfach
summirt werden kdnnen.

Die von einem Elemente do in ¢ nach D gelangende Verriickung
ist proportional mit

t PC CD
do cos (T—T—T)2
Dies wire noch zu multipliciren mit K. wir sehen diesen
rc.cnp

Factor wegen der geringen Ausdehnung der Oeffnung als constant
an und bezeichnen ihn mit .
Demnach wird die gesammte Bewegung in D:

Ljdocos ——BQ—C’:D>275

ausgedehnt iiber die Oeffnung.
Mit Einfithrung eines festen Punktes F im Schirm kénnen wir
hiefiir schreiben:

Ljdocos +E——1—D—Q—E" —I—-ED 0D>27v.

l i

Bei der Integration variiren hierin nur die Terme mit den Diffe-
renzen; setzen wir die constanten Glieder &, ferner PF — PC = 4R
und ED — CD = 4R, so wird die Verriickung:

kfdocos(&—f—dl—R—}—ﬂ) 2
= kcos 8'—/ docos(g—}—df)?n——l(smﬁj dosin d}_R —|— > 2m.

Die Bewegung in D ist hiedurch auf zwei Strablen mit einem

um % verschiedenen Ursprung zuriickgefiihrt, und die resultirende

Intensitit wird:

J—k2{<'/doc AR—I-AR’ ) (Jdo : dR+dR ”)2}_

Um die Formel fiir die Rechnung bequemer zu machen, fiihren
wir geeignete rechtwinklige Coordinaten ein. Der Anfangspunkt sei
der Schnittpunkt von PD mit der Schirmebene, und dorthin verlegen
wir auch den bisher willkiihrlichen Punkt E. Als z-Axe wiithlen wir
die Projection von PE auf den Schirm, die y-Axe im Schirm senk-
recht dagegen, z vertikal zur Schirmebene.
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In diesem System seien die Coordinaten von,
P: a,o,c
D: d,o, ¢,
C: =z 9, 0.

Es wird dann:
PE=R=Va -+
PC=R—AdR=V(@—2aP+ 9"+ ¢

und indem wir entwickeln, mit Fortlassung der Terme hoherer Ordnung

1 1 2 3
PO=R—dR=R—F+ 5@ +v)—5 5

Nennen wir ferner A den Winkel zwischen PE und z, so ist
a
i

- = cos A und:

AR =z cos A — ﬁ («® sin? 4 4 o%).
Ebenso folgt, wenn A’ der Winkel zwischen ED und der z-Axe und
ED =R’ ist:
AR =z cos A" — 2—% (2? sin® 4" + y®).
Da nun 4 F A == so wird

, 1 . 1 1
AR+ AT = — 5 @ sin* A+ 59 (3 + 3),
und wir erhalten fiir die Intensitit:
1) J=F(C*+ 8%, wo

C=fdo cos [(x2 sin® 4 4 ¢?) (-1% + R-l_) .1’]’
s =f do sin [(x2 sin® 4 yz)'(% + R;) ﬂ.

Es sei nochmals besonders hervorgehoben, dass das Coordinaten-
system durch die Lage des leuchtenden Punktes, des Diffractions-
punktes und des Beugungsschirmes vollkommen bestimmt ist.

Wir lassen hier gleich die allgemeine Formel fiir die andere
Klasse der Beugungserscheinungen, die Fraunhofer’schen oder
teleskopischen, folgen.

Fraunhofer?) stellte sich — vor der Verdffentlichung der von der
Pariser Akademie mit dem Preise gekronten Arbeit Fresnels — die
Aufgabe, die Diffractionserscheinungen messend genau zu verfolgen.

Er setzte zu dem Ende den Beugungsschirm vor das Fernrohr
eines Theodolithen, in dessen deutlicher Sehweite sich der leuchtende

@)

1) Denkschriften der Miinchener Akademie, Bd. VIII, 1821.
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Punkt befand, und stellte das Fadenkreuz auf die verschiedenen Theile
der Erscheinung ein. Indem er die hiezu erforderlichen Drehungs-
winkel mass, erreichte er eine ,astronomische” Genauigkeit der Be-
obachtung. Er wandte nicht nur einfache Beugungstffnungen ver-
schiedener Gestalt an, sondern auch Systeme gleicher, gleichweit
entfernter und #hnlich gelegener Oeffnungen, sog. Beugungsgitter,
welche besonders dadurch wichtig geworden sind, dass sie die schiirfste
Bestimmung der Wellenlinge erlauben. Das Resultat seiner Arbeit
war nun freilich nicht, die bisher bekannten Beugungserscheinungen
genau untersucht zu haben, sondern die empirische Feststellung
der Gesetze einer neuen Klasse derselben.

Um den Unterschied von den Fresnel’schen Diffractionserschei-
nungen klar zu legen, sei nochmals daran erinnert, dass bei diesen
solche Strahlen interferirten, welche von den verschiedenen Punkten
der Oeffnung nach einem Punkte des Projectionsschirmes convergirten.
Dieser, der Diffractionspunkt, war also vom leuchtenden Punkte durch
die Ebene des Beugungsschirms getrennt.

Andererseits sei das Theodolithfernrohr auf P eingestellt gewesen

und gedreht, sodass der Beobachter (ohne Beugungsschirm) einen
gleichweit entfernten Punkt

D deutlich sehen wiirde. Wird P
der Beugungsschirm vorge- )
setzt, so vereinigt das Fern-
rohr auf der Netzhaut des
Beobachters alle von Punkten
der Oeffoung AB ausgehen-
den Strahlen, welche eine
solche Richtung haben, als
kéimen sie von D ber.

Der Durchschnittspunkt
der interferirenden Strahlen,
der Diffractionspunkt,
liegt also mit dem leuch-

D

tenden Punkte auf der- Kﬁb
selben Seite des Beu- Fig. 23.
gungsschirmes.

Es sei noch bemerkt, dass das blosse Auge das Fernrohr er-
setzen kann; nur muss man die Oeffnungen sehr klein machen und
dicht vor das Auge halten, welches sich dann fiir den leuchtenden
Punkt zu accomodiren hat.
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Die Theorie der Fraunhofer'schen Beugungserscheinungen ist
gegeben von Schwerd?'), der aber nicht Integrale benutzte. Wir ent-
wickeln nun die allgemeine Formel unter Anwendung derselben.

Nach dem Huyghens’schen Principe haben wir die Lichtbhewegung
auf der Netzhaut des Beobachters in K herzuleiten aus denjenigen
Strahlen, welche dorthin von den Elementen der Oeffnung A B ge-
langen. Nach den obigen Auseinandersetzungen sind dies aber die-
jenigen, welche riickwirts verlingert durch den deutlich gesehenen
Punkt D gehen.

Zur Feststellung der Phasendifferenz der interferirenden Strahlen
filhrt folgende Ueberlegung. Die simmtlichen Wege von D durch
das Fernrohr bis X sind ,optisch dquivalent” d. h. von D ausgehende
Strahlen erleiden auf ihnen keine relative Verzogerung. Beschreiben
wir um D) eine Kugelfliche «f, so wird fiir die Wege von af bis K
dasselbe gelten, und die Strahlen werden mit derselben Phasendifferenz
im Auge anlangen, die sie in.w«f8 besassen. Wir werden also bei
unserer vorliegenden Aufgabe nur nothig haben, die Phasendiffe-
renz fiir die Kugelfliche af festzustellen,

Ein Element do der Oeffnung in C empfingt vom leuchtenden
Punkte P eine Verriickung proportional mit

(t ?;O)Zn
s\ — 7

und sendet in der Richtung DC eine Bewegung, welche in dem
Punkte y der Kugelffiche af entspricht:

t PC C'y)
cos (T_T—T 27,

Nehmen wir wieder die Oeffnung klein genug, um den von der
Schiefe der Ausstrablung und den Entfernungen PC und CK ab-
hiingigen Factor constant setzen zu konnen, so wird die gesammte
Bewegung in K gegeben sein durch

. t—1 pPC Cy
LdeCOS ( T T—'T) 27‘,

wo 7 die constante Zeit bedeutet, welche die Strahlen von der
Kugelfliche «f bis K brauchen. Hierin setzen wir Cy = Dy — DC
und erhalten mit Einfihrung eines willkiihrlichen festen Punktes E
in der Schirmebene:

* t— PE PC D DE DE—DC
kj docos(—T—t——— =+ y-—]— ——————)27:.

i

1) Schwerd, Die Beugungserscheinungen, 1835.
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Bei der Integration sind alle Glieder unter dem cos. constant .
ausser den Differenzen; sei

PE=R, PE— PC= AR,
DE=FR, DE—DC=AR,

und die Sumwme der constanten Terme = &, so erhalten wir:

kfdocos(ﬂ+§?—~%g)2n,

eine Formel, welche sich von der entsprechenden fiir die Fresnel'sche
Erscheinung dadurch unterscheidet, dass hier die Differenz 4 B — 4R
auftritt. Die Intensitdt wird:

——k”{ fdocos ~—2n)2+(Jnclo sinéR—_;—iEQ%T},

und es bleibt nur noch 4R — 4R’ zu entwickeln,

In einem rechtwinkligen Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt
in £ und dessen z- und y-Axe in der Ebene des Beugungsschirmes
gelegen sind, seien die Coordinaten von

P: a,b,c
D: da,vV, ¢,
C: z4,0,

PE=R—V& 5 F&,
PC=R— AdR=V(@—z+ b —y?*+ ¢
Sind z und y gegen R klein, so erhalten wir bis auf Glieder hoherer
Ordnung: , .
PC— R — aa:+by+1 (x® —I}{—J) ;(axz—sby).
Schliesst ferner PE mit z und y die Winkel 4 und B ein, so

konnen wir noch setzen

s0 wird:

b
f—cosA f=cosB,
also \ B
2
dR—xcosA—-l—JcosB—ig—;i—l— 3 <xCOSA—;JCOB )

Ganz #hnlich wird, wenn 4’ und B’ die Winkel zwischen DE
und den beiden ersten Coordinatenaxen sind:

AR =z cos 4’ +‘/COSB'——-1*:C——‘——‘L+
Uebrigens ist R sehr nahe = R.

1 (xcos A +ycosB)“’
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Ist der leuchtende Punkt weit entfernt, was man bei den Ver-
suchen stets erreichen kann'), so kann man die Terme mit R und R’
im Nenner einfach fortlassen und behilt:

3) J=1(CF + 89,

wo
C— fdo cos [x(eos A —cos A) —l; y (cos B — cos B) 2”:!,

S=fd0 sin l:x(cosA—-cos A’)—];y(cosB—cosB') 27”]'

Das Coordinatensystem ist hier nur an die Bedingung gekniipft,
dass die Axen z und y in die Ebene des Beugungsschirmes fallen
und der Coordinatenanfang nicht zu weit von der Oeffnung entfernt ist.

Die trigonometrischen Functionen unter dem Integralzeichen ent-
halten hier pur erste Potenzen der Coordinaten, daher sind die Inte-
grale leicht ausfiihrbar, wenn die Grenzen nicht gerade Schwierig-
keiten bereiten.

Im Gegensatz dazu ist die analytische Behandlung der Fresnel'-
schen Diffractionserscheinungen nicht einfach, weil dort trigono-
metrische Funktionen der Quadrate der Variabeln zu integriren sind.

©)

Yorlesung V.
Die Fresnel'schen Beugungserscheinungen.

Um den Gang der Untersuchung nicht durch lingere Rechnungen
unterbrechen zu miissen, schicken wir einige Sitze iiber die Integrale

fcos w?*du  und fsin w?duw
voraus,
Es werde ausgegangen vom Laplace’schen Integral:

+®
2L =je—y““ da (y > 0).
—®

Multipliciren wir dasselbe mit sich selbst, indem wir nur die Variabele
jetzt mit 8 bezeichnen, so wird:
+w +tw

ALP — J j VETP) Gaap)

—®L —w0

1) Nothigenfalls durch Einschaltung einer Collimatorlinse, welche die vom
leuchtenden Punkte ausgehenden Strahlen parallel macht.
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oder mit Einfiithrung von ,Polarcoordinaten® & == ¢ cos ¢, § = g sing

o 27 @
412 = /fe_yﬁ”d”dq)=2”1 eV rdr
& ¥ i

— 9 [__ e—”i]w _
Y 0 y !

also
— )
-1 V= I N
(1) L %Vy oder Ve Ve J ¢ de.
Setzen wir w? = y und driicken dann V—I—_ nach 1) aus, so wird
2 %2 @ @
€) / cosuldy =4 | 42V v _ L J cosy eV dyda,
. J Vy V=

<] o]
(3) j sin u?du = % Sm/d/ =1—/1_-_L/J siny e dyde.
0 [} = [

Kehren wir die Integrationenfolge um, und integriren zuerst
nach y, so lisst sich diese Integration ausfithren.
Es wird nimlich durch partielle Integration

L w =
2 . ——ry . —?2
'/cosye—“ydy=[smye '“J] +oc2b/smye “Vdy
0
0 0
o0
»

=a2jsinye~a'ydy,

0

P [« 2
‘ 2 —a?y g * —aty
jsinye’" Ydy= —|cosye Y| — o® fcosye  “dy
0
1}

0
®

=1 agj cosy e “Vdy,

0
also:
o

¢ ey o
cosye dy = ———
.0/ J J 1+¢x*7

g
. —? 1
Jslnye ydy = T:F}CT’

Y
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und:

o
a?do

(4) jcos wdy — —— Tfas
5 Va s

[e ]
sin wdu — L [ 9% .
(5) JSIDMdu~V70j1+“4

Nach elementaren Methoden findet man leicht

‘etda . ' de =
1+et” ) 14et 2y 2
0 0
also
o0

@; L) —_—
(6) e/ cos uldu = / sin w?du = } V%
C G

Wir wollen nun fiir die Integrale Reihenentwickelungen ab-
leiten,
Durch partielle Integration folgt

2m41 2
2m 2 _ cos U 2 2m42 . 2
fu cos wdu = oy -+ om 1) % sin w*du,

d 2m-+1 s 2
am . 9 u sin % 2 2m 42 2
fu sin u*du = sm 1 — ami Y cos u?du.

Setzen wir hierin m = 0,1, 2 ... und nehmen als Integrations-
grenze O und u, so ergeben sich folgende Entwickelungen nach
steigenden Potenzen:

u
) fcos wldu = cos X + sin w®I,
0
%

(8) fsin udu = sin ut ¥ — cos w? I,
worin: ’

S L NS HIE P

I — g Vb g e =

Die Reihen X und I' convergiren fiir alle endlichen u; fiir grossere
u sind sie unpraktisch, da man viele Glieder berechnen miisste.

Hier sind bequemer Reihen von Cauchy?), die nach fallenden
Potenzen fortschreiten. Ks ist, wenn wir in anderer Weise partiell
integriren:

1) C. R. XV. 573.
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cos ugdu cos wudu _ sin u? 2m —|— 1 [ sinu? du
= Wimt T T g em + —uer-[-z
" sin ugdu fsm wruduy cos u? 2m + 1 f cos u? du

em+1 ouim+1 2 wimte

Hler ist nicht gestattet, 0 als Integrationsgrenze zu nehmen, und
ebensowenig darf es zwischen den Integrationsgrenzen liegen. Ist u

positiv, so integriren wir von u bis 4+ oo und haben durch 2n-malige
partielle Integration:

[o.24
©)) fcosugdu=—asin u? 4 p cos u® | R,
w
®
(10) fsinuzdu=6cosu"+ysinu2—|—R',
u
wo
1 1-3 1 1-83-5.7 1
(11 6_%{7—2 T w Taeee w0
n—11.8..4n—5 1
+(_‘1) 2.9 2 u4n_3}7
11 1.-3.51 n=11.3...4n—3 1
(12)7=4:[§m—2—§—27+ +(—1) ;3 2 4n—l}
P
n1.3 An — 1 cos u*du
By ptnc ffea
U
o
p n1.3..-4n—1 sin widu
B=(—1) 35— 2 J T

Diese Reihen diirfen nicht in infinitum fortgesetzt werdén, da
sie divergent sind. Fiir den absoluten Werth der Ergéinzungsglieder
lisst sich leicht eine obere Grenze angeben, denn man wird doch ein
absolut grosseres Resultat erhalten, wenn man unter dem Integral-
zeichen sin u® und cos u® durch 1 ersetzt.

Also:
P
, 1-3-..4n—1 du 1 1.3...4n—3
Rund R absolut < g—5——5— A2 gi2... 2 7
u

d. h. absolut kleiner als das letzte Glied der Reihe 4.

Hitten wir einmal weniger partiell integrirt, so wiire die Reihe
9 um einen Term kiirzer und die Restglieder absolut kleiner als das
letzte Glied von 6. Im Allgemeinen liegt also der absolute Werth
des Restes unter dem Hussersten Gliede, bis zu dem iiberhaupt in
einer der beiden Reihen fortgeschritten ist.
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Hierauf beruht nun die Anwendbarkeit der Entwickelung nach
Cauchy. Fir npicht zu kleine # liegt nimlich zwischen den ersten,
einen merklichen Werth besitzenden und den spiteren sehr grossen
Gliedern eine Anzahl sehr kleiner. Brechen wir also mit einem hin-
reichend kleinen Term ab, so ist der Fehler nach dem obigen Satze
noch kleiner als dieser.

Fiir 4 = 2 ist z. B. das kleinste Glied:

1t 1-3-5.7

1
T aTeaoe W — 0064,

fir u =2, 3:

1.3.5.7-9 1
sene an — 000155,

(VaRls

sodass also, wenn u
diirfen.

Fiir negative « nehmen wir als Integrationsgrenzen — oo und =
und haben:

2, 3, die Reihen ohne Weiteres benutzt werden

oy fcos utdu = ¢ sin u® — p cos u? 4 g,
-——0

(10)’ fsin wldu = — 6 cos w2 — y sin w2 + Q,;
—w

wo mit ¢ und ¢  die R und R’ analogen Erginzungsglieder be-
zeichnet sind.
Wichtig ist noch, dass die Integrale fiir grosse « kleine Werthe

besitzen. Denn ¢ beginnt mit 51;, y mit 4%3, und eine leichte Ueber-

legung zeigt, dass ¢ und y fiir grosse w sich nur wenig von diesen
ersten Gliedern der Entwickelung unterscheiden.
Fresnel behandelte die Diffractionsprobleme in der Weise, dass

er fiir die Integrale

Jcos%vgdv und j sin%vgdv

v 9
Tafeln berechnete. Hierdurch war er in Stand gesetzt, fiir jeden
speciellen Fall die Intensitit an einer gegebenen Stelle numerisch
angeben zu konnen, musste aber auf eine iibersichtliche theoretische
Darstellung des gesammten Bildes verzichten.

Beugung am geradlinigen Rande eines Schirmes.

Ausserhalb des geometrischen Schattens ergiebt die Beobachtung
im homogenen Licht 6—7 helle und dunkle, im weissen Licht 3—4
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farbige Frangen. An den Stellen der Minima ist die Dunkelheit
nicht absolut.

Die Entfernungen der successiven Frangen werden geringer mit
wachsendem Abstande vom Rande des geometrischen Schattens.

Markirt man die Orte einer und derselben Frange fiir verschiedene
Entfernungen des Projectionsschirmes, so erhilt man eine Hyperbel.

Im geometrischen Schatten befindet sich auch Licht, das, ohne
Maxima und Minima zu zeigen, ziemlich schnell abnimmt.

Der leuchtende Punkt sei P, der
Schirm AS, gesucht ist die Licht-
intensitit in einem Punkte D der
durch P senkrecht zur Schirmkante ge-
legten Ebene. Dieselbe ist gegeben
durch die Formeln (1) und (2) der
vorigen Vorlesung.

Zur Vereinfachung der Rechnung
denken wir uns den Schirm um seine
Kante A gedreht, bis er senkrecht
gegen PD steht; seine neue Lage
sei AS’. Hiedurch wird nichts an
der Erscheinung geiindert, da kein
Theil der Lichtwelle ein- oder aus-
geschaltet ist. B

Als Coordinatenanfang haben wir ris. 3
nach der vorigen Vorlesung den Schnittpunkt E’ von 48" mit PD
zu nehmen, die z-Axe liegt senkrecht zur Kante des Schirmes in der
Ebene AS" und werde nach rechts 4 gerechnet, die y-Axe ist der Kante

parallel, der Winkel 4 zwischen PD und der z-Axe wird 1;— , also
sin A =1 PE sei=a, E'D =0,
Demnach wird die Intensitit:

(13) J =1 (C*+ 57,
worin )
(14) J J dzdy cos (z + ?) (= -+ b)
e
. a-+ b\=
(15) S — J j dzdy sin (2* + ) (2 )T

Es ist in der That zwischen den angegebenen Grenzen zu inte-
Neumann, Vorl. iiber theor. Optik. 5
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griren, da die Integration iiber den ganzen unbedeckten Theil der
Schirmebene auszudehnen ist.

Die Diffractionsformel war abgeleitet unter der Voraussetzung
einer Oeffnung von missiger Grosse und ist hier angewendet auf
eine solche von einerseits unbegrenzter Ausdehnung. Die Berech-
tigung hiezu liegt darin, dass von merklicher Wirkung nur die £’
benachbarten Elemente der Oeffnung sind, die entfernteren dagegen
wegen der Schiefe nur eine geringe Bewegung nach D senden, die
sich noch dazu grosstentheils compensirt. Andererseits sind (cf. pag. 64)
auch diejenigen Theile der Integrale unmerklich, welche sich auf die
entfernteren Stellen beziehen.

Es sei nun:

2a+b1- 2 2a+b£_ 4
T AT Y Ta T
so wird:
w TP
0——1 . dud 2 2
M;ﬂﬁ; MUCOS(QL+U),
2o Yo
“‘1+w
i ab * )
S=;’a+bJ dudv sin (u® + v°),
%

oder nach Auflésung des sin. und cos. und Ausfilbrung der Integration
nach v (vgl. diese Vorl. Formel (6)):

Uy ]
c A ab * - .
= Vim af0 cos uldu — [ sinudu |,
| —® —
u, uy
S — i ab * .
Ve a+0 sin u¥du 4+ | cos uidu
—® —‘®

Die Einfithrung dieser Werthe giebt die zu discutirende Formel
fiir die Intensitit:

2 2

. 9 Uy i
(16) J =#? % (E‘i_bi f cos widu | + '/ sin w?du

—_— 0 —a0

Die Maxima und Minima der Helligkeit folgen aus %J == oder

Uy U
(17 cos ,* fcos w?du -+ sin u,® fsin uidu = 0.
- —a
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Der betrachtete Punkt liege zuniichst ausserhalb des geo-
metrischen Schattens, es sei also z; und daher auch u, positiv.
Um die Reihenentwickelungen nach steigenden Potenzen in (17)
einzufiihren, setzen wir:
Uy 0‘ %) - u}
S+ =3V
—® —w 0 0

und erhalten (vgl. (7) und (8) dieser Vorl):
cos u,® [% VZ;— + cos «,? X(w,) -+ sin ufl"(ul):l
+ sin u,? l:—;— V% + sin u2X(u,) — cos ulzl“(ul)] =0,

oder

2
cos <u12 — —Z—) = — — Z(u,)
V=
18
( ) 2.2 2.2.2.2

2
— e |, — 2 B i VI S
]/;I:u‘ ! --|—3_5_7_9u1 ]

Wollen wir andererseits die Entwickelungen von Cauchy nach
fallenden Potenzen benutzen, so haben wir mit Riicksicht auf das
positive Vorzeichen von u, einzufithren:

A N 4 ®
T
—a — Uy u,

sodass die Gleichung (17) wird (vgl. (9)" und (10)" dieser Vorl.):
cos u,* [Vg ~+ sin w,*6(u,) — cos ulgy(ul)]
-+ sin %,*® [V% — cos u,"6(u,) — sin ufy(ul):, =0

und pach einer kleinen Umformung:

) Py ¥t (1851,
(19) cos (“12‘—2)—]/—;'—21/7‘[2,%3 2-9-2 u’ + ]

Die Wurzeln von (18) und (19), welche nur als verschiedene

Formen einer und derselben Gleichung anzusehen sind, geben uns
nun den Ort der hellen und dunkeln Frangen.

cos (ulz — %) bleibt > 0, so lange u,* < 3%, also u, < 1,535.

Andererseits ist die rechte Seite von (18) augenscheinlich negativ
fiir o, zwischen O und 1, und wir brauchen nur die ersten 4 Glieder

zu berechnen, um uns zu iiberzeugen, dass auch noch fiir », = 1,4
5*
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dasselbe stattfindet. Ks liegt demnach keine Wurzel zwischen O
und 14.

Setzen wir #, == 1,4 in die rechte Seite von (19), so werden die
ersten beiden Glieder: 0,0514 — 0,0502 = 0,0012, und da der Fehler
kleiner ist als das letzte noch in Rechnung gezogene Glied, so ist
der absolute Werth der rechten Seite von (19) fiir u, = 1,4 kleiner
als 0,05 und wird fiir », > 1,4 noch geringer.

Wir werden daher angeniherte Werthe der Wurzeln erhalten,

wenn wir die rechte Seite von (18) und (19) durch O ersetzen, d. h.

. . 3 Tm# 1= .
es wird nahezu sein: #,2 = —, ~—, =~ .... Zum Zwecke einer ge-
1 4 7 4 4

naueren Berechnung wiren diese Werthe mit einer Correction ver-
sehen in (18) resp. (19) einzufiihren und der Werth derselben zu

ermitteln.

Um zu entscheiden, welchen Wurzeln ein Maximum, welchen
ein Minimum der Helligkeit entspricht, gehen wir zuriick auf die
Formel fiir die Intensitit und schreiben dieselbe:

- 2
[V—;i -+ sin u,*6(u,) — cos u,®y (“1>]

J— I 1t ad
= @+ + [V% — cos u,?6(u,) — sin “127(“1)]
x+ 6+ p® — 27 y cos (uﬁ — —E)
(20) —_ k? 1_2, _a.b_. * :
% a—+b

+ 2y= 6 sin (ul2 — —;i)

- . 7w .. .
Da nun 6 und »? kleine Grossen und cos (u,2 — —]) fiir die
Y 1 4

Whurzeln von (18) und (19) nahezu O ist, so reducirt sich dieser Aus-
druck an den Stellen der hellen und dunkeln Frangen auf

(21) Je—j2 b _ab w4 2y 6sin 142—1)-
w a-tb ! 4
_ . , 3z 11
Hieraus geht hervor, dass Maxima eintreten fiir u,* = —;, ! :,
.. . 7 15
.1_1_". .-, Minima fiir u,? = 1’—', —42, -+ - ferner, dass an den Orten der

letzteren keine absolute Dunkelheit herrscht, denn der erste Term

der Parenthese von (21) tiberwiegt.
Aus den Werthen von %, ist nun noch der Abstand X, der

Frangen vom geometrischen Schatten zu berechnen. Es ist
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i ab a b
T, =, V—__— X1=_i—-771,

n a0’
folglich ‘
1 ba+ b
X, = 7 (aa_‘__-) 1)

b(a+ b)

und, wenn wir zur AbkurzungV = R setzen, die (ange-

niherten) Orte der

Maxima: Minima:

X, =R} 2 ~R125 x,—2r)I-r180
i
R = R23t5 R/ — 230

r)/% — R 3082 R}/% — r3301.

Fresnel!) erhielt bei genauer Berechnung die Werthe der Factoren:
1,2172; 2,3449; 3,0820 ... resp. 1,8726; 2,7392; 33913 ... also eine
Abweichung nur beim ersten Maximum und Minimum.

Die Frangen werden um so schmaler, je weiter sie vom geo-
metrischen Schatten entfernt sind. Fresnel hat eine grosse Zahl von
Messungen angestellt (123) und mit der Theorie verglichen, wobei
die Abweichung nur einmal 0,05 mm, dreimal 0,03 mm erreichte.
Die Grenze des geometrischen Schattens ist fiir die Beobachtung nicht
markirt, daher wandte Fresnel zwei parallele Schirme in einer so
grossen Entfernung an, dass sie einander nicht mehr beeinflussten,
und mass die Entfernung je zweier correspondirender Frangen, die
dann mit der aus dem Abstande der Kanten leicht berechenbaren
Breite des geometrischen Schattens verglichen werden konnte.

Die Intensitit an der Grenze des geometrischen Schattens
ergiebt sich aus (16), wenn wir 2, = 0, also auch u, = 0 setzen

) 9 0 2 9 2
J, =Lf (a‘i: b) [(_‘!o‘ cos u2du> —+ <_.!° sin uzdu):’

_L'”i.?( ab )2.
T % \a-+D

Hiemit vergleichen wir die Intensitiit fiir die freie Lichtwelle,
welche wir erhalten, wenn wir den Schirm in oo Entfernung fort-
geriickt denken, also «, == 4 oo und ebenso # = |- oo einfiihren:

1) Oeuvres complétes I, p. 322.
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2 +® 2
kA ab 2 . g
Jl = T (ﬁb) [( f cCos U du> + (_‘L Sin Y« du) }

Die Helligkeit an der Grenze des geometrischen Schattens betrigt
also ein Viertel derjenigen fiir die freie Welle.

Fiir Punkte innerhalb des geometrischen Schattens wird
z, und %, negativ.

Die Beobachtung zeigt eine continuirliche Lichtabnahme ohne

Maxima und Minima, es daxf also die Gleichung g— = (0 oder
Uy
¢¥)) COS 2, f cos u?du -} sin u, fsm udu = 0
—®

keine reellen negativen Wurzeln haben.
Um dies nachzuweisen, setzen wir u = — 7y, wodurch die linke
Seite von (17) iibergeht in

o«©
cosy d_/ . * siny dy
cos ¥, J 4 siny, »—V:~,
%

oder wenn wir f durch (1) (diese Vorl.) ausdriicken und die Inte-

grationenfolge umkehren:

[e.e]
cos 4 _/lj da] cosy ¢ ?“ dy + sin ylj dlx./ siny ¢ 7% dy

%N
und mit Ausfihrung der Integration nach y:

o]
@®
siny — e?cosy —yor
cosylfdu [——~———1+a ]
[

k2

®n ®
g s @0 .
. ~— cosy — a¥siny S
+S‘“y1fd"‘[ 1+ o ] —.jd"‘1+a*e '
0 v

%

Jedes Element dieses Integrales ist aber, da y, reell, positiv,
also kann dasselbe nicht verschwinden, q. e. d.

Um von der Abnahme des Lichtes eine Anschauung zu gewinnen,
fihren wir in die Formel fiir die Intensitit (16) die Cauchy’schen
Reihen ein und erhalten mit Riicksicht auf das negative Vorzeichen

von u; (vgl (9)" und (10)):
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B ab V[,
J =" (a T b) [(sm %6 — cos u,*p)? - (cos 26 -+ sin ulgy)g]

=¥<a+b> [6® + #°1.

Da nun fiir grbssere %, nahezu ¢ = ;—

1 1
Su, V= T 50 ist die

Intensitit nahe umgekehrt proportional «,%, also auch dem Quadrate
der Entfernung von der Grenze des geometrischen Schattens.

Die Theorie hat also in jeder Hinsicht die Intensititsverhiltnisse
der Beobachtung entsprechend ergeben.

Beugung durch einen schmalen Schirm.

Es befinde sich der Diffractionspunkt D wieder in der durch
den leuchtenden Punkt P senkrecht zum Beugungsschirm gelegten

Ebene. Nach den Festsetzungen
der vorigen Vorlesung liegt der
Coordinatenanfang in F, 2 senk-
recht zur Lingenausdehnung des
Beugungsschirmes, y derselben
parallel.

Eine Drehung desselben ist
hier nicht statthaft.

Die Grenzen der Integration
sind fiir y: — oo und - oo, fiir
z: — oo und 2, z, und 4 oo, wenn
z, und z, die Coordinaten der
Schirmkanten bedeuten. Uebri-

p

N,
\
\

B

3
v [,

D

1'1
TFig. 25.

gens ist im geometrischen Schatten x, <0, z, >0, ausserhalb des-
selben haben z, und z, ein gleiches Vorzeichen.
In den Formeln (2) (vor. Vorl.):

C= ff dxdy cos (z* sin® 4 + 4*)

S = f‘/dxdysm(x 91n2A+J)a+b7

setzen wir zunichst zur Vereinfachung:

xsmAV

a+b

atd

T
ab A

T



72 Theoretische Optik. Vorlesung V.

losen die sin. und cos. auf und fithren die Integration mach v, fiir
welche die Grenzen — oo und 4 oo sind, aus. Wir erhalten dadurch:

C = V—;’_— s_i'xﬂf%-_[:?) [fcos uzdu—fsin ugdu],
T

S = V—;L; g{ﬂ—?&b—_—‘:b)— [J sin u?du —{—fcos uzdu]-
Gehen wir hiermit in den Ausdruck fiir die Intensitdt hinein:
J=k(C*+ 8
und schreiben die Integrationsgrenzen fiir » hin, indem wir die =,
und #, entsprechenden Werthe mit », und u, bezeichnen, so wird:

u, o) 2
[ f cos uldu - f cos u2du]
—a0 Uy

) o0 2f”
I:fsin uldy 4 f sin uzdu}
— Uy

Es sei nun ¢ die halbe Breite des Schirmes, 2" die z-Coordinate
seines Mittelpunktes, so haben wir:

2

k222 ab
@2) J=-— (sinA (@ + b)

=z —c¢, 2=z e,

(23) u = (2’ —C)SIDAVa+b :,u2 (" 4 ¢) sin AVa+b i

sodass u, und %, durch z’ bestimmt sind.
Die Maxima und Minima der Intensitit ergeben sich aus:
adJ

Nun ist aber:
dJ 0d  du,
= Pu, dz’ + ou, dz’’

alu1 — du2
T = Y
also 1st —s T bis auf einen positiven Factor 0'1e1ch -]— au , und die
Glelchung fir die Maxima und Minima ist
od od
(24) 2+ =,
also:

(cos u,2 — cos u,?) ( f cos uldu -+ f cos ugdu)
(25) - "

Uy [+ 2}
-+ (sin %,* — sin uf)( f sin w?du 4 f sin u2du) = 0.
% -
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Um die hierin vorkommenden Integrale nach steigenden Potenzen
zu entwickeln, setzen wir:

@ E® m m
[+ =+~

und finden mit Riicksicht auf (6) (7) (8) dieser Vorl.:

]/% -+ cos u 2 X (u,) + sin u,2I"(u,)
(cos u,* — cos u,%)
— ¢0s y? X(uy) — sin w21 (uy)

V% -+ sin w,®X(u,) — cos uﬁI‘(ul)—1
+ (sin o,* — sin u,?%) =0
— sin u,? Z(uy) - cos u,? I'(uy)

und nach einigen Reductionen:

2

gin 2 u1 [Vn sin ( e 15> + (Z(u,) + Z(ug)) sin Eg — %
(26)

+ (F(ul) — 1"(u2)) cos Ef——;ﬂ} = 0.

Diese Formel gilt allgemein, innerhalb wie ausserhalb des geo-
metrischen Schattens.

Wollen wir dagegen nach fallenden Potenzen entwickeln, so
miissen wir die Punkte innerhalb und ausserhalb des geometrischen
Schattens unterscheiden.

Fiir erstere ist #, < 0, %, > 0, somit konnen wir die Integrale
in (25) sofort aus (9), (10), (9"), (10") entnehmen und finden #hnlich
wie oben:

— 2
sin 2" 3 N [cos % 3 w? (o‘(ul) — 6(142))

— sin ’_‘2_2_‘2_—_712 (7(“1) + 7’(“2))] =

Ausserhalb des geometrischen Schattens haben dagegen u, und u,
gleiche Vorzeichen, z. B. sind sie fiir die linke Seite der Figur beide
> 0. Wir setzen dann

(27)

S+ ey

U Uy
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und erhalten:
gin &% ‘:]/:n: sin ( twt )+ cos Ll = (6,— 65)
— sin 0 o (r + 72):' =0.

G, Gy, 7;, ¥ sind der Kiirze wegen fiir o(u,) ... geschrieben.
Die Gleichungen (26), (27), (28) haben die gemeinsame Form:

(28)

2 __ .2
(29) sin =M. X =0,
und ihre linke Seite unterscheidet sich von % nur durch einen con-
stanten positiven Factor. Als Variabele ist in letzter Linie z' an-
zusehen.
Die Maxima und Minima folgen also aus:

(30) sin 250 g
und
(31) X=0.

Die Gleichung (30) giebt zunichst:
(32) 322—;&3 = NI

Um zu entscheiden, ob diesen Werthen Maxima oder Minima
d
ax
stimmt nach dem Obigen itiberein mit dem Vorzeichen des Differen-
tialquotienten der linken Seite von (29) nach #/, also mit dem von:

. . *J
entsprechen, ist das Vorzeichen von — zu untersachen. Dasselbe

Cow? — u?
dsln_zz—u‘_
—TX + sin

w, — w2 dX
2 dx’

Fiir die Wurzeln von (30) verschwindet hievon aber der zweite

Theil; da ferner g:‘ = % > 0, so bleibt nur das Zeichen von

2,02
(uy — u,) cos “—2——2&— X

oder, da u, — u, stets > O, nur dasjenige von

cosnw . X
zu bestimmen.

Der betrachtete Punkt liege zunichst im geometrischen
Schatten. Wir benutzen fir X die aus (27) sich ergebende Form
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cos NI (o‘(ul) — 6(%2)), sodass es also nur noch auf das Zeichen von
o(u,) — 6 (u,) ankommt.

Dieses ist aber negativ, denn w; ist <0, 4, > 0 und das Vor-
zeichen von ¢(w) stimmt mit demjenigen des ersten Gliedes der Ent-

. LY .
wickelung, -, tiberein?).

Im geometrischen Schatten entsprechen also den Werthen (32)
Maxima, woraus schon hervorgeht, dass die Minima in den Wurzeln
von X = O enthalten sein miissen. Es ldsst sich nun aber zeigen,
dass zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln von (30) immer
nur eine von X == O liegt; daher muss diese nothwendig einem Mi-
nimum entsprechen, und wir haben in (32) simmtliche Maxima
innerhalb des geometrischen Schattens.

Wir gehen nun zu den Punkten ausserhalb des geometri-
schen Schattens iber.

Ob hier zu den Werthen

uy? — uy ®

Maxima oder Minima gehoren, entscheidet das Vorzeichen von cos nw X,
worin wir fir X seinen Werth aus (28) setzen. Es wird dann diese
Grosse:

o~ (w4 u? " _'
cos nx | V= sin (—’——2——‘~ — )+ (e — G,) cos nn_’

oder, wenn wir auch noch im ersten Term u,® durch u,® ausdriicken:

V= sin (u22—— %‘—) + (6, — 6y).

6, — 6, wird mit wachsender Entfernung vom geometrischen Schatten
bald sehr klein, sodass es nur auf das Zeichen des sin. ankommt.
Dieses wechselt aber, sodass wir hier keine allgemeinen iibersichtlichen
Resultate erhalten.

Wir miissen nun die Rechnung noch soweit fiihren, dass eine
Vergleichung mit der Beobachtung moglich ist.

Die Entfernung des Diffractionspunktes vom Mittelpunkte des
geometrischen Schattens sei X', so ist:

X —g 2F0
a

Die Maxima im geometrischen Schatten waren nun definirt durch:

1) Der Fehler, den wir begehen, wenn wir fiir ¢(u) sein erstes Glied setzen,
ist ndmlich absolut kleiner als dieses (cf. pag. 64).
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Py . b
1{2.@& =nn d. h 2cz sin® Aa—a—:—— ==nl,

und ihr Ort ist also:
nlb

2csin® 4
Die Minima liegen nahezu, aber nicht genau in der Mitte dazwischen,
also etwa an den Stellen

X =

@n 4 1) —;— b
= T2csin*d

Setzen wir noch sin® 4 =1, was bei den Beobachtungen fast
stets der Fall ist, und beriicksichtigen, dass hier die Breite des
Schirmes mit 2¢ bezeichnet ist, so finden wir vollstindige Ueber-
einstimmung mit der Beobachtung (vgl. S. 46). Insbesondere ist X’
unabhiingig von a, der Entfernung des leuchtenden Punktes.

Die Zahl der Maxima im geometrischen Schatten ergiebt sich
leicht aus der Ueberlegung, dass 2’ hochstens ¢ sein darf. Ist also
N die griosste ganze Zahl, welche aus

2¢2sin* 4 a-} b
e
folgt, so ist die gesuchte Zahl der Maxima 2 N -~ 1. Dieselbe wiichst
also mit ¢, und nimmt ab mit wachsendem 1, «, b.

4

Vorlesung VI.

Die Fraunhofer’schen Beugungserscheinungen.

Rechteckige Oeffnung.

Ein leuchtender Punkt’) werde betrachtet durch eine reckteckige
Oeffnung mit den Seiten a und b (b > a), welche wir vor ein Fern-
rohr oder unmittelbar vor das Auge bringen. Im homogenen Lichte
macht die KErscheinung den Totaleindruck eines hellen Kreuzes, dessen
Balken auf den Seiten des Rechteckes senkrecht stehen. Jeder Balken
ist durch dunkle Stellen unterbrochen, welche gleichweit vonein-
ander entfernt sind ausser den beiden mittelsten, deren Abstand
doppelt so gross ist. Die Minima sind auf demjenigen Balken niher
aneinander, welcher der grosseren Rechtecksseite (b) parallel ist.

Es zerfillt also jeder Balken in Lichtfelder, und zwar nimmt die
Intensitit derselben gegen die des centralen schnell ab. In den Ecken

1) Man verschafft sich einen solchen am bequemsten, indem man einen gut
polirten Metallknopf oder ein innen geschwirztes Uhrglas in die Sonne legt.
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zeigen sich auch noch schwach erleuchtete Stellen, begrenzt von der
Verlingerung der dunkeln Theilungslinien der Balken, sodass das
ganze Bild wie von dunkeln Strassen durchzogen erscheint.

Fiir rothes Licht sind alle Theile der Erscheinung ausgedehnter
als fiir blaues; fillt weisses Licht ein, so treten Farben auf (Fraun-
hofers dussere Spectra, Spectra erster Klasse).

Bei Anwendung eines schmalen Spaltes und einer Lichtlinie
erhélt man im homogenen Lichte parallel demselben Aquidistante Mi-
nima mit Ausnahme der beiden mittleren, welche den doppelten Ab-
stand haben.

Wir wenden uns nun zur Theorie fiir eine rechteckige Oeffnung.

Wie schon bemerkt, bleiben die Formeln (3), (4) der vierten
Vorlesung anwendbar, auch wenn man den leuchtenden Punkt nur in
eine Entfernung von wenigen Metern bringt.

Wir legen den Anfangspunkt der Coordinaten in eine Ecke des
Rechteckes und lassen die z-Axe mit der Seite a, die y-Axe mit b zu-
sammenfallen. Es sei daran erinnert, dass 4 und B die Winkel zwischen
den Coordinatenaxen und der Linie vom leuchtenden Punkt nach dem
Coordinatenanfang waren und 4’, B° die analoge Bedeutung fiir den
Diffractionspunkt, auf den das Fernrohr gerichtet ist, besassen.

Der Kiirze wegen sei nun:

(cos A — cos 4") LLJ ®
M L
(cos B — cos B)?—; =

so wird (4) der vierten Vorlesung:

’

a &
C = fj dzdy cos (pz + vy)
(1} 1]

@ =—y—:[cos(ya+vb)—cosya—005 vb + 1],
2

a

S == f‘/ dzdy sin (uz 4 vy)

Q

S ‘% [sin (wa 4+ vb) — sin wa — sin vb].

J=k2(C2+S2)=#’:—;[4—4cosya—4cosvb+4cosyacosvb]
. opa 2. vb7)2
4k2 9 072 sm —-— |10 7
=W[1——cosya][l—cosvb]::kab _E

2 - 2
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Wir eliminiren den Factor k? durch Einfiihrung derjenigen In-
tensitit J,, welche wir beobachten, wenn wir das Fernrohr auf den
leuchtenden Punkt selbst richten. Es wird dann cos 4 = cos 4,
cos B == cos B, demnach g = v = 0 und J, = F*a®b°

Die Discussion des Ausdruckes fiir die Intensitit

.opa ]2 . wb7|2
SIDT sm?
@ T R T
2 2

muss uns nun die oben beschriebene Krscheinung geben.
Es falle das Licht zuniichst senkrecht auf den Beugungs-

. . T - .
schirm, es sei also: A =B =, so reduciren sich g und v auf:

2w y 27
w=—cos 4" -, v=—cos B’ —-

Wir fassen nun vorerst diejenigen Stellen ins Auge, wo der

zweite Factor
sin Q
L
vb —\——
2

ist. Dies tritt nur ein fiir ¥ =0, also B’ = %; da B der Winkel

(R'd) war, so hat dies die Bedeutung, dass wir das Fernrohr senk-
recht gegen die b-Seite der Oeffnung bewegen. Der Ausdruck fiir die
Intensitit vereinfacht sich hier in

sin £ ’
4) J=J, ~Sa
und verschwindet fir *
%l=—%cosA'=j—_n, +2x...,
also fiir
) cos 4 =+ %, £, L.

(hingegen nicht fiir cos 4" = 0).

Diese Richtungen sind leicht durch folgende Construction zu
erhalten: In der Ebene der Bewegung des Fernrohres — also senk-
recht zu b — beschreiben wir um den Coordinatenanfang E einen
Kreis mit dem Radius 1 und einen andern mit der Entfernung des
leuchtenden Punktes R = EP, ziehen den gegen EP senkrechten
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Durchmesser M N (die x-Axe), tragen von FE aus -2— so oft auf wie

moglich, und legen durch die erhaltenen Punkte Parallelen zu EP,
welche den Kreis mit dem Radius 1 in &), d,, d5... schneiden.
Die Sechnittpunkte der verlingerten Linier EOJ,, EJ,, Ed;... mit
dem grosseren Kreise D,, D,,
D, ... sind dann diejenigen
Punkte, auf welche das Fern-
rohr einzustellen ist, um Mi-
nima zu sehen.
Zur Vergleichung mit
der Beobachtung ist es be- /

quemer, statt 4" sein Comple-

P D

, . .. . E585 N
ment C einzufithren. Die M Ef%_
Orte der Minima sind dann

. , 3 22 31
(6) Sma—i;; i";,—, i*a""

Meistens 1st % sehr klein, sodass wir ohne merklichen Fehler

den sin. durch den Bogen ersetzen konnen. Unter dieser angeniherten
Voraussetzung sind die Minima (ausser den beiden mittleren, welche
den doppelten Abstand haben) fquidistant, mit A direct und der Breite
der Oeffnung @ umgekehrt proportional. Fraunhofer folgerte das
Letztere aus seinen Messungen, die mit weissem Lichte angestellt
waren; iibrigens ergeben dieselben nach (5) berechnet fiir ,mittleres”

Fig. 27.

Licht die Wellenliinge 0,0000211 Pariser Zoll = 0,000571 mm?’). Be-
merkenswerth ist, dass die Messung sich auf Winkel bezieht. Die

1) L. c. pag. 9.
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Zahl der Minima ist nicht unbegrenzt, denn sin ¢’ kann doch nicht
> 1 werden; geliinge es eine Oeffnung herzustellen, fiir welche a < 4,
so gibe diese gar kein Minimum, sondern ein continuirliches Licht-
feld von einer nach den Seiten abnehmenden Helligkeit.

Die Grésse a cos A" hat eine einfache Bedeutung: sie ist nidm-
lich die Wegdifferenz der Randstrahlen, welche in der Figur (27) durch
FG gegeben ist. Die Minima der Lichtstirke treten nach (5)
ein, wenn diese ein ganzes Vielfaches einer Wellenlinge ist; dann
aber lisst sich die Oeffnung in eine gerade Anzahl gleich grosser
Theile zerlegen, deren jeder eine halbe Wellenlinge Wegdifferenz
gegen den vorhergehenden hat, und wir erkennen unmittelbar, dass
die von ihnen mit gleicher Phase ausgehenden Bewegungen sich zer-
storen.

Wir untersuchen nun die Lage und Intensitdt der Maxima.

Setzen wir in dem Ausdrucke fiir die Intensitit (4) ”Ta = &,

so wird
. 2

J=J. ( o ) :

und wir erhalten durch Nullsetzen des Differentialquotienten:
0 — 2 8in £ (gcosg—sini_;).
£ £
Der erste Factor verschwindet fiir £ = + =, -+ 2= ... und hatte

bereits die Minima geliefert, der zweite giebt fiir die Maxima:

) £ = tan £.
Um die Lage der Wurzeln dieser trans- K /{’

cendenten Gleichung zu finden, suchen wir
die Schnittpunkte der beiden Curven

"1=‘§7

= tan & /
auf. Die erstere ist eine den Winkel zwischen
-+ & und + 7 halbirende Gerade, die letztere
zerfillt in eine Anzahl getrennter Stiicke,

welche Parallelen zu 5 im Abstande + %,

i%’—t -+« zu Asymptoten haben.

Die Wurzeln von (7) liegen hienach nahe

bei + 27, + 2% 4+ T% ete. Schwerd be-

Fig. 28,
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5w

rechnet ihre Werthe genauer auf 3—21 — 12,5° = 4494, —& — 15°
= 1,123 ...%), doch geniigen fiir das Folgende die Niherungswerthe
,2_’?;:i z. Die Intensititen der Maxima werden also

1 2
(8) Jmax = tTc (ml*) (m = 1, 2,3 .. .).

- T
2
Sie nehmen rasch ab, da sie sich wie § : & : g5 ... verhalten.

Aus der Tabelle der Intensititen bei Schwerd?) sind folgende Werthe
entnommen:

Centrum  Max. 1 2 3 4 5]
1 0,04719  0,01648  0,00827  0,00500 0,00335...%).

Wire das Fernrohr senkrecht gegen die Seite @ der rechteckigen
Oeffnung (also b parallel) bewegt worden, so wire in (3) der erste

Factor = 1 geworden, und wir hiitten zu untersuchen gehabt:
2

sin 5
(9) J=J\ i (v = — % Cos B')-
2

Die Resultate ergeben sich sofort aus den obigen, z. B. treten die
Minima auf fiir

, i
cos B' = 4 4,

22

i b

31

Die bisherigen Betrachtungen lieferten die Balken des rechtwinkligen
Kreuzes; wir wenden uns nun zu den Eckfeldern.
Die Intensitit in einer beliebigen Richtung war:

.opa\2 . vb\ 2
Sln—2‘ Sln'2—

T=d\ % |\ w5
2 2

Dieselbe wird immer O sein, wo einer der Factoren verschwindet,
also in Parallelen, die durch die Punkte der Minima auf jedem Balken
zu dem andern gezogen werden. Wir erhalten so die das ganze Beu-
gungsbild durchziehenden dunkeln Strassen.

In irgend einem der Winkelfelder wird das Maximum der Inten-
sitiit nahe seiner Mitte eintreten, d. h. fiir:

1) L. c. pag. 28.
2) L ¢. Tab. I
3) Eine graphische Darstellung der Intensititsverhiltnisse s. bei Schwerd,
Taf. 1I, Fig. 19.
Neumann, Vorl. éber theor. Optik. 6
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pa N LA x
e acos A" - =(2m 4 1) 5,
vh , T b3

f'{"——bcosB-~l————(2n+1);;,

und dort den Werth erreichen

T Jf 2 NN
((2m+1) g) ((2%—{—- 1)’;)

Schon im ersten Winkelfelde fiir m = 1, » = 1 wird derselbe etwa
Ysoo der centralen Lichtstirke und noch geringer in den iibrigen.

Es falle nun das Licht schrig ein, aber noch immer senk-
recht gegen die b-Seite (also cos B =0).

Fig. 29.

Wir betrachten den Theil des Diffractionsbildes in der zu b senk-
rechten Ebene, wo auch cos B'=0.

Aus (3) folgt, wenn wir » =0 und fiir g seinen Werth (1)
setzen, die Intensitit

sin (a (cos A — cos A') 3;)

J=d.

@ (cos A — cos A) ,7;,
Dieselbe verschwindet fiir
, i 21
cos A—cos A =+ —, —|—7, + 2

-
und wir konnen die entsprechenden Lagen des Diffractionspunktes
leicht durch folgende der fritheren analoge Counstruction finden: Wir
beschreiben um FE die Kreise
mit den Radien 1 und B und
ziehen E P, welches den erste-
ren in 7 schneide. Wir fillen
von m die Senkrechte me auf
den der Schirmebene paralle-
len Durchmesser M N, machen

£, == 8y == == * errichten
El—" 1927 ——a7
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in &é& ... die Senkrechten ¢,0,, ¢d,... und verlingern endlich die
Linien E4,, Ed, ... bis zu ihren Durchschnitten D,, D, ... mit dem
grosseren Kreise, so sind diese die gesuchten Stellen.

Der wesentliche Unterschied gegen senkrecht einfallendes Licht
ist die fehlende Symmetrie zwischen rechts und links: es sind die
Entfernungen der Minima nicht mehr beiderseits dieselben, und rechts
sind (bel der angenommenen Lage des leuchtenden Punktes) weniger
Lichtfelder vorhanden als links.

Es wiirde keine Schwierigkeiten machen, auch den allgemeinsten
Fall mit Zugrundelegung der Formel (3) zu behandeln. Die Con-
struetion wiire dann auf einer Kugelfliche auszufiihren.

Es sei noch ausdriicklich hervorgehoben, dass alle aus der Theorie
gefolgerten Resultate durch genaue Messungen von Fraunhofer und
Schwerd hestitigt sind. Die fiir weisses Licht auftretenden Farben
sind von denen der Newton’schen Ringe verschieden.

Von der bei einem Dreieck eintretenden Erscheinung geben wir
nur eine Beschreibung und verweisen beziiglich der Theorie auf das
Buch von Schwerd?).

Hervortretend sind drei helle Linien, welche durch’ die Kcken
des Dreiecks gehen und auf den gegeniiberliegenden Seiten senkrecht
stehen. Die nach der Fcke und nach der Seite gekehrten Theile der-
selben Linie unterscheiden sich nicht. Auf diesen Hauptlinien wird
die Intensitit nirgends == 0; Punkte verschwindender Helligkeit finden
sich aber in den Eckfeldern und zwar auf Parallelen zu den Haupt-
linien vertheilt. Zuerst beobachtet wurde die Erscheinung von Herschel,
der ein Fernrohr mit vorgesetzter dreieckiger Oeffnung auf einen Fix-
stern richtete.

Ist die beugende Oeffnung ein Kreis, so zeigt sich im homo-
genen Lichte eine helle centrale Scheibe, umgeben von hellen Ringen
etwa gleicher Breite, deren Intensitiit schnell abnimmt. Bei weissem
Lichte sind die Ringe farbig.

Schwerd substituirt fiir den Kreis ein regulires Polygon mit
180 Seiten; wir behandeln die Aufgabe direct.

Die in den Ausdruck der Intensitit

J = *C* 4+ 5%
eingehenden Integrale

C =f¢lo cos (uz + vy),

S =fdo sin (uz -+ vy),

1) 1. ¢. pag. 57 ff.
6F
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wo p = (cos 4 — cos 4" 27“,

v = (cos B — cos B')zTn,

transformiren wir durch Einfiihrung von Polarcoordinaten, deren An-
fangspunkt das Centrum der Oeffnung ist. Wir setzen:

z=rcosa, yYy=rsine, do=rdrde
und haben, wenn ¢ der Radius der Oeffnung:

2z ¢
O=f f rdrde cos r (u cos @ + v sin a),
(10> 0 0

27
S=ffrdrdasinr(ycosa+vsin a),
0 0

oder, wenn wir die Grdssen p und g durch die Gleichungen:

b w = p cos B,

v == p sin f3,
einfiihren

(» =Vu' + )
O=j'ﬂj' rdrde cos (rp cos (“ - ﬁ)):

2R o
S=Of bfrdrda sin (rp cos (o — ﬁ))
Hierin sei weiter:
(12) r= QT', op=mu, o«—f= .
Die Integrationsgrenzen fiir § wiren eigentlich — 8 und 2= — 8,

doch kbonnen wir O und 2=z beibehalten und finden:
1 2w

C= 92ff r'dr' d§ cos (ur cos ),
0 0

1 2n
S = ngf ¥ dr’' d§ sin (ur” sin £).
e 7 2n

Theilen wir noch die Integrale in f + f , 80 wird S =0 und
0 Fi3

1 =z
(13) C=2¢? ffr’dr'dg cos (ur’ cos £) = 20 ¥(uw),
[V 1}

indem das Integral nur von u abhingt, und endlich:
(14) J = 4k o (¥ (w))".
Diejenigen Stellen, wo J ein Max. oder Min. wird, héngen nur von

w ab; dic Gleichung 5 — 0 giebt
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(15) W) 42 — o,

und es wird der erste Factor die Minima, der zweite die Maxima liefern.

Wie spiter gezeigt werden wird, besitzt die Gleichung % (u) =0
unendlich viele Wurzeln. Dieselben seien o, @, ..., so wird fiir
die Minima sein:

(16) w=gVu+ =0, o,..
Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dass das Licht senk-
recht einfillt, also cos 4 =0, cos B = 0; dann ist:

=———g11cosA' 1/=——E{ECOSB'
(17) Vut + 12 = ]/cos2 A F cos? B = "“sin C,

wenn €’ den Winkel zw1schen den gebeugten S’orahlen (== Sehrich-
tung des Fernrohrs) und der Schirmnormale bedeutet.
Aus (16) und (17) folgt, dass die Minima eintreten fiir:

i
(18) 2 sin 0;:%”7 h=1,2 ...

Hiemit ist ein ungefihrer Ueberblick iiber die Erscheinung be-
reits gewonnen: die Minima bilden ein System concentrischer Kreise
von absoluter Dunkelheit, deren Durchmesser (fiir kleine C’) mit 4
direct, mit ¢ umgekehrt proportional sind. Bei weissem Licht werden
farbige Ringe auftreten.

Zur Vervollstindigung der Theorie, und insbesondere um eine
Vergleichung derselben mit den Beobachtungen zu ermbglichen, sind
noch die Wurzeln o der Gleichung #'(u) = O aufzusuchen.

Wir entwickeln zuniichst ¥ («) nach steigenden Potenzen von w.

Die Ausfithrung ‘der Integration nach »’ ergiebt:

(u) ff ¥ dr' d§ cos (ur’ cos E)

_J g s sin (fr u cos &) c0s (r w cos g)]o

% cos E w? cos? E

(19)

=fd§ {sin(ucos§)+cos (u‘cos g)—1}'

w cos & u® cos? §

Hieraus erhalten wir leicht:

(20) du’g@ = f dE cos (u cos &) = u®(u).
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Das Integral @(uw) bilden wir, indem wir cos (# cos £) nach
Potenzen von w cos £ entwickeln. Es wird:

n
* P ] 4 4
@(u)=Jd§ [1 - ulc?zg + 1 20?53?4 - —l

0

J

und mit Benutzung von

7T
2n 1-3-.-2n—1
fdg‘“’s e T T
4]

u? wt wb
(21) qj(u)=n[1—§z+ 22-42‘22-42-62+'”:"
Diesen Werth setzen wir in (20) ein und integriren. Die Inte-

grationsconstante bestimmt sich fiir w = 0 als 0 und wir erhalten
definitiv:

1 1 u? 1 ut
(22) V) == [2 —uowT g e e ]

Diese Reihe ist stets convergent, und es konnten aus derselben
die Wurzeln gefunden werden, indem wir ihren Werth fiir hinreichend
nahe Werthe von u berechneten.

Fiir grossere w ist aber eine (semiconvergente) Entwickelung
nach fallenden Potenzen bequemer.

Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir:
k3

. “u cos & sin (1 cos &) + cos (wcos E) — 1
w "0/ a0t ag

n
= Jeos (u cos §) sin%d%:%—./sin (u cos £) cos EdE =% J(lu),
by 0
wo J(, die erste Bessel'sche Function bedeutet, fir die wir jetzt
sofort eine von Hansen gegebene Entwickelung benutzen konnen.")

Mit Einsetzen derselben wird:
(. = 3.5/ 1\ s8%.5t.7.9/1\!
24) . (“—z) [1—ﬁ %) _'17:9,7(8—1,) T ]
__ Vo= ( n)[?. 1 32-5-7<1)3
’F(u)——ﬁ -} cos t— ) T8 1793 \em

3%.5%.72.9.11 (1 \°
1-2-3.4.5 \8u/) — |

1) Schriften der Sternwarte Secberg. 1. Theil 1843, pag. 115. Reproducirt
in Schlsmilch’s Journal. Bd. 2, 1857, pag. 150.
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Wir haben also zur Berechnung der grésseren Wurzeln von
P(u) = 0 die bequeme Gleichung:

Anm. Die obige Entwickelung von % () ergiebt sich durch ein dem Hansen’-
schen analoges Verfahren direct so:

Wir erkennen zunichst mit Benutzung von (23), dass %' (u) der Differential-
gleichung geniigt:
I az¥(u)
' du?

3 d¥
™ ——d% — ¥(u) = 0.

Wir versuchen dieser Gleichung zu geniligen durch die Reihe:

cosuI‘A —|— L4 u‘+ J
11 g’(u)=ﬁ3/;

+sinu[B By B ]

Es zeigt sich, dass alle Coefficienten durch A,und B, ausdriickbar sind;
indem wir ihre Werthe einfiihren, wird:

o1 cos u [4,8, 4+ B, 2,]
HL )= {+ sin w [B, 2, — 4, Q];

wo der Kiirze wegen gesetzt ist:

51\ 82.5%.7-9 *
& —“r‘—'(gu) —TTET;(§E> T

0 _3A(1 3_2-5.7(71_>3+31 52 77-79711(1)5__
T \8uw/ 1 -2-3\8uw 1.2-.3-4 8u
Um A4, und B, zu bestimmen, miissen wir den Werth von ¥ (u) fiir grosse
1 mit Benutzung des Integrales (23) direct ermitteln. Setzen wir in demselben:

2
’

1v.

cos § =1 —

so wird:

ol
SR

V. ¥@w= :;J sin (1 cos &) cos EdE = %J sin (w cos £) cos £dE
0 b

"f -sm(u—v)(l——%j—)

— do

A V 1 0t
0
2 . 2
- V? cos v* <1 — 9-) Vl: sin v* (1 — u——)
u
= EV2 sin w0 / sz o o GU — €05 U / ——— v
‘ 2 w : 2

u?,
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3 1 32.5.7(1\%
x TW"’ﬁé‘-?(ﬂ)"""'
(25) tan — e ¥ e —

n 3.5 (1)
14155 () —

. . . T 4m 1
Ein erster Naherungswerth ist « — - = mm, u= —'Z+—

7, der-

selbe kann in die rechte Seite von (25) eingefiihrt und so eine zweite

Eine Vergleichung dieser Formel mit III zeigt, dass es geniigt, fiir grosse
% den von  unabhiingigen Theil der Integrale

— Py ,02
Ve cos v* (1——”—) 1[u_sin v? (1————
% %
10 10
=5 w 5 =
zu bestimmen.
2
Da zwischen den Grenzen der Integration % <{ 1 bleibt, so kionnen wir

2 1 v? . .
zunfchst (1 — %) / Vl -5 % in eine stets convergente nach steigenden Po-

2
v . . . . .
tenzen von " fortschreitende Reihe entwickeln. Von dieser brauchen wir nur

das erste Glied zu behalten, da die folgenden von w abhingen. Die nun noch
tibrig bleibenden Theile der Integrale

Vu Vu

f cos v?dv und fsin vido

0 0

zerlegen wir in
o]

f-T
g

0 %

L2} e o]
. . 1 T
2 —_— 2 j—
Nun ist nach Vorl. V, Formel (6) ‘of cos vido _.6[ sin v¥dy = 3 V2 )
f

b

wahrend nach (9) und (10) ders. Vorl. keingn von « unabhingigen Term

enthilt. Ve
Es beginnt daher die Entwickelung von %(w) mit:

VL ®w= l/u_;: [sinw — cos u],

und aus einer Vergleichung mit IIl geht hervor, dass

0=—41"V;1 Bo='¥'v_-~

Nach Einsetzen dieser Werthe in III erhalten wir endlich

W) = Vam ~1—{sin (u - %) 2, + cos (u _ﬁ) szg} q e d.

ug 4
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Néherung gewonnen werden etc. Schwerd') giebt folgende Werthe
von % fir die Orte der Minima, welche also mit unsern o iden-
tisch sind:
Diff.

o, =1220x 1013=

w, =2233x 1,005=xn

o, =3238xz 1003 =

0w, =4241z 1,002 x

o, =5243x 1,002 xn

0y = 6,245 .
Die Differenzen unterscheiden sich immer weniger von =, die Ringe

sind also nahe gleich breit.
Wir wollen nun die Formel (18) fir die Minima

lwh

2sin C) =

mit den Messungen von Fraunhofer vergleichen. Da er mit weissem
Lichte operirte, setzen wir 4 = 0,0000211 Par. Zoll (= 0,000571 mm)
und erhalten (wenn ¢ in Pariser Zollen gegeben ist):

. 0,0000257
2sin €, = -’—E— s
. 0,0000471 . 0,0000214
2sin C, = ’f = 2sin C," + T
. 0,0000683 . ’ 2.0, 0000213
Fraunhofer findet empirisch?):
P

9¢in C 00000257 +( . l) 00000213
in fast vollkommener Ueberemstlmmung mit der Theorie.

Die Intensitit der Maxima, welche nahe in der Mitte zwischen
den Minimis liegen, nimmt schnell ab®) und betrigt fiir den ersten
Ring nur noch Y, der centralen. In Figur 31 sind die Minima
angedeutet und ftiber einem Durchmesser die Intensititscurve ge-
zeichnet.

Mit wachsendem Durchmesser der Oeffnung werden die Ringe
sehr schmal und sind nicht mehr wahrnehmbar, sodass man nur
die centrale Lichtscheibe sieht, deren Intensitit tibrigens anfangs

1) L c. pag. 70.
2) 1. c. pag. 18.
3) cf. Schwerd, Tab. IIL
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ziemlich langsam abnimmt. Thr Durchmesser ist, wenn wir den sin.
durch den Bogen ersetzen
90 — 0.000025T _ 0000697
! o (p. Zoll) ¢ (mm) ’
oder, wenn wir zur Verwandlung in
Bogensecunden mit 206265 multipli-
ciren:

, 5,30" 1437
201 J— ? 3

e @ Zol) ~ o (mm)

Unter diesem Durchmesser wird
also ein leuchtender Punkt erscheinen.
Fiir geringe Lichtintensitit wird der .
Durchmesser noch etwas geringer wer- U
den, da die dusseren Theile zu licht-
schwach sind, um noch unterschieden
zu werden.

Schwerd setzte vor das Objectiv Fig. 1.
eines Fernrohres ein kreisformiges Diaphragma von einem P. Zoll
Oeffnung (also ¢ = %) und richtete dasselbe auf den Stern « Aquilae.
Derselbe zeigte den scheinbaren Durchmesser von 11—12”, wiikrend
die Rechnung auf 10,6” fiihrt.

Endlich wenden wir die Formel an auf das menschliche Auge.
Der Durchmesser der Pupille ist etwa eine Par. Linie, wir hitten also
0 = Y, Par. Zoll zu setzen und erhielten:

20 = 127,2",

Da aber die Oeffnung sich nicht in Luft, sondern in den Theilen
des Auges befindet, deren Brechungscoefficient von dem des Wassers
(*;) wenig differirt, so haben wir noch mit %, zu dividiren, da 1 in
diesem Verhiiltnisse kleiner ist als in Luft. Es ergiebt sich so

2C; = 105,4 Sec. = ca. 1%/, Minuten.

Vor Erfindung der Fernrohre legten die Astronomen den helleren
Fixsternen in der That Durchmesser von etwa zwei Minuten bei.

Yorlesung VII.

Beugungsgitter. Gesetze der geometrischen Optik in ihrer Beziehung
zum Huyghens’schen Princip und den Beugungserscheinungen.

Wir gehen nun iiber zur Behandlung der sog. Beugungsgitter.

Die durch dieselben hervorgebrachten Erscheinungen zeigen bei guter

Anordnung eine ausserordentliche Farbenpracht und sind auch in
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physikalischer Hinsicht deswegen sehr wichtig
Ermittelung der Wellenlinge ermiglichen.

Es sei ein System gleicher #hnlich gelegener Oeffnungen vor-
handen, und es seien die Coordinaten correspondirender Klemente
derselben:

(1) o+, b +y,
@ +z, b +y,

, weil sie die genaueste

worin  und y fiir alle Oeffnungen dieselben Werthe besitzen.
Die in dem Ausdruck der Intensitit

J=k(C? + 87
auftretenden Integrale erhalten dann die Form
C= [ [ dzdy|cos [u(a, + @) + v(b, + v)]
+ cos [u(a, + @) + v, + y) |+,
§ = [ [azdy {sin[u(a, 4+ 2) + v (b + )]
+ sin[u(a, + 2) + v (B, + 9) |+ -},
oder, weil fiir alle Oeffnungen die Integrationsgrenzen dieselben sind:
C = {cos (ua, + vb,) + cos (wa, + vb,) + -} [ [dadycos (uz -+ vy)
— {sin(ga, +vb,) + sin (wa, +vb,) +..} [ [dadysin (uz 4 vy),
'S = {cos (wa, + vb,) + cos (wa, + vb,) + -} [ [dadysin (uz +vy)
+ {sin (wa, + vb,) + sin (way +vb,) + -} [ [dady cos (uz +vy).
@ und v haben die in (1) d. vor. Vorl. angegebene Bedeutung:

p = (cos A — cos A) 2771,

v = (cos B — cos B') g;—r-

Setzen wir
@ [ [azdycos (wz +vy) =€, [[dadysin (uz + vy) =5,
(3) cos (way + vby) + cos (ua, + vby) + - =y,

sin (ua, + vb) + sin (ua, + vhy) 4+ - - =g,
so wird

C=Cyy— 86, 8=Co+ 87,
4) J=FC+ 87 + o).
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Diese Formel erlaubt nun eine sehr tibersichtliche Deutung. O,
und S, sind die auf eine einzige der Oeffnungen bezogenen Integrale
und der erste Factor k*(C;2 4+ S,%) giebt die Intensitit bei einer ein-
zigen Oeffnung. Der zweite Factor (p? -+ 6°) hat zur Folge, dass an
einzelnen Stellen die Intensitiit bedeutend vermehrt, an andern unter
Umstiinden ganz ausgeloscht wird.

Iis wird sich zeigen, dass die Verstirkung der Helligkeit eine
sehr bedeutende sein kann: fiir 100 Oeffnungen z. B. bis auf das
10000fache ansteigt.

Bisher waren tiber a,b,, a,b,, welche die relative Lage der Oeft-
nungen bestimmtben, keine Voraussetzungen gemacht. Um nun be-
besonders interessante Resultate zu erhalten, nehmen wir an, dass die
Oeffnungen in einer Reihe gleichweit voneinander entfernt
liegen mogen. Die Gerade, auf welcher sie vertheilt sind, schliesse
mit x einen Winkel « ein, die Entfernung sei & so werden wir
setzen konnen:

a, = a, by =0,
a,=a -+ ecos «, by=="b 4 esina,
() a; = a -+ 2¢ccos by=">0 -4 2¢sin e,

a"=——a—|;(n—— 1) ¢ cos a, b,L:-b—}—‘ (m— 1)esin e

Hierdurch wird:

y =cos (ua + vb) 4 cos [(ya—{—vb) + e(pcos @ 4+ v sin oz)]—}----

-+ cos [(y,a + 2vb) + (n — 1) e(ucos « 4 wsin a);‘,

oder wenn

(6) P = ya + v, Q = ¢e(ucos ¢ + vsin a),

) y=cos P4 cos (P+ @)+ cos (P+2Q)+ - cos (P+ n — 1)Q),
6 =-sin P+ sin (P4 @) +sin (P 4+ 2Q)+ ..sin(P+ @ —1)Q).

Diese Reihen sind leicht summirbar. Bezeichnen wir J/— 1 mit
so ist:

y 4+ i6 = ¢P[1 4 ¢4 e 4 ., (i)

%,

niQ 1(2_ __m'Q

— P e — 1 ___cd,.e2 e? —e 2.
¢¢—1 % RN
e? e —¢ 2

Da wir schliesslich nur 9* 4 ¢ brauchen, multipliciren wir mit
py — 46 und finden:
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sin LA
9 2
7’2 + 6" = . (L) R
s 2
sodass die Intensitit wird:
. nQ\ 2 . QN 2
sin Py sin *E‘
®)  T=RO 8| g | = dm | ],
sin —- 7 sin @
2 9
wenn J, die Helligkeit fiir die ein- it

zelne Oeffnung bedeutet.

Hieran schliessen wir gleich
die Behandlung mehrerer Reihen
von Oeffnungen.

Es seien m Reihen von je n
gleichen gleichgelegenen Oeffnun-
gen vorhanden, welche auf den
Schnittpunkten zweier Systeme
iquidistanter Parallelen vertheilt
sind. Letztere mogen gegen z unter
den Winkeln ¢ und S geneigt sein;
der Abstand benachbarter Elemente derselben Reihe sei ¢, derjenige
entsprechender Elemente successiver Reihen d.

Fiir irgend eine der Oeffnungen ist dann

G = a -} xecos ¢ + Ad cos f3,
ba=10b-+4 xesine 4 19 sin §,

n—1 m—1

y = 2‘ 2 cos[(ya + vb) 4 x&(ucos « 4 vsin «)
v —{—l&(ucosﬁ—f—'usinﬂ)].

Fig. 32.

Hiérin setzen wir:
wa 4+ vb =P, e(ucos & 4 vsin a) = @,
d(ucos p+ vsinf) =R,

sodass idhnlich wie oben:

©)

7=§ ECOS(P+9‘Q+AR)7

n—1 n—1

6= D Dlsin (P+xQ + AR),
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n—1 n—1

y _.},. 16 = .;.z E/’- g"(P+ZQ+1R)
") (1]

nQ nQ imR imR
mQ sz g ) )
,Pe Q'-']- 8 mR_ 1 1P+ g A2 — & o [ '—753
BRI S W g wm i
e?—e 2 e?—e ?
.\ 2 . mR\ 2
sm —— s -~ -
9 & 2 2
A 54 — —— [ .
7+ 0 h
s 2 s1n ——

Substituiren wir diesen Werth in (4), so erhalten wir

sin Z&g sin —
45|

sln —- sin - -
10 L2
( ) . ongQ 2 . mR 2
s = sin 3
= Jymin?|{ - & -
nesin m sin -
2 2

J, bezeichnet auch hier die Intensitdt fiir die einzelne Oeffnung; es
sin n g *
wird sich zeigen, dass die Factoren der Form | - = | hochstens

7 sin g—
= 1 werden kdnnen.

Die Anfertigung guter Gitter ist schwierig, da die einzelnen
Oeffnungen genau gleichweit von einander entfernt sein miissen. Fraun-
hofer spannte Draht von einer und derselben Rolle iiber die Giinge
zweier paralleler Schrauben, die mit derselben Mutter geschnitten
waren. Sehr feine Gitter stellt man her, indem man vermittelst eines
Diamantes mit der Theilmaschine in eine Glasplatte parallele Striche
ritzt. Die unversehrten Theile des Glases entsprechen dann den Oeff-
nungen.

Berusste Gliiser lassen sich #hnlich behandeln. Durch Kreuzung
zweier solcher Gitter entstehen mehrere Reihen parallelogrammatischer
Oeffunungen.

Bringt man die Theilung auf einer spiegelnden Metalplatte an,
so erhilt man Reflexionsgitter, welche analoge Erscheinungen zeigen.

Wir discutiren zunichst den Fall einer einfachen Reihe von
n Oeffnungen.

Das Licht falle senkrecht ein, d. h. es sei cos A = cos B = 0.
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Die z-Axe legen wir parallel der Reihe, setzen also @ = 0, und haben
nun nach (6) und (8) mit Riicksicht auf (1) der vorigen Vorl
Q su s &

’ - ’
-'2‘-——72—-——72?(30814———»1— sin (7,
.omQ N\ 2 ; (nscos A )
sin o= sin LT
Ay J=dm| -2 | =g
n sin Q . gcos 4 .
2 7 sin 2 T

C’ bedeutet dhnlich wie oben das Complement zu A’, d. h. wenn wir
parallel der z-Axe mit dem Fernrohr fortgehen, den Winkel zwischen
diesem und den einfallenden Strahien.

Es sind die Maxima und Minima einer Grosse der Form

- 2
sin nx
(12) (-" )
n sin
aufzusuchen, welche aus
__sinmz msin x cos nx — sin nx cos x

nsin & nsin 2

folgen. Der erste Factor liefert die Minima. Derselbe wird = 0 fiir
x=1—nif, wenn m eine ganze Zahl bedeutet, welche nicht ein Viel-

faches von % ist.
Die Lichtstirke verschwindet also an den Stellen, die definirt
sind durch

ay CATIO=EL D ELTTT
prtt A
_ n &
Die Maxima erhalten wir, wenn wir den zweiten Factor = 0
setzen, also:
(14) tan nx = ntan z.

Unter den Wurzeln dieser transcendenten Gleichung ist aber zu
unterscheiden, und wir suchen zu dem Ende zunichst den Werth von
(12) fiir dieselben auf. Es wird:

. tan nz ntan x nsin z

sSin ny = T—— i S - == e,
Vi + tan®* nzx V1 4+ nitanz VI + @ — Usinde

also:

- sin na')? 1
(15) (:&mz) =1F@w—Dan‘z
Hieraus geht zunichst hervor, dass diese Griosse <1 ist und den
absolut grossten Werth 1 erreicht fir £ =0, =, 2= ..., d. h.:
1 21

cos A" =smC =0, -,
& &
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An diesen Stellen zeigt also das Gitter die »®-fach verstirkte
Intensitit der einfachen Oeffnung; man bezeichnet sie als Maxima
II. Klasse (indem Maxima I. Klasse die hellsten Stellen der Diffrac-
tionserscheinung der einfachen Oeffnung sind).

Die noch iibrigen Maxima (III. Klasse) werden nahe zwischen

den Minimis liegen, somit eintreten fiir z = (¢ 4+ %) 7:7 oder
(16) cos A/ —=sin (' = (g +3) >

en’
g=1,2, ... n— 2,
nt+1l,n42,...20—2.

WO

Die Max. 1II kommen also erst fiir drei und mehr Oeffnungen
zu Stande, und zwischen je zwei Max. II liegen » — 2 Max. III.
Thre Intensitit wird:

17 I [—
( ) ! (n sin H—;Ll— l)

7

und ist fiir eine grossere Zahl von Oeffnungen gering. Der grosste
Werth wird noch erreicht fir ¢ = 1 und betrigt

1 2

2 - .
Jln (n sin 3=
2n

2
Der Factor - in wird fiir » = 10: L und nihert sich mit
n sin o 20,6

2n
wachsendem % der Grenze:
() ==
3m) 22,2
Ist » ungerade, so giebt es ein mittleres Max III fiir 2¢ + 1 =#;

. 2 .
seine Intensitit ist Jln2< ! ”—> =J,, also gleich derjenigen der

% sin 5
einfachen Oeffnung.

Uebrigens ist die Breite eines Max. III halb so gross als die
eines Max. I, da ja die benachbarten Minima um % EL resp. Z %
entfernt sind.

Die Orte der Max. IT und III sowie die der dazwischenliegenden
Minima konnen durch eine ganz ahnliche Construction wie pag. 79
erhalten werden.

Schwerd hat fiir eine grosse Zahl von Gittererscheinungen die
Intensititen genau numerisch berechnet und durch Figuren dargestellt.

Es sollen daher hier nur einige Fille kiirz erwihnt werden.
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1) Zwei gleiche Quadrate seien so gelegen, dass ihre Diagonalen
in eine Gerade fallen. Jedes Quadrat wiirde fiir sich ein liegendes

. . . . . 1 1
rechtwinkliges Kreuz geben, in Folge der fiir sin ¢' = - 7
3 1 . .. . .
+ 5 eintretenden Minima erscheint dasselbe von verticalen

dunkeln Strassen durchzogen, welche nahe gleichen Abstand besitzen.
Da die Breite des centralen hellen Lichtfeldes > (vgl. pag. 78) ist
a ?

wenn a die Seite des Quadrates bezeichnet, und ¢ > a}/2, so schnei-
den wenigstens vier der dunkeln Strassen das centrale Lichtfeld?).
2) Zwei gleiche Kreise zeigen
ebenso das der einfachen Oeffnung ent-
sprechende System von hellen und
dunklen Ringen mit (nahe) gleichweit
voneinander entfernten dunklen Linien.
In diesen beiden Fillen treten der
obigen allgemeinen Erbrterung gemiiss
keine Max. III. Klasse auf
Das fiir zwei Oeffnungen geltende
Resultat, dass die Orte der Minima ge-
geben sind durch

sin (' = + ;- -- =+

hat eine sehr einfache Bedeutung. Fillt nimlich eine ebene Licht-
welle senkrecht ein, so ist die Phase der Lichtstrahlen an allen Stellen
der Oeffnungen dieselbe und
gsin €’ ist der Grenzunterschied
der von correspondirenden Ele-
menten ins Auge gelangenden
Strahlen. Betrigt derselbe ein
ungerades Vielfache einer halben
Wellenlinge, so werden die-
selben sich gerade aufheben.
Hieraus lisst sich leicht die Modification ableiten, welche eintritt, wenn
man eine der Qeffnungen mit einem Bléttchen einer durch-

Fig. 33.

Fig. 34.

1) Fiir das zweite Min. ist niimlich sin C’ <, 3 _ 71, wiithrend der Ecke

272 @
Ay

. , . 3 .
des centralen Feldes sin C' = o entspricht. Da nun }2 > —V:, so liegen
2y2
wenigstens zwei Minima jederseits im Bereich des centralen Feldes.
Neumann, Vorl. iiber theor. Optik. 7
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sichtigen Substanz iiberdeckt, dhnlich wie Arago es bei dem
Th. Young’schen Interferenzversuche that.

Ist o4 die Dicke des vor die rechte Oeffnung «,f, gesetzten
Blittchens, V; die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes in dem-
selben, so braucht das Licht zum Durchlaufen des Bléttchens eine
Zeit —If,ll—, wihrend die gleich dicke Luftschicht in —f; zuriickgelegt

wird. Das Licht trifft also in ¢, 8, um ;’—1 — -;,’« = *;’7 (% — 1)

spiter ein, d. h. um ebensoviel spiter, als wenn es von der rechten

Oeffnung einen um 4 ('—I{— — 1) lingeren Weg durch Luft gehabt

V;
hiitte, wofiir wir noch, wenn %, den Brechungscoefficienten bedeutet,
A(n, — 1) schreiben konnen. Das einer Wegdifferenz von einer
halben Wellenliinge entsprechende Minimum, welches vor der An-
bringung des Blittchens durch esin C' = % characterisirt war, er-
scheint nun an dem durch
esin O + d(n; — 1) = %

bestimmten Orte, woraus
. ’ 1 1 Pal
sin @ = 5 — 5 (i —1).
Wir miissen daher das Fernrohr nun mehr nach der Seite der
unbedeckten Oeffnung wenden — umgekehrt wie bei dem Versuche
von Arago — und zwar betriigt die Verschiebung, wenn wir den

Sinus durch den Bogen ersetzen
’ r d
¢ -6 = — 1)

Der Inhalt dieser Formel wird anschaulicher, wenn wir noch den
Abstand zweier Minima
2
&

f‘=
einfithren. Wir erhalten dann:
’ ’ A
-0 =f-7m—1),

also die Verschiebung in ,Frangenbreiten® ausgedriickt. Hieraus geht,
dhnlich wie pag. 43, die ungemeine Empfindlichkeit einer hierauf
basirten Methode zur Erkennung kleiner Unterschiede des Brechungs-
coefficienten hervor. Da man die Entfernung & der beiden Oeffnungen
ziemlich gross nehmen kann, so sind die praktischen Schwierigkeiten
hier erheblich geringer als bei der Anordnung von Arago.
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3) Wir wollen noch die Intensititscurve zeichmen fiir vier
Spalten, deren Breite a gleich ist der Breite der dunklen Zwischen-
riume, also & = 2a. Wir tragen zu dem Ende zunichst die 4* = 16-
fache Intensitit der einfachen Oeffnung auf (in der Figur punktirt).

Dieselbe verschwindet fiir sin (' = + %, + ==, 4+ ~-=--- Da-

zwischen liegen die Max. I sin " = 0, + "Z’ %, +22

5 v An den
a
Orten der Max 11 sin (' —0, 4 + =+ o + 5 =4 2,

+ % = + i;’% .+. bleibt nun die volle Intensitit. Kinzelne der

Max. 11 fallen aber aus (eingeklammert), da sie mit den Min. des

MM,

m “\‘ \

(M,) M, M, M, (M) hIA )
Fig. 35.

V4
£

Bildes der einfachen Oeffnung coincidiren, ndmlich alle diejenigen,
2': L. 7-';} - Endlich theilen wir den Raum zwischen

je zwei Max. II in vier gleiche Theile, so liegen an den drei Theil-

wofiir sin ¢’ =

. 11 11 2 2
; .. v __ ol - = — =
punkten Minima (entsprechend sinC'=+4 - | =+~35 +
1 . . .
i% o i% %) und zwischen diesen noch die Max. IlI, deren
Orte nahe > A 5 & 111 181,

Aoos A A Ao sind
2 4g’ 2 487 2 48’ 2 4§’ s

7*
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Die glinzendsten und zugleich theoretisch wichtigsten Erschei-
nungen erhdlt man fiir Gitter mit sehr vielen Oeffnungen, z. B. fiir
ein System zahlreicher dquidistanter Spalte gleicher Breite,
durch welche man eine Lichtlinie betrachtet.

Das einfallende Licht sei zunichst homogen.

Die Max. II erlangen eine sehr grosse Helligkeit, da ihre Inten-
sitit gegen die der einfachen Oeffnung im Verhiltnisse des Quadrates
der Zahl der Oeffnungen verstirkt erscheint. Zugleich ziehen sie sich
auf eine sehr geringe Breite zusammen, denn die angrenzenden Mi-

nima haben den Abstand «f%, d. h. die doppelte Wellenléinge durch

die ganze Gitterbreite sn dividirt.

Die Max. 1I1 entziehen sich ginzlich der Wahrnehmung. Die
hellsten derselben, welche unmittelbar neben den Max. II gelegen
sind, haben nach dem Obigen nur i der Helligkeit der Letzteren;
die Intensitit der weiter abstehenden nimmt rasch ab und sinkt fiir
die Mitte zwischen zwei Max. II auf die der einfachen Oeffnung.
Hiezu kommt noch die geringe Breite der Max. III, welche nur halb
so gross als die der Max. IT ist.

Es reducirt sich demnach die ganze Erscheinung auf helle Licht-
linien, welche den Max. IT entsprechen, an den Orten

. ! 22
smC'=O, i—_?, _—_"_T

s moge jetzt weisses Licht einfallen. Jede Strahlengattung
desselben erzeugt ihr Diffractionsbild, welches aus sehr schmalen
Linien besteht. Im Centrum lagern sich simmtliche Farben iiber-
einander und geben wieder Weiss.

Die Entfernung der iibrigen Max. II ist aber der Wellenlinge
proportional, somit werden die verschiedenfarbigen Strahlen
getrennt und wir erhalten die sog. Beugungsspectra, welche ihre
violette Seite dem Centrum zuwenden.

Die Ausdehnung des ersten Spectrums ist, wenn 2, und 4, den

dussersten sichtbaren rothen und violetten Strahlen entsprechen,

2, —1 i, —1 i, —1,

-, die der folgenden 2 —— -, 8 ... Die Lingen

&
verhalten sich also wie die ganzen Zahlen. Die beiden ersten Spectra
sind — wenigstens wenn wir uns auf die sichtbaren Strahlen be-

schrinken — vollkommen getrennt, die spiteren lagern sich aber

N . 31 21 . .
theilweise iibereinander; da schon T” <—;i, so greift bereits der

violette Theil des dritten auf den rothen des zweiten hiniiber.



Zahlreiche #quidistante Spalte. 101

Fehlen in dem einfallenden Lichte einzelne Strahlen, so treten
an den entsprechenden Stellen der Spectra dunkle Linien auf. Im
Spectrum des Sonnenlichtes sind dies die sogen Fraunhofer'schen
Linien; Fraunhofer hat sie auch in Gitterspectren beobachtet nnd
ihre Lage gemessen.

Gewdhnlich bedient man sich zur Zerlegung des Lichtes eines
Prismas, welches die verschiedenfarbigen Strahlen verschieden ablenkt,
weil der Brechungscoefficient von der Schwingungsdauer abhingig
ist. Da die Aenderung des Brechungscoefficienten, die Dispersion,
mit abnehmender Schwingungsdauer wichst, so erscheint in den
Prismenspectren das Violett auseinandergezerrt, das Roth zusammen-
gedriingt, und dies ungleichartige Verhalten tritt noch mehr hervor,
wenn man auch die ultrarothen und ultravioletten Strahlen in Be-
tracht zieht.

Bei den Beugungsspectren ist aber die Ablenkung einfach der
Wellenliinge proportional, sodass man sie als die normalen Spectra
betrachten kann.

Die Anwendung der Gitter gestattet die genaueste Bestim-
mung der Wellenliinge.

Messen wir im At® Spectrum die Ablenkung C)/, so ist

1 . ’
l=—}7.ssm c.

()’ kann mehrere Grade betragen und ist daher scharf messbar;
ebenso lisst sich & hinreichend sicher ermitteln, indem man die
Breite des ganzen Gitters durch die Zahl der Oeffnungen dividirt.
Um Licht einer bestimmten Farbe zu definiren, konnen wir entweder
die schon erwihnten Fraunhofer'schen Linien') oder das von gewissen
gliihenden Gasen und Dimpfen (z. B. H, Na, Li, T7) ausgesendete
Licht benutzen, welches nur eine oder wenige ganz bestimmte Strahlen-
gattungen enthilt.

1) Nach Angstrom (Recherches sur le spectre solaire 1868) sind die Wellen-
lingen der wichtigsten Fraunhofer’schen Linien (in milliontel mm):

A 760,40 E 526,913
B 686,71 b, 518,310
C 656,21 b, 516,688
D, 589,513  F 486,074
D, 588,912 G 430,725

H 396,81

H, 393,30.

Anm. Um die hier entwickelten theoretischen Resultate mit den Messungen
Fraunhofers vergleichen zu konnen, wollen wir kurz seine Terminologie angeben.
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Fir eine Reihe von Oeffnungen, deren Abstand &, war der Ort
des dem centralen zuniichst liegenden Max. II. CL bestimmt durch

. i
gin (' = Z-.
g

Wire ¢ < 4, so wire % > 1, und das zweite Max. ginge nicht

mehr hindurch, sondern nur der centrale Strahl

Diese Bemerkung wirft ein eigenthiimliches Licht auf das optische
Verhalten der durchsichtigen Kérper. Wir werden die Constitution
derselben so aufzufassen haben, dass zwischen den Aethertheilchen
sich die undurchsichtigen ponderabeln Molekiile befinden. Dieselben
bilden also einen Schirm mit vielen Oeffnungen, und wenn die Ent-
fernung zweier Molekiile') <C 4 ist, wird nur der centrale Strahl hin-
durchgehen.

Machen wir die Annahme, dass auf beiden Seiten des Beugungs-
schirmes die Wellenlinge nicht, wie bisher, dieselbe, sondern ver-
schieden ist, so konnen wir aus den Beugungsformeln das
Brechungsgesetz herleiten.

Gehen wir auf die Ableitung der allgemeinen Formel, pag. 58
zuriick, so haben wir nur in dem Term mit 4R’, welches sich auf
die Wegdifferenz auf der dem leuchtenden Punkte abgewandten Seite
des Schirmes bezieht, statt 1:4’ zu'setzen, sodass nun

T=1(C* + 5,

4R 4R’
C’=fdocos (T — T>2:n:,

' . (4R 4R’
S=jd0 Sln(T —_ T)?TE.

Wwo:

Er hat nur weisses Licht benutzt.

Aeussere Spectra entstehen bei einem einfachen Spalt; die gemessenen
Stellen sind die Min. 1. CL

Mittlere Spectra vollkommener Art sind Gitterspectra fiir sehr zahl-
reiche Oeffnungen. Gemessen wurden die Orte der Fraunhofer’schen Linien also
Max. II. ClL

Mittlere Spectra unvollkommener Art sind Gitterspectra bei wenig
Oeffoungen, die ebenfalls durch Max. II. Cl. entstehen. Die Messungen beziehen
sich auf die darauf folgenden Minima.

Innere Spectra entstehen durch Max. III. Cl. Gemessen sind die Orte
der Minima,

1) D. h, Entfernung correspondirender Punkte derselben.
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Vernachldssigen wir auch hier die Terme hoherer Ordnung, so
wird
AR = g cos 4 + y cos B,
AR =z cos A"+ y cos B'.
A, B, A’, B’ bedeuten die Winkel des einfallenden und des ge-
beugten Lichtes gegen die in der Schirmebene liegenden Axen z und y.
Durch Einsetzen der Werthe von 4R und 4R’ gelangen wir auf

c =-fdo cos (ux + vy),
S =fdo sin (uz 4 vy),

welches die alten Formeln sind, nur dass hier

_(cosA cosA>2n

B B
v= (22 ) om

Wenden wir die Formeln nun auf einen Schirm mit sebr vielen
Oeftnungen an, deren Abstand ¢ << 1 ist, so finden wir wie friiker,
dass nur der centrale Strahl hindurchgeht. Fiir diesen ist aber

u=20 v=0,
d. h.:
cos A cos A’ cos B cos B’

B S B B L

und weiter:

cos A cos B" — cos Beos A" = 0,
sin € sin O
i A
wenn C und ¢ die Winkel zwischen dem einfallenden resp. gebeugten
Strahl und der Schirmnormale sind.
Die erstere dieser Formeln bedeutet nun, dass die durch den
einfallenden und gebeugten Strahl gelegte Ebene die Schirmnormale

,

(= Einfallsloth) in sich enthilt!); die zweite geht, wenn wir ).i = ::

setzen, in ,
nsin 0= n" sin (',
d. h. das Brechungsgesetz iiber.

1) D1e Richtungscosinus einer Linie, welche zu den beiden durch die
<C ABC, A'B’'C’ definirten Richtungen senkrecht steht, verhalten sich wie:

cos B cos " — cos B cos C: cos Ceos A" — cos " cos 4
: cos A4 cos B’ — cos A’ cos B.
Die letzte dieser Grossen ist nach dem obigen 0, d. h. diese Linie steht auch
gegen z, die Schirmnormale, senkrecht.
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Aehnlich lisst sich das Reflexionsgesetz ableiten, wenn wir
die Annahme machen, dass die Elemente der Oeffnungen auch Licht
nach riickwirts senden.

Schliesslich machen wir noch eine Anwendung der Diffractions-
formeln auf die H5fe um Sonne und Mond.

Es sind dies farbige Ringe — aussen rothlich, innen violett —
welche mitunter die leuchtenden Gestirne umgeben.

Wir haben die Hofe als eine Diffractionserscheinung aufzufassen,
hervorgebracht durch die Nebelblischen, durch deren Zwischenriume
wir Sonne und Mond sehen.

Fir die Richtigkeit dieser Auffassung spricht, dass wir dieselbe
Erscheinung kiinstlich hervorrufen kénnen, wenn wir Sonne, Mond
oder eine Lichtflamme durch ein Glas betrachten, das mit kleinen
Quecksilbertropfen, Schwefelblumen, Semen Lycopodii ete. bestreut
ist (Fraunhofer'sche Ringe).

In allen diesen Fillen hingt die Erscheinung nicht ab von der
Anordnung dieser undurchsichtigen kleinen Kéorper, sondern nur
von der Grosse derselben, und das Zustandekommen der Erscheinung
ist an die Bedingung einer nahezu gleichen Grosse gekniipft.

Die Grundlage der theoretischen Behandlung bildet ein von
Babinet ausgesprochenes Princip, nach welchem, vom directen
Strahle abgesehen, die Diffractionserscheinungen ungeiindert bleiben,
wenn man frele und bedeckte Stellen des Schirmes vertauscht, d. h.
die freien Stellen verdeckt und die verdeckten freimacht.

Seien, um dies zu beweisen, 0, und S, die Integrale ausgedehnt
iiber die offenen Stellen der Schirmebene, C, und S, iber die ver-
deckten, S und C iiber den ganzen Schirm, so ist laut Definition

¢, =C—C,
8, =8—38,
I =1 (02 + 8,2)
— 17 (C* + 8% — 200, — 288, 4+ 0,2 + S,2).

C und S, welche sich auf die freie Welle beziehen, sind aber
tiberall == O ausser fiir den centralen Strahl; ausserhalb desselben
1st also

T =B (7 4 87 =K (67 + 52,

Bei den Hofen wird daher die Diffractionserscheinung dieselbe
sein, als wenn wir die Gestirne durch einen Schirm mit unregel-
miassig vertheilten kreisformigen Oeffnungen betrachteten.
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Wie diese nun auch gelegen sein mbgen, so werden sie immer
in Gruppen theilbar sein, in deren jeder eine gleichmissige Anord-
nung und Entfernung stattfindet. Fiir die verschiedenen Gruppen
wird aber die frither mit & bezeichnete Entfernung sehr verschiedene
Werthe besitzen, also die Max. II. und III. Classe an sehr ver-
schiedene Orte fallen und sich gegenseitig aufheben. Das Diffractions-
bild reducirt sich auf das einer einfachen kreisformigen Oeffnung
mittlerer Grosse. Gleichzeitig erhellt, dass dasselbe nur dann einiger-
massen deutlich werden kann, wenn die Kérperchen nahe denselben
Durchmesser haben.

Sonne und Mond sind nun freilich nicht leuchtende Punkte,
sondern Flichen, aber die vorstehenden Ausfiihrungen gelten fiir
jeden einzelnen Punkt derselben. Die Diffractionsbilder lagern sich
iibereinander mit Ausnahme der fusseren Theile derjenigen, welche
von den Randstrahlen herrithren. Es werden sich daher Ringe bilden,
deren Farben besonders an den Siumen hervortreten.

Aus dem Durchmesser der Ringe kann auf die mittlere Grosse
der Nebelblischen geschlossen werden. Newton mass den Durch-
messer der ersten beiden Ringe eines Mondhofes : 3% und 5%,°. Hieraus
folgt der Durchmesser des Diffractionsbildes, wenn wir den des Mondes,
etwa 30" abziehen, also

1. Ring 2,5° = 9000"
2., 5° = 18000".

Fiir eine beugende kreisformige Oeffnung vom Radius ¢ mm
haben wir aber, indem wir die Formel p. 89 in mm umrechnen
und den Bogen fiir den Sinus setzen:

20, — 1493,7 + ﬂ(
als Durchmesser des m*" Ringes.

Es folgt also der Durchmesser der Blischen (m = 0 und 1):

m — 1) Secunden

143,7
4500

263,2

20 = = 0,032 mm und 55~ = 0,029 mm

mit einer in Anbetracht der Verschwommenheit der Erscheinung ge-
niigenden Uebereinstimmung.

Anm. Nach den in dieser Vorlesung entwickelten Principien sind theo-
retisch zu behandeln die sogen. lamellaren Beungungserscheinungen,
welche auftreten, wenn man statt des undurchsichtigen Schirms eine durch-
sichtige Lamelle mit einer verschiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeit nimmt.
Vgl. Quincke, Pogg. Ann. 132, p. 321, 1861.



106 Theoretische Optik. Vorlesung VII.

Gesetze der Brechung und Reflexion.

Aus dem Huyghens'schen Princip verbunden mit dem Princip
der Interferenzen lassen sich die Gesetze der Reflexion und Brechung
herleiten.

Huyghens selbst verfihrt folgendermassen.

Es sei GG, die ebene Grenze zweier verschiedener Medien, 4B
ein Stiick der ebenen einfallenden Welle im Moment ¢ == 0 und zwar
sei B so gewihlt, dass BC (L AB) in der Zeit 1 zuriickgelegt wird,
BC also gleich der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¥ im ersten Me-
dium ist. Im Augenblicke ¢ = 0, wo das Grenztheilchen 4 von der

G Gry

Fig. 36.

einfallenden Welle getroffen wird, wird dasselbe ein neues Erschiitte-
rungscentrum, und nach dem ersten Medium breitet sich eine halb-
kugelformige Welle aus deren Radius in der Zeit 1 den Werth
V = BC erlangt. Ist die einfallende Welle bis 4B, vorgeriickt, so
beginnt auch A, eine Bewegung auszusenden, und im Augenblick
t =1 wird dieselbe sich auf einer Halbkugel vom Halbmesser B, C
befinden.

Die simmtlichen so entstehenden Halbkugeln besitzen eine ge-
meinsame durch C gehende Tangentenebene, welche ihre Enveloppe
bildet, und nur hier wird die Bewegung merklich sein.

Es ergiebt sich unmittelbar die Gleichheit des Einfallswinkels
BAC und des Reflexionswinkels aCA.

Aehnlich pflanzt sich die Bewegung auch in das zweite Medium
hinein fort. Zur Zeit ¢ = 1 hat die von A ausgegangene Halbkugel-
welle den Radius 4B = V,, wenn dies die Fortpflanzungsgeschwindig-

keit im zweiten Medium bezeichnet. Der Radius 4,8, der spiter

von A, erzeugten Welle ist V, %g u. s. f. Demnach ist auch hier
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eine gemeinsame Tangentenebene vorhanden, welche die gebrochene
Welle darstellt.

Fig. 37.

Da, wenn ¢ und ¢, Einfalls- und Brechungswinkel sind,
V== ACsin ¢, V, = ACsin ¢,

so wird:
ng __ sing
vV =T,

Die Vergleichung dieser Formel mit dem Brechungsgesetz

7 8in @ = %, sin @,
giebt
noin="V:V, oder=12:4,

eine Beziehung, von der wir bereits vielfach Gebrauch gemacht haben.

Fresnel hat die Huyghens'schen Betrachtungen wmodificirt in
einer dhnlichen Weise, wie dies fir die Fortpflanzung einer Welle in
einem homogenen Medium p. 48 ausgefiihrt wurde.

Statt einer einzelnen Erschiitterung werde ein continuirliches
Licht angenommen. Die erste mach «, gelangende Bewegung (im
Falle der Reflexion) rithrt von A4, her; von allen andern Punkten
der Grenzfliche kommt dieselbe erst spiter an. Indem wir diejenigen

oL, AL betragt,
erhalten wir elliptische Zonen um A4,. Die Wirkung einer jeden Zone
wird aufgehoben durch die halbe Wirkung der vorhergehenden und

Stellen markiren, fiir welche diese Verspitung -

1) T bedeutet wie immer die Schwingungsdauer.
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folgenden, sodass nur der halbe Effect der um 4,- beschriebenen
Centralzone iibrig bleibt.

Aehnlich k6nnen wir fiir die Brechung verfahren, indem wir die
Zonenconstruction ebenso von dem am schnellsten anlangenden Strahl
beginnen.)

Die Huyghens-Fresnel'sche Betrachtung ist besonders dadurch
wichtig, dass sie sich auf krystallinische Media ausdehnen
lisst, was fiir optisch einaxige Media bereits Huyghens gethan hat.?)

Es sollen hier nur einige kurze Bemerkungen Platz finden, deren
weitere Verfolgung vorbehalten bleibt.

Die Wellenfliche — d. h. diejenige Fliche, auf welcher sich
nach einiger Zeit -die von einem Punkte ausgegangene Erschiitterung
befindet — ist im Allgemeinen von der vierten Ordnung.

Es sei das erste Medium unkrystallinisch, das zweite krystalli-
nisch, und es falle auf die ebene Trennungsfliche eine ebene Welle
AB. BC sei wieder = ¥. Um die Lage der gebrochenen Welle zu

Fig. 38.

erhalten, haben wir um A4 die Wellenfliche in der Ausdehnung zu
construiren, welche sie in der Zeiteinheit erlangt und #hnlich um
die spiter sollicitirten Punkte 4, in entsprechend kleineren Dimen-
sionen. Im Allgemeinen lassen sich nun durch C zwei Tangenten-
ebenen legen, welche siimmtliche Wellenfliichen beriihren, und dement-
sprechend entstehen aus einer einfallenden Welle zwei gebrochene:
es tritt Doppelbrechung ein. Zwischen den Winkeln ¢ und g,, welche

1) Vgl. Nachtrag 4.
2) Tractatus de lumine pag. 45 (Artikel 18).
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die einfallende und gebrochene Welle mit der Grenzebene bilden, be-
steht auch hier die Beziehung
ging  sing,
v v,
wenn ¥V, die in der Figur durch die Senkrechte AN gegebene Ge-
schwindigkeit ist, mit welcher die Welle in der Richtung AN —
der Wellennormale — sich fortpflanzt.

Der durch 4 gehende gebrochene Strahl, dargestellt durch den
Radiusvector nach dem Beriihrungspunkt 4, braucht nicht in der
Einfallsebene zu liegen; hat die Wellenfliche mit der Tangential-
ebene eine Berithrungscurve gemein, so entsteht aus einem ein-
fallenden Strahl ein gebrochener Strahlenkegel.

Analog ist die Reflexion in emmem krystallinischen Medium zu
behandeln; auch hier giebt es im Allgemeinen zwei reflectirte Wellen.

Wir konnen die Betrachtungen von Huyghens und Fresnel noch
zur Losung einer andern Aufgabe verwerthen.

Ziwel Media mégen in einer Ebene aneinander grenzen, im ersten
liege der leuchtende Punkt L, und wir suchen denjenigen Weg,
auf welchem das Licht nach dem gegebenen Punkt f, im zweiten
Medium gelangt.

Das Licht breitet sich zuniichst in Kugelwellen um L aus, und
jeder Punkt der Grenzebene wird selbst ein Erschiitterungscentrum,
sowie er von denselben erreicht
wird. Diejenige Stelle 4, iiber I
welche das Licht von L mnach
B, sich fortpflanzt, ist nun da-
durch bestimmt, dass f;, auf
dem Wege LA, f, zuerst er- >
reicht wird, denn fithren wir —¢ A, G,
um A, eine #hnliche Zonen-
construction aus wie oben, so
zerstoren sich alle von den
Punkten der Grenze nach g,
gelangenden Bewegungen mit rig. 5 B
Ausnahme der halben Wirkung .
der Centralzone. Wie sofort zu iibersehen, konnen wir die Zonen
nur um den durch die Bedingung der schnellsten Ankunft charac-
terisirten Punkt A4, construiren.

Bezeichnet also ¥ und V, die Geschwindigkeit, so muss der Weg
so beschaffen sein, dass die zu seiner Zuriicklegung gebrauchte Zeit
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LA A

S

ein Minimum wird, ein Princip, das zuerst von Fermat ausge-
sprochen ist (Princip der schnellsten Ankunft).

Wir wollen nun annehmen, das erste Medium sei unkrystallinisch,
das zweite aber krystallinisch, so wird ¥, von der Richtung (nicht
aber vom Orte) abhingig sein.

Die weitere Behandlung der Gleichung fithrt zu einer allge-
meinen Relation fiir die Doppelbrechung, welche jetzt aufge-
stellt werden soll. Es sei daran erinnert, dass 4,8, im Allgemeinen
nicht in der Einfallsebene liegt.
Wir fithren ein rechtwinkliges
Coordinatensystem ein,dessen z-Axe
gegen G G, senkrecht sei, wihrend cre
z und y in GG, liegen.

Die Abstinde der Punkte L 7
und B, von GG, seien ¢ und ¢;
LA, und A4, mdgen mit z die
Winkel ¢ und ¢, einschliessen
und die Projectionen dieser Linien
gegen z unter « und e, geneigt sein.

Sind @ und b die relativen 2- und y-Coordinaten von §, in Bezug
auf L, so ist:

(18) a = ¢ tan @ cos o ~} ¢, tan ¢, cos ¢,

L

(19) b = c tan @ sin ¢ -}- ¢, tan ¢, sin «;,
welche Gleichungen als Bedingungen zwischen «, ¢, e, @, aufzu-
fagsen sind, wihrend @ und b gegeben sind.
Da nun weiter
LA, =

e B, — ¢
cos ¢ ’ 1 cos ¢, ’
so ist zu einem Minimum zu machen

B . ¢
Vcos @ ¥V, cos o, ?

d .1 1 tzen:
oder, wenn wir v = U, Vl— = 1, setzen:
cu C, U

(20) g

cos @ cos @,

Hierin ist # constant, #, hingegen eine Function von e, und ¢,,
welche die Richtung von 4,8, bestimmen,
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Indem wir die Bedingungsgleichungen (18) und (19) mit Lagrange’-
schen Multiplicatoren [ und I, versehen zu (20) addiren und nach «,
@, o, ¢, differenziren, erhalten wir:

— lctan @ sin « -} [ ctan @ cos e« = O,

C’ll/ sin qJ COS o ¢ sin o o
cos® @ + le Tcostg + 4 Tcostg 0,
¢ ou .
cos‘% Z)af— — l¢, tan @, sin @, -~ ¢, tan @, cos e, =0,
u, sin @, du, 1.6 cos «, ¢ sine
© “eos? @, + cos t;o rrn +1 cost @ +h cos® ¢, 0,
und nach Fortlassung iiberfliissiger Factoren.
(21) — lsina 41, cos e =0,
(22) using + lcosa 1, sina =0,
1 ou, .
(23) g P4 Isinea, -} 1 cosa, =0,
(24) w, sin @, - cos ¢, % -+ lcos ¢ 41 sing, = 0.
Es sind aus (18) (19) (21) ---- (24) «, @, ;, ¢, I, |, zu be-

stimmen, um diejenigen Werthe der ersteren vier Grissen zu finden,
fiir welche das Min. eintritt.
Aus (21) und (22) ergiebt sich:
[ = — usin ¢ cos «,
l,=—wusin@sinea,

und wenn wir diese Werthe in (23) und (24) einsetzen und zugleich

1 -
fiir « und w, lV und 3 restituiren:
1

5L

(25) 1 v, __ sin g sin (¢ — o)
sing, de vV
P
6 v, sin @ sin @

(26) cos @, Tm_l = — ——ﬁ-‘» + =57 - cos (¢ — ay)

Ist ¥, als Function von ¢, und «, gegeben, so geniigen die
Gleichungen (18) (19) (25) (26) zur Ermittelung der den Weg des
Lichtes hestimmenden Grossen «, @, @, ®;.

Ist auch das zweite Medium unkrystallinisch, also V, = const,
so folgt aus (25) @ = &, d. h. der gebrochene Strahl bleibt in der
Kinfallsebene, und weiter aus (26):

sing _ sing,

v 7,
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Es macht keine Schwierigkeit, #hnliche Formeln fiir die innere

Reflexion in einem krystallinischen Medium herzuleiten.
Das Fermat’sche Princip der schnellsten Ankunft findet in der

ganzen geometrischen Optik ausgedehnte Anwendung.')
Sei z. B. der Weg zu be-

stimmen, auf welchem das B/ \e¢

Licht durch ein Linsensystem A —""

vom leuchtenden Punkte 4

nach einem gegebenen Punkte

N gelangt, so muss sein: Fig. 41.

M__.N

iif,lg— + in’[C_ +-- J{,N— ein Minimum.
t 2 n

Stud V;, V, und V, und die Gestalt und Lage der brechenden
Flichen gegeben, so geniigt dies zur Losung der Aufgabe.

Auch wenn die Media 4
nicht mehr homogen sind,
gilt das Fermat'sche Princip.

Betrachten wir z B.
einen Sonnenstrahl auf sei-
nem Wege durch die Atmo-
sphire, so muss sein

£
Gva —|—J —@; ein Minimum.
4

B bedeutet hier den Ort des Beobachters, « die Eintrittsstelle
des nach $ gelangenden Strahles in die Atmosphiire.
Die Aufgabe erfordert die Anwendung der Variationsrechnung.

_Fig. 42,

Vorlesung VIIL.

Die Polarisation des ILichtes.

Die Polarisation des Lichtes wurde entdeckt von Huyghens?) als
eine besondere Kigenschaft, welche dasselbe beim Durchgang durch
Kalkspath erlangt; Malus®) lehrte das Licht auch durch Reflexion
und Brechung paralisiren, Fresnel?) endlich machte die Entdeckungen,
welche das Wesen der Polarisationserscheinungen aufhellten.

1) Vgl. Nachtrag 4.

2) Tractatus de lumine pag. 67.

3) Mémoires de D'institut 1810.

4) Mémoire sur l'action, que les rayons de la lumiére polarisée exercent les
uns sur les autres. Oeuvres compl. I, p. 509.
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Wir beschreiben zunfichst die Erscheinungen, welche der Kalk-
spath zeigt.

Der Kalkspath ist rhomboedrisch, parallel den Flichen des
Grundrhomboeders verliuft ein sehr vollkommener Bléatterdurchgang,
sodass die natiirlichen Bruchstiicke meistens eine parallelepipedische
Form besitzen. Die Rhomboederhauptecken sind diejenigen, in
welchen drei gleiche stumpfe Kanten zusammenstossen, die mine-
ralogische Hauptaxe ist gegen dieselben gleich geneigt. Der stumpfe
Winkel der Rhomboederfliche betriigt 101° 53’, derjenige der stumpfen
Kante 105° 5, die Flichen sind gegen die Axe geneigt unter
45° 235"

Die optische Axe, d. h. diejenige und zwar einzige Richtung,
in welcher beide Wellenebenen eine gleiche Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit besitzen, fillt mit der mineralogischen zusammen; in jeder
andern Richtung ist die Geschwindigkeit derselben verschieden. ks
sei schon hier erwiilnt, dass ebenso wie der Kalkspath optisch
einaxig sind simmtliche rhomboedrischen, hexagonalen und
tetragonalen Krystalle, und dass ihre mineralogischen Axen zugleich
die optischen Axen sind. Brewster entdeckte, dass die isoklinen,
monoklinen und triklinen Krystalle optisch zweiaxig sind, d. h.
dass in ihnen zwei Richtungen gleicher Fortpflanzungsgeschwindig-
keit beider Wellenebenen existiren.

Bei optisch einaxigen Krystallen nennt man Hauptschnitt
einer Fliche die durch ihre Normale und die optische Axe gelegte
Ebene, resp. den Durchschnitt dieser Ebene mit der Fliche.

Wir betrachten ein natiirliches 0E
Kalkspathbruchstiick. ) f

Der Hauptschnitt einer Fliche des-
selben halbirt den stumpfen Winkel; bei-
stehende Zeichnung sei entworfen in einer A cllp

H
Ebene, welche den Hauptschnitt und die N /

optische Axe enthilt, in ihr liegt zugleich S
die dritte Rhomboederhauptkante. .
Fillt ein Lichtstrahl senkrecht auf, AN

so geht ein Theil ungebrochen durch auf f B

dem Wege L BCO (gewohnlicher, ordi-

niirer Strahl), ein anderer Theil wird ge-

brochen in der Richtung BD und tritt L

dann wieder senkrecht aus in der Richtung Fig. 3

DE (ausserordentlicher, extraordinéirer Strahl). Denken wir uns
Neumann, Vorl. iiber theor. Optik. 8
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durch B die optische Axe gelegt, so liegt der extraordinire Strahl
im Hauptschnitte so, als wiirde er von der optischen Axe abge-
stossen. Man nennt daher den Kalkspath einen repulsiven (negativen)
Krystall, wihrend man als attractiv (positiv) solche Krystalle be-
zeichnet, bei denen der ausserordentliche Strahl nach der Seite der
optischen Axe abgelenkt erscheint. Zu letzterer Klasse gehort u. A.
der Bergkrystall.

Betrachten wir durch den Kalkspath %
senkrecht hindurchblickend ein in L be-
findliches Object, so gelangt der Strahl
LBDE nicht ins Auge, wohl aber ein an-
derer ausserordentlicher LB 'D’E’ und das A \D'
ausserordentliche Bild erscheint auf der Seite
des ordentlichen, welche der Rhomboeder-

[ s |

hauptecke abgewandt ist.

Drehen wir den Krystall um die Normale
der Fliche 4 H, so bleibt das ordentliche Bild X
fest, und das ausserordentliche rotirt um

dasselbe.
Diese Erscheinungen waren bereits T
4
von HErasmus Bartholinus bemerkt; Tig. 44.

Huyghens fiigte folgende Beobachtungen hinzu.

Es falle ein Lichtstrahl senkrecht auf ein Kalkspathbruchstiick.
Verdecken wir den ausserordentlichen Strahl und lassen nur den
ordentlichen O auf ein zweites paralleles fallen, so liefert derselbe
keinen ausserordentlichen Strahl, sondern nur einen ordent-
lichen Oo, welcher senkrecht hindurchgeht.

Drehen wir nun den zweiten Krystall um seine Normale, so
tritt auch ein ausserordentlicher Strahl Oe hinzu. Derselbe ist an-
finglich schwach, mit wachsender Drehung nimmt seine Intensitiit
zu, wihrend die von Oo sich vermindert. Bei 45° sind Oo und Oe
gleich, dariiber hinaus Oo schwicher, bei 90° verschwindet Oo ganz,
und nur Oe bleibt ibrig.

Trifft andererseits nur der durch den ersten Krystall erzeugte
ausserordentliche Strahl £ auf den zweiten, so entsteht bei paralleler
Lage desselben nur ein ausserordentlicher Fe, zu dem sich bei Drehung
des zweiten Krystalles ein ordentlicher Fo gesellt. Bei Fortsetzung
der Drehung steigert sich die Intensitit von Fo, die von Ke nimmt
ab, bis bei 90° allein Eo vorhanden ist.

Folgende Figuren geben die Lage der simmtlichen Strahlen fiir
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verschiedene Drehungswinkel der Krystalle gegeneinander. Die Pfeile
deuten die Hauptschnitte an und zwar entspricht das gefiederte Ende
des Pfeiles der Rhomboederhauptecke.

H ]
» - - H
> H’
Oo B
e O
» O\ Fo H
Oe /E'e
H _
» 0o Eo
4
1 1 » i «H
Oe H 00 Ee )
o yor jil
A
Fig. 45.

Die Beobachtungen von Huyghens zeigen, dass das durch einen
Kalkspath gegangene Licht andere Eigenschaften erlangt,
als das natiirliche Licht, und zwar verhilt sich der ordent-
liche Strahl in Beziehung auf den Hauptschnitt ebenso wie
der ausserordentliche in Beziehung auf eine zu diesem senk-
rechte Ebene.

Fiir die Intensitit der Strahlen giebt Malus folgendes Ge-
setz.!) Fillt natiirliches Licht der Intensitéit J auf einen Kalkspath,
so sind zunichst die Lichtstirken des entstehenden ordentlichen und
ausserordentlichen Strahles:

J J
1) O=35m E=<

m,

wo m einen Factor bedeutet, welcher der Schwichung durch Reflexion
eines Theiles des Lichtes entspricht.

1) Mémoires présentés par divers savants T. 2. p. 303. Dies Gesetz gilt
nur angenihert. Wild zeigt Pogg. Ann. 118, p. 193, dass bei Kalkspath Ab-
weichungen bis zu ',, vorkommen konnen. IFir Krystalle geringer Doppel-
brechung z. B. Bergkrystall geniigen die Malug’schen Formeln. Strenge Formeln
giebt Neumann, Abh. der Berl. Akad. 1835.

8*
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Schliesst der Hauptschnitt eines zweiten Krystalles mit dem
ersten einen Winkel « ein, so ist weiter:

)

0o = Om cos® « O¢ = Om sin* «

Eo= Emsin® « Ee = Em cos’ a.
Malus betrachtete einmal spielend durch einen Kalkspath Sonnen-
licht, welches von Fenstern reflectirt war und bemerkte, dass fiir
eine bestimmte Stellung ein Bild verschwand (1808).

Er untersuchte die Bedingungen niher, unter denen dies Ver-
schwinden eintrat, und fand, dass der einfallende Strahl mit der
Fliche des Glases einen Winkel von 35° bilden musste. Der reflec-
tirte Strahl besass dann in Beziehung auf die EKinfallsebene dieselben
Eigenschaften wie der ordentliche durch einen Kalkspath gegangene
Strahl in Beziehung auf den Hauptschnitt; es entstand z. B. nur ein
ordentlicher Strahl, wenn der Hauptschnitt (des analysirenden Kalk-
spaths) mit der Einfallsebene zusammenfiel.

Bei dieser Gelegenheit tritt auch zum ersten Mal der Name
o2Polarisation” des Lichtes auf. Malus nannte den Einfallswinkel,
fiir welechen das reflectirte Licht vollstindig ,polarisirt® ist, Polari-
sationswinkel (fiir Glas etwa 55°). Ferner bezeichnete er das durch
Reflexion polarisirte Licht als ,nach der Kinfallsebene polarisirt;
dem entsprechend ist dann beim Kalkspath der ordentliche Strahl
yhach dem Hauptschnitt polarisirt”, der ausserordentliche senkrecht
dagegen.

Das Gesetz fiir die Intensititen des ordentlichen und ausser-
ordentlichen Strahles, in welche ein durch Reflexion polarisirter Licht-
strahl der Intensitit P durch einen Kalkspath zerlegt wird, ist ge-
geben durch
3) Po = Pm cos® «, Pe = Pm sin® a,
wenn o den Winkel zwischen der Einfallsebene und dem Haupt-
schnitt bedeutet.

Malus fand ferner, dass das polarisirte Licht in Bezug auf
seine Reflexion neue Higenschaften erlangt, gleichviel ob es
durch Reflexion oder mit Hiilfe eines Kalkspathes polarisirt ist.

Es treffe Licht unter dem Polarisationswinkel auf eine Glasplatte
und der durch die Reflexion vollstindig polarisirte Strahl auf eine
zweite, welche der ersten zunichst parallel sei. Dreht man die zweite
Platte um den einmal reflectirten Strahl Sy als Axe, so wird der
zweimal reflectirte Strahl immer schwiicher und verschwindet ganz,
wenn die beiden Reflexionsebenen senkrecht zu einander
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stehen. Natiirliches Licht hitte diese Erscheinung nicht gezeigt,
vielmehr wiire die Intensitit des reflectirten Strahles beim Drehen
des Spiegels unverindert geblieben.

Man kann das Licht durch
Reflexion von allen durchsich-
tigen festen und flissigen Korpern
polarisiren, nur ist der Polari-
sationswinkel ein anderer. W)

Wihrend derselbe fiir Glas B N
etwa DHH° betrug, ist er fiir Wasser Fig. 4.
53¢, fir Diamant 68°

Brewster fand folgendes nach ihm benannte Gesetz!):

Das reflectirte Licht ist vollstindig polarisirt, wenn
der reflectirte Strahl mit dem gebrochenen einen rechten
Winkel einschliesst.

Nach dem Brechungsgesetze ist all-
gemein sin ¢ = # sin ¢;, wo @ und @,
den Einfalls- und Brechungswinkel be-
zeichnen. Wird ¢ gleich dem Polari-
sationswinkel p, und ist p, der zuge-
horige Werth von ¢, so ist nach

@ Y

Brewster p + p, = %, sin p, == oS P
und
4) n = tan p. Fig. 47.

Dies Gesetz hat Brewster a. a. O. fiir 18 Korper gepriift. Die
Abweichungen des berechneten und beobachteten Polarisationswinkels
sind indessen ziemlich betrichtlich und erreichen mehrmals ;% was
fiir einen Theil der Substanzen seinen Grund in der krystallinischen
Beschaffenheit derselben hat. Eine genauere Uebereinstimmung (bis
auf 2—3’) erreichte Seebeck?) fiir 11 Substanzen.

Es zeigte sich dabei, dass die geringste fremdartige Schicht auf
der Oberfliche den Polarisationswinkel merklich veréndert, und es
war nothwendig, die letzte Politur der Platten nur mit destillirtem
Wasser und der Substanz selbst vorzunehmen.

Da der Brechungscoefficient von der Farbe abhiingt, so muss
nach dem Brewster'schen Gesetz dasselbe auch fiir den Polarisations-

1) Phil. Trapsact. 1815. p. 125.
2) Pogg. Ann. 20, p. 27. 1830.
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winkel gelten, und eine vollstindige Polarisation kann nur fiir
homogenes Licht erreicht werden. Dieser Schluss wird bestitigt
insbesondere bei Substanzen von starker Dispersion, bei denen man
fiir weisses Licht nur eine sehr ungenaue Bestimmung des Polari-
sationswinkels erhilt.

Uebrigens gewihrt die Beobachtung des Polarisationswinkels
ein gutes Mittel, um auch an kleinen Stiicken einer Substanz den
Brechungscoefficienten zu ermitteln.

Brewster untersuchte ferner das Verhalten des an Krystall-
flichen reflectirten Lichtes!) Man kann auch durch Reflexion an
Krystallen das Licht vollstindig polarisiren, doch hingt der Polari-
sationswinkel von der Lage der reflectirenden Fldche im Krystall-
system ab und variirt auch innerhalb derselben Fliche mit der Lage
der Einfallsebene.

So erhielt DBrewster fiir die Bruchfliche des Kalkspaths als
Polarisationswinkel 57° 14, als die Reflexionsebene mit dem Haupt-
schnitt zusammenfiel, dagegen 59° 32, als sie gegen denselben senk-
recht stand. Eine andere Fliche gab 54° 18" und 58° 14’, ein kiinst-
licher Schliff senkrecht zur Axe fir alle Lagen der Reflexions-
ebene 58° 15", :

War die reflectirende Fliche unkrystallinisch, so fiel die Polari-
sationsebene mit der Reflexionsebene zusammen, hingegen ist die
Polarisationsebene des von einer Krystallfliche reflectirten
Lichtes im allgemeinen gegen die Reflexionsebene geneigt.
Den Winkel zwischen beiden Ebenen nennt man die Abweichung der
Polarisationsebene.

Brewster entdeckte dieselbe, als er Licht an der Grenze von
Kalkspath (natiirliches Bruchstiick) und Cassiadl reflectiren liess,
welches einen nur wenig verschiedenen Brechungscoefficienten besitzt.
Fiel die Reflexionsebene mit dem Hauptschnitt zusammen, so war
auch die Abweichung der Polarisationsebene = 0, sie erreichte aber
den Werth von 90% als die Reflexionsebene mit dem Hauptschnitt 42°
einschloss.

Seebeck beobachtete die Abweichung der Polarisationsebene auch
fir die Reflexion an der Grenze ven Kalkspath und Luft, doch be-
trug sie hier nur 2—3°

Eine partielle Polarisation des Lichtes tritt, wie schon
Malus bemerkte, bei jeder Reflexion auf, ausgenommen die Grenz-

1) Phil. Transact. 1819, p. 145.
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fille der senkrechten und streifenden Incidenz. Das reflectirte Licht
ist aus natiirlichem und polarisirtem gemischt. Brewster giebt an,
dass man durch mehrmalige Reflexion unter jedem beliebigen Winkel
das Licht vollstindig polarisiren konne. Bei einer gewissen Glas-
sorte geniigte!)

1. Reflexion unter . . . . B6° 45’
2. s . . . . 62°30" oder 50° 26’
3., . ... BBYB3 46 30

Thatséichlich ist in den beiden letzten Fillen die Polarisation
nicht vollkommen, sondern nur stark angenihert.

Wird polarisirtes Licht von der Oberfliche eines durchsich-
tigen Korpers noch einmal reflectirt, so ist der reflectirte Strahl
stets vollstindig polarisirt. Geschieht die Reflexion unter dem
Polarisationswinkel, so ist das reflectirte Licht nach der Reflexions-
ebene polarisirt. DBei einer Reflexion unter einem andern Winkel
schliesst die Polarisationsebene des reflectirten Lichtes mit der Re-
flexionsebene einen Winkel S ein, welcher abhingt 1) von dem
Winkel « zwischen der urspriinglicher Polarisationsebene und der
Reflexionsebene, 2) von dem Einfallswinkel. Man pflegt sich hier
folgender Terminologie zu bedienen: die Polarisationsebene, welche
sich urspriinglich im Azimuth ¢ befand, hat eine Drehung erlitten
und befindet sich nun im Azimuth g.

Es wird g = e fiir senkrechte und streifende Reflexion.

Wir wollen nun noch das in die Substanz hineingehende
Licht betrachten.

Fillt natiirliches Licht auf die Grenze eines durchsichtigen Me-
diums, so ist der gebrochene Strahl — abgesehen von der senk-
rechten und streifenden Incidenz — stets ein Gemisch von polari-
sirtem und natiirlichem Licht, und zwar ist die Polarisations-
ebene des ersteren Antheils senkrecht zur Reflexionsebene, also auch
senkrecht zur Polarisationsebene des reflectirten Strahles.

Fiir keinen Einfallswinkel, auch nicht fiir den Polarisations-
winkel, ist der gebrochene Strahl vollstindig polarisirt.

Arago gab fiir die polarisirten Lichtmengen folgendes einfache
Gesetz?): Wenn natiirliches Licht einfillt, enthiilt der gebrochene
und reflectirte Strahl stets gleichviel polarisirtes Licht.

Hierauf beruht die Theorie eines vielfach benutzten Polarisations-

1) Phil. Transact. 1815, p. 142.
2) Oeuvres compl. T. 7, p. 379.
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instrumentes, die sog. Glassiule. Dieselbe besteht aus mehreren
(10—15) iibereinandergelegten Platten von diincem Spiegelglase!) in
einer Fassung.

Trifft Licht unter dem Polarisationswinkel auf den Apparat, so
ist der Vorgang folgender:

An der ersten Platte wird ein Theil des Lichtes reflectirt und
zwar vollstindig nach der Einfallsebene polarisirt, von dem durch-
gehenden Lichte ist ebensoviel senkrecht zur Einfallsebene polarisirt,
der Rest ist mnaliirliches Licht. Der erstere Theil wird nun nicht
mehr reflectirt, sondern geht durch alle folgenden Platten hindurch.
Der Antheil von natiirlichem Licht liefert auf der zweiten Platte einen
reflectirten Strahl, der ganz nach der Einfallsebene polarisirt ist und
also vollstindig durch die obere Platte zuriickkehrt, und einen ge-
brochenen Strahl mit partieller Polarisation senkrecht zur Einfalls-
ebene. Auf den folgenden Platten wiederholt sich der Vorgang, bis
fast alles durchgehende Licht polarisirt ist. Verwenden kann man
dieses oder auch das reflectirte Licht.

Wir schliessen hieran einige kurze Bemerkungen tiber Polari-
sationsapparate.

Bereits erortert ist die einfache Reflexion, die Glassiule und das
natiirliche Kalkspathbruchstiick. Letzteres tremnt fiir die meisten
Zwecke die beiden senkrecht gegeneinander polarisirten Strahlen nicht
hinreichend, geeigneter in dieser Beziehung ist ein Prisma, dessen
Kante der optischen Axe parallel ist. Der eine der Strahlen wird
verdeckt, und mit dem andern operirt.

Am hiufigsten benutzt wird das Nicol’sche Prisma. Figur 48a
stelle ein — in vertikaler Richtung verlingertes — natiirliches Kalk-
spathbruchstiick dar; C sei eine Rhomboederhauptecke. Die Kante &
bildet mit der oberen und unteren Fliche (AC und EG) einen
Winkel von 71°

Statt dieser Flichen AC und EG werden nun andere 4'C’ und
E'G’ angeschliffen, welche gegen & nur unter 68° geneigt sind, aber
ebenfalls senkrecht stehen gegen eine durch % und die Hauptaze a
gelegte Ebene (Hauptschnittebene).

Jetzt wird der Krystall durchgeschnitten, sodass die Schnittebene
zu den neuen Endflichen und zu der Hauptschnittebene senkrecht steht.
Die beiden Stiicke werden mit Canadabalsam zusammengekittet.

1) Zwischen die Rinder legt man Papierstreifen, um die Farben dinner
Bléttchen zu vermeiden.
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Die Wirkung des Apparates beruht darauf, dass, wenn Licht
parallel © auffillt, nur der ausserordentliche Strahl austritt, wihrend
der ordentliche an der Grenze
des Canadabalsams eine totale
Reflexion erleidet. A ,

Der  Brechungscoefficient %\& A
des Canadabalsams ist 1,536, der DI ¢ ¢’
des ordentlichen Strahles 1,654, |
der des ausserordentlichen 1,486. E
Hieraus erhellt zunichst, dass |
letzterer stets die planparallele “
Schicht des Balsams durchdringt. ! k

Der Grenzwinkel z der to-
talen Reflexion des ordentlichen

Strahles an Canadalbalsam folgt E\ .

aus \ O/
) 1,536 F E
ST = 661 0,9286, G \(‘,,
also z = 68°. Fiir Einfallswinkel E

von 68° und mehr wird daher
der ordentliche Strahl total re-
flectirt werden, und dies wiirde
also schon eintreten, wenn derselbe die Richtung des parallel % ein-
fallenden Lichtes besiisse. Durch die Brechung an A'C’ wird aber
der Einfallswinkel desselben noch vergrossert.

Mehrere doppelbrechende Krystalle, insbesondere braune und griine
Turmaline, besitzen die Eigenschaft, die beiden Strahlen in sehr
verschiedenem Masse zu absorbiren.

Schneidet man eine Turmalinplatte parallel der Axe (der Tur-
malin ist einaxig), so geht fast nur Licht durch, welches senkrecht
zur Axe polarisirt ist. Der stirker absorbirte Strahl ist der ordent-
liche.

Turmalinplatten geben, da sie nur diinn zu sein brauchen und
dicht vor das Auge gehalten werden konnen, ein grosses Gesichts-
feld; unbequem ist ihre Farbung.

Unter allen Polarisationsapparaten verdienen aber diejenigen den
Vorzug, welche auf der riumlichen Trennung der senkrecht
gegeneinander polarisirten Strahlen durch Doppelbrechung
beruhen. Denn nur diese liefern mit Sicherheit absolut polarisirtes
Licht, withrend Glassiiulen und Turmaline das durchgehende Licht

Fig. 48a u. b.
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nur theilweise polarisiren und bei der Reflexion die geringste Ab-
weichung von dem Polarisationswinkel geniigh, um die Polarisation
unvollkommen zu machen.

Metalle, Metalloxyde und Schwefelmetalle unterscheiden
sich, wie schon Malus bemerkte, wesentlich von den durchsichtigen
Korpern. Die Reflexion von Metallfliichen ist am vollstindigsten unter-
sucht von Brewster!). Natiirliches Licht lisst sich stets nur un-
vollstindig polarisiren und zwar nach der Einfallsebene; fiir einen
bestimmten Einfallswinkel (bei Stahl 75%) erreicht die Polarisation ein
Max. Durch wiederholte Reflexion kann die Polarisation nahezu voll-
stindig gemacht werden, z. B. geniigen acht Reflexionen an Stahl bei
Einfallswinkeln zwischen 60 und 80° Silber erfordert mehr, Blei-
glanz weniger Reflexionen.

Fillt polarisirtes Licht ein, so bleibt die Lage der Polarisa-
tionsebene nach der Reflexion unveriindert, wenn die urspriingliche
Polarisationsebene mit der Einfallsebene einen Winkel von 0 oder
90° einschloss. Fiir alle andere Azimuthe zeigt sich eine Aenderung,
welche fiir einen Azimuth von 45° am deutlichsten hervortritt. Der
von Stahl unter Einfallswinkeln zwischen 40 und 87° reflectirte (ur-
spriinglich unter dem Azimuthe von 45° polarisirte) Strahl ist nicht
mehr geradlinig polarisirt, denn im analysirenden Kalkspath ist kein
Bild zum Verschwinden zu bringen. Die Depolarisation erreicht ihr
Maximum fiir die Incidenz unter 75°. Indessen ist dies Licht nicht
ein Gemisch von geradlinig polarisirtem und natiirlichem Licht, denn
nach einer zweimaligen Reflexion von Stahl unter 75° ist das Licht
wieder vollkommen polarisirt, jetzt aber unter einem Azimuth von
— 17% d. h. die wiederhergestellte Polarisationsebene liegt auf der
entgegengesetzten Seite der Reflexionsebene wie die urspriingliche.
Eine dritte Reflexion depolarisirt das Licht wieder theilweise, eine
vierte stellt die Polarisation wieder her, deren Azimuth nun 4 5°10
betriigt. Ueberhaupt ist — der Einfallswinkel = 75° und das ur-
spriingliche Polarisationsazimuth = 45° vorausgesetzt — das Licht
nach einer geraden Anzahl von Reflexionen immer geradlinig pola-
risirt, die Azimuthe sind abwechselnd 4 und — und werden dem
absoluten Werthe nach immer kleiner.

Bei Silber niihert sich die wiederhergestelite Polarisationsebene
langsamer der Einfallsebene; nach zweimaliger Reflexion befindet sie
sich unter dem Azimuth — 39°48'"

1) Phil. Transact. 1880. pag. 287.
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Brewster nannte das urspriinglich geradlinig polarisirte, an
Metallfliichen reflectirte Licht elliptisch polarisirt; Neumann
zeigte?), dass die Aethertheilchen thatsichlich elliptische Bahnen be-
schreiben?).

Interferenz des polarisirten Lichtes.

Wir wenden uns nun zu denjenigen Entdeckungen Fresmnels,
welche zur Erkenntniss des Wesens der Polarisation fiihrten.

In einer auf Anregung von Arago gemeinschaftlich mit diesem
unternommenen Arbeit®) tiber die Interferenz des polarisirten Lichtes
stellte Fresnel experimentell folgende Gesetze fest:

1. Parallel polarisirte Strahlen interferiren wie natiirliches Licht.

2. Senkrecht gegeneinander polarisirte Strahlen interferiren gar
nicht.

3. Zwei senkrecht gegeneinander polarisirte Strahlen, welche auf
eine gemeinsame Polarisationsebene zuriickgefiihrt werden, erlangen
doch nicht die Eigenschaft zu interferiren.

4. Wird ein urspriinglich polarisirter Strahl in zwei senkrecht
gegeneinander polarisirte zerlegt, so besitzen diese nach Zurtick-
fithrung auf eine gemeinsame Polarisationsebene die Fihigkeit zu
interferiren. Die nothwendige Bedingung ist also urspriinglich pola-
risirtes Licht.

5. Zwei Strahlen, welche die Bedingungen des vierten Gesetzes
erfiillen, also interferenzfiihig sind, interferiren unter Umstinden der
wirklich vorhandenen Wegdifferenz entsprechend, unter andern so,
dass derselben noch eine halbe Wellenlinge hinzuzufiigen ist.

Ist 1 die urspriingliche Polarisationsebene, 2 und 3 die gegen-

1) Pogg. Ann. 26. pag. 89.

9) Brewster, Airy und Seebeck bemerkten bereits, dass Diamant und andere
stark brechende Substanzen auch unter dem Polarisationswinkel reflectirtes Licht
nicht vollstindig polarisiren und {iberhaupt Analogien mit den Metallen zeigten.
Jamin fand (Ann. de chimie et de physique III, 29 und 31. 1850 und 1851) mit
Benutzung directen Sonnenlichtes, dass fast alle durchsichtigen Substanzen sich
dhnlich verhielten (ausgenommen Menilith und Alaun). Die Polarisation des
natiirlichen Lichtes durch Reflexion war nie absolut und erreichte nur fiir den Pola-
risationswinkel ein Max.; fiel Licht senkrecht zur Einfallsebene polarisirt ein, so
wurde auch unter dem Polarisationswinkel ein wenn auch geringer Theil reflec-
tirt; im Allgemeinen wurde linear polarisirtes Licht in elliptisch polarisirtes
mit sehr gestreckter Bahnellipse verwandelt, was besonders in der Nibe des
Polarisationswinkels fiir Azimuthe von nahe 90° hervortrat. (Vgl. auch Quincke,
Pogg. Ann. 128, pag. 355. 1866.)

8) Oeuvres compl. I, pag. 509.
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einander senkrechten derjenigen beiden Strahlen, in welche der ur-
sprilngliche zerlegt wird, 4 resp. 4* die gemeinsame Polarisationsebene,
auf welche 2 und 3 zuriickgefithrt werden, so ist die Addition von

% erforderlich oder nicht, je nachdem die defini- $

tive Polarisationsebene die Lage 4’ oder 4 hat,
d. h. in einem anderen Quadranten wie 1 liegt
oder in demselben.

Der Hauptapparat, welcher zum Nachweis
dieser Gesetze diente, war ein Schirm mit zwel
QOeffnungen, welche von einem leuchtenden Punkte W
Licht erhielten. Jede der Oeffnungen erzeugt ein Tig. 49.
Diffractionsbild, und in dem gemeinsamen Theile entstehen Inter-
ferenzfrangen. Erleidet das Licht auf dem Wege zu einer der Oeff-
nungen eine Verzogerung, so verschiebt sich das Frangensystem nach
der betreffenden Seite.

Um das erste Gesetz nachzuweisen, war nur erforderlich, das
Licht vor dem Eintritt in die Oeffnungen zu polarisiren'). Beim
zweiten Gesetz bestand die experimentelle Schwierigkeit darin, zweil
Strahlen senkrecht gegenemander zu polarisiren, ohne ihnen eine be-
deutende Phasendifferenz zu ertheilen, welche die Frangen verschwin-
den ldsst.

Arago construirte eine Siule von 15 Glimmerbldttchen und
schnitt sie durch. Die Anwendung von Glimmer bot den Vortheil,
dass die Tafeln iiberall genau gleich dick waren; das unter 30° auf-
fallende Licht war fast vollkommen polarisirt und zwar senkrecht zur
Einfallsebene.

Wurden die beiden Theile mit parallelen Einfallsebenen vor die
Oeffnungen gesetzt, so war die Interferenzerscheinung wie bei natiir-
lichem Licht, wurde hingegen ein Theil um den einfallenden Strahl
um 90° gedreht, so verschwanden die Frangen.

Fresnel schnitt ein Kalkspathbruchstiick durch, setzte die beiden
Hilften mit | gekreuzten Hauptschnitten voreinander und betrachtete
durch diesen Apparat einen leuchtenden Punkt. Weil die Haupt-
schnitte gegeneinander senkrecht waren, erhielt er zwei nahe anein-
anderliegende Strahlen (frither mit Oe¢ und Eo bezeichnet), welche
senkrecht gegeneinander polarisirt waren und gleiche Wege durch-

1) Hier benutzten Fresnel und Arago nicht den Th. Young'schen Inter-
ferenzapparat, sondern das Frangensystem im geometrischen Schatten eines
schmalen Korpers.
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laufen hatten. Nichtsdestoweniger zeigten sich keine Interferenz-
erscheinungen.

Indirect fiihrte Fresnel den Nachweis fiir den zweiten Satz so.
Er bedeckte beide Oeffnungen R und L mit einem diinnen Blittchen
von krystallisittem Gyps. Da dieser eine doppelbrechende Substanz
ist, so treten durch jede Oeffnung zwei Strahlen, welche senkrecht
gegeneinander polarisirt sind und wegen ihrer verschiedenen Ge-
schwindigkeit im Krystall eine relative Verzogerung besitzen. Sie
seien bezeichnet mit Ro, Re, Lo, Le. Es interferiren nun RoLo,
welche im Krystall keine relative Verzogerung erlitten haben und
parallel polarisirt sind, und ergeben ein centrales Frangensystem.
Ebenso liefern EeLe ein zweites, welches sich tiber das erste lagert.
Konnten nun senkrecht gegeneinander polarisirte Strahlen interferiren,
so miissten zwei weitere Frangensysteme durch die Interferenz der
Paare RoLe, Rel.o entstehen und zwar miissten diese eine seitliche
Lage besitzen mit Riicksicht auf die relative Verzogerung. Da von
diesen seitlichen Frangensystemen aber nichts zu bemerken ist, muss
man schliessen, dass senkrecht gegeneinander polarisirte Strahlen iiber-
haupt nicht interferiren.

Dass diese Deutung richtig ist, lehrt folgender Versuch. Man
schneide das Gypsblattchen durch und stelle die Theile um 90° gegen-
einander gedreht vor die Oeffnungen, so sind nun RoLe, ReLo in
gleicher Richtung polarisirt. In der That sieht man zwei seitliche
Frangensysteme, wihrend das centrale verschwunden ist.

Bei einer relativen Drehung um 45° treten alle drei Systeme auf.

Wir gehen zum dritten Gesetz iiber. Die Glimmerséule wurde
mit senkrecht gekreuzten Polarisationsebenen vor die Oeffnungen ge-
bracht und das Licht durch einen Kalkspath betrachtet, dessen Haupt-
schnitt gegen beide Polarisationsebenen unter 45° geneigt war. Es
ergiebt nun R einen nach dem Hauptschnitt polarisirten Strahl, und
ebenso L, aber diese beiden Strahlen interferiren nicht, obwohl ihre
Polarisationsebenen parallel sind. Dasselbe gilt von den von R und
L herriibrenden ausserordentlichen Strahlen.

Ist hingegen das bei der vorigen Versuchsanordnung auf die
Glimmersiule fallende Licht schon polarisirt (und zwar am besten
unter 45° gegen die Polarisationsebene derselben), so treten die Frangen
auf und zwar im ordentlichen wie im ausserordentlichen Bilde des
letzten Kalkspathes. Hiemit wire das vierte Gesetz erwiesen.

Wendet man nun statt des Kalkspathes, welcher das ordentliche
und das ausserordentliche Bild riiumlich trennt, eine doppelbrechende
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Substanz an, welche dies nicht thut (Bergkrystall, Gyps), so sollte
man ein Frangensystem der doppelten Intensitit erwarten. Die Inter-
ferenzerscheinung verschwindet aber ganz, die Maxima des einen Sy-
stemes fallen auf die Minima des andern, und wir haben somit bei
dem einen System eine halbe Undulationslinge hinzuzufiigen. Dies
aber war der Inhalt des fiinften Gesetzes.")

Der wichtigste Schluss, welchen Fresnel unabhingig von Arago
insbesondere aus dem zweiten Gesetze zog, ist der, dass die Schwin-
gungen des Lichtes transversal sind, d. h. dass die Bewegung der
Aethertheilchen nicht in der Richtung des sich fortpflanzenden Strahles,
sondern senkrecht dagegen erfolgt, hnlich wie bei einer ange-
schlagenen Saite.

Poisson u. A. erklirten zunichst Transversalschwingungen als
den Gleichungen der Hydrodynamik widersprechend, doch hielt Fresnel
seine Behauptung aufrecht und veranlasste dadurch Poisson, Navier,
Cauchy u. A. zu tiefer gehenden Untersuchungen, die zur Entwicke-
lung der Elasticitiatstheorie fithrten und die Moglichkeit transversaler
Schwingungen erwiesen.

Im geradlinig polarisirten Lichte geschehen die Schwingungen
in einer Ebene. Die Polarisationsebene hatten wir definirt durch
die Festsetzung, dass unter dem Polarisationswinkel reflectirtes Licht
nach der Reflexionsebene polarisirt sein sollte. Fresnel schloss

1) Fresnel und Arago machten zum Beweise des vierten und fiinften Ge-
setzes nicht die oben angegebenen Versuche, sondern folgende.

Beide Oeffnungen wurden mit einem Gypsbliittchen verdeckt, dessen ,,Mittel-
linie* gegen die Polavisationsebene des einfallenden Lichtes einen Winkel von
45° bildete. Die Strahlen gingen sodann durch einen analysirenden Kalkspath,
dessen Hauptschnitt der urspriinglichen Polarisationsebene parallel war. Durch
die rechte Oeffnung treten nun die Strahlen RoRe, durch die linke LoLe, und
zwar sind die mit o bezeichneten nach der Mittellinie, die mit e bezeichneten
senkrecht dagegen polarisirt. Diese Strahlen werden durch den analysirenden
Kalkspath in doppelter Weise auf eine gemeinsame Polarisationsebene zuriick-
gefihrt, im ordentlichen Bilde anf den Hauptschnitt, im ausserordentlichen auf
die dazu senkrechte Ebene. Es zeigen sich nun in jedem der beiden Bilder drei
Frangensysteme, z. B. im ordentlichen ein centrales, herriihrend von der Inter-
ferenz von Roo Loo, Reo Leo, ferner zwei seitliche wegen Roo Leo, Reo Loo.
Analog im ausserordentlichen Bilde. Das thatsiichliche Auftreten der seitlichen
Frangensysteme beweist das vierte Gesetaz.

Wird der analysirende Kalkspath durch ein Gypsblittchen ersetzt, welches
die Bilder nicht trennt, so sieht man nur ein centrales Frangensystem. Je zwei
der seitlichen Systeme stehen also in der Beziehung, dass das eine seine Ma-
xima an den Orten der Minima des andern hat, woraus das fiinfte Gesetz folgt.
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aus theoretischen Betrachtungen, dass die Schwingungsrichtung senk-
recht zur Polarisationsebene steht; Neumann gelangte von anderen
Voraussetzungen ausgehend zu dem Resultat, dass die Schwingungs-
ebene mit der Polarisationsebene zusammenfalle.

Beide Auffassungen erkliren die Erscheinungen der Interferenz
des polarisirten Lichtes gleich gut.

Bei dem grossen Interesse, welches die Frage nach der Schwin-
gungsrichtung des polarisirten Lichtes darbietet, sind viele Versuche
gemacht, zwischen der Fresnel'schen und Neumann’schen Anffassung
zu entscheiden, doch bisher ohne definitives Resultat.?)

Ueber natiirliches Licht bildete Fresnel sich die Vorstellung,
dass seine Schwingungen auch senkrecht zum Strahl und geradlinig
stattfinden, aber innerhalb einer sehr kurzen Zeit nach allen Rich-
tungen, und zwar ohne eine derselben zu bevorzugen. Indessen muss
doch eine betrichtliche Anzahl aufeinanderfolgender Schwingungen
merklich gleichgerichtet sein, da eine Interferenz bis auf mehrere
tausend Wellenlingen Wegdifferenz beobachtet ist.?) Beide Annahmen
sind gut vereinbar bei der grossen Zahl der Schwingungen (458 —1727
Billionen in 1 Sec.). Der Act der Polarisation des Lichtes besteht
in einer Zerlégung der im mnatiirlichen Licht vorhandenen verschieden
gerichteten Bewegungen in zwei aufeinander senkrechte Componenten,
die dann riumlich getrennt werden.

Fillt z. B. ein natiirlicher Lichtstrahl PP senkrecht auf eine
Kalkspathbruchfliche, so giebt jede in irgend einer zn PP senkrechten
Richtung «f erfolgende Bewegung eine Componente /P
nach dem Hauptschnitt //H und eine andere nach
S8 senkrecht zu demselben, von denen die erstere
sich mit der gewohnlichen, die andere mit der
ausserordentlichen Geschwindigkeit im Krystall fort-
pflanzt.

Bei der Reflexion unter dem Polarisations-
winkel geht die Componente senkrecht zur Reflexions-
ebene ganz in das Medium hinein, wihrend von der
Componente in der Reflexionsebene auch ein Theil zuriickgeworfen
wird, wodurch wieder die Componenten riumlich getrennt werden.

In andern Fillen wird die eine Componente absorbirt, und hier-
auf beruht die polarisirende Wirkung des Turmalins.

1) Die Literatur bieriiber s. Quincke, Pogg. 118, pag. 445. 1863.
2) Von Fizeau bis zu 50000 Welienliingen. Ann. de chimie et de phys. (3)
T. 66.
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Nach dieser allgemeinen Uebersicht gehen wir auf eine strengere
analytische Begriindung einzelner Punkte ein, und zwar fiihren wir
zupniichst aus dem zweiten Gesetz den Nachweis fiir die transver-
sale Richtung der Lichtschwingungen.

Die gemeinsame Fortpflanzungsrichtung zweier Strahlen mit der
relativen Verzogerung d sei z, so werden dieselben dargestellt sem

durch:
t x ’ t X —l— 8
A cos <T — 7) 2n, A cos (1, — »7—14> 2m.

Die Richtung der Bewegung bilde mit den Coordinatenaxen zyz
die Winkel «, 8, y resp. &, f, ¥/, so werden die Componenten der
Verriickung sein:

A cos « cos (f,_ — %) 2x, A cos ¢ cos <i _— ”fj;‘i) o,

T 7 i

¢ , , ¢ 3\ .
Acosﬂcos(»f—%>2n, A cosf cos(rj—,—x_i; )275,

A cos y cos (% — —;) 2x, A cosy cos <;; — x—i— (?) 2.

Die gleichgerichteten Componenten kénnen wir zu je einem re-
sultirenden Strahl zusammensetzen. Sind M, N, P die Amplituden
derselben, so ist'):

’ ’ r 6
M? = A% cos? a + A% cos? &’ -+ 24 A" cos « cos & cos T?n,

N* = A cost f - A cost § -+ 244" o3 cos f cos ] 2,

P2= A%cos’y 4 A% cos?y + 2 AA cosycosy cos —f~ 2.

Die Gesammtintensitit, welche der ganzen lebendigen Kraft ent-
spricht, wird gemessen durch

M? 4 N4 P?= 4?4 47
+ 244 cos —i— 27 (cos a cos o - cos f3 cos B+ cosy cosy)
und wird also von der Verzogerung & abhingen. Der zweite Satz
besagt aber, dass sie von & unabhingig ist fiir zwei senkrecht gegen-

einander polarisirte Strahlen.
Fiir diese muss also sein:

(5) cos @ cos & - cos B cos ' -} cosy cosy = 0.
Schliesst die Projection der Bewegungsrichtungen auf die yz-Ebene
mit y die Winkel @ und ¢ ein, so haben wir:

1) Nach pag. 15, Formel 11.
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cOs & == COS «, cos o’ = cos o,
cosff =sina cosp, cosf = sinea cosg),
cosy = sine sing, cosy = sine sing.

Wir erhalten aber den zweiten Strahl'), wenn wir den ersten
um die Richtung 2 durch einen Winkel von 90° drehen. Es wird

also ¢ = ¢ + %, a =co, und die Gleichung (5) reducirt sich auf
cos® o = 0.
Der Winkel zwischen der Fortpflanzungsrichtung des
Strahles () und der Bewegungsrichtung ist somitein rechter.
Von diesem Standpunkte aus sind dann die iibrigen Gesetze leicht
erklirbar.

Wir wenden uns zuniichst zu dem fiinften derselben. (Vgl. Fig. 49.)
Ein nach der Ebene (1) polarisirter Strahl

(1) A cos (—% — %) 2x

werde zerlegt nach den aufeinander senkrechten Richlungen (2) und
(3). Die Componenten sind, wenn (2) mit (1) einen Winkel « bildet,

(@) A cos o cos (,; — —f) 2m,
(3) A sin « cos <% —_ %) 2.

Im weiteren Verlaufe der Bewegang moge dann (3) eine Ver-
zogerung 0 gegen (2) erfahren, so werden wir nun zu setzen haben:

(2 A cosa cos (—;,——— %) 2w,
(3) A sin « cos <%——£t;; 6)2%,

Es erfolge jetzt die Zuriickfithrung auf eine gemeinsame Polari-
sationsebene (4), welche gegen (2) unter B geneigt sei. Die zur
Interferenz gelangenden Componenten von (2) und (3) nach (4) er-
geben sich als:

t x
A cos & cos f§ cos (T — 7) 2z,

A sin & sin f cos (% -7 _j;i) 2z,

1) Abgesehen von der Verzogerung und der Amplitudenverschiedenheit.
Neumann, Vorl. iber theor. Optik. 9
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und das Quadrat der Amplitude des resultirenden Strahles wird:
(A cos « cos f)? - (A sin e sin f§)* - 2 42 sin & cos o sin f cos f§ cos % 2.

Diese Formel enthiilt den fiinften Satz.
Im letzten Term konnen wir noch schreiben

sina cos & sin B cos § = 1 sin 2 sin 28,

Liegen nun (1) und (4) in demselben Quadranten, so hat das
letzte Glied ein positives Zeichen, liegen sie in verschiedenen, ein
negatives. Im ersteren Falle interferiren die Strahlen wie gewdhn-
liche mit der Phasendifferenz 0, im zweiten Falle liegen aber die Ma-
xima da, wo vorher die Minima lagen, als ob die Verzégerung mnoch
eine halbe Wellenlinge grosser wire.

Fallen also bei Anwendung eines diinnen krystallinischen Blitt-
chens, welches eine doppelte Reduction auf eine gemeinsame Polari-
sationsebene liefert, beide Bilder zusammen, so findet nicht eine Inter-
ferenzerscheinung der doppelten Intensitéit, sondern gar keine statt.

Jetzt ist auch das dritte Gesetz leicht versténdlich, nach welchem
fiir patiirliches einfallendes Licht trotz der Reduction auf eine gemein-
same Polarisationsebene doch keine Interferenz zu stande kommt. Mit
der eben angestellten Betrachtung ist nur die Ueberlegung zu ver-
binden, dass im natiirlichen Licht die Schwingungsebene in kurzer
Zeit alle moglichen Lagen durchliuft. Der Winkel 8 ist durch die
Position des analysirenden Apparates fest bestimmt, wihrend, wenn
in einem Moment die Schwingungsrichtung « war, im néchsten 90 4 «
eintritt und Maxima und Minima vertauscht sind. Unser Auge em-
pfindet diese schnell wechselnden KEindriicke nicht einzeln, und so
verschwindet die Interferenzerscheinung.

Vorlesung IX.

Problem der Reflexion und Refraction.

Man versteht hierunter nicht die Untersuchung iiber die Richtung
des reflectirten und gebrochenen Strahles, vielmehr handelt es sich
um die zuriickgeworfene und eintretende Lichtmenge. Lambert ver-
suchte in seiner Photometrie dieselbe empirisch zu bestimmen, doch
ohne Erfolg, da ihm der Schliissel dieses ganzen Gebietes, die Kennt-
niss der Polarisation des Lichtes, fehlte.

Die erste Losung des Problems ist gegeben von Fresnell);

1) Oeuvres compl. I, pag. 767.
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Neumann?) gelangte von andern Voraussetzungen ausgehend zu den-
selben Formeln.

Die Schwierigkeit einer Behandlung der Aufgabe vom rein me-
chanischen Standpunkte aus sind noch nicht vollstindig éiberwunden.
Die Theorie der Elasticitit liefert fiir jedes der beiden Medien drei
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, ferner sechs Grenzbeding-
ungen. KEs miissen nimlich zuniichst die Verriickungen der Grenz-
theilchen beider Medien der Grosse und Richtung nach iibereinstimmen,
und die Gleichsetzung der drei Componenten der Verriickung giebt
die drei ersten Grenzbedingungen.

Die drei anderen besagen, dass die Componenten der elastischen
Krifte, welche von beiden Medien auf die Grenztheilchen ausgeiibt
werden, gleich sind.

Ist die Grenze eben, so kann man zwar unter der Annahme
ebener Wellen partikuliire Integrale angeben, welche den Differential-
gleichungen wie den Grenzbedingungen geniigen, indessen stellen die-
selben ausser transversal schwingenden Wellen, welche Lichtwellen
sind, auch eine reflectirte und eine gebrochene longitudinale Welle dar.

Fiihrt man die Bedingung der Incompressibilitit des Aethers ein,
so fallen die longitudinalen Wellen fort, doch kann man die Resul-
tate der Theorie nicht mit den Beobachtungsthatsachen in Einklang
bringen.?)

Wir schlagen hier einen anderen Weg ein. Die Medien mogen
in einer Ebene aneinander grenzen, und die einfallende ebene Licht-
welle erzeuge eine ebene gebrochene und reflectirte Welle.

Von den Grenzbedingungen benutzen wir nur die drei ersten,
welche sich auf die Verriickungen der Grenztheilchen beziehen.

Ferner setzen wir voraus, dass im Acte der Reflexion und
Brechung kein Licht verloren geht, also die Summe der re-
flectirten und gebrochenen Intensitit gleich der einfallenden ist. Hs
ist dies nichts Anderes als der Satz der KErhaltung der lebendigen
Kraft: wir nehmen an, dass die lebendige Kraft der einfallenden Welle
sich vollstindig in der reflectirten und gebrochenen wiederfindet.

1) Abh. d. Berl. Akad. 1835.

2) Vgl. Von Der Miihll, Math. Ann., Bd. 5, pag. 471. 1872. Man hat daher
statt der letzten drei Grenzbedingungen andere eingefiihrt. 8. Kirchhoff, Abh.
d. Berl. Akad. 1876, ferner W. Voigt, Ann. d. Phys. Neue Folge, Bd. 19, pag. 873.
1883. Voigt unterzieht der Betrachtung ein aus Aethertheilchen und ponderabeln
Moleciilen gemischtes System und gelangt zugleich zu einer Erklirung der Dis-
persion.

9*
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Man pflegt diese Voraussetzung in der Form auszusprechen, dass
die betrachteten Medien vollkommen durchsichtig sein sollen,
wobei das Wort ,durchsichtig” in einem etwas andern Sinne als ge-
wohnlich gebraucht ist. Bei der Reflexion an Metallen findet ein
Verlust von lebendiger Kraft statt.

Endlich nehmen wir mit Neumann an, dass die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Lichtes gegeben ist durch

€

V= ”C—i‘,

worin d, die Dichtigkeit des Aethers fiir alle Medien dieselbe
ist, wiihrend die Elasticititsconstante e fiir verschiedene Medien ver-
schieden (und in Krystallen von der Richtung abhiingig) ist. (Fresnel
setzt im Gegentheil e constant und d fiir verschiedene Medien ver-
schieden.)

Die Zulissigkeit der gemachten Voraussetzungen ist nicht a priori
evident; ihre Rechtfertigung finden sie erst durch die Uebereinstim-
mung der aus ihnen abgeleiteten Folgerungen mit der Beobachtung.

Das einfallende Licht sei geradlinig polarisirt. Wir konnen die
Betrachtung in die Fille sondern, dass die Schwingungen senkrecht
zur Kinfallsebene und in der Kinfallsebene geschehen. Das
Medium sei unkrystallinisch; dann geschieht auch in der reflectirten
und gebrochenen Welle die Bewegung senkrecht zur Einfallsebene
resp. in derselben.

Keine Voraussetzung gemacht wird iiber den Reflexions- und
Brechungswinkel sowie iiber die Polarisationsebene. Ob die Pola-
risationsebene mit der Schwingungsrichtung zusammenfillt oder senk-
recht gegen dieselbe steht, soll
sich erst aus den Betrachtungen D
ergeben.

Die ebene Grenze der Me-
dien sei GG .

Wir fiihren ein recht-
winkliges Coordinatensystem
ein. Die z-Axe sei senkrecht
gegen GG’ und zwar nach ° Fig. 51,
unten - gerechnet, z sei der
Durchschnitt der Einfallsebene mit GG’ und zwar - nach rechts,
y in GG senkrecht dagegen.

Die (iibrigens willkiihrlichen) Anfangslagen der einfallenden, ge-
brochenen und reflectirten Welle seien AB, AC, AD, die hiegegen
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senkrechten und von den obigen Anfangslagen aus gerechneten Rich-
tungen der Fortpflanzung ¢, ¢,, 9, Die Phase sei in der ganzen
Ausdehnung jeder Welle dieselbe.

Wir betrachten zunichst den Fall, dass die Schwingungen senk-
recht zur Einfallsebene, also nach y (parallel der Grenzfliche)
geschehen.

In den Ebenen A’ B, A'C’, A'D’ wird sodann die Bewegung dar-
gestellt sein darch:

P cos (»t— — %) 2,

D, cos (ft— — —9‘-> 2,
1

T i
R, cos (—f'«—gg—) 2n
£d T i :

Da ein beliebiger Punkt A" der Grenze nach dem Obigen durch
die einfallende und reflectirte Welle dieselbe Verriickung erleiden muss,
wie durch die gebrochene, so muss sein:

P cos (-;—, — —%) 2x + R, cos (%, — —‘;"») 2 = D, cos (,} — %) 2.
Nennen wir die Linge 44" &, den Einfalls-, Brechungs- und Re-
flexionswinkel @, @,, @, so ist:

o=Esing, o =§sing, o =£Esing,
und die obige Gleichung geht iiber in:

= D, cos (% — LSIE q") 27

Dieselbe muss in jedem Moment fiir alle Grenztheilchen, d. h.
fiir beliebige ¢ und £ erfiillt sein. Hieraus folgt zuniichst

sin @ sin @, sin @,

(1) A PR AR
d. h. das Reflexions- und Brechungsgesetz, ferner
(2) P+ R, = D,.

Wir stellen nun die Gleichung fiir die Erhaltung der leben-
digen Kraft auf.

Aus der einfallenden Welle in einer beliebigen Lage denken wir
uns ein rechteckiges Stiick herausgeschnitten, dessen eine Seite 4B
in der Einfallsebene liegt, wihrend die andere AF gegen dieselbe
senkrecht steht.
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Diejenigen einfallenden Strahlen, welche durch die Begrenzung
dieses Rechteckes gehen, bilden ein rechtwinkliges Prisma, ebenso die
ihnen entsprechenden reflectirten
und gebrochenen.

Wir legen noch eine Ebene
af, welche von ADB um 4 riick-
wiirts liegt. Diejenige Bewegung,
welche in einem Augenblick inner-
halb des Prismas 4Beaf ent- &
halten war, wird sich nach Ver-
lauf einer gewissen Zeit in dem
reflectirten Prisma 4, Bye,f, und
dem gebrochenen A, B a,f, be-
finden, deren Hohen Aoy == 1
und A, e, = A, sind.

Nach dem vorausgesetzten Princip der FErhaltung der lebendigen
Kraft haben wir die lebendige Kraft in A Baf gleich zu setzen der
Summe derjenigen in 4, B, o, und in Ay, Bya,f,.

Bis auf einen constanten Factor ist aber die lebendige Kraft in
einem der Prismen gleich dem Producte aus Volumen, Dichtigkeit und
Quadrat der Amplitude.') Lassen wir die (nach Neumann in beiden
Medien gleich angenommene) Dichtigkeit fort, so ergiebt sich die
Gleichung:

(38) P AB - AF-1=DAB,- A F, -2 + R}4,B,- A4, T, 4.
Nun ist aber:
AF = A\ F, = A, T,,
AB= MNcosp, A, B =MNcose, A,B,= MN cosep,
also

Fig. 52.

P2} cos ¢ = D,?A, cos ¢, + R4 cos ¢,

1) Sei ndmlich @ der Querschnitt des Prismas, U die Geschwindigkeit der
Bewegung, und werde ¢ von « aus nach A gezihlt, so ist die lebendige Kraft

2
1
5 Qb[dgm.

Setzt man hierin fiir U seinen Werth U = — 2m r siu< b }l) 27 und fiihrt

T T i
die Integration aus, so folgt

d.Q. 1P (;)2

worin @1 das Volumen ist.
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oder endlich wegen:
. sing
Ay =4 Sing
4) (P*— R,?) cos @ sin @ = D,? cos ¢, sin ¢,.
Dividiren wir die Gleichung (4) durch (2):

P+ Rp = Dp;
so erhalten wir:
B) (P— Ry) cos @ sin ¢ == D, cos ¢, sin g,
und aus (2) und (5)
(6) Do — 2Psinq;fzosqa —__ 2P sin @ cos g
7 sin g cos ¢ + sin ¢, cos @, siu (p + ¢,) cos (p — @,)’
R — P(sin @ Cos @ ——.sin @, cos @) — P'sin @ — @, cos ¢ + g,
(7) ? sin @ cos @ - sin @, €08 @, sin @ - @, cos ¢ — @,
__Ptangp — ¢,
T Tt to
Wir gehen iiber zur Ableitung der Formeln fiir den zweiten
Fall, dass die Schwingungen in der Einfallsebene geschehen.
Wir nehmen an, dass, wenn
in der einfallenden Welle die Be-
wegung die Richtung ADB hat,
dieselbe in der gebrochenen und
reflectirten nach AC” und 4D’ ge-

richtet ist. Sollte sie thatsichlich p A\\\\
entgegengesetzt sein, so giebt sich N I
dies spiter durch das negative Yor- Fig. 53.

zeichen zu erkennen.
Die einfallende, gebrochene und reflectirte Welle werden dar-

gestellt sein durch

¢ e
S cos <T’ — T) 2z,

D, cos (—t‘ — &) 2x,

T 1
R, cos & 2n
'S T l 2

wo 9, 9,, 9, die Entfernungen derselben von den Anfangslagen be-
deuten.

Wir benutzen dasselbe Coordinatensystem wie frither (z im
Durchschnitt von GG’ mit der Einfallsebene - nach rechts, z -
nach unten), und zerlegen die Bewegungen in ihre Componenten nach
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den Coordinatenaxen. Die y-Componenten werden = 0, und die nach
z und # ergeben sich:

“ =SCOS‘PC°S(%“‘%)2”; w = — S sin @ cos (%,—-%)27;,

[4 . 1
(8) = D), cos ¢, cos (T — —%) 2m, w,=— D,sing, cos (—T — %) 27,

u, = B cos @, cos (% — %) 27, wy=  R,sing,cos (LT — —‘;_2—> 2.
Die Gleichsetzung der Verriickungen der Grenztheilchen liefert:
9 A Uy = Uy,
(10) w + wé = WI.

Ebenso wie frither ist:

¢e—=Esing, ¢ =Esing,, 0, = Esin gy,
und die Gleichungen (9) und (10) fithren zunichst auf

P, =9, Sn;(p = il%:
weiter aber auf die zwei Relationen:
(11) (8 4 R;) cos ¢ = D cos ¢,,
(12) (8 — R,) sin ¢ = D, sin g¢,,

sodass hier das Princip der Gleichheit der Verriickungen in der
Grenze ausreicht.

Da die Richtung der Bewegung fiir die lebendige Kraft gleich-
gliltig ist, so haben wir hier die (4) entsprechende Gleichung

4) (8% — B}) cos ¢ sin ¢ = D,? cos ¢, sin @,

welche auch durch Multiplication von (11) und (12) folgt. Durch
Auflosung von (11) und (12) wird:

__q Sng — g
(13) Be=8 mote
4 D, =25 Snoesy
(14) 28 9+ o

Wir haben bisher die Amplituden angegeben. Um aus den-
selben die Intensititen abzuleiten, miissen wir bedenken, dass
dieselben durch die lebendigen Kriifte gemessen werden, welche dem
Producte aus der in Bewegung gesetzten Masse in das Quadrat der
Amplitude proportional sind. Wie aus den bei Herleitung der Glei-
chung der Erhaltung der Kraft angestellten Betrachtungen hervor-
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geht, ist das Verhidltniss der bewegten Massen im einfallenden,
reflectirten und gebrochenen Strahle
. . 4.4 .8n @ cosg
Acosp:Acosp: i, cosqyl—l.l.m,
sodass die Intensitiiten sich verhalten wie:

P2 sz:D 2§in P, CO8 @,

(15) P sin ¢ cos ¢ Sp-
S2: R2: D2 sin @, cos g, .
*TY T sngeos g

Die Intensitit der gebrochenen Welle mag mit ,% resp. 4,® be-
zeichnet werden; die Werthe dieser Grissen sind:

s o sin 2¢ sin 2¢,

(16) A= e T e e ¥
2 @z 8in2¢ sin 29,

7 45 = 5 gy 4y,

Jetzt kinnen wir die Frage entscheiden, ob unter den gemachten
Voraussetzungen die Schwingungsrichtung in die Polarisa-
tionsebene fillt oder senkrecht gegen dieselbe steht.

Nach Malus wird kein Licht reflectirt, wenn ein senkrecht zur
Einfallsebene pelarisirter Strahl unter dem Polarisationswinkel p ein-
fillt, und wir untersuchen, ob dies unserem R, oder R, entspricht.

Wire, der Fresnel'schen Definition der Polarisationsebene ent-
sprechend, S senkrecht gegen die Einfallsebene polarisirt, so miisste
fir ¢ = p B,= 0 sein, d. h.

sin (¢ — ¢;) = 0.

Dieser Gleichung kann nur geniigt werden durch ¢ = ¢, woraus
nach dem Brechungsgesetze 4 = 4, folgt. Dann aber giebt es fiir
keinen Einfallswinkel einen reflectirten Strahl, und es kann also §
nicht senkrecht gegen die Einfallsebene polarisirt sein.

Betrachten wir nun R,. Damit dieses verschwinde, wird erfordert

sing — ¢, cos ¢ + ¢, =0,
welche Gleichung ausser der soeben als unzulissig nachgewiesenen
Lésung @ = ¢, noch die andere

¢+ o =7

besitzt. Diese ist sehr wohl moglich und enthilt das Brewster’sche
Gesetz, denn combiniren wir die hieraus folgende Formel cos ¢ = sin ¢,
mit dem Brechungsgesetze sin ¢ = n sin ¢, so ergiebt sich

tan @ = tan p = n,

woraus ein ganz bestimmter Werth des Polarisationswinkels folgt.
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Unter Zugrundelegung der Neumann’schen Voraus-
setzungen finden somit die Schwingungen in der Polari-
sationsebene statt.

Wir geben nun kurz die Fresnel’sche Theorie. Fresnel setzt
in verschiedenen Medien gleiche Elasticitit, aber verschiedene Dich-
tigkeit des Aethers voraus.

In Folge hiervon nimmt die Gleichung der Erhaltung der Kraft
eine andere Gestalt an. Bei gleicher Aetherdichte war dieselbe:

P? ) cos ¢ = R,%4 cos ¢ 4 D,?, cos ¢y,
bezeichnen wir jetzt die Dichtigkeit mit d und d,, so haben wir:
(18) P?} cos o d = R, cos ¢ d + D,?4, cos ¢, d,.

Die Grossen d und d, driicken wir anders aus. Die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit ist in den beiden Medien nach Fresnel:

=V n=Vi

da ferner
A=VT, A= VT,
so folgt B -
/1=T'|/%, A =T [/5—1,
(19) a4 = A%,

Hierdurch geht (18) {iber in:

2€C08 @ 55 9CO8Q g €OS @
PP BT | D

oder wenn wir die Wellenlingen durch das Brechungsgesetz eliminiren:

9 €OS @ 5 5 COS @ €os gy
(20) P sin g By sin @ + Dy sin (p:
Das Verhiltniss der Intensititen wird hier:
(21) Pr:Rp2: D, SRS,

sin ¢, cos @
Mit der Gleichung der lebendigen Kraft wird im Falle einer zur
Einfallsebene senkrechten Bewegung verbunden
P+ By = D,
woraus noch durch Division:

_ cos @ cos @,
(P — Ry sing D, sin @,

Geschieht die Bewegung in der Einfallsebene, so benutzt Fresnel
— und dies ist der zweite unterscheidende Punkt seiner Theorie —
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nur die Componente parallel der brechenden Fliche und ignorirt die
andere.”) Die erstere ergiebt

(S 4+ R,) cos ¢ = D, cos ¢,
und nach Division in die Gleichung der lebendigen Kraft:

(8! — RH L = p2 229,

S

sin @ sin ¢, °
1 1
= L8) oy =Dy
Die Auflosung der Gleichungen liefert:
R = — m;‘&’ B, = — S tan ¢ — ¢ ,
(22) sin g + o, tan @ + @,
p,— Psmeese g 28sing cosg

sing 49, '
und die Intensititen der gebrochenen Strahlen werden:
P pe s:ir{ 72¢prsin772& ER S%sin 2¢ sin 2¢, .
v sin* g ¢ 7 T sing 4 g cos® 9 49

R, und R, haben also hier ihre Rolle vertauscht und ausserdem
ein anderes Vorzeichen, als bei Neumann. Es kann nur E; =0
werden, und hieraus schloss Fresnel, dass die Bewegung senkrecht zur
Polarisationsebene erfolge. Die durchgehenden Intensititen stimmen
auch mit den Neumann’schen, nur steht auch s an Stelle von p und
umgekehrt.

Im Folgenden benutzen wir Neumanns Theorie. Denn die Fresnel’-
sche Theorie lisst, da die Dichtigkeit ein riumlicher Begriff. ist,
keine Ausdehnung auf krystallinische Media zu, deren Verhalten im
Gegentheil nur so aufgefasst werden kann, dass die Elasticitit in
verschiedenen Richtungen differirt.

Aus den Formeln wollen wir nun eine Reihe von Folgerungen
ziehen.

1) Die Componente senkrecht zur brechenden Fliche giebt:
(S — Ry) sin ¢ = Ds sin ¢,

und die oben benutzte Gleichung:
1 1
(G) (S—-— RS) ;rq; = D S_IEE
ist hienach nicht im Einklang mit dem Princip der Gleichheit der Verrlickungen
der Grenztheilchen.

Die Fresnel'sche Gleichung (&) folgt, wenn man nicht die Verriickungen,
sondern die Quantitiiten der Bewegung (Product aus Verrickung in die Masse
resp. Dichtigkeit) beiderseits gleichsetzt, und nach dem Obigen das Verhiiltnise
1

—— iy nimmt,
sin? @ " sin® @

der Dichtigkeiten — —v ¢ oy =
FEIR)
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1) Der wievielte Theil des senkrecht einfallenden Lichtes
wird reflectirt?

Hier ist kein Unterschied zwischen S und P, und beide Formeln

tan p — gin ¢ —
TP =Sy

ergeben in der That fir ¢ = ¢, = 0 dasselbe.

Die Factoren nehmen die Form %, an; um den wahren Werth
dieses Quotienten zu hestimmen, schreiben wir

s cos — CO8 s
B.=5 sin gcos ;)11 -} cos ;)sin ;3:11

und erhalten, nachdem oben und unten mit sin ¢, dividirt ist, mit
Benutzung des Brechungsgesetzes:

n—1
R=5 w1
also die Intensitit:
n— 1)\?
R2= 38?2 (h_f) .

Da fiir Glas » nahe =%, so wird von senkrecht einfallendem
Licht etwa Y,, reflectirt, wihrend */,, eindringen.

2) Das einfallende Licht sei unter dem Azimuth « po-
larisirt, d. h. die Polarisationsebene schliesse mit der Einfallsebene
einen Winkel o ein.

Wir zerlegen dann die Bewegung, deren Amplitude J sei, nach
der Einfallsebene und senkrecht dagegen und haben als Amplituden
der Componenten

S=dJcose, S=JJsinea,

woraus die reflectirten Awmplituden sich ergeben
s —
R, = dJcos a 51—143?;—‘1 ,
tan ¢ — o,
tan ¢ + 9,

Die beiden nach S und P polarisirten reflectirten Strahlen setzen
sich, da sie einen gemeinsamen Ursprung haben, wieder zu einem
geradlinig polarisirten zusammen, dessen Schwingungsebene (Polari-
sationsebene) mit der Einfallsebene einen Winkel 8 bildet, der defi-
nirt ist durch

R,=dJsina

R cos ¢ -+ @
(23) tanﬁ=R€=tana -WT:'
Dieser Formel entspricht fiir das eindringende Licht:
D, 4 1
(24) tan y = ~D€ = 213{ = tan & T T
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Fresnel bestitigte durch Beobachtungen die erste Formel,’)
Brewster in einer ausgedehnten Untersuchung beide.?)

Wir diirfen also innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler
folgende Formeln als experimentell festgestellt ansehen:

(25) By P cosop o | dp P 1

B S cosgp—o, 45 T 8 Teos g — ¢,

Um zu den Neumann'schen Formeln fiir die reflectirte und ein-
dringende Intensitit zu gelangen, brauchen wir nur hiemit den
unter Voraussetzung der ,vollkommenen Durchsichtigkeit®
geltenden Satz der Erhaltung der Kraft zu verbinden. (Vgl.
Neumann, Pogg. Ann. 40, pag. 497. 1837). Derselbe giebt:

(26) P?=R}? + 4,7, (26 ST=RZ+ 42

Ersetzen wir in der Gleichung (26") R,? und 4 durch ihre aus

(25) folgenden Werthe, so folgt:

2
(27) P*=R,’ ( W—"’—“—""--) 4 4,2 cos® 9 — @y,

cos ¢ + @,
und durch Auflésung von (26) und (27):
o [ tan ¢ — @ )2 2 sin 2g sin 2¢
g . po [ D P- 1 2 __ P2 1
By P (tantp-i-% Ay P sin? ¢ 4 ¢ cos* @ — o, ’

endlich mit Hinzuziehung von (25):
sing — @, \ sin 2@ sin 2
Re—st (SRogn ), ar—s IR

In der Formel (23) ist noch eine Schwierigkeit zu beseitigen.

Im Falle der streifenden Incidenz (fiir ¢ = 90°) giebt dieselbe nimlich:
tan f = — tan «,

wihrend die Beobachtung lehrt, dass die Polarisationsebene des reflec-

tirten Lichtes mit der des einfallenden zusammenfillt, also f = o 1st.

Dieser Widerspruch lisst sich fortschaffen durch Interpretation
des negativen Vorzeichens. Es war

tan f = —g—f-

Hierin ist R, immer positiv (vorausgesetzt, dass die Reflexion in
dem schwiicher brechenden Medium stattfindet), R, fiir Einfallswinkel
von O bis zum Polarisationswinkel positiv, fiir grossere aber negativ,
da ¢ -+ ¢,, welches fiir den Polarisationswinkel = 90° ist, nun
> 90° wird.

1) Oeuvres completes T. I, pag. 647.
92) Phil. Transact. 1830 (Pogg. Ann. 19).
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Das positive Zeichen von R, bedeutete eine Bewegung im Sinne
der positiven ¢, also etwa, wenn wir dem einfallenden Strahle ent-
gegensehen nach links. R, war dann 4 gerechnet, wenn die Bewegung

L

Fig. 54,

in der Richtung DA erfolgte, d. h. so, dass die Horizontalcompo-
nenten der einfallenden und reflectirten Bewegung gleichgerichtet waren.

Bei streifender Incidenz sind beide Componenten des einfallenden
Strahles P und S positiv, d. h. die Bewegung erfolgt gleichzeitig
nach links und oben. R, ist negativ, R, positiv, also ist im reflec-
tirten Strahle die Bewegung nach rechts und unten gerichtet, sodass
wir dieselbe Richtung nur im gegeniiberliegenden Qua-
dranten erhalten, mit der Beobachtung im Einklange.

Wegen der Continuitit liegt die reflectirte Polarisationsebene
stets zwischen der einfallenden und der Reflexionsebene,

Wir wollen noch die gesammte Intensitit des reflectirten resp.
eindringenden Strahles angeben, wenn der einfallende unter dem
Azimuth « polarisirt war.

Es wird:
. tangp — @ >2 (sin‘cp—tp )2]
2 2 . J2 2 1 2 P1
(28) RZ4 RiP=J [sm « (—M o To +cos®a o T o
2 9 __ gesin2gsin 2| .o 1
@9 A+ 4= g, [Sm “ ooy —g, T a]'

3) Das einfallende Licht sei nun natitirliches.

In demselben durchléduft die Schwingungsrichtung in sehr kurzer
Zeit alle Azimuthe, ohne einen zu bevorzugen. Von der ganzen ein-
fallenden Intensitit J? entfillt also auf ein Azimuthelement zwischen
o und « -+ de der Betrag J* -Qd—% Wir erhalten die entsprechenden
Werthe der reflectirten und eindringenden Intensitit aus (28) und
(29) durch Multiplication mit Z:
eindringende Intensitit durch Integration von O bis 2.

Da 27 2n

1 . r [ 1

L 2 _ 2 —

5w fsm ada 27“/ cos® ada 5
0 0

, und die gesammte reflectirte und
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so wird:
AN C LET Y
G0 W= e re) T Sere) )
2 J'sin 2¢ sin 29, [ L ]
B V=5 et Lere—n T

Mit Hiilfe der Formel (30) beantworten wir zuniichst die Frage,
der wievielte Theil des einfallenden natiirlichen Lichtes unter dem
Polarisationswinkel zuriickgeworfen wird? Wir haben ¢ + ¢,
= 90", also verschwindet der erste Theil von R?* und es bleibt:

N2 = f;— sin? g — @, = '—7; cos®2p
(p Polarisationswinkel).
tan’p — 1
tan*p 4+ 1

Je /nt —1\?
N2 —— & 1.
W =3 (n*+1>

Fiir Glas ist n etwa 1,5 und die Ausrechnung giebt

1
2 ___ J2 .
o= 135

Da ferner cos 2p = und tan p = % (nach Brewsters

Gesetz), so wird

Die Methode, Licht dureh einfache Reflexion zu polarisiren, ist
also erheblich unvortheilhafter als die Anwendung eines Kalkspathes,

2
welcher nahezu J? liefert.

Weiter untersuchen wir, der wievielte Theil des reflec-
tirten resp. durchgehenden Lichtes polarisirt ist, wenn das
einfallende natiirliches Licht war.

Senkrecht zur Einfallsebene ist polarisirt

Rz___f<tan¢—% ?
P 2 \tang 4 ¢, /"’

R2 = Js ( Si_n P — 9 )2.
’ 2 \ sing 4+ ¢,

Der erstere Theil ist immer geringer als der zweite, und also
stets ein Ueberschuss nach der Einfallsebene polarisirten Lichtes
vorhanden.

Die Differenz von R2 und R,? wird nicht wieder zu natiirlichem
Lichte zusammengesetzt, somit ist der absolute Betrag des polari-
sirten Lichtes \ .

J2 { sin ¢ — cos )
e m-ne= (i) - (EEE)]
J? sin? ¢ — @, sin 2¢ sin 2,
2 sin®¢g 4 ¢, cos®o — g,

in dieselben:
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und sein Verhiltniss zur gesammten reflectirten Intensitit:

(cosw + o, >2
Rr—R» 1-

cos ¢ — @,
33) : — :
( BB (cosqp+q>l >2
T \oos g — o

Im eindringenden Lichte sind senkrecht zur Einfallsebene
und in derselben polarisirt die Intensitéiten:

(B4 42— J? sin 2¢ sin 2¢, g __J"sin2¢sin2g,
P72 sinfgf g costg—og 77 2 sin® 9 4 g
Thre Differenz
g2 g2 JF sin2gsin2g, ( L 1)
(35) » : 2 sing+ g \cos’p— g

__ J? sin 2g siu 2¢, sin® ¢ — @,

T2 sin*g g cos’p — g,
giebt den Antheil, welcher senkrecht zur Einfallsebene polarisirt
ist. Hs ist

42 — 4 = RE — R)2
d. h. die Theorie hat auf das Gesetz von Arago gefiihrt, nach welchem
die Menge des polarisirten Lichtes im reflectirten und eindringenden
Strahl gleich ist, und die Polarisationsebenen senkrecht gegeneinander
stehen,

4) Wir betrachten den Fall einer wiederholten Reflexion und
Brechung,

Um Licht mehrmals unter gleichem Einfallswinkel reflectiren zu
lassen, braucht man nur zwei (nothigenfalls auf der Riickseite ge-
schwirzte) Platten parallel in geeigneter Entfernung aufzustellen.

Wenn der einfallende Strahl der Amplitude J geradlinig unter
dem Azimuth e« polarisirt war, so waren die Componenten des
einmal reflectirten Strahles:

1 . tan ¢ — 1 sin ¢ —
R;’)=JSIH“TEH’ R§)=Jcosam%i_%-

Bei jeder erneuten Reflexion tritt nun derselbe Factor wieder

hinzu, und es wird:

. tan g — @ 2 (2) sing — g 2
R@:Jsma(—— ! ) RBY — 1
o g Fog ) Lo =Jesalgorr),

c my __ s tan ¢ — @, \* ) __ sing — @, \*
(36) Rp _J81n“<———-tanq7+(pl)’ Rs = J cos « Sinqzw .

Hieraus folgt das Polarisationsazimuth des #-mal reflectirten
Strahles

(37 tan g™ = tan « (—Zgzz—%{x—) .
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Dasselbe wird hienach immer kleiner und n#hert sich rasch der
Null, was durch Beobachtungen von Brewster bestitigt wird.

Eine wiederholte Brechung unter identischen Verhiltnissen ist
selbstverstindlich unmbglich; wir wollen die Formeln nur fiir den
Durchgang eines urspriinglich unter dem Azimuth e« polarisirten
Strahles durch ein Prisma hinschreiben.

Wenn der erste KEinfalls- und Brechungswinkel mit ¢ und ¢,
bezeichnet wird und ¢ und ¢,” die analoge Bedeutung fiir die Bre-
chung an der zweiten Prismenfliiche haben, so ist:

) T si 2sin @ €Os @ 1) 2sin ¢ cos @

== 8In & = Dy’ = e A

Dy sing + ¢, cos 9 — g7 7 J oos & sing + ¢, ?
2sin @ cos @ 2sin @’ cos ¢’

38) DY) =J sin « - e L
( ) ® sing @, cosp —gp, sing + ¢ cos ¢° — @’

9 2sin @ cos @ 2sin @’ cos @’
) > . sng a
s J eos sin ¢ -+ @, sin ¢’ 4 "’
und das Polarisationsazimuth:

1
cos @ — @, cos o — @
Fillt natiirliches Licht ein, so erhalten wir nach #n-maliger
Reflexion von parallelen Platten die Componenten:
- tan ¢ — " » J { sin ¢ — *
m— (), =GR,
und das Verhiltniss des polarisirten Antheils durch die Gesammt-
intensitit:

tan y(2) = tan o

€08 Zn
[ — (R 1T [ cos z * Zi ]
[RF + (BT EXExNE
Cos p — @,

Mit wachsendem # niihert sich dasselbe rasch der 1, und Brewster
zeigte, dass man durch wiederholte Reflexion auch unter anderen
Winkeln als unter dem Polarisationswinkel eine nahezu vollstindige
Polarisation zu erzielen vermag.')

5) Wir behandeln nun den Fall ebener Platten.

Zunichst wollen wir eine bei der Theorie der Newton’schen
Farbenringe gemachte Voraussetzung begriinden, welche dort in der
Formel » — — o enthalten war und die Bedeutung hatte, dass fir
die Berechnung der Interferenz des an der Ober- und Unterseite der
Lamelle reflectirten Strahles zu der ihrer Wegdifferenz entsprechenden
Verzogerung noch eine halbe Wellenlinge hinznzuftigen war.

1) Brewster, Phil. Transact. 1830 (Pogg. Ann. 19).
Neumann, Vorl. iber theor. Optik. 10
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Die Werthe der reflectirten Amplituden an der ersten Fliche sind:
tan ¢ — sin @ —
b= Py ¥or BSmyTer
Da die zweite Flidche der ersten parallel ist, so ist fiir die Re-
flexion des eingedrungenen Lichtes der Einfalls- und Brechungswinkel
vertauscht und die Coefficienten werden:
tan ¢ — @ sin ¢ — g,
T tangfg 7 sng+og
Dasselbe gilt auch, wenn natiirliches Licht einfillt, denn man
braucht nur seine Schwingungen in jedem Augenblick nach p und s
zu zerlegen.
Die betrachtete ebene Platte sei so dick, dass sie keine Farben
giebt, die sich iibrigens auch beim diinnsten Spiegelglase nicht zeigen.
Der Kiirze wegen werde gesetzt:

tanp — @ %
2 __ e 1) pe
RP“P<taan+%> Py,

. 2
2 __ Q2 (SS9 — 9 — Q2
B =48 (sin¢+%> 8,
2 p2 sin 2¢ sin 2g, _ pe
b= e o L

2 qefin2psin2¢, o
A4 = 8 g Lo %1 = §%d,.
Der einfallende Strahl der Intensitit 1 sei nun zunichst in der
Kinfallsebene oder senkrecht gegen dieselbe polarisirt, so entstehen
aus demselben die in beistehender Figur ange-

deuteten Strahlen, wo » und d entweder mit dem
Index s oder p zu versehen sind. Die Coefficienten i
bleiben néimlich ungeéndert, gleichgiiltig ob die s

Reflexion an der oberen oder unteren Grenze

geschieht. >\ A

Es gelangen nun ins Auge zwar nicht die V \
gezeichneten Strahlen, wohl aber andere der-
selben Intensitdt (vgl. die Ausfiilhrungen bei Ge- ?
legenheit der Newton’schen Farbenringe) und die g
reflectirte Gesammtintensitit wird, falls Fig. 55.

die Platte unbegrenzt angenommen wird,
ry=r-+ d¥r 4 d&®r®* + d*° 4 . ..
=r+&r(Q1+r+r+ - )=r+; 5
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oder mit Riicksicht auf » - d = 1:

27
(39) n=11
Ebenso ergiebt sich fiir die durchgehende Gesammtinten-
sitdt:

dz —
(40) dy=d (1 4 2 4 r*. )"1_7=i+:’

7, + d, ist =1, wie es sein muss.

Wir suchen jetzt fiir ein System mehrerer gleicher paralle-
ler Platten —— etwa eine Glassiule - die reflectirte und durch-
gehende Intensitit, wobei zunichst auch das Licht in der Einfalls-
ebene oder senkrecht dagegen polarisirt vorausgesetzt werde.

Wir gelangen am einfach-
sten zum Ziele durch einen
Schluss von # auf » 4 1 Platten.

Wenn durch das System /
von n Platten von der einfallen-
den Intensitit 1 der Betrag o 5%
reflectirt und 6 durchgelassen 81, Vi
wird, so entstehen nach Hinzu-

fiigung der » - lsten Platte

Strahlen der beifolgend darge- \

stellten Intensititen. %K Mro  Ndn?
Im Ganzen wird also re-

flectirt: Fig. 56.
’rn+1=9+627'1(1+7’19+7~12 )'—9“*‘1_79
oder wegen der selbstverstindlich geltenden Relation
o+ d=1:
r (1 — )2 r (1 —T)
) remet BOST RO
wenn wir fiir ¢ : 7, schreiben.
Fiir das durchgehende Licht folgt dhnlich:
od,
o1 =10d, (1 - ri0 120"+ --) = 1—re
_t—e@—rn) _(-m(A—m)
(42) o 1—re o 1—rr, '

Bereits ermittelt waren 7, d;; durch successive Anwendung von

(41) und (42) erhalten wir:
10%
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— _2r d 1—=r
ST 1= T4
4r 1 —7
e = 13y d2'_1—|-3r’
(43) 7 _Jt, d —1=
37 14577 3 1-}sr?
2nr 11—
r”_1+(2n—1)'r’ d”_1—|—(2n—1)r'

Es sei nochmals daran erinnert, dass, je nachdem der einfallende
Strahl nach der Einfallsebene oder senkrecht gegen dieselbe polari-
sirt ist,  zu ersetzen ist durch

. 2 2
__ (s —q@ _ tan ¢ — @, .
73_(Sinq7+tp1 > oder rp = (tanw+%>
Jetzt sei das einfallende Licht der Intensitit J2 unter dem
Azimuth « polarisirt. Die Intensititen seiner Componenten sind

8?2 = J? cos’a, P?==J?sin’e,

und die gesammte reflectirte und durchgelassene Intensitit:
R(") _ e 2nr, 2 2nrp -
A N e T L e T A

1 —r 1—r
(n) 2 s 2 p L0
D= dJ [1—1—(2% 0 cos®a -} = (2n_1)rpsm a:|

Um die entsprechenden Formeln fiir natiirliches Licht zu er-

(44)

halten, haben wir nur mit Z—: zu multipliciren und dann von O bis 2=
zu integriren und finden:

m __ J* 2nr, 2nr
R e l:1+(2n—1)rs+ 1+(2n11)rj’

(45)

(”)_—J2 1—r, 1—r
D —?[1+(2n—1)r3+ 1+(2n—p1)rp]'

Die Formeln (44) und (45) enthalten die Theorie der Glassiule.
Wir wenden die Letztere auf den Fall an, dass natiirliches Licht
unter dem Polarisationswinkel einfillt, Das reflectirte ist so-
dann vollstindig nach der Einfallsebene polarisirt; 7, ist = 0, fiir 7,

2
hatten wir bereits den Werth ( N 1) ermittelt, wo #» den Brechungs-

1
6,76

coefficienten bedeutet. Setzen wir n = 1,5 (Glas) so wird r, =
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Mit Einfiihrung dieses Werthes ergiebt sich
fir 1 Platte die reflectirte Intensitit J* E‘*

)

¥
, 2Platten , s e
» 3 » » ” ” J* 31,9 ’
” 10 ” » » » J? 5%:
” 20 ” ” ” ” J? 'é‘jg *

Durch Reflexion von einer Platte mit geschwirzter Riickseite

. . . . . 1 .
unter dem Polarisationswinkel erhielten wir nur E der einfallenden

Intensitit als polarisirtes Licht. Diese Methode der Polarisation ist
also beziiglich der erhaltenen Lichtstirke sehr unvortheilhaft; die
durch Schwirzung der Riickseite beabsichtigte Fernhaltung falschen
Lichtes kann man bei einer Platte resp. Glassiiule auch auf anderem
Wege erreichen. Bequem ist z. B. die
Fig. 57 schematisch dargestellte Vor-
richtung. KK ist ein innen geschwirater
Kasten mit zwei Oeffnungen O, und O,
G eine Glassiule von etwa 10 Platten,
S ein um D drehbarer Metallspiegel.
Die Anordnung ist so getroffen, dass
das von S reflectirte Licht der Licht-
quelle durch O, unter dem Polarisations-
winkel auf G trifft und nach der zwei- D K
ten Reflexion durch O, austritt. Fig. 5.

Wir wollen noch das durch eine Glass#ule hindurchge-
gangene Licht betrachten.

Seine Intensitit wird unter denselben Voraussetzungen wie oben

@ J2 1 — T,

=y [1-;—(214--1)@‘I +1j|’

und zwar ist hievon ein mit R™ gleicher Theil senkrecht zur Ein-
fallsebene polarisirt. Der unpolarisirte Antheil betrigt somit

) @ __ L=
P % _J21+(2n——1)r3’

derselbe wird fiir 10 Platten J? ﬁ ,

1
2
” 20 » J 7—’9;
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ist also immerhin nicht unerheblich, sodass das reflectirte Licht weit
brauchbarer ist.

Auf den vorstehend entwickelten Formeln beruht die Theorie
des Polarimeters und Photometers von Wild?)

Die Aufgabe des Polarimeters ist, in einem Gemisch von
natiirlichem und geradlinig polarisirtem Licht das Verhiltniss der
beiden Antheile zu bestimmen. Das Instrument besteht aus einer
mit einem getheilten Kreise verbundenen Glassiule G, welche um
eine zur Ebene der Platten parallele, zur Richtung des einfallenden
Lichtes senkrechte Axe drehbar ist, einer Krystallplatte K*) und
einem analysirenden Polarisationsapparat z. B. einem Turmalin 7.

Die Theorie der Farbenerscheinungen krystallinischer Medien
wird spiiter ausfithrlich entwickelt werden; hier geniigt zu wissen,
dass die nothwendige Vorbedingung fiir thr Auftreten die Polarisation
des einfallenden Lichtes ist, und dass die Erscheinung verschwin-
det, wenn von dem einfallenden Lichte gleiche Portionen nach
zwel aufeinander senkrechten Ebenen polarisirt sind.

Man bringt fiir die Anwendung das Instrument in
eine solche Lage, dass die Einfallsebene der Glassiule
mit der Polarisationsebene des polarisirten Theiles zu-

sammenfillt und dreht die Glassiule so lange um ihre % @
Axe, bis die Interferenzerscheinung verschwindet. % /

Ist die Intensitét des einfallenden natiirlichen Lichtes
J?, diejenige des mach der Einfallsebene der Glassiule
polarisirten S% so haben wir nach dem Durchgange durch .
die Glassiule von n Platten senkrecht zur Einfallsebene |
polarisirt:

J2 1 — T
2 I X @n—1r Fig. 58.
2 14 @r—1) !
in derselben polarisirt:
J?2 1 —r 1 —r

?1—|—(2n—1)7~3+s21+(2n—-1)r3’

und beim Verschwinden der Interferenzerscheinung:

J? 1—rp . (Jz 2) 1—r,
Tizeoor G ) ey

Da 7, und #, bekannte Functionen des Brechungscoefficienten

1) Wild, Pogg. Ann. Bd. 99, pag. 235. 1856.

2) Z. B. eine senkrecht zur Axe geschnittene Kalkspathplatte, welche con-
centrische Ringe giebt oder gekreuzte, unter 45° gegen die Axe geschnittene
Bergkrystallplatten, die parallele Streifen zeigen.
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und des Einfallswinkels sind, ldsst sich hieraus das Verhiltniss S%: J?
berechnen.

Mit Hiilfe seines Polarimeters untersuchte Wild das blaue
Himmelslicht, welches im Gegensatz zum Wolkenlicht theilweise
polarisirt ist.

Die Sonne und der antisolare Punkt sind neutral, in der niichsten
Umgebung ist ein Theil senkrecht zu dem durch die Sonne und den
beobachteten Punkt gelegten Kreis po-
larisirt. Dann folgt in einem Abstande,
der je mnach der Sonnenhohe von 7°
bis 15° variirt, wieder eine neutrale
Zone, im ibrigen Theile des Himmels
fillt die Polarisationsebene mit der
durch die Sonne gelegten Ebene zu-
sammen. Das Maximum der Polarisa-
tion findet sich senkrecht zur Sonne;
Wild erhielt hier (in der durch dieselbe
gelegten Vertikalebene) S%/J? = 1,9439.
Folgende Figur veranschaulicht den
Werth des Quotienten S%J? in seiner Abhiingigkeit von dem Abstand

Fig. 59.
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von der Sonne, negative Ordinaten deuten die Polarisation senkrecht
zu der durch die Sonne gelegten Ebene an.
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Das Princip des Photometers von Wild ist folgendes: die in
Beziehung auf ihre Intensitit zu vergleichenden Strahlen werden —
der eine ganz, der andere zum Theil — senkrecht gegeneinander po-
larisirt und gemischt. Dann wird der eine Strahl auf bekannte Weise
so lange geschwiicht, bis die senkrecht gegeneinander polarisirten Theile
gleich sind, was man #hnlich wie oben durch das Verschwinden der
Interferenzerscheinung eines Krystalles erkennt.

J? und J,* seien die Strahlen, und zwar wollen wir nur den
Fall verfolgen, dass dieselben natiirliches Licht sind. J,* fillt unter
dem Polarisationswinkel auf eine

einzelne Glasplatte G, trifft nach 1 17
der Reflexion wieder unter dem Po- A e D P
larisationswinkel auf die mit G, s BT

parallele feste Glassiule G von #
Platten und gelangt durch den Kry-
stall K und den Analysator I' ins
Auge.

J? passirt zunichst die Glas-
sdule D, von m Platten, welche um
eine Axe Ao so drehbar ist, dass
die Einfallsebene senkrecht zu der
von G bleibt, dann die Glassiiule &
und die ibrigen Theile K und T. I

Die Dimensionen des Apparates =T
sind so bemessen, dass von G an
beide Strahlen zusammenfallen.

Da der Strahl J,? von einer einzelnen Platte unter dem Pola-
risationswinkel reflectirt wird, so ist nach der Reflexion die Intensitit

s (rs)
ey
wo (r,) der Werth von 7, fiir den Polarisationswinkel bedeutet, und
zwar ist diese Lichtmenge nach der Einfallsebene polarisirt.

Nach nochmaliger Reflexion von der Glassdiule G unter dem Po-
larisationswinkel wird die Intensitét

2 (TS) 2”(78) _ Qe
Iy 14 () T+@n—1(r) Sy

Von der Intensitéit J? ist nach dem Durchgange durch D nach

der Kinfallsebene von D polarisirt
J?2 1—r,
TIF ey,

Fig. 61.
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senkrecht gegen dieselbe:
J2 1 — Tp
2 14+ @mn—1r,

Da die Einfallsebene von G senkrecht gegen die von D steht,
so erhalten wir aus dem letzteren Theil die nach der Einfallsebene
von G polarisirte Intensitit

J 1—r, ] 1— (rs) g
2 14 @m—1r, T+En—1)(r) :

Der erstere Theil geht ganz durch, da er G' unter dem Polari-
sationswinkel trifft und senkrecht zur Einfallsebene von G polarisirt
ist, also ist schliesslich

J2 1— s
2 1 @m—1r,

P2

senkrecht zur Einfallsebene polarisirt.

Hat man durch Drehung von D die Interferenzerscheinung zum

Verschwinden gebracht, so ist
P?= 8"+ S12;
aus welcher Gleichung das Verhiltniss J%:J;® bestimmbar ist.

Wild bestimmte so die Absorption durch einen Zoll destillirtes
Wasser; von der Intensitit 1 ging hindurch 0,98835.%)

Da man die Gleichheit der beiden senkrecht gegen einander po-
larisirten Strahlen bis auf /4, constatiren kann, so ibertrifit das
Wild’sche Photometer an Empfindlichkeit bei weitem die auf directe
Vergleichung von Lichteindriicken basirten und auch das Bunsen’sche
Fettfleckphotometer.

Totale Reflexion.

Berechnen wir den Weg eines Lichtstrahles beim Uebergange
aus einem stirker brechenden Medium in ein schwicher brechendes
nach der Formel . )

sin @, = n sin @,
(wo n den Brechungscoefficienten fiir den Uebergang aus Letzterem
in Ersteres bedeutet, also > 1 ist), so finden wir einen reellen Werth

. . . 1
von ¢; nur bis zu emem aus sin @ = _- folgenden Werthe von ¢,

1) In welcher Weise die Absorption in dem Glase der Glassiulen in Rech-
nung gezogen wurde, s. in der Originalabhandlung. Ein anderes Photometer und
Polarimeter, das mit Benutzung von Kalkspath construirt ist, s. Wild, Pogg.
Ann. 118, pag. 193. 1863.
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fiir grossere Kinfallswinkel wiirde ¢, imagindr werden. Es tritt nun
eine neue Erscheinung, die sog. totale Reflexion, ein: ein ge-
brochener Strahl entsteht tiberhaupt nicht, sondern das ganze ein-
fallende Licht wird reflectirt.

Die Gesetze der totalen Reflexion sind ebenfalls von Fresnel auf-
gefunden. )

Wir geben zuniichst die Beobachtungsthatsachen an. Wenn
natiirliches Licht total reflectirt wird, zeigt sich keine Spur von
Polarisation. Dies ist auch leicht begreiflich, da eine solche nur
durch eine riumliche Trennung der beiden Componenten der Be-
wegung oder durch Vernichtung einer derselben zu Stande kommen
kann, wihrend bei der totalen Reflexion die ganze Intensitéit re-
flectirt wird.

Fillt polarisirtes Licht ein, dessen Polarisationsebene in der
Einfallsebene oder senkrecht gegen dieselbe gelegen ist, so ist auch
der reflectirte Strahl vollstiindig in derselben Weise polarisirt.

Fir alle andern Azimuthe ist das reflectirte Licht nicht mehr
vollstindig geradlinig polarisirt, und Fresnel fand, dass die Depola-
risation vom Reflexionswinkel abhingt und fiir einen bestimmten
Werth desselben (etwa 50° bei Glas und Luft) ein Maximum erreicht.
War das einfallende Licht unter einem Azimuth von -+ 45° polari-
sirt, so genfigte eine zweimalige totale Reflexion unter diesem
Winkel (ca. 50°), um dasselbe vollstindig zu depolarisiren.

Zur Anstellung dieses Versuches ist das Fresnel'sche Prisma be-
quem. Dasselbe besteht aus einem Glasparallelepipedon mit einem
Winkel von etwa 50° Bei richtig
gewihlten Dimensionen erleidet
ein senkrecht zur ersten Fliche
eintretender Strahl zwei innere
Reflexionen unter 50° und tritt
dann senkrecht durch die gegen-
tiberliegende Fliche aus. Das senk-
rechte Auftreffen auf die Grenzflichen modificirt den Strahl nicht,
sodass die hervorgebrachte Veriinderung allein von der totalen Re-
flexion herrithrt.

Analysirt man einen solchen durch ein Fresnel’sches Prisma ganz
depolarisirten Strahl mit einem Kalkspath, so haben fiir jede Lage
desselben beide Bilder gleiche Helligkeit.

Fig. 62.

1) Qeuvres compl. T. I, p. 779 ff.
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Der Strahl ist aber trotzdem nicht natiirliches Licht. Denn geht
er noch einmal durch ein zweites gleiches Prisma, so ist er wieder
vollstiindig geradlinig polarisirt (und zwar liegt nun die Polarisations-
ebene auf der andern Seite der Einfallsebene unter 45° gegen die-
selbe geneigt).

Wir haben aber gesehen, dass natiirliches Licht durch totale
Reflexion nie polarisirt werden kann.

Bei einer Glassorte vom Brechungscoefficienten 1,51 gelang es
Fresnel, das Licht vollstindig zu depolarisiren durch zwei Reflexionen
unter 54°37', durch drei Reflexionen unter 43°10" oder 69°12" und
durch vier Reflexionen unter 74°42.

D AN g

Fig, 63.

Der Grundgedanke von Fresnel zur Erklirung dieser Erschei-
nungen ist der, dass die Reflexion nicht allein an der Grenze der
beiden Medien stattfindet, sondern dass das Licht in das schwicher
brechende Medium bis zu einer gewissen Tiefe eindringt und erst von
dort aus zuriickgeworfen wird.?)

Es sei der einfallende Strahl unter 4- 45° polarisirt. Wir zer-
legen denselben in zwei gleiche Componenten nach der Einfallsebene
und senkrecht gegen dieselbe. Die simmtlichen von der ersten Com-
ponente herriihrenden reflectirten Strahlen, welche aus verschiedenen
Tiefen kommen, konnen wir zusammensetzen zu einem resultirenden
Strahle, der seinen Ursprung in einem Punkte & unterhalb der Grenze
hat. Ebenso erhalten wir aus der zweiten Componente einen reflec-
tirten von b, ausgehenden Strahl

Diese beiden reflectirten senkrecht gegeneinander polarisirten
Strahlen mit verschiedenem Ursprung versetzen den Aether im All-
gemeinen in eine elliptische Bewegung, und hierher rithrt die be-
obachtete partielle Depolarisation.

1) Die Thatsache eines derartigen Eindringens zeigt Quincke experimentell
Pogg. Ann. 127, pag. 1. 1866.
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Damit die Polarisation circular wird, ist ausser der Gleichheit
der Amplituden beider Componenten (welche bei einem Polarisations-
azimuth von 45° stattfindet) eine relative Verzogerung derselben um

i . . . . . .
T erforderlich. Da Fresnel eine circulare Polarisation durch zwei

Reflexionen unter 54°37 erzielte, so war die relative Verzogerung

.. . 2 . . .
bei einer jeden derselben -, ebenso ist zu schliessen, dass dieselbe

fiir eine Reflexion unter 43°10° und 69°12": % und unter 74°42" : i%

betrug.
Auch die Wiederherstellung der Polarisation des ganz depolari-
sirten Lichtes durch zwei weitere Reflexionen unter 54°37" ist nun

leicht zu erkliren: die Wegdifferenz der Componenten ist % geworden

und dieselben geben (vgl. Vorl II, pag. 20) wieder einen geradlinig
polarisirten Strahl, aber seine Polarisationsebene liegt auf der an-
deren Seite.

Fresnel suchte nun das Gesetz fiir die relative Verzégerung der
beiden Componenten und war so kilhn und so gliicklich, dasselbe
durch Deutung des Imaginiren in den Formeln fiir die partielle Re-
flexion zu finden. Sein Verfahren ist vom analytischen Standpunkte
nicht zu rechtfertigen, und Fresnel hitte seine Theorie nie mit-
getheilt, wenn nicht die Beobachtung die Bestitigung der abgeleiteten
Gesetze gegeben hiitte, welche zu complicirt sind, als dass man hiitte
hoffen diirfen, sie rein empirisch zu finden.

Uebrigens hat Neumann die Fresnel’schen Formeln auch aus den
Gleichungen der Elasticitiit hergeleitet.)

Wir geben hier die Fresnel'sche Betrachtung nur mit der Modi-
fication, welche die verdnderte Definition der Polarisationsebene ver-
langt.

Je nachdem der einfallende Strahl senkrecht zur Einfallsebene
oder in derselben polarisirt war, hatte nach Neumann der reflectirte
die Amplitude:

Rp=Ptanqy-—q)1 —p 8in @ cos ¢ — sin @, cos @,

tan ¢ + o, sin ¢ cos @ -+ sin @, cos @, ?

sin p — @, sin @ cos ¢, — sin @, cos @
-RS = S < —_— - - -

sin ¢ + ¢, sin @ cos @, -+ sin g, cos @

1) Pogg. Ann. 40, pag. 497. 1837. Es ist hier das Medium incompressibel
angenommen und in der Grenze die Gleichheit der beiderseitigen Verriickungen
und die Erhaltung der lebendigen Kraft vorausgesetzt. Fiir das zweite Medium
sind partikulire Integrale mit Exponentialgrdssen benutzt, welche eine schon in
geringer Entfernung von der Grenze unmerklich werdende Bewegung darstellen.
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Jenseits des Grenzwinkels der totalen Reflexion wird cos ¢, imaginir
und die Ausdriicke nehmen die Form an

R,=A4,+ B,
By, = A, + iB,,
worin ¢ = ]/———1 ist.
Wir denken uns die unendlich vielen aus verschiedenen Tiefen
reflectirten Strahlen, welche zusammen R, ergeben, vereinigt zu zweien,
deren einer seinen Ursprung in der Oberfliche selbst in einem Punkte

B hat, wihrend der andere von dem um % tiefer gelegenen g, aus-
geht. Ebenso verfahren wir mit R;.

Fresnel behauptet nun, die reellen Theile 4, und A, reprisen-
tirten die von f ausgehenden Amplituden, die imagindren B, und
B, die von $, ausgehenden.

Die Strahlen mit gleicher Schwingungsrichtung, also 4, und By,
4, und B, sind dann zu vereinigen.

Wir kehren in R, das Vorzeichen um (vgl. pag. 142), was die
Bedeutung hat, dass wir in der einfallenden wie in der reflectirten

Welle eine nach oben gehende Bewegung positiv rechnen. HEs wird
dann:

R — sin @, €08 @ — sin @ COS @,
* 7 % §in @, cos @ + sin @ cos @, ’
oder wenn wir
sin @, == nsin @,

cosp, = Y1 — w?sin o =i Yn?sin? p — 1

einfiihren,
R grCOSP —cosp ncos ¢ — ¢ Ynisin®gp — 1
(46) ’ ncos ¢ | o8 @, ncos @ ¢ Yntsintg — 1
1 4+ n? — 2n?gin? .o 2n cos @ Ynisin® g — 1 .
—g I 2 g PV e =l — A,+iB.

Analog wird

€0S @ ~— 7 COoS cos ¢ — nt Ynlsin?gp — 1
B, — P29 P pCose Vnisin’g — 1

cosg - ncosy, T cos @ 4 ni Ynisintp — 1
(47) —P 1 4 n?— (14 nY)sin? ¢ P 9n cos p Ynisintg — 1
1 — a3 (1 — (1 4 n® sin® @) 1—mn? (1—(1+n2)sin2q))
= A4, + iB,.

Bezeichnen wir mit « die Richtung des reflectirten Strahles und
rechnen z von dem in der Grenzfliche gelegenen Punkte § aus, so
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haben wir die beiden nach der Einfallsebene polarisirten Strahlen

4

ac-]—-}'—
A, cos <% — %) 2% und B, cos <% — -—14> 2x

= B, sin (% — %) 2,

<deren Ursprung in 8 resp. um * riickwirts in B, 1iegt>

(48)

und ebenso senkrecht zur Einfallsebene:

i
4 (t “\9n und B B
yeos| o — 7 )27 un pcos \ 7 — — %

. [4 z
= Bp sin (—,27 —_ T) 27{,

worin fir A,, B,, A,, B, ihre Werthe aus (46) und (47) einzu-
setzen sind.
Die beiden Strahlen (48) setzen wir zusammen zu

C; cos (i — M) 2m,

(49)

T i
und (49) zu:
t z + D,
C, cos (7 — ~—~i—~> 2.

Die Intensititen werden
C = A + B? =S¢
Op2 = 4, + B, = P?,
d. h. es wird alles Licht reflectirt, in Uebereinstimmung mit der Be-
obachtung.
Weiter erhalten wir:

D, . D,
Secos — 27 = A4, Ssin -~ 2x = B,,

DI’ 3 DP
Pcos o= 2x=4,, Psin—"-2x=DB,,
woraus dann fiir die relative Verzogerung der beiden Strahlen D, — D,
die Gleichung folgt
D,— D, 4,4,+ BB,
A
1 — (1 - »? sin? ¢ + 2n? sin* @
1— (1 fnd)sing )

Diese Formel haben wir nun mit den Beobachtungen zu vergleichen.

Fir den Grenzfall der totalen Reflexion muss Dy — D, = O sein,

denn wir konnen denselben ebensogut der partiellen Reflexion zu-

Co8

(50)
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zihlen, bei der eine Verzogerung der beiden Componenten nicht er-
folgt. Setzen wir % sin @ == 1, so wird die rechte Seite von (50) in
der That =1, also D, — D, =0.

Die Beobachtung lehrt, dass auch fiir die streifende Reflexion

D, — D, verschwindet, und in Uebereinstimmung hiemit erhalten wir
D,— D

cos % 27 =1, wenn wir sin ¢ = 1 einfithren. Wir wollen

weiter untersuchen, fiir welchen Werth von ¢ die relative Verzogerung

D,— D
ihren grossten Werth erreicht. Wir haben dazu — cos —° i L 2%

oder, wenn sin’ ¢ = x gesetzt wird
2nla?
14 1— Q0 +a¥z
zu einem Maximum zu machen und erhalten, indem wir den Diffe-
rentialquotienten = O setzen:
2 — (1 +n%)z =0,
woraus 0
—gn?p = -—°o _.
z=si’g =115
Fiir die Glassorte, mit welcher Fresnel experimentirte, war » — 1,51
und es folgt @ == 51°20°". Dieser Werth in (50) eingesetzt giebt

D, D ,
f” 27 = 45°5¢,
also nahe {— und D, — D, nahe = %- Zwel solche Reflexionen er-

. . .. 2
zeugen eine relative Verzdgerung von fast genau -, und wenn ausser-

dem S =P, d. h. der einfallende Strahl unter einem Azimuth von
45° polarisirt war, entsteht circulare Polarisation. Beobachtungen,
welche mit dieser Folgerung der Theorie in Finklang stehen, sind
bereits mitgetheilt.

Wir vermodgen auch denjenigen Werth des Einfallswinkels ¢ zu
berechnen, welcher einer bestimmten relativen Verzgerung entspricht.

D,— D
Setzen wir cos —— Y 2m = a, so ergiebt die Auflosung von (50)
Q4o + ) £V 4 a)[1 + )1 + a) — 8n7]

2
infg =
sin® g int
und wir finden, wenn » = 1,51:

DS_DP P,
48°37 und 54°37,

43°11" und 69°12),
42°920° und 74°42,

5= o= ®| =
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Die erste Reihe der Werthe ist fiir Versuche nicht recht ge-
eignet, weil sie wenig von einander differiren und ausserdem der
Grenze der totalen Reflexion nahe liegen, sodass die Dispersion die
Erscheinung undeutlich macht. Prismen mit den Winkeln 54°37,
43°11°, 69°12), 74°42 hat Fresnel anfertigen lassen und gefunden,
dass 2 resp. 3, 3, 4 Reflexionen in der That einen unter 45° polari-
sirten Strahl in einen circular polarisirten verwandelten.

Weitere Bestiitigungen der Fresnel'schen Formel (50) lieferten
Jamin?') und Quincke?), indem sie mit Benutzung des Babinet’schen
Compensators®) direct die relative Verzogerung der beiden Compo-
nenten massen und mit der berechneten verglichen.

Mit der hier behandelten partiellen und totalen Reflexion ist der
Gegenstand aber noch nicht erschopft, vielmehr bleibt noch die Re-
flexion an Metallflichen®) zu behandeln, welche nach anderen Ge-
setzen geschieht. Die experimentellen Thatsachen wurden schon an
einer fritheren Stelle mitgetheilt; der wesentliche Unterschied gegen
die Reflexion der Grenze vollkommen durchsichtiger Media besteht
darin, dass bei der Reflexion von Metallen ein Theil des einfallenden
Lichtes absorbirt wird, sodass der Satz von der Erhaltung der
lebendigen Kraft nicht mehr Anwendung findet.

Yorlesung X.
Doppelbrechung in optisch einaxigen Krystallen.

Als Wellenfliche bezeichneten wir diejenige Fliche, auf
welcher sich eine von einem Punkte eines homogenen Mediums aus-
gegangene Erschiitterung nach Ablauf einer gewissen Zeit — etwa
der Zeiteinheit — befindet.

Fiir ein unkrystallinisches Medium war die Wellenfliche eine
Kugel, bei Krystallen ist sie im Allgemeinen eine Oberfliche vierten
Grades.

Wir behandeln hier zuniichst den bei den Krystallen des quadra-
tischen, hexagonalen und rhomboédrischen Systemes eintretenden Fall,
dass die Wellenfldche sich auf eine Kugel und ein Rotations-
ellipsoid reducirt, welche ausserdem in dem Zusammenhange

1) Ann. de chim. et de phys. Sér. 3, T. 30.
2) Pogg. Ann, 127, pag. 1 und 199. 1866.
3) Vgl. Nachtrag 7.

4) 8. Nachtrag 8.
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stehen, dass die Rotationsaxe des Ellipsoides zugleich ein
Durchmesser der Kugel ist. Die Rotationsaxe des Ellipsoides

-+
Fig. 64.

fallt zugleich mit der krystallographischen Hauptaxe zusammen. Es
kann die Kugel das Ellipsoid umschliessen oder umgekehrt; Krystalle
ersterer Art nennt man positive (attractive), die der zweiten Art ne-
gative (repulsive).') Negativ ist u. A. der Kalkspath, positiv der
Bergkrystall, doch zeigt dieser noch andere eigenthiimliche Erschei-
nungen.

Im Folgenden setzen wir die Form der Wellenfliche, welche zuerst
von Huyghens am Kalkspath entdeckt wurde, als bekannt voraus.

Der vom Erschiitterungscentrum
aus gezogene Radiusvector der Wellen-
fliche ist der Lichtstrahl, die durch
seinen Endpunkt an die Wellenfliiche
gelegte Tangentenebene, die zugehorige
Wellenebene, und die vom Centrum
auf Letztere gefillte Senkrechte, die sog. ]
Wellennormale, stellt die Fortpflan- Fig. 65.
zungsgeschwindigkeit der Wellenebene dar.

Dies erhellt sofort aus dem Huyghens’schen Principe, von dem
wir hier iiberhaupt eine ausgedehnte Anwendung machen werden.?)

Da wir von C den Radiusvector sowohl bis zur Kugelfliche wie
auch bis zum Ellipsoid ziehen konnen, so ist nach jeder Richtung
eine doppelte Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Strahles mbglich;

w

1) Vgl. Vorl. VIII, pag. 114.

2) Wire namlich eine urspriingliche Erschiitterung nicht nur in O, sondern
in der durch C gehenden Ebene W’ W’ (parallel W W) vorhanden gewesen, so
hitten wir, um die Lage der Wellenebene nach Ablauf der Zeiteinheit zu finden,
um jeden Punkt von W’ W’ die Wellenfliche zu construiren und die Enveloppe
dieser siimmtlichen Flichen zu nehmen. Letatere ist aber W W,

Neumann, Vorl. tiber thegr. Optik. 11
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ebenso ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Wellenebene von
gegebener Lage eine zwiefache, nimlich gleich dem Abstand der pa-
rallelen Tangentenebenen an Kugel resp. Ellipsoid.

Nur in einer Richtung, nimlich der Rotationsaxe des Ellipsoides,
findet nur eine Geschwindigkeit der Wellenebenen (und hier auch
Strahlen) statt, man nennt daher diese Richtung die optische Axe
und Krystalle der angegebenen Art optisch einaxig.

Derjenige Strahl (und die zugehorige Wellenebene), welcher durch
den Radiusvector der Kugelfliche dargestellt ist, der sog. ordent-
liche Strahl, befolgt dieselben Gesetze, welche fiir ein unkrystallini-
sches Medium gelten; wir haben also unsere Aufmerksamkeit hier
besonders dem andern, dem ausserordentlichen Strahle zuzuwenden.

Beide Strahlen sind stets geradlinig polarisirt; die Schwingungs-
richtung liegt immer in der Wellenebene und zwar beim ordentlichen
Strahl in der durch seine Richtung und die optische Axe gelegten
Ebene, im ausserordentlichen senkrecht gegen die Ehene durch Wellen-
normale und optische Axe. Da das Ellipsoid ein Rotationsellipsoid
ist, so liegen Axe, Wellennormale und Strahl in einer Ebene und die
Schwingungsrichtung ist auch senkrecht gegen den Strahl.

Wir 16sen nun eine Reihe von Aufgaben zunichst durch geome-
trische Construction, indem wir uns auf das Huyghens’sche Princip
stiitzen.")

1. Eintritt aus einem unkrystallinischen in ein optisch
einaxiges Medium.

Sei SA der einfallende Strahl, GG die Grenze der Medien. Wir
wihlen als Lingeneinheit die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 7 im
ersten Medium, machen AB =V =1 (sodass B4 in der Zeit 1

1) Vgl. pag. 106 ff.
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zuriickgelegt wird), ziehen durch B eine Parallele zu GG bis zum
Durchschnitt mit der einfallenden Wellenebene in C, ferner CD | AB.
Um A beschreiben wir die Wellenfliche (in einer der Zeit 1 ent-
sprechenden Grosse) und legen durch D an Kugel und Ellipsoid die
Tangentenebenen DO und DE senkrecht zur Einfallsebene, so ist DO
die gebrochene ordentliche, DE die ausserordentliche Wellenebene
und zwar zur Zett 1 von dem Kintreffen der einfallenden Welle in
A gerechnet. Die Radienvectoren 40, AE (letzteres im Allgemeinen
nicht in der Ebene der Zeichnung, der Einfallsebene, gelegen) sind
die gebrochenen Strahlen, die auf DF gefillte Senkrechte A N = N
die Wellennormale, welche die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
ausserordentlichen Welle darstellt.
Indem wir 1/4D mehrmals ausdriicken erhalten wir:

wo @ den Kugelradius bedeutet.

2. Austritt aus dem krystallinischen Medium.

Ist der einfallende Strahl ein ordentlicher, so findet das
gewohnliche Brechungsgesetz Anwendung.

¥
B,
, /
( v /g

/
¥
/

D /
A

F

Fig. 67.

Ist der einfallende Strahl BA ein ausserordentlicher, so be-
schreiben wir um A4 das Ellipsoid, welches denselben in § schneide,
legen in B die Tangentenebene und ziehen die Wellennormale Av
senkrecht auf dieselbe. (Die Ebene der Zeichnung ist die durch Av
und das Hinfallsloth gelegte.) Weiter ziehen wir »C | der Grenze,
AC 1 Av, CD || vA und legen von D an eine um A mit dem Ra-
dius 1 beschriebene Kugel die Tangentenebene DF, so ist dies die
gebrochene Welle, und A der gebrochene Strahl.

1%
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3. Durchgang durch ein krystallinisches Medium.

Wir brauchen auch hier nur den ausserordentlichen Strahl zu
verfolgen, und die Losung der Aufgabe ergiebt sich durch Combina-
tion von 1. und 2. Eine erhebliche Vereinfachung tritt ein, wenn
das einaxige Medium die Form einer planparallelen Platte hat, und
beiderseits sich dasselbe isotrope Medium befindet.

Haben wir die unter 1. gegebene Construction ausgefiihrt, so
verlingern wir den gefundenen ausserordentlichen Strahl bis zum

¢ A

¥ig. 68.

Durchschnitt mit der zweiten Grenzfliche in A’. Den austretenden
Strahl A" F” erhalten wir sofort als Parallele zu B4 durch 4. (4'F
ist der Ebene der Zeichnung parallel, liegt aber im Allgemeinen nicht
in derselben.)

4. Innere Reflexion.

Der einfallende Strahl BA sei ein ordentlicher. Wir legen
um A4 die Wellenfliiche, die Kugel schneide BA in . Wir ziehen
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BC | der Grenze, AC 1. A, CD || BA. Von D legen wir Tangenten-
ebenen an Kugel und Ellipsoid DO und DE, so sind dies die re-
flectirten Wellenebenen, A0 und AFE die reflectirten Strahlen. Die
Figur ergiebt sofort

’ Sin q)e’ sin Q@
o =9, n = TV

Ist hingegen der einfallende Strahl B 4 ein ausserordentlicher,
so mdge das Ellipsoid der um A construirten Wellenfliche denselben

Fig. 70.

in 8 schneiden. In f legen wir eine Tangentenebene an das Ellipsoid
und ziehen die darauf senkrechte Wellennormale 4». Wir bestimmen
C als Durchschnitt einer Senkrechten zu Av in A und einer Paral-
lelen zur Grenze durch », und machen CD || Av. Die durch D an
Kugel und Ellipsoid gelegten Tangentenebenen DO und D E sind die
reflectirten Wellenebenen, 40 und AE die Strahlen, endlich kénnen
wir noch die reflectirte Wellennormale 4»" = N’ als Senkrechte auf
DE ziehen.
Es erhbellt aus der Zeichnung, dass:

sin @, sin qy'o sin @,
N = « N
Wir gehen nun zur Entwickelung x

der zur vollstindigen Losung der Auf-
gaben erforderlichen Formeln tiber.

Die Untersuchung zerfallt in zwei / :‘Q N§

Theile, nimlich in die Frage: 1) nach ¢ .
der Wellennormale, 2) nach dem zu- i v
gehorigen Strahl. Wie schon bemerkt, ML/

liegen optische Axe, Wellennormale und Fig. 71,

Strahl in einer Ebene.
Es sei die Gleichung der erzeugenden Ellipse des Rotations-

ellipsoides:
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m2 72
® Ftn=1
so geht dieselbe durch Einfiihrung von Polarcoordinaten iiber in:
¢ cos? ¢ sin? ¢ 1
@) Tt “HZT =
eine Relation, welche die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ des Strahles
durch den Winkel ¢ ausdriicken lehrt, welchen derselbe mit der op-
tischen Axe einschliesst.

Die Tangente an die Ellipse in dem Punkte z,y, hat die Glei-
chung:

waazl yby21 —1
und schneidet demnach von den Axen die Stiicke ab
a? b?
AT
Nennen wir also # den Winkel zwischen der Wellennormale N und
der optischen Axe z, so folgt:

Ny,
'b2 ’

Nz, .
cosn = —qy-, SN=

welche Gleichungen wir in die Form setzen:

1

Nz . Ny
acos n = —-=, bsmn=—bl‘—-

Quadriren und addiren wir, so erhalten wir mit Beriicksichtigung von

2 2
% Y1 1
a? b®

die wichtige Gleichung
(3) N? = q?cos® n -} b?sin® »,
welche den Werth der Wellennormale (= Fortpflanzungsgeschwin-

digkeit der Welle) als Function ihrer Neigung gegen die op-
tische Axe giebt.

Ferner ist
tang = &
Zy
oder
b2
4) tano = _; tan n,

und diese Gleichung gestattet, aus der Lage der Wellennormale
die Lage des zugehorigen Strahles zu berechnen, woraus wir

dann weiter nach (2) auch seine Fortpflanzungsgeschwindigkeit er-
halten.
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Wir behandeln zuniichst die Brechung in einem natiirlichen
Kalkspathbruchstiick, wenndieEinfallsebenemitdem Haupt-
schnitt zusammenf#llt.

Fig. 72.

In der Einfallsebene liegt sodann die optische Axe, folglich auch
der gebrochene Strahl.

Es schliesse die optische Axe mit dem Einfallsloth einen Winkel »
(= 44° 36',") ein, mit der Wellennormale », mit dem gebrochenen
Strahl 6. Sei ferner ¢ der Einfallswinkel, ¢, der < zwischen Ein-
fallsloth und gebrochener Wellennormale, 4, zwischen Einfallsloth
und gebrochenem Strahl.

Wir haben nun:
sin @ sin @,

v — N
N? = a? cos’n + b? sin®n,
oder, da »n =@, 4 »:
N2 = a? cos? (. + v) 4 b? sin? (g, + v),
und durch Combination mit der Gleichung des Brechungsgesetzes:
sin? @, = Lh;;—q) [az cos? (g, + v) + b? sin? (. -+ 1:)]-

Indem wir rechts die trigonometrischen Functionen auflosen und
mit cos?ep, dividiren, erhalten wir eine quadratische Gleichung fiir
tan @, Dieselbe besitzt (cf. weiter unten) eine positive und eine
negative Wurzel, von denen wir nach der Bedeutung von ¢, hier
die erstere zu wihlen haben.

Ist ¢, bestimmt, so folgt, da 6 = ¢, + v, die Lage des Strahles aus:

2
tan ¢ = tan (¢, 4+ v) = b tan (9. + v).

a2
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Ist noch specieller der Einfallswinkel = 0, so ist auch ¢, = 0

und
b2
tan (¢ + v) = ; tan »
oder:
tan ¢, 4 tan v be i
T—tan g, tanw o 20>
woraus

@ —a)tanw
(5) b0 Yo = G vty
Setzen wir hierin a = 0,602955, b = 0,672789, v = 44° 36,5,
so folgt vy, = 6°14".
Eine angenéherte Bestimmung des Verhiltnisses % erhalten wir

durch folgendes einfache Verfahren: Wir legen unter ein Kalkspath-
bruchstiick einen Massstab und sehen senkrecht darauf. Ist das ausser-
ordentliche Bild um s Scalentheile gegen das ordentliche verschoben
und betréigt die Dicke des Bruchstiickes 1) Scalentheile, so ist

tan ¢, = ;)';
und wir konnen nach (5) % berechnen.

In dem allgemeinen Falle der Brechung coincidirt die Ein-
fallsebene nicht mehr mit dem Hauptsehnitt.

Wir filhren zur besseren Uebersicht
des Zusammenhanges eine Construction
auf einer Kugelfliche aus, indem wir zu
allen Linien Parallelen durch das Kugel-
centrum legen.

Gegeben ist das Einfallsloth L, die
optische Axe 4 und der einfallende Strahl
@. Weiter wissen wir, dass die gebrochene
Wellennormale ¢, in der Einfallsebene,
also dem grossten Kreise ¢ L, und der ge-
brochene Strahl 9, in dem grossten Kreise A ¢, liegt.

BEs ist nun:

Fig. 73.

sing sin @,
vV T TN
N* = a® cos?n - b? sin*n = b® -} (a? — b¥) cos?n,
Ferner folgt aus A ALg,:

(6) COS % == €08 ¥ €oS @, + sin v sin @, cos «,
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also
sin?

sin“’q)e=~i]2—{b2 -+ (a® — b®) (cos v cos g, + sin v sin @, cos oc)2},

oder indem wir mit cosZ¢, dividiren:

(Mtan? g, = Si?;q’ {b2 (1 + tan?,)+(a® —b%) (cos v 4-sinvcosatan q73)2} .

Aus dieser Gleichung ist tan ¢, zu bestimmen. Zur Orientirung
tiber die Lage der Wurzeln denken wir uns Alles auf die linke Seite
geschrieben, so wird dieselbe fiir

tan @, = — oo : -
0:—
+oo: 4

woraus hervorgeht, dass wir fiir tan ¢, eine positive und eine nega-

tive Wurzel erhalten. Da aber ¢, positiv und < —;i sein muss, ist

pur die positive Wurzel brauchbar.

Dass tiberhaupt zwei Wurzeln auftreten, riihrt daher, dass wir
die Normale auf die Tangentenebene bestimmen, welche durch eine
gegebene Linie an ein Ellipsoid gelegt wird. Solcher Tangenten-
ebenen und Normalen giebt es zwei, von denen aber der Natur der
Aufgabe nach nur diejenige zuliissig ist, welche in das krystallinische
Medium selbst fallt.

Die Auflosung von (7) geschieht am besten durch successive

Y. folgenden Werthe

von ¢, in die rechte Seite von (7) hineingehen und so einen ver-
besserten Werth von ¢, erhalten u. s, f.

Aus (7) folgt @,, dann.aus (6) » und nun haben wir zur Be-
stimmung des gebrochenen Strahls, der in dem grossten Kreise
Agp, liegt

Nitherung, indem wir mit dem aus sin @, = sin @

b2
tan ¢ = —; tan n.
a

Diese Gleichung zeigt, dass, falls b > a wie beim Kalkspath,
¥, die gezeichnete Lage ausserhalb ¢, von 4 aus hat, wihrend es
fiir b < @ umgekehrt zwischen 4 und g, gelegen ist.

Endlich konnen wir noch den Winkel ¢, zwischen Einfallsloth
und gebrochenem Strahl berechnen. Zuniichst ergiebt das A LAgp,:

sin @, sin

C)) sin 4 =

simn
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ferner:
) 08 9, == cos v cos ¢ | sin v sin ¢ cos 4,

worin rechter Hand Alles bekannt ist.

Wir untersuchen jetzt die Brechung in einem Prisma aus einem
optisch einaxigen Krystall, eine Aufgabe, welche fiir die experimen-
telle Bestimmung der optischen Constanten solcher Krystalle wichtig ist.

Durch Beobachtung des Minimums der Ablenkung des ordent-
lichen Strahles erhalten wir sofort a als reciproken Werth des
betreffenden Brechungscoefficienten. Eine besondere Betrachtung er-
fordert der ausserordentliche Strahl.

Es werde durch das Prisma ein Gegenstand betrachtet in einer
Entfernung, welche gross genug ist, um alle nach ihm gezogenen
Linien als parallel ansehen zu konnen.!)

Der einfallende Strahl liege in einer Ebene senkrecht zur bre-
chenden Kante, so ist auch der austretende Strahl zu dieser Ebene
parallel, obwohl er im Allgemeinen nicht in dieselbe fillt.

Wir brauchen nur die Richtung des austretenden Strahles, und
da diese nur von der Wellennormale im Prisma abhiingt, so konnen

Fig. 4.

1) Die Anwendung eines Spectrometers mit Spalt und Collimator kommt
auf dasselbe heraus.
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wir uns auf die Untersuchung dieser Letzteren beschrinken und
den Strahl ganz bei Seite lassen.

Wir entwerfen daher auch die Zeichnung gleich so, dass wir
die Wellennormale bis zur zweiten Fliche verlingern und dort den
austretenden Strahl construiren, was auf die allein erforderliche Rich-
tung ohne Kinfluss ist.

BEs sei ¢f der einfallende Strahl, gy die gebrochene Wellen-
normale, pd entspreche dem austretenden Strahle. Gemessen wird
der Winkel D, welchen yd (oder de) mit einer Parallelen zum ein-
fallenden Strahle einschliesst.

Es seien L und L, die Normalen anf den beiden Prismenflichen,
p der brechende Winkel.

Wir legen durch K Parallelen zu simmtlichen Linien der Figur
und ersehen, dass

(10) D=9g+y—p
Ferner ist
(11) ,ﬂlﬁf”_ — f’l‘Nﬂ,
(12) N? = a® cos’n - b* sin’n,
(13) Yy =p— 9,
sing,  siny
a9 e

Die Lage der optischen Axe muss gegeben sein; aus beistehender
Darstellung auf der Kugeloberfliche ergiebt
sich noch die Gleichung:

(15) cos n==cos v cos g, + sin v sin g, cos a.

Um fiir eine gegebene Lage des
Prismas die Ablenkung zu bestimmen,
haben wir aus (11) (12) (15) ¢, und mit
Hiilfe desselben N ebenso zu berechnen,
wie vorhin, und erhalten dann ¢ aus der
Relation:

sin(p —¢@,) __ siny Fig. 7.
N v
Fiir die Beobachtung bequem ist es, das Prisma so zu schleifen,
dass die brechende Kante der optischen Axe parallel ist.
Dann sind beide Einfallslothe und der einfallende Strahl gegen
die optische Axe senkrecht, demnach auch die gebrochene Wellen-
normale, d. h. SCn = 90°% Wegen (12) wird N = b, also constant,
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und wir konnen auch hier das Minimum der Ablenkung beobachten.
Ist dasselbe D, so haben wir

. D+p
1 . sm B
- T . p

sm—é—

Ob die Bedingung des Parallelismus der optischen Axe mit der
Kante erfiillt ist, ist leicht daran zu erkennen, dass dann das ausser-
ordentliche Bild mit dem direct gesehenen und dem ordentlichen in
eine Ebene fallen muss. Es ist dies unmittelbar aus der Construction
klar, da der Strahl mit der Wellennormale zusammenfillt, wenn
letztere gegen die optische Axe senkrecht steht.

Wir geben schliesslich noch die Formeln fir die innere
Reflexion.

Der einfallende Strahl ¢ sei ein gewohnlicher.

Der gewdhnliche reflectirte Strahl ¢, liegt in der Einfallsebene
gegen das Einfallsloth L gleich geneigt.

Fiir die ausserordentliche reflectirte
Wellennormale haben wir

Sy sing
a N
wo das negative Zeichen die Lage auf der
anderen Seite von I andeutet, ferner:
N2 = a? cos®*n -+ b? sin’sn,

COS % == CO8 {, cos ¥ - sin @, sin » cos a.

Ebenso wie frither finden wir hieraus
fiir ¢, die Gleichung:

Fig. 6.

in2
su;qu {b2 (14 tang,) + (a*— b?) (cos v 4+ sin v cos a tan 4;02)2} )
von der hier aber die negative Wurzel zu
nehmen ist, und erhalten auch leicht den
in A, gelegenen Strahl.

Ist dagegen der einfallende Strahl v
ein ausserordentlicher, so bestimmen
wir zunéehst die zugehorige Wellennormale
nach

tan?@, =

b2
tan 6 = —; tan n,
a

und ihreFortpflanzungsgeschwindigkeit nach

N? = o? cos’n -+ b? sin’n.
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Die gewohnliche reflectirte Wellennormale ¢,, die mit dem zu-
gehorigen Strahl zusammenfillt, folgt aus

fiir die ausserordentliche @, haben wir die Relationen:

sin @ sin @,

N = N, 7’
N,? = a? cos®n, -+ b? sinn,,
COS 1y == €08 Py COS ¥ -+ siNn @, SIn ¥ ¢OS «,

welche ebenso wie frither zur Kenntniss von ¢, fiihren, Der zuge-
horige Strahl ¢, ergiebt sich auch sofort nach den alten Methoden.

Problem der Reflexion und Refraction fiir optisch einaxige
Krystalle.

Wir machen die analogen Voraussetzungen wie bei der Behand-
lung derselben Aufgabe fiir isotrope Medien. Die Componenten der
Verriickungen der Grenztheilchen des oberen Mediums sollen gleich
sein denen der Grenztheilchen des unteren, ferner nehmen wir die
Media ,vollkommen durchsichtig an, d. h. es soll im Acte der
Reflexion und Brechung kein Licht verloren gehen.

Wir setzen die Gesetze der Doppelbrechung als bekannt voraus,
soweit sie die Richtung des reflectirten und der gebrochenen Strahlen
und die Lage der Polarisationsebene der Letzteren betreffen.

Es sei I das Loth der brechenden Fliche, 4 die optische Axe,
a der einfallende Strahl, ¢ der Einfallswinkel, ¢, die gewishnliche
Wellennormale (zugleich Strahl), ¢, die ausserordentliche, X der
zugehorige Strahl, D, die Richtung der Bewegung von ¢, (in Ad¢,
von ¢, um 90° entfernt), D), die Richtung der Bewegung von ¢,
(p Dy 1 Agy und gy D, = 90°), ¢ die Durchschnittslinie der Ein-
fallsebene mit der brechenden Fliche (also Lo = 90°), IT die Nor-
male der Einfallsebene (also LIT = 90%). Es seien ferner S und P
die Amplituden der Componenten des einfallenden Lichtes nach der
Finfallsebene und senkrecht dagegen, so fillt die Bewegungsrichtung
von P in II, die Bewegungsrichtung von S werde durch S bezeichnet
(Sa == 90°).

In der Einfallsebene La liegen ¢,, ¢,, 6;, S; die Bedeutung
der noch nicht erklirten Winkel z,, x,, ¢ erhellt sofort aus der
Figur.
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Die Amplituden der reflectirten Strahlen seien R, (schwingt
nach IT) und R;, dessen Be-
wegungsrichtung  ebenfalls
mit R, bezeichnet sei.

Nennen wir endlich D,
und D, die Amplituden des
gewshnlichen und ungewthn-
lichen Strahles, so ergeben
sich die Componenten simmt-
licher Bewegungen nach den
drei aufeinander senkrechten
Richtungen L, ¢, II:

o D A

L 6 7
Einf. Strahl: S sing S cosg P
(16) Refl. Strahl: R, sing — R,cos ¢ R,
Gew. Strahl: — D sing, cosz; — D,cosg,cosz;, D, sinx,
A. o. Strahl: — D, sin ¢, cosx, — D, cos @, cos®, — Dysinz,.")
Die Gleichheit der Verriickungen der Grenztheilchen fordert:
A7) (S+ R,) sin ¢ = — D, sin ¢, cos z, — D, sin @, cos x;,
(18) (S — R,)cos ¢ = — D, cos ¢, cos z, — D, cos @, cos z,,

(19) P4 R, = D, sinz, — D, sin x,.

Wir bilden nun der zweiten Voraussetzung gemiss die Gleichung
der Erhaltung der lebendigen Kraft, wobei wir mit Neumann
die Dichtigkeit des Aethers in beiden Medien gleich an-
nehmen.

Wir schneiden aus der einfallenden Lichtwelle ein Stiick heraus
mit rechteckiger Grundfliche, von der die eine Seite im Durchschnitt
der Wellenebene und Einfallsebene, die andere in der Wellenebene

liegt. Die Hohe des Stiickes sei —% , Wo i eine beliebige grosse
Zahl bedeutet.

Die gesammte in diesem Raume enthaltene Bewegung wird sich
nach Verlauf einiger Zeit in drei getrennten Riiumen befinden, ent-
sprechend der reflectirten und den beiden gebrochenen Wellen.

Die Volumina des einfallenden, des reflectirten und des gewdhn-
lich gebrochenen Stiickes konnen wir nach der Vorl. IX sofort hin-

1) Die Coefficienten sind die Cos. zwischen der Bewegungsrichtung und
den Richtungen L, o, II; sie folgen leicht aus sphiirischen Dreiecken, die man
durch Vervollstiindigung der Figur erhilt.
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schreiben; eine besondere Erorterung verlangt aber das ausserordent-
lich gebrochene Stiick.

. o . 2 . .
Seine Hohe ist -», wo 1, die ausserordentliche Wellenlinge.

Schneiden die durch die Begrenzung des urspriinglichen Volumens
gelegten Lichtstrahlen aus der Grenz-

fliche der beiden Medien ein Rechteck /
mit den Seiten 4B und BB, heraus,
so wiirden die correspondirenden ge-
brochenen Wellennormalen in der ge-
brochenen Welle ein Rechteck BN B N,
bestimmen, dessen Seiten BB, und

BN = AB cos ¢,

sind.
Dieses Rechteck ist aber noch nicht Fig. 79.
die gesuchte Grundfliche des Volumens, vielmehr ist diese begrenzt
durch die den Punkten A, A,, B, B, entsprechenden Strahlen, welche
in der gebrochenen Wellenebene ein Parallelogramm B B, S8, markiren.
(8. Fig. 80).
Die Hohe desselben ist
BT = BN — TN, B
worin zunichst BN = A B cos ¢,. Um anch TN
auszudriicken, sei g, der Winkel zwischen Strahl und
Wellennormale (die ganze Figur 80 liegt in einer
Ebene), so wird
SN = AN tan g, = A D sin g, tan ¢,,
und wenn < BNS = ¢ (vgl. die Darstellung auf
der Kugelfliche):
TN = SN cos p = AD sin g, tan g, cos 9.
Also wird
BT = AB (cos ¢, — sin g, tan g, cos ¢),
und das gesuchte ungewthnlich gebrochene Volumen:
(20) AB-BB, (cos g, — sin g, tan g, cos ¥) :Z”
wihrend das einfallende und reflectirte:
AB-BB, cosg -
und das gewohnlich gebrochene
AB-BB, cos g, 2

Fig. 80.

wird.
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Da nun die lebendige Kraft (bei gleicher Dichte) proportional
ist dem Volumen in das Quadrat der Amplitude, so haben wir nach
Fortlassung gemeinsamer Factoren:

(P24 8% Lcosgp = (R,2+ R?) Acosp 4 D22, cos g,
+ D,24, (cos ¢, — sin ¢, tan g, cos ¥),
oder mit Riicksicht auf:
A:Ad Ay, =sin ¢ :sin @, : sin ¢, :
@1 (P24 8%) cos @ sin o = (R,2 + R) cos g sin o 4 D, cos @, sin @,
+ D,* (cos @, — sin @, tan g, cos ¥) sin @,.
Wir werden jetzt zeigen, dass die Gleichung der lebendigen
Kraft sich mit Hiilfe der friiher erhaltenen Relationen auf eine linedre
reduciren lisst.
Mit Einfthrung von ¢ = 2, — 90° (vgl. Darstellung auf der
Kugelfliche) wird (21):
(P24 82 — R,® — R?) sin ¢ cos ¢ = D,? sin ¢, cos ¢,
+ D,? (sin ¢, cos p, — sin ,? tan g, sin z,).
Subtrahiren wir hievon das Product der Gleichungen (17) und (18),
némlich:
(S* — R?) sin ¢ cos ¢ = D,?sin ¢, cos g, cos? z, 4 D,? sin @, cos @, cos?,

+ D D, cos z; cos z, sin (¢, -+ ,),
so ergiebt sich:

(P? — R sin @ cos ¢ = D,? sin ¢, cos ¢, sin® x,
4+ D,? (sin g, cos @, sin® z, — sin? g, tan g, sin z,)
— D, D, cos z, cos z, sin (p, + @,).
Hierin ist nun die Gleichung (19) als Factor enthalten, was wir

durch folgende etwas lingere Betrachtung nachweisen:
Sei der andere Factor der Form

(P — R,) sin g cos ¢ = D, -+ D,8,
so folgt zunichst durch Vergleichung der Terme mit D, und D,
@ == sin @, cos @, sin z,, f = — (sin ¢, cos @, sin 4, — sin? g, tan g,),
sodass also die vierte, mit (17) (18) (19) zu combinirende Gleichung
werden wiirde:
(22) (P — Rp) sin @ cos ¢ = D, sin ¢, cos ¢, sin z,

— D, (sin g, cos g, sin &, — sin® ¢ tan g,).
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Die Uebereinstimmung der Coefficienten von D, D, erfordert aber
noch
cos @, ¢os @, sin (¢, + @,) = sin 2, sin @, (sin ¢, cos g, -+ sin g, cos @;)
— sin? @, fan ¢, sin z,.
Mit Einfiihrung von
sin @, cos ¢; + sin g, cos g, = sin (p, + @,) cos (¢, — )
wird die zu verificirende Gleichung:
sin (¢, -+ @,) (sin #, sin a, cos (@, — @,) — cos z; cos 7,)
(23) == sin® @, tan ¢, sin ;.
Wir verlingern den auf Ag, senk-
rechten grossten Kreis D,p, bis zum
Durchschnitt mit Ag, in % und be-
zeichnen mit y den < Axg,. Hs folgt
aus A x@, @,:
— €08 § == — COS &; COS &,
-+ sin , sin , cos (@, — @),
und (23) geht iiber in:
(24) — sin (¢, -+ @,) cos y = sin® g, tan g, sin z,.

Der Winkel zwischen der optischen Axe und dem ausserordent-
lichen Strahl ist n, 4- ¢,, somit:

Fig. 81.

2
tan (n, 4 ¢,) = %—g tan n,,
woraus
(b* — a?) sin n, cos n,
a® cos? n, + b%sin? ny 7
und hiefiir kénnen wir wegen:

tan ¢, =

a? cos? n, -+ b2 sin® n, = N, = ;1:];2?;3 )
noch schreiben:
tan ¢, = (b* — a?) sin n, cos 1, ;S:En:—(’;
Die Formel (24) reducirt sich also auf
(25) — sin (p; + @,) cos y = (b — a?) sin® @ sin #, cos %, sin ;.
Durch Subtraction der beiden Gleichungen
sin? g, = sin® ¢ a®

sin? g, = sin® ¢ (a? cos® n, 4 b* sin® n,)

1) V ist hier = 1 gesetzt.

Neumann, Vorl, iber theor. Optik. 12
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ergiebt sich nach einer kleinen Umformung:
sin (¢, +- @,) sin (¢, — @) = — sin® @ sin” n, (B* — o),
und mit Einfiihrung des hieraus folgenden Werthes von sin? ¢ sin #,

®* — ) in (25):
(26) cos p = sin (p; — ;) S

Diese Relation ist aber leicht als richtig nachzuweisen. Aus
A Agp,% ergiebt sich niimlich:
cos p = sin A4 cos 1,
und andererseits aus A 4@, @,:
sin A — sin (g, ;1 Z,Z) sin o, .

Mit der so geschehenen Verification von (26) ist der Nachweis,
dass die Gleichung der lebendigen Kraft sich auf die linedire Glei-
chung (22) reduciren lisst, gefiihrt.

Die Auflosung der vier lineiren Gleichungen giebt ein Resultat
der Form

2 sin 2.
2

R,= pP + 5’8,

p' P+ sS,

D == P+0,8,

Dy =, P 4 6,8,

worin, wenn zur Abkiirzung:

N = sin (p + o,) sin (¢ + @,) [cos (p — @,) sin z; cos z,

+ cos (p — @) sin z, cos 2] — sin (¢ + @,) cos 2, sin® @ tan ¢,
gesetzt wird:

=
I

27)

Np = cos z, sin @, sin (9 + ¢,) sin (¢ — ;) cos (¢ + @,)
-+ cos a, sin 2, sin (¢ - ¢,) sin (¢ — @,) cos (¢ + @,)
4+  sin (¢ 4 @) cos z, sin® @ tan g,,
N§ = sin2¢q [sinz, sin, sin (¢, — @,) cos (¢, -+ @,) + sin® @ tan g,],
Np = — sin2¢ sin (p; — @,) cos z; cos z,,
Ns = — [cosz, sin(p—0q,){sin{p-},)cos(p—q,)sinz,—sin’ptang,|
+  cos @y sin (p — ;) sin (9 + ) cos (p — @) sin ],
Nz, =  sin 2¢ sin (p 4 @,) cos z,,
No; == — sin 2¢ [sin (¢ -+ ¢,) cos (¢ — @) sin 2, — sin? @ tan ¢,],
Nmy = — sin 2¢ sin (¢ + @,) cos z,,
Ng, = — sin 2¢ sin (p + ¢,) cos (¢ — @) sin z,.')

1) Neumarn giebt die Formeln in einer etwas anderen Gestalt, indem er
&, %, ¢, anders ausdriickt Vgl. Abh. d. Berl. Akad. 1835, pag. 29.
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Aus diesen Formeln wollen wir einige Schliisse ziehen.
Ist das einfallende Licht vollstindig nach der Einfalls-
ebene polarisirt, also P =0, so wird
R,=5'8,
B, = s8,
und das reflectirte Licht ist zwar geradlinig, aber nicht nach der
Finfallsebene polarisirt; vielmehr unter dem Azimuth B, welcher aus

tan § = §s—
folgt.

Die Definition des Polarisationswinkels konnte bei einem
unkrystallinischen Medium in verschiedener Weise gegeben werden.
Wir wollen nun sehen, welche von diesen Definitionen einer Ir-
weiterung auf krystallinische Media fihig ist.

Ungeeignet ist die Definition, dass kein Licht reflectirt werden
soll, wenn unter dem Polarisationswinkel senkrecht zur Einfallsebene
polarisirtes Licht einfillt. Vielmehr wird, wenn S = 0, unter jedem
Winkel Licht reflectirt, denn die Intensitiit desselben wird B,* 4 R
= P? (p* -+ p'?), und wir konnen mit Hiilfe der einen Variabelen
@ nicht die Coefficienten p und p’ gleichzeitig zum Verschwinden
bringen.

Ebenso wenig dirfen wir fordern, dasy, wenn natiirliches Licht
einfillt, alles reflectirte Licht nach der Einfallsebene polarisirt sei.

Die einzige mogliche Definition ist, dass, wenn natiirliches Licht
unter dem Polarisationswinkel einfallt, die ganze reflectirte Licht-
menge iiberhaupt polarisirt ist.

Fiillt geradlinig unter dem Azimuth o« polarisirtes Licht der
Amplitude J ein, so sind die Componenten nach der Einfallsebene
S=dJcosa, P=dJsinae,

die Componenten der reflectirten Amplitude
R, =J (p sin « 4 s cos «),
Ry = J (p’sine -4 scos ),

und das Azimuth der reflectirten Polarisationsebene:

R . ’
By  psinetscose
tan § = R, T pena-d-scosa
Natiirliches Licht ist aufzufassen als solches, welches seine
Schwingungen in kurzer Zeit unter allen moglichen Azimuthen aus-
fiihrt. Soll das reflectirte Licht vollstiindig polarisirt bleiben, so
12#
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muss sein Polarisationsazimuth von « unabhéngig sein. Hiefiir
ist die nothwendige und hinreichende Bedingung

p__ s
(28) =
und wenn dieselbe erfiillt ist, wird
s
(29) tanﬁ_—_%——?.

Aus der Gleichung (28) folgt ein bestimmter Werth des Kin-
fallswinkels und mit Benutzung desselben erhalten wir das Azimuth §
des reflectirten Strahles.

B wird gross werden konnen, wenn sich die beiden Medien in
Beziehung auf das Brechungsvermdgen wenig unterscheiden. Denn
in s werden dann die Factoren sin (p — ¢,) und sin (¢ — ¢,) klein.

Vorlesung XI.

Doppelbrechung in optisch zweiaxigen Krystallen.

Die Existenz der optisch zweiaxigen Krystalle ist entdeckt von
Brewster.!) Es gehoren zu denselben die Krystalle des isoklinen,
monoklinen und triklinen Systems.

Die Gesetze fiir die Doppelbrechung in denselben sind aufge-
funden von Fresnel®) auf Grund einer theoretischen Betrachtung,
deren Resultate durch die Beobachtung bestitigt sind, wenn auch
die Herleitung nicht als einwurfsfrei gelten kann.

Auch hier héingen simmtliche Erscheinungen ab von der Wellen-
fliche, auf welcher sich nach der Zeiteinheit die von einem Punkte
ausgegangene KHrschiitterung befindet.

Die Wellenfliche ist eine Oberfliche vierter Ordnung & deux
nappes. Die beiden Nappen haben vier Punkte gemein, doch lassen
sie sich nicht mehr, wie im Falle der optisch einaxigen Media, von-
einander trennen.

Eine vom Centrum der Wellenfliche aus gezogene Gerade schneidet
dieselbe in zwei Punkten; die beiden Radienvectoren stellen die beiden
moglichen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten des Strahls in der ge-
gebenen Richtung dar. Dieselben sind hier beide variabel, wihrend
bei den einaxigen Krystallen die eine constant war,

Die Tangentenebene im Endpunkte eines Radiusvectors ist die
zugehdrige Wellenebene und ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist

1) Phil. Transact. 1818.
2) Oeuvres compl. 1I, pag. 479.
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bestimmt durch die Wellennormale, d. h. das vom Centrum auf die-
selbe gefillte Perpendikel.

Die Betrachtung wird auch hier ausserordentlich vereinfacht durch
das Huyghens’sche Princip.

Nach demselben ist zuniichst die fortgepflanzte Wellenebene die
Enveloppe der simmtlichen Wellenflichen, welche wir — in einer der
verflossenen Zeit entsprechenden Grisse — um simmtliche Punkte
der urspriinglichen Wellenebene construiren. Hierauf beruht die
oben mitgetheilte Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
Wellenebene.

Von besonderer Wichtigkeit ist aber hier die sofort einleuch-
tende Umkehrung: die Wellenfliiche ist die Enveloppe der simmt-
lichen Wellenebenen, welche wir erhalten, wenn wir fiir simmtliche
durch einen Punkt gelegten Wellenebenen die Lage nach Verlauf der
Zeiteinheit fixiren.

Die Theorie der Elasticitdt!) fithrt nimlich zunichst auf die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellenebene und die
Richtung der Bewegung in derselben, und daraus miissen dann alle
iibrigen Resultate abgeleitet werden.

Wir stellen uns in dieser Vorlesung auf den Standpunkt, dass
wir die Gesetze fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen-
ebene als bekannt voraussetzen.

Wir geben fiir dieselben zuniichst eine von Fresnel herriihrende
geometrische Construction, mit Hiilfe einer Fliche, die wir Ovaloid
nennen wollen (Fresnel bezeichnete sie als Elasticitiitsfliche).

Bilde der Radiusvector ¢ des Ovaloids mit den Coordinatenaxen
x, y, # die Winkel &, 8, y, so ist seine Gleichung
1) o> = a® cos® @ + b? cos? B+ ¢* cos® p,

welche der eines Ellipsoides #hnlich ist, nur dass alle Lingen
reciprok sind. Diese Bemerkung wird uns spéter eine Uebertragung
der fiir eine der beiden Flichen gefundenen Sitze auf die andere er-
moglichen.

Die in z, y, # fallenden Hauptaxen des Ovaloids sind a, b, .

Um die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Wellenebene zu be-
stimmen, legen wir parallel derselben eine Ebene durch das Centrum
des Ovaloids und suchen den grossten und kleinsten Radiusvector

1) Vgl. Neumann, Pogg. Ann. 25, pag. 418, 1832. Mac Cullagh, Transact.
of the Irish Acad. Vol. 21. Lamé, Théorie de Vélasticité Leg. 17. 1852, W. Voigt,
Wied. Ann. 19, pag. 873. 1883.
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@, und g, des erhaltenen Ovalschnittes. Diese tragen wir im Cen-
trum senkrecht zur Ebene auf, so stellen sie die Geschwindigkeiten
dar, mit welchen eine Welle sich in der betreffenden Richtung fort-
pflanzen kann.

Die Schwingungsrichtung liegt immer in der Wellenebene —
wir haben also nur transversale Wellen — und einer der Haupt-
axen des Ovalschnittes parallel. Schwingt die Welle parallel g,, so
ist ithre Fortpflanzungsgeschwindigkeit g, und umgekehrt.

Es wird sich ergeben, dass unter den unendlich vielen Oval-
schnitten auch zwei kreisférmige sich befinden, deren Hauptaxen
also untereinander gleich sind. Wellen, die diesen Schnitten parallel
sind, besitzen daher nur eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit, und die
auf diesen Wellen senkrechten Linien sind die sogen. optischen Axen.

Weitere Voraussetzungen brauchen wir nicht zu machen.

Wir wollen zunfichst fiir obige Construction eine analytische
Darstellung geben.

Es war die Gleichung des Ovaloides
@ 0% = a® cos® @ -+ b* cos® B - ¢ cos? p,
und es sei die Gleichung der durch seinen Mittelpunkt der Welle
parallel gelegten Ebene
(@) gz + vy + ma =0,

Es sei p? 4+ v?+4 2?=1, dann sind g, v, = die Richtungscosinus
der Wellennormale. Gesucht ist das Max. und Min. von ¢ im Schnitte
von (1) und (2).

Die Coordinaten des Endpunktes von ¢: ¢ cos «, ¢ cos 8, ¢ cos y
miissen in der Ebene (2) liegen, also

3) @ cos ¢ -+ v cos f + m cos p =0,
ferner sind @, B, » der Bedingung unterworfen:
4) cos? e F.cos? B+ cos?ty — 1 =0.

Nach bekannten Regeln der Differentialrechnung addiren wir
die mit Lagrange’schen Multiplicatoren 2L resp. L, multiplicirten
Bedingungsgleichungen (3) und (4) zu (1) und erhalten, indem wir
die Differentialquotienten nach cos e, cos 3, cos p gleich 0 setzen:

(a® 4 L)) cos @« + Ly =0,
®) @ + L) cos f 4 Lv =0,
(¢4 L) cosy + Lz = 0.

Multipliciren wir die Gleichungen (5) mit cos «, cos 8, cos y und

summiren, so folgt

(6) L = — 9%
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und nun ergiebt die Anwendung der Factoren &;_‘f;éz- , 52-1?, cz—z?
nach Weglassung von L

e o . .
(7) a2_92+b2_92+02_92—0-

Die Wurzeln dieser in ¢? quadratischen Gleichung sind die Haupt-
axen des Ovalschnittes, durch welche die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Wellenebene bestimmt war.

Um auch die Richtung dieser Hauptaxen zu finden, schreiben
wir die Gleichungen (5) mit Benutzung von (6):

Ly

cos @ = — ———, ete.
@ —o0

und haben durch Quadriren und Addiren

1= ( ) + ) + )]
Wir setzen

® 6=V B+ + G2

und erhalten, indem wir L = — 617 wiihlen,
cosa = —, %
(@* — o) &’
v
(9> CO8 ﬁ = @2?9_2)_@ R
T

SV = T G
worin fiir ¢ eine der beiden Wurzeln von (7) einzufiihren ist.

Es ist wichtig einzusehen, dass die beiden Axen des Oval-
schnittes senkrecht gegeneinander sind. Seien o und ¢ die beiden
Werthe von g, und mdgen ihnen entsprechen o,, 3o, ¥, resp. ., B¢, Ve,
so haben wir nachzuweisen:

cos o, cos &, - cos B, cos B + cos y, cos y, =10
oder:

9 @
2 2

w v .
@@= T - T Esne=e 0
Die linke Seite ist aber

1 w? v
it st et et

0% — ¢?

und ist in der That = 0, da o und ¢ beide die Gleichung (7) be-
friedigen.
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Wir wollen jetzt noch die Gleichung (7) discutiren.

Dieselbe besitzt stets zwei reelle Wurzeln, von denen, wenu
a® < b < ¢? eine zwischen ¢’ und % die andere zwischen b* und ¢?
liegt.”)

Die Wurzeln konnen also nur dann gleich werden, wenn beide
den Werth 5* haben. Machen wir die Gleichung (7) rational, so
sehen wir, dass »* = 0 sein muss, damit {berhaupt eine Wurzel
= }? werde; soll auch die zweite denselben Werth annehmen, so
muss auch

2 2
(10) a2l_f_b2+cz_n_b2=0

sein. Die Bedingung v = 0 hat die Bedeutung, dass die Wellenebene
durch die y-Axe geht, ihre Normale also in der zz-Ebene liegt. Sel
der Winkel zwischen der Normale des kreisformigen Ovalschnittes
und der 2-Axe w, so ist ¥ = cos ®, 4 = sin @ und es wird nach (10),

.o bP—a?
s w—m,
(11)
9 _62_b2
COos &')-———m'

Die beiden hiedurch definirten Richtungen sind diejenigen, in welchen
es nur eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellenebene
giebt. Man nennt sie die optischen Axen; sie liegen in der durch
die grosste und kleinste Ovaloidaxe, @ und ¢, gelegten Ebene. Wir
hatten bisher a® < b? << ¢® angenommen. Wesentlich war nur, dass
b* die mittlere Axe bedeutet, und wir wollen von nun an festsetzen,
dass ¢® diejenige Axe sein soll, welche die spitzen Winkel
zwischen den optischen Axen halbirt. Es kann ¢ die grosste
wie die kleinste Axe sein.

1) Eine geometrische Darstellung der linken Seite von (7) als Function
von ¢? ergiebt beistehende Figur, woraus sofort die Richtigkeit der Behauptung

erhellt.

Yig. 82.
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Wir wollen jetzt die Lage einer belichigen Wellennormale be-
stimmt denken durch die beiden Winkel « und v, welche sie mit
den optischen Axen bildet. Es lassen sich dann die entsprechenden
Wurzeln der Gleichung (7) getrennt und ohne Wurzelzeichen angeben.?)

Zu dem Ende multipliciren wir (7) mit ¢ — b%:

27,2 % 2 2 2

CE P e =0 o
und subtrahiren hievon p? -+ 2 + 2% =1,
so wird

p?(a? — b?) N 2(e? — bY)

92 — a? I 92 — c?

2

)

oder

2a2__b2 262-—?)2
B\ = T\GE — oF
= — ]
Qz_a‘z + 0% — c? '
af — ¢? a® — ¢?

. 2 a? .
Benutzen wir nun (11), setzen —5——5 = und demgemiiss
¢t —

o — ¢?

———=1— 2, so erhalten wir

a® — ¢

% gin? o #* cos’ o
(12) £ = 1.

x 1—u
Um « und v einzufiihren, stellen wir zunéichst folgendes Téfelchen
der Richtungscosinus zusammen:

x Y z
© sin @ 0 cos ®
o’ ~—- sin @ 0 cos @
N u v .
Es wird demnach:
cos 6 == cos (N, ®) =  usin o - 7 cos @,
cos v = cos (N, @) = — u sin @ - 7 cos o,
1 v % v — U
5 (cos u + cos v) = cos —-|2_# €08 ~—— == 7 C0S ®,
1 U . v —u .
= — = sin ——— sin —— =wsin ®
5 (cos u — €08 ) = sin —— sin ~—;

und mit Einfihrung dieser Werthe in (12):

. — . . — RS R
sin? vt sin? vtu ( 1 — sin? d %) (1 — gin? \jl——~)
2 2 2 2
+ =1

xz 1—x

1) Neumann, Pogg. Ann. 33, pag. 257. 1834.
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Die Wurzeln dieser Gleichung sind:

2 2
— @ . v w
x =12 S = sin? +
c a 2
und
g U — U
== sin 5>

woraus die zugehorigen Werthe von o®:

a2 + (@ — a?) sin®Z - “ und  a® 4 (¢ — a?) sin? 1;_—12—_3 .

Wir wollen dieselben mit ¢* und ¢* bezeichnen, womit angedeutet
werden soll, dass wenn das zwelaxige Medium in ein einaxiges iiber-
ginge, also ® = O wiirde, o eine constante, ¢ eine variable Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit darstellt. Wir schreiben:

0* = a® + (¢ — a?) sin®®

—u a? 4 ¢ | a® — ¢*

3 5 + 5 cos (v — w),

(13) \ \
ez=a2—{—(02———a2)sinzv—g“=a2_;c _I_ai’;c cos (v 4 ),

und wir haben die Wurzeln thatséichlich richtig unterschieden, denn
fiir =0, v=u wird o =4a? € = a®cos®u |- ¢* sin® u, welche
Formel die in der vorigen Vorlesung gegebene N2 == a® cos® #n 4 & sin®n
nur mit anderer Bezeichnung ist.

Die Formeln (13) wollen wir noch auf einige specielle Fille an-
wenden.

Liegt N in der Ebene be¢, so wird v =u, 0 = a constant, e
variabel. Liegt N auf ab, so ist u + v ===, also ¢ = ¢ constant, o
variabel. Fiir die dritte Coordinatenebene ac¢ miissen wir unter-
scheiden, ob N innerhalb oder ausserhalb der optischen Axe liegt.
Innerhalb derselben haben wir w 4+ v == 2@, also ¢ =) constant, o
variabel, wihrend ausserhalb v — u = 2w 1st, d. h. 0 = b, e variabel.
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