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Vorwort. 

Es soll der Zweck des vorliegenden Buches sein, jene Kluft zu überbrücken, 
die auch heute noch zwischen Technikern und Physikern besteht. Während die 
Techniker meistens flinke Rechner sind, dafür aber selten den hohen Ansprüchen 
der theoretischen Physik gewachsen sind, liegt der Fall bei den Physikern fast 
immer umgekehrt. Dieses Buch wendet sich darum in erster Linie an alle beruf
lich praktisch und wissenschaftlich tätigen Techniker und Physiker, aber auch 
gleichzeitig an alle Studierenden der im Titel genannten Wissenschaften. Es soll 
der Versuch gemacht werden, auf den Gebieten der Mathematik, Geometrie und 
Physik kurze Zusammenstellungen des Lehrstoffes zu geben, die in knapper 
verständlicher' Form logisch aufbauend zuerst die erforderlichen Grundbegriffe 
und Definitionen und darauffolgend die für di~ praktische Anwendung notwen
digen Lehrsätze bringen. Der Erklärung der Grundbegriffe wird darum in diesem 
Buche eine besonders große Sorgfalt gewidmet. Auf ein richtiges Verständnis 
der Lehrsätze wird großer Wert gelegt. Auf die Ableitung der Lehrsätze wird 
immer dort verzichtet, wo dies ohne Beeinträchtigung des Verständnisses der 
Sätze möglich ist. Viele Sätze werden dabei an Hand von Rechenbeispielen er
klärt und erläutert. Die Formeln werden nicht immer in der Reihenfolge ihrer 
Entwicklung, sondern in jener Reihenfolge gebracht, wie sie beim praktischen 
Rechnen benötigt werden. 

Vorausgesetzt werden in diesem Buche nur geringe Kenntnisse in der Mathe
matik, wie sie in jeder Mittelschule und Gewerbeschule gelehrt werden. Da jedes 
Kapitel des Buches in sich selbständig aufgebaut wird, so bleibt das Buch auch 
selbst für Schüler aller Lehranstalten noch lesbar. Zum Verständnis des Werkes 
brauchen daher vom Leser keinerlei andere Werke herangezogen zu werden. 

Es werden in der vorliegenden "Einführung in die n-dimensionale, algebraische 
Geometrie mit besonderer Berücksichtigung der Physik" die Grundlehren der im 
Titel genannten, einzelnen Kapitel entwickelt und schließlich zu einem einzigen 
Lehrgebäude, welches vielleicht treffend mit den neuen, heute noch nicht ge
bräuchlichen, Worten "Mathematisch-geometrische Physik" bezeichnet werden 
könnte, zusammengefügt. 

Der vorgesehene Ausbau des Werkes soll dann speziell der Mathematik, 
der 1-, 2-, 3- und n-dimensionalen Geometrie, insbesondere der Matrizenrech
nung, aber auch den Lehren der Physik, jedoch in Form der im vorliegenden 
Buche entwickelten "Mathematisch-geometrischen Physik" gewidmet werden. 

Die "Einführung indien-dimensionale, algebraische Geometrie mit besonde
rer Berücksichtigung der Physik" verfolgt den Zweck, einen Überblick über die 
Grundlehren der Mathematik, Geometrie und Physik zu geben und diese zu einem 
einheitlichen Ganzen zusammenzufügen. Eine Rechenmethode, die dies gewähr
leistet, stammt von einem unserer größten deutschen Mathematiker, HEINRICH 
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GRASSMANN dem Älteren. Seine grundlegenden Werke sollen darum hier in erster 
Linie zur Lösung der gestellten Aufgabe verwendet werden. 

Jeder Physiker und Techniker kennt die große Bedeutung, die heute der 
Punkt-, Vektor- und Tensorrechnung auf dem Gebiete der gesamten theoretischen 
Physik zukommt. Da fast alle Ersch~inungen des täglichen Lebens an das Vor
handensein des Raumes gebunden sind, folgt, daß die mathematisch-geometrischen 
Methoden die geeignetsten sind, die Vorgänge in der Natur klar und einwand
frei zu beschreiben, Gerade d!tS' Studium der Punkt-, Vektor- und Tensorrech
nung fördert das räumliche Anschauungs- und Denkvermögen so sehr, daß es 
jedem, der sich die neuen Erkenntnisse der Naturwissenschaften zu eigen machen 
will, nur wärmstens empfohlen werden kann, Leider besitzen die meisten Studie
renden auch heute noch eine unbegründete Scheu vor den vielen verschiedenen 
Schreibweisen und Operationszeichen, die sich in der Punkt-, Vektor- und Ten-
sorrechnung eingebürgert haben, ' 

Die weitestgehende Anwendung findet das hauptsächlich in England und 
Amerika gebräuchliche und von Grnns angegebene System, das für die Be
trachtung von nur ein-, zwei- und dreidimensionalen Räumen sicher eines der 
besten unter den bestehenden Systemen ist, Nur selten verwendet wird leider 
das bis heute unübertroffene System des großen deutschen Mathematikers HEIN
RICH GRASSMANN dem Älteren, Es besitzt gegenüber dem Grnnsschen System den 
ungeheuren Vorzug, für n- wie für 1-, 2- und 3-dimensionale Räume gleich ver
wendungsfähig zu sein, Gerade diese Tatsache ist es, die GRASSMANN selbst heute 
noch, wenn er auch in Vergessenheit geraten ist, den ihm gebührenden Platz 
in der mathematisch-theoretischen Physik sichert, 

GRASSMANN hat mit weit vorausschauendem Blick jene Wege, die die theore
tische Physik in der Zukunft nach ihm durchwandern mußte, frühzeitig erkannt 
und das mathematisch-geometrische Handwerkzeug geliefert, mit dem heute 
und auch in Zukunft jeder Physiker und Techniker der Natur zu Leibe rücken 
muß, wenn er ihr in schöpferischer Arbeit neue, für die Menschheit segensreiche 
Erkenntnisse abringen will. Die GRASSMANNsehen mathematischen und physika
lischen Werke bilden daher auch heute noch einen sicheren Ausgangspunkt für 
einen einwandfreien Aufbau des gesamten Lehrgebäudes der theoretischen Physik. 

Der Verfasser hat deshalb in diesem Buche den Versuch unternommen, die 
Methoden, die GRASSMANN insbesondere in seiner zweiten Ausdehnungslehre 
vom Jahre 1862 niedergelegt hat, noch weiter zu verallgemeinern und die heute 
gebräuchliche Determinanten-, Dyaden- und Matrizenrechnung in das System 
der Punkt-, Vektor- und Tensorrechnung einzufügen. In eleganter Form ergibt 
sich dann von selbst der Übergang von der euklidischen Geometrie über die affine 
und projektive Geometrie zur RIEM.ANNschen Geometrie und zur Krone der klas
sischen Physik, der Relativitätstheorie. Die GRASSMANNsehe Ausdehnungslehre 
wird aber auch gleichzeitig- und das ist gerade die wesentliche Neuerung in 
diesem Buche- vom Verfasser durch die Einführung des physikalischen Dimen
sionsbegriffes in die Geometrie wesentlich erweitert. 

Nun bringen wir noch einige kurze Bemerkungen über die Anordnungen im 
vorliegenden Buche. Die Grundbegriffe und Definitionen werden bei ihrem erst
maligen Auftreten, damit sie vom Leser immer wieder rasch gefunden werden 
können, kursiv gedruckt. Um das rasche Auffinden der Gleichungen im Text 
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zu ermöglichen, wird bei Verweisungen im Text in einer runden Klammer links 
die Nummer des Textabschnittes und rechts die Nummer der Formel im Text
abschnitt vermerkt. Für die Einheiten und Formelzeichen verwendet der Ver
fasser das gegenwärtig in Deutschland eingeführte System der Bezeichnungen 
des Ausschusses für Einheiten und Formelzeichen, für die Zwecke der theoretischen 
Forschung jedoch ein eigenes wissenschaftliches Bezeichnungssystem. Damit 
haben wir die wesentlichsten Anordnungsgrundsätze des Buches bekanntgegeben. 

Zum Schluß dankt der Verfasser des vorliegenden Werkes ganz besonders 
der Akademie der Wissenschaften in Wien, die durch Übernahme eines Teiles 
der Kosten wesentlich zur Herausgabe des Werkes beigetragen hat. Der Verfasser 
dankt aber auch allen seinen hochverehrten Lehrern, Herrn Professor Dr. KARL 
FEDERHOFER, G~az, und Herrn Professor Dr. HERMANN WENDELIN, Graz, ins
besondere aber den Herren Professoren Dr."FRrnDRICH HARTMANN und Dr.-Ing. 
ERNST MEUN an der technischen Hochschule in Wien für ihre Unterstützung 
und Förderung, di.e sie ihm bei dem Zustandekommen des Werkes haben zuteil 
werden lassep.. Herrn Professor Dr. Lunwm HoLZER, Graz, ist der Verfasser für 
seinen fachwissenschaftliehen Rat, der ihm sehr wertvoll war, sehr verbunden. 
Endlich .dankt der Verfasser auch dem Verlag für die sorgfältige Drucklegung 
und die schöne Ausstattung des Buches. 

Wien, im März 1942. 
Dr.-Ing. FRIEDRICH KLINGER. 
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Einfülu~ung. 

Die Mathematik, Physik, Geometrie und geometrische Physik. 
· Unter einer Größe verstehen wir in dieser Schrift irgendeinen Gegenstand 

einer Berechnung, der sich zahlenmäßig, d. h. seiner Größe nach erfassen läßt. 
Größen, die dem Gebiete der Physik angehören, nennen wir physikalische Größen. 
Größen, die dem Gebiete der Geometrie angehören, nennen wir geometrische 
Größen. 

Da der allgemeinsten überhaupt denkbaren Größe drei wesentliche Eigen
schaften zukommen, nämlich 1. ihr rein zahlenmäßig erlaßbarer wert oder 
Betrag, 2. ihre räumliche Ausdehnung, Extension, geometrische Stufenzahl bzw. 
räumliche Dimension, 3. ihre Benennung, physikalische Dimension oder kurz 
Dimension, so zerfällt das gesamte Gebiet der Lehre von den Größen dement
sprechend .in vier große Hauptgebiete, nämlich: 1. in die Mathematik, die die 
Größen nur ihrem Betrage nach erlaßt, das ist die Lehre von den Zahlen, die 
.Arithmetik, die Lehre von den Gleichungen, die .Algebra und die Lehre von den 
Funktionen, die .Analysis, 2. in die Physik, die die Größen ihrem Betrag und ihrer 
physikalischen Dimension nach erlaßt, 3. in die Geometrie, die nur den Betrag 
und die Stufenzahl der Größen berücksichtigt, und schließlich 4. in die geome
trische Physik oder algebraische Geometrie und Physik, die den Betrag, die Stufen
zahl und die physikalische Dimension der Größen in Rechnung stellt. Die Ge
biete der Physik sowie der Geometrie umfassen somit das Gebiet der Mathematik. 
Die geometrische Physik hingegen umfaßt die Mathematik, die Geometrie und 
die Physik. Ihr Lehrgebäude ist also am umfangreichsten und ihre Lehren sind 
daher am praktischsten verwendbar. 

Entsprechend der gegebenen Einteilung behandeln wir im ersten Kapitel die 
Zahlen. Sie geben uns die Einführung in das Gebiet der Mathematik. Im zweiten 
Kapitel besprechen wir die Skalare, worunter wir in dieser Schrift Größen ver
stehen, die Produkte aus einer Zahl, nämlich ihrem Betrag und ihrer physika
lischen Dimension darstellen. Ihre Lehre gibt die Einführung in das Gebiet der 
Physik. Das dritte Kapitel bringt das Wesentlichste aus dem Gebiete der Kom
binationslehre, deren· Lehren zur mathematischen Darstellung der folgenden 
Kapitel benötigt werden. Im vierten Kapitel befassen wir uns mit den geome
trischen Größen des n-dimensionalen Raumes, denen nur ein Betrag und eine 
Stufenzahl zukommt. Ihre Lehre vermittelt uns die Einführung in die n-dimen
sionale Geometrie. Das letzte und fünfte Kapitel behandelt die extensiven Größen 
des n-dimensionalen Raumes, welchen ein Betrag, eine Stufenzahl und eine physi
kalische Dimension zukommt. Ihre Lehre bildet schließlich die Grundlage der 
geometrischen Physik oder der algebraischen Geometrie und Physik. 

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 1 



I. Kapitel. Die Zahlen. Einführung in die Mathematik. 
1. Die natürJicben Zahlen. 

Die Grundelemente jeder mathematisch-geometrischen-physikalischen Be
trachtung bilden die Zahlen. Um alle Unklarheiten zu vermeiden, soll zunächst 
eine Übersicht über die verschiedenartigen möglichen Zahlbegriffe gegeben wer
den. Die Grundlage jeder Untersuchung bilden die natürlichen Zahlen, nämlich 
die positiven, ganzen Zahlen, einschließlich der Null: 

(1, I) 0, +I, +2, +3, +4, +5, ... 

Ihre Gesamtheit nennen wir den Bereich m der natürlichen Zahlen n oder den 
Bereich m der positiven ganzen Zahlen n. Wir schreiben deshalb auch: 

(I, 2) ~ = alle natürlichen Zahlen n oder 

~=0, +I, +2, +3, +4,.· .. 

Diese Zahlen stehen in einer bestimmten Rangordnung: 

(I, 3) Jede in (I, 1) weiter links (rechts) stehende Zahl nennen wir kleiner 
(größer) oder in Zeichen < (>) als die weiter rechts (links) stehende Zahl. 
Je zwei Zahlen aus (I, I) sind ungleich oder voneinander verschieden, in 
Zeichen +. irgend eine Zahl aus (1, I) nennen wir nur zu sich selbst 
gleich oder in Zeichen =. 

Beispiel: + 3 < +7, + 7> +3, + 3 + +7, + 3= +3. 
Null ist. die kleinste natürliche Zahl, eine größte natürliche Zahl gibt es nicht. 

Die Einheit der natürlichen Zahlen + I nennen wir stets die absolute Einheit oder 
die reelle Einheit. 

(1, 4) Das Zeichen > soll heißen: "größer oder gleich", 
Das Zeichen < soll heißen: "kleiner oder gleich". 

( 1, 5) Das Zeichen "folgt": -+ ( +-) oder "logische Folge" soll heißen: aus den 
links (rechts) von -+ (+-) stehenden Aussagen folgen stets die rechts 
(links), von -+ ( +-) stehenden Aussagen. 

( 1, 6) Das Zeichen+-+ soll heißen: DieAussagen rechts folgen aus denlinksstehen
den und die Aussagen links aus den rechtsstehenden Aussagen. 

(1, 7) Wir bezeichnen irgendwelche Zahlen stets mit kleinen lateinischen Buch
staben a, b, 'Ii, m, . . . und falls erforderlich zur Unterscheidung auch 
durch kleine lateinisGhe Buchstaben mit angehängten kleinen Zahlen, 
den Indizes, z. B. a1, a 2, ••• oder auch mit angehängten kleinen Buch
staben, ·die wiederum einen Zahlenindex tragen, wie z. B. ai1 , ai•' ... 
darin bedeuten die Indizes i 1, i 2, .•• selbst wieder irgendwelche Zahlen. 



Die Grundgesetze der Addition oder der Rechenoperation erster Stufe. 3 

(1, 8) Die Null und nur sie bezeichnen wir außer durch 0 auch durch o .. die Eins 
und nur sie bezeichnen wir außer durch 1 auch durch e, so daß gilt: 
o = 0, e =I. 

(1, 9) E Unter einem System von Elementen @), in dem im allgemeinen auch 
die Null o und die Eins e vorkommen wird, verstehen wir irgend eine 
endliche oder eine unendliche Gesamtheit von Zahlen: 6 = a, b, c, ... , 
o, e, ... , die aus irgend einem Zahlbereich, z. B. aus dem Bereich 9C der 
natürlichen Zahlen herausgegriffen sind. 

Diese Elemente brauchen in keiner besonderen Anordnung zu stehen. Ein 
und dieselbe Zahl kann darin auch auf verschiedene Art und Weise bezeich
net oder dargestellt sein und auch mehrmals auftreten. 

Die Namengebungen bezüglich der Zahlenbereiche, Rechenoperationen und 
Rechengesetze findet der Leser in Punkt 12 übersichtlich zusammengestellt, 
worauf wir schon jetzt ausdrücklich verweisen wollen. 

2. Die Grundgesetze der Addition oder der Rechenoperation erster Stufe. 

Verknüpfen wir in (1, 2) irgend zwei Zahlen des Bereiches 9C durch die Addi
tion, so erhalten wir immer wieder eine Zahl des Bereiches 9(. Wir sagen deshalb, 
die Addition ist im Bereich il1: uneingeschränkt ausführbar und setzen darum 
fest: 

(2, 1) A Im System 6 ist die Addition uneingeschränkt ausführbar, wenn darin 
die Gesetze der Addition A gelten: 

Aa: Das assoziative Gesetz a + (b + c) = (a + b) + c 

An: Die Existenz der Null a + o = a, o + a = a 

Ak: Das kommutative Gesetz a + b = b + a. 

Als Klammerregel bezeichnen wir folgende Schreibweise, an der wir von nun 
an stets festhalten wollen: 

(2, 2) Treten in einer Gleichung mehrere Rechenoperationen hintereinander 
auf, so wollen wir unter dem nicht eingeklammerten Ausdruck stets jenen 
verstehen, in welchem nach dem folgenden Schema alle Klammern gleich 
zuerst auftreten und welchem unseren Begriffsbildungen zufolge ein im
mer eindeutig bestimmter Sinn beigelegt werden kann. 

a + b + c + d +I+· · · = {[(a + b) + c] + d} +I+· · · 
Bringen wir die Zahlen (1, 2, 3, ... , r) in eine andere Reihenfolge (i1, i 2, 

i 3, ••• , ir), stellen wir sie also nur um, so nennen wir das Symbol: 

(2, 3) 
{ l 2 3 ... r} 

i 1 i 2 i J ••• ir 

eine Umstellung oder eine Permutation. 
Das assoziative Gesetz A! für beliebig viele Summanden lautet: 

(2, 4) A! Die Summe aus mehreren Summanden ist von der Art der Zusammen
fassung beliebig vieler nebeneinanderstehender Summanden zu Teil
summen unabhängig. Die Reihenfolge der Summanden in .allen diesen 
Teilsummen darf jedoch nicht geändert werden. Es gilt dabei: Aa -1>- A!. 

1* 



4 Die Zahlen. Einführung in die Mathematik. 

Das kommutative Gesetz A; für beliebig viele Summanden lautet: 

(2, 5) A: Die Summe aus mehreren Summanden ist von der Reihenfolge der 
Summanden unabhängig, d. h. 

ait + ai• + · · · + a;, = a1 + a2 + · · · + ar, 
wenn darin (2, 3) irgend eine Permutation bedeutet. Es gilt dabei: 
Aa, Ak-+ A;. 

Für Summen, die dem Gesetz A; gehorchen, gebraucht man auch häufig 
die folgenden vereinfachten Schreibweisen: 

(2, 6) 

(2, 7) 

, n 
al + a2 + ... +an= .2)ai' 

i~l 

darin nennt man .2 ein Summenzeichen und sagt: es wird summiert über den In
dex i von 1 bis n oder der Index i läuft von 1 bis n. Den Index i in (2, 6) nennen 
wir einen Aufzählungsindex. Man schreibt nämlich statt 

(2,8) a.1 ,a2 ,a3 ,···,an, 

(2,9) ai, (i = 1, 2, 3, ... , n) oder kurz ai. 

In der Schreibweise (2, 7) hingegen wird auch noch das Summenzeichen 
weggelassen und summiert über den kleinen griechischen Index v, welcher als 
kleines griechisches n schon von selbst die Summierung von 1 bis klein latei
nisch n andeutet. Wir nennen darin v einen Summationsindex und halten an fol
gender Bezeichnungsregel fest: 

(2, 10) Aufzählungsindex bezeichnen wir nur durch kleine lateinische Buch· 
staben, Summationsindex nur durch kleine griechische Buchstaben. 

(2, ll) Ist in der Summe a1 + a2 + · · · +an jeder Summand des Systems E 
gleich a, wobei n eine natürliche Zahl ist, so nennen wir das Ergebnis 
das natürliche n-fache von a und schreiben: a + a + · · · + a = na. 

Sind n und m natürliche Zahlen, so gelten im System 6 die Sätze: 

(2, 12) Oa=o, 1a=a, na=an, 
(n+m)a=na+ma, n(a+b)=na+nb, 
n(ma) = (nm)a. 

3. Die Grundgesetze der Multiplikation oder der Rechenoperation 
zweiter Stufe. 

Wir erklären jetzt weiter: 

(3, 1) JJ!I Im S.ystem 6 ist die Multiplikation nneingeschränkt ansführbar, wenn 
darin die Gesetze der Multiplikation M gelten: 

Ma: Das assoziative Gesetz a(bc) = (ab)c 
llfn: Die Existenz der Eins ae = a, ea = a 
Mk: Das kommutative Gesetz ab= ba. 

Die Klammerregel lautet: 

(3, 2) abcdf ... ={[(ab) c]d} f ... 
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Das assoziative Gesetz M! für beliebig viele Faktoren lautet: 

(3, 3) M! · Das Produkt aus mehreren Faktoren ist von der Art der Zusammen
fassung beliebig vieler nebeneinanderstehender Faktoren zu Teil
produkten unabhängig. Die Reihenfolge der Faktoren in allen diesen 
Teilprodukten darf jedoch nicht geändert werden. Es gilt dabei: 
Ma~M:. 

Das kommutative Gesetz M: für beliebig viele Faktoren lautet: 

(3, 4) Mt Das Produkt aus mehreren Faktoren ist von der Reihenfolge der 
Faktoren unabhängig, d. h. es gilt: ai, a •• a, • ... air = a1 a2 a3 ••• ar, 
wenn darin (2, 3) irgend eine Permutation bedeutet. Es gilt dabei: 
Ma, Mk~M:. 

Für Produkte, die dem Gesetz M: gehorchen, gebraucht man auch häufig 
folgende vereinfachte Schreibweise: 

(3, 5) 
n 

a1 a2 a3 ••• an = II ai, 
i=l 

darin nennt man II ein Produktzeichen und sagt: Es wird multipliziert über den 
Index i von 1 bis n. Der Index i heißt darin wieder ein Aufzählungsindex. Ein wich
tiges Gesetz, welches die Addition mit der Multiplikation verbindet, ist: 

(3, 6) D Das distributive Gesetz: 

a(b+c)=ac+bc, (b+c)a=ba+ca, 
darin kann die Multiplikation nicht mit der Addition vertauscht werden. Das 
distributive Gesetz für Summen von mehr als zwei Summanden lautet: 

n n n n 
(3, 7) D*: a(.2 bi) = .2 (a bi), (.2b.)a = _2(b.a). 

i=l i=l i=l i=l 

Für Produkte von zwei Summen ergibt sich : 

(3, 8) 

Man benützt deshalb dafür die beiden Schreibweisen: 
n m n m n,m 

( .2 ai) (.2 bk) = .2 .2 ai b" = .}; ai b7, • 
i=l k=l i=l k=l i, k~l, 1 

Für Produkte von beliebig vielen Summen verwendet man die folgende 
Sehreibweise: 

n1, n2, ... , nr 
= .2 ait b •• ... qir. 

ii, i2, ... , ir=kJ, k2, ... , kr 

Zum Beweis von (3, 7) bis (3, 9) benötigt man nur die Gesetze Aa und D, nicht 
aber Ak. 
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(3, 10) Ist in einem Produkt a 1 a2a3 ~ •• an von n Zahlen des Systems @5 jeder 
Faktor gleich a, wobei n eine natürliche Zahl ist, so nennen_ wir das 
Ergebnis die n-te natürliche Potenz von a und schreiben in· Zeichen: 
aaa ... a =an 

speziell setzt man noch : 

(3, 11) für 

(3, 12) Sind n und m natürliche Zahlen, so folgt 
Ma -+anam = an+m, (an)m = anm, 
Ma, M 7,-+ (a b)n =an bn. 

(n = 0, I, 2 ... ) 

4. Die Grundgesetze des Potenzierens oder der Rechenoperation 
dritter Stufe. 

Wir erklären jetzt weiter: 

(4, l) P Im System @5 ist das Potenzieren 1meingeschränkt ausführbar, wenn darin 
die Gesetze des Potenzierens P gelten: 

Pa: Das Gesetz (ab)(a")=ab+c, 
Pb: Das Gesetz (ab)c = abc, 
Pc: Das Gesetz (ab)c=a"bc. 

Die Addition, Multiplikation und das Potenzieren heißen auch die direkten 
Rechenoperationen erster, zweiter und dritter Stufe. 

Setzen wir jetzt die Regeln der gewöhnlichen Algebra für die Addition, Multi
plikation und das Potenzieren von natürlichen Zahlen als bekannt voraus, wäh
len wir als System @5 den Bereich in und nehmen wir (1, 8) als gültig an, so er
kennen wir jetzt die Richtigkeit folgenden Satzes: 

(4, 2) Im Bereich in der natürlichen Zahlen sind die Addition, die Multiplikation 
und das Potenzieren uneingeschränkt ausführbar. 

5. Die inverse Rechenoperation Hster Stufe. Die Subtraktion. 

Wir erklären: 

(5, I) 8 Im System @5 ist die Subtraktion uneingeschränkt ausführbar, wenn gilt: 
Ist b ein beliebiges Element von @5, so ist die Gleichung x + b = o 
immer durch ein Element x von @5 erfüllt. Wir schreiben x = ( -b) 
und nennen x zu b entgegengesetzt. 

Man benützt auch die folgenden Schreibweisen: 

(5, 2) (- a) = --- a, a + (- b) = a - b. 

Auf Grund dieser Festsetzung erweitern wir den Bereich in der natürlichen 
Zahlen n durch die Einführung der negativen Zahlen g' zum Bereich @ der ganzen 
Zahlen g. Ist n irgend eine natürliche Zahl, so kann eine negative ganze Zahl g' 
dargestellt werden durch 

(5, 3) g' = - n. 

Jede ganze Zahl g kann daher dargestellt werden in einer der beiden Formen: 

(5,4) g = +n oder g = ---n 
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oder anders kurz ausgedrückt in der Doppelform: 

(5,5) g = ±n. 
Wir schreiben deshalb: 

(5, 6) & =alle ganzen Zahlen= alle natürlichen Zahlen n +alle negativen 
ganzen Zahlen g' oder 

@ = ... - 4, - 3, - 2, - 1, 0, + 1, + 2, + 3, + 4, ..• 

Auch diese Zahlen stehen wieder wie der Bereich m: der natürlichen Zahlen in 
einer bestimmten Rangordnung. Es gilt (1, 3), wenn darin (1;1) durch (5, 6) er
setzt wird. Daraus folgt: 

(5, 7) Jede positive Zahl ist > 0, jede positive Zahl ist > als jede negative Zahl. 
Jede negative Zahl ist < 0, jede negative Zahl ist < als jede positive 
Zahl. 

Im Bereich & der ganzen Zahlen gibt es weder eine größte Zahl noch eine kleinste 
Zahl. 
Beispiel: +3>-7, +3>0, +7>+3, 

-7<-3, -3<0, -7<+3. 

Der Begriff der natürlichen Vielfachen na einer Zahl a des Systems kann 
jetzt auf den Begriff der ganzzahligen Vielfachen g·a erweitert werden. 

6. Die inverse Rechenoperation zweiter Stufe. Die Division. 

Wir erklären: 

(6, 1) Q Sind im System 6 Elemente b 9= o vorhanden, und ist b sonst ein 
beliebiges Element aus 6, dann ist im System die Division uneinge
schränkt ausführbar, wenn' die Gleichung xb = e immer durch ein Ele
ment x des Systems 6 erfüllt ist. Wir schreiben x = b-1 und nennen 
x zu b reziprok. 

Man benützt auch die folgenden Schreibweisen: 

(6, 2) e a 
b-1 =e:b=e/b=b' ab-1 =a:b=a/b=b' b=J=o. 

Die Potenzen des zu a =l= o reziproken Elementes a heißen auch die negativen 
Potenzen von a. Ist n eine natürliche Zahl, so setzt man 

(6, 3) a0 = e, a-1 = eja, a-n = a-n+l a-1 , 

(a-l)n = a-n. 
(n = 0, 1, 2, ... ) 

Setzen wir jetzt die Rechenregeln der gewöhnlichen Algebra für die Addi
tion, die Subtraktion, die Multiplikation und das Potenzieren von ganzen Zahlen 
als bekannt voraus, wählen wir als System 6 den Bereich m: und nehmen wir (1, 8) 
als gültig an, so erkennen wir die Richtigkeit folgenden Satzes: 

(6, 4) Im Bereich & der ganzen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion, die 
Multiplikation. und das Potenzieren uneingeschränkt ausführbar. 

(6, 5) Man nennt ein von o verschiedenes Element a eines Systems 6 ein singu
läres Element oder einen Nullteiler, wenn gilt: a =l= 0, b =l= 0, ab= 0. 
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Solche Elemente gibt es im Bereich W, @ urid den erst später zu erklärenden 

Bereichen m, ß, ~ nicht. Wir werden aber später andere Bereiche keru1en lernen, 
in welchen bei entsprechender Deutung (6, 5) erfüllt ist. Wir erklären deshalb jetzt: 

(6, 6) N Ein System @) enthält keine Nullteiler, wenn gilt: 

ab = o-+ a = o oder b = o oder a = o, b = o. 

Auf Grund der Festsetzungen (6, 1) und (6, 2) erweitern wir jetzt den Bereich @ 

der ganzen Zahlen g durch die Einführung der Brüche b' zum Bereich m der ratio
nalen Zahlen r. Sind g, g1 und g2 irgendwelche ganze Zahlen und gelten die Be

ziehungen b' g2 = gl> ge = g, so kann,· wie sich daraus mit Hilfe der bekannt

gegebenen Gesetze folgern läßt, gezeigt werden, daß jeder Bruch b' und jede 
ganze Zahl g durch 

(6, 7) 

dargestellt werden kann. Nennen wir jede ganze Zahl einen unechten Bruch und 
jeden Bruch eine rationale Zahl r, so gilt für jede rationale Zahl r die Darstellung 

(6, 8) r = Yt/r!2 · 

Wir schreiben deshalb: 

(ß, 9) m =alle rationalen Zahlen r =alle ganzen Zahlen g + alle Brüche b' 

oder m = Gesamtheit aller Brüche. 

Man kann leicht zeigen, daß jede rationale Zahl r entweder gleich einer ganzen 
Zahl g sein muß, oder zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen g und 

g + 1 in der geordneten Reihe der ganzen Zahlen (5, 6) liegt, denn es gelten der 
Reihe nach bei Einführung der neuen ganzen Zahl g durch (6, 11) die Bezie

hungen: 

(6, 10) 

(6, 11) 
(6, 12) 

g < <rhiY2l < g + 1, 
g = Yt- YY2• 
0 :::=:; g < rfz, 0 < (fi/g2) < 1, 

d. h. aber g ist eine der ganzen Zahlen aus der folgenden Reihe: 

(6, 13) 

daraus folgt jetzt: 

(6, 14) 

d. h. jede rationale Zahl r = g1 jg2 kann eindeutig in die Summe aus einer ganzen 

Zahl g und einem sogenannten - nach der Eigenschaft (6, 12) - nicht negativen 

echten Bruch gjg2, der stets zwischen Null und Eins liegt, zerlegt werden. Man 
nennt g den Quotienten und g den Rest der Division g1 dnrch g2• Gilt im Sonderfall 

g ~ 0, so folgt: 

(6, 15) fi = 0, (g1/Y2) = g, Y1 = g Y2 · 

Wir sagen dann, g1 ist durch g2 teilbar oder g1 ist ein Vielfaches, nämlich das g-fache 
von g2• Auch die rationaleli Zahlen stehen wieder wegen (6, 10) in einer Rang

ordnung und es gelten für sie übertragen auch wieder die Gesetze (1, 3) und (5, 7) 

Beispiele: (17/5) = 3 + (2/5)' ( --18/5) = (- 4) + (2/5)' 

(24/12) = 2 + (0/12) = 2. 
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7. Die DeZimalbrüche. 
Wir gehen jetzt zu einer anderen Darstellungsform einer beliebigen rationalen 

Zahl s nämlich dem Dezimalbruch s, über. Unter einer Ziffer verstehen wir eines 
der zehn Zahlzeichen: 
(7, 1) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Sind die Zahlen 
(7, 2) a," an_1, an_2 , ••• , a 1 , a0 , a_1 , a_2 , a_3, •.• 

irgendwelche Ziffern, so kann jede rationale Zahl s dargestellt werden in der 
Form: 
7, 3) s = ±[an }On + an-1}0n-1 + a,._2}0n-2 + ... + 

+ a 1 101 + a0 10° + a_1 l0-1 + a_2 l0-2 + a_3 10:-3 + · · ·], 
oder wenn 8 wie üblich als Dezimalbruch geschrieben wird, in der Form: 

· (7, 4) s = ±an an_1 an_2 ••• a 2 a 1 a0 , a_1 a_2 a_3 ..•• 

Einen Dezimalbruch, bei welchem endlich viele Stellen (unendlich viele Stellen) 
von Null verschieden sind, nennen wir einen endlichen (unendlichen) Dezimal
bruch. Ei:nen unendlichen Dezimalbruch, bei welchem sich ein und dieselbe Ziffer 
oder ein und dieselbe Gruppe von Ziffern immer wieder von neuem wiederholt, 
nennt man einen unendlichen periodischen Dezimalbruch. Es läßt sich jetzt fol
gender Satz beweisen: 
(7, 5) Jede rationale Zahl r ist darstellbar als endlicher oder als unendlicher, 

aber periodischer Dezimalbruch und umgekehrt: Jeder endliche oder un
endliche, aber periodische Dezimalbruch bestimmt eine rationale Zahl. 

Beispiele: 
1 = 0,999 ... = 0,9, 15 = 14,999 ... = 14,9' 27/1000 = 0,027, 

1603/100 = 16,03, 343/99 .= 3 + 46/99 = 3,464646 ... = 3,46 . 
1880771/99900 = 18 + 82571/99900 = 18 + (82653 - 82)/99900 = 

= 18,82653653653 ... = 18,82653. 
Wegen (7, 5) treffen wir jetzt die Festsetzung: 

{7, 6) Unter einer irrationalen Zahl r' verstehen wir jeden unendlichen, abel' 
nicht mehr periodischen Dezimalbruch. 

8. Die inversen Rechenoperationen dritter Stufe, das Radizieren und 
das Logarithmieren. 

Da für die gewöhnliche Addition und Multiplikation im Bereich ·der rationalen 
Zahlen je für sich das kommutative Gesetz .Ak in (2, 1) bzw. Mk in (3, 1) gilt, und 
deshalb zwei Summanden in einer Summe bzw. zwei Faktoren in einem Produkt 
vertauschbar sind, so besitzt die Addition wie die Multiplikation nur je eine Art 
inverser Rechenoperationen, nämlich die Subtraktion und die Division. Anders 
ist dies bei der Rechenoperation dritter Stufe, dem Potenzieren. Sind a und b 
natürliche Zahlen, so gilt beim Potenzieren im allgemeinen das kommutative 
Gesetz nicht, denn es gilt der Satz: 

(8, 1) Die Gleichung a0 = ba besitzt im Bereich m: der natürlichen Zahlen nur 
die einzigen Lösungen a = b =einer beliebigen natürlichen Zahl oder 
a = 2, b = 4 oder a = 4, b = 2. 
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Daher ist also im allgem~inen ab =F ba. Somit liefert die Rechenoperation des 
Potenzierens zwei voneinander verschiedene Umkehrungen. Wir geben deshalb 
die folgenden Erklärungen: 

a) Die erste inverse Rechenoperation dritter Stufe, das Radizieren oder Wurzel
ziehen. 

(8, 2) R Sind a und b =F o sonst aber beliebige Elemente aus dem SystemE, 
dann is~ im System 6 das Radizieren oder Wurzelziehen uneingeschränkt 
ausführbar, wenn die Gleichung xb = a immer durch mindestens ein 
Eiement x des Systems 6 erfüllt werden kann. Wir schreiben x = ya 
und nennen x die b-te Wurzel aus a. 

Man benützt auch die folgende Schreibweise: 

~,-(8, 3) x = r a = a1' 11 • 

Die Potenzen dieses Elementes x nennen wir auch die Bruchpotenzen von a. Ist r 
ein Bruch und damit eine rationale Zahl r = g1fg, so setzt man dann nach den 
Regeln der Algebra 

(8, 4) 

Setzen wir im Bereich der ganzen Zahlen ® z. B. in (8, 2) b = 2 und a = 9,- so 
zeigt sich, daß die zweite Wurzel oder Quadratwurzel aus 9 gleich + 3 oder gleich 
-3 sein kann. Beim Anschreiben der zweiten Wurzeln läßt man dabei der Ein
fachheit halber stets den Zweier oberhalb des Wurzelzeichens weg. Um außerdem 
die hier auftretende Zweideutigkeit bezüglich des Vorzeichens der Quadratwurzel 
zu vermeiden, schreibt man genauer in eindeutiger Form: 

(8, 5) 

b) Die zweite inverse Rechenoperation ·dritter- Stufe, das Logarithmieren. 
(8, 6) L Sind a und b beliebige Elemente aus dem- System 6, dann ist im Sy

stem 6 das Logarithmieren· uneingeschränkt ausführbar, wenn die Glei
chung ba: = a immer durch mindestens ein Element x des Systems 6 
erfüllt werden kann. Wir schreiben x = 11 log a und nennen x den Loga
rithmus aus a zur Basis b. 

Setzen wir jetzt die Regeln der gewöhnlichen Algebra für die Addition, Sub
traktion, Multiplikation, DiVision und das Pote_I1Zieren von ·Brüchen als bekannt 
voraus, wählen wir als System 6 den Bereich m der rationalen Zahlen und nehmen 
wir {1, 8) als gw.tig an, so erkennen wir die Richtigkeit des Satzes: 

(8, 7) Im Bereich m der rationalen Zahlen sind ili.e Addition, die Subtraktion, 
die Multiplikation, die Division und das Potenzieren uneingeschränkt 
ausführbar. 

9. Die irrationalen Zahlen und die komplf'xen Zahlen. 

Die Auflösung der Gleichungen in (8, 2) bzw. in (8, 6) nach x ist in den Be
reichen ~. ®, ja sogar auch noch in m in vielen Fällen unmöglich. Um wenigstens 
diese Gleichungen teilweise lösbar zu machen, wird deshalb der Bereich m der 
rationalen Zahlen noch zweimal erweitert. Einesteils führt die Forderung der 
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Lösbarkeit der beiden Gleichungen zur Einführung der von uns bereits genannten 
irrationalen Zahlen, andrerseits zur Einführung der komplexen Zahlen. 

a) Suchen wir z. B. die Lösul).gen der Gleichung (9, 1) 

(9, 1) x2 - 2 = 0, 

nämlich x = + i2 und x = _ -{2, so kann die positive Lösung, die auch kurz mit 
x = y2 bezeichnet wird, durch den unendlichen Dezimalbruch 

(9, 2) i2 = 1,41421 ... 

dargestellt werden. Es gibt dabei eine genau bestimmte Vorschrift, nämlich die 
Operation des Quadratwurzelziehens, mit deren Hilfe jederzeit beliebig viele SteHen 
des Dezimalbruches in (9, 2) rechts ermittelt werden können. y2 ist aber keine 
rationale Zahl mehr und kann auf keine Weise als Quotientzweier ganzer Zahlen 
dargestellt werden. Damit also die Gleichung (9, 1) noch lösbar bleibt, muß der 
Bereich ~ der rationalen Zahlen r durch die Einführung der irrationalen Zahlen r' 
zum Bereich .8 der reellen Zahlen 8 erweitert werden. Treffen wir dann wegen (7, 5) 
und (7, 6) die :Festsetzung: 
(9, 3) Unter einer reellen Zahl 8 verstehen wir jeden beliebigen endlichen oder 

unendlichen, periodischen-oder nicht periodischen, positiven oder negati-
ven Dezimalbruch, · 

wobei wir in (7, 3) die allgemeine Darstellung einer reellen Zahl8 kennen gelernt 
haben, so können wir schreiben: 

(9, 4) .8 =alle reellen Zahlen 8 =alle rationalen Zahlen r +alle irrationalen 
Zahlen r' oder .8 = Gesamtheit aller positiven und· negativen Dezimal
brüche. 

Es kann jetzt gezeigt werden, daß jede irrationale Zahl zwischen zwei auf
einanderfolgenden ganzen Zahlen liegt, ähnlich wie eine rationale Zahl. Deshalb 
stehen auch die reellen Zahlen wieder in einer Rangordnung und es gelten für sie 
übertragen auch wieder die Gesetze (1, 3) und (5, 7). 

b) Suchen wir ferner die Lösungen der Gleichung: 

(9, 5) x2 + 1 =-= 0, 

nämlich X = + v= f und X = _ i- 1, SO erkennt man leicht, daß diese Lösun
gen in keiner. Weise als reelle Zahlen dargestellt werden können. Man bezeichnet 
eine Lösung dieser Gleichung mit i, die andere ist dann gleich - i. Die neu ein
geführte Größe i nennt man die imaginäre Einheit im Gegensatz zur reellen Ein
heit + l. 
(9, 6) 

. r --
~=l--1. 

Wir setzen jetzt folgenden Begrüf fest: 
(9, 7) Unter einer rein imaginären Zahl 8' v~rstehen wir irgend ein Produkt der 

imaginären Einheit i mit einer reellen Zahl 8, also in Zeichen 8' = i8. 

Damit jetzt die Gleichung (9, 5) noch lösbar bleibt, muß der Bereich der 
reellen Zahlen 8 durch die Einführung der imaginären Zahlen 8 1 zum Bereich $t 
der komplexen Zahlen z erweitert werden. Treffen wir dann wegen (9, 7) die Fest
setzung 
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(9, 8) Unter einer gemeinen komplexen Zahl z verstehen wir die Summe aus 
einer reellen Zahl 8 1 und einer rein imaginären Zahl is2, wobei i die imagi
näre Einheit bedeutet und s2 eine zweite reelle Zahl ist. z = s1 + is2• 

Man nennt speziell: 

(9, 9) z eine gemischt-komplexe Zahl, 
z eine rein imaginäre Zahl, 
z eine reelle Zahl, 

Daher erklären wir jetzt: 

wenn in z = s1 + is2 gilt s1 =I= 0, 82 =I= 0, 
wenn in z = s1 + is2 gilt s1 = 0, s2 =I= 0, 
wenn in z = s1 + is2 gilt s1 =I= 0, s2 = 0. 

(9, 10) Die reellen Zahlensund die komplexen Zahlen z zusammengenommen 
bilden den Bereich St der komplexen Zahlen z oder St =alle reellen Zah
len s + alle komplexen Zahlen z. 

Mittels dieser Einführung erkennt man jetzt die Richtigkeit folgenden Satzes: 

(9, ll) Im Bereich .8 der reellen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion, die 
Multiplikation, die Division und das Potenzieren uneingeschränkt, hin
gegen das Radizieren und das Logarithmieren nicht uneingeschränkt aus
führbar. 

10. Die algebraischen Gleichungen. 
Es sein eine natürliche Zahl ~ 1, ferner seien dien+ 1 Größen 

(10, 1) 

irgendwelche fest und unveränderlich gegebene reelle Zahlen sogenannte Kon
stanten. Wir nenneri dann die Gleichung 

(10, 2) anxn + an_1 xn-1 + a11_ 2 xn-2 + · · · + a2 x2 + a1 x + a0 = 0 
mit a11 =I= 0, n > 1 

eine algebraische Gleichung n-ten Grades mit der Unbekannten x. Der Ausdruck, 
welcher die linke Seite der Gleichung bildet, wird zur Abkürzung mit f(x) be
zeichnet. 

(10, 3) 

Erteilt man der Zahl x der Reihe nach bestimmte Werte, z. B. x1, x2, x3 •.. , so 
werden diesen Werten durch (10, 3) bestimmte Zahlwerte von f(x) eindeutig zu
geordnet, die wir mit f(x1), f(x2), f(x3), .•• bezeichnen wollen. x nennt man in 
diesem Falle die Veränderliche und f(x) eine ganze rationale Funktion der Ver
änderlichen x, falls die Zahlen (10, 1) Konstante, d. h. unveränderliche Zahlen 
sind. Da f(x) einen vielgliedrigen Ausdruck darstellt, so wird f(x) auch ein Poly
nom n-ten Grades in der einen Veränderlichen x genannt. Statt (10, 3) kann auch 
folgende Darstellung gegeben werden: 

n 
(10, 4) f(x) = .J: ai xi. 

i=O 

Diese Form nennt man auch die Normalform des Polynoms in der einen V eränder
lichen x. Die Summanden aixi (i = 0, 1, 2, ... , n) heißen die Glieder des Poly
noms, ai heißt der Koeffizient des Gliedes ai xi, der Exponent i heißt der Grad dieses 
Gliedes. Unter dem Grad des Polynoms versteht man jedoch den größten aller 
Exponenten, die in den Gliedern mit von Null verschiedenen Exponenten auf-
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treten. Die Polynome vom Grad Null sind die Konstanten. Die Polynome vom 
Grad I, 2, 3, 4, ... heißen der Reihe nach lineare, quadratische, kubische, biqua
dratische, . . . Polynome. Die zugehörigen Gleichungen 

(IO, 5) 

heißen entsprechend der Reihe nach lineare, quadratische, kubische, biquadra
tische ... Gleichungen. Ein Polynom, dessen sämtliche Koeffizienten· in (IO, I) 
gleich Null sind, nennt man ein Nullpolynom und sagt von ibm, daß es keinen 
Grad besitzt. Jede Lösung x der Gleichung (IO, 2) nennt man auch eine Wurzel 
der algebraischen Gleichung n-ten Grades. Da jede dieser Wurzeln den Ausdruck 
(10, 3) nach der Forderung (IO, 2) zu Null macht, so heißt jede solche Wurzel x 
auch eine Nullstelle des Polynoms f(x). Es läßt sich der folgende Satz beweisen: 

(IO, 6) Jede algebraische Gleichung n-ten Grades mit einer Unbekannten x be-
sitzt genau n Wurzeln oder ein Polynom n-ten Grades in einer Veränder
lichen besitzt genau n Nullstellen. 

Bezeichnen wir diese n Nullstellen mit 

(IO, 7) 

so läßt sich beweisen, daß das Polynom (IO, 3) dann in folgender Form als Pro
dukt dargestellt werden kann: 

(I0,8) /(x) = a,.(x- x1) (x- x2) ... (x- x,.), 

darin nennt man die einzelnen Faktoren 

(IO, 9) 

die Wurzelfaktoren und speziell x - x, den zur Wurzel x1 der Gleichung (10, 2) ge
hörigen Wurzelfaktor. Gilt im Sonderfall: 

(IO, IO) x1 = x2 = · · · = x.,. =!= xk+l, xk =!= xk+2, ... , xk =!= x,., 

so nennt man x1 eine k-fache Wurzel der Gleichung (10, 2). Besitzt die Gleichung 
(IO, 2) unter ihren n Wurzeln nur m voneinander verschiedene, gilt also m < n 
und ist x1 eine nrfache, x2 eine n2-fache usw., xm eine nm-fache Wurzel, wobei 
auch einige der Zahlen n1, n 2, ••• , nm gleich Eins sein können, so ergibt sich statt 
(10, 8) die Darstellung 

(IO, ll) f(x) = a,.(x- x1)111 (x- x2)11" ••• (x- xm)"m, wobei 

n1 + n2 + n 3 + · · · + nm = n gilt. 

Nach Satz (IO, 6) gilt für jede der Wurzeln x., (i = I, 2, ... , n) 

(IO, I2) f(x1) = 0, (i = I, 2, ... , n). 

Hat man die n Wurzeln einer algebraischen Gleichung irgendwie gefunden, so er
geben sich für sie die wichtigen n Kontrollformeln: 

(IO, I3) x1 + x2 + x3 + · · · + x,. = (- I)1 a,._1/a .. , 
x1 x2 + x1 x3 + x1 x4 + · · · + x,._1 x" = (- 1)2 an_2fa,., 
xlx2x3 + xlx3x4 + ... + Xn-2Xn-1Xn = (- I)3an-afan 
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Hier stehen in der i-ten Gleichung auf der linken Seite die Summen aller mög
lichen Produkte von je i der Wurzeln (10, 7). Nach unseren späteren Ausführun
gen im Kapitel III der Kombinationslehre lautet die i-te Gleichung 

(10, 14) .2 XJ1:1X~ ••• Xk, = (- 1)1 an-i/an, (i = 1, 2, ... , n) 
k" k., ... , ki 

darin ist die Summe über alle 

(10, 15) K~ = (~) = n(n- 1) (n- 2) ... (n- i_ + 1) 
~ 1·2·3 ... ~ 

Kombinationen (k1, k2, ••• , kt) ohne Wiederholung zur i-ten Klasse der n Ele
mente 1, 2, 3, ... ; n zu erstrecken. Wir erklären jetzt: 

(10, 16) G Sind (10, 1) Elemente eines Systems @), dann ist darin das Lösen 
von Gleichungen uneingeschränkt ausführbar, wenn die Gleichung 
(10, 2) immer durch mindestens ein Element x des Systems @) er
füllt werden kann. x nennt man eine Wurzel der Gleichung (10, 2). 

Es gilt jetzt der Satz: 

(10, 17) Im Bereich S'e der komplexen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion, 
die Multiplikation, die Division, das Potenzieren, das Radizieren und 
das Lösen von algebraischen Gleichungen uneingeschränkt, ausführbar. 

11. Die algebraischen und transzendenten Zahlen. 

(11, 1) Unter einer algebraischen Zahl verstehen wir jede Zahl, die die Wurzel 
einer algebraischen Gleichung x in (10, 2) ist, deren Koeffizienten (10, 1) 
aber ganze Zahlen sind. 

{11, 2) Unter einer transzendenten Zahl verstehen wir jede nicht algebraische 
Zahl. 

Die bekanntesten transzendenten Zahlen sind die Zahlen: 

(11, 3) e = 2,718281 ... die Basis der natürlichen Logarithmen, 
n = 3,141592 ... die Ludolphische Zahl. 

{ll, 4) Alle rationalen Zahlen sind algebraische Zahlen, denn die rationale 
Zahl x = g].fg2, g2 =I= 0 ist die Wurzel einer algebraischen Gleichung 
ersten Grades g2 x- g1 = 0. 

{11, 5) Die irrationalen und die komplexen Zahlen sind teils algebraische und 
teils transzendente Zahlen. 

12. Übersicht über die Rechengesetze, Zahlenbereiche und 
Recbenoperationeu. 

Sie sind durch folgende Tabellen gegeben: 

(12, 1) Tabelle der Rechengesetze. 

E Begriff: System von Elementen (1, 9) 
A Gesetze der Addition (2, I) 

M Gesetze der Multiplikation (3, 1) 
D Distributives Gesetz (3, 6) 
P Gesetze des Potenzierens ( 4, 1) 
8 Gesetze der Subtraktion (5, 1) 

Q Gesetze der Division (6, 1) 
N Nullteilergesetz (6, 6) 
R Gesetze des Radizierans (8, 2) 
L Gesetze des Logarithmierens (8, 6) 
G Lösen von algebraischen Gleichungen 

(10, 16) 
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(12, 2) Tabelle der Zahlenbereiche. 

Namedes Darstellung der Zahlen Erweiterungen 
Bereiches 

in natürliche n=O, 1, 2, 3, ... Zahlen negative ganze Zahlen g' =- n 

ganze 
~ Zahlen g= ... -3, -2, -1,0, +I, +2, +3, ••• 

Brüche b' = gJg2 =l= g 
rationale m r = Ut!Us• Uz =!= 0 Zahlen irrationale { r' =unendlicher . -

Zahlen nicht per. Dezimalhruch reelle 3 Zahlen . s = ±.an an-l· .. a2 a1 a0, .a-1a_2.a-2 ••• 

komplexe 
imaginäre Zahlen s' = is 

sr z=s1 +is2 , i=f=l Zahlen 

(12, 3) 

(12, 4) 

Rechen· 
operation 

Addition 

Multipli-
kation 

Potenzie-
rung 

Subtrak-
tion 

Division 

Radizie-
rung 

Logarith-
mierung 

Tabelle über die Ausführbarkeit der einzelnen Rechenoperationen 
in den einzelnen Zahlbereichen. 

Im uneingeschränkt Formel Zahlbereich ausführbar 

in .A, M, p (4,2) 

~ .A, M, P, 8 (6,4) 

m .A, M, P, 8, Q (8, 7) 

3 A, M, P, 8, Q (9, 11) 

~ A, M, P, 8, Q, R; G (10, 17) 

Namen der Zahlen in den Rechenoperationen. 

' 1'1 Rechen- ~ Rechen- Name der Name der Name des -..... ~ 
~ passiven aktiven ~A operation -+" beispiel Ergebnisses c No rF.l Zahl a Zahl b 

A direkte 1 a+b=c Augend Auct01: Summe (Summand) (Summand) 

M direkte 2 ab=c Multiplikand Multiplikator Produkt (Faktor) (Faktor) 

p direkte 3 a~=c Basis Exponent Potenz 

8 inverse 1 a-b=c Minuend Subtrahend Differenz 

Q inverse 2 a:b=c Dividend Divisor Quotient 
(Zähler) (Nenner) (Bruch) 

R 1. inverse b- Radikand W urzelexpo- Wurzel fa=t' nent 
3 

L 2.inverse bloga=c Logarithmand Logarithmen- Logarithmus basis 
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(12, 5) Die Umkehrungen der Rechenoperationen. 

Rechen- ·$ a5 Gesucht wird die passive Gesucht wird die aktive 
operation t:-;l..<:l Zahl x Zahl y 

0 

Addition A x+b=c x=c-b a+y=c y=-a+c 

Multiplika- M xb=c x=c:b ay=c y=c:a 
tion 

Potenzierung p x•=c b- a"=c y= a log c x=fc 

Subtraktion s x-b=c x=c+b a-y=c y=a-c 

Division Q x:b=c x=cb a:y=c y=a:c 

Radizierung R b.- x=c• Y,.- y =' loga fx=c ta=c 

Logarith- L • logx=c X=b' v log a=c I 
c_:_ 

mierung y =la 

13. Die Ordnung der reellen Zahlen. 

Alle reellen Zahlen lassen sich in eine Ordnung bringen. Es gelten hierbei fol
gende Grundgesetze. 

( 13, 1) a > b ++ b < a . 

( 13, 2) 

(13, 3) 

(13,4) 

( 13, 5) 

(13, 6) 

(13, 7) 

(13, 8) 

(13, 9) 

a=b, 
a > b, 
a > b, 

b>c__,.a>c, 
b=c--l>a>c, 
b>c__,.a>c. 

a>b--l>a+c>b+c, 
a > b -+ a- c > b- c, 
a>b--l>a-b>O. 

a>b, c>d__,.a+c>b+d. 

a>b, c>O--l>ac>bc, 
a>b, c<O--l>ac<bc, 
a > b ___,. a - b > 0 ___,. b - a < 0 ___,. - a < · · f, . 

a>b, c>O--l>(a/c)>(b/c), 
a > b, c < 0 --l>{a/c) < (b/c). 

a>O++-a<O, 
a<O++-a>O, 
a>O, b:>O__,.a+b>O. 

a =I=O++a2 > 0, 
n 
.J.:ar = O++ai = 0, (i = 1,2, ... , n). 
i=l 

Zwischen zwei um Eins voneinander verschiedenen natürlichen bzw. 
• 

ganzen Zahlen gibt es keine weiteren natürlichen bzw. ganzen Zahlen 
mehr. Der Bereich in der natürlichen Zahlen und der Bereich@ der gan
zen Zahlen heißen deshalb diskret. 
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(13, 10) Zwischen irgend zwei ungleichen rationalen bzw. reellen Zahlen liegen 
immer noch beliebig viele weitere rationale bzw. reelle Zahlen. Der Be
reich 9l der rationalen Zahlen bzw. der Bereich .8 der reellen Zahlen 
heißen deshalb dicht: Es gilt z. B. 

r1 <(r1 + r 2)/2 < r 2 • 

14. Das Vorzeichen de1• reellen Zahlen. 

Unter dem Vorzeichen einer reeUen Zahl a =l= 0 geschrieben sign a, gesprochen 
Signum '!)On a versteht man: 

(14, 1) sign a = + 1 wenn a > 0, sign a = - 1 wenn a < 0, 

sign 0 ist nicht definiert, wir sagen auch, es existiert nicht. Es gelten die wichtigen 
Sätze: 

(14, 2) sign ( li1 a2 ••• an) = sign a1 • sign a2 • ••• • sign an , 
sign (a1/a2) = sign a1/sign a2 • 

15. Der absolute Betrag der reellen und der komplexen Zahlen. 

a) Unter dem absoluten Betrag oder absoluten Wert I a I einer reellen Zahl a 
versteht man: 

(15,1) a>O-+Ja[ =a, 
oder in anderer Form: 

(15, 2) 

a < 0-+ I a I= - a, 

Für den absoluten Betrag der Zahlen gelten die im folgenden aufgeführten 
Rechenregeln: 

(15, 3) a > 0-+ I a I > 0, a = 0 -+I a I = 0, a < 0 -+I a I > 0. 

(15, 4) 

(15, 5) 

(15, 6) 

(15, 7) 

a =l= 0-+ a = (sign a) ·I a [. 

Jai=!-aJ, ja-bi=Jb-a[, 
a > 0, I x I = a -+ x = a oder x = - a, 
a > 0, I x I< a-+- a< x < + a, 
a>O, jx-bl<a-+b-a<x<b+a, 
-lal<a<+lal, 
-lbJ <a< + JbJ~ia!::::; ib;. 

ja+b;<Jai+Jbj, 

Ja+ bl > llal-lbJI, 
la-bJ~ laJ-Jbl, 

n n 

[ .2 a; I < .2 i a; I' 
i=l i=l 

I a - b I ~ IJ.a I - i b !I, 
ja-bJ> JbJ-JaJ. 

n n 
I ab I = I a l ·I b i' i [[ ai ! = I1 i ai i , 

i=l i=l 

1 a/b : = ! a !I! b 1 . 

b) Unter dem absoluten Betrag I z I der gemeinen komplexen Zahl z 

(15,8) z=a+ib, i=f-1 
Klinger, n-1imensionale Geometrie. 2 
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verstehen wir folgende reelle Zahl: 

(15, 9) 

Unter der zu z konjugiert-komplexen Zahl z versteht man die Zahl: 

(15, 10) z = a- ib. 

(15, 11) Es gilt der Satz: 

Für mehrere komplexe Zahlen gelten ferner die folgenden Beziehungen: 

(15, 12) I z1 + z2 1 < I z1 I + \z2 \, \ z1 ± z~ \ d: I\ z1 \ - \ z2 \ \. 

I Z1 • zs\ = \ Z1 \· \ Zz\ • \ z \ = \ - ·z \ • 
z+O~\z\ >0. 

16. Die lUaßeinheiten der Zahlen. 
(16, l) Unter der Maßeinheit einer reellen Zahl verstehen wir die Einheit der 

natürlichen Zahlen + 1, die sogenannte absolute Einheit oder reelle Ein
heit. 

(16, 2) Unter der Maßeinheit einer komplexen Zahl verstehen wir die reelle Ein
heit + l und die imaginäre Einheit i = y - 1 zusammengenommen, 
also symbolisch geschrieben den Ausdruck: (+ l, + i). 

li. Kapitel. Die Skalare. Einführung in die Physik. 
17. Die physikalischen Größen, Maßzahlen und Maßeinheiten. 

a) Unter dem Ausdruck Größe verstehen wir irgend einen Gegenstand einer 
Berechnung, der sich zahlenmäßig, d. h. seiner Größe nach, erfassen läßt. Größen, 
die dem Gebiete der Mechanik, qer Akustik, der Wärmelehre, der Elektrizitäts
lehre, der Lehre vom Magnetismus und der Optik entnommen sind, nennen wir 
kurz mechanische, akustische, thermische, elektrische, magnetische und optische 
Größen. Da alle diese Größen dem Gebiete der theoretischen und praktischen 
Physik angehören, so nennen wir sie alle zusammengenommen kurz auch physi
kalische Größen. 

Wollen wir mit physikalischen Größen rechnen, so müssen wir sie messen. 
Dazu benötigt man eine physikalische Maßeinheit oder kurz eine Maßeinheit. Die 
Maßeinheit, mit der irgend eine Größe in irgend eine Rechnung eingeführt wird, 
nennt man auch die Dimension dieser Größe. In der Physik werden z. B. Kräfte in 
kg oder in irgend einem Vielfachen dieser Maßeinheit, z. B. in t gemessen. Von 
der Wahl der Maßeinheit ist·die Maßzahl der Größe abhängig. Wir sagen z. B. in der 
Mechanik, eine gegebene Kraft besitze die Größe von 8300 kg und nennen 8300 
die Maßzahl und kg die Dimension oder physikalische Dimension oder Benennung 
dieser Größe. Unter einem Skalar verstehen wir in dieser Schrift ausnahmslos eine 
benannte Zahl, d. h. irgend eine mit einer Maßeinheit multiplizierte Zahl, also 
jede physikalische Größe, wie z. B. die eben genannte Kraft. 

Vergrößert (verkleinert) man die Maßeinheit einer Größe, so nimmt im glei
chen Maße die Maßzahl dieser Größe ab (zu). Messen wir die Kraft von 8300 kg 
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z. B. in t, wobei 1 t das tausendfache eines kg ist, so sinkt die Maßzahl von 8300 
auf den tausendsten Teil, nämlich 8,3 herab, dieselbe Kraft beträgt dann 8,3 t. 
Messen wir somit eine physikalische Größe p mit verschiedenen Maßeinheiten 
[pi] bzw. [pk], so erhalten wir die zugehörigen, voneinander verschiedenen Maß
zahlen Pi bzw. Pk· Nach dem eben Besprochenen muß dann stets das Produkt p 
aus der Maßzahl und der zugehörigen Maßeinheit denselben Wert behalten, d. h. 
also für jeden Skalar p gilt der Satz: 

(17, 1) P =Pi [p;] = Pk [P~cl · 

Ist darin die Maßeinheit [P~c] gleich dem n-fachen der Maßeinheit [pd, wobei n 
eine reelle Zahl ist, so wird die Maßzahl p1, gleich dem n-ten Teil der Maßzahl Pi· 
Also gelten die Beziehungen: 

(17,2) [pk]=n[p;], P~r=(1/n)P;· 

Aus (17, 1) und (17, 2) folgen die Beziehungen: 

(17, 3) [P~cl: [pJ = n: 1, P;=P~c = n: 1, 

P; : P~c = [P~cl: [p;] = n: 1. 

(17, 4) Uriter einem Nullskalar verstehen wir in dieser Schrift jeden Skalar, 
dessen Maßzahl gleich null ist, während seine Maßeinheit beliebig ge
wählt sein kann. Wir stellen ihn wie folgt dar : o = 0 [ O;] = 0 [ o1J. 

Beispiel: Für unser Zahlenbeispiellauten die angegebenen Beziehungen wie 
folgt: p = 8300 [kg] = 8,3 [t]. In der Praxis läßt man die eckige Klammer weg 
und schreibt dafür bequemer kurz p = 8300 kg = 8,3 t. Es gilt dann t : kg 
= 8300: 8,3 = 1000: l. 

b) Die Maßeinheit aller reellen Zahlen ist die absolute Einheit + l. Man sagt 
fälschlich eine Zahl sei dimensionslos. Wir sagen richtiger: 

(17, 5) Jede reelle Zahl p besitzt die Dimension 1 oder genauer in Zeichen 
p = p[1], 

d. h. alle Zahlen fassen wir von jetzt ab stets als spezielle Skalare mit der Di
mension 1 auf. 

c) Gehen in eine Rechnung auch komplexe Maßzahlen ein, so sprechen wir 
von komplexen Größen bzw. komplexen Slcalaren. Die Maßzahlen dieser Skalare 
erscheinen als komplexe Zahlen in der Form: 

(17' 6) 

Der zugehörige komplexe Skalar p in (17, 1) kann dann jederzeit in einen 
reellen und in einen imaginären Bestandteil zerlegt werden, denn setzt man (17. 6} 
in (17, 1) ein, so folgt: 

(17, 7) p = papi] + i·p~'[p;] = paplc] + i·p'~[pk] 
Aus der Lehre von den komplexen Größen folgt dann mit den neuen Ab

kürzungen p' und p" für den reellen und den imaginären Bestandteil des Skalars p 
weiter: 

(17' 8) 
2* 
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Also die Darstellung: 

(17,9) 

Die Skalare. Einführung in die Physik. 

p = p' + ip"' 

womit nur wieder der Satz ausgedrückt wird, daß die reellen und die imaginären 
Bestandteile eines komplexen Skalars, in verschiedenen Maßeinheiten gemessen, 
je für sich gleich sein müssen. Aus (17, 2) und (17, 3) folgen auch noch die weiteren 
wichtigen Beziehungen: 

(17,10) p~:p~ = n:1, Pi':p'f. = n: 1 

Wir nennen p' den reellen Bestandteil und p" den imaginären Bestandteil des kom
plexen Skalars p . .Ähnlich wie bei den Zahlen sprechen wir wieder von reellen, 
rein imaginären und gemein-komplexen Skalaren. 

18. Bezeicbnnngsgrundsätze. 

Wir vereinbaren jetzt folgende Bezeichnungsgrundsätze: 

(18, 1) Alle Skalare, also auch alle Zahlen, ob reell oder komplex, bezeichnen 
wir in unseren Formeln durch .kleine lateinische Buchstaben. 

Von dieser Regel weichen wir nur ab, wenn wir dem allgemeinen Brauch der 
Bezeichnung der verschiedenartigen Skalare in der theoretischen Physik folgen 
und dabei nicht zu Mißverständnissen über die Art der Größen kommen wollen, 
so z. B. bei der Bezeichnung der Winkelgeschwindigkeit durch w, der elektrischen 
Feldstärke durch (i, der Leistung durch N usw. 

(18, 2) Für die Buchstabenbezeichnungen der einzelnen Größen verwenden wir 
nach Möglichkeit die Formelzeichen des Ausschusses für Einheiten und 
Formelgrößen A E F, d. h. verschiedene Größen werden durch verschie
dene, aber genau bestimmte Buchstaben bezeichnet. 

Wir bezeichnen so z. B. die Längen mit s, die Massen mit m, die Zeiten mit t usw. 

(18, 3) Mehrere voneinander verschiedene Skalare bezeichnen wir auch ähnlich 
wie in der Mathematik durch p1, p2, p3, .•• oder in diesem Kapitel auch 
kurz durch p,., (v = 1, 2, 3, .... ) (v ist hier Aufzählungsindex). 

In den angegebenen Formeln ersetzen wir dann den Buchstaben p einfach 
durch p,. und schreiben daher statt ( 17, 1) die Gleichung: 

(18, 4) 

und entsprechend alle übrigen Gleichungen. Schreiben wir aber die Gleichung 
(17, 1) z. B. für die Masse man, so setzen wir statt dem Buchstaben p, den wir 
für beliebige Größen benützen, einfach den Buchstaben m und schreiben daher: 

(18, 5) 

19. Das absolute Maßsystem Nr. l der theoretischen Physik. 

a) In der Physik lassen sich erfahrungsgemäß alle Maßeinheiten auf dem 
Begriff einiger weniger Grundmaßeinheiten aufbauen. Als absolute Grundmaß
einheiten wählen wir für die 
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Länge s das Zentimeter . 
Masse m die Grammasse. 
Zeit t die Sekunde . . . 
Wärmemenge Q die Grammkalorie • 
Temperatur {} den Celsiusgrad . . . 
Dielektrische Leitfähigkeit des Mediums Li, 
die elektrostatisch gemessene Einheit der di
elektrischen Leitfähigkeit • . • • . . . . 
Magnetische Leitfähigkeit des Mediums Il, 
die elektromagnetisch gemessene Einheit der 
magnetischen Leitfähigkeit . . . . . . . 
Lichtstärke I die Hefnerkerze . . . . . . 

[e11] = [s1] = [cm], 
[e21] =·[mtl == [g*]' 
[estl = [~] = [sk], 
[e41] = [Q1] = [cal], 
[eu] = ({}1] = [ 00], 

[e71] = [Il1] = [mal], 
[estl = [11] = [HK]· 
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Eine nähere Erklärung der Begriffe Li und li geben hierbei die Grundformeln 
in (25, 33) für das Coulombsehe Gesetz. 

b) Alle übrigen gebräuchlichen Maßeinheiten der Physik lassen sich aus den 
Grundmaßeinheiten (19, l) ableiten. Wir verstehen beispielsweise unter der Ge
schwindigkeit v eines Körpers den Weg, den der Körper in der Zeiteinheit zurück
legt. Dieser Weg ist daher zu messen in der Einheit [cm pro sk] oder [cmfsk] oder 
[cmt sk-1] oder ausgeschrieben [cml g* 0sk-t calo 0 0° dil0 mal0 HKD]. Man er
kennt allgemein leicht die Gültigkeit folgenden Satzes: 

Im absoluten Maßsystem Nr. 1 gemessen wird irgend eine physikalische 
Größe p,. (v = l, 2, 3, ... ) stets darstellbar sein durch das System der folgenden 
Gleichungen: 

(19, 2) p" = P"t [p,. 1], p"1 = Maßzahl, [p,.1] = absolute Maßeinheit. 

(19, 3) [p .. tl = [e~~l e~r· e!r• e~r· e~r· e!r• e~r e!r•l = 
= [s4' m'·~· &.-v• ru,.. {}l". A"v• II""• P·vs] = 1 1 1~1 11 1 1 

= [cml,., g*""" sk.a,.. callv• oc.a". dil'"• mal""• HK'·vs]. 
Darin bedeuten A"t, A" 2, A,. 3, ••• , A,. 8 bestimmt gegebene, und die physika

lische Größe p,. genau eindeutig charakterisierende Potenzexponenten, zumeist 
positive oder negative ganze Zahlen und p"1 in (19, 2) irgend eine bestimmt gegebene 
reelle oder komplexe Maßzahl. Die übrigen Größensind in (19, l) erklärt worden. 

c) Wählen wir nur eine bestimmt gegebene physikalische Größe paus, dann 
schreiben wir in den eben angegebenen Formeln statt p" einfach wieder p und 
statt A,. einfach A und erhalten die Darstellungen: 

(19,4) p = PdP1], p1 =Maßzahl, [Ptl =absolute Maßeinheit. 

(19, 5) [p1] = [e~i e~~ e~~ e!t e!f eäl e~i e!~J = 
= [.~~' m~• t~· Q~· ~· L11• II~· I~·] 
= [cm"' g*-<• sk1• caF• °C1• diP• mal"• ffK.ls]. 

Irgend eine physikalische Größe pistim absoluten Maßsystem Nr. l somit ge
geben durch einen Ausdruck der folgenden Form: 

(19, 6) p = p1 [st' m~• t~• Q~· {}~• A~· II~· I~•]. 
Darin sind Pt irgend eine bestimmt gegebene reelle oder komplexe Maß
zahl und At, A2, ••• , A8 irgendwelche bestimmt gegebene, meist positive 
oder negative ganzzahlige Potenzexponenten, hingegen st, mv ... , 11 

die durch (19, I) festgesetzten absoluten Grundmaßeinheiten. 
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Die Maßeinheit [p1] in (19, 5) nennen wir zum Unterschied von den absoluten 
Grundmaßeinheiten in (19, 1) eine abgeleitete, absolute Maßeinheit. Fassen wir 
alle aus den absoluten Grundmaßeinheiten (19, 1) abgeleiteten absoluten Maß
einheiten (19, 5) in einem System zusammen, so sprechen wir von einem Maß
system. Als grundlegendes Maßsystem, welches wir mit Nr. 1 belegen wollen, 
verwenden wir in der theoretischen Physik das absolute Maßsystem, das von uns 
auch als das theoretisch-physikalische Maßsystem Nr. 1 mit den Grundmaßein
heiten (19, 1) bezeichnet wird. 

d) Wollen wir bestimmte Größen eines abgegrenzten Teilgebietes der Physik, 
z. B. mechanische, elektrische Größen usw. darstellen, so werden sich immer ein
zelne der Potenzexponenten A1, A2, •.. , As in (19, 6) gleich null ergeben. Die zuge
hörigen Potenzen der Grundmaßeinheiten s1 , mv ... , I 1 können dann, da sie den 
Wert 1 besitzen, als Faktoren in der Darstellung (19, 6) der Einfachheit halber 
weggelassen werden. Damit erhalten wir die folgenden Darstellungen für 

(19, 7) mechanische und akustische Größen p = p1 [s~' m!i2 t1•J, 
thermische Größen . . . . . . . p = p1 [ s1' m~• t1• Q14 fJi•] , 
elektrische und magnetische Größen p = p1 [s1' m~2 t~• Ll~· Il~7 ], 
optische Größen . . . . . . . . p = p 1 [ s~' m1• t1• I~•] . 

Artet im Sonderfall der Skalar p in (19, 4) in eine reelle Zahl aus, so muß dessen 
Dimension [p1] = [1] also gleich der reellen Einheit + 1 nach (16, 1) sein. Dies 
ist, wie aus (19, 5) hervorgeht, nur dann möglich, wenn alle Potenzexponenten A; 
gleichzeitig verschwinden. Also gilt für eine Zahl folgende wichtige Beziehung: 
(19, 8) }.1 = A2 = · · · = A8 = 0, [p1] = [1], p = p1 [1]. 

Beispiel: Die absolute Krafteinheit belegt man mit dem neuen Namen Dyn. 
Eine Kraft von 7,8 Dyn kann nach (19, 7) wie folgt dargestellt werden. Wir 
setzen darin : 

p=P, p1 =P1 =7,8, A1 =1, ·A2 =1, },3 = -2, 

dann ergibt sich 

P = 7,8 [s~ mi ti2] = 7,8 [cml g*l sk-2] = 7,8 [Dyn]. 

20. Darstellung der Größen in einem beliebigen 1\'Iaßsystem Nr. k 
a) Wir gehen jetzt von unserem absoluten Maßsystem Nr. l zu einem be

liebigen anderen Maßsystem, das von uns mit der Nummer k belegt werden soll 
über. Wir wählen als Grundmaßeinheiten dieses neuen Maßsystems beliebige, 
aber fest gewählte Vielfache unserer absoluten Grundmaßeinheiten (19, l) aus, 
nämlich: 

(20, I) a1k Zentimeter für die Länge s . . [euJ = [s1J = a1k [cm], 
a2 ~.: Grammassen für die Masse m . [e2k] = [m1,,] == a2k [g*], 
a 31, Sekunden für die Zeit t . [e31J = [t~.:] = a 3dsk], 
au Grammkalorien für die WärmemengeQ [e4k] = [Qk] = a 41,[cal], 
a 51, Grad Celsius für die Temperatur {} . . [ e5k] = [ f}k] = a 5d 00], 
a6k dil für die dielektrische Leitfähigkeit L1 [e61.,] = [Llk] = a6~c[dil], 
a 71, mal für die magnetische Leitfähigkeitii [e7~r] = [Il~c] = a7k [mal]. 
a8k Hefnerkerzen für die Lichtstärke I . . [e8k] = [11,] = a81, [HK]. 
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Die Größen a" k (v = 1, 2, 3, ... , 8) sind dabei in der Regel reelle Zahlen und 
sämtlich ungleich null zu wählen. 

b) Man bezeichnet in (20, 1) die Vielfachen und Teile der absoluten Grund
maßeinheiten (19, 1) auch häufig durch Vorsetzen folgender Vergrößerungs- und 
Verkleinerungssilben, so z. B. beim Grundmaß Gramm g und Meter m mit: 

(20, 2) · T oder Terra, das Billionen oder 1012 -fache ···Tg ... Tm 
G oder Giga, das Milliarden oder 109 -fache ... Gg ... Gm 
M oder Mega, das Millionen oder 106 -fache ... Mg ... Mm 
k oder Kilo, das Tausend oder 103 -fache ... kg ... km 
h oder Hekto, das Hundert oder 102 -fache ··· hg ... hm 
D oder Deka, das Zehn oder 101 -fache ... Dg ... Dm 
Ohne Vorsilbe, das Ein oder 10° -fache . . . g ... m 
d oder Dezi, das Zehntel oder 10-1 -fache ... dg ... dm 
c oder Zenti, das Hundertstel oder 10-2 -fache ... cg ... cm 
m oder Milli, das Tausendstel oder 10-3 -fache ... mg ... mm 
p, oder Mikro, das Millionstel oder 10-6 -fache ... p,g ... p,m 
n oder Nanno, das Milliardstel oder 10-9 -fache ... ng ... nm 
p oder Pico, das Billionstel oder 10-12-fache ... pg ... pm 

c) Entsprechend unseren Formeln (19, 1) bis (19, 7) für das absolute Maß
system Nr. 1 können wir jetzt leicht dieselben Formeln für das Maßsystem Nr. k 
anschreiben. Im Maßsystem Nr. k gemessen wird irgend eine physikalische 
Größe p", (v = 1, 2, 3, ... ) stets darstellbar sein durch folgendes Gleichungs
system: 

(20, 3) 

(20,4) 

p" = p" 1, [p"k], p"k =Maßzahl, [p"k] =Maßeinheit im 
Maßsystem Nr. k. 

[p",,] = [e~r' e~k· e~k· eir e*r· e~r e*r e!rsJ = 
= [8~"' m~"2 t~". Q!"' 1lt•·• LJ~". Il~"7 It"•]. 

Darin bedeuten .?."1, .?."2, .?."3, .•. , .?."8 bestimmt gegebene und die physikalische 
Größe p" genau eindeutig charakterisierende Potenzexponenten, zumeist posi
tive oder negative ganze Zahlen [es sind dies genau dieselben Zahlen wie in (19, 3)] 
und p"k irgend eine bestimmt gegebene reelle oder komplexe Maßzahl. Die übrigen 
Größen sind in (20, 1) erklärt worden. 

d) Wählen wir wieder eine einzelne physikalische Größe p aus, dann schreiben 
wir in den angegebenen Formeln statt p" einfach wieder p und statt)," wieder.?. 
und erhalten die gegebenen Darstellungen in der Form: 

(20, 5) 

(20, 6) 

p = Pk [pk] , Pk = Maßzahl, [pk] = Maßeinheit im 
Maßsystem Nr. k. 

[pk] = [e11 e!~ e~~ e~t e~~ e~t e*k e!l], 
= [8~' m~· t~· Q~· iJ~· LJ~· IIt7 It•J. 

Eine bestimmte physikalische Größe p wird also gegeben sein durch einen 
Ausdruck folgender Form: 
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(20, 7) p = Pk [s~' m~• t~· Q~• #~• LI~· II;1 Iz•]. 
Darin sind p irgend eine bestimmt gegebene reelle oder komplexe Maß
zahl und A1, A2, ••. , A8 irgendwelche bestimmt gegebene, meist positive 

oder negative ganzzahlige Potenzexponenten, hingegen sk, mk, ... , Ik 
die durch (20, 1) festgesetzten Grundmaßeinheiten im Maßsystem Nr. k. 

e) Für spezielle Größen aus den Teilgebieten der Physik erhalten wir analog 

zu (19, 7) die folgenden Darstellungen für 

(20, 8) mechanische und akustische Größen p = pds~' m~• t~•], 
thermische Größen p = Pk [s~' m~· t~· Qt• ßZ•], 

elektrische und magnetische Größen p = Pk [ s~' m~• tt• LI i• IIt7 ], 

optische Größen p = p~ [s~' m~•. t~· Iz•]. 

f) Artet der Skalar p wieder in eine Zahl aus, so folgt aus (19, 8), daß auch die 

Dimension einer reellen Zahl im Maßsystem Nr. k wegen (20, 6) wieder gleich 1 

sein muß. Es gelten für eine reelle Zahl im Maßsystem Nr. k folgende wichtige 

Beziehungen: 

(20, 9) /,1 = A2 = · · · = As = 0, [p,J =' 1, P = pd1], Pk = P1· 

(20, 10) Artet ein Skalar in eine reelle Zahl aus, so hat er in verschiedenen Maß

systemen immer dieselbe Maßzahl und dieselbe Dimension [1]. 

g) Zwischen den Maßeinheiten [pk] in (20, 6) und [p1] in (19, 5) läßt sich eine 

Beziehung aufstellen, wenn man die Formeln in (19, 1) und (20, 1) miteinander 

verbindet. Es ergibt sich der Reihe nach: 

[st' m!• t~· Q~· f}~· LI~· IIt7 I~·]= a11 a!t a!z a!t a~z a~z a~k a~% · 
· [s~' m~• t~· Q1• ß~· LI~· Il~7 11•], 

also das Ergebnis: 

(20, 11) [pk] = oc~c [p1], ock = a~!, a~t a~t a!t a~~ a~k a~k a~~. 

Da aber wieder die Gleichung 

(20, 12) P = Pt [Pt] = Pk [P~c] 

bestehen muß, wenn derselbe Skalar peinmal im Maßsystem Nr. 1 und einmal 

im Maßsystem Nr. k dargestellt werden soll, so folgt, daß dann zwischen den 

Maßzahlen p1 und P~< auch andererseits die Beziehung besteht: 

(20, 13) 

Wird der Index k in (20, 11) gleich 1 gesetzt, so folgt sofort, daß für jeden be

liebigen Skalar p immer oc1 = 1 sein muß. Zusammenfassend erhalten wir also für 

die Umrechnung der Maßzahlen und Maßeinheiten einer physikalischen Größe p 

vom Maßsystem Nr. 1 ins Maßsystem Nr. kund umgekehrt die folgenden grund

legenden Formeln : 

(20, 14) oc1 = 1 , ock = aZL a~k a~z a!t a~z a~z a~k atz , 
Pk = (1/ock)Pt• Pt=·' a"pk, 

[p,J = ak [Pt], fPt] = (1/a,,) [P~c]. 



Die allgemeine Definitionsgleichung einer beliebigen physikalischen Größe p. 25 

h) Wollen wir jetzt weiter gleich direkt von einem Maßsystem Nr. I auf ein 
Maßsystem Nr. k umrechnen, so erhalten wir der Reihe nach die Beziehungen: 

P = Pi [pi] = Pk [pk], a.i = (p.]/[Ptl, a.k = [pk]/[pt], 
a.i = Pt/Pi, a.k = PtfPk, [p.]{[pk] = a.ija.7., PifPk = a.kfa.t 

und daraus die grundlegenden Umrechnungsgleichungen: 

(20, I5) Pt = (a.Afa.t) Pk für die Maßzahlen, 
[pi] = (a..fa.k) [pk] für die Maßeinheiten, 

«1 = 1 , a.i = a1f a!~ a~~ a~: a!~ a!~ a*~ a~~ , 
a.l, = G~k G~i G~l G~i a!t a!t G~k a!t . 

Eine nachträgliche Proberechnung ergibt die bequemen KontrolHormeln: 

(20, 16) Pt = a.ipi = a.1,pk für die Maßzahlen, 
[Ptl = [p.]fa.i = [Pklfa.k für die Maßeinheiten. 

21. Die allgemeine Definitiom;g1eichung einer beliebigen physikalischen 
Größe p. 

a) Ist· y irgend eine reelle oder komplexe Zahl, so läßt sich die allgemeine 
Definitionsgleichung irgend einer physikalischen skalaren Größe p auf folgende 
Form bringen: 
(21, 1) p = y B~1 m~• t;,.• Ql4 f}J..o Llls [Ji.• jJ..s • 

Darin bedeuten wieder Ä1, Ä.2, ••• , Ä.8 die die Größe p genau charakterisierenden 
gegebenen, meist ganzzahligen, positiven oder negativen Potenzexponenten. 
Setzen wir jetzt im Maßsystem Nr. k 

{21,2) B=Bk[Bk], m=mk[mk], ... , l=lk[lk], 
worin Bk, mk, ... , Ik fest gegebene reelle oder komplexe Maßzahlen sind, so folgt 
durch Einsetzen von (2I, 2) in (2I, 1) die Darstellung: 

(2I, 3) p = y B~ 1 m~• t~1• Q~4 {}~• Lli• IIt• Ii• · 
• [Bi1 mi•: t~· Q~• {}~• Llt• II~• I~•]. 

Setzen wir darin wieder in Übereinstimmung mit unseren früheren Gleichungen 

(2I, 4) Pk = y B~1 mt• t~• Q!4 ~· LI!• llt• Ii•, 
[pk] = [~1 mi• t~· Q!4 {}:• LI~· II~· I~•], 

so erhalten wir wieder unsere alte Darstellung des Skalars p im Maßsystem Nr. k: 

{21, 5) p = Pk [pk]. 

b) Im absoluten Maßsystem Nr. I ergibt sich dann analog dazu die Darstel
lung: 

(21, 6) Pt = y s11 m~• t!• Q14 {}~• LI!• II~· I~• , 
[Ptl = [ B~1 m~• t!• Q!4 fJ!• LI~· II~· 11•], 

P = Pt[pt] · 
Da aber die Beziehungen 

(2I, 7) [Bk]= Gu[Bt], 
(21, 8) B = Bt [ Bt], 
(2I, 9) Bk= (1/au)B1 , 

[m1J = G2k [mt], 
m = m1 [m1], 

mk = (I/a2k)mt, 

... , 

... , 

... , 

[lk] = Gsk [ltl, 
I = 11 [lt], 
Ik = (1/ask)Jl 
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bestehen müssen, so ergibt sich für die Maßzahlen und Maßeinheiten wieder 
wegen 

(21, 10) 

und wegen (21, 4) und (21, 6) die Umrechnungszahl 

(21, 11) oc - al.1 a!.• a!.• a1·• a'-• a!.• a1·• a1·• "k - lk 2k 3k 4k 5k 6k 7k Sk " 

c) Verallgemeinern wir jetzt diese Gleichungen auf beliebige physikalische 
Maßsysteme- nicht mehr mit acht Grundmaßeinheiten (19, 1) bzw. (20, 1) wie 
bisher, sondern gleich allgemein- mit r-Grundmaßeinheiten 

(21, 12) [e11], [e21], [enJ 

im absoluten Maßsystem Nr. 1 bzw. mit den r-Grundmaßeinheiten 

(21, 13) [elk], [e2k], ... , [e,.k] 

im Maßsystem Nr. k, wobei wieder die Beziehungen 

(21, 14) [e~"], = a~~c[e" 1], (v = 1, 2, 3, ... , r) 

entsprechend (21, 7) -worin die a"k reelle Zahlen sind -bestehen, so erhalten 
wir allgemein für die Definitionsgleichung irgend einer physikalischen, skalaren 
Größe p entsprechend den Formeln (21, 1) die Darstellung: 

(21, 15) p = y e~1 e~· e~• ... e1:;. 

Setzen wir entsprechend (21, 2) im Maßsystem Nr. k 

(21, 16) e1 = elk [ elk], e2 = e2k [ e2k], ... , er = e,. der k], 
worin .vieder die Größen 

(21, 17) 

fest gegebene reelle oder komplexe Zahlen sind, so erhalten wir die beiden Dar
stellungen: 

(21, 18) P~c = Y e~'k e~·k · · · e;:r 
[P~c] = [ e~\, e~'l, ... e;:;;] . 

(2I, 19) p1 = y e~~ e~i ... e;:~ 
[p1] = [ e~~ e!i ... e;:rJ . 

Die Umrechnungsgleichungen von einem System aufs andere sind dann gegeben 
durch: 

(21, 20) Pi = (oc!:/oc;) P1c für die Maßzahlen, 
[p;] = (oc;/oc~e) [p1J für die Maßeinheiten, 
[e~;J = a"; [e"1], [e,. 7,] = a,.7c [e~ 1], 

P = P; [P;] = P1c [P~c] 
oc1 = I, oci = a~~ a:~ a~~ ... a;:; 

ock = a~1 a~'j, a~:;. ... a;:;;. 
d) Haben wir jetzt schließlich in Anlehnung an die eben gegebenen Formeln 

(21, 14) bis (21, 20) beliebig viele physikalische skalare Größen p,. (1• = I, 2, 3, ... ) 
gegeben durch ihre Definitionsgleichungen 

(21, 2I) 
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und gelten für die Einheiten wieder die Beziehungen (21, 16), sowie im Maß
system Nr. k die Umrechnungsbeziehungen (21, 14) bei Bezugnahme auf das abso
lute Maßsystem Nr. 1, so erhalten wir analog zu (21, 17) bis (21, 20) die neuen 
Formen der Umrechnungsgleichungen: 

(21, 22) 

(23, 23) 

(21, 24) 

Pvk = y .. e~'i·' e~f ... e;:'k' , [p"k] = [ e~'i:' e~%2 • • e;·y] . 

P"1 = y .. e~I' e;r• · · · e;:"{, [p"1J = [e~I' e~I 2 ••• e;:•;,"]. 

Pd = (oc"k/a,,;) p" 1, für die Maßzahlen, 

[p"i] = (a"da"k) [p"k] für die Maßeinheiten, 

[e"i] =' O',.i [e"l]' [e,.k] = O',,k [e"l] 
P = Pvi [p"i] = Pvlc [p,.k]' 

a1 = 1, a"i = 0'~';' 0'~~· a~~· ... a;y 
rt.,. lc = O'~'i/ O'~'i( O'~'k • · . · a;·.'A! . 

Schreiben wir in diesen Gleichungen: 

(21, 25) 8 statt r, s statt e1 , rn statt e2 , t statt e3 , Q statt e4 , 

{} statt e5 , LI statt e6 , lT statt e7 , I statt e8 , 

(21, 26) p statt p", y statt y,,, ct. statt a", A. statt A.,,, 

so erhalten wir daraus wieder die entsprechenden Gleichungen (21, 1) bis (21, 11). 
Schreiben wir dagegen in diesen Gleichungen nur (21, 26), so erhalten wir daraus 
die Gleichungen (21, 17) bis (21, 20). 

22. Die 1\iaßzahlprobe und die Dimensionsprobe einer physikalischen 
Gleichung. 

a) Eine der wichtigsten Prüfungen der Formeln beim praktischen Rechnen 
ist die Prüfung auf die Richtigkeit ihrer physikalischen Dimension. Alle in einer 
Gleichung links und rechts des Gleichheitszeichens stehenden und in ihren mathe
matischen Ausdrücken durch Plus- und Minus-Zeichen verbundenen Glieder müs
sen, im gleichen Maßsystem gemessen, dieselbe Dimension oder Maßeinheit auf
weisen, um zueinander addiert bzw. voneinander subtrahiert oder gleichgesetzt 
werden zu können. Wir nennen deshalb nur solche Skalare, die in ein und dem
selben Maßsystem Nr. k gemessen dieselbe Dimension besitzen, gleichartig und 
addierbar. Stehen also z. B. dien+ 1 Skalare (22, 1) in der Beziehung (22, 2) 

(22, 1) Po' P1• P2• Pa• · · ., Pn, 
(22, 2) Po = P1 + P2 + Pa + · · · + Pn 
und gilt im Maßsystem Nr. k die Bedingung der Gleichartigkeit derSkalare (22, 1), 
nämlich 

(22, 3) 

wobei wieder für jeden der n + 1 Skalare (22, 1) die Beziehungen (21, 21) bis 
(21, 24) bestehen, so muß wegen (22, 2), (22, 3) und (21, 24), wie sich leicht ergibt, 
auch die Beziehung 

(22, 4) Po1c = Plk + P21: + Pa~c + · · · + Pnk 

für die Maßzahlen im Maßsystem Nr. k bestehen. Da aber (22, 3) gilt, so müssen 
wegen (21, 22) auch die Beziehungen 
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;·o1 = A.n = A.21 = · · · = A.nl' 
Äo2 = A.12 == A.22 = · · · = Än 2 , 

Äo,· = A1r = A21· = · · · = Anr 
bestehen. Mittels (22, 4) und (22, 5) folgt aber sofort wegen (21, 22) auch die 
Gültigkeit der Gleichungen: 

(22, 6) Yo = Y1 + Y2 + · · · + Yn · 
Die Gleichungen (22, 4) und (22, 6) nennen wir die Maßzahlenprobe und die Glei
chungen (22, 3) und (22, 5) die Dimensionsprobe. 

Skalare, die in ein und demselben Maßsystem Nr. k gemessen verschiedene 
Dimensionen besitzen, nennen wir ungleichartig und nicht addierbar. Z. B. kann 
eine LängB und eine Kraft nicht mehr addiert werden. Das Ergebnis ist in einem 
solchen Falle nicht mehr zu einer Summe zusammenziehbar. Es bleibt immer ein 
Ausdruck, welcher aus zwei Gliedern besteht. Meter und Tonnen können eben 
nicht addiert werden. Liegt also irgend eine physikalische Gleichung vor, die die 
Form (22, 2) besitzt, so wird sie überhaupt nur dann einen Sinn haben, wenn 
neben ihr auch die Beziehung (22, 3) besteht. Wären in einer solchen Gleichung 
aber z. B. Längen und Kräfte gemischt, so müßte für sich die Summe der Längen 
einander gleich und die Summe der Kräfte einander gleich sein und die gegebene 
Gleichung würde dann in zwei Gleichungen je für die Längen und je für die Kräfte 
für sich, und zwar je von der Form (22, 2) zerfallen müssen. 

b) Stehen die n + 1 Skalare (22, 1) hingegen in der Beziehung: 

(22, 7) Po= C1P1P2 · · · Pn> 
worin a irgend eine reelle Zahl bedeutet, so ergibt sich durch Einsetzen von 
(21, 24) im Maßsystem Nr. k die Gleichung: 

(22, 8) Po~o [Pok] = aplkp2k · · · Pnl' [plk] [P:nJ · · · [PniJ · 

In dieser Gleichung sind alle Größen durch die zusammengehörigen Maßeinheiten 
eines bestimmtBn Maßsystems Nr. k ausgedrückt. Sie muß daher in die einzelnen 
Teilgleichungen 
(22, 9) Pok = a Pu P21c ... Pnk für die Maßzahlen, 

(22, 10) [Po k] = [Pu] [P21J ... [Pn 7J für die Maßeinheiten 

von selbst zerfallen. Setzen wir jetzt in (22, 10) die Gleichungen (21, 22) ein, so 
folgt mit der Bedeutung des Summenzeichens 

n 
(22, 11) .2=.2 

··=1 
zunächst die wichtige Beziehung: 

d. h. aber es müssen die grundlegenden Forderungen 
n 

(22, 12) }.01 = .2 A."l' 
v=l 

n 

}.02 =.J:Av2> · · ., 
v=l 

n 
Aov =--: .J: Avr 

r=l 

erfüllt sein. Setzen wir noch in (22, 9) die Gleichungen (21, 22) ein, so folgt mit 
Berücksichtigung von (22, 11) sofort die Beziehung: 

(22, 13) Yo = C1Y1Y2 · · · Yn • 
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Die Gleichungen (22, 9) und (22, 13) nennen wir wieder die Maßzahlenprobe und 
die Gleichungen (22, 10) und (22, 12) die Dimensionsprobe. 

c) In der Gleichung (22, 2) können jetzt z. B. auch dien+ 1 Skalare (22, 1) 
nach folgendem Schema jeder für sich aus einem Produkt beliebig vieler anderer 
Skalare entstanden gedacht werden: 

(22, 14) (r1 r2 ••• r7) = (q1q2) + (s1 s2s3) + · · · +(t1t2 ••• t5) oder ---- ..__"...._, .___.. --...--
(22, 15) Po = P1 + P2 + · · · + Pn 
Um diese Gleichung zu kontrollieren, muß also zuerst wieder untersucht werden, 
ob die in runden Klammern durch Plus- und Minus-Zeichen getrennt stehenden 
Glieder links und rechts des Gleichheitszeichens dieselbe Dimension aufweisen. 
Die Dimensionen und Maßzahlen der einzelnen Klammerausdrücke werden dabei 
nach dem Verfahren unter b) gefunden. Damit können auch komplizierter ge
baute physikalische Gleichungen der allgemeinen Form (22, 14) auf ihre Rich
tigkeit hinsichtlich der Maßzahlen und Dimensionen geprüft werden. 

d) Die gegebenen Untersuchungen zeigen jetzt deutlich, daß also das ganze 
System der Definitionsgleichungen, der Maßzahlen und der Maßeinheiten - na
türlich auch das erst später zu beschreibende geometrische System- der Größen 
durch die Auswahl eines bestimmt gewählten Maßsystems - und eines bestimmt 
gewählten geometrischen Grundsystems - gegenseitig genau aufeinander abgestimmt 
sein muß. Die theoretischen und praktischen Physiker, sowie die Techniker, 
sind erst durch die Einführung des absoluten Maßsystems zu einer allgemeinen 
internationalen Verständigung gekommen. Es wurde deshalb vereinbart, allen 
wissenschaftlichen Untersuchungen das von uns in Punkt 19 beschriebene absolute 
Maßsystem Nr. 1 zugrunde zu legen. Je nach Bedarf kann dann aber auch ein be-. 
liebiges anderes Maßsystem Nr. k entsprechend unserer Beschreibung in Punkt 20 
zur Lösung irgend einer physikalischen Aufgabe benützt werden; denn wie die 
Gegenüberstellung der Gleichungen (22, 2) und (22, 4) einerseits, sowie der 
Gleichungen (22, 7) und (22, 9) andrerseits zeigt, bleibt jede Gleichung zwischen 
beliebigen physikalischen Größen (22, 2) und (22, 7) auch für die Maßzahlen selbst 
(22, 4) und (22, 9) in jedem beliebigen Maßsystem Nr. k gültig. Die Gleichung (22, 2) 
zerfällt also in die Gleichung (22, 4) für die Maßzahlen und in die Gleichung (22, 3) 
für die Maßeinheiten. Ebenso zerfällt die Gleichung (22, 7) in die Gleichung (22,9) 
für die Maßzahlen und in die Gleichung (22, 10) für die Maßeinheiten. 

e) Verwendet man in einer physikalischen Gleichung jedoch Maßeinheiten, 
die durch das Maßsystem nicht mehr gegenseitig aufeinander abgestimmt sind, 
so verändern die Definitionsgleichungen häufig ihre äußere Form. Wir wollen 
dies an einem einfachen Grundsatz der Mechanik - Arbeit ist gleich Kraft mal 
Weg- vor Augen führen. Es gilt im absoluten Maßsystem die Beziehung: 

(22, 16) A = P·s 
und im Maßsystem Nr. k für die Maßzahlen und Maßeinheiten: 

(22,17) A 7,=Pk·sk, [Ak]=[P7J·[s~J, 

oder in Form eines Zahlenbeispieles: 

(22, 18) 1000 [kgm] = 50 [kg] · 20 [ m] 

1000 = 50· 20, [kgm] = [kg] · [m]. 



30 Die Skalare. Einführung in die Physik. 

Das Gesetz (22, 16) nimmt aber sofort einen Zahlenfaktor und somit eine andere 
Form an, wenn wir links und rechts des Gleichheitszeichens Dimensionen ver
wenden, die durch das Maßsystem nicht mehr gegenseitig aufeinander abgestimmt 
sind, z. B.: 

(22, 19) A = 100P·s 
mit unserem Zahlenbeispiel: 

(22,20) 100 [tcm] = 100 [cm/m] · 0,05 [t] · 20,0 [m] 

100 = 100.0,05. 20,0, [tcm] = [cm/m]. rtJ. [m]. 

Aus diesem Beispiel erkennt man deutlich, daß also auch die Gestalt der verwendeten. 
Formeln abhängig ist von dem ihrem Aufbau zugrunde gelegten Maßsystem. 

f) In einer Formel können aber auch ohne weiteres Maßeinheiten, die nicht. 
ein und demselben Maßsystem angehören, verwendet werden. Solche Formeln 
finden zumeist bei der Aufstellung von Tabellen Verwendung. Bei Benützung der
artiger Formeln ist jedenfalls größte Vorsicht am Platze. Für wissenschaftliche 
Untersuchungen sind sie sicher unzweckmäßig. Z. B. kann das Hookesche Gesetz. 
~e folgt zahlenmäßig ausgewertet werden: 

(22, 21) LI l = l . p I E • F 

[m] = [m] · [kg]/[kg/m2m] · [mm2]. 

Hier sind die Dimensionen nicht einheitlich, sondern vermischt gewählt. Dies. 
ist ein Beispiel dafür, daß eine Formel,. nicht wie in (22, 18), bei Anwendung be
liebiger, nicht gegenseitig aufeinander abgestimmter Maßeinheiten ihre Form 
nicht unbedingt verändern muß. 

23. Die Maßsysteme der Mechanik und Akustik bzw. de1• Schwingun!!:slehre. 

a) Eine Übersicht über die Größen der Mechanik gibt die Tabelle (23, 1) am 
Schluß des Buches. Das absolute Maßsystem Nr. 1 verwendet nach (20, 1) bzw. 
(19, 1) die folgenden Vielfachen der Grundmaßeinheiten 

(23, 2) O'n=1, 0'21=1, 0'31=1, 

d. h. die ursprünglichen absoluten Grundmaßeinheiten (19, 1) selbst 

(23, 3) [s1J = [cm], [m1] = [g*], [~] = [sk] 

Das Zentimeter, die Grammasse und die Sekunde. 

Also wird wegen (19,7) die Definitionsgleichung einer mechanischen Größe p in. 
diesem Maßsystem gegeben sein durch 

(23, 4) 

wobei p1 , il.1, il.2, il.3 als reelle Zahlen fest gegeben sein müssen. Somit wird wegen 
(21, 20) und (23, 2) 

(23, 5) IX1 = a~l a~~ a!~ = 1 

für jede beliebige mechanische Größe p unabhängig von il.1, il.2, il.3• Für das physi
kalisch-praktische Maßsystem Nr. 2 unserer Tabelle (23, 1) ergeben sich ent
sprechend zu den Gleichungen (23, 2) bis (23, 5) die folgenden Beziehungen: 
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(23, 6) 

(23, 7) 

(23, 8) 

(23, 9) 

()'12 = 102, ()'22 = 103, ()'32 = 1' 

[s2] = [m], [m2] = [kg*], [t2] = [sk]. 
Das Meter, die kg-Masse, die Sekunde. 

p = p2 [ s~' m~• t~•] = p2 [ m.l' kg*l.• sk'•] , 

ot2 = a1~ a~~ a~~ = 1021.,+31. •. 

Für das technische Maßsystem Nr. 3 unserer Tabelle (23, 1) folgt analog: 

(23, 10) 

(23, ll) 

(23, 12) 

(23, 13) 

a13 = 102, 0'23 = 9,81·103, a33 = 1, 

[s3] = [n,.], [m3] =[TM], [t3] = [sk]. 
Das Meter, die technische Masseneinheit, die Sekunde. 

P = p 3 [s;' m~• t~•] = p 3 [ml.' TM!.• sk'•], 

ot3 = 0'~~ 0'~~ 0'~~ = 9,81.!• · 102J.,+3I.z. 

Für das elektrotechnische Maßsystem Nr. 4 in Tabelle (23, 1) folgt: 

(23, 14) ()'14 = 109 , ()'24 = w-n, ()'34 = 1' 

(23, 15) 

(23, 16) 

(23, 17) 

[s4] = [E], [m4] =[Mi], [t4] = [sk]. 
Der Erdquadrant, die Dekapicogrammasse Mi, die Sekunde. 

P = P4 [s!' m~• t1•] = p4 [E'' Mi1·• sk1·•], 

cx4 = a1l a~: O'~l = 109 ;.,-n~o. · 

b) In allen vier Maßsystemen lautet dabei die allgemeine Definitionsgleichung 
einer rein mechanischen Größe nach (21, 1) 

(23, 18) p = y si., ml.• t1·• 
und ihre Maßzahl und Maßeinheit in irgend einem Maßsystem Nr. k ist dann 
nach (21, 4) 

(23, 19} Pk = ysZ' m~• t~•; [pk] = [s~' m~• t~•]. 

c) Ist die rein mechanische Größe p im Sonderfall eine reelle Zahl, so können 
wir in (23, 18) setzen 

(23,20) p=y, A.1 =A2 =A3 =0, 

für sie wird also nach den Gleichungen (22, 5), (22, 9), (22, 13), (22, 16) 

(23, 21) ot1 = ot2 = ot3 = ot4 = a~k agk agk = 1. 

d) In der Tabelle (23, 1) sind auch die allgemeinen Umrechnungsgleichungen 
für die Maßzahlen sowie die Werte der wichtigsten mechanischen Konstanten, 
nämlich der Größen (23, 22) enthalten. 

(23, 22) Erdbeschleunigung 
Gravitationskonstante 
Planksches Wirkungsquantum 
Lichtgeschwindigkeit 

g = 980,665 cm1 g* 0 sk-2 

c = 6,658. w-s cm3 g*-1 sk-2 ' 

h = 6,55 · I0-27 cm2 g*1 sk-1 , 

c = 3,0 · 1010 cm1 g*0 sk-1 . 

Ferner enthält die Tabelle alle Umrechnungszahlen cx; sowie alle Definitions
gleichungen der wichtigsten mechanischen Größen in der Reihenfolge ihres natür
lichen Aufbaues. 
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e) Da die Kraft P gegeben wird durch die Definitionsgleichung 

(23,23) P = sJ.mlt-2, 

so kann daraus umgekehrt für die Masse m die Definitionsgleichung 

(23, 24) m = s-l p+l t+2 

angenommen werden, wenn die Kraft P als gegeben betrachtet wird. Setzt man 
diese Beziehung in (23, 18) ein, so folgt daraus, daß die Definitionsgleichung einer 
mechanischen Größe p auch in der Form 

p = y ,sl•-1.• pl.o t<a+21.o, 

also mit den neuen Exponenten 

(23, 25) P1 = A.1- .l..2, P2 = .l..2, Pa= 2.1..2 + A.a 

auch in der Form 

(23, 26) 

geschrieben werden kann. Aus (23, 25) folgt dann noch umgekehrt: 

(23, 27) .l..1 = P1 + P2• A.2 = P2• A.a =Pa- 2p2. 

Da diese Darstellungsart auch gelegentlich beim technischen Maßsystem ver
wendet wird, so finden sich deshalb in der Tabelle (23, 1) beim absoluten Maß
system Nr. 1 die Exponenten .1..1, .1..2, Aa und beim technischen Maßsystem Nr. 3 
die Exponenten p 1, p 2, /la angegeben. Allgemein kann also jede mechanische 
Größe p im Maßsystem Nr. kinfolgenden beiden Formen dargestellt werden: 

(23, 28) 

24. Die Maßsysteme der Wärmelehre. 
a) Eine Übersicht über die Größen der Wärmelehre gibt die Tabelle (24, 1) 

am Schluß des Buches. Das absolute Maßsystem Nr. 1 verwendet nach (20, 1) 
bzw. (19, 1) die folgenden Vielfachen der Grundmaßeinheiten 

(24, 2) 

d. h. die ursprünglichen absoluten Grundmaßeinheiten selbst, nämlich 

(24, 3) [s1] = [cm], [m1] = [g*], [t1] = [sk], [Q1] = [cal], [01] = [° C]. 

Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die Grammkalorie und 
den Grad Celsius. 

Wegen (19, 7) muß dann die Definitionsgleichung irgend einer thermischen 
Größe p in diesem Maßsystem gegeben sein durch: 

(24, 4) 

wobei p1, .1..1, .1..2, .l..a, .1..4, .1..5 als reelle Zahlen fest gegeben sein müssen. Somit 
wird wegen (21, 20) und (24, 2) 

(24, 5) ~1 = a~~ a~i a~i a!t a!i = 1 , 

für jede beliebige thermische Größe unabhängig von der Größe von .1..1, .1..2, Aa, 
A4, As· 

Für das thermische praktische Maßsystem Nr. 2 unserer Tabelle (24, 1) ergeben 
sich entsprechend zu den Gleichungen (24, 2) bis (24, 5) die folgenden Beziehungen: 
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(24, 6) a 12 = 102 , a 22 = 9,8I· I03 , a32 = I, a 42 = 103 , a62 = I . 

(24, 7) [s2] = [m], [m2] = [TM], [t2] = [sk], [Q2] = [kcal], ['1?2] = [° C]. 
Das Meter, die technische Maßeinheit, die Sekunde, die Kilogramm
kalorie und der Celsiusgrad. 

(24, 8) 

(24, 9) 

p = p2 [s~' m~• t;• ~· '!?~•] = p2 [m"' TM;.• sk1• kcal"• 001.•]. 

oc2 = O'~i a~; a~~ a!~ a!; = 9,8I1• • I021, +U•H'-• . 

b) In allen Maßsystemen lautet die allgemeine Definitionsgleichung einer rein 
thermischen Größe p nach (2I, I) 

(24, IO) p = y sÄ' m"• t"• Q1·• t?J.• 
für die Maßzahl und Maßeinheit in irgend einem Maßsystem Nr. k folgt daraus 
die Gleichung: 

(24, ll) Pk = y ~~ mz• tz• Q~-4 '!?~· , [pk] = [ st' m~• ~· ~-4 D~·] . 
c) Die Tabelle (24, I) gibt auch wieder die Werte der wichtigsten thermischen 

Konstanten, nämlich der 

(24, I2) Gaskonstante R = 8,3I5 · 107 cm2 g*I sk-2 o c-1, 
Wärmeäquivalent A = (I/427) kcal/kgm. 

d) Da die Umrechnungsbeziehungen 
(24, 13) I cal = 4,I863 ·I07 cm2 g*1 sk-2 , 

(24, I4) [Q1] = 4,I863 · I07 [s~ mi fi2] 

bestehen, so kann irgend eine thermische Größe der Darstellungsform (24, 4) 
sofort auf die Darstellungsform 

p =Pt. 4,I863J.L I07'-• [s~'+2!-4m!•+l-• t!a-2l< 19{•], 
also mit 

(24, I5) el = Ät + 2Ä.4, ez = Ä.2 + A.i, es= ).3- 2A.4, e4 = ;.5' 

(24, I6) O't = 4, 18631·•. I07 1•' Pt = Pl. O't 

auf die neue Form 

(24, I7) p = Pt[8f1 mf• t~· ~·] = pdcmlll g*e• sk!!• oce•] 

gebracht werden. Aus (24, 15) folgt auch noch umgekehrt: 

(24, 18) A.t = e1- 2A.4, A.2 = e2- A.4, A.s =es+ 2A.4, Ä5 =, t?4. 

e) Da im Maßsystem Nr. 2 die Beziehung (24, ~3) wie folgt lautet: 

(24, 19) I kcal = 427 m 2 TM1 sk-2 = 427 kgm, 
(24, 20) [QJ = 427 [s~ m~ (22], 

so kann damit irgend eine thermische Größe der Darstellung (24, 8) sofort auf 
die Darstellungsform 

P = p2 • 427'-• [s~•+ 21·• m~•+l• t~·-2 l• '!?~•], 

also mit den Abkürzungen (24, I6) und der Abkürzung 

(24, 21) 0'2 = 427;·•, Pz = P2 0'2 

auf die neue Form 
(24, 22) 

Klinger, n·dlmenslonale Geometrie. 3 
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gebracht werden. Es gilt auch wieder (24, 15). Die Tabelle (24, 1) enthält außer 
den Exponenten Ä1, Ä2, Ä.3, Ä4 , Ä.5 auch die Exponenten (11, e2, e3, e4 und die Um
rechnungszahlen a1 und a2• 

25. Die Maßsysteme der Elektrotechnik. 
a) Eine Übersicht über die Größen der Elektrotechnik gibt die Tabelle (25, 1) 

am Schluß des Buches. 
Das absolute oder Gaußsehe Maßsystem Nr. 1 verwendet nach (20, 1) bzw. 

nach (19, 1) die folgenden Vielfachen der Grundmaßeinheiten 

(25,2} a 11 =1, a 21 =1, aa1 =1, a 61 =1, a 71 =1, 

d. h. die ursprünglichen absoluten Grundmaßeinheiten selbst, nämlich: 

(25, 3) [s1] = [cm], [m1] = [g*], [t1] = [sk], [L1 1] = [dil], [ll1] = [mal]. 

·Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die elektrostatisch ge· 
messene Einheit der dielektrischen Leitfähigkeit, und die elektromagne
tisch gemessene Einheit der magnetischen Leitfähigkeit. 

Also wird wegen (19, 7) die Definitionsgleichung irgend einer elektromagne
tischen Größe p in diesem Maßsystem gegeben sein durch 

(25, 4) p = p1 [s~' m~• t~· L11·ll~7 ] =Pt [cm~o, g*~o• sk1·• dil'• rualA7 ], 

wobei Pt; Ä1, Ä.2, Äa, .1.6 , Ä7 als reelle Zahlen fest gegeben sein müssen. Somit wird 
wegen (21, 20) und (25, 2) 

(25, 5) IXt = a~~ a~i O'~i a!t a~i = 1 

für jede beliebige elektromagnetische Größe p. 
Für das absolute elektrostatische Maßsystem Nr. 2 unserer Tabelle (25, 1) ergibt 

sich analog zu den Gleichungen (25, 2) bis (25, 5): 

(25, 6) 0'12 = 1' 0'22 = 1' O'a2 = 1, 0'62 = 1' 0'72 = 91 • 1020 ' 

(25, 7) [s2] = [cm], [m2] = [g*], [t2] = [sk], [L1 2] = [dil], [ll2] = 91.10 20 [mal]. 

(25, 8) 

(25, 9) 

Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die estat. gern. Einheit 
der dielektrischen Leitf., die estat. gern. Einheit der magnetischen 
Leitfähigkeit, 

p = P2 [s~1 m~· t~· j~· ll~7] = P2 [ cmAI g*A• skl .• dill .• n:7J ' 

Für das absolute elektrO'f'flß,gnetische Maßsystem Nr. 3 unserer Tabelle (25, 1) 

ergibt sich wiederum entsprechend: 

(25, 10) 
(25, 11] 

(25, 12) 

(25, 13) 

O'ta = 1, 0'2a = 1, O'aa = 1, 0'6a = 91 ·1020 , 0'73 = 1, 
[sa] = [cm], [ma] = [g*], [ta] = [sk], [L1a] = 91• 1020 [dil], 

[llaJ = [mal] . 

Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die emagn. gern. Einheit 
der dielektr. Leitf., die emagn. gern. Einheit der magnetischen Leit
fähigkeit. 

p =Pa [s~' m~· t~• Ll~·l7~7] =Pa [cm~o, g*io• sklo• j~· mal;.,], 

IX = a~o, aio• aio• a~o• a1·7 = 91·• • 1020 ;., a 13 23 33 ~3 73 • 
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Für das praktisch elektromagnetische Maßsystem Nr. 4 unserer Tabelle (25, 1) 
ergibt sich hingegen: 

(25, 14) a14 = 109 , O'u = 10-11, 0'34=1, 0'64=91 ·102 , 0'7.4,=1, 

(25, 15) 

(25, 16) 

(25, 17) 

[t4] = [sk], [LI4] = 91 ·1020 [dil], 
[ll4] = [mal]. 

Der Erdquadrant, die Dekapicogrammasse Mi, die Sekunde, die prakt. 
elektromagn. gem. Einheit der dielektr. Leitf., die emagn. gem. Ein
heit der magnetischen Leitfähigkeit. 

p = p4 [s!' m!• t~• LI!• ll!•J = p4 [El• Mil.• sk'• LI!• mal1•] , 

oc4 = O'~l 0'~~ 0'~~ a!: O'*l = 91 .•• 109/.,-lllo+2ls. 

Für das Maßsystem von Giorgione Nr. 5 oder das Zentimeter-Sekunden- Volt
Ampere-Maßsystem erhalten wir die folgenden Formeln: 

(25,18) 0'15 =1, 0'25 =107 , a35 =1, 0'65 =91 ·1011 , 0'75 =109 , 

(25, 19) [s5] = [cm], [m5] = [Ma], [t5] = [sk], [LI 5] = 91 • 1011 [dil], 
[ll5] = 109 [mal] . 

Das Zentimeter, die Dekamegagrammasse Ma, die Sekunde, die gior
gionisch-gemessene Einheit der dielektr. Leitfähigk., die giorgionisch 
gemessene Einheit der magnetischen Leitfähigkeit, 

(25, 20) 

(25, 21) 

p = p5 [ s!• m~• t!• LI!• ll~•] = p5 [cml.' Mal• sk1• LI~• ll~•], 

Für ein beliebiges Maßsystem Nr. k der Tabelle (25, 1) folgt endlich: 

(25, 22) O'u, 0'2k, O'ak• O'sk• 0'7k' 

(25, 23) 

(25, 24) 

(25, 25) 

[sk] = O'u [sl], [mk] = 0' 2dm1], [t~c] = O'ak [t1J, 
[Lik] = 0'6k [Lii], [llk] = 0'7k [lll]' 

p = Pk [st' mt• tt• Llt• ll~•], 
lpk] = [st' mi• ti• Ll~·ll~•], 

ock = 0'~\ a~·k a!~ 0'~\ a~•k . 

b) Da auch noch die Verhältniszahlen oc3/oc2, oc4joc3 und oc5/oc3 interessieren, so 
sind sie in der Tabelle (25, 1) und hier in den folgenden Formeln angegeben: 

(25, 26) oc3joc2 = 9'•-l.•. lQ20lo-20l.,, 

oc4/1Xa = 1092,-lll.o-lSlo' 

oc5joc3 = 107 l.o-9.1.s+9J.,. 

c) In allen Maßsystemen lautet jetzt die allgemeine Definitionsgleichung 
einer elektromagnetischen Größe p nach (21, 1) 

(25, 27) P = Y sl.' ml• tla Lll• fll• • 

Ihre Maßzahl in irgend einem System Nr. k ist daher gegeben durch: 

(25, 28) 

d) In der Tabelle (25, 1) sind auch dieWerte der wichtigsten elektrotechnischen 
Konstanten enthalten, nämlich der 

3* 
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(25, 29) 

Die Skalare. Einführung in die Physik. 

Dielektrischen Leitfähigkeit deei Äthers . . L1 L = 1 [ dil] , 
Magnetischen Leitfähigkeit des Äthers . . IIL = 1 [mal], 
Lichtgeschwindigkeit im Äther . . vL = 3 ·1010 [cmfsk], 
Elementarladung . q = 4,77 • 10-10 [cm3' 2 g.-112 sk-1 dil112], 

Universellen Konstanten c = 3 · 1010 [cm1 sk1 dil1' 2 maP'~]. 

Allgemein besteht für irgend ein Medium folgender Zusammenhang zwischen 
der Geschwindigkeit v der elektromagnetischen Wellen in diesem Medium, der 
universellen Konstanten c, der dielektrischen Leitfähigkeit des Mediums LI und 
der magnetischen Leitfähigkeit des Mediums II: 

(25, 30) v2 = c2/(L1 · II) . 

Speziell für den Äther und nahezu auch für Luft gilt daher 

(25, 31) vi = c2 j(LIL ·liL). 

Im Maßsystem Nr.1 muß somit die Gleichung bestehen: 

(25, 32) vi1 = cU(ALl.IJLl), 

da aber nach (25, 29) zu setzen ist: 

VLl = 3·1010 , Cl= 3·1010 , ALl= l, IILl =I' 

so ist diese Grundgleichung für den Äther also erfüllt. Der Leser überzeugt flieh 
leicht mittels der Angaben der Tabelle (25, 1), daß diese Gleichung auch in jedem 
beliebigen anderen Maßsystem Nr. k erfüllt ist. 

e) Sind Q' und Q" zwei Elektrizitätsmengen und m' und m" zwei Magnetis
musmengen, so ergibt sich in einem Medium mit der dielektrischen Leitfähigkeit LI 
und der magnetischen Leitfähigkeit II für die Anziehungskraft P dieser beiden 
Mengen je in der Entfernung 8 nach dem Coulombsehen Gesetz folgendes Glei
chungssystem: 
(25, 33) P = Q' · Q" f(Ll· 82), P = m! · m" /(Il · 82) • 

Durch diese Grundformeln werden die Begriffe Elektrizitätsmenge Q, Magnetis
musmenge m, dielektrische Leitfähigkeit LI und magnetische Leitfähigkeit II 
am ehesten der Anschauung näher gebracht. 

f) Setzen wir in (25, 30) die Definitionsgleichung für die Geschwindigkeit 
(25, 34) V = 8 • t-1 

ein, so ergibt sich leicht die Gültigkeit der beiden Gleichungen: 

(25, 35) L1 = 8-2 t+2 II-1 c+2 , (25, 36) II = s-2 t+2 A-1 c+2 . 

Setzen wir jetzt weiter diese Beziehungen in die allgemeine Definitionsgleichung 
(25, 27) ein, so erhalten wir die beiden Formeln: 

(25, 36) p = y 8l.,-2l.o m'-• tl.a+2l.o IJi.,-l.o c2i.o' 

p = ysl.,-21., m1-• t'-•+21., LJI .• -1., c21.7 • 

Setzen wir somit erstens: 
(25, 37) ·-r1 = A1 -- 2A.6 , T 2 = A.2 , T 3 = A.3 + 2A.6 , T4 = - A.6 + A.7 , T 5 = 2A.6 , 

oder umgekehrt 
(25, 38) }, = T1 + -r5 , A.3 = -r2 , },3 = T 3 - T5 , },6 = T5/2, 

A.7 = T4 + (-r5/2), 
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so erhält man die Definitionsgleichung in der Form: 

(25, 39) 

In dieser Form findet sie beim absoluten elektromagnetischen Maßsystem Nr. 3 
und beim praktischen elektrs;>magnetischen Maßsystem Nr. 4 Verwendung. Dort 
sind deshalb für alle elektromagnetischen Größen die Exponenten -r1, -r2, -r3, 

-r4, -r6 angegeben. 
Setzen wir hingegen zweitens: 

(25, 40) c.o1 = A1 - 2A7, c.o2 = A2 , w3 = A3 + 2A7, c.o4 =' Ä6 - ~, c.o5 = 2Ä7, 

oder umgekehrt 

(25, 41) Ä1 = C.01 + C.05' A2 = C.02' Aa = w - C.05 ' Ao = W4 + (ro5/2)' A7 = C.Os/2' 

so erhält man die Definitionsgleichung in der Form: 

(25, 42) 

In dieser l!'orm findet sie beim absoluten elektrostatischen Maßsystem Nr. 2 Ver
wendung .. Dort sind deshalb für alle Größen die Exponenten c.o1, c.o2, c.o3, c.o4, w5 

angegeben. 
g) Im Maßsystem Nr. 5 von GIORGIONE verwendet man hingegen neben der 

Länge und der Zeit zur Darstellung der Größen die Spannung U und die Strom
stärke I. Da diese durch die folgenden Definitionsgleichungen 

(25, 43) u = 8112 ml/2 t-1 ,1-I/2, I = 8s12 ml/2 t-2 Lfl/2 

gegeben sind, so können aus beiden Gleichungen zunächst folgende Beziehungen 
durch Multiplikation bzw. Division gefunden werden: 

(25, 44) U ·I= 82 mt t--3 , u-1. I= 81 t--1 Lft, 

daraus folgt aber sofort: 

(25, 45} m = 8-2 t+3 U+l I+~, LI = s-1 t+t U-1 I+l. 

Setzt man diese Gleichungen in der Formel (25, 42) ein, so ergibt sich die 
Beziehung 

nennt man jetzt die neuen Potenzexponenten der Reihe nach :n1, :n2, :n3, :n4, :n5, so 
ergeben sich durch diese Substitution wegen (25, 40) die folgenden Gleichungen: 

(25, 46) p = y s"1 _tn• U"'• I"~ c"'• , 

(25, 47) :n1 =At- 2Ä2-Ä6- Ä7, n2 = 3Ä.2 + Aa + Ao + A7, 

:na = Ä2 - Äo + Ä7' :1l4 = Ä2 + Äo - Ä7, :ns = 2 Ä7 • 

Wenden wir jetzt die Formel (25, 46) auf irgend eines der Maßsysteme Nr. 2, 3, 4, 5, 
also auch auf das Giorgi<mische Maßsystem an, so ergibt sich, weil die universelle 
Konstante c in den genannten Maßsystemen jedesmal die Maßzahl l erhält, stets 

(25, 48) ck = l, c:• = l mit :n5 = beliebig aber =l= oo 

im Maßsystem Nr. k für (k = 2, 3, 4, 5), 

daher kann also die allgemeine Definitionsgleichung (25, 46) irgend einer Größe p 
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für die Maßzahlen P~< in den Maßsystemen Nr. k in (25, 48) auch wie folgt geschrie
ben werden: 

(25,49) 

Das Giorgionische Maßsystem heißt deshalb auch das Zentimeter-Sekunden
Volt-.Ampere-Maßsystem. In der Taballe sind darum auch die Potenzexponenten 
nv n2, n3, n 4 und n 5 angegeben worden. 

h) Im Gaußsehen Maßsystem Nr. I können sofort die rein elektrischen Größen 
von den rein magnetischen Größen unterschieden werden. Für die elektrischen 
Größen gilt in (25, 4) nämlich Ä7 = 0, für die magnetischen Größen hingegen 
Ä6 = 0. Die Maßeinheiten der elektrischen Größen bleiben wegen (25, 6) im elektro
statischen Maßsystem dieselben wie im absoluten Gaußsehen Maßsystem. Die 
Maßeinheiten der magnetischen Größen hingegen bleiben wegen (25, IO) im elek
tromagnetischen Maßsystem dieselben wie im absoluten Gaußsehen Maßsystem. 
Aus diesem Grunde wurde in der Tabelle (25, 1) das Gaußsehe Maßsystem als 
Grundmaßsystem Nr. I ausgewählt. 

26. Die Maßsysteme der Beleuchtungstechnik. 
Eine Übersicht über die Größen der Beleuchtungstechnik gibt die Tabelle 

(26, I) am Schluß des Buches. 
Das absolute Maßsystem Nr. 1 verwendet nach (20, 1) bzw. (19, i) die folgenden 

Vielfachen der Grundmaßeinheiten: 

(26, 2) <Tn = 1, <121 = 1, <Ts1 = 1, <Ts1 =I' 

d. h. die ursprünglichen absoluten Grundmaßeinheiten selbst, nämlich 

(26, 3) [s1] = [cm], [~] = [g*], [t1] = [sk], [I]= [HK] 
Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die Hefnerkerze. 

Irgend eine lichttechnische Größe wird daher in diesem Maßsystem gegeben 
sein durch: 

(26, 4) 

Darin müssen wieder p1 ; A.1, Ä2, A.3, Äg als reelle Zahlen gegeben sein. Also wird 
wieder wegen (2I, 20) und (26, 2) 

(26, 5) Ot1 = cr~l er:~ er~~ cr!t = I 

für jede beliebige Größe p. 
Für das praktisch lichttechnische Maßsystem Nr. 2 unserer Tabelle (26, 1) er

geben sich entsprechend die folgendenBeziehungen: 

(26, 6) cr12 = 102 , cr22 = 9,81 · 103 , cr32 = I, <182 = 1 , 

(26, 7) 

(26, 8) 

(26, 9) 

(s2] = [m], [m2] =[TM], [t2] ;== [sk], [I2] =[HK]. 
Das Meter, die technische Masseneinheit, die Sekunde und die Hefner
kerze, 

p = p2 [ ~1 m:• t~• I~•] = p2 l m'·l TM1·• sk'·• HK;.•] , 

Ot2 =er!~ er!: er!~ er!~= 9,81A• ·1021·'+3 1·•. 



Über dje zweckmäßigste Anlage technischer Tabellen. 39 

27. 'Über die zweckmäßigste Anlage technischer Tabellen. 
Es soll hier noch kurz eine Bemerkung über die zweckmäßigste, zahlenmäßige 

Anlage technischer Tabellen gemacht werden. Wir sollen z. B. die spezifischen Ge
wichte verschiedener Gase in einer Tabelle in einem bestimmten Maßsystem an
geben. Nachfolgend geben wir die spezifischen Gewichte einiger Gase abgerundet 
auf zwei Dezimalstellen in allen Maßsystemen Nr. 1 bis 4 der Mechanik, sowie die 
relativen Dichtend der Gase, bezogen auf Luft, als auch.den Teil der Tabelle (23, 1) 
wieder, welcher sich auf den Begriff des spezifischen Gewichtes bezieht. 

Tabelle (27, 1). 

Maßsystem Nr.l Nr. 2 Nr. 3 Nr. 4 Nr. k d 

Umrechnungs-
zahl ock oc1 = 1 oc2 = 10-1 ~=9,81·10-l oc4 = 10-29 oc. = 111~ a~~ aai 1 

Dimension [yk] Dynfcm3 Großdyn/ms kgfm3 cDyn/E3 Si2 mt1 tj;2 1 

Maßzahl yk Y1 ?'2 Ya Y4 Yk a .. 
für Luft Y•L 1,27 12,7 1,29 1,27. 1029 1,27 aH as1 atZ 1,00 

02 1,40 14,0 1,43 1,40 ·1029 1,40 aH 021 at% 1,11 

N2 1,23 12,3 1,25 1,23 ·1029 1,23 aH as~ atz 0,97 

H2 0,09 0,9 0,09 0,09 ·1029 0,09 aH 02k atZ 0,07 

Probe: Y! = oc2 Y2 = oca Ya = oc4 ?'4 = oc. /'k -

Darin bedeuten y das spezifische Gewicht des Gases, G dessen Gewicht und V 
dessen Volumen, ferner YL das spezifische Gewicht der Luft und d die relative 
Dichte des Gases bezogen auf Luft. Es gelten die einfachen Fo~eln: 

(27, 2) y = Yk [yk] = Yk [s,t2 mt1 t,t 2] im Maßsystem Nr. k; 
r=G/V, rL=GL/VL, d=riYL· 

Wir erkennen jetzt leicht folgendes: Eine Größe, die in verschiedenen ·Maß
systemen verschiedene Dimensionen besitzt, weist dort auch verschiedene Maß
zahlen auf. Nur eine Größe, die die Dimension [1] besitzt, also eine Zahl, weist 
in allen Maßsystemen dieselbe Dimension [1] und daher auch dieselbe Maßzahl 
auf. Statt die spezifischen Gewichte für alle unsere Maßsysteme Nr. 1 bis Nr. 4 
in vier voneinander verschiedenen Zahlentabellen wie oben in (27, 1) anzugeben, 
ist es weit bequemer, nur eine einzige Tabelle für die relativen Verhältniszahlend 
anzugeben und hinzuzufügen, wie groß die Maßzahlen der Bezugsgröße - hier 
des spezifischen Gewichtes der Luft - in allen vier Maßsystemen sind. Aus 
der Tabelle für d und dieser Angabe 

(27, 3) YL = 1,27 ati,2 a;:;? ati,2 [s,t2 m~ t,t2] = 
= 1,27 [Dyn/cm3] = 12,7 [Großdyn/m3] = 
= 1,29 [kg/m3] = 1,27 ·1029 [cDyn/E3] 

kann dann jedes spezifische Gewicht irgend eines Gases y sofort mittels der Formel 

(27,4) r = d·rL 
berechnet werden. Die Tabelle für die relativen Zahlen d ist, da d als reiner Zahl
wert die Dimension [1] in allen Maßsystemen besitzt, für alle Maßsysteme dieselbe. 
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Bei Auswertung von Formeln in Tabellen hat man also - um eine allgemeine 
Gültigkeit der Formeln in jedem beliebigen Maßsystem zu erreichen - zu trach
ten, stets nur Tabellen für relative Zahlwerte anzulegen. Dies gilt insbesondere 
für die Tabellarisierung von Materialkonstanten verschiedener Stoffe usw. Eine 
derartige Tabelle ist auch, da sie Verhältniswerte angibt, viel anschaulicher als 
eine absolute Darstellung der Zahlwerte selbst. Außerdem ergeben sich bei ver
nünftiger Wahl der Bezugsgröße stets nur Maßzahlen, die um 1 herum. liegen 
werden. In dem irgend einem Tabellenwerk zugeordneten Formelsystem wird man 
also stets trachten, möglichst viele Verhältniszahlen einzuführen. 

28. Praktische. Winke für die richtige Lösung physikalischer 
Rechenaufgaben. 

a) Um Irrtümer bei der Durchrechnung irgend einer physikalischen Rechen
aufgabe der Theorie oder der Praxis ·zu vermeiden, wird man sich über drei wich
tige Punkte Klarheit verschaffen müssen: 

Erstens: Man hat zu untersuchen, ob die zur Verwendung gelangenden For
meln, Definitionsformeln, Maßzahlen und Maßeinheiten aller verwendeter Größen 
schon ein und demselben Maßsystem angehören; andernfalls sind die Formeln, 
Maßzahlen und Maßeinheiten an Hand unserer Tabellen erst alle in Übereinstim
mung zu bringen. Dem Aufbau der Formeln ist hierbei immer das absolute Maß
system zugrunde zu legen. Während der gesamten Durchrechnung der Rechen
aufgabe dürfen dann weiterhin die gewählten Maßeinheiten, der zueinander durch 
Formeln in Beziehung gesetzten Größen, nicht mehr geändert werden. 

Zweitens: Die Auswahl des der Rechnung zugrunde zu legenden Maßsystems 
Nr. 1 bis 4 bzw. allgemein k wird man der Art der gegebenen Aufgabe weitest
gehend anpassen. Führen wir beispielsweise Berechnungen in der Astronomie 
durch, so werden wir für die Entfernungen, Massen und Zeiten möglichst große 
Grundmaßeinheiten auswählen. Wir messen dann vielleicht die Entfernungen in 
Lichtjahren, die Massen in Sonnen- oder Erdmassen, die Zeiten in Jahren usw. 
Nur so werden auch die stets nach dem absoluten Maßsystem entwickelten For
meln für die Ausrechnung nur kleine Maßzahlen und damit bequeme Zahlenrech
nungen ergeben. 

Drittens: Hat man dennoch große Maßzahlen in Rechnung zu stellen, so wird 
man die Zahlen niemals ausschreiben, sondern stets mit Zehnerpotenzen multi
pliziert darstellen. Wir schreiben beispielsweise statt 
(28, l) 1 523 000 000, 000 

oder statt: 
(28, 2) 

Stelle: 9 ~76 543 210 -1-2-3 
einfacher und übersichtlicher 

... 0,01523. 1011 = 0,1523. 1010 = 1,523. 109 = -----= 15,23. 108 = 152,3. 107 = ... ' 

0, 000 005 673 
Stelle: 0 -1-2-3 -4-5-6 -7-8-9 

einfacher und übersichtlicher 
... 0,05673 . I0-4 = 0,5673 . I0-5 = 5,673 . I0-6 = 
= 56,73 ·I0-7 = 567,3 ·I0-8. 
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Am bequemsten sind dabei immer die unterstrichenen Schreibweisen. Will man 
die Zahlen aussprechen, so merke man sich, daß: 

(28, 3) 1030 eine Quintillion 10-1 ein Zehntel 

(28,4) 

(28, 5) 

1024 eine Quadrillion 10-2 ein Hundertstel 
1018 eine Trillion 10-3 ein Tausendstel 
1012 eine Billion 10-4 ein Zehntausendstel 
109 eine Milliarde 10-5 ein Hunderttausendstel 
106 eine Million 10-6 ein Millionstel 
105 Hunderttausend 10-9 ein Milliardstel 
104 Zehntausend 10-12 ein Billionstel 
103 Tausend 10-18 ein Trillionstel 
102 Hundert 10-24 ein Quadrillionstel 
101 Zehn I o- 30 ein Quintillionstel 
I0° Eins 

darstellen. So sind z. B. 

3,864 · I020 = 3,864 · I02 • 1018 = 386,4 · 1018 = 386,4 Trillionen , 

8,57 · 10-17 = 8,57 · 10-5 • 10-12 =~ 8,57 Hunderttausendbillionstel. 

Unter Berücksichtigung dieser praktischen Winke wird man umfangreiche 
und oft auch falsche Zahlenrechnungen leicht vermeiden können. Außerdem wird 
die Möglichkeit einer Kontrolle der Rechnung, ohne welche jede Zahlenrechnung 
überhaupt wertlos ist, stets einfach und übersichtlich gegeben sein. 

b) Wir wollen jetzt, um das Gesagte zu vertiefen, eine Rechenaufgabe aus 
der Mechanik in allen vier Maßsystemen unserer Tabelle (23, I) praktisch durch
führen. 

1. Beispiel: Man berechne die notwendige Beschleunigungsarbeit eines 
D-Zuges, dessen Lokomotive eine Masse von 2 ·I05 kg*-Massen aufweist und von 
dessen IO Wagen jeder eine Masse von 5 ·I04 kg*-Massen besitzt. Es soll eine Fahr
geschwindigkeit von I08 km/h erreicht werden. 

Lösung. 1. Arbeit: Die Angaben sind in Formeln zu fassen, für die gefragten 
Größen sind Endformeln aufzustellen: 

(28, 6) 1n = (2 ·105 + 10.5 ·I04) kg* = 7,0 ·I05 kg*' 
v = I,08·I02 km/h, A = mv2/2 Formel im absoluten Maßsystem. 

2. Arbeit: Wir wählen uns ein für die Rechnung passendes Maßsystem, z. B. 
das physikalisch-praktische Maßsystem Nr. 2 aus. In diesem Maßsystem haben 
wir für die vorkommenden Größen nach unserer Tabelle (23, I) folgende zusam
mengehörige Maßeinheiten zu verwenden: 

m • .. kg*, v . .• m/sk, A ... Wsk. 

Wir haben also nur die Angabe v umzurechnen. Dies geschieht am einfachsten 
auf folgende Art: 

(28, 7) I km/h = IOOO m/3600 sk = 2, 78 · 10-1 m/sk , 

daraus erhalten wir 

v = I ,08 · I02 • 2, 78 · 10-1 m/sk = 3,0 · 101 m/sk 
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und damit ergeben sich die aufeinander abgestimmten Maßzahlen, Maßeinheiten 
und Formeln 

(28, 8) m = 7,0 ·105 [kg*], 
v = 3,0 · I01 [m/sk], 

A = A2[Wsk], 

m2 = 7,0·I05 , 

v2 = 3,0 ·I01, 
A 2 = m2 v~/2. 

3. Arbeit: Ausrechnung des Ergebnisses dur~h Einsetzen in die Formeln. 

A2 = 7,0 · J05 • (3,0 · 101)2/2 = 3,I5 · 10B, also ausgerechnet 

(28, 9) A = 3,I5·IOB[Wsk], A 2 = 3,I5·JOB. 

4. Arbeit: Will man sich das Ergebnis wieder irgendwie gut vorstellbar machen, 
so bezieht man dasselbe neuerdings auf die gewünschte Maßeinheit. Wünschen 
wir z. B. das Ergebnis in kWh, so verwandeln wir es wieder analog zu (28, 7): 

(28, IO) I Wsk = J0-3kW ·I h/3600 = 2,78 ·J0-7kWh. 

Damit erhalten wir das gewünschte Ergebnis aus (28, 9) zu 

A = 3,I5 · JOB· 2, 78 • J0-7 kWh; oder ausgerechnet zu 

(28, ll) A = 87,5 [kWh]. 

Wir wollen nun dasselbe Rechenbeispiel noch in den anderen drei Maßsystemen 
unserer Tabelle (23, I) durchrechnen. 

5. Arbeit: Die Umrechnung gelingt sofort mit Hilfe unserer Umrechnungs
tabellen in (23, I) für die Maßzahlen p wie folgt: 

(28, I2) Für die Geschwindigkeit v gilt A.1 = I, 
Für die Masse m gilt . . . . A.1 = 0, 
Für die Arbeit A gilt . . . . A1 = 2, 

A.2 = 0, 
A.2=I, 
A.2 =I, 

A.3 =-I, 
A.3 = 0, 
A3 =-2. 

Somit wird der Reihe nach, entsprechend den allgemeinen Formeln der Tabelle 
(23, I) 

(28, 13) Pl= P2·I021.,+al .• , 
v1 = v2 ·102 , 

m1=m2·103 , 

Al=A2·I07, 

p2= gegeben, 
V2= 3,0 ·101 , 

m2 =7,0 ·J05 , 

A2=3,15·JOB, 

Pa= P2. 9,81-l•, 
Vs=--: v2, 

m3 =m2 · 9,81, 
A3 =A2 · 9,8I, 

P4 = P2. 10-7lt+ 141• ' 

V4= V2•IO, 
m4 =m2. 1014' 
A4=A2. 

Somit lauten die Zahlenrechnungen in den vier verschiedenen Maßsystemen 

(28, 14) A1 = m1 vi/2, (3,15 · I015) = (7. JOB). (3. J03)2/2, 
A2 = m2v~/2, (3,I5 ·JOB) = (7. J05). (3. J01)2/2, 

A3 = m3v~/2, (30,8 •JOB) = (68,67 ·J05) · (3 ·J01)2/2, 
A 4 = m4 v~/2, (3,15 · JOB) = (7 · J019) • (3 · 10-6)2/2 . 

Also lautet das Ergebnis in allen vier Maßsystemen für die einzelnen Größen 

(28, I5) m = 7 · JOB g* = 7 · J05 kg* = 6,867 • 106 TM = 7 · 1019 Mi, 
v = 3 · J03 cm/sk = 3 · I01 m/sk = 3,0 · 101 m/sk = 3 · J0-6 E/sk, 

A = 3,I5 ·I015 Erg=-= 3,I5 .JOB J =3,08 .J09kgm = 3,1.5 ·J08 J. 

Die Arbeit beträgt also z. B. 3,08 Milliarden kgm. 
Damit ist die Anwendung unserer Dimensionstabellen in der Praxis gezeigt. 



Praktische Winke für die richtige Lösung physikalischer Rechenaufgaben. 43 

2. Bei8piel: Das Newtonsehe Gravitationsgesetz für die Anziehungskraft P 
zweier Massen rn' und rn" in der Entfernung s mit der Gravitationskonstanten C 
lautet im absoluten Maßsystem Nr. 1 der Tabelle (23, 1): 

(28, 16) P 1 = 0 1 rn~ mrM, [cmg* sk-2J = [cm3 g*-1sk-2J. [g*J. [g*J/[cm2J, 

01 = 6,658. 10-8. 

Wie ändert sich die Konstante C, wenn Pint, m' und rn" in t*-Massen und s in km 
ausgedrückt wird ~ 

Lösung. 1. Arbeit: Wir stellen zunächst folgendes fest: Die verlangten Maß
einheiten sind nicht mehr zusammengehörige Maße eines Maßsystems, denn 
würden wir im Maßsystem Nr. k die Wahl treffen: 

(28, 17) a1 ~c = 105 , o-2 " = 103 , a3 k = 1, 

d. h. die neuen Grundmaßeinheiten 

(28, 18) 

verwenden, so ergeben sich nach (28, 16) aus unserer Tabelle (23, 1) die Umrech
nungszahlen 

für die Kraft P ....... oc7c = (105)1· (103)1 · (1}-2 = 108, 

für die Gravitationskonstante C oc1, = (105)3 • (103)-1. (1}-2 = 1012. 

Somit lauten die Umrechnungsgleichungen für die Maßeinheiten 

(28, 19) [s~c] = 105 [s1], [rn~c] = 103 [rn1], [t"] = [t1], 

[P~o] = 108 [Pl], [Ck] = 1012 [01]. 

Für die Maßzahlen ergeben sich dann nach unseren Regeln die Umrechnungs
gleichungen: 

(28, 20) SI= 105 sk, rnl = 103rnk, tl = tk, PI= 108 Pk, Cl= 1012 ck. 

Setzen wir diese Formeln in unsere alte Gleichung für die Maßzahlen in (28, 16) 
ein, so ergibt sich daraus sofort, wie wir schon wissen, die Gültigkeit derselben 
Gleichung auch für die neuen Maßzahlen, nämlich: 

(28,21) P 1 = C1 rn~m~M---'>-P~c = C~crn~rn~/s~. 
2. Arbeit: Suchen wir aber dennoch eine Formel aufzustellen, in welcher 

die Größen in den gewünschten Maßeinheiten eingesetzt werden können, so ergibt 
sich wieder eine Formel, deren Aufbau nicht mehr dem absoluten Maßsystem 
entsprechen kann und die daher einen Zahlenfak~r erhalten muß. Dieser Zahlen
faktor kann in unserem besonderen Falle jedoch in die neue Gravitationskonstante 
eingerechnet werden, so daß durch diesen Kunstgriff die alte Gleichungsform 
erhalten bleibt. Die neue Formel ergibt sich auf folgendem Wege. Wir bezeichnen 
die neuen Einheiten und Maßzahlen mit dem Index 0. Gewünscht wurde von uns: 

(28, 22) [P0 ] = [t], [rn0] = [t*], [s0] =[km] oder 

[P0] = 9,81· 108 [P1], [rn0] = 106 [rn1], [s0 ] = 105 [s1], 

somit gilt für die neuen Maßzahlen die Beziehung: 

(28, 23) P 1 = 9,81·108 P 0 , m1 = 106 rn0 , s1 = 105 s0 • 
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Setzen wir diese Beziehungen in die Grundgleichungen (28, 16) ein, so folgt 

9,81· 108 P0 = 0 1 ·106 m~· 1(;6 m~/1010 ~ oder 

(28, 24) P0 = 0 0 % m~f~, 00 = 0 1 • 9,81-1 • 10-s = 6,79 · 10-15 . 

Wir haben also schließlich zu setzen: 

(28, 25) 

Die neue Maßeinheit [00] ist aber jetzt in vermischten Grundmaßeinheiten 
ausgedrückt. Denn entsprechend der Formel (28, 19) hätten wir in ein und dem
selben Maßsystem [00] = 1012 [01] und nicht (28, 25) setzen müssen. Das Formel
system (28, 24) entspricht deshalb nicht mehr dem absoluten Maßsystem. Für 
theoretische Untersuchungen ist es nicht mehr geeignet, wohl aber für die zahlen
mäßige Auswertung von Rechenbeispielen. Dieses Beispiel zeigt uns auch die 
Richtigkeit folgenden Satzes: 

(28, 26) In einer Gleichung, die n Größen miteinander verbindet, können die 
Maßeinheiten von (n - 1) Größen willkürlich ausgewählt werden. Die 
Maßeinheit der n-ten Größe ist dann aber eindeutig bestimmt. 

3. Arbeit: Wir gehen jetzt dazu über, ein Paar, auf das Newtonsehe Gravita
tionsgesetz bezügliche, Rechenbeispiele zahlenmäßig durchzurechnen. 

1. Die Anziehungskraftzweier Gramm*-Massen in 1 cm Entfernung ist nach 
Formel (28, 16) gegeben durch: 

p1 = (6,658. I0-8). (1). (1)/(1)2 = 6,658. I0-8' 
P = 6,658 · 10-s Dyn = 6, 79 · I0-8 mg-Gewicht .. 

2. Die Anziehungskraft zweier kg*-Massen in 1m Entfernung nach Formel 
(28, 16) ist gegeben durch: 

p1 = (6,658. 10-8). (103). (103)/(102) 2 ~ 6,658. 10-6' 
P = 6,658 ·10-6Dyn = 6,79 ·10-6mg-Gewicht. 

3. Die Anziehungskraft zwischen der Erdmasse und der t*-Masse in der Ent-
fernung des Erdradius ist nach Formel (28, 16) 

p1 = (6,658. 10-8). (5,98 ·1027). (106)/(6,37 ·108) 2 = 9,81·108' 

P = 9,81 · 108 Dyn = 1 t-Gewicht oder nach Formel {28, 24) 

P0 = (6,79 ·10-15) • (5,.98 · 1021) • (1)/(6,37 ·103) 2 = 1, P = 1 t-Gewicht. 

3. BeiBpiel: Wie ungeheuer voneinander verschieden die elektrostatische Ein
heit der Elektrizitätsmenge [Q2] von der elektromagnetischen Einheit der Elek
trizitätsmenge [Q3] ist, zeigt selrr anschaulich folgendes Beispiel: 

1. Die Anziehungskraft zweier absoluter elektrostatischer Einheiten der Elek
trizitätsmenge in 1 cm Entfernung im Äther ist nach der FormelP = Q' Q"/.d 8 2 

im Maßsystem Nr. 2 unserer Tabelle (25, 1) gegeben durch P 2 = 1 · 1/1 · 12 = 1, 
also P = 1 Dyn · 1 mg-Gewicht. 

2. Die Anziehungskraft zweier absoluter elektromagnetischer Einheiten der 
Elektrizitätsmenge, also zweier Deka-Coulomb in 10 km Entfernung im Äther 
ist nach derselben Formel P = Q'Q"f.dB2 im Maßsystem Nr. 3 unserer Ta
belle (25, 1) gegeben durch P 3 = 1 ·1/9-1 • 10-20 • (106)2 = 9 · 108, also durch 
P = 9·108 Dyn_:_ 900 kg-Gewicht. 
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4. Beispiel: Führt man folgende neue Grundmaßeinheiten ein: 

(28, 27) [s,.,] = 4,02 · 10-33 [cm], [m,.,] = 5,43 · I0-5 [g*], 
[t,.,] = 1,34 · IQ--43 [sk], [t?k] = 2,37 ·1032 (O C], 

so ergeben sich für die folgenden Naturkonstanten, wie man leicht nachrechnet, 
die Maßzahlen 1. 

(28, 28) Lichtgeschwindigkeit . . c = 3 ·1010 [cm sk-1] = 1 [vk], 
Gravitationskonstante . . 0 = 6,658 ·lO-s [cm3 g*-lsk-2]=1 [0,.,], 
Absolute Gaskonstante . G = (R/4,04 · 1023 = 2,06 · IQ-16) 

[cm2g*lslrzoc--1] = 1 [G~r], 
Plancksches Wirkungsquantum h = 6,55 · I0-27 [cm2 g*1 sk-1] = 1 [hk] . 

In einem solchen Maßsystem Nr. k würden in den Formeln eine ganze Reihe 
von Konstanten verschwinden. Die Definitionsformeln des absoluten Maßsystems 
bleiben hierbei natürlich wieder erhalten. 

c) Bemerkungen zu unseren Dimensionstabellen: 
Unsere Tabellen erheben keinen Anspruch auf Vollständigkeit. Sie erhalten 

ihren vollen Wert für die Praxis erst, wenn sie für alle maßgebenden Größen 
in Verbindung mit einem dem absoluten Maßsystem entsprechenden Formel
system entwickelt werden. Mittels der in den Tabellen angegebenen Formeln für 
beliebige Größen p können für jede durch ihre Definitionsformel gegebene Größe 
alle Zahlwerte rx,., berechnet werden, da dann die die Größe charakterisierenden 
Potenzexponenten A.1, A.2, A.3 usw. als bekannt anzusehen sind. Drückt man in 
irgend einer auf dem absoluten Maßsystem gegründeten Formel alle Größen 
immer. nur durch die zusammengehörigen Maßeinheiten irgend eines Maßsystems 
Nr. k (also in unseren Tabellen immer nur durch die in einer Spalte untereinander
stehenden Maßeinheiten eines Maßsystems) aus, so erhalten wir stets richtige 
Zahlenrechnungen, wie wir auch in dem Beispiel unter b) gezeigt haben. Der 
praktische Rechner spart also bei sachgemäßer Anwendung der Tabellen viel 
Mühe und Überlegungen. Er weiß an Hand der Tabelle sofort, in welchen zusam
mengehörigen Maßeinheiten die Größen in den Formeln einzuführen sind. Der 
Leser wird nach den gegebenen Untersuchungen auch imstande sein, sich für 
irgend ein Arbeitsgebiet in der Physik seine Tabelle für die Maßeinheiten selbst 
aufzubauen und dann praktisch auszuwerten. Eine gute wissenschaftliche Unter
suchung sollte auf jeden Fall immer eine Tabelle der Dimensionen der in ihr vor
kommenden Skalargrößen aufweisen. Erst aus einer derartigen Tabelle geht der 
Sachverhalt der ganzen Untersuchungen deutlich hervor und werden die gegebe
nen Formeln erst überhaupt rechnerisch auswertbar. Leider wird gegen diese 
Forderung nur allzu häufig verstoßen. 

111. Kapitel. Kombinationslehre. 
Wir unterbrechen jetzt unsere Entwicklungen und geben in diesem Kapitel 

vorerst die Grundbegriffe der Kombinationslehre bekannt, die wir als Grundlage 
für den Aufbau unserer algebraischen n-dimensionalen Geometrie benötigen. 
Wir erklären zuerst die Gesetze der Anordnung von Zahlenreihen zu je r-Elemen
ten. Dann definieren wir die Begriffe der geraden und ungeraden Permutationen, 
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der Fehlstände, der Transpositionen, der Vertauschungen usw. Schließlich folgt 
die Bestimmung aller Permutationen, Kombinationen und Variationen mit und 
ohne Wiederholung bis zu einschließlich vier Elementen. Eine Ausdehnung der 
Bildungsgesetze auf mehr als vier Elemente kann dann vom Leser jederzeit an 
Hand der gegebenen Beispiele vorgenommen werden, dürfte aber, da man mit 
drei-. bis höchstens vierdimensionalen Räumen zumeist das Auslangen finden 
wird, kaum gebraucht werden. Abschließend fügen wir noch einige Ergänzungen 
bezüglich der Lehre von den Gleichungen und der Polynome mit mehreren Ver
änderlichen, sowie der Schreibweisen in der Relativitätstheorie hinzu. 

29. Anordnung von Zahlenreihen zu je r-Elementen. 
Es seien: 

(29, I) 

zwei beliebige Reihen von je r-Zahlen aus der Folge der natürlichen Zahlen 

(29, 2) 0, I, 2, 3, 4, .... 

Wir wollen diese beiden Reihen (29, I) in eine Ordnung bringen. Im folgenden, 
insbesondere bei den Beispielen, werden, wenn dadurch keine Unklarheiten ent
stehen können, die Beistriche zwischen den Elementen a1, a2, a3 , •.• usw. in der 
Darstellung (29, l) einfach weggelassen. Wir treffen nun folgende Vereinbarungen: 
Wir schreiben in einer Aufeinanderfolge von beliebig vielen solcher Zahlenreihen 
zu je r-Zahlen oder Elementen die Anordnung (a1, a2, a3 , .•• , ar) vor der An
ordnung (b1, b2, b3 , ••• , br) oder in Zeichen 

(29, 3) (a1 , a2 , a3 , •• • , ar) < (b1 , b2 , b3 ·, •• • , br), 

wenn die aus beiden Reihen gebildete neue Differenzreihe 

{29,4) (b1 -a1 , b2 -a2 , b3 -a3 , ... ,br-a1.) 

folgende Bedingungen erfüllt: 
a) Bei der lexikographischen Anordnung der Zahlenreihen: 

(29, 5) Sind die ersten i-Differenzen gleich null, also 

... ' 
so soll die erste nicht verschwindende Differenz größer als Null sein, 
also gelten ai+I < bi+I• wobei noch (i = 0, I, 2, 3, ... , r - l) sein kann. 

1. Beispiel: 

(I2233336) < (I2234I67)' (I24) < (23I)' (34672) < (34675) . 

Schreiben wir statt der natürlichen Zahlen I, 2, 3, 4, ... der Reihe nach die Buch
staben des Alphabetes a, b, c, d, ... , so erkennen wir, daß durch dieses Anord
nungsgesetz alle möglichen Zahlenreihen mit r-Zahlen bzw. alle Worte mit r-Buch
staben in eine Ordnung kommen, wie sie in einem Lexikon der deutschen Sprache 
zu finden sind. Außerdem entspricht diese Anordnung auch zugleich der natür
lichen Ordnung der Zahlen. Diese Anordnung von Zahlenreihen scheint die 
naturgemäßere zu sein, sie ist aber für gewisse mathematische Operationen un
bequem und stört den Typus häufig gebrauchter Rechenausdrücke, wie z. B. der 
Matrizen, und wird dann besser durch die folgende Anordnung ersetzt. 
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b) Bei der normalen Anordnung der Zahlenreihen: 

(29, 6) Sind die letzten i-Differenzen gleich Null, also 

... ' 
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so soll die vorbergende i -1-te Differenz größer als null sein, also gelten 
ar-i < br-i• wobei noch (i = 0, 1, 2, 3, ... , r - 1) sein kann. 

2. Beispiel: 
(164253472) < (233163472)' (323) < (ll4)' (2576) < (3576) . 

30. Grundbegriffe der Kombinationslebre. 
a) Es sei wieder 

(30, l) 

eine beliebige Reihe von je r- sämtlich voneinander verschiedenen natürlichen 
Zahlen aus der Folge l, 2, 3, .... Wir bringen dieser-Zahlen (30, 1) in eine andere 
Reihenfolge 

(30, 2) (a •• , a"., a, .• , ... , a",) . 

Wir nennen wieder (30, 2) eine Permutation oder Umstellung von (30, 1) von r-Ele
menten. 

b) Wir greifen aus (30, l) je alle möglichen, voneinander verschiedenen Paare 
von beliebigen Elementen heraus, ohne ihre Reihenfofge zu ändern, und stellen 
sie in einer Tabelle (l) unten zusammen. Es können so 

(30, 3) s = r• (r- l)/2 

voneinander verschiedene Paare von Elementen gebildet werden. Dasselbe neh
men wir mit den Elementen aus (30, 2) vor und stellen die Paare wieder in einer 
Tabelle (2) unten zusammen. Nun stellen wir alle Paare von (l) je allen Paaren 
von (2) in der Tabelle (l') unten gegenüber, die aus denselben natürlichen Zahlen 
bestehen, wobei die Reihenfolge der Zahlen in den Paaren von (l) nicht geändert 
werden darf. Es gibt dann nur die beiden Möglichkeiten: je zwei so gegenüber
gestellte Zahlenpaare aus (l') und (2) und damit auch aus (l) und (2) sind gleich
geordnet g oder vertauscht geordnet v. Die Anzahl v der so in (1) und (2) vertauscht 
geordneten Elementenpaare, die höchstens gleich s sein kann, bezeichnen wir 
kurz und übersichtlich mit 

(30, 4) 

wo links vom Gleichheitszeichen die Permutation selbst einfach bezeichnet ist. 
Die Anzahl der in (1) und (2) gleichgeordn«:)ten Elementenpaare nennen wir g. 
Es muß natürlich 

(30, 5) 

sein. Man sagt auch in anderer Ausdrucksweise: vertauschtgeordnete Elementen
paare bilden einen Fehlstand oder eine Inversion und nennt v die Anzahl der Fehl
stände. 
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(30, 6) Ist nun die Anzahl der Fehlstände v eine gerade bzw. eine ungerade 
Zahl, so nennen wir die Permutation in (30, 4) links eine gerade bzw. eine 
ungerade Permutation. 

c) 3. Beispiel: 

Tabelle 
(1) I (1'> I (2) 

Elementenpaare aus 

(1) (1) (2) 

45 52 52 
43 51 51 
42 53 53 
46 45 54 
41 56 56 --
53 21 21 
52 32 23 
56 42 24 
51 26 26 

32 31 13 
36 41 14 
31 61 16 

26 43 34 
21 36 36 

61 46 46 

Ordnung 
der 

Paare 

V g 

g 
g 
g 

V 

g 

g 
V 

V 
g 

V 

V 

V 

V 

g 

{/ 

Es gilt: 

Hier ist: 

fa4a5aaa2a6a1} = 7. 
t a5a2al aaa4a6 

r = 6, s = 6·5/2 = 15. 

Die Abzählung ergibt: 

V= 7, g = 8, V+ g = 15. 

d) Entsteht die Permutation (30, 2) aus der Permutation (30, 1) dadurch, 
daß nur irgend zwei beliebige Elemente in (30, 1) ihren Platz miteinander ver
tauschen, so bezeichnet man eine derartige Permutation als eine Transposition. 
Werden im Sonderfall zwei benachbarte Glieder oder Elemente miteinander ver
tauscht, so sprechen wir auch kurz von einer Vertauschung. Sie stellt somit eine 
spezielle Transposition dar. 

(30, 7) Eine Vertauschung bedingt stets das Auftreten eines Fehlstandes: 

(30, 8) Befinden sich in einer Transposition zwischen den beiden zu vertau
schenden Elementen noch t-Elemente, so beträgt die Anzahl der Fehl
stände 2 t + 1, ist also stets eine ungerade Zahl: 

t-Elemente 

e) Somit folgt: 

(30, 9) Eine gerade bzw. ungerade Permutation (30, 2) kann nur durch Vor
nahme einer geraden bzw. ungeraden Anzahl von Transpositionen aus 
der ursprünglich gegebenen Zahlenreihe (a1,,, af'•' ... , a1,,) erhalten 
werden. 
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Da es später allein darauf ankommt, zu wissen, ob die Anzahl der Fehlstände v 
einer Permutation gerade bzw. ungerade ist [v tritt nämlich in den Formeln 
immer nur als Potenzexponent von (- 1) auf] die Anzahl v hingegen aber selbst 
unwesentlich erscheint, so untersucht man also in Zukunft nur, ob die neue Rei
henfolge der Elemente aus der alten Reihenfolge der Elemente durch Vornahme 
einer geraden oder einer ungeraden Anzahl von Transpositionen erreicht werden 
kann. Da durch Vornahme einer Vertauschung immer genau ein Fehlstand be
seitigt werden kann, so kann jetzt leicht gezeigt werden, daß die geringste Anzahl 
der vorzunehmenden Vertauschungen durch die Gesamtzahl der Fehlstände v 
selbst gegeben ist. Die Vertauschung erscheint so als das Grundelement jeder 
Permutation. Dies soll jetzt an dem von uns bereits gegebenen Beispiele gezeigt 
werden. 

4. Beispiel: Es war 

{ a4 a5 a 3 a 2 a6 a 1 } = 7 
a5 a2 a1 a 3 a4 a6 

und die Fehlstände 4 5, 3 2, 4 2, 3 1, 4 1, 6 1, 4 3. Wir beseitigen je einen 
Fehlstand durch Vornahme einer Vertauschung wie in der folgenden Zusam
menstellung. Wir schreiben dabei der Übersichtlichkeit wegen nur mehr die 
Indizes selbst an. 

4 5 3 2 6 1 
6 1 

4 5 3 2 1 6 
4 5 

54321643 

53421.6 42 

532416· 

:332146 

5 2 3 l 4 6 

5 2 1 3 4 6 

4 1 

3 2 

3 1 

beseitigte Fehlstände. 

f) Geht man von einer grundlegenden Reihenfolge von Elementen (a1a2a3 • .. 

ar) aus und erzeugt aus dieser durch Vornahme aller denkbaren Vertauschungen, 
oder bequemer gleich Transpositionen, alle überhaupt möglichen Permutationen 
(30, 10) 

(30, 10) (30, ll) 

so gibt es P = 1 · 2 · 3 · . , . · r = r! voneinander verschiedene solcher Permutatio
nen. Das abkürzende Zeichen r! für das Produkt 1· 2 · 3 · .. . r · heißt "r Fakto
rielle". Die uneigentliche Permutation, welche in (30, ll) unten dieselbe Elemen
tenanordnung wie oben zeigt, bezeichnet man auch als sogenannte identische 
Permutation. Sie entsteht durch null Vertauschungen und soll daher als gerade 
Permutation bezeichnet werden. Im Falle lauter gleicher Elemente gibt es dann 
nur eine einzige Permutation, und zwar die identische gerade Permutation. Die 
Gesamtanzahl der Permutation für r 2:" 2 ist stets eine gerade Zahl. Es läßt sich 
leicht beweisen, daß der folgende Satz gelten muß: 

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 4 
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(30, 12) Für beliebiges r > 2 ist genau je die Hälfte aller Permutationen gerade 
und ungerade. 

Dies soll jetzt an einem Beispiel gezeigt werden. 

5. Beispiel: Es sei r = 4, also s = 4·3/2 = 6, wobei wir alle Permutationen, 
die aus (12 3 4) durch Vornahme von Vertauschungen bzw. von Transpositionen 

Anordnung: 

(v4 va v2vl) (vl 'V2'Va'V4) 

normal lexikographisch 
geordnet geordnet 
+--- -

( v-Fehlstände) 

4 3 2 1 I 2 3 4 
3 4 2 I 1 2 4 3 
4 2 3 l 1 3 2 4 
2 4 3 1 l 3 4 2 
3 2 4 l 1 4 2 3 
2 3 4 l l 4 3 2 

4 3 l 2 2 l 3 4 
3 4 l 2 2 l 4 3 
4 l 3 2 2 3 l 4 
l 4 3 2 2 3 4 1 
3 l 4 2 2 4 1 3 
l 3 4 2 2 4 3 1 

4 2 l 3 3 l 2 4 
2 4 1 3 3 l 4 2 
4 1 2 3 3 2 l 4 
l 4 2 3 3 2 4 l 
2 l 4 3 3 4 1 2 
l 2 4 3 3 4 2 l 

3 2 l 4 4 l 2 3 
2 3 l 4 4 l 3 2 
3 l 2 4 4 2 l 3 
l 3 2 4 4 2 3 l 
2 l 3 4 4 3 1 2 
1 2 3 4 4 3 2 1 I 

{a1 a2 a3 a4 } P4=4!~24 =V, 
avla, .• a,•aav. p =U =12 

Anzahl 
der 

Permutation 

Fehlstände gerade ungerade 

V p u 

0 p 
I u 
l u 
2 p 
2 p 
3 u 

l u 
2 p 
2 p 
3 u 
3 u 
4 p 

2 p 
3 u 
3 u 
4 p 
4 p 
5 u 

3 u 
4 p 
4 p 
5 ·u 
5 u 
6 p 

hervorgehen, normal 
und lexikographisch an
ordnen. Man schreibt da
bei die normale Anord
nung am besten von 
rechts nach links, die 
lexikogra phisehe Anord
nung von links nach 
rechts auf. Die Tabelle 
zeigt auch, daß man bei 
den Permutationen ver
schiedener Elemente aus 
dernormalen Anordnung 
der Elemente sofort die 
lexikographische Anord
nung und umgekehrt er
hält, wenn man sie ver
kehrt von rechts nach 
links liest. 

Für diesesBeispielist 
Pr= 1·2·3·4= 4! =24, 
p = u = 12. In der Ta
belle wurden, der Über
sichtlichkeit wegen, wie
der nur die Indizes an
geschrieben. Die Anzahl 
der Fehlstände v bezieht 

sich in der Tabelle auf die lexikographische Anordnung, wie wir auch im Ta
bellenkopf oben vermerkt haben. 

Es gibt stets gleich viel gerade wie ungerade Permutationen. Somit gilt der 
Satz: 

(30, 13) r > 2, p = u = r! /2 . 

g) Wir haben jetzt noch den Begriff der zyklischen Vertauschung zu erklären. 
Nehmen wir in der ursprünglichen Reihenfolge der Elemente das letzte Element 
weg und setzen es vor das erste Element, oder nehmen wir das erste Element weg 
und setzen es nach dem letzten Element, so sagen wir die neue Reihenfolge der 
Elemente entsteht aus der alten Reihenfolge durch Vornahme einer zyklischen 
Vertauschung. Führen wir bei n-Elementen einen der beiden genannten Vorgänge 
n-mal durch, so erhalten wir einen geschlossenen Zyklus, d. h. wieder die ursprüng
liche Reihenfolge der Elemente; dabei befinden sich im geschlossenen Zyklus 
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natürlich n voneinander verschiedene Reihenfolgen der Elemente. Eine zyklische 
Vertauschung kann bei n-Elementen durch Vornahme von n - 1 Vertauschungen 
erreicht werden. Sie liefert stets n - I Fehlstände. Also gilt: 

(30, 14) 

(30, 15) Ist die Zahl n gerade, so liefert jede zyklische Vertauschung aus einer 
geraden Permutation immer eine ungerade Permutation und aus einer 
ungeraden Permutation immer eine gerade Permutation. 

(30, 16) Ist die Zahl n ungerade, so liefert jede zyklische Vertauschung aus einer 
geraden Permutation immer wieder eine gerade Permutation und aus 
einer ungeraden Permutation immer wieder eine ungerade Permu
tation. 

Dies soll wieder an zwei Beispielen gezeigt werden. 

6 . .Beispiel: n = 6. 

123456 g 123456 
234561 u 612345 
345612 g 561234 
456123 u 456123 
561234 g 345612 
612345 u 234561 
123456 g 123456 

7. Beispiel: n = 5. 
12345 g 12354 u 
23451 g 41235 u 
34512 g 54123 u 
45123 g 35412 u 
51234 g 23541 u 
12345 g 12354 u. 

h) In den folgenden Punkten 31, 32, 33 werden bei Besprechung der Per
mutationen, Kombinationen und Variationen alle möglichen verschiedenen An
ordnungen der Elemente stets lexikographisch geordnet. Lexikographisch und 
normal werden nur die Kombinationen ohne Wiederholung angeordnet, weil 
diese nämlich später benötigt werden. Es sollen ferner für jedes Beispiel die mög
lichen Permutationen, Kombinationen und Variationen stets bis zu vier Ele
menten angeschrieben werden, da man im allgemeinen mit einem vierdimensio
nalen Raum das Auslangen finden wird. Der Vollständigkeit halber soll der 
Begriff der Permutation noch einmal kurz wiederholt werden. 

31. Permutationen. 

a) Ohne Wiederholung. 
n-Elemente, die alle voneinander verschieden sind 1, 2, 3, ... , n sollen per

mutiert oder umgestellt, d. h. in verschiedene Reihenfolgen gebracht werden. Es. 
gibt dann: 

(31' 1) Pn = 1·2·3· .. . ·n = n! 

voneinander verschiedene Permutationen ohne Wiederholung aus n-Elementen, 
Man setzt: 

(31, 2) 0! = 1. 
4* 
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Die Permutationen ohne Wiederholung von (l 2 3 ... n) lauten: 

Ta belle (31, 3). 

-· 
n P,. Permutationen ohne Wiederholung 

1 1 1 

2 2 12, 21 
--

3 6 123, 132, 213, 231, 312, 321 
--

4 24 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431 

3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321 

b) Mit Wiederholung. 

n-Elemente, von denen nur r verschieden sind und die aus r-Gruppen von je 

8 1, s2, .•• , sr gleichen Elementen bestehen, sollen, wobei also (31, 6) gilt, permu

tiert oder umgestellt, d. h. in verschiedene Reihenfolgen gebracht werden. Es 

kann also nur 

(3I, 4) 

sein. Es gibt dann: 

(3I, 5) Wp = wps,+s•+ · · · +·'r = ., 1/(s I s I s I s I) 
n n t(l • 1 · 2 · 3 · · · · r · 

voneinander verschiedene Permutationen mit Wiederholung von n-Elementfn. 

Darin ist: 

(31, 6) 

Wir wählen in der folgenden Tabelle noch s1 < 8 2 < s3• 

8. Beispiel: Gegeben seien die Elemente I I 2 2 3 3 3 4, dann ist: 

n = 8, r = 4; s1 =: 2, s2 = 2, s3 = 3, 8 4 = l und 

Wp8 =' wp~+2+3+1 = 8!/(2! · 2! · 3! ·l !) = 

= l . 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8/l . 2. l . 2. l. 2. 3. l = 1680 . 

Tabelle (31, 7). 

n 1' 81 82 Ba wpn Permutationen mit Wiederholung 

2 1 2 - - 1 11 

3 2 1 2 - 3 122, 212, 221 
- . 

3 1 3 - - 1 111 

4 3 1 1 I 2 12 1233, 1323, 1332; 2133, 2313, 2331; 
3123, 3132, 3213; 3231, 3312, 3321 

4 2 2 2 - 6 1122, 1212, 1221; 2112, 2121, 2211 

4 2 1 3 - 4 1222, 2122, 2212, 2221 

4 1 4 - -- 1 1111 
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32. Kombinationen. 

a) Ohne Wiederholung. 
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Aus n-Elementen 1, 2, 3, ... , n, die alle voneinander verschieden sind, sollen 

r-Elemente ohne Rücksicht auf ihre Reihenfolge kombiniert, zusammengestellt 

oder herausgegriffen werden. Es muß somit: 

(32, 1) 

sein. Es gibt dann: 

(32, 2) xr = n! = (n) = n. (n- 1). (n- 2) ..... (n- r ±_ll 
"r!(n-r)! r 1·2·3· ... ·r 

voneinander verschiedene Kombinationen ohne Wiederholung Z1tr r-ten Klasse aus 

n-Elementen. Das Zeichen für den Binomialkoeffizient (;) heißt "n über r" und 

besitzt obige Deutung. lVIan setzt: 

(32, 3) (~) = 1' 

9. Beispiel: Gegeben: n = 5 Elemente: 1, 2, 3, 4, 5. Gesucht: Alle Kombi

nationen zur r = 3-ten Klasse ohne Wiederholung. 

K 3 = I= =- = 10· (5\ (5) 5. 4 
5 3; 2 1 . 2 ' 

normal geordnet: 123; 124, 134, 234; 125, 135, 235; 145, 245, 345, 

lexikographisch: 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245; 345. 

Tabelle (32, 5). Lexikographisch angeordnet. 

n r K' Kombinationen 
n ohne Wiederholung 

1 1 1 1 

2 1 2 1, 2 

2 2 1 12 

3 1 3 1, 2, 3 

3 2 3 12, 13, 23 

3 3 1 123 

·1 1 4 1, 2, 3, 4 

4 2 6 12, 13, 14, 23, 24, 34 

4 3 4 123, 124, 134, 234 

4 4 1 1234 

Normal angeordnet: Es verändert sich nur die 
Anordnung der Kombinationen für 

4 2 6 12, 13, 23, 14, 24, 34 
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b) Mit Wiederholung. 

Aus n-Elementen l, 2, 3, 4, ... , n, die alle voneinander verschieden sind, 
sollen r-Elemente ohne Rücksicht auf ihre Reihenfolge, jedoch mit Rücksicht auf 
ihr mehrfaches Auftreten kombiniert, herausgegriffen oder zusammengestellt 
werden. Hier muß 

(32, 6) 

sein. Es gibt dann: 

(32, 7) wKr = (n+r-1) = n·(n+1)· ... ·(n+r-1] = (n+r-1)! 
" 1' 1·2· ... ·1' r!(n~-1)! 

voneinander verschiedene Kombinationen mit Wiederholung zur r-ten Klasse aus 
n-Elementen. 

Ta belle (32, 8) 

n r WK~ Kombinationen mit Wiederholung 

1 1 1 1 

1 2 1 11 

1 3 1 111 

l 4 1 1111 

2 1 2 1, 2 

2 2 3 11, 12, 22 
- --

2 3 4 111, 112, 122, 222 

2 4 5 1111, 1112, 1122, 1222, 2222 

3 ] 3 1, 2, 3 
-

3 2 6 11, 12, 13, 22, 23, 33 
-

3 3 10 111, 112, 113, 122, 123, 133, 222, 223, 233, 333 

15 
1111, 1112, 1113, 1122, 1123, 1133, 1222, 1223, 1233, 1333, 2222, 2223, 

3 4 2233, 2333, 3333 

4 1 4 1, 2, 3, 4 

4 2 10 11, 12, 13, 14, 22, 23, 24, 33, 34, 44 

-

4 3 20 
111, 112, 113, 114, 122, 123, 124, 133, 134, 144, 222, 223, 224, 233, 

234, 244, 333, 334, 344, 444 

1111, 1112, 1113, 1114, 1122, 1123, 1124, 1133, 1134, 1144, 1222, 1223, 

4 4 35 1224, 1233, 1234, 1244, 1333, 1334, 1344, 1444, 2222, 2223, 2224, 2233~ 

2243, 2244, 2333, 2334, 2344, 2444, 3333, 3334, 3344, 3444, 4444 
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33. Val'iationen. 

a) Ohne Wiederholung. 
Aus n-Elementen 1, 2, 3, ... , n, die alle voneinander verschieden sind, sollen r 

voneinander verschiedene Elemente mit Rücksicht auf ihre verschiedene Reihen
folge herausgegriffen werden. Permutiert man alle Kombinationen, so erhält 
man alle Variationen. Es muß somit 

(33, 1) 

sein. Es gibt dann 

(33, 2) V~ = (;) · r! = n · (n - 1) · (n - 2) · ... · (n - r + 1) 

voneinander verschiedene Variationen ohne Wiederholung zur r·-ten Klasse aus 
n-Elementen. 

Tabelle (33, 3). 

n I r V' Variationen ohne 'Wiederholung 
" 

~1 ·1 1 

2 1 2 1, 2 
-

2 2 2 12, 21 

3 1 3 1, 2, 3 
-

3 2 6 12, 13, 21, 23, 31, 32 

3 3 6 123, 132, 213, 231, 312, 321 

4 1 4 1, 2, 3, 4 

4 2 12 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43 

4 3 24 123, 124, 132, 134, 142, 143; 213, 214, 231, 234, 241, 243; 
312, 314, 321, 324, 341, 342; 412, 413, 421, 423, 431, 432 

4 4 24 !234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432; 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431; 
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421; 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321 

b) Mit Wiederholung. 
Aus n-Elementen 1, 2, 3, ... , n, die alle voneinander verschieden sind, sollen 

r-Elemente mit Rücksicht auf ihre Reihenfolge und auf ihr mehrfaches Auftreten 
herausgegriffen werden. Permutiert man alle Kombinationen, so erhält man alle 
Variationen. Es muß somit: 

(33, 4) 

sein. Es gibt dann 

(33, 5) 

voneinander verschiedene Variationen mit Wiederholung zur r·-ten Klasse a~w 
n-JiJlementen. 
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Tabelle (33, 6) 

n r WF,. Variationen mit Wiederholung 

1 1 1 1 

1 2 1 11 

I 3 1 111 

1 4 1 1111 

2 1 2 1, 2 

2 2 4 11, 12, 21, 22 

2 3 8 111, 112, 121, 122, 211, 212, 221, 222 

2 4 16 1111, 1112, 1121, 1122, 1211, 1212, 1221, 1222' 
2111, 2112, 2121, 2122, 2211, 2212, 2221, 2222 

3 1 3 1, 2, 3 

3 2 9 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33 

{ 111, 112, 113, 121, 122, 123, 131, 132, 133 
3 3 27 G 211, 212, 213, 221, 222, 223, 231, 232, 233 

311, 312, 313, 321, 322, 323, 331, 332, 333 

3 4 81 Vor jeder Zahl in der vorhergehenden Gruppe von.Zahlen, die wir mit G 
bezeichnen, ist der Reihe nach zuerst eine 1, dann eine 2 und schließlich 
eine 3 zu setzen, also symbolisch geschrieben: 

1 G, 2G, 3G. 

Das gibt insgesamt 3 · 27 = 81 Zahlenanordnungen 

4 1 4 1, 2, 3, 4 

4 2 16 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 44 

f 111, 112, 113, 114, 121, 122, 123, 124, 131, 132, 133, 134, 141, 142, 143, 144 

4 3 64 1l 211,212,213,214,221,222,223,224,231,232,233,234,241,242,243,244 l 311,312,313,314,321,322,323,324,331,332,333,334,341,342,343,344 
411,412,413,414,421,422,423,424,431,432,433,434,441,442,443,444 

4 4 256 Vor jeder Zahl in der vorhergehenden Gruppe von Zahlen, die wir mit 1l 
bezeichnen, ist der Reibe nach zuerst eine 1, dann eine 2, dann eine 3 
und schließlich eine 4 zu setzen, also symbolisch geschrieben: 

1 Jl, 2 ll, 31l, 41l. 

Das gibt insgesamt 4·64 = 256 Zahlenanordnungen 

34. Kurze Zusammenstellung aller wichtigen Formeln und Zahlen ans der 
Kombinationslehre. 

a) Formeln. 
Permutationen: 

(34, I) Pn = n!, Wpn = Wpsr:+s•+·. ·+Sr= n!/(sl! 82! ••. Br!), 

n!=I·2·3· ... ·n, s1 +s2 +···+sr=n, (l<r<n-1). 

Kombinationen: 

(34, 2) Kr_ (n) _ n! 
n- r - r! (n- r)!' 

WKr = (n + r- I)= (n + r- 1)! 
" r r! (n- 1)! ' 

(I< r < n) (r > I) . 
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Variationen: 

(34, 3) vr = (n)r' = _n_!-
" r · • (n - r)! ' 

(l < r < n) (r ~ l) 

b) Tabellen über die Anzahlen. 
Permtdationen: 

Tabelle (34, 4). 

Elementenanzahl n 1 2 3 4 5 

Komplexbildung 81 p1 81+82 p2 s1+s2+s3 Pa st+s2+ p4 s1+82+83 + Ps 
+sa+s4 +84+sa 

Permutationen ohne 
Wiederholung Pn 1 1 I+I 2 I+I+I 6 I+I+I+I 24 I+I+I+I+I I20 

Permutationen mit 
Wiederholung w P n 2 I 1+2 3 1+I+2 I2 I+I+I+2 60 

--
3 I 2+2 6 I+2+2 30 

1+3 4 1+I+3 20 
--

4 1 2+3 10 

1+4 5 

5 1 

Kombinationen: 
Tabelle (34, 5). 

K" n WK:; 

1 I 2 I 3 I 4 I 5 1 I 2 I 3 I 4 I 5 

Elementenanzahl n Elementenanzahl n 

l 1 2 3 4 5 I ,_2 3 4 5 
-- -----------

2 ;.. - I 3 6 IO I 3 6 10 I5 
-- Ql -------- ---------

OCl 

3 OCl - - 1 4 IO I 4 10 20 35 
'" -- ~ -------- ---------

4 - - - 1 5 1 5 15 35 70 
-- 1--=------ ---------

5 - 1 I 6 21 56 126 

Variationen: 
Tabelle (34, 6). 

yr 
n wv~ 

I I 2 I 3 I 4 I 5 I I 2 I 3 I 4 I 5 

Elementenanzahl n Elementenanzahl n 

l 1 2 3 4 5 l 2 3 4 5 
-- --- ---------

2 ;.. - 2 6 12 20 l 4 9 16 25 
-- Ql --- ---------

OCl 

3 OCl -

'" 
- 6 24 60 l 8 27 64 125 

-- ~ --- ---------
4 - - - 24 120 I 16 8I 256 625 

-- --- ---------
5 - - - - 120 l 32 243 1024 3125 
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35. Ergänzungen zur Lehre von den Gleichungen und den Polynomen mit 
mehreren Veränderlichen. 

Anschließend an die vorhergehenden Betrachtungen bringen wir jetzt bezüg
lich der Lehre von den Gleichungen und Polynomen mit mehreren Veränder
lichen einige wichtige Ergänzungen. Auf den Beweis der Sätze verzichten wir 
wieder. Die allgemeinste Gleichung zwischen den r-Veränderlichen 

(35, 1) 

kann in folgender Form geschrieben werden: 

n, n,. 

(35, 2) 2J · · · 2 ai, ... ;, xi' . · . x:: = 0 . 
h=O ir=O 

Darin sind die iv i 2, ••• , i, natürliche Zahlen und die a;,, .. ;, beliebige, aber fest 
gewählte reelle oder auch komplexe Zahlen. Da in (35, 2) die Reihenfolge der Vor
nahme der einzelnen Summationen gleichgültig ist für das Endergebnis, so schreibt 
man statt dessen, wie im ersten Kapitel erklärt wurde, noch einfacher 

(35, 3) n1, ... , nr 
2 a;, ... ;, xi' ... xf: = 0 . 

i1, ... , ir=O, ... 0 

Abgekürzt schreibt man statt dessen auch 

(35, 4) 

und nennt den Ausdruck 
nt, . ... nr 

(35, 5) I (x1 , x 2 , ••• , Xr) = 2 a;,, ... , ;, xi' ... x:: 
i1, .. . ,ir=O, . .. , 0 

ein Polynom in den r- Veränderlichen (35, 1) oder eine ganze-rationale Funktion I 
der r- Veränderlichen x1, ••. , Xr. Die Darstellung (35, 5) nennt man auch die Nor
malform des Polynoms entsprechend unserer Namengebung für Funktionen und 
Polynome einer einzigen Veränderlichen in Punkt 1 0. Die einzelnen Summanden 
in (35, 3) 

\ 

(i1 = 0, 1, 2, ... , n1) 

. . . ( i 2 = 0 , 1 , 2 , ... , n 2) 

a;, ... ;, xi' ... x;; mit . . . . . . . . . 

(ir = 0, 1, 2, ... , nr) 

(35, 6) 

heißen wieder die Glieder des Polynoms, xi' ... x;' heißt ein Potenzprodukt aus 
den Xv x2, ... , x, .. Die beliebigen, aber festen reellen oder komplexen Zahlen 
a;, ... ir nennt man die Koeffizienten der Gliedet· uild die ganzen Zahlen i 1 , i 2 , 

... , ir die Potenzexponenten der Glieder. Die Summe in (35, 3) ist im allgemein
sten Falle zu erstrecken über eine Anzahl von 

(35, 7) G = (n1 + 1) · (n2 + 1) · ... · (nr + l) 
Gliedern. Sind alle Koeffizienten der Glieder gleich null, so nennen wir das Poly
nom ein Nullpolynom. Jedes Glied (35, 6) des Polynoms besitzt in bezug auf ein 
bestimmtes xk (k = 1, 2, ... , r) einen bestimmten Grad, nämlich ik, welcher der 
Relativgrad des Gliedes in xk genannt wird. Der höchste in einem Polynom auf-
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tretende Relativgrad aller Glieder in xk wird auch als der Relativgrad des Poly
noms in xk bezeichnet. Als Absolutgrad oder Grad eines Gliedes (35, 6) das zum Ex
ponentensystem 

{35, 8) 

gehört, bezeichnet man die Summe 

(35, 9) g = il + i2 + . . . + i,. 

aller seiner Relativgrade. Als Absolutgrad n oder kurz Grad des Polynoms (35, 5) 
bezeichnet man schließlich wieder den größten aller Grade (35, 9), der unter den 
Absolutgraden aller einzelnen Glieder des Polynoms aufscheint. Die Polynome 
vom Grade null sind die Konstanten. Die Polynome vom Grade eins haben die 
Gestalt: 

(35, 10) 

und heißen lineare Funktionen. Die Polynome vom Grad l, 2, 3, 4 nennt man ent
sprechend wieder lineare, quadratische, kubische, biquadratische Funktionen. Vom 
Nullpolynom sagt man, daß es keinen Grad besitzt. Besitzen alle Glieder des Poly
noms (35, 5) denselben Absolutgrad g, so nennt man ein derartiges Polynom auch 
ein homogenes Polynom vom Gradgoderauch eine Form vom Grad g. In diesem 
Falle ist der Absolutgrad der Gliederg zugleich auch der Grad des Polynoms bzw. 
der Form selbst. Die Formen vom Grad 1, 2, 3, 4, ... nennt man der Reihe nach 
lineare, quadratische, kubische, biquadratische, ... Formen. Irgend eine Form 
vom Grad g bzw. ein homogenes Polynom vom Grad g kann in der Gestalt: 

g g g, •. . , g 

(35, 11) Fu = 2}. · . .2ah ... irXi1 • •• x!: = .2 ait ... irX,~1 ••• x;·.r 
it=O ·ir=O 'ii, ... ,ir=O, ... ,O 

mit der Nebenbedingung 

(35, 12) 

geschrieben werden. Es läßt sich leicht zeigen, daß ein solches homogenes Poly
nom (35, ll) in den r-Variablen (35, 1) vom Grad g im allgemeinsten Falle 

(35, 13) H~ = (r + g -1 1) = (r + g- 1) = (r +(JL-11))! 
\ r- g g! r- ! 

Glieder besitzen muß. Die Summe in (35, ll) ist also für ein homogenes Polynom 
im allgemeinen über H~ Glieder zu erstrecken. Wichtig sind auch die häufig ge
brauchten Anzahlen (35, 13) für folgende spezielle Fälle: 

(35,14) H~=l, H~ =1', H;=T(T+1)/2, H~=r(r+1)(r-+2)/6, 

H~ = 1, H~ = g + 1, H~ = (g + 1) · (g + 2)/2. 

Es gelten auch die wichtigen Beziehungen: 

(35, 15) H~+ 1 = H~~~ + H~, Ha = (r + g) = (r + g) 
H~t~ = H~+l + H~+l, r+l . r g ' 

H~+ 1 "'~ H~ + H~-1 + · · · + H; + H~ + H~. 

Ordnet man die Indizes (35, 8) in der Summe (35, ll) lexikographisch an, so erhält 
man wieder alle Glieder des Polynoms in geordneter Form, wie die folgende 
Tabelle zur Aufstellung der Formeln für die homogenen Polynome zeigt. 
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Tabelle (35, 16). 

r g JU 
r 

nu r (i1, i2 , ••• , i,) für homogene Polynome 

1 0 1 I 0 

1 I 2 1 I 

1 2 3 1 2 
-

1 3 4 1 3 

1 4 5 1 4 

2 0 1 1 00 

2 1 3 2 01, 10 

2 2 6 3 02, 11, 20 

2 3 10 4 03, I2, 21, 30 

2 4 15 5 04, 13, 22, 31, 40 

3 0 1 1 000 
' 

3 1 4 3 001, 010, 100 
- 1-

3 2 10 6 002, Oll, 020, 101, 110, 200 

3 3 20 10 003, 012, 021, 030, 102, 111, 120, 201, 210, 300 

3 4 35 I5 004,013,022,031,040,103,112, I21, 130,202,211,220,30I,310,400 -
4 0 1 1 0000 

-
4 1 5 4 0001, 0010, 0100, 1000 

4 2 I5 10 0002, 0011, 0020, 0101, 0110, 0200, 1001, 1010, 1100, 2000 

4 3 35 20 0003, 0012, 0021, 0030, 0102, 0111, 0120, 0201, 0210, 0300, 
1002, 1011, 1020, 1101, 1110, I200, 2001, 2010, 2100, 3000 

0004,0013,0022,0031,0040,0103,0I12,0121,0130,0202,0211,0220, 
4 4 70 35 0301, 0310, 0400, 1003, 1012, 1021, 1030, 1102, 1111, 1120, 1201, 1210, 

1300,2002,2011,2020,2101,2110,2200,3001,3010,3100,4000 

Schließt man jetzt der Reihe nach in einem beliebigen Polynom (35, 3) vom 
Absolutgrad g mit den r Veränderlichen (35, 1) die Glieder des Polynoms zu For
men vom Grad 0, 1, 2, 3, ..• , g - 1, g mit je r-Veränderlichen zusammen, so er
kennt man leicht, daß das allgemeinste Polynom (35, 11) vom Grad g, welches 
man auch, wenn es nicht speziell homogen ist, ein inhomogenes Polynom nennt, 
im allgemeinsten Falle nach (35, 15) eine Höchstanzahl von 

(35, 17) I~ = H~ + H~ + · · · + H~ = H~+l 

Gliedern besitzen muß. Somit besitzt also das inhomogene Polynom (35, 11) vom 
Grad g eine Anzahl von 

(35, 18) JU = (r + g) = (r + g) = (r + g)! 
r r g g! r! 

Gliedern. Diese Anzahlen haben wir in der Tabelle (35, 16) noch besonders ver-
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merkt. Es gelten noch die wichtigen Beziehungen: 

(35, 19) 

(35, 20) 

Io = Ho.r+g HY = Io,_r_ 
r r r ' r r r+g' 

I~=1, l!=r+l, r;=(r+1)(r+2)/2, 

I~ = (r + 1) (r + 2) (r + 3)/6, · 

I~= g + 1, I~= (g + 1) (g + 2}/2, I~= (g + 1) (g + 2) (g + 3}/6. 

Anschließend an die gegebenen Untersuchungen bringen wir ohne Beweis noch 

zwei wichtige Sätze, die später von uns gebraucht werden. Es sind dies der Bino
mische Lehrsatz: 
(35, 21) 

und der Polynomische Lehrsatz: 

(35, 22} g, ... , g g! 
(Xl + X2 + • . • + Xr)Y = 2 . I • I • I X~' X~2 • . • x:~ 

il, ... ,ir=O, ... , 0 t1. ~2· · • · ~,.. 

mit der Nebenbedingung: i1 + i2 + · ' · + ir = g. 

Da in beiden Formeln rechts die Polynome homogen vom Grad g sind, so ist die 

Summe in Formel (35, 21) rechts zu erstrecken über H~ = g + 1 Glieder, hin

gegen die Summe in Formel (35, 22) rechts zu erstrecken über alle H~ Glieder 

nach Formel (35, 13) und Tabelle (35, 16). Bemerkenswert sind auch noch die zur 

Berechnung der Binomialkoeffizienten ( n in (35, 21) benützten Formeln: 

(35, 23) 

Bei der zahlenmäßigen Berechnung der Binomialkoeffizienten verwendet man 

außer der Formel (32, 2) bzw. (32, 4) hauptsächlich die Formel (35, 23) und ord

net die errechneten Zahlen in Form des Pascalsehen Dreiecks mit dem nachfol

genden leicht verständlichen Schlüssel an: 

(35, 24) (~) .. . g=O c !_ 1) (~) 
(~) G) . g = 1 (g i 1) 

(2\ (i) (:) 1 . g=O 
o) . g=2 

1 1 . g = l 

(~) (~) f3) (;)~ 
l 2 1 . g = 2 

\2 3 3 1 . g= 3 
4 6 4 . g= 4 

1 5 10 10 5 1 . g=5. 

0 ••• 0 0 •• 

Durch Addition zweier beii.achbarter Glieder einer Zeile im Pascalsehen Dreieck 

entsteht das zwischen beiden Gliedern in der nächst tiefer liegenden Zeile stehende 

neue Glied entsprechend der oben angedeuteten allgemeinen Regel für die Bt;

rechnung der Binomialkoeffizienten. 
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36. Bemerkungen zur eindeutigen Bezeichnung von Summen in der 
Relativitätstheorie. 

Wir haben bereits statt des Ausdrucks links einfacher den Ausdruck rechts in 
folgender Summe geschrieben: 

(36, 1) 
n 

a0 x0 + a1 x1 + a2 x 2 + · · · + an xn = 2.) a, xi . 
i=O 

In der Relativitätstheorie schreibt man für diese Summe noch einfacher und 
kürzer: 

(36, 2) a"x" mit der Anmerkung (v = 0, 1, 2, ... , n). 

Ein einzelnes Glied der Summe bezeichneten wir hingegen durch : 

(36, 3) aixi mit der Anmerkung (i = 0, 1, 2, ... , n), 

i nannten wir deshalb einen Aufzählungsindex und v einen Summationsindex. Die
selbe Schreibweise hatten wir stillschweigend bereits in den Formeln für kom
pliziertere Summenbildungen vereinbart, so bei der Summenbildung in (35, 2) 
oder (35, 3). Dort durchlaufen die Aufzählungsindizes i 1, i 2, ••• , ir die Werte
reihen in (35, 6). In der Relativitätstheorie hingegen schreiben wir die Summe 
(35, 3) noch kürzer wie folgt: 

(36, 4) mit der Anmerkung: 

(v1 =0, 1, 2, ... ,n), (v2 =0, 1, 2, ... ,n), ... ,(v,.=O, 1, 2, ... ,n). 

Darin sind jetzt alle kleinen griechischen Indizes Summationsindizes. In jeder 
derartigen Summe muß also genau angegeben werden, welche Wertereihen (Y1, 
v2, ... , Yr) die Indizes '1'1, '1'2, ••• , Yr bei der Summenbildung zu durchlaufen haben. 
Ordnet man diese Wertereihen nach Punkt 29 lexikographisch oder normal an, 
so erhält man sofort in jeder Summe eine genau bestimmte Summationsfolge der 
einzelnen Summanden. Von einem bestimmten Glied der Summe kann dann ge
sagt werden, daß es das soundsovielte Glied der Summe darstellt. Soll ein be
stimmtes Glied der Summe herausgegriffen werden, so benützen wir wieder die 
Schreibweise (35, 6). Wir treffen deshalb für Schreibweisen in der Relativitäts
theorie die folgende Vereinbarung: 

(36, 5) Bei Summenbildungen soll, falls das Summenzeichen weggelassen wird, 
immer nur über kleine griechische Indizes, die Summationsindizes Y, 

Y1, '1'2, ••• , '~'r• nicht aber über kleine lateinische Indizes, die Aufzählungs
indizes i, i 1, i 2, ••. , ir summiert werden. Kommen hingegen in einer 
Gleichung der Relativitätstheorie kleine lateinische Aufzählungsindizes i, 
i 1, i 2, ••. , ir vor, so soll dies heißen, daß die Gleichung für alle speziellen 
Zahlwerte, die diese Indizes annehmen können, angeschrieben werden 
soll. 

Wir wollen hier ein paar Beispiele anführen: 
Können z. B. die Indizes Y, v11 v2 ••• bzw. die Indizes i, i 1, i 2, ••• alle nach 

Belieben der Wertereihe 1, 2, 3, ... , n durchlaufen, was wir immer wie folgt 

(36, 6) (Y = 1, 2, ... , n), (Y1 = 1, 2, ... , n), .. . 

(i = 1, 2, ... , n), (i1 = 1, 2, ... , n), ... , 
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oder gleich zusammenfassend so 

(36, 7) (v, v1, v2, ••• = 1, 2, ... , n) 
(i, i1, i 2, ••• = 1, 2, ... , n) 

andeuten wollen, so bedeutet im 

1. Beispiel: 

(36, 8) 

ein Gleichungssystem von n 2 Gleichungen, wobei in jeder dieser Gleichungen die 
Summe übern Glieder zu erstrecken ist. Genauer geschrieben können wir also 
dafür setzen: 

(36, 9) 
n 

.2} al, Bf• = c1~ mit (i, i 1 , i 2 = 1, 2, ... , n) 
i=l 

oder ausgeschrieben: 

(36, 10) at, Bi• + ar, B~ + · · · + af, B~· = ci~ 
mit (i1 = 1, 2, ... , n) und (i2 = 1, 2, ... , n) 

die Indizes ( i 1, i 2) durchlaufen darin alle wv; = n 2 Variationen zweiter Klasse aus 
den n-Elementen 1, 2, ... , n. 

2. Beispiel: 
(36, 11) a~, b:~ c~. = k, 

eine einzige Gleichung, in der die Summe über alle wv; = n2 Variationen (v1, v2) 

zweiter Klasse aus den Elementen 1, 2, ... , n zu erstrecken ist. Ausgeschrieben 
erhalten wir also: 

n,n 
(36, 12) .2 ait bf! Ci2 = k mit (i1 , i 2 = 1, 2, ... , n) 

it, is=O .. o 

und bei lexikographischer Anordnung ( i 1, i2) in der Summenbildung 

(36, 13) a1 b~ c1 + ~ b~ c2 + · · · + a1 b! Cn + 
+ .............. + 

3. Beispiel: 
(36, 14) ai" = bp 
n-Gleichungen, wobei in jeder !lieser Gleichungen die Summe über n-Glieder zu 
erstrecken ist, also ausgeschrieben: 

(36, 15) 
n 

.2}aik=bi (i=1,2, ... ,n) oder 
k=l 

(36, 16) ai, + ai. + · · · + ain = bi, (i = 1, 2, ... , n). 

Sind daher die Wertereihen, die alle Indizes bei der Summenbildung sowohl als 
bei der Aufzählung durchlaufen können, eindeutig gegeben, so bleibt durch die 
Festsetzung (36, 5) jeder Irrtum ausgeschlossen. 

(36, 17) Sollen die angegebenen Schreibweisen der Relativitätstheorie verwendet 
werden, so soll dies von uns immer besonders betont werden. 
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IV. Kapitel. Die geometrischen Größen des n-dimensionalen 
Raumes. Einführung in die n-dimensionale Geometrie. 

37. Das Rechnen mit Punkten und Vektoren. 

Wir bezeichnen in diesem Kapitel reelle Zahlen immer mit kleinen lateinischen 
Buchstaben, Punkte und Pole mit kleinen deutschen Buchstaben und Vektoren 
mit überstrichenen kleinen deutschen Buchstaben. 

a) Wollen wir für irgend einen Gegenstand räumlicher Ausdehnung mathe
matisch-geometrische Größenbeziehungen aufstellen, so müssen wir uns den Ge
genstand, um über ihn überhaupt irgendwelche Aussagen machen zu können, 
in einen genau bestimmten, absolut ruhenden und dauernd unbeweglich gedachten 
Raum eingebettet denken. Irgend ein Punkt des Gegenstandes fällt dann stets 
mit einem absolut festen Punkt dieses Raumes zusammen. Jeden Punkt dieses 
absolut festen Raumes nennen wir einen Einheitspunkt oder einen einfachen 
Punkt und bezeichnen ihn allgemein mit ea· Darin soll e an das Wort Einheit oder 
einfach erinnern und der Index a den Ort des Punktes im Raum bezeichnen. 
Den Punkt nennen wir deshalb auch kurz den Punkt a. Verschiedene Punkte des 
Raumes, die nicht räumlich zusammenfallen, bezeichnen wir mit verschiedenen 
Indizes. Weisen wir einem derartigen Punkt eine Masse a zu, worunter wir uns 
immer eine reelle Zahl vorstellen wollen, so sprechen wir von einem a-fachen 
Punkt ea oder von dem vielfachen Punkt Ca oder von dem Punkt mit der Masse a 
oder von dem Punkt mit dem Zahlwert a und bezeichnen diesen symbolisch mit 
a. Wir schreiben dann: 

(37, 1) 
und nennen die Masse des Punktes a auch den Modul des Punktes a, so daß gilt: 

(37, 2) mod a = a, mod ea = 1 , mod o = 0. 

Einen beliebigen Raumpunkt mit der Masse 0 nennen wir einen Nullpunkt. Wir 
nennen ferner zwei Punkte einander gleich, wenn sie räumlich zusammenfallen 
und dieselbe Masse besitzen. Wir schreiben daher 

(37, 3) 

Ferner setzen wir für die Multiplikation einer reellen Zahl mit einem Einheits
punkt stets die Gültigkeit folgender Rechenregel fest: 

(37, 4) a ea = ea a. 

b) Einen Punkt des absolut festen Raumes wollen wir vor allen anderen 
Punkten des Raumes durch seine Lage besonders· auszeichnen und ihn als ur
sprünglich betrachten, d. h. er soll von uns während der ganzen Durchrechnung 
irgend eines geometrischen Problems festgehalten und zeitlich und örtlich als un
verschieblich und dauernd unveränderlich betrachtet werden. Dieser Einheitspunkt 
des absolut festen Raumes kann von uns zu Beginn jeder geometrischen Unter
suchung frei irgendwo im Raume ausgewählt werden. Diesen und nur diesen Punkt 
des Raumes bezeichnen wir allein mit c0 und nennen ihn kurz den Ursprung un
seres Raumes oder kurz den Ursprung. 

c) Allen unseren Längen-, Flächen- und Raummessungen legen wir eine 
sonst anfänglich beliebig lang gewählte Längenmaßeinheit s zugrunde. Ihre Länge 
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wollen wir ebenfalls als ursprünglich betrachten, d. h. auch sie soll sich während 
der ganzen Durchrechnung irgend eines Problems zeitlich und ihrer Länge nach 
nicht mehr verändern. Wir bezeichnen sie im folgenden kurz als Grundmaßein
heit e und sagen von ihr, sie besitze die "Länge Eins". 

d) Jetzt legen wir die Definition für die Summe zweier einfacher nicht zu
sammenfallender Punkte fest. Wir verstehen unter der Summe ea + eb zweier 
einfacher Punkte ea und eb den Halbierungspunkt h der Verbindungsgeraden der 
beiden Punkte a und b, versehen mit der Masse zwei. Die Addition soll gleichzeitig 
kommutativ sein. Wir schreiben also: 
(37, 5) 

Ähnlich setzen wir die Definition für die Differenz zweier einfacher, nicht zu
sammenfallender Punkte a und b fest: 

Bewegen wir uns auf der Geraden, die die beiden nicht zusammenfallenden 
Punkte a und b miteinander verbindet, vom Punkt a ausgehend zum Punkt b, 
so sagen wir, wir durchlaufen den Vektor fab in der Richtung des Vektors! von 
Punkt a, dem Anfangspunkt dieses Vektors, zum Punkt b, dem Endpunkt dieses 
Vektors. In der zeichnerischen Darstellung markieren wir den Anfangspullkt a 
des Vektors durch einen kleinen Kreis und den Endpunkt b des Vektors durch die 
Spitze eines Pfeiles, welcher vom Punkt a nach dem Punkt b, also vom Anfangs
punkt des Vektors zum Endpunkt des Vektors weist. Man nennt den Vektor des
halb auch einen Pfeil. In Zeichen schreiben wir darum: 

(37, 6) 

und nennen den Vektor fao auch eine Punktdifferenz. Unter dem absolute·n Be
trag I fab I oder dem Modul des Vektors !ao verstehen wir die Verhältniszahl der 
Länge des Vektors !ab zur Länge der Grundmaßeinheit e. Er ist daher stets eine 
reelle positive Zahl. Wir schreiben daher: 

(37, 7) i !ao J = mod fall= Länge des Vektors lau/Länge der Grundmaß-
einheit e. 

Wir sagen auch anschaulicher: Die Grundmaßeinheit e besitzt die Länge 1, der 
Vektor besitzt die Länge I !ao I seines .absoluten Betrages. Unter einem Einheits
vektor e verstehen wir dann jeden Vektor von der Länge der Grundmaßeinheit, 
d. h. von der Länge 1 und unter dem Nullvektor o jeden Vektor von der Länge 0. 
Wir schreiben deshalb 

(37, 8) 

e) Lassen wir im Sonderfall in (37, 5) und (37, 6) den Punkt b mit dem Punkt a 
zusammenfallen, so fällt auch der Punkt h mit dem Punkt a zusammen und wir 
erhalten daher aus den genannten Gleichungen die folgenden Beziehungen: 

(37, 9) 

Der Vektor faa besitzt aber die Länge null und kann daher als Nullvektor mit Ö 
bezeichnet werden. Somit besteht der Satz: 

(37, 10) ea - ea = ~a a = 0 . 

Wir setzen jetzt weiterhin für die Addition vielfacher, aber zusammenfallender 
Klinger, n-dimensionale Geometrie. 5 
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Punkte des Raumes folgende Rechenregeln fest: 

(37, ll) a ea + b ea = (a + b) ea, a ea - b ea = (a - b) ea, 

(37, 12) -- a ea = (- a) ea . 

Darin können a und b beliebige reelle Zahlen darstellen. Negative Punkte fassen 
wir also als Punkte mit einer negativen Masse - a auf. Aus diesen Rechenregeln 
und aus (37, 10) folgt sofort 

andererseits ist: 

aea-aea=a(ea-ea)=a!aa=aÖ, aÖ=Oea, o=Oea, 

somit gilt der Satz: 

(37, 13) 0 ea = o oder auch 0 ea = Ö mit o = o, 
d. h. der Nullvektor o oder der Nullpunkt o ist irgend ein endlicher Punkt des Raumes 
mit der Masse null. 

f) Nun denken wir uns irgend einen starren Körper und mit diesem verschieb
bar verbunden eine starre, gerade, dreikantige Führungsstange n. Nun verschie
ben wir den Körper längs dieser Führungsstange um ein bestimmtes Stück . 
. Eine Verdrehung des Körpers um die Führungsstange soll dabei, ebenso wie eine 
Bewegung der Führungsstange im absolut festen Raume unmöglich sein. Durch 
die Verschiebung des starren Körpers längs der im Raume festen Führungsstange 
werden die Punkte a1, a 2, ••• des Körpers nach den Punkten b1, ·b2, ••• des Rau
mes gelangen. Alle durch diese Verschiebung entstandenen Vektoren 

(37, 14) 

besitzen dieselbe Pfeilrichtung oder kurz dieselbe Richtung und denselben Be
trag, d. h. dieselbe Länge. Wir erklären sie alle als einander gleich und bezeichnen 
sie darum mit demselben deutschen überstrichenen Buchstaben ä. Wir schreiben 
also: 

(37, 15) 

Man nennt einen Vektor deshalb auch eine Verschiebung oder eine Translation 
des Raumes. Da alle, Vektoren in (37, 14) nach demselben unendlich fernen Punkt 
der Führungsstange n, nämlich nach dem Punkt e"" weisen, so kann ein jeder 
Vektor a auch als ein endlicher Vertreter des unendlichfernen Punktes dieser 
Führungsstange eoo betrachtet werden. Da man in der Geometrie aber die unend
lichfernen Elemente auch als uneigentliche Elemente bezeichnet, so nennt man einen 
Vektor auch einen uneigentlichen Punkt oder einen unendlichfernen Punkt des 
Raumes. 

Jetzt denken wir uns vier Punkte des Raumes a, b, c, d gegeben, die 
der Reihe nach die Eckpunkte eines Parallelogrammes bilden. Nach unserer Fest
setzung gilt dann also z. B. die Beziehung !a!> = !do oder entsprechend unserer 
Definitionsgleichung (37, 6) die Beziehung eb - ea = e0 - ed· Setzen wir jetzt 
weiter fest, daß in einer Gleichung zwischen Punkten, wie in der Algebra, ein 
Glied der Gleichung von einer Seite der Gleichung auf die andere Seite der. Glei
chung bei gleichzeitiger Vornahme eines Vorzeichenwechsels (bei der Addition 
des betreffenden Gliedes in der Gleichung) gebracht werden kann, so folgt aus 
der angegebenen Gleichung sofort die Beziehung e" + ea = e0 + ea· Die Summe 
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der Punkte links sowohl wie rechts vom Gleichheitszeichen stellt aber nach unserer 
Definition in (37, 5) nichts anderes als 2 e11 , d. h. den zweifachen Halbierungs
punkt h der beiden Diagonalen des Parallelogrammes b, d und c, a, wie es auch 
wirklich sein muß, dar. Tatsächlich folgt also aus der Gleichheit der Vektoren 
eine richtige Gleichheitsbeziehung zweier Punktsummen, so daß also unsere 
beiden Definitionen für den Begriff eines Vektors und einer Punktsumme, nämlich 
(37, 5) und (37, 6) widerspruchsfrei nebeneinander bestehen können. 

Jeder Vektor ist durch unsere Festsetzung über die Gleichheit von Vek
toren, gewissermaßen im Raum parallel verschieblich. Man drückt diese Parallel
verschieblichkeit dadurch aus, daß man einen Vektor auch eine freie Größe nennt, 
zum Unterschied von einem Punkt, der stets eine an seinen Ort gebundene Größe 
darstellt. Die charakteristischen Merkmale eines Vektors sind daher nicht sein An
fangs- und sein Endpunkt, wie dies durch unsere ursprüngliche Definition (37, 6) 
leicht vorgetäuscht werden könnte, sondern lediglich nur die Richtung ~tnd der 
Betrag des Vektors. Allein der Nullvektor ist richtungslos, denn er besitzt die 
Länge null. Dies soll jetzt noch eindringlicher die folgende Schreibweise zeigen: 
Setzen wir nämlich (37, 14) in (37, 15) ein, so folgt 

und daraus sofort: 

(37, 16) 

d. h. addieren wir zu einem einfachen Punkt einen Vektor, so wird der einfache 
Punkt um den Vektor verschoben. Noch deutlicher zeigt dies unsere alte Schreib
weise, die aus (37, 6) folgt: 

(37,17) 

Auch diese Addition von einem einfachen Punkt und einem Vektor wollen wir 
wieder als kommutativ ansehen, d. h. es soll gelten: 

(37, 18) 

Addieren wir jetzt zu einem einfachen Punkt den Nullvektor, so wird dieser Punkt 
um den Nullvektor verschoben, d. h. er bleibt also derselbe Punkt. Addieren wir 
ebenso zu einem Punkt mit der Masse null einen Vektor, so rührt sich dieser Vek
tor nicht. Der Punkt mit der Masse null und der Nullvektor sind eben, wie wir 
schon in (37, 13) erkannt haben, miteinander identisch. Es gelten darum die 
Sätze: 

(37' 19) ea + 0 = e<t' 0 + ea = ea' 0 ea o=o 0 = 0 ' 
o+a=a, a+o =a, Oa =o=o. 

g) In zwei parallelen Geraden IX und ß des Raumes ist es möglich, entweder 
zwei gleichsinnig- oder zwei gegensinnig-parallele Vektoren a und b, deren Pfeile 
entweder nach derselben Raumrichtung oder nach entgegengesetzten Raum
richtungen weisen, und die noch eine verschiedene Länge besitzen können, anzu
nehmen. Beide Arten von Vektoren nennen wir auch zusammengenommen, kurz 
parallele Vektoren. Sind überdies die Längen I a I und I b I der beiden Vektoren (i 
und b einander gleich, so sind gleichsinnig-parallele Vektoren gleiche Vektoren, 

5* 
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gegensinnig-parallele Vektoren aber sogenannte entgegengesetzte . Vektoren. In 

Zeichen schreiben wir: 

(37,20) a I I 6 für parallele Vektoren . . . . . a und 0 ' 

a t t 6 für gleichsinnig-parallele Vektoren Ci und o , 
a H 6 für gegensinnig-parallele Vektoren a und 6' 
a = 6 für gleiche Vektoren . . . . . . a und 6 , 
Ci = - b für entgegengesetzte Vektoren . a und o . 

Es gilt dann stets: 

(37, 21) a I I 6" ~ a t t 6 oder a H 6 , 
a = 6 ~ atf6 und l a I= I fi I, 
a = -- fi ~ ä H r; und I a = I 6 I . 

Auf Grund dieser Erklärung ist der Vektor !ba entgegengesetzt zum Vektor 

!ab· Tatsächlich gilt nach folgendem links und rechts, in Übereinstimmung mit 

den Klammerregeln der Algebra, die Beziehung: 
-- -

(37, 22) :!:ba = -!ab oder (Ca- cb) = - (cb- Ca). 

Im Parallelogramm mit den vier aufeinanderfolgenden Eckpunkten a, b, c, d 

sind die Vektoren iab und tca entgegengesetzte Vektoren; tatsächlich gilt wegen 

!ab= - tca jetzt (cb -Ca) =-(Ca -Ce) oder aufgelöst eb- Ca= e c - ea, woraus 

wieder die richtige Beziehung cb + Ca = Ca + c c = 2 eh folgt. 
h) Es ist jetzt naheliegend, folgendes festzusetzen: Unter der Summe der 

beiden Vektoren Ci und 15 verstehen wir den Vektor c, der vom Anfangspunkt des 

Vektors a zum Endpunkt des Vektors o führt, wenn gleichzeitig der Endpunkt 

des Vektors Ci, also dessen Pfeilspitze, mit dem Anfangspunkt des Vektors o, also 

mit dessen kleinem Kreis, zur Deckung gebracht wird. Wir schreiben dafür kurz 

in Zeichen: 

a+o=c. 
Die ganze Figur, die bei dieser Addition entsteht, kann dabei beliebig im absolut 

festen Raum parallel zu sich selbst verschoben gedacht werden. Es ergibt sich 

jetzt sofort die Gültigkeit der Parallelogrammregel oder die Gültigkeit des kom

mutativen Gesetzes der Vektoraddition: 

(37' 23) 

Ferner gilt auch, wie man sich leicht überzeugen kann, die Gültigkeit des asso

ziativen Gesetzes für diese Addition, nämlich 
- -

(37, 24) (a + o) + c = a + (o + c) . 
Diese Summen können daher ohne Mißverständnis auch ohne Klammern ge

schrieben werden, wenn wieder die Gültigkeit der Klammerregel festgesetzt wird: 

(37,25) 

Die Addition des zu a entgegengesetzten Vektors - a zum Vektor a ergibt den 

richtungslosen, aber eindeutig bestimmten Nullvektor o: 
(37, 26) a + (- a) = o, (- a) + a = o. 
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Statt a + (- b) schreiben wir wieder kürzer a ·-· b und haben dadurch wieder 
die Subtraktionzweier Vektoren auf eine Addition von Vektoren zurückgeführt. 
Somit gilt: 

(37, 27) 

(37, 28) 

(37, 29) 

a-a= -a+a=o, 
ö+a=a+ii=a. 

Der Nullvektor ist also wieder das neutrale Element bei der Addition der Vek
toren. Für die Auflösung von Vektorengleichungen gilt der Satz: 

(37, 30) ~ + a = b oder a + r = b -+ t = b - a . 
m sei eine positive ganze Zahl. Addieren wir den Vektor a hintereinander m-mal, 
so erhalten wir einen Vektor ma, der die m-fache Länge wie der Vektor ä besitzt 
und der zum Vektor ä gleichsinnig-parallel ist: 

(37,31) ii+ii+···+a=ma, mafia, jmaj=mjaj, m>O. 

Wir nennen den Vektor m a das m-fache des Vektors a. Unter dem n-ten Teil des 
Vektors a verstehen wir einen Vektor ajn, der n-mal hintereinander addiert den 
Vektor a ergibt und der zu a wieder gleichsinnig-parallel ist, wobein wieder eine 
positive ganze Zahl darstellt. 

(37, 32) (a/n) + (afn) + ... + (a/n) = a' 
ii/n t t ä, I a/n I = i a 1/n, n > 0. 

m und n seien wieder positive ganze Zahlen. Dann verstehen wir unter dem 
k = ± mfn-fachen des Vektors a in Übereinstimmung mit unseren bisherigen :Fest
setzungen einen Vektor, dessen Betrag mfn-mal so groß ist wie der Betrag des 
ursprünglichen Vektors a und welcher gleichsinnig oder gegensinnig-parallel zum 
Vektor Ci ist, je nachdem k positiv oder negativ ist. Ist k = 0, so verstehen wir 
unter ka den Nullvektor ö. 

(37, 33) o=lca, k=±m/n, [ki=mfn, 

k>O-+ttta, k=O-+b=o, 
lbi =lkliäl, 

k<o-+b"tra. 
Für diese Multiplikation eines Vektors ii mit einer reellen Zahl k bzw. n soll 

weiterhin die Gültigkeit folgender grundlegender Rechenregeln festgesetzt 
werden: 

(37, 34) 

(37' 35) 

lco=o, oa=o, Ia=a, -Ia=--a, ka=alc, 

(lc+n)a=ka+na, k(ä+b)=lca+kii, 
k·nÖ. = (k·n)ä =~ k· (na). 

Der einzige, dem Vektor ii eindeutig zugeordnete gleichsinnig-parallele Einheits
vektor ist gegeben durch: 

(37, 36) 

Der einzige dem Vektor a eindeutig zugeordnete gegensinnig-parallele Einheits
vektor ist hingegen bestimmt durch : 

(37, 37) e~=-afa~=-ea, e~j~a. 
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i) Wir gehen jetzt zu einigen .Anwendungen der Addition und Subtraktion 
von Vektoren über. Die folgenden Gleichungen über das R~chnen mit Vektoren 
und Punkten stehen mit den von uns bis jetzt gegebenen Rechenregeln in Über
einstimmung. Da die Addition und Subtraktion der einfachen Punkte kommuta
tiv und assoziativ ist, gelten die Regeln der gewöhnlichen Algebra auch für das 
Auflösen von Klammern und Zusammenziehen von Summen beliebig vieler 
Punkte. Es ergeben sich folgende Rechenregeln: 

(37, 38} l. !ab+ !bc = !ac oder (eb- ea) + (ec- eb) = (ec- eal, 

2. !aa +!ab = fab oder 0 + (eb - eal = (eb - eal' 

3. fab + !bb =!ab oder (eb- ea) + 0 = (eb.....: ea)' 

4. !ab+ fba = faa oder (eb - ea) + (ea- eb) = 0' 

5. - - --
1;ab- 1:cb = tac 

6. - - -
!ba - tbc = 1;ca 

7. !aa = -iaa = 0 oder (ea -- ea) =- (ea- eal = 0, 

8. 'iab + fbc + ica = 0 oder (eb - ea) + (e. - eb) + (ea- ec) = 0 · 

j) Zu einer beliebig gewählten reellen negativen (positiven) Zahl gibt es immer 
noch eine kleinere (größere) reelle negative (positive) Zahl. Man drückt dies auch 
so aus: 

(37, 39) Der Bereich 3 der reellen Zahlen ist links-(rechts-)seitig nicht be
schränkt und besitzt die uneigentliche untere (obere) Grenze g minus
unendlich (G plus-unendlich), in Zeichen: g = - oo, (G = + oo). Das 
Zeichen oo vertritt dabei hier und im folgenden stets das Wort un
endlich. 

k) Erst jetzt sind wir in der Lage, auch noch eine Addition von vielfachen 
Punkten des Raumes festzulegen. Gegeben seien zwei vielfache Punkte mit den 
Massen a und b in den Raumpunkten a und b: 

(37,40) a=aea, b=beb. 
Wir verstehen unter der Summe a + b der beiden Punkte a und b jenen viel
fachen Punkt 8 des Raumes 

(37, 41) 

den wir, ausgehend von den Punkten a und b, auf folgende Art und Weise erhalten. 
Wir wählen einen beliebigen Einheitsvektor e, welcher mit der Geraden durch 
die Punkte a und b irgend einen beliebigen Winkel einschließen möge. Für die 
Konstruktion am bequemsten ist dabei ein rechter Winkel. Nun tragen wir im 
Punkt a den Vektor be und im Punkt b den Vektor - ae an. Verbinden wir die 
Endpunkte der beiden so erhaltenen Vektoren durch eine gerade Linie, so schnei
det diese Gerade die Verbindungslinie der beiden ursprünglich gegebenen Punkte 
im neuen Punkt 8 der Verbindungslinie. Diesem Punkt 8 erteilen wir die neue 
Masse 8, die gleich der Summe der beiden Massen a und b der ursprünglich ge
gebenen Punkte ist. Es sollen somit folgende Beziehungen nebeneinander be
stehen: 

(37, 42) ~ = a + b, 8 = a +b, 8 e8 = a ea + b eb. 
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Die Lage des so erhaltenen Punktes 8 ist dabei unabhängig von der willkürlichen 
Wahl des Einheitsvektors e, welcher nur nicht parallel zum Vektor ~ab gewählt 
werden darf. Aus dieser Definition folgt, wenn man die Gleichung rechts und links 
durch 8 durch dividiert, sofort: 

(37, 43) C8 = (a/8) Ca + (b/8) cb. 

Da wir aber wegen (37, 11) und (37, 42) auch setzen können: 

c0 = (a/s) c0 + (b/8) C0 , 

wobei der Ursprung c0 ·willkürlich irgendwo gegenüber der gegebenen Geraden 
durch a und b gewählt werden kann, so folgt jetzt durch Subtraktion der beiden 
letzten Gleichungen voneinander sofort die Beziehung: 

es - e0 = (a/s) (ea - eo) + (b/s) (eb - eo) 

oder in anderer Schreibweise nach der Definition (37, 6) 

(37, 44) ios = (a/8) Koa + (bjs) iob' 
und wenn wir wieder links und rechts mit 8 multiplizieren, 

(37,45) 8~os = a~oa + biob· 
Das sind aber nach den Regeln der Mechanik die charakteristischen Gleichungen 
für den Schwerpunkt 8 zweier Punkte a und b mit den Massen a und b. Dem 
Schwerpunkt kommt dabei die Summe der beiden Massen als Masse zu. Man 
beweist für die so erklärte Addition vielfacher Punkte wieder leicht die Gültigkeit 
des kommutativen und assoziativen Gesetzes 
(37, 46) a + o = o + a, (a + o) + c = a + (o + c). 
Klammern können also bei der Summation beliebig vieler vielfacher Punkte 
wieder ohne weiteres weggelassen werden. Für die Summen beliebig vieler viel
facher Punkte ergeben sich dann, wie sich jetzt leicht ermitteln läßt, die nach
folgenden Formeln. Die. Punkte können dabei ganz beliebige Raumlagen auf
weisen. 

(37, 47) a=aea, b=beb, c=cec, ... ; §=sc8 , 

§=a+6+c+· · ·, s=a+b+c+· · ·. 

8 c. = a ea + b eb + c ec + ... ' 
e8 = (a/8) ea + (b/s) eb + (c/8) ec + · · ·, 

!os = (a/8) !oa + (b/s) ~Ob+ (c/8) !oc + · · ·, 
8 io s = a io a + b io b + c Ko c + · · · · 

l) Weitergehend besprechen wir jetzt drei wichtige Sonderfälle dieser Kon
struktion. Vorerst treffen wir jedoch folgende Festsetzung: 
(37, 48) Zwei Geraden einer Ebene schneiden sich stets in nur einem einzigen 

Punkt. Sind die beiden Geraden parallel, so nennen wir ihren Schnitt
punkt C00 den unendlichfernen Punkt der beiden Geraden. Beliebig 
viele parallele Gerade besitzen dann also alle denselben unendlich
fernen Schnittpunkt eoo. 

1. Sonderfall: Wir suchen die Summe zweier Punkte a und b derselben Masse a. 
Es ergibt sich der Halbierungspunkt h der Strecke von Punkt a nach Punkt b 
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oder kurz gesagt der Strecke ab versehen mit der Masse 2a also: aea + ae0 

= 2ae11 • Dtvidieren wir diese Gleichung links und rechts durch a, so erhalten wir 
wieder unsere ursprüngliche Ausgangsgleichung (37, 5). Die neue Definition der 
Addition vielfacher Punkte schließt also unsere ursprüngliche Definition der 
Addition einfacher Punkte in sich. 

2. Sonderfall: Wir suchen die Summezweier Punkte a und b mit gleich große! 
aber entgegengesetzter Masse. Es gilt somit die Beziehung a = - b. Daraus folgt 
aber sofort, daß die Masse des Summenpunktes 8 gleich null sein muß wegen 
8 = a + b = - b + b = 0. Die Konstruktion liefert parallele Gerade, die sich 
nach (37, 48) im unendlichfernen Punkt eoo der Geraden ab schneiden. Somit 
ergibt sich: 

(37,49) (-b)ea+be0 =0e"' oder b(e.-ea)=Oe"' oder bfa 0 =0C00 • 

Dividieren wir diese Gleichung durch b durch, so folgt daraus 

(37, 50) 

Anders können wir auch schreiben, wenn wir statt b den Buchstaben a setzen, 

(37, 51) 

Das heißt also jetzt, daß der Punkte"' der Geraden ab, welcher im Unendlichen 
liegt oder welcher unendlichfern liegt, tatsächlich durch den Vektor !ao im End
lichen vertreten werden kann. Genauer gesprochen, vertritt dabei der Vektor 
!ao wie auch der Vektor k!ao• wo k =!= 0 eine beliebige reelle Zahl ist, den unend
lichfernen Punkt der Geraden ab, versehen jedoch mit der Masse null. Addieren 
wir nach (37, 51) den unendlichfernen Punkt mit der Masse 0 zum endlichen Punkt 
- genauer gesprochen zu dem im Endlichen liegenden Punkt - a mit der Masse a, 
so erhalten wir den um den Vektor verschobenen Punkt b mit derselben Masse a. 
Unsere ursprüngliche Definition eines Vektors in (37, 6) wird also durch die Addi
tion vielfacher Punkte erst richtig erklärt und umfaßt somit auch diese. 

3. Sonderfall: Es ergibt sich sofort die Richtigkeit der folgenden Gleichung 
auf Grund unserer Konstruktion für die Summe zweier vielfacher Punkte. 

(37, 52) 

d. h. also jeder endliche Punkt o mit dem Zahlwert 0, also nach (37, 13) auch der 
Nullvektor ist das neutrale Element bei der Addition von Punkten. 

m) Multiplizieren wir die Gleichung (37, 17) mit der Masse a, so erhalten wir 

(37, 53) 

Setzen wir darin 

(37, 54) 

so folgt daraus 

(37, 55) a + i) = b, (37, 56) 

das heißt aber: Addiert man zu einem vielfachen Punkt mit der Masse a, einen 
Vektor t) bzw. einen unendlichfernen Punkt mit der Masse 0, so erhält man wieder 
einen vielfachen Punkt b mit derselben Masse a, aber verschoben um den Vektor 

(37, 57) !ab = i)/a. 
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Damit haben wir jetzt auch noch die Addition eines Vektors zu einem t•ielfachen 
Punkt erklärt. Da der Vektor jederzeit durch eine Punktdifferenz ersetzt werden 
kann, so ist auch diese Addition eines vielfachen Punktes und eines Vektors 
wieder kommutativ und .assoziativ, d. h. es gelten jetzt allgemein zusammenfas
send folgende Gesetze: 

(37, 58) s + t = t + s, (s + t) + u = s + (t + u), 
darin können die Größen§, t, u ganz nach Belieben einfache und vielfache Punkte, 
wie auch Vektoren - wir nennen solche Größen später Pole - in allen möglichen 
Zusammenstellungen bedeuten. 

38. Die Geometrie der Geraden oder <les eindimensionalen Raumes 911" 
a) Wir denken uns in der Zeichenebene horizontalliegend eine Gerade und auf 

dieser den Ursprung e0 willkürlich gewählt. In der Entfernung der Grundmaß
einheit s vom Ursprung legen wir ferner auf dieser Geraden rechts von e0 den Ein
hcitspunkt e1 fest. Den Vektor !01 bezeichnen wir von nun an stets mit e1 und 
setzen daher : 

(38, 1) e1 = e1- eo. 

Nun sei x ein veränderlicher, auf der Geraden beweglicher Punkt. Wir setzen 

(38, 2) 

und nennen x die kartesische Koordinate des Punktes x. Sie kann jede beliebige 
reelle Zahl sein. Lassen wir die Koordinate x jetzt die Reihe aller ganzen Zahlen 
durchlaufen, welchen Bereich wir im Anschluß an die Bemerkung (37, 39) und 
an unsere Überlegungen im ersten Kapitel auch mit 

(38, 3) x=-00, ... , -3, -2, --1, 0, +1, +2, +3, ... , +oo 
bezeichnen wollen, so fällt der zugeordnete Punkt x der Reihe nach mit folgenden 
Punkten der Geraden zusammen: 
(38, 4) 

insbesondere aber erhalten wir dann die Darstellungen: 

(38, 5) e_co = eo + (- 00) el' e+co = eo + ( + 00) el. 
Wir erhalten so zwei voneinander verschiedene unendlichfern liegende Punkte 
unserer Geraden. Da man aber einerseits in der Mathematik zumeist gezwungen 
wird, die uneigentliche Zahl - oo gleichwertig der Zahl + oo anzusehen und wir 
auch andererseits an unserer Festsetzung (37, 48) festhalten wollen, so ersetzt 
man in der Geometrie beide Gleichungen (38, 5) am einfachsten durch die eine 
Gleichung: 

(38, 6) 

und betrachtet die uneigentliche Zahl oo ebenso wie die Zahl 0 als "Vorzeichen
lose Zahl". Wir sagen darum auch die Zahlen 0 und oo, trepnen die positiven Zah
len von den negativen Zahlen. Auf der Zahlengeraden trennt 0 die positiven Zah
len von den negativen Zahlen im Endlichen, oo hingegen im Unendlichen. Denken 
wir uns jetzt unsere Gerade im Ursprung von einem über ihr liegenden Kreis 
tangiert und alle Punkte der Zahlengeraden (38, 4) von dem höchsten Punkt 
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dieses Kreises als Projektionszentrum auf den Kreis mittels gerader Projektions
strahlen projiziert, so entsprechen der linken Kreishälfte die negativen Zahlen, 
der rechten Kreishälfte die positiven Zahlen, dem Berührungspunkt die Zahl 0 
und dem höchsten Punkt, dem Projektionszentrum selbst sowohl die Zahl +oo 
als -oo, also kurz die Zahl oo. Denken wir uns jetzt den Kreis noch mit unend
lich großem Radius gezeichnet, so fällt er tatsächlich mit der Zahlengeraden 
(38, 4) zusaminen und der Zahlpunkt -oo ist identisch dem Zahlpunkt +oo. 

b) Nun legen wir auf unserer Zahlengeraden vier Punkte fest durch ihre Koor-

dinaten a, b, e, d, also nach (38, 2) durch die Gleichungen: 

(38, 7) 

ec = eo + ~oe ~oe = ce1; ea = eo + !oa• ~oa = de1. 
Wir sagen jetzt der Punkt x teilt die Strecke ab im Teilverhältnis t., zu 1, wenn die 
Beziehung: 

(38,8) ~are=t.,~.,b oder !are:!.,b=t.,:l 

- womit gleich eine Division paralleler Vektoren festgelegt ist -besteht. Nun 
gehen wir wieder zurück auf unsere Addition von Punkten. Es sei der Reihe 
nach: 

(38, 9) a = a ea, b = b eö, ! = x e.,; ! = a + b, x = a + b, 

Xe.,= aea +beb, e., = (ajx) ea + (bjx) eb, 

~ore = (a/x) ~oa + (b/xHoö• x!ore = af"oa + b!oö• 
dann erhalten wir aus der letzten Gleichung, wenn wir statt 0 den Punkt a bzw. b 
setzen, was erlaubt ist, da wir ja auch den Ursprung hätten dorthin verlegen 
können, die Gleichungen: 

also folgt: 

~are = (b/xHab• ~reb = (afxl"iab' 
Die Division gibt daher wegen (38, 8) die Beziehungen: 

(38, 10) fare: ~reö = b: a, t., = b/a. 

Das Teilverhältnis der Strecke von Punkt a nach Punkt b ist also nichts anderes 
als das umgekehrte Verhältnis der Massen der beiden Punkte a und b, wenn wir 
den Punkt x als den Summenpunkt der beiden Punkte a und b nach (38, 9) auf
fassen. Mittels unserer Formeln errechnet man jetzt noch leicht die folgenden Er
gebnisse: 

(38, ll) ~are = ~O:r- ioa =(X- a) el, !reb =!ob- ~Ore = (b- X) el, 
t., = b: a = (x- a): (b - x), x = (aa + bb)/(a + b), 

x = (a + t.,b)/(1 + t.,). 
Die Konstruktion des Summenpunktes mittels der Vektoren be und -ae 

in (37, 42) ergibt jetzt leicht folgendes: Sind die beiden Massen a und b gleich 
bezeichnet (verschieden bezeichnet), also beide zugleich plus oder beide zugleich 
minus (beide von verschiedenem Vorzeichen, d. h. die eine Masse plus, die andere 
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Masse minus), so sind die beiden Vektoren be und -ae gegensinnig-(gleich
sinnig-)parallele Vektoren und der Punkt. x ist dann ein sogenannter innerer 
(äußerer) TeilungBpunlct der Strecke ab, d. h. er liegt innerhalb (außerhalb) dieser 
Strecke. Das Teilverhältnis tfl) = bfa ist dann entsprechend immer positiv (nega
tiv). Sind die beiden Massen a und b einander gleich (entgegengesetzt gleich) 
groß, so ist das Teilverhältnis tfl) gleich + 1 ( -1) und der Punkt x fällt dann in 
den Halbierungspunkt h (unendlichfernen Punkt oo) der Strecke ab. Wählen wir 
die Masse b endlich und die Masse a unendlich groß (die Masse b unendlich und 
die Masse a endlich), so fällt, wie unsere Konstruktion leicht ergibt, der Punkt x 
in den Punkt a(b); demnach entspricht also dem Punkt a(b) das Teilverhältnis 
0 (oo). Durchwandert also der Punkt x die folgende obere Punktreihe, so durch
läuft das zugeordnete Teilverhältnis die folgende darunterstehende Zahlenreihe: 

(38,12) efll=e_00 , ... , ea,_ eh, eb, ... , e+oo• 

tfl) = - 1' ... ' 0' + 1' 00' ... ' -1. 

Inneren ·(äußeren) Teilungspunkten der Strecke ab entsprechen somit. immer 
positive (negative) Teilverhältnisse. Auch hier erscheint die Zahl oo wieder als 
vorzeichenlos und trennt die Reihe der positiven Teilverhältnisse von der Reihe 
der negativen Teilverhältnisse. Die beiden Punkte a und b nennt man die Grund
punkte. 

c) Wir nehmen jetzt eine kleine Bezeichnungsumänderung vor. a und b seien 
wieder zwei fest gegebene Grundpunkte einer Geraden. Der Punkt x(y) besitze 
gegenüber diesen Punkten das Teilverhältnis t",(t11). Im Anschluß an die gegebenen 
Untersuchungen gehen die neuen Bezeichnungen gleich am einfachsten aus fol
genden Formeln hervor: 

(38, 13) (afl) + bfll) efll = afllea + b"'eb, t., = bfl)fafl), 

(a11 + b11) e11 = auea + byeb, tu= b11/a11 , 

tre=~afll:~O::b> ty=~ay:~yb· 

Wir verstehen jetzt unter dem DoppelverhältniB d in Zeichen (eaeb, e"'e11) der beiden 
Funletgruppen a, b und x, y folgende reelle Zahl: 

(38, 14) d = (eaeb, e00 ey) = tfll: ty = (tafll: ~fllb): (tau: ~yb) = (b"': a.,): (by :ay). 

Vertauscht man die vier Punkte. untereinander, so erkennt man leicht, daß 
unter den 4! = 2 4 möglichen Doppelverhältnissen nur 6 voneinander verschieden 
sind. Es gelten nämlich die beiden folgenden Gleichungssysteme 

(38, 15) d = (eaeb, e.,e!l) = (eflleY, eaeb) = (ebea, eyere) = (e!lefll, ebea}, 

(38,16) (eaeb, e00 ey) =d, (eae.,, ebeul = 1-d, (eaeu, eooeb) =d/(d-1), 

(e,..eb, e11 e"') = 1/d, (ea e.,, ey eb) = 1/(1 - d), (ea e11 , eb e.,) = (d- 1)/d. 

Denken wir uns jetzt von den vier Punkten a, b; x, y die ersten drei Punkte 
festgehalten und nur mehr den vierten Punkt veränderlich, d. h. schreiben wir 
jetzt bequemer 

{38, 17) 

und ist c irgend ein innerer Teilungspunkt der Strecke ab und durchläuft der 
Punkt x die folgende obere Punktreihe, dann nimmt das Doppelverhältnis die 
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Werte der darunterstehenden Zahlenreihe an: 

{38, I8) e'" = e_co, ... , ea; e., e", eb, ... , e+oo> 
d'" = -t0 , •• • , 00, + l, +t0 , 0, ... , -t0 • 

Auch hier erscheint wieder die Zahl oo als die Trennzahl der positiven und der 
negativen Doppelverhältnisse. Teilen der innere Punkt x und der äußere Punkt y 
der Strecke ab die Strecke ab innerlich und äußerlich im absolut gleichen Teil
verhältnis + t und - t, so wird das Doppelverhältnis der vier Punkte gleich - l. 
Wegen (38, I5) gilt dann speziell für solche Punkte: 

(38, 19) (eaeb, e.,ey) = (emey, eaeb) = (iam: !.,b): (!av: ivb) = ( + t): (- t) = --l. 

Wir sagen dann, die Strecke ab wird durch die Punktex und y (innerlich und äußer
lich) harmonisch geteUt. Wegen der obigen Beziehung wird dann auch gleichzeitig 
die Strecke xy durch die Punkte a und b harmonisch geteilt. Man sagt daher 
auch, die vier Punkte a, b und x, y trennen einander harmonisch oder die Punkte 
a, b und x, y sind vier harmonische P1tnkte oder das Punktpaar a, b ist dem Punkt
paar x, · y harmonisch zugeordnet. Man spricht auch von konjugierten Punktpaaren 
a, b und x, y. Unsere Konstruktion für die Addition von Punkten liefert uns sofort 
die Konstruktion solcher konjugierter Punktepaare. Es kann nämlich für har
monische Punktepaare gesetzt werden: 

(38,20) tx = b/a = + t, tv = -b/a = -t, 
d. h. trägt man im Punkte a die beiden Vektoren be und - be und im Punkte b 
die beiden Vektoren ae und - ae an, wo e wie früher einen beliebig gerichteten 
Einheitsvektor bedeutet, der schief zur Geraden ab liegen muß, und verbinden 
wir die Endpunkte dieser vier Vektoren auf alle möglichen Arten durch Geraden, 
so bilden je zwei der Schnittpunkte dieser Geraden einen inneren und einen 
äußeren Teilungspunkt der Strecke a, b, nämlich x und y, wobei (38, 19) und (38, 20) 
gilt. Aus dieser Überlegung ergeben sich jetzt auch leicht die folgenden bemerkens
werten Beziehungen: 

(38, 2I) (ea eb, e" eoo) =' --I, 

d. h. der Halbierungspunkt h der Strecke ab liegt harmonisch zum unendlichfernen 
Punkt oo der Geraden. Ferner gelten für die Summe und Differenz zweierPunkte 
derselben bzw. entgegengesetzter Masse folgende Gleichungen: 

(38, 22) ea + eb = 2 en oder a e a + a eb = 2 a e", tn. = + I, 

(38, 23) 

ea-eb=Oe"' oder aea--aeb=0e00 , 

a+b=5 oder aea+beb=(a+b)e8 , 

a--li=b oder aea--beb=(a-b)ea, 
also gilt auch immer 

(38,24) (eaeb, esed) =-I, 

tco= -I, 

ts = b/a, 
ta = -b/a, 

d. h. die vielfachen Punkte a, b und a + b, a - b liegen stets harmonisch. Sehr 
wichtig sind auch noch die folgenden Beziehungen, in welchen die Gleichungen für 
sich selbst sprechen. Wir gehen dabei wieder auf unsere Betrachtungen unter a) 
zurück: 

!ot == el- eo ==-= el, ~Ox == Cx- Co= X er, !ox: !ot == !xo: fto =X, 

too1: ~oo"' =I, (e"" eo, e1 e.,) = (tooi: !1o): (!cox: txo) = x, 
(38,25) (ecoe0, e1e.,) = x, 
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d. h. aber die kartesischen Koordinaten x aller Punkte x einer Geraden können 
als Doppelverhältnisse dargestellt werden. 

d) Die Bedeutung des Doppelverhältnisses von vier Punkten geht aus fol
gendem fundamentalen Satz der projektiven Geometrie hervor: 

Die Punkte a, b, x, y seien vier Punkte einer beliebigen Geraden der Zeichen
ebene; der Punkt z sei irgend ein Punkt außerhalb dieser Geraden y in der Zeichen
ebene. Verbinden wir Punkt z der Reihe nach mit den vier Punkten a, b, x, y 
und bringen wir diese vier Strahlen mit irgend einer neuen beliebigen Geraden 
der Zeichenebene y' zum Schnitt, so erhalten wir der Reihe nach die vier Pro
jektionen der Punkte a', b', x', y'. Man beweist jetzt leicht die Gültigkeit des 
Fundamentalsatzes der projektiven Geometrie: 

(38, 26) d = (ea eb, ec ed) = (ea' eb', ec' ed.). 

Weil somit das Doppelverhältnis d von vier Punkten bei jeder Zentralprojektion 
aus irgend einem Zentrum z seinen Wert behält, so nennt man es eine projektive· 
Invariante. Wegen (28, 25) ist somit auch jede kartesische Koordinate x eine 
projektive Invariante. 

Das einfache Teilverhältnis eines Punktes t bezüglich zweier Grundpunkte ist 
hingegen, wie man sich leicht überlegen kann, keine projektive invariante Größe. 
Darin gerade, daß die vielfachen Punkte a, b und a + b, a - b stets harmonisch 
liegen und aus ihnen durch eine Zentralprojektion immer wieder nur harmonische 
Punkte hervorgehen können, weil ihr Doppelverhältnis projektiv invariant bleibt, 
liegt die große Bedeutung der erklärten Addition und Subtraktion vielfacher 
Punkte. Wir haben jetzt die wesentlichsten Eigenschaften der Grundelemente des 
Raumes, nämlich der Punkte und der Vektoren. besprochen. 

39. Die Geometrie des n-dimensionalen Raumes m.,. 
a) In der Geometrie der Geraden oder in der Geometrie des eindimensionalen 

Raumes konnten wir nachfolgendes Formelsystem entwickeln. Wir stellen diese 
Formeln jetzt gleich so zusammen, wie wir sie in der Praxis zum Ausrechnen der 
betreffenden Größen benötigen und wie sie gleichzeitig auf den n-dimensionalen 
Raum verallgemeinerungsfähig sind. 

(39, l) Gegeben: l. x die Masse der Punktes; 2. x die kartesische Koordinate des 
Punktes; 3. e0, e1 die geometrischen Grundmaßeinheiten erster Stufe. 
Zusammenhänge: 

Gesucht: 

1. el = eo + el ' 
2. ~oro = Oeo + xlel, ~O:c = Xoeo + Xlel, Xo = -xl, 
3. e., =leo+xlel, e:o =xrieo+xlel, xri=l-xl, 
4. ~ = Xeo + X1e1, ~ = Xoeo + X1e1, X1 = XX1, Xo=X(l-Xl). 

Wir sagen jetzt auch: die geometrischen Grundmaßeinheiten e0 und e1 bilden 
ein kartesisches, rechtwinkliges Koordinatensystem 5e1 im eindimensionalen Raum m1 

und schreiben: 

(39, 2) 
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Ferner: Die geometrischen Grundmaßeinheiten c0 und Ct bilden ein Punlct
koordinatensystem ~t· im eindimensionalen Raum Stt und schreiben: 

{39, 3) ~t = [eo, el]. 

Weiter sagen wir: Haben wir irgend eine geometrische Größe s erster Stufe des 
eindimensionalen Raumes Stt ausgedrückt in folgender Form: 

{39, 4) 

so nennen wir p0, p1 die kartesischen Koordinaten der geometrischen Größe s und 
schreiben dafür: 

{39, 5) 

ebenso nennen wir p0, Pt die Funletkoordinaten der geometrischen Größe s und 
schreiben dafür: 

{39, 6) 

Da zwischen den geometrischen Grundmaßeinheiten die Beziehungen bestehen: 

{39, 7) e1 = Ct- Co oder Ct =Co+ el, 
so erhalten wir für die Umrechnung der Koordinaten von einem Koordinaten
system aufs andere die folgenden Umrechnungsgleichungen: 

{39, 8) 

(39, 9) 

(39, 10) 

Po=Po-Pt• Pt=Pt• 

Po = Po + Pt' Pt = Pt' 
Po = P1 = 0 +-+Po = Pt = 0 · 

Daraus folgt: Nur die geometrische Größe o besitzt in beiden Koordinaten
systemen die Koordinaten null. Darum können wir auch schreiben: 

(39, ll) o = Oc0 + Oet = Oc0 + Oct, o = {0, 0), o = [0, 0]. 

Wichtig für die neuen Begriffsbildungen ist auch folgende Gleichungsgruppe 

(39, 12) c., = 1 c0 + x1 e1 , Xt = xtfx, ~ = xe0 + x1 et· 
Sie zeigt, daß die Einführung der Masse x des Punktes ~ praktisch nichts anderes 
bedeutet als eine Umwandlung der inhomogenen Koordinaten von c., in die homo
genen Koordinaten ·von ~. was wir auch folgendermaßen in Zeichen ausdrücken 
können: 

{39, 13) 

b) Die eben genannten Beziehungen sollen jetzt von der Geometrie des ein
dimensionalen Raumes 9t1 auf die Geometrie des n-dimensionalen Raumes 9t11 

übertragen werden. Wir gehen zunächst auf den dreidimensionalen Raum 9t3 

über und schließen dann allgemein auf den n-dimensionalen Raum. Wir treffen 
folgende Festsetzung: 

(39, 14) I. Zur Lösung von Aufgaben im dreidimensionalen Raum 9t3 oder kurz 
im Raum denken wir uns stets in der linken unteren Ecke unserer 
Zeichenebene, die vertikalstehend gedacht wird, den Ursprungspunkt e0 

unseres Raumes beliebig ausgewä.hlt. Ferner wählen wir die Länge der 
Grundmaßeinheit e. Nunmehr tragen wir im Ursprung einen Einheits
vektor et horizontalliegend mit der Pfeilspitze nach rechts weisend an. 
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Desgleichen tragen wir wieder in der ,Zeichenebene im Ursprung einen 
zweiten Einheitsvektor e2 vertikalstehend mit der Pfeilspitze nach 
oben weisend an. Der Vektor e2 geht also aus dem Vektor e1 durch 
eine Drehung von 90 Graden entgegen dem Uhrzeigersinn hervor. 
Endlich denken wir uns noch aus der Zeichenebene herausragend, 
jedoch senkrecht zur Zeichenebene stehend, also wieder horizontal
liegend, mit der Pfeilspitze gegen unsere Blickrichtung weisend einen 
dritten Einheitsvektor e3 angetragen. Die Endpunkte der im Ursprung 
angetragenen Vektoren e1, e2, e3 nennen wir der Reihe nach e1, e2, e3. 
2. Bei Lösung von Aufgaben im zweidimensionalen Raume 9t2 oder kurz 
in der Ebene verwenden wir den in gleicherWeise gewählten Ursprung e0 

und die beiden Einheitsvektoren e1 und e2 mit ihren Endpunkten e1 

und e2• 

3. Bei Lösung von Aufgaben im eindimensionalen Raun~e 9t1 oder kurz 
in der Geraden benützen wir den in derselben Weise gewählten Ur
sprung e0 und den Einheitsvektor e1 mit seinem Endpunkt e1 auf der 
gegebenen Geraden. 

Wir können also der Reihe nach in einer Geraden, in einer Ebene, in einem 
Raume oder anders gesprochen, in einem ein-zwei-drei-dimensionalen Raume 
entsprechend je 1, 2, 3 gegenseitig senkrecht stehende Einheitsvektoren e1, e2, e3 

auswählen. 

(39, 15) c) Ebenso wollen wir uns jetzt denken, daß es in einem n-dimensionalen 
Raume 9tn möglich sein wird, n gegenseitig aufeinander senkrechtstehende 
Einheitsvektoren e1, e2, ••• , en auszuwählen. Tragen wir diese n. Ein
heitsvektorenalle in ein und demselben beliebigen Punkt des Raumes 
an, so nennen wir das entstehende Gebilde kurz ein n-Bein. 

(39, 16) Tragen wir speziell dasn-Bein e1, e2, ••. , en im Ursprung e0 des n-dimen
sionalen Raumes 9tn an, so bilden die Endpunkte der Einheitsvektoren 
ein System von n Punkten, die wir künftighin der Reihe nach immer 
mit el, e2, ... , en bezeichnen wollen. 

Die geometrischen Größen e0 ; e1, e2, ••• , en nennen wir jetzt auch kurz die 
geometrischen Grundmaßeinheiten erster Stufe des n-dimensionalen Raumes 9t01• 

Zwischen ihnen bestehen entsprechend der von uns entwickelten Punkt- und 
Vektorrechnung folgende Beziehungen: 

- -
(39, 17) e1 = e1 - e0 , e2 = e2 - e0 , ••• , e" = e"-- e0 , 

(39, 18) el = l'o + el, e2 = eo + e2, ... , e" = eo +·e". 
Wir nennen jetzt wieder unseren Entwicklungen unter a) entsprechend 

(39, 19) ~" = (eo, el> e2, ... , e") 
ein kartesisches rechtwinkliges Koordinatensystem des n-dimensionalen Raumes 9t" 

(39,20) l,ß" = [e0 , e1 , e2 , ••• , e"] 

ein Punktkoordinatensystem des n-dimensionalen Raumes 9t". Den Ausdruck: 

(39,21) ~ = Poeo + P1e1 + P2e2 + · · · + p"e" = 
= Poeo + P1e1 + P2e2 + · · · + p"en 
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nennen wir eine geometrische Größe ~· erster Stufe des n-dimensionalen Raumes ffi.n 
und nennen die n + 1 reellen Zahlen in der folgenden Klammer 

(39, 22) ~ = (po, PI• P2• · · ., Pn) 
die kartesischen Koordinaten der geometrischen Größe ~ erster Stufe. 

(39,23) ~=[Po· Pt· P2· .. . , PnJ 
heißen hingegen die Punktkoordinaten der geometrischen Größe ~ erster Stufe. Die 
Umrechnungsgleichungen für die Koordinaten von einem Koordinatensystem aufs 
andere lauten somit wegen (39, 17) und (39, 18): 

(39, 24) Po = Po - (pl + P2 + · · · + Pn)' 

PI = PI' P2 = P2' · · · ' Pn = Pn' 
(39, 25) Po = Po + (PI + P2 + · · · + Pn) ' 

P1 := PI' P2 = P2' · · · ' Pn = Pn' 

(39, 26) Po = P1 = · · · = Pn = 0 -<f---+ Po = PI = ' ' · = Pn = 0 · 

Ferner setzen wir wieder für die Nullgröße o 

(39, 27) o = 0 e0 + o e1 + · · · + o en = o e0 + o e1 + · · · + o en, 
o=(O,O, ... ,O), o=[O,O, ... ,O]. 

Bewegen wir uns lediglich nur in dem n-dimensionalen Vektorraum des ffim so 
nennen wtr 

(39, 28) 

das kartesische n-dimensionale rechtwinklige Vektorkoordinatensystem. 

(39, 29) 

einen n-dimensionalen Vektor des n-dimensionalen Raumes ffin mit den n recht
winkligen Komponenten. 

(39, 30) 

In (39, 21) kann dabei entsprechend unseren Entwicklungen in der Punkt- und 
in der Vektorrechnung die geometrische Größe ~erster Stufe entweder einen ein
fachen oder vielfachen Punkt oder einen Vektor des n-dimensionalen Raumes 
bedeuten. Wie dies zu verstehen ist, wollen wir im folgenden noch gerrauer er
klären. 

d) Alle unsere Entwicklungen in der Punkt- und in der Vektorrechnung sind 
auf die neuen Begriffe ohne weiteres übertragbar· und bedürfen keinerlei Ände
rungen. Dies wollen wir jetzt noch durch die Übertragung der fundamentalen 
Gleichungen (39, 1), (39, 12) und (39, 13) auf den n-dimensionalen Raum er
härten. Wir beginnen gleich mit der Übertragung der Formeln (39, 1). 

(39, 31) Gegeben: l. X die lVIasse des Punktes, 2. Lv x2, ... , x,. die rechtwink
ligen kartesischen Koordinaten des Punktes, 3. e0, ev e2, ••• , en die geo
metrischen Grundmaßeinheiten erster Stufe. 
Zusammenhänge: (39, 17) und (39, 18) 

iox = xiei + x2C2 + · · · + xnen, e., = eo + tox• ~ = xe.,. 
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Gesucht: 

l. el = eo + el' e2 = (:' 0 + e2 ' ... ' en = eo + en' 
2. fox = o eo + xlel + x2e1 + · · · + xnen, 

fox = xoeo+ i1e1 + i2e2 + · · · + xnen, 
. x0 = - (x1 + x2 + · · · + xn) , 

3. e", = 1e0 + x1 e1 + x2e2 + · · · 1- xnen, 

e., = x;:' e0 + x1 e1 + x2 e2 + · · · + xn en, 

x6 = 1 - (x1 + x2 + · · · + xn) , 

4. ~ = X eo + X1 el + X2 e2 + · · · + Xn en, 
~ = Xoeo + X1e1 +x2e2 + ... + Xnen, 

Xo = x[1- (xl + X2 +.· · · + Xn)J. 

Somit gilt entsprechend zu (39, 12) und (39, 13): 

(39, 32) e", = 1 e0 + x1 e1 + x2 e2 + · · · + xn e"., 
xl = xl/x, x2 = x2/x, ... , x" = xn/x, 

~ = xeo + xlel + x2e2 + ... + xnen, 

inhomogene Koordinaten: ex = (1. x1 , x2 , ••• , x,.), 
homogene Koordinaten:~= (x, x1 , x2 , ••• , xn). 
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e) Der Begriff des vielfachen Punktes ~ in (39, 31) kann jetzt noch verall

gemeinert werden. Dort folgen nämlich wegen (39, 31) 4. immer notwendig aus 

x = 0 die Beziehungen x1 = x2 = ... = xx = 0. Daher wird dann immer 

~ = xe., =Oe.,= o wegen (37, 13). Diese Kopplung der homogenen Koordinaten 

~ = (x, Xv x2, ••• , xn) von ~ kann aber dadurch aufgehoben werden, daß dieser 

Fall nur als Spezialfall eines viel allgemeineren Falles (39, 21) bis (39, 27) auf

gefaßt werden kann. In diesen Formeln sollen nämlich die n + 1 kartesischen 

Koordinaten von s in (39, 22) stets alle voneinander frei, also auch unabhängig 

voneinander gewählt werden dürfen. Wir geben zur genauen Erläuterung deshalb 

die folgenden grundlegenden Erklärungen: 

(39, 33) Auch im n-dimensionalen Raume ffin nennen wir: 
Jeden beliebigen endlichen Punkt mit der Masse 1 einen Einhe1:tspunkt 
oder einen einfachen Punkt des Raumes 1 ep . ep. Jeden beliebigen end
lichen Punkt mit der Masse 0 einen Nullpunkt OeP = o. Jeden belie
bigen unendlichen Punkt mit der Masse 0 einen Vektor Oe 00 = 1). Jeden 
beliebigen vielfachen Punkt des Raumes kurz einen Punkt p0 ev = .):!. 

Da die Nullpunkte und Nullvektoren identisch sind, so sind sie als 
Sonderfälle zugleich im allgemeinen Begriff Punkt und Vektor ent

halten. 

(39, 34) Die Punkte und die Vektoren nennen wir die Gntndelemente des n-dimen
sionalen Raumes ffi,.. 

Während also jetzt der Begriff~ in (39, 31) immer nur einen Punkt darstellen 

kann, umfaßt der viel allgemeinere Begriff §in (39, 21) die Punkte und die Vek-

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 6 
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toren. Wir definieren daher weiter: 

(39, 35) Jede geometrische Größe s erster Stufe des n-dimensionalen Raumes m. 
von der Form ß = p0e0.+ p1e1 + p2e2 • •• +Pnfn nennen wir von jetzt 
ab kurz einen Pol des gtn· 

Jeder Pol kann nach Bedarf, wie wir weiter zeigen, jeden beliebigen Punkt 
oder Vektor des m. darstellen. 

(39, 36) Die geordneten (n + 1) reellen Zahlen oder das Zahlen-(n + 1)-tupel 
ß = (p0, p1, p2, ••• , Pn) nennen wir die kartesischen rechtwinkligen Ko
ordinaten des Poles ß im kartesischen rechtwinkligen Koordinatensystem 
in= (eo, el, e2, ... ' en) 

(39, 37) Unter dem absoluten Betrag I sl oder s des Poles ß verstehen wir die reelle 
positive Zahl 

s =I ß I=+ fp~ + (pf + p~ + ... + P!). 

(39, 38) Unter dem dem Pol ß zugeordneten Einheitspol g: verstehen wir den Pol 
g~ = (p0js) e0 + (p1js) e1 + · · · + (Pnfs) e. sein absoluter Betrag ist gleich 
+ 1. Den Faktor von e0 nennen wir abgekürzt: ks = p0js. 

Aus (39, 35) und (39, 38) folgt weiter: 

(39, 39) Unter der Normalform des Poles ß verstehen wir seine eindeutig be
stimmte Darstellungsform s = s g:. 

(39, 40) Unter dem Modul des Poles ß verstehen wir die reelle Zahl p0• Wir schrei
ben: mod S =Po· 

(39, 41) Unter dem dem Pol ß eindeutig zugeordneten Velctor .j) verstehen wir den 
Vektor .j) = Oe0 + P1e1 + P2ea + · · · + Pnen· 

(39, 42) Das geordnete Zahlen(n + 1)-tupel .j) = {0, p1, ••. , p.) nennen wir die 
kartesischen, rechtwinkligen Komponenten des Vektors .j) im kartesischen, 
rechtwinkligen Koordinatensystem i. = (e0, e1, e2, ••• , en)· 

(39, 43) Unter dem absoluten Betrag I .j) I oder p dieses Vektors V verstehen wir 
die immer reelle positive Zahl 

p = I~ I = + fp---:f;;-+-P-.".~-:+-· -. . -+-P-;:-!· 
(39, 44) Unter dem dem Vektor V zugeordneten Einheitsvektor e2> verstehen wir 

den Vektor e21 = Oe0 + (p1jp)e1+· · · + (pn/p)e •. Sein absoluter Be
trag ist gleich + 1. 

Aus (39, 41) und (39, 44) folgt weiter: 

(39, 45) Unter der Normalform des Velctors V verstehen wir seine eindeutig be
stimmte Darstellungsform: V = pe21• 

(39, 46) Unter dem dem Pol$ zugeordneten Ortsvektor !021 verstehen wir den Vek
tor !op = 0 eo + Pl el + Paea + ... + Pnen, darin ist Po =F 0, Pl = Pt! Po· 
Pa = Pa/Po• · · · • Pn = Pn/Po · 

(39, 47) Unter dem dem Pol $ eindeutig zugeordneten Einheitspunkt e1J verstehen 
wir den einfachen Punkt e21 = e0 + ~o1J• Po =I= 0, e21 = 1 e0 + (pl/Po) e1 + 
+ (P2/Po)ea + · · · + (Pn/Po) en· 



Die Geometrie des n-dimensionalen Raumes IR,.. 83 

(39, 48) · Unter dem dem Pol 5 eindeutig zugeordneten Punkt 1' verstehen wir den 
Punkt dargestellt in seiner Normalform 1' = p0 efl. Er ist nichts anderes 
als eine andere Darstellungsform des Poles 5 im Falle Po =I= 0, denn es 
gilt 5 = 1' = Poeo + P1e1 + Pses + · · · + Pnen· 

Für die rasche Berechnung der einzelnen definierten Größen verwenden wir 
am bequemsten der Reihe nach die folgenden Formeln: 

(39,49) Gegeben: 5 = (Po• P1• Ps• • · ., Pn), 
Gesucht:~= Oeo + P1e1 + pzes + · · · + Pnen, 

5 = Poeo + ~ = Poeo + P1e1 + Pse2 + · · · + Pnen, 
P = +fP~ + P~ + · · · + p!, s = + y'p~ + p2 , 

Tc.= Pofs, P1 = PtfPo• · · ., Pn = Prho• 
efl = Vfp, toil = VIPo· eil= eo + rop• g; = 5/s = Tc.efl. 

Damit ergeben sich sehr leicht folgende mögliche Sonderfälle eines Poles 

{39, 50) 1. 5 = ( 0, 0, 0, 0, ... , 0), 5 = Oefl = o = ö, 
2. 5 = ( 0, beliebig), 5 = :P, 
3. 5=(=1=0, 0, 0, 0, ... 0), 5=p0 e0 , 

4. 5=(=1=0, beliebig), s=t>=poe". 

Somit gilt jetzt: 

{39, 51) Po= 0 oder mod s = 0 -E-+ s =Vektor=~. 
Po =I= 0 oder mod 5 =I= 0 -E-+ s = Punkt = l>. 

Nennen wir jetzt p0 die Masse des Poles !3, so können wir sagen: Pole mit der 
Masse 0 sind Vektoren, Pole mit der Masse =I= 0 sind Punkte. Somit sind die Vek
toren gewissermaßen triviale Pole, die Punkte hingegen allgemeine Pole. Wir 
machen jetzt noch die folgenden Bemerkungen: 

(39, 52) (Es seien die Normalformenzweier Pole s und t gegeben durch s = sg~, 
t = tg~. Sind die beiden Pole Vektoren i3 = :j), t = q, dann lauten die 
Normalformen der den Polen zugeordneten Vektoren :j) = pe11, q = iiecz 
und es gilt: s = p, g~ = eD und t = q, g; = ea· Sind die beiden Pole aber 
Punktes= lJ, t = q, dann lauten die Normalformen der den Polen zu
geordneten Punkte 1' = p0 efl, q = q0ecz und es gilt: 9: = (p0/s)e21, 

g~ = (qoft) eq· 
Ist also der Pol ein Punkt, dann wird seine Normalform nur dann mit der 
Normalform des ihm zugeordneten Punktes identisch, wenn allgemein die Bezie· 
hung lc8 = p0fs = + I gilt. Dann muß aber Po = s, also p = 0, und weil immer 8 > 0 
gilt, auch Po> 0 sein. Daraus folgt aber :j) = Ö und e11 = e0, also auch Q~ = e0• 

Somit gilt der Satz: 

(39, 53) Ist der Pol ein Vektor, dann fällt die Normalform des Poles genau mit 
der Normalform des Vektors zusammen. Ist der Pol aber ein Punkt, dann 
fällt die Normalform des Poles mit der Normalform des Punktes nur 
dann zusammen, wenn der Punkt ein Vielfaches des Ursprunges ist. 
Es besteht aber dann immer die Beziehung g; = (p0fs) ej), d. h. die 
beiden Normalformen unterscheiden sich nur um einen Zahlenfaktor. 

6* 
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Wir können deshalb auch noch eine andere wichtige Zerlegung eines Poles in 

zwei Teile vornehmen: 

(39, 54) 

Wir nennen 4Jo eine ursprungsgebundene Größe und ~ eine freie Größe. Erst durch 

die Addition der freien Größe zur ursprungsgebundenen Größe wird die ur

sprungsgebundene Größe 4Jo aus dem Ursprung herausgeschoben und zu einem 

beliebigen Raumelement. Wir werden sehen, daß eine gleiche Zerlegung auch für 

jede erst später zu erklärende beliebige geometrische Größe höherer Stufe gilt. 

Kommt nämlich in den sie darstellenden mathematischen Ausdrücken e0 wirklich 

vor, d. h. ist p0 =I= 0, dann nennen wir sie eine ursprungsgebundene Größe, kommt 

aber e0 in ihrer mathematischen Darstellung nicht vor, d. h. ist p0 = 0, dann 

nennen wir sie eine freie Größe. Erst wieder die Addition der freien Größe zur 

ursprungsgebundenen Größe schiebt diese aus dem Ursprung heraus und macht 

sie so zu einer richtigen Raumgröße. Die Einheit eo nennen wir deshalb eine ur

sprungsgebundene Einheit und die Einheiten e1, e2, ... , en freie Einheiten. Wir 

stellen jetzt noch, weil für das Folgende wichtig, die Berechnung aller kartesischer 

Koordinaten, der in (39, 33) bis (39, 48) definierten charakteristischen Größen 

eines Poles- wir nennen sie kurz die Grundelemente des Poles- entsprechend dem 

System der Formeln (39, 49) kurz zusammen. 

(39, 55) Gegeben: sr .. = (e0 , e1 , e2, ... , e.,), 
ß = (Po• Pt• P2• · · ., p.,), 

Gesucht: p =+YP~+P~+· · ·+p!, s=+fP~+p2, k.=tJ0/s. 

li. Fall: Po = 0, s = Vektor = ~, s = p, k. = 0, 

ß, = ~ = (0, Pt• P2• · ·:_• p".), _ _ 

1 
- 9s = ep = (0, PtfP, P2/p, · · ·, P .. fp), 

toP• eP sind beide sinnlos. 

Beziehungen: ß = sg; = peP = j). 

2. Fall: Po =1=0, s=Punkt=lJ, s=J=O, s=J=p, k.=Po/&, 

s = (Po• Pt• P2• · · ., p .. ), 

~ =(0, Pt•P2•···•Pn), 

ep = (0, PtFft, P2/p, · · ., P .. fp), 

top= (0, PtfPo• P2/Po• • · ., P .. fpo), 
e:P =(1, PtfPo• P2fPo• ... , PnfPo), 

g; = (Pofs, Ptfs, P2/s, · · .; Pn/s). 

Beziehungen: ß = sg; = p0e1J = lJ, i' = pep =Po top• 

toP= (pfpofeP, eP = eo + !op• ß = Po(eo + !o:P) = Poeo + i). 
Damit sind wir jetzt in allen Fällen imstande, zu entscheiden, ob der durch seine 

kartesischen Koordinaten gegebene Pol einen Vektor oder einen Punkt darstellt 

und wie er im Raume liegt. Ebenso können wir alle Grundelemente des Poles 

rasch und einfach aufsuchen. 
f) Im Anschluß an die Untersuchungen unter Punkte) geben wir noch einige 

neue Definitionen für Beziehungen zwischen mehreren Polen bekannt. Wir neh-
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men dabei an, Wir hätten neben dem Pol §in den Formeln (39, 55) noch einen Pol t 
gegeben und für ihn alle ihm zugeordneten Grundelemente aufgesucht. Um diese 
Grundelemente eindeutig bezeichnen zu können, wollen wir uns in den Formeln 
(39, 55) einfach folgende Buchstabenersetzungen vorgenommen denken. Wir er
setzen: 5 durch t, s durch t, f1 durch q und schließlich p durch q. Nunmehr können 
wir folgende neue Begriffserklärungen geben: 

(39, 56) Wir nennen zwei Pole kongrttent in Zeichen 5 = t, wenn die Beziehungen 
5 = k t, k 9= 0 bestehen. 

Daraus ergeben sich sofort die folgenden Schlüsse: 

(39,57) 5=d oder 5=kt--+p;=k·q;, (i=O, 1, 2, ... , n), 

p=JkJq, 8=JkJt, e21 =±ea, jenachdem k::Z:O, 

50 = ±t0 , je nachdem k::Z:.O, f 021 =t0 q, e21 = ea. 
(39, 58) Zwei Pole nennen wir gleich oder entgegengesetzt, je nachdem 5 = t oder 

$ = -t gilt. 

Daraus folgt dann: 

(39,59) ?J=t·-+p;=q;, (i=O, I, 2, ... , n), 
- - -

p=q, 8=t, e21 =ea, fo'O=r.oq• e21 =ea, 50 =t0 , 

(39,60) 5 = -t--+p; = -q;, (i = 0, I, 2, ... , n), 
- - - -- ·-

p=q, 8=t, e21 =-eq, !op=!0 a, eP=eq, 50 =-t0 • 

(39, 61) Wir nennen zwei Pole gleichsinnig parallel bzw. gegensinnig parallel bzw. 
parallel, je nachdem 5 = kt und k > 0 bzw. k < 0 bzw. k 9= 0 gilt. Wir 
schreiben deshalb in Zeichen 

5ttt+--+5=kt, k>O, 

5Ht+-~$=kt, k<O, 

5JJt+--+5=kt, k=f=0--+5=t. 

Die wesentlichen Schlußfolgerungen in diesen Fällen lesen wir aus (39, 57) 
ab. Wir treffen noch folgende Festsetzungen: 

(39, 62) Je nachdem die beiden Pole 5 und t entweder zwei Punkte oder zwei 
Vektoren darstellen, soll in allen Sätzen (39, 56) bis (39, 61) das Wort 
Pol auch stets durch das Wort Punkt oder das Wort Vektor ersetzt 
werden können. 

·wir erhalten durch diese Festsetzungen wieder den Anschluß an alle unsere 
früher gegebenen Erklärungen für Punkte und Vektoren. Besonders wichtig sind 
dabei noch die Schlußfolgerungen: 

(39, 63) Kongruente Punkte sind verschiedene Vielfache ein und desselben Ein
heitspunktesdes Raumes, d. h. anders gesprochen: Kongruente Punkte 
fallen stets räumlich zusammen. Kongruente Vektoren sind parallele 
Vektoren. 

g) Wir geben jetzt noch die Formeln für die Addition von r Punkten des 
Raumes an. Wir benützen dabei die Schreibweise der Relativitätstheorie in 
Punkt 36 des dritten Kapitels und verwenden deshalb die folgenden Abkür-
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zungen. Für Komponentendarstellungen verwenden "ir Summationsindizes, für 
Summierungen über die Raumpunkte verwenden wir hingegen das Summen
zeichen, um nicht zu Verwechslungen zu kommen. 

(39, 64) Bereiche: (i =I, 2, ... , r), (k =I, 2, ... , n), (v =I, 2, ... , n), 
2: = Summierung über i von l bis r, i und k ist Aufzählungsindex, v ist 
Summationsindex. 

(39, 65} Gegeben die r Punkte ~i = Pi 0 epp epi = eo + !oPP !oPi = Piv e,. 
{ Gesucht ihr Summen~un~ ~=-Po eP, ep = e0 + !oP• 

!oP- P" e". I Es gelten dann im Anschluß an (37, 47) die Gleichungen: 

~ = 2J~i• Po= 2Pio• Poep = 2JP;o ep;• 

eP = 2J(P;o/Po) ep., Po fop = 2P;o !oP~> 

!op = 2P;oioPJ2JP;o, Pk = 2PioPiiJ2Pio· 

h) Wir haben das Rechnen mit Polen des ffin, d. h. das Rechnen mit Punkten 
und Vektoren des ffin unter e) einfach auf ein Rechnen mit den 

(39, 66} s=n+l 

kartesischen Koordinaten des Punktes, bzw. auf ein Rechnen mit den Zahlen 
s-tupeln (39, 36), zurückgeführt. Die Zahl n nennen wir die Dimensionszahl 
des Raumesffin, die Zahls die Stufenzahl des Raumesffin oder kurz die Grundzahl 
des Raumes ffin; letztere ist stets um eins größer als die Dimensionszahl n. Es ist 
jetzt noch unsere nächste Aufgabe, dieses Rechnen mit den Zahlen s-tupeln 
besonders auszubauen. Um eine bequemere Schreibweise zu haben, führen wir 
jetzt noch folgende neue Bezeichnungen ein, an deren Bedeutung wir von nun an 
dauernd festhalten wollen. 

(39, 67) Wir nennen das System der geometrischen Grundmaßeinheiten erster 
Stufe, wobei stets (39, 66) gilt: 

- -
gl = e·2' ... ' g. = en 

das System der s Einheitspole oder das System der s Grund11ole des n di. 
mensionalen Raumes ffiw 

Tatsächlich haben ja wegen der Gültigkeit von 

(39, 68} g1 = I e0 + 0 e1 + · · · + 0 en, 
g2 = 0 eo + l el + . . . + 0 en' 

g. = 0 e0 + 0 e1 + · · · + I en 
die Grundpole die kartesischen Koordinaten 

(39, 69) g1 = e0 = ( l , 0 , 0 , . . . , 0) , 

92 =-= el = (0, I, 0, ... , 0), 

9s = e2 = (O, 0, l, ... , O), 

g. = en = ( 0 ' 0 ' 0 ' ... ' l ) 
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und stellen somit wegen unserer Definition {39, 38) tatsächlich jeder für sich 
einen Einheitspol dar. Für die speziellen Pole o, Ö, l!o erhalten wir dann die nach
folgenden kartesischen Koordinaten: 

(39, 70) 0 =0 = {0, 0, 0, ... , 0), 

llo = Poeo = {p0 , 0, 0, ... , 0).· 

Entsprechend unserer Bezeichnungsänderung für die Grundpole führen wir jetzt 
auch für die kartesischen Koordinaten irgend eines Poles eine andere Bezeichnung 
ein. Wir schreiben statt 

{39, 71) 

in unseren früheren Untersuchungen jetzt bequemer 

(39, 72) 

und setzen daher neben (39, 67) auch 

(39, 73) Bt = Po' B2 = Pt' Ba = P2' · · · ' Bs = Pn' 

wobei für .die Indizes wieder die Beziehung (39, 66) gilt. Daher erhalten wir jetzt 
für die Darstellung eines Poles s in kartesischen Koordinaten die beiden iden
tischen Formen: 

(39, 74) 

(39, 75) 

~ .. = (eo, el, e2, ... , e,.), 
5 = (Po, Pt' P2' · · · ' p,.)' 

~ .. = (9t• 92• 9a• · · ., 9.), 
s = (Bt, B2, Ba, ... , B8). 

Natürlich merken wir uns wieder die wichtige alte Beziehung: 

(39, 76) Bt =.0 +-+ PoB ist ein Vektor, 

s1 =f= 0 +-+ Pol s ist ein Punkt. 

Weiter führen wir jetzt !olgende Schreibregel an Hand der Koordinaten
darstellung zweier Pole s und t ein: 

(39, 77) s = Bt 9t + B2 92 + · · · + B8 98 +-+ s = (st, s2 , •••• 88 ), 

t = tt 9t + t2 92 + . . . + t. 9s +--> t = (tl' t2' ... ' t.) . 

Beide Schreibweisen links und rechts sollen dasselbe ausdrücken. Wir ersetzen 
das Rechnen mit den ausgeschriebenen Ausdrücken links durch das Rechnen 
mit den Koordinaten rechts. Rechnen wir jedoch nur mit Ve.ktoren allein, dann 
behalten wir mit Rücksicht darauf, daß dessen erste Koordinate in (39, 77) immer 
gleich 0 sein muß, die alte Schreibweise in der folgenden Form bei: 

(39, 78) P" = P1e1 + P2e2 + · · · + p,.e,. +--+-~ = {pl, P2• ... , p,.}, 

l1 = ql el + q2 e2 + · · · + q,. e,. +-+ l1 = {ql, q2, ... , q,.}. 
Gehen wir vom Rechnen mit Vektoren wieder auf ein Rechnen mit Polen zurück, 
so brauchen wir vor die n Koordinaten in der geschlungenen Klammer nur eine 0 
zu setzen und die geschlungene Klammer in eine runde Klammer zu verwandeln, 
um wieder mit den Vektoren in der Darstellung als Pole weiter rechnen zu 
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können. Bei der Verwandlung der Pole in Vektoren, falls sie solche sind, gehen 
wir natürlich umgekehrt vor: 

(39, 79} ~ = {Pv Pz• · · ., P .. } = (0, P1, Pz• · · ., p,.). 

Wollen wir wissen, welcher Art die geometrische Struktur ist, die irgend ein 
Pol besitzt, so arbeiten wir mit seinen 8 = n + 1 kartesischen Koo:r;dinaten und 
den Formeln (39, 55} und können auf diese Weise dem Rechnen mit den Koordi
naten jederzeit wieder den ihm zukommenden Sinn in geometrischer Hinsicht 
geben. Es bleibe~ dabei natürlich alle unsere Rechenregeln über das Rechnen 
mit Punkten und Vektoren, wie sie in Punkt 37 bis 39 besprochen wurden, er
halten. Sehr leicht ist jetzt auch einzusehen, daß für das Rechnen mit Polen 
(39, 77) bzw. für das Rechnen mit Vektoren allein (39, 78) die nachfolgenden 
Rechenregeln bestehen müssen: 

(39, 80} 

(39, 81) 

~ = (81 , 82 , •• • , 88 ), t = (t1 , t2 , ••• , t.), 

ß= t+-+81 = t1 , 82 = t2 , ••• , 88 = t8 , 

~ + t = ( 81 + tl' 82 + t2' ... ' 88 + t.), 
$ - t = (81 - t1 , s2 - t2 , ••• , 88 - t8 ), 

kt = (kt1 , kt2 , •• • , kt8 ), 

-t = (-tl, -t2, ... , -t.), 

aß+ bt = (a81 + bt1 , as2 + bt2 , •• • , as8 + bt.), 

0= (0, 0, ... , 0). 

1:> = {PI• P2• · · ., p,.}, q = {ql, q2, · · ., q,.}, 

~ = q+-+pl = ql, P2 = q2, · · ., Pn = q .. , 

~ + q = {pl + ql, P2 + qz, · · ., Pn + q,.}, 

~- q ={PI- qv P2- qz, · · ., Pn- q .. }, 

k~={kpl, kp2, ... , kp .. }, 
-h-{-p -p -p \ 't'- 1' 2' · • ., n}' 

al3 + bq = {ap1 + bq1 , ap2 + bq2 , •• • , ap .. + bq .. }, 

Ö= (0, 0, ... , 0}. 

Auch aus der Koordinatendarstellung folgt: Weil die erste Koordinate aller 
Vektoren in der Darstellung als Pole gleich 0 ist, so können durch Addition, Sub
traktion und Vervielfachung mit Zahlen aus Vektoren immer wieder nur Vek
toren entstehen. Ebenso entstehen aus Punkten durch Addition, Subtraktion 
und Vervielfachung mit Zahlen im allgemeinen wieder Punkte. In speziellen 
Fällen aber, wie z. B. bei der Subtraktion von Punkten gleicher Masse (erster 
Koordinate), können aus Punkten auch Vektoren hervorgehen. Da also ein Pol 
im allgemeinen Fall einen Punkt und nur im speziellen Fall einen Vektor dar
stellt, welcher stets 'als ein unendlichferner Punkt angesehen werden kann, 
so bezeichnen wir das Rechnen mit Polen statt als Polrechnung auch wie üblich 
als Punktrechnung. Rechnen wir hingegen nur mit Vektoren allein, so bewegen 



Die Geometrie des n-dimensionalen Raumes IR,.. 89 

wir uns im Bereich der Vektorrechnung. Da die Vektorrechnung also einen Spezial
fall der Punktrechnung darstellt, so ist die Punktrechnung die praktischere und 
verwendungsfähigere, zumal sie die Vektorrechnung mitumfaßt. 

Mit Hilfe der Schreibweise in der Relativitätstheorie in Punkt 36 können die 
Formeln (39, 80) und (39, 81) auch in den folgenden beiden Formen geschrieben 
werden: 

(39,82) 

(39, 83) 

a = Summationsindex von 1 bis s, s = n + 1 , 

5 = s"g", t = t"g"__,. ~ + t = (s" + t") g", 

§- t = (s"- t") g", kt = (kt") Q0 , -- t =- t"9.,., 

a§ + bt = (asu + btu) 9", 0 = 09", 

v = Summationsindex von 1 bis n. :P = p~e", 

l5 + q- = (p" + q") e", p-- q- = (p"- q") e", 
k\J = (kp") e", - l5 = (- p") e", 
ap + bq = (ap" + bq") e", o =Oe". 

- -
q = q"e", 

Aus jeder geometrischen Größe erster Stufe ~' d. h. aus jedem beliebigen 
Polläßt sich ein ihm zugeordneter Einheitspol g~, aus jedem beliebigen Vektor~ 
ein ihm zugeordneter Einheitsvektor e~ ableiten nach folgenden fundamentalen 
Vorgängen: 

(39, 84) 

(39, 85) 

t = xt 91 + x2 92 + ... + x. 9s' s = n + l ' 

X = \ ~ l = + f XI + X~ + · · · + x;' 
g~ = (xl/x) 9t + (x2/x) 92 + · · · + (x./x) g., 

g~ I = 1, t = xg~ Normalform des Poles. 

f = XI el + x2 e2 + ... + Xn Cn ' 

x =I il =+V x~ + x~ + · · · + x;' 

e~ = (x1/x) e1 + (x2/x) e2 + · · · + (xnfx) en, 

[e~J = 1, i = xe~ Normalform des Vektors. 

i) Ferner sollen jetzt noch einige weitere Grundbegriffe eingeführt werden. 
Unter dem skalaren Produkt ~ · t zweier geometrischer Größen erster Stufe ~ und t 

bzw. unter dem skalaren Produlct :jJ • q zweier Vektoren :jJ u.nd q verstehen wir fol
gende reelle Zahlen : 

(39, 86) 

(39, 87) 

~ = St9t + s2g2 + · · · + s.g. = s"g", 

t = tl 9t + t2 g2 + ... + t. g. = t"g"' 

5·t = s1 t1 + s2t2 + · · · + s8 t8 = s"tu, 

P = Ptet + P2e2 + · · · +Pnen = p"e", 

q = q1e1 + q2e2 + · · · + qnen = q"e", 

P· q = Ptql + P2q2 + · · · + Pnqn = P.q,, · 
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Wie man leicht erkennt, gelten für diese Produkte die folgenden Sätze: 

(39, 88) 

(39, 89) 

s·t=t·s, s·(t+u)=s·t+s·u, 
9·· 9k = 0 

9.·g.=l 

für i ·9= k und (i, k = 1, 2, ... , s) , 

und s. s = sr + s~ + · .. + s; = s! = 1 s 12 , 

\J · il = 11 ·iJ, iJ · Cq + t) = iJ · q + v · r, 
ei. ek = 0 für i =!= k und (i, k = 1, 2, ... ' n)' 

e,. ei = I und \J. V = Pt + p~ + ... + P! = p; = I V [2 • 

Man schreibt auch statt s · s einfach 52 und statt iJ ·l) einfach :p~ 

(39,90) lsl=s, 5·s=s2 =s2 , lsl=+fH=+~• 

liJ I = P , iJ ·iJ = :P2 = P2 , liJ ! = + YP ·iJ = + i P2 • 

Zwei Pole (Vektoren), von denen keiner gleich o (o) ist und deren skalares Pro
dukt gl~ich 0 ist, nennt man zueinander orthogonal oder aufeinander senkrecht. In 
Zeichen schreibt man 

(39, 91) t=l=o, 
!T=l=o, 

s·t =0+-+sJ..t, 
:ß·q = 0+-+lJ .l q. 

Das System der Einheitspole 9 1, 9 2, ... , 9s sowie das System der Einheitsvektoren 
el, e2, ... , en ist also dann wegen (39, 88) und (39, 89) stets ein orthogonales oder 
ein sogenanntes normales fJystem. Darin stehen alle Einheitspole sowie alle Ein
heitsvektoren aufeinander senkrecht. 

j) Im Anschluß an (39, 56) kann auch jetzt noch eine Division kongruenter 
Pole (Vektoren) folgendermaßen definiert werden: 

(39, 92) § = kt, 

:ß= kq, 
k =l= 0 +-+ 5/t = k' §: t = k: 1 ' 

k =l= 0 +-+ :pjq = Je' p : q = k : l . 

k) Wir nehmen jetzt noch an, wir hätten ein System von m Polen Sv $2, ••• , Sm 

durch das System ihrer kartesischen Koordinaten, oder was dasselbe ist, durch 
das System ihrer s Ableitungszahlen gegenüber den Grundpolen gegeben durch die 
folgenden Gleichungen: 

(39, 93) S1 = Sn9J + S1292 + · · · + S1s 9s' 

S2 = S2191 + S2292 + · · · + S2s 9s • 

Sm= Sm191 + Sm292 + · · · + Sms9s' 

in anderen Formen schreiben wir auch dafür: 

(39, 94) 

(39, 95) 

8 

S1 = _2 Slk, ßk, ' 
k,=l 

S1 = S1 a1 g"., , 

·' 
S2 = .J) S2k2 9kz · · ·' 

kz=l 

S2 = S2 "• 9az' · · · ' 

8 

5", = .J} Sm km 9km' 
km=l 

Das System der Pole ist also eindeutig festgelegt durch Angabe der Gesamt
heit ihrer m·s in bestimmter Weise angeordneten Ableitungszahlen nach folgen
dem, in zwei verschiedenen Formen geschriebenem, Schema. Im Schema werden 
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dabei die m · s Ableitungszahlen genau so angeordnet, wie sie in den zugeordneten 

Gleichungen (39, 93) angeordnet erscheinen. 

Bn 812 818 

(39, 96) sm.= 
821 822 82s 

8m1 8m2 · · · Bms 

(39, 97) sm.= llsi~cll, (i = 1' 2, ... , m), (k= 1, 2, ... , s). 

In der letzten Schreibweise können die beiden Angaben in den runden Klam

mern sogar erspart werden, da sie mit einiger Übung gleich aus der Formel selbst 

entnommen werden können, wenn man immer im gleichen n-dimensionalen 

Raum operiert, was wir ja immer voraussetzen wollen. Haben wir nur einen ein

zigen Pol gegeben 5 = (s1, s2, ••• , s8 ), dann schreiben wir statt (39, 96) und 

(39, 97) 

(39, 98) s~. = Ii s1 s2 ... s. II = lls~c 1:. 
Wir nennen das Zahlenschema in (39, 96) rechts eine Matrix oder eine Matrize, 

genauer eine m - s-Matrix mit m Zeilen und s Spalten und bezeichnen solche 

Matrizen stets mit großen lateinischen Buchstaben. Die sik heißen die Glieder 
oder die Elemente der Matrix. Das reelle Zahlen s-tupel (m-tupel) 

(39, 99) S (i) -II 11 

1 s - Si 1 Si 2 • . • Si s I ' s<k>ml-

!8lk I 
82.k I 
. I 

s~k !1 

nennt man die i-te Zeile (k-te Spalte) der Matrix (39, 96). 
Im Element B;k gibt dabei der erste (zweite) Index an, in der wievielten Zeile 

(Spalte) der Matrix das Glied zu finden ist. Im Zeichen der Matrix Sms hingegen 

gibt der erste (zweite) Index an, wieviel Zeilen (Spalten) die ganze Matrix auf

weist. Die ganze Matrix selbst kann daher durch ihre Zeilen und Spalten auch wie 

folgt dargestellt werden: 

(39, 100) 

s(l) 
lB 

s<2> 
ls 

s<m) 
ls 

= Ii s(l) , ml 

wie sich durch Einsetzen von (39, 99) sofort ergibt. Gilt in (39, 96), (39, 97) der 

Reihe nach m > s, m = s, m < s, so nennt man die Matrix der Reihe nach eine 

stehende, quadratische, liegende Matrix. Die stehenden und liegenden Matrizen 

nennt man zusammen auch rechteckige Matrizen. Bei der quadratischen Matrix 

sagt man auch, sie besitze die Ordnung m = s. Greifen wir aus einer beliebigen 

Matrix alle Elemente heraus, deren beide Indizes einander gleich sind: 

(39, 101) sl a = llsn 822 .•• Baa II' 
dann sagen wir, diese Elemente bilden die Hauptdiagonale der gegebenen Matrix. 
Dabei gelten der Reihe nach für eine stehende, quadratische, liegende Matrix die 

Beziehungen: d = s, d = m = s, d = m. Die Elemente in der anderen Diagonale 
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der quadratischen Matrix bilden dann die Nebendiagonale der Matrix. Sind alle 
anderen Glieder einer beliebigen Matrix außer den Gliedern, die in der Haupt
diagonale der Matrix stehen, gleich 0, so nennt man die Matrix eine Diagonal
matrix. Sind in einer quadratischen Diagonalmatrix alle Elemente der Haupt
diagonale gleich eins (gleich null), so nennt man die Matrix eine Einheitsmatrix 
(Nullmatrix) und bezeichnet diese Matrizen·und nur diese Matrizen stets mit den 
großen lateinischen Buchstaben E (0) versehen, wie immer mit den beiden Indizes 
der Zeilen und .Spaltenanzahlen, die hier natürlich gleich sein müssen. Die Be
ziehungen (39, 93) schreibt man auch häufig in folgenden beiden Formen: 

(39, 102) ~i = 8i19t + Bi 292 + · · · + 8is9s oder 
~i <Sv 92• · · ., 98 , (i = 1, 2, ... , m), 

(39, 103) ~1• ~2• · · ., Sm< gl, 92, · · ., 9s• 
Haben wir nur mit Vektoren des n-dimensionalen Raumes zu rechnen, so verwen
den wir folgendes Bezeichnungssystem: 

(39, I04) .iJ1 = Pue1 + P12e2 + · · · + P1 .. e .. , 
.iJ2 =p21e1 +P22e2 +· · ·+P2 .. e .. , 

(39, I05) 

(39, I06) 

~m = Pm1e1 + Pm2e2 + · · · + Pmne .. , 
n n 

:Pt= ..2Ptk~ekp. ·.,:Pm= ..2Pmkmekm• 
k1=l km=l 

:P1 = Pt.-,e,." ... , \Jm = Pm,.,..e,. .... 
(39,I07) P.,.n=IIPikll, (i=I,2, ... ,m), (k=I,2, ... ,n) . 

.Analog lauten die Formeln (39, 98) bis (39, IOI). Wir schreiben hier noch die 
(39, 102) und (39, I03) entsprechenden Gleichungen an: 

(39, lOS) :Pi = Pil e1 + Pi2 e2 + · · · + Ptn e,. . oder 
.iJi < ev e2, .... , e,., (i =I, 2, ... , m), 

(39, I09) 

40. Die linear ab- und unabhängigen Systeme von Größen. 
Die Stufen- und Dimensionszahl der Räume. 

a) Wir verwenden nachfolgend die Abkürzungen: 

(40, 1) lu statt linear-unabhängig, la statt linear-abhängig, lg statt linear-gleich. 

Wir geben hier einige Sätze bekannt, die wir zum Verständnis des Folgenden 
benötigen. Die Ableitung der Sätze ist zumeist sehr einfach. Der Leser findet 
diese Sätze und ihre Ableitung meist in etwas anderen Formen in jedem moder
neren Werke über Algebra. Die Definition der Begriffe ist dabei die allgemein 
gebräuchliche. 
(40, 2) Die in allen nachfolgenden Untersuchungen in Punkt 40 auftretenden 

Pole [Vektoren], d. h. geometrischen Größen erster Stufe denken wir 
uns stets durch das System ihrer s = n + I kartesischen Koordinaten 
(n kartesischen Komponenten) in einem n-dimensionalen, ursprünglich 
gegebenen Raume ffi,. entsprechend den Untersuchungen in Punkt 39 
durch (39, 93) oder (39, 97) [durch (39, 104) oder (39, 107)] festgelegt. 
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(40, 3) Wir nennen die m Pole 51, 52, ... , Sm linearabhängig, in Zeichen: (51, 
52, ••• , Sm) la, wenn es m Zahlen k1, k2, ••• , km gibt, die nicht alle gleich
zeitig gleich null sind und für die die Beziehung gilt 

k1 51 + k2 52 + ... + km s,n = 0 . 

GRASSMANN sagt dann auch, zwischen den Größen s1, 52, ••• , Sm herrscht 
eine Zahlbeziehung. Daraus folgt sofort für eine Größe der Satz 

(s) la ++ s = o. 

(40, 4) Wir nennen die m < s Pole 51, 52, ••• , Sm linear-unabhängig, in Zeichen: 
(51, 52, ••• , Sm) lu, wenn es m solche Zahlen k1, k2, ••• , km im Satz (40, 3) 
nicht gibt, d. h. wenn nach GRASSMANN zwischen den m Größen 51, 52, 

... , Sm keine andere Zahlbeziehung bestehen kann, außer der homogenen
linearen-trivialen Zahlbeziehung 

0 52 + 0 51 +· · · + 0 Sm= o. 
GRASSMANN sagt dann kürzer, zwischen den Größen 51, 52, ••• , Sm herrscht 
keine Zahlbeziehung. Daraus folgt dann sofort für eine Größe der Satz 
(s) lu++ s =I= o. Auch läßt sich zeigen, daß wegender Festsetzung (40, 2) 
mehr als s Pole immerlasein müssen. Deshalb wurde in der Definition 
m· ~ s vorausgesetzt. 

(40, 5) Kann ein Pol t dargestellt werden in der Form: 

t = r1s1 + r2s2 + ... + rmsm, 

so nennt man den Pol t eine Linearkombination der Pole 51, 52, ••. , ßm, 
wenn in dieser Darstellung wieder die r1, r2, ••• , rm reelle Zahlen, nach 
GRASSMANN sogenannte Ableitungszahlen bedeuten. ri heißt dabei die 
zum Pol Si gehörige Ableitungszahl. Wir schreiben auch statt dessen in 
anderer Form t < 51, 52, ••• , Sm und nennen auch nach GRASSMANN 
den Pol t numerisch- oder linear-abgeleitet aus den Polen 51, 52, ••• , Sm· 
Nach qer Definition (40, 3) herrscht dann auch zwischen den Größen 
t, 51, 52, ••• , Sm stets eine Zahlbeziehung. Ist speziell t = o, (t =!= o), so 
nennt man die Darstellung fürtauch eine homogene (inhomogene) l-ineare 
Beziehung zwischen t und 51, 52, .•• , Sm· 

Es gilt aber nach GRASSMANN auch umgekehrt der wichtige Satz: 

(40, 6) Die Größen t, 51, s2, .•. , sm stehen in einer Zahlbeziehung (oder der 
Verein dieser Größen unterliegt einer Zahlbeziehung) dann und nur dann, 
wenn sich in dieser Zahlbeziehung mindestens eine der Größen, z. B. t 
(nämlich eine der Größen, deren Koeffizient in der Zahlbeziehung =I= 0 
ist) aus den übrigen Größen 51, 52, ••• , Sm numerisch ableiten läßt. Denn 
lautet die Zahlbeziehung etwa 

k0 t + k1 ß1 + k2 ß2 + · · · + km Sm = o 
und ist darin z. B. k0 =I= 0 (denn mindestens eine Zahlgröße muß ja un
gleich null sein), so folgt durch Ausrechnen die Darstellung t = (- k1fk0) 

51 + (- k2/ k0) 52 + · · · + ( - Tcmfk0) 511" also . wieder eine Gleichung der 
Form (40, 5). 
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(40, 7} Wir nennen das System der Pole t1, t 2, ••• , t, la vom System der Pole 
S1, s2, ••• , Sm, wenn gilt: l h = ruSt + r12s2 + · · · + rlmsm, 

±2 = r21S1 + r22Sz + · · · + r2mSm, 
............... 

. t, = rus1 + r12 il\a+ · · · + rzmSm 
oder anders geschrieben, wenn gilt: 

t, < s1 , s2 , ••• , Sm, (i = 1, 2, ... , l) 

Wir benützen statt dessen auch kürzer die Schreibweise: 

t1 , t2 , ••• , t, < s1 , s2 , ••• , Sm· 

(40, 8) Wir nennen zwei Polsysteme t1, t 2, ••• , t, und s1, ß2, ••• , Sm linear-gleich, 
wenn gleichzeitig gilt: 

tl, ta, ... , t, < sl, s2, ... , ~m und 

s1 , S2 , ••• , Sm< t1 , t 2 , ••• , t,. 
Wir schreiben dafür auch kürzer t1, t 2, ••• , t, ,...., s1, s2, ••• , Sm oder auch 
St, s2, ... , Sm ,...., tt, t2, ... , t,. 

(40, 9} Greifen wir aus dem System der m Pole s1, s2, ••• , Sm, einen Teil der 
Pole, etwa die h Pole sk1 , sk.• ... , skh heraus, und gilt dabei gleichzeitig 
0 < h < m (0 < h < m, m :2::: 2), dann nennen wir das System der 
Pole sk1 , sk.• ... , sk,. ein Teilsystem (ein echtes Teilsystem) der Pole s1, 
s2, ••• , Sm· Gilt ferner für die Indizes die Beziehung 

1 < k1 < k2 < · · · < k" < m, 

dann sprechen wir von einem geordneten Teilsystem. 

(40, 10) Für jeden einzelnen Pol sk gilt selbstverständlich die triviale Beziehung 
sk < s1, s2, ••• , Sm; (k = 1, 2, ... , m}, denn es ist ja: 

sk = o s1 + · · · + o sk-t + Bk + o sk+t + · · · + o sm. 
Die gleiche Beziehung besteht auch für jeden Pol eines Teilsystems 
der Pole s1, S2, ••• , Sm· 

(40, 11} Der Polo kann aus jedem Polsystem linear abgeleitet werden, denn es 
gilt sogar: 

(s1 , s2 , ••• , sm)lu_".o = Os1 + Os2 + · · · + Osm. 
(40, 12) Als Basis von s1, s2, ••• , Sm bezeichnen wir jedes lu System von Polen 

(ft, t2, ••• , t,.) lu, für welches gilt: 

s1 , s2 , ••• , Sm"' tv ±2 , ••• , tr. 

Die Zahl r heißt die Gliederzahl oder Länge der betreffenden Basis. Sind 
s1, s2, ••• , Sm sämtlich gleich o, so gibt es keine solche Basis von s1, s2, 
... , Sm· Wir sprechen dann von der Basis o oder von einer Basis von. 
der Länge 0. 

Damit wären wir mit den Definitionen im wesentlichen fertig. Jetzt geben 
wir die Sätze in rein formaler Zeichendarstellung in jener Reihenfolge bekannt,. 
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in welcher sie leicht vom Leser selbst abgeleitet werden können. Ihre Ableitung 
ist durchwegs einfach. Alle in den Sätzen vorkommenden Größen ß, ~1, ~2, ••• , 

~m• t, t1, t2, ••• , t 1, ferner b1, b2, ••• , b1 sind stets Pole. Alle kleinen lateinischen 
Buchstaben bedeuten immer reelle Zahlen. Ein beliebiges Teilsystem von Polen 
bezeichnen wir stets in der Art und Weise wie in (40, 9). Dann gilt der Reihe 
nach: 

(40, 13) 

(40, 14) 

(40, 15) 

(40, 16) 

(40, 17) 

(40, 18) 

(40, 19) 

(40, 20) 

(40, 21) 

(40, 22) 

(40, 23) 

(40, 24) 

(40, 25) 

(40, 26) 

(40, 27) 

t < ß1 , ••• , Sm~t < 61, .•. , Sm, i1, ... , fz, 

t==~-+t=ks, k+O-+t<~. ~<t, s,.....,t, 

1 < t, 0 < t, 0 < ~1• ~2• · • ., ~m• 

s1 , •.. , Sm< t1 , •.. , t,-+ Sku ... , ~kn < t1 , .•. , 11, 

s1 , .•• , ~m<h, .•. , t 1 -+S1, ... , s,." ti, ... , t 1 <t1 , ••• , t 1• 

tv ... , t1 <s1 , ••• , Sm-+tv ... , 11 , Sku ... , ~kl;<ß1 , ... ,Sm, 

(ßv ... , sm) lu-+ sk + o, (Je= 1, 2, ... , m), 

(s1 , •.. , ~m)lu-+(Sku ... , Sk,r,)lu, 

{61 , ••• , Sm)l1J,, (t, 61 , .•• , ßm)la-+t < St, ... ,Sm, 

(s1 , ••• , sm)lu, t<ß1 , ••• , sm-+(t, 61 , •.• , ßm)la, 

(s1, · · ., Sm) lu, t = PtSt + P2ß2 + · · · + PmSm +-+ Pt• P2• · · ., Pm sind 
eindeutig bestimmt, d. h. für eine zweite mögliche Darstellung müßte 
gelten: 

t=q1s1+· · ·+qmsm und q1=P1• q2=P2, ... , qm=Pm• 

(sl, s2, ... , sm)la-+(tl, ... ,t,, ~~ •... , ~m)la, 

bv ... , b1 < s1 , .•• , Sm und s1 , ... , Sm< tv ... , 

t 1 -+b1 , ••• , b;<tv ... , t 1• 

(s1, ... , Sm) lu +-+. Es besteht keine Beziehung der Form 51, ... , 

Sm < ßk1 , ••• , ßkn (1 < h < m). Wesentlich ist dabei, daß das echte 
Teilsystem immer weniger Größen enthält als das gegebene System. 

(51, ... , Sm) la ++. Es besteht immer mindestens eine Beziehung der 
Form ßi < 51, ••. , ßi_1, ßi+l• .•. , Sm· Darin ist· i entweder gleich 1 
oder gleich 2 oder ... gleich m. 

Wegen der Gültigkeit dieser beiden Sätze nennt man das linear-unabhängige 
(linear-abhängige) System der Größen 51, 52, •.• , Sm ein irreduzibles (reduzibles) 
System von GTößen. Anschließend an (40, 12) gilt der Satz: 

(40, 28) Aus jedem vorgegebenen System von Polen ßv ... , Sm, die nicht sämt
lich gleich o sind, läßt sich stets ein Teilsystem von linear-unabhängigen 
Polen (ßk1 , ••• , ßk,) lu mit 1 < r::;:;; m aussondern, welches .eine Basis 
von 51, ... , Sm bildet. Die Aussonderung kann dabei auf verschiedene 
Arten geschehen. Alle Basen besitzen aber dieselbe Länger. Die Zahl r 
wird darum der Rang r des Systems 51, 52, ... , Sm genannt. Sind dabei 
die Pole 51, 52, ••• , Sm in (39, 93) durch ihre Matrix in (39, 96) gegeben, 
so nennen wir die Zahlrauch den Rang dieser Matrix. Es besteht dann 
immer außer der obigen Beziehung 1 < r < m, falls die Darstellung 
(39, 93) gilt, auch noch die Beziehung r < s. 
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Dieser Satz ist neben der Definition (40, 12) von fundamentaler Bedeutung. 
Er kann am bequemsten mit·Zubilfenahme der Theorie der Determinanten und 
Matrizen bewiesen werden. Wie die Aussonderung am einfachsten, praktisch 
rechnerisch durchgeführt wird, zeigen wir erst in dem geplanten Ausbau dieses 
Werkes. Sehr wesentlich ist auch noch folgender Zusatz: 

(40, 29) Da nach (40, ll) die Pole o stets linear-abhängig sind von jedem linear
unabhängigen Polsystem, so muß für das nach Satz (40, 28) ausgeson
derte Teilsystem linearunabhängiger Pole (~k,, ~k•' ... , ~kh) Zu stets 
gelten ~kt =F o für alle (i = l, 2, .... , r). 

Bei der Aussonderung können somit alle Pole, die gleich o sind, von vornherein 
im gegebenen System der Pole ~1 , ... , ~m gestrichen werden. Wichtig ist auch, 
daß in allen bekannt gegebenen Sätzen die Polsysteme durch Systeme von speziellen 
Polen, z. B. nur durch Vektoren ersetzt werden können. 

b) Wir schließen die nachfolgenden Betrachtungen jetzt an die eben gegebenen 
Sätze und an die Untersuchungen in Punkt 39, h) an. Man erkennt sehr leicht, 
daß die s Grundpole (39, 67) Zu sein müssen, denn es gilt die von uns festgesetzte 
grundlegende Beziehung 

(40, 30) 

Wegen des Satzes (40, 20) ist dann aber auch jedes Teilsystem der Grundpole 
wieder Zu. Daher gelten also die wichtigen Beziehungen: 

(40, 31) (eo, e1, e2, ... , en) Zu oder (g1, ... , 9s) Zu, 

(40, 32) (e1, e2, ... , en) Zu, 

(40, 33) (gk., 9k. , ... , 9kt.) l u neben (39, 67), 

(40, 34) (ek!, ek., ... , ekt.> zu. 

Für irgend einen beliebigen Pol~ bzw. Vektor ,).1 gilt dann wegen (39, 77) und 
(39, 78) im n-dimensionalen Raume stets die Darstellung: 

{40, 35) 

c) Nunmehr gehen wir wieder zur GraBmannsehen Darstellung über. 

(40, 36) Die Gesamtheit aller Größen I= x1 $1 + x2 ~2 + · · · + Xr~r, welche 
aus einer Reihe von Größen ~1> ~2 , .•• , ~r mittels der frei wählbaren 
r Ableitungszalrlen x1, x 2, ... , Xr numerisch ableitbar sind, nennt 
GRASSMANN das aus jenen Größen ~1, ~2 , ... , ~r ableitbare Gebiet oder 
das Gebiet S der Größen ~v ~2 , ••• , ~r· Speziell nennt GRASSMANN dieses 
Gebiet ein Gebiet r-ter Stufe, wenn jene Größen ~v ... , ~r linearunab
hängig sind und sich alle diese Größen wie in (39, 93) aus den ursprüng
lichen Einheiten den Grundpolen 9v g2, . · •• , 9s numerisch ableiten 
lassen. Wegen (40, 2) muß dann wieder r < s sein. Dieses Gebiet S 
kann dann aber auch nicht aus weniger als aus r solchen geometrischen 
Größen ~v ~2 , ••• , ~r der ersten Stufe abgeleitet werden. 

(40, 37) Ein Gebiet, welches außar reellen Zahlen keine Größen enthält, nennt 
GRASSMANN e-in Geb-iet nullter Stufe. Es kann mit Hilfe beliebiger reeller 
Ableitungszahlen aus der absoluten Einheit + 1 abgeleitet werden. 
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Ferner folgt jetzt: 

(40, 38) Das Gebiet erster Stufe einer Größe 5 erster Stufe ist die Gesamtheit aller 
Vielfachen dieser Größe s oder das Gebiet aller mit 5 kongruenter 
Größen ~ = xs bzw. ~ == s. 

(40, 39) Zwei Gebiete t 1, .•. , t, und s1, •.. , Sm nennt GRASSMANN inzident oder 
ineinanderliegend, wenn jede Größe ~ = x1h + · · · + x,t, des einen 
Gebietes zugleich Größe des zweiten Gebietes ! = y1 s1 + · · · + YmSm 
ist, ohne daß das Umgekehrte notwendig stattfindet. Es müssen dann 
nach (40, 7) einfach die folgenden Beziehungen t 1, t 2, ••• , t, <51, 52, 

... , Sm bestehen, d. h. das System. der Pole t1, t2, ••• , t 1 muß la vom 
System der Pole 51, 52, ••• , s.,; sein, ohne daß das Umgekehrte not
wendig der Fall ist. GRASSMANN nennt deshalb weiter das Gebiet der 
Größen t1, ... , t, untergeordnet dem Gebiet der Größen 51, ... , Sm oder 
auch das Gebiet der Größen s1, ... , Sm übergeordnet dem Gebiet der Größen 
h, ... , t,. 

(40, 40) Zwei Gebiete t1, •.. , t, und 51, ... , Sm nennt GRASSMANN weiter iden
tisch, wenn jede Größe des einen Gebietes zugleich Größe des zweiten 
Gebietes ist und umgekehrt, d. h. also nach (40, 8) und (40, 39) nichts 
anderes, daß die beiden Systeme von Größen t1, •.. , t, und s1, ... , Sm 
lineargleich sind und daher nach (40, 12) denselben Rang besitzen. 

(40, 41) Weiter nennt GRASSMANN die Gesamtheit der Größen, die zwei oder 
mehreren Gebieten zugleich, angehören, das ge'meinschaftliche oder 
Schnittgebiet dieser Größen und die Gesamtheit aller Größen, die sich 
aus den Größen zweier oder mehrerer Gebiete numerisch ableiten las
sen, das verbindende Gebiet dieser Größen. 

Dafür wollen wir ein Beispiel angeben. Es sei das Gebiet A numerisch ab
geleitet aus den' lu Größen 51, 52, s3 und das Gebiet B numerisch abgeleitet aus 
den lu Größen s2, 53, 54, 56 • Dann kann das den Gebieten A und B gemeinschaft
liche Gebiet G (verbindende Gebiet V) abgeleitet werden aus den Größen s2, 53 

(51, 52, s3, 54, 55). Für solche Gebiete gilt dabei der fundamentale Satz: 

(40, 42) Die Stufenzahlen a und b zweier Gebiete A und B sind zusammen
genommen ebenso groß als die Stufenzahlen g ihres gemeinschaftlichen: 
Gebietes G und die Stufenzahl v ihres verbindenden Gebietes V, d. h. 
es gilt: a + b = g + v. 

Tatsächlich gilt in unserem Beispiele a = 3, b = 4, g = 2, v. = 5, und deshalb 
ist wirklich 3 + 4 ___..: 2 + 5 oder a + b = g + v. Wir geben jetzt noch einige 
Sätze GRASSMANNS wieder, die in etwas anderer Form schon teilweise in unseren 
Sätzen unter a) enthalten sind. Z. B. lautet der •Satz (40, 28) in GraBmannscher 
Fassung: 

(40, 43) Wenn m linearabhängige Größen 51, ..• , Sm nach (40, 3) in einer Zahl
beziehung zueinander stehen und sie nicht alle gleich o sind, so läßt 
sich aus ihnen stets ein Verein von weniger als m Größen aussondern, 
welcher keiner Zahlbeziehung unterliegt und aus denen die übrigen 
Größen linear bzw. numerisch ableitbar sind. 

Kllnger, n-dimensionale Geometrie. 7 
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(40, 44) Wenn in einem Verein von Größen ~1, .•. , ~m die erste Größe ~1 =I= o 
ist und keine der folgenden Größen sich aus den vorhergehenden 
Größen numerisch ableiten läßt, so gilt die Beziehung: (~1, .•• , ~m) lu. 

(40, 45) Wenn eine Größe t1 aus den m Größen ~1, ••• , ~m numerisch ableitbar 
ist t1 = x1 ~1 + · · · + Xm~m' und dabei x1 =I= 0 ist, so ist das aus den 
Größen ~1, ~2, ••• , ~m ableitbare Gebiet identisch mit dem aus den 
Größen h, ~2, ••• , ~m ableitbaren Gebiet. 

(40, 46) Wenn l < r < 8 Größen (t1, ... , t,.) lu aus 8 = n + l Größen (~1, ... , ~.) 
lu numerisch ableitbar sind, so kann man stets zu den r Größen 
t1, ... , t,. noch (8 - r) GTößen tH1, ... , t 8 von der Art hinzufügen, 
daß sich die Größen ~1, •.. , ~. auch aus t1, ... , t. numerisch ab
leiten lassen und daß also das Gebiet der Größen t1, ... , t,., t,.+l, ... , t 8 

identisch ist mit dem Gebiet der GrÖßen ~1, ... , ~ •. Man kann dabei, 
was besonders wichtig ist, die Größen t,.+l, ... , t 8 aus dem System 
der Größen ~1, •.• , ~8 selbst entnehmen. Gilt dabei im Sonderfall 
r = 8, so ist nichts hinzuzufügen. 
Im Falle r > 8 = n + l müssen jedoch die Größen t1, ..• , t,. stets in 
einer Zahlbeziehung stehen, d. h. es gilt dann immer (t1, ..• , t,.) la. 
Voraussetzung ist natürlich in allen diesen Sätzen die Darstellung aller 
Pole ~i und tk in der Form (39, 93) im Urkoordinatensy8tem (g1, .•• , g.) 
nach (40, 2). 

Wie die Auswahl zu treffen ist, damit beschäftigen wir uns erst wieder später 
nach Bekanntgabe des Matrizenkalküls. Besonders wichtig sind auch noch die 
folgenden Sätze: 

(40, 47) Wenn r Größen (t1, ... , t,.) lu, die in keiner Zahlbeziehung stehen aus 
r anderen Größen (~1, ... , ~ .. ) numerisch ableitbar sind, sö ist das Ge-
biet der ersten Größenreihe identisch dem der letzten. 

(40, 48) Wenn r Größen t1, ... , t,. aus weniger als r Größen ~1, .•. , ~m mit 
m < r numerisch ableitbar sind, so gilt stets (t1, .•. , t,.) la. · 

(40, 49) Wenn ein Gebiet r-ter Stufe aus r Größen l. Stufe ableitbar ist, so 
stehen diese r Größen l. Stufe in keiner Zahlbeziehung zueinander und 
sind daher lu und umgekehrt: Sind r Größen l. Stufe lu, so ist das aus 
ihnen ableitbare Gebiet ein Gebiet r-ter Stufe. 

(40, 50) Jedes Gebiet r-ter Stufe kann aus r beliebigen, ihm angehörenden 
Größen l. Stufe, die lu sind, linear abgeleitet werden. 

Dieser Satz wird besonders wichtig für den Fall r = 8 = n + l. Durch ihn 
wird dann nämlich jeder Unterschied zwischen den ursprünglichen Einheiten 
g1, ••• , g. und irgend einer daraus nach (40, 12) abgeleiteten Basis ~1, ... , ~. 

aufgehoben, weil man dann statt den ursprünglichen Einheiten g1, ... , g. auch 
beliebige 8 andere Größen (~1, ... , ~.) lu zur Ableitung jeder beliebigen anderen 
Größe erster Stufe verwenden kann. 

Damit hätten wir jetzt die wichtigsten Sätze über lineare Abhängigkeit und 
lineare Unabhängigkeit bekanntgegeben. Wir gehen jetzt noch zur Anwendung 



Die linear ab- und unabhängigen Systeme von Größen. 99 

dieser Sätze in der Geometrie, speziell in der Punkt- und in der Vektorrechnung 
des n-dimensionalen Raumes über. 

d) Zunächst führen wir noch ein paar neue grundlegende Begriffe ein: 

(40, 51) Wir nennen das Gebiet der Größen e0, e1, ••• , e,. oder das Gebiet der 
Größen g1, ••• , g., welches ein Gebiets= n + 1-ter Stufe darstellt, 
das Hauptgebiet - mit der Grundzahl oder Stufenzahl s bzw. mit der 
Dimensionszahl n des n-dimensionalen Raumes St,. oder kurz das Haupt
gebiet H. 

(40, 52) Wir nennen das Gebiet der Größen e1, ••. , e,., welches ein Gebiet n-ter 
Stufe darstellt und dem Hauptgebiet untergeordnet und mit ihm inzi
dent ist, das Vektorgebiet des n-dimensionalen Raumes St,. oder kurz 
das Vektorgebiet V. 

Gegeben seien r + 1 :::;;; s (also gilt r < n) Punkte (l:J 1, ... , l:J,.) lu des Haupt
gebietes, die alle die gleiche Masse m besitzen sollen. Mehr als 8 solcher Punkte 
müßten im Hauptgebiete wieder la sein. Greifen wir jetzt aus diesen Punkten 
irgend einen Punkt, z. B. l:Ji, heraus und verbinden wir diesen Punkt mit allen 
übrigen Punkten, so erhalten wirr Vektoren. 

(40, 53) Pt= ~1- ~i' P2 = ~2-:- ~i' ••• , Pi-1 = ~i-1- ~i• 

Pt= ~i+1- ~t· Pt+l = ~i+2- ~i' • • ., p,. = ~r+l- ~i' 

die, wie sich leicht zeigen läßt, wieder lu sein müssen (l5"1 , ... , :Pr) lu. An die 
eben gegebenen Betrachtungen schließen wir jetzt die beiden folgenden Defini
tionen: 

(40, 54) Wir nennen das Gebiet r + 1-ter Stufe der Punkte (~ 1, ... , l:Jr+I) lu 
des Hauptgebietes, die nicht notwendig dieselbe Masse besitzen müssen, 
sondern beliebige Massen aufweisen können, auch das von den Punkten 
~ 1, ... , Vr+I aufgespannte lineare Punktgebilde. Diesem Punktgebilde 
gehört also jeder Punkt! und jeder Vektor der Form 

! = X1~1 + X2~2 + · · · + Xr+l~r+1 
an. Wir sagen auch diese r + 1 Punkte bilden einen linearen Raum L von 
r Dimensionen oder einen r-dimensionalen Raum Str. Darin ist r < n bzw. 
r + 1 < s. Wir nennen das Zahlen-(r + 1)-tupel! = [x1, x2, •• • , Xr+I] 
die Punktkoordinaten oder kurz Koordinaten des Punktes oder Vektors ! 
im Punktkoordinatensystem Pr = [l:J 1, .):1 2, ..• , Vr+1]. Den Punkt ! aber 
selbst einen (r +!)-dimensionalen Punkt des Raumes·Str. 

(40, 55) Wir nennen das Gebiet r-ter Stufe der Vektoren (p1, ••• , :Pr> lu des. 
Hauptgebietes, welches mit Hilfe der Gleichungen (40, 53) aus dem Ge
biet der Punkte (l:J 1, ... , l'r+l) lu des Hauptgebietes, die jedoch jetzt, 
notwendig alle dieselbe Masse besitzen müssen, hergeleitet werden 
kann, auch das von den Vektoren jJ1, .•. , :Pr aufgespannte lineare Vektor
gebilde. Diesem Vektorgebilde gehört also jeder Vektor i) der Form 
i) = y1 jJ1 + · · · + Yr:P,. an. Wir sagen auch, dieser Vektoren bilden ein 
lineares Vektorgebilde Br von r Dimensionen oder ein r-dimensionales linea
res Vektorgebilde. Dabei ist r < n. Das Gebiet der Vektoren jJ11 ••• , :Pr ist. 

7* 
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somit stets dem Gebiet der Punkte f> 1, ... , flr+l untergeordnet ·und mit 
.diesem inzident. Wir nennen das Zahlen r- tupel ij = { y1 , y2 , .•• , y.,} 
die Vektorkomponenten oder die Komponenten des Vektors ij im Vektor
koordinatensystem >8r = {lJv jJ2, ••• , lJr}· Den Vektor ij aber selbst einen 
r-dimensionalen Vektor des Raumes ffir· 

Lösen wir die Gleichungen (40, 53) auf, so ergeben sich folgende Beziehungen 

(40, 56) fll = tl; + :j.Jl, fl2 = tl; + :j52, ... , fli-1 = tli + :j.Ji-1, 

fli = fl;' fli+l = fl; + :j.Ji' · · ·' flr+l = fl; + :Pr· 
Setzen wir diese Werte in (40, 54) ein, so erhalten wir 

(40, 57) 1: = xl:j.Jl + · · · + X;-11Ji-1 + Xi+11Ji+ · · · + Xr+llJr + 
+ (x1 + x2 + · · · + X;_1 + X;+ xi+1 + · · · + Xr+l) .).l;. 

Setzt man hingegen (40, 53) in (40, 55) ein, so ergibt sich 

(40, 58) IJ = Y1fl1 + · · · + Yi-lfli-1-
- (Yl + Y2 + · · · + Yi-1 + Y; + Yi+l + · · · + Yr) tl; + 

+ Yifli+l + · · '+ Yr flNl' 
Daraus können jetzt noch leicht folgende Schlüsse gezogen werden: 

(40, 59) Das Gebiet r + 1-ter Stufe der Punkte (f> 1 , ... , flr+l) lu ist wegen 
(40, 57) mit dem Gebiet r + 1-ter Stufe der Größen (.).l;, lJv ... , lJr) Zu 
identisch. 

(40, 60) Besteht aber nebender Beziehung!= x1 .).l 1 + · · · + xr+1flr+1 die Neben
bedingung x1 + · · · + Xr+l = 0, dann ist das Gebiet t; der Punkte .).l 1 , 

..• , .Pr+l identisch mit dem Gebiet der Vektoren :Pv ... , lJr· Sind letz
tere lu, dann müssen erstere la gewesen sein, also gilt: (f>1, ... , flr+I) la 
und (1Jv ... , \).,.) ltt. 

Nun wollen wir \noch einen Sonderfall untersuchen. 

(40, 61) Es sei in (40, 53) speziell r = n und f> 1 = e1, f> 2 = e2, .•. , .).1,_1 = e,_1, 
.).li = e0, fli+l = e;, ... , .).lr+l = e", dann folgt sofort wegen unserer Be
ziehungen (39, 15) bis (39, 32) 

1>1 = el_, · · ., :Pi-1 = e;-1· tli = e;, · · ., :Pr= e" · 

Wir erkennen dann sofort wieder, daß in Übereinstimmung mit unseren bis
herigen Untersuchungen gilt: 

(40, 62) Das Gebiets = n + 1-ter Stufe der Punkte (e0, ev ... , e") lu ist iden
tisch mit dem Gebiets-ter Stufe (e0 , ev ... , e") lu. Beide Gebiete haben 
wir in (40, 51) kurz das Hauptgebiet H genannt. Die n + l Punkte 
e0, e1, ... , e" bzw. die s = n + l Pole e0, ev ... , e" oder g1, ... , 9s bilden 
unseren n-dimensionalen linearen Raum ffi". Die n Vektoren e1, ... , e" 
bilden das n-dimensionale lineare Vektorgebilde des ffi", d. h. kurz das 
Vektorgebiet V des ffi". Ferner übertragen sich alle Begriffe über Koordi
naten, Komponenten und Koordinatensysteme entsprechend den Defi
nitionen in Punkt 39, mit welchen sie sämtlich in Übereinstimmung 
stehen. 
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Nunmehr wollen wir auch noch einige Namen bekanntgeben. 

(40, 63) Betreiben wir einen-dimensionale Geometrie des 9l71, dann nennen wir 
allgemein der Reihe nach einen 0, I, 2, 3, ... dimensionalen linearen 
Raum 9l0, 9l1, 9l2, 9l3, ••• einen Punkt, eine Gerade, eine Ebene, einen 
Raum, ... Da ein r-dimensionaler Raum von r + !linear-unabhängigen 
Punkten aufgespannt wird; so besitzt er die Stufenzahl r + I. AUge
gemein besitzen daher obige lineare Räume der Reihe nach die Grund
oder Stufenzahlen I, 2, 3, 4, ... 

(40, 64) Betreiben wir allgemein eine n-dimensionale Geometrie des 9lm dann 
haben wir uns alle möglichen 0, I, 2, ... , n-dimensionalen linearen 
Räume in das Hauptgebiet der 8 = n + 1-ten Stufe eingebettet zu 
denken. Das Gebiet nullter Stufe enthält wieder nur die Zahlen. 

Im Anschluß an die Sätze (40, 41) und (40, 42) fügen wir noch folgenden 
wichtigen Satz GRASSMANNS hinzu: 

( 40, 65) Z~ei Gebiete A und B, die von a-ter und b-ter Stufe, sind und in einem, 
Hauptgebiet 8-ter Stufe liegen, haben, wenn a + b > 8 ist, mindestens 
ein Schnittgebiet g-ter Stufe mit g = (a + b) - 8 gemeinschaftlich. 
Da andrerseits wegen (40, 42) auch die Beziehung a + b = g + v gilt, 
so ist das verbindende Gebiet H der Gebiete A und B stets von v = 8-ter 
Stufe, und da es nur ein solches Gebiet gibt, ist dieses Gebiet stets mit 
dem Hauptgebiet H identisch. 

Beispielsweise ist das gemeinsame Gebiet einer Geraden und einer Ebene der 
Durchstoßpunkt dieser Geraden mit der Ebene, das verbindende Gebiet beider 
aber der Raum. 

Im n-dimensionalen Raum gelten jetzt die folgenden grundlegenden Sätze: 

(40, 66) Aus einem Zu Punkt s1, der nicht der Punktosein darf, lassen sich alle 
mit ihm räumlich zusammenfallenden Punkte beliebiger Masse linear 
ableiten. Aus zwei Zu Punkten s1, s2, die nicht in einen Raumpunkt zu
sammenfallen dürfen, lassen sich alle Punkte der durch diese Punkte 
s1, s2 gehenden Geraden linear ableiten. Aus drei Zu Punkten s1, s2, s3, 

die nicht in einer Geraden: liegen dürfen, lassen sich alle Punkte einer 
Ebene durch s1, s2, s3 li.near ableiten. Aus vier lu Punkten s1, s2, s3, !34 , 

die nicht in einer Ebene liegen dürfen, lassen sich alle Punkte des drei
dimensionalen Raumes bestimmt durch- s1, s2, s3, s4 linear ableiten. 
Ferner gilt: Mehr als r + llu Plinkte gibt es in einem r-dimensionalen 
linearen Raume nicht. Im Hauptgebiet sind somit immer mehr als 
s = n + 1 Punkte linear abhängig. 

(40, 67) Ein la Punkt ist der Nullpunkt o; zwei la Punkte fallen stets in den
selben Punkt des Raumes; drei la Punkte liegen mindestens in einer 
Geraden; vier la Punkte liegen mindestens in einer Ebene; fünf 
la Punkte liegen mindestens in einem dreidimensionalen, linearen 
Raume. 
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Für die Vektoren des n-dimensionalen Raumes gelten ferner die folgenden 
Sätze: 

(40, 68) Aus einem Zu Vektor 1)1, der nicht der Nullvektor sein dar±, lassen sich 
alle zu ihm parallelen Vektoren linear ableiten. Aus zwei Zu Vektoren 
:)51, :)52, die nicht parallel sein dürfen, lassen sich alle Vektoren einer 
.Ebene, bestimmt durch 1)1, .\5"2 linear, ableiten. Aus drei Zu Vektoren 
.)5"1, .)5"2, :)53, die nicht einer Ebene parallel sein dürfen, lassen sich alle 
Vektoren eines (dreidimensionalen) Raumes, bestimmt durch .\5"v :)5 2, p3, 

linear ableiten. Mehr als r Zu Vektoren gibt es im r-dimensionalen Raume 
nicht. Im Hauptgebiete sind somit immer mehr als n Vektoren 1inear 
abhängig. 

(40, 69) Ein la Vektor ist der Nullvektor. Zwei la Vektoren sind mindestens 
zueinander parallel. Drei la Vektoren sind mindestens einer Ebene par
allel. Vier la Vektoren liegen mindestens in einem (dreidimensionalen) 
Raume. 

Durch diese Sätze der Punkt- und Vektorrechnung erlangen die Begriffe der 
linearen Abhängigkeit und linearen Unabhängigkeit von Punkten und Vektoren 
bzw. von Polen erst die ihr zukommende Bedeutung für dien-dimensionale Geo
metrie. Die Begriffe la und Zu bilden darum überhaupt die Grundlage für d~n 
Begriff der Stufenzahl bzw. der Dimension irgend eines Raumes. Alle bekannt
gegebenen Sätze können mit Hilfe der Determinanten- und Matrizenrechnung 
in bequemer eleganter Form abg~leitet werden. Ihre Ent'l'icklung würde jedoch 
hier zu weit führen. 

41. Das Rechnen mit komplexen Zahlengrößen und komplexen 
geometrischen Größen erster Stufe. 

Wir erklären zuerst die Begriffe der Gleichheit, Addition, Subtraktion, Multi
plikation und Division komplexer Zahlen und anschließend daran dieselben Be
griffe für komplexe geometrische Größen erster Stufe. a, b und c, d seien reelle Zah
len, i die imaginäre Einheit, Quadratwurzel aus minus Eins. Dann gilt: 

(41, l) i = -y- l ' i 2 = - 1' i 3 = - i ' i 4 = + 1 ' 

a+ib=c+id~-+a=c, b=d, 

(a + i b) + (c + id) = (a + c) + i (b + d), 

(a + ib)- (c + id) = (a- c) + i (b- d), 

(a+ib) · (c+id)=(ac-bd)+i(bc+ad), 

(a + ib) I (c + id) = [(ac + bd)l(c2 + d2)] + i (bc- ad)l(c2 + d2). 

Sind die beiden Zahlen konjugiert komplex, d. h. gilt im Sonderfall: c = a 

und d = - b, so folgt: 

(41, 2) a + ib = a- ·i b--- b = 0, 

(a + ib) + (a-ib) = 2a, 

(a + ib)- (a-ib) = 2ib, 
(a+ib) (a-ib)=(a2 +b2), 

(a+ib) I (a-ib)=[(a2 -b2)l(a2 +b2)]+2iab/(a2 +b2). 
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Ferner folgt: 

(41, 3) (a + ib)0 = 1, 

(a + ib)1 = a + ib, 

(a + ib)2 = (a2 - b2) + 2iab, 

(a + ib)3 = (a3 - 3ab2) + i(3a2 b -ba), 

(a + ib)4 = (a"'-- 6 a2 b2 + b4) + i (4 a3b- 4ab3). 

Wir verstehen unter einer komplexen geometrischen Größe erster Stufe eine 
Größe der Form 

(41, 4) f=a+io, 

in welcher a und b gewöhnliche geometrische Größen erster Stufe silld. i ist darin 
wieder die imaginäre Einheit. Die zt~ f konjugierte komplexe Größe erster Stufe 
ist dann wieder die Größe 

(41, 5) f'=a-ib. 

Es gelten für diese Größen folgende Rechenregeln: 

(41,6) a+ib=c+ib+-+a=c, li=b, 

(a + ib) + (c + ib) = (a + c) + i (li + b), 

(a + ib)- (c + ib) = (a- c) + i (li- b), 

(a+ib) · (c+ib)=(a·c-li·b)+i(li·c+a·b), 

(a+ili) ( (c+ib)=[(a·c+o:,b)/(c2 +b2)J+i(6·c-a·b)/(c2 +b2). 

Für konjugiert komplexe Größen gilt wieder speziell: 

(41,7) 

(41, 8) 

( a + i 6) = (a - i b) _.,.. li = o , 

(a + ib) + (a-ili) = 2a, 

(a + i6)- (a-i6) = 2i6, 

(a+i6) · (a-i6)=a2 +62 , 

(a + i6) 1 <a -io) = [(a2 - 62)/(a2 + 62)] + 21:a. o/(a2 + 62). 

(a + ib)0 =I, 

( a + i 6 )1 = a + i 6 , 

( a + i 6) · ( a + i o) = ( a 2 - 62) + 2 i l · o . 
Speziell gilt da1m nach der Definition (41, 6) für reelle Größen die Beziehung: 

(41, 9) af6 = a·6/6·b = a·o/62 • 

Somit ist ein solcher Ausdru<;k wieder eine reelle Zahl, daher gilt in anderer 
Form: 

(41, lO) a/b = k oder a = kb, somit ist dann a = 6 oder anders ausgedrückt 
a·li=k6·o. 

Diese Ergebnisse stehen somit wieder mit unseren ursprünglichen Definitionen 
in (39, 92) sowie in (39, 86) bis (39, 91) in Übereinstimmung. 
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42. Die geometrischen Größen höherer Stufen im Hauptgebiet 
s = n + 1-ter Stufe des n-dimensionalen Raumes. 

Es können aus den ursprünglichen, normalen, geometrischen -Einheiten erster 
Stufe 

(42, 0) (s = n + 1) 

des Hauptgebietes s-ter Stufe bis jetzt neue abgele-itete geometrische Einheiten 
erster Stufe g~ bzw. e~ nur auf dem Wege (39, 84) und (39, 85) erzeugt werden. 
Andere Wege gibt es nicht. Wohl aber können von uns jetzt durch Vornahme 
von Produktbildungen aus den Einheiten (42, 1) die sogenannten ursprüng
lichen, normalen Einheiten höherer Stufen Y~< erzeugt werden. Als ursprüngliche, 
normale, allgemeine, geometrische Einheit r-ter Stufe bezeichnen wir dabei einen 
Ausdruck folgender Form: 

( 42, 1) 

darin bedeutet allgemein 

( 42, 2) 

irgend eine bestimmte, nämlich die k-te Variation aller lexikographisch geord
neten Variationen (k1, k2, ••• , k,.) mit Wiederholung zur r-ten Klasse aus den 
s Elementen 1, 2, ... , s und 91 , 92 , •.. , 9s wie immer die ursprünglichen geo
metrischen Einheiten (42, 0). Es gibt daher im Höchstfalle 

(42, 3) (k = 1, 2, ... , sr) 

voneinander verschiedene solcher Einheiten. Wir haben in (42, 1) die Produkte 
der Einheiten mit keiner Klammer umschlossen, um anzudeuten, daß die Art der 
Produktbildung noch frei steht. Wir sprechen deshalb von einer allgemeinen Pro
duktbildung und nennen darum (42, 1) eine allgemeine Einheit r-ter Stufe. Ver
wenden wir später spezielle Arten von Multiplikationen, so umschließen wir die 
Produkte mit bestimmten Klammern. Dabei wird dann im allgemeinen die An
zahl der ursprünglichen Einheiten r-ter Stufe dadurch verringert, daß in (42, 2) 
nur m~hr Variationen ohne Wiederholung oder Kombinationen oder Permuta
tionen usw. zugelassen werden. Dadurch erhalten wir dann verschiedene Arten 
bzw. Systeme von geometrischen Einheiten höherer Stufen. 

Wir umschließen dann auch das Zeichen der Einheit Yk mit der entsprechenden 
Sorte von Klammern. Sehr wesentlich ist es schon, hier anzudeuten, daß die 
Einheiten höherer Stufen in zwei voneinander verschiedene Komplexe von Ein
heiten entsprechend der :Festsetzung (42, l) zerfallen. Zum ersten Einheitenkom
plex gehören nämlich alle Einheiten r-ter Stufe, die in ihrem Produkt e0 oder 91 

enthalten, wir nennen sie ursprungsgebundene E-inheiten, während zum zweiten 
Einheitenkomplex jene Einheiten r-ter Stufe gehören, die e0 oder g1 nicht ent
halten, wir nennen sie freie Einheiten. 

Gegeben seien jetzt m beliebige geometrische Größen erster Stufe: 

8 

(42, 4) 91 = 2: sa, 9ki , 
kt=l 

8 

92 = 2: S2k2 9k.' 
k2=1 

... , 
8 

9.,. = 2} Sm km 9km • 
km=l 
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Bilden wir jetzt das allgemeine Produkt aus irgendwekhen r dieser geometrischen 
Größen erster Stufe, z. B. der Größen 

(42, 5) 
8 

13,., = ,L; Sk,kt 9kt, 
kt=l 

8 

ß~~o = 2J Silo Tc. gk., ••• ' 
ko=l 

8 

13hr = 2J Skrkr 9kr' 
kr=l 

worin jetzt auch 

(42, 6) 

wieder ähnlich wie früher die h-te Variation aller lexikographisch geordneten 
Variationen (h1, h2, ••• , h,.) mit Wiederholung zur r-ten Klasse aber aus den 
m Elementen 1, 2, ... , m bedeutet, so gibt es im Höchstfalle also 

(42,7) (h =I, 2, ... , m") 

voneinander verschiedene allgemeine Produkte der nachfolgenden Art: 
8 B 8 

(42, 8) (Jh = 13,., Sko • • • Skr = (.2) Sktkt 9Tc,) • (l} Skoko 9ko) • • • (l} Skrkr 9Tc,) • 
kt=l ko=l kr=l 

Fassen wir darin alle reellen Zahlen zu einem Zahlprodukt zusammen und lassen 
wir dabei im Produkt die Reihenfolge der miteinander allgemein multiplizierten 
ursprünglichen Einheiten erster Stufe unverändert, so ergibt sich der folgende 
Ausdruck: 

B, 8, •• • , 8 

(42, 9) (Jk = 2J Sk,k,Bkoko • • • Shrkr 9k, 9ko • • • 9kr • 
k1 k2, ••. , kr=l, 1, •'• ., 1 

Führen wir darin die beiden Abkürzungen 

(42, 10) 

ein, so konnen wir (42, 9) in folgende bequemere Darstellungsform bringen: 

(42, 11) 
t 

a~<= s,.,s,. •... sh,=.lJs,.kYk· 
k=l 

Darin bedeutet t die Anzahl aller ursprünglichen Einheiten der r-ten Stufe wie 
in (42, 3) und k bzw. h die Abkürzungen in (42, 2) bzw. (42, 6). Damit haben wir 
jetzt die Größe a,., die wir jetzt eine aUgemeine geometrische Größe r-ter Stufe nennen 
wollen, welche dem Hauptgebiets-ter Stufe angehört, durch ihre normalen geometri
schen Einheiten r-ter Stufe in (42, 1) ausgedrückt und die Summanden in ganz 
bestimmter Art und Weise angeordnet. In dem allgemeinen Produkt (42, 8) 
braucht dabei die Anzahl r der Faktoren keineswegs < s der Stufenzahl unseres 
Hauptgebietes zu sein; sie kann vielmehr jede beliebige Zahl, die nur> 1 zu sein 
braucht, bedeuten. Im Falle r = 1 ist, wie man sofort erkennt, die Größe wieder 
eine Größe I. Stufe,' die darin wieder in (42, 11) aus ihren s ursprünglichen Ein
heiten I. Stufe (42, l) abgeleitet erscheint. Wir nennen dabei 

(42, 12) 

das wohlgeordnete System der geometrischen, ursprünglichen, normalen Einheiten 
r-ter Stufe. Ebenso nennen wir das geordnete Zahlen-t-tupel: 

(42, 13) 
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die rechtwinkligen, kartesischen Koordinaten der geometrischen Größe a,. der r-ten 
Stufe im rechtwinkligen, kartesischen Grundkoordinate:nsystem 

(42, 14) (s = n +I) 

Für die angeführte .Art der allgemeinen Produktbildung setzen wir dabei vor
läufig bloß die Gültigkeit folgender Grundgesetze voraus: Die Gültigkeit der 
Klammerregel 

(42, 15) 

und die Gültigkeit des assoziativen Gesetzes 

(42, 16) 

Dieses Gesetz soll dann auch wieder nach .Art von (3, 3) ohne weiteres auf be
liebig viele Faktoren erweitert werden können. Die Gültigkeit des kommutativen 
Gesetzes von der Vertauschung nebeneinanderstehender Faktoren des Produktes 
soll im allgemeinen Produkt nicht verlangt werden (in speziellen Produkten jedoch 
kann sie von uns gleichfalls vorausgesetzt werden). 

Wir erklären jetzt weiter die Gleichheit, Addition, Subtraktion und Verviel
fachung mit Zahlen von beliebig vielen Größen r-ter Stufe. Ebenso wie wir mit geo
metrischen Größen I. Stufe gerechnet haben, wollen wir auch vereinbaren mit 
geometrischen Größen r-ter Stufe zu rechnen. Dabei wollen wir die Rechenregeln 
für die geometrischen Größen I. Stufe nach folgendem Vergleichsschema einfach 
auf die geometrischen Größen r-ter Stufe übertragen. 

(42, 17) 
8 

?J,. = .JJ s,.kgk' 
k=l 

t 
a,. = .J} s,.k ?'Tc. 

k=l 

Der einzige Unterschied ist der, daß die geometrischen Größen I. Stufe aus s ur
sprünglichen Einheiten I. Stufe und die geometrischen Größen r-ter Stufe aus t 
ursprünglichen Einheiten r-ter Stufe abgeleitet sind. Ein neuerliches Anschreiben 
die:;;er Rechenregeln können wir uns daher ersparen. Es gelten auch wieder ent
sprechend übertragen alle unsere Sätze über lineare Ab- und Unabhängigkeit. 
Während wir die geometrischen Einheiten I. Stufe und nur sie mit dem Buch
stabeng bezeichnen, bezeichnen wir die geometrischen Einheiten r-ter Stufe und 
nur sie mit dem Buchstaben y. Während wir die Nullgröße I. Stufe, als Größe 
deren sämtliche s kartesische Koordinaten gleich 0 waren, mit o bezeichnet ha
ben, bezeichnen wir die Nullgröße r-ter Stufe, als Größe deren sämtliche t karte
sischen Koordinaten gleich 0 sind mit ®r· Wir verwenden deshalb allgemein in 
Gegenüberstellung die Formeln: 

(42, 18) 
8 

0 =.2}0 g", 
k=l 

t 
®r ===.JE 0 y,, · 

k=l 

®r ist also das neutrale Element bei der Addition geometrischer Größen r-ter 
Stufe. Während die rechtwinkligen, kartesischen Koordinaten der ursprünglichen 
Einheiten erster Stufe allgemein in leicht verständlicher Form durch 

(42, 19) I , ... , k - I , k, k + 1 , ... , s- te Zahl 

gk=(O, •.. , 0, 1, 0, ... ,0) 
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gegeben waren, sind die rechtwinkligen, kartesischen Koordinaten der ursprüng
lichen Einheiten r-ter Stufe entsprechend allgemein in ähnlicher Darstellung 
durch 

(42, 20) l, ... , k - 1 , k, k + 1 , ... , t- te Zahl 

yk= (0, ... , 0, 1, 0, ... , 0) 

gegeben. Ähnlich wie wir eine geometrische Größe 1. Stufe durch den Vorgang 
anschließend an Formel (42, 17) 

(42, 21) 

auf ihre Normalform gebracht haben 

(42, 22) 

und wir s,. als den absoluten Betrag I ?J,. I der Größe 1. Stufe ?!,. ansprechen, so 
können wir jetzt jede Größe r-ter Stufe (42, 17) nach dem gleichen Verfahren 

(42, 23) s,. =+ fs~ 1 + s~ 2 + · · · + s~~' y~ = anfsn 

auf ihre ·Normalform 

(42, 24) a"= s"y~ mit Ja"l = sh, lr~l = 1 

bringen und auch wieder s,. als den absoluten Betrag I a,. I der Größe r. Stufe ah 
ansprechen. Damit können jetzt auch wieder alle Begriffe parallel, gleichsinnig 
parallel, gegensinnig parallel usw., ferner die Begriffe reelle und komplexe geo
metrische Größen l. Stufe, weiter der Begriff des inneren Produktes der Größen 
1. Stufe auf die geometrischen Größen r-ter Stufe übertragen werden. Die Begriffe 
der linearen Ab- und Unabhängigkeit von Größen 1. Stufe können auf Größen 
r-ter Stufe nur dann übertragen werden, wenn wir stets an den beiden Grund
regeln 

(42, 25) 

die wir für die allgemeine Multiplikation immer treffen wollen, festhalten. Gehen 
wir später auf spezielle Multiplikationsgattungen über, dann müssen wir die 
letzte Annahme durch speziellere Annahmen ersetzen. Jede geometrische Ein
heit r-ter Stufe yf., die wir aus einer beliebigen geometrischen Größe r-ter Stufe ah 
in (42, 17) nach dem Verfahren (42, 23) und (42, 24) gewinnen können, nennen 
wir jetzt wieder eine abgeleitete geometrische Einheit r-ter Stufe, zum Unterschied 
von den ursprünglichen, normalen geometrischen Einheiten r-ter Stufe (42, 12). 
Außer diesen Einheiten gibt es wieder keine anderen geometrischen Größen a,. 
der r-ten Stufe, deren absoluter Betrag I a,. I gleich 1 ist. Die ursprünglichen Ein
heiten l. (r-ter) Stufe bezeichnen wir stets mit gi(Yi), die abgeleiteten Einheiten 
mit g; (y~). 1\fit Hilfe der gegebenen Darstellungen in den Normalformen können 
wir jetzt für das Produkt beliebig vieler geometrischer Größen l. Stufe in (42, 8) 
eine vereinfachte Schreibweise finden. Schreiben wir nämlich sämtliche geo
metrische Größen 1. Stufe (42, 5) in ihren Normalformen an, so erhalten wir dafür 
nach (42, 22) die Darstellungen: 

(42, 26) 
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durch die Bildung ihres Produktes und Zusammenziehen aller Zahlfaktoren er
halten wir dann: 

(42, 27) 

Vergleichen wir diese Darstellung jetzt mit der Normalform oder geometrischen 
Größe r-ter Stufe selbst 

(42, 28) 

so können wir aber zeigen, daß die grundle~enden Beziehungen 

(42, 29) 81! = 8h1 8h 2 • • • 8h, oder I 0"1! I = I ~h, II ~h.l · • · J ~hr I ' 
y~ = g/,, g;, •... g/,, 

bestehen müssen, denn es ist wegen (42, 5) und (42, 10) 

8 8 • 

87!,8h2 • • • sh, = (2) 8~1 k.) (..2} 8X.~c.) • • • (2) 8X.~c,) 
~-1 ~-1 ~-1 

8, s, .. 'l 8 t 
_2 (8h,k,8hzkz • • • 8hrkr) 2 = _2 8'f.t, 

kt ,k2, . .. ,kr=l, 1, ... , 1 k=l 

womit der Beweis sofort erbracht ist. Somit haben wir den Satz: 

(42, 30) Die abgeleitete geometrische Einheit y~ einer beliebigen allgemeinen, 
geometrischen Größe r-ter Stufe a,., die als allgemeines Produkt von 
r geometrischen Größen 1. Stufe ~"', ~"•, ... , ~,.. darstellbar ist, kann 
immer als ein allgemeines Produkt der abgeleiteten geometrischen Ein
heiten g1,,, g1,., ... , g1,, der Faktoren ~"', ~"•, ... , ~hr dargestellt werden. 

Wir haben eine geometrische Größe r-ter Stufe als ein Produkt von r geo
metrischen Größen I. Stufe dargestellt. Wir fragen uns jetzt: Können wir eine 
beliebige, durch ihre kartesischen, rechtwinkligen Koordinaten 8" 1c in ( 42, I7) 
willkürlich gegebene Größe r-ter Stufe auch immer als ein Produkt von r geo
metrischen Größen I. Stufe darstellen ? Die .Antwort auf diese Frage lautet im 
allgemeinen nein. Dies ergibt sich leicht durch eine genauere Betrachtung unserer 
Gleichungen (42, IO) links. Hierin sind die Indizes h1, h2, ••• , hr bzw. der Index h 
in (42, 7) als fest gegeben anzusehen. Die Indizes k1, k2, ••• , kr bzw. k in (42, IO) 
können irgend eine Variation der r-ten Klasse mit Wiederholung der Elemente 
I, 2, 3, ... , 8 darstellen. Somit haben wir ein System von insgesamt t = 8r Glei
chungen der Form 

(42, 3I) 

als gegeben anzusehen. Darin sind die t Zahlen links gegeben, hingegen die r·8 
unbekannten Zahlen 8hilci rechts gesucht. Da die .Anzahl der Gleichungen t = s'· 

in der Regel immer größer sein wird als die .Anzahl der Unbekannten 8·r, so kann 
das Gleichungssystem ein bestimmtes Lösungssystem besitzen. Es kann aber 
auch unlösbar sein und braucht dann ein bestimmtes Lösungssystem nicht auf
zuweisen. Die .Anzahl der Gleichungen wird gleich der .Anzahl der Unbekannten, 
wenn die Bedingungs'·= 8·r erfüllt ist. Dies ist nur, wie man leicht zeigen kann, 
für die Sonderfälle r = I, 8 = beliebig und r = 8 = 2 der Fall. Diese Betrach
tungen veranlassen uns deshalb zu einer neuen Definition: Unter einer einfachen 



Die geometrischen Größen höherer Stufen im Hauptgebiet s = n + 1-ter Stufe. 109 

geometrischen GTöße r-ter Stufe verstehen wir eine geometrische Größe r-ter Stufe, 
die sich ala allgemeines Produkt von r geometrischen Größen l. Stufe darstellen 
läßt. J ede andere geometrische Größe r-ter Stufe nennen wir eine zusammen
gesetzte geometrische GTöße r-ter Stufe. Eine solche zusammengesetzte geometrische 
Größe 2. Stufe im Falle 8 = 5 ist z. B. die Größe g2g3 + 9495• Sie ist tatsächlich 
nicht mehr ala allgemeines Produktzweier geometrischer Größen l. Stufe dar
stellbar. 

Wir haben erklärt, wie wir geometrische Größen r-ter Stufe gleichsetzen, 
addieren, subtrahieren und mit Zahlen vervielfachen können usw., jetzt wollen 
wir auch noch erklären, wie wir geometrische Größen beliebiger Stufen allgemein 
miteinander multiplizieren können. Es seien also zwei Größen oc und ß von r-ter 
bzw. q-ter Stufe im Hauptgebiets-ter Stufe gegeben: 

t 
(42,32) oc = .l}a'Pyf>, t =sr, yf> = 9i,9i2 · ·· 9;., (i1,i2 , • • • ,ir)=p 

P-1 

Va.riation r-ter Klasse mit Wiederholung aus den Elementen l , 2, ... , s. 
11 

(~2. 33) . ß = .2 hmYm• V= 8", Ym = 9kt 9k •... 9k.. (kl, k2, .. . , kq) = m 
m=l 

Variation q-ter Klasse mit Wiederholung aus den Elementen l , 2, . .. , 8. 

Dann verstehen wir unter ihrem allgemeinen Produkt jenen Ausdruck, den wir 
erhalten, wenn wir jedes Glied mit jedem Glied in den Summen miteinander 
multiplizieren, die Zahlenfaktoren zusammenziehen und die Reihenfolge der 
geometrischen Einheiten in den Produkten ungeändert lassen: 

t V 
(42, 34) ocß = (.l}a'Py'P) (.l}bmYm) = 

p=l m=l 

t v t, v 
= .2 .2 a"bmY'PYm = .2 af>bmY"Ym· 

p~l m.=~l p,m=l,l 

Setzen wir darin 

(42, 35) 

dann erhalten wir die Darstellung: 

(42, 36) 
1D 

<1 = .l}s,y,, y, = 9i, 9;2 · · · g;, Bt, 9k. · · · 9 kg 
1- 1 

Variation (r + p)-ter Klasse mit Wiederholung aus den Elementen l , 2, .. . , .s, 

(il, i2, ... , i,, kl, k2•· · . . , kq) = l 
d. h . das Produkt <1 ist allgemein eine geometrische Größe (r + q)-ter Stufe mit 
insgesamt 

(42, 37) 

Ableitungszahlen p1, denn y1 ist dann tatsächlich eine geometrische Einheit der 
(r + q)-ten Stufe. Fügt man nämlich zu jeder Variation p in (42, 32) alle Varia
tionen m in (42, 33) hinzu, so ergeben sich daraus wieder alle Variationen l in 
(42, 36). Dabei geben zwei bestimmt numerierte Glieder p und m der Summen oc 
in (42, 32) und ß in (42, 33) ein ganz bestimmt numeriertes Glied l in der Summe <1 
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in (42, 36), die somit das allgemeine Produkt von oc und ß darstellt, vorausgesetzt 
natürlich, daß alle Variationen lexikographisch geordnet sind, was wir stets an
nehmen wollen. Zur Bildung der Produkte beliebig vieler, geometrischer Größen 
beliebiger Stufenzahlen benützen wir wieder die Klammerregel 

(42, 38) ocß llrp X ••• = {[(ocß) Ö] rp} X •... 

Das skalare Produkt zweier geometrischen Größen derselben Stufe erklären wir 
in derselben .Art, siehe den Vergleich (42, 17), wie für geometrische Größen 
1. Stufe in (39, 86) und (39, 87). Ferner erklären wir auch den Quotient zweier 
geometrischen Größen derselben Stufe in derselben· .Art - siehe den Vergleich in 
(42, 17) - wie in (41, 9) und (41, 10). Es können dann wieder nur kongruente, 
geometrische Größen derselben Stufenzahl durcheinander dividiert werden. 

Damit sind wir mit der Erklär11ng der einfachen Grundrechenoperationen 
für Größen höherer Stufen fertig. Wir gehen jetzt zu den speziellen Gattungen 
der Multiplikation der geometrischen Größen höherer Stufen über. 

43. Die symmetrischen, zirkulären nnd linearen Gattungen der 
Multiplikation geometl'ischer Gl'ößen 1. Stufe. 

Unsere allgemeinen, geometrischen Größen r-ter Stufe stellen, wie wir schon 
erklärt haben, im Prinzip geometrische Größen dar, die aus einem System von 
t = sr geometrischen Einheiten (42, 12) der Form (42, 1) mittels Verwendung 
von t Ableitungszahlen abgeleitet werden können. Wie dieses System der neuen 
geometrischen Einheiten (42, 12} aussieht, und wie aus den ursprünglichen Ein
heiten 91, 92, ••• , 9s 'die neuen Produkte der Einheiten (42, 1} abzuleiten sind, 
darüber sagt vorläufig unsere Definition des Produktes r-ter Stufe von r geome
trischen Größen 1. Stufe (42, 8} und (42, 9} noch nichts aus. 

Soll jetzt der Begriff eines speziellen besonderen Produktes genau festgestellt 
werden, so müssen über das System dieser t = sr geometrischen Einheiten r-ter 
Stufe (42, 12} noch besondere Bestimmungen getroffen werden. Diese Bestim
mungen nennt GRASSMANN das System der die Produktbildung näher bestimmen
den Beziehungsgleichungen. Die einfachste und zugleich allgemeinste Beziehungs
gleichung, die man überhaupt aufstellen kann, zeigt die folgende Form: 

8 8 

(43, 1) .2 .2 ki, io 9it 9iz = ®2 • 
it=l io=l 

@ 2 ist darin die geometrische Nullgröße der 2. Stufe. Die Summe ist in der 
Formel zu erstrecken über alle s 2 Variationen (i1, i2) der zweiten Klasse der s Ele
menten 1, 2, ... , s. Darin sind die kitiz beliebige, aber festgegebene reelle Zahlen. 
Einer besonderen speziellen .Art der Multiplikationkann dabei die gleichzeitige Gül
tigkeit auch mehrerer Beziehungsgleichungen derselben Form ( 43, 1} zugrunde ge
legt werden. Um weiter aus diesen Beziehungsgleichungen (43, 1) allgemeine 
Beziehungsgleichungen für Produkte von r geometrischen Einheiten zu erhalten, 
wollen wir uns die Gleichungen (43, 1} rechts und links mit Produkten von belie
big vielen, geometrischen Einheiten allgemein multipliziert denken, und zwar so, 
daß im ganzen Produkte von r ursprünglichen geometrischen Einheiten 1. Stufe 
entstehen. Sind 

(43, 2) 
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beliebiger - 2 reelle Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... , s, so können bei fester Wahl 
dieser Zahlen (43, 2) die allgemeinsten Beziehungsgleichungen zwischen den Ein
heitenprodukten (42, 12) in der Form 

(43, 3) 
8 8 

2J 2J k;, i2 9h, 9h2 • • • 9hk 9it 9i2 9hk+t · • • 9hr-3 9hr-2 
i,=l i•=l 

geschrieben werden. Sind die Beziehungsgleichungen (43, 1) gegeben, so erhalten 
wir daraus mittels dieses Vorganges sofort alle Beziehungsgleichungen für die Ein
heitenprodukte (43, 3). Wir wenden daher unser Augenmerk von nun an nur mehr 
den Beziehungsgleichungen der Form (43, l) zu. Es können natürlich auch noch 
viel allgemeinere Beziehungsgleichungen als (43, 1) verwendet werden. 

(43, 4) Man kann z. B. einer Summe von mit Zahlen vervielfachten ursprüng
lichen, geometrischen, Einheiten r-ter Stufe wiederum eine ganz genau 
bestimmte Summe von mit Zahlen vervielfachten ursprünglichen, geo
metrischen Einheiten s-ter Stufe durch eine oder auch -mehrere Bezie
hungsgleichungen einander zuordnen, wie dies z. B. in der Theorie der 
Quaternionen und der höheren komplexen Zahlen geschieht. Im Sonder
fall r = 2 und s = l spricht man dann von komplexen Zahlen im engeren 
Sinne. 

Wir wollen von der Aufzählung dieser ungeheuren Zahl überhaupt möglicher 
Zuordnungsgesetze absehen und an geeigneter Stelle darauf hinweisen. Schon 
das gewöhnlicpe Ex-Produkt oder äußere Produkt der Vektorrechnung im drei
dimensionalen Raume verwendet derartige Zuordnungsgesetze. Durch diese Ge
setze können allgemein den geometrischen Größens-ter Stufe die geometrischen 
Größen r-ter Stufe usw. geometrisch nach irgend einem Schema zugeordnet wer
den .. Die Beziehungsgleichungen stellen dann nichts anderes als geometrische 
Verwandtschaften allgemeinster Art dar. Die bekanntesten geometrischen Ver
wandtschaften sind dabei jene, wo den geometrischen Größen r-ter Stufe die geo
metrischen Größen q = s - r-ter Stufe im Falle 0 < r < s zugeordnet werden. 
Gilt aber r > s, wobeisnatürlich wie immer die Stufe des Hauptgebietes ist, so 
werden dabei immer den geometrischen Größen r-ter Stufe· nach der Formel 
t = r - k·s, wobeikeine positive ganze Zahl ist, den geometrischen Größen t-ter 
Stufe mit 0 < t < s nach einem ganz bestimmten Gesetz zugeordnet. Den 
Blöcken, nämlich den geometrischen Größen s-ter Stufe, entsprechen dabei in der 
Regel die Zahlen, das sind die geometrischen Größen 0-ter Stufe. Die ganze geo
metrische Verwandtschaft wird dann als Dualitätsprinzip der Geometrie be
zeichnet. 

Jetzt gehen wir zur Besprechung der wichtigsten Gruppen von Multipli
kationen geometrischer Größen, die alle zunächst denselben Charakter zeigen, an 
Hand besonderer Formen der Beziehungsgleichungen (43, l), über. 

Erstens: Wir sprechen von einer symmetrischen Multiplikation, wenn das 
System der Beziehungsgleichungen (43, l) seine Gültigkeit nicht verliert, wenn 
darin 

(43, 5) 9;, durch - 9;, bzw. 9;2 durch - 9;2 ersetzt wird und wenn darin 
9it bzw. 9;2 durch irgend eine ursprüngliche Einheit aus der Reihe 
91, 92, ... , 9s ersetzt wird. 
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Zweitens: Wir sprechen von einer zirkulären Multiplikation allgemeiner Art, 
wenn das gegebene System der Beziehungsgleichungen (43, l) seine Gültigkeit 
nicht verliert, wenn darin 

(43, 6) 9i, ersetzt wird durch r = x1% + x2gi• und gleichzeitig 9i. ersetzt wird 
durch t) = y1% + y2gi•· Darin können i 1 9= i 2 beliebig aus der Reihe 
l, 2, ... , s gewählt werden. x1, x2, y1, y2 sind dabei frei wählbare, reelle 
Zahlen. 

(43, 7) .Jm Sonderfall y1 = -x2, y2 = + xv xi + x~ = l spricht man dabei 
von einer zirkulären Multiplikation positiver Art und 

(43, 8) im Sonderfall y1 = + x2, y2 = -x1, xi + x~ = l hingegen von einer 
zirkulären Multiplikation negativer Art 

oder (43, 7) und (43, 8) zusammengefaßt: 

(43, 9) Wir sprechen von einer zirkulären Multiplikation positiver (negative1') 
Art oder in beiden Fällen von zirkulärer Multiplikation schlechtweg, wenn 
das gegebene System der Beziehungsgleichungen (43, l) seine Gültigkeit 
nicht verliert, wenn darin 9i, ersetzt wird durch r = x1gii + x2gi2 und 
gleichzeitig 9;2 ersetzt wird durch t.' = -,- X29i1 + X19io (gleichzeitig 9;2 
ersetzt wird durch r" = X29i, - X19;,), wobei in beiden Fällen gleich
zeitig noch xi + X~ = l gilt und 9i, =JF 9i2 aus der Reihe 91, 92, ... , 9s 
gewählt werden kann. 

Drittens: Wir sprechen von einer linearen Multiplikation, wenn das gegebene 
System der Beziehungsgleichungen ( 43, 1) seine Gültigkeit nicht verliert, wenn 
darin 

(43, 10) 9i1 bzw. 9;. jederzeit durch t. = X191 + X292 + · · · + X 8 98 bzw. durch 
t) = y1 t)1 + Y2 t) 2 + · · · + Ys9s ersetzt werden kann. 9;, und 9;. können 
dabei beliebig aus der Reihe 9v g2, ••• , g. gewählt werden. Xv x2, •.• , X 8 

sowie Yv y2, ••• , Ys sind dabei beliebige s frei wählbare; reelle Zahlen. 

GRASSMANN zeigt nun durch seine Untersuchungen, daß ein System (43, 1) 
von Beziehungsgleichungen diesen' Forderungen entspricht, wenn es folgende 
Form besitzt: 

(43, 11) (1) 9i, 9i. = 9i2 9ir } . ..L • b "d d R "h l 2 %1 ..,- t 2 e1 e aus er e1 e , , ... , s, 
(2) 9;, 9i. = - 9i. 9i. 

(3) 91 91 = 92 92 ~ · · · = 9s 9s' 

(4} 9J 91 + 92 92 + • • · + 9s 9s = ®2 · 
Je nach der Auswahl zusammengehöriger Systeme dieser Beziehungsgleichun

gen erhalten wir dann die Grundgesetze der symmetrischen bzw. zirkulären bzw. 
linearen Multiplikationsgattungen. So ergibt jetzt die Auswahl von Beziehungs
gleichungen aus den Gruppen 

(43, 12) (A) (l), (2), (3), (4) 

(B) (1), (2, 3), (4) 

(C) (I), (2, 3, 4) 

symmetrische ... 8 

zirkuläre ....... z 

lineare ......... 1 
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Multiplikationen. Dabei müssen die in eine Klammer eingeschriebenen Bezie
hungsgleichungen gleichzeitig als zusammengehörig gültig angesehen werden. 
Von den in Klammern gestellten Gruppen von Beziehungsgleichungen können 
dann nach Belieben gar keine, eine, zwei, drei oder vier Gruppen von Beziehungs
gleichungen als gleichzeitig gültigangesehen werden. In (43, 11) wird hierbei die 
Beziehungsgleichung (1) allein nicht geändert durch Vornahme einer zirkulären 
Transformation (43, 6) allgemeiner .Art, während das System der Beziehungsglei
chungen (2, 3) zusammengenommen oder die Beziehungsgleichung (4) allein nicht 
geändert wird durch Vornahme der nur viel spezielleren zirkulären Transfor
mationen (43, 9) positiver oder negativer .Art, d. h. der zirkulären Transforma
tionen schlechtweg. Die zirkuläre Transformation allgemeiner .Art (43, 6) besitzt 
deshalb für das Folgende eine nur geringe Bedeutung. 

Die linearen Multiplikationsgattungen entsprechen dabei geometrischen Ope
rationen, die mittels des Lineals allein, die z1:rkulären Multiplikationsgattungen 
hingegen geometrischen Operationen, die nur mittels des Zirkels allein konstruk
tiv räumlich ausgeführt werden können. Fassen wir nämlich·gi, und 9i2 als zwei 
aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren einer Ebene auf, wobei ent
sprechend.(39, 14) 9;, durch eine Drehung um 90 Grad entgegen dem Uhrzeiger
sinn in 9i2 übergeht, so sind ~ und I) in (43, 6) zwei beliebig frei wählbare 
Vektoren der Ebene; hingegen sind dann in (43, 9) ~und t' zwei aufeinander 
senkrecht stehende Einheitsvektoren, wobei bei zirkulären Multiplikationen posi
tiver .Art der Vektor ~' aus ~ ebenfalls durch eine Drehung um 90 Grad ent
gegen dem Uhrzeigersinn hervorgeht, während bei zirkulären Multiplikationen 
negativer .Art der Vektor t_" aus t_ durch eine Drehung um 90 Grad im Uhrzeiger
sinn gebildet werden kann. Die Größen t_ und I) in (43, 10) hingegen stellen dann 
Punkte bzw. Vektoren beliebiger Raumlage dar. Sie können stets mittels des 

Tabelle (43, 13). Abkürzungen: symmetrisch= 8, zirkulär= z, linear= l. 
Beziehungsgleichungen (1), (2), (3), (4) siehe (43, ll). 

Nr. Gleichzeitig gültige 
8 

I 
z 

I 
l Name der Multiplikationsart Beziehungsgleichungen 

1 (2) -

2 (3) -
------

3 (1), (2) -

4 (1 ), (3) -
------

5 (2), (4) --
6 (3), (4) -

------
7 (1), (2), (4) -

8 (1), (3), (4) - symmetrische ------
9 (4) - -

10 (2), (3) - -

ll (1), (4) - - komplexe 
12 (1), (2), (3) - - innere 

---
13 gar keine - - - unbestimmte oder allgemeine 
14 (1) - - - algebraische 

---
15 (2), (3), ( 4) - - - äußere 
16 (1), (2), (3), (4) - - - bedeutungslose 

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 8 
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Lineals allein konstruiert werden. Soweit die geometrische Deutung und damit 
die 13e~serklärung. 

Je nach der Auswahlder 13eziehungsgleichungen aus den Gruppen (43, 12) bzw. 
(43, 11) ergeben sich jetzt folgende voneinander verschiedene Multiplikations
gattungen. Es sind dabei, wie die vorstehende Tabelle (43, 13) zeigt, von den 
16 verschiedenen, möglichen symmetrischen Multiplikationsgattungen nur gleich
zeitig 8 zirkulär-entsprechend der Gültigkeit der Forderungen (43, 9)- und von 
diesen wiederum nur gleichzeitig 4 linear. Die linearen Multiplikationsgattungen 
besitzen naturgemäß für praktische 13erechnungen die größte 13edeutung und 
werden daher später besonders eingehend untersucht. Die wichtigste symme
trische Multiplikation Nr. 8 der Tabelle nennen wir kurz symmetrische Multi
plikation . . Die anderen Arten der Multiplikationen tragen die üblichen 13enen
nungen. 

44. Die verschiedenen Arten der Multiplikation geometrischer Größen 
erster Stufe. 

1. Die allgemeine oder unbestimmte Multiplikation geometrischer Größen erster Stufe. 
Diese Art der Produktbildung haben wir im vorstehenden bereits allgemein 

erklärt und behandelt. Sie schließt gewissermaßen alle nachfolgenden Arten 
der Produktbildung in sich. Die zugehörigen Produkte sind von uns ohne jedem 
Produktzeichen und ohne jeder Klammer bezeichnet worden. Es werden hier 
keinerlei 13eziehungsgleichungen zwischen den Produkten der ursprünglichen 
Einheiten erster Stufe angenommen. Daher rührt auch der Name allgemeine 
oder unbestimmte Multiplikation. Diese Multiplikation ist symmetrisch, zirkulär 
und linear und erfüllt daher gleichzeitig (43, 5) bis (43, 10). 'In den Produkten 
aus r geometrischen Größen I. Stufe 

11, B, •••t 8 

(44, I) (Jh = Skt Sns • · • Sn". = 2J Skt it Snsis • • • Snrir 9it 9is • • · g;, 
i1, is, ... ,ir=l, 1, ... ,1 

sind, wie wir wissen, die Summen über die t = wv~ = sr Variationen (iv i2, ••• , ir) 
der r-ten Klasse der s-Elemente 1, 2, ... , s zu erstrecken. Das Ergebnis ist eine 
allgemeine geometrische Größe der r-.ten Stufe mit t Ableitungszahlen. Wir nennen 
dabei qh im Sonderfall: 

(44, 2) r = 0 eine Zahl des n-dimensionalen Raumes mit s0 =I, 

r=1 

r=2 
r=3 

r=4 

einen Pol des n-dimensionalen Raumes mit s1 = s , 

eine Dyade dos n-dimensionalen Raumes mit S2l . 
. . . . . Able1tun s-e~ne Tnade des n-d~mens~onalen Ra~tmes m1t s3 hl g 

za en 
eine Tetrade des n-dimensionalen Raumes mit s4 

Denken wir uns als Pole im Produkt (44, 1) speziell Vektoren des n-dimensio
nalen Raumes gewählt und sehen wir dann von den Gliedern der Summe in (44, 1), 
die g1 = e0 als Faktor enthalten, gänzlich ab, da deren Ableitungszahlen stets 
gleich null sein müssen, so besitzt dann der Reihe nach im Falle r = 0, I, 2, 3, 
4, ... eine Zahl, ein Vektor, eine Vektordyade, eine Vektortriade, eine Vektor
tetrade, ... insgesamt der Reihe nach n° = I, n1 = n, n 2, n3, n4 Ableitungszahlen. 
Im dreidimensionalen Raume n = 3 besitzt somit. der Reihe nach eine Zahl, ein 
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Vektor, eine Vektordyade, eine Vektortriade, eine Vektortetrade, ... insgesamt 
I, 3, 9, 27, 81, ... Ableitungszahlen. Regeln über das Rechnen mit solchen 
Größen führen wir erst nach Bekanntgabe des Matrizenkalküls an. 

Durch die Annahme von bestimmten Beziehungsgleichungen zwischen den 
Produkten der Einheitspole g1, g2, ... , g. kann die Anzahlt der geometrischen 
ursprünglichen Einheiten r-ter Stufe nach bestimmten Gesetzen, wie wir nach
folgend sehen werden, verringert werden. Die allgemeinen, geometrischen Größen 
r-ter Stufe (44, 1) gehen dann in die zugehörigen speziellen geometrischen Größen 
r-ter Stufe, entsprechend der ihnen zugeordneten speziellen Art der Multiplika
tion, über. Sie sind dann zumeist aus weniger als t = sr geometrisch ursprüng
lichen Einheiten mittels Ableitungszahlen eindeutig ableitbar. Das ist aber der 
einzige Unterschied zwischen den speziellen und den allgemeinen geometrischen 
Größen r-ter Stufe. · 

2. Die algebraische Multiplikation geometrischer Größen 1. Stufe. 
Die Beziehungsgleichungen besitzen entsprechend unserer Tabelle (43, 13) 

die Form: 

(44, 3) 9i1 9io = gi. gi,, i1 =l= i 2 beide aus der Reihe 1, 2, ... , s. 
Diese Multiplikation ist symmetrisch, zirkulär und linear und erfüllt daher gleich
zeitig wieder die Eigenschaften (43, 5), (43, 6) und (43, 10). Produkte, die alle 
diese Eigenschaften besitzen, umschließen wir hier mit einer geschlungenen 
Klammer und kennzeichnen sie dadurch als algebraische Produkte. Da, wie wir 
im III. Kapitel gezeigt haben, irgend eine beliebige Permutation von r-Indizes 
durch Vornahme einer bestimmten Mindestzahl von Vertauschungen erreicht 
werden kann, so ergibt das Grundgesetz (44, 3), übertragen auf Produkte von 
r-Einheitspolen, die folgende verallgemeinerte Beziehungsgleichung: 

(44, 4) {gil 9io · · · gi,} = {gkl gko • • • gk,}' 

darin ist (k.1 ~2 • .. ~·)irgend eine beliebige Permutation von r Elementen aus der 
~1~2 ... ~. 

Reihe 1, 2, 3, ... , s. Darin können die Indizes k1 < k2 < · · · ;$. kr fest und die 
Indizes i 1, i 2, ••• , ir variabel gewählt werden. Die allgemeine geometrische 
Größe ah in (44, 1) geht für diese besondere Art der Multiplikation in die spezielle, 
geometrische, algebraische Größe r-ter Stufe 

(44, 5) 
s, s, •.. , 8 

{ah} = {shl i3h •••• shr} = ' . L; Shtil Shsio; •• Shrir {git gi •... gi,} 
~t,ts, ... ,t,.=l, 1, ... , 1 

über. Darin können aber jetzt noch alle Glieder, die durch Permutationen (44, 4) 
auseinander hervorgehen, zu Gruppen zusammengEifaßt werden, so daß sich der 
Ausdruck (44, 5), der zunächst eine Summe über alle 
(44, 6) t = wv~ = sr 

Variationen (i1, i 2, i 3 , .•• , ir) der Indizes 1,.2, ... , s darstellt auf eine Summe von 
nur mehr 

(44, 7) 

Gliedern, nämlich 

(44,8) 

8* 
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d. h. auf eine Summe über alle Kombinationen r-ter Klasse (k1, k2, ••• , kr) mit 
Wiederholung aus den Elementen 1, 2, : . . , s reduziert. Darin bedeutet noch 

nachfolgend der Ausdruckt~~ k: :::~~in (44, 8) eine Summe über alle 
(44, 9) wp~_,+s•+· · ·+sr = r!/(s1! s2! ... Sr!) 

möglichen Permutationen (iv i2, ••• , ir) der Indizes (k1 , k2, ••. , kr) bei fester 
Auswahl der Indizes k1, k2, ••• , kr nach dem Grundsatz k1 < k2 < · · · :S:: kr\ 
Unter den Indizes kv k2, ••• , kr können dabei insgesamt t verschiedene Gruppen 
von je s1, s2, ••• , s1 gleichen Elementen aus der Reihe 1, 2, ... , s vorhanden sein, 
so daß 
(44, 10) 

gilt. Somit gilt also für diesen Ausdruck die Darstellung: 

(44, 11) tk' k •. .. kr - "' s",i, s".i • ... 8hrir. h, h2 ..• hr- ~ 

3. Die äußere Multiplikation geometrischer Größen 1. Stufe. 

a) Da wir die eckige Klammer bis jetzt nur zur Bezeichnung der physika
lischen Dimensionen der Größen benützt haben und daher innerhalb dieser 
eckigen Klammern immer nur kleine lateinische Buchstaben, also Skalare, 
stehen können, so .können wir ohne Befürchtungen von Verwechslungen auch 
die eckige Klammer zur Bezeichnung der äußeren Produkte geometrischer 
Größen 1. Stufe, die ja stets durch kleine deutsche Buchstaben bezeichnet werden, 
Yerwenden. 

Die äußere Multiplikation fordert die gleichzeitige Gültigkeit der Beziehungs
gleichungen: 

{44, 12) Bi! Bi.= -Bi. Bi,, i 1 =!= i 2, · aus der Reihe 1, 2, ... , s, 

BI BI = B2 B2 = · · · = Bs Bs' B1 B1 + B2 B2 + · • · + Bs Bs = @12 

oder in anderer Form: 

(44, 13) B;, Bi, = ®2, Bi, B;. =-Bi. Bi,, 
i 1 =!= i 2 , beide aus der Reihe 1, 2, ... , s. 

Diese Multiplikation ist symmetrisch, zirkulär und linear und erfüllt daher 
gleichzeitig wieder die Forderungen (43, 5), (43, 9) und (43, 10). Nun kann, wie 
wir im III. Kapitel gezeigt haben, irgend eine Permutation von r Indizes durch 
Vornahme einer bestimmten Mindestzahl von Vertauschungen, die nur gerade 
oder ung~rade sein kann, erzeugt werden. Vertauschen wir in einem äußeren 
Produkte von Einheitspolen zwei benachbarte Einheitspole miteinander, so än
dert sich zufolge (44, 13) das Vorzeichen des Produktes. Das Gesetz (44, 13), ver
allgemeinert auf r Faktoren, besitzt daher die folgenden beiden Formen: 

(44, 14) [gi,gi • ... Bir] = @,., falls es unter den Indizes i 1, i 2, ... , i" die 
alle aus der Reihe 1, 2, ... , s zu nehmen sind, irgend Z\vei einander 
gleiche gibt und 

[Bi, Bi. · · . Bir] = ( -· 1)" [Bk, Bk2 · · · Bk,] , 
wobei die Reihenfolge der Indizes k1 < k2 < · · · < kr aus der Reihe 
1, 2, ... , s gewählt werden kann und bei fester Wahl der Indizes 

k1 , k2, ••• , k,. die Permutation (~1 ~2 • .. ~r) = v Fehlstände besitzt. 
~1 ~2 • • • t,. 
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Der Name äußere Multiplikation rührt vom Bestehen der Gleichungen (44, 14) 

her. Nur wenn die Faktoren des Produktes voneinander verschieden sind, also 

geometrisch gesprochen jeder Faktor außerhalb des anderen liegt, besitzt das 

Produkt einen geltenden Wert. Mit Hilfe dieser Beziehungen (44, 14) kann jetzt 

das allgemeine Produkt 

(44, 15) [a"] = [5h, §"• ... 5,.,] = 
it, i2, •..• i1' 

welches zunächstwieder eine Summe über alle wv~ = 8r Variationen (i11 i 2, •.• , ir) 

r-ter Klasse mit Wiederholung aus den Elementen 1, 2, ... , 8 darstellt, zunächst 

durch Anwendung von nur (44, 14) oben reduziert werden auf eine Summe über 

alle V~=(;.) r! Variationen (i1, i 2, ... , ir) r-ter Klasse ohne Wiederholung aus 

den Elementen I, 2, ... , 8, zumal die übrigen Produkte mit nur irgend zwei 
gleichen Indizes ja alle den Wert Null besitzen müssen. Damit die Produkt

bildung noch einen Sinn hat, muß aber jetzt l < r < 8 sein, denn wäre r > 8, 

so müßten unbedingt darunter gleiche Elemente vorhanden sein, da es insgesamt 

nur 8 voneinander verschiedene Elemente überhaupt gibt. Jedes dann auftretende 

Produkt von r > 8 = n + 1 Faktoren g;,, g;., ... , gi, müßte daher notwendig 
gleich null sein. Damit ist aber das gesamte Produkt [ah] gleich null. Also gilt: 

(44, 16) 

DurchAnwendung der Formel (44, 14) unten kann das Produkt (44, 15), das jetzt 

eine Summe von V~ Gliedern darstellt, aber noch auf eine Summe von K~ Glie

dernreduziert werden, denn wegen (44, 14) unten sind die möglichen r! voneinander 

verschiedenen Produkte der Einheitspole [git g;2 ••• g;,.] alle gleich oder entgegen

gesetzt dem Produkt [gk, gk •• •• i'llc,], wobei die Indizes k1, k 2, ••• , kr noch der 
Größe nach geordnet werden können. Somit ergibt sich nach Zusammenziehung 

aller Glieder die folgende Summe 

(44, 17) 

darin ist k1 < k2 < · · · < kr, 0 < r < 8 , und 

(44, 18) dkt k2 • •• kr - ' (- I)V 81! • 8h • 8' · 
h 1 h 2 ••• hr - . • k.i . 1 ~~ 2 t2 • • • ttr'tr ' 

~1, 't2, -:.. • 'lr, 

t..~. (k1 k2 • •• k,) F hl t" d f . t wou.öl . . . = v e s an e au weis . 
~ tl ~2 ••• t., 

In (44, 17) ist die Summe zu erstrecken über alle K~ = (;) Kombinationen ohne 

Wiederholung (k1, k2, •.• , kr) der Indizes aus den Elementen 1, 2, ... , 8. Die 

Summanden werden am einfachsten bei lexikographischer Anordnung der Kom

binationen summiert. Dabei soll stets k1 < k2 < · · · < kr sein. In (44, 18) hin
gegen ist die Summe zu erstrecken über alle Pr= r! Permutationen (i1, i2, ... , ·i,.) 

von (k1, k2, ... , k,) bei fester Auswahl der Indizes k1, k2, ••• , kr nach dem eben 

genannten Gesetz k1 < k2 < · · · < kr aus der Reihe I, 2, ... , 8 und bei ver
änderlicher Wahl der Indizes i 1 , i 2, •.• , ir als Permutation von (k1 , k2, ••. , kr)· 
Einen Ausdruck mit dem Bildungsgesetz (44, 18) nennt man eine Determinante. 



118 Die geometrischen Größen des n-dimensionalen Raumes. 

Man schreibt diesen Ausdruck auch symbolisch in der folgenden Form: 

.2J ( -1 )" 8h,i, 8h2i2 • • • 8h,ir · 
'it,_1'2, ...• ir 

S!;,.k,sh,k• • • • Sftrkr 

Die Summe darin ist über die r! Permutationen (~1 ~2 ·" ':·) = v, wo v die An-
~1 ~2 •.• ~. 

zahl der Fehlstände jeder Permutation ist, zu erstrecken. Darin sind die Indizes 

k1 < k2 < · · · < kr fest gewählt und die Indizes i 1, i 2, ... , ir variabel, und beide 

Indizesreihen sind aus der Reihe 1, 2, ... , s zu wählen. 
Weist das Produkt (44, 17) genau r = s Faktoren auf, so gibt es nur K~ = l, 

eine einzige Kombination (k1, k2 , •.• , k.) der Indizes .aus der Reihe 1, 2, ... , s, 

nämlich die Kombination (1, 2, ... , s) selbst; d. h. die Summe ( 44, 17) erstreckt 

sieh dann nur über ein einziges Glied und erhält die Form 

(44,20) [ahJ = [ßh,ßh •••. ßh,J = d~,t:::trg1g~ ... g.L 
darin ist 

(44, 21) 

wobei (~ : .. ":) = v die Am:ahl der Fehlstände ist. 
~t~z ... ~, 

Die Determinante 

(44, 22) 

1 shtl · · · sh,s 
d12 ... s I 

ht h2 .•. hs = j • ' ' ' ' 

. Sn,l .·• · Bh,s 

ist dann eine Summe über alle P. = s! Permutationen(~: ... ~)= v. Weist 
~1 ~2 ••• ~. 

das Produkt (44, 17) hingegen genau r = s - 1 Faktoren auf, so gibt es K~-l = s 

verschiedene .Kombinationen (k1, k2, ••. , k8_ 1) der Indizes aus der Reihe 1, 2,: . . , s. 
Die Summe (44, 17) erstreckt sich dann genau übers Glieder. Sie kann daher in 

diesem Falle wieder einer geometrischen Größe l. Stufe mit ihren s Ableitungs

zahlen zugeordnet werden. 
Diese Betrachtungen können verallgemeinert werden. Wir unterscheiden 

dabei zwei verschiedene Fälle. Weist nämlich ein äußeres Produkt ah im 1. 'Falle 

r Faktoren auf, so besitzt es nach (44, 17) im Hauptgebietes = n + 1-ter Stufe, 

wie wir gefunden haben, K; Ableitungszahlen, nämlich die in (44, 18) angegebenen 

Determinanten. Besitzt hingegen das äußere Produkt genau q = s - r Faktoren, 

so besitzt es K~ = K~-r = K~, d. h. also genau wieder dieselbe Anzahl von Ab

leitungszahlen. Das Dualitätsprinzip der Geometr·ie macht von dieser Eigenschaft 

in umfangreicher Art und Weise Gebrauch. Auf Grund dieses Prinzipes werden 

nämlich allen möglichen r-faktorigen Produkten in einer ganz bestimmten ein

deutigen Weise mittels des Begriffes der Ergänzung alle möglichen s - r-faktorigen 

Produkte zugeordnet. Dadurch ergeben sich geometrische Verwandtschaften 

allgemeinster Art. 
Kommen im zweiten Falle lediglich nur äußere Produkte von Vektoren allein 

zur Anwendung, wie etwa in der reinen Vektorrechnung, d. h. bewegt man sich 
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also im Vektorgebiet n-ter Stufe des n-dimensionalen Raumes, dann besitzt ein 
äußeres Produkt von r Vektoren nur K;, Ableitungszahlen (da alle übrigen Ab
leitungszahlen in deren zugeordneten Einheitenprodukten g1 -:----- e0 vorkommt, 
ja gleich null sein müssen. und daher weggelassen werden können). Somit be
sitzt ein äußeres Produkt von n- r Vektoren dann K~-r = /{~, d. h. also wieder 
dieselbe Anzahl von Ableitungszahlen. Das Dualitätsprinzip der Geometrie ordnet 
deshalb in diesem Falle den r-faktorigen Vektorprodukten die (n - r)-faktorigen 
Vektorprodukte eindeutig nach einem bestimmten Gesetze, nämlich der Er
gänznng zu. 

b) Da im ersten (zweiten) Falle unter a) die Produkte von s (n) ·Faktoren 
speziell den Produkten von null (null) Faktoren, also den geometrischen Größen 
nullter Stufe, d. h. den Zahlen zugeordnet werden, so verwendet man bei Annahme 
allgemeinerer Beziehungsgleichungen der Form (43, 4) für diese Produkte neben 
(44, 14) oben und unten fast immer die Gültigkeit der wichtigen weiteren Be
zieh ungsgesetze 

(44, 23) 

Im 1. Fall für das Rechnen 
mit Polen 

[gl g2 ... g.] = + 1 bzw. 

Im 2. Fall für das Rechnen 
mit Vektoren 

Ce1 e2 ... enl = + 1. 

Mit Anwendung dieser Beziehung geht dann die Formel (44, 20) über in die 
folgende Beziehung: 

(44, 24) [a"] = [§h,§h •• -. §h.] = dk,~.::: t, [ah] = [~h.~h.- .• ~",.] = dk,~.:::;;;,., 
worin die §"•' §"•' ... , §"• entweder alle Pole oder auch alle zugleich Vektoren, 
wie in der zweiten Formel rechts angedeutet, bedeuten können, je nachdem der 
erste oder der zweite Fall vorli~gt, d. h. je nachdem wir uns also im Hauptgebiete 
s-ter Stufe oder allein im Vektorgebiete n-ter Stufe, welches in diesem Falle 
selbst zugleich als Hauptgebiet aufgefaßt werden muß, bewegen. 

Die Determinante in (44, 24) stellt immer eine Zahl dar und kann deshalb 
entweder nur gleich einer positiven oder einer negativen reellen Zahl sein. Ist nun 
die Determinante in (44, 24) gleich einer positiven reellen Zahl, so sagen wir dann, 
die geometrischen Größen §h,, $"•, ... , $"• bzw. im Vektorgebiet die Vektoren 
- - -
§h,, §~<•• ••. , §"k sind einer Rechtsschranbnng entsprechend angeordnet oder bilden ein 
Rechtssystem. Ist hingegen die Determinante in (44, 24) gleich einer negativen 
reellen Zahl, so sagen wir, die geometrischen Größen §"•' §"•' ... , §hs bzw. im Vek-

- -- - ' 
torgebiet die Vektoren §h,, §~<., ... , §hk sind einer Linksschranbnng entsprechend an-
geordnet oder b·ilden ein Linkssystem. Entsprechend der Definitionsgleichung (44, 32) 
bilden dann unsere Gmndpole g1, g2, ... , 9s immer ein Rechtssystem. Ebenso 
bilden im Vektorgebiet unsere Grundvektoren ev e2, •.• , en stets ein Rechtssystem. 

c) Im dreidimensionalen Raume verwendet man entsprechend den vorher
gehenden Überlegungen im Falle n = 3 im Vektorgebiet als Hauptgebiet, also 
in d~r Vektorrechnung die sogenannte vektorielle Multiplikation, die eine Abart 
der äußerAn Multiplikation darstellt und die ebenfalls viel speziellere Beziehungs
gleichungen der Form (43, 4) für Produkte von zwei Einheitsvektoren anwendet, 
nämlich: 

[e2e1J = - ea, 
[eaelJ = + e2, 

[el e2J = + ea , 
re2 e2J = o, 
[ea e2J = - e1 , 

[el ea] = - e2 ' 
[e2eal=+e1, 
[ea e2] = 0' 
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d. h. es werden also hier, entsprechend dem Prinzip der Dualität in der Geo
metrie, den äußeren Produkten von r = 2 Einheitsvektoren, wie schon besprochen, 
Produkte von q = n - r = 3 - 2 = I Einheitsvektoren, d. h. also den Einheits
vektoren selbst zugeordnet. 

Die Gültigkeit der Gesetze (44, 14) bleibt dabei erhalten. Ferner gilt hier 
auch wieder die Formel (44, 23) und (44, 24) für n = 3, also 

Ce1 e2 e3J == + I • 
Die Produkte von zwei gleichen Einheitsvektoren werden dabei gleich dem Null
vektor gesetzt. Statt der Bezeichnung durch eckige Klammern verwendet man 
in der Vektorrechnung zumeist das Mal-Zeichen, auch Ex-Zeichen- wegen des 
Namens Ex-Produkt statt äußeres Produkt- genannt, so daß man dann schreibt 

(44, 25) el x el = o, 
e2 x e1 =- e3 , 

e3 x el = + e2, 
e2 x e2 0 o, 
e3 x e2 =- e1, 

ce1 e-2 e3J = + I. 

e2 x e3 = + e1, 
e3 x e3 = o, 

Die Aufstellung der Beziehungsgleichungen der vektoriellen Multiplikation für 
n-dimensionale Räume erfordert zuerst die grundlegende Definition des Begriffes 
der Ergänzung einer geometrischen Größe r-ter Stufe und des Begriffes der Rezi
proken einer geometrischen Größe und soll daher, wie auch das Prinzip der Dualität 
in der Geometrie, erst später genau besprochen werden. 

d) Ganz ähnlich kann auch in zweidimensionalen Räumen, also für n = 2, eine 
entsprechende Art der vektoriellen Multiplikation für Produkte von nur einem Vek
tor nach folgenden Gesetzen 

(44, 26) 

festgelegt werden. Es werden also Produkten von r = 1 Vektoren wieder solche 
von q = n- r = 2 -1 = 1, d. h. wieder Produkten von nur einem Vektor 
zugeordnet. Auch hier legt man den Berechnungen wieder die Gültigkeit des 
Gesetzes (44, 23) für n = 2, nämlich 

(44, 27) ce-1 e2J = + I 
zugrunde. Durch die Wahl unseres Gesetzes (44, 26) und die gleichzeitige Gültig
keit unserer allgemeinen Multiplikationsgesetze wird dann irgend einem Vektor 
ä = x1e1 + x2e2 der um 90 Grad entgegen dem Uhrzeigersinn verdrehte Vektor 
ä' = - x2 e1 + x1 e2 nach der Formel 

(44, 28) 

zugeordnet. 

[Ci]= Ci' 

4. Die bedeutungslose M ultipl·ikation geometrischer Größen 1. Stufe. 
Nimmt man die gleichzeitige Gültigkeit der Beziehungsgleichungen (I), (2), 

(3), (4) in der Tabelle (43, I3) an, so ergibt sich eine für die Praxis unbrauchbare 
bzw. bedeutungslose Art der Multiplikation, bei welcher alle Produkte von je zwei 
Einheiten gleichzeitig gleich null werden. Damit haben wir die vier wichtigsten 
linearen Multiplikationsgattungen besprochen. Wir gehen jetzt zur Besprechung 
der wichtigsten zirkulären Multiplikationsgattungen über. 
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5. Die komplexe MuUipZikation geometrischer Größen 1. Stufe. 
a) Sie ist symmetrisch und zirkulär und fordert die gleichzeitige Gültigkeit 

der Beziehungsgleichungen: 

(44, 29) Bi1 .Bio = Bis Bin i 1 =I= i2, beide aus der Reihe 1, 2, ... , s, 

Bt Bt + B2 B2 + ... + Bs B. = ®2. 
Wenden wir diese Gesetze auf den Falls= 2 an, in welchem sie eine besonders 
große Rolle in der Algebra spielen, setzen wir also 

(44, 30) 

so ergibt sich, wenn wir die Produkte selbst durch eine Klammer nachfolgender 
Art f 1 umschließen, für Produkte von zwei Faktoren die folgende Formel: 

(44, 31) f O'n l = f5n, 5A.l = .2 sh,i,sh•i• f Bi, Biol· 
itti2 

Bei Anwendung von (44, 30) können in dieser allgemeinen Produktbildungs
formel mit vier Summanden rechts wieder je zwei Summanden zu einem gemein
schaftlichen Gliede zusammengezogen werden, so daß sich somit die bekannte 
Formel für das Produkt zweier komplexer Zahlen ergibt, nämlich: 

(44, 32) f O'nl = f5A, 5h.l = (sh,t sh.t- sh,2 shd f Bt Btl + 
+ (sh,t8ho2 + 8h,2 Bh.t) fBt B2l· 

Produkte von mehr als zwei Faktoren wären durch fortlaufende Anwendung 
von (44, 29) zu bilden. Es ergeben sich aber unübersichtliche Rechenausdrücke. 
Solche Produkte finden daher selten praktische Verwendung. 

b) Deuten wir in unseren Beziehungsgleichungen die ursprünglichen Einheiten 
B1, B2 nicht mehr, wie bisher stets üblich, als Einheitspole bzw. als Einheitsvek
toren, sondern jetzt einmal als spezielle komplexe Zahlen, nämlich: 

(44, 33) 

so sehen wir sofort die Richtigkeit der Beziehungen (44, 30) ein. In der Theorie 
der komplexen Zahlen werden dann aber die zweifaktorigen Produkte wieder 
einfaktorigen Produkten selbst zugeordnet, d. h. den geometrischen Größen 
2. Stufe im 2-dimensionalen Raume werden wieder geometrisch,e Größen l. Stufe 
des 2-dimensionalen Raumes zugeordnet. Das System der Beziehungsgleichungen 
besitzt dann die erweiterte Form (43, 4}, nämlich für diesen speziellen Fall mit 
der Deutung (44, 33) die Form: 

(44,34) BtBt=Bt, B1B2=B2, B2B1=g2, B2B2=-Bt· 

Damit ergibt sich dann für das Produkt zweier geometrischer Größen I. Stufe 
das Bildungsgesetz: 

(44, 35) fO'nl = f5h,5hs1 = (sht18hol-8ht28ho2) Bt + (sht18ho2+ 8h,28ho1) B2· 

Setzen wir darin wieder (44, 33) ein, so erhalten wir die allgemeine übliche Bil
dungsweise der Produkte in der Theorie der gewöhnlichen komplexen Zahlen, wie 
sie in der Algebra zur Anwendung kommt, nämlich jetzt in der Schreibweise der 
gewöhnlichen Algebra: 

(44, 36) (a + ib) · (c + id) = (ac- bd) + i (ad + bc), 
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d. h. ebenso wie wir dies in (41, 1) bereits besprochen haben. Da jetzt das Pro
dukt von zwei komplexen Zahlen 1. Stufe wieder eine komplexe Zahll. Stufe ist, 
so kann das Produkt beliebig vieler komplexer Zahlen durch die·Anwendung der 
Klammerregel (2, 2) klar und einfach definiert werden. 

6. Die innere Multiplikation geometriBcker Größen 1. Stufe. 
a) Sie ist symmetrisch und zirkulär und fordert die gleichzeitige Gültigkeit 

der Beziehungsgleichungen: 

(44, 37) 9i. 9i. = 9i• 9ii ' } . ..L • b 'd d R 'h 1 2 
• • _ _ • • '1.1 ,... '1.2 , e1 e aus er e1 e , , ... , s, 

g,. 9u - 9ts 9h ' 
9191 = 9292 = ... = g,g,. 

Diese Gleichungen zeigen, daß nur Produkte von Polen mit gleichen Indizes einen 
geltenden Wert besitzen, denn in anderer Form lauten die Beziehungsgleichungen 
(44, 37) wie folgt: 

(44, 38) 9h 9i1 = 91 g1, 9i1 9i2 = @2, i 1 =j= i 2 , beide aus der Reihe 1, 2, ... , s. 
Wenden wir diese Gesetze nur auf Produkte von zwei geometrischen Größen 

1. Stufe an und umschließen wir sie durch Klammern nachfolgender Art l J , 
so ergibt sich jetzt aus der allgemeinen Produktbildungsformel 

8,8 

(44, 39) l O'hj = l ~h. ~h.J = ..2 Shtit sh.i.l9i, 9i.J 
il,i2=1,1 

rechts eine Summe mit n 2 Summanden, und wenn wir wieder nach (44, 38) die 
Anzahl der Summanden reduzieren, die Formel: 

8 

(44,40) lO'hj = l~h. ~h.J = ..2 sh,i sh.i lB1 B1J. 
i=l 

Man erkennt hier, daß nur Produkte von Polen mit demselben Index einen be
stimmten Wert besitzen, d. h. also nur Produkte, deren Faktoren geometrisch 
gesprochen, ineinander liegen. Daher rührt der Name innere Produktbildung. 
Die Anwendung der Produktbildungsgesetze (44, 37) auf Produkte von mehr als 
zwei Faktoren ist in der Vektorrechnung nicht gebräuchlich und besitzt auch 
weiter keine besondere Bedeutung für die Rechenpraxis. 

b) Eine Abart der inneren Produktbildung zweier geometrischer Größen 
l. Stufe ist die sogenannte skalare Produktbildung der skalaren Multiplikation 
geometrischer Größen 1 .. Stufe. Man setzt dort einfach in (44, 40) 

8 

l9191J = 1, also lO'hj = l~h.~h.J =.2sh,ish.i, 
i=l 

d. h. dem Produkt zweiel' geometrischer Größen l. Stufe wird, entsprechend den 
verallgemeinerten Beziehungsgleichungen der Form (43, 4), einfach eine geo
metrische Größe 0. Stufe, d. h. eine reelle Zahl zugeordnet. Den Produkten von 
drei geometrischen Größen 1. Stufe dieser Art würden dann niwh der Klammer
regel keine Größen irgendwelcher Art mehr entsprechen, weil sie einfach nicht 
mehr definiert sind. Meist werden sie fälschlich als Produkte einer Zahl mit der 
dritten geometrischen Größe, d. h. also als eine mit einer Zahl gewöhnlich ver-
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vielfachte geometrische Größe l. Stufe angesprochen, was sachlich keineswegs 
richtig erscheint. Die Definition derartiger Produkte haben wir für Pole in (39, 86) 
und für Vektoren in (39, 87) angegeben und dort auch etwas näher besprochen. 
Eine ausschlaggebende Bedeutung besitzt die skalare Produktbildung, insbeson
dere in der Relativitätstheorie, wo sie zur Bestimmung von Invarianten gegenüber 
irgendwelchen Koordinatentransformationen in großem Ausmaße Verwendung 
findet. In der Vektorrechnung wird als Multiplikationszeichen für skalare Pro
dukte ausschließlich der Punkt verwendet. Man schreibt deshalb dort solche 
Produkte wie folgt: 

(44, 4I) ei, · ei, =+I, ei, · ei. = o, 
i 1 =\= i 2 , beide aus der Reihe I, 2, ... , n, 

oder angeordnet in einem quadratischen Schema: 

(44, 42) e1 • e1 = + I, e1 • e2 = 0, ... , ei · en = 0, 

e; · e1 = 0, e2 · e2 = + I , ... , e2 · en = 0, 

Diese Gleichungen werden als mathematischer Ausdruck des gegenseitigen Auf
einander-Senkrechtstehens der Grundvektoren e1, e2, ... , en gebraucht. Letztere 
bilden dann wegen des gleichzeitigen Besteheus der Gleichung (44, 23) immer 
ein Rechtssystem. Wir sagen dann immer kurz, um beide eben genannte Tat
sachen besonders zu betonen, die ursprünglichen geometrischen Grundeinheiten 
e1, e2, ••• , en bilden ein n-Bein. Für die Produkte von zwei Vektoren ergibt sich 
in der Vektorrechnung bei Anwendung von ( 44, 42) sofort der wichtige Satz: 

(44, 43) 
- ·- n 

a,. = ?,"' • ?,"· = .2 sh,is".i, 
i=l 

d. h. das skalare Produkt zweier Vektoren ist ein Skalar, nämlich speziell ein 
Skalar der physikalischen Dimension [I], d. h. eine reelle Zahl. Besitzt das skalare 
Produktzweier Vektoren speziell den Zahlwert 0, so haben wir solche Vektoren 
bereits früher aufeinander senkrecht-stehend genannt, in Zeichen nach (44, 43) 

ßh, ..l ß"•. Die Grundvektoren e1 , e2 , ... , en bilden somit wegen der Definitions
gleichungen (44, 42) immer ein System von gegenseitig aufeinander senkrecht
stehenden Einheitsvektoren (normierte Vektoren). Nur solche Systeme von Vek
toren sollen sogenannte kartesische Koordinatensysteme bilden können. Sie müssen 
stets die Grundeigenschaften eines n-Beines aufweisen. 

c) Anschließend an diese Produktbildung wollen wir hier noch besondere 
Produkte von Systemen mit n 2-Einheiten, nämlich 

(44, 44) (i1 , i 2 =I, 2, ... , n) 

betrachten. Dabei denken wir vornehmlich an die Deutung dieser n-Einheitm~ 
als unbestimmte dyadische Produkte von Einheitsvektoren, nämlich: 

(44, 45) 

Die gleichzeitige Annahme des Multiplikationsgesetzes (44, 42) veranlaßt uns 
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dann, für die n-Einheiten (44, 44) Beziehungsgleichungen folgender Form aufzu
stellen: 

(44~46) eitis'e;.i_.=O, ei,is'eisi_.=eiti• 
mit i 1 , i 2 9= i 3 , i 4 aus der Reihe I, 2, ... , n. 

Diese Systeme von n 2-Einheiten mit den Beziehungsgleichungen (44, 4~ 
werden uns später noch besonders beschäftigen. 

7. Die übrigen beiden symmetrischen und zirkulären Multiplikationsgattungen Nr. 9 
und Nr. 10 '!J,nserer Tabelle (43, 13) 

besitzen weiter keine besondere Bedeutung und sollen hier deshalb nicht näher 
besprochen werden. 

8. Die symmetrische Multiplikation. 
Diese Art der Multiplikation soll hier, als die wichtigste der insgesamt 8 nur 

symmetrischen Multiplikationsgattungen Nr. I bis Nr. 8 der Tabelle (43, 13), 
etwas näher besprochen werden. Die Multiplikation, die gleichzeitig den Bezie
hungsgleichungen (I), (3), (4): 

( 44, 4 7) 9i1 9is = 9io 9iu i 1 9= i 2 , beide aus der Reihe I, 2, ... , s , 

91 91 = 92 92 = · · · = 9. 9s' 91 91 + 92 9z + · · · + 9s 9s = @Ja 
genügt, besitzt nur mehr allein die Eigenschaft der Symmetrie. Wir nennen sie 
kurz symmetrische Multiplikation. Produkte, die diese Eigenschaften aufweisen, 
wollen wir mit einer Klammer () umschließen. Die Gleichungen (44, 47) lauten 
in anderer Form einfacher : 

( 44, 48) 9i, 9is = 9io 9iu 9it 9h = ®z' 
i 1 + i 2 , beide aus der Reihe 1, 2, ... , s. 

Da auch hier wieder, ähnlich wie im Falle der äußeren Multiplikation, Produkte 
mit gleichen Faktoren gleich null sind, so haben auch hier wieder Produkte von 
je r: geometrischen Größen I. Stufe nur mehr einen Sinn, wenn die Beziehung: 
(44,49) lsr<s 

besteht. Die Beziehungen (44, 48), erweitert auf mehrfaktorige Produkte, können 
jetzt wieder in den beiden Formen geschrieben werden: 

(4450) < > < > . (k1k2···k•)· d. p , 9;, 9;. · · ·, 9i, = 9k1 9k2 ••• 9~cr , worm . . . 1rgen eme ermu-
~1~2 ... ~. 

tation darstellt und die Reihenfolge der Indizes kv k2 , ••• , kro die 
wir noch der Größe nach ordnen können, also k 1 < k2 < · · · < kr 
irgendwie fest aus der Reihe I; 2, ... , s gewählt ist. 

(9i1 9i. . .. 9;,.) = ®r, wenn mindestens irgend zwei der Indizes 
i 1, i 2, •.• , ir, die aus der Reiht! I, 2, ... , s sonst beliebig gewählt wer
den können, einander gleich sind. 

Der allgemeine Ausdruck für das Produkt von r geometrischen Größen I. Stufe 

(44, 51) (er;;= (~h1 ~h2 • • • ~h) = "2 Sk1 i1 Sk2 i2 Shrir(9i~9io • • • 9;,), 

der zunächst wieder eine Summe über alle wv~ = sr Variationen r-ter Klasse 
(i1, i 2, ••• , ir) der Indizes I, 2, ... , s darstellt, kann dann wieder bei Annahme 
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der Gültigkeit von (44, 50) auf eine Summe von nur K~ = (;) Gliedern reduziert 

werden, denn wegen ( 44, 50) oben sind die möglichen r! voneinander verschiedenen 

Produkte der Einheitspole gi,, gi•• ... , gir alle einander gleich. Es ergibt sich 

dann nach Zusammenziehen aller dieser Glieder die folgende Summe: 

(44 52) <;;, ;;, ;;, ) Y' k,ko ... kr< ) 
, «>k, "'h• • • • "'"- = .:::..; Bk, h2 .. . kr 9h 9kz " • 9kr ' · 

k,<k•• • • <kr 

darin ist k1 < k2 < · · · < kr und 0 < r < s, und 

(44, 53) s~:~:::t = ~ Sh,i,Bk•iz • • • Shrin 
i1, i.z, ... , lr 

wobei (~1 ~2 • .. ~·) irgend eine Permutation darstellt. 
t 1 t 2 ••• t, 

In (44, 52) ist die Summe zu erstrecken über alle K~ =(;)-Kombinationen der 

Indizes (k1, k2, ••• , k1 ) r-ter Klasse ohne Wiederholung aus den Elementen 

l, 2, ... , s. Die Glieder in der Summe werden am einfachsten in der lexiko

graphischen Anordnung der Indizes (k1 , k2 , ••• , kr) summiert. Es wird dann 

von selbst k1 < k2 < · · · < k, sein. 
In (44, 53) ist die Summe zu erstrecken über alle Pr= r! Permutationen 

(7:1 ~2 ·" ~·) bei fester Auswahl der Indizes (kv k2, .•• , kr) nach dem eben ge-
t1 t 2 ••• t, 

na1mten Gesetz aus der Reihe I, 2, ... , s und bei veränderlicher Auswahl der 

Indizes (iv i 2, •.• , i,) als Permutation von (k1, k2, ••• , k1 ). 

Einen Ausdruck mit dem Bildungsgesetz (44, 53) nennen wir kurz eine S7tm
mante in Anlehnung an das Wort Determinante, zu welchem Begriff der ebe~ er

klärte das Gegenstück bildet. Wir schreiben deshalb diesen Ausdruck auch sym

bolisch in der folgenden Form: 

<sh, k, • • • sh, kr> 
hkz ... kr 

Sh, h2 ... hr = · · · · · = . .JE . Bk, i1 Sk• iz · · • Sk,ir · 
tr, 12, ••• , 'lr 

Skrkl • • • Shrkr · 

(44, 54) 

Darin sind k11 k2, ••• , k,. und h1, h2, ••• , h1 festgewählte Indizes, und die Summe 

. t .. b d' I P t t' (kr k2 ... k,) . (. . . ) d' . bl 1s u er 1e r. ermu a wnen . . . , wonn ~1 , ~2, ••• , ~r 1e varm en 
~ t1 t2 ••• lr 

Indizes sind, zu erstrecken. 
Damit schließen wir die Besprechungen über die Multiplikationsgattungen 

der Tabelle (43, 13) ab. Wir besprechen jetzt noch ein paar wichtige Formen von 

Beziehungsgleichungen, die auch noch eine bedeutungsvolle Rolle im praktischen 

Rechnen in der Punkt- und Vektorrechnung spielen. 

9. Die Systeme komplexer Zahlen im engeren Sinne des Wortes. 

Wir sprechen von komplexen Zahlen im engeren Sinne des Wortes, wenn für 

ihre Produktbildung eine oder mehrere Beziehungsgleichungen der Form 

(44, 55) 
8 

9i1 9iz = ~ k;,i2 i gi, (i, i1, i2 = l, 2, ... , s) 
i=l 

bestehen. Die wichtigsten Sonderfälle dieser Beziehungsgleichungen, nämlich 

die vektorielle Multiplikation im zwei- und dreidimensionalen Raume und die 

komplexe Multiplikation geometrischer Größen 1. Stufe, haben wir bereits be

sprochen. Noch viel allgemeinere Beziehungsgleichungen zeigt 
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10. Das System der Hamiltonschen Quaternionen. 
Es ist ein System von 4 Einheiten 

(44, 56) 

(44, 57) 

Co = 1' Cl' e2' Ca mit den Beziehungsgleichungen 

eo eo = + 1' eo el = + ev eo e2 = + c2' eo ca = + Ca ' 
c1 e0 = + e1, e1 c1 = - 1 , e1 e2 = + c3, e1 e3 = - e2 , 

ez eo = + e2, e2 e1 = - ea, e2 e2 = -- 1, c2 ea = + e1, 
Caeo = + ea, eael = + e2, eae2 =- el, eaCa = -1 

für Produkte von zw~i ursprünglichen Einheiten gegeben. 
Eine Hamiltonsche Quaternion stellt dann gewissermaßen eine Summe von 

einer Zahl und einer geometrischen Größe des 3-dimensionalen Raumes dar: 

(44, 58) ct. = ao eo + (a1 e1 + a2 e2 + aa ca) = ao + (al el + a2 e2 + aa ea). 

Von besonderer Bedeutung sind auch die 

11. Systeme dualer Zahlen nach Clifford. 
Darunter versteht man ein System von zwei Einheiten 

(44,59) ~~= 1, ~2=8, 

das folgenden Beziehungsgleichungen genügt: 

(44, 60) ~1 ~1 = 1, ~1 ~2 = e, 

~2 ~1 = e, ~2 ~2 = 0 , 
also 

12. Die Systeme von m·n ursprünglichen Einheiten. 
a) Hier definieren wir die geometrischen Größen 1. Stufe durch 

(44, 61) 2! = ~1 ai + ~2 a2 + · · · + ~mam · 
Sl.e sind hergeleitet aus den ursprünglichen Einheiten ~1, ~2 , .•. , ~m eines Sy. 
stems mit der Grundzahl m mittels der Ableitungsgrößen a1, a2, ... , am-Die letz
teren aber denken wir uns neuerdings hergeleitet aus einem System von anderen 
ursprünglichen Einheiten e1, e2, ••• , en mittels der Ableitungszahlen a;k nach 
folgenden Formeln: 

(44, 62) 
n 

a1 = .J;a1;e;, 
i=l 

n n 
a2= ,2a2iei, ... , am= .2amiei. 

i=l i=l 

Setzen wir diese Formeln in (44, 61) ein, so sehen wir, daß die geometrische Größe 
m m n 

(44, 63) m = 2: ~ir ai, = 2 2 a;,;. ~it e;. 
ir=l it=l i2=l 

jetzt aus einem System von m·n Einheiten 

(44, 64) ~i, ei2 mit (i1 = 1, 2, ... , m) und (i2 = 1, 2, ... , n) 

hergeleitet werden kann. Darin können ~ie Einheiten ~i, sowohl wie die Ein
heiten ei. noch außerdem besonderen Beziehungsgleichungen unterworfen werden. 

b) Als Beispiel führen wir jetzt das System der Cliffordschen dualen Vektoren 
an. Setzen wir nämlich in den Formeln (44, 61) bis (44, 64) für m = 2 die Formeln 
(44, 60) ein, so erhalten wir für n = 3, wenn wir also die Größen el> e2, e3 als drei 
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aufeinander senkrechtstehende Einheitsvektoren des 3-dim.ensionalen 
deuten, also speziell gleich el, e2, es setzen, folgende Gleichungen: 

(44, 65) al = au el + al2 e2 + a13 es' 
m: = al + ea2. 

a2 = a21 el + a22e2 + a23 ea' 

Raumes 

c) Ein ähnliches System ist das Syste'm der Bivektoren. Dort setzt man: 

(44, 66) (fl = 1' (f2 = r-=1 = i und 
(44, 67) (fl (fl = l' (fl (f2 = i' 

(f2(fl = i, (f2(f2 = - 1; 
(44, 68) m:=a1+ia2 

stellt dann einen solchen Bivektor - eine komplexe geometrische Größe 1. Stufe 
-~ -

13. Praktische Verwendung der verschiedenen Einheitensysteme. 
Damit wären wir mit der Bekanntgabe der wichtigsten Rechenregeln für 

das Rechnen mit geometrischen Größen fertig. Die gegebene Darstellung zeigt 
auch, wie vielseitig die moderne Geometrie ist und wie viele Wege sie auch heute 
noch der Forschung offen läßt. Wir erkennen jetzt auch leicht, daß das Wesen 
irgend welcher, zum Aufbau irgend eines Systems benötigter ursprünglicher 
Einheiten in erster Linie in ihrer linearen Unabhängigkeit begründet liegt. So 
ist für den im zweiten Kapitel gebrachten Aufbau in der Physik gleichfalls we
sentlich, daß die absoluten Grundmaßeinheiten in (19, 1) ein System linear un
abhängiger Einheiten darstellen. Dasselbe muß dann von den Einheiten irgend 
eines daraus abgeleiteten Maßsystems Nr. k in (20, 1) notwendig gelten, falls 
alle av k =!= 0 sind. Eine besonders große Rolle spielen in der modernen Punkt
rechnung die äußeren Produkte, die, wie gezeigt werden kann, immer nur dann 
einen geltenden Wert besitzen, wenn ihre Faktoren ein System linear unabhängi
ger Größen darstellen. Wir wollen uns deshalb im nächsten Punkt 45 noch mit 
diesen Produkten etwas näher befassen und dann, zum Abschluß der gebrachten 
Untersuchungen in der Geometrie, noch den Aufbau aller geometrischen Größen 
der modernen Punktrechnung vor Augen führen. 

45. Das Rechnen mit äußeren Produkten in der Punktrechnung. 

Eine besondere Rolle spielen in der Geometrie des n-dimensionalen Raumes 
die in (44, 12) bis (44, 28) behandelten äußeren Produkte. Sie eignen sich nämlich 
besonders zur Darstellung aller geometrischen Gebilde des Raumes. Da die äußere 
Multiplikation symmetrisch, zirkulär und linear ist, erfüllt sie gleichzeitig die 
Forderungen (43, 5), (43, 9) und (43, 10). Deshalb kann aus der Gültigkeit der 
Beziehungen (44, 14) sofort die Gültigkeit folgender grundlegender Sätze ge
folgert werden: 

(45, 1) [si,5i •... 5i.-] = @,., falls es unte~ den Indizes i1~ i 2, ••• , i,. irgend zwei 
einander gleiche gibt. 

(45, 2) [ßii5i •... 5i,] = ( -1)" [ßk,sk •... ßkr], wenn die Permutation (i1, i2, ... , i,.) 
der Indizes (k1 , k2 , ••• , k,.) insgesamt v Fehlstände besitzt. 

Darin können die geometrischen Größen 5i nach Belieben Pole, also Punkte 
oder Vektoren des n-dimensionalen Raumes darstellen. Auf Grund der Linearität 
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der äußeren Multiplikation gel~n für diese Produkte ferner, wie sich auch leicht 
zeigen läßt, folgende wichtige grundlegende Sätze: 

(45, 3) [s1s2 ••• s,.] bleibt ungeändert, wenn ein S; ersetzt wird durch si + sk 
mit k 9= i, (i, k = I, 2, ... , r) 
oder: [s1 ... Si ... S~c ... s,.] = [91 ... Si+ Sk ••• S1c ••• 9,.], 

( 45, 4) [s1 s2 ... s,.] geht über in p [91 s2 ... s,. ], wenn ein Si ersetzt wird durch 
psi· oder: [s1 ... psi ... s,.] = p[s1 ... si ..• s,.], 

daraus folgen sofort weiter die folgenden wichtigen Sätze: 

(45, 5) [s1s2 ... s,.] bleibt ungeändert, wenn man zu irgend einem si eine Linear
kombination der übrigen Größen S7c (k 9= i) und (i, k = I, 2, ... , r) 
addiert, d. h. wenn man S; ersetzt durch 

(45, 6) 

(45, 7) 

9~ =Si+ P1ß1 + · · · + Pi-1si-1 + Pi+19i+1 + · · · + p,.9., 
also gilt dann [91 ... si ... 9,.] = [91 ... 9/ ... s,.], 

[s1 s2 ... s,.J = @,. +-+ (s1, 92, ... , s,.) la, 
[91 92 ~ •• s,.] 9=@,.+-+(S1 , 92 , ••• , s,.) lu. 

m 
I. Gilt S; = .J} Pik; ±i7c; für (i = I, 2, ... , r) dann ist: 

k;=l 

[s1ß2 · · · s,.] = .2 Plk,, P2k •. ·• Prk,[tlkt. · · t,.k,] · 
kt, k~h ... , kr 

Die Summe rechts in der letzten Gleichung ist dabei zu erstrecken 
über alle wv:;, = m" Variationen r-ter Klasse mit Wiederholung 
(k1 , k2 , ••• , k,.) der Elemente (I, 2, ... , m). 

2. Sind im Sonderfall alle Zahlenfaktoren gleich I, d. h. gelten also 
m 

die Beziehungen Si= L)tik; für (i =I, 2, ... , r), so folgt 
k;=l 

[s1 s2 ... s,.J = .2 [tlk, ... t,.k,J , 
k1, k2, •.. , kr 

ebenfalls eine Summe über m" Glieder genau wie unter I. 
3. Gilt ferner speziell nur für die i-te Größe die Darstellung 

S; = ±1 + · • · + ±m ' 
so gilt der Satz: 

m 

[91 92 ... 9;-1 s. si+1 ... s,.J = 2:' [s1 s2 ... si-1 ±~c 9i+l ... sr I 
k=l 

Gelten im besonderen die Beziehungen: 
m m m 

(45,8) ih,= .2Ph1 k1 Sk., th.= .2PhokoSk•• ... , th,= 2JPhrkrSkr> 
k1=l k2=l kr=l 

so folgt daraus: 

(45,9) [.,;] = [h, th •... thr] = L) d~~~!:::~~[sk, sk •... sk,], 
kl, k2, .•. , k,. 

darin ist 

k1 < k2 < · · · < k,., 0 < r < m < s = n + I , 
Ph, k, · · · Ph, kr 

dk1 k2 ... kr _ 
h1 ho ... hr- siehe (44, 19). 

Phrk, · · · Phrkr 
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In der Darstellung für ['r] ist die Summe ZU erstrecken über alle x:;. = (~)
Kombinationen ohne Wiederholung (k1, k2, ••• , kr) der Indizes aus den Elemen

ten 1, 2, ... , m. Die Summanden werden wieder am einfachsten bei lexikogra

phischer Anordnung der Kombinationen summiert, wobei stets k1 < k2 < ... < kr 

sein soll. Gilt dann noch im Sonderfall in (45, 8) speziell m = r, so folgt der Satz: 

(45, 10) [7:] = [th, h. · · · th,] = dt"::~ hr [~1 ~2 • • • ~rJ' 

dl ... r _ 
ht ... hr-

Phrl · · • Phrr 

daraus kann jetzt leicht noch weiter folgender wichtige Schluß gezogen werden: 

(45, ll) dh1,·.·.·.rhr = 0, ("' "' ) Zu_..,.. (t t ) Za "'1' · • •' "''" · hu • • ·' hr 

dt"::\. 9= 0, (!31, .•. , 9r) lu....,.. (h" ... , th.) l1t. 

Somit gilt also der folgende Satz: 

(45, 12) IElt S das Gebiet der Größen 91, ... , !3,. und T das Gebiet der Größen 

th,, ... , th, und ist die Transformationsdeterminante beider Gebiete in 

(45, 10) ungleich null, so ist das Gebiet T mit dem Gebiet 8 identisch. 
Ist die Transformationdeterminante aber gleich null, dann ist das 

Gebiet T untergeordnet dem Gebiet S. 

Irgend ein äußeres Produkt geometrischer Größen 1. Stufe (5v ... , 5r) l u legt also 

gewissermaßen das gesamte Gebiet dieser Größen fest. Wir verstehen jetzt auch, 

warum gerade die äußeren Produkte in Verbindung mit unseren Festsetzungen 

(40, 54) und (40, 55) und allen daraus entwickelten Folgerungen (40, 56) bis (40, 69) 

eine ausschlaggebende Rolle in der n-d.imensionalen Geometrie spielen müssen, 

dies hauptsächlich auch wegen der Gültigkeit des bedeutungsvollen Satzes (4~, 6). 

Wir schließen jetzt noch rasch an unsere Formel ( 44, 17) an. Setzen wir in 

dieser Formel die Gleichungen (39, 67) ein, so erkennen wir, daß jedes beliebige 

äußere Produkt in zwei Teilsummen zerspalten werden kann, nämlich in eine 

solche Teilsumme, die in der Summe rechts in ( 44, 17) nur solche Produkte enthält, 

in welchen e0 bzw. g1 als Faktor vorkommt, und in die restliche Teilsumme, die 

in der Summe rechts in (44, 17) nur solche Produkte mehr enthält, in welchen 

e0 bzw. g1 nicht mehr vorkommt, d. h. also in welchen nur mehr die Vektoren 

e1 , ... , en bzw. die Größen g2, ••. , g s auftreten. Also kann dann auf Grund 

dieser Zerlegung jedes äußere Produkt wie folgt dargestellt werden: 

(45,13) [a]=[51 92 ••• !3r]= 1) Pi •... i,[e0 ei.···hJ+ 

i1, ... , ir 

Darin ist die erste Teilsumme zu erstrecken über alle K~-1-Kombinationen 

(r - 1)-ter Klasse ohne Wiederholung der Indizes i 2, i 3, •.• , ir dm: Elemente 

1, 2, ... , n, wobei für die Indizes gilt i 2 < i 3 < · · · < ir; die zweite Teilsumme 

hingegen ist zu erstrecken über alle X~-Kombinationen r-ter Klasse ohne Wieder

holung der Indizes i 1, i 2, .•• , ir der Elemente 1, 2, ... , n mit i 1 < i 2 < · · · <ir. 
Es gelten aber die Beziehungen: 

Klinger, n-dimensionale Geometrie, 9 
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(45, I4) 

Die geometrischen Größen des n-dimensionalen Raumes. 

(p +I)!= (p + I)p!, q! = q(q-I)!, 
xr-l = n! n! 

n (r-1)! (n-r+ 1)! (n-r+ 1)(r-1)! (n-r)!' 

K"= n! 
n r! (n -r!) 

n! 
r(r-1)! (n-r)! · 

Somit folgt jetzt: 
(45, I5) K';1 /K~ = rf(n-r+ I), 

d. h. die beiden Teilsummen haben nur dann dieselbe Anzahl von Summanden, 
wenn der Zahlwert in (45, I5) rechts gleich I ist oder wenn im Sonderfalle gilt: 

(45, I6) r = (n + 1)/2 = sf2. 
Ist also n die Dimension des Raumes eine ungerade Zahl, so wird dann r immer 
eine ganze Zahl. Dies ist also speziell der Fall im I-dimensionalen Raume n = I 
für r =I, und im 3-dimensionalen Raum n = 3 für r = 2. Wir haben in (45, 13) 
die Zerlegung einer geometrischen Größe r-ter Stufe in jener Form erhalten, die 
wir in den Begriffsbildungen nach Formel (39, 54) gemeint hatten. Die Formel 
(39, 54) bildet nämlich den Sonderfall der Darstellung (45, 13) für r =I, wenn wir 
darin setzen : 

(45, 17) G = [St .• ·Sr], G = :7lo + n, 
n 0 = .2 Pi •... i, [eoe;. · · • ei,], n = 2 %io ... i, [ei, ei ••.• e;,]. 

ie, . .. , ir 

(45, 18) Wir nennen die Größe n 0 eine ursprungsgebundene, eigentliche Größe, 
die Größe 1i eine freie oder uneigentliche Größe und die Größe a im 
Falle n 0 =I= ®r eine gebundene, eigentliche Größe oder eine Raumgröße. 

Ferner nennen wir die geometrischen Einheiten r-ter Stufe der Form 

(45, 19) Boio ... ir = [eoei2 ••• e;,] ursprungsgebUndene, eigentliche, 
Bi,io ... ir = [ei:ei •... e;,] freie, tineigentliche Einheiten der r-ten Stufe. 

Da alle Vektoren im Raume parallel-verschieblieh sind, so muß dies auch 
von irgend welchen Produkten dieser Vektoren gelten. Die Größe 1i ist daher ebenso 
wie ein Vektor im Raume parallel-verschieblieh und heißt deshalb eine freie 
Größe, zum Unterschied von der Größe n 0, die an den Ursprung gebunden sein 
muß. Erst die Addition der freien Größe 1i zur ursprungsgebundenen Größe n 0 

schiebt diese letztere wieder aus dem Ursprung heraus und macht sie so zu einer 
richtigen Raumgröße a, wie wir auch noch durch spätere Überlegungen genau er
kennen werden. Die Größe a wird darum im Falle n 0 =I= ®r eine gebundene, eigent
liche Größe oder eine Raumgröße genannt. Wir können auch noch auf die nach
folgende Art und Weise zu derselben Erkenntnis kommen: Nach (45, 17), (45, 4) 
und (45, 7) kann geschrieben werden: 

(45, 20) n 0 = .2 [(Pi •... i,e0 ) ei. ·. · e;.], 

n 
= .2 [(.2 qi, io ... ir ei,) e; •... e;,]. 

ie,a..,i,. it=l 

Darin sind noch die Summationen über i 2, i 3, ••• , ir je von I bis n zu 
erstrecken. Mit Hilfe dieser Darstellung und der folgenden in der ersten Zeile in 
(45, 21) neu eingeführten Größe kann jetzt nach (45, I7) auch geschrieben werden: 
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(45, 21) 
n 

Pia, ... , i. = Pia ••. ir eo + .2 qi,, i!, ... , i. ei., 
i,=l 

(J = .2 [4:'is ... i,ei •... ei.J. 
is, ••. ,i, 

(i2 , i 3 , ••• , ir = 1, 2, ... , n) 

Darin ist die Summe zu erstrecken über alle .K:;-"1-Kombinationen (r -1)-ter 
Klasse ohne Wiederholung der Indizes (i2, i 3, ••• , i,.) der Elemente l, 2, ... , n, 
wobei für die Indizes gilt i 2 < i 3 < · · · < i,.. Damit sind wir jetzt mit unseren 
allgemeinen Betrachtungen über die Größen in der Punktrechnung zu Ende. 

Um jetzt noch zu einer eindeutigen Bezeichnung und Namengebung der 
Größen in der Punktrechnung zu gelangen, die keinen Anlaß zu Irrtümern gibt, 
wollen wir vorschlagen, folgende Namen und Bezeichnungen für die angegebenen 
geometrischen Größen in der Punktrechnung des n-dimensionalen Raumes von 
jetzt ab dauernd anzuwenden. 

Einen beliebigen einfachen oder viellachen Punkt des Raumes haben wir kurz 
einen Punkt genannt. Soll der Punkt ursprungsgebunden sein, d. h., ist er also 
ein Vielfaches des Ursprungs, dann nennen wir ihn kurz einen Urpunkt, weil er 
ja auch einen Punkt des Raumes, und zwar einen besonders ausgezeichneten 
Punkt des· Raumes darstellt. Ähnlich wie der Begriff Pol einen Vektor oder einen 
Punkt und damit auch im Sonderfall einen Urpunkt darstellen kann, so führen 
wir im ahnliehen Sinne für die geometrischen Größen höherer Stufen, und zwar 
speziell für die äußeren Produkte in der Punktrechnung die nachfolgenden neuen 
Namen in (45, 22) ein. Da im Hauptgebiete s-ter Stufe allgemein den Größen 
r-ter Stufe dual die Größen (s - r)-ter Stufe- nach unseren Ausführungen im 
Anschluß an die Formel (44, 22) -entsprechen und es besonders bequem er
scheint, duale Größen als solche sofort erkennen zu können, so. weisen wir dualen 
Größen die kleinen unddiegroßenBuchstabendesselbenAlphabetesalsBezeichnung 
zu. Die geometrischen Einheiten bezeichnen wir überall mit dem entsprechenden 
Buchstabene, die Nullgrößen mit dem entsprechenden Buchstaben o des Alphabetes. 
Damit erhalten wir nachfolgendes Bezeichnungsschema für die äußeren Produkte 
von r geometrischen Größen l. Stufe in der Geometrie des n-dimensionalen Raumes: 
Tabelle (45, 22). Name der äußeren Produkte in der Punktrechnung. 

Name des äußeren Produktes r-ter Stufe 

Anzahl der Faktoren 
gemeinsamer 

I 
eigentliche 

I 
uneigentliche I eigentliche 

r oder Stufenzahl Name gebundene freie ursprungsgeb. 
des Produktes 

geometrische Größe der r-ten Stufe des n-dim. Raumes 

r (J n 0 +n, n0=f@,_ n no 

0 Zahl 

1 Pol Punkt Vektor Urpunkt 
2 Schraube Stab Schild Urstab 
3 Wand Blatt Spat Urblatt 

r=4bisn-3 r-Wand r-Blatt r-Spat r-Urblatt 

n -2· Hyperwand. Hyperblatt Hyperspat Urhyperblatt 
n-1 Hyperschral;lbe Hyperstab Hyperschild Urhyperstab 

n Hyperpol Hyperpunkt Hypervektor Urhyperpunkt 

s=n+l Block 

9* 
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Tabelle (45, 23). Buchstabenbezeichnungen der äußeren Produkte 
in der Punktrechnung. 

Anzahl 
Buchstabenbezeichnungen der 

der Faktoren r oder Produkte r-ter Stufe geometrischen Nullgrößen Einheiten 
Stufenzahl des 

Produktes no+n 
1i I 

n0 +n 
n 

no+n 
n (1 

no=f@, 
no 

no=!=@r 
no 

no=l=@r 

0 8 e=1 0=0 

1 ~ p p Po e; ek eo 0 0 

2 (1 11: 11: no 6; lik lio; ® @ 

3 

r=4bisn-3 a, 1lr 11:, no,r Et, r Ek, r Fot, r @, (ii' 
~' 

n-2 

n--1 .r II II Ilo E; JJ;,, Eo; E' e. 
n @) \13 w \l!o ~. ~k ~Oi 0 "5 

s=n+1 s E 0 

Befassen wir uns speziell mit der Mathematik m oder mit der Geometrie des 
0-, I-, 2-, 3-dimensionalen Raumes mo. m1, m2, m3 , dann verwenden wir jedoch der 
Einheitlichkeit wegen folgendes Namen- und Bezeichnungsschema: 

Tabelle (45,24). Bezeichnungsschema in der Punktrechnung, der Mathematik 
und der Geometrie des 0-, 1-, 2-, 3-dimensionalen Raumes. 

Stuferlzahl r Dimensionszahl Name der 
Buchstabenbezeichnung in der 

des der' Größe geometrischen Mathe- Geometrie des 
Produktes rl=r-1 Größe 

matik 
m !Ro ml m2 !Ra 

0 - Zahl p p p p p 
-------

Punkt p p p p 
1 0 Pol s s ~ 

Vektor p p p 
--------

Stab p \13 11: 

2 1 Schraube @) (1 

Schild $ 1i 
----

Blatt p \13 
3 2 Wand @) 

Spat $ 
-------

4 3 Block I p 

Dazu können wir noch folgendes bemerken: 
(45, 25) Man nennt die Vektoren auch Pfeile. Sie sind die endlichen Vertreter 

der oo fernen Punkte des Raumes. 
Man nennt die Schilde auch Bivektoren. Sie sind die endlichen Vertreter 
der oo fernen Geraden des Raumes. 
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Man nennt die Spate auch Trivektoren. Sie sind die endlichen Vertreter 
der oo fernen Ebene des Raumes. 
Als Vertreter oo ferner Elemente des Raumes werden diese Größen 
auch uneigentliche Elemente des Raumes genannt, während die im End
lichen liegenden Punkte, Stäbe, Blätter gebundene Größen oder eigent
liche Elemente des Raumes heißen. 

(45, 26) In der Mechanik begegnen wir einer Anwendung dieser Größen. Dort 
entsprechen den Drehungen und den Kräften des Raumes die Stäbe, 
den Translationen und den Drehmomenten des Raumes die Schilde. 
Ferner entsprechen den Drehungen plus Translationen und den Kräften 
plus Drehmomenten des Raumes die Schrauben, die hier die beson
deren Namen Bewegungsschrauben oder Motoren bzw. Kraftschrauben 
oder Dynamen führen. 

Damit haben wir jetzt die Grundlagen für das gesamte Lehrgebäude der 
n-dimensionalen Geometrie, nämlich der Punkt- sowie der Vektorrechnung ge
geben. Den weiteren Ausbau dieses Lehrgebäudes behandeln wir erst in der ge
planten Fertsetzung des vorliegenden Werkes. Wir gehen jetzt noch abschließend 
zum letzten Kapitel, nämlich der Behandlu~g der extensiven Größen über. 

V. Kapitel. Die extensiven Größen des n-dimensionalen 
Raumes. Ei~führung in die geometrische Physik. 

46. Die extensiven Größen erster Stufe des n-dimensionalen Raumes. 

Wir verknüpfen jetzt die Lehren des II. und IV. Kapitels und gehen von den 
geometrischen Größen 1. und r-ter Stufe des n-dimensionalen -Raumes, die wir 
im vorigen Kapitel eingehend besprochen haben, zu den extensiven Größen 1. und 
r-ter Stufe des n-dimensionalen Raumes über. 

Unter einer extensiven Größe 1. Stufe oder kürzer unter einer Extense 1. Stufe 
des n-dimensionalen Raumes verstehen wir - zum Unterschied von einer geo
metrischen Größe 1. Stufe des n-dimensionalen Raumes - eine Größe, die aus 
unserem System der s geometrischen Grundmaßeinheiten, den Grundpolen 91, 

92, ••• , g.- nicht mit Hilfe von s Ableitungszahlen wie die geometrische Größe 
- sondern mit Hilfe von s Ableitungsskalaren, die alle dieselbe physikalische 
Dimension besitzen müssen, hergeleitet werden kann, d. h. also einen Ausdruck 
folgender Form: 

(46, 1) 

Darin können wir aber nach den Lehren des II. Kapitels die Ableitungsskalare 
shl, s"2, ••• , s". alle im gleichen physikalischen Maßsystem Nr. a als Produkte 
von Maßzahlen und Maßeinheiten darstellen. 

(46, 2) s" 1 = s" 1, a [sh,a], s" 2 = s" 2, a [s",a], ... , s". = s"., a [s",a]. 
Den Ableitungsskalaren shl, s"2, ••• , s". in (46, 1) müssen wir dabei dieselbe phy
sikalische Dimension züschreiben, da sonst die Summanden in (46, 1) nicht mehr 
gleichartig und daher auch nicht mehr addierbar wären. Wir erinnern auch hier 
an unsere diesbezüglichen Untersuchungen im II. Kapitel. In einem anderen 
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physikalischen Maßsystem Nr. b erhalten wir für die Ableitungsskiare die Dar
stellung: 

(46, 3) 8hl = 8hl, b [8h,b]' 8h2 = 8h2, b [8h,b]' · · ·' 8hs = 8hs, b [8h,b] · 

Setzen wir (46, 2) und (46, 3) in (46, 1) ein, so erhalten wir, wenn wir die phy
sikalische Dimension einer Größe als Faktor in einem Produkt von Größen stets 
wie einen Zahlenfaktor behandeln, was wir von jetzt ab stets tun wollen, die beiden 
folgenden Darstellungen der Extense: 

(46, 4) ~h = (shl, a 91 + 8h2, a 92 + · · · + 8hs, a g.) [8h, a], 

~h = (s,.l, b 91 + 81t2, b 92 + · · · + 8hs, b g.) [sh,b] · 

In der runden Klammer stehen jetzt geometrische Größen l. Stufe. Für jeden 
Ableitungsskalar in (46, 1) müssen dabei nach unseren Untersuchungen im 
I. Kapitel folgende Beziehungen bestehen: 

(46, 5) 8hz = 8hi, a [8h,a] = 8hi, b [8h, b]. (i = 1, 2, ... , 8) 

Darin können wir setzen: 

(46, 6) (i =-1, 2, ... , 8) 

wobei k eine reelle Umrechnungszahl für die physikalischen Maßeinheiten be
deutet. Nun führen wir einige neue Begriffe ein: 

Unter der geometrischen Größe 1. Stufe oder unter dem Pol ~h. a bzw. ~h, b der 
Extense ~h im physikalischen Maßsystem Nr. a bzw. Nr. b verstehen wir die geo
metrische Größe oder den Pol 

(46, 7) 

~lt,b = 8hl,b gl + 8h2,b 92 + · · · + 8hs,b 9s· 

Nach (46, 4) kann dann geschrieben werden im Maßsystem Nr. a bzw. Nr. b 

(46, 8) ~h = ~h,a [sh,a] = ~h,b [sh,b] · 

Unter dem absoluten Betrag sh, a bzw. sh, b oder I ~h, a I bzw. [ ~h, b I einer Extense ~" 
im physikalischen Maßsystem Nr. a bzw. Nr. b verstehen wir den absoluten Be
trag des Poles ~h, a bzw. ~h, b also: 

(46,9) 8h,a=l~h,al= l~-. .J:-.-8~-i,-a• 8h,b=l~h,b[= 1 /.ist,i,b· 
+ r 1=1 + r •=1 

Wegen (46, 6) muß dann die Beziehung bestehen: 

(46, 10) 

Unter dem Einheitspol g~ der Extense 'B.h verstehen wir den Pol 

(46,11) g~=~h,a/sh,a· 

Dieser ist wieder vom physikalischen Maßsystem Nr. a unabhängig, denn wegen 
(46, 6) folgt aus (46, 7) 

(46, 12) ~h,a = k~h,b• 

und somit ergibt sich aus (46, 11) mittels (46, 12) und (4_6, 10) auch 

(46, 13) g~ = ~h,b/sh,b. 
Rechnen wir jetzt ~h,b und ~h,b aus (46, 11) bzw. (46, 13) aus und setzen beide 
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Ausdrücke in (46, 8) ein, so ergeben sich nach Umstellung der Faktoren die wich
tigen Beziehungen: 

(46,14) sh=sh,a[sh,a]g~, sh=sh,b[sh,b]g~. 

Diese Ausdrücke nennen wir jetzt die Normalformen der extensiven Größe 1. Stufe 
s" im physikalischen Maßsystem Nr. a bzw. Nr. b. 

Aus (46, 6) und (46, 10) folgt aber jetzt für den von uns neu definierten Skalar 
s" in der folgenden Gleichung die Beziehung: 

(46, 15) s" = sh,a[sh,a] = sh,b[sh,b]. 

Damit kann die Extense 5" dargestellt werden in der Form: 

(46,16) 5"=s"g~, 
worin jetzt der Skalar s" wieder von seiner Darstellung in irgendeinem physi
kalischen Maßsystem Nr. a bzw. Nr. b unabhängig geworden ist. Diesen Ausdruck 
nennen wir deshalb die Normalform der extensiven Größe 1. Stufe 5". Zwischen 
der Normalform einer geometrischen Größe 1. Stufe 5" und der Normalform einer 
extensiven Größe 1. Stufe 5", die wir jetzt von nun an beide in derselben Form 
schreiben werden, besteht also nur der einzige Unterschied, daß s.,. bei der geo
metrischen Größe 1. Stufe bzw. beim Pol ill.,. eine reelle Zahl ist, der die physikalische 
Dimension [1] zukommt, während s.,. bei der extensiven Größe 1. Stufe einen Skalar 
bedeutet, dem die physikalische Dimension [s.,.,a]bzw. [s.,., 11] entspricht. Wir sehen 
also jetzt leicht folgendes ein: Besitzen die Skalare shl, s.,.2, ••• , s"" in (46, 1) die 
physikalische Dimension [s.,. a] = [s" b] =·[1], d. h. sind sie reelle Zahlen, so ist 5" 
in (46, 1) eine geometrische Größe 1.'Stufe, d. h~ einPol desmn· Besitzen hingegen 
die Skalare shl, s.,.2, ••• , s.,.. z. B. im Maßsystem Nr. a bzw. Nr. b alle dieselbe 
physikalische Dimension [s.,. a] bzw. [s.,. 11], aber beide ungleich [1], d. h. sind sie 
also wirklich Skalare im volisten Sinne des Wortes, so ist 5" in (46, 1) eine exten
sive Größe 1. Stufe des mn. Die geometrischen Größen 1. Stufe des ~ sind also 
Sonderfälle der extensiven Größen 1. Stufe des m,.. Zusammenfassend erhalten 
wir also jetzt noch wegen (46, 11) für irgend eine extensive Größe 1. Stufe fol
gende Darstellungsformen: 

(46, 17) ill" = sh,a[sh,a] g~ = shg~ = [s.,.,a] sh,a> 
ill.,. .•• extensive Größe 1. Stufe des n-dimensionalen Raumes lltn mit 
-'l=n+1, 
sh,a ... Maßzahl der Extense ill" im physikalischen Maßsystem Nr. a, 
[s.,.,a] ... physikalische Maßeinheit oder Dimension der Extense ill" im 
physikalischen Maßsystem Nr. a, 
g~ ... geometrische Maßeinheit der Extense s.,., 
s" = sh,a [sh,a] ... Skalar der Extense ill", 
sh,a = sh,a g~ ... geometrische Größe oder Pol der Extense 5.,. im physi-
kalischen Maßsystem Nr. a. 

Die Maßzahls" a in (46, 17) kann hierbei reell, rein imaginär oder auch komplex 
sein. Ist sie ko~plex, so kann die extensive Größe 1. Stufe wieder in einen reellen 
und in einen rein imaginären Bestandteil nach folgenden Regeln zerlegt werden: 

(46, 18) 

(46, 19) 

,-
i= l-1, 
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Der Begriff einer extensiven Größe 1. Stufe schließt also die Grundbegriffe 
der Geometrie, die Punkte und Vektoren des n-dimensionalen Raumes - sowie 
den Begriff der physikalischen Dimension - in sich und bildet darum das ge
gebene Fundament zum Aufbau einer modernen geometrischen Physik. Die fol
gende Tabelle zeigt dies an je einem Beispiel: 

Tabelle (46, 20). Die möglichen Sonderfälle einer extensiven Größe I. Stufe. 

Extensive Stufe Beispiel Maßzahl physikal. geometr. 
Größe Dimension Maßeinheit 

ll,. 1 Extense s",,a [sh, .] g;. 

Geometrische Punkt 6 [1] e. 
Größe 1 

Vektor 3,2 [1] e 
Extensive 1 

Massenpucld 2,7 [g*] e. 
Größe Kraft 5 [t] e 

e bedeutet darin einen Einheitsvektor in Richtung des Vektors bzw. der 
Kraft und ea eineh Punkt des Raumes. Eine extensive Größe iila d~r 1. Stufe stellt 
also die allgemeinste, überhaupt denkbare lineare Größe, ausgestattet mit physi
kalischen und geometrischen Eigenschaften, dar. Sie ist geometrische und exten
sive Größe zugleich und daher in der Geometrie und Physik in gleichem Maße 
umfassend verwendbar. Auf die extensiven Größen können natürlich auch ohne 
weiteres alle Begriffe der geometrischen Größe übertragen werden. Wir denken 
uns, um dies zu zeigen, zwei extensive Größen l. Stufe in ihren verschiedenen 
Darstellungsformen im gleichen physikalischen Maßsystem Nr. a gegeben: 

(46, 21) Sk1 = Bk~,a[sk,,a] gl., = Bk1 g;., = [sk"a] Sk,,a, 

iilko = Bk2,a [sk.,a] 9ka = 8k2 gl.. = [sk.,a] iilk2,a. 
Wir legen jetzt in Anlehnung an unsere Begriffsbildungen für die geometri

schen Größen l. Stufe und damit auch in Übereinstimmung stehend folgende neue 
Begriffsbildungen extensiver Größen fest: 

(46, 22) gl., tt 9k2 , gh, = 9ho ~ iilk, tt iilh., iilh, gleichsinnig parallel zu iilh., 

gi., t ~ gl.., g~, = - 9k2 ~ ßh, t ~ sh., sh, gegensinnig parallel zu ßk., 

9h, II gl.., 9h, = ± gl.. +-~ Sk, II Sk., Sk, parallel zu Sko, 

g/.~ = ± gl.., 

gk, · 9ho = 0 +-+ sh, .l Sk2 , sk, orth?gonal oder senkrecht zu iilh., 
sk,,a = [1] +~ Sk, normiert im. physikalischen Maßsystem Nr. a, 

[sk"a] = [1] ~ sk, =geometrische Größe 1. Stufe. 

Damit haben wir alle Begriffsbildungen von geometrischen Größen auch auf 
die extensiven Größen übertragen. Ebenso können wir auch wieder von der 
linearen .Ab- und Unabhängigkeit mehrerer extensiven Größen 1. Stufe nur dann 
sprechen, wenn alle betrachteten extensiven Größen von gleicher Art sind, d. h. 
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wenn die betrachteten Extensen alle dieselbe physikalische Dimension besitzen; 
denn nur in diesem Falle können sie mit Zahlen vervielfacht und zugleich wieder 
alle addiert werden, so daß das Additionsergebnis au~h wieder einen entsprechen
den Sinn besitzt. Es gilt darum der Satz: 

(46, 23) Die Addition, Subtraktion und, Vervielfachung mit Zahlen erfolgt bei 
den extensiven Größen 1. Stufe genau so wie bei den geometrischen 
Größen 1. Stufe, wobei beim Rechnen mit Extensen die physikalische 
Dimension der Extense stets wie eine reelle Zahl zu behandeln ist. Es 
können jedoch immer nur gleichartige Extensen derselben Stufe addiert, 
subtrahiert, mit Zahlen vervielfacht und dann wieder zu einer Gesamt
summe zusammengezogen werden. 

(46, 24) Besitzen alle Ableitungsskalare einer Extense die physikalische Di
mension [1], ·so stellt die Extense eine geometrische Größe dar. 

Aus diesem Grunde haben wir die Extensen ~n in (46, 1) genauso wie die geo
metrischen Größen 1. Stufe im IV. Kapitel bezeichnet. Alle dort für geometrische 
Größen abgeleiteten Formeln gelten deshalb auch in derselben Weise für exten
sive Größen, wenn nur dort die reellen Zahlen jetzt als Skalare, denen eine be
stimmte physikalische Dimension zukommt, gedeutet werden. Die Rechenregeln 
für die extensiven Größen brauchen deshalb nicht neuerdings angeschrieben zu 
~erden. 

4 7. Die extensiven Größen höhere1• Stufen des n· dimensionalen Raumes. 

Genau so, wie wir in Punkt 42 die geometrischen Größen r-ter Stufe an als 
I>rodukte von r geometrischen Größen 1. Stufe ~n,, ~11., ••• , ~n, dargestellt haben, 
können wir jetzt mit denselben Formeln wie in 42 die extensiven Größen r-ter 
Stufe a11 als Prodttkte von r extens·iven Größen I. Stufe ~"'' ~"•' ... , ~h, darstellen. 
In (42, 8) und (42, 11) bedeuten dann die Größen sh;k; bzw. su einfach Skalare. 
Arbeiten wir im physikalischen Maßsystem Nr. a, so erhalten wir dann für irgend 
ein allgemeines Produkt die folgenden Darstellungen: 

(47, l) (Jh = "'"' "'"· ... i3h, 
8 8 8 

= ( _2 8h,k"a [Sk,,a] Q~c,) ( _2 8n,kz,a [8h,,a] Qk,) • · · ( _2 SkrJ:,,a [,~k,,a] 9k,), 
kt=l kz=l k,=l 

s, s~ .-.... , c 
.2 (8h1k~,ash,k,,a · ·. 8h,k,,a) [sh,,a] [sh,,a] ... [sh,,a] {l~c, g.,, .. • f!k, 

kt, k-z, .. . , kr=l, 1,., ., 1 

oder mit den Abkürzungen: 

(47, 3) (Jh = Sh, Skz • • • ~h" Yk = f!kt gk2 • • • 9ko 

shk,~<--= sh,k,,a87z.,k2,a • • • shr"k,,a, [s;;.,a] = [sh,,a] [sh,,a] •.• [sh,,aL 

wenn man die letzten beiden Gleichungen in eine Gleichung zusammenfaßt: 

(47, 4) shk = sh,k, 8n2 k2 ••• Sk,k, oder 

shk = Sh!:,a [ s,.,a] = sh, k"a 8hzko,a • • • Sn,k,,a [ sh,,aH sh,,a] · · • [sn,,a], 
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ergibt sich wieder entsprechend ( 42, ll) die Darstellung: 
t t 

(47, 5) Cfn. = .JJ Bn.k,a [s",a] Yk = Z Bu Yb 
k=l k=l 

worin jetzt wieder die shk alle Skalare derselben physikalischen Dimension dar
stellen. Hätten wir dieselben Extensen alle im physikalischen Maßsystem Nr. b 
dargestellt, so hätten wir in allen eben gegebenen Formeln nur den Buchstab~n a 
durch den Buchstaben b ersetzen müssen und daher die folgende Darstellung er
halten: 

t t 

(47, 6) Cfh = Z shk,o [sn.,o1 Yk = Z Bn.k Yk· 
k=l k=l 

Bei der Darstellung in Matrizenform (39, 93) bis (39, 97) weisen dabei die Skalare 
der l., 2., ... , m-ten Zeile der Matrize der Reihe nach je_ dieselbe physikalische 
Dimension, nämlich die Dimensionen [s1 a], [s2 a], ... , [sm a] auf. Der Produkt
extense kommt dann als physikalische Dimensi~n wieder d~s Produkt der physi
kalischen Dimensionen der einzelnen Faktorextensen zu. Nach denselben Über
legungen wie in (42, 26) bis (42, 30) erkennen wir auch wieder im Anschluß an 
unsere Gleichungen (47, 1) bis (47, 6), weil die Größen sh,, ... , shr jetzt alle Ska
lar,e mit den physikalischen Dimensionen [sn.,,a], ... , [sn.,,a] bedeuten, daß nach
folgendes analoges Formelsystem Gültigkeit besitzen muß: 

(47' 7) 

(47, 8) 

(47, 9) 

(47, 10) 

8k1k1 =:: 8hik1,a[8hi,a], · · ., Bhrkr== Shrkr,a[Shr,a], 

sh, = Bk,,a[Sk,,aL .. . , Bk,= Blt,.,a[Bh,,a], 

Sh = sh, 8hz ... Bk,' Sh, a = Bk,, a 8hz, a .• ·• sh,, a, 
[sh,a] = [sh,,a][sh2,a] ·; · [shr,a], y/, =.gJ., g/,2 · · .gi,,. 

~fit derselben Bedeutung für die [1~,, g~2 , ••• , g;,, als abgeleitete geometrische 
Maßeinheiten wie in den Formeln (42, 26) bis (42, 30). 

Zusammenfassend erhalten wir also jetzt wegen (47, 10) im Anschluß an die 
Formeln (46, 17) für irgend eine extensive Größe r-ter Stufe des n-dimensionalen 
Raumes folgende Darstellungsformen 

(47, ll) Cfn. = sh, a [sh, aJ y/,. != s" y/. = [s",a] Cfh,a, 
Cln. ... extensive Größe r-ter Stufe des n-dimensionaltn Raumes lJin mit 
s = n + 1, 
s",a ... Maßzahl der Extense iJ11 im physikalischen Jliaßsystem Nr. a, 
[sn.,a] ... physikalische Maßeinheit oder Dimension der Exten8e Cfh im 
phy8ikalischen Maßsystem Nr. a, 
yj, = g/,, g/,2 ... gl., ... geometrischeM aßeinheit r- ter Stnfe der E xtense Cf;,, 
8n. = 8n.,a [8n,a1 ... Skalar der Extense a11 , 

Cln.,a = 8n.,aYh ... geometri8che Größe der Extense Cfh im phy8ikali8chen 
Maßsystem Nr. a. 

Ist im Sonderfall wie in (46, 18) die Maßzahl 8n.,a komplex, so kann auch die 
extensive Größe r-ter Stufe ebenso wie die extensive Größe l. Stufe wieder in 
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einen reellen und in einen rein imaginären Bestandteil nach folgender Formel 
zerlegt werden: 

(47, 12) 

Die extensive Größe r-ter Stufe ah des n-dimensionalen Raumes mit r ~ 0 
stellt somit die allgemeinste überhaupt denkbare Grundgröße gleichzeitig der 
Mathematik, der Geometrie und der Physik dar, falls dem Aufbau ihrer geome
trischen Maßeinheit Yh in {47, 10) die allgemeinen Produktbildungsgesetze für 
die abgeleiteten Einheitspole 9A,, 9ko• ... , 9Ar des 9tn zugrunde liegen. Sie bildet 
darum überhaupt die Grundlage der gesamten geometrischen Physik. Für die An
nahme spezieller Produktbildungsgesetze geht diese allgemeine Extense r-ter Stufe 
in irgend eine spezielle (z. B. in eine äußere, innere, ... ) Extense r-ter Stufe über. 
In der folgenden Tabelle bringen wir noch je ein Beispiel der wichtigsten speziellen 
Fälle der extensiven Größen r-ter Stufe, nämlich der extensiven Größen 0-ter 
Stufe der Skalare und der Zahlen sowie der extensiven Größen r-ter Stufe selbst. 
Beispiele für die extensiven Größen l. Stufe, die unser Ausdruck in {47, 11) hatür
lich mituttfaßt, finden wir in der schon. gegebenen Tabelle {46, 20). 

Tabelle (47, 13). Sonderfälle der extensiven Größe r-ter Stufe. 

Extensive Stufe Beispiel Maßzahl Physikalische Geometrische 
Größe Dimension Maßeinheit 

(Jh r Extense 8h,a [sh, a yJ. 
reel -2,3 

Zahl 0 rein inmaginär +7i [I] I 

komplex 3-4i 

Skalar 0 Arbeit -4 [tm] I 

Extense 
Geometrische C}röße +7,1 [1) yJ. 

r 
Extensive Größe +5,3 [mkg* sk] yJ. 

Wichtig ist auch die Bemerkung, daß allen Ableitungsskalaren einer allge
meinen extensiven Größe oder Extense r-ter Stufe ah in {47, 5) die gleich direkt 
durch das geordnete System ihrer t Ableitungsskalare shk gegeben ist, stets ein 
und dieselbe physikalische Dimension [sh, a] zukommen muß, da ja nur der Ad
dition von Größen derselben Art ein bestimmter Sinn zukommen kann. Verglei
chen wir die eben gegebenen Untersuchungen wieder mit unseren Untersuchungen 
in Punkt 46, so folgt auch, daß genau so, wie sich die Extensen l. Stufe aus den 
geometrischen Größen l. Stufe, durch Deutung- der Ableitungszahlen als Ablei
tungsskalare ein und derselben physikalischen Dimension, ergeben haben, dies 
auch für die Extensen r-ter Stufe gelten muß. Die geometrischen Größen r-ter 
Stufe sind ja wieder nichts anderes als spezielle Extensen r-ter Stufe mit der 
physikalischen Dimension [1]. Eine weitere Untersuchung dieser Ausdrücke kann 
daher hier wohl unterbleiben. 

Da jedes spezielle Produkt r-ter Stufe von Extensen 1. Stufe sich wieder als ein 
Sonderfall eines allgemeinen Produktes r-ter Stufe von Extensen l. Stufe bei 
gleichzeitigem Bestehen mehrerer Beziehungsgleichungen für die geometrischen 
Grundmaßeinheiten aufgefaßt werden kann, so haben wir aber auch für die 
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speziellen (äußeren, inneren, ... ) Produkte r-ter Stufe, d. h. für die speziellen 
(äußeren, inneren, ... ) Extensen r-ter Stufe gleichzeitig keine besonderen Bemer
kungen mehr hinzuzufügen. Wir erkennen daher jetzt um so eindringlicher die 
im II. Kapitel gemachte Behauptung, daß tatsächlich in der geometrischen Physik 
das ganze System der Definitionsgle~chungen, der Maßzahlen, der Maßeinheiten 
sowie das geometrische System der Größen durch die AUBwahl eines bestimmt ge
wählten physikalischen Maßsystems, wie auch durch die AUBwahl eines bestimmt 
gewählten geometrischen Systems, des Grundkoordinatensystems des n-dimensionalen 
Raumes Sln gegenseitig genau aufeinander abgestimmt sein muß, wenn man stets 
beim Rechnen richtige und eindeutige Rechenergebnisse erhalten will. Nw dann 
werdep. sich beim Durchrechnen irgend welcher Aufgaben auch keine Widersprüche 
erg~ben. 

48. Die zeichnerische Darstellung der extensiven Größen erster Stufe. 

Wir wollen die Sachlage zunächst an Hand zweier Beispiele etwas näher er
läutern. Wir wollen eine Verschiebung eines starren Körpers in einem drei
dimensionalen Raume mathematisch-geometrisch einwandfrei mit Hilfe der Vek
torrechnung im Vektorgebiete darstellen. Die Verschiebung wird genau bestimmt 
durch die Angabe folgender Gleichung, die der Beziehung (46, 4) bzw. (46, I) 
genau entspricht: 

(48, I) iJ = 4 [m)e1 + 3 [m]e2 + I2 [m]e3 = (4e1 + 3e2 + I2ea) [m] 

oder allgemein: 

iJ = Vla [Va] el + V2a [va] e2 + Vsa [v"] es= (Vta el + V2a e2 + Vsa es) (Va]' 

l3 = vl el + v2e2 + Vses = ve = Va[vaH = [v~Ha, 

d. h. wir verschißben einen Körper zuerst in der Richtung des Einheitsvektors e1 

um 4 m, dann 1n der Richtung des Einheitsvektors e2 um 3m und schließlich 
in der Richtung des Einheitsvektors e3 um I2 m. Das Ergebnis ist eine Verschie
bung in der Richtung des Einheitsvektors e um I3 in, denn es ergibt sich für 
diesen Fall: 

(48, 2) n = 3, v1 = 4 [m], v2 = 3 [m], v3 = I2 [m], 

V1a=4, V2a=3, v3 "=I2, [v1a]=[v2a]=[v8a]=[va]=[m], 

Va = + f42 + 32 + I22 = ;:V16 + 9 + I44 = + VI69 = 13, Va = 13, 

Vta = ~ = 0 308 t/2 G = _! = 0 231 · Va ~ = 12 = 0 923 
Va 13 ' ' Va 13 ' ' Va 13 ' ' 
e = 0,308 el + 0,23I e2 + 0,923 ea; 
0,3082 + 0,23I 2 + 0,9232 = 0.,095 + 0,053 + 0,852 = 1000' 

ila = 4 el + 3 e2 + I2 ea, V = I3 (m], iJ = I3 (m] e. 
Nun denken wir uns gleich anschließend als zweites Beispiel im Ursprung e0 

eine Masse und verschieben diese Masse um U wi-e vorhin in (48, I) und (48, 2), 
dann gelangen wir zu einem neuen Punkt des Raumes, der durch e., = e0 + b be
stimmt wird. In diesem Punkt des Raumes wollen wir jetzt eine Kraft .\) in einer 
bestimmt gegebenen Richtung des Raumes wirkend antragen: Wir geben die 
Kraft durch: 
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(48; 3) . ~ =- 28 [tJ e1 + 45 [tJ e2 = <- 28 e1 + 45 e2) [tJ 
oder allgemein: 

V = Pla. [Pa] el + P2a [p2a] e2, = (Pla el + P2a e2) [Pa]' 
:jj = P1 el + P2 e2 === P e" = Pa [Pale" = [Pa] :jja · 

Die Komponente der Kraft in Richtung des Einheitsvektors e1, (e2) ist also 
- 28 Tonnen, ( + 45 Tonnen), d. h. sie wirkt in Richtung des Einheitsvektors 
- e1, ( + e2), also entgegen dem (in Richtung vom) Einheitsvektor + e1, ( + e2) 

in einer Stärke von28 (45) Tonnen, ist also nach unseren Festsetzungen in (39, 1ii) 
eine horizontal nach links (vertikal nach oben) gerichtete Kraft. Setzen wir diese 
beiden Komponenten nach den Regeln der Vektoraddition zu einer Resultierenden 
zusammen, so erhalten wir als Ergebnis eine KraftWirkung in Richt:ung des Ein
heitsvektors e21 von 53 Tonnen, denn es gilt im Vektorgebiet des zwei-dimensio
nalen Raumes: 

(48,4) n = 2, p1 =- 28 [t], p2 =.+ 45 [t], 
P1a = - 28, P2a = + 45, [PlaJ = [P2aJ = [Pa]= [t], 

. Pa=+ f(- 28)2 + ( + 45)2 = + f784 + 2025 = + V2809 = + 53, 

Pl a = - 2~ = - 0 528 Pu = + 45 = 0 850 
Pa + 53 ' ' Pa + 53 ' ' 
e21 = <- o,528) e1 + (0,85o) e2 , <- o,528)2 + < + o,850)2 

= 0,279 + 0,721 = 1,000 

:jja.=-28e1 +45e2 , p=53[t], :jj=53[t]e21 • 

Der Kraftvektor :jj, wie wir auch diese extensive Größe nennen, soll dabei im 
Punkt e" des Raumes angetragen werden. 

Wir wollen jetzt noch die in beiden Beispielen gegebene Verschiebung und 
Kraft in ein und demselben Grundkoordinatensystem zeichnerisch darstellen. 
Wir erhalten dann beispielsweise für die Darstellung in der Zeichnung für die 
Verschiebung und für die Kraft folgende Beziehungen der Maßzahlen zur Zeich
nung: 
(48, 5) 6,0 [m] 

1,0 [m] 
13,0 [m] 

1,000 s 
0,107 s 
2,167 s 

10,0 [t.] 
1,0 [t] 

53,0 [t] 
s . . . Grundmaßeinheit., 

1,000 s 
0,100 s 
5,300 s 

d. h. unsere Grundmaßeinheits soll eine Verschiebung von 6,0 Metern bzw. eine 
Kraft von 10,0 Tonnen dar~tellen. Die Länge der Grundmaßeinheit s ist dabei 
von uns zu Beginn der gamzen Berechnung irgendwie fest gewählt worden. Sie 
kann z. B. in irgend einem Lande der Erde als Vielfaches oder Teil eines dort ge
bräuchlichen Längenmaßes gewählt werden. Damit erlangt diese Art der zeich
nerischen Darstellung sogar gewissermaßen, ähnlich wie der Gebrauch des abso
luten physikalischen Maßsystems, in all~n Ländern der Erde eine gewisse inter
nationale Bedeutung. 

Fassen wir den Ausdruck oben in (48, 5) in eine allgemeine Form, so erhalten 
wir in Gegenüberstellung zu den gege,benen beiden Beispielen folgende Darstel
lung (48, 6) oder bei Einführung der neuen Abkürzungen für die Ausdrücke in 
(48, 8) die Darstellung (48, 7). 
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(48, 6). lc11 [slla] 1,000 e (48, 7) . I,OOO e 
1,000 [s11 a] (I/lc11) e 

Slla [slla] (slla/lcll) e 
(48, 8) lc11 wird als reelle Zahl frei gewählt, 

[z71] = k11 [slla], nk = I/lek, Zk = Skaflcll = S11a nh · 
Somit ergeben sich für die extensive Größe ßk selbst jetzt eine rein rechnerische 

und eine rein zeichnerische Normalform 
(48, 9) ßk = ska [sha] e~ = zll[z,.] e~. 
Der Buchstabe z soll dabei an das Wort Zeichnung erinnern. Damit haben wir 
im allgemeinen die rechnerische Darstellung extensiver Größen durch ihre zeich
nerische Darstellung ersetzt. 

In der Berechnung arbeiten wir mit den Größen s.,. a und [ s.,. a], in der Zeichnung 
hingegen mit den Größen zk und [z,.]. Der Grundmaßeinheit e entspricht dabei 
eine physikalische Größe von Je,. Maßeinheiten [sha]· Die Zahllek wird für die Dar
stellung aller dieser physikalischen Größen derselben Dimension [sha] frei gewählt. 
Einer physikalischen Größe von I [s.,.a] entspricht dann eine Länge von nk Grund
.maßeinheiten ein der Zeichnung. Schließlich entspricht dann unserer extensiven 
Größe ßk selbst eine Länge von zk Grundmaßeinheiten ein der Zeichnung. Wir 
nennen daher zk die Maßzahl in der Zeichnung und [z.,.] den Zeichenmaßstab unserer 
extensiven, physikalischen (Jröße s.,.. 

Je nach der Wahl der Grundmaßeinheit e z. B. gleich 3,0 cm der Zeichnung 
oder z. B. gleich IO cm oder 5 Zoll usw. kann dann noch das ganze physikalische 
System in beliebiger Größe am Papier aufgetragen werden. Bei irgend einer zeich
nerischen Darstellung geht man dann am bequemsten wie folgt vor: 

Erstens: Man wählt zuerst die Grundmaßeinheit e beliebig, aber dann dauernd 
fest aus. Man wählt sie meist als Vielfaches irgend eines im Lande gebräuchlichen 
Längenmaßes, welches für Zeichnungen am Papier eine praktische Rolle spielt, 
also z. B. e gleich I cm oder e gleich 5,0 Zoll usw. aus. -

Zweitens: Man wählt für die Darstellung der physikalischen Größen das phy
sikalische Maßsystem der Größen, z. B. allgemein· das Maßsystem Nr. a, aus und 
bestimmt zu jeder Größe ßk rechnerisch, wie im 2. Kapitel gezeigt wurde, die Maß
zahls'ha entsprechend der zugehörigenphysikalischen Dimension [ s.,. a] der Größe s.,.. 

Drittens: Nun wählt man das Grundkoordinatensystem ~n mit denn aufein
ander gegenseitig senkrechtstehenden Grundvektol'en e1, e2, ••• , en und trägt 
diese im fest gewählten Ursprung e0 an. Den Anfangspunkt e0 jedes der Grundvek
toren e1, e2, ••• , en beziffern wir mit 0, den Endpunkt mit +I. Dien-Geraden, 
die jetzt alle durch. die Wahl eines der· Grundvektoren auf ihnen mit positiven 
Richtungen versehen sind, nemit man die Koordinatenachsen des Grundkoordinaten
systems 

(48, IO) ~n = (e0 , e11 e2 , ••• , e'!') = (g1 , g2 , g3 , ••• , g.), s = n +I 

Viertens: Nun denken wir uns auf jeder der n-Koordinatenachsen alle ganz
zahligen Vielfachen kei des betreffenden Grundvektors ei immer mit dem An
fangspunkt e0 aufgetragen und alle Pfeilspitzen entsprechend mit den ganzen 
Zahlen, wie in (48, ll) unten bezeichne.t. Dann wählen wir der Reihe nach für 
die Darstellung aller physikalischen Größen verschiedener Dimensionen [s.,.a] die 
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Auftragsmaßstäbe [zh], welche der Grundmaßeinheit e entsprechen, also z. B. 
für die Verschiebungen [zv] = 6,0 [m] und für die Kräfte [zj)] = 10,0 [t]. Nunmehr 
beziffern wir die Endpunkte der eben genannten Einheitsvektoren auf den Koor
dinatenachsen, der Reihe nach für alle Koordinatenachsen i = 1, 2, ... , n gleich 
und wie folgt: 

(48, 11) ... , - 3 e;, - 2 e;, 
... , - 3, - 2, 
... , -18m, -12m, 
... , -30t, -20t, 

-.-- 1 ei, 

1' 
6m, 

-IOt, 

oe, 
0, 
Om, 
Ot, 

+ 2ei, 
+ 2, 

+ 6m, +12m, 
+IOt, +20t, 

... , - 3 e, - 2 e., - 1 e, 0 e, + 1~:, + 2 e, 
(i = 1, 2, ... , n), Nullpunkt ist der Ursprung e0 , 

+ 3ei, 
+ 3, 
+18m, 
+30t, 
+ 3e, 

Die Zahlenteilung dient dabei zum Auftragen der geometrischen Größen. 
Zeichnerisch wird man dann die Meter- und Tonnenteilungen nach dem Dezimal
system ausbilden und die 5- bzw. 10-fachen der Meter bzw. Tonnenteilungen be
sonders hervorheben. 

Fünftens: Jetzt kann jede geometrische Größe, wenn ihre s-Ableitungszahlen 
bekannt sind, ebenso wie jeder n-dimensionale Vektor, gleichgültig, ob er eine 
Verschiebung oder eine Kraft darstellt, ohne weiteres nach den Regeln der Vektor
addition, insbesondere nach der Parallelogrammregel eingetragen, aufgefunden 
und dargestellt werden. In ( 48, 11) wurden, die frei zu wählenden Zeichenmaßstäbe 
[zh] noch durch fetten Druck besonders hervorgehoben. Sie können auf jeder 
beliebigen Koordinatenachsei alle am Endpunkt des Grundvektorsei ohne wei
teres abgelesen werden. Wie die Untersuchung zeigt, erstreckt sich dabei die zeich
nerische Darstellung natürlich .in erster Linie auf extensive Größen, die durch Vek
toren- denen ja eine Längenausdehnung zukommt- dargestellt werden können. 

49. Die zeichnerische Darstellung der extensiven Größen höherer Stufen. 

Die extensiven Größen höherer Stufen können, da sie z. B. im )H3 Geraden, 
Ebenen und Räume darstellen, nur mit den Hilfsmitteln der darstellenden Geo
metrie entweder mit Hilfe von Auf- und Grundriß oder mit Hilfe eines axona
metrischen oder perspektivischen Bildes zeichnerisch dargestellt werden. Dabei 
spielt jedoch die eben gegebene Art der geometrischen Darstellung der extensiven 
Größen 1. Stufe naturgemäß die grundlegende Rolle. Eine weitere Ausführung 
dieses Gegenstandes würde jedoch das gesteckte Ziel dieses Buches überschreiten 
und soll daher hier unterbleiben. 

Schlußwort. 
Damit wären wir mit dem mathematischen Grundbau des gesamten Lehr

gebäudes der algebraischen Geometrie bzw. der geometrischen Physik fertig. 
Es erübrigt sich jetzt nur noch, die Rechenregeln für die geometrischen und exten
siven Größen in den verschiedenen Hauptgebieten der 1., 2., 3., 4., ... Stufe, wie 
sie von uns dann später zur Lösung der gestellten Aufgaben aus der Geometrie, 
der Mathematik und der Physik benötigt werden, anzugeben. Diesen Aufgaben
kreis wollen wir, ebenso wie die geometrischen Verwandtschaften und den Ma
trizenkalkül, dem geplanten weiteren Ausbau dieses Werkes zuweisen. 

Wir wollen indessen hier noch angeben, inwiefern ein Fortschritt auf dem 
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Gebiete der Mechanik mit Hilfe der bekannt gegebenen modernen Rechen
methoden erzielt werden kann. Eines der vollständigsten Formelsysteme der 
theoretischen Physik ist das Formelsystem der Lehre vom Magnetismus 1md der 
Elektrizität in der Form, wie sie MAxwELL in seiner magnetischen Lichttheorie 
entwickelt hat. Die .großen Fortschritte auf diesem Gebiete sind dabei haupt
sächlich dem Umstande zuzuschreiben, daß Jias absolute Gaußsehe Maßsystem 
Nr. 1 mit seinen fünf physikalischen Grundmaßeinheiten (25, 3) den Bedürfnissen 
des Maxwellsehen Formelsystems weitestgehend angepaßt ist. Es können in 
diesem Maßsystem z. B. sofort alle elektrischen Größen von den rein magne
tischen Größen unterschieden werden. Würde man in diesem Maßsystem (25, 3) 
aber die beiden letzten physikalischen Grundmaßeinheiten als reine Zahlen an
sehen und also nur die drei Grundmaßeinheiten der Mechanik cm, g*, sk zur Dar
stellung aller elektrischen und magnetischen Größen verwenden, so würde dieses 
Maßsystem ungeheuer an Leistungsfähigkeit verlieren, weil dann z. B. eine Unter
scheidung der elektrischen von den magnetischen Größen ihrer Dimension nach 
nicht mehr möglich wäre. 

Da aber die elektrischen Größen zumeist durch gebundene geometrische 
Größen, die magnetischen Größen hingegen durch freie geometrische Größen 
dargestellt werden können - weil ja auch die Existeni aller elektrischen und 
magnetischen Größen an den Raum gebunden ist -, so ist es naheliegend, die 
Formeln der Theorie der Elektrizität auch auf die mechanischen Größen anzu
wenden und die Mechanik so in Analogiebeziehung zur Maxwellsehen Theorie 
neu aufzubauen. Das physikalische Maßsystem der Mechanik muß dann ent
sprechend dem Maßsystem der Elektrotechnik gleichfalls auf fünf statt wie bis
her auf drei physikalischen Grundmaßeinheiten aufgebaut werden. Erst dadurch 
kann die Mechanik zu ihrer höchsten Leistungsfähigkeit entwickelt werden. 

Der Mangel eines solchen Formelsystems in der Mechanik macht sich schon 
heute in vielen Teilgebieten der Mechanik selbst bemerkbar. So wird zum Bei
spiel in der höheren mathematischen Elastizitätstheorie immer nur die Wirkung 
der Kräfte auf die Verschiebungen ~ntersucht, während die Wirkung der Dreh
momente auf die Verdrehungen zumeist vernachlässigt wird. Nur durch eine 
gleichmäßige Berücksichtigung beider, sowohl in der Ursache wie in der Wirkung, 
und nur durch eine genaue Untersuchung der gegenseitigen Abhängigkeiten 
können die höheren Probleme der mathematischen Elastizitätstheorie ibJ.:er Lö
sung zugeführt werden. Der Verfasser hat in seiner im Literaturnachweis zitierten 
Dissertationsarbeit auf diesen Umstand besonders hingewiesen. 

Ein solches leistungsfähigeres Formelsystem der Mechanik würde aber der 
Forschung noch viele neue weitere Wege eröffnen. Es können nämlich auf Grund 
der dargelegten Ideen Analogiebeziehungen zwischen rein mechanischen Größen 
und elektrischen Größen aufgefunden werden, ja es kann sogar gewissermaßen 
ein Schlüssel entdeckt werden, der es gestattet, eine rein mechanisch arbeitende 
Maschine in eine rein elektrisch arbeitende Maschine und umgekehrt umzusetzen. 
Dieser Schlüssel bringt also dann die Möglichkeit, mit einem Schlage viele neue 
Erfindungen auf einmal zu gewinnen. Wenn auch das Ziel dieser Untersuchungen 
sehr hoch gestellt erscheint, so beabsichtigt der Verfasser dennoch den Versuch 
zu unternehmen, über seine diesbezüglichen Forschungsergebnisse in dem für 
später geplanten Ausbau dieses Werkes zu berichten. 
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Tabelle (23, I). Die Maßsysteme der Mechanik 

1 2 3 4 5 I 6 

Potenzexponenten 
Skalar- Definitionsformel im fürs Maßsyst. Nr.I 

Nr. Art der Größe Zeichen absoluten Maßsystem Absolutes Maßsyst. I. Absolutes (physik.-
8 I m I t theor.) Maßsystem 

p p=yi1 m1'2 t).• Ä1 Ä2 Äa ()(1 [P1] 

I Länge 8 8 I 0 0 <1n=I cm --
2 Masse 1n m 0 I 0 <121=1 g* 

3 Zeit t t 0 0 1 <1af:= 1 sk 

4 Kraft p P=8mjt2 1 1 -2 l Dyn 

5 Zahl, Winkel y, q; p=y, p=q; 0 0 0 1 1 

6 Beliebige Größe p p =yi'ml.•t'·• fl1+ fl21 ft2 tta-2 fl2 1 cm1·1 g').z skl.a 

7 Erdbeschleu- g = 980,665 cmfsk2 1 0 -2 '1 g1 = 9,81 . I02 

nigung .g 
[cm/sk2] ~ --

" Gravitations-
0=6,658 ·I0-8 cm3/g* sk21 01 = 6,658. I0-8 

8 
..., 

0 3 1 . 2 1 >:: konstante [cm3/g* sk2] ce -- ..., --00 Plancksches 
h = 6,55 · 10-27 cm2 g*/skl 

h1 = 6,55 . I0-27 9 "' h 2 1 - 1 1 0 Wirkungsqu. · [cm2g*/sk] -- ~ --
10 Lichtgeschwin- c c = 3,0 · 1010 cmfsk 1 0 -1 1 c1 = 3,0 · 1010 

digkeit [cmfsk] 

ll p, = (rx"frx,)pk p = y 8!., m1·• t1·• P1 --
p2 = (l0-2!.r-31.z) p 1 12 

Tabelle [p,] = (rxt/rx") [pk] p = y sl'r P.'" tl'• --
13 zur Umrechnung 

rx1 = l, rx2 = 102!.r+31.o P1 = rx, p; Pa= 
der Maßzahlen = (9,8r; .• ·Io-21.,-3 ;..) P1 

-- beliebiger 
14 Größen IXa = 9,81; .•. 10zl.r+3i.z [p1] = [p,]f r:t.; P4= l0-9i.r+lli .•. Pl 
--

<1k = a~1i' a;i• a;~·= 15 rx4 = 1091·r-lll .• , rxk = a~\ ~'), a~•k Pk=a"pl = 1/rxk 

16 Geschwindigkeit V V=8/t 1 0 - 1 1 I cmfsk= cel 
17 Beschleunigung b b=vft 1 0 -2 I 1 I cmjsk2 

18 Kraft p P=mb 1 l - 2 1 I Dyn 

19 Arbeit, Energie A,E A=P8, E=mv2f2 2 1 -2 1 Erg 

20 Effekt, Leistung N N=Aft 2 I -3 1 Erg/sk 

21 spezif. Energie a a=EjV -1 1 -2 1 Ergfcm3 

22 Winkelgeschw. w w = q;ft 0 0 I 1 1/sk 
23 Winkelbeschl. 8 s=wft 0 0 -2 1 1fsk2 

24 Statisches s S=m8 1 1 0 I g*cm Massenmoment --

I 25 
Massen- I l=ms2 2 1 0 I g*cm2 

Trägheitsmoment --
26 

.Moment M M=P·s ~ 1 -2 1 Erg einer Kraft 

27 Stoßkraft, @) ®=P·t 1 1 -1 1 Dynsk Antrieb einer Kraft ----· 
28 Bewegungsgröße, 

Impuls der Kraft 0 Ü=mv 1 1 -1 1 Dynsk 
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und der Schwingungslehre. 1. Teil. 

7 I 8 I 9 I 10 I 11 I 12 13 

Maßsystem Nr. 
Potenzexponenten 

(Technisches Maßs.) 

2. Physikal.-praktisches 3. Technisches Maßsystem 4. Elektrotechnisches p = sP• p.u• tl'• 
Maßsystem Maßsystem 8 I p I t 

cxa (p2] cxa _(pg] (X4 (pJ P-t 1'2 l's 

1t2= 102 m l!ta = 102, m 0'14 = 109 E 1 0 0 ---
1sa=103 kg* 0'23 TM 0'24 Mi -I 1 2 

=9,81·103 = 10-11 
---

J3a=1 sk 0'33 = 1 sk O's4= 1 sk 0 0 1 

105 Großdyn 9,81. 105 kg 10-2 cDyn 0 1 0 

1 1 1 1 1 1 0 0 0 

L021.,+3Ä• m;.'kg*""sk;." 9,81;.2 x 
m"'TM1·•sk"~ 109l.,-lll.o E;.' M/·• sk1·• At-}'2 ).2 2).2+1-a x 1o2/.1 +3Äo 

102 g2 =9,8l 102 . g3 = 9,8I 109 94 = 9,81 . 10-7 
1 0 -2 

[m/sk2] [m/sk2] [E/sk2] ---
Ga= 6,658·10-11 0 3 = 6,531·10-10 04 = 6,658-10 46 103 

[m3/kg* sk2] 
1,02. 102 

[m4/kgsk4) 
1038 

[E3/Mifsk2] 4 -1 --4 
---

h2 = 6,55 . I0-3& h3 = 6,68 · I0-35 h4 = 6,55. IO 34 
I07 

[m2kg*fsk] 
9,8I. 107 

[rilkgsk] I07 
[E2Mi/sk] I 1 I 

---
C2=3,0 ·108 c3=3,0·I08 c4=3,0·101 102 

[m/sk] 
102 

[m/sk] 
IOD 

[E/sk] l 0 l 

Pt= 1021.,+31.•. P2 P1 = (9,81;.•·1021., t31.•) 'P.a Pt= 1091.,-lll.o · P4 Pt= oc"p" 

P2 p2=9,81;.2 • p3 P2 = 107 l,-14/.z . P4 P2= (10-:H' SJ .• cx.) P• 

Pa= 9,8I-I·• · P2 Pa Pa= p3=(9,8I-1.2 X 
= (9,81-!.". 107!.,-141 .• ) P4 X I0-21.,-31.o cx.) P• 

P4 = I0-7/.d-141 .•. P2 P4=(9,811·•.I0-7 J.,+14l.o)Pa P4 P4 = ( 1 o-9 1., + 111.• cx.) P• 

p" = (I02J.,+31 .• 0'•) P2 P•= P• = (I091.,-ll 1'2 0'•) P4 = (9,811'2 ·I02 /.•+ 3/.• O'")p3 p" 

I02 m/sk I02 m/sk IOD E/sk 1 0 I ---102 mfsk2 I02 m/sk2 IOD E/sk2 1 u --2 ---105 Großdyn ,9,81 · 105 kg I02 cDyn 0 1 0 ---
Großdyn m Großdyn m 107 

Joule J, Wsk 
9,8I . I07 kgm I07 Joule J 1 I 0 

Wattsek Wsk -----
Joule/sk Joule/sk I07 
WattW 9,81 . I07 kgm/sk 107 

WattW 1 1 -) 

10 Jfm3 9,81. IO kg/m2 I0-18 [a4] -2 I 0 ---
1 I/sk I I/sk I I/sk 0 0 - 1 
I 1/sk2 I 1/sk2 I I/sk 0 0 --2-

---
105 kg*m 9,8I. 105 TM·m 10-2 [84] 0 1 2 

---
107 kg*m2 9,81. 107 TM·m2 107 [Ss] 1 1 2 

---
I07 Joule J 9,81 . 107 kgm 107 Joule J 1 1 0 

---
106 Großdynsk 9,81· 105 kgsk I0-2 [®s] 0 I 1 

---
105 Großdynsk 9,8I. I05 kgsk I0-2 [Os] 0 1 1 

IO* 
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Tabelle (23, 1 ). Die Maßsysteme der Mechanik 

1 2 3 4 5 I 6 

Potenzexponenten 

Skalar- Definitionsformel im fürs Maßsyst. Nr. 1 

Nr. Art der Größe Zeichen absoluten Maßsystem Absolutes Maßsyst. 1. Absolutes (physik.-
8 I m I t theor.) Maßsystem 

p p=yi' m1'2 t'' At ).2 Aa 0(1 I [Pt] 

29 Drall B B=D·s 2 1 - 1 1 Ergsk 

30 Schwingungszahl, v, w v=1ft, w=2'nv 0 0 -1 I lfsk=Hz 
Kreisfrequenz =Hertz 

31 Fläche F F=s2 2 0 0 I cn1 2 

32 Volumen y V=s3 3 0 0 I cm3 

33 Gewicht G G=m·g l 
l±±± 

Dyn 

34 Druck, Spannung p,a,-,; p=P/F -1 l - 2 I Dynfcm2 

:35 Dichte !! e=m(V 3 

: ~ I : 
g*(cm3 

36 Räumigkeit 
'/) v=Yfm 3 cm3/g* 

spez. Volumen 
37 spez. Gewicht y y=G(V -2 1 2 1 Dynfcm3 

38 Atomgewicht, A, JYI 
GA Gjf 

0 0 0 1 I A=--- JYI =---
Molekulargewicht Gn' Gn 

39 Normalspann. N T -1 1 -2 I Dynfcm2 

Schubspann. 
a,-,; a=F,•=-F 

40 Dehnung, Lll Lls 
0 0 0 I 1 

Schiebung s, y s=T,y=-8 

41 Elastizitätsmodul, E,G 
(1 • 

I - 2 I Dyn/~m2 
Schubmodul E= ;:• G=y- -1 

42 Dehnungszahl, 
01:, ß 

I I --1 2 cm2/Dyn 
Schubzahl 01:=-lif' ß=G 1 I 

43 Stat. Mom. s 8=F·s 3 0 0 l cm3 

einer Fläche 

44 Flächenträgheits- I I =F · s2 4 0 0 l cm4 

moment 

45 Widerstands- w W=l/s 3 0 0 1 cm3 

moment 

46 Spannungs- F F=a·s 0 l -2 l g*/sk2 

funktion 
47 Elastizität G G=s/P 0 I 2 l sk2fg* 

48 Federkonst. c C= lfG 0 l 2 l g*/sk2 

49 Widerstand w w=Pfv 0 l l l g*fsk 

50 Zähigkeit 
'fl 'YJ=PljFv -I I -1 I g*(cmsk 

einer Flüssigkeit 

51 kinematische 
Zähigkeit 

V V='Y}/(! 2 0 -I 1 cm2/sk 

52 Reynoldsche R R =vl(v 0 0 0 1 1 
Zahl 

53 Durchflußmenge Q Q= F(t 3 0 -1 l em3/sk 

54 Stromfunktion, <IJ, '1', 
</) = V • S, p = V • l 2 0 -1 1 cm2/sk 

Geschwind.-Pot. r 
55 Kraft auf die X X=P(m I 0 --2 1 cm/sk2 

Masseneinheit 

56 Rotor q q=vfs 0 0 l l 1/sk=Hz 
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und djlr Schwingungslehre. 2. Teil. 

7 I 8 I 9 I 10 I ll I 12 13 

Maßsystem Nr. 
Potenzexponenten 

(Technisches Maßs.) 

2. Physikal.-praktisches, 3. Technisches Maßsystem 4. Elektrotechnisches p = s''' pt<• t1' 3 

Maßsystem Maßsystem s 1 P 1 t 

IX2 [p2] IXa [Pa] IX4 [p4] fl1 fl2 fla 

107 Jsk 9,81 . 107 kgmsk 107 Jsk 1 1 1 
---

l Hz 1 Hz 1 Hz 0 0 -1 

104 m2 104 m2 1018 E2 2 0 0 
106 m3 106 m3 I 021 E" 3 0 --0-

105 Großdyn 9,81-105 kg 10 2 cDyn 0 l 
--0-

10 Großdynfm2 9,81·10 kgfm2 10-20 cDynfE2 -2 1 
--0-
---

10-3 kg*jm3 9,81·10-3 TM/m3 10-38 Mi/E3 -4 l 2 ---
103 m3fkg* 1,02·102 m3/TM 1038 E3/Mi 4 -1 -2 

I0-1 Großdynfm3 9,81·10 1 kgfm3 10 29 cDyn/E3 -3 1 --0-
------

1 I 1 1 1 
I 

1 0 0 0 

10 Großdynfm2 9,81·10 kgfm2 10-20 cDynfE2 -2 1 0 

---

1 I I I 1 1 0 0 0 

---
10 Großdynfm2 9,81·10 kgfm2 10-20 cDynfE2 -2 1 0 

---
10-1 m2jGroßdy11 1,02 ·10-2 m2fkg 1020 E 2jcDyn 2 -1 0 

---
106 m3 106 m3 1027 E3 3 0 0 

-----
108 m4 108 m4 1036 E4 I 4 0 0 

------
106 ni" 106 m" 1027 E" 3 0 0 

---
10" kg*/sk2 9,81·103 TM/sk2 10-11 Mi/sk2 -1 1 0 

I0-3 sk2/kg* 1,02 ·10-4 sk2/TM 1011 sk2/Mi 1 -1 --0-

103 kg*fsk2 9,81·103 TM/sk2 10 11 l\'lifsk2 -1 1 --0-

103 kg*/sk 9,81·103 TM/sk 1011 Mifsk -1 1 --1-

10 I kg*fmsk 9,81·10 TMfmsk 10-20 Mi/Esk -2 1 1 

I 
---

104 m2/sk 104 m2/sk 1018 E 2/sk 2 0 -1 
~ 

1 I I I 1 1 0 0 0 
------

106 m3fsk I 106 m3/sk 1027 E 3/sk 3 0 -1 ---
104 m2fsk 104 m2/sk 1018 E 2fsk 2 0 -1 

---
102 mfsk2 102 m/sk2 109 E/sk2 1 0 -2 

---
I 1/sk=Hz l 1/sk=Hz 1 1/sk=Hz 0 0 -1 
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Tabelle (24, 1). Die Maßsysteme 

1 2 3 4 5 I 
' 

6 

'd 
Definitionsformel 

Potenzexponenten fürs Maßsystem ~Cl) Maßsystem Nr. 1 u. Nr. 2, -;e~ im absoluten Absolutes Maßsystem Nr. Art der Größe ,.!:<1"~ 

Maßsystem 00~ 8 Im I t IQID-
1. Absolutes Maßsystem 

p p=yi'm1.•eJ.•Ql~o.J.a Ät Äs Äs ;., Äs ocl [pJ 
-

1 Länge 8 8 1 0 0 0 0 o-11 =1 cm ---
2 Masse m m 0 1 0 0 --- 0 o-12 =1 g* 

3 Zeit t t 0 0 1 0 0 O"ls =1 sk ---
4 Wärmemenge Q Q 0 0 0 1 0 0'14=1 cal ---
5 Temperatur 0. 0. 0 0 0 0 1 O'ls=1 oc 

6 Kraft, Gewicht P,G P=8m{t2 1 1 -2 0 0 1 Dyn 

7 Zahl,<( y,tp p=y 0 0 0 0 0 1 1 

8 Beliebige Größe p p=yi'ml•eJ..•Q'-•o-1.• ec2J., !!z-Ä, !!a+2Ä4 Ä, !!4 '1 cml1 g*Ä• skl3 call4 0 c•· 
9 

Gas- R R=8,315 X 2 1 -2 0-1 1 R1 = 8,315 · J07 

d konstante x 107 Erg/00 [Erg/00] - Cl) ---
JO ] Wärme- Ä Ä=2,3887 X -2 -1 2 1 0 1 Ä1 = 2,3887 • JO-B 

lll äquivalent x J0-8 cal{Erg [cal/Erg] 
"' - 0 ---· 

11 ~ Arbeits- I 1=4,1863 X 2 1 -2 --1 0 1 11 = 4,1863. J07 

äquivalent x 107 Ergfcal [ErgfcalJ 

12 Tabelle zur P1 = (ock/rt.t) Pk, rl.k = 0'~1, O'~i ~"" O'!t 0'!~ p~ - Umrechnung 
13 der Maßzahlen [Pd= (oct/ock) [pk], Pl =OCtPl Pz= 9,81-; .•. ~o-2.!,-S.!o-3.!•. 'PI 
- beliebiger 
14 Größen oc1 = 1, rt.z = 9,8li.o. 102i.,+3lo+3/.•' [pi] = [p;]{oc; Pk = (1/ock) 'P1 

15 Arbeit, 
.A,ul 

.A=l·Q=Q/Ä 2 1 -· 2 0 0 1 Erg innere Energie u --
Längenaus-16 dehnungszahl oc oc = LJ lflLJ D 0 0 0 0-1 1 oc-1 

--Raumaus-17 dehnungszahl ß ß=LJ VjVLJD 0 0 0 0-1 1 oc-1 

I 
--

18 spez. Wärme c c=QfGD -1 -1 2 1 -·1 1 cal/Dyn °0 --Verdampfungs-19 wärme r r=QfG -1 -1 2 1 0 1 calfDyn 
--

20 Wärmefluß q q=QfFt -2 0 -1 1 0 1 calfcm2sek --
21 Wärmeleitza;hl Ä Ä=QfltD -1 0 -1 1 -1 1 calfcmsk°C 

---
Temperatur-22 Ieitfähigkeit a a=Äjcy 2 0 -1 0 0 1 cm2/sk 

--spez. Wärme-23 leitwiderstand rr. rL= lfJ. 2 0 1 -1 1 1 cm2sk°Cfcal 
---

Wärme-24 übergangszahl ii ü=Q{Ft# -2 0 -1 1 -1 1 calfcm2sk°C 
---

25 spez. Energie 'U u= UjG l 0 0 0 0 1 Erg/Dy .1 = cm - -
26 Entropie 8 S=Q/D 0 0 0 1 -1 1 cal/00 

27 spez. Entropie 8 8=8/G .. 1 -1 2 1-1 1 calf°CDyn 

I 
----

28 spez. Volumen V v=VfG 2 -·1 2 0 0 1 cmBfDyn 
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der Wärmelehre. 

7 I 8 9 10 11 

Nr. Potenzexponenten P1 =P1·a1 Pa=Pa·ITs 

2. Praktisches therm. Maßsystem 
p = IJ ae• me• ee•oe .. Zahlwert 

8 I m I t 111 
Otg (pJ e1 es es e4 0"1 !Ta 

!Tu= 102 m 1 0 0 0 1 1 

0"22 = 9,81 . 103 TM 0 1 0 0 1 1 

ITaa = 1 sk 0 0 1 0 1 1 

!Tu= 103 kcal 2 1 -2 0 4,19 ·107 4,27 ·102 

!Tos= 1 oc 0 0 0 1 1 1 

9,81. 101 kg 1 1 -2 0 1 1 

1 1 0 0 0 0 1 1 
9,81l2 X m"' TMi·• sk"• X 

.11+2.14 Ä.a+-14 Ä.z-2.14 Ä.s 0"1 = a 2 = 4,27'-4 • 102l. .. 
X 1021.,+3lo+3l• x catl•oci·• =4,1863'-4 ·1071• 

9,81. 107 R2 = 8,481 · 10-1 
2 1 -2 -1 1 1 [kgm/0 0] 

Ä 2=2,34·10-3= 
1,02 · 10-5 =1/427 0 0 0 0 4,19. 107 4,27 ·102 

[kcalfkgm] 

9,81. 104 12 = 4,27 · 102 

[kgmfkcal] 0 0 0 0 2,39 ·10-8 2,34·10-3 

P1 = 9,81/.o. 102'-t+SI.o+Sl•. Pa P1 =cxk P~: p = P1 [ cmU• g*e• skU• 0 ce•] 

Pa Pa= 9,81-'-•. 10-21.,-Sl.o-31 .•. cx~:. p,. p=p2[me'TMU•ske•oce•] 

Pk = (9,811·• · 1021.,+Slo+Si.4/cxk) p2 P~: 

9,81. 107 kgm 2 1 -2 0 1 1 

1 oc-1 0 0 0 -1 1 1 

1 oc-1 0 0 0 -1 1 1 

1,02 ·10-3 kcal/kg 0 Cl 1 0 0 -1 4,19. 107 4,27 ·102 

1,02 ·10-3 kcal/kg 1 0 0 0 4,19 ·107 4,27 ·102 

10-1 kcalfm2sk 0 1 -3 0 4,19 ·107 4,27 ·102 

10 ke'al/msk ° C 1 1 -3 -1 4,19. 107 4,27 ·102 

. 104 m2/sk 2 0 -1 0 1 1 

10 m2sk°Cfkcal 0 -1 3 1 2,39 ·10-8 2,34 ·10-3 

10-1 kcalfm2sk ° C 0 1 -3 -1 4,19. 107 4,27 ·108 

102 kgm/kg=m 1 0 0 0 1 1 
103 kgmfOC 2 1 -2 -1 4,19 ·107 4,27 ·102 

1,02. 10-:-3 kcalfOCkg 1 0 0 -1 4,19. 107 4,27 ·102 

1,02 m3fkg 2 -1 2 0 1 1 
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