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Vorwort.

Es soll der Zweck des vorliegenden Buches sein, jene Kluft zu iberbriicken,
die auch heute noch zwischen Technikern und Physikern besteht. Wahrend die
Techniker meistens flinke Rechner sind, dafiir aber selten den hohen Anspriichen
der theoretischen Physik gewachsen sind, liegt der Fall bei den Physikern fast
immer umgekebrt. Dieses Buch wendet sich darum in erster Linie an alle beruf-
lich praktisch und wissenschaftlich titigen Techniker und Physiker, aber auch
gleichzeitig an alle Studierenden der im Titel genannten Wissenschaften. Es soll
der Versuch gemacht werden, auf den Gebieten der Mathematik, Geometrie und
Physik kurze Zusammenstellungen des Lebrstoffes zu geben, die in knapper
verstédndlicher Form logisch aufbauend zuerst die erforderlichen Grundbegriffe
und Definitionen und darauffolgend die fiir die praktische Anwendung notwen-
digen Lehrsétze bringen. Der Erklirung der Grundbegriffe wird darum in diesem
Buche eine besonders grofle Sorgfalt gewidmet. Auf ein richtiges Verstdndnis
der Lehrsitze wird groBler Wert gelegt. Auf die Ableitung der Lehrsitze wird
immer dort verzichtet, wo dies ohne Beeintrichtigung des Verstindnisses der
Sdtze moglich ist. Viele Satze werden dabei an Hand von Rechenbeispielen er-
klart und erldutert. Die Formeln werden nicht immer in der Reihenfolge ihrer
Entwicklung, sondern in jener Reihenfolge gebracht, wie sie beim praktischen
Rechnen bendtigt werden.

Vorausgesetzt werden in diesem Buche nur geringe Kenntnisse in der Mathe-
matik, wie sie in jeder Mittelschule und Gewerbeschule gelehrt werden. Da jedes
Kapitel des Buches in sich selbstéindig aufgebaut wird, so bleibt das Buch auch
selbst fir Schiiler aller Lehranstalten noch lesbar. Zum Verstindnis des Werkes
brauchen daher vom Leser keinerlei andere Werke herangezogen zu werden.

Es werden in der vorliegenden ,,Einfiihrung in die #n-dimensionale, algebraische
Geometrie mit besonderer Beriicksichtigung der Physik* die Grundlehren der im
Titel genannten, einzelnen Kapitel entwickelt und schlieSlich zu einem einzigen
Lehrgebiude, welches vielleicht treffend mit den neuen, heute noch nicht ge-
brauchlichen, Worten ,,Mathematisch-geometrische Physik* bezeichnet werden
konnte, zusammengefigt.

Der vorgesehene Ausbau des Werkes soll dann speziell der Mathematik,
der 1-, 2-, 3- und n-dimensionalen Geometrie, insbesondere der Matrizenrech-
nung, aber auch den Lehren der Physik, jedoch in Form der im vorliegenden
Buche entwickelten , Mathematisch-geometrischen Physik* gewidmet werden.

Die ,,Einfiihrung in die n-dimensionale, algebraische Geometrie mit besonde-
rer Beriicksichtigung der Physik* verfolgt den Zweck, einen Uberblick iiber die
Grundlehren der Mathematik, Geometrie und Physik zu geben und diese zu einem
einheitlichen Ganzen zusammenzufiigen. Eine Rechenmethode, die dies gewéhr-
leistet, stammt von einem unserer gréBten deutschen Mathematiker, HEINRICH
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GrassMaNN dem Alteren. Seine grundlegenden Werke sollen darum hier in erster
Linie zur Losung der gestellten Aufgabe verwendet werden.

Jeder Physiker und Techniker kennt die grofie Bedeutung, die heute der
Punkt-, Vektor- und Tensorrechnung auf dem Gebiete der gesamten theoretischen
Physik zukommt. Da fast alle Erscheinungen des téglichen Lebens an das Vor-
handensein des Raumes gebunden sind, folgt, daf die mathematisch-geometrischen
Methoden die geeignetsten sind, die Vorginge in der Natur klar und einwand-
frei zu beschreiben. Gerade dasz Studium der Punkt-, Vektor- und Tensorrech-
nung fordert das rdumliche Anschauungs- und Denkvermdogen so sehr, daB es
jedem, der sich die neuen Erkenntnisse der Naturwissenschaften zu eigen machen
will, nur wiarmstens empfohlen werden kann. Leider besitzen die meisten Studie-
renden auch heute noch eine unbegriindete Scheu vor den vielen verschiedenen
Schreibweisen und Operationszeichen, die sich in der Punkt-, Vektor- und Ten-
sorrechnung eingebiirgert haben. '

Die weitestgehende Anwendung findet das hauptséchlich in England und
Amerika gebriuchliche und von GiBBs angegebene System, das fiir die Be-
trachtung von nur ein-, zwei- und dreidimensionalen Réumen sicher eines der
besten unter den bestehenden Systemen ist. Nur selten verwendet wird leider
das bis heute uniibertroffene System des grofien deutschen Mathematikers HEIN-
RICH GRASSMANN dem Alteren. Es besitzt gegeniiber dem (GiBBsschen System den
ungeheuren Vorzug, fiir n- wie fiir 1., 2- und 3-dimensionale Réume gleich ver-
wendungsfihig zu sein. Gerade diese Tatsache ist es, die GRASSMANN selbst heute
noch, wenn er auch in Vergessenheit geraten ist, den ihm gebiihrenden Platz
in der mathematisch-theoretischen Physik sichert.

GRASSMANN hat mit weit vorausschauendem Blick jene Wege, die die theore-
tische Physik in der Zukunft nach ihm durchwandern mufte, frithzeitig erkannt
und das mathematisch-geometrische Handwerkzeug geliefert, mit dem heute
und auch in Zukunft jeder Physiker und Techniker der Natur zu Leibe riicken
muf, wenn er ihr in schépferischer Arbeit neue, fir die Menschheit segensreiche
Erkenntnisse abringen will. Die GrassMaNNschen mathematischen und physika-
lischen Werke bilden daher auch heute noch einen sicheren Ausgangspunkt fir
einen einwandfreien Aufbau des gesamten Lehrgebdudes der theoretischen Physik.

Der Verfasser hat deshalb in diesem Buche den Versuch unternommen, die
Methoden, die GrassMANN insbesondere in seiner zweiten Ausdehnungslehre
vom Jahre 1862 niedergelegt hat, noch weiter zu verallgemeinern und die heute
gebrauchliche Determinanten-, Dyaden- und Matrizenrechnung in das System
der Punkt-, Vektor- und Tensorrechnung einzufiigen. In eleganter Form ergibt
sich dann von selbst der Ubergang von der euklidischen Geometrie iiber die affine
und projektive Geometrie zur R1EMaNNschen Geometrie und zur Krone der klas-
sischen Physik, der Relativititstheorie. Die GrRassMANNsche Ausdehnungslehre
wird aber auch gleichzeitig — und das ist gerade die wesentliche Neuerung in
diesem Buche — vom Verfasser durch die Einfithrung des physikalischen Dimen-
sionsbegriffes in die Geometrie wesentlich erweitert.

Nun bringen wir noch einige kurze Bemerkungen iiber die Anordnungen im
vorliegenden Buche. Die Grundbegriffe und Definitionen werden bei ihrem erst-
maligen Auftreten, damit sie vom Leser immer wieder rasch gefunden werden
kénnen, kursiv gedruckt. Um das rasche Auffinden der Gleichungen im Text
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zu ermoglichen, wird bei Verweisungen im Text in einer runden Klammer links
die Nummer des Textabschnittes und rechts die Nummer der Formel im Text-
abschnitt vermerkt. Fiir die Einheiten und Formelzeichen verwendet der Ver-
fasser das gegenwirtig in Deutschland eingefiihrte System der Bezeichnungen
des Ausschusses fiir Einheiten und Formelzeichen, fiir die Zwecke der theoretischen
Forschung jedoch ein eigenes wissenschaftliches Bezeichnungssystem. Damit
haben wir die wesentlichsten Anordnungsgrundsitze des Buches bekanntgegeben.

Zum SchluBl dankt der Verfasser des vorliegenden Werkes ganz besonders
der Akademie der Wissenschaften in Wien, die durch Ubernahme eines Teiles
der Kosten wesentlich zur Herausgabe des Werkes beigetragen hat. Der Verfasser
dankt aber auch allen seinen hochverehrten Lehrern, Herrn Professor Dr. KARL
FEDERHOFER, Graz, und Herrn Professor Dr. HERMANN WENDELIN, Graz, ins-
besondere aber den Herren Professoren Dr. FriepricHE HARTMANN und Dr.-Ing.
ErNstT MEDAN an der technischen Hochschule in Wien fiir ihre Unterstiitzung
und Forderung, die sie ihm bei dem Zustandekommen des Werkes haben zuteil
werden lassen. Herrn Professor Dr. Lupwic HoLzer, Graz, ist der Verfasser fiir
seinen fachwissenschaftlichen Rat, der ihm sehr wertvoll war, sehr verbunden.
Endlich .dankt der Verfasser auch dem Verlag fiir die sorgfiltige Drucklegung
und die schéne Ausstattung des Buches.

Wien, im Mirz 1942,
Dr.-Ing. FRIEDRICH KLINGER.
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Einfithrung,.
Die Mathematik, Physik, Geometrie und geometrische Physik.

"Unter einer Grofe verstehen wir in dieser Schrift irgendeinen Gegenstand
einer Berechnung, der sich zahlenm&Big, d.h. seiner Grofle nach erfassen 1agit.
GroBen, die dem Gebiete der Physik angehéren, nennen wir physikalische Grifen.
GroBen, die dem Gebiete der Geometrie angehoren, nennen wir geometrische
Grofen. :

Da der allgemeinsten iiberhaupt denkbaren GroBe drei wesentliche Eigen-
schaften zukommen, nimlich 1. ihr rein zahlenm#Big erfaBbarer Wert oder
Betrag, 2. ihre raumliche Ausdehnung, Extension, geometrische Stufenzahl bzw.
rdumliche Dimension, 3. ihre Benennung, physikalische Dimension oder kurz
Dimension, so zerfillt das gesamte Gebiet der Lehre von den GréBen dement-
sprechend in vier grofie Hauptgebiete, namlich: 1. in die Mathematik, die die
Gréflen nur ihrem Betrage nach erfallt, das ist die Lehre von den Zahlen, die
Arithmetik, die Lehre von den Gleichungen, die 4lgebra und die Lehre von den
Funktionen, die Analysis, 2. in die Physik, die die GréBen ihrem Betrag und ihrer
physikalischen Dimension nach erfafit, 3. in die Geometrie, die nur den Betrag
und die Stufenzahl der GréBen beriicksichtigt, und schlieBlich 4. in die geome-
trische Physik oder algebraische Geomeirie und Physik, die den Betrag, die Stufen-
zahl und die physikalische Dimension der Gréfien in Rechnung stellt. Die Ge-
biete der Physik sowie der Geometrie umfassen somit das Gebiet der Mathematik.
Die geometrische Physik hingegen umfaft die Mathematik, die Geometrie und
die Physik. Ihr Lehrgebiude ist also am umfangreichsten und ihre Lehren sind
daher am praktischsten verwendbar.

Entsprechend der gegebenen Einteilung behandeln wir im ersten Kapitel die
Zahlen. Sie geben uns die Einfithrung in das Gebiet der Mathematik. Im zweiten
Kapitel besprechen wir die Skalare, worunter wir in dieser Schrift GroBen ver-
stehen, die Produkte aus einer Zahl, ndmlich ihrem Betrag und ihrer physika-
lischen Dimension darstellen. Ihre Lehre gibt die Einfiihrung in das Gebiet der
Physik. Das dritte Kapitel bringt das Wesentlichste aus dem Gebiete der Kom-
binationslehre, deren’ Lehren zur mathematischen Darstellung der folgenden
Kapitel benotigt werden. Im wvierten Kapitel befassen wir uns mit den geome-
trischen Gréflen des n-dimensionalen Rawmes, denen nur ein Betrag und eine
Stufenzahl zukommt. Thre Lehre vermittelt uns die Einfithrung in die n-dimen-
sionale Geometrie. Das letzte und fiinfte Kapitel behandelt die extensiven Grofen
des n-dimensionalen Rouwmes, welchen ein Betrag, eine Stufenzahl und eine physi-
kalische Dimension zukommt. Ihre Lehre bildet schlieBlich die Grundlage der
geometrischen Physik oder der algebraischen Geometrie und Physik.

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 1



I. Kapitel. Die Zahlen. Einfiihrung in die Mathematik.

1. Die natiirlichen Zahlen.

Die Grundelemente jeder mathematisch-geometrischen-physikalischen Be-
trachtung bilden die Zahlen. Um alle Unklarheiten zu vermeiden, soll zunéchst
eine Ubersicht iiber die verschiedenartigen méoglichen Zahlbegriffe gegeben wer-
den. Die Grundlage jeder Untersuchung bilden die natiirlichen Zahlen, nimlich
die positiven, ganzen Zahlen, einschlieBlich der Null:

(L1 0, +1, +2, +3, +4, +5,...
Ihre Gesamtheit nennen wir den Bereich N der natiirlichen Zahlen n oder den
Bereich % der positiven ganzen Zahlen n. Wir schreiben deshalb auch:
(1,2) M = alle natiirlichen Zahlen n oder
=0, +1, +2, +3, +4,...
Diese Zahlen stehen in einer bestimmten Rangordnung:
(1,3) Jede in (1,1) weiter links (rechts) stehende Zahl nennen wir kleiner
{grofer) oder in Zeichen <C (>>) als die weiter rechts (links) stehende Zahl.
Je zwei Zahlen aus (1, 1) sind wungleich oder woneinander verschieden, in
Zeichen ==, irgend eine Zahl aus (1, 1) nennen wir nur zu sich selbst
gleich oder in Zeichen =.
Beispiel: +3 <47, +7>+3, +3++4+7, +3=+3.
Null ist, die kleinste natiirliche Zahl, eine grofite natiirliche Zahl gibt es nicht.

Die Einheit der natiirlichen Zahlen -+ 1 nennen wir stets die absolute Einheit oder
die reelle Einheit.

(1,4) Das Zeichen
Das Zeichen

soll heillen: ,,gréfer oder gleich,

=
< soll heilen: ,,kleiner oder gleich.

(1,5) Das Zeichen ,,folgt*“: —» (<) oder ,,logische Folge* soll heiflen: aus den
links (rechts) von — (<) stehenden Aussagen folgen stets die rechts
(links) , von — (<—) stehenden Aussagen.

(1, 6) Das Zeichen <—soll heilen: Die Aussagen rechts folgen aus den linksstehen-
den und die Aussagen links aus den rechtsstehenden Aussagen.

(1,7) Wir bezeichnen irgendwelche Zahlen stets mit kleinen lateinischen Buch-
staben a, b, #, m, ... und falls erforderlich zur Unterscheidung auch
durch kleine lateinische Buchstaben mit angehingten kleinen Zahlen,
den Indizes, z. B. a,, a5, ... oder auch mit angehingten kleinen Buch-
staben, "die wiederum einen Zahlenindex tragen, wie z.B. a,, a

11, i2, DR
darin bedeuten die Indizes ;, %,, . . . selbst wieder irgendwelche Zahlen.



Die Grundgesetze der Addition oder der Rechenoperation erster Stufe. 3

(1,8) Die Null und nur sie bezeichnen wir auler durch 0 auch durch o..die Eins
und nur sie bezeichnen wir auler durch 1 auch durch e, so dal gilt:
0=0,e=1.

(1,9) E Unter einem System von Elementen &, in dem im allgemeinen auch
die Null o und die Eins e vorkommen wird, verstehen wir irgend eine
endliche oder eine unendliche Gesamtheit von Zahlen: © = a, b, ¢, .. .,
o, ¢, ..., die aus irgend einem Zahlbereich, z. B. aus dem Bereich 9t der
natiirlichen Zahlen herausgegriffen sind.

Diese Elemente brauchen in keiner besonderen Anordnung zu stehen. Ein
und dieselbe Zahl kann darin auch auf verschiedene Art und Weise bezeich-
net oder dargestellt sein und auch mehrmals auftreten.

Die Namengebungen beziiglich der Zahlenbereiche, Rechenoperationen und
Rechengesetze findet der Leser in Punkt 12 iibersichtlich zusammengestellt,
worauf wir schon jetzt ausdriicklich verweisen wollen.

2. Die Grundgesetze der Addition oder der Rechenoperation erster Stufe.

Verkniipfen wir in (1, 2) irgend zwei Zahlen des Bereiches 9t durch die Addi-
tion, so erhalten wir immer wieder eine Zahl des Bereiches 9. Wir sagen deshalb,
die Addition ist im Bereich 3t uneingeschriankt ausfilbrbar und setzen darum
fest:

(2,1) 4 Im System & ist die Addition uneingeschrinkt ausfihrbar, wenn darin
die Gesetze der Addition 4 gelten:
A,: Das assoziative Gesetz a + (b +¢)=(a+bd) 4+ ¢
A,: Die Existenz der Null a+0=a,0+a=a
A,: Das kommutative Gesetz a + b = b + a.

Als Klammerregel bezeichnen wir folgende Schreibweise, an der wir von nun
an stets festhalten wollen:

(2,2) Treten in einer Gleichung mehrere Rechenoperationen hintereinander
auf, so wollen wir unter dem nicht eingeklammerten Ausdruck stets jenen
verstehen, in welchem nach dem folgenden Schema alle Klammern gleich
zuerst auftreten und welchem unseren Begriffsbildungen zufolge ein im-
mer eindeutig bestimmter Sinn beigelegt werden kann.

atbtetd+f+--={l@+b+el +df+f+---

Bringen wir die Zahlen (1, 2, 3, ..., 7) in eine andere Reihenfolge (i, %,,
23, - - . 1p), Stellen wir sie also nur um, so nennen wir das Symbol:
2,3) {1 2 37‘}
il iz i.s v 7:1'

cine Umstellung oder eine Permutation.

Das assoziative Gesetz A} fiir beliebig viele Summanden lautet:

(2,4) A} Die Summe aus mehreren Summanden ist von der Art der Zusammen-
fassung beliebig vieler nebeneinanderstehender Summanden zu Teil-
summen unabhéngig. Die Reihenfolge der Summanden in allen diesen
Teilsummen darf jedoch nicht gefindert werden. Es gilt dabei: 4, — A*.

1*



4 Die Zahlen. Einfithrung in die Mathematik.

Das kommutative Gesetz A; fiir beliebig viele Summanden lautet:
(2, 5) A} Die Summe aus mehreren Summanden ist von der Reihenfolge der
Summanden unabhéngig, d. h.
Uy + g+ TG, =0y Fay+ -t a,
wenn darin (2, 3) irgend eine Permutation bedeutet. Es gilt dabei:
A4, A,— A},
Fiir Summen, die dem Gesetz A} gehorchen, gebraucht man auch héufig
die folgenden vereinfachten Schreibweisen:

(2:6) a’1+’a’2+"'+a’n:2az‘:
i=1
(277) a1+a2+---+a”=a,,,

darin nennt man 3 ein Summenzeichen und sagt: es wird summiert tiber den In-
dex i von 1 bis n oder der Index ¢ lduft von 1 bis n. Den Index ¢ in (2, 6) nennen
wir einen Awufzihlungsindex. Man schreibt némlich statt

(2-8) Ay, Gy, Ag,° 5 Oy,

2,9) a;,, i=1,2,3,..., n) oder kurz a,.

In der Schreibweise (2,7) hingegen wird auch noch das Summenzeichen
weggelassen und summiert itber den kleinen griechischen Index v, welcher als
kleines griechisches n schon von selbst die Summierung von 1 bis klein latei-
nisch # andeutet. Wir nennen darin » einen Summationsindex und halten an fol-
gender Bezeichnungsregel fest:

(2, 10) Aufzahlungsindex bezeichnen wir nur durch kleine lateinische Buch-
staben, Summationsindex nur durch kleine griechische Buchstaben.

(2,11) Ist in der Summe a; + a, + - « - + a, jeder Summand des Systems &
gleich @, wobei n eine natiirliche Zahl ist, so nennen wir das Ergebnis
das natiirliche n-fache von a und schreiben: a +a + - - - 4 a = na.

Sind n und m natiirliche Zahlen, so gelten im System & die Séatze:
(2,12) 0a =0, la=a, na=an,
n+m)a=mna+ma, n(a@+bd =na+nb,
n(ma) = (nm)a.

3. Die Grundgesetze der Multiplikation oder der Rechenoperation
zweiter Stufe.

Wir erkliren jetzt weiter:
(8,1) M Im System © ist die Multiplikation uneingeschrdankt ausfithrbar, wenn
darin die Gesetze der Multiplikation M gelten:
M,: Das assoziative Gesetz a(bc) = (ab)c
M,: Die Existenz der Eins ae=a, ea =a
M,: Das kommutative Gesetz ab = ba.

Die Klammerregel lautet:
3,2) abedf...={[(ab)cld}f...
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Das assoziative Gesetz M fiir beliebig viele Faktoren lautet:

(3,3) M} Das Produkt aus mehreren Faktoren ist von der Art der Zusammen-
fassung beliebig vieler nebeneinanderstehender Faktoren zu Teil-
produkten unabhingig. Die Reihenfolge der Faktoren in allen diesen
Teilprodukten darf jedoch nicht gesindert werden. Es gilt dabei:

M, M.
Das kommutative Gesetz M} fiir beliebig viele Faktoren lautet:

3,4) M ’}‘ Das Produkt aus mehreren Faktoren ist von der Reihenfolge der
Faktoren unabhéngig, d.h. es gilt: a; a0, ... a;, = a,0505...a,,
wenn darin (2, 3) irgend eine Permutation bedeutet. Es gilt dabei:
M,, M, M.

Fir Produkte, die dem Gesetz M; gehorchen, gebraucht man auch haufig
folgende vereinfachte Schreibweise:

7
(3,5) a1a2a3...a,z:‘ﬂla“
i

darin nennt man I ein Produktzeichen und sagt: Es wird multipliziert diber den
Index i von 1 bis n. Der Index 7 heif3t darin wieder ein Aufzihlungsindex. Ein wich-
tiges Gesetz, welches die Addition mit der Multiplikation verbindet, ist:

(3,6) D Das distributive Gesetz:
alb+¢)=ac+bc, b+c)a=ba+ca,

darin kann die Multiplikation nicht mit der Addition vertauscht werden. Das
distributive Gesetz fiir Summen von mehr als zwei Summanden lautet:

- n 7n n n
3.7) D*: a(Zb) = J(ab), (Fb)a=3 ().
1=1 =1 = i=
Fir Produkte von zwei Summen ergibt sich:
( “z) (Zbl) = 2[ Zbk = (2 az
i=1 k=1 i=1 k=1 k =1

2

HM§ .'.LM§

il

( by) -
. 1=
Man beniitzt deshalb dafiir die beiden Schreibweisen:
n noom n, m
(_Zlva’l)( A):Z’Zaibh: Z aibk'

k=1 i=1 k=1 k=11
Fiir Produkte von beliebig vielen Summen verwendet man die folgende
Schreibweise :

<2" )(3b) = 3 (Sab,) =
=1 k=1 =1 k=1

i

m

nl ne My n1 ne My
N
(3.9) (Xa)( X by) . (XYg)= 2 L 2a g =
f1=k1 ig=ke drs=ky =k iag= kz ir=kr
Ny, Re, ..., Nr
=23 a; by, o gy
i, d2y 0., tr=k1, kay..., ke

Zum Beweis von (3, 7) bis (3, 9) bendtigt man nur die Gesetze 4, und D, nicht
aber A,
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(3,10) Ist in einem Produkt aya,a;. ..a, von n Zahlen des Systems & jeder
Faktor gleich a, wobei n eine natiirliche Zahl ist, so nennen wir das
Ergebnis die n-fe natiirliche Potenz von a und schreiben in-Zeichen:
aaa...q=qa"

speziell setzt man noch:

(3,11) a®=ce, al=a, a"l=gqa"a fir n==0,1,2..))

(3,12) Sind # und m natiirliche Zahlen, so folgt

Ma_>ana,m — an+m’ (an)m =qrm,
M,, M — (ab)® = a™b".

4. Die Grundgesetze des Potenzierens oder der Rechenoperation
dritter Stufe.

Wir erkliren jetzt weiter:

4,1) P Im System G ist das Potenzieren uneingeschrinkt ausfithrbar, wenn darin
die Gesetze des Potenzierens P gelten:
P,: Das Gesetz (a?) (a®) = aP**,
Py: Das Gesetz (a?)° = a®°,
P, Das Gesetz (ab)® =a’be.
Die Addition, Multiplikation und das Potenzieren heiflen auch die direkten
Rechenoperationen erster, zweiter und dritter Stufe.
Setzen wir jetzt die Regeln der gewdhnlichen Algebra fiir die Addition, Multi-
plikation und das Potenzieren von natiirlichen Zahlen als bekannt voraus, wéh-

len wir als System © den Bereich % und nehmen wir (1, 8) als giiltig an, so er-
kennen wir jetzt die Richtigkeit folgenden Satzes:

{4,2) Im Bereich 9t der natiirlichen Zahlen sind die Addition, die Multiplikation
und das Potenzieren uneingeschrinkt ausfiihrbar.

5. Die inverse Rechenoperation erster Stufe. Die Subtraktion.
Wir erklédren:

(5,1) 8 Im System & ist die Subtrakiion uneingeschrinkt ausfihrbar, wenn gilt:
Ist b ein beliebiges Element von &, so ist die Gleichung x 4 b =0
immer durch ein Element x von & erfiillt. Wir schreiben x = (—¥b)
und nennen x zu b enigegengesetzt.

Man beniitzt auch die folgenden Schreibweisen:
(5,2) (—a)=-—a, a4+ (—b) =a—0>b.

Auf Grund dieser Festsetzung erweitern wir den Bereich 9t der natiirlichen
Zahlen n durch die Einfithrung der negativen Zahlen ¢’ zum Bereich & der ganzen
Zahlen g. Ist n irgend eine natiirliche Zahl, so kann eine negative ganze Zahl g’
dargestellt werden durch

(5.3) g'=—n.
Jede ganze Zahl g kann daher dargestellt werden in einer der beiden Formen:
(5,4) g=-+n oder g=-—n
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oder anders kurz ausgedriickt in der Doppelform:

(5,5) g = +n.
‘Wir schreiben deshalb:

(8,6) @& = alle ganzen Zahlen = alle natiirlichen Zahlen n -+ alle negativen
ganzen Zahlen ‘g’ oder

(‘Bz"'—4fa —'35 '—2’ —'1;0,_{"1: _{'—2, +33 +‘4y--°

Auch diese Zahlen stehen wieder wie der Bereich M der natiirlichen Zahlen in
einer bestimmten Rangordnung. Es gilt (1, 3), wenn darin (1, 1) durch (5, 6) er-
setzt wird. Daraus folgt:

(5,7) Jede positive Zahl ist > 0, jede positive Zahl ist > als jede negative Zahl.
Jede negative Zahl ist < 0, jede negative Zahl ist <C als jede positive
Zahl.

Im Bereich & der ganzen Zahlen gibt es weder eine gr68te Zahl noch eine kleinste
Zahl.
Beispiel: +3>-7, +3>0, +7>+43,
—T7< =3, —3<0, —T7<+43.
Der Begriff der natiirlichen Vielfachen na einer Zahl a des Systems kann
jetzt auf den Begriff der ganzzahligen Vielfachen ga erweitert werden.

6. Die inverse Rechenoperation zweiter Stufe. Die Division.

Wir erkliren:

(6,1) @ Sind im System & Elemente b =& o vorhanden, und ist b sonst ein
beliebiges Element aus &, dann ist tm System die Division uneinge-
schrinkt ausfihrbar, wenn' die Gleichung xb = e immer durch ein Ele-
ment x des Systems & erfiillt ist. Wir schreiben & = b~ und nennen
x zu b reziprok.

Man beniitzt auch die folgenden Schreibweisen:

6,2) bl=eb=efb=-, abl=ab=afb=3, b+o,
Die Potenzen des zu a == o reziproken Elementes a heiflen auch die negativen
Potenzen von a. Ist n eine natiirliche Zahl, so setzt man

(6,3) a®=c¢, al=cla, a™=a"gl, n=0,1,2,..)
(@ )* = am.

Setzen wir jetzt die Rechenregeln der gewdhnlichen Algebra fir die Addi-

tion, die Subtraktion, die Multiplikation und das Potenzieren von ganzen Zahlen

als bekannt voraus, wihlen wir als System & den Bereich % und nehmen wir (1, 8)
als giiltig an, so erkennen wir die Richtigkeit folgenden Satzes:

(6,4) Im Bereich @ der ganzen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion, die
Multiplikation. und das Potenzieren uneingeschrinkt ausfithrbar.

(6, 5) Man nennt ein von o verschiedenes Element a eines Systems € ein singu-
lires Element oder einen Nullteiler, wenn gilt: a = 0, b &= 0, ab = 0.
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Solche Elemente gibt es im Bereich f, & und den erst spéter zu erklirenden
Bereichen &%, 3, & nicht. Wir werden aber spéter andere Bereiche kennen lernen,
in welchen bei entsprechender Deutung (6, 5) erfiillt ist. Wir erkléren deshalb jetzt:

(6,6) N Ein System & enthilt keine Nullteiler, wenn gilt:
ab=0->a==0 oder b=o0 oder @ =0, b=o.

Auf Grund der Festsetzungen (6, 1) und (6, 2) erweitern wir jetzt den Bereich &
der ganzen Zahlen g durch die Einfiihrung der Briiche b’ zum Bereich R der ratio-
nalen Zahlen r. Sind ¢, g, und g, irgendwelche ganze Zahlen und gelten die Be-
ziehungen b'g, = ¢;, ge = ¢, so kann, wie sich daraus mit Hilfe der bekannt-
gegebenen Gesetze folgern 14Bt, gezeigt werden, daB jeder Bruch b’ und jede
ganze Zahl g durch

(6,7) b =g:/g,, 9=/
dargestellt werden kann. Nennen wir jede ganze Zahl einen unechten Bruch und
jeden Bruch eine rationale Zahl 7, so gilt fiir jede rationale Zahl r die Darstellung

(6, 8) r=¢/gs-
Wir schreiben deshalb:

(6,9) R = alle rationalen Zahlen r = alle ganzen Zahlen g + alle Briiche
oder R = Gesamtheit aller Briiche.

Man kann leicht zeigen, daB jede rationale Zahl r entweder gleich einer ganzen
Zahl g sein muB, oder zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen g und
g -+ 1 in der geordneten Reihe der ganzen Zahlen (5, 6) liegt, denn es gelten der
Relhe nach bei Einfithrung der neuen ganzen Zahl g durch (6, 11) die Bezie-
hungen:

(6, 10) 9= (gilg) <g + 1,

(6,11) g=01— 99

(6,12) 0=9<g: 0=(glg) <1,
d.h. aber g ist eine der ganzen Zahlen aus der folgenden Reihe:
(6, 13) 0,1,2,3,...,9,—2, g,— 1.,
daraus folgt jetzt:

(6, 14) (91/92) = g + (9/g2)

d. h. jede rationale Zahl r = ¢,/g, kann eindeutig in die Summe aus einer ganzen
Zahl g und einem sogenannten — nach der Eigenschaft (6, 12) — nicht negativen
echten Bruch g|g,, der stets zwischen Null und Eins liegt, zerlegt werden. Man
nennt g den Quotienten und g den Rest der Division g, durch g,. Gilt im Sonderfall
=0, so folgt:

(6,15) 9=0, (0./92) =9, §1=99-

Wir sagen dann, g, vst durch g, teilbar oder g, ist ein Vielfaches, namhch das g-fache
von ¢,. Auch die rationaleni Zahlen stehen wieder wegen (6, 10) in einer Rang-
ordnung und es gelten fiir sie iibertragen auch wieder die Gesetze (1, 3) und (5, 7)
Beispiele: (17/5) = 3 + (2/5), (—18/5) = (—4) + (2/5),

(24/12) = 2 4 (0/12) = 2.
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7. Die Dezimalbriiche.
Wir gehen jetzt zu einer anderen Darstellungsform einer beliebigen rationalen

Zahl s ndmlich dem Dezimalbruch s, iiber. Unter einer Ziffer verstehen wir eines
der zehn Zahlzeichen:

(7,1) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,09.
Sind die Zahlen
(7,2) Gy Opgs Opgs -ves Qyy Gy Gy, gy Gg, ...

irgendwelche Ziffern, so kann jede rationale Zahl s dargestellt werden in der
Form:
7,3) §=+1Te,10® +a, ;10" +a, ,10%2 4 ... 4
4+ a, 10t + a4 10° 4+ a_, 107 +a_, 102 4 a_5 103 - . . - ],
oder wenn s wie iiblich als Dezimalbruch geschrieben wird, in der Form:
(7, 4) §=0,0, 1 5. .. 080, G100 ....

Einen Dezimalbruch, bei welchem endlich viele Stellen (unendlich viele Stellen)
von Null verschieden sind, nennen wir einen endlichen (unendlichen) Dezimal-
bruch. Einen unendlichen Dezimalbruch, bei welchem sich ein und dieselbe Ziffer
oder ein und dieselbe Gruppe von Ziffern immer wieder von neuem wiederholt,
nennt man einen unendlichen periodischen Dezimalbruch. Es 1aBt sich jetzt fol-
gender Satz beweisen: ‘

(7, 5) Jede rationale Zahl r ist darstellbar als endlicher oder als unendlicher,
aber periodischer Dezimalbruch und umgekehrt: Jeder endliche oder un-
endliche, aber periodische Dezimalbruch bestimmt eine rationale Zahl.

Beispiele:
1=0999... =09, 15=14,999...=14,9, 27/1000 = 0,027,
1603/100 = 16,03, 343/99 — 3 + 46/99 — 3,464646 ... — 3,46 .
1880771/99900 — 18 + 82571/99900 — 18 -+ (82653 — 82)/99900 =

= 18,82653653653 ... = 18,82653.
Wegen (7, 5) treffen wir jetzt die Festsetzung:

(7,6) TUnter einer irrationalen Zahl r' verstehen wir jeden unendlichen, aber
nicht mehr periodischen Dezimalbruch.

8. Die inversen Rechenoperationen dritter Stufe, das Radizieren und
das Logarithmieren.

Da fiir die gewShnliche Addition und Multiplikation im Bereich -der rationalen
Zahlen je fiir sich das kommutative Gesetz 4, in (2, 1) bzw. M, in (3, 1) gilt, und
deshalb zwei Summanden in einer Summe bzw. zwei Faktoren in einem Produkt
vertauschbar sind, so besitzt die Addition wie die Multiplikation nur je eine Art
inverser Rechenoperationen, namlich die Subtraktion und die Division. Anders
ist dies bei der Rechenoperation dritter Stufe, dem Potenzieren. Sind @ und b
natiirliche Zahlen, so gilt beim Potenzieren im allgemeinen das kommutative

Gesetz nicht, denn es gilt der Satz:

(8,1) Die Gleichung a® = b* besitzt im Bereich 3 der natiirlichen Zahlen nur
die einzigen Losungen a = b = einer beliebigen natiirlichen Zahl oder
=2, b=4 oder a =4, b =2,
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Daher ist also im allgemeinen a® == 4¢. Somit liefert die Rechenoperation des
Potenzierens zwei voneinander verschiedene Umkehrungen. Wir geben deshalb
die folgenden Erklirungen:

a) Die erste inverse Rechenoperation dritter Stufe, das Radizieren oder Wurzel-
ziehen.

(8,2) B Sind a und b = o sonst aber beliebige Elemente aus dem System @,
dann ist vm System & das Radizieren oder Wurzelziehen uneingeschrdinkt
ausfithrbar, wenn die Gleichung 2? = ¢ immer durch mindestens ein

Element z des Systems & erfiillt werden kann. Wir schreiben « = 'b;/;z
und nennen z die b-te Wurzel aus a.

Man beniitzt auch die folgende Schreibweise:

b—
(8, 3) z=7Va=a".
Die Potenzen dieses Elementes x nennen wir auch die Bruchpotenzen von a. Ist r
ein Bruch und damit eine rationale Zahl r = ¢,/g, so setzt man dann nach den
Regeln der Algebra '

(8,4) ar = q9lv :(1”/;)!“, g+0.

Setzen wir im Bereich der ganzen Zahlen @ z. B. in (8,2) b = 2 und a = 9, s0
zeigt sich, daB die zweite Wurzel oder Quadratwurzel aus 9 gleich + 3 oder gleich
— 3 sein kann. Beim Anschreiben der zweiten Wurzeln 1468t man dabei der Ein-
fachheit halber stets den Zweier oberhalb des Wurzelzeichens weg. Um auBlerdem
die hier auftretende Zweideutigkeit beziiglich des Vorzeichens der Quadratwurzel
zu vermeiden, schreibt man genauer in eindeutiger Form:

2— 2 —
(8,5) Jo=,/9=+3 _J9=_Y9=-3.
b) Die zweite inverse Rechenoperation dritter Stufe, das Logarithmieren.

(8,6) L Sind a und b beliebige Elemente aus dem System &, dann ist im Sy-
stem © das Logarithmieren uneingeschrankt ausfiihrbar, wenn die Glei-
chung b% = ¢ immer durch mindestens ein Element x des Systems &
erfiillt werden kann. Wir schreiben & = ®log ¢ und nennen x den Loga-
rithmus aus @ zur Basis b.

Setzen wir jetzt die Regeln der gewohnlichen Algebra fiir die Addition, Sub-
traktion, Multiplikation, Division und das Potenzieren von Briichen als bekannt
voraus, wihlen wir als System & den Bereich R der rationalen Zahlen und nehmen
wir {1, 8) als giiltig an, so erkennen wir die Richtigkeit des Satzes:

(8, 7) Im Bereich R der rationalen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion,
die Multiplikation, die Division und das Potenzieren uneingeschrinkt
ausfithrbar. :

9. Die irrationalen Zahler und die komplexen Zahlen.

Die Auflosung der Gleichungen in (8, 2) bzw. in (8, 6) nach « ist in den Be-
reichen 9, @, ja sogar auch noch in R in vielen Fallen unmoglich. Um wenigstens
diese Gleichungen teilweise 16sbar zu machen, wird deshalb der Bereich 9 der
rationalen Zahlen noch zweimal erweitert. Einesteils fithrt die Forderung der
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Losbarkeit der beiden Gleichungen zur Einfithrung der von uns bereits genannten
irrationalen Zahlen, andrerseits zur Einfiihrung der komplexen Zahlen.
a) Suchen wir z. B. die Losungen der Gleichung (9, 1)

9,1) 22 —2=0,

némlich z =.72 und x = _]/5, so kann die positive Losung, die auch kurz mit
T = V 2 bezeichnet wird, durch den unendlichen Dezimalbruch

9,2) V2 = 141421 ...

dargestellt werden. Es gibt dabei eine genau bestimmte Vorschrift, ndmlich die
Operation des Quadratwurzelziehens, mit deren Hilfe jederzeit beliebig viele Stellen
des Dezimalbruches in (9, 2) rechts ermittelt werden kénnen. 1/5 ist aber keine
rationale Zahl mehr und kann auf keine Weise als Quotient zweier ganzer Zahlen
dargestellt werden. Damit also die Gleichung (9, 1) noch l6sbar bleibt, muf3 der
Bereich R der rationalen Zahlen r durch die Einfithrung der irrationalen Zahlen '
zum Bereich 3 der reellen Zahlen s erweitert werden. Treffen wir dann wegen (7, 5)
und (7, 6) die Festsetzung:
(9, 3) TUnter einer reellen Zahl s verstehen wir jeden beliebigen endlichen oder
unendlichen, periodischen-oder nicht periodischen, positiven oder negati-
ven Dezimalbruch,

wobei wir in (7, 3) die allgemeine Darstellung einer reellen Zahl s kennen gelernt
haben, so kénnen wir schreiben:

(9,4) 38 = alle reellen Zahlen s = alle rationalen Zahlen r + alle irrationalen
Zahlen 7’ oder 3 = Gesamtheit aller positiven und negativen Dezimal-
briiche.

Es kann jetzt gezeigt werden, daf} jede irrationale Zahl zwischen zwei auf-
einanderfolgenden ganzen Zahlen liegt, dhnlich wie eine rationale Zahl. Deshalb
stehen auch die reellen Zahlen wieder in einer Rangordnung und es gelten fiir sie
iibertragen auch wieder die Gesetze (1, 3) und (5, 7).

b) Suchen wir ferner die Lésungen der Gleichung:

9, 5) 2?4+1=0,

namlich z = +]‘f:‘ 1und z = _Vj, so erkennt man leicht, daB diese Losun-
gen in keiner Weise als reelle Zahlen dargestellt werden koénnen. Man bezeichnet
eine Losung dieser Gleichung mit 4, die andere ist dann gleich — ¢. Die neu ein-
gefithrte GroBe ¢ nennt man die imagindre Einheit im Gegensatz zur reellen Ein-
heit - 1. ’

(9.6) i=7-—1.

Wir setzen jetzt folgenden Begriff fest:

(9,7) TUnter einer rein imagindren Zahl s' verstehen wir irgend ein Produkt der
imagindren Einheit ¢ mit einer reellen Zahl s, also in Zeichen s’ = 4s.

Damit jetzt die Gleichung (9, 5) noch lésbar bleibt, muf3 der Bereich der
reellen Zahlen s durch die Einfilhrung der imaginiren Zahlen s’ zum Bereich &
der komplexen Zahlen z erweitert werden. Treffen wir dann wegen (9, 7) die Fest-
setzung
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(9,8) Unter einer gemeinen komplexen Zahl z verstehen wir die Summe aus
einer reellen Zahl s, und einer rein imaginéren Zahl ¢s,, wobei ¢ die imagi-
nire Einheit bedeutet und s, eine zweite reelle Zahl ist. z = s; + ¢s,.

Man nennt speziell:

(9,9) =z eine gemischt-komplexe Zahl, wennin z = s, + is, gilt s, == 0, s, &+ 0,
z eine rein imagindre Zahl, wenninz = §; + 48, gilt s, = 0,8, £ 0,
z eine reelle Zahl, wenninz == s; + 18, gilt s; + 0, s, = 0.

Daher erkliaren wir jetzt:

(9,10) Die reellen Zahlen s und die komplexen Zahlen z zusammengenommen

bilden den Bereich & der komplexen Zahlen z oder & = alle reellen Zah-
len s 4 alle komplexen Zahlen z.

Mittels dieser Einfithrung erkennt man jetzt die Richtigkeit folgenden Satzes:

(9,11) Im Bereich 3 der reellen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion, die

Multiplikation, die Division und das Potenzieren uneingeschrénkt, hin-

gegen das Radizieren und das Logarithmieren nicht uneingeschrankt aus-
fithrbar.

10, Die algebraischen Gleichungen.
Es sei n eine natiirliche Zahl = 1, ferner seien die # + 1 GréBen

(10, 1) Qps Qpqy ovny Gy Gg,

irgendwelche fest und unverinderlich gegebene reelle Zahlen sogenannte Kon-
stanten. Wir nennen dann die Gleichung

(10,2) a,z"+a, 2"+ a, ;xv 2+ - FaattaxFa,=0

mit a,=4+0, n=>1
eine algebraische Gleichung n-ten Grades mit der Unbekannten x. Der Ausdruck,
welcher die linke Seite der Gleichung bildet, wird zur Abkiirzung mit f(z) be-
zeichnet.
(10, 3) fx) =a,2* +a, a1+ - -+ a2+ a,x 4 aq.
Erteilt man der Zahl x der Reihe nach bestimmte Werte, z. B. 2, @5, 23 .. ., 80
werden diesen Werten durch (10, 3) bestimmte Zahlwerte von f(z) eindeutig zu-
geordnet, die wir mit f(x,), f(x,), f(%3), . . . bezeichnen wollen.  nennt man in
diesem Falle die Verdnderliche und f(x) eine ganze rationale Funktion der Ver-
dnderlichen z, falls die Zahlen (10, 1) Konstante, d. h. unveréinderliche Zahlen
sind. Da f(x) einen vielgliedrigen Ausdruck darstellt, so wird f(x) auch ein Poly-
nom n-ten Grades in der einen Verdnderlichen x genannt. Statt (10, 3) kann auch
folgende Darstellung gegeben werden:

n -
(10,4) f(x) = 3 a2t
i=0
Diese Form nennt man auch die Normalform des Polynoms in der einen Verdnder-
lichen x. Die Summanden ;2 (1 =0, 1, 2, ..., n) heillen die Glieder des Poly-

noms, a; heilt der Koeffizient des Gliedes a; x?, der Exponent ¢ heilit der Grad dieses
Gliedes. Unter dem Grad des Polynoms versteht man jedoch den grofiten aller
Exponenten, die in den Gliedern mit von Null verschiedenen Exponenten auf-



Die algebraischen Gleichungen. 13

treten. Die Polynome vom Grad Null sind die Konstanten. Die Polynome vom
Grad 1, 2, 3, 4, ... heiflen der Reihe nach lineare, quadratische, kubische, biqua-

dratische, . .. Polynome. Die zugehtrigen Gleichungen
n
(10, 5) Da;at =0
i=0

heiBen entsprechend der Reihe nach lineare, quadratische, kubische, biquadra-
tische . . . Gleichungen. Ein Polynom, dessen sdmtliche Koeffizienten in (10, 1)
gleich Null sind, nennt man ein Nullpolynom und sagt von ihm, daf es keinen
Grad besitzt. Jede Losung x der Gleichung (10, 2) nennt man auch eine Wurzel
der algebraischen Gleichung n-ten Grades. Da jede dieser Wurzeln den Ausdruck
(10, 3) nach der Forderung (10, 2) zu Null macht, so heiBt jede solche Wurzel =
auch eine Nullstelle des Polynoms f{x). Es 1aBt sich der folgende Satz beweisen:

(10, 6) Jede algebraische Gleichung n-ten Grades mit einer Unbekannten x be-
sitzt genau n Wurzeln oder ein Polynom #n-ten Grades in einer Verdnder-
lichen besitzt genau n Nullstellen.

Bezeichnen wir diese » Nullstellen mit
(10,7) Xy, Ty, Tz ovrs Tys

so 1aBt sich beweisen, dafl das Polynom (10, 3) dann in folgender Form als Pro-
dukt dargestellt werden kann:

(10, 8) f(x) =a,(x —a)(x — ) ... (x — x,),
darin nennt man die einzelnen Faktoren
(10,9) X — gy T — Xy, eeny & — Xy

die Wurzelfaktoren und speziell x — x; den zur Wurzel x; der Gleichung (10, 2) ge-
horigen Wurzelfaktor. Gilt im Sonderfall:

(10, 10) Ty = Xy ==r 0 =Ly A Xyyqy Xp o Bpgn, s B Xy,
80 nennt man x, eine k-fache Wurzel der Qleichung (10, 2). Besitzt die Gleichung

(10, 2) unter ihren #» Wurzeln nur m voneinander verschiedene, gilt also m < n
und ist x, eine n,-fache, x, eine nyfache usw., x,, eine n,,-fache Wurzel, wobei

auch einige der Zahlen n,, n,, . . ., n,, gleich Eins sein kénnen, so ergibt sich statt

(10, 8) die Darstellung

(10,11) (&) = a,(x — 2" (x — )" ... (& — 2,)",  wobei
w4y t+ug - fn, =n gilt.

Nach Satz (10, 6) gilt fiir jede der Wurzeln «;, (: =1, 2, ..., n) -

(10, 12) ) =0, G=1,2,...,n).

Hat man die » Wurzeln einer algebraischen Gleichung irgendwie gefunden, so er-
geben sich fiir sie die wichtigen n Kontrollformeln:

(10, 13) 2 F - F o, = (— Da,4/a,,
By&y + By &y + X%y F 0 A Xy @y = (— 1Py, /0y,
By ®g + By X®y + + - By By &, = (— 13 @, 5 0,

@By .. Xy = (— 1) ayla, .
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Hier stehen in der i-ten Gleichung auf der linken Seite die Summen aller mog-
lichen Produkte von je ¢ der Wurzeln (10, 7). Nach unseren spéateren Ausfiibrun-
gen im Kapitel ITI der Kombinationslehre lautet die ¢-te Gleichung

(10,14) ) kZ’ kalxkz...xki=(~1)"a,,_i/an, (=12 ...,m
darin ist die Summe iiber alle

: f7) nn—1)n—2)...(n —2+1
(10,15) K:,=(%.)= ( 1-)2(-3 )...( ; )
Kombinationen (&, %, . .., k;) ohne Wiederholung zur i-ten Klasse der n Ele-
mente 1, 2, 3, .. .; n zu erstrecken. Wir erkléren jetzt:

(10,16) @ Sind (10, 1) Elemente eines Systems &, dann ist darin das Ldsen
von Gleichungen uneingeschrinkt ausfithrbar, wenn die Gleichung
(10, 2) immer durch mindestens ein Element x des Systems & er-
fiillt werden kann. & nennt man eine Wurzel der Gleichung (10, 2).

Es gilt jetzt der Satz:
(10,17) Im Bereich & der komplexen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion,

die Multiplikation, die Division, das Potenzieren, das Radizieren und
das Losen von algebraischen Gleichungen uneingeschrénkt, ausfiihrbar.

11. Die algebraischen und transzendenten Zahlen.

(11,1) TUnter einer algebraischen Zahl verstehen wir jede Zahl, die die Wurzel
einer algebraischen Gleichung x in (10, 2) ist, deren Koeffizienten (10, 1)
aber ganze Zahlen sind.

(11,2) TUnter einer transzendenten Zahl verstehen wir jede nicht algebraische
Zahl.

Die bekanntesten transzendenten Zahlen sind die Zahlen:

(11,8) e =2,718281 ... die Basis der natirlichen Logarithmen,
n = 3,141592 . . . die Ludolphische Zahl.

(11,4) Alle rationalen Zahlen sind algebraische Zahlen, denn die rationale
Zahl x = ¢1/9,, g, == 0 ist die Wurzel einer algebraischen Gleichung
ersten Grades g, — g; = 0.

(11, 5) Die irrationalen und die komplexen Zahlen sind teils algebraische und
teils transzendente Zahlen.

12. Ubersicht iiber die Rechengesetze, Zahlenbereiche und
Rechenoperationen.

Sie sind durch folgende Tabellen gegeben:

(12, 1) Tabelle der Rechengesetze.

E Begriff: System von Elementen (1, 9) @ Gesetze der Division (6, 1)

A Gesetze der Addition (2, 1) N Nullteilergesetz (6, 6)

M Gesetze der Multiplikation (3, 1) R Gesetze des Radizierens (8, 2)

D Distributives Gesetz (3, 6) L Gesetze des Logarithmierens (8, 6)

P Gesetze des Potenzierens (4, 1) G Lésen von algebraischen Gleichungen

8§ Gesetze der Subtraktion (5, 1) (10, 16)
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(12, 2) Tabelle der Zahlenbereiche.
%zg?cﬁgz Darstellung der Zahlen Erweiterungen
natirliche |
% Zahlen |"= 0,1,2,3,... negative ganze Zahlen g’ =—n
G| Sl |9=—3 2 L0, +1L +2,43,...

rationale
R " Zahlen

r=g1/gs G2+ 0

Briiche b'=g,/g, + ¢

Zahlen

irrationale [ 7" =unendlicher
nicht per. Dezimalbruch

I
3 Zr:ﬂgﬁ Jo=d0,0, .. .05 0 Qg By 30-5. ..
| Kompiexe |o =y tisy, i=)—1
(12, 3)

in den einzelnen Zahlbereichen.

Zahl%g:"eich uniﬁlsgf?ﬁg:: e Formel
N A, M, P (4, 2)
U] A, M, P, S (6, 4)
R A4, M, P, 8, Q (8,7)
3 4, M, P, 8, @ (9, 11)
& A, M, P, 8,Q, R @ (10, 17)

imaginére Zahlen s’ =is

Tabelle iiber die Ausfiithrbarkeit der einzelnen Rechenoperationen

(12, 4) Namen der Zahlen in den Rechenoperationen.
. e | e N Name der Name der
Rechep 28 Rechqn B ll%oeghepl passiven aktiven EName_ des
operation | N -§ |operation | eispie! Zahl @ Zahl b rgebnisses ¢
" . _ Augend Auctor
Addition | 4 direkte 1 atb=c (Summand) (Summand) Summe
Multipli- . . Multiplikand | Multiplikator )
kation M | direkte | 2 ab=c (Faktor) (Faktor) Produkt
Potenzie- P | direkte | 3 at=c Basis Exponent, Potenz
rung
Sug(s)l:k- S | inverse | 1 | a—b=c Minuend Subtrahend | Differenz
B . o Dividend Divisor Quotient
Division | @ inverse | 2 a:b=c (Zahler) (Nenner) (Bruch)
Radizie- . b . Wurzeiexpo-
yong - R [1.inverse , Ja=e Radikand nent Wurzel
Logarith- . _ . Loga,riﬁhmen- ; .
mierung L |2.inverse log @ =¢ | Logarithmand basis Logarithmus
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(12, 5) Die Umkehrungen der Rechenoperationen.
Rechen- 3 & Gesucht wird die passive Gesucht wird die aktive
operation N Zahl « Zahl y
Addition A x+b=c¢ x=c—b aty=c Yy=—a-+c¢
Muitiigﬁika- M xb=c z=c:b ay=c y=c:a '
Potenzierung | P xb=c = 'i/g av=c A y=-2logc
Subtraktion 8 r—b=¢ x=c-+b a—y=c y=a—c¢
Division Q z:b=c¢ z=cb ary=c y=a:c
Radizierung R l"y’; =c x=c? yy& —c y=°loga
I;Eiaglig}gk L | tlogz=c x=5b¢ vloga=c yzif,

13. Die Ordnung der reellen Zahlen.

~ Alle reellen Zahlen lassen sich in eine Ordnung bringen. Es gelten hierbei fol-
gende Grundgesetze.

(13,1) a>b<«>b<a.

(13,2) a=b, b>c—a>c,
a>b, b=c—>a>c,
a>b, b>c—a>c.

(13, 3) a>b—>at+ec>b+c,
a>b-+a—c>b—c,
a>b—>a—b>0.

(13,4) a>b, ¢c>d—a+c>b+d.

(13, 5) a>b, ¢>0—=>ac>bc,
a>b, ¢c<0—ac<bc,
a>b—>a—b>0—->b—a<0—>—a< - b.

(13,6) a>b, ¢ > 0 —(ajc) > (bc),
a>b, c¢<0-—>(afc)<(bfc).
(13,7) a>0<>—a<0,
a<<0<>—a>0,
>0, b>0—>a+b>0.

(13,8) a+0<>a*>0,
”
Za’?:OHai:()? (7::1,2,...,71).
i=1

(13,9) Zwischen zwei um Eins voneinander verschiedenen natiirlichen bzw.
ganzen Zahlen gibt es keine weiteren natiirlichen bzw. ganzen Zahlen
mehr. Der Bereich 9t der natiirlichen Zahlen und der Bereich & der gan-
zen Zahlen heiBlen deshalb diskret.
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(13, 10) Zwischen irgend zwei ungleichen rationalen bzw. reellen Zahlen liegen
immer noch beliebig viele weitere rationale bzw. reelle Zahlen. Der Be-
reich R der rationalen Zahlen bzw. der Bereich § der reellen Zahlen
heiflen deshalb dicht. Es gilt z. B.

o <(r;+71)[2 <1y

14. Das Vorzeichen der reellen Zahlen.

Unter dem Vorzeichen einer reellen Zahl a 4= 0 geschrieben sign a, gesprochen
Signum von a versteht man:

(14,1) signa=+1 wenn a>0, signa= —1 wenn a <0,

sign 0 ist nicht definiert, wir sagen auch, es existiert nicht. Es gelten die wichtigen
Séatze:

(14, 2) sign (d;@, . .. @,) = sign a, -sign @, .. .-sign a,, ,
sign (a,/a,) = sign a,/sign a, .

15. Der absolute Betrag der reellen und der komplexen Zahlen.

a) Unter dem absoluten Betrag oder absoluten Wert | a| einer reellen Zakl a
versteht man:

(15,1) a>0->a|=a, a<0-—>|a|=—a, a=0->|a|=0,
oder in anderer Form:
(15,2) la| =, Va?.

Fiir den absoluten Betrag der Zahlen gelten die im folgenden aufgefiihrten
Rechenregeln:

(15,8) a>0—>la|>0, a=0—>|a|=0, a<0->|a|>0.
(15,4) a=+0->a=(signa):|a .
(15,5) ai=l—al, Ja—bi=]b—al,

az20, |lz|=a—>x=a oder x= —a,

a>0, lz|<a—>—a<z< +a,
a>0, v—bl<a—>b—a<z<b+ta,
—lal=a< +|al,

=t e+ [b[<>[al<Th1.

n n
(15.6) ot <lal+ (0] | Sal < Sal,
a+012]la =10, o=t 2al o
a—blz ol =[b], [a—b2[b]-

(15,7 bl =lal-l6), | [l = lljail,

lafb| = lalllb].
b) Unter dem absoluten Betrag | z| der gemeinen komplexen Zahl z

(15,8) z=a+ib, i=1—1

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 2
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verstehen wir folgende reelle Zahl:

(15,9) 2] =la+ibl = J@+ 5.

Unter der zu z konjugiert-komplexen Zahl z versteht man die Zahl:

(15, 10) z=a—1tb.

(15, 11) Es gilt der Satz: 2| = Yz .

Fiir mehrere komplexe Zahlen gelten ferner die folgenden Beziehungen:

(15,12) m+z|<lal+al latalz]lal—nll
|2z | =2 | |2a]s [2]=]—2],

z20<>[2|>0.

16. Die MaBeinheiten der Zahlen.

(16, 1) Unter der Mapeinheit einer reellen Zahl verstehen wir die Einheit der
natiirlichen Zahlen + 1, die sogenannte absolute Einheit oder reelle Hin-
heit.

(16, 2) Unter der Mapeinheit einer komplexen Zahl verstehen wir die reelle Ein-

heit + 1 und die imagindre Einheit ¢ = ]/ — 1 zusammengenommen,
also symbolisch geschrieben den Ausdruck: (- 1, -+ ¢).

II. Kapitel. Die Skalare. Einfithrung in die Physik.
17. Die physikalischen GroBen, MaBzahlen und MaBeinheiten.

a) Unter dem Ausdruck Gréfe verstehen wir irgend einen Gegenstand einer
Berechnung, der sich zahlenmiBig, d. h. seiner GroBe nach, erfassen 148t. GroBen,
die dem Gebiete der Mechanik, der Akustik, der Warmelehre, der Elektrizitits-
lehre, der Lehre vom Magnetismus und der Optik entnommen sind, nennen wir
kurz mechanische, akustische, thermische, elekirische, magnetische und optische
Grifen. Da alle diese Grofen dem Gebiete der theoretischen und praktischen
Physik angehdren, so nennen wir sie alle zusammengenommen kurz auch physi-
kalische Grofen.

Wollen wir mit physikalischen Gréflen rechnen, so miissen wir sie messen.
Dazu benétigt man eine physikalische Mafeinheit oder kurz eine Mafeinheit. Die
Mageinheit, mit der irgend eine GréBe in irgend eine Rechnung eingefiihrt wird,
nennt man auch die Dimension dieser Grofle. In der Physik werden z. B. Krifte in
kg oder in irgend einem Vielfachen dieser MaBeinheit, z. B. in t gemessen. Von
der Wahl der MaBeinheit ist die Mafzahl der Grofleabhingig. Wir sagen z. B. in der
Mechanik, eine gegebene Kraft besitze die Gréfie von 8300 kg und nennen 8300
die Mafzahl und kg die Dimension oder physikalische Dimension oder Benennung
dieser Gréfle. Unter einem Skalar verstehen wir in dieser Schrift ausnahmslos eine
benannte Zahl, d.h. irgend eine mit einer MaBeinheit multiplizierte Zahl, also
jede physikalische Grifle, wie z. B. die eben genannte Kraft.

VergroBert (verkleinert) man die MaBeinheit einer Griéfle, so nimmt im glei-
chen MaBe die MafBzahl dieser GroBe ab (zu). Messen wir die Kraft von 8300 kg
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z. B. in t, wobei 1 t das tausendfache eines kg ist, so sinkt die MaBzahl von 8300
auf den tausendsten Teil, namlich 8,3 herab, dieselbe Kraft betragt dann 8,3 t.
Messen wir somit eine physikalische GréB8e p mit verschiedenen MafBeinheiten
[p;] bzw. [ps], so erhalten wir die zugehdrigen, voneinander verschiedenen Maf-
zahlen p; bzw. p;. Nach dem eben Besprochenen mufl dann stets das Produkt p
aus der MaBzahl und der zugehorigen MaBeinheit denselben Wert behalten, d. h.
also fiir jeden Skalar p gilt der Satz:

(17,1) P = p; [P = pi [Pi] -

Ist darin die Mafeinheit [p,] gleich dem n-fachen der MaBeinheit [p;], wobei n
eine reelle Zahl ist, so wird die MaBzahl p;, gleich dem n-ten Teil der MaBzahl p,.
Also gelten die Beziehungen: '

(17,2) [pel = n(pd, pe=(1/n)p;.
Aus (17, 1) und (17, 2) folgen die Beziehungen:
(17,3) (pel:lp] =mn:1, pipe=mn:l,

P P = [pelilpl =mn:1.
(17,4) Unter einem Nullskalar verstehen wir in dieser Schrift jeden Skalar,
dessen MaBzahl gleich null ist, wihrend seine Mafleinheit beliebig ge-
wihlt sein kann. Wir stellen ihn wie folgt dar: o = 0[o;] = 0 [0,].

Beispiel: Fiir unser Zabhlenbeispiel lauten die angegebenen Beziehungen wie
folgt: p = 8300 [kg] = 8,3 [t]. In der Praxis 148t man die eckige Klammer weg
und schreibt dafiir bequemer kurz p = 8300kg = 8,3t. Es gilt dann t:kg
= 8300: 8,3 = 1000: 1.

b) Die MaBeinheit aller reellen Zahlen ist die absolute Einheit + 1. Man sagt
talschlich eine Zahl sei dimensionslos. Wir sagen richtiger:

(17,5) Jede reelle Zahl p besitzt die Dimension 1 oder genauer in Zeichen
p=pll]

d. h. alle Zahlen fassen wir von jetzt ab stets als spezielle Skalare mit der Di-
mension 1 auf.

¢) Gehen in eine Rechnung auch komplexe Mafzahlen ein, so sprechen wir
von komplexen Grifen bzw. komplexen Skalaren. Die MaBzahlen dieser Skalare
erscheinen als komplexe Zahlen in der Form:

(17, 6) P =P+ ivy, Pe=1pi+ipy, i=7—1.

Der zugehorige komplexe Skalar p in (17, 1) kann dann jederzéit in einen
reellen und in einen imaginiren Bestandteil zerlegt werden, denn setzt man (17. 6)
in (17, 1) ein, so folgt:

(17,7) p = pilpl + 1P [p] = pi[ped + i plp]
Aus der Lehre von den komplexen Groflen folgt dann mit den neuen Ab-

kiirzungen p’ und p"’ fiir den reellen und den imaginédren Bestandteil des Skalars p
weiter: ’

(17, 8) p = pilp]) = pelpe), 7 = pi(p] = pi (D]
2*
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Also die Darstellung:

(17,9) p=1p +ip’,

womit nur wieder der Satz ausgedriickt wird, daB die reellen und die imaginéren
Bestandteile eines komplexen Skalars, in verschiedenen MaBeinheiten gemessen,

je fiir sich gleich sein miissen. Aus (17, 2) und (17, 3) folgen auch noch die weiteren
wichtigen Beziehungen:

(17,10) pipr=mn:1, p:pi=mn:1
Wir nennen p’ den reellen Bestandteil und p”' den vmagindren Bestandteil des kom-

plexen Skalars p. Ahnlich wie bei den Zahlen sprechen wir wieder von reellen,
rein imagindren und gemein-komplexen Skalaren.

18. Bezeichnungsgrundsiitze.
Wir vereinbaren jetzt folgende Bezeichnungsgrundsitze:

(18,1) Alle Skalare, also auch alle Zahlen, ob reell oder komplex, bezeichnen
wir in unseren Formeln durch kleine lateinische Buchstaben.

Von dieser Regel weichen wir nur ab, wenn wir dem allgemeinen Brauch der
Bezeichnung der verschiedenartigen Skalare in der theoretischen Physik folgen
und dabei nicht zu MiBverstindnissen iiber die Art der GréBen kommen wollen,
s0 z. B. bei der Bezeichnung der Winkelgeschwindigkeit durch w, der elektrischen
Feldstéirke durch €, der Leistung durch & usw.

(18, 2) TFiir die Buchstabenbezeichnungen der einzelnen GréBen verwenden wir
nach Moglichkeit die Formelzeichen des Ausschusses fiir Einheiten und
FormelgroBlen 4 EF, d. h. verschiedene GréBen werden durch verschie-
dene, aber genau bestimmte Buchstaben bezeichnet.

Wir bezeichnen so z. B. die Langen mit s, die Massen mit m, die Zeiten mit ¢ usw.

(18, 3) Mehrere voneinander verschiedene Skalare bezeichnen wir auch &hnlich
wie in der Mathematik durch p,, p,, p;, - . . oder in diesem Kapitel auch
kurz durch p,, (v =1, 2, 3,....) (v ist hier Aufzdhlungsindex).

In den angegebenen Formeln ersetzen wir dann den Buchstaben p einfach
durch p, und schreiben daher statt (17, 1) die Gleichung:
(18: 4) p'v = p’i [p'vi] = pvk [p‘y Ic]

und entsprechend alle iibrigen Gleichungen. Schreiben wir aber die Gleichung
(17, 1) z. B. fir die Masse m an, so setzen wir statt dem Buchstaben p, den wir
fiir beliebige Groflen beniitzen, einfach den Buchstaben m und schreiben daher:

(18: 5) m = m‘z[mz] = mk[mk] .

19. Das absolute MaBsystem Nr.1 der theoretischen Physik.

a) In der Physik lassen sich erfahrungsgem&f alle MafBeinheiten auf dem
Begriff einiger weniger GrundmaBeinheiten aufbauen. Als absolute Grundmaf-
einheiten wahlen wir fir die
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(19,1) Léange s das Zentimeter . . . . . . . . . [es1] == [8] = [em],
Masse m die Grammasse. . . . . . . . . [eg,] = [m,] = [g*].,
Zeit t die Sekunde . . . . .. . . .. . [eng] =[] = [sk],
Wirmemenge @ die Grammkalorie . . . . [ey] = [@,] = [cal],
Temperatur & den Colsiusgrad . . . . . . [es:] = [94] = [ °C],

Dielektrische Leitfahigkeit des Mediums A,

die elektrostatisch gemessene Einheit der di-

elektrischen Leitfahigkeit . . . . . . . . [ee1] = [4,] = [dil],

Magnetische Leitfahigkeit des Mediums 7,

die elektromagnetisch gemessene Einheit der

magnetischen Leitfahigkeit . . . . . . . [e71] = [LI;] = [mal],
Lichtstarke I die Hefnerkerze . . . . . . [es] = [L,] = [HK].

Eine nihere Erkliarung der Begriffe A und IT geben hierbei die Grundformeln
in (25, 33) fir das Coulombsche Gesetz.

b) Alle iibrigen gebrauchlichen Mafleinheiten der Physik lassen sich aus den
Grundmalfeinheiten (19, 1) ableiten. Wir verstehen beispielsweise unter der Ge-
schwindigkeit v eines Korpers den Weg, den der Korper in der Zeiteinheit zuriick-
legt. Dieser Weg ist daher zu messen in der Einheit [cm pro sk] oder [em/sk] oder
[em?! sk—1] oder ausgeschrieben [ecm?! g*0%k—1cal® °C?dil® mal® HK®]. Man er-
kennt allgemein leicht die Giiltigkeit folgenden Satzes:

Im absoluten Mafsystem Nr. 1 gemessen wird irgend eine physikalische
Gréle p, (v =1, 2, 3, . . .) stets darstellbar sein durch das System der folgenden
Gleichungen:

(19,2) p,=9p,,[p,], P,y =MaBzahl, [p,,] = absolute MaBeinheit.
(19,3)  [pal=ley e e e ar e ey egrl=

= [8&"1 miw ti'yti Q’ILM ﬁiv& A{M ”i'w Iivs] =

= [em?n g¥hz gkt caltrt 0Chs dilt»s mall” HK ] .

Darin bedeuten 4,4, 4,5, 4,3, ..., 4,5 bestimmt gegebene, und die physika-
lische GroBe p, genau eindeutig charakterisierende Potenzexponenten, zumeist
positive oder negative ganze Zahlen und p,, in (19, 2) irgend eine bestimmt gegebene
reelle oder komplexe Mafzahl. Die iibrigen GroBensind in (19, 1) erklirt worden.

¢) Wahlen wir nur eine bestimmt gegebene physikalische GréB8e p aus, dann
schreiben wir in den eben angegebenen Formeln statt p, einfach wieder p und
statt 1, einfach 4 und erhalten die Darstellungen:

(19,4)  p=op,0p,], p, = MaBzahl, [p,] = absolute MaBeinheit .
(19,5) (Pl =1[eii eff ey et ep el e eit]=
=i mi Qi i A ITh I
= [em* g*% sk’ caltt 0C* dil*s malt HK%].
Irgend eine physikalische GréBe p ist im absoluten MaBsystem Nr.1 somit ge-
geben durch einen Ausdruck der folgenden Form:
(19,6) p=pilsf mi 2 QY 9 A ITh Is].
Darin sind p, irgend eine bestimmt gegebene reelle oder komplexe Ma3-
zahl und 1;, 4,, .. ., g irgendwelche bestimmt gegebene, meist positive
oder negative ganzzahlige Potenzexponenten, hingegen s;, m,, ..., I,
die durch (19, 1) festgesetzten absoluten GrundmaBeinheiten.
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Die MaBeinheit [p,]in (19, 5) nennen wir zum Unterschied von den absoluten
Grundmafeinheiten in (19, 1) eine abgeleitete, absolute Mapeinheit. Fassen wir
alle aus den absoluten Grundmafeinheiten (19, 1) abgeleiteten absoluten MaB-
einheiten (19, 5) in einem System zusammen, so sprechen wir von einem Maf-
system. Als grundlegendes MaBsystem, welches wir mit Nr. 1 belegen wollen,
verwenden wir in der theoretischen Physik das absolute Mapsystem, das von uns
auch als das theorefisch-physikalische Mapfsystem Nr.1 mit den GrundmaBein-
heiten (19, 1) bezeichnet wird.

d) Wollen wir bestimmte Groflen eines abgegrenzten Teilgebietes der Physik,
z. B. mechanische, elektrische GroBen usw. darstellen, so werden sich immer ein-
zelne der Potenzexponenten A;, 4,, . . ., Ag in (19, 6) gleich null ergeben. Die zuge-
hérigen Potenzen der Grundmafleinheiten s,, my, . . ., I; kénnen dann, da sie den
Wert 1 besitzen, als Faktoren in der Darstellung (19, 6) der Einfachheit halber
weggelassen werden. Damit erhalten wir die folgenden Darstellungen fiir

(19,7) mechanische und akustische Grofen p = p, [sh m’ 4],

thermische GroBen . . . . . . . p=p,[sh m’ t} Q% ],
elektrische und magnetische GroBen p = p, [st* m’2 ts A% [177],
optische GroBen . . . . . . . . p=p [sh miih [],

Artet im Sonderfall der Skalar p in (19, 4) in eine reelle Zahl aus, so mufl dessen
Dimension [p;] = [1] also gleich der reellen Einheit -+ 1 nach (16, 1) sein. Dies
ist, wie aus (19, 5) hervorgeht, nur dann moglich, wenn alle Potenzexponenten A;
gleichzeitig verschwinden. Also gilt fiir eine Zahl folgende wichtige Beziehung:
(19;8) Mh=lg=+-=2=0, [pl=[1, p=mp[l].

Beispiel: Die absolute Krafteinheit belegt man mit dem neuen Namen Dyn.
Eine Kraft von 7,8 Dyn kann nach (19,7) wie folgt dargestellt werden. Wir
setzen darin: :

p=P, p,=P, =78, L=1, =1 A=—2,
dann ergibt sich
P = 78[simit%] = 7,8[cm! g¥1sk~2] = 7,8 [Dyn].

20. Darstellung der GriéBen in einem beliebigen MaBsystem Nr. k.

a) Wir gehen jetzt von unserem absoluten MaBsystem Nr.1 zu einem be-
liebigen anderen MaBsystem, das von uns mit der Nummer % belegt werden soll
iiber. Wir wihlen als Grundmafeinheiten dieses neuen MaBsystems beliebige,
aber fest gewahlte Vielfache unserer absoluten GrundmaBeinheiten (19, 1) aus,
néamlich :

(20,1) 0y Zentimeter fiir die Linge s . . . . . [ey] = [sx] = oy [om],
Oy, Grammassen fiir die Masse m . . . . [ey] = [m;] == 04, [g*],
0y, Sekunden fiir die Zeit ¢ . . . . . . [eg] = [t] = og[sk],

o4 Grammkalorien fiir die Warmemenge @ [e4.] = [Q)] = 04 [cal],
05, Grad Celsius fiir die Temperatur 9 . . [e5] = [P] = 045 [°C],
0g; dil fiir die dielektrische Leitfahigkeit A [eq] == [4,] = o4 [dil].
0, mal fiir die magnetische Leitfahigkeit I7 [e.] = [I1;] = 04 [mal].
og;, Hefnerkerzen fiir die Lichtstirke I . . [eg] = [I] = og, [HK].



Darstellung der GréB8en in einem beliebigén MaBsystem Nr. &. 23

Die GroBenag,;, (» =1, 2, 3, .. ., 8) sind dabei in der Regel reelle Zahlen und
simtlich ungleich null zu wihlen.

b) Man bezeichnet in (20, 1) die Vielfachen und Teile der absoluten Grund-
maBeinheiten (19, 1) auch héufig durch Vorsetzen folgender VergréBerungs- und
Verkleinerungssilben, so z. B. beim GrundmaB Gramm g und Meter m mit:

(20,2) - T oder Terra, das Billionen oder 10!2 -fache ---Tg...Tm
G oder Giga, das Milliarden oder 10° -fache ...Gg...CGm
M oder Mega, das Millionen oder 10 -fache ...Mg...Mm

k oder Kilo, das Tausend oder 10® -fache ...kg...km
h oder Hekto, das Hundert oder 102 -fache ---hg...hm
D oder Deka, das Zehn oder 10! -fache ...Dg...Dm
Ohne Vorsilbe, das Ein oder 10% -fache ... g... m
d oder Dezi, das Zehntel oder 10—! fache ...dg...dm
¢ oder Zenti, das Hundertstel oder 10-% -fache ... cg... cm
m oder Milli, das Tausendstel oder 10-% -fache ...mg...mm

u oder Mikro, das Millionstel oder 10~ -fache ... ug...
n oder Nanno, das Milliardstel oder 10-° -fache ...ng...nm
p oder Pico, das Billionstel oder 10-'%fache ... pg...pm

¢) Entsprechend unseren Formeln (19, 1) bis (19,7) fiir das absolute MaB-
system Nr. 1 konnen wir jetzt leicht dieselben Formeln fiir das MaBsystem Nr. k&
anschreiben. Im Mafisystem Nr. % gemessen wird irgend eine physikalische
Grofe p,, (v =1, 2, 3,...) stets darstellbar sein durch folgendes Gleichungs-
system:

(20, 3) Py = Py [Por]l, Do = MaBzahl, [p,;] = MaBeinheit im
Mafsystem Nr. k.
(20,4) [Pl = [ e ey eip op e ey arl=
= [317;1;1 m{:'ﬂ tim in 79/':” Aire H}}EW Il .

Darin bedeuten A,{, 4,5, 4,3, - . -, A, bestimmt gegebene und die physikalische
Grofle p, genau eindeutig charakterisierende Potenzexponenten, zumeist posi-
tive oder negative ganze Zahlen [es sind dies genau dieselben Zahlen wie in (19, 3)]
und p,; irgend eine bestimmt gegebene reelle oder komplexe MaBzahl. Die tibrigen
GréBen sind in (20, 1) erklart worden.

d) Wahlen wir wieder eine einzelne physikalische Gréfle p aus, dann schreiben

wir in den angegebenen Formeln statt p, einfach wieder p und statt 1, wieder A
und erhalten die gegebenen Darstellungen in der Form:

(20, 5) p = pi[pr], pr=MaBzahl, [p,] = MaBeinheit im
MaBsystem Nr. k.
(20, 6) [pel = [e} €3t et it et eit eif <l
= [spt mr i Qfr O Ap I Iip).
Eine bestimmte physikalische Grofe p wird also gegeben sein durch einen
Ausdruck folgender Form:
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(20,7 p = py[sis mis t Qis O Ajs ITj Ii).
Darin sind p irgend eine bestimmt gegebene reelle oder komplexe Ma8-
zahl und 2;, Ay, . . ., A irgendwelche bestimmt gegebene, meist positive

oder negative ganzzahlige Potenzexponenten, hingegen s, my, . .., I
die durch (20, 1) festgesetzten GrundmaBeinheiten im MafBsystem Nr. k.

e) Fiir spezielle GroBen aus den Teilgebieten der Physik erhalten wir analog
zu (19, 7) die folgenden Darstellungen fiir

(20, 8) mechanische und akustische GroBen p = p, [si* mfe ],
thermische Grofen P = pi[s}r mlz the Ql+ 9],
elektrische und magnetische GroBen p = p, [sit m}e th2 Al IIi7],
optische GroBen p = pi [s}r miz g Ie].

f) Artet der Skalar p wieder in eine Zahl aus, so folgt aus (19, 8), daBl auch die
Dimension einer reellen Zahl im MaBsystem Nr. k& wegen (20, 6) wieder gleich 1
sein muB. Es gelten fiir eine reelle Zahl im MafBsystem Nr. k folgende wichtige
Beziehungen:

(20,9) M=dyg=++-=12=0, [Pl =1, p=p[l]l, pr=1p1-

(20, 10) Artet ein Skalar in eine reelle Zahl aus, so hat er in verschiedenen Maf-
systemen immer dieselbe Maflzahl und dieselbe Dimension [1].

g) Zwischen den MaBeinheiten [p,] in (20, 6) und [p,] in (19, 5) 1aBt sich eine
Beziehung aufstellen, wenn man die Formeln in (19, 1) und (20, 1) miteinander
verbindet. Es ergibt sich der Reihe nach:

[sh mie tis Qi+ 9fs Al ITls Ils] = 0¥ olg ol ot ol oly ol ol
[shr mis s Qe 9% Al ITY I*],

also das Ergebnis:

(20, 11) [pe] = o [pa], o = 0%} 0lf 03 0l 0l ol 07 o

Da aber wieder die Gleichung

(20,12) p = p1[P1] = pr[P:]

bestehen muB, wenn derselbe Skalar p einmal im MaBsystem Nr. 1 und einmal
im MaBsystem Nr.% dargestellt werden soll, so folgt, daB8 dann zwischen den
MaBzahlen p, und p, auch andererseits die Beziehung besteht:

(20, 13) D = (o) s -
Wird der Index % in (20, 11) gleich 1 gesetzt, so folgt sofort, daB fiir jeden be-
liebigen Skalar pimmer a; = 1 sein muf. Zusammenfassend erhalten wir also fir
die Umrechnung der MaBzahlen und MaBeinheiten einer physikalischen GroBe p
vom MaBsystem Nr. 1 ins MaBsystem Nr. & und umgekehrt die folgenden grund-
legenden Formeln :
(20, 14) w =1, o, =ol ol oy oit ol ol o] oif,
pr = (/o) prs Py = %Py
(2] = e [p1],  [P1] = (1)) [2] -
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h) Wollen wir jetzt weiter gleich direkt von einem Mafisystem Nr. 1 auf ein
MaBsystem Nr. k& umrechnen, so erhalten wir der Reihe nach die Beziehungen:
p =pipl =pelpeds o =[plllpa], o = [pililpdd,
% = pyfPis O = Do/Prs  [PPe] = [y, Dil P = /o
und daraus die grundlegenden Umrechnungsgleichungen:

(20, 15) p; = (/) p, fiir die MaBzahlen,
[p:] = (o;/o) [p,] fiir die MaBeinheiten,
% =1, o =0} o3 o5} ot o} 03 07} 038,
o = 03} 05% 03} Ol O3 Ok 0% ok
Eine nachtrigliche Proberechnung ergibt die bequemen Kontrollformeln:
(20, 16) Py = &P; = % Pp fiir die MaBzahlen,
[p,] = [p;]/2; = [pp]fo;, fiir die MaBeinheiten .

21. Die allgemeine Definitionsgleichung einer beliebigen physikalischen
Grofie p.

a) Ist y irgend eine reelle oder komplexe Zahl, so 1laBt sich die allgemeine
Definitionsgleichung irgend einer physikalischen skalaren Gréfie p auf folgende
Form bringen:

(21,1) p =1y sh ml th Qt G Ak [T4 [P,

Darin bedeuten wieder 4,, 4,, . . ., Az die die GréBe p genau charakterisierenden
gegebenen, meist ganzzahligen, positiven oder negativen Potenzexponenten.
Setzen wir jetzt im MaBsystem Nr. k

(21, 2) s=suls]l, m=my[mgl, ..., I=1I,[I1,

worin s, my, . . ., I; fest gegebene reelle oder komplexe Mafzahlen sind, so folgt
durch Einsetzen von (21, 2} in (21, 1) die Darstellung:

(21,3) p=ysi mle th Qi+ G Al [T Iis.

sy mlp v @ Of Al Iy Il
Setzen wir darin wieder in Ubereinstimmung mit unseren fritheren Gleichungen
(21,4) P =y sit mir s Q¢ O Ap Il I,
(o] = [sh mie e Qi O A ITi Ip),

so erhalten wir wieder unsere alte Darstellung des Skalars p im MaBsystem Nr. k:
(21,5) P = P [Pe]

b) Im absoluten Mafsystem Nr. 1 ergibt sich dann analog dazu die Darstel-
lung:

(21, 6) py=ysit mip s Qi 9 Ap Iy Ie,
(o] = [sh e s Qi 5 A IT3 I,
) p = p[pl.
Da aber die Beziehungen
(21,7) (sl = o1xls1), [md = 0ar[my], ..., [Lx] = ogx[L4],
(21, 8) 8 =881, m=mym], ..., I =1I1[I],

(21,9 8 = (Yoyp)sy, my = fay)my, ..., I, =(1/cg,)],
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bestehen miissen, so ergibt sich fiir die MaBzahlen und MaBeinheiten wieder
wegen

(21, 10) Py = (o) pr,  [Pe] = o [p4]
und wegen (21, 4) und (21, 6) die Umrechnungszahl
(21,11) o, = o3} 03} o3} ol o} o3 o7} ol

c) Verallgemeinern wir jetzt diese Gleichungen auf beliebige physikalische
MaBsysteme — nicht mehr mit acht GrundmaBeinheiten (19, 1) bzw. (20, 1) wie
bisher, sondern gleich allgemein — mit 7-GrundmaBeinheiten

(21,12) lewds [eads ..o0 [ed]

im absoluten MaBsystem Nr.1 bzw. mit den r-GrundmaBeinheiten
(21,13) . lern], [eael, -oos [epzl

im MaBsystem Nr. k, wobei wieder die Beziehungen

(21, 14) levi)s = 0ile,]s =1,2,3,...,7)

entsprechend (21, 7) — worin die o, reelle Zahlen sind — bestehen, so erhalten
wir allgemein fiir die Definitionsgleichung irgend einer physikalischen, skalaren
GroBe p entsprechend den Formeln (21, 1) die Darstellung:

(21, 15) p=rypeh el els ¢,

Setzen wir entsprechend (21, 2) im Mafsystem Nr. k

(21, 16) 61 =¢er[e1xl, € =esrlCrls . .5 = e e ls
worin wieder die GréBen

(21,17) €1r>  €aks -3 Epp

fest gegebene reelle oder komplexe Zahlen sind, so erhalten wir die beiden Dar-
stellungen:

(21, 18) P = ype el . et
(el = [diess .. el

(21, 19) P, =yeiez . . e
[p] = [efiely... el

Die Umrechnungsgleichungen von einem System aufs andere sind dann gegeben
durch:
(21, 20) p; = (x/®;) p,, fiir die MaBzahlen,
[p;] = (a;fe;,) [p;] fiir die MaBeinheiten,
levd = 0,50e,0)s (6,1l = 0,64,
P = ;[P = P [P
o, =1, ;=0 gk ols. . . ok
o, == 0%} 03 ofy ... .
d) Haben wir jetzt schlieBlich in Anlehnung an die eben gegebenen Formeln
(21, 14) bis (21, 20) beliebig viele physikalische skalare Gréflen p, (» = 1,2,3,...)
gegeben durch ihre Definitionsgleichungen

: — ny ohe1 glaz gha .
(21, 21) P, =, €71 ez elrr | elvr



Die MaBzahlprobe und die Dimensionsprobe einer physikalischen Gleichung. 27

und gelten fiir die Einheiten wieder die Beziehungen (21, 16), sowie im MaB-
system Nr. k& die Umrechnungsbeziehungen (21, 14) bei Bezugnahme auf das abso-
lute Mafisystem Nr. 1, so erhalten wir analog zu (21, 17) bis (21, 20) die neuen
Formen der Umrechnungsgleichungen:

(21, 22) Dy =p,elnele e [p,]=[eyrelyr .. ear].
(23, 23) p=v,eelr e, [p,]=[ey ey elyr].
(21, 24) Py; = (%[, ;) P, fir die MaBzahlen,

[2,:] = (%,5/%,1) [P,z]) fiir die MaBeinheiten,
le,:d = 0y:[e,1],  [er] = 0,1 [61]

P = 0,i[Pi]l = Por[Prr] s
A

v2 ;hy3 ey
2% O3 -+ 0%

— — il
Oy = 1’ avi—o‘lgil o
I § 2. 7. 2.
®%,5 = O 093 O3% ... O

Schreiben wir in diesen Gleichungen:

(21, 25) 8 statt r, s statt e;, m statt e,, ¢ statt e, @ statt e,
9 statt ey, A statt eg, IT statt e;, I statt eg,

(21, 26) p statt p,, 9 statt v, o statt o,, A statt 4,

so erhalten wir daraus wieder die entsprechenden Gleichungen (21, 1) bis (21, 11).
Schreiben wir dagegen in diesen Gleichungen nur (21, 26), so erhalten wir daraus
die Gleichungen (21, 17) bis (21, 20).

22. Die MaBzahlprobe und die Dimensionsprobe einer physikalischen
Gleichung.

a) Eine der wichtigsten Priifungen der Formeln beim praktischen Rechnen
ist die Priifung auf die Richtigkeit ihrer physikalischen Dimension. Alle in einer
Gleichung links und rechts des Gleichheitszeichens stehenden und in ihren mathe-
matischen Ausdriicken durch Plus- und Minus-Zeichen verbundenen Glieder miis-
sen, im gleichen MaBsystem gemessen, dieselbe Dimension oder MaBeinheit auf-
weisen, um zueinander addiert bzw. voneinander subtrahiert oder gleichgesetzt
werden zu konnen. Wir nennen deshalb nur solche Skalare, die in ein und dem-
selben MaBsystem Nr. % gemessen dieselbe Dimension besitzen, gleichartig und
addierbar. Stehen also z. B. die » 4+ 1 Skalare (22, 1) in der Beziehung (22, 2)

(22,1) Po> P1s P Pss-ces P

(22,2) Po=Pi+ D2t Pyt + Py

und gilt im MaBsystem Nr. k die Bedingung der Gleichartigkeit der Skalare (22,1),
néamlich

(22,3) [Por] = [Prr] = [Per] = - - = [Pns]

wobei wieder fiir jeden der » 4 1 Skalare (22, 1) die Beziehungen (21, 21) bis
(21, 24) bestehen, so muB wegen (22, 2), (22, 3) und (21, 24), wie sich leicht ergibt,
auch die Beziehung

(22,4) Por = Pr1x + Por + Par + -+ + Pas

fiir die MaBzahlen im MaBsystem Nr. k& bestehen. Da aber (22, 3) gilt, so miissen
wegen (21, 22) auch die Beziehungen
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(22:5) 7-01:}'11=121=‘ ot :an
Aop =1ty =App ="+ = Aug>s

Mop=Qpp=Rop ="+ =1lp,

bestehen. Mittels (22, 4) und (22, 5) folgt aber sofort wegen (21, 22) auch die
Giiltigkeit der Gleichungen:

(22, 6) Yo=vityet-t V-

Die Gleichungen (22, 4) und (22, 6) nennen wir die Mafzahlenprobe und die Glei-
chungen (22, 3) und (22, 5) die Dimensionsprobe.

Skalare, die in ein und demselben MaBsystem Nr. k gemessen verschiedene
Dimensionen besitzen, nennen wir ungleichartig und niché addierbar. Z. B. kann
eine Linge und eine Kraft nicht mehr addiert werden. Das Ergebnis ist in einem
solchen Falle nicht mehr zu einer Summe zusammenziehbar. Es bleibt immer ein
Ausdruck, welcher aus zwei Gliedern besteht. Meter und Tonnen kénnen eben
nicht addiert werden. Liegt also irgend eine physikalische Gleichung vor, die die
Form (22, 2) besitzt, so wird sie iiberhaupt nur dann einen Sinn haben, wenn
neben ihr auch die Beziehung (22, 3) besteht. Wiren in einer solchen Gleichung
aber z. B. Lingen und Krafte gemischt, so miifite fiir sich die Summe der Léngen
einander gleich und die Summe der Krifte einander gleich sein und die gegebene
Gleichung wiirde dann in zwei Gleichungen je fiir die Langen und je fir die Krifte
fiir sich, und zwar je von der Form (22, 2) zerfallen miissen.

b) Stehen die n 4+ 1 Skalare (22, 1) hingegen in der Beziehung:

(22,7 Po=0P1P2 - -+ P>
worin ¢ irgend eine reelle Zahl bedeutet, so ergibt sich durch Einsetzen von
(21, 24) im MaBsystem Nr. k die Gleichung:

(22,8) Dox [Por] = 0D1:Dar - - Pre [Prl [Par] - - - [Pns]-

In dieser Gleichung sind alle GroBen durch die zusammengehdérigen Mafleinheiten
eines bestimmten MaBsystems Nr. & ausgedriickt. Sie mufl daher in die einzelnen
Teilgleichungen

(22,9) Pox = O PrpPar - -- Ppp fur die Malizahlen,

(22, 10) [Dor] = [P12] [P2r] - - - [Pnr) Tir die MaBeinheiten

von selbst zerfallen. Setzen wir jetzt in (22, 10) die Gleichungen (21, 22) ein, so
folgt mit der Bedeutung des Summenzeichens

n
(22, 11) 2=2
y=1
zunichst die wichtige Beziehung: ‘
ey g« - o] = (e i B

d. h. aber es miissen die grundlegenden Forderungen

7 n n
(22, 12) ;'01 == Zlvu )*02 == Z)wz’ e 201: = szr
=1 y=1 r=1

erfiillt sein. Setzen wir noch in (22, 9) die Gleichungen (21, 22) ein, so folgt mit
Beriicksichtigung von (22, 11) sofort die Beziehung:

(22,13) Yo = O0V1Y2 -+ Vn-
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Die Gleichungen (22, 9) und (22, 13) nennen wir wieder die Mafzahlenprobe und
die Gleichungen (22, 10) und (22, 12) die Dimenstonsprobe.

¢) In der Gleichung (22, 2) kénnen jetzt z. B. auch die » + 1 Skalare (22, 1)
nach folgendem Schema jeder fiir sich aus einem Produkt beliebig vieler anderer
Skalare entstanden gedacht werden:

(22, 14) (7‘17‘2---7’7),=(g_112)+\(ﬁf23_3)/+"'+(t_1t_z_\---ts) oder
(22,15) o=+ B oAt D

Um diese Gleichung zu kontrollieren, muB} also zuerst wieder untersucht werden,
ob die in runden Klammern durch Plus- und Minus-Zeichen getrennt stehenden
Glieder links und rechts des Gleichheitszeichens dieselbe Dimension aufweisen.
Die Dimensionen und Mafzahlen der einzelnen Klammerausdriicke werden dabei
nach dem Verfahren unter b) gefunden. Damit kdnnen auch komplizierter ge-
baute physikalische Gleichungen der allgemeinen Form (22, 14) auf ihre Rich-
tigkeit hinsichtlich der MaBzahlen und Dimensionen gepriift werden.

d) Die gegebenen Untersuchungen zeigen jetzt deutlich, daf also das ganze
System der Definitionsgleichungen, der Mafzahlen und der Mafeinheiten — na-
tiirlich auch das erst spiter zu beschreibende geometrische System — der Gréflen
durch die Auswahl eines bestimmt gewdhlten Mafsystems — und eines bestimmi
gewdhlten geometrischen Grundsystems — gegenseitig genaw aufeinander abgestimmt
sein muf}. Die theoretischen und praktischen Physiker, sowie die Techniker,
sind erst durch die Einfiihrung des absoluten MaBsystems zu einer allgemeinen
internationalen Verstdndigung gekommen. Es wurde deshalb vereinbart, allen
wissenschaftlichen Unitersuchungen das von uns in Punkt 19 beschriebene absolute
Mafisystem Nr. 1 zugrunde zu legen. Je nach Bedarf kann dann aber auch ein be-
liebiges anderes Maflisystem Nr. k entsprechend unserer Beschreibung in Punkt 20
zur Losung irgend einer physikalischen Aufgabe beniitzt werden; denn wie die
Gegeniiberstellung der Gleichungen (22, 2) und (22, 4) einerseits, sowie der
Gleichungen (22,7) und (22, 9) andrerseits zeigt, bleibt jede Qleichung zwischen
beliebigen physikalischen Grifen (22, 2) und (22, 7) auch fir die Mapzahlen selbst
(22, 4) und (22, 9) in jedem beliebigen Mafsystem Nr. k giiltig. Die Gleichung (22, 2)
zerfillt also in die Gleichung (22, 4) fiir die MaBzahlen und in die Gleichung (22, 3)
fiir die MaBeinheiten. Ebenso zerfallt die Gleichung (22, 7) in die Gleichung (22,9)
fiir die MaBzahlen und in die Gleichung (22, 10) fiir die MaBeinheiten.

e) Verwendet man in einer physikalischen Gleichung jedoch MaBeinheiten,
die durch das MafBsystem nicht mehr gegenseitig aufeinander abgestimmt sind,
so verdndern die Definitionsgleichungen hdufig ihre &ufere Form. Wir wollen
dies an einem einfachen Grundsatz der Mechanik — Arbeit ist gleich Kraft mal
Weg — vor Augen fiihren. Es gilt im absoluten MaBsystem die Beziehung:

(22, 16) A=P:s
und im Mafisystem Nr. k fiir die Mafzahlen und Mafleinheiten:
(22, 17) A, = Py-s, [d] =[P, [s:],
oder in Form eines Zahlenbeispieles:
(22, 18) 1000 (kgm] = 50 [kg]- 20 [m]
1000 = 5020, [kgm] = [kg]-[m].
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Das Gesetz (22, 16) nimmt aber sofort einen Zahlenfaktor und somit eine andere
Form an, wenn wir links und rechts des Gleichheitszeichens Dimensionen ver-
wenden, die durch das MaBsystem nicht mehr gegenseitig aufeinander abgestimmt.
sind, z. B.:

(22, 19) A=100P-s
mit unserem Zahlenbeispiel:
(22, 20) 100 [tcm] = 100 [em/m]- 0,05 [t] - 20,0 [m]

100 = 100-0,05-20,0, [tem] = [ecm/m]-[t]-[m].

Aus diesem Beispiel erkennt man deutlich, daf§ also auch die Gestalt der verwendeten.
Formeln abhingig ist von dem threm Aufboau zugrunde gelegten Mafsystem.

f) In einer Formel kénnen aber auch ohne weiteres MaBeinheiten, die nicht.
ein und demselben MafBsystem angehtren, verwendet werden. Solche Formeln
finden zumeist bei der Aufstellung von Tabellen Verwendung. Bei Beniitzung der-
artiger Formeln ist jedenfalls groBte Vorsicht am Platze. Fiir wissenschaftliche
Untersuchungen sind sie sicher unzweckmé&Big. Z. B. kann das Hookesche Gesetz
wie folgt zahlenmiBig ausgewertet werden:

(22, 21) 41 = 1 - P | E - F

[m] = [m] - [kgl/[kg/m?*m]- [mm?].
Hier sind die Dimensionen nicht einheitlich, sondern vermischt gewéhlt. Dies
ist ein Beispiel dafiir, dafl eine Formel, nicht wie in (22, 18), bei Anwendung be-

liebiger, nicht gegenseitig aufeinander abgestimmter MaBeinheiten ihre Form
nicht unbedingt verindern mub.

23. Die MaBsysteme der Mechanik und Akustik bzw. der Schwingungslehre.

a) Eine Ubersicht iiber die GréBen der Mechanik gibt die Tabelle (23, 1) am
Schlufl des Buches. Das absolute Mafisystem Nr. 1 verwendet nach (20, 1) bzw.
(19, 1) die folgenden Vielfachen der GrundmaBeinheiten

(23,2) on=1, 064=1, o04q=1,
d. h. die urspriinglichen absoluten GrundmafBeinheiten (19, 1) selbst
(23,3) [s] =[em], [my] =[g*], [t]=[sk]

Das Zentimeter, die Grammasse und die Sekunde.

Also wird wegen (19,7) die Definitionsgleichung einer mechanischen GréBe p in
diesem MaBsystem gegeben sein durch

(23, 4) p = py 85 mizte] = p, [em* g*hesk™]

wobei py, 44, Ag, A5 als reelle Zahlen fest gegeben sein miissen. Somit wird wegen
(21, 20) und (23, 2)

(23,5) % = oljosiof =1

fiir jede beliebige mechanische Gréle p unabhingig von A;, A, A5. Fiir das physi-

kalisch-praktische Mafsystem Nr.2 unserer Tabelle (23, 1) ergeben sich ent-
sprechend zu den Gleichungen (23, 2) bis (23, 5) die folgenden Beziehungen:
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(23, 6) 035 = 102, 09, =103, o053, =1,
(23,7) [sp] = [m], [m,] = [kg*], [f,] = [sk].

Das Meter, die kg-Masse, die Sekunde.
(23, 8) P = py[sht mf? 7] = p, [m* kg™ sk,
(23,9) oy = o' ol2 olz = 102h+3%

Fiir das technische Mafsystem Nr. 3 unserer Tabelle (23, 1) folgt analog:
(23, 10) 033 == 10%, 0y =9,81-10%, o0g3==1,
(23,11) [sg] = [m], [ms] =[TM], [t;] = [sk].
Das Meter, die technische Masseneinheit, die Sekunde.
(23,12) p = pg[sht miz 1] = pg [m* TM?= sk’],
(23,13) o = oM ol gls = 9,8]%2. 1024 +3%
Fur das elektrotechnische Mafsystem Nr. 4 in Tabelle (23, 1) folgt:
(23, 14) 014 = 10°, 0y =107, gy =1,
(23, 15) [ =[El, [my] =[Mi], [t,]= [sk].
Der Erdquadrant, die Dekapicogrammasse Mi, die Sekunde.

(23, 16) = p, [s}t m ]3] = p, [E* Mi* sk¥],
(23,17) oy = 0%} o2 oy = 109411k,

b) In allen vier Maflsystemen lautet dabei die allgemeine Definitionsgleichung
einer rein mechanischen GréBe nach (21, 1)

(235 18) p _— »y 8;'1 mlg t).s

und ihre Mafizahl und MaBleinheit in irgend einem Mafllsystem Nr. k ist dann
nach (21, 4)

(23, 19) Pe =y s miz s, [p] = [sft mi= ]
c¢) Ist die rein mechanische Gréfe p im Sonderfall eine reelle Zahl, so kénnen
wir in (23, 18) setzen
(23, 20) p=y, h=2l=1=0,
fiir sie wird also nach den Gleichungen (22, 5), (22, 9), (22, 13), (22, 16)
(23, 21) 0y = oy = Olg = 0ty = 09, 09, 0%, = 1.
d) In der Tabelle (23, 1) sind auch die allgemeinen Umrechnungsgleichungen

fiir die MaBzahlen sowie die Werte der wichtigsten mechanischen Konstanten,
namlich der Gréflen (23, 22) enthalten.

(23, 22) Erdbeschleunigung g = 980,665 cm! g*0 sk—2
Gravitationskonstante C = 6,658 1078 cm® g*1 sk—2,
Planksches Wirkungsquantum A = 6,55 1027 cm? g* gk-1,
Lichtgeschwindigkeit ¢=3,0-100cm! g*0 gk—1,

Ferner enthélt die Tabelle alle Umrechnungszahlen o, sowie alle Definitions-

gleichungen der wichtigsten mechanischen GréBSen in der Reihenfolge ihres natiir-
lichen Aufbaues.
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e) Da die Kraft P gegeben wird durch die Definitionsgleichung

(23, 23) P =slml2,
so kann daraus umgekehrt fiir die Masse m die Definitionsgleichung
(23, 24) m = g1 P12

angenommen werden, wenn die Kraft P als gegeben betrachtet wird. Setzt man
diese Beziehung in (23, 18) ein, so folgt daraus, da8 die Definitionsgleichung einer
mechanischen GréBe p auch in der Form

p =y shls Pla glat2ls

also mit den neuen Exponenten

(23, 25) =M =2y, Hs=21y, u3=2%+ 1

auch in der Form

(23, 26) P =7y s PFzgis

geschrieben werden kann. Aus (23, 25) folgt dann noch umgekehrt:
_(23,27) A=ty Ay =y, Ay = i3 — 2.

Da diese Darstellungsart auch gelegentlich beim technischen MaBsystem ver-
wendet wird, so finden sich deshalb in der Tabelle (23, 1) beim absoluten-MaB-
system Nr.1 die Exponenten 4,, 4, 4; und beim technischen MaBsystem Nr. 3
die Exponenten p,, u, u; angegeben. Allgemein kann also jede mechanische
Grofle p im MaBsystem Nr. £ in folgenden beiden Formen dargestellt werden:

(23, 28) p = p;, [k mi= 1] = p [si2 Pl tia] .

24, Die MaBsysteme der Wérmelehre.
a) Eine Ubersicht iiber die Grofen der Wirmelehre gibt die Tabelle (24, 1)
am SchluBl des Buches. Das absolute Mafsystem Nr.1 verwendet nach (20, 1)
bzw. (19, 1) die folgenden Vielfachen der Grundmafeinheiten

(24, 2) on=1, 05=1, o53=1, o4=1, o053=1,
d. h. die urspriinglichen absoluten GrundmafBeinheiten selbst, ndmlich
(24,8) [8;] = [em], [my] = [g*], [t,] = [sk]. [@] = [cal], [#]= [*C].
Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die Grammkalorie und

den Grad Celsius.
Wegen (19,7) mull dann die Definitionsgleichung irgend einer thermischen

Groe p in diesem Maflsystem gegeben sein durch:

44 p=mpylsit it Qi 9] = pyomh g sl cal 0%,

wobei py, 44, Ay, A3, Ay, A5 als reelle Zahlen fest gegeben sein miissen. Somit
wird wegen (21, 20) und (24, 2)

(24.5) @ = ol ol ol ol ol = 1,
fiir jede beliebige thermische GroBe unabhéingig von der Grofe von Ay, 4,5, A,
Ay As.

Fiir das thermische praktische Mafsystem Nr. 2 unserer Tabelle (24, 1) ergeben
sich entsprechend zu den Gleichungen (24, 2) bis (24, 5) die folgenden Beziehungen :
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(24,6) 05 =102, 05 =9,81-10%, oy =1, 04=10°, o5 =1.

(24,7) [s;] = [m], [my] = [TM], [t,] = [sk], [Q.] = [keal], [9,]= [°C].
Das Meter, die technische Mafleinheit, die Sekunde, die Kilogramm-
kalorie und der Celsiusgrad.

(24, 8) p = py[sh mhe ths @k 9] = p, [m* TM?s gk’s keal* 0C%].
(24,9) o, = 0% 0’2 oks ot ols = 9,817 . 10241 +3%e 3k

b) In allen MaBsystemen lautet die allgemeine Definitionsgleichung einer rein
thermischen Grofle p nach (21, 1)
(24, 10) p =y s mie tls QP+ O
fiir die MaBzahl und MafBeinheit in irgend einem MaBsystem Nr. Z folgt daraus
die Gleichung:
@4,11)  p=yshmp i QO [pd = (s m o Qi O],

c) Die Tabelle (24, 1) gibt auch wieder die Werte der wichtigsten thermischen
Konstanten, namlich der
(24,12) (Gaskonstante R = 8,315-107 cm? g*1 gk~2 0 C1,

Warmediquivalent 4 = (1/427) keal /kgm .

d) Da die Umrechnungsbeziehungen
(24, 13) 1 cal = 4,1863 - 107 cm? g*! sk—2,
(24, 14) [Q,] = 4,1863 - 107 [s2 m} £;2]
bestehen, so kann irgend eine thermische Grofe der Darstellungsform (24, 4)
sofort auf die Darstellungsform

P = py - 4,18634 . 1077 [sh+22s gpleths fha—20s hs],

also mit
(24,15) @ =M+ 24 Q=Ilot+ Ay 03=13— 2N, 0=,
(24,16) o0, = 4,1863%-10"™, p, =p,-0,
auf die neue Form
(24,17) p = Pulsf mg* 14 99 = P [eme gres skes 0Cec]
gebracht werden. Aus (24, 15) folgt auch noch umgekehrt:
(24,18) A, =0, — 24, Ay =0,— Ay, Ag=05+ 24, A =9,.

e) Da im MafBsystem Nr. 2 die Beziehung (24, 13) wie folgt lautet:
(24, 19) 1kcal = 427 m2TM! sk~2 = 427 kgm ,
(24, 20) [Qa] = 427 [s§ mj 5°],
so kann damit irgend eine thermische Grofe der Darstellung (24, 8) sofort auf
die Darstellungsform

D = o 42T 200 i 2 ],

also mit den Abkiirzungen (24, 16) und der Abkiirzung

(24, 21) 0y = 427, P, = py 0,
auf die neue Form
(24, 22) P = Py [s8* mE2 183 9] = P, [mer TMe: skes 0(Ces]

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 3
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gebracht werden. Es gilt auch wieder (24, 15). Die Tabelle (24, 1) enthélt auBer
den Exponenten 4,, 4,5, 45, 4,, 4; auch die Exponenten g,, g,, 95, ¢4 und die Um-
rechnungszahlen ¢, und o,.

25. Die MaBsysteme der Elektrotechnik.

a) Eine Ubersicht iiber die GréBen der Elektrotechnik gibt die Tabelle (25, 1)
am Schluf3 des Buches.

Das absolute oder QaupPsche Mapsystem Nr.1 verwendet nach (20, 1) bzw.
nach (19, 1) die folgenden Vielfachen der Grundmafeinheiten
(25, 2) opn=1 on=1, og=1, gag=1, on=1,
d.h. die urspriinglichen absoluten Grundmafeinheiten selbst, ndmlich:
(25,3) [8,] = [em], [my] = [g*], [t] = [sk], [4,]=[dil], [I]}] = [mal].

-Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die elektrostatisch ge

messene Einheit der dielektrischen Leitféhigkeit, und die elektromagne-
tisch gemessene Einheit der magnetischen Leitfédhigkeit.

Also wird wegen (19, 7) die Definitionsgleichung irgend einer elektromagne-
tischen GroBe p in diesem MaBsystem gegeben sein durch

(25, 4) p = p, [s mi s A% [T17] = p, [em* g** skis dil* mal],

wobei p;; Ay, Ag, A3, Ag» A7 als reelle Zahlen fest gegeben sein miissen. Somit wird

wegen (21, 20) und (25, 2)

(25, 5) % = o} 03} 031 03 07 = 1

fiir jede beliebige elektromagnetische GroBe p.

Fiir das absolute elektrostatische Mapfsystem Nr. 2 unserer Tabelle (25, 1) ergibt

sich analog zu den Gleichungen (25, 2) bis (25, 5):

(25, 6) G =1, Gpa=1, 0p=1 o0gu=1, 0,=9-10%,

(25,7) [8,] = [em], [my] = [g*], [ta] = [sk], [4,] = [dil], [{];] = 9*-10%° [mal].
Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die estat. gem. Einheit
der dielektrischen Leitf., die estat. gem. Einheit der magnetischen
Leitfahigkeit,

(25,8)  p=p,[sh ml tls Al II}7] = p,[emh g*he sk dil IT77],

(25,9) wy = 0% ol ol ot ol = 94710204,

Fiir das absolute elektromagnetische Mafsystem Nr. 3 unserer Tabelle (25, 1)
ergibt sich wiederum entsprechend: '

(25, 10) oi=1, 0p3=1, 033=1, 053=9-100, oy3=1,

(25,111 [s5] = [em], [ms] = [g*], [ts] = [sk], [45] = 9'-10%[dil],

[I1,] = [mal].
Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die emagn. gem. Einheit
der dielektr. Leitf., die emagn. gem. Einheit der magnetischen Leit-
fahigkeit.

(25,12)  p = pylsit mbe ths A% [T}] = py[em? g*le sk?s Al mal*],

(25, 13) oy = o' ot gl aég ol = 9%. 1020%



Die MaBsysteme der Elektrotechnik. 35
Fir das prakiisch elekiromagnetische Mafsystem Nr. 4 unserer Tabelle (25, 1)
ergibt sich hingegen:
(25, 14) Oy = 10, 0, =101, oy =1, o0g=9"-10% o;,,=1,
(25,15)  [s]] =I[E], [mg]=[Mi], [{]=I[sk], [d,]=9'-10%[dil],
(1] = [mal].
Der Erdquadrant, die Dekapicogrammasse Mi, die Sekunde, die prakt.

elektromagn. gem. Einheit der dielektr. Leitf., die emagn. gem. Ein-
heit der magnetischen Leitfahigkeit.

(25, 16) P == pg[s* miz ths A% [T%7] = p, [EM Mi* sk’s A% mal*],
(25, 17) oy, = 0% 02 ols oy o7 = 9. 10911 At 2he
Fiir das Mapsystem von Giorgione Nr. 5 oder das Zentimeter-Sekunden-Volt-
Ampere-Mafsystem erhalten wir die folgenden Formeln:
(25, 18) 15 =1, 0455=107, 035 =1, 05 =910, g,; =107,
(25,19) [ss] = [em], [mg) =[Ma], [f;]=I[sk], [4;]=9*-10"[dil],
[I7;] = 10° [mal].
Das Zentimeter, die Dekamegagrammasse Ma, die Sekunde, die gior-
gionisch-gemessene Einheit der dielektr. Leitfahigk., die giorgionisch
gemessene Einheit der magnetischen Leitfahigkeit,
(25, 20) p = p5 [ sk mk ghs Al [T = py [em* Ma’e sk*s A%e [T7],
(25, 21) o = 0%5 0’212 Uég O.ég O.i.g = Qls. 10712+117-o+97-7 .
Fiir ein beliebiges Mafsystem Nr. k der Tabelle (25, 1) folgt endlich:

(257 22) 01 k> 02701 0316! O-Gk’ 0770 ’

(25, 23) [si] = o1 [s1], [yl = oo lmy], (8] = 031 [44],
(4] = 06, 41, [II}] = 04, [U1,],
(25, 24) p = P [}t miz o Ajpp IT7),
(el = [sfr miz g Aje 1T,
(25, 25) o, = 0%} 05 0% 0l% o

b) Da auch noch die Verhaltniszahlen oy/ec,, oy/eg und oz/a; interessieren, so
sind sie in der Tabelle (25, 1} und hier in den folgenden Formeln angegeben:

(25, 26) Ugfoty = Qo 102042047
064/0(3 — 10911—1112—1816’
055/“3 — 10712—97-3-*—97.7 .

c) In allen MaBisystemen lautet jetzt die allgemeine Definitionsgleichung
einer elektromagnetischen Gréfe p nach (21, 1)

(25, 27) p =y st mte ths Ars [T*
IThre MaBzahl in irgend einem System Nr. % ist daher gegeben durch:
(25, 28) P =y spt mfz ths Al [Tl

d) Inder Tabelle (25, 1) sind auch die Werte der wichtigsten elektrotechnischen
Konstanten enthalten, ndmlich der

3*
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(25, 29) Dielektrischen Leitfahigkeit des Athers . . A, = 1[dil],
Magnetischen Leitfahigkeit des Athers . . II, = 1[mal],
Lichtgeschwindigkeit im Ather . . v = 310 [cm/sk],
Elementarladung . ¢ = 4,77 10720 [em®? g*/2 sk~1 dil*?] ,
Universellen Konstanten ¢ = 3- 10" [cm* sk* dil** mal*?].

Aligemein besteht fiir irgend ein Medium folgender Zusammenhang zwischen
der Geschwindigkeit v der elektromagnetischen Wellen in diesem Medium, der
universellen Konstanten ¢, der dielektrischen Leitfahigkeit des Mediums 4 und
der magnetischen Leitfahigkeit des Mediums I7:

(25, 30) v? = c2(4-1I).
Speziell fiir den Ather und nahezu auch fiir Luft gilt daher
(25, 31) vi = c¥(dy-ITy) .
Im MaBsystem Nr.1 muBl somit die Gleichung bestehen:
(25,32) vi = (g - I1y) s
da aber nach (25, 29) zu setzen ist:
vy, =3-101°, ¢, =3-10"°, A4,, =1, M, =1,
so ist diese Grundgleichung fiir den Ather also erfiillt. Der Leser iiberzeugt sich
leicht mittels der Angaben der Tabelle (25, 1), dafi diese Gleichung auch in jedem
beliebigen anderen MaBsystem Nr. k erfiillt ist.

e) Sind @ und @' zwei Elektrizititsmengen und m' und m'’ zwei Magnetis-
musmengen, 80 ergibt sich in einem Medium mit der dielektrischen Leitfahigkeit /
und der magnetischen Leitfahigkeit /7 fiir die Anziehungskraft P dieser beiden
Mengen je in der Entfernung s nach dem Coulombschen Gesetz folgendes Glei-
chungssystem: ,

(25, 33) P=¢@-Q"[(4-52), P=m -m"|(I]s?.

Durch diese Grundformeln werden die Begriffe Elektrizitdtsmenge @, Magnetis-
musmenge m, dielektrische Leitfahigkeit 4 und magnetische Leitfahigkeit I7
am ehesten der Anschauung néher gebracht.

f) Setzen wir in (25, 30) die Definitionsgleichung fiir die Geschwindigkeit
(25, 34) ve=g-{1
ein, so ergibt sich leicht die Giiltigkeit der beiden Gleichungen:

(25, 35) A = 72§+ [[1 ¢t (25,36) Il =s2t"2 A1 ¢,
Setzen wir jetzt weiter diese Beziehungen in die allgemeine Definitionsgleichung
(25, 27) ein, so erhalten wir die beiden Formeln:
(25’ 36) p —_— ys}.l—z s m}uz t;.3+216 ﬂ;.7—;5 62;'6,
p = ysh—2h pls hat2ls flo~ln 20

Setzen wir somit erstens:

(25,37) Ty =4 —2X, Ta=2hy, Ta=2A+ 2k, Ta= —lg+ iy, T3=214;,
cder umgekehrt
(25, 38) A=TyF+ Ty, =Ty, Ay=Ty3—Tg, i =T52,

2’7 el 7:4 + (15/2)5
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8o erhilt man die Definitionsgleichung in der Form:
(25, 39) P =y &t m¥e 7 [T ¢¥s .
In dieser Form findet sie beim absoluten elektromagnetischen MaBsystem Nr. 3
und beim praktischen elektrpmagnetischen MaBsystem Nr. 4 Verwendung. Dort
sind deshalb fiir alle elektromagnetischen Gréfien die Exponenten 7y, 7, 73
T4 Ty angegeben.

Setzen wir hingegen zweitens:

(25,40) ;=121 —24, w,=1;, wy=24A3+ 24, wy=14— 1, wy=24,,
oder umgekehrt
(25,41) L=+ w;, lh=w, lh=0—0;, =0+ (w)2), l,=w,2,
so erhalt man die Definitionsgleichung in der Form:
(25, 42) P =y & Mm@ (s Ao cos |
In dieser Form findet sie beim absoluten elektrostatischen MaBsystem Nr. 2 Ver-
wendung. Dort sind deshalb fiir alle GroSen die Exponenten wy, w,, w;, w,, @;
angegeben.

g) Im Mafsystem Nr. 5 von GIORGIONE verwendet man hingegen neben der

Linge und der Zeit zur Darstellung der Groflen die Spannung U und die Strom-
stdrke 1. Da diese durch die folgenden Definitionsgleichungen

(25, 43) U=§2m2t1 A7, ] =2 pn'?2 42

gegeben sind, so konnen aus beiden Gleichungen zundchst folgende Beziehungen
durch Multiplikation bzw. Division gefunden werden:

(25, 44) U-IT=gmtt3, UL.J=4g1¢1/A,

daraus folgt aber sofort:

(25, 45) m=g2 s U [, A =gl U-1]+,

Setzt man diese Gleichungen in der Formel (25, 42) ein, so ergibt sich die

Beziehung .
p — ,y_ S"J‘_sz_w“‘ t3w2+w3+w4 Uwz—au Iw2+w4 s ;

nennt man jetzt die neuen Potenzexponenten der Reihe nach my, 7y, 75, 714, 715, S0

ergeben sich durch diese Substitution wegen (25, 40) die folgenden Gleichungen:

(25, 46) p =7y &t tv U™ [" ¢,

(25, 47) Ry ==y — 2y Ay — Ay Ty = 3y Ay g - Apy
Ay=Ry — A+ Ay, =2+ A — Ay, m=2A.

Wenden wir jetzt die Formel (25, 46) auf irgend eines der MaBsysteme Nr. 2, 3, 4, 5,
also auch auf das Giorgionische MaBsystem an, so ergibt sich, weil die universelle
Konstante ¢ in den genannten Mafisystemen jedesmal die MaBzahl 1 erhlt, stets

(25, 48) ¢, =1, ¢ =1 mit @y = beliebig aber == oo
im MaBsystem Nr. k fir (k = 2, 3,4,5),

daher kann also die allgemeine Definitionsgleiehung (25, 46) irgend einer Grofie p
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fiir die MaBzahlen p;, in den Maflsystemen Nr. % in (25, 48) auch wie folgt geschrie-
ben werden:

(25, 49) P =y SP e Up I+,

Das Giorgionische MaBsystem heit deshalb auch das Zentimeter-Sekunden-
Volt-Ampere-MaBsystem. In der Tabelle sind darum auch die Potenzexponenten
7Ty, 9, T3, 7w, UNd 7r; angegeben worden.

h) Im GauBschen MaBsystem Nr. 1 kénnen sofort die rein elektrischen Grifien
von den rein magnetischen Grofen unterschieden werden. Fir die elektrischen
Groflen gilt in (25, 4) ndmlich 4, =0, fiir die magnetischen Grofen hingegen
A¢ = 0. Die MafBeinheiten der elektrischen GroSen bleiben wegen (25, 6) im elektro-
statischen MaBsystem dieselben wie im absoluten GauBschen MaBsystem. Die
Mageinheiten der magnetischen GréBen hingegen bleiben wegen (25, 10) im elek-
tromagnetischen MaBsystem dieselben wie im absoluten GauBschen MaBsystem.
Aus diesem Grunde wurde in der Tabelle (25, 1) das GauBsche MaBsystem als
GrundmaBsystem Nr. 1 ausgewahlt.

26. Die MaBsysteme der Beleuchtungstechnik.

Eine Ubersicht iiber die GroBen der Beleuchtungstechnik gibt die Tabelle
(26, 1) am Schluf des Buches.

Das absolute Mafsystem Nr. 1 verwendet nach (20, 1) bzw. (19, 1) die folgenden
Vielfachen der Grundmafeinheiten:

(26,2 on=1, oy=1, o053=1, o4 =1,

d. h. die urspriinglichen absoluten GrundmafBeinheiten selbst, ndmlich

(26, 3) (8] = [em], [my] = [g*], [t,] = [sk], [I]= [HK]
Das Zentimeter, die Grammasse, die Sekunde, die Hefnerkerze.

Irgend eine lichttechnische GréBe wird daher in diesem MaBsystem gegeben
sein durch:

(26, 4) p = py [s} mi2 2 Tis] = p; [emlt g*Pe skis HK™].

Darin miissen wieder p;; Ay, As, A3, A als reelle Zahlen gegeben sein. Also wird
wieder wegen (21, 20) und (26, 2)

(26,5) | wm—oliolohio—1

fiir jede beliebige Groflie p.

Fiir das praktisch lichttechnische Mafsystem Nr. 2 unserer Tabelle (26, 1) er-
geben sich entsprechend die folgenden Beziehungen:

(26, 6) 012 = 102, 05 =981:10%, 05 =1, ogp=1,

(26, 7) (s] = [m], [my] = [TM], [t,] = [sk], [[] = [HK].
Das Meter, die technische Masseneinheit, die Sekunde und die Hefner-
kerze,

(26, 8) p = p,[sh ml2 ths I'] = p, [m* TM? sk’ HK?*],

A 2 271+3%2
(26,9) o, = 03 oi3 ol ofy = 9,81%2- 102k 3%,
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27. Uber die zweckmiiBigste Anlage technischer Tabellen.

Es soll hier noch kurz eine Bemerkung iiber die zweckmaBigste, zahlenmaBige
Anlage technischer Tabellen gemacht werden. Wir sollen z. B. die spezifischen Ge-
wichte verschiedener Gase in einer Tabelle in einem bestimmten MaBsystem an-
geben. Nachfolgend geben wir die spezifischen Gewichte einiger Gase abgerundet
auf zwei Dezimalstellen in allen MaBsystemen Nr. 1 bis 4 der Mechanik, sowie die
relativen Dichten d der Gase, bezogen auf Luft, als auch den Teil der Tabelle (23, 1)
wieder, welcher sich auf den Begriff des spezifischen Gewichtes bezieht.

Tabelle (27, 1).

MaBsystem Nr. 1 Nr. 2 Nr. 3 Nr. 4 Nr. k& d
Umzr:gll“t‘ings‘ =1 oty =107 |03=9,81-10") oy = 10-2 |z =o7iothozi| 1
Dimension [y;] | Dyn/em® | GroBdyn/m3 kg/m3 ¢ Dyn/E3 spemit 2 1
MaBzahl y; 7 Ve Vs Vs Vi dy
fiir Luft 7, 1,27 12,7 1,29 1,27-10® | 1,276t 03k 012 | 1,00

0, 1,40 14,0 1,43 1,40-102 | 1,400t205t 032 | 1,11
N, 1,23 12,3 1,25 1,23-10® | 1,230t} ozhoti] 0,97
H, 0,09 0,9 0.09 0,09-102 0,09 0?2 o5kot2] 0,07

Probe: 71 = AgYy = OgY3 = MYy = o Y —

Darin bedeuten y das spezifische Gewicht des Gases, G dessen Gewicht und V
dessen Volumen, ferner y, das spezifische Gewicht der Luft und d die relative
Dichte des Gases bezogen auf Luft. Es gelten die einfachen Formeln:

(27,2) y = v [yi] = ye [s72 mit1 £7%] im MaBsystem Nr. k;

y=GIV, yr=G04/Vy, d=vylys.
Wir erkennen jetzt leicht folgendes: Eine Grofle, die in verschiedenen MaB-
systemen verschiedene Dimensionen besitzt, weist dort auch verschiedene MaS3-
zahlen auf. Nur eine GroBe, die die Dimension [1] besitzt, also eine Zahl, weist
in allen Mafsystemen dieselbe Dimension [1] und daher auch dieselbe Mafzahl
auf. Statt die spezifischen Gewichte fiir alle unsere MaBsysteme Nr. 1 bis Nr. 4
in vier voneinander verschiedenen Zahlentabellen wie oben in (27, 1) anzugeben,
ist es weit bequemer, nur eine einzige Tabelle fiir die relativen Verhdltniszahlen d
anzugeben und hinzuzufiigen, wie gro§ die Mafzahlen der Bezugsgrofle — hier

des spezifischen Gewichtes der Luft — in allen vier MaBsystemen sind. Aus
der Tabelle fiir d und dieser Angabe
(27,3) v =1270}12 07t o2 [si2ml 72 =

= 1,27 [Dyn/em3] = 12,7 [GroBdyn/m?®] =

= 1,29 [kg/m?] = 1,27-10% [¢cDyn/E?3]
kann dann jedes spezifische Gewicht irgend eines Gases y sofort mittels der Formel
(27,4) y=d-yg
berechnet werden. Die Tabelle fiir die relativen Zahlen d ist, da d als reiner Zahl-
wert die Dimension [1]in allen MaBsystemen besitzt, fiir alle MaBsysteme dieselbe.
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Bei Auswertung von Formeln in Tabellen hat man also — um eine allgemeine
Giiltigkeit der Formeln in jedem beliebigen MaBsystem zu erreichen — zu trach-
ten, stets nur Tabellen fir relative Zahlwerte anzulegen. Dies gilt insbesondere
fir die Tabellarisierung von Materialkonstanten verschiedener Stoffe usw. Eine
derartige Tabelle ist auch, da sie Verhiltniswerte angibt, viel anschaulicher als
eine absolute Darstellung der Zahlwerte selbst. Auflerdem ergeben sich bei ver-
niinftiger Wahl der Bezugsgréfie stets nur MaBzahlen, die um 1 herum liegen
werden. In dem irgend einem Tabellenwerk zugeordneten Formelsystem wird man
also stets trachten, moglichst viele Verhdliniszahlen einzufiihren.

28. Praktische Winke fiir die richtige Lésung physikalischer
Rechenaunfgaben.

a) Um Irrtiimer bei der Durchrechnung irgend einer physikalischen Rechen-
aufgabe der Theorie oder der Praxis zu vermeiden, wird man sich iiber drei wich-
tige Punkte Klarheit verschaffen miissen:

Erstens: Man hat zu untersuchen, ob die zur Verwendung gelangenden For-
meln, Definitionsformeln, Mafzahlen und MaBeinheiten aller verwendeter GroBen
schon ein und demselben MaBsystem angehéren; andernfalls sind die Formeln,
MaBzahlen und MaBeinheiten an Hand unserer Tabellen erst alle in Ubereinstim-
mung zu bringen. Dem Aufbau der Formeln ist hierbei immer das absolute Mal3-
system zugrunde zu legen. Wahrend der gesamten Durchrechnung der Rechen-
aufgabe diirfen dann weiterhin die gewiihlten MaBeinheiten, der zueinander durch
Formeln in Beziehung gesetzten Grofien, nicht mehr geéndert werden.

Zuweitens: Die Auswahl des der Rechnung zugrunde zu legenden MaBsystems
Nr. 1 bis 4 bzw. allgemein % wird man der Art der gegebenen Aufgabe weitest-
gehend anpassen. Fihren wir beispielsweise Berechnungen in der Astronomie
durch, so werden wir fiir die Entfernungen, Massen und Zeiten méglichst grofle
Grundmafleinheiten auswéhlen. Wir messen dann vielleicht die Entfernungen in
Lichtjahren, die Massen in Sonnen- oder Erdmassen, die Zeiten in Jahren usw.
Nur so werden auch die stets nach dem absoluten Mafsystem entwickelten For-
meln fiir die Ausrechnung nur kleine Mafzahlen und damit bequeme Zahlenrech-
nungen ergeben.

Drittens: Hat man dennoch groBe Mafizahlen in Rechnung zu stellen, so wird
man die Zahlen niemals ausschreiben, sondern stets mit Zehnerpotenzen multi-
pliziert darstellen. Wir schreiben beispielsweise statt
(28,1) 1523 000 000, 000 ...

Stelle: 9 876 543 210 —1—2—3
einfacher und iibersichtlicher
... 0,01523 - 10 = 0,1523- 10" = 1,523 - 10° =
==15,23-108 = 152,3.107 = ...,
oder statt :
(28,2) 0, 000 005 673
Stelle: 0 —1—2—3 —4—5—6 —7—8—9
einfacher und tbersichtlicher
... 0,05673-107* = 0,5673-10-% = 5,673 - 10-% ==
= 56,73.10"7 = 567,3-10~8.
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Am bequemsten sind dabei immer die unterstrichenen Schreibweisen. Will man
die Zahlen aussprechen, so merke man sich, daf3:

(28, 3) 103° eine Quintillion 10-! ein Zehntel
102 eine Quadrillion 10-2 ein Hundertstel
1018 eine Trillion 10—2 ein Tausendstel
1012 eine Billion 10~* ein Zehntausendstel
10° eine Milliarde 10~% ein Hunderttausendstel
108 eine Million 10-% ein Millionstel
16° Hunderttausend 10-% ein Milliardstel
10* Zehntausend 1012 ein Billionstel
103 Tausend 10-18 ein Trillionstel
102 Hundert 10—2% ein Quadrillionstel
101 Zehn 10-3® ein Quintillionstel
10° Eins

darstellen. So sind z. B.
(28,4) . 3,864.10% = 3,864 -10%- 10'® — 386,4- 10 = 386,4 Trillionen ,
(28, 5) 8,57-10717 = 8,57-107% 10712 =: 8,57 Hunderttausendbillionstel .

Unter Beriicksichtigung dieser praktischen Winke wird man umfangreiche
und oft auch falsche Zahlenrechnungen leicht vermeiden kénnen. Aulerdem wird
die Moglichkeit einer Kontrolle der Rechnung, ohne welche jede Zahlenrechnung
itberhaupt wertlos ist, stets einfach und iibersichtlich gegeben sein.

b) Wir wollen jetzt, um das Gesagte zu vertiefen, eine Rechenaufgabe aus
der Mechanik in allen vier Masystemen unserer Tabelle (23, 1) praktisch durch-
fithren.

1. Beispiel: Man berechne die notwendige Beschleunigungsarbeit eines
D-Zuges, dessen Lokomotive eine Masse von 2-10° kg*-Massen aufweist und von
dessen 10 Wagen jeder eine Masse von 5-10% kg*-Massen besitzt. Es soll eine Fahr-
geschwindigkeit von 108 km/h erreicht werden.

Losung. 1. Arbeit: Die Angaben sind in Formeln zu fassen, fir die gefragten
GréfBen sind Endformeln aufzustellen:

(28, 6) m = (2105 4 10-5-10%) kg* = 7,0 10° kg* ,
v =1,08-102 km/h, 4 == m %2 Formel im absoluten MafBsystem.
2. Arbeit: Wir wihlen uns ein fiir die Rechnung passendes Mafsystem, z. B.
das physikalisch-praktische MaBsystem Nr. 2 aus. In diesem Mafisystem haben

wir fiir die vorkommenden Gréfien nach unserer Tabelle (23, 1) folgende zusam-
mengehorige Mafeinheiten zu verwenden:

m...kg* wv...mfsk, 4...Wsk.

Wir haben also nur die Angabe v umzurechnen. Dies geschieht am einfachsten
auf folgende Art:

(28,7) ‘ 1 km/h = 1000 m/3600 sk = 2,78- 10"  m/sk ,
daraus erhalten wir
v = 1,08-102-2,78. 101 m/sk = 3,0- 10t m/sk
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und damit ergeben sich die aufeinander abgestimmten Mafzahlen, MaBeinheiten
und Formeln

(28, 8) m =T,0-10%[kg*], m, = T7,0-105,
v = 3,0-10'[m/sk], v, = 3,0-101,
A4 = 4,[Wsk], Ay = myv3[2.

3. Arbeit: Ausrechnung des Ergebnisses durch Einsetzen in die Formeln.
A, =17,0-10°-(3,0-10Y)%/2 = 3,15-108, also ausgerechnet
(28, 9) A =315-108[Wsk], 4, = 3,15-108.

4. Arbeit: Willman sich das Ergebnis wieder irgendwie gut vorstellbar machen,
so bezieht man dasselbe neuerdings auf die gewiinschte MaBeinheit. Wiinschen
wir z. B. das Ergebnis in kWh, so verwandeln wir es wieder analog zu (28, 7):
(28, 10) 1 Wsk = 10-3kW -1h/3600 = 2,78-10~7kWh.

Damit erhalten wir das gewiinschte Ergebnis aus (28, 9) zu
4 =3,15-108-2,78-10~"kWh, oder ausgerechnet zu
(28, 11) A = 87,5[kWh]. ‘
Wir wollen nun dasselbe Rechenbeispiel noch in den anderen drei MaBsystemen
unserer Tabelle (23, 1) durchrechnen.

§. Arbeit: Die Umrechnung gelingt sofort mit Hilfe unserer Umrechnungs-
tabellen in (23, 1) fiir die MaBzahlen p wie folgt:

(28,12)  Fiir dic Geschwindigkeit v gilt 2, =1, 4, =0, A= —1,
Fir die Masse m gilt . . . .2, =0, A, =1, A= 0,
Fir die Arbeit 4 gilt . . . .4 =2, A=1, l,=—2.

Somit wird der Reihe nach, entsprechend den allgemeinen Formeln der Tabelle
(23,1)

(28,13) py=p,-102M1¥3%,  py= gegeben, py==p,-9,81 7%, py= p,-107Thi 1k,

V3= 0,102, 0,=23,0 101, wy==v,, = vy 10,
Mmy=msy+ 103, me="1,0 -10%, my=m,- 9,81, my=m, - 1014,
A;=A4,-107, A,=3,15-108, A,=4,-9,81, A,=A4,.

Somit lanten die Zahlenrechnungen in den vier verschiedenen MaBsystemen
(28,14) Ay = myv}2, (8,15-10%) = (7-108)-(3-103%)%/2,
Ay = myvd2, (3,15-108) = (7-105)-(3-101)2/2,
Ag = mgv3/2, (30,8-108) = (68,67-10%)-(3-101)?/2,
Ay = mgv3/2, (3,15-108) = (7-10%%)-(3-107%)%/2.
Also lautet das Ergebnis in allen vier MaBsystemen fiir die einzelnen Gréfen
(28, 15) m=T7-10% g* = 7.105kg* = 6,867 - 108 TM = 7. 10'° Mi,
» = 3-10% em/sk = 3-10'm/sk = 3,0- 101 m/sk = 3-10~% E/sk,
A =3,15-10"®Erg == 3,15-108J =3,08-10°kgm == 3,15-10%J .

Die Arbeit betragt also z. B. 3,08 Milliarden kgm.
Damit ist die Anwendung unserer Dimensionstabellen in der Praxis gezeigt.
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2. Beispiel: Das Newtonsche Gravitationsgesetz fiir die Anziehungskraft P
zweier Massen m’ und m'’ in der Entfernung s mit der Gravitationskonstanten C
lautet im absoluten Ma8system Nr.1 der Tabelle (23, 1):

(28, 16) P, = Cymym{[s?, [cmg*sk2] = [cm3g*1sk2?]- [g*]- [g*]/[cm?],
C, = 6,658-10-8.

‘Wie dndert sich die Konstante C, wenn Pin t, m' und m'’ in t*-Massen und s in km

ausgedriickt wird ?

Losung. 1. Arbeit: Wir stellen zunéchst folgendes fest: Die verlangten Maf-
einheiten sind nicht mebr zusammengehérige Mafle eines Mafsystems, denn
wiirden wir im Mafisystem Nr. k die Wahl treffen:

(28,17) o1 =105, 05, =10%, o5, =1,
d. h. die neuen GrundmaBeinheiten
(28’ 18) {sk] = [km]= [mk] = [t*]’ [tk] = [Sk]

verwenden, so ergeben sich nach (28, 16) aus unserer Tabelle (23, 1) die Umrech-
nungszahlen

fir die Kraft P . . . . . . .o = (1091 (10%)% - (1)-2 == 108,

fiir die Gravitationskonstante C o, = (10%)3-(103)71- (1)-2 = 1012.

Somit lauten die Umrechnungsgleichungen fiir die MaBeinheiten
(28,19) [sp] = 10%[s1],  [my] = 103 [my], [t] = [4],

[Pp] = 108[Py], [Ci] = 102[C].
Fiir die MaBzahlen ergeben sich dann nach unseren Regeln die Umrechnungs-
gleichungen:
(28,20) s, =10%s;,, my=103my, t, =1,, P;=108P,, C,=1012C,.
Setzen wir diese Formeln in unsere alte Gleichung fiir die MaBzahlen in (28, 16)

ein, so ergibt sich daraus sofort, wie wir schon wissen, die Giiltigkeit derselben
Gleichung auch fiir die neuen MaBizahlen, némlich:

(28, 21) P, = C,mimy[s} — Py = C,mj,my/[s}.

2. Arbeit: Suchen wir aber dennoch eine Formel aufzustellen, in welcher
die GroBen in den gewiinschten MaBeinheiten eingesetzt werden kénnen, so ergibt
sich wieder eine Formel, deren Aufbau nicht mehr dem absoluten MaBsystem
entsprechen kann und die daher einen Zahlenfaktor erhalten muf. Dieser Zahlen-
faktor kann in unserem besonderen Falle jedoch in die neue Gravitationskonstante
eingerechnet werden, so daf durch diesen Kunstgriff die alte Gleichungsform
erhalten bleibt. Die neue Formel ergibt sich auf folgendem Wege. Wir bezeichnen
die neuen Einheiten und Mafzahlen mit dem Index 0. Gewiinscht wurde von uns:

(28, 22) [Pol = [t], [mel = [t*], [se] = [km] oder

[Pyl ==9,81-108[P,], [mg] == 108[m,], [so] = 10°%[s;],
somit gilt fiir die neuen Mafzahlen die Beziehung:
(28, 23) P, =981-108 Py, my =108m,;, s, = 10%s,.
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Setzen wir diese Beziehungen in die Grundgleichungen (28, 16) ein, so folgt
9,81 108 P, = (- 108 my - 168 my /1010 s2 oder

(28,24) Py = Cymim{[st, Cp=C,-9,81-1-10~% = 6,79 105 .

Wir haben also schlieBlich zu setzen:

(28, 25) 0, = 9,81-108C,, [C,]=9,81-108[C,].

Die neue MaBeinheit [C,] ist aber jetzt in vermischten GrundmaBleinheiten
ausgedriickt. Denn entsprechend der Formel (28, 19) hétten wir in ein und dem-
selben MaBisystem [C,] = 102 [C,] und nicht (28, 25) setzen miissen. Das Formel-
system (28, 24) entspricht deshalb nicht mehr dem absoluten MaBsystem. Fiir
theoretische Untersuchungen ist es nicht mehr geeignet, wohl aber fiir die zahlen-
méBige Auswertung von Rechenbeispielen. Dieses Beispiel zeigt uns auch die
Richtigkeit folgenden Satzes:

(28, 26) In einer Gleichung, die » Groéfien miteinander verbindet, kénnen die
MagBeinheiten von (n — 1) Groflen willkiirlich ausgew#hlt werden. Die
MagBeinheit der n-ten GréBe ist dann aber eindeutig bestimmt.

3. Arbeit: Wir gehen jetzt dazu iiber, ein Paar, auf das Newtonsche Gravita-
tionsgesetz beziigliche, Rechenbeispiele zahlenméfiig durchzurechnen.

1. Die Anziehungskraft zweier Gramm*-Massen in 1 cm Entfernung ist nach
Formel (28, 16) gegeben durch:

P, = (6,658-1078) - (1)- (1)/(1)? = 6,658 - 10~8,
P =6,658 108 Dyn = 6,79 10~8 mg-Gewicht. .
2. Die Anziehungskraft zweier kg*-Massen in 1 m Entfernung nach Formel
(28, 16) ist gegeben durch:
P, = (6,658-1078) . (10%) - (10%)/(10%)? = 6,658 -10°¢,
P = 6,658 :10~¢ Dyn = 6,79 - 10~% mg-Gewicht .
3. Die Anziehungskraft zwischen der Erdmasse und der t*-Masse in der Ent-
fernung des Erdradius ist nach Formel (28, 16)

P, = (6,658-1078) . (5,98 - 10%7) - (10%)/(6,37 - 108)2 = 9,81 - 108,
P =9,81 -108Dyn == 1t-Gewicht oder nach Formel (28, 24)
Py = (6,79 -10715). (5,98 10%) - (1)/(6,37-10%)2 == 1, P == 1+t-Gewicht.

3. Beispiel: Wie ungeheuer voneinander verschieden die elektrostatische Ein-
heit der Elektrizitdtsmenge [@,] von der elektromagnetischen Einheit der Elek-
trizititsmenge [@g] ist, zeigt sehr anschaulich folgendes Beispiel:

1. Die Anziehungskraft zweier absoluter elektrostatischer Einheiten der Elek-
trizititsmenge in 1 cm Entfernung im Ather ist nach der FormelP = Q' Q"’/4s?
im Mafsystem Nr. 2 unserer Tabelle (25, 1) gegeben durch P, =1-1/1-12=1,
also P =1 Dyn = 1 mg-Gewicht.

2. Die Anziehungskraft zweier absoluter elektromagnetischer Einheiten der
Elektrizititsmenge, also zweier Deka-Coulomb in 10 km Entfernung im Ather
ist nach derselben Formel P = @'Q"/As* im Mallsystem Nr. 3 unserer Ta-
belle (25, 1) gegeben durch Py =1-:1/9-1-10-20.(10%)2 = 9-10%, also durch
P = 9-108 Dyn - 900 kg-Gewicht.
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4. Beispiel: Fihrt man folgende neue GrundmaBeinheiten ein:
(28, 27) {s:] = 4,02-10"8 [ecm], [m,;] = 5,43-1075 [g*],
6] = 1,3¢-10%[sk], [#] = 2,37 -10%2[°(C],
so ergeben sich fiir die folgenden Naturkonstanten, wie man leicht nachrechnet,
die MaBzahlen 1.

(28,28) Lichtgeschwindigkeit . . . . ¢ = 3:-10Y[emsk™] = 1[v.],
Gravitationskonstante . . . . C=6,658-10"8[cm?®g*1sk2|=1[C,],
Absolute Gaskonstante . . . G = (R/4,04-10% = 2,06 - 10-16)

[em? g*1 sk—20C-1] = 1[6,],
Plancksches Wirkungsquantum % = 6,55 - 10~27 [cm® g*1 sk—1] == 1 [A,] .

In einem solchen MaBsystem Nr. k wiirden in den Formeln eine ganze Reihe
von Konstanten verschwinden. Die Definitionsformeln des absoluten Mafsystems
bleiben hierbei natiirlich wieder erhalten.

¢) Bemerkungen zu unseren Dimensionstabellen:

Unsere Tabellen erheben keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit. Sie erhalten
ihren vollen Wert fiir die Praxis erst, wenn sie fiir alle maBgebenden Gréfien
in Verbindung mit einem dem absoluten Maf@system entsprechenden Formel-
system entwickelt werden. Mittels der in den Tabellen angegebenen Formeln fiir
beliebige Grofen p konnen fiir jede durch ihre Definitionsformel gegebene Grofie
alle Zahlwerte o, berechnet werden, da dann die die Gr6Be charakterisierenden
Potenzexponenten 4,, A5, A; usw. als bekannt anzusehen sind. Driickt man in
irgend einer auf dem absoluten MaBsystem gegriindeten Formel alle GroBen
immer nur durch die zusammengehorigen Mafleinheiten irgend eines Maflsystems
Nr. k (also in unseren Tabellen immer nur durch die in einer Spalte untereinander-
stehenden MaBeinheiten eines Mafisystems) aus, so erhalten wir stets richtige
Zahlenrechnungen, wie wir auch in dem Beispiel unter b) gezeigt haben. Der
praktische Rechner spart also bei sachgemidfier Anwendung der Tabellen viel
Miihe und Uberlegungen. Er weiB an Hand der Tabelle sofort, in welchen zusam-
mengehorigen MaBeinheiten die GroBen in den Formeln einzufithren sind. Der
Leser wird nach den gegebenen Untersuchungen auch imstande sein, sich fiir
irgend ein Arbeitsgebiet in der Physik seine Tabelle fiir die MaBeinheiten selbst
aufzubauen und dann praktisch auszuwerten. Eine gute wissenschaftliche Unter-
suchung sollte auf jeden Fall immer eine Tabelle der Dimensionen der in ihr vor-
kommenden SkalargroBen aufweisen. Erst aus einer derartigen Tabelle geht der
Sachverhalt der ganzen Untersuchungen deutlich hervor und werden die gegebe-
nen Formeln erst tiberhaupt rechnerisch auswertbar. Leider wird gegen diese
Forderung nur allzu héufig verstoBen.

ITI. Kapitel. Kombinationslehre.

Wir unterbrechen jetzt unsere Entwicklungen und geben in diesem Kapitel
vorerst die Grundbegriffe der Kombinationslehre bekannt, die wir als Grundlage
fir den Aufbau unserer algebraischen #n-dimensionalen Geometrie bendtigen.
Wir erklidren zuerst die Gesetze der Anordnung von Zahlenreihen zu je r-Elemen-
ten. Dann definieren wir die Begriffe der geraden und ungeraden Permutationen,
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der Fehlstinde, der Transpositionen, der Vertauschungen usw. Schlieflich folgt
die Bestimmung aller Permutationen, Kombinationen und Variationen mit und
ohne Wiederholung bis zu einschliefllich vier Elementen. Eine Ausdehnung der
Bildungsgesetze auf mehr als vier Elemente kann dann vom Leser jederzeit an
Hand der gegebenen Beispiele vorgenommen werden, diirfte aber, da man mit
drei-. bis hochstens vierdimensionalen Réumen zumeist das Auslangen finden
wird, kaum gebraucht werden. AbschlieBend fiigen wir noch einige Ergéinzungen
beziiglich der Lehre von den Gleichungen und der Polynome mit mehreren Ver-
anderlichen, sowie der Schreibweisen in der Relativitdtstheorie hinzu.

29. Anordnung von Zahlenreihen zu je r-Elementen.

Es seien:
(29,1) (@1, @, a3, ..., a,) und (by, by, b3, ..., b,)
zwei beliebige Reihen von je r-Zahlen aus der Folge der natiirlichen Zahlen
(29, 2) 0,1,2,3,4,....

Wir wollen diese beiden Reihen (29, 1) in eine Ordnung bringen. Im folgenden,
insbesondere bei den Beispielen, werden, wenn dadurch keine Unklarheiten ent-
stehen kénnen, die Beistriche zwischen den Elementen a,, a,, a, . . . usw. in der
Darstellung (29, 1) einfach weggelassen. Wir treffen nun folgende Vereinbarungen:
Wir schreiben in einer Aufeinanderfolge von beliebig vielen solcher Zahlenreihen
zu je r-Zahlen oder Elementen die Anordnung (a;, @, ag, . .., @,) vor der An-
ordnung (by, by, b, . . ., b,) oder in Zeichen

(29, 3) (@, @9, Agy ...y @) < (by, by, bgy ..., b,),
wenn die aus beiden Reihen gebildete neue Differenzreihe
(29, 4) (0, —a;, by—ay,, by—as, ..., b.—a,)
folgende Bedingungen erfiillt:

a) Bei der lexikographischen Anordnung der Zahlenreihen:
(29, 5) Sind die ersten ¢-Differenzen gleich null, also

a,=by, ay="by,, az=0b;, ..., a;=0"b;,

so soll die erste nicht verschwindende Differenz gréfer als Null sein,
also gelten a;,, < b;,, wobeinoch (¢ = 0,1, 2,3, ...,7 — 1) sein kann.

1. Beispiel:
(12233336) << (12234167), (124) << (231), (34672) < (34675) .

Schreiben wir statt der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, . . . der Reihe nach die Buch-
staben des Alphabetes a, b, ¢, d, . . ., so erkennen wir, daBl durch dieses Anord-
nungsgesetz alle moglichen Zahlenreihen mit -Zahlen bzw. alle Worte mit r-Buch-
staben in eine Ordnung kommen, wie sie in einem Lexikon der deutschen Sprache
zu finden sind. AuBerdem entspricht diese Anordnung auch zugleich der natiir-
lichen Ordnung der Zahlen. Diese Anordnung von Zahlenreihen scheint die
naturgemifere zu sein, sie ist aber fiir gewisse mathematische Operationen un-
bequem und stért den Typus héufig gebrauchter Rechenausdriicke, wie z. B. der
Matrizen, und wird dann besser durch die folgende Anordnung ersetzt.
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b) Bet der normalen Anordnung der Zahlenreihen:
(29,6) Sind die letzten i-Differenzen gleich Null, also
Crj1 =br 11 = 0O ys =br 15, ..., @, =0b,,
so soll die vorhergende ¢+ — 1-te Differenz grofer als null sein, also gelten
a,_; < b,_;, wobei noch (=20, 1, 2, 3, ..., r — 1) sein kann.
2. Beispiel:
(164253472) < (233163472), (323) < (114), (2576) < (3576) .

80, Grundbegriffe der Kombinationslehre.
a) Es sei wieder

(30, 1) (a,m s Quas Qugs « v aMr)

eine beliebige Reihe von je - sdmtlich voneinander verschiedenen natiirlichen
Zahlen aus der Folge 1,2, 3, .. .. Wir bringen diese r-Zahlen (30, 1) in eine andere
Reihenfolge

(30,2) - ' (@15 Qrgs Qugs o5 @y,)

Wir nennen wieder (30, 2) eine Permutation oder Umstellung von (30, 1) von r-Ele-
menten.

b) Wir greifen aus (30, 1) je alle moglichen, voneinander verschiedenen Paare
von beliebigen Elementen heraus, ohne ihre Reihenfolge zu dndern, und stellen
sie in einer Tabelle (1) unten zusammen. Es kénnen so

(30, 3) s==r-(r —1)/2

voneinander verschiedene Paare von Elementen gebildet werden. Dasselbe neh-
men wir mit den Elementen aus (30, 2) vor und stellen die Paare wieder in einer
Tabelle (2) unten zusammen. Nun stellen wir alle Paare von (1) je allen Paaren
von (2) in der Tabelle (1’) unten gegeniiber, die aus denselben natiirlichen Zahlen
bestehen, wobei die Reihenfolge der Zahlen in den Paaren von (1) nicht gedndert
werden darf. Es gibt dann nur die beiden Moglichkeiten: je zwei so gegeniiber-
gestellte Zahlenpaare aus (1') und (2) und damit auch aus (1) und (2) sind gleich-
geordnet g oder vertauscht geordnet v. Die Anzahl v der so in (1) und (2) vertauscht
geordneten Elementenpaare, die hochstens gleich s sein kann, bezeichnen wir
kurz und iibersichtlich mit

(30, 4) Burs Buzs> Ops ++ o> Quy| ;
- 3
By Qugy Qugs o v vy Gy,
wo links vom Gleichheitszeichen die Permutation selbst einfach bezeichnet ist.

Die Anzahl der in (1) und (2) gleichgeordneten Elementenpaare nennen wir g.
Es muf natiirlich

(30, 5) v+g=s

sein. Man sagt auch in anderer Ausdrucksweise: wvertauschigeordnete Elementen-

paare bilden einen Fehlstand oder eine Inversion und nennt v die Anzahl der Fehl-
stinde.



48 Kombinationslehre.

(30, 6) Ist nun die Anzahl der Fehlstinde v eine gerade bzw. eine ungerade
Zahl, so nennen wir die Permutation. in (30, 4) links eine gerade bzw. eine
ungerade Permutation.

c) 3. Beispiel:

Tabelle Ord

MW@ | T
Elementenpaare aus Paare Es gilt:

a nlel | '

) (1) (2) g a4a5a3a2a6a1}

45 | 52 | 52 g =

43 51 51 g (A5020; a3a4a4

42 | 53 | 53 g o

6 45 54 v Hier ist:

41 | 56 | 56 g r=16, s=652=15

gg g% gé v g Die Abzahlung ergibt:

56 42 24 v _ - _ s —_

51 2% 2 g v="T g=8 v+g=15.
- 32 31 13 v

36 41 14 v

31 61 16 v

26 43 34 v

21 36 36 g

61 | 46 | 46 g

d) Entsteht die Permutation (30, 2) aus der Permutation (30, 1) dadurch,
daB nur irgend zwei beliebige Elemente in (30, 1) ihren Platz miteinander ver-
tauschen, so bezeichnet man eine derartige Permutation als eine T'ransposition.
Werden im Sonderfall zwei benachbarte Glieder oder Elemente miteinander ver-
tauscht, so sprechen wir auch kurz von einer Vertauschung. Sie stellt somit eine
spezielle Transposition dar.

(30,7) Eine Vertauschung bedingt stets das Auftreten eines Fehlstandes:

[y oo Gy - - a, | 1

la,l Grg v Qrgpy Qg - - a,,,[

(30, 8) Befinden sich in einer Transposition zwischen den beiden zu vertau-
schenden Elementen noch {-Elemente, so betrégt die Anzahl der Fehl-

stinde 2 ¢ ++ 1, ist also stets eine ungerade Zahl:

t-Elemente
Qg Oyg v o Qg Oy v e Qg By - - Gy,
! ’ Th==2¢+1.
Gy Qg oo Oy Qg v e O By, v oo Oy,

e) Somit folgt:

(30, 9) Eine gerade bzw. ungerade Permutation (30, 2) kann nur durch Vor-
nahme einer geraden bzw. ungeraden Anzahl von Transpositionen aus
der urspriinglich gegebenen Zahlenreihe (a,,, @,,, ..., @,,) erhalten
werden.
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Da es spiter allein darauf ankommt, zu wissen, ob die Anzahl der Fehlstédnde v
einer Permutation gerade bzw. ungerade ist [v tritt n#mlich in den Formeln
immer nur als Potenzexponent von (— 1) auf] die Anzahl v hingegen aber selbst
unwesentlich erscheint, so untersucht man also in Zukunft nur, ob die neue Rei-
henfolge der Elemente aus der alten Reihenfolge der Elemente durch Vornahme
einer geraden oder einer ungeraden Anzahl von Transpositionen erreicht werden
kann. Da durch Vornahme einer Vertauschung immer genau ein Fehlstand be-
seitigh werden kann, so kann jetzt leicht gezeigt werden, daB die geringste Anzahl
der vorzunehmenden Vertauschungen durch die Gesamtzahl der Fehlstinde v
selbst gegeben ist. Die Vertauschung erscheint so als das Grundelement jeder
Permutation. Dies soll jetzt an dem von uns bereits gegebenen Beispiele gezeigt
werden.

4. Beispiel: Es war

@y Qs Qg Oy g Oy g
=7
Gy Qg Oy By Oy O
und die Fehlstinde 4 5, 32, 42, 31, 41, 6 1, 4 3. Wir beseitigen je einen
Fehlstand durch Vornahme einer Vertauschung wie in der folgenden Zusam-
menstellung. Wir schreiben dabei der Ubersichtlichkeit wegen nur mehr die
Indizes selbst an.
453261
453216 45
543216
534216 4,
532416-
41
32146
32
23146
521346

f) Geht man von einer grundlegenden Reihenfolge von Elementen (a,a,a; . . .
a,) aus und erzeugt aus dieser durch Vornahme aller denkbaren Vertauschungen,
oder bequemer gleich Transpositionen, alle iiberhaupt méglichen Permutationen
(30, 10)

(30, 10) {a1 ay @3 ... 0 } _ (30,11) {al Gy Gy - ..a,} 0
=7, = )

yy Qpy By« o Oy,

beseitigte Fehlsténde.

[ ST

ay 8505 ...0,)

so gibt es P =1-2-3-...-r = r! voneinander verschiedene solcher Permutatio-
nen. Das abkiirzende Zeichen r! fiir das Produkt 1-2-3- .. .r- heiBit ,,r Fakto-
rielle‘’. Die uneigentliche Permutation, welche in (30, 11) unten dieselbe Elemen-
tenanordnung wie oben zeigt, bezeichnet man auch als sogenannte identische
Permutation. Sie entsteht durch null Vertauschungen und soll daher als gerade
Permutation bezeichnet werden. Im Falle lauter gleicher Elemente gibt es dann
nur eine einzige Permutation, und zwar die identische gerade Permutation. Die
Gesamtanzahl der Permutation fiir r = 2 ist stets eine gerade Zahl. Es 148t sich
leicht beweisen, dafl der folgende Satz gelten mufB:

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 4
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(30, 12) Fiir beliebiges r = 2 ist genau je die Hilfte aller Permutationen gerade
und ungerade.

Dies soll jetzt an einem Beispiel gezeigt werden.

5. Beispiel: Es sei r = 4, also s = 4-3/2 = 6, wobei wir alle Permutationen,
die aus (1 2 3 4) durch Vornahme von Vertauschungen bzw. von Transpositionen

- hervorgehen,  normal
Anordnung: {“1 @y a3 @y } _, Pa=4!=24  und lexikographisch an-
(vavsvavy) (v1v2v37y) vy Oy Gy Gy "p=u =12  ordnen. Man schreibtda-
normal |lexikographisch | Anzahl Permutation bei die normale Anord-
geordnet geordnet der nung am besten von
— — Fehlstinde| gerade | ungerade  pechts nach links, die
(v-Fehlstande) v P u lexikographische Anord-
4321 1234 0 D nung von links nach
3421 1243 1 u rechts auf. Die Tabelle
; Z g’ i i g’ i g % » u zeigt auch, daB man bei
3241 1423 9 P den Permutationen ver-
2341 1432 3 % schiedener Elemente aus
4312 2134 1 ” dernormalen Anordnung
i ell é .22 g é ell i % P der Elemente sofort die
1432 2341 3 P w lexikographische Anord-
3142 2413 3 % nung und umgekehrt er-
1342 2431 4 halt, wenn man sie ver-
4213 3124 2 kehrt von rechts nach
2413 31432 3 u links liest.
4123 3214 3 u 1 o ey
1423 39241 4 P Fir dlesesBelsplellst
2143 3412 4 P P,=1-2-3-4=41=24,
1243 3421 5 " p=u=12. In der Ta-
3214 4123 3 % ~ belle wurden, der Uber-
g i’ % i i % ? g i g sichtlichkeit wegen, wie-
1324 42381 5 w der nur die Indizes an-
213 i 43 % 2 5 % geschrieben. Die Anzahl
123 4321 6 p der Fehlstinde v bezieht

sich in der Tabelle auf die lexikographische Anordnung, wie wir auch im Ta-
bellenkopf oben vermerkt haben.

Es gibt stets gleich viel gerade wie ungerade Permutationen. Somit gilt der
Satz:

(30, 13) r=>2, =u=1r![2.

g) Wir haben jetzt noch den Begriff der zyklischen Vertauschung zu erkléren.
Nehmen wir in der urspriinglichen Reihenfolge der Elemente das letzte Element
weg und setzen es vor das erste Element, oder nehmen wir das erste Element weg
und setzen es nach dem letzten Element, so sagen wir die neue Reihenfolge der
Elemente entsteht aus der alten Reihenfolge durch Vornahme einer zyklischen
Vertauschung. Fithren wir bei n-Elementen einen der beiden genannten Vorginge
n-mal durch, so erhalten wir einen geschlossenen Zyklus, d. h. wieder die urspriing-
liche Reihenfolge der Elemente; dabei befinden sich im geschlossenen Zyklus
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natiirlich »# voneinander verschiedene Reihenfolgen der Elemente. Eine zyklische
Vertauschung kann bei #-Elementen durch Vornahme von 7 — 1 Vertauschungen
erreicht werden. Sie liefert stets n — 1 Fehlstdnde. Also gilt:

(30,14) [aya;... 0,0, }—n ! {alaz...an_lan}_n )
=n—1, —n—1,
l@nay ... Gpsy@yy Ay ... Q, O

(30, 15) Ist die Zahl n gerade, so liefert jede zyklische Vertauschung aus einer
geraden Permutation immer eine ungerade Permutation und aus einer
ungeraden Permutation immer eine gerade Permutation.

(30, 16) Ist die Zahl » ungerade, so liefert jede zyklische Vertauschung aus einer
geraden Permutation immer wieder eine gerade Permutation und aus
einer ungeraden Permutation immer wieder eine ungerade Permu-
tation.

Dies soll wieder an zwei Beispielen gezeigt werden.

6. Bewspiel: n = 6. 7. Beispiel: n = 3.
123456 g 123456 12345 ¢ 12354 w
234561 u 612345 23451 ¢ 41235 «
345612 g 561234 34512 ¢ 54123 «
456123 u 456123 45123 ¢ 35412 w
561234 g 345612 51234 ¢ 23541
612345 u 234561 12345 ¢ 12354 »
123456 ¢g 123456

h) In den folgenden Punkten 31, 32, 33 werden bei Besprechung der Per-
mutationen, Kombinationen und Variationen alle méglichen verschiedenen An-
ordnungen der Elemente stets lexikographisch geordnet. Lexikographisch und
normal werden nur die Kombinationen ohne Wiederholung angeordnet, weil
diese nimlich spéiter bendtigt werden. Es sollen ferner fiir jedes Beispiel die még-
lichen Permutationen, Kombinationen und Variationen stets bis zu vier Ele-
menten angeschrieben werden, da man im allgemeinen mit einem vierdimensio-
nalen Raum das Auslangen finden wird. Der Vollstdndigkeit halber soll der
Begriff der Permutation noch einmal kurz wiederholt werden.

31. Permutationen.

a) Ohne Wiederholung.

n-Elemente, die alle voneinander verschieden sind 1, 2, 3, . .., » sollen per-

mutiert oder umgestellt, d. h. in verschiedene Reihenfolgen gebracht werden. Es.
gibt dann:

(31,1) P,=1-2-3....n=n!

voneinander verschiedene Permutationen ohne Wiederholung aus n-Elementen.
Man setzt:

(31,2) 0!=1.
4*
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Die Permutationen ohne Wiederholung von (123 ...%) lauten:

Tabelle (31, 3).

n P, " Permutationen ohne Wiederholung

1 1 1

2 2 12, 21

3 6 123, 132, 213, 231, 312, 321

4 24 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321

b) Mit Wiederholung.

n-Elemente, von denen nur 7 verschieden sind und die aus r-Gruppen von je
8y, 83, + . ., 8, gleichen Elementen bestehen, sollen, wobei also (31, 6) gilt, permu-
tiert oder umgestellt, d.h. in verschiedene Reihenfolgen gebracht werden. Es
kann also nur

(31,4) 1<r<n—1
sein. Es gibt dann:
(31, 5) Wp, =WPsatset -t = plf(s,!s,!s5! ... 8,1)
voneinander verschiedene Permutationen mit Wiederholung wvon n-Elementen.
Darin ist:
(31, 6) S+ 8+ 8+t s=mn.
Wir wihlen in der folgenden Tabelle noch s; < 8, =< s;.
8. Beispiel: Gegeben seien die Elemente 11223 334, dann ist:
n=238, r=4; § =2, s5=2, s=3, s=1 und
WP, = Wp2tetsil = glj(2!-21-3!1-1!) =
=1-2-3-4-5-6-7-8/1-2-1-2-1-2-3-1=1680.

Tabelle (31, 7).

7 r N EN 83 | 7P, Permutationen mit Wiederholung
2 1 2 — — 1 11
2 1 | 2| — 3 122, 212, 221
3 1 3 — — 1 111
4 3 1 1 9 12 1233, 1323, 1332; 2133, 2313, 2331;
3123, 3132, 3213; 3231, 3312, 3321
4 2 2 2 — 6 1122, 1212, 1221; 2112, 2121, 2211
2 1 3 — 4 1222, 2122, 2212, 2221
4 1 4 — — 1 1111



Kombinationen. 53

32, Kombinationen.
a) Ohne Wiederholung.

Aus n-Elementen 1, 2, 3, . . ., n, die alle voneinander verschieden sind, sollen
r-Elemente ohne Riicksicht auf ihre Reihenfolge kombiniert, zusammengestellt
oder herausgegriffen werden. Es muBl somit:

(32,1) 1<r<n
sein. Es gibt dann:

. B ! o\ _ne—1)-m—2)-...-(n—7r+1)
(22 K= o= ()= 133

voneinander verschiedene Kombinationen ohne Wiederholung zur r-ten Klasse aus
n-Elementen. Das Zeichen fiir den Binomialkoeffizient <:z> hei3t ,,n tiber 7*° und

besitzt obige Deutung. Man setzt:

ey (=1 @29 ()=L")=ra-m

9. Beispiel: Gegeben: n = 5 Elemente: 1, 2, 3, 4, 5. (Gesucht: Alle Kombi-
nationen zur 7 = 3-ten Klasse ohne Wiederholung.

Ri=()=(0)- 55w

normal geordnet: 123; 124, 134, 234; 125, 135, 235; 145, 245, 345,
lexikographisch: 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245; 345.

Tabelle (32,5). Lexikographisch angeordnet.

n r R Kombinationen
" ohne Wiederholung

o

1

1, 2

12

1, 2, 3
12, 13, 23
123

| = |~

W N -

1, 2, 3, 4

12, 13, 14, 23, 24, 34
123, 124, 134, 234
1234

| ]w|w|w ]| ]|~
— k|| |=]w]w]—=]|1

B W] -

Normal angeordnet: Es verindert sich nur die
Anordnung der Kombinationen fir

4 | 2 | 6 | 12,13, 23, 14, 24, 34
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b) Mit Wiederholung.

Aus n-Elementen 1, 2, 3, 4, ..., n, die alle voneinander verschieden sind,
sollen r-Elemente ohne Riicksicht auf ihre Reihenfolge, jedoch mit Riicksicht auf
ihr mehrfaches Auftreten kombiniert, herausgegriffen oder zusammengestellt
werden. Hier muf3

(32, 6) r>1

sein. Es gibt dann:

(32,7) W — (n+r*1) CnmF- . (atkr—1)  (nfr—1)!
b 7 ln— -

r 1:.2-...-7 ot —1)!

voneinander verschiedene Kombinationen mit Wiederholung zur r-ten Klasse aus
n-Elementen.

Tabelle (32, 8)

n|r | YK, Kombinationen mit Wiederholung

111 1 1

12 1 11

1|4 1 1111

211 2 1, 2

212 3 11, 12, 22

213 4 111, 112, 122, 222

214 5 1111, 1112, 1122, 1222, 2222

312 6 11, 12, 13, 22, 23, 33

313] 10 111, 112, 113, 122, 123, 133, 222, 223, 233, 333

1111, 1112, 1113, 1122, 1123, 1133, 1222, 1223, 1233, 1333, 2222, 2223,
2233, 2333, 3333

411 4 1,2, 3, 4

4121 10 11, 12, 13, 14, 22, 23, 24, 33, 34, 44

C111, 112, 118, 114, 122, 123, 124, 133, 134, 144, 222, 223, 224, 233,
234, 244, 333, 334, 344, 444

1111, 1112, 1113, 1114, 1122, 1123, 1124, 1133, 1134, 1144, 1222, 1223,
4| 4| 35 | 1204, 1233, 1234, 1244, 1333, 1334, 1344, 1444, 2222, 2223, 2224, 2233,
2243, 2244, 2333, 2334, 2344, 2444, 3333, 3334, 3344, 3444, 4444
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38. Variationen.

a) Ohne Wiederholung.

Aus n-Elementen 1, 2, 3, . . ., n, die alle voneinander verschieden sind, sollen
voneinander verschiedene Elemente mit Riicksicht auf ihre verschiedene Reihen-
folge herausgegriffen werden. Permutiert man alle Kombinationen, so erhilt
man alle Variationen. Es muB} somit

(33,1) 1<r<n
sein. Es gibt dann
(33,2) V;:G)-r!:n'(n—1)-(n~2)-...-(n—r+1)

voneinander verschiedene Variationen ohne Wiederholung zur r-ten Klasse aus
n-Elementen.

Tabelle (33, 3).

n|r| Ph Variationen ohne Wiederholung

11 1 11

2|1 2 1, 2

312 6 12, 13, 21, 23, 31, 32

313 6 123, 132, 213, 231, 312, 321

4|1 4 1, 2, 3, 4

~4— 21 12 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43

j 31 24 123, 124, 132, 134, 142, 143; 213, 214, 231, 234, 241, 243 ;

312, 314, 321, 324, 341, 342; 412, 413, 421, 423, 431, 432

24 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432; 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431;
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421; 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321

'S
[N

b) Mit Wiederholung.

Aus n-Elementen 1, 2, 3, ..., n, die alle voneinander verschieden sind, sollen
r-Elemente mit Riicksicht auf ihre Reihenfolge und auf ihr mehrfaches Auftreten
herausgegriffen werden. Permutiert man alle Kombinationen, so erhélt man alle
Variationen. Es muf} somit:

(33, 4) r>1
sein. Es gibt dann
(33, 5) WVZL =n"

voneinander verschiedene Variationen mit Wiederholung zur r-ten Klasse aus
n-Klementen.
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Tabelle (33, 6)

3
=

WV::

Variationen mit Wiederholung

1

11

111

1111

1, 2

11, 12, 21, 22

W o= |||~
CAEN S Y

111, 112, 121, 122, 211, 212, 221, 222

1111, 1112, 1121, 1122, 1211, 1212, 1221, 1222
2111, 2112, 2121, 2122, 2211, 2212, 2221, 2222

1,2, 3

11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33

I 111, 112, 113, 121, 122, 123, 131, 132, 133
G 1 211, 212, 213, 221, 222, 223, 231, 232, 233
311, 312, 313, 321, 322, 323, 331, 332, 333

Vor jeder Zahl in der vorhergehenden Gruppe von Zahlen, die wir mit ¢
bezeichnen, ist der Reihe nach zuerst eine 1, dann eine 2 und schliellich
eine 3 zu setzen, also symbolisch geschrieben:

1G, 2@, 3G.
Das gibt insgesamt 3-27 = 81 Zahlenanordnungen

1, 2, 3, 4

11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 44

I 111,112, 113,114, 121, 122, 123, 124, 131, 132, 133, 134, 141, 142, 143, 144
211, 212, 213, 214, 221, 222, 223, 224, 231, 232, 233, 234, 241, 242, 243, 244
l 311, 312, 313, 314, 321, 322, 323, 324, 331, 332, 333, 334, 341, 342, 343, 344

411, 412, 413, 414, 421, 422, 423, 424, 431, 432, 433, 434, 441, 442, 443, 444

H

414256

Vor jeder Zahl in der vorhergehenden Gruppe von Zahlen, die wir mit H
bezeichnen, ist der Reibe nach zuerst eine 1, dann eine 2, dann eine 3
und schlieBlich eine 4 zu setzen, also symbolisch geschrieben:

1H,2H, 3H, 4H.
Dag gibt insgesamt 4-64 = 256 Zahlenanordnungen

34. Kurze Zusammenstellung aller wichtigen Formeln und Zahlen aus der

Kombinationslehre.
a) Formeln.
Permutationen:
(34, 1) P,=mnl, WP, =Wpstst-tsr=pll(s!s!... 8!,
Rl=1:23-...-m, s;+s+--Fs=n (1Zrn—1).
Kombinationen:
: s (BN _  ml wpr _(rHr—1y  (ndr—1)!
(34,2) Kn‘“(r Tl — )t KZZ_( r >— rt{n— 1)1 °

1Lr<a) (r=1).
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Variationen:
(34, 3) Vr = (”)rl — WPr —

’ n r)] " (n—1)’ n :

Q1Lr<n) (r=1)
b) Tabellen iiber die Anzahlen.
Permutationen:
Tabelle (34, 4).

Elementenanzahl = 1 2 3 4 5
Komplexbildung 81 | Pyl si+8s | Py s1+8a+8s| Ps| s1+8e+ [P sitsetss+ | Ps

+83+8, +84185

Permutationen ohne
Wiederholung P, |1 | 1|14+1}2§14+141 |6 [14+14+1+41 24 {14+14+14+1-41] 120

Permutationen mit

Wiederholung 7P, 2 1| 142 |3| 14142 [12] 1414142 | 60
3 1| 2+2 6] 14242 30
143 4] 14143 20
4 1 213 10
1+4 5
5 1
Kombinationen:
Tabelle (34, 5).
K, VK,
1 | 2| 3 | 4 | 5 1 | 2| 3 | 4 | 5
Elementenanzahl = ) Elementenanzahl n
1 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 | = | — 1 3 6 10 1 3 6 10 15
3 _% — — 1 4 10 1 4 10 20 35
PR I R 1 5 1 5 15 35 70
5 — | =1 = — 1 1 6 21 56 126
Variationen:
Tabelle (34, 6).
V. "V
1 | 2] 38 | 4 | 5 1 | 2| 3 | 4 | 5
Elementenanzahl » Elementenanzahl n
1 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 | 5| — 2 6 12 20 1 4 9 16 25
3| 4] — | — 6 24 60 1 8 27 64 | 125
PR I I 24 | 120 | 1 16 81 | 256 | 625
5 — | - — — 120 1 32 | 243 | 1024 | 3125
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35. Erginzungen zur Lehre von den Gleichungen und den Polynomen mit
mehreren Verinderlichen.

AnschlieBend an die vorhergehenden Betrachtungen bringen wir jetzt beziig-
lich der Lehre von den Gleichungen und Polynomen mit mehreren Verénder-
lichen einige wichtige Erginzungen. Auf den Beweis der Sitze verzichten wir
wieder. Die allgemeinste Gleichung zwischen den r-Verénderlichen
(35,1) Ty, Lyy Tzgs -y Ty

kann in folgender Form geschrieben werden:

nl ”" . .
(35,2) Z...Z’a.ilmi,x;l...x}.’:O.
1=0  ir=0
Darin sind die iy, 45, . . ., ¢, natiirliche Zahlen und die a,, __; beliebige, aber fest

gewihlte reelle oder auch komplexe Zahlen. Da in (35, 2) die Reihenfolge der Vor-
nahme der einzelnen Summationen gleichgiiltig ist fiir das Endergebnis, so schreibt
man statt dessen, wie im ersten Kapitel erklirt wurde, noch einfacher

(35’ 3) Ty oeny N

) 2 @iy, 50 .. & =0.
i1, .0eyir=0,...0

Abgekiirzt schreibt man statt dessen auch

(35, 4) floy, 2, ...,2,)=0

und nennt den Ausdruck
N1, e... Nr

(35, 5) flog, @y o0s ) = '20; Bi,y vy i T o Y

Uy eeaylr=0, ...,
ein Polynom in den r-Verdnderlichen (35, 1) oder eine ganze-rationale Funktion f
der r-Verdnderlichen xy, . . ., x,. Die Darstellung (35, 5) iennt man auch die Nor-
malform des Polynoms entsprechend unserer Namengebung fiir Funktionen und
Polynome einer einzigen Veranderlichen in Punkt 1 0. Die einzelnen Summanden
in (35, 3)

(G,=0,1,2,...,m)

. X e =0, 1, 2, ...,
(35, 6) @i, .0, @0 L 2 mit (1.2 S .nZ)
G,=0,1,2,...,n)
heiBen wieder die Glieder des Polynoms, xi . .. a% heiBt ein Potenzprodukt aus
den w,, @, . .., #, Die beliebigen, aber festen reellen oder komplexen Zahlen

@;, ...; nennt man die Koeffizienten der Glieder und die ganzen Zahlen ¢y, 1,
..., i, die Potenzexponenten der Glieder. Die Summe in (35, 3) ist im allgemein-
sten Falle zu erstrecken iiber eine Anzahl von

(35, 7) G=m+1-n+1-...-(n,+1)

Gliedern. Sind alle Xoeffizienten der Glieder gleich null, so nennen wir das Poly-
nom ein Nullpolynom. Jedes Glied (35, 6} des Polynoms besitzt in bezug auf ein
bestimmtes x, (k= 1, 2, ..., 7) einen bestimmten Grad, nimlich i,, welcher der
Relativgrad des Gliedes in x, genannt wird. Der héchste in einem Polynom auf-
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tretende Relativgrad aller Glieder in x; wird auch als der Relativgrad des Poly-
noms in z;, bezeichnet. Als Absolutgrad oder Grad eines Qliedes (35, 6) das zum Ex-
ponentensystem

(35, 8) (1, Cos vvvs ty)
gehort, bezeichnet man die Summe
(35, 9) g=i,+ iy +---+3,

aller seiner Relativgrade. Als Absolutgrad n oder kurz Grad des Polynoms (35, 5)
bezeichnet man schlieBlich wieder den gréiten aller Grade (35, 9), der unter den
Absolutgraden aller einzelnen Glieder des Polynoms aufscheint. Die Polynome
vom Grade null sind die Konstanten. Die Polynome vom Grade eins haben die
Gestalt:

(35, 10) L=ay+ a2, +a2y+---+a,x,

und heiBlen lineare Funktionen. Die Polynome vom Grad 1, 2, 3, 4 nennt man ent-
sprechend wieder lineare, quadratische, kubische, biquadratische Funktionen. Vom
Nullpolynom sagt man, daBl es keinen Grad besitzt. Besitzen alle Glieder des Poly-
noms (35, 5) denselben Absolutgrad g, so nennt man ein derartiges Polynom auch
ein homogenes Polynom vom Grad g oder auch eine Form vom Grad g. In diesem
Falle ist der Absolutgrad der Glieder ¢ zugleich auch der Grad des Polynoms bzw.
der Form selbst. Die Formen vom Grad 1, 2, 3, 4, . . . nennt man der Reihe nach
lineare, quadratische, kubische, biquadratische, ... Formen. Irgend eine Form
vom Grad g bzw. ein homogenes Polynom vom Grad g kann in der Gestalt:

g g ..

(35,11) F,o=2...3ay. 2. o= > @iy gLl
i1=0  ir=0 iy een,irm0, .00, 0

mit der Nebenbedingung

(35,12) Pyt iy -+t =g

geschrieben werden. Es 148t sich leicht zeigen, daBl ein solches homogenes Poly-

nom (35, 11) in den r-Variablen (35, 1) vom Grad g im allgemeinsten Falle

g _ (T+eg—1\__(r+g—1_ (+g-—1!
(35, 13) o= r—1 >_< g >— g!(r— 1)!

Glieder besitzen muf}. Die Summe in (35, 11) ist also fiir ein homogenes Polynom

im allgemeinen iiber HY Glieder zu erstrecken. Wichtig sind auch die haufig ge-

brauchten Anzahlen (35, 13) fiir folgende spezielle Falle:

(35, 14) H=1, Hi=7r, H:=r@r+1)/2, H:=7r(+1)(+2)/6,
H{ =1, Hi=g+1, Hi=(@g+1)(g+2)/2.

Es gelten auch die wichtigen Beziehungen:

(35.15)  HIM=HELHL L g (g
Hifi = Hi,, + HIYY, HT+1:< r )h< g >’
Hl ,=H! +H*+.---+H:++H +H.

Ordnet man die Indizes (35, 8) in der Summe (35, 11) lexikographisch an, so erhalt

man wieder alle Glieder des Polynoms in geordneter Form, wie die folgende
Tabelle zur Aufstellung der Formeln fiir die homogenen Polynome zeigt.
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Tabelle (35, 16).

rlgl| I? H! (%1, %3, ..., i) fiir homogene Polynome

1o 1 1]o

101 2 uE

e 3| 1 |2

103l 4 1|3

114 5 1 |4

20| 1 1 | oo

2 (1] 3 2 fo1, 10

22| s 3 | o2, 11, 20

23| 10 | 4 [o03 12 21, 30

24| 15 5 |04, 13, 22, 31, 40

slol 1 1 {000

3|1| 4 | 3 |oo01, 010, 100

3|2 10 6 | 002, 011, 020, 101, 110, 200

3/3] 20 | 10 [o003, 012, 021, 030, 102, 111, 120, 201, 210, 300

34| 35 | 15 | 004,013,022, 031, 040, 103, 112, 121, 130, 202, 211, 220, 301, 310, 400

4lo| 1 1 {0000

11| s 4 | 0001, 0010, 0100, 1000

1|2{ 15 | 10 [0002, 0011, 0020, 0101, 0110, 0200, 1001, 1010, 1100, 2000

o3| a5 | 20 [0003, 0012, 0021, 0030, 0102, 0111, 0120, 0201, 0210, 0300,
1002, 1011, 1020, 1101, 1110, 1200, 2001, 2010, 2100, 3000

o 0004, 0013, 0022, 0031, 0040, 0103, 0112, 0121, 0130, 0202, 0211, 0220,

44| 70 | 35 | 0301, 0310, 0400, 1003, 1012, 1021, 1030, 1102, 1111, 1120, 1201, 1210,
1300, 2002, 2011, 2020, 2101, 2110, 2200, 3001, 3010, 3100, 4000

Schliet man jetzt der Reihe nach in einem beliebigen Polynom (35, 3) vom
Absolutgrad g mit den r Verénderlichen (35, 1) die Glieder des Polynoms zu For-
men vom Grad 0,1, 2, 3, ..., ¢ — 1, g mit je r-Verdnderlichen zusammen, so er-
kennt man leicht, daBl das allgemeinste Polynom (35, 11) vom Grad g, welches
man auch, wenn es nicht speziell homogen ist, ein inhomogenes Polynom nennt,
im allgemeinsten Falle nach (35, 15) eine Hochstanzahl von

(35,17) I'=H'4+ H +---+H =H,
Gliedern besitzen mufl. Somit besitzt also das inhomogene Polynom (35, 11) vom
Grad g eine Anzahl von

w19 B (1) (3) -5

r

Gliedern. Diese Anzahlen haben wir in der Tabelle (35, 16) noch besonders ver-
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merkt. Es gelten noch die wichtigen Beziehungen:

0 .r—{—g 7. T
(35, 19) =m0, H =D,
(35, 20) P=1, B=r+1, B=(@F+1)(+2)2,

B=@F+1)(r4+2)(F+3)6,
B=g+4+1, BB=@+@+2)2, I§I=(g+1(g+2)(g+3)/6.

AnschlieBend an die gegebenen Untersuchungen bringen wir ohne Beweis noch
zwei wichtige S#tze, die spater von uns gebraucht werden. Es sind dies der Bino-

mische Lehrsatz:
g

35,20 ot o = (1) o

i=0
und der Polynomische Lehrsatz:
(35, 22) 9509 g!

@+t m) = 2 AR R B R
1y eenydr=0, .., 00 T2t e Bt

mit der Nebenbedingung: byttt =g,

Da in beiden Formeln rechts die Polynome homogen vom Grad g sind, so ist die
Summe in Formel (35, 21) rechts zu erstrecken iiber Hj = g + 1 Glieder, hin-
gegen die Summe in Formel (35, 22) rechts zu erstrecken iiber alle H] Glieder
nach Formel (35, 13) und Tabelle (35, 16). Bemerkenswert sind auch noch die zur

Berechnung der Binomialkoeffizienten (Z) in (85, 21) beniitzten Formeln:
(35, 23) g gy _(9+1 . .
(2045~ (1Y) e =iz

Bei der zahlenmiBigen Berechnung der Binomialkoeffizienten verwendet man
auBer der Formel (32, 2) bzw. (32, 4) hauptsichlich die Formel (35, 23) und ord-
net die errechneten Zahlen in Form des Pascalschen Dreiecks mit dem nachfol-
genden leicht verstindlichen Schliissel an:

(35, 24) <0

Durch Addition zweier benachbarter Glieder einer Zeile im Pascalschen Dreieck
entsteht das zwischen beiden Gliedern in der nichst tiefer liegenden Zeile stehende
neue Glied entsprechend der oben angedeuteten allgemeinen Regel fiir die Be-
rechnung der Binomialkoeffizienten.
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36. Bemerkungen zur eindeutigen Bezeichnung von Summen in der
Relativititstheorie.
Wir haben bereits statt des Ausdrucks links einfacher den Ausdruck rechts in
folgender Summe geschrieben:

n
(36,1) i +a ot +ay - - Fa = Ya;at.
i=0

In der Relativititstheorie schreibt man fiir diese Summe noch einfacher und
kiirzer:

(36, 2) a, 2 mit der Anmerkang (v=20, 1, 2,...,n).

Ein einzelnes Glied der Summe bezeichneten wir hingegen durch:
(36, 3) a; 2 mit der Anmerkung (=0, 1, 2,...,%),

¢ nannten wir deshalb einen Aufzdhlungsindex und v einen Summationsindex. Die-
selbe Schreibweise hatten wir stillschweigend bereits in den Formeln fiir kom-
pliziertere Summenbildungen vereinbart, so bei der Summenbildung in (35, 2)
oder (35, 3). Dort durchlaufen die Aufzéhlungsindizes 4;, 45, .. ., %, die Werte-
reihen in (35, 6). In der Relativitétstheorie hingegen schreiben wir die Summe
(35, 3) noch kiirzer wie folgt:

(36,4) By vy XX mit der Anmerkung:
(vy=0,1,2,...,m), (»=0,1,2,...,0),...,(»=0,1,2,...,n9).

Darin sind jetzt alle kleinen griechischen Indizes Summationsindizes. In jeder
derartigen Summe mufB also genau angegeben werden, welche Wertereihen (»,,
Yy, - .+, ¥,) die Indizes v, s, . . ., ¥, bei der Summenbildung zu durchlaufen haben.
Ordnet man diese Wertereihen nach Punkt 29 lexikographisch cder normal an,
so erhilt man sofort in jeder Summe eine genau bestimmte Summationsfolge der
einzelnen Summanden. Von einem bestimmten Glied der Summe kann dann ge-
sagt werden, daB es das soundsovielte Glied der Summe darstellt. Soll ein be-
stimmtes Glied der Summe herausgegriffen werden, so beniitzen wir wieder die
Schreibweise (35, 6). Wir treffen deshalb fiir Schreibweisen in der Relativitits-
theorie die folgende Vercinbarung:

(36, 5) Bei Summenbildungen soll, falls das Summenzeichen weggelassen wird,
immer nur iiber kleine griechische Indizes, die Summationsindizes »,
Y1, Vas - - +» ¥y, nicht aber iiber kleine lateinische Indizes, die Aufzéhlungs-
indizes 4, 4, %y, ..., %, summiert werden. Kommen hingegen in einer
Gleichung der Relativititstheorie kleine lateinische Aufzihlungsindizes 1,
71 %95 - + -» 3y vOI, 50 s0ll dies heiBen, daf} die Gleichung fiir alle speziellen
Zahlwerte, die diese Indizes annehmen kénnen, angeschrieben werden
soll.

Wir wollen hier ein paar Beispiele anfiihren:

Kénnen z. B. die Indizes v, vy, ¥, . . . bzw. die Indizes i, 4y, 45, . . . alle nach
Belieben der Wertereihe 1, 2, 3, . . ., n durchlaufen, was wir immer wie folgt
(36, 6) r=12,...,n), (n=12,...,n),...

G=1,2..,n), G =12 ...,mn),...,
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oder gleich zusammenfassend so

(36,7) (v, v Ve ... =1,2,...,m)
(%21 Ty ... =1,2,...,m)
andeuten wollen, so bedeutet im
1. Beispiel:
(36, 8) a;, Biz = ¢z,

ein Gleichungssystem von n2 Gleichungen, wobei in jeder dieser Gleichungen die
Summe iiber » Glieder zu erstrecken ist. Genauer geschrieben kénnen wir also
dafiir setzen:

n
(36,9) Sai, Br=cl2 mit (i, iy, t,=1, 2,...,n)
i=1
oder ausgeschrieben:
(36, 10) aj, B +ai, B +- - - + af, B = cf
mit (¢;, =1, 2,...,m) und (5,=1,2,...,n)

die Indizes (i, i5) durchlaufen darin alle " V2 = n?2 Variationen zweiter Klasse aus
den n-Elementen 1, 2, ..., n.

2. Beispiel:
(36,11) ty, by €y =k,
eine einzige Gleichung, in der die Summe iiber alle "V2 = n? Variationen (vy, »,)
zweiter Klasse aus den Elementen 1, 2, .. ., n zu erstrecken ist. Ausgeschrieben

erhalten wir also:
(36,12) nz,?’l ai, bilc, =%k mit (i, 4,=1,2,..., n)

i, 12=0,0 ,
und bei lexikographischer Anordnung (7, 7;) in der Summenbildung
(36,13) aybiei+aybge,+ - +abre, +

+a,btc,+a,b3co+: - +4a,blc,=EF
3. Beispiel:

(36, 14) a;, = b,,

n-Gleichungen, wobei in jeder dieser Gleichungen die Summe iiber n-Glieder zu
erstrecken ist, also ausgeschrieben:

n
(36, 15) Dag=0b; (1=1,2,...,n) oder
E=1

(36, 16) ay, Fa,+--Fa,=0, t=1,2,...,n).

Sind daher die Wertereihen, die alle Indizes bei der Summenbildung sowohl als
bei der Aufzahlung durchlaufen konnen, eindeutig gegeben, so bleibt durch die
Festsetzung (36, 5) jeder Irrtum ausgeschlossen.

(36, 17) Sollen die angegebenen Schreibweisen der Relativititstheorie verwendet
werden, so soll dies von uns immer besonders betont werden.
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IV. Kapitel. Die geometrischen GroBen des 72-dimensionalen
Raumes. Einfithrong in die 7-dimensionale Geometrie.

37. Das Rechnen mit Punkten und Vektoren.

Wir bezeichnen in diesem Kapitel reelle Zahlen immer mit kleinen lateinischen
Buchstaben, Punkte und Pole mit kleinen deutschen Buchstaben und Vektoren
mit iberstrichenen kleinen deutschen Buchstaben.

a) Wollen wir fiir irgend einen Gegenstand rdaumlicher Ausdehnung mathe-
matisch-geometrische Grofenbeziehungen aufstellen, so miissen wir uns den Ge-
genstand, um iiber ihn diberhaupt irgendwelche Aussagen machen zu konnen,
in einen genau bestimmten, absolut ruhenden und dauernd unbeweglich gedachten
Raum eingebettet denken. Irgend ein Punkt des Gegenstandes fallt dann stets
mit einem absolut festen Punkt dieses Raumes zusammen. Jeden Punkt dieses
absolut festen Raumes nennen wir einen FEinheitspunkt oder einen einfachen
Punkt und bezeichnen ihn allgemein mit e,. Darin soll ¢ an das Wort Einheit oder
einfach erinnern und der Index @ den Ort des Punktes im Raum bezeichnen.
Dent Punkt nennen wir deshalb auch kurz den Punkt a. Verschiedene Punkte des
Raumes, die nicht raumlich zusammenfallen, bezeichnen wir mit verschiedenen
Indizes. Weisen wir einem derartigen Punkt eine Masse @ zu, worunter wir uns
immer eine reelle Zahl vorstellen wollen, so sprechen wir von einem a-fachen
Punkt ¢, oder von dem wielfachen Punkt e, oder von dem Punkt mit der Massea
oder von dem Punki mit dem Zahlwert a und bezeichnen diesen symbolisch mit
a. Wir schreiben dann:

(37, 1) a=ae,, e, =1le,, D=0e¢,

und nennen die Masse des Punktes a auch den Modul des Punkies a, so dal gilt:
(37, 2) moda ==a, mode,=1, modop =0.

Einen beliebigen Raumpunkt mit der Masse 0 nennen wir einen Nullpunkt. Wir

nennen ferner zwei Punkie einander gleich, wenn sie raumlich zusammenfallen
und dieselbe Masse besitzen. Wir schreiben daher

(3713) a:a’ea: b:beb; a=66ea:eb, a=>0.

Ferner setzen wir fiir die Multiplikation einer reellen Zahl mit einem Einheits-
punkt stets die Giiltigkeit folgender Rechenregel fest:

(37, 4) ae, = e,a.

b) Einen Punkt des absolut festen Raumes wollen wir vor allen anderen
Punkten des Raumes durch seine Lage besonders auszeichnen und ihn als ur-
spriinglich betrachten, d. h. er soll von uns wihrend der ganzen Durchrechnung
irgend eines geometrischen Problems festgehalten und zeitlich und ortlich als un-
verschieblich und dauernd unverénderlich betrachtet werden. Dieser Einheitspunkt
des absolut festen Raumes kann von uns zu Beginn jeder geometrischen Unter-
suchung frei irgendwo im Raume ausgewihlt werden. Diesen und nur diesen Punkt
des Raumes bezeichnen wir allein mit ¢, und nennen ihn kurz den Ursprung un-
seres Rawmes oder kurz den Ursprung.

c) Allen unseren Léangen-, Flichen- und Raummessungen legen wir eine
sonst anfiinglich beliebig lang gewihlte Langenmafeinheit ¢ zugrunde. Thre Linge
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wollen wir ebenfalls als urspriinglich betrachten, d. h. auch sie soll sich wahrend
der ganzen Durchrechnung irgend eines Problems zeitlich und ibrer Linge nach
nicht mehr verindern. Wir bezeichnen sie im folgenden kurz als Grundmafein-
heit ¢ und sagen von ihr, sie besitze die ,,Linge Eins®.

d) Jetzt legen wir die Definition fiir die Summe zweier einfacher nicht zu-
sammenfallender Punkte fest. Wir verstehen unter der Summe e, + ¢, zweser
einfacher Punkte ¢, und e, den Halbierungspunkt % der Verbindungsgeraden der
beiden Punkte a und b, versehen mit der Masse zwei. Die Addition soll gleichzeitig
kommutativ sein. Wir schreiben also:

(37’ 5) ea+eb:26h: eb+ea:26h.

Ahnlich setzen wir die Definition fiir die Differenz zweier einfacher, nicht zu-
sammenfallender Punkte ¢ und b fest:

Bewegen wir uns auf der Geraden, die die beiden nicht zusammenfallenden
Punkte @ und b miteinander verbindet, vom Punkt a ausgehend zum Punkt b,
so sagen wir, wir durchlaufen den Vektor t,, in der Richtung des Vektors ¥ von
Punkt a, dem Anfangspunkt dieses Vektors, zum Punkt b, dem Endpunkt dieses
Vektors. In der zeichnerischen Darstellung markieren wir den Anfangspunkt a
des Vektors durch einen kleinen Krets und den Endpunkt b des Vektors durch die
Spiize eines Pfeiles, welcher vom Punkt a nach dem Punkt b, also vom Anfangs-
punkt des Vektors zum Endpunkt des Vektors weist. Man nennt den Vektor des-
halb auch einen Pfeil. In Zeichen schreiben wir darum:

(37, 6) Cp — €y = iab? € — € = iba

und nennen den Vektor I, auch eine Punkidifferenz. Unter dem absoluten Be-
trag | g | oder dem Modul des Vektors t,, verstehen wir die Verhéltniszahl der
Linge des Vektors g, zur Linge der GrundmafBeinheit &. Er ist daher stets eine
reelle positive Zahl. Wir schreiben daher:

87,7 |Z4p| = mod g, = Lénge des Vektors g,,/Lidnge der GrundmaB-
einheit ¢.

Wir sagen auch anschaulicher: Die Grundmafeinheit ¢ besitzt die Ldnge 1, der
Vektor besitzt die Linge | Loy | seines absoluten Betrages. Unter einem Einheits-
vektor e verstehen wir dann jeden Vektor von der Lénge der Grundmafeinheit,
d. h. von der Linge 1 und unter dem Nullvektor v jeden Vektor von der Linge 0.
Wir schreiben deshalb

(37, 8) lej=mode=1, o|/=modp=0.

e) Lassen wir im Sonderfall in (37, 5) und (37, 6) den Punkt b mit dem Punkt a
zusammenfallen, so fallt auch der Punkt 2 mit dem Punkt ¢ zusammen und wir
erhalten daher aus den genannten Gleichungen die folgenden Beziehungen:
(37,9) ea+ea=2eu’ €q — ea:iaa'

Der Vektor g, , besitzt aber die Lénge null und kann daher als Nullvektor mit o
bezeichnet werden. Somit besteht der Satz:

(37, 10) € — €q = Lqq = 0.

Wir setzen jetzt weiterhin fiir die Addition vielfacher, aber zusammenfallender

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 5
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Punkte des Raumes folgende Rechenregeln fest:
(37,11) ae, +be,=(a+b)e, ae, —be,=(a—0b)e,,
(37,12) +ae,=(+a)e,, —ae,=(—a)e,.

Darin kénnen a und b beliebige reelle Zahlen darstellen. Negative Punkte fassen
wir also als Punkie mit einer negativen Masse — a auf. Aus diesen Rechenregeln

und aus (37, 10) folgt sofort
ae, —ae,=(+a)e, +(—a)e,=0¢, =0, andererseits ist:
ae, —ae,=a(e, — ;) =0a%,,=0a0, avo=0¢, 0=0¢,

somit gilt der Satz:
(87, 13) Oe,=v oder auch 0O0e,=p mit o=0,

d. h. der Nullvektor o oder der Nullpunkt v ist irgend ein endlicher Punkt des Rowmes
mit der Masse null.

f) Nun denken wir uns irgend einen starren Korper und mit diesem verschieb-
bar verbunden eine starre, gerade, dreikantige Fiihrungsstange 5. Nun verschie-
ben wir den Koérper lings dieser Fiihrungsstange um ein bestimmtes Stiick.
Eine Verdrehung des Kérpers um die Fithrungsstange soll dabei, ebenso wie eine
Bewegung der Fihrungsstange im absolut festen Raume unmdéglich sein. Durch
die Verschiebung des starren Korpers langs der im Raume festen Fithrungsstange
werden die Punkte a,, @,, . . . des Korpers nach den Punkten b, b,, . . . des Rau-
mes gelangen. Alle durch diese Verschiebung entstandenen Vekioren

(377 14) Eaﬂh = €, " Cay> iazbz = €p, — €gg5 »

besitzen dieselbe Pfeilrichtung oder kurz dieselbe Richtung und denselben Be-
trag, d. h. dieselbe Linge. Wir erkldren sie alle als einander gleich und bezeichnen
sie darum mit demselben deutschen iiberstrichenen Buchstaben a. Wir schreiben
also:

(37’]5) a-:ialbl:ia2b2:...’ Eal:‘ialblgzliazbz;“ .

Man nennt einen Vektor deshalb auch eine Verschiebung oder eine Translation
des Raumes. Da alle, Vektoren in (37, 14) nach demselben unendlich fernen Punkt
der Fiihrungsstange s, nimlich nach dem Punkt e weisen, so kann ein jeder
Vektor a auch als ein endlicher Vertreter des unendlichfernen Punktes dieser
Fiihrungsstange e_ betraclitet werden. Da man in der Geometrie aber die unend-
lichfernen Elemente auch als uneigentliche Elemente bezeichnet, so nennt man einen
Vektor auch einen wneigentlichen Punkt oder einen wnendlichfernen Punkt des
Raumes. '

Jetzt denken wir uns vier Punkte des Raumes a, b, ¢, d gegeben, die
der Reihe nach die Eckpunkte eines Parallelogrammes bilden. Nach unserer Fest-
setzung gilt dann also z. B. die Beziehung 1, = %, oder entsprechend unserer
Definitionsgleichung (37, 6) die Beziehung ¢, — ¢, = ¢, — ¢;. Setzen wir jetzt
weiter fest, daB in einer Gleichung zwischen Punkten, wie in der Algebra, ein
Glied der Gleichung von einer Seite der Gleichung auf die andere Seite der Glei-
chung bei gleichzeitiger Vornahme eines Vorzeichenwechsels (bei der Addition
des betreffenden Gliedes in der Gleichung) gebracht werden kann, so folgt aus
der angegebenen Gleichung sofort die Beziehung ¢, 4 ¢; == ¢, + ¢,. Die Summe
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der Punkte links sowohl wie rechts vom Gleichheitszeichen stellt aber nach unserer
Definition in (37, 5) nichts anderes als 2¢;, d.h. den zweifachen Halbierungs-
punkt % der beiden Diagonalen des Parallelogrammes b, d und ¢, @, wie es auch
wirklich sein muB, dar. Tatséchlich folgt also aus der Gleichheit der Vektoren
eine richtige Gleichheitsbeziehung zweier Punktsummen, so daB also unsere
beiden Definitionen fiir den Begriff eines Vektors und einer Punktsumme, nimlich
(37, 5) und (37, 6) widerspruchsfrei nebeneinander bestehen kénnen.

Jeder Vektor ist durch unsere Festsetzung iiber die Gleichheit von Vek-
toren, gewissermaflen im Raum parallel verschieblich. Man driickt diese Parallel-
verschieblichkeit dadurch aus, dal man einen Vektor auch eine freie Grdfe nennt,
zum Unterschied von einem Punkt, der stets eine an seinen Ort gebundene Grife
darstellt. Die charakteristischen Merkmale eines Vekiors sind daher nicht sein An-
fangs- und sein Endpunkt, wie dies durch unsere urspriingliche Definition (37, 6)
leicht vorgetduscht werden konnte, sondern lediglich nur die Richtung und der
Betrag des Vektors. Allein der Nullvektor ist richtungslos, denn er besitzt die
Lange null. Dies soll jetzt noch eindringlicher die folgende Schreibweise zeigen:
Setzen wir némlich (37, 14) in (37, 15) ein, so folgt

0= — €y =, — g, = **
und daraus sofort:

(37: 16) eb] - eal + a) €p, = eaz + a; e ey

d. h. addieren wir zu einem einfachen Punkt einen Vektor, so wird der einfache
Punkt um den Vektor verschoben. Noch deutlicher zeigt dies unsere alte Schreib-
weise, die aus (37, 6) folgt:

(37,17) ea+iab:eb> eb_{—iba:ea'

Auch diese Addition von einem einfachen Punkt und einem Vektor wollen wir
wieder als kommutativ ansehen, d. h. es soll gelten:

(37,18) e, a=0+e¢,.

Addieren wir jetzt zu einem einfachen Punkt den Nullvektor, so wird dieser Punkt
um den Nullvektor verschoben, d. h. er bleibt also derselbe Punkt. Addieren wir
ebenso zu einem Punkt mit der Masse null einen Vektor, so riihrt sich dieser Vek-
tor nicht. Der Punkt mit der Masse null und der Nullvektor sind eben, wie wir
schon in (37, 13) erkannt haben, miteinander identisch. Es gelten darum die
Satze:

(37,19) ea+D=2¢,, 0-+e,=c¢, O¢,=

ot+a=a, a0 =a, O0a =

D=0,
D=0D.

fl

g) In zwei parallelen Geraden o« und f des Raumes ist es méglich, entweder
zwet gleichsinnig- oder zwei gegensinnig-parallele Vektoren a und b, deren Pfeile
entweder nach derselben Raumrichtung oder nach entgegengesetzten Raum-
richtungen weisen, und die noch eine verschiedene Linge besitzen kénnen, anzu-
nehmen. Beide Arten von Vektoren nennen wir auch zusammengenommen, kurz
parallele Vektoren. Sind iiberdies die Langen | a | und | b| der beiden Vektoren a
und b einander gleich, so sind gleichsinnig-parallele Vektoren gleiche Vektoren,

5
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gegensinnig-parallele Vektoren aber sogenannte enfgegengesetzte Vektoren. In
Zeichen schreiben wir:

(37,20) und b,
und E,
und f_),
und b,

Q= —b fir entgegengesetzte Vektoren . a und b.

| b fiir parallele Vektoren

i=3 =1

a .
a 110 fir gleichsinnig-parallele Vektoren

t b fiir gegensinnig-parallele Vektoren

b=
el al

a = b fiir gleiche Vektoren .

Es gilt dann stets:

(37,21) a|lb<>atth oder at]h,
i=b<>atth und |al=]0],
a:~-B«+dNB und la:[[;]

Auf Grund dieser Erklirung ist der Vektor r,, entgegengesetzt zum Vektor
.. Tatsichlich gilt nach folgendem links und rechts, in Ubereinstimmung mit
den Klammerregeln der Algebra, die Beziehung:

(37, 22) Lo = — Loy oder (e, —e) = — (& —¢4)-

Im Parallelogramm mit den vier aufeinanderfolgenden Eckpunkten a, b, ¢, d
sind die Vektoren t,, und 1, entgegengesetzte Vektoren; tatsichlich gilt wegen
T = — Leq jobzb (6, — €,) = —(eq — e,) oder aufgeldst ¢, — ¢, == e, — ¢4, woraus
wieder die richtige Beziehung e, + eq = ¢, + e, = 2¢, folgt.

h) Es ist jetzt naheliegend, folgendes festzusetzen: Unter der Summe der
beiden Vektoren a und b verstehen wir den Vektor ¢, der vom Anfangspunkt des
Vektors a zum Endpunkt des Vektors b fiihrt, wenn gleichzeitig der Endpunkt
des Vektors g, also dessen Pfeilspitze, mit dem Anfangspunkt des Vektors b, also
mit dessen kleinem Kreis, zur Deckung gebracht wird. Wir schreiben dafiir kurz
in Zeichen:

a+b=c.
Die ganze Figur, die bei dieser Addition entsteht, kann dabei beliebig im absolut
festen Raum parallel zu sich selbst verschoben gedacht werden. Es ergibt sich
jetzt sofort die Giiltigkeit der Parallelogrammregel oder die Giiltigkeit des kom-
mutativen Gesetzes der Vektoraddition:

(37, 23) at+b=0b+a.

Ferner gilt auch, wie man sich leicht iiberzeugen kann, die Giiltigkeit des asso-
ziativen Gesetzes fiir diese Addition, namlich

(37, 24) @+0+c=a+®+0.

Diese Summen kénnen daher ohne MiBiverstindnis auch ohne Klammern ge-
schrieben werden, wenn wieder die Giiltigkeit der Klammerregel festgesetzt wird:
(37,25)  a+b4cto+i+ o=@+ +T+0}+F+---

Die Addition des zu a entgegengesetzten Vektors — @ zum Vektor a ergibt den
richtungslosen, aber eindeutig bestimmten Nullvektor p:

(37, 26) G+ (—a) =0, (—@+a=o.
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Statt a -+ (— b) schreiben wir wieder kiirzer a — b und haben dadurch wieder
die Subtraktion zweier Vektoren auf eine Addition von Vektoren zuriickgefiihrt.
Somit gilt:

(37, 27) Ga+(—b)=a—b, (—a)+b=—a-+b,
(37, 28) d—ad=—a+a=o,
(37, 29) p+a=a+p0=d.

Der Nullvektor ist also wieder das neutrale Element bei der Addition der Vek-
toren. Fiir die Auflésung von Vektorengleichungen gilt der Satz:

(37, 30) T+a=5b oder Ga+T=b—>I=5b—a.

m sei eine positive ganze Zahl. Addieren wir den Vektor a hintereinander m-mal,
so erhalten wir einen Vektor ma, der die m-fache Lénge wie der Vektor a besitzt
und der zum Vektor a gleichsinnig-parallel ist:

(37, 31) at+a+---+a=ma, matta, maj=mjaj, m>0.

Wir nennen den Vektor m a das m-fache des Vektors a. Unter dem n-ten Teil des
Vekiors a verstehen wir einen Vektor a/n, der n-mal hintereinander addiert den
Vektor a ergibt und der zu a wieder gleichsinnig-parallel ist, wobei n wieder eine
positive ganze Zahl darstellt.
(37,32) (a/n) + (a/n) + - - - + (a/n) = a,
a/ntta, |a/m, =|al/m, n>0.

m und n seien wieder positive ganze Zahlen. Dann verstehen wir unter dem

= -+ m/n-fachen des Vektors @ in Ubereinstimmung mit unseren bisherigen Fest-
setzungen einen Vektor, dessen Betrag m/n-mal so groB ist wie der Betrag des
urspriinglichen Vektors a und welcher gleichsinnig oder gegensinnig-parallel zum
Vektor a ist, je nachdem £ positiv oder negativ ist. Ist k =0, so verstehen wir
unter ka den Nullvektor o.

(37, 33) b=rka, k=4m/n, |kj=m/n, |b|=|k||al,
k>0->btta, k=0->0b=0, k<0->btla.
Fiir diese Multiplikation eines Vektors a mit einer reellen Zahl & bzw. n soll

weiterhin die Giiltigkeit folgender grundlegender Rechenregeln festgesetzt
werden:

(37,34) ko=o0
(37, 35) (k+n)d=ki+na, k@+b
a a==rk

Der einzige, dem Vektor a eindeutig zugeordnete gleichsinnig-parallele Einheits-
vektor ist gegeben durch:

(37, 36) e, =aflal, e, fta.

Der einzige dem Vektor a eindeutig zugeordnete gegensinnig-parallele Einheits-
vektor ist hingegen bestimmt durch:

(37, 37) e, =—a/lla,=—¢, efla.
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i) Wir gehen jetzt zu einigen Anwendungen der Addition und Subtraktion
von Vektoren iiber. Die folgenden Gleichungen iiber das Rechnen mit Vektoren
und Punkten stehen mit den von uns bis jetzt gegebenen Rechenregeln in Uber-
einstimmung. Da die Addition und Subtraktion der einfachen Punkte kommuta-
tiv und assoziativ ist, gelten die Regeln der gewtohnlichen Algebra auch fiir das
Auflésen von Klammern und Zusammenziehen von Summen beliebig vieler
Punkte. Es ergeben sich folgende Rechenregeln:

(37,38) 1. Zap + Lye = Zao oder (e, —e,) + (e, — e,) = (e, — eq)
2 iaa + Lov = Lav oder D+ (e — ) = (e, —¢,) s
3. Loo + Too = Lav oder (e, —e,) + 0 = (e, ~ ¢e,)
4. Loy + Toa = Lua oder (e, —e,) + (e, —ep) =D,
5. Tap — Lco = Lac oder (e, — ;) — (e; — €;) = (e, — €,),
6. Tyo — Tye = Lea oder (e, — ;) — (e, — e,) = (e, — €,),
7. Tea=—Lsa=0 oder (e, —e,) = — (e, —e,) =0,

8. iab + ibc + ica =0 oder (eb - ea) + (Cc - eb) + (ea _‘ec) =0.

j) Zu einer beliebig gewéhlten reellen negativen (positiven) Zahl gibt es immer

noch eine kleinere (groBere) reelle negative (positive) Zahl. Man driickt dies auch
80 aus:

(37,39) Der Bereich 3 der reellen Zahlen ist links-(rechts-)seitig nicht be-

schrankt und besitzt die uneigentliche untere (obere) Grenze g minus-

unendlich (@ plus-unendlich), in Zeichen: g = — 00, (¢ = -+ ©0). Das
Zeichen 0o vertritt dabei hier und im folgenden stets das Wort un-
endlich.

k) Erst jetzt sind wir in der Lage, auch noch eine -Addition von vielfachen
Punkten des Raumes festzulegen. Gegeben seien zwei vielfache Punkte mit den
Massen @ und b in den Raumpunkten a und b:

(37, 40) a=uae,, b=bhe,.

Wir verstehen unter der Summe a - b der beiden Punkte a und b jenen viel-
fachen Punkt s des Raumes

(37,41) 5= se,,

den wir, ausgehend von den Punkten ¢ und b, auf folgende Art und Weise erhalten.
Wir withlen einen beliebigen Einheitsvektor e, welcher mit der Geraden durch
die Punkte @ und b irgend einen beliebigen Winkel einschlieBen moge. Fiir die
Konstruktion am bequemsten ist dabei ein rechter Winkel. Nun tragen wir im
Punkt @ den Vektor be und im Punkt b den Vektor — ae an. Verbinden wir die
Endpunkte der beiden so erhaltenen Vektoren durch eine gerade Linie, so schnei-
det diese Gerade die Verbindungslinie der beiden urspriinglich gegebenen Punkte
im neuen Punkt s der Verbindungslinie. Diesem Punkt s erteilen wir die neue
Masse s, die gleich der Summe der beiden Massen a und b der urspriinglich ge-
gebenen Punkte ist. Es sollen somit folgende Beziehungen nebeneinander be-
stehen:

(37,42) 8=a-+b, s=a-+0b, se,=ae, + bey.
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Die Lage des so erhaltenen Punktes s ist dabei unabhiingig von der willkiirlichen
Wabhl des Einheitsvektors ¢, welcher nur nicht parallel zum Vektor z,, gewihlt
werden darf. Aus dieser Definition folgt, wenn man die Gleichung rechts und links
durch s durchdividiert, sofort:

(37,43) e, = (a/s) e, + (b/s) e;.
Da wir aber wegen (37, 11) und (37,42) auch setzen kénnen:

eo = (a/s) eo + (b/s) e,
wobei der Ursprung e, willkiirlich irgendwo gegeniiber der gegebenen Geraden
durch a und b gewahlt werden kann, so folgt jetzt durch Subtraktion der beiden
letzten Gleichungen voneinander sofort die Beziehung:

e, — € = (a/s) (e, — eo) + (B/s) (¢, — ey

oder in anderer Schreibweise nach der Definition (37, 6)

(37,44) Tos = (a/8) Tou + (0/3) Top»
und wenn wir wieder links und rechts mit s multiplizieren,
(37, 45) 8%os = @ Loa + bToo-

Das sind aber nach den Regeln der Mechanik die charakteristischen Gleichungen
fir den Schwerpunkt s zweier Punkte ¢ und b mit den Massen ¢ und b. Dem
Schwerpunkt kommt dabei die Summe der beiden Massen als Masse zu. Man
beweist fiir die so erkldrte Addition vielfacher Punkte wieder leicht die Giiltigkeit
des kommutativen und assoziativen Gesetzes

(37, 46) a+b=0b+4a, (a+B)+ec=a-+(b+¢).
Klammern kénnen also bei der Summation beliebig vieler vielfacher Punkte
wieder ohne weiteres weggelassen werden. Fir die Summen beliebig vieler viel-
facher Punkte ergeben sich dann, wie sich jetzt leicht ermitteln 14i8t, die nach-
folgenden Formeln. Die Punkte konnen dabei ganz beliebige Raumlagen auf-
weisen. ‘
(37, 47) a=ae,, Db=0be,, t=ce,...; 8=se,
8=a+b+c+---, s=a+b+ct+---.
se,=ae, +bey,+ce,+ - - -,
e, = (afs) e, + (b/s) e, + (c/s) e, + - - -,
To, = (a/$) Toa + (B/8) Xop + (c/8) Toe + - - -,
8Tos = @ Toq + bTop + CToot - - -
1) Weitergehend besprechen wir jetzt drei wichtige Sonderfille dieser Kon-
struktion. Vorerst treffen wir jedoch folgende Festsetzung:

(37,48) Zwei Geraden einer Ebene schneiden sich stets in nur einem einzigen
Punkt. Sind die beiden Geraden parallel, so nennen wir ihren Schnitt-
punkt e den unendlichfernen Punkt der beiden Geraden. Beliebig
viele parallele Gerade besitzen dann also alle denselben unendlich-
fernen Schnittpunkt e .

1. Sonderfall: Wir suchen die Summe zweier Punkte ¢ und b derselben Masse a.
Es ergibt sich der Halbierungspunkt A der Strecke von Punkt a nach Punkt b
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oder kurz gesagt der Strecke ab versehen mit der Masse 2a also: ae, + ae,
= 2ae;. Dividieren wir diese Gleichung links und rechts durch a, so erhalten wir
wieder unsere urspriingliche Ausgangsgleichung (37, 5). Die neue Definition der
Addition vielfacher Punkte schlieffit also unsere urspriingliche Definition der
Addition einfacher Punkte in sich.

2. Sonderfall: Wir suchen die Summe zweier Punkte ¢ und b mit gleich grofler
aber entgegengesetzter Masse. Hs gilt somit die Beziehung @ = — b. Daraus folgt
aber sofort, daB die Masse des Summenpunktes s gleich null sein mull wegen
s=a -+ b= —b-+b=0. Die Konstruktion liefert parallele Gerade, die sich
nach (37, 48) im unendlichfernen Punkt ¢  der Geraden ab schneiden. Somit
ergibt sich:

(37,49) (—b)e, + be, =0e, oder be, —e,) =0e, oder b%,, =0¢,.
Dividieren wir diese Gleichung durch b durch, so folgt daraus

(37, 50) e, — e, =0e, oder g,,=0e,.

Anders kﬁnnén wir auch schreiben, wenn wir statt &6 den Buchstaben a setzen,

(37, 51) ae, +-0e, =ae,.

Das heilit also jetzt, daB der Punkt e  der Geraden ab, welcher im Unendlichen
liegt oder welcher unendlichfern liegt, tatsichlich durch den Vektor ., im End-
lichen vertreten werden kann. Genauer gesprochen, vertritt dabei der Vektor
Lqp Wie auch der Vektor kT,;, wo k == 0 eine beliebige reelle Zahl ist, den unend-
lichfernen Punkt der Geraden ab, versehen jedoch mit der Masse null. Addieren
wir nach (37, 51) den unendlichfernen Punkt mit der Masse 0 zum endlichen Punkt
— genauer gesprochen zu dem im Endlichen liegenden Punkt — a mit der Masse a,
so erhalten wir den um den Vektor verschobenen Punkt b mit derselben Masse a.
Unsere urspriingliche Definition eines Vektors in (37, 6) wird also durch die Addi-
tion vielfacher Punkte erst richtig erklirt und umfaflt somit auch diese.

3. Sonderfall: Es ergibt sich sofort die Richtigkeit der folgenden Gleichung
auf Grund unserer Konstruktion fiir die Summe zweier vielfacher Punkte.

(37, 52) Oe, +be, =be,, Oe,=0,
d. h. also jeder endliche Punkt p mit dem Zahlwert 0, also nach (37, 13) auch der

Nullvektor ist das neutrale Element bei der Addition von Punkten.
m) Multiplizieren wir die Gleichung (37, 17) mit der Masse a, so erhalten wir

(37, 53) A, + Alyp = ey

Setzen wir darin ,

(37, 54) a=ae,, §=al,, b=ae,

so folgt daraus

(37, 55) a+pH=0, (37, 56) e, + pla = ¢,

das heifit aber: Addiert man zu einem vielfachen Punkt mit der Masse a, einen

Vektor 1 bzw. einen unendlichfernen Punkt mit der Masse 0, so erhilt man wieder
einen vielfachen Punkt b mit derselben Masse @, aber verschoben um den Vektor

(37: 57) i:;ab = 5/0’
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Damit haben wir jetzt auch noch die Addition eines Vektors zu einem vielfachen
Punkt erklirt. Da der Vektor jederzeit durch eine Punktdifferenz ersetzt werden
kann, so ist auch diese Addition eines vielfachen Punktes und eines Vektors
wieder kommutativ und assoziativ, d. h. es gelten jetzt allgemein zusammenfas-
send folgende CGesetze:

(37, 58) $+t=1t4+3%, B+ +u=5+14u),
darin konnen die GroBen 3, t, u ganz nach Belieben einfache und vielfache Punkte,

wie auch Vektoren — wir nennen solche Gréfien spéter Pole — in allen moglichen
Zusammenstellungen bedeuten.

38. Die Geometrie der Geraden oder des eindimensionalen Raumes %,.

a) Wir denken uns in der Zeichenebene horizontalliegend eine Gerade und auf
dieser den Ursprung e, willkiirlich gewédhlt. In der Entfernung der GrundmaB-
einheit ¢ vom Ursprung legen wir ferner auf dieser Geraden rechts von e, den Ein-
heitspunkt e fest. Den Vektor 3,; bezeichnen wir von nun an stets mit ¢, und
setzen daher:

(38,1) 61 =€ — €p.
Nun sei z ein verdnderlicher, auf der Geraden beweglicher Punkt. Wir setzen
(38,2) Tow =€, |Toal =12], €= co+ Tou

und nennen z die kartesische Koordinate des Punktes z. Sie kann jede beliebige
reelle Zahl sein. Lassen wir die Koordinate x jetzt die Reihe aller ganzen Zahlen
durchlaufen, welchen Bereich wir im Anschlufl an die Bemerkung (37, 39) und
an unsere Uberlegungen im ersten Kapitel auch mit

(38,3) z=—o00, ..., —8, —2, —1,0, +1, +2, +3, ..., +

bezeichnen wollen, so fallt der zugeordnete Punkt x der Reihe nach mit folgenden
Punkten der Geraden zusammen:

(38,4) €y =€y --+5 g, €9y €3, €, €1, €g, €3, ..., €4
insbesondere aber erhalten wir dann die Darstellungen:

(38,5) o =+ (—00) ey, ey =e)+ (+0)e,.

Wir erhalten so zwei voneinander verschiedene unendlichfern liegende Punkte
unserer Geraden. Da man aber einerseits in der Mathematik zumeist gezwungen
wird, die uneigentliche Zahl — oo gleichwertig der Zahl -+ co anzusehen und wir
auch andererseits an unserer Festsetzung (37, 48) festhalten wollen, so ersetzt
man in der Geometrie beide Gleichungen (38, 5) am einfachsten durch die eine
Gleichung:

(38, 6) € = €9 + (00) ¢

und betrachtet die uneigentliche Zahl co ebenso wie die Zahl 0 als ,, Vorzeichen-
lose Zahl*. Wir sagen darum auch die Zahlen 0 und oo, trennen die positiven Zah-
len von den negativen Zahlen. Auf der Zahléngeraden trennt 0 die positiven Zah-
len von den negativen Zahlen im Endlichen, oo hingegen im Unendlichen. Denken
wir uns jetzt unsere Gerade im Ursprung von einem iiber ihr liegenden Kreis
tangiert und alle Punkte der Zahlengeraden (38,4) von dem hochsten Punkt
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dieses Kreises als Projektionszentrum auf den Kreis mittels gerader Projektions-
strahlen projiziert, so entsprechen der linken Kreishélfte die negativen Zahlen,
der rechten Kreishilfte die positiven Zahlen, dem Bertihrungspunkt die Zahl 0
und dem hdchsten Punkt, dem Projektionszentrum selbst sowohl die Zahl 4-oc0
als —co, also kurz die Zahl co. Denken wir uns jetzt den Kreis noch mit unend-
lich groBem Radius gezeichnet, so fillt er tatséichlich mit der Zahlengeraden
(38, 4) zusammen und der Zahlpunkt —oo ist identisch dem Zahlpunkt -+co.

b) Nun legen wir auf unserer Zahlengeraden vier Punkte fest durch ihre Koor-

dinaten a, b, ¢, d, also nach (38, 2) durch die Gleichungen:
(38,7) s = € Loar Loa = @€15 € = €+ Tops iob:b—éﬁ
ec=¢ T+ Toe ZLoc=Ce; €;=¢ + Loar Loa=dE.

Wir sagen jetzt der Punkt x teilt die Strecke ab im Teilverhdltnis ¢, zu 1, wenn die
Beziehung:

(38, 8) T = tulap Oder Tgyuilep = fy:1
— womit gleich eine Division paralleler Vektoren festgelegt ist — besteht. Nun
gehen wir wieder zuriick auf unsere Addition von Punkten. Es sei der Reihe
nach:
(38, 9) a=ae,, b=0be, T=wze; r=a-4+b, z=a-t0b,

xem:aea+beb: ew:(a/x)ea+(b/x)eb>

Tow = (@/%) Too + (B/%) Tors TTow = G Toa + b0y,
dann erhalten wir aus der letzten Gleichung, wenn wir statt 0 den Punkt a bzw. b
setzen, was erlaubt ist, da wir ja auch den Ursprung hétten dorthin verlegen
konnen, die Gleichungen:

xiam:biab7 xibm:a’gba oder ximb:aiab’

also folgt:

iam:(b/x)iaw iwb:(“/w) iab‘
Die Division gibt daher wegen (38, 8) die Beziehungen:
(38, 10) Taw:ley =bia, t,=bla.
Das Teilverhéltnis der Strecke von Punkt @ nach Punkt b ist also nichts anderes
als das umgekehrte Verhéaltnis der Massen der beiden Punkte @ und b, wenn wir
den Punkt z als den Summenpunkt der beiden Punkte ¢ und b nach (38, 9) auf-

fassen. Mittels unserer Formeln errechnet man jetzt noch leicht die folgenden Er-
gebnisse:

(38,11) iam = E‘O.z - EOa = (v — a) él: Lop = goz; '—" i(m = (B ~— ) El:
t,=bia=@—a):(b—2), z=(aa-+ bb)(a-+b),
Z=(a +1,0)/(1 +1,).
Die Konstruktion des Summenpunktes mittels der Vektoren be und —ae
in (37, 42) ergibt jetzt leicht folgendes: Sind die beiden Massen @ und b gleich

bezeichnet (verschieden bezeichnet), also beide zugleich plus oder beide zugleich
minus (beide von verschiedenem Vorzeichen, d. h. die eine Masse plus, die andere
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Masse minus), so sind die beiden Vektoren be und —ae gegensinnig-(gleich-
sinnig-)parallele Vektoren und der Punkt z ist dann ein sogenannter inmmerer
(Guperer) Teilungspunkt der Strecke ab, d. h. er liegt innerhalb (auBerhalb) dieser
Strecke. Das Teilverhaltnis ¢, = b/a ist dann entsprechend immer positiv (nega-
tiv). Sind die beiden Massen a und b einander gleich (entgegengesetzt gleich)
groB, so ist das Teilverhéltnis ¢, gleich + 1 (— 1) und der Punkt x fillt dann in
den Halbierungspunkt A (unendlichfernen Punkt oo) der Strecke ab. Wihlen wir
die Masse b endlich und die Masse a unendlich grof (die Masse b unendlich und
die Masse a endlich), so fillt, wie unsere Konstruktion leicht ergibt, der Punkt x
in den Punkt a(b); demnach entspricht also dem Punkt a(b) das Teilverhdltnis
0 (o0). Durchwandert also der Punkt « die folgende obere Punktreihe, so durch-
lauft das zugeordnete Teilverhaltnis die folgende darunterstehende Zahlenreihe:

(38,12) By = € oy eoes €4, €hs Chreves €ogs
ty=—1,..., 0, 4+1, oc0,..., —1.
Inneren (duBeren) Teilungspunkten der Strecke ab entsprechen somit.immer
positive (negative) Teilverhaltnisse. Auch hier erscheint die Zahl co wieder als
vorzeichenlos und trennt die Reihe der positiven Teilverhiltnisse von der Reihe
der negativen Teilverhaltnisse. Die beiden Punkte ¢ und b nennt man die Grund-
punkte.
¢) Wir nehmen jetzt eine kleine Bezeichnungsuménderung vor. ¢ und b seien
wieder zwei fest gegebene Grundpunkte einer Geraden. Der Punkt x(y) besitze
gegeniiber diesen Punkten das Teilverhltnis £, (£,). Im AnschluB} an die gegebenen
Untersuchungen gehen die neuen Bezeichnungen gleich am einfachsten aus fol-
genden Formeln hervor:
(38,13) (ay + by) ep = aze, + by, B, = bylay,
(ay + by) ey = aye, + bye,, & =b,la,,
= iam .gmm ty = gay 'iyb
Wir verstehen jetzt unter dem Doppelverhdlinis d in Zeichen (e ey, €,¢y) der beiden
Punktgruppen a, b und x, y folgende reelle Zahl:

(38,14) d=(eaey, €40y) =11ty = (Taw Lap) : (Tay:Tys) = (by1 @) (b, ay).
Vertauscht man die vier Punkte untereinander, so erkennt man leicht, daB
unter den 4! = 2 4 méglichen Doppelverhéltnissen nur 6 voneinander verschieden
sind. Es gelten namlich die beiden folgenden Gleichungssysteme
(38> 15) d= (eueb: €y ey) - (ex €ys €4 eb) = (ebeaﬁ ey em) = (eyewz €y ea):
(38,16) (e,ey, e e,) =d, (eqe,, epe,) =1 —d, (egey, ep05) = d/(d—1),
(eqey, eye,) = 1/d, (ege,, e, e,) = 1/(1 —d), (e,ey, epe,) = (d—1)/d.
Denken wir uns jetzt von den vier Punkten a, b; @, y die ersten drei Punkte
festgehalten und nur mehr den vierten Punkt veréinderlich, d. h. schreiben wir
jetzt bequemer
(38’ ]7) d - (e €ps €c€ ) (&ac zcb) (Xaac ‘gacb) = tc:tm

und ist ¢ irgend ein innerer Teilungspunkt der Strecke ab und durchlauft der
Punkt x die folgende obere Punktreihe, dann nimmt das Doppelverhéltnis die
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Werte der darunterstehenden Zahlenreihe an:

(38, 18) €p== C_s---> Ca> €o  €n Chr..vr Croos

dy=—1tz, ..., 00, +1, +£, 0,..., —4.
Auch hier erscheint wieder die Zahl 0o als die Trennzahl der positiven und der
negativen Doppelverhiltnisse. Teilen der innere Punkt » und der duBere Punkt y
der Strecke ab die Strecke ab innerlich und duBlerlich im absolut gleichen Teil-
verhiltnis -+ £ und - ¢, so wird das Doppelverhiltnis der vier Punkte gleich — 1.
Wegen (38, 15) gilt dann speziell fiir solche Punkte:
(38,19) (esey, €xey) = (en€ys €a8y) = (oo Las) (Kay: Lyo) = (+8):(—t)=—1
Wir sagen dann, die Strecke ab wird durch die Punkte x und y (innerlich und #uBer-
lich) harmonisch geteilt. Wegen der obigen Beziehung wird dann auch gleichzeitig
die Strecke xzy durch die Punkte ¢ und b harmonisch geteilt. Man sagt daher
auch, die vier Punkte a, b und x, y trennen einander harmontsch oder die Punkte
a, b und x, y sind vier harmonische Punkte oder das Punktpaar a, b ist dem Punki-
paar x, y harmonisch zugeordnet. Man spricht auch von konjugierten Punktpaaren
a, b und z, y. Unsere Konstruktion fiir die Addition von Punkten liefert uns sofort
die Konstruktion solcher konjugierter Punktepaare. Es kann namlich fiir har-
monische Punktepaare gesetzt werden:
(38, 20) ty =bla = +t, t,= —bla=—1,
d. h. trigt man im Punkte a die beiden Vektoren be und — be und im Punkte b
die beiden Vektoren ae¢ und — a¢ an, wo ¢ wie frither einen beliebig gerichteten
Einheitsvektor bedeutet, der schief zur Geraden ab liegen muB}, und verbinden
wir die Endpunkte dieser vier Vektoren auf alle méglichen Arten durch Geraden,
so bilden je zwei der Schnittpunkte dieser Geraden einen inneren und einen
dubleren Teilungspunkt der Strecke a, b, ndimlich = und y, wobei (38, 19) und (38, 20)
gilt. Aus dieser Uberlegung ergeben sich jetzt auch leicht die folgenden bemerkens-
werten Beziehungen:
(38,21) (eaey, enee) = —1,

d. b. der Halbierungspunkt % der Strecke a b liegt harmonisch zum unendlichfernen
Punkt oo der Geraden. Ferner gelten fiir die Summe und Differenz zweier Punkte
derselben bzw. entgegengesetzter Masse folgende Gleichungen:
(38,22) e, + ey =2¢e, oder ae,+ae,=2ae;, & =+1,

¢, — ¢, =0e, oder ae, —ae,=0e,, t,=—1,
(38, 23) a+b=238 oder ae,+be,=1(a+Db)e,, ¢ =bla,

a—b=> oder ae,—-be, = (a —b)e;, t;=—bla,
also gilt auch immer ’
(38,24) (esep, €5€0) = —1,
d. h. die vielfachen Punkte a, b und a + b, a — b liegen stets harmonisch. Sehr
wichtig sind auch noch die folgenden Beziehungen, in welchen die Gleichungen fiir
gsich selbst sprechen. Wir gehen dabei wieder auf unsere Betrachtungen unter a)
zuriick:

Lo = €1 — € = e Tow =€y — € =€, Log:Lo = Lyo:Li = %,
Lol Zowz =1, (€nCos €1€5) = (Loo1:Zi0) : (Foo: Lno) = s

(38, 25) (eweqs €16, = T,
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d. h. aber die kartesischen Koordinaten x aller Punkte x einer Geraden kénnen
als Doppelverbiltnisse dargestellt werden.

d) Die Bedeutung des Doppelverhiltnisses von vier Punkten geht aus fol-
gendem fundamentalen Satz der projektiven Geometrie hervor:

Die Punkte a, b, z, y seien vier Punkte einer beliebigen Geraden der Zeichen-
ebene; der Punkt z sei irgend ein Punkt auBerhalb dieser Geradeny in der Zeichen-
ebene. Verbinden wir Punkt z der Reihe nach mit den vier Punkten a, b, #, ¥
und bringen wir diese vier Strahlen mit irgend einer neuen beliebigen Geraden
der Zeichenebene y’ zum Schnitt, so erhalten wir der Reihe nach die vier Pro-
jektionen der Punkte a’, b, o', y'. Man beweist jetzt leicht die Giiltigkeit des
Fundamentalsatzes der projektiven Geometrie:

(38, 26) d = (e4€p> €ceq) = (g €y, €yeq).

Weil somit das Doppelverhaltnis d von vier Punkten bei jeder Zentralprojektion
aus irgend einem Zentrum z seinen Wert behilt, so nennt man es eine projektive
Invariante. Wegen (28, 25) ist somit auch jede kartesische Koordinate x eine
projektive Invariante.

Das einfache Teilverhaltnis eines Punktes ¢ beziiglich zweier Grundpunkte ist
hingegen, wie man sich leicht iiberlegen kann, keine projektive invariante GroBe.
Darin gerade, daf3 die vielfachen Punkte a, b und a + b, a — b stets harmonisch
liegen und aus ihnen durch eine Zentralprojektion immer wieder nur harmonische
Punkte hervorgehen kénnen, weil ihr Doppelverhiltnis projektiv invariant bleibt,
liegt die groBe Bedeutung der erklirten Addition und Subtraktion vielfacher
Punkte. Wir haben jetzt die wesentlichsten Eigenschaften der Grundelemente des
Raumes, namlich der Punkte und der Veltoren. besprochen.

39. Die Geometrie des n-dimensionalen Raumes $%,.

a) In der Geometrie der Geraden oder in der Geometrie des eindimensionalen
Raumes konnten wir nachfolgendes Formelsystem entwickeln. Wir stellen diese
Formeln jetzt gleich so zusammen, wie wir sie in der Praxis zum Ausrechnen der
betreffenden Groflen bendtigen und wie sie gleichzeitig auf den n-dimensionalen
Raum verallgemeinerungsfiahig sind.

(39,1) Gegeben: 1. z die Masse der Punktes; 2. z die kartesische Koordinate des
Punkies; 3. ¢y, e, die geometrischen Grundmafeinheiten erster Stufe.

Zusammenhénge:
e =€ — €y Too= 1€, €,=0 T Loes L= Te,.
Gesucht:
1. ¢y =1¢ + ey,
2. Low=0¢ + 2181, Lou = To€g + 18y, Ty = —2;,
3. e, =legt+ zeq, e = xheg+ e, 2 =1 — 7y,
4. ¢ =wxegt xie, T = ®pey + xy8y, ¥ = a7z, xy=2(1—x).

Wir sagen jetzt auch: die geometrischen GrundmafBeinheiten ¢, und ¢, bilden
ein kartesisches, rechtwinkliges Koordinatensystem &, im esndimensionalen Raum R,
und schreiben:

(39, 2) K, = (ey, €4).
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Ferner: Die geometrischen GrundmafBeinheiten e, und e, bilden ein Punki-
koordinatensystem B, im eindimensionalen Raum R, und schreiben:

(39,3) By = [eq €4]-
Weiter sagen wir: Haben wir irgend eine geometrische Grife 3 erster Stufe des
eindimensionalen Raumes R, ausgedriickt in folgender Form:

(39,4) 8= pyey + P1e; = Doy + D185,

S0 nennen wir p,, p; die karfesischen Koordinaten der geometrischen Gréfie 3 und
schreiben dafiir:

(39, 5) 3 = (pg> P1)>

ebenso nennen wir p,, p, die Punktkoordinaten der geometrischen Grife 8 und
schreiben dafiir:

(39, 6) 8 = [Py, p11.
Da zwischen den geometrischen GrundmafBeinheiten die Beziehungen bestehen:
(39,7 e, =¢e; —e, oder e; =c¢,+ &,

so erhalten wir fiir die Umrechnung der Koordinaten von einem Koordinaten-
system aufs andere die folgenden Umrechnungsgleichungen:

(39, 8) Po=Po — P1: P1= P1>
(39,9) Po=Po + P1, P1= D1
(39, 10) Po =Py = 0 <> py =p; = 0.

Daraus folgt: Nur die geometrische GroBe o besitzt in beiden Koordinaten-
systemen die Koordinaten null. Darum konnen wir auch schreiben:

(39, 11) 0 =0¢+ Oe; =0¢y+0e;, 0=1(0,0), o=[0,0]

Wichtig fur die neuen Begriffsbildungen ist auch folgende Gleichungsgruppe
(39, 12) ex=1le,+ @8, X =mfx, L= xey+ €.
Sie zeigt, daf die Einfithrung der Masse x des Punktes g praktisch nichts anderes
bedeutet als eine Umwandlung der inhomogenen Koordinaten von e, in die homo-

genen Koordinaten von g, was wir auch folgendermaBen in Zeichen ausdriicken
konnen:

(39,13) ez = (1, %), = (2, o).

b) Die eben genannten Beziehungen sollen jetzt von der Geometrie des ein-
dimensionalen Raumes 3, auf die Geometrie des n-dimensionalen Raumes %,
ibertragen werden. Wir gehen zunéchst auf den dreidimensionalen Raum %,
iiber und schliefen dann allgemein auf den n-dimensionalen Raum. Wir treffen
folgende Festsetzung:

(39, 14) 1. Zur Losung von Aufgaben im dreidimensionalen Rawm Ry oder kurz
im Raum denken wir uns stets in der linken unteren Ecke unserer
Zeichenebene, die vertikalstehend gedacht wird, den Ursprungspunkst e,
unseres Raumes beliebig ausgewihlt. Ferner wihlen wir die Lénge der
GrundmafBeinheit e. Nunmehr tragen wir im Ursprung einen Einheits-
vektor e, horizontalliegend mit der Pfeilspitze nach rechts weisend an.
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Desgleichen tragen wir wieder in der Zeichenebene im Ursprung einen
zweiten Einheitsvektor e, vertikalstehend mit der Pfeilspitze nach
oben weisend an. Der Vektor ¢, geht also aus dem Vektor ¢, durch
eine Drehung von 90 Graden entgegen dem Uhrzeigersinn hervor.
Endlich denken wir uns noch aus der Zeichenebene herausragend,
jedoch senkrecht zur Zeichenebene stehend, also wieder horizontal-
liegend, mit der Pfeilspitze gegen unsere Blickrichtung weisend einen
dritten Einheitsvektor e, angetragen. Die Endpunkte der im Ursprung
angetragenen Vektoren €,, €,, e; nennen wir der Reihe nach ey, e,, €s.

2. Bei Losung von Aufgaben im zweidimensionalen Raume R, oder kurz
in der Ebene verwenden wir den in gleicher Weise gewihlten Ursprung e,
und die beiden Einheitsvektoren ¢; und e, mit ihren Endpunkten e,
und e,. '

3. Bei Losung von Aufgaben im eindimensionalen Raume R, oder kurz
in der Geraden beniitzen wir den in derselben Weise gewéahlten Ur-
sprung e, und den Einheitsvektor ¢, mit seinem Endpunkt e, auf der
gegebenen Geraden.

‘Wir kénnen also der Reihe nach in einer Geraden, in einer Ebene, in einem
Raume oder anders gesprochen, in einem ein-zwei-drei-dimensionalen Raume

entsprechend je 1, 2, 8 gegenseitig senkrecht stehende Einheitsvektoren e,, €,, €3
auswahlen.

(39, 15)

(39, 16)

¢) Ebenso wollen wir uns jetzt denken, daf es in einem n-dimensionalen
Raume R, moglich sein wird, n gegenseitig aufeinander senkrechtstehende
Einheitsveltoren ¢, €, . . ., €, auszuwihlen. Tragen wir diese » Ein-
heitsvektoren alle in ein und demselben beliebigen Punkt des Raumes
an, so nennen wir das entstehende Gebilde kurz ein - Bein.

Tragen wir speziell das n-Bein ey, €,, . . ., €, im Ursprung ¢, des n-dimen-
sionalen Raumes R, an, so bilden die Endpunkte der Einheitsvektoren
ein System von n Punkten, die wir kiinftighin der Reihe nach immer
mit ey, €,, ..., ¢, bezeichnen wollen.

Die geometrischen GréBen ey; €, €,, -« ., €, nennen wir jetzt auch kurz die
geometrischen Grundmafeinheiten erster Stufe des n-dimensionalen Raumes R,.
Zwischen ihnen bestehen entsprechend der von uns entwickelten Punkt- und
Vektorrechnung folgende Beziehungen:

(39, 17)
(39, 18)

El‘-—:el h 60, 62=€2—€0,..‘, en:en_ eo,
6= ¢+ B, €y =€ €y ..., €y = €t €.

Wir nennen jetzt wieder unseren Entwicklungen unter a) entsprechend

(39, 19)

-@n == (eo, 61, Ez, s ey én)

ein kartesisches rechtwinkliges Koordinatensysiem des n-dimensionalen Raumes $t,,

(39, 20)

;'Bn = [eoa €1> €5 ..., en]

ein Punktkoordinatensystem des n-dimensionalen Raumes R,. Den Ausdruck:

(39, 21)

8 = poey + pre; + Py + - - '+£n€n=
= Pppeo + Prey T ey -+ - -+ prey,
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nennen wir eine geometrische Grofe 3 erster Stufe des n-dimensionalen Raumes R,
und nennen die » + 1 reellen Zahlen in der folgenden Klammer

(39, 22) 8 = (Pos P1s Pas -+ > Pu)
die kartesischen Koordinaten der geometrischen Grofle 3 erster Stufe.
(39:23) gz[ﬁ(b il’ 52’ et 5n]

heiBen hingegen die Punktkoordinaten der geometrischen Grife 8 erster Stufe. Die
Umirechnungsgleichungen fiir die Koordinaten von einem Koordinatensystem aufs
andere lauten somit wegen (39, 17) und (39, 18): :

(39, 24) Po="Po— (P1+ Pt~ pa)s
51:p1’ ﬁzzpz""’inzpns
(39, 25) p0=§0+(51+52+' "+§n)7
pl:ﬁlﬂ pzz‘ﬁz’--'spnzﬁm
(39,26) Py=pr=::-=p,=0<>p=p =" =p,=0.

Ferner setzen wir wieder fir die Nullgréfe o
(39,27) o0=0¢,+0e;+---+0e,=0¢,+0e;+--- +0e,,
0=(0,0,...,0, o=][0,0,...,0].

Bewegen wir uns lediglich nur in dem n-dimensionalen Vektorraum des R,, so
nennen wir

(39, 28) B, ={e;, €5, ..., €y}
das kartesische n-dimensionale rechtwinklige Vektorkoordinatensystem.
(39, 29) 5:5161‘*‘5262‘*“ "+—ﬁn_én

einen n-dimensionalen Vekior des n-dimensionalen Raumes R, mit den n recht-
winkligen Komponenien.

(39, 30) 5: {51, 52’ ﬁs’ LERE }’-n}

In (39, 21) kann dabei entsprechend unseren Entwicklungen in der Punkt- und
in der Vektorrechnung die geometrische GréBe § erster Stufe entweder einen ein-
fachen oder vielfachen Punkt oder einen Vektor des n-dimensionalen Raumes
bedeuten. Wie dies zu verstehen ist, wollen wir im folgenden noch genauer er-
klaren. '

d) Alle unsere Entwicklungen in der Punkt- und in der Vektorrechnung sind
auf die neuen Begriffe ohne weiteres iibertragbar und bediirfen keinerlei Ande-
rungen. Dies wollen wir jetzt noch durch die Ubertragung der fundamentalen
Gleichungen (39, 1), (39,12) und (39, 13) auf den =-dimensionalen Raum er-
hirten. Wir beginnen gleich mit der Ubertragung der Formeln (39, 1).

(39,31) Gegeben: 1. a die Masse des Punktes, 2. «;, Z,, . . ., %, dierechtwink-
ligen kartesischen Koordinaten des Punktes, 3. ¢, €;, €5, - - ., &, die geo-
metrischen Grundmafeinheiten erster Stufe.

Zusammenhénge: (39, 17) und (39, 18)

Too = 1€+ Tpey+ - - -+ Tye,, e, = €+ Logs L= Tey.
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Gesucht:
l.e,=¢,+ €, € =~0 + €., 8, =€+ €y,
2. ng:0e0+§lél+52€1+'"+5néns
Ton = To€o+ Z18y + Ty + -+ - + Tyl
Fo= — @t Bt F)s
3. e, = leg+ Ty oy + Zpby + -+ - F Tnly,
€ = Tgeo + @0y T Taly T 0+ Ty,
af=1— (2, + a3+ + x,),
4, p=1xeyt @8 a8+ -+ a0,
L= Zgey + 2y e Fx5e, + - -+ 7,8,
By = X Wy, Ty =T Ty, ..., Ty = T+ Ty
xy = [l — (z + 2+ - -+ @)1
Somit gilt entsprechend zu (39, 12) und (39, 13):
(39, 32) ep=leg + 216 + Ty 4+ - - + T, €0,
Ty =T, Ty=%lw, ..., w, = T,/T,
T =wegt w2+ -+ w,e,,
inhomogene Koordinaten: e, = (1, Ty, Tg, ..., &),
homogene Koordinaten: ¢ = (%, &, Ty, .. .r Tpy).

e) Der Begriff des vielfachen Punktes g in (39, 31) kann jetzt noch verall-
gemeinert werden. Dort folgen nédmlich wegen (39, 31) 4. immer notwendig aus

x — 0 die Beziehungen =z, = x,=... = 2, =0. Daher wird dann immer
T = we, = O¢, = 0 wegen (37, 13). Diese Kopplung der homogenen Koordinaten
£ = (@, @3, ¥y, - . ., ¥,) von ¢ kann aber dadurch aufgehoben werden, daf dieser

Fall nur als Spezialfall eines viel allgemeineren Falles (39, 21) bis (39, 27) auf-
gefalt werden kann. In diesen Formeln sollen nimlich die n + 1 kartesischen
Koordinaten von 3 in (39, 22) stets alle voneinander frei, also auch unabhéngig
voneinander gewihlt werden diirfen. Wir geben zur genauen Erlduterung deshalb
die folgenden grundlegenden Erklirungen:

(39, 33) Auch im n-dimensionalen Raume R, nennen wir:

Jeden beliebigen endlichen Punkt mit der Masse 1 einen Kinheitspunkt
oder einen einfachen Punkt des Raumes 1e, = e,. Jeden beliebigen end-
lichen Punkt mit der Masse O einen Nullpunkt Oe, = 0. Jeden belie-
bigen unendlichen Punkt mit der Masse 0 einen Vektor Oe_, = p. Jeden
beliebigen vielfachen Punkt des Raumes kurz einen Punkt pye, = 9.
Da die Nullpunkte und Nullvektoren identisch sind, so sind sie als
Sonderfille zugleich im allgemeinen Begriff Punkt und Vektor ent-
halten.

(39, 34) Die Punkte und die Vektoren nennen wir die Grundelemente des n-dimen-
stonalen Raumes 9,

Wihrend also jetzt der Begritf ¢ in (39, 31) immer nur einen Punkt darstellen
kann, umfaBt der viel allgemeinere Begriff 3 in (39, 21) die Punkte und die Vek-

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 6
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toren. Wir definieren daher weiter:

(39, 35) Jede geometrische Grifle 3 erster Stufe des n-dimensionalen Rawmes R,
von der Form 8 = pyeq + p1€; + Pa€5- - - + Pp€, Nennen wir von jetzt
ab kurz einen Pol des R,,.

Jeder Pol kann nach Bedarf, wie wir weiter zeigen, jeden beliebigen Punkt
oder Vektor des R, darstellen.

(39, 36) Die geordneten (n + 1) reellen Zahlen oder das Zahlen-(n -+ 1)-tupel
8 = (Py, Pv Do - - -» Pu) Nennen wir die kartesischen rechiwinkligen Ko-
ordinaten des Poles 3 im kartesischen rechiwinkligen Koordinatensystem
'@nz (€, €15 62’ ceey ey)

(39, 37) Unter dem absoluten Betrag |3| oder s des Poles 8 verstehen wir die reelle
positive Zahl »

s=|8|=,VR+ Wi +m+- -+

(39, 38) Unter dem dem Pol 3 zugeordneten Einheitspol g, verstehen wir den Pol
a;= (po/s)eq + (Ps/8)es+- - 4 (pn/s)e, sein absoluter Betrag ist gleich
~+ 1. Den Faktor von e, nennen wir abgekiirzt: k, = py/s.

Aus (39, 35) und (39, 38) folgt weiter:

(39, 39) Unter der Normalform des Poles 3 verstehen wir seine eindeutig be-
stimmte Darstellungsform 3 = sg.

(39, 40) Unter dem Modul des Poles 3 verstehen wir die reelle Zahl p,. Wir schrei-
ben: mod 3 = p,.

(39, 41) Unter dem dem Pol 8 eindeutig zugeordneten Vektor p verstehen wir den
Vektor p = O¢y + prey + sz +- + + + Ppey.

(39, 42) Das geordnete Zahlen(n + 1)-tupel p = (0, py, e p,) nennen wir die
kartesischen, rechtwinkligen Komponenten des Vektors p im kartesischen,
rechtwinkligen Koordinatensystem ®, = (eq, €1, g - - ., €5)-

(39, 43) Unter dem absoluten Betrag | p | oder p dieses Vektors p verstehen wir
die immer reelle positive Zahl
p=Ip|= Vot + i+ -+l
(39, 44) Unter dem dem Vekior p zugeordneten Einheitsvektor e, verstehen wir
den Vektor e, = 0e, + (p/p)es+- - - + (p,/P)e,. Sein absoluter Be-
trag ist gleich 4 1.
Aus (39, 41) und (39, 44) folgt weiter:

(39,45) Unter der Normalform des Vekiors p verstehen wir seine eindeutig be-
stimmte Darstellungsform: p = pe,,.

(39, 46) Unter dem dem Pol & zugeordneten Ortsvektor g, verstehen wir den Vek-
tor Ty, =0¢q + P18y + Pa€s +* + + + D&y, darin ist pg 3= 0, p; = Py/Pys
52 = p2/p03 RS 51& = pn/pO'
(39, 47) TUnter dem dem Pol 3 eindeutig zugeordneten Einheitspunkt e, verstehen
~ wir den einfachen Punkt e, = ey + Ty, Do + 0, €, = leg + (p1/Po) €1 +
+ (Pa/Po)es + * = =+ (Pa/Po) €n-




Die Geometrie des n-dimensionalen Raumes R.. 83

(39, 48) Unter dem dem Pol 3 eindeutig zugeordneten Punkt p verstehen wir den
Punkt dargestellt in seiner Normalform p = pye,. Er ist nichts anderes
als eine andere Darstellungsform des Poles 3 im Falle p, 4= 0, denn es

gilt 3 =p =poe + p1€; + Paes + -+ -+ Prey

Fiir die rasche Berechnung der einzelnen definierten Grofen verwenden wir
am bequemsten der Reihe nach die folgenden Formeln:

(39,49) Gegeben: 3 = (py, P15 Pss +--» Dn)>
Gesucht: p =0¢,+ p1€; + Dy + -+ - + Ppeps
8=1poey+ P = Doy + Pr€; + Pyt -+ DyCy,
p=sVRE+pi+ -+ s=.VB+ P
ks =pols, Pr=P1[Po; - - > Pn = PulPy>
€, =D0/D, Top="9/Po> €r=¢y+ Loy O = 8ls=ke,.
Damit ergeben sich sehr leicht folgende mogliche Sonderfélle eines Poles

(39,500 1.8=( 0,0,0,0,...,0, 3=0¢,=0=0,
2. 3=( 0, beliebig), 8=0p,
3.8=(4+0,0,0,0,...0), 3=gp,e,

4. 3= (<=0, Dbeliebig), S=1 =pye,.

Somit gilt jetzt:

{39, 51) po=0 oder mod 3= 0<—>3= Vektor =,

P =0 oder mod 3 == 0<— 3= Punkt =1p.

Nennen wir jetzt p, die Masse des Poles 3, so kénnen wir sagen: Pole mit der
Masse 0 sind Vektoren, Pole mit der Masse == 0 sind Punkte. Somit sind die Vek-
toren gewissermaBen triviale Pole, die Punkte hingegen allgemeine Pole. Wir
machen jetzt noch die folgenden Bemerkungen:

(39, 52) (Es seien die Normalformen zweier Pole 3 und t gegeben durch § = sg,
t = tg;. Sind die beiden Pole Vektoren 8 = p, t = , dann lauten die
Normalformeén der den Polen zugeordneten Vektoren p = pe,, q = qe,
und es gilt: s = p, ¢} = ¢, und ¢t = q, g} = ¢,. Sind die beiden Pole aber
Punkte 8 = p, t = q, dann lauten die Normalformen der den Polen zu-
geordneten Punkte p = pye,, q = goe, und es gilt: g, = (py/s)e,,
8; = (qo/?) eq-

Ist also der Pol ein Punkt, dann wird seine Normalform nur dann mit der

Normalform des ihm zugeordneten Punktes identisch, wenn allgemein die Bezie-

hung k, = pyfs = + 1 gilt. Dann muB aber p, = s, also p = 0, und weil immer s > 0

gilt, auch p,> 0 sein. Daraus folgt aber p = o und e, = ¢,, also auch ¢} = e,.

Somit gilt der Satz:

(39, 53) Ist der Pol ein Vektor, dann fallt die Normalform des Poles genau mit
der Normalform des Vektors zusammen. Ist der Pol aber ein Punkt, dann
fallt die Normalform des Poles mit der Normalform des Punktes nur
dann zusammen, wenn der Punkt ein Vielfaches des Ursprunges ist.
Es besteht aber dann immer die Beziehung g, = (py/s)e,, d.h. die
beiden Normalformen unterscheiden sich nur um einen Zahlenfaktor.

6*
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Wir koénnen deshalb auch noch eine andere wichtige Zerlegung eines Poles in
zwei Teile vornehmen:

(39, 54) 3=19py+ 9, Po=pee, und 5=Z’161+P2€2+"’+pn€n-

Wir nennen p, eine ursprungsgebundene Grépe und yp eine freie Grofe. Erst durch
die Addition der freien GroBe zur ursprungsgebundenen Gréfe wird die ur-
sprungsgebundene Grofle p, aus dem Ursprung herausgeschoben und zu einem
beliebigen Rawmelement. Wir werden sehen, daB eine gleiche Zerlegung auch fiir
jede erst spiter zu erklirende beliebige geometrische Grofe hoherer Stufe gilt.
Kommt nimlich in den sie darstellenden mathematischen Ausdriicken e, wirklich
vor, d.h. ist p, & 0, dann nennen wir sie eine ursprungsgebundene Gréfle, kommt
aber ¢, in ihrer mathematischen Darstellung nicht vor, d. h. ist py = 0, dann
nennen wir sie eine freie Grofe. Erst wieder die Addition der freien Grofe zur
ursprungsgebundenen GréBe schiebt diese aus dem Ursprung heraus und macht
sie so zu einer richtigen Raumgrofe. Die Einheit e, nennen wir deshalb eine ur-
sprungsgebundene Einheit und die Einheiten €, ey, . . ., &, freie Einheiten. Wir
stellen jetzt noch, weil fiir das Folgende wichtig, die Berechnung aller kartesischer
Koordinaten, der in (39, 33) bis (39, 48) definierten charakteristischen GroBen
eines Poles — wir nennen sie kurz die Grundelemente des Poles — entsprechend dem
System der Formeln (39, 49) kurz zusammen.
(39, 55) Gegeben: &, = (ey, €1, €5 . -5 €,),

8 = (pO’ Prs P> - s pn)’
Gesucht: 7 = Vpi+ #3+ - -+ P2 s=.Vp + % k= pifs.
1. Fall: p, =0, 3= Vektor=5p, s=p, k=0,

§ :5:(05 pl: pZ""’ pn)’
g5 = ¢, = (0, p/ps DalDs - - > PulD)
Top> €, sind beide sinnlos.

Beziehungen: 8 = sg; =pé, =P.

2. Fall: p, +0, 8=Punkt=p, s+0, s=+p, k=mn/s
5 = (pg> P1> Pa> -+ +> Pn)s
p =0, P Pes---s D) s

Ep = (0, pl/ﬁ’ pz/ﬁ: ce Pﬂ/@s
Top= (0, P1/Po> D2lDos - - > PulPo)s
e, = (1L, P1/Po > DalPos -+ pn/Po)’

g, = (Dols, Pufs, palss -5 Pal$).-
Beziehungen: 5 — sg, = pye, =P, B =D, = Polon
Ton = (B/Py) €p> €5 = €0 + Top> 8= Po(eo + Lop) = PoCo T b
Damit sind wir jetzt in allen Fallen imstande, zu entscheiden, ob der durch seine
kartesischen Koordinaten gegebene Pol einen Vektor oder einen Punkt darstellt
und wie er im Raume liegt. Ebenso konnen wir alle Grundelemente des Poles

rasch und einfach aufsuchen.
f) Im AnschluB an die Untersuchungen unter Punkt e) geben wir noch einige
neue Definitionen fiir Beziehungen zwischen mehreren Polen bekannt. Wir neh-
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men dabei an, wir hitten neben dem Pol 81in den Formeln (39, 55) noch einen Pol t
gegeben und fiir ihn alle ihm zugeordneten Grundelemente aufgesucht. Um diese
Grundelemente eindeutig bezeichnen zu kénnen, wollen wir uns in den Formeln
(39, 55) einfach folgende Buchstabenersetzungen vorgenommen denken. Wir er-
setzen: 3 durch t, s durch ¢, p durch g und schlieBlich p durch g. Nunmehr kénnen
wir folgende neue Begriffserklirungen geben:

(89, 56) Wir nennen zwes Pole kongruent in Zeichen 3 = t, wenn die Beziehungen
83=1Ft, k=0 bestehen.

Daraus ergeben sich sofort die folgenden Schliisse:
(39, 57) =t oder 8=Fkt—>p,=k-q;, (1=0,1,2,...,2),
p=|klg, s=|k|t, e,= €, jenachdem k=0,
3= +1t,, je nachdem k=0, %5, =TLogs» ©€p»= -
(39, 58) Zwei Pole nennen wir gleich oder enigegengesetzt, je nachdem 3 =1t oder

3 = —t gilt.
Daraus folgt dann:
(39,59) 8=t-—>p;=q;, (1=0,1,2,..., 1),

p=gq, s=t, €, =204 Top=1Loo> €p= € B = to;

(39,60) Qz—tépzz—qz, ('b.:o, 1, 2,...,7’&),
p=q, s=t, Ep = —Eq’ Top = :qu’ e, =¢€g 8= —to.

(39, 61) Wir nennen zwei Pole gleichsinnig parallel bzw. gegensinnig parallel bzw.
parallel, je nachdem 3 = kt und & > 0 bzw. k < 0 bzw. k 5= 0 gilt. Wir
schreiben deshalb in Zeichen

gitt<«>8="Fkt, k>0,
3t t<>8=rFt, k<O,
3||t<>8=kFkt, k+0—>3=1.
Die wesentlichen SchluBfolgerungen in diesen Fiallen lesen wir aus (39, 57)
ab. Wir treffen noch folgende Festsetzungen:

(39, 62) Je nachdem die beiden Pole 8 und t entweder zwei Punkte oder zwei
Vektoren darstellen, soll in allen Satzen (39, 56) bis (39, 61) das Wort
Pol auch stets durch das Wort Punkt oder das Wort Vektor ersetzt
werden konnen.

Wir erhalten durch diese Festsetzungen wieder den Anschlufl an alle unsere
frither gegebenen Erklarungen fiir Punkte und Vektoren. Besonders wichtig sind
dabei noch die SchluBfolgerungen:

(39, 63) Kongruente Punkte sind verschiedene Vielfache ein und desselben Ein-
heitspunktes des Raumes, d. h. anders gesprochen: Kongruente Punkte
fallen stets rdumlich zusammen. Kongruente Vektoren sind parallele
Vektoren.

g) Wir geben jetzt noch die Formeln fiir die Addition von r Punkten des
Raumes an. Wir beniitzen dabei die Schreibweise der Relativitétstheorie in
Punkt 36 des dritten Kapitels und verwenden deshalb die folgenden Abkiir-
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zungen. Fiir Komponentendarstellungen verwenden wir Summationsindizes, fiir

Summierungen iiber die Raumpunkte verwenden wir hingegen das Summen-

zeichen, um nicht zu Verwechslungen zu kommen.

(39, 64) Bereiche: (1=1,2,...,7), (k=1,2,...,%), (v=1,2,..., n),
2= Summierung iiber ¢ von 1 bis 7, 4 und % ist Aufzihlungsindex, » ist
Summationsindex.

(39, 65) Gegeben die r Punkte 3; = p;o€p;; ©€p: = € + Lopi> Lopi = DivCs

Gesucht ihr Summenpunkt 8 = pye,, e, = ¢, + Iy,

EO” = i'y Ev :
Es gelten dann im Anschlufl an (37, 47) die Gleichungen:
8=2/8; Po=2Pio> Doy =2 PioCps>
ep = 2 (Pio/Po) €pis PoTop = Zi’ioiom:_
’ Top = DPiotord XPios P = 2 PioPirl ZPio-
h) Wir haben das Rechnen mit Polen des $,,, d. h. das Rechnen mit Punkten
und Vektoren des R, unter e) einfach auf ein Rechnen mit den
(39, 66) s=n-+1

kartesischen Koordinaten des Punktes, bzw. auf ein Rechnen mit den Zahlen
s-tupeln (39, 36), zuriickgefiihrt. Die Zahl n nennen wir die Dimensionszahl
des RaumesR,, die Zahl s die Stufenzahl des Raumes R, oder kurz die Grundzahl
des Raumes R, ; letztere ist stets um eins groBer als die Dimensionszahl . Es ist
jetzt noch unsere nichste Aufgabe, dieses Rechnen mit den Zahlen s-tupeln
besonders auszubauen. Um eine bequemere Schreibweise zu haben, fithren wir
jetzt noch folgende neue Bezeichnungen ein, an deren Bedeutung wir von nun an
dauernd festhalten wollen.

(39, 67) Wir nennen das System der geometrischen Grundmapeinheiten erster
Stufe, wobei stets (39, 66) gilt:
Gi=1¢, G=¢€, 8 =€ -0 =2¢,
das System der s Einheitspole oder das System der s Grundpole des n di-
mensionalen Raumes R,,.

Tatsichlich haben ja wegen der Giiltigkeit von
(39, 68) gp=1e;+0e;+---+0e,,
gy =0e +1¢ +---+0¢e,
g, =0¢,+0e;+---+1ée,
die Grundpole die kartesischen Koordinaten

(39, 69) g =¢e=(1,0,0,...,0),
92:61:(0, 1, O,..., 0),

gs=¢e=1(0,0,1,...,0),

g, =¢,=(0,0,0,...,1)
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und stellen somit wegen unserer Definition (39, 38) tatsédchlich jeder fiir sich
einen Einheitspol dar. Fiir die speziellen Pole 0, o, p, erhalten wir dann die nach-
folgenden kartesischen Koordinaten:

(39, 70) p =0 =1(0,0,0,...,0),
Po = Do = (s, 0, 0, ..., 0).-

Entsprechend unserer Bezeichnungsénderung fiir die Grundpole fiithren wir jetzt
auch fir die kartesischen Koordinaten irgend eines Poles eine andere Bezeichnung
ein. Wir schreiben statt

(39,71) 8= poeo T Prer T Poy - Puty
in unseren fritheren Untersuchungen jetzt bequemer
(39,72) 8= 5101+ 830, T 8303 + - -+ + 8,4,

und setzen daher neben (39, 67) auch
(39,73) 81 =DP¢>» S2a=DP15 S3=Pas .-y 8= Py

wobei fiir die Indizes wieder die Beziehung (39, 66) gilt. Daher erhalten wir jetzt
fir die Darstellung eines Poles 3 in kartesischen Koordinaten die beiden iden-
tischen Formen:

(39, 74) Rn = (g E1’ 62’ SR En)’
8= (Po> P1> Pa>--+s Pu)s
(39, 75) '@n:(gl: G25 93 s gs)’
8 =(8, Sas S3y---» S5

Natiirlich merken wir uns wieder die wichtige alte Beziehung:
(39, 76) 8 = 0 <—>Pol 3 ist ein Vektor,
§; &= 0 <> Pol 8 ist ein Punkt.
Weiter filhren wir jetzt folgende Schreibregel an Hand der Koordinaten-
darstellung zweier Pole 3 und 1t ein:
(39,77) =801 F S+ -+ 80, <>8=(8, S5, -..18)»
, t:tlgl+t2g2+"'+tsgs<—_>t:(t1’ bos o v Lls)'
Beide Schreibweisen links und rechts sollen dasselbe ausdriicken. Wir ersetzen
das Rechnen mit den ausgeschriebenen Ausdriicken links durch das Rechnen
mit den Koordinaten rechts. Rechnen wir jedoch nur mit Vektoren allein, dann

behalten wir mit Riicksicht darauf, daf dessen erste Koordinate in (39, 77) immer
gleich 0 sein muB, die alte Schreibweise in der folgenden Form bei:

— _ — _ -
(39,78) P=1p18 + Py + - -+ P, <>P :{Pv P> - - pw}’
=16 + g8 + -+ € eu<>a= {15 o> -5 n)-

Gehen wir vom Rechnen mit Vektoren wieder auf ein Rechnen mit Polen zuriick,
so brauchen wir vor die n Koordinaten in der geschlungenen Klammer nur eine 0
zu setzen und die geschlungene Klammer in eine runde Klammer zu verwandeln,
um wieder mit den Vektoren in der Darstellung als Pole weiter rechnen zu
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konnen. Bei der Verwandlung der Pole in Vektoren, falls sie solche sind, gehen
wir natiirlich umgekehrt vor:

(39,79) P=1{p1, o> vs Pp} =10, Py, Do s Pu)-

Wollen wir wissen, welcher Art die geometrische Struktur ist, die irgend ein
Pol besitzt, so arbeiten wir mit seinen s = » - 1 kartesischen Koordinaten und
den Formeln (39, 55) und konnen auf diese Weise dem Rechnen mit den Koordi-
naten jederzeit wieder den ihm zukommenden Sinn in geometrischer Hinsicht
geben. Es bleiben dabei natiirlich alle unsere Rechenregeln iiber das Rechnen
mit Punkten und Vektoren, wie sie in Punkt 37 bis 39 besprochen wurden, er-
halten. Sebr leicht ist jetzt auch einzusehen, dafl fiir das Rechnen mit Polen
(39, 77) bzw. fir das Rechnen mit Vektoren allein (39, 78) die nachfolgenden
Rechenregeln bestehen miissen:

(39, 80) 8=1(81, 8,...58), t=10(f, ty, ..., &),
S=1t<>8 =10, S=1,..., §, =1,
B4 t—=(s;+t, S5+ tgs..0r 8+ 1),
8—t=1(sg —t1, 85—y, ..s Sg— ),

kt = (kty, kty, ..., ki),
—t=(—t, —t, ..., —1),
a3+ bt =(as, +bty, asy +0ty, ..., as, +bt),

0=1(0,0,...,0).

(39, 81) P=1{py, Pos s Pubs G={01> o> > G}
P=0<>D1=0, 2= - > Pu= Q>
PHa=1{p+ a5 P2t o --s Do+ )
P—a={p—q P2 s P~ )

kp ={kpy, kpss oo oy kp,},
‘5:{_271: — P25 - _'pn}’
ap +bq={ap, +bq, aps+bgs, ..., ap, +bg,},
p=1{0,0,...,0}

Auch aus der Koordinatendarstellung folgt: Weil die erste Koordinate aller
Vektoren in der Darstellung als Pole gleich 0 ist, so kénnen durch Addition, Sub-
traktion und Vervielfachung mit Zahlen aus Vektoren immer wieder nur Vek-
toren entstehen. Ebenso entstehen aus Punkten durch Addition, Subtraktion
und Vervielfachung mit Zahlen im allgemeinen wieder Punkte. In speziellen
Féllen aber, wie z. B. bei der Subtraktion von Punkten gleicher Masse (erster
Koordinate), kénnen aus Punkten auch Vektoren hervorgehen. Da also ein Pol
im allgemeinen Fall einen Punkt und nur im speziellen Fall einen Vektor dar-
stellt, welcher stets ‘als ein unendlichferner Punkt angesehen werden kann,
so bezeichnen wir das Rechnen mit Polen statt als Polrechnung auch wie iblich
als Punktrechnung. Rechnen wir hingegen nur mit Vektoren allein, so bewegen
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wir uns im Bereich der Vektorrechnung. Da die Vektorrechnung also einen Spezial-
fall der Punktrechnung darstellt, so ist die Punktrechnung die praktischere und
verwendungsfihigere, zumal sie die Vektorrechnung mitumfaft.

Mit Hilfe der Schreibweise in der Relativitétstheorie in Punkt 36 kénnen die
Formeln (39, 80) und (39, 81) auch in den folgenden beiden Formen geschrieben
werden:

(39, 82) ¢ = Summationsindex von 1 bis s, s=n-+1,
3=2g,0,, t=¢0,>8+1t=1(s,+1)0>
6_t:(sa__ta')gu’ kt:(kta)ga’ —"t.: _togd’

a3+ bt = (as, + bt,)g,, 0 =10g,,
(39, 83) » = Summationsindex von 1 bis n. p = p,e,, q = q,¢,,
54‘5: (pv+97)€,’ 5—32(%—%)6”
kﬁ: (ka)E,.’ _E:(_pv) év?
ap +bq = (ap, +bg,)e,, 0=0e,.

Aus jeder geometrischen GroBe erster Stufe g, d.h. aus jedem beliebigen
Pol 148t sich ein ihm zugeordneter Einheitspol g/, aus jedem beliebigen Vektor ¢
ein ihm zugeordneter Einheitsvektor e, ableiten nach folgenden fundamentalen
Vorgangen:

(39, 84) T=a,0; + X8+ - -+ 2,8, s=n+1,
v=lgl=,YVai+af+- - +ap
8o = (#1/2) g1 + (/2) 82 + - - - + (w/2) g,
g, =1, t=wag, Normalform des Poles.

(39, 85) L= ¢+ 28 + - o+ 2,8,
o= |El = VR T AT
é;: = (wllx) €1+ (xz/x)éz + c + (xn/x)-én:

ley| =1, I =a%¢, Normalform des Vektors.

i) Ferner sollen jetzt noch einige weitere Grundbegriffe eingefiihrt werden.
Unter dem skalaren Produkt 3-1 zweier geometrischer Griflen erster Stufe 3 und t
bzw. unter dem skalaren Produkt p-q zweier Vekioren p und q verstehen wir fol-
gende reelle Zahlen: '

(39, 86) 8 =801 F S8y + -+ 8,8, = 5,4,>
t=0t0+ 186G+ -+ 0 =10,

8ot =81t + Sty + - - -+ 8t = 8,8,

(39, 87) P=me+pees+--- e, = pvévy
q=q;+ @6 + -+ 4,8, = g8,
Q=P1q T Pl T F Puln = D0

p
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Wie man leicht erkennt, gelten fiir diese Produkte die folgenden Sétze:
(39, 88) 8.t =1-3, 3-t+u)=38-t+3-u,
8;°8,=0 fir ¢k uwnd (G, k=1,2,...,9)),
g8=1 wd 3-3=sitsf+ - -+&=05=][8f,
(39,89) p-g=79'P, P-(@+V)=P-q+Pp-1,
e;ce,=0 fir ¢4k und (1,k=12,...,n),
€ e=1 ud p-Pp=pi+pit - +pi=pi=]
Man schreibt auch statt 8-3 einfach 82 und statt p-p einfach p*
(39, 90) |8| =5, 8-8=8=4¢, [8]|=,V8-8=,78",
[pl=p, P-D=p=0p% ]512+Vﬁ:+1/§§
Zwes Pole (Vektoren), von denen keiner gleich o (0) ist und deren skalares Pro-

dukt gleich 0 ist, nennt man zueinander orthogonal oder aufeinander senkrecht. In
Zeichen schreibt man

k=1
s

(39, 91) 84p, t40, 3t=0<«>811,

p+pb, q+0, Prg=0<>b.Llqg.
Das System der Einheitspole g, g, - - ., g, sSowie das System der Einheitsvektoren
€5, €y - - ., &, ist also dann wegen (39, 88) und (39, 89) stets ein orthogonales oder

ein sogenanntes normales System. Darin stehen alle Einheitspole sowie alle Ein-
heitsvektoren aufeinander senkrecht.

j) Im Anschlufl an (39, 56) kann auch jetzt noch eine Division kongruenter
Pole (Vektoren) folgendermafBien definiert werden:

(39, 92) 8=1Fkt, k+0<>3/t=F, 3t =k:1,
P =kq, k=¥‘=0<—~>5/§=k’ prg=1rk:1.
k) Wir nehmen jetzt noch an, wir hitten ein System von m Polen 8, 3,, . .., 3,

durch das System ihrer kartesischen Koordinaten, oder was dasselbe ist, durch
das System ihrer s Ableitungszahlen gegendiber den Grundpolen gegeben durch die
folgenden Gleichungen:

(39,93) By =801+ 81202 + -+ 81,0,
By = 83101 T S220 T 825G
ém = 8m161 + Sma82 + e +/8msgs:

in anderen Formen schreiben wir auch dafiir:

8 s
(39, 94) g1 2 slkqul 3 g2 :k%‘s?kz gk:z ceey gm :kZ Smngkms
2= m==1
(395 95) g1 = 8101 Go1> é,’2 == 8202 Qozs « « +» 6m = 80m Yom -

Das System der Pole ist also eindeutig festgelegt durch Angabe der Gesamt-
heit ihrer m-s in bestimmter Weise angeordneten Ableitungszahlen nach folgen-
dem, in zwei verschiedenen Formen geschriebenem, Schema. Im Schema werden
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dabei die m-s Ableitungszahlen genau so angeordnet, wie sie in den zugeordneten
Gleichungen (39, 93) angeordnet erscheinen.

811 S12 ... S5

(39 96) S = 831 Sy2 ... Sgg
3 ms P

sml Sm2 - Sms

(39,97  Sp,=llsxl, G=1,2,...,m), (k=1,2,..., 9.

In der letzten Schreibweise kénnen die beiden Angaben in den runden Klam-
mern sogar erspart werden, da sie mit einiger Ubung gleich aus der Formel selbst
entnommen werden koénnen, wenn man immer im gleichen n-dimensionalen
Raum operiert, was wir ja immer voraussetzen wollen. Haben wir nur einen ein-

zigen Pol gegeben 8 = (1, S, ..., &), dann schreiben wir statt (39, 96) und
(39, 97)
(39, 98) Sis=118 8 .- 81 =1sl-

‘Wir nennen das Zahlenschema in (39, 96) rechts eine Matrix oder eine Matrize,
genauer eine m — s-Matriz mit m Zeilen und s Spalten und bezeichnen solche
Matrizen stets mit groBen lateinischen Buchstaben. Die s, heilen die Glieder
oder die Elemente der Matriz. Das reelle Zahlen s-tupel (m-tupel)

1k l

) 8
(39, 99) St = Hsil Sig o e sisH’ S = 2;k 1
S ||

nennt man die i-te Zeile (k-te Spalte) der Matriz (39, 96).

Im Element s;; gibt dabei der erste (zweite) Index an, in der wievielten Zeile
(Spalte) der Matrix das Glied zu finden ist. Im Zeichen der Matrix S,,, hingegen
gibt der erste (zweite) Index an, wieviel Zeilen (Spalten) die ganze Matrix auf-
weist. Die ganze Matrix selbst kann daher durch ihre Zeilen und Spalten auch wie
folgt dargestellt werden:

st

873 . ,
(39,100) Spe= | = | =liSB 8B ... SE

815
wie sich durch Einsetzen von (39, 99) sofort ergibt. Gilt in (39, 96), (39, 97) der
Reihe nach m > s, m = s, m < s, so nennt man die Matrix der Reihe nach eine
stehende, quadratische, liegende Matriz. Die stehenden und liegenden Matrizen
nennt man zusammen auch rechteckige Matrizen. Bei der quadratischen Matrix
sagt man auch, sie besitze die Ordnung m = s. Greifen wir aus einer beliebigen
Matrix alle Elemente heraus, deren beide Indizes einander gleich sind:

(39, 101) Sld: Hsu Sgo ... deH,
dann sagen wir, diese Elemente bilden die Hauptdiagonale der gegebenen Matriz.

Dabei gelten der Reihe nach fiir eine stehende, quadratische, liegende Matrix die
Beziechungen: d = s, d = m = s, d = m. Die Elemente in der anderen Diagonale
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der quadratischen Matrix bilden dann die Nebendiagonale der Matriz. Sind alle
anderen Glieder einer beliebigen Matrix auBler den Gliedern, die in der Haupt-
diagonale der Matrix stehen, gleich 0, so nennt man die Matrix eine Diagonal-
matriz. Sind in einer quadratischen Diagonalmatrix alle Elemente der Haupt-
diagonale gleich eins (gleich null), so nennt man die Matrix eine Einheitsmatrix
(Nullmatriz) und bezeichnet diese Matrizen und nur diese Matrizen stets mit den
groBen lateinischen Buchstaben E (0) versehen, wie immer mit den beiden Indizes
der Zeilen und .Spaltenanzahlen, die hier natiirlich gleich sein miissen. Die Be-
ziehungen (39, 93) schreibt man auch h#ufig in folgenden beiden Formen:

(39,102) 8 = 8101+ 82092 + -+ + + 8;5,0, oder
§i<gl’ 923"'!gs7 (7::1’ 27-~-; m):
(39! 103) g1: 927 Tt gm < gl’ G2, - -5 Gs-

Haben wir nur mit Vektoren des n-dimensionalen Raumes zu rechnen, so verwen-
den wir folgendes Bezeichnungssystem:

(39, 104) El = P11§1 + P12§2 + 4 plngn-‘
Po = Pney + Py + 0+ Dogpey,

5’»1 = pmlél + pm262 + pmné'rn

n n
(397 105) 51 :k %plkl Ekl > Em :k glpmkmélcm;
(391 106) El = pl 71 €$’1’ M ﬁm = pm 7'm€7m'
(397107) Pmn:”pik”: (i:I: 2,...,’)’)’&), (k:l’ 2,...,71).

Analog lauten die Formeln (39, 98) bis (39, 101). Wir schreiben hier noch die
(39, 102) und (39, 103) entsprechenden Gleichungen an:

(39,108) : P; =P8+ Pise+ - -+ pype, oder
5i<—él> E2:"": —én> (i:‘_l: 2>"‘7 m):
(395 109) 51: 527 e Bm <E]: 62’ ] En'

40. Die linear ab- und unabhiingigen Systeme von GroBen.
Die Stufen- und Dimensionszahl der Riume.

a) Wir verwenden nachfolgend die Abkiirzungen:
(40,1) lu statt linear-unadhingig, la statt linear-abhingig, lg statt linear-gleich.

Wir geben hier einige Satze bekannt, die wir zum Verstindnis des Folgenden
bendtigen. Die Ableitung der Sétze ist zumeist sehr einfach. Der Leser findet
diese Sétze und ihre Ableitung meist in etwas anderen Formen in jedem moder-
neren Werke iiber Algebra. Die Definition der Begriffe ist dabei die allgemein
gebriuchliche.

(40, 2) Die in allen nachfolgenden Untersuchungen in Punkt 40 auftretenden
Pole [Vektoren], d.h. geometrischen Griofien erster Stufe denken wir
uns stets durch das System ihrer s = - 1 kartesischen Koordinaten
(n kartesischen Komponenten) in einem #n-dimensionalen, urspriinglich
gegebenen Raume R, entsprechend den Untersuchungen in Punkt 39
durch (39,93) oder (39,97) [durch (39, 104) oder (39,107)] festgelegt.
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Wir nennen die m Pole 8,, 3, ..., 8, linearabhingig, in Zeichen: (3,,
89, .« + s By,) Lo, wenn es m Zahlen ky, ks, . . ., k,, gibt, die nicht alle gleich-
zeitig gleich null sind und fiir die die Beziehung gilt

k1§1+k2§2+' : '+kmgm=0'

GrASSMANN sagh dann auch, zwischen den Gréflen 3y, 8, . . ., 8, herrschi
eine Zahlbeziehung. Daraus folgt sofort fiir eine Grofe der Satz

(8)la<>3=n0p.

Wir nennen die m < s Pole 3,, 3,, . . ., 8,, linear-unabhingig, in Zeichen:
(81> 89 - - -» 3) lu, wenn es m solche Zahlen k&, k,, . . ., k,, im Satz (40, 3)
nicht gibt, d.h. wenn nach GRASSMANN zwischen den m GrofSen 3, 3,,
..., 8, keine andere Zahlbeziehung bestehen kann, auBer der homogenen-
linearen-trivialen Zahlbeziehung

08,408, +---+08,=o.

GRASSMANN sagt dann kiirzer, zwischen den Griflen 84, 35, . . ., 8,, herrschi
keine Zahlbeziehung. Daraus folgt dann sofort fiir eine GroBe der Satz
(8) lu < 3 &= p. Auch 148t sich zeigen, daBl wegen der Festsetzung (40, 2)
mehr als s Pole immer la sein miissen. Deshalb wurde in der Definition
m < s vorausgesetzt.

Kann ein Pol t dargestellt werden in der Form:
t=mr8 + 78+ -+ 1,8,

so nennt man den Pol t eine Linearkombination der Pole 3,, 3y, . . ., 3,,,
wenn in dieser Darstellung wieder die ry, 7y, . . ., 7, reelle Zahlen, nach
GrASSMANN sogenannte Ableitungszahlen bedeuten. r; heiit dabei die
zum Pol 3, gehorige Ableitungszahl. Wir schreiben auch statt dessen in
anderer Form t < 8;, 3,, ..., 3,, und nennen auch nach GRASSMANN
den Pol t numerisch- oder linear-abgeleitet aus den Polen 3y, 3, . . ., 8,,.
Nach der Definition (40, 3) herrscht dann auch zwischen den Gréflen
t, 85, 85, . . ., 8, stets eine Zahlbeziehung. Ist speziell t = o, (t = 0), so
nennt man die Darstellung fiir t auch eine homogene (inhomogene) lineare
Beziehung zwischen t und 3y, 8,, . . ., 3,

Es gilt aber nach GRASSMANN auch umgekehrt der wichtige Satz:

(40, 6)

Die GroBen t, 8y, 8, ..., 8,, stehen in einer Zahlbeziehung (oder der
Verein dieser Gréflen unierliegt einer Zahlbeziehung) dann und nur dann,
wenn sich in dieser Zahlbeziehung mindestens eine der Groflen, z. B. {
(ndmlich eine der GroBen, deren Koeffizient in der Zahlbeziehung <= 0
ist) aus den tibrigen Gréen 3,, 8,, . . ., 8,, numerisch ableiten 146t. Denn
lautet die Zahlbeziehung etwa

kot + %98, +Fky8y+- -+ k,8,=0
und ist darin z. B. k<= 0 (denn mindestens eine Zahlgréfle mufl ja un-
gleich null sein), so folgt durch Ausrechnen die Darstellung t = (— k,/k,)

8, + (— kolkgy8s ++ - + 4+ (— k. /) 8,,, also wieder eine Gleichung der
Form (40, 5).
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(40, 7)

(40, 8)

(40, 9)

(40, 10)

(40, 11)

(40, 12)

Die geometrischen Gréfien des n-dimensionalen Raumes.
Wir nennen das System der Pole 14, t,, . . ., t;la vom System der Pole
81 89, + . .y B, Wenn gilt:
h=rd +redh+ -+ 1,8,
to = 79181 + 7228 + - ¢ - + 780,
AL =18+ 18t by
oder anders geschrieben, wenn gilt:

1, <8y, 3, ...,8, (=12 ...,10

Wir beniitzen statt dessen auch kiirzer die Schreibweise:

t, b, oo, 1, <38y, 85, ..., B,
Wir nennen zwei Polsysteme t,, 1y, . . ., t; und 8y, 8, . . ., 8,, linear-gleich,
wenn gleichzeitig gilt:

t, fo, oo, B <8y, 8, ..., 8, und

81, 8oy v v ey By <Hy, fo, ..., 1. '
Wir schreiben dafiir auch kirzer t,t,, . . ., t; ~ 8, 85, . . ., 8, oder auch
81 By« v B~ 1y o .- tie
Greifen wir aus dem System der m Pole 3;, 3, . . ., 3, einen Teil der

Pole, etwa die 2 Pole 81, Bxy - - -» By, heraus, und gilt dabei gleichzeitig
O0<h=m({@ <h<m, m=2), dann nennen wir das System der
Pole 8y, 8y, - .., 3, ein Teilsystem (ein echtes Teilsystem) der Pole 3,
83, « « s 8y Gilt ferner fir die Indizes die Beziehung

1<k <k< - <kh<m,
dann sprechen wir von einem geordneten Teilsystem.

Fiir jeden einzelnen Pol 3, gilt selbstverstindlich die friviale Beziehung
8r <8y Bz - vy By (B=1,2, ..., m), denn es ist ja:
§k:O§l+' . .+O§k—1+1§k+0§k+l+. i "‘f"Ogm.
Die gleiche Beziehung besteht auch fiir jeden Pol eines Teilsystems
der Pole 3, 8,, ..., 8,.
Der Pol o kann aus jedem Polsystem linear abgeleitet werden, denn es
gilt sogar:
(81, 83y evvy B )lu—>0=08+08,+---403,,.
Als Basis von 34, 3y, . . ., 3,, bezeichnen wir jedes [« System von Polen
(ty to - .., t,) lu, fiir welches gilt:
81y 83y vy B~y by, o, E
Die Zahl r heilit die Gliederzahl oder Linge der betreffenden Basis. Sind
81, 89, « . s 3y, smtlich gleich v, so gibt es keine solche Basis von 3,, 3,,

..+ 8,,. Wir sprechen dann von der Basis p oder von einer Basis von.
der Ldnge 0.

Damit wiren wir mit den Definitionen im wesentlichen fertig. Jetzt geben
wir die Sétze in rein formaler Zeichendarstellung in jener Reihenfolge bekannt,
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in welcher sie leicht vom Leser selbst abgeleitet werden konnen. IThre Ableitung
ist durchwegs einfach. Alle in den Sétzen vorkomimenden GrdBen 8, 8,, 8,, . . .,
8 1, t1 Ty - - - 1y, fernmer vy, 0y, .. ., b; sind stets Pole. Alle kleinen lateinischen
Buchstaben bedeuten immer reelle Zahlen. Ein beliebiges Teilsystem von Polen
bezeichnen wir stets in der Art und Weise wie in (40, 9). Dann gilt der Reihe
nach:

(40, 13) <8, .., 8>t <8y, uu, 8py ts oo o5 g

(40, 14) t=38->t=%k3, k+0>t<3, 8<t, 8~t,

(40, 15) t<t, o<t, 0<8, 8, -+, 8,

(40,16) 3y, ..., B, <tp, ooy ty—>Bhe, - oes B <ty -. o, t,

(40,17) 8, ..., 8, <ty, e t; 81, 00y By b, oo, <Ay, oo, tg
(40,18)  t, ...y <81, oo B =t oees b Bk e s Bn < 81y v vr By
(40, 19) B, ..., 8,)lu—>8, 40, (k=1,2,..., m),

(40, 20) (B + -5 B lu = By, -+, By lue,

(40, 21) (81, +-vs B lu, (t, 81, ..., Bp)la—1t <3y, ..., 8,,
(40,22)  (3y, ..., B lu, t <3, ..., 8,—>(, &,..., 3,)la,

(40,23) (81, - - > Sm) lu, t = P13 + P8y + ¢+ + P8y <> Py Do - - o> Py S0

eindeutig bestimmt, d.h. fir eine zweite mogliche Darstellung mufite

gelten:
t=q8 + -+ udn uwnd ¢ =01, G=10s, -, @ =Pp>
(40, 24) (81, 32, -+ .5 Sla—>(ty, ..., 1, 31, ..., 3,)la,
(40, 25) Dy, 000y ;<8y,..., 3, und 8&,..., 3, <t,...

>0y, .0, 0 <ty ., 8
(40,26) (3, - .., 3,) lu<—>. Es besteht keine Beziehung der Form 3, ...,

8 < By - By (1= h <<m). Wesentlich ist dabei, daB das echte
Teilsystem immer weniger Groflen enthalt als das gegebene System.

(40,27) (3, ..., 3y) la <>. Es besteht immer mindestens eine Beziehung der
Form 38, << 8, ..., 8,1, 3:41, -« -» 8y Darin ist ¢ entweder gleich 1

oder gleich 2 oder . . . gleich m.
Wegen der Giiltigkeit dieser beiden Sitze nennt man das linear-unabhéngige

(linear-abhéngige) System der Grofen 3, 3,, . . ., 3, ein irreduzibles (reduzibles)
System von Griflen. AnschlieBend an (40, 12) gilt der Satz:

(40, 28) Aus jedem vorgegebenen System von Polen &, . . ., 3,,, die nicht samt-
lich gleich p sind, 148t sich stets ein Teilsystem von linear-unabhéngigen
Polen (8, . . ., 8;,) lu mit 1 = r = m aussondern, welches .eine Basis
von 8, ..., 8,, bildet. Die Aussonderung kann dabei auf verschiedene
Arten geschehen. Alle Basen besitzen aber dieselbe Lénge r. Die Zahl r
wird darum der Rang r des Systems 3, 3,, . . ., 8,, genannt. Sind dabei
die Pole 8;, 3,, . . ., 3, in (39, 93) durch ihre Matrix in (39, 96) gegeben,
so nennen wir die Zahl r auch den Rang dieser Matriz. Es besteht dann
immer aufler der obigen Beziehung 1 =< r = m, falls die Darstellung
(39, 93) gilt, auch noch die Beziehung r < s.
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Dieser Satz ist neben der Definition (40, 12) von fundamentaler Bedeutung.
Er kann am bequemsten mit Zuhilfenahme der Theorie der Determinanten und
Matrizen bewiesen werden. Wie die Aussonderung am einfachsten, praktisch
rechnerisch durchgefiihrt wird, zeigen wir erst in dem geplanten Ausbau dieses
Werkes. Sehr wesentlich ist auch noch folgender Zusatz:

(40, 29) Da nach (40, 11) die Pole p stets linear-abhéingig sind von jedem linear-
unabhéngigen Polsystem, so muB} fiir das nach Satz (40, 28) ausgeson-
derte Teilsystem linearunabhéngiger Pole (3;,, 8y, - .., 8;,) lu stets
gelten 3, o fir alle (i =1,2,...., 7).

Bei der Aussonderung kénnen somit alle Pole, die gleich p sind, von vornherein
im gegebenen System der Pole 3, . .., §,, gestrichen werden. Wichtig ist auch,
daf in allen bekannt gegebenen Sdtzen die Polsysteme durch Systeme von speziellen
Polen, z. B. nur durch Vektoren ersetzt werden kénnen.

b) Wir schlieBen die nachfolgenden Betrachtungen jetzt an die eben gegebenen
Sitze und an die Untersuchungen in Punkt 39, h) an. Man erkennt sehr leicht,
daB die s Grundpole (39, 67) lu sein missen, denn es gilt die von uns festgesetzte
grundlegende Beziehung

(40, 30) Doy + P&+t e, =0<>pp=p =" =p,=0.

Wegen des Satzes (40, 20) ist dann aber auch jedes Teilsystem der Grundpole
wieder [u. Daher gelten also die wichtigen Beziehungen:

(40, 31) (€9, €1, €9, ..., &)l oder (g, ..., g,) lu,
(40, 32) (€1, €5 ---s &) lu,

(40, 33) (8kes Okss ---» Or) lw meben (39, 67),

(40, 34) (€y> Chas + -, Chn) Lu.

Fiir irgend einen beliebigen Pol 3 bzw. Vektor p gilt dann wegen (39, 77) und
(39, 78) im n-dimensionalen Raume stets die Darstellung:

(40,35) 3 <@, Gs, ----» Gss (40,36) P <ey, €35 .-, €n-
¢) Nunmehr gehen wir wieder zur Grafmannschen Darstellung tiber.

(40, 36) Die Gesamtheit aller GroBen r = 2;3; + 2,8, + -+ - + #,3,, welche
aus einer Reihe von Gréfien 3, 3,, . . ., 3, mittels der frei wahlbaren
r Ableitungszahlen x,, ,, ..., ®, numerisch ableitbar sind, nennt
GRASSMANN das aus jenen Griflen 3,, 3y, . . ., 3, ableitbare Gebiet oder
das Qebiet S der Groflen 3, 85, . . ., 3,. Speziell nennt GRASSMANN dieses
Gebiet ein Qebiet r-ter Stufe, wenn jene Gréfen 3, ..., 3, linearunab-
héngig sind und sich alle diese Gréflen wie in (39, 93) aus den urspriing-
lichen Einheiten den Grundpolen g, g,, . .., g, numerisch ableiten
lassen. Wegen (40, 2) muBl dann wieder » =< s sein. Dieses Gebiet S
kann dann aber auch nicht aus weniger als aus 7 solchen geometrischen
Grofen 3, 3,, . . ., 3, der ersten Stufe abgeleitet werden.

(40, 37) Ein Gebiet, welches auller reellen Zahlen keine GréfBlen enthéilt, nennt
GRASSMANN ein Gebiet nullier Stufe. Es kann mit Hilfe beliebiger reeller
Ableitungszahlen aus der absoluten Einheit -+ I abgeleitet werden.
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Ferner folgt jetzt:

(40, 38) Das Gebiet erster Stufe einer Grife 3 erster Stufe ist die Gesamtheit aller
Vielfachen dieser Grofle 3 oder das Gebiet aller mit 3 kongruenter
GroBen ¢ = x8 bzw. = 3.

(40, 39) Zwei Gebiete 14, ..., t; und 3,, ..., 3, nennt GRASSMANN inzident oder
ineinanderliegend, wenn jede GroBe g = xt,+ --- -+ x;1; des einen
Gebietes zugleich GroBe des zweiten Gebietes T = #;8; ++ * * + ¥mBm
ist, ohne daBl das Umgekehrte notwendig stattfindet. Es miissen dann
nach (40, 7) einfach die folgenden Beziehungen t,, s, . . ., t; << 34, 35,

... 3,, bestehen, d. h. das System. der Pole i, {5, ..., {; muBl le vom
System der Pole 3,, 3, ..., 8,, sein, ohne daB das Umgekehrte not-
wendig der Fall ist. GRASSMANN nennt deshalb weiter das Gebiet der
Griéflen ty, .. ., t; untergeordnet dem Gebiet der Groflen 3q, ..., 3, oder
auch das Gebiet der Grifen 3,, . . ., 8, iibergeordnet dem Gebiet der Grofen
ty, ...t

(40, 40) Zwei Gebiete t4, . . ., t; und 3y, ..., 3,, nennt GRASSMANN weiter iden-

tisch, wenn jede GroBe des einen Gebietes zugleich GroBe des zweiten
Gebietes ist und umgekehrt, d. h. also nach (40, 8) und (40, 39) nichts
anderes, daB die beiden Systeme von Grofen t,, ..., t;und 3, ..., 3,
lineargleich sind und daher nach (40, 12) denselben Rang besitzen.

(40,41) Weiter nennt GRASSMANN die Gesamtheit der GréBen, die zwei oder
mehreren Gebieten zugleich, angehoren, das gemeinschaftliche oder
Schnittgebiet dieser Groflen und die Gesamtheit aller Grofien, die sich
aus den GroBen zweier oder mehrerer Gebiete numerisch ableiten las-
sen, das verbindende Gebiet dieser Grifen.

Dafiir wollen wir ein Beispiel angeben. Es sei das Gebiet 4 numerisch ab-
geleitet aus den 4 GréBen 8,, 8,, 3, und das Gebiet B numerisch abgeleitet aus
den lu GroBen 3,, 35, 8,, 85. Dann kann das den Gebieten 4 und B gemeinschaft-
liche Gebiet G (verbindende Gebiet V) abgeleitet werden aus den Gréflen 3,, 3,
(81, 32, 83, 3, 35). Fiir solche Gebiete gilt dabei der fundamentale Satz:

(40, 42) Die Stufenzahlen ¢ und b zweier Gebiete 4 und B sind zusammen-
genommen ebenso groB als die Stufenzahlen g ihres gemeinschaftlichen
Gebietes G und die Stufenzahl v ihres verbindenden Gebietes V, d. h.

es gilt: a +b=g + v.
Tatséchlich gilt in unserem Beispielea = 3, b = 4, g =2, v = 5, und deshalb
ist wirklich 3 44 =2 4 5 oder a + b = g 4 v. Wir geben jetzt noch einige
Séitze GRASSMANNS wieder, die in etwas anderer Form schon teilweise in unseren

Sétzen unter a) enthalten sind. Z. B. lautet der '‘Satz (40, 28) in GraBmannscher
Fassung:

(40, 43) Wenn m linearabhéngige GréBen 3, .. ., 3,, nach (40, 3) in einer Zahl-
beziehung zueinander stehen und sie nicht alle gleich o sind, so 14t
sich aus ihnen stets ein Verein von weniger als m Grofen aussondern,
welcher keiner Zahlbeziehung unterliegt und aus denen die iibrigen
GréBen linear bzw. numerisch ableitbar sind.

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 7
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(40,44) Wenn in einem Verein von GroBen 3,, ..., 3,, die erste Gréfle 8, &= 0
ist und keine der folgenden GréBen sich aus den vorhergehenden
GroBen numerisch ableiten 1848t, so gilt die Beziehung: (3, .. ., 8,) lu.

(40, 45) Wenn eine Gréfle t; aus den m Gréfen 3y, . . ., 3, numerisch ableitbar
ist t, =28, +- -+ + 2,3, und dabei x, 4= 0 ist, so ist das aus den
Groflen 8y, 8,, ..., 3, ableitbare Gebiet identisch mit dem aus den
GréBen 1y, 3y, ..., 3, ableitbaren Gebiet.

(40,46) Wenn 1 <r =<s GréBen (f,,...,t,) luaus s=n+ 1 Gréfen (3,..., 3;)
lw numerisch ableitbar sind, so kann man stets zu den 7 GroBen

ty, -+« t, noch (s —7) GroBen t,.q, ..., t, von der Art hinzufiigen,
daBl sich die GréBen 3,, ..., 8; auch aus t,, ..., t; numerisch ab-
leiten lassen und daf also das Gebiet der Gréflen ty, . . ., 1, tppq, -+ -5 15
identisch ist mit dem Gebiet der GréBen 81y« - o 3, Man kann dabei,
was besonders wichtig ist, die GroBen t,.y, ..., t; aus dem System
der Grofen 3,, ..., 3, selbst entnehmen. Gilt dabei im Sonderfall
r == 8, 80 ist nichts hinzuzufiigen.

Im Falle r > s = n -+ 1 miissen jedoch die GréBen t,, ..., t, stets in
einer Zahlbeziehung stehen, d.h. es gilt dann immer (t,, ..., {,) la.

Voraussetzung ist natiirlich in allen diesen Sétzen die Darstellung aller
Pole §; und t; in der Form (39, 93) im Urkoordinatensystem (g, - - ., gs)
nach (40, 2).

Wie die Auswahl zu treffen ist, damit beschéftigen wir uns erst wieder spéiter
nach Bekanntgabe des Matrizenkalkiils. Besonders wichtig sind auch noch die
folgenden Sétze:

(40,47) Wenn r GroBen (ty, ..., t,) lu, die in keiner Zahlbeziehung stehen aus
r anderen GroBen (3, . . ., 8,) numerisch ableitbar sind, so ist das Ge-
biet der ersten GroBenreihe identisch dem der letzten.

(40, 48) Wenn r GréBen t,, ..., t, aus weniger als r Groflen 3, .. ., 3m mit
m < r numerisch ableitbar sind, so gilt stets (t,, ..., t,)la.

(40, 49) Wenn ein Gebiet r-ter Stufe aus r Grofen 1. Stufe ableitbar ist, so
stehen diese 7 GroBen 1. Stufe in keiner Zahlbeziehung zueinander und
sind daher % und umgekehrt: Sind r GréBen 1. Stufe [u, so ist das aus
ihnen ableitbare Gebiet ein Gebiet r-ter Stufe.

(40, 50) Jedes Gebiet r-ter Stufe kann aus r beliebigen, ihm angehérenden
Groflen 1. Stufe, die lu sind, linear abgeleitet werden.

Dieser Satz wird besonders wichtig fiir den Fall r = s = n 4+ 1. Durch ihn
wird dann nimlich jeder Unterschied zwischen den urspriinglichen Einheiten
g - - g; und irgend einer daraus mnach (40, 12) abgeleiteten Basis 3, . . ., 3,
aufgehoben, weil man dann statt den urspriinglichen Einheiten Q1 - - - Qg auch
beliebige s andere Grofen (3, . . ., 8;) lu zur Ableitung jeder beliebigen anderen
Grofle erster Stufe verwenden kann.

Damit hitten wir jetzt die wichtigsten Sétze iiber lineare Abhingigkeit und
lineare Unabhingigkeit bekanntgegeben. Wir gehen jetzt noch zur Anwendung
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dieser Sitze in der Geometrie, speziell in der Punkt- und in der Vektorrechnung
des n-dimensjonalen Raumes iiber.

d) Zunichst fithren wir noch ein paar neue grundlegende Begriffe ein:

(40, 51) 'Wir nennen das Gebiet der GréBen ey, €y, - - ., €, oder das Gebiet der
Gréflen g, . . ., g, welches ein Gebiet s = n 4 1-ter Stufe darstellt,
das Hawplgebiet — mit der Qrundzahl oder Stufenzahl s bzw. mit der
Dimensionszahl n des n-dimensionalen Raumes R, oder kurz das Haupt-
gebiet H.

(40, 52) Wir nennen das Gebiet der GréBen e, . . ., e,, welches ein Gebiet n-ter
Stufe darstellt und dem Hauptgebiet untergeordnet und mit ihm inzi-
dent ist, das Vektorgebiet des n-dimensionalen Rawmes R, oder kurz
das Vektorgebiet V.

Gegeben seien r + 1 = s (also gilt r < n) Punkte (p,, . . ., p,) lu des Haupt-
gebietes, die alle die gleiche Masse m besitzen sollen. Mehr als 8 solcher Punkte
miiten im Hauptgebiete wieder la sein. Greifen wir jetzt aus diesen Punkten
irgend einen Punkt, z. B. p,, heraus und verbinden wir diesen Punkt mit allen
ibrigen Punkten, so erhalten wir r Vektoren.

(40, 53) =9 — 0 Pe=Po— 0 vy Pyur = Py — Pys
Pi=Pi1— Pi> Pis1 = Pia — Pis o5 Br = Ppyg — Vs>

die, wie sich leicht zeigen 1a8t, wieder lu sein missen (py, ..., p,) lu. An die

eben gegebenen Betrachtungen schlieBen wir jetzt die beiden folgenden Defini-
tionen:

(40, 54) Wir nennen das Gebiet r 4 1-ter Stufe der Punkte (p;, ..., Pppq) ls
des Hauptgebietes, die nicht notwendig dieselbe Masse besitzen miissen,
sondern beliebige Massen aufweisen kénnen, auch das von den Punkten
P - - Dryx Oufgespannte lineare Punktgebilde. Diesem Punktgebilde
gehort also jeder Punkt g und jeder Vektor der Form

T=2P1+ TP+ ¢ -+ TP

an. Wir sagen auch diese r 41 Punlkte bilden einen linearen Raum L von
r Dimensionen oder einen r-dimensionalen Rawm R,. Darin ist r < n bzw.
r+ 1 = s. Wir nennen das Zahlen-(r + 1)-tupel £ = [, @, - .., %,4]
die Punktkoordinaten oder kurz Koordinaten des Punkites oder Vektors ¢
im Punktkoordinatensystem P, = [p;, Py, ..., Pr41]- Den Punkt p aber
selbst einen (r 4 1)-dimensionalen Punkt des RawmesR,.

(40, 55) Wir nennen das Gebiet r-ter Stufe der Vektoren (py, ..., p,) lu des.
Hauptgebietes, welches mit Hilfe der Gleichungen (40, 53) aus dem Ge-
biet der Punkte (p,, ..., P,41) lu des Hauptgebietes, die jedoch jetzt.
notwendig alle dieselbe Masse besitzen miissen, hergeleitet werden
kann, auch das von den Vektoren p,, ..., P, aufgespannte lineare Vektor-
gebzlde Diesem Vektorgebllde gehort also jeder Vektor §) der Form

=y 91+ - + 9,0, an. Wir sagen auch, diese r Vektoren bilden ein
lineares Vektorgebzlde &, von r Dimensionen oder ein r-dimensionales linea-
res Vektorgebilde. Dabei ist r < n. Das Gebiet der Vektoren by, ..., p, ist.

T*
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somit stets dem Gebiet der Punkte p;, ..., p,,; untergeordnet und mit
diesem inzident. Wir nennen das Zahlen r-tupel § = {y;, %2, - - -, ¥r|
die Vektorkomponenten oder die Komponenten des Vektors v im Vektor-
koordinatensystem B, = {p,, Py, - - -, p,}. Den Vektor §j aber selbst einen
r-dimensionalen Vektor des Raumes R,.

Losen wir die Gleichungen (40, 53) auf, so ergeben sich folgende Beziehungen
(40, 56) P1=P;+ P, Pa=9;+Pas oo s Do = P+ Py
Pi=Ps Pipa =P+ P Pra=p;+ Py
Setzen wir diese Werte in (40, 54) ein, so erhalten wir
(40,57)  r=ab 4+ 2Pt XDt F b +
@ te+ -ttt gt T
Setzt man hingegen (40, 53) in (40, 55) ein, so ergibt sich
(40, 58) H=yprt+ -+ Y Pia—
—nt -t T Yt Yt Yt YDt
T Y+ Y P
Daraus konnen jetzt noch leicht folgende Schliisse gezogen werden:

(40, 59) Das Gebiet r + 1-ter Stufe der Punkte (p,, ..., P, ) lu ist wegen
(40, 57) mit dem Gebiet r + 1-ter Stufe der GroBen (p,, Py, - - -, P,) Lu
identisch.

(40, 60) Besteht aber neben der Beziehung ¢ = #,9, -+« + - + ,19,,, die Neben-
bedingung x,+ -+ +x,,, = 0, dann ist das Gebiet ¢ der Punkte p,,
.+ Pyyq identisch mit dem Gebiet der Vektoren py, ..., p,. Sind letz-
tere lu, dann miissen erstere la gewesen sein, also gilt: (py, - . ., Pryp) Lt
und Py, ..., p,) lu.

Nun wollen wir noch einen Sonderfall untersuchen.

(40, 61) Es sei in (40, 53) speziell r = n und p, = e;, Py =¢€y, . . ., Ps1 = €1,
P;=ep Pip1 = €; . . . Pryg = €, dann folgt sofort wegen unserer Be-
ziehungen (39, 15) bis (39, 32)

Pi=en o P =eig, Pi=¢5 .. Pr=1¢y.

Wir erkennen dann sofort wieder, dal in Ubereinstimmung mit unseren bis-
herigen Untersuchungen gilt:

(40, 62) Das Gebiet s = n + 1-ter Stufe der Punkte (ey, e, . . ., ¢,) lu ist iden-
tisch mit dem Gebiet s-ter Stufe (e, €, . . ., €,) lu. Beide Gebiete haben
wir in (40, 51) kurz das Hauptgebiet H genannt. Die n 4 1 Punkte
€g» €1, .- . €, bzw. die s =n + 1 Pole ey, e,, ..., ¢, oder g, ..., g, bilden
unseren n-dimensionalen linearen Rawm R,. Die n Vektoren e, ..., ¢,
bilden das n-dimensionale lineare Vektorgebilde des R, d. h. kurz das
Vektorgebiet V des R,. Ferner iibertragen sich alle Begriffe itber Koordi-
naten, Komponenten und Koordinatensysteme entsprechend den Defi-
nitionen in Punkt 39, mit welchen sie simtlich in Ubereinstimmung
stehen.
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Nunmehr wollen wir auch noch einige Namen bekanntgeben.

(40, 63) Betreiben wir eine n-dimensionale Geometrie des Ri,, dann nennen wir
allgemein der Reihe nach einen 0, 1, 2, 3, ... dimensionalen linearen
Raum R, R;, Ry, R, . . . einen Punkl, eine Gerade, eine Ebene, einen
Raum, ... Da ein r-dimensionaler Raum von r + 1 linear-unabhéngigen
Punkten aufgespannt wird,-so besitzt er die Stufenzahl r + 1. Allge-
gemein besitzen daher obige lineare Réume der Reihe nach die Grund-
oder Stufenzahlen 1, 2, 3, 4, ...

(40, 64) Betreiben wir allgemein eine n-dimensionale Geometrie des R,, dann
haben wir uns alle moglichen 0, 1, 2, ..., n-dimensionalen linearen
Raume in das Hauptgebiet der s = n + 1-ten Stufe eingebettet zu
denken. Das Gebiet nullter Stufe enthilt wieder nur die Zahlen.

Im AnschluBl an die Satze (40, 41) und (40, 42) fiigen wir noch folgenden
wichtigen Satz GrAssMANNS hinzu:

(40, 65) Zwei Gebiete 4 und B, die von a-ter und b-ter Stufe, sind und in einem,
Hauptgebiet s-ter Stufe liegen, haben, wenn ¢ + b = s ist, mindestens
ein Schnittgebiet g-ter Stufe mit g = (a + b) — s gemeinschaftlich.
Da andrerseits wegen (40, 42) auch die Beziehung a -+ b = g - v gilt,
so ist das verbindende Gebiet H der Gebiete 4 und B stets von v = s-ter
Stufe, und da es nur ein solches Gebiet gibt, ist dieses Gebiet stets mit
dem Hauptgebiet H identisch.

Beispielsweise ist das gemeinsame Gebiet einer Geraden und einer Ebene der
DurchstoBpunkt dieser Geraden mit der Ebene, das verbindende Gebiet beider
aber der Raum.

Im n-dimensionalen Raum gelten jetzt die folgenden grundlegenden Sétze:

{40, 66) Aus einem 4 Punkt 3,, der nicht der Punkt o sein darf, lassen sich alle
mit ihm rédumlich zusammenfallenden Punkte beliebiger Masse linear
ableiten. Aus zwei [u Punkten 3;, 8,, die nicht in einen Raumpunkt zu-
sammenfallen diirfen, lassen sich alle Punkte der durch diese Punkte
84, 3, gehenden Geraden linear ableiten. Aus drei lu Punkten 3,, 8,, 35,
die nicht in einer Geraden liegen diirfen, lassen sich alle Punkte einer
Ebene durch §,, 8,, 35 linear ableiten. Aus vier lu Punkten 8,, 3,, 35, &,,
die nicht in einer Ebene liegen diirfen, lassen sich alle Punkte des drei-
dimensionalen Raumes bestimmt durch 3,, 3,, 3;, 8, linear ableiten.
Ferner gilt: Mehr als » 4 1 lu Punkte gibt es in einem r-dimensionalen
linearen Raume nicht. Im Hauptgebiet sind somit immer mehr als
s = n + 1 Punkte linear abhingig.

(40, 67) Ein la Punkt ist der Nullpunkt o; zwei le Punkte fallen stets in den-
selben Punkt des Raumes; drei la Punkte liegen mindestens in einer
Geraden; vier la Punkte liegen mindestens in einer Ebene; fiinf
la Punkte liegen mindestens in einem dreidimensionalen, linearen
Raume.
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Fiir die Vektoren des n-dimensionalen Raumes gelten ferner die folgenden
Sétze:

(40, 68) Aus einem lu Vektor p;, der nicht der Nullvektor sein dart, lassen sich
alle zu ihm parallelen Vektoren linear ableiten. Aus zwei lu Vektoren
91, Ps, die nicht parallel sein diirfen, lassen sich alle Vektoren einer
Ebene, bestimmt durch p,, p, linear, ableiten. Aus drei lu Vektoren
D1, P2, P, die nicht einer Ebene parallel sein diirfen, lassen sich alle
Vektoren eines (dreidimensionalen) Raumes, bestimmt durch p;, s, ps,
linear ableiten. Mehr als 7 Ju Vektoren gibt es im r-dimensionalen Raume
nicht. Im Hauptgebiete sind somit immer mehr als #n Vektoren linear
abhéngig.

(40, 69) Ein la Vektor ist der Nullvektor. Zwei la Vektoren sind mindestens
zueinander parallel. Drei la Vektoren sind mindestens einer Ebene par-
allel. Vier la Vektoren liegen mindestens in einem (dreidimensionalen)
Raume.

Durch diese Sitze der Punkt- und Vektorrechnung erlangen die Begriffe der
linearen Abhingigkeit und linearen Unabhéngigkeit von Punkten und Vektoren
bzw. von Polen erst die ihr zukommende Bedeutung fiir die n-dimensionale Geo-
metrie. Die Begriffe la und lu bilden darum iiberhaupt die Grundlage fiir den
Begriff der Stufenzahl bzw. der Dimension irgend eines Raumes. Alle bekannt-
gegebenen Sitze konnen mit Hllfe der Determinanten- und Matrlzenrechnung
in bequemer eleganter Form abgeleltet werden. Thre Entwicklung wiirde jedoch
hier zu weit fithren.

41. Das Rechnen mit komplexen Zahlengro8en und komplexen
geometrischen GroBen erster Stufe.

Wir erkliren zuerst die Begriffe der Gleichheit, Addition, Subtraktion, Muli-
plikation und Division komplexer Zahlen und anschlieBend daran dieselben Be-
griffe fiir komplewe geometrische GroPen erster Stufe. a, b und ¢, d seien reelle Zah-
len, 4 die imaginire Einheit, Quadratwurzel aus minus Eins. Dann gilt:

(41,1) i=7—1, it=—1, #=—i, t=+41,
at+ib=c+id<«>a=c¢c, b=d,
(@+ib) + (c+id) = (a+c) +ib+d),
(@+ib) — (c+1d) =(a—c) +i(b—d),
(@+ib) - (¢+id) = (ac —bd) + ¢ (bec + ad),
@+ ib) | (c+id) =[(ac+bd)[(c+ d)]+i(bc—ad)/(c®+ d?).

Sind die beiden Zahlen konjugiert komplex, d.h. gilt im Sonderfall: ¢ = a

und d = — b, so folgt:
(41, 2) a+ib=a—1b—b=0,
(@4 1b) + (@ —ib) = 2a,
(@ + 3b) — (@ —1b) = 21b,
(@ +1b) - (@—1b) = (a®+ b%),
(@+1b) | (@a—ib) = [(a®—b%)[(a®+ b)) + 2iab/(a® + b%).
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Ferner folgt:
(41, 3) (@+ibP0=1,
(@ + ib) =a + 1b,
(@ + 1b)2 = (a* — b?) + 21ab,
(@ + ib)® = (a®— 3a b?) + 1 (3a%b — b3),
(@ + i1b)*t = (a* — 6 a2b® + b*) + i (4a%b — 4ad?).

Wir verstehen unter einer komplexen geometrischen Grofe erster Stufe eine
GréBe der Form :

(41,4) f=a-+ib,

in welcher a und b gewdhnliche geometrische GroBen erster Stufe sind. ¢ ist darin
wieder die imaginire Einheit. Die zu ¥ konjugierte komplexe Grofie erster Stufe
ist dann wieder die GroéBe

(41, 5) Y =a—1b.
Es gelten fiir diese Grofien folgende Rechenregeln:
(41, 6) a+ib=c+id«>a=c, b=0>H,

(@4 ib) + (c+id) = (a-¢) +i(b+b),
(a+136) —(c+id)=(a—c)+i(6—D),
(@+149) - (c+id)=(a-c—b-d)+s(b-c+a-d),
(@4ib) / (c+id) =[(a-c+b-d)/(c*+d*)]+i(b-c—a-D)/(c*+d?).
Fiir konjugiert komplexe Grofien gilt wieder speziell:
(41,7) (a +16) =(a—1ib)—>b =0,
(@ 4+1b) + (a—ib) =2a,
(a +16) — (a —ib) =240,
(a +¢6) - (a—13b) = a%+ b2,
(@ +ib) /| (a—ib) =[(a®—02)/(a®+ 62)] + 2ia-b/(a®+ 0?).
(41,8) (a+ib)°0=1,
(a +30)=a-+1b,
(a 4+ 26)-(a + b)) = (a2 — 62 + 27a-0.
Speziell gilt dann nach der Definition (41, 6) fiir reelle Grofen die Beziehung:
(41, 9) a/b=a-6/6-6=a-b/b%

Somit ist ein solcher Ausdruck wieder eine reelle Zahl, daher gilt in anderer
Form:

(41,10) a/b =k oder a = kb, somit ist dann a = b oder anders ausgedriickt
a-b=Fkb-0.

" Diese Ergebnisse stehen somit wieder mit unseren urspriinglichen Definitionen
in (39, 92) sowie in (39, 86) bis (39, 91) in Ubereinstimmung.
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42, Die geometrischen GroBen héherer Stufen im Hauptgebiet
s =n + 1-ter Stufe des n-dimensionalen Raumes.

Es kénnen aus den wurspriinglichen, normalen, geometrischen -Einheiten erster
Stufe

(42,0) g1=¢€, Ga=¢€ G3=0Cp ..., 0 =6, (s=n+1)

des Hauptgebietes s-ter Stufe bis jetzt neue abgeleitete geometrische Einheiten
erster Stufe g bzw. e, nur auf dem Wege (39, 84) und (39, 85) erzeugt werden.
Andere Wege gibt es nicht. Wohl aber kénnen von uns jetzt durch Vornahme
von Produktbildungen aus den Einheiten (42, 1) die sogenannten wurspriing-
lichen, normalen Einheiten hoherer Stufen v, erzeugt werden. Als urspriingliche,
normale, allgemeine, geometrische Einheit r-ter Stufe bezeichnen wir dabei einen
Ausdruck folgender Form:

(42,1) Vi = 0k Ok - - - o>

darin bedeutet allgemein

(42, 2) (Bys by .. k) =k

irgend eine bestimmte, namlich die k-te Variation aller lexikographisch geord-
neten Variationen (&, k,, . . ., k,) mit Wiederholung zur r-ten Klasse aus den
s Elementen 1, 2, ..., s und g4, gs, - - ., §; Wie immer die urspriinglichen geo-
metrischen Einheiten (42, 0). Es gibt daher im Hgchstfalle

(42, 3) t=""Vr=g", 1Z7r (k=1,2,...,¢)

voneinander verschiedene solcher Einheiten. Wir haben in (42, 1) die Produkte
der Einheiten mit keiner Klammer umschlossen, um anzudeuten, dafl die Art der
Produktbildung noch frei steht. Wir sprechen deshalb von einer allgemeinen Pro-
duktbildung und nennen darum (42, 1) eine allgemeine Einheit r-ter Stufe. Ver-
wenden wir spiter spezielle Arten von Multiplikationen, so umschliefen wir die
Produkte mit bestimmten Klammern. Dabei wird dann im allgemeinen die An-
zahl der urspriinglichen Einheiten r-ter Stufe dadurch verringert, daf in (42, 2)
nur mehr Variationen ohne Wiederholung oder Kombinationen oder Permuta-
tionen usw, zugelassen werden. Dadurch erhalten wir dann verschiedene Arten
bzw. Systeme von geometrischen Einheiten héherer Stufen.

Wir umschlieBen dann auch das Zeichen der Einheity, mit der entsprechenden
Sorte von Klammern. Sehr wesentlich ist es schon, hier anzudeuten, daB} die
Einheiten hherer Stufen in zwei voneinander verschiedene Komplexe von Ein-
heiten entsprechend der Festsetzung (42, 1) zerfallen. Zum ersten Einheitenkom-
plex gehéren nimlich alle Einheiten r-ter Stufe, die in ihrem Produkt e, oder g,
enthalten, wir nennen sie ursprungsgebundene Einheiten, wahrend zum zweiten
Einheitenkomplex jene Einheiten r-ter Stufe gehoren, die e, oder g; nicht ent-
halten, wir nennen sie freie Einheiten.

Gegeben seien jetzt m beliebige geometrische Gréflen erster Stufe:

$ $ 8
(427 45) él :2 S$1i gk1 ’ 52 = 2827»'2 gkz 3 vy g'm :2 S kem gkm .
k=1 ko=1 km=1
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Bilden wir jetzt das allgemeine Produkt aus irgendwelchen r dieser geometrischen
Griflen erster Stufe, z. B. der GroBen

8 8 : 8

(42,5) B =2 Smki Ok Bhe = Shaks Okas + - s B =3 Sy Ok

k1=1 ko=1 =1
worin jetzt auch
(42, 6) (hys boy ooy b)) =h
wieder ahnlich wie frither die h-te Variation aller lexikographisch geordneten
Variationen (ky, hy, . .., h,) mit Wiederholung zur r-ten Klasse aber aus den
m Elementen 1, 2, . . ., m bedeutet, so gibt es im Hdochstfalle also
(42,7) Wpr = m" (h=1,2,...,m)

voneinander verschiedene allgemeine Produkte der nachfolgenden Art:

8 8 8
(42,8) 06, = 33, 8hs -+ B, = ]SZ' Shak Oks) "Szlshzh Oke) - - (> Shor Okr) -
. 1=1 2=

==

Fassen wir darin alle reellen Zahlen zu einem Zahlprodukt zusammen und lassen
wir dabei im Produkt die Reihenfolge der miteinander allgemein multiplizierten
urspriinglichen Einheiten erster Stufe unverdndert, so ergibt sich der folgende
Ausdruck:

$,8,...,8

(42,9) 6, = 2> Shaky Shoke + + + Shrkr Qs Qe « + + Okr -
kike, o kr=1,1,...,1

Fithren wir darin die beiden Abkiirzungen

(42, 10) Shyky Shaks + + « Sheke == Snxs Ok Oke + - - Ok = Vi

ein, so kdnnen wir (42, 9) in folgende bequemere Darstellungsform bringen:

t
(4:2, 11) 07, == 31, %%, « - « Op, Zk‘}J ShuVe -

=1
Darin bedeutet ¢ die Anzahl aller urspriinglichen Einheiten der r-ten Stufe wie
in (42, 3) und k bzw. h die Abkiirzungen in (42, 2) bzw. (42, 6). Damit haben wir
jetzt die GroBe oy, die wir jetzt eine allgemeine geometrische Grofe r-ter Stufe nennen
wollen, welche dem Hauptgebiet s-ter Stufe angehort, durch ihre normalen geometri-
schen Hinheiten r-ter Stufe in (42, 1) ausgedriickt und die Summanden in ganz
bestimmter Art und Weise angeordnet. In dem allgemeinen Produkt (42, 8)
braucht dabei die Anzahl r der Faktoren keineswegs = s der Stufenzahl unseres
Hauptgebietes zu sein; sie kann vielmehr jede beliebige Zahl, die nur = 1 zu sein
braucht, bedeuten. Im Falle » = 1 ist, wie man sofort erkennt, die GroBle wieder
eine Gr6Be 1. Stufe, die dann wieder in (42, 11) aus ihren s urspriinglichen Ein-
heiten 1. Stufe (42, 1) abgeleitet erscheint. Wir nennen dabei

(42, 12) V1> Var - os Vs

das wohlgeordnete System der geometrischen, urspringlichen, normalen Einheiten
r-ter Stufe. Ebenso nennen wir das geordnete Zahlen-t-tupel:

(42, 13) On == (Sp1> Sha> - - s Spt)
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die rechtwinkligen, kartesischen Koordinaten der geometrischen Gréfle o, der r-ten
Stufe im rechtwinkligen, kartesischen Grundkoordinatensystem

(42, 14) K, = (01> Ga> -+ -» Gs) - (s=mn-+1)

Fir die angefiihrte Art der allgemeinen Produktbildung setzen wir dabei vor-
laufig bloB die Giiltigkeit folgender Grundgesetze voraus: Die Ghiltigkeit der
Klommerregel

(42, 15) Bhy Oho Ons Bna B » -« = {[(5}“ th) Shs) §h4} Bhs o v o
und die Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes
(42, 186) 3hy (Bhe Bhs) = (311 Bhe) Bhs -

Dieses (esetz soll dann auch wieder nach Art von (3, 3) ohne weiteres auf be-
liebig viele Faktoren erweitert werden kénnen. Die Giltigkeit des kommutativen
Gesetzes von der Vertauschung nebeneinanderstehender Faktoren des Produktes
sollim allgemeinen Produkt nicht verlangt werden (in speziellen Produlkten jedoch
kann sie von uns gleichfalls vorausgesetzt werden).

Wir erkliren jetzt weiter die Qleichhest, Addition, Subtraktion und Verviel-
fachung mit Zahlen von beliebig vielen Grifen r-ter Stufe. Ebenso wie wir mit geo-
metrischen GréBen 1. Stufe gerechnet haben, wollen wir auch vereinbaren mit
geometrischen GréBen r-ter Stufe zu rechnen. Dabei wollen wir die Rechenregeln
fiir die geometrischen GroBen 1. Stufe nach folgendem Vergleichsschema einfach
auf die geometrischen Gréflen r-ter Stufe iibertragen.

8 i
(42,17) 8, =2 810k On=_2 SnxVr-
=1 F=1

Der einzige Unterschied ist der, daB die geometrischen Gréfen 1. Stufe aus s ur-
spriinglichen Einheiten 1. Stufe und die geometrischen GréBen r-ter Stufe aus ¢
urspriinglichen Einheiten r-ter Stufe abgeleitet sind. Ein neuerliches Anschreiben
dieser Rechenregeln kénnen wir uns daher ersparen. Es gelten auch wieder ent-
sprechend iibertragen alle unsere Sitze iiber lineare Ab- und Unabhingigkeit.
Wihrend wir die geometrischen Einheiten 1. Stufe und nur sie mit dem Buch-
staben g bezeichnen, bezeichnen wir die geometrischen Einheiten r-ter Stufe und
nur sie mit dem Buchstaben y. Wihrend wir die NullgroBe 1. Stufe, als GroBe
deren simtliche s kartesische Koordinaten gleich 0 waren, mit o bezeichnet ha-
ben, bezeichnen wir die Nullgrope r-ter Stufe, als GroBe deren samtliche ¢ karte-
sischen Koordinaten gleich 0 sind mit (&),. Wir verwenden deshalb allgemein in
Gegeniiberstellung die Formeln:

s t
(42, 18) 0 :kf?o 8> @r ::L%z Oyy.

(B), ist also das neutrale Element bei der Addition geometrischer GroBen r-ter
Stufe. Wihrend die rechtwinkligen, kartesischen Koordinaten der urspriinglichen
Einheiten erster Stufe allgemein in leicht verstéindlicher Form durch
(42, 19) 1, ..., k—1,k k+1,...,s-te Zahl

g.=(0,..., 0, 1, 0, ...,0)
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gegeben waren, sind die rechtwinkligen, kartesischen Koordinaten der urspriing-
lichen Einheiten r-ter Stufe entsprechend allgemein in &hnlicher Darstellung
durch

(42, 20) Lo k—1,k k+1,..., ¢tte Zahl
ye=©0,..., 0, 1, 0, ...,0)

gegeben. Ahnlich wie wir eine geometrische GroBe 1. Stufe durch den Vorgang
anschlieBend an Formel (42, 17)

(42,21) si=sVs+ s+ -+ G= 8/ sn
auf ihre Normalform gebracht haben
(42,22) Sr=1s,0, mit [3]=s [g|=1

und wir s, als den absoluten Betrag |8, | der GroBle 1. Stufe 3, ansprechen, so
koénnen wir jetzt jede GroBe r-ter Stufe (42, 17) nach dem gleichen Verfahren

(42, 23) sp=oV + ot s Vh=0u/s

auf ihre Normalform

(42, 24) =38y, mit [y =8, [1]=1

bringen und auch wieder s, als den absoluten Betrag | o, | der Gréfe r. Stufe o,
ansprechen. Damit konnen jetzt auch wieder alle Begriffe parallel, gleichsinnig
parallel, gegensinnig parallel usw., ferner die Begriffe reelle und komplexe geo-
metrische Groflen 1. Stufe, weiter der Begriff des inneren Produkies der Grifen
1. Stufe auf die geometrischen Grifien r-ter Stufe iibertragen werden. Die Begriffe
der linearen Ab- und Unabhdingigkeit von GroBen 1. Stufe kénnen auf Grofen
r-ter Stufe nur dann ibertragen werden, wenn wir stets an den beiden Grund-
regeln

(42, 25) (81> o5 - o> G lu und  (py, pa, ..., Vo) lus,

die wir fiir die allgemeine Multiplikation immer treffen wollen, festhalten. Gehen
wir spiter auf spezielle Multiplikationsgattungen iiber, dann miissen wir die
letzte Annahme durch speziellere Annahmen ersetzen. Jede geometrische Ein-
heit r-ter Stufe y;, die wir aus einer beliebigen geometrischen GréBe r-ter Stufe o,
in (42, 17) nach dem Verfahren (42, 23) und (42, 24) gewinnen kénnen, nennen
wir jetzt wieder eine abgeleitete geometrische Einheit r-ter Stufe, zum Unterschied
von den wurspriinglichen, normalen geometrischen Einheiten r-ter Stufe (42, 12).
Aufler diesen Einheiten gibt es wieder keine anderen geometrischen GréBen o,
der r-ten Stufe, deren absoluter Betrag | o, | gleich 1 ist. Die urspriinglichen Ein-
heiten 1. (r-ter) Stufe bezeichnen wir stets mit g;(y,), die abgeleiteten Einheiten
mit g; (y;). Mit Hilfe der gegebenen Darstellungen in den Normalformen kénnen
wir jetzt fir das Produkt beliebig vieler geometrischer GréB8en 1. Stufe in (42, 8)
eine vereinfachte Schreibweise finden. Schreiben wir namlich sémtliche geo-
metrische GroBen 1. Stufe (42, 5) in ihren Normalformen an, so erhalten wir dafiir
nach (42, 22) die Darstellungen:

(42: 26) ghx = Spy g;Lu Qhe == She g;tz 3 e ey §hr = Sh, g;br,
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durch die Bildung ihres Produktes und Zusammenziehen aller Zahlfaktoren er-
halten wir dann:

(42, 27) Cn="3n3he - 3= ShySho -+ - ShyQhsGhs + - - G-

Vergleichen wir diese Darstellung jetzt mit der Normalform oder geometrischen
GroBe r-ter Stufe selbst

(42, 28) O = 83Vh >
so koénnen wir aber zeigen, daB die grundlegenden Beziehungen
(42, 29) 53 = Sh She -+ Sh, oder |on|=18n]]8m| .. |5nl
Vh = GhaGhs - - - G ‘
bestehen miissen, denn es ist wegen (42, 5) und (42, 10)
8 o 8 o 8 .
ShyShe - o+ Shy = (X Shur) (X Shota) - -+ (X Shotr)
Bi=1 ka=1 k=1
8,8,...,8 [4 .
= 2 N (Shl k1 Sheks » + » shrkr)z = 2 slzﬂc:
kyokey .o kr=1,1,...,1 k=1

womit der Beweis sofort erbracht ist. Somit haben wir den Satz:

(42, 30) Die abgeleitete geometrische Einheit 7, einer beliebigen allgemeinen,
geometrischen GroBe r-ter Stufe ¢}, die als allgemeines Produkt von

r geometrischen GroBen 1. Stufe 3, , 8,,, ..., 3, darstellbar ist, kann
immer als ein allgemeines Produkt der abgeleiteten geometrischen Ein-
heiten gy, , 85, - - -» g3, der Faktoren 8, , 8., . . ., 8, dargestellt werden.

Wir haben eine geometrische Gréfe r-ter Stufe als ein Produkt von r geo-
metrischen Gréfen 1. Stufe dargestellt. Wir fragen uns jetzt: Kénnen wir eine
beliebige, durch ihre kartesischen, rechtwinkligen Koordinaten s,; in (42, 17)
willkiirlich gegebene Grofe r-ter Stufe auch immer als ein Produkt von r geo-
metrischen GréBen 1. Stufe darstellen ? Die Antwort auf diese Frage lautet im
allgemeinen nein. Dies ergibt sich leicht durch eine genauere Betrachtung unserer
Gleichungen (42, 10) links. Hierin sind die Indizes %, A, . . ., b, bzw. der Index %
in (42, 7) als fest gegeben anzusehen. Die Indizes ky, ks, . . ., k, bzw. k in (42, 10)
kénnen irgend eine Variation der r-ten Klasse mit Wiederholung der Elemente
1,2,3, ..., s darstellen. Somit haben wir ein System von insgesamt ¢ = s Glei-
chungen der Form

(42, 31) Spie = Shik: Sheks + ++ Shekr

als gegeben anzusehen. Darin sind die ¢ Zahlen links gegeben, hingegen die r-s
unbekannten Zahlen s;,;,; rechts gesucht. Da die Anzahl der Gleichungen ¢ = s"
in der Regel immer grofer sein wird als die Anzahl der Unbekannten s-r, so kann
das Gleichungssystem ein bestimmtes Losungssystem besitzen. Es kann aber
auch unloshar sein und braucht dann ein bestimmtes Losungssystem nicht auf-
zuweisen. Die Anzahl der Gleichungen wird gleich der Anzahl der Unbekannten,
wenn die Bedingung ¢ = s-r erfiillt ist. Dies ist nur, wie man leicht zeigen kann,
fiir die Sonderfille » = 1, s = beliebig und 7 = s = 2 der Fall. Diese Betrach-
tungen veranlassen uns deshalb zu einer neuen Definition: Unter einer einfachen






110 Die geometrischen GroBen des n-dimensionalen Raumes.

in (42, 36), die somit das allgemeine Produkt von « und f darstellt, vorausgesetzt
natiirlich, daBl alle Variationen lexikographisch geordnet sind, was wir stets an-
nehmen wollen. Zur Bildung der Produkte beliebig vieler, geometrischer GréBen
beliebiger Stufenzahlen beniitzen wir wieder die Klammerregel

(42, 38) aflpy...={[(@B) e}y ...

Das skalare Produkt zweier geometrischen Qrifen derselben Stufe erkliren wir
in derselben Art, sieche den Vergleich (42, 17), wie fiir geometrische Grofen
1. Stufe in (39, 86) und (39, 87). Ferner erkldren wir auch den Quotient zweier
geometrischen Grofen derselben Stufe in derselben Art — siehe den Vergleich in
(42, 17) — wie in (41, 9) und (41, 10). Es kénnen dann wieder nur kongruente,
geometrische GréBen derselben Stufenzahl durcheinander dividiert werden.

Damit sind wir mit der Erklirung der einfachen Grundrechenoperationen
fir GroBen hoherer Stufen fertig. Wir gehen jetzt zu den speziellen Gattungen
der Multiplikation der geometrischen GroBen hoherer Stufen iiber.

43. Die symmetrischen, zirkuliiren und linearen Gattungen der
Multiplikation geometrischer GroBen 1. Stufe.

Unsere allgemeinen, geometrischen GroBen r-ter Stufe stellen, wie wir schon
erklart haben, im Prinzip geometrische GroBen dar, die aus einem System von
t = s" geometrischen Einheiten (42, 12) der Form (42, 1) mittels Verwendung
von ¢ Ableitungszahlen abgeleitet werden kénnen. Wie dieses System der neuen
geometrischen Einbeiten (42, 12) aussieht, und wie aus den urspriinglichen Ein-
heiten g3, g, - - -, g5 die neuen Produkte der Einheiten (42, 1) abzuleiten sind,
dariiber sagt vorliufig unsere Definition des Produktes r-ter Stufe von r geome-
trischen GroBen 1. Stufe (42, 8) und (42, 9) noch nichts aus.

Soll jetzt der Begriff eines speziellen besonderen Produktes genau festgestellt
werden, so miissen iiber das System dieser { = s” geometrischen Einheiten r-ter
Stufe (42, 12) noch besondere Bestimmungen getroffen werden. Diese Bestim-
mungen nennt GRASSMANN das System der die Produktbildung néiher bestimmen-
den Beziehungsgleichungen. Die einfachste und zugleich allgemeinste Beziehungs-
gleichung, die man iiberhaupt aufstellen kann, zeigt die folgende Form:

8 8

(43,1) _21 ) 1’% i 86y Gis = @)y .
11=112=

(@), ist darin die geometrische NullgréBe der 2. Stufe. Die Summe ist in der
Formel zu erstrecken iiber alle s? Variationen (i,, 4,) der zweiten Klasse der s Ele-
menten 1,2, . . ., s. Darin sind die k;,;, beliebige, aber festgegebene reelle Zahlen.
Einer besonderen speziellen Art der Multiplikation kann dabei die gleichzeitige Giil-
tigkeit auch mehrerer Beziehungsgleichungen derselben Form (43, 1) zugrunde ge-
legt werden. Um weiter aus diesen Beziehungsgleichungen (43, 1) allgemeine
Beziehungsgleichungen fiir Produkte von r geometrischen Einheiten zu erhalten,
wollen wir uns die Gleichungen (43, 1) rechts und links mit Produkten von belie-
big vielen, geometrischen Einheiten allgemein multipliziert denken, und zwar so,
daB im ganzen Produkte von r urspriinglichen geometrischen Einheiten 1. Stufe
entstehen. Sind

(43:2) }l‘l, hZa ceey k’k’ kk+1’ ey kr~—3’ hr—2
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beliebige r — 2 reelle Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., s, so kénnen bei fester Wahl
dieser Zahlen (43, 2) die allgemeinsten Beziehungsgleichungen zwischen den Ein-
heitenprodukten (42, 12) in der Form

8

2 k’il’iz b1 Ohz « -+ Oz Gz iz Qhra - - - Ohr—s Ghr—e

t1=14z=1

geschrieben werden. Sind die Beziehungsgleichungen (43, 1) gegeben, so erhalten
wir daraus mittels dieses Vorganges sofort alle Beziehungsgleichungen fiir die Ein-
heitenprodukte (43, 3). Wir wenden daher unser Augenmerk von nun an nur mehr
den Beziehungsgleichungen der Form (43, 1) zu. Es konnen natiirlich auch noch
viel allgemeinere Beziehungsgleichungen als (43, 1) verwendet werden.

)@

(43, 3)

(43,4) Man kann z. B. einer Summe von mit Zahlen vervielfachten urspriing-
lichen, geometrischen, Einheiten r-ter Stufe wiederum eine ganz genau
bestimmte Summe von mit Zahlen vervielfachten urspriinglichen, geo-
metrischen Einheiten s-ter Stufe durch eine oder auch mehrere Bezie-
hungsgleichungen einander zuordnen, wie dies z. B. in der Theorie der
Quaternionen und der héheren komplexen Zahlen geschieht. Im Sonder-

fall r = 2 und s = 1 spricht man dann von komplexen Zahlen im engeren
Sinne.

Wir wollen von der Aufzéhlung dieser ungeheuren Zahl iiberhaupt moglicher
Zuordnungsgesetze absehen und an geeigneter Stelle darauf hinweisen. Schon
das gewdhnliche Ex-Produkt oder duflere Produkt der Vektorrechnung im drei-
dimensionalen Raume verwendet derartige Zuordnungsgesetze. Durch diese Ge-
setze konnen allgemein den geometrischen GréBen s-ter Stufe die geometrischen
Grofien r-ter Stufe usw. geometrisch nach irgend einem Schema zugeordnet wer-
den.. Die Beziehungsgleichungen stellen dann nichts anderes als geometrische
Verwandtschaften allgemeinster Art dar. Die bekanntesten geometrischen Ver-
wandtschaften sind dabei jene, wo den geometrischen Grofien r-ter Stufe die geo-
metrischen Grofen g = s — r-ter Stufe im Falle 0 < r < s zugeordnet werden.
Gilt aber r = s, wobei s natiirlich wie immer die Stufe des Hauptgebietes ist, so
werden dabei immer den geometrischen GroBen r-ter Stufe mach der Formel
t =r — k-s, wobei k eine positive ganze Zahl ist, den geometrischen Grofen i-ter
Stufe mit 0 =< ¢ <s nach einem ganz bestimmten Gesetz zugeordnet. Den
Blocken, nimlich den geometrischen Grrofen s-ter Stufe, entsprechen dabei in der
Regel die Zahlen, das sind die geomeirischen Gréfen O-ter Stufe. Die ganze geo-
metrische Verwandtschaft wird dann als Dualitiisprinzip der Geometrie be-
zeichnet.

Jetzt gehen wir zur Besprechung der wichtigsten Gruppen von Multipli-
kationen geometrischer GréBen, die alle zunéchst denselben Charakter zeigen, an
Hand besonderer Formen der Beziehungsgleichungen (43, 1), iiber.

Erstens: Wir sprechen von einer symmetrischen Multiplikation, wenn das

System der Beziehungsgleichungen (43, 1) seine Giiltigkeit nicht verliert, wenn
darin

(43, 5) g;, durch —g; bzw. g;, durch — g;, ersetzt wird und wenn darin
gy, bzw. g, durch irgend eine urspriingliche Einheit aus der Reihe
81 Qa5 - . -5 g, orsetzt wird.
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Zweitens: Wir sprechen von einer zirkuldren Multiplikation allgemeiner Art,
wenn das gegebene System der Beziehungsgleichungen (43, 1) seine Giiltigkeit
nicht verliert, wenn darin

(43, 6) g, ersetzt wird durch ¢ = a,q;, + 7,g;, und gleichzeitig g;, ersetzt wird
durch y = y,0;, + 29, Darin kénnen 4, 4= i, beliebig aus der Reihe
1,2, ..., s gewdhlt werden. z;, x,, y;, ¥, sind dabei frei wihlbare, reelle
Zahlen.

(43,7) Im Sonderfall y; = —w,, y, =+, 2% + 22 =1 spricht man dabei
von einer zirkuldren Multiplikation positiver Art und

(43,8) im Sonderfall y; = +x,, y,=—a,;, % + x2 =1 hingegen von einer
zirkuldren Multiplikation negativer Art

oder (43,7) und (43, 8) zusammengefalit:

(43,9) Wir sprechen von einer zirkuldren Multiplikation positiver (negativer)

" Art oder in beiden Fillen von zirkuldrer Multiplikation schlechtweg, wenn

das gegebene System der Beziehungsgleichungen (43, 1) seine Giiltigkeit

nicht verliert, wenn darin g;, ersetzt wird durch p = g, + %9, und

gleichzeitig g;, ersetzt wird durch t' = —m,g;, + #,g;, (gleichzeitig g;,

ersetzt wird durch ' = @,q;, — #;0;,), wobei in beiden Fallen gleich-

zeitig noch 2% + a2 =1 gilt und g;, =5F g;, aus der Reihe g;, g5, - - -, g5
gewahlt werden kann.

Drittens: Wir sprechen von einer linearen Multiplikation, wenn das gegebene
System der Beziehungsgleichungen (43, 1) seine Giiltigkeit nicht verliert, wenn
darin

(43,10} g;, bzw. g;, jederzeit durch ¢ = ;g + 2,8, + - - + .3, bzw. durch
) = 919y + Yol + ** * -+ ¥, ersetzt werden kann. g;, und g;, kénnen
dabei beliebig aus der Reihe gy, gy, . . ., g, gewdhlt werden. o, @, . . .,
sowie ¥y, ¥as - - -, Y, sind dabei beliebige s frei wihlbare, reelle Zahlen.

GRASSMANN zeigt nun durch seine Untersuchungen, dafl ein System (43, 1)
von Beziehungsgleichungen diesen Forderungen entspricht, wenn es folgende
Form besitzt:

(43,11) (1) @i Giz = i G2
(2) Gu 8. = — G Gis
(3) 9181 =08 ="""=0,0s>
(4) 8,81 + 828t 88 =@y
Je nach der Auswahl zusammengehériger Systeme dieser Beziehungsgleichun-
gen erhalten wir dann die Grundgesetze der symmetrischen bzw. zirkuldren bzw.

linearen Multiplikationsgattungen. So ergibt jetzt die Auswahl von Beziehungs-
gleichungen aus den Gruppen

(43,12) (A) (1), (2), (3), (4) symmetrische...s
(B) (1), (2, 3), (4) zirkuldre....... 2
¢y (1), (2, 3, 4) lineare......... !

} i; 9= 1, beide aus der Reihe 1, 2,...,s,
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Multiplikationen. Dabei miissen die in eine Klammer eingeschriebenen Bezie-
hungsgleichungen gleichzeitig als zusammengehorig giiltig angesehen werden.
Von den in Klammern gestellten Gruppen von Beziehungsgleichungen konnen
dann nach ‘Belieben gar keine, eine, zwei, drei oder vier Gruppen von Beziehungs-
gleichungen als gleichzeitig giiltig angesehen werden. In (43, 11) wird hierbei die
Beziehungsgleichung (1) allein nicht gedndert durch Vornahme einer zirkuliren
Transformation (43, 6) allgemeiner Art, wahrend das System der Beziehungsglei-
chungen (2, 3) zusammengenommen oder die Beziehungsgleichung (4) allein nicht
gedndert wird durch Vornahme der nur viel spezielleren zirkuliren Transfor-
mationen (43, 9) positiver oder negativer Art, d.h. der zirkulidren Transforma-
tionen schlechtweg. Die zirkulare Transformation allgemeiner Art (43, 6) besitzt
deshalb fiir das Folgende eine nur geringe Bedeutung.

Die linearen Multiplikationsgattungen entsprechen dabei geometrischen Ope-
rationen, die mittels des Lineals allein, die zirkuldren Multiplikationsgattungen
hingegen geometrischen Operationen, die nur mittels des Zirkels allein konstruk-
tiv raumlich ausgefiihrt werden koénnen. Fassen wir namlich-g; und g, als zwei
aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren einer Ebene auf, wobei ent-
sprechend (39, 14) g;, durch eine Drehung um 90 Grad entgegen dem Uhrzeiger-
sinn in g;, iibergeht, so sind ¢ und y in (43, 6) zwei beliebig frei wahlbare
Vektoren der Ebene; hingegen sind dann in (43, 9) ¢ und g’ zwei aufeinander
senkrecht stehende Einheitsvektoren, wobei bei zirkuldren Multiplikationen posi-
tiver Art der Vektor ' aus g ebenfalls durch eine Drehung um 90 Grad ent-
gegen dem Uhrzeigersinn hervorgeht, wihrend bei zirkuldren Multiplikationen
negativer Art der Vektor ¢ aus ¢ durch eine Drehung um 90 Grad im Uhrzeiger-
sinn gebildet werden kann. Die Groflen ¢ und y in (43, 10) hingegen stellen dann
Punkte bzw. Vektoren beliebiger Raumlage dar. Sie konnen stets mittels des

Tabelle (43, 13). Abkiirzungen: symmetrisch = s, zirkulir = z, linear = [.
Beziehungsgleichungen (1), (2), (3), (4) siehe (43, 11).

Gleichzeitig giiltige T
Nr. | Beziehun gsgleichungen s z l Name der Multiplikationsart
1 @) —
2 (3) —
3 (1), (2) —
4 1), (3) —
5 (2), (4) -
6 (3), (4) —
8 (1), (3), (4) — symmetrische
9 4) — | =
11 (1), (4) — — komplexe
12 (1), (2), (3) — — innere
13 gar keine — — — unbestimmte oder allgemeine
14 1 — — — algebraische
15 (2), (3), (4) — — — duBere
16 (1), (2), (3), (4) — — — bedeutungslose

Klinger, n-dimensionale Geometrie. 8



114 Die geometrischen GroBien des n-dimensionalen Raumes.

Lineals allein konstruiert werden. Soweit die geometrische Deutung und damit
die Begriffserklidrung.

Je nach der Auswahl der Beziehungsgleichungen aus den Gruppen (43, 12) bzw.
(43, 11) ergeben sich jetzt folgende voneinander verschiedene Multiplikations-
gattungen. Es sind dabei, wie die vorstehende Tabelle (43, 13) zeigt, von den
16 verschiedenen, moglichen symmetrischen Multiplikationsgattungen nur gleich-
zeitig 8 zirkular-entsprechend der Giiltigkeit der Forderungen (43, 9) — und von
diesen wiederum nur gleichzeitig 4 linear. Die linearen Multiplikationsgattungen
besitzen naturgem&f fiir praktische Berechnungen die gréfite Bedeutung und
werden daher spéter besonders eingehend untersucht. Die wichtigste symme-
trische Multiplikation Nr. 8 der Tabelle nennen wir kurz symmetrische Multi-
plikation. Die anderen Arten der Multiplikationen tragen die tiblichen Benen-
nungen.

44. Die verschiedenen Arten der Multiplikation geometrischer GréBen
erster Stufe.

1. Dre allgemeine oder unbestimmie Multiplikation geometrischer Grofien erster Stufe.

Diese Art der Produktbildung haben wir im vorstehenden bereits allgemein
erklirt und behandelt. Sie schlieBt gewissermafen alle nachfolgenden Arten
der Produktbildung in sich. Die zugehérigen Produkte sind von uns ohne jedem
Produktzeichen und ohne jeder Klammer bezeichnet worden. Es werden hier
keinerlei Beziehungsgleichungen zwischen den Produkten der urspriinglichen
Einheiten erster Stufe angenommen. Daher rithrt auch der Name allgemeine
oder unbestimmie Multiplikation. Diese Multiplikation ist symmetrisch, zirkuldr
und linear und erfillt daher gleichzeitig (43, 5) bis (43, 10). In den Produkten
aus r geometrischen GréBen 1. Stufe

8y 8y 00y S
(4‘4’ 1) Op = Bp; Bpg - - Bp = Shyiy Shaiz «  + Sheir Qiy Giz - - Gir
T1y82, 0e0yir=1,1,..,,1
sind, wie wir wissen, die Summen iiber die { = "V} = s” Variationen (iy, %,, . . ., ¢,)
der r-ten Klasse der s-Elemente 1, 2, . .., s zu erstrecken. Das Ergebnis ist eine

allgemeine geometrische Grofe der r-ten Stufe mit ¢ Ableitungszahlen. Wir nennen
dabei ¢;, im Sonderfall:

(44,2) r=0 eine Zahl des n-dimensionalen Rauwmes mit s* =1,

r=1 einen Pol des n-dimensionalen Rawmes mit s! = s,

r =2 eine Dyade dos n-dimensionalen Raumes mit s .
Ableitungs-

r =3 eine Triade des n-dimensionalen Rawmes mit s® h
zahlen

r=4 eine Tetrade des n-dimensionalen Raumes mit s*

Denken wir uns als Pole im Produkt (44, 1) speziell Vektoren des n-dimensio-
nalen Raumes géewdhlt und sehen wir dann von den Gliedern der Summe in (44, 1),
die g, = ¢, als Faktor enthalten, génzlich ab, da deren Ableitungszahlen stets
gleich null sein miissen, so besitzt dann der Reihe nach im Falle » = 0, 1, 2, 3,
4, ... eine Zahl, ein Vektor, eine Vektordyade, eine Vektortriade, eine Vektor-
tetrade, . . . insgesamt der Reihe nach #° = 1, n! = n, n?, n3, n* Ableitungszahlen.
Im dreidimensionalen Raume n = 3 besitzt somit, der Reihe nach eine Zahl, ein
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Vektor, eine Vektordyade, eine Vektortriade, eine Vektortetrade, . . . insgesamt
1, 3, 9, 27, 81, ... Ableitungszahlen. Regeln iiber das Rechnen mit solchen
GréBen fithren wir erst nach Bekanntgabe des Matrizenkalkiils an.

Durch die Annahme von bestimmten Beziehungsgleichungen zwischen den
Produkten der Einheitspole g5, gs, - . ., §; kann die Anzahl ¢ der geometrischen
urspriinglichen Einheiten r-ter Stufe nach bestimmten Gesetzen, wie wir nach-
folgend sehen werden, verringert werden. Die allgemeinen, geometrischen Gréfien
r-ter Stufe (44, 1) gehen dann in die zugehdrigen speziellen geometrischen Gréfen
r-ter Stufe, entsprechend der ihnen zugeordneten speziellen Art der Multiplika-
tion, iiber. Sie sind dann zumeist aus weniger als ¢ = s” geometrisch urspriing-
lichen Einheiten mittels Ableitungszahlen eindeutig ableitbar. Das ist aber der

einzige Unterschied zwischen den speziellen und den allgemeinen geometrischen
GroBlen r-ter Stufe.

2. Die algebraische Multiplikation geometrischer Grofen 1. Stufe.

Die Beziehungsgleichungen besitzen entsprechend unserer Tabelle (43, 13)
die Form:

(44,3)  gi; Qie = Qi Giy» 9 =19 beide aus der Reihe 1, 2, ..., s.

Diese Multiplikation ist symmetrisch, zirkuldr und linear und erfiillt daher gleich-
zeitig wieder die Eigenschaften (43, 5), (43, 6) und (43, 10). Produkte, die alle
diese Eigenschaften besitzen, umschlieBen wir hier mit einer geschlungenen
Klammer und kennzeichnen sie dadurch als algebraische Produkte. Da, wie wir
im III. Kapitel gezeigt haben, irgend eine beliebige Permutation von 7-Indizes
durch Vornahme einer bestimmten Mindestzahl von Vertauschungen erreicht
werden kann, so ergibt das Grundgesetz (44, 3), iibertragen auf Produkte von
r-Einheitspolen, die folgende verallgemeinerte Beziehungsgleichung:

(434:: 4) {Qu i - - - gir} = {Qh Qo - - - gkr} )

darin ist (l? };2 T l;’) irgend eine beliebige Permutation von » Elementen aus der
1 Y2 Ur i

Reihe 1, 2, 3, .. ., s. Darin koénnen die Indizes &, < ky < - - - < &, fest und die

Indizes ¢, %, ..., ¢, variabel gewihlt werden. Die allgemeine geometrische
GroBe o, in (44, 1) geht fiir diese besondere Art der Multiplikation in die spezielle,
geometrische, algebraische (rofle r-ter Stufe

8y 8y auey &
(44, 5) {O'h} = {f)}“ Shy - - Qh,} =

Shuix Shais ++ - Shyiy {80y Qi -+ Gir}
11,82, vuu, tr=1,1, ..., 1

iiber. Darin konnen aber jeﬂzt noch alle Glieder, die durch Permutationen (44, 4)

auseinander hervorgehen, zu Gruppen zusammengefallt werden, so daB sich der
Ausdruck (44, 5), der zunédchst eine Summe iiber alle

(44, 6) I WV; = g
Variationen (¢, ¢, %3, - . ., %,) der Indizes 1,2, ..., s darstellt auf eine Summe von
nur mehr
 wpr_ [STT—1
(44,7) w="K; T ( 7 )
Gliedern, niamlich
@8 o =l fd = SR e o)

8*
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d. h. auf eine Summe iiber alle Kombinationen r-ter Klasse (k,, k,, . . ., k,) mit
Wiederholung aus den Elementen 1, 2, ..., s reduziert. Darin bedeutet noch
nachfolgend der Ausdruck t& 2 ¥ in (44, 8) eine Summe iiber alle

(44, 9) Wpsitsat- -+ == plf(s,] 5, ... 5, 1)

moglichen Permutationen (%, 7y, . . ., %,) der Indizes (k;, ks, ..., k,) bei fester
Auswahl der Indizes %y, ks, ..., k, nach dem Grundsatz b, <k, <. -- =<k,
Unter den Indizes k;, &y, . . ., k, konnen dabei insgesamt ¢ verschiedene Gruppen
von je 8y, Sy, - . ., & gleichen Elementen aus der Reihe 1, 2, . .., s vorhanden sein,
so daf

(44, 10) 8+ St s=r

gilt. Somit gilt also fiir diesen Ausdruck die Darstellung:

(44, 11) tZi ’;iz ]}CL: = 2 ) Sh1ty Sheis -« Shyir -

T8 ,02, 000, ir

3. Die dufere Multiplikation geometrischer Grofien 1. Stufe.

a) Da wir die eckige Klammer bis jetzt nur zur Bezeichnung der physika-
lischen Dimensionen der Gréflen beniitzt haben und daher innerhalb dieser
eckigen Klammern immer nur kleine lateinische Buchstaben, also Skalare,
stehen konnen, so kénnen wir ohne Befiirchtungen von Verwechslungen auch
die eckige Klammer zur Bezeichnung der &uBeren Produkte geometrischer
GroBen 1. Stufe, die ja stets durch kleine deutsche Buchstaben bezeichnet werden,
verwenden.

Die duBere Multiplikation fordert die gleichzeitige Giiltigkeit der Beziehungs-
gleichungen:

(44,12) Oy Gia = — Gis Giy» 0y ==1%,, aus der Reibe 1,2,...,s,
0181 =0820="""=0,8> B0+ 88+ - +808==
oder in anderer Form:
(44, 13) 8in 8 = sy Giy B = — Biz Gin>
i, 9= 15, beide aus der Reihe 1, 2, ..., s.

Diese Multiplikation ist symmetrisch, zirkulér und linear und erfiillt daher
gleichzeitig wieder die Forderungen (43, 5), (43, 9) und (43, 10). Nun kann, wie
wir im III. Kapitel gezeigt haben, irgend eine Permutation von r Indizes durch
Vornahme einer bestimmten Mindestzahl von Vertauschungen, die nur gerade
oder ungerade sein kann, erzeugt werden. Vertauschen wir in einem &uBeren
Produkte von Einheitspolen zwei benachbarte Einheitspole miteinander, so én-
dert sich zufolge (44, 13) das Vorzeichen des Produktes. Das Gesetz (44, 13), ver-
allgemeinert auf r Faktoren, besitzt daher die folgenden beiden Formen:
(44,14) [9:,9:, - - -9;,] = @,, falls es unter den Indizes 4y, %, ..., 4,, die

alle aus der Reihe 1, 2, ..., s zu nehmen sind, irgend zwei einander

gleiche gibt und

(8 Gis - -- g?zr] = (— 1) [gkx Qo - -+ gl»r] s
wobei die Reihenfolge der Indizes k&, <C k, <<--- <k, aus der Reihe
1, 2, ..., s gewihlt werden kann und bei fester Wahl der Indizes

ky, kg, .. ., k, die Permutation (kl 2 k ) = v Fehlstidnde besitzt.

Ty 0y - v Oy
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Der Name dupere Multiplikation rithrt vom Bestehen der Gleichungen (44, 14)
her. Nur wenn die Faktoren des Produktes voneinander verschieden sind, also
geometrisch gesprochen jeder Faktor auBerhalb des anderen liegt, besitzt das
Produkt einen geltenden Wert. Mit Hilfe dieser Beziehungen (44, 14) kann jetzt
das allgemeine Produkt

44,15) [0 =188k --- 8] = 2 Shais Shaie - - - Shrir [Gix Giz - - Gir]
U1y 125 o0 es U
welches zunichst wieder eine Summe iiber alle ¥ VT = ¢" Variationen (i, iy, . - -, %,)

r-ter Klasse mit Wiederholung aus den Elementen 1, 2, . . ., s darstellt, zunéchst
durch Anwendung von nur (44, 14) oben reduziert werden auf eine Summe iiber

alle V; = (i) r! Variationen (45, %y, . - ., 4,) 7-ter Klasse ohne Wiederholung aus

den Elementen 1, 2, ..., s, zumal die iibrigen Produkte mit nur irgend zwei
gleichen Indizes ja alle den Wert Null besitzen miissen. Damit die Produkt-
bildung noch einen Sinn hat, muf aber jetzt 1 = r = s sein, denn wire 7> s,
so miifiten unbedingt darunter gleiche Elemente vorhanden sein, da es insgesamt
nur s voneinander verschiedene Elemente tiberhaupt gibt. Jedes dann auftretende
Produkt von r > s = n 4 1 Faktoren g,,, s, - - -» §;, miite daher notwendig
gleich null sein. Damit ist aber das gesamte Produkt [o;] gleich null. Also gilt:

(44, 16) [ghlghg...gh,]Z@r fir r>s=n-+1.

Durch Anwendung der Formel (44, 14) unten kann das Produkt (44, 15), das jetzt
eine Summe von V7’ Gliedern darstellt, aber noch auf eine Summe von K’ Glie-
dernreduziert werden, denn wegen (44, 14) unten sind die mdglichen ! voneinander
verschiedenen Produkte der Einheitspole [g;,;, - - - §;,] 2lle gleich oder entgegen-
gesetzt dem Produkt [az, G, - - - 8z, Wobei die Indizes &y, ks, . . ., k, noch der
GroBe nach geordnet werden kénnen. Somit ergibt sich nach Zusammenziehung
aller Glieder die folgende Summe

417) (o) =80 B 8] = 3 T [0k Oks - - 8BTS
15 K2y ooy Kr
darin ist &y <lkpy<---<k, 0Zr<s, und
44,18) dpiiih = 2 (=1 Shir Shais -+ Sheirs
U1y 12y %o o Ury
wobei (]:1 722 ’ ]z’> = p Fehlstinde aufweist.
1l U

In (44, 17) ist die Summe zu erstrecken iiber alle Kj = (:) Kombinationen ohne

Wiederholung (ky, ks, - - ., k,) der Indizes aus den Elementen 1,2, ..., s. Die
Summanden werden am einfachsten bei lexikographischer Anordnung der Kom-
binationen summiert. Dabei soll stets &y, << ky <- - - < k, sein. In (44, 18) hin-
gegen ist die Summe zu erstrecken iiber alle P, = r! Permutationen (ty, s, - - -, %)
von (ky, kg, - . ., k,) bei fester Auswahl der Indizes ky, ks, . . ., k, nach dem eben
genannten Gesetz ky <k, <<-++ <k, aus der Reihe 1, 2, ..., s und bei ver-
inderlicher Wahl der Indizes i, 4y, . - ., ¢, als Permutation von (ky, ks, . . ., k).
Einen Ausdruck mit dem Bildungsgesetz (44, 18) nennt man eine Determinante.
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Man schreibt diesen Ausdruck auch symbolisch in der folgenden Form:

Shyk1Shike « - - Shlkr]

kike ... kr Shoki Shake - + « Shek,
(44,19)  dpyhs. b= = 3 (—1)"Shyis Shais -+« Shrir-

1,72, 00 ir

Shrkr Shrke + + + Shekr

ks ...k

Die Summe darin ist iiber die »! Permutationen < p z) = v, wo v die An-
L g eee gy

zahl der Fehlstéinde jeder Permutation ist, zu erstrecken. Darin sind die Indizes
ky <lky <--- <k, fest gewihlt und die Indizes iy, %, . . ., ¢, variabel, und beide
Indizesreihen sind aus der Reihe 1, 2, ..., s zu wahlen.

Weist das Produkt (44, 17) genau r = s Faktoren auf, so gibt es nur K =1,

eine einzige Kombination (ky, ks, . . ., k) der Indizes aus der Reihe 1, 2, .. ., s,
nimlich die Kombination (1, 2, . . ., s) selbst; d. h. die Summe (44, 17) erstreckt
sich dann nur iiber ein einziges Glied und erhélt die Form
(44, 20) (03] = (B Bta - - - 8nad = a2 1820z - - - O]
darin ist
(445 21) d}llizzs :. 2 (_l)vslufl'shziz . o« Shsiss
- 21,72, 000y ls
(12 .00 . . .
wobei ( . ) = v die Anzahl der Fehlstande ist.
Tylg e ls
Die Determinante
(Sl S
(44, 22) e he = |
| Shs1 "+ - Shes |
. . .. . 12...s .
ist dann eine Summe iiber alle P, = s! Permutationen (i i Z) = v. Weist
AR A
das Produkt (44, 17) hingegen genau r = s — 1 Faktoren auf, so gibt es Kt =s

verschiedene Kombinationen (ky, k,, - . ., k,_;) der Indizes aus der Reibe1,2,...,s.
Die Summe (44, 17) erstreckt sich dann genau iiber s Glieder. Sie kann daher in
diesem Falle wieder einer geometrischen GroBe 1. Stufe mit ihren s Ableitungs-
zahlen zugeordnet werden.

Diese Betrachtungen kénnen verallgemeinert werden. Wir unterscheiden
dabei zwei verschiedene Fille. Weist nimlich ein duBeres Produkt oy, im 1. ¥Falle
r Faktoren auf, so besitzt es nach (44, 17) im Hauptgebiete s = n -+ 1-ter Stufe,
wie wir gefunden haben, K7 Ableitungszahlen, ndmlich die in (44, 18) angegebenen
Determinanten. Besitzt hingegen das duBere Produkt genau ¢ = s — r Faktoren,
50 besitzt es K? = K5 = K7, d.h. also genau wieder dieselbe Anzahl von Ab-
leitungszahlen. Das Dualititsprinzip der Geometrie macht von dieser Eigenschaft
in umfangreicher Art und Weise Gebrauch. Auf Grund dieses Prinzipes werden
nimlich allen méglichen r-faktorigen Produkten in einer ganz bestimmten ein-
deutigen Weise mittels des Begriffes der Erginzung alle méglichen s — r-faktorigen
Produkte zugeordnet. Dadurch ergeben sich geometrische Verwandtschaften
allgemeinster Art.

Kommen im zweiten Falle lediglich nur auBere Produkte von Vektoren allein
zur Anwendung, wie etwa in der reinen Vektorrechnung, d.h. bewegt man sich
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also im Vektorgebiet n-ter Stufe des n-dimensionalen Raumes, dann besitzt ein
duBeres Produkt von r Vektoren nur K}, Ableitungszahlen (da alle iibrigen Ab-
leitungszahlen in deren zugeordneten Einheitenprodukten g, = ¢y vorkommt,
ja gleich null sein miissen .und daher weggelassen werden kénnen). Somit be-
sitzt ein dulleres Produkt von n — r Vektoren dann K2?" = K7, d. h. also wieder
dieselbe Anzahl von Ableitungszahlen. Das Dualitdtsprinzip der Geometrie ordnet
deshalb in diesem Falle den r-faktorigen Vektorprodukten die (n — r)-faktorigen
Vektorprodukte eindeutig nach einem bestimmten Gesetze, nimlich der Er-
gdnzung zu.

b) Da im ersten (zweiten) Falle unter a) die Produkte von s (») Faktoren
speziell den Produkten von null (null) Faktoren, also den geometrischen Gréfien
nullter Stufe, d. h. den Zahlen zugeordnet werden, so verwendet man bei Annahme
allgemeinerer Beziehungsgleichungen der Form (43, 4) fiir diese Produkte neben
(44, 14) oben und unten fast immer die Giiltigkeit der wichtigen weiteren Be-
ziehungsgesetze

Im 1. Fall fiir das Rechnen Im 2. Fall fiir das Rechnen
mit Polen mit Vektoren
(44, 23) (9492 ...8)=+1 bzw. [5162'--61;] =+ 1.

Mit Anwendung dieser Beziehung geht dann die Formel (44, 20) iiber in die

folgende Beziehung:
(44,24)  [04] = (B Bus - - - B0] = ity s (O8] = (B Brg v+ + Brd = ity a1
worin die 8, 3, . . ., 8, entweder alle Pole oder auch alle zugleich Vektoren,
wie in der zweiten Formel rechts angedeutet, bedeuten kénnen, je nachdem der
erste oder der zweite Fall vorliegt, d. h. je nachdem wir uns also im Hauptgebiete
s-ter Stufe oder allein im Vektorgebiete n-ter Stufe, welches in diesem Falle
selbst zugleich als Hauptgebiet aufgefat werden mufl, bewegen.

Die Determinante in (44, 24) stellt immer eine Zahl dar und kann deshalb
entweder nur gleich einer positiven oder einer negativen reellen Zahl sein. Ist nun
die Determinante in (44, 24) gleich einer positiven reellen Zahl, so sagen wir dann,
die geometrischen Groflen 8, 3, ..., 8;, bzw. im Vektorgebiet die Vektoren

B Bpgr + v o ghk sind etner Rechtsschraubung entsprechend angeordnet oder bilden ein
Rechtssystem. Ist hingegen die Determinante in (44, 24) gleich einer negativen
reellen Zahl, so sagen wir, die geometmschen Groflen 8y, 8y,, - - -, 8, bzw. im Vek-

torgebiet die Vektoren éhl, é’;,, y - Qhk smd einer Linksschraubung entsprechend an-
geordnet oder bilden ein Lmkssystem. Entsprechend der Definitionsgleichung (44, 32)
bilden dann unsere Grundpole g§,, gs, - . ., g, immer ein Rechtssystem. Ebenso
bilden im Vektorgebiet unsere Grundvekioren e, e,, . . ., e, stets ein Rechtssystem.
c) Im dreidimensionalen Raume verwendet man entsprechend den vorher-
gehenden Uberlegungen im Falle n = 3 im Vektorgebiet als Hauptgebiet, also
in der Vektorrechnung die sogenannte vektorielle Multiplikation, die eine Abart
der duBeren Multiplikation darstellt und die ebenfalls viel speziellere Beziehungs-
gleichungen der Form (43, 4) fiir Produkte von zwei Einheitsvektoren anwendet,
bt Eal =6, el 6, EEl— -,
lesed = —e3, [e,8,] =0, [exe5] = + ey,
[6361] =+ éz: [éséz] = é1= [éséa] =0,



120 Die geometrischen GréBen des n-dimensionalen Raumes.

d. h. es werden also hier, entsprechend dem Prinzip der Dualitdt in der Geo-
metrie, den dulleren Produkten von 7 = 2 Einheitsvektoren, wie schon besprochen,
Produkte von ¢ = n —r = 3 — 2 = 1 Einheitsvektoren, d. h. also den Einheits-
vektoren selbst zugeordnet.

Die Giiltigkeit der Gesetze (44, 14) bleibt dabei erhalten. Ferner gilt hier
auch wieder die Formel (44, 23) und (44, 24) fiir n = 3, also

[e;eqeg] = + 1.
Die Produkte von zwei gleichen Einheitsvektoren werden dabei gleich dem Null-
vektor gesetzt. Statt der Bezeichnung durch eckige Klammern verwendet man

in der Vektorrechnung zumeist das Mal-Zeichen, auch Ex-Zeichen — wegen des
Namens Ex- Produkt statt duBeres Produkt — genannt, so dafl man dann schreibt

(44,25) E]_X_él:E, €1X€2:+Es, EIX€3=—€2,
€2X€1:‘_‘E3, EzXéz?B, ’ EgXEgz‘*_Ely
E3Xel——‘+62, EgXézz_El, E3XE3:5,

[ejeseg] =+ 1.

Die Aufstellung der Beziehungsgleichungen der vektoriellen Multiplikation fiir
n-dimensionale Raume erfordert zuerst die grundlegende Definition des Begriffes
der Erginzung einer geometrischen Gréfe r-ter Stufe und des Begriffes der Rezi-
proken einer geometrischen Grofe und soll daher, wie auch das Prinzip der Dualitat
in der Geometrie, erst spater genau besprochen werden.

d) Ganz dhnlich kann auch n zweidimensionalen Riumen, also fir n = 2, eine
entsprechende Art der vekioriellen Multiplikation fixr Produkte von nur einem Vek-
tor nach folgenden Gesetzen

(44, 26) =40, [El=—¢
festgelegt werden. Es werden also Produkten von r = 1 Vektoren wieder solche
von q=n —7r=2—1=1, d.h. wieder Produkten von nur einem Vektor

zugeordnet. Auch hier legt man den Berechnungen wieder die Giiltigkeit des
Gesetzes (44, 23) fiir n = 2, ndmlich

(44, 27) [6,6,] = + 1

zugrunde. Durch die Wahl unseres Gesetzes (44, 26) und die gleichzeitige Griiltig-
keit unserer allgemeinen Multiplikationsgesetze wird dann irgend einem Vektor
i = 2,8, + .8, der um 90 Grad entgegen dem Uhrzeigersinn verdrehte Vektor

=1

i’ = —,e; + x,e, nach der Formel
(44, 28) @l =a

zugeordnet.

4. Die bedeutungslose Multiplikation geometrischer Grofien 1. Stufe.
Nimmt man die gleichzeitige Giiltigkeit der Beziehungsgleichungen (1), (2),
(8), (4) in der Tabelle (43, 13) an, so ergibt sich eine fiir die Praxis unbrauchbare
bzw. bedeutungslose Art der Multiplikation, bei welcher alle Produkte von je zwei
Einheiten gleichzeitig gleich null werden. Damit haben wir die vier wichtigsten
linearen Multiplikationsgattungen besprochen. Wir gehen jetzt zur Besprechung
der wichtigsten zirkuldren Multiplikationsgattungen tber.
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5. Die komplexe Multiplikation geomelrischer Gréflen 1. Stufe.
a) Sie ist symmetrisch und zirkuldr und fordert die gleichzeitige Giltigkeit
der Beziehungsgleichungen:

(44, 29) Giy Gic = Gia Oir, %1 == 1y, Deide aus der Reihe 1,2, ..., s,
G101+ Gaat - F 8, = .

Wenden wir diese Gesetze auf den Fall s = 2 an, in welchem sie eine besonders
groBe Rolle in der Algebra spielen, setzen wir also

(44, 30) G201 = 0102, G282=—"01G;
so ergibt sich, wenn wir die Produkte selbst durch eine Klammer nachfolgender
Art | ] umschlieBen, fiir Produkte von zwei Faktoren die folgende Formel:
(44: 31) ‘-Ghl = {éhl ghzl :2 Shyiy Sha i l‘gil giz-} .

21,22
Bei Anwendung von (44, 30) konnen in dieser allgemeinen Produktbildungs-
formel mit vier Summanden rechts wieder je zwei Summanden zu einem gemein-
schaftlichen Gliede zusammengezogen werden, so daB sich somit die bekannte
Formel fiir das Produkt zweier komplexer Zahlen ergibt, nimlich:

(44, 32) [04] = [8hy 85e] = (8h11 Sho1 — Shy2 Sha2) [81 611 +
+ (th 1822 + 8112 She 1) [gl gZ-‘ .

Produkte von mehr als zwei Faktoren wiren durch fortlaufende Anwendung
von (44, 29) zu bilden. Es ergeben sich aber uniibersichtliche Rechenausdriicke.
Solche Produkte finden daher selten praktische Verwendung.

b) Deuten wir in unseren Beziehungsgleichungen die urspriinglichen Einheiten
1, g2 hicht mehr, wie bisher stets {iblich, als Einheitspole bzw. als Einheitsvek-
toren, sondern jetzt einmal als spezielle komplexe Zahlen, namlich:

(44, 33) m=+1 g=7—-1=1,

so sehen wir sofort die Richtigkeit der Beziehungen (44, 30) ein. In der Theorie
der komplexen Zahlen werden dann aber die zweifaktorigen Produkte wieder
einfaktorigen Produkten selbst zugeordnet, d.h. den geometrischen GroBen
2. Stufe im 2-dimensionalen Raume werden wieder geometrische GréBen 1. Stufe
des 2-dimensionalen Raumes zugeordnet. Das System der Beziehungsgleichungen
besitzt dann die erweiterte Form (43, 4), nimlich fiir diesen speziellen Fall mit
der Deutung (44, 33) die Form:

(44, 34) 9:181= 61>, 9192= Ga, G281 = 02> G202=—Gs.

Damit ergibt sich dann fir das Produkt zweier geometrischer GréBen 1. Stufe
das Bildungsgesetz:

(44, 35)  [o,) = [84 8hs) = (Sma1he1 — Sha2 She2) 81+ (Sh1 Shez + Shy2 Sha1) G-

Setzen wir darin wieder (44, 33) ein, so erhalten wir die allgemeine iibliche Bil-
dungsweise der Produkte in der Theorie der gewohnlichen komplexen Zahlen, wie
sie in der Algebra zur Anwendung kommt, nimlich jetzt in der Schreibweise der
gewShnlichen Algebra:

(44, 36) (@ +1b)-(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc),
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d. h. ebenso wie wir dies in (41, 1) bereits besprochen haben. Da jetzt das Pro-
dukt von zwei komplexen Zahlen 1. Stufe wieder eine komplexe Zahl 1. Stufe ist,
so kann das Produkt beliebig vieler komplexer Zahlen durch die’Anwendung der
Klammerregel (2, 2) klar und einfach definiert werden.

6. Die innere Multiplikation geometrischer Groflen 1. Stufe.

a) Sie ist symmetrisch und zirkulir und fordert die gleichzeitige Giiltigkeit
der Beziehungsgleichungen:
(44, 37) ir Gie = Giz Gir s

861 Gt = — Giz Bas
010; = 28 =" r * = G5 0s-

Diese Gleichungen zeigen, dafl nur Produkte von Polen mit gleichen Indizes einen
geltenden Wert besitzen, denn in anderer Form lauten die Beziehungsgleichungen

(44, 37) wie folgt:
(44,38) @i, 0, = 0101, 8 Qe = )y, 13y, beide aus der Reihe 1, 2, ..., s.

Wenden wir diese Gesetze nur auf Produkte von zwei geometrischen Gréfen
1. Stufe an und umschlieBen wir sie durch Klammern nachfolgender Art | |,
so ergibt sich jetzt aus der allgemeinen Produktbildungsformel

} iy = 15, beide aus der Reihe 1,2, ..., s,

8,8

(44: 39) lGhJ = l..ghl Q’hz_l = ’ 2 Shyis Shaiz l_gu giz_l

f1,82=1,
rechts eine Summe mit #2 Summanden, und wenn wir wieder nach (44, 38) die
Anzahl der Summanden reduzieren, die Formel:

(44-‘: 40) lGhJ = [§h1 ghz_‘ :'_21 Sh1i Shai l_gl glJ .

Man erkennt hier, dafl nur Produkte von Polen mit demselben Index einen be-
stimmten Wert besitzen, d. h. also nur Produkte, deren Faktoren geometrisch
gesprochen, ineinander liegen. Daher rithrt der Name innere Produktbildung.
Die Anwendung der Produktbildungsgesetze (44, 37) auf Produkte von mehr als
zwei Faktoren ist in der Vektorrechnung nicht gebréuchlich und besitzt auch
weiter keine besondere Bedeutung fiir die Rechenpraxis.

b) Eine Abart der inneren Produktbildung zweier geometrischer GréBen
1. Stufe ist die sogenannte skalare Produktbildung der skalaren Multiplikation
geometrischer Grifen 1. Stufe. Man setzt dort einfach in (44, 40)

8
l_gl glJ = 1 > a;lSO l_GhJ = l_gill gth :21 Shli 'shzf s
i=

d. h. dem Produkt zweier geometrischer GroBen 1. Stufe wird, entsprechend den
verallgemeinerten Beziehungsgleichungen der Form (43, 4), einfach eine geo-
metrische GroBe 0. Stufe, d. h. eine reelle Zahl zugeordnet. Den Produkten von
drei geometrischen GréBen 1. Stufe dieser Art wiirden dann nach der Klammer-
regel keine GréBen irgendwelcher Art mehr entsprechen, weil sie einfach nicht
mehr definiert sind. Meist werden sie filschlich als Produkte einer Zahl mit der
dritten geometrischen GréBe, d. h. also als eine mit einer Zahl gewohnlich ver-
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vielfachte geometrische GréBe 1. Stufe angesprochen, was sachlich keineswegs
richtig erscheint. Die Definition derartiger Produkte haben wir fiir Pole in (39, 86)
und fiir Vektoren in (39, 87) angegeben und dort auch etwas néher besprochen.
Eine ausschlaggebende Bedeutung besitzt die skalare Produktbildung, insbeson-
dere in der Relativititstheorie, wo sie zur Bestimmung von Invarianten gegeniiber
irgendwelchen Koordinatentransformationen in groBem Ausmafe Verwendung
findet. In der Vektorrechnung wird als Multiplikationszeichen fiir skalare Pro-
dukte ausschlieBlich der Punkt verwendet. Man schreibt deshalb dort solche
Produkte wie folgt:

(44, 41) Eil'—éi!=+1, €,°6,=0,
iy == 15, beide aus der Reihe 1, 2, ..., n,
oder angeordnet in einem quadratischen Schema:
(44, 42) ¢re;=+1,¢e-e=0, ... e-e, =0,
e, =0, eeg=-"+1,..., 6 ¢=0,
€pre=0, ¢e,°¢,=0, ..., e,-¢e,=+1L

Diese Gleichungen werden als mathematischer Ausdruck des gegenseitigen Auf-
einander-Senkrechistehens der Grundvektoren e,, e, ..., e, gebraucht. Letztere
bilden dann wegen des gleichzeitigen Bestehens der Gleichung (44, 23) immer
ein Rechtssystem. Wir sagen dann immer kurz, um beide eben genannte Tat-
sachen besonders zu betonen, die urspriinglichen geometrischen Grundeinheiten
€1, €9, - - -, &, bilden ein n-Bein. Fir die Produkte von zwei Vektoren ergibt sich
in der Vektorrechnung bei Anwendung von (44, 42) sofort der wichtige Satz:
- — n
(44, 43) On = Bhy " Bho :.Z; Shyi Shei s
i=

d. h. das skalare Produkt zweier Vektoren ist ein Skalar, namlich speziell ein
Skalar der physikalischen Dimension [1], d. h. eine reelle Zahl. Besitzt das skalare
Produkt zweier Vektoren speziell den Zahlwert 0, so haben wir solche Vekioren
bereits frither aufeinander senkrechi-stehend genannt, in Zeichen nach (44, 43)
3,, L 8;,. Die Grundvektoren e, €,, ..., &, bilden somit wegen der Definitions-
gleichungen (44, 42) immer ein System wvon gegenseitig aufeinander senkrecht-
stehenden Einheitsvektoren (normierte Vektoren). Nur solche 'Systeme von Vek-
toren sollen sogenannte kartesische Koordinatensysteme bilden kénnen. Sie miissen
stets die Grundeigenschaften eines n-Beines aufweisen.

c¢) AnschlieBend an diese Produktbildung wollen wir hier noch besondere
Produkte von Systemen mit #2-Einheiten, namlich

(44, 44) Civia (iy,3,=1,2,...,n)

betrachten. Dabei denken wir vornehmlich an die Deutung dieser n-Einheiten
als unbestimmte dyadische Produkte von Einheitsvektoren, nédmlich:

(44, 45) Ciyie = €3y €y -
Die gleichzeitige Annahme des Multiplikationsgesetzes (44, 42) veranlaBt uns
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dann, fiir die n-Einheiten (44, 44) Beziehungsgleichungen folgender Form aufzu-
stellen:
(443 46) Eili‘.} ¢ 61'3 T4 ™ O: Eil 72" miz'i; = —éi1 [
mit 4y, 99 == 93, 7, aus der Reihe 1,2, ..., n.
Diese Systeme von n2-Einheiten mit den Beziehungsgleichungen (44, 46)
werden uns spéiter noch besonders beschéftigen.

7. Die iibrigen beiden symmetrischen und zirkuldren Multiplikationsgattungen Nr. 9
und Nr. 10 unserer Tabelle (43, 13)

besitzen weiter keine besondere Bedeutung und sollen hier deshalb nicht néher

besprochen werden.

8. Die symmetrische Multiplikation.

Diese Art der Multiplikation soll hier, als die wichtigste der insgesamt 8 nur
symmetrischen Multiplikationsgattungen Nr.1 bis Nr.8 der Tabelle (43, 13),
etwas niher besprochen werden. Die Multiplikation, die gleichzeitig den Bezie-
hungsgleichungen (1), (3), (4):

(44,47) G5, Gio = i Giy, %y =%y, beide aus der Reihe 1,2, ..., s,

010:= 820 =" "= Gs 05 Q11T GeGot -+ g0 = B,
geniigt, besitzt nur mehr allein die Eigenschaft der Symmetrie. Wir nennen sie
kurz symmetrische Multiplikation. Produkte, die diese Eigenschaften aufweisen,
wollen wir mit einer Klammer () umschlieBen. Die Gleichungen (44, 47) lauten
in anderer Form einfacher:

(44, 48) Gi1 Qi = Bia Bix> G0 Gin = @2 s

i, == iy, beide aus der Reihe 1,2, ..., s.
Da auch hier wieder, ahnlich wie im Falle der duBeren Multiplikation, Produkte
mit gleichen Faktoren gleich null sind, so haben auch hier wieder Produkte von
je r geometrischen Groflen 1. Stufe nur mehr einen Sinn, wenn die Beziehung:
(44,49) I=sr=s

besteht. Die Beziehungen (44, 48), erweitert auf mehrfaktorige Produkte, kénnen
jetzt wieder in den beiden Formen geschrieben werden:

(44, 50) <g;, 84, - - 450 = {8, Qiep - - - Q> WOIIn (I: 7;2 l;’) irgend eine Permu-
2 eee
tation darstelit und die Reihenfolge der Indizes k,, ks, . . ., k,, die
wir noch der GroBe nach ordnen koénnen, also &y <k, <--- <k,
irgendwie fest aus der Reihe 1; 2, .. ., s gewahlt ist.
@i, G4z - - - Gy = (B),, wenn mindestens irgend zwei der Indizes
1y, 9, -« -, ¥, die aus der Reihe 1, 2, . . ., s sonst beliebig gewédhlt wer-

den kénnen, einander gleich sind.

_ Der allgemeine Ausdruck fiir das Produkt von r geometrischen Gréfen 1. Stufe
(44,51) Lo =Cmbn -8 = 5 ShuirShaioS0rir G iz - - - i) »

V15225 o0 oy lr
der zunichst wieder eine Summe iiber alle ¥ V7 = s" Variationen r-ter Klasse
(%1, %9, - - ., %) der Indizes 1, 2, .. ., s darstellt, kann dann wieder bei Annahme
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der Giiltigkeit von (44, 50) auf eine Summe von nur Kj = (i) Gliedern reduziert

werden, denn wegen (44, 50) oben sind die méglichen r! voneinander verschiedenen
Produkte der Einheitspole g;, gs,» - - -» s, alle einander gleich. Es ergibt sich
dann nach Zusammenziehen aller dieser Glieder die folgende Summe:

(44: 52) <§h1 ghz oo g’Lr) = 2 'Shi ﬁ: hr<gk1 ko + + - Ok >7 :
k1<kos - - <kr
darin ist kb <k <---<k, und 0=r=<s, und
(44, 53) SR = 3 SuisShais - - - Shirs
U1y 02y eeey Ur
wobei (kl k.z T k’) irgend eine Permutation darstellt.
G0 . 0. Ur
In (44, 52) ist die Summe zu erstrecken iiber alle K = (i)- Kombinationen der
Indizes (&, ks ..., k) r-ter Klasse ohne Wiederholung aus den Elementen
1, 2, ...,s Die Glieder in der Summe werden am einfachsten in der lexiko-
graphischen Anordnung der Indizes (ky, k,, ..., k,) summiert. Es wird dann

von selbst &, <k, <--- <k, sein.
In (44, 53) ist die Summe zu erstrecken iiber alle P, = r! Permutationen

(7? ];2 o 7:’) bei fester Auswahl der Indizes (k,, ks, - - ., k,) nach dem eben ge-
192 ¢ U1

nannten Gesetz aus der Reihe 1, 2, ..., s und bei verinderlicher Auswahl der
Indizes (i, 4y, - - -, 4,) als Permutation von (&, ks, . . ., k,).

Einen Ausdruck mit dem Bildungsgesetz (44, 53) nennen wir kurz eine Sum-
mante in Anlehnung an das Wort Determinante, zu welchem Begriff der eben er-
klirte das Gegenstiick bildet. Wir schreiben deshalb diesen Ausdruck auch sym-
bolisch in der folgenden Form:

Shiky « + + Shikr
kike ... kr
(44, 54) Sahe. =" + o o o )= ShirSheis -« Shrir-

Shrky « + » Shrkr iyt
Darin sind &y, ks, - - ., k, und ky, ks, . . ., h, festgewihlte Indizes, und die Summe

ist iiber die 7! Permutationen < ' : if> , worin (i, %y, - - ., ¢,) die variablen
7 T < ir

Indizes sind, zu erstrecken

Damit schlieBen wir die Besprechungen iiber die Multiplikationsgattungen
der Tabelle (43, 13) ab. Wir besprechen jetzt noch ein paar wichtige Formen von
Beziehungsgleichungen, die auch noch eine bedeutungsvolle Rolle im praktischen
Rechnen in der Punkt- und Vektorrechnung spielen.

9. Die Systeme komplewer Zahlen im engeren Sinne des Wortes.

Wir sprechen von komplexen Zahlen im engeren Sinne des Wortes, wenn fir
ihre Produktbildung eine oder mehrere Beziehungsgleichungen der Form

8
(44, 55) 8 ths = Dkiniet 85> (6 i ip=1,2,...,5)
=

bestehen. Die wichtigsten Sonderfille dieser Beziehungsgleichungen, némlich
die vektorielle Multiplikation im zwei- und dreidimensionalen Raume und die
komplexe Multiplikation geometrischer GréBen 1. Stufe, haben wir bereits be-
sprochen. Noch viel allgemeinere Beziehungsgleichungen zeigt
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10. Das System der Hamillonschen Quaternionen.
Es ist ein System von 4 Einheiten

(44, 56) =1, ¢;, €5, e; mit den Bezichungsgleichungen

(44,57)  epep=-+1, ee;=+e;, ee,="1e, eez= +e;,
6= +¢, ee;=—1, ee,=F¢, e€= —0C,
€p€p = F €, €€ = —e3, €€ = —1, eez=+e,
egep = + €3, €36, = + €y, €3€,= —¢;, egeg= —1

fiir Produkte von zwei urspriinglichen Einheiten gegeben.
Eine Hamiltonsche Quaternion stellt dann gewissermaflen eine Summe von
einer Zahl und einer geometrischen Grofie des 3-dimensionalen Raumes dar:

(44,58) a=agey+ (@ ¢, + asey + ages) = ay + (@, ¢, + ay €, + asey) .
Von besonderer Bedeutung sind auch die

11. Systeme dualer Zahlen nach Clifford.
Darunter versteht man ein System von zwei Einheiten

(44,59) @1:1, @2:8,
das folgenden Beziehungsgleichungen gentigt:
(44, 60) € ¢ =1, GC,=¢,

also &2=0.

€, € =¢, G,€,=0,

12. Die Systeme von m-n urspringlichen Einheiten.
a) Hier definieren wir die geometrischen GréBen 1. Stufe durch

(44, 61) A=C, 0, +Cay+---+€,qa,.
Sie sind hergeleitet aus den urspriinglichen Einheiten @, &,, . .., &,, eines Sy-
stems mit der Grundzahl m mittels der AbleitungsgréBen a4, ay, - . ., a,,. Die letz-
teren aber denken wir uns neuerdings hergeleitet aus einem System von anderen
urspriinglichen Einheiten e;, e,, ..., ¢, mittels der Ableitungszahlen a;; nach
folgenden Formeln:
n n n
(44, 62) 0= g8, OGg= D€, .00y 0= ;8.
i=1 i=1 i=1
Setzen wir diese Formeln in (44, 61) ein, so sehen wir, daB die geometrische Grofle
m m n
(44, 63) A= Y Ca;, =3 > ayi, € e
t1=1 t1=1 da=1

jetzt aus einem System von m-n Einheiten

(44, 64) Cep, mit (G, =1,2,...,m) und (=1, 2,...,n)

hergeleitet werden kann. Darin kénnen die Einheiten €, sowohl wie die Ein-

heiten e;, noch aulerdem besonderen Beziehungsgleichungen unterworfen werden.
b) Als Beispiel fithren wir jetzt das System der Cliffordschen dualen Vektoren

an. Setzen wir namlich in den Formeln (44, 61) bis (44, 64) fiir m = 2 die Formeln
(44, 60) ein, so erhalten wir fiir n = 3, wenn wir also die GroBen e, ¢,, e; als drei
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aufeinander senkrechtstehende Einheitsvektoren des 3-dimensionalen Raumes
deuten, also speziell gleich e,, e,, e; setzen, folgende Gleichungen:

(44, 65) G = @y 81 + @y € + a3 €3,
Ay = Gy €1 + Ggp €y + Ggs €3,

c¢) Ein dhnliches System ist das System der Bivektoren. Dort setzt man:

=70, +ea,.

(44, 66) G =1, €=7—1=¢i und
(44, 67) 6,6, =1, 66, =i,
C,E =1, €, =—1;
(44, 68) U=0a, -+ 10,
stellt dann einen solchen Bivektor — eine komplexe geometrische Grofle 1. Stufe
— dar.

13. Praktische Verwendung der verschiedenen Einheitensysteme.

Damit wiren wir mit der Bekanntgabe der wichtigsten Rechenregeln fiir
das Rechnen mit geometrischen Griéflen fertig. Die gegebene Darstellung zeigt
auch, wie vielseitig die moderne Geometrie ist und wie viele Wege sie auch heute
noch der Forschung offen 1a8t. Wir erkennen jetzt auch leicht, daf das Wesen
irgend welcher, zum Aufbau irgend eines Systems bendétigter urspriinglicher
Einheiten in erster Linie in ibrer linearen Unabhéngigkeit begriindet liegt. So
ist fiir den im zweiten Kapitel gebrachten Aufbau in der Physik gleichfalls we-
sentlich, daf die absoluten Grundmafeinheiten in (19, 1) ein System linear un-
abhingiger Einheiten darstellen. Dasselbe mu8 dann von den Einheiten irgend
eines daraus abgeleiteten MaBsystems Nr. % in (20, 1) notwendig gelten, falls
alle o,, & 0 sind. Eine besonders groBle Rolle spielen in der modernen Punkt-
rechnung die dulleren Produkte, die, wie gezeigt werden kann, immer nur dann
einen geltenden Wert besitzen, wenn ihre Faktoren ein System linear unabhéngi-
ger GroBen darstellen. Wir wollen uns deshalb im néchsten Punkt 45 noch mit
diesen Produkten etwas niher befassen und dann, zum Abschlufl der gebrachten
Untersuchungen in der Geometrie, noch den Aufbau aller geometrischen Gréfien
der modernen Punktrechnung vor Augen fiihren.

45, Das Rechnen mit #uBeren Produkten in der Punktrechnung.

Eine besondere Rolle spielen in der Geometrie des n-dimensionalen Raumes
die in (44, 12) bis (44, 28) behandelten dufleren Produkte. Sie eignen sich namlich
besonders zur Darstellung aller geometrischen Gebilde des Raumes. Da die &uflere
Multiplikation symmetrisch, zirkuldr und linear ist, erfilllt sie gleichzeitig die
Forderungen (43, 5), (43, 9) und (43, 10). Deshalb kann aus der Giiltigkeit der
Beziehungen (44, 14) sofort die Giiltigkeit folgender grundlegender Satze ge-
folgert werden:

(45,1) [8;8, - - - 8,] = @), falls es unter den Indizes iy, iy, . . ., i, irgend zwei
einander gleiche gibt.

(45,2) [8,8;,---8,]=(—1)"[8;5, - - - 8], wenn die Permutation (iy, 4y, .. ., ¢,)
der Indizes (ky, ks, ..., k,) insgesamt v Fehlstinde besitzt.

Darin kénnen die geometrischen Gréfien 3; nach Belieben Pole, also Punkte
oder Vektoren des n-dimensionalen Raumes darstellen. Auf Grund der Linearitit
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der dufleren Multiplikation gelten fiir diese Produkte ferner, wie sich auch leicht
zeigen 148t, folgende wichtige grundlegende Sitze:

(45,3) [8:8,...3,] bleibt ungeéindert, wenn ein 8, ersetzt wird durch 3, + 3,
mit k<=4, 4, k=1, 2,...,7)
OdeI‘Z [@1...§i...§k...§r]‘—=[él...Qi—l—@k...gk...gr],

(45,4) [3,8,...3,] geht tber in p[8,8,. .. 8,], wenn ein 3, ersetzt wird durch
Pr3; oder: [Ql...pﬁi...ﬁr]zp[él...Qi...gr],

daraus folgen sofort weiter die folgenden wichtigen Sétze:

(45,5) [8,8,. .. 5,] bleibt ungeéindert, wenn man zu irgend einem $, eine Linear-
kombination der iibrigen GroBen 3, (k4= 4) und (4, k=1, 2, . 7)
addiert, d. h. wenn man 3, ersetzt durch

Q e @ + p1§1 + p'l—lg -1 + pﬁ-lgu—l + + prgr’
also gilt dann [é‘»l... i---81=108...8...5.1],

(45, 6) (8,85 ...8]=@®,<> (8, 8,...,3) la,

(8,8:...8,1@, <> (3, 5,, .-, 8,) lu.
(45,7) 1. Gilt 8, = szk.; tig, fir (¢ =1, 2, ..., r) dann ist:
ki=1
[§1 g2 e 'r] - i kZ’ kplku P2ks « «+ Priy [t1k1 ... trkr] .

Die Summe rechts in der letzten Gleichung ist dabei zu erstrecken
iber alle "V’ = m" Variationen r-ter Klasse mit Wiederholung
(kys ks, ..., k) der Elemente (1, 2, ..., m).

2. Sind im Sonderfall alle Zahlenfaktoren gleich 1, d. h. gelten also

m
die Beziehungen 8, = i, fir (¢ =1, 2,...,r), so folgt
ki=1
[§1§2“'§’7‘]*7L kZ [tlkl"‘tTkr]’

ebenfalls eine Summe iiber m" Glieder genau wie unter 1.
3. Gilt ferner speziell nur fiir die i-te GréBe die Darstellung

g =1+ -+ 1t,,
so gilt der Satz:

m
[gl 62 e 32-_1 éz §i+1 PP @,,] :kg{[gl §2 e Qi_l tk §i+1 e g/,]

Gelten im besonderen die Beziehungen'

(45,8) th;kl Brys the "ZZzhok; Bhas - 2/12%7” Sk »

so folgt daJraJus:1 : v

(45,9) (7] = [fas the - - - 12 = 1 92 . dfike b [gy B, .. 8],
darin ist

Bi<k<---<k, 0Zr<m<s=n+1,

Dhaks -+ Dhakr |

dakeede | -}siehe (44, 19).

| Phoky -« - Phrkr |
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In der Darstellung fiir [7] ist die Summe zu erstrecken iiber alle K}, = (n:)-

Kombinationen ohne Wiederholung (k;, ks, . . ., k,) der Indizes aus den Elemen-
ten 1, 2, ..., m. Die Summanden werden wieder am einfachsten bei lexikogra-
phischer Anordnung der Kombinationen summiert, wobei stets k; <k, <...<k,
sein soll. Gilt dann noch im Sonderfall in (45, 8) speziell m = r, so folgt der Satz:

(45, 10) [7] = [t the - - - 0] = G20 (8152 - B,
. Phat - Phar |
diy T =
Phs1l -« Pher
daraus kann jetzt leicht noch weiter folgender wichtige Schluf gezogen werden:
(45,11) Gl =0, By, o 8) lu—>(ta, -, ta) la
G 0, By e &) lu > (e, -, ) Du

Somit gilt also der folgende Satz:

(45,12) Ist S das Gebiet der Grofen 8,, ..., 8, und 7' das Gebiet der Grofen
thys - - -5 B, und ist die Transformationsdeterminante beider Gebiete in
(45, 10) ungleich null, so ist das Gebiet 7" mit dem Gebiet .S identisch.
Ist die Transformationdeterminante aber gleich null, dann ist das
Gebict 7 untergeordnet dem Gebiet S.

Irgend ein duBeres Produkt geometrischer GroBen 1. Stufe (3,, . . ., §,) [ legt also
gewissermaBen das gesamte Gebiet dieser GroBen fest. Wir verstehen jetzt auch,
warum gerade die duBleren Produkte in Verbindung mit unseren Festsetzungen
(40, 54) und (40, 55) und allen daraus entwickelten Folgerungen (40, 56) bis (40,69)
eine ausschlaggebende Rolle in der n-dithensionalen Geometrie spielen miissen,
dies hauptséichlich auch wegen der Giiltigkeit des bedeutungsvollen Satzes (45, 6).

Wir schlieBen jetzt noch rasch an unsere Formel (44, 17) an. Setzen wir in
dieser Formel die Gleichungen (39, 67) ein, so erkennen wir, daf jedes beliebige
suBere Produkt in zwei Teilsummen zerspalten werden kann, nédmlich in eine
solche Teilsumme, die in der Summe rechts in (44, 17) nur solche Produkte enthalt,
in welchen e, bzw. g, als Faktor vorkommt, und in die restliche Teilsumme, die
in der Summe rechts in (44, 17) nur solche Produkte mehr enthélt, in welchen
¢, bzw. g, nicht mehr vorkommt, d. h. also in welchen nur mehr die Vektoren
€y, .., €, bzw. die GréBen g, ..., g, auftreten. Also kann dann auf Grund
dieser Zerlegung jedes duBere Produkt wie folgt dargestellt werden:

(45, 13) (1= (818 8] = 3 Pia.ileola-. 8]+

[P
+ 2 qu.i @i €l
W1y eneslr .

Darin ist die erste Teilsumme zu erstrecken iiber alle K7 '-Kombinationen
(r — 1)-ter Klasse ohne Wiederholung der Indizes 5, %3, .. ., ¢, der Elemente
1, 2, ..., n, wobei fiir die Indizes gilt ¢, <13 <- - - < i,; die zweite Teilsumme
hingegen ist zu erstrecken iiber alle K,-Kombinationen r-ter Klasse ohne Wieder-
holung der Indizes %y, %y, . . ., 1, der Elemente 1, 2, ..., n mit ¢; <4y <- -+ <4,.
Es gelten aber die Beziehungen:

Klinger, n-dimensionale Geometrie, 9



130 Die geometrischen Gré8en des n-dimensionalen Raumes.

(45, 14) p+D!=@+Dp!, ¢l=q(@—D!,
Krl— n! . n!
2T =D n—r+ 1) (m—r+ 1) 1! (n—1)"’
K — n! _ n!
"l n—rl) rir—1)(n—r)"
Somit folgt jetzt:
(45, 15) KKy =r[(n—r+1),

d. h. die beiden Teilsummen haben nur dann dieselbe Anzahl von Summanden,
wenn der Zahlwert in (45, 15) rechts gleich 1 ist oder wenn im Sonderfalle gilt:
(45, 16) r=(n+1)/2=s/2.
Ist also n die Dimension des Raumes eine ungerade Zahl, so wird dann r immer
eine ganze Zahl. Dies ist also speziell der Fall im 1-dimensionalen Raume n = 1
fir r = 1, und im 3-dimensionalen Raum » = 3 fiir r = 2. Wir haben in (45, 13)
die Zerlegung einer geometrischen GréBe r-ter Stufe in jener Form erhalten, die
wir in den Begriffsbildungen nach Formel (39, 54) gemeint hatten. Die Formel
(39, 54) bildet ndmlich den Sonderfall der Darstellung (45, 13) fiir » = 1, wenn wir
darin setzen:
45,17) o0=1[8;...5], o=m,+ =,

To= 2 Pio...is[€oCir-. 8], 7 =, iZ Qirie...i [€ir €5+ - - €3]

12y 0005 tr 1512y ceey Ur

(45,18) Wir nennen die GroBe 7, eine ursprungsgebundene, eigentliche GriBe,

die Grofe 7 eine freie oder uneigentliche GrioBe und die GroBe ¢ im

Falle 7, == (B), eine gebundene, eigentliche GréBe oder eine RaumgréBe.

Ferner nennen wir die geometrischen Einheiten r-ter Stufe der Form
(45,19)  &oi,...5r = [€9€s, - - - &;,] ursprungsgebundene, eigentliche,
Siris...ir = [€ij €, - - - ;) Ireie, uneigentliche Einheiten der 7-ten Stufe.

Da alle Vektoren im Raume parallel-verschieblich sind, so mufl dies auch
von irgend welchen Produkten dieser Vektoren gelten. Die Groe 7 ist daher ebenso
wie ein Vektor im Raume parallel-verschieblich und heilt deshalb eine freie
GréBe, zum Unterschied von der Gréfe 7, die an den Ursprung gebunden sein
mufBl. Erst die Addition der freien Grofle 7w zur ursprungsgebundenen GréBe
schiebt diese letztere wieder aus dem Ursprung heraus und macht sie so zu einer
richtigen Rawmgrofe o, wie wir auch noch durch spitere Uberlegungen genau er-
kennen werden. Die Gré8e o wird darum im Falle 7, == (B), eine gebundene, eigent-
liche GréPe oder eine RaumgrdPe genannt. Wir kénnen auch noch auf die nach-
folgende Art und Weise zu derselben Erkenntnis kommen: Nach (45, 17), (45, 4)
und (45, 7) kann geschrieben werden:

(45, 20) = 2 [(Pis...irC) iz - - - €],

2 ... 1r

7_6 :_ 2 [(qh’iz...iré’h) éiz L E@y]
11,{2,...,2‘7

n — —_— —
= 2 (X quis...ir®1) €i5 - - - €3]
12y evuyir T1=1 .
Darin sind noch die Summationen iiber <y, 45, ..., %, je von 1 bis n zu

erstrecken. Mit Hilfe dieser Darstellung und der folgenden in der ersten Zeile in
(45, 21) neu eingefithrten GroBe kann jetzt nach (45, 17) auch geschrieben werden:
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n
(45’ 21) p'iz,“.,’ir: Piz...irC0 _!—‘Z,lql'l,iz,...,ire’il’ (7:2, ?:3, ey ?;r = l; 2: ceey n)

n=

6= 3 Wia..ivBis- - -
22y enyir

Darin ist die Summe zu erstrecken iiber alle K’ '-Kombinationen (r — 1)-ter
Klasse ohne Wiederholung der Indizes (%, 3, . . ., %,) der Elemente 1, 2, .. ., n,
wobei fiir die Indizes gilt 4, < i3 <: -+ < ¢,. Damit sind wir jetzt mit unseren
allgemeinen Betrachtungen iiber die Grofen in der Punktrechnung zu Ende.

Um jetzt noch zu einer eindeutigen Bezeichnung und Namengebung der
Grofen in der Punktrechnung zu gelangen, die keinen Anlaf zu Irrtiimern gibt,
wollen wir vorschlagen, folgende Namen und Bezeichnungen fiir die angegebenen
geometrischen Grofen in der Punktrechnung des n-dimensionalen Raumes von
jetzt ab dauernd anzuwenden.

Einen beliebigen einfachen oder vielfachen Punkt des Raumes haben wir kurz
einen Punkt genannt. Soll der Punkt ursprungsgebunden sein, d. h., ist er also
ein Vielfaches des Ursprungs, dann nennen wir ihn kurz einen Urpunkt, weil er
ja auch einen Punkt des Raumes, und zwar einen besonders ausgezeichneten
Punkt des- Raumes darstellt. Ahnlich wie der Begriff Pol einen Vektor oder einen
Punkt und damit auch im Sonderfall einen Urpunkt darstellen kann, so fithren
wir im dhnlichen Sinue fiir die geometrischen GréBen héherer Stufen, und zwar
speziell fir die &uBeren Produkte in der Punktrechnung die nachfolgenden neuen
Namen in (45, 22) ein. Da im Hauptgebiete s-ter Stufe allgemein den Grofen
r-ter Stufe dual die GréBen (s — 7)-ter Stufe — nach unseren Ausfithrungen im
Anschlul an die Formel (44, 22) — entsprechen und es besonders bequem er-
scheint, duale GréBen als solche sofort erkennen zu kénnen, so. weisen wir dualen:
GroBen die kleinen und die groen Buchstabendesselben Alphabetesals Bezeichnung
zu. Die geometrischen Einheiten bezeichnen wir tiberall mit dem entsprechenden
Buchstabene, die Nullgré8en mit dem entsprechenden Buchstaben o des Alphabetes.
Damit erhalten wir nachfolgendes Bezeichnungsschema fiir die dueren Produkte
von r geometrischen GréBen 1. Stufe in der Geometrie des n-dimensionalen Raumes:
Tabelle (45,22). Name der duBeren Produkte in der Punktrechnung.

Name des duBeren Produktes r-ter Stufe
Anzahl der Faktoren gemeinsamer eigentliche uneigentliche eigentliche
r oder Stufenzahl Name gebundene freie ursprungsgeb.
des Produktes geometrische Grofe der r-ten Stufe des n-dim. Raumes
i
r o Tro - TTs nozl:(@,_ 7 T
0 Zahl
1 Pol . Punkt Vektor .Urpunkt
2 Schraube Stab Schild Urstab
3 Wand Blatt Spat Urblatt
r=4 bisn—3 r-Wand r-Blatt r-Spat r-Urblatt
n—2 Hyperwand Hyperblatt Hyperspat Urhyperblatt
n—1 Hyperschraube | Hyperstab Hyperschild | Urhyperstab
n Hyperpol Hyperpunkt Hypervektor | Urhyperpunkt
s=mn-+1 Block

9*
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Tabelle (45, 23). Buchstabenbezeichnungen der duBeren Produkte
in der Punktrechnung.

Buchstabenbezeichnungen der
Anzahl
der Faktoren r oder|  Produkte r-ter Stufe geometrischen NullgroBen
Einheiten
Stufenzahl des n
o+ 7 T+ 7 T+ 7
Produktes c ° 7 2 |0 7 7 ’ 7
ﬂo#@v ﬂo:%:@r 0 ”0:%:@1' ’
0 s e=1 0=0
1 b b Po €; e €0 0 [
2 o F 7 7Ty &; £ €04 @ &)
3
r=4 bisn—3 o, 7, 7, To,r | Eir Ere | f000| @, | ®&,
n—2 ,
n—1 z T | o E, E, | E,, (> ‘@‘,
n < B T PBo ¢, [ Gy O D
s=mn-+ 1 N E 0

Befassen wir uns speziell mit der Mathematik R oder mit der Geometrie des
0-, I-, 2-, 3-dimensionalen Raumes R, R,, R,, R;, dann verwenden wir jedoch der
Einheitlichkeit wegen folgendes Namen- und Bezeichnungsschema:

Tabelle (45,24). Bezeichnungsschema in der Punktrechnung, der Mathematik
und der Geometrie des 0-, 1-, 2-, 3-dimensionalen Raumes.

Buchstabenbezeich: in d
Stuferzahl r | Dimensionszahl Name der nehstabenbereichnung n der

des der’ Gré_ﬁe | geometrischen Malt];le;- ’ Geometrie des

Produktes d=r—1 Grofie ma;t: R, %, %, R,
0 — Zahl P 4 P p p
Punkt p p b

1 0 Pol 3 3 3
Vektor p p p

Stab P R 7

2 1 Schraube © G
Schild B 7

Blatt P B

3 2 Wand g

) Spat P

4 3 Block P

Dazu konnen wir noch folgendes bemerken :
(45, 25) Man nennt die Vektoren auch Pfeile. Sie sind die endlichen Vertreter
der o© fernen Punkte des Raumes.
Man nennt die Schilde auch Bivektoren. Sie sind die endlichenVertreter
der oc fernen Geraden des Raumes.
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Man nennt die Spate auch Trivekforen. Sie sind die endlichen Vertreter
der oo fernen Ebene des Raumes.
Als Vertreter co ferner Elemente des Raumes werden diese Grofien
auch uneigeniliche Elemente des Raumes genannt, wihrend die im End-
lichen liegenden Punkte, Stidbe, Blitter gebundene Grifen oder eigent-
liche Elemente des Raumes heiBen.

(45, 26) In der Mechanik begegnen wir einer Anwendung dieser GréBen. Dort
entsprechen den Drehungen und den Kréften des Raumes die Stébe,
den Translationen und den Drehmomenten des Raumes die Schilde.
Ferner entsprechen den Drehungen plus Translationen und den Kréften
plus Drehmomenten des Raumes die Schrauben, die hier die beson-
deren Namen Bewegungsschrauben oder Motoren bzw. Kraftschrauben
oder Dynamen fithren.

Damit haben wir jetzt die Grundlagen fiir das gesamte Lehrgebdude der
n-dimensionalen Geometrie, ndmlich der Punkt- sowie der Vektorrechnung ge-
geben. Den weiteren Ausbau dieses Lehrgebdudes behandeln wir erst in der ge-
planten Fertsetzung des vorliegenden Werkes. Wir gehen jetzt noch abschliefend
zum letzten Kapitel, némlich der Behandlung der extensiven GréBen iiber.

V. Kapitel. Die extensiven Griflen des n-dimensionalen
Raumes. Einfiithrung in die geometrische Physik.

46. Die extensiven GrioBen erster Stufe des n-dimensionalen Raumes.

Wir verkniipfen jetzt die Lehren des II. und IV. Kapitels und gehen von den
geometrischen GréBen 1. und r-ter Stufe des n-dimensionalen Raumes, die wir
im vorigen Kapitel eingehend besprochen haben, zu den extensiven Gréfien 1. und
r-ter Stufe des n-dimensionalen Raumes iiber.

Unter einer extensiven Grofe 1. Stufe oder kiirzer unter einer Eatense 1. Stufe
des n-dimensionalen Raumes verstehen wir — zum Unterschied von einer geo-
metrischen GroBe 1. Stufe des n-dimensionalen Raumes — eine Gréfle, die aus
unserem System der s geometrischen GrundmafBeinheiten, den Grundpolen g,
Qs - - -, 3 — nicht mit Hilfe von s Ableitungszahlen wie die geometrische Gréfie
— sondern mit Hilfe von s Ableitungsskalaren, die alle dieselbe physikalische
Dimension besitzen miissen, hergeleitet werden kann, d. h. also einen Ausdruck
folgender Form:

(46, 1) 8= Sp1 01 Sn2@a + v - S G-
Darin koénnen wir aber nach den Lehren des II. Kapitels die Ableitungsskalare

Sp1> Spgs - - s Sps alle im gleichen physikalischen Mafisystem Nr. a als Produkte
von Mafzahlen und Mafeinheiten darstellen.

(46, 2) Sn1 = Sn1,0 [Sn,als Sna = Snz,alSn,als - - s Sus = Sng,alSnal-

Den Ableitungsskalaren 8, 839, . . ., Sps in (46, 1) miissen wir dabei dieselbe phy-
sikalische Dimension zuschreiben, da sonst die Summanden in (46, 1) nicht mehr
gleichartig und daher auch nicht mehr addierbar waren. Wir erinnern auch hier
an unsere diesbeziiglichen Untersuchungen im II. Kapitel. In einem anderen
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physikalischen‘MaBsystem Nr. b erhalten wir fiir die Ableitungssklare die Dar-
stellung:

(46, 3)

Setzen wir (46, 2) und (46, 3) in (46, 1) ein, so erhalten wir, wenn wir die phy-
sikalische Dimension einer GroBe als Faktor in einem Produkt von GréBen stets
wie einen Zahlenfaktor behandeln, was wir von jetzt ab stets tun wollen, die beiden
folgenden Darstellungen der Extense:

(46, 4) 8y = (Shl,a g1+ Sp2,a 02 4o+ Shs, a gs) [Sh,a] P
3, = (Sp1,0 01+ Snz,0 82+ - - + Sns,p Os) [Sn,0]-
In der runden Klammer stehen jetzt geometrische GréBen 1. Stufe. Fiir jeden

Ableitungsskalar in (46, 1) miissen dabei nach unseren Untersuchungen im
I. Kapitel folgende Beziehungen bestehen:

Sn1 == Sn1,0 [Sn,5)s Sne = Sna, 0 [Sn,0)s - s Shs = Sns, 0 [Sn,0) -

(46, 5) Shy = Sni,a[Sn,a] == Sna,0[Sn,5) - i=1,2,...,8)
Darin kénnen wir setzen:
(46, 6) . $15) = k830, Snia =1k 8p40> (t=1,2,...,9

wobei k eine reelle Umrechnungszahl fiir die physikalischen Mafleinheiten be-
deutet. Nun fiithren wir einige neue Begriffe ein:

Unter der geometrischen Grofe 1. Stufe oder unter dem Pol 8, o bzw. 8, , der
Extense 8, im physikalischen Mapfsysiem Nr. a bzw. Nr. b verstehen wir die geo-
metrische GréBe oder den Pol

(46,7) é”h,a:‘ghl,a gl+8h2,a P e Shs,a Gs>
S5 = Sp1,5 811 Saz,p 5_32 + o S0 8-
Nach (46, 4) kann dann geschrieben werden im MaBsystem Nr.a bzw. Nr. b
(46, 8) ' %= %4 [Sh,a] =355 [Sh,b]~

Unter dem absoluten Betrag s, , bzw. 8,5 oder ] @h,a} bzw. |§h’b] einer Hxlense 3,
wm physikalischen Mafsystem Nr.a bzw. Nr. b verstehen wir den absoluten Be-
trag des Poles 3, , bzw. §, , also:

8 $
(46, 9) Spa ™ lgh,al = VZS}%'i,aﬂ Sp,o = ‘ gh,b} = VZ Sl?i,b'
+1 =1 +Fi=1
Wegen (46, 6) mull dann die Beziehung bestehen:

(46, 10) Sha=k s 5. '
Unter dem Einheitspol g;, der Extense 3, verstehen wir den Pol
(46, 11) 9% = 8n,a/Sn,a-

Dieser ist wieder vom physikalischen MaBsystem Nr. a unabhingig, denn wegen
(46, 6) folgt aus (46, 7)

(4:6, 12) gh,a = k gh,b’
und somit ergibt sich aus (46, 11) mittels (46, 12) und (46, 10) auch
(46, 13) 8 = 3n,5/Sn,-

Rechnen wir jetzt &, , und 8, , aus (46,11) bzw. (46, 13) aus und setzen beide
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Ausdriicke in (46, 8) ein, so ergeben sich nach Umstellung der Faktoren die wich-
tigen Beziehungen:

(486, 14) 8, = Sp,a [sh,a] G, = 81,5 [n,0] -

Diese Ausdriicke nennen wir jetzt die Normalformen der extensiven Gréfe 1. Stufe
8, vm physikalischen Mafsystem Nr.a bzw. Nr. b.

Aus (46, 6) und (46, 10) folgt aber jetzt fiir den von uns neu deflmerten Skalar
8, in der folgenden Gleichung die Beziehung:

(46, 15) v Sp = Sh,a[sh,a] = sh,b[sh,b]~
Damit kann die Extense 3, dargestellt werden in der Form:
(46, 16) gh = 8 g;n

worin jetzt der Skalar s, wieder von seiner Darstellung in irgendeinem physi-
kalischen Mafisystem Nr. a bzw. Nr. b unabhéngig geworden ist. Diesen Ausdruck
nennen wir deshalb die Normalform der extensiven Grofie 1. Stufe 3;. Zwischen
der Normalform einer geometrischen Gréfle 1. Stufe 8, und der Normalform einer
extensiven GroBe 1. Stufe 8,, die wir jetzt von nun an beide in derselben Form
schreiben werden, besteht also nur der einzige Unterschied, daB s, bei der geo-
metrischen GroBe 1. Stufe bzw. beim Pol 8, eine reelle Zahl ist, der die physikalische
Dimension [1]zukommt, wiabrend s, bei der extensiven GréBe 1. Stufe einen Skalar
bedeutet, dem die physikalische Dimension [s;, ;] bzw. [s;, ;] entspricht. Wir sehen
also jetzt leicht folgendes ein: Besitzen die Skalare sy, 8po, - - ., 855 10 (46, 1) die
physikalische Dimension [s;, ] = [$3,5] = [1], d. h. sind sie reelle Zahlen, so ist &,
in (46, 1) eine geometrische Gréfe 1. Stufe, d. h. ein Pol des R,,. Besitzen hingegen
die Skalare s;;, Spg, - - -, 85 2. B. im MaBsystem Nr.a bzw. Nr. b alle dieselbe
physikalische Dimension [s; ,] bzw. [s, ;], aber beide ungleich [1], d. h. sind sie
also wirklich Skalare im vollsten Sinne des Wortes, so ist 3, in (46, 1) eine exten-
sive GroBe 1. Stufe des R,,. Die geometrischen GréBen 1. Stufe des R, sind also
Sonderfille der extensiven Groflen 1. Stufe des R,. Zusammenfassend erhalten
wir also jetzt noch wegen (46, 11) fiir irgend eine extensive Grofie 1. Stufe fol-
gende Darstellungsformen:

(46: 17) gh = Sh,a [sh,u] g;b = 8 g;b = [Sh,a] f’h,a H

3y . .. extensive Grofle 1. Stufe des n-dimensionalen Raumes R, mit
s=mn-+1,

Spya -+ - Mapzahl der Extense 8, im physikalischen Mafsystem Nr. a,
[$1,a] - - - Physikalische Mapeinheit oder Dimension der Extense 3, im
physikalischen Mafsystem Nr. a,

ap - - - geometrische Mafeinheit der Extense 3,

8y = 83,4 81,0} - - - Skalar der Extense &,

8= Sn,al - - - geometrische Grofie oder Pol der Extense 8, im physi-

kalischen Mafsystem Nr. a.

Die MafBzahl s;, , in (46, 17) kann hierbei reell, rein imaginér oder auch komplex
sein. Ist sie komplex, so kann die extensive Grofe 1. Stufe wieder in einen reellen
und in einen rein imaginiren Bestandteil nach folgenden Regeln zerlegt werden:

(46: 18) sh,a:s;z,an_ is;z’,u’ 1= -I/_l
(46, 19) 8, = g;» + 7:511:: 5;» = S;L,'u [Sh,a,] gh: 8y, = sha[sh, ol g;b
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Der Begriff einer extensiven GroBe 1. Stufe schlieBt also die Grundbegriffe
der Geometrie, die Punkte und Vektoren des n-dimensionalen Raumes — sowie
den Begriff der physikalischen Dimension — in sich und bildet darum das ge-
gebene Fundament zum Aufbau einer modernen geametrischen Physik. Die fol-
gende Tabelle zeigt dies an je einem Beispiel:

Tabelle (46, 20). Die méglichen Sonderfille einer extensiven GréBe 1. Stufe.

Flrehe [Swie| Bespiel | Mabzam | BETEC | SRS
3, 1 Extense Sn,a (52,4l Ok
Geometrische 1 Punkt 6 (1] €a
Groe “Vektor 3,2 [ 3
Extensive Massenpunkt 2,7 [g*] €q
Groe T 5 "] B

¢ bedeutet darin einen Einheitsvektor in Richtung des Vektors bzw. der
Kraft und e, einen Punkt des Raumes. Eine extensive GrofBle 3, der 1. Stufe stellt
also die allgemeinste, iiberhaupt denkbare lineare GriBe, ausgestattet mit physi-
kalischen und geometrischen Eigenschaften, dar. Sie ist geometrische und exten-
sive Grofle zugleich und daher in der Geometrie und Physik in gleichem MafBe
umfassend verwendbar. Auf die extensiven GréBen kénnen natiirlich auch ohne
weiteres alle Begriffe der geometrischen GrofBe iibertragen werden. Wir denken
uns, um dies zu zeigen, zwei extensive GroBen 1. Stufe in ihren verschiedenen
Darstellungsformen im gleichen physikalischen MaBsystem Nr. a gegeben:

(467 21) ?’hl = th,a[skl,a] g;Ll = 8p, g;u = [shl,a] ghl,aa
She = Sha,a [She,a] Ghe = She g;zz == [8hs,4) Bho,a -
Wir legen jetzt in Anlehnung an unsere Begriffsbildungen fiir die geometri-

schen Gréflen 1. Stufe und damit auch in Ubereinstimmung stehend folgende neue
Begriffsbildungen extensiver GréBen fest:

(46; 22) g;Ll TT g;tw g;ll = g;lz <> ghl TT ghzv gh gleiCkSi”mig P“’ullel U ghz:

g},h Tl g;tza g;u = g;tg <> ghl Tl ghz: Q’hl gegewinnig parallel U ghz:
g;h ' i g;lz: g;u = :t g’hz <> ghl I ] Q’hza ghl Pm'a'llel 2U Bp,,
[$h1,a] = [Sno,a] <= 81y & 3ps, 81, gleichartig zu 3,

v , 81, = 81,, Sn, kongruent zu 3p,,

= , el =[8 <>

[s1H :{:ghz [sh ,a] [ hz,a] { Q’hl H ghg und ghl A ghz,
Ohy* Ghe = 0 <> 35, L 34,, 35, orthogonal oder senkrecht zu 3p,,
Sty,q = [1] <= 83, normiert im. physikalischen Mafsystem Nr. a,
[8y,a] = [1] <= 8, = geometrische Grofe 1. Stufe.

Damit haben wir alle Begriffsbildungen von geometrischen GréBen auch auf
die extensiven GréBen iibertragen. Ebenso kénnen wir auch wieder von der
linearen Ab- und Unabhdingigkeit mehrerer extensiven Grifen 1. Stufe nur dann
sprechen, wenn alle betrachteten extensiven Grofien von gleicher Art sind, d. h.
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wenn die betrachteten Extensen alle dieselbe physikalische Dimension besitzen;
denn nur in diesem Falle kénnen sie mit Zahlen vervielfacht und zugleich wieder
alle addiert werden, so daB das Additionsergebnis auch wieder einen entsprechen-
den Sinn besitzt. Es gilt darum der Satz:

(46, 23) Die Addition, Subtraktion und Vervielfachung mit Zahlen erfolgt bei
den extensiven GroBen 1. Stufe genau so wie bei den geometrischen
GroBen 1. Stufe, wobei beim Rechnen mit Extensen die physikalische
Dimension der Extense stets wie eine reelle Zahl zu behandeln ist. Es
kénnen jedoch immer nur gleichartige Extensen derselben Stufe addiert,
subtrahiert, mit Zahlen vervielfacht und dann wieder zu einer Gesamt-
summe zusammengezogen werden.

(46,24) Besitzen alle Ableitungsskalare einer Extense die physikalische Di-
mension [1], so stellt die Extense eine geometrische GroBe dar.

Aus diesem Grunde haben wir die Extensen 8, in (46, 1) genau so wie die geo-
metrischen GréBen 1. Stufe im IV. Kapitel bezeichnet. Alle dort fiir geometrische
GroBen abgeleiteten Formeln gelten deshalb auch in derselben Weise fiir exten-
sive GroBen, wenn nur dort die reellen Zahlen jetzt als Skalare, denen eine be-
stimmte physikalische Dimension zukommt, gedeutet werden. Die Rechenregeln
fir die extensiven GroBen brauchen deshalb nicht neuerdings angeschrieben zu
werden.

47. Die extensiven GroBen hoherer Stufen des n-dimensionalen Raumes.

Genau so, wie wir in Punkt 42 die geometrischen Grofien r-ter Stufe oy als
Produkte von r geometrischen GrdBen 1. Stufe 8, 8;,, . . ., 35, dargestellt haben,
kénnen wir jetzt mit denselben Formeln wie in 42 die extensiven Grofen r-ter
Stufe o;, als Produkte von r éxtensiven GréPen 1. Stufe 3y, 3;,, - . ., &, darstellen.
In (42, 8) und (42, 11) bedeuten dann die GroBen s, bzw. s, einfach Skalare.
Arbeiten wir im physikalischen MaBsystem Nr. a, so erhalten wir dann fiir irgend
ein allgemeines Produkt die folgenden Darstellungen:

(47,1) 06, = 3,5 -+ - S

8 8 8
= (3 Shatsa[$ns,al 8) ( S Shote,a [Snasal ko) « - - () Shokr,a [Shr,al Q) 5
ki=1 ke=1 k=1

(47, 2) Gy = 5, Bpg » -« Sy
8,8, aiy 8
= Py (Shaks, aShatsya - - Shriyra) [Shu,al [Shoyal - - [Shr,a] O Ok - - - Ok

T Reyeens Br=1,1,.00, 1
oder mit den Abkiirzungen:
(47; 3) Gh = ?’hl ghz LR ghn yk = gkl gka s gkrs

Shk,a = Shukia Shaksa - -« Shoknas>  [Sh,al = [Sm,al [Shejal - - - [Shral,
wenn man die letzten beiden Gleichungen in eine Gleichung zusammenfaft:
(47,4)  Sup = Smk:Shake - - - Swrk, Oder

Snk = Sk, 0 [8n,0] = Shiks,aShake,a - -  Shekrya [Sheya) [Shayal - -+ [Shr,als
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ergibt sich wieder entsprechend (42, 11) die Darstellung:
¢ ¢
(47, 5) Op =k§'1 Shk,a [sh,a] Ve :’glshk Y

worin jetzt wieder die s, alle Skalare derselben physikalischen Dimension dar-
stellen. Hétten wir dieselben Extensen alle im physikalischen Mafsystem Nr.b
dargestellt, so héatten wir in allen eben gegebenen Formeln nur den Buchstaben a
durch den Buchstaben b ersetzen miissen und daher die folgende Darstellung er-
halten:
t t

(47, 6) on=2 Shx,b [sh,b] Vie =2 Snx Vi
r=1 E=1

Bei der Darstellung in Matrizenform (39, 93) bis (39, 97) weisen dabei die Skalare
der 1., 2., ..., m-ten Zeile der Matrize der Reihe nach je dieselbe physikalische
Dimension, némlich die Dimensionen [s; o], [5,a), - - -» [Sm,a] auf. Der Produkt-
extense kommt dann als physikalische Dimension wieder das Produkt der physi-
kalischen Dimensionen der einzelnen Faktorextensen zu. Nach denselben Uber-
legungen wie in (42, 26) bis (42, 30) erkennen wir auch wieder im Anschlu} an

unsere Gleichungen (47, 1) bis (47, 6), weil die GroBlen s, . . ., s, jetzt alle Ska-
lare mit den physikalischen Dimensionen [s, 4], - - -, [$3,q] bedeuten, dal nach-
folgendes analoges Formelsystem Giiltigkeit besitzen muB:
(47,7) Shiky = Staks,a[Shs,als - - Sheke = Shykr,a[Shr,al,
(47’ 8) shl = 8h1,a [sh1, a] R 'shr = sh/r,a [shr,a] B
8 s
(47:9) Slu,a: Zs’gl»xkl,w: ~-*7shr,a: stib’a,
+ I Bi=1 +F =1
(47, 10) 8p == Sn,a[n,al> 0= $n,al$n,al Vis
Sp, = ShyShy + + « Shys shyazshl,ashz,a oot Shas
[sh,a] = [Sny,al [She,al - < - [Stral, Vi = Qhy Oho - - - Q-
Mit derselben Bedeutung fiir die g}, @5, - - -» 85, 2ls abgeleitete geometrische

MafBeinheiten wie in den Formeln (42, 26) bis (42, 30).

Zusammenfassend erhalten wir also jetzt wegen (47, 10) im Anschluf an die
Formeln (46, 17) fiir irgend eine extensive GréBe r-ter Stufe des n-dimensionalen
Raumes folgende Darstellungsformen

(47, 11) Op = Sh,a [sh,a] 7’;1 = Sm/i = [sh,a] Op,as
oy - . . extensive Grofe r-ter Stufe des n-dimensionalen Raumes R, mit
s=mn-+1,
Sn,q - - - Mapzahl der Extense 6, im physikalischen Mafsysiem Nr. a,
[$4,4] - - - Physikalische Mafeinheit oder Dimension der Eaxtense o, im
physikalischen Mafsystem Nr. a,
Vh = @b, Ghs - - - Ghr - - - geometrische Mapeinheit r-ter Stufe der Extense o,
8n= 8p,a[8n,a] - - - Skalar der Extense oy,
Ona= Sn,aVh - - - geometrische Grofie der Extense o; 1m physikalischen
Mapsystem Nr. a.

Ist im Sonderfall wie in (46, 18) die MaBzahl s, , komplex, so kann auch die
extensive GroBe r-ter Stufe ebenso wie die extensive GroBe 1. Stufe wieder in
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einen reellen und in einen rein imaginiren Bestandteil nach folgender Formel
zerlegt werden:

(47: 12) U;L = S;L,a[sh,a] V;La Op = s;z’,a[sh, m] VI,A

Die extensive GroBe r-ter Stufe o, des n-dimensionalen Raumes mit r = 0
stellt somit die allgemeinste iiberhaupt denkbare Grundgréfe gleichzeitig der
Mathematik, der Geometrie und der Physik dar, falls dem Aufbau ihrer geome-
trischen MaReinheit p7, in (47, 10) die allgemeinen Produkthildungsgesetze fiir
die abgeleiteten Einheitspole g}, gh,, - - -, a3, des R, zugrunde liegen. Sie bildet
darum tiberhaupt die Grundlage der gesamien geometrischen Physik. Fir die An-
nahme spezieller Produktbildungsgesetze geht diese allgemeine Extense r-ter Stufe
in irgend eine spezielle (z. B. in eine dufere, innere, . ..) Extense r-ter Stufe tiber.
In der folgenden Tabelle bringen wir noch je ein Beispiel der wichtigsten speziellen
Fialle der extensiven Gréfen r-ter Stufe, namlich der extensiven Grofen 0-ter
Stufe der Skalare und der Zahlen sowie der extensiven GréBen r-ter Stufe selbst.
Beispiele fiir die extensiven Gréflen 1. Stufe, die unser Ausdruck in (47, 11) natiir-
lich mitunﬁaﬁt, finden wir in der schon_gegebenen Tabelle (46, 20).

Tabelle (47, 13).

o, = o+ 1oy,

Sonderfille der extensiven GréBe r-ter Stufe.

Bt Vswiol B | s [Phpskaliche| Geomtriole
o, r Extense Siya [$n,a Vh
reel - 2,3
Zahl . . . .. 0 rein inmaginir + 71 1] 1
komplex 3—44
Skalar . . . . 0 Arbeit —4 [tm] 1
Bstense .. , Geometrische GroBe + 7,1 (1] Vh
Extensive Grofle + 5,3 [mkg* sk] Vh

Wichtig ist auch die Bemerkung, daB} allen Ableitungsskalaren einer allge-
meinen extensiven GréBe oder Extense r-ter Stufe o}, in (47, 5) die gleich direkt
durch das geordnete System ihrer ¢ Ableitungsskalare s,; gegeben ist, stets ein
und dieselbe physikalische Dimension [s;, ,] zukommen muB, da ja nur der Ad-
dition von GroBen derselben Art ein bestimmter Sinn zukommen kann. Verglei-
chen wir die eben gegebenen Untersuchungen wieder mit unseren Untersuchungen
in Punkt 46, so folgt auch, daB genau so, wie sich die Extensen 1. Stufe aus den
geometrischen GroBen 1. Stufe, durch Deutung der Ableitungszahlen als Ablei-
tungsskalare ein und derselben physikalischen Dimension, ergeben haben, dies
auch fir die Extensen r-ter Stufe gelten mufB. Die geometrischen Gréfien r-ter
Stufe sind ja wieder nichts anderes als spezielle Extensen r-ter Stufe mit der
physikalischen Dimension [1]. Eine weitere Untersuchung dieser Ausdriicke kann
daher hier wohl unterbleiben.

Da jedes spezielle Produkt r-ter Stufe von Extensen 1. Stufe sich wieder als ein
Sonderfall eines allgemeinen Produktes r-ter Stufe von Extensen 1. Stufe bei
gleichzeitigem Bestehen mehrerer Beziehungsgleichungen fiir die geometrischen
Grundmafeinheiten aufgefallt werden kann, so haben wir aber auch fir die
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speziellen (GupPeren, inneren, ...) Produkte r-ter Stufe, d.h. fiir die speziellen
(duperen, inneren, . ..) Extensen r-ter Stufe gleichzeitig keine besonderen Bemer-
liungen mehr hinzuzufiigen. Wir erkennen daher jetzt um so eindringlicher die
im II. Kapitel gemachte Behauptung, daf tatsichlich in der geometrischen Physik
das ganze System der Definitionsgleichungen, der Mapzahlen, der Mafeinheiten
sowie das geometrische System der Groflen durch die Auswahl eines bestimmt ge-
waihlien physikalischen Mapsystems, wie auch durch die Auswahl eines bestimmit
gewdhlten geometrischen Systems, des Grundkoordinatensystems des n-dimensionalen
Raumes R,, gegenseitig genau aufeinander abgestimmt sein muf, wenn man stets
beim Rechnen richtige und eindeutige Rechenergebnisse erhalten will. Nyr dann
werden sich beim Durchrechnen irgend welcher Aufgaben auch keine Widerspriiche
ergében.

48. Die zeichnerische Darstellung der extensiven GrioBen erster Stufe,

Wir wollen die Sachlage zunéchst an Hand zweier Beispiele etwas néher er-
ldutern. Wir wollen eine Verschiebung eines starren Korpers in einem drei-
dimensionalen Raume mathematisch-geometrisch einwandfrei mit Hilfe der Vek-
torrechnung im Vektorgebiete darstellen. Die Verschiebung wird genau bestimmt
durch die Angabe folgender Gleichung, die der Beziehung (46, 4) bzw. (46, 1)
genau entspricht:

(48,1) b =4[m]e,+ 3[mle,+ 12 [m]e; = (4¢; + 3e,+ 12¢;) [m]
oder allgemein:
b= Via [va] 61 + Vag [Q)a] 62' + V3q [va] ES = (’Ula—él + vzaéz + V3a E3) [va]a
D=6+ V8 + vze3 =ve =v,[v,]e =[v,]D,,
d. h. wir verschieben einen Kérper zuerst in der Richtung des Einheitsvektors €
um 4 m, dann in der Richtung des Einheitsvektors e, um 3 m und schlieBlich
in der Richtung des Einheitsvektors e; um 12 m. Das Ergebnis ist eine Verschie-
bung in der Richtung des Einheitsvektors ¢ um 13 im, denn es ergibt sich fiir
diesen Fall:
(48,2) »n=3, v,=4[m], v,=3[m], v;=12[m],
Vie=4, V=3, V3,=12, [v,]= [v5,] = [v3,] = [v,] = [m],
Vg =42+ 32+ 122 =16 + 9 + 144 = 169 = 13, v, = 13,
Vg _ 4 Ysa _ 3 _ Yao 12
. = 13— 0,308, o, =13 0,231, . =13 = 0,923,
e = 0,308¢, 4 0,231 ¢, + 0,923 g5
0,308% + 0,231% 4~ 0,923% = 0,095 4 0,053 + 0,852 = 1000,
b,=4e, +3e,+ 12¢;, v=13[m], b=13[mle.

Nun denken wir uns gleich anschlieBend als zweites Beispiel im Ursprung e,
eine Masse und verschieben diese Masse um b wie vorhin in (48, 1) und (48, 2),
dann gelangen wir zu einem neuen Punkt des Raumes, der durch ¢, = e, + b be-
stimmt wird. In diesem Punkt des Raumes wollen wir jetzt eine Kraft p in einer
bestimmt gegebenen Richlung des Raumes wirkend antragen: Wir geben die
Kraft durch: :
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(48,3) . p=—28[tle, + 45[tle,= (—28¢, + 45¢,) [t]
oder allgemein:
5 = P14(Pal —él + P2q (P24l E2: (pla_él + P24 -é2) [Pals
5 =pie;+ pae, =pED = g [Pal€p = [Pa]Pg-

Die Komponente der Kraft in Richtung des Einheitsvektors e,, (€,) ist also
—28 Tonnen, (+ 45 Tonnen), d.h. sie wirkt in Richtung des Einheitsvektors
—¢,;, (+ €,), also entgegen dem (in Richtung vom) Einheitsvektor + e, (+ €5)
in einer Stirke von 28 (45) Tonnen, ist also nach unseren Festsetzungen in (39, 14)
eine horizontal nach links (vertikal nach oben) gerichtete Kraft. Setzen wir diese
beiden Komponenten nach den Regeln der Vektoraddition zu einer Resultierenden
zusammen, so erhalten wir als Ergebnis eine Kraftwirkung in Richtung des Ein-
heitsvektors e, von 53 Tonnen, denn es gilt im Vektorgebiet des zwei-dimensio-
nalen Raumes:

Pro= —28, Pyo= 145, (P14l = [P20] = [p.] = [t],

pe=V(—28)2 & (+ 45)2 = 1784 + 2025 — , 2809 = + 53,
Pra __ —28 Ppa _ +45
= T = 0528, Prt= g — 0850,
€, = (—0,528) & + (0,850)¢,, (— 0,528)2+ (+ 0,850)2
— 0,279 + 0,721 = 1,000
Po=—28¢ +45¢,, p=>53[t], P =53[t]e,.

Der Kraftvektor p, wie wir auch diese extensive GréBe nennen, soll dabei im
Punkt e, des Raumes angetragen werden.

Wir wollen jetzt noch die in beiden Beispielen gegebene Verschiebung und
Kraft in ein und demselben Grundkoordinatensystem zeichnerisch darstellen.
Wir erhalten dann beispielsweise fiir die Darstellung in der Zeichnung fiir die
Verschiebung und fiir die Kraft folgende Beziehungen der MaBzahlen zur Zeich-
nung:

(48, 5) 60[m] . . . 1,000e 10,0t] . . . 1,000 ¢
1,0[m] . . . 0,107 ¢ 10[¢] . . . 0,100¢
13,0 [m] . . . 2,167¢ 530 [t] . . . 5300¢

¢ . . . GrundmaBeinheit,

d. h. unsere Grundmafleinheit ¢ soll eine Verschiebung von 6,0 Metern bzw. eine
Kraft von 10,0 Tonnen darstellen. Die Linge der GrundmaBeinheit ¢ ist dabei
von uns zu Beginn der ganzen Berechnung irgendwie fest gewahlt worden. Sie
kann z. B. in irgend einem Lande der Erde als Vielfaches oder Teil eines dort ge-
brauchlichen Langenmafles gewidhlt werden. Damit erlangt diese Art der zeich-
nerischen Darstellung sogar gewissermaflen, &hnlich wie der Gebrauch des abso-
luten physikalischen MaBsystems, in allen Lindern der Erde eine gewisse inter-
nationale Bedeutung.

Fassen wir den Ausdruck oben in (48, 5) in eine allgemeine Form, so erhalten
wir in Gegeniiberstellung zu den gegebenen beiden Beispielen folgende Darstel-
lung (48, 6) oder bei Einfithrung der neuen Abkiirzungen firr die Ausdriicke in
(48, 8) die Darstellung (48, 7).
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(48, 6). kylsnel - - - 1,000 ¢ (48,7) [2,] . . . 1,000 ¢
1,000[s,,] - - . (k) e [$ha] - - -+ mue
Snalsnal - -« (Snolkn) € Snaldnal - - - Zp €

(48, 8) k; wird als reelle Zahl frei gewihlt,
2] = kn[8nal,  nn=1/kn, 2n= Spalkn= Snoma-

Somit ergeben sich fiir die extensive Grofie 3, selbst jetzt eine rein rechnerische
und eine rein zeichnerische Normalform
(48,9) ' 8= Snqlsnalen=znlznl ep. :
Der Buchstabe z soll dabei an das Wort Zeichnung erinnern. Damit haben wir
im allgemeinen die rechnerische Darstellung extensiver GréBen durch ihre zeich-
nerische Darstellung ersetzt.

In der Berechnung arbeiten wir mit den GréBen s, und [s; 4], in der Zeichnung
hingegen mit den GréBen z; und [z2;]. Der Grundmafeinheit ¢ entspricht dabei
eine physikalische GroBe von k;, MaBeinheiten [s,,]. Die Zahl k;, wird fiir die Dar-
stellung aller dieser physikalischen Gré8en derselben Dimension [s;,] frei gewahlt.
Einer physikalischen Gréle von 1 [s; ] entspricht dann eine Lange von n;, Grund-
-mafleinheiten & in der Zeichnung. Schlieilich entspricht dann unserer extensiven
Grofle 3, selbst eine Linge von z; Grundmafeinheiten ¢ in der Zeichnung. Wir
nennen daher 2, die Mafzahl in der Zeichnung und [z,] den Zeichenmafstab unserer
extensiven, physikalischen Grife 3.

Je nach der Wahl der Grundmafleinheit ¢ z. B. gleich 3,0 cm der Zeichnung
oder z. B. gleich 10 cm oder 5 Zoll usw. kann dann noch das ganze physikalische
System in beliebiger Grofle am Papier aufgetragen werden. Bei irgend einer zeich-
nerischen Darstellung geht man dann am bequemsten wie folgt vor:

Erstens: Man wahlt zuerst die GrundmaBeinheit ¢ beliebig, aber dann dauernd
fest aus. Man wahlt sie meist als Vielfaches irgend eines im Lande gebréuchlichen
Langenmafes, welches fir Zeichnungen am Papier eine praktische Rolle spielt,
also z. B. ¢ gleich 1 cm oder ¢ gleich 5,0 Zoll usw. aus: )

Zweitens: Man wahlt fiir die Darstellung der physikalischen Gréfen das phy-
sikalische Mafisystem der GréBen, z. B. allgemein-das MaBsystem Nr. a, aus und
bestimmt zu jeder Grofe 8, rechnerisch, wie im 2. Kapitel gezeigt wurde, die MaB-
zahl s;, entsprechend der zugehorigen physikalischen Dimension [sy, ] der GroBe 3.

Drittens: Nun wahlt man das Grundkoordinatensystem &, mit den » aufein-
ander gegenseitig senkrechtstehenden Grundvektoren ey, €, ..., &, und trigt
diese im fest gewahlten Ursprung e, an. Den Anfangspunkt e, jedes der Grundvek-
toren €;, €, - . ., €, beziffern wir mit 0, den Endpunkt mit 4 1. Die n-Geraden,
die jetzt alle durch die Wahl eines der Grundvektoren auf ihnen mit positiven
Richtungen versehen sind, nennt man die Koordinatenachsen des Grundkoordinaten-
systems

(48, 10) @n:‘(eo: El’ 62:"';61_';):(91: 925 G35 -« -5 gs)s 8=1’L+1

Viertens: Nun denken wir uns auf jeder der n-Koordinatenachsen alle ganz-
zahligen Vielfachen ke; des betreffenden Grundvektors e; immer mit dem An-
fangspunkt e, aufgetragen und alle Pfeilspitzen entsprechend mit den ganzen
Zahlen, wie in (48, 11) unten bezeichnet. Dann wihlen wir der Reihe nach fiir
die Darstellung aller physikalischen GréBen verschiedener Dimensionen [s; ,] die
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AuftragsmafBstibe [z,], welche der GrundmafBeinheit ¢ entsprechen, also z. B.
fiir die Verschiebungen [z,] = 6,0 [m] und fiir die Krifte [z,] = 10,0 [t]. Nunmehr
beziffern wir die Endpunkte der eben genannten Einheitsvektoren auf den Koor-

dinatenachsen, der Reihe nach fiir alle Koordinatenachsen ¢ = 1, 2, . . ., » gleich

und wie folgt:

48,11) ..., — 3e¢;, — 2¢;,, = le;, Oe, 4+ 1%, + 2e;, -+ 3e;, ...
e, — 3, — 2, — 1, 0, <41, + 2, + 3, ...
..., —18m, —12m, — 6m, Om, 4 6m, +12m, +18m, ...
..., —30t, —20t, —10t, Ot, <410t, 420t, -430¢t,
.., — 3¢e, — 2e&, — le, Oe, 4 18, H 2¢, +H 3e,

(t=1,2,...,n), Nullpunkt ist der Ursprung e,

Die Zahlenteilung dient dabei zum Auftragen der geometrischen GréSen.
Zeichnerisch wird man dann die Meter- und Tonnenteilungen nach dem Dezimal-
system ausbilden und die 5- bzw. 10-fachen der Meter bzw. Tonnenteilungen be-
sonders hervorheben.

Fiinftens: Jetzt kann jede geometrische GroBe, wenn ihre s-Ableitungszahlen
bekannt sind, ebenso wie jeder n-dimensionale Vektor, gleichgiiltig, ob er eine
Verschiebung oder eine Kraft darstellt, ohne weiteres nach den Regeln der Vektor-
addition, insbesondere nach der Parallelogrammregel eingetragen, aufgefunden
und dargestellt werden. In (48, 11) wurden, die frei zu wihlenden Zeichenmafstabe
[#:] noch durch fetten Druck besonders hervorgehoben. Sie kénnen auf jeder
beliebigen Koordinatenachse 4 alle am Endpunkt des Grundvektors e; ohne wei-
teres abgelesen werden. Wie die Untersuchung zeigt, erstreckt sich dabei die zeich-
nerische Darstellung natiirlich in erster Linie auf extensive Gréfen, die durch Vek-
toren — denen ja eine Langenausdehnung zukommt — dargestellt werden kénnen.

49. Die zeichnerische Darstellung der extensiven GroBen hioherer Stufen.

Die extensiven GroBen hoherer Stufen konnen, da sie z. B. im R, Geraden,
Ebenen und Raume darstellen, nur mit den Hilfsmitteln der darstellenden Geo-
metrie entweder mit Hilfe von Auf- und Grundriff oder mit Hilfe eines axono-
metrischen oder perspektivischen Bildes zeichnerisch dargestellt werden. Dabei
spielt jedoch die eben gegebene Art der geometrischen Darstellung der extensiven
GroBen 1. Stufe naturgemiB die grundlegende Rolle. Eine weitere Ausfiihrung
dieses Gegenstandes wiirde jedoch das gesteckte Ziel dieses Buches iiberschreiten
und soll daher hier unterbleiben.

Schluflwort.

Damit waren wir mit dem mathematischen Grundbau des gesamten Lehr-
gebiudes der algebraischen Geometrie bzw. der geometrischen Physik fertig.
Es eriibrigt sich jetzt nur noch, die Rechenregeln fiir die geometrischen und exten-
siven GroéBen in den verschiedenen Hauptgebieten der 1., 2., 3., 4., . . . Stufe, wie
sie von uns dann spiter zur Losung der gestellten Aufgaben aus der Geometrie,
der Mathematik und der Physik bendtigt werden, anzugeben. Diesen Aufgaben-
kreis wollen wir, ebenso wie die geometrischen Verwandtschaften und den Ma-
trizenkalkiil, dem geplanten weiteren Ausbau dieses Werkes zuweisen.

Wir wollen indessen hier noch angeben, inwiefern ein Fortschritt auf dem
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Gebiete der Mechanik mit Hilfe der bekannt gegebenen modernen Rechen-
methoden erzielt werden kann. Eines der vollstindigsten Formelsysteme der
theoretischen Physik ist das Formelsystem der Lehre vom Magnetismus and der
Elektrizitdt in der Form, wie sie MAXWELL in seiner magnetischen Lichttheorie
entwickelt hat. Die.groflen Fortschritte auf diesem Gebiete sind dabei haupt-
sdchlich dem Umstande zuzuschreiben, daB das absolute GauBsche Mallsystem
Nr. 1 mit seinen fiinf physikalischen GrundmaBeinheiten (25, 3) den Bediirfnissen
des Maxwellschen Formelsystems weitestgehend angepalit ist. Es konnen in
diesem MafBsystem z. B. sofort alle elektrischen GréBen von den rein magne-
tischen GroBen unterschieden werden. Wiirde man in diesem MaBsystem (25, 3)
aber die beiden letzten physikalischen GrundmafBeinheiten als reine Zahlen an-
sehen und also nur die drei GrundmaBeinheiten der Mechanik cm, g*, sk zur Dar-
stellung aller elektrischen und magnetischen Gréfen verwenden, so wiirde dieses
MaBsystem ungeheuer an Leistungsfihigkeit verlieren, weil dann z. B. eine Unter-
scheidung der elektrischen von den magnetischen Gréfen ihrer Dimension nach
nicht mehr méoglich ware.

Da aber die elektrischen GroBlen zumeist durch gebundene geometrische
Grofen, die magnetischen GroBen hingegen durch freie geometrische GroSen
dargestellt werden konnen — weil ja auch die Existenz aller elektrischen und
magnetischen Grofen an den Raum gebunden ist —, so ist es naheliegend, die
Formeln der Theorie der Elektrizitit auch auf die mmechanischen GréBen anzu-
wenden und die Mechanik so in Analogiebeziehung zur Maxwellschen Theorie
neu aufzubauen. Das physikalische Mafsystem der Mechanik mufl dann ent-
sprechend dem Maf@system der Elektrotechnik gleichfalls auf fiinf statt wie bis-
her auf drei physikalischen GrundmafBeinheiten aufgebaut werden. Erst dadurch
kann die Mechanik zu ihrer hochsten Leistungsfahigkeit entwickelt werden.

Der Mangel eines solchen Formelsystems in der Mechanik macht sich schon
heute in vielen Teilgebieten der Mechanik selbst bemerkbar. So wird zum Bei-
spiel in der héheren mathematischen Elastizitdtstheorie immer nur die Wirkung
der Kriifte auf die Verschicbungen untersucht, wihrend die Wirkung der Dreh-
momente auf die Verdrehungen zumeist vernachléssigt wird. Nur durch eine
gleichméBige Beriicksichtigung beider, sowohl in der Ursache wie in der Wirkung,
und nur durch eine genaue Untersuchung der gegenseitigen Abhingigkeiten
konnen die héheren Probleme der mathematischen Elastizitdtstheorie ihrer Lo-
sung zugefiihrt werden. Der Verfasser hat in seiner im Literaturnachweis zitierten
Dissertationsarbeit auf diesen Umstand besonders hingewiesen.

Ein solches leistungsfahigeres Formelsystem der Mechanik wiirde aber der
Forschung noch viele neue weitere Wege eroffnen. Es konnen némlich auf Grund
der dargelegten Ideen Analogiebeziehungen zwischen rein mechanischen GréBen
und elektrischen GréBen aufgefunden werden, ja es kann sogar gewissermalen
ein Schliissel entdeckt werden, der es gestattet, eine rein mechanisch arbeitende
Maschine in eine rein elektrisch arbeitende Maschine und umgekehrt umzusetzen.
Dieser Schliissel bringt also dann die Méglichkeit, mit einem Schlage viele neue
Erfindungen auf einmal zu gewinnen. Wenn auch das Ziel dieser Untersuchungen
sehr hoch gestellt erscheint, so beabsichtigt der Verfasser dennoch den Versuch
zu unternehmen, iiber seine diesbeziiglichen Forschungsergebnisse in dem fiir
spiter geplanten Ausbau dieses Werkes zu berichten.
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Tabelle (23, 1).

Die MaBsysteme der Mechanik

1 2 3 4 5 | 6
Potenzexponenten
Skalar-| Definitionsformel im |fiirs MaBsyst. Nr.1
Nr. Art der GroBe |Zeichen| absoluten MafBsystem Absolutes MaBsyst.| 1. Abgolutes (physik.-
s m t theor.) Mafsystem
P p=ysmt i || | oo [7:]
1 Linge s s 1 0 o=1 cm
2 Masse m m 0 | 1] 0 [|onu=1 g*
3 Zeit ¢ t 0 0 1 O5=1 sk
4 Kraft P P =sm/ft? 1 1} -2 1 Dyn
y
5 Zahl, Winkel Vs @ p=y, p=¢ 0 0 0 1 1
6 | Beliebige Grofle P p=y smteghs ot o] o |s—2ps] 1 em’ g*l“’ sk?e
Erdbeschleu- _ ; g:=19,81 - 102
7 . nigung g = 980,665 cm/sk? 1 0| —2 1 1 [om/sk?]
| £ | Gravitations- N _ ) C,=— 6,658 - 10-®
8 .;s konstante ¢ |0=6,658-10"%cm®/g*sk?| 3 |-1| -2 1 l[cm3/g* sk?]
2 | Plancksches _ B ol hy=16,65-10-27
? MO Wirkungsqu. - h h=6,55-10"Tem®grjsk] 2 | 1] -1 ! 1[01112g*/sk]
Lichtgeschwin- . 10 . €, =3,0 - 10%°
10 digkeit c ¢==3,0-10Y cm/sk 1 0] —1 1 1 [omsk]
_l s = (ow/ot:) Pr p=y shmte ths '
12 Tabelle [p:] = (os/oz) [0re] p=yspPgs pp= (1072 )'1‘3}2) P
zur Umrechnung _ 10241+ 34 — P3=
13 der MafBzahlen u=1, ap=10"" : Py =0 Ps =(9 81—12.310—22.1—312) Py
—  beliebiger T —— ”
14 GroBen % =9,81"%. 102k + 3% [py] = [P:]/os Pa=10 Shtlle, P
R R T e -
15 %y = 109771 g ‘7;11k Ok Géak %= 0'1~_k- C{%Ck o D= 01 Py
16 | Geschwindigkeit v v=sft 1 0| -1 1 | ecmjsk=cel
17 | Beschleunigung b b=uft 1 0l —2 1 | cm/sk?
18 Kraft P P=mb 1 | -2 1 | Dyn
19 Arbeit, Energie A, B A=Ps, E=mv¥2 2 1] -2 1 Erg
20 | Effekt, Leistung N N=A 2 1] -3 1 Erg/sk
21 spezif. Energie a a=E[V -1 1] -2 1 Erg/em?
22 Winkelgeschw. o o=/t 0 0 -1 1 1/sk
23 Winkelbeschl. e e=wft 0 0| —2 1 1/sk?
Statisches _ .
24 | Massenmoment 8 S=ms 1 1 0 1 g*om
Massen- M -
25 Tragheitsmoment I I=ms* 2 1 0 1 g*om?
. -Moment .
26 einer Kraft M M=P-s 2 1| —2 1 Erg
StoBkraft, P ' B
27 | Antrieb einer Kraft| © G=r-t 1 1 1 1 Dyn sk
o Bewegungsgrofe, _ B
28 Tmpuls der Kraft £ D=mv 1 1 1 1 Dyn sk
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und der Schwingungslehre. 1. Teil.

7| 8 | 9 | 10 | 11 | 12 13
Potenzexponenten
MaBsystem Nr. (Technisches MafBs.)
2. Physikal.-praktisches . 4. Elektrotechnisches p=git P2 ¢is
MaBsystem 3. Technisches Mafsystem MaBsystem s P :
g [p.] o3 5] oy [p4] M1 Mo U3
7yq= 102 m 015 = 10% m Oya=10° E 1 0 0
o . .
Fop =103 kg* —08%.108 ™ _ ‘1’ i Mi -1 1 2
yga=1 sk ogg=1 sk Og4=1 sk 0 0 1
108 Grofidyn 9,81 - 10° kg 10-2 cDyn 0 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0
Ao
10%41+8%2 | mhijegate glehs X?’SJM e MPTMPsKP (10971 phMe R (A A, 2, |20+l
2 go=9,81 R gy =9,81 ga=9,81 - 107 ~
10 B 10 i 100 e 1 0 2
C,=6,658-10-11 C3=16,531-10"10 C,=6,658-10-1¢
3 2 O .1021Ys > 38 4 P _ .
10 [md/kg* sk | P02 10% 17 pmd/lgska] 10 [E?/Mi/sk?] 4 1 4
hy=6,55-10-3¢ .| hg=16,68 - 10-3% hy=6,55-10-3¢
7 2 b . 7 3 > 7 4 ]
10 [mekgr/sk] | 810 [rkgsk] 10 [E# Mi/sk] ! ! 1
R ¢;—3,0 - 10° R 03=3,0-10° . cs=3,0- 10 )
10 [ ek] 10 ook ] 10 [1sk] 1 0 1
py=10213%. p, Py =(9,81%2-102"1 +312) y, py= 1097110 ., P1= %P
Pe P2 =9.81" - g pa=107H710 g, | py— (1072120 py
r )
=9,817"2. Py = . ps = (9,817 x
Ps 2 Ps = (9,817% . 107 —1iey | 5 10"2hBleg g
Py = 10-—-7)~1+14;-2 -y p4:(9’8112.10‘7)~1+1412)p3 Py 2,74:(10~'97v14.-—11}»20%)p’c
R Pp= 117.
Dr :: (102 71+82e O'h) Py _ (9,81;‘2 . 10211%—312 O'k) P P = (1097.1 1122 Uh) Pa P
102 m/sk 102 m/sk 10° E/sk 1 0 1
102 m/sk? 102 m/sk? 10° E/sk® 1 0 | -2
108 Grofdyn 9,81 - 108 kg 10-2 c¢Dyn 0 1 0
Grofdyn m
107 | jGroldy nm |es1 100 kgm 107 Joule J 1 1 0
» W3 Wattsek Wsk
107 %3;‘%;’/%1; 9,81.107|  kgm/sk 107 %?;%g/%lé 1 1| -1
10 J/m? 9,81 - 10 kg/m? 10-18 (2] —2 1 0
1 1/sk 1 1/sk 1 1/sk 0. o0 1
1 1/sk? 1 1/sk? 1 1/sk 0 0 2
10 kg m 9,81 - 106 T™M - m 10-2 [S4] 0 1 2
107 kg* m? 9,81 107 TM - m? 107 [S,] 1 1 2
107 Joule J 9,81 - 107 kgm 107 Joule J 1 1 0
105 GroBdynsk | 9,81.105 kgsk 10-2 [Ss5] 0 1 1
108 GroBdynsk | 9,81 .105 kgsk 10-2 2] 0 1 1

10*
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Tabelle (23, 1).

Die MaBsysteme der Mechanik

1 2 3 4 5 | 6
Potenzexponenten
Skalar-| Definitionsformel im |firs MaBsyst. Nr. 1
Nr Art der GroBe |Zeichen| absoluten MaBsystem Absolutes MaBsyst.| 1, Absolutes (physik.-
s m t theor.) MaBsystem
P p=ysim' i R [p,]
29 Drall B=§£-s 2 1] -1 1 Ergsk
Schwingungszahl, _ _o - 1/sk=Hz
30 Kreisfrequenz ¥, @ v=1/t o =2y 0 0 ! 1 = Hertz
31 Flache F F=s? 2 0 0 1 cm?
32 Volumen vV V=g 3 0 0 1 cm?
33 Gewicht G G=m-g 1 1) -2 1 Dyn
34 | Druck, Spannung | p, 0,7 p=P|F —1 1| -2 1 Dyn/cm?
35 Dichte 0 o=m[V -3 1 0 1 g*/cm?
‘ Réaumigkeit 1 - 3
36 spez. Volumen v v="V[m 3 1 0 1 cm3/g*
37 spez. Gewicht y y=GQ|V —2 1 2 1 Dyn/cm?®
Atomgewicht, Gy Gy
38 Molekulargewicht 4, u A T @z’ u Gaz 0 0 0 1 1
Normalspann. N T _ _ 2
39 Schubspann. 0T C=FT=Tp 1 1 2 1 Dyn/em
Dehnung, A1 As
40 Schiebung & Y = T y= - 0 0 0 1 1
Elastizitdatsmodul, _ 0 AT _ _ 9
41 Schubmodul B G B= g’ ¢= y ! ! 2 ! Dyn/om
Dehnungszahl, 1 1 _ 2
42 Schubgahl o B %= = @ 1 1 2 1 cm?/Dyn
43|  Stat. Mom. 8 S=F.s 3 1o o 1 cm?
einer Fliche
44 Fliachentragheits- I [=F.s 4 0 0 1 emt
moment
45 Widerstands- w W=1Is 3 0 0 1 cm?®
moment
Spannungs- - —
46 Funlction F F=o¢-s 0 1 2 1 g*/sk?
47 Elastizitat C C—=s/P 0 |-1| 2 1 sk2jg*
48 Federkonst. c c=1/C 0 1 2 1 g*[sk?
49 Widerstand w w=Pv 0 1] -1 1 g*/sk
Zahigkeit _ o . *
50 einer Flissigkeit K n="PlFv ! ! ! 1 g*/emsk
= kinematische o . 2
51 Zahigkeit v v=1/o 2 0 1 1 cm?/sk
Reynoldsche .
52 e R R=vipy o] ol o 1 1
53 | DurchfluBmenge Q Q=1 3 —1 1 cm?®/sk
Stromfunktion, D, ¥V, _ _ _ 2
54 | Geschwind.-Pot. | I' P=v-5 ¥=v-l 20 ! om?/sk
Kraft auf die _ -~ 2
55 Masseneinheit X X=P/m 1 0 2 1 cm/sk
56 Rotor q q="v/s 0 0] —1 1 1/sk=Hz
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und der Schwingungslehre. 2. Teil.

7 | 8 | 9 | 10 | 1 | 12 13
Potenzexponenten
MaBsystem Nr. (Technisches MaBs.)
2. Physikal.-praktisches . 4. Elektrotechnisches p =i PH2 e
MaBsystem 3. Technisches Maflsystem MaBsystem s P :
% [p.] o3 (5] oy [pdl My Mo Ha
107 Jsk 9,81 - 107 komsk 107 Jsk 1 1 1
1 Hz 1 Hz 1 Hz 0 0 -1
10 m? 104 m? 1018 k2 2 0 0
10¢ m? 108 m? 1027 E3 3 0 0
108 Grofidyn 9,81-10° kg 10-2 cDyn 0 1 0
10 GroBdyn/m? |9,81-10 kg/m? 10-20 cDyn/E2 —2 1 0
10-3 kg*/m® 9,81-10-5  TM/m?® 1058 Mi/E? —4 1 2
103 m3/kg* 1,02-102% m3/TM 1038 E3/Mi 4 —1 —2
101 GroBdyn/m3 |9,81.10—! kg/m? 10-2° c¢Dyn/E? —3 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0
10 GroBdyn/m? |9,81-10 kg/m? 10-20 cDyn/E? —2 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0
10 GroBdyn/m? |9,81-10 kg/m? 10-20 cDyn/E? —2 1 0
10! | mYGroBdyn |1,02:10-%  m?kg 1020 E2/cDyn 2 | -1 | o
108 m? 108 m3 10%7 B3 3 0 0
108 m4 108 mt 1038 E* 4 0 0
108 m3 108 m3 10% E3 3 0 0
10° kg*/sk?  |9,81-10% TM/sk? 10-11 Mi/sk® —1 1 0
10 sk kg | L,02-1075  skyTM 10T sk¥/Mi 1 | —1 0
10° kg*jske | 9,81-10° TM/sk? 10-11 Mi/ske ) 0
103 kg*/sk 9,81-10° TM/sk 10-1t Mi/sk —1 1 1
10 ke*/msk | 9,81-10 TM/m sk 10-20 Mi/Esk —2 1 1
104 m?/sk 104 m2/sk 1018 E?*/sk 2 0 | —1
1 1 1 1 1 1 0 0 0
108 m3/sk 10¢ m3/sk 107 E3/sk 3 0 —1
10 m?/sk 104 m?/sk 101 E2/sk 2 0 | —1
102 m/sk? 102 m/sk? 100 | Bjske 1 0 | -2
1 1/sk=Hz 1 1/sk=Hz 1 1/sk =Hz 0 0| —1
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Tabelle (24, 1).

Die MaBsysteme

1 | 2 3 4 5 | 6
&8 e Potenzexponenten fiirs MaBsvstem
8 &| Definitionsformel MaBsystem Nr.1 u. Nr. 2, Y
N Groge | 28] X absoluten Absolutes MaBsystem
r.] Art der GroBe |7,3 MaBsystem s n ¢ Q| 1. Absolutes Maflsystem
b |pmydtmo @t B | | ke M| k| w [7:]
1 Linge s s 1 0 0 0 Olop=1 cm
2 Masse m m 0 1 0 0 Ofoy,=1 g*
3 Zeit t i 0 0 1 0| Oloy=1 sk
4 { Wirmemenge | Q Q 0 0 0 1| Olonu=1 cal
5 Temperatur 4 9 0 0 0 0l 1lloy=1 °C
6 | Kraft, Gewicht | P, & P=sm/t? 1 1 -2 o o 1 Dyn
7 Zahl, <C Y@ p=y 0 0 0 | O 0] 1 1
8 | Beliebige GroBep p |p=y spteiha Qz"i o 012 M| 05Asl 03124 A | 02| 1 em? g*lz ks caltt 0 s
) Gas- R=8,315 x R;=8,315-107
] 5 | konstante Bl 107 Ergrc 20 1y =2 011 [Erg/oC]
=
3| Warme- A =2,3887 x A, =12,3887.10-8
10 *iz aquivalent 4 x 10-8 cal/Erg —2 |1 2 1o 1 [cal/Erg]
—| &
M [ Arbeits- 1—14,1863 x 1,—4,1863 - 107
1 dquivalent I % 107 Erg/cal 2 Ly =2 =1 0p 1 [Erg/cal]
12 Tabelle zur Pi = (ow/ots) Prc» OCL~—¢71A O'QAOJ'sL O'uc"o/\ Py
—| Umrechnung - "
13 | der MaBzahlen [pi] — (“i/“k) [pk] y Pr=0uD; Po= 9’81—}.2 . lo—_ A1-3A3—844 P
— beliebiger - >
14 GroBen w=1, o,=0981%.1020+3%+3k 1y 1[5/, Pr=(1)oz) Dy
Arbeit, | A=1-Q=¢@/4
15 | nere Energie A, T U 2 1] -2 0 0] 1 Erg
N Léngenaus- _ -
16 dehnungszahl | * oc-4l/l 49 0 0 0 0—1] 1 oC
Raumaus- - _
17 dehnungszahl B p=AVIVAH 0 0 0 o—1] 1 °oc-
18 | spez. Wirme ¢ c=Q[G Y -1 -1 2 ~1] 1 cal/Dyn °C
Verdampfungs-
9 | e e | T r=Q/Q —1 |—=1]| 2 | 1] of 1 cal/Dyn
20 Wirmefluf3 q g=Q/Ft —2 0| —1 1 0] 1 cal/em®sek
21 | Warmeleitzahl | 2 | A=Q/It —~1 0 —1 -1 1 cal/emsk °C
g Temperatur- _
22 leitfahigkeit a a=»Acy 2 0| —1 l o 1 cm?/sk
p spez. Warme- y
23 | P eretard | 72 | rz=1/A 2 o 1 -1l cm?2sk°C/cal
; Wérme- . . 0
24 fibergangszabl i 4= Q/IFtY -2 0 —1 _i -1 1 cal/cm%k’C
25 | spez. Energie | « u=U/G 1 0 0 | 0 of 1 Erg/Dya=cm
26 Entropie S S=g/% 0 0 0 1—1} 1 . cal/°C
27 | spez. Entropie | s s=38/G -1 -1 2 11—1] 1 ¢al/*C Dyn
28 | spez. Volumen | » v=V/[@ 2 |-1 2 o of 1 cm?/Dyn
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7 l

8 9 10 11
Nr. Potenzexponenten Py=1py- 0y Po= Py Oy
=4 52 m@? 198 9+
2. Praktisches therm. MaBsystem » mm| ; 5 Zahlwert
Oy {p.] (451 Q2 03 04 01 Oy
045 = 102 m 1 0 0| o0 1 1
Gps=9,81 - 103 T™ 0 1 0| o 1 1
Oy =1 sk 0 0 1|0 1 1
04y =103 kcal 2 1 —2 0 4,19 - 107 4,27 . 102
O =1 v 0 0 0| 1 1 1
9,81 - 10 kg 1 1 |-2 ] o0 1 1
1 1 0 0 0 0 1 1
9,81% x m* TM”2 sk*s x 0y = A 21
% 102}_14.3}‘2_{_3;_4 L% ca,l)"‘o(];'“ ll+2l4 2.2*}‘14 2.3—23.4 15 =4:,]_8613}'4.]_07}'4 0'2=4:,27 4, 104
R,=8,481-101
,81 - 107 2 ? 2 1 -2 -1 1 1
i [kgm/°C]
4,—2,34-103=
1,02 -10-8 =1/427 0 0 0 0 4,19 - 107 4,27 - 102
[keal/kgm]
I,=4,27-10% _ .
9,81 -10% z[kgm/kcal] 0 0 0 0 2,39 -10-8 2,34 -10-3
py=9,81% . 102 ¥3t3h .y, Pr= o Ps p=TPy[em? g*¢sk?0C%]
P py=9,817"2. 107273k gy | p— 7y [m® TM®25k20C2]
pe = (9,81% - 10214852 % 3 ) P
9,81 - 107 kgm 2 1 —2 0 1 1
1 °ct 0 0 0 j—1 1 1
1 °C-1 0 0 0 |—1 1 1
1,02 -10-3 keal/kg °C 1 0 0 |—1 4,19 - 107 4,27 - 102
1,02 - 103 keal/kg 1 0 0 0 4,19 - 107 4,27 - 102
101 keal/m?%k 0 1 -3 0 4,19 - 107 4,27 .102
10 keal/msk °C 1 1 -3 |-1 4,19 - 107 4,27 - 102
100 m2/sk 2 0 {-11]0 1 1
10 m?sk °C/keal 0 —1 3 1 2,39 .10-8 2,34 .10-3
101 keal/m2%k °C 0 1 | =3 |—-1 4,19 - 107 4,27.102
102 kgm/kg =m 1 0 0 0 1 1
108 kgm/°C 2 1 | -2 |—-1 4,19 107 4,27-102
1,02 -1073 keal/°Ckg 1 0 0 |—1 4,19-107 4,27 - 102
1,02 m?3/kg 2 -1 2 0 1 1




152

Sunjyenssne
gW/ury v-01 W0/ Wy 1 I 0 0 (S dlo =4 g -yyory ‘zods v
sW/SH »-0T sWO/SH = qIi8 I I 0 0 z- a1=g g | erverpayoney | €1
: YIRS
cil -0T x] X0 I I 0 0 g— dlo =1 T | _s3unyyonereg | 1
bt} 1 Wy ueuwmny 1 1 0 0 0 OT=¢ D WoIsYYOIT 11
1 I I I 0 0 0 0 #o=m ® | Eyumumey | 01
’ ‘ 10T 5,186 =" ,
‘d gy 1y 012, 186 =0 10700 1,0 01+, 186="d| EFT @@mnﬁ worqezgery | ©
Iop —
3g 2541201 * 5,186 = 14 1q aq 4 == I 1 =10 ”ﬁbﬁbu\wwb To="0 mq:c.mﬂosonab 3
‘ s 1 ad| (of*0) = [*d, oleq®eL
$879 3y 417701 * 5,18°6 =" 'd o= d 5 k% M.ﬂs“usw — m& u L
o 3TH 75 5 UL 1% [oy g 4 1,501 2,186 | o STHL o8 5,uB o | 1 R A W | I edensd=d | d |ogory oBqereg| 9
I I I I 0 0 0 0 b 4 b 4 * ‘19eZ g
SIH I MH ozIYUPH | 1 I 0 0 0 I I oxqreysyory | ¥
s 1 s I 0 1 0 0 ? , ? o7z €
WL ¢0T - 18°6 3 I 0 0 I 0 w w osseIy (4
w z0T wo 1 0 0 0 1 s s oZue 1
[*d] o [*d] K N4 ol W No
woshy Asgepy seIn|os : I _ ! w § :M,WWMMﬂﬁ%ﬁ g g 9goIy) Iop 94V | "IN
SOYOSIUY0YIYOI[-YoSIIRIT °G WRSASFRIY SOINOSAY "1 ure)sASgRIy SIIN[OSqY ULIOJFIOT AT =5 - :
‘1 "IN wegsAsgrpy sIny [ oLy s
IN oweysAsgely uojuauodxoez 9303
8 L 9 g ¥ € 4 1

JruyooysSungyonajog Iop swalsAsgeiy oI (1 ‘9%g) °lPqeL.





